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I. Einlei tung

Die vorliegende Arbeit behandelt allgemeine inhomogene
Randwertprobleme von Balken, Platten und flachen Trans-
lationsschalen unter statischer Belastung nach der
technischen Biegetheorie.

Die Rechenverfahren werden fiir Platten und Kreiszylinder-
schalen (mit dem Gaufschen Krimmungsmaf null) iiber recht-
eckigem Grundripf entwickelt. Bei den (positiv gekrimmten)
elliptischen Paraboloiden und den (negativ gekriimmten)
hyperbolischen Paraboloiden als Schalen mit Flédchen zwei-
ter Ordnung sind die Rechenablidufe v5llig entsprechend
denjenigen der Kreiszylinderschale. Es kOnnen sich aber
besondere numerische Schwierigkeiten ergeben, vor allem
bei den negativ gekriimmten Schalen.

Es werden die von den Minimalprinzipien von Dirichlet und
Priedrichs abgeleiteten direkten Variationsverfahren nach
Ritz, Galerkin, Picone-Kantorowitsch-Krylow und Trefftz
in einer fiir die Programmierung von Digitalrechenautoma-
ten glnstigen Matrizendarstellung verwendet. Dabel sind
Betrachtungen iiber die Ansatzfunktionen und deren Voll-
stdndigkeit wichtig. Als Beispiele fir homogehe Randbe-
dingungen werden eingespannte und gelenkig gelagerte Rén-
der untersucht. Inhomogene Randbedingungen werden anhand
elastisch gestiitzter und durchlaufender Schalen betrachtet.
Diese Bedingungen sind beliebig zu kombinieren. Beim Zu-
sammensetzen einzelner Schalenfelder werden das Kraft-
grofen, Formidnderungsgrofen- und Ubertragungsverfahren
herangezogen.

Die ausfiihrliche analytische Darstellung der Variations-
methoden und deren statische Deutung wird der Einfachheit
und Durchsichtigkeit wegen fiir den Biegebalken und den
Kreisbogentrager und zum AufzZeigen der besonderen Proble-
me im Zweidimensionalen fiir die Platte (Kirchhoffsche
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Theorie) durchgefiihrt.

Fir die Biegetheorie der diihnen und flachen Schalen wer-
den die durch viele Untersuchungen der letzten Jahre als
folgerichtige erste Niherung erkannten beiden linearen
partiellen Differentialgleichungen mit einer Spannungs-
funktion ¢ und einer Verschiebungsfunktion w nach v. Kar-
man, Reissner, Marguerre, Wlassow, oder die gleichwertigen
drei linearen partiellen Differentialgleichungen flir die
Verschiebungsfunktionen u, Vv, W zugrunde gelegt. Bei der
Kreiszylinderschale enthal ten sie die Nidherungen nach
Donnell-Karman-~Jdenkins (DKJ—Eéherungen). Hierliber wurde
in [1]1[2)(3] bverichtet.

Die Randtrdger der Schalen milssen in einer der Genauigkeit
der Schalentheorie adédquaten Weise behandelt werden. Meist
genligt die Balkentheorie,

Die LOsungen werden in der klassischen mathematischen
Schreibweise unter Benutzung iiblicher Differentialopera~
toren durchgefiihrt. Da das Grundgebiet rechteckig ist,
werden kartesische Koordinaten und Zylinderkoordinaten
benutzt .,
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2. Uberblick iiber den heutigen Stand der Berechnungsverfahren
bei Platten sowie diinnen und flachen Schalen nach der techn.

Biegetheorie

Die "“technische'" Biegetheorie der diinnen und flachen Schalen

ist entweder in drei linearen partiellen Differentialgleichungen
fiir die Verschiebungen u,v,w der Schalenmittelfléache, zweil
pifferentialgleichungen fiir eine Spannungesfunktion ¢ der
Membrankridfte und die Verschiebungsfunktion w oder in einer
Differentialgleichung fiir die libergeordnete Wlassowsche Span-
nungsfunktion Y darstellbar. Auch fiir eine komplexe Spannungs-
funktion ist eine partielle Differentialgleichung mdglich.

Die Mittelfldche einer diinnen und flachen Schale sei analytisch
dargestellt in den krummlinigen orthogonalen Flichenkoordina-
ten a, B und dem Abstand z zur Grundripebene x, y oder in einem
geeignet gewdhlten kartesischen Achsensystem x, y, 2z.

zz=z(@;B)=z(x,y)

ydia,p
¥ = w(a,B)
= #¥(xy.z)

Bild 1

Koordinaten der Schalenmittelfliche

Die Belastung ist p_, pgr By [kp/m?] in Richtung der Achsen

«, B, Y. Pir Eigengewicht und Schnee wird oft Py = p‘j = 0 ge~-
setzt.

Mit u = u(a,8), v = v(a,p), w = w(a,B) und den linearen, par-
tiellen Differentialpperatoren Lik in o und B mit bik = Lki’

womit der Bettische Reziprozititssatz gililtig ist, lauten die

Verschiebungsdifferentialgleichungen:
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L11(U)+L12(V) *L13(W) C'Pa

L21(u) + L22(v) + L23(w)

C'Dﬂ {2.1-3

L31(u) +L32(v) + L33(w) =z C~pY

Ist die Mittelfléche eine Flidche 2.0rdnung, so sind die Opera-
toren ij nicht ortsabhingig, die Differentialgleichungen haben
konstante Koeffizienten.

Bei Anwendung der Variationsverfahren nach Galerkin und Picone -
Kantorowitsch - Krylow geht man von diesen Gleichungen aus, weil
die Verschiebungsfunktionen im Ritzansatz bestimmten Randbedin-
gungen geniigen milssen. '

Die v.Karmanschen Gleichungen sind:

3
24) Eh A
e W = - 2.4
& 2 .
V‘P+EhVKw=O ; mit Pg =Pg = {2.5)
Die Operatoren sind:
2 2 2 2
vi- Lo 2 g2l 00 1 BT (2.6
aal  gp? Rg 8a2 Ro 8p2
Ra’ RB : Hauptkriimmungsradien an der Stelle a, B
E ' Elastizitédtsmodul
h Schalendicke
M Querdehnzahl
E h’ o
TN =K: Plattensteifigkeit
12(1=-p“)

Die Dgl.{(2.4) beschreibt das Gleichgewicht in Normalenrichtung.
Vf‘@ ist die Summe der Komponenten der Membrankréfte in Normale

richtung y. Sie ergeben sich aus der allgemein doppelten Krim-
mung der Mittelfléche in Richtung a und B.
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K.v"w 2 KAAw 1ist die Summe der Querkraftinkremente, also der
homogene Teil der Kirchhoffschen Plattengleichung.

pie Gleichung (2.5) beinhaltet dieKompatibilitdt der Deformationer
der Schalenmittelfléche. vé o=0 ist die Scheibengleichung.

pie Voraussetzung der euklidischen Verformungsgeometrie ist er-
fiillt, wenn gilt:

NI L SR B L
Ra ax2 Rp dy2

Die x- und y- Richtungen werden hierfiir in Richtung der FProjek-
tionen der Tangenten der a- und f-Koordinatenlinien angenommen.

Man erkennt die enge Verwandtschaft dieser Schalengleichungen
mit den v.Karmanschen Gleichungen fiir die Platte mit grofen Aus-
biegungen. Dort ergeben sich die Gewdlbekrdfte infolge der Kriim-
mung der elastisch ausgebogenen Fléche.

Mit Einfiihrung der iibergeordneten Spannungsfunktion Y gemip
w=viy ; 0=-EnviU (2.89)

ergeben sich die Gleichungen (2. 4,5) zu:

kviy +EhV':'LlJ=pY (2.10)

Bei verschwindender Kriimmung R, = R,—e=0e wird Vk= 0 , es

p
bleibt die Plattengleichung

p
Vhw=-2L

Reihenlssungen dieser Dgln. wurden zuerst fiir die Kreiszylinder-
schalen entwickelt. Aus den vollstidndigen Fliiggeschen Verschie-
bungs ~ Dgln. [4 ] erhdlt man die Gleichungen (2.4,5) mit den
Naherungen nach v. Karman, Donnell, Jenkins, die auch von Wlag-—
sow benutzt wurden. Die Losung der Fliiggeschen Dgln. wurde zu-
erst von Miesel [ 5] fiir Binderrandstorungen und von Dischinger
[6] fiir Kampferrandstorungen angegében. Die Partikularldsung Uy
Vs W o]

wird jeweils wie die Belastung Pys P drei Doppel-

o}

y' tz
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fourierreihen angesetzt. PFiir jedes Paar von Zihlindizes der Rei-
hen ergibt sich ein dreigliedriges lineares Gleichungssystem fiir
die jeweiligen Fourierkoeffizienten der Verschiebungen. Es ist
wichtig festzustellen, dap nur ein einziger Satz von Kombinationen
trigonometrischer Funktionen unter Beachtung notwendiger Symme-
trien méglich ist, d.h. das Herausheben der Funktionen und damit
die algebraischen Gleichungen gestattet. Schon Finsterwalder [7]
hatte aber erkannt, dap man anstatt der Partikularlésung in den
baupraktisch wichtigen Fdllen die Membranlésung verwenden darf.
In [6] ist an Hand einer Lastaufteilung fiir Normalbelastungen
eine sehr iibersichtliche Abgrenzung der Anwendbarkeit der Mem-
brantheorie in Abhingigkeit von Zylinderradius a, Linge | , Scha-
lendicke h sowie Zdhlindizes m und n mit Hilfe von Eurventafeln
gegeben, Mit Hilfe der von Riidiger und Urban [8] entwickelten
Partikularldsung (ausgehend von den Gleichungen (2. 4,5)) 188t
sich fiir jedes Fourierglied der Belastung der Anteil bestimmen,
der durch die Membranldsung abgetragen wird. Auch fiir alle an-
deren nicht negativ gekriimmten Schalen mit stetig gekrlimmter Mit—
telflédche, stetiger Stutzung und Belastung ist die Membrantheorie
anstelle der Partikularldsung der Biegetheorie anwendbar. Bei ne-
gativ gekrlimmten Schalen konnen singulire Losungen auftreten, so
dap die Partikularldsung erforderlich wird. Piir negativ gekrimm-
te Fldchen 2.0rdnung erhdlt man als Differentialgleichung der
Membrantheorie die Wellengleichung. Wlassow hat in [9] $.91 ff
die Losungen diskutiert.

Die Biegetheorie wird herangezogen, um die mit der Membran-
theorie (oder auch Partikularldsung) nicht erfiillbaren Rand—
bedingungen zu befriedigen, also die Biegerandstdrungen zu be—
schreiben. Hierzu sind nur die homogenen Dgln. erforderlich,
wie aus den Uberlagerungssitzen linearer Dgln. hervorgeht,

Der klassische Losungsansatz zur Entkopplung homogener linearer
partieller Differentialgleichungen- sowohl fiir die Schalen als

auch filir Platten- ist nach Maurice Levy benannt [10]. Levy benutzte
ihn fir die Platte. Er ist ein spezieller Bernoullischer Produkt-—
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ansatz mit einer trigonometrischen Funktion in einer Verén-

derlichen. Fiir die homogene Plattengleichung

AAW1=0 (211)
ist es die Einfachreihenldsung
w1=§sin”T"x-Yn(y), (2.12)

wenn die Rechteckplatte in x-Richtung bei x = 0 und x = a ge~ N
. . n
lenkig gelagert ist. Auch mit hyperbolischen Funktionen sinh =X

oder cosh %} x gelingt die Entkopplung. Ein allgemeiner Produkt-
ensatz der Form w, = X(x) Y(y) ist wegen der gemischten Ableitung
in 646w nicht méglich. Mit dem Levy - Ansatz gelangt man bei der
Platte zu der gewthnlichen Differentialgleichung

4, 2 42
d*¥nly)  n2n? déy(y) | nbné -
dyé ~ “ a2 ayz "t ak Ynly) =0 (2.13)

fiir jeden Z&hlindex n.
Mit dem Ansatz
Yoly) = &Py (2.14)

ergibt sich aus Gl.(2.1%) ein Polynom 4. Grades, die charakteri-
stische Gleichung, die stets 4 Wurzeln, hier die Doppelwurzeln

nw . . _nm
91;2= M- '93‘-1.' - hat.
Nach den erwidhnten Uberlagerungssitzen, dem Superpositionsgesetz
der Elastostatik, ergibt sich die vollstdndige homogene Lisung
aus dem Funktionalsystem zu:

nt nn -nr O
Yo (y) = C1'e—0——y +C2‘y'é a y+C3‘e a y+C4-y~e a (2.15)

Die 4 Integrationskonstanten der partiellen Dgl.4.0rdnung gestat-—
ten die Erfillung von 4 Randbedingungen in y-Richtung, an jedem
Rand 2zwei, was durch Einfiihrung der Ersatzquerkrifte nach Kirch-
hoff zu einer eindeutigen Losung flihrt. Entscheidend ist, dap durct
den Levy~Ansatz die Randbedingungen in x-Richtung schon festge-
legt sind, die homogene Losung also grundsédtzlich nur die Erfil-

lung beliebiger Randbedingungen in einer, hier der y—-Richtung ge-
stattet,
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Ansloges gilt fiir die Schalen. Bei der Kreiszylinderschale z.B.
ergeben sich zwei Moglichkeiten fiir die homogene Losung, sei es
in den Verschiebungsfunktionen W, vy, wy oder in der Spannungs-—
funktion ¢ und wy oder in W . Man kann einmal den trigonome~
trischen Ansatz in Richtung der Erzeugenden machen [ 6 | [71.
Dann entkoppeln sich die partiellen Dgln. in ein gewchnliches
Dgl.— System 8. Ordnung (oder eine Dgl. 8. Ordnung), mit der 8
beliebige Rand- oder Ubergangsbedingungen an den Kédmpferridndern
erflillt werden kénnen, an jedem Rand 4 entweder nur geometrische,
nur statische oder gemischte. Die Querrichtung ist demnach als
eindimensionales Problem zu behandeln. Besonders bei Schalen em-
pfiehlt sich das Kraftgrifenverfahren der Stabstatik anstelle
der direkten Formulierung der Ubergangsbedingungen von der Schale
zum Randglied oder zur nichsten Schale. Mit Hilfe von Randwert-
tabellen fiir die Einheitslastfidlle an den Schnittufern lassen
sich die statisch Uberzéhligen, als die die Integrationskonstan-—
ten deutbar sind, berechnen. Diese Methode ist z.B. in[ 8 ]und
[11 ] verfolgt. Auch die Ubertragungsmethode oder matrix progres-—
sion method ist gesignet. Sie wurde von Asss in [ 12 | dargestells
und baut auf Arbeiten von Falk {13] und Tottenham [14] sowie
Wegner [15] auf.

SchlieBlich ist das Forménderungsgropenverfahren zuweilen von
Vorteil. Alle dies Methoden kommen auch bei den Zwangsentkopp-
lungen der direkten Variationsverfahren in Frage und werden in
dieser Arbeit angewandt.

Bel der Tonnenschale sind also die Binderrandbedingungen nicht
etwa von der Konstruktion her gegeben, sondern sie sind durch

den trigonometrischen Losungsansatz festgelegt. Es sind die Be~
dingungen eines frei aufliegenden Trdgers mit einer Binderschei-~
be, die in sich v6llig starr ist und senkrecht dazu keinerlei
Steifigkeit hat. Randschubkrifte sind vorhanden. Die Partikular-
losung enthidlt dieselben Bedingungen. Dieses Berechnungsmodell ist
bei Einfeldschalen praktisch anndhernd ausfiihrbar. Teilweise Ein-
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spannungen sind aber oft nicht vermeidbar, vor allem bei Binder-—
rahmen von Shedschalen. In Richtung der Erzeugenden durchlaufen~
de Tonnenschalen kann man mit dem Levy - Ansatz nicht erfassen.

pie zwelite MOglichkeit besteht in der Berechnung der Binderrand-
storungen des geschlossenen Rohres, bei dem die trigonometrischen
Funktionen in Ringrichtung angesetzt werden[ 5 ] . Das gewdhnliche
Dgl.~ System gestattet die Erfiillung von 2 mal 4 Binderrandbe-

dingungen, z.B. fir den Beh&lter auf Binzelstiitzen.

Beim elliptischen Paraboloid liegen die Verhdltnisse dhnlich.
Pir die Richtung, in der die trigonometrischen Funktionen ange-~
setzt werden, gelten die Randbedingungen von frei drehbaren,
festen Lagern, die Randschubkridfte sind nicht null. In der an-
deren Richtung sind beliebige Randbedingungen erfiillbar. Eine
nach allen Richtungen durchlaufende, also an allen Rdndern ein-
gespannte Schale ist nicht erfapbar.

Die negativ gekrlimmte hyperbolische Paraboloidschale iiber recht-
eckigem Grundrif mit géraden Rédndern enth&lt in den zur Entkopp-—
lung méglichen trigonometrischen Funktionen Randbedingungen, die
konstruktiv nicht verwirklichbar sind, denn die Randschubkrifte
sollen null sein. Diese tragen aber in der Membranlosung die ge~
samte Last ab. Die von Apeland und Popov in [ 16] entwickelten
Randwerttabellen sind deshalb in ihrem praktischen Wert begrenzt.

Die Wurzeln der charakteristischen Gleichung sind bei den Kreis-
zylinderschalen stets konjugiert komplex. Damit hat die homogene
Losung der Tonnenschale die mathematische Form von 2 mal 4 ge-
ddmpften Schwingungen, die von den beiden Kampferrindern ins Ine
nere der Schale abklingen. Da die Querkrdfte g und damit die
Biegemomente m die wesentliche Aufgabe der Lastumlagerung haben,
sind sie {liber die gesamte Schale vorhanden. Bei der hyperbolischen
Paraboloidschale sind die Wurzeln der charakteristischen Gleichung
teils reell, teils konjugiert komplex, so daf die RandstSrungen
teilweise die Form geddmpfter Schwingungen und teilweise die Form
reeller eXy - Punktionen haben. Hier ist das Abklingverhalten je
nach den Randbedingungen unterschiedlich. Bel den positiv gekrimm~
ten elliptischen Paraboloiden ist das Abklingverhalten durchweg
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sehr gut.

Aus den beschriebenen mathematischen und physikalischen Gegeben-
heiten besteht die Aufgabe der numerischen Analysis nun darin,
die Biegerandstdrungen fiir beliebige, auch inhomogene Randbedin-
gungen an allen vier Ridndern zu berechnen. Man unterscheidet die
folgenden Néherungsmethoden:

Variationsmethoden:

Hierzu gehdren vor allem die direkten Variationsmethoden. Die
vom Energieprinzip abgeleiteten Verfahren gliedern sich wie
folgt:

1. Von Minimalprinzipien hergeleitete Verfahren.

1.1 Das Ritzsche Verfahren als direkte Methode des Dirichlet~-
schen Pringzips oder Prinzips vom Minimum der potentiellen
Energie.

1.2 Das Trefftzsche Verfahren als direkte Methode des Pringips
von Castigliano und PFriedrichs oder Prinzips vom Maximum
der Ergénzungsarbeit oder Minimum der Forménderungsarbeit,
ausgedriickt in den Spannungen oder Schnittgrogen.

2. Vom Prinzip der virtuellen Arbeiten hergeleitete Verfahren.,

2.1 Die Galerkinsche Methode, die von den Dgln. ausgehend das
Prinzip der virtuellen Verschiebungen benutzt.

Spezielle Methode zu 2.1:

2.la Die Methode von Picone - Kantorowitsch - Krylow der néhe-
rungsweisen Reduktion partieller Dgln. in gewdhnliche
Dgin. Diese Methode nimmt den Galerkin - Prozef nur in
einer Ver#nderlichen vor, geht also von einem Ansatz mit
einer Parameterfunktion aus.

3. Beliebige weitere Variationsmethoden im Sinne von Ritz und
Irefftz, bei denen durch Anderung der Bedingungen an die
Ansatzfunktionen entsprechende Bedingungsgleichungen fiir
Entwicklungskoeffizienten auftreten. Damit ergeben sich ge-
mischte Ndherungsmethoden fir die Dgln. und Randbedingungen.
Das System aller Mdoglichkeiten ergibt sich aus den kanoni-
schen Gleichungen des Variationsproblems,
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pie Methode 2.1a wird in den Kapiteln 4 und 6 benutzt. Es ist
giinst1g, das entstehende gewthnliche Dgl.- System in ein Systenm
von Dgln. 1. Ordnung zu transformieren. Damit muf das vorliegen-
de Randwertproblem durch wiederholte Losung eines Anfangswertpro~
plems (Ubertragungsmethode) erfaBt werden. Bei vielen Ubertra—
gungen kénnen sich aber schleichende Rangabf#lle einstellen, so
dap zwischendurch die ein - oder mehrmalige Anwendung des Form=-
anderungsgropenverfahrens von Vorteil ist.

In der vorliegenden Arbeit ist in Kapitel 5 gezeigt, dap auch

das Kraftgrofenverfahren bel entsprechender Matrizenschreibweise
fiir die Rechenautomaten geeignet ist. Ein besonderes Problem
gtellen inhomogene Randbedingungen in beiden Koordinatenrichtungen
dar. Pir eine Richtung wdhlt man glinstig zunichst geometrische
starre Randbedingungen und benutzt dann die Deformationsmethode
sur Berechnung des wirklichen Zustandes. Dabel sind zusédtzliche
galerkinschritte erforderlich. Dies wird in Kapitel 6 untersucht.

Die der Ritzschen und Galerkinschen Gebietsmethode entsprechende
Randmethode ist die nach Trefftz [17] benannte direkte Variations-
methode mit Ansidtzen, die die homogenen Dgln. erfiillen. Fir die
eingespannte Platte hat Wegner [18]) erstmals die Trefftzschen
Gleichungen angegeben. Fiir allgemeine Plattenprobleme wurden die
Gleichungen von Berger [19] angegeben. Wegner filhrt aus, dap die
Methoden von Ritz und Galerkin gegeniiber der Trefftzschen Methode
folgende Nachteile haben:

1. Schwierigkeiten bei der Bestimmung der Ansatzfunktionen fiir
schwierige Randbedingungen, z.B. flir beliebig begrenzte Rén-~
der und inhomogene Randbedingungen.

2. Schwierigkeiten, die analytische Gestalt der Funktionen ein-
fach zu halten, Symmetrien darzustellen und nicht vorhandene
Symmetrien zu vermeiden.

3. Die Fortfilhrung der Ans&tze im Hinblick auf die Vollstadndig-
keit. ’

Bei dem Trefftzschen Verfahren treten diese Probleme fiir reguldre
Losungen nicht auf. Hier sei auf eine Arbeit von Forster [20] hin-
gewlesen. AuBerdem werden weit schédrfere Bedingungen filir die

hoheren Ableitungen erfiillt als beim Ritzschen Verfahren.
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Zu den Ndherungsverfahren gehbren weiterhin die Methode des
Fehlerquadratminimums als Gebietsmethode fiir die Dgl., die unbe-
kannte Punktion oder eine besondere Ableitung, ferner die Kollo-

kationsmethode, die Methode der Problemumkehr nach Biezeno -
Koch und andere.

Einleitend fir die vorliegende Arbeit werden die Energiemethoden
kurz besprochen.

Die Galerkinsche Methode ist in der Handhabung oft angenehmer
als die Ritzsche. Beide Methoden haben aber bei zweidimensions—
len Problemen den Nachteil langsamer Konvergenz, da die Ritz-
konstanten eine zweifach unendliche Vielfalt besitzen. Liegen
inhomogene Randbedingungen vor, z.B. eine Durchlaufwirkung, so
kann man die erforderlichen Singularitédten entweder sofort im
Ansatz unterbringen oder man rechnet die Aufgabe mit homogenen
Randbedingungen und: schlieBt das Kraft - oder Forménderungs-—

grofenverfahren zur Herstellung von Vertridglichkeit oder Gleich-
gewlicht an,

Als sehr geeignet hat sich das Verfahren nach Picone - Kantoro-
witsch - Krylow fir rechteckige Grundgebiete erwiesen. Durch die
ndherungsweise Zurlickfiihrung der partiellen Dgl(n). in ein ge-
vohnliches Dgl.-System sind erheblich weniger Ansatzfunk tionen
srforderlich als beim zweldimensionalen Galerkinverfahren, AuvBer-
lem sind mit der homogenen Losung des totalen Dgl.~ Systems be~-
tlebige inhomogene Randbedingungen in der betreffenden Richtung
:rfiillbar, z.B. der Anschluf von Randtrdgern. Hierzu singd wegen
ler fehlenden Affinitdt der Verformungen am Anschnitt von Schale
tnd Randtridger (diese gilt nur filir trigonometrische Funktionen)
usétzliche Galerkinschritte erforderlich, um die Kontinuitat
dherungsweise herzustellen.

iinschrénkend ist festzustellen, daB bei den Verfahren nach
itz, Galerkin und Picone - Kantorowitsch - Krylow die Dgln.
es dquivalenten Variationsproblems selbst adjungiert sein
Ussen, dann gilt der Betti - Maxwellsche Satz., Beim Ritz-
chen Verfahren miissen die duPferen Krdfte auperdem konserva-
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tiv sein, dann existiert ein Potential der duPeren Krifte.

Demgegenliber bestehen diese Bedingungen bei dem Trefftzschen
verfahren nicht, denn es wird ein dem vorliegenden Randwert-—
problem dquivalentes Variationsproblem fiir die Randbedingung
formuliert.

Es 184t sich sagen, dap bel weitem noch nicht alle Moglichkeiten
der Energiemethoden ausgeschopft sind. Mit gemischten oder ver-
allgemeinerten direkten Variationsverfahren und deren fiir Rechen-~
automaten ginstigen Formulierung lassen sich viele ungeldste
Randstorungsprobleme einfacher darstellen.

Der Vollstédndigkeit wegen soll die andere grofe Gruppe von Nihe-—
rungsmethoden ohne Erléuterung angefiihrt werden.

Differenzen -~ und Elementmethoden

1. Differenzenverfahren verschiedener Genauigkeit
1.8 Mehrstellenverfahren

2. Trégerrostmethoden

3, Elementmethoden

Auperdem sind noch finite Integralgleichungsmethoden zu nennen,
die mechanisch als Lastaufteilungsverfahren zu deuten sind.
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3.Die Darstellung der direkten Variationsverfahren sm Biegebalken

3,1, Das Dirichletsche Prinzip

i"" X EJ=konst.

Bild 2 zw
Bingespannter Balken mit stetiger Belastung p(x)

p(x)

Differentialgleichungen des Biegebalkens:
diw
dx4

- e P "=_ . [ M
w 3 (31) M P, w'= T (3.1)

Das Dirichletsche Prinzip oder Prinzip vom Minimum der poten-
tiellen Energie besagt: In einem konservativen System herrschi
dann und nur dann stabiles Gleichgewicht, wenn die potentielle
Energie ein Minimum ist.

In der Blastostatik werden die HuPeren Krifte linear von Null
big zum Endwert aufgebracht. Die Formédnderungsarbeit infolge
Biegung lautet:

l t i
' 1 M
Ai‘=—1?' /M d(p="2—/M ﬁdx="12—EJf(w")2dx (3.2)
x=0 x=0 x=0
Das Potential der inneren Kridfte ist:
. l
M==Aj= -;—-EJ[(W")de (3.3
x=0
Die Aufere Arbeit ist:
t
Aa=-12—fpwdx (3.4)
x=0

Das Potential der duPeren Kridfte ist gleich der negativen End-
vwertarbei.t. \

My=-2Aq=-[p w dx (3.5)
x=0
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Das Pringip fordert:

| l
TT=TT;+nq='%'EJf(w")2dx~fpwdx=Min (36)
X=0 x=0
Mathematisch liegt ein gewdhnliches Variationsproblem vor. Die
tExtremale” w(x) wird unter extremalen Bedingungen fiir das be-
stimmte Integral T gesucht. AuBerdem mup die Biegelinie den
durch die Lagerung festgelegten Randbedingungen genligen. Diese
gind beim beidseitig eingespannten Balken rein geometrisch, ném-—
lich:
w=wg=20 flir x = 0 ;| . Das vorliegende Variationsproblem hat
die allgemeine Form:

fF(xwww")dx..Mm \ (3.7

Bei Voraussetzung der Existenz einer analytischen Losung y{x) ge-
schieht die Losung nach Euler und Lagrange durch Einflihrung der
zulidssigen Vergleichsfunktion oder variierten Funktion.

W(x) = wix) +€ W(x) € Wix)=bw (3.8)

Sie ist eine spezielle (lircare) Parameterfunktion mit dem belie-
bigen Parameter € . Die willkilirliche Funktion w(x) hat aufer
den Randbedingungen dieselben Stetigkeitsforderungen zu erfiillen
wie die Extremale w(x). Diese ist mit € = O in W(x) elngebettet.
l
T(EY = [Flixw +EW,w' +EW, " +EW")dx (3.9)

0
Die Bedingung I = stationér wird erfiillt mit:

(dn(e))e-ouo oder 61T=(dj(€)) E=0 G0

Die erste Variation von T mup null sein. T[] ist ein Minimum,
wenn die 2. Variation positiv ist. Dies ist im stabilen Gleich~
gewicht konservativer Systeme der Elastostatik gesichert, weil
das Potential der inneren Kridfte als positiv definite qﬁadra—
tische Form darstellbar ist.
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Die Ausfithrung von Gl. (3. 10) ergibt:

dﬁ(m ; ﬁf
( [ wdx + wax + 6 (3.11)
Teilintegration des zweiten Terms in Gl. (3.11) liefert:
{
Lar _ _d_ @_
qw wax [0w'“’ x=0 fd ow ) w dx
0 -———~—5——' 0
Teilintegration des dritten Terms in Gl. (3.11) liefert:
{
oF g x-l
3F wrgx - [Bw” w2 ) fdxz (L) wax (3.12)
0 0 0
| 2
(e =155 - a 2Ly v S (2o wax =0 (3.13)
0

Nach dem 1. Fundamentallemms der Variationsrechnung kann
Gl. (3.13) wegen der Willkiir von ® nur erfillt sein, wenn gilt:

2
SE _d (20, L0 (3.14)

Dies ist die Euler - Lagrangesche Dgl.des Variationsproblems.

Mit F =*Zl—f7(W")2 ~pPW  ergibt sich (3.15)
oF _ -p dz ( i ) (FIw")" = ETw™ (3.16)
ow ‘7W fiir £3 = konst.

Damit erh#lt man aus Gl. (3.14) die Dgl. des Biegebalkens:

whl = E_pj_ (3.17 ) identisch  (3.1)

Eine notwendige Bedingung fiir die Erfiillung des Extremalprinzps
ist, daB die Biegelinie w eine Ldsung der Dgl. (3.17) ist. Jedoch
ist nicht jede Losung der Euler - Lagrangeschen Dgl. auch eine
Losungsfunktion des Variationsproblems.

Bei gelenkig gelagerten Balken mit M = O fiilr x = 0; 1 wird der
erste Randterm in Gl. (3.12) auch null, weil nach G1. (3.15) und
(3.1) gils:

0F

e =EIw" = - M (3.18).
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von der statischen Anschauung her 14t sich das Prinzip und seine
analytische Behandlung wie folgt beschreiben und deuten. Der Aus-
gang aller Betrachtungen ist der Energiesatz. Er besagt, dap in
einem konseérvativen System der Elastostatik das Potential der
inneren Kridfte gleich der Arbeit der Huferen oder eingeprégten
Krafte ist.

|
1
M= Aq : 1Ti=3-EJf(w")2dx ; Aa=-1— pw dx (3.19)
0
oder, da Tl =—Aj ist,
Ag + A =0 (3.20)

Dieser Satz beinhaltet ein Naturprinzip, das im Satz von der
Erhaltung der Energie verankert ist. Der Energiesatz enthédlt die
mathematisch wichtige Aussage -der Existenz eines Potentials]Ti der
inneren Kriafte und damit eines totalen Differentials dTh , also
die Wegunabhidngigkeit des Integrals deh {iber beliebige Zwi-

schenzustéinde.

Nach dem Dirichletschen Prinzip werden kompatible Verformungszu-
stdnde verglichen, aus denen derjenige mit dem kleinsten Poten-
tial zu finden ist. Das Potential ist also als Funktion der Ver-
schiebungen zu schreiben, das Gleichgewicht ist noch nicht formu-
liert. Demnach mup im Potential das Moment M mit Hilfe des Elastizi
titsgesetzes M = — EJw" durch die Verschiebung w ausgedriickt wer-
den. Von den drei Aussagen, die zur Bestimmung der Schnittgripen
und Verschiebungen eines elastischen Systems gemacht werden kon-
nen, sind damit zwei benutzt, ndmlich

1. Das Hookesche Werkstoffgesetz als lineare Verkniipfung der
Spannungen und Dehnungen:
Ox=EEy

2. Die Beziehungen zwischen Verzerrungen und Ver-
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schiebungen oder die geometrische Gleichung sx(x;z)=lg-(i"—z-l.

Mit der Bernoulli-Hypothese ul(x;z) = -z.w'(x ) ergibt sich
Ex(x;z) =~ 2zw"(x)

Die dritte Aussage, in der Statik meist die erste, nidmlich die
Gleichgewichtsbedingung(en) wird nicht benutzt. Anstelle des
Gleichgewichts wird das Energieminimum gefordert. Da die Theorie
logisch eindeutig und widerspruchsfrei ist, ergibt sich gerade,
dapg unter allen auf Grund der beiden érsten Aussagen mdglichen
Verformungen diejenige die Extremalbedingung erfiillt, die auch

den Gleichgewichtsbedingungen genligt. Dies ist der Inhalt der
Eulerschen Differentialgleichung.

Der Vorgang des Variierens ist die analytische Anwendung einer
der wichtigsten Methoden beim physikalischen Experiment, des
Storprinzips. Das System wird aus der Extremallage ausgelenkt,
um zu erkennen, ob fiir alle geometrisch mdglichen, also ver-
tridglichen und denkbaren Variationen- das sind die virtuellen
Terschiebungen 8w- Energie zugefiihrt werden‘muB. Dabei bleibt
lie Belastung konstant. Das Extremum liegt vor fiir 6W=0 ., Das
Zeichen & ist Symbol und Operator zugleich. Es kennzéichnet den
/irtuellen Charakter der untersuchten Funktion oder des Integrals
iber diese Funktion und ihre Ableitungen und ist zugleich Dif=-
‘erentialoperator, also auch durch den Operator 4 ersetzbar.

fit diesen Uberlegungen 14Bt sich das Variationsproblem ohne Ein-
"ihrung des Eulerschen Parameteransatzes 1dsen.

lenn nur virtuelle Verschiebungen zugelassen werden, kann die
iuBere Last wihrend dieser Verschiebungen konstant gehalten wer-

.eri, Dann hat die virtuelle Verschiebung éw den Energiezuwachs
' zur Polge.

l l
811 =811+ 8M=6(5- [w"?ax)-[o-6w-dx (3.21)
x=0 x=0
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2
. EJ [Ow") "
=35 jaw“ & w"dx
0
l
=3 [w" w" dx (3.22)
0
Teilintegration liefert:
1 l l
Ewa"ﬁw" dx= EJ [w"bw'-w"‘ 5w] +Ewa"" Hw dx (3.23)
0 9 0
0 nach Voraussetzung
Die Forderung 8T =0 ergibt:
6M =0= [(EJ-w""=p) bw-dx (3.24)
0
Dies ist nur mbglich fir
EJw"~p=0 (3.25)

Das Energieprinzip liefert also dieselbe Aussage wie die direkte
Formulierung des Gleichgewichts. Es kann aber dariiber hinaus iliber
die Art des Gleichgewichts Aufschlup geben.

3,2, Das Ritzsche Verfahren

Das Ritzsche Verfahren ist eine Methode der Analysis zur néhe-
rungsweisen Berechnung eines Variationsproblems. In der Elasto-
statik wird unmittelbar das Dirichletsche Prinzip benutzt. Der
Grundgedanke besteht darin, fiir die gesuchte Extremale w einen

n~parametrigen Ndherungsansatz W zu machen:

n
Wix) =Y ¢, wy(x) (3.26)
vel

Die cy sind vollig freie Konstanten. Die wv(x) sind zulédssige
Funktionen, die also nur die geometrischen Randbedlngungen und
die Stetigkeit der Funktion und ihrer Ableitung erfiillen milssen.
Sie brauchen nicht das Gleichgewicht zu erfiillen, also auch nicht

die inhomogene oder
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homogene Balkendifferentialgleichung (3.25).

Nach Elnsetzen von W in das Potential 1

——-EJf(w") dx fp (3.27)

sind alle Integratlonen ausfithrbar, [ ist nur noch eine Funk-
tion der Ritzkonstanten Cy

T_T=ﬁ(c1,c2,...,cv,....cn) (3.28)"’

Fordert man ﬁ = Min, so erkennt man den entscheidenden Gewinn
des Ritzansatzes: Er filhrt das Variationsproblem in ein gewShn-
liches Extremalproblem zuriick. Die ¢y sind die unabhéngigen Va-
riablen von W ﬁ = Bxtr. wird erfiillt fiir die n Bedingungen:

an

= ; - Lo.Ln )
3cy 0 . V=12,..., (3.29)

ﬁi ist eine quadratische Form, weil w" quadratisch vorkommt,
Beim partiellen Differenzieren entstehen also n lineare inhomo-
gene Gleichungen, die Bestimmungsgleichungen fir die Cy-

Durchfithrung:

Zunichst wird Gleichung (3, 2©in Gleichung(3,27)eingesetzt,

EJ/ZC w, ) dx—/ch w,, -dx , (3.30)

Die s-te Bedlngungsglelchung fir die ¢y lautet:

—-o EJ/“‘ wg-dx - [p-wg-dx (3.31)

Es wird ein relatives Minimum von ﬁ mit JI 2 I erreicht, wenn
die wy eine Minimalfolge bilden und jedes wy elne zuldssige
Funktion ist, d.h. die geometrischen Randbedingungen und die Ste-
tigkeif von w, und w, erfiillt sind.
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Die Fehlerfunktion W - w hat einen zusédtzlichen Zwang und damit
einen Betrag ﬂ-—ﬂ zur Folge. PMir spezielle Klassen von Funktionen
gann die gleichmépige Konvergenz der Funktionenfolge gegen die
wahre Losung, die auch der Differentialgleichung und den Randbe~
dingungen geniligt, nachgewiesen werden. Ebenso konvergiert die
gliedweise differenzierte Funktionenfolge gegen die entsprechende
Ableitung der wahren Ldsung.
Die Bedingungen an die wy sollen nun untersucht werden.

Der erste Term von Gleichung (%.31) wird zweimal partiell inte-

'
griert. Dabei wird W differenziert.
{

) !
o= e f[m |- [wwel, g e ] fowear 0

l x=1
0=[(EJW"-p)wsdx + EJ [#"wg - W"ws] (3.33)
x=0 -

Faft man die Differeng

EJW"-p =p* (3.34)
als Pehlerbelastung p* oder Fehler der DGl. (3.25) auf und fihrt
die Schnittgropen M und Q ein:

M=-EJw" (3.35)

=-EJwW" (3.36)

so ist die s~te Bedingungsgleichung (3.33) fﬁr ﬂ = stat. als Ar-
beitsgleichung anzusprechen.

! _ x=l - x=1
0=[otwsax +[3 ws] o -[M wl o (3.37)
x=0

Aus den Gleichungen (3.33) oder (3.37) sind die Randbedingungen,
die jedes wy elnzeln erfiillen mug, zu erkennen.

Hierzu betrachten wir verschiedene Lagerungen.

1. Der beidseitig elngespannte Balken

Er hat die rein geometrischen Randbedingungen

I W
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Da im allgemeinen [5]:?_' #0 und [ﬁ]:fé $0 ist,
ktnnen die beiden Randterme in Gleichung (3.33) wegen der Will-

kiir der Wy nur dann null werden, wenn gilt:

| Wg=wg =0 fiir x=0;l
Wit Jo'wedx =0  wird die Fehlerfunktion p* im Balkenberei o

Zurxéewichtsfunktion w, orthogonal gemacht.

Die Ritzkonstanten ¢y werden so bestimmt, dap insgesamt n gewo=
gene Mittel von p* null werden.

Eine anschauliche mechanische Deutung 188t die Arbeltsgleichung
(3.37) durch das Prinzip der virtuellen Verschiebungen zu. Fapt
man die w,, als virtuelle Verschiebungen auf, so wird die Fehler-
‘belastung p* mit den zugehdrigen Lagerreaktionen als eine Gleich-
gewichtsgruppe bestimmt. Dies wird bei der Galerkinschen Methode
ndher verfolgt.

Weiterhin interessiert, ob und fiir welche Funktion eine Approxi-
mation im Mittel erreicht wird. Diese ist so definiert, dap das
mittlere Fehlerquadrat der betreffenden Funktion im betrachteten
Integrationsbereich méglichst klein sein soll. Der absolut klein-

ste Fehler wird erreicht, wenn die Entwicklungskoeffizienten Cy
des Funktionensystems Fourierkoeffizienten sind. ’

Wie Collatz in [21], S. 206 zeigt, wird beim Ritzschen Verfahren
das Fehlerquadrat der zweiten Ableitung der Durchbiegung, also
der elastischen Kriimmung zum Minimum gemacht, siehe auch [22].

Setzt man in Gleichung (3.27) fir p die exakte Losung w gemip
Dgl. {3.25) ein, so erhdlt man:

o
T=es[[ 3@ - ww] ax (3.38)
o}

Zweinmalige Teilintegration des zweiten Terms ergibt mit

M==-EJw" (339) und Q=-EJw™ (3.40)

l

o (3.41)

1
- 2 1
T=£4[[1 @)~ w w*] dx *+law] - Mw!
o
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{
purch Addieren und Subtrahieren von EﬁLf(W")zdx

und unter Beachtung von W=W' -0 furx-.O l erhdlt man:.

f_,, w')2ax-EL EJ [(w.. (3.42)

Der zweite Term in Glelchung (3.42) ist eine Konstante. Das Ni-
herungspotential unterscheidet sich im Funktionsanteil, also dem
ersten Term, nicht vom Fehlerquadrat der Biegemomente oder der
2, Ableitungen von w, nidmlich:

J(w")—f("" w2 dx = Min (3.43)
Da die Blegemomente das Hauptziel der Berechnung sind, arbeitet
das Ritzsche Verfahren sehr gilinstig.

Bel der Fehlerquadratmethode fiir die Differentialgleichung lautet
die Variationsaufgabe

Jw") [(EJ_"" p)? dx = EJ)[—""-w"")2dx=Min (3.44)

Ausgehend von Gleichung (3.41) oder Gleichung (%.4%) lassen sich
eguch die Randbedingungen fiUr die wy leicht erkennen. Mit dem An~
satz (3.26) eryibt sich die s-te Minimalbedingung zu:
8l
acs
Mit Einfithrung der exakten Schnittgropen gemdf Gleichung (3.39)
und (3. 40)

. 1 o
O=0f(M—:4)wsdx+[Q~ws]o- [Mowg ], (3.45)
M

l
=0=EJ f(\Tv" we'-w" wg ) dx +[Q'ws] -[Mws"]l

Die Randterme konnen bei eingespannten Rindern nur verschwinden,
wenn gilt:

Wg = Wg= 0 fir x=0;!
Das Nullwerden des Integrals bedeutet, daB die Fehlermomente M*
zu den Kriimmungen der s-ten Ansatzfunktion wg orthogonal gemacht

werden oder dap die Arbeit der Fehlermomente ldngs der elastischen
Kriimmungen wg null ist.
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2. Der beidseitig gelenkig gelagerte Balken

Die gemischt geometrisch-statischen Randbedingungen sind:
w=Mz0 fir x=0;l ‘
Aus Gleichung (3.37) folgt, dap w%eder Wy = 0 fir x = 0l erfill
sein mup., Wichtig ist aber, dap W in den Randtermen nicht auf-
tritt, sondern die zweite Ableitung der Gesamtlosung in der Form
M=-EJ W —"-—EJV21CV'W\'; .
Selbstverstindlich ist [ﬁ-ug]::?==o , wenn gilt:
w\"'=0 fir x=0.1
Diese Bedingungen sind aber fiir das Ritzsche Verfahren nicht not-
wendig. Gleichung (3.37) lautet jetzt:

{
0= [P wsdx - [Mws]’oy mit wis0 fir x=0:1 (3.46)
g )

Die w,, sind eine Minimalfolge, wenn gilt:

Tnet) <TMn)  mit w(n)—z c, wV

Damit wird auch die Fehlerbelastung p im Mittel liver den Inte-

grationsbereich kleiner, so dap gilt:

{ l

Z’fp‘(nu)w ax[ < [ ot w dx [ (3.47)
Die Arbeit der Fehlerbegastung wird mit wachsendem n kleiner.
Dies ist erfiillt, obwohl die ¢y nicht nach Gleichung (3.44) be-
stimmt werden. Dann muf auch M(n+1)<M(n) fiir x = 0; | werden,
damit Gleichung (3.46) erfiillt wird Viel einfacher geht aus
Gleichung (3.45) hervor, daB die wv keine Randbedingungen erfullen
miltssen. Der Randterm [M wS ] wird null, weil fiir das exakte

Moment M gilt: Mz=0 fir x=0;l

3. Der Kragtiridger

Die Randbedingungen sind w = w'= 0 fiir x =0 und M =Q = 0
flir x = 1.

Aus Gleichung (3.45) erkennt man, dap mit den geometrischen Rand-

bedingungen w, = wé =0 fir x = 0, die Randterme verschwinden
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tnd damit die PFehler der zweiten Ableitungen minimalisiert wer-

den.

4. Inhomogene Randbedingungen

%.B. links eingespannter, rechts mit einer Verschiebung und einer
Drehfeder gestiitzter Stab. Die Federkonstanten sing:
cm 1
Ey| == und €
V[ kp D[kpcm]
Die Randbedingungen lauten:

x=0: w=w=20 und damit Wy =Wl =0

)
8

x = 1: w= -~ Q ; w= ED M wund damit auch

Damit ergeben sich n + 2 Bestimmungsgleichungen fiir die Cy 5 SO=
wie Q und ¥ an der Stelle x = (, némlich n Gleichungen

!
0 =/p‘wsdx+(ﬁws)x=l = (Mw), | » siene Gleichung (3.37).
x=0

sowie: - —, _
(W=_EVQ)X=I und (W =+€DM)X=I (3.48)

Zusammenfassend ergibt sich:

Die Ansatzfunktionen Wy milssen beim Ritzschen Verfahren ein-
zeln die geometrischen Randbedingungen erfiillen, nicht die sta-
tischen oder im allgemeinen Fall die dynamischen (Bezeichnung
nach Grammel [23] ), Bei einer allgemeinen Ordnung 2'm der Diffe-
rentialgleichung begeichnet Collatz [21]) adie Bedingungen an die
Ansatzfunktionen bis zur Ableitung m-1 als wesentliche.

Die Ansatzfunktionen, die die wesentlichen Randbedingungen er-
fiillen, werden von Collatz zulédssige Punktionen genannt, sie
missen aufer-
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dem m-mal stetig differenzierbar sein. Dagegen werden Funktionen,
die alle Randbedingungen bis zur Ordnung 2m-1 erfiillen und 2m-mal
stetig differengzierbar sind, Vergleichsfunktionen genannt,

Vergleichsfunktionen, die auch die homogene leferentialglelchung
erfliillen, sind Eigenfunktionen des Problems.

Zur Frage der Konvergenz und Vollstédndigkeit des Funktionensvstggg

der Wie Wos see s Wyy eos LY

Es ist zu untersuchen, unter welchen Bedingungen die Funktions -

folge 2 n
v_v1=c1-w1 : W2=ch-wv; C Wﬁ=§:cv~wV
V:1 v=1
eine Minimalfolge ist, d.h. wann gilt: T(w,) < T(w,.1) (3.49)
und: lim  T(W,) = TH(w) (3.50
N-oco0

also wann die Folge der Integrale ﬁ(Wn) gegen das gesuchte mini=
male Potential Tl strebt, das zur exakten Losung w gehort.

Weiterhin interessiert, unter welchen Voraussetzungen die Minimal«
folge gegen die wahre Losung gleichmépig konvergiert.

lm W= w , (3.51)

Hinreichend fiir Gleichung (3.50) ist, daB die wy, ein relativ
vollsténdiges Funktionensystem bilden.
Dieses 1legt im Falle von
[F(x w,w") dx

vor, wenn eine beliebige zulédssige Funktion y(x) einschlieflich
y"(x) durch die Schar der Wy beliebig genau approximiert wird,
Es mup gelten:

[Wn =y [<€:[Wi-y"[<€ (3.52)

wobei n eine natiirliche Zahl und € jede positive Zahl sein kann.

Es muf also auch eine Funktion w*, die T = Min. bedingt, gemip
Gleichung (3.52) darstellbar sein. Nach Gleichung ( 3.52) soll
gel ten:

/wnuw'/<€.‘/w;;~w*"/ <€ (3.53)
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Dann wird auch  F(x W, ,Wp)-F(x wiw")dx

positiv und die Differenz

{
M- = [FOuRn @) dx = [FOxwewe dx < € (3.54)

d.h. kleiner als eine beliebige positive Zahl.

Das 1st aber gerade die Aussage des Dirichletschen Prinzips vom
Minimum der potentiellen Energie. Damit ist die Forderung der
Gleichung (3.52) bestatigt.

Die Frage ist, ob w* mit der exakten LOsung w identisch ist,
d.h. ob jetzt auch Gleichung (3.51) gilt. Sie ist auferordent-
lich schwierig.

Bei der Behandlung eines Variationsproblems stellen sich grund—
gdtzlich die folgenden 4 PFragen:

1. Hat das Variationsproblem eine L&sung?

2, Ist diese LOsung identisch mit der aus der Euler - Larrange-
schen Dgl. sich ergebenden Losung?

3. Konvergiert eine Folge von Funktionen eines vollstéandigen
Funktionensystems gegen die vorhandene wahre Losung, wenn
die Funktionenfolge ein Extremum (Minimum) des Variations-
integrals bringt?

4. Existieren die gliedweisen Ableitungen der Extremalfunktionen,
streben sie auch gegen die vorhandenen wahren Ableitungen und
konvergieren sie?

Diese Fragen sind mit zunehmender Schwierigkeit nur fiir den
Einzelfall zu beantworten.

Hier sei auf die Arbeiten von Courant - Hilbert in [24] , Kan-
torowitsch - Krylow in [25] und von Michlin in [26] hingewiesen.

Die FPrage der Vollsténdigkeit der Ansatzfunktionen ist von grofer
Bedeutung, da bei Nichterfiillung auch bei Beriicksichtigung vieler
Glieder (z.B. im Falle der Benutzung von Rechenautomaten) die
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Ndherungen nach Ritz sehr stark vom wirklichen Ergebnis abweichen
konnen. Weiterhin sind die Betragszeichken in Gleichung (3.53)

zu beachten. An den einzelnen Stellen x kann die Differeng

Wn ~ w* sowohl positiv als auch negativ sein. Das Ritzsche Ver-
fahren gibt nur fiir das Potential und den kleinsten Eigenwert

die obere Schranke, nicht fiir die gesuchte Funktion und deren
Ableitungen selbst.

Damit eine schnelle Konvergenz eintritt, wird man méglichst die
Ansatzfunktionen als Vergleichsfunktionen wdhlen, die ja alle
Randbedingungen erfiillen.

Um vollsténdige Funktionensysteme zu haben, mup man zunichst
deren lineare Unabh#ngigkeit fordern. Eine notwendige und hin-
reichende Bedingung fiir die lineare Abhingigkeit der w, ist

das Verschwinden der Gramschen Determinante, siehe Courant -
Hilbert [24] , S, 52. Der Satz ist umkehrbar. Jedes linear un-—
abhingige Funktionensystem ist aber im betrachteten Integrations-
bereich durch eine lineare Transformation in ein orthonormier-
tes Uberfihrbar, siehe z.B. bei Tricomi [26] S. 8. Dann gilt
auch, daf ein orthogonales Funktionensystem stets linear unab-
héngig ist. Plr die bekannteste Orthogonalreihe, die Fourier-
reihe, gilt die wichtige Besselsche Ungleichung:

v 1
el .‘E/[f(x)]zdx (3.55)
Vai 0

Sie besagt, dap ein orthonormiertes Funktionensystem dann am be-
sten eine gegebene Funktion f(x) im Mittel approximiert, wenn die
Entwicklungskoeffizienten cy Fourierkoeffizienten sind. Diese Ap~
proximation und damit Gleichung (3.55) ergibt sich aus der Forde-
rung, dap das mittlere Fehlerquadrat

| o
J(1-5e,w,)  dx
o v=1

moglichst klein sein soll. Die’ @v sind orthonormierte Funktionen;
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rritt in Gleichung (3.55) das Gleichheitszeichen, so liegt die
Vollstédndigkeitsrelation oder Parsevalsche Gleichung vor. Sie
charakterisiert die vollstidndigen normierten Orthogonalsysteme.
Die Fourierreihen und bekannte orthogonale Polynome erfiillen
diese Bedingung. Sie konvergieren im Mittel gegen die gesuchte
Funktion.

Ein nicht orthonormiertes abzdhlbares System von Funktionen wy ist
vollstédndig im Intervall O bis |, wenn es fiir jede positive Zahl €
endlich viele Konstanten ¢y gibt, damit gilt:

! n
[t —Z1c;,wv)2dx <€ (3.56)
0 V=

Am einfachsten ist also der Vollstdndigkeit Rechnung zu tragen,
wenn man als Ansatzfunktionen ein orthonormiertes System nimmt.
Die Fourierreihen und géngigen Orthogonalpolynome erfiillen aber
oft nicht die vorliegenden Randbedingungen. Man miifte also ein
System linear unabhingiger Funktionen, die den gewlinschten Rand-
bedingungen geniigen, orthogonalisieren. Dieser Aufwand lohnt sich
aber nicht, da -aufer bei den Fourierreihen- die Ableitungen des
orthogonalisierten Systems nicht mehr orthogonal sind. Im Poten-
tial treten die 2.Ableitungen auf. Bilden sowohl die Ansatzfunk-
tionen als auch deren 2 Ableitungen Orthogonalsysteme, so gelangt
/man beim Ritzschen Verfahren zu einem v6llig orthogonalisierten
Gleichungssystem fiir die Entwicklungskeoffizienten. Beim Ubergang
von W zu Wn+l bleiben alle Koeffizienten cy (v =1 bis n) unver-
andert, es ist nur der neue Koeffizient Cy.) 32U bestimmen. Sind
nur die Funktionen wy orthogonal, nicht die w; y 80 dndern sich
beim Schritt von n zu n+l simtliche Entwicklungskoeffizienten Cy s
well das Gleichungssystem fiir die Cy voll besetzt ist. Die mittle-
re Approximation der zweiten Ableitungen beim Ritzschen Verfahren
ist nur bei Abinderung aller Koeffizienten moglich.

Von den nicht orthogonalisierten Systemen nimmt man zweckmipig
Polynome mit normierten Veridnderlichen, dsmit die Integrationen
einfach sind. Von besonderer Niitzlichkeit ist hier der Welerstrap-
sche Approximationssatz, nach dem die Potenzen 1, x, x2, x3 PN

L
in einem abgeschlossenen Intervall, z.B., 08 x = | , ein vollstén-
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diges Funktionensystem bilden, durch das eine stetige Funktion
gleichmédBig approximiert wird. Dieser Satz 148t sich noch erwei-
tern, daf auch die stetigen Ableitungen der vorgelegten Funktio;
durch die Ableitungen der Polynome gleichméBig approximiert wery
den, was fiir die Biegemomente wichtig ist. Bemerkenswert ist, ;
daf im Gegensatz zu den trigonometrischen Funktionen die gewdhn-
lichen Potenzen nicht orthogonal sind. Durch ihre Orthogonali~
sierung entstehen die Polynome von Legendre, z.B. im Bereich
-1ZxZ+1 . Durch Hinzunahme von Belegungsfunktionen erhilt man
die weiteren orthogonalen Polynome. Ausgehend von den Legendre-~
schen Polynomen lassen sich die Vollsténdigkeit und die ver-
schéarften Konvergenzeigenschaften leicht beweisen.

Beispiele flir die Ansatzfunktiofien finden sich in den Abschni tte
Uber Platten und Schalen. Wichtig ist, dap man Singularitdten —j
wie das Stlitzmoment eines Durchlauftrigers ~ im Ansatz vorsieht;
sofern man nicht getrennte Felder betrachtet.
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3,3Die Galerkinschen Gleichungen

Das Verfahren von Galerkin verfolgt das Ziel, mit einem n-para-
metrigen speziellen Ritzansatz die Differentialgleichung(en) des
Problems im betrachteten Bereich im Mittel mbglichst gut zu er-
fiillen. Es ist also eine Gebietsmethode.

Fiir die DGl. EJw""=-p (3.25)
wird der Néherungsansatz
n «
Wo =W = 2 ¢y wylx) (3.57)
n vE1Y Y

gewdhlt. Die Wy, sollen Vergleichsfunktionen sein, d.h. alle
geometrischen und statischen Randbedingungen erfiillen. Die Ent-

wicklungskoeffizienten c werden aus den n linearen Gleichungen

( v
JEI "™ -p)wsdx =0 ; s=1,2,...,n (3.58)
o e
p

bestimmt,

Es handelt sich also auch um ein Integralverfahren. Der Unter—
schied und Hauptvorzug gegeniiber dem Ritzschen Verfahren besteht
darin, dap kein Zusammenhang zwischen Randwert- und Variations-
problem benutzt wird, also keine Minimalaussage gemacht wird. Da-
mit ktnnen die Galerkinschen Gleichungen auch dann angewandt wer-
den, wenn die Krdfte nicht konservativ sind und damit kein Poten-
tial der Huperen Krdfte existiert. Der Rechenaufwand fiir das Ritz-
sche und Galerkinsche Verfahren ist etwa gleich, wenn man nach
Ritz von der Gleichung (3.31) ausgeht.

Deutungen der Galesrkinschen Gleichungen

Die Fehlerfunktion p* der Differentialgleichung wird im Balkenbe-
reich orthogonal zu den Gewichtsfunktionen wy gemacht. Die Ent-
wicklungskonstanten ¢y, werden so gewdhlt, dap insgesamt n gewoge-
ne Mittel der Fehlerfunktion p* null werden. Die Differential-

gleichung wird offenbar nicht im Mittel approximiert, denn durch
Differenzieren des Integrals der Fehlerquadrate der Differential-
gleichung Gleichung (3.44) entsteht die s-te Bedingungsgleichung
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a J (wun)
8cg

{
= 2f(E3W" -p) w dx = 0 (3.59)
(o] p‘
die wegen der 4. Ablei tung von L nicht mit Gleichung (3.58) iibe
einstimmt, :

Durch zweimalige partielle Integration von Gleichung (3%.58) sieh
man, dap die Galerkinschen Gleichungen wie die Ritzschen das Int
gral der Fehlerquadrate der zweiten Ablel tungen zum Minimum mach
also die zweiten Ableitungen im Mittel approximieren.

| {
ﬁEJ W"“ _p) ws dx =3 ij(W"“"w"n)dex
() o

l
1
[EJ(W““"W”")WS dx = [EJ(WJ:._WIN) WS]o__[EJ(Wn_wu)w;]L +
[¢]

1
+[EI""-w") wy dx
[o]

Damit:
!’ i l
JET @ —p)wg dx = - [(@-Q)we ]« [(F-M) wg] +
(o]

l
+ [E3@"-wwidx = 0 (3.60)
)

Werden die Randterme identisch null, so lautet die s~te Bedingung
gleichung:

! {
EJ(W'-w")wldx = [(M-M)widx =0 (3.61)
N s <J @b |

Die linke Seite ist gleich der partiellen Ableitung des Integralé
der Fehlerquadrate J(EJ w") nach Cye
{

IEIw*)= (EI%" -ETw")2 dx = Min (3.43 a)
, .

Das Verschwinden der Randterme in Gleichung (3.60) erfordert di,ei
Erflillung aller Randbedingungen, der geometrischen und statischen
Die Ansatzfunktionen wy mitssen Vergleichsfunktionen sein.
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Durch Vergleich von Gleichung (3.60) mit Gleichung (3.45) erkennt

man den Grund filir die unterschiedlichen Bedingungen an die ¢ bei

v
galerkin und Ritz. In Gleichung (3.60) kommen

M=-EJ®" wund Q=-EIW"
vor, in Gleichung 3.45) nicht.

Bei gleichen Vergleichsfunktionen wy liefern demnach die Verfahren
nach Ritz und Galerkin gleiche Ergebnisse.

Men kdnnte mit dem n-parametrigen Ritzansatz, in dem die w, Ver—

gleichsfunktioneh sind, auch eine Kollokation innerhalb de; Bal-
kens durchfiihren, also die Differentialgleichung an n diskreten

z.B. gleichabstédndigen Punkten erfiillen. Das ergibt n Bedingungs-
gleichungen fir die Cy - Damit ergeben sich n Nullstellen fiir die
Fehlerbelastung p*, um die p* oszilliert. Da p* bei der Stetigkeit
aller anderen Funktionen stetig sein mup, werden die Betrige /max p*/

mit wachsenden n im allgemeinen kleiner.

[maxen [ > [max of |

Hierfir gibt es aber Ausnahmen, z.B. bei den Interpolations-
polynomen fir die arc tan - Funktion. C. Runge wies hierfiir
nach, daf sich Schlduche zwischen den Nullstellen bilden.
Stédrkeres Oszillieren bedeutet im allgemelinen kleinere abso-
lute Fehler. Man kann nachweisen, daB nach den Galerkinschen
Gleichungen ebenso viele Nullstellen fiir p* auftreten wie bei
der Kollokation. Der Nachteil dieses Verfahrens besteht aber
darin, dap iiber die 2. Ableitungen keine Aussagen gemacht wur-
den. Hier zeigt sich der Vorteil der Integralverfahren gegen-
iiber der Kollokation.

Mechanisch lassen sich die Galerkinschen Gleichungen unmittelbar
aus dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen, der allgemeinsten
Gleichgwichtsaussage, gewinnen. Von hier aus ist auch der allge~
meinere Anwendungsbereich gegeniiber der Ritzschen Methode zu er-
kennen. Die Ansatzfunktionen wy werden als virtuelle Verschie-
bungen aufgefaft.

Mit der Forderung des Prinzips

1
84 = [p* w, dx =0 (3.62)
L ¢)
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wird die Fehlerbelastung p* mit den zugehdrigen Randschnittgripey
(Lagerkrafte) zu einer Gleichgewichtsgruppe. Auch das Oszillierey
von p* ist von hier aus zu erkliren.

Die direkte Herleitung der Galerkinschen Gleichungen sus dem
Prinzip der virtuellen Verschlebungen

Die Deformationen werden variiert. Dabei wirken die Schnittgropey
und &uperen Lasten in voller Groge.

! 1
bA=o=+bewux+fpowdx
o o

Mit dem Ansatz

n 1]
W=D, w,y M=-E33 c, wy
'E v =1
ist
OW"-’aW Cqo = We: € b W= aW“c = We - ©
deg ° 8 ts s es ©s s " Cg

b A-O-cs(fﬁ wsdx+fp wg dx)

Teilintegration:

o = l—u
0=+ [z L 18wy I} + [l"w + 5wy ) o
[+

Wenn die wy Vergleichsfunktionen sind, verschwinden die Rand-
terme. Mit " = « BEJ %" eorh#&lt man:

[(EJ W"-plwg da = 0
o

Dies ist die s-te Galerkinsche Gleichung,

Die Ansatzfunktionen Wy

Auper den Randbedingungen gelten fiir die wy dieselben Bedingungen
und Eigenschafien wie beilm Ritzschen Verfahren, um die mittlere
Approximation der 2. Ableitungen von w zu erreichen. Wesentlich
flir eine schnelle, geniigend genaue Ndherung ist, dag men auper
den notwendigen Bedingungen stets alle qualitativen Kenntnisse
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des jewelligen Problems verwertet, vor allem Symmetrieeigenschaf-
ten.

Die Frage der Fortsetzung gewidhlter Ansatzfunktionen im Sinne

der Vollstdndigkeit l&dpt sich auch iterativ behandeln. Man widhlt
z.B. Wq = Cy: Wy w4 ist eine Vergleichsfunktion z.B. ein
Polynom.

pann erhdlt man aus

f(c1~wr'—p) wye dx = 0
o)
die Konstante cq . Die Fehlerbelastung ist

Py = ey Wi p

Hieraus 18Pt sich durch Integration der DGl

" &

2 © P

und Einarbeitung der Randbedingungen LPY finden. Der nichste

EJl w

Ansatz ist

W2=C1'W1 +C2'W2u
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3.4, Die Transformation von Friedrichs

Mit der Transformation von Friedrichs 188t sich das Dirichletsch
Prinzip-(das Minimalprinzip fiir die Verschiebungen oder Prinzip

vom Minimum der potentiellen Energie-)in das Castiglianosche Pri
zip=-(das Minimaelprinzip fiir die Spannungen oder Schnittgrofen-)
transformieren. Davon ausgehend 1#Rt sich auch ein Prinzip vom M:

ximum der Erg#nzungsarbeit aussprechen. Mit der Transformation v
Friedrichs gelingt demnach die Umwandlung eines gewShnlichen Mini
malprinzips in ein Maximalprinzip, siehe z.B. Funk [28) , 5, 49¢

Das Minlmalprlﬂle Gleichung (%.6) lautete
M=T, + 1, ~-~EJf(w") dx-]pwdx=Mm (3.6)

Das Potential T ist~ unter Beachtung des Energiesatzes Aj+ Ag=
gleich der Form&nderungsarbeit, die im Balken gespeichert ist.

TT:TTi*nd*“Ai“ZAe z—Aj+24; = Aj (3.63)

In [ 28] 'S. 513 ist diese Transformation fir den Biegebalken
durchgefiihrt,

Es wird der in der Variationsrechnung niitzliche Satz von der
"Ungchédlichkeit der Hinzufiigung von Nebenbed;ngungen"(Bezeich—
nung nach Funk) beniitzt., Die Nebenbedingungenwerden mit Lagrange.
parametern multipliziert und zum Variationsintegral addiert.
Nach dieser Umformung spricht man vom befreiten Problem. Weiterhi
wird fir die gesuchte Funktion die variierte Funktion eingefiihrt.
Man gelangt formal, z.B., fiir den eingespannten Balken, zu dem Cas
tiglianoschen Prinzip:

f—-]—-Mzdx = Min (3.64))
unter der Nebembedingung M" = - p, Also emthdlt die Nebembedingun
die Gleichgewichtsbedingungen.

Bei Trdgern mit statischen Randbedingungen itreten diese (Randbe-
dingungen) auch in den Nebenbedingungen auf.
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3.5 Das Trefftzsche Verfahren fiir verschiedene Randbedingungen

Das Trefftzsche Verfahren ist wie das Ritzsche eine direkte Me-
thode der Analysis zur ndherungsweisen Losung eines Variations-
problems. Es wird ebenfalls ein h-parametriger Niherungsansatz
penutzt. Trefftz bezeichnete die Methode in [171 als Gegenstiick
gum Ritzschen Verfahren. Beim Trefftzschen Verfahren wird die vor-
liegende Variationsaufgabe in ein aequivalentes Variationsproblem
fiir die Randbedingungen transformiert, wiahrend beim Ritzschen Ver—
fahren ein aequivalentes Variationsproblem fiir die Differential-
gleichung des Problems erzeugt wird. Diese Unterscheidung ist des-
junktiv. Collatz bezeichnet in [21] das Trefftzsche Verfahren
als Randmethode und das Ritzsche Verfahren als Gebietsmethode.

Die Gielenungen von Trefftz sind aus der Transformation von Pried-—
richg durch Einfilhrung des Ndherungsansatzes herleitbar. Hier

soll aber wie beim Ritzschen Verfahren eine unmittelbare Herlei-
tung unter Benutzung der statischen Anschauung erfolgen.

Die Ableitung soll mit dem eingespannten Balken beginnen.

p

(L,
= ,B

Bild 3
Eingespannter Balken mit Lagerreaktionen

Das Dirichletsche Prinzip besagt fir BJ = konst.

| |
M=75E3 fiw)?dx-[pwadx = Min (3.6 )
x=0 x=z0
Der Trefftzsche Ansatz fiir die angendherte Durchbiegung w lautet:
W=wo+icv~wv (3.65)
v=

it we
" W = E—EL und wy"=0, v=12...:n, also W""-.-Epi (3.66)

LN ist ein Partikularintegral der inhomogenen Differentialglei-

chung, die w erfiilllen die homogene Differentialgleichung, die

v
dem Variationsproblem zugeordnet ist.
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Die v, und w, brauchen weder die geometrischen noch die stati-

scheh Randbedingungen zu erfiillen.

Die Bedingungen sind also genau umgekehrt wie beim Ritzschen Verq
fahren.

Die geometrischen "Nebenbedingungen"beim eingespannten Balken
sind:

w/x:O = w/x:l = w'/)(:o = w'/x=l =0

Wie schon im vorigen Abschniti erwidhnt, kann man nach der Be=

freiungsmethode von Lagrange die Nebenbedingungen, mit Lagrange=
parametern multipliziert, zu dem Potential addieren, ohne den Ing
halt des Variationsproblems zu verédndern.

{ !
7T=7’£70[w"2dx —a/pwdx +

+2ywll) = Ay wi0) + uyw' (1) -y, w'l0) = Min (36 .

Die erste Variation von T ist:

{ {
dlr=£J/w”(dw)” ox - [p 6w ax +
0

+ A dw ) = L, wl0) + gw'll) -, Cw'(D) (3.68)
Zweimalige Teilintegration des ersten Integrals:
T = EIfw () dw'tl) - w"(0)-dw't0)] -
- EI[w"tD) - dw L)~ w"(0)-gw (0)] +

{ {
+E3[w" dw dax - [p dw dx + (3.69)
0 0 .

n

=0 wegen FIw"-p =0
:
DG, des Problems
+ A OW(L) = 2y 0w (0) + uy dw' (1) =, dw '(0)
Die Extremalbedingung ist 6T = u. Infolge der angesetzten "geo-
metrischen" Randbedingungen w(!) = w(0) = w'({) = w'(0) = O miissé¢
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denn noch die folgenden statischen Einzelbedingungen erfiillt

gein:

1. EJ w"(L) 4+ py =05 uy o= -BJ w'(l) = M(I) = My (kpm]

o, EJ w"(0) + By =0 5 py, = -EJ wh(0) = M(0) = M, {kpm]

5, -EJ w"(1) + Ay =0 ; A, = EJ wi(l) = -Q(1) = B [(kp] ([{370)
4. =BT w*(0) + Ay, =0 ; A, = EJ w"(0) = ~Q(0) = A [kp]

pamit sind die Lagrangeparameter bestimmt. Es sind die Einspann-
momente und Auflagerkrifte des beidseitig eingespannten Balkens,
allgemein die Randschnittgrofen.

pamit ergibt sich fiir das Potential:
[
V*%E?I)/(w”)"dx ~0fp w dx +

.

¢ Ta
+EIw"- EA (3.71
[ 1 w/o / W, w] )
Tag
oder: . .
%f]f{w”)zdx '—/p w dx -
v ¢ g
1 ”IJ
xx sl
[0 w] + [M w’]ux (3.72)
”aR
A x={ x=l
Die Randanteile —[Q~w]0 und [M'w']o sind die doppel ten nega-

tiven Arbeiten der Randschnittgréfen.

wwzarasSINNEY
/wo;( /1 E - b/ $ ) M)

i au)
w

Aar = 3180 wll) -@(0)- wlD) ~MU1)-Wl) + MU0)- w'(0)] (3.73)

Die Randschnittgropgen sind damit eingeprégte, dufere Kridfte. Sie
gehen im Potential Gleichung (3.72) mit den Paktoren ,I"

(nicht —-—21- ) ein. Demnach ist die Summe der Randanteile in T dem
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Potential der HuBeren Kriafte ﬂ'a zuzuordnen:
xxl ‘X-I
FGR=~2AGR-—[0-W]0 +[M‘w]0 (3.74)
T =Ty +0g , T=0+n (3.75)

Durch Teilintegration von Wi in Gleichung (3.71) erhdlt man:

[ =]
- g’[JO/w”” wax+ [ W"Wf];ﬂ[fTJ Wi ]

.

iT; ~Aj
{
—/pwdx +/£]w”’w]0x‘/—/t'7w"w']ox [-M/h (3.76)
L—w——’ —V
Ty ﬂbR

\

—r

Ty

Hieraus ist ein Minimal - und ein Maximalprinzip formulierbar.
1

Unter Beachtung der Differentialgleichung 5 (EJ wh" - p) =0
ergibt sich Gleichung (3.76) zu:
! .l -
_ 1 ! " x 1 PERE LD .
7I'~A,-=-—~2«ofpwdx+?[f]w w] = FEI[w'w' ] = Min (3.77)

Dies ist das Minimalprinzip. Die Formidnderungsarbeit, die gleict
dem Gesamtpotential ist, so0ll ein Minimum sein.

Die Formdnderungsarbeit ist:

A= =Ty + T = =28y - 4 (3.78)
Der Energiesatz lautet:

* *

A, + A, =0 Ay = A+ Asp (3.73)

Mit Gleichung (3.79) wird Gleichung (3.78) eine Identitidt.
Die Endwertarbeit ist: 2 A; = - H; .

Die Ergénzungsarbeit (nach Engesser) ist:

=2 A - A
a i (3.80)

2A;-A S S ¢

und i a i

[ o
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durch Vergleich von Gleichung (3.78) und Gleichung (3.80) ergibt
gich:

* 3*

AE=Ai—2Tra (3.81)

Aus Gleichung (3.80) folgt, dap fiir A; = Min gelten mup:

%
AE = Max.

Aus Gleichung (3.76), (3.77) und (3.81) ergibt sich:
{
Af = g—{afpw'dx -[€7 w"’wjox'[ +[E7 w"w']ox” f ~ Mox (382)
Dies ist das Maximalprinzip,
Aus Gleichung (3.77), 4, = Min, folgt die gleichwertige Aussage:
4 =1 {[[p wax-[ETw"w ] [E7w w'];”j = Mox (3.83)
0
Dann muBl auch gelten: ol ol
]=0/pwdx-[[]w’"w]a [ETw w' [ = Mox (3.84)

Mit dem Tre{ftzschen Ansatz Gleichung (3.65)

— P
WﬂW=Wo+vZ-;CV‘Wv. ; w'”’=trj ;oW =0
lanten die 4 Extremalbedingungen fiir Gleichung (3.84):
{ x={
%—Cj; =0 =Dfp ws dx ~[EJ w" wg + £7 w" w )
’ "oy =l
+[E]w”w3 +f]wsw]DX pos=h2; . vion (3.85)
Mit EIws"=-Ms ; EJwg=-ag
EIw'=-M ; FIw"=-@ foigt:
!
~ , xsl xsl , gx=l x=l
6/pws ax = [w'ng | [w s ]+ [mws ] [a ]  (3.86)

Mit den Randbedingungen w = w'= O fir x = 0;! gilt:
[W’Ms]om= 0 und [w 05];':0.

Damit ergeben sich fiir den eingespannten Balken die vier

Gleichungen (s = 1, 2, 3, 4):

=/ xul
/p ws X =-[M ws']ox -[a ws][J
0

M=-FIw", Q=-FIw"

(3.87)
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Die Gleichung mup auch fir W, gelten:

I x»l
fpw,, ox -[Mwo] [QW,,JD

Dann folgt mit Gleichung (3.87):

x=l

{
ofpdea[Mw’]D -[aw], (3.88)

Der Ansatz w ist:

- 2 3

w -—WO+C1+C2X+C3X +C4x
2

wo=w + c + 2 cx+ 3¢, x
L0 2 3 4 (3.89)
wh o= Wy +2c3 +6c4x

= i
wh = wy +6c4

Bilden der Gleichungen (3.87):

g =1

|
Jo dx = E3[w"tt) ~ wy"(0)]= - [a, (1) - 0, (0)]
[

pix) Diese Gleichung enth&lt
Q‘\l\mﬂmtvﬂam das Gleichgewicht der
I
{

M,,m)(
0 )L vertikalen Kréafte:
{0
0

[pdx+00(1)-00(0)=0 (3.90)
0

{
[px-dx == ET[wy (1) - wy(0)] + ET wy' (1) 1
0
= Mpll) = Mg (0) -1 8o (1) (3.91)
Diese Gleichung enth#dlt das Momentengleichgewicht um den Punkt
x = 0.
s = 3.

fPXdX ~ = 2ET 1w (1) =2FT(2-0cg #3120, ) +ET 1w (1)
e et
will) - w, (1) - ¢,

=20 MyUl) +2 EI[wo(1) =~ wpt0)]-1%0,01) (3.92)
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Hierbe wurde w (1) = w' (0) = 0 beachtet.

Nach der Mohrschen Analogie driickt diese Gleichung das Gleichge-
wicht der als Belastung aufgefaften Momente aus.

g = 4:

—"""""’""!
/pxjdx = =3F1Pw ) - 3ET 1% (2¢c5+6¢0,-1) +
0 +FICw" )+ 6F1 P,

= 305 Ml) ~6E] ULy +20cy+ 3%, )
=P Q1) +6ET(L ¢y +17cy + e, )

/px dx = 3 My(l) + 667 1wy (1) -1%0,(1)-
—5fJ[w,,u)—wom)] (3.93)

Diese Gleichung enthdlt das Momentengleichgwicht fiir die als Be-
lastung gedeutete Momentenfliche,

Die Gleichungen (3.90) bis (3.9%) geben besonders deutlich Auf-
schlup Uber die Glite des Trefftzschen Verfahrens: Nicht nur Rand-
bedingungen filr die Durchbiegung und die 1. Ableitung, sondern auch
fiir die 2. und 3. Ableitung, also die Momente hdherer Ordnung, wer-
den mit den Trefftzschen Gleichungen erfiillt. Damit arbeitet das
Trefftzsche Verfahren grundsdtzlich besser als das Ritzsche. Dies
14t sich leicht einsehen, wenn man bedenkt, daf in den Ritzschen
Ansdtzen nur Randbedingungen filir die Durchbiegungen und die ersten
Ableitungen erfaft sind, wdhrend in den Treffitzschen Ansdtzen ho-
mogene Losungen der Differentialgleichung vorliegen, also auch Aus-
sagen liber die 2. und 3. Ableitungen der Durchbiegungen im Balken
gemacht werden.

Nach diesen Betrachtungen zur Aequivalenz des Trefftzschen und
Ritzschen Verfahrens werden nun die Trefftzschen Gleichungen des
beidseitig eingespannten Balkens - ausgehend vom elastischen Poten-
tial -~ unter Verwendung baustatischer Begriffe und Uberlegungen
hergeleitet.
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Mit den Gleichungen (3.69) bis (3,72) wurde gezeigt, dap die
Lagrangeparameter in den Zusatztermen (aus den Randbedingungen)
die Dimensionen der Auflagerresktionen haben. Die Zusatzterme 51nj
die Potentiale der Lagerreaktionen infolge der Deformationen

W/X=0,‘/ und w/x=0;/\‘

Der Trefftzsche Ansatz Gleichung (3.65) erfiillt nach Voraussetzun’]
nicht die Randbedingungen, so dap die Randterme ﬁaR inT zu be-
rlicksichtigen sind.

Flir das Potential der Auflagerkridfte wird ”0R1 eingefihrt.
“GR|= A-Wlo* B'W/x=l =~ Ag

R=lo= ~EIW") o i B=-Ohu = EIT| |

Torp 3 ["""‘] ' (3.94)

Fiir- das Potential der Einspannmomente wird WuRzeingefiihrt.

n(]R2=—'F4_.a'mw-llx=0 * ﬁb‘w‘/x:[ = -’ZRZ

Ma=M[, o=~E3W] o 1 Mp=Mf =-EIW],,

TTQR{—EJ [w" w]o (3.95)..

Die Anteile ﬁqgl ‘und TIGRZ sind zum Potential der HuBeren
Krdfte zu addieren.


ibbaf
Textfeld

ibbaf
Textfeld

ibbaf
Textfeld

ibbaf
Textfeld

ibbaf
Textfeld


Das NahmungqpobenmaL lcmteb mit dem Ansatz W:
ey e o 7 ot
mm Eyj I - e — g B gy .
il f » dx /p ax +E3 [@r @] - Eafwe W]

(3.96)

Die FOK‘derung TT = TT(CV) Min wird erfiillt durch die n Gleichunge

{

_,_,m., *‘"O k:”J/ " w, dxfpwﬁdx4h3[w§'w+w“ws]0
=0

~E:J[w§ Wr W wg ]:) (3.97)

pie Integrale in Sleichung (3.97) sind gleich denen der Gleichung
(3.31) nach Ritz.

Wie beim Ritzschen Verfahren wird ’l‘eilintegx‘-ation auf das erste
Integral angewandt. Wieder wird W" differenziert.
i 1
an Frvil 1 l bl [ e 8800
“5“&: “—'-'OmE:][w W ]O ""EJ[ WS]O+Ejofw W % -(-;[D W Ix

~e3fwrwg | v B9 [w wg ]!

. !
~EI[Wwg o+ EI [Wow],
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wn

= !
8 0
AN =o=°/(ETJ Wo =P + Ejv21cv W) wg dx —

l l
-E3[w W lo *EI[W we' ], (3.98

Die Klammer im Integral von Gleichung (3.98) wird identisch null

wegen der Bedingungen (3.66). Damit ergibt sich die s-te Glei~
chung zu:

A
-EI[W' wy [, +EIW wg ], =0 (3.99
Mit den Schnittgrsfen

EJ wy = - Mg und EJwd' s - Qg (3.100

haben die Randterme in Gleichung (3.98) die mechanische Bedeu-
tung von Arbeiten.

L) (3.101)
Dies ist die s~te Trefftzsche Gleichung fiir den beldseitig ein-
gespannten Baiken. Die entsprechende Gleichung fiir die allseitig
eingespannte Platte wurde erstmals von Wegner [ 18] angegeben.

Siehe auch Berger{ 19 ] ung Rildiger ['29 ], Trefftz selbst behan-
delte das St.~Venantsche Torsionsproblem eines Rechteckquerschni@

[ Mg ] - [w as)

Man sieht sofort, dap Gleichung (3.74) durch ¥ = W= 0 fir x = 0;
identisch erfiillt wird, womit die exakte Losung der Aufgabe vor-
liegt.

Der Inhalt der Gleichung (3.101) 14pt sich unmittelbar aus dem Prin
zip der virtuellen Kriafte deuten- wie sich analog die Galerkin-

schen Gleichungen nach dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen
deuten liefen.

Das Pringip der virtuellen Krdfte ist eine Energieaussage, die di
Vertréglichkeitsbedingungqn fir die Verzerrungen beinhaltet. Die:
virtuellen Krifte sind iiber das lineare Hookesche Gesetz mit den.
Verschiebungen verkniipft und erfiilllen die Gleichgewichtsbedingunﬁ

Das Prinzip der virtuellen Verschiebungen ist eine Energieaussagg
die die Gleichgewichtsbedingungen beinhaltet.,
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virtueller

Kraftezustand

We=wo+,c, - w,
wirklicher Ver-
formungszus tand

Bi1d 4
7ur Deutung der Trefftzschen Gleichungen beim eingespannten

Balken

Arbeitsgleichung filr die s~te virtuelle Krdftegruppe:

bA=0 = Prﬂ._-,(O) W) ~Mg (L)W' (L)=Qg(0) W(0) +Qu(1)W(L) (3.102)
virtuelle Krdfte

wirkliche Wege | |
Diese Gleichung ist identisch mit Gleichung (3.101).

Die Arbelt der virtuellen Krifte MS H Qs ldngs der wirklichen
Deformationen W' ; W ist null. Die virtuellen Krifte miissen die
Gleichgewichtsbedingungen erfiillen. Dasg trifft zu, weil die Ms’
Qs von einer Teilldsung der homogenen Differentialgleichung her-
vorgehen. Aus diesem Grund kann auch keine Belastung Py und so-
mit kein Integral

/W pg o x
o)
auftreten.

Direkte Anwendung des Prinzips der virtuellen Krifte

Man gewinnt die Trefftzschen Gleichungen auch durch direkte Anm//
wendung des Prinzips der virtuellen Krafte. Fiir den eingespan .
ten Balken ergibt siech die s-te Gleichung mit den virtuellen

3
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Schnittgrégen Mg=—-EJ wg' ; Qg=-EJ wg' :
bAg= 0 [ “bM dx +[W o] - [ 63
bAg= O _+[—" Ms dx +[W'Mg 1! - [w Qg1! (3.103)

Teilintegration des Integrals ergibt:

l
0=+ lwMsl = [Wagl + [W My dx+[ W Mgll-1W Q1] (3.104)
o
Nach Voraussetzung ist Mg =-EJwl" =0

Dann ergibt sich die Gleichung (3.101).

0=+ [w M,;]:)~~ lw os]; (3.105)

Diese Herleitung ist analog der Gewinnung der Galerkinschen Glei=
chung durch direkte Anwendung des Prinzips der virtuellen Verschi
bungen. Es 1#B8%t sich zeigen, dap die Trefftzschen Gleichungen bei
Stabwerken die Gleichungen nach Castigliano oder die Vertrdglich-
keitsbedingungen (Elastizititsgleichungen) des Kraftgrtfenverfahr
der Baustatik sind. Dies wird im folgenden erléutert.

Zundchst werden die Ansatzfunktionen in einer speziellen Form ge=
wdhlt, so daB alle die Verschiebungen desselben "statisch bestimm
ten Grundsystems", n8@mlich des Kragtrdgers sind. Dann erkennt man
die Elastizitétsgleichungen sofort.

Fur Gleichstreckenlast p:

P
EEREENN!
| REEEERN gaﬂﬁ(thzxz_,“xg)

X Yo
Wo BET  Mg(l) = Qo(l) =0

o 1 ~ 12
/ 2 E3 M‘(l)""E:]WI"=1;Q1(l)=0
2
L
L='x )M,(l)i “ =265 ipm
Wi
) W, =0
Bild .5

Kragtriger als statisch beetimmtes Grundsystem des beidseitig el
gespannten Trigers, belastet mit dem statisch Uberzidhligen MomentM


ibbaf
Textfeld

ibbaf
Textfeld

ibbaf
Textfeld

ibbaf
Textfeld

ibbaf
Textfeld


-61-

ozt =1
] . ]3 02(1) = ~ETwj' =1 : Ma(1)=0
3E7 ol (142 .53y [ m
T‘; % 75 (7)) [

Bild 6: Kragtrédger mit Belastung
duren die stat. Uberzdhlige Querkraft “6m= 0

Q1) =1
‘Aus dem Ansatz:
W=ws= W, + Cy - W +c2-w2

gient man: c1'=ﬁ(l) =M(1) =X, [kpm]; oy =a(l)=0(l)=X2 [kp)

Die Entwicklungskoeffizienten sind die statisch Uberzidhligen.

Beim Balken ergibt sich die exakte Ldsung, deswegen konnen die
Querstriche entfallen.

Die erste Trefftzsche Gleichung ist (bei x = O ergeben sich kei-
fie Arbeitsausdriicke):

wo (1) My(1) +wi(1) - cq - ML) + ws(1)- ey M (1) -
= Wo (1) QL) =wy(1) - ¢y - Qu(1) = wy(1)- ¢, Q,(1) = 0

Mit M1y =1 Q1) =0 sowie €1 =Xy i =Xy
wo'(l)+w1‘(l)X1+w2’(l)X2=0

o6der zu der Schreibweise der Baustatik
S0+ &1y X+ X =0

Entsprechend ist die zweite Gleichung wegen
Ma(l)=0 & Qu(l) = 1:
Woll) + wy (1) Xg + wy(l)X,=0

oder
820 * 21 Xy + 0 X5=0

61k ist die Deformation an der Stelle i in Art, Richtung und
Richtungssinn von X;infolge X, =1.

Natiirlich kann man fir Wos Wy s W, auch einfachere Punktionen
wahlen, die aber nicht mehr die Verschiebungen eines Trigers mit
Jeweils gleicher Lagerung sind, z.B.:

P__ 44 ;w1_1 2

= o= 2 X3
Yo =3, E5 T

w3 - =
LWy l2x oder v, PoWy EJ

%
EJ
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Jetzt ergibt sich als 1. Gleichung mit Qy = 0 und wiederum
c1=X1 i c2=X2

Mo () ML)+ wy' (1) ML) Xy + wy (1) ML) X, =0
woll) + wiCl) X, + whll)X,=0

wie oben.
Die 2. Gleichung ist:

W (1) Mp(1) = wol1) Qp( ) + [wi (1) My(1) = wy(1) @, (1) | X, +
+ [Wa (D My(1) = wy(1) By (1) ] X, =0

Man sieht, dap hier eine Elastizitdtsgleichung allgemeiner Art v
liegt. Die X1 ’ X2 sind nicht mehr die endgliltigen, statisch iibey
zéhligen Schnittgréfen an einer bestimmten Stelle, sondern alle
Schnittgrofen ~ und auch Verschiebungen - ergeben sich durch Lineg
arkombinationen in Abhéngigkeit von X, und XQ. Dieses Ergebnis
kann als Beweis dafiir gelten, daf man bei einem n-fach statisch
unbestimmten System n  linear unabhiingige Teilzusténde, d.h.
Losungen des homogenen Systems finden mup. Der endgiiltige Zustand
ergibt sich durch Linearkombination dieser homogernen TeillOsungen
und der Partikularl@sung. Ein statisch bestimmtes System wird nic
eingefithrt.

Der gelenkig gelagerte Balken

Die Randterme im Potential sind jetzt nach Gleichung (3.94):
[
TI.GR,"EJ [ Wl

B M) = M) = 0 st .

Die analog zu den Gleichungen (3.97) und (3.98) sich ergebende
Gleichung ist:

= =0=EJ[w Ws] msa["'"'ws]:; EJ [W wg"~+w"'w5];

0 =E3[w" wy+ww || (3.105)
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- [ .
oder: 0=[M wg+wag] (3.106)
Man gieht, dap die Gleichung mit den exakten Randbedingungen

M=Ww=0 fir  x=0;]I
jdentisch erfillt wird.

pies ist die s-te Trefftzsche Uleichung fiir den beidseitig ge-
1enkig gelagerten Balken.

auf die gleiche Weise gewinnt man die Gleichungen auch fiir in-
homogene Randbedingungen, die ja bel den Schalen interessieren.
purch Einfilhrung von Verschiebungs— und Drehfedern lassen sich
peliebige Anschlupkonstruktionen darstellen.

In einer Tabelle 5.64 sind die Trefftzschen Gleichungen fir die
wichtigsten Lagerungsarten des Balkens zusammengestellt und da-
neben filir die einfachsten Ansatzfunktionen die Bedingungsglei~
chungen fiir die ¢y ausgefiinrt. Selbstverstdndlich ergibt sich
beim Balken jewells die exakte Losung.

Die Wahl der Ansatzfunktionen Wy

Fir die w, kommen beim Balken nur die Funktionen 1, x, x2, x3
und deren Kombinationen in Frage. Selbstversténdlich werden Sym-
netrieeigenschaften beachtet. Piir LA macht man einen "Ansatz vom
Iyp der rechten Seite" in der Dgl.

“G"'= 5
Vergleich der Trefftzschen Methode mit der Methode des Fehler—
guadratminimumsg als Randmethode.

Pir den Ansatz (3.65) mit den Bedingungen (3.66 ) lauten die
juadrierten Randfehler beim eingespannten Balken (Rdnder bei
k=0 und | ):
— 2, . —
1 =w0) 2+ w2+ w(0) 2412
Die eginzelnen Terme haben unterschiedliche Dimensionen. Das be-
leutet, dap sie mit verschiedenen Gewichten behaftet sind.
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Zusammenstellung der Gleichungen nach Treffiz fur verschiedene
J , i w_ P X -1 "t
p wkonst. Lagerungen des Balkens W=WD+§7C, Wy W =FT ; Wy =X pow, =0
L‘ L l ‘ L L l 1 Jrefftzsche  Gleichungen Bedmgungsglemhunqen fur die Entwicklungskoeffizienten c,
far konstante Belasiungen p
4 y Zypl pl (_pl* 2
1 " v up’! 2[11__ t20,1) - L (g 4,8 v )] -
L Fil-w'w! + W w, = 2F7'BET 2 F1 Y24 F7 2 4
L Jw—.4 [-7'w -l 3

Wewy + £, X2 + 0,

2[2 (

+26,0)] =0

3,
—

by
B PR

W =Wy + C; X2 + Gy

+{
f][W”WS W w /u 1 )

.7
p:i2

2/( ST +2c2)=0

b
( EJ *26) 257 (F77 vl +a) -0

1
9 A
L'x—[‘—“-’(m
fw

W=y + g x° o x20, x

f][“”w] Fifw' W5]+f][W ) —0

4R
z(g”fﬁ PBeyl+2c) =0
g2
zz(;’fg #Beyl +26,) +2¢ =0

14
32 7 +6C,0 +20,) + 0 +5(2;Zf]+0313+c2/2+c,/) =0

1
4
e
o

W mwy+ Cax 4 cox7er x

E3[w"wi ~ W’”WSJIMEJ[W'WS"]D+EJ[W o], =0

7(2[1*563/+262)-/ —+5c3) 0

21(m+5c3/+2c3)~/?(—'—+5c3) 2c, =0
"

313({’5—]+5c,/+2c,) PlE-v6e,)=0

8 el
I

R
5- X

W= w, +c3x3+czx2+ X

{“”w;] [wws”’] ‘(fJ)E[WmWSM }=0

2
HELS +6cte2c,-2c,) =0

2
2U(F bt v 2c,) =0

12 b
3 P25 *563”26‘?)*5(7%?{7*fslj*czlzw,/)~£75.5(f£—+5cj) ,

P
4 5[.‘:'&

[[W”Ws] [@'wi ]+ [wwi' ], ~€) el '] =0

12
HF5rbeir20,) =0
42
20(Fr5+6c0+2c)-2¢, = 0.
(p‘/"
24 E7

312(2[]*5‘73’*2%) ve v, P L) ~FTe 6(¢ —/+603)=0

Wy + Cox %24 X

exffawi]-[w'w ], + [w "'] +£7¢, [Wwg], <0

7(;0-/‘?

7E
21 £

*660 +20,) =0
2
251

/2

+6cy0+20,) + 26 -fje,,-iz-zcz =0

3/"(—2'0"“ 6l +2¢,)+ 0 +5(275~7 sePec P l)-ETEy 0 =0
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Die s-te Bedingungsgleichung fiir die Koeffizienten ¢y lautet:

83 7 we ] el 17!
— 2 ) = (W o+

8 cs 0= “%]O [w Wslo
gur richtigen Wahl der Gewichte der einzelnen Terme zur Erzielung
gleicher Dimensionen fehlt eine generelle Handhabe. Siehe hierzu
die Anmerkungen von Collatz [ 211 , S. 323, sowie Berger [19 ] .

pemgegeniiber sind die Trefftizschen Gleichungen dimensionsrein.

3.6 Die Verallgemeinerung der direkten Variationsverfahren von
Ritz und Trefftz.

Aus der Gleichung (3%.98) oder auch aus Gleichung (3.%3) lépt sich
erkennen, dap die Methoden von Trefftz oder Ritz zu verdndern sind,
wenn man die Bedingungen an die Ansatzfunktionen dndert. Stellt
man lediglich die Stetigkeitsanforderungen an die Funktionen Wy
und ihre Ableitungen und unterwirft sie sonst keinen Bedingungen,
so entfdllt in Gleichung (3.98) nicht das Integral, die Bestim~
mungsgleichungen fiir die ¢y 8ind schwieriger auszuwerten und die
Konvergenz gegen die richtige Losung wird langsamer. In diesem
Sinne hat Riidiger in [29 ] die Erwelterung der direkten Variationg-
verfahren dargestellt, in denen die Ansatzfunktionen keinen Be-
dingungen unterliegen.

Es 1st aber auch mdéglich, andere Bedingungen an die Wy 2u stellen,
z+B., flir eine gemischte Anwendung des Ritzschen und Trefftzschen
Verfahrens. Die wy sollen dann die geometrischen Randbedingungen
und die Gleichgewichtsbedingungen erfiillen - nicht die statischen
Randbedingungen und die Vertrédglichkeitsbedingungen. Es sind aber
auch andere Kombinationen mit beliebig herausgreifbaren Bedingungen
miglich. Wenn man vor allem auch die Platten und Schalen in die Uber
legung einbezieht, so 1dpt sich sagen, dap fir jedes System sehr
viele direkte Variationsmethoden mit den zugehdrigen Bedingungen
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an die Ansatzfunktionen moglich sind.

Sehr deutlich wird dies, wenn man das Variationsproblem in: ge
kanonische Form bringt, siehe z.B. beli Courant - Hilbert [ 24 ]
Michlin [ 26 1, Funk [28 1, Giinther 130 1. Man erkennt, dag
lich viele quasi Trefftzsche Gleichungen méglich sind.,
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4. Die direkten Variationsverfahren in der Kirchhoffschen

Plattentheorie

4,1, Ausgangsgleichungen

pie Differentialgleichung fir die Bilegeflédche der diinnen Platte
mit kleinen Ausbiegungen ist in kartesischen Koordinaten:

, a*w 8w 3w En’
4 b
W= AW = +2 b e 2 ; e (4.1)
Y ax* axay? gyt K 1201- p?)
Mit den Ableitungssymbolen:
Aw s Owo
dx dy
i Hao e P
woH 2w+ w =% (4.2)

Das elastische Potential aus den Biegeverformungen und den
guperen Krdften ist: T =T + Ty
Das Potential der inneren Krafte ist:
1 -
T = ~A =+~2—[/(mx-aex+my~aey+2mxy %xy )dx dy (£3)
Die Biegemomente und Drillmomente sind:

me= - K (w0 )

m,_ =~ (1 -p) Kw’ (b 4)
- K (w+ pow" ) Xy

i
y

Die elastischen Kriimmungen sind mit der Beschrinkung auf kleine
Verformungen:

aexz-w";aey::»-w ;o€ = - W (4.5)

Einsetzen der Gleichung (4.4) und Gleichung (4.5) im Gleichung
(4.3) sowie Addition und Subtraktion von w" w* im Integral er-
gibt:
i oyl . .
w; =+§‘[/[(w'+w )o-20-p)w w - w! 2)]dxdy

T - fflow-atr-u)f 0 ox ay o)
I3
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—/[pwdxbdy (47
F

Wie Willers in [ 30 Jnachwies, wird bei den sogenannten pu-fr
Réndern (geradlinige Navier - oder gelenkig gelagerte und ein
spannte Rénder) die 1. Variation fir den mit 2(1 -~ p) mulitip
zierten 2. Term in ﬂ} identisch null. Flir diese Platten gilt
also:

x

=-ZKF//(W"+ w ) dx dy (4.8)

4.2. Das Ritzsche Verfahren fiir p-freie Rinder

Das Potential lautet:

7T=‘2&f(w”+w")2dxdy—f/pwdxdyv (49)
F
thz—Ansatz
W Cuy Wiy (h.10)
’u:] y=1

Man beachte, dap im Zweidimensionalen zweimal abzdhlbar unendli
viele Ansatzfunktionen m&glich sind.

Jedes LA erfiillt die geometrischen Randbedingungen und soll gz i

als Produkt zweier Funktionen von einer Veridnderlichen dargeste;
werden. .

WHV,

£,(x) gy (411)

Es seil P

H

p (x) py(y)

Die st—teGleichung zur Bestimmung der cuv ist:
.- 1 ‘
5@ 0= //(w + W Nwy + wg ) dxdy K[/pws,dxdy (h.12)
AW O Wy

Unter Beachtung von Gleichung (4.6) ergibt sich fiir eine Ein-
feldplatte mlt den Abmessungen a und b;

0~ ZZ Cuy //L £ dx fgrg»dy +ﬂu fs degr.% dy+/fufst/grgfdy+

*ff/xfst/gv"a,"dy)-%/prst/nyfdy (4.13)
x=0 y=0 X0 y*0
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Die Summe der Integrale in der runden Klammer von Gleichung (4.8)

k‘m‘i’s‘,,t; ein Element der Koeffizientenmatrix. Es wird 83t uv bezeich-
net.
m n 4
DD Cur Gty " P (6.14)
=1 vel
Matrizenschreibweise:
=(Cuy)j A=Ay ) j f={ps) (4.15)
oy =%ﬁ,‘h/’emus 4 (4.16)
4.3, Die Galerkinschen Gleichungen
Ansatz fir die wirkliche Biegefléche w:
m n
W= 22 Cuy Wy (4. 17)
Ut vel
In Produktdarstellung:
m n
W= o2 oo, £,(x) ey (y) (4.18)

M=l oy =1 il
Die pr“ milssen alle Randbedingungen erfiillen, sind also Vergleichs~
funktionen.
Die st~te Gleichung nach Galerkin ist:
[k 20 -p) wer axdy =0 (4.19)
0
Fehlerbelastung p*
Einsetzen von Gleichung (4.18) in Gleichung (4.19):
m n
i " "
272 ur ([17 6 Jo, 0 2[5 tx fol gy + [ [of g0y -
Y X x Y

p=t vat X

1
5 [pefeax [p gy =0 (4.20)
x Y
Die Summe der Integrale in der runden Klammer von Gieichung (4.20)
ist ein Element der Koeffizientenmatrix. Es wird bst wv bezeichnet,
m n
!
> 2 Cuy by - L py =0 (4.21)
v K St uv K st
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Man erhdlt also ein zu Gleichung (4.14) vollig analoges Gleichyy

system. Wenn die wpv beim Ritzschen Verfahren auch Vergleichsfuy
tionen sind, ist

8st v =Ygt uy

Mit der Matrix B = ( bst W ) erhdlt man:

1 -
ot = pe (4.22)]
analog zu Gleichung (4.16)

4.4 Die Ansatzfunktionen der Galerkinschen Gleichungen fiir
verschiedene Randbedingungen

Wegen der Produktdarstellung des Ansatzes (Gleichung “.18)) ka

man sich auf die x-Richtung beschrdnken, womit eine Balkenaufga.
be vorliegt.

Zundchst ein instruktives Beispiel:

Beidseitige Einspannung mit Symmetrie in System und Belastung

Dimensionslose

EEEEEEEEEREREEN
|3 )
I__qix;g E KOOZleate
w | 3
o
——%~\\\\\\~_____"’,<§ﬁgzz;ative Biegelinie

Die Biegelinie hat zwei Doppelnullstellen fir g = 1.

I
1
L
-

roht

lx

Dann ist eine Vergleichsfunktion wy darstellbar in der Form.

W, = (&-1) (E+1)F = (1-6)7 ~1-26+ € (4.23)]

Man erkennt, dag w = cy Wy fiir den Balken mit Gleichlast p
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die exakte LOsung sein mug.

galerkinprozef:
d*'w_ . ! dw_ _ A6 e o
e T T Tgew T Tk
dxt ()t df {

1 1
( p {
[Heati-2g'g)zag - g [u-2fe§t) g of
=0 0

£ f-

- * . .p /"‘
dh G = F7 7620 T F7 384

J— -

p-t* 2
we=w =g (1-§)
m n

Allgemeine Polynomansédtze w =#Z’ Z,cw, '@(x)‘gv(y)

fiir verschiedene homogene Randbedingungen

Es werden nur die Polynome f“(x) betrachtet, die g, (y) sind

genauso zu bilden.

Randbedingungen:
E- t 1 {“‘=—‘;~gi-=0

Weren der Symmetrie kommen nur geradzahlige Potenzen in Frage.
Erster Ansatz:

f] = 11" A1' %d “+ A2'§4
Mit den Randbedingungen, z.B. fir g = + 1 ergibt sich:

By = -2 3 B, = 1, also:

it

g2 1= 287 4 0 = (1-69)°.

Dies ist die Gleichung (4.2%).
Wichtig ist, dap bei der Welterfiihrung der Ansitze die Voll-
sténdigkeit gewahrt wird, um {iberhaupt eine Minimalfolge zu er-

zielen. Dies wird nach dem Weierstrafischen Satz durch die Potenz~
reihe gewdhrleistet. AuBerdem wird die folgende Regel benutzt:
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fis sei: F(x) = fq(x) 12(x). Pann gilt:
F'(a) =0 , wenn fI(a) = fz(a) = 0 ist. Dies folgt aus
. t ]
F'(a) = £;(a) £,(a) + £(a) £ (a).
RN I—— LS

=0 =D
Demnach sind die weiteren Funktionen:

£, = (1 -8 (1-£%) = (1-¢2)°
pe+1

fpo= (1= §2) (4.24)
Man kann die Polynome auch auf andereWeise fortsetzen:
_ 2 24 +2
fp =1+ A EF +A2§
Randbedingungen:
fyfgey = 0 = 1 + Ay + 4y } B =t
!
fp’§.1=O=A1-2u + A, (20 + 2) A= - (14+p
T =1 —‘(1 +p)~§2“ +u-§2"‘+2 (4.25)

Trigonometrischer Ansatz

fu = cos (%~§) cos(p % f) i M=1, 3,5 ... (4.26)
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P
{ Codf
l x=>8& i
X,‘&
g:*’ _//611
' f
U S
Randbedingungen:. g =47 fﬁ “'ﬁ/ -0

Wieder kommen nur geradzahlige Potenzen in PFrage.

Erster Ansatz:
. 2 4
£ 0= 1+ A€ +A2§

Mit den beiden Randbedingungen, z.B. fir gz + 1 ergibt sich:
-1 -8 g2, g4

Flir die Weiterfilhrung wird beachtet:

Es sei: F (E) f,(f) g (f)

"= fyg+ f8 PUo= fig + 2 £lg+ £, g"

1]

i

Dann ist: F

Gesucht ist eine symmetrische Potenzreihe fiir g (g) , SO dap
gilt: g(§=0)=+0;
)
g §=1) #0,; g (f=1) =0
Dann ist offensichtlich: ¥ (f=1)

P (f=1)

0; F'(§f=1) #0 und

it

0.

Man erkennt, dap g =1+ (1 - §2)2“ diesen Bedingungen gentigt.

Damit lautet f2:

&
il
—
t
vion

€2 beh[1e 0 -§27]

Allgemein:

=
=
it
—_
]
JEoN
—ry
NS
+
(& B

i L1+ C1 -] (4.27)
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Ansatz fiir fi1 analog zu Gleichung (4.27)
- 2u 2u +2
fp=trayg §H v n, b

Randbedingungen:
fp/§=1 =0 = 1 + Ay 4 A2
fﬂ/fd =0= Ap2p-(2u-1) + Ay (2u+ 2) (2p +1
A,[Zp (Cp=-1) - (2p+ 2) (2p+ 1)] =+ (2p+ 2) (Zp
2
Ay = - 4u” + 642
8+ 2
A = i_EE_:;éﬂL
2 S+ 2
£y - 1o el (2u1) 52“4_&1_21_;11@2“*2
4u o+ 4].1. +1
(4.28))
J. Einseitige Einspannung und einseitige gelenkige Lagerung
i § y
Mf’i X=tq
—_—
Bild 7
Randbedingungen: E =0 : f“ = fz =0
'
?:1 H f}l = f,J = 0

Es miissen jetzt alle Potenzen aufireten, weil keine Symme trie
vorliegt,

Aus einem allgemeinen Ansatz:
£(8) = a(8) - B(E)  y(E)

l&agt sich erkennen, daf der spezielle Ansatz
(8 = E01-0) vy (B)

geeignet ist.


ibbaf
Textfeld

ibbaf
Textfeld

ibbaf
Textfeld

ibbaf
Textfeld

ibbaf
Textfeld


75 -

0 gilty =0, fiilr € =1 gilty + y' = 0.

pir €=
atz: - EH B+t
Aris y“—f + A€ opo= 1,2, 3.,
R -1
Y“=#‘$M tlurt) At
v Ez 0) = 0 identisch erfilillt.
Y(§:1)+Y(;:1):o=1+A+P+,A(p+1)-—A=_H.:i
m+2

Daniit erhdlt man insgesamt den vollstédndigen Ansatz:

ry(§) = -f) - £M.

p(§) = E(1-) ¢ <1-#+2§)

£ - u+t B 1

pl) = 87 (1 -6 (1 -5 f) tar pe 1y 20

(4.29)
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4.5 Das Abspalten gewohnlicher Differentialgleichungen nach
Picone [31 ]~Kantorowitsch ~ Krylow [ 251"

Dieses Verfahren ist unmittelbar aus den Galerkinschen Glei-

chungen herleitbar. Der Grundgedanke ist, die Vergleichsfunkt
nen des Galerkinschen m-n- parametrigen Ansatzes nur in einer
Verédnderlichen, also in einer Richtung anzusetzen und fiir die

andere Verdnderliche unbekannte Funktionen einzufiihren. In di
sen sind auch die Ritzkonstanten enthalten. Die Plattengleichin
wird in der y - Richtung néherungsweise und in der x - Riohtung

exakt gelost.
n

W =2, X (x)-fily) (£.30.
k=1
fk(y) ¢ Entwicklungsfunktionen, die alle Randbedingungen in

¥y - Richtung erfiillen.

X, (x) : Unbekannte Funktionen in x - Richtung

Dies ist ein besonderer Produktansatz. Bei den jetzt ins Auge
gefapten Platten liegen in keiner Richtung Naviersche Randbe-
dingungen vor., Damit ist die Entkopplung

nach Maurice Levy mit trigonometrischen Funktionen unmsglich,
Der Maurice - Levy - Ansatz lautet z.B. fir Naviersche Randbe-~
dingungen in y - Richtung (Plattenbreite b):

Wm/;Z,xk(x)-sm%U P k=13 (4.31)
Da der Ansatz (4.30) die Plattengleichung nicht erfullt, wird
mit einem Galerkinprozef in der y - Richtung wieder eine mittle-/j
re Approximation der zweiten Ableltungen w'* herbeigefithrt.
(siehe Kapitel 3.3). Das Prinzip der virtuellen Verschiebungen
wird nur in der y - Richtung angesetzt: '
b
~-te Glechung:  [(k-aaW-p) fy) dy =0 (4.32)
y =0

* Im Schriftum wird die Methode fast nur nach Kantorowitsch-

Krylow benannt.
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Nach Durchfiihrung der Integrationen erh&lt man n simul tane gewdhnl.
bifferentialgleichungen 4. Ordnung fiir die Funktionen Xi(x).

Zinsetzen des Ansatzes Gleichung (4.30) in den Bipotantialopera-

tor:
n 2 2 2 4
. d* X dé X, d?k d*
AAW?%(#Q*Z—#WZ— +Xk-&—y—f- (4.33)
Abkiirzungen fir die Integrale:
b b,
d*
Jrtdy a0 2ff 5 A = b
y=0 y=0
b b (4.34 )
d* ¥,
/f,Tf—dy- Gk ; /f,--p(x,y)dyn Pi(x)
yo y=0
Finfiihrung der Matrizen:
a(n,n) = () x‘(n,n) = (by) ; [(n,n) = (ci )
(4.35)
und des Vektors: p=0(p)
Fiir die Ableitungen wird die Schreibweise eingefiihrt:
4 V)
d’ X(x) -X( (4.36)

dx¥
Fir den Vektor aus den unbekannten Punktionen in wird die Be-
zeichnung 42 benutzt.

12]
X1 : X
)
7'(2 2 )
v | v ) 24 (4.37)
L Af X,
X X

Nach Einfilhrung von Gleichung (4.33) in die Gleichung (4.32) er-
gibt sich mit den Abkiirzungen (4.34) bis (4.37) das gewShnl., Dif-
ferentialgleichungssystem mit konstanten Koeffizienten:

h) @)
By Ly * FE +Lp =~fg (4.38)
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Zusdtzlicher Galerkinprozef bei doppelsymmetrischen Problemen

Es sel noch auf eine wesentliche Verbesserungsmdglichkeit bei
doppelsymmetrischen Problemen hingewiesen. Die Lésungsfunk-
tionen Xi(x) sind i.a. ungleich den Ansatzfunktionen fi(y).
Man erreicht die Symmetrie durch einen angehingten Galerkin-
prozef, indem man die Xi(x) fiir beide Richtungen verwendet.

n

Ansatz: Z X, 00 - Xy (y) (4.39)
L-te Galerkinsche  [fiaaw - L) X000 X;ty) dxdy =0 (4.40)
Gleichung: 3

Bei einer allseitig eingespannten quadratischen Platte war
der Fehler fiir das maximale Feldmoment mit dem 1. Ansatz 18%.
Nach dem zus&tzlichen Galerkinprozepf sank der Fehler auf
3’5%’

Vergleichende Bemerkungen zu den Verfahren von Galerkin und

Picone -~ Kantorowitsch ~ Krylow

Es ist offenkundig, daB nach Picone - Kantorowitsch - Krylow
weniger Ansatzfunktionen erforderlich sind als Yei dem Galer—
kin - Verfahren in 2zwel Richtungen, um eine gewlinschte Genauig-
keit zu erzielen. Durch die exakte Losung der Plattengleichung
in x - Richtung wird bei der gleichen Anzahl von Ansatzfunk-
tionen die Fehlerbelastung p* = KAAW - p bei Picone - Kanto-
rowitsch - Kfylow zu h&ufigerem Oszillieren gezwungen als bei
Galerkin. Bei Galerkin konnen sich die Fehler iiber die gesamte
Platte ausgleichen. Dieser Ausgleich kommt bei Picone -~ Kanto-
rowltsch - Krylow an jeder Stelle x in y - Richtung zustande.
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‘anlgpung des Randwertproblems der Dgln. (4.38)

36 gibt verschiedene Moglichkelten gur Losung eines gewdShnlichen
DEl. - Systems mit konstanten Koeffizienten, siehe 2z.B. Zurmiihl
[35], Gantmacher [36].

yon Ndaherungsmethoden abgesehen, sollen drei Arten unterschieden

werden.

1, Transformation in eine Dgl. hoherer Ordnung fiir eine neue
Funktion.

o, Losung des umgeiénderten Dgl.- Systems (4.38).

%, Reduktion in ein Dgl.- System 1., Ordnung mit entsprechend
mehr Gleichungen.,

pie 3. Methode ist fiir die elektronische Rechnung gut geeignet,
weil sehr allgeneine, flir viele Probleme geltende Programme auf-
gestellt werden kdnnen und weil mathematisch die Dgl. - Systeme
1+ Ordnung am besten durchgearbeitet sind.

Bei dem Dgl.~ System der 1. Ordnung liegt ein Anfangswertproblem

yor. Das tatsdchlich vorliegende Randwertproblem wird durch

(2n + 1) - fache Ldsung des Anfangswertproblems, Aufl@sung eines

on - gliedrigen Gleichungssystem und darauffolgende Superposition
gelost.

Diese Hethode wurde fiir Plhichentragwerke von Tottenham [14 ] und
Chetty [ 37 ] benutzt und wird ale “matrix progression method® be-
zeichnet. Bel den Stabwerken ist sie als Ubertragungsmethode be-
kannt, die besonders Falk [13 ] entwickelte, siehe auch [15] .

Die Methode von Picone - Kantorowitsch - Krylow ist ginatig, wenn
nicht in beiden Richtuhgen inhomogene Randbedingungen auftreten.
Besonders wertvoll ist sie, wenn in einer Richtung allgemeine
homogene und in der anderen Richtung allgemeine inhomogene Rand-
bedingungen, also Durchlaufwirkungen vorhanden sind. Dabel ist
die Ubveriragungsmethode geeignet, wenn in der Ubertragungsrich-
tung die Querschnittswerte oder die Belastung hdufig wechseln.
Deshalb wurde diese Methode in [38 ] fiir die Programmierung von
Einflupflﬁchen fiir Briickenfahrbahnplatten benutzt. Mit homogenen
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Randbedingungen an den Wuertrdgern sind in

arm zu Kragarm Vouten (durlereppen) sowle die Durchlaufwirku

stellbar.

Die Transformation des Dgl, - Systems (4.38) in ein Dgl, - sy
der 1, Ordnung

Das Dgl. - System (4.38) 188t sich mit der aus Gleichung (4,3

ergebenden Schreibweise:
d ™ )
dx = ¢ (4

als Dgl. - System der 1. Ordnung schreiben:

enny ?:;))
(n,n) d ?”) -
nn dx | %
) i
— n, kn 0 1)
| 5
r "bm,n) a Al(n,n) Z";; f
£ Lipny XX 2 ! Win, 1)
= ’ a |+ (4 4]
n ¥ noox £ K %
4 & ¢ /4

e 5 0 et ta ) % g )
7 y f*
fist die n reihige Einheitsmatrix.

% ist die n reihige Nullmatrix.
# ist der Nullvektor mit n Elementen.

In Gleichung (4.42) sind die Vektoren ¢, " @

als Unbekannte aufzufagssen, Der Losungsvektor 9 mit 4n Elementen
ist: )

(,, (4.43)

Abkiirzende Schreibweise von Gleichung (4.42):

R - Tyek pt (4.44)
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yormultiplikation von 2 o(m! existiert, wenn die f} ein linear
unabhéngiges System bilden):

-1 d -1 1 -1
RR - S g=-0'Tg+ R p (4.45)
?(lm,h'r)
nit: .
- -1
% a % N a r
-1
g-a'7r-|t 2 r. (4.46)
n, bn) A ¢ b} /A
Vi) o« 14 b4
und -1
. a f
-2yt - |y (4.47)
thn, 1) #
ergibt sich Gleichung (4.45) zu:
d - 1
aw® 79t %y (4.48)
Dieses ist das gesuchte Dgl. - Systém 1. Ordnung., Die Lisung
des Anfangswertproblems nach Lagrange ist:
X X -1 1
g= o9 g, - (1-8) gLy (4.49)
4o ist der zu bestimmende Anfangsvektor. Das vorliegende Rand-
wertproblem wird durch f%l + 1 Losungen des Anfangswertpro-

blems (Ubertragungen vom linken zum rechten Rand) erfaft. Die
sich ergebenden 2n linearen inhomogenen Gleichungen bestimmen die
2n unbekannten Elemente des Vektors

Die transzendente Matrix I;=eq*ist durch die Taylorreihe defi-

niert:
X 7z x2 3 x3
i =g¥*= E+gx+ o7 + F3r (4.50)
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Ubergang von Vektor @ der partiellen Ableitungen der Durchbie
gung w nach x zum Vektor # mit den Randschni ttgroBen

Der Vektor 4, ,(x) = (1

enthdlt nur partielle Ableitungen der Durchbiegungen w nach Xy
siehe Gleichung (4.30).

n
w=k21 X (x)- fily) = g' g (4.51)
v i
T -y (4.52)

Die Randschnittkrafte enthalten, z.B. infolge der Querkontraktias
aber. auch Ableitungen in y - Richtung.

2 2
Biegemoment: - ﬂk"— = aaxzw + U gy? . (4.53)

- ?tz)“q ruy ¥12)

Es ergibt sich das ‘Problem, Summen durch Produkte darzustellen.

Ansatz: - %’(7—"’;”2 GO nly) = o'
ket
mit: a’-‘(a,,-az P00 ) (h54)
Weltin, o ih )
Querkraft: _ 9 Ftw 53
K Ix? axay
E G . Pw
rsatzkraft: - X = 3 -
Koooox oy (455
IS P ¢121
Ansatz: - n ,
- kZ (x) s y) = §'4 )
(4,56
mit: B'=(By; By ;B . By)

7/-(51,‘32].‘."3/(,’..-;5,7)
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jus den Gleichungen (4.53) und (4.54) ergibt sich:
{x,y) , ;
~T—"7<i—yw-a1r = 9?0y (h.57)
gnteprechend aus Gleichung (4.%5) und (4.36):

_ 9 (}:.Y) -p' g - /@‘3"{2 +{2‘u“e(7)’g‘2’ (4.58)

Es ist nicht mbglich, aus den Gleichungen (4.57) und (4.58) die

Vektoren ,9(2) und ¢ 2u eliminieren.

pie Elimination ist mdglich, wenn anstatt des Vektors §,,, (y)
die Matrix f(nn)(y) tritt und entsprechend fir

) V
,,(,’V,) -=~g—7f~;:— die Matrix
) dv
oy (V) = ay¥ Fu. (4:59)

$on) enthdlt die n Vektoren f15 Boseees Bseens f, an n Stel-
1eny1; Y2;0-c; yi;..- ync .

fy Cyy ) By oo Rly,) o iy
frly,)  fly,) '
Finmy = . (460)
o fOp) Ry
Y
Homogene Randbedingungen n._= 0 ; Ex = 0
my =0 g v 7Y -0 1)
. ! 1 (2} '
G = 0: ‘e(3)}'+(2_p)‘eu);’ -0
Transponieren und Vormultiplizieren von }'M H
1~1 1 2) )
f ’ Fe+uf e
(4.62)

1~1

e @'
’{ I ng( +(2—,u)f o
et . .
fl exisitiert, wenn die Spal tenvektoren von f linear unabhiéngilg
s8ind.
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2y

Einfiihrung von f’ = fM f, (4.63)
e fﬁ? (h.64
2D = - u) § o ‘
Allgemeine inhomogene Bedingungen
Ansatz: Es sei # (y) = 1(y) = §(y) (4.65)

siehe Gleichung (4.54) und (4.55).

Die Stitzwerte der Funktionen in y - Richtung seien flir Biege-
momente und Brsatzquerkrdfte gleich. Dann sind, wieder mit der
Matrix f(y), die Biegemomente und die Ersatzquerkréfte an n Ste
len yy darstellbar als die Vektoren, siehe Gleichung (4.61)
_x () ' 2y ) (2
K ~a'f - g9 pe'f

9 (;.v,-) - b'f - ‘a)f+(2 p) ! ;(2)

(4.66)%

Transponieren und Vormultiplizieren von ?

PR I AP P

, , (4.67)
|8 - F o ez ) 98
Mit Gleichung (4.43%)
2) ¥
a=¢ ruf g
3 % (1) (4.68)
b=¢Pr2-)§e
Damit erhélt man die gesuchten Beziehungen:
(2) ¥
«e -~ a-pfe
(4.69)

- f—(2 ,Ll)ft [42]
Einsetzen der Beziehungen (4.69) in das Dgl. — System (4.38):

a@m +Xwgm+[/g _%?
_%‘em = ,g((:))
d =
T‘E ?(1)

‘t’ = ¢
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Man erhdlt:
d xd ()
aﬁ[}-(z—p)aj:a?‘[dﬂ-xvd—-pﬁf‘? + L -_KL})
'd *®
fanfe-b-(z-u)F O

(4707
d £ (1)
gt ~e-ufe
ax
[¢)]
Femt

Nach Binsetzen der 3. Gleichung von G1.(4.70) in die l.Gleichung:

a ey =llz-p) AF -] & -[u(z-p) 0§ P-psF s ] sty
Loy = -2(1-p) § ™

ddx o . (671
aema-ufte
'&df y xfm
b F
Mit den Vektoren g - Z‘u, y*= ;’t (46.72)
t lunn # lun,1)
und den Matrizen, siehe Gleichung (4.42):
a
R= ¢ ¢
¢ (bn, bn)
® v »,2 X
¥ {e-paf-5 ow (- i p B
¢ r “201-u) F° n
7= (4.73)
7 ) ¥ P4 »/1[‘
o /s 3 v 4
ergibt sich die Matrizengleichung, siehe G1.(4.42 bis 4.44):
d = _ % = 1 =
R g - TH gy (474)

Mit der explizit ausfilhrbaren Transformation analog Gl. (4.46)

g-»'7 (4.75)
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erhdly man das Gleichung (4.48) entsprechende Dgl. - System
1. Ordnung:
oo amed
ax 999y (4.7
Die Ermittlung der Matrix ?(y) ist noch v6llig offen. Sie kann

aus den Polynomansétzen entweder an diskreten Punkten oder durec)
einen GalerkinprozeBf bestimmt werden.

Die Ermittlung des Anfangsvektors B0

Das Randwertproblem wird durch (j%l + 7) - malige Losung eines

Anfangswertproblems und nachfolgende Aufldsung von 2n linearen
Gleichungen erfaBt. Bei homogenen Randbedingungen am linken Ran

ist fiir HElfte der Elemente des Vektors Wo null,

Beispiel fiirn =1 ; d.h. W= X;'[;

3 (3) —

] Pan Xy ‘ ~ G
X Y f(2) 'x‘f’ . 0
‘ %R 4,1) I
X Bild 8 o | 20 X, %,
Links gelenkige Lagerun
g g & &s P41 b Xy o 0

rechts Einspannung.

Die Anfangsquerkraft §_. und der Anfangsdrehwinkel sind zu
o Po

bestimmen.

Am rechten Rand mup sein:

@
_ x(?)
VRW1) = R Durchbiegung und Drehwinkel
% sind null.

Mit den homogenen Bedingungen am rechten Rand werden die unbe-
kannten Elemente von #(0) = #, am linken Rand bestimmt,

Der Randvektor g 138t sich durch Superposition von Einheits-
zustdnden multipliziert mit den unbekannten Elementen von Vo
darstellen, siehe Gleichung (4.49).
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Nit eq'xR - r;; ist:

X 1 0
x? 0 3 0 %

P R - . =

%=| R A b (4.77)
0 0 1]

nit der Partikulaldsung, siehe Gleichung (4.49):

,QRP-A-%(g-/;)g"{} (4.78)

pus der Gleichung (4.77) werden die beiden letzten Gleichungen
()
therausgesiebt™, um Xf’ und X, zu bestimmen.

pie vier Zeilenvektoren von /g seien 3103 33 3 )

. (1
pann lauten die Bestimmungsgleichungen filr X2 und X, (3. und
4. Zeile der Matrizengleichung (4.78)):

1 ]
0 (3 0 |1 $2)
0 "33(0 )Xo + 33(1 )Xo - Xgp
? ) Z 1) (4.79)
( ¢
0'34(3))‘0 *3;(?))(0 - Xge
0 0
oder:
1 0 3 ()
0 0 X Xep
(33) 0.0 0 (4.80)
3 0 0 X0 XRP

(3 T
Hieraus X, und X,
Pine einfachere Darstellung ergibt sich, wenn man mit Hilfe
sweier Matrizen #; und &, die gesamten Vektoren %9, und Hep
angschreibt.
Die verschwindenden Elemente von Bp werden durch die Matrix

festgelegt.
1 = £
“JR(zn,n  TRion kn) Bein, 1) (4.81)
In betrachteten Beispiel der Einspannung mit n = 1 ist:
0 0 10
ﬁn"‘lo 00 r] (4.82)

(24)
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Die unbekannten, nicht verschwindenden Elemente von L8 werden
durch die Matrix fo festgelegt.
A

ﬂ°&m1)’ Abmmunfvfwn” (4.83)

Im betrachteten Beispiel der gelenkigen Lagerung mit n = | is
1 0 00

&o={
0 0 10

Damit 18Pt sich das Gleichungssystem (4.80) flr #, in die Form
bringen:

(4.84)

ﬁk’ R £, &, Ho = &g B e (4.85)

Ordnung: (2n, 4n)-(4n, 4n)- (4n, 2n)-(2n, 4n)-(4n,t)=(2n, 4n)-(

Eine explizite Darstellung von 90 hat praktisch keinen Wert, da
man im Rechenautomaten die Inversion vermeidet.

Da 4 keine guadratische Matrix ist, ist sie nicht eliminierbar

Im betrachteten Beispiel ist mit G1l.(4.84)
1
Ly Kom 0 (4.86)
0
Der allgemeine Fall mit n Ansstzfunktionen f, .,
Man kann unmittelbar G1.(4.85) beibehalten, wenn man die Matri-
zen Kpund &, allgemein darstellt.

FPiir das Beispiel links (x = 0) gelenkiger Lagerung und Einspan-
nung am rechten Rand ist analog zu Gl1.(4.82):

dR - ( )l(n,n) a ?{n,m 71) (4.87)
n r 2 £ (2, 4n)

Entsprechend zu G1.(4.84):

ﬁa - ( 7l(h,l'i) 7[ n n

) (4.88)
L4 n ¢ € lezn bn)
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s Ermittlung des Losungsvektors @ an jeder gewiinschten
o1le x geschieht mit der G1.(4.49).
Jetzt gollen an m Stellen x5 im Schnitt y, die Durchbiegungen W

vektor W) ) sowie die partiellen Ableitungen angegeben werden,

2. B M _ D
Nach Gleichung (4.51) ist:
n
Wik “Z; Xptx) < hty) = el By ) = Poy) - pexi) (4.89)
o
/4
N
ﬁ%ﬁ“ n 9 Xy, 1)
g (hn,bn)
b4
Wy =ty = L 805 (4.90)
¢
X
_ n
m?,'k" ?’(Yk) = i é}b‘n)l(lin) (4.91)
¢
mit P = (g0 5 X ;RO 3(xm) (4.92)
Entsprechend ergibt sich : x
0 0,k - 7 1 ]
—ax Fiye) ( - ) éox) (4.93)

Die Berechnung der Matrix /4 = eq«x durch Reihenentwicklung

Bei Verwendung der Reihendarstellung Gl.(4.50) sind etwa

30 -~ 40 Reiheﬁglieder und damit Matrizenmultiplikationen er-
forderlich, um [; auf durchweg 10 signifikante Ziffern zu bringen.
Mit der Reihendarstellung ergeben sich lange Rechenzeiten,

wenn die Ergebnisvektoren an sehr vielen Stellen x berechnet
werden sollen. Die Reihe mup an jeder Stelle x neu ausgewertet

werden,

Es ist rechentechnisch viel giinstiger, sofort el}'x.,% zu bilden,
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X - A
als zuerst eq auszurechnen und dann nmit '90 zZu mult1p11z1eren.;

Gleichung (4.50) lautete:
3

X X2 2 x?
Ro=ellapexgufgr, g,
Jedes neue Reihenglied erfordert eine Matrizenmultiplikation.
Hingegen ist in

eV g -g s xg BTG Gyt Ex G gy,

Y Yeas Yeay

(4.94)

Jjeweils nur eine Multiplikation von einer Matrix mit einem Vekto)

gx oo . vorzunehmen,
87 %o = W, +Z1 B B v 9 90
N e
eqlx’gﬂ = % *E; VX 9 biv-yy  mit oy = ¥y (4.95)

Ahnlichkei tstransformation von e ¥

Un die Matrix 9 dimensionslos zu machen, kann eine }ihnlichkeits—'i
transformation durchgefithrt werden,

s ~1
IR I Rlsn,imy (4.96)

Bs gilt:

P 'IP . pletp, (4.97)

wie man durch Aufschreiben der Taylorreihe fiir den linken Aus-
druck von Gleichung (4.97) zeigen kann. Hierdurch ergeben sich
wesentliche Rechenvorteile.,

R R T
=;0~1§"7?+ p"g»xp fp_fgz.g?z 2.
= pJ(?* Fx + 9?2_>;2 4o )R
SRS b RENS
e ¥

Fir die folgende Spektralzerlegung ist wichtig, daf 9' die-
selben Eigenwerte wie 4 hat.
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pie Berechnung der Matrix ag'x durch "Spektralzerlegung"

pie Matrizenfunktion e 9> besitzt ein Ersatzpolynom f (?)’ in
dag die Eigenwerte der Matrix 9 eingehen. Mit dem Ersatzpoly~
nom ist die Matrizenfunktion exakt darstellbar. Neben diesem
yYortell ist wesentlich, dap an verschiedenen Stellen x nicht
jeweils eine vollig neue Matrix zu ermitteln ist wie bei der
Reihenentwicklung, sondern dap die Hauptarbeit nur einmal durch-

ziifiihren ist.

Bs gilt, siehe z.B. [351 ,[36 1 (8§ ist 4n - reihig):

bn
% - £q) _E;alwx_ﬂﬂLgiL ; ve1;2...4n  (4.98)
'

my(Ay) 7

Die Ay s8ind die Elgenwerte des Matrizeneigenwertproblems

(3-2¢)g-0 (4.99)

Der Rang der Matrix g'sei 4n. Die Eigenwerte Ay seien alle ver-
gchieden, dann sind die Elementarteiler linear.

Damit gilt:

M) A=A NA=2,). . (A -Aun )
A-Ay : Amfxv o (4.100)

my (A) =

m{\) ist das Minimalpolynom oder die charakteristischen Glei-
chung. Die Nullstellen Ay, sind also alle verschieden.

my (A) sind die Lagrangeschen Interpolationspolynome.

my (4) ist das Matrizenpolynom (Cayley - Hamiltonsche Gleichung).

Schwieriger wird die Berechnung des Ersatzpolynoms bei mehrfachen
Nullstellen der charakteristischen Gleichung, also nichtlinearen

Elementarteilern von ¢ .
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X
Darstellung von eg fiir die Einfachreihenldsung der Platte

Ansatz: w-Z’XY(xrsinvzrbx (4.104)
Y

d.h. Naviersche Randbedingungen bei y = O und b. Mit den Sinus
ansétzen ergibt sich eine vollstindige Orthogonalisierung, so
dap Jedes Fourierglied fiir sich betrachtet wird.

Man erh#dlt die Ubertragungsmatrix %y , siehe Gleichung (4.75

22 2. yhTk
0 pte 0 1 -p*) S
2p-2
1 0 -2(1-p) 0
9 - (4.105
292 -
Y 0 -1 0 y%—
0 0 1 0

Herstellung einer dimensionslosen Matrix ?;_

Der Vektor 9v, 1) wird umgeformt in:

*
By = ¥y
1
b3 1
mit D= b2 "t!;
)

Mit der dimensionslosen Ver#nderlichen §= % ergibt sich das
Dgl. - System (4.48) zu:

d—‘;’-(l?*);) -4, 0 %y
fgvai ~b- 79, P 4y
g
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Pie dimensionslose Matrix 9; ist:

0 pvim? 0 (1-u?) vt
R 1 0 -2(1-p)vi? 0
- (£.109)
gv 0 ~1 0 ;1V2F2
0 0 1 0

Die charakteristische Gleichung fiir das spezielle Eigen-
wertproblem

(97 =2 €) gy - 0

E 4
tet: - = )
jaute det ’gr lf‘
PUSY BUNLE SRS A (4.110)
Die Eigenwerte sind zwel Doppelwurzeln:
11'2=+V7[ ; 7L3,1,-'“\’7r (4.111)

Die Elgenwerte der Matrix

L ¢ . Y X
%"‘a‘ sind A = l-a“.

é—= £ ist die dimensionslose Koordinate.

Bezéeichnung: £ = _X,,z -+vIE -g = Xa‘b-—vﬁg (46.112)

® .
Die Matrix NZ(E)-egf § ergibt sich mit dem Cayley - Hamil-
tonschen Theorem zu:

X * . « 2 ¥\ 3 ®
RUE) =FUY58) = 6o ¥ + e, G b vc, (976) vy (976)=PIGE) (b113)
Dle Bedingungsgleichungen fiir die Konstanten c

;) =P(X)

i gind:

und bei Mehrfachwurzeln: (h174)
df _dpP.
dx, d7,

Mit dem Minimalpolynom

usw.

FIR) = o+ Cid + caA +cy A
(4.115)

g—g—= er + 2C A +3cy Al
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lauten die Bedingungsgleichungen flir die Konstanten Ci siehe
Gleichung (4.112):

BE'Co+C1£+C2£2+53£3 (1)
ef = €+ 26 + ¢ 3ET (2) 118
8-s= Co'C,E +Cz£2"53£3 {3) . ‘
gt G - C226 + c33E (&)
Umordnung:
ebret
(1)+(3): +¢g +cp € - T = cosh €
E_,-E .
(1 -3 : vy € vy 6 -ai-;—‘i-smhs
£
(2) +(4) +G +¢; 3€° =_3_;_3_=coshf
efE
(2) ~ (4) : +c, 2€ = &35 =sinn ¢
"Die Losungen singd:
c,,=cas€~—g— sinh € 'ES’"hE
1 (4.1
¢y = —~z’—mshe+2—% sinh € cy = 252 cosh € - TE sinh €

Weiterhin ist es bei der Einfachreihenldsung mdglich, die Matri
eqYE unmittelbar sus dem Funktionalsystem der homogenen Lisung

der Plattengleichung zu gewinnen. Dies ist rechentechnisch sehr

glinstig.
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_Numerische Schwierigkeiten

_Bei den Ubertragungen g(xR) = eqykﬂo kdnnen sich Ungenauigkei-
ten einstellen, wenn iiber sehr lange Felder oder dber viele Ab-
échnitte iibertragen wird. Derselbe Effekt tritt bei htheren Rei-
hengliedern auch in kiirzeren Feldern asuf. In allen diesen Pillen
werden die Elemente der Matrix e $*r zahlenméfig sehr grof., Da
aber flir eine endliche Wirkung 4§, an der Stelle x = 0 am Rande Xp
guech nur eine Wirkung gleicher Grdfenordnung vorhanden sein kann,
ergeben sich die Elemente vonAg(xR) als kleine Differenzen sehr
grofer Zahlen. Bel praktischen Plattenberechnungen waren nach etwa
gieben Fouriergliedern (n = 7) alle neun Mantissenstellen des

Rechenautomaten falsch.

dus der statischen Anschauung 148t sich leicht erkennen, daf

in den angefiihrten Fdllen nur noch eine sehr geringe Beein-
flupung der beiden betrachteten Rinder vorliegt, so dap bei
hohen Reihengliedern nur noch aufgeschaukelte Fehler am rechten
Rand suftreten. In der Rechnung ist dann eine Entkopplung der
Rénder vorzunehmen.

Sehr deutlich kann man diesen Effekt an den Bedingungsglei-
chungen fiir die Integrationskonstanten der homogenen Losung
der Platte an Hand eines einfachen Randlastfalls sehen. Flir
ein gropfes Verhdltnis -ﬁ‘ oder grofes n, sind nur die beiden
ersten Gleichungen des Systems (4.120) von Interesse. Die De-
terminante des gesamten Gleichungssystems (4.120) wird immer
kleiner, es liegt ein "schleichender" Rangabfall vor. Es ist
tbrigens zweckmiiig, fiir die vom rechten Rand ausgehenden
Wirkungen die Koordinatentransformationen x'= | - x durchzu-~

fithren.
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Die Rechteckplatte mit Rendbelastung an einem Rand

“W’ Die Rédnder y = O und y

Mxg §i l{ a sind Navier-gelagert, di
i | Rénder x = 0 und x =1
1'1 L» J gind frei.
L M G
Bild 9

Rechteckplatte mit Relastung durch ein Randmoment:
Einfachreihenldsung der Dgl. AAw = 0O

w =§_, Xp(x)+ Sin ~—Z-
(erfillt alle Randbedingungen in y - Richtung)

ergibt die gewthnliche Dgl.:

d* X nZw? d? xg ot
axt 5T agnt tTpF Xn 0
AX

Ansatz: Xn(x) = e
Charekteristische Glelchung: A —2(””) X +( nbrr)"
Bezeichnung: ﬂ[)’i =B, A= +f3 13;4 --f3

Xn(x) = A cosh Bx + Bx cosh px + C sinh Bx + Dx sinh Bx
Pir | = oo mup gelten: A = - C 3 B=-1D

Randbedingungen in x - Richtung:

x = 0: mxame x =13 mx=0
q_x = 0 qx = 0
Es sei: Querkontraktion p = 0
LBtw L W) s (0w
K ax? ] ‘7x K 0)( i qx K( ax3 0)(0)")

Gleichungssystem fiir die Integrationskonstanten:

A
x=0:  my. B 1
Gx
x=l: my: | Bcosh Bl
g, : | -Asinh Bl
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Pir das Ubertragungsverfahren sind hier im wesentlichen zwei
abhilfen moglich, entweder das Rechnen mit doppelter Wortlénge,
was dle Rechenzelt etwa vervierfacht oder das Zwischenschalten

des Formédnderungsgrifenverfahrens iber Lagern oder auch im Feld
;;;;; Platte. Hiermit wird die Ubertragungslénge verkleinert.

7ie Drehwinkel und Verschiebungen werden an diesen Stellen alsg
Unbekannte eingefiihrt und alle Ubertragungen fiir die Einheits-
deformationen und die Huperen Lasten im Starrsystem durchgefithrt.

Bei Durchlaufplatten iber biege - und torsionselastische Stiitzen
mit Vouten, fiir welche die Plattendicke treppenfirmig abgesetzt
wird, hat sich die kombinierte Anwendung des Ubertragungsver-
faghrens und des Formdnderungsgriofenverfahrens sehr gut bewsdhrt.
pas Ubertragungsverfahren zeigt seine Stidrke bei den vielen
Plattenabschnitten infolge verdnderlicher Dicke, wihrend das
Formdnderungsgrofenverfahren die rechentechnischen Schwierig-
keiten behebt. Auf diese Weise wurde in [ 38 ] ein Programm in
Algolschreibweise zur Berechnung der EinfluBflichen von Briicken-~
fahrbahnplatten entwickelt. Als Singularltsungen dienen die Sin-
gularitidten nach Haﬁpel und Pucher.
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4.6, Die Trefftzschen Gleichungen fiir verschiedene

Randbedingungen
rﬁ v Die Randbedingungen seien vdllig offen,
n jedoch homogen. Es sind keine elastischen
1% X

L Randlagerungen vorhanden.
S

Das Naherungspotential setzt sich aus drei Anteilen Zusammen
T-T + Ty + Tog
Nach den Gleichungen (4.6) und (4.7) ist:

T - K//{;’(Aw)z—(1~u)[w”w"—(w”)2]} dx dy
F
T = —[/p W dx dy

Randschnittgrogen
An den Réndern y = O und Yy = b ergeben sich die Integrale:

a
_ y=0
Tar,(y=0:b) =~-2 Agg (y-0;b) ==—/[—ayw + YW+ gy W [dx +

X=0

a y=b
-G, + M, W+ By w'[ax
X=0

a
= y=b
Tar, (y=0:0) = [[-3, & + iy " + 5,y '] oy
Xe0 y=0
Entsprechend:
_ b x=a
Tag, (x=0-a) =/[— g,

W+ W'+ My W dx
/]
Insgesamt: Tor = Tor, (y=0;b) + Tog, ( x=0:a) (4.125)
Der Trefftzsche Ansatg lautet:
n
Wo=wo + 0. 0w,
vl
Die Bedingungen sind:

p
AaWo =3 Y, saw, =0
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ginsetzen des Trefftzschen Ansatzes und Bilden der s -~ ten
gxtremalbedingung:
or 0~Kff{zsw aws = (1-u ) wg W'+ W'wg -
ra 3
2w wy' [} ax dy - [[pws dxdy -
. s Jf dx dy = [[pws axay

/[ Gy,s ) W - qy Wg + My W' + My wy *

b+mxy5 w! +rnxy wsjdx +

!
+/["‘7x,s W =G, Ws +Mys W +Myws +
L @ x=a
+Myy s W'+ My ws])(:o dy (L128)

@l
&;5?1

Ausmultiplizieren und partielles Integrieren von

ZTC[" = Kf[{W“ W5”+ W” W;-.+ W..Ws// +W"W5“"‘
N
~(1-) (W ws' + W ws ~2W"ws"}dxdy

K/]{vT/"w LW ws 2 W W+
F

FU(W Wy + W ws ) - 20 v—v"ws"}dxdy

%g; =yf'/w ws ~ W' ws]dy +ffw’”’w dx dy +
=h
/[w ws — W ws]de + [[W"" ws dx dy +
x-O F

y=b Xz b x=a a =b
+0[[w" ws ] ax -0/[v_v'" we ] dy +0/[W"Ws']ady —D/[vv”‘ wsjjdx +
+ff2v_v”" ws dx dy 4+
+/J/[W wsjdy ,u/[w wsjdx +p/fw wy dx dy +
+pf[w“ Ws' ]Xd,; —pf[w ws | dy +,uf/w ws dx dy +
X=0

-2uf[w" w"axdy - 0 (4.129)
F

Die beiden letzten Doppelintegrale ergénzen sich zu null.
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KL -@—g{’;ﬂ =//(AAW— —5) ws dx dy + Rondintegrole
.

=0 pach Vorraussetzung

Die Querkrédfte sind:

qx"‘K(W”I*W“’) ; qy“‘K(W'"‘f'W”.) (va:
Einsetzen der Gleichungen(4.4) und (4.129) in Gleichung (4.126)

y=b
dx -

1 M _ [ v oo
1 R _ [/, "e e
K e Df[w{ws + Wy )]Ddx +0[[(w +W )wsja

a yxb a y-b
—/[W‘(w{'w wy )]dx -f[(W"+,uv7" ) ws']dx -
[ o [ (]

a ) a .
“/[(/-p)v‘\?'w;’]y&’l;( —f[(/-,u)v'v"" ws']yd; +
[ 4 P (]

b X=a b X30
+0f[w—( Ws"l +Ws"' )]ady +0/[-'(Wm+ W../) Ws]od)’ B

X=a

b Xxra b
[l w5+ s )]ty = 1w o) w [y -
1] {e] 0 0

X=a

. b X=d b
-;/[(I-,u W’ W;'Ldy -0/[(7‘/1)W,.Ws']ody

In einer Tabelle werden sidmtliche verbleibenden Randterme zu-

sammengestellt.
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Die s - te Trefftzsche Gleichung fiir die allseitig einge-
spannte Rechteckplatte

In ﬁaR entfallen die Terme mit den Drillmomenten. Diese sing
identisch null, In der Tabelle 5.101 ergdnzen sich die Rand«
integrale der 1., und 2. Spalte in den Zeilen 1, 2, 4 und 5
zu null. Es bleiben die Ausdriicke der 3, Spalte (Zeile 1, 2,
4,5) sowie die Anteile von 71' (1. Spalte) in der 3. und 6. Ze

__-0 /[ay (AWS) W] dx+/[a AW5)W] d§/~

v

$ -‘%Wi—) W ds | ous 1.Zeile, 3.Spaite
und 4. Zez/e 3 Spalte | Tabelle §.:
T‘“—*—————ﬁ

/’[(Ws +W5)w]dx +/Z(l ,u)ws"]dx -

_/[(wS +wy )W]dx +/Z(7 H)owe' W]clx+

-§ aws g o ds ous 2.und 5 Zeile | 3. Spalte, Tobelle S. 101

e "J'ox Jir- u)wi 7]y (6.1
x=0 y=0

aus 3.Zeile, 1. Spalte
und 6.Zejle, 1. Spolte Tabelle S. 101

8 ist die Randkoordinate in Randrichtung, n ist die Koordinate
normal dazu.

B0l s, 2

_ Fiws 0w . dw 02w
+(1 /J)f;;( 352 "0? + Js m)ds (4135
Das zweite Umlaufintegral 14Bt sich nach der Produktregel
unformen in

a(ﬁws 0W)

Damit verschwindet der mit (1 - u) multiplizierte Ausdruck iden=
tisch und es bleibt die von Wegner [ 18 ] auf anderem Wege gewon-
nene p-freie s-te Trefftzsche Glelchung fiir die allseitig einge=
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k gpannte Platte:

0= ﬂﬂ—i’ - awg gr‘?’)ds -0 (4.137)

Ausgeschrleben in kartesischen Koordinaten gem#f Gleichung (4.134):
yeb

0 f[ﬁy aws)(wo 2,0y W) - aws (wy +ZCV»WY)]dx "
x-O
X=
[[6x aws ) wy +Z£‘va AWS(WO'*ZCVWH]dy (4.138)
y+0 A
OAWg = WS + Ws
X=Q
ZCV{/[@)/ (aws) wy =~ aws: Wr]d" +f (Aws)wy~aw5w,,’]dyf+
%50 A
YUb
*/[oy aws) ~AWswa]dX+
x=o
X=Q
+/[5%-(AWS)W0—AWSWO']dy =0 (4.139)
y=0 0
n
s-te Gleichung: .0y Qgp + 05 =0
vyl

Eine weitere Herleltung der Treffizschen Gleichungen fiir

eingespannte Platten

Flir die eingespannte Platte ergeben sich die Trefftzschen Glei-
chungen auch durch Variation des inneren Potentials T[i mit Hilfe
des Euler - Lagrangeschen Ansatzes.

Nimmt man vorweg, dap in ﬂ'i der mit (1 - ) multiplizierte Term
ohne Einfluf ist, so ist:

% 1 Z
- Kz—FﬂAw) daF (4.140)
Der Variationsansatz ist: w = & + En (b 141)
w

Die gesuchte Extremalfunktion W ist mit € = 0 in die Schar der w
eingebettet.


VIKA
Text Box

VIKA
Text Box

VIKA
Text Box

VIKA
Text Box

VIKA
Text Box


-104 -

Die erste Variation von TTI ist:

x 67['

an - e (46142

E=Q
Einsetzen der Gleichung (4.140) und (4.141) in Gleichung
(4.142)

o - K/fAW aldw) dF (6143
F =

Zur Umwandlung des Bereichsintegrals (4.143) wird der Greensche
Integralsatz in der Form des Symmetrietheorems angewandt.
Fir u =u (x,y) wnd v = v (x,y) gilt:

F//(U~Av—v~au) dF -j(ug%_v_g%)ds

oder:

/[u av - df = f/Au v-aF +f(u v _ -@g)ds (6.144)

Es wird gesetzt: A& = av
2(8 w= u

Damit ergibt die Greensche Formel:

1" = k[Jan(dw) - wor + kf(a(dw) IT g 2ldul) g,
F R

Die Extremalbedingung ist: 671'; = 0.

Im Trefftzschen Ansatz:
n

W-—-wo+v§cv'wy.;AAw -E,
BLowy = 0

sel: & w=cp-w . : (4.1486)
Einsetzen von Gleichung (4.146) in Gleichung (4.145):

- = ow__ _dow |

UZ]CK aowk-w‘dF+ﬁcK(Awk—5;——w7;7—"—)ds Ch 14

= 3

Das Randintegral ist nur dann null, wenn gilt:

0-f(aw L - Ao 5y 4 (4148
Diese Gleichung ist identisch mit Gleichung (4.137).
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Die s = te Trefftzsche Gleichung fiir die allseitig Navier -

gelagerte Platte

Inf entfallen die Terme mit den Biegemomenten. (2.

Zelle der 2. und 3. Spalte in Tabelle 5.101)

gus der Tabelle $.101 folgende Integrale:
Zeilen 1; 3,; 4, 6,
Zeilen 2 und 5,

und 5,
. Damit verbleiben

darin Spalte 3
darin Spalte 1.

oT i T e
300 =0 =/[O~Y—(Aws)\7v‘]dx +f[57(aw5)‘m7]dy +
X=0 0 y=0 0

| S

—Q%AL" W ds, ous 1 Zeile,K 3 Spalle
n und 4 Zeile, 3. Spalte

/—*—-—“_“.\
ﬂaw ws_]dx - (1- ,u)/?Vv’”ws']yc;f( *

x.
/[4w ws] dy- (1- ,u)/[w wy' Ly -
f AW -0s ous Zund 5. Zejle, 1. Spatie

-(1- /.z)f[w Wy ]dx ~(1- u)/’[w ws' ]

' (4. 748)
x=0

aus 3 und 6. Zeile | 3. Spoite

%Z_T—;=D= (—LAWS))" +%AW)U§ *

Owe 8°w L 00w oW
~{i-u) f( ﬁs? * Bson ds )dg (4.150)

;f Unformung des zweiten Umlaufintegrals:

) 8ws d%w  8%w; Gw
( ’U),ﬂén 8s? +ﬁsdn ds

)ds -

=t #)fas(aws 5)ds=0

Dami t erglbt sich fiir die allseitig Navier - gelagerte Platte
lie s-te Trefftzsche Gleichung zu:

0=f(%“;“ﬁ’-w + 2w ) as

(4.157)

ieder entfallen also die mit (1 - u) multiplizierten Integrale
Lh. es liegt wie bei der Einspannung eine sogenannte p-freie

gerung vor,
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Die s~te Trefftzsche Gleichung fiir einen freien Rand

Die Gleichung enthilt nur Terme der ersten Spalte der Tabel]
Alle Randschnittgréfen sind null und damit alle Terme der 2,
3. Spalte. Wie leicht zu Uberpriifen und in Kapitel 7.6 darges
ist, ergibt sich die Gleichung:

dw, dw,
Jm e 32

w \
Mps

Diese Gleichung ist auch geeignet, um Ausschnitte und unregelm
freie Rénder zu erfassen, wobei numerisch zu integrieren ist
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4.9, Die Ansatzfunktionen filir die Trefftzschen Gleichungen

Hierfur sind am besten die Ldsungen geeignet, die sich aus dem

_Jevyschen Einfachreihenansatz

w =;; Xn (X) - sin le ; lg[.= Bn
ax . Al (4.153)
a i @ "%

ader W o= Yy ly) - sin
n

_filr die homogene Plattengleichung

saw = 0

ergeben, siehe Gleichung (4.119) und folgende.
_Die Trefftzschen Ansatzfunktionen wy sind dann:
x-cosh(By  x) sin(By, y)
(4.154)

cosh(By-x) sin(By y) ;
x-8inh(By-x) sin(By-y)

ginh(By-x) sin(By-y) ;
oder
cosh(ay, y) sin(a, x) ; y cosh(ay y) sin(a, x)

USW.

Auch die biharmonischen Polynome sind anwendbar, filhrten aber bei
praktischen Rechnungen zu unbefriedigenden Ergebnissen.
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Eine geschlosgene Matrizendarstellung der Berechnung von

in Querrichtung durchlaufenden Tonnengchalen mit Kémpfer—

randtrigern ~ unter Verwendung des Kraftgrofenverfahrens

Zur Berechnung der Tonnenschalen nach der technischen
Biegetheorie

Aus den drei Fliiggeschen linearen, partiellen Dgln. Gl. (6k

ergeben sich mit den Ndherungen nach Donnell, v. Karman, J
kins (DKJ -~ Nidherungen) die drei Dgln. der technischen Bie
theorie diinner und flacher Kreiszylinderschalen in den Ver
schiebungsfunktionen u, v, w {s. Kapitel 6, Gl. (6.1-%)).
Vernachlédssigung der Querkontraktion nennen Neuber und Rab
[11] diese Theorie "quasi vollsténdig" im Vergleich zur "voll.
stdndigen" Fliiggeschen Theorie.

Die gleiche technische Biegetheorie ist nach Wlassow in zw
Dgln. fiir eine Spannungsfunktion (von der die Membrankrif
abgeleitet sind) und die Verschiebung normal zur Schalenmit
telfldche darstellbar. Hieraus ist eine partielle Dgl. de k
8. Ordnung filir die Spannungsfunktion herleitbar. Dieser D
stellung schliefen sich Rildiger und Urban [8]an. Auch eine
komplexe Dgl. ist moglich,

Welterhin sind die drei Verschiebungs ~ Dgln. durch Einfi

rung weiterer 5 unbekannter Funktionen in ein System von
Dgln. der 1. Ordnung transformierbar. Dieses ist nach der
Ubertragungsmethode oder matrix progression method als An
fangswertproblem zu behandeln., Im 6. Kapitel wird das Ver

fahren fiir allgemeine Ubergangsbedingungen entwickelt. Es
ist besonders flir digitale Rechenautomaten geeignet, wenige
fiir Handrechnung. Bei vielen Ubertragungen oder hohen Rei :
hengliedern (lange Schalen) kann aber das Zwischenschalten

des Forminderungsgropenverfahrens erforderlich werden, um
Ungenauigkeiten infolge kleiner Differenzen sehr groper Zah
len bei den Matrizenmuliplikationen zu vermeiden, siehe auc
den Abschnitt "Numerische Schwierigkeiten" im Kapitel 4.5.
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pfﬁr das Rechnen mit Tischrechenmaschinen haben unter anderem
Rabich [111] sowie Ridiger und Urban [8 ] Tabellenwerke aufge-
611lt. Sie gelten fir Tonnenschalen, die mathematisch durch
oduktansétze mit trigonometrischen Funktionen in Lingsrich-
ng (Ansétze nach Maurice Levy) gekennzeichnet sind. Die Wur-
in der charakteristischen Gleichung des homogenen Dgl.- Sy -
téms sind (mit e P ® - Anssitzen) in allen oben geschilderten
woriien (33 2; 1 oder 8 Dgln.) stets zwei konjugiert komplexe
poppelwurzeln, insgesamt durch Vorzeichenkombination 8 Wur-
;;éln, da das Dgl, - System von der 8. Ordnung ist.

Vbamit haben alle Wirkungen (Deformationen und Schnittgripen)
jn Bogenrichtung die mathematische Form geddmpfter Schwin-
_gungen, von denen jeweils 4 vom linken Rand und 4 vom rechten
Rand abklingen. Da die Eigenwerte Doppelwurzeln sind, kann

man sich mit 4 Lésungsfunktionen, die von einem Rand abklin-
gen, begniigen. Sie stellen, mit den Integrationskonstanten
multipliziert, nach den Uberlagerungssitzen linearer Dgln.

die allgemeine Ldsung des homogenen Dgl. - Systems dar. Samt-
liche Wirkungen sind Linearkombinationen der unabhingigen
Punktionen des Dgl. ~ Systems (z.B. der Verschiebungen u, v,
w) und deren partiellen Ableitungen nach den Koordinatenrich-
tungen x und ¢, sie haben also wieder die Form geddmpfter
Schwingungen, die vom betrachteten Kémpferrand abklingen. Die
Tabellen in [ 11] und [ 8 ] enthalten fiir eine Reihe von Schalen-
parametern die Vorzahlen dieser "geddmpften Schwingungen" fiir
alle interessierenden Wirkungen sowie den Verlauf dieser Funk-
tionen in Bogenrichtung. Die Tafelwerte werden also zum Auf-
stellen der sogenannten Randwerttabelle und bei der Superpo~
sition nach Ermittlung der statisch Uberzdhligen Randschnitt—
grofen (am Kédmpferrand) benstigt.

Die Wlassowschen Gleichungen haben den Vorteil, dap man die

Wurzeln der charakteristischen Gleichung sofort explizit an-
geben kann, ohne ein allgemeines Polynom 4. Grades aufldsen

zu miissen. Weiterhin ist fiir die Programmierung wichtig, dag
die Wlassowschen Gleichungen in der Form der Gl. (2.4,5) fir
alle flachen Schalen aus Flichen 2. Ordnung gelten.
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Es f811t auf, dap die Tafelwerte bei Ridiger - Urban [ 8] fiir
fast 50 Schalenparameter g = 0,03 + 0,90 angegeben sind. Der
Grund hierfiir ist, dap Interpolationen in den Vorzahlen und
Losungsfunktionen zu groben Fehlern fiihren. Die Losungen sing
empfindliich gegen Anderungen des Schalenparameters.

Die Ldsung der drei homogenen Verschiebungs ~ Dgln. erfordert
Jeweils die Ermittlung der Nullstellen eines allgemeinen PolyQ
noms 4. Grades, in das sich das rein quadratische, charakteri-
gtische Polynom 8, Grades reduzieren 148t. Mit Hilfe der kubi=
schen Resolvente lassen sich auch explizite Formeln entwickeln
und programmieren, die aber wesentlich aufwendiger als bei der
Losung nach Wlassow sind. Jedoch ist diese Methode mit der ku-
bischen Resolvente allgemeinen iterativen Methoden vorzuziehen;
well programmtechnisch die richtige Zuordnung der Wurzeln
Schwierigkeiten bereitet. Rabich hat sich auf die Tafelwerte
fir nur 8 Schalenparameter beschrinkt. Dies igt berechtigt, wed
bei der Darstellung mit drei Verschiebungsfunk+tionen Interpola-
tionen zwischen den Schalenparametern ohne grope Fehler moglich
sind. Hierauf weisen auch die Nsgherungen von Schorer, der die :
Verzerrungen € _(z=0) und wa(zao) vernachléssigte, also bis auf
die zu den Bogenmomenten m_ fiihrenden Querschnittsverformungen5
weltgehend die Bernoullischen Hypothesen der Balkentheorie einz
filhrte. Es wird mit den drei Verschiebungsfunktionen gearbeitet
Die charakteristischen Wurzeln ergeben sich jetzt wie bei Wlasso
sehr einfach aus p8 = konst. Aas Jakobsen und Tottenham wiesen
darauf hin, daf man diese Schorersche Losung fiir einen groferen

Bereich geometrischer Abmessungen benutzen kann. Dies ist darin
begriindet, dap die Schnittgréfen am Kémpferrand nur von den Ve
h&dltnissen der Ordinaten der "geddmpften Schwingungen" abhingen

Diese Verh#dltnisse #ndern sich aber bei variablem Schalenparane-
ter sehr viel schwiicher als die Ordinaten selbst.

Die in diesem Kapitel entwickelte Losungsmethode basiert auf de
Arbeiten von Wlassow [ 9] sowie Ridiger und Urban [8 ). Sie ist
eine vollstidndige Matrizendarstellung fiir digitale Rechenautoms
ten. Vergleichend gzur Ubertragungsmethode im Kapitel 6 soll ge~
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tzeigt werden, dap auch das Kraftgrépenverfahren zur Erzielung
:éllgemeiner Ubergangsbedingungen an den Kémpferrdndern sehr ge-
échlossen darstellbar ist, wobei auferdem numerische Schwierig-
elten entfallen.

ﬁie stationdre Belastung mup in eine Pourierdoppelreihe ent-
~ﬁicke1bar sein. Auch Temperaturbelastungen sowie Kriechen und
gehwinden konnen untersucht werden. Es kdnnen beliebig viele
burierglieder berticksichtigt werden. Die Berechnung wird fir
Jgemeine unsymmetrische Rand - oder Ubergangsbedingungen for-
iiert. Dabei werden in Querrichtung drei durchlaufende Scha-—
;éﬁ;vorgesehen. Pir die Praxis ist dies meist ausreichend. Je-
ﬁbCh kann die Anzahl der Schalen beliebig vergrofert werden.

sgmtliche Lineartransfromationen werden als Matrizenoperationen

geschrieben. Die rein algebraischen Ausdriicke sind teilweise
dem Buch von Riidiger - Urban [8] entnommen.
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5.2 Geometrie und allgemeine Bezeichnungen der Schalenreihe

ptz) [tm?]

/////4/

\/ \ ¢ in der Ebene
Rand - t \ vollig starr, ‘
trager 1% N ¢\ ‘ senkrecht dazu vollig beweglich
\Kf' U Koordinaten der Schalenmlttelflachq
\ E X ¥y, %

\] E-2 W"l

Verschiebungen der Schalenmittel-
fléche in den Koordlnatenrlchtunger
Xy Yy 2 3 Uy V, W

Bild 11
System in axonometrischer Darstellung

Geometrische Gréfen jeder der Schalen I, Ir, II11:
Lédnge (Abstand der Binderscheiben, fiir alle Schalen

der Tonnenreihe gleich): L [m]
Radius der Schale I: Schalenmittelfliche ar [m]
Dicke der Schale I (konstant): h; [m])
Rendwinkel der Schale I, gemessen von der
Vertikalen: YI,; YIZ

Allgemeine Konstanten
Elastizitdtsmodul: E[kp/cm2]
Querkontraktionszahl: v [1]
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Orgenisation der Berechnung

s ist das Randwertproblem

—y2 3k
ADDD F+-7—7<~L~-gg—f~=f(py,pz) (5.1)
_gzu 10sen. ,
' d 2 X Y
A= Ea + a2 k= s = (5.2)
W -4 -6
k = T3 (Schalenparameter ) k=10" - 10

F: Spannungsfunktion, von der die Membrankrifte
n_, n abgeleitet sind.

X » 1

® X9
Zusammenhang zwischen F und w:

32 F £E-h-
_5};-2—_ 7_\,? k-Dbw = g(py'pz) (5.3)

Die Dgl. (5.1) gilt fiir jede Kreiszylinderschale. Als
Partikularldsung filir jedes Fourierglied der Belastung
dient im allgemeinen die Membranlssung. In ihr, wie
auch im Ansatz fiir die Partikularldsung werden mi% den
trigonometrischen Ansédtzen fiir alle Wirkungen (Schnitt-—
grofen und Verschiebungen) in Léngsrichtung alle Rand—
bedingungen an den Binderscheiben sofort erfiillt. Man
kann auch sagen: Die Binderscheibe wird so idealisiert,
daf sie dem analytisch einzig moglichen Satz von Rand~
bedingungen entspricht.

In der Losung der homogenen Dgl. (5.1) werden dieselben

trigonometrischen Ansidtze wie in der Partikularlssung
benutzt. Damit ist zur Erfilllung der Rand~ oder Ubergangs-
bedingungen an den Kémpfern (¢ = Y, 5 Y,) eine gewthnliche
lineare Dgl. mit konstanten Koeffizienten zu betrachten.

Da die Dgl. von der 8. Ordnung ist, ergeben sich als all-
gemeine LOsung der homogenen Gleichung vier Punktionen in
der Form gedémpfter Doppelschwingungen (die Wurzeln der
charakteristischen Gleichung sind alle konjugiert komplex).
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Das Randwertproblem ist auf drei Arten losbar:

1.

2b.

Man formuliert direkt alle Ubergangs— und Randbedingungen
(bei einer Einzelschale acht lineare Gleichungen mit acht
Unbekannten, bei k Schalen 8:k Gleichungen mit 8-k Unbe-
kannten). Diese Bedingungen werden in den Verschiebungen
(u, v, w) und den Schnittgrépen formuliert.

Man bringt nach Art des Kraftgrofenverfahrens der Statik
die unbekannten Schnittgropen X; = 1 (1 =1, 2, 3, 4) an
Jedem Kédmpferrand an und ermittelt die Verformungen und
Schnittgrofen hieraus. Dann wird das System der Elasti-
zitdtsgleichungen (Kontinuitatsbedingungen) formuliert.

Man bringt nach Art des Formiénderungsgriépenverfahrens
der Statik die unbekannten Deformationen Xi = 1 an jedem
Kédmpferrand an und ermittelt die Zwangsgrofen und Defor-
mationen hieraus. Dann wird das System der Elastizitats-
gleichungen (Gleichgewichtsbedingungen) formuliert.

Da das eigentliche Randwertproblem durch eine lineare
gewohnliche Dgl. mit konstanten Koeffizienten beschrie-
ben wird, ist auch die Formulierung als Ubertragungspro«k
blem leicht mdglich. Infolge der vier unbekannten Defor- -
mationen oder Schnittgréfen am linken Rand sind jeweils
die acht-reihigen Ubertragungsmatrizen bis zum rechten
Rand miteinander zu multiplizieren, ebenfalls fiir die
dufere Belastung. Dann sind unabhingig von der Anzahl de{

Schalen vier lineare Gleichungen zu lésen und die Uber-—

tragungen zwecks Superposition noch einmal vorzunehmen.

Es wird in dieser Berechnung nach 2a vorgegangen, weil aus

Grinden der Betonschalung meist alle Krelszylinderschalen

gleich sind und so die Einheitslastfdlle nur einmal fir die

ganze Tonnenreihe zu betrachten sind. Die Berechnung nach 2b

wére auch glinstig. Die mathematische Durchfihrung ist 8hnlich

derjenigen nach 2a.
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Die Berechnung wird in sieben grofe Gruppen aufgeteilt:

1.

4.
5.
6.

Homogene Losung der Schale oder der Schalen, Bereitstel-
lung der Parameter, Einheitslastfiélle der Schale(n),
Randwerte aus den Einheitslastfdllen und deren Trang-
formation auf die Hauptachsen der Randtréger, auBer-

dem Ausgangsmatrizen fiir die Superposition.

Partikular- oder Membranldsung der Schalen, zuvor Fou-
rierentwicklung der Belastung, Transformation auf die
Hauptachsen der Randtréger.

Homogene Losung der Randtréger, Transformation der Wir—
kungen des Randtrigers auf die Anschnittpunkte der Scha—
len.

Partikularldsung der Randtriger.
Zusammenstellung und Losung der Elastizitédtsgleichungen.

Superposition der gesuchten Schnittgropen und Deforma-—
tionen und deren Ausgabe.

Kontrollen und deren Ausgabe.
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5ed Formelplan mit Erlauterungen

5+4.1 Die homogene Lisung einer unsymmetrischen Schale
fir das n-te Pourierglied

Anschnitipunkt — ——\¢-

Randtrager 1
o =0 "1 (5.4)

Bild 12 "

Abmessungen eines Schalenquerschnittes

Parameteriibernahme: L [m] Lénge der Tonne

Dimensionen in a [m] Radius der Tonne

eckigen Klammern h [m] Dicke der Tonne
% (1] linker Randwinkel

Y, [1] rechter Randwinkel
v [1]  Querkontraktionszanl

1. Schalenparameter

h
k==77faj [1] (5.5)
Kennzeichnung des n-ten Fourierschrittes:
i TN (5.6)
Hauptparame ter:
4
= 3.1/ &
=AY 2 ] (5.7)
Nebenparameter:
Ve
w= "= 1] (5.8)

Wurzeln der charakteristischen Gleichung der homogenen
Dgl. (5.1) nach Einfihrung des Bernoullischen Produkt-
ansatzes mit einer trigonometrischen Punktion in x -
Richtung und dem Exponentialsnsatz in ¢ - Richtung:
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.. L ' . - - ).
P12 -—V—E-—(ae,t/-p,) ; P3i = vg_(aez I Hy)

/ / (5.9)
%6=+7?”%ﬁ”ﬂﬂ i W8=+7?‘%1”Vﬂ
e Ve R P =]/-§—{V{1—5)?77—(/~'5)}'
(5.10)
= F ez e - a0 =T VieeT 1~ e}
ginfihrung der Winkel §: 9 .
giehe Gleichung (5.8) =W (5.11)
Randwinkel der Schale:
. B
w0 (5.12)
14
(78 w
Bilden des Vektors g
e P2 . cosu, -G, 9
-3, _
g% ¥ . cosp, @, g, (5.13)
4 \ g% sy g, 95
8~9€z"~?2 . anlla' @2 gA

Einheitsbelastungsfille fiir die Rendschnittgropen am Rand 1

W bezeichnet allgemein eine Wirkung, d.h. eine Schnittgrofe
oder eine Verformung.

A -
Ansatz: W = ’)VW-W}{g?gi

WY

(5.14)

Da gemdf Elastizititsgesetz die Wirkungen Linearkombinationen
der Ableitungen der Spanaungsfunktion P und der Verschiebungs-
funktion w nach den Koordinaten £, ¢ sind, miissen gie wie F
und w selbst in ¢ -~ Richtung die Form gedémpfter Doppelschwin-
gungen haben.
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Es gilt also allgemein:
W =§%¢er%-5fm)smm-¢+
+(Ag By +By-ay ) - cosp, - § ]+
-3, ) _ (5.15)
+e '[(Az-a(? =B, B,) sinu, g +
“(Ag-By + 8y ap) cosp, G+

+e" 1V [t @, - By By)sin -5 +
+(A3- By = By ay)-cosp, T+
+Q+J€g»fﬂ'[ml"d2 _54.[32),3/‘,7#2.@ +

+(A1' /32 —B,'-D(Z)IDS,UZ (—ﬁ]

Die mit E-ae,~(7 und e~3ezq) multiplizierten trigonometrischen
Funktionen klingen vom Rand 9 = 0 ab, wihrend die mit ehw"zJ
und e+ae2-¢ multiplizierten trigonometrischen Funktionen
vom Rand § = y‘ + 0, abklingen. Man kann jedoch mit den von
§ = 0 abklingenden Funktionen alleine auskommen, wenn man
diese unter Beachtung der Vorzeichen auch vom Rand 2 ab-
klingen 1l&Bt.

Ay By, 4;, By sind Integrationskonstanten, die sich aus
den Randbedingungen ergeben. %y By, ap, B; sind Festwerte

filr Jede Wirkung, die von den Schalenparametern abhéngen,

Auf Seite 119 sind in einer Tabelle die Werte %y Byy oy

Bz fiir alle Wirkungen zusammengestellt.,
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X
i+ L= i+ i+ z b
m 3
(A-1)3-(A-2)+ (A - 2)- (A-})3+(A-2 (A=2)+ 2A *b
S.Nm.Q
N L
238 + I+ bae - -
< x9E
{(A-13,0 3 |D
z
(3-4)A=3- AF (3+44)4-23+ A- Nﬂ xuw
Pl
L - 0 i+ 0 7 M3
! 3y
[(A+i)a+]%n+ e~ Il [(a+ir8eq )%~ [(a+1) 3= ]t tee— b_farpy3-1]0e+ e~ |A3
Iy
: — |4
A 3I-(]+ |+ [tA+i)3+1]- :
bt [(A+1)3-1] mNIc ag
3
bt [2-1]+ L+ (3+14)- +  xu
4
[ta-1r3-1]- L+ fea-1)3+1]- f- prp Sy
- 2 + id_ ‘e + I.MN|>. xhy
i+ le+ Z 2 - te+ b+ tae s z bp
ﬁiit?:mlmf [(A-p)ae]os 2= | M-[ca-p3-y]ies | [(4-12-y]f s m ép
\ 0 | L+ 0 [+ ! dy
\ MZp Mig Mig Mg M
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Es sind folgende Randsingularitidten oder Einheitslastfélli
der statisch liberzédhligen Schnittgrspen am linken Rand Zu

betrachten.
1)
i

o<
i
=
[

P

¢
3 Px

tal
N
i
50
]

0
= 0
0

tad
N

it

B>

it

P

Folgende Matrix (éT) der Vorzahlen «a,
Schnittgropen n_, 4. s n

2)
0
1
0
0

¢ ¢
o B
7'74: ”"<P
o, B
r =
alnq)x Blnq)x
+1 0
LR +aty[1-¢-
{1-el1-v)]  t1-v)]-p,
b=
! * % My
-1 ~[1+et1-v)]

-120 ~

3)
0
0

(5.1

S O O

i
0

—

B der lUberzéhligen’

px? mq) wird herausgegriffen:

a
2n, 2 \
i
0y B, - |
Zq(P qul, |
I
i
O(?mﬁx 2”4,»( /
azmkp ﬁzmw /
+1 0 \
- aez +}-l2 .

+ay[lve- \
[1+e(1-v)] (1-v)]+ p, 1

*+a2 “H2

+1 -[1-et1-v)] /
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Daiid t gind vier Gleichungssysteme zu lOsen,
2.8 Lastfall n, =1:

A]‘B’ + B/'d

ny ,n(p + Ay antp + 82 ‘0(2’74;2 =]
A gy O g, " (5.19)
A{‘ﬁ]nq’x'l' 87 'a,ntpx + o =
A/'ﬁ]m‘P']' B, 'O{Imq, L =0

Demnach ist die Matrix der Losungsvektoren, die die Integra-
tionskonstanten fiir alle vier Einheitsbelastungen enthilt,

-1
gleich der Kehrmatrix ﬁr , wobei die Reihenfolge der Inte-
grationskonstanten

By A', B2, A, ist:

2
gls80:
Rp = 1 $w=7 Pox = 1 Mg = 1
By B; By B,
A Ag At A
ﬁy ) =¥ (5.20)
B, 8, 8, B,
Az Ay Az Az
Vorzunehmende Operation: L
-1
L= ¥ (5.21)
-1
ﬁf existiert, wie man sofort nachprift.
Ursache und Wirkung am gleichen Rand 1 (1inks):
n infolge B I¢] 8 1
# =Ry -1 %ing iy %eng g ’
A am Rand 1
at L G, /5147? %zg, Bzgq) A
%, = . = 5 (5.22)
n i a e -
X ey 2
o A
My [Rand ! a’mlp . e L. 2
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Die statisch Uberzidhligen X1, X2, X3’ X4 wirken am Rand 1 dei
Schale I, die Uberzéhligen X5, X6, X7, X8 wirken am Rand 2 dexn

Schale I.
al-k Al a2 A3 Ab

L, =) w R ) = (k) (L) =P (5.23)
(g wl ju) i mh) = (d) () =y (5.24)
n(p .
9 - G, (5.25)
4 Yoy,
U

Transformation der Randschnittgriépen n@, §, in die Richtungen
der Hauptachsen 1,2 des Randtriégers 1, siehe Bild 13, S. 129:

Py = ng-cos iy + Gy - sin ¢,
. _ (5.26)
P, = ~Ng-sin&, + g, -cos g,

Bereitstellung zweier Matrizen, nimlich der teilweise transg—
formierten Schnittgrsfen und der teilweise transformierten

Deformation am Rand | infolge der dort wirkenden Uberzihligen
X,, Xy, X3, X4.

Matrix der Schnittgrofen: (y,xr-c )

Matrix der Deformationen: (Eég‘)kL
Z
o P 23 P
! 2 3 4
Xs. 7 % b A
(T4, = ? ¢ (5.27)
1 d 7 2 3 4
My My My nxq»
1 2 2 4
Mo Ty Ty ¢ /Rand 1
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cosé, sing 0 0 %(P
(fx”") ) -sing, cost 00 ‘If%
I 0o 1 0 v,
xp
0 0 0 1 %nw
(%), (97 ),,
da nach Gl. (5.21) gilt: (&), (L), =¢
?1’,,,?» cos ¢, W‘hp' sin &, 0 0
(TXM) } - 11’% - sin &, Vf%‘cos ¢ 0 0
1 bb
0 0 Vo, 0
0 D D qu)
4
Yk ) = (BB) = D K L
(G4 )y = (H)Yy 1 Uy Ry
5&
T
AN A Al mit: | kp= Py Ky
. X4.
Ermittlung von W /-4
¢ o & 4
1 2 3
o) d, 4, d; dz‘
Sah 1 b -fd -RP RS R
LR L S

Transformationsformeln fiir die Verschiebungen in Richtung

der Hauptachsen des Randtrégers, siehe Bild 13:

4 =-£v cos ¢ -f-w-s/n{,

4 = E-v-sing, - £ w-coséy

(5.28) ,

(5.29)

(5.30)

(5.31)

(5.32)

(5.33)
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-cos &, ~sin &, 0 0 ¥,
XIA) sin &, - 05 ¢, 0 0 Ve
Schl 0 0 -1 0 W[U
=% )4, (g,
0(71?v Blfv aZ[v 3‘-7£v
o B o A
TEw Ttw  T2tw w (L), (5.3
O{7£u B’Eu D(qu BZEU
s Pes e Py
kg
X T . Xl X
(04 ), =~ % O &y £ | W TN

Aus der Tabelle Seite 119 der Vorfaktoren fiir alle
Wirkungen.

Teilweise transformierte Schnittgrifen und teilweise trang-—
formierte Deformationen am Rand 2 infolge der Uberzidhligen

§1, XQ, X3, X4 am Rand 1.

Matrix der Schnittgrofen: (%Xﬁk)bb

. X1-4
Matrix der Verformungen: (%&w2)@4
Zunsdchst:
1 2 3
by Py oA
1 2 3 4
X1-4 P Pz P 7 (5.36)
Tz = 1 2 3 A ' '
Mg Mo Trg M
m] mé m: mk
i » 9 v | Rand 2
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pie Hauptachsen 1 und 2 an den Rindern 1 und 2 haben im allge—
peinen nicht die gleiche Lage. Die Lage der Hauptachsen 1; 2
ai Rand 2 ist durch den Winkel 7, gegeben:

L=, giehe Bild 13
cos ¢, sin ¢, 0 0
—5//722 cos§, 0 0 (5.37)
% 0 0 1 0
0 0 0 1

{mordnung der allgemeinen Darstellung fiir eine Wirkung,
giehe GlL. (5.15):

W= la, By + By A )-g, + ; gl=e"’”1‘77, cospy §
+{oy B, + By A)gp+ ; g2=e"”"'tp~ cosp,
+(og Ay + Bi=8 g+ g3=e“3ff“’.smp,¢ (5.38)
oy Ay + Bp(=80)g, 9= e ®F sinp, §
W= ¥, \//\\/ , nach Gleichung (5.4) (5.39)
Matrizendarstellung einer Wirkung:
Vektor (@) = (o Bya,B,)
B
A7
Vektor (4) = (5.40)
5,
A
0 1 0
-1 0 0
Matrix ¢ = 0 0 ) (5.41)
0 0o -t 0
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Ay
x —87
Py = . (5.42)
_.BZ
W/@-O =Y, &y, (744 (5.43)
9 B
9
WL = ¥ (&) 9 (%) "
@ W 14 g, k1
% b
9
o 93 .
# Wy (0, 9, @y ), (5.44)
Y
%
Wp = ¥, (ay, [% "% 2?"]414 (1), (5.45)
N
(s
Wi = ¥, @), (Phi 12y, (5.46) ©
/ g, g, 0 0
g, #* 9 g9, 0 0
=a = (5.47)
g-9+9, Yol .

.0 0 "94 gZ

Eine weitere Aufschliisselung von

9 ist moglich Jjedoch nicht
von Nutzen.

-4
Damit ergibt sich fiir 5

(74, = (o), 8p (Fy),, (Ry)y (90,000, (5.48)

Ay
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88

1
‘ X T B -1
3}74332?71}1,127?[ 2}‘7&7 i, %’T ( o )
1
(5.50)
Xep o *
3’274—32?7153,[}[ (5.49)
Matrix der Deformationen 'X):C'h"z
X,
{ sig)-—; £ 2?70 A (5.51)
3
N -1
dphy = Ay | i ¥y o ) (5.52)
-1
Aufstellung der 8 - reihigen Verformungsmatrix W);C’h‘}
der unsymmetrischen Schale
_die setzt sich aus den 4 - reihigen Matrizen zusammen.
X1-4
(X)Sch7)1f,4 (% Schl i
X;. ‘Rand 1
Wew? ™ ) (5.53)
-4 X5-8
schz)u (msmz)u 108.6)
Rand 2 :
Mit: . N
) &
-4 . Xs.8 _ ey
705@57 -9 ﬁ‘n ﬁn[ ; ”5::/57? ~¢,?7027m/2,0 qr
' (5.54)
X, Xs5.
Nl == e kYl WS = By K L
Seh 2 O U R 3L Sch 2 2 Vi *70
iy &
_Also:
* *
(70)‘7~8)=._ (%, &’n L )4,4 (% &, J:4 7 Ly, (5.55)
S . .
h1 (380 &y 900, (B Ky L),
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Verformungsmatrix einer Schalenreihe aus drei Schalen.

Die Matrix ist 3 x 8 =

IXx X

I-4 5-8

wSchl 7056#7 7
Xy, TXs.g

705‘ch2 703ch2
IXy, IX5 g

X7.24 Sch 2 Sch2

n. L

Sch

24 reihig.
IXg.1p X 16
ms::h 2 7030/7 2
Ix X
8- 12 12-16
7050/‘) 2 70~S‘ch 2
IXg.1 IXip 15
Ysns” Woen's
T Xg. 10 IXpp
Bseh 3 ¥sn's

IXig-20
70$ch 3

AX45.20
7QS‘dv 3

X 5520
705‘(:%7 A

IXzp-2
Bsen's

TXzp- 54
Boen3

B Xzp-24
W.S‘ch 4

(5.56)
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5.4.2 Aufstellung der Matrizen, die die Verformungen der Rand-
trédger an den Anschnittlinien mit den Schalen - infolge
der statisch Uberzihligen X; - enthalten

Es sind die Randtrdger I 1, I 2, II 1, II .2, usw. vor-
handen. Jeder Randtriger hat die Hauptachsen ! und 2.

Darstellung der geometrischen Verh#dlitnisse am Randtriger
It.

Der Anschnittpunkt mit der Schale ist 0.

Der Schwerpunkt des Randtrdgers ist S.

Der Schubmittelpunkt des Randtrdgers ist M.

g,
//Tangen/e an die M??——" t y
, /7 Schale /(d/' s;\ ‘ , /
. L -

=y - 2
b E-v-1
\ cp=8 -1
A
- Gy =8 “tz

E* "fn(,,x (quf Schale wirkend ) ! 1J3R

i .
| |
Bild 13

[
1
xt | i
Schnittgropen und Deformationen von Schale und Randtrédger in
der Anschnittlinie


VIKA
Text Box

VIKA
Text Box

VIKA
Text Box

VIKA
Text Box


=130 -

Die Kenngropen des Randtriagerquerschnittes sind:
Lage des Anschnittpunktes 0 beziiglich des Schwerpunktes 3,
gemessen im Hauptachsensystem 1; 2: €1y &5 [m]

Lage des Schubmittelpunktes M bezliglich des Schwerpunktes s,
gemessen im Hauptachsensystenm 1; 2 t‘l’ t2 [m]

Neigung der Hauptachsen | - I gegen die Horizontale 7 [1 ]
Damit: {, “r-n L1

Querschnittsfliche: FIm?j

Tréghei tsmomente: T 0 Ty [mé

5t. Venantscher Drillwiderstand: J Im*]

; n=1325...

Fir jeden Randtriger werden zunéchst die folgenden zwei Matrig !
gebildet:

Matrix (I)é Ju, ¢ Amplituden der Deformationen des Randtrigers’
in der Anschnittlinie infolge der Einheitsbelastungen 51 N 52
im Schubmittelpunkt, Zx im Schwerpunkt und @. O

=~ P 2, D) (5.57)

(70,?,) Py=lcosAE  p,=TlcosAk Zy=1CosXE  Fap=lcos AE  fixi

¢ _ _ o L nex
A + %, (T+v) 7 c;|cos =
Z
[* _ oy L nTx
Br — * —j; (7+v) 7 ¢ |cos =
2
o +.ﬁ.__81 _._ﬁ é +_/. — S/hm
3R Ty 3, 1 F L
£ nex
g — — - +I+y)-~ | cos X
LR T L
2

(5.58)
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Matrix (zf)é',‘ ¢ Amplituden der &dquivalenten Lasten durch M
und 8 filir die Einheitslasten

;P’ =(p/,p2,n¢xp,m%) (5.59)
im Anschnitt O des Randtridgers 1.
@f hou Py mlcosAE py=lcosAk Ny =Tsn g my= 1-cos A% fox)

Fr ! - + f,l‘ — cos ”Mfz X

= _ €. — nex

P ! T ) cos =7

5 - — _ nax

7y { cos =}

My -C, -c - 1 cos ﬂ—’z-x
(5.60)

Matrix (mgj )‘».4 : Amplituden der Deformationen des Randtrégers !

in 0 infolge der Einheitslasten £ in O.

0F),, = (0F ), (BF),, (5.61)

Matrix (T)RX”"')H: Amplituden der Deformationen des Randtrigers !
in 0 infolge der statisch iberzihligen Ein-

helitslasten X]__4.

Infolge der statisch ilberzdhligen Einheitslasten X1__ am Rand 1
wirken auf den Randtridger die Schnittgrsfen ?}X"".

Damit: Wt = b 7Y (5.62)
Mit Gl. (5.61) und Gl. (5.31), namlich 7"+ - 3, &} [

X1 = ¥ 5

USRI A R A A (6.63)

Entsprechend erhdlt man die Amlituden der Deformationen an der
Anschnittlinie von Randtrdger 2 infolge der Einheitslasten )(1__4

am Rand 1:

X1-p  _ ¥ X,
WRZ I)/?z 5 (5.64)
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Mit Gl. (5.61) (Index R2) und Gl. (5.49):

N A LS AN AR (5.6

Analog ergeben sich die Deformationen an den Réndern 2 und
infolge der Uberzihligen X5 _g am Rand 2:

70;(?8 = p/f? ZEA “y L (5.6

00 = ol 2Py e angr (5.6

Liegt nur eine unsymmetrische Schale vor, so ergeben sich
folgende Randtrégerverformungen:

( Xp- 4)“ n's-8

R]/ RIt
X/ e)
43 X1-4 X5-8
%klz K%EZ
F o5y * nf ¥ -
) vl Bl v 4l r LA A s
Ver -

mR}; ?ZP ‘;2 ?T ﬁ; 7‘0 WR’; EZ! ¢2 ﬁ; £
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5,443 Die Gleichungsmatrix fiir die statisch iliberz&hligen

Randschnittgrofen

Die gegenseitigen Verformungen aus Schale und Randtriger
ergeben sich durch Addition der entsprechenden Matrizen,

Z. B.:
LR _ Xg. X1-
7[)1,]’" = 7035/’7[’; + 70RI’/" (5.71)
X8 =% ﬁi? * 70/\’};1 ?1? % ﬁx)l:(u) (_%?X)é;ﬁx)/gf ;@"5’;’, ?r ﬁ;)q[&#\
X} - =
I

(-%, 8y ‘57;7 * WR;; ﬁz’% t élt 19444 0% ‘57:; +nff.? ffélz é;)[;w I

(5.72)
7.{);(7“8 ist die Gleichungsmatrix zur Ermittlung der statisch
Uberzéhligen X, g.

Fiir eine Tonnenreihe mit drei Schalen ergibt sich folgende
Bandmatrix: '
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(eL°s)

R e R
QNN‘WM\ ar Wﬁ§ QMNMWQ * N.QWH.\MWN@ QNNWW\M MW M a N|\|\Nl
ot | T | T | T
R el B S AP

S| | Bt )

et | |

~\N|NNX QNJ&X .qum.xk Ns..mx mnhX 4-&« -

_ &.&«

I-I

2-1y

)
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‘4,4 Die Verformungen von Schale und Randtriger infolge
suBerer Belastung (Partikularlisung)

Der Verformungsvektor #° ergibt sich aus der Partikular-
losung der Schale K)gch und den Verformungen mg des Rand-
trigers in der Anschnittlinie infolge Huferer Belastung.

0 o
©°= ®gen ¥ PR (5.74)

N o
Ermittlung des Vektors w Sch

[¢]

9
[+]
o %
Bsenrr = -Fu° (5.75)
o
E fsn 1)
d',;l =(—£-v°?ost-f-w°s/h{)zl 5.76)
d};z = (E-v°sint = E-w°cost )1y
i + 8 Ry (2X%41)sin
w
o - ~Ew® ‘E" -—‘km cos y,
Schlf —fuo +haa, FA1 4 COS'}';
! 1 Wu _a .
Ez}o Seh I1 E‘[+'—hﬂ k _WF)’,(Z).Z"”]SIDY" I
(5.77)
[+ &
Osan1r = F11 Psen 11 (5.78)

K);ch It fiir gleichmédfBig verteilte Belastung d50n [t/ m2]

Fourierentwicklung von dgch in Richtung der Erzeugenden
(x - Richtung):

6053_’Z’£X,”) (5.79)

‘ 49 T
- 2 - Sch
lgl=tIm g (X . (cos
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o s 4k , Lk
Isch 1 v 0 bz T T Fsen 7 sens T BT Toon - (5.80)
T o2 =222 (siehe 61.56) '
Isetrn @n-r Isen L sie e
b 2 X2r1) ke r2 -
At 2n-1 Tsen @ TR+ )% k+ 2F (5'8”1
4 , (2+1)24 (2234 1) 5 8
W11 2n-Nw s 9 TRFT)F ke A" (5.82
Ermittlung des Vektors l7g;
Dieser Vektor, z.B.
0
d
o
I} i
0 - 2
Bers -Fu° (5.83
0
£ IRyy,
setzt sich aus zwei Anteilen zusammen:
’00 - 100R . wos\:h (5 84
RI1 R1I? RI1 ‘ (4

Kﬁ@, entsteht durch direkte Belastung des Randtrigers, also

Eigengewicht und eine zusédtzliche Linienlast.

" .
mﬁ?, entsteht aus der Belastung des Randtrédgers durch die
Schale im partikuldren Zustand.

Nach Gl. (5.61) ist:

R _ nf 30
L7 x7)?]/ pg], (5.85)

Der Vektor ?zll enthélt die eingeprdgten Belastungen des
Randtridgers im Schubmittelpunkt und Schwerpunkt.
70
Pir
=0
p
7 - 2R (5.86)
RIT ZQ

o
meIRr


VIKA
Text Box

VIKA
Text Box

VIKA
Text Box


-137 -

¢ Gleichstreckenlast gp [t/m]; n =1 ergibt sich:
ﬁ;’-~ kq’? sin 7, 2% =0 )
L (5.87)
=0 _ ‘QR . =0 _
), =t T cos Ty me =0
 {=tes Fourierglied: ﬁ,0=‘ - (—2;_7)—,[—-%6//7 m, 2% =0
(5.88)
=0 4 =0 -
p2='+ m—_'l‘)—,‘z:*qR'COSUI m =0
Uit 61. (5.62) und (5.61) ergibt sich:
05Sch - ﬂ ) 0 )
“orr = Yk1 ' Psnr (5.89)

. W

o ey

g . 5¥ ;
l)R“ pRH siehe Gl. (5.61)

~ Jer Vektor ﬂgchfl enthilt die partikulédren Schnittgripen der
_Schale I am Rand 1, wobei die Normal- und die Querkraft in die
. Richtungen der Hauptachsen 1 und 2 zerlegt sind.

0
plS‘ch
0
2 pZSch
- 0 (5.90)
Feon11 M
0
My
0 = Con¥
Fsnri = 1 Psen 1 (5.91)
2 4
ng R+ G Ysn ) C8 T
0 7 2 .
«  _| 9 - S Wy X1 st (5.92)
Focnt1 ng,P Ay sin Y )
0 S a2y
[ Toye WMU*V’ %) cos y;
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Yy Poen 11 (5.9

Zusammenfassung des Belastungsvektors z.B. am Rand 1 der
Schale I.

- * v 5? * :
oy, ), T P rr Rll ?;m Vet PRt %1 Pants (5.9

Entsprechend:

o) . * F o P F *
Wt = 7y Ogy 1+ W8, Frrz ? Rzz p/ezz 12 B2 * Vi Bor s ¥, bANT

, (2X%+1) sin %
!V-;(ﬁ‘ cos y,
Schl? +

lm klN

YR os ¥,

Y| z :
7 i fu(nm]sm)@

v\&

_7
a 1

-0 (597

BN

0

"
“Gnnw %S,
4
T on-nr % osT,
i I

3. __ 4
[- YRl e qs:h]mYZ

. W).I(Z’\z*”' sin Y,

Frnrz © R, sin ¥, (5.98)
7‘.prl1(7“")‘z)' cosy /g
[-¥F, +az§;j1'7W-chh] cos y;
-Lw, ) siny,

Pongs = ARy sin y (5.99)
"7—_772—%,(7+\r-2’)~ sy /g
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pie Kopplungsanteile in den Belastungsgliedern ergeben sich
{nfolge der Randtréger.

pendtriger I 2, Anteile aus Schale II:

1] I .
log 1) /ezz pRII %1 Bsnrt

Randtrédger II 1, Anteile aus Schale I:

(5.100)
o I=
(g, ) RII ’vmz 12 Pan 12
Insgesamt:
0 ) = * 50 7 5P 5 7 5P *
(0g, )y = %, B, Rzir?mn et Z)zu %t Pown s * Yo P12 %2 Bonro
%0
Pnt s Fon1z
isammenfassung: . (5.101)
.58 * = 70
28 By Yy Psento = Pson 12 (5.102)
. “(p x - =0
Dami t: Firz %1 Psnnr = Psntt (5.103)
o =7 e e (g rpl )
1" B Pt ¥R Prir T Bsen 1
7 0 (5.104)
[/ - ¥ =0 =0 o
W, = Fy 912 Vs (Bara * Pontz * Poonnr !
o _ * b4 0 0 = -0
o = % 0t Ve (Bers * Poonrs * Psont?
) (5.105)
o * =0 =0 ~0 :
By, Yo Fsrs * 081, (Feo * Ponaz * Poonirt )
o _ * g s =0 . B0
o0, %y Ot Y (Pems * Psonit1 ” Paon a2 )
(5.106)

[+ * f_ =0 =0
o™ s Psws * Vigr (Feme * Ponaz )
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5.4.5 Ermittlung der endgiiltigen Wirkungen (Schnittegrsfen un
Deformationen) durch Superposition aller Einfliisse

Die Wirkung W (tpi, Ej) s0ll an r frei widhlbaren Stellej
i in Querrichtung und s frei wihlbaren Stellen J in
Léangsrichtung bestimmt werden.

Diagonalmatrix der Koeffizienten ay, (31, Aoy 82 der
Wirkung W:

&y

9 " G G G i)

- o - -3 —-,' —
Gy = ¥ cospy 5 g = € ¥ o5,
5.
, Ar
% % 8, | 9% 8 +98 A +9,0,5,+9,8A, (51
A

' o

920" (930 7937 G4 i -9,)

9y = e Snpy G ; gy = e sin Y, §

AI
! — - -
9% % | 8, /_ 9% B G5By Ay # 9, 0,8, =g, By Ay (5113
L s
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_Die Wirkung W(cpi, gj) infolge einer Uberzdhligen X, ergibt

asich damit zu:

BI inf. X, =1
inf. X ;
wh g g = Y,y Yy A1 : x,[
] Bz
Az
B, inf. X =1
+ ! A
v, % z}‘oF 5, < Xp
Az
B, \/nﬁ Xn=1
inf. X, ! A
w™ g, ) =¥ty + ’le,;) U ! I Xr[
2 52
i Ay J

cos A Ej

sin A ¢ f

cos A g
sin L §

cos A g

sin A &

.
|
|

gll = g;/i * g?',/ - (gil * iy, G "Gz Y29 G2 -9 )

Infolge der statisch Uberzidhligen f(/;;') =
{linken) Rand 1 ergibt sich:

nf Xy-k

w W, t) = ¥, %Lt

cos A & ;

sin X §

)(1
X,
X3
Xy 1y

am

Pir r Stellen ¢; ist folgende Matrix 9 zu bilden:

99t %y GG 92t 9n
91 *%s G %5 2T

9(,.‘“ - 91 * 93 91~ 93 92 "Lgll
G * 9rz Gr1 ~ 9r3 92t 9r4

—x i — . — '
28.: g, tg, = e " icosy % sinu )

-3, D, . . —
9,%9, ~e 291 (cos 11, 3, * sin i)

912~ 94
922 f924

9z = 9

97~ Grs

(5.114)

(5.115)

(5.116)

(5.117)

(5.118)
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Fir s Stellen E. ist folgender Vektor 4 der trlgonometrlschen
Funktionen zu bilden: '

, cos A ‘;I cos A §2 cos A§; cos A kg
4 / / /
50

. ’ . ' . ’ .
sin A sin A, sin A ¢ sin X &g
Damit ergibt sich die Matrix der Wirkung [W (9, E)]n“ (r Zei

(ns)
len, s Spalten), z.B. der Schale I infolge X d.h. der
Storungen am linken Rand (Rand |):

1-4°

A Z‘)]m) =B Fen ) dacy Lugy 1) 458 (5

nt)

Infolge der Storungen am rechten Rand (Rand 2) ergibt sich di
. ) X5-8
Matrix [wI(¢,§)]m$)

Hierbei sind folgende Winkelverhiltnisse zu beachten:

. . X
Auch die Wirkung W(¢, E) 5-8 wird mit den vom linken Rand ab-

klingenden geddmpften Schwingungen beschrieben und zwar an der
Stelle ¢' fiir den Winkel Yo = 9. Dies entspricht einer aplege~
lung an der Stelle
Yo
P =5 .
Es ist nur zu beachten, ob die Wirkung bei der Superposition
positiv oder negativ eingzufithren ist.

X5'8 5-8
[wlup,g)m = W G0 Dy, LT 4 )
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0
auperdem ist die Partikular— oder Membranlisung [WI(cp, £)] rs
s
pinzuzufiigen.

[w] =[]+ [w, ] oW, Yo (5.122)

sllgemein 1Bt sich [W 1 darstellen als:

o ]
[WI]ms; Ki %y (1) 410)(8) (5.123)

Kp = K, (aI,LI,h[, m,n)

cos
sin 11

cos
sin 4
LY Cios (5.124)
sin i
cos
sin ' ¥r

4,(‘13)<§) nach Gleichung (5.119)

AE T R £

Kontrollen:

Da nach dem Kraftgropenverfahren gerechnet wurde, miissen Form-

anderungskontrollen durchgefilhrt werden. Die gegenseitigen Ver-
formungen von Schale und Randtriger (an der Anschnittlinie) nach
Art, Richtung und Richtungssinn der statisch Uberzdhligen miissen

null sein.
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Die Berechnung einer in Richtung der Erzeugenden durch-

laufenden Tonnenschale nach dem Verfahren von Picone -

Kantorowitsch ~ Krylow

Rechnungsgang und Ausgangsglelchungen

Ausgehend von den Verschiebungs ~ Dgln. mit den DKJ~Ni-
herungen wird fiir die in Richtung der Erzeugenden durch-
laufende Tonnenschale eine ndherungsweise Entkopplung der
Verschiebungsfunktlon nach Verfahren von Picone [31] ung
Kantorowitsch - Krylow [25] durchgefuhrt Mit Néherungg-~

ansdtzen in Richtung der Erzeugenden, welche die homogeneﬁ
Binderrandbedingungen erfilllen, und Durchfihrung des Ga- k
lerkinprozesses fiir diese Richtung erhdlt man ein System \
von drei gekoppelten gewdhnlichen Dgln. fiir die Querrich-

tung, mit denen die inhomogenen Kémpferrandbedingungen er-
fiullt werden. Durch Transformation in ein Dgl.- System der
1. Ordnung wird das Randwertproblem durch wiederholte Lo~‘5
sung eines Anfangswertproblems geltst. Hierbei ergibt sich
ein interessanter Vergleich zum Kraftgroﬁenverfahren dag
im 5. Kapitel benutzt wurde.

Die Belastung besteht aus

Eigengewicht.
o >
A
*X’
Bila 14
\ System in axono-

metrischer Darstell:

Randbedingungen :

U=v =w =
dw _ dv _ vollige Finspannung
% O x
x=*{ V= w —0 Ubliche
32w Binderrand
mxv-0=/<(~? + U azﬁlp) =0 bedingung
3 einer
= pf 24 LA L Tt -
% =0 0( x ’u TH )naherungs dx 0 si?;g(/?:

welse
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1In der Pliiggeschen vollsténdigen Theorie der Kreiszylinderschalen
werden die Donnellschen Naherungen eingefithrt. Die vernachlédssig-
ten Glieder werden in eckige Klammern gesetzt.

Gleichgewicht (6.1] Elastizitdtsgesetz der Schale (62]
b o O ey A S 37
5oa gt 39 +X-am=0 mit: I 2011
an an H
(ONxe , ONg a - k.. b
2020t gy [gp)ty-a -0 k=5d "
3 8 0, 8 i K 3%
3) n¢+a—a—qxi+ja-g;~+2.a-0 nx=a—(aa%+#a;+uw)—[a-—}—":~
am am 0 ov du K a2
4) —5'&‘24'0 a;Q“ —q("a=0 N¢=E(T+W+Uﬂ‘ﬁ)+[ai(w+ga§)]
Omyx o Iy LD 1w, Bv ) [K Tufydv 00w
B PRI P My~ g 2 (a(p*“ax)*[a’f Aoy - oy
) D Lwfdu o Bv) 1K 1 (du o %W
&) myx + alngg=ngx) =0 Mgx=q = (q,”agx)*[aa 2_(5“(;,_ aaxav)]
6.6 infolge Donnelischer Néherung identisch 2 2
: _Kypdw 8w o 0u OV
erfalll. My =73 {a 2 TH Bg? aGtH 39 )

mit myy = Myy

Onx | Bngx . Kypa, 8w 2 &w
L PR =-Xa My a2([wl+a¢2 peot )
an an 1 8my Om ‘ K a2 dy
-2 e ' SRARALL S tie. ] WA = 2 (1= IW, g8
) dp "% Tox [a 3y ' Ox ] ra | muy =g li-u) 95xdyg Ollax ])

1 _i_)z_mf 32myx my ' - K., ?w 11 Bu _a dv
33 dy* * 3x8yy+a it TN9 =i My = gz {1 ’U)(aﬁxatp+[2 gy 2 6)(])

Differentialgleichungssystem in den Verschiebungen u, v, W (6.3}

uix, g) vix, ¢) wix, g}
2 8%, 1w 8% 9
TIE 7 Fgr T e 82 [ v azx
f-u 8% 2 9xdy 33 - PY] 0
Kk~ = - 3. 0" M
[ f"PZ] e “axag;?)]
L TR L
aigﬂ'_‘@; TAE A TN [ uge 0yl 2y
0x dp N PR 62] 3 17277 x%dg o
7 T ax?
9 a*aa
M-a ax 3 ' 3t : o & 2
8 [ 3-u 2 38 1+k(a*%; +2a PURCAN B =
Y PERNIY [k 7 ¢ 0)(26(;)] a""az dx“dy" dy* o?
17 2 aagl] 2 2+
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Man beachte die Symmetrie der Differentialoperatoren sowohl i
den Fliliggeschen als auch in den Donnellschen Gleichungen. Inf
dieser Symmetrie ist der Betti ~ Maxwellsche Satz erfiillt. Dg
ist die Geschlossenheit und Folgerichtigkeit der Donnellschen
herungen gepriift. Wiirde man dy in der 2. Gleichgewichtsbedin
nicht vernachlédssigen, wire die Symmetrie gestort.

Das vereinfachte Dgl.- System (6.3) ist mit den abkiirzenden B
zeichnungen:

30

Yunrd  LLL L)
azul/+7‘2,u U ra 7+/J

2
a 7;“ YA i iad

vituaw =0

2
View = -8y

0
. . vees 2
Hau' «visw+k(a*w" +202w" " +w ) = - & 7

Hierbei wurde die Belastung X null gesetzt.
vas Elastizitdtsgesetz lautet:

Ny =g~(au'+,uv'+/.1w) my ==-Ek7(a2w”+uw")
nv,=€—(v'+apu’+w) mlp==a%-(w"+pazw”)

Py = Ny =g——y— w+av')

7 Mpx = Myy = Kllp)aw

Bei den vorliegenden Randbedingungen an der mittleren Binder=
scheibe versagt der trigonometrische Ansatz nach Maurice - Lev

Der n - parametrige Naherungsansatz nach Picone ~ Kantorowitse
Krylow lautet:
n

iy uzrf’}m © By (y)
v

n
7, -Z;fz‘,(x) -8, (y)

n
anvz;, By 1) - 933,,()/)

Die f]\r s f2v’ f3verfii11en alle homogenen geometrischen und sta
tischen Randbedingungen in x - Richtung, die ¢, 2v‘ 1§>3v,we
den aus den gewShnlichen Dgl.- Systemen fiir jedes v in ¢ — Ric

tung bestimmt. Sie erfiillen die inhomogenen Kidmpferrandbedin-
gungen.,
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In erster Ndherung wird angesetzt:
G, = fitx)- $ty) =u
v (6.7)
w

V= L gy)

1]

W= oo - Hily)

pie Wahl der Funktionen f],_gz,_g3
gs werden Polynome angesetzt, deren Grad mindestens gleich dem
Grad der in den Dgln. vorkommenden Ableitungen ist.

f1 = x2 - 2%
3 o g2
x° = l'x

f2 =

f3 = 2.x* - 5'l-x3 + 3-12~ x?

fy erfiillt die Randbedingungen fL0) = (1) =0

f, erfullt die Randbedingungen £(0)=£(0)=f{l) =0 (6.8)
f3 erfiilllt die Randbedingungen £(0)= f3'(0) = fa(l)-f;([) =0

Uber die Portsetzung dieser Polynome siehe Kapitel 4.4

1 1 1 1 ‘
fK=-010° | \%xt/ﬂ
\
b v 5,3 322
f=+010-1" / fy=x*- 1% 51
\\_ 3 7 K
NN
I 2
{
htz fr
Bild 15
Die Ansatzfunktionen fl(x), fz(x), f3(x)
Deamit ist der Ansatz:
g = & p)x?=2-1-x)
% = 6 (=1 x?) (6.9)

W = ) 2xt=5-1x 4305 x2)
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©.2. Die Darstellung des Verfahrens in Matrizenschreibweise

Der Ansatz (6.9) wird in die Dgln. (6.4) eingesetzt. Diese si
die Gleichgewichtsbedingungen in x-, ¢~ und z ~ Richtung. Die
Funktionen fl’ f2, f3 werden als virtuelle Verschiebungen in

sen Richtungen betrachtet und der Galerkinprozef fir die x =
tung durchgefiihrt.

!
f[az.sﬁ, 2+ 1
%0

+ya953(8x3—75/x2+6/2x)/‘b(_’_—?-_QL)Adx =0

4

£ $ " (x*-2ix) +a lizﬂ—¢2‘(3x2-21x) +

f[a-—¢ (2x-2:0)+ 8, (- 1x% ) +a? 1K 8, (6x-21 )+

(23450003050 )+ I Y](xs—flxl)dx=0
z
(
/[pasﬁ,(Zx ~2/)+¢2'(x3—/x2) + 8 (2x - 517+ 3152 ) +

X=0
tka* 3 48 +2ka® 8 (24 x7-301x +61°) +

sove 2
kg 2nt 5107+ 300x7 )+ Goz [ (axt-514° 4315 ) ax -0 (6
fs

Nach Ausfithrung aller bestimmten Integrale in x - Richtung er=
h&lt man das gewdhnliche Dgl.- System.

-40a? G+ 801-p) %8 -alt ) 158 +hpal®Py =0

. o0 5 8 2° 2 A
2a(1+u) 1% 9, +§—§1"¢2 - 4a®(1-p) P, 104 52 by - 0
-8ual®§,- 188, +( 331+ ka* 4321°) §, -

288, 2,73 38, 9.8, 00t 5 s
ke 179 v r k1811997 098 T zmp s

Dieses Dgl. ~ System wird in eine Dgl. - System der 1. Ordnung.
transformiert.
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Folgende Funktionen werden definiert:

$ ; & i b gr,. 9

|
e
A

¥ (6.12)

s

Hiermit ergibt sich (6.11) zu:

~40a® P § + 8(1-p) 10, - al1+p) °g + bual®y =0

v2al1+u) 8, +0,5714 "9 - 4a?(1-p)1°8, - 178, - 5 Lpryag

~Bual®P - 18 + (181 eka* 432:1° )& - 4114 ka® 7§ +

. 2
#1801k 0 g + 95002 =0 (6.13)

Die Gleichung (6.12) und (6.13) lassen sich zusammenfassend in
Matrizenschreibweise darstellen:

(6.14)
o, 1 0,
o, | | 1 %,
i
| | s pa-i alfép)
_dnji _ T T2tiem) telp . ? .
de ‘ Lai(1u) 2aliry) / 1, 502 Y
¢ *oaTin W * o57ik Ps | Vemes
N 1 o
%, 1 %
8o 1 432 1 bireat 94 %
%] | 81kl "(F ’t,ar»:‘; WL ST Pg| Vst
e -
F 4 o ‘ 3 b

Das Dgl. - System 1. Ordnung (6.14) 1&pt sich abkiirzend schreiben:

d
Fp—} - a; + & (6.15)
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Symmetrieeigenschaften von }_

Jedoch v und der Drehwinkel ¢ antimetrisch beézliglich ¢ =

Das bedeutet:

ut o= w'=s W= 0
fir ¢ = 0
v =0
Mit den Gleichungen (6.12) ergibt sich
v o= ¢’2 = 0
u’ = ¢’4 = 0
. flir ¢ = 0
W= ¢6 =0
W= ¢8 =0
Der Losungsvektor 3' = (& ,9,,.... #g ) hat also an der Ste ;
¢ = 0 die Gestalt:
1 B
Anfangsvektor: 3= (4,0,9,,0, 95,0, ¢, 0),

Das Dgl.- System (6.15) hat die Losung:

= gdy — _ Uy -7
a{g” ) é’g,) (gfs,a) era,s))aw,a) Y1)

é”(“) ist die Einheitsmatrix.

Man erhdlt den Losungsvektor }(cp) an jeder Stelle @, wenn dé
Anfangsvektor }o bestimmt ist.

Es ist glinstig, einen kleineren Anfangsvektor 3’0 einzufiihren.
#

3 ) (6.
Bl |

b o

Dann 1st weiterhin folgende Konstantenmastrix erforderlich:

..1.._._
& = |- - - - (6.201

84

d


VIKA
Text Box

VIKA
Text Box

VIKA
Text Box

VIKA
Text Box

VIKA
Text Box

VIKA
Text Box

VIKA
Text Box

VIKA
Text Box

VIKA
Text Box

VIKA
Text Box

VIKA
Text Box


~151 -

pamit ist:
Jo= 41 %

puperdem wird die normierte Verdnderliche § eingefiihrt
9 =Y, P ; -1 £§ 41

pamit ist die Transformationsmatrix der homogenen Losung
{siehe Gleichung 6.18):

Ar'y .
e B - (g

Die Partikularldsung ist (siehe Gleichung 6.18):
(¢-e%%9) o'y =3

Insgesamt:

3§) = L) Ky 35— 3,(F)

(6.21)

(6.22)

(6.23)

(6.24)

(6.25)

Das vorliegende Randwertproblem wird durch wiederholte ILdsung

des Anfangswertproblemes geldst. Mit den vier Anfangswerten des
Vektors 30 sind vier homogene Randbedingungen oder Ubergangsbe~

dingungen zum Randtrédger erfillbar.

wire ¢ = O keine Symmetrieachse, so hitte ;o acht Elemente und

es konnten an beiden Kdmpferré@ndern je vier Randbedingungen er-

fiillt werden.

Die Beziehungen zwischen 3 und den Wirkungen (Deformationen

und Schnittgzrogen) am Kdmpferrand

. ; L
| %N(/ De formationen \ 7 Sthruttgrofien

Bild 16

YA om Kdmpferrand (s om Kampferrond
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Die Deformationen sind gemdf Gleichung (6.7):

u=¢1~f1
v ¢2~f2
w —4‘)3‘f3

-8 -t

Die Schnittgrépen sind gemdp Gleichung (6.5) und (6.7):
np= L8 f+d frough)
Mg =g = - L}H’"(@;'fr +ad, fy)
my *é%(sf’;"fg +pal gy 1)

aq,-‘q9+m'w -alm{,, +m,;,x +m§,x -g-m(;«kzakg(i-p)aw""

..a—‘g— @;'.f3+7,/(—(2-y)f3" fy

4 ist die Kirchhoffsche Ersatzquerkraft.
Die Gleichungen (6.26) und (6.27) lassen sich unter Beachtung
der Definitionsgleichungen (6.12) in Matrizenschreibweise zu-

sammenfassen:
u fy ¢,
v f 4,
w f3 953
£ B
g _ a o 2,
- 01- IR
Tyx | 0~ a7’ %
ng | fopf gt Ly %
A K " K
q'p Ei(z',“)(i a3 f éy
i
my Ko fy 5’% f %,
s :
Wig1) m(a,a) 3@1)

Abkurzend: wo = %) 3
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Die restlichen Schnittgréfen sind:

R TYRVTY R NS
me= K 11 9ty ) (6.30)

Myp™ My -gl/—p) 8 1
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6.3 Die Ubergangsbedingungen von der Schale zum Randtréger

Die Wirkungen wm miissen an der Anschnittlinie 0 (Kdmpfer-

rand) von der Schale zum Randtridger lbertragen werden. Die
Randschni ttkrifte der Schale wirken mit umgekehrten Vorzei
chen (als Resktionen) auf den Randtriger. Auferdem wird deﬁ
Randtridger durch eingepridgte Krdafte, vor allem durch sein f
Eigengewicht, belastet. Wie im 5. Kapitel werden die Reak—;
tionen der Schale auf den Randtridger in der Anschnittlinie
durch aequivalente Querlasten parallel zu den Biegehaupt=.
achsen durch den Schubmittelpunkt und Lingslasten in der
Schwerlinie transformiert. Sie rufen zusammen mit den ein=
geprigten Kridften Verformungen der Anschnittlinie und na-
tiirlich der Schwerlinie des Randbalkens hervor.

Die Ubergangsbedingungen sind dann erfiillt, wenn die Ver-
formungen der Anschnittlinie der Schale gleich denjenigen
des Randtrigers infolge seiner Belastung aus Schale und
Randtridger sind, - oder wenn die in die Schwerlinie des
Randtridgers transformierten Deformationen der Schale gleich
den Deformationen der Schwerlinie des Randtrédgers sind.

Aus diesen (vier) Bedingungen ist der Anfangsvektor 3  zu
bestimmen.

Infolge der fehlenden trigonometrischen Ans&dtze in Rich-
tung der Erzeugenden ergibt sich jedoch ein einschneiden=
des Problem:

Die Kontinuitédt zwischen Schale und Randtriger kann nicht
an allen Punkten x gleichzeitig erfiillt werden, denn die
Schnittkridfte der Schale erzeugen im Randbalken grund-
sdtzlich andere Verformungskurven als die mit den Polyno-
men f1(x), fz(x), f3(x) fiir die Schale gewdhlten. Durch
2~ und 4 - malige Integration der Differentialgleichungen
des Randtrigers ergeben sich nur die irigonometrischen
{(und die hyperbolischen) Funktionen wieder sich selbst,
wihrend die hier vorliegenden Polynome zu solchen hdherer

Ordnung fithren. Dieses Dilemma wird durch eine nidherungswei
Kontinuitédt im Mittel mit Hilfe von Galerkinprozefen um—
gangen.
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}ﬁ}iégransformation der Wirkungen von der Schale zum Randiriger
‘ in der Anaschnittlinie

Vergl. Kapitel 5, 5.129 , Bild 13.

Schale

7N,

Randtréger
Biegehauptachsen 1-1 ; 2-2

Bild 17: Deformationen von Schale und Randtrédger in der
Anschnittlinie A

Bild 18 : Schnittgrifen der Schale und Belastungen des Randtrégers
in der Anschnittlinie A

wp = w-cosé = v.giné

vy, = w-gin + V-CcO8

R ¢ ¢ (631)
up =

#R = ¥

p, = G sin £ - Mo cos €
P = 04, cosé +n_sinf

ER v (6.32)
Pp = 7 Bex

mT=+mq)


VIKA
Text Box

VIKA
Text Box

VIKA
Text Box


~156 -

Die Transformationsgleichungen (6.31) und (6.32) werden in de
folgenden Matrizenmultiplikation zusammengefaft.

up 1 u

Vg cos{ sin¢ v

wp ~-sin€ cos¢

?q 1 )

P B -1 D ox

o2 -cosf sinf ny

P sinf cosé a?

Mo A 1 mgy A

e 7 wig=p)
wWg = Fnolp,)

Die Transformationen der Wirkungen des Randtridgers von der
Anschnittlinie A in die Achsen durch den Schubmittelpunkt M

und den Schwerpunkt S

& -
R my Ps
7 2
1 Py 5 /
?
, /
v . H
- ‘% \\\N\fzjég;l
i~ 7 i p1 ) T
/T»% \\;2\\\’ | £ -,
\[7 R [
!é Upi ﬁR sind 4 Py 51 sind

positiv in die
Zeichenebene hinein eingefiihrt

positiv in die

Zeichenebene hin
eingefiihrt

Bild 19: Aquivalente Deformationen und Belastungen des Rand-

trédgers in A einerseits,

sowie in § und M andererseits.
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pie Verschiebungen in der Schwerlinie VR’ WR’ ﬁR und die
Drehung‘; #R lassen sich durch die Verschiebungen in der Anschnitt-
linie Vg Wpo uR und dem Winkel ﬂR wie folgt ausdriicken:

i

r = Vg

g = v - e #R

Wp = wp — e z}R (6.34)
- dwR dvR

R =Yt CTx " dx

fbenfalls lassen sich zu den Anschnittbelastungen f’l’ 52, ';33,
y aequivalente Belastungen 1‘)1, Pys Pxs ey durch den Schubmittel-
punkt und Schwerpunkt angeben.

pl = pl

- dp,y

P = Po t gy 1

_ dpy (6.35)

Mit der Gleichung (6.31) ergibt sich die Gleichung (6.34) in
Abhdngigkeit der Randdeformationen der Schale an der Stelle
P = Yq ‘
T, =[u +ez{~% sin§ +%§V—cos§)—
v ow -
-e( 5w cos§+—-~sm§)]¢,r
0x o ° (6.36)
Vo=[veosC+wsnG-e,-
R = E+wsiné-e, -

Wo=[-v-sin§+wcosE e P
%= Vo,
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Mit den Gleichungen (6.32) ergeben sich die Gl. (6.35)
hdngigkeit der Randschnittgrégen der Schale.
Z =[-n¢x]9,.,0

an
Bo=l-p . 5 .o & - 19X
P, =[-ny-cos & +q, st -5, & ]y,,&

. o,
5 o= . g . 28X
A [ny, sin & * Gy cos& + Bx ezjy’_ .

Mp=[mg + (~ng-cos & + Gpsin€ ) c; + [Ny -sin & +Gpcos &) c,]y .

Mit Einsetzen der G1.(6.26) ergeben sich die G1.(6.36) zu:
U= [ 1y +e, (=8, F sint+ 9y 1) cos €) -

—e,(¢2-fz' cosé + & ’:3’ S’hg)jyix,

UR=[¢,-f, -¢, f, (e cosE+e, sink )—¢3~f3’(e,5/h§-ezws§)]y%
o=[t fheosl+d,65mE-% (o, 1, -9, ) g

e [ 1, (cos¢ ‘%‘)\*‘1’3'5 sing + ¢ fs%‘] %

Wom [~ o sing + 93 5y cos € -8, fy - b5 Fl]guy
Wem[- b (sin €+ 50 ) + 7, cos £+ 4, 5L

a y-%
1 1 1
%= ha-%hy

Mit Einsetzen der Gleichung (6.27) oder der Matrizengleichung
(6.28) ergeben sich die Gleichungen (6.37) zu:

Bl LG 00 g
R

o[-0 502 Lhig .,
B804 10 oo 4 1ot

(6.3
tas (Bt +a¥(2-p) B ") sin € -

e "ﬂ ’
0 (4 ran ),
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Bl Op cost )06 Lt 4 -Lastpa -
-0% l;u ’r/%"'g"cosé‘f,} ¢5+a_(2_/")3’h:(7”¢‘ *

+a§—s/n§l§¢3/?,%

'[a (65,40, fy +au @ ;' Jsin £ +
(¢ fE+a2(2-p) & )cosé+ (6.39)

+07.£ -Z—‘i(%f,%a@ 5 My

= [ou-sin ¢, +0Aea7—2:‘i)§”¢2 + D sing 1, 9, +
+U~g‘ %’if’,’% + —g—sfnf-& o +-§-(?*/1)£‘055‘-f:9”¢;,+
+f§ cos ¢ f ¢H]y.f

= [0, 1 suot-n, 8 ) -
#L(c,sink~ 056 ) (8,5, rbfhtau-4h')+
+a’—‘3—(c,cbsé +esiné ) (¥ h +a"(2-u)'¢5'§”)]y.r

,={D-u(c,51h4f~rzcosf)f/-¢,+[ky~/§”+—g«(c,sin§-c,cosf)§]¢3+
+g(c,sm§—czcos§)fz-¢5 Kt2-puieycost +eosim )" 4 +
aZ'G O+ 3 K (¢, cos ¢ +czsm£)f3¢8} J

Die Gleichungen (6.3%8) und (6.39) lassen sich in Matrizenschreib-
weise zusammenfassen:

UR 4!

M ‘:2

w

R 3

0 L

R 4

?1 wp i 4’5 }(V'*,}’,

P2 %

P3 ¥y

Ty % lo-%
"’T’RZW'}(WTO (6.40)

Dle Matrix ® enthilt die Faktoren der ¢, in den Gleichungen
(6.38) und (6.39).
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Die Matrix R hat folgende Gestalt

»§500-ly 55 af | Jus gl + &y -Jus-9) y-rig
3507.9£2 sswin-ng | Jusfn-ag | b= Lol fus§2 | - By | jushmp
A “ x4 e AV .y % : [7] ] S
o :
urs-§ £ % 4 Z_b o 5 _2 4 !
jusg ¥ wt\nrw«hﬁ%ﬂ Mms.@ml wﬂﬂ&: meu.@N- o 7 8- mma.k.lQl
y_¢ o y_2 g.
o b w0
[ o 2
74 77
9 300§ | (£ +3us)d
25 Jus | (Z-jemd
(1s07-%- (3uis-%as ,
4
-qus-9) §- | +§s03.48) 4
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pie Matrix ® 188t sich natiirlich auch durch Matrizen-
multiplikationen gewinnen.

Nach Gl. (6.29) ergeben sich die Wirkungen am Schalen-
rand zu:

wWe = mw(p=y) = W3lg=7)=Mi, (6.290)

pie Transformation der Wirkungen von Schalenrand zum
Randtriger wird durch Gleichung (6.3%3) beschrieben:

wp = Fow (=) (6.33)

pie Transformation des Vektors m, (in der Anschnitt~
linie des Randtrigers) in den Vektor 4, (in der
Schwerlinie bzw. Achse durch den Schubmittelpunkt des
Randtrigers) wird durch die Gl., (6.35) und (6.36) be-
gchrieben:

ﬁf)R = p{g'g) W),Q (641)

Einsetzen der Gleichungen (6.29g)und (6.3%) in Gl. (6.41)
ergibt:
Wy = R¥T W Jg (6.42)

R ——

R
Die schon ermittelte Matrix W ist:

R -0 T (6.43)

(88)
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Aus der Matrix ® , Gleichung (6.41) geht der Verlauf der Wiré
kungen in x - Richtung hervor,

Transformierte Randdeformationen der Schale:

ﬁR enthilt ., fé, fé, ist insgesamt in 3. Grades
X-Richtung ein
Polynonm
~R " f2’ f3’ " 4. Grades
WR " f2, f3, " 4. Grades
ER " fzJ f3, " 4. Grades

Belastungen aus den Randschnittgrbﬁen der Schale:

¢

P enthdlt fa,f ist insgesamt in

2 X~Richtung ein
Polynom
" n
I a0 £y, £,
— ] " 3
A ST SO S
"
iy " f%, fpy £y, T3,

Man erkennt, dap die Belastun
desselben hervorrufen, die mit den transformierten Deformation
von der Schs '

gripen der Schale und der eingeprigten Kréafte

Die transformierten Schni ttkriafte der Schale, Gleichung (6.39)3
verursachen Verformungen des Randbalkens nach folgenden Differ
tialgleichungen:

Biegung um die Hauptachsen 1-1 und 2-2
Die Haupttrégheitsmomente sind J1 (bezﬁgl. Achse 1 - 1)

_xun 52 und J, (beziigl. Achse 2 - 2)
h'2 B e e
R EJ2
B (6 .44q)
N P3

=
il

&g
_“1-1
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Normalkraftbeanspruchung des geraden Balkens

Per Randtrégerquerschnitt ist F.

- 1 _ 54
=g N = - =<F (6.44D)

porsionsbeanspruchung des Randbalkens

(Beidseitige Einspannung gegen verdrehen).

Der St. Venantsche Torsionswiderstand ist JD.
e m

MD My, P

' (6.44c)
e N SAPSP
&y S dx M

S
R~ GJ
MD X D

+ dMD

Damit verlaufen diese Verformungen nach folgenden Polynomen:

Verformung ﬁg infolge B‘ : Polynom 4. Grades
o -
" Vg " Py " 8. Grades
3*
" w L] b= . 1] -
wp p3 : 8. Grades
5 ¥ n . "
mhR My 6. Grades

. i e e — o
Die Deformationen “R’ VR’ wR,a% sind also von Upe Vps WR"JR

grundsdtzlich verschieden.

Die eingepridgten Krdfte des Randtridgers, vor allem Eigengewicht,
werden in Richtung der Hauptachsen transformiert. Die kons tante
Linienlast &g [kp/cm] habe die Komponenten gR und gg in Rich-
tung der Hauptachsen 1-1 und 2-2. 5

& = g glnm = g
R2 R2

(6.45)
g = ~ 8 cosm= g
Ry Ry

Die Momentenbelastung Bpp = Hpp ist:

-8y, Y ~ & b

m =
RT 3 5
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Die Verformungen des Randtridgers infolge dieser Belastungen
sind:

—_ O
u. =
RO
—Fnn ERQ
- (6.46)
—un _ R3
WRO R
ey 3 1] ke
R . - lmr
0
I,

-

6.6, Die ndherungsweise Erfiillung der Ubergangsbedingungen

von der Schale zum Randtrdger mit Galerkinprozessen

Die Ubergangsbedingungen zwischen Schale und Randiridger konne
mit den Ansatzfunktionen f4, f2, f3 nicht exakt an jeder Stel
erfiillt werden., Mit Hilfe der Galerkinschen Gleichungen wird

Kontinuitédt der einzelnen Deformationen im Mittel erzielt.

Fir die Deformationen ER’ VR, WR’dﬂR im Schwerpunkt und Schub
mittelpunkt des Randirigers sollen die Ansatzfunktionen f. (x
f2(x), f3(x) der Schale, multipliziert mit Ritzkonstanten
gelten. Sie werden als Ndherungsfunktionen mit ﬁR’ ?R’ WR,QZ
bezeichnet.

Y o= %y £ (x)
9 = 2, £, (x)
B 273 (6.47)
rR = % f3(x)
"”R =, f3 (x)

Dann kdnnen die Differentialgleichungen (6.42 ~ 44) nur noch
ndherungsweise erfiillt werden. Die Ritzkonstanten werden aus

Galerkinschen Gleichungen fiir diese Differentialgleichungen
fiillt, wobei die Funktionen f1 und f2 die vertikalen Verformul
sind.
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e Galerkinschen Gleichungen fiir den Randbalken sind, siehe
eichung (6.47):

r dlie DGl. (6.43):

N
(g + 5) £, dx =0

B

er:
l -
" p,1
(¥ £, + g7 f,dx=0 (6.48,1)
o
ir die DGln. (6.42):

{ = _
A p P
/(v;"— E3 ): Ty-dx = 03 /(9\7;{ - ——-—E3 ): £5-dx = 0

] 2 o 1
ler:
- { —
10t p2 nn p3
o/()(? f3 ‘—TE)'fB'dX=O, /( Je3f3 —ﬁ—)'f3-dx=0
(6.48,2) ° (6.48,3)
ir die DGl. (6.44):
I . _
(19‘" + --'-r—)~f ‘dx = 0
i B
der:l _ ’
n W
f()(4 £+ g) £y 0x = 0 (6.48,4)
o

ach Einsetzen der Gleichungen (6.39) in die Gleichungen (6.48)
nd Integration iiber x ergeben sich die Konstanten w#;,%,, #&;, ¥,
n Abhingigkeit des Vektors 3z =(# ... %5 lp.y

infiihrung von Vektoren und Matrizen: Vektoren: s.GL(6.47)u. Gl (6.40)

* e e pi e
?33 -| % 127 = \,/‘R Bp = Y_R B, o= 4] 117) = -
% * Ae "% Fe 2] f Pr 1)
2y (&1) 1},; (6,1} T}R 1) mr (/" 1) "
(ari foo £
atrizen: £ wn
. 6. (6.47) 7 - 300 5o oo
.61.(6.48) fy 00 fyoo
fyex) fy (x)

(h4) (h)
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i~ 1
t

R
&y = _ _ g - bp=| - C L
e B (7Y ) - e - .

Damit gelten folgende Matrizengleichungen:
Pir die Vektoreni?)R und ﬁR als Anteile voni@R, Gl.(6.40):

ER i &‘V R}R ; ﬁR - ﬁp % 2R (51"9)

Flir die Gleichungen (6.47):

A
mR=f L
Die Galerkinschen Gleichungen (6.48) haben jetzt die Form:
{ ¢
JUEF ) dx- g = ¢ [(F7 ) ox
6 0

Mit Gleichung (6.49);
{

{
JOEF 00y =8 [ 8, m) 03,
0 0

Bezeichnungen:

{ {
Jey ax-5,, 0 [Fgw) o= 3,
wo :

xs)

Damit ist der Vektor Ty ¢

AN (6.53)

-1 ,
Iy existiere.

Damit ist nach G1.(6.50);:

a -1
Khmn - z;% 4 7 }ﬂgn
s

48)
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Man erkennt, dap anstelle der hier benutzten Diagonalmatrix
f auch voll besetzte Matrizen mdglich sind, die eine Ver-
pesserung des Verfahrens gestatten.

Mit Gleichung (6.54) ist also der Verschiebungsvektor ﬁR
bestimmt, der die ndherungsweisen Verformungen des Randtri-
gers infolge der Belastungen aus den Randschnittgrifen der
gchale enthédlt.

Mit den Belastungen der Gleichung (6.46) ergeben sich die
Naherungsverformungen des Randtrégers infolge seiner einge-
priagten Lasten. Der Vektor dieser Belastungen wird ﬁkoge—
nannt:

A
Upg

Vro (

o 6.55)
VXRo

1%

e
ﬂ% =

0

Die Summe der Vektoren ﬁ% + ﬁko enthilt also die Nidherungs-
verformungen des Randtrédgers im Schubmittelpunkt und Schwer-
punkt infolge der Belastungen aus Schale und Rand triger.

Die Komponenten dieses Summenvektors sind jedoch nicht
gleich den Komponenten des Vektors E& der transformierten
Verformungen von der Schale her. Deshaldb wird zu #), ein
Ndherungsvektor 4& bestimmt. Hierfiir werden wieder die V¥er-
formungen der Matrix § angesetzt.

UR p1f;{)()
A Ve p fylx)
“ - @ - “fylx)
ﬂR 9313 (6.56)

0R 91'f3 {x)
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B
2, A A (6.57)

1?),? wird nach der Methode des Fehlerquadratminimums be-
stimmt:
{
Jtiy, ~ 8,) % ax = Min (6.58)
0

Diese @&leichung enthdlt die 4 Einzelbedingungen:

{ 8 (ug ~ Ug )
3 - [ R
N =0
/(R R) ﬁg), X

oder:
_//p,'f,(m ~Tu [ f(x)dx =0
0

welterhin:

[ )= Vg tx ) Hix) dx =0
£ 73 (: 3
0 TR

P (6.59)

{
a[{[?afzem - W0 ] £ (x)dx =0
ﬁ/[p,' £ 00 = &0 [£00 dx =0

Der Vektor % = und damit ’?R“‘ 188t sich wieder in Matrizen-
schreibweise allgemein angeben.

Die Gleichungen (6.59) lassen sich zusammenfassend schreiben:

! 0
/[;( g - g Jox = | 0
0

0
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;insetzen der Gleichungen (6.49) und (6.57)

! {
/{H)dx 2, =/(f £, R)dx 3. (6.60)
0 0
Rezel chnungen:
{ {
L ER Jra o -3, (s
Damit ist der Vektor #, :
Lo = 7;’74 3r ]57 existiert (6.62)
pamit ist nach Gleichung (6.57):
A -1
Ry f %y }wa) (6.63)

(48)
Die 4 Ubergangsbedingungen lauten:
A

A
W = 139 + o (6.64)

Damit 1&Bt sich der Anfangsvektor 50 bestimmen. Nach den
Gleichungen (6.24) und (6.25) ist:

B =3lyegy) =o%F £ 3, -(¢-e"") a5 (6.65)

Binsetzen der Gleichungen (6.54) und (6.63) in Gleichung
(6.64) ergibt:

.7 .1 A
}((l,,l,)(]s 7"' _‘77 Z} ]2 )”f,a) 3R(8,1) = 10?0 (6-66)
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Mit der Bezeichnung
- -1
j([ha) = .731 74, - 77 7}72 (6.67)
und Gleichung (6.65) ergibt sich Gleichung (6.66) zu:

F1e%0 £,3, = FI(8-e%F) a b+ i, (6.68)

Hieraus errechnet sich ;,nach dem Gaufschen Algorithmus.
Explizit ergibt sich i;zu:

_ _ a% -1 ) a)'& -7 ~ -
Jour™ s Tus) esler Rrig4)) [54,4)7(4,5)(*’0 & o Lany bty * oy

—

o) (b 1)

Die Bildung der Kehrmatrix wird jedoch im Rechenautomaten
nach Moglichkeit vermieden.

Damit 1dpt sich der Vektor 3 an jeder Stelle ¢ berechnen
und nach Gleichung (6.29) auch der Vektor #) aller
Wirkungen.

Auf die gleiche Weise lassen sich die Biegerandstdrungen
aller iibrigen flachen Schalen aus Flédchen 2. Ordnung iliber
rechteckigem Grundrip berechnen. Flir das elliptische und
hyperbolische Paraboloid (EP und HP) kann man die hier an-
gegebenen Matrizengleichungen beniitzen, wenn bei der Bildung
der Matrizen die entsprechenden Verschiebungsdifferential-
gleichungen und Ansatzfunktionen eingearbeitet werden. Beil
den Randtrédgern ist stets zu priifen, ob die gewthnliche Bal-
kentheorie im Vergleich zur Biegetheorie geniigend genau ist.
Viele Randtréiger erfordern besondere Theorien, wie das fol-
gende Beispiel zeigt.

Die geraden Randtriger der HP-Schalen sind h&ufig verschraubt
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d. h. die Biegehauptachsen drehen sich. Nimmt man konstante
Querschnitte der Randtréger an, so ergeben sich bei geraden
Leitkurven und tangential zur Schgl enoberflédche anschliefen~

den oberen und unteren Querschnittsseiten Trédger mit gerader
Anschnittlinie (Kontaktlinie Randtriger - Schalenmittelfléche)
und konstanter Verschraubung. Hierdurch &ndern sich die Schnitt-
gropen und Deformationen des Randtrédgers im Vergleich zum Bal-
ken mit iiberall parallelen Hauptachsen.
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6.7 Die Darstellung des Verfahrens filr belieblg viele

Ansatzfunktionen

Bei unsymmetrischen Systemen ist es meist erforderlich,
mehrere Ansatzfunkrionen im Ansatz Gl. (6.6) zu beriick-
sichtigen. Die in der Systemgeometrie und Belastung

doppeltsymmetrischen Schalen (z. B. elliptische und hyper-
bolische Paraboloide iiber quadratischem GrundriB) gestat-
ten die Symmetrisierung entsprechend den Angaben in Ka-

pitel 4.5, S.78.
n
u'=2\ 8 () fL00

V=l
n

v=> &y (@) - B, (0
v=l

n
w =Z1 gy, (9 f
V=

Vollsténdige Punktionensysteme fiir die f1v’ f2v’ f3v
wurden in Kapitel 4.4 fiir verschiedene homogene Randbe-

dingungen asngegeben.

Nach dem Einsetzen des Ansatzes (6.6) in das Differential
gleichungasystem (6.4) mup fiir jedes Tripel f]s’ f2$’ f35
ein Galerkinprozef in Liéngsrichtung der Schale durchgefiihrt
werden, um die Reduktion des partiellen in ein gewohnliches
Differentialgleichungssystem zu erzielen.

21![029& f” 4 “ ¢ v J_—;—#_qsi.v zlv*/mqsg ]f dx =0

i T4 o ot so 21-u " . o
> fla G b fy 0T oyt Y]f ax =0

¥ (6.70)

n
Z [ya ﬁlv yt er fzv * ¢3v 3v+k(a ¢3v +20° ¢3v ?ij

v

+—g—Z]f35'dx-0

Es werden folgende Matrizen und Vektoren eingefiihrt, die
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eweils nur feste Zahlenwerte enthalten:

”\
fy frsdx =

r-I 0

{

SIS Jh, fode = D)
v=! 0

n {

Sa 5 g, fsdk =D

o 0

-

,ua[f fg dx = (V)

y=]

Damit ergibt sich
sleichungssystem:
¢ +) SI’,"
)¢+ ¥

0 +X)4;

aus Gl.

n |

2}0/, fgdx = (1)

&

n

2a’2 . b dx = (V)

0

<

n |

7 [fy st = (VD)
0

¥l

no o, !
Z%Yofésd" “9)/

v=!

Z#a/

v=!

= (IX)

+ (e + ()4
(Dé + D% + 4y
F O, + DS + XN &, +) &

n

Sl foodx = (X 1
Vx,!?\r.%'

n |

Z Grfisdx-(ﬂ)

v 0

4 ll' -
ka f/:, fos @x = (XI)

vt

{

k;a;fg; frgdx = (XI)

N

~

<

n 1
S k[, fs dx = (XIV)
vl 0

{

~N

> (6.71)

RN

a
1720ff3$dx k72

<

ry, =0

Dieses 18Pt sich wieder in ein Differentialgleichungssystem
der 1. Ordnung transformieren.

(6.70) das gewshnliche Differential-

(6.72)
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Hierfiir werden als unbekannte Vektoren eingefiihrt:

¢7

#

%

Bt d (6.73)
B = 3

% = &

4 ~ & - 4

& = & = ¢ - ¢

Damit ergibt sich das Differentialgleichungssystem:

B 9] ¢ 4] ]

¢ 1% -¢ 7
e 4 ¢ 45

4] A%l @] ] A
W) dp |9 om vy 195 |
¢ %6 | ¢ %6 |
3 ¢7 -¢ ¢7
%] [ w0 3 |
i ; ; 5

-1

}’:-[l_’."@.}—(l f
F= -l

Die Losung wird entsprechend Gl. (6.18) durchgefiihrt.
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T Die Trefftzschen Gleichungen fiir Kreiszylinderschalen mit

beliebigen Randbedingungen an den Kédmpfern und Bindern

7.1. Die Trefftzschen Gleichungen fiir den schwach gekriimmten
Kreisbogentriger mit beliebigen Randbedingungen

Mit dieser Voruntersuchung sollen fiir den eindimensionalen Fall
die aus der Krimmung des Stabes sich ergebenden Terme in den
Trefftzschen Uleichungen dargestellt werden. Diese lassen sich
gegenliber dem zweidimensionalen Flichentragwerk leicht itiberbli-
cken und durch die statische Anschauung tiberpriifen.

Die Differentialgleichungen des Krelsbogentragers in den Verschle-
bunggfunktionen v und w.

Man gewinnt alle Gleichungen aus den Fliiggeschen Differential-
gleichungen der Kreiszylinderschalen durch Nullsetzen der Ablei-
tungen nach x. Die erste Dgl.,die das Gleichgewicht in Richtung
der Erzeugenden beschreibt, ist identisch null.

gliptem]

w y=a~q7;v
' “% @+d@ \\
© \>\/N*dM

N+aN. Z
dyp

Bild 20 Bila 21

Element des Krelsbogentrigers Koordinaten y, z der Stabachse
mit den Schnittgropfen und Verschiebungen v, w
Querschnittsfléche: P [cm2]
Irdgheitsmoment: dJ [cm4]

Bezeichnung der Ableitungen: ac) . (
, de
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Gleichgewichtsbedingungen am Element, siehe Bild 20:

N'-Q+p a=0 (tangential)

y

N+ Q+ p,a =0 (normal)
M-Qa = 0 (Verdrehen)
oder:
V-Q=-ap,
% M+ N = - ap,

Das Elastizitétsgesetz ergibt sich aus Gl. (6.5).

Es wird:
D=ETF ; K=EJ
_EF ,_. EJ .
N = == (vi+ w) + ;3— (w + w ?
M = Eéi (w + w)
a

Der elastische Drehwinkel ¢ ist, siehe Bild 21:

=

1 .
z (v-w)

Einsetzen der Gleichung (7.3) in die

v o+ W =
J o .
v+ ow o+ 5 W'+ 2w + w) =
F-a
J
= Kk
F'a2

Gleichung (7.2):

<]

=

.Im
RN

el
]

)
S

(7.1)

(7.2)

(7.3)

(7.4)

(7.5)

Dies sind die den Fliggeschen Dgln. entsprechenden Dgln. des

Kreisbogentrigers.
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pie Differentialgleichungen des flachen Kreisbogentrigers mit
Dolnellschen Ndherungen

In den Gleichgewichtsbedingungen Gl.(7.2) wird die Tangential-
komponente des Querkraftinkrementes vernachlissigt.

¥ = - a py (7.6)

Das Elastizititsgesetz lautet, vergl. Gl. (7.3):

EF . BJ .. w
N = = (v'+ w) M = ;§ w A B 3 (7.7)
Einsetzen der Gleichung (7.7) in die Gleichung (7.6)
2
- . - .é_
v + w = 0 py
(7.8)
a2
V. +w + kw = - =~ p
EF ?

Das elastische Potential des flachen Kreisbogentrigers.

Das Potential 7T der inneren Krdfte setzt sich aus dem Anteil
der Normalkrdfte 7 (M) nd dem der Biegemomente ﬁi(B) zZusammen :

Die Dehnung der Bogenachse ist:

(v'+ w) (7.9)

@IH

£=

Die elastische Kriimmung der flachen Bogenachse ist nach Donnell:

2= = W (7.10)

Dann ist mit dem Elastizitdtsgesetz Gleichung (7.7):

(m %
/ NéEady = 2’/°-%£(v'+w)2d<p (711)
o
- fMaeadyz -—j £ (w)2dg (7.12)
EF = konst. ; £EJ = konst.

%
T; =1 f(v +w) do+ g%f(w")qu; (7.13)
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Wendet man auf die Gleichung (7.13) den Eulerschen Variations-
prozel an, so erhflt man die homogenen Gleichungen (7.8). Damit
beinhaltet das Potential (7.13) die gleichen Naherungen wie d1e
Differentialgleichungen (7.8).

Das Potential der Huperen Kridfte und der Randkrifte an den Stel,-}f
len ¢ =0 ; g, ist nach Bild 20 .

% .
. . ;. 1%
My=-24g = a;f(pz w-pyv)dp-[VveMgw-aw:] (714)
Der n - parametrige Ansatz nach Trefftz lautet:
n
W= owy ot Z Cy Wy =
e (7.15)
T=v_ +2 ¢ Vy ‘
ve1
Dieser Ansatz geniigt den Bedingungen, siehe Gleichung (7.8)
2
v oW’ = -2 9 vy + W, = 0
o ) EF Ty v v
. vorn al
Vo+wo+kwo=‘f}?"pz vv+wv+kwy,=0

Einsetzen des Ansatzes Gleichung (7.15) in das Potential
T=T; +Tg

und DPifferenzieren nach der Konstanten Cq ergibt die s~te Be~
dingungsgleichung zur Bestimmung der c .

s-te Gleichung: gZT =0 (7.175
s

=

Zundchst wird N i betrachtet. Man beachte:

oawy BL -y LE g GE -y
dcs =Ws Bcs ~ 51 dcg Ws T Ve (77312:;
Ti _ EF

g,_-; = /f(v+w)(vs+w5)d¢+kfw we dtp/

Z—’?; i %F_M]V"b Wive dy 2/(7'* W) ws + kW w5 (719),
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Teilintegration mit Integration von v; und w_.
5 %
X °

EF .. _
e " [v PR )V rh (W Wy — W w)]‘7

%
-—%f-o/( +w)vsd(p+"—“f(V +W kW) wg dy

(720)
Tinsetzen des Elastizitdtsgesetzes Gleichung (7.7) in T,
Gleichung (7.14):

%
ﬂa“r;/(pzw pyv)dqz-————[v +wlvek(w"w'-w"’ W)]o (7.21)

Einsetzen des Ansatzes Gleichung (7.15) und partielles Differen~
zieren nach cs-

0y EF
5es w5d<p a/pyvsdyl [(v3+ws)v+(v W) vs
.- %o
+h{Ws W'+ W " ws - wg w~w"'w3)]
4
= Yo Yo %
a7 e — et e —ens o
Tﬂna]pzwsdgo—%/pyvsdg)-——%ﬁ/(v +W)vs +k (W wg - W ws)} -
[

1%
——%L[(vs'+ws)\7+k(w5"Vv"—ws'"w)]o (722)

[}
Die gesamte s-te Gleichung ist nach Gleichung (7.20) und G1.(7.22)

ol _ o , 0Ty
d¢s

Ocs dcg
at er % er
acs = / —a—— Virw') +a'Py]'Vs de +f [T(V'+W+kw'°"+apl)]wsdlp +
0 N
=0, s0(78) =0 500(78)
" EF

e 1% - %
'a—[(V‘+ W)vs+k (W wg - W W,)]o - -gf[(v W) Wy *k(W"Ws"W"'Ws)]oo—

aus T;

—— . — Y3 mn coe ?
—%F[v(vs W) K (W Wy~ W W )]oa

(723)
aus [N-v]% ous[H-v]* ousrawl®
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Die Trefftzschen Gleichungen fiir verschiedene Lagerungsarten

l. Beidseitige BEinspannung

Alle Randterme sind in W;
enthalten.

Aus Gleichung (7.23) erhdlt man:

]

% 5
[v Vg+ Ws) +k (W ws ~ W wy )]50—0 (7.24)
-9, ‘|
Die Gleichung wird mit den Randbedingungen ¥ = W = W= 0 fiir

v =9, und - P identisch erfiillt.

2, Beidseitig gelenkige Lagerung

In M, entfdllt der Randterm
9 4,
[m-s], =[M&]

%
Damit ergibt sich aus Gleichung (7.23):
%
[-V(vs +we ) +k (W w +st---)]¢ =0 (7.25)
30
Diese Gleichung wird mit den Randbedingungen ¥V = w = W "= O flir

=9 und - @ identisch erfiillit.

3, Elastische Lagerung mit zweli Verschiebungsfedern und einer
Drehfeder

lea] - [ea] = S 5 [] =

fir 9=y, und -g, gilt:

kp cm

veey N, =€ M w=fQ (I



VIKA
Text Box

VIKA
Text Box

VIKA
Text Box

VIKA
Text Box

VIKA
Text Box

VIKA
Text Box

VIKA
Text Box

VIKA
Text Box


- 181 -

Das Potential der inneren Krédfte vergrofert sich um den Betrag:

(€ 2 +%
M- e N - a e ey (7.27)
~Jo
Einsetzen des Elastizititsgesetzes Gleichung (7.3 ), des Trefftz-
schen Ansatzes Gl1.(7.75) und Differentiation nach cq ergibt:
=(€)

BT _[(EFV e (oes arifue |13 O R
3—65'-——[(7) Ey (V" + W ){vs +W5)""(a——) FEGW W T+
EIV . e 7P
+(a?) ED'W Ws ]_?
()
EF V2 N 20 e v A e, een]
-{T) [sN(v W) vs +ws) + k[ Ep W W -7 €W W )*SP
(]
(7.28)
In Gleichung (7.23) sind alle Randterme zu beriicksichtigen. Aus
Gleichung (7.23) und G1.(7.28) ergibt sich die s~te Trefftzsche
Gleichung zu:
+%
[V(Vs'«f w5)+k(W'w5“-st'")] . + -i—F[E,,(V'+W)(vs'+ws) +
~Jo
=0 R — 00 6O ess ,
+K2 (6 W s - Ay Eg W e ')];-o (729)
“Jo

Die Gleichungen (7.24), (7.25) und (7.29) sind die Elastizitédts-
gleichungen fiir die jeweiligen Lagerungsfiélle. Sie sind auf Seilte
182 in einer Tabelle zusammengestellt. Die Trefftzschen Gleichungen
liefern die exakte LOsung. Sie sind flir asymmetrische Triger mit
der Belastung p, = konst. ;3 p. = 0, also einer konstanten Normal-
belastung, ebenfalls in der Tabelle, Seite 182 angegeben.

Die Ansatzfunktionen w; ¥ fiir konstante Normalbelastung p = konst.

Das Dgl.-System ist nach Gleichung (7.8)

v+ w =0

N cose 3,2 (7.30)
v +w+ kw =~-3F Py
Eine Partikularlodsung ist: .
2
a
W, = - Fm D, H v, =0 (7.31)
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g= \\\,QN Q s\am!w*§0|woul¢|\\$

2+ ,6 2+ (¥12-46)'+ X ml%uu

bunjspjaqiowaoy Jsjupisucy Jsjun

sJabgrjuabogsialy sep usbuniabay UBPEIYISIIN

M UBUONNUNIZIDS UY

jedp Jny usbunydialy usysszjjyady aig

..a>s\s o , s
2 . sm om0y 22 g M%)+ ’
g = \ANQNJV o&GNC@[+§0N+ &ON\N« :7=$ 0= M« e 7 ML T3, "
0= \.&wa oy £ mq mu+m§ (92, %0+ NQM’- Fag. x- . mm§+.w>:.3*.uvzw‘\klww+ :&chSfmhmkxm
zw 1]
\.« %7+ B lay) ﬁ + %7+ §\.§\a&w\ ¥+ , i
B LI Smom) o e (M SA)se |0y
I gL Y hy B Op 6, C 5 .
+,\‘?§m qwm\uisu %um g\ln\ I=s
- £ 29 5 In_11 2433 ) 00,
g-={ %&uh&uzqmuw A A
O=(%7+,50z21)%7.59+ 2= 4.4 VRN
5, TN
u\.@ *~§wu+:§£o§¢+ No\.u.%l %Baz. 5+ 0= Mm Smop s m;..xlifrﬁmkﬂr.im-m C
z
(7 Bog) By (B0 Ly yes |
£ K3
0= (Bf-Fo-Lhjdd ) awm
0= (%% Bhg)zy s _
u\.mu*.mo&wu.‘.m«*\wnmsmu.*NQ.MI %175~ 0= ?...m?..\ml..m\s.R»«.wmm\s.*.mimw
n«msGTm@@iN@N\.«lns@l £ 0||¢ N 92-) :4=$
m
urawsb o U0y = 43
42 aip upy uabunyaia)bsbunwwnsag vabunyaizg mSm\P 1j94 %
€5 _ £ 29 _ S5 o psucy=d
b €3 & 4] & b A
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Die homogenen Dgln. (7.30) lassen sich liberfilhren in:

s00s0

w = 0 (7.32)

Der symmetrische Teil der allgemeinen homogenen Losung und damit
der homogene Teil des Trefftzschen Ansatzes ist:

3
2 ey wy = €y (9°-24k) + 0 9P+ g

g (7.33)
ZCVVYK"C15"C2 ‘C3(p
Va1
Damit muB sich W =wy +Z Cywy =2 W und
Vel
3
Vevy+p.Cp Vy = v ergeben.
Vel

7.2 Die Trefftzschen Gleichungen flir schwach gekriimmte Kreis-
zylinderschalen durch Variation des elastischen Potentials

Das elastische Potential der schwach gekrimmten Kreig~
zylinderschale

Es wird die FPliiggesche Theorie mit den DKJ - Niéherungen
gemdp den Ausgangsgleichungen des 6, Kapitels benutzt.
Es ist gnstig, den Membrananteil T} M) und den Biegean-—
teil TT( ) im Potentisl der inneren Krafte Tl'i getrennt

darzustellen.
)
Es ist: 7za7rf” (AU S AN (7.34)
’//{nx Ef(mw'upeso )+r1,“P Yx‘:))dx dy (7.35)
7(,- -*Z—[/(mx-xx+m¢aekp+2mx¢~aew)dxdy (736)

Mit dem Elastizititsgesetz Gl. (6.5), den Verzsrrungen
der Schalenmittelfliche und den elastischen Krilmmungen
ergeben sich die Gl. (7.35) und (7.36) in Abhingigkeit
der Verschiebungen u, v, w.
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Es ist zweckmdpig, mit den Verdnderlichen x und y = a -9 zu
rechnen.

Fir die Differentiation gelten die Bezeichnungen:

(o173

+

Erui R 5"—‘;’ =) (7.37)
Dann lautet das Elastizitdtsgesetz Gl.(6.5 ):

n, =D (W' + pvt+ p g)

n@ = D (v++ p‘u‘+ g)

Txo® Yox ” D 1"2"& (u'+ v) (7.38)

meo= on (w's pow')

my = K (wh o uw)

mxwa mq)x = K (1~u) w't

Die Querkrdfte ergeben sich aus den Gleichgewichtsbedingungen:

5 a, = K (we W) (7.39)

"+
)
¢

q, = K (w" + w

Die Verzerrungen der Schalenmittelfléiche sind:

E}((M) =u E((pM)= vie X Yi¥)= uts v (7.40)

Die elastischen Kriimmungen sind:

"+ .
. =w'; & =w't, Ay = W (7.41)

Durch Einsetzen von Gl.(7.38 bis 7.41) in die G1.(7.35) und
(7.36) ergibt sich:

7ri(m= —g—/f[(u’+pv++p —‘ai)u'+(v++,uu'+ %)(v”%’“)*
(F)
+léiL(u++v72jdxdy (742)

7[;_(t?)‘= %f[[{wll+yw++)wll+(W+++,LIW”) wts
(F)

+2(1—p)(w'+)2]dxdy (7.43)
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Das Potential der &duferen Krdfte ist ohne die Randterme:

My =-2Aq = ﬁ (Xu +Yv ~ Zw ) dx dy (7.44)
(F)

Es soll jetzt noch gepriift werden, ob die Ndherungen im Potential
denjenigen in den Donnellschen Gleichungen (6.4 ) enisprechen.
Hierzu werden die Eulerschen Differentialgleichungen des Varia-

tionsproblems gebildet. Sie miissen mit den Gl.(6, 4 ) iiberein-
stimmen.

Minimalprinzip:
T = ffF (xy v, u, uly u+, V,y V+’ W', va WH) dx dy = Extr.

Eulersche Gleichungen:

[Fl -0 -2F 3 0F o of

du Ox au' a8y out
[Fly-0-B8f _ 8 8F _ 8 oF

3V " Bx ov By ovF (746)
_8F 8% 3F . 82 BF 42 aF
[Flw=0 “aw T ax2 aw' © ay2 aw™ ' Gxdy aw™

Man beachte die Symmetrie der Operatoren in den Eulerschen
Gleichungen.,

Wie man erkennt, sind die beiden ersten Gleichungen nur auf 'ﬂ'(m
und TT und die letzte Gleichung auf Tf( Jund TT anzuwenden.

Ausfihrung der Gleichung (7.46)

2 2 ' -
“[T[F]u =+5 X *Zu”+pv+l+p~‘g« +pv+’+/_4 %’4-———«72” 2Wev™) =0

T+ 4 X

i~ :
u'e Syt AR B & (7.47a)

+

Dies ist die 1. Differentialgleichung, die das Gleichgewicht

in x - Richtung beschreibt.
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Entsprechend ergeben sich die beiden anderen Gleichungen

1+ - .*.

Bt ey lz,u Ve __% (747b)
Cw w 2 Z )

Mg + g * g rkdsew T D (747¢)

Diese Dgln. (7.47) sind indentisch mit den Gleichungen (6.4 ),

Die Ableitung der Trefftzschen Gleichungen durch direkte Varlatlon

des elastischen Potentials

Der Ndherungsansatz lautet:

U= u, +2 Cy Uy
2

T=v, 430y vy (7. 48)
vz1

o= w +§ Cy Wy

Das Funktionentripel Uys Vs W erfiilllt die vollstdndigen Glei=
chungen (7.47). Jedes Tripel Uy, Vy, Wy erfiillt die homogenen
Gleichungen (7.47).
Die Bedingungsgleichungen fiir die ¢y lauten:
aw
0 cs

-0 s=12...v,...,n : (749)

'

Die Differentifitionen werden fiir die Anteile von Ti getrennt
durchgefiihrt.

M) .
Einsetzen des Ansatzes (7.48) in den Membranantell ﬂ'i, Gl.(7.42)

und partielles Differenzieren nach Cq
(m

g - 2“(/}/[@ FpT B ) Uy T (U g e )
F

+{(vrepuu'+ E)(v + —Zf) (V*——g—)(v;+pu; +—Vé3) +

a :
+2 L@ vyl +v5 )] dx dy , (750)
T(H) oy @ . We
fo[uwv L )u5+ Viepd + L) (vi+ )+

+—“2-/i(a++V')(u§ +vs )] dxdy (751)
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Durch Teilintegration in x-und y-Richtung werden nicht abgelei-

tete Funktionen ug und v, gewonnen,

(M) x=L . W a9
Go - oflmven )%mew+0ﬁ”+w”34%ﬁ2;
y=a-G
+D [1—1‘i o+v )vsjdy+D [1 E g +v’)u3}dx -
y=-ag,
—Df)/]U"+pV'*+p —‘? + -!_T'U-*(J“V")]Us dx dy -
(F,
- DMV+++“U'++-: + ,_Z'u (U”+ v”)] Vg dx dy +
(F)
+off[7t epi'+ ) 75 dx dy (7.52)

(F)

Einsetzen des Ansatzes (7.48) in den Biegeanteilﬁ'&lﬂ_ G1.(7.43)
und partielles Differenzieren nach Cgq

—,<e)
+(W“+pw Ywat+ W (W pwy ) +
+h(1-p) W ws [ dx dy (7.53)
T( ) ) _++ [ o = ++
~a—c—s—- Kf/[(w ruwt)wy o+ (W uw" ) w't +
(F
D e2(1- p) Wt wg*) dx dy (756)
Mit zweimaliger Teilintegration erh&lt maen in den Doppelinte-
gralen dle Veranderliche Wy xol
L e N R
y2a%
/[(w**qx"”)w fdx - /'[(w+fr+pwllf)w] dx +
yr-af LA
[[(1 ) w' ws]dx —f[(! -ulw'™ w,]dy *
y:-ag(, Y
%
- W wgt | dy = [[(1-p)w" ax +
oflv-w 7w [ [l 05
5" s 2uw® o @ e 201-) " g dxdy} (755)

(F)
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-l
.‘_9._75‘_8)- K/[(W”*,UWH)WSJD’Y K/[(W”/+ ") w ]):7'}' +

X=0
Y*9%

+K/[(w +,uW")w3] dx—K/[(vV”“W"*)ws dx +
X ye-ag x veon

+Kf[(1-u W“ws]dx +Kf[(l - W ws]dy +

xef

+K//AA W ws-ox dy (7.56)
(F)

Einsetzen des Ansatzes (7.48) in das dutczre Potential TT und
rartielles Differenzieren nach cs ergibt:

gc5 - "]/XUS +Yvs - Zwg)dx dy (757)
FN) 5= (8)
T
Man erkennt, dag in der Summe ‘ZZ BZ[I . ﬁdfa ,
S S s

slehe Gleichung (7.52), (7.56) und (7. 57), die mit Ugs Vo W
multiplizierten Klammerausdriicke gerade die 1., 2. und 3. Diffe—
rentialgleichung des Systems (7.47) sind. Mit den Bedingungen
an die Ansatzfunktionen #@, ¥, W werden diese Differentialglei~
chungen identisch erfiillt, so dap die Doppelintegrale verschwin-
den,

//{[“”+——y——++ L 12 V’*,glé. W'+ DLX]us +

N 2
IIVD
T i oot D=l e Wt _
+[L2 u +v +’“2—'V +%*EY]V5
=w0
—[,u a'+ \7++%+k02(AAW)+% Z]wsfdxdy ={ (7.58)
=0

Sémtliche Randintegrale sind ungleich null und damit Anteile
der Treffizschen Gleichungen.
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Die Anteile Aﬁh bel Vorhandensein aller Randschnittgrogen

Da die énsatzfunktionen die Randbedingungen nicht erfiillen, ent-
stehen aus den lLagerreaktionen folgende Zusidtze zu ﬁg.

X=l yra-g
2T, -_/[ﬁ(ﬂ V + Fgy T + My W*"'”ﬂ'fyx W'-—E‘P W]dx -
x=0 yrrog
Y=o Xl
~J[Fs T+ By ¥ 7y W+ g -G, Oy (7.59)
Y= -ag, ws

Piihrt man in Gleichung (7.59) das Elastizititsgesetz Gleichung
(7.%8) ein und differenziert nach Cyr erhdlt man die in der Ta-
belle 5.195 in den Spalten 2 und 3 stehenden Terme. In der Spal-
te 4 sind sie nochmals allgemein dargestellt.

Fir die erste Zeile in der Tabelle S. 195 ergibt sich z.B.:

a N _y.:a-% a L . i y=a-¢,
dtlvle | o [ i)
- y=a g
=—Ux//(\7++,uﬂl+-\g‘)vsquf(a%_ |
_axf[(v;wu; % v]:ég: (760)

Bei allseitiger Einspannung sind alle Terme bis auf @ X-’v?+ und
— — s . . .

mxcp W' zu beriicksichtigen, da mcpx und qu) an den Réndern iden-
tisch null sind.

Die Anteile Aﬁa bei fester Lagerung an den Kdmpfern und gelen-—
kiger und verschieblicher Lagerung an den Bindern.

x=L y=ay,
oTy, = -[[ﬁy,wm,,a + Fgx W' -Gy W | dx -
Xx=0 y=-a'%
Yo% x=l
[Py  + Ty W - 7,7 ]ty (761
y=-a-g, x=0

Die Anteile AF,‘ bei allgemeiner elastischer Randlagerung

Durch Randglieder oder Durchlasufwirkung entstehen elastische
Randlagerungen. Die elagtischen Nachgiebigkeiten werden durch
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Federzahlen £ ausgedriickt. Die Verformungsenergie in den Federn
vergrépgert das innere Potential T

’Die Federzahlen werden durch folgende Gleichungen festgelegt:

An den Kdmpferrdndern ¢ = a'cpo und ¢ = - a.q’o:
Vg = Ean nq)
ug = € ‘n
, Rox  PX

P
‘M
Mox 9%

we =~-E g

] 3
we=6

An den Binderrdndern x = L und x = O:
U = £ 'n

n, x
Ve = &p My
xe
! (e
wg = € cmy (763)
X
4
wg = € - m
€ qu) X
Weg = - qu-qx

Bei starrer Lagerung sind die Federzahlen null. Bei freiem Rand.
entfallen die entsprechenden Anteile in a f,‘ von vorueherein ungd
aupBerdem die Anteile in Aﬁa .

Gemdp den Gleichungen (7.35) und (7.36) ergibt sich o zu:

®=l y=a9,
V.Y -—-/[nq, Vg * Mgy - u€+m,,w5 +m9,we %WeJd" +
y=-a-g
"9 XL .
2 [Ay T + g Ve + Py W + Pixg Wy - G, WE]dy (764)

ye-ag xa0
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‘insetzen der Definitionsgleichungen (7.63) ergibt:

Xeol .
y e
7 1 ~2 2 d w2 =2
oy = [[ony 5 + Engu Ty + Emy T+ mpe i + 0, | n
x=0 y=-e
; y=aY, xal
.2 =2 =2 ‘ =2 =2
+2_[[5nx"7x * Enyg g * Emy Mx * Emy, Mxyp + E»qX]xdgt (765)
ye-a-¢, ¢

ach Einfiihrung des Elastizitdtsgesetzes Gleichung (7.%8) und
les Trefftzschen Ansatzes Gleichung (7.48) wird

8ol
i} Cs

rebildet., Die einzelnen Terme sind in Spalte 4 der Tabelle
3. 195 gzusammengestellt.

"ir den Ausdruck 1. Zeile, 4. Spalte ergibt sich 2.B.:

RN T A 9 (1 [X‘L )2 oy
-4 et W
= | 5 || & -7 ]dx - —-/En (V AT + - ]dx )
dcg (2,‘[[0"«? ‘hy,_,%) Dfs(zm ? L A
Xl
"[En.,(V++HU/+%')(V;+}IU‘S+%§-)C1X (7.66]
*=0

Es 18t nicht sinnvoll, mit den reziproken Federzahlen -én,
ien Federkonstanten ¢ = —é— zu arbeiten. Zunéichst sind in
liesem Fall die Randterme viel einfacher, weil sofort nur

ile Randdeformationen erscheinen.

Xl y=a-f el ag-
R R e I VL S o
2.Bet Uy Fhy V=g,V ‘E—/[Ecyv Jax -cvﬂv%]dx

x=0 Y@ y=-ag,

Bel starrer Lagerung sind die Federkonstanten jedoch un-
endlich grof, so daf dilese Darstellung versagt.
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1.3 Die Herleitung der Trefftzschen Gleichungen fiir schwach

gekrimmte Kreiszylinderschalen mit dem Prinzip der

virtuellen Krifte

Entsprechend zu den Betrachtungen am Balken und an der Platte
(Kapitel 3 und 4) 1ldgt sich auch hier wieder eine einfachere
und damit leichter iiberschaubare Ableitung mit Hilfe des Prinzips
der virtuellen Kréfte erzielen, Das Prinzip lautet fiir die Kreig-
zylinderschale mit homogenen Randbedingungen:

dA =0 =[[{eydng + xdn, + By ey +

(F) .
+t dmy + % Oy + 2 ey Ty } ax dy (767)

Das Prinzip besagt: Veridndert man die Schnittgripen eines im
Gleichgewicht stehenden Systems um virtuelle Betrige 6n, Om, ;
80 18t die mit den wirklichen Verformungen entstehende virtuelle
Arbeit null. Die eingepridgten Kréfte werden nicht variiert. Die
Energieaussage beinhaltet die Vertridglichkel tsbedingungen der
Verzerrungen. Mit den Gleichungen (7.40) und (7.41) sowie dem
Elastizl tdtegesetz Gleichung (7.38) erhdlt man fiir die Néherungs-
funktion u, v, W:

dA=0=0ff{(v"+ &) g(v*spya'+ E)+ @' g(@ suv+ Lw) +

(F) -
+ LB (a7 ) o (Tt V')}dx ay +

LS )

K[[{Ws (W' pw*t )+ 5 S (WHepw") + ‘
()
+2(1-1) w'*dw'*} dx dy (7.68)

GemAp dem Trefftzschen Ansatz Gleichung (7.48) werden die vari-
ierten Funktionen definiert:

_ I . - v , = oW P
W =Fe; i Tmger e dW-FEc (2844

Durch Einsetzen dieser Gleichungen in & X erhilt man die s~te
Gleichung: ’
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0A =0 =cs Dff[(7"+ L) (vg+pug+ ) +
F)

+U'(u's+/.1vs++-g—w5) *

+-7—_£1—(U*+ V' ) us +vg )} dx dy +

wes K[[{"(ws' e pwg™) v 07" (Wi e pwg' ) +
B stt-p ) w" we' s Wwg! }dxdy (7.70)

Wegen der Willkiir der cy mup die Summe der Doppelintegrale null
werden. Durch Teilintegration werden die Funktionen Ugs Vs Wy
differenziert, so dap das homogene Dgl. - System (7.47 a, b, c)

in den Verschiebungen Ugs Vgs Wy entsteht.

x=l 2d o a9
dA = 0 = D/[v v+ pub +J)fdx + 0f[alus +puvs +u —g)]dy +
ok ow
ros
+Df—‘y—[u u5+vg)]dx + [V(Us+Vs ]D'Y‘
yr-a-%, y.-u%

—D//U/US Vg +Iu—~§ + _u (utt+vs') ]dXdy'
(F)

—DﬂV'[vs +/Ju5+—§-+ ZE (ug +vs”)]dxdy+
(F)

,
coffwipts ¢ o %) axay +

(F)
y*a-%o x=l y=0%
+K[[W'(Ws"+,uws”)]dY 'K/[W(Ws *PWS ]dV +
y - a% x=0 y=-0-$
x=l ysa-$ x=l y*2 9
+K/[W * s+ Wg ]dx —-K/[w(ws +pw§“)]dx +
x=0 yr-a @ x=0 y--a
Xul xul
+K[(7~,u)[v17'w3 ]dx - K/(I ,u)[w ws"]n’y +
x=0 "9'0 Y'“"%
yrQ @p
+K(7 p)[w ]dy K/(1 ~p)fw ws ]a’x -
y=aG
+K//w[w5'”’+2pw,""+ we e 2(1-u)ws ']dxdy (771)
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Die eckigen Klammerausdriicke in den Doprelintegralen bilden
die homogenen Differentialgleichungen (7.47). Sie werden nach

Voraussetzung von den Uy Vg wy erfiills.

Damit verbleiben die Randintegrale, die gleich den im Abschnitt
7.2 abgeleiteten Termen der s—ten Trefftzschen Gleichung fiir die
allseitig eingespannte Tonnenschale zusdtzlich der Ausdriicke fir
die Drillmomente sind. Es sind die Glieder der 3. Spalte der
Tabelle 5.1965.
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Zusammenstellung der Terme der Trefftzschen Gleichungen fir die .
kreiszylindrische Tonnenschale mit aligememner elastischer Lagerung an den Randern

aus T
1

Rondterme aus a g

Anteile ous oX; (aligem. elost. Logerung on oflen Rondern)

Z

3

(2+3)

4

+Df(V*+,uE’+ %}vs dx
X

=t W
—gf{v U+ ) v OX

“Dﬁv;+pu's ++v;5- )V dx
zx

d
—E!nlfvdx

¢-DfE,W{v +,uu + —J{vs +jug + w} dx

+DJ%& (T ¥') ugdx

0fBE @+ v us o
x

m[’—?‘—mpv;mdx
* -

-
3c; xf My U dx

u)? ,
+92f5nx50 in (T + 7 Mug' + ve ) dx
»

+Kf{W”+yW"}w5 dx
X

- KﬁW”ﬂJW” ) w;dx
x

—Kf{ws#ﬁu ws )W dx
x

d +
-3 Jmpwdx
ﬂrsxf{p

K ffm.,, (W W g+ g ) dx

—K W™+ W wy ox

_'._Kf(w-h‘f‘ " W,H‘)Ws dx
x

i

+Kf(wgm+ ws | W dx
X

a
+a—c;—fq9, w dx

+kff (W+*++\O_V"+)(W;*f+W5”+)dX

kfit-p) W™ wy ox
x

~kft-p) " wy dx
x

~K[tt-p) ws' @ dx

a t
- i, Imq,x w X

+.,'(2f.€msax(f—p)z W wy dx
x

+Dﬂa'+p\7*,+ -g* wlusdy
¥ .

—Qﬁa'mv +Ewiugay

“‘Df.’u; +;.rv3 +—'Ag.)udy
¥

d
—EL?JR"UHV

+D‘7€nx (@' +pv’ % W M ug +uvs +%w5de
v,

+BF:2J”—{G’+ V) vedy
y

—.tjyf%limﬁ 7') v dy

_Df {Us "‘Vs}‘v"dy

a
_K.an v dy

+02fsnw “—;P‘—) (G + V' M ug +vs ) dy
¥

+Kf{v_v"+yv*v”)w3’ dy
v

—J‘(Yf(W"erW”)w; dy

—Kﬁws" +uwy YW dy
i

a ;
—Efmx w' gy
¥

*Kszm, (W' + i Nwg +pwd® ) dy

'Kyf(Wmi"W[ﬂ}Ws dy

+Kf(Wm+ W'”)Ws dY
¥

+Kf(w5m + wi'yw dy
t

i
& faw

+K [ Eg (W™ + @ llwg" < wg' ) dy

+Kf{17,u)Wf*ws+dy
¥

-k fti-p) " wy dy
Y

-k ftr-piws w" oy
Y

-8 +
e, yfmx‘pw dy

+kjfemw(f-,u) w' wy dy
b

Bezeichnung der Ableifungen:

al

iy 8ty 18y +
{}’Oy a dg (7

2u bilden, diefenigen in y-Richlung on den Bindern x = .'_ und x =0.
Uie exakte Schreibweise ist:

Z— Qe Jnlegrale dber x sind an den Kampfern, oiso bei y

~t z8.:

1Zeile | 1 Spalie:

xal

Dﬁv +pi +——)v5dx —D/[rv + i +—)v5]dx
oder 7 Zeile, 1.Spalte:

oy
Df—p—{u +¥  vdy = Dj?—‘”—fu + vajdy

YOG

yoa-fo

y=-ag

x=f

=iag, und y--a-g,

Ber vilgemeiner elustrscher Lagerung ot ollen

Kampfer-und Binderrandern wird die s-le Trefflz-

sche Gleichung durch Adgition alfer Zeilen und

Spalten der Tobelle gebiidet. Dobei heben sich die

Spalfen tund 2 gegenseity ouf.

Bei starrer Logerung wird i der enisprechenden

Zeile gie Spalfe & gestrichen.

Jst eine SchnitigroBe durch die Art der lagerung
null, s st in der enisprechenden Zeile die Z,

md & Spoife zu strewchen.
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7.4, Die i~te Trefftzsche Gleichung fir die allseitig

eingespannte Kreiszylinderschale

Man geht wie bei der Platte, Kapitel 4,6 vor., Die Drillmomente
sind am Rand identisch null. Daher entfallen in der Tabelle S5.195
die Terme in der 5., und 10. Zeile, 2. und 3. Spalte, In allen
anderen Zeilen erginzen sich die Glieder der 1., und 2. Spalte

zu null. Die Glieder der 4, Spalte sind alle null,

Danit ergibt gich filr die s-te Gleichung aus der Tabelle S, 195:

yeo-g
. - 7-
dc, =0 ﬁo/[(w + HU; +~—)v]dx— “/[(ul +y/. ]dxm
1. 2eile, 3.Spalfe "2y x=0 2 Zele,3 SpaI{e
-0[[(11,+,uv +-—w)u]dy 0——‘—(/[(11, -')V]dy—
ye-ay, ye-a
6 Zeile, 3. Spalte 7Ze//e 3.Spalte

A}

L
—Kf[(wi”+w, ]dx +K(1- p)/[w W*]dx -

%=0 xv0 “a %
3.Zile, 3. Spalte 3.2eile, 3.5polte
yag
—-K/[lw, - W ')w]dy + K1~ ,u)/[w””’]a’y +
ye-afe ay
8.2eile, 3.Spalte 8. Zeile, 3.Spalte
ow *w; 8w
mkfaw, 5——-0’9 KUI-u) P —3s2" 3 ds

+K[—————4—5(AW de + K[[JAM—w]dy+

¥=0 yi-a'f
4.Zeile, 3. Spa/te 9.Zeile, 3. Spolte
+Kf d(aw;} W ds
én

29, el

+K(l,u)/[W”-w]dx +K11,u)/[w“w,+]a'y
X0 ye-a s,
5.2Zeile, 75)>a/fe 10.2eile, 1 Spaite

+K(1- ,u)f fom asan ds
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s ; n sind die Randkoordinaten. Wie bei der Platte lassen sich
die mit K(1~ p) multiplizierten Umlaufintegrale zusammenfassen,
Dann sieht man, dap sie identisch null sind.

2w, 0w ,dw 8w
- Loy i, ds =
ki u)f( 3s2  dn  8s dson )

8 6w,v.8’vv
K(f-ll)f 63( ds M}ds 0
R

Damit lautet die i-te Trefftzsche Gleichung flir die allseitige

Einspannung:
L
Yr oo
0= ~D/[(v,~f’+,uu,-' L)V -——/i (uf +v; )u/ dx —
X2 Y20
Yo ) !- xel
~0/[(q}+uv,~’+y%)ﬂ+ 7—’1(117 +v ) V]ody *
yu-0gy
H(Aw, W ow
*Kf( W - AW h )dS

Der letzte Term ist identisch mit der Trefftzschen Gleichung
fiir die allseitig eingespannte Platte.

Fiihrt man fiir die RandschnittgriBen die Bezeichnung n und

ein
Mns

. n
g (kplorn] \ o Chplerm ]
n

und fir die Randverschiebungen v_ und Vi
el

vs [em ]
wicm]
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Zunéchst wird das Verfahren von Picone - Kantorowitsch -~ Krylow
fiir die Platten entwickelt., Iliierbei sind Betrachtungen iliber die
ndherungsweise Erfiillung der Randbedingungen fir die Schnittgro-
Ben, die Ableitungen nach beiden Verdnderlichen enthalten, wich-
tig. Numerische Schwierigkeiten kodnnen sich bei den Matrizenmul-
tiplikationen des Ubertragungsverfahrens infolge kleiner Diffe-
renzen sehr grofer Zahlen ergeben. Durch Zwischenschalten des
Formédnderungsgrofenverfahrens 148t sich dies vermeiden. Auch die
verschiedenen Moglichkeiten der Berechnung transzendenter Matri-
zen werden im Hinblick auf die praktische Berechnung verfolgt.

Die Trefftzschen Gleichungen der Platte fiir alle mSglichen Rand-
bedingungen werden durch direkte Einfilhrung des Ndherungsansatzes
ins Potential in Tabellenform zusammengestellt. Die Gleichungen
fir eingespannte, Navier - gelagerte und freie Rénder sind ange~
geben, Es ist hervorzuheben, dap die Trefftzschen Gleichungen
auch gut zur Erfassung von Ausschnitten und unregelmipigen Beran-
dungen geeignet sind.

Fir die kreiszylindrischen Tonnenschalen wird nach Erdrterungen
iiber die praktischen Rechenverfahren der Biegetheorie eine ge-
schlossene Matrizendarstellung angegeben, die, ausgehend von den
Wlassowschen Gleichungen, nach dem Kraftgropenverfahren allgemei-
ne Ubergangsbedingungen an den Kidmpferréndern gestattet.

Dann werden in Lingsrichtung durchlaufende Schalen betrachtet,

die mit trigonometrischen Funktionen in Léngsrichtung nicht er-
fapbar sind. Nach Picone ~ Kantorowitsch - Krylow werden in Langs-
richtung N&herungspolynome fiir die Verschiebungen angesetzt, die
die Randbedingungen erfiillen. Das gewOhnliche Dgl.- System wird in
ein solches der 1. Ordnung transformiert. Besondere Schwierigkei-
ten ergeben sich bei den {bergangsbedingungen zu den Randtridgern.
Sie werden mit Galerkinprozefen im Mittel erfiillt.

Schlieflich werden auch die Trefftzschen Gleichungen in der fiir

die Platte beschriebenen Weise fiir allgemeine homogene und inhomo-

gene Randbedingungen der Krelszylinderschalen in den Verschiebungs-
funktionen hergeleitet und fiir wichtige Fdlle besonders angegeben,

In diesen Gleichungen ergeben sich als Biegeanteile dieselben Terme
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8. Zusammenfassung

Mit der vorliegenden Arbeit werden zwei Ziele verfolgt.

Eihmal sollten die direkten Variationsverfahren am Beispiel
des einfachen Balkens sowohl mathematisch als auch von der
statischen Anschauung her mit ihren Bedingungen und Moglich~
keiten in dualer Betrachtungsweise dargestellt werden:

Die Ritzsche und Galerkinsche Methode als aequivalentes Va-
riationsproblem fiir die Dgl. und die Treffitzsche Methode als
aequivalentes Variationsproblem fiir die Randbedingungen. Es
zeigte sich die Uberlegenheit der Trefftzschen Methode bei
der Erfiillung der hoheren Ableitungen. Die Trefftzschen
Gleichungen sind als verallgemeinerte Elastizitdtsgleichungen
des Kraft — und Formédnderungsgrofenverfahrens der Stabstatik
auffapbar. Durch die statische Deutung der Randterme, die
Einfithrung des Treffizschen Ansatzes in das Potential vor dem
Variieren und eine Tabellenschreibweise der moglichen Terme
der Trefftzschen Gleichungen sind diese fiir alle mdglichen
Randbedingungen iibersichtlich und anschaulich sofort formu~
lierbar. Auch mit Hilfe des Prinzips der virtuellen Kriéfte
lassen sich die Trefftzschen Gleichungen gewinnen - wie ana-
log die Galerkinschen Gleichungen unmittelbar aus dem Prinzip
der virtuellen Verschiebungen folgen. Die zweite Absicht war,
die direkten Variationsverfahren fiir nicht exakt, z.B. in
Reihenform ldsbare Probleme der Pldchentragwerke in moglichst
geschlossenen Matrizenschreibweisen fiir die Automatenrech-
nung darzustellen. Als Beispiele wurden die Platten und Kreig=
zylinderschalen gewdhlt.

Bei den zweidimensionalen Tragwerken ist die Reduktion der
partiellen in gewthnliche Dgln. durch Galerkinprozefe in einer
Richtung nach Picone - Kantorowitsch - Krylow von grofem praks
tischen Nutzen, da meist nur wenige Ansatzfunktionen erforders
lich sind, um eine gewiinschte Genauigkeit zu erzielen. Wichtig
ist die Vollsténdigkeit der Ansatzfunktionen. Fir einige La-
gerungsarten werden vollstédndige Funktionensysteme in Porm von
Potenzreihen, die alle Randbedingungen erfiillen, entwickelt.
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7.7 Die Ansitze fiir das Trefftasche Verfahren und Hinweise
fiir die Durchfiihrung

Wie bel der Platte (Kapitel 4.7) eignen sich als Ansatz-
funktionen u, v, w die Lisungen der homogenen Dgln., welche
durch Produktansidtze nach M. Levy mit trigonometrischen
Funktionen in Lingsrichtung der Schale zustande kommen.
Unter Benutzung der fiir praktisches Rechnen aufbereite-
ten Formeln von Rabich [ 11 } . Pir die "quasivollsténdige
Theorie" lassen sich die Ansatzfunktionen ohne grofe Zwi-
schenrechnung angeben. Rabich setzt generell die Querkon-—
traktion null.

Anstelle der Pertikularintegrale Uy Vs W, werden im all-

gemeinen die Verschiebungen des Membranzustandes benutzt.

Mit den Ansidtzen (Koordinatenursprung x = 0 in Schalen-

mitte)
rnx . m 7 nx
Upy = C; &M Psin BRE Vo =G 8" Pcos &
Woy = Cge™r¥ cos TX £=E—E—1 -=7,>;‘"x
TR
R = Radius AT

L = Ldnge der Schale
d = Schalendicke

ergeben sich mit Einfuhrung der Schalenparameter
]/ A
w = 700 d und T]’W
sowlie der Zahl at = 30 000.
Die Wurzeln der charakteristischen Gleichung:

my == #Ep Z :7.2

V’%l/Wr]i o) +a2+(7;to()
vz Vi ta? o -(nta)
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Zundchst wird das Verfahren von Picone - Kantorowitsch - Krylow
fiir die Platten entwickelt. Hierbei sind Betrachtungen iiber die
ndherungsweise Erfiillung der Randbedingungen fiir die Schnittgro-
pen, die Ableitungen nach beiden Veranderlichen enthalten, wich-
tig. Numerische Schwierigkeiten konnen sich bei den Matrizenmul-
tiplikationen des Ubertragungsverfahrens infolge kleiner Diffe-
renzen sehr grofer Zahlen ergeben. Durch Zwischenschalten des
Formédnderungsgrofenverfahrens 148+t sich dies vermeiden. Auch die
verschiedenen Moglichkeiten der Berechnung transzendenter Matri-
zen werden im Hinblick auf die praktische Berechnung verfolgt.

Die Trefftzschen Gleichungen der Platte fiir alle mdglichen Rand-
bedingungen werden durch direkte Einfilhrung des Niaherungsansatzes
ins Potentlal in Tabellenform zusammengestellt. Die Gleichungen
fir eingespannte, Navier - gelagerte und freie Rinder sind ange~
geben. Es ist hervorzuheben, dap die Trefftzschen Gleichungen
auch gut zur Erfassung von Ausschnitten und unregelm#figen Beran=
dungen geeignet sind.

Fiir die kreisszylindrischen Tonnenschalen wird nach ErSrterungen
iiber die praktischen Rechenverfahren der Biegetheorie eine ge-
schlossene Matrizendarstellung angegeben, die, ausgehend von den
Wlassowschen Gleichungen, nach dem Kraftgropenverfahren allgemeis
ne Ubergangsbedingungen an den Kiémpferrindern gestattet.

Dann werden in Lingsrichtung durchlaufende Schalen betrachtet,
die mit trigonometrischen Funktionen in Lingsrichtung nicht er-
fafbar sind. Nach Picone ~ Kantorowitsch - Krylow werden in Léngs-
richtung Ndherungspolynome fiir die Verschiebungen angesetzt, die
die Randbedingungen erfillen. Das gewdhnliche Dgl.~ System wird i
ein golches der 1. Ordnung transformiert. Besondere Schwierigkeis=

ten ergeben sich bei den Ubergangsbedingungen zu den Randtrigern.
Sie werden mit GalerkinprozeBfen im Mittel erfiillt.

Schlieflich werden auch die Trefftzschen Gleichungen in der fiir

die Platte beschriebenen Weise fiir allgemeine homogene und inhomo:
gene Randbedingungen der Kreiszylinderschalen in den Verschiebungs-
funktionen hergeleitet und fiir wichtige Fidlle besonders angegeben
In diesen Gleichungen ergeben sich als Biegeanteile dieselben Terime
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wie bei den Platten gleicher Randbedingungen. Hinzu kommen die
Membrananteile. Es ist auch méglich, die Trefftzschen Gleichungen
in einer Spannungs -~ und einer Verschiebungsfunktion abzuleiten.

Abschliefend werden Ansatzfunktionen fiir die Trefftzschen Glei-
chungen angegeben.
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