.....
......
.......

";‘::::.i;::.._.: Baustatik und Baudynamik

Algorithmen zur nichtlinearen
Stabilitatsanalyse dunnwandiger

Strukturen

Steffen Roth

e stabil
o ¢ <0
o (I)l, Py, <0







Algorithmen zur nichtlinearen
Stabilitatsanalyse diinnwandiger

Strukturen

von

Steffen Roth

Bericht Nr. 71
Institut fir Baustatik und Baudynamik der Universitat Stuttgart
Professor Dr.-Ing. habil. M. Bischoff
2020



S =
© Steffen Roth

Berichte konnen bezogen werden tber:
Institut fir Baustatik und Baudynamik
Universitat Stuttgart

Pfaffenwaldring 7

70550 Stuttgart

Tel.: 0711 - 685 66123

Fax: 0711 - 685 66130

E-Mail: sekretariat@ibb.uni-stuttgart.de
http://www.ibb.uni-stuttgart.de/

Alle Rechte, insbesondere das der Ubersetzung in andere Sprachen, vorbehalten. Ohne Geneh-
migung des Autors ist es nicht gestattet, diesen Bericht ganz oder teilweise auf photomechani-
schem, elektronischem oder sonstigem Wege zu kommerziellen Zwecken zu vervielfiltigen.

D 93 - Dissertation an der Universitat Stuttgart
ISBN 978-3-00-067327-6



Algorithmen zur nichtlinearen
Stabilitatsanalyse diinnwandiger

Strukturen

Von der Fakultat Bau- und Umweltingenieurwissenschaften
der Universitat Stuttgart zur Erlangung der Wiirde eines
Doktor-Ingenieurs (Dr.-Ing.) genehmigte Abhandlung

vorgelegt von

Steffen Roth

aus Bad Kissingen

Hauptberichter: Prof. Dr.-Ing. habil. Manfred Bischoff, Stuttgart
Mitberichter: Prof. Dr.-Ing. habil. Werner Wagner, Karlsruhe
Tag der mindlichen Priiffung: 22. Juli 2020

Institut fir Baustatik und Baudynamik der Universitat Stuttgart

2020






Kurzfassung

Kurzfassung

Die wissenschaftliche Auseinandersetzung mit der Stabilitdt von Tragwerken reicht in
der Geschichte weit zuriick. Leonhard Euler befasste sich bereits im Jahr 1744 mit dem
Stabilitatsversagen druckbelasteter Stabe. Bis heute ist die Frage nach der Stabilitét in
vielen Bereichen, vom Bauwesen bis zur Luft- und Raumfahrt, relevant fiir die Bemes-
sung und Konstruktion einzelner Bauteile sowie gesamter Tragstrukturen.

Die Analyse eines Tragwerks hinsichtlich seiner Stabilitat kann dabei in drei Abschnitte
untergliedert werden: erstens die Untersuchung des Systems vor dem Stabilitatsversagen,
zweitens die Eigenschaften des Systems an einem kritischen Punkt sowie drittens die
Untersuchung des Verhaltens im Nachbeulbereich.

Fiir eine geometrisch nichtlineare Analyse des Vor- und Nachbeulbereichs existiert eine
Vielzahl inkrementell-iterativer Losungsverfahren, die seit den 1970er Jahren entwickelt
wurden. Sie ermoglichen die zuverlassige Berechnung nichtlinearer Gleichgewichtspfade
einer Struktur, auch wenn diese in Last oder Verschiebung riicklaufig sind. In den ver-
gangen Jahrzehnten wurden diese Methoden stetig weiterentwickelt und verbessert, etwa
durch die Erweiterung auf mehrere Parameter. So lassen sich fiir Systeme mit mehreren
Veranderlichen die resultierenden Gleichgewichtspfade zu Gleichgewichtsflachen erwei-
tern. Mithilfe begleitender Mafinahmen kann zudem an jedem Gleichgewichtspunkt eine
Aussage tiber die Stabilitat des Systems getroffen werden.

Der Fokus der vorliegenden Arbeit liegt auf dem zweiten der oben genannten Punkte.
Es werden Methoden présentiert, die eine direkte Berechnung von Durchschlags- und
Verzweigungspunkten fiir Systeme ermoglichen, die durch eine von auflen aufgebrachte
Knotenverschiebung belastet werden. Hierfiir wird die fiir Kraftlastfille bereits verfiig-
bare Methode der erweiterten Systeme, die in der Literatur meistens mit dem englischen
Begriff Extended Systems bezeichnet wird, modifiziert und ergénzt. Fiir die direkte Be-
rechnung von Durchschlagspunkten wird die Residuumsgleichung fiir das Gleichgewicht
um eine Stabilitatsbedingung erweitert. Diese ist ausschlieflich an kritischen Punkten
erfillt und lasst sich aus dem Indifferenzkriterium nach Euler herleiten. Eine Neben-
bedingung, die eine triviale Losung vermeidet und die Anzahl der Gleichungen und die
Anzahl der Unbekannten ausgleicht, ergibt sich aus der Normierung der Lange des Ei-
genvektors. Fir die direkte Ermittlung von Verzweigungspunkten muss zusatzlich das
Kriterium zur Unterscheidung von Durchschlags- und Verzweigungspunkten fiir den Fall
inhomogener Dirichlet-Randbedingungen neu hergeleitet werden. Nach einer konsisten-
ten Linearisierung des nichtlinearen Gleichungssystems lésst sich die Losung mittels
inkrementell-iterativer Methoden ermitteln. Mit den préasentierten Methoden wird das
Anfangsnachbeulverhalten fiir Systeme mit inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen
numerisch analysiert, wodurch die bisherige Kategorisierung nach KOITER (1967) er-
weitert wird.

Zur Linearisierung des nichtlinearen Gleichungssystems ist die Ermittlung einer Rich-
tungsableitung der Steifigkeitsmatrix in Richtung des Beulvektors erforderlich. In der
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bisherigen Literatur wird die Ableitung mittels Differenzenquotienten angenédhert. Die-
se Methoden benotigen eine geringe Rechenzeit, ihre Eigenschaften hangen jedoch von
einem Parameter, der Grofle des Differenzenschritts, ab. Wird dieser zu grofl oder zu
klein gewahlt, ist der resultierende Fehler zu grofl und die iterative Berechnung konver-
giert nur langsam oder gar nicht zur gesuchten Losung. In dieser Arbeit werden erstmals
Methoden zur Ermittlung totaler und partieller Ableitungen, die auf hyperkomplexen
Zahlen basieren, mit der Methode der Extended Systems kombiniert. Diese Methoden
sind unabhangig von der Parameterwahl und erméglichen eine exakte Berechnung erster
und zweiter Ableitungen. In der vorliegenden Arbeit werden die beschriebenen Metho-
den auf die Ermittlung der Richtungsableitung iibertragen.

Bei der Untersuchung der Tragfidhigkeit einer stabilitatsgefahrdeten Struktur haben Im-
perfektionen einen grofien Einfluss auf die Traglast. Bereits kleinste Abweichungen in der
Geometrie eines Tragwerks oder Eigenspannungen im Material kénnen, besonders bei
schlanken Tragwerken, zu einer deutlichen Abminderung der Traglast fithren. Um den
Einfluss geometrischer Imperfektionen genauer untersuchen zu kénnen, werden in dieser
Arbeit zwei Methoden préasentiert, die sich in ihrem Umgang mit Imperfektionen grund-
legend voneinander unterscheiden. Bei der ersten Methode ist die Imperfektionsform eine
gegebene Grofle. Durch eine effiziente, sich wiederholende Berechnung kritischer Punkte
fiir eine Vielzahl an Imperfektionsformen oder -amplituden lassen sich damit kritische
Pfade ermitteln. Dies geschieht in der vorliegenden Arbeit durch eine geeignete Wahl
der Pradiktoren fir die unterschiedlichen Imperfektionsformen bzw. tiber eine zuséatzli-
che Erweiterung der Gleichungssysteme zur direkten Berechnung kritischer Punkte um
eine Zusatzgleichung zur Pfadverfolgung. Bei der zweiten Methode werden die Imper-
fektionen als Unbekannte in das Gleichungssystem eingebracht. Durch eine zuséatzliche
Bedingung, die sich aus der Variation des Potentials nach den Imperfektionen ergibt,
sowie das Einbinden der Nebenbedingung iiber eine Straffunktion lassen sich mit dieser
Methode ungiinstigste Imperfektionsformen finden. Diese Methode ist eine Weiterent-
wicklung der von DEML UND WUNDERLICH (1997) vorgschlagenen Vorgehensweise.

Abschliefend werden die hier vorgestellten Methoden und Algorithmen an einer Aus-
wahl an numerischen Experimenten demonstriert. Anhand der Beispiele wird u.a. ge-
zeigt, dass die Richtungsableitung fiir eine Vielzahl an Elementformulierungen effizient
ermittelt werden kann. Hierbei kommen vom einfachen ebenen Stabelement tiiber isogeo-
metrische Schalenelemente bis hin zu Volumenschalenelementen, die durch eine Erwei-
terung des Verzerrungsansatzes kiinstliche Versteifungseffekte reduzieren, zum Einsatz.
Zudem wird die Anwendbarkeit der in der vorliegenden Arbeit entwickelten Methoden
auf nichttriviale Systeme im Rahmen der Finite-Elemente-Methode mit vielen Freiheits-
graden nachgewiesen.
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Abstract

The scientific debate on the stability of structures goes back a long way in history.
Leonhard Euler dealt with the stability failure of pressure-loaded bars as early as 1744.
To this day, the question of stability is relevant for the design and construction of
individual components and entire supporting structures in many areas of engineering,
from civil engineering to aerospace.

The analysis of a structure regarding its stability can be divided into three sections: first,
the investigation of the system prior to stability failure, second, the system properties
directly at a critical point and third, the investigation of the postbuckling behavior.

For a geometrically non-linear analysis of the pre- and postbuckling behavior, a variety
of incremental-iterative solution methods exist, which have been developed since the
1970s. They allow the reliable calculation of non-linear equilibrium paths with snap-
backs ans snap-throughs in load and displacement. In the past decades, these methods
have been continuously developed and improved, for example by extending them to
multiple parameters. Thus, the resulting equilibrium areas can be determined for systems
with several variables. Furthermore, conclusions can be drawn about the stability of the
system at each equilibrium point with the help of accompanying measures.

The focus of the present thesis is laid on the second of the above-mentioned issues.
Methods are presented that allow a direct calculation of limit and bifurcation points
for systems loaded by an externally applied nodal displacement. For this purpose, the
method of extended systems, which already exists for force load cases, is modified and
supplemented. For the direct calculation of limit points, the residual equation for equi-
librium is extended by a stability condition. This condition is only fulfilled at critical
points and can be derived from the indifference criterion according to Euler. A constraint
that avoids a trivial solution and balances the number of equations and the number of
unknowns is obtained by normalizing the length of the eigenvector. For the direct de-
termination of bifurcation points, the criterion for distinguishing limit and bifurcation
points for the case of non-homogeneous Dirichlet boundary conditions must also be de-
rived accordingly. After consistent linearization of the non-linear system of equations,
the solution can be determined by incremental-iterative procedures. With the presented
methods the initial post buckling behaviour according to KOITER (1967) is analyzed nu-
merically for systems including inhomogeneous Dirichlet boundary conditions, whereby
the previously described categorization can be extended.

Due to the linearization of the non-linear system of equations, it is necessary to deter-
mine a directional derivative of the stiffness matrix into the direction of the buckling
vector. In the existing literature, the derivation is approximated with difference quoti-
ents. These methods require only a short computing time, but depend on a parameter
to be selected. If this parameter is chosen too large or too small, the resulting error is
too large, respectively and the iterative calculation requires more iterations or diver-
ges within a finite number of iterations. In this thesis, methods for determining total
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and partial derivatives are combined with the method of extended systems based on
hyper-complex numbers for the first time. These methods are independent of parameter
choice and allow an exact calculation of first and second derivatives. Moreover, in the
present thesis, the described methods are applied to the determination of directional
derivatives.

When investigating the load-bearing capacity of a structure at risk of stability, imper-
fections have a major influence on the critical load. Even the smallest deviations in the
geometry of a structure or residual stresses in the material can lead to a significant re-
duction in the load-bearing capacity, especially in the case of slender structures. In order
to investigate the influence of geometric imperfections more precisely, two methods are
presented in this thesis, which differ fundamentally in their handling of imperfections. In
the first method, the shape of the imperfection is prescribed. By an efficient, repetitive
calculation of critical points for a large number of imperfection shapes or amplitudes,
critical paths, also called fold lines, can be determined. This is done in the present work
by a suitable predictor choice for the different imperfection modes or by an additional
extension of the systems of equations for the direct calculation of critical points by an
additional equation for path tracing. In the second metho, the imperfections are in-
troduced as unknowns into the system of equations. By using an additional condition
resulting from the variation of the potential energy with respect to the imperfections as
well as by including the constraint via a barrier function, this method can be used to
find unfavorable imperfection shapes.

Finally, a selection of the methods and algorithms presented in this thesis are demonstra-
ted in numerical experiments. Among other things, the examples show that the directio-
nal derivative can be efficiently determined for a large number of element formulations,
from simple truss elements to isogeometric mid-surface shell elements to solid shell ele-
ments, which reduce locking effects by an extension of the strain ansatz. In addition,
the applicability of the methods developed in this thesis to non-trivial systems within
the framework of FEM with many degrees of freedom is demonstrated.

v
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Einleitung

,Es bewegt sich alles, Stillstand gibt es nicht“ schrieb der Kiinstler Jean Tinguely in
seinem Manifest , Fiir Statik” im Jahr 1959. In einer Welt ohne Stillstand kann es somit
auch keine Stabilitat geben, leitet sich der Begriff der Stabilitdt doch vom Lateinischen
stabilis ab, dass mit fest stehend iibersetzt werden kann. Anders als in dieser radikalen
Verneinung der Stabilitdt im Sinne statischer Gleichgewichtszustande, die aus dem Zitat
Tinguelys abgeleitet werden kann, ist die Existenz stabiler Zustande, aber auch deren
Grenzen, in vielen wissenschaftlichen Disziplinen von grofler Bedeutung. In der Kernphy-
sik etwa, in der die Stabilitéit eines Atomkerns gegeniiber radioaktivem Zerfall untersucht
wird. Auch in den Wirtschaftswissenschaften oder der Thermodynamik werden Systeme
auf ihre Stabilitdt und deren Grenzen hin analysiert. Dabei stellt sich immer die Frage
nach der maximalen Grofle einer auf das System einwirkenden Storung, die gerade noch
zu keiner signifikanten Abweichung in der Systemantwort fiithrt (vgl. ScHMITZ (2016)).
In der vorliegenden Arbeit geht es um die Frage nach der Stabilitat in der geometrisch
nichtlinearen Strukturmechanik. Neben dem Verhalten der Struktur im stabilen und
instabilen Zustand ist vorrangig die Frage nach der Berechnung stabilitatskritischer Zu-
stande von Interesse.

Im folgenden Abschnitt wird zunéchst kurz die Motivation erlautert, die zu dieser Arbeit
gefithrt hat. Es folgen ein kurzer Uberblick iiber den Stand der Technik, die Ziele der
Arbeit sowie deren Gliederung.

1.1 Motivation

Die Frage nach der Stabilitét einer diinnwandigen, druckbelasteten Struktur ist in vie-
len Bereichen der Ingenieurwissenschaften von grofiem Interesse. Dabei wird der Begriff
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haufig im Zusammenhang mit dem Versagen eines Bauteils oder eines gesamten Trag-
werks in Verbindung gebracht. Die Versagensszenarien des Knickens, Biegedrillknickens
oder Beulens sowie die rechnerischen und konstruktiven Vorschriften, um eben dies zu
vermeiden, sind fiir die jeweiligen Strukturen und Werkstoffe in den entsprechenden
Normen geregelt.

Daneben gibt es seit einigen Jahren immer mehr Forschungsarbeiten mit dem Ziel, Sta-
bilitdtsversagen gezielt zu nutzen. Beispiele hierfiir sind z.B. die Untersuchung und
Entwicklung auxetischer Metamaterialien (LAZARUS UND REIS (2015)) oder die ge-
zielte Verdnderung der Topografie und damit der aerodynamischen Eigenschaften von
Tragflichen (TERWAGNE U.A. (2014)). In der Arbeit von REIS (2015) werden diese
verschiedenen Sichtweisen mit Buckliphobia und Buckliphilia bezeichnet.

Fiir beide Félle ist zunachst das nichtlineare Verhalten der Struktur, also der nichtlinea-
re Zusammenhang zwischen der Kraft, die auf ein Tragwerk wirkt und der deformierten
Geometrie von Interesse. Da aufgrund der Nichtlinearitat des Problems die Losung nicht
direkt ermittelt werden kann, kommen hierfiir inkrementell-iterative Methoden zum Ein-
satz. Den Ubergang zwischen stabilem und instabilem Gleichgewicht bilden sogenannte
kritische Punkte, an denen die Steifigkeitsmatrix singular wird. Man unterscheidet dabei
zwischen Durchschlags- und Verzweigungspunkten, wobei Verzweigungspunkte nochmals
untergliedert werden konnen in symmetrisch stabile, symmetrisch instabile sowie asym-
metrische Verzweigungspunkte. Sowohl fiir die Vermeidung von Schéden an Tragwerken
als auch fiir die gezielte Manipulation gewiinschter Struktureigenschaften ist eine exakte
Berechnung dieser kritischen Punkte hilfreich.

Imperfektionen kénnen die Traglast diinnwandiger Strukturen stark reduzieren. Hierzu
existiert bereits eine Vielzahl an Forschungsarbeiten. Die Suche nach der ungiinstigsten
Imperfektionsform gleicht dabei héufig der Suche nach der Nadel im Heuhaufen. Ob fiir
reale Tragwerke die eine unglinstigste Imperfektionsform iiberhaupt existiert, wird in
SCHNEIDER U. A. (2005) zudem hinterfragt. Aus akademischer Sicht ist dennoch von
Interesse, Imperfektionsformen systematisch zu untersuchen und die zumindest theore-
tisch ungiinstigste Imperfektionsform zu finden.

1.2 Stand der Technik

Bei der Erstellung des folgenden Abschnitts wurde auf die Arbeiten von WAGNER (1991)
und REITINGER (1994) zuriickgegriffen.

Die ersten Stabilitatsuntersuchungen gehen in der Zeit weit zuriick. Euler untersuchte
bereits 1744 das Ausknicken druckbelasteter Stédbe. Ausfiihrliche Untersuchungen des
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Stabilitdtsverhaltens von Schalen erfolgen vor etwa einem Jahrhundert in den Arbeiten
von ZOELLY (1915) (Kugelschalen) sowie LORENZ (1908), TIMOSCHENKO (1910) und
FLUGGE (1932) (Kreiszylinderschalen). Die hierbei rechnerisch ermittelten Grenzlasten
wichen jedoch weit von den experimentell ermittelten Lasten ab. In den Arbeiten von
VoN KARMAN UND TSIEN (1939) und VON KARMAN UND TSIEN (1941) wurde aus
diesem Grund die Untersuchung auf den Nachbeulbereich erweitert.

Eine asymptotisch exakte Naherung des Nachbeulbereichs fiir kontinuierliche elasti-
sche Strukturen, auch Anfangsnachbeulanalyse genannt, lieferte die Arbeit von KOITER
(1967), die bereits im Jahr 1945 in niederldndischer Sprache erschien. Durch eine Reihen-
entwicklung des Belastungs- und Verschiebungszustands im unmittelbaren Nachbeulbe-
reich lasst sich der Sekundarpfad in der Umgebung des Verzweigungspunkts ermitteln.
Das Verhalten des Sekundéarpfads im Nachbeulbereich ermoglicht schliefllich eine Ka-
tegorisierung der verschiedenen Verzweigungspunkte. Etwa zwanzig Jahre nach Koiter
erfolgte eine Weiterentwicklung der Anfangsnachbeulanalyse u.a. durch Arbeiten von
SEWELL (1965), THOMPSON (1969), BUDIANSKY UND HUTCHINSON (1972), THOMP-
SON UND HUNT (1973b) sowie BUDIANSKY (1974).

Fast alle bisher aufgefiihrten Arbeiten beschéftigen sich mit der Untersuchung des nicht-
linearen Systemverhaltens und der Stabilitdt kontinuierlicher Systeme. Mit dem Auf-
kommen des Computers in den 60er Jahren des vergangenen Jahrhunderts verlagern
sich die Untersuchungen hin zur numerischen Analyse diskreter Systeme. Die vermut-
lich erste Arbeit, die sich aus numerischer Sicht mit dem Verzweigen befasst, stammt
von THURSTON (1969) und ldsst sich als numerisches Pendant zur Koiter’schen An-
fangsnachbeulanalyse interpretieren.

Mit der immer schneller voranschreitenden Entwicklung der Finite-Elemente-Methode
in den 1960er und 1970er Jahren verschob sich der Forschungsschwerpunkt immer weiter
hin zu numerischen Stabilitatsuntersuchungen. Dies liegt zum einen an der Entwicklung
neuer Elementformulierungen fiir Stdabe, Scheiben und Schalen, mit denen sich schlanke
Tragwerke untersuchen lassen. Es liegt zum anderen an der Entwicklung verschiedener
Methoden zur Pfadverfolgung bei nichtlinearem Strukturverhalten. Diese Entwicklung
fand sowohl in den Ingenieurwissenschaften wie auch in der numerischen Mathema-
tik statt. Wichtige Arbeiten in der Ingenieurliteratur stammen dabei von WEMPNER
(1971), Riks (1972), Riks (1979), CRISFIELD (1981), RAMM (1981) sowie SCHWEIZER-
HOF UND WRIGGERS (1986). Im Bereich der Mathematik sind hier die Arbeiten von
KELLER (1977), RHEINBOLDT (1981) oder FRIED (1984) zu nennen. Eine Erweiterung
der Problemstellung auf mehrere Kontrollparameter, in der Literatur auch als generali-
sierte Pfadverfolgung bezeichnet, findet sich u.a. in SPENCE UND JEPSON (1984) sowie
ERIKSSON (1998).
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Zur Berechnung kritischer Punkte wurden zunachst Naherungsverfahren entwickelt. Da-
bei werden begleitend zu einer Pfadverfolgung z. B. die Determinante der Steifigkeits-
matrix oder deren Eigenwerte analysiert. Wird entlang eines Gleichgewichtspfads ein
kritischer Punkt tiberschritten, kann man sich diesem tiber Bisektionsmethoden anné-
hern. Hier sei u. a. auf die Arbeiten von BRENDEL (1979), BRENDEL UND RAMM (1982)
und WAGNER UND WRIGGERS (1988) verwiesen.

Die direkte Berechnung kritischer Punkte findet sich zuerst in der mathematischen Li-
teratur. Durch eine Erweiterung der Gleichgewichtsbedingung um eine Stabilitatsbedin-
gung, die nur an einem kritischen Punkt erfiillt ist, lieen sich erstmals Durchschlags-
und Verzweigungspunkte direkt berechnen. Wichtige Arbeiten sind hierbei KEENER UND
KELLER (1973), SEYDEL (1977), MOORE (1980) sowie SPENCE UND JEPSON (1984).
Die genannten Arbeiten beschrinken sich dabei jedoch auf Systeme mit nur wenigen
Freiheitsgraden. Eine Ubertragung dieser Methoden auf Anwendungen im Ingenieurwe-
sen, bei denen die Zahl der Freiheitsgrade deutlich grofler ist, gelang durch die Arbeit
von WRIGGERS U. A. (1988) und WRIGGERS UND SIMO (1990). Auch hier lasst sich,
wie bereits bei der Pfadverfolgung, die Problemstellung auf Systeme mit mehr als einem
Lastparameter erweitern. Untersuchungen hierzu finden sich beispielsweise in ERIKS-
SON (1994), ERIKSSON (1997), REZAIEE-PAJAND UND MOGHADDASIE (2014), Cox
U. A. (2018) sowie GROH U. A. (2018).

Wie bereits erwéhnt iiberschétzen rechnerisch ermittelte Grenzlasten die bei realen Ex-
perimenten ermittelten Grenzlasten deutlich. Dies lasst sich durch Imperfektionen in der
Geometrie oder dem Material erkléren, die in einem Rechenmodell mit perfekter Geo-
metrie und homogenem Materialverhalten nicht beriicksichtigt werden. Im Bauwesen
werden daher haufig eigenformaffine Vorverformungen beriicksichtigt. Um die ungiins-
tigste Imperfektionsform rechnerisch ermitteln zu kénnen, wurden die Imperfektionen
in der Arbeit von DEML (1997) und DEML UND WUNDERLICH (1997) als zusétzliche
Unbekannte eingefithrt. Einen anderen Ansatz, der sich stérker an realen Tragwerken
orientiert und auf einem stochastischen Ansatz fiir Imperfektionsformen beruht, verfol-
gen die Arbeiten von LAUTERBACH U. A. (2018) und FINA U. A. (2020).

Wie bereits bei den Pfadverfolgungsmethoden wurden auch die Methoden zur exak-
ten Berechnung erster und zweiter Ableitungen auf unterschiedliche Weise sowohl in
den Ingenieurwissenschaften als auch in der Mathematik entwickelt. In der numerischen
Mathematik werden die hier vorgestellten Methoden unter dem Bergriff automatic diffe-
rentiation zusammengefasst. Sie beruhen auf einer Zerlegung der abzuleitenden Funkti-
on in grundlegende mathematische Operationen und Funktionen, die anschlieend unter
Beriticksichtigung der Kettenregel abgeleitet werden kénnen. Eine erste Beschreibung
der Methode findet sich in der Arbeit von WENGERT (1964), die in RALL (1983) und
RALL (1986) weiterentwickelt wurde. Eine sehr gute Zusammenfassung findet sich dazu
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in GRIEWANK UND WALTHER (2008). Die in den Ingenieurwissenschaften entwickelten
Methoden lassen sich durch die Zuhilfenahme hyperkomplexer Zahlen aus den klas-
sischen Differenzenquotienten herleiten. Erste Arbeiten finden sich bereits in LYNESS
UND MOLER (1967) und LyNESS (1967). Sie bilden die Grundlage fiir die Algorithmen
in SQUIRE UND TRAPP (1998) und MARTINS U. A. (2003) zur Berechnung erster Ab-
leitungen und in FIKE UND ALONSO (2011) zur exakten Berechnung erster und zweiter
Ableitungen.

1.3 Zielsetzung

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Entwicklung zuverlassiger Algorithmen zur direk-
ten Berechnung kritischer Punkte fiir statische Systeme, die durch inhomogene Dirichlet-
Randbedingungen belastet sind. Weiterhin sollen diese Algorithmen zur Untersuchung
der Imperfektionsempfindlichkeit schlanker Tragwerke erweitert werden.

Zur Berticksichtigung der Verschiebungslastfélle bei der direkten Berechnung von Durch-
schlags- und Verzweigungspunkten werden die auch als Extended Systems bezeichneten
Methoden, die in WRIGGERS U. A. (1988) erstmals im Zusammenhang mit der Finite-
Elemente-Methode vorgestellt wurden, angepasst. Dafiir miissen alle notwendigen Bedin-
gungen fiir Verschiebungslasten neu hergeleitet werden. Die neuen Bedingungen lassen
sich anschliefend in einem erweiterten nichtlinearen Gleichungssystem zusammenfas-
sen.

Bevor das nichtlineare Gleichungssystem gelost werden kann, muss dieses zunéchst kon-
sistent linearisiert werden. Im anschlieBenden iterativen Losungsprozess muss die Rich-
tungsableitung der Steifigkeitsmatrix in Richtung des zum Nulleigenwert gehorenden
Eigenvektors bestimmt werden. Zur Berechnung der Richtungsableitung werden in die-
sem Zusammenhang erstmals numerische Ableitungsalgorithmen angewandt, die auf hy-
perkomplexen Zahlenformaten beruhen. Die Algorithmen zur numerischen Berechnung
erster und zweiter Ableitungen nach MARTINS U. A. (2003) und FIKE UND ALONSO
(2011) werden hierfiir auf die Berechnung der Richtungsableitung iibertragen. Ziel ist
dabei die zuverlédssige Berechnung der Richtungsableitung, die mittels komplexzahliger
Ableitungsmethoden praktisch fehlerfrei und parameterunabhéngig moglich ist.

Aufbauend auf den bisher entwickelten Methoden soll in einem nachsten Schritt die Im-
perfektionsempfindlichkeit schlanker Strukturen untersucht werden. Hierfiir miissen die
Algorithmen erneut erweitert werden. Ziel ist dabei zum einen eine effiziente Berech-
nung kritischer Punkte fiir eine Vielzahl imperfekter Ausgangssysteme. Zum anderen
soll es eine Modifikation der in DEML (1997) vorgestellten Methoden zur Bestimmung
der ungiinstigsten Imperfektionsformen ermoglichen, diese auch dann zu finden, wenn
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bei zunehmender Imperfektionsamplitude die kritische Last nach einem anfinglichen
Abfall wieder ansteigt.

1.4 Gliederung der Arbeit

Kapitel 2 liefert einen Uberblick iiber die in dieser Arbeit notwendigen Grundglei-
chungen der nichtlinearen Festkérpermechanik. Sie ermoéglichen die Formulierung des
elastostatischen Randwertproblems in der starken Form, das anschlieend mit der Me-
thode der gewichteten Residuen in die schwache Form tberfiithrt wird. Diese bildet die
Grundlage zur Losung mit der Finite-Elemente-Methode.

In Kapitel 3 wird nach einem allgemeinen Uberblick iiber nichtlineare Effekte in der
Strukturmechanik der Fokus auf geometrisch nichtlineare Phénomene gelegt. Neben den
Eigenschaften statischer Gleichgewichtspfade und deren Erweiterung zur Gleichgewichts-
flache wird auf den Begriff der Stabilitat in dieser Arbeit sowie die Definition kritischer
Punkte genauer eingegangen. Des Weiteren wird die Kategorisierung des Anfangsnach-
beulverhaltens nach KOITER (1967) auf Verschiebungslastfélle erweitert. AbschlieBend
wird der Einfluss von Imperfektionen auf die Stabilitiat schlanker Strukturen beschrie-
ben.

Die Kapitel 4 und 5 befassen sich anschlieSfend mit der Analyse der in Kapitel 3 be-
schriebenen Phanomene.

Kapitel 4 gibt hierfiir zuerst einen Uberblick iiber Methoden zur Verfolgung stati-
scher Gleichgewichtspfade, bevor verschiedene Methoden zur Analyse der Stabilitat von
Gleichgewichtspunkten verglichen werden. Im Anschluss werden erweiterte Gleichungs-
systeme zur direkten Berechnung kritischer Punkte fiir Kraftlastfille vorgestellt. Darauf
aufbauend werden die erweiterten Gleichungssysteme zur direkten Berechnung kritischer
Punkte fiir Verschiebungslastfille hergeleitet.

Kapitel 5 beschéftigt sich mit Moglichkeiten zur systematischen Untersuchung der
Imperfektionsempfindlichkeit schlanker Tragwerke. Hierfiir wird neben effizienten Algo-
rithmen zur wiederholten Berechnung kritischer Punkte fiir eine Vielzahl imperfekter
Systeme auch ein Algorithmus zur Suche nach der ungiinstigsten Imperfektionsform
vorgestellt, der auf der Arbeit von DEML (1997) beruht.

Kapitel 6 befasst sich mit der numerischen Berechnung von partiellen und totalen
Ableitungen analytischer Funktionen. Hierfiir werden zunéchst die klassischen Diffe-
renzenquotienten erldutert und die dabei auftretenden Fehler untersucht. Anschliefend
werden neuere Methoden, die auf den Arbeiten von MARTINS U. A. (2003) und FIKE
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UND ALONSO (2011) basieren, vorgestellt. Diese Methoden basieren auf hyperkomple-
xen Zahlen und ermoglichen eine fehlerfreie Berechnung von Ableitungen. AbschlieSend
werden die prasentierten Methoden zur Ermittlung der Richtungsableitung der Steifig-
keitsmatrix in Richtung des Beulvektors erweitert.

In Kapitel 7 wird eine Auswahl der neuen Methoden, die in dieser Arbeit vorgestellt
werden, an numerischen Beispielen demonstriert. Hierbei werden die Vorteile und Be-
sonderheiten aufgezeigt und mit bisherigen Verfahren oder Beispielen aus der Literatur
verglichen.

Kapitel 8 fasst alle Neuerungen und Erkenntnisse die sich aus der Arbeit geben, noch
einmal zusammen. AbschlieBend wird an ausgewéhlten Beispielen aufgezeigt, wie die
beschriebenen Methoden weiterentwickelt oder auflerhalb des bisherigen Anwendungs-
gebiets eingesetzt werden konnen.
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Grundlagen der Kontinuumsmechanik

Die Kontinuumsmechanik ist die Grundlage strukturmechanischer Problemstellungen.
Im ersten Abschnitt 2.1 wird daher der Zusammenhang zwischen Deformationen, Ver-
zerrungen und Spannungen aufgezeigt. Diese Beziehungen fithren — zusammen mit den
statischen und geometrischen Randbedingungen — auf das elastostatische Randwert-
problem, das in Abschnitt 2.2 von der starken in die schwache Form iiberfithrt wird.
In Abschnitt 2.3 wird auf die grundlegende Vorgehensweise bei der Methode der fini-
ten Elemente eingegangen. Hierbei wird die schwache Form des kontinuierlichen Pro-
blems zundchst in eine diskrete Form tberfithrt. Auch das diskretisierte Problem ist
aufgrund nichtlinearer Zusammenhénge noch nicht direkt losbar, weshalb es zunéchst
linearisiert und anschliefend mit inkrementell-iterativen Methoden gelést wird. Das fol-
gende Kapitel hat jedoch keineswegs den Anspruch, einen umfassenden Uberblick iiber
die Grundlagen der Kontinuumsmechanik zu bieten.

2.1 Nichtlineare Festkorpermechanik

Die Festkorpermechanik ist das Teilgebiet der Kontinuumsmechanik, das sich auf die Be-
schreibung der Bewegung deformierbarer Korper konzentriert. Die weiteren Teilgebiete
der Kontinuumsmechanik — die Stromungslehre und die Gastheorie — spielen fiir diese
Arbeit keine Rolle und werden daher nicht naher betrachtet. Neben einer komprimierten
Ubersicht iiber die grundlegenden kontinuumsmechanischen Gleichungen soll das folgen-
de Kapitel vor allem eine Einfithrung in die in dieser Arbeit verwendete Notation bieten.
Fir ein tiefer gehendes Studium der Kontinuumsmechanik sei auf die Lehrbiicher von
HowrzAPFEL (2000), BONET UND WOOD (1999), ALTENBACH UND ALTENBACH (1994)
und IBRAHIMBEGOVIC (2009) verwiesen, an denen sich dieser Abschnitt orientiert.



2 Grundlagen der Kontinuumsmechanik

Referenzkonfiguration Momentankonfiguration
des Korpers B des Korpers B
zum Zeitpunkt t, zum Zeitpunkt ¢

Abbildung 2.1: Kinematik eines Festkorpers B in der Referenz- und der Momentankon-
figuration

2.1.1 Bewegung, Kinematik und Verzerrung

Die Abbildung 2.1 zeigt einen Kérper B im euklidischen Raum R? zum Zeitpunkt
in seiner Referenzkonfiguration — die in dieser Arbeit immer der Ausgangskonfiguration
entspricht — sowie zum Zeitpunkt ¢ in der aktuellen bzw. Momentankonfiguration. Das
vom Korper B eingenommene Gebiet zum Zeitpunkt %, wird mit €y bezeichnet, zum
Zeitpunkt t mit ;. Alle weiteren Groflen werden in der Referenzkonfiguration grofl und
in der Momentankonfiguration klein geschrieben. Der Rand des Gebietes (I' bzw. )
wird, je nach duflerer Beanspruchung, weiter unterteilt in den Dirichlet-Rand (I'p bzw.
~p) und den Neumann-Rand (I'y bzw. yy).

Die Lage eines materiellen Punkts P im Gebiet )y ist in seinem Ausgangszustand durch
den Ortsvektor X beschrieben. Mithilfe der Abbildungsfunktion x lésst sich die Lage
des Punkts P in der Momentankonfiguration beschreiben als

x=x(X,t). (2.1)

Damit ergibt sich der Verschiebungsvektor u des materiellen Punkts P aus der Differenz
der beiden Ortsvektoren zu

u=x-—X. (2.2)
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Zur Beschreibung der Deformationen wird der materielle Deformationsgradient F ein-
gefiihrt. Er ergibt sich aus der partiellen Ableitung des aktuellen Ortes x nach dem
Ortsvektor in der Referenzkonfiguration X:

_ox ox(Xt)

F=3x~ "ox

. (2.3)

Er ldsst sich auch geometrisch als Abbildung eines differenziellen Linienelements der
Referenzkonfiguration dX auf ein differenzielles Linienelement der Momentankonfigu-
ration dx interpretieren:

dx = FdX. (2.4)

Der Deformationsgradient liefert eine vollstéindige Beschreibung der Deformation eines
Korpers. Er ist jedoch zur Beschreibung der Verzerrungen ungeeignet, da er auch Starr-
korperbewegungen enthélt. Dies fithrt bei Verwendung von F als Verzerrungsmafl zu
unphysikalischen Spannungen bei reinen Translationen oder Rotationen. Um dies zu
vermeiden, wird in der vorliegenden Arbeit der Green-Lagrange’sche Verzerrungsten-
sor E als Verzerrungsmafl gewéahlt. Dieser ist besonders fiir grofie Verschiebungen bei
gleichzeitig kleinen Verzerrungen geeignet:

E = ; (F'F-1) = ; (Cea —1). (2.5)

Der Verzerrungstensor E ist ein richtungsunabhéangiger und symmetrischer Tensor zwei-
ter Stufe, der quadratisch in den Verschiebungen u ist. Er ldsst sich sowohl aus dem
Deformationsgradienten als auch aus dem rechten Cauchy-Green-Tensor Ccg und dem
Identitétstensor I ermitteln. Tiefergehende Ausfiihrungen zur Ermittlung von Cgq fin-
den sich u.a. in MARSDEN UND HUGHES (1994).

2.1.2 Spannungsmalle und Konstitutivgleichungen

Wirken auflere Lasten auf einen Korper B, werden in seinem Inneren Spannungen er-
zeugt. Zur Beschreibung dieser Spannungen kénnen verschiedene Spannungsmafle her-
angezogen werden. Die Cauchy-Spannungen beziechen die aktuelle Kraft auf die echte,
verformte Flache in der Momentankonfiguration. Sie werden daher haufig auch als wahre
Spannungen bezeichnet. Der Cauchy-Spannungsvektor t ist nach dem Cauchy-Theorem
iiber den Cauchy-Spannungstensor o und die Einheitsnormale der Schnittfliche n bzgl.

11
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der aktuellen Konfiguration definiert zu

t=on mit oc=o. (2.6)

Zur Beschreibung der Spannungen in der Referenzkonfiguration wird ein weiteres Span-
nungsmafl benotigt, die 2. Piola-Kirchhoff-Spannungen S, auch PK2-Spannungen ge-
nannt. Sie lassen sich mithilfe des materiellen Deformationsgradienten F und dessen
Determinante — haufig auch als Jacobi-Determinante J bezeichnet — als Funktion der
Cauchy-Spannungen darstellen:

S=JF'oF " (2.7)

Der 2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor stellt das zu den Green-Lagrange’schen Verzer-
rungen (Gleichung (2.5)) energetisch konjugierte Spannungsmaf dar.

Der Zusammenhang zwischen Spannungen und Verzerrungen wird in den Konstitutiv-
oder Werkstoffgleichungen beschrieben. Das in dieser Arbeit verwendete hyperelastische
Saint-Venant-Kirchhoff-Materialmodell stellt eine Erweiterung der linearen Elastizitét
dar, bei der die Green-Lagrange’schen Verzerrungen E sowie die PK2-Spannungen S die
linearen Verzerrungen und Spannungen ersetzen.

Hyperelastische Materialimodelle sind nicht pfadabhéngig. Die Spannungen lassen sich
tiber deren Potential, in diesem Fall auch als Verzerrungsenergiedichte W (E) bezeichnet,
ausdriicken:

_OW(E)
S = B

(2.8)

Fur das hier verwendete Saint-Venant-Kirchhoff-Materialmodell berechnet sich die Ver-
zerrungsenergiedichte wie folgt:

1 2
W(E) = o\ (tr(B))” + pr t2(E : E). (2.9)
Die Ableitung nach den Verzerrungen liefert schliefllich die PK2-Spannungen
S = tr(E)I+ 24 E (2.10)

mit den beiden Lamé-Konstanten A;, und py,, die sich aus dem Elastizitdtsmodul £ und
der Querdehnzahl v berechnen lassen:

Ev FE

M= T ) = C= 5y 21D)

12



2.1 Nichtlineare Festkorpermechanik

Die zweite Lamé-Konstante py, entspricht dabei dem Schubmodul G.

Der Zusammenhang zwischen Spannungen und Verzerrungen lésst sich auch iiber den
vierstufigen Materialtensor C ausdriicken, der bei St.-Venant-Kirchhoff-Material kon-

stant ist:

S=C:E (2.12)
mit

C= (()Sagl) =AMIT) + 241 Lsym (2.13)

Hierbei steht Iy, fiir den vierstufigen, symmetrischen Identitatstensor.

Im allgemeinen Fall besitzt der Materialtensor C 81 unabhéngige Eintrage. Aufgrund
der Symmetrie von S und E lésst sich die Zahl der unabhéngigen Eintrige auf 21 redu-
zieren. Wird wie in der vorliegenden Arbeit ausschliefflich isotropes Materialverhalten
angenommen, reduziert sich die Zahl der unabhéangigen Eintrage weiter von 21 auf die
zwei Lamé-Konstanten.

Weitere Modelle zur Beschreibung des Materialverhaltens sowie ausfiihrlichere Erlaute-
rung finden sich unter anderem in SiMO UND HUGHES (1998), HOLZAPFEL (2000) und
BELYTSCHKO U. A. (2014).

2.1.3 Gleichgewicht

Die kinematischen Gleichungen stellen den Zusammenhang zwischen den Verschiebun-
gen und den Verzerrungen her, die Konstitutivgleichungen die Verbindung von Verzer-
rungen und Spannungen. Die nun folgenden Gleichgewichtsbedingungen verkniipfen die
auBeren Lasten mit den Spannungen im Inneren des Korpers B.

Fir statische Problemstellungen kann das Gleichgewicht allein aus der Impulsbilanz
hergeleitet werden. Beschleunigungen werden hierbei vernachlassigt.

dive 4 pb =0 (2.14)

Der Ausdruck pb entspricht dabei den auf den Korper wirkenden Volumenkraften,
div o beschreibt die internen Kréfte in der Momentankonfiguration. In der Referenz-
konfiguration lassen sich die internen Krafte aus der Divergenz des 1. Piola-Kirchhoff-
Spannungstensors P berechnen, welcher sich durch Multiplikation mit dem inversen De-
formationsgradienten in den 2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensors S = F~'P iiberfiihren

13



2 Grundlagen der Kontinuumsmechanik

lasst. Somit lautet die Gleichgewichtsbedingung in der Referenzkonfiguration

Div(FS) + poBy = 0. (2.15)

2.1.4 Randbedingungen

Neben den drei im Gebiet €2y aufgestellten Bedingungen fiir die Kinematik (Gl. (2.5)),
die Werkstoffbezichung (Gl. (2.12)) und das Gleichgewicht (Gl. (2.15)) miissen nun noch
die Bedingungen fiir den Rand I" bestimmt werden. Hierbei wird zwischen den statischen
(Spannungs- bzw. Neumann-) Randbedingungen und kinematischen (Verschiebungs-
bzw. Dirichlet-) Randbedingungen unterschieden. Auf dem Neumannrand I'y muss der
Spannungsvektor T mit dem aufgebrachten Spannungsvektor T im Gleichgewicht ste-
hen. Uber das Cauchy-Theorem in der Referenzkonfiguration und die Uberfiihrung des
2. in den 1. Piola-Kirchhoff-Tensor ergibt sich die Neumann-Randbedingung zu

FSN =T, (2.16)

mit dem Normalenvektor N auf dem Neumannrand I'y.

Die Verschiebungen u am Dirichlet-Rand I'p miissen den vorgeschriebenen Verschiebun-
gen U entsprechen:

u=1 (2.17)

Sind die Verschiebungen am Dirichlet-Rand gleich null, spricht man auch von homoge-
nen Dirichlet-Randbedingungen. Dies entspricht der Situation an einer Lagerung. Bei
inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen wird eine vorgeschriebene Verschiebung un-
gleich null auf den Rand aufgebracht. Inhomogene Dirichlet-Randbedingungen werden
im Ingenieurwesen haufig als Verschiebungslastfall bezeichnet.

2.2 Elastostatisches Randwertproblem

Die Gleichungen (2.16) und (2.17) komplettieren die Grundgleichungen des elastosta-
tischen Randwertproblems (siehe (2.18)). Sie sind an jedem Materialpunkt erfiillt und
liegen somit in der starken Form vor. Sie sind hier noch einmal iibersichtlich fiir die
Referenzkonfiguration zusammengefasst:

14
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1
Kinematik: E= §(FTF —I) in
Werkstoff: S=C:E in
Gleichgewicht: Div(FS) + poBy in (2.18)
Neumann-Randbedingungen: FSN = T auf I'y
Dirichlet-Randbedingungen: u =1 auf I'p

In der starken Form lassen sich die Differentialbeziechungen nur fiir wenige Sonderfal-
le analytisch 16sen. Wird die starke Form jedoch in eine integrale Form tiberfiihrt —
die sogenannte schwache Form — kann eine approximierte Losung mit geeigneten Nahe-
rungsverfahren, etwa der Finite-Elemente-Methode, bestimmt werden. Zur Uberfiihrung
der starken Form in die schwache Form kommt die Methode der gewichteten Residuen
zum FEinsatz. Dabei wird zunéachst eine Testfunktion du eingefiihrt, die die homogenen
Verschiebungsrandbedingungen erfiillen muss. Multipliziert man die Gleichgewichtsbedi-
ungung (2.15) und die Kraftrandbedingungen (2.16) mit du und integriert den Ausdruck
iiber das Gebiet €0y bzw. den Rand I'y, erhélt man den Ausdruck

/ (Div(FS) + poBo) - uds + / (T — FSN) - §udly = 0 (2.19)
I'n

Qo

und damit einen Ausdruck fur die virtuelle Arbeit.

Stellt ou ein virtuelles Verschiebungsfeld dar, ergibt sich aus der Methode der gewich-
teten Residuen das Prinzip der virtuellen Verschiebungen (PvV). Mehrmalige Umfor-
mungen, die z.B. in BELYTSCHKO U. A. (2014) ausfiihrlich beschrieben sind, fithren auf
folgenden Ausdruck fiir das PvV:

Mpey(u) = [ FE:SdQ— [ du By — [ du-Tdly =0 (2.20)
Qo Qo I';

76Hint 6Hext

Fiir Problemstellungen, die ein Potential besitzen, kann das PvV auch mittels des Prin-
zips vom Minimum der potentiellen Energie (PMPE) hergeleitet werden. Die Variation
des Potentials

15
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M(u) = / Wi (B) dQp — /pob-udQO - /T-udrN (2.21)
Qo I'n

Qo

fithrt nach mehreren Umformungen ebenfalls auf den Ausdruck in Gl. (2.20).

Neben dem hier vorgestellten Einfeldfunktional, bei dem das Verschiebungsfeld u als
einzige Primérvariable auftritt, wird in dieser Arbeit auch eine Elementformulierung
verwendet, die auf einem Mehrfeldfunktional basiert. Fiir das achtknotige Volumenscha-
lenelement Shell 10 wird das Funktional nach SIMO UND RiIrAl1 (1990) verwendet, das ei-
ne modifizierte Variante des Prinzips von Hu-Washizu (Hu (1955) und WAsHIZU (1955))
darstellt. Hierauf naher einzugehen, wiirde jedoch den Rahmen dieses Kapitels spren-
gen. Daher sei an dieser Stelle auf IRSLINGER (2013) und BISCHOFF (1999) verwiesen.
Alle weiteren in der Arbeit verwendeten Elemente basieren auf einem Einfeldfunktio-
nal. Aus diesem Grund wird auf weitere Mehrfeldfunktionale nicht tiefer eingegangen.
Ausfiihrliche Herleitungen der Prinzipien finden sich fiir den linearen Fall z. B. in vON
SCHEVEN UND BISCHOFF (2016) und fiir den nichtlinearen Fall u.a. in BELYTSCHKO
U. A. (2014).

2.3 Losungsverfahren

Eine analytische Losung des elastostatischen Randwertproblems lasst sich nur fiir weni-
ge Sonderfalle finden, weshalb in der Regel numerische Ndherungsverfahren zum Einsatz
kommen. In der Strukturmechanik ist dies haufig die Finite-Elemente-Methode (FEM),
die das kontinuierliche Problem in eine diskrete Form tiberfithrt. Dazu wird das konti-
nuierliche Primarvariablenfeld durch eine Naherung ersetzt, die mithilfe einer endlichen
Anzahl n unbekannter Knotenwerte gebildet wird.

2.3.1 Diskretisierung im Raum

Bei der FEM wird zuerst das kontinuierliche Gebiet €2 in eine endliche Zahl finiter
Elemente unterteilt, die an Knoten miteinander verbunden sind, an denen wiederum die
Freiheitsgrade definiert sind:

Nele

Q~ Q"= Q. (2.22)
e=1
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Hierbei steht der obere Index h fiir diskretisierte Groflen, der Index e fiir Groflen eines
Elements e, nqe bezeichnet die Anzahl der Elemente, | ist der Assemblierungsopera-
tor.

Um Knotenwerte im Element interpolieren zu kénnen, werden Formfunktionen N; defi-
niert, die in der Matrix der Formfunktionen N, elementweise zusammengefasst werden.
Ein Ansatz fir die diskretisierte Geometrie lasst sich somit durch den Ortsvektor der
Knoten X’ und den Formfunktionen aufstellen. Aus mathematischer Sicht wird dabei
ein System partieller Differentialgleichungen in ein System algebraischer Gleichungen
iiberfiihrt.

Neben der Geometrie werden auch das kontinuierliche Verschiebungsfeld u sowie die
virtuellen Verschiebungen du durch die Formfunktionen N, und die diskreten Vektoren
der Element-Knotenverschiebungen d innerhalb eines Elements approximiert:

¢ = N.d, (2.23)
sul = N,4éd. (2.24)

Werden fiir die Approximation der Verschiebungen die gleichen Formfunktionen gewéahlt
wie flir die Approximation der Geometrie, spricht man vom isoparametrischen Konzept.
Wenn fiir den Ansatz der virtuellen Verschiebungen die gleichen Formfunktionen ver-
wendet werden wie fiir physikalische Verschiebungen, spricht man auch vom Bubnov-
Galerkin-Verfahren. Beide Prinzipien sind Grundlage vieler verschiebungsbasierter Ele-
mentformulierungen, wie sie auch in dieser Arbeit verwendet werden. Wenn fiir die
Beschreibung der Geometrie und der Verschiebungen die aus der CAD-Modellierung be-
kannten Spline-Funktionen verwendet werden, spricht man zudem von isogeometrischen
finiten Elementen.

Um die Lesbarkeit der Gleichungen in diesem Abschnitt zu erleichtern, wird in der Folge
bei diskreten GroBen auf den Kopfzeiger ()" verzichtet. Das PvV aus Gleichung (2.20)
lasst sich damit in diskretisierter Form wie folgt schreiben:

ollpyv (D) = _5H1P£1\EV(D) - 5H%§V<D) = oD’ (Fint(D> - Fext<D>> = 0. (2.25)

Hierbei ist D der globale Vektor der Knotenverschiebungen, Fy,; und F sind die Vek-
toren der sog. inneren und duferen Krifte. Diese globalen Grofien lassen sich wieder aus
den Elementgrofien assemblieren:

Tele Tele

Fint - U fjfﬁn FeXt = U feext7 (226)
e=1 e=1
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2 Grundlagen der Kontinuumsmechanik

mit

int —

Qe

fe — /BTS Q. (2.27)

Das Gleichgewicht der inneren und dufleren Arbeiten kann nach Gleichung (2.25) auch
in das Kraftegleichgewicht

Fint(D) - Fext(D> = R(D) =0 (2-28)

iiberfiihrt werden, da fiir die virtuellen Knotenverschiebungen 6D eine beliebige Test-
funktion gewiahlt werden kann, die lediglich die Verschiebungsrandbedingungen erfiillen
muss.

2.3.2 Linearisierung

Aufgrund der nichtlinearen Beziehung zwischen den inneren Kraften Fy,; und den Kno-
tenverschiebungen D ist das Kraftegleichgewicht nicht direkt 16sbar, weshalb zur Losung
des nichtlinearen Gleichungssystems ein iteratives Verfahren notwendig ist. Eine Mog-
lichkeit hierfiir ist das Newton-Raphson-Verfahren, das in der Nahe der Losung quadra-
tische Konvergenz aufweist. Hierfiir muss zunéchst Gleichung (2.28) linearisiert werden.
Dies entspricht der Entwicklung einer Taylorreihe bis zum linearen Glied um die Losung
des i-ten Iterationsschritts:

OR,(D)
oD

linR(D"!) = R(D’) + AD! (2.29)

Di
mit

AD"" = D" — D", (2.30)

In dieser Arbeit werden keine mitgehenden Lasten berticksichtigt, daher entsteht keine
Abhéngigkeit der dufleren Krafte F. von den Knotenverschiebungen. Eine anschauliche
Darstellung verschiebungsabhéngiger Drucklasten findet sich in SCHWEIZERHOF UND
RAMM (1984). Gleichung (2.28) vereinfacht sich damit zu

Fint(D) - Fext = R(D) =0 (231)
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Somit lasst sich die partielle Ableitung in Gleichung (2.29) zusammen mit Gleichung (2.20)
umformulieren zu

OR(D)  OF;(D
oD 9D

) _ @e/(BTCB +B4S)dQ.,
© G (2.32)

kTt

Kt

wobei (e) 4 eine vereinfachte Schreibweise fir die partielle Ableitung auf Elementebene
nach den Elementverschiebungen d ist. Der nichtlineare B-Operator B setzt die Ver-
zerrungen im Element mit den Knotenverschiebungen in Beziehung, C steht fir die
Materialmatrix. Sie entspricht dem Materialtensor vierter Stufe C in Voigt’scher Nota-
tion.

Die daraus resultierende globale Tangentensteifigkeitsmatrix Kr, die aus den auf Ele-
mentebene berechneten Elementsteifigkeitsmatrizen assembliert wird, lasst sich weiter
in drei Teile zerlegen:

« die elastische Steifigkeitsmatrix K,
 die Anfangsverschiebungssteifigkeitsmatrix K, und
o die geometrische Steifigkeitsmatrix K.

Die geometrische Steifigkeitsmatrix K, entspricht dabei dem zweiten Summanden im
Integral in Gleichung (2.32). Sie beinhaltet die Steifigkeit, die durch Anderung der inne-
ren Krafte im Element entsteht, weshalb sie im Englischen auch als initial stress stiffness
matrix bezeichnet wird. Der erste Summand in Gleichung (2.32) entspricht der Matrix
K... Die Anfangsverschiebungssteifigkeitsmatrix K,, die die Anderung der elastischen
Steifigkeit aufgrund der Anderung der Geometrie beschreibt, lisst sich durch

K, = K., — K. (2.33)

berechnen. Die elastische Steifigkeitsmatrix K, beschreibt die Steifigkeit des unverform-
ten Ausgangssystems und ist somit unabhéngig von den Verschiebungen. Weitere In-
formationen hierzu finden sich u.a. in BISCHOFF U. A. (2016), DE BORST U. A. (2012)
oder BELYTSCHKO U. A. (2014).

Wie bereits erwihnt werden in dieser Arbeit keine zeitabhdngigen, dynamischen Effekte
beriicksichtigt. Aus diesem Grund ist eine Diskretisierung in der Zeit nicht erforderlich.

19



2 Grundlagen der Kontinuumsmechanik
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Phanomene der geometrisch
nichtlinearen Strukturmechanik

Bei strukturmechanischen Analysen werden héufig lineare Zusammenhénge zwischen
Spannungen, Verzerrungen und Verschiebungen angenommen. Diese linearen Theori-
en stellen héaufig eine ausreichend genaue Naherung dar. So sind etwa im Bauwesen
die Anforderungen an die Gebrauchstauglichkeit so streng, dass die Deformationen der
einzelnen Bauteile oftmals sehr klein sind. Es gentigt in diesen Féllen daher das Gleich-
gewicht am unverformten System zu bilden. Doch es gibt im Bauwesen auch Tragwerke
(z.B. Seilnetze), fiir die die Strukturantwort des mechanischen Modells nach linearer
Theorie das reale Verhalten des Tragwerks nicht ausreichend genau abbilden kann. In
diesen Fillen muss mit nichtlinearen Theorien gearbeitet werden.

Eine Ubersicht iiber die verschiedenen Ursachen nichtlinearen Strukturverhaltens fin-
det sich in Abschnitt 3.1. Hierin wird ndher auf die Hintergriinde und die Unterschiede
zwischen geometrischen und materiellen Nichtlinearitaten sowie Nichtlinearitdten durch
Randbedingungen eingegangen. Abschnitt 3.2 beschéaftigt sich zunachst mit den Moglich-
keiten der Darstellung des nichtlinearen Zusammenhangs zwischen aufgebrachter Last
und resultierender Verschiebung. Hierfiir werden ebene und rdumliche Darstellungen der
primaren und sekundédren Gleichgewichtspfade fiir Systeme mit einem Lastparameter
vorgestellt. In einem néachsten Schritt wird fiir den Fall mehrerer verédnderlicher Pa-
rameter die Darstellung der Last-Verschiebungs-Beziehung iiber Gleichgewichtsflachen
beschrieben. In Abschnitt 3.3 wird zunéchst ein kurzer Uberblick iiber verschiedene
Definitionen von Stabilitat gegeben. AnschlieBend wird der in der Arbeit verwendete
Begriff der Stabilitédt statischer Gleichgewichtszustéinde in der Strukturmechanik genau-
er erlautert. In Abschnitt 3.4 wird auf die kritischen Punkte eingegangen. Es wird das
unterschiedliche Verhalten von Durchschlags- und Verzweigungspunkten aufgezeigt, zu-
dem werden auch hier die Besonderheiten bei Mehrparametersystemen vorgestellt. Im
Anschluss folgt in Abschnitt 3.5 die Frage nach dem Verhalten unmittelbar nach dem
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3 Phanomene der geometrisch nichtlinearen Strukturmechanik

Erreichen eines kritischen Punkts. Neben der Einteilung nach KOITER (1967) wird in
dieser Arbeit erstmals auch auf die Unterscheidung kritischer Punkte fiir Systeme mit
inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen in Bezug auf das Nachbeulverhalten eingegan-
gen. Abschlielend befasst sich Abschnitt 3.6 mit dem Einfluss von Imperfektionen auf
die Stabilitdat von Tragwerken, auf die Eigenschaften kritischer Punkte sowie auf das
Nachbeulverhalten.

Die Ergebnisse aller gezeigten Beispiele in diesem Kapitel sind rein qualitativ. Sie die-
nen lediglich der Beschreibung und Veranschaulichung ausgewahlter Effekte. Wenn nicht
anders angegeben sind bei allen Beispielen die Querschnittsfliche sowie der Elastizitéts-
modul konstant.

3.1 Nichtlineare Effekte in der Strukturmechanik

Die in der Festkorpermechanik auftretenden Nichtlinearitdten lassen sich nach ihrem
Ursprung in drei Gruppen einteilen:

[ Nichtlinearitit J
: / - durch Rand-
geometrisch ] materiell ] bedingungen |
{ grofle Deformationen } —[ Plastizitat ] —[ geometrisch J

{ grofle Verzerrungen } —[ Viskositét ] —[ statisch }
—[ Schadigung J

Abbildung 3.1: Ubersicht iiber nichtlineare Effekte in der Strukturmechanik, vgl. WAG-
NER (2017)

Von geometrischer Nichtlinearitat spricht man, wenn der Zusammenhang zwischen den
Verzerrungen und den resultierenden Verschiebungen nicht mehr linear ist. Diese Nicht-
linearitit entsteht durch Anderungen der Steifigkeit aufgrund der Geometrieinderung,
die, anders als bei einer linearen Berechnung, nicht mehr vernachlassigbar klein ist.
Geometrisch nichtlineare Effekte treten also bei groflen Deformationen auf. Die grofien
Deformationen fithren dazu, dass das Gleichgewicht nicht mehr am unverformten Sys-
tem gebildet werden kann. Die Gleichgewichtsbedingung gilt also fiir den deformierten
Zustand, dieser ist zu Beginn der Berechnung jedoch unbekannt. Die Losung kann somit
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3.1 Nichtlineare Effekte in der Strukturmechanik

nicht in einem Schritt ermittelt werden, sondern muss durch einen iterativen Prozess be-
stimmt werden. Hierbei wird die Gleichgewichtsbedingung in jedem Iteratationsschritt
am deformierten System neu aufgestellt.

Bei groflen Deformationen muss man zwischen groflen Verschiebungen bzw. Rotatio-
nen bei kleinen Verzerrungen und bei groflen Verzerrungen unterscheiden. Diese Arbeit
konzentriert sich auf Félle, bei denen die Verschiebungen und Rotationen grof}, die Ver-
zerrungen jedoch klein sind. Beispiele hierfiir sind z. B. Schalen- oder Seilkonstruktionen.
Grofle Verschiebungen und Rotationen in Kombination mit grofien Verzerrungen, wie sie
etwa bei Umformprozessen auftreten, werden hier nicht nédher analysiert.

Von materieller Nichtlinearitat ist die Rede bei einem nichtlinearen Zusammenhang
zwischen den Spannungen und den Verzerrungen. Die Nichtlinearitat kann wiederum
verschiedene Ursachen haben, weshalb zwischen den drei folgenden Effekten unterschie-
den wird.

o Gehen nach Be- und Entlastungsvorgang die Deformationen nicht vollstandig zu-
riick, spricht man von Plastizitat. Das Materialverhalten wird auch als pfadabhén-
gig bezeichnet.

e Von Schddigung spricht man, wenn das Materialgesetz Schadigungen auf Mikro-
ebene berticksichtigt.

o Ist das Materialgesetz zudem zeit- bzw. geschwindigkeitsabhédngig, spricht man
von Viskositdt. Ein bekannter Effekt ist hierbei das Kriechen.

Es existieren daneben verschiedene Mischformen wie die nichtlineare Viskoplastizitat.
Einen ausfiihrlichen Uberblick iiber verschiedene lineare und nichtlineare Materialmo-
delle und deren Implementierung findet man in BELYTSCHKO U. A. (2014).

Als Drittes bleiben noch die Nichtlinearitaten, die durch Randbedingungen hervorgerufen
werden. Ein Beispiel fiir Nichtlinearitdten durch statische Randbedingungen sind mitge-
hende Lasten wie Gas- oder Fliissigkeitsdruck. Diese Lasten stehen immer senkrecht auf
der Oberfliche und dndern somit in jedem Iterationsschritt ihre Richtung. Ein Beispiel
fiir Nichtlinearitdten durch Verschiebungsrandbedingungen sind Kontaktprobleme. Auch
hier sei wieder auf die Literatur verwiesen. Mitgehende Lasten werden u.a. in WRIG-
GERS (2001) behandelt. Eine ausfiihrliche Auseinandersetzung mit Kontaktproblemen
findet sich u.a. in WRIGGERS (2007).

Die geometrische und die materielle Nichtlinearitat zeigen sich in den ersten beiden der
drei Feldgleichungen aus Gl. (2.18). Der dritte Punkt, die nichtlinearen Randbedingun-
gen, entsprechen den letzten beiden Gleichungen aus Gl. (2.18). Lediglich die dritte
Feldgleichung, die Gleichgewichtsbedingung, ist fiir den linearen und den nichtlinearen
Fall identisch. In der Literatur ist vereinzelt die Rede von statischer Nichtlinearitdt, wenn
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3 Phanomene der geometrisch nichtlinearen Strukturmechanik

das Gleichgewicht am verformten System gebildet wird. Da die entsprechende Feldglei-
chung jedoch unverandert bleibt, erscheint diese Bezeichnung unpassend und wird hier
nicht weiter verwendet.

Im Rahmen dieser Arbeit soll der Fokus auf geometrisch nichtlineare Effekte gelegt
werden. Materielle Nichtlinearitdten sowie Nichtlinearitdten durch Randbedingungen
werden nur der Vollstandigkeit halber kurz erlautert.

3.2 Statische Gleichgewichtspfade und
Gleichgewichtsflachen

Wird der Zusammenhang zwischen der bei einem realen Versuch auf einen Probe-
korper aufgebrachten Last und der daraus resultierenden Verschiebung fiir ein reales
Experiment grafisch aufgetragen, spricht man von einer Last-Verschiebungskurve. Bei
numerischen Experimenten lasst sich dieser Zusammenhang ebenfalls darstellen, man
spricht dann von einem Gleichgewichtspfad. Diese beiden Kurven kénnen identisch sein,
wenn das Experiment quasi-statisch — also ohne Berticksichtigung dynamischer Effekte
— durchgefiihrt wird.

Gleichgewichtspfade in der Ebene

Die Eigenschaften und unterschiedlichen Arten der Darstellung von Gleichgewichtspfa-
den und -flichen sollen zunachst anhand einiger einfacher Beispiele gezeigt werden. Hier-
fiir wird zunéchst das in Abbildung 3.2 dargestellte flache, symmetrische und durch eine
Einzellast F' belastete Dreigelenktragwerk untersucht. Das Verhalten des Tragwerks lasst
sich dabei mit nur einem Freiheitsgrad D beschreiben. Dies liegt zum einen darin be-
griindet, dass sowohl das System als auch die Last symmetrisch sind. Zum anderen ist
die Geometrie so gewahlt, dass kein Verzweigen auftritt. Fiir welche Geometrien dies
zutrifft, wird im Anhang A.1 analysiert und beschrieben.

Im rechten Teil von Abbildung 3.2 ist der Gleichgewichtspfad dargestellt. Er entspricht
der Last-Verschiebungskurve fiir ein verschiebungsgesteuertes Experiment. An jedem
Punkt entlang dieser Kurve befindet sich das System im Gleichgewicht. Beginnt der
Pfad wie hier im Ursprung, spricht man vom Priméarpfad.

Bei Tragwerken, die durch eine auflere Kraft F' belastet sind, wird hierbei eine ausgewahl-
te Verschiebung D auf der Abszissenachse angetragen, die aufgebrachte Last F' = \F}
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3.2 Statische Gleichgewichtspfade und Gleichgewichtsflachen

F=AF A AFo

l

/2
N/

Abbildung 3.2: Modell des flachen, symmetrischen Dreigelenktragwerks (links) und der
dazugehorige Gleichgewichtspfad (rechts)

oder der Lasterhohungsfaktor A auf der Ordinatenachse. Wirkt dagegegen eine Verschie-
bungslast, befindet sich an jedem belasteten Knoten ein zusétzliches Lager. Auf der Abs-
zissenachse wird die an den zuséatzlichen Lagern aufgebrachte Verschiebung D = \D,
angetragen, auf der Ordinatenachse die resultierende Lagerkraft F', die im Nachgang
aus den Verschiebungen riickgerechnet werden kann. Werden mehrere Knoten verscho-
ben, bietet es sich in vielen Fallen an, eine Resultierende zu ermitteln und fiir F' diese
Resultierende durch die Anzahl der verschobenen Knoten zu dividieren.

Da bei diesem Beispiel nur ein verédnderlicher Parameter A und eine Verschiebung exis-
tieren, liegt die Gleichgewichtskurve in einer Ebene.

Gleichgewichtspfade im Raum

Im néachsten Beispiel betrachten wir das in Abbildung 3.3 dargestellte asymmetrische
Dreigelenktragwerk. Durch die Asymmetrie entstehen in diesem Beispiel nicht nur ver-
tikale, sondern auch horizontale Verschiebungen. Es handelt sich um ein System mit
einem Lastparameter und zwei Freiheitsgraden, der Gleichgewichtspfad liegt also im
dreidimensionalen Raum.

In der rAumlichen Darstellung in Abbildung 3.3 erkennt man, dass es sich bei den beiden
ebenen Gleichgewichtspfaden fiir die Verschiebungen D; und D, um Projektionen des
Gleichgewichtspfads in zweidimensionale Unterraume handelt.

Fiir Systemen mit mehr als zwei Freiheitsgraden ist es immer erforderlich, Projektionen
des n + 1-dimensionalen Pfads in den zwei-, seltener auch den dreidimensionalen Unter-
raum zu betrachten. Hierbei steht n fiir die Zahl der Freiheitsgrade des Systems. Je nach
Wahl des Unterraums, in den die Kurve projiziert wird, kénnen jedoch Eigenschaften
des Pfads und somit Verhaltensweisen des Tragwerks nicht sofort ersichtlich sein. So
konnen etwa plotzliche Richtungsénderungen der Kurve nur in einigen der Projektionen
auftreten, wihrend der Pfad in anderen Projektionen keine Anderung seiner Richtung
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3 Phanomene der geometrisch nichtlinearen Strukturmechanik

A A

a+h l a—nh

AFy

Abbildung 3.3: Modell des flachen, asymmetrischen Dreigelenktragwerks (links oben)
und der dazugehorige Gleichgewichtspfad fiir die Freiheitsgrade D und
D, (rechts oben & links unten), rdumliche Darstellung mit Projektionen
(rechts unten)

aufweist. An dieser Stelle sei auf die Arbeit von POHL (2014) verwiesen, in der Metho-
den zur effizienten Berechnung komplexer Gleichgewichtspfade vorgestellt werden, die
sich diese Eigenschaften zunutze machen.

Das dritte untersuchte Beispiel ist ein hohes Dreigelenktragwerk, wie es in Abbildung 3.4
zu sehen ist. Die Abmessungen wurden so gewéhlt, dass ein sekundérer Gleichgewichts-
pfad existiert (weitere Informationen hierzu siehe Anhang A.1). Ausgehend vom Punkt,
an dem die beiden Pfade verzweigen, kann sich das Tragwerk sowohl in D; als auch in
Ds-Richtung verformen und befindet sich dabei im Gleichgewicht.

Fiir komplexe Tragwerke mit mehreren hundert oder tausend Freiheitsgraden existiert
im Allgemeinen eine Vielzahl von Gleichgewichtspfaden. Diese kénnen, wie hier, den
Primar- oder einen anderen Gleichgewichtspfad schneiden. Es existieren aber auch iso-
lierte Pfade, die keinerlei Verbindung zu anderen Pfaden besitzen.

26



3.2 Statische Gleichgewichtspfade und Gleichgewichtsflachen

ARy

5a/2

Dy

Dy

Abbildung 3.4: Modell des hohen, symmetrischen Dreigelenktragwerks (links) und die
dazugehorige Gleichgewichtskurve (rechts) mit Primér- und Sekundér-
pfad

Gleichgewichtsflachen

Bei allen bisherigen Beispielen wurde immer von einem Lastparameter A ausgegangen.
Im folgenden Beispiel, einem zunéchst flachen Dreigelenktragwerk, wird ein zweiter Pa-
rameter eingefithrt. Diese zweite zu parametrisierende Groéfle kann dabei frei gewahlt
werden. Es kann sich dabei um eine zweite Last Ay F{y handeln, aber auch um eine mate-
rielle oder geometrische Grofle. So lassen sich beispielhaft der E-Modul in ausgewéhlten
Elementen oder die urspriingliche Lage einzelner Knoten parametrisieren. Im folgenden
Beispiel wird die Hohe hg + A\2h des Dreigelenktragwerks variiert.

Durch den zusétzlichen Parameter A\, ergibt sich die rechts in Abbildung 3.5 dargestellte
Gleichgewichtsfliche. Sie ldsst sich als eine kontinuierliche Aneinanderreihung der ein-
zelnen Gleichgewichtspfade fiir die variierende Hohe verstehen. Die dargestellte Flache
ist jedoch nur eine Projektion der vierdimensionalen Hyperfliche (Ay, A2, Dy, D) in den
dreidimensionalen Unterraum (A;, Ao, D). Auf dieser Fliache konnen wiederum Pfa-
de mit ausgewahlten Eigenschaften gefunden werden. Auf der hier abgebildeten Flache
kann etwa der Pfad der kritischen Punkte, im Englischen auch als Fold Line bezeichnet,
verfolgt werden. Hierzu sei auf das Kapitel 5 verwiesen, in dem genau diese Pfade naher
untersucht werden.

Auch bei einer Fliche, die durch einen zweiten Lastparameter entsteht, kann nach Pfa-
den auf der Fliache gesucht werden, die wiederum spezielle Eigenschaften besitzen. So
lassen sich etwa Pfade finden, auf denen die beim Ablaufen zu leistende Arbeit minimal
ist. Andere Pfade verbinden zwei Gleichgewichtspunkte, fiir die jeweils eine gewtinschte
Geometrie vorgegeben ist, ohne dabei instabil zu werden.
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Aoh

Abbildung 3.5: Modell eines Dreigelenktragwerks mit variabler Hohe (links) und die
dazugehorige Gleichgewichtsflache (rechts)

3.3 Stabilitat statischer Gleichgewichtszustande

Leonhard Euler analysiert 1744 erstmals das Knicken schlanker, gerader, druckbean-
spruchter Stiabe. Noch heute sind die vier Euler’schen Knickfélle Bestandteil der Lehre
fiir angehende Ingenieure. Im Jahr 1788 befasst sich Joseph-Louis Lagrange in ,, Mécha-
nique Analytique“ ebenfalls mit der Frage nach Stabilitdt. Anders als Euler, der sich mit
der Stabilitdt statischer Systeme auseinandersetzt, befasst sich Lagrange mit der Sta-
bilitat dynamischer Systeme. Die Definition von stabilem Gleichgewicht geht dabei auf
das Minimum der potentiellen Energie zuriick. Im Jahr 1892 liefert Alexander Michailo-
witsch Liapunov in seiner Dissertation eine Stabilitdtstheorie nichtlinearer dynamischer
Systeme. Danach ist ein System bzw. ein Prozess dann stabil, wenn die Losung eines
gestorten Problems nicht iiber alle Grenzen hinweg von der Losung des ungestorten
Systems abweicht. Weitere Ausfithrungen zu den genannten Theorien finden sich u. a. in
LORIA UND PANTELEY (2017), TIMOSCHENKO (1936), KOLLBRUNNER UND MEISTER
(1955), BURGERMEISTER UND STEUP (1966) sowie THOMPSON UND HUNT (1984).

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der Frage der Stabilitdt von Gleichgewichts-
zustdnden. Auch hierauf kann die Definition nach Liapunov iibertragen werden. Ein
System befindet sich demnach in einem stabilen Gleichgewichtszustand, wenn es nach
einer hinreichend kleinen Storung wieder in seine urspriingliche Gleichgewichtslage zu-
riickkehrt. Ist ein System durch konservative Kréfte belastet, lasst sich das Verhalten
gut am Beispiel der Kugel in Abbildung 3.6 beschreiben. Wird die Kugel im linken
Bild ausgelenkt, kehrt sie wieder in den Ausgangszustand zuriick. Hierbei lédsst sich die
Kurve auch als potentielle Energie betrachten. Weist die potentielle Energie ein lokales
Minimum auf, befindet sich das System in einem stabilen Gleichgewicht.

28



3.4 Kritische Punkte und kritische Pfade

o/ N

Abbildung 3.6: Stabilitit eines Gleichgewichtszustand am Beispiel einer Kugel. Stabiler
Gleichgewichtszustand (links), indifferenter Gleichgewichtszustand (mit-
tig) und instabiler Gleichgewichtszustand (rechts)

Ein Gleichgewichtszustand ist hingegen instabil, wenn bereits eine kleine Storung dazu
fithrt, dass sich das System unaufhaltsam von der urspriinglichen Gleichgewichtslage
entfernt. Dies lasst sich an der rechten Darstellung in 3.6 erkennen. Lenkt man die Kugel
nur minimal aus, rollt diese nicht wieder zurtick in ihre urspriingliche Ausgangsposition.
Interpretiert man die Kurve wieder als potentielle Energie, so weist sie in diesem Fall
ein lokales Maximum auf.

Der Fall des indifferenten Gleichgewichts ist im mittleren Bild zu sehen und bildet den
Ubergang zwischen stabilem und instabilem Gleichgewicht. Nach einer kleinen Auslen-
kung der Kugel kehrt diese nicht wieder in die Ausgangslage zuriick. Die Auslenkung
wéchst allerdings auch nicht tiber alle Grenzen hinweg an.

3.4 Kiritische Punkte und kritische Pfade

Von besonderem Interesse sind die Punkte auf dem Gleichgewichtspfad oder der Gleich-
gewichtsflache, an denen die Grenze des stabilen Gleichgewichts erreicht wird. Diese
kritischen Punkte zeichnen sich — frei nach Euler — dadurch aus, dass fiir die gegebene
Belastung neben dem aktuellen Gleichgewichtszustand mindestens ein weiterer, unmit-
telbar benachbarter Gleichgewichtszustand existiert.

In Anlehnung an MANG UND HOFSTETTER (2000) lassen sich kritische Punkte nach
ihrer Versagensart im Stabilitédtsfall in drei Arten unterteilen: Durchschlagen, Verzwei-
gen des Gleichgewichts und das Erreichen der Traglast. Da es sich im dritten Fall, dem
Erreichen der Traglast, definitionsgeméfl um ein materiell nichtlineares Phénomen han-
delt, konzentriert sich diese Arbeit auf die Untersuchung von Durchschlagspunkten, im
Englischen als limit points bezeichnet, und Verzweigungspunkten, im Englischen bifur-
cation point genannt. Wenn im Folgenden von kritischen Punkten die Rede ist, bezieht
sich dies ausschliellich auf Durchschlags- und Verzweigungspunkte.

Kritische Punkte kennzeichnen sich nach Euler also durch des Vorhandensein eines un-
mittelbar benachbarten Gleichgewichtszustands bei gleichbleibender Last. Dies bedeu-
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Durchschlagspunkt

Fom =]

D
Abbildung 3.7: Durchschlagspunkte fiir Kraftlastfall am Beispiel eines Dreigelenktrag-
werks (qualitativ)

tet, dass an einem kritischen Punkt die Steifigkeit in mindestens eine Richtung gleich
null sein muss. Dies hat zur Folge, dass die Tangentensteifigkeitsmatrix Kt an einem
kritischen Punkt singulér wird und nicht mehr positiv definit ist.

Das unterschiedliche Verhalten beim Erreichen bzw. Uberschreiten von kritischen Punk-
ten lasst sich in den Abbildungen 3.7, 3.8 und 3.9 erkennen. Die Art des kritischen Punkts
hangt dabei von der Richtung ab, in die der Eigenvektor am kritischen Punkt orientiert
ist. Hierauf wird im Abschnitt 4.3.3 nidher eingegangen.

3.4.1 Durchschlagspunke bei Kraftlastfallen

In Abbildung 3.7 ist ein flaches Dreigelenktragwerk mit dem dazugehorigen qualitativen
Gleichgewichtspfad dargestellt. Hierbei ist die aufgebrachte Last AFy am mittleren Kno-
ten iiber die resultierende vertikale Verschiebung des Knotens aufgetragen. Neben der in
schwarz dargestellten Ausgangsgeometrie sind mehrere deformierte Zustdnde dargestellt.
Die zu den Deformationszustanden gehorenden Punkte auf der Gleichgewichtskurve sind
in den jeweils passenden Farben gekennzeichnet. Am ersten Durchschlagspunkt, hier in
blau dargestellt, weist der Gleichgewichtspfad eine horizontale Tangente auf. Diese ho-
rizontale Tangente lasst sich auch anschaulich interpretieren: Das System besitzt keine
Steifigkeit in Richtung der aufgebrachten Kraftlast A\Fj. Ohne \ weiter zu steigern lasst
sich das System also in einen infinitesimal benachbarten Gleichgewichtszustand fithren.
Dies entspricht der Definition des indifferenten Gleichgewichts aus Abschnitt 3.3.

Bei einem lastkontrollierten Experiment ist das Tragwerk nach dem Erreichen des Durch-
schlgspunkts instabil und schlégt dynamisch durch. Nach dem Ausschwingen kommt es
auf einem stabilen Ast des Gleichgewichtspfads in der grau gezeichneten Konfiguration
zur Ruhe. Wird die Last im Anschluss wieder zuriickgefahren, ist das System bis zum
Erreichen des pink gekennzeichneten Durchschlagspunkts stabil und schlédgt von dort in
eine hier nicht dargestelle Gleichgewichtslage zuriick.
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Abbildung 3.8: Durchschlagspunkte fiir Verschiebungslastfall am Beispiel eines modifi-
zierten Dreigelenktragwerks (qualitativ)

3.4.2 Durchschlagspunkte bei Verschiebungslastfallen

Abbildung 3.8 zeigt die Modifikation eines Dreigelenktragwerks. Es ist am rechten Kno-
ten mit einer inhomogenen Verschiebungsrandbedingung belastet. Die dazugehorigen
Gleichgewichtspfade sind daneben und darunter abgebildet. Sie zeigen die resultierende
vertikale Lagerkraft /' am rechten Knoten, angetragen tiber die aufgebrachte Verschie-
bung AD, bzw. die vertikale Verschiebung D; am freien Knoten. Anders als bei Kraft-
lastfallen, bei denen die aufgebrachte Last \F| iiber die resultierende Verschiebung D
angetragen wird, tritt der erste Durchschlagspunkt folglich auch nicht an der ersten
horizontalen, sondern an der ersten vertikalen Tangente des Gleichgewichtspfads auf.
Ahnlich wie die horizontale Tangente bei einem Kraftlastfall lisst sich auch die vertikale
Tangente bei einem Verschiebungslastfall anschaulich interpretieren: am Durchschlags-
punkt besitzt das System keine Flexibilitat in Richtung der aufgebrachten Verschiebung
D. Es existiert also in der unmittelbaren Umgebung fiir die gleiche aufgebrachte Ver-
schiebung D ein weiterer Gleichgewichtszustand.

Bei einem verschiebungsgesteuerten Experiment wird das System mit Erreichen des
Durchschlagspunkts instabil. Auch hier schlagt das System dynamisch durch und kommt
auf einem stabilen Ast des Gleichgewichtspfads zur Ruhe.

3.4.3 Verzweigungspunke

In Abbildung 3.9 ist ein hohes Dreigelenktragwerk mit dazugehorigem Gleichgewichts-
pfad dargestellt. Das Dreigelenktragwerk wird durch eine duflere Kraftlast F' = A[Fj
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Verzweigungspunkt

Abbildung 3.9: Verzweigungspunkt am Beispiel eines Dreigelenktragwerks (qualitativ)

belastet. Zum besseren Verstandnis ist der Gleichgewichtspfad im Raum gegeben. Hier-
bei stehen D fiir die vertikale und D, fiir die horizontale Verschiebung des belasteten
Knotens.

Anders als bei dem niedrigen Dreigelenktragwerk in Abbildung 3.7 wird hier der Primér-
pfad vor dem ersten Durchschlagspunkt — also vor dem ersten lokalen Maximum — von
einem Sekundéarpfad gekreuzt. Man spricht daher von einem Verzweigungspunkt. Auch
an einem Verzweigungspunkt wird die Steifigkeitsmatrix des diskretisierten Systems sin-
guldr. Anders als bei Durchschlagspunkten verschwindet bei Verzweigungspunkten die
Steifigkeit jedoch nicht in Richtung der aufgebrachten Last, sondern orthogonal dazu.
Ist das System perfekt, wird sich das Tragwerk entsprechend dem Primérpfad weiter
verformen. Minimale Storungen der Gleichgewichtslage reichen jedoch aus, um vom Pri-
mérpfad in den Sekundarpfad (schwarz dargestellt) zu wechseln.

Anders als bei echten Durchschlagsproblemen, bei denen sich der kritische Punkt durch
die starke Anderung der Steigung der Gleichgewichtskurve ankiindigt, treten Verzwei-
gungsprobleme ohne Vorwarnung auf. Typische Beispiele hierfiir aus der Praxis sind das
Beulen von Zylindern, wie z. B. Silos, oder das Ausknicken druckbelasteter Stiitzen.

3.4.4 Kiritische Pfade bei Mehrparametersystemen

Wie schon in Abschnitt 3.2 gezeigt, lasst sich fiir Systeme mit mehreren Parametern die
Gleichgewichtsbeziehung als Flache darstellen (vgl. Abb. 3.5). So wie aus einem Gleich-
gewichtspfad im zweidimensionalen Raum bei Hinzunahme eines weiteren Parameters
(in diesem Fall die Hohe des Dreigelenktragwerks) eine Fliache im dreidimensionalen
Raum entsteht, so wandelt sich der kritische Punkt zum kritischen Pfad.

Wir betrachten erneut das Dreigelenktragwerk mit variabler Hohe. In Abbildung 3.10 ist
die schon bekannte Gleichgewichtsfliche dargestellt, bei der der Lasterhohungsfaktor A\;
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=== Durchschlagspunkte == Verzweigungspunkte

Abbildung 3.10: Modell eines Dreigelenktragwerks mit variabler Héhe (links) und die
dazugehorige Gleichgewichtsflache (rechts) mit kritischen Pfaden

iiber die vertikale Verschiebung D; sowie den Faktor der Hohendnderung Ao dargestellt
ist. Zusétzlich sind die kritischen Pfade eingezeichnet. Die blauen Pfade markieren hier-
bei die Lage der Durchschlagspunkte, der violette Pfad die der Verzweigungspunkte. Fiir
Durchschlagspunkte liegt der kritische Pfad entlang des Grats, er wird im Englischen
daher auch als Fold Line bezeichnet (vgl. JEPSON UND SPENCE (1985)). Erste Arbei-
ten zur Ermittlung kritischer Pfade fiir strukturmechanische Problemstellungen finden
sich in ERIKSSON (1994) und ERIKSSON (1997), neuere Ergebnisse zur Stabilitatsanlyse
von Mehrparametersystemen finden sich u. a. in REZAIEE-PAJAND UND MOGHADDASIE
(2014) sowie GROH U. A. (2018).

Am Schnittpunkt der beiden Kurven existieren sowohl ein Durchschlags- als auch ein
Verzweigungspunkt. An dieser Stelle ergeben sich beide Eigenwerte der Steifigkeitsma-
trix zu null.

3.5 Nachbeulverhalten

In Abschnitt 3.3 wurde bereits auf eine allgemeine Definition der Stabilitat statischer
Gleichgewichtspunkte eingegangen. Der folgende Abschnitt beschéftigt sich speziell mit
der Frage der Stabilitat von Gleichgewichtspfaden im unmittelbaren Nachbeulbereich,
also nach dem Erreichen des ersten kritischen Punkts.

Das Verhalten im Nachbeulbereich ist bei der Analyse und Bemessung eines Tragwerks
von grofler Bedeutung. Systeme, die nach Erreichen eines Verzweigungspunkts instabil
werden, reagieren besonders empfindlich auf Imperfektionen. Dies kann dazu fiithren,
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dass die kritische Last, also die Last beim Erreichen eines kritischen Punkts, bei einem
realen Tragwerk deutlich niedriger liegt als bei einer numerischen Analyse, die von einer
perfekten Anfangsgeometrie ausgeht. Bleibt ein Tragwerk nach dem Erreichen eines
Verzweigungspunkts hingegen stabil, kann die aufnehmbare Last unter Umstédnden sogar
noch gesteigert werden. Die Imperfektionsempfindlichkeit eines solchen Tragwerks ist
deutlich geringer.

Die in diesem Abschnitt gezeigten Diagramme basieren auf der Arbeit von KOITER
(1967), die in niederlandischer Sprache bereits im Jahr 1945 erschien. Neben der Ein-
teilung, die Koiter fiir Systeme unter einer aufleren Kraftlast vorgenommen hat, wird in
dieser Arbeit gezeigt, dass sich diese Kategorisierung auch auf Systeme unter Verschie-
bungslasten iibertragen lasst.

Zudem wird das Stabilitatsverhalten fiir Mehrparametersysteme am bekannten Beispiel
des Dreigelenktragwerks visualisiert und analysiert.

3.5.1 Kraftlastfalle

In dieser Arbeit wurde bereits auf den Unterschied zwischen Durchschlags- und Ver-
zweigungspunkten eingegangen. Nach Koiter lassen sich Verzweigungspunkte anhand
des Verhaltens unmittelbar nach Erreichen des kritischen Punkts nochmals unterteilen
in symmetrische und asymmetrische Verzweigungspunkte. Bei symmetrischen Verzwei-
gungspunkten unterscheidet man abermals zwischen stabilen und instabilen Punkten.
Alle Varianten sind in Anlehnung an Koiter in Abbildung 3.11 dargestellt. Dabei sind in-
stabile Abschnitte der Gleichgewichtspfade gestrichelt dargestellt. Die kritischen Punkte
sind mit den Anfangsbuchstaben der englischen Bezeichnung fiir den jeweiligen kriti-
schen Punkt gekennzeichnet: L steht somit fiir Durchschlagspunkte (limit points), B
steht fir Verzweigungspunkte (bifurcation points).

Wie in Abschnitt 3.3 bereits erwédhnt, kann fiir die Untersuchung der Stabilitat auch
die potentielle Energie des Systems analysiert werden. Alle folgenden Aussagen bezie-
hen sich dabei auf die Projektion der Energie in einen ausgewahlten D-F-Unterraum.
An stabilen Gleichgewichtspunkten besitzt die Energie ein lokales Minimum, an insta-
bilen ein Maximum. An einem stabilen Verzweigungspunkt wird die potentielle Ener-
gie ebenfalls minimal, an instabilen Verzweigungspunkten maximal. An asymmetrischen
Verzweigungs- sowie Durchschlagspunkten weist die Energie einen Sattelpunkt auf. Wei-
tere Informationen hierzu finden sich u.a. in THOMPSON UND HUNT (1973a).

Ein in der Baupraxis bekanntes Beispiel, bei dem Durchschlagsprobleme auftreten kon-
nen, sind flache Bogen oder flache Kuppeln. Druckbelastete Stiitzen, die den Euler-
lastféllen zwei bis vier entsprechen, sind Beispiele fiir stabile, symmetrische Verzwei-
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Durchschlagen Verzweigen
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Abbildung 3.11: Klassifikation kritischer Punkte fiir Kraftlastfille, angelehnt an Ko-
ITER (1967)

gungspunkte. Hier kann auch nach dem Erreichen der kritischen Last Fiy = it Fo
die Last weiter gesteigert werden, ohne dass es zu einem kompletten Ausfall der Stiitze
kommt. Der erste Eulerfall hingegen, also eine auskragende, druckbelastete Stiitze mit
freiem Ende ist ein Beispiel fiir einen instabilen Verzweigungspunkt. Hier versagt das
Bauteil schlagartig nach dem Uberschreiten der kritischen Last Fi. Asymmetrische
Verzweigungspunkte sind seltener zu finden. Das liegt daran, dass Verzweigen nur bei
symmetrischen Konstruktionen auftritt. Es miissen also Tragwerke sein, die bis zum
Erreichen des Verzweigugnspunkts symmetrisch sind und sich erst im Nachbeulbereich
asymmetrisch verhalten. Diese Eigenschaft findet sich z. B. bei rotationssymmetrischen
Strukturen.

Es sei angemerkt, dass die instabilen Aste nicht in realen, sondern nur in numerischen
Experimenten mit Pfadverfolgungsalgorithmen, wie sie in Abschnitt 4.1 vorgestellt wer-
den, ermittelt werden konnen. Doch auch wenn diese instabilen Aste des Gleichgewichts
in der Realitdt nie erreicht werden, bieten sie trotzdem einen tiefen Einblick in das Ver-
halten eines Tragwerks. So lassen sich nach WAGNER (1991) etwa Erkenntnisse tiber das
Imperfektionsverhalten gewinnen. Zudem lasst die Analyse statischer Gleichgewichts-
pfade Riickschliisse auf das dynamische Verhalten zu.

3.5.2 Verschiebungslastfalle

Die in Abbildung 3.11 dargestellte Kategorisierung gilt, wie bereits erwéhnt, in dieser
Form nur fiir statische Systeme, die durch einen Kraftlastfall belastet sind. Anhand
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D= )\DOL

Abbildung 3.12: Stabilitdt des Nachbeulbereichs bei Durchschlagspunkt in Anlehnung
an KOITER (1967) unter Verschiebungslast

moglichst einfacher Beispiele soll gezeigt werden, dass sich die Koiter’schen Kategorien
prinzipiell auch auf Systeme mit Verschiebungslastfallen iibertragen lassen.

Durchschlagspunkte

Ein einfaches Beispiel fiir Durchschlagspunkte bei Verschiebungslastfillen, eine Modifi-
kation eines Dreigelenktragwerks, ist in Abbildung 3.12 dargestellt. Neben dem Tragwerk
ist der dazugehorige Gleichgewichtspfad zu sehen.

Wie in Abschnitt 3.4 bereits erwédhnt, treten Durchschlagspunkte bei Systemen, die
durch einen Verschiebungslastfall belastet sind, immer dann auf, wenn der Gleichge-
wichtspfad eine vertikale Tangente besitzt. Wie man in Abbildung 3.12 erkennen kann,
ist der Abschnitt des Gleichgewichtspfads unmittelbar nach dem ersten Durchschlags-
punkt instabil. Erst mit Erreichen des zweiten Durchschlagspunkts wird das System
wieder stabil.

Damit ahnelt das Verhalten von Systemen unter einer Verschiebungslast im Nachbeul-
bereich dem Verhalten von Systemen unter einer Kraftlast.

Stabile symmetrische Verzweigungspunkte

Fir die drei unterschiedlichen Arten von Verzweigungspunkten werden drei dhnliche
Beispiele untersucht. In allen drei Féallen handelt es sich um einen druckbelasteten Pen-
delstab, der horizontal durch verschiedene Federn gehalten wird (Abb. 3.13, 3.14 und
3.15). Die Steifigkeit des Pendelstabs ist bei allen Beispielen deutlich grofier als die
Steifigkeit der Feder.

Zunéchst soll der stabile symmetrische Verzweigungspunkt untersucht werden. Das zu-
gehorige System ist in Abbildung 3.13 dargestellt. Da sich die hier verwendeten Stabele-
mente auf Druck und Zug unterschiedlich verhalten, werden hier zwei Federn verwendet.
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3.5 Nachbeulverhalten

Abbildung 3.13: Stabiler symmetrischer Verzweigungspunkt in Anlehnung an KOITER
(1967) unter Verschiebungslast

Das unterschiedliche Verhalten resultiert aus dem in dieser Arbeit verwendeten Green-
Lagrange’schen Verzerrungsmaf (vgl. Anhang A.2).

Wie auch bei Kraftlastfallen ist der Primarpfad nach dem Verzweigungspunkt insta-
bil. Der Sekundarpfad ist symmetrisch und in beide Richtungen stabil, obwohl dieser
abfallend ist. Hierin liegt ein wesentlicher Unterschied beim Vergleich mit dem entspre-
chenden Diagramm in Abbildung 3.11. Dies ldsst sich mithilfe des rechten Diagramms
in Abb. 3.13 erklaren. Bei einem Kraftlastfall ist ein abfallender Ast instabil, da die
aufgebrachte Last \F{ wieder verringert werden muss, um im Gleichgewicht zu bleiben.
Dies ist bei Verschiebungslastfallen ahnlich, nur muss hier die aufgebrachte Verschiebung
untersucht werden. In der rdumlichen Darstellung des Gleichgewichtspfads lésst sich er-
kennen, dass die aufgebrachte Verschiebung ADy in Richtung von D, weiter ansteigt.

Asymmetrische Verzweigungspunkte

Als néchstes wird ein System betrachtet, bei dem der Gleichgewichtspfad im Nachbeul-
bereich asymmetrisch verlauft (Abb. 3.14). Dies liegt, wie bereits erwidhnt, an den unter-
schiedlichen Eigenschaften der Feder bei Druck und Zug (eine Last-Verschiebungskurve

LADO l)\DO AF AF

= = /

—> D B/, /
‘ ' o /

B
Dy B

D1 D2 \

Abbildung 3.14: Asymmetrischer Verzweigungspunkt in Anlehnung an KOITER (1967)
unter Verschiebungslast

’
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Abbildung 3.15: Instabiler symmetrischer Verzweigungspunkt in Anlehnung an KOITER
(1967) unter Verschiebungslast

der Feder findet sich in Anhang A.2). Anhand der Projektion des Gleichgewichtspfads
in die D;-F - Ebene lasst sich wieder keine Aussage iiber die Stabilitdt des Sekundér-
pfads treffen. Auch hier hilft nur der Blick auf den Gleichgewichtspfad in der D,-F
- Ebene. Ein vergroflerter Bereich des Ausschnitts um den Verzweigungspunkt ist im
rechten Diagramm dargestellt. Hier erkennt man neben dem Primérpfad den in der Pro-
jektion als zwei Aste erscheinenden Sekundarpfad. Der ansteigende Ast ist stabil, da
hier die aufgebrachte Verschiebung immer weiter gesteigert wird. Der absteigende Ast
ist hingegen instabil, da die aufgebrachte Verschiebung AD, abnimmt. In diesem Bei-
spiel ist der instabile Abschnitt des Gleichgewichtspfads sehr klein. Bereits kurz nach
dem Uberschreiten des Verzweigungspunkts wird das System nach dem Passieren eines
Durchschlagspunkts wieder stabil.

Instabile symmetrische Verzweigungspunkte

Das abschlieBende Beispiel (Abb. 3.15) liefert einen kritischen Punkt, dessen Nachbeul-
bereich sich symmetrisch und instabil verhalt. Zunéchst erscheint das Beispiel identisch
mit dem in Abbildung 3.14. Der Unterschied liegt hier in der verwendeten Feder. Wie
bereits erwidhnt verhélt sich ein Stab- oder Federelement mit Green-Lagrange’schem
Verzerrungsmafl unterschiedlich im Druck- und Zugbereich. Aus diesem Grund wird die
Steifigkeit des Stabs so modifiziert, dass sich sowohl fiir Zug- als auch fiir Druckkrafte
im Element ein entfestigendes und symmetrisches Verhalten einstellt. Eine Herleitung
sowie die Spannungs-Dehnungs-Beziehung der Feder findet sich in Anhang A.2.

Im rechten Diagramm, das den Gleichgewichtspfad in der D,-F-Ebene zeigt, ist deut-
lich zu erkennen, dass die aufgebrachte Verschiebung nach dem Verzweigungspunkt ab-
nimmt. Somit ist der Pfad bis zum nachsten Durchschlagspunkt instabil. Das Diagramm
dhnelt den Last-Verschiebungskurven von Zylindern unter Axialdruck.
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Aoh
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Abbildung 3.16: Modell eines Dreigelenktragwerks mit variabler Hohe (links) und die
dazugehorige Gleichgewichtsfldche mit Stabilitétseigenschaften (rechts)

3.5.3 Mehrparametersysteme

Die Frage nach der Stabilitat eines Gleichgewichtspunkts im Nachbeulbereich lésst sich,
unabhéangig von der Art des verwendeten Lastfalls, auch auf Mehrparametersysteme
iibertragen. In Abbildung 3.16 ist die bereits aus Abb. 3.10 bzw. 3.5 bekannte Gleichge-
wichtsflache fir ein Dreigelenktragwerk mit variabler Hohe nochmals dargestellt. Stabile
Gleichgewichtspunkte sind in Blau dargestellt, instabile Gleichgewichtspunkte mit einem
negativen Eigenwert in Gelb und mit zwei negativen Eigenwerten in Pink.

Neben der Analyse der Eigenwerte wird in der Literatur auch héufig die Beobachtung
der Determinante der Tangentensteifigkeitsmatrix (det K1) empfohlen, wenn es um be-
gleitende Mafinahmen zur Untersuchung des Stabilitatsverhaltens geht. Doch bereits bei
diesem einfachen Beispiel zeigt sich, dass die Determinante nicht gentigend Aussagekraft
besitzt, denn sowohl im blauen wie auch im pinken Bereich gilt det K > 0. Ein allge-
meiner Uberblick zu begleitenden Mafinahmen zur Analyse der Stabilitétseigenschaften
eines Systems findet sich in Kapitel 4.2.

3.6 Imperfektionen

In den vorherigen Abschnitten wurde immer von perfekten Systemen ausgegangen. Rea-
le Tragwerke sind jedoch niemals perfekt. Sowohl durch die Herstellung als auch die
Montage entstehen unterschiedliche Arten von Imperfektionen. Man unterscheidet da-
bei zwischen geometrischen und physikalischen Imperfektionen. Von geometrischen Im-
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Abbildung 3.17: Auswirkungen geometrischer Imperfektionen fiir Durchschlagsproble-
me am Beispiel eines modifizierten Dreigelenktragwerks

perfektionen ist die Rede, wenn einzelne Bauteile von der idealen oder perfekten Form
abweichen. Beispiele hierfiir sind Vorverformungen einzelner Bauteile, auflerplanmafige
Schiefstellungen oder ausmittig angreifende Lasten. Diese Geometrieinderungen bezie-
hen sich immer auf die Ausgangskonfiguration. Geometrische Imperfektionen verursa-
chen somit keine Krafte im unbelasteten Tragwerk. Von physikalischen oder materiellen
Imperfektionen spricht man, wenn die Werkstoffeigenschaften im realen Bauwerk von
den Modellannahmen abweichen. Ein Beispiel hierfiir sind Eigenspannungen, die Auf-
grund des Bauablaufs in einzelnen Bauteilen wirken. Der Fokus dieser Arbeit liegt auf
den geometrischen Imperfektionen, matrielle Imperfektionen werden nicht weiter be-
riicksichtigt.

Wie anfillig ein Tragwerk auf Imperfektionen reagiert, hangt stark von der Art des
kritischen Punkts ab. Daher soll im Folgenden kurz auf die Sensitivitat unterschiedlicher
Tragwerke gegentiber geometrischen Imperfektionen eingegangen werden.

Das bereits mehrfach gezeigte modifizierte Dreigelenktragwerk mit inhomogener Dirich-
let-Randbedingung dient als erstes Beispiel. In Abbildung 3.17 (links) ist das Tragwerk
inklusive der aufgebrachten geometrischen Imperfektionen gegeben. In diesem Fall wird
eine Verschiebung des Lagers in vertikale Richtung von e* = £L/200 als Imperfektion
auf das Tragwerk aufgebracht. Im rechten Teil der Abbildung sind die Gleichgewichts-
pfade der drei untersuchten Varianten dargestellt. Hierfiir sind alle Graphen in unter-
schiedlichen Farben und gestrichelt dargestellt, da sie annahernd iibereinander liegen.
Selbst bei genauer Betrachtung der drei Kurven ist kaum ein Unterschied wahrnehmbar.
Die Imperperfektionsempfindlichkeit ist also zumindest fiir dieses Tragwerk recht gering.
Dass dies im Allgemeinen fiir Durchschlagsprobleme gilt, wird z. B. in THOMPSON UND
HUNT (1973a) gezeigt.

Das zweite Beispiel zeigt ein System mit einem instabilen symmetrischen Verzweigungs-
punkt. Der Pendelstab mit horizontaler Feder (Abb. 3.18) ist bereits im vorherigen
Abschnitt 3.5 genauer beschrieben. Im Gegensatz zum gerade betrachteten Beispiel mit
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Abbildung 3.18: Auswirkungen geometrischer Imperfektionen fiir Verzweigungsproble-
me am Beispiel eines druckbelasteten Pendelstabs mit horizontaler Fe-
der

Durchschlagspunkt zeigt sich hier der Einfluss der Imperfektionen deutlich. Bereits bei

ﬁ sinken der Wert des kritischen Lastfaktors

At Sowie der Wert der resultierenden Lagerkraft signifikant. So reduziert sich der kriti-

einer Auslenkung des Fuflpunkts um

sche Lastfaktor Ay beim Erreichen des kritischen Punkts auf 93 % der urspriinglichen

kritischen Verschiebung, die resultierende Last am Lager sinkt um 7% ab. Wird die
L
200
der Wert des Lasterhohungsfaktors A, sogar auf 76 %. Die resultierende Lagerreaktion

Imperfektion weiter auf erhoht, was ein im Bauwesen tibliches Maf3 darstellt, sinkt

betragt hierbei nur noch 71 %, verglichen mit dem perfekten System.

41



3 Phanomene der geometrisch nichtlinearen Strukturmechanik

42



Geometrisch nichtlineare
Strukturanalyse

Bei der statischen Berechnung eines Tragwerks unter Annahme einer geometrisch linea-
ren Theorie und linear-elastischem Materialverhalten kann die gesamte Last in einem
einzigen Schritt aufgebracht werden. Jeder weitere Gleichgewichtspunkt kann im Nach-
hinein durch Inter- bzw. Extrapolation gefunden werden. Zudem geniigt es, das Glei-
chungssystem einmal zu l6sen, um Grofien wie die Verschiebungen und die dazugehorigen
Schnittgrofien zu ermitteln.

Verhélt sich ein System geometrisch nichtlinear, kann der gesamte Gleichgewichtspfad
hingegen nicht in einem einzigen Schritt bestimmt werden. Es ist daher notwendig,
einzelne Gleichgewichtspunkte auf dem Pfad inkrementell zu ermitteln und damit den
Gleichgewichtspfad Punkt fiir Punkt abzulaufen. Aus diesem Grund spricht man im Zu-
sammenhang mit den hierfiir verwendeten Algorithmen auch von Pfadverfolgung. Auch
an einem Gleichgewichtspunkt lasst sich die exakte Losung aufgrund der Nichtlinearitat
im Allgemeinen nicht direkt ermitteln. Zur Losung des nichtlinearen Gleichungssys-
tems wird tiblicherweise das Newton-Raphson-Verfahren angewandt. Hierfiir wird das
Gleichungssystem zunéchst linearisiert und im Anschluss iterativ gelost. Dieses Prinzip
aus inkrementellem und iterativem Vorgehen wird haufig auch Pradiktor-Korrektor-
Verfahren genannt.

Abschnitt 4.1 behandelt verschiedene Methoden zur Pfadverfolgung. Neben den bekann-
ten Methoden fiir Last-, Verschiebungs- und Bogenlangenkontrolle wird auf die von
PoHL (2014) entwickelten adaptiven Methoden eingegangen. In Abschnitt 4.2 werden
Methoden zur Untersuchung der Stabilitét einzelner Gleichgewichtspunkte, die haufig
begleitend wahrend einer Pfadverfolgung eingesetzt werden, aufgezeigt. Hierbei werden
verschiedene bereits bekannte Methoden vorgestellt und verglichen.
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Die beiden darauf folgenden Abschnitte befassen sich mit der direkten Berechnung kriti-
scher Punkte. In Abschnitt 4.3 werden zunéchst die aus SEYDEL (1977), MOORE (1980)
und WRIGGERS U. A. (1988) bekannten Methoden fiir den Fall einer dufleren Kraft-
last vorgestellt. Im Anschluss werden in Abschnitt 4.4 die in dieser Arbeit entwickelten
Varianten zur direkten Berechnung kritischer Punkte fiir Systeme unter Verschiebungs-
lastfallen prasentiert. Sie stellen eine Erweiterung der bisher bekannten Methoden fiir
Systeme dar, die durch duflere Kraftlastfille beansprucht sind.

Abschlieflend wird in Abschnitt 4.5 in knapper Form auf die Wahl der Prédiktorwer-
te sowie die Auswirkungen des gewédhlten Pradiktors auf das Konvergenzverhalten der
vorgestellten Algorithmen eingegangen.

4.1 Pfadverfolgungsmethoden

Ein System befindet sich nach Gl. (2.28) im statischen Gleichgewicht, wenn die ein-
wirkenden dufleren Kréfte mit den inneren Kréften im Gleichgewicht stehen. Ist dies
der Fall, ergeben sich die Ungleichgewichtskrafte, auch als Residuum R bezeichnet, zu
null:

R(D,)\) = Fii(D,)\) — Feii (D)) = 0. (4.1)
mit
Fext(Da)\) - )\Fext,O(D)' (42)

Im allgemeinen Fall hangen sowohl der interne wie auch der externe Kraftvektor von
den Verschiebungen D und dem Laststeigerungsfaktor A ab. Im weiteren Verlauf dieses
Abschnitts wird fiir die Herleitung der Methoden zunéchst vereinfachend von einer dufle-
ren Kraftlast als alleinigem Lastfall ausgegangen. Der Vektor der inneren Knotenkrafte
Fiy¢ hangt somit nur vom Vektor der diskreten Knotenverschiebungen D und nicht vom
Laststeigerungsfaktor A ab. Mitgehende Lasten, wie Gas- oder Fliissigkeitsdruck, wer-
den, wie bereits erwahnt, ebenfalls nicht beriicksichtigt, weshalb der auflere Lastvektor
F.xt unabhangig von den Verschiebungen D ist. Fiir den Fall inhomogener Dirichlet-
Randbedingungen findet sich eine ausfiihrliche Darstellung der Algorithmen in POHL
(2014). Zudem finden sich eine Zusammenstellung der wesentlichen Gleichungen fir die
Bogenldangenkontrolle bei inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen noch einmal am Fn-
de dieses Unterkapitels unter Punkt (4.1.4). Mit den genannten Annahmen vereinfacht
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sich die Gleichgewichtsbedingung zu

R(D,\) = Fiui(D) — Fxs(A) = 0 (4.3)

Stellt man die Lésung von Gleichung (4.1) grafisch dar, ergeben sich die in Abschnitt 3.2
vorgestellten Gleichgewichtspfade. Da die analytische Losung jedoch nur in den wenigs-
ten Féllen bestimmt werden kann, werden einzelne diskrete Punkte entlang des Gleich-
gewichtspfads ermittelt. Hierbei kommen, wie bereits erwédhnt, inkrementell-iterative
Verfahren zum Einsatz, bei denen in einem Pradiktorschritt der Startpunkt der Korrek-
toriteration bestimmt wird. Um kontrollieren zu kénnen, mit welcher Schrittweite der
Pfad abgelaufen wird, wird das obige Gleichungssystem um eine skalarwertige Neben-
bedingung f(D,\) ergéinzt:

llf?(%),?))} N m ' (4.4)

In allgemeiner Form ergibt sich diese Kontrollgleichung zu
fDA)=c—2¢=0. (4.5)

Hierbei steht ¢ fiir die zu inkrementierende Grofle, ¢ fiir die vorgegebene Schrittwei-
te. Diese allgemeine Form lasst sich — je nach Wahl von ¢ und ¢ — in eine Last-,
Verschiebungs- oder Bogenlangenkontrolle iiberfithren. Das erweiterte Gleichungssys-
tem (4.4) besteht nun aus n+1 Gleichung. Zudem besitzt es n+1 unbekannte Groflen: die
n unbekannten Knotenverschiebungen D sowie den skalaren Laststeigerungsfaktor \.

Bevor die einzelnen Methoden vorgestellt werden soll kurz auf die Notation eingegangen
werden, die auch im weiteren Verlauf der Arbeit angewandt wird. Gréflen mit einem
vorangestellten A, wie der Vektor AD, beinhalten die Anderungen zwischen dem ak-
tuellen Iterationsschritt ¢ und dem vorangegangenen Iterationsschritt ¢ — 1, somit ist
A (o) = (o) — ()", Variablen mit einem vorangestellten D stehen fiir die inkrementel-
len Anderungen. Wihrend der laufenden Korrektoriteration enthalten sie die Differenz
der jeweiligen Grofle im aktuellen Iterationsschritt ¢ und im letzten konvergierten Gleich-
gewichtszustand. Nach dem Ende einer Iteration kann die inkrementelle Anderung aus
der Differenz der Groflen im aktuellen Inkrement m und im zuvor konvergierten Zustand
m — 1 ermittelt werden, damit ergibt sich D (o) = (o) — (o)

Last- und Verschiebungskontrolle

Die wohl intuitivsten Methoden zur Pfadverfolgung sind die Lastkontrolle und die Ver-
schiebungskontrolle. Sie sind die numerischen Umsetzungen der bei realen Priifmaschi-
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4 Geometrisch nichtlineare Strukturanalyse

nen zum Einsatz kommenden Kontrollmethoden. Bei der Lastkontrolle wird als Schritt-
weite ein Lastinkrement DA vorgegeben. Damit erhilt man als Nebenbedingung

f=DA-DA=0. (4.6)

Uber die Vorgabe des Lastinkrements D lisst sich der Laststeigerungsfaktor A direkt
berechnen. Da A damit keine Unbekannte mehr ist, reduziert sich deren Zahl auf n.
Fiir diesen Fall kann das erweiterte Gleichungssystem in Gleichung (4.4) wieder auf die
Gleichgewichtsbedingung in Gleichung (4.3) reduziert werden.

Analog zur Lastkonrolle wird bei der Verschiebungskontrolle ein Verschiebungsinkrement
DD,vorgegeben. Fiir den allgemeinen Fall ergibt sich die Kontrollgleichung zu

f=DD;=DD; =0 (4.7)

fiir eine vorgeschriebene Verschiebung D; am i-ten Freiheitsgrad. An dieser Stelle ist
der Unterschied zwischen der Kontrollmethode und dem einwirkenden Lastfall hervor-
zuheben. Diese Arbeit beschriankt sich auf Kraftlasten und Verschiebungslasten. Daraus
ergeben sich mit den zwei vorgestellten Kontrollmethoden die vier folgenden Kombina-
tionsmoglichkeiten:

o kraftkontrollierter Kraftlastfall,

o kraftkontrollierter Verschiebungslastfall,

« verschiebungskontrollierter Kraftlastfall,

« verschiebungskontrollierter Verschiebungslastfall.

Fiir den Sonderfall, dass bei einem verschiebungskontrollierten Verschiebungslastfall der
belastete und der kontrollierte Freiheitsgrad identisch sind, entspricht die Nebenbedin-
gung der eines kraftkontrollierten Kraftlastfalls in Gl. (4.6). Auch in diesem Fall ist der
Laststeigerungsfaktor, mit dem die aufgebrachte Verschiebung gesteigert wird, keine un-
bekannte Grofle mehr. Fine ausfiihrliche Beschreibung der vier aufgelisteten Varianten
mit den entsprechenden Struktogrammen der Algorithmen findet sich in POHL (2014).

Last- und Verschiebungskontrolle eignen sich jedoch nur bedingt, um stark nichtlinea-
re Pfade bis in den Nachbeulbereich hinein zu verfolgen. So versagt die Lastkontrolle,
wie in Abbildung 4.1 zu sehen, an Gleichgewichtspunkten mit horizontaler Tangente.
Fiir den Fall eines kraftkontrollierten Kraftlastfalls entspricht dies einem Durchschlags-
punkt. Die Verschiebungskontrolle versagt hingegen, wenn der Gleichgewichtspfad eine
vertikale Tangente aufweist (Abb. 4.1). Fir den Fall eines verschiebungskontrollierten
Verschiebungslastfalls entspricht dies ebenfalls einem Durchschlagspunkt.
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AF
Lastkontrolle versagt
7 .
// Verschiebungskontrolle
versagt
Last- / ”

kontrolle
ontro (Kﬁ/

D

Verschiebungskontrolle

Abbildung 4.1: Vergleich von Last- und Verschiebungskontrolle sowie deren Grenzen in
Anlehnung an BISCHOFF U. A. (2016)

Bogenlangenkontrolle

Anders als Last- oder Verschiebungskontrolle enthélt die Nebenbedingung der Bogenlén-
genkontrolle sowohl die Knotenverschiebungen D als auch den Lastparameter A. Dank
dieser Kombination kénnen mit der Bogenléngenkontrolle Gleichgewichtspfade bis weit
in den Nachbeulbereich hinein verfolgt werden. In der Literatur findet sich hierzu ein
Vielzahl an Verfahren, etwa in WEMPNER (1971), RikS (1972), RIks (1979), CRISFIELD
(1981) und RAamM (1981).

In Abbildung 4.2 sind zwei dieser Methoden schematisch dargestellt. Die Abbildung
links zeigt das Verfahren nach Riks (1972) und WEMPNER (1971), bei dem die Losung
auf einer Normalenebene gesucht wird, die senkrecht auf dem Prédiktor steht. Hierfiir
wird zunéchst mittels Tangentenpradiktor t ein Startpunkt fiir die Korrektoriteration
bestimmt. Bei der anschliefenden Korrektoriteration wird entlang der Normalen nach
einer Losung gesucht. Die Nebenbedingung lautet in diesem Fall

Dt-Au=0 (4.8)
oder in Matrixnotation
DDIAD +DMNAN=0 (4.9)

Der Vektor DD, enthélt die Differenz der Verschiebung zwischen dem Préadiktorschritt
und dem zuletzt konvergierten Gleichgewichtspunkt. Gleiches gilt fiir das Lastinkrement
DA;.

In RaMM (1981) wird eine Modifikation des Verfahrens nach Riks/Wempner vorgestellt.
Anders als bei Riks/Wempner wird hier die Normalenebene in jedem Iterationsschritt
aktualisiert. Das Verfahren ist in Abbildung 4.2 rechts dargestellt. Die Nebenbedingung

47



4 Geometrisch nichtlineare Strukturanalyse

 Gleichgewicht erfillt
Gleichgewicht nicht erfiillt
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D D
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Abbildung 4.2: Vergleich der Bogenlangenkontrollen nach Riks & Wempner (links) und
Ramm (rechts)

lautet

Dt; - Au; =0 (4.10)
oder in Matrixnotation

DD;Z.AD + DA ;AN = 0. (4.11)
Fiir sehr kleine Schrittweiten liefern die beiden Methoden dhnliche Ergebnisse.
Eine weitere Methode, die sowohl in CRISFIELD (1981) als auch in RAMM (1981) vor-

gestellt wird, ist die Iteration auf einer Kugelfliche. Die entsprechende quadratische
Nebenbedingung lautet

vVDDTDD + U2D2 — § = 0. (4.12)

Sie enthélt neben den Last- und Verschiebungsinkrementen auch die vorgeschriebene
Bogenlinge § sowie den Korrekturfaktor W. Dieser ist notwendig, da in der Bogenlin-
gengleichung Groflen mit unterschiedlichen Dimensionen stehen. Durch eine geeignete
Wahl von W lassen sich eventuell auftretende nummerische Probleme vermeiden. Eine
gute Abschatzung fir ¥ erhélt man, wenn die beiden Summanden aus Gl. (4.12) die
gleiche Grofle besitzen:

DD'DD  |DD|,

U —
D)2 DA

(4.13)
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Betrachtet man den Grenzfall U — 0, bei dem der Einfluss des Lastfaktors verschwindet,
vereinfacht sich die Nebenbedingung zu

f=+vDD'DD — § = |DD||, — 5 = 0. (4.14)

Dies entspricht einer Variante der Verschiebungskontrolle, bei der anstatt der Verschie-
bungen an einem einzelnen Freiheitsgrad die Norm der Gesamtverschiebung gesteuert
wird. Man spricht in diesem Fall auch von der zylindrischen Bogenléngenkontrolle.

Wird ¥ hingegen sehr grof§ gewihlt (U2DA? > DD'DD ), néihert man sich einer Last-
kontrolle immer weiter an.

Sowohl CRISFIELD (1981) als auch RamMm (1981) schlagen vor, die quadratische Zu-
satzgleichung direkt zu losen. Dies liefert zwei Losungen der Gleichung, da sich der
Gleichgewichtspfad und die Zusatzgleichung in zwei Punkten schneiden. Dabei muss die
Sinnvolle der zwei Losungen algorithmisch gewahlt werden. In der vorliegenden Arbeit
wird die Nebenbedingung in Anlehnung an SCHWEIZERHOF UND WRIGGERS (1986)
hingegen linearisiert und iterativ gelost. Hierauf wird in Abschnitt 4.1.2 eingegangen.

Neben den drei hier vorgestellten Moglichkeiten fiir eine Bogenlédngenkontrolle existiert
noch eine Vielzahl weiterer Varianten. Einen Vergleich sowie eine geometrische Interpre-
tation einer groBeren Anzahl an Bogenlangenverfahren findet sich CARRERA (1994).

Die hier prasentierten Methoden zur Pfadverfolgung lassen sich noch weiter optimieren.
So kommt in dieser Arbeit u. a. eine automatisierte Schrittweitenkontrolle zum Einsatz,
wie sie in RAMM (1981) beschrieben ist. Hierbei wird die vorgegebene Bogenlange § in
jedem Schritt in Abhéngigkeit der Iterationszahl im letzten Lastschritt und der maximal
vorgegebenen Anzahl an Iterationen skaliert.

. | i
Sneu = Z.miaxsalt (4.15)

Auch ein Bisektionsverfahren kommt zum Einsatz, bei dem die Schrittweite verringert
wird, wenn die Bogenldngenkontrolle nicht in einer vorgegeben maximalen Anzahl an
Iterationsschritten konvergiert. Weitere Information hierzu finden sich u.a. in POHL
(2014).

Im weiteren Verlauf der Arbeit kommt ausschliefilich das Bogenlédngenverfahren mit der
Nebenbedingung nach Gleichung (4.12) zum Einsatz. Aus diesem Grund werden die
folgenden Unterpunkte ausschlieBlich fiir die gewédhlte Variante préasentiert.
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4.1.1 Pradiktorschritt

In dieser Arbeit kommen drei unterschiedliche Pradiktoren zum Einsatz. Neben dem
Sekanten- sowie dem Tangentenpradiktor wird ein Eigenpradiktor genutzt, bei dem mit-
hilfe des Eigenvektors vom Priméarpfad in einen Sekundarpfad verzweigt werden kann.

Am Beginn jeder nichtlinearen Berechnung wird zunéchst ein Tangentenpréidiktor als
Startpradiktor verwendet. Hierfiir wird das lineare Gleichungssystem

K. 'AF 0 = DD (4.16)

fiir einen Laststeigerungsfaktor von A = DX = 1,0 gelost. Anschlieflend léasst sich der
Korrekturfaktor nach Gl. (4.13) ermitteln. Mit der daraus resultierenden Bogenlinge s
nach Gleichung (4.12) konnen abschliefend sowohl der Lastfaktor wie auch das Ergebnis
fur die Verschiebungen aus Gl. (4.16) skaliert werden:

DD = DDZ, DA = 1,02 (4.17)
S S

Durch die Skalierung ist die Bogenlédngengleichung (4.12) erfiillt. Im weiteren Verlauf
der Pfadverfolgung kommt ein Sekantenpradiktor zum Einsatz. Hierfir wird sowohl
fiir die Verschiebungen wie auch fiir den Lastfaktor die Differenz aus den beiden zuletzt
konvergierten Gleichgewichtspunkte in den Inkrementen m und und m—1 berechnet und
auf den aktuellen Gleichgewichtspunkt im Inkrement m addiert. Durch dieses Vorgehen
wird die Nebenbedingung automatisch zu Beginn jeder Gleichgewichtsiteration erfillt.

Wird ein Verzweigungspunkt direkt berechnet, kann danach anstelle des Primérpfads
auch der Sekundéarpfad weiter abgelaufen werden. Dieses ,,Abbiegen“ auf einen anderen
Pfad wird im Englischen als branch switching bezeichnet (u.a. RIKs (1984), STEIN U. A.
(1990) oder Fuyit UND RAaMM (1997)). In dieser Arbeit wird hierfur der zuvor ermittelte
Eigenvektor ® als einmaliger Startpradiktor verwendet. Um die Grofle des Pradiktor-
schitts wahlen zu konnen, wird der Eigenvektor mit dem Parameter (3 skaliert:

DD = 3&. (4.18)

Fiir den Eigenpradiktor wird DA ein sehr kleiner Wert nahe null zugewiesen. Bei sym-
metrischen Verzweigungspunkten mit einer horizontalen Tangente entspricht das dem
Verhalten des Systems. Exemplarische Berechnungen haben dariiber hinaus gezeigt,
dass auch fiir unsymmetrische Verzweigungspunkte zuverlassig auf den Nachbeulpfad
abgebogen werden kann.

Bei allen drei vorgestellten Pradiktorvarianten, die in dieser Arbeit zum Einsatz kom-
men, handelt es sich um eine lineare Extrapolation. Es existieren daneben noch eine
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Reihe weiterer linearer aber auch nichtlinearer Ansétze fiir den Pradiktor. In WAGNER
(1991) und ERIKSSON (1993) wird beispielsweise ausfithrlich auf einen quadratischen
Préadiktor eingegangen. Diese sollen hier aber nicht weiter vertieft werden.

4.1.2 Konsistente Linearisierung

Ist der Pradiktor nach einer der drei vorgestellten Methoden bestimmt, folgt im An-
schluss die Korrektoriteration. In dieser Arbeit kommt zur Loésung des nichtlinearen
Problems ausschlieilich das Newton-Raphson-Verfahren zum Einsatz. Hierfiir muss zu-
néchst das Gleichungssystem aus Gl. (4.4) in D und A um den aktuellen Gleichgewichts-
punkt linearisiert werden. Wie bereits erwédhnt, wird in dieser Arbeit die Nebenbedin-
gung in Anlehnung an SCHWEIZERHOF UND WRIGGERS (1986) ebenfalls linearisiert und
iterativ gelost. Hierfiir wird fiir die Gleichgewichtsbedingung sowie die Kontrollgleichung
das Taylorpolynom bis zum linearen Glied entwickelt.

lin R(DH—I,)\H—I) _ R(DZ,)\Z) + MADH—I + MA)\H_I —0
oD¢ ON?
o o (4.19)
lin f(D™ A = f(D'A) + WSD]DZMADi+1 + W%DAJMAW =0

Bei der vereinfachten Gleichgewichtsbedingung aus Gleichung (4.3) hdngen die internen
Kréfte nur von den Verschiebungen und die externen Kréfte nur vom Lastfaktor ab.
Somit lasst sich die erste Gleichung in (4.19) vereinfachen zu
) . OF! ) OF! )
lin RZ+1 = R! + int ADH—l _ ext A)\H—l

oD' ONi (4.20)

=R’ + K{AD™ — F (AN = 0.

Zur besseren Ubersicht wird eine reduzierte Schreibweise im Vergleich zu (4.19) ver-
wendet. Dabei erhalt man die Tangentensteifigkeitsmatrix Kt aus der Ableitung des
internen Kraftvektors nach den Verschiebungen.

Wie in Abschnitt 4.1 bereits erwihnt, enthélt der Vektor DD die inkrementelle Anderung
der diskreten Knotenverschiebungen und ergibt sich zu DD = D,, — D,,_; mit den
Inkrementen m und und m — 1 . Partielles Ableiten der Nebenbedingung nach D und A
fithrt damit zu

af  of DD

/> =5p ~ DD VDD'DD + WZDX?

(4.21)
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und

_of of TDA

= = = ) 4.22
O\ oD\ DD'DD + U2D)2 (4.22)

I

Die Gleichung aus (4.19) lassen sich mit den Gleichungen (4.20) bis (4.22) auch in
Matrixnotation aufschreiben:

KT Fext AD R
S (4.23)
Ip x| | AX /
—_—_—— ——
Kot ADyot Ritot

4.1.3 Korrektoriteration

Nach der Linearisierung wird das Gleichungssystem aus Gl. (4.23) iterativ mit dem
Newton-Raphson-Verfahren gelost. Dabei kann das unsymmetrische Gleichungssystem
mit n 4+ 1 Unbekannten mit einem entsprechenden Loser direkt gelost werden. In die-
ser Arbeit kommt an dieser Stelle die Programmbibliothek UMFPACK zum Einsatz.
Eine kurze Beschreibung hierzu findet sich in DAvis (2004). Aufgrund der zusatzlichen
Zeile und Spalte weist die Gesamtmatrix des erweiterten Gleichungssystems K., weder
die Bandstruktur noch die Symmetrie der Tangentensteifigkeitsmatrix Kt auf. Als Ab-
bruchkriterium wird hier, wie auch in den folgenden Algorithmen, eine Toleranzschranke
fir die gesamte Residuumsnorm ||Ryie]|2 mit Rioy = [R, f] gewahlt.

Eine Alternative basiert auf einer von BAT0Z UND DHATT (1979) fiir die Verschiebungs-
kontrolle vorgestellten Losung in zwei Schritten, wie sie u.a. von RAMM (1981) verwen-
det wird. Bei diesem Verfahren bleiben die Symmetrieeigenschaften der zu invertierenden
Matrix erhalten. Hierfiir muss neben einer skalaren Gleichung das Gleichungssystem mit
n Unbekannten fiir zwei rechte Seiten gelost werden. Eine ausfiihrliche Beschreibung die-
ser Methoden finden sich u.a. in SCHWEIZERHOF (1990) und WAGNER (1991). In der
vorliegenden Arbeit kommen beide Methoden zum Einsatz.

Bei einem direkten Vergleich konnten keine signifikanten Unterschiede der Rechenzeit
festgestellt werden. Dies lasst sich mafigeblich auf den verwendeten Loser zurtickfiihren,
da dieser auf die Losung unsymmetrischer, diinnbesetzter Matrizen spezialisiert ist und
somit auch das Gesamtsystem in einem Schritt effizient 16st.

Trifft man bei der Pfadverfolgung exakt auf einen kritischen Punkt (oder zumindest in
die unmittelbare Néahe), wird die Matrix Kt de s Gleichungssystems (4.23) singular. An
dieser Stelle bricht der Pfadverfolgungsalgorithmus ab, da die Matrix zur Losung nicht
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mehr invertiert werden kann. Dies spielt in der praktischen Anwendung jedoch keine
Rolle, weshalb hierfiir keine besonderen Mafinahmen ergriffen werden miissen.

4.1.4 Bogenlangenkontrolle fiir inhomogene
Dirichlet-Randbedingungen

In Abschnitt 4.4.2 wird eine Methode zur direkten Berechnung kritischer Punkte fiir
inhomogene Dirichlet-Randbedingungen préasentiert. Zur Vorbereitung werden an dieser
Stelle die Anderungen bei der Pfadverfolgung mittels Bogenldngenkontrolle fiir Verschie-
bungslastfille anstelle von dufleren Kraftlasten aufgezeigt.

Wird das System nicht durch eine duflere Kraft belastet, miissen auch keine dufleren
Krafte im Gleichgewicht beriicksichtigt werden. Die internen Kréfte sind in diesem Fall
dafiir nicht nur von den resultierenden Verschiebungen D, sondern auch von den auf-
gebrachten Verschiebungen f)()\) = ADj und somit auch vom Laststeigerungsfaktor A
abhangig:

R(D,D(V) =Fu (D,D() =0. (4.24)

Die Nebenbedingung sowie deren Ableitungen bleiben unverdndert. Die Linearisierung
fithrt schlieflich auf folgendes Gleichungssystem:

Kr Fin| [AD R
— (4.25)
o fa AN f
OFint

Auf die Ermittlung von Fiyy = 5t wird in Abschnitt 4.4 genauer eingegangen (siche
Gl. (4.53)). Eine ausfihrliche Darstellung der hier lediglich angerissenen Methode findet
sich u.a. in POHL (2014).

4.2 Auffinden kritischer Punkte

In Kapitel 3.5.3 wurde bereits kurz auf unterschiedliche Methoden zur Untersuchung der
Stabilitat einzelner Gleichgewichtspunkte eingegangen. Eine weit verbreitete Methode
ist eine neben der Pfadverfolgung begleitend durchgefiithrte Analyse zum Stabilitéts-
verhalten (vgl. KRATZIG (1989), BURMEISTER UND RAMM (1990), REITINGER (1994)
oder RUST (2009)). Hierfiir bieten sich verschiedene Indikatoren an, die Aussagen iiber
die Stabilitét eines Gleichgewichtspunkts liefern:
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die Eigenwerte w; der Steifigkeitsmatrix Kr,

die Diagonalelemente U; nach einer LU-Zerlegung der Steifigkeitsmatrix Kr,

der Steifigkeitsparameter S, nach BERGAN U. A. (1978),

die Determinante der Steifigkeitsmatrix det K.

Die Analyse der Eigenwerte w; der Steifigkeitsmatrix ist hierfiir besonders geeignet. So
lasst die Anzahl der negativen Eigenwerte einen verlasslichen Riickschluss auf die Stabi-
litétseigenschaften zu. Andert sich bei einer zur Pfadverfolgung begleitend durchgefiihr-
ten Eigenwertanalyse das Vorzeichen von einem oder mehreren Eigenwerten innerhalb
eines Lastschritts, so wurden in diesem Lastschritt ein oder mehrere kritische Punk-
te berschritten. Dies gilt unabhéngig davon, ob es sich dabei um Verzweigungs- oder
Durchschlagspunkte handelt. Die Ermittlung der Eigenwerte ist jedoch rechenintensiv.

Anstelle der Eigenwerte lassen sich auch die Diagonaleintrédge U; analysieren, die man
durch eine LU-Zerlegung der Steifigkeitsmatrix erhélt. Dabei wird die Steifigkeitsmatrix
in die untere Dreiecksmatrix L sowie die obere Dreiecksmatrix U zerlegt. Die Anzahl
der negativen Eintrige der Hauptdiagonale von U entspricht der Anzahl der negativen
Eigenwerte. Uberschreitet man bei der Ermittlung eines Gleichgewichtspfads mit Pfad-
verfolgungsmethoden einen kritischen Punkt, so dndert sich nicht nur die Anzahl der
negativen Figenwerte, sondern auch die Zahl der negativen Diagonaleintrage. Anders als
die Ermittlung der Eigenwerte ist die Ermittlung der Diagonalwerte jedoch ohne oder
nur mit geringem Mehraufwand verbunden. Je nach gewédhltem Losungsverfahren nach
Abschnitt 4.1.3 und Loser, stehen die obere Dreiecksmatrix U und somit die Diagnal-
eintrage U; ohne zusatzliche Berechnungen zur Verfiigung.

Der Steifigkeitsparameter S, nach BERGAN U. A. (1978) eignet sich zum Auffinden von
Durchschlagspunkten. Eine sehr anschauliche Beschreibung sowie Interpretation findet
sich in WAGNER (1991). Die Methode eignet sich jedoch nicht zum Auffinden von
Verzweigungspunkten, weshalb diese Methode im weiteren Verlauf nicht zum Einsatz
kommt.

Die Analyse der Determinante eignet sich ebenfalls nur bedingt, um Aussagen tiber die
Stabilitat von Gleichgewichtspunkten zu treffen. Gilt det K < 0, ist der aktuelle Gleich-
gewichtspunkt instabil. Ist det K > 0, kann jedoch keine Aussage getroffen werden.
Denn wenn die Anzahl der negativen Eigenwerte der Steifigkeitsmatrix und somit auch
die Anzahl der negativen Eintrige der Hauptdiagonale U;; gerade ist, so erhélt man fiir
die Determinante ebenfalls einen positiven Wert:

1=1

i=1
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4.3 Direkte Berechnung kritischer Punkte fiir Kraftlastfalle

Gleichung (4.26) zeigt, dass sich die Determinante aus den Eigenwerten wie auch aus
den Hauptdiagonaleintragen U; berechnet. Ein Riickschluss auf die Stabilitatseigen-
schaften ist somit besser direkt aus diesen Werten moglich, ohne die Determinante zu
berechnen.

Bei Systemen mit einer hohen Anzahl an Freiheitsgraden nimmt die Determinante zudem
sehr grofle Werte an. Diese koénnen dabei so gro3 werden, dass sie den Zahlenbereich
tibersteigen konnen, mit denen Computer arbeiten (vgl. LEGER U. A. (2015)).

4.3 Direkte Berechnung kritischer Punkte fiir
Kraftlastfalle

Mit den bisher vorgestellten Methoden lassen sich statische Gleichgewichtspfade an kri-
tischen Punkten vorbei bis in den Nachbeulbereich verfolgen. Dariiber hinaus kann an
jedem ermittelten Gleichgewichtspunkt die Stabilitat des Gleichgewichts untersucht wer-
den. In diesem Abschnitt wird nun je ein Algorithmus zur direkten Berechnung von
Durchschlags- und Verzweigungspunkten vorgestellt. Diese basieren im Wesentlichen
auf den Arbeiten von SEYDEL (1977), MOORE (1980) und WRIGGERS U. A. (1988).
Eine ausfiihrliche Ubersicht, an der sich dieser Abschnitt in Teilen orientiert, findet sich
zudem in WAGNER (1991). Im Englischen werden diese Methoden als Extended Systems
bezeichnet.

Fir die Ermittlung kritischer Punkte muss, vergleichbar mit Abschnitt 4.1, die Gleich-
gewichtsbedingung aus Gleichung (4.3) um eine Bedingung erweitert werden, die nur an
kritischen Punkten erfillt ist.

Die Bedingung, die dort gelten muss, lasst sich aus dem in Abschnitt 3.3 vorgestellten
Indifferenzkriterium nach Euler entwickeln. Demnach befindet man sich an einem kriti-
schen Punkt, wenn neben dem aktuellen Gleichgewichtspunkt ein benachbarter Gleich-
gewichtspunkt auf dem identischen Lastniveau Ay existiert. Ausgehend von der Gleich-
gewichtsbedingung am kritischen Punkt

R(Dkritu )\krit) = 0 (427)

muss fiir einen benachbarten Verschiebungszustand D= Dyt + €eAU ebenfalls Gleich-

gewicht herrschen. Durch Linearisierung des benachbarten Zustands in Richtung von
AU erhélt man schlieflich

OR 0D
—~ = 0 + KT<Dkrit:)\krit)AU' (428)

lin R(D,Agit) = R(Dirrs Xieit) + o=
in R(D A ki) oD e
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4 Geometrisch nichtlineare Strukturanalyse

Der benachbarte Zustand muss sich ebenfalls im Gleichgewicht befinden, was auf das
folgende Gleichungssystem fiihrt:

K1 (Diit; Akrit) AU = 0. (4.29)

Existiert fur das Gleichungssystem (4.29) eine nichttriviale Losung (AU # 0), gilt fiir
die Determinante der Steifigkeitsmatrix

det Ky = 0. (4.30)

Diese Nebenbedingung wird u. a. in ABBOTT (1978) vorgeschlagen. In Abschnitt 4.2 wird
jedoch bereits auf Probleme im Zusammenhang mit der Ermittlung der Determinante
eingegangen. Aus diesem Grund wird Gleichung (4.30) in dieser Arbeit nicht als Neben-
bedingung verwendet. In WAGNER (1991) finden sich noch eine Variante, bei der das
Gleichungssystem (4.3) und Gleichung (4.30) zusatzlich um die Bogenldngengleichung
erweitert wird, jedoch ohne Gleichung (4.30) konsistent zu linearisieren.

Alternativ ldsst sich die Nebenbedingung auch aus dem Eigenwertproblem

herleiten. An einem kritischen Punkt ist mindestens einer der Eigenwerte w; ein Nullei-
genwert, wodurch sich Gleichung (4.31) vereinfacht zu

K@ = 0, (4.32)

was gleichbedeutend ist mit det Ky = 0. Dies zeigt sich auch beim Vergleich von
Gl. (4.29) und (4.32). Beide Nebenbedingungen gelten unabhéngig vom Lastfall und
sowohl fiir Verzweigungs- wie auch fiir Durchschlagspunkte.

4.3.1 Unterscheidung von Durchschlags- und Verzweigungspunkten
fiir Kraftlastfdlle

An einem kritischen Punkt ist die Bedingung in Gl. (4.32) erfiillt. Es bleibt jedoch unklar,
ob es sich dabei um einen Durchschlags- oder einen Verzweigungspunkt handelt. Um
hieriiber Klarheit zu erlangen, wird die Gleichgewichtsbedingung (4.3) wie in WAGNER
(1991) in Abhéngigkeit eines Bahnparameters s formuliert:

R(D(s),\(s)) = 0. (4.33)
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4.3 Direkte Berechnung kritischer Punkte fiir Kraftlastfalle

Durch Ableitung der parametrisierten Residuumsgleichung nach s erhélt man

dR  ORJOD 0RO oD O\

e 4 T Ky —Feyo— =0 4.34

ds 0D s " oxds  TPs o0 (4.34)
Multipliziert man anschliefend beide Seiten des Gleichungssystems mit dem Transpo-
nierten des zum Nulleigenwert gehorenden Eigenvektors @, fithrt dies zu

oD o\
P Kr— — P Fopy g = 4.
T os %9 9s 0 (4.35)

Der erste Summand verschwindet durch Gleichung (4.32) am kritischen Punkt. Es ver-
bleibt somit nur der zweite Summand:

(2
@TFext,O% == 0 (436)

Dieser wird zu null, wenn entweder
D'Foio=0 oder — =0 (4.37)

gilt.

Ist die erste Bedingung erfiillt, steht also der Eigenvektor ®, der haufig auch als Beul-
vektor bezeichnet wird, senkrecht auf dem dufleren Lastvektor, handelt es sich um einen
Verzweigungspunkt. Dies ldsst sich anschaulich am hohen, symmetrischen Dreigelenk-
tragwerk aus Abbildung 3.4 erkldren. Am Verzweigungspunkt weicht der belastete Kno-
ten nach rechts in Richtung D, aus. Der Beulvektor steht damit senkrecht auf dem
Lastvektor, der in D;-Richtung zeigt.

Ist die zweite Bedingung erfiillt, handelt es sich um einen Durchschlagspunkt, was sich
ebenfalls anschaulich am Beispiel eines Dreigelenktragwerks (vgl. Abb. 3.2) demonstrie-
ren lasst. An einem Durchschlagspunkt besitzt der Gleichgewichtspfad eine horizontale
Tangente. Dies bedeutet, dass sich die Anderung von \ entlang des Pfades am Durch-
schlagspunkt zu null ergibt. Das Dreigelenktragwerk schlédgt in Richtung der einwirken-
den Kraft durch.

In WRIGGERS UND SIMO (1990) sowie in WAGNER (1991) wird eine detailliertere Me-
thode vorgestellt, mit der sich dariiber hinaus bestimmen lasst, um welche Art von
Durchschlags- oder Verzweigungspunkt es sich handelt. Da dies im Rahmen dieser Ar-
beit jedoch nicht zum Einsatz kommt, wird fiir tiefergehende Informationen auf die
entsprechende Literatur verwiesen.
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4 Geometrisch nichtlineare Strukturanalyse

4.3.2 Durchschlagspunkte

Mit Gleichung (4.32) als Nebenbedingung lasst sich zunéchst ein Gleichungssystem auf-
stellen, dessen Bedingungen sowohl an Durchschlgs- als auch an Verzweigungspunkten
erfiillt sind. Um die triviale Losung ® = 0 zu vermeiden, wird das Gleichungssystem
zudem um eine skalare Gleichung ergénzt, die die Lange des Eigenvektors festlegt, in
diesem Fall zu ||®]|; = 1. Damit ergibt sich das folgende Gleichungssystem:

Rl Fint<D) - Fext()\) 0
Rs ®TP — 1 0

Insgesamt besteht das Gleichungssystem somit aus 2n+1 Gleichungen. Neben dem Vek-
tor der diskreten Knotenverschiebungen D und dem Laststeigerungsfaktor A kommen
die Eintrage des Eigenvektors ® zu den unbekannten Groflien hinzu, womit den 2n + 1
Gleichungen auch 2n + 1 Unbekannte gegeniiberstehen.

Die Losung des nichtlineare Gleichungssystems wird ebenfalls mit dem Newton-Raphson-
Verfahren ermittelt. Hierfiir werden zunéchst alle drei Residuumsgleichungen in Rich-
tung aller drei unbekannter Grofien linearisiert:

linR{*!' = R{ + K{AD™*! —FL (AN (4.39)
L mitl i, OKfp i+1 i i+1
linRS™ = RS + D PAD"™ + KLAPT, (4.40)
it i A\ A&t
lin RS = Ri+ (287) A®T. (4.41)
In Matrixschreibweise ergibt sich daraus das folgende, im Allgemeinen unsymmetrische
Gleichungssystem:
KT 0 _Fext,O AD Fint<D) - Fext<)\)
2 Kr O AP| =— K (D)® (4.42)
0" 297 0 AN P -1
Kot

Wie bereits mehrfach erwahnt, gilt auch hierfiir die Annahme, dass keine mitgehenden
Lasten wirken und die dufleren Lasten somit nicht von den Verschiebungen abhangen
(vgl. REITINGER (1994)).
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4.3 Direkte Berechnung kritischer Punkte fiir Kraftlastfalle

In der Literatur (z. B. WRIGGERS U. A. (1988), WAGNER (1991) und REITINGER (1994))
wird in der Folge das Gleichungssystem aufgeteilt um die dadurch entstehenden n x n
groflen Gleichungssysteme nacheinander in mehreren einzelnen Schritten zu losen. Bei
dieser mehrstufigen Methode bleiben Bandstruktur und Symmetrie erhalten. Da jedoch
an einem kritischen Punkt die Steifigkeitsmatrix singular wird, kann dies zu numerischen
Problemen fiihren. In REITINGER (1994) werden zur Losung dieses Problems verschie-
dene Penalty-Methoden vorgestellt.

In der vorliegenden Arbeit wird die erweiterte Matrix des gesamten unsymmetrischen
Gleichungssystems K, ohne Unterteilung, wie auch bereits in Abschnitt 4.1.3 fiir das
Bogenlédngenverfahren erlautert, mithilfe des Loserpakets UMFPACK invertiert. Dabei
bleibt Ky, auch beim Erreichen eines Durchschlagspunkts regular, auch wenn die zwei-
mal darin enthaltene Steifigkeitsmatrix singular wird.

Um die Regularitat der Matrix an einem Durchschlagspunkt anschaulich zu erklaren,
wird auch hier das Dreigelenktragwerk (z. B. Abb. 3.2) herangezogen. Hat man den ers-
ten Durchschlagspunkt ermittelt, besitzt das System keine Steifigkeit mehr in Richtung
der aufleren Last. Der Eintrag der Steifigkeitsmatrix in D,-Richtung fiir eine Last in die
gleiche Richtung (Kys) verschwindet. Da in der zweiten Zeile jedoch ein Eintrag im Last-
vektor Fey vorhanden ist (dieser steht in der rechten Spalte der Matrix in Gl. (4.42)),
entsteht hier keine Nullzeile und somit bleibt die Matrix regular.

Die Ableitung des Produkts aus Steifigkeitsmatrix und Beulvektor ® nach den Verschie-
bungen wird in der weiteren Arbeit mit Kg abgekiirzt. Diese Ableitung lasst sich u. a.
nach WRIGGERS UND SIMO (1990) auch als Richtungsableitung der Steifigkeitsmatrix
in Richtung des Eigenvektors interpretieren:

~ OKry d

Kp= -0 ® = @(KT(D + h))

(4.43)

h=0

In dieser Arbeit erfolgt die Ableitung der Steifigkeitsmatrix auf Elementebene, anschlie-
Bend wird die Systemmatrix assembliert. Fiir einfache Elemente, etwa Stabelemente,
lasst sich die Ableitung der Steifigkeitsmatrix noch von Hand bestimmen und implemen-
tieren. Fir komplexere Elemente ist dies hingegen nur schwer moglich, da die Steifig-
keitsmatrix nicht als Funktion der Verschiebungen zur Verfugung steht (vgl. BISCHOFF
U. A. (2016)). In den Arbeiten von WRIGGERS U. A. (1988) und WRIGGERS UND SI-
MO (1990) wird hierfir ein Differenzenquotient vorgeschlagen. Diese Verfahren kénnen
jedoch, je nach Wahl des Intervalls h, fehlerhafte Ergebnisse liefern. Wird der Wert fiir
h zu grof§ gewéhlt, erhdlt man eine schlechte Naherung der Ableitung, ein zu kleines h
ruft numerische Probleme hervor. Die Ableitung der Steifigkeitsmatrix kann daher als
der Schwachpunkt der Methode bezeichnet werden.
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4 Geometrisch nichtlineare Strukturanalyse

In Kapitel 6 werden daher verschiedene Methoden zur zuverlassigen und, je nach Va-
riante, exakten Ermittlung erster Ableitungen préasentiert. Mit den dort vorgestellten
Methoden lasst sich Kg effizient bestimmen, wodurch sich auch kritische Punkte zuver-
lassig berechnen lassen.

4.3.3 Verzweigungspunkte

Anders als bei Durchschlagspunkten bleibt die Gesamtmatrix Ky, aus Gleichung (4.42)
beim Erreichen eines Verzweigungspunkts nicht regular. Dies ist gleichbedeutend mit
einem Rangabfall der zu invertierenden Matrix, was zu Fehlern beim Losen fithren kann.
Auch dies wird am Beispiel eines hohen Dreigelenktragwerks (Abb 3.4) ersichtlich. Am
Verzweigungspunkt besitzt der Lastvektor Fo; einen Nulleintrag in die Richtung, in
die der Beulvektor zeigt. Aus diesem Grund entsteht in der entsprechenden Zeile des
Gleichungssystems (4.42) eine Nullzeile. Somit sind die einzelnen Zeilen der Matrix nicht
mehr linear unabhéngig.

Dieses Problem ldsst sich mit einem von MOORE (1980) vorgeschlagenen, nochmals
erweiterten System, 16sen. Zum einen wird bei dieser Methode die erste Residuumsglei-
chung um einen Term erganzt, der den Rangabfall der Gesamtmatrix verhindern soll:

R, = F; (D) — Four(\) — a® = 0. (4.44)

Dabei konvergiert der Wert der neu eingefithrten Variable a gegen Null. Zur anschau-
lichen Erklarung lasst sich « als eine kiinstlich auf das System aufgebrachte Federstei-
figkeit in Richtung des Beulvektors @ interpretieren. Da am Verzweigungspunkt die
Steifigkeit in Richtung von ® verschwindet, konvergiert o ebenfalls gegen null.

Zudem wird das System um diejenige Bedingung, die einen Verzweigungspunkt charak-
terisiert, erweitert:

Ry=®F.; = 0. (4.45)

Damit stehen zur Bestimmung der 2n + 2 Unbekannten (D, @, A und «) 2n + 2 Glei-
chungen zur Verfiigung. Daraus ergibt sich das aus den vier Residuumsgleichungen be-
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stehende Gleichungssystem:

Ry (D, )\, ®,0)]  [Fuu(D) — Feu(A) —a®| [0
Ry (D, ® Kt(D)® 0
(D.®) | +(D) ) )
R3(®) dTp -1 0
R4((I.) 1 L (ﬁTFext,O _0_
Zur Losung werden zunachst alle vier Residuumsgleichungen linearisiert:
linR{™ = R} + K{AD™ — o' TA®™ — Fi (ANT' — &' Ao’
linRIM = R + KL AD™ + KEAS
(4.47)
lin REM = R+ (207 AP
lin R{™ = R} + FQLOA(I)"“.
Die Gleichungen lassen sich wieder in Matrixform darstellen:
Ky —al —Fuo —®| [AD] Fini(D) — Forr(\) — 0@ ]
K K 0 0 AP Kt(D)®
Tt = r(D) . (4.48)
0" 29T 0 0 AN TP -1
L o' ngt,o 0 0 ] _AOé_ L ‘I’TFext,o

Auch hierfiir finden sich in der Literatur unterschiedliche Ansétze zur Losung des un-
symmetrischen Gleichungssystems. In der Arbeit von DEUFLHARD U. A. (1987) wird
eine Methode vorgeschlagen, bei der das gesamte Gleichungssystem in mehrere Un-
terprobleme geteilt wird. Bei diesen Unterteilungen bleiben die zu l6senden Matrizen
symmetrisch und die Bandstruktur erhalten. In dieser Arbeit wird, wie auch in SEYDEL
(1977) vorgeschlagen, die gesamte Matrix invertiert und das Gesamtsystem gelost.

Zu Beginn der direkten Berechnung eines kritischen Punkts kann noch nicht unterschie-
den werden, ob es sich um einen Durchschlags- oder Verzweigungspunkt handelt. Wird
bei der im Rahmen einer Pfadverfolgungsmethode durchgefithrten begleitenden Ana-
lyse der Diagonalelemente U; nach Abschnitt 4.2 ein kritischer Punkt tiberschritten,
wird zundchst mit der Losung des in Gleichung (4.42) vorgestellten Gleichungssystems
begonnen. Parallel dazu wird nach jedem Iterationsschritt tiberpriift, um welche Art
von kritischen Punkt es sich handelt. Hierfiir wird das Ergebnis von ®'F,; untersucht.
Unterschreitet dieser Wert, der fiir Verzweigungspunkte Null betragt, eine vorher zu
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wéhlende Toleranzschranke, wird zu Gleichungssystem (4.48) gewechselt. In der Pra-
xis haben sich fiir die Schranke Werte zwischen 1072 und 10~ als geeignet erwiesen.
Wird die Schranke noch kleiner gewahlt, so besteht die Gefahr, dass die Gesamtmatrix
singuldr wird, bevor in den stabilen Algorithmus gewechselt wird. Wird die Schranke
hingegen zu grofl gewéahlt, besteht die Gefahr, dass falschlicherweise in den Algorithmus
zur Berechnung eines Verzweigungspunkts gewechselt wird, obwohl es sich um einen
Durchschlagspunkt handelt. Der zweite Fall kann bei imperfekten Systemen auftreten,
wie sie in Abbildung 3.18 zu sehen sind. Bereits kleinste geometrische Imperfektionen
fithren dazu, dass sich das Verzweigungsproblem in ein Durchschlagsproblem wandelt.
Bei sehr kleinen Imperfektionen ist fiir diese Beispiele auch der Wert von ®'F; sehr
klein.

4.4 Direkte Berechnung kritischer Punkte fiir
Verschiebungslastfalle

Die Algorithmen zur direkten Berechnung von Durchschlags- und Verzweigungspunkten,
die in der numerischen Mathematik in den siebziger Jahren des vergangenen Jahrhun-
derts entwickelt werden (u.A. SEYDEL (1977) und SEYDEL (1979)), sind spatestens seit
WRIGGERS U. A. (1988) und WRIGGERS UND SIMO (1990) auch in den Ingenieurwis-
senschaften angekommen. In den genannten Veroffentlichungen beschrankt sich die Fr-
mittlung der kritischen Punkte jedoch auf &ulere Kraftlastfialle. Im néchsten Abschnitt
werden daher die bereits vorgestellten Methoden erstmals auf die direkte Berechnung
von Durchschlags- und Verzweigungspunkten fiir Verschiebungslastfille erweitert.

4.4.1 Durchschlagspunkte

Hierfiir muss zunéachst die Gleichgewichtsbedingung angepasst werden. Anders als bis-
her héngen die inneren Kréfte jetzt auch vom Laststeigerungsfaktor ab. Genauer gesagt
héngen sie — neben den freien Verschiebungen D — nun auch von den aufgebrachten Ver-
schiebungen f)()\) ab, die wiederum von A abhdngen. In Analogie zu den Kraftlastfallen
wird im Weiteren davon ausgegangen, dass

D)) = AD, (4.49)

ist. Der Ubersicht halber wird im Folgenden festgelegt, dass keine Kraftlast auf das
Tragwerk wirkt. Unter diesen Annahmen ergibt sich die folgende Gleichgewichtsbedin-
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gung:
R, = Fi (D, D())) = 0. (4.50)

Dies hat zur Folge, dass sich auch in der zweiten Residuumsgleichung Anderungen erge-
ben, da die Steifigkeitsmatrix, die sich aus der Ableitung des internen Kraftvektors nach

den freien Verschiebungen ergibt, nun ebenfalls von den aufgebrachten Verschiebungen
D()\) abhingt:

R, = Kr(D,D()\))® = 0. (4.51)

Die dritte Residuumsgleichung bleibt unverdndert, was auf das folgende Gleichungssys-
tem fiihrt:

R, (D,D(})) Fiu (D, D (V) 0
(D D()).®)| = |Kr (D, D) ®| = |0]. (4.52)
R (®) PP — 1 0

Aufgrund der verdnderten Residuen soll in diesem Abschnitt ausfithrlich auf die sich
ergebenden Unterschiede bei der Linearisierung eingegangen werden. Unter Anwendung
der Kettenregel erhalt man fiir das erste Residuum

) ) a z a z
linR{™ =R + 8DH? AD" + 5 A”;tml“
. OF! IFi, oD
— Rz int AD2+1 1nt A)\ 453
' D oDi O\ (4.53)
i i i aFiin =Y i
=R+ KLAD™! + ﬁDOAA 1

Anstelle des externen Lastvektors, der bei Kraftlastfillen in der Linearisierung des
Gleichgewichts auftaucht, erhélt man fiir Verschiebungslastfille den Vektor

a]-?int a:Fint ra
= ———D. 4.54
N = b Do (4.54)

Fint,/\ =

Er lasst sich anschaulich als der Vektor der an den aufgebrachten Knotenverschiebun-
gen wirkenden Lagerkrafte interpretieren. Da er eine Folge der inhomogenen Dirichlet-
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Randbedingungen ist, wird er im Weiteren mit Fp;. bezeichnet:

= Fpir. (4.55)

Die Linearisierung der zweiten Residuumsgleichung liefert

linRiT = RS + a;,(KTq:)%ADiH + ;{)i(KT@)iAcIﬂ“ + ;M(Kch)ZAMH

i 0 i i 0 i i d iaf)i
=Ri+ — (Kr®)'AD™ + —— (K1 ®)'A®™! + a]ADZ,(KT@) X

i+1
oD’ o0P? A

=R} + KLAD™ 4+ KEADT! 1 ;A)T,DO(FA)\’“

(4.56)

Bei inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen héngt die Steifigkeitsmatrix auch vom
Laststeigerungsfaktor A ab, weshalb hier — anders als bei Kraftlastfillen — die parti-
elle Ableitung nach dem Lasterhéhungsfaktor A nicht verschwindet. In Analogie zu den

internen Kraften wird die Matrix ‘9;{—; = B;%T ]50 in dieser Arbeit mit Kp; abgekiirzt.

Die Linearisierung des dritten Residuums bleibt unverdndert, Gleichung (4.41) kann
daher iibernommen werden. In Matrixform ergibt sich daraus

Kr 0 Fp, | |AD Fiue(D,D()))
Ke Kr Kp,®| |A®| =— |K(DD0)))®| . (4.57)
0" 28T 0 AN TP -1

4.4.2 Verzweigungspunkte

Fiir die direkte Ermittlung von Verzweigungspunkten fiir Kraftlastfille wird das Glei-
chungssystem um die Nebenbedingung ®"F., = 0 erweitert (sieche Gleichung (4.45)).
Wirkt ausschlieSlich ein Verschiebungslastfall auf das Tragwerk, ist der Lastvektor F.
gleich null. Bevor daher das Gleichungssystem zur Ermittlung von Verzweigungspunkten
fiir Verschiebungslastfille aufgestellt werden kann, muss zunachst die passende Zusatz-
gleichung gefunden werden. Hierfiir wird wie in Abschnitt 4.3 die Gleichgewichtsbedin-
gung aus Gl. (4.50) in Abhéngigkeit des Bahnparameters s aufgestellt:

R, (D(s),ﬁ(A(s))) — Fi (D@),]‘)(A@))) 0. (4.58)
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4.4 Direkte Berechnung kritischer Punkte fiir Verschiebungslastfalle

Die Ableitung nach dem Bahnparameter s liefert

OR;, OR,0D OR,;9DON _ 9D N
s ~ oD s " oD x5~ K1 g, TFog, =0 (4.59)

Im Anschluss werden wieder beide Seiten des Gleichungssystems (4.59) von links mit
dem transponierten Eigenvektor multipliziert:
oD O\
&' Kr— + &' Fp;,— = 0. 4.60
T s * P (4.60)
Der erste Summand in Gleichung (4.60) verschwindet am kritischen Punkt. Somit muss,
ahnlich wie bei Kraftlastfallen, eine der beiden folgenden Bedingungen gelten:

O\
®Fp;, =0 oder — =0. (4.61)
as
Wie bei Kraftlastfiallen gilt der rechte Ausdruck in Gl.(4.61) an einem Durchschlags-
punkt. Somit entspricht ®"Fp;, = 0 der gesuchten Bedingung am Verzweigungspunkt

bei Verschiebungslastfallen.

Damit stehen alle Bedingungen fiir die Berechnung von Durchschlagspunkten bei Ver-
schiebungslastfillen fest, das notwendige Gleichungssystem lautet

Ri(D.DN),®.0)]  [Fu(D.DON) —a®]| [0
R,(DDN).®) | | Kr(DDA)e | |0 | (162)

Rs(®) P 1 0

Ry(D,DWN),®) | | ®"Fp;, | |0

Das Vorgehen bei der Linearisierung des ersten Residuums R, entspricht im Wesentli-
chen einer Kombination aus den Gleichungen (4.39) und (4.53) und ergibt sich zu

lin R = R + KEAD™ — o TA®™! + FL, AN — @A’ (4.63)

Die Linearisierung von Ry entspricht Gleichung (4.56), lin Ry kann Gleichung (4.41)
entnommen werden. Um die einzelnen Schritte der Umformungen bei der Linearisierung
des vierten Residuums iibersichtlicher zu gestalten, wird der Vektor Fp;,. zunéchst wieder

als partielle Ableitung Fp;, = % notiert. Daraus folgt
. . ?Fine\’ . 2D Fie\' . 2FL \"
li Rz+1 — R (I)T int ADH—I int A(I)z—i—l (I)T int A)\H—l.
M= ( 90D oo ® on

(4.64)
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4 Geometrisch nichtlineare Strukturanalyse

Wird eine Funktion nach zwei Variablen partiell abgeleitet, ist nach dem Satz von
Schwarz die Reihenfolge, in der die partiellen Ableitungen nach den einzelnen Varia-
blen durchgefithrt werden, irrelevant fiir das Ergebnis. Damit lassen sich die einzelnen
Anteile aus Gleichung (4.64) weiter umformen. Zur besseren Ubersicht wird hierfiir die
Umformung jedes Summanden einzeln aufgefiihrt:

O*F, 0K 0K 0D
T _AD = ' AD =®"—~-~_AD
INOD )\ oD O\
(4.65)
_ K DyAD = & Kp;, AD,
oD
O2BTF,,,
—— " MAP = Fp;, AP, 4.66
INOD D (4.66)
O*Fing N < O*F; t) N OF pir
T TAN=D! [ & | DyAN = &T—EDyAN. 4.67
ON? °\" abeD) " oD " (4.67)
Fasst man die einzelnen Anteile in einer Matrix zusammen, erhalt man
Kr -aol Fp, —®||AD Fin (D, \) — a®
K Kr Kpu® 0| |A® Kr(D,\)®
* toP - (D, A) (4.68)
0" 2®7 0 0 | | AX TP — 1
2'Kpi  F, @T%o: | [Aa] | ®Fpi |

Verglichen mit Gleichung (4.48) besitzt dieses Gleichungssystem deutlich weniger Nul-
leintrage. Bei der Assemblierung der neu hinzugekommen Blocke kann jedoch auf be-
stehende Algorithmen und bereits berechnete Groflen zuriickgegriffen werden. So lédsst
sich etwa Fp; aus entsprechenden Eintragen der Elementsteifigkeitsmatrizen sowie der
aufgebrachten Verschiebung ermitteln.

Eine ausfiihrliche Ubersicht fiir die Berechnung von Durchschlags- und Verzweigungs-
punkten am Beispiel eines Systems mit inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen ist
abschliefend in einem Flussdiagramm in Abb. 4.3 dargestellt.
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4.5 Wabhl der Startwerte bei Extended Systems

4.5 Wahl der Startwerte bei Extended Systems

Abschlieflend soll noch kurz auf die Wahl der Startwerte der unbekannten Gréflen D,
®, A\ und a eingegangen werden. In dieser Arbeit kommen fiir den zum Nulleigenwert
gehorenden Eigenvektor @ zwei unterschiedliche Varianten zum Einsatz. Die beste Na-
herung fiir den Startwert von ® bietet der Eigenvektor zum kleinsten Eigenwert der
Steifigkeitsmatrix im letzten auskonvergierten Gleichgewichtspunkt. Bei Systemen mit
vielen Freiheitsgraden kann diese Berechnung jedoch sehr zeitaufwendig sein. Eine deut-
lich einfachere Wahl stellt ein auf die Lénge eins normierter Einsvektor dar. Er erfillt
die dritte Residuumsgleichung R3 = ®'® — 1 = 0, ist jedoch eine auflerst schlechte
Néherung und fithrt somit zu mehr Iterationsschritten. Am Ende gilt es abzuwéagen, ob
die zusétzlichen Iterationsschritte beim Einheitsvektor oder die aufwendige Berechnung
des ersten Eigenvektors schwerer zu Buche schlagen. Eine allgemeingiiltige Losung gibt
es hierfiir nicht, es muss vielmehr von Fall zu Fall entschieden werden. Eine Ubersicht
iiber weitere Moglichkeiten zur Wahl von @ findet sich in WAGNER (1991).

Fiir den Vektor der diskreten Knotenverschiebungen D sowie den Laststeigerungsfaktor
A stellen die Ergebnisse des zuletzt bestimmten Gleichgewichtspunkts eine gute Wahl
dar. Die Variable a wird zu null gesetzt.
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Start

Initialisieren aller Variablen

2.
Nein Ja
g

Pfadverfolgung Extended Systems
Neues Lastinkrement Variablen Initialisieren
* e Startwerte ermitteln

v

Newton-Raphson-Iteration

v

Ja IR|s < 105 Nein
P Extended Systems
Durchschlagspunkte
Extended Systems Newton-Raphson-
Verzweigungspunkte Tteration
Newton-Raphson- *
Tteration
Ja
Y L <8 Fpy| < 1074
Nein
IRz <107% >— Nein+

. Nein
Ja R < 105> —

Abbildung 4.3: Flussdiagramm zur Berechnung kritischer Punkte bei inhomogenen
Dirichlet-Randbedingungen.
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Geometrisch nichtlineare
Imperfektionsanalyse

Die Ermittlung der Traglast fiir ein schlankes, druckbelastetes Tragwerk hangt stark von
Grofle und Form der berticksichtigten Imperfektionen ab. Die Frage, welche Imperfektion
am Ende zur geringsten Traglast fiithrt, stellt ein nicht-triviales Problem dar. So besagt
Eurocode 3, Teil 1-6, der die Themen Festigkeit und Stabilitdt von Schalen im Stahlbau
regelt, dass ,Die Form der geometrischen Ersatzimperfektionen [..] so zu wéhlen [ist],
dass sie den bezogenen elastisch-plastischen Beulwiderstand |..] der imperfekten Schale
so ungiinstig wie moglich beeinflussen” (DIN EN 1993-1-6 (2017)). In ScuMmIDT (2009)
wird in diesem Zusammenhang darauf verwiesen, dass eigenformaffine Vorverformungen
fir viele Falle eine geeignete Wahl darstellen, in einigen Féllen aber auch deutlich von
der ungiinstigsten Losung abweichen konnen.

Zur Untersuchung von Imperfektionen und deren Einfluss auf das Tragverhalten werden
in dieser Arbeit verschiedene Ansétze présentiert, die sich in ihrem Umgang mit den
Imperfektionen grundlegend unterscheiden. In Abschnitt 5.1 sind die Imperfektionen eine
gegebene Grofle. Die vorgestellten Methoden basieren dabei auf einer Wiederberechnung
kritischer Punkte, die sich die Ergebnisse bereits berechneter kritischer Punkte zu Nutze
machen.

In Abschnitt 5.2 werden die Imperfektionen nicht vorgegeben sondern als zusétzliche
Unbekannte in das Systems eingebracht. Dies kehrt die Suche nach der ungiinstigsten
Imperfektion um in ein Finden eben dieser. Die in diesem Abschnitt vorgestellte Methode
stellt eine Modifikation der von DEML (1997) prasentierten Algorithmen dar.

In diesem Kapitel werden, wie in Abschnitt 3.6 bereits erwahnt, ausschliefllich geometri-
sche Imperfektionen beriicksichtigt. Die Motivation hinter den entwickelten Methoden
und somit auch die Herangehensweise an die Problemstellung ist zudem akademischer
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5 Geometrisch nichtlineare Imperfektionsanalyse

Natur. Bei der Ermittlung der Traglast eines realen, stabilitdatsgefihrdeten Tragwerks
sind viele weitere Aspekte zu beachten, auf die an dieser Stelle nicht eingegangen wird.

5.1 Berechnung kritischer Pfade imperfekter Systeme

In diesem Abschnitt werden zwei Methoden préasentiert, die fiir eine oder mehrere gege-
bene Imperfektionsformen mit variierender Imperfektionsamplitude eine effiziente Ana-
lyse des Imperfektionseinflusses auf den kritischen Lastfaktor eines statischen Systems
ermoglichen. In Abschnitt 5.1.1 wird eine Methode vorgestellt, die eine effiziente Be-
rechnung kritischer Punkte fiir eine Vielzahl imperfekter Systeme préasentiert. Erste
Untersuchungen hierzu finden sich in MOAVEN (2016). Abschnitt 5.1.2 zeigt eine er-
neute Erweiterung der Gleichungssysteme zur direkten Berechnung kritischer Punkte
um eine Kontrollgleichung, die eine inkrementelle Steigerung des Imperfektionsfaktors
ermoglicht. Mit den vorgestellten Gleichungssystemen kénnen somit erstmals kritische
Pfade fiir Systeme mit inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen inkrementell-iterativ
berechnet werden.

5.1.1 Wiederberechnung kritischer Punkte an imperfekten
Systemen

Wie in Kapitel 4 bereits erlautert, konvergieren die dort vorgestellten Algorithmen zur
direkten Berechnung kritischer Punkte fiir Tragwerke mit sehr vielen Freiheitsgraden nur
in der Nédhe der Losung. Sollen also die kritischen Punkte eines Tragwerks fiir eine grofle
Zahl unterschiedlicher Imperfektionsformen und somit fiir eine grofle Zahl verschiedener
Ausgangsgeometrien untersucht werden, muss nach Abbildung 4.3 fiir jeden kritischen
Punkt zuerst mit Pfadverfolgungsalgorithmen in die Nahe des kritischen Punkts ge-
rechnet werden, bevor dieser mit Extended Systems exakt bestimmt werden kann. Ein
Grof3teil der Rechenzeit entfillt dabei auf die immer wiederkehrende Pfadverfolgung. In
Abbildung 5.1 links ist das Vorgehen exemplarisch dargestellt.

Bei der hier prasentierten Methode muss zunéchst der erste kritische Punkt am (per-
fekten) Ausgangssystem, wie im Flussdiagramm in Abbildung 4.3 aufgezeigt, mit einer
vorangestellten Pfadverfolgungsmethode bestimmt werden. Beim Ausgangssystem muss
es sich nicht zwangsldufig um das perfekte System handeln, die Berechnung kann auch
an einem imperfekten Tragwerk gestartet werden. Das perfekte System bietet sich je-
doch als Referenz an und wird im weiteren Verlauf der Arbeit immer als Ausgangssystem
verwendet.
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@ Verzweigungspunkt % Durchschlagspunkt

A F A F
perfekt perfekt
) ok zunehmende
tmpertext Imperfektionsamplitude
zunehmende Imperfektionsampl. D D

Abbildung 5.1: Exemplarische Darstellung eines Gleichgewichtspfads bei steigender Im-
perfektionsamplitude (links), direkte Berechnung der kritischen Punkte
(rechts), in Anlehnung an REITINGER (1994)

Fiir die Berechnung eines weiteren kritischen Punkts an einem imperfekten System kann
auf die Pfadverfolgung verzichtet werden. Anstatt mit einem Pfadverfolgungsalgorith-
mus erneut in die Nahe des kritischen Punkts fiir das imperfekte System zu rechnen,
lassen sich die Ergebnisse des zuvor berechneten kritischen Punkts des Ausgangssys-
tems als Pradiktor verwenden. Fiir jeden weiteren kritischen Punkt lasst sich wieder
das Ergebnis am jeweils zuvor berechneten kritischen Punkt als Pradiktor wéhlen. Das
Verfahren ist in Abbildung 5.1 rechts exemplarisch dargestellt.

Das Vorgehen soll an einem einfachen Beispiel veranschaulicht werden. Abbildung 5.2
zeigt eine modifizierte Variante eines Dreigelenktragwerks. Es wird am rechten Knoten
durch eine vertikale Lagerverschiebung D = M\ Dy belastet. In Abbildung 5.3 ist die zu-
gehorige Gleichgewichtsfliche dargestellt. Sie zeigt die Last-Verschiebungs-Beziehung in
Abhéngigkeit von den Imperfektionen Ay@. Die in pink dargestellten Punkte représen-
tieren die Gleichgewichtskurve des perfekten Systems, die in blau dargestellten Punkte
zeigen den kritischen Pfad.

L L+Xw

Abbildung 5.2: Modifiziertes Dreigelenktragwerk mit variabler Imperfektion
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5 Geometrisch nichtlineare Imperfektionsanalyse

Abbildung 5.3: Gleichgewichtsfliche des modifizierten Dreigelenktragwerks mit Gleich-
gewichtspfad des perfekten Systems (pink) und kritischem Pfad (blau)

Wird bei diesem Verfahren, wie im Beispiel gezeigt, lediglich die Lange der Imperfek-
tionsnorm skaliert, die Form der Imperfektion jedoch beibehalten, lassen sich damit
kritische Pfade ermitteln. Dartiber hinaus kann bei dieser Methode aber auch die Im-
perfektionsform in jedem Schritt gedandert werden. So lassen sich beispielhaft auch zu
héheren Eigenwerten gehorige Figenvektoren als Imperfektionsformen wéhlen.

5.1.2 Automatisierte Berechnung kritischer Pfade

In diesem Abschnitt wird eine Methode zur Berechnung kritische Pfade imperfekter Sys-
teme vorgestellt, die aus einer Kombination von Pfadverfolgung und Extended Systems
in einem Gleichungssystem besteht. Hierfiir werden die Imperfektionen in Abhingigkeit
des Parameters Ay beschrieben. Im Anschluss lisst sich ein Gleichungssystem zur di-
rekten Ermittlung kritischer Punkte um eine Kontrollgleichung nach Art der Gl. (4.5)
erweitern. In der vorliegenden Arbeit wird hierbei die inkrementelle Anderung des Im-
perfektionsparameters kontrolliert, was zu der folgenden Zusatzgleichung fiihrt:

f=DX—DX =0 (5.1)
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5.1 Berechnung kritischer Pfade imperfekter Systeme

In der Literatur finden sich bereits ahnliche Formulierungen. So werden in ERIKSSON
(1994) und ERIKSSON (1997) Algorithmen vorgestellt, mit denen sich Mehrparame-
tersysteme auch im kritischen Zustand analysieren lassen. Eine dhnliche Formulierung
findet sich auch in REZAIEE-PAJAND UND MOGHADDASIE (2014) sowie in COX U. A.
(2018). Auch dort werden die Methode der Extended Systems mit einer Variante der Bo-
genlangenkontrolle kombiniert. In der vorliegenden Arbeit liegt der Fokus, im Gegensatz
zur genannten Literatur, auf der Analyse des Einflusses geometrischer Imperfektionen.
Dies fithrt dazu, dass die zusétzliche Kontrollgleichung sehr einfach ausfallt. Zudem
wird in dieser Arbeit erstmals die Ermittlung kritischer Pfade fiir Verschiebungslastfille
prasentiert.

Der erste kritische Punkt entlang eines kritischen Pfads, der fir das perfekte Ausgangs-
system berechnet wird, ist in vielen Féllen ein Verzweigungspunkt. Wie in Abschnitt 3.6
gezeigt, reagieren Systeme mit einem instabilen Verzweigungspunkt besonders sensibel
auf Imperfektionen. Da Verzweigungspunkte nur bei Systemen mit einer symmetrischen
Geometrie auftreten, imperfekte Systeme im Allgemeinen jedoch eine asymmetrische
Geometrie besitzen, kommen fiir die Berechnung kritischer Pfade nur die Gleichungs-
systeme zur direkten Ermittlung von Durchschlagspunkten fiir Kraft- und Verschie-
bungslastfille ((4.38) und (4.52)) zum Einsatz.

Kraftlastfalle

Fir Kraftlastfille ergibt sich damit das folgende Gleichungssystem:

Rl Fint (D, )\2) - Fext <)\1) 0

Ro| K(D, ) ) ® |0 (5.2)
Ry TP — 1 0| '

Ry | DX DX | 1o

Eine konsistente Linearisierung fiithrt schlieSlich auf

I<T 0 _Fext,O %Fi/\lgt AD Fint(Da )\2) - Fext(/\l)

Ke Kr 0 290 A®| |  KuDX)® 53
0T 2T 0 0 AN ®Td -1

0" o 0 1| |AX DA, — DAy
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Verschiebungslastfalle

Das Gleichungssystem fiir den Fall inhomogener Dirichlet-Randbedingungen lautet

R; (D,D (A1), o) Fiu (D, D (V) )2) 0

R, (D.D(\). @, %) [Kr(D.D(V),A)@| o 5.4
R (®) D1 0
Ry (A2) DA, — DA, 0

Eine konsistente Linearisierung fithrt schliefflich auf

KT O FDir 88F)\i;t AD Fint(D> )\2) - Fext()\l)

Ke Kr Kpp 0@ (A®| K1(D, \,)® 55

0" 28T 0 0 AX D -1

0" 0" 0 1 Ay DXy — D)y

In beiden Varianten treten Ableitungen nach dem Imperfektionsparameter Ay auf. Diese
werden, analog zu den Grolen Kg oder Kp;,, mit den in Kapitel 6 vorgestellten numeri-
schen Methoden zur exakten und effizienten Ermittlung erster Ableitungen bestimmt.

Das Beispiel in Abbildung 5.2 ist so gewéhlt, dass der kritische Pfad auch mit dem Glei-
chungssystem (5.4) ermittelt werden kann. Bei entsprechender Parameterwahl liefert
diese Methode gleiche Ergebnisse. Anders als bei der Methode in Abschnitt 5.1.1 kann
der kritische Pfad durch die Erweiterung des Gleichungssystems automatisiert ermittelt
werden. Es ldsst sich jedoch ausschliellich die Amplitude einer gewahlten Imperfekti-
onsform variieren.

5.2 Berechnung ungiinstiger Imperfektionsformen

Die Aussagekraft der Ergebnisse, die mit den im vorherigen Abschnitt vorgestellten Al-
gorithmen ermittelt werden konnen, hingt stark von der Wahl der Imperfektionsform
ab. Das Finden der ungiinstigsten Imperfektionsform bleibt dabei dem Zufall iiberlas-
sen. Um eine mogliche kritischste Imperfektionsform fiir ein Tragwerk aktiv zu suchen
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und nicht zuféllig zu finden, werden fir den folgenden Algorithmus die Imperfektionen
w als zusétzliche Unbekannte eingefiihrt. Sie konnen an allen freien Knoten oder nur an
ausgewahlten Knoten hinzugefiigt werden. Dies fiihrt zu niy,p zusétzlichen Unbekann-
ten, fir die folglich ni,, zusétzliche Gleichungen eingefiithrt werden miissen. Dabei gilt
Nimp < n. Der hier vorgestellte Algorithmus basiert mafigeblich auf den in den Arbeiten
von DEML (1997) und DEML UND WUNDERLICH (1997) présentierten Methoden zur
Bestimmung ungtinstigster Imperfektionsformen.

Die gesuchte zusitzliche Bedingung wird in DEML (1997) als Energie-Kriterium bezeich-
net und geht auf KOITER (1976) zurtick. Demnach ist die potentielle Engergie an einem
Gleichgewichtspunkt fiir die ungiinstigste Imperfektionsform minimal. Dies lasst sich
anschaulich interpretieren. Besitzt die potentielle Energie in Abhéngigkeit der Imper-
fektionen an einem kritischen Punkt ein Minimum, so ist auch die zu leistende Arbeit,
die fiir eine Deformation von der unverformten Referenzlage in die Gleichgewichtslage
benotigt wird, minimal. Dies gilt entsprechend auch fiir die kritische Last. Somit ergibt
sich das gesuchte Energie-Kriterium aus der ersten Variation der potentiellen Energie
nach den Imperfektionen.

Um die Grofle der Imperfektionen zu begrenzen und nicht ins Unendliche ansteigen zu
lassen, wird eine sog. Straffunktion, wie sie auch bei der Optimierung unter Neben-
bedingungen zum Einsatz kommt, auf das Potential addiert. Im Englischen wird diese
auch als barrier function bezeichnet. Hierin unterscheidet sich der hier vorgestellte Al-
gorithmus maBgeblich von den Methoden in DEML (1997). Dort wird die Begrenzung
der Imperfektionen als Nebenbedingung mit der Lagrange-Multiplikator-Methode ein-
gebracht. Zur Bestimmung des Lagrange-Multiplikators wird jedoch eine zusétzliche
Gleichung benétigt. In DEML (1997) wird hierfur eine Norm des Imperfektionsvektors
auf einen gewédhlten Wert festgeschrieben. Auf diese Zusatzgleichung kann in der hier
vorgestellten Methode verzichtet werden.

Eine Straffunktion hat das Ziel, das Gebiet, in dem nach der Losung gesucht wird, zu
begrenzen. Soll etwa verhindert werden, dass ein gesuchter Wert z eine vorgegebene
maximale Grofle @ iiberschreitet, so ist im Idealfall der Wert einer Straffunktion fiir
x > w unendlich, in allen anderen Fallen ist der Wert gleich null. Zur Annédherung dieser
diskontinuierlichen Funktion wird haufig eine logarithmische Funktion in der Form

g(z) = —BIn(w — x) (5.6)

gewahlt. Nadhert man sich der Wert von x einer festgelegten Grenze @ , wird das durch
die Straffunktion bestraft. Mit dem Barriereparameter [ lasst sich der Einfluss der Straf-
funktion skalieren.
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In dieser Arbeit wird die Variable z durch die Lénge des Imperfektionsvektors ||wl]|2
ersetzt. Diese Lange wird durch die maximal zulassige Lange von w begrenzt. Damit
ergibt sich die in der vorliegenden Arbeit auf das Potential addierte Straffunktion zu

g(w) = =fIn(d — [[wll2). (5.7)

Das modifizierte Potential II ergibt sich schlieBlich zu

I[I=T1I(D,w) + g(w). (5.8)

Die erste Bedingung, die wie bisher auch erfiillt sein muss, ist das Gleichgewicht. Sie
lasst sich auch als Variation des Potentials schreiben. Da die Straffunktion nur von den
Imperfektionen w abhéngt, ergibt sich die Gleichung wie bereits in Abschnitt 4.4 zu

Ol (D, w,\) O (D, w,\
R, (D,w,)\) = (8[)‘” ) _ (ODW ) B (Dw) — Fun(A) = 0. (5.9)

Das zweite Residuum bildet, wie in Abschnitt 4.3 hergeleitet, die Bedingung fiir einen
kritischen Punkt:

011 (D, w, \)

RQ(D7W7(P’)‘) = 8]:)2

®=K(D,w)®=0. (5.10)
Die dritte Residuumsgleichung erhalt man aus der Variation des Potentials nach den
Imperfektionen:

B Ol (D,w,)\) Ol (D,w,)\) N Jg(w)

Ry = ow - ow ow

=0. (5.11)

Als vierte Bedingung wird in diesem Fall nicht die Lange des Eigenvektors, die zur
Vermeidung trivialer Losungen bei der Methode der Extended Systems zum Einsatz
kommt, verwendet. In Analogie zu DEML (1997) wird hierfir eine Bedingung eingefiihrt,
die eine triviale Losung vermeidet und gleichzeitig sicherstellt, dass es sich bei dem
ermittelten kritischen Punkt um einen Durchschlagspunkt handelt:

Riy=®Feuo—1=0 (5.12)

Da ein symmetrisches System Voraussetzung fiir einen Verzweigungspunkt ist, imper-
fekte Tragwerke im Allgemeinen jedoch eine imperfekte Ausgangsgeometrie besitzen,
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treten Verzweigungspunkte bei imperfekten Grundsystemen nur fiir wenige Sonderfélle
auf.

Nach der Linearisierung ergibt sich das folgende Gleichungssystem:

K o0 2L _F.,,l |DD R,

Ke K 2K2 0 D® R, (513
52 52 - ’
HW;ID 0 87“}_21 0 Dw R’3

0" Feuo O 0 DA R,

Die Methode lésst sich gut an dem flachen Dreigelenktragwerk in Abbildung 5.4 veran-
schaulichen, wenngleich dieses Tragwerk grundsétzlich eine geringe Imperfektionsemp-
findlichkeit aufweist. Die Geometrie ist so gewahlt, dass ein Verzweigen ausgeschlossen
werden kann (vgl. Anhang A.1). Neben den beiden Verschiebungsfreiheitsgraden D; und
Dy wird nur ein zusatzlicher Imperfektionsfreiheitsgrad w in horizontale Richtung am
freien Knoten eingefiihrt. Die geringste kritische Last und somit die ungiinstigste Imper-
fektionsform besitzt das Dreigelenktragwerk in Abbildung 5.4, wenn es symmetrisch ist,
wenn also fiir die projizierten Langen a = b = 10 gilt. Fiir die hier gewahlte Geometrie

bedeutet dies, dass die unglinstigste Imperfektion bei w = b;“ = —1 liegt.

Die in diesem Abschnitt eingefiihrte Methode unterscheidet sich von den bisher in dieser
Arbeit gezeigten und auch von den in DEML (1997) vorgestellten Methoden in einem
wesentlichen Punkt. Durch die Addition der Straffunktion auf das Potential wird das
zugrunde liegende physikalische Problem nicht mehr exakt gelost, sondern nur eine Néa-
herung an das urspriingliche Problem. Dies lésst sich an einem Zahlenbeispiel demons-
trieren. Hierfiir wird die maximale Imperfektion zu @ = 2 gewahlt, der Imperfektions-
parameter wird zu f = 1,0 festgesetzt. Das Gleichungssystem liefert als Ergebnis fiir

lF:)\FO
—>D2,’w
< a=11
=)
+ b=9
S EA = 3000
Fy=1

Abbildung 5.4: Imperfektes Dreigelenktragwerk
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5 Geometrisch nichtlineare Imperfektionsanalyse

425.0
420.0
415.0
410.0 | _

-40 -30 -20 -1.0 0.0 1.0 2.0

Lastfaktor \

Imperfektion w
Abbildung 5.5: Kritischer Pfad des asymmetrischen Dreigelenktragwerks
die ungiinstigste Imperfektion einen Wert von w = —0,963, die exakte Losung liegt bei
w = —1,0. Anders als in der Arbeit von DEML (1997), in der die Nebenbedingung exakt

erfiillt wird, findet die in dieser Arbeit préisentierte Methode jedoch auch Lésungen die

kleiner als die maximal vorgegebene Imperfektion sind.
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Numerische Ableitungen

Fir die direkte Berechnung kritischer Punkte muss die Steifigkeitsmatrix Kt nach den
Verschiebungen D abgeleitet werden. Da sich fiir viele Elementformulierungen die ana-
lytische Losung dieser Ableitung nicht oder nur unter unverhéltnisméfigem Aufwand
ermitteln lasst, werden in diesem Kapitel mehrere bereits bekannte Verfahren zur nu-
merischen Ableitung analytischer Funktionen vorgestellt und erstmals im Kontext der
direkten Berechnung kritischer Punkte angewandt. Die im Rahmen dieser Arbeit vorge-
stellten Methoden lassen sich grundlegend in zwei Kategorien aufteilen.

{ Numerische Ableitungen J

T

[ Klassische Methoden ] [ Komplexzahlige Methoden ]
%Vorvvéirtsdifferenzenquotient ] % Ableiten mit komplexen Zahlen ]
ﬁ Rickwartsdifferenzenquotient ] ﬁAbleiten mit dualen Zahlen ]
% Zentraler Differenzenquotient ] % Ableiten mit hyperdualen Zahlen ]

Abbildung 6.1: Ubersicht iiber die in dieser Arbeit vorgestellten Methoden zur numeri-
schen Ableitung

Im Abschnitt 6.1 werden mit dem Vorwéartsdifferenzen-, dem Riickwartsdifferenzen- und

dem Zentralen Differenzenverfahren zunéichst die klassischen Methoden zur numeri-
schen Ableitung analytischer Funktionen vorgestellt. Die Qualitidt der Naherungslosung
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6 Numerische Ableitungen

schwankt bei allen drei Methoden enorm und ist maflgeblich von der Wahl der Parameter
abhangig.

In den darauf folgenden Abschnitten werden die Methoden erlautert, die zur Ermittlung
der Ableitung verschiedene hyperkomplexe Zahlen und die zugehorige Algebra verwen-
den. Hierbei wird in Abschnitt 6.2 zunéchst eine Methode vorgestellt, die auf komplexen
Zahlen basiert — die sog. Complex-step Derivative Approximation, kurz CSDA (MAR-
TINS U. A. (2003). Bei dieser Methode liegt der Fehler der Néherung im Rahmen der
Rechengenauigkeit von Computern und und ist somit vernachlassigbar klein. Anstel-
le komplexer Zahlen kénnen bei dieser Methode auch duale Zahlen verwendet werden.
Fiir diesen Fall ist das Ergebnis keine Nédherung mehr, sondern die exakte Losung des
Problems. Somit verschwindet der Fehler vollsténdig.

Im Anschluss wird in Abschnitt 6.3 eine Ableitungsmethode vorgestellt, die auf den
extra hierfiir von FIKE UND ALONSO (2011) entwickelten hyperdualen Zahlen beruht.
Anders als die bisherigen Varianten liefert die Methode der hyperdualen Zahlen sowohl
fiir erste wie auch fiir zweite Ableitungen die exakte Losung.

Abschnitt 6.4 befasst sich mit den Rechenregeln und den Besonderheiten, die sich bei der
Ermittlung der Ableitung mit komplexen und im Besonderen mit hyperdualen Zahlen
ergeben.

Bei der direkten Berechnung kritischer Punkte muss das Produkt aus Steifigkeitsmatrix
und Beulvektor nach den Verschiebungen abgeleitet werden. Diese Ableitung lasst sich
auch als Richtungsableitung der Steifigkeitsmatrix in Richtung des Beulvektors verste-
hen. In Abschnitt 6.5 wird die Methode der CSDA auf Richtungsableitungen tibertragen
und damit eine stabile und effiziente Methode zur Losung des Problems vorgestellt.

Abschlielend wird in Abschnitt 6.6 die Methode des automatisierten Ableitens vor-
gestellt. Diese Methoden, die im Fachbereich der numerischen Mathematik entwickelt
wurden, ermoglichen ebenfalls die exakte numerische Berechnung erster und zweiter
Ableitungen. Neben einer kurzen Herleitung der Methoden wird die Analogie zur Ab-
leitungsberechnung mit dualen und hyperdualen Zahlen aufgezeigt.

6.1 Klassische Differenzenverfahren

Die Ableitung f’ einer Funktion f an der Stelle x kann geometrisch als die Steigung
einer Tangente an die Funktion f im Punkt x interpretiert werden. Sie ist durch den
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6.1 Klassische Differenzenverfahren

Differentialquotienten definiert zu

/ . fle+h) — f(z)
f'(z) = lim - :

h—0

(6.1)

Der Grenziibergang h — 0 lasst sich mit numerischen Methoden nicht umsetzen. Die
Tangentensteigung lasst sich aber mit der Steigung der Sekante durch die Auswertung
der Funktion f an den Stellen z und z + h fiir abnehmende Werte fiir » anndhern (vgl.
Abbildung 6.2).

f(xo +h)

f(70)

X

o o+ h
Abbildung 6.2: Steigung der Sekante

Vorwirtsdifferenzenquotient

Der Differenzenquotient, der fiir sehr kleine Werte von h eine Naherung des Differential-
quotienten aus Gleichung (6.1) beschreibt, ldsst sich tiber eine Taylorreihenentwicklung
der Funktion f(z 4 h) an der Entwicklungsstelle = herleiten.

fatmy =31 fx)(ﬁh—x)"
"= n‘/ 1/ " (62)
:f(x)+f<1x)h+f éx)h2+f éx)hi”...
Umformen der Gleichung (6.2) fithrt auf den Ausdruck fir die Ableitung
[ AR ke O ROTIAY (6.3)

h
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6 Numerische Ableitungen

Vernachlassigt man die Terme héherer Ordnung, erhélt man ein Ndherung der Ablei-
tung:

(o) ~ TEHD ), (6.4)

Riickwartsdifferenzenquotient

Das Vorgehen bei Riickwérts- und Vorwértsdifferenzenquotient ist nahezu identisch. Es
muss lediglich die Funktion f(z — h) als Taylorreihe am Entwicklungspunkt z wie in
Gleichung (6.2) entwickelt und umgeformt werden:

o £(n) (g
fa—n) =Ty

n

@, P, W, o
= - h h® — h ...
flo) ==+ 5 6
Daraus lédsst sich ein Ausdruck fiir die Ableitung ndherungsweise ermitteln:
flz —h)—f(x
f(z) ~ ( 2 ( ) (6.6)

Zentraler Differenzenquotient

Der zentrale Differenzenquotient ergibt sich aus der Differenz der beiden Taylorreihen
(Gl (6.2) & GL.(6.5)):

fla+h)—flz—h) = Qfll($> h+ Qf/;(@ M. (6.7)

Nach Umformung ergibt sich folgender Ausdruck fiir die erste Ableitung:

Py = LEID TG | ey St )~ fla =)

(6.8)

Da aufgrund der Differenz der beiden Taylorreihen alle Ausdriicke mit geraden Exponen-
ten entfallen, ist der zentrale Differenzenquotient eine Ordnung genauer als Vorwérts-
und Riickwartsdifferenzenquotienten. Dies kann man auch in Abbildung 6.3 erkennen.
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6.1 Klassische Differenzenverfahren
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Abbildung 6.3: Vergleich des relativen Fehlers von Vorwértsdifferenzen- und zentralem
Differenzenquotient fiir die erste Ableitung von Gl. (6.9)

Dort ist der relative Fehler der numerischen Ableitung gegeniiber der analytischen Lo-
sung fiir die Funktion

Ja) = Vsin® J:e:— cos® z (6.9)

ausgewertet an der Stelle z = 1,5, tiber die Intervallgrole A fiir den Vorwartsdifferenzen-

und den zentralen Differenzenquotienten angetragen.

Wie sich in der Grafik erkennen lésst, nimmt der relative Fehler fiir das Vorwarts-
differenzenverfahren (und damit auch fiir das Riickwértsdifferenzenverfahren) zunéchst
proportional zur Intervallgréfle h ab, der relative Fehler des zentralen Differenzenverfah-
rens hingegen proportional zu h?. Diesen Fehler, der durch das Streichen der hoheren
Glieder der Taylorreihe entsteht, nennt man auch Diskretisierungsfehler oder truncation
error.

Abbildung 6.3 zeigt aber auch, dass sich der relative Fehler mit abnehmendem h wieder
vergroflert. Dies entsteht durch die Differenz, die in den Gleichungen (6.4), (6.6) und
(6.8) jeweils im Zéhler auftaucht. Fiir abnehmende Werte von h néhern sich die Aus-
driicke fir f(z) und f(z £ h) immer weiter an. Die Subtraktion zweier nahezu gleich
grofler Gleitkommazahlen ist bei numerischen Methoden von der Genauigkeit des Gleit-
kommaformats abhéngig. Liegt die Abweichung von f(z) und f(z 4+ h) auBerhalb der
Rechnergenauigkeit ergibt sich die Differenz zu null und der relative Fehler folglich zu
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6 Numerische Ableitungen

eins. Diesen Fehler bezeichnet man auch als Ausléschung bzw. subtractive cancellation
error.

6.2 Ableiten mit der Complex-step-Methode

Die Verwendung komplexer Zahlen zur Berechnung von Ableitungen geht bereits auf
Veréffentlichungen von LYNESS UND MOLER (1967) und LYNESS (1967) zuriick. Die in
diesem Abschnitt vorgestellte Complex-step Derivative Approximation, im Folgenden
mit CSDA abgekiirzt, geht auf SQUIRE UND TRAPP (1998) und MARTINS U. A. (2003)
zuriick.

Auch die CSDA basiert auf einer Taylorreihenentwicklung. Im Gegensatz zu Gl. (6.2)
wird jedoch die Taylorreihe der analytischen Funktion f(z + ih) entwickelt, d. h. anstelle
einer reellen Grofle h wird die Funktion um eine rein imagindre Grofle th gestort:

fz +ih) = z%f n$ )(z‘h)"
= f(z)+ f/(lx) ih + fﬂg”) (ih)? + fméx) (ih)? ... (6.10)
_ fl@) . (@), (%) 3
= f(w) + ih = T =

Durch Sortieren der einzelnen Reihenglieder in reelle und imaginére Anteile erhélt man

f(z+ih) = (f(x> + fﬁéx)(z'hf) + i(f/(lx)h— fméx)h?’) .. (6.11)

In Gleichung (6.11) erkennt man, dass die gesuchte erste Ableitung nur im Imaginérteil
auftaucht. Auflésen nach f'(z) liefert schlieBlich folgenden Naherung:

fi(z) ~ W (6.12)

In Abbildung 6.4 ist wieder der relative Fehler der Berechnung der Ableitung fiir die
Funktion aus Gleichung (6.9) tiber der Intervallgrofie h dargestellt. Wie man nach dem
Umsortieren in Gleichung (6.11) erkennt, taucht der quadratische Term nur im Realteil
auf und entfallt somit. Das erste Reihenglied, das gestrichen wird, ist also auch hier
das kubische. Daher nimmt fiir die CSDA der Fehler, wie im Diagramm zu erkennen,
proportional zu h? ab. Die CSDA ist daher auch nach der zweiten Ordnung genau.
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Abbildung 6.4: Vergleich des relativen Fehlers von Vorwértsdifferenzen- und zentralem
Differenzenquotient sowie CSDA fiir die erste Ableitung von Gl. (6.9)

Im Gegensatz zum klassischen Differenzenquotienten steigt der Fehler bei abnehmendem
h jedoch nicht wieder an, sondern strebt gegen einen Wert kleiner als 1071°. Der Grund
hierfiir liegt in der entfallenen Subtraktion im Zahler der Gleichung (6.12), da nur der
imagindre Anteil der Taylorreihe Verwendung findet. Dies bedeutet, dass die CSDA fiir
ausreichend kleine Werte von h zuverléssige Ergebnisse fiir die erste Ableitung liefert.

Anstatt der komplexen Zahlen konnen fir die Ermittlung der ersten Ableitung auch
duale Zahlen verwendet werden. Duale Zahlen sind ebenfalls zweidimensionale hyper-
komplexe Zahlen der Form

Z = apx + €. (6.13)
Fir die imaginare Einheit € gilt

=0,

e # 0.

Man kann zur Herleitung der ersten Ableitung wieder eine Taylorreihe der Funktion
f(z + €h) entwickeln:

(6.14)

f(z+eh) = f(z) + f'(z)eh. (6.15)
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Abbildung 6.5: Vergleich des relativen Fehlers von Vorwértsdifferenzen- und zentralem
Differenzenquotient, CSDA und CSDA mit dualen Zahlen fiir die erste
Ableitung von Gl. (6.9)

Hier entfallen jedoch wegen €2 = 0 alle hoheren Reihenglieder. Somit erhilt man fiir die
erste Ableitung folgenden Ausdruck:

oy = W+ eh)

(6.16)
Aus diesem Grund handelt es sich bei Gl. (6.16) nicht um eine Naherung — anders als
etwa bei Gl. (6.6) oder Gl. (6.12) — da keine Reihenglieder hoherer Ordnung gestrichen
werden, sondern um die exakte Losung. Dies zeigt sich auch deutlich in Abbildung 6.5.
Mit der Kombination aus CSDA und dualen Zahlen entféllt nicht nur der Fehler der
Ausloschung. Auch der Diskretisierungsfehler verschwindet. Somit ist das Ergebnis der
ersten Ableitung unabhéngig von der Intervallgrofie h.

Zur Ermittlung der ersten Ableitungen kommt in dieser Arbeit jedoch trotzdem die
CSDA mit komplexen Zahlen zum Einsatz. Dies liegt zum einen daran, dass bei aus-
reichend kleinem h beide Methoden Ergebnisse liefern, die im Rahmen der numerischen
Rechengenauigkeit liegen. Vielmehr aber liegt es daran, dass komplexe Zahlen in der
C++-Standardbibliothek enthalten sind, anders als die dualen Zahlen. Somit erhoht sich
die Effizienz des in Zusammenhang mit dieser Arbeit verwendeten, in C++ geschriebe-
ne Finite-Elemente-Programms NumPro des Instituts fiir Baustatik und Baudynamik
deutlich. Ein kurzer Einblick zum Umgang mit komplexen Zahlen in C++ findet sich in
Abschnitt 6.4.
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Abbildung 6.6: Vergleich des relativen Fehlers von Vorwértsdifferenzen- und zentralem
Differenzenquotient sowie CSDA fiir die zweite Ableitung von Gl. (6.9)

6.3 Ableiten mit hyperdualen Zahlen

Mit allen bisher vorgestellten Methoden wurden lediglich erste Ableitungen ermittelt.
Die jeweils entwickelte Taylorreihe lésst sich jedoch auch immer nach der zweiten Ab-
leitung auflosen. Stellt man etwa Gleichung (6.11) um, erhélt man

2(f(a) = R(f(a + )
h2

/(@) ~ (6.17)
als Naherung fiir die zweite Ableitung mit der CSDA. Hier verschwindet die Subtraktion
im Z&ahler nicht — anders als bei der ersten Ableitung. Daher tritt fiir zweite Ableitungen
sowohl mit den klassischen Differenzenquotienten als auch mit der CSDA wieder das
Problem der Ausloschung zu Tage. Dies lésst sich auch in Abbildung 6.6 erkennen, in
der der relative Fehler bei der Ermittlung der zweiten Ableitung tiber der Grofle des
Intervalls A fir die Funktion in Gl. (6.9) aufgetragen ist.

Um den Fehler der Ausloschung auch fiir zweite Ableitungen zu vermeiden, muss das
quadratische Reihenglied, das die Information iiber die zweite Ableitung enthélt, eben-
falls in einem Imaginarteil stehen. Dies wird durch Verwendung sog. hyperdualer Zahlen
ermoglicht, die in FIKE UND ALONSO (2011) erstmals présentiert werden.

Zur Ermittlung der ersten und zweiten Ableitung wird auch hier wieder die Taylorreihe
einer Funktion f(z + z) an der Stelle z entwickelt. Hierbei steht z zunéchst fiir den
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Imaginarteil der hyperdualen Zahl:

fa+) =3 Dy
= ol (6.18)

= f(z) + 2f'(z) +

Hyperduale Zahlen sind — dhnlich wie Quaternionen — hoher-dimensionale hyperkomple-
xe Zahlen mit drei Imaginérteilen. Sie stellen eine Erweiterung der dualen Zahlen dar.
Fiir die drei imaginaren Einheiten €1, € und €€, einer hyperdualen Zahl

a = ag+ a1€1 + ages + ageen (6.19)
gilt, analog zu den dualen Zahlen,

e =e2=(e160)> =0 (6.20)
€1 7& O, €9 7é 0, €1€2 7é 0. (621)

In Gl. (6.22) sind die ersten Potenzen fir eine hyperduale Zahl a = aje; + ages + Oeqeq
angegeben:

a = a1€1 + g€

a® = aje] + ase; + 2a; az€169

3_ 3.3 2. 2 2 2 3.3
a’ = aj€] + 3aya3€1€5 + 3aj azeiex + aye;y

4_ 4.4 2 222 3.3 3. .3 | pd4
a” = ay€; + 6ajazeie; + 4aj agefes + dajaser€; + b e

(6.22)

Auch hier zeigt sich, wie schon bei den dualen Zahlen in Abschnitt 6.2, dass sich, be-
ginnend ab der dritten Potenz, alle hoheren Terme in Gleichung (6.22) zu null ergeben.
Daraus lasst sich, &hnlich wie bei Gleichung (6.15), die Taylorreihe der Funktion f(z+ 2)
mit z = ay€1 + agey + Oer€65 zur Herleitung der zweiten Ableitung entwickeln:

flz+2) = f(z)+ arf' (2)er + aof (2)e2 + araaf” (2)e160. (6.23)

Auch hier miissen die hoheren Reihenglieder nicht abgeschnitten werden, sondern ent-
fallen von selbst. Damit ergibt sich der folgende Ausdruck fir die erste Ableitung mit
der Methode der hyperdualen Zahlen mithilfe des ersten Imaginéarteil der Funktion zu

e, (f(z +2))

f'(x) = o (6.24)

38



6.4 Rechnen mit hyperkomplexen Zahlen

le+12 F < :
le+09
le+06
5 1000
T ke A |
¢ 0.001 :
E 1e-06 ) ) —=— Vorwartsdifferenzenverfahren
g 1e-09 L : Zentrales Differenzenverfahren
le-12 | —— CSDA
le-15 W—M—w—\/‘»—:%x

1 1e-05 le-10 le-15 1le-20 le-25 1le-30 le-35
Intervall h

Abbildung 6.7: Vergleich des relativen Fehlers von Vorwértsdifferenzen- und zentralem
Differenzenquotient, CSDA und hyperdualen Zahlen fiir die zweite Ab-
leitung von GI. (6.9)

und mithilfe des zweiten Imaginarteil zu

fi(z) = Se((zt2) (6.25)

a2

Die zweite Ableitung der Funktion erhélt man durch den dritten Imaginarteil:

%eleg (f(il? —+ a1€1 + ageq + 06162)>

ay az

f'(z) = (6.26)

Mit Gl. (6.26) hat man nun eine Methode zur fehlerfreien Berechnung der zweiten Ab-
leitung analytischer Funktionen. Dies lasst sich in Abbildung 6.7 erkennen. Es entfallt
sowohl der Diskretisierungsfehler, da keine Reihenglieder vernachlassigt werden, zudem
entsteht keine Ausloschung, da im Zéhler weder fiir erste noch fiir zweite Ableitungen
Differenzen entstehen.

6.4 Rechnen mit hyperkomplexen Zahlen

In diesem Abschnitt sollen einige Besonderheiten und Rechenregeln fiir den Umgang
mit hyperkomplexen Zahlen, speziell fiir die in den Abschnitten 6.2 und 6.3 vorgestellten
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Methoden zur Ableitung, aufgezeigt und erldutert werden. Hierbei liegt der Fokus dieses
Abschnitts in erster Linie auf den hyperdualen Zahlen. Da duale Zahlen aus den bereits
in Abschnitt 6.2 erwdhnten Grinden nicht zum Einsatz kommen, werden sie in diesem
Abschnitt nicht weiter behandelt.

Um mit hyperdualen Zahlen arbeiten zu konnen, werden zunachst die von FIKE UND
ALONSO (2011) aufgestellten Rechenregeln aufgezeigt und Operatoren definiert. Hierfiir
sind die zwei hyperdualen Zahlen ¢ und b gegeben mit

a = Qg + Q1€1 + Q2€3 + A3€1€9 mit Qp,01,02,03 € R, (627)
b= by + bieq + boes + bgeren mit bo,bl,bg,bg € R. (628)

Die Addition a + b zweier hyperdualer Zahlen folgt den Regeln beim Rechnen mit kom-
plexen Zahlen und ist definiert zu

a+ b= (ao + bo) + (a1 + b1)61 + (CLQ + b2)62 + (a3 + 63)6162, (629)
fiir die Multiplikation gilt

ab = (aobo) + (a0b1 + albo)ﬁl + (Gobg + szo)EQ + (G:obg + o b2 + a2b1 + agbo)61€2.

(6.30)
Der Kehrwert einer hyperdualen Zahl ergibt sich zu
1 a a a 201 a
1 1 2 3 102
a =———€ — 6+ |—— +—5 |eae. 6.31
o agl 082 <a§ a8>12 ( )

Mithilfe des Kehrwerts einer hyperdualen Zahl ldsst sich die Division % durch das Pro-
dukt ba~! ausdriicken. In GI. (6.31) lsst sich jedoch erkennen, dass der Kehrwert nur fiir
einen Realteil ungleich null definiert ist. Hierin unterscheiden sich hyperduale Zahlen von
komplexen Zahlen, fiir die der Kehrwert gebildet werden kann, wenn entweder der Real-
oder der Imaginéarteil ungleich null ist. Berticksichtigt man jedoch das Einsatzgebiet hy-
perdualer Zahlen, spielt diese Einschrankung nur eine untergeordnete Rolle. Hyperduale
Zahlen ersetzen reelle Zahlen in bestehenden Algorithmen zur Berechnung der nichtli-
nearen Elementsteifigkeitsmatrizen. Der Realteil einer hyperdualen Zahl muss in diesem
Anwendungsrahmen immer der Berechnung mit reellen Zahlen entsprechen, bei denen
eine Nulldivision ebenfalls ausgeschlossen ist. Aus diesem Grund ist eine Division durch
eine hyperduale Zahl mit einem Realteil ag = 0 ausgeschlossen.

Eine weitere Besonderheit ergibt sich fiir nicht analytische Funktionen, wie beispielsweise
die Betragsfunktion. Sowohl bei komplexen wie auch bei hyperdualen Zahlen muss das
Ergebnis des Realteils mit dem Ergebnis einer entsprechenden Berechnung mit reellen
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6.5 Richtungsableitung der Steifigkeitsmatrix

Zahlen tbereinstimmen. Es ist somit unabhéngig vom Imaginérteil. Aus diesem Grund
ergibt sich der Betrag |z + y| im Rahmen der in dieser Arbeit verwendeten CSDA fiir
komplexe Zahlen nach MARTINS U. A. (2003) in Abhéngigkeit von z zu

. —x — 1y, fir z <0
|z 4 iy| = (6.32)
+z + 1y, fir z > 0.

Fiir hyperduale Zahlen gilt die Regel entsprechend.

In Computerprogrammen kommen haufig Vergleichsoperatoren zum Einsatz. Da auch
hier das Ergebnis fiir den Realteil einer komplexen bzw. hyperdualen Zahl mit dem
Ergebnis fiir reelle Zahlen iibereinstimmen muss, ist es naheliegend, auch hier nur die
Realteile miteinander zu vergleichen.

6.5 Richtungsableitung der Steifigkeitsmatrix

In dieser Arbeit werden die in den vorherigen Abschnitten vorgestellten Algorithmen
zur numerischen Berechnung der ersten Ableitung angewandt auf die Ableitung des
Produkts aus Steifigkeitsmatrix Kt und kritischem Eigenvektor ® nach den Verschie-
bungen D, die im Rahmen der direkten Berechnung kritischer Punkte ermittelt werden
muss (siehe Abschnitte 4.3 und 4.4). Wie bereits in WRIGGERS UND SIMO (1990) ange-
9K P auch als Richtungsableitung der Steifigkeitsmatrix in Richtung

oD
des Beulvektors verstehen.

merkt, lasst sich

Eine Richtungsableitung f/ einer Funktion f(x) beschreibt die Anderung des Funktions-
wert an der Stelle x bei einer Anderung der Funktionsvariablen in Richtung von v € R™,
oder in anderen Worten, die Steigung der Funktion f an der Stelle x in Richtung von v.
Sie ist definiert zu

f(x+hv) = f(x)

h—0 h

d
- ﬁf(x + hv) . (633)

flir

Iv]]2 = 1. (6.34)
Mit dieser Definition lasst sich jede partielle Ableitung auch als Richtungsableitung in
Richtung aller Koordinatenachsen interpretieren. Die Richtungsableitung selbst stellt

wiederum eine spezielle Form des Gateaux-Differentials dar. Eine ausfiihrlichere Erlau-
terung zu Richtungs- und Géateaux-Ableitung finden sich u. a. in ARENS U. A. (2018).
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Die Richtungsableitung der Steifigkeitsmatrix in Richtung des Beulvektors ergibt sich
damit zu

Ky, d

Ke="p®= 0

(KT(D + h@)) (6.35)

h=0

Mit der in Abschnitt 6.2 vorgestellten Methode der Complex-step Derivative Approxi-
mation, lasst sich Gleichung (6.35) ndherungsweise wie folgt ausdriicken:

%(KT(D + ih<I>)>
h

~

Ky = & (KT(D 4 hcp))

o (6.36)

h=0

In dieser Arbeit wird, wie auch in WRIGGERS UND SIMO (1990) vorgeschlagen, die Rich-
tungsableitung der Steifigkeitsmatrix auf Elementebene durchgefiihrt. Im Weiteren wird
jedoch, anders als in WRIGGERS UND SIMO (1990) auf eine Mehrschrittlésung verzich-
tet. Es wird stattdessen die Matrix Kg auf Systemebene assembliert und anschlieSend
das gesamte Gleichungssystem gelost:

- - %(kT(d n z'hq,‘»))

Ko = Jko = U h

e=1 e=1

(6.37)

Hierbei muss jeder Eintrag der Elementsteifigkeitsmatrix kr nur einmal nach der skala-
ren Grofle h abgeleitet werden, wofiir jede Elementsteifigkeitsmatrix nur einmal an der
Stelle (d + ih¢) berechnet werden muss.

Wird die Ableitung dagegen herkémmlich ermittelt, muss das Intervall ¢h einmal auf
jeden Eintrag der Elementverschiebungen d addiert werden. Anschlieend muss mit je-
dem dieser neuen Verschiebungsvektoren die Elementsteifigkeitsmatrix berechnet und
mit den entsprechenden Eintrédgen des Eigenvektors ¢ multipliziert werden. Damit kon-
nen dann die einzelnen Spalten bzw. Zeilen der Matrix kg ermittelt werden. Bei diesem
vorgehen miisste also bei n Freiheitsgraden pro Element jede Elementsteifigkeitsmatrix
auch n-mal berechnet werden.

Dies zeigt sich auch beim Vergleich der Rechenzeiten des in Abbildung 6.8 dargestell-
ten Beispiels. Es handelt sich hierbei um eine ebene, gelenkig gelagerte, quadratische
Scheibe. Sie ist an ihrem oberen Rand durch eine Lagerverschiebung AD belastet. Das
Beispiel besteht aus einem Patch, der mit 7 x 7 quadratischen, 9-knotigen, isogeome-
trischen Kirchhoff-Love-Schalenelementen diskretisiert ist, daraus ergeben sich n = 27
Freiheitsgrade pro Element. Im daneben dargestellten Diagramm werden die relativen
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b=1 35 \ \ \
N rel. Rechenzeit Kg
\\\<\\/ Ejidgedingungem 30 + rel. Rechenzeit total e —
— Uy =0 25 22,72 .
l u; = AD 2 20,19
Uy =0 B |
=0 T\
w=00 E=21-10° 15 |- -
z TN vr=20,0
\\\ 10 | I
) / ~

x \ 5 L 3,56 3,38 _
Uy =0 Uy =0 1,0 0,67

= = 0
u, =0 CSDAR CSDA VDg

Abbildung 6.8: Ebene Scheibe unter Verschiebungslast, Modelldaten und Randbedin-
gungen (links), Diagramm mit Vergleich der relativen Rechenzeiten
(rechts)

Rechenzeiten bis zur Ermittlung des ersten kritischen Punkts (Verzweigen) fiir drei un-
terschiedliche Varianten zur Berechnung der Ableitung a;{—DTfI) gegentibergestellt.

Die beiden linken Balken zeigen die Rechenzeit bei einer Kombination aus CSDA und
Richtungsableitung, kurz CSDAg, entsprechend Gleichung (6.36). Die beiden Balken
in der Mitte geben die Rechenzeit bei partieller Ableitung nach den Verschiebungen
mit der CSDA wieder. Die beiden rechten Balken zeigen die Rechenzeit fiir die Ermitt-
lung der Richtungsableitung als Vorwirtsdifferenz, kurz VDg, nach Gleichung (6.35).
In jedem der Balkenpaare steht der linke Balken fiir die relative Zeit zur Berechnung
der Matrix Kg, der rechte gibt die Gesamtzeit der Berechnung bis zur Ermittlung des
ersten kritischen Punkts wieder. Hierfiir wird jede Berechnung mehrmals durchgefiihrt,
anschlieBend werden die Ergebnisse der Rechenzeit gemittelt und zur Variante CSDAg
ins Verhéltnis gesetzt.

Wie das linke und das rechte Balkenpaar im Vergleich mit dem mittleren zeigen, ist die
Berechnung der Richtungsableitung deutlich effizienter als die herkémmliche partielle
Ableitung, auch wenn der Unterschied geringer ausfallt als die Anzahl der Freiheitsgra-
de. Dies lasst sich u. a. mit der geringen Systemgrofie begriinden. Die gesamte Rechenzeit
ist bei dieser geringen Anzahl an Freiheitsgrade so gering, dass sich Funktionsaufrufe zur
Rechenzeiterfassung sowie Unterschiede bei der Implementierung sofort bemerkbar ma-
chen. Vergleicht man dagegen die Rechenzeiten der beiden Richtungsableitungen CSDAg
und VDg, erkennt man, dass der Unterschied wie erwartet gering ausféllt. Dieser Un-
terschied zwischen den beiden Richtungsableitungen lasst sich durch die Mehrzahl an
Rechenoperationen, die bei der Verwendung komplexer Zahlen entstehen, begriinden.
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Eine Untersuchung zum Mehraufwand sowie zur Konvergenz der Ergebnisse bei unter-
schiedlicher Wahl des Intervalls A findet sich in Abschnitt 7.1.

6.6 Automatisches Differenzieren

Die bisher vorgestellten Varianten zur numerischen Berechnung der Ableitung einer
Funktion stammen aus dem Feld der Ingenieurwissenschaften. Auch die Mathematik
und die Informatik beschéaftigen sich seit Langem mit der numerischen Berechnung von
Funktionsableitungen. Eine erste Beschreibung der in diesem Abschnitt vorgestellten
Methode geht auf WENGERT (1964) zuriick, weitere wichtige Beitridge finden sich in
RALL (1983) und RALL (1986). Fiir diese Methode hat sich der Begriff des automatischen
Differenzierens oder das Differenzieren von Algorithmen, im Englischen als automatic
differentiation oder algorithmic differentiation bezeichnet, etabliert. Das automatische
Differenzieren, im Folgenden mit AD abgekiirzt, wird in der Literatur nochmals in den
Vorwértsmodus und den Rickwértsmodus unterteilt (vgl. GRIEWANK UND WALTHER
(2008)). In dieser Arbeit wird lediglich auf den Vorwéartsmodus eingegangen, der Riick-
wartsmodus ist ausfithrlich in GRIEWANK UND WALTHER (2008) beschrieben.

Der Vorwartsmodus kann als eine Kombination aus symbolischen und numerischen Me-
thoden zur Berechnung einer Ableitung betrachtet werden. Die Idee dahinter ist, dass
sich jedes mathematische Problem in grundlegende mathematische Operationen (Ad-
dition, Subtraktion, Multiplikation, Division etc.) und Funktionen (exp, sin, log, etc.)
zerlegen lasst. Die Ableitungen dieser Funktionen sind bekannt und koénnen leicht im-
plementiert werden. Diese Zerlegung einer beliebigen Funktion in bekannte Funktionen
geschieht auch, wenn ein Computerprogramm den Wert dieser beliebigen Funktion an
einer vorgegebenen Stelle auswertet. Hierbei wird das Ergebnis nicht in einem Schritt
ermittelt, sondern schrittweise nacheinander, bis schliefllich das Endergebnis feststeht.
Diese Kombination unterschiedlicher Teilfunktionen lésst sich wiederum mit der Ket-
tenregel ableiten, um schlieBlich die Ableitung einer beliebigen Funktion zu erhalten.

Zur Ermittlung der Ableitung einer Funktion muss daher in jedem Schritt, der fiir das
Losen der Funktion algorithmisch notwendig ist, auch die Ableitung berechnet werden,
was am Ende auf die gesuchte Losung fiihrt. Dieses Vorgehen soll am folgenden Beispiel
aufgezeigt werden.

Gegeben ist die Funktion

y = f(21,22) = 1125 — sin(zz), (6.38)
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gesucht ist die partielle Ableitung

_ af(l"l,xz)

f@Q 8 T

(6.39)

nach 2, an den Stellen 25 = 2 und 2, = 3.

Um die Funktion f(z;,72) an den angegebenen Stellen auszuwerten, bendtigt ein Com-
puterprogramm fiinf Schritte. Zuerst werden die Werte fiir 2; und 2, den Variablen v
und v, zZugewiesen:

M =1 = 2, (640)
Vo = T = 3. (641)

Anschlieflend kann der erste Teil der Funktion, das Produkt x;2,, unter Berticksichtigung
von (6.40) und (6.41) der Variable v3 zugewiesen werden:

V3 =102 =2-3=6. (6.42)
Der zweite Teil der Funktion, sin(,), wird in vy gespeichert:

vy = sin(ve) = sin(3). (6.43)
Abschlieflend ergibt sich die Losung zu

vs = v3 — vy = 6 — sin(3) =~ 5,86. (6.44)

Zur Ermittlung der Ableitung f,, muss anschlieBend jeder Ausdruck nach z, abgeleitet
werden. Ableitungen werden in diesem Zusammenhang durch einen Punkt iiber der
Variable gekennzeichnet. Die ersten beiden Ableitungen ergeben sich zu

b = 22 —0 (6.45)
. 0wy

Unter Anwendung der Produktregel folgt

0
1}3:—(1}1’02) =t + vt =0+2-1=2. <6'47)
(93:2
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Aus dem vierten und finften Term folgt schlieflich

Uy = — = cos(vy) - 1, (6.48)
Us = U3 — Uy = U3 — cos(wmy) = 2 — cos(3) ~ 3. (6.49)

Zur Ermittlung der Ableitung einer allgemeinen Funktion f(z) an der Stelle z = 15 muss
also in jedem Zwischenschritt, der algorithmisch zur Berechnung des Funktionswerts
notwendig ist, auch die Ableitung der Zwischenfunktionen in den einzelnen Schritten
nach z an der Stelle x = 1y ermittelt werden. Dies fithrt am Ende auf die gesuchte
Losung der Ableitung.

Eine weitere Herleitung der beschriebenen Methode kann auch hier iiber die dualen
Zahlen (siehe Abschnitt 6.2) erfolgen, da die Algebra der dualen Zahlen den Vorschrif-
ten der Kettenregel entspricht (vgl. HOFFMANN (2016)). Bei der oben beschriebenen
Methode werden in jedem Rechenschritt sowohl der Funktionswert wie auch der Wert
der Ableitung berechnet. Das Gleiche geschieht beim Rechnen mit dualen Zahlen, wenn
man Gleichung (6.15) nicht wie in Gleichung (6.16) nach der Ableitung auflost. Fir den
Fall, dass das Intervall A = 1 gewahlt wird, erhilt man

flz+e€) = f(z) + f(2)e. (6.50)

Wertet man also die abzuleitende Funktion an der Stelle 1y + € aus, erhédlt man automa-
tisch die Losungen der Funktion sowie deren Ableitung an der Stelle z = 1. Betrachtet
man den Ausdruck f(zy)+/’(20)e selbst wieder als duale Zahl z = ag+a;€, dann entspricht
fir e = 1 der Imaginarteil a; dem Wert der Ableitung f’(zp) und der Realteil aq ent-
spricht dem Funktionswert der urspriinglichen Funktion f(zy). Dass dies dem Vorgehen
aus Gl. (6.40) bis (6.49) entspricht, soll am Beispiel der Funktion aus Gleichung (6.38)
gezeigt werden. Da die Funktion nach z, abgeleitet wird, wird 2z, durch die duale Zahl
2» + € ersetzt. Dies fiihrt auf die Gleichung

fla1,m + €) = 2 (22 + €) — sin(zy + €). (6.51)

Jeder der beiden Summanden stellt wieder eine Funktion nach Gleichung (6.50) dar.
Aus dem ersten Summanden folgt damit

n(z+€) = mam + me . (6.52)
—_— =~ N
g(z1,22+€) 9(z1,32) g}, (21,22)€
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Auch der zweite Summand lésst sich nach diesen Regeln umformen zu

sin(zz + €) = sin(1z) + cos(xz)e . (6.53)
——— —— ———
h((El,ZEQ-i-E) h(:El,.’EQ) h-{f2 (:Ell,xg)e

Fasst man die einzelnen Ausdriicke zusammen und wertet die Funktion an den Stellen
;1 = 2 und 2, = 3 aus erhalt man mit e = 1 den folgenden Ausdruck:

fla1,20 4 €) = 1125 — sin(x) + (:171 cos(xg))e =2-3—sin(3)+ 2—cos(3) . (6.54)

—_———
f(z1,22) £, (21,22)e f(z1=2,22=3) fiy (21=2,20=3)€

Wie bereits bei der CSDA mit dualen Zahlen sind alle AD-Methoden frei von Diskreti-
sierungsfehlern, auch Ausléschung tritt nicht auf.

97



6 Numerische Ableitungen

98



Numerische Experimente

In diesem Kapitel wird eine Auswahl der Algorithmen, die in den Kapiteln 4, 5 und 6
gezeigt werden, an verschiedenen Benchmarkbeispielen demonstriert. Hierfiir kommen
unterschiedliche Elementtypen zum Einsatz, um die breite Anwendbarkeit der Methoden
zu demonstrieren. Das erste Beispiel in Abschnitt 7.1 ist eine Variante des L-férmigen
Rahmentragwerks nach LEE U. A. (1968). Es handelt sich dabei um ein Durchschlags-
problem. In diesem Zusammenhang erfolgt zudem ein Vergleich der in Kapitel 6 préasen-
tierten Ableitungsmethoden.

Anschlieflend werden zwei Verzweigungsprobleme untersucht, die sich in ihrem Stabili-
tatsverhalten im Nachbeulbereich unterscheiden. Hierfiir wird zuerst ein ebenes Schei-
bentragwerk analysiert, dessen Sekundérpfad stabil ist. Im Anschluss erfolgt die Unter-
suchung eines gekriimmten Schalentragwerks. Hierbei ist der Sekundérpfad unmittelbar
nach dem Erreichen des kritischen Punkts instabil.

In Abschnitt 7.2 wird abschliefend die Imperfektionsempfindlichkeit einer Gitterschale
mit den Methoden aus Kapitel 5 untersucht.

In den gezeigten Beispielen werden nur dann Einheiten verwendet, wenn diese auch in
den Referenzbeispielen der genannten Literatur vorkommen. In allen anderen Féllen
wird auf Einheiten verzichtet.

7.1 Berechnung kritischer Punkte

Durchschlagen
Das erste Beispiel ist an das Rahmentragwerk in LEE U. A. (1968) angelehnt. Es findet

sich auch in den Veréffentlichungen von SMOLENSKI (1999) und LEAHU-ALUAS UND
ABED-MERAIM (2011). Es handelt sich dabei um einen gelenkig gelagerten, L-formigen
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= "i""<§
TD = \D, ,
i E = 7200 N/mm
i v =20,0
hi | h = 1200 mm

[ I = 240 mm
v l, = 960 mm

| | Dicke t = 20mm

Zy; Tiefe w = 30mm

L L

Abbildung 7.1: Statisches System des L-formigen Rahmentragwerks in Anlehnung an
LEE U. A. (1968)

Rahmen (siehe Abb. 7.1), der im Riegel durch eine Auflagerverschiebung belastet ist.
Hierin unterscheidet sich das hier untersuchte Tragwerk von den in der genannten Lite-
ratur verwendeten Systemen, die durch eine duflere Kraftlast beansprucht werden.

In dieser Arbeit wird die in Abbildung 7.1 dargestellte Geometrie mit zwei unterschied-
lichen Elementtypen diskretisiert, die beide von den in der Literatur verwendeten Ele-
menten abweichen. Zunéchst werden vierknotige Scheibenelemente Q1 mit linearen An-
satzfunktionen unter Annahme eines ebenen Spannungszustands verwendet. In Abbil-
dung 7.2 sind einige Details dazu dargestellt. Des Weiteren wird das System mit achtkno-
tigen Volumenschalenelementen diskretisiert, deren Formulierung in IRSLINGER (2013)
vorgestellt wird. Es handelt sich dabei um das in Abschnitt 2.2 bereits erwahnte Element
Shell 10, das auf einem Mehrfeldfunktional basiert. Durch ANS-Ansétze sowie durch die
Verwendung der EAS-Methode werden Lockingeffekte reduziert. Um zu gewéhrleisten,
dass die Lagerbedingungen in der Stabachse angreifen, wird fiir beide Elementtypen
tiber die Dicke ¢ immer eine gerade Zahl an Elementen verwendet (vgl. Abb. 7.2).

C
\ \ |
\ \ \

Abbildung 7.2: Details zur Modellierung des Rahmentragwerks mit vier linearen Q1-
Scheibenelementen iiber die Dicke ¢
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=

Abbildung 7.3: Details zur Modellierung des Rahmentragwerks mit zwei Volumenscha-
lenelement iiber die Dicke ¢ und einem iiber die Tiefe w

Wie in Kapitel 3.4.2 bereits diskutiert, besitzt der Gleichgewichtspfad an einem Durch-
schlagspunkt eine vertikale Tangente, wenn das System durch eine Verschiebung belastet
wird. In den Abbildungen 7.4 und 7.5 sind die Gleichgewichtspfade fiir die Verschiebung
des belasteten Knotens in z- und y-Richtung iiber die Lagerreaktion am belasteten Kno-
ten fiir drei unterschiedliche Netzfeinheiten dargestellt. Als Referenz dienen die Kurven
aus LEAHU-ALUAS UND ABED-MERAIM (2011). Neben den Gleichgewichtspfaden sind
fiir jede Netzfeinheit auch die Durchschlagspunkte eingezeichnet.

Zur Analyse des Tragwerks werden die folgenden vier Diskretisierungen verwendet:

Nele Uber ¢t nge Uber w n Nelo

Q1-2 2 1 1429 476
Q1-4 4 1 4765 1904
Q1-6 6 1 10117 4332
Shell 10 2 1 1480 164

Tabelle 7.1: Ubersicht iiber die unterschiedlichen Diskretisierungen

Die Ergebnisse zeigen, dass sich das mit lediglich zwei Scheibenelementen iiber die Dicke
t vernetzte Modell Q1-2 zu steif verhalt. Dies lasst sich auf Lockingeffekte in den ver-
wendeten Scheibenelementen zurtickfithren. Mit einer Netzverfeinerung tiber die Dicke
(vgl. Q1-4 und Q1-6) ndhert sich die Losung der Referenzlosung an. Fir das Volumen-
schalenelement Shell 10 mit zwei Elementen tiber die Dicke ¢ stimmen die Ergebnisse
sehr gut mit den Referenzergebnissen tiberein. Man kann in Diagramm 7.4 und noch
einmal genauer in 7.6 jedoch auch erkennen, dass der Algorithmus fiir die jeweilige Dis-
kretisierung die richtige Losung findet, da jeder berechnete kritische Punkt eine vertikale
Tangente besitzt.

An dieser Stelle soll noch einmal die Effizienz bei der Ermittlung der Richtungsableitung
mit klassischen Differenzenverfahren sowie mit der CSDA verglichen werden. Hierfiir
werden fiir das mit Volumenschalenelementen diskretisierte Modell die Rechenzeiten zur
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Abbildung 7.4: Gleichgewichtspfade fiir z-Verschiebung mit Durchschlagspunkten bei
unterschiedlicher Diskretisierung
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Abbildung 7.5: Gleichgewichtspfade fiir y-Verschiebung mit Durchschlagspunkten bei
unterschiedlicher Diskretisierung

Ermittlung der Richtungsableitung sowohl fiir das Vorwértsdifferenzenverfahren (VD)
als auch fiir die CSDA sowie die jeweiligen gesamten Rechenzeit miteinander verglichen.
In Tabelle 7.2 ist hierfiir die mittlere Rechenzeit bezogen auf die Zeit zur Ermittlung der
Richtungsableitung mit CSDA angegeben. Es lédsst sich erkennen, dass die Berechnung
der Ableitung mit der CSDA etwas mehr als doppelt so viel Rechenzeit benétigt als
die Berechnung mit dem Vorwértsdifferenzenverfahren. Dies ldsst sich auf den hoheren
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Abbildung 7.6: Detail der Gleichgewichtspfade fiir z-Verschiebung mit Durchschlags-
punkten bei unterschiedlicher Diskretisierung

numerischen Aufwand zurtickfithren und entspricht somit der Erwartung. Es zeigt sich
jedoch auch, dass die gesamte Berechnung des kritischen Punkts inklusive der dafiir
notwendigen Pfadverfolgung bei Verwendung der CSDA nur etwa 2% mehr Rechen-
zeit benotigt. Auf die gesamte Berechnung ist der Mehraufwand damit vernachlassigbar
klein.

Ableitung CSDA  Aleitung VD  Gesamtzeit CSDA  Gesamtzeit VD

1,0 0,45 12,540 12,28

Tabelle 7.2: Vergleich der Rechenzeiten fiir verschiedene Ableitungsmethoden

Neben dem Vergleich der Rechenzeit soll an diesem Beispiel auch der in Abschnitt
6.1 beschriebenen Fehler der Ausloschung sowie dessen Folgen demonstriert werden.
Hierfiir wird die Richtungsableitung der Steifigkeitsmatrix fiir unterschiedliche Werte
fir die Intervallgrofie h nach Gleichung (6.36) mit CSDA sowie nach Gleichung (6.35)
mit VD ermittelt. In Tabelle 7.3 sind fiir abnehmende Werte von h jeweils der Wert fiir
Akrit sowie die bendtigte Anzahl an Iterationsschritten angegeben. Als Abbruchkriterium
wird der Wert der Residuumsnorm nach Abschnitt 4.1.3 zu ||Ryotfl2 < 11078 gewihlt.
Der bereits in Kapitel 6 aufgezeigte Fehler der Ausloschung lasst sich auch hier sehr
gut erkennen. Je kleiner der Wert fiir A wird, umso schlechter konvergiert die Losung
des Gleichungssystems. Dies liegt am grofler werdenden Fehler bei der Berechnung der
Ableitung. Man kann zudem erkennen, dass der Wert fiir h, fiir den die Ableitung mit VD
im Rahmen der Rechengenauigkeit richtig ermittelt wird (1 - 107%), deutlich grofer ist als
in den Beispielen aus Kapitel 6 (1 -1078). Dies liegt an den fiir dieses Beispiel gewéhlten
Einheiten (Newton und Millimeter) und der sich daraus ergebenden GréBenordnung der
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Verschiebungen. Dieser Wert dndert sich, wenn die Abmessungen des Tragwerks sowie
die Verschiebungen in einer anderen Einheit angegeben werden.

h Akiit,cspa  lterationen CSDA Akrit,VD Iterationen VD
-107*  12,16517486 12,16517486 8
-107°  12,16517486 12,16517486 10
-107%  12,16517486 12,16517486 19

-1077 12,16517486
-1078  12,16517486

keine Konvergenz

— = = =
c OO oo oo o

keine Konvergenz

Tabelle 7.3: Konvergenzverhalten fiir unterschiedlich grofle Werte des Intervalls h bei
Ermittlung der Richtungsableitung mit CSDA und VD

Die hohe Anzahl an Iterationsschritten lasst sich durch die grofie Schrittweite der Bo-
genlédngenkontrolle und den daraus resultierenden schlechten Pradiktorwerten fir die
Ermittlung des kritischen Punkts begriinden.

Symmetrisches Verzweigen

Das zweite Beispiel ist ein ausschliellich in der Tragwerksebene belastetes Scheibentrag-
werk. Zur Diskretisierung der Geometrie werden dennoch Schalenelemente verwendet,
da dadurch Beuleffekte aus der Tragwerksebene heraus beriicksichtigt werden. Das sta-
tische System ist in Abbildung 7.7 dargestellt. Es ist an den beiden kurzen seitlichen
Réndern in 2- und y-Richtung gehalten, in z-Richtung sind die beiden Réander frei ver-
schieblich. Der untere Rand ist in alle drei Richtungen unverschieblich gelagert. Am
oberen Rand sind alle Knoten in z- und y-Richtung gehalten, in z-Richtung werden alle
Knoten gleichmaflig um ADp nach unten verschoben.

Die Geometrie wird mit isogeometrischen Schalenelementen nach OESTERLE U. A. (2017),
die drei Verschiebungsfreiheitsgrade pro Knoten besitzen, diskretisiert. Die Elemente ba-
sieren auf der Schalentheorie nach Kirchhoff-Love. Die Scheibe ist dabei als ein Patch
modelliert, der mit einer unterschiedlichen Anzahl an Elementen n.. vernetzt wird. Es
werden quadratische Ansatze gewahlt.

Der erste kritische Punkt, der bei einer inkrementell-iterativen Berechnung erreicht wird,
ist ein stabiler symmetrischer Verzweigungspunkt. Abbildung 7.8 zeigt neben dem Pri-
marpfad auch den Sekundéarpfad. Der mit SP— gekennzeichnete Pfadabschnitt ist dabei
der Teil des Sekundarpfads, fiir dessen Berechnung der als Pradiktor verwendete Ei-
genvektor mit —1 multipliziert wird. Die Ergebnisse fiir SP+ erhalt man entsprechend,
wenn der Eigenvektorpradiktor mit +1 multipliziert wird.
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7.1 Berechnung kritischer Punkte

L0
I Randbedingungen:
Uy =0 = gung
L Uy = .
NS Ao p_91.10°
2 ™ v=0,0
\\
AN t=0,20
\\
z Y AN
N
\\
Uz =0 / \\\ \
Uy = \\\ uy =0
\\

Abbildung 7.7: System der ebenen Scheibe mit Randbedingungen fiir eine Diskretisie-
rung mit 200 Elementen

In Tabelle 7.4 sind die Werte fiir A\, in Abhéangigkeit unterschiedlicher Netzfeinheiten
aufgelistet.

Die Tabelle zeigt, dass der Wert fiir A\, mit zunehmender Netzfeinheit immer lang-
samer abnimmt und gegen die Referenzlosung einer Vorbeulanalyse von A\ = 10,281
konvergiert. Bei Beulproblemen ist neben dem kritischen Lastfaktor auch das Verfor-
mungsverhalten der Struktur fiir Gleichgewichtspunkte auf dem Sekundarpfad sowie die

-30.0 -
- ]~ —
25.0 ~ _ -
~ -
& -20.0 A T~ - -
=
H-15.0 |
e
= -10.0 - Sp- — —
5.0 A SP+ —--
PP
0.0

-1e-03 -5e-04 0e+00 5e-04 1e-03
Verschiebung in z-Richtung

Abbildung 7.8: Primirpfad (PP) und Sekundérpfade (SP+ und SP-) fir die Mittel-
punktverschiebung des ebenen Scheibentragwerks
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7 Numerische Experimente

Nele,z  Mele,y Nele n /\krit

4 2 8 28 11,72854
10 5 50 160 10,51434
20 10 200 620 10,34667
30 15 450 1380 10,31594
40 20 800 2440 10,30521
50 25 1250 3800 10,30025
70 35 2450 7420 10,29593

Tabelle 7.4: Ergebnisse fiir A\t in Abhéngigkeit der Netzfeinheit fiir ebene Scheibe

Form des Eigenvektors am kritischen Punkt relevant. In Abbildung 7.9 ist links jeweils
die Verschiebung der Scheibe in z-Richtung dargestellt, die rechten Abbildungen zeigen
jeweils den Eigenvektor ®. Die Verschiebungen sind fiir einen beliebigen Lastschritt auf
dem Sekundarpfad SP+ dargestellt, ® ist der Eigenvektor zum Null-Eigenwert der Stei-
figkeitsmtarix am kritischen Punkt und ist Teil der Losung des erweiterten Gleichungs-
systems aus (4.57). Sowohl Verschiebungen wie auch der Eigenvektor werden jeweils fiir
8, 200 und 1250 Elemente gegeniibergestellt.

Der Vergleich zeigt, dass bereits fiir das grobste untersuchte Netz mit 4 Elementen in y-

und 2 Elementen in z-Richtung die Verschiebungen in z-Richtung mit dem Eigenvektor

z-Verschiebung Eigenvektor ®

o - ]

el o e e
! Ag," . = F ‘l’ -.‘ i
J= ! A

L [ i |
I W JAF | 1 JAF
SN ™ L L™ |

200 Elemente

1250 Elemente

Abbildung 7.9: Konturplots der Verschiebungen und der Eigenvektoren fiir verschiedene
Netzfeinheiten
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7.1 Berechnung kritischer Punkte

iibereinstimmen. Dies ldsst sich fiir dieses Beispiel auf das aus strukturmechanischer
Sicht eindeutige Systemverhalten im Nachbeulbereich zuriickfiithren.

Asymmetrisches Verzweigen

Das dritte Beispiel stellt eine gekriimmte Variante des zuvor untersuchten ebenen Schei-
bentragwerks dar. In Abbildung 7.10 ist das statische System mit allen Randbedingun-
gen dargestellt. Die Lénge der vier Rander entspricht dabei den Langen der Rénder
in Abb. 7.7. Im Unterschied zu 7.1 ist das aktuelle System gekriimmt, der Grundriss
entspricht einem Viertelkreis. Die Dicke der Schale wurde auf ¢t = 0,063662 reduziert,
damit ergibt sich ein R/¢-Verhéltnis von 100.

Zur Diskretisierung werden wie zuvor isogeometrische Schalenelemente nach OESTERLE
U. A. (2017) verwendet, die auf den Theorien von Kirchhoff und Love basieren.

Der erste kritische Punkt auf dem Gleichgewichtspfad ist wieder ein Verzweigungspunkt.
Im Gegensatz zur ebenen Variante sind die Gleichgewichtspunkte auf dem Sekundar-
pfad jedoch instabil. Dies lésst sich im Diagramm in Abbildung 7.11 am Verhalten des
Sekundérpfads im unmittelbaren Nachbeulbereich erkennen. Sowohl bei einer positiven
wie auch negativen Verzweigungsrichtung nimmt nach dem Uberschreiten des ersten
Verzweigungspunkts die aufgebrachte Verschiebung ab, beide Sekundéarpfade sind riick-
laufig.

. 90°
~ADo
“ﬁ E=21-10°
S} V= 0,0
b= I t = 0,063662
Y _\\ /_/ ‘
Schalenmittelpunkt M \

z U =0
\_/( Uy = 0

Uy =0

Ty b =10 ty =0

u, =0

Abbildung 7.10: System der gekriimmten Schale mit Randbedingungen
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Abbildung 7.11: Detail des Gleichgewichtspfads der gekriimmten Schale

Auch fiir dieses Beispiel werden unterschiedliche Netzfeinheiten untersucht. In Tabel-
le 7.5 sind die Ergebnisse fiir Ay bei verschieden feinen Netzen aufgefithrt. Die Tabelle
zeigt, dass die Abweichungen fiir Ay, bereits bei recht groben Netzen schnell abnehmen.
Als Referenzlosung dient auch in diesem Beispiel das Ergebnis einer Vorbeulanalyse mit
Arit = 29,164.

Nele,z  Mele,y Nele n /\krit

4 2 8 28 63,09606
10 ) 20 160  31,53722
20 10 200 620 30,67285
30 15 450 1380 29,90674
40 20 800 2440 29,63051
50 25 1250 3800 29,49629
70 35 2450 7420 29,36272

Tabelle 7.5: Ergebnisse fiir Ayt in Abhéngigkeit der Netzfeinheit fiir gekriitmmte Schale

Anders als bei der ebenen Geometrie aus 7.1 ist bei diesem Beispiel jedoch das Nachbeul-
verhalten deutlich komplexer. Abbildung 7.12 zeigt links das deformierte Tragwerk im
Nachbeulbereich fiir ein System mit 200 Elementen, der dazugehérige Gleichgewichts-
punkt liegt auf dem Sekundérpfad. Die rechte Abbildung zeigt den zum Nulleigenwert
gehorenden Eigenvektor @ am kritischen Punkt. Die Ergebnisse sind iiberhoht darge-
stellt. Im Gegensatz zum vorangegangenen Beispiel, bei dem auch bei sehr groben Netzen
das qualitative Verhalten der Verschiebungen D und ® vergleichbar war, zeigt sich hier
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7.1 Berechnung kritischer Punkte

Verschiebung Eigenvektor ®

Abbildung 7.12: Verschiebungen im Nachbeulbereich (links) und Eigenvektor am kri-
tischen Punkt (rechts) der gekriimmten Schale bei grober Diskretisie-
rung, iiberhohte Darstellung

Verschiebung Eigenvektor ®

Abbildung 7.13: Verschiebungen im Nachbeulbereich (links) und Eigenvektor am kriti-
schen Punkt (rechts) der gekriimmten Schale bei feiner Diskretisierung,
iiberhohte Darstellung

recht deutlich der Unterschied. Sowohl iiber die Hohe als auch entlang des Umfangs

unterscheidet sich die Anzahl der einfallenden Beulen.

Abbildung 7.13 zeigt zur Linken ebenfalls das deformierte Tragwerk im Nachbeulbereich,
rechts daneben ist wieder qualitativ der zum Nulleigenwert gehorenden Eigenvektor &
am kritischen Punkt abgebildet. Auch hier sind die Ergebnisse zur besseren Visualisie-
rung tberhoht dargestellt. Das Tragwerk ist dabei in 2450 Elemente unterteilt. Man
erkennt an diesem Beispiel, das fiir die beiden Ergebnisdarstellungen sowohl tiber die
Hohe als auch in Umfangsrichtung die Anzahl der Beulen tibereinstimmen, auch wenn

sich die einzelnen Beulen in Threr Intensitat unterscheiden.
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7.2 Berechnung kritischer Pfade

Das letzte Beispiel in diesem Kapitel zeigt eine Anwendung der Methoden zur Analyse
des Imperfektionseinflusses auf schlanke Tragwerke. Hierfiir wird die Gitterschale in
Abbildung 7.14 untersucht. Die Gitterschale ist an den 6 Eckknoten unverschieblich in
alle Raumrichtungen gehalten. Sie wird am mittleren Knoten durch die aufgebrachte
Verschiebung D =ADyin z-Richtung belastet. Als Referenz zu diesem Beispiel dient die
Arbeit von FORDE (1986).

=

= /\/\/\ A =100

=

< ‘ | D=AD

—1“ y v

S| / r % ﬁ%ﬁ

— 2 o )
Loy g Ty P

127 127 127 127

e Uy =uy =1u, =0 e u,=MND

Abbildung 7.14: Grundriss und Ansicht der Gitterschale nach FORDE (1986)

In einem ersten Schritt werden zunéchst der Primarpfad sowie der Verzweigungspunkt
des perfekten Ausgangssystems ermittelt. Als Imperfektionsform wird der Eigenvektor
gewdahlt, der sich bei der Berechnung des kritischen Punkts als Teil der Losung ergibt.
Dieser ist in der rechten Darstellung in Abb. 7.15 tiberhoht dargestellt. Die maximale
Imperfektion ist dabei so gewéhlt, dass die grofite Vorverdrehung eine im Bauwesen
tibliche Grofenordnung von /200 nicht iiberschreitet.

T T

z

Abbildung 7.15: Raumliche Ansicht des unverformten Systems (links) und des Eigen-
vektors (rechts) in 50-facher Uberhohung
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—4000

F —2000

D

Abbildung 7.16: Gleichgewichtsfliche der Gitterschale (grau) mit dem Gleichgewichts-
pfad des perfekten Systems (pink) und dem kritischem Pfad (blau)

Die Analyse des Imperfektionseinflusses erfolgt im Anschluss mit dem Algorithmus zur
Berechnung kritischer Pfade aus Kapitel 5.1.2. Die Schrittweite, mit der die Imperfektion
inkrementell gesteigert wird, betriagt Ay = 0,02. Das Ergebnis ist in Abbildung 7.16
dargestellt. Sie zeigt die Gleichgewichtsflache des Mehrparametersystems (grau) mit dem
Gleichgewichtspfad (pink) des perfekten Systems sowie dem kritischen Pfad (blau).

Bei einem Vergleich der Rechenzeiten zeigt sich, dass fiir die Pfadverfolgung bis zum
ersten kritischen Punkt im gilinstigsten Fall mehr als die 2,5-fache Rechenzeit benotigt
wird, als fiir die direkte Berechnung des kritischen Punkts. Fiir jede weitere Berechnung
eines kritischen Punkts fiir ein imperfektes System wird aufgrund der besseren Pradik-
torwerte und der damit verbundenen geringeren Anzahl an Iterationen noch einmal we-
niger Rechenzeit benotigt. Fiir die in diesem Beispiel untersuchte Gitterschale reduziert
sich damit die Rechenzeit auf deutlich unter 30 % im Vergleich zu einer herkémmlichen
Berechnung, bei der jeder kritische Punkt einzeln berechnet wird.
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Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurden zuverlassige Algorithmen fiir die direkte Berech-
nung von Durchschlags- und Verzweigungspunkten stabilitdtsgefdhrdeter Strukturen,
die durch inhomogene Dirichlet-Randbedingungen belastet werden, hergeleitet. In einem
niachsten Schritt erfolgte die Untersuchung der Imperfektionsempfindlichkeit schlanker
Tragwerke durch eine Erweiterung dieser Algorithmen. Ein starker Fokus lag dabei auf
der Verwendung von auf komplexen Zahlenformaten beruhenden numerischen Ablei-
tungsalgorithmen, die eine robuste und beliebig genaue Berechnung partieller und to-
taler Ableitungen ermdéglichen. Eine Zusammenfassung der Ergebnisse und gewonnenen
Erkenntnisse sowie Anregungen fiir mogliche Weiterentwicklungen und Anwendungen in
anderen Forschungsgebieten erfolgt in den folgenden Abschnitten.

8.1 Zusammenfassung

Die in der vorliegenden Arbeit prasentierten Algorithmen zur direkten Berechnung von
Durchschlags- und Verzweigungspunkten basieren auf den von WRIGGERS U. A. (1988)
im Rahmen der FEM eingefithrten Methoden. Neu ist in dieser Arbeit die Erweite-
rung auf Systeme, die durch inhomogene Dirichlet-Randbedingungen, also durch Ver-
schiebungen, anstelle von aufleren Kraften belastet werden. Zur Ermittlung von Durch-
schlagspunkten wurden hierfiir die Gleichgewichtsbedingung sowie die Stabilitdtsbedin-
gung unter Berticksichtigung der inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen formuliert
und in einem erweiterten Gleichungssystem zusammengefasst. Zur Ermittlung von Ver-
zweigungspunkten wurde zudem die Verzweigungsbedingung neu hergeleitet, mit der im
Anschluss das neue Gleichungssystem aufgestellt werden konnte.

Bereits bei den fiir Kraftlastfille existierenden Algorithmen ist, wie etwa in WRIG-
GERS UND SIMO (1990) vorgestellt, eine Richtungsableitung der Steifigkeitsmatrix in
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8 Zusammenfassung und Ausblick

Richtung des kritischen Beulvektors erforderlich. In den bisherigen Verdffentlichungen
kommen hierfiir klassische Differenzenverfahren zum Einsatz. In der vorliegenden Arbeit
wurde gezeigt, dass die Ergebnisqualitit dieser Differenzenverfahren stark von der zu
wahlenden Intervallgréfie A abhéngig ist. Eine zuverlassige Berechnung kritischer Punkte
ist somit haufig nur nach mehrmaligen Testlaufen und einem Abgleich der Ergebnisse
moglich. In dieser Arbeit werden zur Berechnung der Ableitung der Steifigkeitsmatrix
neuere Varianten der Differenzenverfahren eingesetzt, die auf hyperkomplexen Zahlenfor-
maten beruhen. Mit der Complex-step Derivative Approximation nach M ARTINS U. A.
(2003) zur Berechnung erster Ableitungen, die auf komplexen Zahlen beruht, lasst sich
der Fehler der Ausloéschung fiir sehr kleine Intervallwerte eliminieren. Ersetzt man die
komplexen Zahlen durch duale Zahlen, lasst sich dariiber hinaus auch der Diskretisie-
rungsfehler eliminieren, wodurch erste Ableitungen exakt und unabhéngig von der Inter-
vallgrofle h ermittelt werden kénnen. Die Berechnung zweiter Ableitungen ist durch die
von FIKE UND ALONSO (2011) eingefithrten hyperdualen Zahlen fehlerfrei moglich. In
der vorliegenden Arbeit wurden diese Methoden auf die Ermittlung der Richtungsablei-
tung iibertragen. Es konnte gezeigt werden, dass der numerische Mehraufwand durch
die zusétzlichen Rechenoperationen beim Arbeiten mit komplexen Zahlen gering ist.
Ein grofler Teil der Rechenzeit bei der Ermittlung kritischer Punkte entsteht durch die
vorangestellte Pfadverfolgung.

Die kritische Last, die fiir den Entwurf stabilitiatsgefihrdeter Tragwerke essentiell ist,
wird durch Imperfektionen stark abgemindert. Zur Untersuchung der Imperfektions-
empfindlichkeit schlanker Strukturen wurden in dieser Arbeit zwei Herangehensweisen
prasentiert, die sich in ihrem Umgang mit Imperfektionen innerhalb des Algorithmus
grundlegend unterscheiden. In der ersten Variante werden die Imperfektionen in Form
von Geometrieinderungen vorgegeben, wihrend sie in der zweiten Variante als zusétz-
liche Unbekannte in das nichtlineare Gleichungssystem eingebracht werden.

Fir die erste Variante wurden zwei Algorithmen vorgestellt, die auf einer sich wieder-
holenden Berechnung kritischer Punkte fiir sich &ndernde Imperfektionen basieren. Die
Algorithmen zur Berechnung kritischer Punkte konvergieren jedoch nur in der Néhe
der Losung gegen das gesuchte Ergebnis. Fiir die Berechnung eines einzelnen kritischen
Punkts muss daher ein rechenintensiver Pfadverfolgungsalgorithmus vorangestellt wer-
den. In der Arbeit wurden zwei Methoden préasentiert, bei denen diese Pfadverfolgung bis
in die Néhe eines kritischen Punkts nur einmal zu Beginn fiir das perfekte Ausgangssys-
tem durchgefithrt werden muss. Im ersten Algorithmus dienen zunéchst die deformierte
Geometrie, der Beulvektor sowie der Lastfaktor an einem kritischen Punkt des perfekten
Ausgangssystems als Pradiktor zur Berechnung des kritischen Punkts eines imperfekten
Systems. Jeder weitere kritische Punkt eines imperfekten Systems lésst sich wiederum
aus der Losung an einem kritischen Punkt des zuvor analysierten Systems ermitteln. Es
konnte mit dieser Methode gezeigt werden, dass die deformierte Geometrie, die kritische
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Last sowie der Beulvektor eines Tragwerks an einem Durchschlags- oder Verzweigungs-
punkts eine geeignete Wahl des Pradiktors zur Berechnung eines benachbarten kritischen
Punkts fiir ein System mit einer veranderten Geometrie darstellen. Im zweiten Algorith-
mus werden die Imperfektionen tiber einen zusitzlichen Parameter beschrieben. Durch
Kombination von Pfadverfolgungsalgorithmen und Methoden zur direkten Berechnung
kritischer Punkte fiir Kraft- und Verschiebungslastfélle lassen sich kritische Pfade des
dadurch entstandenen Mehrparametersystems, die auch als Fold Line bezeichnet werden,
effizient berechnen. Auch hierfiir muss die initiale Pfadverfolgung lediglich ein einziges
Mal ausgefithrt werden.

Die zweite Variante, bei der die Imperfektionen als zuséatzliche Unbekannte eingefiihrt
werden, beruht auf den von DEML (1997) présentierten Methode zur Ermittlung der
kritischsten Imperfektion. Durch eine Modifikation der Zusatzgleichung konnte erreicht
werden, dass auch lokale Minima entlang eines kritischen Pfades direkt gefunden werden
koénnen.

8.2 Ausblick

Ein Teil der vorliegenden Arbeit befasst sich mit der Beschreibung und Analyse von
Mehrparametersystemen, wobei sich der zweite Parameter dabei immer auf die Ande-
rung der Geometrie beschréankt. Die hierfiir verwendeten Methoden, die u.a. in ERIKS-
SON (1998), Cox U. A. (2018) oder GROH U. A. (2018) beschrieben sind, sind in ihrer
Anwendung jedoch immer noch beschrankt. In vielen Fallen wird nur ein Parameter
verandert, wahrend der bzw. die restlichen Parameter konstant gehalten werden. Die
gleichzeitige Steuerung mehrerer Parameter wurde bereits fiir einige Sonderfalle gezeigt,
sie ist im Allgemeinen jedoch noch nicht ausreichend untersucht. Auch besteht fiir die
Wahl der Zusatzgleichungen noch immer Forschungsbedarf. Hier sind Bedingungen vor-
stellbar, die etwa die geleistete Arbeit in einem System minimieren.

In der Arbeit hat sich zudem gezeigt, dass die robusten Algorithmen zur Berechnung
partieller und totaler Ableitungen ein grofies Potential in der nichtlinearen Struktur-
mechanik bieten. Die direkte Berechnung der Steifigkeitsmatrix aus dem Potential, die
Berechnung der Sensitivitaten in der Strukturoptimierung oder die konsistente Lineari-
sierung nichtlinearer Gleichungssysteme bei stark oder nicht glatt nichtlinearen Proble-
men (z.B. Kontakt), sind nur einige der moglichen Anwendungsgebiete.

Die Berechnung kritischer Punkte sowie die Analyse des Nachbeulverhaltens stabilitats-
gefdhrdeter Systeme beschranken sich in dieser Arbeit auf Fragestellungen der Struk-
turmechanik. Auch in der Kontinuumsmechanik treten Instabilitdtsphénomene auf, die
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physikalischer und numerischer Natur sein konnen. Physikalische Instabilitdtsphanome-
ne, wie sie in BARDET (1990) beschrieben werden, lassen sich an Kontinuumselementen
numerisch untersuchen. Bei der Verwendung gemischter finiter Elemente, wie sie in AU-
RICCHIO U.A. (2005) oder SCHRODER U. A. (2017) beschrieben sind, ist das haufige
Auftreten numerischer Instabilitdten, die sich durch das sogenannte hourglassing zeigen,
eine unerwiinschte Begleiterscheinung und Gegenstand aktueller Forschung. Hierbei wer-
den bisher héufig vereinfachte Methoden wie beispielsweise Bisektionsverfahren oder eine
begleitende Eigenwertanalyse zur Anndaherung an kritische Punkte angewandt. Mit den
in der vorliegenden Arbeit priasentierten Methoden zur direkten Berechnung kritischer
Punkte konnte sich die Stabilitdtsanalyse gemischter Elementformulierungen systemati-
sieren und préazisieren lassen.

Die Ergebnisse der in der vorliegenden Arbeit mit isogeometrischen Schalenelementen
untersuchten Beispiele zeigen, dass die Beulform eines Systems fiir einen Gleichgewichts-
punkt auf dem Sekundérpfad sehr gut mit dem Beulvektor am kritischen Punkt tiber-
einstimmt. Untersuchungen am Institut fiir Baustatik und Baudynamik der Universitat
Stuttgart haben zudem gezeigt, dass bei einer Vorbeulanalyse die erwartete Beulform
mit isogeometrischen Schalenelementen fiir deutlich grobere Netze ermittelt werden kann
als das fiir finite Elemente mit Lagrange’schen Ansatzfunktionen moglich ist. Zur Unter-
suchung der Ursachen hierfiir bieten sich neben der bisher verwendeten Vorbeulanalyse
auch die hier vorgestellten Algorithmen zur direkten Berechnung kritischer Punkte an.
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Anhang

A.1 Analyse eines Dreigelenktragwerks mit variabler
Hohe

In der vorliegenden Arbeit werden viele der auftretenden Phidnomene an einem Dreige-
lenktragwerk anschaulich erlautert. Dabei hangen die Stabilitdtseigenschaften des Drei-
gelenktragwerks von dessen Hohe in Bezug zur Breite ab. An dieser Stelle erfolgt daher
eine ausfithrliche Analyse des Stabilitatsverhaltens eines Dreigelenktragwerks mit varia-
bler Hohe. Die Hohe des in Abb. A.1 dargestellte Dreigelenktragwerks wird dabei iiber
den Parameter 7 in Abhéngigkeit der projizierten Lange a beschrieben.

lF:)\FO

Abbildung A.1: Dreigelenktragwerk mit variabler Hoéhe

In einem ersten Schritt wird die auf die beiden Freiheitsgrade D; und D, reduzierte Stei-
figkeitsmatrix aufgestellt. Hierbei kann die horizontale Verschiebung Dy zu null gesetzt
werden, da aufgrund der Symmetrie erst auf einem eventuellen sekundaren Gleichge-
wichtspfad horizontale Verschiebungen auftreten kénnen.

9__EA FEAQ2n+D1)Dy 0
K — | DY )
- 0 2EA(n+D1)2 + EA(2n+D;1)D;
(n>+1)*/? (n2+1)*/?

(A.1)
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A Anhang

Zur Untersuchung der Stabilitit wird an dieser Stelle nicht das in der Arbeit zur direkten
Berechnung kritischer Punkte mit der Methode der Extended Systems gewéhlte Stabili-
tatskriterium K® = 0 verwendet. Aufgrund des trivialen Systems bietet es sich an dieser
Stelle an, die Determinante der Steifigkeitsmarix als Stabilitatskriterium zu verwenden.
An einem kritischen Punkt ergibt sich die Determinante von K nach Gleichung (4.30)
zu null. Dies ergibt fiir dieses Tragwerk

(EA)? (2Din + D} +2) (2n° + 6D + 3D3)

detK = 3
(n*+1)

= 0. (A.2)

Lost man die Gleichung nach der Verschiebungen Dy, so erhélt man fiir diese Gleichung
vier Nullstellen in Abhéngigkeit des Hohenparameters 7:

Dy =—n+yn* =2, (A.3)

Dip=—n—y/n*=2, (A.4)
V3

D173 = <—1 + 3) mn, (A5)

b= (1) "

Die ersten beiden Nullstellen der Determinante sind fiir Werte von n < /2 komplex.
Bis zu dieser Hohe existieren somit nur zwei reelzahlige Losungen, D; 3 und D; 4. Da-
bei handelt es sich um die beiden in Abb. A.2 gezeigten Durchschlagspunkte auf dem
Gleichgewichtspfad fiir n = 1. Ein Wert des Hohenparameters fiir ein flaches bzw. nied-
riges Dreigelenktragwerk, bei dem ausschliefllich Durchschlagen aber kein Verzweigen
auftritt, liegt somit bei n = v/2.

Setzt man die Losungen Dy = D 3, so erhalt mit n = V3 den Wert fiir den Hohenpa-
rameter, an dem der Verzweigungs- und der Durchschlagspunkt an der gleichen Stelle
auftreten. Fiir v/2 < 7 < v/3 liegen auf dem Gleichgewichtspfad sowohl Durchschlags-
als auch Verzweigungspunkte. Beim Ablaufen des Pfads liegt der Durchschlagspunkt
jedoch immer vor dem Verzweigungspunkt, der sich wiederum zwangsldufig auf dem
absteigenden Bereich des Gleichgewichtspfads befindet. Dieser Fall taucht in keinem in
dieser Arbeit verwendeten Beispiele auf. In Abbildung A.2 sind die Gleichgewichtspfade
der beiden Grenzfille dargestellt.

Fiir alle Werte von > /3 liegt der erste Verzweigungspunkt auf dem Gleichegwichts-
pfad immer vor dem ersten Durchschlagspunkt. In diesem Fall ist die Rede von einem
hohen Dreigelenktragwerk. In Abbildung A.2 ist dies im Pfad fiir einen Wert fir n = 2
zu sehen.
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800
400

-400
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Abbildung A.2: Gleichgewichtspfade fiir Dregelenktragwerke unterschiedlicher Hohe mit
Durchschlagspunkten (LP) und Verzweigungspunkten (BP)

A.2 Symmetrische entfestigende Feder

Zur Erweiterung der Koiter’schen Kategorisierung in Abschnitt 3.5.2 werden in den Bei-
spielen zwei unterschiedliche Federelemente verwendet. Beide Federelemente lassen sich
als Stabelement der Linge L = 1 interpretieren. Zur Veranschaulichung ist in Abb. A.3
eine Feder im ungedehnten und gedehnten Zustand abgebildet.

[
Abbildung A.3: Ungedehnte (links) und gedehnte Feder (rechts)

Beim ersten Element handelt es sich um eine nichtlineare Feder mit einem Green-
Lagrange’schen Verzerrungsmaf, im Folgenden mit dem Index GL versehen. Das Po-
tential der Feder ergibt sich zu

llow = 2 (a4 207 (A7)
aL=5clz+g27) . )

Die Federsteifigkeit C entspricht dabei der Dehnsteifigkeit EA eines entsrechenden Sta-
belements. Die Federkraft in Abhéngigkeit der Langenédnderung z erhilt man aus der
Ableitung des Potentials nach z:

FoL=c (I + ;ﬁ) (14 z). (A.8)
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Abbildung A.4: Federkraft (links) und Federsteifigkeit (rechts)

In Abbildung A.4 (links) ist der Verlauf der Federkraft iiber x dargestellt. Man erkennt
zum einen, dass sich die Feder bei Druck und Zug unterschiedlich verhalt. Zum anderen
steigt die Federkraft fiir positive Werte von z iiber alle Grenzen hinweg immer weiter
an.

Die Federkraft eines Federelements, das auf Druck wie auf Zug entfestigendes Verhal-
ten aufweist, muss also, anders als die Federkraft Fir,, sowohl fiir positive als auch fiir
negative Werte von z, beschrankt sein bzw. gegen einen Grenzwert streben. Dies Ver-
halten zeigt u.a. die Arkustangens-Funktion. Zur Herleitung der Feder wird daher die
Federkraft zu

Fatan = arctan(cz) (A.9)

gesetzt. Im Anschluss ldsst sich das Potential der Feder durch Intergration ermitteln:

In(z* +1)

5 (A.10)

[Ttan = zarctan (z) —
Der Verlauf der Federkraft beider Federkrifte tiber z ist in Abbildung A.4 (links) ange-
tragen.

Durch Ableiten der Funktionen fiir die Federkréfte nach z lassen sich die Federsteifig-
keiten ermitteln:

dFGL 2 < 1 2>
Koy = =c(1 i A1l
GL 1 c(l+z) +c¢ ZE—{—QI ( )
dFa an
Ky = o 2tan € (A.12)

dr (222 +1)
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A.2 Symmetrische entfestigende Feder

In Abb. A.4 (rechts) sind die Verlaufe der beiden Federsteifigkeiten tiber z angetragen.
Auch hier zeigt sich das erwartete Verhalten. Sowohl fiir positive wie auch fiir negative
Werte von z nimmt der Wert der Steifigkeit K., ab. Der Wert der Steifigkeit Kqp,
hingegen nimmt bei Druck ab, steigt jedoch fiir positive Werte von z.
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Steffen Roth

Diese Arbeit befasst sich mit der direkten Berechnung kritischer Punkte dinnwandiger
Strukturen, die durch eine von aul3en aufgebrachte Knotenverschiebung belastet sind.
HierfUr werden die fur Kraftlastfalle bereits verfugbaren Algorithmen zur direkten
Berechnung von Durchschlags- und Verzweigungspunkten erweitert und erganzt. Die bei
dieser Methode notwendige Richtungsableitung der Tangentensteifigkeitsmatrix in
Richtung des kritischen Eigenvektors wird in dieser Arbeit mit numerischen Ableitungs-
algorithmen ermittelt, die auf hyperkomplexen Zahlenformaten beruhen. Hierflir wird ein
ausflhrlicher Uberblick tber die in der Literatur vorhandenen Varianten mit ihren Vor- und
Nachteilen gegeben. Im Gegensatz zu den klassischen Differenzenverfahren ermdglichen
diese Methoden eine exakte und zuverlassige Ermittlung der Richtungsableitung.

Um den Einfluss von Imperfektionen auf die Tragfahigkeit dUnnwandiger Strukturen zu
analysieren, werden die im ersten Teil der Arbeit vorgestellten Algorithmen erweitert.
Hierbei werden zwei grundlegend verschiedene Ansatze verfolgt. In der ersten Variante
stellen die Imperfektionen eine gegebene GroRe dar. Durch eine effiziente, sich
wiederholende Berechnung kritischer Punkte fur eine Vielzahl an Imperfektionsformen oder
-amplituden lassen sich damit kritische Pfade zuverlassig ermitteln. Bei der zweiten
Methode werden die Imperfektionen als Unbekannte in das Gleichungssystem
eingebracht. Durch eine Erweiterung des Gleichungssystems um eine zusatzliche
Bedingung, die sich aus der Variation des Potentials nach den Imperfektionen ergibt,
kdnnen ungunstigste geometrische Imperfektionsformen berechnet werden.
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