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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird das Ziel verfolgt, das
Verhalten dynamisch beanspruchter Tragwerke hinsichtlich
Stabilit&t zu beurteilen.

Nach einen Abschnitt, der zur Begriffsbhestimmung sowie zur
Beschre ibung der verschledenartigen Instabilit&tsphénomene
dienen soll, wird auf die Methode der finiten Rlemente ein-
gegangen. In diesem Zusammenhang werden Bewegungsglelchun-
gen fir explizite und implizite Zeitintegrationsverfahren
abgeleitet, sowle die Massenmatrizen flr Schalenelemente in
konsistenter und zusammengefafiter Form angegeben.

Fir die Analyse im Zeltbereich erwelst sich das von Newmark
konzipierte Verfahren - fir die hier untersuchte Problem-
Klasse ~ als besonders geeignet. Die Frage nach der Stabi=-
1itét des Integrationsalgorithmus erfordert insofern geson-
derte Oberlegungen, als Instabilitdten sowohl auf der Seite
der Struktur, als auch auf der Seite des numerischen
Verfahrens méglich sind. Sie kann fdr die hier untersuchten
Methoden positiv beantwortet werden. Unterschiedliche An-
forderungen, wie Genaulgkeit und Effizienz, erfordern elne
Zeitschrittwelte, fir die Stabilitst des numerischen Algo-
rithmus stets gewdhrleistet ist. Ein hier unter Verwendung
von Padé-Aproximationen fér nichtlineare Probleme formu-
liertes Verfahren, gestattet die Erféliung héchster Ge=-
nauigkeitsanspriche.

Die Stabilitatsahalyse allein mit Hilfe von Zeitverlaufs~
berechnungen erweist sich als &uBerst aufwendig, ein wei-
teres 2liel dieser Arbeit ist daher die Entwicklung ein=
facher Kriterien. Auf der Basis der 1. Ljapunovschen Me-
thode konnte zunschst die Gultigkeit des “Kkinetischen
Stabilitdtskriteriums® (w=0) auch futr dynamische Durch-
schlags=~ bzw. Verzwelgungsprobleme gezelgt werden. Weiter-
hin wurde daraus eine “"direkte” Methode entwickelt, die es

mit Hilfe eines Eigenwertproblemes fdr den Lastparameter



gestattet, die Kkritische Lasthéhe aus nur einer Ze ltver-
laufsbherechnung zu ermitteln.

Der Frage nach ~der Stabilitsdt von Kugelschalen unter
ze itabhdngigen, drtlichen Belastungen Kkommt in der In-
genieurpraxis einige Bedeutung =zu. 2Zu dieser Problem-
stellung wurde insofern ein Beitrag geleistet, als anhand
einer typischen Schalengeometrie (Radius: 28 m, Wanddicke:
38 mm) das Strukturverhalten unter einer entlang eines
Breitenkreises wirkenden Schneidenlast mit unterschied-
lichem zeitlichen Verlauf diskutiert wurde. Neben eliner
unverstirkten wurde auch eine durch 8tutzen und Ronde
verstadrkte Kugelkappe untersucht. Abhéngigkelten der dyna=-
mischen Beullast vom Zeitverlauf der Belastung, Lastradius
bzw. von der Verstidrkungsgeonmetrie sowie Einflisse aus
nichtlinearem Werkstoffverhalten standen im Mittelpunkt des
Interesses.

Bei der unverstdrkten, wie beil der stutzenverstdrKten
Schale trat unter ca. 70 % der statischen Versagenslast
rotationssymmetrisches dynamisches Beulen ein. Das stark
von der Belastungsperiode abhinglge Systemverhalten unter
sinusférmigem Belastungszeitverlauf wird mit zZunehmender
Periode dem Verhalten unter plétzlich aufgebrachter und
anschlieBend konstant gehaltener Ringlast &hnlich. Fir die
stutzenverstdrkte Schale unter einem Rechteckimpuls unend-
licher Dauer konnte eine geringere Wirksankeit der
Verstdrkung als im statischen Fall festgestellt werden. Die
in bbhangigkelt von der Verstérkungsgeometrie angegebenen
dynamischen Versagenslasten sind £ir praktische Zwecke
direkt verwendbar.



Summary

In thls study the stability of dynamically loaded struc-
tures is analysed using the finlte element method.

After deriving the equations of motion and mass matrices of
degenerated shell elements different procedures for the
analysis of dynamic stability are discussed. First
nunerical time integration procedures are analysed with
regard to the speclal requirements of stability analysis.
According to the nonlinear structural behaviour an incre=-
mental/iterativ solution procedure is applied. In order to
control the accuracy in buckling analyses a nonlinear 4th
order implicit time integation algorithm is developed using
Padé functions. Comparing this method to those of the
Newmark family it was found that the conventional inte-
gration schemes are sufficient for buckling analyses.

In the case of dynamic buckling instabilities, for exanmple
under a sudden pressure load, the analysis can be
simplified evaluating stability criteria parallel to a non-
linear time response analysis. Starting with the eigen-
problem of the system matrix the applicability of the kine-
tic stability criterion is shown. Based on this criterion
an eigenproblem for the load parameter is developed in
order to approximate the critical step load directly.

In the last part of this study nozzle reinforced as well as
unreinforced spherical shells are analysed under ring loads
with different time histories. Considering both the rein-
forced as well as the vunreinforced structure an axi-
symmetric dynamic buckling occured at a load level (step
load) of about 70 percent of the static buckling load.
Comparing the efficiency of the reinforcement under static
and under dynamic loading a higher efficiency was found in
the static load case.
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1. Einleitung, Zielsetzung

Physikalisch gesehen ist die mit instabilen Zust&nden
verbundene, hdufig sprunghafte &nderung der Systemantwort
sowohl vom Phénomen her, als auch in der Gesamtschau
mégl ichen Systemverhaltens, héchst interessant. Bei realen
Konstruktionen steht allerdings die von Instabilitdten
ausgehende Gefdhrdung der Standsicherheit des Tragwerkes im
Vordergrund. Hier muB das 2Ziel sein, solche Zusténde
unbedingt zu vermeiden.

Mit der Ausdehnung des Anwendungsbereiches der Tragstruk-
turen von Bauwerken in Bereiche extremer Belastungs=-
situatiogen bzw. hoher Sicherheitsbedirfnisse stellt sich
diese Aufgabe in zunehmendem MaBe. Als Beispiele seien
"off-shore” Bauwerke unter der Einwirkung von Wellen sowie
Kernkraftwerke unter Erdbebenbeanspruchung genannt. Bereits
anschaulich 148t sich nachvollziehen, daB derartige Belas~-
tungen nicht mehr als statisch angendhert werden kénnen,
Daraus folgt, daB in diesem Bereich - insbesondere bei der
Untersuchung der Stabilit4t - der Zeitabhéngigkeit von Last

und Systemverhalten Rechnung getragen werden muf.

Das Ziel dieser Arbeit soll es daher sein, in Verbindung
mit der finiten Elementmethode, méglichst allgemein giltige
Verfahren fir die Analyse der Stabilitdt von Tragwerken
unter zeitabh&ngiger Belastung bereitzustellen. Zur sprach-
lichen Vereinfachung wird in diesemr Zusammenhang auch der

Begriff “dynamische Stabilidt” verwendet.

Vor der Konkretisierung dieses Zieles soll ein Oberblick
iber den Stand der Forschung gegeben werden. In diesen
Zusammenhany sind Forschungstidtigkeiten auf folgenden

Gebieten relevant:

- Stabilitétstheorie, Kriterien
~ Methode der finiten Elemente
- Zeitintegrationsverfahren

- Anwendungen



Die Literatur zur Stabilitdtstheorie mechanischer Systene,
kann in drei Gruppen unterteilt werden. Neben Arbeiten zur
Stabilit&t von gelagerten Systemen /31/, stehen solche,
die sich mit beweglichen Strukturen besch&ftigen /2/,
/78/. Mehr allgemein gehaltene, theoretische Abhandlungen,
werden einer dritten Gruppe zugeordnet.

Innerhalt der beiden erstgenannten Themenbereiche, findet
sich zumeist eine am Ph&nomen orientierte Gliederung,
typische Probleme sind z.B. Stabknicken, Schalenbeulen (1.
Gruppe) bzw. Kreiselprobleme, Stabilitat von Rotoren (2.
Gruppe) .

Die hier besonders interessierende Stabilit&t von im Ause-
gangszustand nicht kinematischen Systemen unter zeitab-
héngigen Lasten, die zuktnftig als dynamische Stabilitat
von Tragwerken bezeichet werden soll, nimmt eine Zwischen-
stellung ein und wird wohl deshalb in Keiner der beiden
genannten Gruppen behandelt. Auf die problemabhéngige
Behandlung des Themas wird auch die Tatsache zurickge fihrt,
dafl der Frage, worauf sich die Stabilitdtsaussage bezieht
(Stabilit&t des Gleichgewichts, Stabilitat der Bewegunyg),
im Schrifttum nicht konsequent nachgegangen wird. Weiterhin
ist festzustellen, daB die fir die Stabilitdtsuntersuchunyg
zZur Verfiguny stehenden Methoden oft anhand Kleiner
Probleme entwickelt wurden und bei groflen Systemen, u.a.
aus Wirtschaftlichkeitsgrinden, kaum anwendbar sind.

Hierin ist der Grund dafur zu sehen, daB fir die Behandlung
dynamischer Stabilit4tsprobleme nur sehr aufwendige oder
sehr grobe Verfahren zur Verfigung stehen. Wirtschaftliche
und einfach handzuhabende, d.h. kontrollierbare Kriterien
hoher Genauwigkeit sind nicht bekannt.

Die hohe Entwicklungsstufe, die die Methode der finiten
Elemente erreicht hat, =zeigt sich nicht zuletzt an der
weiten Verbreitung und dem breiten Anwendungsgebiet der
Methode. In Verbindung mit direkter Zeitintegration stellt
sie ein gebriuchliches Verfahren fir die Lésung struktupr~
dynamischer Probleme dar. Obwohl damit bereits dynamische
Stabilitdtsproblene von Tragwerken erfolgreich gelést
wurden /67/, fehlen doch systematische Untersuchungen zu
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der Frage, welche der verfigbaren Zeitintegrationsmethoden
fir derartige Probleme besonders geeignet sind.

Die aus der Literatur bekannte Diskussion \ber die
Stabilitat von Integrationsverfahren bei nichtlinearen
Problemen basiert zwar auf den Erkenntnissen der Stabili-
tdtstheorie, bertdcksichtigt aber nicht die besonderen
Schwierigkeiten, die im Zusammenhang wmit der Analyse

stabilitétsgefdhrdeter Systeme auftreten.

Im Schrifttum finden sich fir eine Reihe von Systemen
Untersuchungen {ber die dynamische Stabilitat unter ver-
schiedenartigen Belastungen. Speziell bei der Xugelschale
beschrénken sich diese Analysen auf einfache Geometrien,
bzw. einfache Lastfsélle. Fir die in der Praxis haufig
vorkomnenden Falle wie stutzenverstdrkte Kugelschalen unter
dynamisch wirkender Teilflachenlast liegen Keine Ergebnisse
vor. Hier wird immer noch mit sehr groben N&herungen
gearbeitet.

Vor diesem Hintergrund 148t sich die oben pauschal formu-
lierte Zielsetzung folgendermaBen konkretisieren:

1. Im Kapitel 2 werden die bel mechanischen Systemen
wesentlichen Instabilitdtsphdnomene diskutiert. Damit
sollen bestehende Geme insamkeiten aufygezeigt und
die Einordnung der dynamischen Stabilitat von Tragwer-
ken vorgenommen werden. Dariber hinaus sollen Méglich-
keiten aufgezeigt werden, die verschiedenartigen

Stabilit&tsproblene zu klassifizieren.

2. Im Rahmen der Verfahren zur Behandlung dynanischer
Stabilitdtsprobleme wird, wegen der angestrebten Allge-
me inglltigkeit die erste Ljapunovsche Methode bevor-~
zugt. Damit Kkann die Analyse geeigneter Verfahren auf
reine Zeitverlaufsbherechnungen (Abschnitt 3.3), sowie
auf Zeitverlaufsberechnungen mit begleitenden MaBnahmen
(Abschnitt 3.4) beschrinkt werden.

Die Frage nach besonders glinstigen Methoden fiur die



dynamische Stabilit&tsanalyse ist eng verbunden mnit der
Frage nach gee igheten Zeitintegrationsverfahren.
Deshalb sollen erfolgversprechende Integrationsmethoden
ausgewdhlt und anhand von geeigneten Beisplelen unter
den Aspekten Effizienz und Genaulgkeit diskutiert
werden. Weiterhin soll auf das Problem der Stabilitat
der Verfahren bei Instabilitét des mechanischen Systems
besonders eingegangen werden. SchlieBlich sollen
Empfehlungen filir die Wahl des Zeitinkrementes sowie der
einzusetzenden [terationsalgorithmen, gegebenenfalls in
Verbindung mit MaBnahmen zur Konvergenzbeschleunigung,
erarbeitet werden.

Als Grundlage fir die Zeitintegrationsverfahren sollen
im Abschnitt 3.2 die im Rahmen der finiten Element-
methode diskretisierten Bewegungsgleichungen abgeleitet
werden. Hierbei wird auf die Unterschiede abgehoben, die
sich bei der Herleitung fir implizite und egplizite
Methoden ergeben. Sie beziehen sich wvw.a. darauf, an
welcher Stelle die Orts=- bzw. Zeitdiskretisierung
einzufihren ist. Ein weiteres Anliegen des Kapitels 3
ist die Darstellung der Trdgheitskrafte. Die aus der
Literatur nicht verfigbaren Massenmatrizen fir isopara=-
metrische, degenerierte Elemente werden unabhéngig von

Verschiebungsansatz abgeleitet.

Auf dieser Grundlage sollen im Abschniti 3.4 Methoden
entwickelt bzw. den bestehenden gegentbergestellt
werden, die eine direkte Bestimmung der dynamischen
Stabilitsdtsgrenze gestatten. In diesem Zusammenhany wird
auch gezeigt, wie das Eigenwertproblem fir die
Kreisfrequenzen aus den Eigenwertproblem der Systen-
matrix gewonnen werden Kann. Damit wird das “Kinetische
Stabilitdtskriterium® (Ziegler /131/) auf das allge-
meinere, mit Hilfe der Eigenwerte der Systemmatrix
formulierte Kriterium zurtckgefidhrt. Dabei wird generell
angenomnen, daB die mit Hilfe des diskreten Rechen-
modells gewonnene Aussage bezlglich der Stabilitdt auch

fir das zugrundeliegende kontinuierliche System gelten.



Der dynamischen Stabilit&t von Kugelschalen unter loka-
ler Belastung mit unterschiedlichem Zeitverlauf ist das
Kapitel 4 gewidmet. Neben unverstarkten sollen auch
stutzenverstdrkte Schalen untersucht werden. Die in
diesen Zusammenhang notwendigen Berechnungen wurden am
Rechenzentrum der Universitdt Stuttgart mit dem inm
Rahmen dieser Arbeit um den Dynamikteil erweiterten
finiten Elementprogramm NISA 80 durchge fihrt. Das
Programm eignet sich in dieser Version zur Analyse
geometrisch und materiell nichtlinearer Strukturen unter

statischer und dynamischer Belastung.
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2. Statische und dynamische Stabilitat
2.1 Allgemeines
Der Problemkreis Stabilit&t bzw., Instabilitdt spielt in
vielen Disziplinen der Ingenieur- bzw. Naturwissenschaften
eine besondere Rolle. Eine Obersicht ist, ohne Anspruch auf

Vollstdndigkeit, in Tafel 2.1 zusammengestellt.

Tafel 2.1

Mathematik Physik

DGL num. Methoden Mechanik Blektrik

Stabilitat

In diesen Kapitel sollen die mit Instabilitéten
mechanischer Systeme verbundenen Phinomene besprochen und
eine Einordnung der Stabilitdt dynamisch beanspruchter
Tragwerke vorgenommen werden. Nach einem Abschnitt zur
Stabilit4tsdefinition von Ljapunov (Abschnitt 2.2.) wird
auf die Méglichkeiten zur Klassifizierung von Stabilitéts~
problemen eingegangen (Abschnitt 2.3). Im AnschluB daran
folgt eine exemplarische Zusammenstellung der unter—
schiedlichen Stabilitédtsproblene.

Der Obersichtlichkeit halber wird hierbei eine Gliederung
entsprechend der Zeitabhdngkeit der Belastung eingefihrt.
Nach der Behandlung statisch belasteter Systene (5.
Abschnitt 2.4, wird im Abschnitt 2.5 auf dynamisch belas~
tete Systeme eingegangen. Hierbei wird wie in Tafel 2.2
dargestellt eine Unterteilung hinsichtlich der Anregung
vorgenommen.
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Tafel 2.2
statisch dynamisch belastete Systeme
belastete
Systeme freie parameter- selbst~ erzwungene
erregte erregte
------------ Schvingung=-=~=~===~=

2.2 Stabilitidtsbeariff nach Ljapunov

Beginnend bei Archimedes bzw. Aristoteles existierten iiber
ldngere Zeit hinweg mehrere Stabilitétsdefinitionen gleich-
zeitig /78/, /117/. Sie waren in der Regel auf spezielle
physikalische Probleme zugeschnitten. Als Beispiel sei die
Stabilitédtsdefinition von Lagrange-Dirichlet genannt, die
trotz mangelnder Allgemeingliltigkeit bei statisch und
dynamisch (s. BAbschnitt 3.4.1) belasteten, Kkonservativen
Systemen Verwendung findet.

Erst auf der Grundlage der 1892 von Ljapunov vorgelegten
Stabilitdtsdefinition konnte Allgemeinglltigkeit erreicht
werden. Die daraufhin einsetzende Weiterentwicklung der
Methode hat inzwischen einen hohen Stand erreicht /122/ und
ist auch heute noch nicht abgeschlossen /81/.

Unter Hinweis auf die mathematischen Voraussetzungen (s.
z.B. /42/) Kkann nach Ljapunov Stabilitat folgendermaBen
definiert werden:

Die Ldsung der homogenen, linearen Differentialgleichung

o
i

flu,tr

ist u fCu0),t> mit w(0) = u zur Zeit t=0.

Eine spezielle Lésung set

u = fla,t)
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Sie ist stabil, wenn zu jedem beliebig kleinen €30 ein
6(e)>0 gefunden werden kKann, so daB fir

fucoy - a| < &¢e)
fir alle t>0 gilt:

[utuCoy,t) - uca,t)| ¢ ¢
Gilt zusdtzlich:

lim fucuc0d,t) ~ uca,t>)| = 0

t-en

so liegt asymptotische Stabilitédt vor.

Im eindimensionalen Fall Kann dies wie folgt veranschau~-
licht werden (Bild 2.1).

6 (g) “:j?jt\‘nu~ii::i::jjr:::::jH,,, ula,t)
Slef U~ """ & ulul0)t)
£
S — T —

2 ¢

Bild 2.1: Ljapunovsche Stabilit4t am System mit JOF

Anschaulich formuliert 1liegt Stabilitdt also genau dann
vor, wenn geringe Stérungen der Anfangshedingungen nur
beliebig kleine Unterschiede 2zwischen gestérter und
ungestérter Lésung bewirken.

Wenn im folgenden bevorzugt anschauliche Formulierungen
verwendet werden, so geschieht dies aus Griinden der
sprachlichen Vereinfachung und stets im Sinne der obigen
mathematischen Fornulierung.
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Die von Ljapunov eingefihrte Beschrankung der Stérungen auf
die Anfangsbedingungen wurde spater u.a. von Duboschin
(1940) aufgehoben (s. z.B. 778/, /122/). Aufgrund dieser
Verallgemeinerung sind nun beliebige Stérungen aller das
Systemverhalten beeinfluBenden Parameter zugelassen. Als
Beispiele seien hier Anfangsbedingungen, SystemkenngréBen
sowie &uBere Belastungen genannt.

Die von Duboschin /82/ geschaffene Méglichkeit, beliebige
Stérungen zu verwenden, hat die weitreichende Konsequenz,
daB nunmehr mit Hilfe der oben angegebenen Definition,
beliebige Probleme behandelt werden kénnen. Dies ist inshe-
sondere im Hinblick auf Systeme wichtig, deren Stabilitat
nicht von den Anfangsbedingungen sondern von der Belastung
abhdngt.

Da im Sinne obiger Definitionen z.B. bei der durch
Innendruck belasteten Kugelschale mit ideal elastisch-
ideal plastischem Werkstoffverhalten instabile Gleichge~
wichtszusténde aufgrund eines ausgeprigten Fliefiplateaus
méglich sind, soll, um bei der herkémmlichen Trennung in
Spannungs~ und Stabilitdtsprobleme zu bleiben, in diesen
Kapitel Hookesches Werkstoffverhalten vorausgesetzt
werden.

2.3 Méglichkeiten zur Unterscheidung von
Stabilitatsfillen

Zun8chst sei darauf hingewiesen, daB in der theoretisch
ausgerichteten Literatur der Begriff Stabilitdt nur in
Verbindung mit homogenen Problemen gebraucht wird, im
inhomogenen Fall wird von Beschranktheit gesprochen /88/.
Demgegentber taucht im Zusammenhang mit Tragkonstruk-
tionen, die durch inhomogene Beziehungen beschrieben
werden, nur der Begriff Stabilitat auf. Inm folgenden soll
diese begriffliche Trennung fallengelassen werden und nur

von Stabilit8t gesprochen werden.
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Zur Klassifizierung der bei mechanischen Systemen
auftretenden Stabilit&tsprobleme kénnen einerseits die das
Systemverhalten beschreibenden Gleichungen herangezogen
werden. Man gelangt so zu den sogenannten Stabilitdts-
fadllen: Stabilitdat des Gleichgewichts, Stabilitét der
Beyegung. Dabei werden alle diejenigen Probleme, die durch
Beziehungen beschrieben werden, die Zeitableitungen
beinhalten, unter Stabilit&t der Bewegung eingeordnet; bei
Systemen, in deren Gleichungen Zeitableitungen nicht
vorkommen, wird von Stabilitat des Gleichgewichts
gesprochen.

Andererseits kann gzur Klassifizierung auch die verall-
gemeinerte Stabilitdtsdefinition von Ljapunov herangezogen
werden; eine schematische Darstellung hierzu ist in Bild
2.2 angegeben.

Das zu untersuchende Sytem befinde sich zum Zeitpunkt t=ty
im Zustand AO, hierbei kann es sich um eine Gleichgewichts-
lage oder um eine Bewegung handeln. A0 wird als BAus-
gangszustand bezeichnet, er geht ohne die Einwirkung von
Stérungen fir t>t, in den ungestdérten Zustand R12 tber.

Stérung —ee- gestdrter Zustand Atl

Ausgangszustand AQO|-s-~Beurteilung~=-~ ALt

ungestdérter Zustand AlZ

t=t t>t

4 1

Bild 2.2: Schema zur Stabilitdtsuntersuchung

Sofern auf den Ausgangszustand eine Stérung einwirkt,
befindet sich das System fUr t>t, in einem gestdrten Zu-
stand All, der sich von Al2 unterscheidet. Die GréBe des
Unterschiedes

ALty = juduC0),t) - ula,t) |
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ist im Sinne der Stahilitatsdefinition von Lijapunov = in
Abhangigkeit von der aufgebrachten Stérung ~ entscheidend
daftr, ob A12 stabil oder instabil ist.

Solange Keine zusdtzlichen Forderungen gestellt werden,
fihren die Klassifizierungen auf der Basis der
Systemgle ichungen und ausgehend von dem Schema in Bild 2.2
auf dasselbe Ergebnis. Wenn aber gefordert wird, daB

1. der Ausgangszustand
2. die 8térungen und

3. das Instabilit4t anzeigende Ph3nomen

durch dieselben sogenannten charakteristischen Freiheits~
grade beschrieben werden, so gelangt man teilweise 2zu
Klassifizierungen, die sich von denen, die auf der Basis
der Systemgleichungen vorgenommen wurden, unterscheiden.
Die charakteristischen Freiheitsgrade stellen einen Teil
der insgesamt vorhandenen Freiheitsgrade eines 3Systems
dar.

Auf die Klassifizierung, die sich aufgrund obiger
Vereinbarungen 1. bis 3. ergeben, soll bei den folgenden
Beispielen hingewiesen werden. Sie wird zur Vere infachung

als "alternative Klassifizierung” bezeichnet.

2.4. Statisch belastete Systeme

Zur Analyse der Stabiliti&t statisch belasteter Systeme
stehen aus der Literatur eine Reihe von Kriterien zur
Verfigung. FEine Zusammenstellung, die auf Bufler zurdck-
geht, findet sich in /28/; hier sind auch Klassifizierungen
der vorkommenden kritischen Punkte (symmetrisches,
unsymme trisches Verzweigen etc.) angegeben.

Besonders erwidhnt werden soll in diesen Zusammenhang nur
das von Ziegler /131/ eingefihrte kinetische Stabilitsts-
kriterium, das auch bei nichtkonservativen Problemen
erfolgreich angewendet werden kann. Hierin ist der Grund zu

sehen, daB letztere teilweise der dynamischen Stabilitat



zugeordnet werden /111/. Wegen der bei nichtkonservativen
Systemen méglichen Instabilitdtserscheinungen sei z.B. auf

/109/ verwiesen.

Im folgenden sollen die im Abschnitt 2.3 angegebenen Punkie
zur Beurteilung des Stabilitdtsfalles auf den axial,
richtungstreu belasteten Stab angewendet werden. Das
Beispiel ist trivial, es dient hier zur Veranschaul ichung

der Vorgehensweise sowie zur Prdzisierung einiger Begriffe.

#P

instabil
[~} =172 kN :::::
Euler 0,01m
{ (o]
, 0,01m
stabil 10m Qs Vig ¥
X, U E = 11.10°kN/m2
I : =,y V=03
B Vo

°0 = 7,8kNs?/m®

Bild 2.3: Verzweigungsproblem unter statischer Last

Der perfekte Stab, wird gema&B Bild 2.3 zun&échst bis zum
Punkt I belastet. Die hier erreichte Gleichgewichtslage,
die durch v<(16)=v, =0 gekennzeichnet ist, stellt far die
Stabilitdtsanalyse den Ausgangszustand A0 dar. Als Stérung
wird in Stabmitte eine Zusatzlast mit dreiecksfarmigem‘
Zeitverlauf aufgebracht, die in Richtung des signifikanten
Freiheitsgrades v(16) wirkt.

Im Bild 2.4 sind die ungestdérte Ldsung Al2 und die aus der
Stérung resultierenden Zusténde A1t (ber der Zeit
aufgetragen. Hieraus ergibt sich Stabilitdt des Zustandes
I. Da AO eine Gleichgewichtslage darstellt, die Stérung in
v{16) aufgebracht und A(t} in v(16) gemessen wurde, liegt
auch nach der alternativen Klassifizierung (s. Abschnitt

2.3) Stabilitat einer Gleichgewichtslage vor.
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Bild 2.4: Gestérte und ungestdrte Lésung im Punkt I
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Bild 2.5: Gestérte und ungestérte Lésung im Punkt II

Wird die Last bis zum Punkt Il gesteigert und wieder eine

Stérung in v(16) aufgebracht, so ergeben sich die in Bild
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2.5 dargestellten Zustdnde All und Al2, Die Tatsache, daB
ACt) nun nicht mehr durch die GrdBe der aufgebrachten
Stérung beeinfluBbar ist, zeigt die Instabilitdt der
Gleichgewichtslage II an.

Das Systemverhalten unter dieser Last, das als Ausknicken
bezeichnet wird, ist durch den Ubergang des Systems von der
instabilen 2zu einer stabilen Gleichgewichtslage gekenn-
ze ichnet. Dieser Vorgang lduft prinzipiell gleichartig bei
Problemen ab, die idberlicherweise als Kippen, Beulen etc.
bezeichnet werden, und ist insofern charakteristisch fir
das Verhalten statisch belasteter Systenme.

Die dargestellte, ausfihrliche Stabilitdtsuntersuchung ist
insbhesondere bei einfachen Systemen nicht erforderlich.
Hier fihren in der Regel einfache Kriterien zum Ziel. Eine
Obersicht, iber die in diesem Zusammenhang méglichen
Naherungsstufen findet sich z.B. bei Ramm /101/.
Komplizierte, evtl. imperfekte Strukturen unter entspre-
chenden [Lasten erfordern normalerweise eine komplette
nichtlineare Analyse. Mit der Methode der finiten Elemente
steht hierfir ein geeignetes Werkzeug zur Verfigung. Die in
diesem Zusammenhang erforderlichen Formulierungen, FEle-
mente, Iterationsverfahren etc. wurden von Brendel /28/
ausfihrlich dargestellt wund sollen hier nicht wveiter

erértert werden.
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2.9 Zeitabhingige Systeme

Unter der Zielsetzung, eine fibersicht tber die wesentlichen
Stabilit4tsprobleme mechanischer Systeme zu geben, werden
aus den einzelnen Bereichen besonders typische Beispiele
ausgewdhlt,

Alle in diesem Abschnitt erdrterten Probleme lassen sich
aufgrund ihrer Zeitabhdngigkeit der Stabilitat einer
Bewegung zuordnen. Im folgenden soll daher nur auf die
alternative Klassifizierung nach Abschnitt 2.3 e ingegangen
werden.

In Tafel 2.3 sind konkrete Anwendungsgebiete den entspre-
chend Tafel 2.2 unterteilten Problemklassen zugeofdnet.
Wahrend zu den parametererregten -~ sowie zu den erzwungenen
Schwingungen ein umfangreiches Schrifttunm existiert, sind
die Untersuchungen selbsterregter Schwingungen auf einige

spezielle Strukturen begrenzt.

Tafel 2.3
dynamisch belastete Systeme
freie Iparametererregtel selbsterregte I erzwungene

------------ Schw ingung === =m=mmmm

Maschinen-{ Stab- Haéngebriicken Stab-

teile Fl&chen- Seile Flachen~
tragwerke Tragfligel tragwerke

/887 1277,7/87/7 /41/,/121/ /58/,/70/

Eine Gesamtschau unter dem genannten Aspekt ist aus der
Literatur nicht bekannt, selbst allgemein gehaltene Werke
/487, /%2/ wumfassen in der Regel nur einen Teil der

genannten Probleme.
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2.9.1 Freie Schwingunaen

In diesem Abschnitt werden Systeme behandelt, die durch
homogene, lineare oder nichtlineare Differentialgleichungen
beschrieben werden und nicht den folgenden Abschnitten
zuzuordnen sind.

Zundchst sei das in Bild 2.6 dargestellte Stangenpendel
betrachtet.

o
!
|
t
i
]

1
!

Bild 2.6: Stangenpendel

Das Pendel besitzt die Ruhelagen I und II. Seine Bewegung
wird durch den Freiheitsgrad w beschrieben, der danit
gleich dem signifikanten Freiheitsgrad ist. Zur Stabi-
litdtsuntersuchung der Lage I, wird gemd&B 2.3 eine Stérung
in w aufgebracht, die daraus resultierende Schwingung um I
stellt die gestérte Lésung (All1) dar. Da die Amplitude der
Schwingung durch entsprechende Stérungen beliebig klein
gehalten werden Kann, ist di¢ Ruhelage I stabil; fir Lage
IT ist diese Bedingung nicht zu erfillen, sie ist instabil.
Bei der Stabilitdtsanalyse beider Lagen <(Ausgangszustand
A0) wurden die Punkte 2. und 3. nach Abschnitt 2.3.
erfillt, deshalb mufl nach der alternativen Klassifizierung
von Stabilitét, bzw. Instabilitdt einer Ruhelage gesprochen

werden.
2.5.2 Parameterervegte Schwingungen
Parametererregte 3Schwingungen wurden gemd3f /55/ bereits

1924 von Beliaev sowie spdter u.a. von Mettler /87/ und
Bolotin /27/ behandelt. Eine sehr detaillierte Litera-
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turtibersicht zu diesem Thema findet sich in /92/.

Die Bezeichnung parametererregte Schwingungen, rihrt von
frihen Arbeiten her, in denen nur einfache Systeme be-
handelt wurden, die durch homogene Differentialgleichungen
beschreibbar sind. Die “Anregung" resultiert dabei aus
meist schnell veranderlichen periodischen Koeffizienten
/92/.

Mit der Analyse von gelagerten Systemen wmit mehreren
Freiheitsgraden unter 4uBerer Belastung wurden weitere
mégliche Anregungsmechanismen erkannt. Die in diesen
Zusammenhany interessanten inneren Resonanzen und Kombi=~
nationsresonanzen werden durch Schwingungen in bestimmten
Eigenformen angeregt. Als Beispiel fir “innere parame-
trische Resonanz" seien die durch symmetrische Eigenformen
angeregten unsymmetrischen Eigenformen einer Zylinderschale
unter gleichmé&Bigen AuBendruck angefihrt /57/.

Die genannten Phdnomene setzen ganzzahlige Verhiltnisse der
Perioden des Systems voraus. Fir innere Parametererregung
gilt mit der Brregerfrequenz &, den Eigenkreisfrequenzen
v, und den ganzen Zahlen a :

ae +ae + ... an =0

an

Kombinationsresonanzen sind méglich, wenn gilt:

a, w

‘t+a2m2+...a"m = f

Eine ausfihrliche Darstellung dieser Thenatik sowie der bei
geddmpften Systemen méglichen Grenzzyklen findet sich in
192/, 7108/,

Aufgrund dieser Uberlegungen sind parametererregte
Schwingungen gelagerter Systeme dadurch gekennzeichnet, daf
sie nicht direkt durch AuBere Einwirkungen angeregt werden.
Der Umstand, dafB das Auftreten parametrischer Resonanzen an
das Vorhandensein von Stérungen gebunden ist, kennzeichnet
sie als OStabilitdtsprobleme und unterscheidet sie von

gewdhnl ichen Resonanzen.
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M

Bild 2.7: Rittelpendel

Zunachst wird das einfache Stangenpendel (Bild 2.7) mit
periodisch vertikal bewegtem Aufhdngepunkt betrachtet. Das
Problem wird durch die Mathieusche Differentialgleichung:

W+ 0 (1 + gcosatdw = O

beschrieben, wobei v die Eigenkreisfrequenz der Pendel-
schwingung darstellt. Der Term tcosqt (€<<1d beinhaltet
die Vertikalbewegung des Aufhdngepunktes. Die Stabilitéts~
bereiche dieser Beziehung, Kkénnen direkt aus der Stabi-
litadtskarte (Bild 2.8) abgelesen werden. Sie ordnet den auf
w bezogenen Erregerfrequenzen & - in Abhdngigkeit von & ~
stabile bzw. instabile Ldsungen zu, die einzelnen Bereiche
werden durch periodische L8sungen getrennt. Diese Zusam-
menhédnge sind in der Literatur ausfihrlich beschrieben

/49/ und sollen hier nicht weiter erértert werden.

€4 ) )
instabil periodische Lésung
stabil
1
2 1 2 o S0
\\nz- '(U
3
Dampfung = O

Bild 2.8: Stabilitdtskarte nach /49/

Zur alternativen Kiassifizierung des vorliegenden Stabili-
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tédtsfalles, soll kurz das Phinomen beschrieben werden: Das
Pendel fihre die geschilderte Vertikalbewegung aus, die
Parameter seien so, dafl Instabilitidt mdglich ist. Sie wird
sich am Systemverhalten solange nicht benmerkbar machen,
solange w=0 gilt. BErst bei Vorhandensein einer Stérung
(w#0) tritt parametrische Resonanz auf, sie ist hier durch
wachsende Pendelausschlége gekennzeichnet.

Aus dieser Schilderung geht mit w als signifikantem Frei-
heitsgrad bereits hervor, daB hier Stabilitdt bzw. Insta-
bilitdt der Gleichgewichtslage w=0 (Ausgangszustand: w=0)
vorliegt.

Ein weiteres, Klassisches Beispiel stellt der in Bild 2.9
skizzierte Stab unter pulsierender Axiallast dar, der
insbesondere in /87/, /27/ behandelt wurde. Bolotin /27/
spricht in diesem Zusammenhang von “Kinetischer Insta-
bilitat".

lP(H
u{x =1t}
l_m_“lj"

&P

Bild 2.9: Stab unter pulsierender Axiallast

Hier soll gezeigt werden, wie die im Abschnitt 2.3 zur
alternativen Klassifizierung angegebenen Regeln verwendet
werden Koénnen, um im Detail festzulegen in welchem Zustand
Instabilitdt auftritt. Speziell bei dem Stab Kommen als
Ausgangszustand die Vertikalschwingung um Lage I sowie die
Ruhelage II v{x)=0 in Betracht.

Aufgrund der vorangegangenen Beispiele ist nun leicht =zu
sehen, dafB nur Stabilitst der Lage II in Frage komnmt.
Begrindet wird dies dadurch, daB die sich als Biege-~
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schwingung duBernde parametrische Resonanz durch v
beschrieben werden kann und eine Stdérung in v voraussetzt.

Der Ausgangszustand ist hier also durch v(x)=0 gegeben.
2.5.3 SBelbsterregte Schwingungen

Selbsterregte Schwingungen spielen bei schlanken Konstruk~
tionen des Bauwesens sowie im Flugzeugbau eine bedeutende
Rolie. Sie sind dadurch gekennzeichnet, daB die Ener~
giezufuhr vom umgebenden Medium in die Konstruktion durch
das System selbst gesteuert wird. Wie bel den parameter=
erregten Schwingungen kann dieser ProzeB nur durch eine
Stérung in Gang kommen, was ihn als Stabilitédtsproblem
kennzeichnet.

Trotz gewisser Parallelen zu parametrischen Resonanzen
besteht die ph&nomenologische Trennung zu Recht. Die bei
selbsterregten Schwingungen wirkenden Kr&fte werden durch
die aus einer Stérung resultierende Bewegung gesteuert, was
Zu Konstanten Koeffizienten der Differentialgleichung
fihrt, wahrend parametrischen Resonanzen durch verdnder~
liche Koeffizienten oder durch geeignete Verh&ltnisse
zwischen den Eigenfrequenzen des 8ystems gekennzeichnet
sind.

Auf die Problematik stabiler bzw. instabiler Grenzzyklen,
die bei selbsterregten Schwingungen ebenfalls méglich sind,
sel nur hingewiesen; Details hierzu finden sich z.B. in
142/, /49/.

Da der Bezug zur Stabilitétstheorie in der Bavingenieur-
literatur Kkaum hergestellt wird, soll neben der Klas~
sifizierung auch eine entsprechende Beschreibung des
Phdnomens gegeben werden. Aufgrund seiner Einfachheit, wird
dazu der in Bild 2.10 dargestellte, stark vereinfachte
Tragfligel betrachtet.

Der parallel angestrémte, starre Flugel befinde sich unter
der Auftriebskraft A in seiner statischen Gleichgewichts~
lage (u(t?=0>. Da die Stabilitdtsuntersuchung bei diesen
einfachen Beispiel nur nach Vertikalschwingungen fragt,

liegt der signifikante Freiheitsgrad (u¢t)) und danit der



Ausgangszustand AO (u(t)=0) fest. Da als Stérung u#0
zugelassen ist, muB das Problen nach der alternativen
Klassifizierung der Stabilitat einer Gleichgewichtslage
zugeordnet werden.

Von Stabilitat der Vertikalschwingung Kann in diesemn
Zusammenhang nicht gesprochen werden, da diese Bewegung
eine Stérung voraussetzt und somit als BAusgangszustand

nicht in Frage kommt.

Wind
e fire.

Bild 2.10: Fligelsegment nach /44/

In der Realitat, treten Stérungen in Form von Turbulenzen

oder Béen auf. Die daraus resultierende Bewegung wird durch
U+ 2800 + o'u = ACuCt))

beschrieben, wobei A(t) verschiebungsabhsngig ist. Beij
Stabilitat des Gleichgewichtszustandes Kkehrt das gedampfte
System in diesen zurdck, bei Instabilit&t, die oberhalb
einer Kkritischen Windgeschwindigkeit auftritt, wird eine
selbsterregte Vertikalschwingung angefacht. Sie wird als
Flattern bezeichnet, womit dhnlich den vorhergegangenen
Beispielen das Instabilitsat anze igende Phinomen beschrie-
ben wird.

Der Vollsténdigkeit halber sei erwdhnt, daB neben den
geschilderten Schlagschwingungen auch Drehschwingungen
vorKommen, man spricht in diesen Zusammenhang auch von
Torsionsdivergenz /447, Aufgrund wvon aerodynamischer
Dampfung sind die beiden letztgenannten nicht so gefahrlich

wie Biegetorsionsschwingungen, die weniger gedémpft sind



und deshalb schneller zum Bruch fihren.

Weiterhin sei angemerkt, daB in einfachen Fallen auch eine
quasi statische Betrachtungsweise méglich ist. Ahnlich den
Eulerstab liefert sie nur die kritische Windgeschwindig-
keit, das nachkritische Verhalten erfordert eine nichtli=-
neare Theorie /26/.

Selbsterregte Schwingungen an Tragwerken des Bauwesens
sind, entsprechend der beinm Tragfligel gezeigten Vorgehensg -
weise, ebenfalls der Stabilitdt einer Gleichgewichtslage
zuzuweisen. Im folgenden sollen die bei diesen Strukturen
wesentl ichen Phanomene in Bezug zur Stabilitdtsunter~
suchung gem&B Bild 2.2. gesetzt werden.

Mit AbreiBflattern wird ein Instabilitétsphinomen gekenn~
zeichnet, das beispielsweise bei Héngebricken auftritt und
zum Einsturz der Takomabricke fihrte. Stérungen stellen
dabei Strémungsabrif und Wirbelbildung dar.

Die von eisbehafteten Freileitungsseilen her bekannte
Galloping-Instabilit&t resultiert aus der Querschnittsform.
Infolge der aus einer Stérung der Gleichgewichtslage resul-
tierenden Bewegung wird der Querschnitt schrdyg angestrémt,
wodurch bei entsprechender Gestalt Quertriebskrifte entste~
hen, die die Bewegung weiter anregen /105/, Da hier
offenbar die Querschnittsgestalt dber Stabilitat oder
Instabilitdt entscheidet, wird oft auch von stabilen bzw.
instabilen Querschnitten gesprochen, was im Sinne obiger

Uberlegungen (s. Abschnitt 2.3) falsch ist.

2.5.4 Erzwungene Schwingungen

Tragwerke des Bauwesens, oder allgemeiner nichtikinenatische
Systeme, fihren unter ze jtabhéngiger Belastung erzwungene
Schwingungen aus. In diesem Abschnitt werden die in diesen
Zusammenhang méglichen Stabilitétprobleme untersucht. Zur
Unterscheiduny von verwandten Problemen, die bei statischen
Lasten m8glich sind, wird hierfar der Begriff dynamische
Stabilitdt von Tragwerken verwendet. Dementsprechend werden

kritische Lasten als dynamische Beul~ bzw. dynamische
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Verzwe igungslast beze ichnet. Zur Begriffsbildung sei
weiterhin angemerkt, daB in Bnalogie zu statisch belasteten
Strukturen von Stabilitdt und nicht von Beschranktheit
gesprochen wird. Dies wird trotz der Inhomogenitat der
Probleme dadurch begrindet, daB bei freien Schwingungen
dieser Systeme Keine Stabilitdtsproblemne auftreten.

Im folgenden soll eine stabilitdtstheoretische Beschreibung
der beobachtbaren Phanomene gegeben und auf die alternative

Klassifizierung nach Abschnitt 2.3 eingegangen werden.
2.5.4.1 Durchschlagen unter dynamischer Belastung

Zur Veranschaulichung der oben genannten Zusammenhinge
eignet sich besonders gut der in Bild 2.,1! dargestellte
symmetrische Zweibock. Das System besitze als einzigen
Freiheitsgrad die Vertikalverschiebung des mittleren

Knotens, ein Ausknicken der Einzelstdbe sei ausgeschlossen.

~&
=10 10 m?

2,1-10° MN/m?

=10 MNs?/m”

o
hd -
.\’u:;f
Il

Bild 2.11: Zweibock

Zu Vergleichszwecken sind in Bild 2.12 die sich be i
statischer Belastung mit Last~ bzw. Verschiebungskon-
trolle ergebenden Lastverschiebungskurven dargestellt: Mit
Erreichen der Last P, wird die obere Gleichgewichtslage in-
stabil, das System schldgt in die untere, stabile Gleichge~
wichtslage I1 durch.

Zu dey lastkontrollierten Ldsung ist anzumerken, daB sie
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mittels einer dynamischen Untersuchunyg gewonnen wurde. Die
"“statische"” Belastung wurde durch eine linear ansteigende
Last-Zeit-Funktion dargestellt, bei einer geringeren Belas-
tungsgeschwindigkeit als der hier untersuchten verschwinden
die Schwingungen in den vorkritischen Zustdnden (Bild
2.12>, die Durchschlagslasten unter Last- und Verschie~

bungskontrolle stimmen dann exakt dberein.

2.60 !
/
2.20 | Lastkontrolle
/\ ¢
=
Z /
\
0— /
-
9]
5 /
L///,,Verschiebungs~
/ kontrolle

~0.20 AN /

~0.60

~.

-1.00 L t -
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00

VERSCHIEBUNG uy <M>

Bild 2.12: Lastverschiebungskurven unter statischer Last

Wird die Belastung nun schlagartig aufgebracht und
anschljeBend konstant gehalten (Stufenlast), so sollte sich
das System, da es nur einen Freiheitsgrad besitzt, &hnlich
verhalten. Die Héhe der Kritischen Last ist nun allerdings
nicht mehr analytisch zu bestimmen. Oblicherwveise wird zu
ihrer Brmittlung so vorgegangen, daB die Last schrittweise
erhéht und die sich daraus ergebenden Verschiebungs~
Zeitverldufe berechnet werden. Das Durchschlagen in die
untere Gleichgewichtslage 1ist hieran als plétzl iche
&nderung des Systemverhaltens ablesbar und zeigt das
Erreichen der dynamischen Durchschlagslast an. Dieses
anschauliche Kriterium wurde von Budiansky, Roth /30/
eingefihrt. Fir das Beibpiel ergibt sich die dynamische
Durchschlagslast nach Bild 2.13 zu P=0,77 MN und liegt
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damit deutlich unter der statischen von P=1,0 MN.
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Bild 2.13: Dynamische Durchschlagslast

Es stellt sich hier die Frage, wie das g¢geschilderte
praktische Vorgehen stabilitdtsthecoretisch zu begrinden
ist. .

Der nach Lijapunov (vergl. Bild 2.2.) erforderliche Ver-
gleich zwischen gestérter und ungestdrter Lésung ist in
Bild 2.14 dargestellt. Fir die Integration der Bewegungs-
gleichung nach Newmark (B=1/4, &=1/2) wurde der Zeitschritt
so Klein gewdhlt, daB die Lésung frei von Einflisse aus der
Zeitintegration ist; vom Stérungscharakter der Numerik soll
erst spdter die Rede sein (Bild 2.15).

Zur Stabilitdtsuntersuchung der Ldésung fir P=0,77 MN werden
nun zwei unterschiedliche Stérungen verwendet: Neben einer
impulsférmigen Stérlast, dargestellt durch eine Kurzzeitige
Lasterhshung auf P=0,771, wird eine dauvernd wirkende Stér-
last von AP=0,0005 MN bhetrachtet. Die daraus vresul-
tierenden Verschiebungszeitverldufe zeigen die Instabilitat

der ungestdrten Lésung an (Bild 2.1{4?.



39

3.0000
At = 0,000125 SEC - FEINER ZEITSCHRITTY

2.7000

2.4000
A
% 2.1000 b

0771 0,77

3 1.8000
2 R
z 7598 TS 138
YWy 2000
T
[&]
¥ oso00 v/
ul
-

0.6000 N

0.3000 f ungestort

P=0,77 MN
0.0000 »
0.0000 0.0625 0.1250 0.1875% €.2500
ZEIT <SEC >

Bild 2.14: Gestérte und ungestérte Lésung

Mit diesen Untersuchungen ist einerseits gezeigt, daf
hinsichtlich des Zeitverlaufes der Stérlast ke ine
Einschrénkungen bestehen, andererseits ist damit folgende
Interpretation des oben erwdhnten praktischen Vorgehens
méglich: Bel der -schrittweisen Erhshung der Stufenlast
(P, .. P, P, “t%’ stellt der Zeitverlauf unter P=p die

ungestdrte und der aus P,,, resultierende, die gestérte
Lésung dar. Wird dér Ubergang des Systems in die untere
beobachtet,

so folgt daraus zundchst Instabilit4t unter P, und daraus

Gleichgewichtslage das erste Mal unter P,
wegen P, OP erst Instabilitét der L&sung fir P

Bei den Untersuchungen fir Bild 2.14 wurde dber die
Zeitschrittwahl, die im Rahmen der Bnnahnmen “"exakte Lésung”
realisiert. Da man bei praktischen Untersuchungen aus
Wirtschaftlichkeitsgrinden bestrebt ist, einen méglichst
grofen Zeitschritt zu wihlen (s. Bild 2.13), ist zu Kliren,
wie die daraus resultierenden Ungenauigkeiten die Stabili-
tdtsuntersuchung beeinflussen. Zu diesem Zweck sind in Bild

2.15 Zeitverlaufsberechnungen unter P=0,77 MN nit ver-
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schieden groBen At dokumentiert.
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Bild 2.15: Stérungen aus der Zeitintegration

Zunéchst folgt daraus, dafl das ochen verwendete
Zeitinkrement von At=0,000125 se¢ tatsdchlich die "exakte
Lésung" liefert. Weiterhin ergeben die Berechnungen mit
At20,001 sec Verschiebungszeitverlsufe, die der oben gefun-
denen, gestdérten Lésung entsprechen. Da es sich hierbei
nicht um eine Instabilitdt des Zeitintegrationsverfahrens
handelt, was im Abschnitt 3.3.4.1 noch gezeigt wird, folgt
hieraus, daB die aus der Numerik resultierenden Unge-
nauigkeiten ebenfalls Stérungscharakter besitzen.

Bei der praktischen Berechnung wird, um die fur die
ungestérte Lésung erforderliche Kleine Zeitschrittweite zu
umgehen, vom Stérungscharakter der Numerik Kein Gebrauch
gemacht. Damit 1ist im Rahmen der oben skizzierten Vorge~
hensweise davon auszugehen, daB sowohl P als auch P,
mit numerischen Ungenauigkeiten behaftet sind. Dies wird
sich zwar auf die Genauigkeit der ermittelten dynamischen

Durchschlagslast auswirken, das prinzipielle Vorgehen wird,
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da beide Lésungen gleichermaBen gestdrt sind, dadurch nicht

in Frage gestellt.

Bei diesem Beispiel muB nach beiden im Abschnitt 2.3
diskutierten Klassifizierungsnéglichkeiten von Stabilit#t
einer Bewegung gesprochen werden; der Ausgangszustand ist
identisch mit der Schwingung, die durch die Last angeregt
wird, als Stérung Kann eine impulsfdrmige Stérlast dienen,
und das Durchschlagen in die untere Gleichgewichtslage ist
durch u beschreibbar.

Bei <den bisherigen Ausfilihrungen zu diesem Beispiel wurde
stillschweigend vorausgesetzt, daB als Ausgangszustand Kein
Durchschlagvorgang gewéhlt wird, in diesem Fall wirde die
oben stabilitétstheoretisch begrindete Vorgehensweise nicht
zum Ziel filihren. Bei dem Zweibock ist diese Frage aufgrund
des einfachen Systemverhaltens leicht zu entscheiden, bei
komplizierteren Strukturen, die ebenfalls dJdurchschlagen,
kénnen zusé&tzliche Uberlegungen erforderlich werden. Hier
kénnen unter anderem auch die Kriterien des Abschnittes 3.4

eingesetzt werden,

2.9.4.2 Verzweigen unter dynamischer Belastung

Das Verzweigea von nicht kinematischen Systemen unter
dynamischer Belastung soll am Beispiel des im Bild 2.3
dargestellten Eulerstabes diskutiert werden. Zur Abgrenzung
von parametrischen Resonanzen wird, wie im vorherigen
Abschnitt, eine plétzlich aufgebrachte Axiallast betrach-
tet. Instabilitdt in Form der in /48/ beschriebenen, ge-
koppelten, hochwelligen Lings~ und Biegeschwingungen sind,
aufgrund des vorausgesetzten Hookeschen Materialverhal-
tens (s. Abschnitt 2.2), nicht méglich.

In Gegensatz zum Zweibock hat die dadurch angeregte
Schvingung keine Komponenten in einer méglichen Busweich-
richtung des Systems. Daraus folgt bereits, daB analog zur
Analyse unter statischer Belastung, eine guer zur Stabachse
gerichtete St8rung erforderlich ist.

Bild 2.16 zeigt verschiedene Verschiebungszeitverlaufe, die
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sich nach Aufbringen der axialen Stufenlast plus der in
Bild 2.16 dargestellten Stérung ergeben. Solange P unter
der Eulerlast blieibt, erfillen die aus der Stdérung resul=-
tierenden Querschwingungen die Bedingung der Stabilitat.
Sobald die Stufenlast die statische Knicklast Gberschrei=-
tet, verl&Bt die gestdérte Ldsung die £€-Umgebunyg der unge-
stérten und zeigt damit Instabilitdt des Ausgangszustandes
an; statische und dynamische Verzweigungslast stimmen fir

dieses Beispiel lberein,
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Bild 2.16: Eulerstab unter Stufenlast

Nach der alternativen Klassifizierung wird der Ausgangs-
gangszustand -~ wie im statischen Fall - durch v=0 be=-
schrieben, eine Stérung in dieser Richtung erzeugt oberhalb
der dynamischen Verzweigungslast den bergang des Systems
in die ausgebogene Lage, die ebenfalls durch v (v#0)
beschrieben wird. Damit liegt auch beim Verzweigen unter
dynamischer Belastung eine Instabilitét der Gleichgewichts-
lage vor und zwar derjenigen Lage (v=0), um die das Systen
bei Stabilitdt schwingt, beziehungsweise die es bei Insta-
bilitat verldnt.
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Bei dem Versuch, das bei Instabilit&t beobachtbare Aus-
we ichen des Systems als Instabilitdt einer Bewegung
anzusprechen, wird die zwelte Forderung der alternativen
Klassifizierung verletzt. Der durch die Stablangsschwingung
dargestellte Ausgangszustand kann durch eline axialge-
richtete Stérung nicht so beeinfluBt werden, daf sich der

beschriebene Ausweichvorgang einstellt.
2.53.5 Zusammenfassung Kapitel 2

Mit Hilfe der oben dargestellten Untersuchungen Konnte
gezeigt werden, daf sa&nmntliche bei mechanischen Systemen
auftretenden Stabilitdtsprobleme auf der Basis der Stabi-
litétsdefinition von Ljapunov gemeinsam behandelt werden
kénnen.,

Speziell bei dynamischen Stabilitatsproblemen von Trag-
werken Kkonnte die praktische Brmittlung der dynamischen
Beullast in Bezug zur Stabilitdtstheorie gebracht werden.,
Fir die in diesem Zusammenhang wesentlichen Zeitinte~
grationsverfahren Konnte gezeigt werden, daB den daraus
resultierenden numerischen Ungenauigkeiten Stérungscharak-
ter zukommt.
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3. Untersuchung der dynamischen Stabilitat
mit der Methode der finiten Elemente

Mit der Methode der finiten Elemente steht ein numerisches
Werkzeug zur Verfigung, das prinzipiell die Lésung belie-
biger Stabilit&tsprobleme gestattet. Damit verlieren die
fir Spezialaufgaben entwickelten Verfahren an Bedeutung und
sollen hier nicht erértert werden. Im Abschnitt 3.1 wird
daher nur eine Ubersicht {ber verschiedene N&herungsstufen
gegeben und die Einordnung der finiten Elementmethode
vorgenommen.

Die Methode selbst wird im BAbschnitt 3.2 vorgestellt, im
Detail soll hier die Diskretisierung der Trégheitskrafte
mit Hilfe degenerierter Elemente dargestellt werden. Inm
AnschluB daran (s. Abschnitt 3.3) werden Zeitintegrations-
verfahren unter dem Aspekt diskutiert, besonders geeignete
Algorithmen auszuw8hlen wund Empfehlungen fir die Zeit~-
schrittwahl, MaBnahmen zur Konvergenzbeschleunigung etc. zu
erarbeiten. Hier soll auch auf Probleme eingegangen
werden, die sich bei nichtlinearen Untersuchungen allgemein
und insbesondere bei Stabilit&tsanalysen in Verbindung nit
der direkten Zeitintegration ergeben.

Im darauffolgenden Abschnitt 3.4 werden aus der Literatur
bekannte Verfahren, die eine direkte Bestimmung der dyna~
mischen Beullast gestatten, vorgestellt und bewertet.
Dardberhinaus wird eine eigene Methode entwickelt wund
anhand von Beispielen in ihrer Wirksamkeit dberprift.

3.1 Ubersicht idber vorhandene Methoden

Mathematische Verfahren zur Lésung von Stabilitdtsproblemen
basieren im wesentlichen auf dem von Ljapunov angegebenen
Methoden /82/. 8Sie sollen- unter Hinweis auf die hierzu
vorhandene ausfihrliche Literatur /27/, /92/, /49/ nur Kurz
beschrieben werden.:

i. Ljapunovsche Methode: hier wird der Verlauf von
gestérter und ungestérter Lésung iber die Zeit betrachtet,

wozu die Lésung eines Systems von Differentialgleichungen



45

erforderlich ist. Anwendungen hierzu finden sich z.B. in
/137, 790/, /67/. Hier sei bereits darauf hingewiesen, daB
Eigenwert-Stabilitédtskriterien nur bei linearen Systemen
direkt zum Ziel fihren, bei nichtlinearen Problemen Kénnen
sie, aufgrund der Zeitvarianz der Systemmatrizen, nur
begleitend eingesetzt werden. Auf diese Thematik wird im
Abschnitt 3.4 noch ndher eingegangen.

2. (direkte) Ljapunovsche Methode: sie vermeidet die
Lésung des Gleichungssystems; stattdessen werden Funktionen
gesucht, die die Ljapunovsche Matrizengleichung erfillen
/82/. Beispiele hierzu finden sich z.B. bei Hagedorn /49/.
Da diese Ljapunov-Funktionen oft nur unter erheblichen
Schwierigkeiten beziehungsweise gar nicht /92/ gebildet
werden Kdénnen ist die Verwendung der Methode beschrénkt,
daher soll hier auf eine ausfiihrliche Darstellunyg ver-
zichtet werden.

Tafel 3.1 Approximative L&sungsverfahren

System partieller DGL + AB + RB

analytische analytisch- numerische
numerische
Verfahren Verfahren Verfahren

I
Ortsdiskretisierung
]

MWR FEM FEM, FDM
{

Zeitdiskretisierung
]

Stérungsrechnung dir. Integr.

1 !

Lésung
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Die 1. Methode erfordert im allgemeinen die Ldsung eines
Systems partieller Differentialgleichungen mit Anfangs-
(AB) und Randbedingungen (RB). Da hierfir nur in einfachen
Sonderfédllen exakte Lésungen existieren, sollen im folgen~-
den nur Ndherungslésungen diskutiert werden. Eine BAuswahl
gebrduchlicher Verfahren ist in Tafel 3.1 zusammengestellt,
alternative Strategien finden sich z.B. in /92/. Wegen wei-
terer Méglichkeiten, die Trennung von Orts- und Zeit-

diskretisierung vorzunehmen, sei auf /59/ verwiesen.

Nach /92/ wird im Rahmen der Ortsdiskretisierung die
Methode der gewichteten Residuen in analytischer Form
hdufig angewandt. Fir die Lésung im Zeitbereich Kkann z.B.
die Stérungsrechnung nach Lindstedt (fir periodische
Lésungen /42/) eingesetzt werden. Aufgrund der Beschran-
kungen, die allein aus dem im Rahmen der Methode der ge -
wichteten Residuen (MWR) notwendigen Ansatz (z.B. Galerkin)
resultieren, ist das analytische Verfahren auf einfache

Strukturen mit einfachen Randbedingungen beschrankt.

Diesen Nachteil umgehen die analytisch-numerischen
Verfahren. So wurde z.B. 1in /35/ eine Ortsdiskretisierunyg
mit Hilfe der finiten Elemente (FE) durchgefohrt und aus

dem linearisierten Eigenwertproblen
(I - MMIP(x) = O ’ (3.1)

die EigenVektoren ®, bestinmt. Mit den Lagrangeschen Glei=-

chungen und einem Ansatz der Form
w o= oy () (x) (3.2)
. i

ergibt sich ein System von gewdhnlichen Differential-
gleichungen (DGL) zweiter Ordnung. Dieses reine Zeitproblen
kann wieder mit einer Stdrungsrechnung analytisch gelést
werden. Da diese Methode auf einer Stérung der Lésung des
linearen Problems basiert, kann sie nur bei schwach

nichtlinearen Problemen angewandt werden /92/.
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Dieser Einschrdnkung unterliegen die numerischen Verfahren
nicht. Wahrend bei der Ortsdiskretisierung mit Hilfe
finiter Differenzen (FD) gewisse Einschrénkungen hinsicht-
lich der Geometrie der Rénder der Struktur bestehen,
gestattet die finite Elementmethode (FEM) prinzipiell die
Ldsung allgemein nichtlinearer Probleme.

Im Zusammephang mit der FEM empfiehlt es sich, von einer
Integralfornulierunyg auszugehen. Sie kann aus den Dif-~
ferentialgleichungen mit Hilfe der MWR oder durch die
Anwendung eines Variationsprinzips erhalten werden (s. z.B.
/32/, /40/). Im Abschnitt 3.2 ist diese Vorgehensweise
ausfihrlich dargestellt, dort wird wegen der einzu-
setzenden Verschiebungselemente vom um die Tré8gheitskréfte
ervweiterten Prinzip der virtuellen Verschiebungen
(P.d.v.V.) ausgegangen.

Den n#chsten Schritt des numerischen Verfahrens stellt die
Ober fihrung der nunmehr in Integralfornm vorliegenden
Bewegungsgleichung nit Hilfe eines bereichsweisen Ansatzes
(Ortsdiskretisierung) in ein System von gewdhnlichen DGL
2. Ordnung dar, wobei die nichtlinearen Terme in den
verallgemeinerten inneren Kriften enthalten sind

CF =5 Cu) )

MG o= R~ €3.3)
bzw. unter EinschluB der physikalischen Dampfung

MU+ DG o= R - €3.4)
Fihrt man weiterhin eine Diskretisierunyg im Zeitbereich ein
und trifft Annahmen fir die Beziehungen zwischen Verschie-
bungen und ihren Zeitableitungen, so ergibt sich ein System
von algebraischen Gleichungen, das fir alle Zeitschritte t,
t+At... =zu lésen ist. BAuf die Unterschiede, die sich in
Rahmen der Ableitung flr explizite und implizite Zeitinte-~
grationsverfahren ergeben, sei hingewiesen. Sie betreffen

den Zeitpunkt, zu dem Orts- bzw. Zeltdiskretisierung
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einzufihren sind, und werden im Abschnitt 3.2 ausfihrlich
behandelt.

Die Méglichkeit einer Ortsdiskretisierung mit Hilfe von FD
wurde Dbereits angedeutet. Von Baitinger /12/ wurde Iin
Verbindung mit expliziter Zeitintegration ein effizientes
Verfahren vorgestellt. Aufgrund der Schwierigkeiten, die
bei finiten Differenzen z.B. bei unregelmdBigen Randern
auftreten kénnen, sind derartige Konzepte allerdings auf

spezielle Anwendungsgebiete beschrinkt.

Zusammenfassend ist festzustellen, daB beliebig nichtli-
neare, zeitabhsngige Probleme nur mit Hilfe numerischer
Verfahren und hier speziell mit einer Ortsdiskretisierung
nach der FEM und direkter Integration im Zeitbereich
zufriedenstellend zu lésen sind. Im folgenden wird deshalb
eine Beschrinkung auf FE~Modelle {(speziell Verschiebungs-
nodelle) wund direkte Zeitintegration vorgenommen. Damit
ist die Lésung beliebig nichtlinearer, zeitvarianter,
konservativer und nichtKkonservativer, heteronomer und

autonomer Systeme mdglich.
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3.2 Bewegungsgleichung, Ortsdiskretisierung mit FE

3.2.1 Bewegungsgleichung

In diesem Abschnitt soll die im Sinne der FE diskre-
tisierte Bewegungsgleichungen des Kontinuums formuliert
werden. Fir die Statik wurde diese Aufgabe beispielsweise
von Ramm /101/ gelést, fir die Dynamik findet sich eine
detaillierte Lésung bei Bufler /33/, auBerden sei auf /16/
verwiesen. In /16/ wurde die Bewegungsgleichung aus der
statischen Gleichgewichtsbheziehung erhalten, indem die
Trégheitskrifte aus den Volumenkrdften abgespalten wurden.
Dies 1ist formal insofern nicht ganz Korrekt, als dadurch
die virtuelle Arbeit der d’Alembertschen Tragheitskrédfte im
P.d.v.V. der virtuellen BuBeren Arbeit zugeordnet wird.

Bei der im folgenden dargestellten Ableitung wird die
virtuelle Arbeit der Tr&gheitskridfte direkt eingefdhrt. Im

Hinblick auf die unterschiedlichen Lésungsstrategien, die
far explizite und implizite Zeitintegrationsverfahren
erforderlich sind, wird die diskretisierte Bewegungs-

gleichung fir beide Methoden getrennt hergeleitet. Auf die
Unterschiede, die sich dabei insbesondere im Hinblick auf
die Reihenfolge ergeben, in der Orts=- und Zeitdis~-
kretisierung einzufthren sind, soll besonders eingegangen
werden.

3.2.,1.1 Bewegungsgleichung fir explizite

Integrationsver fahren

Zundchst wird die Bewegungsgleichung fGr explizite Integra-
tionsverfahren hergeleitet. Sofern nichts Gegenteiliges
vereinbart wird, gilt die Einsteinsche Summationskonven-
tion. Im Hinblick auf die Ortsdiskretisierung mit Hilfe von
finiten Elementen mit Verschiebungsansdtzen wird vom
P.d.v.V. unter Einschluf der d’Alembertschen Tragheits-
kr&fte ausgegangen.
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Bezogene Gréflen, die eine Bewegung des Kontinuums in
raumfesten, Kartesischen Koordinaten beschreiben, werden
auf die Ausgangslage zum Zeitpunkt t=0 bezogen. Dies
entspricht einer "totalen Lagrange-Darstellung” (TL); die
ebenfalls mégliche "mitgehende Lagrange-Fornmulierung” (UL
ist fir den statischen Fall ausfidhrlich in /258/ behandelt,
hier soll dieser Hinweis genlgen. Unter Hinweis auf die
Stetigkeitsanforderungen an die verwendeten Spannungen,
Dehnungen und Verschiebungen /33/ ergibt sich aus dem

P.d.v.V. fir die virtuellen Arbeiten zu jedem Zeitpunkt t:

t t o L) 0, t t o,
-, ', = [Te ti, su, gy + s sle,, acw (3.5>
°y v
t t ¢ o t [
sW,,, = Lt‘ Su, aC°a) + j‘gaq‘ su, a°vy (3.6)
Y °v
Wegen SW,, + ‘ew,, + ‘SW,, = O €3.7)

erh&lt man:
[re ti, 6u, ac’w> = ‘ow, - [, 6
oy °y

Hierin treten neben den Oberflachen~ bzw, Volumenkrdften ;t

t
L

g,, 4’V (3.8

1
€ s
bzw. q, die Green-Lagrange-Verzerrungen

t € €

€. = 0,5Cu  +'u o+ ‘u . fu (3.9

&
[ ¥ 9 sy 07 4yt Q TRy O ey

sowie die Kirchhoff-Piola Spannungen 2. Art zum Zeitpunkt t

€ o @, t o

%
oS, = T b4 T, ¢/ @ (3.10)

L2NE T3 25 Jaax T S 2 11

auf; x,  bezeichnet den Deformationsgradienten, .t,, eine
Komponente des Cauchy Spannungstensors.

Gleichung (3.8) stellt die schwache Form der Bewegungs=—
gleichung des Kontinuums in allgemeiner Weise dar, ein-

schrénkende Annahmen sind noch nicht enthalten.

Nun wird eine Ortsdiskretisierung im Sinne der finiten
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Elemente mit gleichartiger Interpolation von Geometrie wund
Verschiebungen durchgefihrt (isoparametrische Elemente).
Mit den Knotenkoordinaten = (k) bzw. - Verschiebungen
wa (k) gilt fir das Element:

X, = M

i [£%]

T (KD €3.11)

&
i o

u, = N, fwa, G0

t

bzw. w o= N Cwa o

Swa = N Swa (k)
L «3.123

b .

o= N T

& ..

o= N Cwao

Die Matrix der Interpolationsfunktionen BN bzw. der Spal~
tenvektor fir die i~te Richtung WM, sind von der Art des

Ansatzes und des Elementes abh&ngig. Die virtuelle Arbeit
der d’BAlembertschen Tragheitskrafte gem&B Gleichunyg €(3.83,
die sich in Matrizenschreibweise wie folgt darstellen 148t:
Sw,,, = J"’g swa” addvs €3.13)

°v

wird mit dem Ansatz (3.12) in die diskrete Form Gberfihrt.
8ie wird nur fir ein Element angeschrieben, die Integration

ist dabei uber das Elementvolumen auszufihren:

Swe = f“g S GOMNNT " (0dac’n €3.14)
ovE‘
= swa oM Gk

mit M = [ComarrTacvy (3.15)

OVEI
Gleichung (3.15) stellt die Konsistente Massenmatrizx eines
Elementes dar, die Matrix fir das Gesamtsystem M_ ergibt

sich aus dem Zusammenbau der Einzelmatrizen, wobei die
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Knotengleichgewichts- und Vertrdglichkeitsbedingungen zu
erfillen sind. Entsprechend dem fir die Massenmatrix
gezeigten Vorgehen fihrt die virtuelle &uBere Arbeit zu:

t El

SW

o= sl (o R
(3.16)
= su GO [N L EaCh) + [N lgacv
OAEI OVEl
sowie die virtuelle Arbeit der verallgemeinerten inneren
Krafte /101/ zu:

t El

iy

sWS,, = sua (k) F = <su'(k)j‘;B‘§Sd<°v> €3.17)
OVEI

Die Operatormatrix :IB sowie der Vektor der Kirchhoff-Piocla

Spannungen 2. Art sind in /101/ angegeben, deshalb soll

hier auf eine detaillierte Darstellung verzichtet werden.

Mit den Vektoren der verallgemeinerten inneren ;E? be ~
ziehungsweise &uBeren Knotenkréfte ‘B2 fiar das Gesamtsysten
148t sich nun Gleichung (3.8) in diskretisierter Form an-

schreiben:

su’toM Gk = su GOI'R - (B

v t

k) = "R - P (3.18)

bzw. B

:IT=;I?(t11) beinhaltet die nichtlinearen Terne.

Es sei darauf hingewiesen, daB die Bewegungsgle ichung
(3.18) nur bezliglich des Ortes diskretisiert ist, die Zeit-
diskretisierung wird erst im Rahmen des Zeitintegrations~-
verfahrens durchgefiihrt. Die GrdBen in Gleichung (3.18)
sind direkt berechenbar; deshalb sind bei der weiteren

Lésung Linearisierunyg und Iteration nicht erforderlich.
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3.2.1.2 Bewegungsgleichung filr implizite

Integrationsver fahren

Zur Herleitung der in Verbindung mit impliziter
Zeitintegration erforderlichen Form der Bewegungsgleichung,
wird das P.d.v.V. 2zum Zeitpunkt t+At angeschrieben. Dies
bedeutet, daB bereits hier die Diskretisierung bezigl ich
der Zeit eingefihrt wird. Damit werden nur noch die
Zeitpunkte t,, t,, ... t, t+At mit dem zeitlichen Abstand
At betrachtet.

Zum Zeltpunkt t+At ergibt sich aus Gleichung (3.8):

J“g T Su Ay = e - J'“";su 8" e, AV
v °v (3.19)
mit oW, = ‘l‘h“t‘ Su dc’sy + I"g MRS Tat' S

OA DV

Den Zeitinkrementen At werden Verschiebungs-, Dehnungg-
und Spannungsinkremente U,s of,,, bzw. 8 = zugeordnet.
Damit lassen sich die Gré&Ben zun Zeitpunkt t+AT

darstellen:

T+ AL %
ul = U‘ + U‘
tsat v
o1y T ogu + o€ay
(3.203
0By T ofiy t oMy,
6 a &
oéu h osu + 03“

Mit Gleichung €(3.9) sind die Green-Lagrange-Verzerrungen
zum Zeitpunkt t gegeben, fir den linearen Anteil des
Verzerrungsinkrementes 08y, sowie fur den nichtlinearen
Anteil oy, 9ilt /101/:

t i

e 14
oy = 0,5Cu o+ oUge F ooy oMuy t oY ot (3.213
oty = O’Souu,x o,y (3.22)
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Die konstitutiven Gleichungen fir das Inkrement lauten:
osu = ocuu o€t €3.23)

Die Beziehung gilt far lineares und nichtlineares Material-
verhalten, Einzelheiten hierzu finden sich z.B. in /18/.

t+ At & . -
oFuy = OG0, + 8,0 = 8.8, = S, + 6,

Mit &
und den Gleichungen (3.20), (3.23) erh&8lt man aus (3.19)
die inkrementelle Bewegungsgleichung:

Joo i, sugcvs v o, endee, @ + [l 60, a0 =

t4kl 0 K1 0T 4y

°y °y °y

(3.24)
“tsu, - [is,, 6, a¢m
°v

Sie ist wegen der Nichtlinearitdt in den Verschlebungs~
inkrementen nicht direkt 1lé8sbar, mit Hilfe einer
Linearisierung, die sich durch den Obergang of iy Poe,, er-
gibt, wird Lésbarkeit hergestellt. Der daraus resul-
tierende Fehler wird mittels Iteration beseitigt.
Zu diesem Konzept finden sich in der Literatur ausfihrliche
Darstellungen =z.B. 7101/, /38/, hier wird darauf in
Abschnitt 3.3.3 eingegangen.

Die linearisierte, beztglich der Zeit bereits diskreti-
sierte Bewegungsgleichung:
f"g TG, sua’Vy ¢+ fC e

3
13kl 07 ki

°V ey Y

0T 4y

¢ t 0,
8,0,y + ['5, 6.0, 4CW) =

{3.25)
Thew,, - ‘[f,s” 8,e,,dC°)
Y
wird nun mit Hilfe des Ansatzes (3.12) auch bezlglich des
Ortes diskretisiert. BAnalog =2zu der oben geschilderten

Vorgehenswe ise erhidlt man nun:
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Mcnuﬁ(k) N :Ku(k) - At L ‘;F (3.26)

Die Tangentensteifigkeitsmatrix ;1( 148t sich nach 7101/ in
die inkrementelle elastische (;l(e ) und die geometrische
Steifigkeitsmatrix (;Ecg) zerlegen.

t

t 13
A = e + Ky (3.27)

Die Beziehung (3.26) enthdlt wieder Matrizen bzw. Vektoren
des Gesamtsystems, die sich aus dem Zusammenbau ergeben.
Auf Elementebene gelten wieder (3.15), (3.17) sowie:
CeR = [N teacn ¢ [N T igacn (3.28)
o pE! o /Bl
Die inkrementellen Steifigkeitsnatrizen sowie die darin

enthaltenen GréBen sind in /101/ angegeben:

€ ¥ opar T v o R

KEL = [T coiBacy (3.29)
oVE_I

‘Bl - J'*}A?,”s Ay (3.30)

g o ) ) .
°VEI

Flir groBe Verdrehungen liefert die Kkonsistente Lineari-
sierung von €3.19) beil Schalen und St3ben <(degeneriertes
Konzept) einen Zusatzterm in der Tangentensteifigkeits~
matriz /102/.

Als Unterschied zur Bewegungsgleichung far explizite
Verfahren hat sich gezeigt, daB fir implizite Methoden be~
reits bei der Herleitung von (3.26) die Zeitdiskre=
tisierung durchzufihren ist. Aufgrund der oben darge-
stellten Linearisierunyg ist bei impliziten Verfahren inm

allgemeinen eine Gleichgewichtsiteration erforderlich.

Auf dle stets vorhandene physikalische Dampfung wurde bei
den bisherigen Betrachtungen bewuBt nicht eingegangen. Es
hat sich gezeigt /18/, daB die aus der Einfihrung einer
virtuellen Arbeit der Da&npfungskrifte resultierende
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Elementdampfungsmatrix nicht zum Ziel fihrt, insbesondere
weil die in Wirklichkeit freguenzabhéngigen Dampfungsmaie
auf Elementebene Kaum oder gar nicht zu bestimmen sind.
Diese Schwierigkeit wird dblicherweise dadurch umgangen,
dafB fir die Dampfungskréfte eine einfache Annahme wie =z.B.
Proportionalitdt zu inneren und/oder Tr&gheitskr&ften

/91/ getroffen wird. Die so ermittelten Di&mpfungsmatrizen:

D = aM + bK

werden auf Systemebene in die diskretisierten Bewegungs-
gleichungen (3.18) bzw. (3.26) eingebracht. Damit stehen
nun fir explizite (3.31) bzw. implizite Verfahren (3.32)
die vollstdndigen, diskretisierten Bewegungsgleichungen des
Kontinuums zur Verfigung.

M k) + Dok = TR - EF €3.31)

0

M TGO DTRG0+ Kag = YR - (3.32)

«

3.2.2 Konsistente Massenmatrizen

degenerierter Elemente

Die aus der Ortsdiskretisierung des P.d.v.V. resultierenden
Elementmatrizen sind im vorherigen Abschnitt nur allgenmein,
d.h. ohne Spezialisierung auf ein bestimmtes Element ange~
geben. Da die fiar statische Berechnungen erforderlichen
Matrizen, wie z.B. die Steifigkeitsmatriz oder die Vektoren
der rechten Seite fiir degenerierte Elemente aus der
Literatur /102/ bekannt sind, soll in den Abschnitten 3.2.2
sowie 3.2.3 nur auf die konsistente bzw. zusammengefafite
Massenmatrix dieser Elemente eingegangen werden.

Degenerierte Elemente basieren auf der direkten Diskre-
tisierung von Geometrie und Verschiebungen des Kontinuums.
Sie vermeiden‘die bei Verwendung von KXérper-Elementen an
Schalenproblemen angetroffenen Schwierigkeiten und unter-

scheiden sich von ihnen insofern, als zus&tzliche Annahmen
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beziglich der Schalennormale und der Spannungen in
Normalenrichtung getroffen werden /71017, Hier wird
unterschieden zwischen allgemeinen Schalenelementen, die

direkt aus dem 3D-Kontinuum hervorgehen und dem ebenen
Sonderfall, bei dem die Elemente mittels Degeneration aus

dem 2D-Kontinuum entstehen.
B.2.2.1 2D~-degeneriertes Element

Der Verschiebungsansatz (3.12) lautet fir das zweidimen~

sionale, degenerierte, isoparametrische Element:

" fa, (k) m cos'w(k)-cos p(k)
= £ NUO | +0,558 NCK)Crdh(k) .
J KA u, (k) K1 sin‘ek)-sin’pCk)

Flir die Verschiebungsinkremente ergibt sich:

T - R m cos' * plk)-cos k)

= % NCK) (p) +0,55% NCK) (rdh(K) .
| ki a, (k) K sin" "9 -sin"pli)
) (3.33)

LFY |

¥

Bild 3.1: 2D=-degeneriertes Element

Die Verdrehung der Normalen ‘wfk) (Bild 3.1) wird als
Freiheitsgrad eingefihrt:

falky = “gCk) + ‘a(k)
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t+AE

bzw. oCk) = ‘plk) + a(k)

Damit wird der 2. Term aus (3.33) zu:

" cos'wlkdcosa(k) - sin‘w(k)sinalk) - cos'plk)
0,55z NC(K>Xh(K) . . .
fexl sin elkdcosalk) + cos p(kKIsine(k) - sin g(k)

(3.34)

Die trigonometrischen Funktionen mit dem unbekannten Inkre-

ment a(k) werden durch das !. Reihenglied angendhert:
sinadky »~ a(k)

cosal{k) = 1

Damit erh81t (3.34) folgende einfache Form:

¢ t
m -sin o(k>
0,5s8 NCKIh(k) alk) ¢3,35)
ka cos alik)

Das inkrementelle Verschiebungsfeld 148t sich nun wie folgt
darstellen:
> r
u <13
u (13
u NCiY © 0,5sNC1Yh¢1)¢-sin"pC1)) | @ (1)
i I et
u [+ N¢1Y 0,5sNCIYhC1)¢ cos'p1)) | u,(2)

o (2)

(3.367
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bzw. in der Schreibweise von (3.12):

v

wo= B owa k)

Mit der Matrix der Interpolationsfunktionen I folgt aus
(3.15) die konsistente Elementmassenmatrizx fur das 2D~
degenerierte Element in allgemeiner Form:

- — T
ML, 1) BMC1,2D e

M° = ‘[“g ; SRS~ TS5 D I I et s (3.37)
OVEI

N o

mit der Untermatrix:

NCKINCI) | 0 ! 0,5sNCKOINCIYh(1 )% i
4 *x(-5in"p(1))
MK, 1= 0 NCKINCL) 0,5sNC(KINCIIhC1 )%

4 _jzeosten)
0,5sNUONCLY%  0,5sNCONCII* 0,258 NCKONCI)I%
hek) C-sin*etk)) Ixh(kdcos' aCk) | xh(kd>nC1)%
xCsin‘eCkIsin‘p(ld+
L l +cos*plkdcos e(1)) |
111
Wegen j'sf(r)d(°v> - ”j‘sf(r)dew drdsdt = 0

0 VEI

<111

ergibt sich daraus:

C NUONCD 1 0 | 0 T
— o Tnoonay, o T
Mk, 1= 0 T 0 lo, 255" NGONC1 ) %

*h(KI)h(1)x%
| '*(sin°m(k)sin'm<1)+
I+cosew(K)cosvm(l))
(3.383

= |



60

Das Ergebnis veranschaulicht die aus dem isoparametrischen
Ansatz resultierende Entkoppelung von Verschiebungen und
Verdrehungen und zeigt die Zeitabhéngigkeit der Drehtrig-
heiten auf. Die Tr&gheitsterme sind im Rahmen des Ansatzes
exakt, Nsherungen, wie sie 2.B. beim Balkenelement ublich
sind (Vernachléssigung der Drehtradgheiten bei Knotenver-
drehungen) sind nicht enthalten, weiterhin sind beliebig
grofle Rotationen zugelassen.

Fir Kleine Unterschiede in den Knotenverdrehungen innerhalb

eines Klementes gilt:

falk) & ‘wll)

Damit sowie mit

"olk) = “glk) + ‘o

erhadlt man aus (3.38) nach einigen trigonometrischen
Umformungen:
NUONCLY 0 I 0
0 ﬂ“ NCKINCL) | 0
i&(k,l): 0 v} 0,258 NCKINCL Y%

| [%hCk>h(1dx
*(sin"wlkdsin’ell)+
| licos®etikrcos®el1))
(3.39)

Die Massenmatrix wird so unabhsingig vom Verschiebungszu-
stand; es sei darauf hingewiesen, daB groBe Rotatiocnen
durch die oben getroffenen Annahme ~ geringer Verdrehungs-
unterschiede im Element -~ nicht ausgeschlossen wurden. Die
Konsistente Massenmatrix wurde in dieser Form in das Pro-
gramm NISA 80 eingebracht. Daraus ergeben sich geringe
Vorteile bei der Programmierung und insbesondere insofern
Rechenzeiteinsparungen, als die aus (3.39) resultierende

Massenmatrix nur einmal aufgestellt werden nufl.
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Das Integral (3.37) wird im Programm, nach der Trans-
formation auf die krummlinigen Koordinaten r,5 nume=
risch ausgefihrt. Fir das Element M (m,n) der Konsistenten

Massenmatrix gilt:

M (m,n) = J‘"g NUONCIIACY)
o &l
111
= IffouN(k)N(l)det°Jdrdsdt (3.40)
444
Die numerische Integration an den Punkten i,J liefert mit
den Gewichten der Integration «; und der Breite des

Elementes by @

Mm,n) = 22 a‘uJF(rl,sJ)b” (3.41)
vy

n o
mit Flr,,s,) = "oN(K)  N(1)  detd
3.2.2.2 3D-degeneriertes Element

Entsprechend dem fliir das zweidimensionale, degenerierte

Element geschilderten Vorgehen:

- Einfihrungen von Drehfreiheitsgraden
= Linearisierung des Verschiebungsansatzes

~ Berechnung von B mit Hilfe von NN
wird nun die Konsistente Massenmatrix fir das aus dem 3D
Kontinuum degenerierte, sogenannte Platten~/Schalenelement

formuliert.

Fuir die Verschiebungen zum Zeitpunkt t wird angesetzt /101/:

‘u, fu, (k) cos'y (ky-cos’y (k)

"y, |= BNCKO (80 u, (k) +0,5tENCK) (r, 5)h(K) cos’u,(k)-cos’y, (k)
=1 Py

fu,f fu (k) cos'u, (k) ~cos y (k)
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bzw. fir die VerschiebungsinKkremente:

u, u, (ko cos" "y (Kd)=cos 'y, (k)
m m +
u, o ENUO (e, 5 u, (k) |40, 5LENK (r, 5)h (k) foos™ * g (k) ~cos 'y (k)
ket le=t tr AL ¢
ug u (KD cos Y (K)~cos v, (k)
€3.42)

Auf die gleichzeitige Verwendung der Bezeichnung t als Zeit
und als Normalenrichtung sei hingewiesen, allerdings tritt
z.B. in (3.42) die Zeit nur als linKer Kopfzeiger auf, t
als Faktor vor dem Summenzeichen im 2. Ausdruck bezieht
sich auf die Dickenrichtung. Eine Verwechslungsméglichkeit
besteht daher nicht.

tn .——Normate

fy, (k)

oot txz

Bild 3.2: 3D-degeneriertes Element

Anstelle der Winkel ¢, w,,v, wird nun » sowie w=y, verwendet.

Fir die Richtungscosinus ergibt sich:
cos\m(k) = cos'y(k)

sin‘y(kdcos plk) (3.43)

1]

cos‘wz(k)
cos”waﬂ() = sin‘w(k)sintw(k)

Nun werden die Knotenverdrehungen tu(k), ‘B(k) (Bild 3.3)
eingefihrt:
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Ygck) = “wlk) + "BCK)Y
(3.44a)
Yelk) = “g(k) + ‘i)

Fir die Winkel zum Zeitpunkt t+At erh&lt man nmit den
Inkrementen der Knotenverdrehungen: «(k), B(k): ’

2V Y

w(k)> = ‘wlk) + B(K)

(3.44b)

b+ AL

)

gCk) = ‘gtky + «lk)

und entsprechend (3.43) far die Richtungscosinus, wobel die
trigonometrischen Funktionen wieder durch das Jjeweils 1.
Reihenglied angenshert werden:

e AL

cos w, (k)

cos'wlk) ~ sin‘w(k)B(K)

te At
cos

w,(k) = [sin‘u(k)+cos' w(k)IBK) 1lcos (i) -sin"oCkda (k)]

AL

cos* "y (i) = Isin*wlkd+cos wkIB(KI 1Isin'vlkI+cos slkIalk) ]

(3.45)

13

$ik), Blk)
\

\

e O t
Xy, Xy

@k, alkle
Oxq.t%4
Bild 3.3: Verdrehfreiheitsgrade

Damit erh&lt man fir die Verschiebungen auBerhalb der
Elementmittel fl&che:
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trat

cos w (k) - cosewl(k)
m -
0,5tZNCKI (r,5)hek) foos ™ * g, (k) - cos®y,tk) | =

ka1 cos My (k> - Cosﬂ%(k)

0 ~sin‘gtis a (k)
=0,5tENCK) (e, 820D [-sin'v(Dsin'ek)  cos‘w(kIcos nlk)
k=1 sin‘ycos’olk) cos"wkdsin'olk) {{BCK)

€3.46)

Das inkrementelle Verschiebungsfeld kann nun -matriziell

angeschrieben werden:

0, ] ey o o | 0 l-0,5tncncnx L., co)]
o ]*51n ‘w(1) N : u, (1)

u, 0 NC1> 0O -0, 5tN(l)h(1)* o, StN(l)h(l)* oo dju 1)

=\ _ ‘_m[*51n w(1)51n w(l)l*cos w(l)cos m(l): (1)
u, o] 0 NC1) o, StN(l)h(I)k 0, 5tN(1)h(1)* L.Jisctd
1L l*51n w(ilcos m(l)l*ccs”w(i)sin’w(l)l | ”:nu
.
a o= B owa OO (3.47)

Mit B erh&lt man nach (3.15) die Kkonsistente Massenmatrix
in der Form (3.37). Beriucksichtigt man:

th(r,s)d("\l) =0
OVE]
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so erh&alt man die Untermatrix fidr den Knoten K,l:

MK, 1)=
NGONCD 0 o | 0 [ 0
0 NCUONCL 0 0 0
0 0 NGONCD 0 R R
0,25t NUONCLI% =0, 2587 NCKONCLI
) 0 o hmaoncirx *h (OB (L)%

]*sin'w<k)sin'w<1>*|*sin”w(k>cos”w<1)*
_*cosCatk)="9C1))  xsint elk)="9C1))
lo,25t* NCONCIY% | 0,257 NUONCL) %

0 0 0 xh(KdYh(1)* xh(KOYh(l )%
xcos'plkIsin‘w(1dx ' xIsin‘pUOsin‘w(ld+
l*sin('m(k)~'m(l)) |+cos'w(k)cos”w<1>*

L *cos(*w(k)—*m(l))]w

(3.483

Auch hier zeigt sich erwartungsgenmnsfl die Entkoppelung von
Verschiebungen und Verdrehungen sowie die Abhi&ngigkeit der
Drehtrigheiten von der Zeit. Aus den obengenannten Grinden
ist eine Zeitunabh&ngigkeit der Massenmatriz winschenswert.
Im Gegensatz zum 2D-degenerierten Hlement ist dies bei demn
Schalenelenent durch die Bnnahme Kleiner Verdrehungsunter-’
schiede innerhalb des Elementes nicht zu erreichen.

Beispielsweise erh&lt man unter der Annahme:
falky x ‘a(l)
"BCKY = "BCL)

sowie mit (3.44a) nach einigen trigonometrischen
Unformungen fir ﬁ(k,l)" aus (3.48):

4

MCk,1),, = 0,25t ™NCONCIh KA Isin"w(k)sin’y(1) +
+ sin'BkIsinC v+ w1+ Bl Y Icos Cutk)="p(1)?

Um eine Konsistente Massenmatrix zu erhalten, in der nur
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die Winkel der Lage zum Zeitpunkt t=0 vorkomhen, ist bel
diesem Element also zusitzlich "B(k)=0 zu fordern, dies

entspricht der Annahme Kleiner Verdrehungen in k) :
el = Tpao
Eine entsprechende Annahme fir ‘plk) bzw. ‘e(1) ist

nicht erforderlich.

Unter diesen Voraussetzungen ergibt sich aus (3.48):

Mk,1)=
[NGONGDY 0 o 0 | 0 )
0 NCKOINCLY O 0 0
0 o woonest o 1o
0,25t NCKINCII%  =0,25t" NCKON(1)%
) o 0 l*h(k)h(l)* *h(KOYh (1)
l*sinOW(k)sinow(l)*]*5in°w(k)cos°w(1)*
_xcos el ="g(1)) *gip(°?£k)j:p(1ll
lo,25¢* NGONC* 10,2567 NCkONC1) %
0 ) o *hC(KOIR(1 )% xh(KYh(1)%

xcos wlkIsin"w(1d% % Isinykrsin®w(ld+
I*sin(°w(k)—°m(1)) +teos yikdcos w(l)d %
xcos (T ek)~"9¢1))1

(3.49)

Fir die Implementierung in NISA 80 wurde die aus (3.49)
resultierende Massenmatrix gewahlt. Aufgrund des geringen
Einflusses der Drehtrdgheiten auf die Lésung ist der durch

obige Annahmen begrindete GenauigKeitsverlust unbedeutend.

Das Integral (3.37) wird bei diesem Element in Dicken-
richtung analytisch und in der Fl&che numerisch ausgefihrt.
Entsprechend dem oben geschilderten Vorgehen (3.40), (3.41)

ergibt sich fur Terme, die t* nicht enthalten:

M (m,n) = Lz ulaJF(rl,g)h“ (3.50a)
i
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bzw. flir die Drehtrigheiten:

, F(r ,sh,, /3 (3.50b)

1

M(m,n) = £ £ a
b

mit z.B. F(r,s) = 0,25NCKINCIYh(kIh(1)sin"wlsin’wCl)x
*cos[om(k)-om(l)]detJij

3.2.3 ZusammengefaBte Massenmatrizen degenerierter

Elemente

Bringt man die symmetrische, bandstrukturierte, positiv
definite Massenmatrix nach (3.15) bzw. (3.37) auf Diagonal-~
form, was einer nsherungsweisen Zusammenfassung der ver-
teilten Masse in den Knoten (lumped mass matrix) ent-
spricht, so ergeben sich verschiedene Vorteile: Neben Spei-
cherplatzeinsparungen und Vereinfachungen Bei der Program-—
mierung ist die VerkKirzung der Rechenzeit, insbesondere bel
expliziten Zeitintegrationsverfahren, hervorzuheben. Letz-
tere ist darin begrindet, daB sich die Matrizeninversion
bei fehlender bzw. entsprechend strukturierter Dimpfungs-
matrix sehr einfach gestaltet.

Weiterhin bewirken die zusammengefaften Massen teilweigse
eine Verbesserung der Rechenergebnisse, die auf der
Kompensation der zu hohen Steifigkeit von Verschiebungsele-
menten basiert. Die damit verbundene VergréBerunyg der
Perioden gestattet es, bei impliziten Verfahren gréBere

Zeitschrittweiten zu verwenden /130/.

Den genannten Vorteilen stehen einige wesentl iche
Anforderungen an die Art gegendber wie die Massen
zusammenge fat werden. So ist im Hinblick auf esxplizite
Verfahren sowie auf die Lésung des Eigenwertproblems (3.1)
die positive Definitheit der zusammengefaBten Massenmatrix
sicherzustellen. Weiterhin 1ist bei Elementverfelnerung
Konvergenz gegen die egakte Ldsung zu fordern. Sie ist nach
/36/ gesichert, wenn die Kkinetische Energie des Elenmentes
durch die zusammengefaBten Massen richtig dargestellt wird.
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Dazu ist es erforderlich, daf die Translationsmasse des
Elementes beim Zusammenfassen erhalten bleibt.

Obwohl den Drehtragheiten normalerweise nur eine geringe
Bedeutung zukommt, ist im Hinblick auf explizite Verfahren

unbedingt B _ #0 zu fordern,

Fir das Zusaﬁmenfassen der Massen stehen heute
mathematische Verfahren zur Verfigung, die das zunéchst
praktizierte, intuitive Vorgehen ertbrigen /39/, /96/,
/133/. Im folgenden sollen verschiedene Méglichkeiten unter
dem Aspekt diskutiert werden, fir die Implementierung in
NISA ein effizientes Verfahren auszuwdhlen, das sé&mtliche-

oben genannte Anforderungen erfillt.

1. Die gleichndBige Verteilung der Masse auf die Element-
knoten, wird nach /133/ durch abschnittsweise Konstante
Interpolationsfunktionen § obne Uberlappung erreicht.
Entsprechend (3.40) gilt danmit:

Mr,nd =0 fir m#n
M, (n,n) = f°g Nemofienyacyy (3.51)
chl

Die Methode liefert bei Elementen mit linearen Ansétzen
dieselben Verteilungen, wie die unten angefihrten Ver-
fahren, stellt aber bei héheren Elementen eine zu grobe
N&herung dar. Sie ist dann auch als ineffektiv =zu be-

ze ichnen /24/.

2. Eine weitere Nsherungsstufe besteht darin, die Terme von
M_zeilenweise zu addieren und die so erhaltenen Summen
auf der Hauptdiagonale anzuordnen. Mathematisch wird
dies durch einen GewichtungsprozefB erreicht, bei dem als
Gewichtungsfunktion N¢(n) gewdhlt wird /96/:

M (n,n) = J‘Og N(n>d¢°v) (3.52)
OVEI

Dasselbe Vdrgehen wird auch beli der Ermittlung
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konsistenter Knotenlasten aus gleichm&Big verteilten,
konstanten Elementlasten verwendet. Die Methode ist nach
/24/ ebenfalls nicht effektiv, einen gewissen Nachteil
hinsichtlich der Interpretierbarkeit stellen auch die

damit mdglichen negativen Massen dar.
3. Eine diagonale Massenmatrix entsteht nach /96/ wegen:

NCnd Cpimd ,sCmd , tmd) = & (3.53)
auch, wenn bei der numerischen Integration von (3.40)
als Integrationspunkte die Knotenpunkte gewdhlt werden.
Dies entspricht einer Newton-Cotes-Integration, die
allerdings weniger genau als die Integration nach Gauss
ist /40/.

4. Eine von Hinton vorgeschlagene “lumping"-Prozedur iber-
fihrt die konsistente Massenmatrix mittels der Konver-
genzbedingunyg in die zusammengefafBte Massenmatrix /24/,
/96/. Die Diagonalglieder von M _ werden so skalliert,

daB die Gesamitmasse erhalten bleibt:

M (n,n> = ‘["ud("V)_f“g N(nINCn)d V) I I"n NCn)INC) Yy 1™
oyl oy &l To €3.54)

Die Effizienz der Methode nach /24/ wird in /95/
bestatigt, als weiterer Vorteil dieses Konzeptes sind
die daraus resultierenden, stets positiven Translations-

und Drehmassen zu nennen.

Aufgrund seiner Vorzige wurde das Verfahren von Hinton
ausgewdhlt und in NISA implementiert. Die damit ermittelten
Verteilungsfaktoren sind am Beispiel des Schalenelementes

im Bild 3.4 zusammengestellt.
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Bild 3.4: Verteilungsfaktoren fiir zusammengefafBten Massen

Um Aufschlisse dber das Elementverhalten in Abhdngigkeit
von der Darstellung der Trégheitskr&fte zu erhalten, wurde
an Beispiel einer quadratischen Kragplatte (1=3,0 m;
h=0,2 n; E=3%10" kN/n"; 0=2,5 kNsec’/m") Eigenwertberech-
nungen durchgefihrt. In den Bildern 3.6 - 3.9 sind die mit
NISA berechneten Ergebnisse der Ldsung nach /517
(s. Bild 3.5) gegentbergestellt. Dabei sind jeweils die fur
den dritten Eigenwert erhaltenen Bezugswerte (in Prozent)

ber der Anzahl der verwendeten Elemente aufgetragen.

_—7:?2-7‘“&/ 7%/ wy = 79,4 1/sec
j /‘%7//47//// wzf 191;,1
T 77777 w, - 4871

w, = 623,8

]

Bild 3.5: Dritte Eigenform, Eigenkreisfreguenzen nach /51/

Das Konvergenzverhalten des linearen Elementes entspricht
ganz dem oben erwdhnten Verhalten. Wahrend nit M_die
Eigenkreisfrequenz {Oberschétzt wird, liefert B, eine

genauere Ldsung, zuden wird hier die erwdhnte Kompensation
der zu hohen Steifigkeit offensichtlich.
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Bild 3.6: S4-~Element, regelm&Biges Netz
(reduzierte - 1zl - Integration)

Zu den bei diesem Element in Verbindung mit reduzierter
Integration mdglichen “zero-energy-modes" ist folgendes
festzustellen: Innere Elementkinematiken treten nur dann
auf, wenn flir die Idealisierung nur eine Reihe von Elemen-
ten verwendet wird. Sobald mehrere Elementreihen neben-
einander liegen, alsoc das Element fl&chig eingesetzt wird,
sind die Kinematiken unterdrickt. Unter Berilcksichtigung
dieses Effektes kann das Element in diesem Fall ohne Zu-
satzmaBnahnen, wie sie u.a. in /20/ vorgeschlagen wurden,

auch mit reduzierter Integration eingesetzt werden.

Buch das quadratische Serendipity-Element S8 erféhrt eine
Verbesserung durch die Verwendung von zusammengefaBten
Massen. Infolge des anfinglichen Oszillierens (Bild 3.7)
sind bereits mit wenigen Elementen gute Eigenwertlésungen

Zu erwarten.
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Bild 3.7: S8-Element (volle = 3x3 ~ Integration)

Bild 3.8: S89-Element (3x3) Bild 3.9: Sl6~-Element (4x4)

Bei den beiden Lagrange-Elementen $9 und 816 wird die
Kompensation zu hoher Steifigkeiten durch M, nicht mehr
festgestellt. Wahrend der quadratische Ansatz, mit
husnahne des Bereichs sparsamer Idealisierungen, praktisch
ibereinstimmende FErgebnisse fir BM_und B liefert, zeigt
das bikubische Element eine Versteifung des Systems durch

das Zusammenfassen der Massen an.

Aufgrund der vorliegenden Studie erweist sich das 88~

Flement als den anderen {iberlegen. Das Konvergenzverhalten



73

und die erreichte Genauigkeit (Fehler < 2%) sind besser als
beim quadratischen Lagrange-Element. Der Vorteil der
Konvergenz zur exakten L&sung beim Si6-Element rechtfertigt
den damit verbundenen h&heren Aufwand nicht, der sich
infolge der gréBeren Bandbreite bei der Gleichungslésung
ergibt. Ein weiterer Vorteil des guadratischen Serendipity-
Elementes ist darin zu sehen, daB es auch bel reduzierter
Integration Kkeine “zero-energy-modes” im System liefert
und im Bereich praktisch vorkommender Schlankheitsverh8lt-

nisse auch kein “Locking" zeigt /1156/.

3.2.4 Zusammenfassung Abschnitt 3.2

Im Rahmen dieses Abschnittes wurde die Lésung von
Stabilitidtsproblemen mit Hilfe der finiten FElementmethode
vorgestellt. Wenn auch filr spezielle Probleme effizientere
Verfahren existieren, so beweist doch die mit der FEM
erreichte BAllgemeingliltigkeit den besonderen Wert des
Verfahrens.

Im Zusammenhang mit der Herleitung der Bewegungsgleichung
kKonnte gezeigt werden, daB die oft zitierte Reihenfolge von
Orts- und Zeitdiskretisierung nur fir explizite Zeitinte-
grationsverfahren zutrifft. Fir implizite Methoden gilt die
ungeKkehrte Reihenfolge, die Zeitdiskretisierung ist bereits
bei der Anwendung des P.d.v.V. einzufihren. Nach der
Herleitung von konsistenten und zusammengefafBten Massen-
matrizen fir degenerierte Elemente, Kkonnte anhand einer
vergleichenden Studie im wesentlichen eine Verbesserung
des Elementverhaltens durch zusammengefafBte Massen fest-~
gestellt werden.

Die im Rahmen obiger Herleitungen eingefiithrten ein-

schrénkenden Annahmen sind nachfolgend zusammengestellt:

- Bus den im Rahmen der Degeneration eingefiihrten Annahmen
/1017 hinsichtlich der Dehnungen und Spannungen in
Dickenrichtung resultiert die Forderung, daB die zu
behandelnden Schalen héchstens m&Big dick sein dirfen.
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In Rahmen der Herleitung der Konsistenten Massenmatrix
des Schalenelementes wurden groBe Rotationen zumindest in
einem Verdrehfreiheitsgrad ausgeschlossen. Wegen des ge-
ringen Einflusses, den die Drehtragheiten auf die Ldsung
nehmen, Kkénnen mnit den so erhaltenen Massenmatrizen -
bei entsprechender Formulierung der Steifigkeiten =~ auch

Probleme mit grofBen Verdrehungen gelést werden.
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3.3 Divekte Zeitintegrationsver fahren

Ziel dieses Abschnittes ist es, die im Abschnitt 3.2.1
aufgestellte Bewegungsgleichung =zu 18sen. Dazu sollen
anhand der in der Literatur verfigbaren Erfahrungen
Zeitintegrationsmethoden ausgewdhlt werden, die den
speziellen Anforderungen des dynamischen Stabilitats~
problems genligen (s. Abschnitt 3.3.2).

Soweit erforderlich, werden die Verfahren fiir die Anwendung
im nichtlinearen Bereich aufbereitet (s. Abschnitt
3.3.4). In AnschluB daran wird die Implementierung in NISA
anhand von Beispielen auf ihre Richtigkeit hin Uberprift.
In diesem Zusammenhang sollen die ausgewdhlten Methoden
auch hinsichtlich Eignung und Effizienz getestet und
allgemeine Empfehlungen flir ihre BAnwendung erarbeitet
werden. Hierzu z8hlen Richtlinien Uber die GréBe des
auszuwdhlenden Zeitschrittes =~ in Verbindung it der
eingesetzten lterationsmethode - sowie Wirtschaftlichkeits~
iberlegungen 2zu méglichen MaBnahmen der Konvergenzbhe~
schleunigung.

Eine FE-Idealisierung, die das S8ystemverhalten den
Anforderungen entsprechend gut wiedergibt sowie ein
Zeitinkrement, das die Belastungsfunktion Korrekt abbildet,
werden dabei vorausgesetzt.

3.3.1 Literaturiibersicht

Der Obersichtlichkeit halber sollen die Entwicklungen der
Zeitintegrationsverfahren filir lineare und nichtl ineare

Probleme getrennt besprochen werden.

Auf dem Gebiet der linearen Methoden wurden bereits sehr
frih die Verfahren von Houbolt (1950} sowie Newmark (19593
entwickelt. Eine rege Forschungststigkeit setzte danach
erst mit Beginn der 70iger Jahre ein. Zundchst stand die
Analyse der bereits vorhandenen Verfahren hinsichtlich
Genauigkeit und numerischer Stabilitdt im Vordergrund /17/,
1767,
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Ab Mitte der 70iger Jahre begann dann eine Phase dér
Entwicklung neuer Verfahren, so wurden von Trujillo /124/
Padé-Approximationen verwendet, Park /99/, Hilber /53/
sowie Gellert /477 entwickelten eigene Verfahren.
Zienkiewicz /132/ stellte die Ableitung der Klassischen
Methoden {iber gewichtete Residuen dar, Trujillo /123/
konstruierte wunter Verwendung von oberen und unteren
Dreiecksmatrizen ein fir positiv definite Steifigkeits-~
matrizen unbedingt stabiles explizites Verfahren. Die
Entwicklung von implizit-~expliziten Methoden von Hughes,

Liu /62/ f411t ebenfalls in diesen Zeitraum.

Seit Beginn der 80iger Jahre wurden zwar ebenfalls noch
neue Verfahren entwickelt, Senjanovic /1107, Bazzi,
Anderheggen /18/, im Vordergrund standen aber allgemeine
Darstellungen /45/, /127/, /132/ sowie ©Stabilitdtsnach-
weise fir die neueren Methoden /89/, /22/. Weiterhin wurden
in dieser Zeit Verbesserungen der bestehenden Verfahren
/98/ und Zusatzmafinahmen, wie z.B. automatische
Schrittweitenfindung /25/ entwickelt.

Die Anwendung direKter Zeitintegrationsverfahren auf
nichtlineare Probleme begann ebenfalls bereits mit Beginn
der 70iger Jahre. Zun&chst wurden zur Beurteilung der
Methoden, mangels analytischer Nachweise, Vergleichsrech-
nungen eingesetzt /128/, /130/, /94/. Die Untersuchungen
beschrénkten sich in der Regel auf die Verfahren nach
Houbolt, Newnmark, Wilson, Park, wobei dem Einflu8 der
Formul ierung ("pseudo~force"” bzw. Tangentensteifigkeit)
auf das Stabilit&tsverhalten Rechnung getragen wurde
/84/, /118/. Bei der pseudo-force Formulierung werden
Nichtlinearitdten durch Korrekturglieder auf der Lastseite
beridcksichtigt /74/.

Unge f8hr ab Mitte der 70iger Jahre wurde auch fir
nichtlineare Probleme die Stabilitdt der Verfahren nit
Hilfe analytischer Methoden nachgewiesen. Belytschko,

Schéberle /23/ und Hughes /65/, /63/ verwendeten dazu ein
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Energiekriterium.

Parallel dazu entstanden eine Reihe von Verdffentlichungen
zu dem Thema finite Elemente in der nichtlinaren Dynamik
/157, /2yv/, /17, /126/. In diese Zeit f&llt auch die Ent-
wicklung der Methode von Gellert /46/. Sie ist fir nicht-
lineare Probleme unbedingt stabil wenn ¥ positiv- oder
semnidefinit bleibt.

Arbeiten zu implizit-expliziten Verfahren im nichtlinearen
Bereich /61/, /100/ datieren auf Anfang der 80iger Jahre.
In jlUngster Zeit richtet sich das Interesse auch im
nichtlinearen Bereich auf die Verbesserung der Effizienz
einzelner Verfahren /50/, /97/.

Im Hinblick auf den in dieser Brbeit behandelten
Problemkreis 148t sich der aktuelle Stand der Forschung

folgendermafen charakterisieren:

- Die wesentlichen Effekte der numerischen Zeitintegra-
tionsverfahren sind verstanden, eine ausfiihrl iche

Darstellung findet sich beispielsweise in /74/.

- Pir die klassischen Verfahren wie Houbolt, Newmark,
Wilson-6 und zentrale Differenzen liegen ausre ichende
Erfahrungen im linearen sowie im nichtlinearen Bereich
vor, fir einige der neuentwickelten Methoden wie die «-

Verfahren fehlen diese.

- Mit Hilfe der im Schrifttum verfiigbaren Untersuchungen,
ist folgende Bewertung der Verfahren nmdglich: Da die
pseudo~force Formulierung nur fir schwach nichtlineare
Probleme geeignet ist /21/, /1/, stellt die Tangenten-
steifigkeitsmethode das fiir nichtlineare Probleme geeig-
netere Konzept dar. Vorteile des Houbolt~-Verfahrens ge-
genlber der Newmark-Methode, die verschiedentlich /128/,
7130/ im Zusammenhang mit der pseudo-force Fornmullierung
gefunden wurden, sind damit gegenstandslos. AuBerden
stellt die starke numerische D&mpfung der Methode - wegen

der damit verbundenen Unterschdtzung der Kritischen Last-
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Grund genug dar, sie bei dynamischen Stabilit&tsproblenen
nicht zu verwenden.

Aufgrund von vergleichenden Studien /84/ kKann der
Newmark-Methode in Verbindung mit einer Tangenten~
steifigkeits~Formulierung ein sehr gutes Stabilit&ts-
verhalten bescheinigt werden. Demgegeniber schneidet die
Kollokationsmethode nach Wilson deutlich schlechter ab,
hier treten trotz 6>1,37 Instabilitdten auf, und zwar
unabhéngig von der verwendeten Formulierung /84/. Von den
klassischen impliziten Verfahren mit besonders guten
Eigenschaften bleiben somit nur die Methode von Park und-
die nach Newnmark lbrig, wobei das Newnark-Verfahren noch
den Vorteil einer Einschrittmethode besitzt.

Zudem sind bei nichtlinearen Problemen, nach Weber
1127/, Verfahren mit Annahmen hinsichtlich der
Beschleunigung (Newmark) solchen mit Verschiebungsan-

nahmen vorzuziehen.

- Bei den expliziten Verfahren kann aus dem Studium der
Literatur das =zentrale Differenzenverfahren als das
geeignetste angegeben werden. Es besitzt die gréfte
Stabilitdtsygrenze der expliziten Methoden /76/, /75/ und
ist effizienter als das Runge-Kutta~Verfahren /126/. Das
von Trujillo /123/ angegebene explizite Verfahren mit
unbedingter Stabilit&t im linearen Fall ist wegen seiner
Beschrdnkung auf positiv definite ¥ ebenfalls unge~
eignet.

3.3.2 Anforderungen, Auswahl von Ver fahren fiir
dynamische Stabilitatsprobleme

Bei der Auswahl von Zeitintegrationsmethoden flr nicht-
lineare Untersuchungen ist auf die spezielle FEigenart
dieser Probleme Ricksicht zu nehmen. Generell gehen mit den
sich &ndernden Systemsteifigkeiten wunterschiedliche Perio-~
den der einzelnen Eigenformen elinher. Speziell bei
Stabilit&tsproblemen ist davon auszugehen, daB sich in

Verbindung mit abnehmender Systemsteifigkeit eine Vergrés-
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serung der Perioden einstellen wird., Eine Zeitschrittwahl
aufgrund der Frequenzen des unbelasteten Systems wird
infolge dieses Effektes im Zuge der Berechnung 2zu einer
Genauigkeitssteigerung flihren.

Ein Charakteristikum der dynamischen Stabilitdtsunter-
suchung mit Hilfe von Zeitverlaufsberechnungen stellt das
Erreichen von instabilen Zusténden dar. Sie sind durch
¥ = indefinit gekennze ichnet. Um ein beobachtetes
Instabilwerden der Lésung eindeutig dem System zuschreiben
zu kénnen, ist in diesem Bereich die Stabilitdt der
Integrationsmethode unbedingt erforderlich.

Wie die Diskussion in /23/, /63/, /64/, /65/ gezeigt hat,
ist unbedingte Stabilit&t des Verfahrens wmit Konstanter
Durchschnittsbeschleunigung im nichtlinearen Bereich nur
fir positiv definite ¥ gew&hrleistet. Dies gilt gleicher-
mafBen fdr Methoden, die auf finiten Elementen im Zeit-
bereich basieven /77/.

Generell wird also daven auszugehen sein, daB bei den hier
untersuchten Problemen der dynamischen Stabilitdt aufgrund
des Verlusites der positiven Definitheit von M Instabili-
tdten des Verfahrens méglich sind. Daher ist im Einzelfall
die Stabilitdt der Methoden nachzuweisen. Da bei- der
dynamischen Stabilit&tsanalyse mit Hilfe der Zeitverlaufs~-
berechnung begleitende Zusatzuntersuchungen aus metho-
dischen Grinden strenggenommen nicht 2zugelassen sind
(s. Abschnitt 3.1, und zudem die Verfahren des

Abschnittes 3.4 teilweise nur pauschal Stabilitdt oder
Instabilitdt erKennen lassen, wird bei den Beispiel-
rechnungen jeweils die Stabilitét der Zelitintegration =~
unabhingig vom Systemverhalten - nachgeprift.

Eine weitere Anforderung an die Integrationsmethoden
betrifft die numerische Da&mpfung in den nafBgebenden
Eigenformen. Hier ist zu fordern, daf sie nicht zu einer

wesentlichen Unterschdtzung der dynamischen Beullast fihrt.

Da die in der Literatur verfigbaren vergleichenden Unter-
suchungen der Methoden nicht speziell auf die Bedirfnisse

des dynamischen Stabilit&tsproblens zugeschnitten sind
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und zudem das Verhalten der Verfahren vom Grad der
Nichtlinearitdt abhidngt, kann die geeignetste Methode
zundchst nicht angegeben werden. Beachtet man die in /52/
angegebenen allgeme inen Kriterien, so Kkommt von den
Klassischen, impliziten Methoden, entsprechend Abschﬁitt
3.3.1, nur das Verfahren von Newmark in Betracht. Der von
Park angegebene Algorithmus scheidet als Mehrschritt-
verfahren und wegen seiner nicht unerheblichen numerischen
D&mpfung aus.

Von den Newmark-Methoden wird nur die Parameterkombination
B=1/4, &=1/2 betrachtet, andere Kombinationen, wie z.B.
B=1/12 sind trotz héherer Genauigkeit /29/ aufgrund ihrer
selbst bei linearen Problemen nur bedingten Stabilitit

ungeeignet.

Da die a-Verfahren nach Hilber /53/ und Bossak /129/ eine
verbesserte Version der Newmark-Methode darstellen, werden

sie in die Untersuchungen ebenfalls nit aufgenonmen.

Weiterhin soll auch die Verwendung von Padé-Approximationen
/125/ diskutiert werden. OSie entsprechen bei homogenen
Problemen, bei entsprechender Ansatzwahl, dem Verfahren von
Gellert wund lassen von daher ein sehr gutes Stabilitats~
verhalten erwarten. Gegeniliber der Gellertschen Methode
besitzen sie zudem den Vorteil, daB die Genauigkeit Uber

die verwendete Approximation gesteuert werden Kann.

Im allgemeinen kann davon ausgegangen werden, daB die
expliziten Verfahren nur bei Wellenausbreitungsvorgéngen
den impliziten Gberlegen sind /24/. Der Vollsténdigkeit
halber und um diese Aussage zu {berpriifen, wird die
zentrale Differenzenmethode in die weiteren Untersuchungen

ebenfalls mit eingeschlossen.

AbschlieBend sei zur Methodenauswahl folgendes festgestellt:
Von den bekannten impliziten und expliziten Methoden wurden
die erfolgsversprechendsten ausgew8hlt. Um eine gewisse

Vollsténdigkeit hinsichtlich der Verfahrensklassen Zu
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erreichen, wird soweit erforderlich auch die Wilson-o~-
Methode (Xollokation) zu Vergleichszwecken herangezogen.

Die Xlasse der predictor-corrector Verfahren, fir die
tblicherweise die Zeitschrittbeschrankung der zentiralen
Differenzenmethode gilt, konnte nach Voruntersuchungen von
der weiteren Diskussion ausgeschlossen werden, nachdem sich
gezeigt hatte, daB selbst durch zusdtzliche Verwendung von
Iterationen Keine Verbesserung der Methode erreicht werden

Konnte .
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3.3.3 Darstellung devr Methoden

Aufgrund der ausfﬂhrlichen Darstellungen von Knudson /74/,
s0ll hier auf die Wiedergabe bekannter Eigenschaften der
Methoden, Parallelen gzur modalen BAnalyse (s. z.B. /18/),

sowie auf die Diskussion von KlassifizierungsméglichKeiten

wie implizit-explizit, Mehrschritt~ Binschrittverfahren
etc. verzichtet werden. Beziglich des Stabilitétsbegriffs
sei auf die Abschnitte 2.2 und 3.4 verwiesen; die dort

angegebenen Definitionen, bzw. allgemeingliltigen Methoden
zur Stabilitdtsuntersuchung sind problemunabhdngig, sie
gelten gleichermaBen fir Strukturen wie flr numerische
Verfahren. Auf einzelne Aspekte, die nur die Methoden
betreffen, wird bei der Darstellung der Verfahren einge-
gangen.

Zum Thema Genauigkeit bei nichtlinearen Problemen sind
einige zusédtzliche fiberlegungen erforderlich. Aufgrund der
bei inpliziten Methoden erforderlichen L3sungsstrategie,
Linearisierung plus lteration, wird die Genaulgkeit der
Lésung sowohl von der Zeitintegrationsmethode als auch von
der Gleichgewichtsiteration beeinfluBt. Auf der Seite der
Zeitintegration ist bei impliziten Verfahren der Einflu8
héherer Eigenformen, Darstellung der Belastungsfunktion
sowie der Tr8gheitskr&fte =zu nennen.

auf der Seite der Gleichgewichtsiteration sind in erster
Linie die gewahlte Genauigkeitsschranke und die =2zu ihrer
Kontrolle gewdhlten GréBen von Bedeutung. Neben Verschie-
bungsnormen eignet sich insbesondere auch die Norm der
Energie der Ungleichgewichtskré&fte, da sie die Vermischung
von Dimensionen verneidet.

Wichtig ist festzuhalten, daB die Einflisse der Zeitinte-
grationsmethode und der Gleichgewichtsiteration {dyna~-
misches Gleichgewicht) auf die Genauigkeit der Lésung
insofern unabhdngig voneinander sind, als Fehler auf der
einen Seite nicht durch einen erhdhten Aufwand auf der
anderen Seite 2zu beheben sind. So 148t sich bel vorge-
gebenem Zeitschritt, die Konvergenz innerhalb der Gleich~

gewichtsiteration praktisch nicht durch die Ordnung des
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gewdhlten Zeitintegrationsverfahrens beeinflussen. Bnderer~
seits lassen sich Fehler in den Annahmen einer Integra-
tionsmethode (Tragheitskra&fte, Belastungsfunktion) durch
die Iteration nicht beseitigen; von der Realitdt ab-
we ichende Tr&gheitskrdfte fihren {ber ungenaue innere
Kr&fte auch zum dynamischen Gleichgewicht.

Eine im Rahmen der Annahmen exakte Lésung wird daher,
ausreichende Genauigkeit beim IterationsprozeB vorausge-~
setzt, nur durch entsprechende Genauigkeit bei der Zeit-
integration méglich sein. Auf diesen Aspekt soll im Rahmen
der Beispielrechnungen (s. BAbschnitt 3.3.4.2) noch detail~

lierter eingegangen werden.

3.3.3.1 Implizite Verfahren

Newmar k—Ver fahren

Die Methode nach Newmark war mehrfach Gegenstand
wissenschaftlicher Untersuchungen, entsprechend gut Iist
ihre Formulierung auch im nichtlinearen Bereich /157
bekannt. Hier wird in der Regel unterschieden zwischen der
Ermittiung des Verschiebungsinkrementes und der Be -
rechnung seiner Anderungen wdhrend der Gleichgewichts-
iteration.

Auf diese klassische Darstellung soll im folgenden nur Kurz
eingegangen werden. Im Vordergrund steht die Entwicklung
einer Formulierung, die am Anfang (Berechnung des
Verschiebungsinkrementes) und wahrend der Gleichgewichts~
iteration (Anderungen des Inkrementes) gleichermafen gilt
und die zudem eine einfachere Darstellung der «-Verfahren
gestattet.

Mit den von Newmark eingefihrten Bnsatzen:

teAE . t+at
A

= ‘a4 [C1-6)"%a + & 3 1At (3.55)

t+ AL ¢

= ‘ua o+ At o+ [C1/72-m"%a + B daiatt €3.56)
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T = ta +ow €3.57)
2 . s N e AL
erh&lt man, nach Elimination von L+
EEAL S _ - % . - b
u o= a, u a, a, wa
(3.58>
£+ A% < - o t . - € o
o= a,ua a, a, wua

Folgende Konstante werden eingefihrt:

a_ = 1/(RBAt®Y, a, = 8/(BAL), a = 1/(BAL)

1 2

[
]

(1/28)-1, a, = (8/B)-1, a, = ((8/2B)-1)At
Die inkrementelle Bewegungsgleichung (3.32) fihrt zZu
folgender impliziten Beziehung fir das Verschiebungs-—

inkrement:
JLua = r - ¥ (3.59)

mit der effektiven Steifigkeitsmatrix:

A
K o= a M + a D+ LK (3.60)

O 0

und den verallgemeinerten effektiven Knotenkré&ften:
TR - MR o M(a, ' +oa, )+ D(a, ta +oa, th)
(3.61)
Hierin wurde wad(k) durch wa und M _ durch M ersetzt,
diese Schreibweise soll aus Vereinfachungsgrinden auch
weiterhin beibehalten werden.
Die Gleichgewichtsforderung fir die aus der Linearisierung
resultierenden Ungleichgewichtskrdfte liefert die Bestim-
mungsgleichung fir die 8nderung des Verschiebungsinkre-
mentes wahrend der Iteration (Formulierung fir die modifi-

zierte Newton-Raphson~Iteration):

MU o+ DG+ KAw = TR - T (3.62)
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¥

o stellt die inneren Kr&fte zu cinen
punkt zwischen t und t+At dar.
Mit den Beziehungen (3.58), wobei nun die

schiebungsinkremente Verwendung finden:

LA b s t
L>

= a(w + Aua) - a, @ - a, 1
TR = g ta + Aw)d - oa,'a - g, "
erh&lt man die Grundgleichung fir die

die

Iteration angeschrieben wird.

iteration, hier fir die modifizierte

beliebigen Zeit-

angepafllten Ver-

(3.63)

Gleichgewichts~
Newton-Raphson~

A * o *5
EAu = TVER - TR €3.64)
b R
testgli-1)
\
¥ i Z;
1‘At§(0Lf‘AfF(0L
SteMtgIol
o U
ty bt (00 tebtyh) M?*um bty
| s i vy
=1 is2 | i
i
= {2 {i}
L au:u [ | |au
Bild 3.10: Modifizierte Newton-Raphson-Iteration
Mit den Bezeichnungen gem&fB Bild 3.10, kann der gesanmte
Lésungsprozess vereinfacht dargestellt werden, woraus
sich insbesondere im Hinblick auf die «-Verfahren Vorteile

ergeben:
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;]A(Au‘“ - MM“‘Ru—n o tratpmann ¢3.65)

0

A
mit ;IC entsprechend (3.60), sowie mit

Ny i -1 6 o
s = 2 = M (a ZAw - a, W - a, wu) -
i

(3.66)

i - € & e
- BZ.')(aszf&l.x(l Yo~ a, v - a, )
it

Fir die Verschiebungen, Geschwindigkeiten und Beschleu-

nigungen gilt:

. . i
Bt = UMt A = a4+ fAwm (3.67)
is1
cave i , .
TR = g zam® - s, G - oa, T ' (3.68)
12
.o ! . .
AR s azaw - 8, - oa, " (3.69)
i
nit  Aaa” = ©
und Aa = aa

BAus Stabilitdtsgrinden wird im folygenden, sofern nichts
anderes angegeben, stets das Newnark-Verfahren it der
Parameterkombination B=1/4, 6=1/2 (konstante Durchschnitts-
beschleunigung) verwendet. Wie aus (3.60) hervorgeht,
kann mit Hilfe der stets positiv definiten Massenmatrix
dher die Wahl von At auch bei indefiniter Steifigkeits-
matriz noch positive Definitheit von ﬁ& hergestellt werden.
Daraus folgt, daB die Newton-Raphson-Iteration bei Stabili-
t&dtsproblemen unter zeitabhdngiger Belastung erfolgreich
eingesetzt werden KkKann. Anders als im statischen Fall
braucht also nicht auf Bogenl&ngenverfahren /38/ zurick-
gegriffen werden.

Der geschilderte Stabilisierungseffekt h&ngt fir D=4 nur
von a, und damit im wesentlichen von der Zeitschritt-~
weite ab. Gleiches gilt auch fir die im folgenden darge-

stellten a-Verfahren von Hilber und Bossak.
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Hilber-«-Ver fahren

Der von Hilber /53/ fir die Newnark-Verfahren c¢ingefihrte
zusétzliche Dampfungsterm D gewdhrleistet sowohl unbe-
dingte Stabilitdt als auch Kontrollierbarkeit der nune-
rischen D&mpfung der Methode. Diese Zusatzdampfung ist

proportional zu den inneren Kraften:

D4 = o KM a - fa) = o Ku ¢3.70)

H o H o

Sie liefert bei positiv definiter SteifigKkeitsmatrix und

zunehmenden Verschiebungen ¢"**ad> ") eine der physikali-
schen entgegengerichtete, negative D&mpfung flir «<O0.

Mit (3.70) lautet die Bewegungsgleichung nun:

trat [

o

bt AE

MTE o+ DG (e Ka = VR - B €3.71)
Die beim Newmark-Verfahren angegebene vereinfachte Dar-
stellungsweise gilt auch fir die Hilbersche Methode, wenn
anstelle von (3.60)

t/\ t
J5 7 aM 4+ a D + (lto K (3.72)

eingefihrt wird,

Unbedingte Stabilitat bei linearen Problemen verlangt die

Erfdllung folgender Bedingungen:
~1/350,20; R#=0,25¢1-«)%; 4&=0,5-a,
Bossak-a-Ver fahren

Mit der gleichen Zielsetzung wie Hilber wurde in /129/ eine
Zusatzdé&mpfung proportional zu den Trégheitskrédften
eingefihrt, die sich hieraus ergebende Methode wird nach
einem der Autoren von /129/ als Bossak-a-Verfahren
bezeichnet.
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ey E*AL E+ AL .

DY 4 = o M- ¢ T (3.73)

Fir « >0 ergibt sich bel beschleunigter Bewegung S TN T D)
eine negative zusdtzliche Dampfung, also eine anfachende
Wirkung.

Die Bewegungsgleichung schreibt sich nun:

t+At vEAG

(1-a MG+ o Ma + D Ma + Ka = TR - (F (3,74
Der Vorteil der oben eingeflihrten kompakten Darstellung des
gesanten Lésungsvorgangs, zeigt sich auch bei dieser

Methode. Mit:

S

K o= all-a )M + aD + K €3.75)
anstelle von (3.60), sowie mit

“ofe = YUR - (1-e)MaZAm-a, G ame,/(lme )0 D -
i}
- D(a, zAa - a, '@ - a, @) €3.76)
i=1
anstelle von (3.66), geht das Newmark- in das Bossak-«
Verfahren uber.
Fir unbedingte Stabilitadt im linearen Fall sowie Genauig-

keit 2. Ordnung sind folgende Bedingungen zu erfillen:
20,5620,25; o,=0,5-6

Hinsichtlich der durchzufihrenden Rechenoperationen pro
Zeitschritt ergeben sich aus (3.75), (3.76) insofern
Vorteile dieser Methode gegeniiber dem Hilber-wu-Verfahren,
als innerhalb eines Zeitschrittes weder bei der Berechnung
der 1linken noch der rechten Gleichungsseite zusétzliche
Operationen anfallen. Bei der erforderlichen Rechenzeit pro
Schritt muB sich dies allerdings nicht unmittelbar auswir-
ken, da hierbei die BAnzahl durchzufihrender Gleichge~-

wichtsiterationen eine bedeutende Rolle spielt.
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Padé~Approximationen

Wurde bei den bis hierher besprochenen Integrationsmethoden
direkt von der Bewegungsgleichung (3.32) ausgegangen, so
sell nun ein Verfahren vorgestellt werden, das die
Gleichgewichtsbeziehung in PForm der Zustandsgle ichung
zugrunde legt. Auf die Herleitunyg der Gleichungen flr
nichtlineare Berechnungen soll weiter wunten, nach der
Vorstellung des Lésungsweges flir das lineare Problen,

eingegangen werden.

Die Zustandsgleichung

Z(t) = D= (L) + £ €3.77

mit den Anfangsbedingungen
Z(0) = =

hat fir zeitinvariante Systeme (Z=Konst.) folgende
Lésung /88/, /124/:

t

AL Alter)

= (t) = e + _fe £(drt (3.78)
(2
bzw.
teat
Z(L+AL) = ™2 m (L) + e™ e j'e”‘" £(0drt (3.79)

t
Die Auswertung des Integrals fir eine abschnittsweise
lineare Belastungsfunktion fiihrt (3.79) Gber in:

t+ At Al ¢ ALY
= =

e = + (e - Iya"vYE ¢+

¢3.80)
At - (™ - THATIATCE - Ve ysat

+ [eftt

Anstelle der vollstsndigen Reihenl8sung fir die Matrizen~
exponentialfunktion:
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AL

e = T + BA + (BAADT/2 + ... + (BAAL"/n! (3.81>

werden Padé-Approximationen /125/ verwendet. Deshalb wird

die Methode im folgenden auch als Padé~Verfahren be-
zeichnet.

Das skizzierte Vorgehen ist auf nichtlineare Probleme nicht

direkt Ubertragbar, hier sind eine Reihe zusdtzlicher

tberlegungen erforderlich.

Zun&chst ist zu Uberprifen, inwieweit die Grundvorausset-

zung der Zeitinvarianz von #A erflillt ist. Prinzipiell

gilt B=A(t), also Zeitvarianz. Aufgrund der bereits vor-

genommenen Inkrementierung (s. Abschnitt 3.2) und wegen

M,ID,K=konst. im Inkrement ist aber Zeiltinvarianz fir

das Inkrement gewdhrleistet. Auf dieser Basis Kann also

das oben dargestellte Konzept verwendet werden. Aus Grinden

der Obersichtlichkeit wird die Herleitung der fir nicht-

lineare Probleme notwendigen Beziehungen in drei Schritten

vorgenommen:

1. Uberflihrung der inkrementellen Bewegungsgleichung in die
Zustandsgleichung

2. Entwicklung der Beziehungen flr das Inkrement des
Zustandsvektors

3. Darstellung der Glelichgewichtsiteration

Im folgenden wird anstelle der Korrekten Bezeichnung -

zur Vereinfachung #A verwendet.

{. Oberfiihrung der inkrementellen Bewegungsgleichung in die
Zustandsgle ichung

Die Bevegungsgleichung fir implizite Verfahren:

At vo
i

M + D7+ Ka = TR - €3.32)

[

wird durch formelles Hinzuflgen von:

K fua o= K 'ua (3.82)
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auf die Form:
MYMG + DTG 4 K a = YUR - F 4 K (3.83)

gebracht. Der so gebildete Term:

€

JC'u o+ lKua = KM (3.84)

stellt aufgrund der vorhandenen Nichtlinearitit Keineswegs
die inneren Kr&fte zum Zeitpunkt t+At dar. Wie noch
gezeigt wird, bleibt dies ohne EinfluB auf die Lésung, da
der genannte Ausdruck infolge der inkrementellen

Formulierung des Verfahrens wieder herausfallt.

Mit Hilfe der Identit&t:

At = iy (3.85)
148t sich die Beziehung folgendermaBen darstellen:
E ofi""a Lo NS o § Rt P o)
+ =
D Ml a K ol|'"a YR - F o+ K 'a
(3.86)
Nach Multiplikation von links mit
I o" X | ©
= —_— ] — (3.87)
D M -Mp | M
sowie mit
t*Atu
teAs
= (3.88)
b+ AL -
u

geht sie in die inkrementelle Zustandsgle ichung aber:
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Darin sind

a-=| - -+ — (3.90)

TEE e T (3.91)
M’I(C‘AtR - :‘F + :K tu)
Ganz entsprechend erh&lt man ~ ausgehend von der Bewegungs~
gleichung (3.31) fir das explizite Verfahren - den verall-
geme inerten ErregerveKtor zum Zeitpunkt t:

o
£ oy = (3.92)
MR - F o+ K Tw

Da (3.91) bzw. (3.92) unterschiedliche Bewegungsgle ichungen
(€3.91): implizite - C(imply, (3.92):° explizite = (expl))
zugrunde liegen, lassen sich die beiden Beziehungen formal
nicht ineinander 4berfihren.

Wie aus (3.90) bis (3.92) hervorgeht, ist sowohl & (iber

:l() als auch & (Uber ;I?) eine Funktion des Verschie~
bungsvektors ‘wua.

2. Entwicklung der Beziehungen fir dJdas Inkrement des

Zustandsvektors
Die Lésung wird wegen der diskretisierten Forn der
Zustandsgleichung an diskreten Zeitpunkten ermittelt. Fir

das InKrement des Zustandsvektors gilt:

teat
=z = Mom -t o= (e Y= + e“'e““j'e“"' £(0)dt

t

(3.93)
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Um Genauigkeit 4. Ordnung zu erhalten, wird die expo-
nentielle Matrix durch:

ALy

e = (L - BA/2 + (BADT/12)7 (T + BAL/2 + CAAMIT/12)
(3.94)
approximiert /124/. Unter der Annahme einer stlickweise

linearen Belastungsfunktion ergibt sich nun aus (3,93):
= = [(L - BAAL/2 + (BAYT/ 12 %

* (L + BAL/2 + (BAY/12) - T i'= 4+

(3.95)
+ (™ - ToAaT e 4
+ [ehA':At - (EAAQ; - I )A-l]A"l(bf - tbntf)/At
Nach Linksmultiplikation mit:
(L~ BAL/2 + (BALYD
sowie einigen Umformungen, erh&lt man:
(X ~ BAL/2 + (BAY/12)= =
= BAtt=m v (CVE + TEIAL/2 + BCE - UUEIALT12
(3.96)
bzw ausgeschrieben :
T o | X
(L - e At/2 +
-7 K -MTD
s
M K ! MDY 1
(]
¥ — - at*/12) =
M'DM K| -MTIK + MTDM'D G
b
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< [ “aa

-1 % -1 L
| M7 KM | G

(o]
+ At/2 +

©

MUCR + TR - 2P+ 20K Tad
o | x o
+ — e AtP712 €3.97)

M7 K | -MTD MR - YR

O

Diese unsymmetrische Form der Gleichung ist fir die nume=
rische Lésung héchst ungeeignet. Durch Linksmultiplikation
mit

o M

(3.98)
M O

/36/ wird die Beziehung symmetrisiert. Damit erhdlt nan
nach einigen Umformungen die Bestimmungsgleichung fir das

Inkrement, die im Programm direkt aufgestellt wird:

e

D o+ KAtz | M - BALT/12 ) ja
— e | =

M - ECAt /12 1 -paAt/2 - DALR/12 | lda

YR+ TR - 20FDAL/2

= (3.99)
(g " 12/8t + TER - UNROALY/12

-

Im Gegensatz zu den oben dargestellten Verfahren ist eine
Trennung der beiden Matrizengleichungen und separates Lésen
fir wa bzw. ®a nun nicht mehr mdglich. Aus der Gleichungs-
lésuny ergeben sich gleichzeitig Verschiebungen und Ge-
schwindigkeiten. Allerdings wird die damit verbundene Er-
sparnis zusdtzlicher Vektoroperationen durch den erh8hten

Aufwand bei der Gausschen Elimination mehr als ausgeglichen.
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3. Darstellung der Gleichgewichtsiteration

*Last"§
M?«Afflziy)
teat (2) 3
M 1L
teAt (1) 3
“MR Mv fzﬂ
3 te O
L / v' OF(Z)
s teAt-(1)
of
teAt.(0) ¢
of =oF
. i .
g.muu) =hmu(c l+ Au(n)
w
o teAt
tont 0L, *J\f’“u‘” test
hY

=1 .
paimie
Au“LuAuh’
Bild 3.11: Gleichgewichtsiteration, modifiziertes Newton-

Raphson~Verfahren

Die Gleichgewichtsiteration, die aus obigen Grinden (s. Ab-
schnitt 3.3.3) in der Regel auch bei Verwendung der Padé-
Approximationen erforderlich ist, 1liegt folgendes Konzept

zugrunde: Da Gleichung (3.93) nur mit dem Bezugszustand

Yo gilt (die wdhrend der Gleichgewichtsiteration

. . & .
erreichten Zwischenpunkte w + = ... verletzen die

Gleichgewichtsbedingung?, wird zur Berechnung der Anderung

ts 4t

des Inkrementes A= der Zustandsvektor 2 heran-

gezogen. Die Az entsprechenden Ungleichgewichtskraf~
te werden formal als &uBere Kr&fte behandelt (s. Bild
3.11) und entsprechend (3.83) auf der rechten Seite

mitgenommen. Damit erh&lt man in jedem Iterationsschritt

. et (48] ° .
einen verbesserten Zustandsvektor T8 beziehungswe ise

. t+at £i=1}
aus der Differenz zu =2

(1%

die Anderung des Inkremen-
tes A== Fir den verallgemeinerten Erregervektor ergibt

sich wdhrend der Iteration:
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t+ At (£ 3] o) t

i=1: £ = M'CVR - TUFEY K W

i=2: TNED = MUCYR - TUFY ¢ (K a s
+ 3sa )

i=3: “MED = MTUCTYR - TUFY ¢ K T
iA@Y ¢ KAa )

allgemein: “"* £ = M7(""R - "NFY + K 'u +

+ ‘;a;KAu T (3.100)
=2

Fir die &nderung des Inkrementes des Zustandsvektors resul-
tiert aus:

“y t+at (33 tr At i1

Az = (3.101)
mit (3.80), folgende Beziehung:
AZ({’ - (ehAt . I )A—I(G*Atftl) - t#Atftl-t)) +
(3.102)
+ [eAAlAt - (eAAt - I )A"I]A'I[G‘Atf(£~l) - tbhtfu)))/At
In ausgeschriebener Form erhdlt man gem&f obiger Ablei-
tung nach der Symmetrisierung:
D + ‘a2 | M - Kac/12 ffaa
— —-L- — =
M - (¥ALT/12 | emat/z2 - 2at®712 flaa®
(_tOAtoF(l—l’ + t-@A:F(l‘Z) + :KAu ‘l““)At/z
= (3.103)
_(_th:’F(l-l) + uA:Fu-m + ;KAu(l“l))Atzllz
die Grundgleichung fir die Iteration. Das dargestellte

Vorgehen gilt ebenfalls bei Verwendung der Standard Newton-
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Raphson-Iteration, dort ist lediglich anstelle von ;P:,
NA;l(“'” zu setzen.

3.3.3.2 Explizites Ver fahren

Da die 4bliche Art, die =zentrale Differenzenmethode
darzustellen, in der Literatur héufig =zu finden |ist
(s. z.B. /18/), soll sie hier nicht wiedergegeben werden.
Stattdessen soll gezeigt werden, wie die entsprechenden
Beziehungen mit Hilfe von Padé~Approxinmationen erhalten
werden kénnen.

Im Gegensatz 2zu impliziten Verfahren erforderte die
Herleitung der Bewegungsgle ichung (3.31> Cexplizite
Methoden) Kkeine Linearisierung in den Verzerrungen, eine
Gleichgewichtsiteration ist deshalb bei dem expliziten
Verfahren nicht erforderlich. Die folgende Entwicklung
expliziter Beziehungen wird demzufolge in zwel Schritten

vorgenommen:

1. Oberfihrung der inkrementellen Bewegungsgleichung in die
Zustandsgle ichung

Wie bei dem impliziten Verfahren wird die Bewegungs-
gleichung (3.31) mit Hilfe der Identitdt:

LR A e+ AL
R

= a {3.104)

in die Zustandsgleichung analog 2zu (3.89) Ubergefihrt.

Hierin sind:

o | I
B o= - - — (3.105)
O | -MTD

<
= (3.106)
M—t(w,nR " n.nF)

o

teat
Caxpl)
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weiterhin gilt:

o
t
£ .., ° (3.107)

~-1,t €

MR - )
Die Bewegungsgleichung (3.31) ist nur beziglich des Ortes
diskretisiert. Entsprechend der in (3.80) enthaltenen An-
nahme einer abschnittsweise linearen Belastungsfunktion muf
nun auch hinsichtlich der Zeit diskretisiert werden. Damit

ist die allgemeine Lésung (3.80) verwendbar.

2. Bestimmungsgleichung fir den ZustandsveKtor zum Zeit-
punkt t+At

Die Matrizenexponentialfunktion wird nun durch

Abt

e = T + B+ (BAY/2

angenadhert /124/; der Zustandsvektor zum Zeitpunkt t+At
wird mit (3.80):

t+4t

= o= (L + B+ (BA/ 2= +

€3.108)
+ CF o+ UYEIA/2 + B CSFEALY2
bzw. ausgeschrieben und umgefornt :
e !l TaAt - MTDALY2 ‘aa
U W +
:‘“ix O I~ MDAt + (MDY AL/2 ]|
(3.109)

-1,%

MTCER - JFOALT2

“1, %

M7CR - o4 TR - CUEYAL/2 + MUDMUCR - (FOALY2

©

Dies sind bereits die Beziehungen des zentralen

Differenzenverfahrens, die getrennt gelést werden Kénnen
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und in dieser Formulierung Keine Startprozedur erfordern.
Fir den Sonderfall eines unged&mpften Systems mit elnenm
Freiheitsgrad folgt:

t

DF + t*A&R -

traL

FrAt/2 (3.110)

i}

v AL,
u

e& + M—l(tR -

te AL -1 Lt

= "u o+ faat + MTCR - FyAt?/2 €3.111)

Zum Beweis der Obereinstimmung des Verfahrens nit der
zentralen Differenzenmethode wird in die Bewegungs-~
gleichung (3.18) die Differenzenbeziehung:

L3 LRy

E+ AL
d = ¢

u - 2+ wy/att

eingesetzt. Als Ergebnis erhdlt man:

trat
u

= 2% - "+ MWCR - Fyot®

Unter Verwendung der zweiten Differenzengleichung:

t- At tedk
u

u o= =2 ‘GAt +

folgt daraus Gleichung (3.111)

te 4t -1, %

u = ‘u o+ "aat + MTCR - Frat?/2

Wie im Rahmen der Beispielrechnungen noch gezeigt wird
(s. Abschnitt 3.3.4.3), ergeben sich hinsichtlich der
Wirtschaftlichkeit ke ine nennenswerten Unterschiede

zwischen beiden Formulierungen.
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3.3.4 Beispielrechnungen
3.3.4.1 Zweibock

Die folgenden Ausflhrungen beziehen sich auf den im
Abschnitt 2.5.4 vorgestellten Zweibock. Unter der dyna-
mischen Beullast, die dort zu P=0,77 MN bestimmt wurde,
ergab sich fir At>0,000125 sec ein stark von der Gréfe des
Zeitschrittes abh&ngiges Systemverhalten. Dies wurde auf
den Stérungscharakter der Zeitintegrationsmethode zuridck-
gefihrt. Im folgenden soll gezeigt werden, daB die dabe i
vorausgesetzte Stabilitdt des Newmark-Verfahrens, auch fir
den gréften verwendeten Zeitschritt von At=0,001 sec wirk-
lich gegeben ist.

Der Nachweis basiert auf der OUberlegung, daB Stabilitat
bzw. Instabilitdt der Zeitintegrationsmethode nur von der
GréBe des Zeitschritts und nicht von der Belastung des
Systems bestimmt wird. Daraus folgt, daB sich eine Insta-
bilitadt der Integrationsmethode, die bei dem gréBeren
Zeitschritt mdglich ware, unabhéngig von der Lasthdhe
bemerkmar machen muB. Demnach kénnen die Belastungen fir
den Nachweis so gewshlt werden, daf sich Stérungen aus dem
Verfahren im Zeitverlauf nicht mehr bemerkbar machen. Bei
Stabilit&t der Zeitintegration mit dem gréBeren Zeit-
schritt dirfen die oben geschilderten Phé&nomene nun nicht
mehr auftreten, die Lésungen missen fdr At=0,001 bzw.
At=0,000125 dbereinstimmen.

Entsprechend dieser Zusammenhdnge wurden, wie in den
Bildern 3.12 und 3.13 dargestellt, fir Belastungen Knapp
unter- bzw. oberhalb der dynamischen Beullast Zelitver-
laufsberechnungen sowohl mit dem kleinsten als auch mit den
gréften oben genannten Zeitschritt durchgefiihrt. Es ergibt
sich Ubereinstimmung zwischen beiden Lésungen. Danit ist
die Stabilitdt des Newmark-Verfahrens auch flir At=0,001
sec bewiesen und die unter der Beullast beobachteten
Einfliisse der Zeitschrittweite eindeutig auf den
St3rungscharakter der Numerik zurilckgefiihrt.
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2.4000
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1.2000

VERT. VERSCHIEBUNG u <M >

09000 At = 0,000125 SEC

0.6000 At = 0,000
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Bild 3.12: Verschiebungszeitverlauf, P=0,75 MN
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Bild 3.13: Verschiebungszeitverlauf, P=0,8 MN
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3.3.4.2 Kreisbogen
1. Allgemeines, Idealisierung

Der in Bild 3.14 dargestellte Kreisbogentrdger unter
gleichm&Biger, plétzlich aufgebrachter Belastung wurde be-
reits in /157, /39/ untersucht. Er stellt ein typisches,
dynamisches Stabilit&tsproblem eines Tragwerkes dar und ist
besonders geeignet, die in NISA implementierten Methoden
auszutesten. Dartiber hinaus sollen die oben ausgewdhlten
Verfahren hinsichtlich Eignung, Genauigkeit, Effizienz
sowie der Einfliésse der Zeitschrittweite, Art des Itera-

tionsverfahrens etc. auf die Ldsung untersucht werden.

| R = 67115in
I 17,37 in
2,287in
1,0 in
107 tbrin?
0,2
-4
2,44 %10 1b sec? lin*
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2L T

jo il o
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-
@
3w

o < m
¥ on

Breite b=10 in
-3
T, = 2,370 sec p

-
i

- 1,46.10°

T, = 0553107 t,
3315210 "sec

el
]

Bild 3.14: Kreistrdger, System, Belastung, Perioden

Da die Analyse des kompletten Systemverhaltens hier nicht
im Vordergrund steht, wird vereinfachend nur das halbe
System idealisiert, d.h. nur das symmetrische Problem
betrachtet. Fiir die Idealisierung werden zehn 4-Knotige, 2-
dimensionale, degenerierte, isoparametrische Elemente nmit
vollstandig reduzierter Integration eingesetzt; ferner wird
von zusammengefaften Massen ausgegangen. Die Idealisierung
ist dergestalt, daB die L#ésung durch die Ortsdiskre-
tisierung nicht beeinfluft wird.

Die Anzahl der Unbekannten betrdgt damit 89, die
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Bandbreite von K ist 12, Weiterhin wird Hookesches Mate-
rialverhalten angenommen und die konsistent linearisierte
Steifigkeitsmatrix nach /102/ in TL-Formulierung verwendet.
Die Belastung wird wie in /15/ innerhalb von 0,0003315 sec
aufgebracht und anschlieBend Konstant gehalten. Dies
entspricht einem pldtzlich wirkenden AuBendruck (step-
load).

2. Dynamische Beullast, Vergleich mit der Literatur

Mit Hilfe des Newmark=-Verfahrens (B=1/4, &=1/2) wird, unter
Vernachldssigung der physikal ischen Dampfung, die
dynamische Beullast ermittelt. Der in Bild 3.15 flir
verschieden hohe Belastungen dargestellte zeitliche Verlauf
der Vertikalverschiebung des Scheitelpunktes (Knoten 1)
wurden mit At =0,00016575 sec berechnet. At (=T,/14)
stellt ungef&hr das 60~fache des fiir Wellenausbreitungs-
vorgédnge zuldssigen Zeitschrittes dar. Dieses Verbhdltnis
ist nur wegen des verwendeten, impliziten Verfahrens und
der Beschr&nkung auf das globale Systemverhalten méglich.
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G ~2.000 |
é 448
5
z
X _3.000 |
L]
z
pol
]
3 s 447 Iblin?
£ -4.000 R =
H
-5.000
-8.000 . . . .
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ZEIT <SEC>

Bild 3.15: Ermittlung der dynamischen Beullast
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Der Instabilitdt des Gleichgewichts signalisierende,
plétzliche Ubergang des Systems in eine Schwingung um die
untere stabile Gleichgewichtslage wird zum ersten Mal
unter p=447 1b/in° beobachtet. Wird die Berechnung nit
p=448 1b/in® durchgefihrt, so tritt das Verschiebungs-~
maximum zu einem friheren Zeitpunkt auf. Diese Abh&ngigkeit
des Zeitpunktes des Erreichens der unteren Gleichgewichts~
lage von der Belastungshéhe gilt allgemein, sie wird im
folgenden benutzt werden, um Aussagen hinsichtlich einer
ber- bzw. Unterschitzung der dynamischen Beullast zu
treffen, die bei einzelnen Integrationsverfahren mdglich
ist. Wie der zeitliche Verlauf der Verschiebungen fir p<447
zeigt, treten nach Durchlaufen des ersten Verschiebungs-
maximums nicht unerhebliche numerische D&mpfungseffekte
auf. Aus diesem Grund wurde zur Ermittlung der dynamischen
Beullast nur das erste Verschiebungsmaximum und das hieraus
erfolgende Durchschlagen des Systems herangezogen. Das sich
fir p=446 andeutende Maximum fir t>0,01 sec wurde daher
nicht beachtet. Weiterhin begrinden die geschilderten
numerischen Effekte die oben getroffene Vernachlassigung
der physikalischen Dsmpfung. Aus dieser Vorgehenswe i se
resultieren bei den hier betrachteten Problemen dynanische
Durchschlagslasten auf der sicheren Seite. Auf eine
négl iche destabilisierende Wirkung der physikalischen
Dampfung sei an dieser Stelle hingewiesen.

in Bild 3.16 sind die hier berechneten Ergebnisse denen von
/15/ gegentbergestellt, wobei die langs des Kreisbogens
aufintegrierten normierten Verschiebungen tber der Zeit
aufgetragen sind. Die oben berechnete dynamische Beullast
liegt nur 0,7 % dUber der in /15/ angegebenen von p=444. Der
zeitliche Unterschied, der beim Buftreten der Maximal-
verschiebung beobachtet wird, ist unbedeutend. Er ist auf
die in /15/ gewahlte Idealisierung mit ebenen Scheiben-
elementen sowie auf die Empfindlichkeit der Lésung im
Bereich der Kritischen Last (s.u.) zurickzufihren. Eine
Kontrollrechnung mit NISA, bei der ebenfalls 8-knotige

Scheibenelemente verwendet wurden, lieferte eine dynamische
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Beullast wvon 444,0 lb/inz, also exakt den in /15/ angege-
benen Wert.
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Bild 3.16: Vergleich: NISA - 715/
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Bild 3.17: Dynamische Beullast
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Sehr anschaulich 1&8t sich die dynamische Beullast auch mit
der in Bild 3.17 gewéhiten puftragung gemdB /30/ (Maxi-
malverschiebung iber aufgebrachter Last) darstellen.
Zusitzlich ist in Bild 3.17 auch die kritische Lasthohe
eingezeichnet, die sich ohne den in /102/ eingefihrten
zwatzterm in ¥ zu p=457 ergibt. Der geringe Unterschied
von nur 2,3 % in den dynamischen Beullasten weist darauf
hin, daB groBe Rotationen bei diesem Beispiel keine Rolle
spielen.

3. Vergleich der Zeitintegrationsverfahren

Um die Frage =zu beantworten, inwieweit die einzelnen
Integrationsverfahren In der Lage sind, das dynanische
Beulverhalten darzustellen, wurden (Bild 3.18) jeweils un~-
ter der oben gefundenen Beullast Zeitverlaufsberechnungen
durchgefihrt. Das Zeitinkrement von At =0,00016575 sec
ist dabei so gewdhlt, daf die Gleichgewichtsiteration mnit
dem modifizierten Newton-Raphson~-Verfahren durchge fihrt
werden kKann, und nicht die Standard~Form eingesetzt werden

mufl.
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© —4.000 N,
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—6.000 . -
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Bild 3.18: Vergleich der Verfahren far At =0,00016575 sec
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Nachdem die Wilson-9- sowie die Methode der zentralen
Differenzen aus Wirtschaftlichkeitsgrinden <(s. unter 8.)
auszuschlieBen waren, konnten die Untersuchungen auf die «=-
Verfahren (a==~0,1; £=0,3025; §=0,6) und das Padé-Verfahren
4. Ordnung beschrinkt werden.

Zundchst sind die nur geringen Unterschiede zwischen den
Zeitverldufen nach Bossak bzw. Newnark festzustellen. Das
zeitlich frihere Auftreten der Maximalverschiebung bei der
Lésung nach Bossak deutet auf eine dynamische Beullast hin,
die geringfigig unter dem nach Newmark ermittelten Wert
liegt. Dies wird der Wirkung der Zusatzd&mpfung des Bossak-
Verfahrens zugeschrieben, die hier anfachenden Charakter
besitzt.

tfer mit dem Hilber-u-Verfahren berechnete Verschiebungs-
Zeitverlauf, zeigt das dynamische Beulen noch nicht an. Der
Kurvenverlauf--entspricht ungefdhr dem mit Newmark fir p =
446 berachneten. Die Untersch8tzung der dynamischen
3eullasf weist auf eine positive numerische D4mpfung des
Verfahrens hin. Sie ist auf den Umstand zurtickzuftihren, daf
¥ im Bereich der Kritischen Last nicht mehr positiv
definit ist, und damit der Dampfungscharakter des
Verfahréns bei zunehmenden Verschiebungen entgegengesetzt
dem Vorzeichen von o wird. Obwohl die dynamische Beullast
nur geringfigig unterschitzt wird, sollte die Methode
aufgrund der erwdhnten starken Abh&ngigkeit der numerischen
Dampfung von der Systemsteifigkeit nur mit Vorsicht einge-
setzt werden.

Schlieft man wieder vom Zeitpunkt des Auftretens der
Maximalverschiebung auf die Héhe der dynamischen Beullast,
s0 zeigt der nach dem Padé~Verfahren berechnete
Verschiebungs-Zeitverlauf, daB die Padé~Approximation eine
geringere kritische Last liefert als das Newmark-Verfahren.
Die nach der Padé-Methode fir p=447 gefundene Kurve stimmt
ndherungsweise mit dem nach dem Newmark-Verfahren fir p=448
ermittelten Verlauf Uberein.
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4, BinfluB der Zeitschrittweite

Zur Kl&rung der Frage, inwiefern das L&sungsverhalten der
einzelnen Integrationsmethoden von der Wahl des Zeit-
schrittes abhéngt, wurden die unter 3. geschilderten
Berechnungen mit At, = 0,0003315 sec wiederholt. Die GréBe
des Zeitinkrementes macht die Verwendung der Standard
Newton-Raphson Iteration erforderlich.
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Bild 3.19: Vergleich der Verfahren, At, = 0,0003315 sec

Wie aus Bild 3.19 abzulesen ist, liefern das Padé- und das
Hilber-a-Verfahren ein Systemverhalten, das dem aus Bild
3.18 sehr &hnlich ist. Lediglich beim Newmark- und Bossak=-
a-Verfahren ergeben sich, was den Zeitpunkt des Verschie-
bungsmaximuns anbetrifft, Unterschiede zum oben beschrie-
benen Verhalten. Hier ist nicht eindeutig feststellbar, ob
dieser Effekt auf Periodenfehler des Newnmark-Verfahrens
zurlickgeht, die bei der vergréferten Zeitschrittweite wahr-
scheinlich sind, oder ob ein verdnderter Dampfungscharakter

der Bossak-a-Methode vorliegt. Wegen der Abhéngigkeit der
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Bossakschen Zusatzdampfung (s. Abschnitt 3.3.3.1) von der
Anderung der Trégheitskrdfte, die tiber den Zeitverlauf
sicher unterschiedliche Vorzeichen besitzt, muB angenommen
werden, daB ihre vorherrschende Wirkung nicht exakt vorher-
bestimmbar ist und gewissen Zufdlligkeiten unterliegt.
Allerdings =zeigt sich hier auch, daB die zusatzliche
Dampfunyg nach Bossak in ihrer Auswirkung auf das System-
ververhalten weniger gravierend ist, als diejenige nach
Hilber.

Insgesamt treten bei allen Verfahren die Verschiebungs~
maxima zu friheren Zeitpunkten auf, als dies bei der
kleineren Zeitschrittweite der Fall ist. Hier zeigt sich
wieder der bereits beim Zweibock diskutierte Stérungs-
charakter der numerischen Lésung (s. Abschnitt 2.5.4), der
aufgrund ven At >At, hier st8rker zutage tritt.
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Bild 3.20: Untersuchung zur Stabilitat der Integrations~-
methode

Die bei dieser BAussage vorausgesetzte Stabilitat der
Zeitintegrationsmethode ist noch =zu zeigen. Dazu sind im
Bild 3.20 Verschiebungszeitverliufe dargestellt, die nit
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dem Newmark-Verfahren fir p = 457 jeweils fir Af, und At,
berechnet wurden. Die Last liegt deutlich oberhalbk der
dynamischen Beullast, die Verschiebungsmaxina beider nit
unterschiedlichen Zeitschritten berechneten Kurven stimmen
dberein. Damit ist auch flir dieses Beispiel gezeigt, daB
die Annahme der Stabilit&t des Zeitintegrationsverfahrens
zu Recht getroffen wurde.

5. Effizienz der Verfahren

Zur Beurteilung der Effizienz der untersuchten Verfahren
werden die bei den oben diskutierten Berechnungen
(p=447 1b/in®) verbrauchten Rechenzeiten verglichen.

Die in Tabelle 3.1 zusammengestellten Werte wurden an der
CRAY~1M ermittelt und beinhalten neben reinen Rechenzeiten
auch Aussagen dber den belegten Speicherplatz und
erforderliche I0-Operationen.

Angaben {ber das zentrale Differenzen-Verfahren, sowie Uber
die Wilson-6~Methode sind in der Tabelle aus folgenden
Grinden nicht enthalten: Konvergenz Konnte bei der Lésung
nach Wilson-8 (8=1,4) nur fir At ¢ 5,63*10'5 sec erreicht
werden. Da die verbrauchte Rechenzeit pro Zeitschritt
s&hnlich der des Newmark-Verfahrens ist, Kkann die Wilson-o-
Methode damit als unwirtschaftlich ausgeschlossen werden.
Gleiches gilt fir die Lésung mit zentralen Differenzen:
zwar verbraucht das NewmarK-Verfahren pro Schritt das 3-
fache der Rechenzeit der zentralen Differenzen-Methode pro
Zeitschritt, das Verhdltnis zwischen vervendetem Zeit-
inkrement nach Newmark und dem nach zentralen Differenzen
zuldssigen ist aber gréBer als 100!

Zun&chst ist festzustellen, daB das Newmark- sowie die
beiden «-Verfahren nédherungsweise gleiche Rechenzeiten
verbrauchen, die Vorteile des Newmark-Verfahrens gegeniber
den beiden anderen sind gering. Dies gilt sowohl fir den
kleineren Zeitschritt mit modifizierter Newton-Raphson-
Iteration als auch flir den gréBeren mit Standard Newton-
Raphson-Iteration. Der Vorteil der geringeren Anzahl von

Zeitschritten, bei der gréBeren Zeitschrittweite, wird



durch den erh8hten Aufwand bei der Gleichgewichtsiteration
wieder zunichte gemacht.

Tabelle 3.1

Verfahren Rechenzeit fiir t = O bis 0,009945 sec
. At, At,

Newmnark 29,8 mNR 30,1 8NR

Bossak-a 32,3 mNR 32,6 ©SNR

Hilber-«a 30,5 mNR 30,5 8NR

Padé (109,63 m/SNR 82,7 GSNR

mNR ~ modifizierte Newton-Raphson-Iteration
SNR - Standard Newton-Raphson-Iteration

2usatzuntersuchungen mit kleineren Zeitinkrementen als
0,00016575 sec /114/ zeigten, daB hierfir wieder wmehr
Rechenzeit aufgewendet werden mufi, Aufgrund dieser Oberle~
gungen ist hinsichtlich Genauvigkeit und Effizienz derje-
nige Zeitschritt als optimal zu bezeichnen, der die Ver-
wendung des modifizierten Newton-Raphson-Verfahrens fir die
Gleichgewichtsiteration zuldft, und bei dem Konvergenz nach
ca. 3 Iterationsschritten erreicht wird.

Zw den fir die Lésung nach dem Padé~-Verfahren verbrauch-
ten Rechenzeiten ist folgendes anzumerken: Der KkKleinere
Zeitschritt lieB die Verwenduny des modifizierten Newton-
Raphson~Verfahrens nur bis zum 45. Zeitschritt zu, an~
schlieBend muBte auch bei diesem Zeitinkrement die Standard
Newton-Raphson-Iteration eingesetzt werden. Derartige Kon-
vergenzschwierigkeiten wurden bel den o- bzw. Newmark-
Verfahren nicht beobachtet, da dort in der effektiven
Steifigkeitsmatrizx der Term a M enthalten ist, der sich
nunerisch gidnstig auswirkt (s. Abschnitt 3.3.3.1).



Im Gegensatz zu den Ubrigen Methoden ergeben sich beinm
Padé~Verfahren Rechenzeiteinsparungen bel Verwendung des
gréfBeren Zeitschrittes. Dies ist darauf zurlckzufihren, daf
die Lé&sung des vergrdBerten Gleichungssystems bei diesen
Beispiel mehr Zeit in Anspruch nimmt als das Aufstellen

der Elementsteifigkeitsmatrix.
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Bild 3.21: Vergleich: Padé -~ Newmark

Unabhéngig vom gewdhlten Zelitschritt, erweist sich die
Padé-Methode als wesentlich rechenzeitintensiver als bei-
spielsweise das Newmark-Verfahren. Aufgrund der héheren
Genauigkeit, die mit der verwendeten Padé~-Approximationen
verbunden ist, erscheint dieser direkte Vergleich frag-
wiirdig. Um dies zu veranschaulichen, wurden wie in Bild
3.21 dargestellt, die Ergebnisse nach den Newmark- bzw.
Padé-Verfahren fiar die Laststufe p=400,0 1b/in® einander
gegenibergestellt. Es zéigt sich, daB um die Genauigkeit
des Verfahrens 4. Ordnung (At, = 0,00016575) zu erreichen,
bei Newmark die 4~fache Anzahl von Zeitschritten erfor-

derlich ist. Die dabei verbrauchte Rechenzeit liegt nun in



der GréBenordnung derjenigen des Padé-Verfahrens. Damit
kann festgestellt werden, dafl die verwendete Padé-Appro-
ximation 4. Ordnung, gemessen an der ervreichten Genauigkeit
der Lé&sung, durchaus in Konkurrenz zu den {dbrigen hier
behandelten Verfahren treten kann. Inwiewelt dies auch fiur
gréflere Beispiele zutrifft, wird im folgenden noch =zu

tberprifen sein.
6. Genauigkeit der Lésunyg

Tats8chlich resultieren die geschilderten Genauigkeits~
probleme behauptet, aus den Zeitintegrationsmethoden. Sie
sind durch zusétzliche MaBnahmen bei der Gleichgewichts~
iteration nicht zu beseitigen (s. Abschnitt 3.3.3)., Neben
der (blicherweise Kontrollierten Verschiebungsnorm wurde
zus&tzlich die Energienorm der Ungleichgewichtskradfte {(nach
/14/) entsprechend

T

(SO-A&R - t&AGF(l-‘) - M ttﬂtﬁ (l"l)) = EINORM

o

Aws
(3.1123
Ava T N . ZF -~ 1 *da) = ENORM

EINORM = RTOL*ENORM

kontrolliert und die Genauigkeitsschranke RTOL variiert.
Beide Mafnahmen fihrten nicht zu einer Ver#nderunyg des
Ergebnisses, lediglich zu einem erh&hten Aufwand an Rechen~

zeit.

Daf andererseits auch die Qualitdt der in den Zeitinte-
grationsmethoden enthaltenen Annahmen die Gleichgewichts~
iteration kaum beeinfluBft, zeigt ein Vergleich der von
Integrationsverfahren unterschiedlicher Ordnung bendtigten
Anzahl von Gleichgewichtsiterationen. Bel der Lésung nach
Newmark (At,, p=447) werden durchschnittlich 2,7 Iteratio-
nen pro Zeitschritt (I/T8) durchgefihrt, fir die Padé-~
Approximation 4. Ordnung ergeben sich durchschnittlich 2,6
1/TS.



7. Methoden zur Konvergenzbeschleunigung

Zur Verbesserung des Konvergenzverhaltens der im
Zusammenhang mit den Newmark-Verfahren beschriebenen
Newton-Raphson-Iteration sind aus dem Schrifttunm eine Reihe
von Verfahren bekannt. KEine Literaturidbersicht findet sich
z.B. bei Crisfield /37/. Methoden 2zur Konvergenzbe-
schleunigung wurden ebenfalls in /14/ zur Anwendung
empfohlen.

7wei Verfahren, die bei statischen Problemen bereits nmit
Erfolg eingesetzt wurden /106/, /38/ sind “"acceleration”
und "line search®. Sie sollen am Beispiel des Kreisbogens
niher untersucht werden. Die modifizierte Newton-Raphson-
jteration mit “acceleration®, wird nach /37/ auch als
Sekanten-Newton-Methode bezeichnet. Wie in /37/ darge-
stellt, Kkann dieses Verfahren direkt aus den guasi Newton-
Methoden abgeleitet werden. Gegeniber diesen hat die Sekan-
tenmethode den Vorteil, daB sie mit den im Zuge der
modifizierten Newton-Raphson-Iteration berechneten GréfBen
auskommt.

“pcceleration® stellt nichts anderes dar, als eine Ska-
lierung des im ersten Schritt des modifizierten Newton-

Raphson-Verfahrens berechneten Verschiebungsinkrementes:

aa = ACAR® (3.113)
Mit dem aus
«i\(A&u) - hMAR“-“ (3.114)

o

(s. (3.653) berechneten Verschiebungsinkrement At Y,

(28]

Der Skalierungsfaktor A ergibt sich nach /38/ zu:

. A A A
(13 =T £+ A% 1-2) -1 4+ At H-1) trat ¢4 -2) -1
B = -hu »r [Awx < ) 24 - 24 )1

(3.115)

Der Verlauf der Iteration ist am System mit einem Frei-
heitsgrad im Bild 3.22 schematisch dargestellt.
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Bild 3.22: Iterationsverlauf mit “acceleration®

Als weitere Methode soll hier das line search-Verfahren
getestet werden. Die aus der mathematischen Optimieruny
bekannte Methode 1ist nach /37/ ebenfalls in der Lage, das
Konvergenzverhalten zu verbessern. Gegeniber der “acce-~
leration” sind allerdings zus&tzliche Gréfien zu berechnen.

Das Verfahren basiert auf der Minimierung der Energie der
Ungleichgewichtskrifte, wobei es nach /38/ ausreicht, das

Minimum nur ndherungsweise zu bestinmmen.

Mit der A&nderung des Verschiebungsinkrementes Aw‘’ in
i-ten Iterationszyklus aus

e ay tear D giets

AKX A = = (3.116)

ergeben sich nach /38/ die verbesserten Verschiebungen zu

<5y Ci-13 ¥

u? = + B A 3.117

mit dem Skalierungsfaktor B, Die Iteration innerhalb des



“line search" Prozesses, wird mit j bezeichnet. Mit Hilfe

der Anderung der Energie der Ungleichgewichtskréfte,

s = TARYT pu €3.118)
wird mittels der Interpolationsvorschrift:

BY/BYTY = ~5/(sY - 5 €3.119)
jeweils ein neues B’ berechnet. Die dabei m&gliche Extra-
polation far s>0 wird aus Genauigkeitsgrinden nicht
durchge fihrt. Die “line search™ Iteration wird abgebrochen,

sobald die Genauigkeitsschranke LSTOL erreicht wird:

s’ /}s| ¢« usToL (3.120)
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Bild 3.23: Iteration mit “"line search”

In Bild 3.23 ist der Ablauf der modifizierten Newton-



Raphson~Iteration in Verbindung mit "line search® schema-
tisch dargestellt.

Zur Klérung der Frage, inwieweit sich die Effizienz der
Analyse durch den Einsatz der geschilderten Verfahren
steigern 188t, wurde der Kreisbogentrdger unter p=447,
jewelils fdr At und At, berechnet.

Beide Verfahren wurden in Verbindung mit der modifizierten
Newton-Raphson-Iteration eingesetzt. In Bild 3.24, sind die
mit At ermittelten Verschiebungszeitverldufe beider Me-
thoden dem des Newnark-Verfahrens ohne ZusatzmafBnahmen
gegeniibergestellt.

0.000

-1.000

mMNR +
line search

—~2.000
~3.000

Py = 447 1b/in?

—4.000

VERSCHIEBUNG KNOTEN 1 <iN>

mNR —=modifizierte Newton-Raphson MNR+
Iteration accet.
-5.000
—-6,000 + ‘
0.000 0.002 0.004 0.006 0,008 0.010

ZEIT <SEC>

Bild 3.24: Newmark-Verfahren mit ZusatzmaBnahmen

Wahrend sich zwischen der reinen modifizierten Newton~
Raphson-Iteration und der beschleunigten Version praktisch
Keine Unterschiede ergeben, treten in Verbindung mit
“line search”"(LSTOL=0,6) erhebliche Abweichungen auf. Die

Lésung mit "line~search®” stimmt in etwa mit der oben fir
p=446 berechneten {berein. Dieser Effekt ist der in /37/
erwdhnten Démpfungseigenschaft der Methode zuzuschreiben.
Diese “Wegabh&ngigkeit" wird auf die w&hrend der 1line



search Iteration nur ungenau (LSTOL=0,6) wermittelten Ge-
schwindigke iten und Beschleunigungen zuridckgefdhrt.

Zar Beurteiluny der Effizienz beider Methoden werden die
in Tabelle 3.2 zusammengestellten Rechenzeiten herange-
zogen-

Far die Kleinere Zeitschrittweite at, fihren beide MaBnah-
men zar Konvergenzbeschleuniguny auf eine Verringerunyg der
Aurchschnittlichen Iterationszahl pro Zeitschritt. Eine
Reduzierunyg Qer Rechenzeit ist aufgrund der zusétzlich
erforderl ichen Rechencperationen mnicht feststellbar. Inm
direkten WVergleich der ZusatzmalBnahmen séhneidet die
"seceleration® aufyrund der geringeren Anzgahl zusdtzlicher
Rechenoperationen (Vergrdferanyg der Rechenzeit um 20%,
yegentiber  35% bei LS) wnd der erhdhten Wirksamkeit
(geringere Anzahl von Iterationen/Zeitschrittd, besser ab.

Tabelle 3.2

Verfahren Rechenzeit Fir ©=0 bis 0,009945 sec
‘ b, at,
Newnark /18 | Zeit TSy Zeit

nER bzw. SKR 8,0 mwWNR 29,8 2,7 BNR 30,1

niR-acceleration 2,7 40,1 5,3 30,8

mlR=14ne search 2,2 35,5 5,0 (28,07

1798 - Iterationen/Zeitschritt (Durchschnitt)
mNR - modifizierte Newton-Raphson-Iteration
BNR - Srandard Newton-Raphson-Iteration

Bei dem gréBeren Zeitinkrement CAt,y stehen der durch-
schnittl ichen Iterationszahl wvon 2,7 mach Standard-Newton-
Raphson 5,3 bei Verwenduny des modifierten ~Newton-Raphson-
Yerfahrens mit “acceleration” gegeniber. bie Jeweils
verbrauchiven Rechenzeiten stimmen nahezu Uberein.
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Daraus Kkann geschlossen werden, daf die “beschleunigte®,
modifizierte Newton-Raphson-Iteration bei umfangreicheren
Problemen insofern Vorteile bietet, als sie auch bei
gréBeren Zeitschrittweiten die Verwendung des modifierten
Newton~Raphson-Verfahrens gestattet und die gerade bei
groflen Problemen - in Verbindung mit der Standard-Newton-
Raphson-~Iteration - rechenzeitintensive Neuaufstellung der
Steifigkeitsmatrix vermeidet.

Die Verwendung von "line search”, gestattet es bei dieser
Zeitschrittweite nicht, mit der nodifizierten Newton-
Raphson-Iteration auszukommen. Wie in Tabelle 3.2 durch die
Klammer vermerkt, tritt nach dem 20, Zeitschritt Divergenz
auf. War die Methode bereits fir At, unwirtschaftlich, so
ist sie damit bei diesem Beispiel als nicht konkurrenz~
f&hig auszuschlieBen.

8. Zusammenfassung der Untersuchungen am Kreisbogen

- BAlle untersuchten Integrations-Verfahren sind fir die
Ermittlung der dynamischen Beullast einsetzbar.

= Aufgrund von Wirtschaftlichkeitsiiberlegungen Kkann das
zentrale Differenzen- und das Wilson-0-Verfahren
ausgeschlossen werden. Das ebenfalls sehr rechenzeit-
intensive Padé-Verfahren 4. Ordnung ist nur dann konkur-
renzfdhig, wenn seine hohe Genauigkeit bendtigt wird.
Wegen der positiven Démpfung, die das Hilber~a-Verfah-
ren bei indefiniter Steifigkeitsmatrix liefert, ist 'mit
dieser Methode eine Unterschitzung der dynamischen
Beullast verbunden. Hinsichtlich Genauigkeit und Effi~
zienz sind das Newmark- sowie das Bossak-a-Verfahren ge-
nerell zu empfehlen («<0). Dies gilt, obwohl die Wirkung
der Bossakschen Zusatzd&mpfung nicht generell vorhersag-
bar ist, da sie wesentlich schwicher ist als die der
Hilber-a-Methode. Bei der unten empfohlenen Zeitschritt-
weite ergab sich nach Bossak eine negative Zusatz=-
danpfunyg, also eine Anfachung.
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- Im allgemeinen ist die Zeitschrittweite so zu wahlen, da8
Konvergenz mit der modifierten Newton-Raphson~Iteration,
innerhalb von ca. 3 Iterationsschritten erreicht wird.

~ Bei gréBeren Zeitinkrementen und Systemen mit mehr als
ca. loo Unbekannten bietet die Verwendung der modifi-
zierten Newton~Raphson-Iteration in Verbindung nit
“acceleration” Vorteile gegentiber der Standard Newton~
Raphson-Iteration. Allerdings Ist zu beachten, daB wmit
derart groBen Zeitschritten berechnete Zeitverldéufe mit
erheblichen numerischen Ungenauigkeiten behaftet sein
‘kénnen. Solché Zeitinkremente sollten daher nur fir die
gualitative Ermittlung der dynamischen Beullast gewdhlt
werden. Wird auf die Qualitst des Verschiebungszeitver-~
laufes Wert gelegt, so sollten die oben erwlhnten
Kleineren Zeitschrittweiten verwendet werden.

~ Die Anwendunyg der “line search” Methode, in Verbindung
nit der modifizierten Newton-Raphson-Iteration, ist
aufgrund der bei diesem Beispiel gesammelten Erfahrungen
aus Wirtschaftlichkeitsgrinden sowie wegen mndglicher
‘Konvergenzprobleme nicht zu empfehlen.

- Mit entsprechenden Untersuchungen konnte die Stabilitat
der Methoden auch im Bereich instabiler Gleichgewichts~
zusténde nachgewiesen werden. Anzumerken ist In diesen
Zusannenhang  noch,’ daf der Versuch, Instabilitst des
Newnark-Verfahrens zu erzeugen, stets an Konvergenz-
problemen bei der Gleichgewichtsiteration scheiterte.
Wenn damit auch entsprechende Nachweise nicht zu ersetzen
sind, so bestdtigt dies doch das eingangs (s. Abschnitt
3.3.1) zitierte gute Stabilit&tsverhalten der Methode.



3.3.4.3 Kugelkappe

1. Allgenmeines, Idealisierung

Die dynamische BAnalyse der in Bilada 3.2% skizzierten,
vollstdndig eingespannten Kugelkappe unter richtungstreuver
AuBendruckbelastung stellt gegeniber dem oben behandelten
Kreisbogen in mehrerey Hinsicht ein véllig anders gear-

tetes Problem dar.

R = 22,27in

te=  0,41in

& = 26,67°

E = 10,5x10° psi

o= 245x10°Ib sec? fin*
v = 073

6y = 24000 psi
E,= 021x10%psi
P = 600 psi

T,z 570sec, T,=2557sec, T,=4,95sec, T,=4,13sec

Bilad 3.25: System, Belastung, Perioden

Bild 3.26: Idealisierung (Projektion in die x~y~Ebene)




Zundchst spielt neben der geonmetrischen Nichtlinearitét,
aufgrund der geringen Schlankheit der Schale (R/t=54,3),
insbesondere die physikalische Nichtlinearitdt eine bedeu-
tende Rolle. Das nichtlineare Verhalten des Werkstoffes
wird gemsn /107/ mit Hilfe der v. Mises FlieBbedingung und
dem FlieBgesetz nach Prandtl/Reuss - mit isotroper
Verfestigung - dargestellt.

Weiterhin ergibt sich bei einer ra&umlichen Idealisierung
der Struktur ein gegeniber dem Bogen deutlich vergrdfiertes
Gleichungssystem, was sich auf das numerische Verhalten und
die Effizienz der Zeitintegrationsmethoden auswirkt. Dard-
ber hinaus bietet eine 3D~Modellierung die Msglichkeit, das
Verhalten der in NISA implenentierten isoparametrischen
degenerierten Schalenelemente im nichtlinearen dynanmischen
Bereich zu testen. Um zusétzlich Aussagen dber die Bffi-
zienz einzelner Elemente zu erhalten, wurde ein Viertel der
Schale auf unterschiedliche Weise idealisiert. Das in Bild
3.26 dargestellte XKnotenraster erlaubt sowohl die Verwen-
dung von 80 bilinearen 4-Knotigen (84), sowie von 20 bigua-
dratischen, 9-knotigen Elementen (8%9). Um dies auszunutzen,
wurde das 39-Element trotz einiger Nachteile (s. Abschnitt
3.2.3) dem quadratischen Serendipity-Element (88) vorge-
zogen.

Bei gleicher Anzahl von Unbekannten (410}, ergibt die 900~
Idealisierung mnit 84-Elementen eine Bandbreite von 51,
wahrend die Verwendung des hdherwertigen Elementes (89)
eine Bandbreite von 97 liefert., Beide Elemente werden in
einer mitgehenden Lagrange-Formulierung (UL) in der
Elementebene vollstdndig reduziert und in Dickenrichtung
mit 5 Integrationspunkten dber die FElementdicke vorab-
integriert /115/. Die Darstellung der Trdgheitskrafte

erfoigt mit zusammengefaBten Massen.
2. Vergleich mit der Literatur
Fir das Beispiel sind aus der Literatur /15/, /20/ Lésungen

mit unterschiedlichen Idealisierungen bekannt. In /15/ wird

eine Ldsung mit zehn 8-Kknotigen, isoparametrischen, rota-
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tionssymmetrischen Elementen angegeben. Die Autoren in /20/
verwendeten fir die [dealisierunyg eines Schalenviertels 48

4~knot ige Hughes~Elemente mit "hourglass-control”.

In Bild 3.27, ist die Vertikalverschiebung des
Mittelpunktes der Kugelschale iber der Zeit aufgetragen.
Den Ldésungen aus /15/, /20/lsind die mit NISA (Newmark,
At=0,5*10“5) fir die 54~ bzw. S9-Idealisierung berechneten-
Ergebnisse gegeniibergestellt. Wahrend die bei einer Vorun-
tersuchung /103/ eingesetzte Idealisierunyg mit fanf S16-
Elementen sich als zu grob erwies, ist nun festzustellen,
dafl das Modell mit 89~Elementen ausreichend genau ist und

sehr gut mit der Lésunyg nach /15/ Gbereinstimmt.

0.0000

-0.0100

-0.0200

-5
At=05-10sec /59

~0.0300

~0.0400
S4

-0.0500

--0.0600

VERSCHIEBUNG KNOTEN 95 <IN>

B\
15
~0.0700 T

—0.0800 |- \/20/
S

--0.0800

~0.1000 . . ,
0.0000 0.0002 0.0004 0.0006 0.0008

ZET <SEC>
Bild 3.27: Vergleich: NISA~Literatur

Obwohl die als zu weich zu bezeichnende 34-Lésung groéBere
Abwe ichungen aufweist, ist sie generell noch als brauchbar

einzustufen.

3. Oberlegungen zur Zeitschritt- und Elementwahl

Zur Untersuchung des Rechenzeitbedarfs in Abhdngigkeit von

der Zeitschrittweite wurde der Verschiebungszeitverlauf



sowohl mit At,=0,5%1075 (xT,/1,1x106) als auch mit At,=1%107°
berechnet. Diese sehr kleinen Zeitinkremente werden durch
die materielle Nichtlinearitdt bestimmt. Wie aus den
Bildern 3.28 und 3.29 hervorgeht, wird die Lésung fir beide
Idealisierungen von der GréBe des Zeitschritts nicht
beeinfluft, die Kurven stimmen jeweils nahezu {berein.
Deutliche Unterschiede ergeben sich allerdings hinsichtlich
der Wirtschaftlichkeit, wie aus den in Tabelle 3.3 zusam-

mengestellten Rechenzeiten abzulesen ist.

Tabelle 3.3 Rechenzeit in sec

Zeitschritt [secl 34 39
0,5%10°5 677,2 744,1
1,0%x10°9 287,6 440, 4
Die hier angegebenen Zeiten beziehen sich auf den

Zeitbereich 0:0,65 msec, sie wurden wieder an der CRAY-IM
ermittelt.

Da hierin unterschiedliche Einflisse, wie S8peicherplatz-
bedarf, I[0-Operationen, Bandbreite und Konvergenzverhalten
enthalten sind, ist der zwischen At, und At  bestehende 1li-

neare Zusammenhang an den Rechenzeiten nicht mehr ablesbar.

Generell sind bei der Verwendung des S4-Elementes Rechen-
zeite insparungen gegentber einer Idealisierung mit §9=-
Elementen festzustellen. Dies gilt fir alle untersuchten
Zeitschrittweiten und war aufgrund der glnstigeren Band-
breite auch 2zu erwarten. Bezieht man die Qualitat der
Lésung mit in die Wirtschaftlichkeitstberlegung ein, so
stellt die S9-Idealisieruny wegen der damit erreichten
héheren Genauvigkeit die bessere Wahl dar. Der geringere
Rechenzeitbhedarf fir die Lésung mit dem gréBeren Zeit-
schritt scheint zundchst den beim Kreistrdger gefundenen

Ergebnissen zu widersprechen.
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Bild 3.28: S4~Blement, Variation von At
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Bild 3.29: S59~-Element, Variation von At

Zieht man allerdings zusdtzlich in Betracht, daf bei heiden



hier gewshlten Zeitinkrementen die Standard Newton-Raphson-
Iteration angewendet werden muB, so ist dieser Widerspruch
beseitigt. Die Vorteile der gréBeren Zeitschrittweite be-
ziglich der Rechenzeit basieren, obwohl die Standard
Newton-Raphson~Iteration dabei zu einem friheren Zeitpunkt
eingesetzt werden muB, auf der geringeren Anzahl zu berech-
nender Zeitschritte.

4., Vergleich der Verfahren
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~0.0100
-0.0200

~0.0300

Padé, Zentrale

~0.0400 Differenzen

Hilber-o Newmark
-0.0500

Newmark

~0,0600
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~0.0700 | Padéd

Ditfere
~0.0800 Zentrale nzen

20 S9 -Elemente
~0.0900 | At = 1,0-16° sec

~,1000 "
0.0000 0.0002 0.0004 0.0008 0.0008
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Bild 3.30: Vergleich der Integrationsmethoden

Bufgrund der Ergebnisse des vorhergehenden Abschnittes,
wird zum Vergleich der Zeitintegrationsverfahren die Idea~
lisierung mit S9~Elementen verwendet. Fir die impliziten
Methoden wird der Zeitschritt At, gewdhlt. Die Zeitschritt-
weite flir das explizite Verfahren wird unter Beachtung der
Courant-Friedrich-Levy~-Bedingunyg ("die fir die Wellenaus-
breitung zwischen zwei benachbarten Knoten bendtigte Zeit
muBl = At sein") am oberen Schalenrand zu 2,5*10"7 sec fest-
gelegt. Die mit diesen Annahmen berechneten Verschiebungs-

Zeitverldufe des Mittelknotens der Schale, sind in Bild



3.30 zusammengestellt.

Entsprechend den bein XKreishbogen durchgefihrten Untersu-
chungen wurde das Wilson-a-Verfahren aus Wirtschatt-
lichkeitsgrinden ausgeschlossen und die Bossakk-a~Methode
wegen ithrer groflen Ahnlichkeit zum Newmark-Verfahren hier
nicht mehr betrachtet. Wahrend die Zeitverldufe nach
Newmark, der zentralen Differenzenmethode und nach der
Padé-Approximation 4. Ordnung praktisch dbereinstimmen, ist
fir das Hilber-a-Verfahren (a=-0,1; B$=0,3025; 46=0,6) ein
geringer Démpfungseinfluid festzustellen.

Damit ist fdr diese Zeitschrittweiten die Unabhdngigkeit
des Zeitverlaufs vom Integrationsverfahren gezeigt, die
eingangs erwahnten Unterschiede zwischen den Lésungen aus
der Literatur und den mit NISA berechneten sind danit

eindeutiyg auf das Elementverhalten zurickgefihrt.
Zur  Beurteilung der Effizienz der Integrationsmethoden,
sind in Tabelle 3.4 wieder die jeweils verbrauchten

Rechenzeiten zusammengestellt.

Tabelle 3.4 Rechenzeiten, Idealisisrung mit 39-Blementen

Verfahren-Ze itschritt Rechenze it
fér t=0 bis 6,5%1074 sec

Newmark - 1,0%1079 440,4 sec
Hilber-o - 1,0x1075 580,6 sec
Padé - 1,0%x10"% 4116,7 sec

zentr . .Diff, 2,5%10"7 829,2 sec

Als besonders effektiv ist zun8chst das Newmark-~Verfahren

herauszustellen; die Methode nach Hilber ist dJdemgegeniber



bereits deutlich aufwendiger. Der wesentlich héhere Auf-
wand, der fir die Padé-Approximation getrieben werden nuB,
erklart sich aus der rechenzeitaufwendigen [Lésung des
vergréBerten Gleichungssystems., Da das Verfahren aufgrund
der durch die materielle Nichtlinearitét diktierten,
kleinen Zeitschrittweite Xeine Genauigkeitsvorteile mit
sich bringt, ist es fir dieses Beispliel als unwirtschaft-
lich zu bezeichuaen.

Trotz des wesentlich geringeren Zelitinkrementes der

expliziten Methode verhalten sich die Rechenzeiten von

zentralen Differenzen und Newmark wie 2:1. Dies resultiert
aus der materiellen Nichtlinearitdt, die sich bei der
Berechnung der linken Seite rechenzeitmdBig unginstig
auswirkt. Verzichtet man auf die Vorteile bei der

Generierung der Eingabedaten und wdhlt eine Idealisierung,
die fir das zentrale Differenzenverfahren eine gréBere
Zeitschrittweite zuldBt, so stellt die explizite Methode
eine Alternative zum Newmark-Verfahren dar.

Eine zusé&tzlich durchgefihrte Rechnung, bei der fir die ex-
plizite Lésung die Formulierunyg entsprechend Padé gewdhlt
wurde (s. Abschnitt 3.3.3.2), erbrachte Kkeine Vorteile
gegeniber der Klassischen Formulierunyg bzw. Implementierunyg

des zentralen Differenzenverfahrens.
5. Zusammenfassung der Untersuchungen an der Kugelkappe

Die Untersuchungen an der Kugelkappe, die durch die GraBe
des Problems sowie durch die Bedeutunyg der materiellen
Nichtlinearitdt zu charakterisieren sind, lassen sich wie

folgt zusammenfassen:

~ Bufgrund der gréBeren VerlaBlichkeit der Idealisierung
mit S9~Elementen vsowie des vertretbaren rechenzeit-
ma&Bigen Mehraufwandes ist dieses Element dem 4-Knoti-
gen vorzuziehen. Da das in NISA ebenfalls enthaltene 58-
Element im Rahmen dieser Untersuchung mit dem 9-knotigen
direkt vergleichbar ist, sind die hier gefundenen BErgeb-

nisse auch flir das 8-Knotige Element giltig. Wegen der
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gréBeren Bandbreite, die das Slé-Element mit sich bringt,
sind mit seiner Verwendung héhere Rechenzeiten verbun-
den. Nimmt man die Aussagen des Abschnittes 3.2.3 hinzu,
so erweist sich das 8-knotige als ein fir Schalenprobleme

besonders geeignetes Element.,

Hinsichtlich der zu wdhlenden Zeitschrittweite sind
allgemeingiltige Erkldrungen Kaum mdglich. In der Regel
sind Zeitschrittweiten, die Konvergenz mit dem modifi-
zierten Newton~Raphson-Verfahren gewdhrleisten aufgrund
der materiellen Nichtlinearitdt unwirtschaftlich klein.
Daraus folgt, daf ZusatzmaBnahmen zur Konvergenzverbes-
serung, da sie Kaum gréfBere At erlauben, Keine Effizienz-
stelgerung erwarten lassen. Das optimale Verhdltnis zwi-
schen Zeitinkrement, bzw. Anzahl von Zeitschritten und
der je Zeitschritt erforderlichen Anzahl von Standard
Newton-Raphson-Iterationen ist beil Prohlemen, fir die
Erfahrungswerte fehlen, durch Vergleichsrechnungen fest-
zulegen, Daftr ist Gblicherweise ein Zeitschritt aus-

re ichend.

Die Effizienz des Newmark~Verfahrens Konnte durch die an
diesem Beispiel durchgefihrten Untersuchungen bestatigt
werden. Wegen des nur unerheblichen Mebhraufwandes, der
fir das Bossak-u-Verfahren erforderlich ist, gilt obige
Bussage auch fir diese Methode. Das von Hilber Konzi-
pierte Verfahren ist demgegeniiber als etwas schlechter
einzustufen.

Von einer Verwendung der Padé-Approximation 4. Ordnung,
ist aus Wirtschaftlichkeitsgrinden abzuraten.

Fir das zentrale Differenzenverfahren Konnte bedingt
durch die materielle Nichtlinearitdt zwar eine BEffi-
zienzsteigerung festgestellt werden, wirtschaftlich wird
die Methode aber erst dann, wenn die Jdealisierung die
Belange des Verfahrens bericksichtigt und sehr Kleine

Zeitschrittweliten infoge zu engnaschiger Netze vermeidet.
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3.3.4.4 Zusammenfassung der Beispielrechnungen

Mit den vorgestellten Beispielrechnungen Kkonnte zundchst
die Richtigkeit der in NISA implementierten Verfahren
gezelgt werden., Weiterhin bhestdtigen sie die Eignung der
degenerierten Elemente auch fir nichtlineare dynamische
Probleme.

Weiterhin Konnte mit dem Nachweis der Stabilitdt der
Integrationsmethode, auch bei indefiniter Steifigkeits-
natrix, der Stdrungscharakter numerischer Ungenauigkeiten
bestatigt werden.

Die Beispiele sind hinsichtlich Strukturverhalten und Gréfe
des nunmnerischen Problems so gewdhlt, daB fir die Auswahl
des Zeitintegrationsverfahrens sowie der Zeitschrittgrdie

folgende Empfehlungen gegeben werden Kdnnen:

~ Fir Probleme, bei denen die geometrische Nichtlinearitéit
iberwiegt, dazu 2zdhlen dynamische S3tabilitétsproblene,
erweisen sich das Newmark- sowie das Bossak-a-Verfahren
als besonders wirtschaftlich. Auch die Hilber-a~-Methode
ist oben mit einzuordnen; vor dem Hintergrund indefiniter
Steifigkeitsmatrizen sollte, um die dynamische Beullast
nicht wesentlich 2zu unterschétzen, o gréBer als -0,1
gewdhlt werden.
Bei der Wahl wvon « fUr das Bossak-Verfahren ist zu
beridcksichtigen, daBl die gewinschte negative Zusatz-
démpfung nicht ohne weiteres 2u realisieren ist. Gegen-
iber der Methode von Hilber, die beil dynamischen Stabili-
tadtsproblemen stets dédmpfend wirkt, stellt dies insofern
keinen Nachteil dar, als der Zusatzterm nach Bossak
schlechtestenfalls auch dé&mpfend wirkt, sein Einfluf
(bei gleichem o) aber deutlich geringer ist. Daher wird
fir das Bossak~Verfahren ebenfalls «<0 empfohlen. Hier
wurde damit bei der empfohlenen Zeitschrittwelte eine
Anregung erreicht.
Die Padé-Approximation 4. Ordnung stellt nur dann eine
wirtschaftliche Alternative dar, wenn die hohe Genauig-

keit des Verfahrens bendtigt wird,
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Sofern der Zeitschritt nicht durch die Belastung
festgelegt  wird, s0lite er nur so groB gew&dhlt werden,
daB die Iteration mit dem modifizierten Newton-Raphson-
Verfabren durchgefihrt werden kann und Konvergenz nach
ca. 3 Iterationen erreicht wird. Die Verwendung gréBerer
Zeltinkremente sollte auf die qualitative Ermittlung der
dynamischen Beullast beschrankt bleiben. Hierbei
empfiehlt es sich, anstelle der Standard Newton-Raphson-
ITteration die modifizierte Version in Verbindung mit
“acceleration” zu verwenden. Aus Grinden der Wirtschaft-
lichkeit und wegen der dampfenden Eigenschaft des “line-
search" Verfahrens, ist die Methode nicht generell zu

enpfehlen.

Systeme, deren Verhalten wesentlich durch die materielle
Nichtlinearitdt bestimmt wird, machen einige Zusatz-
iberlegungen erforderlich. Abgesehen von expliziten
Me thoden, bei denen die Zeitschrittweite durch die
Courant-Friedrich-Levy-Bedingung festgelegt wird, sind
wirtschaftliche Zeitinkremente nur in Verbindung mit
Standard Newton-Raphson-Iteration zu erreichen. Hierbei
sind ZusatzmafBnahmen zur Konvergenzbeschleunigung wenig
sinnvoll.

Als wirtschaftliche Zeitintegrationsmethoden kommen auf
der Seite der impliziten Verfahren nur noch Newmnark und
Bossak~o in Betracht. Die Verwendung von zentralen Dif-
ferenzen stellt eine Alternative dar; allerdings ist bei
der Idealisieruny darauf zu achten, daff unwirtschaftliche
Zeitschrittweiten infolge von értlich zu engmaschigen FE-

Netzen vermieden werden.
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3.4 Kriterien zur Bestimmung der dynamischen
Beullast

Mit den Ergebnissen des vorigen Abschnittes Kkénnen Zeit-
verlaufsberechnungen beliebig nichtlinearer Systene in
jedef Hinsicﬁt (Zeitschritt, Elementtyp, Iteration) effek-
tiv und dén Genauigkeitsansprichen angepaBt durchgefihrt
werden. Allerdings ist das bisher angewandte Vorgehen zur
Ermittlung der dynamischen Stabilitstsgrenze von Tragwer-
ken = allein mit Hilfe von Zeitverlaufsberechnungen -
suBerst unwirtschaftlich. Winschenswert sind Kriterien, die
eine direkte Bestimmung der Stabilit&tsgrenze von Tragwer-
ken unter dynamischer Belastung gestatten.

Bufgrund der Erfahrungen mnit statischen Stabilit&tsunter-
suchungen ist davon auszugehen, daB eine einfache Rechen-
formel, die durch Komplette Linearisierung und quasi sta-
tische Behandlung des Problems zu erreichen wire, sicher
nicht zum Ziel féhrt. Da dynamische Stabilitédtsproblene
durch kinetische HEffekte gekennzeichnét sind, Kkann von den
teilweise verwendeten, guasi statischen Berechnungen
(s. z.B. /36/) nur in Sonderf&llen ein zuverldssiges Ergeb-
nis erwartet werden. Daraus folgt bereits, daB eine wirk-
lichkeitsnahe Analyse nicht ohne die Lésung der Bewe-
gungsgleichung auskommt. Als optimal hinsichtlich Wirt=-
schaftlichkeit und Genauigkeit sind demnach solche Verfah-
ren zu bezeichnen, die mit nur einer Zeitverlaufsberech-
nung auskommen und die Stabilitd&tsaussage mit Hilfe eines
zus&tzlichen Kriteriums liefern. Grobe Annahmen, 2z.B.
hinsichtlich der Systemsteifigkeit, wie sie das in /86/
vorgestellte Konzept enthdlt, sind dabei nicht zugelassen.

Unter diesem Aspekt sollen in folgenden die aus der
Literatur bekannten Methoden vorgestellt und bewertet
werden (Abschnitte 3.4.1, 3.4.2.1). Weiterhin soll im Ab-
schnitt 3.4.2.3 die Eignung des von Ziegler /131/ einge-
fihrten "Kinetischen Stabilitatskriteriums” (w=0) fir Sta~
bilitdtsprobleme dynamisch belasteter Tragwerke nachgewie-

sen werden. Dartber hinaus wird im Abschnitt 3.4.2.4 ein
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Konzept entwickelt, das als einziges den oben gestellten
Forderungen genigt und eine “"direkte" Best immung der
dynamischen Beullast unter Einschluf von Nichtlinearitaten
und kinetischen Effekten gestattet. Im AnschluB daran soll
das entwickelte Verfahren anhand von Beispielen verifiziert
werden (Abschnitt 3.4.2.4).

Es seil nochmals darauf hingewiesen, daf die Galtigkeit der
mit Hilfe des diskreten Modells gewonnenen Stabilitats-
aussage auch fir das zugrunde liegende Kontinuum angenommen
wird., FEine ausfihrliche Diskussion dieser Thematik findet
sich bei Leipholz /78/.

Auf die Méglichkeit, die Bewegungsgleichungen auf Mathieu=-
Gleichungen zu reduzieren und die Stabilitdtsuntersuchung
mit Hilfe von Stabilit&tskarten vorzunehmen /69/, /113/,
sei nur hingewiesen, das Verfahren ist aufgrund der fir die
Reduzierunyg erforderlichen, teilweise erheblichen Annahmen
/120/ nur in Sonderfillen anwendbar.

Ein welteres Verfahren, das von Almroth, Meller, Brogan
/8/ als quasi statisch, von Babcock /11/ als "freezing in
time technique® angesprochen wird, sei ebenfalls nur Kurz
erwdhnt. Die Kritische Lasthéhe wird aus einer Stdrungs-
rechnung bestimnt ¢(s. 2.B. /54/), wobei als Stérung eine
Eigenform des unbelasteten Systems verwendet und dem
Ausgangszustand dberlagert wird. Die damit verbundene
Vernachl&ssigung der Zeitabhingigkeit der vorkritischen
Verformungen (quasi statisch) sowie die Unféhigkeit der
Methode, eine sich im Laufe der Zeit &ndernde Reihenfolge
der Eigenformen darzustellen, bedingen den groben N&he-
rungscharakter dieses Konzeptes.

3.4.1 Energiekriterien

Auf die Verwendung von Energiekriterien zur Stabilit&tsana-
lyse von Zeitintegrationsverfahren /23/ wurde im Abschnitt
3.3.1 bereits hingewiesen; sie basieren auf der Beschrinkt-
heit der Gesamtenergie des Systems. Demgegeniber sind die
im folgenden diskutierten Kriterien speziell auf die



Stabilit&t von Tragwerken zugeschnitten. \
Das von Hoff, Bruce /56/ erstmals angewandte “saddlepoint-~
criterion” beputzt zur Stabilitstsaussage die Energien des
schwingenden Systens. Das Verfahren 1ist der direkten
Ljapunovschen Methode zuzuordnen und wird durch den 1.
Ljapunovschen Stabilitétssatz abgesichert /49/; danach ist
eine Gleichgewichtslage stabil, solange die Hamilton
Funktion:

X
[
-3

‘U (3.121)

positiv definit ist und nur im Gleichgewichtszustand =zu
Null wird; H ist dann eine Ljapunov-Funktion /93/. Dieser
Satz ist auch als Satz von Lagrange und Dirichlet bekannt
/49/ und stellt die Grundlage der Stabilitétsanalyse
statisch belasteter, Konservativer Systeme dar. Die Behand-
lung nichtkonservativer Systeme auf der Basis obigen Satzes
ist nach Leipholz /79/ ebenfalls méglich, wenn die totale
Energie um die Arbeit der nichtkonservativen Kréfte erwei-

tert wird.

Die Stabilitatsanalyse mit Hilfe des Energiekriteriums 1&8t
sich am System mit einem Preiheitsgrad besonders gut ver-
anschaulichen. Hier wird dazu der in Bild 2.11 dargestellte
Zwe ibock verwendet und wieder eine Punktmasse angenomnen.
Busgehend von der Bewegungsgleichung, wobei, unm Verwechs~
lungen zu vermeiden, die Héhe des unbelasteten Systems nun
mit H bezeichnet wird:

MG + EA/CITGAR ' - 3H WP+ 0D =P =0
ergeben sich die kinetische - und die potentielle Energie
wie folgt:
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U= EA/"1%H 0 - H'® + 1745 -

Pty

Die potentielle Energie des Systems ist fldr verschieden
groBe P, in Abh&ngigkeit von w, im Bild 3.31 dargestellt.
Der plétzlich aufgebrachten Last (Stufenlast s. Bild 2.11)
wurde, wie bereits aus der Berechnung der potentiellen

Energie hervorgeht, Rechnung getragen.

U
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u
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Bild 3.31: Potentielle Energie und Phasenportrait des
Zwe ibocks



Wie aus Bild 3.31 ersichtlich, reicht die durch P<0,77 MN
in das System eingetragene Energie (H=U fir 4=0) nicht aus,
um das Systenm in die untere Gleichgewichtslage zu bringen.
Unter der dynamischen Durchschlagslast von P=0,77 MN zeigt
die zugehérige Energiefunktion ein lokales Maximum mit U=0;
dies bedeutet, daB eine beliebig kleine Stérenergie aus-
reicht, um das Durchschlagen in die untere Gleichgewichts~
lage herbe izufihren.

Das im Bild 3.31 ebenfalls dargestellte Phasenportrait
gestattet es, im Zusammenhang mit der Energiefunktion, die
maxinale Energie des Systems (H=U fir a=0) direkt abzu-
lesen, weiterhin Kkann die kritische Lasthdhe aus den
Obergang der geschlossenen Phasenkurve in die Separatrix
direkt entnommen werden.

Wie =zu sehen 1ist, geht die bis hierher betrachtete,
einfache Form der Energiefunktion bei Systemen mit mehreren
Freiheitsgraden verloren. Allgemein ergibt sich bei Syste-
men mit n Freiheitsgraden zu jeder Belastungsfunktion eline
Energie~Hyperflache im n-dimensionalen Raunm. Un diese
Schwierigkeit zu umgehen, wurde z.B. in /66/ das Verfor-
nungsverhalten von Kreisbégen mit Hilfe zweier Eigenformen
beschrieben. Die Energiefl&che, als Funktion der Verfor-
mungsamplituden der beiden "modes”, wird so wieder zu einer
Fldche im dreidimensionalen Raum. Sie weist einen Sattel-
punkt auf, die hierzu gehérende potentielle Energie wird
als kritisch bezeichnet. VYon der zugeordneten Kritischen
Belastunyg wird gefordert, daB sie eine Geschwindig-
keitsverteilung erzeugt, deren kinetische Energie betrags-
m&Big gleich der kritischen potentiellen Energie ist. Dies
entspricht der Annahme, dafi das Systemverhalten nur von der
GrsBe des aus dem Belastungszeitverlauf resultierenden
Impulses und nicht von seiner Form abhangt. Die so
ermittelte dynamische Beullast stellt insofern eine untere
Grenze dar, als das System nicht zwangsldufig den
Sattelpunkt erreicht, also unter Umstanden auf héheremn
Energieniveaus verbleibt /66/, /56/.

Das Sattelpunktkriterium wurde von Akkas /4/ in der Form:

“die zum Erreichen des instabilen Gleichgewichtszustandes
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erforderliche 4ufBere Arbeit ist fir statische und dyna-
mische Belastung gleich grof*, zur Bestimmung dynamischer
Beullasten von auflendruckbelasteten Kugelschalen (symme-
trisches Versagen) verwendet. Diese Bedingung auf den
Zwe-ibock angewandt, liefert das in Bild 3.32 dargestellte
Ergebnis.

max u & Begy (U

(M) —mm- Energiekriterium ~ B, (U]

‘0 Prrir (V) !
' Ferir \\\\\\ {

O b T ———— _w__n_':mi_. [ —
max

0,0 0,50

r & P[MN]
feriy =077

Bild 3.32: Zweibock - Energiekriterium

Damit ist =zundchst die Anwendbarkeit des Kriteriums auf
Kleine Probleme gezeigt. Fir grdBere Systeme, insbesondere
solche, deren Verhalten durch mehrere Eigenformen bestimmt
wird, erscheint das Energiekriterium, aufgrund der bereits
erwdhnten Annahmen und seines modalen Charakters, sowie der
voraussetzungsgend3 gleichen Versagensformen unter stati-

scher wie unter dynamischer Belastung als ungeeignet.
3.4.2 Eigenvertkriterien

Im folgenden sollen mit Hilfe der Eigenwerte der
Systemmatriz (s. z.B. /88/) bzw. nit Hilfe der Eigenkreis-
frequenzen Bedingungen formuliert werden, unter denen es zu
einem Anwachsen der gestdrten Ldésung, d.h. zu Instabilitst
kommt. Wegen der zentralen Bedeutung, die den Eigenwerten
zukommt, spricht man auch von Bigenwertkriterien.

Bei der Stabilitdtsuntersuchung nichtlinearer Systeme ist
zu beachten, daB die Systemmatrizen und damit auch die
Eigenwerte Gber der Zeit nicht konstant sind, und daB

deshalb die Beurteilung der Stabilit&t nur unter Beachtung
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des zeitlichen Verlaufs der Eigenwerte mdglich 1ist. Zur
Veranschaul ichung sei das von Kleiber et. al. /72/ vorge-
schlagene Konzept der im folgenden entwickelten Vorge-
hensweise gegendbergestellt. In /72/ wird die lineari-
sierte Differenzbeweguny des nichtl inearen Problenms
betrachtet und daraus mit der Eigenkreisfrequenz der Stér-
bewegung als Bedingung fiir Instabilitdt =0 erhalten.
Aufgrund der Nichtlinearitdt des Systems muf das
Eigenwertproblenm fﬁf die Eigenkreisfrequenzen parallel zur
Zeitverlaufsberechnung an den diskreten Zeitpunkten ¢,
t+At usw. gelést werden. Mit den so ermittelten Eigen-
kreisfrequenzen ist die Beurteilung der Definitheit der
Tangentensteifigkeitsmatrix nur in dem jeweils zugehérigen
Zeitpunkt méglich. In /72/ wird die Bedingung far
Instabilitat als erfullt angesehen, sobald 2zu einenm
Zeitpunkt w=0 auftritt.

In der vorliegenden Arbeit wird ebenfalls von der lineari-~
sierten Differenzbewegunyg ausgegangen, die anschliefBend in
die entsprechende Zustandsgleichung tberfihrt wird. Damit
kann mit Hilfe der Fundamentalmatrix, welche die Differenz-
bewegunyg im Zustandsraum beschreibt, die Stabilitats-
untersuchung vorgenommen werden.

Bei zeitinvarianten Systemen wird durch die Beschr&nktheit
der Fundamentalmatrix sichergestellt, daB ein Anwachsen der
gestérten Lésung nicht méglich ist. Diese Beschrénkt-
heitsaussage, die auch mit Hilfe der Eigenwerte der System~
matrix mdglich ist, wird bei der Analyse nichtlinearer
Systeme im Inkrement verwendet. Dies ist insofern zulé&ssig,
als infolge der Linearisierung der Differenzbewegung
Zeitinvarianz im Inkrement vorliegt. Konkret wird also der
Verlauf der Eigenwerte lber der Zeit, d.h. an dem diskreten
Zeitpunkt t, t+At berechnet und damit die Stabilitdt des
Systems beurteilt.

Die auf den Eigenwerten der Systemmatrix basierenden
Kriterien gelten fdr beliebige mechanische Systeme und
lassen sich auf das von Ziegler /131/ - fir statisch
belastete Systeme - angegebene Stabilit&tskriterium (w=0)
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Uberfihren. Durch diesen Ubergang wird die Gliltigkeit des
Kriteriums fdr Tragwerke unter zeitabhdngiger Belastung
gezeigt. Auf dieser Grundlage wird schlieBlich ein
Kriterium formuliert, das es gestattet, die dynamische
Beullast mit Hilfe nur einer Zeitverlaufsbherechnunyg
“direkt" zu ermitteln.

Der vrechenzeitmdBige Aufwand fir die Zeitverlaufsanalyse
unter verschiedenen Lastniveaus wird bel diesem Konzept
also auf die parallel zur Zeitverlaufsberechnung durchzu-~
fihrende Eigenwertanalyse reduziert.

3.4.2.1 Eigenwerte der Systemmatrix

Wie erwdhnt kann bei zeitinvarianten Systemen die
Stabilitat (homogene Systeme) bzw. Beschrénktheit (inhono-
gene Systemel) durch die Beschridnktheit der Fundamental-
matrix nachgewiesen werden /88/. Da die Beschranktheit,
bzw. Unbeschrénktheit der Fundamentalmatrix direkt von den
Eigenwerten der Systemmatrix abhéngt, Kann die Stabili-
tétsuntersuchung auf diese Eigenwertanalyse reduziert
werden.

Als Grundlage fir die Behandlung nichtlinearer Probleme
wird Kurz die Vorgehensweise bei linearen, =zeitinvarianten
Systemen geschildert /88/. Zundchst soll die Stabilitéts-~
definition von Ljapunov (s. Abschnitt 2.2) wmit Hilfe der
Vektornerm |lm]| (z.B. Bukiidische Lénge: [=| =(m='=)>"" an-
gegeben werden. In Analogie zum Abschnitt 2.2 wird die
ungestérte Lésung mit = (= (0),t) und die gestérie Lé&sunyg
mit wm(a,t) bezeichnet.

Stabilitdt des zeitinvarianten Systems:

Z (L) = Bat)
liegt vor, wenn fir beschrinkte Anfangsbedingungen:
=0y - @] ¢ 6¢ed €3.122)

fir alle tY0 mit 630, €30 gilt:
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=tz oy, - =a, | ¢ €3.123)

Mit der aus den Lésungsvektoren < der homogenen Zu~

standsgleichung aufgebauten Fundamentalmatrix:

&) = [@, 1) @0 . @]
gilt:
Z(t) = B (L= (3.124)

Aus einem Vergleich mit (3.78) ergibt sich auch:
-t

@(t) = e

Es wird eine mit der oben verwendeten Vektornorm

vertragl iche Matrizennorm [& (t)|| eingefihrt, so dap gilt:
e cer==cor|| s @ collx ff=coll
Ist nun < (t) beschrénkt, d.h.
"db(t)][s c, c>0, t:20
und gilt €3.122), so folgt aus €3.123) mit (3.124):
@)= - ®(ral =
=[| @ (% [0y ~ & || < s =¢
also Stabilit&t. Umgekehrt folgt aus einer unbeschrénkten
Fundamentalmatrix stets ein Anwachsen der gestérten Lésung
und damit Instabilitadt. Aufgrund dieser Eigenschaft der
Fundamentalmatrix kann die Stabilit&tsanalyse auf die

Untersuchung der Beschranktheit von @ (t) begrenzt werden.

Bei der im folgenden vorgestellten Stabilit&tsanalyse

zeitvarianter Systeme soll die begriffliche Trennung in
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Stabilitdt und Beschrdnktheit fallengelassen werden. In
BAnlehnung an statisch belastete Systeme soll nur von
Stabilitd4t gesprochen werden.

Durch das inkrementelle Lésungskonzept wird das zeitva-
riante System durch ein abschnittsweise zeitinvariantes
System angendhert; diese Vorgehensweise wurde bereits im
Abschnitt 3.3.3.1 bei der Padé-Approximation angewandt.
Damit kénnen innerhalb des Inkrementes die fir =zeitin-
variante Systeme glltigen Kriterien angewandt werden. Fir
die praktische Berechnung erh&lt man also parallel zum
Zeitverlauf der Systemantwort zu jedem Zeitpunkt t Be-
dingungen fir Stabilitdt oder Instabilitdt. Zur Beurteilung
des Systemverhaltens missen diese Bedingungen wdhrend des
gesamten zeitlichen Verlaufs der Bewegung betrachtet
werden, hierauf soll nach der Vorstellung der erfor-
derlichen Beziehungen eingegangen werden,

Aus der nur  beziglich des Qrtes diskretislerten Bewe-
gungsgleichung (3.31) erhdlt nan fir die gestérte Bewegung:

M, + D'a, =R - FCu) CTL)

a2 k1
wobei fUr die gestdrte Bewegung jetzt anstelle von w{am,t)
LV TR ¥ | (3.125)
geschrieben wird,'fﬁ bezeichnet die Differenzbewegung.
Unter  der Voraussetzung, daB ‘¥ (‘wx,} eine diffe-
renzierbare Funktion darstellt, lassen sich die inneren
Krédfte der Stérbewegung in eine Taylorreihe entwickeln:

[ ® L 3 % Gy ¥ [
L+ wa) = FCw) + iy " + ...

Vernachléssigt man die quadratischen und héheren Glieder
und beridcksichtigt:

i AT T 4
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so erh&lt man folgende linearisierte, diskretislierte
Gleichung fir die Stérbewegunyg:

M s ¢ DEaSa) SIK G =R - JFCa) (3,126
Unter der Annahme gleicher Belastungsfunktionen fir die
gestdrte und die ungestdrte Bewegung (Stérung in den
Anfangsbedingungen) ergibt sich aus (3.126) und (3.31)
folgende linearisierte Gleichung fur die Differenzbewegung:

t €

B o= O (3.127)

MG+ DG+
Um die Stabilitdtsanalyse mit Hilfe der Fundamentalmatrix
durchfihren zu KkKénnen, wird (3.127) in eine Zustands-
gleichung dberfihrt. Entsprechend der im Abschnitt 3.3.3.1
(Gleichungen (3.85) bis (3.88)) vorgestellten Vorgehens-
weise erhalt man folgende linearisierte, homogene

Zustandsgleichung:
Z = BA'Z (3.128)

wobei 2w (gendB (3.90)) infolge der Linearisierung mit der
Systemmatrizx der ungestdrten Bewegung iUbereinstimmt.

Ganz entsprechend 148t sich aus der Stérbewegung 2zum
Zeitpunkt t+At <(aus (3.31)) folgende Beziehung fir die
Differenzbewegung zum Zeitpunkt t+At gewinnen:

MUG + DUYE K E, KGR - Ku = O

o0

Wird die Tangentensteifigkeit der gestérten Bewegung durch
diejenige der ungestérten Bewegunyg angendhert:

so 148t sich die Beziehung folgendermaBen vereinfachen:

MUNG s DUMG KR = O (3.127a)
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Bus der hieraus entwickelten Zustandsgleichung:

rat A tedt
= =

B

(B gemdB (3,90)) 14Bt sich mit (3.128) fir das Inkrement

der linearisierten Differenzbewegung wie folgt schreiben:
Z = AZ (3.129)

Das hier skizzierte Vorgehen zur Gewinnung der Beziehung
(3.129), das durch Linearisieren der inneren Kr&fte und

durch die BAnnahne 'K _ = ‘B¢ gekennzeichnet ist, liefert
o 8

o
ein Ergebnis, das auch durch ein BEinfrieren des
Bewegungszustandes zum Zeitpunkt t und anschliefender
Betrachtung der aus einer in t <(auf den eingefrorenen
Zustand) aufgebrachten Stérung resultierenden Bewegung
erhalten werden kKann. Da das Einfrieren zum Zeitpunkt t,
t+At usw. Jeweils neu durchgefihrt wird, handelt es sich
um ein “Binfrieren im Inkrement”.

Infolge des Einfrierens ist H.=konst., welterhin folgt
daraus, dag die ungestérte Lésung durch ‘sm=konst.
reprédsentiert wird. Danmnit wird die Stérbewegung durch die
homogenisierte Beziehung (3.89) beschrieben:

bzw.

ErAE o+ L33
M = B =

t+AE € £ 4%
e, o= tm 2V
[T Crat o
=, o= =z
& L €
o= Bk &



fir das Inkrement der Differenzbewegung Gleichung (3.129):
=z = AZ

Fir die Stabilitdtsanalyse wird zun8chst das Inkrement der
Differenzbewegung betrachtet. Nach (3.80) ergibt sich die
Lésung von (3.129) zu:

tehe o L

13
= = & -3 o= (™ - =

)= (3.130)

Mit der zum Zeitpunkt t berechneten, innerhalb des Inkre-
mentes konstanten Fundamentalmatrix (Zeitinvarianz im
Inkrement):

MAY

‘@ (ALY = e ¢3.131)

gilt auch (zur Vereinfachung wird <& (At) anstelle von
‘@ (AL) geschrieben):

§

Z = (@At - Iz {3.132>

Un zu einer Darstellung der Fundamentalmatrix zu gelangen,
die fir die Stabilitdtsuntersuchung besser geeignet ist,
wird fur das Inkrement der Differenzbewegung folgendermaBen
angesetzt (zur Vereinfachung wird A anstelle von ‘A ge-
schrieben):

Z = el = (3.133)
dies entspricht der Annahne, daB & und 2& dieselbe
Richtung besitzen, d.h. (3.133) erfillt folgende Gleichung:

Z = &
Mit (3.133) in (3.129) eingesetzt erhalt nan:

e & o= mert = (3.134)
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Dies stellt das Higenwertproblem der Systemmatrix dar:

(B - AId=E = O (3.135)
Da die Systemmatrizen der gestdrten und der ungestérten Be-
wegung identisch sind, stimmen auch die Eigenwerte fir
be ide Bewegungen iberein.

Es wird davon ausgegangen, daB Keine mehrfachen Eigenwerte
auftreten, dies stellt fir die folgenden Ausfdhrungen keine

Einschrénkung dar.

Werden nun die Eigenwerte zu:

A= Ay (3.136)

und die Eigenvéktoren zur Modalmatrix 2:
z-[z =, .. 2] ¢3.137)

zusammenge faBt, so 188t sich mit:

ehsy e A2 (3.138)

die Loésung von (3.129) auch wie folgt angeben /88/:

Z = (BAE - IH'm (3.139)
Ein Vergleich mit (3.132) liefert:

® (A = Atz (3.140)

Da die Modalmatrix Konstant ist, Kann die Untersuchung der
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Fundamentalmnatrix hinsichtlich Beschranktheit auf die
Bnalyse von (3.138) bzw. auf die Eigenwerte A aus (3.135)
begrenzt werden.

Zundchst werden die zum Zeitpunkt t berechneten Eigenwerte

betrachtet. Gilt zumindest fdr einen Eigenwert:
ReA > 0O (3.141)

so folgt daraus nur - da die Feststellung nur fir das In-
krement gilt ~, daB ein Anwachsen des Terms eXA’, also Un~-
beschrdnktheit der Fundamentalmatrix méglich ist. Gilt um-
gekehrt fir alle zum Zeitpunkt t berechneten Az

Rex ¢ O (3.142)

so ist die Beschranktheit der Fundamentalmatrix im Inkre-
ment gesichert. Als kritisch wird der Fall:

A =0 (3.143)

angesehen.

Nun soll dberprift werden, wie die Stabilit&t des Systenms
mit Hilfe der fir das Inkrement glltigen Aussagen 2u
beurteilen ist. Bereits anschaulich ist nachvollziehbar,
daf die Brfullung einer der Bedingungen (3.141) bis (3.143)
im Inkrement nur eine notwendige aber nicht hinreichende
Bedingung fir die Stabilit4t beziehungsweise der Instabi-
1itat der L8sung darstellt, da in einem darauffolgenden
Inkrement bereits andere Verh&ltnisse mdglich sind. Fir die
folgenden Oberlegungen wird deshalb davon ausgegangen, daB
der Verlauf von A in dem maBgebenden Zeitbereich ermittelt
wurde, d.h. (3.135) fir jedes Inkrement - parallel zu einer
Zeitverlaufsberechnung =~ geldst wurde. Bei praktisch
vorkommenden Systemen liegt der fir die Stabilitatsunter-
suchung relevante Zeitbereich aufgrund des Zeitverlaufs der
Belastung bzw. Periodizitdt der Ldsung fest.

Zundchst wird der Fall betrachtet, daf innerhalb des

relevanten Zeitabschnittes nur Eigenwerte angetroffen
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werden, die die Bedingunyg (3.142) erfillen. Dies bedeutet,
daB ein Anwachsen des Terms eXM ausgeschlossen ist und
Stabilitdt vorliegt. Allgemein stellt die Bedingung (3.142)
- angewandt auf alle innerhalb des relevanten Zeitbereichs
auftretenden A - eine notwendige und hinreichende Bedin-
gung fir Stabilitdt dar.

Treten nun innerhalb des relevanten Zeitbereichs neben
Bigenwerten, die (3.142) erfillen, fir eine begrenzte
Anzahl von Inkrementen auch solche Eigenwerte auf fir die
(3.141) gilt, so ist die Beurteilung der Stabilitdt wit
Schwierigkeiten verbunden. W®Wie im Rahmen der Beispiele (s.
Abschnitt 3.4.2.4) noch gezelgt wird, Kommt es in diesen
Fallen - obwohl die (notwendigen) Bedingungen dafidr erfiillt
sind - nicht immer zu einem Anwachsen der gestdrten Lésung,
d.h. zur Ausbildung des Instabilitétsphénomens. Auf diesen
systemabhiéngigen Effekt soll im Abschnitt 3.4.2.4 noch
nédher eingegangen werden. Da Instabilitd&t per Definition
aber dadurch gekennzeichnet ist, daB die gestérte Lésung
die e~-Umgebung verldft, Kkann in den genannten Féllen im
Grunde nicht von Instabilitdt gesprochen werden. Zur
genauven Bestimmung der Stabilitétsgrenze naiiften demnach
wieder Zeiltverlaufsberechnungen herangezogen werden. Unm
dies zu umgehen, d.h. um auch Instabilitédt mit Hilfe von
Eigenwertbe trachtungen feststellen 2u kénnen, wird im
folgenden definiert, daB Instabilit&t dadurch gekenn«
zeichnet ist, daf (3.141) im Inkrement erfdllt ist. Die
Definition bedeutet anschaulich ein dber das Zeitinkrenrent
hinausgehendes Einfrieren des Zustandes, fir den (3.141)
gilt; eine spétere 8nderung der Verh&ltnisse wird damit
ausgechlossen. Diese Definition stellt also ¢ine
Einschrénkung dar, liefert aber die dynamische Beullast auf
der sicheren Seite (s. Abschnitt 3.4.2.43.

Neben der direkten Bestimmung der Eigenwerte aus (3.135)
kann zur Stabilit&tsaussage im Rahmen des vorgestellten
inkrementellen Konzeptes auch das aus
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det(& - AX)> =0 (3.144)
resultierende charakteristische Polynonm:

pCRy = 3 +a, A+ ...+ 5 A+ oa

herangezogen werden. Hierzu stehen aus der Literatur zur
Stabilitat zeitinvarianter Systeme das hinreichende
Kriterium von Stodola sowie die notwendig und hinreichenden
Kriterien wvon Routh, L.iénard-Chipart wund Hurwitz zur
Verfigunyg /88/. Sie lassen sich ebenso wie das aus (3.135)
abgeleitete Kriterium (3.143) der ersten Ljapunovschen
Methode zuordnen /49/.

Stellvertretend sei nachfolgend das Hurwitz-Kriterium ange-
geben. Es liefert asymptotische Stabilitdt, wenn fir alle
Hauptabschnittsdeterminanten H der Hurwitz-Matrix:

a 1 0O 0 0 ...
a

H, >0 (3.145)

wobei a,,"a,, ... a, die Koeffizienten des charakteris-
tischen Polynoms darstellen.

Eine rechnerische Vereinfachunyg liefert das Kriterium von
Liénard~Chipart insofern, als es die Erfdllung der Bedin-
gung (€3.145) nur fér jede zweite Hurwitz-Determinante
verlangt /88/.

Im folgenden wird zur Veranschaulichung, sowie in Vorbe-~

reitung des folgenden Abschnittes, das Vorgehen nach
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(3.145) am Beispiel des Zweibocks dargestellt.
Da sich das Hurwitz-Kriterium auf asymptotische Stabilit&t
bezieht, muB das geddmpfte System betrachtet werden. Die

Systemmatrix lautet hierfir:

Aus (3.144) ergibt sich das charakteristische Polynom:
A oF AD/M e =0
& 2

mit den charakteristischen Koeffizienten a=D/M, a,=u".
Damit 148t sich die Hurwitz-Matrix

sowie die Hauptabschnittsdeterminanten H =D/M und H2=nf D/M

berechnen. Fidr die Stabilitdtsgrenze ergibt sich aus H_=0:

Dies stellt genau die von statisch belasteten Systemen her
bekannte Bedingung des Kkinetischen Stabilitédtskriteriums
dar.

Die mathematische Klarheit dieses Konzeptes darf nicht
dariber hinwegtduschen, daB sowohl die Lésung des Problems
(3.135) wie auch die Auswertung des Determinanten-Krite-
riums z.B. von Liénard-Chipart rechenzeitintensive Prozesse
darstellen. Dies, sowie der Umstand, daB die Systemmatrisx
gesondert aufgestellt werden miiBte - sie steht auch bei
Vervwvendung des Padé-Verfahrens nicht zur Verfigung- lassen
dle hier vorgestellten Kriterien als unwirtschaftlich und

damit als nur bedingt geeignet erscheinen.
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Hier sei noch angemerkt, daB sich das Eigenwertproblem
(3.135) auch fir die Stabilitdtsuntersuchung von Zeitinte=
grationsverfahren eignet. Im Zusammenhang mit dynamischen
Stabilitdtsproblemen tritt aber die Schwierigkeit auf, daB
beim Ruftreten von Instabilit&t nun nicht mehr unterschie-~
den werden Kann, ob sie aus dem Integrationsverfahren oder
aus dem Systemverhalten herrihrt (vergl. Abschnitt 3.3.2).
Insofern ist, wie bereits gezeigt (s. Abschnitt 3.3.4.1),
die Stabilit8t der Integrationsmethode getrennt nachzu~

welsen.

3.4.2.2 Eigenkreisfrequenzen

Die Anwendung der Kriterien des vorigen Abschnittes auf das
Beispiel des Zweibocks legte bereits den SchluB8 nahe, daB
das Kinetische Stabilitdtskriterium auch fir Tragwerke
unter dynamischen Belastungen Gultigkeit besitzt. Hier soll
nun gezeigt werden, wie sich das Eigenwertproblem fdr die
Eigenkreisfrequenzen des Systems, direkt aus (3.135) gewin-
nen l1&R8t.

Mit der Systemmatrix & nach (3.90) ergibt sich (3.135)
ausgeschrieben (=)

(A - AX)& = = = O (3.146)

Mit:

g

= = (3.147)

o

liefert die zweite Gleichung aus (3.146):
“1 %

-M7KG - 3G = O (3.148)

bzw. zusammen mit der ersten Gleichung:
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-M7KG - V3 - O
Nun wird direkt das Eigenwertproblem fir die Eigen=-
kreisfrequenzen eingefihrt (die Formulierung fir das

Inkrement der Differenzbewegunyg erhdlt man aus den
Beziehungen (3.127) und (3.127a)):

(K -0 MG = O (3.149)

bzw.
-MUKR = -0 @ (3.150

Damit 148t sich (3.148) wie folgt umschreiben (zur Verein-
fachung wird « anstelle von ‘u geschrieben):

e

“0"T @ ~ NET o= O ¢3.1510)

—2

bzw., © = =A (3,152

Fiar positiv definite ;B¢ ergeben sich aus (3.149) stets
reelle Eigenkreisfrequenzen >0 und damit aus (3.152)
stets Red=0, ImA#0 also Stabilitdt. Andererseits erhdlt
man fir <0 stets ReX>0, alsc Instabilit&t. Die Grenze
swischen Stabilitét und Instabilitdt ergibt sich nach
(3.143) genau dann, wenn gilt:

v = 0 (3.183)

Da im stabilen Bereich o swo e, ... gilt, ist (3.153)

t z K]

gleichbedeutend mit:

Damit ist - unter der genannten Einschrénkung ~ das Kine-
tische Stabilitatskriterium auch fir dynamische Stablili-~
tatsprobleme gtiltig (s. auch /72/). Die Verwendung von
anstelle von A ist insofern von Vorteil, als die inm (3.149)

auftretenden Matrizen bei der Berechnung ohnehin vorhanden
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sind und das zu lésende Eigenwertproblem (3.149) wesentlich
kleiner als das nach (3.135) ist.

Es sei darauf hingewiesen, daB (3.153) erst durch die oben
eingeftihrte vereinfachende Definition: “Instabilitét tritt
ein, sobald A=0 gilt® zu einem Stabilit&tskriterium wird.
Zur Beurteilung der Stabilit&t muB - wie im vorigen
Abschnitt beschrieben - strenggenommen der gesamte zeit-
liche Verlauf von o betrachtet werden. Wenn im folgenden
(3.153) als Stabilitdtskriterium angesprochen wird, so

geschieht dies stets in diesem Sinne.

Das Ergebnis einer Anwendung des Kriteriums auf den
Zweibock aus Bild 2.11 ist in Bild 3.33 dargestellt. Fir
verschieden hohe Stufenlasten wurde das Eigenwertproblem
(3.149) parallel zur Zeitverlaufsberechnung gelést und die
sich ergebenden jewells kleinsten Eigenkreisfrequenzen {ber
der Lasthdhe aufgetragen. Es zeigt sich, daBl die mit Hilfe
=0,77 MN mit
der aus Zeitverlaufsberechnungen (s. Bild 2.13) gewonnenen
abereinstinmt. Die oben eingefiibrte Definition stellt bel

von u =0 berechnete Kritische Lasthshe veon P

diesem Beispiel also keine Einschrénkung dar.

u A minw1/10
[m]] [1/sec]
min W,
10,00 4
5,00 -
0,0 max J : \ \" -
0.0 0,50 Ferir 20,77 1,06 P[MN]

Bild 3.33: Zweibock -~ Kinetisches Stabilit&tsKriteriunm
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Der durch ©,=0 angezeigte Verlust der positiven Definit-
heit vonZl( bedeutet, dafl das System wlhrend des Durch-
schlagvorganges Kkinematisch ist. Das dynamische Gleich-
gewicht wird in diesem Zustand allein von der Belastung und
den Trdgheitskr&ften gebildet.

Bei héherer Auflésung zeigt sich, daB der Verlauf von ninw,
die x~Achse rechtwinklig schneidet. Daraus folgt bereits,
dafl das Kriterium (3.153) nur begleitend eingesetzt werden
Kann, eline extrapolierende Ermittlung der Kritischen Last-
héhe von tiefer gelegenen Lastniveaus aus ist nur in
unmittelbarer Umgebung der dynamischen Beullast méglich
(s. Bild 3.33). Selbst die unter Bericksichtigung des
rechtwinkligen Achsenschnittes (z.B. mit Hilfe einer qgua-
dratischen Ersatzparabel) mégliche Naherungsberechnung von
Py €rfordert die Untersuchung mehrerer Lastniveaus und ist
damit aufwendiger als die im folgenden Abschnitt vorge-
stellte Methode.

3.4.2,3 Eigenwertkriterium zur direkten Bestimmung
dey kritischen Last

Buf der Basis der bisher betrachteten Eigenwertkriterien
wird =~ wieder unter der Annahme, daf Instabilitdt durch
»=0 gekennzeichnet ist - ein Kriterium formuliert, das
insbesondere fir Stufenlasten eine direkte Bestimmung der
dynamischen Durchschlags - bzw. der dynamischen Verzwei-
gungslast gestattet. Wird Proportional it4t zwischen
Spannungen und &uBerer Belastung angenommen, so 1&8t sich
direkt diejenige Lasthdhe angeben, unter der gerade (3.153)
erfillt wird. Da die erwdhnte Proportionalitat be i
nichtlinearen Systemen nicht vorliegt, fibhrt die Annahme zu
einem Fehler, der wie anhand von Beispielen noch gezeigt
wird (Abschnitt 3.4.2.4} in der Ndhe der Kkritischen Last
gering ist.

Die angenommene Proportiolalitit bedeutet, daB zwischen der
4uBeren Belastung und den nichtlinearen Anteilen deyr
Steifigkeitsmatriz folgender lineare Zusammenhanyg besteht.
Mit dem Lastparameter A (#A) gilt:
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¢
%

R - AR, K, - K (3.154)
bzw. K, HK, - K, K

Wird diese Beziehung in (3.149) eingebracht, so ergibt sich

(zur Vereinfachung wird wieder ‘A=A geschrieben):
CK, + 2K, - oMDG = O €3.155)

Die vorhandene Belastung werde nun so vergrdBert, daf

gerade die Kkritische Lasthshe erreicht wird:

€

R ., "R (3.156)
Unter R ., 9ilt aber:

6, = 0 (3.153)

Damit ergibt sich aus (3.155):

CIC, + MK DB s O UL €3.1573

Dies stellt ein Eigenwertproblem fir den Lastparameter A
dar, 1w enthilt die Versagensform. Die kritische Lasthéhe
erhdlt man aus (3.156) mit dem Kleinsten Elgenwert A=A,.

Unter rzm,;‘rz, also A=1, wird (3.157) exakt erfullt, fir
Al ergibt sich insofern ein N&herungscharakter, als
¢3.154) Ublicherweise eine Niherung darstellt, die umso
besser ist, Jje geringer die Nichtlinearitdt des Systems
ist. Analog zu dem Eigenwertproblem (3.157) fir UL~-Formu-

lierung, ergibt sich in TL-Formulierung:
CK, + AWK, + K )G = O TL €3.158)

heziehungswe ise:

CI, + A KOG = O TL (3.159)




S8&mtliche Eigenwertprobleme werden im Programm NISA mit
Hilfe einer Unterraum-Vektoriterationstechnik nach /18/

gelést.

Die Bestimmung der Kkritischen Lasth8he nit Hilfe von A,
z.B. aus (3.157) bedeutet anschaulich eine Skalierunyg der
Belastung auf einen Wert (R, ), unter dem gerade o, =0
erreicht wird. Das Verfahren soll daher auch als
“Skalierungsmethode® bezeichnet werden.

Fir die praktische Ermittlung der dynamischen Beullast wird
zundchst fir ein bestimmtes Lastniveau der zeitliche
Verlauf von A, berechnet, er ist affin zum Zeitverlauf von
@, (s, Bild 3.36). Fur die Berechnung der Kritischen
Lasthéhe nach (3,156) ist das hier aufgefundene Minimum von
A, (minA ) zu verwenden:

B, = mina ‘K €3.160)
In den F&llen, in denen das Systemverhalten durch eine
ausgeze ichnete Verschiebung mit einem zu A, affinen Zeit-
verlauf charakterisierbar ist, Kkann die Effizienz der Ska~
lierungsmethode dadurch gesteigert werden, daB das BEigen-
wertproblem nur zu dem Zeitpunkt geldst wird, zu dem die
ausgeze ichnete Verschiebung ihren Maximalwert erreicht
(Bild 3.34). Nach obigen Ausfihrungen und denen des Ab~
schnittes 3.4.2.1 bedeutet diese Vorgehensweise ein FEin-
frieren des Zustandes nmaximaler Verschiebuny und eine

anschlieBende Skalierung in der oben beschriebenen Weise.

Wie in Bild 3.34 angedeutet, tritt das Verschiebungsnmaximum
mit zunehmender Lasthdhe - hervorgerufen durch die Abnahne
von w, ~ zunehmend spater auf. Der Busnutzung dieses
Effektes, die aus Grinden der Wirtschaftlichkeit sicher
winschenswert ist, sind insofern Grenzen gesetzt, als eine
ausre ichend genaue Bestimmung der dynamischen Beullast aur
von einem Lastniveau aus zu erwarten ist, das nicht zu weit
unter dem Kritischen liegt. Grenzen hierfir werden im

folgenden noch angegeben.
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™1
P.
El : KRIT

1
mink, (P15 minky () K
Bild 3.34: Bestimmung der dynamischen Stabilitdtsgrenze
mittels Extrapolation, System mit 1°F

BEs sei darauf hingewiesen, daR die ERigenwertproblene
(3.157) bis (3.159) der Form nach mit den in /28/ bzw.
/101/ fdar statisch belastete Systeme dargestellten Krite=-
rien tbereinstimmen. Infolge der Glltigkeit von (3.157) bis
¢(3.159) far allgemeine Systeme, die durch den Bezug auf
(3.135) gegeben ist, wird das Vorgehen in /28/ zusétzlich
abgesichert. AuBlerdem ist durch obige Ableitung gezeigt,
daf die in /28/ angegebenen begleitenden Eigenwertunter-
suchungen direkt aus der Bedingung o=0 hervorgehen (s.a,
/33/7).

Da die in /28/ untersuchten, statischen Stabilitatsprobleme
einen Sonderfall der hier behandelten dynamischen -
darstellen, sind die in /28/ gesammelten Erfahrungen auch
hier verwendbar. Zun&échst kann /28/ entnommen werden, dafi
die in (3.154) angesetzte Proportionalitat zwischen &uBerer
Belastung und nichtlinaren Steifigkeitstermen ausre ichend
ist, die in /28/ zus&tzlich angegebenen Eigenwertprobleme
liefern keine Verbesserung des Konzeptes.

Die MitvergrdBerung der Anfangsverschiebungen, die hier nur
nach (3.158) méglich 1ist <(eine Formulierung mit der
Anderung inkrementeller Steifigkeiten fahrt nicht zum Ziel,
da bei schwingenden Systemen in der Regel AR =€) auftritt),
bewirkt insbesondere bei Schalen unter konzentrierten
Lasten eine Verschlechterung der Ergebnisse. Dies Kkann
anhand eigener Untersuchungen an einer Kugelkappe unter

dynamisch wirkender Ringbelastung best&tigt werden.
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Aufgrund dieser Erfahrungen kénnen von den Eigenwert-
problemen (3.157> wund (3.159) allgemein gute FErgebnisse
erwartet werden; (3.158) ist wegen der genannten Probleme
nicht generell zu empfehlen. Eine endgiltige Bewertung soll

erst nach den Beispielrechnungen vorgenommen werden.

Zur Veranschaulichung des hier entwickelten Konzeptes wird
zundchst wieder der Zweibock betrachtet. Bei mehreren
Zeitverlaufsberechnungen mit unterschiedlich hohen Stufen-=
lasten wurden jeweils im Verschiebungsmazimum die Eigen-
werte (aus (3.157)) berechnet. In Bild 3.35 sind die mit
Hilfe dieser Lastparameter (minA)) ermittelten kritischen

Lasthséhen (mina *%P) ~ bezogen auf P, ~ den bereits welter

KREIY
oben berechneten Ergebnissen gegenibergestellt.

max u Perir (U A4)
min w1/1?000 _.K_R.H-.__._.___.L

00 Puemir
18.00
16.00
14.00 min W,
12.00
10.00
8.00
5.00 Perit (U} o

BT Energiekriterium

KRIT
4.00 ;

Peminkgy T
P mmhxmﬂ_\.
2.00 | KRIT e
e
T T T T T max U = -
o000 0.25 0.50 oj\ 0,77  t.00
3 2! . N P =0, K
P <MN> KRIT

Bild 3.35: Zweibock, Gegentberstellung der Kriterien

Aus der Darstellung in Bild 3.35 folgt, daf das hier

entwickelte Konzept tatsdchlich extrapolierend eingesetzt
werden Kann und damit eine im Sinne oben aufgestellter

Forderungen direkte Bestimmung der dynamischen Durch-
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schlagslast gestattet. Es ist allgemeiner verwendbar und
weniger restriktiv als das Energiekriterium; zudem ist es
verglichen mit dem Kriterium (3.143) wesentlich wirt-
schaftlicher.

3.4.2.4 Verifizierung der Kriterien

Un die Zuverldssigkeit der oben formulierten Skalierungs-
methode nachzuweisen, werden im folgenden Systeme unter-~
sucht, die sich sowohl hinsichtlich der ProblemgréfBe, als
auch hinsichtlich des Systemverhaltens unterscheiden. Zun
dynamischen Verzweigen werden der durch eine axiale Stu-
fenlast beanspruchte Stab sowie eine starr eingespannte
Kugelkappe unter gleichméfigem, plétzlich wirkendem AuBen-
druck betrachtet. Dynamisches Durchschlagen wird anhand des
Kreisbogens aus Abschnitt 3.3.4.2 diskutiert.

i. Eulerstab

Der im Bild 2.3 dargestellte Eulerstab unter einer axialen
Stufenlast wurde bereits im Abschnitt 2.5.4.2 mit Hilfe
reiner Zeitverlaufsberechnungen auf dynamische Stabilitat
hin untersucht. Hier soll nun die Stabilitdtsanalyse it
Hilfe des Kriteriums (3.153) sowie die Anwendung der
Skalierungsmethode untersucht werden.

In Bild 3.36 sind der zeitliche Verlauf der Eigenkreis-
frequenz ®, sowie des Lastparameters A, aus (3.157) f4r un-
terschiedlich hohe Lastwerte dargestellt (UL, At=0,002
sec). Neben der Axiallast wurde in Stabmitte eine 8Stérlast
mit dreieckfdrmigem Zeitverlauf asufgebracht (s. Bild 2.163.
Die Verwendung einer Stérung ist fir die Skalierungsmethode
nicht zwingend, fur dieses Beispiel liefert sie aber eine
Verbesserung des BErgebnisses; hierauf wird spadter noch
nédher eingegangen.

Zundchst so0ll anhand Bild 3.36 die Stabilitdt des Systems
beurteilt und die sich aus der Definition “Instabilitat

wird bereits durch =0 angezeigt” ergebenden Ein~-
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schrankungen diskutiert werden. Der Verlauf von v, ist

periodisch, d.h. der dargestellte Zeitbereich ist fir dle

Stabilitétsbeurteilung ausreichend. Fir P=1,0 bzw. P=1,5 KN
gilt >0, damit 1ist ein Anwachsen der gestérten L&sung
ausgeschlossen, es liegt Stabilitdt vor. Unter P={,58 kN
tritt kurzzeitig mf(O auf (punktierter Kurvenverlauf). Aus

der Stabilitdtsuntersuchung mit Hilfe von Zeitverlaufs-~
berechnungen (s. Bild 2.16) ist aber bekannt, daB Insta-~
bilitdt erst bei P=1,72 kN auftritt. Aus der Tatsache, daB
vw,=0 bzw. mf(o bereits unterhalb der Kritischen Last=~
héhe beobachtet wird folgt, daB das Kriterium (3.153) und
damit auch die Skalierungsmethode die dynamische Versagens-
last auf der sicheren Seite liefert. Der beschriebene
Effekt geht auf die oben eingefiihrten Vereinfachungen
zurtdck und wird auch bei den folgenden Beispielen zu

beobachten sein.

Aus Bild 3.36 folgt , daB w, sehr stark von der Axiallast
P, sowie mit wachsendem P auch stark von der Zeit abhdngig
ist. Fir die Verwendung von (3.153) als begleitende
MaBnahme ist es daher wesentlich, das Minimum von w, exakt
zu treffen. Der Verlauf von A zeigi demgegeniber nur eine
schwache Abhdngigkeit von der Zeit und eine gegeniber W,
verringerte Lbhdngigkeit von der HShe der Axiallast.
Allein hieran 18Bt sich die verbesserte Méglichkeit
erkennen, nmit Hilfe von A, die dynamische Verzwe igungs—~
last direkt 2zu bestimmen. Aus der schwachen zeitlichen
Abhdngigkeit folgt weliterhin, daB sich = zumindest fir
dieses Beispiel - auch dann akzeptable Ndbherungslésungen
fir die kritische Last ergeben, wenn A, auBerhalb des Mini~

mums von w, ermittelt wird.
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Bild 3.36: Bulerstab - Zeitverlauf von o, A At=0,002sec

'y

Die sich aus den Zeitverlaufsberechnungen ergebenden

Minimalwerte mine,, mina sowie die entsprechend Bild 2.16



161

berechneten, maximalen Querverschiebungen der Stabnitte
(max v(16)), sind in Bild 3.37 iber der jeweiligen Axial-
last aufgetragen. BAus der Berechnung mnit At =0,002 sec
(durchgezogene Linien) ergibt sich die kritische Lasthéhe

zu P 1,58 kN. Durch eine Halbierung der Zeitschrittweite

KRH‘;:
(At,=0,001 sec) wird die aus max v(16) vresultierende,
dynamische Verzweigungslast nicht beeinflufit, aus den

Eigenwerten mina, bzw. mnine, erhdlt man nun einen ver-

besserten Wert wvon P =1,66 KN. Hieran 148t sich zweierlei

KRYT
ablesen: Zundchst zeigt sich, wie bei Verschiebungselemen-
ten zu erwarten, eine héhere Genauigkeit der Verschiebungen
gegenidber den Spannungen, dies wirkt sich Uber ¥ direkt

auf die BEigenwerte aus.
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’

Bild 3.37: Eulerstab - Vergleich der Kriterien

Weiterhin bewirkt die feinere Zeitdiskretisierunyg eine ver~
besserte Darstellung der hochfrequenten Langsschwingung des
Stabes; auch hieraus folgt Gber genauere Langsverschie-

bungen bzw. =~spannungen eine genauere geometrische Steifig-

keitsmatrix und daraus wiederum verbesserte Eigenwerte.
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Mit Hilfe der oben erwdhnten Stdérlast in Stabquerrichtung
wird tber die dadurch erregte L&ngs-Biegeschwingung zusdtz-
lich der EinfluBR hdéherer Eigenformen der Langsschwingung
abgeschwé&cht, woraus ebenfalls eine Genauwigkeitssteligerung

der Eigenwerte resultiert.

Anhand zus&tzlicher Untersuchungen Konnte festgestellt
werden, daB die aus der Skalierunsmethode gewonnene
Kritische Lasthshe den mit Hilfe reiner Zeitverlaufsberech-
nungen ermittelten Wert von 1,72 kN, trotz weiterer Verfei-
nerunyg von Orts- und Zeitdiskretisierung, nicht erreicht.
Diese Differenz d.h. die Unterschdtzung der dynamischen
Verzweigungslast durch die Skalierungsmethode ist auf die
im Rahmen der Ableitung der Stablilitdtskriterien einge-~
fihrten Vereinfachungen =zurtckzufihren: Einfrieren im
Inkrement (Linearisierung der inneren Kréfte der Stérbewe-
gung,zF:;il() und Einfrieren des Zustandes, fiir den (3.143)
gilt. Da durch das Einfrieren dynamische Effekte auBer Acht
gelassen werden, kann die hdhere kritische Last aus
Zeitverlaufsberechnungen vereinfachend auch als eine Folge
der stabilisierenden Wirkung von Tr8gheitskrdften aufgefafBt
werden. Hierauf soll bei dem folgenden Beispiel des Kreis-~

bogens noch ndher eingegangen werden.

Fir die Anwendung der Skalierungsmethode ist es wesentlich
Zu wissen, mit welcher Genauigkeit die dynamische
Stabilitétsgrenze von tiefer gelegenen Belastungsniveaus
aus bestimmt werden kann, d.h., inwiefern die Annahme der
Proportionalitdt von Last und Spannung (¢3.154) zutrifft.
Vergleicht man unter diesem Aspekt die filir den Zweibock und
den Eulerstab ermittelten Ergebnisse, so findet man bein
Stab eine wesentlich héhere Genauigkeit als bei dem Systenm
mit nur einem Freiheitsgrad.

Beispielsweise ergibt sich fdr den Stab unter P=1,0 KN

bereits der richtige Wert fir P Da ein prinzipiell

KREIT *
gleichartiges Verhalten auch bei dem nachfolgend disku-
tierten Xreisbogen 2zu beobachten ist, kann das unter-

schiedliche Versagen (Durchschlagen, Verzweigen) und das
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damit verbundene unterschiedlich nichtlineare vorkritische
Verhalten als alleinige Ursache ausgeschlossen werden.
Letzteres wird zwar die Glite der Extrapolation beeinflus~
sen, der Grund fir die oben erwdhnten, unterschiedlichen
Genauigkeiten ist aber in der unterschiedlichen Anzahl von
Freiheitsgraden begrindet. Wahrend der Eigenwert bein
Zwe ibock tber K, direkt von der einen Verschiebung u
abhdngt, wird l(q bei den Systemen mit mehreren Freiheits-~
graden von einzelnen Verschiebunygskomponenten starker und
von anderen weniger stark beeinfluBt. Den “schwacheren®
Komponenten kommt insofern eine ausgleichende Wirkung =zu,
als sie den EinfluB der dominierenden Freiheitsgrade (in
medalem Sinne) vermindert und so die Abh3ngigkeit der
Eigenwerte von der Lasthséhe herabsetzt.

Das Beispiel ist fir einen Vergleich des Rechenaufwandes
fir die Stabilitdtsanalyse wegen des linearen Vorbeulver-
haltens sicher ungeeignet, dennoch sei festgestellt, daB
der zwischen den Rechenzeiten fir die statische und die dy=-
namische Analyse bestehende Faktor von ca. 7 fir die Bffi-
zienz der hier verwendeten Methode spricht. Erst aus den
fir den Kreisbogen ermittelten Verhdltnis von 2,2 wird die
Wirtschaftlichkeit des vorgeschlagenen Konzeptes ersicht~-
ich. Abschliefend sei zu diesenm Beispiel festgestellt, daB
die GSkalierungsmethode inm Gegensatz zum Kriterium (3.153)
auch fir Lastwerte oberhalb P, zuverlsssige Werte lie-
fert. Weiterhin sei angemerkt, daB sich unabhdngig von der
Formulierung (3.1573 bzw. (3.158), (3.159) gleiche
Ergebnisse einstellen, allerdings treten bei der Verwendung
von (3.158) teilweise Konvergenzprobleme bei der Eigen~
wertberechnung auf.

2. Kreisbogen

Analog zu der oben geschilderten Vorgehensweise, wird bei
dem Kreisbogen (Bild 3.14) die dynamische Stabilitdts-
analyse mit Hilfe der begleitenden Elgenvertuntersuchungen
fir o, bzw. A, durchgefthrt. Die Ergebnisse sind in Bild
3.38 zusammengestellt. Auch fdr dieses Beispiel erweisen
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sich die Eigenwerte als unabhdngig von der verwendeten
Formulierung (3.157), (3.158) bzw. (3.159).

Auch hier zeigt sich das wesentlich giinstigere Verhalten
der Skalierungsmethode (A,) gegeniber der Analyse der
Eigenkreisfrequenzen (o). Belde Kriterien liefern die
kritische dynamische Last ibereinstimmend Zu
P,..=380,0 1b/in® gegenuber P, =447 1b/in” aus den Zeitver-

laufsberechnungen (Bild 3.15).

Im Gegensatz zum Eulerstab ist dieses Ergebnis durch eine
Verfeinerung der Orts- bzw. Zeitdiskretisierung nicht

weiter zu verbessern.
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Die Unterschédtzung der dynamischen Beullast, die auf die im
vorigen Beispiel diskutierten Ursachen =zuriickgeht, soll
mit Hilfe der in Bild 3.39 dargestellten Zeitverldufe von
w, interpretiert werden.

Unter p=400 1b/in”® tritt wfso nur fir eine relativ Kkurze
Zeitspanne auf, sie reicht fir eine Entwicklung des
Durchschlagvorgangs nicht aus. Derselbe Effekt ergibt sich
auch bei der im folgenden Kapitel behandelten Kugelkappe
unter harmonisch wirkender Ringbelastung. Anders ausge-~
drickt liegt bei Erreichen des Zustandes, fir den gerade
=0 gilt, eine Verteilung der Tr&gheitskr&fte - in allen
beteiligten Eigenformen ~ vor, die das System stabilisiert
und die eine, wegen der Indefinitheit der Steifigkeits~
matrix, in der Struktur vorhandene Kinematik noch nicht
wirksam werden 1&Bt. Erst fir p=447 1b/in" kommt die
Kinematik zum Tragen, das System schl8gt in die untere, nun
stabile Lage durch.

Anzuflgen ist noch, daB mit Erreichen von v, =0 ein Wechsel
in den Bigenformen, die den Verschiebungszustand in nodalen
Sinne beschreiben, einhergeht. Dies ist auch an dem im Bild

3.40 dargestellten Durchschlagvorgang ablesbhar.

2
S —————_ () D 0

Bild 3.40: Durchschlagvorgang

Eine weitere Bemerkung betrifft den Verlauf von o,
(Bild 3.39). Die vor =0 gefundene, zum Verschiebungs~
Zeitverlauf affine Anderung von e, Uber der Zeit tritt
nach Durchlaufen  des durch 0;<0  gekennzeichneten
Bereiches nicht mehr auf, stattdessen erh&lt man einen

Kurvenzug, der physikalisch nicht zu begrinden ist und auf
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Ungenauigkeiten der Ldsung schliefen 14B8t. Letzteres trifft
tatsachlich zu und l&Bt sich folgendermaBen begrinden: Fir
ﬁ(o wird das dynamische Gleichgewicht nur von den
suBeren- und den Tragheitskréften gebildet, damit nimmt der
EinfluB der Beschleunigungen auf die Genauigkeit der Ldésung
zu. Da die Zeitschrittweite der Darstellung der Verschie-
bungen angepafBt wurde, die Beschleunigungen aber wesentlich
steilere Gradienten besitzen, kdnnen sie nicht mit
derselben Genauigkeit abgebildet werden. Der so entstehende
Fehler ist an den diskutierten Eigenkreisfrequenzen direkt
ablesbar. Fiar die Skalierungsmethode ist der beschriebene
Effekt insofern ungefdhrlich, als hierbel Lastwerte

betrachtet werden, fir die 20 gilt.
3. Kugelkappe

Fir die in Bild 3.4! skizzierte Kugelkappe unter gleich-
maBig verteilter AuBendruckbelastung ist die statische Ver-
sagenslast nach /43/ p,,,=0,65 N/mm’; das Versagen findet in
sechs Umfangsbeulwellen statt.

Von BAkkas /5/ wurde mit Hilfe der Stérungsrechnung die
kritische, dynanische Verzweigungslast (Stufenlast) zu
P=0,29 N/mm”> berechnet. Mit Hilfe der Eigenformen der
freien Schwingung (p=0) wurde hierzu ein Versagen in 2zwel
Umfangsbeulwellen ermittelt. Die zum symmetrischen Versagen
(Beulenwellenzahl n=0) gehdrende dynamische Beullast ergibt
sich nach /5/ zu p=0,43 N/mn".

52,1 mm

T T Py 025
E \’\\é ‘H:QSI,J ’i .
7246,9
R=280m E = 200000 N/mm?

V:0,3
00 = 18469 Nsec? /mm*
Hookesches Material

Bild 3.41: Kugelkappe unter AuBendruck, Schalenparameter=11
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Fir die eigene Berechnung wurde, entsprechend der nach /5/
zu erwartenden Versagensform, ein 90°~Sektor mit acht 8-
Elementen in Umfangsrichtung und sechs S8 in Meridian-
richtung gewdhlt. Parallel zu einer Zeitverlaufsberechnung
nach Newmark (B8=1/4, 6=1/2, At=0,0005 sec = T,740) wurde
das Eigenwertproblem nach Gleichung (3.142) gelé&st.

T R
n=z2

4
34 p=0,25N/ mm?
2 [ ERA ey = \vi min)\1=1_92
14
0 - v . . . - Anzahl

0 10 20 30 40 50 Zeitschritte

Bild 3.42: Entwicklung der Versagensformen

Bild 3.43: Kugelkappe ~ dynamisches Verzweigen in n=4

Wie aus Bild 3.42 hervorgeht, bleibt die Reihenfolge der
Eigenformen bis zum Zeitschritt 16 erhalten, anschlieBend
findet ein Wechsel der niedrigsten Form auf n=4 (Bild 3.43)
statt. Die hierzu gehdrende, nach der Skallerungsmethode
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berechnete Kritische Lasthdhe betrégt:

Drgs=1592%0,25=0,47 N/mn’.

Bei einer etwas hdheren Last (p=0,49 N/mm*) erfolgt ein
Versagen (n=0) in einer hdheren, symmetrischen Form.
Aufgrund des geringen Abstandes der kritischen Lasthdhen
wird die Form mit n=4 bei einer Zeitverlaufsanalyse nicht
auftreten.

Mit diesen Untersuchungen wird zum einen die in /5/ fiur
symmetrisches Durchschlagen angegebene Lasthdhe best&tigt,
andererseits ist dadurch gezeigt, daB die Nichtbertck~
sichtigung eines sogenannten “Mode-Wechsels” 2zu einer
fehlerhaften Bestimmung der dynamischen Versagenslast
fihrt.

Weiterhin kann festgestellt werden, daB neben A, auch A, ...
Aussagen uber das nachkritische Systemverhalten gestatten.
Wie der Verlauf der beiden Eigenwerte A, A, in Bild 3.42
nahelegt, ist aufgrund der starken zeitlichen Abhdngigkeit
eine na&herungsweise Bestimmung der kritischen Last aufler-
halb extremaler Verschiebungen im Gegensatz zum Eulerstab
nun nicht mehr vertretbar.

Diese Untersuchungen belegen sehr deutlich, daf sich
statisches und dynamisches Versagen nicht nur hinsichtlich
der Lasthdhe, sondern auch hinsichtlich des Versagens~
zustandes unterscheiden.

3.4.3 Zusammenfassung Abschnitt 3.4

Die Untersuchungen des Abschnittes 3.4, bei dem das Ziel
verfolgt wurde, die aufwendige dynamische Stabilitdtsana-
lyse mit Hilfe reiner Ze itverlaufsberechnungen durch geeig-
nete Methoden zu ersetzen, kénnen wie folgt zusammengefaBt
werden:

- Mit Hilfe von Eigenwerten Kkénnen Bedingungen fir Stabi-
1itdt bzw. Instabilitat formuliert werden, die aufgrund
der Systemnichtlinearitdt aber nur im Inkrement gelten.
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Deshalb muB zur Stabilitdtsbeurteilung der gesanmte
zeitliche Verlauf dieser Eigenwerte herangezogen werden.
Bei der Feststellung von Instabilitat kann dies dadurch
umgangen werden, daB das Auftreten von A=0 im Inkrement
als eine Bedingung fir das Erreichen der Kritischen
Lasthéhe definiert wird.

Durch den Obergang auf Bedingungen fiir Eigenkreig=~
frequenzen kann die Eignung des Kinetischen Stabili-
tdtskriteriums fir Stabilitdtsprobleme dynamisch belaste-~
ter Tragwerke nachgewiesen werden. Neben diesem, nur
begleitend einzusetzenden Kriterium, konnte mit dem
Eigenwertproblem fér den Lastparameter ein Verfahren
vorgestellt werden, das die direkte Bestimmung der dyna-

mischen Versagenslast gestattet.

Mit Hilfe der durchgeflhrten Beispielrechnungen Kkonnten
die guten FEigenschaften sowie die Effizienz der Ska-
lierungsmethode helegt werden. Abgesehen von dem
Eztremfall eines Systems mit nur einem Freiheitsgrad
liefert sie nach den an obigen Beispielen gesammelten
Erfahrungen fiur 0,92A,51,5 die dynamische Versa—
genslast mit guter Genauigkeit. Voraussetzung hierfir
sind sorgfdltige, dem Bystemverhalten angepafite Diskre~
tisierungen im Orts~ und Zeitbereich, die nicht nur eine
néglichst genaue Wiedergabe der Verschiebungen in der
Zeit gestatten, sondern insbesondere auch auf eine
ausre ichend genauve Ermittlung der Spannungen ausgerichtet
sind. Eine weitere Anforderung betrifft die Formullerung
der Elemente sowie des Eigenwertproblems. Im Vorgriff auf
das folgende Kapitel kann das Eigenwertproblem in der
Formulieruny (3.158) als nicht generell geeignet
bezeichnet werden; es liefert z.B. bei der Kugelschale
unter lokaler Belastung unzureichende Ergebnisse.
Selbstverstdndlich sind die Genauigkeitsanspriche auch an

die Ldsung des Eigenwertproblems zu stellen.

Anhand der dynamisch , durch AuBendruck beanspruchten

Kugelkappe Konnte nachgewiesen werden, daB die Nicht-
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bertdcksichtigung von “Mode-Wechseln” w8hrend des nichti-
linearen Bewegungsablaufes, Zu einer erhebl ichen
Fehleinschstzung der dynamischen Stabilitdtsgrenze filihren

kann.

Fur die praktische, dynamisch7 Stabilit&tsanalyse wird
vorgeschlagen, eine Zeitverlaufsberechnung unter Beach~-
tung der im Abschnitt 3.3.4.4 angegebenen Empfehlungen
durchzufihren und die dynamische, Kritische Lasthéhe nit
Hilfe der Skalierungsmethode zu bestimmen.

Hierzu sollte der aus extremalen Verschiebungszusténden
berechnete Eigenwert A, herangezogen werden. Von der
Verwendung von Werten, die =zu anderen Zeitpunkten
ermittelt werden, ist aufgrund der damit verbundenen
problemabhingigen Fehlerquellen abzuraten. Fir die Zeit-
verlaufsberechnung sollte eine Lastamplitude angesetzt
werden, die unterhalb der Kritischen liegt, ein Wert von
ca. 70% der statischen Versagenslast wird in der Regel
zum Ziel fihren.

Bei Problenen, die neben der geometrischen auch
materielle Nichtlinearititen aufweisen, nimmt mit dem
Grad der materiellen Nichtlinearit&t auch der N&herungs-—
charakter der Skalierungsmethode zu. Insbesondere bel
dominierender materieller Nichtlinearitdt muB auf reine

Ze itverlaufsberechnungen zurtckgegriffen werden.
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4. Dynamische Stabilitédt von Kugelschalen

Kugelschalen stellen im Beh&lter- und Kraftwerksbau haufiy
anzutreffende Tragwerke dar, sie kdnnen je nach Nutzung und
Standort erheblichen dynamischen Belastungen ausgesetzt
sein. Neben globalen Einwirkungen, beispielsweise aus
Druckwellen oder Erdbeben, sind auch lokale méglich, so
z.B. im AnschluBbereich von Stitzkonstruktionen oder an
Stellen von Rohrdurchféhrungen. Die &rtlichen Belastungen
lassen sich in “"direkte” und "indirekte” unterteilen. Zu
den direkten gehdren z.B. Druckstofibelastungen aus
Rohrleitungen, die indirekten resultieren aus den globalen
Belastungen, Als Beispiel seien die sich aus Basis~-
beschleunigungen ergebenden Trégheitskr4fte an Stutzen-
verstirkungen genannt. Letztere kénnen bel! massereichen
Verstdrkungskonstruktionen erhebliche Werte annehmen.

In dem vorliegenden Kapitel wird speziell die Stabilitat
der Schale unter &rtlichen, dynamischen Belastungen
behandelt. Im Vordergrund sollen dabei das grunds&tzliche
Verhalten der Struktur, sowie Einflisse aus unterschied-
lichen Belastungs~Zeltverldufen, materieller Nichtlineari-
tat dnd'Verstérkungsgeometrie stehen. Nach einer Obersicht
iber die vorhandene Literatur (Abschnitt 4.1 wird eine
unverstdrkte Kugelschale (Abschnitt 4.2) sowie im AnschluB
daran eine stutzenverstirkte Schale (Abschnitt 4.3)
untersucht. Die Belastung wird dabei auf den Stutzen bzw.
entlang eines Breitenkreises wirkend angenommen.

Bufgrund der im Abschnitt 3.3.4 gefundenen Vorteile des
Newnark-Verfabrens (B=1/4, 6=1/2} gegentber anderen Zeit-
integrationsmethoden soll es Bel samtlichen Berechnungen
dieses Kapitels - ohne ZusatzmaBnahmen zur Konvergenzver-~
besserung -~ eingesetzt werden.

4.1 Literaturibereicht
Innerhalb des Schrifttums zur dynamischen Stablilitdt von

Kugelschalen nimmt die gleichm&Big verteilte AuBendruck-
belastung mit unterschiedlichen zeitlichen Verlauf eine
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Sonderstellung ein. Dementsprechend soll 2zunichst ein
Oberblick Uber diejenigen Arbeiten gegeben werden, die sich
mit diesem Belastungstyp befassen.

Bereits 1962 wurde von Budiansky und Roth /30/ das
rotationssymmetrische Problem mit Hilfe von Eigenformen der
e ingespannten, dinnen Kreisplatte behandelt. Fir die
Stabilit4tsanalyse verwendeten die Autoren Zeitverlaufs-~
berechnungen, die Kritische Lasthdhe (Stufenlast) wurde
mit Hilfe der sprunghaften &nderung des Systemverhaltens
festgelegt. Die Bedingung fir die Stabilitdtsgrenze ent-
spricht zwar der Definition von Ljapunov, ein entspre-
chender Bezug hierzu wurde in /30/ allerdings nicht
hergestellt. Trotzdem wurde das “Kriterium von Budiansky,
Roth" in der Folgezeit nahezu ausschlieBlich verwendet,
Lésungen mit Hilfe der Stérungsrechnung /54/ bzw. Mathieu-
Gleichungen /113/ stellen Ausnahmen dar.

Anhand von rechteckfdrmigen Belastungs-Zeitverldufen
(Rechteckimpulsen) unterschiedlicher Dauer konnte in /30/
gezeigt werden, daB die Kkritische Lasthd8he fir Kurze
Inpulse oberhalb der statischen liegt. Mit =zunehmender
Impulsdauer sinkt der kritische dynamische Druck bis unter
den statischen ab bis bei einer Kritischen Dauver des
Impulses ein konstanter Wert erreicht wird. Die kritische
Inpulsdaner ¢=> Kritischer Impuls) ist dadurch gekenn-
zeichnet, daB die Maximalverschiebung gerade am Ende des
Inpulses auftritt, eine VergréBerung der Einwirkungsdauer
beeinfluBt die Kritische Lasthshe dann nicht mehr.

Die Abh&ngigkeit der dynamischen Durchschlagslast vom
Zeitverlauf der Belastung stand bis Anfang der 70Qiger Jahre
im Mittelpunkt des Interesses. Archer und Lange /10/
verbesserten die in /30/ angegebenen Ergebnisse und gaben
den Kkritischen Impuls in Abh&ngigkeit vom Kugelschalen-
parameter A"(s. Bild 4.12 an. Huang /60/ zeigte w.a.,
daB der fir unendlich lange Impulse gefundene Sprung in der
Kurve der dber der Lasthdhe aufgetragenen Maximalver-~
schiebungen verloren geht, wenn Kurze Impulsdauern

betrachtet werden. Fir diese F&lle ergibt sich ein stetiger
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Kurvenverlauf, also strenggenommen kein'Stabilitatsproblem.
Um fdr praktische Anwendungen die Maximalverschiebungen zu
begrenzen, wird in /60/ vorgeschlagen, als kritische
Lasthdhe diejenige zu bezeichnen, fir die die Kurve einen
Wendepunkt hat (Wendepunkts~Kriterium). In /60/ wie auch in
/1197, /116/ ist fir einen unendlich langen Rechteckimpuls
(Stufenlast) der fir symmetrisches Versagen ermittelte
kritische Druck in Abhingigkeit von A angegeben. Ein in
/7/ enthaltener Vergleich mit den Kkritischen, statischen
Lasten (symmetrisches Versagen) zeigt eine gewisse
dhnlichkeit der beiden Kurven. Allerdings tritt unter
plétzlich aufgebrachtem Auflendruck Instabilitdt bereits bei
38 % des Kkritischen statischen Druckes auf (a=83.

Von Mescall und Tsuli /85/ wurde der Einfluf der Diampfung
auf die kritische Stufenbelastung untersucht. Es zeigt
sich; dafl die elastische, dynamische Beullast fir A$6,5
von der Ddmpfung nicht beeinfluBit wird, fir Werte A6, G
ist dieser EinfluB spirbar. So ergibt sich beispielsweise
fir 2,5 % der Kritischen Dampfung eine Erhdhung des
kritischen Druckes um ca. 10 %.

Versffentlichungen zum unsymmetrischen Versagen der durch
plétzlich aufgebrachten BuBlendruck belasteten Kugelschale
datieren auf Anfang der 70iger Jahre /73/, /13/;3; eine Ar-
beit von Akkas /5/ (1976) wurde bereits erwahnt (Abschnitt
3.4.2.4>. Die schon von Ball, Burt /13/ angegebenen
mégl ichen Versagensformen wurden in /90/ wie folgt
prézisiert:

1. Unsymmetrisches dynamisches Beulen mit kleinen
Verschiebungen: Das System fahrt zeitweiliy Schwingungen
in einer unsymmetrischen Eigenform aus und kehrt danach in
den symmetrischen Zustand vor dem dynamischen Verzweigen
zZurick.

2., Vollsténdiges unsymmetrisches dynamisches Beulen: Bei
héheren Lastniveaus als nach 1. findet ein symmetrisches
Versagen statt, das allerdings durch unsymmetrische Modes
eingeleitet wird.
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3. Vollst&ndiges dynamisches Durchschlagen: Bei noch
hdherer Belastung tritt sofort symmetrisches Beulen ein,
unsymmetrische Eigenformen werden nicht mehr erregt.

Aufgrund dieser Zusammenhdnge sind, anders als unter stati-
scher Belastung, dle Unterschiede zwischen Dricken, die zu
symmetrischen bzw. unsymmetrischen Versagensformen fihren,
beil zeitabhéngiger Belastung gering /5/. Buf genauere,
eigene Untersuchungen zu diesem Problem (s. Bild 3.42) sei
an dieser Stelle hingewiesen. Ahnlichkeiten mit den unter
statischer Belastung angetroffenen Verh&ltnissen sind fiur
das unsymmetrische Versagen nicht mehr feststellbar.

Einfltsse von Imperfektionen auf die dynamische Stabilité&t
der Schale wurden ebenfalls in /90/ behandelt, eine syste~
matische Untersuchung dieses Effektes findet sich in /70/
und /71/. Mit Hilfe von dreiecksfdrmigen Impulsen konnte in
/717 gezeigt werden, daB der Verlauf der Maximalver-
schiebungen in Abhdngigkeit von der Lasthéhe durch
Imperfektionen flacher wird und zwar proportional zur Gréfe
der Imperfektion. Wie unter statischen Lasten flhren
Abwe ichungen von der idealen Geometrie auch im dynamischen
Fall =zu einer von der Imperfektlon abhéngigen Reduzierung
der kritischen Lasthshe. Allerdings wurde fir die in /70/
untersuchten F4lle, fir Imperfektionen, die kleiner als die
halbe Wanddicke sind, ein geringerer EinfluB als bei
statischer Last festgestellt.

Einflisse der materiellen Nichtlinearitst auf das
dynamische Stabilité&tsverhalten der Schale wurden in /68/,
/113/ sowie insbesondere in /83/ diskutiert. BAus den
Untersuchungen von McNamara und Marcal /83/ folgt zunéchst,
daf ihr EinfluB auf die dynamische Stablilitst geringer ist
als auf die statische. Weiterhin folgt aus /83/, daf die
Abh&ngigkeit nur fir Kugelschalenparameter A,s=4 vorhanden
ist, fur A>4 stimmen die elastische und elastoplastische
Lésung Gberein.

Neben den bereits erw8hnten Untersuchungen an isotropen
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Schalen, stehen auch solche an orthotropen /9/ sowie an
unsymmetrisch ausgesteiften /112/ zur Verfligung. Auch
hieran 148t sich erkennen, daBl die dynamische Stabilitat
von Kugelschalen unter zeitabhdngigen BAuBendruckbelastuny
in einem hohen Mafie erforscht ist. Es stehen somit auch far
praktische Anwendung hilfreiche Ergebnisse zur Verfligung.

Fir andere Belastungsarten gilt dies nicht in gleichen
MaBe, wie eine Zusammenstellung in /134/ zeigt. Zwar finden
sich z.B. in /119/ Zeitverlaufsberechnungen fir eine Kon-
zentrierte Belastung sowie fir eine unsymmetrische Teil-
flachenlast, praktisch verwertbare Bngaben zur dynamischen
Stabilitdt sind in wesentlichen aber nur in /116/ enthal-~
ten. Wegen der sehr stark vereinfachten Behandlung des
Themas am System mit nur einem Freiheitsgrad ist auch die
erst 1985 erschienene Arbeit von Akiyama et. al. /3/ nicht

sehr hilfreich.

In /116/ sind flur verschiedene A ~Werte die dynamischen
Beullasten (symmetrisches Versagen) in Abhéngigkeit von der
GréfBe der belasteten Teilflache angegeben. EBEs ergeben sich
&hnl iche Kurvenverl&ufe wie im statischen Fall, allerdings
sind die kritischen Lasthéhen nun geringer. Weiterhin zeigt
sich, daB der Verlauf der Maximalverschiebung dber der
Belastungshdhe mit abnehmender Belastungsfl&che flacher
wird, also ein Effekt, wie er auch aus Imperfektionen /71/
bzw. KkKurzen Inpulsen /60/ resultiert. In /116/ wird
auBerdem darauf bhingewiesen, daf das Strukturverhalten
unter Teilfléchenlast sehr komplex ist und sich nicht awus
den Extremfidllen konzentrierte - bzw. gleichmdBig vertelilte
Last ableiten 1&8t.

AbschlieBend ist zu diesem Abschnitt festzustellen, daf
zwar gewisse Parallelen im Systemverhalten unter statischer
und dynamischer Belastung bestehen, die Einflisse aus
unsymnetrischem Verhalten, ImperfekKtionen und materieller
Nichtlinearitdten vunter dynamischer Last insgesamt aber
schwdcher sind. Diese Aussage gilt strenggenommen nur fir
die Auflendruckbelastung, fir nicht fléchige~ bzw. beliebiyg



verteilte Belastungen fehlen entsprechend umfangreiche Un-
tersuchungen, hier kdnnen bestenfalls von der Tendenz her
&hnliche Abh3ngigkeiten angenommen werden.

4.2 Ungestirte Kugelschale unter Ringlast
4.2.31 Allgemeines

Aus den mdglichen 1lokalen Belastungen wird fir die
folgenden Untersuchungen eine entlang eines BreitenKkreises
wirkende Schneidenlast (Ringlast) ausgew&hlt. Danmnit werden
zum einen die aus zylinderischen Kdrpern resultierenden
Einwirkungen angenshert, weiterhin stellt das Beulverhalten
der ungestdrten Kugelschale unter derartigen Lasten die
Grundlage fir das Verstdndnis von stutzenverstirkten Kon-
struktionen unter in Stutzenrichtung wirkenden, zeitab-
hingigen Einwirkungen dar.

Unter der Zielsetzung, weniger den gesamten Parameter-
bereich abzudecken, als vielmehr zum Verst&ndnis des Struk-
turverhaltens unter den genannten Belastungen beizutragen,
wird fdr die Bnalysen eine typische Schalengeometrie
ausgewdhit. Wenn eine prinzipielle Ahnlichkeit 2zwischen
statischen und dynamischem Stabilitdtsverhalten unter
Ringlast angenommen wird (fir die Teilflachenlast wurde
dies in /116/ gezeligt) so ist mit Hilfe der hier
durchgeflihrten Untersuchungen =~ in Verbindung mit den
Ergebnissen fir statische Ringlast /6/ - eine Aussage fir
den praktisch relevanten Bereich von A méglich.

F/2TR,
Ry 5 2
t,= 38mm l | - E = 2107 N/mm
i H-gs4tmm v =03
3 i ? % = 7,854(5g Nsec?/ mm®*
150 I 721.6,9mm|
V RK = 28,0 m

A= 2[3(1-v2n“‘1/—§*&= 12,9

Bild 4.1: Kugelkappe, Geometrie
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Den in Bild 4.1 dargestellten Abmessungen liegt die
Geometrie eines typischen Sicherheitsbehélters eines
Druckwasserreaktors zugrunde, Konstruktionen aus anderen
Anwendungsgebieten weisen &hnliche Verhdltnisse auf. Danit
ist zum einen die Anlehnung an praktische Verh&ltnisse
gegeben, andererseits sind so Vergleiche wit friheren

statischen Untersuchungen méglich.

In Bild 4.2 sind die fir statische Belastung mit unter-
schiedl ichen Belastungsradien geometrisch nichtlinear (GNL)»
ermittelten Lastverschiebungskurven dargestellt (perfekte
Schale). Die bherechneten statischen Durchschlagslasten
stimmen sehr gut mit den in /6/ angegebenen Werten Uberein,
aus /6/ leitet sich auch die Berechtigung fidr die hier
verwendete, rotationssymmetrische Idealisierung (G2) ab,
sie wird im Abschnitt 4.2.2 im Detail vorgestellt.

5.0,
oL 394, R =1
4.0 /Jwﬂ:__«mJ;_@L§MM
g __3.20.Ry = 1465,4MM
3.0l
it
!
20l Weu FI2T0 RL
3/ dﬁqq v
1.0 1
IsA
0.0 , ; . ; '
0.0 ~-20.0 -40.0 -80.0 -80.0 ~-100.0
WSA[MM]

Bild 4.2: Statik, Lastverschiebungskurven, GNL

Fir die Untersuchung der dynamischen Stabilitét der 8chale
unter Ringlasten mit unterschiedlichen zeitlichen Verlauf
(Rechteckfdrmige: Abschnitte 4¢.2.3, 4.2.4, sinusfdrmige
Lastzeitfunktion: Abschnitt 4.2.%5), wird die physikalische
D&mpfung vernachlédssigt. Im Abschnitt 4.2.3.1 wird die

Berechtigung zu dieser BAnnahnme gezeigt, sie ergibt sich aus
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dem typischen Verhalten der Struktur unter der ringférmigen
Belastung. AuBerdem ist die Behandlung des Grenzfalles D=0
insofern sinnvoll, als die physikalische D&mpfung tber die
Frequenzen vom Systemverhalten abhdngt und bekannternaBen
nur schwer zu ermitteln ist. Fir praktische Stabilitéts~-
untersuchungen von Systemen mit positiver Dampfung ist, um
Sicherheitsrisiken infolge zu grofl angenommener Dampfung
auszuschalten, daher generell D=0 zu empfehlen.

In allgemeinen sind bei derartigen Untersuchungen auch
Imperfektionen mit einzuschlieBen, fir die vorliegende
Belastung 1ist aufgrund der angeregten Biegezustdnde von
elinen geringen Imperfektionseinflufl auszugehen. Die
folgenden Untersuchungen werden daher auf perfekte
Strukturen beschrdnkt.

4.2.2 Orte~ und Zeitdiskretisierung

Fir eine Kugelkappe mit A=11 unter statischer Ringlast
ergibt sich nach /6/ symmetrisches Versagen (n=0). Welche
Versagensform bei zeitabh&8ngigen Ringlasten maBgebend wird,
5011l zundchst untersucht werden. Da nach /6/ inm statischen
Fall flr OsR <2063 mm nur die Versagensformen n=0, n=2, n=4
auftreten, wird fir die Untersuchung ein Viertel der
Kugelkappe idealisiert. In Meridianrichtung werden sechs,
in Umfangsrichtung acht biguadratische Serendipity Elemente
eingesetzt (Bild 4.4). BEntlang der Meridianrsnder werden
Symmetriebedingungen eingefihrt, 1im Bereich des Pols wird
eine Unverschieblichkeit in Meridianrichtung angenonmen.
Diese BAnnahme gestattet es, die feine Idealisierung im
Bereich des Pols durch in Meridianrichtung unverschiebliche
Lager an den Knoten der ersten Elementreihe 2zu ersetzen.
Durch diese MaBnahme wird die Anzahl der Unbekannten
reduziert, ihr EinfluB auf die Genauigkeit der L&sung ist
vernachléssigbar.

Fir die Ermittlung der maBgebenden Versagensform wird die
Skal ierungsmethode eingesetzt. Parallel zu einer Zeitver-
laufsberechnung wird das Eigenwertproblem (3.159) gelést.
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Die aufgebrachte Gesamt-Ringlast betrdgt F_ =2,0 MN,
Zeitschritt wurde zu At=0,0017 sec (=T /20) gewdhlt.

35.00
F
30.00 Fo = 2,0MN % SO,
At = 0,0017 sec
~ 25.00 - SA——
<
& 2000

15.00

10.00

5.00

der

0.00

0.00 50.00 75.00

ZEITSCHRITT

Bild 4.3: Ermittlung der maBgebenden Versagensform, GNL

100.00

=

Bild 4.4: Versagensformen
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Wie der in Bild 4.3 dargestellte Verlauf der niedrigsten
Eigenwerte A, bzw. A, zeigt, wird wie im statischen Belas-
tungsfall auch unter der Stufenlast symmetrisches Versagen
(n=0) maBgebend; eine Darstellung der Versagensformen n=0,
n=2 findet sich in Bild 4.4.

Der kleinste Eigenwert min A, nach Bild 4.3 fthrt zur
kritischen Gesamt-Ringlast F,, =3,46 MN. Hierzu ist anzu-
merken, daB die Untersuchung auf die Ernittlung der naBge-
benden Versagensform ausgerichtet ist und deshalb die
Eigenwertberechnung nur in jedem finften Zeitschritt durch-
gefuhrt wurde. Da deshalb das absolute Minimum von A,
nicht erreicht wird, ist von einer etwas geringeren Kri-
tischen Lasthdhe auszugehen, die genaue Analyse wird im

Abschnitt 4.2.3 durchgefihrt.

Das hier gefundene symmetrische dynamische Beulen wird auch
fir hohere Stufenlasten bzw. anders geartete Belastungs-
zeitverldufe als maByebend angenommen. Damit kann fér die
folgenden Untersuchungen eine axialsymmetrische Ideali-
sierung verwendet werden. Um ein ausreichend genauwes und
wirtschaftliches FE~Modell zu erhalten, werden im folgenden
verschiedene Orts~ und Zeitdiskretisierungen untersucht.
Hierzu werden Eigenkreisfrequenzen und lineare Zeitver-
laufsberechnungen eingesetzt.

Anstelle eines vierknotigen, degenerierten, azialsymmetri-
schen Linienelementes wird das achtknotige, rotationssym=~
netrische Kdrperelement verwendet. Obwohl dadurch die Bn-~
zahl der Unbekannten vergréBert wird, ergeben sich Rechen-
ze ite insparungen durch das ginstigere Konvergenzverhalten
dieses Elementes im materiell nichtlinearen Fall.

Die =zur Diskussion stehenden Idealisierungen sind im Bild
4.5 dargestellt. Bus Symmetriegrinden wird jeweils nur eine
Halfte der Kugelkappe abgebildet, der Gesamtausschnitt
betrigt wie oben 30°.

Im Hinblick auf spétere, materiell nichtlineare Berechnun-
gen werden (ber die Wanddicke drei Elemente angeordnet
{(Mehrelementmodell statt Schichtenmodell). Aus Wirtschaft-



181

lichkeitsgrinden werden wie in Bild 4.5 dargestellt zwel
Bereiche mit unterschiedl ichen ElementgrdBRen gewdhlt.

k4
ot
|
Bereich 1
e .
Knoten & -
ZT T
| sa \T::tt;;;;::;
| Bereich 1 Bereich 2 lGesamt 150
dealisierun
9 o Anz.El 9f! Anz.El |Anz.EL| Anz.Unbekannte
G1 1,2°13x5 3,0°|3x3 24 176
62 0,6 |3x10 1,5°| 3x6 48 352
G3 0,3° | 3x 20 0,75 3x12 96 704

Bild 4.5: Finite Element-Modelle

Eigenwar tunter suchung

Fir Jjede der drei Idealisierungen wurde ausgehend von
konsistenten Massenmatrizen (M ) die Eilgenkreisfrequenszen
berechnet. Sie sind in Tabelle 4.1 2zZusammengefaBt, die
zugehérigen Eigenformen sind fir die Idealisierunyg G2 in
Bild 4.6 dargestellt.

Tabelle 4.1

Idealisierung o, ®, 8 t, o,
Gt 185, 46 208,54 287,79 319,30 585,31
G2 184,73 206,77 256,93 300,90 366,80
G3 184, 44 206,14 252,22 295,92 357,73

Aufgrund der sehr feinen Rasterung Kann das Modell G3 als
Referenzlésung betrachtet werden, Die Elementeinteiluny G2
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liefert praktisch gleichwertige Eigenwerte, die Abweichung
in der finften Eigenkreisfrequenz betr&gt nur 2,5 %. Die
Idealisierung Gl ist bereits wesentlich steifer, hier
treten beim fénften Eigenwert Unterschiede von 63,6 % auf.
Nach dieser Untersuchung ist das FE-Modell G2 zu favo-
risieren, es erfullt die Vorderungen nach Wirtschaft-

lichkeit und Genauigkeit gleichernafien.

1. EIGENFORM {EF), T, = 0034 SEC

o
2.EF, T2 = 00304 SEC
3.EF, T4 = 00244 SEC

L EF, TZ. = 00203 SEC

5. ER Tg = 00171 SEC

Bild 4.6: Eigenformen, ldealisierung G2
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Lineare Schwingungsuntersuchungen

Ergénzend zur Berechnung der Eigenkreisfrequenzen werden
zur Auswahl der Ortsdiskretisierung sowie zur Festlegung
der Zeitschrittweite 1lineare Zeitverlaufsberechnung fir
eine Stufenbelastung mit F,=1,0 MN durchgefthrt. F stellt
dabei stets die gesamte &uflere Last dar. 8Sie wird zur
besseren Vergleichbarkeit der Modelle jeweils entlang eines
Knotenbreitenkreises aufgebracht dessen Radius bei allen
drei Idealisierungen gleich grof ist (R =1465,4 nn). Wei-
terhin soll untersucht werden, inwiefern die Darstellung
der Tr&gheitskrafte Einfluf auf die Lésung nimnt.

In Bild 4.7 sind fir die lIdealisierung G2 Zeitverlaufs-~
berechnungen mit unterschiedlichen Zeitinkrementen darge-
stellt. Wahrend sich bei At=0,0034 sec bereits D&mpfungs-~
einfllisse bemerkbar machen, stimmen die L8sungen f£ir
At=0,00085 bzw. 00,0017 sec relativ gut iberein.

,.‘
g
S
=R
7

Wo, (MM

~-5.98

At=00034
~10.928 +

At=0.0017
~15, 2@ o

v

~20, 98

-25, ¢ L L s 2 : L . '
4.9a @. a1 @a. a2 9. 83 B. 84 9. 89 Q. 06 .07 6. 28

ZEIT [SEC |

Bild 4.7: Vergleich von At, G2, M,
Als KompromiB zwischen Genauigkeit und Wirtschaftlichkeit
wird fir dle folgenden Untersuchungen ein Zeitschritt von

At=0,0017 sec gewdhlt.

Mit dem gewdhlten Zeitinkrement ergeben sich fir die unter-
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schiedl ichen Idealisierungen die in Bild 4.8 dargestellten
Verschiebungszeitverléufe.

10,98 -

-18, 88

-15.80

G2

~20. 98

-25, o0 . " . . .
8. a8 B.81 @. 82 8. 43 0. 94 B. 93 ©. 88 @. 87 @ 98

ZEIT { SEC!

Bild 4.8: Vergleich der Idealisierungen, At=0,0017 sec, M,

Die Verlaufe der Vertikalverschiebung eines Knotens auf der
Symmetrieachse (w,) bestidtigen das Ergebnis der Eigen-
kreisfrequenzuntersuchung. Wihrend die Modelle G2 sowie G3
inshesondere im Bereich des hier besonders interesslerenden
ersten Maximums der Verschiebungen gut dbereinstimmnen,
zeigt das grsbere Modell Gi hier bereits deutliche Abwei-
chungen. Da von der Idealisierung G2 mit 352 Unbekannten
zuverléssige Ergebnisse erwartet werden Kdnnen, soll diese
Diskretisierung bei den folgenden Untersuchungen verwendet

werden.

Zum Vergleich der Darstellung der Tragheitskrafte werden
die in Bild 4.9 dargestellten Verschiebungszeitverldufe
betrachtet.

Die Ergebnisse stimmen relativ gut dberein, damit Kkann
davon ausgegangen werden, daf die Wahl der Massenmatrix die
Genauigkeit der Rechnung nur geringflgig beeinflussen wird.
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Woy TMM]

~-5.08 |
~18.98 }
ML

-15,20

-20, 88 |

-25. 09 : . . : . . L )
2. 28 8. 51 %02 8. 03 B. 84 295 . 86 2,97 2. 88
ZEIT {SEC)
Bild 4.9: Vergleich der Massendarstellung, G2, At=0,0017 sec

4,2.3 Btufenlast

Mit den oben gewdhlten Orts- und Zeitdiskretisierungen (G2,
At=0,0017 sec) wird in diesem Abschnitt die Stabilitdts~
analyse fir einen Radius der Ringlast von R =1611,8 wmnm
durchge fithrt. Weiterhin soll der Einfluf des Belastungs-
radius sowie der materiellen Nichtlinearitat auf die

dynamische Versagenslast untersucht werden.

In Bild 4.10 sind die Vertikalverschiebungen eines Knotens
auf der Symmetrieachse (w,=w_) fir verschiedene Lasthdhen
Uber der Zeit aufgetragen. Im betrachteten Zeitraum sind
die im Bild 4.10 markierten Maxima der Vertikalverschiebuny
interessant, die Zeitspanne vom Belastungsbeginn bis =zum
Erreichen des ersten Maximalwertes wird mit zunehmender
Lasthdhe gréBer. Bis F =2,6 MN nehmen beide Maximalamplitu-
den mit gréBer werdendem F idberproportional zu. Wird F,
weiter gesteigert, so nimmt die zweite Extremalverschiebung
wieder ab, wahrend die erste weiter zunimmt. Bei F =3,0 MN
nehmen die Verformungen nach Durchlaufen des ersten Maxi-
mums plétzlich zu, die dynamische Beullast ist erreicht.
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60.00
30.08 1. MAXIMUM {Fy =1, 0MN] 2. MAXIMUM
0. g
~30.88 b
- -60.00 |
5
=
¥ -00, 98 |
~120.29
1508, B8 . . . . . : . . ,
8. 00 .31 .02 .23 9. 04 805 .28 a.27 2,08 .99
ZEIT [sEC )
Bild 4.10: Verschiebungszeitverliufe, Stufenlast, GNL
Diese Zusammenhdnge gehen auch aus Bild 4.11 hervor, hier
sind beide Maximalverschiebungen w, (bezogen auf das erste

Maximum unter F =1,0 MN) dber der Lasthdhe aufgetragen.

12.0 .
s.ol
5
&
=
% 1. MAXIMUM
G0}
w
B
>
< |
=
i
I
3.0}
r\?.MAmMUM
|
|
|
0.0 PR B . 1 J
0.0 2.0 30 4.0 6.0 8.0 10.0
Fo [MN]
Bild 4.11: Bezogene Maximalverschiebungen, Stufenlast

Bus der Abnahme des zweiten Maximums Kurz vor Erreichen der

dynamischen Beullast folgt, daf das dynamische Beulen stets
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im Zusammenhang mit dem ersten Verschiebungsmaximum auf-
tritt, ein Durchschlagen nach Durchlaufen mehrerer Perioden
kann fir die Ringlast daher ausgeschlossen werden. Dies hat
zur Folge, daf der EinfluB der physikalischen Da&mpfung, der
insbesondere bei lang andauernden Schwingungen sptrbar
wird, bei dieser Laststellung als gering einzustufen ist.
Die Vernachldssigung der physikalischen Dampfung wird also
durch das Systemverhalten gerechtfertigt.

Die beziglich des ersten Maximuws gefundenen Zusammenh&nge
haben die Konsequenz, daB der Zeitverlauf nur bis zum
Auftreten des ersten Maximums berechnet werden nui.
Inwiefern dies auch fir andere Zeitverldufe der Belastung

gilt, muB noch untersucht werden.

Bei einer Bestimmung der dynamischen Stabilitétsgrenze mit
Hilfe der in Abschnitt 3.4.2.3 vorgestellten Skalierungs=-
methode ist wegen der Abnahme des zweiten Maximums der im
ersten Verschiebungsmaximum herechnete Wert von A zZu
verwenden. Fir die hier behandelte Ringbelastung liefert
das Eigenwertproblem ¢(3.158) unbrauchbare Kkritische Last~
héhen, mit den Eigenwerten aus (3.157) bzw. (3.159) ergibt
sich F,,,., =2,74 MN. Die Differenz 2zu der mit Hilfe von
Zeitverlaufsberechnungen ermittelten Kkritischen [Lasthédhe
betragt 8,7 %, sie ist auf die im Abschnitt 3.4.2.4
diskutierte, stabilisierende Wirkung von Trégheitskriften
zurtickzufihren.

Die dynamische Beullast F  =3,0 MN betrdgt fir die Ring-
last mit R =1611,8 mm =76 % der statischen (s. Bild 4.2).
BEine Ahnlichkeit besteht insofern, als sowohl unter
statischer als auch unter dynamischer Ringlast symme-
trisches Versagen auftritt. Gegeniber der dynamischen
AuBlendruckbelastung ergibt sich fiér die ringférmige Belas-~
tung aus der Zeitabhsngigkeit der Last eine Kleinere
Abminderung der statischen Versagensgrenze; bei der auBen-
druckbelasteten Kugelschale trat das dynamische Versagen
bereits bei 38 % des Kkritischen statischen Druckes auf /7/
(s. Abschnitt 4.1).
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Zum Vergleich "des unterschiedlichen Verhaltens unter
statischer bzw. dynamischer Ringbelastung sind im Bild 4.12

jeweils mehrere aufeinanderfolgende Verschiebungszusténde
dargestellt.

SA b 20 t

Bild 4.12: Verschiebungsfiguren

Die Wirkung der Tré8gheitskrdfte ist deutlich zu erkennen.
Anders als im statischen Fall, bewegt sich der Pol der
Kugelkappe unter der stufenfdérmigen Last zu Belastungsbe~
ginn nach aufien, nach Umkehr der Bewegungsrichtung erfolgt
ein “Durchschwingen” tber die verformte Lage des Lastan-
griffspunktes hinaus. Wie ein Vergleich mit Bild 4.6 zeigt,
setzen sich die Verschiebungen im wesentlichen aus der
ersten und zweiten Eigenform zusammen.
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4.2.3.1 EinfluBf des Belastungsvadius

Zur Ermittlung des Einflusses des Belastungsradius wurden
geometrisch nichtlineare Zeitverlaufsberechnungen unter
Fo=1,0 MN mit verschiedenen Belastungsradien (R =1465,4
mm, R=1611,8 mm) durchgefiihrt.

60. 88
se.ee b
8.098 i =
/
JE— . RL=1611, 8 MM
x
z Ry = 1465.4 MM R+ 1465.4 MM
£ -68.00 -
$HFlimR Fy = 1.OMN
-gg. 28 g//Jf—%Ni\\$
i 3
~120.98 | lsa
-150. o8 . . . N . . . N )
2. o0 a.01 0. 92 2. 83 8.04 .05 . 88 007 2.8 8, 68

ZBIT { SEC )
Bild 4.13: Einfluf des Belastungsradius, GHNL

Bereits die in Bild 4.13 dargestellten FKurvenverl&ufe
lassen erkennen, daB sich unter der dynamischen Ringlast
die gleiche Tendenz wie bei statischer Belastung ergibt:
Mit zunehmenden Radius (R Y geht die maximale Amplitude der
Vertikalverschiebung (w,) zurick, die dynamische Beullast

nimmt zu.

4.2.3.2 EinfluB der materiellen NMichtlinearitit

Zur Untersuchung des Einflusses der materiellen Nichtline~
aritdt (MNL) auf das dynamische Stabilit&tsverhalten der
Kugelkappe unter plétzlich aufgebrachter und anschlieBend
kKonstant gehaltener Ringlast (R =1611,8 mm) wird neben der
geometrischen Nichtlinearitét (s. Bild 4.10) nun auch die
physikalische Nichtlinearité8t bertcksichtigt.

Das nichtlineare Verhalten des Werkstoffes Stahl wird wie

im Abschnitt 3.3.4.3 mit Hilfe der v. Mises Fliefibedingung
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und dem FlieBgesetz nach Prandtl/Reuss dargestellt, eine
Zeitabhdngigkeit des Werkstoffverhaltens wird nicht beridck=
sichtigt.

Fir elastoplastisches Material mit einer FlieBspannung von
370 N/mm”® wurden wieder fdr vunterschiedliche Lasthshen
Verschiebungszeitverldufe berechnet. Im Zustand extremaler
Verschiebungen treten nur in einem sehr Kkleinen Bereich
unter der Last Plastizierungen auf. Im Verlauf der Verti=~
kalverschiebungen des Pols macht sich dies nicht bemerkbar,
die Kurven stimmen praktisch nit den entsprechenden des
Bildes 4.10 Uberein. Damit ist davon auszugehen, daB die
dynamische Beullast fir die hier untersuchten Verhdltnisse
von der materiellen Nichtlinearitdt nicht beeinfluBt wird,
sie stimmt mit der nur geometrisch nichtlinear berechneten
tiberein.

Dieses Ergebnis erhslt man auch aus der Verwendung der
Skalierungsmethode. Sie liefert bei dem hier beobachteten
schwachen EinfluB der materiellen Nichtlinearitat die
=2,74 MN <(Eigenwert-
problem (3.189)). Damit ist davon auszugehen, daf die

Kritische Lasthohe wie oben 2zu P .
Skal ierungsmethode auch bei materiell nichtlinearen Pro~-
blemen mit Erfolg eingesetzt werden Kann, zumindest solange
dem nichtlinearen Werkstoffverhalten ke ine besondere
Bedeutung zukommt. Um hier Grenzwerte anzugeben sind
weltere Untersuchungen erforderlich.

4,.2.4 Rechteckimpuls

In diesem Abschnitt soll fir die ringférmige Belastung mit
rechteckférmigem Zeitverlauf die GréRe des kritischen
Impulses ermittelt werden. Der Kkritische Impuls I .. 1Ist
nach /30/ dadurch gekennzeichnet, dafl die Maximalver-
schiebung gerade am Ende des Impulses auftritt. Weiterhin
soll untersucht werden inwiefern das Systemverhalten von
der Form des Impulses abhingt.

Ba die materielle Nichtlinearitdt bei den vorliegenden
Verh&ltnissen Keine Rolle spielt (s.0.), wird im folgenden
nur die geometrische Nichtlinearitdt beridcksichtigt., Far
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die Berechnung der Kkritischen Impulsgréfie wird die im
Abschnitt 3.4.2.3 formulierte SKalierungsmethode - hier mit
den Eigenwerten aus (3.159) - eingesetzt. Aus der Beziehung

=F kminaxt(mina? (4.1

IK!!T

ergibt sich [ =0,072 MNsec. Zur Anwendung der Skalierungs-

KRYT
methode auf die Berechnung des Kritischen Impulses ist
folgendes anzumerken: Wie aus Bild 4.10 hervorgeht, tritt
mit zunehmender Lasthdhe das Verschiebungsmaxinum spdter

auf. Daraus folgt, daB bei der Ermittlung von I nach

KRIY
liegt, tdmin ApD
unterschatzt wird. Da aber die Kritische Lasthéhe gemiB

(4.1) fir ein Lastniveau, das unter F,,.
F, *mina, bei der Skalierungsnethode in der Regel dber-
schétzt wird, wird dieser Einfluf kKompensiert, der
kritische Impuls also besser abgeschétzt als die kritische
Lasthéhe.

Zur Untersuchung des Einflusses der Impulsform sind in Bild
4.14 Zeitverldufe flr Impulse verschliedener Forn aber
gleicher GréBe (1=0,0408 MNsec) dargestellt.

15.00 p

0.00 =
F
. 1,5MN
~15.00 \/, —— ot
0,0272 sec

~30.00 |

~45.00 |-

F 30
~60.00 \\/ -
:L«— o 1

WA <HM>

~75.00 0,0136
F
~90.00 40
~105.00 | .
08,0102
~120.00
0.00 0.01 0.02 0.04 0.08

ZEIT <5EC>

Bild 4.14: Einfluss der Impulsform, GNL

Hieran ist ablesbhar, daB8 der Form des Impulses und
inshbesondere der H&he der Last eine erhebliche Bedeutung
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zukommt. Vergleicht man die Maximalverschiebungen aus Bild
4.14 mit denen des Bildes 4.10 - von letzterem wurden die
Verschiebungs-Zeitverléufe (F =2,0 bzw. 2,6 MN) der Ermitt-
von I zugrunde gelegt - so zeigt sich, daB auch fir

1<1,,,, fir die Praxis unzuldssig groBe Verschiebungen auf-
treten. Damit ist ausreichend belegt, daB dem Kkritischen
Inpuls fiér die Beurteilung des Stabilitdtsverhaltens der

Struktur Keine Bedeutunyg zukommt.
4.,2.9 Sinusférmige Belastung

Stellvertretend fir nicht rechteckfdrmige Belastungszelit-
verlaufe sollen in diesem Abschnitt zundchst ein sinus-
férmiger Impuls und auf dieser Grundlage eine sinusférmige

Belastungszeitfunktion untersucht werden.

10.00
2.00 o n—.
~8.00
3,0 MN
£ a0 <
2 * 4it:¥ﬂ~—h4
« T
3 22,00
~30.00
T=0,034sec
~38.00 Izl p=0072MNsec
46,00 T=0,0289,1=0,055MN sec
T=0,0255
~54,00 1=0,0485
~52.00
7099 5 0ot 0.0100 0.0200 ©.0300 0.0400 70800

ZEIT <SEC>

Bild 4.15: Sinusférmiger Impuls, maxF=3,0 MN, GNL

Fiir einen Impuls in der Form einer Sinus-Halbwelle der
Dauver T=0,034 sec und der Lastamplitude naxF=3,0 MN ergibt
sich die im vorigen Abschnitt fdr den Rechteckimpuls als
Kritisch ermittelte GréBe von I1=0,072 MNsec. Die Analyse
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wurde mit Hilfe der Skalierungsmethode wieder unter der
Beschrénkung auf geometrische Nichtlinearitit durchge -
fidhrt. Die oben gefundenen Zusammenh&nge Kénnen fir den
sinusférmigen Impuls insofern bestdtigt werden, als sich
nach der Skalierungsmethode auch fir IKI . (maxF=3,0 MN)
Instabilitdt ergibt. Entsprechende Verschiebungs-Zeitver-
ldufe des Pols der Kugelkappe sind im ~“Bild 4.15
dargestellt.

Die beobachteten Maximalverschiebungen sind hier sogar
umgeKehrt proportional zur ImpulsgréBe. Dies zelgt erneut,
daB der Impuls kein MaB zur Beurteilung der Stabilit&t ist.

Mit den vorstehenden Untersuchungen konnten die fir den
rechteckfsérmigen Impuls gefundenen Zusammenh#nge auch far
den Sinus-Impuls bestédtigt werden. Nun soll der Frage
nachgegangen werden, welches Systemverhalten sich unter
einer Ringlast mit sinusfdrmigem Zeitverlauf einstellt.

In Bild 4.16 ist ein Verschiebungszeitverlauf fuar T, =0,068
sec, maxF=3,0 MN dargestellt, die Skal ierungsme thode
lieferte fir einen Impuls, der der ersten Halbwelle dieses
Belastungszeitverlaufes entspricht, bereits Instabilitdt.

/¢/<§§§,muxF =3,2 MN
0.000 VAVAN
maxF=3,0 \/
f e .’/‘\

w, <MM>

~100.000 »

s

~500.000 be= . - .
0.000 0.020 0.040 ~ e o — 0.080~ = 0.080 0.100
ZEIT <SEC>

Bild 4.16: Sinusférmige Belastung, T,=0,068 sec, GNL

Der Kurvenverlauf =zeigt Kkeine Instabilitdt an. Um 2u
Oberprifen, ob diese Diskrepanz auf die bereits erwadhnte
stabilisierende Wirkung von Trégheitskr&ften zurdckgeht,
wurde die Berechnung mit maxF=3,2 MN wiederholt (Bila



4,16, Diese Lasterhdhung wurde so gewdhlt, daB nach den
Erfahrungen des Abschnittes 3;4.2.4 Instabilitdt auftreten
niifte. Auch der sich hieraus ergebende Verschiebungs-~
zeitverlauf deutet nicht auf eine Instabilitdt hin. Dieses
Ph&nomen wird darauf zurlckgefihrt, daB durch die hier
untersuchte Belastung eine gegeniber der Stufenlast erhdhte
stabilisierende Wirkung der Tra8gheitskrafte auftritt.
Insofern Kkann auch von einer stabilisierenden Wirkung der

Belastung gesprochen werden.
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Bild 4.17: Sinusférmige Ringlast, GNL



Angesichts dieses Effektes, auf den im folgenden noch ndher
e ingegangen wird, ist =zu iberlegen, ob die oben
eingefihrte einschrankende Annahme (Instabilitdt wird
durch =0 markiert) fir diesen und &hnliche Belastungs-
zelitverldufe die Stabilit&tsgrenze nicht zu weit auf der
sicheren Seite liefert. Zur Oberprifunyg des Einflusses der
Belastungsperiode werden weitere Belastungszeitverldufe
(T,=0,0425 sec), (T,=0,017 sec) betrachtet. Entgegen obigen
Untersuchungen (Bild 4.16) wird wegen der damnit verbundenen
groéfieren Maximalverschiebungen die Belastung um Tyl 2
phasenverschoben. Entsprechende Verschiebungszeitverldufe
sind im Bild 4.17 dargestellt.

F =165 MN, t =0.0153 SEC

F =165 MN, 200187 SEC

F= 270 MN, t=0,0221 sEC

I

\

F =00, t= 00255 SEC

Tpo = 0,017 sec, max F = 2,8 MN

Bild 4.18: Sinusfdrmige Ringlast, Verschiebungsfiguren



Die stabilisierende Wirkung der Belastung zeigt sich in
Bild 4.17 insofern, als auch fir Lastamplituden, die
deutlich {dber der statischen Versagenslast liegen, Kein
dynamisches Beulen auftritt.

Zur Interpretation dieses Effektes sollen die in Bild 4.18
zZu verschiedenen Zeitpunkten in iberhéhten MaBstab
dargestellten Verschiebungen und zugehérigen'Belastungen
betrachtet werden. Die Verformungen setzen sich im
wesentlichen aus den ersten finf Eigenformen zusammen.

Um sicherzustellen, dafB die hdheren Eigenformen bei der
Zeitintegration richtig dargestellt werden, wurde eine
Kontrollrechnung mit halbierter Zeitschrittweite durchge-
fihrt, sie bestadtigte die Ergebnisse des Bildes 4.17,

Der stabilisierende EinfluB der Belastung ist insofern in
der Anregung auch héherer Eigenformen begrindet, als
hierdurch Trégheitskr&fte hervorgerufen werden, die den
Durchschlagvorgang be~ oder verhindern. Da dieser Effekt
mit abnehmenden Belastungsperioden zuninnmt, Kann auch
dahingehend argumentiert werden, daB die fir die Ausbildung
des Durchschlagvorganges zur Verfiligung stehende Zeit
(=T,/2) bei hohen Frequenzen der Belastung zu klein ist.

Die Bezeichnung der Belastungsperiode als grofl oder Kklein
erfolgt stets wunter Bezug auf die Periode der ersten
Eigenform des Systems. Mit Hilfe der Perioden des linearen
Eigenwertproblems (Bild 4.6) ist T, =0,017 sec (=T,/2) als
klein, T,=0,0425 sec (=1,25T7) aufgrund der erhaltenen
Systemantwort noch nicht als grofl einzustufen. GrofBe
Belastungsperioden liefern eine der Stufenlast &hnliche
Reaktion des Systems.

In Bild 4.19 bzw. Bild 4.20 sind die bezogenen Maximal-
verschiebungen des Pols bzw. der Lastangriffsstelle i{iber
der Lastamplitude (T, =0,0425 sec) aufgetragen.

Ein Vergleich mit der entsprechenden Darstellung fir die
Stufenlast (Bild 4,.11) zeigt insofern ein gleichartiges
Verhalten des Systems, als auch unter dem sinusfdrmigen

Belastungszeitverlauf eine Abnahme des zweiten Maximunms
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(oberhalb von maxF=4,0 MN) festgestellt wird.
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Bild 4.19: Bezogene Maximal-~- Bild 4.20: Bezogene Maximal-
verschiebungen, Knoten 4 verschiebungen, Lastangriffs-
punkt

Im Gegensatz zu Bild 4.11 zeigt der Kurvenverlauf fir das

erste Maximum (Bild 4.19) bei maxPF=3,5 MN einen Wendepunkt.

Ein 4hnliches

eckimpuls gefunden.

Verhalten wurde in /60/ fir einen Recht-

Angesichts der auf die stabilisierende

Wirkung der Belastung zurickgehenden Diskrepanz zwischen

der Zeitverlaufsanalyse, die nicht auf ein Stabilitdts~-

problem hindeutet,

und der Skalierungsmethode, die auch fir
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die sinusférmige Belastung eine Kritische Lasthéhe von 3,0
MN liefert, ist der Frage nachzugehen, wie die Verformungen
fdr praktische Zwecke sinnvoll zu begrenzen sind. Hierzu
kénnen die Lasth8he unter der das erste Maximum einen
Wendepunkt aufweist oder diejenige fir die im Kurvenverlauf
des zweiten Maximums ein Extremum auftritt (Bild 4.19) als
mégliche obere Grenzen in Betracht gezogen werden. Der
Verlauf des zweiten Maximums wurde, da die entsprechenden
Lastamplituden nicht untersucht wurden, im Bereich seiner
Extremalstelle strichliert eingezeichnet.

Da die fir den Lastangriffspunkt ermittelte Kurve fir die
erste Maximalverschiebung (Bild 4.20) keinen Wendepunkt
aufweist, gewinnt die Extremale im Kurvenverlauf des
zweiten Maximums =~ insbesondere im Hinblick auf die
folgenden Untersuchungen an der stutzenverst&rKkten Schale -
an Bedeutunyg.

Die hier angestellten Uberlegungen zur Beschrénkung der
Verformungen bzws der Lastamplitude sind flr solche
Belastungszeitverl&ufe wesentlich, fir die bereits groBe
Verformungen auftreten und die stabilisierende Wirkung der
Belastung ausgeprégt ist. Fuar sehr Kleine Perioden; wie
hier fdr T,=0,017 sec gezeigt (Bild 4.17), bleiben die
Verformungen gering. Hier greifen andere Kriterien, wie
z.B. das der zuldssigen Spannungen. Mit der Abnahme der

immt der stabilisierende EinfluB der
Belastung ab, die kritische Lasthdhe ndhert sich zunehmend

Belastungsfrequenz |

derjenigen der Stufenbelastung.

Aus der starken Abh&ngigkeit der Systemantwort von den
Zeitverlauf der Belastung folgt, daB die vollsténdige
Analyse im konkreten Fall unumgéngl ich ist. Eine
Vereinfachung ist nur dann mdglich, wenn die Lastamplitude
durch die nach der Skalierungsmethode (far die Stufenlast)
berechnete Kritische Lasth&he begrenzt wird. Ein solches
Vorgehen wird fir Belastungen mit unbekanntem Zeitverlauf -
z.B. aus Erdbeben - generell empfohlen.
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4.2.6 Zusammenfassung Abschnitt 4.2

Die Untersuchungen der perfekten Kugelschale unter einer
entlang eines Breitenkreises wirkenden Schneidenlast mit
unterschiedlichem zeitlichem Verlauf der Belastung lassen

sich wie folgt zusammenfassen:

~ Bus der ré&umlichen Analyse der Struktur unter einer
stufenférmigen Belastung wurde das rotationssymmetrische

Versagen als maBgebend festgestellt.

~ Unter der plétzlich aufgebrachten und anschlieBend
Konstant gehaltenen Ringlast tritt dynamisches Beulen
bei 76 % der statischen Durchschlagsiast ein. Die
materielle Nichtlinearitdt spielt bei den untersuchten
sehr schlanken Verhdltnissen Kkeine Rolle. Wie bei
statischer Belastung nimmt die Kritische Lasthdhe mnmit
gréfer werdendem Belastungsradius zu.

-~ Mit Hilfe von Untersuchungen an impulsférmigen Belas-
tungen Konnte gezeigt werden, daB die Gréfle des Impulses
fiur die Stabilitdtsanalyse Kein relevantes MafR dar-
stellt. Neben der Form des Impulses kommt insbesondere
der dabel erreichten Lasthéhe eine besondere Bedeutung
Zu.

~ Das Systemverhalten unter Ringlasten mit sinusférmigen
Zeitverlauf erweist sich als stark von der Periode der
Belastung abhéngig. Wahrend sich fir sehr kleine
Belastungsperioden ein nahezu linearer Zusammenhang
zwischen der Maximalverschiebung und der Lastamplitude
einstellt, ergibt sich mit wachsenden Perioden ein
Verschiebungszeitverlauf, der charakteristisch fir ein
dynamisches Stabilitétsproblen ist. Aufgrund der
st8rker ausgeprigten stabilisierenden Wirkung von
Trégheitskrdften, die hier zutage ¢tritt, wurden zur

Begrenzung der zul8ssigen Verschiebungen verschiedene



Méglichkeiten diskutiert. Als eine Md8glichKeit wurde die
Lasthdhe angesehen, unter der die Kurve des {ber der
Lastamplitude aufgetragenen zweiten Verschiebungs-
maximums einen Extremwert erreicht.

Die vollstédndige Stabilit&tsanalyse, die aufgrund dieser
Zusammenhdnge fir jeden Zelitverlauf der Belastung it
vorgegebener Periode getrennt durchzufihren 1ist, 1488t
sich nur dadurch ungehen, daf generell die fir die
Stufenbelastunyg ermittelte Kritische Lasthdhe verwendet
wird. Da sie dle untere Grenze darstellt, erhdlt man so
Werte auf der sicheren Seite.
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4.3 Stutzenverstiarkte Kugelschale
4.3.1 Allgemeines

Mit den Untersuchungen an stutzenverst&rkten Kugelschalen
soll ein Beitrag zum besseren Verstdndnis des Verhaltens
dieser Strukturen unter dynamischen Einwirkungen geleistet
werden. Nach Oberlegungen zur Orts- und ZeitdisKkretisierung
(Abschnitt 4.3.2) werden Belastungen mit sinusférmigen
Zeitverlauf (Abschnitt 4.3.3) sowie stufenférmige Belas=-
tungszeitfunktionen (Abschnitt 4.3.4) betrachtet. Fir letz=~
tere werden im Abschnitt 4.3.4.2 Stabilit&tsgrenzen flr
variable Verstdrkungsgeometrien angegeben, die sowohl die
geometrische als auch die naterielle Nichtlinearitét
bertcksichtigen.

Fiér die grundlegenden Studien werden die Kugelabmessungen
des vorigen Abschnittes beibehalten (R,=28 m, t,=38 mn).
Die gewshlte Stutzenverstdrkung (Bild 4.21) entspricht in
wesentlichen der Personalschleuse eines Druckwasserreaktor=-
Sicherheitsbehdlters (D,=38157,6, R,=1611,8, 1=620, t,=66,
D,=4978,1, t,=60 I(mml). Die Gesamtbelastung F hat danit
denselben Achsabstand, wie die im Abschnitt 4.2 betrachtete
Ringlast (R =1611,8 mm); sie wird auf Stutzenober- und
Stutzenunterseite gleichméBig verteilt, wirkt in Stutzen-

lé&ngsrichtung und ist ins Kugelinnere gerichtet.

5 Ronde
t

R
Knoten 44

Bild 4.21: Stutzenverstdrkung
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Unter diesen Bedingungen erhslt man fir statische Belastung
die im Bild 4.22 dargestellte Lastverschiebungskurve., Fir
die Analyse wurde die in Bild 4.25 angegebene rotations-
symmetrische Idealisierung nit drei Kérperelementen {iber
die Dicke verwendet. Die Annahme eines symmetrischen Ver-
sagens (n=0) ist insofern begrindet, als sich bereits fiir
die unverstdrkte Schale n=0 ergab und dieses Versagens-
muster zusdtzlich durch die Stutzenverstdrkung beglnstigt
wird.

10.0 .
a0l S

6.01.

FOIMN

4,010

201

0.0 L 1 1
0.0 =-50.0 ~100.0 ~150. 0

¥, CMM]

Bild 4.22: Statik, Lastverschiebungskurve, GNL

Der erhebliche Anstieg der statischen Beullast von 3,2 MH
bei der unverstdrkten auf 8,14 MN bel der verstérkten
Schale wird durch den Stutzen und insbesondere durch die
Ronde bewirkt /34/.

Fir die folgenden dynamischen Untersuchungen, zu denen
keine Literatur bekannt ist, wird wieder eine perfekte
Struktur angenommen, und die Einflisse aus physikalischer
Dédmpfung vernachléssigt; weiterhin wird aus den oben
genannten Grinden die Zeitintegration nach Newmark (B=1/4,
6=1/2) durchgefihrt.
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4.3.2 Orts— und Zeitdiskretisierung

Aufgrund der bisherigen Ergebnisse kann auch fir den
Stutzen unter dynamischer Belastuny ein symmetrisches Ver-
sagen erwartet werden. Die im Bild 4.23 dargestellten Ver-

l4ufe der niedrigsten Eigenwerte A, bzw. », bestdtigen dies.
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Bild 4.23: Ermittlung der maBgebenden Versagensform, GNL

Bild 4.24: Zweite Eigenform (n=2)

Fir diese BAnalyse wurde wie bei der unverstarkten Schale
ein Bereich von 90° mit biquadratischen Serendipity
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Elementen modelliert (Bild 4.24), die H8he der Stufenlast
betrdgt F =5,0 MN, als Zeitschritt wurde At=0,0017 sec
(=T /23> gewdhlt. Die zweite Eigenform (n=2) ist im Bild
4.24 dargestellt.

Wegen des mafBgebenden rotationssymmetrischen Versagens Kann
fir die folgenden Untersuchungen eine rotations-
symmetrische Idealisierung eingesetzt werden. Aufbauend auf
den Studien des Bbschnittes 4.3.2 wird dazu die im Bild
4,25 dargestellte Idealisierung nit dem bewdhrten 8~
knotigen Kérperelement gewdhlt.

___Bereich 1

EHT\-F-\
%
M Vea \\‘\\\\\\\~4

%

V’15°

Bild 4.25: FE-Modell, 506 Freiheitsgrade

Inm Bereich i, der im wesentlichen Stutzen und Ronde umfaBt
und bis o0=6" reicht, werden 42 Elemente eingesetzt. Der
Rest der Schale bis zur Einspannstelle (e=15") wird mit
3%x9=27 Elementen abgebildet.

Zu Vergleichszwecken, sowie zur Uberprifung der Zeit-
schrittweite werden mit dem rotationssymmetrischen Modell
die Eigenkreisfrequenzen, sowie die zugehdrigen Eigenformen
der stutzenverstirkten Schale berechnet (Bild 4.26)

Die errechneten Eigenkreisfrequenzen der stutzenverstdrkten
Kugelschale liegen mit Ausnahme der ersten {ber denen der
ungestdrten Kugelkappe. Der Unterschied betragt in den
ersten vier Eigenformen maximal 10 %. Damit ist das fdr die
3p-Berechnung gewdhlte Zeitinkrement abgesichert, es soll
auch fur die folgenden Untersuchungen beibehalten werden.
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j 1. EIGENFORM (EF), w, =161.82
i - . T, = 00388 SEC

2.EF, w, = 224,95
T2 =00278 SEC

3.EF, Wy = 269.94
T3 = 00233 SEC

& EF. W = 33208
T, = Q0188 SEC

5. EF, W = 466.27
Ty = 00135 SEC

Bild 4.26: Eigenformen, Eigenkreisfrequenzen
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Die erwshnte Differenz in den Eigenkreisfrequenzen ist auf
die verdnderten Massen- und Steifigkeitsverteilungen
zurtickzufihren. Dieser Einfluf8 macht sich auch bei den
Eigenformen bemerkbar. Vergleicht man die Formen der Bilder
4.6 und 4.26, so zeigt sich einerseits ihr prinzipiell
gleichartiger Verlauf, andererseits treten bei den Formen
des Bildes 4.26 értlich gréBere Auslenkungen auf. Diese
werden durch den steifen Stutzen-Ronden-Bereich erzwungen.

4.3.3 Sinusférmige Belastung

Mit Hilfe von geometrisch nichtlinearen Zeitverlaufs~
berechnungen soll gezeigt werden, daf die stutzenverstdrkte
Kugelschale unter einer Stutzenbelastung mit sinusférmigem
Zeitverlauf ein prinzipiell gleichartiges Verhalten =zeigt,
wie die unverstérkte Schale. Als Belastungspericde wurde
wieder T, =0,0425 sec gewdhlt.

In Bild 4.27 ist der =zeitliche Verlauf der Vertikal~
verschiebung der AnschluBstelle Stutzen-Ronde (Knoten 44 s.
Bild 4.21) fir unterschiedliche Lastamplituden nmaxF dar-~
gestellt.

30d. 28
1. MAXIMUM 2. MAXIMUM
200. 90 |
12%. 08
,&i\ /@(\ o
MAXF =10 MN
2. o2 ¢ 10
e 30
~108. 0% } a5
~200, 08 | 30
-300. 28 \ii_(
~403, 8@ - 7.0
-
, N To \/
/ N\,
e N . . .
500, 03 , . . n '
g8 0.0/ 8.03 @04 @G o9 008 813 811 @19 o

N N oozerr | SEC )

Bild 4.27: Sinusfdrmige Belastung, T,=0,0425 sec, GNL
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Wie bei der unverstdrkten Schale (Bild 4.17) stellt sich
mit zunehmendem maxF eine Zunahme der Maximalverschiebun~
gen im ersten Maximum ein. Fir das zweite Maximum gilt dies
nur bis maxF=7,0 MN, bei héheren Lastamplituden tritt hier
ein Rickgang des zweiten Maximums auf. Weiterhin ist wie in
Bild 4.17 eine zeitliche Verschiebung der beiden Extreme
mit zunehmendem maxF zu beobachten.

In Bild 4.28 sind die bezogenen Maximalverschiebungen des
Knotens 44 tber der Lastamplitude aufgetragen. Der Kurven-
verlauf, der sich aus der Analyse zus&tzlicher hier nicht
gerechneter Lastamplituden ergibt, ist wieder strichliert

angedeutet.

20.0 .

101}

/ //T,MAXIMUM

(
1
1
|
12.0] t
!
|
|

MAX W, [MAX F)/ MAX W ( MAX F

2, MAX IMUM
/

4.0

0.0 2.0 4.0 6.0
MAX F[MN3

Bild 4.28: Bezogene Maximalverschiebungen
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Zum Vergleich mit dem Verhalten der ungestdrten Schale wird
Bild 4.20 herangezogen, dort sind die bezogenen Maximal-
verschiebungen am Lastangriffspunkt tber der Lastamplitude
der Ringlast aufgetragen. Unterschiede zwischen Bild 4,20
und Bild 4.28 ergeben sich insofern, als bei der stutzen-
verstiarkten Schale die Abnahme des zweiten Maximums bel
einer deutlich hdheren Lastamplitude eintritt (maxF=6,6
MN), dieser Wert liegt unterhalb der statischen Versa-
genslast von 8,14 MN, wahrend er bei der ungestérten Schale
mit maxF=4,0 MN geringfigig dber der statischen Stabili~
tatsgrenze von 3,94 MN liegt.

Ceme insam ist beiden Kurven das Fehlen einer sprunghaften
Anderung des Systemverhaltens; weiterhin weist sowohl der
Verlauf des ersten Maximums in Bild 4.20 als auch der in
Bild 4.28 Keinen Wendepunkt auf. Angesichts der stabili-
sierenden Wirkung der sinusférmigen Belastunyg existiert
auch fir die stutzenverstdrkte Schale die Schwierigkeit,
die Verschiebungen auf ein sinnvolles MaB zu beschrénken.
Pie im Abschnitt 4.2.5 diskutierten Méglichkeiten gelten
auch fir die stutzenverstsrkte Kugelkappe, sie sollen hier
nicht wiederholt werden.

4.3.4 Stufenlast

Die dynamische Stabilit&t der stutzenverstadrkten Kugelkappe
unter einer Stufenlast soll insofern eingehender untersucht
werden, als dieser Zeitverlauf den unglinstigsten Fall der
Belastung darstellt und als eine untere Grenze zur Ab-
schitzung der dynamischen Stabilitdt flir anders geartete
Belastungsze itverldufe dienen kann. Anhand der bisher ver-
wendeten Verstdrkungsgeometrie soll der EinfluB der mate-
riellen Nichtlinearitat (MNL) untersucht werden (Abschnitt
4.3.4.1). Bls Referenzlésung wird dazu zunichst eine
geometrisch nichtlineare, materiell lineare Analyse
durchge fihrt. Die im Abschnitt 4.3.4.2 vorgenommene Varia=-
tion der Verstarkungsgeometrie soll einerseits die Ein-
fliisse dieses Parameters auf die dynamische Stabilitat

aufzeigen, andererseits stellen diese Ergebnisse, da sie
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sowohl geometrische als auch materielle Nichtlinearit&ten
enthalten, prazisrelevante Werte dar.
Die Ergebnisse der erwdhnten geometrisch nichtlinearen

Berechnungen sind im Bild 4.29 zusammengefaBt.

i Wsa (Flt) f/LWRS

/JH\Q o

. %
isa

200. 88
1. MAXIMUM (F°=1,0 MN}
100. 09 $
F, =10 MN
.00 Lo
-~100, 22 \\\\"‘*--EEkm____,_m__———~—~“""ﬁf’/’/

-~200. 88

W, [mMM ]

-308. 48

-400. 98

-500. 22 : . + + - .
2. 02 2. 81 8. 82 . 83 2.84 a.es 8. %56 e.a7 2. g8 @. 68

ZEIT [ SEC]

Bild 4.29: Stufenlast, GHNL

Zur Veranschaulichung des Verformungsverhaltens der Struk-
tur sind im Bild 4.29 auch mehrere Verschiebungszustinde
dargestellt. Die Verschiebungen entsprechen im wesentlichen
der ersten und zweiten Eigenform und sind den aus sta-

tischer Belastung resultierenden sehr &hnlich /34/.



Die aus Bild 4.29 ablesbare dynamische Beullast von 6,8 MN
entspricht 84 % der statischen Versagenslast. Eine Ver-
gleichsrechnung nach der Skalierungsmethode des Abschnittes
3.4.2.3 liefert mit den Eigenwerten min A aus (3.157)
F =0, 8 MN. Dies entspricht 71 % der statischen Beullast.

Der Unterschied in den kritischen Lasten zwischen
Skalierungsmethode und Zeitverlaufsanalyse resultiert aus
der stabilisierenden Wirkung von Trégheitskrdften, er Iist
bei der verstdrkten Schale (15%) grdBer als bei der

unverstérkten (8,7%).

4,3.4.1 Einfluss der materiellen Nichtlinearitat

Zur Berucksichtigung des nichtlinearen Werkstoffverhaltens
werden wegen der zu erwartenden grdBeren plastischen Zonen
/34/ nur Zeitverlaufsberechnungen eingesetzt. Fir die Dar-
stellung der materiellen Nichtlinearitdt wird wieder die v.
Mises FlieBbedingung und das Fliefigesetz nach Prandtl/Reuss

verwendet.

0.00
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Bild 4.30: Stufenlast, GNL, MNL



Aus der geometrisch und materiell nichtlinearen Analyse
sind in Bild 4.30 - wieder fdr die bisher betrachtete
Verstérkungsgeometrie - Verschiebungszeitverldufe fir den
Knoten 44 (s. Bild 4.21) aufgetragen.

Die Kkritische Lasthd8he ergibt sich aus Bild 4.30 2u
Fie;:=5,8 MN. Beziiglich der aus geometrisch nichtlinearen
Zeitverlaufsberechnungen erhaltenen Kritischen Lasthéhe von
6,8 MN nimmt bei nichtlinearem Werkstoffverhalten die
Versagensgrenze um 19 % ab.

Die sich unter der extremalen Verschiebung einstellenden
plastischen Zonen sind im Bild 4.31 dargestellt. Sie sind
im wesentlichen auf den (bergangshereich Stutzen-Ronde
beschrdnkt und resultieren einerseits aus der Biegebe-~
anspruchung sowie andererseits aus der Modellierung einer
scharfen Ecke im AnschluBbereich (Kerbwirkung),

o ts= 66 mm, G ¢ = 330 N/mm?

plastisch tg= 60 mm, Og,r = 330N/ mm?

,5 MN

=5
t =0,034sec

Bild 4.31: Plastische Zonen

Der Verzicht auf eine genauere Modellierung der an dieser
Stelle vorhandenen Schweifndhte wirkt sich auf die
Versagensgrenze Kaum aus, hierzu finden sich in /34/
Literaturstellen, die dies belegen.



4,3.4.2 Variation der Verstéarkungsgeometrie

In /34/ wurde fir einen Stutzen mit einem Radius von
1630 mm gezeigt, daB zwischen der Verstdrkungsgeometrie
und der statischen Versagenslast (GNL, MNL) ein ndhe-
rungswe ise linearer Zusammenhang besteht. Die Geometrie der
Stutzen ~ und Rondenverstidrkung wird durch einen Parameter
K dargestellt, der Querschnittsflachen, Fliefispannungen und
Schwerpunktslagen der einzelnen Verstdrkungsteile enthélt‘;
In Bild 4.32 sind die entsprechenden Beziehungen zusam-
mengestellt, =zus&tzlich sind Angaben beziglich der effek-
tiven Stutzenl&nge enthalten. Die Einfihrung einer
effektiven Lénge des Stutzens ist insofern sinnvoll, als
eine Verléngerung' des Stutzens nur innerhalb gewisser

Grenzen eine Verstdrkung bewirkt.

t
l __47_., i = Stutzen,Ronde
[t Is R y _ (A GiE i)
Jeff . B LEAl M Fi el B
i S ideal z(Ai Gi'F)
| 1/2KS' ‘ Xi - = Schwerpunktsiage der
;.3£i,if3§____4 Verstarkung i
: Xigeat = Lage des ideellen
Schwerpunktes
| R
L \
- . Xs
A Kideal ASfulzen = tg lgen
ARonde = tR(RR‘Xs‘ts/Z)
A O
A¥ - ZLLJ_Jiﬂ, A %t Ry

Ay Oy.r

Bild 4.32: Parameter zur Darstellung der Versté&rKungs-

geometrie

Fir die dynamischen Untersuchungen wird angenommen, dafi die
Verstdrkungsgeometrie ebenfalls durch den Parameter Ky
beschreibbar ist. Dies hat zur Folge, daB fur die Variation
der Verstirkungsgeometrie nur ein Parameter =~ beispiels-

weise die Stutzenwanddicke t, - verdndert werden muB. Unter
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Ausnutzung dieses Zusammenhangs wurden die Abmessungen der
Ronde sowie die Stutzenlsnge beibehalten und nur die
Stutzenwanddicke, die FlieBspannung des Stutzenmaterials
und der Radius des Stutzens variiert. Neben def inm
Abschnitt 4.3.4.1 behandelten Geometrie, die zur Verein-
fachung mit Vi beze ichnet werden soll (t,=66 mnm,
R,=1611,8 mm, o, =330 N/mn®), wurden die Verstdrkungen V2

(t =48 mm, R,=1620,8 mm, 04,5310 N/mm®) sowie V3 (t,=112,8
mm, R=1588,4 nm, O,,=310 N/mm®y untersucht. Die kritische
Lasthdhe (Stufenlast) ergab sich fir V2 zu 5,1 MN und flr
V3 zu 5,9 MN. Wahrend die unter der Maximalverschiebung

vorhandene plastische Zone in der Ronde fir alle drei
Verstarkungsgeometrien nahezu gleich blieb, ergab sich inm
Stutzen wie erwartet eine deutliche Abhéngigkeitb von der
Stutzenwanddicke: Fir V2 wurde ein vollﬁtandiqes Durch=-
plastizieren des Stutzens im Bereich der AnschluBstelle an
die Ronde beobachtet, demgegeniiber trat bei V3 nur ein
kleiner plastischer Bereich am Ubergany zur Ronde auf,
dessen Ausdehnunyg kleiner als ein Drittel der Stutzen-
wanddicke blieb. Diese Abhdngigkeit spiegelt Bild 4.33, das
eine Gegeniliberstellung der statischen und dynamischen Beul-
last in Abh&ngigkeit von E zeligt, allerdings nicht wieder.

15,0 T ; :
statische o
_ 100} Belastung™=-~=~ N
z P
= o .
) B/g,/ dynamische
5ol U Belastung ]
u? ' th::an_
S
0.0 1 — 1 L
00 0,5 A 1,0 1.5 2,0

Bild 4.33: Statische und dynamische Beullast als Funktion
von A, GNL, MNL
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Es ergibt sich zwar auch fir die dynamische Versagenslast
eine n&herungsweise lineare Abhsngigkeit von 3, die
Steigung der Geraden ist aber deutlich geringer als inm
statischen Fall. Daraus folgt, daB sich eine Vergréferung
der zur VerstdrKung eingesetzten Konstruktionsteile unter
dynamischer Belastung wesentlich schwdcher auswirkt, als
unter statischer. Dies ist insofern versténdlich, als sich
eine Verstdrkung im statischen Fall generell ginstig
auswirkt, unter dynamischer Belastung steht der Erhdhung
der Steifigkeit die Zunahme der Masse entgegen, die sich
iber vergréBerte Trigheitskrafte im Verstdrkungsbereich
unglinstig bemerkbar macht. Dieser Effekt ist nicht 2u
verwechseln mit der mehrfach - zur Erl&uterung von unter-
schiedl ichen Evrgebnissen aus Skalierungsmethode und
Zeitverlaufsanalyse =~ erwdhnten stabilisierenden Wirkung
von Tragheitskréften. Letztere bezieht sich auf das Stabil-
bleiben der Lésunyg trotz indefiniter Tangentensteifigkeit,
wdhrend oben auf das Verhdltnis zZwischen statischer und

dynamischer Stabilitdt abgehoben wurde.
4.3.5 Zusammenfassung Abschnitt 4.3

Die Untersuchungen zur Stabilitdt der stutzenverstdrkten
Schale unter Belastungen mit verschiedenartigem =zeitlichen

Verlauf lassen sich wie folgt zusammenfassen:

- Unter plétzlich aufgebrachter und anschliefiend Konstant
gehaltener Stutzenlidngsbelastung stellt sich wie in
statischen Fall ein rotationssymmetrisches Versagen ein.

~ Bel Belastungen mit sinusférmigem Zeitverlauf Kkleiner
Periode wird das Durchschlagen des Systems durch die
Belastung verhindert. Da dieser Effekt sehr stark vom
Belastungszeitverlauf abhéngt, ist eine genauve Unter-
suchung im Einzelfall unumgdnglich. Fir praktische
Belange ist insofern eine Vereinfachung méglich, als die
kritische Lasthéhe fir Stufenlast eine untere Grenze
darstellt. Dieses Vorgehen wird insbesondere fdr Belas-
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tungen mit unbekanntem zeitlichen Verlauf zur Anwendung
empfohlen.

Die Kkritische Lasthdhe far stufenférmige Belastung
betrdgt fir die untersuchte Verstdrkungsgeometrie VI
84 % der statischen Versagenslast, bei elastoplastischen
Werkstoffverhalten ergibt sich eine weitere Reduktion
auf 68 %. Wie eine Variation der Verstarkungsgeometrie
zeigt, w&chst der Unterschied zwischen statischer und
dynamischer Versagenslast mit zunehmender Verstérkung
an. Zwar ist der Zusammenhang zwischen Verstérkungs-
geometrie und der kritischen Lasthéhe wie im statischen
Fall linear, uneben dem glinstigen EinfluB, den eine
VeryréBeruny der Verstirkungsgeometrie auf die Stei-
figkeit nimmt, tritt lokal auch eine VergréBerung der

Masse auf, was sich unglinstig auswirkt.



5. Bchlugfolgerungen

Zur Behandlung der Stabilitdt von Tragwerken unter
ze itabhangigen Belastungen wurde in der vorliegenden Arbeit
ein Weg beschritten, der ausgehend von einer phéno~
menologischen, der Begriffsbildung dienenden Behandlung des
Themas iber die erforderlichen strukturmechanischen
Beziehungen auf ein Kriterium fihrte, das eine einfache und

effiziente Bestimmung der dynamischen Beullast gestattet.

- Die Beurteilung der dynamischen Stabilit&t nichtlinearer
Strukturen Kann mit Hilfe des homogenen Systems auf der
Basis von im Inkrement giltigen Beschranktheits-
bedingungen vorgenommen werden, wenn diese Bedingungen
iber den gesamten Zeitbereich Kontrolliert werden.
Speziell fdr Instabilitdt wird angenommen, daB sie
bereits dann gegeben ist wenn innerhalb dieses Bereiches
in einem Inkrement eine singul&re Steifigkeitsmatrix
angetroffen wird, was gleichbedeutend nit =0 ist. Mit
dieser Vorgehensweise gelangt man zu einem Kriterium fir
Instabilitat <(e,=0), sie kann als ein Einfrieren des
Zustandes, fir den gerade o,=0 gilt, verstanden werden.
Auf dieser Grundlage kann ein Eigenwertproblem fir den
Lastparameter formuliert werden. Damit ist insbesondere
bei Stufenbelastung eine direkte Bestimmung der
kritischen Lasthéhe méglich. Die Lésung des Eigenwert-
problens parallel zu einer Zeitverlaufsberechnung
gestattet die Bericksichtigung geometrischer und mate-
rieller Nichtlinearitdt. Speziell diese Eigenschaft
zeichnet das Verfahren vor anderen, aus der Literatur
bekannten Stabilitatskriterien (z.B. Energiekriterium)
aus. GewissermaBen als Nebenprodukt ergibt sich aus
dieser Ableitung die Berechtigung fir das bel statischen
Stabilitatsuntersuchungen verwendete Eigenwertproblem fir
den Lastparameter.

Das vorgestellte Konzept gilt fir die Stabilita8ts-
untersuchung erzwungener Schwingungen, anders geartete

Problemstellungen, wie z.B. die der parametrischen Reso-



nanz Kkénnen zwar mit Hilfe von Zeitverlaufsberechnungen
aber nicht mit Hilfe der angegebenen Stabilitétskriterien
gelést werden. Die Entwicklung von Kriterien, die
beispieisweise parametrische Resonanzen beziehungsweise
ihre Interaktionen mit erzwungenen Schwingungen erfassen,

bleibt zukinftigen Forschungen vorbehalten.

Die Untersuchungen der dynamischen Stabilitdt ungestérter
sowie stutzenverstdrkter Kugelschalen unter lokaler Be-
lastung werden als ein Beitrag zum besseren Verst&ndnis
des Verhaltens dieser Strukturen verstanden. Die in Ak~
héngigkeit von der Verstdrkungsgeometrie angegebenen dy-
namischen Versagenslasten stutzenverstdrkter Kugelschalen
stellen zwar fir die Praxis wertvolle Ergebnisse dar,
sie decken aber nur einen begrenzten Bereich praktisch
vorkommender Konstruktionen ab und lassen insofern Raum

fir zukinftige PForschungen auf diesem Gebiet.
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