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Zusammenfassung

Diese Arbeit befasst sich mit der Modellierung des Versagens kohésiver Reibungsmateria-
lien. Zu den natiirlichen Vertreter dieser Materialklasse gehéren Kalkstein, Marmor, Fels
oder Lehm, wéhrend es sich bei Beton oder Keramik um industriell hergestellte Vertreter
handelt. Das Materialverhalten und die Materialeigenschaften kohésiver Reibungsmate-
rialien werden durch ein unterschiedliches Zug-Druckverhalten, durch eine versagensin-
duzierte Anisotropie, durch Effekte der MikrorissschlieBung und durch ein komplexes Zu-
sammenwirken einer anisotropen Degradation der Festigkeitseigenschaften mit richtungs-
abhéngigen irreversiblen Dehnungen gepriagt. Entsprechend induzieren die auftretenden
stark lokalisierten Versagensformen eine hochgradig nichtlineare und anisotrope Materi-
alantwort.

Das Verhalten kohésiver Reibungsmaterialien wird im Rahmen der Kontinuumsmechanik
durch eine Kombination von Schédigungsmechanik und Plastizitdtstheorie abgebildet.
Das Microplane Konzept, das bereits vielseitig zur Modellierung quasi—sproder Materia-
lien verwendet wird, stellt den Rahmen dieser Arbeit dar. Dieses Konzept stellt dabei
einen Kompromiss zwischen einer detaillierten mikromechanischen Abbildung und einer
strukturorientierten makroskopischen Betrachtungsweise dar. Sein wesentliches Merkmal
ist die Wiedergabe des Materialverhaltens durch einfache Konstitutivgesetze auf jeder
einzelnen Mikroebene. Der anschliefende Homogenisierungsprozess bewirkt ein komple-
xes Zusammenwirken aller Ebenen. Im Vordergrund dieser Arbeit steht hierbei weniger
die experimentelle Validierung des Microplane Modells, die gebietsweise bereits als ab-
gesichert angesehen werden kann. Vielmehr wird ein Abgleich der Microplane Stoffgeset-
ze mit bekannten makroskopisch orientierten konstitutiven Gesetzen durchgefiihrt. Da-
durch koénnen aus den zusétzlichen Informationen des Microplane Modells weiterfithrende
Aussagen iiber klassische Versagensphénomene, wie beispielsweise die versagensinduzierte
Anisotropie, getroffen werden. Zunéchst werden dazu Materialmodelle der reinen Micro-
plane Schédigung sowie der reinen Microplane Plastizitdt formuliert und im Rahmen
der Finiten Element Methode numerisch umgesetzt. Als letzte Stufe werden Microplane
Schadigungs- und Plastizitdtsformulierungen miteinander kombiniert. Darauf aufbauend
werden insbesondere die Beziehungen zwischen der Meso- und Makroebene analysiert,
um formelméflige Zusammenhénge zwischen anerkannten makroskopischen Formulierun-
gen und den entsprechenden Microplane Modellen angeben zu kénnen. Am Ende dieser
Entwicklung steht ein mechanisch fundiertes Microplane Modell mit einem Satz anschau-
lich interpretierbaren Materialparametern.

Das Microplane Modell als Kontinuumsmodell benotigt eine Erweiterung fiir den postkriti-
schen Zustand. Im Rahmen dieser Arbeit wird als Regularisierungsstrategie eine Gradien-
tenerweiterung der Microplane Formulierung verwendet, da dies sowohl fiir Reibungsver-
sagen als auch fiir sprode Materialeffekte, wie die Wechselwirkung der Mikrorissbildung,
geeignet ist. Die Einfiihrung einer so genannten charakteristischen Lange kontrolliert die
Breite der numerisch auflésbaren Versagenszone und stellt einen Bezug zur Gréfle und
zum Abstand der Materialinhomogenitéten her. Dies gewéhrleistet eindeutige und netzun-
abhéngige Losungen bei finiter Energiedissipation.

Die in dieser Arbeit entwickelten anisotropen Microplane Modelle sind in der Lage kom-
plexe Versagensvorgénge heterogener Materialien, wie von Beton unterschiedlicher Festig-
keitsklassen, abzubilden. Zudem liefern sie im Gegensatz zu klassischen makroskopischen
Modellen zusétzliche Information iiber die auftretenden Versagensformen.



Abstract

The present thesis is concerned with the modeling of different failure mechanisms of co-
hesive frictional materials. Naturally given examples are limestone, marble, rock or clay
whereas concrete or ceramics belong to the class of industrial manufactured materials. The
material behavior and the material properties of cohesive frictional materials are charac-
terized by a different tensile and compressive strength, by a failure induced anisotropy,
by microcrack closure effects and by a complex interaction between an anisotropic degra-
dation of the material properties and anisotropic irreversible strains. The presence of lo-
calized failure mechanisms induces a highly nonlinear and anisotropic material response.

In the context of continuum mechanics the behavior of cohesive frictional materials is
described by a combination of continuum damage mechanics and plasticity theory. The
microplane concept, which became well-known for the modeling of quasi—brittle materials,
marks the framework of the present work. This concept makes a compromise between
a detailed micromechanical description and a structural-oriented macroscopic approach.
The main characteristic of microplane modeling is the description of complex material
behavior by simple constitutive laws on every microplane. The subsequent homogeniza-
tion process causes a complex interaction of all microplanes. The main focus of this
work is less the experimental validation of microplane models, which in the main can be
considered as assured. In fact an adjustment of the microplane constitutive laws from
well-known macroscopic models will be presented. Thereby, the additional information
from the microplane formulations provide an advanced improvement of the classical fail-
ure mechanisms, e. g. failure induced anisotropy. Initially different simple microplane
material models (pure damage as well as pure plasticity models) will be developed and
implemented by means of the finite element method. In a final step a combination of
microplane damage formulations with microplane plasticity models will be shown. Based
on the progresses in microplane constitutive modeling the relations between the meso- and
macroscale will be analyzed. Thus functional interrelations between well-known macro-
scopic formulations and the corresponding microplane models will be indicated. In the
end this process results in mechanical sound microplane formulations based on a set of
material parameters with a clear physical meaning.

The microplane model as a continuum formulation requires an enhancement for the post-
critical regime. Within the scope of the present work a gradient enhancement of the
microplane formulation is applied as localization limiter. This regularization strategy is
suitable for both friction failure and brittle material effects such as microcrack interac-
tion. The incorporation of a so—called characteristic length scale controls the width of
numerical resolvable failure zones. This length scale establishes a relationship between the
size and the distance of the material inhomogeneities. Furthermore this method ensures
unique and mesh independent results with finite energy dissipation.

The derived anisotropic microplane models capture the complex failure characteristics
of heterogeneous materials, like concrete with different material strength. In contrast
to classical macroscopic formulations these models provide advanced information on the
apparent failure mechanisms.
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Kapitel 1

Einleitung

“Eine Theorie existiert nur in ithrer Vorstellung und besitzt keine andere
Wirklichkeit (was auch immer das bedeuten mag). Gut ist eine Theorie, wenn
sie zwei Voraussetzungen erfillt: Sie muf§ eine grofie Klasse von Beobachtun-
gen auf der Grundlage eines Modells beschreiben, das nur wenige beliebige
Elemente enthdlt, und sie muf bestimmte Voraussagen iiber Ergebnisse
kiinftiger Beobachtungen ermdglichen. [...] Jede physikalische Theorie ist
msofern vorldufig, als sie nur eine Hypothese darstellt: Man kann sie nie
beweisen. Wie hiufig auch immer die Ergebnisse von Experimenten mil einer
Theorie dibereinstimmen, man kann sich nie sicher sein, dafs das FErgebnis
nicht beim ndchstenmal der Theorie widersprechen wird. Dagegen ist eine
Theorie widerlegt, wenn man nur eine einzige Beobachtung findet, die nicht
mat den aus ihr abgeleiteten Voraussagen tibereinstimmt.”

Stephen Hawking [100

1.1 Motivation

Die realitétsgetreue Abbildung naturwissenschaftlicher Phianomene im Rahmen der nu-
merischen Mechanik stellt bis zum heutigen Tag eine Herausforderung fiir die Forschung
dar. Der technische Entwurf und die Herstellung bzw. Produktion in allen Bereichen
der Ingenieurwissenschaften erfordert neben den verschiedenen Anforderungen an Funk-
tionalitdt, Effizienz oder Design vor allem die Einhaltung gewisser Sicherheitskriterien.
Beispielsweise steht bei der Beurteilung der Sicherheit von Gebauden die Vorhersage der
Tragfiahigkeit und dariiber hinaus die Kenntnis der Gefahr eines plétzlichen Versagens ein-
zelner Tragelemente bzw. der gesamten Struktur im Vordergrund. Traglastuntersuchungen
an Strukturen mit Hilfe der Finite Element Methode sind heutzutage weit verbreitet und
ermoglichen die numerische Simulation des nichtlinearen Tragverhaltens bis zum Eintritt
des Versagens. Hierbei spielt die mathematische Formulierung des Materialverhaltens ei-
ne entscheidende Rolle. Um Vorhersagen iiber die Traglast und die Resttragfihigkeit im
Nachbruchbereich treffen zu kénnen, ist eine konsequente Verbindung von Materialwis-
senschaft und theoretischer Beschreibung im Rahmen der Kontinuumsmechanik sowie
der numerischen Mechanik unumgénglich. Dieses interdisziplindre Zusammenspiel fiihrt
einerseits zu einer besseren Ausnutzung der Tragfahigkeit des Materials bzw. der gesam-
ten Struktur. Andererseits triagt es entscheidend zur Entwicklung neuer, leistungsfahiger
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Materialien, wie beispielsweise Faserverbundwerkstoffe, bei. Fine Steigerung der Effizi-
enz macht sich hauptséchlich in einer Materialersparnis und somit in einem schonenden
Umgang mit den Ressourcen bemerkbar. Des Weiteren wird dadurch die Konzeption von
neuen, innovativen und wirtschaftlichen Formgebungen ermoglicht.

Eine besondere Herausforderung fiir die Forschung stellt die Modellierung kohésiver Rei-
bungsmaterialien dar. Diese gehoren zur Materialklasse der Geomaterialien und sind nicht
nur in der Natur, sondern auch in vielen Bereichen der Ingenieurwissenschaften weit ver-
breitet. Wéahrend Kalkstein, Marmor, Fels oder Lehm als natiirliche Vertreter zu nen-
nen sind, handelt es sich bei Beton oder Keramik um industriell hergestellte kohésive
Reibungsmaterialien. Im Gegensatz zu Metallen wird das Materialverhalten kohésiver
Reibungsmaterialien entscheidend durch die unterschiedlichen Zug- und Druckfestigkei-
ten gekennzeichnet. Dieser Unterschied ist auf den mikrostrukturellen Aufbau kohésiver
Reibungsmaterialien zuriickzufithren. Beispielsweise besteht Beton aus einem Konglome-
rat von Zementstein und Zuschlagstoffen. Da bei Normalbeton die Zuschldge im Allge-
meinen eine hohere Festigkeit als die umgebende Zementmatrix aufweisen, beeinflusst
vor allem der Aufbau des Zementsteins sowie die Kontaktzone zwischen Zementmatrix
und Zuschldgen die Material- und Versagenscharakteristiken. Dadurch weisen kohési-
ve Reibungsmaterialien eine inhomogene Mikrostruktur auf, wihrend sie mittels einer
makroskopischen Betrachtungsweise als nahezu homogen angenommen werden konnen.
Dementsprechend werden kohésive Reibungsmaterialien auch als Mehrskalen-Materialien
bezeichnet. Aufgrund der komplexen Mikrostruktur des Materials und der unterschiedli-
chen Materialcharakteristiken ist das komplexe Verhalten dieser Materialklasse bis zum
heutigen Tag nicht in allen Einzelheiten erforscht. Es bleibt anzumerken, dass auch me-
tallische Werkstoffe eine inhomogene Mikrostruktur aufweisen. Diese Heterogenitét ist im
Unterschied zu kohésiven Reibungsmaterialien auf sehr viel feineren Léngenskalen zu be-
obachten.

Die Vorhersage des Versagens infolge der Zerriittung (Deterioration) der Materialien ist
dabei sowohl fiir Materialwissenschaftler als auch fiir zahlreiche praktische Anwendungen
im Bereich der Ingenieurwissenschaften von groffem Interesse. Die Ursachen des Versagens
sind auf der Mikro- bzw. Mesoskala zu suchen. Die Deterioration des Materials innerhalb
der inhomogenen Mikrostruktur beginnt gewohnlich auf der Mikroebene und spiegelt sich
in der Entwicklung von Mikrodefekten, wie Mikrorissen oder Mikroporen, wieder. Bei wei-
terer Belastung kommt es in der Ndhe von diesen Mikrodefekten bzw. der sich bildenden
Grenzschichten zu Spannungskonzentrationen und als Folge davon zum Zusammenschluss
dieser Mikrodefekte. Dies fiihrt zu makroskopischen Versagenszonen in Form von Makro-
rissen oder Scherbéandern, siehe Abbildung 1.1, wiahrend der Rest der Struktur sogar eine
Entlastung erfahren kann. Im Speziellen bei kohésiven Reibungsmaterialien induziert das
fiir diese Materialklasse typische Versagensphédnomen der Lokalisierung eine anisotrope
Materialantwort. Da die Ausbildung lokalisierter Versagenszonen, die mit einer hohen
Konzentration von Deformationen verbunden sind, als Vorstufe des Strukturversagens
verstanden werden kann, ist eine moglichst realitéitsgetreue Vorhersage dieser lokalisierter
Zonen bei der Modellierung kohésiver Reibungsmaterialien von grofler Bedeutung.

Das mechanische Verhalten kohésiver Reibungsmaterialien und deren Versagensmecha-
nismen lassen sich auf verschiedenen Langenskalen beschreiben, die sich in Abhéngigkeit
des zu untersuchenden Problems iiber ein Spektrum von 107 bis 10® m erstrecken. Fiir
die Beschreibung der Materialantwort auf der Strukturebene haben sich in den vergan-
genen Jahrzehnten eine Reihe von Modellen bewéhrt, die auf der Makroskala formuliert
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Abbildung 1.1: Rissbildung bei kohésiven Reibungsmaterialien

wurden. Diese klassischen makroskopischen Kontinuumsformulierungen verschmieren die
Eigenschaften der heterogenen Mikrostruktur, so dass von einem homogenen Aufbau der
Materialstruktur auf der Makroskala ausgegangen werden kann. Dieses Vorgehen besitzt
den Vorteil, dass die resultierenden Formulierungen anhand von Experimenten validiert
und effizient zur Simulation von Ingenieurstrukturen eingesetzt werden kénnen. Wahrend-
dessen ermoglicht der rasante Fortschritt in der Computertechnologie den Einsatz von
mikromechanisch orientierten Formulierungen, wie beispielsweise Partikelmodelle, die auf
der Methodik der Molekulardynamik basieren. Dadurch kann der diskontinuierliche Cha-
rakter des Versagens kohésiver Reibungsmaterialien besser beriicksichtigt werden. Diese
Formulierungen sind zum jetzigen Zeitpunkt aufgrund des hohen numerischen Aufwandes
fiir den breiten Einsatz bei Ingenieuranwendungen nur bedingt geeignet. Heutzutage gibt
es schon erste Ansétze zur Beriicksichtigung mehrerer Skalen in der Materialbeschreibung.
Diese werden in der Literatur unter dem Begriff Mehrskalen-Methoden zusammengefasst.
Allerdings ist eine vollstdndige Beschreibung des Materialverhaltens auf den verschiede-
nen Skalen und deren Uberginge von der atomistischen Ebene bis zur Strukturebene bis
heute noch nicht realisierbar. Des Weiteren sind diese Ubergénge von einer Skala zur
néchsten noch nicht vollig verstanden, auch wenn mit Hilfe von Homogenisierungsprinzi-
pien Beziehungen zwischen den Skalen gewonnen werden konnen.

1.2 Problembeschreibung und Ziel der Arbeit

Im Bereich der Werkstoffmodellierung kann insbesondere die Entwicklung realitdtsnaher
Materialmodelle zur Simulation des komplexen Materialverhaltens kohésiver Reibungsma-
terialien noch immer nicht als beendet angesehen werden. Das Materialverhalten dieser
Werkstoffklasse ist durch ein komplexes Zusammenwirken einer anisotropen Degradation
der elastischen Festigkeitseigenschaften mit richtungsabhéngigen irreversiblen Dehnungen
gekennzeichnet. Um groflere Ingenieurstrukturen numerisch simulieren zu kénnen, sollten
die Materialmodelle aus Effizienzgriinden auf der Meso- bzw. der Makroskala formuliert
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und mit Hilfe der Finite Element Methode numerisch umgesetzt werden.

Ein Schwerpunkt dieser Arbeit liegt in der Entwicklung von Materialformulierungen, die
den Werkstoffcharakteristiken kohésiver Reibungsmaterialien geniigen. Als ein Mittelweg
zwischen einer detaillierten mikromechanischen Modellierung und einer strukturorientier-
ten makroskopischen Abbildung wird das Microplane Modell eingesetzt. Die Microplane
Theorie stellt ein universelles Konzept zur Entwicklung anisotroper Materialmodelle dar.
Ein wesentliches Merkmal der Microplane Theorie ist die Wiedergabe des Materialverhal-
tens durch relativ einfache Konstitutivgesetze auf jeder einzelnen Mikroebene. Durch die
anschlieBende Homogenisierung am Materialpunkt wird das komplexe Zusammenwirken
aller Mikroebenen erreicht. Eine Kernfrage dabei ist: Wie miissen die vereinfachten Stoff-
gesetze auf der Mikroebene definiert werden, damit makroskopische Versagensphédnomene
mechanisch konsistent und realistisch abgebildet werden?

Dazu werden verschiedene inelastische Microplane Materialbeschreibungen, wie beispiels-
weise Microplane Schiadigung, Microplane Plastizitdt und deren Kopplung, systematisch
mit gdngigen makroskopischen invarianten—basierten Materialmodellen verglichen. Durch
eine sorgfiltige Betrachtung der Mikro-Makro Ubergénge soll die Eignung des Micro-
plane Konzeptes festgestellt werden, richtungsorientiertes Versagen auf den Mikroebenen
in ein realistisches makroskopisches Modell zu tiberfithren. Um den Ruf eines heuristi-
schen Verfahrens, der dem Microplane Konzept anhaftet, abzulegen, ist die physikalisch
sinnvolle Interpretation der Microplane Stoffgesetze mittels anerkannter makroskopischer
Materialmodelle ein zentraler Punkt dieser Arbeit. Anschliefend sollen die erforderlichen
Microplane Parameter durch den formelméBigen Mikro—Makro Ubergang in Abhéingigkeit
makroskopisch messbarer Materialkennwerte bestimmt und sinnvoll physikalisch interpre-
tiert werden und nicht, wie héufig, heuristisch durch inverses Abgleichen ermittelt werden.
Weiterhin benotigen die in dieser Arbeit vorgestellten Microplane Modelle eine Erwei-
terung fiir den postkritischen Zustand, um kontinuumsmechanische Untersuchungen im
Rahmen der Finite Element Methode auch im Entfestigungsbereich zuverlissig durch-
fithren zu konnen. Die Beriicksichtigung hoherwertiger Gradienten in den vorgestellten
Formulierungen stellt eine Erfolg versprechende Regularisierungsstrategie dar, da es so-
wohl fiir Reibungsversagen als auch fiir sprode Materialeffekte, wie die Wechselwirkung
der Mikrorissbildung, geeignet ist.

Letztendlich sollen die vorgestellten Materialformulierungen es ermdoglichen, das komplexe
Materialverhalten kohésiver Reibungsmaterialien méglichst genau zu simulieren und dazu
beitragen das Verhalten dieser Werkstoffe besser zu verstehen.

1.3 Gliederung

Die vorliegende Arbeit gliedert sich in zwei Schwerpunkte. Zunéchst wird im ersten Teil
dieser Arbeit das Microplane Konzept vorgestellt und mechanisch abgesichert. Der zweite
Schwerpunkt liegt in einer moglichst realitdtsgetreuen Simulation des Materialverhaltens
und der in Experimenten beobachteten Versagensphédnomene kohésiver Reibungsmateria-
lien.

In Kapitell2 werden zunéchst die fiir diese Arbeit erforderlichen kontinuumsmechanischen
Grundlagen bereitgestellt. Dabei werden die Formulierung des quasi-statischen Rand-
wertproblems der geometrisch linearen Theorie eines lokalen Kontinuumsmodells sowie
die numerische Losung dieses Randwertproblems mit Hilfe der Finite Element Methode
kurz skizziert.
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Das Kapitel[3] gibt einen Uberblick iiber klassische makroskopische Materialformulierun-
gen. Neben der lokalen Elastizitdatstheorie, Plastizitatstheorie und Schidigungsmechanik
wird auf die Kopplung dieser klassischen Materialtheorien im Rahmen der Thermodyna-
mik irreversibler Prozesse eingegangen.

In Kapitel 4 wird ein grundlegendes Konzept auf der Basis der Microplane Theorie zur
Beschreibung von beliebig anisotropem Materialverhalten vorgestellt. Auflerdem werden
die jeweiligen geometrischen Beziehungen der verschiedenen Microplane Formulierungen
aufgezeigt und ein universelles Konzept zur Herleitung thermodynamisch konsistenter Mi-
croplane Formulierungen bereitgestellt.

Das Kapitel|5 befasst sich mit der Herleitung unterschiedlicher Materialmodelle im Rah-
men der Microplane Theorie. Das in Kapitell4 vorgestellte universelle Konzepte zur ther-
modynamisch konsistenten Herleitung von Microplane Stoffgesetzen wird auf verschiedene
rheologische Modelle der Elastizitét, Plastizitdt, Schidigung und deren Kopplung ange-
wendet.

In Kapitell6 wird auf das Versagensphénomen Lokalisierung und die Probleme von Kon-
tinuumsmodellen bei der Modellierung lokalisierter Versagensphdnomene eingegangen.
Es werden verschiedene Regularisierungsstrategien fiir das Microplane Modell aufgezeigt,
welche die Gutgestelltheit des zugrunde liegenden Randwertproblems gewihrleisten. Die
Beriicksichtigung hoherwertiger rdumlicher Gradienten im Rahmen der Microplane Theo-
rie stellt dabei eine besonders geeignete Regularisierungsstrategie dar. Deren numerische
Umsetzung im Rahmen der Finite Element Methode fiir ein kombiniertes Microplane
Schidigungs- und Plastizitdtsmodell und deren regularisierende Wirkung werden anschlie-
Bend néher erlautert.

Das Kapitel 7/widmet sich dem Vergleich von makroskopischen, phidnomenologischen Ma-
terialmodellen und Microplane Materialformulierungen. Dieser Vergleich dient der Iden-
tifikation von Microplane Stoffgesetzen mittels anerkannter makroskopischer Material-
modelle. Der daraus resultierende Mikro—Makro Abgleich der Stoffgesetze ist insbeson-
dere zur Bestimmung der erforderlichen Microplane Materialparameter in Abhéngigkeit
makroskopisch messbarer Materialkennwerte erforderlich.

In Kapitel 8 wird die Tauglichkeit der hergeleiteten gradientenerweiterten Microplane
Schadigungsformulierung bzw. der kombinierten Schadigungs- und Plastizitatsformulie-
rung zur Simulation des Tragverhaltens kohésiver Reibungsmaterialien analysiert. Dazu
werden diese Microplane Materialformulierungen anhand ausgewéhlter Strukturbeispiele
unter monotoner als auch unter zyklischer Belastung getestet und mit den Ergebnissen
der jeweiligen Experimente verglichen.

In Kapitell9 folgt eine zusammenfassende Bewertung dieser Arbeit und ein Ausblick iiber
zukiinftige Forschungsschwerpunkte auf dem Gebiet der Versagensmodellierung kohésiver
Reibungsmaterialien.
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Kapitel 2

Kontinuumsmechanik und Finite
Element Methode

“Nach der Lektiire dieses Buches wird sich der Beitrag an geordneter Infor-
mation in IThrem Gehirn erhoht haben. Doch im gleichen Zeitraum wird die
Wirme, die IThr Korper inzwischen abgegeben hat, in weit hoherem Mafle zur
Unordnung im restlichen Universum beigetragen haben. Ich schlage vor, daf
Sie sofort mit dem Lesen aufhéren.”

Stephen Hawking [100

2.1 Grundlagen der Kontinuumsmechanik

In den folgenden Abschnitten werden kurz die grundlegenden Gleichungen der Kontinu-
umsmechanik vorgestellt. Dabei wird auf die Grundelemente der Kontinuumsmechanik,
die Kinematik lokaler Deformationen und physikalische Bilanzaussagen und schliefSlich
noch auf das Randwertproblem der klassischen Kontinuumsmechanik eingegangen. Fiir
weiterfithrende Ausfithrungen sei auf die klassischen Werke von Betten [35], Haupt [99],

Malvern [151], Marsden & Hughes [154], Stein & Barthold [209], Truesdell & Noll
sowie auch auf Truesdell & Toupin [221] verwiesen.

2.1.1 Allgemeines

Die Bewegung eines materiellen Korpers B als Teilgebiet des Euklidischen Raumes B C IR?
wird in einem klassischen Boltzmann Kontinuum durch das Verschiebungsfeld u beschrie-
ben. Weiterhin wird fiir die in dieser Arbeit betrachteten Problemstellungen von der An-
nahme einer linearen Kinematik in Verbindung mit kleinen Verzerrungen ausgegangen.
Dies liefert den klassischen Verzerrungstensor e.

€= Vmy (2.1)

Durch die Deformationen des Korpers kommt es zu Wechselwirkungen zwischen benach-
barten Punkten im Innern des materiellen Koérpers. Diese Wechselwirkungen verursachen
lokale mechanische Beanspruchungen, die als Spannungen bezeichnet werden. Das Cauchy
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Theorem fithrt auf folgende funktionelle Abhéngigkeit des Spannungsvektors ¢ von der
Normalenrichtung n der Schnittfliche.

t=0c-n (2.2)

Dieser lineare Zusammenhang liefert die Definition des Cauchyschen Spannungstensors
o. Die Cauchy Spannungen beziehen die im Schnitt wirkenden Kréfte auf die deformierte
Flache und werden deshalb auch als wahre Spannungen bezeichnet.

2.1.2 Bilanzsitze

Bei den im Folgenden vorgestellten Bilanzsidtzen der Kontinuumsmechanik handelt es
sich um allgemeine Aussagen fiir ein Kontinuum, die nicht von den Materialeigenschaften
abhéngen. In der klassischen Mechanik wird die Erhaltung der Masse wéahrend eines De-
formationsprozesses im Korper B vorausgesetzt. Die Erhaltung des Impulses liefert den
Zusammenhang zwischen der Bewegungsénderung eines Korpers und den auf ihn wirken-
den Kréften. Unter Beriicksichtigung, dass in dieser Arbeit ausschlieflich quasi—statische
Problemstellungen bearbeitet werden und somit die Tragheitsterme vernachlissigt wer-
den, ergibt sich folgende lokale Impulsbilanz.

dive+pb=0 in B (2.3)

Darin symbolisieren p die Dichte und b die Massenkrifte. Des Weiteren liefert die Dreh-
impulsbilanz mit der Beschrankung der Betrachtung eines Boltzmann Kontinuums die
Symmetrie des Spannungstensors o = o Eine weitere Erhaltungsgroie stellt die totale
Energie dar. Dies fiihrt auf die lokale Form des 1. Hauptsatzes der Thermodynamik,

U=0:€+q (2.4)

wobei o : € die Spannungsleistung P des deformierbaren Koérpers und ¢y die Warmezufuhr
charakterisiert.

Wiéhrend der 1. Hauptsatz der Thermodynamik die Energieumwandlung eines thermody-
namischen Prozesses erfasst, gibt der 2. Hauptsatz der Thermodynamik die Anderung der
Entropie an. Die Einfiihrung der physikalischen Zustandsgréfie Entropie geht auf Clausius
[52] zuriick und gibt den Grad der Unordnung eines Systems an. Geht man beispielswei-
se von einem der wenigen geordneten Zusténde eines Systems aus, wird dieses System
im Laufe der Zeit den Naturgesetzen folgend seinen geordneten in einen ungeordneten
Zustand verdndern. Hieraus folgt die Clausius-Duhem Ungleichung, die fiir alle thermo-
dynamischen Prozesse erfiillt sein muss,

1
D=0~ g~ 5q-VO >0 (2.5)

wobei D die Dissipation und g den Wiarmefluss bezeichnen. Diese Ungleichung legt die
Richtung eines Prozesses und den Grad der Irreversibilitdt der Energieumwandlung fest.
Die Definition der freien Helmholtz Energie W erhélt man als Differenz der inneren Energie
u und der lokalen Entropie n multipliziert mit der Temperatur ©.

U:=u—0n (2.6)
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Weiterhin wird in dieser Arbeit von isothermen Prozessen mit © = 0 ausgegangen, so dass
der Einfluss der Temperatur bei mechanischen Beanspruchungen vernachléssigbar ist und
die Prozesstemperatur konstant bleibt. Dies fiihrt letztendlich durch Ausnutzen des 1.
Hauptsatzes der Thermodynamik (2.4) und der Definition der freien Helmholtz Energie
(2.6) auf die Clausius-Duhem Ungleichung isothermer Prozesse.

D=c:e-VU=P-U>0 (2.7)

Sie besagt, dass die Evolution der freien Energie immer grofler oder gleich der Span-
nungsleistung sein muss und somit die mechanische Dissipation nie negativ sein darf.
Die Clausius-Duhem Ungleichung ist dementsprechend gleich null bei reversiblen Prozes-
sen und grofer null bei irreversiblen Prozessen. Des Weiteren liefert sie eine Restriktion
fiir die Wahl der konstitutiven Gleichungen, da sie die thermodynamische Zuléssigkeit
der jeweiligen Prozesse kontrolliert. Die Formulierung der freien Energie spielt dabei eine
Schliisselrolle. Darauf wird im néchsten Kapitel nidher eingegangen, denn der thermo-
dynamischen Betrachtung von Prozessen kommt bei der Formulierung von nichtlinearen
Materialmodellen eine wichtige Bedeutung zu.

2.1.3 Randwertproblem der Kontinuumsmechanik

Die Impulsbilanz (2.3) bildet die lokale Gleichgewichtsgleichung eines materiellen Punk-
tes. Das Gleichgewicht wird darin punktweise erfiillt, so dass Gleichung (2.3) auch als
starke Form des Gleichgewichts bezeichnet wird. Weiterhin wird der Rand des Kérpers
B in einen Teil I'p, auf dem die Verschiebungen @, und einen Teil 'y, auf dem die
Spannungen ¢ vorgeschrieben sind, unterteilt. Die Dirichlet-Randbedingung @ und die
Neumann-Randbedingung ¢ lauten:

u=wu auf I'p und t=t=o0-n auf I'y. (2.8)

Fiir die Losung des Randwertproblems stehen die im vorigen Abschnitt beschriebenen
Erhaltungssétze in Form von partiellen Differentialgleichungen mit den unbekannten Va-
riablen p, uw, o und u, die den thermodynamischen Zustand des Korpers beschreiben, zur
Verfiigung. Die Bilanz zwischen den vorhandenen Gleichungen und den Unbekannten zeigt
die Notwendigkeit weiterer Gleichungen. Diese fehlenden Gleichungen zur eindeutigen
Losung des Randwertproblems miissen durch die Formulierung des Konstitutivverhaltens
des Korpers bereitgestellt werden. Das reale Materialverhalten von Werkstoffen ist sehr
unterschiedlich. Dadurch ist es nicht moglich eine universelle mathematische Beschreibung
des Materialverhaltens aufzustellen. Verschiedene Ansétze, die das individuelle Material-
verhalten diverser Werkstoffe beschreiben, werden im néchsten Kapitel behandelt. Dabei
besitzt die Materialtheorie die Aufgabe, die Einhaltung des 2. Hauptsatzes der Thermo-
dynamik in Form der Clausius-Duhem Ungleichung (2.7) zu gewéhrleisten und somit die
thermodynamische Zuldssigkeit der entwickelten Materialformulierungen zu kontrollieren.

2.2 Finite Element Methode

Die Losung des im vorigen Abschnitt vorgestellten quasi-—statischen Randwertproblems er-
fordert den Einsatz numerischer Verfahren. Denn das vorgestellte Randwertproblem setzt
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sich aus gekoppelten partiellen Differentialgleichungen zusammen, die nur in sehr weni-
gen Ausnahmefillen geschlossen losbar sind. Im Allgemeinen werden variationelle For-
mulierungen in Verbindung mit Diskretisierungsverfahren zur numerischen Losung von
komplexen Aufgabenstellungen eingesetzt. Das verbreitetste und flexibelste Diskretisie-
rungsverfahren stellt die Finite Element Methode dar. Die Grundidee der Finite Element
Methode beruht auf der Zerlegung des Korpers B in endliche Teilgebiete B¢ C B und der
Diskretisierung rdumlicher Funktionen, wie beispielsweise das Verschiebungsfeld u, in die-
sen Teilgebieten B¢. Die grundlegenden Ideen dieser Methode gehen auf die 1960er Jahre
zuriick und werden mit den Namen Argyris [6], Clough und Zienkiewicz in Ver-
bindung gebracht. Die fortschreitenden Entwicklungen in der Computertechnologie haben
im Wesentlichen zur Verbreitung der Finite Element Methode in der Forschung, aber auch
in industriellen Zweigen, wie beispielsweise im Maschinenbau, in der Luft- und Raumfahrt-
technik und im Bauwesen, beigetragen. Sie stellt heutzutage ein unverzichtbares Werkzeug
zur numerischen Loésung von komplexen, ingenieurwissenschaftlichen Problemstellungen
in der Stromungs- und Strukturmechanik sowie -dynamik dar. Im Folgenden soll kurz auf
die Punkte der Finite Element Methode eingegangen werden, die fiir den weiteren Verlauf
dieser Arbeit von Bedeutung sind. Fiir weiterfithrende Ausfithrungen zu dieser Methode
sei auf die Lehrbiicher von Bathe [12], Belytschko, Liu & Moran [34], Braess [38], Hughes
[108], Wriggers [228] und Zienkiewicz & Taylor [234] verwiesen.

2.2.1 Schwache Formulierung des Randwertproblems

Zur numerischen Losung des Randwertproblems wird die starke Form des Gleichgewichts
(2.3) mit Hilfe der Galerkin-Methode in eine schwache Form iiberfithrt. Dabei wird die
lokale Gleichgewichtsgleichung und die zugehorige Neumann—Randbedingung (2.8),
mit einer Testfunktion du gewichtet und anschlieBend iiber das Gebiet des Korpers
B bzw. iiber den Gebietsrand I' integriert, wobei die Testfunktion dw der Dirichlet—
Randbedingung (2.8); geniigen soll. Durch Anwendung der partiellen Integration und
des Gaufischen Integralsatzes und unter Beriicksichtigung der kinematischen Beziehung
(2.1) sowie der Randbedingungen lisst sich die schwache Form des Gleichgewichts als
Galerkin Funktional angeben.

G(u,éu):/ J:(SGdV—/pb-(MdV—/ t-ou dA=0 VYV du (2.9)
B B Iy

5Wint (SWezt

Wird die Testfunktion physikalisch als virtuelle Verschiebung interpretiert, so spiegelt die
Gleichung (2.9) das Prinzip der virtuellen Verschiebungen (PvV) wieder. Der erste Term
gibt die innere virtuelle Arbeit 0W;,; wieder, wihrend die beiden restlichen Terme die
virtuelle duflere Arbeit 0W,,; darstellen. Im Unterschied zur starken Form des Gleichge-
wichts wird bei der schwachen Form das Gleichgewicht als Integralaussage nur noch global
im betrachteten Gebiet und nicht mehr in jedem Punkt erfiillt.

2.2.2 Diskretisierung

In den beiden folgenden Abschnitten wird von der ansonsten in dieser Arbeit verwende-
ten Tensorschreibweise auf die fiir Finite Element Formulierungen iibliche Matrixschreib-
weise libergegangen. Der Korper B wird dabei in n. Finite Elemente zerlegt, so dass
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B = U B gilt. Der Verschiebungsverlauf w wird approximativ iiber diskrete Knoten-
verschiebungen d der Finiten Elemente bestimmt. Der Verlauf innerhalb des Elementes
wird iiber die Ansatzfunktionen IN approximiert. Mit Hilfe der kinematischen Beziehung
(2.1) lassen sich auch die Verzerrungen approximativ iiber die Knotenverschiebungen be-
stimmen,

u"=Nd € :=Bd u":=Ndéd J6":=Bsd in B (2.10)

wobei der Operator B die rdumlichen Gradienten der Ansatzfunktionen IN definiert. Da
in dieser Arbeit das Bubnov—Galerkin Verfahren angewendet wird, werden die Verschie-
bungen und die virtuellen Verschiebungen in gleicher Weise angesetzt. Durch Einsetzen
der diskretisierten Verschiebungs- und Verzerrungsverlaufe (2.10) in die schwache Form
des Gleichgewichts (2.9) ergibt sich die diskretisierte schwache Form des Gleichgewichts.

Nele
G(u,du) = Jsd" B'ocdv — | N'pbdv— | NTtdA
e=1 B¢ Be Iy

N /N J/
e e

f;

int

=0 V od

ext

(2.11)
Hierbei symbolisiert | J.<¢ den Zusammenbau aller Finiten Elemente. Dieser Zusammen-
bau wird in der Literatur auch als Assemblierungsprozess bezeichnet. Des Weiteren defi-
nieren ff , die inneren bzw. £, die dueren Knotenkréfte des Elementes e. Daraus lassen

sich die globalen inneren bzw. dufleren Krifte F;,; und F.,; zusammenbauen. Der Assem-
blierungsprozess liefert auflerdem den globalen Freiheitsgradvektor D.

Nele Nele Nele

| R L_Jlffnt Feyt i= L_Jlfgxt oD = L_Jléd (2.12)

Dadurch ergibt sich folgendes algebraisches Gleichungssystem.
G('Ll,7 5“) = 6D [Fint — Femt} =0 (213)

Aufgrund des Fundamentallemmas der Variationsrechnung muss diese Gleichung fiir be-
liebige Variationen der Knotenverschiebungen dD gelten. Dies fiihrt letztendlich auf das
globale Gleichungssystem des diskretisierten Korpers.

Fint - Fewt (214)

Dieses Gleichungssystem besagt, dass die inneren mit den dufleren Knotenkriften im
Gleichgewicht stehen.

2.2.3 Linearisierung

Betrachtet man das globale Gleichungssystem (2.14), so erhdlt man nur fiir lineare Pro-
bleme, wie bei linear elastischem Materialverhalten, ein einziges zu l6sendes lineares Glei-
chungssystem. Aufgrund der in dieser Arbeit verwendeten nichtlinearen Materialgesetze
ergibt sich ein hochgradig nichtlineares Gleichungssystem. Als Folge des nichtlinearen
Materialverhaltens lisst sich folgender nichtlinearer Zusammenhang zwischen den inne-
ren Knotenkréften F;,; und dem globalen Freiheitsgradvektor D angeben.

Nele Nele
. — ; - _ T
ant - Fea:t mit ant - Q fz?mt - g . B \. g , dv (215)
nichtlinear in D e=1 e=1""" nichtlinear in €
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Die Losung des nichtlinearen Gleichungssystems erfordert den Einsatz eines iterativen
Losungsverfahrens. Hierfiir wird im Allgemeinen das Newton—Raphson Verfahren heran-
gezogen. Es basiert auf der Linearisierung der diskretisierten Gleichgewichtsbezichung
(2.14). Zur inkrementell iterativen Losung des nichtlinearen Gleichungssystems wird die
Gleichgewichtsbeziehung (2.14) in folgendes Format gebracht,

R(D) = Fmt<D) —Feu =0 (216)

wobei R(D) das Residuum als Differenz zwischen den inneren und dufleren Kréften defi-
niert. Das Residuum bezeichnet die Ungleichgewichtskrifte fiir Zusténde, die noch nicht
im Gleichgewicht sind. Werden diese wihrend des iterativen Prozesses identisch null, so
ist das gesuchte Gleichgewicht erreicht. Des Weiteren wird davon ausgegangen, dass die
auBeren Krafte nicht von der Deformation abhéngen. Im Folgenden wird ein inkrementel-
ler Lastschritt betrachtet und das Residuum R(D), entsprechend Gleichung (2.16), wird
zum Iterationsschritt i+1 in eine Taylorreihe entwickelt. Auflerdem werden beim Newton—
Raphson Verfahren die Terme hoherer Ordnung (HOT) vernachlissigt und es ergibt sich
folgendes linearisiertes Residuum Lin R(D) zum Iterationsschritt ¢ + 1.

OR(D)

[ADH—I] =0 mit ADZ'+1 = Di—i—l - Dz (217)

Dies fithrt auf ein linearisiertes globales Gleichungssystem,

dessen Losung die inkrementelle Anderung des Freiheitsgradvektors AD,,; liefert, wo-
durch sich eine verbesserte Losung fiir den Freiheitsgradvektor D;, ergibt. Dabei wurden
folgende Definitionen fiir die globale Tangentensteifigkeitsmatrix K; und fiir das Residuum
R(D;) zum Iterationsschritt ¢ verwendet.

oD D, N oD D,

K, = R(D;) = F;(D;) — Feuy (2.19)
Diese ergeben sich durch den Assemblierungsprozess aus den Elementsteifigkeitsmatrizen
k7 und aus den Elementresiduen rf. Der Zusammenbau liefert aufierdem das Inkrement
des globalen Freiheitsgradvektors AD,,; in Abhéngigkeit der Anderung des Elementfrei-
heitsgradvektors Ad,; .

Kz’ = T[:j kf R(Dz) = n[j I'f ADi+1 = n[j Adi+1 (220)
e=1 e=1 e=1

Hierbei besitzen die Elementsteifigkeitsmatrizen und die Elementresiduen folgende Grund-
struktur.

ofc ,(d)
k¢ _ int
! od

—f

ext

= BT g; dV—f‘;xt
Be

7 wnt,s

- / B £,4,: B dV rf = ff
d, Jse

(2.21)
Die Materialmatrix €4y, ist durch die Ableitung der Spannungen nach den Verzerrun-
gen definiert &4, = [0o/0€;. Es wird deutlich, dass die Spannungen nicht nur die
inneren Kréfte f} , ;, sondern auch die Elementsteifigkeitsmatrizen in Form der Material-
matrix steuern. Die erforderliche Materialbeschreibung, das bedeutet die Spezifizierung
der Spannungen und somit auch der Materialmatrix, wird in den folgenden Kapiteln de-

tailliert betrachtet.



Kapitel 3

Klassische makroskopische
Materialtheorien

3.1 Allgemeines

Die lokale Materialantwort kohésiver Reibungsmaterialien ist in der Regel hochgradig
nichtlinear. Der Grund fiir diese Nichtlinearitét ist die komplexe Mikrostruktur dieser Ma-
terialklasse. Das mechanische Verhalten dieser Materialien und deren Versagensmechanis-
men lassen sich dabei auf verschiedenen Léngenskalen beschreiben, die sich in Abhéngig-
keit des zu untersuchenden Problems iiber ein Spektrum von 10~7 bis 10® m erstrecken.
Fiir die Beschreibung der Materialantwort auf Strukturebene haben sich in den letzten
Jahrzehnten eine Reihe von Modellen bewihrt, die auf der Makroskala formuliert sind.
Diese klassischen makroskopischen Materialmodelle [99, 104, 112, 141} 203] verschmieren
(homogenisieren) die Eigenschaften der heterogenen Mikrostruktur auf der Makroskala, so
dass von einem homogenen Aufbau der Materialstruktur auf der Makroskala ausgegangen
wird. Die phdnomenologische Beschreibung des Materialverhaltens dieser Materialklasse
im Rahmen klassischer makroskopischer Materialtheorien ist Gegenstand dieses Kapitels.
Zur Beschreibung des konkreten Materialverhaltens miissen zusétzlich zu den im vorigen
Kapitel hergeleiteten Bilanzen die Konstitutivgleichungen formuliert werden. Diese Ma-
terialgleichungen definieren die lokale Spannungsantwort in Abhéngigheit der Geschich-
te der lokalen Deformation, wobei die mechanische Materialantwort entweder elastisch
oder inelastisch sein kann. Die erforderlichen Materialgleichungen besitzen dann folgende
Grundstruktur.

o= f(e,a) (3.1)
Im Fall einer inelastischen Materialantwort beschreibt der Vektor a einen Satz von inter-
nen Variablen, den es unter Einbeziehung der wirklichen Materialeigenschaften zu spezi-
fizieren gilt. Des Weiteren weisen vom physikalischen Standpunkt aus gesehen alle realen
Materialien ratenabhéngige Merkmale auf, d. h. das Antwortverhalten dieser Materialien
ist von der Belastungsgeschwindigkeit abhéngig. Auf der anderen Seite ist diese Raten-
abhéngigkeit in vielen Experimenten mit kohésiven Reibungsmaterialien nicht nachweis-
bar, da die Versuche mit niedriger Belastungsgeschwindigkeit durchgefithrt werden. In
dieser Arbeit wird von der vereinfachenden Annahme der Ratenunabhingigkeit ausge-
gangen, d. h. von einer quasi-statischen Betrachtungsweise.
Prinzipiell lassen sich vom phénomenologischen Standpunkt drei verschiedene Grund-
typen des quasi-statischen Materialverhaltens unterscheiden, siehe Abbildung (3.1l Die
Unterschiede in den resultierenden Spannungs-Dehnungsbeziehungen dieser drei Grund-
typen machen sich erst bei zyklischen Be- und Entlastungsvorgingen bemerkbar. Bei
der Beschreibung des Materialverhaltens mit der Elastizitdtstheorie sind Be- und Ent-
lastungskurven identisch. Die Anwendung der Schédigungsmechanik spiegelt sich in der
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Elastizitit Schidigung Plastizitat
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Abbildung 3.1: Schematische Darstellungen des nichtlinearen Materialverhaltens

Spannungs-Dehnungsbeziehung in einer Entlastungsgeraden mit Richtung zum Ursprung
wieder, so dass bei vollstdndiger Entlastung keine bleibenden Verformungen vorhanden
sind. Im Gegensatz dazu entstehen bei der Plastizitdtstheorie irreversible Dehnungen.
Die Entlastungskurve verlduft parallel zum elastischen Belastungspfad und dadurch ver-
bleibt bei vollstindiger Entlastung im Material ein plastischer Verzerrungsanteil €. In
den folgenden Abschnitten werden die drei Grundtypen einer quasi—statischen Materi-
albeschreibung néher untersucht und diskutiert. In Wirklichkeit weisen jedoch kohésive
Reibungsmaterialien oft eine Kombination aus Schiadigung des Materials und plastischen
Effekten auf. Dies erfordert die Kopplung der drei Grundtypen. Auf diese Kopplung wird
detailliert in einem separaten Abschnitt eingegangen.

Die Herleitung von nichtlinearen Materialmodellen kann auf verschiedene methodische
Ansétze griinden. Eine allgemeine Vorgehensweise zur Beschreibung dissipativer Vorgéange
in Materialien, die den thermodynamischen Prinzipien des vorigen Kapitels geniigt, basiert
auf der Thermodynamik irreversibler Prozesse unter Beriicksichtigung interner Variablen,
vergleiche hierzu die klassischen Werke von Coleman & Gurtin [54], Coleman & Noll [55],
Truesdell & Noll [220] und Truesdell & Toupin [221]. Dieser Ansatz geht von der Existenz
thermodynamischer Potentiale aus. Die freie Helmholtz Energie ist ein thermodynami-
sches Potential, deren Einsatz vor allem bei der Ableitung von Stoffgesetzen sinnvoll
erscheint. Denn fiir den betrachteten isothermen Fall stellt die freie Helmholtz Energie
den Anteil der inneren Energie dar, der Arbeit leistet. Die Auswertung der Clausius—
Duhem Ungleichung isothermer Prozesse liefert die Definitionen der konjugierten
GrofBlen zu den Variablen dieser freien Energiefunktion. Die Clausius-Duhem Ungleichung
stellt den Ausgangspunkt zur Herleitung der Evolutionsgleichungen der verwendeten in-
ternen Variablen dar. Durch dieses Vorgehen wird letztendlich die Einhaltung des zweiten
Hauptsatzes der Thermodynamik fiir die gewonnenen Materialmodelle sichergestellt. Die
beschriebene Methode zur Herleitung von Materialmodellen, basierend auf thermodyna-
mischen Prinzipien, setzt eine gewisse Abstraktionsfahigkeit voraus. Da in dieser Arbeit
keine neuen Materialtheorien entwickelt werden, sondern auf die allgemein akzeptierten
Theorien der Elastizitatstheorie, Plastizitdtstheorie und Kontinuumsschiadigungsmecha-
nik zuriickgegriffen wird, werden die Herleitungen der in dieser Arbeit diskutierten Ma-
terialmodelle im erwéhnten thermodynamischen Rahmen erfolgen.

Bemerkung:
Im weiteren Verlauf dieser Arbeit werden gewisse Variablen in den klassischen makrosko-
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pischen Formulierungen mit dem Zusatz mac versehen, um eine eindeutige Unterschei-
dung zu den Variablen der im Kapitel |4 vorgestellten Microplane Theorie sicherzustellen.
Groflen die eindeutig der Makroebene zugeordnet werden konnen, wie beispielsweise der
Spannungs- oder Verzerrungstensor, erhalten keinen Zusatz.

3.2 Elastizitatstheorie

Ein Werkstoff, der nach vollstandiger Entlastung in seinen Ausgangszustand zuriickkehrt,
wird als elastisch bezeichnet. Weiterhin sind die Spannungen nur vom aktuellen Verzer-
rungszustand abhéngig. Fiir den Fall der linearen Elastizitéit lasst sich das verallgemei-
nerte Hookesche Gesetz aus der folgenden freien Energie ableiten.

1
P = ce E% € (3.2)

Diese lisst sich in Abhingigkeit der Verzerrungen € und eines Materialtensors £ aufstel-
len und entspricht der Forménderungsenergie. Da es sich im Fall der linearen Elastizitét
um nicht—dissipatives Materialverhalten handelt, wird aus der Clausius—-Duhem Unglei-
chung isothermer Prozesse (2.7) eine Gleichung. Deren Auswertung liefert die Definition
des Spannungstensors.

aq;mac

7= Oe

Die zweite Ableitung der freien Energie nach den Verzerrungen definiert den Materialten-
sor £ des verallgemeinerten Hookeschen Gesetzes.

=& € (3.3)

anI]mac
gl .=
Oede

(3.4)

Der Materialtensor besitzt fiir eine allgemeine Materialanisotropie 81 Eintrdage. Je nach
Ausbildung der Symmetrieebenen eines Materials lédsst sich die Anzahl der Konstanten re-
duzieren und man spricht entweder von monoklinem, orthotropem, transversal-isotropem
oder isotropem Materialverhalten. Eine ausfiihrliche Diskussion der verschiedenen elasti-
schen Werkstoffgesetze findet sich in Altenbach, Altenbach & Rikards [4].

Im Falle eines isotropen Materials mit unendlich vielen Symmetrieebenen reduziert sich die
Anzahl der erforderlichen Materialparameter auf zwei. Der Elastizitatstensor des Hooke-
schen Gesetzes fiir dieses isotrope, linear elastische Material ergibt sich wie folgt,

gel — 3 Kmac Ivol + 9 (Gmac Idev (35)

wobei K™% den Kompressionsmodul und G™? den Schubmodul wiedergibt. Zv = %1@ 1
und Z% = Z*¥™ — T bezeichnen den volumetrischen bzw. deviatorischen Anteil des
vierstufigen Einheitstensors.

Die Elastizitatstheorie kann nicht nur zur Modellierung des betrachteten linearen Falles
mit kleinen Verzerrungen, sondern auch zur Beschreibung von materiellen und geome-
trischen Nichtlinearitdten herangezogen werden, vergleiche Chen & Saleeb [51] und Og-
den [172]. Im Folgenden werden die materiellen Nichtlinearitéten allerdings mit Hilfe der
Schadigungsmechanik und der Plastizitatstheorie beschrieben.



16 Kapitel 3. Klassische makroskopische Materialtheorien

3.3 Kontinuumsschidigungsmechanik

Vom phénomenologischen Standpunkt aus gesehen, beschreibt die Kontinuumsschéadi-
gungsmechanik die Deterioration des Materials. Dies fiihrt zur Degradation der mecha-
nischen Eigenschaften und letztendlich zum Verlust der Materialintegritét. Die Ursache
fiir die Deterioration des Materials kann auf eine Vielzahl physikalischer, thermischer
und chemischer Prozesse zuriickgefiihrt werden. Ein Versuch der Klassifizierung unter-
schiedlicher Schiadigungsprozesse findet sich beispielsweise in Lemaitre [139] oder Tikhomi-
rov [216]. Die Kontinuumsschiadigungsmechanik geht von einer idealisierten Betrachtung
des Deteriorationsprozesses aus, so dass sich die Schidigung lediglich auf die elastischen
Materialeigenschaften auswirkt, vergleiche Abbildung 3.1l Sie beschreibt im makrosko-
pischen Sinne Versagensphénomene, deren Ursachen auf der Mikro- bzw. Mesoskala zu
suchen sind. Da bespielsweise kohésive Reibungsmaterialien wie Beton eine inhomoge-
ne Mikrostruktur aufweisen und schon im unbelasteten Zustand Mikrodefekte vorhanden
sind, werden durch Spannungskonzentrationen in der Nahe dieser Defekte und der sich
bildenden Grenzschichten Mikrorisse gebildet. Bei weiterer Belastung fithrt das zum Zu-
sammenwachsen der Mikrorisse zu sichtbaren Rissen auf der Makroebene.

Die Anfiange der Kontinuumsschidigungsmechanik gehen auf Kachanov [116] zuriick. Die-
ser fiihrte eine skalare Grofle ein, welche die Degradation des Materials beschreibt. Diese
Grofle wurde als Kontinuitéit des Materials ¢ := (Ag — Agq)/Ap bezeichnet. Ay kenn-
zeichnet hierbei die ungeschédigte Flache und A, die geschédigte Flache. In den 1970er
Jahren wurde die Kontinuitdt durch die Schidigungsvariable d := Ay4/Ag = 1 — ¢ mit
0 < d <1 ersetzt. Darin beschreibt d = 0 den ungeschédigten und d = 1 den vollsténdig
geschédigten Zustand des Materials. Dies bildet bis heute die Grundlage der isotropen
Kontinuumsschidigungsmechanik. Fiir eine detaillierte Ubersicht der geschichtlichen Ent-
wicklungen sei in diesem Zusammenhang auf die Ubersichtsbiicher von Kachanov [117],
Krajcinovic [120], Krajcinovic & Lemaitre [121], Lemaitre [139] sowie Lemaitre & Cha-
boche [140] hingewiesen.

Im Gegensatz zur isotropen Kontinuumsschédigungsmechanik kann die Entwicklung der
Beschreibung anisotroper Schidigung noch immer nicht als abgeschlossen bezeichnet wer-
den. Es mangelt bis heute an einer einheitlichen Notation, vergleiche Carol, Rizzi & Wil-
lam [48]. Ein weiteres ungelostes Problem stellt die physikalische Interpretierbarkeit der
notwendigen Groéflen dar. Denn die Beschreibung anisotroper Schiadigung innerhalb der
Kontinuumsschadigungsmechanik erfordert die Einfithrung vektor- bzw. tensorwertiger
Schidigungsvariablen, siehe beispielsweise Betten [36], Carol, Rizzi & Willam [48, 49, 50],
Cordebois & Sidoroff [58], Dragon, Halm & Desoyer [79], Jirdsek [111], Murakami [168],
Tikhomirov, Niekamp & Stein [217], Voyiadjis & Deliktas [224] oder Yazdani & Schreyer
[230]. Eine Zusammenstellung von Schiadigungstensoren unterschiedlichster Ordnung fin-
det man in Skrzypek & Ganczarski [207].

Zur Beschreibung der Degradation des Materials liegen in der Kontinuumsschiadigungsme-
chanik unterschiedliche Anséitze vor. In der Literatur wird dabei zwischen dem Konzept
der effektiven Spannungen, das von Rabotnov [194] eingefiihrt wurde, in Verbindung mit
der Hypothese der Verzerrungsiaquivalenz nach Lemaitre [137,140], dem Konzept der ef-
fektiven Verzerrungen in Verbindung mit der Hypothese der Spannungsédquivalenz und
dem Konzept der effektiven Verzerrungen bzw. Spannungen in Verbindung mit der Hy-
pothese der Energiedquivalenz unterschieden, vergleiche hierzu Cordebois & Sidoroff 58|
oder Kuhl [123]. Auf die unterschiedlichen Degradationsmodelle wird detailliert im Ab-
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schnitt 5.2 zur Formulierung adaquater Degradationsmodelle fiir das Microplane Modell,
eingegangen. Im Folgenden sollen verschiedene verzerrungsbasierte Schiadigungsformulie-
rungen, basierend auf dem Konzept der effektiven Spannungen in Kombination mit der
Hypothese der Verzerrungsiquivalenz, vorgestellt werden. Dieses Konzept beruht auf der
Vorstellung, dass die Verzerrungen €, die im geschidigten Material mit £ unter den no-
minellen Spannungen o auftreten, denen des ungeschéidigten Materials mit £° unter den
effektiven Spannungen & entsprechen.

e=€E"6=6"" 0 mit o= (3.6)

[1—d]

Diese Vorgehensweise besitzt durch ihre einfache algorithmische Umsetzung und ihre Eig-
nung zur Modellierung des Versagens kohésiver Reibungsmaterialien gewisse Vorteile ge-
geniiber den oben genannten Ansétzen.

3.3.1 Isotrope Schidigung
2—Parameter Schidigungsmodell

Isotrope elastische Materialien werden durch zwei unabhéngige elastische Konstanten be-
schrieben. Diese miissen unabhéngig voneinander abgemindert werden, um eine allgemeine
isotrope Schiadigung wiedergeben zu kénnen. Somit wird eine isotrope Schidigung durch
zwei skalarwertige Schadigungsvariablen, im vorliegenden Fall die volumetrische und de-
viatorische Schadigungsvariable d,,; und dg4.,, abgebildet. Diese beiden Schadigungsvaria-
blen stellen die internen Variablen dar, so dass @ = {dye, dgey} mit 0 < dyop, dger < 1
gilt. Mit der Annahme kleiner Verzerrungen lésst sich der Verzerrungstensor in einen
volumetrischen und deviatorischen Anteil zerlegen:

1 1
5[621]1 und edw:e—g[ezl]l (3.7)

€ = €yl T €den mit €vol =
wobei 1 den zweistufigen Einheitstensor bezeichnet.
Dariiber hinaus kann auch die freie Energie ¥%¢ additiv in einen volumetrisch bzw. devia-
torisch geschédigten Anteil aufgespalten werden. Diese ergeben sich als die mit [1 — d,]
bzw. [1 — dge,] skalierten volumetrisch bzw. deviatorisch gespeicherten Energien des un-
geschidigten Materials.

3
\Ijmac(evolu €Edev, dU017 ddev) - 5 [1 - dvol] K™ €vol + €Evol + [1 - ddev] Gmac €dev + €dev (38)

Damit ldsst sich die Evolution der freien Energie angeben.

H\pmac ) oypmac oypmac
€+ dvol + —ddev (39>

qjmac _
a € 8dvol addev

Setzt man diese Evolution in die Clausius-Duhem Ungleichung (2.7) ein, so erhélt man
folgende Beziehung.

a\pmac a\:[;mac . aqjmac .
Dmec = [0' — } D€ —

——dyot — =gy > 1
86 advol oot addev dev = 0 (3 0)
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Diese Ungleichung fordert, dass wahrend eines Schidigungsprozesses die Dissipation nie
negativ sein darf und liefert dementsprechend eine Restriktion fiir die Wahl der konstitu-
tiven Gleichungen. Aufgrund von Argumenten der klassischen Thermodynamik, entspre-
chend Coleman & Gurtin [54] bzw. Coleman & Noll [55], wird der Klammerausdruck gleich
null gesetzt. Dies liefert die Definition der Spannungen als thermodynamisch konjugierte
Grofle zu den Verzerrungen.

Hpmac
g = 9 = O ol + Odey =3 [1 - dvol] K™ €vol + 2 [1 - ddev] G™mee €Edev (311)
€

Zusitzlich lassen sich die Energiefreisetzungsraten Y7'*¢ und Y7 als thermodynamisch
konjugierte GroBlen zu den Schidigungsvariablen und somit als thermodynamische Krifte
ableiten.

aqjmac 3 aqjmac
ymae — _ — I [ mac vol  €vo ymae — _ = (mec o o 3.12
v 8dvol 2 Cvol = Cvol b addev e e ( )
Somit lautet die reduzierte Dissipationsungleichung wie folgt:
D™ = Y oy 4+ Y dge, > 0. (3.13)

Der Schéidigungszustand wird durch zwei unabhéngige Schédigungsfunktionen ®{*¢ und
®'7%¢ charakterisiert, die aus der Differenz einer Funktion der dquivalenten Verzerrung ny**

bzw. 7% und den zugehdrigen Schiadigungsvariablen d,,; bzw. dge., bestimmt werden.
DY = ) i SO D= G ) —day SO (314)

Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass die dquivalenten Verzerrungen als Funktion
der zugehorigen thermodynamischen Kraft, d. h. der jeweiligen Energiefreisetzungsrate,
eingefithrt werden. Somit stellen diese Energien eine Art lokal begrenzte Schranke dar,
deren Uberwindung zur Entstehung von Mikrorissen oder fiir das Zusammenwachsen von
Mikrorissen zu Makrorissen nétig ist.

Die reduzierte Dissipationsungleichung (3.13) fithrt im Zusammenhang mit dem Postu-
lat vom Maximum der Dissipation und den Schédigungsfunktionen ®7*¢ und ®7 als
Nebenbedingungen nach Luenberger [149] auf folgende Stationarititsbedingung,

Lmac  —  _pmac + ,’y{/nac @(/nac + ,j/gac (Drgac (3 15)
_Y‘;nac dvol - Yénac ddev + ,:Y‘T/nac [QST\;WC - dvol] + ;}/gac [¢77D1ac - ddev] — sta

wobei 47/%¢ und 7% die so genannten Lagrange-Parameter darstellen. Die Losung dieses
Optimierungsproblems fithrt auf die Evolutionsgleichungen der Schiadigungsvariablen.
d . mac 6¢7‘5Lac a¢75ac

vol = Vv gy mac ddev = ;}/gac gy mac
\% D

(3.16)

Zusétzlich lassen sich damit die Be- und Entlastungsvorschriften in Form der Karush-
Kuhn—Tucker Bedingungen und die Konsistenzbedingungen angeben.

Py <0 Wwp =20 OYpwp =0; OPE AYE =0 (3.17)

Im Fall der Schiadigungszunahme liefert die Auswertung der Konsistenzbedingungen nach
Simo & Ju [204], unter Voraussetzung monoton steigender Funktionen ¢7:75, die Evoluti-
onsgleichungen der Lagrange—Parameter.

,-y‘r/nac _ Y‘;nac 2 0 f')/gac — YDn’Lac 2 0 (318)
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Diese konnen im Sinne von Simo & Ju [204] als Geschichtsparameter identifiziert werden,
wodurch sich die folgende explizite Darstellungsform der Schédigungsvariablen ergibt.

dvol - (bg'mc(fy\?}lac) ddev = (brgaC(fygLac) (319)
mit P = mas (YPOAFE) B = mas (YBUOA0E) (320

Hierbei nehmen die Geschichtsparameter den in der Belastungsgeschichte maximal er-
reichten Wert der jeweiligen dquivalenten Verzerrung (hier identisch den Energiefreiset-
zungsraten) an. Zusitzlich beschreiben die Variablen 4g%%¢ und ~¢'A° so genannte Schédi-
gungsschwellwerte.

Die Bestimmungsgleichung fiir die Spannungen (3.11) ldsst sich unter Beriicksichtigung
des Sekantentensors £%, wie folgt umformulieren.

o=E% € mit £

=3 [1 —dyy] K™ T +2 [1 —dg,] G™Z% (3.21)

Dariiber hinaus definiert die Ratenbeziehung zwischen den Spannungen und den Verzer-
rungen & = £¢_: € den vierstufigen Materialtensor €% des 2-Parameter Schidigungs-
modells.

gl —gd _ OPY* Ovol @ Ovor O™ DPB™ Tdev ® Taew ONp**
tan sec 87$ac [1 _ dvol]Z aY‘;nac @'yg“m [1 - ddev]2 8Y5nac

(3.22)

Dieser nimmt aufgrund der Abhéngigkeit der dquivalenten Verzerrungen von den Energie-
freisetzungsraten eine symmetrische Struktur an. Im Sinne der Klassifizierung nach Carol,
Rizzi & Willam [47] fithrt diese Herleitung auf assoziierte Schidigungsformulierungen.

1-Parameter Schidigungsmodell

Als Sonderfall des 2-Parameter Schidigungsmodells erhélt man eine weitere Schadigungs-
formulierung. Das resultierende skalare 1-Parameter Schidigungsmodell basiert auf einer
skalaren Schadigungsvariablen d™* und stellt die gebréuchlichste Schadigungsformulie-
rung dar. Fiir die spezielle Wahl von d,,; = dge, im 2-Parameter Schiadigungsmodell geht
dieses direkt in das 1-Parameter Schiadigungsmodell iiber. Die Formulierung mit einer
skalaren Schidigungsvariablen wird in der Literatur oft filschlicherweise als das isotrope
Schadigungsmodell bezeichnet. Dieses Modell beschreibt jedoch nur eine spezielle Form
der allgemeinen isotropen Schédigung, bei der impliziert wird, dass die Querdehnzahl von
der Schiadigung nicht betroffen sei, vergleiche Ju [115]. Die mathematische Beschreibung
des 1-Parameter Schidigungsmodells kann mehr oder weniger als Standard bezeichnet
werden. Deshalb wird an dieser Stelle nur eine kurze Zusammenfassung der wichtigsten
Gleichungen gegeben. Die freie Energiefunktion ldsst sich dann folgendermafien bestim-

men. .

pmac(e dmee) = 3 [1—d™e: & : € (3.23)
Hieraus folgt die klassische Spannungs—Dehnungsbeziehung des 1-Parameter Schadigungs-
modells.

o=[1—d"E:e=[1—d™)[3 K™ €, + 2 G™ €4,] (3.24)

Weiterhin erfordert dieses Schiadigungsmodell die Angabe einer Schadigungsfunktion @7,
die den Zustand der Schadigung angibt.

q)glac _ ¢mac(?7mac) — Jmac S 0 (325)
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Die Schiadigungsfunktion wird iiblicherweise in Abhéngigkeit einer dquivalenten Verzer-
rung 7™ formuliert. Eine Zusammenstellung diverser dquivalenter Verzerrungsmafle be-
findet sich in Anhang B. Das Wachstum der Schidigung wird somit iiber diese skalare
aquivalente Verzerrungsgrofe in Beziehung zur Deformation gesetzt. In Analogie zum
2-Parameter Schiadigungsmodell ergibt sich folgendes Schadigungsgesetz,

dqmaec — (bmac(,ymtw) mit ,ymac — max (nmac(t>7 ,}/Bnac) (326)

—oo<t<T

wobei 7% die Geschichtsvariable bezeichnet. Diese entspricht dem Wert der in der Be-
lastungsgeschichte maximal erreichten dquivalenten Verzerrung. Die Beziehung zwischen

der Spannungsrate ¢ und der Verzerrungsrate € definiert den Materialtensor £, fiir das
1-Parameter Schiadigungsmodell.
a mac a mac
gl _gi 99 T __ g (3.27)

tan sec 87’”‘“ [1 . dmac] (96

Hierin bezeichnet €4, den Sekantentensor mit £2,, = [1 — d™*] £ .

3.3.2 Anisotrope Schiadigung

Der bisher beschriebenen isotropen Schiadigung liegt die Annahme einer richtungsun-
abhéngigen Auswirkung von Mikrodefekten zugrunde. In sproden Materialien, wie bei-
spielsweise Beton, treten jedoch vornehmlich Mikrorisse auf, die in der Regel unter Zug-
beanspruchung nahezu orthogonal zur Richtung der maximalen Hauptspannungen ange-
ordnet sind, so dass eine anisotrope Materialbeschreibung notwendig wird. Dies erfordert
den Einsatz von tensorwertigen Schiadigungsvariablen.

Im Rahmen der anisotropen Kontinuumsschiadigungsmechanik kann entweder der Schadi-
gungstensor D (Cordebois & Sidoroff [58|, Lemaitre & Chaboche [141]), der Tensor der
konstitutiven Moduli £ selbst (Ju [114], Simo & Ju [204]) oder der aufgrund der Schiidi-
gung modifizierte Nachgiebigkeitstensor £°¢ =1 (Ortiz [174]) als interne Variable zur Be-
schreibung des Schiadigungszustandes eingefiihrt werden. Im Folgenden wird in Analogie
zur isotropen Schadigung der Schidigungstensor D als interne Variable eingefiihrt. Die
freie Energiefunktion lasst sich somit als Funktion der Verzerrungen und des Schadigungs-
tensors darstellen.

U(e,D) = % €:EYD) € (3.28)

Durch Auswertung der Clausius-Duhem Ungleichung erhélt man unmittelbar die Defini-
tion des Spannungstensors

ov
= — = EYD): 3.29
o= = £4D) e (3.29)
und die Definition der vierstufigen thermodynamischen Kraft Y, die sich als konjugierte
Grofle zum Schéadigungstensor ergibt

ov ov g€« 1 €l
. = —— € ® €

oD~ 0E«d 9D 2 " 0D

(3.30)

sowie die verbleibende Dissipationsungleichung.

DM =Y D >0 (3.31)
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Uber das Konzept der effektiven Spannungen und das Prinzip der Verzerrungsiquivalenz
lassen sich die anisotropen Schédigungsformulierungen, basierend auf dem Schadigungs-
tensor D und dem Tensor der konstitutiven Moduli £%¢, ineinander {iberfithren, so dass
E = [T —D]: E gilt. Damit nimmt der Spannungstensor folgende Form an.

o=[I-D]: & :€ (3.32)

Wird allerdings von sphérischen Defekten im Material, wie beispielsweise kugelférmigen
Mikroporen, ausgegangen, rechtfertigt dies die Annahme einer isotropen Schiadigung mit
D = d™*ZY™. Natiirlich geht dann das vorgestellte anisotrope Schiadigungsmodell in das
skalare 1-Parameter Schidigungsmodell von Abschnitt [3.3.1 iiber, vergleiche Ju [115].

EN=1—-d" €& -  o=[1-d"]E € (3.33)

Selbstverstindlich ldsst sich damit auch ein Schadigungstensor fiir das 2-Parameter Schadi-
gungsmodell ableiten. Der resultierende allgemeine isotrope Schidigungstensor lautet:

D = dyoy T + dgey T, (3.34)

Fiir eine allgemeine anisotrope Darstellung hingegen erweist sich die Wahl geeigneter
Evolutionsgleichungen fiir den Tensor der konstitutiven Moduli als schwierig. Die Inter-
pretierbarkeit und die physikalische Bedeutung der einzelnen Tensorkomponenten stellt
bis heute ein ungelostes Problem dar. Eine elegante Motivation zur Herleitung anisotroper
Stoffgesetze liefert dagegen das Microplane Konzept, welches das dreidimensionale Ver-
halten auf eine einfache Materialbeschreibung auf charakteristischen Ebenen reduziert.
Das Microplane Konzept ist Gegenstand der nachfolgenden Kapitel.

3.4 Plastizitatstheorie

Einen alternativen Zugang zur Beschreibung des nichtlinearen Materialverhaltens bie-
tet die Plastizitétstheorie. Im Unterschied zur Kontinuumsschédigungsmechanik wird die
nichtlineare Spannungs-Dehnungsbeziehung der klassischen Plastizitétstheorie ausschlief3-
lich durch die Entstehung von irreversiblen Verformungen erzeugt. Dadurch bleiben die
elastischen Materialeigenschaften unbeeinflusst und die Entlastung erfolgt linear elastisch,
vergleiche hierzu Abbildung[3.1. Die Plastizitiatstheorie stellt ein allgemein akzeptiertes
Werkzeug zur Modellierung materieller Nichtlinearitdten dar, so dass auf eine ausfiihr-
liche Darstellung der Theorie verzichtet wird. Detaillierte Abhandlungen dieser Theorie
finden sich beispielsweise in den klassischen Werken von Hill [102] und Néddai [169] sowie
in neueren Arbeiten von Lemaitre & Chaboche [140], Lubliner [148|, Mandel [152], Miehe
[159] und Simo & Hughes [203].

In der Plastizitéatstheorie muss zwischen der Deformationstheorie, die auf Hencky [101]
zuriickgeht, und der von Prandtl & Reuss [199] vorgestellten Flieftheorie unterschieden
werden. In heutigen Plastizitatsformulierungen wird nahezu ausschliellich auf die Flie3-
theorie zuriickgegriffen. Bei diesem Ansatz wird unter der postulierten Annahme kleiner
Verzerrungen der Verzerrungstensor als auch dessen Ratenform additiv in einen elasti-
schen (reversiblen) und plastischen (irreversiblen) Anteil zerlegt.

€=¢€"+ ¢! €= €l 4 & (3.35)
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Somit lésst sich nach Lubliner [148] die freie Energie ¢ in einen elastischen ¥7** und
einen plastischen Anteil W7 aufspalten und in Abhéngigkeit der Gesamtverzerrungen
€ sowie der internen Variablen o = {€”!, K™%} angeben. Die internen Variablen werden
durch die plastischen Verzerrungen und die Ver- bzw. Entfestigungsvariablen représen-
tiert.

ymac(e, €l M) = % (e — €] : €7 [e — €] + W“(K™) (3.36)
W7 charakterisiert ein noch nicht niher spezifiziertes Ver- bzw. Entfestigungsverhalten.
Den Standardargumenten von Coleman & Gurtin [54] bzw. Coleman & Noll [55] folgend,
liefert die Auswertung der Clausius-Duhem Ungleichung (2.7) folgende Definition der
Spannungen als thermodynamisch konjugierte Grofle zu den elastischen Verzerrungen

— _ gel . l
o Sl = v [e— €] (3.37)
und eine reduzierte Dissipationsungleichung.
aqjmac
DM =g & 4" R 20 mit g™ = (3.38)
K-Imac

Hierbei bezeichnet die Variable ¢ die thermodynamische Kraft zur konjugierten Ver-
festigungsvariablen k™.

Die Fliefifunktion 7%, die sich als Differenz der Vergleichsspannnung ¢7*“ und einer
dquivalenten Fliespannung o7'*¢ ergibt, und somit die zuldssigen von den unzuldssigen

Zustanden abgrenzt, wird {iblicherweise spannungsbasiert definiert.

mac mac

= (0,4M) — oy (g™*) <0 (3-39)

Selbstversténdlich sind auch im Verzerrungsraum definierte Plastizitéitsformulierungen
denkbar, siehe beispielsweise Khan & Huang [119] und Naghdi & Trapp [171]. Diese
werden jedoch selten angewendet und sollen hier nicht weiter behandelt werden.

Die Dissipationsungleichung (3.38) kann nach Luenberger [149] unter Anwendung des
Postulats vom Maximum der Dissipation in ein mathematisches Optimierungsproblem mit
der Flieibedingung (3.39) als Nebenbedingung, die iiber einen Lagrange-Parameter Jmac
in die Formulierung einflieft, {iberfiihrt werden. Wobei Amac iiblicherweise als plastischer
Multiplikator bezeichnet wird. Dies fithrt auf folgende Stationaritétsbedingung.

L£mee — _pmac )'\mac (I);r;ac e épl _ qmac CRMmec )'\mac [gpz;ac _ O,;?/lac} —s stat (340)

mac

¢ werden die Definitionen

Unter Beriicksichtigung eines plastischen Potentials CIDZ}“C* =0
fiir die Evolutionsgleichungen der internen Variablen

-pl __ \mac . o a@;’;ac ..mac __ \mac 8(1)22“10
" =\"""m mit mi=— und K™=\ Bgmac (3.41)
o qmec

sowie die Be- und Entlastungsvorschriften in Form der Karush—Kuhn—Tucker Bedingun-
gen und die Konsistenzbedingung aus obiger Stationaritdtsbedingung gewonnen.

OISO NS0 Qe A =0 By AT = 0 (3.42)
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Die Auswertung der Konsistenzbedingung liefert die Evolutionsgleichung des plastischen
Multiplikators A™¢,

: n:&%:¢ oPpmac
mac __ : _ p
AT = proTe o mit n=— (3.43)
n:& :m— aquc . Hmac . aqpmac

wobei der Tensor n den Gradienten der Flieifliche bezeichnet.

Der Verfestigungsmodul H™* lasst sich aus der Ratenform der zur Verfestigungsvaria-
blen k™ konjugierten Variablen "¢ bestimmen. Grundsétzlich wird zwischen einem
isotropen und einem kinematischen Ver- bzw. Entfestigungsgesetz unterschieden.

aqmac

qmac — Jfmac . gmac mit Hmee —
aKlmac

(3.44)

pl

Die Ratenbeziehung zwischen den Spannungen und Verzerrungen o = &}, : € liefert die

Definition des vierstufigen plastischen Materialtensors 8%”.

El' - men: EY

pl  _ gel
8150/71 - 8 - 8(I>rr;ac rr;ac* (345)
n:€:m— aga Hmac . Bgmac

Aufgrund der Herleitung iiber das Postulat vom Maximum der Dissipation entspricht die
Richtung des plastischen Flusses m dem Gradienten der FlieSfliche n, d. h. m = n, und
es ergeben sich symmetrische plastische Materialtensoren. Dies fiihrt auf eine assoziier-
te FlieBregel und wird auch als Normalenregel bezeichnet. Weiterhin wird dadurch von
der Forderung nach Konvexitédt der FlieBfliche ausgegangen. Im allgemeinen Fall einer
nicht—assoziierten Fliefregel wird jedoch das plastische Potential @ﬁ“* unabhéngig von
der FlieBflache @739 definiert.

Auf die Charakterisierung der unterschiedlichen FlieBflichen und der plastischen Poten-
tiale soll an dieser Stelle verzichtet werden. Es sollen in diesem Zusammenhang nur die
klassischen Versagenskriterien von Drucker—Prager [80], Mohr [162], Mohr—Coulomb [162],
Tresca [219] und von Mises [223] erwihnt werden. Eine Zusammenstellung weiterfithrender
Versagenskriterien findet sich in Chen & Saleeb [51] und Jirdsek & Bazant [112].

3.5 Kopplung von Schidigung und Plastizitit

Waéhrend Schidigungsmodelle sich aus der Entstehung von Mikrorissen und deren Zu-
sammenschluss zu Makrorissen motivieren, griindet sich die Plastizitédtstheorie auf die
durch einen Gleitvorgang entstehenden irreversiblen Verzerrungen. Die in dieser Arbeit
untersuchte Materialklasse weist beide Phdnomene auf, wodurch es zu einem komplexen
Zusammenwirken einer Degradation der elastischen Festigkeitseigenschaften mit irreversi-
blen Verzerrungen kommt. Dadurch bewegen sich die Entlastungskurven zwischen denen
der beiden Extremfélle (reine Schidigung und reine Plastizitét) in Abbildung 3.1. Dieses
Materialverhalten ldsst sich insbesondere durch eine Kopplung der Kontinuumsschéadi-
gungsmechanik aus Abschnitt[3.3 mit der Plastizitdtstheorie aus Abschnitt 3.4 modellie-
ren. Der Klassifizierung von Jirdsek [111, 112] folgend lassen sich zumindest zwei unter-
schiedliche Ansétze zur Modellierung der Kopplung von Schiadigung und Plastizitdat in
der Literatur unterscheiden. Der erste Ansatz geht auf die Arbeiten von Simo & Ju [204]
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und Ju [114] zuriick und basiert auf dem Konzept der effektiven Spannungen. Anstelle
der Annahme eines rein elastischen Basismaterials, wie bei reinen Schiadigungsmodellen,
ist prinzipiell jedes andere Stoffgesetz fiir das Basismaterial denkbar, beispielsweise wie
im vorliegenden Fall die Plastizitdt. Bei der zweiten Moglichkeit wird ein bestehendes
Schadigungsmodell durch zusétzliche permanente Verzerrungen, die {iber ein Evolutions-
gesetz dhnlich einer Fliefiregel bestimmt werden, ergénzt. Diese Beschreibungsweise wurde
von Ortiz [174] vorgeschlagen und von Yazdani [229, 230] weiterentwickelt. Eine sehr gu-
te zusammenfassende und allgemeine Beschreibung der Kopplung von Schiadigung und
Plastizitiit bietet die Ubersichtsversffentlichung von Marotti de Sciarra [153], aus der sich
einige der gingigsten Formulierungen, wie die von Borino, Fuschi & Polizotto (37|, Han-
sen & Schreyer [96], Ju [114], Mazars & Pijaudier—Cabot [155] und Zhu & Cescotto [231],
ableiten lassen.

Im Folgenden soll auf den Ansatz von Ju [114] zuriickgegriffen werden. Dabei wird davon
ausgegangen, dass die Schiadigungsbedingung im Verzerrungsraum definiert ist, da laut
Ju [114] eine spannungsbasierte Schidigungsformulierung bei Beriicksichtigung plastischer
Effekte physikalisch nicht sinnvoll erscheint. Auf der anderen Seite findet plastisches Flie-
Ben im geschadigten Material merklich frither statt als im ungeschéidigten Material. Aus
diesem Grund wird die Plastizitdat im effektiven Spannungsraum formuliert.

Da es sich bei der folgenden Materialformulierung um eine Kombination eines Schéadigungs-
und Plastizitdtsmodell handelt, gelten dieselben Annahmen wie fiir die beiden Einzel-
modelle. Entsprechend Gleichung (3.35) werden die Verzerrungen in einen elastischen und
plastischen Anteil zerlegt. Der Vektor der internen Variablen lésst sich durch die internen
Variablen der Einzelmodelle beschreiben, so dass a = {€?!, k™ d™%} gilt. Ausgangs-
punkt fiir die Herleitung des gekoppelten Materialmodells stellt die freie Energie W™
dar. Um nun sowohl Schidigungs- als auch FlieBmechanismen zu beriicksichtigen, wird
folgende freie Energie betrachtet,

\Ijmac(g Epl’ ,{mac7 dmac) _ [1 _ dmac]\ll*mac<€7 6pl’ Rmac) (346)

wobei W*(e, €, k) = WI*(€, €) + W719°(k™) der freien Energie des reinen Plas-
tizitdtsmodells des vorigen Abschnitts entspricht und sich dementsprechend additiv in
einen elastischen und einen plastischen Anteil zerlegen lasst.
Die Definition der konstitutiven Spannungen ergeben sich, entsprechend den Argumenten
der Thermodynamik nach Coleman & Gurtin [54] bzw. Coleman & Noll [55], wiederum
aus der freien Energie als konjugierte Variable zu den elastischen Verzerrungen.
a\ljmac
o=—=[—d"E": & 3.47
e (3.47)
Weiterhin ergeben sich die thermodynamischen Krifte der Schadigung und Plastizitéat als
konjugierte Groflen zu den internen Variablen,
a\llmac a\I/mac a\llmac

ymac ._ — rmac. — mac . _ 3.48
Odmac ’ o Oer! q OKrmac ( )

die im Falle der Schidigung als Energiefreisetzungsrate identifiziert wird. Damit ldsst sich
eine reduzierte Dissipationsungleichung als Produkt der thermodynamischen Kréifte mit
der Rate der konjugierten internen Variablen angeben.

DM — o - épl + qmac . fgmac y ymac dmac > () (349)
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In Analogie zu den beiden Einzelmodellen wird der Schadigungs- bzw. Plastizitdtsprozess
durch eine Schadigungsfunktion @3¢ bzw. Fliefbedingung ®7;* bestimmt.

(bgnac — ¢mac(nmac) _ dmCLC S O q)z;ac — (p;TlLaC(&’ qmac) o O_;?/lac(qmac) S O (350)

Wie schon erwéhnt, ist die Schadigungsfunktion im Verzerrungsraum definiert, wobei die
aquivalente Verzerrung 1™ durch die Energiefreisetzungsrate Y charakterisiert wird.
Des Weiteren ist die FlieSbedingung im effektiven Spannungsraum formuliert. Zusétzlich
zu den effektiven Spannungen, die als mit der geschédigten Fléache gewichteten nominellen
Spannungen verstanden werden konnen, wird auch die zur Verfestigungsvariablen k™%
konjugierte Variable g™ im effektiven Spannungsraum dargestellt.

~ o ~ qmac
— mac . L 3.51
g 1— dmac q 1— dmac ( )
Wiederum lésst sich mit Hilfe der reduzierten Dissipationsungleichung (3.49) in Verbin-
dung mit dem Postulat vom Maximum der Dissipation ein mathematisches Optimierungs-
problem mit der Schidigungsfunktion und der FlieBbedingung (3.50) als Nebenbedingun-
gen aufstellen. Daraus ergibt sich folgende Stationaritéitsbedingung.

Emac — _Dmac _|_ )’\mac @Z’ZL(ZC + ,_-}/mac @;nac N Stat (352)

Die Losung dieses Optimierungsproblems liefert die Evolutionsgleichungen fiir die internen
Variablen der Schidigung d™ und der Plastizitit € und ™ unter Beriicksichtigung
eines plastischen Potentials @;’}“C* = @mac

pl
. a mac Lmac Lmac 8<I)m“c*
dmac — ,;)/mac azﬁmac : épl =\ m fmac — a;;ﬁwc (353)

Hierbei bezeichnet A den effektiven plastischen Multiplikator, m die Richtung des
plastischen Flusses und n den Gradienten der Flielfliche im effektiven Spannungsraum.
~mac )'\mac 8@77@0* 8(1)";“0

1 — dmac do do (3:54)
Des Weiteren liefert die Losung des Optimierungsproblems die Karush-Kuhn-Tucker Be-
und Entlastungsbedingungen und die Konsistenzbedingungen des Schiadigungs- bzw. Plas-
tizitdtsprozesses in gewohnter Form.

q)mac < O L, mac > 0 q)mac S, mac — O ; q')mac J,mac — O
d B ’Zmac B d ,Zmac . d ’Zmac (3.55)
o < 0 A>0 prec X =0 dmee N = 0

Die Auswertung der Konsistenzbedingungen liefert unmittelbar die Evolutionsgleichungen

Lmac

der Lagrange-Multiplikatoren der Schadigung 4™ und der Plastizitdat A |

) . Lmac n:E: €
fymac = Ymac )\ = opmac mac* (356)
ﬁ:gel:m_#rlmc'Hmac'#lnu

wobei H™ den Verfestigungsmodul beschreibt. Dieser ergibt sich aus der Ratenform der
zur Verfestigungsvariablen konjugierten effektiven Variablen g™*°.

8~mac
q — Hmac 5 klmac mit Hmac _ q
a’imac

(3.57)
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In Analogie zum reinen Schédigungsmodell erhélt man nach Simo & Ju [204] und Ju [114
eine direkte Bestimmungsgleichung fiir die Schidigungsvariable,

dmac — gbmac(,ymac) mit ,ymac :_golgt}iT(Ymac(t)7 ,y'ré’bac) (3.58)
so dass 7™ als Geschichtsparameter identifiziert werden kann. Dieser ergibt sich wieder-
um als der in der Belastungsgeschichte maximal erreichte Wert der dquivalenten Verzer-

rung, die hier der Energiefreisetzungsrate entspricht.
Mit Hilfe der Gleichung (3.47) lasst sich die Rate der Spannungen wie folgt angeben.

o=[1—-d" 6 —d" & (3.59)
Diese Ratenbeziehung fiihrt auf die Bestimmungsgleichung fiir den Materialtensor Sffn =
do / de der gekoppelten Schiadigungs- und Plastizitétsformulierung.
gel “m n: gel Hpmac ~ ~
gtdgn _ [1 . dmac] gel o ® _ _ ¢ FR6
~ - opmac gpmac O~mac
n:gelim—%-ﬂm‘w- ~p7lnac ’7
g oq (3.60)
$ 00 oy g 22 5oed s
Orymac . oqm f el g — 22 prmac . o2y
. . 8qmac mac

Die erste Zeile des Materialtensors des gekoppelten Modells setzt sich aus den Materi-
altensoren der Einzelmodelle (3.27) und (3.45) zusammen. Der grofie Klammerausdruck
der ersten Zeile entspricht dem Materialtensor des reinen Plastizitdtsmodells mit dem Un-
terschied, dass dieser Ausdruck beim gekoppelten Modell im effektiven Spannungsraum
formuliert ist. Die zweite Zeile enthélt sowohl Anteile der Schadigung als auch Anteile der
Plastizitédt und spiegelt somit die Kopplung der beiden Einzelmodelle wieder.

Modellproblem: Einaxialer Zug

Das Materialverhalten des kombinierten Schiadigungs- und Plastizitdtsmodells wird am
Beispiel des einaxialen Zuges eines Einheitswiirfels mit der Kantenldnge 1 mm im ebenen
Verzerrungszustand verdeutlicht. Bei diesem Modellproblem werden die elastischen Para-
meter zu F = 30000 N/mm? und v = 0.2 gewiihlt. Weiterhin wurde das klassische von

Mises Kriterium als FlieBfunktion angenommen, so dass ¢;“ = /3 Jy — oy +qm*e < 0.

Hierbei bezeichnet J, die zweite Invariante der effektiven deviatorischen Spannungen. Es
wird von einem linearen Verfestigungsverhalten mit ¢"* = —H k™% ausgegangen. Der
Anfangswert der FlieBspannung wurde zu o' = 1.2 N/mm? gewihlt. Des Weiteren wird
eine Schiadigungsentwicklung nach Peerlings, de Borst, Brekelmans & de Vree [184] mit
dmC = 1 — e /4™l — ™€ + % exp| M5 —4™*]]] angenommen. Die zugehori-
gen Parameter werden zu 5" = 30, o = 0.95 und 7" = 0.0065 gewahlt, so dass
plastisches Flieen und die Schiadigung des Materials nahezu gleichzeitig einsetzen. Die
dquivalente Verzerrung wird nach Simo & Ju [204] in Abhéngigkeit der Verzerrungsenergie
definiert. Dabei werden im Folgenden zwei Fille unterschieden. Die dquivalente Verzer-
rung kann entweder als Funktion der elastischen Verzerrungen 1™ (e) := Ve : £ : €9
oder der totalen Verzerrungen 7% (€) := Ve : £ : € angegeben werden.

Abbildung 3.2} links, zeigt die resultierenden Materialantworten fiir reine Schiadigung
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F[N] F[N]

1.00 - 1.00 ||

0.75 - 0.75 -

0.50 - 0.50 -

025 - 025 -

O-OO T T T 0.00 T T T
0.0 0.00025 0.0005 u[mm] 0.0 0.00025 0.0005 u[mm]

Abbildung 3.2: Last—Verschiebungsdiagramme fiir den einaxialen Zug

(dam), kombinierte Schidigung und Plastizitit basierend auf den elastischen 7™¢(e)
oder den totalen Verzerrungen n™®“(e) mit einem Verfestigungsmodul von H = E. Ein
Vergleich zeigt, dass die Antwort fiir n™¢(e) eine hohere Duktilitiit gegeniiber den ande-
ren Antworten aufweist. Dies ist auf das langsamere Anwachsen der elastischen Verzerrun-
gen im Vergleich zu den totalen Verzerrungen zuriickzufithren. Die Entlastungspfade der
beiden gekoppelten Modelle weisen sowohl irreversible Dehnungen als auch eine Reduk-
tion der Festigkeiten auf. Da fiir () die Schidigung durch die effektiven Spannungen
bestimmt wird, kommt es zur gleichen Steifigkeitsreduktion wie beim reinen Schadigungs-
modell.

Das rechte Diagramm in Abbildung 3.2 zeigt zusétzlich die resultierenden Antworten mit
einem Verfestigungsmodul von H = 0.2F, H = F und H = 5E. Es ist deutlich die
Tendenz erkennbar, dass sich die Antworten von 1™ (e“) und 7™%(€) mit steigendem
Verfestigungsmodul der Losung der reinen Schidigung (dam) nihern.
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Kapitel 4

Microplane Theorie

“Wir bezeichnen mit A einen Punkt des Korpers,
dessen Zustand inbetracht gezogen werden soll, und |Fig.1.
denken uns zu diesem Zweck eine unendlich kleine
Kugel vom Mittelpunkte A aus dem Korper heraus-
geschnitten. Die Gesamtheit der Spannungen aller
Oberflichenelemente dieser Kugel, die in unendlicher
Vergrifserung in Fig. 1 abgebildet ist, bildet den Span- e
nungszustand des Korperpunktes A.” [162]

Otto Mohr (1835-1918) [170

P -4
SN ]

4.1 Einfiihrung

Wenn auch fiir eine breite Klasse von Materialien im elastischen Bereich die Annahme
einer isotropen Materialantwort gerechtfertigt erscheint, so ist diese Materialeigenschaft,
falls Materialien inelastisches Verhalten zeigen, nicht langer beobachtbar. Die Entwicklung
von Mikrorissen und deren Zusammenschluss zu Makrorissen in quasi—sproden Materialien
wie Beton sowie das plastische Flieflen kristalliner Materialien ist ein richtungsabhéngi-
ger Prozess. Die realistische Wiedergabe dieser Anisotropien fithrt im Rahmen der klas-
sischen Plastizitéitstheorie oder Schiadigungsmechanik zu komplexen dreidimensionalen
Materialmodellen, deren Materialparameter nur sehr schwer sinnvoll identifizierbar sind.
Im Gegensatz dazu liefert die Microplane Theorie eine elegante Motivation zur Herleitung
anisotroper Stoffgesetze mit einer natiirlichen Interpretierbarkeit der zugehorigen Materi-
alparameter bei einfachen konstitutiven Gesetzen auf den einzelnen Materialebenen. Aller-
dings konnte in den letzten Jahren festgestellt werden, dass die vereinfachte Annahme von
einaxialen (,,entkoppelten) Stoffgesetzen in Microplane Formulierungen nicht ausreichend
ist, um das komplexe makroskopische Antwortverhalten von kohésiven Reibungsmateria-
lien realistisch darzustellen. Dies duflert sich beispielsweise darin, dass diese Microplane
Formulierungen nicht in der Lage sind, den so genannten Reynoldseffekt wiederzugeben,
dessen natiirliche Konsequenz die fiir Beton charakteristische Volumendilatation [136] ist.
Die These, dass dies allein durch den Homogenisierungsprozess gewahrleistet wird, kann
damit nicht aufrechterhalten werden. Zur Beschreibung des Materialverhaltens von Beton
ist es daher zwingend notwendig, analog zu makroskopischen Materialmodellen, die un-
terschiedlichen Stoffgesetze der einzelnen Komponenten zu verkniipfen. Dies wurde bisher

29
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nur im schwachen Sinne einbezogen, siehe Carol, Prat & Bazant [46]. Allerdings reichen
beim Microplane Modell, im Gegensatz zu makroskopischen Materialmodellen, einfache
(,isotrope®) Stoffgesetze auf den einzelnen Ebenen zur Beschreibung des makroskopisch
anisotropen Materialverhaltens aus.

Im Folgenden wird kurz auf die wichtigsten Eckpunkte der Geschichte der Microplane
Theorie eingegangen. Zusétzlich werden die neuesten Entwicklungen und Erkenntnisse
der Microplane Theorie aufgezeigt. Ein detaillierter zeitlicher Uberblick findet sich bei-
spielsweise in Bazant & Planas [28] und Kuhl [123]. Der Begriff ,, Microplane“ wird heute
unweigerlich mit den Namen Bazant in Verbindung gebracht, der diesen Begriff Mitte der
1980er Jahre einfiihrte. Dabei ist die Idee der Charakterisierung des Materialverhaltens
auf verschiedenen Materialebenen schon iiber hundert Jahre alt und geht auf obiges Zitat
von Mohr [162] zuriick. Taylor [215] wandte diese Idee auf das plastische Flielen kristal-
liner Materialien an. Dies fiihrte spéater auf die Entwicklung der Gleitebenentheorie im
Rahmen der Kristallplastizitit, siehe Batdorf & Budiansky [11]. Allerdings wurde dieses
Konzept erst gegen Ende der 1980er Jahre von Bazant et al. [21, 24| im Rahmen der
Schadigungsmechanik umgesetzt. Das daraus resultierende Microplane Modell von Bazant
& Prat [30] bildete die Grundlage fiir zahlreiche weiterfithrende Arbeiten. Die Motivati-
on, diese Idee auf die Modellierung quasi—sproder Materialien anzuwenden, basiert auf der
Vorstellung, dass auch Beton zwischen den festen Zuschldgen und dem weichen Zement-
stein ausgezeichnete Ebenen in Form von Grenzschichten besitzt, vergleiche Abbildung
4.1. Wéhrend die Modelle der Gleitebenentheorie die statische Projektion (Static Con-
straint) verwenden, basiert das Microplane Konzept auf der kinematischen Projektion,
den so genannten Kinematic Constraint. Dies ist auf die Schwierigkeiten der statischen
Projektion bei der numerischen Umsetzung und der Modellierung der in kohésiven Rei-
bungsmaterialien auftretenden Versagensmechanismen zuriickzufiithren. Die kinematische
Projektion liefert in diesem Zusammenhang die gewiinschte erforderliche numerische Sta-
bilitdt. Des Weiteren eignet sich das Microplane Modell, verglichen mit makroskopisch
orientierten Stoffgesetzen, insbesondere fiir die Darstellung des Versagensverhaltens von
Beton unter Druckbeanspruchung, sieche Ozbolt, Mestrovic, Li & Eligehausen [178]. In
jingster Zeit konnten die Effekte der MikrorissschlieBung und die Hystereseeffekte unter
zyklischer Belastung erfolgreich simuliert werden, vergleiche Ozbolt et al. [175, 177]. Carol
& Bazant [42] ist es gelungen die urspriinglichen Microplane Modelle, die auf die Modellie-
rung von Schidigung beschréankt sind, im Rahmen einer anisotropen Plastizitédtstheorie zu
formulieren. Dieser Ansatz wurde von Brocca & Bazant [39] und Kuhl, Ramm & Willam
[131] erfolgreich auf die Metallplastizitéit iibertragen. Dabei konnten auch erste Erfolge
zur Ermittlung der Materialcharakteristiken der Mikroebenen im Rahmen dieser Plasti-

Abbildung 4.1: Motivation des Microplane Modells fiir kohésive Reibungsmaterialien
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zitdtsformulierungen aus makroskopischen Versagensphénomenen erzielt werden. Das von
Jirdsek [110, 111] vorgeschlagene Microplane—basierte Kontinuumsschiadigungsmodell ver-
sucht eine Briicke zwischen Microplane und klassischen Schiadigungsmodellen zu schlagen.
Dieses Modell basiert im Unterschied zu den Microplane Schiadigungsmodellen, die im All-
gemeinen auf der Verzerrungséquivalenz griinden, auf der Annahme der Energiedquivalenz
und wird in zahlreichen weiterfithrenden Arbeiten von Jirdsek [93, 181] verwendet.
Durch die Einfiihrung des Stress—Strain Boundary Konzeptes von Bazant et al. [31] konn-
te ein Modellfehler des Basismodells, der von Jirdsek [109] aufgezeigt wurde, behoben
werden. Weitere Modifikationen fiihrten auf das kiirzlich préasentierte Microplane Modell
M4, [19, 112]. Dieses Microplane Modell erzielt exzellente Ergebnisse bei der Modellierung
versagensinduzierter Anisotropie in Beton und Fels, siehe [20, 32, 40, 41]. Weiterhin wurde
dieses Modell zur Modellierung hochfesten Betons eingesetzt, [92].

Da die bisherigen Modelle dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik nicht geniigten,
wurden in der jiingeren Vergangenheit intensive Bemiihungen unternommen, eine fundier-
te mechanische Basis fiir dieses Modell zu finden. So konnte das Microplane Konzept in
eine thermodynamisch konsistente Theorie eingebettet werden, [44, 123 132]. Die bisheri-
gen Microplane Modelle weisen, wie von Kuhl & Ramm [128] und Leukart & Ramm [143]
gezeigt wurde, weitere mechanische Defizite auf. Deshalb wurde von Leukart & Ramm
[143] an einer mechanisch sinnvolleren Basis fiir Microplane Modelle gearbeitet, die die
bekannten Defizite der bisherigen Ansétze beheben. Zusétzlich spiegeln sich damit ma-
kroskopische Effekte direkt auf der Mikroebene wieder, [142].

Um kontinuumsmechanische Untersuchungen im Rahmen der Finite Element Methode
auch im Entfestigungsbereich zuverlassig durchfithren zu kénnen, wurde das Microplane
Konzept von Kuhl, Ramm & de Borst [126, 127, 129] um eine geeignete Regularisie-
rungsstrategie im Sinne eines Gradientenkontinuums [1, 2] erweitert. Weiterhin wurde
von Tikhomirov [216] gezeigt, dass sich die Ideen des Microplane Konzeptes auf natiirli-
che Weise auf die Modellierung des Verbundverhaltens von Stahlbeton iibertragen lassen.
Mit Hilfe der Diskrete Element Methode konnten in den vergangenen Jahren zusétzlich
wesentliche Erfahrungen bei der Modellierung kohésiver Reibungsmaterialien gesammelt
werden, sieche D’Addetta et al. [61,62, 63]. So konnten {iber einen theoretischen Vergleich
zwischen einem diskontinuierlichen Modell und dem Microplane Modell bemerkenswerte
Ahnlichkeiten aufgezeigt werden, vergleiche Kuhl et al. [123, 124] und Ramm, D’Addetta
& Leukart [195,196].

In jlingster Zeit wurden erste Versuche unternommen, das Microplane Modell hinsichtlich
finiter Deformationen zu erweitern, [17, 40]. Allerdings ist es bis heute noch nicht gelungen,
eine einheitliche und allgemein akzeptierte Theorie zur Beschreibung finiter Deformatio-
nen mit dem Microplane Modell bereitzustellen. Ein vielversprechender Ansatz in dieser
Richtung findet sich in der jiingsten Arbeit von Carol, Jirdsek & Bazant [45].

In der Literatur finden sich weitere Materialformulierungen, die das Materialverhalten in
verschiedene Richtungen charakterisieren. Zu erwéhnen wiren in diesem Zusammenhang
die so genannten Multilaminate Modelle [191,233], der Critical Plane Approach [164,
und der N-Directional Approach [5, 198]. Eine dem Microplane Modell verwandte For-
mulierung wurde kiirzlich von Lulei [150] zur Modellierung gummiartiger Polymere, bei
denen die Richtung der Ebenen durch die Ausrichtung der Polymerketten vorgegeben ist,
vorgestellt. Ein weiteres Microplane—dhnliches Modell geht auf Fichant, la Borderie &
Pijaudier-Cabot [85, 86] zuriick.

Die Philosophie des Microplane Modells lasst sich sehr gut in die Philosophie der Fini-
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te Element Methode integrieren, vergleiche Abbildung 4.2l Die Finite Element Methode
stellt dabei eine Diskretisierung des Raumes dar, wihrend das Microplane Modell zusétz-
lich am Materialpunkt eine Diskretisierung iiber alle Raumrichtungen wiedergibt. Diese
Diskretisierungszusammenhénge sind zur Verdeutlichung in Abbildung 4.3 skizziert. Bei
beiden werden Energieprinzipien genutzt um Gleichgewichtsbeziehungen und Steifigkei-
ten abzuleiten. Wéhrend bei der Finite Element Methode, basierend auf einem reinen
Verschiebungsansatz, das PvV verwendet wird, werden beim Microplane Modell fiir den
Homogenisierungsprozess Energieprinzipien herangezogen, auf die im Folgenden noch de-
taillierter eingegangen wird. Weiterhin léasst sich das Microplane Modell durch die Ver-
wendung der kinematischen Projektion gut in das Finite Element Konzept integrieren.
Denn bei der Finite Element Methode wird die Kinematik {iber die Ansatzfunktionen be-
schrieben, wihrend beim Microplane Modell die Kinematik der Raumrichtungen iiber die
kinematische Projektion bestimmt wird. Diese Zusammenhénge werden in Abbildung 4.2
verdeutlicht. Dort ist zusétzlich das typische Vorgehen bei klassischen makroskopischen
Materialmodellen, wie die in Kapitel 3/ hergeleiteten, gestrichelt angedeutet.

Die Microplane Theorie ldsst sich in drei Schritte aufteilen, Abbildung [4.2. Der erste
Schritt stellt die Projektion dar. Um die makroskopischen Verzerrungen mit deren Ge-
genstiick auf der Mikroebene in Verbindung zu bringen, wird im Folgenden die kine-
matische Projektion benutzt. Die kinematische Projektion geht davon aus, dass die Mi-
croplane Verzerrungen dem projizierten makroskopischen Verzerrungstensor entsprechen.
Somit erhélt man die Verzerrungskomponenten der einzelnen Ebenen als Projektion des
makroskopischen Verzerrungstensors. Im Gegensatz dazu werden bei der statischen Pro-
jektion die Spannungen projiziert. Auf diesen Schritt wird im folgenden Abschnitt noch
verstirkt eingegangen. Der zweite Schritt umfasst die Definition von konstitutiven Geset-
zen auf der Mikroebene. Der Hauptvorteil des Microplane Modells liegt in der Einfachheit

FINITE ELEMENTE MAKROEBENE MIKROEBENE

Makroskopische Verzerrungen Microplane Verzerrungen

Knotenver- c
schiebungen

Kinematik

— _ Klassische Modelle ' Konst. Gleichungen

o

Makroskopische Spannungen Microplane Spannungen

Steifigkeiten
Knotenkrafte

Abbildung 4.2: Microplane Theorie basierend auf der kinematischen Projektion
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REALES PROBLEM FINITE ELEMENTE MIKROEBENE

& Diskretisierung

- Yo ] ST
‘Y .

Diskretisierung der

2

Raumrichtung

Abbildung 4.3: Diskretisierung des Raumes und der Raumrichtungen

dieser konstitutiven Gesetze, da im Gegensatz zu makroskopischen Modellen einfachere
Beziehungen zwischen den einzelnen Microplane Verzerrungs- und Spannungskomponen-
ten ausreichen. Bisher wurden in den meisten Microplane Versionen nur unidirektionale
Stoffgesetze angenommen, vergleiche Bazant & Prat [30], Carol, Prat & Bazant [46] und
Kuhl [123]. Im letzten Schritt, welcher einem Homogenisierungsprozess am Materialpunkt
entspricht, wird aus den Spannungen auf der Mikroebene die makroskopische Spannungs-
antwort gewonnen. In fritheren Microplane Formulierungen wurde die makroskopische
Spannungsantwort durch einen Homogenisierungsprozess erhalten, der auf dem Prinzip
der virtuellen Arbeit (PvA) basierte, vergleiche Bazant & Gambarova [21|, Bazant &
Prat [30], Carol & Bazant [42], Carol, Bazant & Prat [43] und Carol, Prat & Bazant [46].
Es wurde postuliert, dass die makroskopische virtuelle Arbeit an einem Materialpunkt
der virtuellen Arbeit aller Mikroebenen dieses Materialpunktes entspricht. Dies hatte zur
Folge, dass einige Microplane Modelle die Einhaltung des zweiten Hauptsatzes der Ther-
modynamik unter bestimmten Bedingungen nicht gewéhrleisten konnten. Zur Behebung
dieses Problems wurde kiirzlich von Carol, Jirdsek & Bazant [44] ein neues Konzept zur
Herleitung von Microplane Formulierungen vorgestellt. Dadurch konnte die thermodyna-
mische Konsistenz der resultierenden Microplane Formulierungen sichergestellt werden.
Dieses Konzept basiert auf der folgenden fundamentalen Annahme

3 )
Prmae — —/ medQ) (4.1)
47 Q
und erfordert die Existenz einer freien Energie ™ auf der Mikroebene. Das Integral von
U™ jiber alle Mikroebenen eines Materialpunktes entspricht dann der makroskopischen

freien Helmholtz Energie U?,

Bemerkung:

Um eine mit der Literatur konsistente Notation zu erhalten, wurden die Begriffe , Mi-
kroebene® und ,,mikroskopisch® verwendet, obwohl es sich beim Microplane Modell eher
um eine mesoskopische als eine mikromechanische Beschreibung handelt. Des Weiteren
werden makroskopische Grofien durch den Index (o)™ und Grofien auf der Mikroebene
durch den Index (e)™* charakterisiert.
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4.2 Microplane Kinematik

In den folgenden Abschnitten soll auf die geometrischen Beziehungen der Microplane
Formulierung und die damit verbundenen unterschiedlichen Moglichkeiten der Charak-
terisierung von Verzerrungskomponenten auf der Mikroebene eingegangen werden. Aus-
gangspunkt fiir alle Modelle bildet die kinematische Projektion. Dabei erhélt man den
Verzerrungsvektor t. auf der Mikroebene durch eine Normalprojektion des Verzerrungs-
tensors e.

t.=€en (4.2)

Im Laufe dieser Arbeit wird sich herauskristallisieren, dass die Wahl der Verzerrungskom-
ponenten auf der Mikroebene einen entscheidenden Einfluss auf die Beschreibung unter-
schiedlicher Materialeigenschaften mit dem Microplane Modell besitzt. Dabei finden sich
in der Literatur drei verschiedene Grundformen der Charakterisierung der Verzerrungs-
komponenten, vergleiche Leukart & Ramm [142,143]. Zum einen die traditionellen Splits,
der so genannte normal-tangentiale (N-T) [15, 21, 24] und volumetrisch-deviatorisch-
tangentiale (V-D-T) Split [30] und zum anderen der hier bevorzugte volumetrisch-deviato-
rische (V-D) Split [142,/143]. Im Folgenden sollen die Unterschiede und Gemeinsamkeiten
dieser drei Grundtypen und die Konsequenzen der jeweiligen Wahl der Komponenten fiir
die Modellierung mit dem Microplane Modell nédher beleuchtet werden.

4.2.1 N-T Split

Die natiirlichste Art und Weise einen Vektor, im vorliegenden Fall den durch die Nor-
malprojektion gewonnenen Microplane Verzerrungsvektor (4.2), zu zerlegen, ist die Auf-
spaltung in eine Normal- und Tangentialkomponente. Dies bildet die Grundlage des N-T
Splits, welcher nur auf zwei Verzerrungskomponenten auf der Mikroebene basiert, Abbil-
dung [4.4. Der Verzerrungsvektor wird dementsprechend in einen skalaren Normal- und
einen vektorwertigen Tangentialanteil zerlegt.

t.=€e-n=eyn+er (4.3)

Die Normal- ey und die Tangentialkomponente ey lassen sich aus einer Normal- und
Tangentialprojektion des Verzerrungstensors mit folgenden Gleichungen gewinnen.

eyn=N € er=T € (4.4)

Verzerrungen auf der Mikroebene Spannungen auf der Mikroebene

Abbildung 4.4: Modell mit Normal- und Tangentialkomponente
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Dabei bezeichnen N und T zwei- bzw. dreistufige Projektionstensoren, die eindeutig durch
die Normale der Mikroebene n und durch den vierstufigen symmetrischen Einheitstensor
Z°Y™ beschrieben werden.

N=n®n T=n-I%" -—nenen (4.5)

Bemerkung:
Ergénzend sei noch erwéhnt, dass die ersten Microplane Formulierungen nur die Normal-
komponente beriicksichtigten und somit den Tangentialanteil vernachlassigten, vergleiche
Bazant & Oh [24]. Auf den daraus resultierenden Normal (N) Split soll in dieser Arbeit
nicht ndher eingegangen werden, da er fiir die heutige Microplane Modellierung keine
Rolle spielt.

4.2.2 V-D-T Split

Der im vorigen Abschnitt vorgestellte N-T Ansatz war nicht in der Lage, innere Reibung
und somit das Verhalten von Beton im Druckbereich wiederzuspiegeln, obwohl er fiir
den Zugbereich sehr gute Ergebnisse lieferte. Deswegen stellten Bazant & Prat [30] einen
neuen Ansatz vor, der es nun ermoglichte, Beton unter Druckbeanspruchung erfolgreich zu
simulieren. Dieser so genannte V-D-T Split stellt die Basis fiir zahlreiche weiterfithrende
Microplane Formulierungen [19, 20, 31, 177] dar und ist heutzutage der gebrauchlichste
Split in Microplane Modellen. Die Grundidee des V-D—T Splits basiert auf einer Zerlegung
der Normalkomponente €y in einen volumetrischen ey, und einen deviatorischen Anteil €p.

eEN =€y +€p (4.6)

Somit setzt sich der Verzerrungsvektor aus drei Teilen zusammen, Abbildung 4.5.
te=|ey+ep|n+er (4.7)

Die drei Microplane Verzerrungskomponenten werden folgendermafien ermittelt:
ev =V 1€ ep=D:€ er=T:€. (4.8)

Ergénzend sei noch erwédhnt, dass sowohl die volumetrische als auch die deviatorische
Komponente nur in Normalenrichtung wirkt. Die zugehorigen Projektionstensoren sind
wie folgt definiert:

1 1
V:§1 D:n®n—§1 T=n-I""—-nnan. (4.9)
Verzerrungen auf der Mikroebene Spannungen auf der Mikroebene

Abbildung 4.5: Modell mit volumetrischer, deviatorischer und tangentialer Komponente
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Die vorgestellten Projektionstensoren besitzen gewisse Integrationseigenschaften, die fiir
die Homogenisierung der mikroskopischen Antwort auf der Makroebene von Bedeutung
sind. Wenn man deren vierstufiges Produkt entsprechend Kanatani [118] und Lubarda &
Krajcinovic [147| iiber den Raumwinkel €2 integriert, so erhélt man diese Beziehungen.

P[0V eV d = v
L[, D@D d0 = 2 e 10,
%fg N N dQ) = Ivol+%Idev

3 _ 3 gdev
T . T 40 = 8T

4.2.3 V-D Split

Die bisher beschriebenen Microplane Splits weisen, wie von Kuhl & Ramm [128] gezeigt
wurde, weitere mechanische Defizite auf. Eine detaillierte Abhandlung dieser Defizite und
eine Zusammenfassung der Figenschaften der unterschiedlichen Splits folgen in den kom-
menden Abschnitten. Hier sollen nur die wichtigsten Defizite und Eigenschaften als Mo-
tivation fiir die Einfithrung eines dritten Splits genannt werden. Wéhrend man mit dem
N-T Split nicht in der Lage ist, das gesamte Spektrum der Querdehnzahl darzustellen,
ist eine eindeutige Bestimmung der Microplane Elastizitdtskonstanten mit dem V-D-T
Split nicht moglich. Ein weiterer Nachteil des V-D-T Splits ist auf der Mehrdeutigkeit
der deviatorisch-tangentialen Projektion begriindet. Es konnte bei Untersuchungen des
Schadigungsmodells mit drei unabhéngig formulierten Schadigungsfunktionen von Kuhl
[123] beobachtet werden, dass es zu mehrfachen Be- und Entlastungsvorgingen einzel-
ner Komponenten kommt. Dies erm6glicht dem Modell zu viele Freiheiten und fiihrte zu
Problemen bei der numerischen Umsetzung. Um diese Freiheiten zu begrenzen, wird eine
Zusammenfiithrung dieser Komponenten vorgenommen. Diese Zusammenfithrung miindet
in dem so genannten volumetrisch—deviatorischen (V-D) Split. Des Weiteren wurde der
Mikro-Makro Ubergang zwischen den Microplane Formulierungen und den makrosko-
pischen Modellen nur durch weitere Annahmen ermdoglicht, wie beispielsweise die Ver-
nachléssigung der deviatorischen Komponenten beim Vergleich der Microplane Plastizitat
mit einer makroskopischen Plastizitatsformulierung, vergleiche Kuhl, Ramm & Willam
[131]. Dieser Mikro-Makro Ubergang stellt einen zentralen Punkt dieser Arbeit dar.

Als Folge der oben aufgefithrten Erkenntnisse wurde an einer mechanisch sinnvolleren
Basis fiir das Microplane Modell gearbeitet. Das Ergebnis stellt der V-D Split dar. Die-
ser Split ist in der Lage, die bekannten Defizite des N-T und V-D-T Splits zu beheben.
Zusétzlich spiegeln sich bei diesem Ansatz makroskopische Effekte direkt auf der Mikro-
ebene wieder. Zudem ist eine eindeutige Charakterisierung der volumetrischen und devia-
torischen Eigenschaften auf der Mikroebene moglich. Eine ausfiihrliche Beschreibung und
Herleitung dieses Splits findet sich in Leukart & Ramm [142, 143].

Bei vielen Materialien ist das volumetrische und deviatorische Antwortverhalten, sowohl
auf der Makro- als auch auf der Mikroebene, génzlich verschieden. Dies motiviert ei-
ne unterschiedliche konstitutive Charakterisierung der volumetrischen und deviatorischen
Spannungsantwort nicht nur auf der makroskopischen Ebene, sondern auch auf der Mi-
kroebene. Ahnlich wie der Split des makroskopischen Spannungs- und Verzerrungstensors
in der Kontinuumsmechanik bei Materialien mit ausgepriagt volumetrischem und deviato-
rischem Antwortverhalten, unterscheidet der V-D Split deshalb zwischen volumetrischen
und deviatorischen Eigenschaften auf der Mikroebene. Die kinematische Basis bildet die
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Verzerrungen auf der Mikroebene Spannungen auf der Mikroebene

Abbildung 4.6: Modell mit volumetrischer und deviatorischer Komponente

additive Zerlegung des makroskopischen Verzerrungstensors in einen volumetrischen und
deviatorischen Anteil entsprechend Gleichung (3.7). Im Gegensatz zu den Herleitungen
des N-T und V-D-T Split und zum besseren Verstindnis wird hier beim V-D Split nicht
der gesamte Verzerrungstensor, sondern der volumetrische und deviatorische Anteil ge-
trennt voneinander auf die Mikroebene projiziert. Um einer Verwechslung vorzubeugen,
soll darauf hingewiesen werden, dass das D im V-D—T Split nur den deviatorischen Anteil
in Normalenrichtung bezeichnet, wéahrend es im V-D Split den gesamten deviatorischen
Teil ausmacht. Dies fithrt analog zur Makroebene zu einer eindeutigen Zerlegung des
Verzerrungsvektors auf der Mikroebene in eine volumetrische €, und deviatorische Kom-
ponente €p, siche Abbildung 4.6. Anschlielend ist auch eine eindeutige Charakterisierung
der volumetrischen oy und deviatorischen Spannungen o p auf der Mikroebene moglich.
Es bleibt anzumerken, dass der umgekehrte Ablauf, d. h. wenn zuerst der ganze Verzer-
rungstensor auf die Mikroebene projiziert wird und im Anschluss daran die Zerlegung
des Verzerrungsvektors auf der Mikroebene in einen volumetrischen und deviatorischen
Anteil stattfindet, auf die gleichen Microplane Verzerrungskomponenten fiihrt.

t.=€e-n= |€, + €] m=L[l:€ln+ €4 n
€t deo) 5 [1:€l ¢ (4.11)
:[Vze]n—'—edev n = Eyn + €D

Die volumetrischen und deviatorischen Verzerrungsanteile auf der Mikroebene bestimmt
man mit Hilfe der Projektionstensoren V' und Dew aus folgenden Gleichungen.

ey =V i€ ep=t.—eyn=Dev:e€ (4.12)

Die Projektionstensoren lassen sich folgendermaflen charakterisieren:

1 1
V:§1 De’u:n-l'sym—gn-1®1:n-l'de”. (4.13)

Der deviatorische Projektionstensor Dewv ldsst sich in Abhéngigkeit der Normalen der
Mikroebene m und des vierstufigen deviatorischen Einheitstensors Z9v ausdriicken. Im
Gegensatz zum tangentialen Projektionstensor T' des N-T und V-D-T Splits, der eher
unhandlich wirkt, kann der deviatorische Projektionstensor Dewv somit sehr einfach be-
rechnet werden. Auflerdem ist die Transponierte des deviatorischen Projektionstensors
wie folgt definiert.

Dev' :=T% . n (4.14)

Es bleibt anzumerken, dass die volumetrische Verzerrungskomponente nur durch die Nor-
male charakterisiert wird, wahrend der deviatorische Verzerrungsvektor sich aus einer
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Normal- und Tangentialkomponente zusammensetzt. Ahnlich wie fiir den N-T und den
V-D-T Split lassen sich Integraleigenschaften fiir die Projektionstensoren des V-D Splits
angeben, vergleiche wiederum Kanatani und Lubarda & Krajcinovic [147].

26 V ©V d = I*

4.15

2 [, Dev’ - Dev dQ = I (4.15)
Die Microplane Verzerrungen des V-D Splits erfiillen zusétzlich folgende Gleichung, dhn-
lich wie eine entsprechende Gleichung des N-T und V-D-T Splits in [42].

€= i/Vev%—De'uT-eD aQ (4.16)
47 9)

Diese Gleichung kann leicht verifiziert werden, indem man die Gleichungen der kinema-
tischen Projektion (4.12) und die Integraleigenschaften der Projektionstensoren (4.15)
einsetzt.
Des Weiteren lassen sich, basierend auf der kinematischen Projektion, mit Gleichung
(4.16) Invarianten der Verzerrungen, auf die viele makroskopische Materialmodelle aufbau-
en, eindeutig in Abhéngigkeit der zugehorigen Verzerrungskomponenten auf der Mikro-
ebene angeben. Die ersten beiden Invarianten der makroskopischen Verzerrungen kénnen
eindeutig in Abhéngigkeit der Microplane Verzerrungskomponenten bestimmt werden.
L= e do=3 1:—32+3/1 - €p d (4.17)
1 ar v €v 2 €y . Q2€D €D .
Zusétzlich lasst sich die zweite Invariante des deviatorischen Verzerrungstensors ermitteln.
Diese hiingt nur von den deviatorischen Microplane Verzerrungen ab.

3
2J2:E/S;€D'€D d§) (418)

Die ermittelten Invarianten sind fiir eine rationale Definition der Microplane Stoffgesetze
sehr niitzlich. Allerdings gelten diese Gleichungen nur fiir den Fall, dass die kinematische
Projektion zugrunde gelegt wurde.

4.2.4 Zusammenhinge zwischen den einzelnen Splits

Bei den drei Grundformen der Charakterisierung von Verzerrungskomponenten auf der
Mikroebene handelt es sich um die geometrische Zerlegung des Verzerrungsvektors in ver-
schiedene Komponenten. Alle drei Grundformen gehen dabei vom selben Verzerrungsvek-
tor aus. Somit lassen sich alle Verzerrungskomponenten eines Splits in die Verzerrungs-
komponenten der anderen Splits durch geometrische Umformungen iiberfithren. Dieser
Sachverhalt ist in Abbildung [4.7 dargestellt. Allerdings hat die Festlegung der Verzer-
rungskomponenten und somit des Splits weitreichende Konsequenzen bei der Modellie-
rung bestimmter Stoffgesetze. Denn die Uberfithrung von Stoffgesetzen, die auf einem
bestimmten Split (z.B. dem V-D Split) basieren, in Stoffgesetze der anderen Splits ist
nur bedingt und wenn, dann nur durch zusétzliche Annahmen, moglich.

Es ist unmittelbar ersichtlich, dass der N-T und V-D Split mit den zwei Komponenten als
Untermenge im allgemeineren V-D—T Split mit seinen drei Komponenten enthalten sind.
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EN =€y + €p €Epn +€er = €p

ETZED—(ED'TL)'I’L

<

EN =€y +€p- TN

Abbildung 4.7: Uberginge zwischen den drei Grundformen

Die scheinbar grofleren Freiheiten und Mdéglichkeiten des V-D-T Splits bei der Definition
von Stoffgesetzen auf der Mikroebene bringen, wie schon erwéhnt, einige Probleme mit
sich und miissen gegebenenfalls beschrankt werden. Dies gilt vor allem bei Materialien
mit unterschiedlichen volumetrischen und deviatorischen Eigenschaften. Somit lassen sich
der deviatorische Verzerrungsvektor ep des V-D Splits und die normale Verzerrungskom-
ponente €y des N=T Splits in Abhéngigkeit der volumetrischen ey, deviatorischen ep und
tangentialen Komponenten ey des V-D-T Splits angeben.

€Ep = €pN + €7 EN = €y + €p (419)

Zusatzlich konnen der deviatorische Projektionstensor Dewv des V-D Splits und der nor-
male Projektionstensor IN des N-T Splits durch die Projektionstensoren des V-D—T Splits
ausgedriickt werden.

Dev=D®@n+T N=V+D (4.20)

Abschliefend wird kurz auf den Ubergang zwischen dem V-D und dem N-T Split einge-
gangen. Auch hier lassen sich die Verzerrungskomponenten des N-T Splits, die normalen
ey und tangentialen Verzerrungen er in Abhéngigkeit der volumetrischen e, und devia-
torischen Verzerrungen e€p des V-D Splits ausdriicken.

EN =€y +€p-N er =€p — (ep-n)n (4.21)
Fiir die Projektionstensoren ergibt sich folgender mathematischer Zusammenhang.

N =V +n- Dev T =Dev—n®(n-Dev) (4.22)

4.3 Thermodynamisch konsistentes Konzept fiir Mi-
croplane Modelle

Wie schon erwéahnt, basiert der Homogenisierungsprozess der fritheren Microplane Model-
le, die im Wesentlichen auf das Modell von Bazant & Prat [30] zuriickzufiihren sind, auf
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dem Prinzip der virtuellen Arbeit. Als Folge weisen diese Modelle zwei Nachteile auf. Zum
einen ist die Einhaltung des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik unter gewissen Be-
dingungen nicht notwendigerweise sichergestellt. Von Carol, Jirdsek & Bazant [44] wurde
gezeigt, dass bestimmte Lastzyklen bei diesen Modellen zu einer negativen Energiedissipa-
tion fithren. In anderen Worten war es mit diesen Modellen méglich Energie zu gewinnen.
Dies ist durch die phdnomenologische Wahl der konstitutiven Gesetze auf der Mikroebene
begriindet und somit auf der Tatsache, dass diese Gesetze nicht auf den Potentialeigen-
schaften einer freien Energie basieren. Aulerdem weisen diese Modelle eine unbegriindete
Unsymmetrie in der Materialtangente auf. Darauthin wurden in den vergangenen Jahren
intensive Bemiihungen unternommen, das Microplane Modell in eine thermodynamisch
konsistente Theorie einzubetten, vergleiche Carol, Jirdsek & Bazant [44]. Das daraus resul-
tierende universelle Konzept stellt eine thermodynamisch konsistente Methode bereit, um
konjugierte Microplane Spannungen zu definieren und somit zutreffende integrale Gleich-
gewichtsbeziehungen zu entwickeln. Dariiber hinaus wurde dieses Konzept von Kuhl [123],
Kuhl & Ramm [128] und Kuhl, Steinmann & Carol [132] auf die thermodynamisch kon-
sistente Herleitung von Microplane Konstitutivgleichungen erweitert. Die Hauptidee auf
der dieses Konzept basiert, ist die Einfiihrung einer freien Energiefunktion W™ auf jeder
Mikroebene. Die bereits vorgestellte fundamentale Annahme (4.1) fiihrt auf eine Mikro—
Makro Beziehung zwischen der freien Energiefunktion ¥ auf der Mikroebene und der
makroskopischen freien Helmholtz Energie W™, Da dieses Konzept in Abhéangigkeit des
zugrunde gelegten Splits (i. Allg. V-D-T Split) aufgestellt wurde, soll im Folgenden eine
Verallgemeinerung dieses Konzepts auf alle Splits vorgestellt werden. Dabei werden die
jeweils vom Split abhéngigen Groflen und Indizes durch Platzhalter ersetzt. Die Indizes
V, D und N, welche die volumetrischen, deviatorischen und normalen Verzerrungs- bzw.
Spannungskomponenten symbolisieren, werden durch den Platzhalter O ersetzt. Fiir die
Indizes D und T, welche die deviatorischen und tangentialen Verzerrungs- bzw. Span-
nungsvektoren charakterisieren, wird der Platzhalter A verwendet. Des Weiteren stellt
der Platzhalter O die zweistufigen Projektionstensoren V', D und N und der Platzhal-
ter A die dreistufigen Projektionstensoren Dewv und T dar.

Die mikroskopische freie Energie U™ hingt dann von den jeweiligen Microplane Verzer-
rungskomponenten eg bzw. -vektoren e und zusétzlich aufgrund einer vom Stoffgesetz
unabhéingigen Darstellung von einer Reihe nicht spezifizierter interner Variablen ab. Diese
internen Variablen sind in dem Vektor av zusammengefasst.

WM = P (e en, ) (4.23)

Startpunkt fiir die Herleitung thermodynamisch konsistenter Materialformulierungen bil-
det die bereits in Abschnitt|2.1/eingefiihrte makroskopische Clausius-Duhem Ungleichung
isothermer Prozesse.

DM =g e — UM > () (4.24)

Unter Einbeziehung der entsprechenden kinematischen Beziehung (4.4), (4.8) oder (4.12)
lautet die Evolutionsgleichung der mikroskopischen freien Energie wie folgt:

gmie = [Oop + AT - oa] 1 & — D™ (4.25)

D™ ist als Gegenstiick zur makroskopischen Dissipation D™ auf der Mikroebene zu
sehen und definiert somit die mikroskopische Dissipation. Zusétzlich erhélt man die Defi-
nition der Microplane Spannungen og und o A als konjugierte Grolen zu den zugehorigen
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Microplane Verzerrungen durch eine zur Makroebene analoge Vorgehensweise nach Cole-
man & Gurtin [54] und Coleman & Noll [55].

8\I/mic aqjmzc
= = 4.26
70 065 7a 8€A ( )

Diese konstitutiven Spannungen stimmen nur in wenigen Ausnahmeféllen mit den Span-
nungen der statischen Projektion iiberein.

Zusétzlich ergibt sich die mikroskopische Dissipation D™ als Produkt der thermodyna-
mischen Kraft 8™ und des thermodynamischen Flusses & auf der Mikroebene.

D™ = B % & (4.27)

Das Symbol x charakterisiert ein Skalarprodukt der Ordnung a. Die thermodynamische
Kraft 3™ wird als thermodynamisch konjugierte Gréfie zu den internen Variablen o
definiert. Higmic

= Do
Das Einsetzen der Definition der thermodynamischen Kraft in die Gleichung (4.27) liefert
folgende Beziehung.

(4.28)

opmic
 da
Mit diesen Definitionen auf der Mikroebene lédsst sich nun die Evolution der makrosko-
pischen freien Energie U™ unter Ausnutzung der fundamentalen Annahme (4.1) aus-
schlielich in Abhéngigkeit von Gréfien der Mikroebene angeben.

YRULLES * & (4.29)

\Pmaczi/ Oog + AT .o dQ:é—i/Dm“ s (4.30)
4 QO 4m Q

Analog dem Standardvorgehen zur Auswertung der Clausius-Duhem Ungleichung (4.24)
entsprechend Kapitel 3 erhédlt man die Definition der makroskopischen Spannungen. Das
Einsetzen der Gleichung und der Definition der Microplane Spannungen (4.26) und
die Anwendung der Kettenregel liefert eine Mikro-Makro Beziehung zwischen den mikro-
skopischen und den makroskopischen Spannungen.

3 [ opme 3
-2 2= go=2=/0 AT 0 4.31
o e 5 De d 47‘(/9 oo + O'Ad ( 3 )

Zusatzlich lasst sich die makroskopische Dissipation durch die Dissipation auf der Mikro-

ebene ausdriicken. .

D" = — / D™ dQ > 0 (4.32)
47 O
AuBlerdem wurde von Kuhl, Steinmann & Carol [132] gefordert, dass nicht nur die integrale

Beziehung (4.32), sondern auch die Dissipation auf jeder Ebene nicht negativ sein darf.
D> () (4.33)

Dies stellt eine Einschréankung fiir die Wahl der konstitutiven Gleichungen auf der Mi-
kroebene dar. Sie gewéhrleistet im Gegenzug in jedem Fall die Einhaltung des zweiten
Hauptsatzes der Thermodynamik. Durch ein Umformen der Gleichung (4.25) und unter
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Beriicksichtigung der Bedingung (4.33) ergibt sich folgende Ungleichung, die als mikro-
skopische Clausius—Duhem Ungleichung interpretiert werden kann.

D™ = gpén + op - €éx — U™ >0 (4.34)
In der mikroskopischen Clausius—Duhem Ungleichung kénnen die Produkte aus Micropla-
ne Spannungen und Microplane Verzerrungsraten als mikroskopische Spannungsleistung
Pmic aufgefasst werden. ‘
P™MC = onén + O - € (4.35)
Die makroskopische Spannungsleistung P™¢ ldsst sich nun in Abhéngigkeit der mikro-
skopischen Spannungsleistung P™* angeben.

P =0 €= ks P (4.36)
A7 Jq

Abschliefend kann man eine Mikro-Makro Beziehung fiir den Tangententensor £,,, be-
stimmen. Dieser ergibt sich aus der Ratenbeziehung zwischen den makroskopischen Span-
nungen und Verzerrungen. Die Beriicksichtigung der Mikro-Makro Beziehung zwischen
den Spannungen (4.31) liefert den Tangententensor als Funktion von Grofien der Mikro-
ebene. Beherzigt man bei der Entwicklung Microplane—basierter Stoffgesetze dieses Kon-
zept, so erhdlt man automatisch eine symmetrische Materialtangente, vergleiche hierzu
das folgende Kapitel und [123, 128, 132, 143, 144, 145].

do 3 do do
—==/0 L AT 272 40 4.37
de 47w Jq © de + de ( )

In dieser Arbeit wird ausschlieflich die so genannte Kontinuumstangente (4.37) angege-
ben, wodurch bei den Herleitungen der Gleichungen von infinitesimalen Zeit- bzw. Last-
inkrementen ausgegangen wird. Bei der numerischen Umsetzung im Rahmen der Finite
Element Methode, d. h. in allen folgenden numerischen Beispielen, wird jedoch aus Effi-
zienzgriinden auf die so genannte algorithmische Tangente zuriickgegriffen, die sich beim
Ubergang zu endlichen Zeit- bzw. Lastinkrementen ergibt. Aus Griinden der Ubersichtlich-
keit wird in dieser Arbeit auf die Herleitung dieser algorithmischen Tangente verzichtet.
Durch das vorgestellte universelle Konzept zur Herleitung von thermodynamisch konsis-
tenten anisotropen Materialformulierungen im Rahmen des Microplane Modells ist es ge-
lungen, alle mechanisch relevanten makroskopischen Gréflen durch deren Gegenstiicke auf
der Mikroebene auszudriicken. Die aus der Homogenisierung gewonnenen Mikro—Makro
Beziehungen sind als Bindeglied zwischen der Mikro- und Makroebene zu sehen.

Da in dieser Arbeit hauptséichlich der V=D Split angewendet wird, ist das beschriebene
thermodynamisch konsistente Konzept fiir den V-D Split in Tabelle|4.1 naher spezifiziert.
Dariiber hinaus ist dieses Konzept auf beliebige Klassen von Microplane Materialformulie-
rungen anwendbar. Alle Herleitungen der in dieser Arbeit abgeleiteten Microplane Modelle
erfolgen im Rahmen dieses thermodynamisch konsistenten Konzeptes.

gtan -

4.4 Diskretisierung der Raumrichtungen

Der im vorherigen Abschnitt beschriebene Homogenisierungsprozess zur Ermittlung der
mechanisch relevanten makroskopischen Gréfen in Abhéngigkeit der Variablen der Mikro-
ebene erfordert die Losung mehrerer Integralbeziehungen. Der Faktor % vor den Mikro—
Makro Beziehungen der kontinuierlichen Microplane Formulierung stammt aus der In-
tegration iiber den Raumwinkel €2 einer Einheitskugel mit der Oberfliche 47 und dem
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) 3 .
e Freie Energie ymae — mac (Yme) — — / e dQ)
4 Q
mikroskopisch Umic = Pmic(ey ep, o)
e Evolution freie Energie  ¥mac = s T dQ)
47T Q
mikroskopisch ymic — [VO’V + Dev” - a’D] . € — Dmic
3
e Spannungen o =o(oy,0p)= in / oyV +op-Dev d2
T Jo
volumetrisch oy = 0V [ ey,
deviatorisch op = 0U™¢ [ Jep
e Dissipation pmac — 3 / DM d > 0
47T Q
mikroskopisch D¢ = gyéy +0p - €p — gmic > ()
3 .
e Spannungsleistung prac = — [ PO
4:7T 9
mikroskopisch P = ogyéy +0p - €p
3 d
e Tangentenmoduli Eian = do _ V ® v + Dev” D a6
de — 4r Jq de €

Tabelle 4.1: Thermodynamisch konsistentes Konzept fiir den V-D Split

Volumen %”. Der Ablauf der Berechnung zwischen den Gréflen der Mikro- und Makroebe-
ne ist in Abbildung 4.2 dargestellt.

Die erwdhnten Integralbeziehungen kénnen nur in sehr wenigen Ausnahmefillen wie bei-
spielsweise der linearen isotropen Elastizitét, siehe Abschnitt[5.1, analytisch gelost werden.
Deshalb werden die Integrationen {iber den Raumwinkel im Rahmen einer Microplane For-
mulierung numerisch durchgefiihrt, wobei die Integralbeziehungen durch diskrete Summen
ersetzt werden.

Nmp
/ (e75) A~ (o7 1! (4.38)

Q =1
Die jeweiligen Integranden (e™)! werden somit an diskreten Integrationspunkten I =
1, ..., Ny, ausgewertet und mit den zugehdrigen Wichtungskoeffizienten w! gewichtet. Im
Kontext des Microplane Modells entspricht jeder Integrationspunkt einer diskreten Mikro-
ebene. Das bedeutet, dass das Integral {iber den Raumwinkel €2 einer Integration iiber un-
endlich viele Mikroebenen entspricht, wihrend die numerische Approximation eine Summe
iiber eine gewéhlte endliche Anzahl diskreter Mikroebenen darstellt. Mit der Anzahl der
Mikroebenen nimmt auch die Genauigkeit der approximativen Losung des Integrals zu.
Die numerische Integration wird in einem Finite Element Progamm fiir jedes Element, an
jedem Integrationspunkt des Elementes und fiir alle Lastschritte durchgefiihrt. Deshalb
ist es leicht ersichtlich, dass ein Kompromiss zwischen Genauigkeit und Effizienz gefunden
werden muss. In Untersuchungen zur Effizienz und Genauigkeit der numerischen Integra-
tion von Spannungszustédnden im elastischen wie im nichtlinearen, entfestigenden Bereich
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i Diskretisierung mit 42 Ebenen

ohne orthogonale Symmetrie orthogonale Symmetrie

Abbildung 4.8: Diskretisierung der Einheitskugel mit 42 Mikroebenen

von Bazant & Oh [24, 25| konnte gezeigt werden, dass fiir eine ausreichend genaue nume-
rische Integration mindestens n,,, = 42 Mikroebenen notig sind. Traditionell, wie auch in
dieser Arbeit, wird in Microplane Formulierungen eine Integration mit 42 Mikroebenen oh-
ne orthogonale Symmetrie verwendet. Nur bei der Modellierung von transversal-isotropen
bzw. orthotropen Materialeigenschaften sollte dagegen auf eine Integrationsvorschrift mit
orthogonaler Symmetrie zuriickgegriffen werden, da diese die erforderlichen Materialsym-
metrien am besten wiedergeben kann. Die resultierenden Polyeder der Tangentialebenen
der beiden Integrationsvorschriften ohne und mit orthogonaler Symmetrie sind in Abbil-
dung dargestellt. Diese werden in den folgenden Abschnitten zur Visualisierung der
rdumlichen Verteilung der Variablen der Mikroebene herangezogen.

Um den Integrationsaufwand zu minimieren, reicht aufgrund der Symmetrieeigenschaf-
ten eines allgemeinen Spannungs- bzw. Verzerrungszustandes eine Integration iiber eine
Halbkugel mit dementsprechend 21 Mikroebenen aus. Bei der Beschreibung von Pro-
blemen des ebenen Spannungs-, Verzerrungszustandes oder des axialsymmetrischen Falls
reduziert sich der numerische Aufwand auf lediglich 14 Mikroebenen. Fiir eine detaillierte
Beschreibung der in dieser Arbeit verwendeten numerischen Integrationen und der dazu-
gehorigen Normalenvektoren und Wichtungskoeffizienten sei auf den Anhang|C verwiesen.
Im Rahmen einer nichtlinearen Finite Element Berechnung entsprechend Abschnitt 2.2
werden die aus den Spannungen der einzelnen Mikroebenen homogenisierten makrosko-
pischen Spannungen und der homogenisierte makroskopische Tangentenmodul (4.37)
benétigt. Der Spannungstensor lisst sich mit dem obigen Ansatz (4.38) folgendermaflen
approximieren.

- - ml owmict AT opmict I = Ol 4+ AT . ol I 4.39
omd |H S+ AT v = 2 Hlen s AT o] wh - (439)
=1 =1

Als weiterer typischer Vertreter dieser numerischen Integration wird das Vorgehen anhand
des makroskopischen Tangentenmoduls (4.37) demonstriert.

B dol do!
- O 990 L Anz 998 44
Eran ;{ ® 4o+ - } w (4.40)

Des Weiteren erhilt man die restlichen Integralausdriicke in analoger Weise.



Kapitel 5

Materialformulierungen im Rahmen
der Microplane Theorie

Ziel dieses Kapitels ist die Bereitstellung unterschiedlicher Materialmodelle im Rahmen
der Microplane Theorie. Das im vorherigen Kapitel vorgestellte universelle Konzept zur
Herleitung thermodynamisch konsistenter Microplane Materialformulierungen soll nun auf
verschiedene Klassen rheologischen Verhaltens angewendet werden.

5.1 Microplane Elastizitéit

Als einfachstes Materialverhalten ist die Elastizitdt zu erwahnen. Elastische Materialien
verhalten sich nicht-dissipativ und die auftretenden Verformungen sind reversibel. Daher
konnen alle internen Variablen a vernachléssigt werden.

a=0 (5.1)

Die Clausius—Duhem Ungleichung (4.24) und dariiber hinaus ihr Gegenstiick auf der Mi-
kroebene (4.34) vereinfachen sich zu einer Gleichung und die Dissipation muss unter allen
Umstéanden null sein.

5.1.1 Isotrope Elastizitit

In diesem Abschnitt wird auf die Modellierung des einfachsten Konstitutivgesetzes im
Rahmen der Microplane Theorie, namlich lineare isotrope Elastizitéit, eingegangen. Li-
neare isotrope Elastizitat reicht aus um die Eigenschaften der unterschiedlichen Splits zu
zeigen und die Unterschiede zwischen dem V-D Split und den traditionellen Ansétzen, N—
T und V-D-T Split, herauszuarbeiten. Weiterhin werden Beziehungen zwischen den erfor-
derlichen Microplane und den makroskopischen Elastizitdtskonstanten ermittelt. Die ein-
deutige Bestimmung der Microplane Elastizitédtskoeffizienten ohne jegliche Einschrankung
ist als minimale Anforderung an alle Microplane Modelle zu sehen.

Traditionelle Microplane Modelle

Im Folgenden werden die wichtigsten Gleichungen der Microplane Elastizitit, basierend
auf dem N-T und V-D-T Split, zusammengefasst. Mehr Details iiber die Herleitung der
folgenden Gleichungen und eine ausfiihrliche Diskussion der beiden Ansétze findet sich in
Bazant & Prat [30] und Kuhl & Ramm [128].

45
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o N-T Modell:

Fiir den N-T Split werden die zwei Microplane Verzerrungskomponenten ey und €7 ein-
gefiihrt. Die mikroskopische freie Energie ™ hiingt nur von diesen beiden Komponenten
ab. Mit den beiden Microplane Elastizitdtskoeffizienten £y und &, die in Beziehung zu
den beiden zugehorigen Verzerrungskomponenten gesetzt werden, ergibt sich die mikro-
skopische freie Energie W™,

, 1 1
\I/mw<€N, €T> = 5 EN SN eEN + 5 ET gT €T (52)

Diese lésst sich additiv in einen normalen und tangentialen Energieanteil zerlegen, mit
Umie = Wy (ex) + Wr(er). Es sei darauf hingewiesen, dass die Annahme der Parallelitit
der tangentialen Verzerrungen und Spannungen €r || o, die ein isotropes Verhalten
auf der Mikroebene impliziert, bereits in obige Gleichung eingearbeitet wurde. Dadurch
vereinfacht sich die tensorwertige tangentiale Microplane Steifigkeit zu £y = & 1. Die
beiden Microplane Spannungen oy und o7 wurden in Abschnitt4.3lin Gleichung (4.26) als
konjugierte Groflen zu den zugehorigen Microplane Verzerrungen definiert. Bezieht man
die Definition der freien Energie (5.2) mit ein, so lassen sich die Microplane Spannungen
folgendermaflen spezifizieren.

ON — (C:N EN or — ST ET (53)

Damit ergibt sich der lokale Spannungsvektor £, mit seiner normalen und tangentialen
Spannungskomponente, vergleiche Abbildung

tU:O'N’n,—I—O'T (54)

Die Auswertung der Clausius-Duhem Ungleichung liefert die Definition (4.31) der makro-
skopischen Spannungen in Abhéngigkeit der Microplane Spannungen. Dieser Spannungs-
tensor ldsst sich fiir den betrachteten isotropen elastischen Fall wie folgt darstellen.

3
O':—/NgNEN—FTT'gTETdQ (55)
47 Q

Zusitzlich lisst sich der elastische Materialtensor £ in Abhingigkeit der elastischen
Steifigkeiten der Mikroebene angeben.

sel:% ENN@N+& T T d) (5.6)
Q

Weiterhin wird aufgrund der Isotropie auf der Makroebene angenommen, dass die Micro-
plane Steifigkeiten richtungsunabhéngig sind. Dadurch und unter Verwendung der Inte-
grationseigenschaften (4.10) ist es moglich die Integralbeziehung (5.6) analytisch zu lésen
und eine vereinfachte Darstellung des elastischen Materialtensors anzugeben. Vergleicht
man diesen mit dem Elastizitdtstensor des Hookeschen Gesetzes (3.5), so konnen die

Microplane Elastizitdtskonstanten in Abhéngigkeit des makroskopischen Kompressions-
K™ und Schubmoduls G™¢ identifiziert werden.

10
Ev=3K"" und &= G2 K" (5.7)
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Aus diesen Mikro-Makro Beziehungen zwischen den Elastizitdtskonstanten wird ersicht-
lich, dass die Microplane Steifigkeiten £y und &7 eindeutig aus den makroskopischen Para-
metern bestimmt werden. Die tangentiale Steifigkeit &7 héngt nicht nur vom Schubmodul,
sondern auch vom Kompressionsmodul ab. Diese Abhéngigkeit fiihrt zu einer kiinstlichen
Kopplung des volumetrischen und deviatorischen Materialverhaltens. Der Grund fiir diese
kiinstliche Kopplung ist, dass sich die normalen Verzerrungskomponenten ey aus einem
volumetrischen und deviatorischen Anteil zusammensetzen. Weiterhin ist dieser Ansatz
nicht in der Lage die kinematische und statische Projektion gleichzeitig zu erfiillen.

Der grofite Nachteil dieser Modelle besteht in der Begrenzung des Giiltigkeitsbereiches der
Querdehnzahl auf Werte zwischen —1 < v < 0.25. Diese Beschréankung scheint kiinstlich
zu sein, denn der Giiltigkeitsbereich der Querdehnzahl bei isotropen elastischen Materia-
lien liegt zwischen v = —1 und v = 0.5. Die Forderung nach positiven mikroskopischen
Elastizitatskonstanten, so dass £y > 0 und &, > 0, ist offensichtlich. Die Gleichung (5.7)
liefert damit folgende Bedingung: G™* > % K™, Die Einhaltung dieser Bedingung fiihrt
zu der erwéhnten kiinstlichen Begrenzung des Giiltigkeitsbereiches der Querdehnzahl.
Dieses Microplane Modell stellt, da es auf dem N-T Split basiert, die natiirlichste Variante
dar. Aufgrund dessen lésst sich eine enge Verwandtschaft zu diskreten Partikelmodellen
erkennen, die bislang auch auf normale und tangentiale Komponenten zuriickgreifen, ver-
gleiche hierzu die Arbeiten von Kuhl, D’Addetta, Herrmann & Ramm [124] und Kubhl,
D’Addetta, Leukart & Ramm [125]. AuBlerdem weist das Microplane Modell mit N-T
Split etliche Gemeinsamkeiten mit diesen Partikelmodellen auf und zwar nicht nur fiir
den beschriebenen Fall der Elastizitit, sondern auch fiir die Plastizitét.

o V-D-T Modell:

Fiir den V-D-T Ansatz wird zwischen den drei Microplane Verzerrungskomponenten ey,
ep und e€p unterschieden. Die auf diesem Ansatz basierenden Microplane Modelle stellen
die verbreitetste Microplane Variante dar. Die mikroskopische freie Energie ™ verbindet
die drei Microplane Verzerrungskomponenten des V-D-T Splits mit deren zugeordneten
Microplane Elastizitdtskoeffizienten &y, £p und Er.

‘ 1 1
\I/mzc(Gv,GD, GT) = 5 €y 5\/ €y + 5 €D gD €p + 5 ET ST ET (58)

Sie lasst sich als Summe der volumetrischen, deviatorischen und tangentialen Energien
Wy, Wp und Wy definieren, wobei die hier als deviatorisch bezeichnete Energie Wp nur
einen Teil der gesamten deviatorischen Energie darstellt, denn die tangentiale Energie
Wr besitzt auch einen rein deviatorischen Charakter. Dieser Zusammenhang wird an
entsprechender Stelle im néchsten Abschnitt naher erlautert. Dort findet eine wirkliche
Trennung der Energie in rein volumetrische und rein deviatorische Energieanteile statt.
Die drei Microplane Spannungskomponenten oy, op und or werden in Analogie zum
N-T Modell definiert.

oy =&y ey op:=E&pep or =& er (5.9)

Der lokale Spannungsvektor ¢, aus Abbildung 4.5 ergibt sich durch Einsetzen der Bezie-
hung oy = oy + op in Gleichung (5.4).

tg:[Uv—i-O'D]n—i-O'T (510)
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Die folgende Gleichung definiert den makroskopischen Spannungstensor o fiir das V-D-T
Modell in Abhéngigkeit der Gréfen der Mikroebene.

3
0':Z/Vﬁva—FDgDED—FTT'gTETdQ (511)
T Jo

Fiir den makroskopischen Elastizitétstensor £¢ des V-D-T Ansatzes, der die Spannungen
mit den Verzerrungen in Beziehung setzt, erhélt man folgenden Ausdruck.

3
£€ZZE EyVRV+E DD+E T T dQ (5.12)
Q

Wiederum wurde in den hergeleiteten Gleichungen des V-D-T Modells von der Paral-
lelitét der tangentialen Verzerrungen und Spannungen er || o Gebrauch gemacht. Des
Weiteren werden die Microplane Elastizitatskoeffizienten &, £, und &, als richtungs-
unabhéngig angenommen. Die analytische Integration von Gleichung (5.12) mit Hilfe der
Integrationseigenschaften (4.10) in Verbindung mit einem Koeffizientenvergleich mit dem
Hookeschen Gesetz (3.5), liefert die Beziehungen zwischen den mikroskopischen und den
makroskopischen Elastizitédtskonstanten.

E,=3K™ und  2&,+3E& =10G™ (5.13)

Diese Beziehungen zwischen den Microplane und den makroskopischen Elastizitéitskon-
stanten wurden zuerst von Bazant & Prat [30] angegeben. Als Konsequenz der Einfiihrung
von drei Verzerrungskomponenten auf der Mikroebene werden drei entsprechende Elas-
tizitatskoeffizienten benotigt. Dadurch ist eine eindeutige Bestimmung der Microplane
Elastizitatskonstanten durch zwei makroskopische Elastizitdtskonstanten nicht moglich.
Als Folge davon muss in Gleichung (5.13) entweder die deviatorische Steifigkeit £p oder
die tangentiale Steifigkeit & frei gewéhlt werden. In der Regel besitzt dieser frei wahlba-
re Parameter keine physikalische Bedeutung. Zudem ist diese freie Wihlbarkeit, wie im
folgenden Abschnitt gezeigt wird, nur eine vermeintliche, zusétzliche Freiheit.

Gleichung (5.13) dokumentiert, dass die volumetrische Steifigkeit &, nur vom Kompres-
sionsmodul K™% und die beiden deviatorischen Steifigkeiten £p und & nur vom Kom-
pressionsmodul G™*¢ abhéngig sind. Somit ist das volumetrische und deviatorische Ant-
wortverhalten vollig voneinander entkoppelt.

Fiir die spezielle Wahl von £p = £, wie sie in den jiingeren V-D—T Formulierungen ver-
wendet wird, erfiillt dieses Modell die kinematische und statische Projektion gleichzeitig.
Auflerdem ist es fiir den Fall £p = 0, d. h. die Vernachlissigung des deviatorischen Anteils
der Normalkomponente, moglich eine enge Beziehung zwischen einer Microplane Plasti-
zitdtsformulierung und einem invarianten—basierten makroskopischen Plastizitdtsmodell
aufzustellen, siehe Kuhl, Ramm & Willam [131].

Wie fiir das N-T Modell wird fiir das V-D-T Modell gefordert, dass alle Microplane
Elastizitdtskonstanten positiv sein miissen, d. h.: &, > 0, &, > 0 und &, > 0. Aber
im Unterschied zum N-T Modell ist das V-D-T Modell in der Lage den kompletten
Giiltigkeitsbereich der Querdehnzahl von —1 < v < 0.5 abzubilden, so dass keinerlei
Einschréankung fiir die Querdehnzahl vorliegt.

Volumetrisch—deviatorisches Modell

In diesem Abschnitt wird etwas detaillierter auf die Herleitung des V-D Modells eingegan-
gen, da der V-D Ansatz in dieser Arbeit zur Modellierung des nichtlinearen Materialver-
haltens verwendet wird. Der V-D Ansatz hat sich aufgrund der einfacheren Darstellung,
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der besseren Verstandlichkeit und der Interpretierbarkeit der einzelnen Parameter und
somit des Materialverhaltens, speziell bei nichtlinearem Materialverhalten, als vorteilhaft
gegeniiber den traditionellen Ansétzen erwiesen. Fiir den linearen isotropen elastischen
Fall ist es nahe liegend, die mikroskopische freie Energie ¥ in Analogie zur makroskopi-
schen Betrachtungsweise als quadratische Funktion der beiden Verzerrungskomponenten
ey und €p zu definieren.
, . 1 1
e . — \IJmZC(EV,ED) = 5 (Shva gv (Shve + 5 €D €D €D (514)
Der erste Term in dieser Gleichung charakterisiert die volumetrisch gespeicherte Energie
Wy und der zweite Term die deviatorisch gespeicherte Energie Wp. Im Gegensatz zum
V-D-T Modell stellt der Ausdruck fiir die deviatorische Energie Wp in diesem Fall die
komplette deviatorisch gespeicherte Energie der Mikroebene dar und darf somit nicht mit
dem Ausdruck des V-D-T Modells aus dem vorherigen Abschnitt verwechselt werden.
1 1

WV:§€V SV €y WD:§6D'SD €D (515)
Entsprechend Gleichung (4.26) werden die Microplane Spannungen oy und o p als Ablei-
tungen der mikroskopischen freien Energie nach den entsprechenden Verzerrungskompo-
nenten definiert.

- a\ljmzc B a\llmic

oy = aEV :(C/‘VGV Op .= aGD :SD €D (516)

Der lokale Spannungsvektor ¢, in Abbildung [4.6/setzt sich damit aus einem rein volume-
trischen und rein deviatorischen Anteil zusammen.

tg:crvn+0'D (517)

Durch Einsetzen der Definitionen der Microplane Spannungen (5.16) in Gleichung (4.31)
ergibt sich der makroskopische Spannungstensor.

U:i/VE:V Ev+D€UT'€D €D dS) (518)
A7 Q

Der makroskopische Tangententensor (4.37) ldsst sich fiir das angenommene elastische
Materialverhalten ndaher spezifizieren.

£ = % / & V@V + Dev” - &y Dev dQ (5.19)
Q

Genauso wie fiir die tangentialen Komponenten des N-T und V-D-T Modells wurde bei
den hergeleiteten Gleichungen von der Parallelitdt des deviatorischen Verzerrungs- und
Spannungsvektors ausgegangen, €p || o p. Dadurch lassen sich die deviatorischen Micro-
plane Elastizitdtskoeffizienten vereinfacht angeben, £, = £p 1. Zusétzlich wird wieder-
um eine isotrope Verteilung der Microplane Elastizitdatskoeffizienten angenommen. Damit
lasst sich durch die analytische Integration von Gleichung unter Beriicksichtigung
der Projektionstensoren (4.10) eine vereinfachte Darstellung des Elastizitéitstensors £¢
angeben.

EL =&y T 4+ Ep T (5.20)
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Ein Vergleich der Koeffizienten dieser vereinfachten Darstellung mit denen des Hooke-
schen Gesetzes (3.5) resultiert in den folgenden Mikro-Makro Beziechungen zwischen den
Microplane und den makroskopischen Elastizitdtskonstanten.

£, = K™ =3 K™ Ep=2Gme=2Gme (5.21)

Die Berechnung der Microplane Elastizititskoeffizienten K™ und G™* in Abhingig-
keit der beiden makroskopischen Elastizitdtskonstanten ist eindeutig. Fiir die Neudefini-
tion der Microplane Elastizitdtskonstanten in Gleichung (5.21) gibt es zwei Griinde. Zum
einen lassen sich die beiden Konstanten K™ und G™¢ als mikroskopische Gegenstiicke
des makroskopischen Kompressions- und Schubmoduls identifizieren. Zum anderen lassen
sich damit alle Groflen der Mikroebene in analoger Weise zu denen auf der Makroebene
herleiten, wobei die mikroskopische elastische freie Energie folgendermafien lautet.

) ) . 1 ) )
U = U ey) + W (ep) = 5 K™ 6+ G ep - ep (5.22)

Dadurch wird die eindeutige Trennung und Entkopplung des volumetrischen und deviato-
rischen Verhaltens auf der Mikroebene, genauso wie auf der Makroebene, erkennbar. Die
makroskopische volumetrische Materialantwort wird nur durch das volumetrische Verhal-
ten der Mikroebenen charakterisiert und die makroskopische deviatorische Materialant-
wort, dementsprechend durch das deviatorische Verhalten der Mikroebenen.

Zusétzlich lassen sich der makroskopische Elastizitdtsmodul E und die Querdehnzahl v
durch den Microplane Kompressions- und Schubmodul ausdriicken.

B 3 Kmic Gmic Kmic -9 Gmic

und v= (5.23)

szc + szc 2 szc + 2 szc

Aufgrund der Tatsache, dass der V-D Split benutzt wurde und somit das volumetri-
sche und deviatorische Verhalten vollig entkoppelt sind, weisen die V-D Modelle eine
enge Verwandtschaft zu makroskopischen invarianten—basierten Modellen auf. Diese enge
Beziehung bildet die Grundlage fiir den in Kapitel [7] durchgefithrten Mikro—Makro Ab-
gleich der konstitutiven Gleichungen. Es wurden in jiingster Vergangenheit erste Versuche
unternommen Beziehungen zwischen auf dem V-D Split basierenden Microplane Formu-
lierungen und diskreten Partikelmodellen aufzustellen, vergleiche Ramm, D’Addetta &
Leukart [195,196]. Dabei wurde fiir das Partikelmodell derselbe kinematische Ansatz ver-
wendet, d. h. eine Trennung in volumetrische und deviatorische Komponenten.

Das V-D Modell ist offensichtlich nur giiltig fiir positive Microplane Elastizitatskonstan-
ten. Ohne zusétzliche Annahme ist es mit dem V-D Modell méglich den gesamten zuléssi-
gen Bereich der Querdehnzahl von —1 < v < 0.5 wiederzugeben.

Ein weiterer interessanter Aspekt des V-D Modells ist die gleichzeitige Einhaltung der
kinematischen und der statischen Projektion. Bei der statischen Projektion, die in der
Kristallplastizitat ihre Anwendung findet, ergeben sich die mikroskopischen volumetri-
schen gy und deviatorischen Spannungen & p aus der Projektion des makroskopischen
Spannungstensors o unter Verwendung derselben Projektionstensoren wie bei der kine-
matischen Projektion. Im Unterschied zu den konstitutiven Spannungen oy und o p der
kinematischen Projektion, entsprechend Abschnitt 4.3, erhélt man bei der statischen Pro-
jektion folgende Microplane Spannungen.

oy =V : .o op=Dev:o (5.24)
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Der zugehorige lokale Spannungsvektor ¢, folgt als Resultat des Cauchy Theorems.

t,=0-n=0yn+aop (5.25)

Die Einarbeitung der Definition des Spannungstensors (5.18) in die statische Projektion
(5.24) fithrt auf die projizierten Microplane Spannungen.

5’V:VZO' :%fQV2ng€v+VID€'UT'8D€DdQ:gv€V

5.26
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Durch einen Vergleich dieser projizierten Microplane Spannungen mit den Definitionen
der Microplane Spannungen der kinematischen Projektion (5.16) lassen sich die proji-
zierten Microplane Spannungen (Gy, & p) als identische Gegenstiicke zu den konstitutiven
Microplane Spannungen (o, o p) identifizieren.

UvEﬁv O'DE&D (527)

Daraus folgt, dass die kinematische und die statische Projektion fiir das V-D Modell
gleichzeitig erfiillt werden.

Modellprobleme: Einaxialer Zug und einfache Scherung

Um das Materialverhalten des beschriebenen Microplane Elastizitdtsmodells, basierend
auf dem V-D Split, auf den einzelnen Mikroebenen zu verstehen und um die rdumlich
anisotrop verteilten, mikroskopisch gespeicherten Energie zu charakterisieren, werden zwei
Modellprobleme, ndmlich der einaxiale Zug und die einfache Scherung, analysiert. Zu die-
sem Zweck wird ein Wiirfel mit einer Kantenldnge von 1 mm untersucht. Die makrosko-
pischen Elastizitédtskoeffizienten nehmen die folgenden Werte an: E-Modul E = 30000
N/mm? und Querdehnzahl v = 0.2. Mit Gleichung (5.21) kénnen die zugehérigen Micro-
plane Elastizitéitsparameter eindeutig bestimmt werden, d. h. &, = 50000 N/mm? und
Ep = 25000 N/mm? oder alternativ der Microplane Kompressions- K™ = 50000 N/mm?
und Schubmodul G™* = 12500 N/mm?.

Abbildung 5.1 zeigt die resultierende Verteilung der volumetrisch und deviatorisch ge-
speicherten Energien Wy und Wy, entsprechend Gleichung (5.15), fiir die beiden Mo-
dellprobleme bei einer Diskretisierung der Einheitskugel mit 42 Ebenen ohne orthogonale
Symmetrie, vergleiche Abschnitt 4.4. Zur besseren Darstellung wurden die resultierenden
Polyeder um ca. 80° gedreht, so dass die Lastrichtung beinahe senkrecht zur Betrachtungs-
ebene ist. In den Simulationen wurde eine Deformation von v = 0.004 mm aufgebracht.
In beiden Beispielen weisen die deviatorisch gespeicherten Energien Wp eine anisotrope
rdumliche Verteilung auf, wihrend die volumetrischen Energien Wy, eine isotrope Vertei-
lung annehmen.

Fiir den einaxialen Zug weisen die Mikroebenen mit Normalen parallel zur Lastrichtung
die maximalen Werte fiir die deviatorische Energie auf. Die minimale deviatorische Ener-
gie ist auf den Mikroebenen mit Normalen senkrecht zur Lastrichtung zu finden, d. h.
orthogonal zum Maximum. Weiterhin fillt auf, dass bei dieser Beanspruchung unter den
angegebenen Materialkennwerten wesentlich mehr deviatorische als volumetrische Energie
aktiviert wird. Zusétzlich sind noch die Richtungen des deviatorischen Spannungstensors
dirg , im unteren Teil der Abbildung 5.1 angegeben. Weifle Ebenen bedeuten dabei Zug,
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Abbildung 5.1: Gespeicherte Energien Wy und Wp, Spannungen op und Richtungen der
deviatorischen Spannungen auf der Mikroebene

d. h. der deviatorische Spannungsvektor zeigt nach auflerhalb des Polyeders. Dementspre-
chend signalisieren schwarze Ebenen Druck. Das bedeutet, dass Mikroebenen mit Norma-
len, die beinahe parallel zur Lastrichtung angeordnet sind, unter Zugbheanspruchung und
die Ebenen mit Normalen anndhernd senkrecht dazu unter Druckbeanspruchung stehen.
Dieses Verhalten spiegelt den Querdehneftekt wieder.

Im Gegensatz dazu repréisentiert die einfache Scherung einen rein isochoren Zustand und
deshalb ist die volumetrische Energie auf allen Ebenen null. Die maximale deviatorische
Energie ist auf den Mikroebenen des Nullmeridians zu finden und die Gréfle der deviato-
rischen Energie nimmt senkrecht zur Nullmeridianebene ab. Die Verteilung der deviato-
rischen Energie weist zusétzlich einen zur Nullmeridianebene symmetrischen Verlauf auf.
Die Richtung des deviatorischen Spannungsvektors dirg ,, weist darauf hin, dass die obere
Hélfte des Polyeders auf Zug und die untere Hélfte auf Druck belastet ist.

Abschlieflend ist die Verteilung der Norm des deviatorischen Spannungsvektors |op| fiir
beide Simulationen angegeben. Diese ist der Verteilung der gespeicherten Energien sehr
dghnlich.

Durch die gezeigten Beispiele wird deutlich, dass sich bei diesem Ansatz die makroskopi-
sche Antwort direkt auf den verschiedenen Mikroebenen wiederspiegelt.

Vergleich von traditionellem und ,,neuem‘ Microplane Modell

Die wesentlichen Erkenntnisse und ein Vergleich der Microplane Elastizitatsformulierun-
gen, basierend auf den verschiedenen Splits, sind in Tabelle[5.1 zusammengestellt. Daraus
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V-D-T Modell V-D Modell N-T Modell
drei elastische Konstanten|| zwei elastische Konstanten zwei elastische Konstanten
elastische — nicht eindeutig — eindeutig — eindeutig
Konstanten gv = 3K 8\/ = 3K 5N — 3K
vollig entkoppelt vollig entkoppelt kiinstlich gekoppelt
Kopplung SV volumetrisch 5V volumetrisch E N vol. & dev.
E D> ET deviatorisch E p deviatorisch ET deviatorisch
Giiltigkeits{| Querdehnzahl unbegrenzt || Querdehnzahl unbegrenzt Querdehnzahl begrenzt
bereich -1<v <05 —1<v <05 -1<v <025
nur fir Ep = Er
Projektion kin. & statische Projektion || nur kinematische Projektion
kin. & statische Projektion
Verzliildt makroskopischen Modellen || makroskopischen Modellen diskreten Modellen

Tabelle 5.1: Vergleich der vorgestellten Microplane Modelle

wird ersichtlich, dass das V-D Modell die physikalischen UnregelméfBigkeiten in den For-
mulierungen mit dem N-T und V-D-T Split beseitigt. Das V-D Modell vereinigt somit
die Vorteile der beiden traditionellen Microplane Ansétze.

Fiir die spezielle Wahl &, = &p fallt das V-D-T Modell mit dem N-T Modell im be-
trachteten isotropen, linear elastischen Fall zusammen. Dagegen werden in den jiingeren
Versionen des Microplane Modells [19, 28, 31, 32, 42], die auf dem V-D-T Split basieren,
die deviatorischen und tangentialen Elastizitdtkonstanten gleichgesetzt, d. h. £p = &r.
Diese Wahl scheint konzeptionelle Vorteile zu besitzen, da es dadurch moglich war Schadi-
gung im Sinne der Kontinuumsschadigungsmechanik durch einen rein geometrischen Ten-
sor vierter Stufe zu beschreiben, vergleiche Carol, Bazant & Prat [43]. Dariiber hinaus
fallt fiir diese Wahl das V-D-T Modell mit dem V-D Modell, welches zwischen rein vo-
lumetrischen und deviatorischen Anteilen auf der Mikro- und Makroebene unterscheidet,
zusammen. Es lassen sich damit eindeutige Beziechungen zwischen der Mikro- und Makro-
ebene aufstellen und der V-D Ansatz stellt die physikalische Motivation und Begriindung
fiir diese Wahl der deviatorischen und tangentialen Elastizitdtskonstanten des V-D-T
Modells her.

Somit ist leicht nachzuvollziehen, dass alle drei Splits fiir die betrachtete lineare isotro-
pe Elastizitédt ineinander iiberfithrt werden konnen. Fiir komplexes Materialverhalten,
welches in den folgenden Abschnitten diskutiert wird, ist dies dagegen keine triviale An-
gelegenheit. Bei nichtlinearem Materialverhalten folgt eine komplett unterschiedliche Ma-
terialantwort aus den verschiedenen Splits und die Uberfithrung ineinander ist nur in sehr
einfachen Ausnahmefillen moglich. Deshalb ist die Wahl des Splits von entscheidender
Bedeutung fiir die Herleitung physikalisch abgesicherter Materialmodelle.

Ein Nachteil des V-D-T Modells, der vor allem im nichtlinearen Bereich zum Vorschein
kommt, ist auf der Mehrdeutigkeit der deviatorisch-tangentialen Projektion begriindet.
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Bei Microplane Schiadigungsmodellen mit drei unabhéngigen Schiadigungsvariablen [123]
kam es zu mehrfachen Be— und Entlastungsvorgingen einzelner Komponenten und so-
mit zu numerischen Problemen. Ein weiteres Defizit des Basismodells von Bazant & Prat
[30] ist eine unbegriindete seitliche Ausdehnung bei einaxialem Zug. Dieses Fehlverhalten
wurde von Jirdsek [109] aufgezeigt und ist auf eine Uberschitzung des volumetrischen
Schadigungsverhaltens zuriickzufiihren.

Ein Vergleich der drei unterschiedlichen Microplane Ansétze fiir den Fall der linearen
isotropen Elastizitéat in Tabelle [5.1] zeigt, dass der V-D Ansatz ein sinnvolles mechani-
sches Fundament fiir weitere Arbeiten vor allem fiir den nichtlinearen Bereich darstellt.
Dariiber hinaus ldsst sich der Mikro-Makro Ubergang zwischen den konstitutiven Glei-
chungen mit diesem Ansatz einfacher durchfiihren, da sich die Invarianten, entsprechend
den Gleichungen (4.17) und (4.18), eindeutig durch die jeweiligen, zugehorigen Kompo-
nenten wiedergeben lassen. Im Gegensatz dazu miissen bei den traditionellen Microplane
Modellen zusétzliche Annahmen in die Formulierung einfliefen, da sich die Invarianten
als Kombination verschiedener Komponenten auf der Mikroebene ergeben, siche Kuhl,
Ramm & Willam [131]. Deshalb wird in dieser Arbeit das nichtlineare Materialverhalten
im Rahmen des Microplane Modells ausschlieSlich mit dem V-D Split der Komponenten
auf der Mikroebene modelliert.

5.1.2 Anisotrope Elastizitat

Generell existieren zwei Arten von Anisotropie. Zum einen die so genannte ,, Anfangs-
anisotropie”, die eine von Natur aus vorherrschende Richtungsabhéngigkeit der Mate-
rialeigenschaften wiederspiegelt und somit eine Folge des Aufbaus der Materialstruktur
darstellt. Die Moglichkeiten der Modellierung dieser Art der Anisotropie im Rahmen der
Microplane Theorie werden in diesem Abschnitt ndher untersucht. Zum anderen die ver-
sagensinduzierte Anisotropie, wie sie beispielsweise bei Reibungsmaterialien wie Beton zu
beobachten ist. Diese ist auf ein lokalisiertes Versagen in bestimmten Richtungen zuriick-
zufithren und somit eine Konsequenz der Belastungsgeschichte. Diese Art der Anisotropie
ist Gegenstand der néchsten Abschnitte zur materiell nichtlinearen Modellierung im Rah-
men des Microplane Modells.

In der Literatur finden sich prinzipiell zwei verschiedene Methoden zur Darstellung des
anisotropen elastischen Materialverhaltens im Rahmen der Microplane Theorie. Die er-
ste, einfachere Methode geht auf die grundlegende Arbeit von Bazant & Gambarova [21]
zuriick. Dabei wird eine von der Normalenrichtung der einzelnen Mikroebenen abhéngi-
ge Funktion f(n) in die Gleichungen des Microplane Modells eingefiihrt. Diese Methode
wurde erstmals in einer Materialformulierung fiir Tone zur Beschreibung des richtungs-
abhéngigen Gleitvorganges zwischen einzelnen Tonpléttchen von Bazant & Prat [29] ein-
gesetzt. Beispielhaft wird dieses Vorgehen fiir den Spannungstensor aus Abschnitt 4.3
ohne Spezifikation des verwendeten Splits gezeigt.

o= 3 [DO'[] + A" a,] f(n)dQ (5.28)
AT Jq

Die Funktion f(n) beschreibt im statistischen Sinne eine Verteilungsfunktion der relativen
Haufigkeit der Richtungen n. Somit ist diese Funktion als eine Art Wichtungsfunktion der
Normalenrichtung n anzusehen, die im Allgemeinen eine im Material von Beginn an vor-
herrschende Anisotropie einfiihrt. Die Schwierigkeit liegt zweifellos in der Definition dieser
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Funktion f(n). Deshalb wird diese Funktion iiblicherweise aus Experimenten bestimmt.
Ist diese Funktion bekannt, so wird automatisch eine Anisotropie in die Formulierung
eingebracht und die Anisotropie wird {iber diese Funktion gesteuert. Dabei nimmt diese
Funktion in Abhéngigkeit der Richtung Werte zwischen f(n) =1 und f(n) = 0 an. Fiir
den im vorigen Abschnitt beschriebenen isotropen Fall wird eine isotrope Funktion f =1
angenomimen.

Ein zweiter, allgemeinerer Ansatz nutzt den Vorteil der Charakterisierung der Microplane
Stoffgesetze auf den einzelnen Mikroebenen und somit in unterschiedlichen Richtungen
aus. Die Anisotropie folgt dann automatisch aus der richtungsabhéngigen Definition der
einzelnen Stoffgesetze. Dieser Ansatz ist auf die Arbeit von Prat & Gens [193] zuriick-
zufithren. Fiir den hier betrachteten elastischen Fall ergeben sich die jeweiligen Elasti-
zitdtskoeffizienten in Abhéngigkeit der Normalen der Mikroebenen, so dass £5(n) und
Ea(n). Somit erhilt man den Spannungstensor in folgender Form.

3
—47TQ

o [Ea(n) |:|®|:|+AT'8A(n)-A] dQ): e (5.29)
Der Spannungstensor (5.29) ist wiederum in allgemeiner Form, ohne genaue Spezifikation
des Splits, angegeben.

Mit diesen Ansétzen ist es mit dem Microplane Modell moglich, jegliche Art von Aniso-
tropie auf relativ einfache, natiirliche Art und Weise zu beschreiben. Die Methode nach
Prat & Gens [193] wird in Abschnitt [7.1.2 zur Modellierung von transversal-isotropen
elastischen Materialien mit dem Microplane Modell herangezogen. Die Erweiterung auf
inelastische Vorgénge ist dariiber hinaus sehr einfach moglich, indem beispielsweise fiir
die zweite Methode anstatt der elastischen, inelastische Stoffgesetze verwendet werden.
Das bedeutet, in Gleichung (5.29)) miissen die Elastizitéitskoeffizienten 5(n) und Ex(n)
durch die entsprechenden Tangentenmoduli Ep ¢4, (1) und Ea tan(m) der Mikroebene er-
setzt werden. Die mikroskopischen Tangentenmoduli ergeben sich aus den Ratenbeziehun-
gen zwischen den Microplane Spannungen und den zugehorigen Microplane Verzerrungen.

5.2 Microplane Schidigung

Bisher wurden ausschlieBlich nicht-dissipative Microplane Stoffgesetze behandelt. Im fol-
genden Abschnitt ist eine Erweiterung dieser einfachen Microplane Formulierungen auf
dissipative Mechanismen zur Modellierung des inelastischen Materialverhaltens geplant.
Weiterhin stellt in diesem Abschnitt die Schiddigung des Materials den wesentlichen Dis-
sipationsmechanismus dar. Somit ist der Anwendungsbereich dieser Formulierungen auf
Phénomene bei denen der Einfluss von irreversiblen Deformationen vernachléssighar ist,
wie beispielsweise quasi—sprodes Versagen von Beton, begrenzt.

In Analogie zu den klassischen makroskopischen Schédigungsformulierungen, entspre-
chend Abschnitt [3.3.1, existieren prinzipiell zwei Moglichkeiten Schidigungsprozesse in
die Microplane Theorie einzubinden. Einerseits ist die Einfiihrung von unterschiedlichen
Schadigungsparametern, wie in den klassischen Microplane Modellen nach Bazant & Prat
[30], denkbar. Diese Microplane Modelle basieren auf einer Schidigungsformulierung mit
getrennter Beriicksichtigung des volumetrischen, deviatorischen und tangentialen Schadi-
gungsanteils. In dieser Arbeit werden alle Microplane Schadigungsformulierungen im Rah-
men des V-D Splits hergeleitet. Dadurch ist eine getrennte Beschreibung des rein volu-
metrischen und rein deviatorischen Schadigungsverhaltens auf der Mikroebene durch die
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Einfiihrung von zwei Schiadigungsparametern pro Mikroebene moglich. Dies entspricht
dem Vorgehen des generalisierten isotropen makroskopischen Schiadigungsmodells in Ab-
schnitt 3.3.1. Die zweite Moglichkeit basiert auf der Einfiilhrung einer einzigen Schéadi-
gungsvariablen pro Mikroebene, so dass die volumetrischen und deviatorischen elastischen
Eigenschaften der Mikroebene gleichermafien abgemindert werden. Dies fiithrt auf ani-
sotrope Microplane Schidigungsformulierungen, die zu den makroskopischen isotropen
1-Parameter Schédigungsmodellen aus Abschnitt 3.3.1 in enger Verwandtschaft stehen.
Alle aus diesen beiden Moglichkeiten resultierenden Microplane Formulierungen besitzen
gegeniiber den makroskopischen Schédigungsmodellen den Vorteil, dass anisotropes Mate-
rialverhalten auf eine sehr einfache und natiirliche Weise in die Formulierung eingebracht
werden kann. Dabei reichen skalare Schadigungsvariablen bzw. isotrope Stoffgesetze auf
der Mikroebene aus, um Anisotropie auf der Makroebene darzustellen. Im Gegensatz dazu
sind bei makroskopischen Kontinuumsschadigungsmodellen vektor- oder sogar tensorwer-
tige Schidigungsvariablen notwendig, deren physikalische Interpretation schwierig ist.

5.2.1 Degradationsmodelle auf der Mikroebene

Zunachst wird gefordert, dass das geschédigte sowie das ungeschédigte Material durch Zu-
standsvariablen auf der Mikroebene, beispielsweise Microplane Verzerrungen bzw. Span-
nungen, charakterisiert wird. Zusétzlich besteht ein Zusammenhang zwischen diesen bei-
den Zustédnden, deren Beschreibung die Definition unterschiedlicher Rdume erfordert. Dies
fithrt auf die Definitionen des physikalischen bzw. geschidigten Raumes und des effektiven
bzw. ungeschéidigten Raumes. Die Zustandsvariablen in diesen Rd&umen werden dement-
sprechend als nominale oder effektive Gréflen bezeichnet. Aus diesem Ansatz ergeben
sich in Analogie zur Makroebene vier unterschiedliche Konzepte zur Beschreibung der
Degradation des Materials auf der Mikroebene. Dabei wird angenommen, dass sich die
Schadigung des Materials nur auf die elastischen Eigenschaften auswirkt, so dass eine
Degradation der elastischen Materialeigenschaften stattfindet. Da alle in dieser Arbeit
hergeleiteten Microplane Schiadigungsmodelle auf dem V-D Split basieren, d. h. es fin-
det eine Differenzierung zwischen volumetrischen und deviatorischen Komponenten statt,
wird bei den folgenden Degradationsmodellen zwischen der volumetrischen und der de-
viatorischen Degradation unterschieden.

o Effektive Spannungen® —  Hypothese der Verzerrungsiquivalenz®
Die volumetrischen bzw. deviatorischen Microplane Verzerrungen (ey, €p), die im
volumetrisch bzw. deviatorisch geschiidigten Material (€%, £%) unter den volumetri-
schen bzw. deviatorischen nominellen Microplane Spannungen (oy, op) auftreten,
entsprechen denen des ungeschiidigten Materials (£¢, £%) unter den volumetrischen
bzw. deviatorischen effektiven Microplane Spannungen (Gy, op).

_ _ o
€y = 5‘6} 15’\/ = (C:g 1O'V mit &V = B
[1—dv]
_ _ o (5.30)
el—1 =~ d—1 . ~ D
ep= &3, -op = &} -op mit op— ————
[1—dp]
e Effektive Verzerrungen“ —  Hypothese der Spannungsiquivalenz*

Die volumetrischen bzw. deviatorischen Microplane Spannungen (oy, op), die im
volumetrisch bzw. deviatorisch geschéidigten Material (€%, £%) unter den volumetri-
schen bzw. deviatorischen nominellen Microplane Verzerrungen (ey, €p) auftreten,
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entsprechen denen des ungeschiidigten Materials (£¢, £%) unter den volumetrischen
bzw. deviatorischen effektiven Microplane Verzerrungen (€y, €p).

oy = (c/"e/l gv - 55 €y mit gv == []_ — dv] €y (5 31)
Op — 8%'%[) = g%'ED mit éD:[l—dD]ED .
o Effektive Verzerrungen* — Hypothese der Energiedquivalenz

Die volumetrisch bzw. deviatorisch gespeicherten mikroskopischen freien Energien
(Umie gmic) im volumetrisch bzw. deviatorisch geschidigten Material (€2, £%) un-
ter den volumetrischen bzw. deviatorischen nominellen Microplane Verzerrungen
(év, €p) entsprechen denen des ungeschiidigten Materials (£¢, £5)) unter den volu-
metrischen bzw. deviatorischen effektiven Microplane Verzerrungen (éy, €p).

\I/?ic = % gv g‘e/l gv = %EV g‘i €y mit gv =\ 1— dv €y (5 32)
\Iﬂgic: %ép'g%'éD = %GD'g%'GD mit ED:\/l—dDED .
o Effektive Spannungen® — ,Hypothese der Aquivalenz der Komplementérenergie*

Die volumetrisch bzw. deviatorisch gespeicherten mikroskopischen Komplementér-
energien (II72%, TI72*¢) im volumetrisch bzw. deviatorisch geschidigten Material (2,
E4)) unter den volumetrischen bzw. deviatorischen nominellen Microplane Spannun-
gen (oy, op) entsprechen denen des ungeschidigten Materials (£¢, £4) unter den
volumetrischen bzw. deviatorischen effektiven Microplane Spannungen (6, &p).

L N -1 . -1 . ~ oy
Ipe = joveEl ov = jovE oy mt oy = e

VI dv (533
rTmic 1~ el—1  ~ 1 a1 1 o) gp .
5 = §UD'8D Op = EUD'SD +op mit  op=

V1—dp

Das Konzept der effektiven Spannungen in Verbindung mit der Hypothese der Verzer-
rungsédquivalenz hat sich fiir die Modellierung des Materialverhaltens von kohésiven Rei-
bungsmaterialien als besonders geeignet erwiesen. Deshalb wird im Folgenden dieses Kon-
zept bei allen Microplane Schidigungsformulierungen angewendet.

Konzept der effektiven Spannungen — Hypothese der Verzerrungsiquivalenz

Die Mikrorissentwicklung und -ausbreitung und die damit verbundene Degradation der
Materialeigenschaften fithren zu gréfleren Spannungen, die als effektive Spannungen be-
zeichnet werden. Dieses Konzept wurde in den 1960er Jahren von Rabotnov [194] for-
muliert. Es beruht auf der Annahme, dass sich die volumetrischen bzw. deviatorischen
physikalischen Réume durch die Abbildungsvorschriften My " bzw. Mp~" in die ent-
sprechenden effektiven Spannungsridume iiberfithren lassen. Dies ist zur Verdeutlichung in
Abbildung 5.2 dargestellt. Daraus ergeben sich folgende Beziehungen zwischen den nomi-
nalen und effektiven Microplane Spannungen unter Annahme isotroper Stoffgesetze auf
der Mikroebene.

6’V = Mv_la'v mit MV = [1—dv]

~ 1 : (5.34)
op = Mpi 0D mit MD = [1—dD]].
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physikalischer Raum effektiver Spannungsraum

Abbildung 5.2: Effektives Spannungskonzept — Hypothese der Verzerrungsiaquivalenz

Die effektiven Microplane Spannungen ¢y und & p entsprechen den auf die infolge der
Schadigung abgeminderten Querschnittsflichen bezogenen nominellen Microplane Span-
nungen oy und o p. Sie kénnen somit als die innerhalb des geschiadigten Materials auftre-
tenden Spannungen interpretiert werden. Dies fithrt auf die Definition der volumetrischen
und deviatorischen Schidigungsvariablen dy und dp, die ein Maf fiir die Schidigung des
Materials auf der Mikroebene darstellen,

AVdam AD dam
dv =" dD = —

o - (5.35)

wobel Ay gam und Ap gem die volumetrisch und deviatorisch geschédigten Querschnitts-
flichen und Aj die urspriinglich ungeschédigte Querschnittsfliche bezeichnen. Die bei-
den Schéidigungsvariablen nehmen je nach Ausmafl der Schidigung Werte zwischen 0 <
dy,dp < 1 an. Dabei stellt dy,dp = 0 den Ausgangszustand dar, d. h. intaktes un-
geschédigtes Material. Dagegen spiegelt dy,dp = 1 den kompletten Verlust der Materi-
alfestigkeit auf der Mikroebene und somit in bestimmten Raumrichtungen wieder, d. h.
vollstandig geschédigtes Material. Dies steht im Einklang mit Lemaitre’s Definition [139]
der Schédigungsvariablen als effektive Oberflichendichte der Mikrorisse bzw. -poren.
Infolge der von Lemaitre [137, 140] postulierten Hypothese der Verzerrungsiquivalenz
(5.30) in Verbindung mit den Definitionen der effektiven Spannungen (5.34) lassen sich
die volumetrischen und deviatorischen Materialmoduli £F und €%, der Microplane Schéidi-
gung niher spezifizieren.

EL =1 —dy]EF = [1 — dy] K™ EY =[1—dp| €S =2[1—dp]G™1 (5.36)

In Analogie zu den Microplane Spannungen ergeben sich die mikroskopischen Material-
moduli £& und €% der Microplane Schiidigung als Abbildung der elastischen Material-
moduli vom effektiven Spannungsraum in den physikalischen Raum.

Das beschriebene Konzept eignet sich besonders zur Formulierung verzerrungsbasierter
Materialmodelle fiir die Beschreibung des Schidigungsverhaltens gesteinsartiger Materia-
lien wie Beton. Zusétzlich besitzt es gegeniiber den anderen Konzepten den Vorteil der
einfacheren algorithmischen Umsetzung.
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5.2.2 2—Parameter Schidigungsmodell

In diesem Abschnitt wird eine auf zwei Schiadigungsvariablen basierende Microplane Sché-
digungsformulierung hergeleitet und diskutiert. Die Herleitung erfolgt im Rahmen des
thermodynamisch konsistenten Konzeptes aus Abschnitt Das daraus resultierende
2-Parameter Schidigungsmodell erlaubt eine unterschiedliche Betrachtung des volume-
trischen und deviatorischen Schédigungsverhalten der Mikroebene. Die beiden Schéadi-
gungsparameter dy und dp charakterisieren das volumetrische und deviatorische Schidi-
gungsverhaltens auf der Mikroebene. Vereinfachend wird davon ausgegangen, dass sich
die beiden Schidigungsanteile gegenseitig nicht beeinflussen. Die Folge ist ein volume-
trisch und deviatorisch entkoppeltes Schiadigungsmodell, welches nicht in der Lage ist das
fiir kohésive Reibungsmaterialien charakteristische dilatante Antwortverhalten wiederzu-
geben. Der resultierende Vektor der internen Variablen lautet:

o = {dv,dD} mit 0 S dv,dD S 1. (537)

Die mikroskopische freie Energie VU,,;. ist nun in Abhéngigkeit der beiden Verzerrungs-
komponenten (ey, €p) und der beiden Schidigungsvariablen (dy,dp) so zu formulieren,
dass U™ (ey, €p, dy,dp). Mit der Definition der mikroskopischen elastischen freien Ener-
gie (5.22) lautet die Definition der mikroskopischen freien Energie wie folgt:

Ume =1 — dy] qf’;fg‘;(ev) +[1 —dp] @gfgl(e,)). (5.38)

Die mikroskopische freie Energie kann als Summe der mit [1 — dy] und [1 — dp] skalierten
volumetrisch und deviatorisch gespeicherten elastischen Energien identifiziert werden. Da
das volumetrische und deviatorische Schiadigungsverhalten als entkoppelt angenommen
wird, lésst sich die mikroskopische freie Energie additiv zerlegen,

Wmie = W (ey dy) + U (ep, dp) (5.39)

wobei ¥ die volumetrisch geschiidigte freie Energie und W73 die deviatorisch geschiidig-
te freie Energie darstellt.

) 1 ) ) )

\Iﬂ‘?}w(ﬂ/, dv) = 5 [1 — dv] Kme 6%/ \Iﬂgw(GD, dD) = [1 — dD] G™e €Ep €D (540)
Die Auswertung der mikroskopischen Clausius—Duhem Ungleichung (4.34) nach Coleman
& Gurtin [54] und Coleman & Noll [55] liefert die Definitionen der konstitutiven Mi-
croplane Spannungen oy und op als energetisch konjugierte Gréflen zu den jeweiligen

Microplane Verzerrungen.
- G\IJ"”C

aqjmic
oy = =
v 86\/

= [1 — dv] KmiCEV Op — =2 [1 - dD] GmiCGD (541)

8€D

Weiterhin lassen sich die thermodynamischen Kriifte 37 als energetisch konjugierte
Grofen zu den internen Variablen, den beiden Schiadigungsvariablen dy und dp, aus der
Definition der freien Energie (5.38) ableiten. Diese ergeben sich als die volumetrisch und
deviatorisch elastisch gespeicherten mikroskopischen Energien \I/"}”ecl und \I/gfgl. Im Sinne
der Kontinuumsschiadigungsmechanik werden sie als die mikroskopischen Energiefreiset-
zungsraten Y{7¢ und Y} interpretiert.

a\IﬂmC 1 mic 2 mic ., __

adv = 5 K €y YD =

B a\pmzc
ddp

Y{;m’c = = GmiCGD €D (542)
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Diese mikroskopischen Energiefreisetzungsraten kontrollieren die volumetrische und devia-
torische Schadigungsentwicklung. Sie konnen als eine lokal begrenzte Energie verstanden
werden, die erforderlich ist um einen Mikroriss auf der Mikroebene zu initiieren oder das
Fortschreiten bzw. das Zusammenwachsen von Mikrorissen voranzutreiben. Die reduzierte
mikroskopische Dissipationsungleichung nimmt mit diesen Definitionen folgende Form an.

D™ = Y dy + YR dp > 0 (5.43)

Entsprechend Kuhl, Steinmann & Carol [132] wird gefordert, dass diese Ungleichung in
allen Belastungsprozessen eingehalten wird.

Der Zustand der Schédigung wird dann durch zwei unabhéngige Schidigungsfunktionen
o7 und P, die im Allgemeinen verzerrungsbasiert definiert sind, charakterisiert. Die-
se Schidigungsfunktionen werden aus der Differenz der Funktionen ¢ und ¢, die
wiederum von den Vergleichsverzerrungen abhéngig sind, und den zugehorigen Schédi-
gungparametern dy und dp bestimmt.

DY = GPE() — dy <0 VR = G —dp <0 (544)

mic werden in Abhiingigkeit der jeweiligen Energie-

Die Vergleichsverzerrungen 7% und n'j
freisetzungsraten aufgestellt.

Die Anwendung des Postulats vom Maximum der Dissipation auf die mikroskopische Dis-
sipationsungleichung (5.43) liefert nach Luenberger ein mathematisches Optimie-
rungsproblem auf der Mikroebene mit den Schédigungsfunktionen (5.44) als Nebenbedin-
gungen. Die Nebenbedingungen werden iiber zwei Lagrange-Multiplikatoren 47 und /%

in die Formulierung eingebracht. Dadurch ergibt sich folgende Stationarititsbedingung.

£mic — _Dmic + ,j/mic (Dmic + ;Ymic q)mic

A (5.45)
— szc dV _ Yszc dD + ,ymzc [¢7"/mc dV] + ,ymzc [¢rgw _ dD] — stat

Die Evolutionsgleichungen der Schadigungsvariablen dy und dp ergeben sich durch Losen
der Stationaritédtsbedingung (5.45) als Funktion der beiden Lagrange-Multiplikatoren.

aﬁmic ¢1{:/‘ch X o 8¢7‘7}zc
_ — _d :mic _ — 0 d — mac R S
e v Gy O T
aﬁmzc d + . mic aqb%blc O d mic 8¢mzc
- = — - = —_— =
oY PEID Gy e D= 00T Gy

Weiterhin erhélt man die mikroskopischen volumetrischen und deviatorischen Karush—
Kuhn-Tucker Be- und Entlastungsbedingungen sowie die Konsistenzbedingungen in ge-
wohnter Form, vergleiche beispielsweise Gleichung (3.17).

(I)nvlic ,.y‘f/mc

S 0 (I)mzc ,ymzc = 0: (I)mzc '}/mw =0

?

0 @’H’LZC ,.szc — O . q)mzc ,.}/TTLZC — O

7

& 5.47
N (5.47)

Fiir ein Fortschreiten der Schidigung (47 > 0) bzw. (y5* > 0) folgen aus den Konsi-
stenzbedingungen die Evolutionsgleichungen der Schéadigungsfunktionen.

L 6(I)mzc L a(I)mzc X L aq)mzc L 8<I)mzc
@T‘;LZC: V’ szc+ v dV =0 (I)mzc: D' lec+ D

dp =0 (5.4
ovye TV ddy B = Gygw YT g, A0 =0 B48)
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Aus diesen Gleichungen ergeben sich die Evolutionsgleichungen der beiden Lagrange—

L mic

Multiplikatoren 4% und 7.
e = Ve > 0 e = Ve > 0 (5.49)

Diese kénnen auch als Geschichtsparameter interpretiert werden. Nach Simo & Ju [204

und Ju [114] lassen sich diese Geschichtsparameter in Abhéngigkeit der Schidigungs-

schwellwerte 7{*¢ und v und den in der Belastungsgeschichte maximal erreichten Wer-
ten der Energiefreisetzungsraten in expliziter Form angeben.

mic __ Ymic t mic mic __ Ymic t mic 5.50

W —or?i)iT( V), W) 7D _glggiT( b (), 756) (5.50)

Mit diesen Beziehungen vereinfachen sich die Evolutionsgesetze (5.46) der Schiadigungsva-

riablen zu einer direkten Bestimmungsgleichung in Abhéngigkeit der Geschichtsparameter.

dy = Gpe(o}) dp = O (1) (551)

Die Mikro-Makro Bezichung der Spannungen (4.31) liefert den makroskopischen Span-
nungstensor als Funktion der Microplane Spannungen fiir die beschriebene Microplane
Schiadigungsformulierung.

B a\Pmac 3

=— [ [1—dy] K™V @V +2[1 —dp] G™* Dev' - Dev d): € (5.52)

Dieser Ausdruck fiir die makroskopischen Spannungen lasst sich im Sinne der Kontinu-
umsschidigungsmechanik zu einer Sekantenbeziehung umformulieren,

o=E% € (5.53)

sec

wobei £%, den vierstufigen Sekantenmodul der Microplane Schiadigungsformulierung de-
finiert.

Die zeitliche Ableitung der makroskopischen Spannungen (5.52) liefert die Beziehung zwi-
schen der makroskopischen Spannungs- und Verzerrungsrate & = £% : é und somit

die Definition des vierstufigen Tangententensors der Microplane Schidigungsformulierung

E¢ . Diese Ableitung lautet:
3 : , . .
o=E, - [ A KMV @Vt 2dp G Dev' - Dev d9 : €. (5.54)
T Ja

Aus dieser Gleichung kann mit Hilfe der Evolutionsgleichungen der Schédigungsvariablen
(5.46) und der Geschichtsparameter (5.49) der makroskopische Materialtensor gewonnen
werden.

3 [ ooy ot

ogric opRop
gl —gd . — A VeV+ L Deyt 22
tan sec A 0 873” [1 _ dv]2 af}/gw ev [1 — dD]2

- Dev d2 (5.55)

Aufgrund der Abhéngigkeit der Schédigungsfunktionen von den Energiefreisetzungsraten
fithrt diese Herleitung im Sinne von Carol, Rizzi & Willam zu assoziierten Microplane
Schadigungsformulierungen. Dadurch nimmt auch der hergeleitete makroskopische Mate-
rialtensor £ eine symmetrische Form an.

Natiirlich ist es vorteilhaft, wenn Microplane Modelle, im Speziellen deren Stoffgesetze,
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derart formuliert sind, dass die kinematische Projektion fiir die Verzerrungen und die sta-
tische Projektion fiir die effektiven Spannungen gleichzeitig eingehalten werden. Dies ist
fiir die hergeleitete Microplane Schidigungsformulierung der Fall und soll im Folgenden

kurz gezeigt werden. Die effektiven Microplane Spannungen &y, und o p ergeben sich aus
der Gleichung (5.34) und der Definition der konstitutiven Microplane Spannungen (5.41).

il

- Oy

I S Kmic =
oy [1 — dv] €y Op

=2G""ep (5.56)

Die makroskopischen effektiven Spannungen werden in Analogie zu den makroskopischen
Spannungen (5.52) aus folgender Integralbeziehung bestimmt.

3
6=-— [ 6y V+ Dev' 6pdQ (5.57)
47T Q

Die projizierten effektiven Microplane Spannungen gy und & p erhiilt man folgerichtig aus
der Projektion des effektiven Spannungstensors (5.57) mit den jeweiligen Projektionsten-
soren.

E'V:VI&:&V ED:Dev:&:&D (558)

Daraus wird ersichtlich, dass die projizierten effektiven Microplane Spannungen oy und
o p mit den konstitutiven effektiven Microplane Spannungen v und & p identisch sind.
Die Microplane Schidigungsformulierung erfiillt zusétzlich zur kinematischen Projektion
auch die statische Projektion fiir die effektiven Spannungen.

Darauf aufbauend lassen sich die konstitutiven Gleichungen dieses Modells, in Analogie
zum V-D-T Modell von Carol, Bazant & Prat [43], in ein Modell der Kontinuumsschéadi-
gungsmechanik mit vierstufigem Schédigungstensor D iiberfithren. Ausgangspunkt ist
folgende Beziehung zwischen den makroskopischen Spannungen und Verzerrungen aus

Abschnitt [3.3.2.
o=[I-D]: &€ (5.59)

Der Schéadigungstensor kann nach einigen Zwischenschritten mit Hilfe der Gleichungen
(5.52) und (5.53)) wie folgt angegeben werden.

3
D:4—/dVV®V+dD Dev” - Dev d© (5.60)
T Jo

Dieser ist nur noch abhéngig von der Schédigung und der Richtung der Ebene und nicht
von der Steifigkeit der einzelnen Ebenen. Die Eintrdge des anisotropen Schédigungsten-
sors erhalten auf diese Weise eine eindeutige physikalische Bedeutung.

Vereinfachend wurde bei der Herleitung davon ausgegangen, dass sich die volumetrische
und deviatorische Schadigung nicht beeinflussen und somit unabhéngig voneinander mo-
delliert werden kénnen. Eine Erweiterung dieser Formulierung auf gekoppeltes volumetri-
sches und deviatorisches Schadigungsverhalten ist einfach durchfithrbar. Dazu miissen die
volumetrischen und deviatorischen Schidigungsfunktionen (5.44) in Abhéngigkeit beider
Komponenten, d. h. sowohl volumetrischer als auch deviatorischer Anteile, formuliert wer-
den. Die einfachste Moglichkeit dieser Kopplung basiert auf der Einfiithrung einer einzelnen
Schadigungsvariablen auf der Mikroebene. Dies ist Gegenstand des folgenden Abschnittes.
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Modellprobleme: Einaxialer Zug und einfache Scherung

Um die Wirkungsweise und die Ausbildung von Anisotropie in der vorgestellten Micro-
plane Schadigungsformulierung zu veranschaulichen, sollen dieselben Modellprobleme wie
in Abschnitt [5.1.1, ndmlich der einaxiale Zug und die einfache Scherung, nidher unter-
sucht werden. Betrachtet wird ein 1 mm? grofier Wiirfel im ebenen Verzerrungszustand.
Die Elastizitatskonstanten werden entsprechend Abschnitt 5.1.1 gewéhlt, so dass der
mikroskopische Kompressions- und Schubmodul die Werte K™* = 50000 N/mm? und
G™i¢ = 12500 annehmen. Zusitzlich muss die funktionelle Form der beiden Schidigungs-
variablen dy und dp angegeben werden. Fiir eine kontinuierlich, exponentiell wachsende
Schidigung wird folgende Funktion, entsprechend dem Basismodell von Bazant & Prat
[30], fiir die Schiadigungsentwicklung postuliert.

di(y) =1 —exp [~ [7/"/a;]"]  mit i=D,V (5.61)

Dabei bezeichnet der Index i entweder die volumetrische oder die deviatorische Schadi-
gung. Die beiden zusétzlichen Parameter a; und p; werden fiir die volumetrische und
deviatorische Schidigung identisch gewéhlt, ay = ap = 0.02 und py = pp = 1.0. Fiir
das vorgestellte Microplane Schiidigungsmodell nehmen die Geschichtsparameter {7 und
ymie die in der Belastungsgeschichte maximal erreichten Werte der Energiefreisetzungs-
raten an. Die Energiefreisetzungsraten entsprechen den elastisch gespeicherten Energien,
deren raumliche Verteilungen in Abbildung 5.1 dargestellt sind. Somit stellen diese Ener-
gien die treibenden Groflen fiir den Schiadigungsprozess auf der Mikroebene dar.
Abbildung zeigt die resultierenden Last—Verschiebungsdiagramme und die rdumliche
Verteilung der beiden Schiadigungsparameter an vier ausgewéhlten Lastzusténden fiir die
untersuchten Modellprobleme. Die resultierenden Polyeder sind dabei wieder um 80° ge-
dreht dargestellt, so dass die Lastrichtung beinahe senkrecht auf der Betrachtungsebene
steht. Die beiden Last—Verschiebungsdiagramme weisen einen fiir entfestigende Mate-
rialien typischen Verlauf auf. Somit ist das vorgestellte Microplane Modell in der Lage
Entfestigung auf der Makroebene zu beschreiben.

Die deviatorische Schidigung ist in beiden Modellproblemen ungleichférmig auf den ein-
zelnen Mikroebenen verteilt und weist somit eine anisotrope Entwicklung auf. Im Ge-
gensatz dazu ist die volumetrische Schidigung gleichférmig verteilt, wobei bei der ein-
fachen Scherung natiirlich keine volumetrische Schidigung auftritt. Fiir den einaxialen
Zug beginnt die deviatorische Schiadigung auf den Ebenen, deren Normalen parallel zur
Lastrichtung sind und breitet sich mit zunehmender Belastung sukzessive auf die benach-
barten Ebenen aus. Es lassen sich Lastumlagerungen von geschidigten auf ungeschidigte
Ebenen feststellen. Vergleicht man in Abbildung 5.3 die Werte der volumetrischen und
deviatorischen Schédigung zum gleichen Zeitpunkt, so ist festzuhalten, dass die devia-
torische Schiadigung die treibende Gréfe fiir den gesamten Schadigungsprozess darstellt.
Die mikroskopische Schidigung und deren Entwicklung bei der einfachen Scherung ist
dagegen andersartig rdumlich verteilt. Bei der einfachen Scherung beginnt die Schiadigung
auf den Ebenen, die auf dem Nullmeridian liegen, und breitet sich dann senkrecht zur
Nullmeridianebene aus. In beiden Modellproblemen nehmen die Schidigungsverteilun-
gen in fortgeschrittenen Belastungszustdnden eine eher gleichférmige Verteilung an. Die
Ausnahme bilden die Ebenen mit Normalen senkrecht zur Lastrichtung. Aufgrund des
angenommenen ebenen Verzerrungszustandes findet auf diesen Ebenen keine Schédigung
statt.
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F [N] einaxialer Zug F [N] einfache Scherung
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Abbildung 5.3: Schiadigungsentwicklung dy und dp auf der Mikroebene

Abbildung 5.4 zeigt einen Vergleich der Last—Verschiebungskurven fiir drei unterschiedli-
che Microplane Schiadigungsmodelle. Dabei bezeichnet dy,, dass nur volumetrische Schadi-
gung auftreten kann, dp kennzeichnet dementsprechend rein deviatorische Schédigung
und dy,p steht fiir volumetrische und deviatorische Schiadigung. Vergleicht man die Trag-
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F[N] einaxialer Zug F [N] einfache Scherung
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Abbildung 5.4: Last—Verschiebungskurven fiir rein volumetrische dy, rein deviatorische
dp und volumetrische & deviatorische Schéadigung dy.p

lasten fiir den einaxialen Zug, so stellt man fest, dass die Traglast bei rein volumetrischer
Schédigung dy viel hoher liegt als bei den beiden anderen Fillen dp und dy,p. Die Last—
Verschiebungskurven fiir dp und dy,p liegen nahezu aufeinander. Die Antwort fiir rein
deviatorische Schadigung dp ist etwas steifer. Aufgrund der Tatsache, dass es sich bei
der einfachen Scherung um einen isochoren Deformationszustand handelt, tritt selbst-
versténdlich keine volumetrische Schidigung auf und der Fall der rein volumetrischen
Schadigung dy verhélt sich linear elastisch. Dadurch sind die Last—Verschiebungskurven
fiir dp und dy,p deckungsgleich. Ein Vergleich der Last—Verschiebungskurven lasst darauf
schlieflen, dass die deviatorische Schiadigung bei beiden Beispielen hauptverantwortlich
fiir das Gesamttragverhalten ist. Der Einfluss der volumetrischen Schidigung ist dagegen
eher gering. Die volumetrisch und deviatorisch gespeicherten elastischen Energien stellen
dabei die treibenden Groflen fiir den Schadigungsprozess dar.

Beide Beispiele haben gezeigt, dass das vorgestellte Microplane Modell durch Verwen-
dung isotroper Stoffgesetze auf der Mikroebene in der Lage ist, anisotropes Materialver-
halten auf der Makroebene auf eine einfache und natiirliche Weise wiederzugeben. Dieses
anisotrope Materialverhalten ist durch die Evolution der sich ausbildenden Texturen in

Abbildung 5.3/ erkennbar.

5.2.3 1-Parameter Schidigungsmodell

Die Berticksichtigung mehrerer Schidigungsvariablen besitzt gegeniiber der Formulierung
mit einer einzigen Variablen mehr Freiheiten. Allerdings eignet sich ein volumetrisch und
deviatorisch entkoppeltes Schiadigungsmodell mit mehreren Schédigungsvariablen, wie es
in den meisten Microplane Modellen angesetzt wird, nur eingeschréankt zur Modellierung
kohésiver Reibungsmaterialien. Um der volumetrischen Abhéngigkeit des Reibungsein-
flusses bei der Modellierung von Beton Rechnung zu tragen, wird im Folgenden eine Mi-
croplane Schidigungsformulierung mit einer einzigen Schiidigungsvariablen d™* auf der
Mikroebene vorgestellt. Dadurch werden die volumetrischen und deviatorischen elasti-
schen Microplane Eigenschaften gleichermaflen abgemindert. Fiir den Vektor der internen
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Variablen folgt dementsprechend v = {d™*}. Die mikroskopische freie Energie U™ ergibt
sich aus der mit [1 — d™] skalierten elastischen ungeschidigten freien Energie (5.22).

\Ifmw(E\/, €p, dmzc) — [1 o dmzc} Zlnc _ [1 o dmzc} 5 e 6%/ + Gmie €p - €p (562)
Diese definiert die jeweiligen Microplane Spannungen oy und op als thermodynamisch
konjugierte Groflen zu den Microplane Verzerrungen. Im Gegensatz zum 2-Parameter
Schadigungsmodell ergeben sich alle konstitutiven Spannungskomponenten aus den im
gleichen Mafle abgeminderten effektiven Spannungen (5.34).
8\Ijmic ) ) 8‘1;mzc ] )
= =1 —=d™] K™ = =21 —d™]Gm™e 5.63
V= 5 [ ] K™ ey oD =5 [ JG™ep  (5.63)
Weiterhin liefert die mikroskopische freie Energie die Bestimmungsgleichungen der mi-
kroskopischen Energiefreisetzungsrate Y™, die der mikroskopischen thermodynamischen
Kraft 8™ entspricht. Im Falle der auf der Mikroebene angenommenen skalaren Schidi-
gungsgesetze stellt die mikroskopische Energiefreisetzungsrate Y die ungeschidigte mi-
kroskopische freie Energie dar.
, opmic : 1
ymic .— _ = Z[nc —
admzc 2
Der Ausdruck fiir die mikroskopische Dissipation (4.27) lasst sich damit prézisieren und
es ergibt sich folgende reduzierte Dissipationsungleichung.

KmiCE%/ + GmiCGD €D (564)

Der Schadigungszustand des Materials wird mit Hilfe einer verzerrungsbasierten Schadi-
gungsfunktion ®7"¢ charakterisiert, die den elastischen Bereich begrenzt.

Da nur eine Schadigungsfunktion eingefiithrt wird, die im betrachteten Fall von volume-
trischen und deviatorischen Anteilen abhéingt, findet automatisch eine volumetrische und
deviatorische Kopplung statt. Des Weiteren wird in diesem Abschnitt die dquivalente Ver-
zerrung 7™ als Funktion der Energiefreisetzungsrate Y™ definiert.

In Analogie zum 2-Parameter Microplane Schiadigungsmodell liefert die Losung des zu-
gehorigen Optimierungsproblems, welches sich aus der Dissipationsungleichung in Verbin-
dung mit dem Postulat vom Maximum der Dissipation mit der Schidigungsfunktion @7
als Nebenbedingung ergibt, die Evolutionsgleichungen des Schidigungsparameters d™* in

Abhingigkeit des Lagrange-Multiplikators 4,
dm’LC — 2 mic i
7 8szc
die Karush—-Kuhn—Tucker Be-und Entlastungsbedingungen und die Konsistenzbedingung.

(5.67)

Q<0 M= 0 Qe = 0 bic 4™ = 0 (5.68)

Entsprechend der Argumentation von Simo & Ju [204] und Ju [114] wird aus der Kon-
sistenzbedingung die Gleichheit des Lagrange-Multiplikators und der Rate der Energie-

L mic

freisetzungsrate 4™ = Y™ gewonnen. Unter Voraussetzung einer monoton steigenden
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Funktion ¢™* ergibt sich zusitzlich eine explizite Darstellungsform fiir die Schidigungs-

variable. A ' ‘ ‘ A
dmlc — ¢mzc(7mzc) mit ,YmZC — max (szc( ) ,y'g’l/lC) (5‘69)

—oo<t<T

Weiterhin kann der Lagrange-Multiplikator als Geschichtsparameter interpretiert werden,
so dass der Geschichtsparameter 4™ den in der Belastungsgeschichte maximal erreich-
ten Wert der dquivalenten Verzerrung n™* und somit der Energiefreisetzungsrate Y™
annimmt.

Die Standardauswertung der Clausius—Duhem Ungleichung (4.24) in Verbindung mit der
fundamentalen Mikro-Makro Beziehung der freien Energien (ﬂ) fithrt auf die Bestim-
mungsgleichung des makroskopischen Spannungstensors, wobei 53@0 den Sekantentensor
der Microplane Schiadigung darstellt.

3
_ gd .
o = sec 47T

[1—d™][K™ V@V +2G™ Dev' - Dev| dQ:e (5.70)
Q

Die Linearisierung der Mikro-Makro Beziehung der Spannungen (5.70) liefert den ma-
kroskopischen Materialtensor des 1-Parameter Microplane Schidigungsmodells £%  in
allgemeiner Form.

anmic
Vv
Oey * Oep

mic T . mic
gl _gi 3 [00 [VUV+DEU] UD]@[an . Dev| dQ (5.71)

tan sec a,ymzc [1 _ dmic

Die Struktur des Materialtensors zeigt an, dass eine Kopplung des volumetrischen und
deviatorischen Schidigungsverhaltens auf der Mikro- und Makroebene stattfindet. Dies
wird durch den zweiten Term in Gleichung (5.71) offenkundig. Da die dquivalente Ver-
zerrung identisch der Energiefreisetzungsrate Y™ (5.64) postuliert wurde, kénnen deren
Ableitungen nach den jeweiligen Microplane Verzerrungen bestimmt werden. Mit Hilfe
der Definitionen der Microplane Spannungen (5.63) lassen sich diese Ableitungen als die
effektiven Microplane Spannungen (5.34) identifizieren.

anmic op

anmic B oy B B
(96D N [1 _dmz’c] n

aEV N [1 - dmzc}

Q:

=5y b (5.72)

Damit kann der Materialtensor (5.71) vereinfacht dargestellt werden und nimmt folgende
symmetrische Form an.

. mic VO'V + DB’U op O'Vv +op - Dev
gtan sec - a mic 1 dmic 1 dmic ds2
o - ] [1 = dme] (5.73)
gl o~ —/ 5 VUV+DevT~&D] ® [6vV +6op- Dev] d
,ymzc

In Analogie zum 2-Parameter Microplane Schiadigungsmodell werden die makroskopischen
effektiven Spannungen in Abhéngigkeit der effektiven Microplane Spannungen (5.72) be-

rechnet. 5
o= 4 O'V vV + Dev &D d) (574)
7

Wird der makroskopische effektive Spannungstensor auf die einzelnen Mikroebenen proji-
ziert, so ergibt sich die Gleichheit der projizierten effektiven Microplane Spannungen (G,
o p) und der konstitutiven effektiven Microplane Spannungen (v, & p).

5’V:V26':5'V ED:Dev:&:&D (575)
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Somit erfiillt auch das 1-Parameter Microplane Schidigungsmodell gleichzeitig die kine-
matische Projektion fiir die Verzerrungen und die statische Projektion fiir die effektiven
Spannungen.

Weiterhin lésst sich auch fiir das 1-Parameter Microplane Schiadigungsmodell ein Schéadi-
gungstensor D herleiten. Die Herleitung dieses Schidigungstensors erfolgt in analoger
Weise zum Schéadigungstensor des 2—Parameter Microplane Schadigungsmodells des vori-

gen Abschnitts.

3 )

D= / d™ [V @V + Dev" - Dev]| df (5.76)

T Jo
Der resultierende Schidigungstensor wird ausschlieflich durch die mikroskopische Schéadi-
gungsvariable und durch die Projektionstensoren, d. h. die Normalen der Mikroebenen,
charakterisiert. Auflerdem ist dieser Tensor von rein geometrischer Natur, da er nicht
von den Steifigkeiten K™ und G™* der Mikroebene abhingt. Dadurch gewinnen dessen

Eintrage auch an physikalischer Aussagekraft.

Modellprobleme: Einaxialer Zug und einfache Scherung

Zur Verdeutlichung des anisotropen Materialverhaltens der vorgestellten 1-Parameter
Microplane Schédigungsformulierung wird auf die Modellprobleme einaxialer Zug und
einfache Scherung zuriickgegriffen. Wiederum wird das Materialverhalten eines Wiirfels
mit 1 mm Kantenldinge im ebenen Verzerrungszustand und mit denselben elastischen
Eigenschaften wie in Abschnitt [5.1.1 analysiert, so dass K™*¢ = 50000 N/mm? und
G™¢ = 12500 N/mm?. In beiden Modellproblemen wird von einer kontinuierlichen, expo-
nentiellen Schiadigungsentwicklung ausgegangen, die durch folgende Funktion beschrieben
wird, vergleiche Peerlings, de Borst, Brekelmans & de Vree [184].
dmic -1 = fygzzc
pymzc

[ 1— amic + amic exp [ﬁmzc [,yglzc _ ,ymzc}] :| (577)

Fiir die angenommene Schiadigungsentwicklung miissen auf der Mikroebene die drei Mate-
rialparameter 3" = 30, o = (.95 und "¢ = 0.0065 vorgegeben werden. Der Parame-
ter 4™ bestimmt die Form der Entfestigung, der Parameter o™ die maximal mogliche
Degradation und der Parameter 77" den Schiidigungsschwellwert. Der Geschichtspara-
meter 7™ stellt wiederum den in der Belastungsgeschichte maximal erreichten Wert der
dquivalenten Verzerrung ™ dar. In Anlehnung an der von Simo & Ju [204] auf der Makro-
ebene angenommenen dquivalenten Verzerrung ergibt sich die mikroskopische dquivalente
Verzerrung aus der Wurzel der zweifachen mikroskopischen Energiefreisetzungsrate Y,

N = V2 ymic (5.78)

Somit ist die Energiefreisetzungsrate Y™, die der mikroskopisch elastisch gespeicherten
Energie entspricht, die treibende Kraft fiir die Evolution des Schiadigungsprozesses. Diese
Definition der dquivalenten Verzerrung fiithrt im Sinne von Carol, Rizzi & Willam [47] zu
assoziierten Schiadigungsformulierungen mit einem symmetrischen Tangententensor.

Abbildung 5.5/ zeigt die resultierenden Last—Verschiebungsdiagramme, die typisch fiir ent-
festigende Materialien sind. Zusétzlich sind noch die Schadigungsverteilungen fiir vier aus-
gewihlte Lastzustdnde dargestellt, die in den Last—Verschiebungsdiagramme durch Kreu-
ze markiert sind. Die resultierenden Polyeder wurden wieder um etwa 80° gedreht, das
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Abbildung 5.5: Schidigungsentwicklung d™* auf der Mikroebene

bedeutet die Lastrichtung ist senkrecht zur Betrachtungsebene. In beiden Simulationen
weist die mikroskopische Schédigung eine anisotrope Verteilung auf. Fiir den einaxialen
Zug beginnt die Schidigung auf den Ebenen, deren Normalen parallel zur Lastrichtung
sind und breitet sich dann auf den benachbarten Ebenen aus. Bei der einfachen Sche-
rung beginnt die deviatorische Schiadigung auf den Ebenen, die auf dem Nullmeridian
liegen, und breitet sich dann senkrecht zur Nullmeridianebene aus. In beiden Modellpro-
blemen sind Lastumlagerungen von geschidigten auf die angrenzenden ungeschidigten
Ebenen erkennbar. Grundsétzlich lassen sich im Vergleich zur deviatorischen Schadigung
des 2—Parameter Schadigungsmodells in Abbildung (5.3 dhnliche Schidigungsverteilungen
beobachten. Bei beiden Modellen lassen sich zwei grundlegende Typen von Versagens-
mechanismen unterscheiden. Zum einen tritt ein eher lokalisiertes Zugversagen der in



70 Kapitel 5. Materialformulierungen im Rahmen der Microplane Theorie

Belastungsrichtung angeordneten Ebenen auf, beobachtbar in den Beispielen des einaxia-
len Zuges. Der zweite Mechanismus wird durch ein radiales Schubversagen der Ebenen
des Nullmeridians charakterisiert, vergleiche hierzu die Beispiele zur einfachen Scherung.
Beide Beispiele haben gezeigt, dass das vorgestellte 1-Parameter Schadigungsmodell ge-
nauso wie das 2-Parameter Schidigungsmodell aus dem vorigen Abschnitt durch die
Einfiihrung isotroper Microplane Stoffgesetze in der Lage ist, anisotropes Materialverhal-
ten auf eine einfache und natiirliche Weise wiederzugeben. Im Unterschied zum Microplane
Schidigungsmodell des vorigen Abschnittes findet beim 1-Parameter Modell eine konsti-
tutive Kopplung des volumetrischen und deviatorischen Verhaltens durch die Einfithrung
einer einzigen Versagensfunktion auf der Mikroebene statt.

5.2.4 Einfluss der Verzerrungskomponenten

Um den Einfluss der einzelnen Microplane Verzerrungskomponenten auf die Schédigung
und somit auf das globale Tragverhalten zu erfassen, wird eine Scheibe mit Loch unter
Verwendung verschiedener Schidigungsfunktionen untersucht. Die Systemdaten und die
elastischen Materialkennwerte der Scheibe sind in Abbildung 5.6 angegeben. Bei den Si-
mulationen wird von einem ebenen Verzerrungszustand ausgegangen. Aufgrund der Sym-
metrie wird nur ein Viertel des Systems betrachtet und mit 288 achtknotigen Verschie-
bungselementen diskretiert. Die lokale 1-Parameter Microplane Schédigungsformulierung
des vorigen Abschnittes, d. h. ohne Regularisierung, bildet dabei die Grundlage fiir die
Materialmodellierung. Weiterhin soll zwischen drei verschiedenen Definitionen der mikro-
skopischen dquivalenten Verzerrungen 7),,;. unterschieden werden. Bei der ersten Definition

mic

N wird nur die volumetrische Verzerrungskomponente ey, beriicksichtigt.

N (ey) = 3 ey (5.79)
Dies entspricht einem makroskopischen Schiadigungsmodell bei der die dquivalente Ver-
zerrung nur von der ersten Invariante der Verzerrungen I; abhéngt. Die zweite Definition

maic

ny"¢ gibt die dquivalente Verzerrung als Funktion der deviatorischen Verzerrungen e€p an.

15"(ep) = \/3/2 €p - €p (5.80)
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Abbildung 5.6: Systemdaten und Last—Verschiebungskurven
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nie(ey)

T

Abbildung 5.7: Deformierte Strukturen

Dies entspricht einer rein Jo—basierten dquivalenten Verzerrung beim makroskopischen
Schidigungsmodell. Die dritte und letzte Definition 1§ ergibt sich in Analogie zur dqui-
valenten Verzerrung des modifizierten von Mises Typs auf der Makroebene, vergleiche
Gleichung in Anhang Bl Dabei werden beide Verzerrungskomponenten bei der Er-

mittlung der dquivalenten Verzerrung beriicksichtigt.

ngﬂc(ﬁv, ED) = kl €y + \//ﬁ% 6%/ -+ kg €Ep €D (581)

Die beiden Wichtungsparameter k; und ko werden zu &y = 0.75 und ko = 0.2083 gewdahlt.
Des Weiteren wird in allen drei Féllen von derselben exponentiellen Schadigung (5.77) wie
im vorigen Abschnitt ausgegangen. Die Parameter dieser exponentiellen Funktion lauten
a™e = 0.95, g™ = 100 und " = 0.00005. Die resultierenden Last—Verschiebungs-
diagramme der drei Schadigungsfunktionen sind in Abbildung5.6 dargestellt.
Abbildung 5.7 zeigt die deformierten Strukturen bei einer vertikalen Verschiebung von
u = 0.002 mm. Dabei lassen sich prinzipiell zwei unterschiedliche Versagensarten erken-
nen. Zum einen lisst sich fiir den Fall 75"¢ die Bildung eines Scherbandes unter einem
Winkel von 45° beobachten. Zum anderen ist in den Fillen 1" und 75" ein vom rechten
Lochrand ausgehendes glattes, horizontales Zugversagen erkennbar.

Diese Beobachtungen werden durch die resultierenden Schiadigungsverteilungen in Abbil-
dung/5.8 unterstrichen. Um jedoch eine Aussage iiber die Schidigung des Materialpunktes
fiir das Microplane Schéadigungsmodell zu treffen, wird ein homogenisiertes Schidigungs-
maf d"™ herangezogen, welches sich aus folgender Integralbeziehung ermitteln lisst.

dm = i/ d™dS) (5.82)

4m Jq
In allen betrachteten Fillen beginnt die Schidigung am rechten Lochrand. Fiir die Félle
77 und 75" breitet sich die Schidigung horizontal aus, was in einem Mode I Zugversagen
miindet. Fiir den Fall 5" entwickelt sich ein Schidigungsband unter einem Winkel von
45°. Dies entspricht einem Mode II Schubversagen, wie es fiir Jo—basierte Stoffgesetze
typisch ist. Die Beispiele zeigen, dass sich die postulierten mikroskopischen Eigenschaften

in den makroskopischen Materialantworten wiederspiegeln.
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]/ /] ]/

dhom [_]
0.00
0.13
0.25
0.38
0.50
0.63
0.75

1.00

Abbildung 5.8: Homogenisierte Schidigungsverteilung d"*™

5.3 Microplane Plastizitéit

Im Gegensatz zum vorigen Abschnitt wird in diesem Abschnitt zur Microplane Plastizitét
davon ausgegangen, dass plastisches Flieen auf der Mikroebene den dominanten Dissipa-
tionsmechanismus darstellt. Ausgangspunkt fiir die Herleitung einer Microplane—basierten
Plastizitatsformulierung ist die additive Zerlegung des makroskopischen Verzerrungsten-
sors und dessen Ratenform entsprechend Gleichung (3.35) in einen reversiblen, elastischen
und in einen irreversiblen, plastischen Anteil. Infolgedessen ergeben sich die elastischen
und plastischen Microplane Verzerrungen ebenso als additive Zerlegung der jeweiligen
Verzerrungskomponenten auf den Mikroebenen,

ev=V:.e=¢l+¢ €p = Dev:e =€ + € (5.83)

wobei diese aus der kinematischen Projektion mit Hilfe der Projektionstensoren bestimmt
werden.

el . el pl . .pl el pl
ey =V 1€ e =V i€ €} = Dev : € €’ = Dev : € (5.84)

Die Herleitung eines Microplane—basierten Plastizitdtsmodells im Rahmen des thermody-
namisch konsistenten Konzeptes aus Abschnitt 4.3 erfordert zunéchst einmal die Spezifi-
zierung des Vektors der internen Variablen . Dieser besteht aus den beiden plastischen
Microplane Verzerrungen e{’} und e[g und zusitzlichen Variablen k™, die das mikrosko-
pische Ver- bzw. Entfestigungsverhalten beschreiben.

o = {e} e, K™} (5.85)

Unter der postulierten Annahme der additiven Zerlegung der Verzerrungen ist nach Lub-
liner [148] auch eine additive Zerlegung der freien mikroskopischen Energie W™ in einen
elastischen W% und plastischen Anteil kIf;}iC zuléssig.

U™ ey, €p, eVl, ef)l, n;mic) = \P:}ic(ev, €p, eV, eD) + \I/m”( "“C) (5.86)
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Der elastische Anteil der freien Energie W ergibt sich in Analogie zur Gleichung (5.22)
aus folgender Beziehung.

) 1 . 2
ZZZC _ 5I(’mzc |:€V _ El{)/l] + [ED _ ED:| szc |: _ G%l:| (587)

Mit den Definitionen (4.26) lassen sich die volumetrischen und deviatorischen Microplane
Spannungen als energetisch konjugierte Gréfien zu den elastischen Microplane Verzerrun-
gen angeben.

a\ljmic
Dedt

oy —

] oymic

__ pomic pl .
=K [e — €y op = 9l
D

=2 Gme [e eg} (5.88)

Die mikroskopische Dissipation (4.27) lasst sich damit nédher spezifizieren,

Dmic _ mzc pl + /Bmlc %l + IB;mc . '-‘,’mic (589)
wobei
maic 8\1ij0 mic a\ljmlc mic a\PmZC mic
v = 9 pl =0y ,8 = 8 pl =0Dp /6,% = _ah.,mic =4 (590)

die thermodynamischen Kréfte zu den konjugierten internen Variablen der Mikroebene
definieren. Daraus wird ersichtlich, dass die zu den plastischen Verzerrungen der Mikroebe-
ne konjugierten thermodynamischen Krifte 57" und 3% den konstitutiven Microplane
Spannungen oy und op entsprechen. Somit ergibt sich diese mikroskopische Dissipati-
onsungleichung.

D™ =gy & op- €+ g™ KM >0 (5.91)

Die mikroskopische Fliefunktion (ID"”C die iiblicherweise in Plastizitatsformulierungen
spannungsbasiert definiert ist, erhalt man aus der Differenz der mikroskopischen Ver-
gleichsspannung gpmw und einer dquivalenten FlieBspannung oi7¢(g™*).

= (0. 00, q") — o (™) < 0 (592)
Analog zur makroskopischen Fliefunktion grenzt die mikroskopische Flieffunktion die
zulédssigen von den unzuldssigen Zustédnden ab. Ebenso wie bei der Herleitung der makro-
skopischen Plastizitatsformulierung in Abschnitt [3.4 kann die mikroskopische Dissipati-
onsungleichung (5.91) nach Luenberger [149] in ein mathematisches Optimierungsproblem
unter Annahme des Postulats vom Maximum der Dissipation und mit der FlieSbedingung
(5.92) als Nebenbedingung tiberfiihrt werden. Die Auswertung des Optimierungsproblems
liefert die Evolutionsgleichungen fiir die plastischen Verzerrungen e@l und ele und fiir die
Verfestigungsvariable ™,

&Pl = \mie bl = \mic fmie = ymic 2L (5.93)

oqme

wobei die ersten beiden Beziehungen im Folgenden als mikroskopische Flieffregeln bezeich-
net werden. Der Betrag des plastischen Flusses wird durch den plastischen Multiplikator
Jmie angegeben. Des Weiteren bezeichnen ny und np die volumetrische und deviatorische
Normale auf die Fliefliche und kénnen somit als Fliefrichtungen verstanden werden.

a@mlc a@mlc
ny = np = (5.94)
aO'V 80[)
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In den obigen Gleichungen wurde von einer so genannten assoziierten Fliefiregel ausgegan-
gen. Wird dagegen in den Gleichungen (5.93) und (5.94) die Flieifunktion @Z;ic durch ein
plastisches Potential @;’}ic* ersetzt, so ist von einem nicht—assoziierten Flielen die Rede.
Damit ergeben sich folgende Evolutionsgleichungen fiir die internen Variablen,

Pl — /\mzc Pl — /\mzc m klmic _ /'\mic a(bg;w* (5 95)

V D D aqmic ’

wobei my die volumetrische Flieirichtung und mp die deviatorische Fliefirichtung kenn-
zeichnen.

aq)mzc 8(I)mzc
my ‘= mp = (596)
80’\/ 8‘TD

Die Karush—-Kuhn—Tucker Bedingungen und die Konsistenzbedingung, die den Be- und
Entlastungsprozess steuern, lassen sich wie folgt angeben.

Im Fall des plastischen Flieflens kann durch Auswertung der Konsistenzbedingung mit
Hilfe der Ratenform der Microplane Spannungen und der FlieBregel der plastische Multi-
plikator A€ gewonnen werden.

[ny K™¢V +np- 2G™Dev] : €

jmic _ _ (5.98)
A ' aq)mzc ' @z}zc
ny Kmace my +mnp - 2 (Gmic mp — : me. ——
8qmzc aqmzc

Die Ratenform der zur Verfestigungsvariablen konjugierten Variable g™, die iibrigens im
Spannungsraum definiert ist, lautet:

aqmic

qmzc — Hmzc . klmzc mit Hmzc _ .
8K/mzc

(5.99)
Dies stellt das Ver- bzw. Entfestigungsgesetz auf der Mikroebene dar, wobei H™ als
Verfestigungsmodul der Mikroebene interpretiert werden kann. In Analogie zur makro-
skopischen Plastizitdt ist prinzipiell zwischen einer isotropen und einer kinematischen
Verfestigung zu unterscheiden.

Der makroskopische Materialtensor Etan, der sich aus der Ratenbeziehung zwischen den
Spannungen und Verzerrungen entsprechend Gleichung (4.37) ergibt, ldsst sich in der
folgenden Form angeben,

grl _ g3 / [V K™¢my 4+ Dev” - 2G™*mp| @ [ny K™V +np - 2G™*Dev] 50
tan — A mic mic*
47 ny Kmicmv +np - QGmicmD _ g;mw H mic . qprlm'c

(5.100)

wobei £ dem elastischen Materialtensor (5.19) entspricht. Im Fall der assoziierten Flief-
regel der Fliefrichtungen my = ny und mp = np entspricht das plastische Potential
QD"”C der FlieSfunktion CIDWC und der Materialtensor Sfan ist symmetrisch.

In Analogle zur Mlcroplane Schidigungsformulierung mit zwei Schadigungsvariablen, ent-
sprechend Abschnitt [5.2.2, ist eine Verallgemeinerung des vorgestellten Microplane Plas-
tizitdtsmodells durch die Einfithrung zweier Flieffunktionen zur unterschiedlichen Cha-
rakterisierung des volumetrischen und deviatorischen Fliefverhaltens denkbar. Dies soll

in dieser Arbeit jedoch nicht ndher untersucht werden.
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Modellprobleme: Einaxialer Zug und einfache Scherung

Wiederum werden am Beispiel des einaxialen Zuges und der einfachen Scherung das Ma-
terialverhalten der vorgestellten Microplane Plastizitatsformulierung und die Auspragung
von Anisotropie analysiert. Betrachtet wird dabei wieder ein Wiirfel mit 1 mm Kan-
tenldnge im ebenen Verzerrungszustand und den identischen elastischen Parametern wie
in Abschnitt/5.1.1l Die beiden Microplane Elastizititskonstanten werden zu K™ = 50000
N/mm? und G™* = 12500 N/mm? angesetzt. Weiterhin muss das mikroskopische Plasti-
zitdtsverhalten ndaher charakterisiert werden. Es wird von einem linearen isotropen Ver-
bzw. Entfestigungsgesetz auf der Mikroebene ausgegangen. Dadurch reduziert sich der
Vektor @™ auf eine skalare Grofe g™, welche die GroBendnderung der FlieBfliche im
Spannungsraum angibt. Da die Verfestigungsvariable k™ zu dieser Variablen energetisch
konjugiert ist, vereinfacht sich auch die Verfestigungsvariable zu einem Skalar ™. Die
mikroskopische dquivalente FlieBspannung o ergibt sich fiir die postulierte isotrope Ver-
festigung aus der Differenz der Anfangsfliespannung ¢3¢ und der thermodynamischen
Kraft g™,

oPie = gt — gmie (5.101)
Fiir die mikroskopische Vergleichsspannung ng;ic wird vereinfachend angenommen, dass
sie ausschliellich von den deviatorischen Microplane Spannungen abhéngt.

o = 59D 0D (5.102)
Dadurch wird in Analogie zur klassischen von Mises Plastizitéat auf der Makroebene von
einer rein deviatorischen Fliebedingung auf der Mikroebene ausgegangen. Die mikrosko-
pische Flieffunktion (D;’;ic (5.92) lasst sich damit wie folgt angeben.

. /3 . .
;rleC: EO'D-O'D—O'SnZC—i‘quCSO (5103)

Aufgrund eines linearen, isotropen Ver- bzw. Entfestigungsgesetzes ldsst sich mit Glei-
chung (5.90) folgender Zusammenhang angeben,

¢ = —H k™ (5.104)

wodurch die mikroskopische freie Energie U™ eine quadratische Struktur erhiilt.

\Ijmic _ leic _ .l 2 _ mic _pl l mic2
=3 [ev ev} + [eD eD} -G [ED ED] +3 Hk (5.105)
Weiterhin wird von einer assoziierten Fliefregel und einem assoziierten Ver- bzw. Entfe-
stigungsgesetz ausgegangen.

Fiir die beiden Modellprobleme wird die mikroskopische Fliespannung of**¢ = 60 N/mm?
gewahlt. Abbildung 5.9 zeigt die resultierenden Last—Verschiebungskurven fiir drei unter-
schiedlich gewiihlte Verfestigungsmoduli H = 0 N/mm?, H = E/10 = 3000 N/mm?
H = —F/10 = —3000N/mm?, d. h. fiir den ideal-plastischen, einen verfestigenden und
einen entfestigenden Fall. Auffallend bei allen Last—Verschiebungskurven ist der ausge-
rundete Ubergang vom elastischen in den plastischen Bereich, obwohl auf der Mikroebe-
ne bilineare Stoffgesetze angenommen wurden. Diese Ausrundung ist auf ein sukzessives
Uberschreiten der FlieBgrenze auf diversen Ebenen zuriickzufiihren. Bei weiterer Belastung



76 Kapitel 5. Materialformulierungen im Rahmen der Microplane Theorie
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Abbildung 5.9: Entwicklung des plastischen Multiplikators A™ auf der Mikroebene

wird das angenommene lineare Ver- bzw. Entfestigungsverhalten auf der Mikroebene auch
auf der Makroebene sichtbar, vergleiche den Verlauf der Last—Verschiebungskurven in Ab-
bildung 5.9.

In Abbildung 5.9 ist zusétzlich die raumliche Verteilung des plastischen Multiplikators
Amie aquf den einzelnen Mikroebenen fiir den Fall des entfestigenden Materialverhaltens
mit H = —F/10 = —3000 N/mm? dargestellt. Die Evolution des plastischen Multiplika-
tors ist exemplarisch zu vier ausgesuchten Belastungszeitpunkten der beiden Modellpro-
bleme gezeigt. Vergleicht man die Evolution des plastischen Multiplikators in Abbbildung
5.9 mit der Evolution der Schidigungsvariablen d™* in Abbildung 5.5] so lisst sich eine
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dghnliche rdumliche Verteilung erkennen. In Analogie zur Microplane Schadigung lédsst sich
beim einaxialen Zug ein lokales Zugversagen und bei der einfachen Scherung ein radia-
les Schubversagen beobachten. Das lokale Zugversagen ist durch ein Uberschreiten der
FlieBgrenze auf den Ebenen, deren Normalen parallel zur Belastungsrichtung sind, und
ein sukzessives Ausbreiten des plastischen Flieflens auf die benachbarten Ebenen gekenn-
zeichnet. Im Gegensatz dazu beginnt das plastische Flieen beim radialen Schubversagen
auf den Ebenen des Nullmeridians und breitet sich dann senkrecht zur Nullmeridianebene
aus. Wiederum ist eine starke Tendenz zur Texturbildung feststellbar.

5.4 Kopplung von Microplane Schidigung und Plas-
tizitét

Schidigungsmodelle motivieren sich aus der Entstehung von Mikrorissen und deren Zu-
sammenschluss zu Makrorissen. Sie beschreiben die Degradation der elastischen Eigen-
schaften. Dagegen sind Plastizitdtsmodelle durch einen Gleitvorgang entlang kristalliner
Ebenen in Metallen motiviert. Diese erlauben die Beschreibung von permanenten plas-
tischen Verformungen der Mikrostruktur, die durch diesen Gleitvorgang hervorgerufen
werden. In Wirklichkeit weisen quasi—sprode Werkstoffe wie unbewehrter oder bewehrter
Beton beide Phdanomene auf. IThr Verhalten ist durch ein komplexes Zusammenwirken einer
anisotropen Degradation der Festigkeitseigenschaften mit richtungsabhéngigen irreversi-
blen Dehnungen gekennzeichnet. Aus diesem Grund wird ein kombinierter Schidigungs-
und Plastizitdtsansatz in das allgemeine thermodynamische Konzept fiir Microplane Mo-
delle eingebettet, vergleiche Kuhl & Ramm [128]. Die Voraussetzungen und Annahmen
des kombinierten Microplane Schidigungs- und Plastizitdtsmodells entsprechen denen
des reinen Schiadigungs- und des reinen Plastizitdtsmodells aus den vorigen Abschnitten.
Zusétzlich wird die Notation des effektiven Spannungskonzeptes, welches aus der Schadi-
gungsmechanik hinldnglich bekannt ist, genutzt. Es sei noch erwéhnt, dass die Schidigung
des Materials im kombinierten Microplane Modell nur durch eine Schiadigungsvariable auf
der Mikroebene, entsprechend dem 1-Parameter Schidigungsmodell aus Abschnitt [5.2.3]
wiedergegeben wird. In Analogie zum reinen Plastizitdtsmodell wird von einer additiven
Zerlegung der Verzerrungen in einen elastischen und plastischen Anteil sowohl auf der
Mikro- (5.83) als auch auf der Makroebene (3.35) ausgegangen. Der Vektor der internen
Variablen a setzt sich aus den internen Variablen der Einzelmodelle zusammen.

o= {} el k™ 4} (5.106)

Auf jeder Mikroebene wird die Existenz einer freien Energie U™ die von den totalen
Microplane Verzerrungen und den internen Variablen abhéngt, gefordert,

U™ ey, €p, €, €, K™, d™) = [1 — d™ ] (ey, ep, €, €, k™) (5.107)

wobei U*™¢ der mikroskopischen freien Energie des reinen Microplane Plastizititsmodells
aus Abschnitt [5.3 entspricht

U™ (e, €p, €, €, K™C) = U ey, €p, €, €) + W (™) (5.108)

und sich somit aus der ungeschéidigten elastischen freien Energie W% (5.87) und einem
plastischen Anteil \IJ;”ZC zusammensetzt. Die konstitutiven Microplane Spannungen er-
geben sich, entsprechend den Standardargumenten der Thermodynamik, aus der freien
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Energie als konjugierte Variablen zu den jeweiligen elastischen Verzerrungskomponenten.

rmic ] ) e . .

oy = aaTeVl = [1 — d™€] K™ees! op = aaTeDl =2[1 — d™)| G™<€%  (5.109)

Das Skalarprodukt der negativen partiellen Ableitungen der mikroskopischen freien Ener-

gie nach den internen Variablen, die als thermodynamische Krifte 8™ eingefiihrt wurden,

mit den Raten der entsprechenden internen Variablen fiihrt auf die mikroskopische Dis-

sipationsungleichung. Die plastischen thermodynamischen Krifte entsprechen denen des
reinen Plastizitdtsmodells und werden durch die Gleichungen (5.90) wiedergegeben.

B aqjmzc
da

Die zur Schidigungsvariablen konjugierte Gréfie Y™, die als Energiefreisetzungsrate be-
zeichnet wird, entspricht der ungeschidigten Energie W*mic,

a\Dmic ]
— — = e 5.111
8dmzc ( )

Der Prozess der Schiadigungsentwicklung wird in Analogie zum reinen Schédigungsmodell
durch die Einfiihrung einer verzerrungsbasierten Schidigungsfunktion ®7"“ bestimmt.

Dmic —

x & =0y &+ ap-En gt E™C Y™ e > () (5.110)

Ymic .

Dabei wird davon ausgegangen, dass die Schédigungsfunktion im Verzerrungsraum defi-
niert ist, da laut Ju [114] spannungsbasierte Schadigungsformulierungen bei Beriicksich-
tigung plastischer Effekte physikalisch nicht sinnvoll erscheinen. Des Weiteren wird die
dquivalente Verzerrung 7™ als Funktion der Energiefreisetzungsrate bestimmt. Physi-
kalisch charakterisiert diese Schidigungsformulierung die Entstehung und Bildung von
Mikrorissen bzw. Mikroporen, so dass die effektiven Spannungen im restlichen Material
hoher sind als die nominellen Spannungen. Das bedeutet: Plastisches Flieflen findet im
geschidigten Material merklich frither statt als im ungeschéddigten Material. Um diesen
Effekt darstellen zu konnen, wird die Plastizitit im effektiven Spannungsraum formu-
liert, wobei die effektiven Spannungen als die mit der geschidigten Fléche gewichteten
nominellen Spannungen verstanden werden kénnen, vergleiche hierzu Ju [114]. Da die zur
internen Variablen &™ konjugierte Variable g™ im Spannungsraum definiert ist, kann
auch diese Grofie im effektiven Spannungsraum dargestellt werden.

~ oy ~ op i qmic

=— = — = — 5.113
ov 1 _ dmzc 9D 1 _ dmzc q 1 _ dmzc ( )

Analog zum Abschnitt Microplane Plastizitdt erhédlt man eine Fliebedingung, die aller-
dings im Falle der Kopplung von Schiadigung und Plastizitat im effektiven Spannungsraum
definiert ist.

= (0v,op,q™) — oy (q™) <0 (5.114)
Wiederum ldsst sich mit der mikroskopischen Dissipationsungleichung (5.110) in Ver-
bindung mit dem Postulat vom Maximum der Dissipation ein mathematisches Optimie-
rungsproblem mit der Schédigungsfunktion (5.112) und der FlieSbedingung (5.114) als
Nebenbedingungen aufstellen. Daraus ergibt sich folgende Stationaritétsbedingung.

Emic — _Dmic 4 )‘\mic ZlLiC 4 ,:ymic (I)Zuc —s stat (5115)
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Die Losung dieses Optimierungsproblems liefert die Evolutionsgleichungen fiir die internen
Variablen des Schidigungsmodells d™

L ) a(bmic
ame = 4me . 5.116
aszc ( )
und des Plastizitdtsmodells ef/l, e%l und k™€,
~mic ~mic . ~mic 8(1)””0
=X Ay =X\ np R = )\ 8~Z“ (5.117)
q

Der Betrag des plastischen Flusses wird durch den effektiven plastischen Multiplikator
A angegeben, da die Plastizititsformulierung im effektiven Spannungsraum definiert
ist. .
mic )\mic
A =—
1— dmzc
Weiterhin definieren ny und np die Normalen auf die FlieBfliche im effektiven Span-

nungsraum und koénnen in einer assoziierten Plastizitdtsformulierung als Richtungen des
plastischen Flusses verstanden werden.

(5.118)

aq)mic aq)mzc
~ pl ~ pl
= = 5.119
T 6y, "D The, (5.119)

In einer allgemeinen nicht—assoziierten Plastizitatsformulierung unterscheiden sich die-
se Normalen von den Richtungen des plastischen Flusses my und mp, die nun als die

Normalen auf ein plastisches Potential @Z}ic* interpretiert werden.
a(bmic* acbmzc*
~ pl ~ pl
my = ——= mp = —— 5.120
v Jdo V4 b Jo D ( )

Des Weiteren liefert die Losung des Optimierungsproblems die Karush—Kuhn—Tucker Be-
und Entlastungsbedingungen und die Konsistenzbedingung, die den Prozess des plasti-
schen Flielens steuern.

Lmic Lmic Lmic

pl pl pl

Die Auswertung der Konsistenzbedingung fiithrt unmittelbar auf die Evolutionsgleichung

des effektiven plastischen Multiplikators A |

Lmic ny K™V +np- 2G™Dev| : €
P v +%p ev) _ (5.122)
o o 0dmie o 9gmic
ny Jmac my +np - 2 (Fmac mp — . mic | P
aqmzc aqmzc

wobei H™* den Verfestigungsmodul der Mikroebene beschreibt. Dieser lisst sich aus der

Ratenform der zur Verfestigungsvariablen konjugierten effektiven Variablen g™*“ bestim-

men. :
- mic o . ) g™
q — HmZC . ’{m’LC mlt Hm’LC _ q

= — 5.123
8&mzc ( )
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Zusétzlich lassen sich die Karush-Kuhn-Tucker Bedingungen und die Konsistenzbedin-
gung des Schadigungsprozesses in gewohnter Form angeben.
Entsprechend der Herleitung des 1-Parameter Schadigungsmodells in Abschnitt [5.2.3 ge-
hen die Evolutionsgleichungen der Schidigungsvariablen (5.116), der Argumentation von
Simo & Ju [204] und Ju [114] folgend, in eine direkte Bestimmungsgleichung iiber.

dmic _ quzc(,ymzc) mit ,ymz'c — max (me(t), 77(7]%6) (5125)

—oo<t<T
Der Geschichtsparameter v entspricht wiederum den in der Belastungsgeschichte ma-
ximal erreichten Wert der dquivalenten Verzerrung 1™, hier identisch der Energiefreiset-
zungsrate Y™,
Die makroskopische Materialantwort ergibt sich durch Auswertung der fundamentalen
Mikro-Makro Beziehung (4.1) der freien Energiefunktionen ¥™* und W™, Folgerich-
tig definiert die Standardauswertung der makroskopischen Clausius-Duhem Ungleichung
(4.34) wiederum den makroskopischen Spannungstensor o := 9¥™* / 9.

o= % [1—dm] [Km V ey — ] +2 G™° Dev” - [ep — ez;;]} dQ  (5.126)
Q

Daraus folgt fiir die Rate der makroskopischen Spannungen,

o= 43 [1 —d™<] [V 6y + Dev" - 6p| —d™ [V 6y + Dev” -Gp|dQ  (5.127)
™ Ja

die auf folgende Bestimmungsgleichung fiir den Materialtensor £%
pelten Microplane Schadigungs- und Plastizitatsformulierung fiihrt,

:= do / de der gekop-

£, = / —d™] {[ K™V ®V +2G™ Dev' - Dev|

V K™*my + Dev” - 2G™*mp| @ [y K”fiCV +np - ZGT"CDe'v] Va0
i Kty + - 2Gmering - R Fme

—% g gf:: [Voy + Dev' -6p| ® [6vV +6p - Dev] d
+_ g o (Vv + Dev” - 6p| ® [y K™V +7p 2GmiCD¢?] 0

o 07 iy K™y + fup - 2Gmiern, — zz::i i TH
(5.128)
wobei ¢*P! = Gy iy 4+ &p - mp — T - quz; . Die erste Zeile des Materialtensors des

gekoppelten Modells entspricht dem Sekantentensor (5.70) des 1-Parameter Schadigungs-
modells aus Abschnitt [5.2.3] Die erste und zweite Zeile charakterisiert den mit 1 — g™
skalierten Tangententensor des reinen Microplane Plastizitdtsmodells aus Abschnitt|5.3/im
effektiven Spannungsraum. Die erste und dritte Zeile bilden den Tangententensor des 1-
Parameter Schidigungsmodells (5.73). Die letzte Zeile enthélt sowohl Anteile der Schadi-
gung als auch Anteile der Platizitdt und spiegelt die Kopplung der beiden Einzelmodelle
wieder.
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Modellprobleme: Einaxialer Zug und einfache Scherung

Das anisotrope Materialverhalten und die damit verbundene Texturbildung des gekop-
pelten Microplane Schédigungs- und Plastizitdtsmodells wird am Beispiel des einaxialen
Zuges und der einfachen Scherung des Einheitswiirfel aus Abschnitt[5.1.1/im ebenen Ver-
zerrungszustand gezeigt. Es werden bei beiden Modellproblemen dieselben elastischen
Parameter wie in den vorigen Abschnitten vorausgesetzt, so dass K™ = 50000 N/mm?
und G™¢ = 12500 N/mm?. Zusitzlich miissen die nichtlinearen Stoffgesetze auf der Mi-
kroebene spezifiziert werden. Das plastische Verhalten soll in Anlehnung an das plastische
Verhalten der beiden Modellprobleme des reinen Microplane Plastizitdtsmodells aus Ab-
schnitt 5.3 formuliert werden. Allerdings werden beim kombinierten Microplane Modell
die plastischen Stoffgesetze im effektiven Spannungsraum definiert. Damit lédsst sich eine
rein deviatorische Fliefunktion <I>;rl”'c angeben, die dem klassischen von Mises Kriterium
auf der Makroebene entspricht.

mic 3 ~ ~ maic ~mic
) :\/50',3-0',3—00 +q¢™ <0 (5.129)

Es wird auf der Mikroebene ein linear verfestigendes Materialverhalten angenommen.
Dies fithrt mit dem Verfestigungsmodul H auf einen linearen Zusammenhang zwischen

~mic

den zueinander konjugierten Variablen ¢ und s

G = —H g™ (5.130)

mic

Der Anfangswert der Fliefspannung wird zu ¢f"¢ = 1.2 N/mm? und der Verfestigungs-
modul zu H = E = 30000 N/mm? gew#hlt. Weiterhin wird vereinfachend angenommen,
dass die Schédigung nur die elastische freie Energie beeinflusst. Damit ergibt sich folgende
freie Energiefunktion.

mic mic 1 mic pl 2 pl mic pl 1 mic2
P =1 —d™] iK [ev—ev] +[€D—€D]-G [GD—GD] +§H/<a
N - |, */
\Ij&nic ‘I/ZZ’ZC
(5.131)
Aus dieser freien Energie lisst sich die Energiefreisetzungsrate Y ableiten.
. gymic . 1 . .
Y= e = VT = g KT + G (5.132)

Diese stellt die treibende Kraft fiir die Entwicklung des Schadigungsprozesses dar. In
Analogie zum 1-Parameter Schidigungsmodell aus Abschnitt (5.2.3 wird die dquivalente
Verzerrung ™ als die Wurzel der zweifachen Energiefreisetzungsrate Y™ definiert. Da-
mit hingt die dquivalente Verzerrung nur von den elastischen Microplane Verzerrungen
€ bzw. €5 und den zugehérigen Microplane Elastizititskonstanten K™ bzw. G™* ab.

77mic(eel) = /2 Ymic — \/Kmicéi/ﬂ +2 Gmice% . E% (5133)

Im Folgenden wird das Schiadigungsverhalten einer weiteren dquivalenten Verzerrung un-
tersucht. Dabei werden die elastischen Microplane Verzerrungen in Gleichung (5.133)
durch die totalen Microplane Verzerrungen ersetzt. Daraus ergibt sich folgende dquivalente
Verzerrung 7"™(€), die von den totalen Microplane Verzerrungen abhiingt.

nmic(e) = \/sz'CEVQ + 2 GmiceD - €p (5134)
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Des Weiteren wird eine exponentielle Schadigungsentwicklung nach Gleichung (5.77) an-
genommen. Der Parameter 3™, die maximal mogliche Degradation o™ und der Schidi-
gungsschwellwert 77 werden wie in Abschnitt [5.2.3] zu ™ = 30, o™ = 0.95 und
ypie = 0.0065 gewihlt. Die beiden Parameter o und 77 wurden so gewéhlt, dass das
plastische Flieen und die Schidigung des Materials nahezu gleichzeitig einsetzen.

Mit den angegebenen Plastizitéits- und Schidigungsgesetzen lassen sich die Materialtenso-
ren, £ (&) fiir den Fall, dass die dquivalente Verzerrung 5™ (e?) nur von den elastischen
Microplane Verzerrungen abhéngt,

3 . . .
£ (e) 1 /[1 —d™] K™V @V +2G™ Dev' - Dev] d$
3 11— gmie [Dev™ - 2G™*“mp| @ [np - 2G™*Dev] 50
4 Jq np - 2G™mp + H 5 135
3 [ Ogmie [Véy + Dev’ - ap] @[V + 6p- Dev] (5.135)
4 Jo a,ymzc nmic 6el) |
N 3 D™ &p-mp [Voy + Dev” - 6p| ® [p - 2G™<Dev) .
A Q af}/mzc nmic(eel) 'ﬁD . 2Gmic,ﬁlD + H
und EP (e) fiir den Fall, dass sich die fiquivalente Verzerrung 1™(e) als Funktion der

totalen Microplane Verzerrungen ergibt, nidher spezifizieren.

EP (€) ’ /[1 — d"™] [K™*V @V +2G™ Dev' - Dev] dQ

tan

3 . |[Dev” - 2G™emp| ® [np - 2G™*Dev|
2 [1 _ dmzc] _ — d$)
41 o) np - 2Gmme + H
3 [ 9¢™c [Vay + Dev’ -6p| @ [5vV + 65 - Dev] 0 (5.136)
A7 Q afymzc nmic(e)
3 a¢mzc [Va'v + DB’UT . &D} X |:6le . QGmiCDefv
—— A A dS)
A7 Q 8,ymzc nmzc(e)

Vergleicht man die resultierenden Materialtensoren €% (e?) (5.135) und £ (€) (5.136)
miteinander, so stellt man kaum Unterschiede fest. Die ersten drei Zeilen der Material-
tensoren sind identisch. Dagegen unterscheidet sich die letzte Zeile der beiden Material-
tensoren. Auffallend ist vor allem das unterschiedliche Vorzeichen in der letzten Zeile. Die
unterschiedlichen Vorzeichen spiegeln sich in den Last—Verschiebungsdiagrammen in Ab-
bildung [5.10 und somit in der Materialantwort wieder. Ein Vergleich der resultierenden
Last—Verschiebungsdiagramme fiir die Fille n™(e®) und 7™*(€) zeigt, dass die Trag-
last fiir ™(e!) deutlich hoher ist. Weiterhin weist die Materialantwort des Modells mit
n™e(e?) gegeniiber dem Modell mit n™(€) eine hohere Duktilitit auf. Dies ist auf das
langsamere Anwachsen der elastischen Verzerrungen im Vergleich zu den totalen Verzer-
rungen zuriickzufithren. Die unterschiedlichen Vorzeichen in der letzten Zeile der beiden
Materialtensoren unterstreichen diese Beobachtung. Die Entlastungspfade sind in Abbil-
dung [5.10 gestrichelt dargestellt und bestéitigen, dass sowohl eine Reduktion der Festig-
keiten im Material stattfindet als auch permanente Dehnungen auftreten.

Zusétzlich ist in Abbildung (5.10 die raumliche Verteilung der Schidigung und des plas-
tischen Multiplikators fiir die beiden Modellprobleme, basierend auf dem Modell mit
n™<(€), dargestellt. Daraus lassen sich beim kombinierten Microplane Schiidigungs- und
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F[N] einaxialer Zug F [N] einfache Scherung
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Abbildung 5.10: Entwicklung der Schiidigung d™* und des plastischen Multiplikators A"

auf der Mikroebene
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Plastizitdtsmodell dhnliche Versagensarten wie bei den beiden Einzelmodellen ableiten.
Beim einaxialen Zug weisen sowohl die Schidigungsverteilungen als auch die Verteilungen
des plastischen Multiplikators ein eher lokales Zugversagen der Ebenen mit Normalen par-
allel zur Belastungsrichtung auf. Im Unterschied dazu ist bei der einfachen Scherung ein
radiales Schubversagen, beginnend auf den Ebenen des Nullmeridians, zu beobachten. Die
Materialantwort des vorgestellten gekoppelten Microplane Modells setzt sich dementspre-
chend aus den Materialantworten der beiden Einzelmodelle zusammen, vergleiche hierzu
die Modellprobleme in den Abschnitten[5.2.3 und 5.3.

Abschliefend wird am Beispiel des einaxialen Zuges unter Verwendung der #dquivalen-
ten Verzerrung n™(e?) (5.133) das Materialverhalten auf der Mikroebene niher unter-
sucht. Das linke Diagramm in Abbildung 5.11] stellt die makroskopischen Spannungen
in Lastrichtung o, mit der Norm des Spannungsvektors zweier Ebenen |t,(9)| und |t,(s)|
gegeniiber. Dabei ist eine Ebene in Lastrichtung und die andere in Querrichtung dazu an-
geordnet. Die genaue Lage dieser Ebenen mit der Nummer 9 und 6 ist in Abbildung|C.1]
links, des Anhangs |C zu finden. Auffillig ist, dass die maximal erreichten Spannungen
verschieden hoch sind und dass diese zu unterschiedlichen Belastungszeitpunkten erreicht
werden. Dies ist auf die anisotrope Entwicklung der Schiadigung und Plastizitit zuriick-
zufiihren.

Im rechten Diagramm von Abbildung [5.11 sind die Verlaufe der mikroskopischen freien
Energie U™ der geschidigten elastischen Energie W7 der plastischen Energie \IJZI”C
der Ebene mit der Nummer 9 und der Verlauf der makroskopischen freien Energie W™*¢
dargestellt. Vergleicht man die Energien auf der Mikroebene, so stellt man fest, dass mit
zunehmender Belastung der plastische Energieanteil, der sich als quadratische Funktion
ergibt, den Hauptbeitrag zur mikroskopischen Energie leistet, wihrend der Beitrag der
geschidigten elastischen Energie mit zunehmender Belastung abnimmt. Dadurch wachsen
die Energien U™ und U™ im Gegensatz zu den Spannungen stetig an. Sowohl bei den
makroskopischen Spannungen als auch bei der makroskopischen Energie ist der Ubergang
in den nichtlinearen Materialbereich durch das kontinuierliche Einsetzen der Schiadigung
und des plastischen Flieflens auf den Mikroebenen stérker ausgerundet als bei den Span-
nungen und Energien auf der Mikroebene.

Spannungen [N/mm?] Energie [J/m3]
2.0 300 Sl pmac
L6 e
200 1 T
1.2 ,', ) .- \IJ;rlec
0.8 '
100
0.4
0.0 T T T 0 A T T T
0.0 0.00025 0.0005 u[mm] 0.0 0.00025 0.0005  u[mm]

Abbildung 5.11: Spannungs- und Energieevolution auf der Mikro- und Makroebene fiir
den einaxialen Zug



Kapitel 6

Regularisierungsstrategien im
Rahmen der Microplane Theorie

In diesem Kapitel wird auf die Probleme von Kontinuumsmodellen bei der Modellie-
rung von lokalisierten Versagensvorgéingen eingegangen. Zur Vermeidung netzabhéngiger
Losungen bei entfestigenden Materialgesetzen werden verschiedene Regularisierungsstra-
tegien fiir das Microplane Modell aufgezeigt. Die in dieser Arbeit verwendete gradienten-
erweiterte Microplane Theorie wird dabei ndher beleuchtet.

6.1 Lokalisierung

Die Materialklasse der kohésiven Reibungsmaterialien besitzt ein grofies Spektrum an
unterschiedlichen Versagensarten. Beispielsweise ldsst sich bei Beton unter Zugbeanspru-
chung ein fiir sprode Materialien typisches kohésives, trennbruchartiges Materialversagen
beobachten, wihrend sich unter Druckbeanspruchung in Abhéngigkeit des Seitendrucks
verschiedene Versagensarten, vom sproden Druckversagen bis hin zum duktilen Schub-
versagen, einstellen konnen. Das duktile Schubversagen ist durch das Abgleiten entlang
schmaler Scherzonen gekennzeichnet. Der Grenzzustand der Tragfahigkeit kohésiver Rei-
bungsmaterialien wird bei allen auftretenden Versagensarten durch die Konzentration von
Verformungen in schmalen Zonen charakterisiert. Dieses Versagensphinomen der Lokali-
sierung wird durch geometrische oder materielle Instabilitdten verursacht und wurde in
den letzten Jahren griindlich untersucht, siehe beispielsweise de Borst & van der Gies-
sen [74]. Es beginnt mit der Entstehung von Mikrorissen oder Mikroporen, die sich mit
zunehmender Belastung zusammenschliefen und somit zur Bildung von Zonen mit stark
lokalisierten Verzerrungen fithren. Wihrend sich in diesen Bereichen schmale Versagens-
zonen bilden, wird der Hauptteil der Struktur in der Regel zunehmend entlastet. Bei
weiterer Belastungszunahme entstehen diskontinuierliche Versagensmuster mit sichtbaren
Makrorissen, wobei diese schmalen Zonen mit stark lokalisierten Verzerrungen den Aus-
gangspunkt fiir das diskrete Versagen der Struktur darstellen. Des Weiteren spiegelt sich
das Phénomen der Lokalisierung in einem makroskopisch entfestigenden Antwortverhal-
ten wieder.

Zur geometrischen Abbildung dieser Versagensarten stehen prinzipiell zwei Ansétze zur
Verfiigung. Der Hauptunterschied zwischen beiden Ansétzen besteht darin, dass beim kon-
tinuumsmechanischen Ansatz die Risse nicht diskret, sondern iiber eine bestimmte Breite
verschmiert abgebildet werden. Dementsprechend werden die Auswirkungen der Risse auf
das Kontinuum und nicht die diskreten Risse selbst betrachtet. In dieser Arbeit wird nur
der kontinuumsmechanische Ansatz verwendet, so dass auf eine Darstellung des bruchme-
chanischen Ansatzes [28, 94,/95] verzichtet wird. AuBerdem konnte in Experimenten be-
obachtet werden, dass die Lokalisierungszone der betrachteten Werkstoffklasse tatséchlich
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eine gewisse finite Breite besitzt. Beispielsweise wurden von Bazant [16], Bazant & Oh
[23] bzw. de Borst, Sluys, Miihlhaus & Pamin [73] erste Versuche unternommen diese
materialspezifische, charakteristische Breite in Beziehung zum mikrostrukturellen Aufbau
des Materials zu setzen. Diese materialspezifische Grofle wird zur Motivation erweiterter
Kontinuumsmodelle herangezogen, die im néchsten Abschnitt vorgestellt werden. Die er-
weiterten Kontinuumsmodelle versuchen die Anderungen der heterogenen Mikrostruktur
in die Formulierung einfliefen zu lassen, vergleiche unter anderem de Borst & van der Gies-
sen [74] oder Miihlhaus [165]. Dadurch ist es mit diesen Formulierungen moglich eine Lo-
kalisierungszone endlicher Breite abzubilden. Allerdings ist es bis heute noch schwierig,
diesen fiir die erweiterten Kontinuumsmodelle erforderlichen internen Langenparameter
aus Experimenten zu bestimmen, siehe de Borst, Sluys, Miihlhaus & Pamin [73].

Die Modellierung des oben beschriebenen Materialverhaltens erfordert weiterhin ein Ma-
terialmodell, welches in der Lage sein muss, diese Entfestigung abzubilden. Beispielsweise
besitzt Beton infolge der Degradation der Materialfestigkeiten, welche wiederum durch die
Bildung von Mikrorissen verursacht wird, ein entfestigendes Materialverhalten. Allerdings
ist hinlénglich bekannt, dass die Modellierung dieses entfestigenden Materialverhaltens im
Rahmen einer klassischen Kontinuumstheorie, den Verlust einer finiten Anzahl von Losun-
gen zur Folge hat, siehe Bazant [13], Crisfield [60] oder de Borst [65]. Zur Verdeutlichung
wird das Antwortverhalten des iiblicherweise an dieser Stelle verwendeten Modellproblems
der Lokalisierung eines Zugstabes herangezogen. Auf eine ausfiihrliche Darstellung und
Diskussion des Problems wird verzichtet und auf die Arbeiten von de Borst [65], Jirdsek
[111] oder Kuhl [123] verwiesen. Im Folgenden werden drei Schlussfolgerungen aufgelistet,
die sich beim Ubergang zu einer unendlich feinen Diskretisierung des Zugstabes ergeben:
(i) Die dissipierte Energie strebt gegen null; (ii) Das Versagen findet in einer Zone mit der
Breite null statt; (iii) Es wird ein Snapback Verhalten hervorgerufen. Das Antwortverhal-
ten des Zugstabes ist nicht mit den physikalischen Beobachtungen in Einklang zu bringen
und die erhaltenen Ergebnisse sind unbrauchbar. Vom mathematischen Standpunkt aus
gesehen ist dieses Verhalten bei quasi—statischen Problemen auf den Verlust der Ellipti-
zitit der beschreibenden Differentialgleichungen zuriickzufiithren. Die Folge ist, dass ein
Typwechsel der Differentialgleichungen von elliptisch auf hyperbolisch stattfindet und die
Gutgestelltheit des Randwertproblems verloren geht. Aufgrund des Typwechsels sind die
vorhandenen Randbedingungen unzureichend, so dass es keine eindeutige Losung mehr
gibt und dies letztendlich auf schlecht gestellte Probleme fiihrt, siehe Hill [103] oder Sluys
[208]. Vom numerischen Standpunkt aus gesehen manifestiert sich der Verlust der Gutge-
stelltheit des Problems in einer pathologischen Netzabhéngigkeit der numerischen Losung.
Mit zunehmend feinerer Diskretisierung nimmt die Sprodheit des Antwortverhaltens zu
und die dissipierte Energie der Versagenszone wird in den meisten Féllen unterschétzt.
Die beschriebenen Defizite der Modellierung von entfestigendem Materialverhalten im
Rahmen einer klassischen Kontinuumstheorie kénnen beseitigt werden, indem entweder
die kinematische oder die konstitutive Beschreibung erweitert wird. Derartige Erweiterun-
gen werden als Regularisierungsstrategien bezeichnet, da diese Methoden die mathema-
tischen Gleichungen regularisieren und somit die Gutgestelltheit des Problems sicherstel-
len. Alle in dieser Arbeit vorgestellten Methoden haben die Einfithrung eines zusétzlichen
Materialparameters, der so genannten charakteristischen Linge, gemeinsam. Diese cha-
rakteristische Linge kontrolliert die Breite der numerisch auflésbaren Versagenszone und
stellt einen Bezug zur Grofle und zum Abstand der Materialinhomogenitéten her.

Fiir eine realistische Auflosung dieser lokalisierten Versagenszonen im Rahmen von Kon-
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tinuumsformulierungen ist ein sehr feines Finite Element Netz unerlésslich. Da das Netz
nur um die Versagenszone fein sein muss und diese im Allgemeinen nicht im voraus be-
kannt ist, bietet sich fiir eine effiziente Analyse die Anwendung adaptiver Methoden zur
Netzverfeinerung an, vergleiche hierzu Comi & Perego [57], Diez, Arroyo & Huerta [77],
Patzak & Jirdsek [181] oder Rodriguez-Ferran & Huerta [200]. Ein alternativer Zugang
zur Auflosung dieser Versagenszonen griindet auf der speziellen Erweiterung der kinema-
tischen Beschreibung. Dabei lassen sich in der Literatur zwei Verfahren unterscheiden,
die erweiterte Verschiebungs- bzw. Verzerrungsansitze in die Finite Element Formulie-
rung einbringen. Zum einen ist das die so genannte Fxtended Finite Element Method
(X-FEM), vergleiche unter anderem die Arbeiten von Moés, Dolbow, & Belytschko [161],
Sukumar, Moés, Moran & Belytschko [212] oder Wells, Sluys & de Borst [225], welche auf
der Partition of Unity Method (PUM), siehe Melenk & Babuska [156], basiert. Und zum
anderen der so genannte Strong Discontinuity Approach (SDA), vergleiche beispielsweise
Belytschko, Fish & Engelmann [33], Larsson & Runesson [134], Mosler & Meschke [163]
und Oliver [173]. Ein Vergleich dieser beiden Verfahren findet sich in Jirdsek & Belytschko
[113]. Auf diese Anséitze soll im Folgenden nicht néher eingegangen werden.

6.2 Regularisierungsstrategien

Im folgenden Abschnitt werden einige unterschiedliche Regularisierungsstrategien aufge-
zeigt und deren Umsetzung im Rahmen der Microplane Theorie diskutiert. Dabei wird
auf die Diskussion der weit verbreiteten Rissbandmethode, die auch unter dem Begriff
des netzadaptierten Entfestigungsmoduls bekannt ist und auf die Aufsétze von Pietrusz-
czak & Mroz [189], Bazant & Oh [23] sowie Willam [226] zuriickgeht, verzichtet. Denn im
Unterschied zu den in den néchsten Abschnitten vorgestellten Methoden, ist die Rissband-
methode nicht in der Lage Lokalisierungszonen endlicher Breite, das bedeutet mit einer
von der Diskretisierung unabhéngigen Breite, abzubilden. Sie stellt nur eine finite Energie-
dissipation und somit die Objektivitit des Nachbruchverhaltens sicher. Allerdings besitzt
diese Methode den Vorteil, dass sie numerisch relativ einfach umsetzbar ist.

6.2.1 Ratenabhingige Microplane Theorie

Die Beriicksichtigung viskoser Terme in den konstitutiven Gleichungen, wie sie von Perzy-
na [187] oder Duvaut & Lions [81] vorgeschlagen wurde, fiihrt eine echte Ratenabhéngig-
keit in die entsprechenden Materialformulierungen ein. In Experimenten mit kohésiven
Reibungsmaterialien konnte gezeigt werden, dass mit zunehmender Belastungsgeschwin-
digkeit der Schiadigungsbeginn verzogert stattfindet und somit die Festigkeit ansteigt,
sieche van Mier [222]. Im Folgenden wird ein einfacher Ansatz vom Perzyna Typ zur
Beriicksichtigung dieser viskosen Effekte im Rahmen der ratenunabhéngigen Micropla-
ne Theorie kurz vorgestellt. Im Falle des Microplane Schidigungsmodells aus Abschnitt
5.2 werden die entsprechenden Evolutionsgleichungen fiir die Schidigungsmultiplikato-
ren der einzelnen Microplane Komponenten direkt vorgegeben und nicht mehr aus den
Konsistenzbedingungen abgeleitet. Dies erlaubt die Existenz von Zustédnden auflerhalb
der Schadigungsfliche. Die Gutgestelltheit des Problems wird durch die Einfithrung einer
Zeitskala in Form eines Viskositdatsparameters erreicht. In Analogie zu diesem Ansatz fiir
die Schiadigung lasst sich auch die klassische Perzyna Viskoplastizititsformulierung auf
das ratenunabhéngige Microplane Plastizitatsmodell aus Abschnitt [5.3iibertragen.
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Mesmar & Crouch [158] stellten kiirzlich eine ratenabhingige Erweiterung des expliziten
Microplane Modells von Carol, Prat & Bazant [46] vor. Dabei wurden die klassischen
Ansitze der eindimensionalen, makroskopischen Duvaut—Lions Viskoplastizitétsformulie-
rung auf die Mikroebene iibertragen. Weitere Ansétze zur Beschreibung viskoser Effekte
im Rahmen des Microplane Modells gehen auf Bazant et al. [18,97,/175] zuriick.
Allerdings sollte erwahnt werden, dass der hier beschriebene Ansatz nur bei ausgeprigt
viskosen Effekten wirklich einen regularisierenden Einfluss aufweist, vergleiche Haufe [98].
Denn diese viskosen Effekte wirken sich hauptséchlich bei extrem hohen Belastungsge-
schwindigkeiten aus. Da im Rahmen dieser Arbeit ausschliefSlich quasi-statische Probleme
untersucht werden, scheint eine viskose Erweiterung aus erwdhnten Griinden physikalisch
nicht sinnvoll und wird dementsprechend an dieser Stelle nicht weiter verfolgt.

6.2.2 Mikropolare Microplane Theorie

Eine weitere Regularisierungsstrategie stellt die von den Gebriidern Cosserat [59] vor-
gestellte mikropolare Kontinuumstheorie dar, bei der zusétzlich zu den Translationsfrei-
heitsgraden w noch Rotationsfreiheitsgrade w eingefithrt werden. Physikalisch werden
diese Rotationen als gemittelte Verdrehungen der einzelnen Elemente eines représentati-
ven Volumens interpretiert. Neben dem nun unsymmetrischen Verzerrungstensor € tritt
der mikropolare Kriimmungstensor k als weitere kinematische Grofle auf.

Die Ubertragung dieser Gedanken auf die Microplane Theorie wurde kiirzlich von Etse,
Nieto & Steinmann [83] vorgeschlagen. Den Ausgangspunkt der mikropolaren Microplane
Theorie stellt wiederum die kinematische Projektion, entsprechend Abschnitt 4.2, dar.
Damit ergeben sich folgende kinematische Gegenstiicke auf den Mikroebenen.

ev =V 1€ ep = Dev : € ky =V i K kp = Dev : Kk (6.1)

Die Definition einer freien Microplane Energie \Ifmic(ev, €p, kv, Kp, ) liefert neben den
bekannten Microplane Spannungen oy und o p zusétzlich die Microplane Momentenspan-
nungen py und pp.

a\pmz‘c aqjmz’c aqjmz’c 8qjmz’c

= = = = 6.2
ov 8ev 7D aED Hv Ho aHD ( )

01{\/

Durch Ausnutzen der integralen Mikro—-Makro Beziehung (4.1) zwischen den freien Ener-
giefunktionen auf der Mikro- und Makroebene, lassen sich die makroskopischen unsym-
metrischen Spannungen sowie die Momentenspannungen ableiten.

G'T:i/VUv—f—De'UT‘O'D d$) MT:i/Vﬂv+DevTﬂD dQ) (63)
41 Q 4 Q

Die gezeigte mikropolare Erweiterung der Microplane Theorie ist durch die Beriicksich-
tigung einer internen Léinge in der Lage eine Lokalisierungszone, die sich iiber mehrere
Elemente erstreckt, darzustellen. Da die Rotationsfreiheitsgrade hauptséchlich bei schub-
dominanten Belastungen angeregt werden, ist die regularisierende Wirkung bei Mode 11
Versagenzustidnden zufriedenstellend. Allerdings berichten de Borst [66] und Sluys [208],
dass bei Mode I Versagensformen, wie sie bei kohésiven Reibungsmaterialien unter Zug-
beanspruchung auftreten, der regularisierende Effekt nicht immer ausreicht um die ellip-
tischen Eigenschaften des Randwertproblems zu erhalten.
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6.2.3 Nichtlokale Microplane Theorie

Im Rahmen der nichtlokalen Kontinua werden die Wechselwirkungen, die in einer Lokali-
sierungszone auftreten, durch eine Gewichtsfunktion, welche wiederum die Nachbarschaft
miteinbezieht, berticksichtigt. Das nichtlokale Kontinuum basiert auf der Annahme, dass
die Antwort eines Punktes nicht nur von diesem Punkt, sondern auch von den Antwor-
ten in einer bestimmten Nachbarschaft abhéingt. Dieses Konzept wurde von Kroner [122]
sowie Eringen & Edelen [82] im Rahmen eines elastischen Materialverhaltens vorgestellt.
Die Ubertragung auf entfestigendes Materialverhalten im Rahmen der Kontinuumschédi-
gungsmechanik fand in den 1980er Jahren statt, siche Bazant [14] oder Pijaudier-Cabot
& Bazant [192]. Zusitzlich wurden ab diesem Zeitpunkt nicht mehr alle Variablen der
konstitutiven Gleichungen, sondern lediglich eine Grofle, die fiir das entfestigende Ma-
terialverhalten charakteristisch ist, nichtlokal angesetzt. Ein Vergleich unterschiedlicher
nichtlokaler Formulierungen findet sich in Bazant & Jirdsek [22]. Weiterhin gelang es
Bazant [16] sowie Ozbolt & Bazant [176] dieses nichtlokale Konzept mit Hilfe der Mikro-
risswechselwirkung physikalisch zu motivieren.

Die Umsetzung des nichtlokalen Konzeptes im Rahmen des Microplane Modells geht auf
Bazant & Ozbolt [26, 27] zuriick. Im Folgenden wird das Vorgehen fiir die Microplane
Schidigungstheorie vorgestellt. Bei den Variablen, die fiir den betrachteten Fall die Ent-
festigung steuern, handelt es sich um die jeweiligen Microplane Schidigungsvariablen d".
Diese werden durch die makroskopischen Verzerrungen € in Form der zugehoérigen Micro-
plane Verzerrungen getrieben. Die nichtlokale Erweiterung des Microplane Modells erfolgt
durch Ersetzen der lokalen Schidigungsvariablen d7* durch deren nichtlokale Gegenstiicke
d™°. Diese nichtlokalen Schidigungsvariablen d7 ergeben sich aus den nichtlokalen Ver-
zerrungen € in Form der projizierten nichtlokalen Microplane Verzerrungen. Die restli-
chen Gleichungen des konstitutiven Gleichungssatzes des Microplane Schadigungsmodells
bleiben unverdndert. Die nichtlokalen Verzerrungen € lassen sich iiber eine gewichtete
raumliche Mittelwertbildung aller lokalen Verzerrungen € im betrachteten Képer mit dem
Volumen V' definieren. Haufig werden als Wichtungsfunktionen eine Glockenkurve oder
eine Gauflsche Normalverteilung herangezogen. Als zusétzlicher Parameter wird iiber die
Gewichtsfunktion eine interne Lénge [ in die Formulierung eingebracht, wodurch das Pro-
blem gut gestellt bleibt. Diese interne Lénge [ gibt den Radius des Einflussgebietes der
nichtlokalen Verzerrungen wieder.

Ein grofler Nachteil dieser Methode ist deren relativ komplexe numerische Umsetzung im
Rahmen der Finite Element Methode. Denn durch die rdumliche Mittelwertbildung wird
der lokale Charakter der Finite Element Methode verletzt.
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6.3 Gradientenerweiterte Microplane Theorie

Einen alternativen Zugang zu den nichtlokalen Kontinuumstheorien bieten gradientener-
weiterte Kontinuumsmodelle. Im Unterschied zu den nichtlokalen Integralkontinua aus
Abschnitt 6.2.3] werden zur Beriicksichtigung rdumlicher Wechselwirkungen bei diesem
Ansatz hoherwertige rdumliche Gradienten in die Formulierung eingebracht. Die gradien-
tenerweiterte Kontinuumstheorie wird als geeignetste Regularisierungsstrategie angesehen
um die Gutgestelltheit des Problems im Rahmen der Microplane Theorie mit entfestigen-
den Stoffgesetzen zu gewéhrleisten. Zum einen, da diese Regularisierungsstrategie sowohl
fiir Reibungsversagen als auch fiir sprode Materialeffekte, wie beispielsweise die Wechsel-
wirkung der Mikrorissbildung, geeignet ist. Zum anderen entspricht dieser Ansatz dem
lokalen Charakter der Finite Element Methode, da alle Feldgréflen lokal vorliegen.

Die grundlegenden Ideen zum Gradientenkontinuum gehen auf die Arbeiten von Mindlin
[160] und Toupin [218] zuriick. Dabei werden die lokalen Konstitutivgesetze um hoher-
wertige Verzerrungsgradienten und um die zu diesen Verzerrungsgradienten konjugierten
hoherwertigen Spannungsmafle erweitert, wodurch Wechselwirkungen zwischen den Ma-
terialteilchen erfasst werden. Die heutzutage weit verbreiteten Gradientenmodelle beriick-
sichtigen im Unterschied dazu hoherwertige Gradienten einer ausgewéhlten, im Allgemei-
nen skalaren Grofle, welche fiir die Materialentfestigung charakteristisch ist. Die Entwick-
lung von nichtlinearen Gradientenmodellen fand zuerst hauptsdchlich im Rahmen der
Plastizitétstheorie statt, vergleiche Aifantis [1, 2], de Borst & Miihlhaus [70], de Borst
& Pamin [71], Fleck & Hutchinson [87], Lasry & Belytschko [135], Miihlhaus & Aifantis
[166] sowie Pamin [179]. Die Ubertragung auf nichtlokale Schidigungsformulierungen ge-
lang erst kiirzlich, indem der zweite Gradient der dquivalenten Verzerrung beriicksichtigt
wurde. Diese Formulierung basiert auf den Ideen von Peerlings [182], der auch eine nume-
risch elegante Umsetzung dieser Gradientenschadigung prasentierte, vergleiche Peerlings,
de Borst, Brekelmans & de Vree [184]. Daraufhin stieg das Interesse an gradientenerweiter-
ten Schadigungsformulierungen in den letzten Jahren stetig an und es kam zu zahlreichen
Weiterentwicklungen, wie beispielsweise der Ubertragung auf transiente Problemstellun-
gen, der Erweiterung auf finite Deformationen oder der Beriicksichtigung von Gradienten
diverser Variablen, siche Comi [56], de Borst, Benallal & Heeres [68], Frémond & Nedjar
[88], Geers, de Borst, Brekelmans & Peerlings [91], Liebe [146], Peerlings et al. [183,/185]
oder Steinmann [210]. In jiingster Zeit finden sich in der Literatur auch Kombinationen aus
kontinuierlichen, gradientenerweiterten Schiadigungsformulierungen und Ansétzen mit de-
nen es moglich ist, diskrete Risse abzubilden, vergleiche hierzu Peerlings, Geers, de Borst
& Brekelmans [186] oder Simone, Wells & Sluys [206]. Aulerdem wurden kiirzlich von
de Borst, Pamin & Geers [72] bzw. Pamin & de Borst [180] und Svedberg & Runesson
[213, 214] Kopplungen von gradientenerweiterten Schidigungs- und Plastizitatsformulie-
rungen entwickelt. Die in dieser Arbeit vorgestellte Kopplung der Gradientenschidigung
mit einer lokalen Plastizitdtsformulierung im Rahmen der Microplane Theorie basiert auf
der isotropen Formulierung von de Borst, Pamin & Geers [72].

Im Folgenden soll das Vorgehen einer Gradientenerweiterung der Microplane Theorie am
Beispiel der Microplane Schidigung vorgestellt werden. Dieses Vorgehen basiert auf den
Arbeiten von Kuhl, Ramm & de Borst [127, sowie Kuhl [123] und beriicksichtigt den
Einfluss der sich in der Nachbarschaft entwickelnden Heterogenitdaten durch nachfolgenden
Gradientenausdruck fiir die nichtlokalen Verzerrungen €.

é(x) — c Ve(x) = €(x) mit c=c (I (6.4)
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Die Grofle des Einflussbereichs wird durch den Gradientenparameter ¢ vorgegeben, der ei-
ne interne Lénge [ in die Formulierung einbringt. Die nichtlokalen Verzerrungen € kénnen
nicht explizit in Abhéngigkeit der lokalen Verzerrungen € berechnet werden. Sie erge-
ben sich als Losung der partiellen Differentialgleichungen (6.4). Peerlings [182] bezeichnet
diese Art eines gradientenerweiterten Kontinuumsmodells deshalb als implizite Gradien-
tenformulierung. Im Gegensatz zur expliziten Gradientenformulierung wird die implizite
Gradientenformulierung im Sinne von Bazant & Jirdsek [22] und Peerlings [182] als wirk-
lich nichtlokal bezeichnet. Dies geht auch aus einem Vergleich dieser beiden Ansétze von
Peerlings, Geers, de Borst & Brekelmans [186] und Askes & Sluys [8] hervor. Dabei konnte
auch gezeigt werden, dass nur die implizite Gradientenformulierung, aufgrund der wirklich
auftretenden Nichtlokalitét, in enger Verwandtschaft zu den nichtlokalen Integralkontinua
steht und sich mittels einer Taylorreihenentwicklung auch aus diesen motivieren lésst.
In Analogie zum nichtlokalen Microplane Schidigungsmodell, basierend auf dem Integral-
kontinuum aus Abschnitt 6.2.3, bestimmen die nichtlokalen Verzerrungskomponenten auf
der Mikroebene €, und €p das Schadigungsverhalten. Diese ergeben sich mit Hilfe der
kinematischen Projektion aus den nichtlokalen makroskopischen Verzerrungen.

ev =V :€ €p =Dev: € (6.5)

Diese nichtlokalen Verzerrungskomponenten gehen in die konstitutiven Gleichungen ein.
Fiir den betrachteten Fall der Schidigung werden nur die Schidigungsfunktionen @7
beeinflusst, die zu Funktionen der nichtlokalen Verzerrungen auf der Mikroebene werden.

e = P (e, €p) (6.6)

Da die restlichen Gleichungen des konstitutiven Gleichungssatzes unverdndert bleiben,
stellt dies eine einfache und elegante nichtlokale Erweiterung der Microplane Theorie dar.

6.3.1 Finite Element Formulierung

Fiir die gradientenerweiterte Kombination von Schédigung und Plastizitat gibt es in der
Literatur verschiedene Ansétze. Zum einen gibt es die Moglichkeit eine gradientenerwei-
terte Plastizitdtsformulierung mit einem lokalen Schiadigungsmodell zu koppeln, vergleiche
de Borst, Pamin & Geers [72] und Svedberg & Runesson [213] 214]. Andererseits wurde von
de Borst, Pamin & Geers [72] die Kopplung eines gradientenerweiterten Schidigungsmo-
dells mit einer lokalen Plastizitdtsformulierung vorgeschlagen. Ein Vergleich dieser beiden
Ansétze von de Borst, Pamin & Geers [72] hat gezeigt, dass die Kopplung eines gradienten-
erweiterten Schadigungsmodells mit einer lokalen Plastizitédtsformulierung als numerisch
eleganter sowie physikalisch plausibler zu bewerten ist. Auflerdem konnte gezeigt werden,
dass die Gradientenerweiterung der Schidigung als geniigend durchgreifend fiir die Re-
gularisierung ist. Deshalb wird dieser Ansatz im Folgenden auf die Microplane Theorie
iitbertragen, um auch mit dem gekoppelten Microplane Modell im postkritischen Bereich
netzunabhéngige Ergebnisse zu gewéhrleisten.

Die numerische Umsetzung der Gradientenerweiterung eines reinen Microplane Schéadi-
gungsmodells im Rahmen eines Finite Element Programmes ist in Kuhl [123] und Kuhl,
Ramm & de Borst [130] néher beschrieben und basiert auf der Arbeit von Peerlings [182].
Allerdings erfordert das anisotrope Microplane Modell die Beriicksichtigung der Gradien-
ten des kompletten Verzerrungstensors, wihrend fiir isotrope Formulierungen skalarwer-
tige Groflen, wie beispielsweise die dquivalente Verzerrung, nichtlokal angesetzt werden.
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Die von Kuhl [123] vorgeschlagene Formulierung stellt die Basis fiir die Erweiterung auf
ein Microplane Gradientenschiadigungsmodell gekoppelt mit Plastizitat dar. Dabei wird
die Differentialgleichung fiir die nichtlokalen Verzerrungen (6.4) als zusitzliche Eulerglei-
chung beriticksichtigt, wodurch eine so genannte Zweifeld-Formulierung entsteht. Diese
setzt sich aus dem klassischen quasi—statischen Randwertproblem, entsprechend Abschnitt
2.1.3, und dem nichtlokalen Verzerrungsproblem zusammen. Die Bilanzgleichung fiir die
nichtlokalen Verzerrungen ergibt sich in starker Form in analoger Schreibweise zur starken
Form des Gleichgewichts (2.3).

divr —€=—¢ in B (6.7)

Fiir das nichtlokale Verzerrungsproblem wird iiblicherweise die Neumann—-Randbedingung
T -mn = 0 vorgegeben. Diese Randbedingung gewihrleistet, dass fiir homogene Defor-
mationen die lokalen den nichtlokalen Verzerrungen entsprechen, vergleiche Peerlings,
Geers, de Borst & Brekelmans [186]. Zusétzlich wurde ein dreistufiger Spannungsten-
sor T eingefiihrt, welcher in Analogie zum Spannungstensor o iiber ein Konstitutivge-
setz 7 = 7 (Veé) bestimmt wird. Zur numerischen Losung der Zweifeld-Formulierung
wird diese mittels der Galerkin—-Methode in eine schwache Form gebracht. Die schwache
Form des Gleichgewichts ergibt sich als Prinzip der virtuellen Verschiebungen entspre-
chend Gleichung (2.9). Die schwache Form des nichtlokalen Verzerrungsproblems lésst
sich durch Anwendung der partiellen Integration und des Gauflschen Integralsatzes und
durch Beriicksichtigung der Neumann-Randbedingung wie folgt angeben.

/6Veirdv+/5e:[e—e]dvzo V de (6.8)
B B
Dabei stellt g€ eine tensorwertige Testfunktion dar.

Diskretisierung

Entsprechend Abschnitt|2.2.2/wird in den beiden folgenden Abschnitten die Matrixschreib-
weise verwendet. Die beiden schwachen Formen (2.9) und (6.8) stellen den Ausgangspunkt
fiir die rdumliche Diskretisierung im Rahmen der Finite Element Methode dar. Dabei
miissen die nichtlokalen Verzerrungen € als zusétzliche Freiheitsgrade neben den Ver-
schiebungen w in die Finite Element Formulierung eingebracht werden. Der Korper B
wird wiederum in n. Finite Elemente zerlegt, so dass B = |J.<'; B¢ gilt. Neben dem Ver-
schiebungsverlauf u werden die Verldufe der nichtlokalen Verzerrungen € iiber diskrete
Knotenwerte mittels Ansatzfunktionen approximativ bestimmt. Im Folgenden bezeichnen
d die diskreten Knotenverschiebungen und e die diskreten nichtlokalen Knotenverzerrun-
gen.

u":= Nd du':= N €":= Bd 6€":= Bdéd in B (6.9)

€:= Ne §€":= Nje Ve := Be 6Ve" .= Bde in B° '
Die Verldufe innerhalb eines Elementes werden tiber die Ansatzfunktionen N fiir die Ver-
schiebungen und IV fiir die nichtlokalen Verzerrungen approximiert. Des Weiteren stellen
die Operatoren B und B die rdumlichen Gradienten der jeweiligen Ansatzfunktionen IV
bzw. N dar. Zur Vermeidung von Spannungs—Oszillationen werden die Ansatzfunktio-
nen der Verschiebungen IN eine Ordnung hoher als die Ansatzfunktionen der nichtlokalen
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Verzerrungen N gewihlt, vergleiche hierzu Kuhl [123], Peerlings [182] oder eine jiingere
Arbeit von Simone, Askes, Peerlings & Sluys [205] iiber die Anforderungen an die An-
satzfunktionen fiir implizite Gradientenmodelle. Daraus ergibt sich, dass die Ordnung der
Ansatzfunktionen der lokalen und nichtlokalen Verzerrungen identisch ist. Da in dieser
Arbeit das Bubnov—Galerkin Verfahren angewendet wird, werden die nichtlokalen Verzer-
rungen und die virtuellen nichtlokalen Verzerrungen in gleicher Weise angesetzt. Gleiches
gilt dementsprechend fiir die Verschiebungen und die virtuellen Verschiebungen. Durch
Einsetzen der diskretisierten Verschiebungs- und Verzerrungsverléufe in die schwa-
chen Formen des Gleichgewichts (2.9) und des nichtlokalen Verzerrungsproblems (6.8)
ergeben sich die diskretisierten schwachen Formen.

Urete 6d” BT o dv — NprdV—/ NTtdA| =0 V¥V id
|/ B° Be rs
B fjnt,d - czt,d (610)
Ures ge” B'rdv+ | N'[Ne-Bd]dV|=0 Y de
B¢ B¢
e

Hierbei definieren f7, ; die inneren bzw. ff , 4 die duBeren Knotenkrifte eines Elemen-
tes e des zugehorigen Gleichgewichtsproblems und fj,, . die inneren Knotengréfien eines
Elementes e des nichtlokalen Verzerrungsproblems. Uber den Assemblierungsprozess lisst
sich aus den diskretisierten schwachen Formen (6.10) folgendes globales Gleichungssystem
ableiten.

5D [F,m/t - Femt] — O (611)

Aufgrund des Fundamentallemmas der Variationsrechnung besagt dieses Gleichungssystem,
dass die globalen inneren Krafte F;,; den globalen dufleren Kréiften F,.,; entsprechen. Die
globalen Krifte und den globalen Freiheitsgradvektor dD liefert wiederum der Assemb-
lierungsprozess.

Nele fe Tele fe Tele 5d
F,. = U int,d Fo. = U eat,d oD = U [ ] (6.12)
e=1 int,e e=1 e=1 oe

Linearisierung

Im Folgenden soll dieses globale Gleichungssystem (6.11)) fiir den Fall der Microplane
Gradientenschadigung gekoppelt mit Plastizitdt néher spezifiziert werden. Dieses Ma-
terialverhalten fiihrt zu einem nichtlinearen Zusammenhang zwischen den Spannungen
und Verzerrungen. Des Weiteren sind die schwachen Formen des Gleichgewichts und des
nichtlokalen Verzerrungsproblems (6.10) iiber die lokalen und nichtlokalen Verzerrungen
miteinander gekoppelt. Als Resultat ergibt sich ein hochgradig nichtlineares Gleichungs-
system (6.11)). Zur Losung dieses Gleichungssystems wird in dieser Arbeit das inkrementell
iterative Newton-Raphson Verfahren herangezogen. Dazu wird dieses Gleichungssystem
in folgendes Format gebracht,

R(D) := Fyu(D) — Fopy = 0 (6.13)
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wobei R(D) wiederum das Residuum bezeichnet, welches im Laufe des iterativen Pro-
zesses verschwinden muss. Wéahrend eines inkrementellen Lastschrittes im Rahmen des
Newton—Raphson Verfahrens wird das Residuum zum Iterationsschritt ¢ + 1 mittels einer
Taylorreihenentwicklung unter Vernachlissigung der Terme hoherer Ordnung linearisiert.
Dieses Vorgehen wurde ausfiihrlich in Abschnitt behandelt und fiihrt letztendlich

auf ein linearisiertes globales Gleichungssystem,
K; AD;;; = —R(D;) (6.14)

dessen Losung die inkrementelle Anderung des Freiheitsgradvektors AD; 4 liefert. Somit
erhélt man eine verbesserte Losung fiir den Freiheitsgradvektor D;,, der sich aus der
Summe des Freiheitsgradvektors D; zum Iterationsschritt 4 und der inkrementellen Ande-
rung des Freiheitsgradvektors AD;,; bestimmt. Entsprechend Gleichung (2.19) stellen
K; und R(D;) die globale Tangentensteifigkeitsmatrix und das Residuum zum Iterations-
schritt ¢ dar. Diese globalen Gréflen ergeben sich durch den Assemblierungsprozess aus
den Elementsteifigkeitsmatrizen kg ;, Kge ;; Keq; und kg, ; und aus den Elementresiduen
rg, und rg;. Auerdem ldsst sich durch den Zusammenbau das Inkrement des globa-
len Freiheitsgradvektors in Abhingigkeit der Anderung der Elementfreiheitsgradvektoren

Ad;,; und Ae;,; angeben.

Nele ke ) ke ) Nele I'e ) Nele Adl
K, = U dd,i deyi R(DZ) = U d ADH_1 = U i (615)
e=1 kZd,i k(eee,i e=1 r;i o—1 €i+1

Damit ergibt sich letztendlich folgendes elementspezifisches Gleichungssystem,

ki, ko re

ee,l e,

Adiyy

Aeiyq

dessen Losung die inkrementellen Anderungen der jeweiligen Elementfreiheitsgrade Ad,,
und Ae; liefert. Die erforderlichen Elementsteifigkeitsmatrizen kgq ;, ke ;, keq; und kg ;
und Elementresiduen rg; und rg; werden aus folgenden Zusammenhéngen bestimmt.

ofe
KGq; = —=2 = [ BTE" BV
od |q, .
ofe
Ko =~ — [ BTEP NV
e €; Be
Koy, = afgge =— / N'F"Bav
on d. ‘ (6.17)
ke, = —° = B"'¢.Bav + | N'TNav
' Oe e, Be e
ra; =%uai —fea= . B o;dV — BNprdV— A NT tdA
& e ?\]
T, =lntes = B' T dV + [ N € — € | dV
Be Be

Fiir die gradientenerweiterte Microplane Theorie nimmt das Gleichungssystem (6.16) eine
unsymmetrische Struktur an, da fiir die beiden Elementsteifigkeitsmatrizen kg, ; # kf;dviT
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gilt. Diese Unsymmetrie spiegelt sich im globalen Gleichungssystem (6.14) wieder, dessen
Losung dementsprechend den Einsatz unsymmetrischer Gleichungsloser nach sich zieht.
In den Bestimmungsgleichungen der jeweiligen Elementsteifigkeitsmatrizen wurden ver-
schiedene Bezeichnungen eingefiihrt, die durch das Materialverhalten néher charakterisiert
werden. Dabei bezeichnet 8?7’ die Ableitung der Spannungen nach den lokalen Verzerrun-
gen, welches im Sinne der lokalen Kontinuumstheorie dem Sekantentensor entspricht. Die
Ableitung der Spannungen nach den nichtlokalen Verzerrungen bildet £ fp . Weiterhin stellt
C; eine Beziehung zwischen der Spannungsgrofle 7 und den nichtlokalen Verzerrungen €
dar.

Sfp = 8—0 E’?p = 8_(3‘ F?p = % =7 C, = _(97’_
Oe €; O€ E Oe €, OVe Ve,

(6.18)
Die Berechnung dieser Beziehungen erfordert die Festlegung des zu beschreibenden Ma-
terialverhaltens. Dazu miissen die erforderlichen Konstitutivgesetze fiir die Spannungen
o = o(€, ) in Abhéngigkeit der lokalen Verzerrungen und einem Satz interner Variablen
sowie fiir die Spannungsgrofie 7 = 7(Veé) als Funktion der nichtlokalen Verzerrungen an-
gegeben werden. Diese Konstitutivgesetze werden im néchsten Abschnitt fiir den Fall der
Microplane Gradientenschiadigung gekoppelt mit Plastizitit ndher betrachtet.

6.3.2 Microplane Gradientenschidigung gekoppelt mit Plasti-
zitat

Die Basis fiir die Kopplung von Schédigung und Plastizitat stellt die lokale Microplane
Formulierung aus Abschnitt [5.4 dar. Dazu miissen die jeweiligen Konstitutivgesetze der
Gradientenschéidigung gekoppelt mit Plastizitéit definiert werden. Wie bereits erwéhnt, be-
stimmen die nichtlokalen Verzerrungskomponenten der Mikroebene das Schadigungsver-
halten der gradientenerweiterten Formulierung. In Analogie zu den lokalen Verzerrungs-
komponenten der Mikroebene ergeben sich diese nichtlokalen Verzerrungskomponenten
aus deren Gegenstiicke auf der Makroebene mit Hilfe der kinematischen Projektion.

ev =V € ep = Dev : € &=V € €ép = Dev : € (6.19)

Fiir die Gradientenschédigung gekoppelt mit Plastizitit werden sowohl Konstitutivgeset-
ze fiir die Spannungen o als auch fiir die Spannungsgréfie 7 benétigt. In Analogie zur
lokalen Formulierung aus Abschnitt (5.4 wird die freie Energiefunktion U™ auf der Mi-
kroebene entsprechend Gleichung (5.107) definiert. Diese freie Energiefunktion liefert die
Definitionen der konstitutiven Microplane Spannungen (5.109) als thermodynamisch kon-
jugierte Variablen zu den jeweiligen elastischen Verzerrungskomponenten. Mit Hilfe der
fundamentalen Mikro-Makro Beziehung (4.1) erhdlt man letztendlich die Definition des
makroskopischen Spannungstensors o (5.126).

Weiterhin wird zur Bestimmung des dreistufigen Spannungstensors 7 ein zweites Poten-
tial W eingefiihrt. Dieses Potential ist allerdings aufgrund der Abhéingigkeit des drei-
stufigen Spannungstensors vom Gradienten der nichtlokalen Verzerrungen direkt auf der
Makroebene formuliert.

1
Uy (Ve) = 5Ve:C: Ve (6.20)
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Dies fithrt unmittelbar auf den dreistufigen Spannungstensors 7 als konjugierte Grofle
zum Gradienten der nichtlokalen Verzerrungen,
owmae — ) ot

T = ve =C: Ve mit C—a—Vé
wobei der Einfluss der Gradientenerweiterung als isotrop angenommen wird und somit die
Mikrostruktur durch den skalaren Gradientenparameter ¢ bestimmt wird. Dadurch wird
das anisotrope Materialverhalten alleinig durch das Microplane Modell charakterisiert.
Das plastische Materialverhalten wird durch die lokale Plastizitatsformulierung des ge-
koppelten Microplane Schiadigungs- und Plastizitdtsmodells, entsprechend Abschnitt[5.4]
beschrieben, da in dieser Arbeit die Gradientenerweiterung nur fiir die Schidigung ange-
setzt wird. Aus diesem Grund wird an dieser Stelle auf die Darstellung der entsprechenden
Gleichungen des lokalen Plastizitdtmodells verzichtet und es sei auf Abschnitt[5.4 verwie-
sen.
Der Prozess der Schidigungsentwicklung wird durch die Einfithrung einer verzerrungsba-
sierten Schidigungsfunktion @7 gesteuert.

= I (6.21)

CI)ZlmC _ ¢mic(ﬁmic) . dmic S 0 mit ﬁmic — ﬁmiC(EV7 éD) (6.22)

Im Unterschied zum lokalen Modell aus Abschnitt wird diese Schadigungsfunktion
in Abhiingigkeit einer nichtlokalen #quivalenten Verzerrung 7™ aufgestellt. Diese ergibt
sich als Funktion der nichtlokalen Microplane Verzerrungskomponenten €, und €p, die
wiederum tiber die kinematische Projektion (6.19) aus den nichtlokalen Verzerrungen €
hervorgehen. Zusétzlich lassen sich die Karush—-Kuhn—Tucker Bedingungen und die Kon-
sistenzbedingung des Schédigungsprozesses in gewohnter Form angeben.

PO A= 0 By = 0 e ™ = 0 (6.23)

Entsprechend der Herleitung der lokalen gekoppelten Formulierung in Abschnitt 5.4 ldsst
sich die Evolutionsgleichung der Schédigungsvariable nach Simo & Ju [204] und Ju [114]
in eine direkte Bestimmungsgleichung iiberfiihren.

dm’LC — ¢mzc(7mzc> mit ,ymzc :7£3t>27(ﬁmzc(t)7 ,y?(";ll()) (6.24>
Der Geschichtsparameter 7™ entspricht im Fall der gradientenerweiterten Formulierung
dem in der Belastungsgeschichte maximal erreichten Wert der nichtlokalen dquivalenten
Verzerrung ™. Damit lassen sich die im vorigen Abschnitt eingefiihrten Bezeichnungen
EP A  F ? und C, die zur Linearisierung des Randwertproblems der gradientenerwei-
terten Microplane Theorie erforderlich sind, fiir den hier betrachteten Fall der Microplane
Gradientenschéidigung gekoppelt mit einer Microplane Plastizitatsformulierung nidher spe-
zifizieren. Der vierstufige Tensor £%, der durch die Ableitung des Spannungstensors o
nach dem lokalen Verzerrungstensor € definiert ist, nimmt folgende Form an.

3 . . .
£ = / [1— dmi€] {[K™*V @V +2G™ Dev" - Dev]
T Ja
[V K™y 4 Dev” - 2G™*mp| @ [y K™°V +np - 2G™° Dev) Lo
Ry Ky + fup - 2Gmemy — e Hme - S

(6.25)
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Des Weiteren ergibt sich der vierstufige Tensor E? als Ableitung des Spannungstensors
o nach dem nichtlokalen Verzerrungstensor €.

a 3 6 maic —=maic —=maic
w_ 99 _ 3 [0 s\ Dev a0 |Lovi L

EV=——= :
O€ A | Oymic €y €D

-Dev| d? (6.26)

AbschlieBend lassen sich die beiden Tensoren F® und C wie folgt charakterisieren.

fdp_%_ _oT
F _86_1 c_8Vé

AuBerdem soll noch die Moglichkeit untersucht werden, dass die nichtlokalen dquivalenten
Verzerrungen 7™ = 7™(&%, €%) von den elastischen und nicht wie bisher von den totalen
nichtlokalen Microplane Verzerrungskomponenten abhédngen. Dadurch werden im Gradi-
entenausdruck (6.4) nicht die totalen Verzerrungen, sondern lediglich der elastische Anteil

als nichtlokal angesetzt. Die Bestimmungsgleichung (6.25) fiir den vierstufigen Tensor €%

=cZ (6.27)

bleibt davon unberiihrt. Der vierstufige Tensor € a , der nun die Ableitung des Spannungs-
tensors o nach dem elastischen nichtlokalen Verzerrungstensor € bezeichnet, wird durch
folgenden Ausdruck dargestellt.

dp ao. 3 8¢mzc ﬁmic ﬁmic

== [Véy + Dev” -ap)| @ V +

EP = —
— - =l el
Oe® A Jq Oymic € €%

-Dev| d) (6.28)

Der Hauptunterschied zwischen den beiden betrachteten Ansétzen liegt in der Definition
des Tensors F™. Dieser formuliert im vorliegenden Fall den Zusammenhang zwischen den
lokalen elastischen Verzerrungen € und den totalen Verzerrungen e.
_ e 3 V immy + Dev? - mp| @ [ny K™V + np - 2G™*Dev
de: € _T [ 14 D} [V D ]dQ

T Ar N - ~ . apmic T gomict
Oe ™ Jo ny szcmv +np - QszcmD _ 8(11:71“'6 . | mic . 8qPTlnic

(6.29)
Obwohl das Modell basierend auf den totalen nichtlokalen Verzerrungskomponenten nach
Pamin & de Borst [180] einen besseren physikalischen Hintergrund besitzen soll, gibt es
keinen triftigen Grund, dass das Modell basierend auf den elastischen nichtlokalen Ver-
zerrungskomponenten nicht weiter verfolgt und somit verworfen werden sollte. Deshalb
werden im folgenden Abschnitt Untersuchungen zur Netzunabhéngigkeit der Losung fiir
beide Modelle vorgestellt.
Abschlielend sei noch bemerkt, dass aus der Annahme von C = 0 die Gleichheit der
lokalen und nichtlokalen Verzerrungen folgt und die lokale Microplane Schiadigungsformu-
lierung gekoppelt mit Plastizitit, entsprechend Abschnitt 5.4, als Sonderfall in den beiden
vorgestellten gradientenerweiterten Formulierungen enthalten ist. Des Weiteren beinhaltet
die hier beschriebene gradientenerweiterte Microplane Formulierung das von Kuhl [123]
vorgestellte reine gradientenerweiterte Microplane Schadigungsmodell als Sonderfall.

6.3.3 Numerische Beispiele

Die Wirkungsweise und die Qualitdt der gewihlten Regularisierungstrategie fiir das Mi-
croplane Schiadigungsmodell gekoppelt mit Plastizitdt, ndmlich eine Gradientenerweite-
rung der Schiadigungsformulierung, wird anhand von zwei numerischen Beispielen néher
untersucht.
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Abbildung 6.1: Modellproblem Zugstab und Einfluss der internen Lénge ¢

Modellproblem: Zugstab

Zur Veranschaulichung der Netzunabhéngigkeit des Nachbruchverhaltens wird an dieser
Stelle das Modellproblem eines 100 mm langen Zugstabes mit einem Elastizitédtsmodul
von E = 20000 N/mm? vorgestellt. Die Geometrie des Zugstabes ist in Abbildung 6.1
dargestellt. Zur Initiierung eines Lokalisierungsprozesses wird in der Mitte des Zugstabes
auf einer Breite von 10 mm eine materielle Imperfektion eingefiihrt. In dieser Zone wur-
de der Schidigungsschwellwert 77" um 10 % reduziert. Das Konstitutivverhalten wird in
Anlehnung an die lokale Microplane Materialformulierung der beiden Modellprobleme aus
Abschnitt 5.4/ formuliert. Die FlieBfunktion und das Verfestigungsverhalten werden durch
die Gleichungen (5.129) und (5.130) bestimmt. Die entsprechenden Materialparameter
wurden zu 0" = 0.2 N/mm? und H = F = 20000 N/mm? gewihlt. Wie schon erwihnt,
wird im Folgenden zwischen einer gradientenerweiterten Schidigungsformulierung, basie-
rend auf den totalen nichtlokalen Microplane Verzerrungen, und einer Formulierung in
Abhéngigkeit der elastischen nichtlokalen Microplane Verzerrungen unterschieden. Die
dquivalenten Verzerrungen werden in Analogie zur lokalen Formulierung durch die Glei-
chungen (5.133) und (5.134) wiedergegeben. Allerdings miissen in diesen Gleichungen die
lokalen durch die nichtlokalen Microplane Verzerrungen ersetzt werden, wodurch sich die
beiden nichtlokalen fquivalenten Verzerrungen 7™(éy, €p) und 77(e&, €%) bestimmen
lassen. Auflerdem wird eine exponentielle Schadigungsentwicklung nach Gleichung (5.77)
mit den Parametern ™ = 100, o™ = 0.96 und "¢ = 0.0001 gewihlt. Die beiden Pa-
rameter og" und v7¥¢ wurden so gewiihlt, dass plastisches FlieBen kurz nach dem Beginn
der Schiadigung des Materials einsetzt.

Der Einfluss des Gradientenparameters c fiir eine Diskretisierung des Zugstabes mit 80
Elementen ist in Abbildung/6.1 dargestellt. Die ermittelten Last—Verschiebungsdiagramme
verdeutlichen, dass mit zunehmendem Gradientenparameter die Traglast und die Dukti-
litdt der Materialantwort zunehmen. Die Schéadigung erstreckt sich mit zunehmendem
Gradientenparameter iiber eine gréflere Breite, was wiederum mit einer hoheren Energie-
dissipation verbunden ist.

In Abbildung|6.2 sind die Materialantworten der beiden Formulierungen mit einem Gra-
dientenparameter von /c = 2 mm fiir unterschiedlich feine Diskretisierungen gegeniiber-
gestellt. Bei beiden Formulierungen sind die ermittelten Last—Verschiebungskurven mit
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Abbildung 6.2: Netzunabhiingigkeit der Losungen fiir 7™ (ey, €p) und 7™ (e, €%)

20, 40, 80 und 160 Elementen nahezu identisch. Die verwendeten Modelle liefern so-
mit netzunabhingige Losungen sowie eine von der Diskretisierung unabhéngige konstante
Energiedissipation. Dies ist auf die regularisierende Wirkung der Gradientenerweiterung
zuriickzufithren. Wie bei den lokalen Formulierungen zeichnet sich die Materialantwort
basierend auf 7™ (e}, €}) im Vergleich zu 7™(€y, €p) durch eine hhere Duktilitit aus,
die aus dem langsameren Anwachsen der elastischen Verzerrungen und somit der Schadi-
gung folgt. Der Vergleich der Schidigungsevolutionen der beiden Modelle bei einer Dis-
kretisierung mit 80 Elementen in Abbildung [6.3 unterstreicht diese Beobachtung. Bis
zum Einsetzen des plastischen Flielens sind die Schadigungsevolutionen identisch. Das
erstmalige Uberschreiten der FlieBgrenze ist in Abbildung 6.3 durch die graue Kurve ge-
kennzeichnet. Nach Einsetzen des plastischen Flieflens entwickelt sich die Schadigung bei
pmie(eet, €%) langsamer. Abbildung 6.3 zeigt weiterhin, dass sich die Schiidigung {iber eine
Zone mit endlicher Breite erstreckt. Diese Zone ist grofler als die Elementbreite der gewéhl-
ten Diskretisierung und groéfer als die Zone der materiellen Imperfektion. Die vorgestellten

—el —el )

d’wm[—] dquival. Verzerrung 7™ (ey, €p) d’wm[_] dquival. Verzerrung Umw(ﬁvaeD

20 40 60 80 x[mm] 80 x[mm]

Abbildung 6.3: Evolution der Schidigungsvariablen fiir 7™(€y, €p) und 7™¢(€, €5))
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Modelle sind somit in der Lage eine Lokalisierungszone mit einer von der Diskretisierung
unabhéngigen, endlichen Breite darzustellen.

Gekerbter Biegezugbalken

Als zweites numerisches Beispiel wird die Materialantwort eines Biegezugbalkens fiir ver-
schiedene Diskretisierungen untersucht. Die Geometrie und die Materialdaten des Balkens
konnen der Abbildung[6.4 entnommen werden. Vereinfachend sind die Lager bzw. die Last
als Einzellager bzw. Knotenkraft dargestellt, obwohl es sich dabei um eine mathematisch
unzuléssige Modellierung handelt. Im Unterschied zur gradientenerweiterten Materialfor-
mulierung des Zugstabes wird fiir dieses Beispiel eine dquivalente Verzerrung des modifi-
zierten von Mises Typs (5.81) verwendet. Diese dquivalente Verzerrung 77 (&, €%) wird
zudem in Abhéngigkeit der elastischen nichtlokalen Microplane Verzerrungen formuliert.
Die im Folgenden getroffenen Aussagen gelten dabei in gleicher Weise fiir eine Formulie-
rung, die auf den totalen nichtlokalen Verzerrungen basiert.

Aufgrund der Symmetriebedingungen wurden die numerischen Berechnungen am halb-
en System unter Verwendung von achtknotigen Elementen mit quadratischen Ansétzen
fiir die Verschiebungen und linearen Ansétzen fiir die nichtlokalen Verzerrungen durch-
gefithrt. Das halbe System wird jeweils mit 139, 358 und 656 Elementen, d. h. mit 1576,
4052 bzw. 7284 Freiheitsgraden, diskretisiert. Um eine Lokalisierungszone auszulésen wird
diesmal eine geometrische Imperfektion in Form einer Kerbe mit den Abmessungen 2.5 x
10 mm? eingefiihrt. Die resultierenden Last—Verschiebungskurven sind einander in Abbil-
dung 6.4 gegeniibergestellt. Wahrend die grobe Diskretisierung geringe Abweichungen lie-
fert, sind die Antworten der beiden feinen Diskretisierungen nahezu deckungsgleich. Dies
wird durch die etwas groflere Schadingungszone bei der groben Diskretisierung und der
damit verbundenen hoheren Energiedissipation bestétigt, vergleiche hierzu Abbildung6.5.
Bei allen Diskretisierungen nimmt die Schidigungszone eine Breite ein, die grofler ist als
die jeweilige Elementbreite. Die Darstellung der Plastizitdt in Abbildung 6.5 bei einer
Vertikalverschiebung in Balkenmitte von v = 0.25 mm erfolgt in Analogie zur Integralbe-
ziehung (5.82) der Schidigung iiber einen homogenisierten plastischen Multiplikator \"™.

Geometrie und Materialdaten F [kN]
1
l 2 F 4 139 Elemente
358 Elemente
i 656 Elemente
S t=50 3
-
X~ ||
25 150 "~ 75 [mm]
E =40000 N/mm? o™ =0.90 ki =0.75 !
v=20.2 g =450 ko = 0.2083
H = 60000 N/mm? ~7%¢ =0.0001 ¢=4 mm? 0 ‘ . . ‘
ol = 4.5 N/mm?  ebener Spannungszustand 0.0 0.05 0.10 0.15 020 u[mm]

Abbildung 6.4: Gekerbter Biegezugbalken — Einfluss der Diskretisierung
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Abbildung 6.5: Verteilung der Schiadigungsvariablen und des plastischen Multiplikators

Im Vergleich zur Schadigungsverteilung tritt das plastische Fliefen in einem kleineren Be-
reich des Balkens auf.

Die beiden Beispiele haben gezeigt, dass die vorgestellten Modelle bei einer hinreichend
feinen Diskretisierung netzunabhingige Losungen liefern. Des Weiteren konvergieren die
dissipierte Energie und die Breite der Lokalisierungszone bei Netzverfeinerung gegen einen
von der Diskretisierung und somit von der Elementgrofie unabhéngigen konstanten Wert.
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Kapitel 7

Mikro—Makro Ubergiinge

Die existierenden Microplane Modelle griinden auf der Formulierung phéinomenologischer
Materialgesetze (in der Regel basierend auf dem V-D-T Split), deren Parameter mittels
inverser Uberlegungen an Experimente angepasst werden. Dadurch haftet dem Microplane
Konzept der Ruf eines heuristischen Verfahrens an. Das vorliegende Kapitel befasst sich
damit, das Microplane Modell mechanisch weiter abzusichern und durch sorgfiltige Be-
trachtung der Mikro-Makro Ubergéinge seine Eignung festzustellen, richtungsorientiertes
Versagen auf den Mikroebenen in ein realistisches makroskopisches Modell zu iiberfiihren.
Die Wahl der Konstitutivgesetze auf den Mikroebenen soll auf eine bessere rationale Ba-
sis gestellt werden. Dabei stehen die formelméBigen Mikro-Makro Uberginge im Vorder-
grund. Mit anderen Worten: Diese inversen Fragestellungen sollen nicht nur dem reinen
Curve-Fitting iiberlassen werden.

Die Microplane Theorie stellt grundsétzlich eine allgemeine Methode zur Beschreibung des
anisotropen Materialverhaltens einer Vielzahl verschiedener Werkstoffe dar. Als Minimal-
anforderung sollte dieser allgemeingiiltige anisotrope Ansatz, wie iibrigens jedes komplexe
Materialmodell, wenigstens in der Lage sein, einfaches Materialverhalten wiederzugeben,
welches beispielsweise mit hinreichend verifizierten makroskopischen Materialmodellen ba-
sierend auf der klassischen Kontinuumsschéadigungsmechanik oder der Plastizitdatstheorie
modelliert werden kann. Ist dies gewéhrleistet, so ist eine mechanisch sinnvolle Verallge-
meinerung des Microplane Konzeptes auf komplexeres Materialverhalten durchfiihrbar.
Erste Anstrengungen in diese Richtung wurden von Kuhl, Ramm & Willam [131] und
Brocca & Bazant [39] im Kontext der Microplane Plastizitdt unternommen. Beispiels-
weise stellten Kuhl, Ramm & Willam [131] eine Methodik vor, die es ermdoglichte eine
spezifische Microplane Plastizitatsformulierung, basierend auf dem V-D-T Split, mit ei-
ner makroskopischen Zwei-Invarianten Plastizitdtsformulierung nach Drucker & Prager
[80] zu vergleichen. Somit konnten die erforderlichen Microplane Parameter anhand der
Zug- und Druckfestigkeit des Materials bestimmt werden. Allerdings wurde dieser Mikro—
Makro Ubergang zwischen den Formulierungen nur durch weitere Annahmen, wie der Ver-
nachlassigung der deviatorischen Komponente im V-D-T Modell, ermoglicht. Der V-D
Split besitzt aufgrund der eindeutigen Charakterisierung der volumetrischen und deviato-
rischen Eigenschaften auf der Mikroebene beim Mikro-Makro Ubergang gewisse Vorteile
gegeniiber dem V-D-T Split. Deshalb wird an dieser Stelle hauptséchlich auf Microplane
Modelle zuriickgegriffen, die auf dem V-D Split basieren.

Das Hauptziel dieses Kapitels ist dementsprechend eine physikalisch sinnvolle Interpre-
tation der Microplane Stoffgesetze mittels anerkannter makroskopischer Materialmodelle
und eine anschlieBende Identifikation der erforderlichen Microplane Materialparameter in
Abhéngigkeit makroskopisch messbarer Materialkennwerte. Im Folgenden werden fiir ver-
schiedene inelastische Materialbeschreibungen, wie beispielsweise Microplane Schiadigung,
Microplane Plastizitdt und deren Kopplung, Konzepte vorgestellt, die einen systema-
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tischen Vergleich mit géngigen, invarianten—basierten makroskopischen Materialmodellen
erméglichen. Aber zuvor wird noch einmal kurz auf die Beschreibung elastischen Materi-
alverhaltens im Rahmen der Microplane Theorie eingegangen.

7.1 Elastizitat

7.1.1 Isotrope Elastizitit

Die Identifikation der erforderlichen Microplane Parameter kann fiir den hier betrachteten
Fall der linearen isotropen Elastizitét analytisch erfolgen. Dies wurde bereits in Abschnitt
5.1.1 fiir die verschiedenen Splits durchgefiihrt. Da in den folgenden Abschnitten die
Identifikation der Microplane Parameter fiir inelastische Materialmodelle hauptséchlich
auf dem V-D Split basieren, werden an dieser Stelle die Bestimmungsgleichungen der
Microplane Elastizitdtsparameter fiir den V-D Split noch einmal angegeben.

Ey = K™¢ =3 Kmae Ep=2Gm"=2Gm" (7.1)

7.1.2 Transversal-isotrope Elastizitit

In diesem Abschnitt soll die Eignung des Microplane Konzeptes zur Modellierung des
transversal-isotropen elastischen Materialverhaltens untersucht werden. Transversal-iso-
trope Materialien werden dadurch charakterisiert, dass die Materialeigenschaften eine
ausgezeichnete Richtung a besitzen und senkrecht dazu eine Isotropieebene aufspannen.
Deshalb existieren bei diesen Materialien drei zueinander orthogonale Symmetrieebenen.
Diese Orthogonalitét sollte sich dementsprechend auch auf der Mikroebene wiederspiegeln,
d. h. in der Wahl der jeweiligen Microplane Verzerrungs- und Spannungskomponenten. Da
beim N-T Split die normalen und tangentialen Komponenten senkrecht aufeinander ste-
hen, ist dieser Ansatz besonders dazu geeignet, transversal-isotropes elastisches Material-
verhalten zu beschreiben. Deshalb wird im Folgenden auf den N-T Ansatz zuriickgegriffen,
vergleiche hierzu Avci [9] und Miiller [167]. Auf die Beschreibung der makroskopischen,
transversal-isotropen elastischen Materialformulierung soll an dieser Stelle nicht ndher
eingegangen werden, vergleiche beispielsweise Altenbach, Altenbach & Rikards [4].
Grundlage zur Modellierung transversal-isotroper Elastizitdt mit dem Microplane Kon-
zept bildet das in Abschnitt|5.1.2 beschriebene Vorgehen, welches auf den Ideen von Prat &
Gens [193] basiert. Dabei werden die elastischen Microplane Stoffgesetze in Abhéngigkeit
der Richtung definiert. Die erforderlichen Microplane Elastizitédtskoeffizienten werden als
Funktion der Normalen der jeweiligen Mikroebene formuliert, so dass Ex(n) und Er(n).
Dadurch ergibt sich folgende Mikro-Makro Beziehung fiir den Materialtensor.

Epte = % / En(n) N®@ N +&p(n) T" - T dQ (7.2)
Q

Um einen Anhaltspunkt iiber die zur Beschreibung des transversal-isotropen elastischen
Materialverhaltens erforderliche rdumliche Verteilung der Microplane Elastizitétskoeffi-
zienten zu erhalten, wird der transversal-isotrope Materialtensor der makroskopischen

Formulierung £} mittels folgender Projektionsvorschrift auf die einzelnen Mikroebenen
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projizierte Steifigkeitsverteilung angenommene Steifigkeitsverteilung
y W - Py,

/\ nyg  En(n) . ;x’ &l _nrp gN(n)‘x“
\_/\/X \ b &L 7 X

Abbildung 7.1: Steifigkeitsverteilungen

projiziert.

Exn)=N:EN“: N (7.3)

Charakteristisch fiir einen transversal-isotropen Werkstoff ist die Invarianz der Materi-
aleigenschaften gegeniiber einer Rotation um die ausgezeichnete Richtung a. Diese Ei-
genschaft soll im Folgenden ausgenutzt und auf eine detaillierte Beschreibung der Iso-
tropieebene verzichtet werden, so dass nur die ausgezeichnete Richtung und eine dazu
senkrechte Richtung betrachtet werden. Damit ergibt sich aus der Projektionsvorschrift
(7.3) die in Abbildung |7.1, links, dargestellte projizierte raumliche Steifigkeitsverteilung
Ex(n) eines transversal-isotropen Materials.

Diese projizierte Steifigkeitsverteilung lédsst sich geometrisch mittels einer eingeschniirten
Ellipse approximieren. Analytisch kann diese eingeschniirte Ellipse durch Subtraktion ei-
ner Kreisgleichung von einer Ellipsengleichung beschrieben werden. In Abbildung
rechts, ist die Ellipse mit den beiden Achsenabschnitten a und b grau gestrichelt dar-
gestellt. Die aus der eingeschniirten Ellipse resultierende Steifigkeitsverteilung lédsst sich
mathematisch durch folgende Gleichung gewinnen.

a b 2
gN,T(”) _ N, T N, T o g bN7T (74)
\/(b?\,’T — a?V7T) cos? 0 + a?v’T

Somit ergeben sich die Microplane Steifigkeiten Eyr(n) der jeweiligen Mikroebene, die
iiber den Winkel 6 zwischen dem Normalenvektor und der ausgezeichneten Richtung cha-
rakterisiert wird, in Abhéngigkeit der beiden Achsenabschnitte ay und by der Ellipse.
Weitere geometrische Beschreibungsmoglichkeiten einer eingeschniirten Ellipse finden sich
in Avci [9].

Die Integration {iber den Raumwinkel im Rahmen einer Microplane Formulierung wird in
der Regel numerisch durchgefiihrt. Die Integralbeziehung wird dabei durch folgende
diskrete Summe ersetzt.

Nmp
Erend [Exn) N'@ N+ &(n) T - T'] o' (7.5)

=1
Wie bereits in Abschnitt [4.4 erwéahnt, wird im Folgenden auf eine Integrationsvorschrift
mit orthogonaler Symmetrie zuriickgegriffen, da diese die bei transversal-isotropen Ma-
terialien auftretenden Materialsymmetrien am besten wiedergeben kann. Eine entspre-
chende Integrationsvorschrift mit n,,, = 42 Mikroebenen ist in Anhang |C| Tabelle |C.2
zusammengestellt. Die genaue Lage der Mikroebenen ist auf der rechten Seite in Abbil-
dung C.1 dargestellt. Da die ausgezeichnete Richtung des Materials bzw. die Richtung
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senkrecht dazu mit der Richtung der diskreten Mikroebene mit der Nummer 1 bzw. mit
der Nummer 2 iibereinstimmt, lasst sich die Form der eingeschniirten Ellipse anstatt iiber
die beiden Achsenabschnitte ayr und by der Ellipse direkt iiber die Steifigkeiten der
Ebenen mit der Nummer 1 (€} ) und 2 (€3 ;) bestimmen. Das bedeutet: Die vorgestellte
Microplane Formulierung besitzt anstatt zwei im linearen isotropen Fall nun vier Mate-
rialkennwerte, die letztendlich die Form der rdumlichen Steifigkeitsverteilung und damit
auch die Steifigkeiten auf den einzelnen Mikroebenen charakterisiert.

Beispiel: Homogener Zugversuch

Am Beispiel des homogenen Zugversuches sollen die Materialantworten der vorgestellten
transversal-isotropen elastischen Microplane Formulierung mit denen des entsprechenden
makroskopischen Modells verglichen werden. Die Belastung, die Lagerung, die Geometrie
und die verwendeten Materialparameter des untersuchten Wiirfels sind Abbildung (7.2 zu
entnehmen. Der Winkel ¢ zwischen der ausgezeichneten Richtung a und der globalen
x-Achse, die der Belastungsrichtung entspricht, wird dabei in der x-y Ebene sukzessive
von 0° bis 180° erhéht. Dies entspricht einer schrittweisen Rotation der Faserrichtung des
Materials. Die resultierenden horizontalen Verschiebungen des Punktes 3 (d53) und die
vertikalen Verschiebungen der Punkte 3, 4 und 7 (d,3, d,4 und d,7) in Abhéngigkeit des
jeweiligen diskreten Winkels ¢ sind in Abbildung 7.3 zusammengestellt. Die Antworten
des klassischen makroskopischen Modells und der Microplane Formulierung weisen eine
bemerkenswerte Ubereinstimmung auf. Beide Modelle liefern die fiir transversal-isotrope
Materialien typischen Verschiebungsverldaufe. Die Verschiebungsverlaufe d,3 und 6,4 sind
symmetrisch, wihrend sich fiir die Verschiebungen ¢,3 und §,7 antimetrische Verldufe er-
geben. Die horizontalen Verschiebungen des Punktes 3 (d53) werden erwartungsgeméafl bei
einem Winkel von ¢ = 90° zwischen der ausgezeichneten Richtung und der Belastungs-
richtung maximal. Dagegen erreichen die horizontalen Verschiebungen (dy,3) ihr Minimum,
sobald die ausgezeichnete Richtung mit der Belastungsrichtung iibereinstimmt, das be-
deutet fiir ¢ = 0° bzw. ¢ = 180°.

Materialdaten

Makroskopisches Modell
E1 = 30000 N/mm?

Ey = E3 = 5000 N/mm?
G12 = G13 = 2500 N/mm2
v1g =113 = o3 = 0.3

Microplane Modell
&N = 150000 N/mm?

E% = EL/20
EL = 1250 N/mm?
&2 =¢&L/10

Abbildung 7.2: Homogener Zugversuch — System- und Materialdaten
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Abbildung 7.3: Verschiebungen bei Variation der Faserrichtung

Beispiel: Zugprobe mit unsymmetrischem Schichtaufbau

Das Verhalten des transversal-isotropen makroskopischen Modells und der Microplane
Formulierung sollen anhand eines Strukturbeispiels néher analysiert werden. Die in Abbil-
dung 7.4 dargestellte zweilagige Flachzugprobe mit unsymmetrischem Schichtaufbau nach
Dorninger [78] bzw. Hérmann [106] besteht aus zwei unidirektionalen Einzelschichten, die
sich nur in der Orientierung der Faserrichtung unterscheiden. Da es im Folgenden um den
Vergleich der beiden Materialmodelle und nicht um die Leistungsféhigkeit der Element-
formulierung geht, werden zur Diskretisierung achtknotige Volumenelementen verwendet,
die auf einem reinen Verschiebungsansatz basieren. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit
wird von einer linearen Kinematik in Verbindung mit kleinen Verzerrungen ausgegangen.
Somit werden Effekte vernachléssigt, die sich aus einer fiir dieses Beispiel iiblichen geome-
trisch nichtlinearen Beschreibung ergeben, vergleiche hierzu Dorninger [78] und Hérmann
[106]. Jede Schicht wird mit 1152 achtknotigen Volumenelementen diskretisiert. Die ver-
wendeten Materialparameter entsprechen denen des homogenen Zugversuches, vergleiche

Halbe Zugprobe
50

frei drehbar Ganze Zugprobe

F=10kN

y
100 ? 3.2 P e a—— Schichtautbau:
| a) 90°/0° Kreuzverbund
100 b) 45°/-45° Winkelverbund

Abbildung 7.4: Zugprobe mit Einspannvorrichtung — Geometrie und Systemdaten
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Makroskopisches Modell Microplane Modell

Abbildung 7.5: Deformierte Strukturen bei Kreuzverbund — Biege-Dehn—Kopplung

Abbildung|7.2. Tm Folgenden soll zwischen dem Kreuzverbund (90°/0°) und dem Winkel-
verbund (45°/-45%) unterschieden werden.

Die Abbildungen 7.5/ und 7.6 zeigen einen Vergleich der nahezu identisch deformierten
Strukturen des makroskopischen Modells und der Microplane Formulierung. Deutlich
sichtbar sind die infolge des unsymmetrischen Schichtaufbaus entstehenden Kopplungs-
effekte der unterschiedlichen Deformationsmoden. Trotz reiner Membranbeanspruchung
treten sowohl beim makroskopischen Modell als auch bei der Microplane Formulierung
Deformationen w in z-Richtung auf. Wahrend beim Kreuzverbund der Membranzustand
mit einer Biegedeformation gekoppelt ist, tritt beim Winkelverbund eine Kopplung des
Membranzustandes mit einer Torsionsverformung auf. Die Auswirkungen des unsymme-

Microplane Modell

rz

w [mm]
7.10
5.33
3.55
1.78
0.00

-1.78

—3.55

-5.33

=710

Abbildung 7.6: Deformierte Strukturen bei Winkelverbund — Torsion—-Dehn—Kopplung
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trischen Schichtaufbaus auf das Deformationsverhalten, die sich in einer Kopplung von
Membran- mit Biegezustinden bzw. Torsionszustdnden duflern, kann durch die Micro-
plane Formulierung ausreichend genau wiedergegeben werden.

Zusammenfassend lédsst sich feststellen, dass die beschriebene Microplane Formulierung
prinzipiell in der Lage ist, transversal-isotropes elastisches Materialverhalten zu beschrei-
ben. Allerdings sind noch weitere Arbeiten zur Bestimmung der jeweiligen Materialpara-
meter notig, vergleiche hierzu auch Avei [9)].

7.2 Schidigung

Im folgenden Abschnitt werden die Eigenschaften von makroskopischen Schadigungsfor-
mulierungen mit denen von Microplane Schidigungsmodellen verglichen. Um den Ruf ei-
nes heuristischen Verfahrens abzulegen, stellt die physikalisch begriindete Wahl der erfor-
derlichen Schadigungsfunktionen auf den einzelnen Mikroebenen, welche im Allgemeinen
beliebig gewihlt werden konnen, eine schwierige Aufgabe dar. In diesem Abschnitt wird
ein Verfahren vorgestellt, das es erlaubt, die Schadigungsfunktionen auf den einzelnen
Mikroebenen iiber bekannte makroskopische Schidigungsmodelle abzuleiten, vergleiche
hierzu auch Leukart & Ramm [144, 145]. Dadurch erhilt man mit den gewonnenen Mi-
croplane Modellen dhnliche Antworten wie mit den makroskopischen Schidigungsmodel-
len. Das Microplane Materialverhalten dieser Formulierungen lasst sich dementsprechend
besser verstehen und interpretieren.

7.2.1 2—-Parameter Schidigungsmodell
Makroskopische Schidigung

Als Vergleichsmodell auf der Makroebene dient das makroskopische 2-Parameter Schidi-
gungsmodell aus Abschnitt Der Spannungstensor fiir dieses Schiadigungsmodell lau-

tet:
a\Ilmac
g = a =3 [1 — dvol] Kmaee €yol + 2 [1 — ddev] Gmac €Edey- (76)
€
Die Charakterisierung des Schadigungsmodells erfordert die Spezifizierung von zwei Schidi-

gungsbedingungen

B = GP) — dua SO OF = GO —da SO (1T)
und somit der dquivalenten Verzerrungen n{?*¢ und n};*°. In Anlehnung an Simo & Ju [204]
erhélt man die dquivalenten Verzerrungen aus den Wurzeln der zweifachen volumetrischen
und deviatorischen Energiefreisetzungsrate (3.12).

T](/nac = 4/ QY&nac = \/3 Kmac Eyol - Eyol ngac = v/ 2Y5mc = \/2 Gmac Edev - €Edev
(7.8)
Die dquivalenten Verzerrungen lassen sich auch in Abhéingigkeit der ersten Invariante des
Verzerrungstensors und der zweiten Invariante des Verzerrungsdeviators darstellen.

e = VEmael, e =2 \/Gmae J, (7.9)
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Unter Beriicksichtigung der dquivalenten Verzerrungen (7.8) ergibt sich folgender vierstu-
fige Materialtensor.

8d o gd . aW\}mc T vol & O yol . a(b%mc O dev & O dev (7 10)
tan — “sec mac - mac 2 mac ,,mac 2 :
67V ?7V [1 - dvol] aPYD nD [1 - ddev]

Microplane Schidigung

Um das 2-Parameter Microplane Schidigungsmodell nach Abschnitt [5.2.2] mit obigem
isotropen makroskopischen Schédigungsmodell vergleichen zu kénnen, miissen in beiden
Modellen die gleichen Annahmen zugrunde gelegt werden. Fiir diesen Vergleich ist es
daher vereinfachend sinnvoll, wenn genauso wie beim makroskopischen Modell von einer
isotropen Schiadigungsentwicklung auch auf der Mikroebene ausgegangen wird. Das be-
deutet: Der Wert der Schédigung auf allen Mikroebenen am betrachteten Materialpunkt
ist gleich. Diese Annahme stellt natiirlich eine erhebliche Einschréinkung fiir die Allge-
meingiiltigkeit des Microplane Konzepts dar. Allerdings ist diese Einschrinkung nur von
theoretischer Natur, denn die Annahme einer isotropen Schédigungsverteilung gilt nur fiir
den in diesem Abschnitt durchgefithrten Vergleich mit anschlieBender Identifikation der
Microplane Stoffgesetze. Das Microplane Konzept im Allgemeinen bleibt davon unberiihrt
und ist weiterhin eine effiziente Methode zur Beschreibung des anisotropen Materialver-
haltens. Das Einsetzen dieser Annahme in Gleichung (5.52) fiir den Spannungstensor des
Microplane Modells fithrt mit Hilfe der Integrationsvorschriften der Projektionstensoren
(4.15) auf folgenden Spannungstensor.

o = {[l—dv]i/KmiCV@)VdQ—l-[l—dD]43/2GmiCDevT-Dede L€
0 0

47 T
= [1—dy] K™ €y + 2 [1 —dp] G™ €ger (7.11)

Wenn man nun unter Beriicksichtigung der Beziehungen zwischen den mikroskopischen
und makroskopischen Elastizitdatskonstanten (7.1) die Spannungsantworten, d. h. Glei-
chung (7.6) mit Gleichung (7.11), vergleicht, so miissen die mikroskopischen den makro-
skopischen Schéadigungsvariablen entsprechen, dy = d,,; und dp = dge,. Da die dquiva-
lenten Verzerrungen die treibenden Groflen fiir die Schidigung sind, miissen auch die-
se gleich sein. Setzt man die Mikro-Makro Invariantenbeziehungen (4.17) und (4.18) in
die makroskopischen #dquivalenten Verzerrungen (7.9)) ein und integriert diese unter der
vereinfachenden Annahme von Isotropie, so ergeben sich die folgenden mikroskopischen
dquivalenten Verzerrungen.

e = g KMk fgev = V3Kmeey AR (7.12)
ngic — \/QGmiC%fQGD'EDdQ = \/6GmiC€D.€D = \/6ngc

Im Unterschied zum makroskopischen Schiadigungsmodell, vergleiche Gleichung (7.8)), las-
sen sich die mikroskopischen #quivalenten Verzerrungen (7.12) als die Wurzel aus den
sechsfachen mikroskopischen Energiefreisetzungsraten (5.42) identifizieren. Es bleibt noch-
mals anzumerken, dass die getroffene Annahme der Isotropie nur fiir den Abgleich und die

Identifikation der mikroskopischen dquivalenten Verzerrungen gilt und dementsprechend
der Ablauf des Microplane Konzeptes nach Abbildung /4.2 dadurch nicht beeinflusst wird.
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Somit ist die Materialantwort, die man mit den gewonnenen #quivalenten Verzerrungen
erhélt, weiterhin anisotrop. Mit den angepassten mikroskopischen dquivalenten Verzer-
rungen ergeben sich anndhernd dieselben Spannungsantworten. Der Unterschied zwischen
der makroskopischen und der Microplane Formulierung ist auf die anisotrope Schédi-
gungsentwicklung des Microplane Modells zuriickzufithren. Diese Anisotropie stammt aus
dem sukzessiven Einsetzen der Schidigung auf verschiedenen Mikroebenen. Das bedeu-
tet, dass nur bei einer isotropen Schédigungsverteilung, wie beispielsweise kurz vor dem
totalen Materialversagen, die Modelle sich entsprechen.

Letztendlich lésst sich der vierstufige Materialtensor mit den ermittelten mikroskopischen
dquivalenten Verzerrungen (7.12) wie folgt spezifizieren.

3 e 3o

gl _gi 2 Veovs 9 pe,r. 2o0®op

an sec i ; - ———— - Dev dQ
: Am Jo Oy e[l — dy]? o gl — dp]?

(7.13)
Der gewonnene vierstufige Materialtensor (7.13) weist eine dhnliche Struktur wie der
Materialtensor (7.10) des makroskopischen Schiadigungsmodells auf.

Numerische Beispiele

Abschliefend wird die Ubereinstimmung der Materialantworten des Microplane Schadi-
gungsmodells basierend auf den angepassten #quivalenten Verzerrungen (7.12]) mit dem
zugrunde gelegten makroskopischen Schidigungsmodell ohne Verwendung einer Regula-
risierung anhand verschiedener Modellprobleme illustriert.

e Modellprobleme: Finazialer Zug und einfache Scherung:

Zur Verdeutlichung der Qualitdt der Anpassung der konstitutiven Microplane Gesetze
wird wiederum auf die Modellprobleme einaxialer Zug und einfache Scherung eines Ein-
heitswiirfels zuriickgegriffen. Die Elastizititskonstanten wurden zu F = 30000 N/mm?
und v = 0.2 gewéhlt, so dass sich die entsprechenden Microplane Parameter nach Glei-
chung (7.1) zu K™¢ = 50000 N/mm? und G™* = 12500 N/mm? ergeben. Zusitzlich
erfordert dieses Modell die Angabe einer Bestimmungsgleichung fiir die volumetrischen
und deviatorischen Schadigungsvariablen der Mikro- und Makroebene. Dabei wird von
demselben exponentiellen Schadigungsverlauf nach Gleichung (5.77) auf der Mikro- und
Makroebene fiir die volumetrische und deviatorische Schadigung ausgegangen. Der Para-
meter (3, die maximal mogliche Degradation o und der Schidigungsschwellwert v, werden
zu 8 = 30, a = 0.85 und v = 0.01 gewéahlt. Da diese Parameter fiir die volumetrische und
deviatorische Schiadigung auf der Mikro- und Makroebene gelten, wird auf die entsprechen-
de Indizierung der Parameter verzichtet. Die jeweiligen volumetrischen und deviatorischen
Geschichtsparameter vy und vp ergeben sich als die in der Belastungsgeschichte maximal
erreichten Werte der dquivalenten Verzerrungen des Microplane Modells nach Gleichung
(7.12) und des makroskopischen Modells nach Gleichung (7.9). Diese dquivalenten Verzer-
rungen werden in Abhéngigkeit der jeweiligen Energiefreisetzungsraten formuliert. Diese
konnen als lokal begrenzte Energien interpretiert werden, die erforderlich sind, um Risse
zu initiieren.

Abbildung (7.7 zeigt die resultierenden Last—Verschiebungskurven fiir die Modellprobleme
einaxialer Zug und einfache Scherung. Die durchgezogenen Linien bezeichnen die Antwor-
ten des makroskopischen Schiadigungsmodells und die gestrichelten Kurven die Antworten
der Microplane Schédigungsformulierung. Um die Antworten des makroskopischen mit
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F [N] einaxialer Zug F [N] einfache Scherung
20 - —— Makroskopisch 12 —— Makroskopisch
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Abbildung 7.7: Vergleich der Last—Verschiebungskurven

denen des Microplane Modells vergleichen zu kénnen, wurden die jeweiligen numerischen
Berechnungen mit derselben Lastschrittweite und Anzahl der Lastschritte durchgefiihrt.
Alle ermittelten Last—Verschiebungskurven weisen einen fiir Reibungsmaterialien typi-
schen Verlauf, mit einem entfestigenden Ast nach Erreichen der Traglast, auf. Somit sind
beide Modelle in der Lage Entfestigungseffekte auf der Makroebene wiederzugeben. Uber
einen Vergleich der Materialantworten des makroskopischen Schidigungsmodells mit de-
nen des Microplane Modells lésst sich feststellen, dass die Kurven des makroskopischen
Schidigungsmodells in beiden Modellproblemen durch eine ausgepréigte Traglast mit ei-
nem abrupten Ubergang in den Entfestigungsbereich gekennzeichnet sind. Im Gegensatz
dazu weisen die Antworten des Microplane Modells einen ausgerundeten und damit wei-
chen Ubergang in den Entfestigungsbereich auf. Dies ist auf das sukzessive Einsetzen der
Schadigung auf den einzelnen Mikroebenen zuriickzufithren. Aufgrund des etwas fritheren
Einsetzens der Schidigung auf diversen Ebenen des Microplane Modells im Vergleich
zum makroskopischen Modell, ist die ermittelte Traglast der Microplane Formulierung
leicht niedriger. Mit zunehmender Belastung und somit der Schidigung néhern sich die
Materialantworten des makroskopischen Modells und der Microplane Formulierung an.
Denn in spéateren Belastungszustidnden befinden sich alle betroffenen Mikroebenen im
Schidigungszustand und das Microplane Modell nimmt letztendlich eine nahezu isotrope
Schadigungsverteilung an. Trotz dieser geringfiigigen Unterschiede verhalten sich beide
Modelle sehr dhnlich.

e Scheibe mit Loch:

Abschlieend wird das Antwortverhalten des makroskopischen Modells und der Micro-
plane Formulierung anhand des Strukturbeispiels Scheibe mit Loch miteinander ver-
glichen. Die Lochscheibe wird unter der Last Ap mit p = 0.1 N/mm? gleichférmig in ver-
tikaler Richtung gezogen. Die Geometrie-, System- und Materialdaten sind in Abbildung
7.8 zusammengestellt. Aus Symmetriegriinden wurde die Berechnung am Viertelsystem
mit 288 achtknotigen Verschiebungselementen durchgefiihrt. Das Materialverhalten wird
durch dieselbe makroskopische bzw. Microplane Schidigungsformulierung beschrieben,
welche in den bereits diskutierten Modellproblemen verwendet wurde. Dementsprechend
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Abbildung 7.8: Systemdaten und Last—Verschiebungskurven

werden fiir die volumetrische und deviatorische Schadigung auf der Mikro- und Makro-
ebene dieselben Gesetze postuliert. Bei den erforderlichen Materialparametern wurde des-
wegen wiederum auf die entsprechende Indizierung verzichtet.

Abbildung [7.8 zeigt die Entwicklung der Lastfaktoren, aufgetragen iiber den vertikalen
Verschiebungen des oberen Randes. Wie bei den Modellproblemen repréasentiert die durch-
gezogene Linie die Antwort des makroskopischen Modells und die gestrichelte Linie die
Antwort des Microplane Modells. Auffillig ist das etwas frithere Einsetzen der Schédi-
gung in der Simulation mit dem Microplane Modell. Dies fiithrt dazu, dass die ermittelte
Traglast des Microplane Modells niedriger als die der makroskopischen Formulierung ist.
Diese Abweichungen sind auf die anisotrope Schidigungsentwicklung und somit auf die
frithe Uberschreitung des Schidigungsschwellwertes ¢ in einzelnen kritischen Mikroebe-
nen zuriickzufiihren. Mit zunehmender Schidigung néhern sich die beiden Kurven an, da

Makroskopische Schiadigung Microplane Schiadigung

i 1]/

-+ ]

Abbildung 7.9: Defomierte Strukturen
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Makroskopische Schadigung Microplane Schadigung
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Abbildung 7.10: Makroskopische und Microplane Schadigungsverteilung

sich die Schidigung auf allen Ebenen ausbreitet und sich schliefSlich auch das Microplane
Modell einer isotropen Schidigungsverteilung annéhert. Insgesamt wird das Antwortver-
halten des makroskopischen Materialmodells jedoch relativ gut durch das Microplane
Modell approximiert.

Die nahezu identischen deformierten Strukturen beider Berechnungen bei einer Verti-
kalverschiebung von v = 0.0002 mm sind in Abbildung [7.9 in 800-facher Uberhéhung
dargestellt. Abbildung 7.10] zeigt die Schiadigungsverteilungen nach Erreichen der Trag-
last zum selben Belastungszustand, gekennzeichnet durch Markierungen in den Last—
Verschiebungsdiagrammen. Es ist deutlich erkennbar, dass das Versagen vom rechten
Lochrand ausgeht und sich lokalisierte Schiidigungszonen unter einem Winkel von 45°
bilden. Diese Scherbénder sind charakteristisch fiir das Schubversagen der verwendeten
Modelle. Wie in Abschnitt gezeigt wurde, stellt in den verwendeten Modellen die de-
viatorische Schadigungsentwicklung die treibende Grofle fiir das Gesamttragverhalten dar,
vergleiche auch Abbildung [5.4. Deshalb bilden sich die fiir Jo,—basierte Materialmodelle
typischen Scherbiander unter 45°. Die Schidigungsverteilungen der unterschiedlichen Ma-
terialformulierungen weisen eine bemerkenswerte Ahnlichkeit auf.

Das Beispiel Scheibe mit Loch konnte die fiir die Modellprobleme getroffenen Schluf3fol-
gerungen und somit die Qualitéit der Anpassung der Schiadigungsfliche des Microplane
Modells an ein makroskopisches Modell bestétigen. Dariiber hinaus ist das Microplane
Modell in der Lage, ein anisotropes Materialverhalten zu beschreiben. Das vorgestellte
Konzept zum Abgleich der Microplane Schiadigungsgesetze wird im folgenden Abschnitt
auf komplexere Materialbeschreibungen, die auf dem 1-Parameter Schadigungsmodell ba-
sieren, iibertragen.

7.2.2 1-Parameter Schidigungsmodell

Im Folgenden wird die Vorgehensweise zur Identifikation der gesuchten Microplane Stoff-
gesetze anhand bekannter makroskopischer 1-Parameter Schadigungsmodelle kurz zusam-
mengefasst. Fiir eine ausfiihrliche Betrachtung des erforderlichen Mikro-Makro Ubergangs
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sei auf die Arbeit von Leukart & Ramm [145] verwiesen.

Makroskopische Schidigung

Als Ausgangspunkt fiir die Herleitung der Microplane Stoffgesetze dient das makroskopi-
sche 1-Parameter Schadigungsmodell aus Abschnitt[3.3.1/mit der klassischen Spannungs—
Dehnungsbeziehung.

o =[1—d™|[3 K™ e, + 2 G €4,,] (7.14)

Den Zustand der Schiadigung im Material beschreibt die Schiadigungsbedingung (3.25).
Das Wachstum der Schidigung wird in der klassischen Kontinuumsschiadigungsmechanik
iiber die dquivalente Verzerrung 1™ in Beziehung zur Deformation gesetzt. Nach Si-
mo & Ju [204] ergibt sich der skalare Wert der dquivalenten Verzerrung als Wurzel der
zweifachen elastisch gespeicherten Energie. Diese lédsst sich wiederum in Abhéngigkeit der
Verzerrungsinvarianten formulieren.

nese =ve:€:e= \/Km‘w]l? +4 G™mac J, (7.15)

Die Wahl nach Simo & Ju fiihrt auf symmetrische Materialtensoren (3.27)) und die daraus
resultierenden Materialformulierungen werden als assoziierte Schadigungsmodelle bezeich-
net. Des Weiteren ergeben sich damit symmetrische Schiadigungsflichen. Das bedeutet:
Ein unterschiedliches Zug-Druck Verhalten kann nicht beriicksichtigt werden, vergleiche
Anhang B. Dies erscheint fiir kohisive Reibungsmaterialien nicht unbedingt realistisch.
Denn beispielsweise bei Beton entstehen Risse hauptsachlich unter Zugspannungen. Eine
elegante Moglichkeit um unterschiedliches Schédigungsverhalten unter Zug und Druck zu
erfassen, stellt die Definition der dquivalenten Verzerrung nach de Vree, Brekelmans &
van Gils [76], dem so genannten modifizierten von Mises Typ, dar.

U?gge:klfl‘i'\/k%[%—FkQ JQ (716)

Dies fiihrt auf elliptische Schidigungsflichen, die in den Druckbereich verschoben sind.
Durch die Einfithrung eines Wichtungsparameter k, der das Verhéltnis von Druck- und
Zugfestigkeit wiedergibt, wird die Sensitivitit der Schadigung auf Druckbeanspruchungen
im Vergleich zu Zugbeanspruchungen gesteuert, vergleiche hierzu Anhang B!

Microplane Schidigung

Um das im vorigen Abschnitt vorgestellte Konzept zur Identifikation der mikroskopischen
aquivalenten Verzerrungen auf das 1-Parameter Modell zu iibertragen, werden dieselben
Annahmen vorausgesetzt. Das bedeutet, dass der hier durchgefiihrte Vergleich auf der
Annahme einer isotropen Schiadigungsverteilung beim Microplane Modell basiert. Wie im
vorigen Abschnitt gilt diese Annahme nur fiir den Identifikationsprozess der Microplane
Stoffgesetze und nicht fiir den normalen Ablauf des Microplane Konzeptes nach Abbildung
4.2. Somit stellt diese Annahme keine Einschrankung fiir das Microplane Modell zur Si-
mulation anisotroper Schiadigung dar. Das Einsetzen dieser Annahme in die Mikro—Makro
Beziehung der Spannungen [5.70 liefert folgenden Spannungstensor.

— 1 — dmzc -~ szc 2 mic D T . D dQ) -
o [ ] = /Q VeV+2G ev ev € (7.17)

— [1 _ dmzc] [szc €vol + 2 Gmic edev]
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Aus einem Vergleich der resultierenden Spannungsantworten des makroskopischen Mo-
dells (7.14) und des isotrop angenommenen Microplane Modells (7.17) folgt dement-
sprechend die Gleichheit der makroskopischen und mikroskopischen Schédigungsvaria-
blen d™¢ = d™*. Dies zieht wiederum die Gleichheit der #iquivalenten Verzerrungen, als
treibende Groflen der Schiadigungsvariablen, auf der Mikro- und Makroebene nach sich.
Das Einsetzen der Mikro-Makro Invariantenbeziehungen (4.17) und (4.18) in die makro-
skopische dquivalente Verzerrung nach Simo & Ju (7.15) fithrt auf folgende dquivalente

Verzerrung n2%¢ auf der Mikroebene.

Mg, = \J KM fyey d2P2+2GM L foen - ep df)
= /3 Kmce +6Gmcep-ep = V6 Ymic

(7.18)

Dabei wurde die Integration iiber den Raumwinkel unter der Annahme von Isotropie
durchgefiihrt. Die dquivalente Verzerrung des Microplane Modells, basierend auf dem An-
satz von Simo & Ju (7.18), ergibt sich als die Wurzel aus der sechsfachen mikroskopischen
Energiefreisetzungsrate (5.64).

Wendet man das beschriebene Verfahren auf die Definition der dquivalenten Verzerrung
des modifizierten von Mises Typs (7.16) an, so ergibt sich dessen Gegenstiick auf der
Mikroebene 7

Vree:

3
Mree = 3k ey + \/(3 krev)” + Ska€nep (7.19)

Dieser Ausdruck unterscheidet zwischen Zug- und Druckkomponenten der Microplane
Verzerrungen.

Mit den beiden aus den makroskopischen Ansétzen von Simo & Ju und de Vree abgeleite-
ten dquivalenten Verzerrungen auf der Mikroebene ¥ und n{*,, lassen sich annihernd
dieselben Materialantworten wie mit den géngigen makroskopischen Schiadigungsformulie-
rungen gewinnen. Wie beim 2-Parameter Schidigungsmodell ergibt sich der Unterschied
zwischen den makroskopischen und den Microplane Formulierungen aus der anisotropen
Schadigungsentwicklung des Microplane Modells.

MAKROEBENE MIKROEBENE
nmac ,r]mzc
Thermodynamik 1/2€: € : € 3/2 K™ e, +3G™ ep - €p
Sivo & Ju [204] Ve:E e V3 EK™micet +6G™micep - €p
Ju [114] V1/2e: E i€ V/3/2 K™mic el + 3G™icep - €p

LEMAITRE [138 Ve € V27€2 +6€p-€p

MAZARS [155 \/6+2€+:\/Z§:1<€[ >2 \/276 +6€j), - €h

DE VREE “7_6] k1[1+ k’%[%—i-kg J2 3k1€v+\/(3k’16v) +3/2]€26D'€D

Tabelle 7.1: Identifikation assoziierter und nicht—assoziierter dquivalenter Verzerrungen
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Der vorgestellte Abgleich der Microplane Stoffgesetze wurde fiir die dquivalenten Ver-
zerrungen nach Simo & Ju und de Vree durchgefiihrt. Zusétzliche verzerrungsbasierte
Definitionen aus der Literatur, sowohl assoziierte als auch nicht—assoziierte Definitionen,
sind in Tabelle [7.1] zusammengestellt. Die rechte Spalte zeigt die zugehorigen dquivalen-
ten Verzerrungen auf der Mikroebene. Dieses Konzept zur Identifikation der Microplane
Stoffgesetze ist leicht auf spannungsbasierte Schiadigungsmodelle iibertragbar. Dies soll
an dieser Stelle nicht ndher dargestellt werden.

Numerische Beispiele

Die Qualitdt der Anpassung der Microplane Stoffgesetze fiir den Ansatz nach de Vree
(7.19) wird durch einen Vergleich der gradientenerweiterten makroskopischen und der
gradientenerweiterten Microplane Schidigungsformulierung anhand von Simulationser-
gebnissen verschiedener Beispiele untersucht.

e Modellprobleme: Einazialer Zug und einfache Scherung:

Als sehr einfache Beispiele werden wiederum die Modellprobleme einaxialer Zug und ein-
fache Scherung eines Einheitswiirfels mit den elastischen Parametern E = 35000 N/mm?
und v = 0.15 herangezogen. Der Parameter k, der die Form der dqivalenten Verzerrun-
gen der Mikro- und Makroebene iiber die Parameter k; und ko (B.7) bestimmt und das
Verhéltnis von Druck- und Zugfestigkeit angibt, wurde zu £ = 10 gewéhlt. Die Parame-
ter fiir die exponentielle Schidigungsentwicklung nach Gleichung (5.77) werden auf der
Mikro- und Makroebene gleich angesetzt, so dass 3 = 300, a = 0.96 und v, = 0.0005.

In Abbildung [7.11 sind die resultierenden Last—Verschiebungskurven der jeweiligen Mo-
dellprobleme dargestellt. Die Materialantworten des makroskopischen Modells sind durch-
gezogen, wiahrend die des Microplane Modells gestrichelt sind. Wie beim 2-Parameter Mo-
dell in Abschnitt [7.2.1] weisen die Antworten des Microplane Modells im Gegensatz zur
makroskopischen Formulierung keinen abrupten, sondern einen allméhlichen ausgerunde-
ten Ubergang in den Entfestigungsbereich auf. Des Weiteren sind die mit dem Microplane
Modell ermittelten Traglasten etwas niedriger. Beide Abweichungen sind auf das sukzes-
sive und etwas frithere Einsetzen der Schiddigung auf den unterschiedlichen Mikroebe-

1; (gN] einaxialer Zug 1*; ([)N] einfache Scherung
- —— Makroskopisch
. — — Microplane
15 7 N\ 30 -
10 - N 20 |
5 A 10 1
—— Makroskopisch
— — Microplane
0 T T T T 0 T T T
0.0 0.001 0.002 0.003 0.004 u[mm] 00 001 0.02 0.03 u[mm]

Abbildung 7.11: Vergleich der Last—Verschiebungskurven
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nen zuriickzufiihren. Fiir das Modellproblem einfache Scherung sind diese Unterschiede
deutlich erkennbar. Zur Verdeutlichung dieses Sachverhalts im Falle des einaxialen Zuges
wurde der Bereich um die Traglast in Abbildung|7.2.1 vergroflert dargestellt. Mit zuneh-
mender Belastung gleichen sich die Antworten des makroskopischen und des Microplane
Modells an, da auch das Microplane Modell aufgrund von Lastumlagerung von stark zu
gering geschédigten Mikroebenen gegen eine isotrope Schiadigungsverteilung strebt. Trotz
dieser kleinen Abweichungen in den Materialantworten, unterstreichen diese Ergebnisse
die Qualitdt der Anpassung der Stoffgesetze. Das Materialverhalten des makroskopischen
und des Microplane Modells sind sehr dhnlich.

e Direkter Zugversuch:

Dariiber hinaus sollen das makroskopische und das Microplane Schidigungsmodell an-
hand des Strukturbeispiels direkter Zugversuch gegeniibergestellt werden. Die System-
und Materialdaten sind in Abbildung[7.12 zusammengefasst. Da die Materialparameter
sowohl fiir das makroskopische als auch fiir das Microplane Modell gelten, wird wiederum
auf eine entsprechende Indizierung verzichtet. Um die Qualitéit der Anpassung der Stoff-
gesetze im Falle einer gradientenerweiterten Microplane Formulierung zu testen, wird im
Unterschied zu den lokalen Materialformulierungen der gezeigten Modellprobleme ein gra-
dientenerweitertes Schiadigungsmodell auf der Mikro- und Makroebene fiir die Simulation
des direkten Zugversuches verwendet.

Die entsprechenden Materialantworten sind in Abbildung 7.12] dargestellt. Die gemittelte
Spannung < ¢ > ergibt sich aus der angreifenden Kraft F' geteilt durch die Querschnitts-
fliche an der Kerbe. Die Deformation ¢ gibt die Differenzverschiebung zwischen zwei
Punkten oberhalb und unterhalb der Kerbe an, die einen urspriinglichen Abstand von
Imess = 35 mm aufweisen. Im Unterschied zur einfachen Scherung sind beim direkten
Zugversuch genauso wie beim einaxialen Zug die resultierenden Antworten des makro-
skopischen und des Microplane Modells nahezu identisch. Dies ist darauf zuriickzufiihren,
dass der Einfluss der deviatorischen Microplane Verzerrungen auf die Schiadigung und
somit auf das Versagen bei der auftretenden Mode I Versagensform eine untergeordnete
Rolle spielt. Die bemerkenswerten Ahnlichkeiten der ermittelten Schidigungsverteilungen

i <o>
_ 4.0
Materialdaten —— Makroskopisch
% E = 25000 N/mm? === Microplane
S
— vr=20.1 3.0
e a=0.92
= I 6 = 250
3\ %I " 5x5 Yo = 0.00017 2.0 -
E k=10
¢ =1 mm?
ebener Spannungszustand 1.0 1
t=50
0.0 . .
=60 | [mm] 0.0 0.01 002 ¢ [mm]

Abbildung 7.12: Systemdaten und Last—Verschiebungskurven



7.3. Plastizitat 119
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Abbildung 7.13: Makroskopische und Microplane Schadigungsverteilung

zum gekennzeichneten Belastungszustand bestétigen die Qualitdt der Anpassung, verglei-
che den Ausschnitt der Zugprobe in Abbildung|7.13. Beide Materialformulierungen weisen
eine fiir Mode I Versagen typische Schiadigungsverteilung auf. Durch den Mikro—Makro
Abgleich der Stoffgesetze zeigt das Microplane Modell dieselben Materialeigenschaften
wie die makroskopische Formulierung.

7.3 Plastizitat

Wie schon erwiahnt gehen erste Ansétze zur Ermittlung der Materialcharakteristiken
der Mikroebenen aus makroskopischen Versagensphdnomenen im Rahmen einer Plasti-
zitdtsformulierung auf Kuhl, Ramm & Willam [131] zuriick. Allerdings konnte der for-
melméfige Abgleich der Stoffgesetze fiir eine Zwei-Invarianten Plastizitdtsformulierung
nach Drucker—Prager [80] nur durch zusétzliche Eingriffe in das Microplane Konzept, wie
beispielsweise die Vernachléassigung der deviatorischen Komponente des V-D-T Splits,
durchgefiihrt werden, vergleiche auch Kuhl [123]. Deshalb wird fiir den formelméfBiigen
Mikro-Makro Ubergang im Folgenden ein etwas anderer Ansatz als in Kuhl [123] ver-
folgt. Das fiir die Schéadigungsmechanik vorgestellte Konzept zur Identifikation der ge-
suchten Microplane Stoffgesetze entsprechend Abschnitt [7.2 soll an dieser Stelle auf die
Plastizitétstheorie iibertragen werden.

7.3.1 Makroskopische Plastizitét

Die Grundlage fiir die makroskopische Plastizitdtsformulierung bildet das in Abschnitt
3.4 vorgestellte Konzept. Dieses Konzept erfordert die Spezifizierung der Fliefunktion
P sowie des plastischen Potentials <I>Z;“C*. Im Rahmen der klassischen nicht—assoziierten
Drucker—Prager Plastizitit [80] lassen sich diese exemplarisch als lineare Version wie folgt
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angeben.

(I)‘;r)rlmc — (I)mac ( ) \/72+amac | — 0_;7/10,6 (720)

q);rlmc* _ (I)mac ( ) \/72+amac ] — J;q/@ac

Somit ist die makroskopische FlieBfunktion von der ersten Spannungsinvariante I; sowie
der zweiten Invariante des Spannungsdeviators J; abhéngig. Die verbleibenden Parameter
der FlieBfunktion, der Reibungskoeffizient a;;*“ und die dquivalente FlieBspannung oy,
lassen sich als Funktionen der einaxialen Zugfestlgkelt f+ und Druckfestigkeit f. angeben.

Diese Festigkeiten kénnen mit Hilfe von einaxialen Versuchen experimentell ermittelt wer-

den.

mac:ifc_ft und O,mac:i fcft
VB Lt VBt
Die vorgestellte klassische nicht—assoziierte Drucker—Prager Plastizitit enthélt als Son-
derfall fiir die Wahl von f. = f; die klassische von Mises Plastizitédt. Die von Mises
Fliefunktion ergibt sich dementsprechend aus der Differenz der Vergleichsspannung und
der dquivalenten FlieBspannung in Abhéngigkeit der zweiten Invariante des Spannungs-
deviators.

a (7.21)

BT y) = /3 Ty — o (7.22)

Fiir den Fall der linearen isotropen Verfestigung wird die dquivalente FlieBspannung o{'*¢

durch den Ausdruck o{?*¢ = o{"* + H™* k™ bestimmt. Hierin bezeichnen o{"* den
Anfangswert der Flielspannung, H™* den Verfestigungsmodul und ™% die Verfesti-
gungsvariable.

7.3.2 Microplane Plastizitét

In Analogie zum Mikro-Makro Ubergang bei der Schidigungsmechanik, entsprechend
Abschnitt 7.2, erfolgt der Vergleich zwischen den makroskopischen und den Micropla-
ne Konstitutivgesetzen unter der Annahme einer isotropen Plastizitédtsverteilung. Wie
bereits erwahnt, gilt diese Annahme nur fiir den nun folgenden Identifikationsprozess
der Microplane Plastizitidtsgesetze. Das bedeutet, dass die abgeleiteten Microplane Mo-
delle weiterhin in der Lage sind anisotropes Materialverhalten wiederzugeben. Entspre-
chend der Argumentation beim Schidigungsmodell, welche die Gleichheit der dquivalen-
ten Verzerrungen zur Folge hatte, wird im Falle der Plastizitétstheorie die Gleichheit der
FlieBfunktionen gefordert. Denn diese stellen die treibenden Gréflen fiir das plastische
FlieBen dar. Da die FlieBfunktionen in der Regel spannungsbasiert formuliert werden,
d. h. in Abhéngigkeit von Spannungsinvarianten, werden die Mikro-Makro Invarianten-
beziehungen fiir die Spannungen benotigt. Mittels der Integralbeziehung zwischen den
makroskopischen und den Microplane Spannungen (4.31) ergeben sich folgende makro-
skopische Spannungsinvarianten, die eindeutig in Abhéngigkeit der jeweiligen Microplane
Spannungskomponenten angegeben werden konnen.

3 3
[1 47T O’V dQ) 2 JQ 47‘(‘ O'D 0D dS) (723)

Setzt man diese Invariantenbeziehungen in die makroskopische FlieBfunktion nach Drucker—
Prager (7.20) ein und fiihrt die erforderlichen Integrale unter der Annahme von Isotropie
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aus, so ergibt sich die entsprechende Fliefunktion der Microplane Formulierung CD"“C als
mikroskopische Version der makroskopischen Drucker—Prager FlieBfunktion.

(I)g;ic(o'vaa'D> :\/47r fQ 30D 0D dQ+amac 3 fQ oy dQ—o’

:1/50'1) O'D—i‘?)OémacO'v—O')"/wc:1/§O'D‘CTD+OJZFCO'\/—O'Y

Hierbei beschreiben die beiden Parameter o' und o den Reibungskoeffizienten und
die dquivalente Flielspannung des Microplane Modells. Diese lassen sich in Abhéngigkeit
der makroskopischen Parameter und mit Hilfe der Gleichung (7.21) in Abhéngigkeit der

einaxialen Zugfestigkeit f; und Druckfestigkeit f. identifizieren.

(7.24)

. fc ft 2 fc ft
amic — mac \/_ und gmic — gmac _ = 7.25
pl fe+ 1 Y Y \/g Je+ fi ( )

Des Weiteren erhélt man die Microplane Version des von Mises Kriteriums.

opic(op) =\ fyion- opdQ—ope =\ [lop - ap — o (7.26)

Betrachtet man den Fall der linearen isotropen Verfestigung, so wird die dquivalente
FlieBspannung des Microplane Modells durch folgenden Ausdruck bestimmt.

3 ; ;
0$zc _ mac Hmac e / KM O = O_(T)nac + 3 mac mic _ mzc Hmzc mic (727)
A7 Q

Da es sich bei der Verfestigungsvariablen um eine Verzerrungsgréfie handelt, ldsst sich
fiir diese in Analogie zu den Invarianten eine Integralbeziehung aufstellen. Diese Inte-
gralbeziehung wurde unter der Annahme von Isotropie zur Bestimmung der dquivalenten
Fliespannung (7.27) ausgenutzt. Letztendlich werden die mikroskopische Flielspannung
o und der Verfestigungsmodul H™* als Funktion der makroskopischen Parameter ge-
wonnen.

O_Snzc _ O,(T)nac Hmic _ 3Hmac (728)

Somit lassen sich die erforderlichen Microplane Parameter in Abhéngigkeit der makrosko-
pischen Parameter angeben.

7.3.3 Numerische Beispiele

Die Qualitéit der Parameteranpassung des lokalen Microplane Plastizitéitsmodells an ein
lokales makroskopisches Modell wird anhand relativ einfacher Plastizitdtsformulierungen
basierend auf den von Mises Definitionen (7.22) und (7.26) untersucht. Dazu wird das

jeweilige Materialverhalten bei der Simulation verschiedener Beispiele analysiert.

Modellproblem: Einaxialer Zug

Die Materialantworten des makroskopischen und des Microplane Modells sollen zunéchst
einmal anhand des Modellproblems einaxialer Zug eines Einheitswiirfels verglichen wer-
den. Die Elastizititsparameter werden zu E = 200000 N/mm? und v = 0.3 gewiihlt. Au-

Berdem werden die Anfangswerte der FlieBspannung wie folgt angesetzt: 0§ = gf¢ =



122 Kapitel 7. Mikro-Makro Ubergiinge

F [N] ideal plastisch F [N] linear verfestigend
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Abbildung 7.14: Vergleich der Last—Verschiebungskurven fiir den einaxialen Zug

240 N/mm?. Das linke Diagramm in Abbildung 7.14] zeigt einen Vergleich der resultieren-
den Last—Verschiebungskurven bei zyklischer Belastung fiir den Fall des ideal plastischen
Materialverhaltens mit H™ = H™ = (). Dagegen liegt den Last—Verschiebungskurven
im rechten Diagramm in Abbildung|7.14 ein lineares Verfestigungsverhalten zugrunde. Der
makroskopische Verfestigungsmodul wird zu H™* = E/10 angenommen und der Verfe-
stigungsmodul des Microplane Modells ergibt sich dementsprechend mit Gleichung (7.28)
zu H™¢ = 3H™* = 60000 N/mm?. Wihrend das makroskopische Modell bilineare Ma-
terialantworten im Ubergangsbereich vom elastischen zum plastischen Materialverhalten
liefert, sind die homogenisierten Antworten des Microplane Modells trotz des postulier-
ten bilinearen Verhaltens auf der Mikroebene durch einen nichtlinearen Zwischenbereich
gekennzeichnet. In diesem Zwischenbereich findet ein sukzessiver Ubergang der einzelnen
Ebenen in den plastischen Bereich statt. Die jeweiligen Materialantworten weisen eine
bemerkenswerte Ubereinstimmung auf. Wie aus dem Vergleich hervorgeht, ist das ver-
wendete Microplane Modell mit den an makroskopischen Modellen geeichten Parametern
sehr gut in der Lage, die Charakteristiken der klassischen von Mises Plastizitdat wiederzu-
geben.

Scheibe mit Loch

Die Ubereinstimmung des Microplane Plastizititsmodells mit der makroskopischen For-
mulierung soll anhand des Benchmarkproblems der Scheibe mit Loch illustriert werden. Es
handelt sich hierbei um eine 200 x 200 mm? grofie Aluminiumscheibe mit einer kreisrunden
Aussparung vom Radius » = 10 mm in der Scheibenmitte, deren Elastizitdtsparameter
die Werte £ = 206899.9 N/mm? und v = 0.29 annehmen. Das Materialverhalten sei ideal
plastisch, d. h. H™* = H™¢ = ( und die FlieBspannung wird mit o§**¢ = o = 450
N/mm? angesetzt. Die Lochscheibe wird mit der Last A p gleichférmig in vertikaler Rich-
tung gezogen, wobei p = 100 N/mm? ist.

Die Entwicklung der Lastfaktoren ist in Abbildung|7.15 zusammengestellt. Der zur Trag-
last des makroskopischen Modells gehérende kritische Lastfaktor betréagt wie im urspriing-
lichen Benchmarkproblem von Barthold, Schmidt & Stein [10] A% = 4.66, vergleiche Ab-

crit T
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Abbildung 7.15: Last—Verschiebungskurven

bildung[7.15 links. Im rechten Diagramm sind zum Vergleich die Antworten der im vorigen
Abschnitt [7.3.2] angepassten Microplane Plastizitéitsformulierung und des Microplane—
basierten Plastizitdtsmodells entsprechend dem Mikro-Makro Abgleich der Stoffgesetze
nach Kuhl, Ramm & Willam [131] gegeniibergestellt. Der kritische Lastfaktor des ange-
passten Microplane Plastizititsmodells liegt bei A% = 4.48 und ist damit etwas niedriger
als die Referenzlosung des makroskopischen Modells. Deutlich erkennbar ist wiederum der
ausgerundete Ubergang in den plastischen Bereich. Beide Abweichungen gegeniiber der
Referenzlosung sind auf der Tatsache begriindet, dass beim Microplane Modell ein suk-
zessiver Ubergang der einzelnen Mikroebenen in den plastischen Bereich stattfindet und
das plastische Fliefen auf den einzelnen Mikroebenen etwas friiher einsetzt. Die Antwort

des Microplane—basierten Plastizitéitsmodells Kuhl, Ramm & Willam [131], das auf dem

Makroskopische Plastizitét Microplane Plastizitét

Abbildung 7.16: Deformierte Strukturen
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Makroskopische Plastizitét Microplane Plastizitét
A (%) Nhom (7]
0.00 0.00
0.13 0.13
0.25 0.25
0.38 0.38
0.50 0.50
0.63 0.63
0.75 0.75
0.88 0.88
1.00 1.00

Abbildung 7.17: Verteilung des plastischen Multiplikators

V-D-T Split basiert, liegt unterhalb der Antwort des in dieser Arbeit vorgeschlagenen
Microplane Modells. Dies ist auf die Vernachlissigung des deviatorischen Anteils in Nor-
malenrichtung im Modell von Kuhl, Ramm & Willam [131] zuriickzufiihren.

Abbildung [7.16 zeigt die nahezu identisch deformierten Strukturen in 30-facher Uberho-
hung. Des Weiteren werden in Abbildung 7.17| die Verteilungen des plastischen Multipli-
kators bei einer Vertikalverschiebung des oberen Randes von u = 0.3 mm verglichen. Bei
beiden Modellen geht das Versagen vom linken und rechten Lochrand aus. Mit zuneh-
mender Belastung stellen sich die fiir das Schubversagen metallischer Werkstoffe charak-
teristischen Scherbinder unter einem Winkel von 45 ein.

Die Materialantworten der unterschiedlichen Materialformulierungen weisen eine bemer-
kenswerte Ahnlichkeit auf. Beide Modelle liefern nahezu identische Ergebnisse und unter-
streichen somit die Qualitdt der Parameteranpassung.

7.4 Kopplung von Schidigung und Plastizitit

In diesem Abschnitt werden die bisher gezeigten Ansétze zum Mikro-Makro Abgleich
der Microplane Stoffgesetze auf die kombinierte Beschreibung von Schidigung und Plasti-
zitét ausgeweitet. Grundlage fiir die Identifikation entsprechender Microplane Stoffgesetze
bilden die in Abschnitt (3.5 und|5.4 hergeleiteten makroskopischen und Microplane Formu-
lierungen zur Modellierung des komplexen Versagens kohésiver Reibungsmaterialien im
Rahmen einer kombinierten Schédigungs- und Plastizitatstheorie. Dieses Versagen wird
durch das Zusammenwirken einer anisotropen Degradation der Festigkeitseigenschaften
mit richtungsabhéngigen irreversiblen Dehnungen gekennzeichnet. Die betrachteten Ma-
terialformulierungen gehen auf den Ansatz von Simo & Ju [204] und Ju [114] zuriick und
basieren auf dem Konzept der effektiven Spannungen. Die Schéadigung des Materials wird
sowohl beim makroskopischen als auch beim Microplane Modell durch eine Schiadigungsva-
riable beschrieben. Des Weiteren werden die entsprechenden Schidigungsbedingungen im
Verzerrungsraum definiert. Da plastisches Flielen im geschédigten Material frither als im
ungeschédigten stattfindet, wird die Plastizitit im effektiven Spannungsraum formuliert.
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Somit setzt sich die kombinierte Materialbeschreibung aus dem 1-Parameter Schiadigungs-
ansatz und der klassischen Plastizitétstheorie, die allerdings im effektiven Spannungsraum
formuliert wird, zusammen. Entsprechend dem Vorgehen fiir reine Schéadigung bzw. rei-
ne Plastizitéit, vergleiche hierzu die Abschnitte [7.2.2 und 7.3.2, ergeben sich geeignete
Schidigungs- bzw. Plastizitéitsgesetze auf der Mikroebene, welche wiederum aus géngi-
gen makroskopischen Modellen abgeleitet sind. Um ein unterschiedliches Verhalten unter
Zug- und Druckbeanspruchung erfassen zu kénnen, wird die makroskopische dquivalen-
te Verzerrung des modifizierten von Mises Typs nach de Vree, Brekelmans & van Gils
[76] zugrunde gelegt. Entsprechend dem Vorgehen in Abschnitt[7.2.2 erhélt man folgende
makroskopische und mikroskopische Definition des modifizierten von Mises Typs.

n?/lfece:kl ]1+ kf%]%—f—kg JQ n$z2623k1€v+\/(3k1 EV)2+%]{:2€D‘€D (729)

Fiir den Fall, dass die dquivalenten Verzerrungen in Abhéangigkeit der elastischen Verzer-
rungen formuliert sind, miissen in Gleichung (7.29) die Ausdriicke der totalen Verzerrun-
gen durch die elastischen ersetzt werden.

Im Unterschied zu Abschnitt [7.3 werden die makroskopische 7" und die angepasste
Microplane FlieBfunktion ®77* im effektiven Spannungsraum definiert. Damit ergeben
sich beispielsweise folgende makroskopische Version und entsprechend dem Vorgehen aus
Abschnitt [7.3.2 folgende mikroskopische Version der Drucker—Prager FlieSfunktion.

onee(ly, o) = /o + anjecl, — o O (Gy,6p) = \/26D - &p + Al Gy — o
(7.30)

Die erforderlichen makroskopischen und Microplane Parameter werden mit Hilfe der Glei-

chungen (7.21) und (7.25) in Abhéngigkeit der einaxialen Zug— und Druckfestigkeit ange-

geben.

Das klassische makroskopische von Mises Kriterium und dessen Gegenstiick auf der Mi-

kroebene lassen sich wie folgt bestimmen.

(o) = /3y — e (&) = \/36p Gp oy (T3

Ein makroskopisch lineares, isotropes Verfestigungsverhalten wird auf der Mikroebene
durch die Gleichung (7.27) wiedergegeben und die entsprechenden Microplane Parameter
ergeben sich mit Hilfe der Gleichung (7.28).

7.4.1 Numerische Beispiele

Die Qualitdt der Parameteranpassung fiir das kombinierte Schidigungs- und Plastizitéts-
modell soll anhand numerischer Beispiele bei zyklischer Belastung verifiziert werden. Da-
bei werden die Materialantworten eines makroskopischen Modells mit denen der ange-
passten Microplane Formulierung verglichen. Die kombinierten Materialformulierungen
basieren auf dem von Mises FlieSkriterium (7.31) mit linearer Verfestigung. Die Schéidi-
gung wird fiir das Modellproblem einaxialer Zug durch die dquivalenten Verzerrungen nach
Simo & Ju (7.15) und (7.18) bzw. fiir das Beispiel des gekerbten Biegezugbalkens durch
die dquivalente Verzerrungsdefinition des modifizierten von Mises Typs (7.29) bestimmt.
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Modellproblem: Einaxialer Zug

Das Materialverhalten des kombinierten Schiadigungs- und Plastizitdtsmodells wird am
Beispiel des einaxialen Zuges eines Einheitswiirfel im ebenen Verzerrungszustand ver-
deutlicht. Die elastischen Parameter werden zu £ = 30000 N/mm? und v = 0.2 gewiihlt.
Des Weiteren wird dieselbe exponentielle Schiadigungsentwicklung (5.77) auf der Mikro-
und Makroebene angenommen. Die zugehorigen Parameter werden zu § = 30, a = 0.95
und 9 = 0.0065 gewihlt, so dass plastisches FlieBen und die Schiadigung im Material na-
hezu gleichzeitig einsetzen. Damit ergeben sich die Anfangswerte der FlieBspannungen des
makroskopischen und des Microplane Modells zu o' = g7 = 1.2 N/mm?. Das lineare
Verfestigungsverhalten wird {iber die Verfestigungsmoduli der Mikro- und Makroebene
mit H™¢ = 3H™* = 3F beschrieben.

Die dquivalenten Verzerrungen werden nach Simo & Ju [204] in Abhéngigkeit der Ver-
zerrungsenergien postuliert. Dabei werden im Folgenden zwei Fille unterschieden. Die
dquivalenten Verzerrungen konnen entweder als Funktionen der totalen 7n(€) oder der ela-
stischen Verzerrungen 7n(e“) angegeben werden. Abbildung 3.2, links, zeigt einen Vergleich
der resultierenden Materialantworten des makroskopischen und des Microplane Modells
basierend auf den totalen Verzerrungen 7(€), wihrend im rechten Diagramm die Antwor-
ten basierend auf den elastischen Verzerrungen 7(€®) gegeniibergestellt sind. Wie bei den
Antworten des reinen Schiadigungsmodells bzw. des reinen Plastizitdtsmodells, vergleiche
Abbildung 7.11/ bzw. Abbildung |7.14, sind die mit dem kombinierten Microplane Modell
ermittelten Traglasten etwas niedriger als die der makroskopischen Formulierung. Des
Weiteren weisen die Last—Verschiebungskurven des Microplane Modells einen ausgerun-
deten Ubergang in den Entfestigungsbereich auf. Diese Abweichungen stimmen prinzipiell
mit den Abweichungen der Einzelmodelle, reine Schadigung bzw. reine Plastizitét, tiber-
ein und sind auf das sukzessive und etwas frithere Einsetzen der Schédigung bzw. der
Plastizitéit auf den einzelnen Mikroebenen zuriickzufithren. Bemerkenswert sind auch die
guten Ubereinstimmungen der Entlastungs- und Wiederbelastungspfade. Das bedeutet,
die angepassten Microplane Formulierungen liefern, verglichen mit den makroskopischen
Modellen, nicht nur bei monoton steigenden, sondern auch bei zyklischen Belastungen
nahezu identische Materialantworten.

F[N] dquival. Verzerrung 7(e) F[N] dquival. Verzerrung n(e)

1.257 —— Makroskopisch 1.25 7 —— Makroskopisch

1.00 1/ - - -- Microplane 1.00 - ) - - - - Microplane

0.75 1 0.75

0.50 - 0.50

0.25 1 0.25

0.00 "’\’ ”—_——\::_ N T 0.00 “ I T T
0.0 0.00025 0.0005 u[mm)] 0.0 0.00025 0.0005 u[mm)]

Abbildung 7.18: Vergleich der Last—Verschiebungskurven fiir den einaxialen Zug
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Geometrie und Materialdaten F [kN]
[3F 4
T g Makroskopisch
——— Microplane
g £=50 37
1 2
25 150 75
E =40000 N/mm? c¢=4mm?> «o=0.90 1
v =02 k=10 3 = 450
H™e = 3™ = 60000 N/mm? Yo =0.0001 || : : : :
mic __ ~mac __ 2
0§ = 0g"** = 4.5 N/mm 0.0 0.05 010 0.15 020 u[mm]

Abbildung 7.19: Systemdaten und Last—Verschiebungskurven

Gekerbter Biegezugbalken

Abschliefend soll die Ubereinstimmung der makroskopischen und der angepassten Mi-
croplane Formulierung anhand des Strukturbeispiels gekerbter Biegezugbalken unter zy-
klischer Belastung aufgezeigt werden. Die System- und Materialdaten kénnen der Ab-
bildung [7.19 entnommen werden. Bei den Parametern, welche die Schidigung steuern,
wurde auf die entsprechende Indizierung verzichtet, da diese Parameter sowohl fiir das
makroskopische als auch fiir das Microplane Modell gelten. Im Unterschied zur lokalen
Materialformulierung des Modellproblems einaxialer Zug, wird fiir dieses Strukturbeispiel
eine gradientenerweiterte makroskopische und Microplane Formulierung entsprechend Ab-
schnitt 6.3 verwendet. Die dquivalenten Verzerrungen des modifizierten von Mises Typs,
entsprechend Gleichung (7.29), werden in Abhéngigkeit der elastischen nichtlokalen ma-
kroskopischen Verzerrungen 7™ (€) bzw. der elastischen nichtlokalen Microplane Verzer-
rungen 777(e¢t, €%) formuliert. Die im Folgenden getroffenen Aussagen gelten in gleicher
Weise fiir eine Formulierung basierend auf den totalen nichtlokalen Verzerrungen.

Die numerischen Berechnungen erfolgen am halben System bei einer Diskretisierung mit
656 achtknotigen Elementen. Die ermittelten Last—Verschiebungskurven sind in Abbil-
dung [7.19 gegeniibergestellt. Sowohl die Belastungspfade als auch die Ent- und Wieder-
belastungspfade des makroskopischen und des Microplane Modells liegen beinahe auf-

Makroskopisches Modell Microplane Modell

Abbildung 7.20: Deformierte Strukturen
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Abbildung 7.21: Schidigungsverteilungen

einander. Die nahezu identisch deformierten Strukturen sind in Abbildung [7.20 in 100—
facher Uberhohung dargestellt. In beiden Berechnungen ist die Lokalisierungszone durch
die nichtlokale Formulierung breiter als die Elementbreite. Dies wird durch die Schadi-
gungsverteilungen in Abbildung [7.21 bei einer Vertikalverschiebung in Balkenmitte von
u = 0.25 mm unterstrichen. Die Ahnlichkeit dieser Schidigungsverteilungen bestétigen die
Qualitat der Parameteranpassung. Beide Formulierungen weisen die fiir Mode I Zugversa-
gen typischen Deformationen und Schiadigungsverteilungen auf. Auf eine Darstellung des
Vergleiches der Verteilung des plastischen Multiplikators wird an dieser Stelle verzichtet.
Genauso wie die Schiadigungsverteilungen weisen auch die Verteilungen des plastischen
Multiplikators eine bemerkenswerte Ahnlichkeit auf.

Zusammenfassend ldsst sich feststellen, dass die Materialparameter der Microplane Model-
le, die bisher reine Eingangsgrofen waren, durch den vorgestellten Mikro-Makro Ubergang
an physikalischer Bedeutung gewinnen. Durch den systematischen Mikro-Makro Abgleich
der Stoffgesetze ist es moglich die verwendeten Microplane Parameter aus makroskopisch
messbaren Materialkennwerten zu bestimmen. Die derart angepassten Microplane Mo-
delle liefern sowohl fiir reine Schadigungs- bzw. Plastizitdtsmodelle als auch fiir deren
Kombination makroskopische Materialantworten, die denen der zugrunde gelegten ma-
kroskopischen Modellen entsprechen. Dariiber hinaus ist das Microplane Modell in der
Lage anisotropes Materialverhalten wiederzugeben. Des Weiteren ist das hier gezeigte
Verfahren auf beliebig komplexe Materialformulierungen erweiterbar, beispielsweise auf
Formulierungen, welche den Einfluss der dritten Invariante beriicksichtigen. Dazu ist es
notig die dritte Invariante in Analogie zur ersten und zweiten Invariante fiir die Verzerrun-
gen oder Spannungen, entsprechend den Gleichungen (4.17) und (7.23), in Abhéngigkeit
der Microplane Groflen zu bestimmen.



Kapitel 8

Numerische Beispiele

Im vorigen Kapitel sind verschiedene Microplane Materialformulierungen mit entsprechen-
den makroskopischen Materialmodellen verglichen worden. In den folgenden Abschnitten
werden diese Microplane Materialformulierungen zur numerischen Simulation einiger ex-
perimentell untersuchter Strukturbeispiele herangezogen. Im Vordergrund steht eine Ge-
geniiberstellung der numerisch ermittelten Antworten mit den experimentellen Ergebnis-
sen. Dabei wird die Wirkungsweise dieser Materialformulierungen bei der Simulation von
Strukturen mit unterschiedlichen Versagensformen aufgezeigt.

Es ist hinldnglich bekannt, dass bei der Modellierung kohésiver Reibungsmaterialien mit
entfestigenden Materialformulierungen die Sprodheit der Materialantwort mit Netzverfei-
nerung zunimmt. Zur Vermeidung netzabhéngiger Losungen wird die in Abschnitt|6.3 her-
geleitete gradientenerweiterte Microplane Theorie, sowohl fiir das kombinierte Microplane
Schadigungs- und Plastizitdtsmodell als auch fiir das reine Schadigungsmodell, verwendet.
Damit ist die Gutgestelltheit des zugrunde gelegten Randwertproblems sichergestellt.
Bei allen numerischen Beispielen dieses Kapitels handelt es sich um Scheibentragwerke,
bei denen der ebene Spannungszustand zugrunde gelegt wird. Dieser ebene Spannungszu-
stand wurde entsprechend de Borst [67] algorithmisch umgesetzt und auf die verwendete
nichtlokale Microplane Formulierung iibertragen.

Die zur Diskretisierung der numerischen Beispiele verwendeten Elemente basieren auf
einem quadratischen Verschiebungsansatz in Kombination mit einer bilinearen nichtloka-
len Verzerrungsinterpolation. Dadurch sind die Interpolationsordnungen des lokalen und
des nichtlokalen Verzerrungsfeldes identisch und Oszillationen in den Spannungsverlédufen
werden vermieden, vergleiche hierzu Kuhl [123], Peerlings [182] oder Simone, Askes, Peer-
lings & Sluys [205]. Des Weiteren wird eine 2 x 2 Gaufi-Punkt Integration verwendet.

In diesem Zusammenhang sei nochmals erwéhnt, dass in den beschriebenen Microplane
Formulierungen der Homogenisierungsprozess auf der Integration iiber den Raumwinkel
basiert. Wie in Abschnitt 4.4 erlautert, wird diese Integration numerisch entsprechend
Gleichung (4.38) durchgefiihrt. Traditionell, wie auch in den folgenden numerischen Bei-
spielen, wird auf eine numerische Integration mit n,,, = 42 Mikroebenen ohne orthogonale
Symmetrie zuriickgegriffen.

8.1 Gradientenerweiterte Microplane Schidigung

Zunachst wird die Tauglichkeit eines reinen gradientenerweiterten Microplane Schéadi-
gungsmodells zur Simulation des Tragverhaltens kohésiver Reibungsmaterialien bei mo-
noton steigender Belastung untersucht und mit den Ergebnissen der jeweiligen Experi-
mente verglichen. Dabei werden verschiedene Benchmarkprobleme fiir Beton herangezo-
gen, wobei die Komplexitéit des Versagens von Beispiel zu Beispiel gesteigert wird. Die
auftretenden Versagensformen des verwendeten Werkstoffes Beton reichen in den Bench-
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markproblemen von reinen Mode I Versagen unter Zugbeanspruchung bis hin zu komple-
xen, gemischten Mode I und Mode II Versagen unter Zug- und Schubbeanspruchung. Die
verwendete Microplane Schiadigungsformulierung basiert auf dem in Abschnitt 5.2.3| her-
geleiteten 1-Parameter Schadigungsmodell. Zur Beschreibung des unterschiedlichen Zug-
und Druckverhaltens von Beton wird die im vorigen Kapitel an die makroskopische For-
mulierung von de Vree, Brekelmans & van Gils [76] angepasste dquivalente Verzerrung des
modifizierten von Mises Typs ni¢_ (7.29) auf der Mikroebene verwendet. In den betrach-
teten Beispielen wird eine exponentielle Schadigungsentwicklung nach Gleichung (5.77)
angenommen, vergleiche hierzu Peerlings, de Borst, Brekelmans & de Vree [184].

In den folgenden Simulationen werden die in den Experimenten ermittelten elastischen
Parameter verwendet. Die Parameter fiir die Schiadigung werden soweit vorhanden ent-
sprechend den in der Literatur angegeben Werten angenommen. Beispielsweise wurden
die Parameter fiir das Benchmarkproblem Single-Edge—Notched Beam in Anlehnung an
die von Peerlings, de Borst, Brekelmans & Geers [183] verwendeten Parametern bestimmt.
Der Parameter «, der die Resttragfahigkeit des Materials steuert, bewegt sich in einem fiir
Beton typischen Bereich von 0.92 — 0.96. Das Verhéltnis zwischen Druck- und Zugfestig-
keit nimmt in allen Simulationen einen fiir Normalbeton typischen Wert von k£ = 10 an.
Ansonsten wurde versucht die Parameter aus den experimentell ermittelten Parameter zu
bestimmen. Beispielsweise ergibt sich aus dem Verhéaltnis von Zugfestigkeit und E-Modul
ein erster Anhaltswert fiir den Schadigungsschwellwert .

8.1.1 Direkter Zugversuch

Als erstes numerisches Beispiel dient der bereits in Abschnitt|7.2.2/erwahnte direkte Zug-
versuch. Die Experimente zum direkten Zugversuch, die hier als Referenzlosung herangezo-
gen werden, wurden von Reinhardt [197] an Probekorpern aus Normalbeton durchgefiihrt.
In diesen Experimenten wurden beidseitig gekerbte Probekorper iiber aufgeklebte Last-
platten einer einaxialer Zugbelastung ausgesetzt. Wie bereits in Kapitel |6 angesprochen,
ist fiir kohésive Reibungsmaterialien im Allgemeinen mit einer Lokalisierung der Verzer-
rungen in schmalen Versagenszonen zu rechnen. Wiahrend des Zugversuches stellt sich im
Probekdrper ein hochgradig inhomogener Zustand ein und die Verzerrungen lokalisieren in
einer schmalen Versagenszone. Deshalb wurden im Versuch fiinf Messaufnehmer mit einer
Messlange von lmess = 35 mm auf der Probe positioniert, welche die Differenzverschie-
bung ¢ als Kontrollparameter zwischen den Punkten oberhalb und unterhalb der Kerbe
angeben, vergleiche Abbildung 8.1, Die genauen Systemdaten und Abmessungen der Pro-
bekorper sind in Abbildung dargestellt. Ndhere Informationen iiber die verwendeten
Probekorper, die durchgefiihrten Messungen, die Datenaufbereitung und den genauen Ab-
lauf der Versuche konnen der Arbeit von Reinhardt [197] entnommen werden.

Zur Simulation des Materialverhaltens von Beton im direkten Zugversuch wird das oben
beschriebene gradientenerweiterte reine Microplane Schidigungsmodell herangezogen. Die
verwendeten Materialdaten sind in Abbildung angegeben. Dabei wurden die elasti-
schen Parameter entsprechend der Arbeit von Garikipati [89] gewihlt. Fiir die Simulation
wird der Probekorper mit 284 achtknotigen Elementen diskretisiert, vergleiche Abbildung
8.2. Entsprechend den Randbedingungen des Versuchsapparates werden die Knoten am
unteren Rand des Probekorpers vollstdndig und die des oberen Randes horizontal gehal-
ten. Des Weiteren werden die vertikalen Knotenverschiebungen am oberen Rand anein-
ander gekoppelt, um den Einfluss der starren Lastplatte wiederzugeben. Im Verlauf der
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Abbildung 8.1: Systemdaten und Last—Verschiebungskurven

Belastungsgeschichte wird der obere Rand verformungsgesteuert nach oben bewegt.

Abbildung 8.1 zeigt einen Vergleich der experimentell und numerisch ermittelten Mate-
rialantworten. Dabei ist die gemittelte Spannung < o > gegeniiber der Deformation o
aufgetragen. Die gemittelte Spannung < o > ergibt sich aus der angreifenden Kraft F'
bezogen auf die Querschnittsfliche an der Kerbe und die Deformation ¢ gibt die gemit-
telte Differenzverschiebung zwischen Punkten oberhalb und unterhalb der Kerbe an, die
urspriinglich einen Abstand von Imess = 35 mm aufweisen. Die experimentell ermittelte
Traglast sowie das Nachbruchverhalten werden durch die numerische Simulation mit dem
Microplane Modell relativ gut wiedergegeben. Das Microplane Modell ist demnach in der

Punkt 1: Punkt 2: B i Punkt 3:
6=0004 mm Fe==== §=0.005mm ] 0 =0.06 mm

T
|

Abbildung 8.2: Deformierte Struktur
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Lage, die Versuchsergebnisse ausreichend genau abzubilden.

Die deformierten Strukturen zu drei verschiedenen Belastungszeitpunkten sind in Abbil-
dung/8.2 in 250 facher Uberhohung zusammengestellt. Dabei ist das horizontale Aufreifien
des Probekorpers zwischen den Kerben erkennbar. In der Simulation wachsen die Risse
an den Kerben von beiden Seiten aus symmetrisch zusammen, wéihrend in den Versu-
chen Risse durch materielle oder auch geometrische Inhomogenitéten von einer Kerbe
aus fortschreiten. Diese Diskrepanz in den Materialantworten kann durch eine kiinstlich
eingefiithrte materielle Imperfektion, wie beispielsweise das Herabsetzen des Schadigungs-
schwellwertes 7, an einer Kerbe um 5 %, beseitigt werden, vergleiche hierzu Peerlings
182].

Weiterhin ist in Abbilung(8.3 die Evolution der Schadigungsvariablen dargestellt. Zusétz-
lich zur unterschiedlichen Farbgebung ist die Schidigungsvariable als Héhenplot in die
z—Richtung aufgetragen. Die Schidigungszonen, die sich in der Verfestigungsphase um die
beiden Kerben bilden, wachsen nach Erreichen der Traglast zusammen. Bei weiterer Last-

Punkt 2:

Abbildung 8.3: Schadigungsentwicklung
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steigerung wéchst die Schidigung zwischen den Kerben gleichméfiig an. Die Schidigung
weist eine symmetrische Verteilung auf, wodurch es in der Simulation zu einer symme-
trischen Versagensform kommt. Das in den Experimenten beobachtete Mode I Versagen
wird durch die dargestellten Schédigungsverteilungen gut erfasst. Im Unterschied zu lo-
kalen Formulierungen besitzt die Schéddigungszone beim verwendeten nichtlokalen Modell
eine endliche Breite, die sich iiber mehrere Elemente erstreckt.

8.1.2 Dreipunktbiegebalken

Aus einer Vielzahl von Experimenten mit Mode I Versagen bei kohésiven Reibungsma-
terialien wird als zweites Beispiel der klassische Dreipunktbiegebalken aus unbewehrtem
Beton nach Petersson [188] ausgesucht. Die von Petersson [188] durchgefiihrten Experi-
mente besitzen gegeniiber anderen Experimenten zwei Vorteile. Zum einen wurden diese
Experimente mehrfach wiederholt und zum anderen wurden die erforderlichen Material-
parameter sorgfiltig spezifiziert. Weiterhin hat Petersson [188] die bruchmechanischen Ei-
genschaften des lokalen Biegezugbruches zur Bestimmung der Bruchenergie von Beton ge-
nauer untersucht. Die Ergebnisse dieser Versuche stellen im Folgenden die Referenzlésung
fiir das beobachtete, sprode Bruchverhalten von Beton dar. Der Dreipunktbiegebalken
dient demnach als Verifikationsbeispiel der verwendeten gradientenerweiterten Microplane
Schadigungsformulierung. Bei den untersuchten Probekorpern aus Beton handelt es sich
um gekerbte Einfeldtriger mit einer Linge von 2 m und einer 2 x 10 cm? groBen Kerbe
am unteren Rand des Balkens, vergleiche Abbildung[8.4. Die Experimente sowie auch die
Simulationen mit dem Microplane Modell wurden verschiebungsgesteuert durchgefiihrt,
indem die vertikale Verformung v in der Mitte des Balkens im Verlauf der Belastungsge-
schichte inkrementell gesteigert wurde. Die genauen Abmessungen und Systemdaten der
Probekorper sind in Abbildung(8.4 dargestellt.

Zur Verifikation des gewéahlten Microplane Materialmodells wird dessen Wirkungsweise
anhand des Dreipunktbiegebalkens analysiert. Aus Symmetriegriinden werden die nu-
merischen Berechnungen am halben System durchgefiihrt. Das halbe System wird ent-
sprechend Abbildung (8.5 mit 206 achtknotigen Elementen diskretisiert. Die elastischen
Materialparameter werden in Analogie zu Rots, Nauta, Kusters & Blaauwendraad [201]
wie folgt spezifiziert: £ = 30000 N/mm? und v = 0.2. In Analogie zum direkten Zug-
versuch wurde das Verhéltnis zwischen Druck- und Zugfestigkeit mit £ = 10 und der
Gradientenparameter mit ¢ = 1 mm? festgesetzt. Die Parameter, welche die Evolution
der Schédigung steuern, nehmen im Unterschied zu den fiir den direkten Zugversuch an-

i F
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Abbildung 8.4: Abmessungen des Dreipunktbiegebalkens nach Petersson [188
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Abbildung 8.5: Systemdaten und Last—Verschiebungskurven

gegebenen Parametern aufgrund der unterschiedlichen Betoneigenschaften folgende Werte
an, § = 250, a = 0.96 und vy, = 0.00015.

In Abbildung 8.5 wird die mit dem Microplane Modell ermittelte Materialantwort mit
denen der Experimente verglichen. Der graue Bereich symbolisiert den Streubereich der
experimentellen Last—Verschiebungsdiagramme. Die Antwort des gradientenerweiterten
Microplane Schidigungsmodells weist eine bemerkenswerte Ubereinstimmung mit dem
Antwortspektrum der Experimente auf. Sowohl die Traglast als auch der Entfestigungs-
bereich wird durch das Microplane Modell sehr gut erfasst. Vor allem der sorgfiltigen
Wahl des Schiadigungsschwellwertes v, der den Beginn der Schidigung festlegt, kommt
dabei eine entscheidende Rolle zu. Dieses Verzerrungsmafl bestimmt letztendlich die nu-
merisch ermittelte Traglast. Dagegen steuert der Parameter § das Nachbruchverhalten
und der Parameter o die Resttragfihigkeit des Material.

Die in Abbildung 8.6 dargestellten Schadigungsverteilungen zu drei Belastungszeitpunk-
ten (Punkt 1: Einsetzen der Schédigung, Punkt 2: Erreichen der Traglast und Punkt 3:
Am Ende der Belastungsgeschichte) zeigen die Evolution der Schiadigung in Balkenmit-
te. Zur besseren Visualisierung der auftretenden Schidigung werden Detailansichten der
Schidigungsverteilungen im Bereich der Kerbe herangezogen. Die Schiadigung setzt zu-
erst in den Elementen am oberen Rand der Kerbe ein. Infolge der Belastungszunahme
schidigen dann die angrenzenden Elemente. Bei Erreichen der Traglast breitet sich die
Schadigung aufgrund der Biegebeanspruchung hauptséchlich in vertikaler Richtung aus.
Dabei wird ein Biegezugbruch in der Balkenmitte initiiert. Nach Erreichen der Traglast bis
zum endgiiltigen Versagen des Balkens wéchst die Schadigungszone kontinuierlich in Rich-
tung Balkenoberseite an. Letztendlich weisen die ermittelten Schadigungen des Materials
am Ende der Belastungsgeschichte eine fiir Mode I Versagen des Dreipunktbiegebalkens
typische Verteilung auf. Auffillig ist bei der endgiiltigen Schiadigungsverteilung in Ab-
bildung 8.6, dass die Schiadigung des Materials nicht nur auf die Elementreihe oberhalb
der Kerbe beschrankt ist, sondern auch auf Elemente, die seitlich davon angeordnet sind,
iibergreift. Dies ist auf die Beriicksichtigung von Verzerrungsgradienten im numerischen
Modell zuriickzufiihren, welche wiederum die rdumlichen Mikrorisswechselwirkungen er-
fassen.
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Abbildung 8.6: Schiadigungsentwicklung

Abschliefend sind in Abbildung8.7/die unverformte und verformte Struktur gegeniiberge-
stellt. Die Deformationen bei einer Vertikalverschiebung von v = 1.2 mm in Balkenmitte
sind in 200-facher Uberhshung dargestellt. Die deformierte Struktur unterstreicht die
anhand der Schidigungsentwicklung gemachten Beobachtungen iiber das Versagen des
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Abbildung 8.7: Deformierte Struktur
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Dreipunktbiegebalkens.

8.1.3 L—formige Scheibe

Die bisherigen Beispiele weisen die fiir kohédsive Reibungsmaterialien unter Zughean-
spruchung, in den beschriebenen Fillen Beton, typischen Mode I Versagensformen auf.
Dagegen kommt es in den folgenden beiden Beispielen zu komplexen, gemischten Zug-
und Schubversagensformen, so genanntes Mized—-Mode Fracture. Das bedeutet: Die kom-
plexen Versagensformen dieser Strukturen sind durch eine Kombination von Mode I und
Mode IT Versagen gekennzeichnet. Als erstes Beispiel wird eine L—formige Scheibe aus
unbewehrtem Beton mit Hilfe des gradientenerweiterten Microplane Schidigungsmodells
untersucht. Das Strukturbeispiel der L—férmigen Scheibe avancierte in jiingster Zeit zu
einem populdren Benchmarkproblem, siehe beispielsweise [107, 123, 133, 157, 227]. Das
komplexe Nachbruchverhalten und die in diesem Benchmarkproblem beobachtbaren, viel-
schichtigen Versagensphdnomene eignen sich insbesondere zur Verifikation des fiir die
numerische Simulation von unbewehrtem Beton postulierten Materialmodells.

Die zugrunde gelegten Versuchsergebnisse stammen aus Experimenten an unbewehrten
und bewehrten Betonwinkeln, die im Labor des Instituts fiir Baustatik, Festigkeitslehre
und Tragwerkslehre der Universitdt Innsbruck durchgefithrt wurden, vergleiche Winkler
[227]. Die Abmessungen der Versuchskorper wurden entsprechend dem von Huemer [107]
und Lackner [133] numerisch untersuchten Beispiel festgelegt und sind in Abbildung 8.8
zusammengestellt. Der horizontale und der vertikale Schenkel besitzen beide eine Lénge
von 500 mm und eine Hohe von 250 mm. Die Dicke der Betonwinkel betrigt 100 mm.
Die untersuchten Betonwinkel weisen am horizontalen Rand des vertikalen Schenkels ei-
ne unverschiebliche Lagerung auf. Am vertikalen Rand des horizontalen Schenkels wurde
eine gleichformige vertikale Verschiebung aufgebracht. Die Last wurde dabei {iber einen

F
WTK 2
el
(=]
Q
WTK 1
o
w
(@\|
[mm] t=100
| |
2020 210 250

Abbildung 8.8: Versuchsaufbau (Quelle: Winkler [227])
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Stahlstab mit einem Durchmesser von 20 mm, der in einer halbkreisférmigen Aussparung
am unteren Rand des horizontalen Schenkels eingepasst wurde, eingeleitet. Die Versuche
wurden weggesteuert durchgefiihrt. Das Versuchsprogramm umfasste Untersuchungen an
unbewehrten und bewehrten Betonwinkeln. In dieser Arbeit sollen nur die Ergebnisse
der unbewehrten Betonwinkeln herangezogen werden. Um die Aussagekraft der experi-
mentellen Ergebnisse garantieren zu kénnen, wurden jeweils drei identische Betonwinkel
untersucht. Zur Messung der vertikalen Verschiebung u, des Lasteinleitungspunktes und
der horizontalen Verschiebung u, des oberen Randes der rechten Seite wurden induktive
Wegaufnehmer WTK 1 und WTK 2 angebracht. Ein besonderes Augenmerk wurde bei
der Auswertung der experimentellen Ergebnisse auf die Bestimmung der Materialparame-
ter gelegt, wie beispielsweise der Elastizitdtsmodul, die Querdehnzahl oder die Zug- und
Druckfestigkeit. Des Weiteren findet sich in Winkler [227] eine detaillierte Dokumenta-
tion der jeweiligen Rissbilder der Vorder- und Riickseite der untersuchten Betonwinkel.
Zur Verdeutlichung des Versuchsaufbaus ist in Abbildung [8.8 ein in die Priifmaschine
eingebauter Betonwinkel dargestellt. Eine ausfiihrliche Zusammenstellung und Dokumen-
tation des Versuchsaufbaus, der Versuchsergebnisse und der Betonzusammensetzung sind
in Winkler [227] bereitgestellt. Neben den Experimenten wurden von Winkler auch
numerische Untersuchungen basierend auf dem elasto—plastischen Werkstoffmodell von
Feenstra [84] durchgefiihrt.

Fiir die numerische Simulation des Tragverhaltens der Betonwinkel auf der Grundlage
der Finite Element Methode wird das gradientenerweiterte Microplane Schiadigungsmo-
dell herangezogen. In Abbildung(8.9 sind die erforderlichen Materialparameter angegeben.
Die elastischen Materialparameter werden in Analogie zu den experimentellen Werten von
Winkler [227] gewihlt. Wiederum wurden das Verhéltnis zwischen Druck- und Zugfestig-
keit mit k¥ = 10 und der Gradientenparameter mit ¢ = 1 mm? festgelegt. Um das komplexe
Tragverhalten, insbesondere in der Nidhe der Risswurzel, richtig abbilden zu konnen, ist
in diesem Bereich eine sehr feine Diskretisierung erforderlich. Numerische Untersuchun-
gen einer L—formigen Scheibe mit unterschiedlich feinen Diskretisierungen von Kuhl [123]

F, u, J Materialdaten
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v =20.18

250
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250

Gradientenerweiterung
2

c=1mm

t=100

Diskretisierung

- 3360 Elemente
250 250 [mm] 34355 Freiheitsgrade

Abbildung 8.9: Diskretisierung und Systemdaten
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auf der Basis eines gradientenerweiterten makroskopischen Schédigungsmodells haben
gezeigt, dass sich mit einer entsprechend feinen Diskretisierung die in den Experimen-
ten festgestellte Richtungsdnderung des Risses abbilden ldsst. In Analogie zur feinsten
Diskretisierung in Kuhl [123] wird im Folgenden die L—férmige Scheibe mit 3360 achtkno-
tigen Elementen mit insgesamt 34355 Freiheitsgraden diskretisiert, siehe Abbildung (8.9!
Des Weiteren lieferten entsprechend feine Diskretisierungen netzunabhéngiges Antwort-
verhalten, vergleiche hierzu auch Kuhl [123]. Somit ist die Objektivitéit des verwendeten
gradientenerweiterten Microplane Schiadigungsmodells beziiglich der gewéhlten Diskreti-
sierung gewahrleistet. Entsprechend den Versuchen handelt es sich bei den durchgefiihrten
Simulationen durch Vorgabe der vertikalen Verschiebung des Lasteinleitungspunktes um
verschiebungsgesteuerte Berechnungen.

In Abbildung [8.10 sind die numerisch und experimentell ermittelten Materialantwor-
ten der unbewehrten Betonwinkel gegeniibergestellt. Das linke Schaubild zeigt die Last—
Verschiebungsdiagramme fiir die vertikale Verschiebung u, des Lasteinleitungspunktes
und das rechte Schaubild die Last—Verschiebungsdiagramme fiir die horizontale Verschie-
bung u, des oberen Randes der rechten Seite. Das Spektrum der vertikalen und horizon-
talen Materialantworten aus den Versuchen mit drei identischen Probekorpern ist in Ab-
bildung/8.10 grau hinterlegt. Beide gemessenen Verschiebungen u,, als auch u, kénnen mit
dem Microplane Modell ausreichend genau abgebildet werden. Insgesamt ist das verwende-
te Microplane Modell sehr gut in der Lage die gesamte Materialantwort der Experimente
zu erfassen. Das bedeutet: Nicht nur die Traglast, sondern auch das Nachbruchverhalten
und letztendlich die Resttragfdhigkeit der Versuchsantworten werden durch die numerisch
ermittelten Antworten ausreichend genau wiedergegeben.

Zur Darstellung des simulierten Bruchverhaltens sind in Abbildung/8.11 die deformierten
Strukturen in 50-facher Uberhohung zu vier Belastungszeitpunkten (Punktl: Einsetzen
der Schiadigung, Punkt 2: Erreichen der Traglast, Punkt 3: Nachbruchbereich und Punkt
4: Am Ende der Belastungsgeschichte) abgebildet. Vor Erreichen der Traglast ist eine
gleichméfige vertikale Verformung des horizontalen Schenkels zu beobachten. Dagegen
beginnen sich die Deformationen im Bereich der einspringenden Ecke nach Erreichen der
Traglast zu lokalisieren. Mit zunehmender Belastung dndert die Lokalisierungszone ihre

F [kN] F [kN]
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8.0 1 ) e Simulation 8.0 1 e Simulation
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4.0 - 4.0
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Abbildung 8.10: Last—Verschiebungskurven
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Abbildung 8.11: Deformationsentwicklung

Richtung und schreitet dann nahezu horizontal in Richtung des gegeniiberliegenden Ran-
des der L-formigen Scheibe fort.

Zusétzlich zur Deformation wird das Rissverhalten mit Hilfe der auftretenden Schédi-
gung beschrieben. In Abbildung8.12 sind die Schadigungsverteilungen zu denselben vier
Belastungszeitpunkten dargestellt. Die Schidigung beginnt in den Elementen an der ein-
springenden FEcke. Dabei wird ein Riss initiiert der gegen die Horizontale geneigt ist. Mit
zunehmender Belastung wéchst die Schiadigungszone an der einspringenden Ecke stetig
an und #dndert in einiger Entfernung zur Risswurzel ihre Richtung. Danach breitet sich
die Schéadigungszone in horizontaler Richtung zum rechten Scheibenrand aus und miindet
letztendlich in einem horizontalen Rissverlauf.

Zur Verifikation des numerisch ermittelten Tragverhaltens der L—formigen Scheibe werden
die experimentellen Rissverldufe mit der Verteilung der Materialschddigung am Ende der
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Abbildung 8.12: Schiadigungsentwicklung

Belastungsgeschichte verglichen. Bei entsprechend feiner Diskretisierung wird die in den
Experimenten beobachtete Richtungséinderung des Risses ausreichend genau erfasst. Die
Detailansicht der ermittelten Schadigungsverteilung in Abbildung8.13 dokumentiert die-
sen Sachverhalt. In Analogie zu den Versuchen liefert das Microplane Modell am Ende der
Belastungsgeschichte eine im Vergleich zum unteren Rand des horizontalen Schenkels ver-
tikal verschobene Versagenszone. Die gute Ubereinstimmung zwischen der Schidigungs-
zone der Simulation und dem experimentellen Rissmuster in Abbildung|8.13| unterstreicht
nochmals, dass die verwendete gradientenerweiterte Microplane Schéadigungsformulierung
in der Lage ist, die experimentell beobachteten komplexen Versagensphdnomene wieder-
zugeben.
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Abbildung 8.13: Schiadigungsverteilung und experimentelle Rissmuster

8.1.4 Single-Edge—Notched Beam (SEN)

Abschlieend wird die Wirkungsweise der gradientenerweiterten Microplane Schadigungs-
formulierung anhand eines weiteren Benchmarkproblems fiir Mized-Mode Fracture von
Beton untersucht, ndmlich dem Single-Edge-Notched Beam (SEN). Dieses Benchmark-
problem ist fiir metallische Werkstoffe auch unter dem Namen losipescu Beam bekannt.
In den 1980er Jahren tibertrugen Arrea & Ingraffea [7] dieses Beispiel auf den Werkstoff
Beton.

Das Verhalten eines makroskopischen gradientenerweiterten Schadigungsmodells in die-
sem Benchmarkproblem wurde in den letzten Jahren intensiv von der Gruppe um de Borst
& Peerlings [69, 90, 182,183] diskutiert und untersucht. Dieses Modell bildete die Grund-
lage fiir den Abgleich der Microplane Stoffgesetze und stellt das makroskopische Ge-
genstiick zum verwendeten Microplane Modell dar, vergleiche Abschnitt[7.2.2 Die in die-
sen Aufsidtzen und in dieser Arbeit zugrunde gelegten experimentellen Ergebnisse gehen
auf die von Schlangen [202] durchgefiithrten Versuche zuriick. Dieser fithrte auch numeri-
sche Untersuchungen mit einem Lattice Model durch.

Der 440 x 100 x 100 mm? grofie Balken mit einer Kerbe von 5 x 20 mm? unter antime-
trischen Belastungsbedingungen, entsprechend den Experimenten von Schlangen [202], ist
in Abbildung8.14/dargestellt. Der Balken wurde mit 1326 achtknotigen Elementen diskre-
tisiert, vergleiche Abbildung/8.16. Die Elemente um die Kerbe besitzen eine Elementbreite
von 2.5 mm. Die beiden 20 mm groflen Lastplatten in der Mitte des Balkens wurden als
starre Korper modelliert, indem die Knotenverschiebungen aneinander gekoppelt wurden.
Da die Lastplatten am linken und rechten Rand des Balkens keinen signifikanten Einfluss
auf die Materialantwort besitzen, werden diese als Einzellager bzw. Knotenkraft model-
liert. Die elastischen Materialeigenschaften werden entsprechend den Experimenten von
Schlangen [202] durch folgende Werte charakterisiert: £ = 35000 N/mm? und v = 0.15.
Das Verhiltnis zwischen Druck- und Zugfestigkeit betrdgt £ = 10 und die Parameter fiir
die Evolution der Schiadigung werden zu 3 = 80, a = 0.96 und ~, = 0.00007 angenommen.



142 Kapitel 8. Numerische Beispiele

h CMOD F [kN]
I,’ = %—4: 40 - 2
|' ! "'\ . CMSD Experimente
| :: g . = Simulation
30 4
~ R R ﬁ-“: Z(/AD/A [N 1
- oL 52 ¢ 20 A
S ° °
t=100
10 -
‘ O T T T
20 180 2020 180 20 0.0 0.25 0.50 0.75
[mm] o [mm]

Abbildung 8.14: Geometrie und Last—Verschiebungskurven des SEN Balkens

Der Einflussbereich der Gradientenerweiterung wird durch den Gradientenparameter mit
¢ =1 mm? bestimmt.

In komplexen Versuchen wie dem betrachteten SEN Balken ist es nicht méglich das Ma-
terialverhalten durch eine einzige Last—Verschiebungskurve zu erfassen. Deshalb werden
im Folgenden drei unterschiedliche Verformungsparameter betrachtet, die auch in den
Experimenten von Schlangen [202] gemessen wurden. Die numerisch und experimen-
tell ermittelten Materialantworten sind in den Abbildungen [8.14 und [8.15 gegeniiber-
gestellt. Die schwarzen Kurven reprisentieren die Simulationsergebnisse des Microplane
Modells und die grau dargestellten Bereiche symbolisieren das Antwortverhalten in den
von Schlangen [202] durchgefithrten Experimenten. In Abbildung[8.14 ist die Last F' ge-
geniiber dem Verformungsparameter d, aufgetragen. Dieser Verformungsparameter ergibt
sich aus der vertikalen Verschiebung am rechten Auflager eines auf den Balken mittig
oberhalb der unteren beiden Lasteinleitungspunkten angeklebten Stahlstabes. Des Wei-
teren sind in Abbildung [8.15 zwei weitere Verformungsparameter gegeniiber der Last F'
aufgetragen. Zum einen ist dies das gegenseitige vertikale Verschieben der beiden obe-
ren Eckpunkte der Kerbe, Crack Mouth Sliding Displacements (CMSD) genannt, und
zum anderen das horizontale Auseinanderklaffen dieser beiden Eckpunkte, Crack Mouth
Opening Displacements (CMOD) genannt, vergleiche Abbildung [8.14. Ein Vergleich der
experimentell und numerisch ermittelten Last—Verschiebungskurven zeigt, dass nicht nur
die Traglast relativ gut getroffen wird, sondern auch das Nachbruchverhalten durch das
Microplane Modell im Groflen und Ganzen gut erfasst wird. Alle numerisch ermittel-
ten Last—Verschiebungskurven liegen innerhalb der in den Versuchen gemessenen Be-
reiche. Die Ausnahme bildet ein kleiner Bereich im Last-CMOD Diagramm kurz nach
Uberschreiten der Traglast. Insgesamt gibt das numerische Modell die gemessenen Last—
Verformungscharakteristiken sehr gut wieder.

Die Entwicklung der Schidigung ist in Abbildung 8.16 dargestellt. Dabei werden vier
Schadigungsverteilungen zu unterschiedlichen Belastungszeitpunkten gezeigt, die im Last—
Verschiebungsdiagramm in Abbildung8.14 markiert sind (Punkte 1 bis 4). Demnach be-
ginnt die Schiadigung an der rechten unteren Ecke der Kerbe und gegeniiber dem mittleren
Lager. Withrend an der Kerbe ein Schubriss unter einem Winkel von etwa 45° initiiert
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Abbildung 8.15: Last-CMSD und Last-CMOD Diagramme

wird, stagniert die Schidigung infolge Biegung gegeniiber dem mittleren Lager mit zuneh-
mender Belastung. Die in der numerischen Simulation auftretende Schédigung gegeniiber
dem mittleren Lager infolge der Biegebeanspruchung kann durch Beobachtungen in den
Experimenten bestétigt werden. Wie in de Borst, Geers & Peerlings berichtet wird,
treten in den Versuchen tatséchlich einige Risse in diesem Bereich auf. Wird die Belastung
weiter gesteigert, so wachst die Schidigungszone um die Kerbe stetig an und dndert mit
Belastungszunahme ihre Richtung. Die Schidigungszone geht dann in einen gekriimmten
Verlauf iiber und endet schliellich rechts von der unteren Lastplatte in einem vertika-
len Biegeriss. Abbildung [8.17 zeigt eine vergrofierte Darstellung der Schadigungsvertei-
lung in der Mitte des Balkens zum letzten Lastschritt und verdeutlicht den fiir diesen
Benchmark typischen gekriimmten Rissverlauf, der auch in den Experimenten beobachtet
wird. Zuséatzlich ist in Abbildung 8.17/die Schiadigungsverteilung des Microplane Modells
dem Rissbild aus den Experimenten von Schlangen [202] gegeniibergestellt. Man erkennt,
dass die in den Experimenten beobachteten Risse innerhalb der numerisch ermittelten
Schidigungszone liegen und somit eine ausreichend gute Ubereinstimmung zwischen den
Experimenten und der Simulation vorliegt. Zusammenfassend lésst sich das Versagen des
Balkens folgendermaflen beschreiben. Das Versagen des Balkens wird in den Experimen-
ten sowie auch in der Simulation durch ein Mode II Schubversagen an der Kerbe initiiert
und geht mit zunehmender Belastung in ein Mode I Biegezugversagen iiber. Der Balken
versagt dementsprechend mit einem kombinierten Schub-/Zugbruch.

Es soll an dieser Stelle darauf hingewiesen werden, dass die Wahl der dquivalenten Verzer-
rungen im Schidigungsmodell einen entscheidenden Einfluss auf den Schidigungsverlauf
und somit auf den numerisch ermittelten Rissverlauf besitzt, vergleiche hierzu Peerlings,
de Borst, Brekelmans & Geers [183]. Wenn beispielsweise der Einfluss der Druck- oder
Schubverzerrungskomponenten in den dquivalenten Verzerrungen zu grof3 ist, wie in der
normalisierten Definition von Simo & Ju (B.3) oder der Definition von Mazars (B.5), so
wird der gekriimmte Rissverlauf nicht richtig wiedergegeben. Fiir den Fall der Definition
von Mazars (B.5) entsteht ein geradliniger Riss, der an der Kerbe initiiert wird und links
von der unteren Lastplatte endet, siehe Peerlings, de Borst, Brekelmans & Geers [183].
Abbildung 8.18 zeigt die deformierte Struktur zum letzten Lastschritt mit 60—facher Uber-
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Abbildung 8.16: Schiadigungsentwicklung des SEN Balkens

hohung. Die deformierte Struktur spiegelt den gekriimmten Rissverlauf sehr gut wieder.
Die Verformungen sowie auch die Schiddigung in Abbildung 8.17/ lokalisieren in einem
Band, das sich iiber mehrere Elemente erstreckt. Die Materialantwort ist durch die Gra-
dientenerweiterung bei ausreichend feiner Diskretisierung unabhéngig von der Element-
grofe. Untersuchungen von de Borst, Geers & Peerlings [69] mit unterschiedlich feinen Dis-
kretisierungen fiir das makroskopische gradientenerweiterte Schiadigungsmodell bestatigen
diese Beobachtung. Weiterhin zeigt der gekriimmte Rissverlauf, dass die Schidigungsent-
wicklung und somit die Rissentwicklung unabhéngig von der Orientierung der gewéhlten
Diskretisierung ist.

Im Unterschied zu makroskopischen Materialformulierungen liefert das Microplane Mo-
dell zusétzliche Informationen iiber das Materialverhalten. Diese ergeben sich aus einer
Betrachtung der Materialantworten auf den einzelnen Mikroebenen. Im Folgenden soll
dies ausgenutzt werden, um tiefere Einblicke in das Materialverhalten zu gewéhrleisten
und um die entstehende Anisotropie niher zu charakterisieren. Dazu wird die rdumliche
Verteilung der Schédigung auf den verschiedenen Mikroebenen an sechs verschiedenen
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Abbildung 8.17: Schiadigungsverteilung und experimentelle Rissmuster [202]

Materialpunkten innerhalb des Balkens betrachtet. Vier dieser Punkte liegen innerhalb
der gekriimmten Schidigungszone und die beiden restlichen Punkte befinden sich in den
Schadigungszonen gegeniiber den mittleren Lastplatten. Wie schon erwéhnt stagniert ab
einer bestimmten Belastung das Schiadigungswachstum in den Bereichen gegeniiber den
mittleren Lastplatten. Dagegen wéchst die gekriimmte Schéadigungszone kontinuierlich
an. Die rdumliche Verteilung der Schadigungsvariablen fiir die gewéhlten Materialpunk-
te zu unterschiedlichen Belastungszeitpunkten sind in Abbildung [8.19 dargestellt. Zur
besseren Darstellung wurden die resultierenden Polyeder wiederum um ca. 80° zur Be-
trachtungsebene gedreht. Jeder dargestellte Polyeder illustriert die Schadigungsverteilung
kurz nach dem Einsetzen der Schidigung an dem jeweiligen betrachteten Materialpunkt.
Dabei bezeichnet die Farbe schwarz den maximalen Wert der Schidigung zum jeweili-
gen Betrachtungszeitpunkt der sechs ausgesuchten Punkte. Zu bemerken ist, dass sich
dadurch die Skala der Schiadigung von den bisher verwendeten Skalen unterscheidet. Wie
man in Abbildung 8.19 erkennen kann ist die Schadigungsvariable ungleichférmig auf den

Abbildung 8.18: Deformierte Struktur
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einzelnen Mikroebenen verteilt und weist somit eine anisotrope Entwicklung auf. Dabei
kénnen zwei unterschiedliche Versagensmechanismen auf der Mikroebene beobachtet wer-
den: Zum einen Zugversagen und zum anderen Schubversagen. Diese Beobachtungen stim-
men mit den Versagensmechanismen {iiberein, die in den Modellproblemen einaxialer Zug
und einfache Scherung des Microplane Schiadigungsmodells in Abschnitt (5.2 festgestellt
wurden. Der Versagensmechanismus Zugversagen ist durch ein eher lokalisiertes Versagen
der in Belastungsrichtung angeordneten Mikroebenen charakterisiert. Im Unterschied da-
zu ist der Versagensmechanismus Schubversagen durch ein radiales Versagen der Ebenen
des Nullmeridians bestimmt, vergleiche hierzu die Abbildungen (5.3 und [5.5. Die resultie-
renden Schidigungsverteilungen der beiden Punkte gegeniiber den mittleren Lastplatten
lassen sich demnach dem Versagensmechanismus Zugversagen zuordnen. Das erkennbare
lokalisierte Versagen einzelner Ebenen ist auf die Biegebeanspruchung des Balkens und
somit auf die daraus resultierenden Zugverzerrungen in diesen Bereichen zuriickzufiihren.
Die Schadigungsverteilungen der Punkte innerhalb der gekriimmten Schadigungszone se-
hen dagegen anders aus. Der gekriimmte Riss wird wie schon erwidhnt an der Kerbe unter
einem Winkel von etwa 45° initiiert und als Folge davon setzt die Schidigung zuerst
auf den Ebenen der resultierenden Polyeder ein, die in dieser Richtung angeordnet sind.
Die beiden folgenden Punkte in der gekriimmten Schédigungszone weisen eine radiale

Zugversagen Schubversagen Zugversagen

geschéadigt

ungeschédigt

Zugversagen Schubversagen Zugversagen

Abbildung 8.19: Schidigungsverteilung auf den einzelnen Mikroebenen an ausgesuchten
Punkten kurz nach dem jeweiligen Einsetzen der dortigen Schidigung



8.2. Gradientenerweiterte Microplane Schadigung gekoppelt mit Plastizitét 147

Schadigungsverteilung auf und lassen sich dementsprechend dem Versagensmechanismus
Schubversagen zuordnen. Am Ende der Belastungsgeschichte nimmt die Schéddigung am
noch nicht diskutierten sechsten Punkt wiederum eine eher lokalisierte Verteilung auf den
Mikroebenen an. Entsprechend den an dieser Stelle in den Experimenten beobachteten
vertikalen Biegezugrissen ldsst sich auch in der Simulation anhand dieser lokalisierten
Schadigungsverteilung ein Zugversagen am gewéhlten Punkt ablesen. Wie schon erwahnt
wird das Versagen des Balkens durch ein Mode II Schubversagen an der Kerbe initiiert und
geht mit zunehmender Belastung in ein Mode I Biegezugversagen iiber. Das beschriebene
Versagensmuster spiegelt sich in den rdumlichen Schidigungsverteilungen der ausgesuch-
ten Punkte in Abbildung [8.19 wieder.

Die an den dargestellten Polyedern der unterschiedlichen Materialpunkten abzulesenden
Versagensformen unterstreichen und bestétigen die experimentellen Beobachtungen iiber
das Versagen des untersuchten Balkens. Damit bieten die gezeigten Microplane Simula-
tionen die Moglichkeit komplexe Versagensformen zu visualisieren und zusétzlich die rich-
tungsabhingige Degradation der mechanischen Materialeigenschaften Schritt fiir Schritt
zu analysieren. Die richtungsabhéngige Degradation anhand von Experimenten zu unter-
suchen ist dagegen nahezu unmoglich. Im Gegenteil zu makroskopischen Modellen gewéhrt
das Microplane Modell tiefere Einblicke iiber die im Material auftretenden Versagensfor-
men. Das verwendete Microplane Schiadigungsmodell ist dementsprechend in der Lage,
die in dem Benchmarkproblem beobachteten komplexen Versagensformen wiederzugeben.
Es eignet sich zudem sehr gut zur Visualisierung der Evolution der auftretenden Aniso-
tropien, die dem Beobachter in Experimenten versagt bleibt.

8.2 Gradientenerweiterte Microplane Schidigung ge-
koppelt mit Plastizitéit

Bisher wurde die Tauglichkeit der gradientenerweiterten Microplane Schadigungsformu-
lierung zur Simulation des Tragverhaltens kohésiver Reibungsmaterialien am Beispiel des
Werkstoffes Beton bei monoton steigender Belastung untersucht. Im Folgenden soll das
komplexe Tragverhalten kohésiver Reibungsmaterialien unter zyklischer Belastung an-
hand der gradientenerweiterten kombinierten Microplane Schiadigungs- und Plastizitéts-
formulierung entsprechend Abschnitt [5.4 analysiert werden. In dieser kombinierten Ma-
terialformulierung wird die Schédigung im Verzerrungsraum und die Plastizitéit im effek-
tiven Spannungsraum definiert. Die Schadigung des Materials auf der Mikroebene wird
durch die dquivalente Verzerrung des modifizierten von Mises Typs (7.29) getrieben. Die
aquivalente Verzerrung wird dabei in Abhéngigkeit der nichtlokalen elastischen Micro-
plane Verzerrungen aufgestellt. Eine Formulierung basierend auf den nichtlokalen totalen
Microplane Verzerrungen ist dabei in gleicher Weise denkbar. Dieser Ansatz liefert letzt-
endlich vergleichbares Materialverhalten und soll an dieser Stelle nicht ndher betrachtet
werden, vergleiche hierzu die Abschnitte [5.4,16.3.2 und [7.4. Das plastische Verhalten auf
der Mikroebene wird iiber das angepasste von Mises FlieSkriterium @7/ (7.31) mit linearer
Verfestigung (7.27) bestimmt. Des Weiteren wird von einer exponentiellen Schidigungs-
entwicklung nach Gleichung (5.77) ausgegangen.
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8.2.1 Gekerbter Biegebalken

Zur Verifikation der gradientenerweiterten kombinierten Microplane Schiadigungs- und
Plastizitatsformulierung werden im Folgenden zyklische Biegeversuche an Balken aus Be-
ton herangezogen. Dabei werden anstatt der klassischen Dreipunktbiegeversuche so ge-
nannte Vierpunktbiegeversuche als Vergleichslosung benutzt. Diese besitzen gegeniiber
den Dreipunktbiegeversuchen den Vorteil, dass Lastplatten bzw. Auflager auflerhalb der
Versagenszone angeordnet sind. Somit werden im Bereich der Versagenszone keine Druck-
spannungen durch die Lastplatten bzw. Auflager erzeugt und das Versagen des Balkens
wird folglich nicht direkt von den Lagerbedingungen beeinflusst. Die Experimente an ge-
kerbten Biegebalken aus Beton, die hier als Referenzlosung dienen, wurden von Hordijk
[105] durchgefiihrt. Bei den untersuchten Probekoérpern handelt es sich um mittig ge-
kerbte Balken mit einer Lange von 500 mm, einer Hohe von 100 mm und einer Dicke
von 50 mm. Der Abstand zwischen den Auflagern betragt 450 mm, wahrend der Ab-
stand zwischen den Lasteinleitungspunkten mit 150 mm festgelegt wurde. Hordijk [105]
fithrte Untersuchungen mit unterschiedlicher Kerbengeometrie durch. Zunéchst sollen nur
die Ergebnisse der Experimente an Balken mit einer Kerbengréfie von 5 x 10 mm? be-
trachtet werden. Die genauen Abmessungen dieser Probekorper sind in Abbildung |8.20
dargestellt. In den Experimenten wurde die vertikale Verschiebung in Balkenmitte u so-
wie die horizontale Differenzverschiebung ¢ zwischen vier Punkten links und rechts der
Kerbe mittels Messaufnehmer gemessen, siche Abbildung 8.20l Diese horizontalen Dif-
ferenzverschiebungen sollen Aufschluss iiber die Deformationsverteilung im Bereich der
Versagenszone geben. Die genaue Anordnung dieser vier Messaufnehmer mit einer Mess-
linge von Imess = 35 mm kann der Abbildung [8.20 entnommen werden.

Aus Symmetriegriinden erfolgt die numerische Berechnung am halben System. Das hal-
be System wird mit 656 achtknotigen Elementen diskretisiert, siehe Abbildung 8.21l Die
gradientenerweiterte Microplane Formulierung erfordert dafiir 7284 Freiheitsgrade. Die
Systemdaten sowie die Materialdaten des Balkens sind der Abbildung [8.21 zu entneh-
men. Entsprechend den Experimenten ergeben sich der Elastizitdtsmodul zu E = 40000
N/mm? und die Querdehnzahl zu v = 0.2. Das Verhéltnis zwischen Druck- und Zugfes-
tigkeit liegt wiederum bei & = 10. Der Gradientenparameter, der den Einflussbereich der
nichtlokalen Formulierung festlegt, betrigt ¢ = 4 mm?. Die Parameter, welche die Evolu-
tion der Schiadigung charakterisieren, nehmen folgende Werte an: § = 450, a = 0.90 und
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Abbildung 8.20: Abmessungen der Probekorper nach Hordijk [105
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Abbildung 8.21: Systemdaten, Diskretisierung und Last—Verschiebungskurven

vo = 0.0001. Des Weiteren wird der Anfangswert der Fliefispannung oy = 4.5 N/mm?
so gewihlt, dass plastisches FlieBen kurz nach FEinsetzen der Schiédigung beginnt. Der
Verfestigungsmodul der Microplane Formulierung lautet H = %E = 60000 N/mm?.
Abbildung 8.21 zeigt einen Vergleich der numerisch und experimentell ermittelten Last—
Verschiebungsdiagramme unter zyklischer Belastung. Dabei ist erkennbar, dass die Ant-
wort der numerischen Berechnung eine bemerkenswerte Ubereinstimmung mit den expe-
rimentellen Ergebnissen aufweist. Sowohl die Traglast als auch das Nachbruchverhalten
werden in der Simulation gut erfasst. Dariiber hinaus wird auch das Ent- bzw. Wieder-
belastungsverhalten der Balken durch die Kopplung von Schidigung und Plastizitdt im
Materialmodell ausreichend genau wiedergegeben.

Die numerisch und experimentell ermittelten horizontalen Differenzverschiebungen ¢ zwi-
schen vier Punkten links und rechts der Kerbe (a bis d) sind in Abbildung [8.22 {iber
die Balkenhohe aufgetragen. Dabei werden die Deformationsverteilungen im Bereich der
Versagenszone exemplarisch an vier Belastungszeitpunkten ausgewertet, die in den Last—
Verschiebungsdiagrammen mit den Nummern 1 bis 4 markiert sind. Das linke Diagramm
zeigt die Deformationsverteilungen bis zum Erreichen der Traglast fiir die Punkte 1 und

d d
- A - Experimente - A - Experimente
—»— Simulation —»— Simulation
b
24 4
(5[mmT 0.{02 O.bl 0.00 6[mmT O.{2 Oil 0.0

Abbildung 8.22: Deformationsverteilung
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Abbildung 8.23: Entwicklung der Schéadigung und des plastischen Multiplikators
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Abbildung 8.24: Deformationsentwicklung (100—fach iiberhoht)
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2, wahrend das rechte Diagramm die Deformationsverteilungen des Nachbruchverhaltens
fiir die Punkte 3 und 4 darstellt. Aus Darstellungsgriinden weisen die beiden Diagram-
me unterschiedliche Skalen auf. Auffillig ist sowohl bei den numerischen als auch bei
den experimentellen Ergebnissen, dass die Deformationsverteilungen aufgrund der Schei-
benwirkung bis zum Erreichen der Traglast einen nichtlinearen Verlauf annehmen, siche
Abbildung 8.22| links, wiahrend im Nachbruchbereich eine eher lineare Verteilung iiber
die Balkenhohe festzustellen ist, siche Abbildung 8.22] rechts. Die Ubereinstimmung der
gemessenen und simulierten Deformationsverteilungen ist wiederum beachtlich.

Die Entwicklung der Schiidigung d"™ und des plastischen Multiplikators A" im Lau-
fe des Belastungszykluses sind in Abbildung 8.23 dargestellt. Exemplarisch sind die zu
fiinf Belastungszeitpunkten berechneten Schidigungsverteilungen und die Verteilungen
des plastischen Multiplikators abgebildet. Deutlich erkennbar ist der sich ergebende Bie-
gezugriss, der an der Kerbe initiiert wird und mit zunehmender Belastung in Richtung
der Balkenoberseite anwéchst. Letztendlich weisen sowohl die Schidigung als auch der
plastische Multiplikator eine fiir Mode I Versagen typische Verteilung auf.

Zur Verdeutlichung dieses Bruchverhaltens zeigt Abbildung 8.24] die zugehorigen defor-
mierten Strukturen des kompletten Balkens in 100-facher Uberhéhung. Die deformierten
Strukturen unterstreichen dabei, die anhand der Entwicklung der Schiadigung und des
plastischen Multiplikators gewonnenen Erkenntnisse iiber das Versagen des Vierpunktbie-
gebalkens. Dariiber hinaus sind vor allem die bleibenden Verformungen bei vollstandiger
Entlastung (v = 0.031 mm), welche aus der Plastizitétsformulierung stammen, deutlich
erkennbar.

Wie zuvor erwidhnt wurden von Hordijk [105] Versuche an Probekérpern mit unterschied-
licher Kerbengeometrie unternommen. Die Balken weisen eine Kerbenhthe von 10, 30 und
50 mm auf und sind in Abbildung8.25 zusammengestellt. Abbildung[8.25 zeigt zusétzlich
die experimentellen Materialantworten dieser Balken mit unterschiedlicher Kerbenhohe
unter monoton steigender Belastung. Die experimentellen Antworten sind den nume-
risch ermittelten Materialantworten gegeniibergestellt. Fiir alle drei Kerbenhohen wur-
den in der Simulation dieselben Materialparameter verwendet, sieche Abbildung(8.21. Im
GroBen und Ganzen ist die Ubereinstimmung der numerisch und experimentell ermittel-
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Abbildung 8.25: Probekérper mit unterschiedlichen Kerbengrofle und Last—
Verschiebungskurven (Quelle: Hordijk [105])
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ten Last—Verschiebungskurven zufrieden stellend. Vor allem das Nachbruchverhalten wird
ausreichend genau wiedergegeben, wiahrend die Traglasten bei einer Kerbenhéhe von 30
und 50 mm leicht unterschétzt werden.

Zusammenfassend lésst sich feststellen, dass die vorgestellte gradientenerweiterte kombi-
nierte Microplane Schédigungs- und Plastizitdtsformulierung in der Lage ist, die experi-
mentell beobachteten Versagensphdnomene von Beton, sowohl bei monoton steigender als
auch bei zyklischer Belastung, qualitativ und quantitativ zu erfassen.

8.2.2 Direkter Zugversuch

Abschlieend soll das Tragverhalten eines weiteren typischen Vertreters der Materialklas-
se kohésiver Reibungsmaterialien, ndmlich Kalkstein, anhand des gradientenerweiterten
kombinierten Microplane Schédigungs- und Plastizitdtsmodells analysiert werden. Das
Materialverhalten von Kalkstein wird durch ein komplexes Zusammenwirken der Degra-
dation der elastischen Festigkeitseigenschaften mit irreversiblen Verzerrungen charakteri-
siert. Ahnlich wie Beton weist auch Kalkstein eine heterogene Mikrostruktur auf, verglei-
che Abbildung(8.26. Diese heterogene Mikrostruktur bestimmt das komplexe Materialver-
halten und letztendlich die im Material beobachtbaren Versagensphdnomene. Nachfolgend
soll das gradientenerweiterte kombinierte Microplane Schédigungs- und Plastizitétsmo-
dell zur Simulation beidseitig gekerbter Probekorper aus Kalkstein angewendet werden.
Die entsprechenden Versuche wurden von de Proft [75] durchgefithrt. Dabei wurden die
beidseitig gekerbten Probekorper aus massiven Kalksteinblocken gesédgt. Die Probekorper
weisen eine Hohe von 120 mm und eine Breite von 50 mm auf. Die Dicke betrégt 11 mm.
Des Weiteren besitzen die Probekorper in der Mitte der beiden Seiten zwei Kerben mit
den Abmessungen 1 x 7 mm?. Die gemittelte Differenzverschiebung § zwischen Punkten
oberhalb und unterhalb der Kerben wurde in den Versuchen mit Hilfe von drei Messauf-
nehmern mit einer Messldnge von Imess = 20 mm gemessen. Die genauen Systemdaten
und Abmessungen der Probekorper sind in Abbildung [8.26 zusammengestellt. Zusétzlich
zu den Versuchen mit monoton steigender Belastung wurden von de Proft [75] zehn Pro-

F,u Massngis Klkstein F[kN]
2.5
¥ - - - - Experimente
PRI D1 L —— Simulation
Gk T RO 2.0 1 '
(Quelle: de Proft [75]) S\
o 1X7 . ] A
= CI\I] L Materialdaten 15 - K \
3 %IZI I I E = 40000 N /mm? ' A
g v =20.29 ! / .
~ o 2 10 7 / !
H = 60000 N/mm ¥ /
og = 10.0 N/mm2 ,’ :I Teel
a=0.98 051/ 7 7 3
t=11 3 =600 /2 e
vo = 0.00026 0.0 : : | |
- = k=10 0.00 0.005 0.01 0.015 5[mm
[mm] >0 ¢ =1 mm? ol ]

Abbildung 8.26: Systemdaten und Last—Verschiebungskurven
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bekorper unter zyklischer Belastung untersucht. Dabei wurden zwei Entlastungszyklen im
Nachbruchbereich eingefiihrt. Die aus diesen zyklischen Versuchen gewonnene gemittelte
Systemantwort dient im Folgenden als Referenzlosung.

Das System wird mit 408 achtknotigen Elementen diskretisiert. In de Proft [75] wer-
den die elastischen Materialparameter mit £ = 40000 N/mm? und v = 0.29 angegeben.
Das Verhéltnis zwischen Druck- und Zugfestigkeit wird in Analogie zu den Betonbei-
spielen mit k£ = 10 festgelegt. Des Weiteren nimmt der Gradientenparameter den Wert
¢ = 1 mm? an. Die beiden Parameter vo = 0.00026 und oy = 10.0 N/mm? werden so
gewihlt, dass Schadigung und plastisches Flielen nahezu gleichzeitig beginnen. Die wei-
teren Materialparameter sind Abbildung(8.26 zu entnehmen.

Abbildung [8.26 zeigt einen Vergleich der numerisch und experimentell ermittelten Ma-
terialantworten. Das gradientenerweiterte kombinierte Microplane Schadigungs- und Pla-
stizitdtsmodell ist in der Lage die experimentelle Materialantwort ausreichend genau zu
erfassen, auch wenn die Traglast in der Simulation etwas frither erreicht wird und leicht

Punkt 1:
d =0.005 mm

Punkt 2:

d=0.0037 mm
(vollst. Entl.)

Punkt 3:
o =0.02 mm

Abbildung 8.27: Entwicklung der Schidigung und des plastischen Multiplikators
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=== -
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Punkt 1: 6 =0.005 mm Punkt 2: ¢=0.0037 mm Punkt 3: 6 =0.02 mm
(vollstandige Entlastung)

Abbildung 8.28: Deformationsentwicklung

unter der Traglast der Experimente liegt. Vor allem das Nachbruchverhalten sowie das in
den Ent- und Wiederbelastungspfaden erkennbare Zusammenwirken von Degradation der
elastischen Festigkeitseigenschaften mit irreversiblen Verzerrungen kann durch die Micro-
plane Formulierung wiedergegeben werden.

Abbildung [8.27 zeigt die Evolution der Schiadigung anhand von Schidigungsverteilun-
gen zu drei verschiedenen Belastungszeitpunkten, die in der Last—Verschiebungskurve in
Abbildung 8.26/ markiert sind. Neben der unterschiedlichen Farbgebung ist die Schadi-
gungsvariable als Hohenplot in z—Richtung dargestellt. Die Schiadigungszonen, die sich an
den Kerben bilden, wachsen mit zunehmender Belastung von beiden Seiten her zusam-
men. Das horizontale Aufreiflien der Zugprobe zwischen den Kerben ist deutlich erkennbar.
Diese Beobachtungen werden durch die zugehorigen Ausschnitte der 250—fach iiberhéht
dargestellten deformierten Strukturen in Abbildung [8.28 unterstrichen. Dariiber hinaus
sind die bleibenden Deformationen bei vollstindiger Entlastung (6 = 0.0037 mm) deutlich
sichtbar.

8.3 Zusammenfassung der Beispiele

Abschlielend ist somit festzuhalten, dass die Ergebnisse aller hier vorgestellten numeri-
schen Berechnungen eine ausreichend gute Ubereinstimmung mit den jeweiligen Versuchs-
ergebnissen aufweisen. Die in den verschiedenen Experimenten beobachteten komplexen
Versagensvorgénge kohésiver Reibungsmaterialien, die von trennbruchartigen Mode I,
iiber schubdominante Mode II bis hin zu gemischten Mode I und Mode II Versagensphéno-
menen reichen, werden von der gradientenerweiterten Microplane Formulierung relativ
gut erfasst. Als typische Vertreter der Materialklasse kohésiver Reibungsmaterialien wur-
den als Referenzlosung Versuche an Probekorpern aus Beton und Kalkstein ausgewéhlt.
Beachtlich ist, dass es mit dem Microplane Konzept moglich ist, das grofle Spektrum
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an unterschiedlichen Versagensarten der untersuchten Materialklasse darzustellen. Des
Weiteren kann der Entlastung- bzw. Wiederbelastungsvorgang durch die Kopplung von
Schadigungsmechanik und Plastizitdtstheorie im Rahmen der Microplane Theorie gut
wiedergegeben werden.



Kapitel 9

Zusammenfassung und Ausblick

9.1 Zusammenfassung

Ein Ziel dieser Arbeit war die numerische Simulation des hochgradig nichtlinearen Materi-
alverhaltens kohésiver Reibungsmaterialien. Dabei wurden in der vorliegenden Arbeit un-
terschiedliche Simulationsstrategien zur Erfassung des komplexen Tragverhaltens und der
vielschichtigen Versagensmechanismen der betrachteten Materialklasse aufgezeigt. Aus Ef-
fizienzgriinden beschrinkte sich die erforderliche Materialmodellierung auf die Beschrei-
bung des Materialverhaltens auf der Meso- bzw. Makroebene. Als Mittelweg zwischen
einer detaillierten mikromechanisch motivierten Modellierung und einer strukturorientier-
ten makroskopischen Betrachtungsweise wurde die Microplane Theorie verwendet. Diese
Theorie stellt ein grundlegendes Konzept zur Modellierung beliebig anisotropen Material-
verhaltens dar und liefert zudem eine elegante Motivation zur Herleitung der erforderlichen
anisotropen Stoffgesetze.

Im Rahmen dieser Arbeit wurden unterschiedliche Materialmodelle zur Beschreibung des
Tragverhaltens kohésiver Reibungsmaterialien in das Finite Element Programm CARAT
des Instituts fiir Baustatik der Universitat Stuttgart implementiert. Zur Vorbereitung
der eigentlichen Schwerpunkte dieser Arbeit wurden klassische makroskopische Materi-
alformulierungen, basierend auf der Elastizitétstheorie, der Plastizitédtstheorie sowie der
Schadigungsmechanik, zusammengestellt. Auf die Kopplung dieser Materialtheorien im
Rahmen der Thermodynamik irreversibler Prozesse unter Beriicksichtigung interner Va-
riablen wurde detailliert eingegangen. Die Thermodynamik irreversibler Prozesse bildete
dariiber hinaus auch die Grundlage fiir die Herleitung anisotroper Materialmodelle im
Rahmen des Microplane Konzeptes.

Die Formulierung von mechanisch abgesicherten Microplane Stoffgesetzen stellte einen
wesentlichen Schwerpunkt dieser Arbeit dar. In einem ersten Schritt wurden die geo-
metrischen Beziehungen des Microplane Konzeptes und die damit verbundenen Moglich-
keiten der Charakterisierung von Verzerrungskomponenten auf der Mikroebene néher un-
tersucht. Wie sich herausstellte, besitzt die Wahl der Verzerrungskomponenten auf der
Mikroebene einen entscheidenden Einfluss auf die Beschreibung unterschiedlicher Mate-
rialeigenschaften. Zur eindeutigen Charakterisierung der volumetrischen und deviatori-
schen Eigenschaften auf der Mikroebene konnte eine mechanisch sinnvolle Basis fiir das
Microplane Modell gefunden werden. Es hat sich herausgestellt, dass dieser Ansatz vor
allem beim Mikro-Makro Ubergang Vorteile gegeniiber den bisherigen Ansiitzen besitzt.
Dariiber hinaus konnte mit diesem Ansatz im Vergleich zu den bisherigen Microplane
Formulierungen, bei denen lokale Be- und Entlastungsvorginge einzelner Komponenten
festgestellt wurden, eine hohere numerische Stabilitéit erreicht werden. Darauf aufbau-
end wurde ein universelles Konzept fiir Microplane Modelle vorgestellt, mit dem es nun
moglich ist, sowohl die Spannungen als auch die konstitutiven Gleichungen thermody-
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namisch konsistent herzuleiten. Die gewonnenen Erkenntnisse und Weiterentwicklungen
haben letztendlich dazu beigetragen, eine fundierte mechanische Basis fiir Microplane Mo-
delle bereitzustellen.

Ausgehend von einfachen Stoffgesetzen auf Basis der Elastizitdatstheorie, der Plastizitéts-
theorie sowie der Schidigungsmechanik wurde die Komplexitéit der entwickelten Micro-
plane Stoffgesetze sukzessiv gesteigert. Als letzte Stufe wurden Microplane Schidigungs-
und Plastizitdatsformulierungen miteinander kombiniert. Das resultierende kombinierte
Microplane Schédigungs- und Plastizitdtsmodell wurde zudem um eine geeignete Regu-
larisierungsstrategie (Gradientenmethode) erweitert. Fiir die Kopplung von Schidigung
und Plastizitéit stellte sich heraus, dass die Gradientenerweiterung der Schédigung als
geniigend durchgreifend fiir die Regularisierung ist. Damit war es moglich, das komplexe
Zusammenwirken einer anisotropen Degradation der elastischen Festigkeitseigenschaften
mit richtungsabhéngigen irreversiblen Dehnungen im vor- als auch im postkritischen Be-
reich eindeutig wiederzugeben. Auf die Wirkungsweise der unterschiedlichen Microplane
Materialformulierungen wurde anhand von Studien der Texturentwicklung eingegangen.
Der Kernfrage nach der Definition mechanisch konsistenter Stoffgesetze auf der Mikro-
ebene konnte insofern nachgegangen werden, als sich im Laufe dieser Arbeit folgende Er-
kenntnisse iiber die Komplexitédt der zu entwickelnden Stoffgesetze herauskristallisierten:

e Es konnte festgestellt werden, dass die vereinfachte Annahme von einaxialen (,,ent-
koppelten*) Stoffgesetzen auf der Mikroebene und somit die entkoppelte Betrach-
tung der einzelnen Versagensformen in der Regel nicht ausreicht, um das komplexe
makroskopische Antwortverhalten der untersuchten Materialklasse realistisch dar-
zustellen. Deren charakteristische dilatante Materialantwort koppelt das volumetri-
sche und deviatorische Verhalten. Die These, dass dies allein durch den Homogeni-
sierungsprozess bei der Annahme von einaxialen Stoffgesetzen auf der Mikroebene
gewdhrleistet wird, konnte damit nicht aufrechterhalten werden. Zur Beschreibung
des Materialverhaltens kohésiver Reibungsmaterialien, insbesondere von Beton, ist
es daher zwingend notwendig, analog zu makroskopischen Materialmodellen, die
unterschiedlichen Stoffgesetze der einzelnen Komponenten auf der Mikroebene zu
verkniipfen. Dies wurde bei der Formulierung der verwendeten Microplane Modelle
durch Einfithrung einer einzigen Schédigungsvariable entsprechend beriicksichtigt.

e Allerdings reichen im Gegensatz zu makroskopischen Materialmodellen einfache, auf
der Mikroebene isotrope“ Stoffgesetze beim Microplane Modell zur Beschreibung
des makroskopisch anisotropen Materialverhaltens aus.

Ein weiterer zentraler Punkt dieser Arbeit war ein Vergleich der verschiedenen Microplane
Materialformulierungen mit entsprechenden makroskopischen Materialmodellen. Das Ziel
dieses Vergleichs war die physikalisch sinnvolle Interpretation der Microplane Stoffgesetze
mittels anerkannter makroskopischer Materialmodelle. Um die erforderlichen Micropla-
ne Materialparameter sinnvoll physikalisch interpretieren zu konnen, wurden diese mit
Hilfe eines formelmifigen Mikro-Makro Uberganges bestimmt und nicht, wie iiblich,
durch inverses Abgleichen ermittelt. Als natiirliche Konsequenz dieser Vorgehensweise
zur rationalen Parameteranpassung weisen die entwickelten Microplane Formulierungen
im Vergleich zu den bisherigen Modellen einen reduzierten Parametersatz auf. Des Wei-
teren konnten die Parameter der jeweiligen Microplane Materialformulierung eindeutig in
Abhéngigkeit makroskopisch messbarer Materialkennwerte und somit aus Standardversu-
chen identifiziert werden. Allerdings bleibt anzumerken, dass im Allgemeinen, d. h. ohne
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Kenntnis des makroskopischen Vergleichsmodells, in Analogie zum Vorgehen bei komple-
xen Materialformulierungen nur ein inverses Abgleichen der Microplane Stoffgesetze an
Experimente iibrig bleibt. Des Weiteren miissen in diesen Féllen gewisse Vorkenntnisse
iiber das gewiinschte Materialverhalten als zusétzliche Bedingungen in die Microplane
Formulierung einflielen, vergleiche Abschnitt 7.1.2.

Das im Rahmen dieser Arbeit verwendete Microplane Konzept stellt eine viel verspre-
chende Basis zur numerischen Simulation des Materialverhaltens kohésiver Reibungsma-
terialien dar. Dies konnte anhand von Vergleichen mit aus der Literatur bekannten experi-
mentellen Ergebnissen unterschiedlicher Benchmarktests, wie beispielsweise die L-formige
Scheibe, der Single-Edge-Notched Beam oder der gekerbte Biegebalken unter zyklischer
Belastung, verifiziert werden. Die entwickelten Microplane Formulierungen mit anschau-
lich interpretierbaren Materialparametern sind in der Lage, die in den Experimenten beob-
achteten komplexen Versagensformen wiederzugeben. Es gelang die Effekte der versagen-
sinduzierten Anisotropie, der Zug—Druck—Unsymmetrie sowie der Materialentfestigung als
eine logische Konsequenz aus Steifigkeitsdegradation und irreversiblen Dehnungen abzu-
bilden. Dariiber hinaus lieferte das Microplane Konzept im Gegenteil zu makroskopischen
Modellen tiefere Einblicke iiber die im Material auftretenden Versagensformen. Denn die
gezeigten Microplane Simulationen bieten die Moglichkeit, komplexe Versagensformen zu
visualisieren und zusétzlich die richtungsabhéngige Degradation der mechanischen Mate-
rialeigenschaften Schritt fiir Schritt zu analysieren. Die richtungsabhéngige Degradation
anhand von Experimenten zu untersuchen ist dagegen nahezu unmoglich.

Die in der vorliegenden Arbeit erfolgten Bestrebungen einer moglichst realitdtsgetreuen
Simulation des Materialverhaltens kohésiver Reibungsmaterialien sind abschlieSend sche-
matisch in Abbildung|9.1 zusammengefasst. Es wurden sowohl reine Schadigungs- und Pla-
stizitdtsmodelle als auch gekoppelte Formulierungen auf der Basis der Microplane Theorie
entwickelt und implementiert. Diese Modelle sind im Bild 9.1 dunkel hinterlegt. Weiterhin
wurden Konzepte zum Mikro-Makro Ubergang erarbeitet, mit deren Hilfe Beziehungen
zwischen der Mikro- und Makroebene angegeben wurden, die in Bild(9.1/durch die schwar-
zen Pfeile symbolisiert sind. Dabei charakterisieren die gestrichelten Pfeile Uberlegungen
fiir die bereits zu Beginn dieser Arbeit erste Ansétze existierten. Die grauen Pfeile dage-
gen symbolisieren Zusammenhénge, die bereits an anderer Stelle untersucht wurden und
deshalb nicht Gegenstand dieser Arbeit waren.

. . . . Schadigung
Schadigungsmechanik Plastizitatstheorie & Plastizitat
; e J basiert ¢ Jy basiert e Jo basiert
E@ggﬁ?ne [143, 144] Kristallplastizitat
Materialgesetze ||  I1-J2 basiert ~ | ® 11-J2 basiert ~ | ® |1-J> basiert
19,50, 145] | [123 131 | s A\
Makroskopisch || ® J2 basiert 4 e Jpbasiert 4 | e Kopplung im 4
orientierte [138, 139 223 '\ Verzerrungsraum
Materialgesetze | ®l1—J2 basiert '| @ 11-J basiert !« Kopplung im
[76] N oo [80] Y | Spannungsraurnt
Experimentelle | , Versagen A« | Versagen /.« | Versagen quasi+ 4/
Validierung sproder Vérkstoffe duktiler Werkstoffe sproder Vérkstoffe

Abbildung 9.1: Ubersicht Schidigungs- und Plastizititsformulierungen
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9.2 Ausblick

Die Microplane Theorie stellt einen allgemeinen Ansatz zur Beschreibung beliebig aniso-
troper Materialeigenschaften dar. Durch eine mechanisch sinnvolle Verallgemeinerung des
Microplane Konzeptes ist es gelungen, die bekannten Verhaltensmuster der Schidigung
und Plastizitdt auf makroskopischer Ebene abzubilden. Die Wiedergabe des Materialver-
haltens von hinreichend verifizierten makroskopischen Materialmodellen stellte eine Mi-
nimalanforderung an das allgemeingiiltige Microplane Konzept dar und trug letztendlich
dazu bei, mechanisch fundierte Microplane Formulierungen zu entwickeln. Nun ist der Weg
offen fiir weitere Modifikationen und die Untersuchung weiterer Effekte, wie beispielsweise
die Beriicksichtigung des Einflusses der dritten Invariante. Wiinschenswert wére weiter-
hin die Erfassung der Effekte der MikrorissschlieBung durch eine separate Spezifizierung
zweier unabhéangiger Siatze von internen Variablen unter Zug- und Druckbeanspruchung,
um die charakteristischen Figenschaften kohésiver Reibungsmaterialien unter zyklischer
Belastung besser abbilden zu kénnen. Ein weiterer Punkt ist die Abbildung der unter zy-
klischer Belastung beobachtbaren Hystereseeffekte. Dies konnte beispielsweise durch die
Beriicksichtigung eines kinematischen Verfestigungsgesetzes in der Plastizitatsformulie-
rung wiedergegeben werden. Auflerdem steht die Entwicklung einer allgemein akzeptier-
ten Theorie zur Beschreibung finiter Deformationen mit dem Microplane Konzept noch
aus, auch wenn erste Ansitze [45] in dieser Richtung viel versprechend sind. Letztendlich
eroffnet sich fiir das vorgestellte Microplane Konzept ein breiter Anwendungsbereich.
Mogliche Anwendungsbereiche sind nicht nur die in dieser Arbeit beschriebene Materi-
alklasse der kohésiven Reibungsmaterialien, welche durch eine versagensinduzierte Ani-
sotropie gekennzeichnet sind, sondern auch Materialien wie beispielsweise Kunststoffe,
Mehrphasenmaterialien oder Faserverbundwerkstoffe, bei denen schon im Ausgangszu-
stand eine gewisse Anisotropie der Materialeigenschaften vorherrscht. Denkbar ist der
Einsatz des Microplane Konzeptes vor allem fiir die Modellierung des Tragverhaltens
von Stahlbeton. Dabei eignet sich das Microplane Modell hauptséchlich zur Modellierung
der Schidigung im Verbund, also an der Kontaktfliche zwischen Bewehrung und umge-
bendem Beton, da diese Grenzschicht geometrisch vorgegeben ist. Weiterhin konnte das
Microplane Modell als fundierte Grundlage fiir strukturmechanische Anwendungen fiir
Bauteile aus Stahlbeton dienen. Eine Erweiterung des zweidimensionalen Scheibenmo-
dells auf den dreidimensionalen Fall ist wiinschenswert; das Werkstoffmodell kénnte dann
auch direkt in die am Institut entwickelten , dreidimensionalisierten® Flachentragwerks-
modelle eingebracht werden.

Die Bestimmung der internen Lénge stellt bis heute eine offene Frage bei der Simulation
von entfestigenden Materialien dar. Vergleiche des Microplane Konzeptes mit dem mikro-
mechanisch orientierten Partikelmodell [124, 196] zeigen einen viel versprechenden Weg
den Mikro-Makro Ubergang auch auf dieser Ebene zu vollziehen und der internen Liinge
eine aus dem Partikelmodell heraus quantifizierbare, physikalische Bedeutung zu geben.
Zusammenfassend ldsst sich feststellen, dass es im Bereich der Werkstoffmodellierung
kohésiver Reibungsmaterialien noch geniigend Herausforderungen fiir die Forschung gibt
und die Entwicklung von realitétsgetreuen Simulationsmodellen noch immer nicht als be-
endet angesehen werden kann. Das in dieser Arbeit bereitgestellte Konzept, basierend
auf der Microplane Theorie, stellt eine interessante Basis fiir weiterfithrende Arbeiten im
Bereich der Werkstoffmodellierung dar und lésst sich letztendlich auch auf andere Werk-
stoffklassen iibertragen.




Anhang A

Notation & Tensorrechnung

Im Folgenden wird auf die verwendete Notation im Rahmen der Darlegung von Grund-
lagen zur Tensorrechnung eingegangen. Eine ausfiihrliche Zusammenstellung dieser und
weiterer Rechenregeln zur Tensorrechnung findet sich beispielsweise in de Boer [64]. Al-
le Darstellungen beziehen sich auf den eigentlich Euklidschen Vektorraum V2 und den
zugehorigen dyadischen Produktraum V2 @ V3 @ --- ® V? (n—mal) der Ordnung n.

Notation
In dieser Arbeit wird ausschlieilich die direkte Tensorschreibweise benutzt. Die Indexno-
tation wird nur zur Verdeutlichung in diesem Abschnitt herangezogen. Es gilt folgende
Notation,

a = a A = Aijei®ej (Al)
a — €; A = Aijklei®ej®ek®el

wobei ein Skalar @ mit Kleinbuchstaben, ein Vektor a mit fetten Kleinbuchstaben, ein
zweistufiger Tensor A mit fetten Grofbuchstaben und hoherwertige Tensoren A mit kal-
ligrafischen Grofibuchstaben bezeichnet werden. Im Folgenden wird auf eine Darstellung
der zugehorigen Basen e; . ; verzichtet.

-----

Skalare Produkte

Skalare Produkte von Tensoren werden durch die Operatoren -, :,: und :: gekennzeichnet.
Die Anzahl der Punkte £ bestimmt die Stufe der Verjiingung. Ein Skalarprodukt zweier
Tensoren der Ordnung n und m fithrt auf einen Tensor der Ordnung n+m — 2k, vergleiche
die folgenden Beispiele.

c = a-b = aibi ¢ = € = A-b = Aijbj
c = A:B = AijBij ¢ = C = A:B = AijkBjk: (AQ)

c = AIIB = Az’jleijkl Cz'j = C = AB = Aijlekl

Dyadische Produkte
Ein dyadisches Produkt zweier Tensoren der Ordnung n und m wird durch das Symbol
® gekennzeichnet und erzeugt neue (hoherwertige) Tensoren der Ordnung n + m.

Cyj = C = a®b = ab; Cijm = C = Ab = Ajub (A.3)
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Fundamentaltensoren
Der zweistufige Einheitstensor 1 und der vierstufige Einheitstensor Z lassen sich mit Hilfe
des Kronecker Deltas ¢;; folgendermafien angeben,

1 = 5ij I = Iijk:l = 5ik5jl (A4)

wobei d;; = 1 fiir : = j und §;; = 0 fiir 7 # j gilt.

Spezielle Tensoren
Die Transponierte eines Tensors lasst sich durch Vertauschen der Indizes bestimmen. In
dieser Arbeit wird die Transponierte eines Tensors wie folgt eingefiihrt.

A = A, — AT = A,

ij

A = Ay — AT = Abij (A.5)

A = Az‘jkl — AT = Ailjk

In diesem Zusammenhang kann zwischen symmetrischen Tensoren A%Y" = A%Y™T und
y
schiefsymmetrischen Tensoren A*** = — A*®T unterschieden werden.

1 1
A = (A + AT) A = (A - AT) (A.6)

Existiert die Inverse A~! eines beliebigen Tensors A, so ergibt deren skalares Produkt den
zweistufigen Einheitstensor. Dies gilt in entsprechender Weise fiir die Inverse JA~! eines
vierstufigen Tensors \A.

A- Al =1 AA ' =T (A7)

Des Weiteren lisst sich jeder zweistufige Tensor A eindeutig additiv in einen volumetri-
schen Anteil A" und einen deviatorischen Anteil A% zerlegen. Diese Zerlegung lisst
sich auf den vierstufigen Tensor A iibertragen.

__ Awol dev : vol .__ 1 . dev .__ _ Awvol
A=A+ A mit A" =3 [A:1]1 und A :=A-A (A8)

A: Avol + Adev mit Avol ::% 191 und Adev = A_ Avol
Damit kann der deviatorische Anteil eines zweistufigen Tensors A%v aus dem skalaren

Produkt des jeweiligen Tensors A mit dem vierstufigen deviatorischen Einheitstensor
Z9v gewonnen werden.

Aler — Tdev g (A.9)

Norm eines Tensors
In dieser Arbeit wird ausschliefllich die L, Norm verwendet.

lall = va a |A|| = VA:A (A.10)
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Invarianten

Assoziiert mit einem zweistufigen Tensor A werden drei Hauptinvarianten Iy, I und I3
definiert. Zusétzlich sind die Ableitungen dieser Hauptinvarianten nach dem Tensor A
angegeben.

: 28!
[1 = Al mit 8_A =1
L = [[A1P—A21] /2 mit 22— p1-a4 (A.11)
0A
. ol
[3 = det A mit a—j = [3 A_T

Somit ergibt sich die erste Invariante [; als Spur des Tensors A und die dritte Invariante
I3 als Determinante des Tensors A. Des Weiteren ergibt sich die negative zweite Invariante
des Deviators A% die mit .J, bezeichnet wird, aus folgender Beziehung.
L dev . 2 dev?2 . o dev . dev : aJZ o dev

Jyi=—[[A% 1] - A%?: 1] /2=1/2A: A mit 8_A_A (A.12)
Die drei Hauptachsenrichtungen n;, n;; und n;;; und die drei Eigenwerte A;, A;r und
Ay eines zweistufigen Tensors A erhélt man aus einem Eigenwertproblem. Dies fiihrt
auf folgendes charakteristische Polynom dessen Nullstellen die Eigenwerte des Tensors A

darstellen.
det(A—A1)=A -1 A2+ L A-IL=0 (A.13)

Das folgende homogene Gleichungssystem liefert als Losung die drei Hauptachsenrichtun-
gen.
[A—A;1]-n; =0 Vi=1,I11II (A.14)

Das Cayley-Hamilton—Theorem besagt, dass jeder Tensor seiner charakteristischen Glei-
chung geniigen muss.
AS—[1A2+[2A—[31:0 (A15)

Damit lasst sich die Inverse eines Tensors wie folgt angeben.

Al = [i [A’ - A+ 1] (A.16)
3

Tensoranalysis

Funktionen, die in Abhéngigkeit des Ortsvektors aufgestellt werden, nennt man Feld-
funktionen. Die Ableitung dieser Feldfunktionen nach dem Ortsvektor wird als Gradient
bezeichnet. Dabei wird im Folgenden zwischen skalarwertigen f(x), vektorwertigen f(x)
oder tensorwertigen F'(x) Funktionen unterschieden.

Vi) = gudf@) = T o hw . HEL
Vf(x) = grad f(z) = dﬁf) _ B . 8?&) — f, (AIT)
VF@) = gudF@) = T = pay 2T g



164 Anhang A. Notation & Tensorrechnung

Der Gradient einer skalarwertigen Funktion liefert eine vektorwertige Feldfunktion, der
Gradient einer vektorwertigen Funktion liefert ein Tensorfeld zweiter Stufe und der Gradi-
ent einer tensorwertigen Funktion liefert ein Tensorfeld dritter Stufe, d. h. die Gradienten-
bildung V(e) = grad (e) hebt den Rang eines Tensors an. Im Kontext der Erhaltungssétze
wir noch ein weiterer Differentialoperator bendttigt. Dazu wird der Divergenzoperator
div (e) eingefiihrt. Die Divergenz eines Vektor- bzw. eines Tensorfeldes ergibt sich wie
folgt.

div f(z) :== [Vf(x)]:1 = f(x) divF(x) = [VF(x)]:1=: f(x) (A.18)

Im Gegensatz zur Gradientenbildung senkt die Divergenzbildung div (e) = V - (e) den
Rang eines Tensors.

Integralsitze
Mit Hilfe der Gauflschen Integralsidtze lassen sich folgende Zusammenhénge zwischen
Oberflichen- und Volumenintegrale angeben.

/divf(ac)dv = /f(a:)-nda
oB

B

/divF(w) Qv = /F(m) ‘nda
oB

B

(A.19)



Anhang B

Charakterisierung unterschiedlicher
Schidigungsflachen

In diesem Abschnitt wird verstiarkt auf die Definition unterschiedlicher dquivalenter Ver-
zerrungen 7 eingegangen. Die geeignete Wahl der dquivalenten Verzerrung in der Konti-
nuumsschadigungsmechanik bestimmt entscheidend die Wirkungsweise des resultierenden
Schadigungsmodells. In mancherlei Hinsicht spielt die Definition der dquivalenten Verzer-
rung eine vergleichbare Rolle wie die Definition der Flieffunktion in der Plastizitéit. Zum
einen bestimmt die dquivalente Verzerrung die Form des elastischen Bereiches und zum
anderen beeinflusst deren Wahl direkt die Assoziiertheit der Schadigungsformulierung und
somit die Symmetrie des Materialtensors, vergleiche hierzu Abschnitt 3.3.1. Die dquivalen-
te Verzerrung projiziert den mehraxialen Verzerrungszustand auf einen skalaren Wert, der
wiederum iiber die Schidigungsfunktion, entsprechend Gleichung (3.25), die Schédigung
des Materials bestimmt. Grundsétzlich gibt es verschiedene Moglichkeiten um tensorielle
Groflen in Form des Verzerrungstensors auf einen skalaren Wert abzubilden. Entsprechend
der thermodynamisch konsistenten Herleitung in Abschnitt[3.3.1 ergibt sich folgende De-
finition der dquivalenten Verzerrung.

n=Y=-€:E € (B.1)

Dabei entspricht die dquivalente Verzerrung der Energiefreisetzungsrate. Im Sinne der
Klassifizierung von Carol, Rizzi & Willam [47] fithrt diese dquivalente Verzerrung auf as-
soziierte Schadigungsformulierungen, da sich die dquivalente Verzerrung als Funktion der
Energiefreisetzungsrate darstellen lidsst. Weitere dquivalente Verzerrungen, die in Abhén-
gigkeit der Energiefreisetzungsrate formuliert und dementsprechend als assoziierte Schadi-
gungsformulierungen bezeichnet werden, sind die Definitionen in Form der Energienorm

nach Simo & Ju [204] oder nach Ju [114].

n=vV2Y =vVe:E € 7]—\/?—\/%6286[26 (B.2)

Héufig findet man in der Literatur eine leicht abgewandelte Form der dquivalenten Verzer-
rungsdefinitionen von Simo & Ju und Ju . Die Normalisierung durch den E-Modul wurde
eingefiithrt, um eine verzerrungsartige Grofle als dquivalente Verzerrung zu erhalten.

1
n=\ge: El e (B.3)

Eine weitere einfache Wahl der dquivalenten Verzerrung stellt die Definition nach Lemaitre
138] in Form der Norm des Verzerrungstensors dar.

n=|le]| =ve:e€ (B.4)
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Da diese dquivalente Verzerrung als reine Funktion des Verzerrungstensors definiert ist,
handelt es sich hierbei um eine so genannte nicht—assoziierte Schadigungsformulierung. Al-
le bisher gezeigten dquivalenten Verzerrungen weisen elliptische Schadigungsflichen auf,
die symmetrisch beziiglich des Ursprungs sind. In Abbildung B.1 auf der linken Seite sind
die resultierenden Schiadigungsflédchen fiir den ebenen Spannungszustand und einer Quer-
dehnzahl von v = 0.2 im Hauptverzerrungsraum dargestellt. Daraus wird ersichtlich, dass
mit diesen Definitionen kein unterschiedliches Zug—Druckverhalten simuliert werden kann.
Fiir kohésive Reibungsmaterialien ist es daher notwendig, die bisher vorgestellten Defini-
tionen zu modifizieren. Bei der Definition nach Mazars & Pijaudier—Cabot [155] werden
beispielsweise nur die positiven Hauptverzerrungen beriicksichtigt, d. h. Schiadigung tritt
primér unter Zugbeanspruchung auf.

Die resultierende Schiadigungsfliche im Hauptverzerrungsraum ist in der Mitte der Ab-
bildung B.1 dargestellt.

Eine sehr elegante und numerisch stabile Definition der dquivalenten Verzerrung, die un-
terschiedliches Zug-Druckverhalten beriicksichtigt, stellt die von Mises basierte Formulie-
rung von de Vree, Brekelmans & van Gils [76] dar. Dieser so genannte modifizierte von
Mises Typ ist in Abhéngigkeit der ersten Invariante des Verzerrungstensors [; und der
zweiten Invariante des Verzerrungsdeviators Jo formuliert.

U‘T}lfece:k?()]l‘{'\/k%[%—{—kg J2 (BG)

Die Parameter kg, k1 und ko, welche die Form der Schiadigungsfliche bestimmen, lassen
sich wie folgt spezifizieren.

E—1 3
T k(1 — 2v) 2T R w2 (B.7)
Simo & Ju [114, 204 Mazars [155 De Vree [76]
€11 €11
Y39t A A

v

P D V[ W

n=nle:E% € n =n(er,err, €rrr) n=mn(l,J2)

Abbildung B.1: Schiadigungsflichen unterschiedlicher dquivalenter Verzerrungen
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Hierbei bezeichnet der Parameter k£ das Verhéltnis zwischen einaxialer Druckfestigkeit
zur Zugfestigkeit des Materials und bestimmt somit die Sensibilitdt der Schadigung auf
Druckbeanspruchung relativ zur Zugbeanspruchung. Durch die Einfiihrung dieses Wich-
tungsparameters k ist die resultierende Schiadigungsformulierung in der Lage, das unter-
schiedliche Zug-Druckverhalten kohésiver Reibungsmaterialien sehr gut wiederzugeben.
Diese Definition fiihrt zu elliptischen Schédigungsflichen, die in den Druckbereich ver-
schoben sind, vergleiche Abbildung [B.1, rechts.

Die beiden zuletzt genannten Definitionen, die insbesondere zur Modellierung kohésiver
Reibungsmaterialien herangezogen werden, fithren im Sinne von Carol, Rizzi & Willam
[47] auf nicht—assoziierte Schadigungsformulierungen.
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Anhang C

Diskretisierung der Raumwinkel und
numerische Integration

Zur Ermittlung makroskopischer Gréflen in Abhéngigkeit der Variablen der Mikroebe-
ne ist in der Microplane Theorie ein Homogenisierungsprozess erforderlich. Dieser Ho-
mogenisierungsprozess basiert auf der Losung mehrerer Integralbeziehungen, die nur in
Ausnahmefillen analytisch gelost werden kénnen. Deshalb wird dazu iibergegangen diese
Integralbeziehungen mit Hilfe eines Quadraturverfahrens numerisch zu lésen. Das Integral
einer beliebigen Grofe (o) iiber den Raumwinkel  ldsst sich damit durch eine diskrete
Summe approximieren.

Nmp
3

(o) d2="> (o) w' (C.1)

ar Jo

Die numerische Integration basiert auf der Auswertung der jeweiligen Integranden (e)? an
diskreten Integrationspunkten I =1, ..., n,,, und einer anschlieBenden Wichtung mit den
zugehorigen Wichtungskoeffizienten w!. Man erhilt eine Niherungslosung des Integrals
durch die Summation dieser gewichteten Auswertungen iiber eine bestimmte Anzahl von
diskreten Integrationspunkten, die beim Microplane Modell der Anzahl der Mikroebenen
entspricht. Die Anzahl dieser Integrationspunkte und somit der Mikroebenen bestimmt

Abbildung C.1: Numerische Integration mit 42 Mikroebenen ohne und mit orthogonaler
Symmetrie
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die Genauigkeit der numerischen Integration. Die in dieser Arbeit verwendeten Integrati-
onsvorschriften mit 42 Mikroebenen erlauben die exakte Integration eines Polynoms der
Ordnung neun. Die Anzahl von 42 Mikroebenen liefert eine ausreichende Genauigkeit
und besitzt zudem einen tolerierbaren, numerischen Aufwand bei den im Rahmen der
Microplane Theorie erforderlichen numerischen Integrationen, vergleiche hierzu Bazant
& Oh [24, 25]. In dieser Arbeit kommen zwei unterschiedliche Raumwinkelintegrationen
mit 42 Mikroebenen zum FEinsatz. Diese unterscheiden sich hinsichtlich ihrer Symme-
trieeigenschaften, d. h. es werden zur numerischen Integration Integrationsvorschriften
mit 42 Mikroebenen ohne und mit orthogonaler Symmetrie verwendet. Die resultieren-
den Polyeder der Tangentialebenen der beiden Integrationsvorschriften sind in Abbildung
dargestellt und konnen als Approximation einer Einheitskugel aufgefasst werden. In
beiden Fillen besitzen die Fliachen der einzelnen Mikroebenen, aufgrund der Wahl von
nicht-dquidistanten Integrationspunkten, keine einheitliche Gréfle. Dieser Zusammenhang
wird durch die unterschiedliche Farbgebung der Mikroebenen unter Angabe der zugehori-
gen, unterschiedlich grofien Wichtungskoeffizienten in Abbildung|C.1 verdeutlicht.

Fiir die in dieser Arbeit verwendeten Integrationsvorschriften mit 42 Mikroebenen ohne

I x-Koordinate y-Koordinate z-Koordinate w Wichtung
1 0.187592474085 0.000000000000 0.982246946377 0.1190476190478
2 0.794654472292 -0.525731112119 0.303530999103 0.1190476190478
3 0.794654472292 0.525731112119 0.303530999103 0.1190476190478
4 0.187592474085 -0.850650808352 -0.491123473188 0.1190476190478
5 0.794654472292 0.000000000000 -0.607061998207 0.1190476190478
6 0.187592474085 0.850650808352 -0.491123473188 0.1190476190478
7 0.577350269190 -0.309016994375 0.755761314076 0.1523809523808
8 0.577350269190 0.309016994375 0.755761314076 0.1523809523808
9 0.934172358963 0.000000000000 0.356822089773 0.1523809523808
10 0.577350269190 -0.809016994375 -0.110264089708 0.1523809523808
11 0.934172358963 -0.309016994375 -0.178411044887 0.1523809523808
12 0.934172358963 0.309016994375 -0.178411044887 0.1523809523808
13 0.577350269190 0.809016994375 -0.110264089708 0.1523809523808
14 0.577350269190 -0.500000000000 -0.645497224368 0.1523809523808
15 0.577350269190 0.500000000000 -0.645497224368 0.1523809523808
16 0.356822089773 -0.809016994375 0.467086179481 0.1523809523808
17 0.356822089773 0.000000000000 -0.934172358963 0.1523809523808
18 0.356822089773 0.809016994375 0.467086179481 0.1523809523808
19 0.000000000000 -0.500000000000 0.866025403784 0.1523809523808
20 0.000000000000 -0.500000000000 -0.866025403784 0.1523809523808
21 0.000000000000 -1.000000000000 -0.000000000000 0.1523809523808

Tabelle C.1: Integration mit 21 Punkten ohne orthogonale Symmetrie - Koordinaten und
Wichtungskoeffizienten
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I x-Koordinate y-Koordinate z-Koordinate w Wichtung
1 1.000000000000 0.000000000000 0.000000000000 0.159128546456
2 0.000000000000 1.000000000000 0.000000000000 0.159128546456
3 0.000000000000 0.000000000000 1.000000000000 0.159128546456
4 0.707106781187 0.707106781187 0.000000000000 0.119580885787
5 0.707106781187 -0.707106781187 0.000000000000 0.119580885787
6 0.707106781187 0.000000000000 0.707106781187 0.119580885787
7 0.707106781187 0.000000000000 -0.707106781187 0.119580885787
8 0.000000000000 0.707106781187 0.707106781187 0.119580885787
9 0.000000000000 0.707106781187 -0.707106781187 0.119580885787
10 0.387907304067 0.387907304067 0.836095596749 0.150427420492
11 0.387907304067 0.387907304067 -0.836095596749 0.150427420492
12 0.387907304067 -0.387907304067 0.836095596749 0.150427420492
13 0.387907304067 -0.387907304067 -0.836095596749 0.150427420492
14 0.387907304067 0.836095596749 0.387907304067 0.150427420492
15 0.387907304067 0.836095596749 -0.387907304067 0.150427420492
16 0.387907304067 -0.836095596749 0.387907304067 0.150427420492
17 0.387907304067 -0.836095596749 -0.387907304067 0.150427420492
18 0.836095596749 0.387907304067 0.387907304067 0.150427420492
19 0.836095596749 0.387907304067 -0.387907304067 0.150427420492
20 0.836095596749 -0.387907304067 0.387907304067 0.150427420492
21 0.836095596749 -0.387907304067 -0.387907304067 0.150427420492

Tabelle C.2: Integration mit 21 Punkten mit orthogonaler Symmetrie - Koordinaten und
Wichtungskoeffizienten

und mit orthogonaler Symmetrie sind die Normalenvektoren in Form von (x,y,z) Koordi-
naten und die zugehorigen Wichtungskoeffizienten der Mikroebenen in Tabelle (C.1 und
Tabelle |C.2 bereitgestellt, sieche auch Bazant & Oh [24, 25].
Es bleibt noch anzumerken, dass in den mathematischen Arbeiten von Albrecht & Col-
latz [3] und Stroud [211] alternative Integrationsvorschriften sowohl fiir regelmiflige als
auch unregelméfige Polyeder unter Verwendung von n,,, = 20, n,,, = 32, n,, = 74 oder
Nmp = 122 Mikroebenen angeben werden.
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