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Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit befaBt sich mit der Analyse von 3D— und Flachentragwerken mit
groBen elastoplastischen Deformationen nach der Methode der finiten Elemente. Hier-
bei basiert das elastoplastische Materialmodell auf der multiplikativen Zerlegung des
Deformatidnsgradienten. Das elastische Teilstoffgesetz beruht auf einem hyperelasti-
schen Ansatz und die Evolutionsgleichungen der plastischen Variablen werden aus
dem Prinzib vom Maximum der plastischen Dissipation hergeleitet.

ZurL&sung der nichtlinearen mechanischen Gleichungen wird auf das Newton—Verfah-
ren zurickgegriffen. In Verbindung mit dem lokalen Zeitintegrationsalgorithmus — hier
das implizite Euler—Verfahren — wird die konsistente Materialtangente bestimmt.

- Als Alternative zur Verschiebungsformulierung, die sich flr die Berechnung groBer ela-
stoplastischer Deformationen als ungeeignet erweiBt, wird das Enhanced Assumed
Strain—Konzept gewéhit. Anhand einiger Beispiele werden die dargestelite Theorie und
die entwickelte numerische Methode illustriert. Insbesondere werden Probleme mit
groBen lokalen Verzerrungen untersucht.



Abstract

The present work deals with the analysis of three dimensional and shell structures
undergoing large elastoplastic deformations with aid of the finite element method.
Herefore is the material model based on the multiplicative split of the deformation
gradient. The elastic behavior follows a hyperelastic description and the evolution laws
for the internal variables are derived from the principle of maximum plastic dissipation.

The solution of the nonlinear mechanical equations is achieved through a Newton
iteration proceedure for which the material tangent consistent with the time integration
algorithm employed — here the implicit Euler method ~ is determined.

As an alternative to the displacement finite element model, which proves to be
inadequate for the analysis of large elastoplastic deformations, the Enhanced Assumed
Strain Method was chosen. Some numerical examples validate the theory and the
developed numerical procedure whereby special atention is given to problems with
large local deformations.
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1 Einleitung

1.1 Fragestellung

Aufgrund der héheren Ausnutzung der Tragwerke und durch die Verwendung neuar-
tiger Materialien treten nichtlineare Aufgabesteliungen bei Problemen der Ingenieurpra-
xis immer hdufiger auf. Weiterhin steigen die Anforderungen an sichere und wirtschattli-
che Berechnungsmethoden zur Ausnutzung von System— und Materialreserven. Fir
viele Anwendungsfélle werden bei den Bemessungsverfahren zur Ausnutzung dieser
Reserven genéherte Traglastberechnungen durchgefihrt, wie z.B. im Stahlbau bei der
Idealisierung von FlieBgelenken bei Durchlaufpfetten. Zur Abbildung komplizierter Ver-
sagensprozesse mit plastischen Deformationen, Spannungsumlagerungen und teil-
weisem oder gesamtem Systemversagen sind jedoch stark vereinfachte Modelle meist
nicht ausreichend.

In der letzten Zeit gewann die Anwendung der Finite Element Methode zur Simulation
eines realistischen Tragverhaltens — im Zusammenhang mit der immer gréBeren Lei-
stungsfahigkeit der Rechner — zunehmende Verbreitung. Der Einsatzbereich dieser
Methode erstreckt sich heute auch auf die Beschreibung komplizierter Vorgénge, wie
sie z.B. bei nichtlinearem Tragverhalten von Konstruktionen des Bauwesens, des Ma-
schinenbaus, des Flugzeugbaus und der Biomechanik auftreten. Im Vordergrund der
nichtlinearen Strukturanalyse im Bauwesen steht die Abschétzung der Sicherheit ge-
geniiber Versagen oder Funktionsunfahigkeiten sowohl im Betrieb als auch im Storfall.
Im Bereich der Umformtechnik sind Planung und Optimierung von Fertigungsverfahren
sowie die Untersuchung der Eigenschaften des Endproduktes Ziele einer solchen Si-
mulation.

Die Formulierung eines rechnerunterstiitzten Lésungskonzepts zur wirklichkeitstreue-
ren Erfassung des materiell und geometrisch nichtlinearen Verhaltens von metallischen
dreidimensionalen Strukturen und Flachentragwerken mit groBen plastischen Verzer-
rungen ist Gegenstand dieser Arbeit. Im Fall kleiner Deformationen ist die Berechnung
metallischer Strukturen mit inelastischem Materialverhalten weitgehend Stand der
Technik. Das Thema "groBe plastische Verzerrungen” wurde bereits in einigen Arbeiten
abgehandelt (z.B Nagtegaal, de Jong [47]; Muller—Hoeppe [45]; Glaser [26]; Peric,
Owen, Honnor [57]), jedoch bleiben bei der Untersuchung von Problemen mit einem
komplexen Materialverhalten und bei Problemen, bei denen auch die Formulierung der
nichtlinearen Geometrie von groBer Bedeutung ist, weitgehend ungeklarte Formulie-
rungsfragen und numerische Schwierigkeiten. Tragwerke, deren Tragverhalten sehr
empfindlich gegentiber endlichen Verformungen und plastischem Materialverhalten ist,
stellen Schalenkonstruktionen dar (siehe Bild 1.1, Beispiel 1). Oft bilden sich bei der pla-
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stischen Deformation duktiler Materialien als Vorstufe des Versagens eines Tragwerkes
lokale Zonen aus, in denen eine Konzentration plastischer Forméanderungen bzw. Form-
anderungsraten beobachtet wird. Drei Beispiele von Tragwerken, bei denen das Versa-
gen auf ortliche Effekte zurlickzufiihren ist, werden in Biid 1.1 (Beispiele 2—4) gezsigt.
Ein weiteres Beispiel, bei dem groBe inelastische Deformationen eine wichtige Rolle
spielen, stellt das Auftreten von stark beanspruchten Zonen bei dyﬂnnwandigen Trag-
werken dar, z.B. bei lokalen Versagensformen in FlieBgelenkbereichen mit Uberschrei-
tung der Rotationskapazitat der Strukturknoten.

Eine allgemeine Formulierung flr die Beschreibung inelastischer Vorgénge bei groBen
Deformationen wird von Simo [75], {76] eingefliht, die auf frithere Arbeiten, z.B. von
Lee [36] zurlickgreift. Diese Formulierung beruht auf der multiplikativen Zerlegung des
Deformationsgradienten in einen elastischen und einen plastischen Anteil und wird in
Verbindung mit einem hyperelastischen Stoffgesetz durchgeflhrt. Analog zu dem geo-
metrisch linearen Fall wird bei dieser aligemeinen Formulierung das FlieBgesetz aus
dem Prinzip vom Minimum der plastischen Dissipationsarbeit abgeleitet. Die numeri-
sche Realisierung dieser Formulierung zeigt als wesentlichen Unterschied zu dem infini-
tesimalen Fall, daB mit groBen Verzerrungskinematiken gearbeitet wird. Dabei bleiben
die Integrationsalgorithmen der Stofigesetze unmodifiziert. In Verbindung mit einem
stabilen impliziten Integrationsverfahren des Werkstoffmodells wird im Hinblick auf die
numerische Effektivitdt des Newton-Verfahrens die konsistente Materialtangente [79]
bestimmt. Im Gegensatz zu Formulierungen, die auf einer additiven Zerlegung der De-
formation und einer hypoelastischen Materialbeschreibung basieren, werden objektive
Integrationsalgorithmen nicht bendtigt. In jiingster Zeit ist eine Praferenz fiir die Formu-
lierung mit dem multiplikativen Ansatz fiir den Deformationsgradienten festzustellen.

Die numerische Berechnung von Problemstellungen mit groen plastischen Deforma-
tionen durch die Finite Element Methode bleibt, trotz der umfangreichen Entwicklungs-
arbeit auf diesem Gebiet, ein offenes Thema. Dabei spielt die Wahl einer geeigneten
FE~Formulierung eine wichtige Rolle. Es ist weitgehend bekarint, daB CO~Elemente
eine unerwlnschie Versteifung der Struktur, bekannt als Locking, aufweisen. Bei hoch
verzerrten Elementen erweist sich dieser Effekt als besonders kritisch. Werden plasti-
sche Vorgange modelliert, ist volumetrisches Locking, welches in der Verschiebungs-
methode bei nahezu inkompressiblem Verhalten auftritt, fir die zu stsifen Ergebnisse
verantwortlich. Um dieses Phanomen zu vermeiden, wurden einige spezielle Methoden
entwickelt. Dazu zahlen die Methoden der reduzierten Integration [98] und der ge-
mischten Formulierungen, wie z.B. assumed strain— [32], B~ [80], [33] und enhanced
assumed strain—Methoden [72].



Beispiel 1 — Zylinderschale : Versagensanalyse

Uy

Beispiel 2 — Zugprobe: Einschnirung

Beispiel 3 — Lochscheibe: Spannungskonzentration

u

Beispiel 4 —~ Stauchversuch mit Scherfugen (Materialentfestigung)

Lokales plastisches Versagen

Bild 1.1
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1.2 Ziele der vorliegenden Arbeit

Gegenstand dieser Arbeit ist die Formulierung eines effizienten rechnerunterstiitzten
Losungskonzeptes zur wirklichkeitsnahen Beschreibung plastischer Vorgénge bei gro-
Ben Deformationen. Der folgende Uberblick zeigt die damit verbundenen Aufgaben.

e Aufarbeitung der mit dem von Mises Modell verbundenen konstitutiven Gleichtngen
far groBe plastische Deformationen. Angabe der gewéhiten Integration flir das Stofi-
gesetz. Bereitstellung der konsistenten Materialtangente.

¢ Formulierung von dreidimensionalen finiten Elementen in der Momentankonfigura—
tion (Verschiebungsformulierung) und Einbau in das Programmsystem CARAT des
Instituts flir Baustatik der Universitat Stuttgart.

e Erweiterung der 3D-Elemente durch das EAS—Konzept mit Berlicksichtigung
groBer Deformationen.

¢ Programmtechnische Realisierung der mit den plastischen Werkstoffeigenschatten
verknlpften Algorithmen.

e Beispielrechnungen, insbesondere Untersuchung von groBen lokalen Verzerrun-
gen. Vergleich von Ergebnissen der Formulierungen fiir kleine und groBe Verzerrun-
gen.

e Untersuchung der Anwendbarkeit der EAS—Elemente bei Problemen mit Lokali-
sierung.

e Einbau des elasto—plastischen Materialmodells in eine 6— bzw. 7—Parameter Scha-
tenformulierung. Untersuchung des elasto—plastischen Tragverhaltens von
dinnwandigen Strukturen. Vergleich mit 3D—Modellen.

1.3 Umfang

Die wesentlichen Aspekte, die in dieser Arbeit ausflihrlich diskutiert werden, sollen nun
kurz erldutert werden.

Zunéchst sind die theoretischen Grundlagen zu nennen, die im Hinblick auf eine com-
putergerechte Formulierung entwickelt werden miissen. Ein Uberblick hierzu findet sich
in Kapitel 2, das eine Zusammenfassung der kontinuumsmechanischen Grundlagen
liefert, die flir die Beschreibung von finiten Deformationen benétigt werden. In der vorlie-
genden Arbeit wird angenommen, daB sich der Deformationsgradient fiir inelastische
Prozesse multipiikativ in elastische und inelastische Anteile zerlegen |aBt.

Far die numerische Losung des Anfangs—Randwertproblems wird eine raumliche Fi-
nite Element Formulierung verwendet, wobei die Lésung des diskreten Gleichungssy-
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stems im RechenprozeB auf das Newton—Verfahren zurlickgreift. In Kapitel 3 werden
die den Variationsverfahren zugrundeliegenden Arbeits— und Energieprinzipien kurz
beschrieben. Speziell wird ein 3—Feld—Hu—Washizu Funktional eingefiihrt, welches
als Basis fir die im Kapitel 6 dargestellte gemischt—hybride FE—Formulierung dient.

In Kapitel 4 wird das verwendete konstitutive Modell behandelt. Dabei werden ge-
schwindigkeitsunabhangige, inelastische Prozesse flir isotherme Zusténde beschrie-
ben. Es werden Materialgesetze fir groBe elasto—plastische Verzerrungen einbezo-
gen. Fir das elastische Teilstoffgesetz wird ein isotroper, hyperelastischer
Materialansatz gewéhit. Das inelastische Teilstoffgesetz wird aus dem Prinzip vom Maxi-
mum der plastischen Dissipationsarbeit abgeleitet. Bei der Formulierung der inelasti-
schen konstitutiven Gleichungen werden Evolutionsgleichungen fiir den inelastischen
Anteil der Verzerrungen und flirr die inneren Variablen benétigt (FlieBgesetz und Verfes-
tigungsgesetz). Bei der Formulierung inelastischer konstitutiver Gleichungen wird von
einer Zwischenkonfiguration ausgegangen, da auf dieser Konfiguration die elastischen
und inetastischen Verzerrungsanteile entkoppelt sind. Im weiteren wird eine spezielle
Form des FlieBgesetzes mit isotroper Verfestigungsregel angegeben. AuBerdem wird
angenommen, daB es sich um eine J,—Theorie handelt, bei welcher die FlieBfunktion
nur von den zweiten Invarianten des Spannungsdeviators abhéngt. Fir die numerische
Zeitintegration des Werkstoffmodells wird das elastische Pradiktor—plastische Korrek-
torverfahren als implizite Methode angewendet, das im Fall der J~FlieBtheorie mit iso-
troper Verfestigung die "radiale Riickkehrmethode” (Radial—Return Method) von Wil-
kins [92] und Krieg/Krieg [35] ergibt.

Zur Lésung der entstehenden nichtlinearen Gleichungen wurde hier das Newton—Ver-
tahren gewahlt. Dieses Verfahren besitzt den Vorteil der quadratischen Konvergenz in
der Néhe der Ldsung. Dazu wird die Linearisierung des Prinzips der virtuellen Arbeit und
des 3—Feld—Funktionais bendtigt, die in Kapitel 5 angegeben werden. Aufgrund der
Kopplung mit den Stoffgleichungen muB fir die quadratische Konvergenz des New-
ton—Verfahrens bei der Linearisierung das tatséchlich verwendete numerische Verfah-
ren fir die Ermittlung der Spannungen beachtet werden. Der konsistente Materialstei-
figkeitstensor flir elastoplastisches Verhalten bei groBen Verzerrungen und die implizite
Integration der Evolutionsgleichung wird im Anhang A beschrieben.

Kapitel 6 beschéftigt sich dann mit der Finiten Element Formulierung. Hier wird auf-
grund der Versteifung, welche in der reinen Verschiebungsmethode bei nahezu inkom-
pressiblem Verhalten auftritt, eine auf dem Enhanced Assumed Strain (EAS)—-Konzept
basierende gemischt—hybride Elementformulierung angewandt. Ausgangspunkt die-
ser Formulierung ist ein Hu—Washizu—Funktional, wobei die Verzerrungen durch zu-
sétzliche Verzerrungsfelder angereichert werden. Durch eine Orthogonalitatsbedin-
gung zwischen  Spannungs— und  Verzerrungsfeldern  verbleibt  ein
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2~Feld—Variationsproblem, wobei die zusétzlichen Freiheitsgrade auf Elementebene
eliminiert werden, so daf die einfache Struktur einer Verschiebungsformu!ierung erhal-
ten bleibt. Dieses Konzept wird hierfiir Probleme mit groBen inelastischen Verzerrungen
erweitert und am Beispiel des Kontinuumelementes angewandt.

In Kapitel 7 wird anhand einiger Beispiele die Leistungstahigkeit der beschriebenen Al-
gorithmen und die Gite der entwickelten finiten Elemente Uberprift. Besonderer Wert
wird auf die Berechnung von Spezialfallen gelegt, bei denen die finiten Elemente eine
hoch verformte Gestalt annehmen und groBe lokale plastische Verformungen auftreten.

In Kapitel 8 wird untersucht, ob die 3D~EAS-Elemente Lokalisierungszustéande wie-
dergeben kénnen. Die Objektivitat der Ergebnisse in bezug auf das Netz wird durch
Entfestigungsparameter erreicht, die von der ElementgréBe abhangen.

Das flir das Kontinuum entwickelte Materialmodell fiir Elastoplastizitat wird in Kapitel 9
auf Flachentragwerke angewandt. Dabei wird von einer Schalenformulierung mit exten-
siblem Schalendirektor Gebrauch gemacht, so daf das 3D ~Materialmodell chne Kon-
densation eingesetzt werden kann. Hierin wird zur Beseitigung von Versteifungseffek-
ten die Verzerrung in Dickenrichtung durch das EAS —Konzept mit einem linearen Term
erweitert. Diese gemischt—~hybride Schalenformulierung wird bei Problemen der Ela-
stoplastizitdt eingesetzt. AbschlieBend folgt die Darstellung einiger numerischer Bei-
spiele.

Hinweise auf das Schrifttum finden sich in den einzelnen Kapiteln.



2 Grundlagen der Kontinuumsmechanik

Seit seiner Einflhrung [36] wird die multiplikative Zerlegung des Deformationsgradien-
ten von vielen Autoren angewandt. Diese Zerlegung wird als Basis fir die Beschreibung
des kinematischen Verhaltens mit elasto—plastischen Deformationen verwendet. An-
dere héufig angewandte Zerlegungen, wie z.B. die additive Zerlegung des Lagrange-
schens Verzerrungstensors und der Verzerrungsrate, sind, wie es von Simo und Ortiz
[78] gezeigt wurde, der multiplikativen Zerlegung dquivalent. Hier wird die multiplikative
Zerlegung als Basis fir die in den folgenden Abschnitten benutzte Plastizitatstheorie
groBer Verzerrungen zugrunde gelegt. Innerhalb dieses Abschnittes werden die dafiir
notwendigen GroBen definiert.

2.1 Bewegung und Deformation

Ein Korper @ wird durch die zusammenhangende Menge seiner materiellen Partike! P
definiert. Zur Beschreibung seiner Bewegung wird seine bijektive Abbildung in den drei-
dimensionalen euklidischen Raum E3, auch Konfiguration genannt, benétigt. Jedem
Punkt x in E3wird einen Ortsvektor x zugeordnet, der seine Lage in einem festen, aber
beliebigen Koordinatensystem angibt.
X:% — B C E® Bistdervon ® besetzte Teilbereich von £3,

P x = X(P)

Zur Beschreibung von Deformationsvorgéngen wird von einer Referenzkonfiguration
X, als Bezugskonfiguration Gebrauch gemacht. Diese Konfiguration ist fest gewdhlt,
d.h. sie ist von der Zeit unabhangig, aber ansonsten beliebig. Die materiellen Punkte
P sind durch ihre Ortsvektoren X in By gekennzeichnet, was die Unterscheidung zwi-
schen P und X fiir die verwendete Theorie erlibrigt.
Xo: B —» B, CES
P X = X,(P)

Aufgrund der Bijektivitat von X git:

P =X
Eine Konfiguration X=X (Pt) wird Momentankonfiguration genannt. Die kontinuierliche
Folge von Konfigurationen X; wird Bewegung bezeichnet, Sie stellt eine Kurve in der
Menge aller Konfigurationen dar, ist stetig differenzierbar, bijektiv und hat eine von Null
verschiedene Funktionaldeterminante. Durch den Parameter t€ R ist die Zeit gekenn-
zeichnet. Die Folge der Abbildungen Xp™! und X liefert die Abbildung ® zwischen der
Referenzkonfiguration und einer weiteren Konfiguration des Kérpers, auch Deformation
genannt.
@ = XoX;':ER - E®



Der Pfad, der von einem Partikel X durchlaufen wird, ist dann

x = OX1Y oder X = &7'(x,1) (2.2)
Wie es in der Literatur (blich ist, werden hier groBe bzw. kleine Buchstaben zur Kenn-
zeichnung von materiellen bzw. rdumlichen GréBen benutzt. Um Tensoren in Kompo-
nentenschreibweise auszudriicken, ist ein spezielles Bezugsystem notwendig. In ei-
nem kartesischen Koordinatensystem mit den Basisvektoren e, bzw. e, (i,1 = 1,2,3) der
Referenz— und der Momentankonfiguration kann die Lage eines materiellen Punktes
P in By und in B durch

X = Xe ; x = xe,, ‘ (2.3)

angegeben werden. Die Koordinaten X! heiBen materielle oder Lagrangesche Koordi-

naten und die aktuellen Koordinaten x' werden rdumliche oder Eulersche Koordinaten
genannt. Bei der Verwendung aligemeiner konvektiver krummliniger Koordinaten 6
(i = 1,2,3) lautet die Beschreibung der Referenz— und der Momentankonfiguration

X = XLt ; x = x(6!t) (2.4)
Die entsprechenden kovarianten Basisvektoren ergeben sich zu:

- X . ).
G|—56—f ,gi_.a—é_i. (2.5)

Die Forderung nach einer dualen Basis filhrt auf die kontravarianten Basisvektoren G!
und g', die mit Hilfe der Gleichungen

G, - G’ = & (2.6)
g9 = 3§ e

gewonnen werden. Die Metriktensoren stellen in bezug auf ihre jeweilige Konfiguration
Einheitstensoren dar. Die ko~ und kontravarianten Metriktensoren (Einheitstensoren)
der Referenzkonfiguration By werden definiert;

G=(GG)G'®G =G,G'®G 2.8)
G™' = (6" 66, ® G, = GG, ® G,

Analog zu Gin. {2.8) ergeben sich in B die Metriktensoren zu:
9={9glo®d = g9 ®d (29
97" = (g dlg;®g = dlg,® g

In Gin. (2.8) und (2.9) sind die Metrikkoeffizienten Gyy, GM, g;j und gl symmetrisch.

Einheitstensoren mit gemischten Komponenten erhilt man durch:
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G'G =G ®G
) (2.10)
9'g=9,8g
Anmerkung 2.1: Fir die Einheitstensoren 2. Stufe in By bzw. in B, GIn. (2.8)—(2.10),
wird hier die aligemeine Bezeichnung I bzw. i eingefiihrt. Ob es sich um den ko—, kon-
travarianten oder gemischten Einheitstensor handelt, wird aus dem jeweiligen Zusam-

menhang entnommen. In einem raumfesten kartesischen Koordinatensystem mit den
Basisvektoren e; (i=1,2,3) folgt der Einheitstensor einfach zu:
I=250Qe€, (2.11)

)

Die zur Beschreibung der Deformation notwendigen Begriffe sind in Bild 2.1 dargestellt.

25}
Referenzkonfiguration

X1/%4

Bild 2.1: Zur Kinematik der Deformation

21,1 Die Begriffe "materielle Zeltableitung” ‘und “Lie—Ableitung”

Unter der materiellen Zeitableitung versteht man die zeitliche Anderung einer physikéli-
schen GriBe an einem materiellen Punkt X. Die materielle Geschwindigkeit V einer De-
formation erhélt man beispielsweise durch die zeitliche Ableitung von Gl. (2.2)

T= a@(x, ) = x(X,t) {212
und ihre materielle Beschleunigung A durch weitere Differentiation nach der Zeit.

1= SV = %(X,Y (2.13)
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Der Punkt stellt ein Symbol flr die materielie Zeitableitung dar, definiert als:

()= GO =50, = 40)] +orad() v (2.14)

Esistaus Gl.(2.14) zu erkennen, daB bei einer Beschreibung der Bewegung mit materi-
ellen Koordinaten ®(X,t) die materielle Zeitableitung eine partielle Ableitung darstellt.

VXt = %@(x, ) bzw. AX 1 = (%V(X, 1) (2.15)

Wird aber eine raumliche Beschréibung @(x,1) benutzt, setzt sich die materielle Zeitab-
leitung aus lokaler Ableitung und konvektiver Ableitung zusammen.

v=Vod lxt) bzw. a=Aoc d-(x 1) (2.16)

Fur das rAumliche Geschwindigkeitsfeld v einer Bewegung ®(x,t) und zweier Deforma-
tionen O=d(x,Y) und ds=d(x,s) definiert man den FluB ®y s vonv durch:

Gys = @ oBg " Pg(B) - B(B) @.17)

Py D(B)
®5(B)

Bild 2.2; Konfigurationen fiir die Definition der Lie —Ableitung

Uber den "pull—back” Operator ®’(-) und den "push—forward” Operator ®«(-) wer-
den GréBen, die in der Momentankonfiguration definiert sind, auf die Referenzkonfigu-
ration abgebildet, bzw. umgekehrt. Eine umfassende Darsteflung der verschiedenen
Operatoren fur Skalare, Vektoren und zweistufige Tensoren ist bei Marsden und Hughes
[41] zu finden.

Die Lie—Ableitung eines zeitabhangigen Tensorfeldes t in ®(B) bezogen auf das Vek-
torfeld v ist dann durch

L) := [3; Dot |1 2.18)

definiert (siehe z.B. [41], $.95), wobei der Operator @} eine.GroBevon Dy(B) auf dy(B)
transformiert (pull—back Operation). Man erkennt, daB in Gl.(2.18) die Zeitableitung bei
festgehaltener Konfiguration d4(B) durchgefihrt wird.
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Eine fur die Anwendung glinstigere Darstellung der Lie—Ableitung istin [96] angege-
ben. Sie lautet:

Loy = o (L (@] (1) (2.19)

Die Lie—Ableitung des Tensors t setzt sich aus der materiellen Zeitableitung des durch
die Abbildung @ auf die Referenzkonfiguration Bp zurlckgezogen Tensors (pull—
back—Operation) und der anschlieBenden Bezugnahme auf die Momentankonfigura-
tion B durch die Abbildung @ (push-forward —Operation) zusammen. Wegen der Art
der in (2.19) durchgeflihrten Operationen ist die Lie—Ableitung einer objektiven GréBe
selbst wiederum objektiv. Dies ist bei der materiellen Zeitableitung nicht der Fall.

2.1.2 Der Deformationsgradient

Die Deformation eines Kérpers wird durch die bei einer Konfigurationsénderung @ auf-
tretende kinermatische Vernderung beschrieben. Die zentrale GréBe zur Beschreibung
dieser Deformation ist der Deformationsgradient F. Dieser beschreibt den Gradienten
des Vektorfeldes der Ortsvektoren, das die Lage der Materialpunkte in der Momentan-
konfiguration definiert, bezogen auf die Referenzkoordinaten.

F =2 = Grad® = Grad x : (2.20)

Die Bezeichnung Grad(+) weiBt auf Differentiation nach den Bezugskoordinaten X und
grad(-) nach den Momentankoordinaten x hin,

Weiterhin liefert F die Verkn(ipfung zwischen den Basisvektoren beider Konfiguratio-
nen.

g,=F-G und ¢g'=FT.@ (2.21)
Andere Darstellungen von F in konvektiven Koordinaten folgen.
F=g®G =glod®6) =aYg®aG) (2.22)
Fl=G'®g (2.23)
F-'=G®g (2.24)
F-T=g®G, (2.25)

Die Deformation eines Kérpers wird oft durch die Verschiebungen zwischen den be-
trachteten Konfigurationen beschrieben. Mit der Definition des Verschiebungsvektors

u=x-X (2.26)

ergeben sich die folgenden Darstellungen des Deformationsgradienten:
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F=G®G +Gradu =1 + Grad u
und (2.27)
F'' =g ®g ~gradu=i-grad u
Der Deformationsgradient Uberfiihrt nicht nur die Basisvektoren von Boin B, GL(2.21),
sondern stellt auch die Beziehung zwischen GréBen der Momentankonfiguration B und
der Referenzkonfiguration Bg her. Fiir dX, dA, dV bzw. dx, da, dv als materiellem Linian-
element, Fldchenselement und Volumenelement in der Referenz— bzw. Momentankonfi-
guration gelten folgende Beziehungen:

dx = F dX

da = JF"TdA, da=nda und dA = NdA (2.28)
dv = JdV, J = detF

il

Die Vektoren n und N sind die nach auBen zeigenden Normaleneinheitsvektoren auf der
Oberflache der Momentankonfiguration 4B bzw. der Referenzkonfiguration 9B,

2.2 Deformations— und Verzerrungstensoren

Da F selbst noch Anteile aus der Starrkdrperbewegung enthalt, ist Gleichung (2.20)
nicht als MaB fiir die Deformationen in einem Korper verwendbar. Um ein MaB fiir die
Verzerrung des Kontinuums zu erhalten, fihrt man in der Kontinuumsmechanik ver-
schiedene Verzerrungstensoren ein, siche z.B. Ogden [51], Truesdell und Noll [91].0b-
lich sind 2.B. der rechte Cauchy—Green—Tensor C und der linke Cauchy—Green—Ten-
sor b.

Cc

it

FTF = FTgF (2.29)

b = FFT = FG-1FT (2.30)
Die Gesamtverzerrung des Kontinuums kann materiell durch den Greenschen Verzer-
rungstensor E beschrieben werden.

= 1 |
E = E(C~I) (2.31)

-Mit F nach (2.22) und unter Verwendung des Einheitstensors in By in seiner kovarianten
Form GL.(2.8) ergibt sich der bekannte Ausdruck fir den Greenschen Verzerrungsten-
sor in Indexschreibweise

E = %(gij - G,)G'® G ; (2.32)

Das rdumliche Gegenstiick zum Greenschen Verzerrungstensor ist der Almansische
Verzerrungstensor e.

e = Ji-b") (2.33)
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oder analog:zu (2:32) in Komponentenweise .
e =%(gu~ G‘u)gI ®g (2.34)

Der. rechte Cauchy—Green—Tensor (2.29) und der Greensche Verzerrungstensor
(2.31) sind materielle GréBen, der linke Cauchy~Green—Tensor und der Aimanische
Verzerrungstensor (2.30), (2.33) beziehen sich auf die Momentankonfiguration.

Die Operatoren & () und &, (-} ergeben am Beispiel der in diesem Abschnitt definier-
ten zweistufigen Tensoren die Relationen

C = a'(g) g = ©.(0)
b~! = ®.,(G) bzw. G =" (b7) (2.35)
E = ') e = O.(E)

Aus den Definitionen (2.31) und (2.33) und den Transformationen (2.35) kann man erse-
hen, daB die Differenz zwischen dem Metriktensor einer Konfiguration und dem auf
diese Konfiguration abgebildeten Metriktensor einer anderen Konfiguration ein MaB fiir
die Verzerrung zwischen diesen Konfigurationen darstelit.

2.3 Elasto~plastische Deformationen

Als Basis filr die Beschreibung der Kinematik des elasto~plastischen Verhaltens wird
die multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten F verwendet [36][75]. Mathe-
matisch wird die Deformation als die Folge zweier Abbildungen angesehen (siehe Bild
F=FqF, Ny ) , , (2.36)

wobei Fq und F, den elastischen bzw. plastischen Anteil der Deformation beschreibt.

Bild 2.3: ‘Bezugs~ und Momentankonfiguration eines Kérpers und die lokale pla-
., Stische Zwischenkonfiguration.
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Durch diese Zerlegung wird die Zwischenkonfiguration B, festgelegt, die durch eine fik-
tive lokale elastische Entlastung entsteht. Hierbei werden die inelastischen Verzerrun-
gen festgehalten. Die Zwischenkonfiguration ist im allgemeinen inkompatibel, so daB
die Kompatibilitdt der materiellen Teilchen erst wieder tiber die elastischen Deformati-
onsanteile hergestelit wird. Aus diesem Grund stellen F,, und Fp, keine Gradienten glo-
baler Vektorfelder dar.

Dadie hier vorgestellte Materialtheorie auf der Annahme basiert, daB die Deformatio-
nen auBerhalb einer beliebig kleinen Umgebung des betrachteten materiellen Punktes
keinen Einflu auf den ProzeB in diesem Punkt haben (Prinzip der lokalen Wirkung), ist
die aufgrund des Zerschneidens entstandene Inkompatibilitat bedeutungsios. Die lo-
kale Zwischenkonfiguration ist damit bis auf Starrkérperrotationen eindeutig beschrie-
ben. Im Rahmen dieser Arbeit findet in Ubereinstimmung mit [75],{78],[16],[28] und im
Gegensatz zu anderen Autoren das Prinzip der beliebigen Drehlage der Zwischenkonfi-
guration Anwendung (siehe [18] fiir eine Ubersicht zu diesem Thema).

Durch Gileichung (2.36) werden die folgenden Tensoren definiert:

Co = Fo'Fo bzw. C, =F,'F, (2.37)
be = FoFe' bzw. by = FoF,' (2.38)
Auch kénnen die "push—forward” und "pull—back” Operatoren @, (-) und @y (+) zwi-
schen Momentan— und Zwischenkonfiguration sowie die entsprechenden Operato-

ren @,p( - yund cD; () zwischen Referenz— und Zwischenkonfiguration eingefiihrt wer-

den. Analog zu den Gleichungen (2.35) flassen sich die folgenden
Cauchy—Green—Verzerrungstensoren durch "push—forward" oder "pull-back” aus
den Metriktensoren der entsprechenden Konfigurationen errechnen.

Ce= (h"; (@) g = 0., (Cq)
by' =®,(G) baw. G= o (b;‘ ) (2.39)
by = a.(Cp) Cp = or(by" )

Hierbeiist C, eine materielle GréBe, C, und by, GréBen der Zwischenkonfiguration und
b, eine rdumliche Gréfe.

Esistanzumerken, daB die Zwischenkonfiguration die einzige Konfiguration ist, aufwel-
cher elastische und plastische Anteile der Deformation vollkommen entkoppelt sind.

2.4 Volumetrische und isochore Deformationen

Viele Materialien weisen auf ganz unterschiedliches volumetrisches und isochores Ver-
haiten hin. Es ist deshalb manchmal von Vorteil, die konistitutive Beschreibung in ihre
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volumetrischen und deviatorischen Beitrége zu entkoppeln. Die geometrische Basis fiir
diese Entkopplung ist die multiplikative Aufspaltung der Deformation. Die Volumenan-
derung wird durch die Determinante J des Deformationsgradienten beschrieben, so
daf die Zerlegung

F=JUSF mit detF =1 (2.40)
den volumenandernden Anteil J und den volumenerhaltenden Anteil F voneinander
trennt. Diese Zerlegung geht auf Flory [24] zuriick.

Bei Problemstellungen, bei denen die Deformationen durch Zwangsbedingungen auf
den volumetrischen Anteil der Deformation eingeschrankt sind, zeigt sich die Aufspal-
tung (2.40) als vorteilhaft. Das ist der Fall der Inkompressibilitédt, die in der Plastizitats-
theorie und bei gummiartigen Materialien vorausgesetzt wird. Da immer detF = 1 gilt,
wird die Zwangsbedingung a priori erfiillt. Diese Vorgehensweise wurde von Simo und
Mitarbeitern [75],[73] filr die Beschreibung isochoren plastischen Verhaltens gewahlt.
Dabei wird die Bedingung fiir inelastische Inkompressibilitat JP=det Fp =1 und konse-
quenterweise Je=detFy =J erzwungen, so daB JP aus der Formulierung eliminiert wer-
den kann.

2.5 Spannungstensoren

Der Cauchy—Spannungstensor ist das fundamentale SpannungsmaB. Er steht in direk-

ter Beziehung zu dem im Punkt x auf der Fldche 9B der Momentankonfiguration wirken-
den Spannungsvektor t.

t=0-n (2.41)
Diese Beziehung wird auch Cauchy—Theorem genannt,
Der Vektor n ist der Nvormaleneinheitsvektor inx€0B. Da ¢ die in der Momentankonifi-

guration wirkenden Spannungen auf das Fldchenelement derselben Konfiguration be-
zieht, wird er auch als "wahrer” Spannungstensor bezeichnet.

Durch Wichten des Cauchy —Spannungstensors o mitder Jacobideterminante J erhélt
man den Kirchhoff—Spannungstensor.

t:=Jo (2.42)

Der Cauchy- und der Kirchhoff—Spannungstensor sind ré&umliche symmetrische Ten-
soren.

Da die Schnittkréfte tda am infinitesimalen Flachenelement unabhangig von der Be-
zugskonfiguration sein missen, ergibt sich bei Bezug der Spannungen auf das Oberfla-

chenelement dA auf 6B
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tda = TdA = P - NdA = P - dA (2.43)
Gleichung (2.43) flihrt zur Definition des 1. Piola— Kirchhoff—Spannungstensors P auch
‘nominaler Spannungstensor genannt. Dabei handelt es sich um einen unsymmetri-
schen Zweifeld— oder Zweipunkttensor, dessen erste Basisvektoren in der Momentan-
konfiguration, und dessen zweite Basisvektoren in der Referenzkonfiguration definiert
sind. P steht mit o in folgendem Zusammenhang:

P = JoF~T (2.44)

Durch Zuriickziehen des zweiten Index von P auf 8By, erhalt man den symmetrischen
2. Piola—Kirchhoff—Spannungstensor S.

S = F”1P = JF'10’ F_T = (I)*(f) (245)

Werden die Spannungstensoren in Indexnotation dargestelit

o=0lg®g, (2.46)
t=1g,8g (2.47)
P = pi g,® G, (2.48)
S =8YG,®a, (2.49)

kann man die Gleichheit der Komponentenvon ©, P und § ersehen, was auf die Ver-
knupfung der Basis der Referenz— und Momentankonfiguration durch den Deforma-
tionsgradienten nach GIn.(2.21) zurlickzuflihren ist.

ol = Joll = PV = gV (2.50)

Aus (2.50) ist zu erkennen, daB, obwoh! der 1. Piola—Kirchhoff Spannungstensor un-
symmetrisch ist, seine auf das konvektive System bezogenen Komponenten doch sym-
metrisch sind. )
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2.6 Die Bilanzgleichungen der Kontinuumsmechanik

Im folgenden Abschnitt werden die Bilanzgleichungen der Kontinuumsmechanik zu-
sammengestellt. Sie beschreiben die Wechselwirkung zwischen einem materiellen Ko-
per und seiner Umgebung. Da diese Gleichungen fiir jedes Teilvolumen gelten miissen,
kann man sie auch fir jeden materiellen Punkt X lokal formulieren [41].

2.6.1 Massenbilanz

Die Massenbilanz besagt, daB die Masse m eines Kérpers sich wahrend des Deforma-
tionsprozesses nicht dndert. Wird die Massendichte des Kérpers in By mit oo undin B
mit o bezeichnet, 148t sich das Postulat von der Erhaltung der Masse durch die Glei-
chung

m = I QodV = j odv (2.51)
B B

0

ausdrlcken. Mit Gleichung (2.28¢) folgt die lokale Form:
0 detF = g, (2.52)

2.6.2 Impuls—~ und Drallbilanz

Der Impulserhaltungssatz, auch kinetisches Kraftegleichgewicht genannt, lautet: die
zeitliche Anderung des Impulses eines Koérpers ist gleich der Summe der angreifenden
Kréfte. Der Impuls i wird als

i = f ov v (253)
B

definiert. Auf den deformierten Korper wirken die Volumenkréfte

f, = I obdv (2.54)
B

und die Oberfldchenkrafte

fs = f tda, - : (2.55)
9B

so daB der Erhaltungssatz lautet:
di=t,+1, (2.56)

Mit dem Cauchy--Theorem Gl. (2.41) und dem Gausschen Integralsatz folgt die raumti-
che Gleichgewichtsbedingung:
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aqtf pvdy = f dive dv + j obdv (2.57)
B B B

Die lokale Darstellung, auch 1. Cauchysche Bewegungsgleichung genannt, verbleibt:

pa = dive + pb (2.58)

Nach Transformation mit Gin. (2.28) und (2.44) 188t sich GI. (2.57) in der materielle Dar-
stellung schreiben.

%f QOVdv=f Divpdv+f oob dV (2.59)
B B

0 0 BO

mit der lokalen Form
0o = DiVP + pgb (2.60)
In GiIn.(2.58) und (2.60) stellen a und A die in GI. (2.16) bzw. (2.15) definierte raumliche

bzw. materielle Beschleunigung dar.

Anmerkung 2.2: Der Divergenzoperator Div(-) auf Bg bzw. div(-) auf B wird durch
Div(:) 1= Grad(+):

div() ;= grad(:) i

definiert. Mit I und i werden die zweistufigen Emheltstensoren auf By und B gekenn-
zeichnet (siehe Anmerkung 2.1).

[}

Anmerkung 2.3: Der Gaussche Integralsatz erméglicht es; Flachenintegrale in Volu-
menintegrale umzuwandeln. Es gilt:

f t'nda = f divt dv (2.61)
aB B

Q
Analog zum Impulserhaltungssatz besagt der Drallerhaltungssatz; daB die Anderung
des Drallvektors des K&rpers beziiglich eines raumfesten Punktes Py, mit dem Ortsvek-

tor xm =x(Pn,) gleich dem resultierenden Moment der auf diesen Kérper einwirkenden
Kréfte ist. Der Drall d,, beziiglich des Punktes Pm ist

dm = j r X o vdv, (2.62)
B

wobei r der Differenzvektor der Ortsvektoren x und Xm ist.

Die Momentengleichgewichtsbedingung lautet:
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Ldp = my + m, (2.:63)

oder

—g{erdev=fr><gbdv+jrxtda (2.64)
B B B

Nach einigen Umrechnungen (siehe Marsden und Hughes [41]) erhélt man

%Irxgvdv=Jrxgbdv+fgradrxo+rxdivodv (2.65)
B B B

mit der lokalen Form:

rxoa=rxpb + rxdive + gradr x ¢ (2.66)

Die einer materiellen Formulierung entsprechenden Gleichungen folgen daraus:

%[rXQOVdV=JrXQOde+fGradrxP+r><DideV 2.67)
o Bo By
X QoA =r X ggh +rx DivP + Gradr X P (2.68)

Anmerkung 2.4: Mit der Gleichung
gradr X ¢ = grad(X — X)) X ¢ =i X ¢ (2.69)

und unter Berlcksichtigung der Kréftegleichgewichtsbedingung gemas Gl. (2.58) ver-
bleibt fir die lokale Form der Drallerhaltungssatz, gegeben durch GI.(2.66):

ixo =0 ' (2.70)

Daraus folgt nach einigen Umrechnungen (siehe Marsden und Hughes [41]) die Sym-
metrie des Cauchy—Spannungstensors und des 2. P.—K.—Spannungstensors und die
Unsymmetrie des 1. P~K.—Spannungstensors.

o =0T 2.71)
§$=8T (2.72)
FPT = PF' (2.73)

(]
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3 Arbeits— und Energieprinzipien
3.1 Schwache Form der Gleichgewichtsbedingung

Das Prinzip der virtuellen Arbeit ist eine den Impuls— und Dralibilanzgleichungen (2.57)
und (2.65) dquivalente Formulierung, siehe z.B. [41], und stellt eine schwache Form des
Gleichgewichts dar. Es wird durch Gewichten von GI. (2.57) mit dem Vektor der Test-
funktionen und anschlieBende partieile Integration liber das Volumen gewonnen. Die
Testfunktion kann hier als mfumtemmales Verschiebungsfeld u (virtuelle Verschiebung)
interpretiert werden. Dieses Feld ist beheblg, muB jedoch den geometrischen Randbe-
dingungen genligen und stetig differenzierbar sein. In das Prinzip geht keine weitere
Annahme ein, wie z.B. die Existenz eines Potentials, es ist deshalb allgemein anwend-
bar.

Prinzip der virtuellen Arbeit in der Ausgangskonfiguration (Vgl. Gin. (2.59) und (2.60)):
G = j DivP - 8u dV + j QoA ~ b) + du dVv (3.1)
By B,

mit den Spannungs— und Verschiebungsrandbedingungen
P.N = T(X,1) VX € 9By,

U= 01 VX € 9By, (3.2
und 9By = aBg, | 8By,
Durch Einbeziehung von (3.2) in (3.1) und Anwendung des Divergenztheorems folgt:

G=J P: Graddu dv +f
B

gglA — b) - du dv - f T du dA (3.3)
o BO ‘9800

Entsprechend kann man das Prinzip der virtuellen Arbeit in der Momentankonfiguration
aus GI.(2.57) formulieren:

g=fdiv0-6udv+fg(a—b)-6udv (3.4)
B B
mit
o.n = {x1 ¥x € 3By
u = T(x, 1) ¥x € 9B, (3.5)
und B = (?Bg U aBu
oder
g==f0:grad6udv+[Q(a~-b)~6udv——f t-8uda (3.8)
B , B 3B,
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Fur den Fall, daB sich die Spannungen durch Ableitungen aus einem Potential berech-
nen lassen, ist die Konstruktion eines Funktionats méglich. Unter Beriicksichtigung des
im Abschnitt (4.2) vorgestellten hyperelastischen Materials, bei dem sich die Spannun-
gen aus der freien Helmholtzschen Energie berechnen lassen, kann aus der schwachen
Formulierung ein Funktional IT hergeleitet werden, siehe z.B. Bufler [15]. Dieses Funk-
tional lautet fir quasistationdre Probleme und flir eine Beschreibung in der Momentan-
konfiguration @ wie folgt:

I(®) = (@) + I3P) (3.7)
mit der inneren Energie
(@) = f W(®) dv (3.8)
By
und der potentielilen Energie der duBeren Belastung in Konfiguration ®
n3Q) = —] Qob-d)dv—j T:®dA (3.9)
B, 8Byq

W(®D) = W(X,F) ist eine Potentialfunktion der Forménderungsenergie, gegeben z.B.
durch Gl.(4.14). Gleichung (3.6) ist gleichbedeutend mit dem Stationaritétsprinzip fur
das Gesamtpotential IT (3.7) und den Nebenbedingungen:

u=1 Vx € By (3.10)
1+Gradu=F e B
wobei 1 den Einheitstensor 2. Stufe darstelit.
Die Bedingung der rdumlichen Kovarianz fordert die Existenz einer Funktion der Form-
anderungsenergie W(X, +), fir welche gilt:

WX, F) = WX, FTF) 3.11)

Somit lautet das Stationaritatsprinzip von IT :

o) = [ WO FTE) dV + TI%(X,u) — stat (8.12)
B

3.2 Gemischtes Variationsprinzip

Mit der Hinzunahme von den durch kinematische Nebenbedingungen begriindeten zu-
sétzlichen Termen und von einem Stoffgesetz wird das gebundene Variationsproblem
Gl. (3.12) durch die Multiplikatorenmethode in ein 3—Feld—~Funktional transformiert.
Hier wird im Blick auf die in Kapitel 6 vorgesteliten gemischten finiten Elemente eine zu-
sétzliche Feldvariable Z mit der Nebenbedingung
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Gradu — 2 = 0 (3.13)

eingearbeitet. Das Energiefunktional geht damit in das Lagrangefunktional tiber

ITu,Z,P) = f \;\/(X, M+2]"1+2)+p- (Gradu ~ Z) dV + II3(X,u) — stat
B, (8.14)

was einen Spezialfall eines Hu—Washizu~Dreifeldfunktionals darstellt. Der Lagrange-
parameter P ist der nominale Spannungstensor, Gl. (2.44).

Die 1. Variation des Energiefunktionals GL(3.14) in (u,Z,P) in'Richtung (0u,8Z,8P) wird
durch die Gateaux—Ableitung gewonnen. Mit der Definition:

8I1 = DII(u,Z,P) - (3u, 82, 8P) : = adgle=o TI(u,, Ze, Py) (3.15)

folgt:

O = j [P - Grad(du) + SP(Gradu - 2) + 86Z(— P + 2[1 + 2] acW)] dv
B

(4

(8.16)
+ S11@ (Bu)
mit dem rechten Cauchy-—Green—Tensor

C:=[11+2] + 2 3.17)

Diezu Gl.(3.14) gehdrende starke Form des lokalen Randwertproblems flir nichtlineare
Elastostatik einschlieBlich der natiirlichen Randbedingungen (Euler Gleichungen) lau-
tet:

DivP + gb = 0 Gleichgewichtsbed.

Gradu - Z = 0 n By kinematische Zusatzbedingung (3.18)
-P4+2[1+ Z]acW = 0 Stoffgesetz .
P N=T auf aB, natirliche Randbedingung

mit der nach auBen zeigenden Einheitsnormalen N zu 9Bg.
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4 Konstitutive Gleichungen

4.1 Grundlegende konstitutive Annahme

Im Rahmen dieser Arbeit werden geschwindigkeitsunabhéngige Prozesse mit einem
Satz konstitutiver Gleichungen beschrieben. Diese Gleichungen basieren auf einigen
grundsétzlichen Annahmen, die hier kurz genannt werden.

Eine solche Annahme stellt das Prinzip der materiellen Objektivitdt dar. Dieses Prinzip
besagt, daB die konstitutiven Gleichungen unabhéngig vom Bewegungszustand des
Beobachters sein missen. Objektive Materialgesetze sind invariant bezlglich Isome-
trien, d.h. gegenliber Abbildungen, bei denen aufgrund Gberlagerter Starrkdrperbe-
wegungen Lange und Winkel erhalten bleiben. Ein noch schérferes Prinzip ist das Prin-
zip der réumlichen Kovarianz, welches verlangt, daB die Materialgesetze auch bezlglich
beliebiger, der Momentankonfiguration Uberlagerter Deformationen, in der mathemati-
schen Literatur als Diffeomorphismen bezeichnet, objektiv sind [41]. Entsprechend der
raumlichen Kovarianz ist die materielle Kovarianz jedoch bezliglich einem der Referenz-
konfiguration Gberlagerten Diffeomorphismus betrachtet. Nach Marsden und
Hughes [41] ist ein Kérper nur dann materiell kovariant, wenn er isotrop ist. Diese Prin-
zipien werden hier verwendet. Fiir eine exakte mathematische Definition dieser Begriffe
ist auf [41] verwiesen.

Eine grundlegende Annahme flr das hier vorgestellte Materialmodell ist die multiplika-
tive Zerlegung des Deformationsgradienten. Diese Zerlegung wurde bereits in
Abschnitt 2.3 eingeflihrt und beruht auf zwei anderen Prinzipien. Durch lokale Ent-
lastung bei festgehaltenen inelastischen Verzerrungen entsteht die inkompatible
Zwischenkonfiguration (siehe Bild 2.2). Die dabei eventuell zurlickbleibenden, durch
Eigenspannungen hervorgerufenen elastischen Verzerrungen kbnnen durch Zer-
schneiden des Kérpers in hinreichend kleine Teilkérper abgebaut werden. Da die hier
vorgestellte Materialtheorie auf der Annahme basierf, dafB die Deformationen auBerhalb
einer beliebig kleinen Umgebung des betrachteten materiellen Punktes keinen EinfluB
aufden ProzeB in diesem Punkt haben ~ Prinzip der lokalen Wirkung — , ist die aufgrund
des Zerschneidens entstandene Inkompatibilitt bedeutungsios. Die Zwischenkonfigu-
ration ist damit bis auf Starrkérperrotationen eindeutig beschrieben. In der Literatur be-
steht Uneinigkeit darlber, ob die Zwischenkonfiguration eindeutig festgelegt werden
kann. Fur eine Ubersicht zu diesem Thema siehe [18]. In dieser Arbeit wird in Uberein-
stimmung mit [75],[781,{16],[28] das Prinzip der beliebigen Drehlage der Zwischen-
konfiguration Gbernommen.

Eine zusétzliche Annahme ist die der inelastischen Inkompressibilitit. Die Plastizi-
tétstheorie wurde in erster Linie zur Modellierung der plastischen Verformungen von
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Metallen entwickelt. Fir diese Materialien wird haufig vorausgesetzt, daB mit dem pla-
stischen FlieBen keine Volumenénderung entsteht, d.h. die plastische Verformung ist
isochor. Diese Voraussetzung liegt der in Abschnitt 2.4 eingeflhrten Zerlegung des De-
formationsgradienten in einen volumetrischen und einen isochoren Anteil zugrunde.

Das im folgenden vorgestelite Stoffmodell beschrankt sich auf geschwindigkeitsunab-
héngige und isotherme Prozesse. Erweiterungen dieses Models filr viskoplastisches
Verhalten wurden z.B. von Muller—Hoeppe [45) durchgeflihrt. Das temperaturabhan-
gige Verhalten wird z.B. in den Arbeiten von Glaser [26] und Simo/Miehe [68] beschrie-
ben.

4.2 Das elastische Teilstoffgesetz

Im Rahmen dieser Arbeit wird fir das elastische Teilstoffgesetz ein homogenes, isotro-
pes, hyperelastisches Verhalten angenommen. Fir homogene elastische Materialien
im isothermen Fall lassen sich die Spannungen aliein aus dem Deformationszustand
errechnen und hdngen nicht von der Verformungsgeschichte ab. Diese Materialien wer-
den in der Literatur hdufig als Cauchysche Materialien bezeichnet (siehe z.B. Stein/
Barthold [83] S. 192).

Die hyperelastischen Materialien besitzen die Figenschatft, das die von einer Spannung
geleistete Arbeit wegunabhangig ist. Diese Eigenschaft fordert die Existenz eines hy-
perelastischen Potentials ¥, auch freie Helmholtzenergie genannt. Wegen der Existenz
des Potentials W wird auf beliebigen geschlossenen Deformationspfaden keine Ener-
gle dissipiert.
Mit dem auf die Referenzkonfiguration bezogenen Potential ¥y kann die Materialglei-
chung

W,

= gl 4.1

gewonnen werden (siehe Truesdell, Noll [91] S. 190 fiir die Herleitung). Mit Hilfe der
Doyle—Ericksen Formeln — zuerst in [22] angegeben — lassen sich fiir die im Ab-
schnitt 2.5 eingeflihrten Spannungstensoren elastische Materialgesetze in materiellen
und raumlichen Koordinaten herleiten.

Flr den 2. Piola~—Kirchhoff Spannungstensor S und dessen Spénnungsrate $ gelten:

L T
§ = g = 20055 “2)
5. r.C i - a0 W0
$=C:3 ., wobei C = 4g, 535G (4.3)
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In der Momentankonfiguration 148t sich ein Potential ¥ konstruieren. Mit der Ableitung
von ¥ nach dem kovarianten Metriktensor g ergeben sich der Cauchy—Spannungsten-
sor o und die Truesdellsche Spannungsrate ¢ zu :

=203¥ = 4.4
o 29 T 2@b ab (4.4)
' E=3 . g i = alp = T 4-5
6 =c:5, wobei ¢ 4Qagag 49bababb (4.5)

Der Kirchhoff—-Spannungstensor tund sein entsprechender Zuwachs, die Oldroyd-
sche Spannungsrate 1, sind dann:

T = 290%% (4.6)
cye-9-y ¢ i = 4p, 0¥ _ pdT 47
t=Jcig=J6, wobel Jc=dogzae =250 (4.7)

Anmerkung: Die Herleitung von Gl.(4.4) erfolgt durch das Einsetzen der Lie—Ableitung

der freien Energie W in den 2. Hauptsatz der Thermodynamik (Clausius—Duhem—
Ungleichung), siehe z.B Wriggers [96] S. 39.

o¥=09-d (4.8)
mit d = -12-Lv(g)

Daraus wird die Objektivitét der sich aus den Doyle—~Ericksen Formein ergebenden
raumlichen Tensoren gewéhrleistet.

Dievierstufigen Tensoren C bzw. ¢ sind die Materialtensoren der Referenzkonfiguration
bzw. der Momentankonfiguration. Diese besitzen bezlglich der kovarianten Basis die
Darstellungen :

(C = CIJKL GI®GJ®GK®GL (49)
¢ =i g® g ®9,®g, (4.10)

Durch die Anwendung von Gl.(4.5) wird der Materialtensor c direkt in der Momentan-
konfiguration erzeugt, so daB die aufwendige Transformation des Tensors 4. Stufe C
durch "push—forward” —Operationen seiner Komponenten vermieden wird.

Im speziellen Fall der Isotropie wird z.B. in [41] gezeigt, daB eine allgemeingliltige Dar-
stellung der Forménderungsenergié fur ein homogenes hyperelastisches Material, das
dem Prinzip der materiellen Objektivitdt genligt, nur durch die drei Invarianten Ji(b) bzw.
J(C), i=1,2,3 gegeben ist.

W(F) = o¥ = W(I,(b), J,(b), I5(b)) = W(J,(C),1,(C),]5(C)) @.11)
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Da die Invarianten des rechten Cauchy~Green-Tensors C und des linken Cauchy -
Green—Tensors b {ibereinstimmen, d.h. Ji(b)=J;(C), sind die Darstellungen der Form-
anderungsenergie in der Referenz— und in der Momentankonfiguration gleich. Bei-
spiele von méglichen Ansétzen fir hyperelastische Stoffgesetze sind z.B. bei Wriggers
[96] angegeben. Fur das hier angewandte Materialmodell wird eine von Simo, Taylor
und Pister [79] beschriebene spezielle Form des Neo—Hooke Materialgesetzes fir
kompressiblen Werkstoff angenommen.

Eine Zerlegung der Formanderungsenergie, in welcher die volumetrischen und devia-
torischen Anteile der Deformation entkoppelt sind, 148t sich mit Hilfe der Funktionen f(J)
und g(F,) durchfiihren.

W= %x f(J) + -;:u g(Fy) (4.12)

Hierbei sind » und p das Kompressions— bzw. Schubmodul und F, der Deviatoranteil
des elastischen Defomationsgradienten,

Fo=JiF, (4.13)
Fur das Materialmodell, beschrieben in [79], driickt sich die Forménderungsenergie in
entkoppelter Form wie folgt aus:
W = Tuing? + Ju®,: g - 3) (4.14)
wobei b, den modifizierten elastischen linken Cauchy—Green—Tensor darstelit.
Be:= FoFy = J3FF] = J=3b, (4.15)
Die konstitutive Beziehung flir den Kirchhotf~Spannungstensor, zerlegt in seyinen Ku-

gelanteil k und Deviatoranteil s, erhélt man durch Ableiten von Gl.(4.1 2) nach dem Me-
triktensor g gemaB Gl.(4.6).
T =k+s
wobei
k=Judgf)) =Jpg™'- mit p=0W=0f) und ag = g~ (4.16)
und
§ = Jl‘vagg(ﬁe)
Fir den speziellen Fall der Forméanderungsenergie nach (4.14) lautet der Ausdruck fir
den Kirchhoff—Spannungstensor:

T = xinJg~" + pdevb, wobei p = %an 4.17)

Anmerkung: Mit der Annahme der Materialsymmetrie und des Potentialcharakters der
Materialgesetze wird die Anzahl der unabhéngigen Elastizitatskonstanten von 81 auf21
reduziert. Mit der Einschrankung aufIsotropie verbleiben nur noch 2 Konstanten (Lamé
Konstanten).
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4.3 Das plastische Teilstofigesetz

Die hier beschriebene Formulierung kennzeichnet sich durch:

e sine geometrische Beschreibung bez(igvlich der Zwischenkonfiguration (s. Bild 2.3)
e hyperelastische konstitutive Beziehungen

® FlieBgesetz nach dem Prinzip vom Maximum der plastischen Dissipationsarbeit

Es wird hier noch die zusétzliche Annahme getroffen, daB die elastischen Verzerrungen
im Vergleich zu den Gesamtverzerrungen klein sind. Diese Annahme ist flir Metalle nicht
unrealistisch, siehe z.B. [4], und ermdglicht Approximationen in den konstitutiven Glei-
chungen, die bei der numerischen Zeitintegration zu einer effektiveren Prozedur flihren.

4.3.1 Innere Variablen

Auf Grund der starken Wegabhéngigkeit ist das Verformungsverhalten nicht nur eine
Funktion der duBeren ZustandsgréfBen wie Spannungen und Verzerrungen, sondern
ein Funktional jener ProzeBvariablen, die die Verdnderungen der Materialstruktur be-
schreiben.

Fiir Metalle ist das plastische Verhalten auf Anderungen der Kristallstruktur, wie z.B. ein
Gleiten (engl.”Slip”) der Atomgitter als Versetzung, zurlickzuflihren, siehe z.B. [38]
S. 84. Bei plastischer Verformung weisen die Materialien auf starke Inhomogenitaten in
der Materialverteilung und Verformung auf der Mikroebene hin. Um die strukturelle Um-
ordnung der Mikroebene in einer makroskopischen konstitutiven Theorie zu erfassen,
werden bei der Definition eines plastischen Zustandes die Spannungs— und Verzer-
rungstensoren durch einen Satz innerer Variablen erganzt. Diese Variablen beschrei-
ben die Geschichtsabhéngigkeit bei inelastischen Vorgéngen. Zur Definition von inne-
ren Variablen sei auf Lubliner [37] verwiesen.

Die inneren Variablen werden hier in dem Matrizenvektor ¢ zusammengestelit, wobei
jede Komponente g ein objektiver Tensor oder ein Skalar sein kann, der eine innere Va-
riable beschreibt. Vektoren werden von der Darstellung innerer Variablen ausgeschlos-
sen, da es bekannt ist (siehe [27]), daB diese zur Verletzung des Prinzips der materi-
ellen Objektivitat fGhren. Ein Beispiel einer tensoriellen inneren ZustandsgréBe stellt der
Rickspannungstensor (engl. back stress) bei der Beschreibung von kinematischer
Verfestigung dar. Zur Beschreibung der Forméanderung der FlieBflache werden Tenso-
ren héherer Stufe gebraucht. Bei der numerischen Anwendung wird im Rahmen dieser
Arbeit isotrope Verfestigung angenommen, so daB der Satz q sich auf eine skalare Va-
riable g reduziert.
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4.3.2  Konstitutive Gleichungen

Wegen der besonderen Art der inelastischen Deformationen ist es nicht méglich, den
inelastischen Anteil des Deformationsgradienten direkt als Funktion der Zustandsgro-
Benanzugeben. Der inelastische Anteil des Deformationsgradienten héngtvon der Pro-
zeBgeschichte ab und nicht nur von dem Zustand des Kérpers zu dem betrachteten
Zeitpunkt, so daB hierfiir eine Evolutionsgieichung vorgegeben werden mus.

Mit den zuvor gegebenen Annahmen 48t sich das elastoplastische Verhalten bei gro-
Ben Dehnungen fir eine Darstellung in der Momentankonfiguration durch den folgen-
den Satz der konstitutiven Gleichungen volistandig beschreiben.

Y= Pg, b, q) freie Helmholtzenergie

T = 2@0%%! = ZQbGE%% hyperelastische konstitutive Gleichungen
DP(g, b, q;Lbst, L) = 0 positive plastische Dissipation

o= dlg,b3l,q) <0 FlieBkriterium im Dehnungsraum (4.18)
Lytp = 2X-(‘;—gi(g, L) assoziiertes FlieBgesetz

a = Xg% ' Evolutionsgleichung der inneren Variablen

A=0; oG, b3, q) <0 ; ip =0 Be(Ent)lastungsbedingung

Dieser Satz wird grundsétzlich von zwei konstitutiven Funktionen bestimmt: einer poly-
konvexen Funktion Wg, b3 ', q) : R6 x B8 x RM—R fiir die freie Energie und einer konve-
xen Funktion ¢(g,bg ', q) : REx RO x R™R fiir das FlieBkriterium. Mit der Einbettung

des Anteils der plastischen inneren Variablen und mit der Voraussetzung einer entkop-
pelten freien Energie resultiert fir ¥ eine Funktion der Art:

¥ = ¥%(g,bg") + WP(q) k (4.19)

In (4.19) ist W2 die materiell kovariante elastische freie Energie, und ¢ beschreibt entwe-
der einen Vektor von Tensoren 2. Stufe oder Skalarfelder, so daB ¥ insgesamt die Bedin-
gung der Materialkovarianz erfiilit. Mit der entkoppelten Gleichung (4.19) wird die plasti-
sche Dissipationsarbeit definiert:

DP = ~ b1, WO: by — 0qUP. L,q = Qio’t tdp+ Y. Lg (4.20)
wobei
Y = - 0a9P(q) (4.21)

und dy, die plastische Verzerrungsgeschwindigkeit ist.
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dp:=1L,b;" (4.22)

Nach dem Prinzip vom Maximum der plastischen Dissipationsarbeit ist die von den wirk-
lich auftretenden Spannungen an einer vorgegebenen plastischen Verzerrung geleiste-
te Arbeit gréBer als die Arbeit, die durch irgendeinen beliebigen zuldssigen Spannungs-
zustand an derselben Verzerrung geleistet wird. Dieser Sachverhalt wird auch in der
folgenden Variationsungleichung mit Nebenbedingung ausgedrlickt, wobei die plasti-
schen Variablen festgehalten werden.

C:=[g’' € B°|¢(g’,b5",q) < 0] (4.29)

DP(g,bg ', q;Lib5 ", L) — DR, by qiLubg T, L) =0 Vg EC

Die in Gl.(4.23) beschriebene Maximierungsaufgabe mit Nebenbedingung 188t sich in
die Form einer Lagrangeerweiterung der plastischen Dissipationsarbeit DP Uberflihren.
Zur mathematischen Grundlage sei z. B. auf Luenberger [39] verwiesen.

2°(g, b5, q; Loz L) 1= — DP(g, b5, i LubG !, L) + Mg, byt q)  (4.29)

Die Kuhn—Tucker—Optimalitdtsbedingungen liefern dann:

3g2P| . = — Lytp + 2M0gh(g; b5 ", @)= 0  FlieBregel
=i, .
aq"’ﬁplge% = — @ + Adqd(g, b5’ ,q)= 0 Ent/Verfestigungsgesetz
=i
3;,4°| h ®(@,bs",q) =0 FlieBflache (4.25)
=i ‘
120 Ent/Belastungsbedingungen

Mp(g, b3, q) =0

Eine ausfihrliche Darstellung dieser Vorgehensweise zur Bestimmung der Evolutions-
gleichungen fir endliche Verzerrungen istin [75] bezliglich der materiellen Koordinaten
und in [45] bezlglich der rAumlichen Koordinaten gezeigt. Fir kleine Verzerrungen wird
dieses Vorgehen z.B. in [85] geschildert.

4.3.3 Anwendung auf die J,—Elastoplastizitat

Als einfaches Beispiel wird das konstitutive Modell nach GiIn.(4.18) fur die assoziative
Jo—FlieBtheorie mit der in Gl.(4.14) angegebenen Formanderungsenergie und dem
von Mises FlieBkriterium eingesetzt. Dabei wird von der multiplikativen Zerlegung der

Verzerrung nach Gl. (2.40) in ihre volumetrischen und isochoren Anteile Gebrauch ge-
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macht. Der Satz der konstitutiven Gleichungen bekommt damit die folgende spezielle
Form.

W = o = {%n(an)z + %u(g - 3)} + QWP(E,) (siehe GI.(4.19))
v = xindg™' + pdevb,

D= Lvdy + YLE,

: (4.26)
© = 0@.5,%) =] - [2oy(e,)
Lty = Magh = Zmﬁﬂ
B=i /2
wobei ‘
= %W_g trb, (4.27)

und b der Deviatoranteil von be (4.15) ist. Die plastische Vergleichsdehnung Episteine
skalare innere Variable.

In (4.26) wurde anstelle des Tensors b3 der Deviator s der Kirchhoff Spannung < ein-
gefihrt, der den isochoren elastischen Anteil der Deformation beschreibt. Der Zusam-
menhang zwischen b, und s lautet:

s = devt =y (B, — %(Be a)gh (4.28)

Zur Berechnung der G.(3.26)5 wird die Ableitung

Ig0(9, 8, Ep) = 95 9gS + dg (4.29)
benétigt. Nach Berechnung der einzelnen Terme folgt daraus das FlieBgesetz.
Lyt = 2mi|n + ”—fﬂdevnz wobei n =_deve _ (4.30)
. P " ' | deve |

'Aufgrund der Arﬁnahme méBiger elastischer Deformationen gilt [s| < u, so daB das
FlieBgesetz durch

LyTp = 2fhn (4.31)

approximiert werden kann. -
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4.4 Lokale Integration der FlieBregel

Die im vorherigen Abschnitt hergeleitete FlieBregel und Evolutionsgleichung der inne-
ren Variablen stellen ein System gekoppelter Differentialgleichungen erster Ordnung in
der Zeit dar, die im Hinblick auf die lokale Auswertung (an dem Quadraturpunkt) der Zu-
standsgréBen integriert werden missen.

Zahlreiche numerische Integrationsverfahren flr inelastische Materialgesetze werden
in der Literatur angegeben [53] [42] [54] [92]. Bei der Wahi eines Verfahrens sind im
Hinblick auf die Verbindung mit der Methode der finiten Elemente Kriterien wie Stabilitat-
seigenschaften, Genauigkeit und numerische Effizienz der verschiedenen Integrations-
algorithmen entscheidend. Explizite Verfahren sind z.B. nur bedingt stabit und fordern
deshalb kleine Zeitschritte [19]. In der Regel werden implizite Verfahren gegentiber den
expliziten Verfahren bevorzugt, da sie bessere Stabilitatseigenschaften aufweisen und
daher gréBere Schrittweiten zulassen.

Ein verbreitetes und numerisch effektives Einschritt—Verfahren stellt das implizite Eu-
ler—Verfahren dar. Die Genauigkeit und die Stabilitat dieses Verfahrens fiir kleine Ver-
zerrungen werden z.B. in Ortiz und Popov [54] und Simo und Govindjee [70] unter-
sucht. In [70] wurde gezeigt, daB das implizite Euler—Verfahren auch im nichilinearen
Fall unbedingt stabil ist. Dies wird durch das "B - Stabilitat” Kriterium {70] nachgewie-
sen.

Flr die Elastoplastizitdt werden die Spannungen in einem plastischen Schritt von dem
elastischen Pradiktor auf die FlieBfidche zurlckprojeziert. Man spricht von Return—Al-
gorithmen. Das implizite Euler—Verfahren gehdnt in diesem Fall zu der Familie der Clo-
sest-Point~Projektion—Algorithmen, welche im Sonderfall der von Mises FlieBregel
Radial-Return [92] genannt wird.

4.4.1 Ubertragung des "Radial—Return” - Algorithmus auf die Jo—FlieBtheorie
bei endlichen Verzerrungen

Das im Rahmen einer Theorie kleiner Verzerrungen oft benutzte klassische "Radial—
Return” Verfahren von Wilkins [92] 1&Bt sich, wie es bereits in Simo [76] gezeigt wurde,
auf die Theorie endlicher Verzerrungen in einfacher Weise Gbertragen. Der sich erge-
bende Algorithmus kann in geschlossener Form linearisiert werden, so daB die Erstel-
lung der konsistenten Materialtangente mdglich ist. Bei der Anwendung hyperelasti-
scher konstitutiver Beziehungen wird der elastische Pradiktor, im Gegensatz zur
Anwendung hypoelastischer Beziehungen, direkt durch Funktionsauswertung gewon-
nen.

Es wird angenommen, daB die Lésung zum Zeitpunkt t, bekannt ist. Da der Prozess
deformationsgesteuert ablauft, ist die Gesamtdeformation im neuen Zeitschrittn+ 1 ge-

41



geben, d.h. ® 4 ist bekannt. Damit |88t sich der ‘Deformationsgradient im Zustand
n+1errechnen. Ein elastischer Pradiktorschritt bedeutet im Rahmen der multiplikativen
Zerlegung GI.(2.36), daB die Verzerrungen bei festgehaltener Zwischenkonfiguration

aufgebracht werden. Somit wird der Pradiktor b® Iy durch push—forward des Tensors
bg von @, auf 41 gewonnen. Hier steht das hochgestellte tr fiir den englischen Aus-
druck "trial”,

BEYY = ey 1 (Gn(BR)) (4.32)

Im Fall eines elastischen Inkrementes gilt:

bRy = bRl (4.33)

d.h., die Lésung ist exakt. Der Projektionsalgorithmus ist in Tabelle 3.1 zusammenge-
faBt. Fir eine detailierte Darstellung wird auf Simo [76] verwiesen.

Anmerkung: Im aligemeinen ist Gleichung (3.42) nichtlinear in Ak und 148t sich nicht
nach Ak aufiésen. Die Bestimmung von A erfolgt dann iterativ, z.B. mit dem Newton—
Verfahren:

[
ANy q = AN~ & (4.34)

Mit ¢ aus Gl. (3.41) folgt:

st | - 2w AL = o (eP(AN)

i 2 + SHEP(AL) )

(4.35)

Aby iy = Ay —

wobei H=.g—g das Ver—/Entfestigungsmodul definiert.
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e Mit der aktualisierten Geometrie X, = X, + u

Bereitstellung des Deformationsgradienten (am Integrationspunkt)

4.36
F ., = Mngy (20
n+1 X
Aufspaltung in volumetrische und isochore Anteile
Fott J,:;1Fn+1 i Jogqi= det [F ] (4.37)
e Elastischer Pradiktorschritt
modifizierte Schétzung des elastischen linken Cauchy—Green Tensors
—etr = -1 =T
Bst = FriCl ' Fouy (4.38)
Pradiktor des Spannungsdeviators
st,, = pdevp,] (4.39)
str
Ny = il (4.40)
T st

¢ {Jberprifung des FlieBkriteriums
Oher =l skl ‘/gﬂpf‘é"p) A (4.41)
fir ¢, = 0 => elastischer Schritt => (-),,, = (*)h,, => exakte Lésung

fir ¢, ; > O => plastischer Schritt => Fortfahren mit Korrekturschritt

® Plastischer Korrekturschritt

Ldsung fur Ak
Is.sl - AP(an) ~ Zoran) =0 @42
mit AsP = 2, (A und o,y = 3 By, (4.43)

Projektion auf die FlieBflache
Sniq = Sfhur — 20 AN, (4.44)

g, =% ‘[ AL _ (4.45)

¢ Update der Zwischenkonfiguration

=€ wetr 2MAN

b,y =b,, T Npyq (4.46)

Tabelle 4.1: Projektionsverfahren fiir J, —FlieBtheorie mit isotroper Verfestigung
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5 Das inkrementelle Problem

Das Anfangs —Randwertproblem wird durch partielle Differentialgleichungen bezliglich
der Zeit und der Koordinaten definiert. Als numerisches Ldsungsverfahren fiir das geo-
metrisch und physikalisch nichtlineare Anfangs—Randwertproblem wird die Methode
der Finiten Elemente herangezogen. Die Lésung des Satzes der nichtlinearen algebra-
ischen Gleichungen des globalen Systems mit den Verschiebungen als Unbekannte
wird mit einem Newton —Verfahren durchgetiihrt. Danach folgt die lokale Integration der
Evolutionsgleichungen und Auswertung des Stoffgesetzes an den Quadraturpunkten.
Diese beiden Losungsschritte sind durch die Verschiebungen und Spannungen mitein-
ander verkn(ipft. Fiir das Newton —Verfahren missen die Gleichungen des globalen Sy-
stems bezlglich der Verschiebungen linearisiert werden. Aufgrund der Kopplung mit
den lokalen Gleichungen ist damit auch die Linearisierung des Stoffgesetzes verbun-
den.

Bei dem Newton~Verfahren wird die Lésung der nichtlinearen Gleichungen durch eine
Taylor—Reihenentwicklung angenihert, die man nach dem finearen Term abbricht.

Die Linearisierung einer skalarwertigen, vektorwertigen oder tensorwertigen Funktion
G(w) an der Stelle w ergibt sich aus der Summe eines festgehaltenen Funktionswertes
und dem linearen Zuwachs. Dies driickt sich in der folgenden Gleichung aus

LG(W,Au) = GW) + DG(W) - Au =0, 5.1)
welche im Sinne des Newton—Verfahrens zu Null zu setzen ist.

Der lineare Zuwachs von G(w) an der Stelle W wird durch die Bildung der Richtungs-
ableitung (Gateaux~Ableitung) an dieser Stelle gewonnen.

Definition 5.1: Flir G(w) : S C A —B, falls G(w) stetig auf S ist und Gateaux differenzier-
bar ist, wird G(w) Frechet differenzierbar bezeichnet; naheres dazu siche [52]. Das Fre-
chet—Differential wird durch die Formel der Gateaux-Ableitung Gl. (4.15) gewonnen.

DGW) - Au = (GW + eau)], ., (5.2)
= [0wG  0,(W + eAu)], .,
= dwG - AU
Q
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5.1  Verschiebungsformulierung und Linearisierung des Prinzips
der virtuellen Arbeit

Durch Betrachtung von groBen Deformationen und nichtlinearem Materialverhalten
héngt das Prinzip der virtuellen Arbeit gemés Gl. (4.3) oder Gl. (4.6) in nichtlinearer
Weise von den Verschiebungen ab. Als Grundlage des Newton-Verfahrens wird im fol-
genden die Linearisierung dieses Prinzips angegeben. Dabei wird Gi(w) durch die ska-
larwertige Funktion g ersetzt und w stellt die Bewegung ®=®(X,t) dar. Das Vektorfeld
Au wird als eine infinitesimale Deformation aufgefaBt, die der endlichen Deformation o
Uberlagert ist. Die Ableitungen werden hier so durchgefiihrt, daB sich die Integrations-
grenzen auf die Referenzkonfiguration beziehen, weil diese sonst nicht konstant sind
und mitabgeleitet werden missen. Nach der Ableitung kénnen die Integrationsgrenzen
wieder auf die Momentankonfiguration bezogen werden.

Zunéchst wird die Linearisierung der kinematischen GréBen angegeben, die bei der Li-
nearisierung der Arbeitsprinzipien verwendet werden.

Mit der Definition des Deformationsgradienten

_ox _ 92X Y (5.3)

aX X }
148t sich die Linearisierung von F herleiten.
d a(<I> + sAu)]
aX =0
Analog errechnet man die Linearisierung des inversen Deformationsgradienten (siehe
z.B. Wriggers [96] fur die Herleitung):

LF(@®, Au) = F@®) + S = F@) + GradAu (5-4)

LF~1(®, Au) = F~1(®) ~ F~'gradAu - .5)

Das Prinzip der virtuellen Arbeit Gl. (4.6) kann nach Einsetzen der Relation (2.42) fur die
Kirchhoffspannungen wie folgt ausgedriickt werden:

g=f t:gradéudv+j Qo(a—b)'iiudv—f T 3u dA (5.6)

B, B, 9Bgq

Mit der Definition (5.1) wird hier die Linearisierung des Arbeitsprinzips durchgefihrt.
_ Gin. (5.1)

Lg(®,u) = g(®) + Dgg(®) - Au =0, 5.7

Unter der Voraussetzung verschiebungsunabhéngiger Belastung und quasistatischer
Probleme beschrénkt sich die Berechnung der Richtungsableitung auf den ersten Term
in (5.6), d.h. die Berechnung von :

Dy(x :graddu) - Au 5.8
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Mit Hilfe der Transformation
grad du = Graddu F! (5.9)
l&Bt sich (5.8) durch die Anwendung der Kettenregel errechnen
Dy(T (,C) : graddu) - Au = %%{D(DC - Aul: graddu + T : Graddu (D F - Au)
(5.10)

Unter Beachtung von (5.4) und (5.9) ist die Richtungsableitung des rechten Cauchy~
Green-Tensors:

D, C - Au = FT GradAu +GradTAu F = 2grad®Au .11

Das Einsetzen von (5.11) und (5.5) in (5.10) vervollstandigt die Linearisierung von (5.8),
die sich nach Transformation in die raumliche Darstellung ausdriicken 148t

Dpg(®) - Au = jgradSAu 1€ :gradou + gradAuo :graddu dv = — g(®) (5.12)
B

Dabei zeigt der erste Term den Beitfag des Materials zur Steifigkeit und der zweite liefert
die geometrische Steifigkeitsmatix.

5.2 Gemischtes Funktional als Vorbereitung fiir die EAS—
Formulierung

5.2.1 Variationeile Basis
Das Hu—Washizu Dreifeldfunktional GI.(4.14) und die entsprechenden iokalen Euler-
Gleichungen (4.18) sind Basis der erweiterten Dehnungsformulierung — "Enhanced—

Assumed—Strain”(EAS)~Formulierung. Die zulassigen Verschiebungsgradienten y4
werden aus dem kompatiblen Verschiebungsgradienten Gradu und einem weiteren

Verschiebungsgradienten H zusammengesetzt,
Z = Gradu + H (5.13)

Im Sinne einer FE»Diskretisiérung kann Hals Verschiebungsgradient eines inkompati-
blen Verschiebungsfeides U interpretiert werden, Der Deformationsgradientist dann als

Funktion von u und H neu definiert,
Fi=1+2Z=1+Gradu+H =Fg+H (5.14)
wobei Fy, den kompatiblen Anteil des Deformationsgradienten Gl.(5.3) darstellt.

Die variationelle Formulierung des erweiterten Ansatzes folgt durch eine neue Parame-
trisierung der Gl (3.14) mit G1.(5.13)
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ﬁm&m=J

{\iv(x, ER —p. Fl} dV + TI3(X, u) (5.15)
B,

Die 1. Variation des Funktionals (5.15) in (u,I:l,P) in Richtung (6u,6l:i,6P) kann, analog
zu G1.(3.16), wie folgt geschrieben werden:

S := j [Grad(au).(zi ac\iv)] ~ 5P.H + aﬁ.[— P+ (2F ac\iv)] dV + SIT3(u) (5.16)
B

0

Die entsprechenden lokalen Euler—Gleichungen sind ( vgl. G1.(3.18) ):

Div[zﬁac\;v} +ogh =0 Gleichgewichtsbedingung
H=0 in By
- P+2F q:VAV =0 Stoffgesetz

kinematische Randbedingung {6.17)

mit F nach (5.14) und mit der natirlichen Randbedingung

PN=T auf 0By, (5.18)
Durch Nachmultiplikation von GI.(5.17¢) mit FT erhélt man
ol 3 VE4)
sym[PF'] + 2FacW F' = 0 (5.19)

Es ist anzumerken, daB der Term sym[PlET] fr H = 0 der Definition des Kirchhoff—
Spannungstensors t Gl. (2.42) und Gl. (2.44) entspricht .

Eine dquivalente Form der Gleichungen (5.17) in der rdumliche Darstellung folgt durch
die Transformationen:

hi= A (5.20)
T(u,h) = 2F QWX FHF’
Mit den obigen GroBen und der Definition
graddu = V(u) : = Grad(du)F ™’ (5.21)
erhalt man die &quivalente variationélle Gleichung der Momentankonfiguration.

oI 1= j V(ou).% (u,h) — d.h + aﬁ.[— €+ i ﬁ)] dV + STI%(3u) = 0 (5.22)
8

0

Unter Berlicksichtigung der Symmetrie von T und Tfolgt :
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gy = f v (5u). (u, h) dV + TT2Bu) = 0
B

0

g, = f éﬁs.[~ T+ f(u,ﬁ)} dv =0 (5.23)
8

0

ész[ 5t.h dV =0
B,

(g

5.2.2 Linearisierung des gemischten Funktionals

Zusétzlich zu den Verschiebungen utreten in (5.23) die Spannungen Tt und die Erweite-
rung H des Verschiebungsgradienten als Freiheitsgrade auf. Die Linearisierung von
(5.23) wird dann durch die Ableitung an der Stelle (®,H,%) in Richtung von

(Au, AFI, At) gewonnen. Die unterschiedlichen Richtungsableitungen werden durch
einen zuséatzlichen Index gekennzeichnet, so daB fiir die Ableitungen die Bezeichnung

Dg(*) - Au, Dg(-) - AH, D(-) - A% verwendet wird.

Die Iterationsvorschrift des Newton—Verfahrens gemaB Gl. (8.1) kann fUr den gemisch-
ten variationellen Gleichungsatz (5.23) im folgenden Matrixsystem angeordnet werden.

Drpé1 Dﬁ§1 Dr§1 Au 51(6,ﬁ,-i—)
Dyds D;9» D:Go||aR| = | 3,@H,7) (5.24)
Dy03 Dgés Digs| lAT @s(E,ﬁ,T)

Die Berechnung der einzelnen Richtungsableitungen in (5.24) wird hier unter den be-
reits genannten Einschrankungen durchgefithrt. Mit Hilfe der Linearisierungen von F

und F~', G, (5.4) bzw. GI. (5.5), lassen sich die linearisierten Formen fiir F und F~' her-
leiten.

Die Richtungsableitungen von F sind
DgF.Au = GradAu = V(Au)F (5.25)

D.F.AH = AH = ARF (5.26)

I

Die Richtungsableitungen der Inversen E’"‘erhélt man analog zu Gl. (5.5) unter Verwen-
dungvon Gl. (6.25) und Gl. (5.26) unter Anwendung der Produktregel aus der Grundbe-
ziehung

FF' =1 = DyFF) = D.(FF) £ 0
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1ist der Einheitstensor 2. Stufe. Damit gilt fir die Richtigungsableitung DQIE“'.Au ent-
sprechend zu Gl. (5.5)

D,F - Au = — F7'V(Au) (5.27)

Der Term DﬁlN:"‘- AH berechnet sich zu

D,(FF) - AH = (D;F - AH)F ™" + F(D;F " AH) £ 0
o D A = - B (5.26
Es folgen die Richtungsableitungen von g, an der Stelle (®,H, ¥) in Richtung von

(Au, AI:I, Ax). Die dafiir notwendige Ableitung von = in Richtung Au (und analoger-
weise in Richtung AH ) erfolgt nach den Gin. (5.10) und (5.11).

Da die Richtungsableitungen D4F - Au und Dd,f: - Au, Gl (5.4) bzw. Gl. (5.25) Giberein-
stimmen, folgt die Linearisierung Dgg, + Au analog zu Gl. (5.8), wobei graddu durch

V(5u) ersetzt wird (zu V sishe Gl. (5.21)):

Dgd-Au = j ¥ (Au) : J : V(u) + V(Aw) 7: V(ou) AV (vgl. Gl (5.12))  (5.29)

By
Mit der Definition
H = Grad(d%) bzw. h = Grad(dt) F~’ (5.30)
erkennt man, daB die Ableitung von 51 nach H analog zu GI.(5.29) gefunden werden
kann:
D;g; - AH = I [AR]® : Jc : V(3u) + AhT : V(3u) dV (5.31)
B

0

- ~ ~T
wobei  [Ah]S = %[ Ah + Ah ]
Da §1 unabhéngig von <t ist, verschwindet die Ableitung D1§1 ‘At

Die Ableitungen von g, sind:

Dydy - AU = J [5h%] - [V(AW): T + TV (Au) + Jc : V(AW)] dV (5.32)
Bo

D,g, " AH = J [6h°] - [ARY + TART + Jo: AR®] QV (5.33)
B

0
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D.g, At = J [5R%] - A% dV (5.34)
B

a

Die Richtungsableitungen von g, sind

Dq>§33 “AU =0 : (5.35)

D AH = f 5t - Ah AV (5.36)
BO

DGy AT =0 (5.37)

Damit ist die Berechnung der Tangentenmatrix in (5.24) vollstandig.

Anmerkung 5.1: Es sei darauf hingewiesen, daB die Linearisierung des kontinuier-
lichen Problems nicht in allen Fallen mit der Linearisierung des diskreten Problems
Gbereinstimmt. Bei Problemen mit Zwangsbedingungen, wie z.B. bei Kontaktformulie-
rungen [98] und bei der Berlicksichtigung der Inkompressibilitat [45], kann die Lineari-
sierung mit der Diskretisierung gekoppelt sein. Aus diesem Grund ist in solchen Fallen
eine Linearisierung nur fir das diskretisierte Problem sinnvoll.
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5.3 Linearisierung des Stoffgesetzes

Im Hinblick auf die Konvergenzeigenschaften des Newton—Verfahrensist bei der Linea-
risierung der mechanischen Gleichungen die verwendete numerische Zeitintegration
flr die Ermittiung der Spannungen zu beachten, d.h. es miissen die projezierten Span-
nungen nach den Verzerrungen abgeleitet werden.

Die zu dem hier eingesetzten impliziten Euler—Verfahren (Abschnitt 3.4) konsistente
Materialtangente wird hier am Beispiel der in Kapitel 4 angegebenen konstitutiven Be-
ziehung Gl.(4.16) flr den Kirchhoff—Spannungstensor préasentiert.

Der Materialtensor ¢ fiir die linearisierten Gleichungen (5.12) und (6.24 ) wird durch die
Doyle~Ericksen Formeln GIn.(4.5) und (4.6) bereitgestellt:

Je = 2‘3—3 (5.38)

Nach Gl. (4.16) wird der Kirchhoff—Spannungstensor in seinen Kugelanteil k und seinen
isochoren Anteil 8 aufgespalten

t=k+s, (5.39)
wobei s nach dem gewdhiten Integrationsverfahren aus Gl. (4.44) zu errechnen ist.
s = devt = s — 2EAM (5.40)

Die Materialtangente setzt sich dann aus

JC = Joyy + JCgq = 20K + 288 (5.41)

og g
zusammen. Nach der Annahme plastischer Inkompressibilitat ist der 1. Term elastisch
und wird direkt aus (4.16) gewonnen,

vol

Sy = 255 = V%' +Up) g ® g7 — 20p), | (5.42)
mit dem Einheitstensor 4. Stufe I,

L = 1g*o" + g'g" 9,®9;® 9, ® 9 (5.43)
und p’ = @ ,p , mit p definiert in G1.(4.16).
Fur die hier gewéhite Forménderungsenergie nach (4.14) ist

p= -§an und p' = ﬁn - InJ) ' (5.44)
so daB die volumetrische Materialtangente lautet:

Jo, oy =xg'® g7 — 2xinJl, (5.45)

Die Berechnung des 2. Terms erfolgt mit Hilfe von GI. (5.40) und der Kettenrege! zu
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S, = 2 33 =2 02 ~ 4AMN ® dgll ~ 47N ® dgAh — 4TAN dyn (5.46)

P i . . . . .
Hierin stellt der Term 2»3—3 wiederum eine elastische Teilmatrix dar, welche aus der Ablei-

tung des elastischen Pradiktors Gi. (4.39) entsteht.

gt = 203 = 2" 9)lye, ~ (devB © g7 + g7 ® devb')] (5.47)
wobel Iy, i=I,-g '®g”’ (5.48)

Erfolgt ein Lastschritt im elastischen Bereich, wird die Tangente aus den Teilen (5.42)
und (5.47) zusammengesetzt.

Die vollstandige, konsistente elastoplastische Materialtangente ergibt sich nach der Be-
rechnung der einzelnen Terme in (5.46) zu;

JC = JCyg + (1 = 8,Jel, + 8,n @ n + 8,[n ® dev[n?|]® (5.49)
Die Koeffizienten lauten hierbei:

1

&y = - 5.50
S g_rr (5.50)
_ 20AL
P st
Z] s H AN
8, = 271 [85[1 - -] - 5,]
8y = 4uAL + 28, || s" ]{

Die zur Herleitung des Tensors (5.49) notwendigen Schritte sind im Anhang A beschrie-
ben (vgl. auch Simo [78]).

Anmerkung 5.2: Der konsistente Tangententensor (5.49) ist nur durch die Vorfaktoren
81, do-und 83 von der Kontinuumstangente zu unterscheiden. Der zusatzliche Reche-
naufwand zur Bereitstellung dieses Tensors ist deshalb sehr gering. Jedoch wird eine
erhebliche Verbesserung der Konvergenz bei den Beispielrechnungen erzielt.
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6 Finite—Element—Formulierung

Im allgemeinen steht flir das hier betrachtete, geometrisch und physikalisch nichtli-
neare Anfangs—Randwertproblem keine geschlossene Lésung zur Verfiigung. Als nu-
merisches Losungsverfahren dient hier daher die Finite—Element—Methode. lhre
Grundlagen sind in vielen Blchern und Verdffentlichungen behandeit, siehe z.B.
[5][97], so daB hier nur auf einige spezielle Aspekte eingegangen wird.

In kommerziellen finiten Elementprogrammen werden viele Elementtypen angeboten,
wie z. B. Scheiben—, Platten—, Schalen—, 3D—Elemente. Im Prinzip kénnten alle Trag-
werke, auch die diinnen Systeme, allein mit 3D —Elementen berechnet werden. Die an-
deren Elementtypen werden nicht nur wegen der kinematischen Vereinfachungen ein-
gesetzt, welche die Anzahl der kinematischen Variablen bei der Problemdiskretisierung
reduzieren, sondern auch deshalb, weil die meisten der 3D—Elemente Mangel zeigen.
Das haufigste Problem ist ein in der Formulierung begriindetes klinstliches Versteiten,
im Englischen als "locking” bezeichnet. Insbesondere fir "dlinne” Tragwerke ist das
"locking”—Phanomen auf zwei Griinde zurlickzuflihren, Einerseits auf das "shear—
locking”, andererseits auf die Versteifung durch die transversalen Normalspannungen
bzw. ~dehnungen. Wegen der Voraussetzung "ebener Spannungszustand” ist die
zweite Form bei den herkdmmlichen Platten— und Schalenelementen nicht vorhanden.
Hatman sich zum Ziel gesetzt, Uberall 3D~ Elemente einzusetzen, werden dannrobuste
Elemente mit einer Genauigkeit und mit Konvergenzeigenschaften angestrebt, die mit
denen der Platten— und Schalenmodelle vergleichbar sind. Unter einem robusten Ele-
ment ist zu verstehen, daB der "patch—test” fur alle Elementgeometrien erflilit wird und
daB es keine inneren Kinematiken, sogenannte "zero—energy—modes”, beinhaltet.

In der vorliegenden Arbeit werden spezielle 3D—Elemente nach ihren Fahigkeiten zur
Behandlung von elasto—plastischen und geometrisch nichtlinearen Problemen mit Be-
ricksichtigung der Zwangsbedingung der Inkompressibilitét eingebracht und unter-
sucht. Im besonderen liegt der Schwerpunkt auf der Behandlung groBer elasto—plasti-
scher Deformationen.

6.1 Verschiebungsformulierung

Bei der Verschiebungsmethode werden die Verschiebungen an den Elementknoten als
Unbekannte eingefihrt und der Verschiebungszustand des Elementes (iber den Ver-
schiebungsansatz angenahert. Die numerische Darstellung durch die konventionelle
Galerkin Finite—Element—Methode des Anfangsrandwertproblems in einer rdumlichen
Formulierung ist bekannt, siehe 2.B. [33], und wird hier nur zusammengefaft.
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In der (iblichen Art und Weise wird das Gebiet B rdumlich in Teilgebiete B, diskretisiert,
so daf3
ne ‘ .
B=y B, ; ByNB,=4
Als Ausgangspunkt fir die FE—Formulierung wird das in Gleichung (3.6) angegebene
Prinzip der virtuellen Verschiebungen in der Momentankonfiguration verwendet. Da in
GI.(3.6) die approximierte Feldvariablen u mit ersten Ableitung auftreten, sind zur Herlei-
tung von konformen Finiten Elementen CO—kontinuierliche Ansétze fir u erforderlich.

In der vorliegenden Arbeit werden isoparametrische Elemente verwendet. Diese Ele-
mente sind besonders vorteilhaft fiir die raumliche Problemformulierung, weil die Inter-
polation der Geometrie mit den gleichen Ansatzfunktionen wie die Interpolation der
Verschiebungen erfolgt. Damit wird die Geometrie der Ausgangs— und Momentankon-
figuration in gleicher Weise interpoliert. Fir ein typisches isoparametrisches Element B
lauten diese Ansétzen:
X0 SNGEXE s x-S NREE G ut = N g ey
=1 =1 =1

Dabei ist nk die Anzahl der Knoten von Element Bg | X, x,, d € R? (k = 1,2,..81) sind
die Vektoren der Knoten in der Referenz—- bzw. Momentankonfiguration und der Kno-
tenverschiebungen. NK: =R sind die auf dem Einheitswiirfel, hier durch das Sym-
bol O dargestelit, definierten isoparametrischen Formfunktionen, ausgedriickt in den
natiirlichen Koordinaten E . Das hochgestellte h deutet an, daB es sich um eine FE—
Approximation handelt.

Mit den in (6.1) angegebenen Approximationen fir die Orts — und Verschiebungsvekto-
ren folgt der diskrete kompatible Deformationsgradient in einer Matrixdarstellung:

Fi(§,1) = Z xE() - Grad[NK]

mit  x8(t) = [xh, x3 xL = Xg + dg() . 6.2)
und Grad[NK] = [ NI, NK. | N ]

Hierin meint der‘Ausdruck Grad(:) den Gradienten bezogen auf die Koordinaten X..

Die Matrix Grad[N¥] wird mit Hilfe der Kettenregel errechnet:

Grad[NK] = J(§) " Grad  [N] (6.3)

wobei J{ &) die Jacobi—Matrix darstellt.
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6.1.1 Das isoparametrische 3D-Finite Element

Als Beispiel flr die 3D~Analyse wird hier das trilineare Hexaeder~ Element ausgewdhit
(Bild 6.1).

Die Formfunktionen flr das isoparametrische 8—knotige 3D—Element lauten:
N(E)T:= INUNZLONOT it NTe= et g+ (1 + ) (6.5)

wobei (€], n!,tY) die Koordinaten der Eckpunkte des Einheitswiirfels im isoparametri-
schen Raum sind.

S

Bild 6.1: Achtknotiges 3D—Element — HEXA8

6.2 Gemischte Formulierung

In der Strukturmechanik sind die CO~kontinuierlichen Verschiebungsmodelle wegen
inrer einfachen Formulierung sehr beliebt. Diese Elemente enthalten jedoch Verstei-
fungseffekte, die die Konvergenz drastisch verschiechtern und zu total irrtiirmlichen Er-
gebnissen flhren kénnen. Eine Untersuchung dieser unerwlinschten Effekte bei Schei-
ben- und Schalenelementen ist in [1] zu finden.

In jingster Zeit haben sich viele Verdffentlichungen mit der Entwicklung von effizienten
"low order” Elementen befaBt, die auch bei groben Netzen eine hdhere Genauigkeit er-
zielen. Eine Moglichkeit zur Verbesserung von Verschiebungselementen stellen die ge-
mischten Formulierungen dar. Bevorzugt werden die hybrid—gemischten Elemente,
bei denenim Gegensatz zu einer echt—gemischten Formulierung die inneren Freiwerte
auf Elementebene kondensiert werden kdnnen. Dadurch bleibt die einfache Struktur
des Verschisbungsmodells erhalten.

Zwei alternative Formulierungen dieser Kategorie sind die sogenannten "assumed
strain” - und die "assumed stress”—Methoden. Beispiele fir die erste Gruppe sind die
"B—bar”—Methoden [32],[80] und die Hu—Washizu—~Methoden [10]. Diese "assumed
strain” —Elemente haben als variationelle Basis ein 3~ Feld Variationsprinzip. Im Gegen-
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satz dazu basieren die "assumed stress” —Methoden auf einem 2—-Feld Variationsprin-
zip, in dem die Spannungen und Verschiebungen unabhéngig voneinander interpoliert
werden. Zu diesen Elementen gehéren z.B. das Scheibenelement von Pian und Sumi-
hara [61] und das Schalenelementvon Simo u.a. [74]. Fir eine Ubersicht zu der Vielzah!
von Formu!ierungsvarian‘ten sei auf [1] verwiesen.

Um bei der 3D —Finite—Element—Analyse im plastischen Bereich eine bessere Genau-
igkeit bei groben Netzen zu erreichen und die Sensibilitat der Ergebnisse zu Netzver-
zerrungen abzumindern, wurde hier das in Simo und Rifai [72] entwickelte hybrid—ge-
mischte "enhanced--assumed-strain” (EAS)—Konzept angewandt. Ausgangspunkt
dieser Methode ist das im Abschnitt 5.2 angegebene gemischte Funktional. Bei dem
EAS-Konzept werden die sich aus den Verschiebungsableitungen ergebenden Ver-
zerrungsfelder um hdherwertige Anteile erweitert. In [72] ist dieses Konzept flr die
Theorie kieiner Verschiebungen vorgestelit. Die Erweiterung dieses Konzeptes fir geo-
metrisch nichtlineare Probleme wurde in [69] und unabhéngig davon im Rahmen dieser
Arbeit durchgefihrt. In Zusammenhang mit der numerischen Behandlung plastischer
Deformationen ist dieses Konzept besonders vorteithaft, weil die Ubliche dehnungsge-
steuerte Projektionsmethode fiir Plastizitat ohne Anderungen auch fir diese gemischte
Methode verwendet werden kann. Das Konzept wird als nachstes erlautert und am Bei-
spiel des Kontinuumelementes eingesetzt.

6.2.1 Die EAS—Formulierung flir groBe Dehnungen

Die variationelle Basis der EAS ~Formulierung ist das Hu—Washizu Dreifeldfunktional
Gl1.(3.14), die entsprechenden. lokalen Euler--Gleichungen sind in Gl. (3.18) zusam-
mengestellt. Die im Hinblick auf eine Lésungsstrategie nach dem Newton—Verfahren
konsistent linearisierte Variationsgleichung stelit Gl.- (5.24) dar.

Zusétzlich zu den (blichen Approximationen fiir die Verschigbungen
- ' (6.6)
ut = 5 NK(E)d
werden fir das gemischte finite Elementdie in (5.24) erscheinenden weiteren Feldvaria-
blen approximiert. Zunéchst wird die Interpolation des erweiterten Verschiebungsgra-
dienten H in der Referenzkonfiguration definiert. Das rdumliche Gegenstlick h wird

durch die Transformation (5.20) gewonnen.

Entsprechend zu Gl.(5.14) kann die diskrete Form der erweiterten Approximation fiir F
wie folgt beschrieben werden:

EN = FR 4 Wb 6.7)

<
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wobei Fg) die Approximation fir den kompatiblen Deformationsgradienten darstellt

Fi = 1 + Gradu” (6.8)

Hh ist ein zusétzliches Feld, welches an den Elementrandern diskontinuierlich sein
kann. Analog zum Ausdruck fir den kompatiblen Anteil des Verschiebungsgradienten,

Gl.(6.2), 148t sich flr das zusatzliche Feld FIZ schreiben:
~h No e I
Ho(E, ) = > ) - G

wobei a | = [af, o® af]T (6.9)

und G = [G], G, GI)

Die Vektorena; (1 = 1,2,..,No) enthalten 3 lokale Parameter und G : o B, sind
die Na. Vektoren der zusétzlichen Interpolationsfunktionen.

Anmerkung 6.1: Die Funktionen G'kénnen in Analogie mit GI.(6.2) als die Ableitungen

der Ansatzfunktionen eines inkompatiblen Verschiebungsfeldes uMnach den Referenz-
koordinaten interpretiert werden (siehe auch GI1.(5.30), d.h.

0" = i N'(E) of
d
un (6.10)

Gradil(E ,1) = i af) -G = Z @ o) - Grad[N']

=1
mit Grad[NY] = [ Nly, NIz, Nis]

Diese Analogie stellt eine enge Beziehung zwischen der EAS—Methode und der Me-
thode der inkompatiblen Verschiebungsmodes [94]{88] her. Sie ist aber nur gedanklich

méglich, da die Bersitstellung von den zu G! entsprechenden Funktionen N! nur far
spezielle Ansétze G! méglich ist. Soiche Félle zeigen, daB die Methode der inkompati-
blen Verschiebungsmodes [94] ein Sonderfall der EAS—Methode ist.

Bei der Wahl der Funktionen G'sind, wegen Stabilitidts — und Konzistenzbedingungen,
einige Einschrankungen zu beachten. Aus Stabilittsgriinden dirfen die erweiterten

Ansétze nicht bereits in den Ansétzen fiir F} enthalten sein. Dies bedeutet, das fir die
Menge E" der kompatiblen Ansétze Fi}) und die Menge EN der erweiterten, diskontinu-

ierlichen Ansatze H" gilt:
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e Bedingung 1:

£h BN = g 6.11)

Diese Bedingung gewéhrleistet die Stabilitat der Methode fiir das linearisierte Problem
und schlieBt bestimmte Interpolationsfunktionen fiir das erweijterte Feld aus, die an-
sonsten zu einem Rangabfall fihren [65] [72].

In Bezug auf die variationelle Gleichung (5.23¢) und die Transformationen (5.20) wird

fur die Ansétze fir H bzw. fir h gefordert, daB der Raum £" Lo—orthogonal zu dem

Raum T"der zulassigen Spannungen P bzw. T sei. Die Spannungsfelder kénnen eben-
falls diskontinuierlich (iber die Elementrander angenommen werden. Die L, —Orthogo-

nalitatsbedingung fir Sh? und " lautet:

& Bedingung 2:

< thoh" > o= f th-8h"dV = 0 fir jedes oh" € E" (6.12)
By

Dazu 'muB die Menge T" der zulassigen Spannungsfelder mindestens stiickweise kon-
stante Funktionen 1, einschlieBen; diese Forderung steht in enger Beziehung zu der
Erfillung des klassischen "patch—test” [87]. Die Orthogonalitdtsbedingung (6.12) 188t
sich im Hinblick auf diese Bemerkung umformulieren:

< tg0h">=0 (6.13)
Hierinist © 4 der konstante Anteil des Kirchhoffschen Spannungstensors.

Die Bedingungen (6.11) und (6.13) gewéhrleisten die Stabilitat und Konvergenz der Me-
thode fiir lineare statische Probleme. Im nichtlinearen Fail bedeuten diese Bedingun-
gen, daf3 die Methode bei Verformungen mit konstantem Deformationsgradienten zur
exakten Losung flhrt, was einer nichtiinearen Version des klassischen patch—test ent-
spricht,

Dazu missen die erweiterte Approximationen fiir H materiell kovariant sein, so daB der

Deformationsgradient F" fur eine beliebige Starrkdrperdrehung Q nach ﬁh* = QF"
transformiert wird. Diese zusétzliche Einschrankung hat zur Folge, dafB der Deforma-
tionsgradient (6.7) die Objektivitatsanforderung der konstitutiven Gleichungen erfillt.

Wird d'ie Orthogonalitatsbedingung GI.(6.12) in die Variationsgleichung Gl. (5.22) einge-
setzt, ergibt sich eine von 1 " unabhangige Gleichung, d.h. es entsteht eine gemischte
Zweifeldmethode. Somit lautet die diskrete Form von (5.22):
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I ;= j V(duh) - T (Ul A" + 8h" -3 WM AP dv + mTEEU = 0 (6.14)
B,

0

oder

g = f V(ouh - T (uh,h" dv + mREuh) =0
B

0

und (6.15)
o = J shh -3 @h h") dv =0
By
mit %( <} definiertin (5.21). Im Hinblick auf (6.14) erlibrigt sich die explizite Kenntnis der
Interpolation des Kirchhoff—-Spannungstensors th und dessen Variationen fiir die Im-

plementierung der Methode. Die Bestimmung von %(uh,ﬁh) erfolgt mittels der zur
Gl.(5.20c) aquivalenten diskreten Gleichung:

TN hh 1= [ 2F" 9 WX, FNEN)] ‘ (6.16)

Die Linearisierung von Gleichung (6.14) liefert die diskrete Tangentenmatrix. Diese Ma-
trix setzt sich nur noch aus der diskreten Form der 1. und 2. Zeilen bzw. Spalten der Ma-
trix -Gl. (5.24) zusammen. Die Ausdriicke

far.ﬁdv und fﬁﬁ'tdv,
B,y ‘ B,

die urspriinglich noch in dem variierten Funktional GI.(5.23) enthalten waren, tragen da-
bei wegen der Orthogonalitatsbedingung GlI.(6.12) mit keinen zusatzlichen Kraften bzw.
Steifigkeiten bei.

in gewohnter Weise werden im Hinblick auf eine matrizielle Formulierung die Kompo-
nenten des symmetrischen rdumlichen Verschiebungsgradienten als Spaltenvektoran-
geordnet. Es gilt:

Véuh =: Bhgh
und fir das virtuelle Verschiebungsfeld (6.17)
8(Vuh) =: B"5d"
wobei die Matrix B die Ableitungen der Ansatzfunktionen NK nach den raumlichen Koor-
dinaten x; ¢ = 1,2,3) enthdlt, d.h. B stellt einen Gradientenoperator in der Momentan-

konfiguration dar. Dementsprechend wird hier ein Gradientenoperator B definiert, wel-
cher dieselbe Struktur wie der Operator B hat und die Funktionen G enthilt. Analog
zu GL.(6.10) folgt:
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und (6.18)
SV = B S P

Nach der tblichen Vereinbarung der FE—Methode folgt die Darstellung der Komponen-

ten von B bzw. B.

- )
N,W OK 0 Gg OI o]
N3 0 0 G o
BING = |k poc d BEY = | o 1
(N®) = NE NK OK un @) = GL G! ¢ (6.19)
0 NE N3 ) 0 G G
_Nfg 0 NEJ Gy 0 G!

mit K=1,..NK und I=1,.Na.

Die linearisierte Form der variationelien Gleichungen 148t sich nach Einsatz der ge-
mischten Ansétze (6.17) und (6.18) in der nachstehenden Matrizenform schreiben,
siehe auch ‘Gl.(5.24) mit den einzelnen Beitrdgen aus (5.29)~-(5.33),

[5d" ™ f BTJcBdV + f BLtBgdV}d +[5d"T{ J BTJcB dV + ] BLTBgdV}[a"] +

B, B, Bo, Bo,
Ban™y fﬁﬂ/cé dV+f§(T;% BsdVia" 1+ [8aMTy fﬁTJCB dV+ | B4 B, dv[d"]
B, Bo, B, By, (6.20)

In (6.20) sind B bzw. éGwiederum Matrizen, die die Ableitungen der Ansatzfunktionen
bzw. die erweiterten Ansétze enthalten. Fir die Darstellung der Komponenten dieser
Matrizenwird z.B. auf [5] verwiesen. Hierin stellen die Ausdriicke in geschweiften Klam-
mern die Teilmatrizen der tangentialen Steifigkeit k® dar.

Der Ausdruck fir die Elementsteifigkeitsmatrix k@ lautet :

Ke(d®, @ ®) = K§(d®, a®) + k&(d® a®), 6.21)

wobei die Tangentensteifigkeit in ihren materiellen und geometnschen Anteil zerlegt
wurde. Die Berechnung der einzelne Terme in (6.21) erfolgt aus (6. 20) durch:
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K., = kM11 kM12
M kM21 kM22
mit
Kpqq = I B'JcBdV
B,
Kyzz = f BTJcB dv
Bg,
BTJcBdV

s

=kl =
Kmiz = Kygy =
By,

k. = k(;‘:11 kG12
@ kG21 kG22

(6.22)

K11 =I Bl tBgdV
B

06
Koo, = | BLTBgdV
G22 cThg
By,
S >R
Karz = Kgpy = BgtBgdVv
B,

Hierbei bezieht sich der Index 1 auf die Knotenfreiheitsgrade d® und der Index 2 auf die
internen Parameter a®. Der Vektor der inneren Kréfte wird entsprechend zerlegt:

f= j B'tdV  und ?=I B3 av (6.23)
B B,

O

in den obigen Gleichungen ist ¢ die raumliche konstitutive Matrix fiir das Kontinuum

und T der Kirchhoff—Spannungsvektor. Die bemerkenswert einfache Struktur der Teil-
matrizen in (6.22) und (6.23) ist auf die Analogie in (6.10) zuriickzufihren.
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6.2.2 Einbau des EAS--Konzeptes in das nichtlineare Lésungsverfahren

Die linearisierte Form von Gleichung (6.15) 148t sich im Hinblick auf ein iteratives
Loésungsverfahren fiir die k—te lteration durch folgendes diskretes Gesamtsystem dar-
stelien.

K¥ @, a®)] - [Au] = [RY] (6.24)

Aufgrund der diskontinuierlichen Ansétze fiir den Verschiebungsgradienten wurden die
Parameter a® auf Elementebene bereits eliminiert, so daBin (6.24) nur noch der Vektor
Au mit den Knotenverschiebungen als Gesamtfreiwert erscheint.

Die globale tangentiale Steifigkeitsmatrix R und der Lastvektor R setzen sichin der Gbli-
chen Weise aus den einzelnen Elementmatrizen zusammen

R:ZSTRG und R=A e (6.25)

e=1
wobeiin k®bzw. in 7@ die inneren Freiheitsgrade a® aus k® (6.21) und f (6.23) heraus-

kondensiert wurden, d.h.

K® = [kyy = Kkl kgl

und (6.26)
PO = [f2 — f + Kk T]

mit k; = Kyyj + kGij . hi=12

Hierbei ist A der Zusammenbau—QOperator ("assembly"),

Die Loésungsstrategie fiir das Gleichungssystem (6.24) nach einem Newton—Verfahren
188t sich nach der folgenden iterativen Prozedur zusammenfassen (Tabelle 6.1).

Anmerkung 6.2: Die Update—Prozedur fiir die inneren Variablen nach (6.28) und (6.29)

verlangt die Speicherung der Variablen «°® und des Residuumvektors F sowie der
Teilmatrizen kgg und kg;) fur jedes finite Element.
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a) Auf Elementebene

at) Aktualisierung der Knotenverschiebungen

dk+) = gk 4+ Ad® 6.27)
a2) Bestimmung der inneren Variablen

Aa®® = — [k2_21c; 'y I'k'z;%kde)](k) (6.28)

und mussen gespeichert werden

a®®t) = qe® L Ae 7 6.29)

b) Am Integrationspunkt
b1) Berechnung des erweiterten Deformationsgradienten

Fh = B 4 AN = g Xg() - Grad[N¥ + 3 ap - G (630)
= K I © '

=1

und des Spannungspradiktors Prozedur in Kap.4

b2) Berechnung der Verzerrungen ] 2.B. nach der
b3) Durchfilhrung des Projektionsalgorithmus J (siehe 6.2.4)

b4) Integration der Elementsteifigkeitsmatrizen nach (6.22)
und des Elementresiduums nach (6.23)

a3) Kondensation der inneren Variablen a.®

k® = lkyy = k12-1k2—21k12]

(6.31)
e = [f2 — 1, + K]k, f,]
¢) Auf Systemebene
c1) Erstellung der globalen Systemmatrizen
k-R @
und 6.32)
R= X re
e=1
¢2) Lésung fir ein neues globales Verschiebungsinkrement
AulkrD) = [K+1]-1 R+ {6.33)

ja = ndchster Lastschritt
¢3) Konvergenzabfrage —

nein => Setzen k<« k+1
Zurlck nach a)

Tabelie 6.2: lterationsverfahren mit den EAS —Variablen
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6.2.3 Bemerkung zum Einbau des EAS—Konzeptes in den Return—Algorithmus
der Plastizitat

Ein groBer Vorteil der EAS~Formulierung gegeniiber spannungsbasierten gemischten
Formulierungen flr Plastizitét ist, daB die Projektionsalgorithmen ohne Anderungen auf
das gemischte Modell Gbertragen werden kénnen. Dies soll hier anhand der
Jo—FlieBtheorie und des "Radial—Return”—Algorithmus erlautert werden. Das in der
Tabelle 3.1 beschriebene Projektionsverfahren kann fir die EAS—Formulierung ohne
Anderung eingesetzt werden, wenn der herkémmiiche Deformationsgradient

Fh durch den Deformationsgradient fiir den erweiterten Ansatz Fh ersetzt wird. Die-
ser wird aus GI.(6.30) berechnet.

L ﬁ Xg() - Grad[N] + 3 af - Gl
K 41 " Ge

6.2.4 Bestimmung des erweiterten Ansatzes fiir den Verschiebungsgradienten

Die Bestimmung der Interpolation fir H 148t sich am besten mit Hilfe der im isoparame-
trischen Raum definierten Funktionen M(E ) durchfiihren. Bei der Wah! dieser Funktio-
nen sind die im Abschnitt 6.2.1 dargesteliten Bedingungen zu beachten.

Man geht von einer Abbildung M(&): O—0  aus, fir welche gitt:
J M(E)do =0 (6.34)
a ;

Die Funktionen in M(E ) treten bei Gradg {u] nicht auf, d.h. Bedingung (6.11) wird im

parametrischen Raum zwangslaufig erfilllt. M(E ): O—0 wird dann in Gg(E) Bo—By
transformiert.

Go(E) = J—(‘g—; I TM(E) | (6.35)

Hierin st Jo die Jacobi~Matrix zwischen den lokaien Elementkoordinaten & und den
Koordinaten der Referenzkonfiguration X an der Stelle & = 0.
Jy = J0) ; j, = det], (6.36)

Die Anwendung von J statt J bei der Transformation G. (6.35) wurde von Taylor [88]
eingefihrt, um bei den inkompatiblen Elementen den "patch—test” zu erflillen.

Die gesuchte Zweipunkt—Abbildung Fih( £):Bg f—»dbh(Bo) von Vektoren in By auf Vek-
toren in ®h{B,) folgt dann mit (6.9) und (6.35):

;D % 04 i -1 ; -
Hi= 3 ef Gh = 3 af - [y 3o M(g)] (6.37)
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6.3 Anwendung des EAS—Konzeptes am Beispiel des trilinearen
3D-—Elementes

Esistbekannt, daB das trilineare Hexaederelement —HEXA8 - ein schlechtes Verhalten
bei volistindig oder fast inkompressiblen Zustanden und bei Problemen mit (iberwie-
gender Biegebeanspruchung zeigt. Flr kleine Dehnungen wurde erstmals von Simo
und Rifai [72] eine Verbesserung flir dieses Element durch eine EAS —Erweiterung vor-
geschlagen. Weitere Untersuchungen zum Einsatz des EAS—Konzeptes sind in [2] fir
die lineare Analyse, in [3] fir Plastizitat und in {69] fur die vollstandig nichtlineare Ana-
lyse beschrieben. Mit der im Abschnitt 6.2 und 6.3 beschriebenen Methode wird in die-
ser Arbeit eine Verbesserung des Elementes HEXA8 bei der Analyse elasto~—plasti-
scher Probleme mit groBen Verzerrungen erzielt.

6.3.1 Erwelterter Ansatz fiir das HEXAS8 Element

Die Wah! der erweiterten Terme M(& ) wird durch Betrachtung der Interpolation des
Verschiebungsgradienten im isoparametrischen Raum, Grad £ [uM], getroffen. Hierbei

muB Bedingung 1 erfilit und die "locking”— Effekte abgemindert werden. Fir die Form-
funktionen des 8-—knotigen 3D—-Elementes, siehe Gl. (6.5), zeigt Tabelle 6.2 die in

Grad ¢ [u"] bereits vorhandenen Terme; weiterhin werden die zur Volistandigkeit eines
tri—linearen Polynoms fehlenden Termen aufgefihi.

o 1 En C & & 8 Ent

. v (6.38)
; vorhandene Terme fehlende Terme
¢h§o1oonconz; EO0OOE O 08 0 O
" 0010 & 0 t 0noO On 0 0mnE O
" 0001 0 E q En 00C¢ 0 OC 0 0ty

Der Deformationsgradient F kann 2.B. durch die folgende Ergénzung H" erweitert wer-
den, die einen kompletten tri—linearen Ansatz darsteilit.

H' = [@,E apn @l azn agnE agil o &t ] (6.39)
a; (I =1,2,..,7) sind die jeweils 3x1 Vektoren der lokalen Elementparameter.
Wahlt man fir H" einen Ansatz nur mit den ersten 3 Termen (Na=3)

Flh=[a1§ a,n oagt] ’ (6.40)
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entsteht ein komplettes lineares Polynom. Dieses Element wird hier mit HEXA8—E3 be-
zeichnet. Dieser Ansatz wurde auch in [69] gewahlt. Wie aber in der folgenden Eigen-
wertanalyse eines Einheitselementes gezeigt, werden mit diesem Ansatz nicht alle un-
erwlinschten Versteifungseffekte beseitigt. Dies stimmt mit den Ergebnissen der
entsprechenden linearen Version des EAS 3D—Elementes in [3] dberein.

In Rahmen dieser Arbeit wird deshalb auch eine alternative Wahi fir H” getroffen, aus
der ein "locking"freies Element entsteht. Hierflir werden die ersten sechs Vektoren der
lokalen Elementparameter (No=86) ausgewahit. Das "locking” freie Verhalten dieses
Elementes (HEXA8~E6) wird durch die folgende Eigenwertanalyse bewiesen.

6.3.2 Bemerkung zur numerischen Iﬁtegration bei den 3D-EAS Elementen

Esistzu bemerken, daB bei den 8-—knotigen 3D-EAS —Elementan die 2x2x2 GauB3 —In-
tegration, hier kurz 8G genannt, wegen des erweiterten Ansatzes nicht ausreichend ist,
um die Elementstabilitdt zu gewahrleisten. Bei dieser Integrationsordnung kénnen bei
Problemen mit groBen Verformungen, insbesonders im hydrostatischen Zustand, un-
erwinschte Modes aufireten. Dieser Effekt wurde im Kapite! 7 bei den Beispielen 1, 2
und 4 beobachtet.

Um die aufwendige 3x3x3 GauB—Integration (27G) zu vermeiden, wurde hier von einer
Familie von Integrationsregeln Gebrauch gemacht, die erstmal von Irons [34] vorge-
stellt wurde. Diese Regeln haben sich bei der Anwendung mit 20~knotigen Hexaeder-
elementen wegen ihrer Genauigkeit und Effizienz als vorteilhaft erwiesen [29][56]. Kiirz-
lich wurde von Simo, Armero und Taylor eine 9—Punkt— Regel [67] vorgeschiagen, um
diese Effekte zu vermeiden. Alle diese Regeln werden im folgenden zusammengestelit.
I f(g)do = A, f(0,0,0) - 6.41)

& + Bglf(— b,0,0) + f(b,0,0) + 10, — b,0) + ... (6 Terme) ]

+ Gglf(— ¢, — ¢, ~¢c) +f(c,~ ¢, ~ ) + .. (8 Terme) ]

Regel Aq Bg Cg b c

9 3.555556 0.000000 0.555556 0.000000 0.745356
14 0.000000 0.886427 0.335180 0.795822 0.758787
15a 1.564444 0.355556 0.537778 1.000000 0.674100
15b ¢ 0.712137 0.686227 0.396312 0.848418 0.727662

Bej dennumerischen Beispielen der nachfolgenden Kapitel wird die GUte dieser Regeln
in Zusammenhang mit den EAS—-Elementen untersucht.
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6.3.3 Eigenwertanalyse der linearen Matrix

Durch eine Spektralanalyse der elastischen Matrix von einem Einheitswiirfel wird das
Verhalten der HEXA—8 Elemente und der EAS ~ Elemente in der Ndhe des inkompressi-
blen Bereichs untersucht . Datiir wird fiir die Querdehnzahl der Wert 0.49999 eingesetzt.
Die Versteifung an der inkompressiblen Grenze ist durch die Anzahl der Eigenwerte ge-
kennzeichnet, die beix/—oco bzw. v—0.5 gegen Unendlich streben. Flr die genannten
Materialparameter darf ein versteifungsfreies Element nur einen einzigen gegen Un-
endlich strebenden Eigenwert zeigen. Dieser Eigenwert entspricht dem reinen Dilata-
tionsmode.

Die berechneten Eigenwerte sind in Tabelle 6.3 zusammengestelit. Dabei wurden die
sechs Null Eigenwerte, die den Starrkdrperbewegungen entsprechen, nicht aufgenom-
men. Bei den EAS—Elementen wurden die verschiedenen Integrationsmoglichkeiten
gegenibergestelit. Die verschiedenen Integrationsregeln liefern flir das unverzerrte
Einheitselement dieselben Eigenwerte.

Aus Tabelle 6.3 ist zu entnehmen, daB bei dem reinen Verschiebungsmodell 7 sehr hohe
Eigenwerte auftreten, was in Ubereinstimmung mit dem bekannten eheblichen Verstei-
fungseffekt dieses Elements steht. Die EAS—Erweiterung mit na=3 hat diese Effekte
abgemindert, zeigt aber immer noch 4 Eigenwerte, die zu Unendlich tendieren. Bei dem
Element mit na=6istdann nurnoch ein hoher Eigenwert erkennbar, welcher demreinen
volumeirischen_Verformungsmode entspricht.
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HEXAS HEXAS8-H3 |HEXAS8-H6
! 0.0555 0.0555 0.0555
2 0.0555 0.0555 0.0555
3 0.1666 0.1111 0.0926
4 0.1666 0.1111 0.0926
5 0.1666 0.1111 0.0926
6 0.2222 0.2222 | 0.1111
7 0.3333 0.3333 0.1111
8 0.3333 0.3333 0.1111
0.3333 0.3333 0.2222
10 0.3333 0.3333 0.3333
11 0.3333 0.3333 0.3333
12 o0 0.3333 0.3333
13 oo 0.3333 0.3333
14 o0 0.3333 0.3333
15 ) o0 0.3333
16 oo co 0.3333
17"} oo 0.3333
18 o0 o0 oo Bt

Tabelle 6.3: Eigenwerte fiir ein unverzerrtes Element bei inkompressiblem Material
v =0,4999 (die 6 Null Eigenwerte sind nicht dargestellt)

6.3.4 Bemerkung zur Spannungsriickrechnung bei den EAS—Elementen

Wird die Orthogonalitatsbedingung, GL.(6.12), in die variationelle Gleichung (5.16) bzw.

(5.22) eingesetzt, entsteht eine von P"bzw, ©" unabhéngige Gleichung, vgl. GI.(6.1 4).
Dies bedeutet, daB bei der Berechnung der Verschiebungen und der inneren Variablen

a das Spannungsfeld " nicht explizit auftritt. Die Spannungen missen punkiweise

als Funktion der Knotenverschiebungen d" und der Elementparameter af! mittels der
konstitutiven Beziehung (6.16) bestimmt werden. Diese Vorgehensweise ist einfach und
effizient, aber nicht variationell konsistent. Im Aligemeinen genﬁgen die so gerechneten
Spannungen der Orthogonalititsbedingung nicht,

Eine variationell konsistente Spannungsriickrechnung ist dem Vorgehen einer assu-
med stress Formulierung ahnlich. Dabei werden die optimalen Ansétze fir die Span-
nungen in dem parametrischen Raum festgelegt und durch die entsprechenden Trans-
formationen im globalen Raum abgebildet. Nach dieser Prozedur lauten die
Spannungen:
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1" =P = TM(E)B (6.42)

Die Matrix P; enthélt die Formfunktionen, die durch Transformation mit T,aus der Matrix
der Formfunktionen im parametrischen Raum M( & ) gewonnen werden. B istder Vek-
tor der unbekannten Koeffizienten von P,

Fur die Anwendung bei den EAS—Elementen muB bei der Wahl der Funktionen in P,
die Orthogonalititsbedingung (6.12) beachtet werden.

j [TT - 8FNdV = f ﬁTMI(g)TIR%aSFgJQMa(E)JO‘U(E)dm =0 (6.43)

o

Da abgesehen vom My (E ) und M(E) alle anderen Terme in (6.43) konstant sind, ist
die Orthogonalitatsbedingung aquivalent zu:

J MIM.do = 0, (6.44)
o

d.h. die Funktionen in M(E ) miissen von denen in My(E) ausgeschlossen sein. Die
Spannungsriickrechnung nach dieser Prozedur ist variationell konsistent, aber wegen
der Vielzahl der Matrixoperationen in (6.43) rechnerisch aufwendig.

Fur das HEXA-8 Element ist die optimale Anzahl der Spannungsmodes gleich der Dif-
ferenz zwischen der Anzahl der Verschiebungsmodes und der Starrkérpermodes [59],
d.h. 3x8~-6=18. Die entsprechende M,(&) Matrix ist dann:

1MEnc0000 000 0 000000

000 0 1ELEL000 0 000000

M.k = |900 00000 1EnE000000
“E)=10000 0000000 0 120000
0000 0000000 0001100
000000000000 00001§

(6.45)

Da die Funktionen in M.(§ ), Gl.(6.45), mit denen des kompatiblen Verschiebungsgra-
dienten Gl. (6.38) Gbereinstimmen, befriedigt dieser Ansatz die Bedingung Gl. (6.44) flir
jeden zuldssigen Ansatz in My(E).

Die Brauchbarkeit der aus der konstitutiven Beziehung (6.16) errechneten Spannungen
bei einer EAS—~Formulierung wurde anhand von numerischen Beispielen gezeigt.
Hierzu wurden lineare Analysen mit HEXA8~E3 Elementen durchgefiihrt. Die Ergeb-
nisse nach (6.16) und die nach der variationell konsistenten Prozedur Uber Spannungs-
formfunktionen GI.(6.45) wurden verglichen.

Daraus ergibt sich, dafB die Spannungen an den Integrationspunkten mit denen aus der
Berechnung nach (6.42) und mit theoretischen Ergebnissen gut (ibereinstimmen. Diese
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SchiuBfolgerung istim Hinblick auf die Anwendung des EAS—Elementes flr plastische
Analysen sehr bedeutend. Flr die Spannungen an anderen Punkten sind die Ergeb-
nisse unbrauchbar. Dies wird im folgenden Beispiel geschildert.

Beispiel 6.1: Anhand des in Bild 6.3 dargestellten Kragarms sollen die hier diskutierten
Verfahren zur Spannungsriickrechnung verglichen werden. Dabsi wird die Netzauftei-
fung (A7) benutzt. Die Spannungen werden an den GauB--Integrationspunkten (8GIn-
tegration) und am Punkt B berechnet. Die Ergebnisse sind in Tabelle 6.4 zusammenge-
faBt. Die exakte Lésung fir die Durchbiegung vom Punkt A ist 102.6 mm. Die
FE—L&sung mit dem HEXA8—E3 Element, bezogen auf die Solidsung, ist 0.9466.

X Y 4 Oexact o nach (6.16) {o nach (6.42)
GP1 80.378 [0.423 {1.577 | —2450 -2373(0.97) ~2373(0.97)
GP2 §0.255 10.423 ]0.423 2532 2445 (0.97) 2445 (0.97)
B 1.0 1.0 2.0 4050 3376 (0.83) 4139 (1.02)

Tabelle 6.4: Spannungsriickrechnung fiir EAS —Elemente
(Abweichung in %)
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6.4 Numerische Untersuchungen

Anhand von numerischen Beispielen soll die Leistung der in diesem Kapitel eingefiihr-
ten 3D--EAS—Elemente im linearen Bereich untersucht werden, Dafiir werden einige
oft benutzte "benchmarks” der Literatur berechnet. Hierbei wird, falls nicht anders an-
gedeutet, die 8—-G—Integration benutzt.

6.4.1 Patch~Test

Mit diesem Test wird Uberpr(ift, ob die finiten Elemente in der Lage sind, bei beliebig
verzerrter Geometrie konstante Spannungen und Verzerrungen darzustellen. Fir die
3D~—Elemente wurden die im Bild 6KEIN MERKER dargesteliten Geometrien gewahit.
Die EAS—Elemente bestehen diesen Test.

Bild 6.2: Geometrie des Patch-Test

6.4.2 Kragbalken

Der Kragbatken in Bild 6.3 wird zur Untersuchung des Effekts der Elementverzerrung
mit sieben verschiedenen Elementnetzen idealisiert. Der Balken wird fiir zwei Lastfille
untersucht, reine Biegung und Endquerbelastung. Diese sind zusammen mit den Mate-
rialparametern in Bild 6.3 wiedergegeben. In den Tabellen 6.5 und 6.6 ist die Durchbie-
gung am Punkt A, normiert zur exakten Ldsung, angegeben.

Die erste Spalte enthalt die Ergebnisse des Verschiebungselementes, wobei das zu
steife Verhalten zu erkennen ist. Bei zunehmender Netzverzerrung wird dieser Effekt
noch gravierender. In der zweiten und dritten Spalte sind die Ergebnisse des EAS~Ele-
mentes mit na=3 bwz. na=6 eingetragen. Aus dem Vergleich der Verschiebungen in
diesen Spalten mit denen des Verschiebungsmodells ist die Verbesserung abzutesen.
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Vergleicht man die Ergebnisse der EAS—Elemente mit Ergebnissen von anderen hybri-
den Formulierungen, sieche z.B. [21] flr eine Zusammenstellung von Ergebnissen, stelit
man fest, daf die Ergebnisse des HEXA8—E6—Elements in Ubereinstimmung mit de-
nen des hybriden Elements von Pian und Tong [59] stehen. Dieses bestatigt die Aquiva-
lenz zwischen HR—Elementen und EAS—Elementen, wie sie in [2] festgestellt wurde.

6.4.3 Elementverzerrungstest

Derselbe Balken aus Beispiel 6.4.2 wird jetzt mit zwei verzerrien Elementen diskretisiert,
wobei der Netzverzerrungsgrad durch den Parameter e gesteuert wird (Bild 6.4). Diese
Untersuchung erfolgt fiir den Lastfall 1. Die Querverschiebung am Punkt A, normiert zur
exakten Losung, ist lber dem Verzerrungsgrad e in Bild 6.5 aufgetragen. Fir das
HEXA8--E6—Element wird bereits bei e=2 das Minimum an Genauigkeit erreicht; die-
ses entspricht einem Fehler von ca. 50%. Das HEXA8—E3—Element ist etwas steifer;
das Verschiebungselement erweist sich als viel zu steif und ungeeignet.
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‘ f150 t Lastfalf (i)/ , Lastfall (1) Lastfall (2)

2 1000 150
150 1 . t
P i Z 1000 150
%IL ————————————— ——-'A 1000 150
L7 R
s o X 150
b u=0 E=1500
%  u=w=0 v=0.25
% u=v=w=0
/i ¢ S
| 171 ! 1 \
s s 8 G N iy i (A9
s / A - A

/‘ 2 4
| 147 (A5)
——— LA -

I//- 2]4 ‘g« x—Koordinaten
Netz | x1 | x2 | x3 | x4
A2 5 |5 |5 1|56
A3 5. | 5. |6 | 6
Ad 4. | 5. |6 |5
A5 (<] 515 6
A6 8. 12 12 |8

(A7)

Bild 6.3: Kragarm mit verzerrtem Elementnetz
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HEXAS HEXA8-H3 |HEXA8-H6
Al [ 0,000 1,000 1,000
a2 {0278 1,000 1,000
A3 | 0235 0,394 0,923
A4 0,203 0,791 0,813
A5 [ 0,188 0,772 0,772
A6 | 0,082 0,407 0,414
A7 | 0,444 0,957 0,959

Tabelle 6.5: Normierte vertikale Verschiebungen wj fir Lastfall (1).
(WA,exakt = 100)

HEXAS HEXA8~H3 |HEXA8-H6
Al 0,090 0,755 0,755
A2 ] 0,249 0,934 0,935
A3 0,235 0,844 0,876
A4 0,222 0,769 0,796
AS 0,202 0,765 0,766
Ab 0,121 0,478 0,485
A7) 0,481 0,953 0,954

Tabelle 6.6: Normierte vertikale Verschiebungen W fiir Lastfall (2).
‘ ( Wa exakt = 102,6)
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Tastal (3)
1000
1000
—_ 1000
A
1000
7 L e | 5 X
Bild 6.4: EinfluB der Netzverzerrung
£ 20
< )
£ o
ju
o 1 k.
5 - \‘b HEXA8-H6
e o] S -
g 40 \?:‘i\ +
s X sews
e -6y \_HE__J‘Hs ..... y
Q -
£ __80_(_\‘ X~ ¢
5 HEXA8 T M g
2 | Hexas/ Ko Y — - Y ¢ 3
& —100 . . ; ; , . .
0 1 2 3 4 ©

Bild 6.5: Durchbiegung w, des Kragarms bei reiner Biegung
6.4.4 Quadratplatte unter Eigengewicht

Eine naviergelagerte Quadratplatte mit einer Seitenldnge L=100cm (Bild 6.6) wird unter
Eigengewicht flir verschiedene Plattendicken h berechnet. Fir h wurden die Werte 1,0 ,
0,1 und 0,01 cm angenommen. Die Materialeigenschaften sind die von Aluminium:
E=1,0. 107 N/cm? und v=0,3. Aufgrund der Symmetrie wurde ein Viertel der Struktur
idealisiert. Es wurden homogene Netze mit 2x2, 3x3 und 4x4 Elementen benutzt. Die
Mittendurchbiegung fir verschieden feine Elementnetze wurden mit der Kirchhoff—
Lésung wey flir diinne Platten verglichen, siehe z.B. Timoshenko [90]. In Tabelle 6.7 sind
die Zu we, normierten Ergebnisse fiir die drei betrachteten Elemente eingetragen.
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Kirchhoff—Platten~Theorie :

L4
Wex = 406 - 105 95-»

wobei D die Biegesteifigkeit
B X der Platte darstelit :

_Ehd
12(1 =3

& Qe pe—————

Bild 6.6: Naviergelagerte Quadralplatte unter Gleichlast,

L/h =102 L/h =103 L/h = 104
2x2 3x3 4x4 2x2 3x3 4x4 2x2 3x3 4x4
HEXAS 0,009 | 0,020 [ 0,035 § 0,000 | 6,000 | 0,000 | 0,000 0,000 1} 0,000

HEXA8-H3 10,142 | 0,466 | 0,737 | 0,002 | 0,009 | 0,027 [ 0,000 | 0,000 0,000
HEXA8-HE | 0,990 | 0,997 | 0,9991 0,990 | 0,996 | 0,998 | 1,000 | 1,015 1,098

Tabelle 6.7: Normierte Durchbiegung wiwey fiir die naviergelagerte Platte

Die Ergebnisse zeigen, daB das HEXA8-E3—Element keinesfalls "locking” —frei ist.
Auch bei den dicken Platten zeigt dieses Element ein zu steifes Verhalten. Durch den
erweiterten Ansatz mit na=6 wurde das 3—D—-Element vom "shear—locking” befreit.
Auch bei der dlinnen Platte zeigt sich das exzellente Verhalten des HEXA8—E&~Ele-
ments.

6.4.5 Scordelis—Lo—-Schale

Die'in Bild 6.7 dargestellte Zylinderschale unter Eigengewicht dient oft als Testbeispiel
zur Untersuchung von Schalen—~Elementen. Die Schaleist an den Endscheiben gelen-
kig gelagert. Aus Symmetriegriinden wird nur ein Viertel der Struktur modelliert. Die
Durchbiegung des Mittelpunktes der freien Kante w, wird fiir verschieden feine Ele-
mentnetze verglichen.

In Tabelle 6.8 sind diese Werte eingetragen; sie sind bezogen auf den Vergleichswert
aus [86]. Dabei zeigt das HEXA8~E6—Element bereits bei grobem Netz gute Uberein-
stimmung mit dem Vergleichswert. Das HEXA8—E3~Element zeigt fir feinere Netze
eine Tendenz zur richtigen Lésung. Zum weiterem Vergleich wurde das Beispiel auch
mit 4—knotigen und 8—knotigen Schalen—Elementen berechnet, wobei in beiden
.Féllen eine 2 x 2 GauB—Integration benutzt wurde,
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Bei der Betrachtung der Werte in den Tabellen 6.7 und 6.8 fallen die hervorragenden
Ergebnisse des HEXA8—E6—Elementes auf. Dies weist darauf hin, daf bei der Berech-
nung von diinnwandigen Strukturen die bilinearen Terme in (6.39) bei der Erweiterung
des Deformationsgradienten auf jeden Fall mit eingeschlossen werden soliten.

L=15200 mm
h=76 mm
R=7600 mm

E=2,1.10% N/mm?
v=0
q=5,76.10"5 N/mm?2

Randbedingungen :

—— frei
Uy=Uz=0

Bild 6.7: Scordelis—Lo Schale

Netzaufteilung
2x2 4x4 8x8 12x12 |
HEXAS8 0,024 0,061 | 0,121 | 0,185
HEXA8-H3 [ 0,136 0,535 | 0,937 | 0,976
HEXA8-H6 { 1,307 1,016 | 0,992 | 0,987
SH4 0,024 0,067 | 0,132 | 0,203
SHS (8G) 0,966 0,983 | 0,979 | 0978

Tabelle 6.8: Norm/erte Durchbiegung w/w,ef far die Scordelis—Lo Schale
(Wer=93,814)

77



7 Beispiele

Ziel dieser Untersuchung ist es, neben der Uberprifung der Formulierung das Element-
verhalten des herkdmmlichen Verschiebungselementes und des gemischt—hybriden
Elementes flr groBe Verzerrungen und inkompressibles plastisches Verhalten zu te-
sten. In den foigenden Beispielen wird das in Tabelle 3.1 zusammengefaBte konstitutive
Modelt angenommen. Dabei handelt es sich um ein hyperelastisches Stoffgesetz, das
durch eine logarithmische freie Energiefunktion beschrieben wird, und um eine asso-
ziierte FlieBregel und ein FlieBkriterium nach von Mises. Bei den hier betrachteten Fallen
werden isotherme Prozesse vorausgesetzt.

Die im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Programmbausteine der 3D ~Elementformu-
lierungen und des Materialmodelles wurden in das nichtlineare FE-Programm
CARAT [82] des Instituts filr Baustatik der Universitéat Stuttgart implementiert.

7.1 Beispiel 1: Dickwandiger Zylinder mit Innendruck

Mit diesem Beispiel wird der Projektionsalgorithmus fiir den Sonderfall der idealen Pla-
stizitat sowie die finiten Elementformulierungen auf die richtige Wiedergabe der inkom-
pressibilitat hin Gberprift.

Von dem langen, dickwandigen Kreiszylinder (Bild 7.1) wird der mittlere Bereich unter-
sucht, fiir den ein ebener Verzerrungszustand angenommen werden kann. Der Zylinder
wird unter Innendruck soweit verformt, bis eine Aufweitung des Innenradius von 10 mm
auf 85 mm entsteht. Die Materialdaten sind [76] entnommen worden und in Abbildung
7.1 angegeben. Diese Daten nédhern ein starrplastisches Verhalten an, flir welches eine
analytische Lésung in [78] angegeben ist. Aus der Bedingung der Volumenkonstanz
entsteht flir jede verformte Konfiguration t eine konstante Beziehung zwischen dem
Radius und der Rohrdicke. Fir den ebenen Dehnungszustand folgt dann:

A= n(RZ — 1) = A,
Fir die Berechnung wurde aus dem Kreisquerschnitt ein 5° Segment herausgeschnit-
ten und den Symmetriebedingungen entsprechend gelagert. Das Segment des Ringes
wird mit 5, 10 und 20 HEXAB8 Elementen diskretisiert. Das grobe Netz wurde auch mit
dem HEXA8—E3 Element berechnet. Die Belastung erfolgte verschiebungskontrolliert

in 15 Inkrementen durch die Vorgabe der inneren Radiusaufweitung. Dabei nimmt die
Wanddicke von urspriinglich 10 mm auf 1.75 mm ab.

Aus Bild 7.2 ist das extrem steife Verhalten des Verschiebungselementes zu erkennen.
Auch bei dem feinen Netz sind die Ergebnisse unbrauchbar. Das EAS —Element gibt be-
reits bei einem groben Netz die Sollésung wieder. Die ausgezeichnete Ubereinstim-
mung mit der analytischen Lésung fir starrplastisches Verhalten ist in Bild 7.3 noch-
mals ersichtlich. '
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Bei der Berechnung mit den gemischten Elementen HEXA8--E3 wurden die GauB—In-
tegration (8G), 9—Punkt und die 15—Punkt—Integration eingesetzt. Die GauB~Integra-
tion flhrte bereits nach dem 4. Verschiebungsinkrement zu Elementpathologien, die
durch eine singulére Element—Jacobimatrix aufgezeigt wurden. Auch die Reduktion
der Verschiebungsschritte brachte die Rechnung nicht weiter. Die "zero—energy—mo-
des” wurden mit der 9P— und 15a~Integration beseitigt. Die Ergebnisse von beiden
Integrationstypen stimmen (iberein, so daB die kleinen Abweichungen nicht in Bild 7.2
dargestellt werden konnten.

r=10 mm
R=20 mm

#=40,0 KN/mm?
u=3,8 kN/mm?2
0r=0,5 kN/mm?

I
IDLJ<H

PaY a L

Bild 7.1: Dickwandiger Zylinder: Beispielbeschreibung
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Bild 7.2: Radlialspannungen am innenrand, aufgetragen tber Radiuszuwachs

pr (KN/mm?)

-400

.300

<200

- 100

o5 HEXA8—E3
- exakte Lésung

Ar {mm)

Bild 7.3: Radialspannungen am Innenrand, aufgetragen (iber Radiuszuwachs
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7.2 Beispiel 2: Stauchversuch an Volizylinder

Als zweites Beispiel dient das Stauchen eines Vollzylinders. Dieses Beispiel wurde be-
reits vielfach zur Untersuchung der Elementformulierung flr das inkompressible piasti-
sche Verhalten herangezogen, z.B. Nagtegaal und de Jong [47] und Simo [76].

Bild 7.4 zeigt Geometrie und Materialparameter des zu stauchenden Vollzylinders. Das
Material wird linear verfestigend mit einem Verfestigungsmodul H angenommen. Das
axialsymmetrische Problem wird durch die im Bild 7.4 dargestelite Teilstruktur mit 3—D

“Elementen diskretisiert. Es wird ein 5x20 Elementnetz verwendet. Im Versuch wird der
Zylinder zwischen zwei ebene Werkzeuge gepreBt. Flir den Kontakt der Oberseite des
Zylinders mit dem Werkzeug wird ideale Haftung angenommen. Die Belastung erfoigte
in 40 Inkrementen bis zu einer Stauchung von 20%. ’

In Bild 7.5 werden die Endverformungszustéande fir die Modellierung mit Verschie-
bungselementen und mit den EAS—~Elementen verglichen. Bei der Berechnung mitden
HEXA8-ES Elementen wurde die 15a—Integrationsregel benutzt. Bei der Anwendung
der 8G—Integration wurden bereits am Anfang des numerischen Versuchs Konver-
genzschwierigkeiten festgestellt; das Eleméntversagen begann bereits bei einer Stau-
chung von 7%.

ideale Haftung
~{ > u (unverschieblich)

3,0 mm

|y

™ u

6,0 mm

100 Elemente
E==1000,0 N/mm?
v=0,3

Fy=1 - 3,0eP

Bild 7.4: Stauchversuch: Probengeometrie und FE—Modellierung
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Bild 7.6: Stauchversuch: Last — vertikale Verschiebungskurven
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7.3 Beispiel 3: Zugversuch — Einschniirung

Als weiteres Beispiel wird das Einschniren eines zylindrischen Stabes beim axialen
Zugversuch betrachtet. Die Geometrie und Diskretisierung des Stabes sind in Bild 7.7
dargestellt. Unter der Ausnutzung der Symmetrie in LAngs— und Querrichtung wird nur
ein Achtel der Versuchsprobe diskretisiert. Daflir werden insgesamt 120 HEXAS Ele-
mente gebraucht. Die isotrope Verfestigungsfunktion nach Simo [786] lautet:

op = Hy + HEP + (He — Hp)(1 — &~ 9%)

mit den Materialparametern:
Hg = 0,45 kN/mm?2
HL=0,12924 KN/mm?2

Ho =0,715 kN/mm?2
©=16,93

Zur Belastung wird eine gleichmaBige Verschiebung auf die Stirnfliche aufgebracht.
Die Probe wird in 14 Inkrementen um 30 % verlangert.

Zunéchst wird ein homogener Stab berechnet, dessen Kraft-Verschiebungsverlauf
den Primérpfad darstelit. Auf dieser Kurve tritt keine Einschniirung auf. Dieser Pfad zeigt
einen Durchschlagspunkt A (u=3.526, P=13.69) und zwei Verzweigungspunkte B
(u=3.855, P=13.68) und C (u=6.860, P=13.06). Die Festlegung dieser Punkte erfolgte
durch die Methode zur direkten Berechnung von Stabilitétspunkten, beschrieben von
Wriggers und Simo in [95].

Wegen der Wegabhéngigkeit plastischer Prozesse besteht aber dabei die Schwierig-
keit, daB8 bei der direkten Berechnung des Verzweigungspunktes Entlastung entsteht.
Wegen des homogenen Spannungs—Dehnungszustandes in der Probe kann die Ein-
schnlirung des Zugstabes aus einer reinen mechanischen Analyse nur als Verzwei-
gungsldsung aus dem homogenen Zustand berechnet werden. Dabei spielt die im Rah-
men dieser Arbeit angewandte Formulierung fir Elastoplastizitét, fir die die Herstellung
des exakten Tangentenoperators mdglich ist, eine wichtige Rolle. Durch Pfadwechseln
am Punkt B mit dem errechneten Eigenvektor des Null Eigenwertes entsteht der Sekun-
dérpfad, auf dem die Versagensform durch Einschnlirung des Querschnittes gekenn-
zeichnet ist. In Bild 7.8 sieht man die Versagensformen der homogenen und der ver-
zweigten Losung. Diese Analyse wurde mit HEXA8—E3 durchgefihrt.

Weiterhin wurde flr die Simulation des Einschniirens eine geometrische Imperfektion
von 0.982% nach Art der 1. Eigenform des Stabes aufgebracht. Hierzu wurde der Stab-
radius von den Lasteinleitungsfichen linear zur Stabmitte hin auf den Wert von 99,18%
des urspringlichen Wertes reduziert. Fir diese Simulation wurden HEXA8—E3 und
HEXA8—E6 Elemente eingesetzt. Die Analyse mit dem reinen Verschiebungsmodell
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zeigtkeine Einschnirung. Furalle 8 Modellierungen wurde die Gauf3— Integration 2x2x2
benutzt.

In Bild 7.2 ist die Kraft Uber der Verlangerung fiir die verschiedenen Rechnungen aufge-
tragen. Dabei stellt die Verzweigungsisung eine obere Schranke filr die durch Imper-
fektionen erzeugte Einschniirung dar. Die Berechnung mit der hiervorgeschlagenen Er-
weiterung mit na=6 fihrt im Vergleich zu der Berechnung mit no=3 zu einer etwas
weicheren Lésung. HEXAS allein erweist sich bei der Verweigung als zu steff,

a [ITT71 ¥,

T

26,667 mm

120 Elemente

E=206,9 kN/mm?
v=0,29

Bild 7.7: Zugversuch: Probengeometrie und Diskretisierung
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a) homogener Zustand

b) verzweigter Zustand

Bild 7.8: Zugversuch:

Versagensformen

Last (kN)

| 1 1 |

!

—— homogene Lésung
- = - Verzweigung in B
—£+ HEXA8

-&-HEXAB—E3(8G)
~A-HEXAB—E3(9P)

a. 1.00

2.00 38.00 4.00 &.00
Stabverlangerung (mm)

6.

on

7.

[o]¢]

8.0

Bild 7.9: Zugversuch: Kraft—Verschiebungs—Verlauf
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7.4 Beispiel 4: Stauchung von Hohizylindern

Als néchstes Beispiel dienen zwei Hohizylinder, ein schianker und ein dicker, deren
Stauchung rechnerisch nachvolizogen werden soll. Die Probengeometrien und Mate-
rialdaten sind in Bild 7.10 dargestellt.

,& u Stempel {} u
l A 1k l

1

&4 mm

et

7 4 mmp

30 mm

+
'
[l

[

< ideale Haftung >y E=205,0 kN/mm?
(unverschieblich) - 0.3 '
- A — v=0.

&40 mm 220 mm
0=0,45 kN/mm?2

ideale Plastizitat

T

Bild 7.10: Stauchversuch : Probengeometrie

im Versuch gibt es zu Beginn eine einheitliche, nach auBen gerichtete Radialbewegung.
Flrdenschlanken Zylinder (H/d = 3,82) und fiir den dicken Zylinder (H/d = 1 ,7) werden
aber unterschiedliche Verformungszusténde beobachtet. Das experimentelle Verhalten
dieses Problems wird von Nadai in [46] erértert. Dabei wird die Zylinderverformung an-
hand von Gleitlinien erlautert. Diese Linien sind in Bild 7.11 nachgebildet. In diesem Bild
stellt der Bereich ¢ den Verzerrungsbereich dar. Daraus erkennt man auch, daB sich
beim dicken Zylinder (Bild 7.11a) die Gleitflachen auf der Halfte des Zylinders treffen.
Dadurch bildet sich eine ringférmige Schwellung im Hohlraum. Bei dem schlanken 2y-
linder (Bild 7.11b) treffen sich die Gleitflachen nicht, so daB diese Schwellung nicht auf-
tritt. Gegen Ende des Prozesses bildet sich in beiden Proben eine FlieBfuge.

Hier sollen das Materialmodel! und die FE-Formulierung Gberpriift und ein Vergleich
der Tragverhalten mit der Formulierung mit kleinen und der mit groBen Verzerrungen
geflhrt werden. Fir die Berechnungen wurde aus dem Kreisquerschnitt ein 5°~Seg-
ment herausgeschnitten und den Symmetriebedingungen entsprechend gelagert. in
Langsrichtung wird auch nur die Halfte des Zylinders modelliert. Beide Systeme werden
miteinem 12x12 Elementnetz gerechnet. Es wird fiir den Kontakt Werkzeug—Stirnflache
ideale Haftung angenommen.
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dicker Zylinder schlanker Zylindelr

Bild 7.11: Gleitlinien beim Stauchversuch [46]

In Bild 7.12 werden die verformten Zustinde gezeigt, errechnet mit der Formulierung
mit groBen Verzerrungen. Die Modellierung mit dem reinen Verschiebungselement war
nichtin der Lage, die Entstehung der Schwellungim Hohlraum nachzubilden. Bei dieser
Modellierung nimmt die Probe einen faBartigen Verformungszustand an, ohne daB sich
FlieBfugen bilden.

Beim schlanken Hohlzylinder, Bild 7.13, wird die FlieBfuge ebenfalls nur durch das Mo-
dell mit den EAS~Erweiterungen wiedergegeben. Bild 7.14 zeigt die zugehdrigen Last-
verschiebungs—Diagramme fir beide Zylinder.

Aus der Darsteliung der verformten Netze mit den EAS -Erweiterungen sprechen die
hoch verzerrten Elemente und die hoch gedehnten Elemente im Hohlraum — z.T, Deh-
nungen der GréBenordnung von 100% ~ fir die Giite dieser Elemente bei der Wieder-
gabe groBer plastischer Deformationen.

87



TS

LT rooe

.n.....“..w.v\ 7z
NS
W

RS
3 Wo‘

222

2

(XL

..""’
77555557

L2
¥ ay,
i,

Stauchung am dicken Zylinder (40 %) — a) HEXA8 b) HEXA8—E3

T K =
L .... ] - “ -l
5 '.a.q. - 1 ’o T
e L) 1 W) ; ,’ “I'
W S
g {1 § i
St )l i\
N LIS
TN 0 KN O
Ry S
o &4
] |
0 [so] [e0] «Q
< < ‘e < <
g g | < g 0
= 5 |3 = )
)

%) —~ a) HEXA8 b) HEXA8—E3

88

Stauchung am schlanken Zylinder (53

Bild 7.13



Last (kN)
(=]
(=]
l
u\

--8#--H/d=3,8 HEXA8
—&—H/d=3,8 HEXA8—-E3
- -=&--H/d=1,7 HEXA8

—*—H/d=1,7 HEXA8~E3
0. ] 1 1 { | [ i }
O. 2.00 4.00 6.00 8.00

Stauchung (mm)
Bild 7.14: Stauchung an Hohlzylindern

-500

Wegen der lokal groBen Verzerrungen erfordert dieses Beispiel eine geeignete Charak-
terisierung des Materialverhaltens. Wird die oft einfachheitshalber eingesetzte Formu-
lierung der kieinen Dehnungen gewahlt, stellt sich bereits bei kleinen Verformungen ein
ganz anderes Tragverhalten entsprechend den Diagrammen in Bild 7.15 ein. Dieses
unterschiedliche Tragverhalten ist mitder in Bild 7.16 dargesteliten Verteilung der plasti-
schen Vergleichsdehnung fir den schianken Zyiinder zu erklaren.

Bei der Berechnung mit der Formulierung mit kleinen Verzerrungen breitet sich der pla-
stische Bereich von der Mitte der Probe bevorzugt in radialer Richtung aus. Die Evolu-
tion der plastischen Verzerrungen im oberen Teil des Zylinders ist sehr gering. Die hoch
konzentrierten plastischen Verzerrungen im mittleren Bereich des Zylinders sind Ursa-
che flir die Entlastung, die bei einer Stauchung von ca. 0,5% in Bild 7.15 zu erkennen
ist.

Aus der Verteilung der plastische Vergleichsdehnungen fiir die Formulierung mit gro-
Ben Verzerrungen stellt sich neben der Plastizierung in der Mitte der Probe eine plasti-
sche Fuge und ein zusétzlicher plastischer Bereich mit hohen plastischen Verformun-
gen im oberen Teil des Zylinders ein. Durch die Ausbreitung der plastischen
Verzerrungen (iber einen groBeren Bereich erreichen diese Verzerrungen im Vergleich
zur Formulierung mit kleinen Verzerrungen viel niedrigere, zum Teil nur halb so groBe
Werte.
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Last (kN)

-500 —o— H/d=3,8 ki. Verz.
—&— H/d=1,7 Kkl. Verz.
—&— H/d=3,8 gr. Verz.
—~&— H/d=1,7 gr. Verz.
‘o .sloo . 1.Ioo l 1.150 I 2.'00 I 2.‘50

Stauchung (mm)

Bild 7.15: Stauchung an Hohizylindern. Vergleich der Ergebnisse nach der Formu-
lierung mit groBen und mit kleinen Verzerrungen.
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Bild 7.16: Verteilung der plastischen Vergleichsdehnung nach der Formulierung
mit kleinen Verzerrungen (a) und mit groBen Verzerrungen (b).
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7.5 Beispiel 5: Lochscheibe

Am Beispiel einer Lochscheibe wird der Vergleich zwischen den Ergebnissen der For-
mulierungen mit kieinen und mit groBen Verzerrungen durchgefihrt, Es wird angenom-
men, daB ein ebener Verzerrungszustand vorliegt. Die Geometrie und die Materialei-
genschaften kénnen aus Bild 7.17 ersehen werden. Sie wurden aus [25] entnommen,
wobei eine Analyse flir den Fall eines ebenen Spannungszustandes vorliegt. Ein Viertel
der Scheibe wird mit 72 HEXA8—-E3 Elementen diskretisiert, wobeiwegen der Annahme
eines ebenen Verzerrungszustandes die Dicke der Scheibe beliebig ist. Das Werkstoff-
verhalten soll dem von Mises Gesetz mit linearer isotroper Verfestigung folgen.

Die Belastung erfolgt verschiebungsgesteuert. Die Scheibe wird um 33% verlangert.
Aus Bild 7.18 kann man die deformierten Zustinde bei dieser Verldngerung ersehen.
Bild 7.19 zeigt die Verteilung der plastischen Vergleichsdehnung. Daraus erkennt man,
daB die Rechnung mit der Formulierung fiir groBe Verzerrungen zu einem kleinen Be-
reich mit hoch konzentrierten plastischen Verzerrungen gefiihrt hat. Die Verlangerung
der Probe wird praktisch durch die Dehnungen an einer Reihe von Elementen erreicht.
AuBerhalb dieser Reihe bleiben die Verzerrungen klein und fast Gberall elastisch, Bei
der Analyse mit der Formulierung fir kleine Verzerrungen sind die plastischen Verzer-
rungen Uber einen breiteren Bereich verteilt, so daf die Einengung des Querschnitts
nicht so lokal erfolgt. Die Last—Verschiebungs~—Diagramme fiir beide Rechnungen
sind in Bild 7.20 dargestelit. Dabei beziehen sich die Kraft—Werte auf eine Scheiben-
dicke von 1. mm. Im Gegensatz zum Beispiel 7.4 ist bei der Analyse mit groBen Verzer-
rungen eine Entlastung festzustelien. Diese Entlastung tritt bereits bei einer Vertédnge-
rung des Stabes von ca. 0,1 mm (0,5% Dehnung) auf.

LT TP TY getkvmme
i -
ﬂ j

Materialparameter:
E=70,0 kN/mm2
v=0.2

0t=0,243 kN/mm?2
H=0,2 kN/mm?

R=5cm

] L=18 cm

b=5cm

Bild 7.17: Lochscheibe — Geometrie und Materialeigenschartten
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@ (b)

Bild 7.18: Verformter Zustand bei einer Verldngerung von 33% nach der Formulie-
rung mit kleinen Verzerrungen (a) und mit groBen Verzerrungen (b).

NNV RRRNYy,

NEN
NEANN

e

(@) (b)

Bild 7.19: Verteilung der plastischen Vergleichsdehnung bei einer Verldngerung
von 33% nach der Formulierung mit kleinen Verzerrungen (a) und mit
groBen Verzerrungen (b).
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Verl&ngerung (mm)
Bild 7.20: Lochscheibe: Last—Verschiebungskurve

7.6 SchiuBfolgerungen

Anhand der numerischen Beispiele wurde das Materialmodell und die FE-Formulie-
rung Uberprift. Diese Beispiele verdeutlichen die Unbrauchbarkeit des linearen Ver-
schiebungselementes bzw. die Eignung der EAS~Elemente zur Berechnung von Pro-
blemen mit groBen plastischen Deformationen.

Ferner ergibt der Vergleich zwischen der Formulierung mit groBen Verzerrungen und
der mit kleinen Verzerrungen, daB bereits bei "relativ kleinen Deformationen” unter-
schiedliches Tragverhalten von den beiden Modeilen wiedergegeben wird (siehe Bei-
spiele 7.4 und 7.5). Eine verailgemeinernde Aussage, welche der beiden Formulierun-
gen eher dazu neigt, eine hohere Traglast zu liefern, kann jedoch nicht getroffen werden.
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8 Zur Erfassung lokalisierten Versagens

Ein Phanomen, das haufig inelastische Deformationen begleitet, istdie Entwicklung von
lokalisierten Bandern, in denen sich groBe Dehnungen einstellen. Die Mechanismen,
welche fir die Entstehung dieser Bénder verantwortlich sind, h&ngen von dem Material-
verhalten ab. Haufig sind sie durch entfestigendes Materialverhalten begriindet. Bei
nicht assoziierten FlieBgesetzen kann die Lokalisierung sogar innerhalb des verfesti-
genden Bereiches stattfinden. Allen lokalisierten Versagensvorgangen ist gemein, daB
sie aus einer Instabilitdt im inelastischen Verhalten entstehen. Das volie Versténdnis des
nachkritischen Verhaltens im inelastischen Bereich bleibt aber weiterhin eine offene
Frage.

Flr die Wiedergabe der Versagensmechanismen missen die finiten Elemente auch
nach ihrer Fahigkeit, lokalisierte Versagensformen bei materialfesten Netzen zu erfas-
sen, untersucht werden. Wegen Degradation der Materialeigenschaften fangt das Ver-
sagen punktuell an und breitet sich rAumlich wéhrend des Versagensfortschritts aus.
Die raumliche Ausbreitung des Materialversagens in dem Tragwerk wird durch die Fi-
nite Element Diskretisierung durchgefiihit, so daB zuverldssige finite Elemente notwen-
dig sind. Wie schon in der Literatur beschrieben, sind die konventionellen Verschie-
bungselemente nicht in der Lage, Probleme mit Dehnungslokalisierung zu behandein
(siehe [84] [54]). Die Verschiebungselemente flihren in manchen Fallen zu einer ver-
spateten Bildung des Bandes und in anderen Fallen zu einer totalen Verhinderung der
Lokalisierung. Flr 2D—Probleme werden héufig viereckige Elemente angewandt, die
aus 4 gekreuzten Dreiecken aufgebaut sind. Diese Anordnung kann Bénder in 4 Rich-
tungen nachbilden, namlich parallel zu Elementkanten und zu Elementdiagonalen,
wahrend bei isoparametrischen Vierecken nur Bander parallel zu Elementkanten dar-
gestellt werden kdnnen. Diese Vorgehensweise [&8t sich aber nicht auf die 3D —Analyse
Gbertragen.

In Bezug auf das Locking —Phanomen wurden bereits einige Elementverbesserungen
durchgeflhrt, wie z.B. die in Abschnitt 6.2 beschriebene EAS—Methode. Die zufrieden-
stellende Simulation von "diffusem” Versagen in der Jo—Plastizitit gewéhrleistet aber
noch nicht, daB auch das lokalisierte Versagen durch die Elemente wiedergegeben wer-
den kann. In der Arbeit von Steinmann und Willam [84] wird die Eignung verschiedener
Finiter Elementformulierungen zur Erfassung des lokalisierten Versagens geprift.
Diese Untersuchung erfolgte fur vierknotige 2D—Elemente anhand der infinitesimalen
Theorie. Es zeigt sich, daB die Methode der inkompatiblen Verschiebungsmodes von
Wilson und Taylor [94] flir die Wiedergabe von lokalisierten Verformungszustanden
sehr geeignetist. Da die EAS—Elemente eine Erweiterung des in [94] entwickelten Kon-
zepts darstellt, ist es naheliegend, auch diese Elemente flr die Berechnung von lokali-

siertem Versagen einzusetzen.
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Anhand von einigen numerischen Beispielen werden Verschiebungselemente und ge-
mischt—hybride EAS—Elemente auf ihre Eignung hin untersucht, lokalisiertes Versa-
gen wiederzugeben. Diese Untersuchung erfolgt hier am Beispie! der von Mises ~Pla-
stizitdt und bei vorgegebenen, materialfesten Netzverteilungen.

8.1 Verzweigungskriterien bei elastoplastischen Materialien

Die allgemein notwendige Bedingung far Materialinstabilitat, Mehrdeutigkeit oder Ver-
zweigung der Lsung in irgendeiner Weise geht auf Drucker (1950) [23] und Hill
(1958) [31] zurlick. Dieses allgemeine lokale Verzweigungskriterium basiert auf dem
Verlust der positiv definiten Eigenschaft des symmetrischen Anteils des konstitutiven
Tensors

£:C%: e =0 (8.1)

wobel ¢ die Dehnungsrate und €S der symmetrische Anteil des tangentialen Material-
tensors in irgendeinem Materialpunkt sind. Diese Kriterium wird erst dann erflllt, wenn
det [C9]=0.

Ein alternativer Indikator fiir die Materialinstabilitat ist mit dem kritischen Punkt verbun-
den, bei dem der tangentiale Tensor einen Nutl Eigenwert vorzeigt.

C:¢e =0 oder det[C] =0 (8.2)

Bei Materialien mit assoziiertem FlieBen ist der Materialtensor symmetrisch, so daB
(8.1) und (8.2) den kritischen Punkt als ersten méglichen allgemeinen Verzweigungs-
punkt fiefern, Flir nicht symmetrische Materialtensoren kann die Erfillung des allgemei-
nen Verzweigungskriteriums vor dem kritischen Puriktv geschehen, d.h. det[CS] = 0,
obwohl das Material selbst noch verfestigend ist. .

Der zu einer allgemeinen Verzweigung gehérende Eigentensor kann sowoh! eine kom- -
patible als auch eine inkompatible Form annehmen, wobsi die inkompatible Form sich
auf einen Materialpunkt oder eine Fldche beschranken muB. Diese Formen fuhren zu

kleinen Imperfektionen im Verformungsfeld, so daB sich eine Stérung des homogenen

Verformungszustandes ergibt. Ein Beispiel fr einen solchen Zustand ist das bekannte

Necking—Phanomen. Dieses Phinomen ist im Beispiel 7.3 veranschaulicht. -

Lokalisierung ist mit einer Unstetigkeit der Dehnungsrate verbunden, aber fUhrt nicht
zu einer kinematischen Inkompatibilitit, Derentsprechende Verzweigungszustand wird
auch "diskontinuierliche Verzweigung” genannt. Diskontinuierliche Versagensformen
durch Zugbruch und Scherfugen sind Beispiele eines solchen Zustandes.

Aufgrund des klassischen Kriteriums nach Hill (1962)[30], Mandel (1966)[40], Rudnicki
und Rice (1975)[66] wird eine diskontinuierliche Verzweigung durch den akustischen
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Tensor gekennzeichnet, d.h. durch das Erscheinen eines Null Eigenwertes dieses Ten-
SOrS.

Q- -m=0 oder det[Q] =0 (8.3)

wobei der Eigenvektor m die Richtung der relativen Geschwindigkeit des Materials an
gegeniberliegenden Seiten des Bandes beschreibt. Der akustische Tensor Q wird
durch Kontraktion des Materialtensors mit dem Normalenvektor N der Diskontinuitats-
flache definiert.

Q=N-C: N (8.4)

Entsprechend zu der notwendigen Bedingung fiir eine aligemeine Verzweigung, Gl.
(8.1), stellt das starke Elliptizitatskriterium ein allgemeines Kriterium fiir eine diskontinu-
ierliche Verzweigung dar [11]. Das Kriterium fUr Verzweigung mit einer kompatiblen
Form wird erflillt, wenn der symmetrische Anteil des akustischen Tensors nicht mehr po-
sitiv definit ist. Dieses Kriterium wird durch die folgende Gleichung ausgedriickt.

m-Q-m=0 (8.5)
Gleichung (8.5) identifiziert die erste mdgliche Verzweigung mit einer kompatiblen Form
und erfordert det[QS]=0. Flir symmetrische konstitutive Tensoren liefern beide Lokali-
sierungskriterien, Gl. (8.3) und Gl. (8.5), denselben Verzweigungspunkt. Fir nicht sym-
metrische konstitutive Tensoren kann eine Lokalisierung nach Gl. (8.5) vor dem Errei-

chen des Verzweigungspunktes, identifiziert durch Gl. (8.3), stattfinden, d.h. die
Lokalisierung ist in dem Fall im verfestigenden Bereich méglich.

Die genannten Verzweigungskriterien sind in Tabelle 8.1 zusammengestellt. Eine aus-
flhrliche Diskussion zur Verzweigung bei assoziierten und nicht assoziierten elasto—
plastischen Materialien wird in Bigoni/Hueckel [11] und Neilsen/Schreyer [50] gefiihrt.

Kriterium - Gleichung » Versagensart
1 |allgemeine Verzweigung € :CS:e=0 verteilt/lokalisiert
2 kriiischer Punkt C:eg=0 verteilt/lokalisiert
3 |Verlust der starken Elliptizitat m-Q% =0 | lokalisiert
4 | klassische diskont. Verzweigung Q- m=0 lokalisiert

Tabelle 8.1: Verzweigungskriterien fiir Lokalisierung
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8.2 Beispiele fir Lokalisierung in der J,~Plastizitat

Das zur Beschreibung von elasto—plastischen Verformungen von Metallen in der Regel
angewandte von Mises—Plastizitdtsmodell mit assoziiertem FlieBen stimmt bei Lokali-
sierungsproblemen gut mitexperimentellen Ergebnissen Gberein. In [50] werden einige
experimentelte Untersuchungen mit der Vorhersage von Verzweigungen nach dem von
Mises—Modell verglichen. Dabei ist das Modell in der Lage, sowohl die Einschnirung
(engl: Necking) als auch die Lokalisierung wiederzugeben. Da das im Rahmen dieser
Arbeit betrachtete Materialmodell auf der Basis der assoziierten Plastizitiat entwickelt
wurde, ist der Materialtensor symmetrisch. Dies bedeutet, daB eine Lokalisierung nach
dem Kriterium (8.5) nicht vor dem allgemeinen Verzweigungspunkt gemas GI. (8.1) auf-
treten kann. Eine Lokalisierung im verfestigenden Bereich ist in diesem Fail nicht moég-
fich.

Bei der Eigensystemanalyse der plastischen Materialtangente dieses Modells wurde in
[50] gezeigt, daB nur der fundamentale Eigenwert von dem Verfestigungsmodul H ab-
héngt und daB der fundamentale Eigentensor eine Funktion des momentanen Span-
nungszustandes ist. In anderen Worten, wieviel Entfestigung fiir eine Lokalisierung not-
wendig ist, héngt auch von dem erreichten Spannungszustand ab. Bei reinem Schub
kann 2.B. eine Lokalisierung ohne Entfestigung, d.h. fiir H = 0, auftreten. Anderseits tritt -
bei einaxialem Zug eine Lokalisierungsform erst dann auf, wenn der Entfestigungsmo-
dul groB ist. Flr einen ebenen Dehnungszustand unter einaxialem Zug wird z.B. der er-
ste Lokalisierungszustand bei einem Entfestigungsmodul von — E/12 aktiviert. BIS Zu
diesem Wert ist die Verformung gleichmaBig.

An den folgenden numerischen Beispielen wird untersucht, ob die EAS—Elemente in
der Lage sind, diskontinuierliche Verzweigungen und die raumliche Entwicklung der
Scherfuge der Jo—Plastizitdt zu beschreiben. Der EinfluB der Integrationsordnung auf
die Ergebnisse wird dabei mit betrachtet. Da es hier um die Eignung der Finiten Ele-
mente geht, wird die Frage der Objektivitat der Ergebnisse in bezug auf das FE—Netz
dem Abschnitt 8.3 (iberiassen.

In den folgenden Beispielen wird das bereits in Beispiel 7.3 vorgestelite [69] Ver—/Ent-
festigungsgesetz verwendet. Bei diesem Gesetz kdnnen sich groBe Dehnungen bereits
vor der Entstehung der Scherfuge bilden, so daB die Element— und Materialformulie-
rung zusammen mit dem Lokalisierungsphanomen (iberpriift werden kénnen. Die Ma-
terialparameter sind mit denen aus Beispie! 7.3 identisch, abgesehen von dem Ver-
festigungsmodul, der hier den negativen Wert H=—0.012924 bekommt.
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8.2.1 Schubtest

Dieser numerische Test erfolgt an einem rechteckigen Element mit der Diagonallange
d=5,0, welches wie in Bild 8.1 gelagertist. Es wird der ebene Dehnungszustand voraus-
gesetzt. Die Belastung entspricht einem reinen Schubversuch und erfolgt verschie-
bungsgesteuert. Bild 8.1 zeigt auch den verformten Endzustand, erhalten durch eine
Diskretisierung mit dem herkdmmlichen linearen Verschiebungselement (a) und mit
dem erweiterten Dehnungsansatz HEXA8~-E3 mit einer GauB~Integration 2x2x2 (b)
bzw. mit der 9— oder 15—Punkt—Integration (c). Die entsprechenden Last—Verschie-
bungskurven sind in Bild 8.2 dargestellt. Dabei sind die Ergebnisse flr die verschiede-
nen Integrationsregein wiedergegeben.

Aus Bild 8.2 ist die erwartete ungenaue Ldsung des Verschiebungsmodells zu erken-
nen: es zeigt keinen abfallenden Ast. Die EAS—Elemente HEXA8—E3 und HEXA8—E6
mit der 2~ Punkt--GauB—Integration haben den lokalisierten Zustand gut erfaB3t. Die
Anwendung der 3—Punkt—GauB3—Integration, der 14— 15—Punkt— [34] oder der
9-Punkt—Integration [67] zeigt dagegen einen unerwlinschten Versteifungseffekt.
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f_U

Bild 8.1: Lokalisierungstest: Schubversuch an einem einzelnen Ele-
ment (u=10,0 mm)
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horizontale Verschiebung u (mm)

Bild 8.2: Schubversuch. Last—Verschiebungskurve

8.2.2 Zugversuch an einem rechteckigen Stab

Die Materialparameter und Abmessungen wurden aus [69] entnommen und sindin Bild
8.3 zusammengestellt. Auf Grund der Symmetrie wird nur ein Viertel des Systems mit
200 finiten Elementen diskretisiert. Um der Entstehung der Scherfuge nachzugehen,
wird ein Entfestigungsgesetz zusammen mit einer kleinen Imperfektion eingefiihrt;
hierzu wird die Stabbreite im mittleren Querschnift um 0.982% abgemindert. Bei der
Analyse werden die herrkdmmlichen 3D~Verschiebungselemente und die EAS—Ele-
mente mit na=3 und na=6 eingesetzt. Der EinfluB der verschisdenen Integrationsre-
geln wird ebenfalls wieder betrachtet.

Nach den im Abschnitt 8.1 vorgestellten Kriterien findet Necking étatt, wenn der erste
allgemeine Verzweigungspunkt erreicht wird. Wie bereits erwahnt, treten Lokalisie-
rungszustande flir J,—Plastizitat bei einaxialem Zug im ebenen Dehnungszustand erst
bei gréBerer Entfestigung auf.

Am Anfang des numerischen Verformungsprozesses zeigt der Versuchskérper einen
homogenen Verformungszustand. Durch weitere Belastung nach dem kritischen Punkt
entwickelt sich zunéchst eine gleichmaBig verteilte Einschnlirung, bis sich eine Scher-
fuge unter einem Winkel von 45° zur Belastungsrichtung bildet. Bild 8.4 zeigt den Versa-
genszustand sowie die Zwischenzustande fir die Modellierung mit HEXA8—~E3 Ele-
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menten und einer 2x2x2 GauB-Integration. Die Analyse mit den alternativen
Integrationsregeln haben ein leicht steiferes Verhalten zur Folge. Bild 8.5 zeigt die Ver-
sagensform flir die Analyse mit der 15—Punkt--Regel. Vergleicht man die Verformung
der mittieren Elemente in Bild 8.4 und Bild 8.5, stellt man fest, daB die 15—Punkt—Regel
zu einer besseren Konditionierung des Elementes gefiihrt hat. Die Last—Verschie-
bungskurven sind in Bild 8.7 dargestellt. Die Ergebnisse der verschiedenen Integra-
tionsregeln stimmen gut Uberein, so daB in Bild 8.7 die z.T. geringfigigen Abweichun-
gen nicht wahrnehmbar sind.

Die Ergebnisse flr eine Modellierung mit HEXA8—E6 Elementen (GauB Integra-
tion 2x2x2) fuhren im Vergleich zu denen der HEXA—ES3 Elemente zu einem steileren
abfallenden Ast, was eine kleinere dissipierte Energie und konsequenterweise eine
schmalere Scherfuge zur Folge hat. Dieses ist auch in Bild 8.6 veranschaulicht. Auch
bei diesem Element verursacht die 15~ Punkt—Regel ein steiferes Verhalten:; die Last—
Verschiebungskurve fallt mit denen der HEXA8—E3 Analyse bei anderen Integrations-
regeln zusammen,

a=1kN/mm2

26,667 mm

6,473mm

Bild 8.3: Lokalisierungstest: Zugversuch im ebenen Dehnungszustand
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homog. Verformung  Einschnirung Lokalisierung
u=2,5 mm u=3,5 mm u=5,0 mm

Bild 8.4: Verformungszusténde mit HEXA8—E3 (GauB—Int. 2x2x2)

I Ry

Bild 8.5: Versagenszustand mit HEXA8—E3 (15—Punkt-int,) u=5,0 mm
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Bild 8.7: Zugversuch: Last—Verschiebungskurven
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8.3 Obijektivitat der Ergebnisse

Die klassischen Kontinuumsmodelle, die auf einer lokalen Beschreibung des Kontinu-
ums basieren, leiden an einer unerwlinschten Netzabhangigkeit der Ergebnisse, wenn
Entfestigungsmodelle angewandt werden. Die Tatsache, daB die Breite des Lokalisie-
rungsbereiches durch die Netzaufteilung bestimmt wird, ist das Resultat der Verschmie-
rung. Man spricht vom Verlust der "Objektivitat”, die sich bei entfestigenden Werkstof-
fen besonders stark auswirkt. Das folgende Beispiel verdeutlicht die starke
Netzabhangigkeit fir den Fall der assoziierten J,—Plastizitat mit Entfestigung.

8.3.1 Stauchungsversuch fiir ebenen Dehnungszustand.
Dieses Beispiel wurde aus [93] entnommen. Die Geometrie des 2D —Problems und die

Materialparameter sind in Bild 8.8 gezeigt. Ein einfaches lineares Entfestigungsgesetz
wurde gewahlt.

> v

i - Reibungsfreier Kontakt

E=205,0 kN/mm?
v=0,3

0F=0,248 kN/mm?
H=-12,4 kN/mm?

7 L=800 mm

T
-

Bild 8.8: 2D-Stauchversuch

Die Last wird verschiebungskontrolliert aufgebracht, d.h. die vertikalen Verschiebun-
gen an der oberen Fléche sind gleich. Es werden ein ebener Dehnungszustand und rei-
bungsfreier Kontakt zwischen Werkzeug und Probe vorausgesetzt. Da keine nichtloka-
len Bestandteile in der Theorie enthalten sind, ist zu erwarten, daB die Lésung im
nachkritischen Bereich netzabhangig wird. ’

Bei diesem einfachen Beispiel eines ebenen Verzerrungszustandes und der J,—Plasti-
zitat ist die Lokalisierungsrichtung entlang der Diagonalen unter + 45°. Fiir die finite Ele-
mentmodellierung werden HEXA8—E3 Elemente gleichmaBig angeordnet. Anfangsim-
perfektionen werden durch eine Anderung der Materialeigenschaften auf

105



oF=0,234 kKN/mm?2 und H=11.0 kN/mm? im mitileren Bereich der Probe eingefdhrt.
Es werden Netze mit 2x2, 4x4 und 8x8 Elementen untersucht. Dabei wird die
15—~Punkt~Integration benutzt.

Die Kontrolle der Belastung erfolgt mit einem Bogenlangenverfahren. Da beivielen Pro-
blemen, die Entfestigung und Lokalisierung aufweisen, diese Algorithmen im nachkriti-
schen Bereich versagen, wird eine alternative Nebenbedingung eingefithrt. Dazu wird
statt einer Kombination der Last— und Verschiebungsparameter eine Kombination der
Dehnungskomponenten an einem kritischen Punkt des Kérpers eingefihrt (dazu siehe
[17]). Als kritischer Punkt wird derjenige definiert, an dem die plastische Vergleichsdeh-
nung & maximal ist. Dadurch versucht man, bei nichtlinearen Materialen auch fiir den
nachkritischen Bereich, in dem herkdmrmliche Verfahren versagen, eine robuste Lo-
sungsstrategie zu erlangen.

Bild 8.9 zeigt die Last—Verschiebungskurven fir die drei Netzaufteilungen. Daraus er-
kennt man die Netzabhéngigkeit der Ergebnisse von der Netzverfeinerung, also ein
nicht objektives Verhalten.

25.0 p~
20.0 [~
I 1
15.0 |-
z i 2
§ 1 — Netz 2x2
~ 100~ 2 — Netz 4x4
L 3 — Netz 8x8
6.00 f-
3
0. 1 I L i I i L ! 1 I ) |
0. .20 .500 .780 1.00 1.286 1.850
Stauchung (mm)

Bild 8.9: Darstellung der Netzabhéngigkeit im Entfestigungsbereich

Das Thema der Erweiterung der Kontinuumstheorie auf einer nicht—lokalen Beschrei-
bung ist in jlngster Vergangenheit von vielen Autaren erdrtert worden. Im Gegensatz
zu den lokalen Deskriptoren beriicksichtigen die nicht—lokalen Werkstoffgesetze direkt
den EinfluB der Nachbarschaft. Um die Kontinuumsbeschreibung zu bereichern, so daf
bei Lokalisierungsvorgéngen die Elliptizitat der Feldgleichungen des zugeordneten
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Randwertproblems erhalten wird, wurden einige Verfahren vorgeschlagen. Als Bei-
spiele dazu lassen sich zitieren: netzabhangige Entfestigungsmodule [62] [93], nicht—
lokale Entfestigungsmodule [7] [9], viskoplastische Regularisierung [49], Gradienten-
plastizitdt [43] und Cosserat—Theorie [44] [20]. Da es sich bei der vorliegenden
Untersuchung um das Elementverhaiten bei Lokalisierungsvorgdngen handeit, werden
die verschiedenen Methoden flir objektive finite Elementidsungen nicht naher betrach-
tet, fr eine ausflihriiche Diskussion zu diesem Thema siehe die Arbeit von Sluys [81].

Um die einigermaBen objektive Degradierung der Steifigkeit und Zahigkeit in einer ein-
fachen Weise durch dquivalente Kontinuumskonzepte zu beschreiben, wird im Rahmen
dieser Arbeit einfachheitshalber das Verfahren von netzabhangigen Entfestigungsmo-
dulen bevorzugt. Diese Prozedur wurde von Pietruszcak und Mroz [62] vorgeschiagen
und von anderen Autoren angewandt, siehe z.B. [93]. Die grundlegenden Gedanken
dieses Verfahrens werden hier am Beispiel der Jo—Plastizitat zusammengefaBt.

8.3.2 Die Methode des netzabhéangigen Entfestigungsmoduls

In der Arbeit von Pietruszcak und Mroz [62] wird ein Plastizitdtsmodell fir Schubversa-
gen bei entfestigenden Materialien fir das Mohr—Coulomb Reibungsgesetz prasen-
tiert. Die Grundidee dieses Verfahrens ist das Beschranken des plastischen FlieBens auf
eine lokalisierte Scherfuge, wobei angenommen wird, da8 diese innerhalb des finiten
Elementes eingebettet ist. Daflir wird ein geometrischer Parameter eingeflihrt, der die
Rolle einer charakteristischen Lange spielt. Dieser geometrische Parameter entspricht
dem Volumenanteil des Elementes, in dem sich die plastischen Verformungen konzen-
trieren. Gedanklich wird das Element aus zwei Teilelementen zusammengesetzt, siehe
Bild 8.10. In dem Teilelement (a) wird die plastische Verzerrung in einer Scherfuge mit
der Breite dy und dem Winkel a mit der x—Achse konzentriert. AuBerhalb diesem
Bereich wird das Element als starr betrachtet. Das Teilelement (b) zeigt ein rein elas-
tisches Verhalten.

(b)

Bild 8.10: Aufteilung der elastischen und plastischen Dehnungen
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Der geometrische Parameter wird durch die Relation des Volumens der Scherfuge und
des Volumens des gesamten Elementes definiert,

= Vs _ Adds
A

(8.6)
Das in [62] entwickelte Konzept fiir das Mohr—Coulomb Kriterium wird hier fUr die ver-
schiebungsgesteuerte J,—Plastizitat mit groBen Dehnungen formuliert.

Nach der Annahme der Beschrinkung des plastischen FlieBens auf den Bereich Vg gilt
die FlieBregel G. (4.31) auch nurfir diesen Bereich. Durch Homogenisierung des lokali-
sierten Versagens entsteht eine gemittelte FlieBregel, die wie folgt definiert wird.

Lyed = L,sT = 2fmin 8.7)

Hierin kennzeichnet das hoch gestellte m eine gemittelte GréBe. Das in Gleichung (8.7)
eingefihrte gemittelte FlieBgesetz muB bei dem Projektionsalgorithmus beachtet wer-
den. Die dadurch notwendigen f\nderungen des plastischen Korrekturschrittes werden
als néchstes beschrieben:

Die Gl. (8.7) entsprechenden plastischen Korrektorspannungen lauten:

AsT = 2@, mAhn, , 8.8)

Die auf die FlieBflache prOJezxerten Spannungen sp',.4 genligen der FlieBflache

3
s =80t | = J2orte®, ) = 0 9
Damit folgt
Shet = Siyq — 20 nAMn, (8.10)
oder
Fsmesll=lshy 111 + 27 n B (8.11)
ll ST+ H

Die Bestimmungsgleichung fiir den plastischen Konsistenzparameter AA™ gewinnt
man aus (8.11) mit || s, , [l aus (8.9).

~”s il - \[%GF(EgH) - 2L MALT = 0 - ' (8.12)

Fur € ist die diskrete Form der Evolutionsgleichung Gl (4.45) zu verwenden.

Die obige nichtlineare Gleichung 148t sich numerisch mit dem Newton —Verfahren fiir
AN [8sen, siehe auch GI. (4.34) und Gl.(4.35).

108



I8l = 2mArm - 2opeP(anm)

A= A - (8.13)
ket koo 21 + 21 H(EP(AA)
Der homogenisierte deviatorische Spannungstensor s[7', , ist dann
snm+1 = str:+1 —-2n "]A)"mnnﬂ (8.14)

Im Hinblick auf die quadratische Konvergenz des Newton—Verfahrens in der Néhe der
L&sung ist bei der Linearisierung des tangentialen Stofftensors das durch die Homoge-
nisierung modifizierte Integrationsverfahren zu berlicksichtigen. Dies erfolgt analog zu
der Herleitung im Anhang A, wobei die Bestimmungsgleichung fiir s durch die ftr s™,
Gl. (8.14), zu ersetzen ist. Somit lautet der Ausdruck flir die konsistente Tangente

Je = Je g + (1 — 8MJel,

+ 87N ® n + 8]'[n ® dev[n?]]® (8.15)

Die durch n modifizierten Koeffizienten sind nunmehr:

1
oy = —
N+
gm - 2HAAT
T s £ st] (8.16)
& sl’ A)\m
85 = 2m [of[1 ~ F——] - &7]

i
3T = 4pALN™ + 287 | st
Anmerkung: Vergleicht man (8.13) mit dem Ergebnis aus (3.35) stellt man fest, daB fur

lineare Entfestigungsregeln die Einfihrung des geometrischen Parameters 1 letztlich
zu einer neuen Definition des Entfestigungsmoduls H flhrt.

H = % = Ve b (8.17)

Eine Variante zu dem oben beschriebenen Verfahren stellt das in [93] von Willam und
Montgomery vorgeschlagene Verfahren dar, welches auf der Bruchenergie basiert. Da-
bei wird der Teilbereich des Materials, in dem ein lokalisierter Bruch stattfindet, durch
die Einbettung von bruchmechanischen Kennwerten in den Rahmen der lokalen Werk-
stoffgesetze des Kontinuums abgegrenzt. Die Bruchzahigkeit im abfallenden Ast der
Spannungs-Dehnungsbeziehung wird tber eine charakteristische Lidnge umgesetzt,
die die Bruchenergiefreisetzungsrate pro Flacheneinheit durch eine &quivalente Ener-
giedichte pro Volumeneinheit ausdrickt. Dieses Konzept fihrt, analog zu dem Verfah-
ren von Pietruszcak und Mroz, zu einer neuen Definition des Entfestigungsmoduls in
den Bruchvariablen. Die direkte Zuordnung zwischen dem bruchenergiebasierten Ver-
fahren und dem in [62] wird in [93] erlautert.
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8.3.3 Anwendung der Methode des netzabhangigen Entfestigungsmoduls

Das Beispiel des Stauchversuchs im ebenen Dehnungszustand wird jetzt mit der be-
schriebenen Methode zur Beseitigung der Netzabhangigkeit gerechnet. Dafiir ist eine
zusétzliche Information notwendig. Fir das Entfestigungsmodell von Pietruszcak und
Mroz stelit diese Information einen geometrischen Parameter dar, ndmlich die Scherfu-
genbreite hs . Hier wird nach [93] hg= 125 mm angenommen. Dies fiihrt fiir die verschie-
denen Netze 2x2, 4x4 und 8x8 nach G1.(8.6) zu folgenden Werten fiirn : 0,625, 1,25 und
2,5 . Die Ergebnisse der Berechnung mit den modifizierten Entfestigungsmodulen sind
in Bild 8.11 dargestellt. Im Gegensatz zu Bild 8.10 ist die Objektivitat der finiten Element-
l6sung nunmehr ersichtlich. In Bild 8.12 sind die errechneten Scherfugen abgebildet,

Last (kN)

25.0

20.

-
(4]

10.

1 - Netz 2x2
2 —~ Netz 4x4
3 — Netz 8x8

! i Il I ! ]

1 1

)
-500 - 750 1.00 1.25 1.50
Stauchung (mm)

Bild 8.11: Darstellung der Objektivitit bei netzabhdngigem Entfestigungsmodul

110



] >
] LT
=
I)r—
= —

Bild 8.12: 2D-Stauchung: Scherfugen




8 Anwendung von 3-D Stoffgesetzen auf diinnwandige
Tragwerke '

Grundsétzlich kénnen Schalentragwerke durch 3D ~Kontinuumselemente untersucht
werden. Es ist aber bekannt, daB diese Elemente bei dinnwandigen Strukturen ein zu
steifes Verhalten aufweisen. Bei den Schalenelementen wird dieser unerwiinschte Ef-
fekt vermieden, indem die Deformation der Struktur in Dickenrichtung nicht als eigen-
stdndige Unbekannte in der Elementformulierung auftritt. Bei einer solchen Formulie-
rung behdlt der Schalendirektor wahrend des Deformationsprozesses seine Lange bei.
Die Spannungen in Dickenrichtung werden zu null gesetzt und das Werkstofigesetz ent-
sprechend reduziert. Beispiele sind die Kirchhoff—Love— und die Reissner—Mindlin—
Formulierungen. Man spricht von einer 3—Parameter— bzw. 5-—Parameter—Scha-
lentheorie. Flr die Plastizitat bei kieinen Dehnungen wird diese Vorgehensweise z.B.
in [64] gewdhit,

Flr Fidchentragwerke, bei denen die Spannungen und Dehnungen in Dickenrichtung
von Bedeutung sind, oder flir nichtlineare Materialgesetze, fir die eine explizite Konden-
sation nicht durchflhrbar ist oder aufwendige Gleichungen liefert, muB die Schalen-
theorie erweitert werden. Dreidimensionale Spannungszustande treten bei Schalen
z.B. aufflirKontaktprobleme oder bei der Delamination von Schalen mit geschichtetem
Auftbau. GroBe elastische Deformationen bei gummiartigen Materialien und groBe pla-
stische Deformationen bei Umformvorgangen stellen Schalenberechnungen dar, bei
denen "groBe” Dickenanderungen vorkommen.

Eine Erweiterung der Schalentheorie zur Berlicksichtigung der Spannungen in Dicken-
richtung wird durch die Anwendung einer 6~Parameter—Theorie mit dehnbarem Scha-
lendirektor erreicht. Dabei wird die Dickenverzerrung ezs als unabhangige Variable ein-
gefithrt. Fir eine ausfihrliche Darstellung dieser Theorie sei auf [71] und [12]
verwiesen. Mitder Ahnahme eines linearen tber die Schalendicke veranderlichen Ver-
schiebungsfeldes folgt daraus eine konstante Dickenverzerrung egs. Hierzu ist es not-
wendig, daB auch die Normalspannung in Dickenrichtung o3 konstant Gber die Dicke
(oder null) ist. Wie in [13] gezeigt wird, kann die Nichterflillung dieser Bedingung bereits
bei einer geometrisch und materiell linearen Analyse einen relativen Fehler in der
GréBenordnung von v2 oder gréBer verursachen. Dies ist z.B. der Fall bei Schalen, die
hauptséchlich durch Biegung beansprucht werden. Diese Formulierung erméglicht
allerdings die direkte Anwendung von vorhandenen dreidimensionalen Werkstoffge-
setzen. :

Eine Erweiterung der 6—Parameter— Schalentheorie wird von Biichter und Ramm [13]
vorgeschlagen, so daB die Unstimmigkeit der Spannungen und Dehnungen Gber die
Schalendicke beseitigt wird. Die Erweiterung, dargestellt in [13], basiert auf dem in Ka-

112



pitel 6 dargesteliten EAS—Konzept und besteht in der Einfiihrung eines zusatzlichen
Dehnungsparameters, d.h. die 6—Parameter—Schalenformulierung wird auf eine
7—Parameter—Formulierung erweitert. Im Anhang B wird diese Formulierung kurz be-
schrieben. Die Bezeichnungsweise folgt [14].

Eine Alternative zur Lésung der Unstimmigkeiten zwischen Dehnung und Spannung
in Dickenrichtung ist die Verwendung eines Kontinuumselementes. Ein Vorteil dieses
Vorgehens ist, da nur Verschiebungen (keine Rotationen) als Freiwerte auftreten. Flr
herkbmmliche Verschiebungselemente mlssen dabei mindestens drei Knoten Uber
die Schalendicke (quadratischer Ansatz fUr die Verschiebungen) angesetzt werden. Da-
fir bietet sich das 20—knotige Hexaeder—Element (HEXA20) an, welches lineare Deh-
nungen enthélt und mit reduzierter Integration (2x2x2) ein hinsichtlich der Biegung gu-
tes Verhalten zeigt. Nachteile dieses Elementes sind der groBe rechnerische Aufwand
und die 6 durch die reduzierte Integration eingefihrten zusatzlichen Null-Eigenwerte
("zero—energy-modes”).

Anstelle reiner 3D—Verschiebungselemente kénnen auch EAS—Erweiterungen des
8~knotigen Kontinuumselementes eingesetzt werden. Durch die Erweiterung der Ver-
zerrungsfelder sind auch sie in der Lage, lineare Dehnungen nachzubilden. Diese Ele-
mente werden ebenfalls hier fiir das elastoplastische Materialverhalten bei Flachentrag-
werken eingesetzt.

9.1 Anwendung der 7—Parameter—Formulierung bei Elastoplastizitat

Die Anwendung der 7—Parameter—Formulierung zusammen mit einem volistandigen
3D~Werkstoffgesetz ohne Kondensation wird anhand des im Kapitel 4 beschriebenen
Materialmodells fir Elastoplastizitat bei groBen Verzerrungen gezeigt. Infolge der deh-
nungskontrollierten Natur der EAS~Formulierung ist die Implementierung von elasto-
plastischen Modellen im Vergleich zu einer echten gemischten Formulierung stark ver-
einfacht. Der Projektionsalgorithmus fiir das Kontinuum nach Tabelle 4.1 kann deshalb
ohne Anderung fir die 7—P-Formulierung eingesetzt werden.

Anmerkung: Flir den Deformationsgradienten F und den Tangentenmodul C, z.B nach
Gl. (5.49), ist bei der 7-P-Formulierung die modifizierte Metrik der verformten Konfi-

guration g" bereitzustellen:

g" =G +2E+E) 9.1
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9.2 Numerische Beispiele

Die 6—Parameter— und 7—Parameter—Schalen— Formulierungen fir die J,—Plastizitat
mit dem hyperelastischen Teilstoffgesetz werden an einigen Beispielen Gberprift. Pa-
raliel dazu wird auch die Giite der 3D —EAS—Kontinuumselemente zur Berechnung von
inelastischen dinnwandigen Tragwerken mit nichtlinearer Kinematik getestet. FUr die
lineare Analyse hat sich bereits ihre Anwendbarkeit durch die Beispiele aus Kapitel 6.4
bestatigt.

Bei den folgenden numerischen Untersuchungen werden 8-knotige Schalenelemente
eingesetzt. Die numerische Integration (iber die Schalenflache erfolgt mit der GauB—In-
tegration zwsiter Ordnung. Uber die Schalendicke wurde die Integration flr die 6—P—
und 7—-P-Modelle mit 6 GauB—Punkten durchgefihrt.

Das bereits im Programm CARAT [82] vorhandene 5—P—Modell wird zum Vergleich
herangezogen. Fir dieses Element ist das J, —Plastizititsmodell (mit Kondensation) fir
kleine Dehnungen vorhanden. Die Integration Gber die Querschnittshéhe wird fiir die-
ses Modell nach der Simpson-Integrationsregel durchgeflhrt. Hier werden sieben
Punkte {ber die Querschnittshéhe benutzt.

9.2.1  Quadratplatte unter Gleichlast

Bei diesem Beispiel wird das Tragverhaiten der Quadratplatte unter gleichfdrmig verteil-
ter Querlast untersucht. Um die Membranwirkung abzumindern und die Biegetragfa-
higkeit der Platte starker zu betonen, wird die Lagerung allein durch Behinderung der
Querverschiebung u, idealisiert ("soft—support”). Wegen Symmetriebedingungen
wurde ein Viertel der Struktur mit einem Netz von 5x5 Schalenelementen nach den 5~,
6— und 7—-Parameter—Theorien diskretisiert. Unmodifizierte 3D~konstitutive Glei-
chungenfir ideale Elastoplastizitat wurden fiir die 6~ und 7—Parameter—Formulierun-
gen benutzt, um den EinfluB der Variablen B33 zu verdeutlichen.

Eine vollkommen nichtlineare Strukturanalyse wurde durchgefuhrt. Im Last—Verschie-
bungsdiagramm (Bild 9.3) ist der Lastfaktor ) iber der Mittenverschisbung aufgetra-
gen. Fir diese diinne Platte stimmen die Ergebnisse der 5— und 7—P~Theorien bei-
nahe (berein, wihrend die 6~P—Theorie zu einer numerischen Versteifung fahrt.
Dieser Versteifungseffekt kann dann nur durch die Kondensation des Materialgesetzes
beseitigt werden.
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Materialdaten:
E=6,9. 104 N/mm?2
v =03

254 mm

ideale Plastizitat:
254 mm Fy=248 N/mm?

Dicke: h=2,54 mm
Last q= A 1072N/mm?

254 mm 254 mm

Bild 9.1: Quadratplatte: Geometrie und Materialdaten

50.0 —
40.0 —
< 30.0 —
= .
i+ —8— 5-P-Modell
]
‘-‘(f,é 20.0 — —&— 6-P-—Modell
—J .
- ~—#— 7-P~Modell
10.0 -
0. g8 T T T T T T T T T T )
Q. 18.0 30.0 45.0 60.0 7%5.0 80.0

Mittenverschiebung (mm)

Bild 9.2: Last-Verschiebungsdiagramm
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8.2.2 Halbkugelschale mit punktweiser Belastung

Bild 9.3 zeigt den Viertelausschnitt einer am Rand verschieblichen Halbkugel, die mit
zwei nach auBen und zwei nach innen zeigenden Kraften belastet wird. Das Viertelsy-
stem wurde mit 192 biquadratischen Schalenelementen diskretisiert. Die Ergebnisse
der 8~ und7~P~Theorien werden mitdenen aus einer Analyse mit 3D — EAS — Elemen-
ten verglichen. Flr beide Modelle wurde dasselbe FE —Netz benutzt, Die Berechnung
erfolgt mit finiter Verzerrungskinematik.

T ’ Materialdaten:
E =1,0.101
v = 0,2
sym sym Verfestigungsgesetz:
oF = ko + K'Ep
ko = 2,0. 10 -1
K =30
L y
° Radius: R=10
P/ frei Dicke: h=0,5
J/ Last: P=1,0.10-3

X

Bild 9.3: Halbkugel: Geometrie und Materialdaten

Im Bild 9.5 sind die Last—Verschiebungskurven f(ir die Verschiebungen in Lastrichtung
an den Punkten A und B dargesteilt. Die Ergebnisse sind denen aus Simo et al. [71] ge-
genlber gestelit worden. Fiir die nach auBen gerichtete Verschiebung (Punkt B) liegen
die Ergebnisse der drei Analysen beieinander. Fir die nach innen gerichtete Verschie-
bung (Punkt A) unterscheiden sich jedoch die Ergebnisse der 6—P-Theorie von den
fast auf einander liegenden Ergebnissen der 7—P—Theorie und der Kontinuumsele-
mente, Die Abweichungen der Ergebnisse von der Berechnung in {71] kann an dem
dortangewandten FlieBkriterium liegen, welches in SchalenschnitigroBen formuliert ist.
Eine vollstdndige Identifizierung der Materialpafameter (Verfestigungsparameter) war
deshalb nicht méglich. ‘
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Bild 9.4: Halbkugel: Verformungsfigur

Punkt A

Punkt B

-3~ 6—~P~Modell
—#&~ 3D-EAS

— Simo et al.
-g-~ 7-P-Modell

$0.0 —

iopiegse

Verschiebungen

Bild 9.5: Last—Verschiebungskurven an den Punkten A und B
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9.2.3 Kreiszylinder unter Linienlast

Betrachtet wird ein dicker Zylinder mittlerer L&nge miteinem R/h—Verhaltnis von etwa 5
unter einer Linienlast in Langsrichtung (p=1,0. 10~2 kN/cm). Die Geometrie und die
Materiaidaten flir dieses Beispiel sind im Bild 9.6 dargestellt. Es wird ein Viertel des Zy-
linders mit Symmetrierandbedingungen und einem 12x12 Elementnetz berechnet. An
dem Zylinder sind sowohl rein geometrisch nichtlineare als auch geometrisch und ma-
teriell nichtlineare Rechnungen durchgefiihrt worden, siehe Last—Verschiebungskur-
ven flr die vertikale Verschiebung in der Mitte des Zylinders (Punkt A) im Bild 9.8.
Daraus istfestzustellen, daB das 6 —P—Modell viel zu steifist, besonders im plastischen
Bereich. Das 7-P~Modell, das im elastischen Bereich mit dem 3D—Modell (berein-
stimmt, zeigt fir groBe plastische Verzerrungen eine Abweichung von den Ergebnissen
der 3D~Analyse. Fr den dicken Zylinder ist diese Abweichung auf die unterschiedli-
chen FE—Formulierungen zurickzufGhren, d.h. einerseits auf die Schalenformulierung
mit einer Erweiterung Uber die EAS ~Methode, andererseits auf das 3D—-FEAS ~Element

Materialdaten:
p= 10 ~2kN/cm E = 20104 kN/cm?
vy =0,2
Verfestigungsgesetz:
O = kg + K'Ep
ko = 2,0.107 kN/em?

18 cm K = 25.102 kN/cm?2
ﬁ h=2cm

Diskretisierung: 12x12

Bild 9.6: Kreiszylinder: Geometrie und Materialdaten
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elastisch

7-P~-8chale
~P-~8chale
~H3

— 7-P-Schale
~w. §-—~P-Schale
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g
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20.0
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Bild 9.8: Kreiszylinder: Last—Verschiebungsdiagramm
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8.2.4 Versagensanalyse einer flachen zylindrischen Schale
("Scordelis—Lo Roof”)

Dieses Beispiel wurde bereits mehrfach zur Uberpr(‘n‘ung von Element— und Material-
formulierungen verwendet, wobei die Analysen meistens auf den vorkritischen Bereich
eingeschrénkt wurden. Eine Ausnahme dazu stellt [58] dar, wo eine Versagensanalyse
durchgeflihrt wurde.

Das Beispiel wird hier anhand von 5—, 6~ und 7 — Parameter—Schalenelementen unter-
sucht. Fir die 6— und 7—Parameter—Modelle wird das elastoplastische Materialmodall
des Kontinuums fiir groBe Verzerrungen eingesetzt. Fiir das 5~ Parameter—Modell wird
eine Formulierung fir Elastoplastizitit bei kleinen Verzerrungen auf das degenerierte
Kontinuum angewandt (also mit Kondensation).

In (58] wurde das Morley—Dreieckselement filr diinne Schalen verallgemeinert und in
Verbindung mit einem Materialmodell flir die J,— Plastizitat bei grofien Verzerrungen un-
ter der Bedingung eines ebenen Spannungszustandes eingesetzt. Die Ergebnisse aus
[58] werden hier gegeniibergestelit.

Die Geometrie und die Materialeigenschaften zu diesem Beispiel werden im Bild 9.9
wiedergegeben. Wegen Symmetrietiberlegungen wird die Analyse an einem Viertel des
Tragwerkes mit einem FE—Netz von 12x12 Schalenelementen durchgefihrt.

Eine zweite Modellierung der Schale mit 3D - Elementen wird hier ebenfalls untersucht.
Dabei werden das EAS—Element HEXA8—H6 und das 20--knotige quadratische Ele-
ment HEXA20 benutzt. Bei dem Modell mit HEXA20— Elementen erfolgt die Diskretisie-
rung mit einem Netz von 12x12x2 Elementen. Wegen des mangelhaften Verhaltens des
HEXA8—H3—Elementes bei dinnwandigen Flachentragwerken, festgestellt bei den Ii-
nearen Berechnungen im Kapitel 6, wird dieses Element bei der Idealisierung dieses
Beispiels nicht angewandt.

Bei den Analysen wird auch der Einflu der-numerischen Integration untersucht, In der
Schalenfédche wurde fr alle Modelle die 2x2 GauB-lntegrétion benutzt. Die Integration
in der Schalendicke erfolgte fir die 5-—-P-Formulierung mit einer Simpson-Integra-
tionsregel, wobei Analysen mit 3, 5 und 7 Integrationspunkten durchgefiihrt worden
sind. Bei den Schalenmodellen mit dehnbarem Direktor und bei den 3D ~Modelien wur-
den Analysen mit 3~ und 6—GauB~Punkten lber die Schalendicke betrachtet. Als Ver-
gleichsmodell wurde die Schale mit einem Netz von 12x12x2 HEXA 20~ Elementen
und GauB-Integration 2x2x6 idealisiert. Die Berechnung erfolgt mit dem Bogenlan-
gen—Verfahren [63].
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Materialdaten:

" E=2,1.10% N/mm2
v=0,0

Geometrie:
L=15200 mm
h=76 mm
R=7600 mm

Randbedingungen :

———— frei
Uy=U;=0

Eigengewicht:
q=4,0.10—% N/mm?2

Bild 9.9: Scordelis—Lo Schale

Die Last und die vertikale Verschiebung am Punkt A sind in Bild 9.11 und 9.12 fUr die
verschiedenen Modellierungen aufgezeichnet. Aus Bild9.11 erkennt man, dafB alle FE—
Modelle bis zu dem Punkt B auf dem Diagramm dieselben Ergebnisse liefern. Weder
der finite Elementtyp noch die Integration Gben EinfluB auf das Strukturverhalten in die-
sem Bereich aus. Ab Punkt B unterscheiden sich die Ergebnisse der verschiedenen
Formulierungen, wobei die 6— und 7—Parameter—Schalenmodelle und die 3D—Mo-
delle eine hohere kritische Last als das 5—Parameter— Schalenmodeill aufweisen. Trotz-
dem ist das globale Strukturverhalten fir alle Modelle gleich, d.h. es bildet sich ein pla-
stisches Firstscharnier um die Langsachse, was den akuten Abfall der
Last—Verschiebungskurve verursacht. Dieser Mode, siehe Bild 9.10 wird von allen
Schalenmodellen und von dem 3D—Modell erfaBt. Die Ergebnisse des 6—-Parameter—
Modells zeigen ein zu steifes Verhalten. Dies bestatigt die wichtige Rolle der Dehnungen
in Dickenrichtung, falls ein volistdndiges 3D —Werkstoffgesetz ohne Kondensation in
der Schalenberechnung eingesetzt wird.

Durch weitere Belastung Uber den kritischen Punkt hinaus wird eine zweite Versagens-
konfiguration erreicht. Diese Versagenskonfiguration hat sich als sehr empfindlich ge-
geniber der gewahlten numerischen Integration gezeigt. Es wurden je nach Integra-
tionstyp und —ordnung drei mogliche Versagensformen festgestelit. Sie sind in Bild
9.13 dargestellt.

Alle Berechnungen mit den 3D—Modellen lieferten dasselbe allgemeine Verhaiten, wo-
bei die Versagensform dem Mode 1 entspricht. Die Ergebnisse mitdem 7—P—Schalen-
element entsprechen den der 3D—Analysen und stellen auch Mode 1 dar. Die Berech-
nung mit dem 6—P—Schalenelement fihrte bereits bei kleinen Verschiebungen zu
unbrauchbaren Ergebnissen. Der Endzustand entspricht aber auch Mode 1. Die hier
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genannten Ergebnisse entstanden aus Analysen mit groBer Verzerrungskinematik und
entsprechen den Last—Verschiebungsdiagramm in Bild 9.11.

Bei den Analysen mit dem 5—P~Schalenmodeli (mit Kondensation des Materialgeset-
zes) wdrde, je nach Anzahl der Simpson—Integrationspunkte, ein unterschiedliches
Verhalten festgestelit. Mit drei Uber die Dicke verteilten Integrationspunkten entstand
das weichere Modell, welches den Mode 3 nachbildet. Die Berechnung mit fiinf Punkten
ergab eine Lésung, die dem 3D—Modell und dem 7P —Modell ahnlich ist. Dabei wird
Mode 1 als Versagensform angenommen. Die Berechnung mit sieben Punkten zeigt ein
durchschnittliches Verhalten zwischen den beiden anderen Regeln. Daraus entsteht
eine Verformungsfigur nach Mode 2. Diese Ergebnisse sind in dem Last~Verschie-
bungsdiagramm im Bild 9.12 eingetragen.

Als numerische Vergleichslésung ist im Bild 9.12 die Last~—Verschiebungskurve aus
[58] dargestellt. Die Versagensform aus [58] stimmt mit Mode 3 (iberein. Die Anzah! der
Schichten zur Diskretisierung der Dicke wird dort nicht angegeben.

Bild 9.10: Scordelis—Lo Schale : Firstscharnier
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1.80 —
1.50 —
1.20 —
S .900 —
4 —== HEXAB-HS (6 GP)
i 1, —e~ HEXA20 (6 GP)
.600 ~{ ¢ —e— 7—P—Modell (3 GP)
—+— 7—-P—Modell (6 GP)
7 —*#— §—P—Modell (6 GP)
300 —
0. T T T T T T T T T 1
o. 400. 800. 1200. 1800. 2000.
vertikale Verschiebung am Punkt A (mm)
Bitd 9.11: Scordelis—Lo Schale: Last-Verschiebungsdiagramm mit
7—Parameter—Schalenelementen und 3D—Elementen
1.80 —
1.50 —
1.20 -
S
% .900 - —a— 5—P—Modell (3 PSI)
G i —e— 5-P—Modell (5 PSI)
- —+— 5—P—Modell (7 PSI)
-800 ~—= Peric [58]
L8000~ NG S Sam e
0. T T T T T T T T T !
0. 400. 800. 1200. 1800.  2000.
vertikale Verschiebung am Punkt A (mm)
Bild 8.12: Scordelis~Lo Schale: Last—Verschiebungsdiagramm

mit 5—Parameter—Schalenelementen
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Bild 9.13: Scordelis—Lo Schale: Versagensformen
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9.2.5 Zusammenfassung

Die numerischen Beispiele zeigen, daB flr den Einsatz von unmodifizierten 3D —Mate-
riaigesetzen die Dehnungen in Dickenrichtung a3 auch beirelativ diinnen Schalen rele-
vant sein kénnen. Jedoch entstehen dann fehlerhafte Ergebnisse, wenn die Dehnung
£33 konstant Uber die Dicke angenommen wird (6—P—Theorie). Durch die Einflihrung
einer zusétzlichen Variablen 33 nach einem EAS —Konzept entsteht eine 7—Parame-
ter—Formulierung, wobei B33 auf Elementebene eliminiert werden kann. Bei den nume-
rischen Berechnungen hat sich die Brauchbarkeit dieser Formulierung zur Behandlung
von plastischen Deformationen bei dicken und diinnen Schalen bestatigt. Wegen der
expliziten Dickenintegration bleibt die typische numerische Effizienz der Schalenmo-
delle erhalten.

Die 3D—-EAS—Formulierung wiederum gibt das Strukturverhalten der untersuchten
Flachentragwerke wieder.
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10 Zusammenfassung und Ausblick

Ziel der vorliegenden Arbeit ist die numerische Analyse von 3D und Flachentragwet-
ken mit groBen elastoplastischen Deformationen. Besonderer Wert wird aufdie Analyse
von Spezialféllen gelegt, bei denen eine Konzentration plastischer Formanderungen
bzw. Formanderungsgeschwindigkeiten beobachtet wird.

In dieser Studie wird ein Konzept fiir die Beschreibung plastischer Vorgénge bei groBen
Verzerrungen untersucht, das als wesentliche konstitutive Annahme die muttiplikative
Zerlegung des Deformationsgradienten zugrunde legt. Stoffgesetze werden hierbei zu-
néchstaufder Zwischenkonfiguration formuliert und dann auf die Momentankonfigura-
tion ubertragen. Firdas elastische Teilstoffgesetz wird ein hyperelastisches Stoffgesetz
verwendet, so daf die Spannungen direkt aus den elastischen Verzerrungen errechnet
werden. Die Frage der inkrementellen Objektivitat tritt bei solchen Gesetzen nicht auf,
Die Ableitung des im plastischen Bereich guitigen FlieBgesetzes erfolgt aus dem Prinzip
vom Maximum der plastischen Dissipationsarbeit. Speziell wird hier die Formuli'erung
auf die Jo—FlieBtheorie mit isotroper Verfestigung angewandt.

Zur Berechnung der statischen Randwertprobleme der Kontinuumsmechanik wird das
gekoppelte System von partiellen Differentialgleichungen, bestehend aus den kinema-
tischen Beziehungen, dem lokalen Gleichgewicht, dem Materialgesetz und den Rand-
bedingungen, mittels der Finite Element Methode naherungsweise gelést. Die Finite
Element Modellierung erfdhrt hierbei im Hinblick auf die plastische Inkompressiblitat
und die groBen Verzerrungen, die zu hoch verzerrten Elementnetzen fiihren kénnen, be-
sondere Beachtung.

Als Alternative zur Verschiebungsformulierung, die sich zur Modellierung soicher Pro-
blemstellungen als ungeeignet zeigt, wird das Enhanced Assumed Strain (EAS) -Kon-
zept gewahlt. Dabei werden die Verzerrungen durch zusétzliche Verzerrungsfelder an-
gereichert. Basis dieses Konzepts ist ein Hu~Washizu 3~Feld~Funktional, das sich
durch den Zwang einer Orthogonalitdtsbedingung zwischen den Spannungs— und
Verzerrungsfeldern auf ein 2—Feld—Prinzip reduziert. Im Rahmen dieser Arbeit wurde
die EAS ~Formulierung auf die Beschreibung groBer Deformationen erweitert und am
Beispiel des Kontinuumelements eingesetzt. Hierflir wurde das Energiefunktional in
den GréBen der Momentankonfiguration formuliert.

Zur Lésung der nichtlinearen mechanischen Gleichungen wird auf das Newton —Verfah-
ren zurlickgegriffen. Die lokale numerische Zeitintegration des Werkstoffmodells erfolgt
implizit mit dem Euler—Korrektor—Verfahren. Unter Berticksichtigung des gewéhlten
Integrationsverfahrens wird der konsistente tangentiale Stofftensor gebildet. Der we-
sentliche Vorteil der konsistenten Linearisierung liegt in der quadratischen Konvergenz
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des Newton—Verfahrens in der Nahe des L&sungspunktes, was anhand der numeri-
schen Beispiele in den Kapitein 7, 8 und 9 belegt werden konnte.

Die Glite der Elementformulierung und die Charakterisierung des Materialverhaltens im
groBen Verzerrungsbereich wird anhand von Beispielrechnungen getestet. Daraus ist
die Eignung der EAS—Formulierung fiir die Wiedergabe der plastischen Inkompressi-
bilitdt und die Darstellung hoch verzerrter Geometrien zu ersehen. Auch die Analyse pla-
stischer Lokalisierungen bestétigt diese giinstige Wirkung.

Bei der Berechnung von Flachentragwerken wird das 3D~Materialmodell fir die
Jo—FlieBtheorie in Verbindung mit einer Schalentheorie mit dehnbarem Direktor ange-
wandt. Bei dieser Schalenformulierung wird die Dickenverzerrung als unabhéngige Va-
riable eingeflhrt. Dies erméglicht die direkte Anwendung von vorhandenen dreidimen-
sionalen Werkstoffgesetzen (ohne Kondensation). Das "locking” in Dickenrichtung wird
hier mit einer EAS—Erweiterung der Dickenverzerrung vermieden.

Es sei jedoch besonders hervorgehoben, daB das hier dargesteliten Werkzeug das Ver-
folgen von Versagensprozessen ermdglicht und einen hilfreichen Einblick in Versa-
gensmechanismen zuléBt. Damit kdnnen Parameterstudien fir die weitere Entwicklung
wirtschaftlicher und sicherer Konstruktionen durchgefiihrt werden.

im AnschluB an die vorliegende Arbeit kdnnen im Hinblick auf die Simulation von Um-
formprozessen die thermischen Vorgéange betrachtet werden. Auch die Untersuchung
der Anwendbarkeit der 3D~EAS—Elemente bei Problemen des Kontakts oder der De-
lamination kann dabei von Vorteil sein. In das vorgestelite elastoplastische Materialmo-
dell fir endliche Verzerrungen lassen sich weitere Werkstoffmodelie einbetten. Zur Be-
schreibung des Bauschinger—Effekts bei Metallen sind z.B. Modelle mit kinematischer
Verfestigung von Interesse.

Obwohl sich viele Untersuchungen mit der wirklichkeitsnahen Beschreibung des Trag-
verhaltens von Strukturen befafit haben, bleibt das volle Verstindnis des nachkritischen
Verhaltens im inelastischen Bereich weiterhin eine offene Frage. Die konventionelle Mo-
dellierung der Materialentfestigung ist nicht ausreichend, da die Ergebnisse weitge-
hend von der Diskretisierung bestimmt werden. Trotz der Vielzah| von Ver&ffentlichun-
gen zum Thema der Objektivitdt der Ergebnisse steht immer noch keine allgemein
glltige Lésung zur Verflgung.
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Anhang A — Konsistente Linearisierung des Stoffgesetzes

Zur Bestimmung der Element— Steifigkeitsmatrix wird die Materialtangente gebraucht,
die im folgenden hergeleitet wird. Um die quadratische Konvergenz der Newton—ltera-
tion zu erreichen, muB die mechanische Gleichung konsistent linearisiert werden. Dabei
ist bei der Linearisierung des Stoffgesetzes das numerische Zeitintegrationsverfahren
mit zu berticksichtigen. In der gewéhlten impliziten Integrationsmethode wird der Span-
nungsdeviator s der Konfiguration n+1 durch Gl.(4.44) gewonnen.

s=s'— 21 An  mit s'= pdev[p®"] A1)

Um die Notation zu vereinfachen, wird der Index n+1 unierdriickt. Bei allen Spannun-
gen handelt es sich um ausiterierte Gro8en der letzten Gleichgewichtsiteration.

GemaB (4.16) und (A.1) spaltet sich der Kirchhoff—Spannungstensor wie folgt auf:

A.2
v =k + 8"~ 2t A\n (A-2)

Der konsistente tangentiale Stofftensor der Momentankonfiguration ergibt sich dann
aus (A.2) mit der Doyle—Ericksen—Formel! (4.7).

_ ot (A3)
Jc=2 39
Einige fUr die Herleitung von (A.3) benétige Beziehungen folgen.

® Ableitdng der Invarianten eines Tensors T nach dem kovarianten Metriktensor in der
Momentankonfiguration.

ol(T)
g
LU}
a9
814(T)
a9

« Ableitung des kontravarianten Metriktensors g~ ' nach dem kovarianten Metriktensor
in der Momentankonfiguration. In Komponentendarstellung erhalt man:

=T

~detTT '+ 1,9 (A.4)

il

=11img-

(A.5)

AN vk =i

el CRUAICRE

Mit der konstitutiven Gleichung fir den Kirchhoff—Spannungstensor geméas (4.17) folgt
der volumetrische (elastische) Anteil der Materialtangente.

ook _ - (A.6)
S = 25 = g '® g7 - 2uinJl,
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aJ _ 1,1 ;
mit J§ Jg (siehe (A:4c))

Der zweiten Term in (A.2) fihrt wiederum zu einer elastischen Tellmatrix. Mit

_ A8
" = pdevb" = W“g[btr~%trb” g~ "1, wobei [B]"=[B%¥ (A-8)
ab°" et - atrbe _ ’ (A.9)
g = ~3P ®g¢7' und g = P° (siene (A.4a))

kann man mit der Produktregel die folgende Ableitung angeben.

- =1 . .
ot =980 2, gt (-2 _1g-1p g deb'og - g '@ devb"]
dev o9 3 a9 3
(A.10)
Gleichung (A.10) stellt einen unsymmetrischen Tensor dar. Unter Beriicksichtigung von
{A.5) und Ausnutzung der Symmetrie der Spannungs~ und Verzerrungstensoren lau-
tet die symmetrisierte Form von (A.10):

. - i A1t
el J® = 2uB " : 0y, ~ (devB @ ¢! + g7' ® devb)], AT
wobei I, = %(g”‘gj' +9¢'d") g®9,®9,®9 -9 '®g

Die Ableitung des letzten Terms in (A.2) lautet:
a-(:%géﬂ = — 4AMN ® 3]l — 47N ® dgAL — 4TAN &N , (A12)

Fur die Berechnung (A.12) werden die bendtigten Ableitungen angegeben.

Die Ableltung 3g erglbt sich mit der Definition (4.43) und unter Anwendung von (A.7)

zu:
1 2
o _ g/ Ttrb) _1 tr oy —1 - (A13)
ag-—-_“-‘é—g——————'u[ =J7 trb g +J” ab] ——§Hdevb
Die Berechnung des zweiten Terms in (A.12) erfordert die Bestimmung der Ableitung
%Ag)‘ welche mit Hilfe von Gleichung (4.42) gewonnen wird. Das Differenzieren von
(4.42) nach der kovarianten Basis g liefert:
st ik _ Q0 f 2 90E(EP(AM) 52P sAN _ 0 (A.14)
Tag o9 a§| 3 g 9AN 09

Die Ableitung der Norm des Spannungsdeviators nach der Metrik in der Momentankon-
figuration folgt in Indexschreibweise.

- A.15
Is]= V Susklgikgjl ( )
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Zur Vereinfachung der Darstellung wird hierbei das hochgestellte trfortgelassen. Da der
Spannungsdeviator s eine Funktion von g ist (siehe A.8), lautet diese Ableitung

o) _ 1 1 |98 sers g 020un) (A.16)
99 2| s a8 dQmn 99mn
Mit dem Term
0(3“Sk'gik9jl) 0 (A7)
T (grkgslskl + girgjssu)

und der Gleichung aus der direkten Abhangigkeit der Norm || s | von g

R (e [e A.18
sligk <agl n’) = gl kl<5m§ngl + Gmﬁlng‘k) (A.18)

zusammen mit der Ableltung 69 (A.10) ergibt sich

as*ll _ 1 [m tr_ 1yratrr2e 1 12
= ||su||[ Lirlojs" - 1ris'1%g +[s]]

(A.19)

. stl’
sl

Mit der Ableitung m aus (4.45)

agp - 2 (A.20)

3AL " V3
und (A.13), (A.19) ersetztin (A.14) folgt fur "%k

A.21
ok o 1T - Z)s ] ann +] s | devin?l] A20

a
9 43

Der letzte Term in (A.12) erfordert die Berechnung der Ableatung g’ welche durch

(A.19) und Anwendung der Kettenregel folgt:

o)
an _ Tt _ 1 (l Jet (A.22)

5 t 2
59 59 TsrEl2 oo - pn®n —||s"|n® devin ])
Damit ist die Berechnung der elastoplastischen konsistenten Materialtangenten voll-
standig, die dem Materiaimodell und dem Integrationsalgorithmus in Tabelle 4.1 ent-
spricht. Die setzt sich aus (A.6), (A.11) und (A.12) mit den Einzeltermen (A.13), (A.21)
und (A.22) zusammen.
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JC = e + (1 = 8, )t

dev

+ 8,n ®@ n + 8,[n @ dev[n?]]®

mit den Koeffizienten

| 1
By = :

T+ b

oAl
T
2 st AL

5, = 2 [8[1 - §‘”‘E“ ] -5]
By = 4FAM + 28, | st |
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Anhang B — Schalenformulierung mit extensiblem Direktor
B.1 Die 6—Parameter—Schalentheorie

Als néchstes wird eine 3D—Erweiterung der nichtlinearen Schalenformulierung darge-
stelit. Eine ausfihrliche Behandlung dieser Theorie ist in [12] zu finden.

B.1.1 Geometrie und Kinematik der Schale

In Bild B1.1 sind die Variablen zur Beschreibung der Geometrie und Kinematik der
Schale dargestelit. Diese Variablen werden auf eine Referenzflache bezogen, die hier
die Schalenmittelfléche ist. Es wird zunéchst ein linear veranderliches Verschiebungs-
feld Uber die Dicke angenommen. Die (iblichen Annahmen der Schalenformulierungen,
Schalendirektor senkrecht auf der Schalenmittelflaiche und konstante Schalendicke,
werden hier nicht getroffen. Die Beschreibung erfolgt bezliglich der krummiinigen, kon-
vektiven Koordinaten 01, 82, 63,

Der Ortsvektor X(61,62,83) der unverformten Schale wird durch den Ortsvektor r(61,62)
zum Bezugspunkt der Schalenmittelflaiche und durch den Einheitsschalendirektor
d(61,62) an dieser Stelle ausgedriickt. Hierbei steht d nicht zwingend senkrecht auf der
Schalenmittelfiache. Mit der veranderlichen Schalendicke h(81,82) in Richtung von d
lautet der Ausdruck fir X(61,62,69):

X(0',62 0% = r(6',0% + §3P—(912ﬁd(e1,e2) ®.1)
= r(8,02) + 6%,4(6",69)

Mit 3 [-1,1 und 0%= gﬁ%

In (B.1) ist hg eine konstante BezugsgroBe und a, = h(0'6?)/h, der Schalendirektor

in der Bezugskonfiguration.

Gemaf der Annahme von linear verénderlichen Verschiebungen in Dickenrichtung,

u(8',02% 6% = v(8',6% + 6°w(9?, 083 (B.2)

lautet der Ortsvektor x der verformten Schale:

x(81,02,0% = (r + v) + 6%a; + w) = F + 633, | (8.3)

Die Vektoren v bzw. w stellen den Verschiebungsvektor eines Punktes auf der Referenz-
flache bzw. den Differenzvektor des verformten Direktors az und des unverformten Di-
rektors ag dar, siehe Bild 8.1 .
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Bezugskonfiguration ' - verformte Konfiguration

Bild B.1: Schalengeometrie und —kinematik

Die materielien und raumlichen Basen des allgemeinen, krummlinigen Koordinatensy-
stems gehen aus partiellen Ableitungen der undeformierten und der aktuellen Konfi-
gurationen nach den Schalenkoordinaten 6' hervor, siehe GI.(2.5), d.h.

G, = % und Gl = (%?%)T ‘ (B.4)
sind die kovarianten bzw. kontravarianten Basisvektoren der unverformten Konfigura-
tion. Analog zu (B.4) folgt fiir die verformte Konfiguration:

X

o5 und gl (@07 | (B.5)

9i = ox

Aus (B.1) und (B.2) erhdit man die Basisvektoren

Gy = a, + 9333;(1 mit &, =, und (l =12

B.1.2 Green—Lagrange—Verzerrungen
Die Komponenten der Green—Lagrange~—Verzerrungen errechnen sich gemas
Gln.(2:31) und (2.32) aus der Differenz der Kemponenten der Metriktensoren der ver-

formten und der unverformten Konfigurationen.
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E=2(C-)=EG®G

(B.7)

It

D= o=

(9; — G)G'® G/

Mit der Annahme (B.2) flr die Verschiebungen lauten die Komponenten E; (siehe

[12]):

E;j = oy + 6% + (697 (B.8)
mit
o = %(—.5. ~ aa) i (B.9)

Bup = % @aa8y + BoBa — Byl — 8gp80)

B = %(_Sx(las a37aas) (B1O)
Bas =0
Qaﬁ = ‘;‘(—3—3,0153,3 - asyuaazﬁ)

5 = 0 (B.11)

3=0

Aus (B.8)—(B.11) ist zu erkennen, daB als direkte Folge der Annahme (B.2) £33 konstant
Uber die Dicke ist (Ba3=0).

In Verbindung mit der Anwendung unmodifizierter 3D —Materialgesetze wird in [14] und
[6] auf die Relevanz eines linear verdnderlichen Dehnungsfeldes B3 bei der Berech-
nung von Strukturen hingewiesen, welche hauptséchlich durch Biegung beansprucht
werden. In [14] wird die Bedeutung von B33 an numerischen Beispielen gezeigt.

B.1.3 Piola—Kirchhoff--SchnittgréBen 2. Art
GemaB einer materiellen Betrachtungsweise werden hier die Schalenschnittgréen aus

den 2. Piola—Kirchhoff—Spannungen definiert. Die Komponenten der symmetrischen
PK2-SchnittgréBen flr den Schnittkrafttensor nund fir den Momententensor m lauten:

Mo by
2 K3
nl = f uslde® . mi = j u(03)Ksided (B.12)
P i)
2 T
wobei pde?=9Y . k=12

dA
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B.1.4 Prinzip der virtuellen Arbeit fiir Schalen

Fir eine materielle Beschreibung lautet die schwache Form des Gleichgewichis fir das
Kontinuum:

— OW, ,(u) = f SE(U)'S dV = dW(u) (B.13)
\

Mittels (B.8) und (B.12) kann die innere virtuelle Arbeit in SchnittgréBen— und Verzer-
rungstensoren der Schale ausgedriickt werden.

- OW,

int

v,w) = j 8E; S dv = j (6aijn“' + Opymi 4 6Qijm(2)‘j)dA (B.14)
A

Im Hinblick auf ein iteratives Newton—Lésungsverfahren wird die obige nichtlineare
Gleichung bezlglich v und w linearisiert. Mit der Richtungsableitung

= .@ = .
A8 = aEAE C:AE (B.15)

lautet die linearisierte Form der virtuellen Arbeit (sishe [12], Kap 3):

ikl pyilkt myijki ‘
Di‘(i)d D]1:<| Dr%d A R oo
= ADW,, = f (801,08, 50y Dy Dékl D¢ 22“ + [, m, m ] igﬁij dA
i ] .
i D3¢ D} Dy K Qj
(B.16)
ho
T .
mit  DikK= f u(63)Kcikiges (B.17)

o

2

Werdenin (B.8) die quadratischen Terme in 63 vernachlaBigt, vereinfachen sich die Glei-
chungen (B.14) und (B.16) zu:

- W, = J [ (dayni + 8;mM)dA (B.18)
A
) Dijk!Dijk! Ac ) TAsa,
= AW, = ] f [éaij,éﬁij] [D‘:j)k‘ Dik.} [ AB::} + [nu,mmu][ Aéﬁiﬂ dA (B.19)
A

Anmerkung: In (B.17) enthalt C ein dreidimensionales konstitutives Gesetz ohne Kon-
densation. FOr nichtlineares Materialverhalten oder bei Laminaten, bei welchen der Ma-
terialtensor C eine Funktion von 63ist, erfolgt die explizite Dickenintegrationim aligemei-
nen numerisch.

142



B.2 Die 7—Parameter—Schalentheorie

B.2.1 Einflhrung eines linear verdnderlichen Verzerrungsfeldes a3 durch die
EAS —Methode

Durch die Einflhrung einer zusatzlichen inneren Verzerrungsvariablen wird im Rahmen
der EAS—Formulierung (siehe Kapitel 6) ein linear in Dickenrichtung verénderliches
Dehnungsfeld in die 6—Parameter—Schalenformulierung eingebracht.

Egy = agg + 6933, (8:20)
d.h. die EAS—Erweiterung betrifft hier nur eine Dehnungskomponente.

Das EAS—Konzept basiert auf dem 3—Feld Hu—Washizu—Funktional, definiert in
Gl. (5.15). Nach neuer Parametrisierung von (5.15) mit dem erweiterten Green—La-
grange—Verzerrungstensor

E'=E+E B.21)
und dem Kichhoff—Piola Spannungen 2. Art § lautet dieses Prinzip:

M(u,E, §) = - IIi(y, E, §) — IT%(u) ‘ (B.22)

mit - I(u,E,8) = f [W (x, Eu) + é) ~SE]av
v
Analog zur Entwicklung in 6.2.1 sollen auch hier die Ansatzfunktionen fiir das erweiterte

inkompatible Dehnungsfeld E und fiir das unabhangige Spannungsfeld Sdie Orthogo-
nalitdtsbedingung

j SEdV=0 [val. Gl. (6.12)] (B.23)
v .
erfiillen, so daB sich das 3-Feld~—Funktional auf ein 2—Feld—Funktional reduziert, in

dem die Spannungen S nicht explizit auftreten.

f(u,E) = — IT'(u, E) — TI3(u)

mit - 11w = [ W(XEwW + E)av (B.24)

v

Mit dem in (B.20) gegebenen Ansatz lautet die Erweiterung des Verzerrungstensors:
E = 6%8549° ® g° Mit  Bag = Pag(6’,62) (B.25)
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GemaR (B.21) und (B.25) sind die modifizierten Komponenten der Green—Lagrange—
Verzerrungen:

. (B.26)

. [Ei=Ejvw) ij=33
Egg = agy(W) + Bgy6°

Bei der Linearisierung von (B.24) sind im Hinblick auf (B.26) die ersten und zweiten Va-

riationen bezlglich (v, w, 633) formal durch die Gleichungen (B.14) bzw. (B.16) gege-
ben oder auch nach Vernachlassigung der quadratischen Terme in 63 durch (B.18) bzw.

(B.19). Die zusétzliche Variable [gsstrégt in (B.14) oder in (B.18) mit dem folgenden Term
bei:

j 5 Bgg M3 dA (B.27)
A

B.2.2 Finite—~Element-Diskretisierung

Nach der Ublichen FE-Diskretisierung fir isoparametrische degenerierte Schalenele-
mente lauten die Interpolationen des Ortsvektors zur Schalenmittelflache und des Ver-
schiebungsfeldes

NK

X, = > NKEn)Ir + 0%g]K : (B.28)
KN*—'*<1

u, = > NKE v + 6%w]K (B.29)
K=1

sowie der Schalendirektoren

NN NN :
= e K
a, = 21 NKa X und & = KZ N¥a, (B.30)

Im folgenden wird die EAS—~Formulierung am Beispiel des quadratischen Lagrange—

Elementes angewandt. Fiir die Diskretisierung von [333 wird ein bilineares Polynom ge-

wahlt:
Bag = oy + ok + agn + o8 (B.31)
wobei o, i = 1,...,4 zusétzliche Unbekannte darstellen. Da die Verzerrungskompo-

nente 633 nicht Uber die Elementgrenzen hinweg kontinuierlich sein muB, kénnen die
Parameter o, auf Elementebene eliminiert werden, so daB keine zusétzlichen globalen
Freiheitsgrade entstehen und die Strukiur des Verschiebungsmodelis erhalten bleibt.
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Die integration der EAS—Methode in das Newton —-L&sungsverfahren wurde bereits in
Tabelle 6.1 beschrieben.
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