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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, daB finite Schalenelemente, die durch Degene-
ration 3~dimensionaler Krperelemente entstehen, gleichwertig sind mit finiten Elemen-
ten, die auf einer Schalentheorie basieren. Diese Schalentheorie benutzt als einzige An-
nahme ein linear {iber die Schalendicke verdinderliches Verschiebungsfeld und ist fiir
grofie Deformationen giiltig. Verschiedene Versionen vorab (explizit) in Dickenrichtung
integrierter, degenerierter Elemente werden hinsichtlich der Schalentheorie eingeordnet.
Es kann festgestellt werden, daB der prinzipielle Unterschied der beiden Methoden in
der Art der Interpolation des Differenzvektors zwischen den Schalendirektoren der ver-
formten und der unverformten Konfiguration liegt.

Diese Interpolation hat zur Folge, daf sich die Verwendung von Biot-Spannungen und
Ingenieurverzerrungen im Vergleich zu den {iblicherweise gewahiten Piola—Kirchhoff-
Spannungen 2. Art und Green-Lagrange-Verzerrungen filr "degenerierte” Elemente
nicht empfiehlt.

Unterschiedliche Moglichkeiten, um endliche Rotationen zu beschreiben, werden disku-
tiert und ein aus der Literatur bekannter singularititenfreier Algorithmus auf alternative
Weise hergeleitet.

Zur Berechnung von Schalen mit Knicken - also Faltwerken oder Schalen mit Verzwei-
gungen - wird ein finites ”degeneriertes” Schalenelement vorgestellt, das wahlweise mit
2 oder 3 Rotationsfreiheitsgraden arbeiten kann.

Den SchluB der Arbeit bilden Traglast— und Stabilititsberechnungen mit ”degenerierten”
Elementen an Zylinder- und Kegelschalen unter konzentrierter Beanspruchung. Sie die-
nen der Uberpriifung der Richtlinien zur Bemessung im Hinblick auf Sicherheit und Wirt-
schaftlichkeit.



Abstract

It is shown that finite shell elements derived directly from a 3-dimensional continuum
element are equivalent to elements based on a shell theory. This shell theory uses only
the assumption of a linearly varying displacement field in thickness direction and is valid
for arbitrarily large deformations. Different versions of pre-integrated (explicitly inte-
grated) degenerated elements are classified with respect to the related shell theory. It
can be stated that the two methods differ in the kind of interpolation of the difference-
vector between the shell directors of the deformed and undeformed configuration.

Due to this interpolation it is advantageous for degenerated elements to use Green-La-
grange strains and Piola-Kirchhoff stresses rather than engineering strains and Biot
stresses.

Different possibilities to describe finite rotations are discussed and an alternative way
is shown to derive a singularity free algorithm.

A degenerated finite element with 2 or 3 rotational degrees of freedom is presented
which is suited for shells with intersections and folded shells.

Finally buckling and ultimate load analyses are carried out for cylindrical and conical
shells under concentrated loading. The purpose of the parametric study is to check codes
with respect to reliability and efficiency.
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1  Einleitung

1.1 Motivation -~ Stand der Forschung

Die Berechnung von Flichentragwerken im Bauingenieurwesen sowie im Maschinen-,
Flugzeug- oder Schiffbau war und ist eine der wichtigsten Herausforderungen in der
Strukturmechanik. Seit der rasanten Entwicklung der Computertechnologie und der fini-
ten Element-Methode ab Mitte der sechziger Jahre, stehen sich hierfiir zwei auf den
ersten Blick unterschiedliche finite Schalenelement-Konzepte gegeniiber.

Das eine Konzept diskretisiert die Gleichungen einer der zahlreichen Schalentheorien.
Das Wort ”“zahlreich” weist schon darauf hin, dal der Begriff Schalentheorie nicht ein-
deutig ist. Anfiinge der Herleitung von Schalentheorien gehen auf Aron (1874) und Love
(1888) zuriick. Seit der Zeit sind viele Theorien unterschiedlicher Approximationsgiite
entwickelt worden. Wesentliche Arbeiten stammen von Green/Zerna, Koiter, Naghdi,
Reissner u.a. Einen Uberblick iiber klassische Kirchhoff-Love- und Schubverzerrungs-
theorien, die einen linearen Ansatz fiir das Verschiebungsfeld in Dickenrichtung der
Schale verwenden, aber auch {iber verfeinerte Theorien findet man in [11] und [62].
1968 verdffentlichen Argyris und Scharpf [6] ein isoparametrisches Schalentheorie-Ele-
ment. Andere finite Schalentheorie-Elemente, entwickelt von z. B. Harbord (1973) [42],
Harte (1982) [43] oder Talaslidis (1978) [106], sind, wie auch ihre zugehérigen Grund-
gleichungen, in krummlinigen konvektiven Koordinaten formuliert, weshalb ihre Pro-
grammierung profunde Kenntnisse der Differentialgeometrie und Tensorrechnung vor-
aussetzt. In der Regel interpolieren sie ihre Verschiebungs- und Rotationsparameter
beziiglich dieser Koordinaten, was zu Schwierigkeiten bei der verzerrungsfreien Darstel-
lung von Starrkdrperbewegungen fuhrt. Oft wird fiir Schalentheorie-Elemente eine ana-
Iytische Beschreibung der Ausgangsgeometrie bendtigt, wodurch ihre allgemeine Ein-
setzbarkeit eingeschrankt ist. '

Die andere Vorgehensweise, Konzept der Degeneration genannt, ist von Ahmad [2], [3] '
1968 eingefiihrt worden. Es diskretisiert die Grundgleichungen des 3D-Kontinuums und
fithrt gleichzeitig an diskreten Stellen physikalische Annahmen in Analogie zur Scha-
lentheorie ein. Typisch fiir dieses Verfahren ist die gleiche Interpolation von Ausgangs-
geometrie und verformter Geometrie. Die Spannungen und Verzerrungen werden i.a.
auf lokale oder globale kartesische Koordinaten bezogen. Konzeptionelle Einfachheit und
flexible Einsetzbarkeit sind die wesentlichen Griinde dafiir, da3 sich diese Methode ge-
geniiber den geometrisch nichtlinearen Schalentheorie-Elementen bis jetzt durchgesetzt
hat.

Die Erweiterungen des Degenerationskonzepts fiir beliebig groBe Rotationen gehen auf
Ramm (1976) [74] zuriick. Elasto-plastische Probleme mit kleinen Verzerrungen 10ste
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Sittele 1980 [84], und eine aligemeine Formulierung des Degenerationskonzepts fiir gro-
Be Verzerrungen stammt von Hughes und Liu (1981) [46]. Schon bald nach Einfiihrung
des Degenerationskonzepts haben sich dessen Nachteile herausgestellt, deren Behebung
Tendenzen zur Anniherung an die Schalentheorie-Elemente erkennen lassen.

Einer der Nachteile ist die numerische Integration analog zum Kontinuumselement in
Richtung der Schalendicke. Sie verschlingt gegeniiber Flichenmodellen, insbesondere
fiir plastisches oder tiber die Dicke inhomogenes Material viel Rechenzeit. Zienkiewicz,
Taylor und Too [113] haben 1971 als erste versucht, analog zu Schalentheorien die Ver-
zerrungen bzw. die kinematischen Operatoren in konstante, lineare und quadratische
Teile beziiglich der Dickenkoordinate aufzuspalten, um dann mit Spannungsresultieren-
den arbeiten zu kénnen und um vorab numerisch oder gar analytisch die Dickenintegrati-
on durchzufithren. Dazu haben sie die Annahme einer {iber die Schalendicke konstanten
inversen Jacobi-Matrix getroffen. Parisch (1981) [66], Stegmiiller (1985) [102] und
ebenso Liu (1986) {57], aber auch viele andere benutzen diese Naherung fiir ihre vorab-
integrierten (explizit integrierten) degenerierten Schalenelemente. Milford und Schno-
brich [61] weisen 1986 daraufhin, daB diese Annahme sehr restriktiv ist und als Konse-
quenz Starrkdrperbewegungen nicht mehr verzerrungsfrei dargestellt werden kdnnen.
Belytschko et al. [16] stellten fest, daB je nach Problemstellung Fehler in der Berechnung
bis zu 70 % auftreten kénnen. Als Abhilfe schlugen Milford und Schnobrich eine Reihe-
nentwicklung der inversen Jacobi~Matrix bis zum linearen Glied vor. In ihrer Arbeit [61]
sind erste Ansitze eines Vergleichs des Degenerationskonzepts mit klassischen Scha-
lentheorien auf theoretischer Basis zu finden. Stanley [100] hat 1985 ein vorabintegrier-
tes degeneriertes Element vorgestellt, das die inverse Jacobi-Matrix exakt beriicksichtigt
und dadurch zu denselben Resultaten fiihrt wie das numerisch tber die Dicke integtierte
degenerierte Schalenelement.

Ein anderer Nachteil, der zunichst an degenerierten Elementen festgestelit und falschli-
cherweise deren Herleitungskonzept angelastet worden ist, tritt genauso bei entsprechen-
den Schalentheorie-Elementen auf. Gemeint ist das schlechte Konvergenzverhalten von
WeggroBenelementen, hervorgerufen durch kiinstliche Versteifungseffekie - sogenannte
"locking”~ Phinomene - infolge parasitdrer Querschub- und Membranverzerrungen,
insbesondere bei niedrig interpolierten Elementen. Zur Vermeidung dieser Defekte
schlagen Pawsey (1970) [68] und Zienkiewicz et al. (1971) [113] statt einer exakten
numerischen Eldchenintegration eine Unterintegration vor, die allerdings energiefreie
Mechanismen, auch innere Kinematiken oder ”zero energy modes” genannt, verursachen
kann. Mit der "assumed strain”- Methode, populdr geworden durch eine Verdffentli-
chung ven Dvorkin und Bathe (1984) [33], ist es moglich, nahezu ”locking”-freie Ele-
mente zu gewinnen. Diese Methode interpoliert Verzerrungen beziiglich krummliniger,



konvektiver Elementkoordintaten ~ ein weiterer Schritt in Richtung Schalentheorie-Ele-
menten.

Die in jiingster Zeit verdffentlichten Schalentheorie~-Elemente basieren im allgemeinen
auf Schubverzerrungstheorien (z. B. Recke (1986) [80], Ding (1990) [32], Gruttmann
(1988) [39], Sansour und Bufler (1990) [85]), denn diese kdnnen aufgrund schwécherer
Kompatibilitiatsanforderungen Ansatzpolynome niedrigerer Ordnung verwenden als Ele-
mente nach der Kirchhoff-Love~Theorie. Zur Vermeidung der auch hier vorhandenen
"locking”- Phdnomene werden gemischte Elementformulierungen bevorzugt, basierend
auf dem Funktional von Hellinger-Reissner.

Wie sich in dieser Arbeit herausstellen wird, sind das gemischte Schalenelement von
Simo (1989) [94]-[97] und das "assumed strain”~Element von Parisch (1991)[67], ob-
gleich sie von den Verzerrungsgleichungen der Schalentheorie beziiglich krummliniger
Koordinaten ausgehen, dem Degenerationskonzept zuzuordnen. Sie stellen den Punkt
dar, an dem sich die Konzepte am dhnlichsten sind.

Die Schalentheorie~Elemente von Recke [80], Gruttmann [39] und Sansour und Bufler
[85] benutzen anstelle der Green-Lagrange-Verzerrungen Ingenieurverzerrungsmafe.
Inwieweit diese Verzerrungen flir degenerierte Elemente vorteilhaft zu verwenden sind,
ist bisher nicht beantwortet worden.

Um allgemeine Flachentragwerke berechnen zu konnen, miissen auch Knickstellen, die
z. B. in Faltwerken oder bei Schalenverzweigungen vorkommen, modellierbar sein. Vu
Quoc und Mora (1989) [108] benutzen mit ihren degenerierten Schalenelementen in der
Knickstelle einen einzigen Schalendirektor und kommen so mit 2 unabhéngigen Rotati-
onsparametern aus (s.a. [3], [75]). Den Einflu3 des Winkels zwischen Schalendirektor
und Schalenmittelfldche in diesen Knickstellen untersucht Gebhardt (1990) [37]. Hughes
und Liu (1981) [46] fihren 3 Rotationsparameter ein und unterdriicken die Rotation
um den Direktor an Stellen ohne Knick oder BalkenanschluB, da fiir diese Rotation in
ihrer Formulierung keine Steifigkeit vorhanden ist. Kiinstliche Steifigkeiten dafiir werden
z. B. von Zienkiewicz [114] eingefiihrt. Eine andere Mdglichkeit besteht in der Erweite-
rung des Funktionals um die Symmetriebedingung der Spannungen oder der Ingenieur-
verzerrungen mittels Lagrange-Parameter oder Penalty-Faktor [1], [21], [47], [49],
[85]. Diese Methode ist bisher an Scheiben- bzw. Schalentheorie~-Elementen untersucht
worden; die Ubertragung auf degenerierte Elemente steht noch aus.
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1.2  Ziele dieser Arbeit

Ein wesentliches Ziel dieser Arbeit ist, soweit moglich, die Zusammenfiihrung der verschie-
denen Versionen des Degenerationskonzepts und der Schalentheorien, damit insbesondere
die vorab integrierten (explizit integrierten) degenerierten Schalenelemente theoretisch
genauso abgesichert werden wie Schalentheorie-Elemente.

Ein weiteres Anliegen dieser Arbeit besteht darin, zu kléren, inwieweit Ingenieur-Verzer-
rungsmafle im Degenerationskonzept vorteilhaft eingesetzt werden konnen.

Im Hinblick auf eine singularititenfreie Rotationsformulierung wird versucht, den Algorith-
mus von Simo und Vu Quoc [92], besonders dessen symmetrische Variante, auf anderem
Wege herzuleiten.

Zur Modellierung von Flidchentragwerken mit Knicken sollen fiir degenerierte Schalenele-
mente mit 3 Rotationsparametern je Elementknoten die {iberzahligen Rotationsfreiheits-
grade stabilisiert werden, indem das Prinzip der virtuellen Arbeit iiber eine diskrete Pe-
nalty-Formulierung erweitert wird.

Die in der Arbeit vorgesteliten Stabilitdts— und Traglastberechnungen mit degenerierten
Elementen an Zylinder- und Kegelschalen sollen Aufschluf iiber das Tragverhalten bei
konzentrierter Beanspruchung geben, insbesondere wenn geometrische und materielle
Nichtlinearitit gemeinsam zum Versagen flihren. Sie dlenen gleichzeitig zur Uberprii-
fung von Bemessungsrichtlinien im Hinblick auf ertschafthchkelt und Zuverldssigkeit.
Versuchsnachrechnungen geben nicht nur zusétzlichen Einblick in das Tragverhalten,
sondern verifizieren ebenso das Rechenmodell.
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1.3  Ubersicht

Im Kapitel 2 werden die Gleichungen des 3D-Kontinuums bereitgestellt.

Im Kapitel 3 werden aus ihnen die Schalentheorie-Gleichungen unter Verwendung von
Green—Lagrange- und Ingenieur~Verzerrungsmafien hergeleitet. Als einzige Annahme wird
ein linear iiber die Schalendicke verdnderliches Verschiebungsfeld benutzt. Die angegebenen
Gleichungen sind fiir beliebig grofie Rotationen und grofe Verzerrungen giiltig. In der Aus-
gangskonfiguration miissen die Direktoren nicht senkrecht zur Schalenmittelfliche stehen,
und die Schalendicke darf verdnderlich sein.

Kapitel 4 befalit sich mit dem Konzept der Degeneration von Kontinuums- zu Schalene-
lementen. Nachdem die Grundgleichungen der wesentlichen Versionen der Vorabintegrati-
on hinsichtlich der vorgestellten Schalentheorie eingeordnet worden sind, werden unter-
schiedliche Diskretisierungsmdglichkeiten vorgestellt. Auch die Frage, inwieweit
Ingenieurverzerrungsmafle vorteilhaft eingesetzt werden kdnnen, wird hier diskutiert.

Kapitel 5 gibt zunéchst eine Ubersicht der bekanntesten Méglichkeiten zur Beschreibung
endlicher Rotationen. Dann wird der in [92] und [100] vorgestelite Newton-Algorithmus
mit singularitdtenfreier Aktualisierung der Rotationsparameter aus anderer Sicht wie in
[92] hergeleitet und gezeigt, auf welche Weise eine symmetrische bzw. unsymmetrische
Tangentenmatrix zu erhalten ist. ’

In Kapitel 6 wird ein degeneriertes Schalenelement entwickelt, das wahlweise 2 oder
3 Rotationsfreiheitsgrade besitzen kann. Anhand numerischer Beispiele werden Schwi-
chen und Stirken des Elements und dessen Rotationsformulierung aufgezeigt. Zur Be-
rechnung von Schalen mit Knicken werden mehrere Moglichkeiten besprochen. Um an
jedem Knoten mit 3 globalen Rotationsfreiheitsgraden arbeiten zu kénnen, besteht fiir
das Element die Option, iiber eine Penalty-Methode je Elementknoten eine "Pseu-
do”-Drilisteifigkeit fiir den {iberzdhligen Rotationsparameter einzufiihren.

Kapitel 7 enthdlt Stabilitdts- und Traglastberechnungen mit degenerierten Schalenele-
menten an Zylinder- und Kegelschalen bei konzentrierten Beanspruchungen.
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2 Grundgleichungen des dreidimensionalen, nicht
polaren Kontinuums

In diesem Kapitel werden diejenigen Begriffe und Grundgleichungen der Kontinuumsme-
chanik vorgestellt, auf die in den nachfolgenden Kapiteln zuriickgegriffen wird. Die Zu-
sammenstellung orientiert sich an den Werken von Green und Zerna [38], Becker und
Biirger [15], Gurtin [40], Bufler {19] und Ogden [63]. Auf eine ausfiihrliche Herleitung
aller Beziehungen wird hier verzichtet.

2.1 Geometrie und Kinematik

In der materiellen Betrachtungsweise wird die Bewegung eines Korpers B durch die An-
derung der Ortsvektoren zu seinen materiellen Punkten P beschrieben. Als Referenzzu-
stand dient die Konfiguration zur Zeit to, in der der Korper die Teilmenge V des dreidi-

mensionalen euklidischen Raums R® einnimmt. Zur Zeit t beansprucht er die Teilmenge

V.

Referenzkonfiguration deformierte Konfiguration
zur Zeit tp | zur Zeit t

iy

Bild 2.1: Kinematik des Kontinuums

Neben dem festen, rechtshindigen, orthogonalen, kartesischen Koordinatensystem x!

mit den normierten Basisvektoren i; = i wird ein krummiliniges konvektives, d. h. kdrper-
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festes Koordinatensystem # mit den Basisvektoren g; fiir die Referenzkonfiguration
bzw. § fiir die deformierte Konfiguration eingefiihrt. Diese konvektiven Parameter kenn-
zeichnen jeden Punkt P des Korpers B zu jedem Zeitpunkt durch dasselbe Koordinaten-

tripel (8", %, 6°). Die kovarianten Basisvektoren g; bzw. g sind die Spaltenvektoren

der Jacobi-Matrizen J bzw.J:

9x : Jx o0x 0x

Toxg =2 @i=| =, 2 2l =g el 2.1
0 =55 1 [aol Y2 393]1‘ [e1. 82, 83) @D

- ox ., | 9k ox X -

=X,9 == E Bureaiiurr-o ;= —1 7— i 22

T=%Xp =—5 ®1 [86‘ o 693]“ &1, 82, B3] 2.2)
Die Spalten von JTbzw. J7stellen die zugehdrigen kontravarianten Basisvektoren
g' bzw. g dar:

- o o 06

iT o L. , gl - 2.

B " & " @3)

Als Differenz der Ortsvektoren zu einem Punkt P mit den Koordinaten (6%, ¢, 6°) erhilt

man die Verschiebung u:

u(8', 6, %, 1) = x(6, &, 6, 1) - x(6", 6, %, to) (2.9
Der Gradient des Ortsvektors ¥ wird als Deformationsgradient F bezeichnet:
F=Vx=GRAD £=%x=1+u, (2.5)

Er transformiert differentielle GréBen der Ausgangsgeometrie in die aktuelle Lage. Es
gilt fiir die kovarianten Basisvektoren:

J=x9 =%X,x9 =FJ (2.6)
fiir ein Linienelement:
dx=F dx 2.7

fiir ein Flichenelement mit den Einheitsnormalenvektoren eund &

& dA =detF FTe dA (2.8)
und fir ein Volumenelement:

dV = detF dV i , 2.9
Zulassige Deformationen miissen die Bedingung detF > 0 erfiillen, damit dV stets gro-
Ber als Null ist und Selbstdurchdringungen somit ausgeschlossen werden.

Der Deformationsgradient F 148t sich eindeutig polar zerlegen in:
F=RU=VR (2.10)



mit R als orthogonalem Rotationstensor (RT = R!) und U als symmetrischem rechten
Strecktensor bzw. V als symmetrischem linken Strecktensor. R beschreibt die Rotation
eines infinitesimalen Elementes, U und V dessen Forménderung. Mit U werden der ob-
jektive, das heiBt durch eine Starrkdrperbewegung unbeeinflufte, Green-Lagrange-Ver-
zerrungstensor E:

1 1 1
=E(UTU-I)='2“(FTF-I)=5(C—I) (2.11)

und der symmetrische Ingenieurverzerrungstensor H definiert:

H=U-I (2.12)
I bezeichnet den zweistufigen Identititstensor, C=UU=F'F den rechten Cauchy-Green-
Tensor. Mit (s. Bild 2.2):

g =Ug , U=-g/ ®¢=(@e) e®¢ (2.13)

§=Rg , R-§Qg-(fe)eg®¢ (2.14)
erhalt man in Komponentenschreibweise beziiglich der krummlinigen, konvektiven Koor-
dinaten 6 :

F=§®¢g (2.15)

I=gQg=2; 808 8ij = 8i (2.16)

C=-g;g®¢ ;o =g (2.17)

. R ; :
E=¢g ®g=>(-8) 8 D¢ (2.18)
H=hg ®g=(OE)E ) -a8 ®¢ = (@8 -2i)e'® ¢ (2.19)

2.2 Spannungstensoren

Der (wahre)’ Spannungsvektor fin einem Punkt des deformierten Korpers ist definiert
durch:

Ak . o
lim —==1t ; dk=tdA 2.20
AR—0 AA (220
mit Ak als Kraft auf dem verformten Flichenelement AA . Bezieht man Ak auf das Fl4-
chenelement des Referenzzustands, so kann der "Pseudo”-Spannungsvektor ¢ definiert

werden durch:

Ak
lim —=t ; dk=t dA (2.21
A,L—»o AA )
Unter Verwendung des Cauchy-Theorems:
t=T¢ (2.22)
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mit T=17" g ® g; als Cauchy-Spannungstensor und dem Einheitsnormalenvektor & des
verformten infinitesimalen Fliachenelementes dA errechnet sich die zugehérige Kraft zu:
dk =t dA =Te dA (2.23)

Benutzt man die geometrischen Groflen des Referenzzustands, so gilt unter Verwendung
von (2.8):

dk = detF TFTe dA =Pe dA=t dA (2.24)
mit:
P=detFTFT=Pl g Qg (2.25)

als Piola-Kirchhoff-Spannungstensor 1. Art P (kurz: PK1-Spannungen). Vormultiplizie-
ren mit dem inversen Deformationsgradienten, transformiert P in den objektiven Piola-
Kirchhoff-Spannungstensor 2. Art § (kurz: PK2-Spannungen):

S=F1P=detF FITF =50 g ® g; (2.26)
Als weiteres Spannungsmalf} wird der ebenfalls objektive Biot-Spannungstensor Tg ein-
gefithrt, der oft auch mit dem Namen Jaumann in Verbindung gebracht wird.

Tp=R'P<US=detF RITFT=T] g ® g 2.27)
Fiir den ebenen Fall sind die Komponenten von Tg in Bild 2.2 veranschaulicht worden.

Zu beachten ist, daB in der hier gewdhiten Schreibweise nicht der erste Index der Kompo-
nenten der Spannungstensoren das Schnittufer kennzeichnet, sondern der zweite.

.
&2 ,
R verformtes
U * _ infinitesimales

Element

82

unverformtes
infinitesimales
Element

t' = Pg' = RTgg' = R(Tg; ® g)g' = THE

Bild 2.2: Beispiel zur Veranschaulichung der Biot-Spannungen
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2.3 Massenerhaltung
Aus der Forderung, daf} die Masse eines KOrpers konstant bleiben soll,

m(t) = JJJ@ dV = konstant (2.28)
v

148t sich bei bekannter Massendichte ¢ des Referenzzustands die Massendichte g der

deformierten Lage bestimmen. Aus:

m=IU§d\7=UJ§dethV=UJQ av (2.29)

folgt:

~_ 0
O et F 2.30)

denn (2.29) muB fiir einen beliebigen Integrationsbereich gelten.

2.4 Impulssatz

Die auf einen Korper B wirkende, resultierende Kraft f lasse sich folgendermaQen dar-
stellen:

f=J”5d\7+”fdx 2.31)
v A

Die Volumenkraftdichte B(X,t) sei ein von Ort und Zeit abhingiges Feld. Die Oberfla-
chenkraftdichte T(&(%), X, t) sei zudem noch abhéngig von der nach aulen weisenden

Normalen &(%) . Bezogen auf die Referenzkonfiguration gilt:

f=jfjb dV+JJt dA mit b=b detF (2.32)
A\
Der Impuls j des Korpers sei definiert durch:
i=[[[ex v () =20 233
v
Aus dem Impulssatz:
j=f (2.34)
folgt mittels des GauB3schen Integralsatzes (10.15) und des Cauchy-Theorems (2.22):
g% =divT+b (2.35)



als lokaler Impulssatz. Analog erhdlt man mit den Gré8en o, P, b der Referenzkonfigu-
ration:

0% =DIVP+b (2.36)

2.5 Drallsatz
Der Drall 1 bezogen auf den Ursprung des Koordinatensystems x' lautet:

= [[[sxox o e
v

Das auf den Korper wirkende, resultierende Moment m der Volumen- und Oberflichen-
krifte:

v A
soll der zeitlichen Anderung des Dralls entsprechen:
i=m ' (2.39)

Umformung mit dem GauBlschen Satz sowie Beriicksichtigung des lokalen Impulssatzes
(2.35) fiihrt zu:

f”g x T V=0 mit  =Tg (2.40)

was dquivalent zur Symmetrie des Cauchy-Spannungstensors T =TT ist. In GréBen der
Referenzkonfiguration ausgedriickt, reduziert sich der lokale Drallsatz fiir nicht polare
Kontinua auf:

[ f fg'l xt dV=0 bzw. PFT = FPT (2.41)

v

2.6 Energiesatz

Letztendlich soll noch der Energiesatz angegeben werden. Die Gesamtenergie E des be-
wegten Korpers B setzt sich zusammen aus der inneren Energie und der kinetischen
Energie:

][ fre
v
e bezeichnet die innere spezifische Energie. Fiir die zeitliche Anderung von E wird gefor-
dert, dafl

(i)z) dv (2.42)
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E =W +Q (2.43)
mit der Leistung der auf den Kérper wirkenden duBeren Kréfte:

W=”ff dx+j”wdv (2.49)
ry v

A

und der von auBBen pro Zeiteinheit zugefiihrten Energie:

Q= U gedk. (2.45)

A

@ wird Energiestrom genannt. Unter Beriicksichtigung des GauBschen Satzes (10.15)

und aufgrund des beliebigen Integrationsbereichs folgt nach einigen Umformungen die
lokale Form der Energiegleichung in GroBen der Momentankonfiguration.

g6 =T Kg-divf=TF F!-divg (2.46)
Mit den GrdBen der Referenzkonfiguration lautet der lokale Energiesatz:

o0& =P'F -DIVg mit q=detF (F'g (2.47)
Im folgenden soll keine von auBen zugefithrte Energie berlicksichtigt werden, es gelten
also Q =0 und q=§=0. Die zeitliche Anderung der spezifischen inneren Ener-
gie & bezogen auf die Referenzkonfiguration vereinfacht sich somit zu:

2.7 Energetisch konjugierte Spannungs- und Verzerrungstensoren

Die zu den PK2-Spannungen § energetisch konjugierten Verzerrungen sind die Green~
Lagrange-Verzerrungen E. Mit (2.26) und der Symmetrie von 8, die gegeben ist, wenn
die Cauchy-Spannungen T symmetrisch sind, folgt fir (2.48):
; T E ETY L P - F

Qe=PF=FSF=SFF=SE(FF+FF)=SE (2.49)
Zu den Biot-Spannungen Tg bilden die Ingenieurverzerrungen H das energetische Ge-
genstiick. Das Einsetzen von (2.27) in (2.48) fithrt auf:

0é =PF =RTg"(RU+RU ) =TzUT'R'R +Tp'U (2.50)
Das skalare Produkt TgUT-RTR verschwindet, denn TgUT = USUT ist symmetrisch,
falls S=ST; RTR ist ein antimetrischer Tensor, da:

(R'R) =1 =0=RTR+R'R. (2.51)
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2.8 Prinzip der virtuellen Verschiebungen

Um das Prinzip der virtuellen Verschiebungen herzuleiten, geht man von dem Impulssatz
aus und beriicksichtigt den Drallsatz sowie die Kréifte- und Verschiebungsrandbedingun-
gen als Nebenbedingungen.

Impulssatz: DIVP+b -og X =0 F=u)

Nebenbedingungen:

Drallsatz: pgT = gpT

Randbedingungen der Oberfliche: A=A UA; (A NA;=§)
Verschiebungsrandbedingungen: wu=ugp auf A,

Kréfterandbedingungen: Pe=t auf A,
Kinematische Gleichungen: F=%x ; X=x+u
Werkstoff (z.B.: hyperelastisch): P = P(F)

Mit einer zuldssigen virtuellen Verschiebung (= Testfunktion u” = 1. Variation von u ),
die auf A, verschwindet:

du= 0 auf A, (du=06x ,0ux=0F ) (2.52)

d
du=u "Ez(u+€“)f‘° ,

und dem GaulB3schen Integralsatz (10.15) sowie der Produktregel (10.16) erhélt man das
Prinzip der virtuellen Verschiebung oder die ”schwache Form” des Impulssatzes:

ou’t dA+”J (- bu,x *P+6uTb - duTou ) dV
T v ‘
=” uTt dA+”JauTb dv - J”auTgu‘ dV-”IdF-P dv=0
A v v v (2.53)

3
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2.9 Materialgleichungen

2.9.1 Hyperelastizitit
Ein Material wird elastisch genannt, wenn der Cauchy-Spannungstensor T nur vom De-
formationsgradienten F abhéngt:

T =T(F) (2.54)

Objektivitat dieses Materialgesetzes bedeutet, daB zwei Bewegungsvorgénge, ( )1 und
( )i, die sich nur um eine beliebige Starrkdrperverdrehung Q unterscheiden, denselben
Spannungszustand hervorrufen miissen:

i = T(QF)&; = T(QF)Q#& = Qf = QT(F)g; => T(F) = Q'T(QF)Q (2.55)
Wird insbesondere Q = RT gewihlt, sicht man direkt die Abhangigkeit der Cauchy-Span-
nungen T vom rechten Strecktensor U bzw. dem rechten Cauchy-Green-Tensor C:

T(F) = RT(HRT = RT(C)RT (2.56)
Hyperelastische Materialgesetze fiir § und Ty kdnnen als Funktionen ihrer konjugierten
Verzerrungen dargestellt werden:

§=detF F! T FT=detCt C3 T(C) €T =8§(C) = S(B) 2.57)

Ty =detF RT T FT =detU T(U) U =Tp(U) = Ta(H) (2.58)
Ergeben sich die Spannungen durch Ableiten der spezifischen inneren Energie e, wird
das Material Green-elastisch genannt:

de de de
P=p— oder S=p— oder Tg"=p—— 2.59
eoF e B =03 (2.59)

Im Fall der Isotropie hingt e nur von den 3 Invarianten L(U) bzw. L(C) von U bzw. C
ab oder voni Li(H) bzw. L(E) . Die allgemeine Materialgleichung lautet dann fir S bzw.

’I‘Eym .

3 3
de IL(E) m de oL(H)
§ = A oo A L B i 2.60

¢ Z5(E) oE B =0 z} aI(H) oH (2.60)
Anmerkung: Im Gegensatz zu T, und wie aus (2.26) sofort ersichtlich auch 8, ist P nicht
symmetrisch. Der Biot-Spannungstensor Tg = US ist im allgemeinen ebenfalls unsym-
metrisch. Fir den Sonderfall eines isotropen elastischen Materials 1853t sich zeigen, daf3
die Unsymmetrie von Tg verschwindet (s. a. [19]), denn dann laBt sich Tp als Tensorpo-

lynom des symmetrischen rechten Strecktensors U schreiben:

Tp =T§" = al + fU +yUU (2.61)

30



2.9.2 Lineare, isotrope Materialgesetze

Den linearen, isotropen Materialgesetzen (verallgemeinertes Hookesches Gesetz) liegt

als spezifische innere Energie e eine Funktion der Invarianten I;(E) und L(E) bzw.

I;(H) und L;(H) zugrunde:

ceg =a Li(E)?+B L,(E) (St. Venant - Kirchhoff) (2.62)

oeu =a L,(H)*+ B L,(H) (semi-linear) (2.63)
Mit (2.60) und den Gleichungen (10.22), (10.23) des Anhangs folgt:

S =2al; 1+BLI-E) = (2a + fLI-BE (2.64)
bzw.

Tp = 2a + HI -~ FH (2.65)
Nochmaliges Ableiten nach den Verzerrungen fiihrt auf den vierstufigen Werkstofften-
sor C:

cE=—E’-Ze£—=(2a+ﬂ)I®1—ﬂ1 (2.66)

JE ® 0K
bzw.

Cu=—2H 0  HI@T-f [=Cg=C 2.67)

oH ® oH

Die Beziehung der Konstanten a und § zu den Lamé-Konstanten 4; und A, lautet:

B . ,_B__E
a+n(1-2%) = P72

h=2a+p= (2.68)

E bezeichnet hierin den Elastizitdtsmodul und v die Querkontraktionszahl. Wird zwi-
schen den PK2-Spannungen S und den Green-lLagrange-Verzerrungen E sowie zwi-
schen den Biot-Spannungen Ty und den Ingenieurverzerrungen H eine lineare Beziehung
angesetzt, so liegt, wie aus (2.62)/(2.63) ersichtlich, eine andere Funktion fiir die spezifi-
sche innere Energie vor. Da diese Gesetze nicht sémtliche Wachstumsbedingungen ([63],
[111}) erfiillen, sind sie nur fiir kleine Verzerrungen giiltig.
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3  Grundgleichungen nichtlinearer Schalentheorien

In diesem Kapitel werden die Grundgleichungen der nichtlinearen Schalentheorien unter
Verwendung von Green-Lagrange-Verzerrungen bzw. Ingenieurverzerrungen aus der
3-dimensionalen Kontinuumstheorie hergeleitet. Als einzige Annahme dient zundchst
ein linear tiber die Dicke veranderliches Verschiebungsfeld. Es wird beziiglich der Aus-
gangsgeometrie weder eine, wie oft {iblich, konstante oder schwach verénderliche Scha-
lendicke noch ein senkrecht zur Schalenmittelfliche stehender Schalendirektor vorausge-
setzt. Erst fiir GroBenordnungsabschitzungen einiger Vereinfachungen werden die
beiden Einschrinkungen verwendet. Die Verzerrungsgleichungen beriicksichtigen die
sich wihrend der Verformung dndernde Schalendicke und sind fiir groe Verzerrungen
giiltig. Um die entstehenden Beziehungen spéter mit den verschiedenen Versionen des
Degenerationskonzepts, bei dem die mechanischen Variablen im allgemeinen auf lokale
oder globale kartesische Koordinatensysteme und nicht auf krummlinige Schalenkoordi-
naten bezogen werden, in iibersichtlicher Form vergleichen zu kdnnen, wird hier eine
absolute Schreibweise bevorzugt eingesetzt, wie sie z.B. in [109], [18], [23], [85] benutzt
wird. Koordinatensystem-Transformationen zwischen lokalen oder globalen kartesi-
schen und krummlinigen Koordinaten entfalien dadurch.

Auswirkungen zusdtzlicher Annahmen zur Vereinfachung der Gleichungen werden in
Kapitel 3.7 diskutiert. Unter anderem wird eine GrofBenordnungsabschitzung fiir den
Fehler gegeben, der durch Streichen des Anteils der Green-Lagrange-Verzerrungen ent-
steht, welcher beziiglich der Dickenkoordinate quadratisch ist. Ausgedriickt in Kompo-
nentenform beziiglich krummliniger Koordinaten entstehen dann die von Simo et al.
(1990) [97] angegebenen Green-Lagrange-Verzerrungsgleichungen.

In [97] wird auf Werke von Green und Zerna (1950), Hildebrand et al. (1949), Naghdi
(1972) [62], Reissner (1989), Hughes und Carnoy [48] u. a. verwiesen, die sich ebenfalls
mit Schalen verinderlicher Dicke in der Ausgangs- und der verformten Geometrie be-
schéftigt haben. Erwahnt werden sollen in diesem Zusammenhang auch noch die Arbei-
ten von Schoop [88], [89].
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3.1 Geometrie und Kinematik der Schale

Eine Schale ist ein diinnwandiges Flachentragwerk, dessen Variablen auf eine Referenz-
fliche bezogen werden, die in dieser Arbeit die Schalenmittelfliche sein soll. Der Orts-

vektor x(6', 6, £%) zu einem Punkt des Schalenraums zur Zeit t, wird durch den Ortsvek-
tor (0, ) =x(6',6,0)zum Bezugspunkt der Schalenmittelfliche und den

Schalendirektor d(6', 6) an dieser Stelle ausgedriickt. d ist ein Einheitsvektor, der nicht

zwingend senkrecht auf der Schalenmittelfldche steht.

x=r+§3%d ; -1s8=<1 (3.1)
jd] =1
Eine verdnderliche Schalendicke h sei zugelassen:
h = h(@", &%) (3.2)

Beachtet werden muf, daB die Dicke in Richtung des Direktors zu messen ist. Das Direk-
torfeld und die Schalenmittelfldche seien stetig und bis auf Stellen, an denen die Schalen-
geometrie Knicke hat, nach den krummlinigen Koordinaten differenzierbar. An den
Knickstellen sollen die links—- und rechtsseitigen Ableitungen existieren. Die Beriicksich-
tigung von Knicken hat den Vorteil, daB nicht nur Schalen mit "echten” Knicken berech-
net werden konnen, sondern auch Diskretisierungsknicke korrekt behandelt werden, die
durch eine nur C%kontinuierliche Geometrieinterpolation bei z. B. isoparametrischen
finiten Elementen auftreten (vgl. Kapitel 6.4).

Um den Sonderfall einer Schale mit konstanter Dicke auf einfache Weise abspaiten zu
kénnen und um die Schreibweise zu vereinfachen, wird eine auf einen konstanten, positi-

ven Wert hy bezogene Dicke & eingefiihrt:

h
= e 3.3
o (33
Mit ihr 146t sich (3.1) umschreiben zu:
x=r+.§3ﬁ£d=r+03xd=r+93a3 mit as;=«d, |aj| = LS
2 hO h h()
¢ == (3.4)

Um die dreidimensionale Kontinuumstheorie auf eine 2-dimensionale Schalentheorie
zu reduzieren, wird Oblicherweise eine Annahme fiir das Verschiebungsfeld in Dicken-
richtung der Schale getroffen. Kleine Schubverzerrungen und iber die Dicke nur
schwach veriinderliche Materialeigenschaften rechtfertigen einen linearen An-
satz (s. Bild 3.1).

Annahme Al: u(6!, 8, 6% =5 -x = v(6', ) + Fw(0, ) (3.5)
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Der Ortsvektor ¥ zu einem Punkt des Schalenraums der deformierten Konfiguration
ergibt sich dann zu:

X=r+v+&Paz+w) =F+Pa3=F+Frxd , E:—}}]—l— (3.6)
0

Eine Schalentheorie, in der sich die Direktorlinge wahrend der Deformation 4ndern
kann, wird Schalentheorie mit extensiblem Direktor genannt.

Referenzkonfiguration deformierte Konfiguration

i
Bild 3.1: Geometrie und Kinematik der Schale

GroBen des Schalenraums werden mit dem Shifter Z auf die Schalenmittelfliche bezo-
gen.

zZ=JJ¢ =gi®ai=x;r 3.7

Hierin stellt J die Jacobi-Matrix des Schalenraums analog zu (2.1) dar und Jc die Jaco-

bi-Matrix der Referenzfliche mit den kovarianten Basisvektoren a;.

3 ’
J= —a-;- =5 ®i=[g,eely ; 6 =[0.6¢] (3.8)
Jc=J(6°=0) =2, ®i = [a;, 2z, 23] (3.9)

Die kontravarianten Basisvektoren g' bzw. a' sind die Spalten der inversen, transponier-
p

ten Jacobi-Matrizen:

T
JT=¢g ®i=[g"8% 8= [ﬁ} (3.10)

axd {i®;
JF=a @i = [a', 2% a’];, (3.11)

Z und J sind lineare Funktionen der geradlinigen konvektiven Koordinate 6° .
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J=2,@i+6a5,,®1%=Jc+ I ; Jc=a,®1, J=25,8i° (3.12)

Z=x,=(r+6as),=r,+a;® F,+ 6%, =1-6°B (3.13)
An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, daf} kleine lateinische Indizes in dieser Arbeit
von 1 bis 3 laufen; griechische nehmen nur die Werte 1 und 2 an.

Die Abkiirzung ( )., sei folgendermaBen definiert:

=)= (( ),i®§—i’)2=(( )i ®g)g®al)=(),;®a

. ]
mit ()= —6(9‘—)
Also gilt:
Fn=0xZ=8" (g ®a) =a”
re=(e®e92=r,Qa°=a,Qa%=I-a;Qa = I
Ferner sei auf die Grofle B in (3.13) aufmerksam gemacht:
B=-ag,=~(kd),=~(dQK,+xd,) (3.14)

Fiir den Sonderfall einer Schale mit konstanter Dicke (« = 1) und einem senkrecht auf
der Schalenmittelfliche stehenden Direktor d entspricht B dem symmetrischen Kriim-

mungstensor B einer Fliche.
B°=—d;,=—d,a®aa=b2aaa®aﬁ mit bga=-d,aaﬂ=—d,,gaa
Auf die gleiche Weise wie flir die Ausgangsgeometrie kénnen die Jacobi-Matrizen Jund
Jc sowie der Schalenshifter Z der verformten Schalengeometrie eingefiihrt werden. Als
Folge der Annahme Al sind J und Z ebenfalls linear von 6 abhingig:
ox

.T=E—=‘g”i®ii=a‘i®ii+03§3,a®i“=.—fc+03.TL (3.15)

Z=xr=JT =141 T =1-6'B (3.16)
bzw:

Z=Xp=(F+0°8)r=Fp+; @ F.r+ Py r=1-0°8 (3.17)

Den Zusammenhang zwischen den Metrikgrélen der verformten und unverformten Geo-
metrie erhdlt man iiber den Deformationsgradienten F. Dieser kann mit dem Shifter
Z auf die Schalenmittelfliche bezogen werden:

F=FZ=X—7xx;r (318)
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T besteht aus einem konstanten und einem linearen Term:

X=X, +0,=I-PB+v, +w® 6, +Fw, = Fc +°FL (3.19)
mit:

Fe=I+v, +w®a’ (3.20)
FL=w,-B=2a;3, (3.21)

Eine andere Form, die Teile des Deformationsgradienten darzustellen, bekommt man
mit Hilfe der Gleichungen (2.6), (3.7),(3.12) und (3.18):

F=FZ=J1"1 =TI =TI + PIIS (3.22)
Fe=JJd =5, ®a (3.23)
FL=J ) =85,,®a% (3.24)

Uber die Gleichungen (3.22), (3.23) und (3.16) 1aBt sich Jauf zwei Arten ausdriicken:

JF=FJI=F Jc=FZJ bzw. F=Z Jc=7Z Fc Jc (3.25)
Hieraus erhilt man direkt die Beziehung zwischen den Shiftern Z und Z und den Defor-
mationsgradienten:

FZ-=7Fc« Z=F Z F =F F! =1+6°F F¢ (3.26)
Der letzte Term der Gleichungskette (3.26) liefert mit (3.16) fiir B:

B=-FFd (3.27)

Bild 3.2: Schnitt durch die Schale

SchiieBlich sollen noch einige Formeln fiir Volumen-, Flichen- und Linienelemente an-
gegeben werden (s. Bild 3.2). Far ein Volumenelement des Schalenraums gilt:
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dV = (g, X gz)gs d63d6?de" = detJ d6Pde?de! (3.28)

Der Zusammenhang eines Flichenelementes des Schalenraums dA™ mit dem zugeh6ri-

gen in der Héhe @ = 0 ist formal identisch mit (2.8); F muB nur durch Z ersetzt werden:

e" dA" =detZ ZTe dA (3.29)
Ein Flichenelement der Schalenmittelfldche errechnet sich iiber:

dA = |a; X ay| d6'd&? (3.30)
Mit:

detJc = (a; X az)as = |a; X ayljas|cosf , B= L(asa’) (3.31)

kann (3.30) umgeformt werden zu:
da = 3etde - 41400 (3.32)
kcos B

Fiir den im folgenden hiufig benutzten Quotienten dV/dA gilt mit (3.28) bis (3.30) und
detJ =detZdetJc :

dv  detJ
dA  detlc

xcosP d6® = detZ xcos B d6® = u d6° (3.33)

Ein Fliachenelement des Schalenrandes dAg in Hohe der Mittelflache (s. Bild 3.2) hat
die GroBe:

dAg = |r,s X 23] d6® ds = |e; X as| d@® ds=«sina d6® ds ,|ef=1 (3.34)

Die Beziehungen fir die verformte Schalengeometrie ergeben sich entsprechend. Insbe-
sondere gilt:

dV = (§ X §2)8s d6Pd6Pde’ = detT d6°de?de! (3.35)
g dA" =detZ ZTe dA (3:36)
746 = % = detZ |a3| cosB dé® (3.37)

dAg = |Fs x &3|d6° d5 = |8 x &,|d6® dS=Fsind d6® d5 , |&]=1 (3.38)
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3.2 SchnittgroBBen der Schale

3.2.1 Cauchy-Schnittgréfen

Zur Herleitung der ”wahren” SchalenschnittgréBen aus den Cauchy-Spannungen des
dreidimensionalen Kontinuums wird ein nicht zur Schalenmittelfldche tangentialer, aber
sonst beliebiger Schnitt durch die deformierte Schale betrachtet. Das Integral der Schnitt-

kraft #f lings der Schnittlinie der Schalenmittelfldche mit der Schnittfliche A muf} mit

dem iiber die Schnittfliche aufintegrierten Spannungsvektor f identisch sein.

Jﬁ ds = j Jt_ dAx (3.39)
T Ar

Fiir das resultierende Moment gilt analog:

Jﬁ ds‘:IJ(i—i) x t dAx (3.40)
T AR
Nach Einfiihrung der Annahme Al - die Dickenkoordinate 8° bleibt stets geradlinig -

bietet sich eine Schnittfithrung parallel zu 6° an. Mit (3.36), (3.38) und dem Cauchy-
Theorem (2.22) kann (3.39) umgeformt werden zu:

hg

J ff dg= I [% sin@ ( f detZ T ZT d6°®) @] d5 (3.41)

5 T zhe,
2

Mit der Formel (3.36) =K cos F detZ soll der Cauchy-Schnittkrafttensor N, defi-

niert werden als:

T
N, = j FTZT d¢P ; fd=—=NF (3.42)

Die gleiche Vorgehensweise unter zusitzlicher Beachtung von (3.6) fihrt zum Cauchy-

Momententensor M;:

5

0*i TZTd6® €] d5 = j—3 X S—:‘—%(M, € ds
A (3.43)

[
& &

sind@
m ds = as X =
Jm ds§ J[a3 cosP

g

.

mit:



M.= |PETZ" d6® (3.44)

.
nlg‘_ylg‘

Im Gegensatz zu den Cauchy-Spannungen sind die Cauchy-SchnittgréBen im allgemei-
nen Fall einer gekriimmten Schale nicht symmetrisch.

3.2.2 Piola-Kirchhoff-Schnittgr6Ben 1. Art

Fiir die (totale) Lagrangesche Betrachtungsweise werden auf den Referenzzustand bezo-
gene "Pseudo”-SchnittgréBen benutzt. Die resultierende Kraft einer Schnittfliche Ag
wird damit analog zum vorangegangenen Abschnitt ermittelt zu:

D

fn ds=”t dA':”P e'dA” = js‘““ f P Z7d6 e ds (3.45)

s Ar Agr

mit u =« cosf detZ nach Formel (3.33).

ZweckmaBigerweise definiert man den PK1-Schnittkrafitensor 1. Art Ny als:
by
2

Ni= | uPZT d¢? (3.46)

-y

=3

“

und analog dazu den PK1-Momententensor M als

h,

S

M= | uprPZT dd® (3.47)

“"“1

~hg
2

Das resultie?ende Moment einer Schnittfldche ist damit:

Im ds = Ia3 X (M; e) ds (3.48)
J J osf

Die Beziehung zu den wahren (Cauchy-)SchnittgréBen erhdlt man durch Einsetzen von
(2.25) unter Ber{icksichtigung von (3.26) in (3.46) bzw. (3.47):

os

cos ZETZ7de F& = XCC =—detFeN,F& ; y=

N =———=detF¢
"7y cosp

= | =

o7 (3.49)

.
Nig'—ﬁwlg

bzw.:
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By
2
O —
=SB erre J ¢F T Z7d6® FT =~)z(:—C9§;—-EdetFCMCF;T (3.50)

M; =
"7y cosp
.,}lo

2

3.2.3 Piola-Kirchhoff-SchnittgréBen 2. Art

Setzt man in (3.46) P=FS ein, so ergibt sich mit (3.18) fiir den Schnittkrafttensor Nj:

by by
2 2
N; = f u FS 277 d6° = I u (Fe+6°F) 27827 Tde?
by o
2 2
by 5y
) 2
Fu Z7''S 27Tde?

uZ'S ZT dP +Fy,

ey

= F¢

-hg

2

= FcNy + FMY)
und fiir den Momententensor M :

hg
2

Mi=Fc | PuZ'SZT dP+F. | ()u 27 S 27T

.
ng'__\.o'g

'
0] o
S

‘ﬂ
2
3.51)

= FcMY + FLMy) (3.52)
mit den naheliegenden Definitionen der symmetrischen PK2-Schnittgréfen:
ho
2
Ny = J” 218 z27 dP (3.53)
he
2
ro
2
My = j Puz'SZT 4P (3.54)
by
2
o
2
MP = | (@HuZ'S ZT d (3.55)

'
NS
S
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3.2.4 Biot-Schnittgrofen

Um SchnittgroBen basierend auf Biot-Spannungen zu definieren, wird zunidchst P in
(3.46) bzw. (3.47) durch P = RTj ersetzt.

=
o

¢u RTp 27T d6? (3.56)

— v}

NI = u RTB Z_T d03 bzw. M] =

~hg
F

N‘Oé-‘,\.‘or

R, entstanden aus der polaren Zerlegung des Deformationsgradienten F, ist in der Regel
nichtlinear abhéngig von der Koordinate #°. Deshalb ist eine zweckmaBige Schnittgrd-
Benherleitung als Integral einer Funktion, die nur von den Spannungen und dem Scha-
lenshifter abhéngt, nicht mdglich. Erst durch die Annahme

R = R¢ = FcUH 3.57)
dalB der Rotationstensor R des Schalenraums durch den Rotationstensor Rc der Schalen-
mittelfliche approximiert werden kann, ist es moglich, R vor das Integral zu ziehen:

=
S

NI = RC u TB Z_T d93 ‘-—"RcNB (358)

| & o)

N
5 !
NE;

(3.59)
M; = Rc | u Tg 27T d6° = ReMp

)
N!:"
S

Mit den so gewdhlten SchnittgroBen Npund My sind die "wahren” SchnittgroBen
N,und M; wegen der Naherung nie exakt zu berechnen. Nachfolgende Betrachtung
zeigt, daB eine derartige Vorgehensweise nur fiir kleine Verzerrungen und diinne,
schwach gekrimmte Schalen (Z=I) zuldssig ist, denn soll R¢ eine gute Naherung fiir

R sein, muB das Produkt RIF = RTF = U =UT nahezu symmetrisch werden:
RIF = RIF 2! = REF = Uc + 6°RIFL = Uc ~ °REBRCUC = RIZR:Uc  (3.60)
Diese unter Verwendung von (3.27) erhaltene Gleichung ist dann fast symmetrisch, falls

Uc = I gilt und B symmetrisch ist, was nach Anhang 9.1.2 verschwindend kleine
Schubgradienten .- und Dickendnderungsgradienten d ® %7 der verformten Schale

voraussetzt. Symmetrisch wird (3.60) auch, falls Z = 1, also B= 0.
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3.3 Verzerrungsmafle der Schale

Hier sollen VerzerrungsmaBe betrachtet werden, die mit den Green-Lagrange-Verzer-
rungen E (kurz: GL-Verzerrungen) oder den Ingenieurverzerrungen H verwandt sind.
Der Verzerrungszustand der Schale wird durch die Verzerrungen und Verkriimmungen
der Schalenmittelfliche beschrieben. Diese sind, abgesehen von Grdflen der Schalengeo-

metrie des Ausgangszustands, nur noch von Fcund Fp abhéngig, denn F=Fc+6°F,

erfaf3t vollstindig den Deformationszustand der Schale.

3.3.1 Verzerrungsmafle basierend auf Green-Lagrange-Verzerrungen

Die in der Kontinuumsmechanik am hiufigsten benutzten Green-Lagrange-Verzerrun-
gen dienen in der Regel als Basis zur Definition der Verzerrungen und Verkriimmungen
der Schale. Ausgehend von:

= —(FTF ) und F=Fz!
erhdlt man:
E= % (ZTFTFZ 1 -T) = Z‘T% (FTF - 272)Z = 77 7EZ! (3.61)

Einsetzen von (3.19) — an dieser Stelle wird Annahme A1 benutzt ~ und Einfiigen der
Gleichungen (3.20) und (3.21) in die auf die Schalenmittelfliche bezogenen Verzerrun-

gen E fithrt zu einem in @ quadratischen Ausdruck:

£ =B+ 608, + (01)%Eg (3.62)
mit:
B =~ (FIFc-1)
2
Tt
E(Vr +v,+w®a’+a’@w
v vtV T w®a) + @ @ wv, + @ @ W(W a%) (3.63)
EL =%(FCFL+ FIFc+BT+B)
—;-(w T+w,-v,'B-BTv, -BT(w®a’) - (a° ® w)B
FW TV F VW W, (W@ a%) + (30 ® W)W.r) (3.64)
£o - % (ETF, - BTB) = %(- w.TB-BTw, +w,Tw,) (3.65)

Streichen der unterstrichenen Terme ergibt die Gleichungen der linearen Theorie.
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Die Objektivitit der VerzerrungsmaBe Ec, £ und Ko ist leicht nachzuweisen. Eine
Starrkdrperrotation Q, die auf eine Deformation F! folgt, filhrt zu F' = QF'. Dann gilt:
FUl = fZ°1 = QF'Z! — £ = FIL + 6°F! = QFL + 6°QFY, (3.66)

So 14Bt sich beispielsweise fiir By zeigen:
~ 1 -~
B (FEQTQFL + FLQTQFL+BT+B) =Kl ,denn  QTQ=I (3.67)

Die drei Verzerrungstensoren Ec, E; undEq sind jedoch nicht unabhingig von einander
(s. Anhang 9.1.3).

3.3.2 VerzerrungsmaBe basierend auf Ingenieurverzerrungen

Schalentheorien, die von einer polaren Zerlegung des Deformationsgradienten starten
und dann Ingenieurverzerrungen benutzen, begegnet man selten. Erste Uberlegungen
gehen auf Reissner zuriick, doch gerade in den letzten Jahren sind Verdffentlichungen
von Pietraszkiewicz [70], Recke [80], Gruttmann {39] zu diesem Thema erschienen. Eine
exakte Herleitung und vergleichende Betrachtungen dieser Arbeiten haben San-
sour und Bufler [85] vorgestellt. Wie schon in Abschnitt 3.2.4 bei der Definition der

Biot-SchnittgréBen erwidhnt, hingt der Rotationstensor R=FUldes Schalenraums

nichtlinear von der Koordinate 8° ab. Eine einfache Zerlegung der Ingenieurverzerrung
H in Verzerrungs— und Verkriimmungsgré8en der Schalenmittelfliche gelingt deshalb

nicht. Jedoch kénnen mit dem Rotationstensor Re = FcUZ! objektive VerzerrungsmaBe
definiert werden [85]. Der Verzerrungstensor der Schalenmittelfldche sei definiert zu:

Hc=RIFc-1=Uc~1 (3.68)
und der Verkriimmungstensor zu:

H, =RF_+B (3.69)
Zum Nachweis der Objektivitit von Hc bzw. Hp wird von (3.66) ausgegangen. Die
polare Zerlegung von FY = RIUY = QFL = QRLUL fiihrt aufgrund ihrer Eindeutigkeit
auf:

RE=QR. und U¥=UL (3.70)
Damit ist HE = H. und auch:

Hf = R{T F{'+ B = RCQTQFL+B = HL (3.71)
H_ ist im allgemeinen unsymmetrisch und kann mit der gleichen Begriindung wie in

Gleichung (3.60) nur unter Beachtung einer Reihe von Einschrdnkungen symmetrisch
angesetzt werden.
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3.4 Prinzip der virtuellen Verschiebungen fiir die Schale

In diesem Abschnitt wird die virtuelle Arbeitsgleichung des dreidimensionalen Konti-
nuums (2.53):

SWInt 4 WS = 0 (3.72)

fiir zeitunabhingige Probleme durch Dickenintegration so umgeformt, daf sie in Schnitt-
grofen~ und Verzerrungstensoren der Schale ausgedriickt werden kann.

3.4.1 Innere virtuelle Arbeit

3.4.1.1 Innere virtuelle Arbeit, formuliert mit dem Deformationsgradienten der Schale

Die innere virtuelle Arbeit des Kontinuums, ausgedriickt in PK1-Spannungen P und dem
Deformationsgradienten ¥:

—dW*“‘=jIjP'6F av (3.73)

A%

wird unter Verwendung von (3.18) und:
dV = u dé® dA . (3.74)

iberfihrt in:

ubPPZ1deP) - 6FL§ dA

1
gu__,ng

= J J (TﬂPZ‘TdG:‘) “O0Fc + (

2

= J J [Ny~ 0Fc+ My 6F.] dA (3.75)

A
3.4.1.2 Innere virtuelle Arbeit, formuliert mit Green-Lagrange-Verzerrungstensoren
der Schale

Mittels (3.51) und (3.52) kann die innere virtuelle Arbeit in PK2-Schnittgré8en ausge-

driickt werden:



oW in = j j (PN + FMIP) - 0Fc + (FMLD + FLM{P) - 0F L) dA

A
- J j (N FEOFc + M{ (FT6FC + FEOFL) + MY - FIOFL) dA  (3.76)
A
Aufgrund der Symmetrie dieser SchnittgriBen ist Gleichung (3.76) identisch mit:

W j j [ Nu -+ (@FEFc+ FESF) (3.77)

A
1
+ M- o (6FTF¢ + 6FLF, + FLOFc + FLOFy)

+MP- -;-(6FEFL +FIoF) ] dA

Hierin erkennt man die Variationen der Verzerrungstensoren Ec,E undBq (s. Glei-
chungen (3.63), (3.64) und (3.65)), so daf3 schiieBlich gilt:

- SWint = I j [NH‘(SFZC + M 0B + MP- éEQ] dA (3.78)

A

3.4.1.3 Innere virtuelle Arbeit, formuliert mit Ingenieurverzerrungstensoren der
Schale

Zunichst wird (3.75) umgeformt in:
-6W nt J J[REN] * REdFC + REMI . REGFL] dA (379)
A

Mit den Variationen von Hcund Hp
(SHC = OREFC + RE(BFC und (SHL = dR(T;FL + RE(SFL (380)
ergibt sich

- O0W int _ f J’{RENI . 6HC + RCTM[ : (SHL] dA

A
- j j [RIN 6REFC + REM; - ORTFL| dA (3.81)
A

Der zweite Teil dieser Gleichung verschwindet, da unter Beriicksichtigung von (3.51)
und (3.52) der Term so umgeformt werden kann, daf} ein skalares Produkt eines symme-

trischen mit dem antisymmetrischen Tensor RcORE ersichtlich wird:
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RIN;* OREFc + REM;* OREFL
= (NIF{ + M{F]) ' RcORE

= (FNyFE + FoMY FE + FOMPFE + FIMPFD)  (RORD =0 (3.82)

An dieser Stelle soll darauf hingewiesen werden, daf8 zur Herleitung des Arbeitsaus-
drucks:

- oW Nt = f J [REN;6HC + RIM; - 6Hy| dA (3.83)
A
wie auch der Gleichungen (3.75), (3.76) ausschlieBlich Annahme A1l benutzt worden
ist. Unter dieser Einschrankung sind sie fiir grole Verzerrungen giiltig. Erst wenn in
(3.83) die Approximation Np = REN; und Mg = REM; benutzt wird, beschrénkt sich
deren Giiltigkeitsbereich auf kleine Verzerrungen. Um dieses zu vermeiden, ermitteln
Sansour und Bufler [85] die zu Hc¢ und Hp konjugierten SchnittgroBen iber die
PK2-~SchnittgréBen:

Ny =RIFNp+FMY) 5 Ma=RIFMS + FLMT) (3.84)

3.4.2 AuBere virtuelle Arbeit der Flichen— und Randlasten

Ausgangspunkt der Betrachtung sei wiederum das dreidimensionale Kontinuum, bei des-
sen Gleichung fiir die dufere virtuelle Arbeit:

SWeXt o J f f bdu dV + f J'tdu dA’ mit A’ =AgUAy,UAR (3.85)
v N AR - Schalenrand
Agp, - Schalenoberseite
Aun ~ Schalenunterseite

die Integration {iber die Dicke ausgefithrt wird, nachdem sédmtliche GroBen auf die
Schalenmittelfliche A bezogen worden sind. Fiir das Volumenintegral in (3.85) ergibt

sich mit u=v+8w:

[ Jum 1

v A

2
S

u_.“.\.l

b d6%) dv+( | 6Pub d6®) ow | dA (3.86)

.
N‘g%‘r’lg

'
of
=

Das Integral iiber die Oberfléche in (3.85) wird mit (3.29) und (3.34) aufgespalten in
einen Teil fir die Schalenober—, einen fiir die Schalenunterseite und einen fiir den Scha-

lenrand:



J Jtéu dA'= J j det Z,(dv +%6w)t§g>dA+ J f detZ\m(év—%géw)(—- %) dA

N A A
By
2
+ J [ksina J(detZ(év+036w)PZ”Te) dé® ds
a?
mit den Oberflichenkriften: t<% = T]a_3|
f ftéu dA" = J f [Ov(detZy, S - det Zustsy

A’ A
+ Ow(detZyy £ + det Zy t> 1’2-‘1] dA

+J na (6vN;+ 6wM) e ds
cos

s

Mit den Abkiirzungen:

hg
2
p = det Zo,t$” - det Z,t52 + f ub d6® ; n=-"%Npe
cosf
-hg
T on
2
h .
& == (det ZoptS> + det Zunt ) + [ u6b d6® ;=2 Mie (3.87)
2 ] cos
=
erhalt man:
SWe! = J f(év p +0w &) dA + I(év n+ 0w ) ds (3.88)

A ]
Die Variation des Differenzvektors dw kann ersetzt werden durch:
Ow = &@; = 6kd + kod (3.89)
Die oft anzutreffenden Schalentheorien mit inextensiblem Schalendirektor benutzen statt
der Variation des Differenzvektors w tblicherweise die virtuelle Verdrehung .
a3 = Rya; = 0w = 6a; = ORyay = ORGR1a; = Q&3 = @ X &3 ’ (3.90)
o = (s, 0s) = T(s)ds, der axiale Vektor von Q , ist hierin eine Funktion unabhingiger

Rotationsparameter und deren Variation, worauf in Abschnitt 5.4.3 néher eingegangen
wird. Da der Rotationstensor zur Beschreibung der Kinematik des Schalendirektors bei
einer Schubverzerrungstheorie im allgemeinen nicht mit dem Rotationstensor Rg, der
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aus der polaren Zerlegung von F¢ gewonnen wird, (ibereinstimmt, wird er hier mit dem
Index d gekennzeichnet. Fiir die Momentenbeanspruchungen 148t sich nun schreiben:

wé=a@x&=wc ; wh=0@ XM =0 m (3.91)

Damit kann Gleichung (3.88) in folgender Form angegeben werden:

SWe = J J(dv p +@ ¢) dA+ [(dv n+ @ m) ds (3.92)

A s

3.5 Das linearisierte Werkstoffgesetz der Schale

Gewdhnlich werden nichtlineare Gleichungen im Hinblick auf ein iteratives Newton-Lo-
sungsverfahren linearisiert. Dazu wird das Werkstoffgesetz in linearisierter Form beng-
tigt. Ausgehend vom 3D-Kontinuum soll nun ein linearisiertes Werkstoffgesetz fiir

. PK2-SchalenschnittgroBen hergeleitet werden. Die Beziehung zwischen den PK2-Span-
nungen und den Green-Lagrange-Verzerrungen lautet:

§S'=CFE (3.93)
Flir die auf die Schalenmittelfliche bezogenen Spannungen und Dehnungen gilt:
§=2182T=2(C[ZTRZ]ZT (3.94)

Eingesetzt in die Definitionsgleichungen (3.53) bis (3.55) der PK2-SchnittgroBen folgt
mit (3.62) in matrizieller Schreibweise:

Ni’ Do [...] Di-[...] Do [... 1K
M](Il)’ = D][] Dy ] D3[] ]PL' (395)
M | L Do[] Dy[n] Dl 1B
mit:
Dil...]1= J/LZ"‘C'[Z‘T...Z'l]Z‘T(03)i de? (3.96)

-hg
2

Die Ausfithrung dieser Integration wird im allgemeinen numerisch erfolgen missen.
Zwar ist fir die Inverse des Shifters Z mittels des Cayley~-Hamilton-Theorems eine ge-

schlossene Formel angebbar, doch solite bedacht werden, daB auch C von ¢° abhéngig
sein kann. Fiir dilnne Schalen darf auf Z in (3.96) verzichtet werden (Z=I), wie die Be-
trachtungen im nédchsten Abschnitt zeigen. Wie schon in Abschnitt 3.4 erwéhnt, ist diese
Vorgehensweise fiir Werkstoffgesetze, die zwischen den Biot-Spannungen und den Inge-
nieurverzerrungen definiert sind, nur fiir kleine Verzerrungen direkt moglich. Sonst kann
man sich mit dem Umweg tber die PK2-GL-Beziehungen helfen.
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3.6 Anmerkungen zur Parametrisierung

In den vorangegangenen Abschnitten sind sdmtliche kinematischen Beziehungen durch
die jeweils 3 Komponenten von v und w ausdriickbar. Uber die Gleichung der Annah-
me Al: u=v+8@w beschreiben sie vollstindig das gesamte Verschiebungsfeld einer
Schale, bei der Verformungen in Dickenrichtung zugelassen sind. Uber:

K h

w=md3-a3= K d-xkd =k (yRa(s;,s2)d~d) , x= i (3.97)

kénnen die Parameter w; durch y, s, s, ersetzt werden. Eine derartige Parameterisie-
rung fir Schalen mit Verformungen in Dickenrichtung scheint nach der Diskretisierung
auf numerisch stabilere Gleichungssyteme zu fithren [97]. Die Kinematik des Direktors
wird durch die zwei Rotationsparameter s, s, vollstandig erfaBt. Eine Drehung um den
Schalendirektor ist in den Herleitungen bis jetzt nicht berticksichtigt worden. Wiirde
flir diesen Zweck ein dritter Rotationsparameter s; eingefithrt, wire eine zusétzliche
Zwangsbedingung ndtig, um mehrdeutige Losungen, die in der Numerik zu singuldren
Gleichungssytemen fithren, zu vermeiden. Einzelheiten zur expliziten Gestalt von
R, und zur Wahl von sy, s; bzw. sy, 8,83 finden sich in Kapitel 5. Fiir den Fall einer
in Dickenrichtung inextensiblen Schalentheorie entfillt der Parameter y.
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3.7 Auswirkungen zusitzlicher Annahmen zur Vereinfachung der
Schalengleichungen

In diesem Abschnitt werden die allgemeinen Verzerrungsgleichungen (3.63) bis (3.65)
fiir einige Sonderfalle in Komponentenform angegeben. Die verwendeten Einschrankun-
gen werden jeweils explizit genannt. Nur fiir die GréBenordnungsabschétzungen der ge-
troffenen Vereinfachungen wird eine schwach verinderliche Schalendicke und ein lot-
recht zur Schalenmitteifliche der Ausgangsgeometrie stehendes Direktorfeld
vorausgesetzt.

3.7.1 Theorie basierend auf Green-Lagrange-Verzerrungsma@en

3.7.1.1 Annahmen
Die in den vorausgegangenen Abschnitten aufgesteliten Schalengleichungen kénnen er-
heblich vereinfacht werden, falls ein relativer Fehler in der GréBenordnung ho || B || bzw.
hg | B|| toleriert wird. Fiir Schalen, deren Dicken- und Schubgradient vernachldssigbar
klein ist und deren Direktor a; senkrecht zur unverformten Schalenmittelfliche steht,
entspricht hg || B|| dem Verhilnis Schalendicke zu Hauptkriimmungsradius der Aus-
gangsgeometric h/R bzw. analog h || B || dem der verformten Geometrie h/R . Im An-
hang Abschnitt 9.1 wird auf die Abschitzungen ausfiihrlich eingegangen.

Die Annahmen zusatzlich zu Annahme Al sind:

Annahme A2: Z1=ZT=~1 5 detZ=1 im Werkstoffgesetz (3.98)

Im Werkstoffgesetz (3.96) wird der (inverse) Shifter zur Einheitsmatrix
und die Determinante des Shifters zu 1. Dadurch entsteht wegen ( s.
Anhang, Abschnitt 9.1):

oz =04z h=1+2|8| (399)

ein Fehler in der Gréenordnung h/R. Deutliche Vereinfachungen treten
in der linearisierten Form (3.95)/(3.96) des Werkstoffgesetzes auf, ins-

besondere fiir einen von 6 unabhingigen Materialtensor C, denn dann
verschwinden D; und Ds.

Annahme A3:
A3a: 1P =mT8 =0 (3.100)
Die Annahme, daB die Cauchy-Normalspannungen in Dickenrichtung

75 vernachlissigbar klein sind, trifft fiir diinne Schalen in den Berei-
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Annahme A4:

chen sehr gut zu, in denen keine konzentrierten Beanspruchungen - im
Extremfall Einzellasten - auftreten. Ebenso missen sehr grofle, einan-
der entgegengerichtete Belastungen an der Schalenunter- und der Scha-
lenoberseite ausgeschlossen werden. Wenn die Basisvektoren g3 und

g2 bzw. &; und & in die gleiche Richtung zeigen, also senkrecht auf

der verformten Schalenmittelfliche stehen, gilt: 73° = 0. Diese Bedin-
gung kann fiir kleine Schubverzerrungen und nahezu senkrecht zur un-
verformten Schalenmittelfldche stehendem Direktor @3 Annahme A3a
ersetzen. Das hat zur Folge, daB} die auf die Schalenmittelfldche bezoge-
nen PK2-Normalspannungen in Dickenrichtung verschwinden:

1

3T 3,833 3.101
detFa §a=§ 0 ( )

r33___g-3T T §3 =

und dadurch der Energieanteil $%°0é;3 unberiicksichtigt bleibt. Mit Be-
dingung (3.101) kann die Dehnung in Dickenrichtung fiir hyperelasti-
sche Materialien iiber das Werkstoffgesetz in Abhingigkeit der ibrigen
Verzerrungen bestimmt werden. Hierdurch reduziert sich die Zahl der
unbekannten Parameter um einen, denn y kann nun direkt ermittelt
werden. Zur Einhaltung der Annahme (3.101) muB das Werkstoffgesetz
des dreidimensionalen Kontinuums in finiter und in linearisierter From
kondensiert werden.

Kleine Verzerrungen erlauben, den EinfluB der Dehnungen in Dicken-
richtung auf die anderen Verzerrungsmafle der Schale zu vernachldssi-
gen. Dann ist es moglich, auf die Berechnung von x zu verzichten:
h a 3.102
ABp: x=p=1 ;  [®l=x (3.102)

’

Fiir kleine Verzerrungen und das Materialgesetz von Hooke geben fiir
diese Vorgehensweise Bagar und Krétzig [11], die sich wiederum auf
Arbeiten von Koiter und John stiitzen, einen relativen Fehler der GroB3-
enordnung vh/R an, mit v als Querkontraktionszahl.

Eo=0 (3.103)

In Anhang 9.1 wird gezeigt, daB die in 6® quadratischen Terme gestri-
chen werden kénnen, wenn ein relativer Fehler der Gréenordnung

h h . -
axl —— (1 +2ns)—= |5 7e - grofte Hauptdehnung von E
mdx(ZR,( +21E) 2R‘)
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akzeptiert wird und die Gréenordnung des Schubgradienten y.» sowie
des Quotienten d @ E.5/K der Dickeniinderung kleiner als die kleinste
Hauptkriimmung 1/KR ist. Die auf die Schalenmittelfliche bezogenen

Green-Lagrange-Verzerrungen ergeben sich somit linear in 6°:

E = Ec+ 60K, . (3.104)

3.7.1.2 Verzerrungsgleichungen fiir groBe Verzerrungen

Mit der Annahme A1l lauten die fiir grofle Verzerrungen giiltigen Verzerrungsgleichun-
gen der Schalenmittelfldche in krummlinigen konvektiven Schalenkoordinaten ¢ in vek-

torieller Form:

Ec = %—(FEFC -D= %—[(ai R &)@ ®al) - (a' ® a)(a; ® a)) =a; 2’ @ &
1.
Ao = Apa =-2--(a,Z 5 — 3,3p) (3.105)
1 1,
Qg3 = Q3q = E"Va = "2‘ (8,3 - aga3) (3.106)
1
a3 = (7535 - asa3) (3.107)
N 1 : .
£ - % (FZFy + FIFc+ B+ BT)=— (@' ® B) (@5 ® #) + (o7 © .0) (& ® )
- (@ ® )(83,5 ® o) - (% @ 23.0) (2 @ )
= ﬂij al @ al
1 —
Bap= 3 (Bl3,8+ Tayq B — 2gB3,5— 83,0 8p) (3.108)
1
Bas = 5 (@3,0 @3~ 33,2 83) (3.109)
B33=0 (3.110)

. 1 1 - -
EQ = —2T (FEFL - BTB) = E[(aa ® a3,a)(335ﬂ® aﬁ) - (aa ® a3>a)(a3'ﬁ ® 8}5]
= Qjj al ® al
1, _
BGap = 'é‘(a%a 3,8~ a3,q 33,/3) (3.111)

0u3 =0 (3.112)

033=0 (3.113)
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Unter Beriicksichtigung von Annahme A4, d.h. Vernachlissigung von Eq , stimmen die-
se Gleichungen mit den in [97] angegebenen iiberein. Wird @; = kd = ¥ « d darin einge-
setzt und berlicksichtigt, da dd =1 und d,,d = 0, stellen sich die Gleichungen foigen-

dermallen dar:

1.
Gop=7 (Fa8p - 2535 (3.114)
aa3=—;~(ma_xaad) (3.115)
1, 5 1
a33=-2—(/c —K)=—2"IC2(X2—1) (3.116)
1, = e =
,Baﬂ=5(/c,ﬁaad+/c,a dag +Ka,d,g+ Kd,q 8 (3.117)
= K,pagd - K, dag - iasd,g— kd,; ag)
1,
Baz = 'é‘ (Koa K~ K,qK) (3.118)
Bas=0 (3.119)

Fiir den Spezialfall einer konstanten Schalendicke und eines orthogonal auf der undefor-
mierten Schalenmittelfldche stehenden Direktorfeldes lauten die Verzerrungsgleichun-

gen:

1. _

ap== (G485 - agag) (3.120)
1 -

R (3.121)
1 2

ass =5(X -1) (3.122)

g , 1, = o

ﬂaﬂ = %ﬂ*aa_; + ‘Xx—aaﬂ3+ -2? (xaad,,q+ xd,a ag — azzd»ﬂ— d,q 3,3) (3 123)
1

Bas = '2°Xvax (3.129)

frs=0 (3.125)

Fiir kleine Schubverzerrungen, sonst aber endliche Verzerrungen, konnen die Verkriim-
mungsgleichungen weiter vereinfacht werden:

1, ~ 3.126
ﬁaﬁ=3(xﬁ‘ad,ﬂ+ ¥d,q A~ 583,58 83,4 35) ( )

/3a3=09 ﬂ33=0
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DaB fg3 nur durch Schubverzerrungen hervorgerufen wird, erkennt man iiber:

1
é‘a3=—(gags—gags) ga 3 =5 Balis +t93 aSvaas—aa3+93ﬂa3

(3.127)

In [86] wird &3 =0 als modifizierte Kirchhoff-Love-Hypothese eingefiihrt. Die Ver-

kriimmungsgleichungen der Schalentheorie in [86] und die hier angegebenen Gleichun-

gen (3.126) stimmen bis auf GréBen der Ordnung | E || /R {berein.

3.7.1.3 Verzerrungsgleichungen fiir kleine Verzerrungen

Die Annahmen Al, A3b und A4 fithren auf die sogenannte erste "beste” Approximation
einer geometrisch nichtlinearen Schalen-Schubverzerrungstheorie fiir kleine Verzerrun-

gen ([8],[9],[72],[94] et al.). Thre Verzerrungsgleichungen lauten:

Qap = Opa =~ ("‘aaﬂ aaaﬂ) (3.128)
. vl
Qa3 = Q30 =% VYa = (aaai/ aaas) T Kk(@,d - a,d) (3.129)
a3 =0 (3.130)
| P
ﬂaﬂ = '5 (aaas,p+ 23, 28— 8523,8—~ A3,q aﬂ)
KB, Ka 1o o
== Qg3 2B+ E/c(aad,;ﬁ d,, a5 ~asd,5-d,cap) (3.131)
Baz=0 (3.132)
Ba=0 (3.133)
Fiir Schalen konstanter Dicke reduzieren sich die Gleichungen zu:
1
aaﬂ=5( a ﬁ_aaaﬂ)
Qg3 = %—(a-a&- a,d) (3.134)
aszsz = 0
1 - =
ﬂaﬁ = '2— (Eadiﬂ"‘ dg aad’ﬁ' a aﬂ) (3.135
ﬂaS =0
Bsz=0




3.7.2 Theorie basierend auf Ingenieurverzerrungsmafen

3.7.2.1 Annahmen

Es verwundert nicht , dal die vereinfachenden Annahmen mit denen des Abschnitts
3.7.1.1 weitgehend {bereinstimmen, wobei Annahme A4 naturgemdf nicht bendétigt
wird. Um effektive, das heif3t fiir die Numerik besonders geeignete Gleichungsstrukturen
zu bekommen, wird eine weitere Approximation eingefihrt.

Der Vollstandigkeit halber sollen die Annahmen A2 und A3 nochmals aufgefiihrt wer-

den:
Annahme A2: Z1=7ZT=1; detZ =1 im Werkstoffgesetz (3.136)
Annahme A3a: 75 =0 (3.137)

‘Fiir kleine Querschubverzerrungen und nahezu lotrecht zur unverformten Schalenmittel-
flache stehendem Direktorfeld kann geschrieben werden: '

1 1
i U 0= ‘3TRT FT-S = 3TU—1T 3 3,138
=T doiF g Bl g detF g BE ( )

T3 = 0 kann die Annahme 7% = 0 nur ersetzen, wenn simtliche Verzerrungen klein
sind, da dann U = I gilt.

Annahme A3b:  x=1 (s (3.102)) (3.139)
Eine neu hinzukommende Annahme hangt mit der noch offenen Frage nach der Berech-
nung von Rc zusammen, die wiederum mit der Wahl der unabhéngigen Parameter ver-
kniipft ist. Werden als Parameter vi, s1,8,, ( ¥ ) gewdhlt, so muB} Rc iiber die polare
Zerlegung von Fc berechnet werden und ist somit genauso wie Fc von allen Parametern
abhingig. Neben der aufwendigen, nicht trivialen polaren Zerlegung einer 3x3-Matrix
wird die in diesem Fall notwendige Linearisierung von Rc nach sémtlichen Parametern
umfangreiche Gleichungen zur Folge haben. Um diese Schwierigkeiten zu vermeiden,
filhrt Recke [80] zusétzlich 3 unabhéngige Rotationsparameter ¢,,¢;,¢; und die zu
erfiillenden drei Symmetrie-Zwangsbedingungen RE(9)Fc(vi, sq) = FE(v;, so)Reldy)
ein. In seiner FE-Diskretisierung wird diese Bedingung auf Elementebene iterativ erfiillt.

Einen eleganten Weg beschreiten Sansour und Bufler [85], indem sie eine Beziehung
zwischen R¢ und der Rotation Ry des Schalendirektors herstellen:

d = Ryd = RcQd (3.140)
Q ist ein nur von den Querschubverformungen ¥ abhéngiger Rotationstensor. In einer

Schalentheorie vom Kirchhoff-Love-Typ wird Q zur Identitét I. Werden kleine Schubver-
zerrungen y vorausgesetzt, kann Q ndherungsweise vernachlissigt werden. Diese Vor-
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gehensweise flhrt auf sehr einfache Beziehungen fiir die innere Kinematik [85]. Die
Parameter s;, s; werden nicht mehr benétigt. Fiir den einen liberzéhligen Rotationspara-
meter fihren Sansour und Bufler die Symmetriebedingung fiir eine polare Zerlegung
der 2x2-Matrix [Ugg] :

Ucyz = aTRIFca; = aTFERca; = Uy < a = %(ﬁla_z - 8,8)=0 (3.141)
mit 4, = Rea,

Uber eine Penalty-Methode in ein Funktional ein.
Der Penalty-Faktor kann als eine Art Drillsteifigkeit um den Schalendirektor aufgefaf3t
werden. Gruttmann [39], [112] identifiziert ebenfalls die Rotation des Direktors Ry mit
Rc, 16st die Gleichung (3.141) analytisch und eliminiert so den dritten Rotationsparame-
ter. Dadurch wird R, wie oben beschrieben, wieder eine Funktion der finf Parameter
v, 1, 82 , was zu etwas aufwendigeren Beziehungen fiir die Linearisierung fiihrt. Dafiir
bendtigt er aber einen unbekannten Parameter (s3) weniger. Zur Berechnung von Schalen
mit Knicken (z.B. Faltwerke), aber auch bei der Kopplung von finiten Schalen- mit Bal-
kenelementen kann es jedoch vorteilhaft sein, drei Rotationsparameter zu verwenden

(s. Abschnitt 6.4).
Als zusitzliche Annahme soll nun gelten:

Annahme A4": d=~d=Rcd (3.142)
Damit gilt:
45 = Rca; = kRcd = «d (3.143)
und:
T = K = KRcd = ykRed = yxd = yé, (3.144)

Zur weiteren Vereinfachung, die, wie in Abschnitt 3.3.2 erwéhnt, nur fiir kleine Verzer-
rungen und symmetrisches B zuléssig ist, soll noch der Verkriimmungstensor Hy sym-

metrisiert werden.

Annahme AS: H;, = H (3.145)
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3.7.2.2 Verzerrungsgleichungen fiir grofle Verzerrungen

Die nachfolgenden Gleichungen sind fiir groBe Verzerrungen giiltig. Lediglich die Quer-
schubverzerrungen miissen klein sein, da neben Annahme Al noch Annahme A4™ voraus-
gesetzt wird. Unter Beriicksichtigung von (3.143), (3.144) ergibt sich:

Hc=RE{Fc-1I=(a' ® 4)(@; ® a) - (8 ® a)(a; ® a)) = (3 - aja))a' ® o

= hijai ® aj
hep = 8488 - 2528 = hfzﬁ + hgﬁ (3.146)
1. .
58 = > (d,3p+ dgay) - agag (3.147)
1 .o <= 0a
dosam [ 2]
a= % (5152 - 5251) (3148)
hys = 8483 - 8483 = Kigd - kagd = (- £)agd (3.149)
hsg = k(dE, - 2,d) wegen A4’ (3.150)
h33=/?/c—;c2=/c2(x—1) (3.151)
Hy=RIFL+B= (2 ® 4)(@,5Q 2 -a350 of = k! @ o
wegen A4”
Kop = 8,83,8— 8g83,8 = Tc“,ﬂé‘a& ~K,p8q4 + Eﬁa&,ﬂ—- Kagd,g
= (K,g- £.p)asd + Kdod,g- Kagd,g (3.152)
k3/3= 5353,5—a3a3,ﬂ= IC(/T,ﬂ—IC,ﬂ) (3153)
kﬂ3 = 5/35—3,3— agas,3 = 0 (3154)
k33 = 8383,3~ a383,3=0 (3.155)
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3.7.2.3 Verzerrungsgleichungen fiir kleine Verzerrungen

Unter zusitzlicher Verwendung der Annahmen A3b und AS ergeben sich die fiir kleine
Verzerrungen giiltigen Gleichungen. Ferner wird fiir die Schale eine konstante Dicke und
ein orthogonal auf der unverformten Schalenmittelfldche stehendes Direktorfeld voraus-

gesetzt:
S 1 3 a ] A
$=5 (835 +8gA,) - agap (3.156)
1. .
a=—2—(a, 2 - 8,3)) (3.157)
hgs =0 (3.158)
hse = 4, (3.159)
hy3 =0 (3.160)
kap = 8ad,5-20d,5 = K35+ Kig (3.161)
s 1.4 I &
=7 (8,d,g+d,odp) —a,d,g
a 1 | I =z
kaﬂ = (Bod,g-d,edg) = 0
k3ﬂ = 5353,ﬁ— 8383,5 = IC(IT,/}— IC,ﬂ) =0 (3162)
kﬂ3 = 51353,3— agas,3 = 0 (3163)
k33 = 8333,3-asa3,3=0 (3.164)
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4  Das Degenerationskonzept und dessen Vergleich
mit der Schalentheorie

4.1 Entstehung des Konzeptes

Mit dem Wort Degenerationskonzept will man zum Ausdruck bringen, dafl diese Metho-
de keine Theorie im Sinne einer Schalen- oder Balkentheorie ist, deren Gleichungen
mit einem beliebigen numerischen Verfahren - z. B. finiten Differenzen- oder Kollokati-
ons-Verfahren oder der finiten Elementmethode - geldst werden kénnen. Das Konzept
ist ein Verfahren, um dreidimensionale finite Korperelemente so zu verbessern, daf sie
zur Berechnung diinnwandiger Strukturen wirtschaftlich eingesetzt werden kénnen. Ein
Grund, Schalen mit Kontinuumselementen und nicht mit finiten Elementen aus einer
Schalentheorie zu berechnen, war sicherlich die Vielzahl unterschiedlicher Schalentheo-
rien, deren komplexe Gleichungen und unterschiedliche Genauigkeitsstufen sowie deren
Beschrankung auf analytisch vorzugebende Ausgangsgeometrien. Diesen mittlerweile
gut beherrschbaren Schwierigkeiten standen die theoretisch sehr einfachen und unpro-
blematisch zu programmierenden Kontinuumselemente entgegen. Da stark unterschiedli-
che Elementkantenldngen zu schlecht konditionierten Steifigkeitsmatrizen fithren und
weil in dynamischen Berechnungen die zuldssige Schrittweite des Zeitintegrationsverfah-
rens proportional zum kleinsten Knotenabstand ist [60], sind dem Einsatz dieser Elemen-
te wirtschaftliche Grenzen gesetzt. Zur Beseitigung dieser Nachteile fithrte Ahmad 1968
[2] die Annahmen der Schalentheorie “eine Gerade durch die Schale bleibt stets geradli-
nig” je Knoten ein und begriindete somit das Degenerationskonzept. Diese Annahme
ermoglichte es, Rotationsfreiheitsgrade einzufiihren, statt mit zwei Knoten in Dickenrich-
tung zu arbeiten. Ramm [74] entwickelte 1976 mit diesem Konzept ein fiir endliche Ver-
schiebungen und endliche Rotationen giiltiges degeneriertes Schalenelement.
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4.2 Degenerierte Elemente mit kontinuumstypischer (impliziter)
Dickenintegration

4.2.1 Grundsitzliche Vorgehensweise

52
53
. Degeneration ;
' 51——_————’ I"

Bild 4.1: Degeneration vom Kontinuum- zum Schalenelement

Ausgangspunkt des Degenerationskonzepts ist das Prinzip der virtuellen Verschiebungen
des Kontinuums:

J' I J'GF-P dVv = W= (4.1)
\'%
das sogleich diskretisiert wird. Die isoparametrische Interpolation der Geometrie des
deformierten Zustands und des Referenzzustands mit den Formfunktionen N¥ fir ein
Korperelement mit 2 Knoten iiber die Dicke (s. Bild 4.1) lautet:

X~ %= ZNK(&l&Z)((1+53’* L 5’*) R SR )

2
1+ 1-£%
= SN 52)(( £ i, f’xﬁn) 3
Fir die Verschiebungen als Differenz von (4.2) und (4.3) resultiert:
1 1-£°
w = u = ZNKE 52>(( 5D g, o zg)uun) 4
K
als Funktion der Knotenvariablen u¥, und uf,.
Mit
m%(x*;bmﬁn) ; LT S a =1 @4.5)
und
R AT SIE L LR S S 5] = 1 “.6)



kénnen (4.2) und (4.3) folgendermaf3en umgeschrieben werden:

h*
X = %= p N¥E, e[ +§3—2—a1< 4.7
K
hK
x = xp= » NK(ELE)| ¥+ 537&‘ 4.8)
K
Fiir die Verschiebung gilt dann mit v¥ = -rX:
7 K
u = Uh=ZNK(§1’§2) VK+§3&(EKEK“’CK‘1K) ; =h— ; 'CK"“h—' (4.9)
“ 2 hg hg

. h . . -
Mit 8°= £ ——29 und 35 = @d¥ bzw. a¥ = «Xd® kann (4.9) als eine diskretisierte Form
der Schalenannahme A1l (Gl. (3.5)) identifiziert werden:

u = uy = > NNE E)VE +6° 3 NR(E, £)(aF - o)
K K
- 2 NK(&l, ;5-2)‘,!( +63 z NK(§1, SZ)WK
K K

= Vh+ 93Wh (410)
Fiir finite Elemente, basierend auf einer Schalentheorie, gilt dieselbe Gleichung als Ap-

proximation fiir das Verschiebungsfeld, wobei auf die Art der Diskretisierung in Ab-
schnitt 4.4 eingegangen wird.

Uber (4.4), (4.10) und analog zu (3.97) werden die Knotenvariablen u¥, und u¥, ersetzt

K

durch die Knotenverschiebungen der Mittelflichen v* und z. B. die Knotenvariablen

¥%,sK sX | die mit dem Differenzvektor wX am Knoten X in folgender Beziehung stehen:

wK = kKOEIE - %) = KRR y(SE, sk - d¥) 4.11)

Strenggenommen ist das Degenerationskonzept nichts anderes als eine Knotenvariablen-
substitution, vorgenommen an einem Kontinuumselement mit linearem Verschiebungs-

ansatz in Dickenrichtung. Fiir den Fall, daB die Variablen ¥X nicht beriicksichtigt wer-

den, muB die Schalenannahme A3a "v§ =0” durch Kondensation des

Werkstoffgesetzes so, wie in Kapitel 3.7.1 erwihnt, sichergestellt werden, um einen tole-
rierbaren Fehler zu erhalten. Die numerische Integration des Elementes iiber die Dicke
kann in beliebiger Genauigkeit durchgefiihrt werden. Die Integration des Volumeninte-
grals erfolgt genauso wie beim Kontinuumselement in allen drei Richtungen (s. Abschnitt
4.3.1). Da aufler Annahme A1 und oft auch Annahme A3a/b keine weiteren Ndherungen
getroffen werden, sind die kontinuumstypisch integrierten, degenerierten Elemente vom
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theoretischen Standpunkt aus gesehen mindestens so genau wie Elemente, die auf den
im vorigen Kapitel beschriebenen Schalentheorien beruhen.

4.2.2 Auswirkungen der Wahl des VerzerrungsmaBes

Die Berechnung nichtlinearer Kontinuumsprobleme mit finiten WeggréBenelementen ge-
schieht gewdhnlich nach folgendem Schema, ausgehend vom Prinzip der virtuellen Ver-
schiebungen:

- Wint = I J JdF'PdV = oW (4.12)
v
An dieser Stelle soll eine Beschrankung auf Green-elastische Probleme erfolgen, deren
auBere virtuelle Arbeit unabhéingig von der Deformation ist. Fiir dieses Material sind
die PK1-Spannungen P eine Funktion des Deformationsgradienten F:

P=BF) (4.13)
der bekanntlich von den Verschiebungen u abhéngt:
F=I+u, ; OF=0duy (4.14)

Nach der Diskretisierung von u:

u = uy(NX(&), a¥) ~ ak - Knotenparameter (4.15)
g - Elementkoordinaten

NK - Formfunktionen

wird (4.12) linearisiert, falls das dadurch entstandene nichtlineare Gleichungssystem mit
dem Newton-Verfahren geldst werden soll:

mit: 0()=()aba=()oa ;5 ()=()a;() " =()aga (416)

L(— (5Wi’“) =da [ J' I F'h' PydV + da J j I(Fh” Pr+ Fh' : Ph')dV Da
\% A\

(4.17)
da - virtuelle Knotenparameter
Da - inkrementelle, linear. Knotenparameter
Das zweite Integral ist die tangentiale Steifigkeitsmatrix:
Kr= J J' J(Fhl"Ph+Fhl'Ph’)dv (418)

\'
Mochte man ein Werkstoffgesetz in Abhéngigkeit der Green-Lagrange~Verzerrungen
benutzen, so gilt mit:

de 9%

. : -p% : cp—2t 4.19
P=¥§ S-0%k o Ce=03p g (4.19)

aufgrund der Symmetrie von Cg:
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d%
Q ‘Ey’ = Fy'Syp+ FyC FI'F, (4.20)

Py’ = FySy+ F -2
b= IRt IR R ® O

Werden Ingenieurverzerrungen gewdhlt, so ergibt fiir isotropes Material:

P-RT © Ta-T 0% i Cu-orii_ 4.21)
B BT7B H ' "TYHH ‘
die im Vergleich mit (4.20) aufwendigere Formel:
Py’ = Ry'Ton + Ry Hy' = Ry/Ton + ReCar (RI'Fy + RIFy) 4.22)
h h aH ® BH Bh hH h £'h h 4+ h .

Selbst wenn zur Bestimmung der Rotationen wie in der Schalentheorie mit Ingenieurver-
zerrungen (s. Abschnitt 3.7.2) vorgegangen, das heiBt mit Annahme A4" d =~ Red gear-
beitet wird, empfehlen sich die Ingenieurverzerrungen fiir das Degenerationskonzept mit
kontinuumstypischer Dickenintegration nicht, weil in (4.22) mehr Terme als in (4.20)
zu beriicksichtigen sind (s.a. [22]).

4.3 Degenerierte Elemente mit expliziter Integration basierend auf
Green-Lagrange-Verzerrungen

4.3.1 Griinde fiir die Entwicklung der expliziten Integration

Ahmad benutzt fiir das von ihm vorgestelite Degenerationskonzept eine numerische Inte-
gration {iber das Volumen, wie sie von den Kontinuumselementen bekannt ist. Um die
geringere numerische Effizienz dieser Vorgehensweise gegeniiber Flichenmodelien zei-
gen zu kdnnen, sollen die zur Erstellung der geometrisch linearen Steifigkeitsmatrix K.

erforderlichen Multiplikationen grob abgeschétzt werden.

ninang
KE=HJBT CBdv= > BIC B f
v i=1
B - kinematische Operatormatrix  f; —-Wichtungsfaktor

C - Matrix mit Werkstoffdaten n; ~Anzahl der GP in Richtung ¢

An jedem der ny=n,-n; (GauB-)Integrationspunkte (GP) mul das Produkt BTCB berech-
net werden. Hierfiir wird die meiste Rechenzeit verbraucht.

Niherungsweise ausgehend von vollbesetzten Matrizen und unter Ausnutzung der Sym-.
metrie der Werkstoffmatrix € werden:

ne(ng+1
nZnF+———————F(; )ne

Multiplikationen fiir das Produkt

(4.23)
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BTCB mit B als ne X ng Matrix (4.24)
C als ne X ne Matrix

ne = Anzahl der Verzerrungskomponenten

ng = Anzahl der Elementfreiheitsgrade
benétigt. Fiir Ahmads Degenerationskonzept beinhaltet B := [E'y] die Ableitungen der
ne =5 Verzerrungskomponenten €';1, €' 12, €'13, €22, €'23 nach den Knotenfreiheitsgraden
in computerorientierter 2-dimensionaler Form (Matrizendarstellung), was hier durch die
eckige Klammer ausgedriickt werden soll. In C := [C] stehen die entsprechenden Kom-

ponenten des Werkstofftensors. Bei linear elastischem Werkstoff reichen nj=2
(GauB-)Integrationspunkte in Dickenrichtung aus; plastisches Material erfordert erfah-
rungsgemiB n;=5 bis 7 Stiitzstellen. Geschichtete Materialien ("Laminate”) benétigen
je Schicht mindestens eine Stiitzstelle.

Fiir die Schalentheorien des Abschnitts 3.7.1.3 enthilt B := [E’ch, F]'Lh] die n¢ =8 Ablei-

tungen der Verzerrungskomponenten a'11,@'12,@'22,¥ 1,¥ 2, B 11, B 12, 822 . Die Werk-

stoffmatrix € wird zwischen den Spannungsresultierenden und diesen Verzerrungen an-
gesetzt. Sie besteht aus GroBen, die vor Erstellung der Elementsteifigkeitsmatrix
numerisch oder auch in Sonderfillen analytisch ermitteit werden kdnnen:

.| Do D1
C = [D1 DZ:I (4.25)

Hierin enthdlt € Koeffizienten aus den Tensoren:

h

=

D= [ (6% C ¢ (vgl. Gl. (3.95)) (4.26)

h.-‘;\;‘

-h,

o

NI

Zur Erstellung der Steifigkeitsmatrix geniigt nun eine Flichenintegration:

ninz
Ke=UnT CBdA= > BIC B f
i=1
A

Das Produkt BTCB muB nur noch ny»n;-mal ausgefiihrt werden, allerdings mit groBeren
Matrizen.

Diese Vorgehensweise soll als "explizite Dickenintegration” oder auch ”Vorabintegrati-
on” bezeichnet werden. Im Gegensatz dazu wird die zuvor beschriebene kontinuumstypi-
sche Integration im folgenden “implizite Dickenintegration” genannt.

Der relative Mehraufwand der impliziten Dickenintegration gegeniiber der expliziten In-

tegration betrdgt ungefdhr:



(25nF +0.5(5np(nF + 1)))np _
( (64“]: + O.S(SHF(HF + 1))) -1 100% (427)

Fiir ein 4-knotiges, isoparametrisches Elemente mit np= 8 x 5 = 40 Freiheitsgraden
und np =2 Integrationspunkten iiber die Schalendicke werden ca. 12 % mehr Multiplika-
tionen bendétigt, fir np =7 jedoch 291%. Numerische Untersuchungen von Stegmiiller
[102] ergaben (unter AusschluB von Nulloperationen) fiir np =2 50% mehr Rechenzeit

zur Erstellung der allerdings geometrisch nichtlinearen Steifigkeitsmatrix und 300% fiir

np =7.

4.3.2 Explizite Integration nach Zienkiewicz, Taylor und Too (Z&T&T)

Als erste versuchten Zienkiewicz, Taylor und Too 1971 {113] unter Umgehung einer
Schalentheorie, die Matrix B = [E'y] aus Ahmads Konzept beziiglich 6° in konstante

und lineare Terme aufzuspalten, um ein Flachenmodell zu erhalten.

Anmerkung: Ausgangspunkt fiir Z&T&T waren die Gleichungen des Kontinuums in Bezug
auf lokale kartesische Koordinaten in diskretisierter Form. Nachfolgende Arbeiten, z.B.
[102], benutzten die diskretisierten Gleichungen aber auch beziiglich globaler kartesi-
scher Koordinaten. Die friihzeitige Diskretisierung und die unterschiedlichen Koordina-
tensysteme sowie einige eingefiihrte Annahmen verschieiern die tatsdchliche Approxi-
mationsgiite der Formulierungen. Verwandtschaften und Identititen sind nur schwer zu
erkennen. Deshalb wird in dieser Arbeit, deren Ziel eine Zusammenfithrung der unter-
schiedlichen Formulierungen ist, eine vom Koordinatensystem unabhéngige Schreibwei-
se gewdhlt. Driickt man ferner die 3D-Kontinuumsgleichungen in Abhéngigkeit von
u = v+60w aus, kann {iber Gleichung (4.10) die Diskretisierung beriicksichtigt werden.
Die Struktur der Beziehungen wird dadurch formal unabhiingig von der Diskretisierung,
das heiBt, es kommt nicht darauf an, ob zunédchst diskretisiert und dann in konstante,
lineare und quadratische Teile aufgespalten oder die andere Reihenfoige gewdhlit wird.

Um zu einem Flichenmodell zu gelangen, trafen Z&T&T die Annahme:
J=Jc (4.28)

die iiber (3.7) dquivalent ist mit Z = I. Die Green-Lagrange-Verzerrungen (2.11) des
Schalenraums werden dadurch mit Hilfe der Gleichungen (2.5) und (3.7) approximiert

zu:
1 1
E = 3 (U T+ Uy Wy T Wy ) = 5 Z ™, T +u,Z7+ Z T, T, Z7Y)

(u,T+u,+u,Tu,) =E~ (4.29)

N|>—a
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Nach Aufspaltung von u,r = v, +w ® a®+ 8w, in hinsichtlich 6 konstante und lineare
Terme, erhilt man den konstanten Teil EE von E¥, der mit dem Schalentheorie-Ver-

zerrungsmall Ec des Abschnitts 3.3.1 identisch ist:

1
ES = -2—(v;,T+v;,+w®a3+a3®w

Vv, (w®a) + (22 QW+ (3* QW)W ® a3)) (4.30)

Dem in @ linearen Teil, also der Verkriimmung, fehit im Vergleich mit E; des Ab-
schnitts 3.3.1 siamtliche Terme, die mit dem verallgemeinerten Kriimmungstensor B
behaftet sind:

1
EF = E(WT,r + W+ WEV - VIW. + wh(W @ a%) + (a® ® wiw,,) (4.31)

Bemerkenswerter Weise gehdren diese Ausdriicke schon einer geometrisch linearen
Theorie an:

Bl ~Ef = %‘-( -vIB-BTv,-BT(w ® a’) - (a® ® w)B) (4.32)

Ihr Fehlen kann zu untolerierbar groen Fehlern bei Starrkdrperbewegungen fithren, was
Belytschko et al. [16] am bekannten Testbeispiel “twisted beam” demonstrieren (s. Ab-
schnitt 4.6.5). Um auf die Auswirkungen der "krimmungs”-behafteten Ausdriicke

-vIB-BTv, - BT(w ® a%) - (a® ® w)B einzugehen, soll der spezielle Fall der geome-
trisch linearen Theorie betrachtet werden, der durch Eliminieren der unterstrichenen
Terme in (4.30) und (4.31) sowie (3.63) und (3.64) entsteht. Fiir ihn gilt:

Ein - —;—(V;,T v rw®al+a’ ®w) = (v +w® 2™ (4.33)
Bl kann nun geschrieben werden als:
flin - grtin _%(BTEl(i:n + EgnB)
w;—(BT(v;r +w @ ad)¥¥ - (v, + w @ a®)¥"B)

~ Ef“n ——;—(BT(V;,. +w® aS)skew . (V;r rw® a3)skewB) (4.34)
Diese Naherung verursacht im Hinblick auf Ein fiir symmetrisches B einen Fehler der
GroBenordnung 6° || E¥n || || B|j< ho/27iP || B ||; fir den Fall einer Schale mit konstanter
Dicke und orthogonalem Direktorfeld: i h/2R (s. a. Anhang, Abschnitt 9.1). Der

schiefsymmetrische Teil (v, +w ® a®)™®" entspricht in der linearen Theorie der Starr-
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korperrotation. Sein Fehlen erkldrt das schlechte Resultat des "twisted beam”. Fiir Fla-
chentragwerke, bei denen der Ausdruck

"%(BT(V;I. Fw® aI«))skew _ (v;r rw® aS)skewB)

verschwindet, z. B. bei ebenen Strukturen, aber auch bei Kugelschalen [16] oder falls
Starrkérperbewegungen durch die Restriktion:
[ (vr+w® a®)*v || < g (4.35)

nahezu ausgeschlossen sind, liefert die Vorgehensweise von Z&T&T gute Resultate.

Um speziell die Bedeutung der Terme - BT(w ® a%) - (a> ® w)B in Ep zu erldutern,

werden die Komponenten von Ef in einer lokalen Basis untersucht:

- - 1
Bap=a.Erag= —2-(w,a a5+ W,80 + W,q V,0+ W,5V,g) (4.36)

T

~ ~ 1 1. =
Bas = a.Eia; = aa“'(W;rraS + W;rw) = aaE(a;;r— a;r;r)aS (4.37)

2
Auch mit der Annahme A3b eines inextensiblen Direktors sowie konstanter Schalendik-
ke und orthogonalem Direktorfeld verschwindet fz3 im Gegensatz zu fB,; nicht (s. Ab-
schnitt 3.7.1.3).

- 1 -1 1
Bz = aai(d;rT -d,T)d= EaaBod = —2-aaB°w (4.38)

In einer lokalen Formulierung fiir kleine Verzerrungen wird fz3 zumeist a priori nicht
berticksichtigt, was automatisch zu korrekten Resultaten fiihrt. In einer globalen Formu-
lierung, in der Spannungen und Verzerrungen auf das globale, kartesische Koordinaten-
system bezogen werden, kann fg3 nicht isoliert werden. Deshalb ist

~-BT(w®a% - (a’ @ w)B
in £, unbedingt zu beriicksichtigen, was Beispiel 4.6.6 eindrucksvoll unterstreicht.

In 6° quadratische Terme werden in diesem Abschnitt vernachléssigt.

Ein Blick auf die geometrisch linearen Komponenten des Verzerrungstensors Ef beziig-
lich der krummlinigen Schalenkoordinaten zeigt, daB sie einer Art Theorie flacher Schalen
[11] - genauer der 1. Love’schen Naherung in der Fassung von Reissner unter Einschluf3
von Schubverzerrungen [12] - entsprechen. (Anmerkung: w3 = was = 0in der linearen
Theorie).

Efln = %(w;r +w, Tk —;—((wahg +wglo)a® @ af + bﬁw,la3 ® af+ biw;a® ® a3)

mit w=wea® und w,=ws® af=w,s a? @ af+ blw; 2> @ af (4.39)
B B B
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(vgl.: (10.1), (10.3)). Fiir die Komponenten 8™ ergibt sich dann:

ﬁ;;jlm = %(Walfﬁ‘ Wﬂ’a) (4.40)

4.3.3 Explizite Integration nach Milford und Schnobrich (M&S)

Milford und Schnobrich wiesen 1986 [61] darauf hin, daB eine beziiglich 6 konstante
Jacobi-Matrix nicht ausreicht und schlugen eine Taylor-Reihenentwicklung der inversen
Jacobi-Matrix bis zum linearen Glied vor, was dquivalent ist mit der Approximation:

Z'=1+6B (4.41)
In ihrer Verdffentlichung sind die ersten Ansétze eines Vergleichs des Degenerationskon-
zepts mit Schalentheorien zu finden. Belytschko et al. [16] betonten 1989 ebenfalls die
Bedeutung der Terme mit B und demonstrierten, wie schon erwéhnt, an dem bekannten
Testbeispiel “twisted beam”, daB deren Nichtbeachtung einen Fehler bis zu 70% verursa-

chen kann (s. Beispiel 4.6.5). Mit der Approximation {4.41) werden die Green-Lagran-
ge-Verzerrungen des Schalenraums angendhert durch:

~ -;-((1 +6°B)Tul + u,.(I + 6°B) + (I + °B)Tulu,, (I + 6°B))
= —;—(u;Tr +u. +uiu, + P(BTul +u,B)
+6*(BTulu , + ulu,B) + (6°)*BTu}u,,B) = E~~ 14.42)
Benutzen von u,, = v, +w ® a®+6°w,, und streichen der in ¢® quadratischen Terme
flihrt auf:

EST =%(v;rT+v;r+w®a3+a3®w (4.43)
Vv + v, T(w @ 2%) + (8% @ v, + (a° @ w)(w ® )
+PWhrwitwhve + Viw, +wh(w ® a)) + (@ ® W)W,
+@PBT(VE+ Vv, +viw®a) + (@’ O W) +@ QW+ (@AWW ® a%))

£ OVt ViV +VEW @ 8Y) + (W ® 2%) +(a° @ W, + (2 ® W)(w ® a)B)

Da E== ebenso wie E~ in den konstanten Termen identisch mit £ sind, sollen die

in @ linearen Glieder ndher betrachtet werden:
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ET~ = Ef +—;*BT(VZ‘} +vhv, +vi(w @ a%) + (2 @ w)
+ (@ @ Wy, + (@ ® w)(w ® a?))
4—%(v;r +vhv, +vi(w ® a%) + (w ® a%)
+(@ @ w)v, + (2’ ® w)(w ® a°)|B (4.44)
Mit (4.30) und (4.32) gilt fiir (4.44):
E”~ =B+ BTEc+ EcB (4.45)

E. und Ef ™ weichen nur wenig voneinander ab, denn die GréBenordnung ihrer Diffe-

renz kann abgeschitzt werden zu:
IEZ=~ - By |=| B"Ec + EcB ||< (| B”|| +] B )7 mit |Ec|<|E=n: (4.46)

Dabher ist die relative Abweichung zwischen Ec,; und E&T in einer Theorie fiir Schalen
mit konstanter Dicke und orthogonalem Direktorfeld von der tolerierbaren Ordnung
6°2/R < h/R und somit den Verzerrungsgleichungen Ec,; der Schalentheorie gleich-
wertig. Allerdings enthalten die Verkrimmungen Ef= deutlich mehr Terme. Der Index

e in By deutet an, daB in 6° quadratische Terme nicht beriicksichtigt worden sind.
Weitere Erlduterungen zur Fehlerabschidtzung sind im Anhang 9.1 zu finden.

4.3.4 Explizite Integration nach Irons

Irons leitete 1973 [50] die Verkriimmungen seines ”Semi-Loof” — Schalenelementes in
lokalen kartesischen Koordinaten aus den Dehnungen der Schalenober— und Schalenun-
terseite her. Wenn von der schon gleich zu Anfang der Herleitung eingefiihrten Diskreti-
sierung abgesehen wird, stimmen die Verkriimmungen exakt mit £; tiberein. Inwieweit
Irons sich der Bedeutung der zusitzlichen Terme damals im klaren war, ist fraglich,
schreibt er doch selbst: "In the solution to a real problem it is probably an order of
magnitude smaller than the orthodox bending terms. It is questionable therefore whether
it should be included,...” Hinsichtlich seiner Herleitung erwihnt er: "There is more engi-
neering intuition than mathematics in this step.”

4.3.5 Explizite Integration nach Stanley

Als letzte der dem Autor bekannten wesentlichen Arbeiten sei die von Stanley [100]
genannt. Er beriicksichtigt den inversen Shifter Z™' exakt und vernachlissigt die in

6* quadratischen Terme nicht, wodurch seine Ergebnisse mit denen der implizit {iber
die Dicke integrierten, degenerierten Schalenelemente identisch sind. Wird jedoch ein

69



Fehler in der GréBenordnung von h/R toleriert, konnten seine Gleichungen durch Strei-
chen dann Uberflissiger Terme deutlich vereinfacht werden.

4.3.6 Schluf3folgerungen

Es wurde gezeigt, in welchem Verhiltnis die unterschiedlichen Formen der expliziten
Dickenintegration degenerierter Schalenelemente zur geometrisch nichtlinearen Scha-
lentheorie mit Schubverzerrungen stehen.

Wird der Verzerrungstensor E benutzt, sind "explizite Integration” und Schalentheorie

identisch. Eine Reihenentwicklung von J™! bzw. Z7! ist dann unndtig. Die Herleitung
ist mathematisch konsistent und iiberfliissige Terme werden nicht mitgeschleppt.

Der einzige Unterschied zwischen dem Degenerationskonzept und Schalenelementen,
basierend auf einer Schalentheorie, kann nur noch in der Art der Diskretisierung liegen.

4.4 Vergleich der Diskretisierung

4.4.1 Schalentheorie

Ublicherweise liegt fiir finite Elemente, die von einer Schalentheorie ausgehen, die Aus-
gangsgeometrie in analytischer Form vor. Jede andere Beschreibung der Geometrie ist
jedoch méglich, so zum Beispiel die isoparametrische Interpolation. Das oft zu hirende
Argument, daB Stabilititsanalysen imperfektionsempfindlicher Schalen dadurch stark
beeinfluBt werden, kann hier nicht geteilt werden. Der Fehler durch die Approximation
der Referenzgeometrie und der verformten Konfiguration ist im allgemeinen von dersel-
ben GroBenordnung. Die verformte Geometrie wird indirekt iber das Verschiebungsfeld
interpoliert.

u=X-%=v+Pw=v+ (R, 5% -Dd 4.47

Auf die Wahl der Rotationsparameter s' wird in Kapitel S niher eingegangen werden.
Fiir die Betrachtungen an dieser Stelle soilen s' die Komponenten eines Rotationsvektors
sein. Gewohnlich werden die Komponenten von v und s beziiglich der lokalen Basis a;
diskretisiert:
NN NN
vev= (O N& (D) a ;) s=sy= (> NE (sh% ) a (4.48)
K=1 K=1
Im allgemeinen verursacht diese Art der Interpolation Schwierigkeiten bei der korrekten
Darstellung von Starrkérperbewegungen gekriimmter Strukturen (s. z.B [11], [4]), die
jedoch mit feinerer Diskretisierung verschwinden. Alternative Arten der Interpolation
sind denkbar, insbesondere fiir andere Basisvektoren.
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Wird y nicht iber die Bedingung A3a 73* = 0 eliminiert, mu3  als unabhéngiger Para-

meter ebenfalls diskretisiert werden:
NN

X ==, NE&K (4.49)

K=1

4.4.2 Degenerationskonzept

Der in Abschnitt 4.2.1 beschriebene Degenerationsvorgang vom isoparametrischen Kon-
tinuumselement zum Schalenelement fiihrt direkt auf die auch fiir explizit dickeninte-
grierten Elemente typische Interpolation beziiglich globaler, orthogonal kartesischer
Koordinaten:

NN

Z
Z

r=r,= > NF K . a3=ay=p NK af (4.50)
K=1 K=1
NN NN
F=F-= NK ; a3 =~ a3, = Z NK 543( (4.51)
K=1 K=1
Daraus folgt fiir das Verschiebungsfeld:
NN ) NN .
vEw=Q N )k wew=(3 N& @W)X) j (4.52)
K=1 K=1

als Interpolation der Verschiebungen. Diese Art der Interpolation bewirkt, daB z.B. im
Sonderfall einer Formulierung mit inextensiblem Direktor und konstanter Schatendicke

die Bedingung |d] = 1 nur an den Knoten exakt erfiillt ist, an den (GauB)-Integrations-

punkten im Element jedoch verletzt wird. Dies hat zur Folge, daB insbesondere in geome-
trisch nichtlinearen Analysen niedrig interpolierte Element zu "weich” reagieren.

Abhilfe wird geschaffen, wenn, wie in der Schalentheorie, s (und damit auch y) statt
w = k(yR(s) - Dd interpoliert wird (siche {22], [96] und Beispiel 4.6.2), was hier aber
in kartesischen Koordinaten geschehen soll: -

NN
s=sp=(> N& (sHK)j (4.53)

K=1

In [22] stellt sich heraus, daB} dadurch die Berechnung der tangentialen Steifigkeitsmatrix
aufwendiger wird. Zudem gilt fiir Schalen mit nur 2 Rotationsfreiheitsgraden die Aussa-
ge ”s hat keine Komponente in Richtung von a;” am GauB-Punkt nicht mehr. Sollte
dadurch ein "Defekt” entstehen, verschwindet er ebenfalls mit zunehmender Diskretisie-
rung.

Eine andere Mdglichkeit wird in [95] vorgestellt, in der dy, durch die Bedingung |d,| = 1

an jedem Integrationspunkt normiert wird.
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4.4.3 Schiufifolgerungen

Obgleich fiir Schalentheorie-Elemente uniiblich, ist eine Interpolation der unbekannten
Parameter in kartesischen Koordinaten und ebenso eine isoparametrische Geometriedis-
kretisierung méglich. Ein solches Schalentheorie-Element ist dann vollkommen identisch
mit einem explizit dickenintegrierten, degenerierten Element, bei dem s (und x) statt
asund @3 interpoliert werden. Zur Trennung der Begriffe sollen nur die isoparametri-
schen Schalenelemente, die die aus dem Kontinuum hergeleitete Interpolation der Direkto-
ren a; und & (bzw. des Differenzvektors w) verwenden, als "degeneriert” oder wie im
angelsichsischen Sprachraum blich als "continuum based” bezeichnet werden.

Fiir diese Elemente bietet sich an, von den Verzerrungsgleichungen des Abschnitts 3.7.1
in vektorieller Form auszugehen, da @3, und as, direkt vorliegen und die kovarianten
Basisvektoren ag, und @y, iiber r, und F, einfach zu bestimmen sind. Zudem werden
keine differentiaigeometrischen GréBen gebraucht, die zweite Ableitungen der Aus-
gangsgeometrie bendtigen; es treten also keine Christoffel-Symbole auf. Eine derartige
Vorgehensweise wurde in Simo et al. [94]-[97] und Parisch [67] gewéhit und wird fiir
die Elementformulierung des Kapitels 6 ebenfalls verwendet.

4.5 Degenerierte Elemente mit expliziter Integration basierend auf
Ingenieurverzerrungen

In diesem Abschnitt soll die Frage beantwortet werden, ob die fiir das Degenerationskon-
zept typische Interpolation zur Diskretisierung der Schalengleichungen basierend auf In-
genieurverzerrungen sinnvoll eingesetzt werden kann. Ausgangspunkt der Betrachtung
sind die kinematischen Gleichungen (3.156), (3.157) und (3.161) in vektorieller Form:

1 . 1. -
o = 3 (8,85 + dga,) - a58p . a=7 (8,3 - &,3))
s =L (G, g+ dooip) - aad
ap = 5 \%a B+ Qg dg (LN

Wird s nicht interpoliert, ist es ndtig, neben d und d auch noch &, von den Elementkno-
ten zu interpolieren, um die rotierten Basisvektoren an den Integrationspunkten zur Ver-
figung zu haben.

NN NN
8y =~ dgn = » NK&§ = > N Re(s¥) aff (4.54)
K=1 K=1

Es ist effizienter, die drei Komponenten des Rotationsvektors s — oder 3 andere Rotati-

onsparameter ~ statt der 9 Komponenten der 3 Vektoren d, d zu interpolieren. Fiir
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die gesamte Rechenzeit einer FE-Berechnung spielt die Art der Interpolation jedoch eine
untergeordnete Rolle.

Ein Problem, das durch die Interpolation der rotierten Basisvektoren entsteht, kann an
einem Sonderfall verdeutlicht werden. Bei z.B. Platten und Scheiben mit kartesischen
Koordinatensystem sind die Vektoren a,,d konstant. Dann diirfen die Basisvektoren

der Ausgangsgeometrie in (4.54) aus der Summe herausgezogen werden.

fan = (QN® Re(s¥) ag = Re,a, (4.55)
K

Der so interpolierte Rotationstensor verliert seine Orthogonalitit und wird infolge dessen
parasitdre Verzerrungen hervorrufen. Aus diesem Grund verspricht die direkte Interpola-
tion von s mehr Erfolg als die fiir das Degenerationskonzept typische Vorgehensweise.

Anmerkung: Bs sei darauf hingewiesen, daB die Schalentheorie-Elemente und die degene-
rierten Elemente dieselben Knotenvariablen haben und somit gleich dimensionierte Fle-
mentmatrizen besitzen. Allerdings werden im Degenerationskonzept die unbekannten
Rotationsvariablen nicht direkt interpoliert.
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4.6 Numerische Beispiele

4.6.1 FEinleitende Bemerkungen

Wie sich die Wahl des VerzerrungsmaBes und die unterschiedliche Interpolation des Dif-
ferenzvektors auswirken, verdeutlichen die drei einfachen Testbeispiele

1. Kragarm mit Endmoment

2.  einhiiftiger Rahmen ("Lee-Frame”)

3. unsymmetrisch gelagerter Bogen

Die Resultate der Tests

4. verwundener Balken ("Twisted Beam”)

5. Viertelbogen unter Einzellast

unterstreichen die Bedeutung der kriimmungsbehafteten Terme bei der expliziten Dik-
kenintegration degenerierter Elemente. Zur Berechnung der ersten 3 Beispiele werden
(2-dimensionale) isoparametrische Elemente [22] mit den folgenden Eigenschaften ein-

gesetzt:

E-w-i Verzerrungstensor: Green-Lagrange-Verzerrungen E
Annahmen: Al und A3a/b
Interpolation: Interpolation der Direktoren (w)
Dickenintegration: implizit

E-s—i Verzerrungstensor: Green~Lagrange-Verzerrungen E
Annahmen: Al und A3a/b
Interpolation: Interpolation der Rotationen s
Dickenintegration: implizit

H-s-i Verzerrungstensor: Ingenieurverzerrungen H
Annahmen: Al, A3a/b und A4’
Interpolation: Interpolation der Rotationen s
Dickenintegration: implizit

Mit den Elemente E-s-i und H-s-i erzielt man aufgrund ihrer Annahmen und der Inter-
polation des Rotationsvektors s Ergebnisse, die mit isoparametrischen Schalentheorie-
Elementen identisch sind, die den Shifter Z in der konstitutiven Beziehung nicht vernach-
lassigen und fir den Fall des Elemente E-s-i die in & quadratischen Terme
beriicksichtigen. Die Studien an den Beispielen 4 und 5 erfolgen mit den (3-dimensiona-
len) isoparametrischen Elementen:

Green-Lagrange-Verzerrungen Ec
Al, A2, A3a/b und A4
Interpolation der Direktoren (w)

E-w-e Verzerrungstensor:

Annahmen:
Interpolation:
Dickenintegration: explizit

74



E-w-e-Z Verzerrungstensor: Green-Lagrange-Verzerrungen E&,
in lokalem bzw. globalem Bezugssystem

Annahmen: nach Zienkiewicz/Taylor/Too
Interpolation: Interpolation der Direktoren (w)
Dickenintegration: explizit

Auf das Element E-w-e wird in Kapitel 6 ndher eingegangen.

4.6.2 Kragarm mit Endmoment

Der Kragbalken mit einem am freien Ende angreifenden Einzelmoment, das ihn zum
Vollkreis biegen soll, ist einer der am haufigsten verwendeten Tests zur Beurteilung des
Konvergenzverhaltens nichtlinearer Formulierungen. Leider handelt es sich dabei um
ein duBerst sensibles Beispiel, weil der Iterationsverlauf stark von den gewihlten System-
daten abhdngt. Aus diesem Grund kann der Balken nur dann als Test dienen, wenn die-

selben Ausgangsdaten verwendet werden.

Elastizitdtsmodul E=21000 kN/cm?

Querkontraktionszahl y = 0.0 2 D
Linge 1=100 cm

Breite b=1.0 ¢cm

Dicke h=2.0 cm
Moment M=879.6456 kNcm

Bild 4.2: Kragarm unter Endmoment

Zur Berechnung mit 10 linearen 1-Punkt GauB-integrierten Elementen wird die Gesamt-
last in 10 Schritten aufgebracht. Als Abbruchkriterium dient:

Tol = [ Da!-Da! ||

- < 10710
I > Dal|

. Element Element Element

Schritte H-s-i E-s-i E-w-i

10/10/10/10/10 9/9/9/9/9 9/9/9/9/9

10

10/10/10/10/10 9/9/9/9/9 10/10/10/11/11

Enddrehwinkel 360.00° 361.94° 392.07°

Tafel 4.1: Anzahl der Iterationen und Endverdrehung fiir den Kragarm

Das Element H-s-i fiihrt auf das exakte Ergebnis fiir den Enddrehwinkel ¢ = 360° .

Das Resultat des Elementes E~s—i ist nicht schlechter zu bewerten, weil den beiden For-
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mulierungen strenggenommen nicht dasselbe Werkstoffgesetz zugrunde liegt (s. Ab-
schnitt 2.9.2). Die zahlenméafig identische Werkstoffmatrix wurde ndmlich einmal zwi-
schen den Ingenieurverzerrungen und den Biot-Spannungen (entspricht der exakten
analytischen Losung), das andere Mal zwischen Piola-Kirchhoff-Spannungen und
Green-Lagrange—Verzerrungen angesetzt.

Das Element E-w-i weicht mit ¢ =392.07° deutlich von der Vollkreisldsung ab. Fiir
zunehmende relative Verdrehungen, also "Verkrimmungen” und nicht Starrkdrperrota-
tionen, wird das Element immer weicher. Dieser Effekt ist diskretisierungsabhéngig und
verkleinert sich durch feinere Netzeinteilung. Bei 20 linearen E-w-i-Elementen ergibt
sich mit einem Iterationsverlauf von 9/9/9/9/9/9/9/9/9/10 ein Enddrehwinkel von 368.30°.
Das sich dndernde Verhalten dieses Elementes in einer nichtlinearen Rechnung wird
vermutlich der Grund fiir die in diesem Beispiel nicht konstant bleibende Iterationszahl
pro Laststufe sein. Die Zahl der notwendigen Iterationen fiir das Element H-s-i liegt
in derselben GroBenordnung wie die des Elements E-s-i, was nicht verwundert, denn
bei der Wahi derselben Knotenvariabeln und nur unbedeutender Unterschiede in den
Annahmen und im Werkstoffgesetz muB auch die tangentiale Steifigkeitsmatrix nahezu
gleich sein.

Anmerkung: Den Enddrehwinkel ¢ = 361.94° des Elementes E-s—i erhiit man fiir eine
2-GauB-Punkt-Integration lings der Koordinate 6. 4 Integrationspunkte fithren auf
¢ =361.71° . Wird Eq vernachlassigt, so ist der "exakte” Enddrehwinkel ¢ = 360.96° .
Anstelle des Wertes ¢ = 392.07° in Tafel 4.1, ergibt sich ohne die in 6 quadratischen
Verzerrungsanteile Bq ¢ = 390.64°.
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4.6.3 Einhiiftiger Rahmen (”Lee-Frame”)

P
= 24—* 96 cm 1

m
E = 720 kN/cm?
b=3cm
h=2cm
v=0.3
120 cm

_ ” Dai —-Dai-l "

Tol = < 10710
I 2. Da |
i

A

Bild 4.3: Systemdaten des Lee-Frame

Zur Berechnung des einhiiftigen Rahmens von Lee sind lineare und kubische H-s-i-,
E-s-i- und E-w-i-Elemente eingesetzt worden. Die Untersuchungen sind mit dem Bogen-
langen~Verfahren [51], [76], [83] in Verbindung mit einer echten Newton—Iteration
durchgefithrt worden. Als Referenzldsung dient eine Rechnung in 75 Inkrementen mit
20 kubischen Elementen des Typs E-s-i. Die Last—Verschiebungs-Kurven im Bild 4.4
- berechnet in 16 Schritten und mit 10 kubischen Elementen - zeigen nahezu identisches
Verhalten der kubischen Elemente.

Fiir die sehr grobe Idealisierung mit 10 linearen Elementen (s. Bild 4.5) liegt das Ergeb-
nis des Elementes E~w~i ndher zur Referenzldsung als die der beiden anderen. Ursache
hierflr ist das tendenziell zu "weiche” Verhalten dieser Elementformulierung, das in
diesem Fall den Fehler infolge grober Diskretisierung mildert. Die Zahl der Iterationen
je Inkrement weicht fiir die unterschiedlichen Elementtypen praktisch nicht voneinander
ab.
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= 2,51

Last
D

0,5

~0,54

14

-1,5 T r T T r r T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 8 9 100
Vertikalverschiebung unter der Last [cm]

Bild 4.4: Lastverschiebungs—-Kurven des Lee-Frame - kubische Elemente

® - H-s-i
® - Fes-i
a6 - E-w-i

xXe

—1,5 T T T T 7 T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Vertikalverschiebung unter der Last [cm]

Bild 4.5: Lastverschiebungs-Kurven des Lee-Frame - lineare Elemente
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4.6.4 Unsymmetrisch gelagerter Bogen

Als weiteres, sehr bekanntes Testbeispiel wird hier der unsymmetrisch gelagerte Kreisbo-
gen prisentiert, weil er im Gegensatz zu den ersten beiden Beispielen im Ausgangszu-
stand gekriimmt ist. Berechnet wurde er mit 20 linearen Elementen, deren Ergebnisse
im Bild 4.7 dargestellt sind. Die Referenzldsung, an der durchgezogenen Linie in diesem
Bild zu erkennen, ist mit 20 kubischen Elementen des Typs E-s-i ermittelt worden. Es
stellt sich wiederum heraus, daB die Resultate und das Iterationsverhalten nahezu iden-

tisch sind.

_ | Dal-Da"|
[ Da™ |

P=200 [kN] x Lastfaktor

Tol <1071

E = 1.2*107 kN/cm?
b=1cm
h=1cm
v=200

R = 100 cm

Bild 4.6: Systemdaten - unsymmetrisch gelagerter Bogen

8 > .
2 Y X - H—s-.1
E 4 e - B-g-i
§ & — E-w-i

3_

24

]_

0 W

-1 . T 7

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220

Vertikalverschiebung unter der Last [cm]

Bild 4.7: Last-Verschiebungs-Kurven des unsymmetrisch gelagerten Bogens
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4.6.5 “Twisted Beam”

Dieser oft beschriebene, geometrisch lineare Elementtest ist von Belytschko et al. in [16]
berechnet worden und wird hier wieder aufgegriffen, um den bemerkenswerten Fehler

aufzuzeigen, der entsteht, wenn die Terme — viB - BTv, in E, vernachldssigt werden.

Elastizititsmodul E=29*10° kN
Querkontraktionszahl v=0.22
Linge 1=12 em Dicke h

Breite b=1.1 cm Last P
Verdrillung = 90°

FE-Netz: 2x12 vierknotige Elemente, reduziert integriert (1x1)

h=0.32 cm , P=1 kN |h=0.032 cm, P=10"kN
Element E-w-e-Z (lokal): 0.2419x1072 0.2208x1072
Element E-w-e: 0.1887x1072 0.1281x1072
exakt: 0.1754x1072 0.1294x1072

Bild 4.8: Twisted beam

4.6.6 Viertelbogen mit Einzellast [110]

Dieses Beispiel zeigt den Fehler, der in einer geometrisch linearen Rechnung entsteht,
wenn die Terme -BT(w ® a%) - (a® @ w)B fehlen. Wie schon in Abschnitt 4.3.2 er-
wihnt, wird dieser Defekt in den meisten lokalen Formulierungen automatisch korrigiert.
Wenn jedoch Spannungen und Verzerrungen auf globale kartesische Koordinaten bezo-

gen werden, kann er nicht verschwinden.

200 kN FE-Netz: 4 neunknotige Elemente, reduziert integriert (2x2)
(Knoten in Breitenrichtung gekoppelt)

Elastizititsmodul E = 2.1.10° N/mm?
Querkontraktion v =0
Breite b = 1000 mm; Radius R = 5000 mm

h
Dicke h = 50 mm
Verschiebung in Lastrichtung
Elernent E-w-e-Z (global): 3.834 mm
Element E-w-e: 5.714 mm
exakt: 5.714 mm

Bild 4.9; Viertelbogen unter Einzellast




4.7 Zusammenfassung und SchluBfolgerungen

In diesem Kapitel ist das Degenerationskonzept mit impliziter und mit expliziter Integra-
tion tiber die Schalendicke vorgestellt worden. Es ist gezeigt worden, daB das Konti-
nuumselement mit linearen Ansatzfunktionen in Dickenrichtung durch eine andere Wahl
der Knotenvariablen in ein implizit dickenintegriertes degeneriertes Element tibergeht,
das eine variable Dicke in der Ausgangsgeometrie und eine Dickenverdnderung durch
die Deformation zuldBt. Ein solches Element ist identisch mit einem isoparametrischen
Element, das auf der allgemeinsten der im Kapitel 3 vorgestellten Schalentheorien ba-
siert, wenn der Differenzvektor w kontinuums-typisch interpoliert wird. Diese Schalent-
heorie benutzt nur Annahme A1, setzt weder ein orthogonal zur Schalenmittelfliche ge-
richtetes Direktorfeld noch eine konstant bleibende Schalendicke voraus und ist fiir gro3e
Verzerrungen glltig. Degenerierte und isoparametrische Schalentheorie-Elemente un-
terscheiden sich nur hinsichtlich der Diskretisicrung von w (bzw. der Diskretisierung
der Direktoren). Als “degeneriert” sind folglich die Elemente zu bezeichnen, die die
”Kontinuums” -Interpolation fiir w bzw. die Direktoren benutzen.

Aus Griinden der numerischen Effizienz haben Zienkiewicz, Taylor und Too [113] eine
Vorabintegration (explizite Integration) fiir degenerierte Elemente eingefiihrt. Hierfiir
haben sie die Annahme einer {iber die Schalendicke konstanten (inversen) Jacobi-Matrix
getroffen. Als Konsequenz verschwinden die mit den "Kriimmungen” B behafteten Ter-
me. Dadurch entstehen schon in der linearen Theorie beachtliche Fehler bei gekriimmten
Elementen, die Starrkdrperbewegungen unterworfen sind. Es 148t sich zeigen, daf die
Verzerrungsgleichungen denen einer Theorie flacher Schalen entsprechen.

Milford und Schnobrich [61] haben zur Beseitigung dieser Schwierigkeiten die inverse
Jacobi-Matrix des Schalenraums bis zum in 6° linearen Glied in Reihe entwickelt. Es
wurde demonstriert, da} diese Vorgehensweise zu Verzerrungsgleichungen fiihrt, die
mit denen der Schalentheorie des Kapitels 3 bis auf Terme der GrdBenordnung
ho(l| BT ||+ B [})/2 iibereinstimmen. Da jedoch die Verkrimmungsgleichungen in der
nichtlinearen Theorie deutlich umfangreicher als in der vergleichbaren Schalentheorie
sind, sollte letztere bevorzugt werden.

Diesen Weg beschreiten Simo et al. in [94]-[97]. Sie starten mit den Verzerrungsglei-
chungen der Schalentheorie in vektorieller Form (s. auch Parisch [67]) und benutzen
dann die kontinuums-typische Interpolation. Mit der hier vertretenen Auffassung gehd-
ren ihre Elemente zu denen des Degenerationskonzepts.

Ferner kann festgestellt werden, dafl es sich empfiehlt, fiir degenerierte Elemente von
Greenschen Verzerrungen statt von Ingenieurverzerrungen auszugehen. Bei implizit dik-
kenintegrierten degenerierten Elementen sind dann weniger Terme zur Erstellung der
Tangentensteifigkeitsmatrix ndtig. Und bei explizit integrierten Elementen ist es vorteil-
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haft, die Verdrehungen s zu interpolieren. Dann liegen nach obiger Definition aber Scha-
lentheorie~-Elemente anstelle degenerierter Elemente vor (s. [85]).

Die numerischen Beispiele verdeutlichen, daB3 degenerierte (bi-)lineare Elemente "wei-
cher” reagieren als Schalentheorie-Elemente. Diese Auswirkungen verschwinden mit
feiner werdender Diskretisierung. Bei héherwertig interpolierten degenerierten Elemen-
ten ist dieser Effekt unwesentlich. Obgleich eigentlich selbstverstandlich, soll angemerkt
werden, daf3 die Wahl des VerzerrungsmaBes weder Einflu auf die Ergebnisse noch
auf das Iterationsverhalten hat. Erst unterschiedliche Approximationsstufen der theoreti-
schen Grundgleichungen kénnen sich diesbeziiglich bemerkbar machen. Bei gleicher Ap-
proximationsgite sind jedoch nur geringe Auswirkungen zu erwarten, was durch die be-
rechneten Beispiele bestdtigt wird. Fir den numerischen Vergleich miissen
Diskretisierung und Knotenvariablen der unterschiedlichen Vorgehensweisen identisch

sein.
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5  Moglichkeiten zur Wahl unabhéngiger Rotations-
parameter

Ziel dieses Kapitels ist, das bisher zuriickgestellte Thema der geeigneten Wahl unabhin-
giger Parameter zur Beschreibung endlicher Rotationen zu diskutieren. Dem kurzen
Uberblick iiber die am hiufigsten benutzten Parameter folgt eine Betrachtung zur Linea-
risierung und zur Aktualisierung der Rotationen im Newton-Verfahren. Ferner wird eine
Méoglichkeit vorgestellt, wie die in [92], [98] beschriebenen Algorithmen mit unsymme-
trischem und symmetrischem Tangentenoperator auf anderem Weg hergeleitet werden
kdnnen.

5.1 Rotationstensor und Rotationsvektofen

5.1.1 Allgemeine Anmerkungen

Die wesentlichen Eigenschaften einer endlichen Drehung sollen hier kurz vorgestellt wer-
den. Ausfiihrlichere Informationen sind in zahlreichen Lehrbiichern zu finden.

Es seien drei beliebige, linear unabhéngige Vektoren ay,a;,a; des dreidimensionalen eu-
klidischen Raums R® gegeben. Fiir eine Rotation der Basis A=(ay,a;,a3) in die neue Ba-
sis:

A" =(aj,a3,23) =RA (5.1)
ist charakteristisch, daB} sich weder die Linge der Vektoren noch der Winkel zwischen
ihnen durch diesen Vorgang dndert. Folglich muB3 R orthogonal sein, denn:

a;'a; =ala;  bzw. ATA" = ATRTRA = ATA & R™R=1 (5.2)
Gleichung (5.2) bedeutet, da3 die 9 Komponenten von R 6 unabhingige Bedingungen
zu erflillen haben. Daher ist jede Rotation durch 3 Parameter bestimmbar.

An dieser Stelle sollen einige mathematische Begriffe vorgestellt werden, die in der Inge-
nieur-Literatur in jiingster Zeit im Zusammenhang mit Rotationen hiufig auftauchen.
Mathematisch ausgedriickt, ist eine Rotation eine lineare Abbildung:

f:R* ->R®  x—>y=Rx, Re& SO(3) C R>® (5.3)

mit:

SO(3<R e R*® |RTR=1detR=1)} (5.4

3-dimensional

orthogonal

speziell (det R =1)
Die Bedingung det R = 1 schlieit Spiegelungen aus, die fiir einen Kérper eine nicht
zuldssige Selbstdurchdringung bedeuten.
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10 0 &

R= 01 0] . <
00-1] :

det R = -1 RTR=I ’y

y2 = Rx;
y1=Rx;
Bild 5.1: Beispiel fiir eine Spiegelung

Mit dem aus der Matrizenrechnung bekannten Produkt (einstufig verjiingende Multiplika-
tion der Tensorrechnung) als Verkniipfung bildet die Menge SO(3) eine nichtkommutati-
ve (nicht abelsche) Gruppe (s. Anhang Abschnitt 9.2).

Infinitesimal kleine Rotationen I +§ lassen sich durch einen schiefsymmetrischen Ten-
sor § € R®® darstellen, dessen Anwendung auf einen Vektor a € R® wie ein Kreuz-

produkt des axialen Vektors s von § mit a wirkt. In orthogonal kartesischer Basis und
in Matrizenschreibweise gilt:

S=Siii s‘=s‘ijii®ij=(sx)
[ ] 51 [ ] 0 -s3 s (55)
Siki = 1821, Sy @i = S3 0 -sq il

S3 ! ! -8 § 0 rer

sa=sXa

Die schiefsymmetrischen Matrizen sind Elemente der Menge:

so(3)={§ € R™* |§T+§=0} (5.6)
s0(3) bildet mit der iiblichen Addition + eine Abelsche Gruppe. Zuldssige Variationen
von R sind Elemente des Tangentenraums TrSO(3) = {§R [§ € so(3)} an SO(3) an der
Stetle R.
Im folgenden werden einige der vielen Mdglichkeiten diskutiert, mit 3 unabhédngigen Pa-
rametern eine endlichen Rotation zu beschreiben. Die meisten von ihnen basieren auf

einer Folge von Elementarrotationen oder auf einer Rotation um eine Achse, die durch
einen Rotationsvektor bestimmt wird.
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5.1.2 Formulierungen basierend auf einem Rotationsvektor

Rotationsvektoren sind stark verwandt mit den Euler-Parametern und den Quaternionen.
Beide Formulierungen benutzen vier Parameter, die natiirlich einer Zwangsbedingung
unterliegen, um endliche Rotationen zu beschreiben. Euler-Parameter gehen von dem
Gedanken aus, daf jede Rotation durch eine Achse und einen Drehwinkel ¢ erfaBbar
ist. Ein Vektor e parallel zu dieser Achse dndert sich wahrend der Drehung nicht und
ist daher ein Eigenvektor von R mit dem Eigenwert 4 =1.

Re=e 5.7

Bild 5.2: Euler-Parameter und Rotationsvektor

Die drei Komponenten des Vektors e und der Winkel ¢ definieren die Euler-Parameter.
Die zusétzliche Zwangsbedingung lautet:
efe=1 (5.8)

Durch diese Parameter kann der Rotationstensor R eindeutig und ohne Singularititen
bestimmt werden:

R=I+sing é+(1-cosg) & é 5.9
Wird in einer numerischen Analyse die Zwangsbedingung (5.8) benutzt, um beispiels-
weise e; =y1-e?-e} zueliminieren, so daB ¢, ey, e, als primére Variablen iibrigblei-

ben, kdnnen bei der Berechnung des Wurzelausdrucks numerische Instabilititen auftre-
ten.

Die vier Quaternionsparameter (o, g sind nahe verwandt zu den Euler-Parametern:

Qo = cos—gi q-= sin%e (5.10)

Sie fithren direkt auf den Rotationstensor R:
R=1+2q0 G+2 § § (5.11)

Z. B. konnen in einer finite Elementberechnung die Komponenten von q als primére
Variablen verwendet werden. qo wird dann durch die Zwangsbedingung:

9 =v1-q"q (5.12)
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bestimmt. Auch hier k6nnen numerische Schwierigkeiten auftreten.

Im Gegensatz zu den Euler-Parametern und den Quaternionen benutzen die Rotations-
vektoren s nur drei Parameter, und zwar ihre Komponenten. Die folgenden Alternativen
unterscheiden sich nur in der Linge von s [71}:

1 e e
1. s=2tn? ¢ —— R=Tt— (§+ 8§ (5.13)
2 1+
2. s=tnl e=L o RoTe—2_ (5449 (5.14)
2 o 1+sTs
i R=I+§ 1 § 8§
3. s=sing e — Reltfs——y ¢ (5.15)
sing . 1-cos¢ 4
4., s=¢e — R=I+_q_>—_ s+-—72———— § §=exp(8) (5.16)

Jeder dieser Fille hat mehr oder weniger bedeutende Vor- und Nachteile. Beispielsweise
fithren die Fille 1 und 2 zu einfachen Formeln fiir den Rotationsvektor, der die endgiilti-
ge Rotation infolge zweier aufeinander folgender Rotationen beschreibt. Von Nachteil
erweist sich aber die unendliche Linge des Rotationsvektors an den Stellen
¢=02k-1m ,k €Z. An dieser Stelle wird auch der dritte Term des Rotationstensors
in (5.15) numerisch instabil. Der Fall 4 ist der einzige ohne Singularititen fiir
¢ € [0,2x[, weil:

sing 1-cos¢@

lim =1 . lim ——a P =
¢=0 @ ' g0 ¢

-;* 5.17)
5.1.3 Berechnung zweier aufeinander folgender Rotationen
Der Rotationstensor, der aus zwei aufeinander folgenden Rotationen resultiert, kann aus
dem Produkt zweier Rotationstensoren berechnet werden:

R; = 2Ry (5.18)
Diese Operation ist nicht kommutativ:

R; =R:R| # RiR; (5.19)
Daher kann auch eine einfache Addition der Rotationsvektoren, die zu R; und R; geho-
ren, nicht den Rotationsvektor von R; ergeben, was auch das hinldnglich bekannte Wiir-

felexperiment beweist [7]:



Bild 5.3: Aufeinanderfolgende Rotationen

W 0 _x 0
2 4
§1 = ol. S2 =1~ 83 = %) ) 84 = 0 )
i 2 li i _;7511
0 0 0 2

S4 # S1+83+83

Aktualisierungsformeln ("update”-Formeln) fiir Rotationsvektoren kénnen {iber ihre
Verwandtschaft zu den Quaternionsparametern gefunden werden. Fir Quaternionen
gilt [41]:
03 = qozqo1 - 41 G2 (5.20)
93 = (o192 + Qo291 ~ 1 X q2
Daraus folgt fiir die Euler-Parameter:

q3

sm—¢1

¢3 = 2arccos Qo3 es =

¢3 =2 arc gin‘/ngs falls |C103l > 0.984 (¢ < 200)’

fiihrt diese Formel auf genauere Ergebnisse (5.21)
mit:
?s P2 0 P P1in P2 T
= cos 22 = cos 22 cos -~ 5 sin=>" eje
Qo3 = COS 5 2 2 sin 5 1€,
q3—51n%e3—cos q; (22 e2+cos¢2 (};1 el—smi sm% e X e

Fiir den Rodrigues-Rotationsvektor s = ¢ e erhdlt man:
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entweder 2 arc cos g3 (5.22)

q3
§3 = .
valqs oder 2arcsin yqlqs
und fiir den Rotationsvektor s = 2tan% e ergibt sich:

S1+8;-481 X §;

S3 = (523)

1 —%S?Sz

Auf die Angabe der Formeln fiir andere Rotationsvektoren wird hier verzichtet.

5.2 Elementarrotationen

Eine andere Méglichkeit zur Beschreibung groer Rotationen bieten Kombinationen von
Elementarrotationen. Die bekanntesten von ihnen sind die Euler- und die Cardan-Win-
kel [87]. Bevor auf diese eingegangen wird, sollen zunichst Rotationen um feste und
um mitrotierende Achsen besprochen werden.

5.2.1 Rotation um feste und um mitrotierende Achsen

Es sei R, die Rotation um die feste Achse parallel zu e; mit dem Winkel ¢1 und R,
die Rotation um die feste Achse parallel zu e, mit dem Winkel ¢, . Die endgiiltige
Rotation ist R; = RzR; . Nun soll der Fall betrachtet werden, daB die zweite Achse sich

mit R; nach e; = Rje; gedreht hat. Die Gesamtrotation errechnet sich dann z.B. mit
dem Rodrigues-Rotationsvektor zu:

Rs = R3R, mit R; = R(s;) = R(R;sy) (5.24)
Anmerkung: R(R;s;) bedeutet, daB R eine Funktion von Rys; ist.
Mit der Beziehung:

R(Qs)=Q R(s) QT ; Q€ S0(3) (5.25)
die im Anhang, Abschnitt 9.3, bewiesen wird, kann man schreiben:

R; = RiR, = RiR,RIR; = RiR, (5.26)

Gleichung (5.26) sagt aus, daB identische Resultate erhalten werden, gleichgiiltig ob zu-
néchst mit ¢, um die feste Achse parallel zu e; gedreht wird und dann mit ¢2 um

die mitrotierte Achse parallel zu e; = Rye, oder ob zuerst um die feste Achse parallel

zu e; mit ¢, gedreht wird und dann mit ¢; um die feste Achse parallel zu e, .
Fir die Gesamtrotation dreier aufeinander folgender Drehungen gilt dann:

R = Ry'RoR; = (RoR)R3(RiR)T(R;Ry) = (R;R)RTR,R; = R;R;R, (5.27)
Der zweifache Stern steht dafiir, dal die zugehérige Drehachse zunichst die Drehung

R, und dann die Drehung R; mitgemacht hat.
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5.2.2 Formulierungen basierend auf Elementarrotationen

Als Elementarrotationen werden Rotationen um eine Achse des orthogonal kartesischen
Koordinatensystems bezeichnet.

1 0 0 cosf 0 sinf cosy -siny0
Ry(a) =10 cosa -sina|, Ryf)=| 0 1 0 |, Ryy)=[siny cosy 0| (5.28)
0 sina cosa -sinf 0 cospB 0 0 1

Mit ihnen errechnen sich die Euler-Winkel zu:

R=R,(a) R(f) R,(y) = R;*()’) R;(ﬁ) R,(a) (5.29)
und die Cardan-Winkel zu:
R=R(a) R,(§) R.()) =R,’(%) R;(§) Rela) (5.30)

Bild 5.4 und Bild 5.5 enthalten die Deutung dieser Beziehungen als aufeinander folgen-
de Rotationen um mitrotierende Achsen.

3

Bild 5.4: Euler-Winkel
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Bild 5.5: Cardan-Winkel

Ungliicklicherweise sind diese Formulierungen nicht frei von Singularititen. Die Eindeu-
tigkeit der Euler-Winkel geht verloren fiir f= (k- 1) und die der Cardan-Winkel fiir
B=Qk-n/2 , k €Z. In diesen Fillen findet die erste und die dritte Rotation um
dieselbe Achse statt. Daher gibt es unendlich viele Kombinationen fiir @ und 7, die

zum selben Rotationstensor R fithren.

5.3 Grofie Rotationen bei Schalen und Balken - Singularititen

Die Betrachtungen in den vorausgegangenen Abschnitten zur Wahi geeigneter Rotations-
parameter sind unabhéngig von der Art des strukturmechanischen Problems angestellt
worden. Sie sind gilltig flir dreidimensionale Balken und auch fiir Schalen mit drei Rotati-
onsfreiheitsgraden. Der hdufig vorkommende Sonderfall, da8 bei Schalen die Rotation
um di¢ Schalennormale nicht berlicksichtigt wird, ist enthalten. Fiir ikn sind nur noch
zwei unabhédngige Rotationsparameter nétig. Fiir Rotationsvektoren folgt daraus, daB
sie keine Komponente mehr in Richtung des Schalendirektors d besitzen. Verwendet
man Elementarrotationen zur Beschreibung der Rotation des Schalendirektors, so beng-
tigt man nur zwei von ihnen. Ramm benutzt in [74], [75] die beiden folgenden Winkel:
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P Y

........ = RA(@OR(B-D) iy =Rla-DR,(-H) ik (531

Bild 5.6: Rotationen, gewdhlt in [74], [75]

Mit diesen Winkeln kann die Lage des Schalendirektors d beziiglich der Basisvektoren
iy oder i auf verschiedene Weise bestimmt werden. Eine Singularitdt tritt fir
B=((k-1xm, k €Z auf. Dort ist der Schalendirektor parallel zur x~Achse und der
Winkel a nicht bestimmbar.

Werden Rotationsvektoren verwendet, haben Schalen mit nur 2 Rotationsfreiheitsgraden
eine Singularitdt, wenn die Drehung zwischen dem Referenzvektor und der aktuellen La-
ge des Direktors 180°+k*360° betrégt, denn diese Bewegung ist z. B. fiir jeden orthogo-
nal zu d stehenden Rodrigues~Rotationsvektor der Lange & beschreibbar. Diese Mehr-
deutigkeit verursacht in der Numerik singuldre oder bei Rotationen in der Ndhe von
180°+k*360° schiecht konditionierte Gleichungssysteme. Abhilfe kann eine Anderung
des Referenzvektors schaffen.

Zur Erlduterung soll der Binfachheit halber ein Funktional TI(d) betrachtet werden, das
nur vom Direktor d abhiingt. Angenommen, zwischen d und TI(d) aber auch zwischen

d und OTI(d) existiert eine eineindeutige Beziehung:

d—-Id) , d—oI@ (bijektiv) (5.32)
Mechanische Instabilititen seien somit ausgeschlossen. Beispielsweise durch die Einfiih-
rung des Rodrigues—Rotationsvektors

d=R(s)d s — I(R(s)d) (5.33)
entsteht beziiglich s eine Mehrdeutigkeit. Jeder senkrecht auf dem Direktor stehende
Vektor s der Linge =z hat denselben Funktionswert TI und auch II (s. Bild 5.7).

”jeder senkrecht auf d stehende
s Rodrigues-Rotationsvektor s der
Linge 7 dreht d nach d=-d”

-d
Bild 5.7: Singularitdt durch Rotationsvektoren
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Die Tangentensteifigkeitsmatrix TI(R(s)d),ss wird folglich fiir diese Rotationsvektoren

s singuldr. Die Singularitat ist ausschlieflich eine Folge der Parameterisierung und nicht
des mechanischen Strukturverhaltens. Umgangen werden kann das Problem, wenn der
Referenzvektor d rechtzeitig aktualisiert wird, also das Ersatzproblem:

M(R(s)d) = RERY) = HRED) (5.34)
gelost wird (s. Bild 5.8).

d=Rld

Is] <

d=R@E)d

Bild 5.8: Umsteigen auf neue Rotationsparameter

In der nichtlinearen Rechnung kdnnte diese Aktualisierung des Referenzdirektors von
Inkrement zu Inkrement erfolgen [26]. Damit wire eine Rotation bis zu 180° von Gleich-
gewichtszustand zu Gleichgewichtszustand, also innerhalb eines Inkrementes, zulissig.
Wird jedoch der "Direktor-Update” von Iterationsschritt zu Iterationsschritt vollzogen
[92], [100], die Steifigkeitsmatrix im Schritt i, also stets an der Stelle §= 0, aufgestellt,
so kann diese Art der Singularitdt nie auftreten. Die Konsequenzen fiir das Newton-Ver-
fahren erkennt man durch den Vergleich von Bild 5.9 und Bild 5.10.

38

S11(v, &) = OTI(v, R(s)d) = 0 = [8v, &s] g’“]

~—s LOsen des Gleichungssystems

[t [8e] -] e wemimon -
18

18V 1SS

”update” der Variablen

Vit = vl Dy
T st =sl+Ds'  bzw. d*' = R(s'+Ds))d

Bild 5.9: Newton—-Verfahren mit additivem Rotations-"update”
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— SI1(v, d) = II(v, R(s)d) = 611(v, RE)d) = 0
e

b——— Ersatzproblem
Ldsen des Gleichungssystems

., e Dv|__|10, wichtig: TT! g wird stets an
Mg e || DS | 7| Hs der Stelle §=0
gebildet.
"update” der Variablen

vi+1 = vi + Dvi
T d*! = R(DFHd' = R(DF)Rid
e

Ri+l
Bild 5.10: Newton-Verfahren mit multiplikativem Rotations-"update”

Die in Bild 5.10 je Iterationsschritt ndtige Aktualisierung des Direktors d*! = R(Ds)d!
oder dquivalent des Rotationstensors:

@' = R(D§)d' = R(DFR'd = Ri*'d
geschieht multiplikativ im Gegensatz zum additiven "update” des Rotationsvektors s,
bei dem nicht mit Ersatzproblemen gearbeitet wird.
Das Problem der Singularititen durch die Parameterisierung tritt analog auch auf bei
Strukturen mit 3 Rotationsparametern, und zwar fir Drehungen von
360°+k*360°, k €Z\ {-1}.
In Schalen- oder Balkenelementen, in denen der Rotationsvektor s kontinuierlich interpo-

liert wird, wirken sich diese Schwierigkeiten nicht so drastisch aus wie bei degenerierten
Elementen, die die Direktoren interpolieren.

In dem folgenden Abschnitt werden die Konsequenzen der permanenten Aktualisierung
der Referenzgrofen mittels eines multiplikativen “updates” auf die Tangentenmatrix be-
sprochen. '

5.4 Behandlung endlicher Rotationen im Newton-Verfahren

5.4.1 Allgemeine Bemerkungen

Die unterschiedlichen Méglichkeiten zur Beschreibung groer Rotationen werfen die Fra-
ge nach der fur die Numerik geeignetsten Formulierung auf. Die Antwort wird nicht
fiir alle Félle dieselbe sein, da sie von der Klasse der Problemstellungen abhédngt. Eine
Formulierung kann als geeignet bezeichnet werden, wenn sie numerisch stabil und effi-

zient arbeitet. Beispielsweise kann der Rotationsvektor s = 2tan¢/2 e der Gleichung

(5.13) fiir 3-dimensionale Balken, deren Drehungen auf [¢| < 180° beschrinkt sind, vor-
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teilhaft eingesetzt werden. Drehungen dariiber hinaus, die jedoch kleiner als 360° sind,
werden mit dem Rotationsvektor s = ¢ e (s. (5.16)) singularititentrei erfaBt. Rotationen
Uber 360° kommen in der Statik im Gegensatz zur Dynamik selten vor. Wenn nun Proble-
me mit beliebig groen Rotationen vorliegen, sollen natiirlich zu den mechanischen Insta-
bilitdten nicht noch numerische eingefiihrt werden. In der nichtlinearen Analyse ist es
méglich, die Bezugskonfiguration, wie im vorausgegangenen Abschnitt beschrieben, per-
manent je Iterationsschritt zu aktualisieren. Das hat den Vorteil, daB auch im Inkrement,
also zwischen den Gleichgewichtszustinden, die Drehungen nicht beschrinkt werden
miissen. Der Algorithmus von Simo/Vu Quoc [92] - sie benutzen den Rotationstensor
selbst als unbekannte GréBe - kann als eine solche Vorgehensweise gedeutet werden.
Sie leiten selbst bei Potentialproblemen eine unsymmetrische Tangentenmatrix
(2. Gateaux~Ableitung) her. In [98] zeigt Simo, daB die symmetrisierte Tangentenmatrix
mit der Hesse-Matrix des Potentials unter Beriicksichtigung einer Riemannschen Metrik
identisch ist. In Abschnitt 5.4.3 wird eine andere Herleitung vorgestellt, mit der man
zu denselben Algorithmen mit symmetrischer und unsymmetrischer Tangentenmatrix
gelangt.

5.4.2 Herleitung eines numerisch stabilen Algorithmus nach Simo & Vu Quoc [92]

Zur Vereinfachung soll von einem Potential:

TI(R) = f #(R)dB
B

ausgegangen werden, das nur vom Rotationstensor R abhingt.

Eine willkirliche Variation von R ist gegeben durch:

-;;Rfj@o:s* R mit §" R € TzSO(3) (5.35)
und R, =exp(eS)HR € SO(3)
S =5 =(s" X) € s0(3)

Statt der exponentiellen Darstellung exp(eS”) , dquivalent mit der Rodrigues--Formel
(5.16), wiire auch eine andere Beziehung, z.B. (5.13) zuldssig. TI(R) wird stationir, wenn

die erste Gateaux-Ableitung (1. Variation) verschwindet.

Ed— fﬂ(R()dB .= fn,R'S*R dB = Jn,RRT-s‘ dB=0 (5.36)
€ €=
B B B

Fir das Newton-Iterationsverfahren wird die 2. Gateaux-Ableitung verwendet:
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d . . .
E(n,R(R()'S R, (7.r@r "S'R) 'SR+, "S'S'R

€0

=87 R, pror RT"S* + 7, RT-8"S* (5.37)

Sie ist wegen S'S* = $*S” unsymmetrisch beziiglich $* und S*. Im Gleichgewichtszu-
stand verschwindet die Unsymmetrie wegen (5.36). S* bezeichnet die Ldsung des linea-
risierten Gleichungssystems im Newton-Algorithmus. Mit der zur SO(3)-Gruppe gehd-
renden multiplikativen Verkniipfung ergibt sich folgendes Iterationsschema:

d
EE H(Re)le=0 =0

- Linearisierung an der Stelle R!

js*T-Ri Mt dB+ Js'T-Ri Aprgr RT-S"+7,r R™-8'S* dB =0
P B (#'=n(R) )
- "Update”

Ri+1 = exp (s+) Ri

Bild 5.11: Newton-Schema nach [92]

Anmerkung: DaBl das Inkrement S* sich stdndig dndert, ist'selbstverstindlich, weshalb
auf einen Index zu Kennzeichnung verzichtet wird.

Dem gravierenden Nachteil einer unsymmetrischen Matrix bei Potentialproblemen be-
gegnen Simo und Vu Quoc [92] durch Symmetrisierung des Tangentenoperators (5.37),
wobei, wie numerische Beispiele zeigen, die fiir das Newton-Verfahren typische quadra-
tische Konvergenz nicht verloren geht.

€=0

sym [& (m.r (R)S'Re) } =87 R, grgr RT"S* + 7,z RT- %— (S°S*+$87)(5.38)

Auf die Unsymmetrie und die Symmetrisierung der zweiten Gateaux-Ableitung geht Si-
mo in [98] ndher ein.

Die Aussagen seiner Arbeit sind:
In gekriimmten Rdumen (z. B. SO(3)) im Gegensatz zu flachen Riumen
(z.B. R®) ist die zweite Gateaux-Ableitung einer skalaren Funktion (IT) im all-
gemeinen nicht symmetrisch.
Zur Bildung der symmetrischen Hesse-Matrix von Il bedarf es der Einfiih-
rung einer Metrik. Mit der Wahl einer geeigneten bi-invarianten Metrik ist die
Hesse-Matrix identisch mit der symmetrisierten zweiten Gateaux-Ableitung.
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5.4.3 Herleitung desselben Algorithmus auf anderem Weg

Der libersichtlicheren Schreibweise wegen wird wieder angenommen, daB das Potential
II(R(s)) nur von Rotationen abhingt; in diesem Fall allerdings explizit von einem Rotati-
onsvektor s aus dem euklidischen Raum R?, z. B. dem Rodrigues-Rotationsvektor (5.16).
Somit ist kiar, daf3 die zweite Richtungsableitung symmetrisch sein muB. Es sollen fol-
gende Abkiirzungen fiir die Richtungsableitungen benutzt werden:

d X d
Of = —f| . Df=-— * .
= (s+es”) o ’ dEf(s+6s) o (5.39)
Damit gilt:
ds=s" , Ds=s* (5.40)
Das Potential wird stationdr, wenn:
o o .
= |d0r dB= | —-6R = f—=" R dB=
d ] 7T faR SR dB IaR Q(s,s )RdB=0 (5.41)
B B
Hierin ist € ein schiefsymmetrischer Tensor-
RRT =1 - SRR" + RORT = Q+ QT = 0 »0R = Q(s, s )R (5.42)
Den axialen Vektor @ von Q erhilt man iiber:
Qs,s)=d =(w x) i @=Ts)s (5.43)
Fiir die Rodrigues Formel (5.16) folgt (s. Anhang, Abschnitt 9.4):
sing . 1-cos¢ . 1 sing
Ts)=—T+—"Lg5 4| —- sQ®s (5.44)
) ¢ ¢’ (¢2 ¢’

Fir den Tangentensteifigkeitsoperator muB (5.41) beziiglich s linearisiert werden.

DOII = jDén dB = J[ OR'7,r@r ‘DR + 7, "DOR | dB (5.45)

B B
Der Ausdruck DJR errechnet sich zu:
DIR = (DQ(s, s") + Q(s,s”) Q(s, s*) ) R(s) (5.46)

Wegen Do = DT(s) s” , wird fiir die Richtungsableitung DQ = Dé die sehr aufwendige
Ableitung DT benétigt:
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DT = (q)cosgbs— sm¢I+ —2+¢sm¢+2cos¢§

¢ ¢
N (—2—cos¢;25¢+ 3sin¢s ® s) Ts*
p 100 -;Ss¢§+ + (%— s$3¢)(5+®s+s ® s (5.47)

Nach einigem Umordnen und unter Verwendung von (5.42) und (5.46) ergibt sich die
zweite Richtungsableitung zu:

D6 = J[ QT R, grgr RT- Q%+ 7,z RT(DQ" + Q'Q")] dB (5.48)
B
mit: Q= Q(s, s') ;o QF=Q(s, s

Diese Gleichungen bendtigt man fiir das iibliche Newton-Schema mit dem additiven "up-
date” der Unbekannten aus dem euklidischen Raum R3. Die Ausdriicke fir  und
DQ vereinfachen sich an der Stelle s=0 deutlich, weil T(0) =1 und DT(0) = 1/2 §*
(s. Anhang 9.4):

. x » e 1 «
0(0,s)=s Daw(0,s") =%s*s =-2—S*s (5.49)
Dann ist DOR:
1 {, I 1 ot * 3 o4 1 e o
D6R|5=0=5—(ss)+s s =2 s's +s s =E(SS +8°8%) (5.50)

Um von dieser Vereinfachung zu profitieren, aber insbesondere um zu einem numerisch
stabilen Algorithmus zu gelangen, wird das Newton-Verfahren leicht modifiziert, indem

die additive Aktualisierung der Unbekannten s™*! = s'+ s* ersetzt wird durch eine andere
Vorschrift s™*! = (s}, s*) , z. B. Gleichung (5.22), die ihrerseits mit dem multiplikativen
"Update” R(s'*!) = R(s")R(s") identisch ist. Die Linearisierung der Gleichung
STI(R(s)) = OTI(R(®R(s)) = 0 im i~ten Iterationsschritt erfolgt nun fiir § an der Stelle

§=0. So entsteht mit:

o)
Wt
=]

J(RBE)R) = OR(E)R S'R! (5.51)

w)
uon
(=]

Dd(kR(§)R*) = DOR(E)R %(s‘s+ +S'SOHR! (5.52)
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folgender Algorithmus:

> OTI(R(s)) = STTRER(S)) - 0

- Linearisierung an der Stelle: §=0

fs*T "R, dB + JS’T-R%,;T@R RT-S"+ il RTI- %(s‘s* +8'87) dB=0

]

B B
- Update
—— R(s") =R(s")R(s)

symmetrisch

Der auf diese Weise erhaltene Tangentenoperator ist symmetrisch und identisch mit dem
symmetrisierten von Simo und Vu Quoc [92]. Bei allen bisher durchgefiihrten numeri-
schen Beispielen konnte trotz des modifizierten “updates” im Newton-Verfahren quadra-
tische Konvergenz in der Néhe des Lésungspunks festgestellt werden.

Die unsymmetrische Tangente des Abschnitts 5.4.2 kann durch folgende Betrachtung
erhalten werden:

dn:Jn,RRT-Q* dB =frﬁ-9‘ dB =f2mTw‘ dB =0 (5.53)
B B
mit:
i = skew(sr,g RT) (5.59)

denn der symmetrische Teil von s,g R liefert bei der totalen Uberschiebung keinen Bei-
trag. Mit Gleichung (5.43) und der Annahme, da T-! existiert, gilt:

fmTa)* dB =fmTTs* dB=0 — m'T=0 - m=0 (5.55)
B B

Fir m=0 wird das Potential II stationir. Daher kann:

szTs* dB = fn,RRT-s* dB=0 (5.56)
B B

geschrieben und s” darin als Testfunktion betrachtet werden. Die Linearisierung dieser
Gleichung fiihrt auf:

[D(n,RRT~s*) dB = J[ ST R7grgr RT Q" + 7,z RT*(S'Q")] dB  (5.57)
B B
Wird wie oben der multiplikative “update” der Rotationen angewandt, erhdlt man die
unsymmetrische Tangente von Simo und Vu Quoc:
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JD(:‘:‘,RR‘T'S‘) dB =J [ SR, prgr RTS* + #,g RT-(S" §%) ] dB (5.58)

B . B

Fiir Schalen, bei denen die Rotation um die Schalennormale nicht beriicksichtigt wird,
stimmen beide Formulierungen {iberein und besitzen eine symmetrische Tangente. Aus-

gehend vom Potential TR(s)d) = II{d), lautet die Stationarititsbedingung:

oIl = Jn,aéﬁ dB = f(n,a® d)-0R dB = I(n,;;@ag‘ dB =0 (5.59)

B B B
Dieselbe Argumentation wie bei den Gleichungen (5.53) bis (5.56) fiihrt zu:
I(n,a@ d):S” dB=0 (5.60)

B

Diese Gleichung wird wiederum linearisiert:

JD((n,a@ a)‘S')dB = I[S'T'(a® Taez® d)'Q" +{(ma®d) (S QH]dB (5.61)
B B

Mit dem multiplikativen "update” der Rotationen ergibt sich:
f D((#4® )§") dB j [ (@ ® #.303® d)'S*+ (#,7® ) (" §)]dB
B B
= f[S'T‘ (0 ® #gea® d) St + #,2(8" SHT]dB (5.62)
B

Wird die Beziehung:
§'S" =5 s =5 ®@s"~(s'sNI (5.63)

benutzt und beachtet, dal der inkrementelle Rotationsvektor orthogonal zum aktuellen

Schalendirektor liegt, s'd'=0, so ist:
§ ST =(s" ®s - (ss)d = - (s"sHd = - (s's")d (5.64)

und Gleichung (5.62) wird symmetrisch beziiglich s" und s*.



6 Ein degeneriertes Schalenelement mit 2 oder
3 Rotationsfreiheitsgraden

In diesem Kapitel werden degenerierte Schalenelemente vorgestellt, die auf die Ergebnis-
se der Kapitel 3 bis § zuriickgreifen. Numerische Beispiele mit ihnen unterstreichen die
dort getroffenen Aussagen. Die Elemente basieren auf den Green-Lagrange-Verzerrun-
gen Ec,;, und beriicksichtigen die Annahmen A1 bis A4 (s- Abschnitt 3.7.1). In Kapitel 4
erhielt dieser Elementtyp die Kennzeichnung E-w-e. Das Schalenelement verwendet ei-
ne isoparametrische Interpolation mit Lagrange- bzw. Serendipity-Formfunktionen fiir
3,6,8,9,10 oder 16 Knoten. Im Vordergrund dieses Kapitels sollen nicht diverse Element-
formulierungen, also z. B. gemischt/hybride- , "assumed strain”- oder Weggroenmo-
delle stehen. Um jedoch die bei WeggrdBenmodellen auftretenden ”locking” ~Phénome-
ne zu umgehen, werden die Elementeigenschaften des 4-knotigen, isoparametrischen
Schalenelements mit der "assumed strain”-Methode nach Dvorkin und Bathe [14] ver-
bessert. Das 9-knotige Element verwendet die Verzerrungsansitze von Pinsky und Jang
[73]. Die hier vorgesteliten Elemente zeichnen sich durch eine singularitatenfreic Be-
schreibung grofer Rotationen durch multiplikativen Rotations-"update” aus (s. Ab-
schnitt 5.4).

Ein Ziel des Kapitels ist, einige Mdglichkeiten zur Berechnung von Schalen mit Knicken
aufzuzeigen. Knicke in der Schalengeometrie treten z. B. bei Faltwerken, aber auch bei
Schalenverzweigungen auf. Natiirlich ist der komplexe Spannungszustand in einem
Knick nur mit finiten 3-D Kontinuumselementen zu berechnen, nicht aber mit Schalene-
lementen. Um jedoch das globale Tragverhalten der Schale richtig zu erfassen, bedarf
es an Knickstellen besonderer Uberlegungen.

Eine Schalenformulierung, in der im Ausgangszustand die Direktoren nicht senkrecht
zur Schalenmittelfldche stehen miissen, kann an den Knickstellen einen gemeinsamen
Direktor verwenden, zu dessen Lagednderung zwei Rotationsparameter ausreichen
[3],[75],[108],[37]-

Sobald jedoch nicht mit einem Direktor am Knick gearbeitet wird, wire ein Schalenele-
ment mit 3 Rotationsfreiheitsgraden je Knoten wiinschenswert, die auf das globale Koor-
dinatensystem bezogen sind, weil eine Modellierung von Knicken oder ein AnschluB von
Balkenelementen an die Schale dann trivial ist. Da aber iiblicherweise fiir Schalen die
Drehung um den Schalendirektor nicht beriicksichtigt wird, ist an Stellen ohne Knick
oder Balkenanschluf ein Drehfreiheitsgrad tiberzahlig. Dieser Freiheitsgrad kann dann,
nachdem er in einem lokalen Koordinatensystem identifiziert worden ist, genauso wie
z.B. Freiheitsgrade an Auflagern unterdriickt werden [46], [67], [37].
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Eine andere MGglichkeit besteht darin, diesen Freiheitgraden kiinstliche ”Steifigkeiten”
zuzuordnen [13], [114], [56]. Sie soll jedoch bei nichtlinearen Berechnungen fiir groBe
Rotationen innerhalb eines Inkrementes unzuldssig sein [56] und erscheint mechanisch
nicht fundiert.

Deshalb wird in diesem Kapitel, neben den erstgenannten Varianten zur Berechnung
von Schalen mit Knicken, noch eine weitere untersucht. Wie in der Schalentheorie mit
Ingenieurverzerrungen [85] (s. a. Abschnitt 3.7.2) wird die Symmetriebedingung der
polaren Zerlegung der Membranverzerrungen, hier jedoch je Knoten, iiber eine Penalty—
Methode berlcksichtigt.

6.1 Grundgleichungen des Elementes

6.1.1 Verzerrungsgleichungen

Es wird der in Abschnitt 4.7 vorgeschlagene Weg beschritten, auch fiir degenerierte Scha-
lenelemente von den Verzerrungsgleichungen der Schalentheorie auszugehen (s.a.
[94]-[97], [67]). Fiir kieine Verzerrungen lauten die Beziehungen (s. Abschnitt 3.7.1.3)
in Komponentenform beziiglich der normierten, krummlinigen konvektiven Element-

koordinaten &% :
€ap= Qg+ 93ﬂaﬂ ; €i3=0Ga3 ; En=03=0
| S

G = g == (5~ 8 e
(a3 = 7 = (B ~ 8g8s)

a3-27a-2 93 ™ €ad3) - 6.2)

| _

ﬁaﬂ = E (aaaavﬁw“ 23, 2 — 8483, 83,g ap) ©.3)

Auf Elementebene brauchen die Koordinaten &% formal nicht von den Koordinaten 4%

unterschieden werden.

6.1.2 Lineares Materialgesetz und Kondensation

Mit den Werkstoffgleichungen in Ratenform des Abschnitts 3.5, die fiir linear elastische
Materialgesetze auch in finiter Form gelten und mit Annahme A2 und A4 des Abschnitts
3.7.1.1 errechnen sich die auf die Schalenmittelfldche bezogenen Piola-Kirchhoff-Span-

nungen 2. Art S zu:

S=CE "2 8§~ CFcr (6.4)
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g = SAij a; ® a; ; EC+L = gij al ® al ; C= Cijklaj ® a; ® a a)
Um mit Annahme A3a/b des Abschnitts 3.7.1.1 die Zahl der unabhéngigen Parameter
zu reduzieren, wird das Materialgesetz kondensiert:

R X X csHl
$3 =0 =3, + CI3g33 o5 gy = “ome k1) = (3,3) (6.5)

» ) e A e

[usu = Cx_]kl - Cl_]33 C3333 &g = C uklEkl (66)
Fiir den Sonderfall einer Schalentheorie mit orthogonalem Direktorfeld und konstanter
Dicke @ndert der vierstufige Werkstofftensor (s. 2.9.2):

C = (L1a%¥ + Ay(a'*a + a'a"))a; ®a;®a, ®a | 6.7)
seine Gestalt durch die Kondensation kaum, denn mit a%*=0 und a%=1 giit
(z.B. [11]):

C" = (Aja'a¥ + Ay(aal + a'a%))a; ® a; @ a, ® a, k1) = (3,3)

L O
AM+24 1-92 27201+ ) (6.8)

A;=}.1—

6.1.3 Schnittgréfien und deren konstitutive Beziehungen

Die Piola-Kirchhoff-Schnittgréfen 2. Art (s. Abschnitt 3.2.3):
Ny = ni Q& a; MI(II) =mi 3 ® a; (69)
errechnen sich bei iiber die Dicke homogenem linearen Materialgesetz mit Annahme

A2 aus Abschnitt 3.7.1 zu:

hg hg

2

2
n% = f uS% d6® ~ f C* i+ 0°8,) d6° =hy C'¥ ay=Dy%ay  (6.10)

by o
2 2
ko b
2 2
n® = q% = f u8® do° =~ f C (g + 6°By) d6° = Dy, (6.11)
o o
2 2
hy
(6.12)

T
n® = Iu§33 d¢* =0
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(6.13)

A 3 *
m*= | u’$% 46> = % CB s = D, P,

:
-
mlgﬁmio

(6.14)

~ 3 =
m®3 = /193503 d6® = % Crad ﬂy@ =D2a3y6/376

(6.15)

m* = | uf’$? deP =0

! §
[X) :“.ﬁ = =
5 BlF o e——fs

Fiir den Sonderfall einer Schalentheorie mit orthogonalem Direktorfeld und konstanter

Dicke 14Bt sich unter Beachtung von a® =0 und a*® =1 leicht nachweisen, daB:

n% = Dy, (6.16)
n® = holzaaé‘}’é (6.17)
(6.18)

m® = D%,

m® =m®B=n3=0 (6.19)

6.1.4 Prinzip der virtuellen Verschiebungen

Das Prinzip der virtuellen Verschiebungen (siehe Abschnitt 3.4) dient nach Beriicksichti-
gung der oben angefiihrten Annahmen als Ausgangsgleichung fiir die Diskretisierung:

-OW = - Wint_ swet = (6.20)

mit: - W = f f (n“ﬁéaaﬂ +q%0ya + m"ﬁdﬁaﬂ) dA

A
6Wex‘=JJ(6vp +w ¢) dA +I(6v n+ @ m) ds
A ]

6.2 Diskretisierung und Linearisierung

Zur Diskretisierung werden zweidimensionale Lagrange- bzw. Serendipity—Formfunk-

tionen NX(£1,£%) gewihlt, die sich z. B. in [14] oder [114] nachschlagen lassen.

Mit der fiir das Degenerationskonzept typischen isoparametrischen Interpolation der
Ortsvektoren zur Schalenmittelfliche und der Schalendirektoren (s. Abschnitt 4.4.2):
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Z
Z
z
Z

re=m= 5 NK (X . az=a; = NE gf (6.21)
K=1 k=1’
NN NN NN

F=Ff= = ZNK(rK+vK); Ty =~ @y, = Z NK g% (6.22)
K=1 k=1 k=1

werden die weiteren, zur Berechnung der Verzerrungen notwendigen Vektoren folgen-
dermallen approximiert:

NN
= ag, = Z NK ¥ . Ay =g, = Z NE , (F% +vK) (6.23)
K=1 v
NN NN
3,4 = 83,q, = z NK,, aaK; 83,4 = 83,g, = Z NX,,af (6.24)
K=1

Durch die Diskretisierung entsteht aus (6.20) ein nichtlineares algebraisches Gleichungs-
system fiir a (vergleiche Abschnitt 4.2.2):

- SWint = §aT f J (aa,g’ 0% 4y, Q%+ Bag m“ﬂ) dA = 8aT F(a) (6.25)
A

6wext 6aTFext

—> nichtlineares Gleichungssystem
Finl(a) - FEXI = 0 (626)

mit den Knotenvariablen:

aT={a!" KT NNT] KT _

[al, ...,a%, .. a

Fiir diese Arbeit soll angenommen werden, daB F*** von den Unbekannten a unabhéngig
ist. Um die Schreibweise zu vereinfachen, wird in (6.25) und im folgenden auf den In-
dex , fiir approximierte GréBen verzichtet. Zur Berechnung der tangentialen Steifig-
keitsmatrix mul} (6.26) beziiglich der Knotenvariablen linearisiert werden:

-DOW ™ = §aT F™ Da = daTJ I(aaﬂ” 0%y, q+ Bag’ mP

A
+0gf 0% 1y, q +Bag’ m“ﬂ’)dA Da (6.27)
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Kr = Kepy + Ky = F i

mit Kot = J J(aaﬂ, ned yal qa' +ﬂaﬂ’ maﬂr)dA
A
K= f f(aaﬂ” iy q® + B m“ﬂ)dA (6.28)
A
Um die 1. und 2. Ableitung der Verzerrungen zu erhalten, werden die Richtungsableitun-

gen der Basisvektoren @, und des Schalendirektors @ am Knoten K gebraucht:

NN
0a, = ) N 0v  Déa,= 0 (6.29)
K=1 ’ B

Wendet man fiir die Rotationen den multiplikativen "update” aus Abschnitt 5.3 und 5.4
an, so gilt fir die 1. und 2. Variation des Schalendirektors @& am Knoten K mit den
Formeln (5.51)/(5.52):

&% = Ry(s%) RY af - (6.30)

| 7% = Q(5X, 65¢) Ry() RY af =0 S5KRK'aX = 65%aK = 85% x a¥ (6.31)

Doa¥ = %(6§KD§K+DST(5§<)RK‘a§ (6.32)
= 205 x (Ds* x %) + Ds* x (35% x a¥))

Unter Verwendung der Abkiirzung:

D* =af = (@ x) (6.33)
und der Formel:

3,085 = 8,(08° x a5) = éi*‘f)_“iav (6.34)

fir die Gleichungen (6.36), (6.37) berechnen sich die Richtungsableitungen (virtuellen
Verzerrungen) zu:
NN

Ot = 3 (08 + BadBp) = 3, 2 (BN + TaNX )0V = i B (6.35)
K=1
NN
OYa = 33080 + 3,083 = ) (&3 N, 0vK - N¥a,DX65¥) = y,/da (6.36)
K=1
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1 — s _ s
Ofap = - (83,5 0y + BpORs,q + B3, O + B,083,)
6.37)
= Z ( (83,5 NK g + 83,4 NK, g)ovE —%(a“aNK,,ﬁ zTﬂNK,a)I_)Kd?() = flup'0a
Als zweite Richtungsableitungen erhilt man fiir die Membranverzerrungen:

Déagg = -l— (diﬂ Da, + 63, Dag)

NN NN 1 (6.38)
=> > v E(NK,ﬂNM,a»rNK,ﬁNM,a)I Dv™ wg.: Déa,= 0
K=1M=1
=0a agg" Da
fiir die Schubverzerrungen iiber Gleichung (6.32), (6.36) und (10.13):
Déy, = Dda; &, + da; Da, + Da; da, (6.39)
NN NN . NN NN
=> Z vk (DX N¥,,NM) DsM, > > 085 (DX NENM,,) DwM
1 K=1M=1
AN
+ > 65° N¥AX D&¥ =daTy,” Da
k=1
1
mit A% = (&5 ® &) + (3, ® a5) - 2(3.8)1)
und schlieBlich analog zu (6.39) fiir die Biegeverkriimmungen:
1
Défag = (08,5 D&, +083,4 Dag+ 08 Ds,q+ 08, Daisg (6.40)
+8p D08y, + 8, DOas,g)
NN NN ;1
=D 2 OV DM = (NK sNM,, + NK , NM, 5 )DsM
K=1M=1 2
NN N 1
+ 2, 2 08% D* = (NK, NM 54 NK gNM, DM
= 2
K=1M=1
NN
+ (Aa NK,5+Aﬂ NK,a) Ds% =da fug" Da
k=1
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6.3 7Assumed strain”-Methode

Niedrig interpolierte, also bilineare oder biquadratische Schalenelemente, die auf den
Gleichungen des Abschnitts 6.1 und 6.2 beruhen, weisen als reine WeggréBenmodelle
die als "locking”-Phdnomene bekannten kiinstlichen Versteifungseffekte auf, die die
Konvergenz zur exakten Lsung eines Problems stark verlangsamen. Die Tatsache, da
ein Element nicht in der Lage ist, konstante Biegebeanspruchung darzustellen, ohne
Schubverzerrungen hervorzurufen, fiihrt zum “shear-locking”. Kann ein gekriimmtes
Element konstante Verkriimmungen nicht ohne Membranverzerrungen darstellen, verur-
sacht es "membrane locking”. Begegnen kann man diesen Defekten durch reduzierte/
selektive Integration ([113], [65] und viele andere), die sich ihrerseits als problematisch
erweist, da durch sie energiefreie Mechanismen ( "zero energy modes™) auftreten kén-
nen. Weitere Mdglichkeiten, die ”locking”-Probleme zu meistern, bieten gemischt/hybri-
de und ”assumed strain”-Elemente.

Auf die Verwandtschaft und in Sonderféllen die Identitit dieser Verbesserungsméglich-
keiten wird vielfach hingewiesen [5]. Hier wird die "assumed strain”-Methode nach
Dvorkin und Bathe [33] fiir das vierknotige Element und nach Pinsky und Jang [73] fiir
das neunknotige Element gewdhit. Sie zeigt z. B. fiir das vierknotige Element das beste
Verhalten hinsichtlich Querschub-Versteifungen [5]. Zunichst werden bei dieser Metho-
de die "locking” verursachenden Verzerrungen bzw. deren Ableitungen wie bisher im
Weggrolenmodell an speziell gewahlten Stellen (”sampling point”) bestimmt und dann
liber das gesamte Element interpoliert. Diese gegldtteten Verzerrungsverldufe ersetzen
diejenigen, die zu Versteifungen fiihren, so daf die innere virtuelle Arbeit darstellbar
ist als:

~ oW = [ J (naﬂéaaﬁ +qaOYa+ m“ﬂdﬂaﬁ)dA

A
~ J' J(naﬂ(ass)éat(:;S) + qa(ass)d)/((zass) - maﬂ(ass)aﬁg}ss)) dA (6.41)
A

Die Schnittgrélen errechnen sich dabei direkt aus den angenommenen Verzerrungen.
Geschickte Wahl der Stiitzstellen und der Interpolationsfunktionen kénnen auf stabile,
(fast) ”locking”-freie Elemente fithren. Stimmen die Verzerrungsverldufe des Weggrd-
Benmodells und die geglitteten Verzerrungen mindestens in den konstanten Anteilen
{iberein, ist bei Netzverfeinerung die Konvergenz zur korrekten Ldsung gegeben. Inwie-
weit “assumed strain”-Elemente variationell begriindbar sind, wird in [91] diskutiert.
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6.3.1 4-Knoten-Element

Zur Vermeidung des “shear locking” und energiefreier Mechanismen werden die Quer-
schubverldufe konstant in der einen und linear in der anderen Richtung des krummlini-
gen konvektiven (natiirlichen) Koordinatensystems angesetzt [33], {99] (s. Bild 6.1):

Bild 6.1: ”Assumed strain”-Ansétze fiir das 4-knotige Element

L) = (=Bt s (1 + 88 (642
AL 8) =3 (1 -8+ (1 E08 (649

Fiir balkenartige Schalen ist es vorteilhaft, zusitzlich die Membranschubverzerrungen
konstant zu approximieren:

af$ (€', &) = afy (6.44)
6.3.2 9-Knoten-Element

Zur Verbesserung des "shear locking” und des "membrane locking ” werden die folgen-
den linear-quadratischen bzw. fiir a3$® bilinearen Interpolationen nach Pinsky und Jang
[73] gewdhlt:

108



0
]
&=

, 1
J/gass agalss) agSS) 1 ygass) a;;ss) aSSS)

Bild 6.2: ”Sampling points” fiir die “assumed strain” ~Ansitze
des 9-knotigen Elements

Ansatzpolynome:

P@=50(+0)  Pi@)=3(1-0)1+0), Ps(@)=-70(1-0)

Q@ =3(1+0) , Qo) =5(1-0)

1 ¢ 2 1 0
R == , R == , Ri(@)=—~-=+
1(0) 6 + 5 2(0) 3 3(Q) 6 3
fir ~1<p=<1
Interpolation fiir Querschubverzerrungen:
3 2 .
O E) = 3 Y PEIQEMA™ (6.45)
i=1 j=1
(ass) 2 )]
e V(€L ED = 3 > PENQEDS (6.46)
i=1 j=1
[nterpolation fiir Membranverzerrungen:
3 2 .
altVEL ) = Y D PEIQE Al (6.47)
i=1 j=1
afs (€, = 3 5 PEYQE)az’ (6.48)
i=1 j=1
3)1 > < G5
alfV'(E 8 = 3 Y REVQEDai’ (6.49)
i=1 j=1
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3 2 -
aFEL ) = 3 Y REVQ(EDVas” (6.50)

i=1 j=1

s - Lt 631

1
2

6.4 Moglichkeiten zur Berechnung von Schalen mit Knicken

Zur Beschreibung der Rotation eines Vektors werden 2 unabhingige Rotationsparameter
bendétigt. Um die Drehung zweier und mehr Vektoren, deren Lage zueinander sich nicht
dndern soll, zu erfassen, sind 3 Rotationsparameter erforderlich. Diese Aussagen haben
Konsequenzen auf die Berechnung von Schalen mit Knicken. Durch die nur C°konti-
nuietliche Interpolation der Schalengeometrie entstehen bei isoparametrischen Elemen-
ten zwangslaufig Knicke, die natiirtich mit zunehmender Netzverdichtung kleiner werden
(s. Bild 6.3). Fiir das diskretisierte System macht es keinen Unterschied, ob Diskretisie-
rungsknicke oder systembedingte Knicke vorliegen. Aus diesem Grund ist eine Berech-
nung von Schalen mit isoparametrischen Elementen, die nur 2 Rotationsfreiheitsgrade
je Knoten besitzen, strenggenommen nur dann méglich, wenn je Knoten nur ein Direktor
vorhanden ist (s. Bild 6.4). Hieraus folgt, da ein in der Ausgangsgeometrie zur Schalen-
mittelfldche senkrecht stehendes Direktorfeld im allgemeinen nicht mehr vorausgesetzt
werden kann. Da die Dicke der Schale in Direktorrichtung zu messen ist, kann auch
nicht mehr von einer konstanten Direktorldnge ausgegangen werden. Eine Schalentheorie
mit verdnderlicher Dicke und beliebig stehendem Direktor ist somit eigentlich Vorausset-
zung fir isoparametrische Schalentheorie-Elemente und nicht nur nitig, um Schalen
mit systembedingten Knicken mit 2 Rotationsfreiheitsgraden je Knoten berechnen zu kén-
nen. Wenn Schalen mit Knicken mit Elementen analysiert werden, die ein orthogonales
Direktorfeld verwenden, existiert an der Knickstelle mehr als ein Direktor, und es werden
drei Rotationsfreiheitsgrade am Knoten zur korrekten Berechnung bendétigt.

Bild 6.3: Knicke durch Diskretisierung ~ Schnitt durch ein Zylindersegment
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Bild 6.4: Diskretisierung mit gemittelten Direktoren
- Schnitt durch ein Zylindersegment

6.4.1 Knickstellen mit unterschiedlichen Schalendirektoren

Die Modellierung von Schalen, deren Geometrie Knicke mit unterschiedlichen Direkto-
ren aufweist, ist insbesondere mit Schalenelementen, die nur 2 Rotationsfreiheitsgrade
am Elementknoten aufweisen, nicht trivial. Zur Veranschaulichung der Problematik soll
der spezielle Fall eines rechten Winkels in Bild 6.5 betrachtet werden.

d' /

dll A

Bild 6.5: Knickstelle eines Faltwerks mit unterschiedlichen Direktoren

Am Knoten A existieren mit s =s} , s und s drei unabhéngige Rotationsfreiheits-
grade. Um bei Schalenelementen mit 2 Rotationsfreiheitsgraden am Knoten nicht unzu-
lassigerweise die in unterschiedliche Richtungen weisenden Freiheitsgrade s) und s¥
einander gleichzusetzen, miissen zwei Knoten eingefiihrt werden, von denen die Frei-
heitsgrade si = s} miteinander gekoppelt werden. Diese aufwendige Vorgehensweise,

Doppelknoten einzufithren und einzelne Freiheitsgrade zu koppeln, kann elegant umgan-
gen werden, wenn an den Elementknoten von vornherein 3 Rotationsfreiheitsgrade exi-

stieren.
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Bild 6.6: Schalenelement mit 3 Rotationsfreiheitsgraden

Da die Rotationsparameter um die Schalennormale beliebige Werte annehmen diirfen,
ohne das Ergebnis zu beeintrichtigen, kann s; =sif=s!, s;=si=s} und s;=sf=sl
gesetzt werden. Der fiir die FE-Methode typische Zusammenbau der Elementmatrizen
zur Gesamtsteifigkeitsmatrix ist daher direkt méglich. Die zu Rotationsfreiheitsgrad s;
gehdrende Steifigkeit erhdlt im Beispiel von Bild 6.6 Beitriige aus Element I und II, dieje-
nige zu s; nur von Element Il und die zu s; von Element I. Angemerkt werden soll,
daf3 die Knickstelle setbst mit dieser Methode nicht genauer zu berechnen ist. Der einzige
Sinn dieser Vorgehensweise liegt in einer einfacheren Eingabe fiir FE-Programme.

6.4.2 Knickstelle mit einem gemeinsamen Schalendirektor

Um mit zwei Rotationsfreiheitsgraden je Knoten arbeiten zu kinnen, darf wie oben er-
wéhnt, nur ein Direktor am Knoten existieren, der prinzipiell beliebig vorgebbar ist (z.B.
[108]); er darf nur nicht tangential zur Schalenmittelfliche liegen. Im aligemeinen
existiert keine analytische Geometriebeschreibung, so daB es sich anbietet, einen gemit-
telten Direktor (s. Bild 6.4) zu benutzen.

Diese Geometrieinterpolation mit einem Direktor am Knoten entspricht exakt der Konti-
nuumsinterpolation und wird von den meisten degenerierten Elementen verwendet (s. a.
Abschnitt 4.2.1). Sie hat zur Folge, daB der Direktor selbst am Knoten nicht mehr senk-
recht auf der Elementfliche steht, was bei den hier benutzten Verzerrungsgleichungen
in vektorieller Form aber nur Auswirkungen auf die Schubverzerrungen (6.2) hat, da
aza; # 0. Wird die Abweichung des Direktors von der Schalennormalen am Integrati-

onspunkt zu grol, muf} die Annahme A3a in der Form 73° = 0 berlicksichtigt werden
(s. Abschnitt 3.7.1.1). In der Nihe von Knicken ist diese Annahme jedoch grundsitzlich
fragwiirdig.
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Systembedingte Knicke kénnen auf die gleiche Art behandelt werden wie Diskretisie-
rungsknicke.

™ / s2
A

S

Bild 6.7: Diskretisierung eines systembedingten Knicks mit gemitteltem Direktor

Bei Knicken, an denen mehr als zwei Schalenteile zusammenstoBen (s. Bild 6.8), besteht
ebenfalls die Moglichkeit, mit nur einem Direktor zu arbeiten.

Bild 6.8: Mdgliche Diskretisierung eines StoBes von drei Schalenteilen

6.5 Behandlung des dritten Rotationsfreiheitsgrads an Stellen ochne
Knick

in FEM-Programmen der Strukturmechanik werden gerne Elemente verwendet, die
6 Freiheitsgrade am Elementknoten besitzen, welche auf ein globales Koordinatensy-
stem bezogen sind, so daf} unterschiedliche Strukturelemente einfach aneinander ange-
schlossen werden konnen, z.B. fir Schalenkonstruktionen mit Balken als Stiitzen oder
Steifen. An Knoten ohne Knick oder z.B. Balkenanschtuf wird fiir Schalen ein Rotations-
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freiheitsgrad Gberzahlig, da ihm keine Steifigkeit zuzuordnen ist. Um kein singuléres
Gleichungssytem zu bekommen, miissen besondere Uberlegungen angestellt werden. Die
naheliegendste und automatisch zu guten Ergebnissen fiihrende Méglichkeit ist, diesen
Freiheitsgrad an solchen Stellen als geometrische Randbedingung zu eliminieren
(s. [46]). Dafiir ist an jedem Knoten ein lokales Koordinatensystem nétig, um die Dre-
hung um die Schalennormale auszuschalten. Fiir die hier vorgestellten Elemente soll
eine weitere Moglichkeit diskutiert werden, die es erlaubt, ohne diese Lokalsysteme aus-
zukommen. Das Problem wird dhnlich wie bei der Schalentheorie mit Ingenieurverzer-
rungen in [85] iiber die Symmetriebedingung der Membranverzerrungen (s. a. Abschnitt
3.7.2) geldst. Die Theorie mit Ingenieurverzerrungen bietet sich zwar fiir degenerierte
Elemente nicht an (s. Abschnitt 4.5), aber die Idee, die Symmetriebedingung einzufiih-
ren, kann diskret an den Knoten iibernommen werden.

Mit:

Annahme A4 d =~ Rca;
aus Abschnitt 3.7.2 kann die Bedingung (Gl. (3.141)):

1 1, .
a=> (a]REFca; - aTFERca,) = 5(3132 — ;@) =0 (6.52)
lber eine Penalty-Methode im Funktional beriicksichtigt werden:

H+ffk%a2 dA - stationir (6.53)
A

Fiir das Prinzip der virtuellen Verschiebung bedeutet das eine Erweiterung um:

- OWnt _ Gwext j f ka éa dA =0 ; k = Penalty-Faktor (6.54)
A
Weil im Degenerationskonzept die Komponenten des Rotationsvektors s nur an den Kno-
ten vorliegen, miifite d, = R(s)a, von diesen aus interpoliert werden.

NN
fa,= 2 N R(s¥)a¥ (6.55)
K=1
Um das zu umgehen, wird die Bedingung a = 0 diskret an jedem Knoten M beriicksich-
tigt, unabhéngig davon, ob er an einer Knickstelle liegt oder nicht:

NN
- OWR_ dW 4 Nk K gK = 0 (6.56)

K=1
Auswirkungen dieser Vorgehensweise auf das Elementverhalten werden an einigen Bei-
spielen des Abschnitts 6.7 untersucht. Da nun am Knoten iiber den Penalty-Faktor eine
Art "Drillsteifigkeit” existiert, kann z. B. ein Balken senkrecht zur Schale angeschlossen
werden und Torsionsbeanspruchung iibertragen.
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6.6 Besonderheiten fiir 2 Rotationsfreiheitsgrade am Knoten beim
multiplikativen Rotations-""update”

Wird der multiplikative Rotations-"update” in der im Abschnitt 5.4 beschriebenen Weise
fiir Schalen mit nur 2 Rotationsparametern benutzt, ist zu beachten, daB der inkrementel-

und @' steht (s. Bild 6.9) und nicht,
im Gegensatz zum Gesamtrotationsvektor, orthogonal zum Direktor dX der Ausgangs-
geometrie ist. Deshalb muB das Lokalsystem am Knoten K, das zu Anfang eine Achse

le Rotationsvektor D&¥ = 'K senkrecht auf d&"

in Richtung von dX hat, mit dem Direktor @' rotieren. An Knoten mit nur einem Rotati-

onsfreiheitsgrad, so z. B. an Symmetrierandbedingungen, kann darauf verzichtet werden,
weil dann der inkrementelle Rotationsvektor stets parallel zum Gesamtrotationsvektor

bleibt, also senkrecht zu d® liegt.

2 Rotationsfreiheitsgrade am Knoten 1 Rotationsfreiheitsgrad am Knoten

Bild 6.9: Lage des Gesamtrotationsvektors und des inkrementellen
Rotationsvektors fiir zwei bzw. einen Rotationsfreiheitsgrad
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6.7 Numerische Beispiele

Mit den in den Abschnitten 6.1 bis 6.6 vorgestellten Elementen sollen die in diesem,
aber auch in den vorangegangenen Kapiteln getroffenen Aussagen numerisch verifiziert
werden. Wesentliche Effekte kdnnen schon an sehr einfachen Beispielen demonstriert
werden. Untersucht wird das Konvergenzverhalten der beiden Rotations-"updates”, der
Einflu} der "Drillsteifigkeit” fiir den dritten Rotationsfreiheitsgrad und die Auswirkun-
gen der Mittelung der Direktoren.

Als Abbruchkriterium in den nichtlinearen Rechnungen dient:

Tol = M < 10710
e
i

Anmerkung: Diese Toleranzschranke widerspricht strenggenommen dem multiplikativen
Rotations-"update”, da die inkrementellen Rotationsvariablen genauso wie die Verschie-
bungen aufsummiert werden. Sie ist also in der Form nur fiir den additiven Rotati-
ons-"update” korrekt. Als Abruchkriterium sollte die Norm der Ungleichgewichtskrifte
oder die Energienorm (s. Tafel 6.8) genommen werden. In sdmtlichen Beispielen, die
in diesem Abschnitt berechnet we;‘aen, ist die Energienorm kleiner als 10718, wenn das
obige Abbruchkriterium erfiillt ist, die Konvergenz also gesichert. Natiirlich ist eine der-
artig kleine Abbruchschranke in praktischen Beispielen nicht nétig. Sie dient hier nur
als Nachweis einer fehlerfrei programmierten Tangente, mit der das Newton-Verfahren
in der Ndhe des Losungspunktes quadratisch konvergiert.

6.7.1 Kragarm mit Endmoment

Elastizitdtsmodul E=21000 kN/cm?
Querkontraktionszahl y = 0.0
Léange 1=100 cm

Breite b=1.0 cm

Dicke h=2.0 cm

Moment M=879.6456 kNcm

Bild 6.10: Kragarm unter Endmoment

Dieses einfache Beispiel, das im Abschnitt 4.6.2 schon mit ebenen Elementen berechnet
wurde, wird hier nochmals unter einem anderen Gesichtspunkt betrachtet. Gezeigt wer-
den soll der Vorteil des singularitdtenfreien, multiplikativen Rotations-"update” des Ab-
schnitts 5.4, der bewirkt, daB stets ein aktualisierter Schalendirektor als Referenzvektor
fiir die Beschreibung der Richtungsinderung des Direktors dient. Wird hingegen immer
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der Schalendirektor des Ausgangszustands als Referenzvektor gewdhit, treten, wie im
Abschnitt 5.3 beschrieben, bei Schalen mit 2 Rotationsparametern Mehrdeutigkeiten bei
einer Rotation von 180°+ k*360°,k € Z auf, bei Schalen mit 3 Rotationsparametern
bei 360° + k*360°, k € Z\{ -1} . Ebene Probleme mit nur einem Rotationsparameter
bereiten diesbeziiglich keine Schwierigkeiten. Der Kragarm wird mit 5 achtknotigen
Schalenelementen mit 2 Rotationsparametern pro Knoten diskretisiert und soll in zehn
gleichen Lastinkrementen zum Vollkreis gebogen werden. Durch den multiplikativen Ro-
tations-"update” kann mit nahezu konstanter Iterationszahl die Biegung zum Kreis er-
reicht werden. Mit der iiblichen additiven Vorgehensweise verschlechtert sich ab Lastin-
krement 5 die Kondition der Steifigkeitsmatrix, also dann, wenn an den ersten Knoten
Drehungen im Bereich von 180° gegeniiber dem Ausgangszustand stattfinden, was im
achten Lastinkrement zur Divergenz fithrt (s. Tafel 6.1). Werden jedoch die Rotations-
freiheitgrade in Lingsrichtung (um die ”"Balkenachse”) je Knoten fixiert, so erhdlt man
je Inkrement die gleiche Iterationszahl wie beim multiplikativen "update”.
Anmerkung: Das degenerierte, achtknotige, quadratische Element zeigt den Effekt des
"Weicherwerdens” mit zunehmender Verkriimmung im Gegensatz zum degenerierten
Element (Abschnitt 4.6.2) mit linearen Ansatzfunktionen fast nicht mehr, was am End-
drehwinkel abzulesen ist.

. 2 Rot.-F. 2 Rot.-F. 1 Rot.~H.
Schritte mult. add. add.
9/9/9/9/9 9/9/9/9/9 9/9/9/9/9
10
9/9/9/10/10 | 12/10/divergent]  9/9/9/10/10
Enddrehwinkel | 362.22° — 362.22°

Tafel 6.1: Anzahl der Iterationen und Endverdrehung fiir den Kragarm
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6.7.2 Kragscheibe [27]

Dieses geometrisch lineare Beispiel der vorwiegend auf Schub beanspruchten Scheibe
ist ein Test fiir die Leistungsfahigkeit von verzerrten Scheibenelementen [27]. Es zeigt
aber auch in beeindruckender Weise den EinfluB des Penalty-Faktors fiir den dritten
Rotationsfreiheitsgrad je Knoten auf die Resultate des Schalenelementes.

S
72

1 48

-

Bild 6.11: ”Cook’s membrane”

Die in [95] fiir dieses Problem angegebene vertikale Verschiebung des Punkts A betragt:
v=23.91. Hier wird die Scheibe mit dem 4-knotigen “assumed strain”-Element aus Ab-
schnitt 6.3.1 (Kennzeichen: A4) und dem 9-knotigen aus Abschnitt 6.3.2 (Kennzeichen:
A9) fiir verschiedene Penalty-Faktoren berechnet.

= 1,2
<7 A9 (4x4)
glg 1 * +
enf <t
E £ 0.8
21 e A4 (8x8)
S8 0,6
218
>l
= % 0,4_ W4 (8X8)
2|5
=
>SS 0,24
5
> 0 T T T
-4 -2 0 2 4
Penalty-Faktor log (k/Eh)
Bild 6.12: "Locking” durch Penalty-Faktor fiir den 3. Rotationsparameter

118



Penalty- A4 A4 W4 w4 A9
Faktor k 4x4-Netz 8x8-Netz 4x4-Netz 8x8-Netz 4x4-Netz
0.0000*Eh 21.684 23.303 18.299 22.079 23.872
0.0001*Eh 21.684 23.303 18.299 22.079 23.872
0.0100*Eh 21.677 23.394 18.274 22.068 23.871
1.0000*Eh 21.017 22.432 16.156 21.065 23.836
100.00*Eh 6.6535 6.6569 1.5389 4.8900 23.529
10000.*Eh 0.1098 0.1072 0.0203 0.0672 23.459

Tafel 6.2: Auswirkungen des Penalty-Faktors

Es stellt sich heraus, daB das 4-knotige Element A4 durch die Erweiterung des Funktio-
nals mit der Penalty-Methode fiir mittlere bis gro8e Penalty-Faktoren k starke Verstei-
fungseffekte hervorruft. Um zu zeigen, da3 dieses Problem nicht dadurch entsteht, dafl
die Symmetriebedingung der Membranverzerrungen nur diskret an den Knoten einge-
filhrt wird, wird mit einem 4-knotigen Element (Kennzeichen: W4) aus [52] gegenge-
rechnet. Dieser Elementtyp interpoliert den Rotationsfreiheitsgrad und beriicksichtigt die
Symmetriebedingung kontinuierlich, zeigt aber nahezu identische Locking-Phdnomene.
Fiir k=0 wird die Rotation um den Schalendirektor fixiert (s. Abschnitt 6.5), man erhalt
das Schalenelement mit 2 Rotationsfreiheitsgraden am Knoten. Die besseren Ergebnisse
des Elementes A4 gegeniiber W4, das fiir den Fall k=0 ein reines WeggrofBenmodell ist,
sind auf die ”assumed strain”-Interpolation der Membranschub-Verzerrungen zuriick-
zufithren.

Die Resultate des 9-knotigen Elementes A9 sind praktisch unabhéngig von k.

Der Grund fiir diese Art von "locking” soll an einem einfachen Beispiel erldutert werden.
Die Verformung der im Bild 6.13 dargestellten Elemente bewirkt, daB a* am Knoten
K nicht verschwindet:

aK=5'1(§§-'a'§(5§=0—5’1(5‘2( =0 (657)

Wird diese Zwangsbedingung noch mit einem groflen Penalty-Faktor multipliziert, resui-
tiert daraus ein viel zu steifes Verhalten. Im Gegensatz dazu kann das 9-knotige Element
eine derartige Deformation darstellen und gleichzeitig die Bedingung a¥ =0 erfiillen,
es versteift in diesem Fall nicht (s. Bild 6.14). Natiirlich sind auch Situationen denkbar,
in denen das 9-knotige Element "locking” infolge der "Drillsteifigkeit” zeigt, wenn auch
nicht so deutlich wie das 4-knotige Element.
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Bild 6.13: Erkldrung des Locking-Phdnomens am 4-knotigen EIefnent

™

unverformt
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Bild 6.14: Erkldrung des Locking-Phdnomens am 9-knotigen Element
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6.7.3 Halbkugel-Schale mit 18° Loch unter Einzellasten
("Pinched Hemisphere” [58])

Elastizititsmodul: E = 6.825E+07 P
Querkontraktion: v = 0.3 )
Dicke: h=0.04 2K
Radius: R =10 , o
Last: P = 20*f ‘,,"’I"O" %t et

2220, 00% &:,-C
(lineare Rechnung: Lastfaktor f=1) /,,’;';:"0:{ 2257

/I’,"O" %
el

500
5, U0, %
x%"’o':é,'f'fz'::::-::“ii?;’
%%, ’6"/’1::10":':;,4/
0,{/"

20gg7,
LI TIX
7

symm

Pi

2/B

Bild 6.15: Geometrie- und Materialdaten verformte Struktur

An diesem sehr bekannten Testbeispiel fur Schalenelemente werden lineare und nichtli-
neare Berechnungen mit dem Ziel durchgefiihrt, den EinfluB} des Penalty~Faktors sowie
den der Mittelung der Normalen zu untersuchen. Da hier keine Rotationen iiber 180°
auftreten, kann gezeigt werden, daB der additive und der multiplikative Rotations-"upda-
te” in diesem Fall gleichwertig sind.

6.7.3.1 Lineare Berechnung

Zunichst wird das Konvergenzverhalten der Elemente A4 und A9 untersucht. Der Zusatz
2R bzw. 3R bei der Kennzeichnung der Elemente steht fiir 2 bzw. 3 Rotationsfreiheitsgra-
de je Knoten, der Zusatz M bzw. K fiir gemittelte (jeweils einen) bzw. nicht gemittelte
(jeweils mehrere) Direktoren am Knoten. Fiir die Verschiebung am Lastangriffspunkt
in Richtung der Last geben Simo et al. in [95] einen Wert von 0.93 und MacNeal/Harder
in [58] einen von 0.94 an. Eine Rechnung mit 32x32 9-knotigen “assumed strain”-Ele-
menten liefert einen Wert von 0.9358, der hier als Referenzwert dienen soll. Im Bild 6.16
ist das Element A4-2R-M anderen, aus der Literatur bekannten gegeniibergestellt wor-
den. Das 9-knotige A9-2R-M wird mit dem gemischten Element SDFR45-C von Ding
[32] im Bild 6.17 verglichen.

In Tafel 6.3 sind die Ergebnisse fiir die 4-knotigen Elemente mit gemitteltem und nicht
gemitteltem Direktor festgehaiten. An Element A4-2R-K und A4-3R-K wird deutlich,
daB bei Diskretisierungsknicken mit mehr als einem Schalendirektor 3 Rotationsfreiheits-
grade bendtigt werden. Mit nur einem Knotendirektor und 2 Rotationsfreiheitsgraden

121



werden hervorragende Ergebnisse erzielt, wie Element A4-2R-M beweist. Ad-3R-K
konnte nur deswegen wie die anderen Element dieser Tabelle ohne Penalty-Faktor einge-
setzt werden, weil an jedem Knoten ein Knick vorhanden ist. Dies gilt fiir das entspre-
chende 9-knotige Element aufgrund der Mittelknoten nicht. Die Knicke bei einer Diskre-
tisierung mit 9-knotigen Elementen sind so klein, da$ die Mittelung des Direktors nicht
von Bedeutung ist.

Die Konvergenz des Elementes A4-2R-M von ”oben” wird hauptsichlich durch die fiir
das Degenerationskonzept typische Interpolation der Direktoren verursacht. Im Gegen-
satz zum Element A4-3R-K, dessen Dicke fiir dieses Beispiel netzunabhingig ist, appro-
ximiert A4~2R-M die Schalengeometrie fiir grobe Diskretisierung zu diinn. Diesen Sach-
verhalt kann man sich anhand von Bild 6.3 und Bild 6.4 schnell verdeutlichen.

0,95-Stander [99]
0.9358 i
0,90+ "exakt

0,85+

0,80

0,754 .
SDFR20-B v. Ding [32]

0,70+

Verschiebung in Lastrichtung

0,654

0,6 . . r
4 8 16 32
Zahl der Elemente pro Seite
Bild 6.16: Vergleich 4-knotiger Elemente - linear

Element 4x4-Netz 8x8-Netz 16x16-Netz 32x32-Netz
A4-2R-M 0.9721 0.9402 0.9337 0.9345
A4-2R-K 0.0109 0.0456 1.1121 0.2812
A4-3R-K 0.9330 0.9288 0.9309 0.9345
A9-2R-M 0.9244 0.9303 0.9347 0.9358
A9-2R-K 0.9156 0.9299 0.9347 0.9358

Tafel 6.3: Konvergenzstudie mit den Elementen A4 und A9 - linear
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Verschiebung im Lastrichtung

0.

0,951

A9-2R-M

9358
0,90+

0,854
0,80+
0,75+
0,70
0,65

0,6

"exakt”

=/

re3

SDFR45-C v. Ding [32]

16

32

Zahl der Elemente pro Seite

Bild 6.17: Vergleich 9-knotiger Elemente - linear

Um den Einfluf3 des Penalty-Faktors zu quantifizieren, ist dieser wie in Abschnitt 6.7.2
variiert worden. Wieder stellt sich heraus, daB die 4-knotigen Elemente starkes "locking”
zeigen, wohingegen das 9-knotige Element durch diesen Faktor nur schwach beeintrich-
tigt ‘wird (s. Tafel 6.4, Bild 6.18).

Element 0.0001*Eh | 0.01*Eh 1.0*Eh 100.0*Eh | 10000*Eh
A4-3R-K (16 x 16) 0.9281 0.8082 0.0662 0.0009 0.0001
A9-3R-K (8x8) 0.9303 0.9292 0.9234 0.9228 0.9204

Tafel 6.4: EinfluB des Penalty-Faktors

A4-3R-K (16x16)

-\ A

A9-3R-K (8x8)
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>|2 0,24
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0

Penalty-Faktor

4
log (k/Eh)

Bild 6.18: Locking durch Penalty~Faktor fiir den 3. Rotationsparameter
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6.7.3.2 Nichtlineare Berechnung

Zum Vergleich mit aus der Literatur bekannten Ergebnissen wird die Halbkugel zunichst
mit 8x8 Elementen des Typs A9-2R-M berechnet. Eine gute Ubereinstimmung kann
festgestellt werden.

Last A9-2R-M ; k=0

f Va -V It.
2.0 1.493 1.810 12
4.0 2.311 3.203 14
6.0 2.806 4.264 9
8.0 3.144 5.111 8
10.0 3.392 5.810 8
12.0 3.583 6.400 8
14.0 3.736 > 6.906 8
16.0 3.861 7.345 7
18.0 3.966 7.732 7
20.0 4.055 8.074 7

Tafel 6.5: Nichtlineare Berechnung mit 9-knotigen Elementen — 8x8 Elemente

20+

164 SDFR45-C (8x8)
5 Ding [32] A9-2R-M (8x8)
:“g 12
2 A9-2R-M (4x4)
3

8_ .

Simo et al. [93]
44 4-knot. Elem. (16x16)
0 . 1 . .
0 2 4 6 8 10
Verschiebung -vg ‘

Bild 6.19: "Pinched hemisphere”: Last-Verschiebungskurve
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Einflul des Penalty-Faktors:

Nichtlineare Rechnungen reagieren empfindlicher auf die Wahi des Penalty-Faktors als
lineare. Die in der linearen Rechnung bei 9-knotigen Elementen kaum vorhandenen
kinstlichen Versteifungen durch diesen Faktor treten in der nichtlinearen Analyse etwas
deutlicher in Erscheinung, was den Werten der Tafel 6.6 zu entnehmen ist. Auf die Zahi
der Gleichgewichtsiterationen hat der Penalty-Faktor jedoch in den hier dokumentierten
Beispielrechnungen keinen Einflu3. Werden aber groBere oder kleinere Faktoren ge-
wihlt, so divergiert schon die Iteration in der ersten Laststufe; die Schrittweite muBl dann,
je nach Faktor, erheblich kleiner gewahit werden. Zur Justierung dieser "Pseudo”-Drill-
steifigkeit, die offensichtlich gro3en EinfluB auf die Kondition der Tangentenmatrix hat,

werden weitere Untersuchungen nétig sein.

Last A9-2R-M A9-3R-M A9-3R-M

k=0 k=0.001*Eh k=0.01*Eh
f Va It. Va It. Va It.
2.0 1.478 12 1.472 12 1.428 12
4.0 2.282 13 2.266 13 2.170 13
6.0 2.766 9 2.740 9 2.607 9
8.0 3.094 8 3.060 8 2.904 8
10.0 3.333 8 3.294 8 3.123 8
12.0 3.517 8 3.474 7 3.293 7
14.0 3.664 8 3.618 7 3.430 7
16.0 3.783 8 3.737 7 3.543 7
18.0 3.883 7 3.836 6 3.640 6
20.0 3.968 6 3.921 6 3.723 6

Tafel 6.6: Nichtlineare Berechnung mit 9-knotigen Elementen ~ 4x4 Elemente
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Last A4-2R-M (16x16) k=0 A4-3R-M k=0.0001*Eh (16x16)

f VA ~VB It. Va -VB It.
2.0 1.493 1.819 12 1.491 1.817 12
4.0 2.309 3.219 13 2.308 3.216 15
6.0 2.804 4.285 9 2.802 4.282 9
8.0 3.141 5.137 8 3.140 5.133 8
10.0 3.389 5.840 8 3.387 5.836 8
12.0 3.579 6.432 8 3.577 6.428 7
14.0 3.730 6.938 7 3.728 6.934 7
16.0 3.853 7.376 7 3.851 7.372 7
18.0 3.955 7.759 7 3.953 7.754 7
20.0 4.041 8.095 7 4.040 8.091 7

Tafel 6.7: Nichtlineare Berechnung mit 4~knotigen Elementen — 16x16 Elemente

Um die Gleichwertigkeit des additiven und des muitiplikativen Rotations-"update” fir Pro-
blemstellungen, in denen keine gréBeren Rotationen als 180° auftreten, numerisch zu
unterstreichen, wird die Halbkugel mit 8x8 achtknotigen, reduziert integrierten Elemen-
ten V8 berechnet. Nicht nur die Zahl der Iterationen je Laststufe ist (nahezu) gleich
(s. Tafel 6.9), auch das Konvergenzverhalten ~ in beiden Fillen quadratisch - ist fast
identisch (s. Tafel 6.8). Die Ergebnisse im Gleichgewichtszustand sind natiirlich exakt
dieselben.

Iterationsverlauf von Laststufe f=14.0 bis f=16.0
mult. Update add. Update
R-Norm E-Norm R-Norm E-Norm
1 4.985E+04 1.116E+03 5.138E+04 1.190E+03
2 2.446E+02 4.590E-02 2.464E+02 4.861E-02
3 5.207E+01 6.615E-03 5.168E+01 6.501E-03
4 2.094E+01 3.377E-04 2.100E+01 3.430E-04 -
5 7.015E-01 1.094E-06 7.261E-01 1.196E-06
6 4.113E-03 1.284E-~11 4.620E-03 1.634E-11
7 1.221E-07 3.361E-21 1.260E-07 4.496E-21
Norm der Ungleichgewichtskréfte: R-Norm :=|| F ™ . Fe’f‘i I
Energienorm: E - Norm := (F™ - F**"\Da

Tafel 6.8: Iterationsverlauf fiir multiplikativen und additiven Rotations-"update”

126




Last V8-2R-M
(8x8)

f Va It. (muit.) It. (add.)
2.0 1.487 12 12
4.0 2.291 12 14
6.0 2.771 9 10
8.0 3.095 8 8
10.0 3.331 8 8
12.0 3.513 8 8
14.0 3.658 8 8
16.0 3.777 7 7
18.0 3.875 7 7
20.0 3.959 7 7

Tafel 6.9: Iterationsverlauf fiir multiplikativen und additiven Rotations-"update”

6.7.4 Hyparschale von Ding und Basar [32]

a = 100
v= 00 c: 50
E- 1.0.10°
he 02
M= 44196
) d = 0.88388
Bild 6.20: Geometrie- und Materialdaten aus [99] verformte Struktur

Der in [32] vorgestellte Test fiir Schalenelemente mit groBen Rotationen wird hier mit
den Elementen V8-2R (s. Tafel 6.11) und A9-2R (Tafel 6.10) berechnet. Da die Geome-
trie der Hyparschale mit den isoparametrischen Elementen exakt erfaf3t wird und dem-
nach keine Diskretisierungsknicke auftreten, wird auf die Kennzeichnung der Elemente
mit dem Buchstaben M bzw. K verzichtet. Die Ergebnisse stimmen mit denen in [60]
und {37] fast exakt liberein. Wie schon am Kragarm des Abschnitts 6.7.1 gezeigt, verhalt
sich der multiplikative Rotations-"update” im Gegensatz zum additiven auch fiir Rotatio-
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nen iiber 180° stabil (s. Tafel 6.11). Daf} dieses Beispiel in [60] mit der Rotationsformu-
lierung aus [74] (s. Abschnitt 5.3) {iberhaupt ohne Konvergenzschwierigkeiten berechnet
werden konnte, liegt an der geschickten Wahl des Koordinatensystems und des haupt-
sdchlich in einer Richtung abtragenden Systems. Wihrend des Verformungsvorgangs
sind die Schalendirektoren niemals parallel zu ihrem Referenzvektor, der x!-Achse.

Last Verschiebung | Verdrehung It. mutt.
[kKNm/m] [m]}
1 5 2.100 0.638 9
2 10 5.498 1.352 9
3 15 9.372 2.081 9
4 20 13.08 2.841 9
5 25 15.92 3.583 8
6 30 17.84 4.224 9
7 35 19.19 4.933 9
8 40 20.00 5.757 10

Tafel 6.10: Ergebnisse der Berechnung mit Element A9-2R (4x12-Netz)

Last Verschiebung | Verdrehung | It. mult. | It. add.
[kNm/m] [m]
1 5 2.103 0.634 9 9
2 10 5.515 1.355 9 9
3 15 9.408 2.087 9 9
4 20 13.13 2.851 9 9
5 25 15.97 3.593 8 div.
6 30 17.90 4.239 9 *
7 35 19.24 4.959 9 *
8 40 20.03 5.801 10 *

Tafel 6.11: Ergebnisse der Berechnung mit Element V8-2R (4x12-Netz)

128



6.7.5 Ringplatte von Basar und Ding [10]

C

F=2.1%10% KN/m2® \p=0.1*f kN/m

v=0
h=0.03 m
20
SDFR 45 (16x8) [32}
Schubverzerrungs—-Theorie
154
.
8
2 KFLR 48 (16x2) [32]
g 104 Kirchhoff-Love-Theorie
V16-2R é16x2;
A9-2R (15x3
> Schubverzerrungs-Theorie
0 T T T T T
0 2 4 6 8 10 12

Verschiebung vsp [m]

Bild 6.21: Ring-Platte

Dieses von Basar und Ding vorgeschlagene Beispiel ist ein sehr guter Test fiir geome-
trisch nichtlineare Schalenelemente, denn hier treten zwischen den unterschiedlichen
Elementen deutlichere Unterschiede als in anderen Beispielen auf. Die geschlitzte Ring-
platte ist lings AB eingespannt und am freien Ende mit der Linienlast p belastet. Bei
den Last~Ververschiebungskurven fallt zum einen der Unterschied zwischen den Kirch-
hoff-Love-Schalentheorie-Elementen und den Schubverzerrungs-Schalentheorie-Ele-
menten von Ding auf, obgleich der Schubverformungseinflul dieser dinnen Platte ver-
nachldssigbar sein solite. Aber auch der Unterschied dieser Elemente zu den
degenerierten Schalenelementen A4-2R, A9-2R und V16-2R ist unilibersehbar. Dieser
Effekt, daB die hier benutzten Elemente weicher reagieren, kann jedoch nicht auf die
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kontinuumstypische Interpolation degenerierter Elemente zuriickgefiihrt wetden, da
kaum gegenseitige Verdrehungen der Knotendirektoren auftreten. Zudem zeigen 9-,
aber insbesondere 16-knotige Elemente diese Schwiche nicht so ausgepragt. "Defekte”
durch die "assumed strain”-Interpolation sind ausgeschlossen, da das 16-Knoten-Ele-
ment ein reines WeggroBenmodell ist und mit 4x4 GauB-Punkten voll integriert worden
ist.

Lastfaktor A4-2R A9-2R V16-2R
(30x6-Netz) (15x3-Netz) (16x2-Netz)

f Via V3B V3a V3B Via V3B
2 1.296 1.780 1.304 1.786 1.304 1.786
4 2.438 3.353 2.449 3.361 2.449 3.361
6 3.410 4.695 3.424 4.705 3423771 4.704
8 4.245 5.845 4.261 5.857 4.260 5.854
10 4.970 6.836 4.989 6.850 4.987 6.846
12 5.606 7.695 5.628 7.712 5.625 7.707
14 6.169 8.446 6.194 8.466 6.190 8.459
16 6.672 9.108 6.700 9.131 6.695 9.123
18 7.125 9.698 7.157 9.723 7.151 9.714
20 7.538 10.23 7.573 10.26 7.566 10.25
24 8.264 11.14 8.305 11.18 8.297 11.16
28 8.887 11.91 8.935 11.95 8.924 11.94
32 9.431 12.57 9.485 12.61 93.470 12.60
36 9.914 13.14 9.973 13.20 9.954 13.17
40 10.35 13.65 10.41 13.71 10.39 13.68
44 10.74 14.11 10.81 14.18 10.79 14.14
48 11.11 14.53 11.19 14.60 11.15 14.56
52 11.46 14.92 11.54 15.00 11.50 14.95
56 11.79 15.29 11.89 15.37 11.83 15.32
60 11.97 15.65 12.22 15.76 | 12.15 15.67

Tafel 6.12: Nichtlineare Berechnung der Ring-Platte
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7  Stabilitits- und Traglastberechnungen von
Zylinder- und Kegelschalen bei konzentrierten
Beanspruchungen

In diesem Kapitel werden FE-Berechnungen an Zylinder- und Kegelschalen vorgestelit
mit dem Ziel, AufschluB iiber das Tragverhalten bei konzentrierter Beanspruchung zu
geben, insbesondere wenn geometrische und materielle Nichtlinearitét gemeinsam zum
Versagen fiihren.

Untersuchungen an Zylinderschalen unter axialen Teilrandlasten, unter TeilauBendruck
und unter rotationssymmetrischen Ringlasten dienen der Uberpriifung der einschligigen
Richtlinien hinsichtlich Zuverldssigkeit und Wirtschaftlichkeit (Abschnitt 7.2).

Studien an fliissigkeitsgefiillten Kegelschalen sollen die Bedeutung der Interaktion geo-
metrischer und materieller Nichtlinearitdt aufzeigen (Abschnitt 7.3).

Versuchsnachrechnungen geben nicht nur zusétzlichen Einblick in das Tragverhalten,
sondern verifizieren ebenso das Rechenmodell (Abschnitt 7.3.2).

7.1 Aligemeine Bemerkungen zur Berechnung

Den Berechnungen dieses Kapitels liegen degenerierte finite Schalenelemente zugrunde,
die in der Lage sind, beliebig groBe Verschiebungen und Rotationen zu erfassen, was
zur Berechnung der hier untersuchten Schalen, bei denen nur kleine bis méBig grofBie
Rotationen auftreten, jedoch nicht von wesentlicher Bedeutung ist.

Die stoffliche Nichtlinearitdt wird unter Verwendung der klassischen Plastizitdtstheorie
mit der von Mises-FlieBbedingung iiber ein Schichtenmodell beriicksichtigt (siche z.B.
{84],[78],[60]). Es wird keine Verfestigung beriicksichtigt, sondern linear~-elastisch/
ideal-plastisches Materialverhalten unterstellt.

Bei den Berechnungen mit den Programmen CARAT [104] bzw. NISA 80 [103] kamen
8-knotige Schalenelemente zum Einsatz, die vollstindig reduziert integriert worden
sind, um Locking-Phidnomene weitgehend zu unterdriicken.

In den Programmen werden Piola-Kirchhoff-Spannungen 2. Art und Green-Lagrange-
Verzerrungen benutzt. Da hier nur Probleme mit kleinen Verzerrungen untersucht wer-
den, sind Transformationen auf die in den Richtlinien verwendeten SpannungsmalQe un-
notig.

Mit Grenzlast einer nichtlinearen Rechnung ist im folgenden immer der erste Maximal-
wert einer Lastverschiebungskurve gemeint.
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7.2 Kreiszylinder unter lokalen Belastungen

7.2.1 Einleitende Bemerkungen

7.2.1.1 Ziel der Studie

Ziel der Parameterstudie ist die Uberpriifung der DASt-Richtlinie 013 [30] / DIN 18800

Teil 4 [31] im Hinblick auf eine zuldssige und wirtschaftliche Bemessung lokal bean-
-

spruchter Stahlzylinder.

Das Nachweisverfahren fiir teilbelastete Zylinder geht von einem rotationssymmetri-
schen Ersatzlastfall aus, der dieselbe Intensitit wie die Teillast hat und sich bei AuBen-
druck iiber die ganze Hohe erstreckt. Dieses Vorgehen ist fiir elastisches Verhalten ent-
wickelt worden und durch Rechnungen und Versuche abgesichert. Wird das
Systemverhalten aber zusdtzlich von der Plastifizierung des Materials beeinfluft, kann
dieses Vorgehen zu verdnderten rechnerischen Sicherheiten fithren, da der durch das
Ersatzlastbemessungskonzept vorgetiuschte, groBflichige Membranzustand in Wirklich-
keit nicht vorliegt.

7.2.1.2 Umfang der Studie

Untersucht werden mittellange bis kurze, klassisch, d.h. gelenkig, gelagerte Zylinder un-
ter lokalen, axialen Randlasten, unter Ringlasten sowie unter einem iiber die Hohe kon-
stanten TeilauBendruck. Besonderer Augenmerk wird auf Zylinder gelegt, deren
Schlankheiten eine starke Interaktion zwischen geometrischem und materiellem Versa-
gen erwarten lassen, denn bei ihnen ist die Traglast am schwierigsten vorauszusagen.
Um mdglichst realistische Versagenslasten zu ermitteln, werden zur 1. Bigenform affine
Imperfektionen mit einer maximalen Amplitude entsprechend der einfachen Vorbeultie-
fe t, nach DASt-Richtlinie 013/DIN 18800 Teil 4 ([30], [31]) angesetzt.

7.2.2 Kreiszylinder unter lokalen, axialen Randlasten

7.2.2.1 Geometrie- und Materialdaten, statisches System

Den folgenden Rechnungen liegt ein klassisch gelagerter Kreiszylinder (Randbedingun-
gen RB3 nach DASt-Ri. 013) mittlerer Linge zugrunde. Die Art der Belastung sowie
Material- und Geometriedaten sind in Tafel 7.1 zu sehen. Die bezogene Schiankheit
des Zylinders befindet sich knapp liber der Grenzschlankheit A,=1.58 des elastischen
Bereichs nach DASt-Ri. 013. Die nichtlinearen Berechnungen sind am 45°-Ausschnitt
durchgefiithrt worden.
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Belastung:
Lastfall 1: a=1/4 * U (100.0%)
Lastfall 2: a=1/8 * U ( 50.0%)
Lastfall 3: a=1/16 * U ( 25.0%)
Lastfall 4: a=1/32 * U ( 12.5%)
Material:
E=210000 N/mm?
v=0.3
op=240 N/mm?

Geometrie: t=8 mm t,=6.4 mm L=360 mm R/t=400

Tafel 7.1: Geometrie—, Material- und Belastungsdaten

7.2.2.2 Ergebnisse

Die Studie zeigt, daB der Zylinder lokal in einem Bereich nur wenig breiter als die Rand-
last (LF2-LF4) versagt. Bis zum linken Rand des 45°-Ausschnitts klingen die Verfor-
mungen ab (siche Bild 7.2), weshalb die Ergebnisse auch auf Zylinder libertragbar sind,
die mit weniger als 4 Teilrandlasten beansprucht werden.

Die Resultate der Untersuchung sind im Diagramm Bild 7.1 zu sehen. Auf der Abszisse
ist die Randlast in Prozent der Ersatzlast, auf der Ordinate die Grenzlast bezogen auf
die klassische Beullast angegeben. Folgende Feststellungen lassen sich treffen:

o Das Konzept der DASt-Ri. 013/DIN 18800 Teil 4, beim Nachweis rotationssymme-
trische Ersatzlasten zu benutzen, ist geeignet fiir Teilrandlasten, die breiter als ca.
1/16 des Zylinderumfangs sind (LF3).

« Wird die Lastbreite jedoch kleiner, steigt die Ordinate der aufnehmbaren Last rasch
an. Bei diesem Zylinder mittlerer Schlankheit ist die Traglast mit der Breite 1/32
des Umfangs 1.67 mal groBer als beim zugehdrigen, rotationssymmetrischen Rand-
lastfall.

o Die durch Teilrandlasten hervorgerufenen Biegebeanspruchungen, die durch den
rotationssymmetrischen Ersatzlastfall nicht erfa3t werden, spielen bei einem derar-
tigen Zylinder auch in Hinblick auf Materialversagen eine untergeordnete Rolle.
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Bild 7.1: Grenzlasten des teilrandbelasteten Zylinders

100

) Syt 9

Bild 7.2: Verformungen des Zylinders im Traglastzustand (LF3)

134




7.2.3 Kreiszylinder unter radialem, rotationssymmetrischem Ringaulendruck

7.2.3.1 Geometrie- und Materialdaten, statisches System

Mit den Geometriedaten von Bild 7.3 gehort der hier untersuchte Zylinder in die Katego-
rie der kurzen Zylinder, was durch die DASt-Ri. 013/DIN 18800 Teil 4 mit einem Bei-
wert C=1.07 zur Bestimmung der klassischen Beullast beriicksichtigt wird. Die Schlank-
heit I = Jor/a ox entspricht mit 1.58 genau der Grenzschlankheit des elastischen
Bereichs nach DASt-Ri. 013.

t=2cm o
RB 3: C=1.07 (DASt.-Ri. 013)
Material: St 37

Imperfektion: 1. EF max ty=0.4 t

b jmatL -

LF1: a=1.0 LF2: a=0.5
LF3: a=0.25 LF4: a=0.1

" L=300 cm —

b JR = 400 c——

Bild 7.3: Geometrie~ und Materialdaten, statisches System

7.2.3.2 Imperfektion

Als Imperfektion dient die 1. Eigenform mit einer Amplitude von max t,=0.4 t entspre-
chend der einfachen Vorbeultiefe der Richtlinien.

7.2.3.3 Diskretisierung

Nach Fliigge ergibt sich fiir den niedrigsten Eigenwert unter volistindiger, rotationssym-
metrischer Belastung ein Beulmuster mit 7 Umfangsvollwellen und einer Langshalbwel-
te. Unter der Annahme, daB sich die Versagensfigur auch unter Ringlast nicht wesentlich
andert, sind alle Rechnungen am 180/7-Grad-Ausschnitt durchgefiihrt worden. Der Zy-
linder ist mit 4 Elementen in Umfangsrichtung und 12 Giber die Hohe diskretisiert wor-

den.
7.2.3.4 Ergebnisse

Zunichst ist festzustellen, daf3 die Grenzlasten der geometrisch und materiell nichtlinea-
ren Rechnung unterhalb der Werte des vollbelasteten Zylinders aus der DASt-Ri. 013
{(x=0.7) und der DIN 18800 Teil 4 (hp=1.32, ¥4=0.373 entspricht «=0.65) liegen
(s. Bild 7.4).
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Bild 7.4: Grenziasten fiir den Zylinder unter Ringlast

Ursichlich hierfir sind eintretende Plastifizierungen, die von der DASt-Ri. 013 bzw.
der DIN18800 T4 bei diesem Schlankheitsgrad noch nicht beriicksichtigt werden. Wird
die Lastbreite reduziert, wichst die Differenz zwischen der geometrisch und der geome-
trisch-materiell nichtlinearen Rechnung, was auf den zunehmenden Einflu des plastifi-
zierenden Werkstoffs hinweist. Dennoch steigt die Intensitdt der Tragringlast an. Ein
liber die ganze Hohe angesetzter Ersatzlastfall unterschitzt bei schmalen Ringlasten die
Tragfdhigkeit des Systems deutlich.
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7.2.4 Kreiszylinder unter TeilauBendruck

7.2.4.1 Geometrie- und Materialdaten, statisches System

Betrachtet werden in dieser Studie zwei Zylinder mittlerer Linge mit R/t-Verhdltnissen
von 250 bei Zylinder A und 100 bei Zylinder B (s. Bild 7.5) unter vier Lastfallen. Die
Rechnungen sind am 180°-Ausschnitt durchgefithrt worden.

Geometriedaten: R=100mm L=200mm
Zylinder A: t=0.4mm
Zylinder B: t=1.0mm

Materialdaten: E=210000 N/mm? v=0.3
0p=240 N/mm?

Imperfektionen: Zylinder A: max ty=0.400mm
Zylinder B: max ty=0.253mm
(affin zur 1. Eigenform)

Belastung: LF1: @=90.0° LF3: =20.0°
LF2: a=45.0° LF4: a=10.0°

Bild 7.5: Geometrie—, Material- und Belastungsdaten

7.2.4.2 Ergebnisse

An beiden Zylindern sind geometrisch nichtlineare sowie geometrisch und materiell
nichtlineare Rechnungen fiir die perfekte und imperfekte Geometrie durchgefiihrt wor-
den. Exemplarisch werden hier Lastverformungskurven fiir die Lastfalle LF1 und LF4
der beiden Zylinder gezeigt (s. Bild 7.6 bis Bild 7.9). Die Traglasten fiir die imperfekte
und die perfekte Schale sind in den Diagrammen von Bild 7.10 und Bild 7.11 dargestellt.
Die Versagenslast wird auf die klassische Beullast fiir rotationssymmetrische Beanspru-
chung (Ersatzlast) bezogen. Wie auch bei den Untersuchungen in 7.2.2 und 7.2.3 kann
fiir schmale Lastbreiten eine deutliche Zunahme der Traglasten festgestellt werden. Zur
Erfassung breiterer Teillasten erweist sich das Ersatzlastbemessungskonzept jedoch als
gut geeignet. Fiir den gedrungenen Zylinder B mit einem Verhdltnis R/t=100 wird, wie
auch schon in 7.2.3, deutlich, da3 die DASt-Ri. 013 sowie die DIN 18800 T4 oberhalb
der rechnerischen Traglasten liegen.

Die Imperfektionsempfindlichkeit ist unter derartigem TeilauBendruck, insbesondere fiir
den dickeren Zylinder B, relativ gering und sinkt mit abnehmender Lastbreite. Die Last-
verformungskurven fiir Zylinder A zeigen, dall Materialversagen erst fur die Lastfélle
LF3 (0=20°) und LF4 (@=10°) EinfluB auf die Hohe der Traglast hat. Bei Zylinder B
liegt schon fiir LF1 (@=90°) eine Interaktion geometrischer und materieller Nichtlineari-
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tdt vor. Wie zu erwarten, verstirkt sich der traglastmindernde Einfiuf} des plastifizieren-
den Materials mit abnehmender Lastbreite. "
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Bild 7.6: Zylinder A - Lastfall 1
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Bild 7.7: Zylinder A - Lastfall 4
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Bild 7.11: Traglasten des teilauBendruckbelasteten Zylinders B (R/t=100)
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7.2.5 Zusammenfassung

Zusammenfassend kann gesagt werden, dafl das Ersatzlastbemessungskonzept zur Be-
messung der hier untersuchten Zylinder geeignet ist, solange die Lastbreiten nicht zu
schmal werden, sonst jedoch weit auf der sicheren Seite liegt. Materialversagen im Ein-
fluBbereich der lokalen Lasten kann diesen Effekt nicht wesentlich mindern.

Fiir gedrungene auBendruckbelastete Zylinder mit einem Verhiltnis R/t=100 ist ein Ab-
mir\derungs/faktor «=0.7 gegeniiber der klassischen Beullast nicht ausreichend.

7.3 Geometrisch und materiell nichtlineare Berechnungen an
Kegelschalen

7.3.1 Parameterstudie an fliissigkeitgefiillten Kegelschalen

7.3.1.1 Ziel der Studie

Ziel der Studie ist es, die GroSenordnung der Interaktion geometrischer Nichtlinearitit,
verursacht durch Langsdruckspannungen und materielle Nichtlinearitdt, hier wesentlich
hervorgerufen durch groBe Ringzugspannungen, an einem Beispiel zu quantifizieren.

7.3.1.2 Geometrie~ und Materialdaten, statisches System

Um das Ziel der Studie zu erreichen, werden Fiilln6he und somit das Verhiltnis Um-
fangsspannung 0 zu Meridianspannung o sowie FlieBgrenze variiert. Die iibrigen Geo-
metrie- und Materialdaten bleiben konstant (s. Bild 7.12). vy ist die Wichte der Fliissig-
keit und gleichzeitig der Lastfaktor, der wihrend der nichtiinearen Rechnung gesteigert

wird.

@ = 30°
T t=16cm
u R = 1300 cm
E = 210000 N/mm?
l v=03

Kegel A | Kegel B | Kegel C | Kegel D | Kegel E
H (cm) 1000 1283 1600 2000 2500
o (N/mm?) 160 240 360 480 600
04/0x (N/mm?) 3.92 2.95 2.28 1.74 1.31

Bild 7.12: Geometrie-~ und Materialdaten
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7.3.1.3 Diskretisierung

In [53] wird beschrieben, da bei Zylindern unter Axiallast und Innendruck die axialsym-
metrische Versagensfigur (Ringbeulen) bei zunehmenden Verschiebungen in einen un-
symmetrischen Rautenbeulmodus umspringt, verbunden mit einem Lastabfall im Nach-
beulbereich. Dieses Phdnomen hat Stegmiiller in [102] auch bei fliissigkeitsgefiiliten
Kegelschalen festgestellt. Auf die Héhe der elastischen Grenzlast und insbesondere der
elasto-plastischen Traglast hat dieser Vorgang jedoch kaum Einflu8. Steigt das Verhilt-
nis Ringspannung zu Meridianspannung, wird der Effekt unwesentlich bzw. tritt gar nicht
mehr auf. Da es in dieser Studie nicht in erster Linie um das Verhalten der Kegel im
Nachbeulbereich geht, sind nur rotationssymmetrische Versagensformen zugelassen
worden. Uber die Hohe werden zwdlf Elemente (quadratische Ansatzfunktionen) be-
nutzt, davon acht im unteren Viertel.

7.3.1.4 Imperfektionen

Den Kegeln wird eine rotationssymmetrische, zur ersten Eigenform affine Imperfektion
mit einer Amplitude entsprechend der einfachen Wandstérke aufgebracht. Diese Imper-
fektionsform erweist sich in [102] von den dort untersuchten als maBgeblich.

7.3.1.5 Ergebnisse

Zur Aufbereitung der Resultate, um die Interaktion der Nichtlinearititen sichtbar zu ma-
chen, aber auch um die hier erhaltenen Ergebnisse auf andere, dhnlich beanspruchte
Kegel Ubertragen zu kdnnen, sind die Grenzlasten in Diagrammen aufbereitet worden,
die im eindimensionalen Fall den k- Kurven fiir Stdbe entsprechen (s.a. ECCS [34]).

i

BN

geometrisch nichtlinear ) L
materiell nichtlinear

Traglastkurve

plastisch elastisch

1 1= ¥
Ye

Bild 7.13: Prinzip des Interaktionsdiagramms

Der ”Schlankheitsparameter” N auf der Abszisse ist abhdngig vom Quotienten yg/ 7y,
worin Y die plastische und . die elastische Grenzlast ist. Auf der Ordinate werden

142



die maximalen Lasten der nichtlinearen Rechnung bezogen auf yr aufgetragen. Eine
prinzipielle Darstellung des Diagramms ist in Bild 7.13 zu sehen. Am Schnittpunkt der
Kurven von geometrischer und materieller Nichtlinearitét ist die gro8te Interaktion zu
erwarten. Rechts davon néihert sich die Traglastkurve asymptotisch der Hyperbel fiir ela-
stisches Versagen und links davon der konstanten Funktion fiir plastisches Versagen.
Der Vorteil dieses Diagramms liegt darin, daB es das Tragverhalten mehrdimensional
beriicksichtigt. Dies ist gerade fiir die hier berechneten Kegel wichtig, da das elastische
Versagen vom Lingsdruck und das plastische durch Ringzugspannungen dominiert wird.
Ein Diagramm, das nur Lingsspannungen beriicksichtigt, ist in diesem Fall nicht geeig-
net. Um aus derartigen Diagrammen fiir die Handrechnung geeignete Bemessungskurven
zu entwickeln, kann analog zur ECCS +yr ndherungsweise aus dem Quotienten og/oy
berechnet werden, mit of als FlieBgrenze und o, als von Mises-Vergleichspannung,
ermittelt aus SchnittgroBen nach der Membrantheorie an der am hdchsten beanspruchten
Stelle (FuBBpunkt). Die Grenzlast vy, fiir elastisches Versagen kann aus empirisch gewon-
nenen Formeln oder aber auch aus der klassischen Beullast, abgemindert um einen Fak-
tor zur Beriicksichtigung von Imperfektionen, berechnet werden. Dieser Faktor ist wie-
derum abhingig vom Verhiltnis Umfangsspannung zu Meridianspannung. Die in dieser
Studie erhaltenen Resultate sind in den Diagrammen von Bild 7.14 und Bild 7.15 u
sehen. yg ist hierin aus den Membranspannungen berechnet worden, v, jedoch aus
einer nichtlinearen, elastischen Rechnung als erstem Maximalwert im Last-Verschie-
bungsdiagramm. Fiir die imperfekte Kegelgeometrie erhéit man einen maximalen Abfall
der Traglast zu einer rein geometrisch bzw. materiell nichtlinearen Rechnung von ca.
42%, fiir die perfekte Schale von ca. 32%. Als interessant erweist sich, dafl die Kurve
fiir die geometrisch nichtlineare Berechnung nahezu parallel zur Kurve des niedrigsten
linearen Eigenwertes verlduft. Es ist naheliegend, daraus eine Beziehung fiir die Imper-
fektions~Abminderungs-Faktoren herzuleiten, doch bedarf es dazu noch weiterer Stu-
dien mit anderen Kegelgeometrien und Imperfektionsformen. Im folgenden sollen die
Ergebnisse der FE-Rechnung den Tragfahigkeitsschétzungen der ECCS [34] und der
DIN 18800 Teil 4 [31] gegeniibergestellt werden (ohne Berlicksichtigung von Sicher-
heitsfaktoren).
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Bild 7.15: Tragverhalten fiir die imperfekte Kegelgeometrie




1,2

e=L [
4 DIN 18800 T4
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\N

[ECCS [\ \\< FE-Rechnung
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Bild 7.16: Vergleich DIN 18800 T4 — ECCS - FE-Rechnung
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Bild 7.17: Vergleich DIN 18800 T4 - ECCS - FE-Rechnung

Im Bild 7.16 und Bild 7.17 ist deutlich zu sehen, da3 die ECCS die Tragfahigkeit der
Kegel, insbesondere der Kegel A bis C (hohe Ringzugspannungen), am besten erfaBt.
Zurtickzufihren ist dieses sicherlich auf die Beriicksichtigung des mehrdimensionalen
Beanspruchungszustands in der Richtlinie von Anfang an. Die DIN 18800 T4 beschreitet
einen anderen Weg, indem flir den Beulnachweis die Ringzugspannungen zunéchst ver-
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nachldssigt werden. Am Schluf} des Nachweises konnen sie unter gewissen Vorausset-
zungen zu einer Steigerung des k-Faktors fiihren, allerdings nicht fiir die hier gewihiten
Kegel, die “ringwulstartig, elasto-plastisch” beulen. Die Folge ist, daB3 das Tragverhalten
der Kegel B bis E deutlich unterschitzt, das des Kegels A jedoch Giberschitzt wird. Wer-
den die Ringzugspannungen dennoch berlicksichtigt, ndhert man sich zwar der Traglast
der Kegel D und E, iiberschreitet sie jedoch fiir die Kegel A bis C mehr oder weniger
stark.

Ein Nachweis nach der ECCS ist zu favorisieren, weil er nicht nur quantitativ die Traglast
besser erfaBBt, sondern die Art der Nachweisfithrung dem physikalischen Verhalten eher
gerecht wird.

7.3.2 Versuchsnachrechnung der quecksilbergefiiliten Kegelschalen von Vandepitte

7.3.2.1 Einleitende Bemerkungen

Mittels einer Quecksilberfiillung ist es Vandepitte [55] gelungen, Experimente an Stahl-
kegeln im elastoplastischen Bereich durchzufiihren. Im Gegensatz zur Parameterstudie
in 7.3.1 sind die Werkstoff- und Geometriedaten jedoch so gewahit, daB3 das Versagen
in erster Linie von hohen Lingsdruckspannungen verursacht wird. Von den zahlreichen
Versuchen sind drei fiir die numerische Analyse ausgewdhlt worden. Um Aufschluf} iiber
den Versagensmechanismus zu erhalten, wurden am imperfekten sowie am perfekten
System geometrisch nichtlineare, materiell nichtlineare und geometrisch und materiell
nichtlineare Berechnungen durchgefiihrt.

7.3.2.2 Statisches System, Geometrie- und Materialdaten

Das statische System ist in Bild 7.18 dargestellt. Geometrie- und Materialdaten sind in
Tafel 7.2 zu finden.

F275SAD F278SAD F281SAD
R (mm) 100.60 100.00 99.92

t (mm) 0.5166 0.5843 0.6902

o (°) 39.9932 39.8981 39.8612
H (mm) 601.6 737.1 621.9

E (N/mm?) 174590.9 191245.3 199010.8
or (N/mm?) 217.31 333.10 154.08

vy (N/mm® *1075) 132.916 132.945 132.896
IMP (%) * 0.38 0.22 0.35

Tafel 7.2: Geometrie- und Materialdaten, Belastung (s. [55])
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Bild 7.18: statisches System Verformung im Traglastzustand

Wie auch schon in 7.3.1 ist fiir die Rechnung rotationssymmetrisches Versagen unter-
stellt worden, obgleich im Traglast- und insbesondere im Nachbeulbereich ein Umsprin-
gen vom rotationssymmetrischen in einen asymmetrischen Verschiebungszustand wahr-
scheinlich ist.

7.3.2.3 Imperfektionen

Die maximale Vorbeultiefe war aus den Versuchsdaten bekannt. Mangels Aussagen iiber
die Verteilung der Geometrieabweichung wird eine zur 1. Eigenform affine Imperfektion
gewihlt. Hierzu wurde das lineare Eigenwertproblem ( Kq+MK; )a = 0 gelost.

7.3.2.4 Ergebnisse

Die Ergebnisse der geometrisch und materiell nichtlinearen Rechnung mit Beriicksichti-
gung der Imperfektionen an den Kegeln F2785AD und F281SAD weichen nicht einmal
um 1% von den Versuchsergebnissen ab (s. Lastverformungskurven auf Bild 7.19 bis
Bild 7.21). Eine derartig hohe Genauigkeit kann bei Versuchsnachrechnungen natiirlich
nur zufillig erzielt werden. Dennoch ist sie Indiz fiir gute numerische Simulation, aber
ebenso flir hervorragende Versuchsdurchfilnrung und ausgezeichnete MeBergebnis-
se.Die Rechnung fiir den Kegel F275SAD liefert eine 5% niedrigere Traglast als die tat-
sichliche Versagenslast. Diese immer noch kleine Abweichung 148t sich moglicherweise
dadurch erkliren, daB im Versuch eine nicht so traglastmindernde Imperfektionsform
vorhanden war, wie in der FE~Analyse unterstellt. Um den Einflufl der Imperfektionen
zu quantifizieren, sind die nichtlinearen Rechnungen am perfekten sowie am imperfekten
System durchgefiithrt worden. Die drei berechneten Kegel erweisen sich als relativ imper-
fektionsunempfindlich. Die hdchsten Abminderungen zeigt Kegel F2755AD, der auch
die groBte, auf die Wanddicke bezogene Imperfektionsamplitude hat (s. Tafel 7.4). Die
geometrisch nichtlineare Grenzlast des imperfekten Kegels F275SAD ist um 12% gerin-
ger als die des perfekten Kegels, die materiell nichtlineare um 17%. Mit 28% macht
sich der EinfluB der Imperfektionen bei der geometrisch und materiell nichtlinearen Ana-
lyse am stirksten bemerkbar.
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Bild 7.19: Last-Verformungs-Kurven des Kegels F275SAD
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Bild 7.20: Last-Verformungs-Kurven des Kegels F278SAD
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Bild 7.21: Last-Verformungs-Kurven des Kegels F281SAD

Zur Verdeutlichung der Interaktion sind die Ergebnisse in die Diagramme der Studie
aus Abschnitt 7.3.1 (durchgezogenen Linien) eingetragen worden (s. Bild 7.22,
Bild 7.23). Trotz anderer Geometrieverhaltnisse und Randbedingungen liegen die Ergeb-
nisse der FE-Rechnung der perfekten Schale fast exakt auf den zigehdrigen Kurven
der Parameterstudie. Etwas abgeschwiicht, trifft diese Aussage auch auf die Resultate
der imperfekten Kegel zu. Die grofte Interaktion tritt fiir Kegel F2785AD auf (s.
Tafel 7.3). Durch den EinfluB der geometrischen Nichtlinearitit wird die rein plastische
Grenzlast um immerhin 33% abgemindert.

Kegel F275SAD F278SAD F281SAD
Y Vm' 0.71 0.67 0.82
VeV 0.83 0.78 0.90

Tafel 7.3: Interaktion der Nichtlinearitidten
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Kegel F275SAD F278SAD F281SAD
ty/t 0.22 0.12 0.17

Vo YeP 0.88 0.92 0.89
Y ¥in® 0.83 0.90 0.87

Ve Vam® 0.72 0.77 0.79

v - Laststeigerungsfaktor

» -~ perfektes System

i - imperfektes System

m - materiell nichtlineare Rechnung

¢~ geometrisch nichlineare Rechnung

gm — geometrisch und materiell nichtlineare Rechnung

Tafel 7.4: Imperfektionsempfindlichkeit
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Bild 7.22: Tragverhalten fiir die perfekte Kegelschale
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Bild 7.23: Tragverhalten fiir die imperfekte Kegelschale
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8  Zusammenfassung und Ausblick

8.1 Zusammenfassung

In dieser Arbeit sind Schalentheoriegleichungen hergeleitet worden, die von einem iiber
die Schalendicke linear verdnderlichen Verschiebungsfeld ausgehen. Sie basieren sowohl
auf Green-Lagrange-VerzerrungsmaBen als auch auf IngenieurverzerrungsmaBen. Die
Gleichungen sind fiir grofle Rotationen und mit Ausnahme der Querschubverzerrungen
fiir grole Verzerrungen giiltig. Fiir das Streichen der im Hinblick auf die Dickenkoordi-

nate quadratischen Green-Lagrange-Verzerrungsanteile Ko wird eine Fehlerabschit-

zung angegeben.

Anschlieflend wird gezeigt, daB durch Degeneration von Kérperelementen entstehende
Schalenelemente mit den Elementen gleichwertig sein kdnnen, denen die vorgestellte
Schalentheorie zugrunde liegt. Verschiedene Versionen der explizit in Dickenrichtung
integrierten, degenerierten Elemente werden hinsichtlich der Schalentheorie eingeord-
net. Die von Zienkiewicz et al. fiir explizit integrierte Elemente getroffene Annahme
einer in Dickenrichtung konstanten, inversen Jacobi-Matrix des Schalenraums erweist
sich als zu restriktiv. Die linear verdnderliche, inverse Jacobi-Matrix bei Milford und
Schnobrich fithrt auf Gleichungen, die nur unwesentlich von denen der Schalentheorie
abweichen, aber aus mehr Termen bestehen. Es stellt sich heraus, da der prinzipiell
einzige Unterschied zwischen degenerierten Schalenelementen und finiten Schalentheo-
rie-Elementen in der Art der Interpolation des Differenzvektors w zwischen dem Scha-
lendirektor der verformten und unverformten Konfiguration liegt. "Degeneriert” sind
demnach Schalenelemente, die die kontinuumstypische Interpolation von w verwenden.
Als SchluBfolgerung kann festgestellt werden, daB es sich auch fiir degenerierte Elemen-
te anbietet, von den Verzerrungsgleichungen der Schalentheorie in vektorieller Form aus-
zugehen, wie z. B. in [94]-[97] und [67].

Ingenieurverzerrungen fiir "degenerierte” Schalenelemente zu benutzen, bietet sich fiir
vorabintegrierte (explizit integrierte) Elemente nicht an, da sie nicht, wie entsprechende
Schalentheorie-Elemente, die drei Komponenten des Rotationsvektors s, sondern die
neun Komponenten der rotierten, kovarianten Basisvektoren 4; interpolieren. Auch bei
implizit in Dickenrichtung integrierten, degenerierten Elemente sind Ingenieurverzerrun-
gen nicht vorteithaft einsetzbar, da zur Bildung der tangentialen Steifigkeitsmatrix mehr
Terme berticksichtigt werden miissen als bei Formulierungen mit Green-Lagrange-Ver-

zerrungen.

Im AnschluB daran wird die bis dahin zuriickgestellte Frage nach einer zur Beschreibung
grofler Rotationen geeigneten Wahl von Rotationsparametern diskutiert.
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Die Tatsache, daB die Drehung eines Vektors um 180° z.B. durch alle Rodrigues-Rotati-
onsvektoren der Linge 7 beschrieben wird, verursacht singuldre Steifigkeitsmatrizen bei
degenerierten Elementen. Ein analoges Problem tritt bei einem Dreibein fiir Rotationen
von 360° auf. Um einen stabilen (Newton—)Algoﬁthmué zu erhalten, werden, wie z. B.
n {92}, [94]-{97], die Direktoren bzw. die Rotationsmatrizen kontinuierlich aktualisiert.
Auf anderem Weg wie in [92] und [98] wird fiir dieses Verfahren eine symmetrische,
tangentiale Steifigkeitsmatrix hergeleitet. Die Vorteile dieses Algorithmus zeigen nume-
rische Beispiele mit degenerierten Schalenelementen.

Explizit vorgestellt wird ein degeneriertes Schalenelement mit Verbesserungen nach der
»assumed strain”-Methode. Dieses Element besitzt die Option, mit 2 oder 3 Rotationsva-
riablen und mit einem gemittelten Knotendirektor oder mit mehreren zu arbeiten, und
kann somit auf verschiedene Arten Knicke in Schalen beriicksichtigen.

Um stets 3 Rotationsvariablen beziiglich globaler kartesischer Koordinaten verwenden
zu kénnen, unabhingig davon, ob eine Knickstelle vorliegt oder nicht, wird iiber eine
Penalty~Formulierung diskret je Knoten die von der Schalentheorie mit Ingenieurverzer-
rungen bekannte Symmetriebedingung der Membranverzerrungen eingefiihrt. Anhand
numerischer Beispiele, aber auch anschaulich, 148t sich zeigen, daB insbesondere 4-kno-
tige Elemente fiir groBere Penalty~Faktoren "locking”-Phanomene aufweisen.

Die mit degenerierten Elementen durchgefiihrten Stabilitdts- und Traglastuntersuchun-
gen von Zylinder- und Kegelschalen bei konzentrierten Beanspruchungen dienen dem
Zweck, die einschligigen Bemessungsrichtlinien im Hinblick auf Wirtschaftlichkeit und
Zuverldssigkeit zu untersuchen. Die Geometrie- und Materialdaten in den Paramerter-
studien sind so gewihlt worden, daB die Schalen infolge geometrischer und gleichzeitig
materieller Nichtlinearitit versagen, weil die Grenzlast dieser Tragwerke fiir diesen Fall
am schwierigsten vorauszusagen ist. Als Ergebnis der Studie an den teilbelasteten Zylin-
dern kann festgehalten werden, dal das sogenannte Ersatzlasthemessungskonzept fiir
nicht allzu konzentrierte Belastung gut geeignet ist, sonst jedoch weit auf der sicheren
Seite liegt. Bei gedrungenen, mit Aulendruck belasteten Zylindern (R/t=100) ist ein Ab-
minderungsfaktor @=0.7 zur ideellen Beullast nicht ausreichend.

Die Studie an fliissigkeitsgefiillten Kegelschalen zeigt den groflen Einflu3 der Interaktion
von geometrischer und materieller Nichtlinearitét auf die Grenzlast des Systems. Im Ge-
gensatz zur DIN 18800 T4, erfaflt die ECCS-Richtlinie diese Traglasten sehr gut, da
ihre Vorgehensweise das physikatische Geschehen stérker beriicksichtigt.

Die mit den Versuchsergebnissen der quecksilbergefiillten Kegelschalen {iberraschend
gut iibereinstimmenden numerischen Resultate kdnnen als wertvoller Hinweis auf die
Giite der numerischen Simulation gewertet werden.
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8.2 Ausbli{ck

Die Zusammenfiihrung des Degenerationskonzepts und der Schalentheorie kann aus
theoretischer Sicht als abgeschlossen gelten. Aus numerischer Sicht sind jedoch die stei-
feren Ergebnisse der Schalentheorie-Elemente gegeniiber den degenerierten Elementen
in den Beispielen 6.7.3 und 6.7.5 noch nicht geklért. Sie sind vermutlich auf die Interpola-
tion der unbekannten WeggréBenparameter zuriickzufithren, die bei den Schalentheorie~
Elementen von Ding [32] beziiglich krummliniger Koordinaten und bei den hier verwen-
deten degenerierten Elementen bezlglich orthogonal kartesischer Koordinaten
durchgefithrt wird. Weitere Untersuchungen hierzu sind notwendig.

Im Zusammenhang mit der Schalentheorie fiir groe Verzerrungen stellen sich zwei noch
offene Fragen, und zwar:

Wie grof} ist der Fehler, der begangen wird, wenn die Hypothese *Normalspannungen
in Dickenrichtung sind vernachlissigbar” benutzt wird?

Wie grof} ist der Fehler im Vergleich zum 3D-Kontinuum, wenn wie iiblich ein in Dicken-
richtung linear verdnderliches Verschiebungsfeld verwendet wird?

Ebenfalls noch nicht zufriedenstellend geldst ist das Problem der "Drillsteifigkeit” der
hier vorgestellten Schalenelemente. Die Auswirkungen des Penalty-Faktors auf nichtli-
neare Rechnungen und Eigenwertanalysen sowie die beschriebenen ”locking”-Phéinome-
ne erfordern zusatzliche Studien.

NS
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9 Anhang 1

9.1 GroB8enordnungsabschitzungen bei Schalen

9.1.1 Abschiitzungen fiir geometrische Gri8en der undeformierten Schale

Zur Abschitzung werden verwendet:
R - kleinster Hauptkriimmungsradius
h - Schalendicke

a3 = kd - Schalendirektor, d - Einheitsvektor

K =—:— - bezogene Schalendicke
0
r - Ortsvektor zur Schalenmittelfliche
Wenn d senkrecht zur Schalenmittelfliche steht, errechnet sich der (symmetrische)
Kriimmungstensor der Schalenmittelfliiche zu B° = - d., . Dessen spektrale Norm, also

der grofite Eigenwert von B, ist die groBte Hauptkrimmung 1/R [11].

1
BOf =— .1
1) -5 -1
Die Grofle B:
B=-a;,=-(kd); =~d®K,~rdy=-d® k;+xB° (9.2)
reduziert sich fiir den Fall, dal die Schalendicke schwach verénderlich ist, d. h:
d ® 1
b LA 9.3
p R (9.3
zu:
B = kB = - «d., 9.9
Damit gilt fiir die Groenordnung von B:
h 1
OBy =—=— 9.5
1B =g ©5)

Hiermit resultiert fiir die Norm des Schalen—Shifters Z = I - 6°B mit (10.26) und (10.27)
die Abschétzung:

—Esmsl‘—"-
2 2

Fiir die Norm des inversen Shifters erhilt man mit dem v. Neumann-Lemma {44]:

120 14 , da 06
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2
: 1 h h h
T (I-6°B)! s =lt——gt|l—] ... = 14+— 9.7
zi- -7 | 2 s +2R+(2R) tom O

Wenn die Dinne-Hypothese h/R << 1 gilt, kénnen die Terme héherer Ordnung vernach-
lassigt werden:

h
oflz' P =1+— 9.
(127 =1+ 5% ©-8)
Die Reihenentwicklung des inversen Shifters lautet:
Z1=1+6°B+ (6°)*B2+ (6°)°B+ ... (9.9)

Uber das Theorem von Cayley-Hamiltion kann natiirlich auch eine endliche Reihe ange-
geben werden.

9.1.2 Abschiitzung fiir geometrische GréBen der deformierten Schale

Zur Abschitzung werden verwendet:

R - Hauptkriimmungsradius der verformten Schale
h - Schalendicke der verformten Schale
h - Schalendicke der unverformten Schale
he - Bezugswert, z. B. mittlere Dicke
@ - Schalendirektor nach der Verformung
hh h
K=y« - Dickendnderungsparameter ¥ = —-—=—
hhy hy
d - normierter Direktor d.=—-i—3T i
as
d - Einheitsnormalenvektor auf der verformten Schalenmittelfliche
y - Schubverzerrung y=d-d’
F — Ortsvektor zur verformten Schalenmittelfiiche

Uber die Zerlegung des Schalendirektors & =%d = &{d + ) kann der Krimmungsten-
sor der verformten Schalenmittelfliche B" =-d ¢ als Teil der geometrischen GroBe
B erkannt werden:

B=a;, =) r=d @ Kr+kdr=d ® K:r+Xd ,r+Kp.r (9.10)

Als obere Grenze fiir die spektrale Norm von B kann dann angegeben werden:
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S
IBl<ld®@&s|+Fg+Tlye | (0.11)

Werden fiir den Schubgradienten y.p und den Dickenénderungsgradienten K die Un-

gleichungen:

I 7.l % , lﬁ%ﬁn < %_— (9.12)
erfiillt, gilt fiir die GréBenordnung der spektralen Norm von B:

O B - = (9.13)

hoR

Fiir den Shifter Z ist analog zu (9.6):

IZH1-PBs 145 9.14)
Und falls h/R < 1:

U7 h=1+7% (9.15)

9.1.3 Abschiitzungen fiir kinematische Groflen

Die Norm der Ingenieurverzerrungen des Schalenraums entspricht der gréBten Haupt-

dehnung 7:

IH =7 (9.16)
Damit kénnen die Green-Lagrange-Verzerrungen liber

U=H+I (9.17)
und

E=%(UU-1)=H+—I12§ (9.18)
abgeschitzt werden durch:

2
IEls 7+2 ©.19)

Fir die auf die Schalenmittelfliche bezogenen Green-Lagrange-Verzerrungen

£ = ZTEZ folgt mit (9.6) und (9.19):

IE|=< (H%) IE|= (1+-2%> (m%z)wg (9.20)

Mit der Aufspaltung in hinsichtlich ©° konstante, lineare und quadratische Verzerrungs-

anteile gilt:
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IE] = | Ec+ 6*(BL+6°Eq) < ne 9.21)

s
Da (9.21) an jeder Stelle tiber die Schalendicke erfiillt sein soll, muB die Norm des kon-
stanten Teils Ec kleiner als ne sein:

I Ecl=< ne (9.22)

Die grofte Hauptverkrimmung || Ep || soll auf:
N 2
| ELlI= e (9.23)
0

begrenzt werden. Um die von E¢ und £y abhingige GroBe E,, abschitzen zu kénnen,
werden die nachfolgenden Betrachtungen zur Norm des Deformationsgradienten und
des Rotationstensors bendtigt.

Die spektrale Norm fiir den Rotationstensor R erhilt man wegen RTR =1 direkt iiber
(10.28):

[R[=1 (9.24)
Mit (9.16), (9.17) und (9.24) sowie den Rechenregeln fiir eine Matrizennorm ergibt sich
fiir den Deformationsgradienten F = R(H+1):

IFll<n+1 (9.25)
Fiir Fc=F|p_, gilt die gleiche Abschitzung:

[Fcll<n+1 (9.26)
Die obere Grenze der Norm des Ausdrucks I-¥¢FZ kann ermittelt werden iiber:

I-FcFE = Re(I- UCUQRE = - Re2ECRT 9.27)

| I-FcFE| = | -R2ECRT | < 21 (9.28)
Unter der Voraussetzung verschwindender Schubgradienten y,r und Dickenidnderungs-
gradienten K¢ (s. (9.12)) wird

B =B (9.29)
und damit symmetrisch.

Ist auch B symmetrisch, so gilt fiir die Verkriimmungen E; mit F = - BF¢ (s. (3.27)):

L= —;—(FEFL +FIFc+2B) = %(- F{BF - FLB"F +2B) (9.30)
~ -FL BFc+B
bzw.:
B = F + FIBF, (9.31)
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Der beziiglich 6 quadratische Verzerrungsanteil ist dann darstellbar als:

1 _—
o= 3 (FIF_- BB) = % (FLBBF. - BB)

—

= (FIBBF, - B £, - B FEBF - FEBF KL - FBFCF(BF()

[

FLB(I - FcFO)BFc-— ELB - —Z—FCBFCEL

NI»—A

mit (9.27):
I PO (9-32)
= —F BREcR BFC —'EELB "‘2'F BFCEL

Der Fehler durch das Vernachldssigen von Eq in E kann abgeschétzt werden durch:

2
|@tals 21 tals ——[(lm)’( )”E+E;7R R ’2thZE]

—~\2 —
= [(1 +17)2(%) +%+ @ +q)2—1%]ﬂf
= (—~+ (1+n)’= ) ne max(%, a «rr])zg)-nzE (9.33)

Zusammenfassend gilt fiir den relativen Fehler:

Voraussetzungen:
1 | d® &r
=€ = L B LR ey
lreles . BEEEl<g

relativer Fehler: _
h
| o n/uEu<—~max[— (+) [—f (

— [=\2
h (t+2gg)|h (h
- max[ZR T2 [R‘+ R

~ — — <€ 1 9.34
max( s > R ) fiir R ( )
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9.2 Definition einer mathematischen Gruppe

Nach [35] lautet die Definition einer Gruppe: "Eine Gruppe ist ein Paar (G, @), beste-
hend aus einer Menge G und einer Verkniipfung @ auf G, d.h. einer Abbildung
H:GxG-»G , (a,b)—adb
mit folgenden Eigenschaften (man nennt sie Gruppenaxiome):
Gl (a®b)@c=ad(bdc) fur alle a,b,c € G (Assoziativgesetz)
G2 Es gibt ein Element ¢ € G (neutrales Element von G)
mit folgenden Eigenschaften:
G2a e®a=a firalea€G

G2b Zujedema e G gibtesein 3 € G
(inverses Element zu a) mit A Pa=e

Eine Gruppe heit abelsch, falls aulerdem noch gilt:
a®b=b®da firalle abegqG”

Anwendung auf die Menge SO(3):
SO(3) ={RER>PRTR=1 A detR=1)
Wie leicht nachzuweisen ist, gilt flir die Rotationstensoren:
R; = R;R; € SO(3) fiir alle R;, R; € SO(3),
ebenso das Assoziativgesetz,
und mit I und R'=RT gibt es in SO(3) ein neutrales

und zu jedem R ein inverses Element.
Allerdings ist im allgemeinen R;R; # R;R;. Somit ist SO(3) eine nicht kommutative

Gruppe.
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9.3 Beweis der Gleichung (5.25)

Zunichst wird gezeigt, daB:

s =Qs =>Q's Q=% mit Q € SO(3), dh. (det Q=1  (9.35)

Mutltipliziert man den Ausdruck QTs"Q von links und rechts mit den Basisvektoren,
gilt:

iTQTs Qi = det(if, s", if) = det[Q(iy s, iy)] = detQdet(iy, s, i) = i i, (9.36)
Folglich stimmt Gleichung (9.35). Wird die Beziehung :

4b=baT-bTa I (9.37)
benutzt, kann (5.25) verifiziert werden.

sin 4~ 1-cos A A
¢s+ ¢ &

RGE) =1+ p 7 s s
=T+ Sl;¢ &yl —;(;sq& (s ®s" - (s"sN)

\=Q(I+§i—%2 QTs”'Q+1—'7,°;?S—¢— (s® s~ (s9) I))QT

(9.38)

=Q<1+-s-i-;i’ §+l:%‘zlsi s §)QT= QR(s)QT
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9.4  Ableitungen von ”RotationsgréBen” nach einem Parameter

Zur Linearisierung, aber auch um z.B. Winkelgeschwindigkeiten auszurechnen, werden
die Ableitungen des Rotationstensors nach einem Parameter benétigt. Zunichst soll der
Rotationstensor in Abhingigkeit der Euler~Parameter betrachtet werden:

R=I+sing €+ (1-cosg) éé (9.39)
¢ und e seien Funktionen eines Parameters ¢:
p=¢(€), e=e(e) mit ee=1 (9.40)

Die Ableitung von R nach ¢ fiihrt auf:

R'=¢'cosg é+¢'sing 86+sing & + (1 - cosg)(8'é + é¢") (9.41)
mit: )
40
()= i (9.42)

Die schiefsymmetrische GroBe Q = R'RT , deren axialer Vektor @ der Winkelge-
schwindigkeit entspricht, falls € der Zeitparameter ist, errechnet sich mit:

RT=I-sing &+ (1-cosgp) éé (9.43)
yAS

Q=R'RT=¢ &+sing & + (1 -cos@)(ée’) (9.44)
Um diese Formel zu erhaiten, sind folgende Gleichungen benutzt worden:

ee = (9.45)

ee=0 (9.46)

ée=0 (9.47)

86é=8(eQe- (ee))=-¢& (wg. (10.11)) (9.48)

8668 = - 68 (9.49)

66é=6e@e - (e'e)])=0 (wg. (10.11)) (9.50)

(8e') = 66’ - 6’8 (wg. (10.14)) (9.51)

Der axiale Vektor @ ergibt sich aus (9.44) zu:
®=¢" e+sing e +(1-cosg)ée’ (9.52)

Nun soll Gleichung (9.52) durch den Rodrigues-Rotationsvektor ausgedriickt werden.
Einsetzen der folgenden Formeln:

s = ¢e (9.53)
¢=ss (9.54)
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@
(s s e [ L 588 ) (1 585
e-<¢) ¢e (‘/gl (ss)3/2)s <¢I ¢3 S

fihrt auf:

¢ ¢ ¢’ ¢

. 1 .
o= [sn;q) _______;os:p §+ (¢2 Sl‘;;p)s ® s]s’

0388, sing sm¢( ®s)s,+1“005¢§<%l_

Die Beziehung zwischen @ und s wird durch die Matrix T hergestelit:

1- . 1 i
T(s) = Sl:¢ —————;gs'/’s+ (;5— Sl;f)s ®s

Die Inverse von T lautet:

P
T () =—* ) I—-;—§+[;}2-————1—-—} s®s

tans 2¢ tan-‘g-

was durch Multiplikation mit T nachgewiesen werden kann.

Als Ableitung von T erhilt man:

T(s) = (‘P_C_'ﬂ/’__ﬂ‘.‘il ‘2+¢Sln¢+2cos¢§

¢’ ¢*
. (-2 -—cos¢£5¢+ 3sing «® s) s’
+—l—_—;%s—£§’ + (?;7— Si;f)(s’ Rs+s®s')
An der Stelle s=0 (¢ =0) ist T(s)' ebenso wie T endlich:
T0) =1
T(0) =25

da die Grenzwerte:
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(9.55)

(9.56)

(9.57)

(9.58)

(9.59)

(9.60)

(9.61)

(9.62)

(9.63)

(9.64)



lim Si;"’ -1 (9.65)

-0

éml—';—;ﬁfr;— (9.66)
lim ! ';SS‘P =% (9.67)
lim ""';im” =% (9.68)
RECUELTI o
;mﬂiﬂﬂz%zﬂlsi= _% (9.70)
(}jg}) (-2—005:}););]”3sin¢=___6_16 ©.71)

existieren (nachweisbar mit den Regeln von de I"'Hospital).

164



10 Anhang 2: Schreibweise und einige Rechenregeln

10.1 Symbole

« Indizes: griechisch a € [1,2]

lateinisch ie1,2,3]
« Skalar: a
« Vektor: a=ag=ag "
o Tensor 2. Stufe oder Matrix: A=Alg@gi=.... R
« Tensor 4. Stufe: A=Az RgRaeg=....
« Kronecker-Delta: i 1 firi=j

700 firi=j

Identititstensor 2. Stufe (Metriktensor): I=68lg®¢g=2:®¢
=g g ®g=2"2 Qg
Identitdtstensor 4. Stufe: I=-gQg® g g

« Permutationssymbol: €k = (gi X gj)gk = det{g;, g;, &l

+Jg fir ijk = 123,231,312
6x=1-4g fir ijk=213,132,321
0 fiir ijk =sonst

Jg = det[gs, g2, 23]
10.2 Multiplikationen

« Multiplikation mit einem Skalar:
b = aa = big; = aalg;
B=aA=Bl g ®g=aA" g Qg
o Multiplikation mit Summation'") iiber den letzten Index des ersten Faktors und den
ersten Index des zweiten Faktors:

¢ =ab (=aTh) = aiblgg; = a'blg; = a'b;... )
b = Aa = blg; = (AU g ® g))(ais") = Alai
B-AC=BH g Qg ® g ® g = (A% ®g)C™ g O g, ® & O8y)

SATCTHg . g R Qe O ~AC B0 O8O
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» Multiplikation mit Summation (ber die beiden letzten Indizes des ersten Faktors und
den beiden ersten Indizes des zweiten Faktors:

c=A'B=(Alg @ g (BY ® g) = AB¥g; gy = AB
B=C'A=(Cltg ®g ® g ® g) (A% ® g:) = CMAug; @ g
B=A'C=(Alg® g) (C™gn ® g ® & ® &) = AC™g; ® gs = B8, ® g;
e Spur einer Matrix oder eines Tensors 2. Stufe:
tr(A) = A= (Alg; ® g (8" ® gy) = A¥kgy = A
 Multiplikation ohne Summation (tensorielles Produkt):
B-a®b=a®b’ =Big ®g=(ag) @ (blg)=ablgi®g
C=A®B=CMg Qg @ e ® s =(A% ®g) D (B D)
=ABY ®g Qg ® 8
o Vektorprodukt:
c=a x b=cg' = alg; X big, = alb¥eg’
= 8b = (eia'g! ® g¥)(b'g) = €a’b g’

LIS

=48 ®g=6ga'e ®g=-ea'g @ g
Anmerkungen zu Abschnitt 10.1 und 10.2:

") Die Punkte ... stehen fir die Ausdriicke mit anderen Indexstellungen, natiirlich
unter Wahrung der Reihenfolge der Indizes.

") Die Summation geschieht grundsitzlich nur iiber gegenstindige, gleiche Indizes
(einer oben, einer unten).

xxxy

Obgleich nicht erforderlich, wird in der Arbeit manchmal zur lbersichtlicheren
Darstellung das "Transponiert-Zeichen” T bei Vektoren verwendet.

wrany

Das "Dach” ~ auf einem Vektor symbolisiert eine antisymmetrische Matrix oder
einen antimetrischen zweistufigen Tensor. Die Matrix bzw. der Tensor haben die-
sen Vektor als axialen Vektor. Das Kreuzprodukt ist so als Produkt einer Matrix
mit einem Vektor schreibbar. Ein "Dach” auf einer Matrix oder einem Tensor 2.
Stufe hat in dieser Arbeit keine besondere Bedeutung, sondern dient nur zur Unter-
scheidung von anderen GroBen.
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10.3 Ableitungen

e Partielle Ableitung beziiglich krummliniger Koordinaten® : ( ),; =~%(0-i)—
« Kovariante Ableitung bzgl. des Schalenraums im Ausgangszustand: ( )|f

. -
vily = viy =T vk

mit dem Christoffel-Symbol: T} =gn.ig* = -5, 8m

(10.1)

e Kovariante Ableitung bzgl. der Schalenmittelfiiche im Ausgangszustand: ( );

vily = vi = T§ v
Fiir ‘eine Schale gilt mit a3,; =0und a’;=0:
Christoffel-Symbok: TX=am 8= -a%a,
I =T33=0 ; bg=-T5

e Gradient bzgl. des Ortsvektors x(¢) des Ausgangszustands:

da . da a6k _
=—Q@¥ =2—m———QR1V =a, ko m) k
P o o OF =2ax®g = (amgT):®¢

= (@m k8™ +amg™x) ® g° = (@mx-anlme) e"® g

a,x

k
=aylk g* ® g* =V,a=GRADa

o Gradient bzgl. des Ortsvektors %(#") des verformten Zustands:

da o da 66“‘ i g =V.a=
a_=__'®.| ___®'J =a (g)g = xa-grada
'K 9% ¥ o= aok a_..J 1 ok

e Divergenz bzgl. x(#) :
DIVA = GRADA I = ((A" & ® g @ &) (¢! ® &)
= (AT 8 ® g ® g (¢' ® &) = Alligidiof = A"l g = Ag
» Divergenz bzgl. %(4):
divA = gradA I = A,
« 2-fache Ableitung eine Skalars s nach einem Tensor E = ¢;g' ® g':

___6}_7_:_1714 F='—af‘7‘t_g‘®g'®gk®gl=cijklgi®g‘®gk®g1
JE ® 0E EQE afijafkl ! ) g
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10.4 Einige Formeln zur Vektor- , Matrizen~ und Tensorrechnung

s Matrizen-Skalarprodukt (vollstindige Uberschiebung)
A'BC=BTA'C=ACT'B (10.9)
In Indexschreibweise:
A;B'CH = BiACH = A CHBl, (10.10)

Das bedeutet, dafl zuerst die Multiplikation ohne Punkt und dann die mit Punkt ausge-
fuhrt wird.

* Produkte mehrerer Vektoren

ab=b®a-(ba) I (10.11)
dbc = b(ac) - (ba) ¢ (10.12)
abéd =a(b x (¢ x d)) = (ac)(bd) - (bc)ad) =b(d ® a-(ad)l) ¢ (10.13)
b =baT -ab” = ab-ba (10.14)

* Gauf3scher Integralsatz

f”DIVA dV=”Ae dA (10.15)

v A
¢ ”"Produkt-Regel”
DIV(aA) = aDIVA + A*GRADa (10.16)
e Eigenwerte und Invarianten einer quadratischen Matrix
Dem Eigenwertproblem
A-20) x=0 (10.17)
ist fiir reelle 3x3 Matrizen das charakteristische Polynom
det(A =4 I) = - 2 + L(A) - ,(A)A + 1;(A) = 0 (10.18)

als Bestimmungsgleichung fiir die Eigenwerte zugeordnet. Die Koeffizienten des Poly-
noms sind die Invarianten von A:

Il(A) =trtA=A1+A,+ 43 (1019)
L(A) = %((trA)z - tr(A?) = Aidz + Aahs + Aids (10.20)
I3(A) =detA = /11/1213 (1021)
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» Ableitung der Invarianten nach ihrer Matrix

ali(A

*%)“ =1 (10.22)
ML) s 1-a (10.23)
WA _ era At (10.24)

« Norm einer Matrix [44]

Die Norm | || einer Matrix muf3 folgenden Bedingungen geniigen:
lalz0 ; [Al=0«A=0 (10.25)
fcAl=lcl Al (10.26)
la+Bl=<fAf+B] (10.27)

Fiir quadratisch Matrizen gilt ferner:

|aB|=}tAl | B]| (10.28)
In dieser Arbeit wird nur die spektrale Norm verwendet:

A = J2 ;2" = maximaler Eigenwert von ATA (10.29)
Die zur spektralen Norm gehérige Vektornorm ist:

Ivl= =it (10.30)

Wichtig in Zusammenhang mit Gré8enordnungsabschétzungen ist das v. Neumann-
Lemma [44]:

-1 <__.}_ . < .
1 ”All_"( Iy ¢ lal=2 (10.31)
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L. Hafner:

EinfluB einer RundschweiBnaht auf die Stabilitdt und Traglast des axialbe-
lasteten Kreiszylinders.

K. Schweizerhof:

Nichtlineare Berechnung von Tragwerken unter verformungsabhéngiger Be-
lastung mit finiten Elementen.

H.-P. Andra:

Zum Tragverhalten des Auflagerbereichs von Flachdecken.

P. Osterrieder:

Traglastberechnung von riumlichen Stabwerken bei groBen Verformungen
mit finiten Elementen.

T. A. Kompfner:
Ein finites Elementmodell fiir die geometrisch und physikalisch nichtlineare
Berechnung von Stahlbetonschalen.

A. Diack: .
Beitrag zur Stabilitat diskret |angsversteifter Kreiszylinderschalen unter
Axialdruck.

A. Burmeister, F. W. Bornscheuer, E. Ramm:

Traglasten von Kugelbehaltern mit Stutzen und Formabweichungen unter
Innendruck und Stitzenlangskraft.

H. Stegmiller:

Grenzlastberechnungen fllissigkeitsgefUliter Schalen mit "degenerierten”
Schalenelementen.

A. Burmeister:
Dynamische Stabilitét nach der Methode der finiten Elemente mit Anwendun-
gen auf Kugelschalen.

G. Kammler:

Ein finites Elementmodell zur Berechnung von Tragern und Stiitzen mit
offenem, dinnwandigem Querschnitt unter Berlicksichtigung der Interaktion
zwischen globalem und lokalem Versagen.

A. Matzenmiller:

Ein rationales Lésungskonzept fir geometrisch und physikalisch nichtlineare
Strukturberechnungen.

D. Tao:

Die Technik der reduzierten Basis bei nichtlinearen finiten Element-Berech-
nungen.

K. Weimar:

Ein nichtlineares Balkenelement mit Anwendung als Langssteifen axialbe-
lasteter Kreiszylinder.

K.-U. Bletzinger:
Formoptimierung von Flachentragwerken.

S. Kimmich:
Strukturoptimierung und Sensibilitatsanalyse mit finiten Elementen.



13 (1991) U. Andelfinger:
Untersuchungen zur Zuverlassigkeit hybrid - gemischter finiter Elemente fur

Flachentragwerke.

14 (1992) N. Bichter:
Zusammenfhhrung von Degenerationskonzept und Schalentheorie bei end-
lichen Rotationen.

15 (1992) Th. J. Hofmann:
Beitrag zur verfeinerten Balkentheorie.





