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Zusammenfassung

Aufbauend auf ein geschichtetes, dreidimensional orientiertes Schalenmodell werden Mate-
rial- und Strukturmodelle fur bewehrte Betontragwerke entwickelt und anhand von Versuchen
aus der Literatur mittels der Methode der Finiten Elemente untersucht. Hierfur werden zunéchst
die Besonderheiten des Strukturmodells, die sich aus der Verwendung einer dreidimensionalen
Schalenformulierung mit Differenzvektoransatz ergebenCfirund Cl-kontinuierliche Ver-
schiebungsfelder tber die Schalendicke herausgearbeitet. Auf der Seite der Materialmodelle
werden die Moglichkeiten zur numerischen Simulation kohasiver Reibungsmaterialien mittels
unmodifizierter dreidimensionaler Materialgesetze vorgestellt und fur die Anwendung zur nicht-
linearen Struktursimulation im Rahmen der weiteren Arbeit bewertet. Hier zeigt sich, dass die
phanomenologische Abbildung der Materialantwort durch hoch entwickelte Plastizitatsmodelle
kombiniert mit einfachen Schadigungsansétzen eine sinnvolle Kombination zur Struktursimula-
tion darstellt.

Fur reinen Beton wird daher zum einen ein Vorschlag von Menrath [121], ein assoziiertes
Mehrflachenplastizitatsmodell fir ebene zweidimensionale Tragwerke des ebenen Spannungs-
zustands, basierend auf den ersten beiden Invarianten des Spannungstensors bzw. -deviators, auf
das Schalenmodell erweitert; zum anderen wird ein von Kang [84] vorgeschlagenes nichtasso-
ziiertes Einflachenmodell, das alle drei Invarianten des Spannungstensors bertcksichtigt, weiter
entwickelt. Es werden insbesondere die algorithmischen Aspekte der Zeitdiskretisierung fur eine
effiziente Implementierung des Einflachenmodells, bedingt durch dessen komplexe Ableitungen
der Flie3flache nach den Spannungskomponenten, beleuchtet. Fir beide Modelle werden ent-
festigende Evolutionsgesetze, die die freiwerdende Bruchenergie als Parameter verwenden, ein-
gesetzt. Fur den lokalen Entlastungszustand innerhalb statischer Belastungspfade kommt ein
skalares Schadigungsmodell zum Einsatz. Die Grundproblematik entfestigender Materialformu-
lierungen, der Verlust der Elliptizitatseigenschaft der zugrunde liegenden Differenzialgleichung
und somit die Abhangigkeit der Losung von der Netzdichte und -orientierung, wird durch den
inneren Langenparameter der Bruchenergie gemildert. Es ist jedoch festzuhalten, dass durch
diese Vorgehensweise die Berechnungsergebnisse immer noch in geringem Mal3e von der Netz-
ausrichtung gepragt sind. Weitere Untersuchungen zum Lokalisierungsverhalten der beiden
Stoffmodelle zeigen den erwarteten Verlust der Eindeutigkeit bereits im verfestigenden Belas-
tungsast des nichtassoziierten Modells. Anhand numerischer Modellprobleme wird die Hierar-
chie der Versagensindikatoren diskutiert. Der Ansatz viskoplastischer Regularisierung zur Be-
wahrung der Hyperbolizitat des Randwertproblems wird ndher untersucht. Wéhrend sich eine
regularisierende Wirkung bei Materialien mit ausgesprochen viskoser Charakteristik nachweisen
l&sst, ist die Anwendung auf Beton bei quasi-statischer Belastung nicht motivierbar.

Die Bewehrung wird durch ein nichtlineares, auf der klassischen Plastizitatstheorie aufbau-
endes orthotropes Stoffmodell berticksichtigt. Es werden unterschiedliche Evolutionsgesetze fur
stahlerne und textile Bewehrung untersucht und im Hinblick auteteion-stiffening:=ffekt
diskutiert. Die raumliche Wirkung textiler Bewehrungsstrukturen (Gelege, Gewirke etc.) wird
innerhalb eines schubweichen Ansatzes in allen drei Raumrichtungen erfasst.

Anhand von Modellproblemen werden notwendige Modellparameter der Materialformulie-
rungen identifiziert. Durch numerische Simulation geeigneter Belastungsversuche von Platten,
Schalen und Faltwerken aus der Literatur werden die entwickelten Modelle verifiziert und ihre
praktische Aussagekraft bewertet.



Abstract

Based on a layered 3D-oriented shell formulation structural as well as material models for
reinforced concrete structures are developed. Finite element analyses of experiments taken from
the literature are used for validation. First the special properties of the layered 3D shell formula-
tion which can be employed wi@®P- or C1-continuous displacement fields across the thickness
direction will be pointed out. An overview of various possibilities to describe the full three di-
mensional constitutive relationship of cohesive frictional materials is given and discussed in view
of the application in the structural model. It will be shown that the phenomenological description
of the material behaviour by advanced plasticity models in combination with a simple approach
from damage theory is a suitable means for the numerical simulation of concrete structures.

On the one hand an associated multi-surface plasticity-model for plain concrete which has
been proposed by Menrath [121] for 2D-oriented structures obeying the plane stress condition
and which is based on two invariants of the stress tensor, is expanded for the 3D shell formulation.
On the other hand the non-associated single-surface plasticity-model of Kang [84] which incor-
porates all three stress invariants is developed further. Aspects of the time discretization of the
single-surface model and its implementation are extensively discussed since the required deriva-
tives are extremely involved. Both models exhibit softening evolution laws based on the fracture
energy approach. The local unloading effects are taken into account through a simple scalar dam-
age formulation. The main problem of softening materials in numerical investigations is the loss
of ellipticity of the underlaying differential equation which comes along with undesired effects
like dependencies on the mesh orientation and the mesh density. Using a mesh adjusted internal
length parameter is a common remedy of the problem, yet the results are slightly dependent on
the mesh orientation.

The hierarchy of failure indicators is discussed using established model problems. Numeri-
cal investigations of both concrete models show the expected loss of uniqueness already in the
hardening regime of the non-associated model. The approach of viscoplastic regularisation is in-
vestigated to maintain the well-posedness of the boundary value problem. Here regularising ef-
fects can be shown for viscoplastic materials but for concrete material under static loading this
approach has been proven to be unsuitable.

The reinforcement is accounted for through an orthotropic constitutive model which is also
based on classical plasticity theory with nonlinear or multilinear evolution laws. Different evolu-
tion laws are defined for steel and textile reinforcement and are discussed in vieten§ibe-
stiffeningeffect. The three dimensional load carrying behaviour of textile reinforcement struc-
tures (fabrics etc.) is accounted for within a shear deformable approach.

All necessary model parameters are identified by means of model problems. Numerical si-
mulations of appropriate experiments of plates, shells and folded plates are used to verify the de-
veloped constitutive models and to show their significance for practical applications.
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1 Einleitung

.Die mathematische Elastizitatstheorie hat ein glorifiziertes, in Wirklichkeit nicht existierendes Material erdacht, deteisieal-
tischen Kérper, und hat alle ihre Begriffe im Hinblick auf dieses Material geformt. Kein Wunder, daf die Materialpriifureg, welch
mit den wirklich existierenden Werkstoffen und ihrem Formanderungswiderstand zu tun hat, mit vielen Begriffsbildungen der Elas-
tizitatslehre nichts anfangen konnte.”

(H. Hencky, Der Stahlbau, Heft 5/7, 1944, pp. 21 ff.)

1.1 Einfahrung

Bewehrter Beton wurde in der Vergangenheit vielfach fur Flachentragwerke aller Art, seien es
Platten, Scheiben oder auch Schalen, verwendet. Die Mdglichkeiten seiner Anwendung sind
vielfaltig und nicht zuletzt ein direktes Resultat der freien Formbarkeit des Materials. Und ob-
wohl dieser Werkstoff in seiner heutigen Form schon seit Jahrzehnten als Synonym fur Dauerhaf-
tigkeit und Robustheit steht, sind die Lastabtragungsmechanismen dieses Verbundmaterials noch
immer Gegenstand der Forschung. Die charakteristischen Eigenschaften aller reibungsbehafte-
ten Materialien¢ohesive frictional materia)sreffen auch auf das Mehrstoffsystem ,Beton” zu.
Hierzu zahlt neben der Entfestigung und der daraus resultierenden Lokalisierung auch die Ab-
hangigkeit des Versagens von der hydrostatischen Druckkomponente. Hinzu kommt beim Beton
eine hohe Sprodigkeit und bereits eine Anfangsanisotropie aus der Rissbildung schon kurz nach
der Herstellung infolge Schwinden. Viele der zum Beispiel bei Baustahlen beobachteten Eigen-
schaften und daraus resultierenden Annahmen bei deren Materialmodellierung und numerischen
Simulation kénnen fur den Werkstoff Beton nicht Gbernommen werden und machen ganz neue
Anséatze notwendig. Dies macht den Zugang zu einer numerischen Abbildung schwierig, den Be-
rechnungslauf unter Umstanden instabil und nicht selten unmdoglich.

Seit den ersten Arbeiten von Ngo und Scordelis im Jahre 1967 [135] Uber bewehrte Betonbalken
und Rashid 1968 [155] zu Druckbehéltern wurden die numerischen Verfahren zur Berechnung
von Stahlbetonstrukturen auf Basis der Finite Elemente Methode kontinuierlich verfeinert und
verbessert. Insbesondere hat auch die rasante Entwicklung der Computertechnik die Grenzen des
Mdglichen in numerischen Simulationen stetig erweitert. Umgekehrt hat jedoch auch die Weiter-
entwicklung der Simulationsmethoden stets die Leistungsfahigkeit der zur jeweiligen Zeit ver-
fugbaren Computeranlagen bis an die Grenzen ausgenutzt. Mit der héheren Rechenleistung
wurde jeweils das nachst komplexere und genauere Berechnungsmodell zur Lésung des gestell-
ten Problems verwendet — die Zeitersparnis also nicht selten in wirklichkeitsnahere Modelle in-
vestiert.

Diese Entwicklung lasst sich anschaulich anhand einiger ausgewahlter Arbeiten zur numerischen
Analyse von Stahlbetonschalen — als der allgemeinsten Form der in dieser Arbeit behandelten
Flachentragwerke — aufzeigen. Die Literatur ist nahezu uniberschaubar und so erhebt diese kurze
Ubersicht keinen Anspruch auf Vollstandigkeit:

Die Nachfrage nach komplexen Geometrien, geringer Schalendicke und grof3en Spannweiten
hatte Forschungsarbeiten im Bereich der numerischen Analyse von bewehrten Schalenstrukturen
zur Folge. Dabei waren die geometrisch wie auch die physikalisch nichtlinearen Effekte Gegen-
stand der Untersuchungen. Dokumentiert wird dies zum Beispiel in frihen Arbeiteriam-der
versity of California at Berkeleyon Lin [107], Lin und Scordelis [108], Van Greunen [55], Chan



[27], Scordelis und Chan [168] sowie Miiller ([130], [131]), in denen zumeist Fiinf-Parameter
Schalentheorien und nichtlinear-elastische Materialformulierungen teilweise unter Berucksich-
tigung der Effekte aus Kriechen und Schwinden zur Anwendung kommen.

Aus den Arbeiten weiterer Gruppen seien exemplarisch einige genannt: So sind auf dem Gebiet
der numerischen Analyse von Stahlbetonstrukturen die Arbeiten um Schnobrich ([57], [165],
[166]) und Argyris ([1],[2]) aus den siebziger Jahren sowie von J&pia Arnesen [3jund

Owen [140] aus den achtziger Jahren zu nennen. Des Weiteren wurde im deutschsprachigen
Raum intensive Forschungsarbeit in den Gruppen von Mang ([52], [114]), Kratzig [92], Mehl-
horn [89] und Ramm ([90], [153]) geleistet, wobei die praktische Komponente im Hinblick auf
den Bau und den Betrieb von Stahlbetonkihltirmen eine mal3gebliche Rolle spielte.

Die vornehmlich im letzten Jahrzehnt geleistete Entwicklung hin zu dreidimensional orientierten
Schalentheorien, die den vollstandigen dreidimensionalen Spannungs- und Verzerrungszustand
abbilden, erlaubt die Verwendung von dreidimensionalen Stoffgesetzen in der numerischen Si-
mulation. Eine umfassende Abhandlung zur Theorie und Numerik dreidimensionaler Schalen-
formulierungen auf der Basis der Methode der Finiten Elemente sowie zu deren Entwicklungsge-
schichte findet man in Bischoff [13].

Ein grol3er Vorteil dieser Entwicklung ist in der Anwendungsmoglichkeit unmodifizierter Mate-
rialmodelle, das heif3t ohne Eingriff in den Stofftensor bzw. ohne dessen nachtragliche Konden-
sation, zu sehen. Damit stehen die vielfaltigen Entwicklungen aus dem Bereich der konstitutiven
Gesetze fur dreidimensionale Volumenmodelle zur Berechnung von Betonflachentragwerken
zur Verfigung. Andererseits kdnnen neuere Entwicklungen im Bereich der dreidimensionalen
konstitutiven Modellierung sofort und ohne Anderung effektiv fiir Schalen- und Volumenmo-
delle eingesetzt werden.

1.2 Problemstellung und Ziel der Arbeit

In dieser Arbeit sollen die neueren Entwicklungen auf dem Gebiet der Schalenmodelle mit denen
plastizitdtsbasierter Materialmodelle fir Beton und dessen Bewehrungselementen kombiniert
werden, um damit ein geschlossenes Konzept zur numerischen Simulation von Betonflachen-
tragwerken bereitzustellen. Dabei steht insbesondere die wirklichkeitsgetreue Simulation des
Tragverhaltens von Schalen- und Faltwerken aber auch einfacher Hochbauplatten im Mittel-
punkt des Interesses. Ein vorhandenes mehrschichtiges Schalenmodell dient als Ausgangsbasis
fur die Implementierung der notwendigen Algorithmen. Im Einzelnen sind die folgenden Punkte

zu klaren und gegebenenfalls umzusetzen sowie die sich daraus ergebenden Struktur- und Mate-
rialmodelle zu untersuchen.

e Einvon Menrath [121] flir Scheibenprobleme entwickeltes und auf der klassischen Plasti-
zitatstheorie aufbauendes, vollassoziiertes Mehrflachenmodell flir Beton ist fur den Ein-
satz in einem dreidimensional orientierten Schalenelement zu Uberarbeiten.

e Aufgrund der prinzipiellen Unzulanglichkeiten des auf den ersten beiden Spannungsinva-
rianten basierenden Mehrflachenmodells bei Spannungszustédnden im hohen dreiaxialen
Druckbereich soll ein weiteres plastizitatsbasiertes konstitutives Modell bereitgestellt wer-
den. Dieses soll sowohl alle drei Spannungsinvarianten bericksichtigen, als auch eine zu-
treffendere Abbildung experimenteller Ergebnisse im hohen Druckbereich erlauben. Zu-
satzlich ist die Definition der Versagensflache durch nur eine Fliel3funktion sowie eine



Reduktion der Dilatanz wiinschenswert. Ein von Kang [84] entwickeltes Versagenskrite-
rium erfillt die Anforderungen in Kombination mit einer nichtassoziierten Fliel3regel in
geeigneter Weise; es soll hinsichtlich der Evolutionsgesetze modifiziert werden und als Ba-
sis weiterer Untersuchungen dienen.

e Fur die vorgestellten entfestigenden Materialmodelle sollen ausfihrliche Untersuchungen
zum Lokalisierungsverhalten sowie zur numerischen und materiellen Stabilitat geleistet
werden. Dabei kdnnen die Eigenschaften des assoziierten Modells mit denen des nichtasso-
ziierten Modells verglichen werden. Die vorhandenen Mdglichkeiten zur Regularisierung
des Randwertproblems sind dabei zu untersuchen und auf inre Anwendbarkeit auf Plastizi-
tatsmodelle mit komplexen Flie3- und Versagensflachen zu tberprufen.

» Die fur Betontragwerke notwendige Bewehrung soll durch einen verschmierten Ansatz im
Element bericksichtigt werden. Die zugehorigen Algorithmen — ebenfalls auf Basis der
Plastizitatstheorie — fur eine schichtweise aktive Bewehrung sind bereitzustellen. Dabei
sollen die neueren Entwicklungen zu alternativen Bewehrungsmaterialien (Glas-, Aramid-
oder Carbonfasern) fur textile Bewehrungselemente in die Formulierung Eingang finden.

e Anhand von Modell- und Strukturbeispielen sollen die Leistungsféahigkeit bzw. die Gren-
zen des Strukturmodells als auch der Materialmodelle demonstriert werden. Dazu sind die
numerischen Modelle anhand des Tragverhaltens entsprechender Experimente aus der Li-
teratur zu verifizieren und insbesondere hinsichtlich der Vorhersagegenauigkeit, die
schliel3lich das Ziel aller Bemihungen der numerischen Simulation sein sollte, zu bewer-
ten.

Schlussendlich soll das vorgestellte Konzept die qualitativ hochwertige numerische Simulation
bewehrter Betonflachentragwerke auf der Grundlage der jingsten Entwicklungen sowohl im
Material- als auch im Strukturbereich ermdéglichen. So kann das Verstandnis um das Tragverhal-
ten historischer Geb&aude bei Umnutzung oder Restauration, wie zum Beispiel der Markthalle von
Algeciras (stark unterschiedliche Schalendicken in Kombination mit faltwerkartiger Randver-
steifung, siehe Bild 1.1), deren Bemessung zumeist auf sehr stark vereinfachenden analytischen
Methoden beruhte, durch die dreidimensional orientierte Simulation gesteigert oder gar erst er-
maoglicht werden. Darlber hinaus macht die Anwendung solcher numerischer Konzepte auf neue
Bewehrungsmaterialien deren wirtschaftlichen Einsatz in der Baupraxis erst moglich, indem

Ingenieur: Eduardo Torroja
Architekt: Manuel Sanchez

Baujahr: 1934
Durchmesser: 47,5 m
Schalendicke: 90 - 460 mm

Bild 1.1  Markthalle in Algeciras, Andalusien, Spanien



zum Beispiel die tatsachlich hohere Tragfahigkeit und Duktilitdt in entsprechenden Simulationen
gezeigt werden kann. Hier sei die Verwendung von textilbewehrten Betonhalbfertigteilen als ver-
lorene Schalung im klassischen Hochbau als Beispiel genannt. Auf der gleichen Basis liel3e sich
aber auch die Herstellung von schalenartigen Fertigelementen ermdglichen, die der lohnintensi-
ven Herstellung von Stahlbetonschalen entgegenwirken kénnte.

1.3 Gliederung

Im Rahmen dieser Arbeit wird zunachst ein am Institut fir Baustatik der Universitat Stuttgart
vorhandenes Schalenmodell, das als Grundlage fur diese Arbeit zur Verfiigung stand, kurz erlau-
tert. Bevor die Besonderheiten eines geschichteten 3D-Schalenmod€fskmiittinuierlichem
Verschiebungsansatz tUber die Schalendicke vorgestellt werden, sind jedoch die allgemeinen kon-
tinuumsmechanischen Grundlagen bereitzustellen. Beides Wiaitel 2 in der nétigen Aus-
fuhrlichkeit zusammengestellt. Kapitel 3 werden dann die fur das Tragverhalten und das Ver-
standnis der Lastabtragungsmechanismen notwendigen Materialeigenschaften von Beton, als
Grundmaterial des Verbundwerkstoffs, sowie die der angewendeten Bewehrungsmaterialien
kurz abgehandelt. Bei letzteren werden in dieser Arbeit traditionelle schlaffe Bewehrungseinla-
gen aus Stahl sowie textile Bewehrungselemente aus Glas- oder Aramidfasern diskutiert, die au-
genblicklich Gegenstand intensiver Forschung sind.

Fur die numerische Simulation des Tragverhaltens von Betonbauteilen wurden in der Vergangen-
heit unterschiedliche Modelle entwickelt.Hapitel 4 wird der Versuch unternommen, gangige
Methoden zu charakterisieren und anhand ihrer Merkmale fir die Strukturberechnung einzuord-
nen. Dabei werden insbesondere traditionelle Modelle, aber auch einige jiungere Entwicklungen,
die auf der Plastizitatstheorie basieren, kurz vorgesteltapitel 5 werden schlief3lich die im-
plementierten Materialmodelle fur Beton, Stahl, Kunstfasern und deren Interaktion, fir die eine
einheitliche Basis im Rahmen der Plastizitatstheorie gewahlt wurde, in ihren Eigenschaften und
Besonderheiten vorgestellt.

Zu Beginn vorKapitel 6 wird das untersuchte nichtassoziierte Einflachenmodell fir Beton hin-
sichtlich der Implementierung in Ratenform in ein nichtlineares Finite Elemente Programm for-
muliert. Dieses nichtassoziierte Modell wird anschlie3end beziglich des Verlusts von Eindeutig-
keit, Stabilitdt und Elliptizitat mit dem vollassoziierten Mehrflachenmodell verglichen. Die
Ergebnisse aus numerischen Untersuchungen an einfachen Beispielen werden anhand von Loka-
lisierungsdiagrammen dargestellt und diskutiert. Im Weiteren wiképitel 7 das vorgestellte
Mehrflachenmodell verwendet, um an Strukturbeispielen — vorzugsweise Platten und Schalen-
tragwerke — im Vergleich mit den entsprechenden Versuchen die Anwendbarkeit des Material-
aber auch des Strukturmodells zu untersuchen. Dabei steht die Erfassung des Deformations- und
des Versagenszustands im Vordergrund. AbschlieRend werdapitel 9 eine zusammenfas-

sende Bewertung der verwendeten Materialmodelle im Hinblick auf Struktursimulationen vor-
genommen und Anregungen fur weiterfihrende Arbeiten gegeben.



2 Grundlagen zum verwendeten 3D-Schalenelement

In diesem Kapitel soll auf die Grundgleichungen des dreidimensionalen Kontinuums eingegan-
gen werden, wobei die Bilanzgleichungen zunachst ausgeklammert werden. Ausfuhrliche Zu-
sammenstellungen finden sich in Arbeiten von Bufler ([22], [23]), Becker & Birger [10], Stein
[179] und Betten [12], an denen sich die folgende Ubersicht orientiert. Im Weiteren wird dann
die Schalentheorie des verwendeten geschichteten 3D-Schalenelements vorgestellt. Letztere
geht auf Arbeiten von Buchter [20] und Braun [24] zurick.

2.1 Dreidimensionales Kontinuum

.Vergeblich istdie Miihe dessen, der danach trachtete, die geeignete Form eines Tragwerkes aufzufinden, ohne sichsorher bisin
Mark die Spannungsgrundlagen angeeignet zu haben, die alle in diesem Tragwerk vorkommenden Festigkeitsprobleme regieren;
genauso vergeblich, wie die Mihe eines Arztes, welcher Rezepte schreiben und die Behandlung seiner Kranken bestimmen wollte,
ohne die Physiologie des menschlichen Organismus zu beherrschen.”

(E. Torroja, Die Logik der Form: Spannungsgeschehen, Callway-Verlag Miinchen, 1961)

2.1.1 Beschreibung von Deformationen und Verzerrungen

Ein materieller Kérpe® und der zugehorige Radd seien definiert Uber eine zusammenhan-
gende Mengelt materieller Punkte. EinomogeneKdorper besteht dabei aus materiellen Punk-

ten gleicher Eigenschaften, die, sofern diese in alle Richtungen die gleichen sindgtiopan

Korper definieren. Weiter sei angenommen, dass als kinematische Variablen nur Verschiebungen
(BoltzmanrKontinuum) vorhanden sind. Eine Berlcksichtigung von Rotationen des materiellen
Punktes Cosseratkontinuum) findet nicht statt. Um einen Punkt des materiellen Korpers nun
eindeutig zu lokalisieren, ist eine Abbildung des Kérperpunktes itkddEuklidischerPunkt-

raum) notig. Diese Abbildung muss die folgenden Bedingungen erfllen:

 Bijektivitat (Jeder Raumpunkt entspricht genau einem materiellen Punkt und umgekehrt.)

o Stetigkeii,Nahe” beieinander liegende materielle Punkte werden auch auf ,nahe” beein-
ander liegende raumliche Punkte abgebildet.)

Setzt man ein raumfestes, kartesisches Koordinatensystem voraus, so kann diese Abbildung (Ho-
moomorphismus) wie folgt angegeben werden:

| B2 ca
X2Z Mo x = () (2.3)

Dabei bezeichn@ den Korper una den Ortsvektor irfit3 sowiey die nétige Abbildung. Weiter
soll ein allgemeines, krummliniges Koordinatensystemdfmit? undé? in 2 definiert sein. Das
vollstandige Differenzial des Ortsvektordefiniert dann die kovarianten Basisvektogen je-
dem Punkt des Kérpefgin 6':

X 4yj [ _ 0X
dx = @d% = g; do' = 9 = i (2.2
Uber die inverse Beziehung werden die kontravarianten Basisvekfatefiniert:
i _ 90
g =% 2.3



Referenzkonfiguration Q Momentankonfiguration Q

Ausgangskonfiguration

Bild 2.1  Kinematik im Kontinuum

Die ko- und kontravarianten Basisvektoren stehen somit senkrecht aufeinander. Das Skalarpro-
duktg,; - g liefert folglich daskronecker-Deltaoder auch den Einheitstensor zweiter Sti!life

Die Réander des rdumlichen Korpers werdenlibenannt, wobei eine Differenzierungvion
NeumannBereiche (vorgeschriebene Spannund@&niindin Dirichlet-Bereiche (vorgeschrie-
bene Verschiebungen bzw. vorgeschriebene primére Varidjargrgenommen wird. In jeder

beliebigen Konfiguratio? gilt:

Zur Beschreibung von Deformationsvorgangen muss die in (2.1) definierte Abbydumgine
weitere Variable, die Zeit erweitert werden. Dabei wird als Referenzkonfiguration der Zustand
zum Zeitpunkt = tg und als Momentankonfiguration der Deformationszustand zum Zeitpunkt
bezeichnet. Die Wahl der Referenzzgiind somit der Referenzkonfiguration ist beliebig. Die
Ausgangskonfiguration, d. h. die Lage des materiellen Kdrpers zu Beginn der Beobachtung,
muss nicht mit der Referenzkonfiguration Gbereinstimmen (vgl. Bild 2.1). Im Weiteren wird
diese Identitat jedoch vorausgesetzt. Die Referenzkonfiguration kann somi@durdieine be-

liebige Momentankonfiguration dur@® beschrieben werden. Die Differenz beider Konfigura-
tionen wird als Bewegung bezeichnet und Uber die Abbildkyndefiniert:

[ REX R xR - RSP
Py (X, t,t) = X = P(x,t,to) 1= Py (X) (2.9

An dieser Stelle sei auf die beiden prinzipiellen Betrachtungsweisen zur Beschreibung von Be-
wegungen des materiellen Kérpers im Raum hingewiesen: Zum einen auf die materiélée oder
grangésche Betrachtungsweise, die in der Mitte des 18. JahrhundertEweneingefihrt
wurde, und zum anderen auf die raumliche dféldersche Betrachtungsweise, die nun wie-
derum auBernoulliundd’Alembertzuriickgeht. Der erste Fall wird in der Regel in der Festkor-
permechanik verwendet. Hier bewegt sich ein imaginarer Beobachter mit dem materiellen Punkt



durch den Raum. Im Gegensatz dazu ist der Beobachter Hub#ischen Betrachtungsweise
raumfest, das heil3t er misst die Eigenschaften der sich an ihm voriiberbewegenden materiellen
Punkte. Diese Art der Beschreibung findet hauptsachlich in der Strémungsmechanik Anwen-
dung.

Aus den Ortsvektoren eines Punktes in der Referenzkonfigunéﬂé,rez, 03) bzw. der Momen-

tankonfigurationf(@l, 62, 03) lasst sich der Verschiebungsvekidolgendermal3en bestimmen:
u(6%,62%6%) = x(6%,62,6%) — x(6%,62,6°) (2.6)

Uber die ortsabhangigen, kovarianten Basisvektoren der Momentankonfiguration aus Gleichung
(2.2) erhalt man unter Berilicksichtigung des Verschiebungsveksmdann

g= X=X X (Brged) H=Hrg K=Fg. 27
Der Gradient des Verschiebungsvektors wird ihéibgekirztg bezeichnet den Metriktensor
(Einheitstensor). Der gesamte Klammerausdruck in der vorstehenden Gleichung reprasentiert ei-
nen unsymmetrischetweifeldtensqrden materiellen Deformationsgradienfeer Ausdruck
desZweifeldtensorbeschreibt dabei die Tatsache, dass ein Satz seiner Basisvektoren in der Refe-
renz- und der andere in der Momentankonfiguration definiert ist. Da diese im Allgemeinen nicht
identisch sind, ist der Deformationsgradient unsymmetrisch; insbesondere gilt jedoch fiir eine
reine Starrkorpertranslation oder auch eine reine Starrkdrperrotato®. Der Deformations-
gradient eignet sich daher wegen der enthaltenen Starrkdrperanteile, der Richtungsabhangigkeit
der beschriebenen Deformation und seiner Unsymmetrie nicht als Mal3 zur Beschreibung der
Verzerrungen des Kontinuums.

Mit der Gleichung (2.7) werden die kovarianten Basisvektoren der Referenzkonfiguration in die-
jenigen der Momentankonfiguration transformiert. Eine solche Operation wird augiusls ,,
forward” bezeichnet (vgl. Marsden und Hughes [115]); entsprechend gilt die inverse Abbildung
als ,pull back’-Operation:

g=F g wobei  detF = 0 (2.9

Mit dem Deformationsgradient lassen sich auch die zugehdrigen Transformationen fir Linien-,
Flachen- und Volumenelemente zwischen verschiedenen Konfigurationen durchfihren:

dx = F - dx, dA = detF (FN1- dA, dV = detFdV (2.9

Dabeiistd4 = ndA ein orientiertes, infinitesimales Flachenelement mit dem zugehdrigen Ein-
heitsnormalenvektorr. Entsprechendes gilt fir die Referenzkonfiguration. Aus den Bedin-
gungen fur die Abbildung (Bijektivitat und Stetigkeit) ergibt sich weiter die Forderung, dass
det F = 0 ist, was schlie3lich zusammen mit der Bedingung aus Gleichung (&Eu> 0

fuhrt.

Zur Herleitung eines geeigneten Verzerrungsmal3es aus dem Deformationsgr&dstaten
zwei prinzipielle Wege zur Verfigung. Zum einen kann anschaulich Giber das Quadrat eines Li-
nienelements in der Referenzkonfiguratiéat =| dx ||> und in der Momentankonfiguration

ds* =| dx ||* die Differenz gebildet werden. Damit wird sofort die Forderung nach Invarianz be-
zuglich Starrkorperrotationen und Richtungsunabhangigkeit des Deformationstensors erfulit.
Durch Verwendung des Deformationsgradienten lasst sich das differenzielle Linienelement der



Momentankonfiguration in die Referenzkonfiguration transformiepeti back. Somit ergibt
sich:

(d9? — (d9? =|| ax[[* —[ dx [[2=[| F - ok [|* —] dx || (2.10
=F-dx-F-dx—dx-dx=0dx-FT-F-dx—dx-g-dx
=dx-(FT-F—g)-dx

Im letzten rechtsseitigen Term wird der Metriktengaler Referenzkonfiguration als das neu-
trale Element dieser Konfiguration eingefuhrt. Fur kartesische Koordinatensysteme steht hier der
Einheitstensor. Der in der Klammer stehende Ausdruck entspricht dem zweitae®mnlLa-
grangeVerzerrungstensor, welcher damit wie folgt definiert ist:

E=3(FT-F-g (2.11

Der Verzerrungstensor ist folglich symmetrisch. In einem anderen Ansatz kann tber eine polare
Zerlegung des materiellen Deformationsgradieitea R - U in den orthogonaledrehtensor

R und den sogenannt®echts-StrecRensorU gezeigt werden, dass das ProdOke F! - F
keine Rotationsanteil® mehr enthalk Dabei wird von der Orthogonalitat des Drehtensors

RT - R = I Gebrauch gemacht:
C=FT-F=(R-UT-R-U=UT-RT-R-U=UT-U (2.12

C wird alsCauchy-Greerbbeformationstensor bezeichnet. Die Gleichung (2.12) kann schliel3-
lich in die Definition desGreen-Lagrangé/erzerrungstensors eingebracht werden und liefert

E = %(C — g). Fur die numerische Umsetzung erweist sich dagegen eine weitere, alternative

Darstellung des Verzerrungstensors als nutzlich. Durch Rechtsmultiplikation von Gleichung
(2.7) mit den kontravarianten Basisvektoren der Referenzkonfiguration (Tensorprodukt, siehe
Gleichung (A.3)) erhéalt man den Deformationstensor aus den gemischtvarianten Basisvektoren

ZUF =g, ® g'. Durch Einsetzen in Gleichung (2.12) kann diese umgeschrieben werden in
1 . .
E = z(gij - gij) 9d - (213

Der Verzerrungstensor ergibt sich also aus der Differenz der Metriktensoren der beiden Konfi-
gurationen. Setzt man in Gleichung (2.12) die Definition des Deformationsgradiittenden
Verschiebungsgradientdh = H + g ein (vgl. Gleichung (2.7)), so kann eine Darstellung tiber
die Verschiebungsableitungen in der Referenzkonfiguration gewonnen werden:

E=2(H+9T-H+9)—g =3H-H+HT-g+g"-H) (219

Durch eine Linearisierung beziiglich der Referenzkonfiguration erhalt man schlief3lich den Ver-
zerrungstensor fur kleine Verschiebungen zu

e=%(HT-g+gT-H)=%(HT+H) . (2.15

1. Das Formelzeiche steht in der Literatur sowohl fir den Cauchy-Green-Deformationstensor
als auch fur den Materialtensor. Mit Ausnahme dieses Abschnittes ist in dieser Arlasjédath
stets der Materialtensor bezeichnet.



Der \Wollstandigkeit halber sei an dieser Stelle noch angemerkt, dass sich die kladsigehen
nieurverzerrungem im linearisierterGreen-Lagrangederzerrungstensor wiederfinden. Dne
genieurdehnungemn ;,y,,, 733 entsprechen dabei exakt déreen-Lagrange>ehnungen, die
Ingenieurgleitungery,,v3,7,3 jedoch dem doppelten Betrag @reen-Lagrangeschubver-
zerrungen.

2.1.2 SpannungsmaBe

Zur Motivation des Spannungsbegriffs muss kurz auf die materielle Darstellung des statischen
Kraftegleichgewichts eingegangen werden. Prinzipiell hergeleitet aus dem Impulserhaltungssatz
(Satz von der Erhaltung der Bewegungsgrol3e), stellt sich das Gleichgewicht eines Teifkdrpers
bezogen auf die Momentankonfigurati@;; wie folgt dar (der Impulserhaltungssatz muss ftr
jeden beliebigen TeilkdrpeB, C B und B, C B erfillt sein):

Jﬁbd\_/+ Jfodﬂ=0 (2.19

B, 9B

Der erste Term représentiert die Volumenkrdfie der zweite die Oberflachenkraff§. Der

Spannungsvektar(Schnittkraftdichtepuf dem Rand ist definiert ads = lim j—g = c%r ;

Aa—0
uber daauchyTheoreny, = o - m wird dieser identifiziert als einfache Verjungung Gesi-
chy-Spannungstensors mit der entsprechenden Flachennormalen — anschaulich vorzustellen als
resultierende Kraft eines Flachenelements bei einem gedachten Schnitt durch einen Korper. Da
sich derCauchySpannungstensor auf die Flachenelemente in derselben Konfiguration bezieht,

wird er auch als wahrer Spannungstensor bezeichnet. Die Symme@gubdySpannungsten-
sorso = o lasst sich anhand der Drehimpulsbilanz zeigen.
Uber die Transformation der resultierenden OberflachenkFfte die Referenzkonfiguration

— dabei kommt Gleichung (28ur Anwendung — kann ein weiteres Spannungsmalf3, der
1. Piola-KirchhoffSpannungstensét (1. P. K.), abgeleitet werden:

Ift=deK=Ja-erK=Ja-detF(FT)‘l-ndA (2.17
) )
P:=detFo-(FH? ; Px=PT (2.189

Der1. Piola-KirchhoffSpannungstensor ,erbt” nunmehr die Eigenschaft der Unsymmetrie des
Deformationstensorg. Um diesen Nachteil zu beheben, wird deiPiola-KirchhoffSpan-
nungstensor tUber eine Kongruenztransformation symmetrisiert; man erh2ltRiefa-Kirch-
hoff-Spannungstens&:

S=Fl-P=detFF1-g-(FN?! (2.19

Der 2. Piola-KirchhoffSpannungstensor (2. P. KSkann physikalisch nicht interpretiert wer-
den, er stellt jedoch zusammen mit d&meen-Lagrangeserzerrungstensor eine energetisch
konjugierte Paarung zur Darstellung der inneren Spannungsleifyibgzogen auf die Refe-
renzkonfiguration dar:



W, = JS:E av (2.20
B

2.1.3 Prinzip der virtuellen Arbeit

Die hier nicht naher behandelte Impulsbilanzgleichung fur einen Teilkprpeler Momentan-
konfiguration dient als Ausgangspunkt fur die Herleitung des aquivalenten Prinzips der virtuel-
len Arbeit:

I'=[,5>'T'd\7= [ﬁde+ Jfodﬂ (2.21)
B, B, By
Anwenden desCauchyTheoremst = o - 7 und anschlieBende Umwandlung des Oberfla-

chenintegrals auf dem Raaé in ein Volumenintegral mit Hilfe deSaul3schen Integralsatzes
liefert:

j(ﬁ(b—i) +dive)dvV=0 (2.22
By

Die triviale Losung fur einen beliebigen materiellen Teilkonpélokale Form) im statischen
Gleichgewicht § = x = 0) lautet dann:

pb+dve =0 (2.23

Gleichung (2.23) wird auch adsarke Forndes Gleichgewichts bezeichnet. Diese wird mit einer
beliebigen Testfunktiotu multipliziert und anschliel3end Gber das Volumen integriert. Die An-
forderungen an die als Verschiebungsfeld interpretierbare Testfunkticstesige: Differenzier-
barkeitund die Einhaltung der geometrischen Randbedingungex®aiiur die Momentankon-
figuration erhalt man damit:

V_\/=Idi_VU-c3ud\7+I,5b'éud\7=O (2.24

B B

Durch Anwendung des Divergenztheorems und@gas#3schen Integralsatzes wird schlief3lich
dieschwache Forndes Gleichgewichts bzw. das Prinzip der virtuellen Arbeit als dessen mecha-
nische Interpretation in der Momentankonfiguration erhalten:

W = J(O.n).audﬂ—ja:Vxéud\_/+j,5b-c3ud\7=O (2.25

0B B B

Oder mit den Spannungsrandbedingunges ¢ = o - ir:

V_V=fa:Vx6ud\7—fﬁb-6ud\7— ffo-éudﬁ=0 (2.26

B B F
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Bezogen auf die Ausgangskonfiguration lautet das Prinzip damit:

[

W = J P:Vydu dv—jpb'éu dv — Jto-éu dA=0
P B 9B 2.27
=J(S:5EdV—I,ob-6udV— Jto-éudA=0
P i 9B

In der letzten Umformung wird von der Symmetrie des 2. P. K.-Spannungstensors Gebrauch ge-
macht, die nur den symmetrischen Anteil des Prod#ii&F beriicksichtigt und somit als
OE = sym(F'0F) = %(FTéF + 6FTF) identifiziert werden kann.

2.1.4 Prinzip von Hu-Washizu

Im Hinblick auf das verwendete 3D-Schalenelement soll an dieser Stelle zunachst das Prinzip
von Hu-Washizworgestellt werden. Das modifizierte Prinzip, welches Bichter et al. [21] zur
Beseitigung dedoisson-Dicken-Lockingnittels eines EAS-Ansatze&rthanced Assumed
Strain) in Dickenrichtung aufgreifen, wird anschliel3end kurz behandelt.

Ausgehend vom Prinzip vom Minimum der potenziellen Enei@i®/( p. E)

H(u,E)=JV\/‘”‘(E)dV—pr-udV— Jto-udA, (2.28
B B OB
mit der Formanderungsenergiedicht&’(E), werden die geometrischen Gleichungen iiber die

LagrangeMultiplikatoren 4 und u# in das Funktional eingebracht:

(U, E, A, p) = j([V\/"”t(E) + A (%(FT- F-g)- E)] dv (2.29

3
—J(pb-udV— fto-udA+ Ju-(uo—u)dA=stat

9P 9B,
Die erste Variation liefert
Mgy = J( M OE av (2.30

B

+ ({61:(%<FT- F-g)- E) + 4 (FT- Vydou —6E)} dv
J
B

— fpb-éu dVv — Jto-éu dA + I(Sy-(uo—u) dA=0 .
B

0B 0B,

11



Mit Hilfe desGaul3schen Integralsatzes fihrt man die erste Variation in die folgende Form Uber,
aus der sich tuber das Fundamentallemma der Variationsrechnung schlie3kchedi@lei-
chungen ableiten lassen:

oE -
B B

( .
Oty = | WT. SEdv — [pb-oudv (2.31)

+ “cu:(%(FT-F—g)—E)—au-div(F-z)—z:aE] dv

B

— J(tO—F-/l-n)-éu dA + Jé,u~(u0—u)dA=O
0P By

Die EuIer—GIeichung%l;m — A = 0 identifiziert derLagrangeMultiplikator A mit dem Span-

nungstensosS. Der zweiteLagrangeMultiplikator# kann durch einen Vergleich der Koeffi-
zienten der beiden letzten Terme in Gleichung (2.31) als SpannungsValdatifiziert werden.
Damit lautet das Prinzip vadu-Washizu

(U, E, S, 19 = vaim(E) +S: (%(FT- F—g)- E)] dv (2.32
B
— jpb-u dv — fto-u dA + Jts- (ug — u) dA = stat
B 0Bg 0B,

Simo & Rifai [174] verwenden das Prinzip vidn-Washizun einer modifizierten Form zur Her-
leitung der EAS-Methode (siehe audethod of incompatible mogeBabei werden, ebenfalls
ausgehend vom Prinzip des Minimums der potenziellen Energie (2.28), die Verzerrungen im
Funktional reparametrisiert:

E:=E—%(FT-F—9)=E—E” (2.33

Gleichfalls wird (2.33) Gber die Multiplikatorenmethode in das Prinzip vom Minimum der poten-
ziellen Energie eingebracht, so dass das modifizierte PrinziplueWashizwerhalten wird:

I7%%u, E, A, u) = f[w'm(u,é) + 4 :E} dv (2.39
B
— pr-udv— Jto-udA+ Jy-(uo—u)dA=stat
B 0Bs 0By

Die Eulerschen Differenzialgleichungen kénnen dann tber die erste Variation und anschlie-
Rende Anwendung dé€xaul3schen Integralsatzes aus dem Fundamentallemma der Variations-
rechnung erhalten werden. DiagrangeMultiplikatoren 4 und 4 werden wiederum als Span-
nungstensor bzw. Spannungsvektor identifiziert. Eine detaillierte Abhandlung zur Thematik der
Energieprinzipe findet sich in Bischoff [13].
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Anmerkung: Beider Herleitung des Prinzips von Hu-Washizu wird in dieser Arbeit vom Prinzip
vom Minimum der potenziellen Energie ausgegangen. Diese Vorgehensweise ist
vor dem Hintergrund der Elemententwicklung fir Schalentragwerke zu sehen und
in der Literatur Ublich. Fur elastoplastische Problemstellungen, wie sie in dieser
Arbeit im Weiteren verfolgt werden sollen, ist diese Potenzialeigenschatft nicht ge-
geben und diese Vorgehensweise somit streng genommen nicht zuléassig. Eine kon-
sistente Herleitung der Finite Elemente Formulierung kann jedoch ausgehend
von der variierten Form erfolgen.

2.1.5 Konstitutive Beziehung fur elastische Werkstoffe

Den Zusammenhang zwischen Verzerrungen und Spannungen liefert der vierstufige Materialten-
sor. Definitionsgemal liegt elastisches Verhalten dann vor, wenn der Spannungstensor durch eine
Funktion des Verzerrungstensors eindeutig bestimmt werden kann. Ausgangspunkt fur die in die-
ser Arbeit behandelten elasto-plastischen Materialien ist der elastische Materialtensor mitim All-
gemeinen 21 unabhangigen Parametern. Zwar beinhaltet ein allgemeiner Tensor vierter Stufe
81 Konstanten, durch die Symmetrie des Spannungste$idayk (2.19)) und des Verzerrungs-
tensorsE (vgl. (2.11)) mit jeweils sechs Unabhangigen wird deren Anzahl jedoch auf maximal

36 reduziert. Durch die Forderung nach einer wegunabhéngigen Spannungsleistung (Potenzial-
eigenschaft der Formanderungsenergiedichte) lassen sich unter Beachtung des Satzes von
Schwarz (Kommutativitat der Ableitungen in der mehrdimensionalen Analysis) 21 Konstanten
motivieren:

_0S _ AW 92w _ _
C=%E~E ® 0E ~ IE; 9Ey % ©g IR, (2.39

Sind diese Werkstoffe dariiber hinaus auch noch von der Orientierung unabhéngig (Isotropie),
reduziert sich die Anzahl der unbekannten Materialparameter infolge weiterer Symmetriebe-
dingungen auf zwei. Als Zwischenstufe konnen orthotrope oder transversal-isotrope Werkstoffe
mit neun bzw. finf (sechs fi@auchyMaterialien) unabhangigen Parametern auftreten.

Im Vorgriff der Anwendung auf den Werkstoff Beton kann weiter von kleinen Verzerrungen
(siehe Kapitel 4.3.1) ausgegangen werden. Das elastische Stoffgesetz bleibt dah&tauédas
nant-KirchhoffModell beschrankt, welches grof3e Verschiebungen zulasst. GrolRe Verzerrungen,
wie sie zum Beispiel voiNeo-Hooke-, Mooney-Rivlin- oder Ogdktaterialien beschrieben
werden kdonnen, kommen nicht zur Anwendung.

Der vierstufige linear-elastisclgt. Venant-KirchhoffVerkstofftensor lautet:
C = (ZG<1+21/) gigh + G(gikgjl 4 gilgjk)> i ®g YUY (2.39

Dabei bedeutet die Querdehnzah{; den Schubmodul. Der Zusammenhang mit demée
Konstanten g und A) und dem ElastizitatsmodH&l ist wie folgt gegeben:

__E . _ _
C=513y H=G A_ze(l_VZV) (2.37)

Die 2. Piola-KirchhoffSpannungen lassen sich dann Uber eine zweifache Verjingung des Werk-
stofftensors mit dereen-Lagrangé/erzerrungen bestimmen:

S=C:E (2.38
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2.2 Linearisierung

Die im Rahmen dieser Arbeit untersuchten nichtlinearen konstitutiven Beziehungen fuhren auf
Strukturebene ebenfalls zu nichtlinearen Beziehungen. Zur Losung wird im Allgemeinen auf in-
krementell-iterative Algorithmen zurtickgegriffen, in denen die Gesamtbelastung stlickweise
aufgebracht und danach das Residuum aus auf3eren und inneren Lasten ausiteriert wird. Hierftr
hat sich dadlewtonRaphsorVverfahren etabliert, das bei konsistenter Linearisierung eine qua-
dratische Konvergenzrate aufweist. Am Beispiel des Prinzips der virtuellen Arbeit (Gleichung
(2.27)) soll die Vorgehensweise in detal-Langrangéchen Darstellung, bei der sich samtliche
GroRen auf die Ausgangskonfigurati@rozw. %8 ¢ beziehen, verdeutlicht werden. Demgegen-

Uber steht diepdated-Lagrangeche Formulierung, bei der sich samtliche Gré3en auf den be-
kannten Gleichgewichtszustand des vorhergehenden Lastschrittes beziehen (siehe hierzu auch
Bathe [9], Marsden [113], Hofstetter & Mang [74], Ramm [152], [154]).

Zum Zeitpunkin seien sowohl die auBeren Krabigundt,,,, als auch die hiervon hervorgerufe-

nen Verschiebungem, bekannt. Dann I&sst sich das Prinzip der virtuellen Arbeit in materieller
Darstellung wie folgt schreiben:

W(up, du) = ISn : OEn(up, ou) dV —prn - ou dVv —f ton - OU dA=0 (2.39
B B 9B
Durch inkrementelle Steigerung der Belastung fur den Lastsetitstellen sich die zunachst

unbekannten Verschiebungep, ; = u, + 4u, ., ein, die nach der Linearisierung von Glei-
chung (2.39) mit derilewtonVerfahren zu ermitteln sind.

LIN W(u,du) = W(up,0u) + D, W(up,0u) 4u (2.40
Hierfur ist im zweiten Term di&ateauxAbleitung (Richtungsableitung) gemaf
D, W(up,du) Au = %[W(un + edu,ou)]._,

_ 0W(up + €4u,0u) d(un + € Au)
B ou de c=0
dW(up, 0u)

= o Ay (2.49)

zu bilden. Bei Beschrankung auf Lasten, die nicht vom aktuellen Verschiebungszustand abhéngig
sind, erhalt man aus Gleichung (2.41)

D, W(Up, OU) AU = ”(g—g';:AEnH) L OEn + Sn:A(éEn+l)] dv

B

- ijbm-au dv — JAto,nH-au dA (242
B IBg

so dass das linearisierte Prinzip der virtuellen Verschiebungen (2.40) unter Verwendung von
Gleichung (2.35) wie folgt lautet:
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[[(Cn 1 AE, 1) 1 OEn + Snt A0, )]
B

= [pbn+1'(§u dV+ jtoln+l'5u dA_ JSnaEn dV (243
B 0Bg B

Samtliche Grof3en der rechten Seite von Gleichung (2.43) sind nach Aufbringen des Inkrements
a priori bekannt und stellen die Ungleichgewichtskr&te; aus aul3erer virtueller Arbeit des
Lastinkrements+1 und den inneren Kraften des Lastinkremerdar. Innerhalb des iterativen
Verfahrens — das selbstverstandlich erst nach der Diskretisierung angewendet werden kann — sind
daher die unbekannten Verschiebungen der linken Seite zu bestimmen. Zur Linearisierung des
diskretisierten Problems fur Schalentragwerke sei an dieser Stelle auf die ausfuhrliche Abhand-
lung von Bischoff [13] verwiesen.

Die Losung des diskretisierten und linearisierten Problems mit#smonRaphsorVerfahren

wird im Allgemeinen durch eine Nebenbedingung gesteuert. Diese kann durch ein Lastinkre-
ment, eine diskrete Verschiebung im Lastschritt oder eine Bogenlange definiert sein. Den im
Rahmen dieser Arbeit vorgestellten Anwendungsbeispielen wurde meist ein Verschiebungs-
oder Bogenlangenverfahren, jeweils mit adaptiver Schrittweitenanpassung zugrunde gelegt
(siehe hierzu Reitinger [157]).

2.3 Kinematik eines 3D-Schalenmodells

2.3.1 Ubersicht

Die Beschreibung von Deformationen dinnwandiger Tragwerke (Platten, Scheiben und Scha-
len) hat in der Mechanik eine lange Tradition. Eine Klassifizierung wird Gblicherweise anhand
der zugrunde liegenden und vereinfachenden kinematischen Annahmen ftir die Deformationen
des senkrecht zur Schalenmittelflache stehenden Direktors vorgenommen. Insofern I&sst sich der
Begriff des Drei-Parameter-Modells, als in historischer Sicht erstes Schalenmodell auch bekannt
als Kirchhoff-LoveModell, anschaulich tber die ausschlie3lich vorhandenen drei Verschie-
bungsfreiheitsgrade erklaren: Die Hypothese vom Ebenbleiben des Querschnitts, dem stets senk-
recht auf die Schalenmittelflache stehenden Direktor und dessen unveradnderbaren Lange (bei
Balkentheorien bekanntlich digernoullrHypothese) lasst nurmehr die drei Translationen im

3 als Freiheitsgrade zu. Aquivalent Zuimoshenkeaalkentheorie liefert die nachst héhere ki-
nematische Annahme zwei zusatzliche Rotationsfreiheitsgrade. Damit wird nun ein Teil der Hy-
pothese aufgegeben, wodurch der Direktor nicht mehr senkrecht zur Schalenmittelflache stehen
muss. Diese sogenaniiReissner-MindlirKinematik ist unter der Bezeichnung Finf-Parameter-
Schalentheorie bekannt. Der logische néachste Schritt besteht in der Aufgabe einer weiteren kine-
matischen Annahme, indem ein Parameter eingeftihrt wird, der die Dicken&dnderung bericksich-
tigt. In der nachfolgend beschriebenen Schalenkinematik geschieht dies dadurch, dass die
Komponenten des Schalendirektors bzw. eigentlich die Differenzvektorkomponezigin

schen Ausgangs- und Momentankonfiguration als Freiheitsgrade verwendet werden. Die hier-
durch gewonnene Formulierung wird als Sechs-Parameter-Modell (drei Translationen und drei
Differenzvektorkomponenten) bezeichnet, dessen Diskretisierung mit Finiten Elementen bereits
der Klasse deBolid-Like-ShelElemente zuzuordnen ist, da die Wurzeln zur Beschreibung der
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Bild 2.2 Kinematik des Sechs-Parameter-Modells

Schalendeformationen in klassischen Schalentheorien zu finden sind. Weiter existieren Ansatze,
die ausgehend von Kontinuumsbeschreibungen klassBibke-Elemente im Hinblick auf
Schalenanwendungen optimieren, sogenaftell-Like-SolieKonzepte. Eine ausfuhrliche
Diskussion zur prinzipiellen Aquivalenz beider Konzepte findet man in Bischoff & Ramm [14].
Ebenfalls zeigen beide Konzepte sogenanRi@sson-Dicken-Lockingsiehe Bichter [20],

Braun [24] und Bischoff [13]), sofern lineare Verschiebungsansatze in Dickenrichtung verwen-
det werden. Ansatze hoherer Ordnung, wie sie in Kapitel 2.4 beschrieben werden, verhindern die-
sen Effekt.

Fur die in dieser Arbeit behandelten konstitutiven Modelle ist es wichtig anzumerken, dass fir
das Sechs-Parameter-Modell (und die darauf aufbauenden héheren Modelle) vollstandige dreidi-
mensionale Materialtensoren zur Anwendung kommen kénnen. Demgegenuber stehen gangige
Funf-Parameter-Modelle, die im ebenen Spannungszustand formulierte Materialgesetze oder
aber einer aufwandigen Kondensation des Material- und des Spannungstensors bedurfen.

2.3.2 Beschreibung der Deformationen

Die Beschreibung des Schalenkontinuums erfolgt ausgehend von einem beliebigen Punkt auf der
Schalenmittelflache tGber den Direktgrgemal

X =1 + 6%, bzw. X =T+ 6%, (2.44)
in der Referenz- bzw. Momentankonfiguration, wobei der Direktor auf die halbe Schalendicke
normiert ist:

ag = 5 —|al X ) bzw. a; = 5 —lal X&) (2.45

Somit gilt fur den auch als Semidiskretisierung bezeichneten Ansatz in Dickenrichtung
0 = [-1.1].

Anmerkung: Der Terminus ,Semidiskretisierung” beschreibt die Tatsache, dass bereits zur
Herleitung der Schalengleichungen eine Reduktion um eine raumliche Dimension
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mit der Annahme eines entsprechenden Verschiebungsansatzes stattfindet. Die
daraus entstehenden zweidimensionalen Schalengleichungen kénnen dann mit ei-
nem beliebigen Verfahren diskretisiert und geldst werden.

Die Beschreibung der Verschiebung eines beliebigen Punkigisdem Ortsvektox in der Re-
ferenzkonfiguration lautet damit

Uu=x-x=r+0%a-r—03a;=v+0o3w . (2.46

Die zugehoérigeisreen-LagrangeverzerrungenE® werden schlie3lich unter Verwendung von
Gleichung (2.14) mit dem Verschiebungsgradienter u,; gewonnen.

1
EiljJ = §<U,i gt Ut gt Uy U,j) (2.47
Das Superskripi markiert hier die aus den Verschiebungen ermittelten Verzerrungen, um eine
formale Unterscheidung zu den in Kapitel 2.4.2 zuséatzlich auftretenden erweiterten Verzer-

rungenﬁ zu ermdglichen. Fir die kovarianten Basisvektoren der Referenzkonfiguration gilt ent-
sprechend Gleichung (2.7)

g = % = Xa mit a=12 (2.48

fur die Schalenebene. In Dickenrichtung gi{t= a, (siehe Gleichung (2.49) Durch Einset-
zen der Beziehungen (2.44) und (2.48) in den AusdruclkGdeen-Lagrange/erzerrungen

(2.47) kénnen dessen Komponenten anhand der auftretenden Potélizamtiert werden. Aus

der Annahme eines linearen Verschiebungsansatzg&s(giehe Gleichung (2.44)) resultieren
maximal quadratische Terme.

h h? 2
Hier wurde die von Bischoff [13] vorgeschlagene Schreibweise mit Vorfaktoren gewahlt, die eine
physikalische Interpretation der Verzerrungs- und Spannungskomponenten zulassen (vergleiche
Bischoff [13]). Die einzelnen Komponenten lauten damit

af=3(@-a-a-a) (2.50
B = % (aS,i “@ + 8 & — a4 — ag; - ai) Y (i,j) = (3,3), (2550
Yap = % (a?m "85 T A3, as,@) , (2.52
5 =0 sowie B33=0 (2.53

und koénnen entsprechend als Mal3 fur die Normaldehnung, Krimmung oder Schubverzerrung
aufgefasst werden.

2.3.3 SchnittgréBen und Vorabintegration des Materialgesetzes

Die in Kapitel 2.1.2 eingefiihrteéh P. K.-Spannungen werden nun entsprechend den im vorigen
Abschnitt behandelten Verzerrungen zu Spannungsresultierenden zusammengefasst. Zusammen
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mit der Vorabintegration des Stoffgesetzes tiber die Schalendicke bilden sie das Konstitutivgesetz
der Schalenformulierung (siehe Buichter [20], Braun [24] und Bischoff [13]). Bei der Reduktion
des Volumenintegrals der Spannungsgro3en auf das Flachenintegral der Spannungsresultieren-
den ist die Anderung eines differenziellen Volumenelements bezogen auf das zugehérige diffe-
renzielle Flachenelement auf der Schalenmittelflache zu berticksichtigen. Diese Anderung geht
in die Spannungsintegration tUber die Schalendicke ein und lasst sich tUber die Definition des dif-
ferenziellen Volumen- bzw. Flachenelements

dV = (g; X 9y) - g0t d9?d®  bzw. dA = |a; X a,| It dI?  (2.59

aus einem linearen Ansatz bestimmen:

dV:= u d9° dA (2.59
Den hierin als Schalenshifter bezeichneten Skalarhalt man somit zu
(91 X 9p) - 93
7 ey x &y ' (2:59

Damit lassen sich die SchnittgréRen durch Integration (iber die Koordinate der Schal@hdicke
in den Grenzen -1 bis 1 wie folgt bestimmen:

1 1 1
ni = fsiiﬂ w3, mi= Ig Su6dd® und sl = thZ S u (032 3 .(2.57
_ — -1

Entsprechend muss noch das Stoffgesetz vorab integriert werden. Durch die Definition

1
K

Di}j(kl _ fﬂ (93)K Ciikl (2) w3 Ke{0,1,23,% (2.58
-1

wird schliel3lich das Konstitutivgesetz der zweidimensionalen Schalengleichungen erhalten:

Nl ik ik Rk
Dy DT Dy A
mi| _ |pik pik ik
= |bI" DBy D3 |- |By (2.59
i ik ikl ikl
S D,” Dy Dy 4"

Werden diey,, (Terme hoherer Ordnung 6r) vernachlassigt sowie der Wert des Schalenshifters
u mitdem Betrag des Schalendirekt¢ag | angenahery = |a;| = Y2 h, sokann letztere Be-
ziehung zu

nii ik niikl
_|Po P2 “u (2.60
il = [ nik Rik | :
m D1 Dz p Kl

vereinfacht werden. Die Abweichungen dieser Approximationen von der urspriinglichen Losung
sind nach Bichter [20] nur bei Momentenbelastungen verhaltnismafig dicker Schalen bzw. bei
starken Kriimmungen von signifikanter GréRenordnung. Es ist weiter wichtig darauf hinzuwei-
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sen, dass in Gleichung (2.58) der unmodifizierte Materialte48reingesetzt wird. Dies er-
maoglicht die Formulierung vollstandig dreidimensionaler Materialgesetze, wie sie in dieser Ar-
beit im Rahmen der Plastizitatstheorie angewendet werden.

2.3.4 Behandlung von Schalenknicken

Fur die Behandlung von Schalenknicken, wie sie exemplarisch in Bild 2.3 dargestellt sind und
in einigen Beispielen in Kapitel 7 auftreten, schlagt Bischoff [13] die Mittelung des Direlgfbrs
entsprechend der Verschneidung der angrenzenden Schalenlaibungen mit deren jeweiligen Di-
rektorena’?f unda’ vor. Er zeigt in der Konvergenzstudie eines U-Profils, dass diese Vorgehens-
weise schneller gegen die Referenzldsung konvergiert, als eine Mittelung unter Zuhilfenahme
des arithmetischen Mittels der angrenzenden Schalendirektoren. Im Rahmen dieser Arbeit wurde
der Ansatz von Bischoff auf die einzelnen Schichten des im nachsten Abschnitt ausfiihrlicher be-
schriebeneMulti-Layer-Schalenmodells Gbertragen und kommt in den Anwendungsbeispielen
zum Einsatz. Eine geometrische Darstellung der Vorgehensweise fir den mehrschichtigen Scha-
lenaufbau ist in Bild 2.3b gegeben. Fur eine ausfihrliche Diskussion bei einschichtigen Schalen-
problemen sei auf Bischoff [13] verwiesen.

2.4 Ansatze héherer Ordnung in Dickenrichtung

Wie bereits in der Einleitung erwahnt, zeigen Sechs-Parameter- und diesen hinsichtlich ihres ki-
nematischen Ansatzes aquivalente Modelle sogenaRoisson-Dicken-LockingDies resul-

tiert aus dem Umstand, dass die Lage der materiellen Mittelfaser bei Biegebeanspruchung und
von Null verschiedener Querdehnzahl nicht mehr mit der Lage der geometrischen Mittelfaser
Ubereinstimmt (siehe zum Beispiel Braun [24]). Dieser Verzerrungszustand kann jedoch durch
den linearen Verschiebungsansatz und damit konstanten Dehnungen in DickenEghtucigt

erfasst werden. Die Folge sind parasitare Normalspannungen in Dickenrighiutig Losung

bieten sich hohere Polynomanséatze (p-Adaptivitat), mehrere Schichten desselben linearen An-
satzes (Multi-Layer-Ansatz, h-Adaptivitat) oder ein Ansatz auf Basis erweiterter Verzerrungen
(EAS-Methode, Sieben-Parameter-Formulierung) an (vergleiche Bild 2.4). Samtliche Vorge-
hensweisen lassen sich selbstverstandlich auch miteinander kombinieren, wobei jedoch ein er-

a) are I,
3; dreischichtiger
~_ Schalenaufbau

einschichtiger

3
i A3 ge  Schalenaufbau
as 3

Bild 2.3  Schalendirektor aus dem Schmitikt der Schalenlaibuen
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weiterter Verzerrungsansatz in Zusammenspiel mit einem Polynomansatz unter Umstanden re-
dundant ist.

Innerhalb dieser Arbeit findet insbesondere ein geschichtetes Schalenmodell mit einem linearen
Verschiebungsansatz in Dickenrichtung je Schicht Anwendung, das neben der Verminderung des
genannteihockingProblems einer schichtweisen Modellierung bewehrter Betonbauteile entge-
genkommt. Des Weiteren wird in einigen Beispielen das Sieben-Parameter-Modell angewendet,
fur welches ebenfalls eine schichtweise Auswertung des Materialtensors madglich ist. Nachfol-
gend werden beide Ansatze kurz beschrieben.

2.4.1 Geschichtetes Schalenmodell

Zur Beschreibung des Multi-Layer-Schalenmodells Miit(Anzahl der Layer) linearen Ver-
schiebungsansatzen in Dickenrichtung, wofiir im Weiteren auch der Te@%Hhasntinuitat ge-

braucht werden wird, ist es zweckmalfig, zunachst wieder den Ortsvektor eines Punktes im Scha-
lenraum zu definieren (vergleiche auch Bild 2.5):

X, =T+ %CL az cLEe-1,1] L=1,..NL (2.6))

Dabei istl. die aktuelle Schichtla; | der Direktor der aktuellen Schiclaf, der Ortsvektor der

Referenzschicht ungj, die lokale Dickenkoordinate flr die aktuelle SchichEs ist jedoch da-

rauf hinzuweisen, dass im Gegensatz zu Kapitel 2.3.2 die L&nge des Direktors jeder einzelnen
Schicht gleich der Schichthéhe gesetzt wird (siehe Bild 2.6a). Zur Beschreibung des Schalen-

punktes ausgehend von der Referenzflache der Gesamtschale, der Schalenmittelflache, wird die
Kontinuitatsbedingung, die eingf-kontinuierlichen Ubergang von einer Schalenschicht auf

die nachste sicherstellt, ausgewertet:

1 1
rL+§(+ 1) a3L=|’L+1+§(— 1) a3L+1 Y LE{l,,NL—l}(263

Sukzessives Berucksichtigen von Gleichung (2.62) in (2.61) fuhrt schlussendlich auf eine ge-
schlossene Form zur geometrischen Beschreibung des Materialpunkts:

- p-Ansatz

Multi-Layer
i
(h-Ansatz)

EAS-Ansatz

Bild 2.4  Unterschiedliche Verschiebungs- bzw. Verzerrungsansatze in Dickenrichtung

20



NL
X, =r+ z 0} as, (2.63
M=1

Hierin bilden die@iM die Eintrage in der Kontinuitatsmatrix, die jeweils fur die aktuelle Schicht

auszuwerten ist (siehe insbesondere Braun [24]). Dabei sind die Kontinuitatskoeﬁiﬂ%ﬂpten

fur jede nicht ,aktive” Schicht, das heif3t fir jede Schicht, die den aktuellen Materialpunkt nicht
enthalt, konstant (0 1/2 und+ 1) und bilden eine Linearkombination zum Ortsvektpides
aktuellen Materialpunkts (vergleiche Bild 2.6b).

Die Differenz aus Momentan- und Referenzkonfiguration liefert den Verschiebungsvektor

NL NL
u =v+ > 0 (@, —ag) =V+ > 0 Wy . (2.64
M=1 M=1
Die Komponenten déSreen-Lagrange/erzerrungstensoﬁ}fl_ = %(gijL—gijL) lassen sich dann
durch die Komponenten des kovarianten Metriktenggrs= g - g; mit

X oL ox
L L
YaL = 7ga = 8a. T Z 07 as,a und gy = 293 - % (2.69
L M=1 L,
in der jeweiligen Konfiguration ausdricken. Entsprechend den Gleichungen (2.49) ff. lassen sich
diese schreiben als

NL

Bty = aly + > 07 Bl (2.66
M=1
NL

Eual = ug + Z 0F Bz,  und (2.67)
M=1

E3a = a33 - (2.69

Referenzkonfiguration

Momentankonfiguration

Bild 2.5 Referenz- und Momentankonfiguration im Multi-Layer-Schalenraum

21



Die Vorabintegration des Materialgesetzes kann entsprechend Kapitel 2.3.3 erfolgen, jedoch
muss fiir jede Schalenschicht die Dickenkoordifaturch die jeweilige Schichtkoordinalg
ersetzt werden:

1

K
. K - h
DY = f ) cM (f) & , KeE{0,1233 (2.69
-1
Entsprechendes gilt fur die Ermittlung der Spannungsresultierenden.

Damit stehen prinzipiell sdmtliche Gleichungen fir die Diskretisierung mit Finiten Elementen
auf Basis des Prinzips der virtuellen Arbeit bereit. Hierzu wird auf die ausfuhrliche Abhandlung
von Braun [24] verwiesen. Es ist jedoch zu bemerken, dass durch den héheren kinematischen
Ansatz der Muli-Layer-Formulierung die Anzahl der Unbekannten um je drei Differenzvektor-
komponenten je zusatzlicher Schicht anwachst. Die Gesamtzahl der Freiheitsgrade entspricht so-
mit gerade der, die durch Diskretisieren mit Volumenelementen bei linearem Verschiebungsan-
satz Uber die Dicke ebenfalls notig ware.

2.4.2 Ansatz mit erweiterten Verzerrungen

Das Problem deBoisson-Dicken-Lockinf@isst sich auch durch einen erweiterten Verzerrungs-
ansatz in Dickenrichtung des Schalenraumes eliminieren. Der aus der Sechs-Parameter-Theorie
resultierende konstante Verlauf der transversalen Normaldehnéingernrd durch einen ange-

nommenen linearen Verzerrungsverlﬁgg;f3 erweitert. Bischoff zeigt in [13], dass das resultie-

rende Sieben-Parameter-Schalenmodell auch als eigenstandige Schalentheorie interpretiert wer-
den kann. Die Gesamtverzerrungen lauten damit

E-E'+E mt E=0 V (i)=(@33) (2.79

und E33 = ,533 63. Die Komponenten des Verzerrungstensors ergeben sich entsprechend den
Gleichungen (2.50) bis (2.53). Lediglich der lineare Anteil der Normalverzerrungen liefert de-

finitionsgemal’ einen Beitrag (vergleiche Gleichung (2)58); = ﬂ~33. Damit kdnnen die auf

¢ € [-1,+]]

= Koordinate in der Schicht L

Bild 2.6 = Exemplarischer funfschichtiger Schalenaufbau
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dieser Basis entwickelten Finiten Elemente der Sieben-Parameter-Theorie eine Verschiebung der
materiellen Mittelfaser unabhangig von der geometrischen Mittellinie beschreiben.

Die Behandlung der Vorabintegration des Stoffgesetzes und der Spannungsresultierenden kann
analog zu Kapitel 2.3.2 und 2.3.3 erfolgen. Eine Diskretisierung erfolgt auf Basis des in Kapitel
2.1.4 erlauterteRrinzips vorHu-Washizun den Verschiebungenund den zusatzlichen Verzer-

rungeni] (siehe Gleichung (2.34)).

OImdu, E) = j{é:aé + S: €] dv (2.7

B

- J{pb-éu dv — fto-éu dA + Jéts- (ug — u) dA
dBg IBy

Die weitere Herleitung des diskretisierten Prinzips sowie der zugehérigen Elementformulie-
rungen sind nicht Gegenstand dieser Arbeit. Der Leser wird daher auf die ausfuhrlichen Publika-
tionen von Buchter et al. [21], Braun [24] und Bischoff [13] verwiesen.

Anmerkung: Sowohl bei dem urspringlichen Sechs- als auch bei dem zuvor erlauterten Sieben-
Parameter-Modell kann eine schichtweise Vorabintegration des Stoffgesetzes
angewendet werden, um zum Beispiel die in dieser Arbeit behandelten Beweh-
rungsschichten zu modellieren. Da hierfir nur eine kinematische Schicht, para-

metrisiert ind>, jedoch mehrere materielle Schichten, parametrisief} jreu in-
tegrieren sind, ist Gleichung (2.58) entsprechend der Integrationsgrenzen zu
modifizieren und der schichtweise erhaltene ,Materialtensor” zu summieren.
Hierfur wird die Transformationsbeziehung

L
93 = _1+%[—h—h|_(l—§|_)+22hi] (2.72

i=1

aufgestellt, wobeh; die jeweilige Hohe der Schalenschicht L reprasentiert. Die
Vorabintegration (vergleiche Gleichung (2.58)) des Materialtensors kann dann
folgendermal3en vorgenommen werden:

) NL h, ! L )
S Y VR P
i=1
-1

L=1 i
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3 Charakteristika der angewendeten Materialien

Nachfolgend werden die fur eine numerische Struktursimulation notwendigen physikalischen
Eigenschaften bewehrten Betons, getrennt nach denen des reinen Betons sowie der verwendeten
Bewehrungsmaterialien, kurz erlautert. Fur eine ausfihrliche Darstellung sei auf die aktuellen
Arbeiten aus der Materialforschung verwiesen. Als Ausgangspunkt fur praktische Fragestellun-
gen bietet hier sich der Artikel von Hilsdorf & Reinhardt [67] an, wahrend die theoretischen
Aspekte unbewehrten Betons, auch im Hinblick auf eine numerische Umsetzung, in den Mono-
graphien von Karihaloo [83] und van Mier [126] detailliert beleuchtet werden. Weitere Literatur-
stellen insbesondere zu den Bewehrungselementen finden sich in den jeweiligen Abschnitten.

3.1 Beton

3.1.1 Allgemeines

Beton besteht aus einem Konglomerat von Zementstein und Zuschlagstoffen unterschiedlicher
GroRRe und Qualitat. Fir Normalbeton gilt im Allgemeinen, dass die Zuschlage eine dichtere
Struktur und eine hohere Festigkeit als die umgebende Zementmatrix haben und somit das Ver-
formungsverhalten und die Versagenscharakteristik maf3geblich durch die Eigenschaften des Ze-
mentsteins sowie der Kontaktflache zwischen Zementmatrix und Zuschlag beeinflusst werden.
Es ist jedoch ausdrtcklich anzumerken, dass diese Aussage zum Beispiel fur hochfeste Betone
und Leichtbetone nicht zutreffend ist, da bei Ersteren eine wesentlich steifere Zementmatrix und
bei Zweiteren Zuschlage geringerer Dichte und Festigkeit — jeweils im Vergleich zum Normalbe-
ton — verwendet werden. Als Folge weisen diese Betone Versagensmechanismen auf, die ganz-
lich anderen Gesetzmaligkeiten folgen.

Betonbauteile sind bereits im Herstellungszustand gekennzeichnet durch Geflgeunregelmalig-
keiten, wie zum Beispiel Mikroporen, Luft- oder Wassereinschlisse und Schwindrisse, noch be-
vor tberhaupt aul3ere Belastungen aufgebracht werden. Wahrend besagte Einschlisse durch eine
anndhernd statistische Verteilung in der Mesostruktur gekennzeichnet sind, entstehen die
Schwindrisse infolge geringerer Festigkeit der Kontaktzone und zugleich hheren Schwinddeh-
nungen der Zementmatrix an den Zuschlagskérnern. Wird der Beton nach dem Aushérten belas-
tet, so wachsen diese UnregelméaRigkeiten an und bilden Mikrorisse, die sich wiederum bei weite-
rer Lastzunahme mit anderen Mikrorissen vereinigen und die sogenannte Prozesszone darstellen.
Die Akkumulation von Mikrorissen mindet schlussendlich in die Bildung von Makrorissen, die
letztlich das Versagen des Tragwerks herbeifiihren. Die Festigkeit wie auch die Steifigkeit des
Betons werden daher maf3geblich durch die Menge an vorhandenen Mikrorissen vor der Erstbe-
lastung beeinflusst.

Diese Betrachtung legt bereits die Vermutung nahe, dass fir Beton aufgrund seiner stofflichen
Inhomogenitat eine numerische Abbildung der Versagensprozesse auf unterschiedlichen Skalen
stattfinden sollte. Die Simulation von Tragverhalten und Versagensmodi auf Strukturebene kann
jedoch zumindest derzeit noch nicht mit Modellen erfolgen, deren mechanische Basis in der Mi-
kro- oder Meso-Skala gelegt wurde. Eine Einteilung in die drei Bereiche Mikro-, Meso- und Ma-
kro-Skala wird zum Beispiel von van Mier [126] gegeben (vergleiche Bild 3.1). Fur die Struktur-
simulation kommen derzeit Modelle der Makro-Skala zur Anwendung. Dabei wird das
nichtlineare Antwortverhalten des realen Materials im Materialpunkt phanomenologisch abge-
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bildet und die mikromechanischen Prozesse homogenisiert (verschmiert) in einer héheren Skala
durch Veranderungen der Materialkenngrof3en erfasst.

Zur Beschreibung des mechanischen Verhaltens von Beton bietet es sich an, die n&chsten Ab-
schnitte, entsprechend den experimentellen Untersuchungen der letzten Jahrzehnte, in einaxia-
les, biaxiales und triaxiales Verhalten zu gliedern. Das Hauptproblem der Versuchsdurchfiihrung
liegtin der groitmoglichen Elimination von Effekten, die durch den Versuchsaufbau, die Proben-
grof3e und -geometrie die Ergebnisse beeinflussen. Insbesondere sei die Lasteinleitungsproble-
matik genannt, die durch diverse Materialien fr die Druckplatten (Gummi, Teflon oder Stahl)
unterschiedlich lange Stahlblrsten oder hydrostatischen Flissigkeitsdruck zu l6sen versucht
worden ist. Ziel ist es, den Bereich eines dreiaxialen Spannungszustands im Lasteinleitungsbe-
reich moglichst klein zu halten. Dartiber hinaus sei der MaRstabseffekt genannt, der das Ubertra-
gen von Laborergebnissen auf reale Tragwerke sowie insbesondere die Einschatzung der in der
numerischen Simulation verwendeten Materialparameter hinsichtlich der wirklich vorhandenen
Grol3en zusatzlich erschwert (vergleiche Bazant & Planas [8]).

3.1.2 Einaxiale Beanspruchung

Einaxiale Versuche zur Bestimmung der Druckfestigkeit an Betonproben werden tblicherweise
an Zylindern, Prismen oder Wiurfeln entsprechend der gangigen Normen durchgefihrt (siehe
[26] bzw. [41]). Dagegen wird die Zugfestigkeit in der Regel anhand indirekter Versuche be-
stimmt. Der Versagensmechanismus, wie einleitend beschrieben, ist dabei fir Zug- und Druckbe-
lastung &hnlich. Ausgangspunkt fur die weitere Schadigung des Konglomerats sind stets die be-
reits vorhandenen Mikrorisse und -poren.

Zugbeanspruchung

Die Zugfestigkeit wird in der Regel an indirekten Versuchen ermittelt. Zwar lasst sich auch ein
zentrischer Zugversuch an Betonprismen durchfihren, indem anstatt wie bei Stahl tblich die
Probe einzuspannen eine lasteinleitende Stahlplatte auf die Enden aufgeklebt wird, jedoch ist die
Versuchsdurchftihrung stark durch Inhomogenitaten des Betons in der Nahe der Lastplatten und
Exzentrizitat der Belastung gepragt. Beides fiuihrt haufig zu ungewollten Versagensmoden (siehe
van Mier [126]). Daher werden indirekte Verfahren wie der Spaltzugversuch oder der Biegezug-
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Bild 3.1  Skalen des mechanischen Verhaltens von Beton (nach van Mier [126])
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versuchn praxi bevorzugt. Fur deren Definition sei auf die entsprechenden Normenwerke ver-
wiesen ([26], [41]), jedoch muss festgehalten werden, dass fir die Zugfestigkeit eine erhebliche
Streuung der Versuchsergebnisse vorliegt. Dies ist insbesondere deshalb problematisch, weil
sich, wie sich in den weiteren Untersuchungen herausstellen wird, die Zugfestigkeit als ein au-
Rerst sensitiver Parameter bei der numerischen Simulation erweist. Interessanterweise wurden
bereits 1870 von Michaelis und Friihling (vergleiche Kahlow [82]) unter der Bezeichnung ,Zer-
reil3-Apparate” zwei Versuchsaufbauten zur Bestimmung der Festigkeit von Beton vorgeschla-
gen. Dabei handelt es sich zum einen um einen Biegezugversuch und zum anderen um einen di-
rekten Zugversuch (siehe Bild 3.2).

Die Versagensentwicklung bei Zugbeanspruchung von Betonproben ist bestimmt durch ein li-
near-elastisches Verhalten bis zu ca. 70 % der ZugfestifgkgitUnter diesem Wert findet kein
weiteres nennenswertes Wachstum von Mikrorissen statt. Bei weiterer Belastung bildet sich eine
Rissprozesszone von parallel verlaufenden Mikrorissen aus, die sich schlief3lich in einem Makro-
riss vereinigen und das Versagen einleiten. Die Versagenszone selbst ist lokal begrenzt, wodurch
der restliche Versuchskdrper eine Entlastung erfahrt. Das Nachbruchverhalten ist gepragt von ho-
hen Verformungen durch Haft- und Reibungsverbund des Zuschlags (Kornverzahnungen) in der
Zementmatrix sowie durch Materialbriicken und kann in dehnungsgesteuerten Versuchen nahezu
vollstandig erfasst werden (vergleiche Karihaloo [83], van Mier [126], Hofstetter & Mavig

Als weiterer Materialparameter wird aus zugbeanspruchenden Versuchen die Bruchenergie
ermittelt. Hierfur wird neben dem Biegezugversuch, fir den das RILEM Technical Committee
TC-50 FMC eine entsprechende Prifmethode vorgeschlagen hat, auch der Keilspaltversuch
(wedge-splitting-te$herangezogen. Beiden Methoden ist gemein, dass die Bruchggage
finitionsgemalr die Energie, die zur Erzeugung eines Risses der Einheitslange notwendig ist, der
Flache unter der Last-Verformungskurve gleichgesetzt wird. Erneut gilt jedoch, dass die enorme
Streubreite der Versuche hier einen Materialparameter betrifft, der sich in der numerischen Simu-
lation als sehr sensitiv herausstellt (siehe zum Beispiel Haufe, Menrath & Ramm [58]). In den
Normenwerken wird fur die Bruchenergie bei der formalen Bestimmung aus der Druckfestigkeit
daher eine Abweichung voii 30 % berlcksichtigt (siehe zum Beispiel [26]).

Druckbeanspruchung

Unter einaxialer Druckbeanspruchung verhalt sich Beton zunachst nahezu linear-elastisch. Bei
etwa einem Drittel der maximalen Druckfestigkki beginnen die bereits vorhandenen Mikro-

Biegezugversuch Direkter Zugversuch
X 4
H] (/i \\’
e/
g -

Bild 3.2 ,Zerreil3-Apparate” von Michaelis und Frihling (1870) aus [82]
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risse stabil und parallel zur Belastungsrichtung zu wachsen und breiten sich mit grof3er werdender
Belastung vorzugsweise entlang der Grenzschichten, aber auch durch die Zementmatrix aus. Ab
ca. 80 - 90 % voricm, fuhrt schliel3lich eine weitere Belastung zur Vereinigung der bisher gebilde-
ten Mikrorisse zu Makrorissen und zur weiteren Zerstorung des Gefiiges infolge instabilen Riss-
wachstums (siehe Bild 3.3). Nach Erreichen der Druckfestigkeit kann in dehnungsgesteuerten
Versuchen das Lokalisieren von Verzerrungen zu sich bildenden Makrorissen in Scherbandern
beobachtet werden. AuRerhalb der Scherbander findet eine Entlastung der Proben statt. Interes-
sant und fur Geomaterialien typisch ist zunachst eine Volumenabnahme (Kontraktanz), die je-
doch bei weiterer Belastung bei ca. 70 % der Druckfestigkeit in eine Volumenzunahme (Dila-
tanz) umschlagt (vergleiche ebenfalls Karihaloo [83], van Mier [126], Suanno [183] sowie
Hofstetter & Mang [74]).

Es ist noch anzumerken, dass Vonk [186] entsprechend der Bruchenergie flr Zugversagen eine
entsprechende Gro& fur Druckversagen motiviert hat, die das ca. 100- bis 500fache der Zug-
bruchenergie betragt. Diese Druckbruchene@gindet in die Formulierung von Evolutionsge-
setzen in der numerischen Simulation Eingang.

3.1.3 Biaxiale Beanspruchung

Beton unter biaxialer Beanspruchurg € 0) wurde ausfihrlich von Kupfer et al. ([99] und
nachfolgende Veroffentlichungen) untersucht. Aus den bei unterschiedlichen Spannungsverhalt-
nisseno, /o, durchgefuhrten Versuchen (monoton und proportional) wurde die einschlagig be-
kannte Versagenskurve ermittelt (siehe Bild 5.9b). Aus der Hullkurve ist ersichtlich, dass bei
Druckbelastung infolge der behinderten Querdehnung in der zweiten Belastungsrichtung die
Festigkeit gesteigert werden kann. Fir ein biaxiales Druckspannungsverhaltnis von
0,/0, = 0,5 bzw. 2,0 erreicht die Festigkeit im ebenen Spannungszustand demnach ein Maxi-
mum von ca. 20 - 25 % Uber der einaxialen Druckfestigkeit. Demgegenuber wirkt bereits geringer
Querzug stark festigkeitsmindernd. Im Grenzwert fir biaxialen Zug bei einem Spannungsver-
haltniso, /o, = 1,0 wird die einaxiale Zugfestigkeit entsprechend eRaskineKriteriums
erreicht. Weiter ist zu bemerken, dass in Abhangigkeit des Hauptspannungsverhéaltnisses der Ver-
sagensmode und die Volumenzunahme variiert (siehe Nelissen [134], Kupfer et al. [99]).

v v v v v vy Py v v v v v Py vy vy v v Py vy vy
o' ..o.
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%0 .0
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Anfangszustand > 30 %k >80 % fom Entfestigung

Bild 3.3  Risswachstum in Betondruckproben (qualitativ)
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3.1.4 Triaxiale Beanspruchung

Triaxialversuche lassen sich prinzipiell in konventionelle und wahre Triaxialversuche einteilen
(vergleiche Hofstetter & Mang [74]). Im ersten Fall kommen zylindrische Proben zur Anwen-
dung, die in axialer Richtung konventionell belastet sind und in Querrichtung durch hydrostati-
schen Flussigkeitsdruck beaufschlagt werden. Dadurch sind die beiden Hauptspannungskompo-
nenten aus der Querbelastung jeweils von gleicher Grof3e, womit sich im Vergleich mit der
axialen Hauptspannungskomponente die Unterscheidung in Extensions-d, = o5 und
Kompressionsversuclo{ = o, > 05) ergibt. Im Gegensatz hierzu lassen sich bei wahren Tria-
xialversuchen alle drei Hauptspannungskomponenten einzeln steuern. Fir die Belastung der da-
bei verwendeten Betonwtirfel stellt sich das gleiche Problem der Lasteinleitung wie bei den ein-
bzw. biaxialen Versuchen, das heute im Allgemeinen mit Stahlbirsten geldst wird.

Versuche hinsichtlich des Verhaltens unter dreiaxialen Spannungszustanden wurden zum Bei-
spiel von van Mier, Reinhardt & van der Vlugt [125], Mills & Zimmerman [127] und Kotsovos

& Newman [91] durchgefihrt. Weitere Literaturverweise zu Experimenten finden sich in Hof-
stetter & Mang [74] sowie Ottosen [137] (siehe auch Bild 5.10) und dem Heft 447 des DAfStB.

Aus den Versuchsergebnissen wird ersichtlich, dass Beton mit steigendem Umschnirungsdruck
(confinementhohere Festigkeiten entwickelt. Der prinzipielle Sprodbruch bei einaxialer Bela-
stung, zurtickzufiihren auf instabiles Risswachstum, wandelt sich hin zu einem quasi-duktilen
Versagen unter maRigem Querdruck, welches hauptséachlich durch ein ,Zerquetschen” der Ze-
mentmatrix durch die Zuschlage erklart werden kann. Da dieser Versagensmode erneut von der
relativen Festigkeit der Zuschlage und der Zementmatrix abhangt, ist er fur Leichtbeton und
hochfesten Beton von grundsatzlich anderer Auspragung. Weiter zeigt sich bei den Extensions-
und Kompressionsversuchen eine unterschiedliche maximale Beanspruchbarkeit bis zum Versa-
gen. Die Daten dieser Versuche werden bezlglich der anliegenden hydrostatischen Spannung
sortiert und entsprechend der Spannungsinvarignterdd in denHaigh-Westergaardoordi-

naten (vergleiche (A.19) ff.) aufgezeichnet. Die so gewonnenen Deviatorschnitte zeigen eine fast
dreieckige Hullkurve im Zugbereich, die durch das klassigtdmekineKriterium abgebildet
werden kann. Mit zunehmendem hydrostatischen Spannungsanteil andert sich diese Hullkurve
zunehmend hin zu einer Kreisform (siehe Bild 5.6a). Das heil3t, die Materialantwort aus den Ex-
tensions- und Kompressionsversuchen (Meridianschnitte der Versagensflache) nahert sich zu-
nehmend einander an. Wird die Belastung bei gleichmaRiger dreiaxialer Beanspruchung weiter
gesteigert, findet schlief3lich keine Entfestigung mehr statt, sondern durch vollstandiges Zusam-
mendriicken der Zementmatrix und somit vollstandigem Schliel3en der Mikroporen, lasst sich
eine weitere Verfestigung im Versuch erreichen. Allerdings liegen diese Festigkeitssteigerungen
aul3erhalb der konventionellen Anwendungsgebiete flr Betontragstrukturen.

Die dreidimensionale Versagensflache von Beton im Hauptspannungsraum lasst sich im Wei-
teren wie folgt charakterisieren (vergleiche auch Bild 5.7):
e Die Meridiane sind nichtlinear, konvex und glatt.

e Der Schnitt mit der Deviatorebene ist ebenfalls glatt und konvex und geht von einem Drei-
eck in einen Kreis Uber.

* Das Verhaltnis des Kompressions- zum Extensionsmeridian in der Deviatorebene nimmt
von 0,5 an zu, bleibt jedoch immer kleiner 1,0.

Interessant fur die Materialmodellierung ist das Verhalten der Volumenanderung wéahrend tri-
axialer Belastung. Uber das prinzipielle Phanomen wurde bereits von Kupfer et al. [99] berichtet.
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Bild 3.4  Plastische Formanderungen in vektorieller Darstellung nach Smith [47]
aufgetragen in den normalisierten Haigh-Westergaard-Koordinaten

Smith (siehe Etse [47]) hat dartuber hinaus Untersuchungen zur Quantifizierung der plastischen
Formanderung unter dreiaxialer Beanspruchung angestellt. Insbesondere fiir die Entwicklung
von Materialgesetzen auf Basis der klassischen Plastizitatstheorie sind seine in Bild 3.4 darge-
stellten Ergebnisse zur Festlegung der Richtung des plastischen Flusses und damit des plastischen
Potenzial®Q von besonderer Bedeutung.

3.2 Bewehrung

3.2.1 Baustahl

Stahl ist das klassische Material zur Bewehrung von Betonbauteilen. Als schlaffe Bewehrung
wird er hauptsachlich in der Glite eines warmgewalzten, unlegierten Qualitatsstahls mit deutlich
erkennbarem Flie3plateau und hoher Bruchdehnung eingesetzt. Fir die eindimensional bean-
spruchten Bewehrungsstabe kénnen typische Zugversuche an normierten Proben zur Ermittlung
der Materialparameter (FlieBspannung, Bruchdehnung, Festigkeit etc.) herangezogen werden.
Einer Modellierung auf der Makroskala (siehe Kapitel 5.6) kommt der nahezu regelmaliige kri-
stalline Aufbau des Eisengitters entgegen, der fiir eine Erfassung des Verformungsverhaltens
mittels der Plastizitatstheorie pradestiniert ist. Fur weiterfiUhrende Literatur zur Charakterisie-
rung von Baustahl wird beispielsweise auf Bertram [11] und den dort angegebenen Referenzen,
aber auch auf die einschlagigen Normen und Regelwerke verwiesen ([26], [41]).

3.2.2 Textile Fasern

Einfihrung

In den vergangenen Jahren hat der Einsatz von textilen Fasern zur Verstarkung von dinnwandi-
gen Betonbauteilen zunehmend an Bedeutung gewonnen. Dies dokumentiert sich nicht zuletzt
an den gestiegenen Forschungsaktivitaten im Bereich des Textilbetons (siehe insbesondere Cur-
bach et al. [38] und folgende Veroffentlichungen, Gollas [54], Eitel [46]). Fur die Anwendung
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Bild 3.5 a) AR-Glasfasergelege nach [64] b) Arbeitslinien diverser Kunstfasern

als verstarkendes Element innerhalb einer Betonmatrix haben Fasermaterialien jedoch neben
Festigkeitsanforderungen auch Anforderungen hinsichtlich Dauerhaftigkeit (Alkaliresistenz) zu
erfullen. Wissenschaftlich abgesicherte Erkenntnisse liegen derzeit fir Aramid-, Carbon- sowie
alkaliresistente Glasfasern (AR-Glas) vor, wobei insbesondere fir letztere die Langzeitresistenz
noch nicht gewahrleistet ist. Aramidfasern zeigen dariiber hinaus beilangandauernder Belastung,
wie sie unter Vorspannung notwendig ist, weiteres Risswachstum infolge progressiver Schadi-
gung der Einzelfaser. Der daraus resultierende Festigkeitsabfall muss im Bemessungkonzept Be-
ricksichtigung finden [54].

Fur den vielversprechenden Einsatz in dinnwandigen Bauteilen werden insbesondere Methoden
entwickelt, textile Strukturen wie Gewebe, Gelege und Geflechte (zur Nomenklatur siehe
DIN 60000), aber auch Maschenwaren zur Erzeugung von Halbzeugen aus Feinbeton (zum Bei-
spiel verlorene Schalungselemente fur Decken, Schalen oder Faltwerke) nutzbar zu machen. In
ersten experimentellen Untersuchungen zum Tragverhalten (vergleiche Curbach [39], Hegger et
al. [63]) wurden verwirkte Gelege aus alkaliresistenten Glasfaserrovings untersucht (siehe auch
Kapitel 7.5 und 7.6). Als Gelege wird dabei eine Struktur bezeichnet, die aus dem Ubereinander-
legen von Fadensystemen mit oder ohne Fixierung der Kreuzungspunkte entsteht (siehe [38],
[64] sowie Bild 3.5a). Gegenuber den Geweben bietet sich der Vorteil, dass sich die einzelnen
Faserbtndel ohne zuséatzliche Fadenwellung aus der Webanordnung (Kette bzw. Schuss) verle-
gen lassen und daher die maximale Steifigkeit erzielt werden kann. Im Rahmen einer praktischen
Anwendung kann jedoch ein gewisser abgestufter ,Streckschlupf” zum Duktilitatsgewinn
durchaus erwtnscht sein.

Arbeitslinie der Fasern

Letzteres resultiert aus der Tatsache, dass die Arbeitslinien der gadngigen Kunstfasern zwar eine
Steifigkeit in der Gréf3enordnung von Stahl aufweisen, jedoch bei Erreichen der sehr viel héheren
Zugfestigkeit spréde und ohne Vorankiindigung versagen (siehe Bild 3.5b). Insofern stellt sich
fur die Anwendung in tragenden Strukturen zum einen das Problem der Resttragfahigkeit bei
plotzlichem Versagen unter statischer Beanspruchung und zum anderen der geringen Duktilitat
bei dynamischer Beanspruchung wie zum Beispiel im Erdbebenfall.
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Mechanische Eigenschaften des Geleges im mineralischen Matrixverbund

Prinzipiell sind nach Ohno & Hannant [136] drei Verbundmechanismen zu unterscheiden. Zum
einen der Haftverbund der auReren Filamente des Spinnfadens (siehe Bild 3.6a) in der Betonma-
trix sowie der nach Uberschreiten der Haftfestigkeit auftretende Reibungsverbund und der soge-
nannte Faser-Reibungsverbund, der innerhalb der Spinnfaden zwischen den Filamenten, die kei-
nen direkten Kontakt zur Matrix haben, stattfindet. Spinnfaden werden daher entsprechend ihrem
Verbundverhalten in &uRere und innere Filamentgruppen eingeteilt. Ein Resultat dieser Verbund-
eigenschaften sind die weit geringeren Bruchlasten in zentrischen Zugversuchen, als sie Mate-
rialparameter und ideelle Querschnitte zunachst erwarten lassen (siehe Hegger et al. [63]): Nach
der Rissbildung im Beton erfolgt die Lastabtragung ausschliel3lich Gber die Kunstfasern, wobei
die aul3eren Filamente infolge der unterschiedlichen Verbundsteifigkeiten sehr viel gré3ere Deh-
nungen und somit Spannungen aufweisen als die inneren. Die Folge ist ein friheres Versagen der
aulReren Filamente, das sich sukzessive nach innen fortsetzt. Eine schematische Darstellung der
Langsdehnungen in den unterschiedlichen Querschnitten anhand eines einfachen Zugversuchs
ist in Bild 3.6b gegeben [136].

Dabei wird durch einen Vergleich mit Stahlbewehrungen sofort deutlich, dass gerade der Faser-
Reibungsverbund dort nicht vorkommt. Weiter ist zu betonen, dass im Gegensatz zur Stahlbe-
wehrung sehr viel feinere Strukturen vorherrschen und somit mehr Kontaktoberflache zwischen
Matrix und Bewehrung zur Verfigung steht. Dadurch wird das Entstehen und das Wachstum von
Mikrorissen in der Zementmatrix gehemmt. Die Bewehrung ist also bereits vor dem Trennbruch
der Zementmatrix aktiv an der Lastabtragung beteiligt. Als Konsequenz hiervon bilden sich Ge-
flgerisse erst zu einem spateren Zeitpunkt und verursachen dartiber hinaus auch noch grol3ere
innere Reibung. Die hierdurch entstehenden Effekte sollen in dieser Arbeit phanomenologisch
auf der Makroskala erfasst werden. Hierzu kdnnte nun entsprechenteiggon-stiffening<on-

zept ein weiterer Spannungsanteil, wie er in Kapitel 5.6.4 bzw. Gleichung (5.95) fur eine Stahlbe-
wehrung vorgestellt wird, eingefuihrt werden. Da jedoch davon ausgegangen werden muss, dass
die zu untersuchenden multiaxialen Gelege entsprechend ihrer raumlichen Struktur die beschrie-
benen Effekte in allen Raumrichtungen zeigen, werden in einem ersten Ansatz die fur Zugversa-
gen relevanten Materialparameter des reinen Betons modifiziert.
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Bild 3.7  Einfluss des Faservolumengehalts auf die Erstriss- und Bruchspannungen [38]

Die Steigerung der Erstrissspannung ist abhangig vom Faservolumengehalt und wird anhand von
einaxialen Zugversuchen in [38] dokumentiert. Die aus diesen Untersuchungen ermittelbare Re-
gressionsgerade lautet (siehe auch Eitel [46])

fctm,mod = fem (1,0 + 1,5n¢g) (3.9
Mit Ngg = Perf - 100[%] und  peg= o+ (O_45+ P 149 " 7 (3.2

und liefert schlussendlich die Motivation zur Erhohung der Zugfestigkgitles reinen Betons
in den numerischen Untersuchungen (vergleiche Bild 3.7). Dabejister effektive Faserge-

halt, ermittelt aus den effektiven Bewehrungsgradlgn Belastungsrichtung und den zugehori-
gend5°%-Anteilenp _ 45 undp | 45. Der Multiplikatory liefert einen Wirkungsfaktor, der den An-
teil der schragen Fasern in Lastrichtung bertcksichtigen soll (siehe nachfolgenden Abschnitt).

Die einhergehende Erhéhung der inneren Reibung schlagt sich zudem in der Erhéhung der
Bruchspannung und einem duktileren Nachbruchverhalten nieder. Letzteres lasst auf eine hdhere
Zugbruchenergi&; des Betons im feinen Matrixverbund mit den Textilfasern gegentiber unbe-
wehrtem Beton schlie3en. Hinsichtlich Stahlfaserbeton sind diese Phanomene hinlanglich be-
kannt. Fur Textilbeton fehlt jedoch derzeit eine Moéglichkeit zur quantitativen Abschatzung der
Bruchenergie.

Wirkungsfaktor schiefer Fasern

FUr den Einsatz textiler Gelege in Tragstrukturen ist der Wirkungsgrad schief zur Belastungsrich-
tung verlaufender Fasern von entscheidender Bedeutung fur die Traglast. In [38] wird diesbezlig-
lich der Wirkungsfakton = cos'a fiir das untersuchte verwirkte multiaxiale Gelege (WIMAG)
abgeleitet, um die Tragwirkung beziglich einer um den Wiankgtdrehten Hauptbelastungs-
richtung fur vereinfachte Bemessungs- und Modellierungskonzepte abschatzen zu kénnen. Die
in den Kapiteln 7.5 und 7.6 vorgestellten Anwendungsbeispiele greifen auf diesen Ansatz zurtick.
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4 Werkstoffmodelle fiir Beton
4.1 Ubersicht

In diesem Kapitel werden die Grundlagen der Plastizitatstheorie und der darauf aufbauenden
Werkstoffmodelle erlautert. Neben klassischen Modellen, wie zum BeigmeMises-oder
Drucker-PragerFormulierungen, werden speziell fir Beton entwickelte Materialmodelle kurz
vorgestellt. Besonderheiten, die bei der Anwendung auf Beton auftreten bzw. nétig sind, werden
herausgearbeitet. Die in dieser Arbeit weiterentwickelten Formulierungen werden anschlieRend
beschrieben. Zunéchst sollen jedoch plastizitatsbasierte Modelle fiir kohasive Reibungsmate-
rialien gegenitber anderen maglichen Anséatzen abgegrenzt werden.

4.2 Einordnung und alternative Modelle

In der Kontinuumsmechanik werden Korper (hier Bauteile) im Allgemeinen als zusammenhan-
gendes Gebiet mit exakt definierten Eigenschaften angesehen. Entsprechend kommt den Mate-
rialmodellen ¢onstitutive mode)sdie Aufgabe zu, Verformungsgréf3en in den zugehdrigen
Kraftgrof3en auszudriicken, Gblicherweise am infinitesimalen Volumen mittels Spannungs-Deh-
nungs-Beziehungen. Im Gegensatz hierzu stehen Modelle, deren konstitutive Beziehungen an
endlichen Volumina aufgestellt werdedidcrete mode)s Dabei bilden zum Beispiel diskrete
Balkenelemente die Verbindung zwischen diskreten Partikeln ab und Gibertragen Verschiebungen
und Rotationen. Die Kombination von Kontinuums- und diskreten Modellen in einer Formulie-

Bild 4.1 Einordnung der Materialmodelle fiir Reibungsmaterialien



rung fuhrt auf sogenannte gemischte Modetix€d mode)s Diese erlauben die Abbildung von
elastischen Gebieten im Rahmen des verwendeten Kontinuumsmodells; die ineleastischen Ef-
fekte (Risse, Separation in Teilvolumina) werden durch das diskrete Modell der Formulierung
erfasst. Die folgende Zusammenstellung orientiert sich an Bild 4.1.

4.2.1 Kontinuumsmodelle

Im Rahmen dieser Arbeit kommen ausschliel3lich Kontinuumsmodelle mit Translationsfreiheits-
graden BolzmanrKontinuum) zur Anwendung. Weitergehende Modelle, wie sie zum Beispiel
von den Gebrider@ossera{33] (Translationen und Rotationen) vorgeschlagen wurden, soge-
nannte mikropolare Kontinua, werden nicht betrachtet.

Mit dem Hookéeschen Gesetz flr isotropénear elastische Materialien (siehe Gleichung
(2.36)) wird das einfachste Werkstoffgesetz definiert. Bei Erweiterungen zu allgemein gultige-
ren, elastischen Modellen kann zunachst die Linearitat bzw. die Isotropie aufgegeben werden.
Wie bereits in Kapitel 2.1.5 erlautert, kbnnen unter Zuhilfenahme weiterer elastischer Konstan-
ten transversal isotrope, orthotrope oder allgemein anisotrope elastische Modelle definiert wer-
den. Fur hyperelastische Materialien wird dabei ein Potenzial zugrunde gelegt, das eine Ablei-
tung der Arbeitslinie zulasst. Im Gegensatz hierzu wird bei hypoelastischen Materialien direkt
die Spannungs-Dehnungs-Beziehung in inkrementeller Form postuliert.

Als gangigste Erweiterung der elastischen Modelle durfefPidistizitatsmodellegelten. Es
muss jedoch die Deformationstheorie, ademckyPlastizitat [65] genannt, von der Fliel3theorie
(inkrementelle Plastizitatstheorie) unterschieden werden. IDefermationstheorie werden

die plastischen Verzerrungef! direkt iiber die Spannungen bestimmt. Exemplarisch wird die
Beziehung fur dagon MisesKriterium angegeben (siehe auch Khan & Huang [85])

—pl
ep'=% s wobei é&Pl = /%ep':ep' und @ = /%0:0 . (4.2

Hierbei sinde und o die allgemeinen Verzerrungs- bzw. Spannungstensorers ded Span-
nungsdeviatdt:

Die inkrementelle Plastizitatstheoriewiederum erlaubt Formulierungen im Spannungs- und
Verzerrungsraum, wobei letztere, obwohl sie einige Vorteile bieten (siehe Naghdi & Trapp [133]
und Khan & Huang [85]), selten angewendet werden. Es ist in diesem Zusammenhang wichtig
darauf hinzuweisen, dass, obwohl Beton als ein eher sproder Werkstoff weder klassisches plasti-
sches Versagen, noch ausgesprochenes FlieRen aufzeigt (wie dies zum Beispiel bei einfachen un-
legierten und niedrig legierten Baustahlen oder auch Aluminium beobachtet werden kann), das
Strukturversagen jedoch phdnomenologisch durch Modelle der Plastizitatstheorie zu erfassen ist.

Auf Basis der Fliel3theorie formulierte Modelle spalten den Verzerrungstensor in einen elasti-
schen und einen plastischen Anteil (siehe Kapitel 4.3); die Definition einer Vergleichsspannung
beschreibt schliel3lich den Beginn der inelastischen Materialantwort. Die elastischen Parameter

2. In Kapitel 2 wurden die Green-Lagrange-Verzerrungen mit dem Formelz&ahahdie 2P. K.-
Spannungemmit E entsprechend der gangigen Literatur eingefuhrt. Innerhalb der folgenden Kapi-
tel wird nun ebenfalls konform mit der Literatur aufgrund der Beschrankung auf kleine Verzerrun-
gen das Formelzeichen flr die Verzerrungen sowie fir die Cauchy-Spannurgearwendet.
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werden dabei nicht modifiziert. Dies steht im Gegensatz zu einer weiteren Modellklasse, der
Kontinuumsschadigungsmechanik Hier wird der elastische Materialtensor als Folge des De-
gradationsprozesses wahrend der Belastung abgemindert. Einfachste Vertreter dieser Klasse sind
die isotropen Schadigungsmodelle, wie sie auch in dieser Arbeit in Kombination mit Plastizitats-
formulierungen Verwendung finden (vergleiche Kapitel 5.5). Verfeinerte Theorien versuchen in

der Regel, einen achtstufigen Schadigungstefis@iehe Gleichung (4.2)) zu umgehen.
C=jT|]<(I)OI - Qijklmnop Cﬁlnop 4.2

Diese theoretisch allgemeinste Form der Schadigungsbeschreibung tGber Evolutionsgesetze ei-
nes achtstufigen Schadigungstensors gilt als sehr aufwendig. Sie erweist sich hauptsachlich we-

gen der Identifizierung der hohen Zahl an Paramete@ﬁmnopals sehr schwierig, wenn nicht

gar unmdglich. Cordebois & Sidoroff [32] schlagen daher einen Ansatz auf dem Prinzip der
Energiedquivalenz vor, der zu einem symmetrischen vierstufigen Schadigungstensor fihrt. Eine
direkte Modifikation des Steifigkeitstensors wird von Yazdani & Schreyer [194] vorgeschlagen
und von Yazdani et al. [195] in der Folge weiter untersucht. Neben dem Prinzip der Energieaqui-
valenz sind auch Formulierungen basierend auf dem Prinzip der Verzerrungsaquivalenz und der
Spannungsaquivalenz moglich. Letzteres kommt jedoch selten zur Anwendung (vergleiche Jira-
sek [77], [79)).

Eine weitere Klasse von Modellen sind die sogenarsmterared crackModelle. Wie bei plasti-
zitatsbasierten Modellen wird auch hier der Verzerrungstensor in einen elastischen und einen in-
elastischen Anteil aufgespalfen

e=€e|+efrac=C_1:0+%(Zf®ﬁ+ﬁ®2f) _ (4.3

Der inelastische Anteil wird jedoch als Malf3 fur die Riss6ffnung verstanden. Hierzu wird ein Riss-
offnungsvektore’ definiert, der in der Normalem der Rissebene agiert. Fiir die drei zusatzli-
chen Unbekannteg' in (4.3) wird eine Kraft-Rissoffnungs-Beziehung postuliert:

T=0-1=¢E f..) (4.4

In diesem Format lassen siitked crackModelle undotating crackModelle ausarbeiten; ent-
weder wird die Rissrichtung in sukzessiven Belastungsschritten beibeliakeinc(ack oder

aber der jeweiligen neuen Hauptzugspannungsrichtung angepéatsng crach. Der Imple-
mentierungsaufwand flixed crackModelle ist durch die Speicherung der Rissrichtung im All-
gemeinen hoher, das Strukturverhalten meistens steifer. Daneben wird der Ubertragung von
Schubspannungen im Riss durch Einfihren eines sogenahetanetentiofFaktors Rechnung
getragen [182]. Formulierungen, die mehrere unabhangige Risse zutaskgng fixed crack

mindern das zu steife Strukturverhalten (siehe zum Beispiel Rots [161], Bazant & Planas [8]).
Eine interessante Kombination eirsseared crachlodells mit einem skalaren Schadigungs-
modell wurde jingst von Jirasek & Zimmermann [80] vorgeschlagen.

Andieser Stelle muss die in der Literatur teilweise unkorrekte, aber verstandliche Missinterpreta-
tion des Begriffesgsmeared crachodell” erwahnt werden. Danach kdnnte ein beliebiges Kon-

3. Im Gegensatz zur bisherigen Notation in dieser Arbeit, werden in diesem Kapitel Vektoren aus-
nahmsweise explizit als solche durch tbergestellten Pfeil gekennzeichnet, um eine Verwechslung
mit gleichlautenden GroRRen, die jedoch einen Tensor hoherer Stufe darstellen, zu vermeiden.
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tinuumsmodell, also zum Beispiel ein Plastizitats- oder Schadigungsmodethessed crack

Modell bezeichnet werden, schliel3lich findet eine Beriicksichtigung von diskreten Rissen in
beiden Fallen nicht statt. Trotzdem sollte der Begriff daseared craciodells” nur auf Mo-

delle angewendet werden, die ausgepragte Rissrichtungen in der dargestellten Form berticksich-
tigen.

Als eigenstandige Modellklasse innerhalb der Kontinuumsmodelle sollte ebenfathscdas
plane-Modell Erwahnung finden. Wéahrend bei den anderen Modellen eine direkte Beziehung
zwischen Verzerrungen und Spannungen mittels eines vierstufigen, nicht zwingend elastischen
Materialtensors aufgestellt wird, werden bemtroplaneModell die konstitutiven Beziehun-

gen als Skalar- bzw. Vektormultiplikation ausgefuhrt. Hierzu werden einer Motivation aus der
Metallplastizitat mit ihren ausgepréagten Versagensebenen (entsprechend der atomaren Gitter-
struktur) folgend, die tensoriellen Gréf3en zweiter Stufe auf zueinander schief stehende Mikro-
ebenen projiziert. Der Vorgehensweise stesic-constraintalso der Vorgabe der statischen Zu-
standsgrof3en, steht denematic-constraintdie Vorgabe der Kompatibilitdt, gegentuber. Im
ersten Fall werden die Spannungen auf die Mikroebenen projiziert und danach die Verzerrungen
Uber einaxiale Gesetze berechnet. Der zweite Weg ist numerisch angenehmer zu implementieren,
arbeiten doch die meisten Finite Elemente Programme verzerrungsbasiert. Hier werden die Ver-
zerrungen auf die Mikroebenen projiziert und die evaluierten Spannungen der Mikroebenen da-
nach wieder in geeigneter Weise aufsummiert (siehe zum Beispiel Jirasek [79], Kuhl [95], Bazant
[7]). Eine thermomechanisch konsistente Basis fundeplaneModell wurde erst in jingster
Vergangenheit von Carol, Jirdsek & Bazant bereitgestellt [25].

4.2.2 Diskrete Modelle

Im Gegensatz zu Kontinuumsmodellen, in denen ein kontinuierliches Medium zum Beispiel mit
der Methode der Finiten Elemente diskretisiert wird, erfolgt dieser Schritt bei den diskreten Mo-
dellen bereits im Ansatz. Neben Arbeiten von Cundall & Strack [B3fiict element methpd

die von steifen Partikeln ausgehen, die jedoch Uber Reibungsgesetze interagieren, haben sich vor
allem die Partikelmethoden (vergleiche Kun et al. [98], Kuhl et al. [96]) zur Simulation des mi-
kromechanischen Verhaltens von Reibungsmaterialien durchgesetzt. Dabei werden endliche Vo-
lumina durch geeignete Geometrien (Kugeln, Polyeder) reprasentiert. Die Interaktion der einzel-
nen diskreten Elemente erfolgt im Allgemeinen durch Kontakt und verbindende Stab- oder
Balkenelemente. Fir diese sind Konstitutivgesetze definiert, die die Last-Verschiebungs-Bezie-
hung (starr bzw. Versagen bei definierter Zugbeanspruchung) sowie das Kontaktverhalten
(Ruckstellkrafte bei Eindringung etc.) der Partikel untereinander regeln. Eine enge Verwandt-
schaft besteht auch zu sogenanitdéice-Modellen (vergleiche Schlangen [164]) umdimneri-

cal concreté-Formulierungen (siehe Sadouki & Wittmann [163]). Bei letzteren werden die Ge-
fligebestandteile des Betons — Zementmatrix und Zuschlage sowie deren mechanisches Verhalten
an der Kontaktflache — mittels geeigneter numerischer Verfahren (FEM, FDM) simuliert.

4.2.3 Gemischte Modelle

In die Gruppe der gemischten Modelle fallen jene, die Anséatze der Kontinuumsmodelle mitjenen

der diskreten Modelle vereinigen. Sinnvollerweise werden dabei die ungerissenen bzw. ungebro-
chenen Gebiete durch die Kontinuumsmodelle abgebildet, wogegen in den Riss- bzw. Bruchfron-
ten selbst diskrete Ansétze eingesetzt werden. Die Kontinuumsmodelle sind selbstverstandlich
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nicht auf elastische Materialien beschrankt — es kbnnen samtliche Modelle aus Kapitel 4.2.1 an-
gewendet werden. Grundsatzlich ist bei diesen Modellen ein Anriss- sowie ein Rissfortschritts-
kriterium bereitzustellen. Als Beispiel sind hier die Ansétze aus der Linear Elastischen Bruchme-
chanik Linear Elastic Fracture MechanickEFM), deren Grundlagen von Griffith 1921 gelegt
wurden, zu nennen. Hierbei wird eine Rissfront durch eine Einkerbung bzw. einen existierenden
Riss vorgegeben. Nach Uberschreiten einer kritischen Spannung an der Rissspitze steuert das
Rissfortschrittskriterium das weitere Wachstum der Diskontinuitat (vergleiche Jirasek [79], Jen-
sen [76]).

Hillerborg et al. [69] schlagen zuerst ein Modell vor, bei dem nach Uberschreiten des Anrisskrite-
riums die Spannungen im Riss nicht sofort zu null gesetzt werden. Stattdessen wirdiati-dem
tious crackModell eine Kraft-Riss6ffnungs-Beziehung eingefuhrt, die dem kohasiven Charakter
der sich 6ffnenden Rissfront gerecht wird. Schlussendlich erweist sich dieses Evolutionsgesetz
dem Grenzfall entfestigender Kontinuumsmodelle bei reinem Mode | Versagen (siehe Kapitel
3) aquivalent (vergleiche Simo et al. [176]).

Das wohl bekannteste Modell wurde bereits 1967 von Ngo & Scordelis [135] vorgeschlagen und
aufgrund seines direkten Zugangs stetig fortentwickelt. Die Risse werdeuliskraten Riss

Modell als Diskontinuitaten geometrisch modelliert — folglich wird nach jedem Uberschreiten
des Rissfortschrittskriteriums an maoglichen Rissfronten eine Neuvernetzung (siehe Cervenka
[29]) notig, sofern die Rissfront nichtpriori bekannt ist (zum Beispiel bei Delaminationsvor-
gangen, vorgegebenen Schwachstellen im Gebiet etc.). In jingeren Arbeiten werden die entste-
henden Diskontinuitaten in der Elementformulierung, aufbauend auf dem Dreifeldfunktional
von Hu-Washizuberiicksichtigt (siehe Dvorkin et al. [42], Klisinski et al. [87] oder Mosler &
Meschke [128]), was in der Bezeichnwsrgbedded cracktodell zum Ausdruck kommt. Eine
Ubersicht tiber aktuelle Formulierungen findet man in Jirasek [78].

4.3 Ratenunabhangige Elastoplastizitat fur kleine Verzerrungen

In diesem Kapitel werden die Grundgleichungen der ratenunabhéngigen Plastizitatstheorie kurz
vorgestellt. Es werden die klassischen Modelle und die notwendigen Erweiterungen zur Simula-
tion von Reibungsmaterialien behandelt, bevoagkersche Stabilitatspostulat und die sich
daraus ergebenden Konsequenzen im weiteren diskutiert werden.

4.3.1 Ubersicht und Herleitung der Werkstoffgleichungen

Die klassische Flie3theorie der Plastizitat hat ihre Urspriinge zu Ende des 19ten bis Anfang des
20sten Jahrhunderts und wird mit Namen Wissca Levyund naturlichvon Misesserbunden.

Der zur vollstandigen Beschreibung des Problems nétige Formelsatz besteht aus der FlieRbedin-
gung, der Fliel3regel sowie einem geeigneten Evolutionsgesetz. Der Zustand des Materialpunktes
soll nur von den elastischen, den inelastischen (bzw. hier plastischen) Verzerrungen und einer ge-
eigneten Anzahl innerer Variablgrabhangig sein; es handelt sich also um eine lokale Formulie-
rung. Die Beschrankung auf kleine Verzerrungen — fur spréde Materialien wie Beton gerechtfer-
tigt — erlaubt die additive Zerlegung des Verzerrungstensors.

€ = € + €P! (4.5

Der elastische Anteil wird Ublicherweise Uber das verallgemeihtotkésche Gesetz be-
stimmt:
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g = Cel : €e| (46)

Die FlieRbedingung wird als Funktion der Spannungen und der inneren Variablen formuliert.
Flo, 9 =0 (4.7)

Im dreidimensionalen Hauptspannungsraum defiiett O eine Flache, die das elastische Ge-

biet vom inelastischen trennt. Spannungszusténde, die innerhalb der Flie3flache liegen, bleiben
elastisch, Spannungszustande aulRerhalb der Flie3flache sind (im Sinne idealer ratenunabhéangi-
ger Plastizitat) nicht zulassig. Jedoch kann die Fliel3flache als Abhangige der inneren Variablen
gim Laufe der Belastungsgeschichte modifiziert werden: Sie kann sich vergrof3ern, verkleinern,
verschieben oder auch die Form &ndern. Die Beschrankung der Spannurigen Adfedingt

bei weiterer Verformungszunahme plastische Verzerrungen, deren Rate als plastischer Fluss bzw.
als Flie3regel bezeichnet wird.

"' =1 m(,q =1 % mit m = an‘;’ ) (4.9

Dabei bezeichneh die Richtung des plastischen Flusses. In diesem Zusammenhang ist es wich-
tig anzumerken, dags nicht notwendigerweise aus einem plastischen PoteQzdigeleitet
werden muss, sondern die einzelnen Komponenjeauch eigenstandig definiert sein kénnen

(siehePerez-Foguet et al. [146}).bezeichnet den plastischen Multiplikator, fir dee 0 gilt.

Zur Definition des einaxialen Evolutionsgesetzes (oder auch deren mehrere) ist aus dem Span-
nungstensos und den internen Variablenpdurch die Abbildunds ein geeignetes Maf3zu bil-

den:

& = A k(o,q) (4.9
Das Evolutionsgesetz ist dann folgendermalien definiert:
q = h(x) (4.10

In dieser Terminologie sindim Verzerrungsraum definierte ugdm Spannungsraum definierte
Grolen, die in Kapitel 4.3.2 im Rahmen der Verfestigungshypothesen nochmals aufgegriffen
werden.

Plastische Verzerrungszuwachse kénnen nach Gleichung (4.8) nur auftreterd, wediist,
gleichzeitig giltjedoch nach Gleichung (4F )= O, fUr elastische Zustande gelten dieselben Be-
ziehungervice versaso dass die Bedingung

A F(o,q) = 0 (4.11)

jederzeit Gultigkeit hat. Zusammen mit Gleichung (4.7) erhélt man so die Belastungs-/Entlas-
tungsbedingungen in der aus der Optimierung bekarfuén-Tucker~orm (siehe Simo &
Hughes [171]).

F<0, A1=0 AF=0 (4.12

Wahrend des Flie3ens muss die Bedingung nach (4.11) ebenfalls erflillt sein. Diese bedingt fur

die Anderung der FlieRfunktioR = 0, so dass unter Beriicksichtigung von Gleichung (4.11)
die sogenannte Konsistenzbedingung

AF=0 (4.13
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gilt. Fur plastische Belastung ist> 0, somit lautet Gleichung (4.13) ausgeschrieben

_OF ., OF .4 _
F=Sio+56:a=0 . (4.14

Durch Einsetzen des verallgemeinenttookéschen Gesetzes (4.6) in Ratenform in Gleichung
(4.5) und Berucksichtigung der FlieR3regel (4.8) erhalt man

¢ =C%:(¢—im) . (4.15
Aus der Ratenform von Gleichung (4.10) wird durch Einsetzen von Gleichung (4.9)
q=Mg =71k (4.19

so dass in Kombination mit Gleichung (4.15) und der Konsistenzbedingung schlie3lich ein ge-
schlossener Ausdruck fir den plastischen Multiplikator gewonnen werden kann:
i= n:Cel:e
n:Ce:m—% Hk

(4.17)

Hierin wurden die gebrauchlichen Abktrzungen fur den Verfestigungsmbdul% sowie den

Gradienten der Fliel3flache = %verwendet. Rucksubstitution von (4.17) in (4.15) liefert die

Ratenform der elasto-plastischen Spannungs-Dehnungs-Beziehung

e Clhm®ce:n |..
¢ n:Ce:m— % Hk Rl (419

g =

wobei der Klammerausdruck den elasto-plastischen Materialt&8ates Kontinuums dar-
stellt. Bereits hier kbnnen die Symmetrieeigenschaften des elasto-plastischen Materialtensors

untersucht werden: Nur fir den Fall, dass= % gilt, also der Gradient auf die Flie3flache

gleich der Richtung des plastischen Flusses ist, wird sich eine symmetrische Materialtangente
einstellen.

Hinsichtlich der Be- und Entlastungsbedingungen ist der \Vollstandigkeit halber anzumerken,
dass durch Anwendung der vorgestellten Gleichungen eine Zweideutigkeit fiir entfestigende Ma-
terialien bezuglich elastischer Entlastung und plastischer Belastung im entfestigenden Ast um-
gangen wird (siehe Simo & Hughes [171], Hofstetter & Mang [74]). Dieser Fall tritt auf, sofern
anstatt der Rate der Pradiktorspannaifigh Tabelle 4.1 die Spannungsrate aus der Kontinuums-
formulierung verwendet wird. Die Pradiktorspannung ist ein Konstrukt aus der numerischen
Umsetzung der Plastizitatstheorie mittels eines Pradiktor-Korrektor-Verfahrens. Sie ergibt sich
zuo * = C¢: ¢ eingesetzt in Gleichung (4.17) lassen sich die Be- und Entlastungsbedingungen
aus Tabelle 4.1 ableiten. Voraussetzung hierfir ist, dass der Nenner in Gleichung (4.17) nicht zu
einem \Vorzeichenwechsel fuhrt, folglich stets positiv sein muss.

Abschlief3end sollte noch angemerkt werden, dass die formale Herleitung der Gleichungen in der
Plastizitatstheorie im Rahmen einer thermodynamischen Betrachtungsweise ausgehend von der
Freien HelmholtZnergie ebenfalls erfolgen kann. Unter Berucksichtigungotusius-Du-
hemingleichung und deniPostulat der maximalen Dissipatioergibt sich ein Optimie-
rungsproblem mit Nebenbedingung, dedsagrangéscher Multiplikator als plastischer Multi-
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Bezeichnung Bedingung

elastische

Be- oder Entlastung F<0

elastische Entlastung von

_ OF .
einem plastischen zustand ™ F = 0 und gg 0 <0

neutrale Belastung von ei

I = £ g * =
nem plastischen Zustand F=0und g ¢ 0

plastische Belastung F=0 und% 0*>0

F(e,q) =0

Tabelle 4.1 Be- und Entlastungsbedingungen

plikator in der Plastizitat identifiziert werden kann (vergleiche hierzu Betten [12]). Da der
zugehorige Gleichungssatz dartiber hinaus zu einem assoziierten Ver-/Entfestigungsgesetz fihrt,
wird diese Vorgehensweise in Kapitel 4.3.5 ndher erlautert.

4.3.2 Arbeits- vs. Verzerrungsverfestigungshypothese

Um die Evolution der FlieRflache im Hauptspannungsraum zu beschreiben, wird diese in der Re-
gel Uber eine einachsige Vergleichskurve, ausgedrickt in agivalenten Spannungen und aquiva-
lenten Dehnungen, gesteuert. Fur die Reduktion der tensoriellen Information auf eine skalare
Grolie stehen zwei gangige Vorgehensweisen, die Arbeits- und die Verzerrungsverfestigungshy-
pothese, zur Verfliigung (siehe Hofstetter & Mang [74], Khan & Huang [85], Simo & Hughes
[171]).

Wird die Verzerrungsverfestigungshypothesteain-hardening hypothegizugrunde gelegt,
wird x aus Gleichung (4.9) definiert zu

x=al’|=a/e": " mit a= f% . (4.19

An dieser Stelle wird nur eine interne Variable betrachtet (zum Beispiel fur isotrope Verfesti-
gung), somit isk ein Skalar. Die Aufgabe des Skalierungsfakéoist es, die &quivalenten Ver-
zerrungen an die plastischen Verzerrungen bei einaxialer Belastung anzupassen, vorausgesetzt
wird hierbei rein deviatorischer plastischer Fluss. Durch die Verzerrungsverfestigungshypothese
wird die Lange der Trajektorie im plastischen Verzerrungsraum als Malf3 fuir die inneren Variablen
genommen. Unter Zuhilfenahme von Gleichung (4.8) ergibt sich schlief3lich

K= %m :m (4.20
fur die Ermittlung der &quivalenten plastischen Verzerrungen. Bei Anwendung der Arbeitsverfe-
stigungshypothesavprk-hardening hypothegisvird

W =0 e = ho) % 4.21)
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a)
Deviatorebene\

F=fleo—p)—0=0 F=1f(0) —ox) =0
Bild 4.2  a) kinematische Verfestigung b) isotrope Verfestigung in der Deviatorebene

vorausgesetzt. Umstellen naclund Einsetzen von Gleichung (4.9) liefert

k=%o:épl=%o:m | (4.22

4.3.3 Kinematische und isotrope Verfestigung

Die Veranderung der Flie3flache als Funktion der inneren Variablen kann durch zweierlei For-
mate eingebracht werden. Anhand einfacher Vergleichsspannungsmodelle der Form

F=1f@—-p)—0kx) =<0 (4.23

wird die Translation der Flie3flache, die der kinematischen Verfestigung entspricht und Uber den
sogenannteback-stress/ektor p gesteuert wird, und die Expansion der Fliel3flache, die Gber
einen skalaren Parameterdie Vergleichsspannung modifiziert, ersichtlich. Beide Verfahren
konnen kombiniert werden. In Bild 4.2 ist die geometrische Interpretation in der Deviatorebene
skizziert. Ausfihrliche Herleitungen finden sich zum Beispiel in Simo & Hughes [171], Hofstet-
ter & Mang [74] und Menrath [121].

4.3.4 Drucker’sches Stabilitatspostulat

DasDruckersche Stabilitdtspostulat von 1950/51 fordert eine positive Arbeitsbilanz wahrend
inkrementeller Belastung bzw. eine nicht negative Arbeitsbilanz wahrend eines geschlossenen
Belastungszyklus. In der erweiterten Definitidirfimalprinzipvon Prager, 1955) tber die Dif-
ferenz zu einer elastischen Anfangspannefhgnuss im weiteren gelten (siehe ebenfalls [74],
[85], [171]):

(6—0%):" =0 (4.2

o bezeichnet einen beliebigen Punkt auf der Flie3flache. Dabei ist Gleichung (4.24) zwar not-
wendig, jedoch nicht hinreichend fir die Erfullung @eackerschen Postulats im Rahmen der

Plastizitatstheorie. Vielmehr sind zu dessen Erflillung zwei weitere Bedingungen einzuhalten:
Konvexitat und Assoziativitat des Potenzials. Anhand Bild 4.3a lasst sich anschaulich die Bedin-
gung fur die Konvexitat der Flie3flache verdeutlichen: Konkave Fliel3flachen wirden, unabhan-
gig von der FlieBregel, negative plastische Arbeit ermdglichen. Fasst man Gleichung (4.24) in
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b)

F(e,q) = 0

Bild 4.3  Drucker’sches Stabilitatspostulat a) Konvexitat b) Assoziativitat

ihrer Bedeutung enger und setzt o* = ¢, SO muss auah: ¢” = oerfilllt sein. Dagegen ver-
deutlicht Bild 4.3b die Forderung nach Assoziativitat anhand eines nichtassoziierten Potenzials
Q: Fur ein beliebig nach auf3en gerichtetes Spannungsinkrergtimn Allgemeinen dann und

nur dann die Rate der plastischen Arbeit positiv, wenn die Richtung des plastischenéflusses
mit der Normalen der Fliel3flache tbereinstimmt, folgliek= Q und somit eine assoziierte
FlieRBregel (Normalenregel) vorliegt.

Entfestigende Materialien, die iDruckerschen Sinne nicht mehr stabil sind, miissen die Forde-
rung nach Konvexitat der Flie3flache weiterhin erfullen. Durch die Normalenregel wird bei ko-
hasiven Reibungsmaterialien die Dilatation jedoch in der Regel Uiberschéatzt. Sie wird deshalb oft-
mals aufgegeben, indem die deviatorische Komponente des FlieRvektors parallel zur Normalen
der Flie3flache gewahlt wird, die hydrostatische, volumenrelevante Komponente jedoch abge-
mindert wird.

4.3.5 Postulat vom Maximum der plastischen Dissipation

Aus demPostulat vom Maximum der plastischen Dissipafimm Mises 1928, Taylor 1947, Hill

1948 bzw. Bishop & Hill 1951) folgen direkt die Konvexitat der Fliel3flache und die Normalenre-
gel, wie im weiteren gezeigt werden wird. Es ermoglicht die Formulierung der Plastizitatstheorie
im Rahmen der Thermodynamik (siehe Hofstetter [71], Simo et al. [173], Suanno [183], Ristin-
maa [159]), womit ein assoziiertes Verfestigungsgesetz einher geht.

Formal lasst sich das Postulat als
Dp'<ép',q) = ma><o*: ép') VY o* : Flo*q) <0 (4.25
schreiben. Aus Gleichung (4.24) folgt damit anschaulich (siehe auch Bild 4.3a)
Dp'<épl,q) > g% P (4.26

Die Einbettung der Plastizitatstheorie in die Thermodynamik geht von der Heilemholtz
Energie¥, namentlich dem Teil der freien Energie, der bei gleichbleibender Temperatur fir me-
chanische Prozesse zur Verfigung steht, aus. Sie wird additiv aufgespalten in einen Anteil der
spezifischen, elastischen Verzerrungsenefgisowie einen inelastischen Anteil, der die inne-

ren Variablen i?,. bertcksichtigt. Diese additive Zerlegung der freien Energie ist nach Lubliner
[109] nur dann zulassig, wenn auch die Verzerrungen additiv zerlegt werden kdnnen (vergleiche
Kapitel 4.3.1, Gleichung (4.5)).
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Ve, e k) = Ve, e”) + Wl(x) (4.27

Die spezifische Verzerrungsenergie ist gegeben Uber die zweifache doppelte Verjingung des
Elastizitatstensors mit den elastischen Verzerrungen.

e, &) = %(e — )i Ci (e — ) (4.28

Der zweite Term in Gleichung (4.27) entspricht dem Integral des Evolutionsgesetzes gemalf
K
Vi) = f q(x) dic . (4.29
0

Die Auswertung de€lausius-DuhentngleichungD = o : é — ¥ = 0(nach Coleman & Noll
[31]) liefert fur die elastischen Verzerrungsanteile die Definition der Spannungen

_ 0¥ _ ~. |
O—E—C.<e—ep) (4.30
sowie fiir die nichtlinearen Anteile die Dissipationsungleichung tiber die negative zeitliche An-
derung der freierlelmholtzEnergie

: W€, €P!
DPl = — We,ePx) = - —a(:pf U aq;’;g") X =0 . (4.3

Die hierin verwendeten Ableitungen

oV,
JeP!

oY,
— — g = — C-® ——*_— _ 7
= —-0=—-C:e und e o (4.32

fuhren auf
DPl =g:eP +5:6=0 . (4.33

o sind die im Spannungsraum, undlie hierzu konjugierten, im Verzerrungsraum definierten,
inneren Variablen. Wird nun déaximum der plastischen Dissipatimmerhalb des Belastungs-
prozesses postuliert, lasst sich Gleichung (4.33) in ein Optimierungsproblem tberfuhren, in der
nun die FlieBbedingung (vergleiche Gleichung (4-(9) ) = 0 als Nebenbedingung einzuhal-

ten ist. Das zu maximierendegrangesche Funktional lautet:

L= —DP +yF(o*,0* ) = —o*: " — & & + yF(a*, 5 *) (4.34

Dabei bezeichnes* undo* jeweils die Nebenbedingung erfiillende Zustande. Uber die Statio-
naritatsbedingung erhélt man schlief3lich — nach Identifikatioh agsngeschen Multiplika-

torsy mit dem plastischen Multiplikatdr — die FlieRregel

oL _ .pl _ ., 9F _ pl _ 5 9oF
2o € 30" 0 = € A FPeal (4.35
die Evolutionsgleichung der inneren Variablen
a—L =K — i = - = i
o KTV 0 = Kx=41 P (4.36

und naturlich die als Nebenbedingung eingebrachte FlieRbedingung
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aL
dy
Hieraus folgt die Assoziativitat sowie die Konvexitat der FlieRflache:
e Aus Gleichung (4.35) wird sofort ersichtlich, dass das plastische Pot@maiatier Fliel3-
flacheF identisch sein muss und folglich eine assoziierte Fliel3regel vorliegt. Weiter muss

auch das Evolutionsgesetz, siehe Gleichung (4.36), mit der Formulierung der Flie3flache
assoziiert sein.

» Spezifiziert man mitr einen Punkt auf der Flie3flache, der somitiastulat Maximaler

plastischer Dissipatioerfillt, so gilto : ¢”' = o*: €”. Durch Umformung lasst sich Glei-
chung (4.24) erhalten, so dass dieselben Argumente wie in Kapitel 4.3.4 die Konvexitat der
Flie3flache erfordern.

Es ist wichtig anzumerken, dass fir kinematisch verfestigende Werkstoffe (siehe Kapitel 4.3.3)
Gleichung (4.24) nur solange erflllt wird, wie der Spannungsursprung innerhalb der Flie3flache
liegt. Andernfalls wirde durch reine elastische Entlastung aus einem plastischen Zustand ,,Ruck-
wartsflieRen”, also plastisches Fliel3en in Richtung des Ursprungs, eintreten.

Es zeigt sich weiter, dass Werkstoffmodelle, die das Postulaviaoamum der plastischen Dis-
sipationerfullen, bei konsistenter Linearisierung zu symmetrischen algorithmischen Material-
tensoren fuhren.

= F(o*,0*) =0 . (4.37)

4.3.6 Beispiele einfacher plastischer Werkstoffmodelle

Nachfolgend sollen einfache Vergleichsspannungsmodelle der Foemf(o) — o(x) < O
kurz vorgestellt werden, die — zumindest als Einflachenmodelle — in dieser Arbeit nicht angewen-

Tresca von Mises

Aquiv. Spannung: f(o) = %(01 — 0y) Aquiv. Spannung: f(o) = /3,

; . 1 _ : ) _
FlieRbed.: F = 35(0; — 09 —7 =0 FlieBbed.: F = [J, -5 <0

03

01

Tabelle 4.2 Tresca und von Mises Fliel3bedingung im Hauptspannungsraum
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det werden. Eine Ausnahme stellt der 1D Vergleichsspannungsansatz dar, welcher fur den Be-
wehrungsstahl eingesetzt und in Kapitel 5 ausfuihrlicher behandelt wird. Weitergehende Literatur
findet sich zum Beispiel in den bekannten Textblchern von Betten [12], Khan [85], Crisfield [36]
oder Chen [28].

Materialien, deren Versagenspunkt nahezu unabhangig vom hydrostatischen Anteil der anliegen-
den Spannungen ist, lassen sich durch die Versagenskriteriéregea(Schubspannungshypo-
these) undron Mises(Gestaltsanderungshypothese) ausreichend genau beschreiben. Zur Be-
schreibung geeignete Materialien sind hauptsachlich solche, die eine metallische Gitterstruktur
mit ausgewiesenen Gleitebenen auf Mikroebene aufweisen (unbehandelte, legierte oder kaltge-
zogene Baustahle, Aluminium sowie einige Aluminiumlegierungen; nicht geeignet ist zum Bei-
spiel Graugul3). Die Versagensflachen bilden im Hauptspannungsraum eine zylindrische Flache
konstanten Querschnitts (vergleiche Tabelle 4.2). Fur Materialien, deren Versagen durch innere
Reibung beeinflusst ist (Beton, Béden, Gestein etc.), folglich also unterschiedlich hohe Druck-
und Zugspannungen aufnehmen kdnnen, muss die hydrostatische Spannungskomponente bei der
Versagensflache berucksichtigt werden. Zu den entsprechenden Formulierungen Qalndren
cker-Pragerund Mohr-CoulombVersagensflachen (siehe Tabelle 4.3). Durch entsprechende
Wahl der Parameter (hiey: = 0) lassen sich die allgemeineren Kriterien nchicker-Prager
undMohr-Coulombn die jeweils enthaltenen Sonderfalkescaundvon Misesiberfihren. Die

beiden Versagenskriterien nabtlescaundMohr-Coulombsind in den sortierten Hauptspannun-
geno, > o, > 05 angegeben.

4.3.7 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden die generellen Konzepte ratenunabhéngiger Plastizitatstheorie vorge-
stellt. Insbesondere vor dem Hintergrund der in den Kapiteln 5.3 und 5.4 vorzustellenden Mate-

Mohr-Coulomb Drucker-Prager
Aquiv. Spannung: Aquiv. Spannung:
f(0) = 2(01-09) + 5(01 + o) to) = /3, + 71
Flie3bed.: Flie3bed.:
1 4 _ _
F=§(al—a3)+§(ol+03)—050 F=/J—2+yll—050
03
= 03
= gZ/

01

Tabelle 4.3 Mohr-Coulomb und Drucker-Prager FlieBbedingung im Hauptspannungsraum
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rialmodelle fir Beton wurden die Bedingungen fir Stabilitéat sowie Notwendigkeit von Assozia-
tivitdt und Konvexitat diskutiert. Es ist wichtig anzumerken, dass fur kohasive
Reibungsmaterialien die Normalenregel wegen der Uberschatzung der Dilatanz physikalisch
nicht motiviert werden kann — trotzdem wird von diesem Konzept erfolgreich Gebrauch gemacht
(siehe zum Beispiel Menrath [121] oder Feenstra [51]). Die unbestrittenen Vorteile seien hier
vorweggenommen: Sie liegen in der einfacheren numerischen Umsetzung, der Moglichkeit zur
Verwendung symmetrischer Gleichungsloser und in groRerer numerischer Stabilitat. Der Um-
kehrschluss bedeutet somit mindestens einen Mehraufwand an Rechenzeit — nicht unbeachtet
bleiben sollte jedoch auch der Verlust der Eindeutigkeit bereits im Verfestigungsbereich (siehe
hierzu Kapitel 6.6) sowie die Verletzung d&sstulats vom Maximum der plastischen Dissipa-

tion. So ermdglicht ein konkaves plastisches Potenzial ebenso wie eine nichtassoziierte Fliel3re-
gel unter Umstanden eine negative plastische Dissipation.

4.4 Lokalisierungsphanomene und -begrenzer

Im Weiteren sollen die grundsatzlichen Probleme entfestigender Materialien innerhalb der in die-
ser Arbeit verwendeten, Ublichen Kontinuumstheorie aufgezeigt werden. Nach der Diskussion
der fur plastizitatsbasierte Werkstoffmodelle in der Literatur vorhandenen Versagenskriterien,
werden die bekannten Lokalisierungsbegrenzer kurz vorgestellt und die in dieser Arbeit unter-
suchten und angewendeten Verfahren néaher beleuchtet.

Unter Lokalisierung wird im Allgemeinen die Konzentration von Verzerrungen wahrend eines
Belastungsversuchs innerhalb eines schmalen Bandes verstanden. Dabei ist das auf Makroebene
auftretende Phanomen des Entfestigens fir viele unterschiedliche Materialien, wie zum Beispiel
Stahl, Aluminium (-legierungen), Kunststoffe, Beton, Sand oder Gestein, gleichermal3en vor-
handen. Dagegen differiert das auf Mikroebene stattfindende Versagen mitunter erheblich. Un-
terschieden wird in Mode | bzw. Mode Il Versagen. Reine Trennbriche, in denen sich Mikrorisse
innerhalb eines Bandes ansammeln und schlief3lich einen Makroriss bilden, sind dabei eher fur
sprode, kohéasive Materialien (Gestein, Beton, Grauguss) charakteristisch, wahrend duktile
Stahle und Nichteisenmetalle (jeweils bei Normaltemperaturen), wie auch Boden, eher zu Gleit-
oder Schubbriichen neigen. In allen Féallen konzentriert sich das Versagen und somit die nicht re-
versiblen Verzerrungen auf ein schmales, vom Werkstoff abhangiges Band. Die Breite dieses
Bandes charakterisiert einen materialspezifischen inneren Langenparameter.

Bei der Umsetzung von entfestigenden Materialgesetzen in numerische Verfahren wurde bereits
frih die ausgepragte Netzabhangigkeit der Ergebnisse beobachtet und diskutiert (siehe Bazant
[4], Crisfield [34], [35]). Es zeigt sich, dass bei entfestigenden Materialformulierungen Versagen
innerhalb eines Elementbandes stattfindet. In einer unendlich feinen Diskretisierung werden sich
schlie3lich im Grenzzustand samtliche Verzerrungen in einem infinitesimal schmalen Band loka-
lisieren, wahrend im umgebenden Gebiet eine Entlastung zu beobachten ist. Dieses Phanomen
kann anhand eines einfachen, eingangigen Gedankenexperiments naher untersucht werden:

Man betrachte den mih = 5 linearen, einpunkt-integrierten Finiten Elementen diskretisierten
Zugstab der Langeaus Bild 4.4a (siehe Crisfield [34], Menrath [121], Simo & Hughes [171]).
Das zugrunde liegende Evolutionsgesetz des plastischen Materials sei fur alle Elemente nach
Uberschreiten der FlieBspannusiglinear entfestigend (siehe Bild 4.4b). Die Strukturantwort
kann somit bei verschiebungskontrollierter Belastung funf unterschiedliche Gleichgewichts-
pfade aufzeigen: Der flachste Pfad entspricht einem gleichzeitigen Entfestigen in allen finf
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Gaul3-Punkten, wahrend fur den steilsten Pfad jeweils nur ein Element entfestigt und die anderen
elastisch entlasten. Der jeweils steilste Gleichgewichtspfad ist bei gegebener Diskretisierung der
in materiellem Sinne stabilste: Eine beliebige numerische, physikalische oder geometrische Sto-
rung, die eine Auswirkung auf die FlieBbedingung hat, fuhrt stets auf diesen stabilen Gleichge-
wichtspfad (siehe auch Crisfield [36]), da die Lokalisierung aller plastischen Verzerrungen in
einem Element mit der geringsten Energiedissipaigmler Flache unter der Spannungs-Ver-
schiebungs-Kurve, verbunden ist. Formal lal3t sich der Zusammenhang wie folgt begrinden:

Wird vorausgesetzt, dass die plastischen Verzerrungeeleamenten lokalisieren, so lassen sich
die gesamten Verzerrungen wie folgt schreiben:

_ _ el |_o,n (9-0y
€—€e+€p—E+m(T) (43&

Darin bezeichnetH = (E E,)/(E — E,) den Ent- bzw. Verfestigungsmodul (vergleiche
Bild 4.5b). Fur entfestigendes Materialverhalten ist dieser somit negativ. Die Materialtangente
errechnet sich zu

1 1
eptan _ | d€ _ |1 n __EHmM
= [da] [E T hH m] Hm+En (4.39

und die freigesetzte Energie der Spannungs-Rissoffnungsbeziehung mit der Riaglateite

Gt=jO’dU=

Anhand Gleichung (4.39) lasst sich nun leicht der Einfluss der Diskretisierung und der Anzahl
der entfestigenden Elemente erlautern. Die kritische Diskretisierung wird durch einen infiniten
Tangentenoperator charakterisiert: Fii= — nE/H wird der Nenner in (4.39) zu null; bei wei-
terer Verfeinerung kann das in Bild 4.4c figl dargestelltsnap-backVerhalten beobachtet

% (E gy) gu We m|t Uu’n = gu We . (44@

NI

a) Diskretisierung

{ ! T - U
I I I I I -
= P/2
b) Evolutionsgesetz c¢) Strukturantwort als Funktion van
P

m ... Anz. Elem. = konst.
n ... Anz. lokal. Elem.

|
I
& &

= u/l Wi W2 W3 U4 u

Bild 4.4  Lokalisierungsph&dnomen am Beispiel des Zugstabs
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werden. Im Regelfall des materiell stabilen Pfades 1) erhalt man folglich als kritische Ele-
mentanzahim,;; = — E/H. Anhand Gleichung (4.40) wird offensichtlich, dass die dissipierte
Energie fur alle moglichen Gleichgewichtspfade bei gegebener Diskretisrafiing= 1 mini-

mal wird. Als Grenzwert flr eine unendlich feine Diskretisieromg o findet nach Gleichung
(4.41) folglich keine Energiedissipation mehr statt, was offensichtlich kontrar zu physikalischen
Beobachtungen ist.

im Gy = lim [% D (Eg) e wc] =0 (4.4
m— o0 m— o0
Die Tatsache, dass die sich bildende Diskontinuitat des Verzerrungsfeldes von der Diskretisie-
rung abhangig ist, widerspricht den Beobachtungen in Experimenten, wonach die Breite der
Scherbander ein mit dem Material assoziierter Parameter sein sollte. Der Grund fir die Netzab-
hangigkeit bei entfestigenden Materialformulierungen liegt inadatori Schlechtgestelltheit
des Problems (vergleiche Sluys [178]). Die urspringlich elliptische Eigenschaft der Differen-
zialgleichung des inkrementellen Randwertproblems geht verloren. Durch ,Anreicherung” der
Formulierung mit einem inneren Langenparameter, der mit der nattrlichen Breite der Diskonti-
nuitat identifiziert werden muss, kann eine netzunabhangige Losung erhalten werden. Der Zu-
sammenhang zwischen den Lokalisierungsbedingungen und den klassischen Stabilitatskriterien
nach Hill [68] wird von Rudnicki & Rice [162] diskutiert und spater ausfuhrlich von Ottosen &
Runesson in [138] fur nichtassoziative Plastizititsmodelle abgehandelt.

4.4.1 Versagensindikatoren

Fur entfestigende, kohasive Materialien werden eine Reihe von Versagensindikatoren in der Lite-
ratur diskutiert (siehe zum Beispiel de Borst et al. [18], Willam [189], Etse [47], Schreyer & Neil-
sen [167], Ottosen & Runesson [138], Kuhl et al. [97]). Dabei schliel3t der Begriff Phanomene,
wie denVerlust der EindeutigkeitierStabilitatund deElliptizitat ein. Neben einem lokalen Ver-
sagen, das auf Materialpunktebene beobachtet werden kann, kbnnen mit den ersten beiden Indi-
katoren auch Versagensbedingungen auf globaler Ebene (Strukturebene) formuliert werden. Ins-
besondere fihren numerische Modelle fir Reibungsmaterialien in vielen Fallen auf
nichtsymmetrische Tangentenoperatoren, so dass die Begriffe Stabilitat und Eindeutigkeit fur
solche Modelle (im Gegensatz zu assoziierten Plastizitdtsmodellen) zu trennen sind. Bei beiden
Indikatoren hat sich der Begriff des diffusen Versagens (siehe Willam [189] und Etse [47]) durch-
gesetzt. Erist definiert durch ein Giber das Versagensband kontinuierliches Geschwindigkeitsfeld

a) Einaxiales bilineares Evolutionsgesetz  b) Verfestigungsmodul fur 1D-Problem

Bild 4.5 Elastizitats- und Verfestigungsmodul eines einaxialen Werkstoffmodells
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Kontinuitat schwache Diskontinuitat starke Diskontinuitat

(diffuses Versagen) (lokalisiertes Versagen) (diskretes Versagen)
‘:-B+ ap+ n B+ n
S s
B~ B~ B~
ut =u" ut =u” ut = u”
€ =€~ et =€ e = e

Bild 4.6  Hierarchie der Diskontinuitaten am Beispiel des einaxialen Drucks

sowie auch einer kontinuierlichen Rate im Verzerrungsfeld. Fur die Begriffe des lokalisierten
bzw. auch diskreten Versagens werden diese Bedingungen schrittweise (hierarchisch) gelockert
(siehe Bild 4.6). Eine Zusammenstellung der nachstehend behandelten Versagensindikatoren
gibt Bild 4.7.

Eindeutigkeit:

Die Eindeutigkeit der Spannungs-Dehnungs-Beziehung am Materialpunkt (lokal) ist bei span-
nungskontrollierter Belastung durch ein monoton steigendes Spannungsinkrement gewahrlei-
stet:o > 0 Unter Berucksichtigung der inkrementell linearen Beziehung

o =Chn:¢ (4.42

und der Auswertung des Indikators des Grenzzustanrd® kann die Bedingung fur dée@rlust
der Eindeutigkeiauf Materialpunktebene angegeben werden:

detC®®" = 0 (4.43

Auf Strukturebene (global) fiihren dhnliche Uberlegungen ebenfalls auf einen Indikator fiir den
Verlust der Eindeutigkeitlabei ist es jedoch wichtig darauf hinzuweisen, dass der \éwdiest

der Eindeutigkeizwar eine notwendige aber keine hinreichende Bedingung fir den globalen
Verlust der Eindeutigkeist:

Innerhalb der inkrementellen Losung des Randwertproblems muss sichergestellt sein, dass keine
zwel Spannungsraten des gesamten Gebidts inkrementelle Gleichgewichtsbeziehung bei
gegebenen Verzerrungsratefebenfalls im Gebiet) und unter Einhaltung der Randbedingungen
existieren. Setzt man voraus, dass zwei solche Spannungsinkrememigog existieren, so
mussen beide die globale, inkrementelle Gleichgewichtsbeziehung (siehe Gleichung (2.27))

49



A

erflllen. Da die rechte Seite per Definition identisch ist, liefert eine Subtraktion der beiden linken
Seiten Way,_g bezeichnet die Differenz der beiden Spannungsinkremente)

J Adpp gy 0e dV =0 (4.49

v
bzw. nach der Diskretisierung mit Finiten Elementen

K@:Aqu =0 . (4.4
Diese globale Beziehung liefert nur fir eine singulére Steifigkeitsmatrix eine nichttriviale L6-

sung. Folglich lautet der Indikator fur d¥arlust der Eindeutigkeit auf Strukturebgmee er-
wartet):

detk™@" = 0 (4.47

Stabilitat:

Im Rahmen der Lokalisierungsindikatoren wird ddith’schen Stabilitatsbegriff dem bereits in
Kapitel 4.3.4 erlauterten Stabilitatsbegriff ndatuckerim Allgemeinen der Vorzug gegeben.
Letzterer lautet im Kleinen:

WP = g: e > 0 (4.49

Der Stabilitatsbegriff nacHlill baut auf der Zweiten Methode vagapunow(siehe Vielsack

[185]) auf, die besagt, dass eine endliche kleine Stérung des Gleichgewichtszustandes des Rand-
wertproblems im nachfolgend ablaufenden Prozess ebenfalls zu endlich kleinen Abweichungen
von der urspringlichen Losung futill wendet die Methode auf elastoplastische Problemstel-
lungen an und erhalt eine hinreichende Stabilitatsbedingung fir den Fall, dass fur die zweite Va-
riation der Arbeit

PPW=¢:6¢=0 Ve=0 (4.49
im gesamten Korper gilt, jedoch in mindestens einem Punkt
PPW=¢:6¢>0 Ve=0 (4.50

erfullt sein muf3. Gleichung (4.50) bezeichnet das punktweise StabilitdtspostulbtilhaBlei
Beschrankung auf monotone Belastung lasst sich die zweite Variation der Arbeit in einen elasti-

schen und einen plastischen Teil aufspatf = d2We' + d®WP'. Der elastische Anteil ist im-
mer positiv, somit folgt aus Stabilitdt nabihuckerimmer auch Stabilitat nadHill .

Bericksichtigt man Gleichung (4.42) in Gleichung (4.50), so erhalt man die lokale Bedingung
d°W=¢:C:¢ >0 . (4.51)
Die quadratische Form aktiviert nur den symmetrischen Anteil des Materialtensors; die nichttri-

viale Losung bedingt folglich
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1 A
det5(C" + CT'") = det CYI"= 0 (4.52
als Indikator fir lokales Stabilitatsversagen nididh Aus denselben Uberlegungen, die fir den
Eindeutigkeitsindikator angestellt wurden, lasst sich ein Indikator fir die Stabilitat auf Struktur-
ebene ableiten. Erneut ist dieser gloale Indikator jedoch nicht mit der lokalen Bedingung gleich-
zusetzenHill 's Postulat in integraler Form auf Strukturebene lautet

I(r:e‘dv>0 (4.53
v

und fuhrt nach Berlcksichtigung linear inkrementellen Materialverhaltens (Gleichung (4.42))
und erfolgter Diskretisierung zu der globalen Bedingung

u:K:u>0 . (4.59

Erneut liefert die quadratische Form nur den symmetrischen Anteil der Steifigkeitsmatrix, so
dass die nichttriviale Losung den globalen Stabilitatsindikator auf Strukturebene wie folgt liefert:

tan

det%(Ktan 4+ KT,tan) 2 detKY"> 0 (4.53

Der Vollstandigkeit halber sei angemerkt, dass fur assoziierte Plastizitatsmodelle der Material-
tensor und somit auch die Gesamtsteifigkeitsmatrix stets symmetrisch sind. Somit fallen der
Indikator fur derVerlust der Eindeutigkeiind fur denVerlust der Materialstabilitdauf Mate-

rial- und Strukturebene jeweils zusammen. Fir unsymmetrische Materialtensoren nichtasso-
ziierter Plastizitatsmodelle lasst sich eine Hierarchie durch Eigenwertbetrachtungen ermitteln
(siehe zum Beispiel Etse [47]). Es zeigt sich dabei, daséedieist der Stabilitatlas strengere
Kriterium darstellt, jedoch dérerlust von Eindeutigkeliei verfestigenden Materialien bereits

im ansteigenden Ast der Belastungsgeschichte auftreten kann.

Elliptizitat:

Der Verlust der Elliptizitatist mit der Bildung einer lokalisierten Versagenszone (Scher- bzw.
Trennfuge) assoziiert, wie sie in Bild 4.6 Mitte dargestellt ist. Demnach sind die Bedingungen
fur lokalisiertes Versagen in einer materiellen Diskontinuitatsflaahéer quasi-statischem Ver-
formungszuwachs zum einen ein stetiges Geschwindigkeitsfeld in den Verschiebungen

u"—ut=0 (4.56

sowie zum anderen ein Sprung (in der folgenden Notation gekennzeichnet durch die Klammern
[|-..]]) im Geschwindigkeitsgradient bzw. der Verzerrungen

el =¢ —€™ =0 . (4.57)

Diese geometrische Kompatibilitatsbedingung kann fir den allgemeinen Fall unter Verwendung
desMaxwellTheorems fur materielle Diskontinuitatsflachen erster Ordnung (siehe Truesdell &
Toupin [184]) geschrieben werden zu

é_—é+=y%(rﬁ®ﬁ+ﬁ®rﬁ) . (4.59
Hier istn die Flachennormale auf die Diskontinugat die Bewegungsrichtung der materiellen
Punkte (bei Wellenfortpflanzungsproblemen in der Regel Polarisierungsrichtung genannt) und
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y ein skalarer Proportionalitatsfaktor. Anhand von Gleichung (4.58) lassen sich zwei Grenzfélle
der entstehenden Diskontinuitat veranschaulichen:

e NLM: Die Diskontinuitéat ist durch eine Scherfuge gekennzeichnet.
e A|m: Die Diskontinuitét ist durch einen Trennfuge gekennzeichnet.
Bei der sich bildenden Diskontinuitat erster Ordnung sind die Kréfte auf beiden Seiten der Dis-
kontinuitatsflache im Gleichgewicht. Nach déIauchyTheoremf) = n - ¢ erhalt man
f —f —[f-6]- —[F-6]" =R-Co:[] =0 . (4.59
Kombination von Gleichung (4.58) mit Gleichung (4.59) liefert
y(ﬁ.ctan.ﬁ).rﬁzﬁl (4.60

Der Klammerausdruck wird als akustischer Tensor oder Lokalisierungst@®asbezeichnet
und ist auf der Materialpunktebene definiert. Die nichttriviale Losung fir beliebige Polarisie-
rungsrichtungem von Gleichung (4.60) lautet demnach:

det Q% = 0 (4.6

Die Gleichung (4.61) liefert das Kriterium zur Initiierung der Anderung der zugrunde liegenden
Differenzialgleichung vom elliptischen zum hyperbolischen Typ. Dieses Phanomen Wid-als

lust der Elliptizitatbezeichnet. Fasst man die Bedingung (4.60) enger und berucksichtigt nur den
symmetrischen Anteil des Materialtens@¥™"'im akustischen Tensd@2*Y™M so erhélt man

analog zum Stabilitatskriterium ein starkeres Kriterium, welche¥eeust der starken Ellipti-
zitat kennzeichnet.

det QakYM = o (4.62

Eine Betrachtung des Eigenwertspektrums beider Kriterien liefert erneut eine Hierarchie der bei-
den Indikatoren (siehe zum Beispiel Etse [47], Ottosen & Runesson [138]). Durch die weiteren
Symmetrien des Lokalisierungstensors durch die Kontraktior rimt Vergleich zum Material-
tensor, kann déferlust der starken Elliptizit&rst dann auftreten, wenn bereits zuvor das Stabili-
tatskriterium nach Gleichung (4.52) (Stabilitat) verletzt wurde. Dies bedeutet jedoch auch, dass
einVerlust der Elliptizitdtnicht notwendigerweise mit devierlust der Stabilita{auf Material-

Verlust von ... Bedingung
£
£ Eindeutigkeit detCtan = 0
N . 1
@ Stabilitat 5 det (C" + CT17) = detC{, = 0
S
o Elliptizitat det(f- C®"-f) = detQ¥* =0
»
~_ starker Elliptizitat %det( ak 4 QtTégk) = detQ‘g‘{,(m =0

Bild 4.7  Hierarchie der Versagensindikatoren auf Materialpunktebene (lokal)
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punktebene) verbunden ist. Folglich kann fir nichtassoziierte Plastizitdtsmodelle, die durch
einen unsymmetrischen Materialtensor gekennzeichnet sind, bereits im verfestigenden Ast ein
Verlust der Elliptizitaeintreten. Die daraus folgende Diskontinuitat im Verzerrungsfeld (Singu-
laritat des akustischen Tensors), die wegen der lokalen Eigenschaft des Kriteriums an einem be-
liebigen Materialpunkt induziert wird, liefert nun extrem netzabhangige Ergebnisse bei der nu-
merischen Simulation.

4.4.2 Netzabhangiger Entfestigungsmodul

Eine populare und einfach umzusetzende Mdglichkeit, netzunabhéngige Ergebnisse fir Entfesti-
gungsprobleme zu erhalten, besteht darin, den Entfestigungsmodul intern in Abhangigkeit der
NetzgrolRe zu modifizieren (siehe zum Beispiel Bazant & Oh [5], Willam [188]). Ein Mal3, um
die Modifikation des Entfestigungsmoduls in die Finite Elemente Formulierung einzubetten lasst
sich Uber die Bruchenergie, also der Flache unter der Entfestigungskurve, gewinnen. Die Bruch-
energieG; wird dabei als freiwerdende Energie senkrecht zu der sich bildenden Diskontinuitat
infolge Zugbeanspruchung als konstanter Materialparameter vorausgesetzt (Hillerborg et al.
[69]).

G = f £ du (4.63

Um nun netzunabhangige Ergebnisse im Entfestigungsast sicherzustellen, ist die freigesetzte
Bruchenergie als Funktion der Elementgrof3e des Finite Elemente Netzes zu postulieren. D. h.
es wird ein interner Langenparamelein die Formulierung fur das Evolutionsgesetz einge-
bracht, der folglich fur unterschiedliche Diskretisierungen die zur Verfiigung stehende Bruch-
energieg; im Modell variiert.

gt=%Gt=Ic7de (4.69

Fur das in Kapitel 4.4 diskutierte Beispiel wirde sich somit ein interner Langenparameter, identi-
fizierbar mit der Scherband- oder Rissbandbrgiteergeben, der in Abhéngigkeit der Struktur-
grof3el (hier also der Lange) definiert wird.

h=w=m (4.69

Wendet man diese Uberlegungen auf Gleichung (4.40) an, so zeigt sich, dass die freiwerdende
Bruchenergie im System nicht [anger von der Diskretisiemmagph&ngt:

g = Iadu=|—m%%(E€y)€uwc=ﬂ(Egy)guwc (4.66

Sl

Nach wie vor lokalisieren die Verzerrungen jedoch in einem Elementband. Das zugrunde lie-
gende mathematische Problem wurde durch Einfliihren des netzabhéngigen Entfestigungsmo-
duls, der jedoch immer noch entfestigendes Verhalten beschreibt, nicht gedndert. Die Schlechtge-
stelltheit des Randwertproblems folglich auch nicht beseitigt. Die Regularisierung mit Hilfe der
Bruchenergie liefert zwar netzunabhangige Ergebnisse in Hinsicht auf eine Verfeinerung des ur-
sprunglichen Elementnetzes, die Ergebnisse sind jedoch nach wie vor nicht ganz unabhangig von
der Netzorientierung.
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Vorschlage fur die Wahl des Langenparaméigdger vom verwendeten Elementtyp, der Integra-
tionsordnung, der Ordnung der Ansatzfunktionen und naturlich von der Elementgréf3e abhangt,
gibt Rots in [161]. Dabei wird die Wurzel aus der Finiten Elementflache mit einem einheitenlosen
Wichtungsfaktory,, beaufschlagt. Rots [161] schlagt fur vierknotige Elemgpte: 1, O und flr

acht- oder neunknotige Elementg = 1, 2 vor. Die Elementflache wird Uber eine Standard-
Gauss-Integration mit den Wichtungsfaktoméﬁund w;, Uber die Anzahl der Gauss-Punhtge

und n, ermittelt.

n: Ny
h =y, /Ae = i1 Z Z W w, det] (4.67)

§=1n=1

Es seiweiter angemerkt, dass Feenstra [51] die weitere Abhangigkeit des inneren Langenparame-
ters von der betrachteten Problemstellung betont.

Anmerkung: Entsprechend der Bruchenergie fiir den Zugbereich hat Vonk [186] flir Beton die
Verwendung einer bruchenergetischen Kenngrogg&iGlen Druckbereich vor-
geschlagen. Quantitativ betragt die charakteristische Bruchenergie fur Druck-
probleme Gungefahr das 100- bis 500fache der Zugbruchenergfsi€éhe auch
van Mier [126]). Dieser Vorschlag wird in den Modellen des Kapitels 5 aufgegrif-
fen.

4.4.3 Ratenabhangige Elastoplastizitat

Im Gegensatz zu den ratenunabhangigen Formulierungen aus Kapitel 4.3 sollen hier gebréuchli-
che ratenabhéngige Modelle kurz diskutiert werden. Es ist anzumerken, dass ratenabhéngige Pla-
stizitatsformulierungen durch Einfihrung eines inneren Langenparameters einen regularisieren-
den Effekt haben. Neben den klassischen UberspannungsmodelleBux@mt-Lions-und
PerzynaTyp, die ndher behandelt werden, existieren auch Vorschlage fir sogenannte konsistente
Formulierungen (siehe zum Beispiel Wang et al. [187], Sluys [178]). Bei letzteren geht die Rate
der inneren Variabler direkt in die Flie3funktiorF(e, x,x) ein, so dass sich neben dem Ver-
festigungsmoduh = 9F /dx direkt die Viskositat durch = — oF /dx aus der FlieRbedingung er-

gibt. Die Flie3flache reagiert damit nicht nur auf die Evolution der inneren Variablen, sondern
auch auf deren Anderungsrate. Dieses Format lasst die Simulation sogePartatén-Le Cha-

telier Effekte (auch als PLC-Band, S-Instabilitat oder SagezahnflieRen bekannt) wie auch von
H-Instabilitdt zu. Das Auftreten von S-Instabilitdt setzt einen positiven Verfestigungsmodul

h > 0 bei gleichzeitiger negativer Verzerrungsrate (Viskosit&t) O voraus und tritt zum Bei-

spiel bei metallischen Werkstoffen nur dann in Erscheinung, wenn Temperatur und Verformungs-
geschwindigkeit in einem geeigneten Wertebereich liegen. H-Instabilitdt (Lokalisierung in ei-
nem Elementband) kann bei Entfestiguhg< O und positiver Verzerrungsrate > 0
beobachtet werden.

Im Weiteren werden viskoplastische Formulierungen \RerzynaTyp sowie vomDuvaut-
Lions-Typ vorgestellt. Beide Formate verwenden nach wie vor das Konzept einer Flie3flache
bzw. eines plastischen Potenzials, um die viskoplastischen Verzerrungsgréf3en zu bestimmen. Da
Spannungen auBerhalb der FlieRflache zugelassen werden, spricht man auch von Uberspan-
nungsmodellen. Fir konstant bleibende Belastung wird f8iroo der vollplastische Zustand
erreicht — die viskosen Effekte werden abhangig von den viskosen Parametern ausgeblendet.
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Perzyna-Viskoplastizitat:

Perzyna [148] definiert die viskoplastische Verzerrungsrate im Rahmen der additiven Zerlegung

des Verzerrungstensoés= ¢ + €™ tiber ein prinzipiell beliebiges Exponentialgesgtwie
folgt:

& =L (p(F@0) m (4.68

Dabei isty die Viskositéat oder Zahigkeit des Werkstoffes [N secfindie entweder als Kon-

stante oder aber als Funktion der Spannungs- oder Verzerrungsrate definiert werden kann und
m der Gradient des plastischen Potenzials. Die Notdtjobezeichnet didcCauleyKlam-

mern, fur die gilt:

0 fir X<0
(X)=1 X fur x>0 (4.69

Die Exponentialfunktion der Flie3bedingung nimmt folgende Form an:

N
P(F0,1)) = (—F((f,;"))

(4.70

mit N als dimensionslosem Modellparameter @igcals urspringlicher FlieBgrenze des raten-
unabhangigen Problems. Fir die geplante Anwendung ist es wichtig zu bemerken, dass dieses
Format fur nichtglatte Flie3flacheNohr-Coulomb Trescaetc.) nicht anwendbar ist. Fir meh-

rere Flie3flachen wird im Allgemeinen di®iter'sche Regel [88] zur Addition der plastischen
Verzerrungen aller aktiven Teilflachen verwendet. Da Gleichung (4.68) fur den Grgnzfdl
(Verschwinden der viskosen Effekte) nicht auf den ratenunabh&ngigen Fall fuhrt, leisten alle akti-
ven FlieRflachen des Pradiktorzustands einen Beitrag zu den viskoplastischen Verzerrungen. Es
sei bemerkt, dass nicht notwendigerweise jede im Pradiktorzustand aktive FlieRflache auch am
Ende des Projektionsverfahrens noch aktiv sein muss und folglich einen Beitrag zu den plasti-
schen bzw. viskoplastischen Verzerrungen leistet. Somit ist die viskoplastische Formulierung
vomPerzynaTyp nicht geeignet, mit den in Kapitel 5.3 und 5.4 vorzustellenden Materialmodel-
len physikalisch akzeptable Ergebnisse zu liefern.

Duvaut-Lions-Viskoplastizitat:

Die im letzten Kapitel angemerkte Unzulanglichkeit trifft auf @asvaut-LionsModell [43]

(siehe auch Simo et al. [172]) nicht zu. Die Formulierung basiert auf der Differenz zwischen ra-
tenunabhangigen Grof3en und ratenabhangigen Grof3en. Die viskoplastischen Verzerrungen wer-
den wie folgt definiert:

e® = :T—L Cli(o—0x) 4.70
Das Verfestigungsgesetz in Ratenform lautet entsprechend

. -1, _

K = HT (0—-0x) , 4.72

wobeitr = %die Relaxationszeit [sec.] definiert und die refit indizierten Grol3en der ratenun-
abhangigen Lésung entsprechkadk-bone modglSetzt man Gleichung (4.71) in das differen-
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zielle Spannungs-Dehnungs-Gesetz (siehe Gleichungen (4.5) und (4.6)) ein, erhalt man die
Uberspannungsbeziehung zu

0=C:é_%(0_0w) . 4.73

Im Vorgriff auf Kapitel 6.2.2 liefert die inkrementelle Form am Ende des Zeitschait&{ard-
Euler-Verfahren) das Spannungsinkrement

: At
Aoy, = Cidey — (0n+1 - 0n+1,oo) . 4.74
Fur die algorithmische Tangente erhélt man entsprechend:

vpalg _ 900 _ T el At epalg
c e r+AtC +r+AtC (4.79

Anhand dieser beiden Gleichungen lassen sich die beiden Grenzfalle der viskoplastischen For-

mulierung, elastische Systemantwort und plastische Systemantwort, leicht verdeutlichen: Fur

den Grenzfali% — 0 erhalt man aus Gleichung (4.74) die elastische Antworl‘—.‘[lt:ia'ﬁ§ o lie-
fert Gleichung (4.75) den algorithmischen Tangentenoperator des ratenunabhéngigen plasti-

schen Probem@ePa19, |etzterer wird in der Literatur auch als Operatortek-boneProblems
bezeichnet.

Die Gutgestelltheit des Problems wird in beiden Viskoplastizitatsformulierungen Uber die zeitab-
hangigen viskosen Parameter erreicht. Durch Multiplikation mit der elastischen Wellenausbrei-

tungsgeschwindigkeit in Langsrichtuef wird die inhdrente Beriicksichtigung eines inneren
Langenparameteitsn den Formulierungen fur den Fall des Mode | Versagens ersichtlich (siehe
Sluys [178]).

| =c®r mit c® = \/E in [%] = [%] (4.79

4.4.4 Nicht-lokale- und Cosserat-Kontinua

Wie bereits in Kapitel 2.1.1 bemerkt, sind dieser Arbeit lediglich klassische Kontinua zugrunde
gelegt. Die Anreicherung der Kontinuumsformulierung durch Gradienten héherer Ordnung
(nicht-lokale Formulierungen) bzw. durch mikro-polare Freiheitsgrade in einem Cosserat-Konti-
nuum liefern den in der klassischen Kontinuumstheorie fehlenden inneren Langenparameter. So-
mit bleibt das zu I6sende Randwertproblem gut gestellt.

Im Fall der Gradientenmodelle werden raumliche Ableitungen der plastischen (allgemein: nicht-
elastischen) Zustandsvariablen in den konstitutiven Gleichungen bertcksichtigt. Neben Vor-
schlagen zu nichtlokalen Verzerrungs- (siehe zum Beispiel Bazant et al .[6]) und Schadigungs-
modellen (siehe Kuhl [95]) sind auch Modelle, in denen die Fliel3funktion in Abh&ngigkeit der
Gradienten der aquivalenten Verzerrungen formuliert ist (siehe de Borst & Muhlhaus [17], Pamin
& de Borst [141], Muhlhaus & Aifantis [129], Sluys [178], Wang et al. [187]), Gegenstand der
Forschung.

Das von den Gebrtdern Cosserat [33] vorgeschlagene Kontinuumsmodell baut gedanklich auf
Makro-Elementen auf, die in endliche Mikro-Elemente unterteilt werden. Durch die endliche
GrolR3e dieser Elemente wird ein innerer Langenparameter eingebracht, der die Schlechtgestellt-
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heit des Problema priori vermeidet. Zur Beschreibung von Deformationen der endlichen Ele-
mente der Cosserat-Theorie sind neben Translationen auch noch Rotationen erforderlich. Sluys
[178] berichtet, dass mit diesem Ansatz zwar Mode Il Versagenszustande netzunabhangig simu-
liert werden kdnnen, fir Mode | Versagen die Theorie jedoch keine zufriedenstellende regulari-
sierende Wirkung hat. Allen Ansatzen ist gemein, dass die zusatzlich nétigen Modell- und Mate-
rialparameter, insbesondere auch der innere Langenparameter, nicht direkt aus Versuchen
bestimmbar sind (siehe de Borst et al. [18], Kuhl [95]).
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5 Materialmodelle zur Simulation bewehrter Betonstrukturen
5.1 Ubersicht

Ziel dieses Kapitels ist es, die im Rahmen dieser Arbeit untersuchten Materialmodelle, die zur
numerischen Simulation des Tragverhaltens bewehrter Flachentragwerke aus Beton angewendet
wurden, vorzustellen. Das Kapitel wird prinzipiell unterteilt in Werkstoffmodelle fur Beton und
solche, die die Bewehrung abzubilden haben. Im ersteren Fall wird dartber hinaus zu Beginn eine
vergleichende Ubersicht bekannter dreidimensionaler Plastizitaitsmodelle gegeben. Eine ent-
sprechende Ubersicht und Klassifizierung fiir zweidimensionale Modelle findet sich in Menrath
[121]. AnschlieRend werden die beiden verwendeten Modelle, das assoziierte Mehrflachenmo-
dell nach Menrath sowie eine Modifikation des von Kang [84] vorgeschlagenen Einflachenmo-
dells, eingefuhrt. Im zweiten Teil des Kapitels erfolgt die Beschreibung der orthotropen Beweh-
rungsmodellierung. Die numerische Umsetzung der Modelle wird schlie3lich in Kapitel 6
diskutiert.

5.2 Plastische Werkstoffmodelle fur kohasive Reibungsmaterialien

Im Folgenden sollen einige aus der Literatur bekannte, dreidimensional orientierte Plastizitats-
modelle fur kohasive Reibungsmaterialien bzw. deren Versagensflachen aufgezeigt und gegen-
Ubergestellt werden. Einige Modelle wurden urspringlich fir Béden entwickelt und erst spater
auf den Werkstoff Beton angewendet. Auf eine ausfuhrliche grafische oder formale Darstellung
der Versagensflachen wird aus Platzgrinden weitgehend verzichtet — der Leser sei an dieser
Stelle auf die angegebene Literatur verwiesen. Insbesondere werden hauptsachlich Modelle be-
ricksichtigt, die eine Abhangigkeit von der dritten Invariante des Spannungsdekiatdigei-

sen und somit, sofern es sich um Einflachenmodelle handelt, nach der Klassifikation von Menrath
[121] dem Typ IV zuzuordnen sind.

Bereits1935verdffentlichtLeon eine ,Hullflache” flr den Versagenszustand von Beton (siehe
[104] & [105]). Er festigt seine Theorie anhand von Versuchen von Mérsch und Ras & Eichinger
[160] und grenzt sie zu den klassischen Kriterien hin ab. Formal handelt es sich bei seinem
Vorschlag um eine Kombination délohr-CoulombFlache mit denRankinéschen Hauptspan-
nungskriterium.
F(0) = Flo1,09) = £~ (0 - o)) +m f—l —c=0 (5.1)

cm cm
Pramono (1988)[150] greift schlie3lich eine von Willam, Hurlbut & Sture weiterentwickelte
Formulierung des bekannten Funf-Parametermodells von Willam und Warnke [191] auf. Letzte-
res zeichnet sich durch eine elliptische Erweiterung der Beschreibung in Deviatorebene aus
(siehe hierzu auch Kapitel 5.4.2), um eine stetig differenzierbare Versagensflache zu erhalten.
Diese Eigenschatft liegt jedoch dem sogenaninéem-PramoneModell nicht zugrunde. Es lau-
tet in den Hauptspannungen undo,

2

02 g,—-0
Flo1,05k0) = [(1 - W2+ 23] +i2mL-Kc=0 . (52
fam fem fem
Folglich ist ein grofR3er Nachteil dieses Kriteriums, neben der Formulierung in den Hauptspannun-
gen, die Unstetigkeit der Gradienten der Deviatorschikiist.hierin der Verfestigungs-, ¢ der
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Kohasions- undn der Reibungsparameter. Dasdifizierte LeorVersagenskriterium voRtse
(1992)[47] kombiniert das Kriterium aus Gleichung (5.2) und eine Ausrundung der ,Ecken” mit-
tels deWillam-WarnkeFunktion (siehe Gleichung (5.46)) und liefert damit eine stetig differen-
zierbare, geschlossene Flie3flache, die das Kompressions- und Extensionsverhalten bertcksich-
tigt. Sie lautet in deRaigh-Westergaard&oordinaten

2 2
F(,p,0,kc) = |3 (1—-K (fi+§r(9)) +3§I’(6)

\/éfcm \/Efcm
+%*(g+‘fr—fé9))—k2c=o . (5.3

Die Parameter entsprechen deeon-PramoneViodell.

Menetrey und Willam (1995)schlagen ein Einflachenmodell mit exponentieller isotroper Ent-
festigung vor, das auf einer bruchenergetischen Regularisierung beruht [119]. Die Versagensfla-
che ist abhangig von den drei Invariantgn J, und 6 mit

_ @ 3 . _
F(l,J5,6,0) = ﬂ(ll +1(0) /33,) + A 0o (5.4)
wohingegen das zugehorige plastische Potenzial
C
l,,J,) = 23, + B /2, + —=I 5.
Q(l1,Jp) 2 2% 3h (5.9

die dritte Invariante nicht beriicksichtigt. Hierin sBidndC Modellparameter, die sich anhand

der Versagensflache bestimmen lassen@ieth aus Versuchen bestimmbarer, konstanter Mate-
rialparameter. Die dritte Invariante wird, da das Modell auf dem Funf-Parametermodell von Wil-
lam & Warnke aufbaut, Gber die bekannte Funktih) (siehe Gleichung (5.46)) eingebracht.
Eine Verfestigung der Fliel3flache ist nicht vorgesehen.

Ottosen[137] verdffentlichtLl977einen Vorschlag fur ein hinsichtlich der triaxialen Druckspan-
nungsrichtung offenes Versagenskriterium, das ebenfalls die dritte Spannungsinvariante berick-
sichtigt. Im Gegensatz zu den Arbeiten von Argyris et al. [1] und Mills & Zimmerman [127], ist
die Versagensflache von Ottosen im gesamten Gebiet konvex.

Im Aufsatz vonSimo und Meschke (1993)175] wird neben einer neuen Klasse von Algorith-
men fur finite Plastizitat auch ein verallgemeinertes, isotropes Einflachenkriterium ftr granulare
Materialien vorgestellt. Die einfache Erweiterung fur kohésive Materialien wird ebenfalls ange-
geben, so dass das Kriterium in den Invariahted undJs bzw.6

_ 1/2
F(13, 3, 35,0(@) = [1(35dg) 5 + ¢4 la™ (T, + O)"]

—Cly—Je "M —c3q=0 (5.6

geschrieben werden kann. Die Abktrzungen lauten

v(JyJdy) = /1 — BcosP  und I =3/3fm—1; . (5.7)

Lade & Kim (1995) stellen in [101] ein Einflachenmodell vor, das auf insgesamt zwolf Parame-
tern basiert. Als Besonderheit ist der Elastizitdtsmodul des Modells nichtlinear vom anliegenden

59



Spannungszustand abhangig. Die FlieRRflache besteht aus einem Vergleichsspannungskriterium
und ist abh&ngig von den Invarianten des Spannungstehstrsi(diz), das zugehorige Poten-

zial entspricht prinzipiell der Fliel3flache, erfahrt jedoch durch die Wahl anderer Parameter eine
Reduktion der hydrostatischen Spannungskomponenten des Gradienten. Die Fliel3funktion lie-
fert nicht fur alle Kombinationen von Materialparametern eine Versagensflache, so dass diese in
einer weiteren Beziehung explizit definiert werden muss. Das Modell wird inbesondere fir bo-
denmechanische Problemstellungen verwendet.

Eine Fortschreibung dieses Konzepts stellMBS-LadeModell (1996)dar. Es wurde von Ma-

sari, Runesson & Sture [181] ausgehend vom urspriinglichen Drei-Invarianten-Modedbeon
(1986) weiterentwickelt und gehort zur Klasse der Zweiflachen-Kappenmodelle mit Singularitat
an der Kappenspitze (Apex). Obwonhl fur Béden entwickelt, kann es durch einfache Modifikatio-
nen (Addition der hydrostatischen Zugspannungskomponente auf den tatsachlich anliegenden
Spannungstensor) auch fir Beton eingesetzt werden. Die beiden Teilflachen fur die Kappe und
den Konus beriicksichtigen die dreiecksahnliche Form des Deviatorschnitts durch Multiplikation
der zweiten Deviatorinvariante mit der in Gleichung (5.46) gegebafiem-WarnkeFunktion

r@,e), die Exzentrizitae wird jedoch als Modellkonstante betrachtet. Der Konus weist eine
nichtlineare Erzeugende in der Meridianebene auf, die Kappe wird durch eine Ellipse beschrie-
ben. Fir den Konus ist in der Weiterentwicklung von Pérez-Foguet & Huerta [147] eine nichtas-
soziierte, fur die Kappe dagegen eine assoziierte FlieR3regel definiert.

Ehlers (1995)diskutiert in [45] eingehend bekannte Modelle von Desai und Lade (siehe obige
Erlauterungen) und konstruiert schliel3lich ein Sieben-Parametermodell (sechs Geometriepara-
meter plus Verfestigungsvariable), das in dtaigh-Westergaar&oordinaten die folgende

Form annimmt:

F=J0+ /3B+3e2—x=0 wobei (5.9

O =Zp2(L+y )"+ 3 af? +90% mit #=-2 sin(@) (5.9

/27

Einige Umformungen fuhren auf die ebenfalls gebrauchliche folgende Form, die sich durch Mul-
tiplikation des hydrostatischen Teras mit dem deviatorischen Terfy auszeichnet:

p = Fr) Fy0) (519
mit
Fro= 2 [9e? - 02)* + 6/3 B &
1/2
+2 (262~ a — dex)s? - 238 + o] (5.1
und
-m/2
Fy= [1+%7ysin (39)] (5.12

Die Ehlers’sche Fliel3funktion kann durch entsprechende Wahl der Paramgier §, €, x, m)
in die einfachen Kriterien naclon MisesundDrucker-Prageriberfihrt werden.

Krenk (1996) [100] stellt eine Familie von Versagenskriterien vor, deren Basis Erzeugende in
der Deviatorebeneléviatoric generatolssind, die die Forderung nach einem Ubergang von der
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dreiecksférmigem hin zu einer kreisrunden Form erfillen. In die allgemeine Form von Glei-
chung (5.13) werden die Erzeugenden in hydrostatischer Richtydgpétatic generatojdur
Extensiong und Kompressiorg: eingebettet, welche innerhalb der Konvexitatsbedingung
2 q(€) < &) = qc(&) eine beliebige Form annehmen kdnnen.

27 — G0 J3 + 6(02 — acg + d) I, = 2 g2? (5.13

Lambrecht & Miehe (1999) schlagen eine Modifikation d&rucker-PragerKegels vor, die

durch Ausrundung an der Kegelspitze das bekannte Problem der dortigen Spannungsprojektion
|6st (siehe Lambrecht & Miehe [102]). In Erweiterung auf ein Einflachenmodell fur Béden wird
folgende Versagensflache vorgeschlagen, die hier zum besseren Vergleich ebenfalls in den
Haigh-Westergaard&oordinaten angegeben wird:

(o, %) — 1
F = \[% \/y(o,x) p2+a,2:—% %=0 (5.19

Uber den zweiten Term wird ein Verfestigungsgesetz formukiést,die innere, im Spannungs-
raum definierte, skalare Verfestigungsvariable ¢fadx) bringt die Dreiecksform der Deviator-
ebene multiplikativ in die Formulierung ein.

Wo,6) = Y1 - 80) (1 — cos P) (5.19

S(K) ist eine von der Verfestigungsvariable abhangige Funktion zur Steuerung des Einflusses des
LodeWinkels in Deviatorebene. Der in Gleichung (5.14) zusatzlich vorhandene Materialpara-
metera g kann als endlich kleine Perturbation angesehen werden. Er ermoglicht somit die Diffe-
renzierbarkeit der Versagensflache, ohne jedoch als eigener Materialparameter identifiziert wer-
den zu muissen. Das plastische Potenzial des vorgeschlagenen Modells basiert prinzipiell
ebenfalls auf Gleichung (5.14). Jedoch wird die Abhangigkeit von Gleichung (5.15) in (5.14) ent-
fernt sowie durch geeignete Parameterwahl die notwendige flachere Reprasentation des Poten-
zials in der Meridianebene erreicht. Das Potenzial ist somit in Deviatorebene kreisformig und
daher sowohl in deviatorischer als auch hydrostatischer Richtung nicht mehr assoziiert.

Diskussion

Die vorgenannten Modelle zeigen insbesondere, dass eine geschlossene, stetig differenzierbare
Beschreibung der Versagensflache fur kohasive Reibungsmaterialien von zwei Punkten abhan-
gig ist. Zum einen ist eine geeignete Erzeugende in der Deviatorebene und zum anderen in der
Meridianebene notwendig. Fir erstere existiert neben der ellipti$diam-WarnkeFunktion

r(0) aus Gleichung (5.46) auch die Mdglichkeit zur Verwendung einer trigonometrischen Funk-
tion der allgemeinen Form(#) = (1 — A cos 39)8/2. Beide Ansatze werden multiplikativ auf
einen Term, der die zweite Invariante berucksichtigt, angewendet und liefern bei geeigneter Para-
meterwahl konvexe Versagensflachen. Die Erzeugende in hydrostatischer Richtung muss zu-
nachst nur konvex gekrimmt sein. Anpassungen an Versuchsergebnisse haben Potenzfunktio-
nen, deren Basis eine Funktion der ersten Invariante des Spannungstensors darstellt, als
geeignetste Wahl erscheinen lassen. Nach wie vor bleibt jedoch bei den meisten Versagensflachen
die gesonderte numerische Behandlung der Unstetigkeitsstellen am Schnittpunkt mit der hydro-
statischen Achse zu bemerken.
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5.3 Mehrflachenmodell nach Menrath

Menrath schlagt in [121] zur ebenen numerischen Simulation des Tragverhaltens von Stahlver-
bundtragern ein dreidimensional orientiertes Mehrflachenplastizitatsmodell fir Beton vor. In
Kombination mit den eingesetzten Modellen zur Abbildung der Last-Schlupf-Charakteristik der
Betondiibel sowie der materiell nichtlinearen Berticksichtigung des Stahltragers konnte ein um-
fangreiches Konzept zur Erfassung der materiell nichtlinearen Phanomene in Verbundtragern
vorgestellt werden (siehe Menrath, Haufe & Ramm [120], [122]). In weiteren Studien wurde das
Konzept hinsichtlich der zur Verfigung stehenden Ver- und Entfestigungsgesetze fur zweidimen-
sionale Problemstellungen (ebener Verzerrungs- und ebener Spannungszustand) erweitert (ver-
gleiche Haufe, Menrath & Ramm [59], [60]). Wichtigster Vorteil des Modells ist die sehr geringe
Anzahl an Material- und Modellparametern, die zur Definition der Versagensflache und der
Evolutionsgesetze notwendig ist. In der hier vorgestellten modifizierten Version sind neben den
elastischen Parametelg,undv, die Zugfestigkeitf ., und die Druckfestigkeit.,, des Betons

sowie die Bruchenergien im Zug- und im Druckberesghund G festzulegen. Vier weitere Pa-
rametery; steuern die Geometrie der Versagensflache sowie das verfestigende Evolutionsgesetz
im Druckbereich.

Zur Anwendung auf dreidimensional orientierte Flachentragwerke innerhalb des in Kapitel 2.3
vorgestellten geschichteten 3D-Schalenelements ist das Betonmodell neu implementiert worden.
Im Folgenden wird die zugrunde liegende Kontinuumsformulierung des Modells vorgestellt. Fr
weitere Informationen, inbesondere zur numerischen Umsetzung, sei der Leser jedoch auf die
wesentlich umfangreichere Abhandlung von Menrath [121] verwiesen.

5.3.1 Einfiihrung

Das von Menrath vorgeschlagene Mehrflachenmodell definiert eine Versagensflache im Span-
nungsraum, die sich aus zwei reguldbencker-PragerKegelflachen (vergleiche auch Kapitel

4.3.6) sowie einer kugelformigen Kappe, die die Versagensflache in Richtung des hydrostati-
schen Druckbereichs begrenzt, zusammensetzt (siehe Bild 5.1a und Bild 5.3). ruekste
PragerKegel F; definiert das Versagen unter Zugbeanspruchung, wahrend das Versagen im
Druckbereich durch den zweiten Kegeglsowie durch die Kugelkapg beschrieben wird. Ein

mit der FlieRflache assoziiertes plastisches Pote@z#; (i=1..4) bedingt die Einhaltung der
Normalenregel (siehe Kapitel 4.3.4) und liefert fir alle regularen Projektionsrichtungen symme-
trische Tangentenoperatoren. Letztgenannte Einschrdnkung auf reguléare Projektionen resultiert
aus der Tatsache, dass zur Spannungsruckprojektion aus dem Apexbereich, namentlich der Zug-
bereich der FlieRRflache, fir den keine Standardprojektion vorgenommen werden kann, auf das
Konzept eines invertierten Kegels zurtickgegriffen wird. Diese Vorgehensweise wurde von Pan-
kaj & Bicanic (vergleiche [143] und [144]) zuerst auf ddshr-CoulombVersagenskriterium
angewendet (invertierte Pyramide) und von Menrath [121] allirdieker-PragerProblemstel-

lung erweitert. Der Algorithmus beruht auf einer zum erBtertker-PragerKegelF; invertier-

ten Hilfsflie3flacheFs, das zugehdérige plastische Potenzial wird in gleicher Weise invertiert.

Das nichtlineare Verhalten des Betons, wie eingehend in Kapitel 3 beschrieben, ist stark vom an-
liegenden Querdruck und somit der hydrostatischen Spannungskomponente abhangig. Bei
Mehrflachenmodellen wird diese Abhangigkeit in der Regel nicht kontinuierlich in die Evoluti-

onsgesetze eingebracht, sondern die einzelnen Komponenten der Flie3flache per Definition mit
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eher sproden oder eher duktilen Evolutionsgesetzen ausgestattet. Der Nachteil der Diskontinuitat
manifestiert sich in einem héheren Aufwand im Projektionsalgorithmus. Fur Einflachenmodelle,
wie zum Beispiel in Kapitel 5.4 vorgestellt, findet im Allgemeinen nur ein Evolutionsgesetz, das
sich Uber weitere Abhangigkeiten vom aktuellen Spannungszustand parametrisieren lasst, Ver-
wendung. Allerdings fuhrt in diesem Fall besagte Abhangigkeit vom Spannungszustand bzw. sei-
nen Invarianten zu weit komplexeren Ausdrucken in den notwendigen ersten und zweiten Ablei-
tungen der FlieRflache oder des Potenzials (siehe hierzu insbesondere Kapitel 6).

Die Ver- und Entfestigungsgesetze des Mehrfachenmodells bauen auf Vorschlagen von Feenstra
[51] auf und bestehen aus einem exponentiellen Entfestigungsgesetz im Zugbereich sowie einem
bi-parabolischen Ver-/Entfestigungsgesetz im Druckbereich. In beiden Fallen wird eine Regula-
risierung des Modells Uber einen netzangepassten Entfestigungsmodul, basierend auf der Zug-
bzw. Druckbruchenergie (siehe hierzu insbesondere Vonk [186]), vorgenommen. Die aquivalen-
ten Verzerrungen werden entsprechend der Arbeitsverfestigungshypothese ermittelt (vergleiche
Kapitel 4.3.2).

5.3.2 Formulierung der FlieBflachen

Die von Menrath vorgeschlagenen Teilflachen des Betonmodells basieren auf der ersten Invari-
ante des Spannungstensigrsowie auf der zweiten Invariante des Spannungsdevistdesn

Schnitt der Fliel3flache parallel zyrEbene (Deviatorebene) liefert immer einen Kreis (siehe
Bild 5.1b). Somit wird das unterschiedliche Extensions- und Kompressionsverhalten, charakte-
ristisches Merkmal kohasiver Reibungsmaterialien, nicht erfasst.

Die Definition der ersten beiden regulaf@rucker-PragerTeilflachen lautet:
Fi(s11,&) = Id + ¢ |1—\[% fiE) . i=1,2 (5.16

Die Vergleichsspannungen fur den Druck- und den Zugbereich werden tber die beiden skalaren
Funktionenfi(e;) = f; di(€;) eingebracht und beschreiben folglich ein isotropes Ver- und Ent-
festigungsverhalten. Dig definieren zugehdrige aquivalente plastische Verzerrungen. Die Mul-
tiplikatorena; undg; dienen dazu, die beiden Teilflachen im Hauptspannungsraum zu positionie-
ren. Fur die erste Teilflachg gilt

a) Raumliche Darstellung b) Darstellung in Deviatorebene
t 035>0 O3
/ 0 > 0
‘c"/ 01 > O

Bild 5.1  Mehrflachenmodell im Hauptspannungsraum
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2 71 fem = fem 2 vq fem
a; = |5 —/———— und = 51
1 \[3 71 fom + fotm ﬁl 71 fem + fetm (517

und fir die zweite TeilflachE,

_ 2 y2—1 V2

ay = \[§ m und ﬂZ = m . (51&
Anschaulich kénnen die Bedingungen zum Erhalt obiger Gleichungen im ebenen Hauptspan-
nungsraum anhand Bild 5.2a erklart werden. Wird die Approximation der von Kupfer, Htlsdorf
& Rusch (siehe Bild 5.2b, [99]) veroffentlichten biaxialen Versagenskurve im ebenen Span-
nungszustand mittels; undF, angestrebt, kann tUber jeweils einen Modellparameter je Teilfla-
chey, eine ausreichend genaue Abbildung erfolgen. Fur die VersagensteiffacheZugbe-
reich lassen sich zwei Spannungszustaralaufd () angeben, die die Flache hinreichend
definieren. Diese lauten

fCtm 0 O Vl fcm O O
oo=|0 00 und o, = 0 0O (5.19
0 00 0 00
mit den zugehdrigen Fliefbedingungen
Fia0a&) =g+ a1y - \[% B fetm =0 (5.20
= \[% fotm + aq fctm—\[% ﬁl fom =0
und
I:l,b(ob’ €) =Ild+al, - \[% ,31 y1 fem= 10 (5.2)

= \@ V1fcm+a1V1fcm_\[%ﬂ1V1fcm:0

Das Losen des durch Gleichung (5.20) und (5.21) definierten linearen Gleichungssystems liefert
die Bestimmungsgleichungen fiir die Parameteund 8,. Entsprechende Vorgehensweise fiir

den zweiterDrucker-PragerKegelF; in den Punkte(c und@ (siehe Bild 5.2) liefert:, und

Ba

Fur die numerische Umsetzung des Projektionsverfahrens wurde im Bereich des Apex die von
Pankaj & Bicanic [143] vorgeschlagene Losung einer invertierten Pyramide dbfudiker-
PragerFlieRbedingung erweitert. Die notige HilfsfladRebeschreibt einen bezuglich des Gra-
dienten an der Spitze vén (siehe Punk’e in Bild 5.3) senkrecht stehendBmnucker-Prager-

Kegel.

Fi(s11,&) = || + ajl 1—\/% fy(e)) (5.22

Die hierin vorkommenden Parametes und f; kénnen tber die Geometrie der Teilfladhe
definiert werden. Die Einhaltung der Orthogonalitat bedingt senkrecht aufeinander stehende Ab-
leitungen der Fliel3flachen

oF, oF3
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des Weiteren bildet Pun’ej die Kegelspitze beider Flachen und muss daher die Randbedingung

F]_(Ue! E]_) = Fs(ae, E]_) = O (524)
erflllen. Aus der ersten Bedingung kann unter Berlicksichtigung von

oF A

8—01 |S| +ayl =0+ ayl (entsprechend fiirgf (5.29

und der Tatsache, dasslefinitionsgeman (siehe Gleichungen (A.24) und (A.26)) fiir beide Teil-
flachen keine hydrostatischen Komponenten enthalt und somit keinen Beitrag zum Produkt in
Gleichung (5.23) liefert, direkt

1
az = — 53— 5.2
3 3a1 ( @
ermittelt werden. Fur die zweite Bedingung muss die anliegende Spannung auf der hydrostati-

schen Achse liegen, deren deviatorischen Anteile daher nullssin@)( Fur die hydrostatischen
Komponenten l&sst sich unter Verwendung von Gleichung (5.24)

_ /2
1(06) \/; al 3 a3 (52n
schreiben. Schliellich liefert Gleichung (5.26) hieraus
_ 1 _

Es ist noch anzumerken, dass das plastische Potenzial zur Teiftelhenfalls in gleicher
Weise invertiert wird. Im Hinblick auf den zugrunde gelegten Mehrflachenprojektionsalgorith-
mus wird daher eine im Apexbereich befindliche Pradiktorspanadézgm einen auf die Teil-
flacheFz und zum anderen entlang der Senkrechtdr ZE3=0) projiziert. Die entsprechenden
Gradienten sind in Bild 5.3 skizziert. An dieser Stelle ist weiter zu bemerken, dass die Auswer-
tung der FlieRflach&s entsprechend Gleichung (5.22) tiif einen negativen Wert annimmit.
Daher sind die traditionelldfuhn-TuckerBedingungen (Gleichung (4.12)) ebenfalls zu modifi-
zieren: Der elastische Bereich der Teilflache wird dfghe= O charakterisiert, entsprechend

lautet die Bedingung fur den plastischen Multiplikai@rs 0.

a) %, b)

S / e / =12 2

. . o Y fem

Bild 5.2  a) Mehrflachenmodell im zweidimensionalen Hauptspannungsraum
b) Versagenskurve von Kupfer, Hilsdorf & Risch [99]
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Die vierte Teilflachdr4 ist als Kugelkappe, entsprechend der Kappenmodelle von Hofstetter et
al. [73] und Suanno [183], in Richtung des triaxialen hydrostatischen Druckbereichs ausgebildet.
Ihre allgemeine Definition lautet:

Fs 1) = [+ 5011~ nf€)? - Re) (5.29

Hierin bezeichnet, ,(€,) den Mittelpunkt der Kugelkappe uri(e,) deren Radius, jeweils in
Abhangigkeit der aquivalenten plastischen Verzerrungen fiir den Druckbesgsiehe auch
Bild 5.3). Zur geometrischen Anbindung an die zweite Teilfldehavird ein Cl-kontinuier-
licher Ubergang voR, aufF4 im Punktlg = — 2y,0(€,) gefordert. Somit ergeben sich die beiden
Bedingungsgleichungen

IF(s 1, = 19,&,)  9F,(s,1, = 19,&)
2 1 1’2 _ 4 1 1’2 (53@
00 Jdo

und
Fas1y=12&) = Fy(s 1, = 19,&) . (5.30)

Das Auflésen von Gleichung (5.16) bezuglich der zweiten Teilflache gaatd|Einsetzen von

= Ig in den erhaltenen Ausdruck, liefert die noétigen Bedingungen, um aus Gleichung (5.30)
und (5.31) die beiden unbekannten Grol3ey(e,) und R(e,) zu bestimmen. Diese ergeben sich

zu

lin€) = — (/Bha, + 2) y,5,(€) (5.32

R(E) = ‘/% +6a5 7, O)€) . (5.33

Mit den vorstehenden Gleichungen wurden die einzelnen Versagensffachef , des Mehr-
flachenmodells im Invariantenraum definiert. Es wurde weiter gezeigt, welche Abh&angigkeiten
zwischen den Teilflachen bestehen. Insbesondere die einfache Ermittlung des invertierten Kegels
zur Ruckprojektion im Apexbereich wird in Kapitel 6.3.3 hinsichtlich des dort behandelten Ein-
flachenmodells weiter diskutiert werden.

und

®© | }
- %Vzaz(gz) 4oL %'1,m(€2)

(Druckachse)

Bild 5.3 Mehrflachenmodell im4%-Invariantenraum
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5.3.3 Evolutionsgesetze

Im vorigen Kapitel wurde die Versagensflache des Mehrflachenmodells vorgestellt. Die im Sinne
eines ver- und entfestigenden Verhaltens des Materials notwendigen Evolutionsgesetze, die die
isotrope und kinematische Verfestigung der Teilflachen steuern, werden in diesem Kapitel behan-
delt.

Wie bereits in Kapitel 5.3.1 einleitend erlautert, liefert die Mehrflachenplastizitat durch die Un-
terteilung des Spannungsraums einzelne Gebiete, innerhalb derer die Verwendung spannungs-
unabhéngiger Evolutionsgesetze moglich ist. Das heif3t, das verwendete Evolutionsgesetz ver-
wendet als einzigen Parameter eine im Verzerrungsraum definierte skalare Variable. Es hat sich
gezeigt (vergleiche [51], [121], [123]), dass durch geeignete Wahl der Teilflachen die Hauptver-
sagenszustande mit solchen Modellen sehr gut abgebildet werden kdnnen.

Aquivalente Vergleichsdehnungen

Dem von Menrath vorgeschlagenen Mehrflachenmodell liegt die Arbeitsverfestigungshypothese
nach Gleichung (4.21) zugrunde. Mit Erfiillung der FlieBbedingung am Ende des Projektionsver-
fahrens gilt somit

€= Ay ; €, = A YV oi=1[24] . (5.39

Der invertierte KegelFs tragt nur zur Stabilisierung des Projektionsalgorithmus bei — er liefert
keinen Beitrag zu den &quivalenten plastischen Verzerrungen. Die aquivalenten Vergleichsdeh-
nungen fir den Druckbereich werden im rickprojizierten Zustand jeweils durch die aktive Teil-
flache &4 oderF,) aufdatiert.

Zugversagen

Fur den Zugbereich wird ein am einaxialen Zugversuch orientiertes Entfestigungsgesetz defi-
niert. Die in entsprechenden Versuchen (siehe Kapitel 3.1.2) ermittelte Bruchenergie dient als
Eingangsparameter, der die ,Fulligkeit” der Kurve bestimmt und somit direkt den Entfestigungs-
modul beeinflusst. Im Gegensatz zu linearen oder bilinearen Ansatzen flr das Entfestigungsge-
setz, wie zum Beispiel unter anderem von Rots [161] verwendet, kommt ein exponentielles
Evolutionsgesetz zur Anwendung. Fur erstere wird von Meschke et al. [123] von Instabilitaten
beim Ubergang in den horizontalen Ast berichtet. Letztere wurden unter anderem von Feenstra
[51] oder Sluys [178] vorgeschlagen.

L 3 . G
() = fom exp( — K—tt) mit Ky = m (5.35

In den charakteristischen Schadigungsparamgterehen die Bruchenergie im Zugbere@h

sowie die Zugfestigkeif.,ein, vergleiche Bild 5.4a. Ublmwird ein innerer, charakteristischer
Langenparameter in das Entfestigungsgesetz eingebracht, der im Sinne des in Kapitel 4.4.2 vor-
gestellten angepassten Entfestigungsmoduls von der Diskretisierung abhangig ist und die Netz-
abhangigkeit der Strukturantwort regularisieren soll. Ausgehend von den Uberlegungen in Kapi-
tel 4.4 zur kritischen Diskretisierung des 1D-Problems, lasst sich fir dieselbe Aufgabenstellung
auch ein kritischer Entfestigungsmodul fiir das vorliegende exponentielle Entfestigungsgesetz
bestimmen (siehe hierzu auch Rots [161], Menrath [121]). Gleichung (5.35) liefert den steilsten
Gradienten des Evolutionsgesetzeséffie= 0 zu
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H

_do(€; =0) fom e\ fum_ DT,
M= e = e e e S GE

Bertcksichtigt man diese Beziehung in der eindimensionalen Entsprechung zu Gleichung (4.52),
der materiellen Stabilitdtsbedingung

ep_ _EH _
detc= EH. —0o | (5.3

so sieht man, dass diesefi= —H nicht definiertist. Zugleich muss der Nenner stets positiv sein

E > —H, da eine Vorzeichenumkehr durch den Nenner in den in Kapitel 4.3.1 angegebenen Be-
und Entlastungsbedingungen ausgeschlossen wird. Einsetzen von Gleichung (5.36) liefert damit
eine Bedingung, die zur Einhaltung der Objektivitdt im Sinne des netzangepassten Entfesti-
gungsmoduls erfullt sein muss:

Ecm Gy
2

ctm

h < (Ecm = Elastizitatsmodul des Betons) (5.38

Uberschreitet die Diskretisierung die von (5.38) gegebene Grenze, so ist durch geeignete Wahl
der Materialparametdt., fomundG; die Stabilitat und die Eindeutigkeit der Be- und Entlas-
tungsbedingungen wieder herzustellen. Alternativ kann Gleichung (5.38) nattrlich durch Neu-
vernetzen erflllt werden.

Druckversagen

Das Versagen von Beton unter Druckbeanspruchungen ist stark abhéangig vom anliegenden Quer-
druck (Umschnirungsdruck oder awcmfinemerjtund somit mafRgeblich an die hydrostatische
Komponente der anliegenden Spannungen gekoppelt. Diese wird in den Evolutionsgesetzen des
vorgestellten Betonmodells jedoch nicht beriicksichtigt. Entsprechend der Vorgehensweise im
Zugbereich werden die das Druckversagen abbildenden TeilflaghewF,4 Uber ein einaxiales
Evolutionsgesetz gesteuert. Die experimentelle Grundlage wird von einaxialen Druckversuchen
geliefert, denen die Charakteristik des ansteigenden Asts bis zum Maximalwert der ertragbaren
Spannung entnommen wird. Das entfestigende Verhalten wird entsprechend dem Zugversagen
Uber die freiwerdende Bruchenergie kontrolliert (vergleiche Vonk [186]) und ebenfalls tGber ei-
nen charakteristischen Langenparametexgularisiert.

Dem Evolutionsgesetz liegt eine bi-parabolische Funktion zugrunde (vergleiche Bild 5.4b). Der
verfestigende Ast wird zum einen durch die maximale Druckfestigkgiind der zugehérigen
Verzerrungxe(y,) und zum anderen durch das Einsetzen nichtlinearen Materialverhaltens als

Ky Ke(74) Kcu

Bild 5.4  Evolutionsgesetze a) fur den Zugbereich b) fur den Druckbereich
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Fraktilwerty, der Druckfestigkeit definiert. Durch die beiden Paramgtemdy , kann abwei-

chend vom ursprunglichen Modell, das fur normalfeste Betone konzipiert war, auch das sprodere
Versagen hochfester Betone nédherungsweise simuliert werden (vergleiche Haufe, Menrath &
Ramm [59]). Die beiden Evolutionsgesetze lauten damit:

_\2
1- yg)(;_i) ] fiir & < Ko

<

-

vz + 2(1 - v3)

_ 2
GZ—Ke
1_<Kcu—’fe) ]
Die charakteristischen Dehnungen bei maximaler Druckfestigkeit bzw. bei Druckversagen sind

gegeben zu

N

Ke

o) =< (5.39

r

flr xe < €, < Key

J

.

3 G¢

Und KCU = m

(5.40

Ke = Va4 E. + Ke
Ebenso wie fur das Entfestigungsgesetz im Zugbereich, lasst sich fir den Druckbereich ein kriti-
scher Entfestigungsmodul angeben. Der maximale Gradient des Entfestigungsgesetzes wird er-
reicht flro,(€, = x¢y). Die weitere Herleitung erfolgt analog zu den Gleichungen (5.36) ff. und
fuhrt auf

3 Gc Ecm

h <
fZm

(5.49)

IN

Die MalRhahmen zur Sicherung der Stabilitat sind entsprechend zu Ubertragen.

5.3.4 Parameteridentifikation

In Menrath, Haufe & Ramm [120] wurde gezeigt, dass die beiden Formparamete8, O und

vy, = 1,2 die biaxiale Versagenskurve nach Kupfer, Hilsdorf & Ruisch [99] ausreichend genau

abzubilden vermogen. Fir Normalbeton besteht nach Eurocode 2 [50] die Mdglichkeit, ausge-
hend von der charakteristischen Zylinderdruckfestigkeit die weiteren Materialparameter wie die

b)

G; [Nmnymnv] G; [Nmnymnt]
0,16. /4 (15.189) B/or%) (32.186)y, 0,16, (0.4&
<Al).25,151)
0,12f | 0,12
-~ G—0 Pet A
0,08 - R K(Iee?nxrr]odt and Winkler 0,08 k
- 0—o Roelf: d Wittm 1
1 i W9Iiszz :?al. . A—n Cplit:a'ior:tnam and Shah #—= Wu and Zang
0,04t \é\[’;ﬁ;r;z:zbeetral. 0,04¢ v—= Wittmann et al. A——4 Mihashi et al.
¢---9 CEB-FIP model code 1990 4 0——o0 Wittmann et al. o——e Hordijk
¥---¥ Mihashi et al. 0 (mean for dmax =8,16,32 mm)
O+—— : - ' ; ; — } + '
024 8 12 16 32 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
dinax [MmM w/z—Wert[-]
Bild 5.5 Abhangigkeit der Zugbruchenergiev@n a) der Korngrof3e b) w/z—Wert [126]
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maximale Druckfestigkeit, die Zugfestigkeit oder auch den Elastizitdtsmodul abzuschatzen. So-
fern detailliertere Angaben aus direkten Versuchen zum Beispiel fr den Elastizitatsmodul oder
die Biegezugfestigkeit vorliegen, sollten diese in der numerischen Simulation Verwendung fin-
den. Die Poissonzahl (Querdehnzahl) kann innerhalb der zulassigen Werte aus dem Eurocode 2
vonvem = 0, 1-0,2 variiert werden. Ihr Einfluss auf das Gesamttragverhalten von Betonstruk-
turen ist innerhalb dieser Grenzen von zweiter Ordnung.

Zur Ermittlung der Bruchenergie im ZugbereiGhsind eine Reihe von Vorschlagen basierend

auf unterschiedlichen Versuchsreihen veréffentlicht worden. Ein gute Zusammenstellung findet
man in der Monographie von van Mier [126], der auch Bild 5.5a entnommen wurde. Es zeigt sich,
dass die Bruchenergie, die grundsatzlich stark abhéngig ist von der GréRe der Zuschlagskoérner,
eine starke Sreuung aufweist. Hauptverantwortlich hierfur sind nach van Mier weitere Einfluss-
grof3en, wie zum Beispiel der Wasser-Zement-Wert (vergleiche Bild 5.5b), die Porositat, das Be-
tonalter und die Betongute, die jedoch zum Grol3teil noch weiterer Untersuchungen bedurfen und
daher in den empirischen Formeln des Normenwerks nicht berticksichtigt werden. In dieser Ar-
beit wird die Ermittlung der Zugbruchenergie auf Basis der Empfehlungen des CEB-FIP [26],
in die der maximale Korndurchmesser der Zuschligg eingeht, vorgenommen. Die grol3e
Streubreite der Versuche findet sich im Grundwert der Bruchen@ggievieder, der innerhalb

Parameter Bestimmungsgleichung Quelle
Ecm 9500 (. + 8)/% [N/mnT]
[50]
Vem 0,1 hbis0,2 [-]
V1 3,0 [-]
[120]
V2 1,2 [-]
Y3 0,3 bis 0,9 [—]
[60]
Ya 1,1 bis 1,33 [—]
fem fu+8  [N/mn?]
—————————————— [50]
fem 0,30 fczk/3 [N/mn?] Streubreite + 30%
¢ 0,7
Gy Gro <fﬂ) [Nmnymn?] mit fop = 10 N/mn?
cmD
o Amax [MmM | Ggg [Nmnymn]
Streubreite + 30% 3 0.025 [26]
16 0,030
32 0,058
Ge (100..500) x G; [Nmm/mnT] [186]

Tabelle 5.1 Materialparameter fur das Mehrflachenmodell
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von +30% variieren kann. An dieser Stelle ist bereits darauf hinzuweisen, dass die Zugbruch-
energie als extrem sensitiver Parameter in den Beispielrechnungen identifiziert wurde und damit
die Streubreite die Ergebnisse nachhaltig beeinflusst. Die Bruchenergie im Drucklé&reich
wird nach Empfehlungen von Vonk [186] (siehe auch van Mier [126]) abgeschatzt.

Als letzte Parameter sind die beiden Formbeiwerte des Verfestigungsgesetzes im Druckbereich
zu bestimmen. Wie das gesamte Evolutionsgesetz im Druckbereich kénnen auch diese anhand
einaxialer Druckversuche bestimmt werden. Fir Normalbetonwgred 1/3 undy, = 4/3,

wie auch von Menrath vorgeschlagen, zu guten Ergebnissen fiihren. Fir hochfesten Beton kann
das Einsetzen der nichtlinear-verfestigenden Materialantwort angehoben werden. Typische
Werte flry4 sind dann ca.,0—-0,9 und fury, = 1,1-1,2 (siehe auch Haufe, Menrath &
Ramm [60]). Eine Zusammenfassung zur Ermittlung der Materialparameter liefert Tabelle 5.1.

5.4 Modifiziertes Einflachenmodell

Nachfolgend soll ein Einflachenmodell fiir Beton vorgestellt werden, welches in seinen Grund-
zugen auf eine Arbeit von Kang [84] zuruckzufuhren ist. Innerhalb der Herleitung wird auf die
Modifikationen bezutglich der Originalarbeit eingegangen. Entwickelt wurde das Modell auf Ba-
sis der Arbeit von Etse [47] (siehe auch Kapitel 5.2), die wiederum aufbaut auf dem Modell von
Pramono ([149] & [150]pzw. demLeonModell [104].

5.4.1 Ubersicht

Einflachenmodelle zeichnen sich durch eine geschlossene Beschreibung der Versagensflache im
Spannungsraum aus. Sie besitzen maximal zwei Unstetigkeitsstellen der Gradienten, an denen
sie die hydrostatische Achse schneiden. Bedingt durch die Tatsache, dass keine Diskontinuitét
in der Versagensflache den Wechsel unterschiedlicher Evolutionsgesetze ermdglicht, missen
diese kontinuierlich definiert werden. Da fir Beton das Versagen in zug- und druckdominierten
Spannungszustanden unterschiedlich ist, wird Ublicherweise der hydrostatische Spannungsanteil
im Evolutionsgesetz dahingehend beriicksichtigt, dass durch ihn der Ubergang vom spréden zum
duktilen Versagen gesteuert wird.

Ein Merkmal des modifizierten Einflachenmodells nach Kang [84] ist die Bertcksichtigung der
dritten Invariante des Spannungsdeviators. Diese erlaubt die Beschreibung der charakteristi-
schen Versagenskurve von Beton in der Deviatorebene, die sich von einem Dreieck hin zu einem
Kreis in Abhangigkeit des Umschnirungsdrucks &ndert (siehe Bild 5.6a). Das Einflachenmodell
wird im Gegensatz zum Mehrflachenmodell aus Kapitel 5.3 nicht in den Invarianied J,
beschrieben, sondern in den ebenfalls invariaHagh-Westergaardoordinatens, p und6

(siehe Anhang Gleichung (A.19) ff.). Das Konzept der assoziierten Flieregel, beim Mehrfla-
chenmodell im Hinblick auf eine stabile Implementierung angewendet, wird beim Einflachen-
modell schlie3lich aufgegeben. Entsprechend der Versagensflache wird ein plastisches Potenzial
definiert, dessen Spannungsableitungen geringere hydrostatische Komponenten aufweisen. So-
mit lasst sich die bei assoziierten Modellen festgestellte extreme Uberschatzung der Dilatanz
(Volumenzunahme) vermeiden.

Im Hinblick auf die ursprungliche Formulierung nach Kang [84] wurde die Evolution der Fliel3-
flache sowie des Potenzials verandert, um insbesondere die notwendigen Ableitungen des ur-

71



sprunglichen Modells, die in der Originalarbeit nicht nachvollziehbar sind, zu vereinfachen (ver-
gleiche Anhang B). Daruber hinaus wurde die algorithmische Umsetzung der Formulierung
durch Hinzufligen eines invertierten Kegels (Apex) erweitert (siehe Kapitel 6.3).

5.4.2 FlieBflache

Innerhalb der vorgestellten Arbeit wurde die Anfangsflie3flache von Kang, das heil3t das Fliel3-
kriterium zu Anfang der Belastung des ungeschadigten, elastischen Materials, nicht modifiziert.
Im Gegensatz zu den in Kapitel 4.3.6 vorgestellten Vergleichsspannungskriterien, die sich in der
Form f(o,q) = F(e) — F(g) = O darstellen lassen, ist dies fur das vorgestellte Kriterium nicht
mehr moglich. Es setzt sich additiv aus drei Einzeltermen, der eigentlichen Beschreibung der
Versagensflachg,;, der Modifikation zur Steuerung der Verfestigufyg, 4 Sowie einem wei-

teren Term zur Steuerung der Entfestigiig, zusammen.

F(o,q) = Fiy(0) + Frag(0,9) + Feoilo.9) = 0 (5.42
F _ 1Y ( \ pl ‘S - 50 ¢
il = 7 WF + (1g) r(o,e)) fan\E1 — & (5.43
B
Fhard = gzrln (;0 _i_.ll) -1 (5.49
8\ (&g
Fsot = %1 (1-0 (50 _051) ( Cgc ) (5.45

Wie aus den Gleichungen (5.44) und (5.45) sofort ersichtlich ist, geht in den Verfestigungs- und
den Entfestigungsterm, die in ihrer Summe als Vergleichsspannung interpretiert werden kénnen,

a) Extension A 3 Einfache b)
Scherung

Kompression

/

Ellipse

Bild 5.6  a) Anderung der Versagenskurve in Deviatorebene infolge
b) Konstruktion der Ellipse in der Deviatorebene
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die hydrostatische Spannungskomponéneen. Die Versagensflachg,; wird additiv zusam-
mengesetzt aus einem deviatorischen Term, der die dreiecksédhnlicheobtofirbundnegs
bertcksichtigt und einer hydrostatischen Komponente, welche die Aufweitung der Versagensfla-
che in Richtung des dreiaxialen Druckzustandes beschreibt. Anhand dieser beiden Terme wird
die Verwandschaft zudrucker-PragerKegel deutlich (siehe Bild 5.7).

In Gleichung (5.43) steuert der Modellparameteden Einfluss der sogenanni&fllam-Warn-
ke+unktion (siehe Willam & Warnke [191])

4 (1 — €?) cog6 + (2e — 1)2
2(1— €?) cost + (2e — 1) J/4(1— €?) co + 562 — 4de

so dass fup; = 0, 0 die ursprunglich von Kang [84] vorgeschlagene Versagensflache erhalten
wird und furu; = 1, 0 der Einfluss der Dreiecksform ausgeblendet wird. Letzteres resultiert in
einer Zwei-Invarianten-Formulierung. Neben deodeWinkel 6 geht die Exzentrizitée in
Gleichung (5.46) ein. Die Konvexitat der Versagensflache ist sichergestellt, sofern die Bedin-
gung 0,5< e < 1, 0 eingehalten wird. An den besagten Grenzen erhalt mar-fOr 5 nahezu

die Dreiecksform mitr = 2 cos, was einemRankineKriterium im Zugbereich entspricht.

e =1, 0 liefert schlie3lichr = 1, 0, wodurch die Dreiecksform der Versagensflache im hohen
Druckbereich ausgeblendet wird (siehe auch Bild 5.6a). Unter Verwendung von

re,e) = , (5.46

e=ef)=1-3 ( (5.47

&~ &e fom
wird der Einfluss der Exzentrizitat mit zunehmendem hydrostatischen Brswkzessive ver-
mindert. Dabei wird der Parametgyim Hinblick auf eine bessere Approximation der Versuchs-
ergebnisse neu eingefuhrt. An dieser Stelle ist zu bemerken, dass eine Reihe von Vorschlagen zur
Beschreibung dieser dreieckséhnlichen Form existieren (siehe KagdteAllerdings fuhrt

nicht jede zu einer konvexen Versagensflache bei den fur reale Materialien notwendigen Mate-
rialparametern (Beispiele sind die Vorschlage wogyris et al. [1] und Mills & Zimmermann

[127]). Bild 5.6b zeigt die Konstruktion der Deviatorschnitte mittels der durch Gleichung (5.46)

definierten Ellipsen. Jeweils fér= —%unde = %Wil’d der Kompressionspunktdefiniert, an

50 — &e fcm)

a) 0 b)
Kompressio
Extensio

F(0 = 60°)
F( = 0°) /

5() <65.1 5

Bild 5.7  Flie3flache a) im 3D-Hauptspannungsraum b)qifdtnvariantenraum
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den die nachste Ellipg&l-kontinuierlich angeschlossen wird. Auf die numerische Differenzia-
tion an dieser Stelle wird in Kapitel 6.3.4 kurz eingegangen.

Im zweiten Term von Gleichung (5.43) wird die anliegende hydrostatische Spannungskompo-
nente innerhalb der Grenzefy, undé, linear skaliert:

§o = \/é fetm und 1= — \/:_3 S tm (5.48

Innerhalb der Gleichung (5.48JientS zur Festlegung der Kappe im Druckbereich. Der Expo-
nenta in (5.43) dient zur Anpassung der Versagensflache in Meridianrichtung an Versuchsergeb-
nisse. Der Vorfaktop; bestimmt sich aus dem einaxialen Druckversuch Uber die zugehorigen

Werte der Spannungsinvarianten bei Maximaliagtund pc durch Auflosen der Bedingung
Frailue pue 0=m/3, p) =02zu

Puc
= rr— . 5.4
pl (fuc‘go)a ( g
§1—&
Die ersten beiden Invarianten des einaxialen Druckversuchs lauten

fem /6
= — = und =~ f , 5.5
Euce \/L_% Puc 3 fem (5.50

dabei steht der Indaxc fur ultimate compression

Das Verfestigungsverhalten wird additiv durch Gleichung (5.44) in der Fliel3flache beriicksich-
tigt. Der Exponeny, definiert Uber

P-4 (58) 55

bringt Uber die Funktiok(§, €) das einaxiale Evolutionsgesetz, das wie bereits erwahnt abhangig
von der hydrostatischen Spannungskomponente sein muss, in den Verfestigungsterm ein. Mit
ko = 0, 3 wird das Ende des linear elastischen Gebietes flr Normalbetone definiert (vergleiche
auchys des Mehrflachenmodells). Das einaxiale Verfestigungsgesetz liefert Funktionswerte im
Intervall [k,, 1,0] (vergleiche Kapitel 5.4.4). Flér= 1, 0 wird der Exponeng zu null und in-

folge dessen leistet der Verfestigungstétyy, 4 keinen Beitrag mehr zur Flieflache. Der Vor-
schlag von Kang [84] sieht eine Abhangigkeit ¥qr(siehe Gleichung (5.4§)vom einaxialen
Verfestigungsgesetz vor. Da sich hierdurch die notwendigen ersten und zweiten Ableitungen der
Flie3flache und des Potenzials nach den Spannungen noch aufwandiger gestalten als die im An-
hang B angegebenen, wurde in dieser Arbeit auf diese Abhéangigkeit verzichtet. Die Konsequenz
hieraus ist, dass sich die Flie3flache mit zunehmender Verfestigung in den triaxialen Druckbe-
reich nicht 6ffnen kann. Sieht man die Anwendung des Modells nur auf dreidimensional orien-
tierte Schalen- und Flachentragwerke vor, so kann diese Unzulanglichkeit mit dem in Flachen-
tragwerken vorherrschenden ebenen Spannungszustand entschuldigt werden. Sie muss aber bei
der Ergebnisinterpretation, insbesondere im Auflagerbereich und an Lasteinleitungsstellen, also
den klassischen D-Bereichen des Massivbaus, Bertcksichtigung finden. Es sei weiter bemerkt,
dass Kang in seiner Arbeit die vollstandigen Ableitungen fur eine konsistente Implementierung
nicht angibt und auf dieser Basis eine nur suboptimale Konvergenzrate erzielen kann.

Der Wert des Entfestigungsterrig (siehe Gleichung (5.45)) wird durch die Entfestigungs-
funktion c(&, €) dominiert. Der Entfestigungsterm ist nach Kang nur dann aktiv, wenn die hydro-
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statische SpannungskomponehtgoRer als der Grenzwert des Ubergangs von sprodem zu duk-
tilem Versagerftransition poinj

Se=—TE&, (5.5

ist, wobeiT einen Modellparameter darstellt. Bei der in dieser Arbeit vorgestellten Implementie-
rung ist nach Uberschreiten desnsition pointweiterhin eine bruchenergetisch gesteuerte Ent-
festigung basierend aGf moglich. Der Entfestigungsterm ist inaktiv, das heiBt1, 0, solange

der Verfestigungsparameter< 1, 0 ist. Umgekehrt bleilit = 1, 0, wenn das Material entfestigt
und somitc < 1, 0 wird.

5.4.3 Plastisches Potenzial

Das plastische Potenzial des Einflachenmodells entspricht formal der in Kapitel 5.4.2 vorgestell-
ten Versagensflache. Jedoch wird die grundsatzliche Form, wie sie sich als Schnitt in der
I1-J-Ebene darstellt, zur Vermeidung extremer Dilatanz (Volumenzunahme) abgeflacht. Der
Gleichungssatz fur das Potenzial lautet damit:

Q(U’ q) = Qfail(o) + Qhard(O!Q) + Qsoﬂ(o’ q) =0 (553

= Qui = 1= (g + (1) 16, e))—f—l(5 - 50) (5.5

cm cm 51_50

= Qnard = Fhard (5.59

= Qsort = Fsort (5.59

Der Parametesr wird gegeniuiber dem entsprechenden Parameter der Versagensflache geringer
gewahlt. Somit enthalt der Gradient auf das Potenzigihe geringere hydrostatische Kompo-
nente als der Gradient der Flie3flachevomit GberméaRige Volumenzunahme vermieden wer-
den kann. In Gleichung (5.54) wird darlber hinaus entsprechend zur Versagerfsflacies

Paramete  zur Modifikation des Potenzials in der Deviatorebene eingefuihrt. Dies lasst die

Bertcksichtigung einer dreiecksformigen Versagensflache bei gleichzeitigem kreisrunden pla-
stischen Potenzial zu. Beide Modifikationen fihren zu einer nichtassoziierten Flie3regel. Fur den
ersten Fall, der sich nur in hydrostatischer Richtung auswirkt, ist dies physikalisch motivierbar.
Im zweiten Fall kann lediglich mit einem stabileren Projektionsalgorithmus, der radial zur Raum-
diagonalen im dreidimensionalen Hauptspannungsraum rickprojiziert, argumentiert werden.

5.4.4 Evolutionsgesetz

Das Evolutionsgesetz fur das Einflachenmodell setzt sich aus einem Ver- und einem Entfes-
tigungsgesetz zusammen. Die beiden Teilgesetze missen dabei von sprodem Versagen im zugdo-
minanten Spannungsbereich zu duktilem Versagen im druckdominanten Versagensbereich tber-
gehen. Als innere Variable wird die &quivalente plastische Verzerrung basierend auf der
Verzerrungsverfestigungshypothese verwendet:
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T
g = f /% Pl ePl dr = q (5.57)
t=0

Das Verfestigungsgesetz lautet
_ 2 -
K = (1—k0)( /2hDe—e)+ko , (5.58

und wird aus delHognestadtarabel durch Elimination der elastischen Verzerrungsanteile ge-
wonnen (siehe Etse [47]). Bei elastischer Belastung sind die aquivalenten plastischen Verzer-
rungene = 0, womit k = k; und Gleichung (5.51) zf = 1/4 wird. Der Einfluss der Verfes-
tigung ist dann nahezu ausgeblentig(§) bezeichnet die quadratische Duktilitatsfunktion zur
Beschreibung des Ubergangs von sprodem zu duktilem Versagen bei hohem Umschniirungs-
druck.

£\’ ;

hp() = A, <f—) + By, (f—) + C;, (5.59

cm cm
Die darin bendtigten KonstanteX,, B,, und C,, werden von Etse ([47] & [48]) angegeben. In
Bild 5.8a ist der Verlauf der Verfestigungsfunktion und der Einfluss des Umschnirungsdrucks
schematisch dargestelit.

Das Entfestigungsgesetz wird abweichend vom Originalmodell Uber die bruchenergetischen
Funktionen des in Kapitel 5.3.3 vorgestellten Mehrflachenmodells formuliert. Um eine stetig dif-
ferenzierbare Funktion iéi—eé—Raum zu erhalten, wird zunachst die aquivalente plastische Ver-
zerrung um den Anteil aus der Verfestigung reduziert (vergleiche auch Bild 5.8a).

_ __hp
€ = <e - 7> (5.60
Das Entfestigungsgesetz lautet damit
C=Cup+C (l—up |, (5.69)
a) [K] |
1’0 r //_//——/’_
0,75 =

gt Se R
S e
vAv‘.‘,&%ZAV

e
Seeae e
SIS

0,5

niedriger
mittlerer
hoher

0,25

Umschnirungsdruck

-
—

[€]

0 04 nh, 08nh, 1.2nh,
2 2 2

Bild 5.8  a) Einfluss des Umschnirungsdrugleuf das Verfestigungsgesetz
b) Entfestigungsgesetz
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wobei der erste Term fir den zugdominanten Bereich mit niedrigem Umschnirungsdruck ent-
sprechend Gleichung (5.35ine exponentielle Form hat

C = ex% - ;—ti) mit Kiu = m (563
und der zweite Term der Parabel aus Gleichung (588¥spricht

_\2
%=1—«%3 mit xw=%r”m . (5.63

Durch den Uberblendparameteg kann das Modell an einaxialen Druck- bzw. Zugversuchen
kalibriert werden. Hierflr steht der Exponenn

n
§—¢&c
— 5.6
Up (EO _ gc) ( 4)
als Modellparameter zur Verfiigung. Eine Darstellung der Entfestigungsfurdkia, n) fin-
det sich in Bild 5.8b.

Fures= 0wirdc = 1, 0 und somit wird das Entfestigungsgesetz wunschgemalf nicht aktiv. Die
McCauleyKlammern in Gleichung (5.60) liefern nur & hy/2 von null verschiedene Werte
und leiten somit das Entfestigen des Materialpunkts ein.

5.4.5 Parameteridentifikation

Innerhalb des vorgestellten Modells sind die verwendeten Parameter zu identifizieren. Fur die
Materialparameter f¢m, form Gt UndGe) wird die beim Mehrflachenmodell (siehe Kapitel
5.3.4) bereits angefuhrte Vorgehensweise gewahlt. Die Modellparameter der Versagensflache
Frail, S,&e und a werden anhand der Daten aus Triaxialversuchen bestimmt. Bild 5.10 zeigt
hierzu die Ergebnisse triaxialer Extensions- und Kompressionsversuche im hohen Druckbereich,
wie sie unter anderem im Aufsatz von Ottosen [137] verdffentlicht sind. Die eingezeichneten Me-
ridianschnitte wurden fir einen Wert v8rr 7,0ermittelt (siehe Kang [84]pstellt den Multipli-

)

a) A b)

Bild 5.9 a) Einflachenmodell im zweidimensionalen Hauptspannungsraum
b) Versagenskurve von Kupfer, Hilsdorf & Rusch [99]
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0,0 1,0 20 30 40 50 60 70 80 90 10,0
[g/fcm]
[p/fcm]
Kompressionsmeridian fem _ 12.0 S=7.0
_ fctm
1 /2™ Mehrflachenmodell [121]
1 B Chinn et al. (1965) —
1 A Millsetal. (1970) , -~
1 Richart et al. 1928 =7
. Balmer (1949) -
| X
D 200t ES-Zustand
| Trendlinie
— — — a=0,73
1T A TS e a = 0,77
1 a = 0,80
0,0 1,0 20 30 40 50 60 70 80 90 100
[&/fem

Bild 5.10 a) Extensionsversuche und b) Kompressionsversuche vs. Versagensflache
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kator der einaxialen Druckspannung dar, der die Versagensflache im triaxial-hydrostatischen
Druckbereich begrenzt.

Ausgehend hiervon wurde zunachst die Versagenskurve im ebenen Spannungszustand (ESZ) be-
rechnet. Es zeigt sich, dass die von Kang vorgeschlagene Formulierung der Exzex(siehat
Gleichung (5.47)), die flie = 5, 5 erhalten wird, die Versagenshiille nach Kupfer, Hilsdorf &
Rusch [99] nur unzureichend annéhert. In Bild 5.9a ist eine Studie fiir den Modellpa&meter
angegeben. Die Versagenskurve kann&ii= 3,5 ausreichend genau approximiert werden
(siehe hierzu auch Bild 5.9b). Da auch die Meridianschnitte von dieser Modifikation betroffen
sind, ist der Exponent aus Gleichung (5.43) ebenfalls anzupassen. Die in Bilca&48kiz-

zierte Parameterstudie fur Extensions- und Kompressionsbelastung fuhrt letztendlich auf

a) Kompression b) Extension
[P / fcm] [P / fcm]
5 . 5 -
G; = 0,05 Nmmnymn? G; = 0,05 Nmnymn?
41 G, = 5 Nmnymn? 4 G, = 5 Nmnymn?
T=82 T=82
3 / 34
n n=30 ,
2- 2
1/ 1
7€=4,0-10% i=0,.,9
O T T T T T O T T T T T T

1 1 3 5 7 9 11 18 -1 1 3 5 7 9 11 13
[&/fem [&/fer

Bild 5.11 Versagensmeridiane bei Verfestigung a) Kompression b) Extension

a) Kompression b) Extension
[p/ fcm] [P/ fcm]
1, 1,
G; = 0,05 Nmmymn? G; = 0,05 Nmnymn?
Gc = 5 Nmnymn? Gc = 5 Nmnymn?
1,0 T=g2 - 10 T=8,2 -
g e
n=30 e
-
p -
0,5 - 0,5
ol [ €= 40 102, i=0,.,9 o A €=40 102, i=0,.,9
~0,20,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 -0,20,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6
& /Tem) &/fem|

Bild 5.12 a) Versagensmeridiane bei Entfestigung a) Kompression b) Extension
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a = 0, 73. Die ermittelten Parame®& . unda kdnnen im Rahmen der Anwendung auf normal-
feste Betone als konstante Modellparameter angesehen werden.

Fur den Verfestigungsterm (5.44) stellt sich die Frage nach der Wahl des Schwéwevige

die in der Evolutionsgleichung indirekt Gber die Duktilitatsfunktion eingehenden Parameter

Bn undG;,. Der Schwellwerky bestimmt das Einsetzen des nichtlinear verfestigenden Verhaltens
und kann aus gangigen Normen (EC2 [50] oder CEB-FIP [26]) zum Beispiel fur Normalbeton
zu 0,3 angesetzt werden. Die Parameter der Duktilitatsfunktion (Gleichung (5.59)) kénnen an-
hand von Versuchen bei unterschiedlichem Umschnirungsdarackr{ementermittelt werden

und wurden von Etse [47] anhand der Versuchsreihe von Hurlbut (1985) fur einen Normalbeton

mit der Druckfestigkeitf.y, = 22,06 Nmn? kalibriert (siehe Tabelle 5.2).

a) Kompression b) Extension
[,0 / fcm] [P / fcm]
1, 11
1,01 1,0
0,51 0,51
€
O O T T T T T T
-1 3 -1 1 3 5 7 9 11 13
[&/fem) [§/fem)
Bild 5.13 a) Plastisches Potenzial bei Verfestigung a) Kompression b) Extension
a) Kompression b) Extension
[/0/ fcm] [P/ fcm]
1,0 1,0 —
7
/
/
0,75 0,75 %
/
0,50 0,50
0,25 0,25
//
0 , €=4,0i-10% i=0,.,9 0 =4,0i- 107, i=0,.,9

% 4
~0,200 02 04 0,608 1,0 1.2 1,4 1.6 -020,0 02 0.4 0.6 0,8 1,0 1.2 1.4 1.6
€ /fem) €/fem

Bild 5.14 a) Plastisches Potenzial bei Entfestigung a) Kompression b) Extension
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In Bild 5.11 ist die Evolution der Flie3flache jeweils getrennt flir den Extensions- und den Kom-
pressionsmeridian infolge Verfestigung skizziert. Man erkennt die Wirkung der Verfestigung auf

die gesamte Flie3flache. Der innerhalb der Implementierung konstant angesetzte maximale hy-
drostatische Druck. schliel3t die Flache unabhéngig von der Belastungsgeschichte bzw. der in-
neren Variablen. Sollen gedrungene Bauteile im hohen hydrostatischen Druckbereich simuliert
werden, ist diese Vereinfachung schwer motivierbar. Fir die in dieser Arbeit behandelten Fla-
chentragwerke, die mit Ausnahme konzentrierter Lasteinleitungs- und Lagerungsstellen haupt-
sachlich durch Spannungen in der Ebene dominiert sind, ist jedoch anhand der eingezeichneten
gestrichelten Linien des ebenen Spannungszustands zu erkennen, dass diese hohen Druckberei-
che des Modells im Allgemeinen nicht geweckt werden.

Der im Entfestigungsterm (5.45) notwendige dimensionslose Parameter zur Festlegung des
Ubergangs von sprodem zu duktilem Versagernrd von Kang mit 8,2 angegeben. Darauf auf-
bauend wird der in Gleichung (5.64) eingefiihrte Exponamihand einaxialer Zug- und Druck-
versuche bestimmt. Im vorgestellten modifizierten Modell wird nach Uberschreitéradsis

tion pointsweiterhin entfestigendes Verhalten angenommen. Fur diesen Bereich gilt dann

_\2

c=cc=1—(KE—;> . (5.65
Entsprechend ist in Bild 5.4&b die Entwicklung nach Uberschreiten des Versagenszustands,
also die Entfestigung dargestellt. Die Bruchenergien wurden entsprechend Tabelle 5.1 fir eine
Druckfestigkeit vonfem = 36 N/mn? ermittelt. Als Exponent der Entfestigungsbeschreibung
wird n = 3 angesetzt. Erwartungsgemal entfestigt die Fliel3flache nur oberhathrdstson
pointvon

fo_ _gor —-g2/3am_ _go3 30 _ 118 (5.66
fem cm 36,0

Eine eindeutige Identifikation des Uberblendparametekasin anhand von einaxialen Druck

und Zugversuchen erfolgen, wie zum Beispiel in Kapitel 5.5 in Bild 5.16 beschrieben.

Durch die nichtassoziierte Form der Formulierung ergibt sich fur das plastische Potenzial ein
weiterer Parameter. Der Exponentaus Gleichung (5.54) kann anhand von Verzerrungsge-
schwindigkeitsprofilen aus Triaxialversuchen (Smith 1987, siehe Bild 3.4) approximiert wer-
den. In Bild 5.14 sowie in Bild 5.13 sind die Meridianschnitte des Potenzials bei zunehmenden

Parameter Wert Quelle| Parameter Wert Quelle
a 0,73 [—] A, ~0,000283 [-] ]
a 0,23 [-] } By, -0,00572 [—] [47]
[84]
S 7,0 [—-] Cy, 0,000424 F]
T 8,2 [-] [84] n 3,0 [—]
Ee 315 [_] k0 013 [_]

Tabelle 5.2 Materialparameter fur das Einflachenmodell (in Ergdnzung zu Tabelle 5.1)
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aquivalenten Verzerrungerund fur den von Kang vorgeschlagenen Wert&en0,23aufge-
tragen.

In Tabelle 5.2 sind die fur das beschriebene Einflachenmodell notwendigen -Modielate-
rialparameter nochmals Ubersichtlich zusammengestellt.

5.5 Schadigung im Entlastungszustand

Die in den vorigen Kapiteln vorgestellten Modelle basieren auf dem phanomenologischen An-
satz, der durch die Plastizitatstheorie gegeben ist. Eine offensichtliche Verletzung des in Versu-
chen ermittelten Materialverhaltens geschieht bei der Entlastung der Probe aus dem ver- bzw.
entfestigenden Zustand. Wahrend im Versuch eine Degradation der elastischen Materialparame-
ter (Elastizitatsmodul undoissonZahl) festgestellt werden kann, liefern die Plastizitditsmodelle
eine unveranderte lineare Entlastungsantwort. An dieser Stelle greift die mit den Namen Kacha-
nov und Rabotnov in Verbindung zu bringende Schadigungsmechanik. Eine ausfuhrliche Dar-
stellung der geschichtlichen Entwicklung sowie auch der in jingerer Vergangenheit angewende-
ten Formulierungen findet sich in der Arbeit von Kuhl [95].

Der Grund fur die Degradation der Materialparameter liegt ebenfalls wie das Entfestigungspha-
nomen zum einen in der Akkumulation von Spannungen an lokalen Unstetigkeitsstellen (Defekte
im Gefluige), die zu einem Versagen an der jeweiligen Grenzschicht fihren, und zum anderen am
Aufbrechen von Atombindungen innerhalb des Kristallgitters selbst. Beide Effekte beeinflussen
sowohl den Elastizitatsmodul als auch die Querdehnzahl in der jeweiligen Degradationsrichtung.

Im Rahmen dieser Arbeit wird nur die isotrope Schadigung des Elastizitatsmoduls im Entlas-
tungszustand berucksichtigt. Zum einen wird durch das isotrope Konzept mit einer Schadigungs-
variablen die gerichtete Degradation bei Anderung der Belastungsrichtung auf alle Raumrichtun-
gen Uubertragen und zum anderen bleibt die physikalisch motivierte Degradation der
Querdehnzahl unbertcksichtigt, sofern sie nicht durch einen konstanten Faktor ebenfalls einbe-
zogen wird. Diese beiden Punkte schranken die Anwendung des Konzepts ein. So kdnnen zum
Beispiel zyklische Belastungsversuche, die eine Anderung der Belastungsrichtung induzieren
bzw. diese priori vorsehen, nicht simuliert werden. Letzteres wird offensichtlich fur ein negati-
ves Spannungsverhé’1ltm‘f§ycl = Omax/Omn- Die Schadigung der Materialprobe infolge Zugbe-

a)  k=c
cp

Bild 5.15 Skalare Schadigung a) Einflachenmodell b) Mehrflachenmodell
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anspruchung,,;, uber den Schwellwert hinaus wirde die Materialantwort bei Druckbeanspru-
chung omax beeinflussen. Zusatzlich ist die Ermittlung von aussagekréftigen lateralen
Spannungen und Dehnungen nach und wahrend der Entlastung und der Wiederbelastung nicht
mehr mdglich. Trotzdem erfreut sich dieses Konzept seiner einfachen Umsetzung zufolge grol3er
Verbreitung. FUr eine allgemeine kontinuumsmechanisch konsistente Herleitung einer auf der
Spannungsaquivalenz (effektive Verzerrungen) aufbauenden Elasto-Schadigung wird von der
freienHelmholtzEnergie des ungeschadigten Materials

e, d) =1;2d€:C:e (5.67)
ausgegangen, wobdidie skalare Evolutionsvariable einer monoton steigenden Verzerrungs-
funktion (Schadigungsfunktiorjdim Sinne eines Schwellwertes darstellt

d = FYemay mit Emax = Max (€,&;) . (5.69
Der Tangentenmodul wird durch

2y 1
cd =9 _1_gpcel—— 1  qmdgnd 56
kon 862 ( ) aFd/agmaX ® ( a

ausgedruckt. Das dyadische Produkt ist bestimmt durch die effektiv anliegenden Spannungen

d o
m¢ = — 5.7
1-d .79
sowie den Gradienten der aktuellen Schadigungsflache im Verzerrungsraum
nd — J€max _ 9€maxde (5.71)

Je J€ Oe€

Entsprechend der Plastizitdtstheorie spricht man auch hier von assoziierten Modellen, falls
m¢ I nd gilt. Fiir reine Schadigungsmodelle erhebt sich folglich die Frage, wie die skalare Scha-

digungsfunktionF%(emay) bzw.e = f(e, C®, ...) zu definieren ist, um eine assoziierte Formulie-
rung zu erhalten. Die Definition der Spannungen Uber die lffeimholtzEnergie (Gleichung
(5.67))

0=0¥/oe=(1-d)C%: e (5.72

schrankt die Wahl weitestgehend ein. Die ,aquivalenten Verzerrungen” fir assoziierte Schadi-
gungsformulierungen sind daher tber

o fo = 47, LN/mn?
Nut: t=5 mm P(t)

|
oo I
\ P2 & & & A&
250 mm 50 mm alblt = 50/50/50 mm

Bild 5.16 Zyklischer Zugversuch [193]: Probenabmessungen und Diskretisierung
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€=A(JCel:ede)=A(e:Ce':e) (5.73

zu definieren, wobesich A als eine beliebige Funktion herausstellt, die von der Energiefreiset-
zungsrate abhangig ist. Lemaitre [103] verwendet zur Definition der &quivalenten Verzerrungen

€ = Je : €, was auf eine nichtassoziierte Formulierumdf n9 fiihrt.

Dain dieser Arbeit nur isotrope Schadigung wahrend des elastischen Entlastungspfades im Sinne
einer vereinfachten Betrachtungsweise bertcksichtigt werden soll, kann auf die fur Belastungs-
pfade im Schadigungsbereich notwendige algorithmische Tangente verzichtet werden.

Bild 5.15a zeigt den hierzu fur das Einflachenmodell verwendeten Ansatz, der infolge der Ab-
hangigkeit des Evolutionsgesetzes von der hydrostatischen Spannungskomponente die Speiche-
rung des Grundwertes der aquivalenten Verzerruagkeedingt. Die Schadigungsevolution lau-

tet

Cact ge

d (e, + & + hp/2) ¢, Duser - .79

=1

single

In Bild 5.15b ist die entsprechende Funktion fur das Mehrflachenmodell skizziert, deren Schadi-
gungsevolution wie folgt lautet:

bl act — act

- g v duser= 1 —9 d (5.79

d - (Ee"' ES) Eo user

1

multi =

Sowohl in Gleichung (5.74) als auch (5.75) werden die &quivalenten Verzerrungen aus

€ = /e : e ermittelt (nichtassoziierte Formulierung). Weiter wird der konstante Skalaein-
gefuhrt, der eine Anpassung der Materialantwort an einaxiale Versuchsergebnisse erlaubt.

In Bild 5.17a&b ist jeweils die Versuchskurve des Typ Il Versuchs (siehe Bild 5.16) fur zyklische
Be- und Entlastung im Zugspannungsbereich ohne Vorzeichenanderung von Yankelevsky &
Reinhardt [193] im Vergleich zu den Ergebnissen aus der Simulation mit den vorgestellten Mate-

a) b)

o [N/mn¥] o [N/mn?]
A A

3,07 3,07

257 2,57

207 2,07

1,57 1,57

1,07 1,07

0,57 0,57

0 1 T t t T — O b . . . -
0 20 40 60 80 0 20 40 60 80

u [10~3mnj u [10~3mnj

Bild 5.17 Skalare Schadigung a) Mehrflachenmodell b) Einflachenmodell
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rialmodellen aufgetragen. Die maf3geblichen Materialparameter wurden der angegebenen Verof-
fentlichung (. = 47, 1N/mn?) bzw. dem zugehérigen Spannungs-Verschiebungs-Diagramm

(fem = 2, 9N/mn?) entnommen. Alle weiteren Parameter entstammen aus Tabelle 5.1 bzw. aus
Tabelle 5.2. Fur das Einflachenmodell wurde, bedingt durch die Schadigungsevolution aus Glei-
chung (5.74), die einen grol3eren plastischen Verzerrungsanteil enthalt, zur Reproduktion des
Versuchsergebnissegser= 1,0 gewahlt. Fur das Mehrflachenmodell musste der Eingabepara-
meter hingegen zu),ser= 0,2 gesetzt werden, um die Entlastung zum Ursprung, welclugdiir

= 1,0 stattfinden wirde, abzumindern. In beiden Fallen zeigt sich, dass die Strukturantwort des
einaxialen zyklischen Zugversuchs — wie erwartet — gut abgebildet wird. Der Grund liegt selbst-
verstandlich in der Tatsache, dass die unidirektionale Schadigung durch das skalare Schadi-
gungsmodell per Definition abgebildet werden kann. Die physikalisch unmotivierte Degradation
der lateralen und entgegengesetzten Druckkomponenten des Materialtensors wird in der Struk-
turantwort nicht sichtbar.

5.6 Bertucksichtigung der Bewehrung

Die Simulation bewehrter Betonstrukturen bedingt neben maéglichst wirklichkeitsnahen konsti-
tutiven Modellen fur den Beton auch die Erfassung von Steifigkeitsanteilen aus der Bewehrung
sowie deren Interaktion mit der Betonmatrix (Verbundverhalten). Erstere ergeben sich direkt aus
dem nichtlinearen Materialverhalten des Bewehrungswerkstoffes (Stahl bzw. Kunstfasern),
wahrend letztere insbesondere durch Verbundschbaoid slip, Diubelwirkung dowel action

sowie das Mitwirken des Betons zwischen den Rigsesipn stiffeningbestimmt sind (verglei-

che Stempniewski & Eibl [180], Hofstetter & Mang [74]). Die detaillierte Erfassung des Ver-
bundverhaltens im Rahmen von strukturorientierten numerischen Simulationen gilt derzeit noch
als zu rechenintensiv, bedingt doch jeder Verbundeffekt fiir sich die Definition eigener nichtlinea-
rer Arbeitslinien und zusétzliche Freiheitsgrade, weshalb bei schlaffer Bewehrung im Allgemei-
nen von starrem Verbund zwischen Betonmatrix und Bewehrungsmittel ausgegangen wird. Bei
vorgespannten Tragwerken (vergleiche Hofstetter [70]) sowie Detailuntersuchungen in neueren
Arbeiten (siehe Pamin & de Borst [141]) wird der Verbundschlupf dagegen berucksichtigt.

Bei starrem Verbund stehen drei Méglichkeiten zur Modellierung der Bewehrung zur Verfiigung:
die diskrete, die eingebettete oder die verteilte/verschmierte Modellierung (vergleiche
Bild 5.18). Innerhalb dieser Arbeit wird die Bewehrung verschmiert auf die Elementflache bzw.

in die entsprechende Schicht des Schalenelements beriicksichtigt. Diese Vorgehensweise besticht
durch eine einfache numerische Umsetzung, da lediglich der konstitutive Tensor der Element-
schicht additiv modifiziert werden muss. Die Integration der Elementsteifigkeitsmatrix bleibt

a) b) €)

O O

Bild 5.18 a) Diskrete, b) eingebettete und c) verschmierte Bewehrungsmodellierung
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unverandert und es mussen auch keine weiteren Terme einaddiert werden. Als Nachteil ist die
Abhangigkeit der Bewehrungsfuhrung von der Diskretisierung des Problems zu nennen.

Im Folgenden wird die einaxiale Berticksichtigung der Bewehrungslagen in der entsprechenden
Schalenschicht vorgestellt. Da auf konstitutiver Seite Plastizitdtsmodelle zur Anwendung kom-
men, werden diverse Evolutionsgesetze flr den Werkstoff Stahl sowie fur das Strukturverhalten
der Kunststofffasern vorgestellt. Abschliel3end wird der Effekteteson stiffeningder inner-

halb einer verschmierten Modellierung als Modifikation der einaxialen Spanieigsings
Beziehung des Bewehrungswerkstoffes bertucksichtigt werden kann, diskutiert.

5.6.1 Verschmierte einaxiale Plastizitatsformulierung

Wie bereits im vorigen Absatz erwéhnt, ist zur Bertcksichtigung der verschmierten Bewehrungs-
lage jeweils nur der konstitutive Tensor additiv zu modifizieren. Wird das nichtlineare Material-
verhalten der Bewehrung mittels der Plastizitatstheorie beschrieben, erfordert der inkrementell
iterative Algorithmus auch die Bestimmung der zugehdrigen SpannungemBeiwehrungsla-

gen innerhalb einer Schalenschicht, die sich durch elastische Materialeigenschaften, Evolutions-
gesetz, Menge und Orientierung unterscheiden konnen, werden die Gesamtspannungen und der
gesamte konstitutive Tensor jeder bewehrten Elementschicht wie folgt bestimmit:

m m
0 = Oconc + Z O're‘k Und C = Cconc + Z Cre,k (57@
k=1 k=1

Fur die Bewehrung werden keine Schubsteifigkeiten in Schalenebplamé shearangesetzt,

das heil3t Schweil3verbindungen, wie sie bei gangigen Mattenbewehrungen vorkommen, oder
auch der zwar geringe aber dennoch vorhandene Schubwiderstand von verwirkten Kunststofffa-
sern wird nicht beriicksichtigt (siehe zum Beispiel Feenstra [51]). Unter diesen Voraussetzungen
lautet der Materialtensor in bekannter Matrizenschreibweise

p/E, O 0 0 0 0
0 pSE, O 0 0 0
Cex=1| O 0 p/Ec 0 0 O (5.77)
o 0 0 0 0 O
o 0 0 0 0 O
|0 0 0 0 0 0

Wie anhand Gleichung (5.77) festgestellt werden kann, wird durch den Ansatz unterschiedlicher
Bewehrungsgradpkr, ,oks und pkt, jeweils bezogen auf die aktuelle Schichthohe, eine orthogo-
nale Bewehrungsfihrung méglich. Fur nichtrechtwinklige Bewehrung ist eine weitere Beweh-
rungsschicht anzulegen.

Die Umsetzung der nichtlinearen Spannungs-Dehnungs-Beziehung erfolgt fir jede Richtung ge-
trennt mit der Plastizitatstheorie. Im Folgenden wird der Index zur Bezeichnung der Beweh-
rungslage sowie der orthogonalen Richturrggundt) aus Grinden der Ubersichtlichkeit weg-

gelassen. Die in Richtung der Bewehrung wirkenden Verzerrungsinkreggmssen sich
additiv in einen elastisched), , und einen plastischen Anteil, . zerlegen. Das zugehdrige
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Spannungsinkrement lautet damit = p E € .. Das Vergleichsspannungskriterium zur Defi-
nition der isotrop verfestigenden FlieRbedingung reduziert sich fir den eindimensionalen Fall
zu Fre = 0, — 0(€) = 0, worin o(e) die aktuelle Fliessspannung aus dem Evolutionsgesetz
darstellt. Die FlieBregel unter Beruicksichtigung der Arbeitsverfestigungshypothese lautet somit

. _ aFre _ . = . aFre _
€plre = ASte e A=E€ mit o 1 . (5.78
Aus der Konsistenzbedingung
oF 0Fre -
Fre = 0 = O_re re + e re (579
re

und dem Verfestigungsmodul gemBi= —dFc/0€ erhalt mare = Oﬁre. Dies eingesetzt in die

infinitesimale Spannungsbeziehung = E(ére — éere) = E (ére — 0re/H) fuhrt auf die
elastoplastische Materialtangente in der folgenden Form (siehe hierzu fur bilineare Verfesti-
gungsgesetze auch Bild 4.5b):

EH

ep —
¢ E+H

- E, (5.80

Neben dem klassischen bilinearen Evolutionsgesetz wie in Bild 4.5a dargestellt, kbnnen auch
multilineare oder kontinuierlich nichtlineare Gesetzedfi@ angewendet werden. Beides wird
im nachfolgenden Kapitel kurz diskutiert.

5.6.2 Evolutionsgesetze fur die Bewehrung

Als Evolutionsgesetze fir die einaxiale Bewehrungsmodellierung kommen zum einen multi-
lineare Ansatze zur Anwendung, die eine variable jedoch zeitaufwandige Anpassung an unter-
schiedlichste Materialien und Festigkeiten anhand einfacher Zugversuche zulassen, sowie zum
anderen nichtlineare Evolutionsgleichungen, deren funktionaler Verlauf mit einer geringen An-

a) o [N/mn¥] b) o [N/mn¥]
60 100

400

3,0

—

50,0

600
3oom 0 30
400, 100
200
— 20,0
100 200 O70e = 240N/mn?
E=21- 10° N/mm2
0 0

0 005 010 015 020 025 030 0,35 0 005 010 015 020 0,25 0,30 0,35
€[] e [-]
Bild 5.19 a) Nichtlineare Evolutionsgesetze fur Baustahl: multilinear approximiert
b) Ramberg-Osgood-Verfestigungsgesetz [151] bei diversen Exponenten n
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Bild 5.20 a) Definition des Ordinatenwertes fur Evolutionsgesetz nach Ramberg-Osgood
b) Evolutionsgesetz fur multiaxial verwirkte Gelege aus Glasfasern

zahl an Parametern an Versuche angepasst werden kann. Der Unterschied beim Implementie-
rungsaufwand ist in beiden Fallen vernachlassigbar klein. Allerdings ergibt sich fur die multili-
nearen Modelle bei der 1D-Plastizitat (wie auch bei der klassisBhRlastizitat) noch ein
weiterer Vorteil: Bei linearen Ent- und Verfestigungsgesetzen kann der é&at@nAlgorith-

mus aufGaulzPunktebene durch eine geschlossene Form der Spannungsruckprojektion umgan-
gen werden (siehe Simo & Hughes [171]). Durch abschnittsweise lineare Definition des Evoluti-
onsgesetzes kann somit von diesem Geschwindigkeitsvorteil Gebrauch gemacht werden. Eine
entsprechende Umsetzung fur die ebene Berechnung von Verbundtragwerken wurde in Haufe,
Menrath & Ramm [60] vorgestellt.

Stahlbewehrung

Im Bereich der multilinearen Gesetze wurden fir den Werkstoff Stahl die beiden Guten St-37 und
St-52 bericksichtigt (siehe Bild 5.19a). Bei den geschlossenen Formulierungen wurde das Mo-
dell nach Ramberg & Osgood [151] in seiner urspringlichen Form implementiert:

n
__ 0 ., 9mE (1-m\( &
‘BT E ( m )(amE) (587

Wie sofort ersichtlich ist, kann Gleichung (5.81) nicht naetufgelost werden. Bei vorgegebe-

ner Vergleichsdehnung ist also ein lok&emtonrAlgorithmus zur Ermittung der Spannung no-

tig. Als Eingangsparameter sind neben dem elastischen Modul noch ein Exp@nerdina-
tenparametanundao g notwendig. Dabei bezeichngf,zden Spannungswert der nichtlinearen
Evolutionsgleichung, der beim Schnitt mit der Geraglea m E € erreicht wird (siehe hierzu

Bild 5.20a). In Haufe, Menrath & Ramm [60] wurde gezeigt, dass sich mit Werten wah7

undn = 17 bzw. n = 20 Probleme des ebenen Spannungsbereidhdddstizitat) ausreichend
genau simulieren lassen. Bild 5.19b gibt die Evolutionskurven fiir eine Reihe von unterschiedli-
chen Exponenten an.

Kunstfaserbewehrung

Fur die einaxiale Kunstfaserbewehrung werden multilineare Evolutionsgesetze verwendet. Zwar
zeigen einzelne Fasern im Zugversuch linear-elastisches Verhalten bis zum Bruch, innerhalb des
Geleges, das in den entsprechenden Versuchen verwendet wurde, kommt es jedoch zu stark unter-
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schiedlichen Belastungen und somit ebenfalls zu unterschiedlichen Dehnungen einzelner Fasern
infolge variierender Verbundeigenschaften. Schliel3lich versagen die hoher beanspruchten Fa-
sern etwas friher (siehe Kapitel 3.2.2). Die Annahme eines homogenen Faserverbundes, der den
mechanischen Eigenschaften der Einzelfaser (Spinnfaden) entspricht, ist somit nicht gultig. In-
folge des vorzeitigen Versagens einzelner Fasern kommt es zu einer Art Reil3verschlusseffekt,
wahrend dessen sich das Versagen sukzessive im Faserverbund fortsetzt. Im Versuch ist somit
eine geringere Bruchdehnung und eine geringere Zugfestigkeit des Faserverbundes zu beobach-
ten (vergleiche Mayer [117]) als die einzelne Faser erwarten lasst.

Um diesen Effekt ph&nomenologisch abbilden zu kénnen, wird das Spannungs-Dehnungs-Ver-
halten des Faserverbunds als einaxiales multilineares Ersatz-Evolutionsgesetz abgebildet (siehe
Bild 5.20b). Die aus Versuchen ermittelte Bruchdehnung dient zusammen mit dem Elastizitats-
modul der Einzelfaser zur Abschéatzung der maximalen Zugfestigkgitder jeweiligen Fila-
mentgruppe. Der durch einen Querschnittsvergleich der tatsachlich vorhandenen Faserbeweh-
rung mit der fir die Maximallast der Zugprobe notwendigen Bewehrung ermittelte Uberschuss
wird gleichmaRig als Fasergruppe geringerer Zugfestigkeit addiert. Das Resultat ist eine kurz vor
der Versagensspannung infolge des Reil3verschlusseffekts verfestigende Arbeitslinie. Nach Er-
reichen der Versagensspannung wird eine lineare Entfestigung vorgegeben (vergleiche Ei-
tel [46]).

5.6.3 Transformation beziiglich der Bewehrungshauptachsen

Zur Auswertung der einaxialen Materialgesetze sind zunachst die Verzerrungen des Schalen-
raumse * der entsprechenden Schi¢hin die Richtung der aktuellen Bewehrungslage zu trans-
formieren. Die Verzerrungen des Bewehrungskoordinatensysfeiasiten mit den Basisvekto-

reng! (siehe Bild 5.21a)

€L={€ij g® gj}L . (5.82
Die Verzerrungkomponentesj |* des Schalenkoordinatensystems der aktuellen Schicht lassen
sich mit der zweistufigen Tensortransformation

€L =T €mp TH (5.83

in die entsprechenden Koordinaten der Bewehrung Uberfihren. Entsprechendes gilt nach der
Auswertung der Flie3bedingung fir die Spannurigeimd den konstitutiven TensGy des Be-
wehrungskoordinatensystems in umgekehrter Richtung. Die Spannungstransformation lautet

. i - — -1
o =o* g ®g* mit o =Tn o"T, . (5.89

Die vierstufige Tensortransformation fir den Materialtensor im Koordinatensystem der Schalen-
schicht

CL* — Ciﬂkl* gi* R gj* R gk* R gl* (583

kann entsprechend geschrieben werden:

- — — -1 -1
Cllj_kl* =T T CannopTlé T'p (5.86
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Bild 5.21 a) Basisvektoren der Schalen- und der Bewehrungsschicht
b) Transformation hinsichtlich globalem Basiskoordinatensystem

Die bekannte Transformationsmatiixsetzt die Basisvektoren der beiden Koordinatensysteme
g;* und g; miteinander in Beziehung. Dabei ist die Modellierung auf eine parallel zur Schalen-
mittelflache angeordnete Bewehrung limitiert.

cosy —siny O
Tj (y) = |siny cosy O (5.87
0 0 1

Der hier auftretende Winkel (siehe Bild 5.21a) kann direkt vorgegeben werden, was eine Ab-
hangigkeit der Bewehrung von der Diskretisierungsrichtung beinhaltet. Dies istinsbesondere fur
adaptive Verfahren (allgemein: nichtrechtwinklige Elementierung) nicht wiinschenswert. Durch
die Definition einer globalen Bewehrungsrichtungn orthonormierten Basissysteim(siehe

Bild 5.21b) wird in Anlehnung an Braun [24] dieser Nachteil umgangen. Uber das Kreuzprodukt
der Rotationsachsg des im orthonormierten Basisraum transformierten Koordinatensystems

mit der Schalenschichtnormaleg = g4 lasst sich durch den Hilfsvektorsukzessive ein Ko-
ordinatensystem in Richtung der Bewehrung aufbauen:

=iy Xg3, 0,=0sXi und Oy=03%X0 (5.89
Uber die Definition des Skalarprodukts von Vektoren lasst sich dann in @defiPunkt der
aktuelle Winkel zur Bewehrung ermitteln.

01 97"

= arccos| ———— 5.9
v (|gl| 071 ) (99

Die weitere Vorgehensweise zur Spannungsermittlung entspricht damit Gleichung (5.82) ff. Es

sei noch erwahnt, dass die Abbildung (5.89) nur'fiix g, = 0 frei von Singularitaten ist. Ist

der Schalendirektays parallel der Rotationsachse, wird auf folgende Bildungsvorschrift fur das

Bewehrungskoordinatensystem zurtickgegriffen:
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g3 = 93 , g, = i3 X 9g3 und g1 = 0y X 03 (5.91)

5.6.4 Bericksichtigung des Tension-Stiffening-Effekts

Alstension-stiffening wird gemeinhin das Mitwirken des Betons auf Zug zwischen den Rissen
verstanden (siehe zum Beispiel Hofstetter & Mang [ 74], Wittek et al. [192], Stempniewski [180],
EC2 [44] oder DIN 1045 (neu) [41]). Am eindimensionalen Zugstab, wie in Bild 5.22a darge-
stellt, lasst sich der Effekt einfach verdeutlichen: Durch das auf Zug bel astete Bewehrungsel e-
ment (Stahl, Kunstfaser etc.) wird ein Teil der Belastung tiber Verbundspannungen in den umlie-
genden Betonquerschnitt eingetragen. Der Beton tréagt folglich einen Teil der Gesamtlast
aufgrund seiner vorhandenen Zugfestigkeit mit ab. Bei deren Uberschreiten bildet sich durch
Konzentration und Akkumulation von Mikrorissen an der schwéchsten Querschnittsstelle (er-
hohter Mikroporenanteil, makroskopische Defekteetc.) ein Einzelriss, sieheBild 5.22b. Die Ver-
bundspannungen nehmen zu diesem Riss hin wieder auf null ab, um nach der Uberbriickung des
Rissesdurch die Bewehrung wieder anzuwachsen. Bel weiterer Belastung entspricht der Abstand
zum Nachbarriss mindestens der L asteinleitungslange, da erst danach die volle Betonzugfestig-
keit wieder erreicht wird. Ein abgeschl ossenes Risshild hat sich dann eingestellt, wenn bei weite-
rer Laststeigerung die zwischen den Rissen noch verfiigbare Verbundl &nge nicht mehr ausreicht,
um die volle Zugfestigkeit im Betonquerschnitt zu wecken. Der sich dabel einstellende mittlere
Rissabstand wird mit I bezeichnet, siehe Bild 5.22c.

Der Einfluss des tension-stiffening-Effekts auf die Spannungs-Dehnungs-Beziehung des Ge-
samtquerschnitts eines Stahlbetonzugstabs ist in Bild 5.22d schematisch dargestellt. Deutlich
sind die hdheren ertragbaren Spannungen bei Dehnungsaquivalenz, bzw. umgekehrt die geringe-
ren Dehnungen bei Spannungsaquivalenz des Stahl stabs und des Stahlbetonstabs im Zustand 11
zu erkennen. Diese Beobachtung macht deutlich, dass es sich beim tension-stiffening-Effekt um
einen Struktureffekt handelt (siehe auch Crisfield [34]), der innerhal b des konstitutiven Modells
nur dann Berlicksichtigung finden sollte, falls die Diskretisierung eine Erfassung der Lastumla-

ls
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Bild5.22 a—c) Bewehrter Zugstab d) tension-stiffening am Zugstab
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gerung vom Bewehrungsquerschnitt in den umgebenden Betonquerschnitt (teilweise in der Li-
teratur auch als effektiver Querschnitt bezeichnet) nicht gentigend genau auflésen kann.

In diesem Sinne sind dann die im EC2 [44] oder der DIN 1045 (neu) [41] vorgestellten Konzepte
zur Berucksichtigung desnsion-stiffeningeffekts bei Balken-, Platten- und Schalentragwer-

ken zu verstehen. Dabei wird davon ausgegangen, dass die gesamte Querschnittshéhe (Balken-
hohe bzw. Schalen- oder Plattendicke) durch ein Finites Element mit linearem Ansatz in Dicken-
richtung bzw. ein Balkenelement reprasentiert wird (Einhaltun@deroull-Hypothese). Bei
genugend feiner Diskretisierung ist dagegen der Verbundschlupf, temsran-stiffeningvio-

dell ebenfalls phanomenologisch mit erfasst wird, weil eine Trennung der Effekte nicht das Ziel
des Modells ist, eine auf lokaler Ebene sehr viel maRgebendere Groél3e (siehe Pamin & de Borst
[141]), die jedoch wiederum in Strukturanalysen einen untergeordneten Effekt darstellt.

In der vorliegenden Arbeit wird insbesondere fur Platten- und Schalentragwetdseseom-stif-
feningKonzept verwendet, das auf Arbeiten von Feenstra [51] und Menrath [121] zurlickgeht
und den Effekt auf der Stahlseite berticksichtigt. Daneben existieren auch Vorschlage, den Effekt
durch Modifikationen auf der Seite des Betonmodells zu erfassen (siehe Wittek [192]). Dabei
wird die Spannungsdifferenz aus Bild 5.22d in geeigneter Weise auf das Betonmodell aufge-
schlagen. Der anisotrope Charakter der Bewehrung kann dabei jedoch verloren gehen, weshalb
dem ersten Modell gemeinhin der Vorzug gegeben wird.

Grundlage des Konzepts sind die auf der Bruchenergie basierenden Evolutionsgesetze der einge-
setzten Materialmodelle. Da innerhalb der Finite Elemente Simulation abhangig von der Ele-
mentgrolRe mehrere parallele Risse durch ein Element verlaufen kdnnen, deren Abstand jedoch
mindestens dem mittleren Rissabst&nehtspricht, wird der innere Langenparaméter der
Simulation durch den kritischen Rissabstand ersetzt (siehe hierzu Gleichungen (5.35) und
(5.62)).

IS = min [l h] (5.92

Der mittlere Rissabstand selbst ist eine Grol3e, die von der Betondeckeng Stabdurchmes-

ser des Bewehrungsstali#s dem Bewehrungsgraal.; und der Betonzugfestigkett, (bzw.

der Verbundspannunfy) abhangig ist. Aus dem CEB-FIP Model-Code [26] kann fiir mehrere
Risse unter der Annahme realistischer Bewehrungsgrade die folgende Gleichung enthommen
werden:

% Og mit fbd = 1,8 foim (5.93

lem2 | =2 @
S 3 smax 2 fbd
Uber die Gleichgewichtsbetrachtumig, A. et = 0s Asam effektiv auf Zug beanspruchten Be-

tonquerschnitiA, . lasst sich ein effektiver Bewehrungsgrad in (5.93) einbringen:

_2_0 : _ fem _ As
ls = 33, Gpeﬁ mit P et Os Ac,eff (5.99

Anmerkung: Derzeit sind keine Untersuchungen bzw. empirische Formeln zum mittleren Riss-
abstand bzw. dem Verbundverhalten bei textilbewehrten Bauteilen bekannt (siehe
Hegger et al. [63]). Die auf der Makroskala stattfindende numerische Simulation
ist phAnomenologisch motiviert. Eine Beriicksichtigung des mittleren Rissab-
stands wurde somit die Kenntnis dieser Grol3e fur die unterschiedlichsten textilen
Gelege oder Gewebe, deren Struktur die Rissentwicklung nachhaltig beeinflusst,
erfordern.
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Bild 5.23 Zusatzliche Spannungskomponente infolge tension-stiffening

Die Bertcksichtigung der durch dénsionstiffeningEffekt zusatzlich aufnehmbaren Span-
nungen der Struktur erfolgt additiv als zusatzliche Spannungskomponente.

Oges= Oc + 0s + Ots (5.95

Feenstra [51] greift zur Definition der Spannungskomponggeenen Vorschlag von Cervenka

et al. [30] auf, den Menrath [121] in einer modifizierten Form anwendet (siehe Bild 5.23a). Die
maximal Ubertragbare Spannungskomponente infelggonstiffeningentspricht darin der mit

as faktorisierten Betonzugspannumg, Der Parameters wird aus obiger Gleichgewichtsbe-
trachtung am effektiven Zugquerschnitt des Betonsza 1, 0 abgeschéatzt. Setzt man voraus,
dass die Bewehrungsachse um den Wiikglegeniber der Hauptzugrichtung in Schalen- bzw.
Plattenebene gedreht ist, so ergibt sich aus Zugfestifgkgiind ElastizitatsmodUE,, des Be-

tons der Verzerrungswert, ab désnsion-stiffeninguftritt, zu

f
€50 = % cOS Oy . (5.99
Die ansteigende Rampe wird von Menrath [121] parabelférmig in Anlehnung an das exponen-
tielle Entfestigungsverhalten des Betonmodells gewahlt. Dabei reprasenti@®ilaetinuier-

liche Ubergang im Scheitelpunkt beid,, das Erreichen eines stabilen Risszustands. Bei weite-

rer Belastung wird der zusatzliche Spannungsanteié:gb linear bis zum Einsetzen der
nichtlinearen Dehnungen der Bewehrung, ausgeblendet.

Gy fetm
€ = —1 cosh : €tsy = €rapnl — A 5.9
ts,cu |s fctm ts tsu ts,nl ts Pt Es ( 7)
Wahrend das in dieser Arbeit verwendeetesion-stiffening<onzept eine Spannungserhdéhung

nur im elastischen Bereich der Bewehrung beriicksichtigt, wie es auch im CEB-FIP [26] und im
EC2 [50] vorgeschlagen wird, ist in der Neufassung der DIN 1045 [41] auch ein Ansatz fir den
plastischen Bereich bei Bewehrungsmitteln aus Stahl vorgesehen.
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6 Numerische Umsetzung
6.1 Ubersicht

Nachfolgend soll die numerische Umsetzung der in Kapitel 5 vorgestellten Materialmodelle auf-
gezeigt werden. Eingebettet in ein inkrementell-iteratives Schema (siehe Kapitel 2.2) werden die
linearisierten Bestimmungsgleichungen auf Strukturebene miN@evion-Raphsoierfahren

geldst. Innerhalb dieser Gleichgewichtsiteration sind bei den vorgestellten Plastizitatsmodellen
basierend auf dem Pradiktor-Korrektor-Konzept wiederum ein bzw. mehrere plastische Multipli-
katoren/; iterativ mit einem weitereNewtonVerfahren zu bestimmen. Eine Diskussion weite-

rer Integrationsalgorithmen findet sich beispielsweise in der Arbeit von Matzenmiller [116]. Um
die Notation mdglichst lesbar zu halten, wird Gblicherweise in der Darstellung der einzelnen Al-
gorithmen nur der relevante Kopfzeiger der Iteration bzw. des Inkrements verwendet. Dies ist
insbesondere auch dann sinnvoll, wenn innerhalb des Projektionsalgorithmus weitere Nullstellen
numerisch zu bestimmen sind (vergleiche Kapitel 6.3.3). Eine schematische Darstellung der ge-
samten Losungsprozedur ist in Bild 6.1 gegeben.

Die numerische Umsetzung fur das Mehrflachenmodell wird nicht naher angesprochen. Hierzu
wird auf die ausfuhrliche Abhandlung von Menrath [121] verwiesen. Lediglich die Erweiterung
des Projektionsalgorithmus fur viskoplastische Problemstellungen wird kurz vorgestellt.

Weiter sind innerhalb der numerischen Umsetzung die Ableitungen der Flie3flache bzw. des
plastischen Potenzials nach den Spannungen notwendig. Im Gegensatz zu einfachen Fliel3bedin-
gungen fuhren diese insbesondere bei FlieRbedingungen, die von der dritten Invariante des Span-
nungstensors abhangen, zu komplexen Ausdriicken. Die Verwendung numerischer Ableitungen
wird daher ein weiterer Schwerpunkt dieses Kapitels sein, bevor schliel3lich Untersuchungen zur
Materialstabilitdt und viskoplastischer Regularisierung anhand von Modellproblemen das Kapi-
tel schliel3en.

6.2 Inkrementelle Elastoplastizitat

Die Grundaufgabe der numerischen Plastizitatstheorie stellt sich darin, dass fir ein endliches

Verzerrungsinkremend, . ; — €,, welches durch den lbergeordnei@wton-Raphsoidgo-

rithmus, der auf einer meist verzerrungsbasierten Implementierung aufbaut, vorgegeben wird,
ein am Ende des Inkrements zulassiger Spannungszustand unter Beachtung der Nebenbedin-
gungen aus den inneren Variablen gefunden werden muss. Ublicherweise wird hierzu auf ein Pra-
diktor-Korrektor-Verfahren zurtickgegriffen, welches aus den bekannten Gro3en zum Zeitpunkt
n(es, qn, 0,)eine elastische Pradiktorspannueng, , ; bestimmt. Die Werte der inneren Varia-

blen werden fiir die anschlieBende Uberpriifung der FlieBbedingung als unverandert (eingefroren
zum Zeitpunkin) angenommen. Die Kopfzeiger der Gleichgewichtsiteration werden im Wei-
teren zur besseren Ubersicht weggelassen.

A€n+l = €n+1 — €np (6.1)
0% 1= 0n+ Coiden, g (6.2
F = F(U*n+1, Qn) (63)
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Sofern die Pradiktorspannung die FlieBbedingung verletfi) ist durch Rickprojektion ent-
lang des plastischen Verzerrungsinkremer‘r&%+1 (siehe Gleichung (4.8)) die Flie3bedingung

zu erfullen. Dabei kann zunéchst firPlastizitat yon MisesBedingung) mit Verfestigung

aQ(Un +1 qn+ 1)
80n+1

AeP =€P —eP =41, (6.9

n+1 n+1

geschrieben werden. Fir die inneren Variablen (hier am Beispiel der Verzerrungsverfestigungs-
hypothese) gilt entsprechend

Q41
Aty = Apyy 70 = Ay lmogs ] 6.5
n+1
Womit sich jeweils die Spannungen
Ony1 = 0% 41 — A’ln+1CeI: My (6.6)
und die inneren Variablen
Oht1 = 0On + A’In+l ” Mpyq ” (6.7

aktualisieren lassen. Damit steht nun mit der Flie3bedingung

F0n41.0041) = Fdi,) =0 (6.9

eine nichtlineare Gleichung id4, | | bereit, die im allgemeinen Fall mit einem lokalen (weil
auf GaulzPunkt-Ebene verwendeteNgwtonVerfahren geltst werden kann.

Fi
j+1 — 7] _ _n+1
A/ln+1 A/In+1 dF (6.9

n+1

a4

Zur besseren Ubersicht ist die Vorgehensweise nochmals in Bild 6.1 dargestellt.
Darlber hinaus sind noch einige weitere Anmerkungen von Interesse:

Wird die inkrementelle Fliel3regel (siehe Gleichung (6.4)) am Ende des Laststhrittassge-
wertet, erhalt man eiRUckwarts-EuleiVerfahren, flr eine Auswertung zum Zeitpugkent-
sprechend eiWorwarts-EulerVerfahren; beides wird im folgenden Kapitel 6.2.1 naher erlautert.
Interessantist in diesem Zusammenhang, dass die formale Bezeichnung des plastischen Multipli-
kators mitdA = A4 auf ein Inkrement hindeutéfatsachlich l&sst sich jedoch die inkrementelle
Eigenschafil, ., = 4, + 44, ., nur fir eine einfache monoton ver- oder entfestigende Fliel3-
bedingung (zum Beispiel dewon Mises-Zylinderjnotivieren, da hied, | ; unter Umstanden

als ,physikalische” Geschichtsvariable interpretiert werden kann. Fir allgemeine Flie3gesetze,
die diese Bedingung nicht erfullen, hat das ,Inkremetit’ , , folglich den Charakter einer ska-

laren GroR3e, die nur innerhalb desstinkrementdefiniert ist. Diese Unterscheidung wird in der
Literatur gemeinhin nicht getroffen.

Fur eine mit dem plastischen Potenzial assoziierte, konvexe Fliel3flache wird beRgiokm
warts-EulerVerfahren auf den néachstliegenden Spannungspunkt der Flie3flache ruckprojiziert
(closest point projection siehe Bild 6.2b. Fir klassische ideddePlastizitat hat Wilkins 1964
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hierfir den Begriff desadial-return-Algorithmus gepragt (Ruckprojektion in Richtung der hy-
drostatischen Achse, siehe Bild 6.2a), der von Krieg & Key 1976 auf lineare Verfestigung erwei-
tert wurde. In beiden Fallen ist keiNewtonlteration zur Bestimmung des plastischen Multipli-
kators erforderlich, da Gleichung (6.8) direkt nath), , ; aufgelost werden kann.

6.2.1 Zeitintegrationsverfahren

Formal kdnnen die Gleichungen (6.4) und (6.5)!1’;21;1 = () Uber die verallgemeinerte Mittel-
punktsregeldeneralized midpoint ruleéGMR)

AEﬁI_H_ = Anta Mytq (6.10
AGny1 = Anyo | Mpge |l (6.11)
mt Mye=m(L—-a)on+ao,,,(1—a)dn+ad,,,) (6.12

oder die verallgemeinerte Trapezreggrieralized trapezoidal rul&TR)

A€ﬁ|+1 = Ahn+a [(1 —a) My +a mn+1] = Adn+a Mpiq (6.13

A0y 41 = AAnsg ” Mp4q ” (6.19

in Abhangigkeit vor integriert werden (siehe Ortiz & Popov [139] und Jirasek [77], [79]). Das
derclosest point projection meth@@PPM) zugrunde liegendiickwarts-EuleiSchema wird

in beiden Fallen fie= 1 undm, ,, || n, ., erhalten. Die unbedingte Stabilitat dRisckwarts-
Euler-Schemas ist dabei neben der Tatsache, dass der algorithmische Tangentenoperator fir asso-
ziierte FlieBregeln symmetrisch wird, eines der Hauptargumente fir seine Anwendung. Dass der
Algorithmus andererseits nur erster Ordnung exakt ist und daher die Verzerrungsinkremente
nicht zu grofl3 gewahlt werden sollten, wird dabei in Kauf genommen. Sowohl die GMR als auch
die GTR sind dagegen far= 0,5 (ausschlie3lich) von zweiter Ordnung genau, liefern jedoch
unsymmetrische Tangentenoperatoren weggn,, / n, ., bzw.m,,, A n,, ,, das heilt die
Konsistenzbedingung wird zum Zeitpunkt, , erfullt, wahrend die Richtung des plastischen
Flusses im Zeitpunkt, , , bestimmt wird. In Simo & Govindjee [170] wird vorgeschlagen, die
Auswertung der Konsistenzbedingung im Rahmen der GMR ebenfalls zum Zerpunkor-

a) b)

/ A
——7 F(o,0) = Q(o,0)
Bild 6.2  a) Radial-return-Algorithmus b) Closest point projection
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zunehmen, wodurch die Symmetrie des Tangentenoperators wiederum gewabhrleistet ist. Macari,
Weihe & Arduino [112] geben eine Ubersicht tiber gangige implizite und explizite Projektions-
verfahren und beschreiben eine Zwei-Schritt-Strategie auf Basis der CPPM zur Verbesserung der
Genauigkeit bei Modellen mit nichtlinearen Entfestigungsgesetzen.

Kommena priori nichtassoziierte Modelle zum Einsatz, das heif3t, die algorithmische Tangente
istin jedem Fall unsymmetrisch, so wird durch den Einsatz der GMR bzw. der GTR=u0d5

auf algorithmischer Seite kein Vorteil verschenkt. Ortiz & Popov [139] bemerken jedoch, dass
fur grofRe Verzerrungsinkremente auch Werte &on 0,. zu verbesserter Genauigkeit fuhren
konnen. Bezuglich der Stabilitat der beiden Verfahren fér 0, Skommen dagegen Ortiz & Po-

pov [139] und Simo & Govindjee [170] sowie Jirasek [79] zu unterschiedlichen Schlussfolgerun-
gen. In der vorliegenden Arbeit wird fur das nichtassoziierte Einflachenmodell aus Grinden der
unbedingten Stabilitat stets dagckwarts-EuleiSchemad¢ = 1, 0) verwendet.

6.2.2 Viskoplastische Erweiterung des Mehrflachenmodells

Nachfolgend sollen die konstitutiven Ratengleichungen der fur Mehrflachenplastizitat geeigne-
tenDuvaut-LionsFormulierung (siehe Kapitel 4.4.3) zusammengestellt werden. Die Herleitung
orientiert sich an den Arbeiten von Simo & Hughes [171], Simo et al. [172] und Hofstetter [71]
und ist auf eine Flie3flache beschrankt. Die Verallgemeinerung fir mehrere Flie3flachen ist in-
nerhalb eines generalisierten Algorithmus, wie er zum Beispiel von Simo & Hughes [171] be-
schrieben wird, vorzunehmen und bedingt die Modifikation der ratenunabhangigen Spannungen,
inneren Spannungsvariablen und der algorithmischen Materialtangenten flr jede aktive Fliel3fla-
che wie nachfolgend dargestellt.

Wie bereits in Kapitel 4.4.3 erlautert, erhalt man durch Einsetzen der postulierten Gleichung der
viskoplastischen Verzerrungsanteile (4.71) in die Gleichungen (4.5) und (4.6) die — hier etwas
umgestellte — Uberspannungsgleichung (4.73)

d+Z=Cre+2= (6.19
mit der bereits eingefihrten Relaxationsze# »/E. Durch numerische Integration im Zeitin-

krement4t,,, ; = t,,; — taund Berlcksichtigen vodo,,, ; = 0,,, 1 —0on erhalt man daraus
im Sinne eineRickwarts-Euleiverfahrens

At 4 At 4
A0p g+ 04 ;1:+ =C:dey, g + aoo,n+1++ (6.19
At At
< 0n+1(1 + ;“) —on+Ciden, +0,0—2 (6.17)

Die ersten beiden linksseitigen Terme entsprechen der Pradiktorspannung (siehe Gleichung
(6.2)), wodurch sich vereinfachend

o _ 7:U*n+l"‘Atn+1aoo,n+1 (6 1&
n+1 T+ At '

schreiben lasst. Dies eingesetzt in die integrierte Ratenform der viskoplastischen Verzerrungen
(siehe Gleichung (4.71))

Aty

del = —— C_l<‘7n+1—0w,n+1) (6.19
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liefert

At
Ae\rﬁ—lzﬁ-{n“c AN (6.20

Berlcksichtigen der Bestimmungsgleichung der ruckprojizierten Spannungen des ratenunab-
hangigen Modells

Ont1 = Oopny1 = 0*n+1_A/loo,n+1CE|:mn+l ) (6.21)
die identisch deback-boneSpannungen des viskosen Modells sind, fuhrt auf

Athyq
del | = #tn_‘_lluoo,n-kl Mppq = A4 My (6.22

mit

Aivp Atn+1

1T T E Aty rentl 623

Fur die Evolution der inneren Spannungsvariablen kann, ausgehend von Gleichung (4.72) und
sinngemal’ entsprechender Herleitung, die folgende Beziehung ermittelt werden:

T0n + At 100n41

0n+1 = T +Atn+1 (6.24
Dabei ist jedoch zu beachten, dass fur den Pradiktorzustand die innere Spannungsvariable einge-
froren wurde, das heilt*, ;= 7.

Der Tangentenoperat6!?“% wird aus Gleichung (6.18) durch Differenziation nach den Verzer-
rungen erhalten:

*n+1 dgeo,n+1
Cvaalg = d0n+1 — ’ den 1 + Atn+1 denys
n+1 d6n+l T +Atn+1
T el At epal
=T cel4 At cepayg _
T+ At 4 T+ At n+1 (6.29

Offensichtlich ist der viskoplastische Tangentenoperator aus einer einfachen Modifikation der
bekannten elastischen und der ratenunabhéngigen algorithmischen Materialtangente zu bestim-
men.

In Kapitel 6.6.1 wird der vorgestellte Algorithmus als Regularisierungsverfahren bei assoziierten
Plastizitatsmodellen untersucht.

6.3 Projektionsalgorithmus fir das Einflachenmodell
6.3.1 Ubersicht

Bereits in Kapitel 5.3.2 wurde auf die Besonderheiten fur Rickprojektionen aus dem Apexbe-
reich typischer ver- und entfestigender Fliel3flachen fir kohasive Reibungsmaterialien hingewie-
sen. Die vorgeschlagenen trivialen Losungen (vergleiche [47] und [84]) sind in der Umsetzung
zumeist einfach, leiden jedoch unter schlechter Konvergenz bis hin zur Divergenz der Lésung
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innerhalb der Gleichgewichtsiteration. Diese Aussage ist dabei unabhangig von der gewahlten
Schrittweite oder der Iterationsmethode gultig. Einzig der durchlaufene Spannungspfad, also die

aktuelle Pradiktorspannung in Kombination mit den Geschichtsvarigdfebzw. €”) der letz-
ten auskonvergierten Konfiguration sind fur dieses Verhalten verantwortlich.

Erwéhnung finden sollte an dieser Stelle die triviale Losung fur ideal-plastische Materialien. Die
Singularitatsstelle der Versagensflachauigtiori aus der Fliel3flache bekannt und erlaubt somit
die direkte Ruckprojektion aus dem Apexbereich auf dieselbe. Fir das modiKaeg&odell

mit ideal-plastischem Evolutionsgesekz<1, ¢ =1 und somit;, = §,, V ¢t = 0) ergibt sich

der Vektor des plastischen Flusses zu:

Mo =0 — &l (6.26

Eine weitere Klasse von Algorithmen im Apexbereich wird durch Losungen aus der Mehrfla-
chenplastizitat motiviert. Dabei werden weitere Flie3flachen beschrieben, gievagierte
Versagensflachen an Singularitatsstellen definiert werden. Neben Arbeiten von Simo, Kennedy
& Govindjee [172] und Pramono & Willam [149], die sich allgemein mit Losungsansatzen fur
Eckbereichedray region$ der Mehrflachenplastizitat befassen, wird in de Borst [15], Pankaj
[142] und Pankaj & Bicanic [143], [144] die Rickprojektionsproblematik am ApeXahr-
CoulombKriterien behandelt. Menrath [121] greift diese Idee auf und erweitert das Konzept auf
dasDrucker-PragerKriterium. In Hofstetter & Taylor [72] findet sich eine weitere Losung fur
den Apex de®rucker-PragerKriteriums.

6.3.2 Diskussion einer Apexlosung fir das Einflachenmodell

Fir das in dieser Arbeit behandelte modifizi&#mg-Modell wird im Folgenden ein Vorschlag

von Pankaj [142] auf nichtassoziierte, entfestigende Plastizitat erweitert. Besonderheiten, die
sich aus der Annahme einer Verzerrungsverfestigungshypo#ttesa-pardening hypothegis
ergeben, werden aufgezeigt. Die zur Umsetzung notige erweiterte Geometriebeschreibung wird
anschlieBend hergeleitet.

Die Losung des Projektionsproblems im Apexbereich des Einflachenmodells wird durch Hinzu-
nahme einer weiteren Flie3flache, einer bezuglich der Singularitatsstelle invertierten Hilfsfla-
che, vorgenommen. Fur Spannungszustande, die innerhalb des Apex liegen, sind folglich beide
Flie3flachen aktiv. Dabei ist es wichtig zu betonen, dass aufgrund von Entfestigung wahrend der
lokalen Iteration anmGaulsPunkt die zweite Flie3flache aktiviert werden kann (vergleiche
Bild 6.3). Dasselbe gilt sinngemalf? fur Verfestigunge versaDie Summe der Verzerrungsan-

teile aller am Ende des Lastschrit®iitkwarts-EuleiSchema) aktiven Flie3flachen bildet das
plastische Verzerrungsinkrement:

deP! = zc dty —— zc di; m, (6.27)

Diese Vorgehensweise geht fir assoziierte Plastizitat auf Koiter [88] zurlick. DatdiesAn-

zahl aller Fliel3flachen bzw. der zugehdorigen plastischen Potenziate@and, 1} ein ganzzah-

liger Steuerungsparameter zur Identifikation der aktiven Flie3flachen. Aus der Konsistenzbedin-
gung (siehe Gleichung (4.13))
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erhalt man schlie3lich unter Einbeziehung von Gleichung (6.27)

_|oF; oF; aq
dF, ¢, = [W.da 3G em Z 0t = ] . (6.29

Das Gleichungssystem (6.29) kann in Matrizenschreibweise zusammengefasst werden zu

m
I’Ti cdo = ZA” d/lj , (63@
i=1
wobei
oF, aF; 9
M= und Aj = =G g a_q' ;?),: m; . (6.31)

Aus der inkrementellen Konstitutivgleichung (4.15) lasst sich durch Einsetzen von (6.27) und
Linksmultiplikation mitz; die folgende Form gewinnen:

m:do=m:C: [de—zc i m] EAU i (6.32

j=1
Ausmultiplizieren des Klammerprodukts unter Beachtung der Hauptdiagonaltermg (ler
Kopplungsmatrix4 ;; liefert

m

i=1lj=j

m A +m:C:m c n:C:de
ij i AR i
= 0+ ]_%:#]dlj (Aii +m:C:m ci) A +n:C:mc (6.39

Der Term auf der rechten Seite von Gleichung (6.34) wirdﬁ;i&bgekﬂrzt und entspricht dem
plastischen Multiplikator bei nur einer aktiven Fliel3flache. Fur das betrachtete Problem zweier
FlieRflachen erhalt man ein Gleichungssystem 2ter Ordnung zur Bestimmung der plastischen
Multiplikatoren.

Im Fall der Arbeitsverfestigungshypothese (siehe Kapitel 4.3.2 und Menrath [121]) sind die Glei-

chungen ird4; linear. Dies ist zurtickzufiihren auf lineare Anteile/in beim Aufaddieren des
Inkrements der plastischen Arbeit jeder aktiven Flie3flache:

m
dW = 0: > ¢ dij m (6.39
ji=1
Die zugehdrige Kopplungsmatrid; nimmt unter Berlcksichtigung von Gleichung (6.35) so-
wie (6.28)ff. folgende Form an:

oF, _
9y mt H= -0 (6.36

Aj i 60 90 9eP!

J_C
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0. OF;
Fur isotrope, assoziierte Plastizitat gg({fl = 6_51’ womit die Kopplungsmatrix singular wird.
Fur den Fall der Verzerrungsverfestigungshypothese ergibt sich die Schwierigkeit, dass die aqui-
valenten plastischen Verzerrungen (vgl. Kapitel 4.3.2) UberadidMiseschen Vergleichsdeh-

nungen definiert sind:

m
dePlsh = % de” : deP! mit  deP = ch d; m; (6.37)
=1

Somit werden die Bestimmungsgleichungen (6.34)limichtlinear, was eine numerische Um-
setzung neben den in Kapitel 6.3.3 noch zu behandelnden Problemen weiter erschwert. Die Kop-
plungsmatrixA ; behalt das allgemeine Format aus Gleichung (6.81¢ Nebendiagonalkoef-
fizienten deuten also eine Kopplung des plastischen Flusses an: Eine zunachst nicht aktive
Flie3flache verfestigt/entfestigt als Antwort auf die Entfestigung bzw. Verfestigung der zugeh6-
rigen inversen Flie3flache.

6.3.3 Erweiterte Geometriebeschreibung

Im Gegensatz zu einfachen FlieRflachen der FBrm f (o) — x(€”) = 0 kann die Singulari-
tatsstelle und der zugehorige Gradient beim modifizié¢targ-Modell nicht geschlossen ermit-

telt werden. Dies folgt direkt aus der Form der FlieRfunk#os f(o) — «(0,€’) = 0, das

heil3tin die Evolutionsgleichungen gehen neben den &quivalenten plastischen Verzerrungen auch
die aktuellen Spannungen mit ein. Um einen Spannungspunkt im Apexbereich zu identifizieren,
muss die Versagensflache (siehe Gleichung (5.42)) an der B(elle 0,5) = 0 ausgewertet

werden:
o B (&N &\ (k)
Flo =0) = fem l(gl - 50) (-0 (50 - 51) ( e ) ] (6.39

Die Nullstelle§y ; fir Gleichung (6.38) wird Uber eBtandardNewtonVerfahren ausgewertet.

Die notwendige Ableitun%—é7 istim Anhang (Gleichung (B.24)) gegeben. Uber den Gradienten

P = Eon+1s =0,0=0.,,)
3_,2:/0 0, 1/:;S 1 (6.39

N
* N
o “ \\ /
\\\\
Apex \\\
¢ NN
VAN
¢of NG
‘ 3

(Druckachse) B

Fry1 =0

Bild 6.3  Ruckprojektion im Apexbereich
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(siehe Gleichung (B.50) fur die Versagensflache bzw. Gleichung (B.51) fiir das plastische Poten-
zial) kann schlieRlich der eingeschlossene Wigk®F* bestimmt werden:

Apex _ A1
PP = arctar(¥) 5 (6.40

Die Bedingung flr einen Spannungspunkt im Apexbereich lautet damit:

PP > ¢" = arctar(‘S _pgos) (6.4

Unter Verwendung vogp“?®* aus Gleichung (6.40) urg ; wird ein inverser KegeOrucker-
PragerFlie3flache) an der Singularitatsstelle wie folgt definiert:

FCone — Apex (5 —505) —p=0 (6.42

Das zugehdrige plastische Potenzial ist inverser Natur, das heil3t die Rickprojektion aus dem Ke-
gel findet nicht in Richtung auf die hydrostatische Achse statt, sondern der plastische Fluss ist
nach auf3en gerichtet. Da im allgemeinen Fall das plastische Potenzial nicht der Versagensflache

des Modells entsprichti( = a), ist der Winkel des invertierten Apex fiir das Potengi&r"
ebenfalls sinngemal} aus den Gleichungen (6.38) und (6.40) zu ermitteln.

Im Gegensatz zu einfachen Flie3flachen muss also fur das modificiéergeModell bereits zur
Definition der invertierteirucker-PragerFliel3flache ein nicht zu unterschatzender Aufwand
betrieben werden. Dabei stellt die Annahme ebresker-PragerKegels bereits eine grundle-

gende Vereinfachung dar. Streng genommen musste der Kegel dieselben Kompressions- und Ex-
tensionseigenschaften wie die Hauptflie3flache aufweisen. Fur den Apexbereich wiirde dies eine
extreme Verformung des Deviatorschnittes von einem Kreis hin zu dem bekannten Dreieck be-
deuten. Die anschlie3ende Implementierung des Mehrflachen-Projektionsalgorithmus bereitet
durch die Annahme einer Verzerrungsverfestigungshypothese weiteren numerischen Mehrauf-
wand.

6.3.4 Unstetigkeitsstellen in den Gradienten

Fur Spannungspfade, die einer reinen Kompressionsbelastung entsprechen, wie sie sich zum Bei-
spiel bei einem einfachen Druckversuch nach Bild 6.4 ergeben, nimhadkewinkel der Pra-

diktorspannung einen Wert vén= lar, T, %n(entsprechend = 60°, 180°, 300°)an.Da-

3
durch ergeben sich fur die numerische Umsetzung zweierlei Besonderheiten. Zum einen sind die

in Anhang B definierten Ableitungen des plastischen PoternQiaisd der Versagensflaclie

nach den Spannungen nicht vollstandig definiert (siehe Gleichung (Ar86)s(36) — ),

zum anderen liefert die Abschatzung des plastischen Multiplikators aus der linearisierten Konsis-
tenzbedingung keine hinreichend genaue Naherung fir das d&aten\Verfahren. Letzteres
operiert damitin einem Gebiet auR3erhalb des Konvergenzradius und fuhrt daher zu deutlich mehr
Iterationen als gewdhnlich (abseits der singularen Punkte konvergiert der Algorithmus erwar-
tungsgeman quadratisch innerhalb von maximal fiinf Schritten). Ahnliche Probleme ergeben sich
zum Beispiel auch bei Flie3flachen vaviohr-CoulombTyp fir |6| = 30°. Crisfield [36]

schlagt daher fur Falle, in dengfl| = 29.99° ist, die Verwendung dédrucker-PragerGra-

dienten vor.
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Bild 6.4  Einfacher Druckversuch und zugehdrige Pradiktorspannung im Deviatorraum

Fur die sehr schlechte Konvergenz im modifizieKang-Modell zeichnen sich die hohen Gra-
dienten deWillam-WarnkeFunktion im Kompressionspunkt verantwortlich (vergleiche hierzu

auch Bild 5.6b). Untersuchungen haben gezeigt, dass dartber hinaus auch noch numerische Os-
zillationen innerhalb des lokal&ewtonVerfahrens auftreten konnen. Hierzu ist in Bild 6.5 der

Wert der FlieRbedingurfgals Funktion der Iteration wahrend eines Ruckprojektionsschritts auf

den Kompressionspunkt dargestellt. Im oberen Diagramm sind hierftir 68 Schritte bis zum Errei-
chen der Abbruchschranke notwendig. Um die Konvergenz zu beschleunigen, wird der plasti-
sche Multiplikator nach Auftreten der Oszillationen wie folgt abgeschéatzt:

f
AN = Adyy g + @Ay — Adyy ) 71— (643
fk - fk+1
Dadurch wird die Konvergenzgeschwindigkeit bis zum Erreichen der Projektionsiesufg
bei gleicher Abbruchschranke um den Faktor 2-3 erhoht (vergleiche Bild 6.5 unten, 24 Iteratio-
nen).

A
F=0 [~ A\/I\VAVA r
Standard Newton-Algorithmuys
|
.
A Anzahl der Iterationen k 68
F=0 [ “\/J * .
| Modifizierter Newton-Algorithmus
|
| -
24 Anzahl der Iterationen k

Bild 6.5 Konvergenzgeschwindigkeit (Abbruchschranke?’)1@ = %
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6.4 Algorithmische elastoplastische Materialtangente

Zur numerischen Umsetzung des in Kapitel 5.4 vorgestellten Materialmodells mittels der Finite
Elemente Methode zeigt sich die Verwendung der sogenannten Kontinuumstangente (siehe Glei-
chung (4.18)) als unzureichende Naherung der wahren Tangentensteifigkeit innerhalb der nume-
rischen Simulation. Bedingt durch den Ubergang von differenziellen Zeit- bzw. Lastinkrementen
hin zu endlichen, ergeben sich weitere Terme in deren Herleitung. Dabei istinsbesondere auf eine
konsistente Linearisierung der Ratengleichungen mit dem verwendeten numerischen Verfahren
zu achten. Simo und Taylor berichten in [177] Gber die Notwendigkeit des konsistenten Tangen-
tenoperators zur Erzielung einer quadratischen Konvergenzrate, zuvor wird jedoch auch von
Nagdegaal in [132] auf diesen Zusammenhang hingewiesen. Dabei ist der gewdahlte Begriff
durchaus nicht unumstritten. Schlief3lich stellt auch die Kontinuumstangente bereits eine konsis-
tent hergeleitete Tangente dar. Im Folgenden wird daher der Begriff der algorithmischen (Mate-
rial-)Tangente verwendet. Weiterfiihrende Literatur zu deren Bestimmung findet man zum Bei-
spiel in Simo & Hughes [171], Menrath [121] oder Hofstetter & Mang [74]. Wahrend sich die
Herleitungen in den vorgenannten Quellen zumeist auf ein Plastizitatsmodell unter Annahme ei-
ner Arbeitsverfestigungshypothesefk-hardening hypothegistiitzen, sollen hier die entspre-
chenden Gleichungen fiir eine Verzerrungsverfestigungshypottesi@-hardening hypothe-

sig) angegeben werden.

Zunachst wird die algorithmische Materialtangente fiir eine aktive Fliel3flache hergeleitet. In ei-
nem zweiten Schritt wird die Herleitung dann auf die Mehrflachenplastizitat erweitert.

6.4.1 Herleitung der algorithmischen Materialtangente

Zu einem Zeitpunkt, seien die gesamten VerzerrunggnSpannungen, und internen Varia-

bleng, des diskretisierten Problems bekannt. Dartber hinaus ist aus der inkrementell-iterativen
Berechnung der Strukturantwort innerhalb eines verschiebungsgesteuerten Verfahrens das Ver-
zerrungsinkrementle,, , ; gegeben. Im Weiteren sind nun die Spannungen und Verzerrungen so-
wie auch die Zustandsvariablen am Ende des Lastscehrittau bestimmen. Legt man dRiick-
warts-EulerSchema (backward-Euley zugrunde, so erhalt man Gber die diskreten
Kuhn-TuckerBedingungen das folgende Optimierungsproblem (siehe auch Simo, Kennedy &
Govindjee [172]):

I:n+1(‘7n+1’ qn+1) = O; A’In+1 = O; A’ln+1 l:n+1 =0 (6-44)

Hierbei giltA4, , | = A At, , . Weiter wird von einer additiven Zerlegung des Verzerrungsten-

sors ausgegangen, was eine Beschrankung des Modells auf kleine Verzerrungen impliziert, was
bei Beton weitgehend zutrifft. Die Gesamtverzerrungen ergeben sich somit zu

€n+l = €n +A€n+1 . (645)
Weiter erhalt man den Spannungstensor aus der Beziehung

(6.46)

—_ el. _ |
0,,1=C .(en Eﬁ+1>

Die darin bengétigten plastischen Gesamtverzerrungen am Ende des Zeitschritts lassen sich mit
der Definition der FlieBregel weiter aufspalten in
Pl — ¢pl pl
€. =€ T A€n+1 (6.47)
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, I Q _
mit AGIP]+1 = Aln+1 m = A’In+1 mn+1 . (648)
In gleicher Weise ist die Aktualisierung der inneren Variablen des Ver-/Entfestigungsgesetzes
(Evolutionsgesetz) vorzunehmen. Dabei wird deren Inkrement unter Anwendung der Verzer-
rungsverfestigungshypothese Uber das Inkrement der effektiven plastischen Verzerrungen

AeP!  definiert:
n+1
On+1 = On + A0y g = G + 4€7 (6.49)

An dieser Stelle muss auf eine unter Umstanden verwirrende Notation aufmerksam gemacht wer-
den. Abh&ngig von der Art des Materialmodells kdnnen mehrere oder aber auch nur eine interne
Variable eingefiihrt werden. Entsprechendyists Vektor oder als Skalar zu definieren. Exem-
plarisch wird daher hier in Gleichung (6.50) die Definition eines Eintrages im Vektor der inneren
Variablen angegeben. Weitere Vorschlage werden zum Beispiel von Etse [47] oder Kang [84] ge-
macht. Dabei werden nur die positiven bzw. negativen Komponenten des plastischen Verzer-
rungstensors beriicksichtigt und somit mehrere innere Variablen zur Beschreibung der Evolution
notig. Im Folgenden soll daher die Vektornotation beibehalten werden. Unter Verwendung von
Gleichung (6.48) wird folgender skalare Ausdruck fiir die effektiven plastischen Verzerrungen
erhalten:

z 2 2 .
e = \/§ A€M AP = A/ln+1\/§ Mo, M (6.50)

Bei der weiteren Herleitung der algorithmischen Materialtangente werden die totalen Differen-
ziale der diskretisierten Spannungen, der plastischen Verzerrungen, der inneren \erzerrungsva-
riablen sowie der Konsistenzbedingung bendtigt:

00pq = C: (denyq — de, ) (6.51)
] 0 92
deP' = ddi aQ + A2 ( Q. :do + % dq) (6.52)
n+1

—pl —pl

dg,,, = A2 e + 422 dg + 41967 gq (6.53)
ey aq n+1

dFy s = 2 do + g =0 (6.54)

8q +1

Ziel der folgenden algebraischen Umformungen ist die Elimination der Gef3en , (die An-
derung des Inkrements des plastischen Multiplikatidrs, ;) und44,, , ,dq,, , ;, um eine Bezie-
hung zwischen den Spannungs- und Verzerrungsinkrementen aufzustellen. Durch Einsetzen von

Gleichung (6.52) in Gleichung (6.51) und Umsortieren nach dem totalen Differenzial der Span-
nungen wird

_ 92Q Q 92Q
Lido + A2 —=; = — A 6.55
Cy i do A Py do . de — ddaA A 5030 dqg . ( )

gebildet. In der weiteren Folge erhalt man direkt die modifizierte elastische Materialtangente
(6.58) aus den Gleichungen (6.55) bis (6.57):
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(c a1 2 ?) dr| =de-aniQ-m L2 qq (6.56)
do n+1 q n+1
= do,, = (de i 02 4z 80% dq) (6.57)
n+1
mit ©,.,=(C5 1+A/18Q = (cgt+aim) (6.58)
n+1 9000 el N1 )
n+1

_ 02Q : . , .

wobei mit M = 0 ® 90 derHesseTensor eingefiihrt wurde. Das Einsetzen von Gleichung

(6.57) in den Ausdruck der differenziellen Konsistenzbedingung (6.54) liefert

aF Q 9%Q |
dF, 1 =2-:0: (de dAd — — 44 300G dq) 3 - dg L (6.59)
Weiteres Umsortieren unter Berlcksichtigung wér , ; = 0 liefert schlielich
oF . o . _ fF. 9. 9%Q _ 1F).
%.@.de\m_m(a ' 303 Awq).dq (6.60)

F.g9.9Q
+ L G- 05

n+1

Abermalige Anwendung von Gleichung (6.57) auf den Ausdruck des totalen Differenzials der
inneren Variablen (6.53) fuhrt auf

_ de” . 8Q 92Q .
dgn,; = 42 & + 40 %20 (d - UL 55— A g dq) (6.61)

oeP
+ Ah=——:d
q q

n+1

Durch weiteres Umsortieren des erhaltenen Ausdrucks (6.61) wird schlief3lich die folgende Form
erreicht:

AA(aEp o: d)
0o

_ 9e” . . 9Q &°
-ana ( 19: 02 ﬂ) (6.62)

of € . . 0°Q 1 e
+M( R v el B

n+1

Damit fihren nun die Gleichungen (6.60) und (6.62) auf ein lineares Gleichungssystem

: {om,} ) afp L0 de 659
N1 4adg n+1 %:@:d& .

n+1

mit den Koeffizienten
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9. 5. 9Q _ &

Z11p+1 = 39 Y 54 A s

z _e?. 5. 9%Q 10" 1

n+tl ™ 90 © 7 9009 AL 00 AA2 |41 (6.64)
, _IF.9.9Q |
2Ln+1 7 90 "7 " 90 |41

, _F.9.9%Q _ 10F

22n+1 7 90 7 T d00q  AX 99 |44

Das Ldsen des linearen Geichungssystems (6.63) und Einsetzen der nunmehr bekannten Grél3en
dAA, . und4Ai, , dq, . in Gleichung (6.57) fuhrt auf die algorithmische Materialtangente in
der folgenden Form:

d0n+1 = Cﬁ&al . dfn+1 (6.65)
_ L 9Q  9e” . .0Q o 9F .
(6.66)
. 0%2Q _ g€ . . 0%2Q _ 9F .
—ZZl(Q.Faq WQ — Zy @m@w@ o

Die Koeffizientenz;; , | ; in Gleichung (6.66) bestimmen sich durch Inversion der Miyix;

Zyi1 = (Zoy1) (6.67)
Aus der Gleichung des algorithmischen Tangentenmoduls lasst sich im Weiteren leicht erkennen,
welche Bedingungen von einem Materialmodell, hier basierend auf der Verzerrungsverfesti-
gungshypothese, zu erfillen sind, um einen symmetrischen Tangentenoperator zu erhalten. Aus-
gehend von der Nicht-Kommutativitat des dyadischen Produkts (siehe Anhang A), lassen sich
die folgenden Aussagen treffen:

e Wird der Formulierung der Fliel3regel ein plastisches Pote@Qzzalgrunde gelegt, so wird
die zweite Ableitung nach dem Spannungstensor unabhangig von der Form des gewéhlten Po-
tenzials zum symmetrischétessefensor vierter Stufl®l fuhren. Letzterer wird zur Bildung
der modifizierten elastischen Tangente (siehe Gleichung (6.58)) bendtigt und geht direkt in
die vorstehenden Gleichungen ein. Somit kann der modifizierte elastische Modul keinen An-
teil zu einer unsymmetrischen algorithmischen Tangente beisteuern (vergleiche [47]).

e Als offenkundige, aber im Allgemeinen nicht hinreichende Bedingung fir einen symmetri-
schen elasto-plastischen algorithmischen Tangentenoperator ist eine assoziierte Flie3regel zu
nennen. Wird das plastische Potengajleich der FlieRbedingurig gewahlt, so wird der
dritte Summand in Gleichung (6.66) symmetrisch. Wird dartber hinaus die Evolution der in-
neren Variablen direkt Uber das plastische Potenzial abgeleitet — dies entspricht dann fur eine
assoziierte Fliel3regel auch einem assoziierten Ver-/Entfestigungsgesetz — so wird schlief3lich
auch der vierte Term in (6.66) symmetrisch (vergleiche Satz von Schwarz bezuglich der Kom-
mutativitat der Ableitungen in der mehrdimensionalen Analysis). Der zweite und flnfte Term
bleiben weiterhin unsymmetrisch, bilden jedoch jeweils die Transponierte zueinander. Unter
Berticksichtigung der Identitat der jeweiligen Vorfaktoggp, , ; = z,, . , ergibt sichin

der Summe ein symmetrischer Beitrag zur algorithmischen Tangente.
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e Werden wie in den vorgeschlagenen Materialmodellen die aquivalenten plastischen Verzer-
rungen Uber eine Verzerrungsverfestigungshypothese als Verfestigungsparameter ftr kom-
plexe Verfestigungsfunktionen gewéhlt, so lasst sich kein assoziiertes Ver-/Entfestigungsge-
setz verwirklichen. Selbst bei assoziierter Fliel3regel wird daher der algorithmische
Tangentenoperator keine Symmetrie-Eigenschaften besitzen. Dies ist insbesondere im Ver-
gleich zum konsistenten Kontinuumsmodul bemerkenswert. Letzterer stellt die Tangente am
Anfang des Zeitschritts dar und ist bei kleiner werdender Schrittweite der Grenzwert der algo-
rithmischen Tangente. Sadmtliche unsymmetrischen Anteile aus der Nichtassoziativitat des
Ver-/Entfestigungsgesetzes werden also bei kleiner werdenden Lastinkrementen sukzessive
eliminiert. Dagegen bleiben die unsymmetrischen Anteile aus der Nichtassoziativitat der
FlieRregel erhalten.

An dieser Stelle sollte auch auf eine genaherte Herleitung hingewiesen werden, wie sie zum Bei-
spielin den Arbeiten von Etse [47] oder Kang [84] Verwendung findet. Dabei werden in den Glei-
chungen (6.52) und (6.53) die Terme der Evolutionsvariablen in den totalen Differenzialen

0%Q .

8€p|
d00q -d

dqg und q (6.68)

vernachlassigt. Dies fuhrt auf eine einfachere Form des Tangentenoperators, die innerhalb einer
numerischen Umsetzung teure Operationen (insbesondere die Inv&rsipneinspart. Des
Weiteren ist diese Form auch noch einer eleganten Herleitung zuganglich. Als Sonderfall kann
sie jedoch wie folgt aus der allgemeinen Form extrahiert werden: Durch Elimination der linkssei-
tigen Multiplikatoren aus (6.68) aus den Gleichungen (61644 (6.64) sowie aus dem zweiten

und dritten Summand der Gleichung (6.66) erhalt man unter Beriicksichtigung der partiellen Ab-
leitung

9eP! 2
= m: M (6.69)
do 3 /Zm:m
den folgenden Ausdruck:
(_ A%?TF) 0Q pl
epa _ q O o 0€M .
Chl=0- “detw) (@. 5 o5 .0) (6.70)
_ (_ ﬁ) Q 9@ I aF 0
det@2)
, ge® . o 9F _ e”'\[ = 14F 1 aQ
wobei detlZ) = ( .0.% AA)(AA aq) (A12)< O ag) (6.71)

Weiteres Umformen fuhrt dann schlief3lich auf die folgende Form, wie sie auch in der zweitge-
nannten Arbeit zu finden ist:

@:m@n:@+g/£g'; @ mm:M:0)
cera — @ —
n:®:m-— —p|0F+2A;L aF(mM@n)

? Vgmm

(6.72)
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Dabei finden die gebrauchlichen Abkurzungen des Gradienten auf die FIiem‘IécI%% und

9Q
00
Gleichung (6.66) deutlich weniger Rechenoperationen anfallen und insbesondere die Inversion

einer 2x2-Matrix entfallt. Inwiefern sich dies auf die gesamte Rechenzeit auswirkt, die bekann-
termalRen auch von der Gite der algorithmischen Tangente abhangt, wurde im Rahmen dieser
Arbeit nicht untersucht.

des plastischen Potenziais = Verwendung. Es bleibt festzuhalten, dass im Vergleich zu

6.4.2 Algorithmischer Tangentenoperator bei Mehrflachenplastizitat

Die in Kapitel 6.3.2 beschriebene Lésung zur Ruckprojektionsproblematik am Apex bedarf
selbstverstandlich einer zugehdrigen algorithmischen Tangente. Dabei wird sinnvollerweise von
den Annahmen in Gleichung (6.68) Gebrauch gemacht, so dass sich die totalen Differenziale der
bendtigten GrolRen naherungsweise wie folgt darstellen:

doyyq = cel: (d€n+1 - dfﬁlJrl) (6.73
d pl  _— : dAA a(gi 2 62(Qi .
€n+1 = Z i Ci o0 + 4 i Ci 9090 ° do (674)
i=1 n+1
6F oF;
dF; = cdo + a— :dg=0 ; j=1,2 (6.79
q n+1

Andieser Selle ist es wichtig auf den Umstand hinzuweisen, dass die Evolution der inneren Varia-
blen nur von der HauptflieRflache gesteuert wird; plastische Verzerrungsanteile aus dem inver-
tierten Kegel werden dafir nicht ausgewertet (siehe Gleichung (6.74)). Zur weiteren Herleitung
wird Gleichung (6.74) in (6.73) eingesetzt,

2
d
do,,,=C%:de,, ,—C®" [Z 4, ¢ + ZA/I c aoaQ' :da] (6.77)
i=1 n+1
und durch weiteres Umformen in
02Q; IQ;
[ -1 zm C. aoa] do,,, = de, 4 — sz/I e (6.79
i=1 i=1 n+1

Ubergefuhrt. Dabei kann bereits der algorithmische elastische Modul des Mehrflachenproblems
extrahiert werden:

-1

o - [ 14 ZA/I c, 8060] (6.79

n+1
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Damit lasst sich Gleichung (6.78) vereinfachend wie folgt schreiben:

donyq = [d€n+l zdﬁl ]

Hinzunahme der Konsistenzbedingung (6.76) liefert schlielich ein nichtlineares Gleichungs-
system ind44, unddA4,:

(6.80

n+1

=0 (6.81)

oF; 0Q oF
.. j
ag.@.[d.smrl gdA/I 'a] qu/llclep

i=1 n+1

Durch weiteres Umformen l&sst sich der gewonnene Ausdruck schliel3lich vereinfachen zu
dAA, doF1:0 :de, 4
Z = o) 6.8
n+1 [dAAZ] {a,,F2 10 :de (6.82
n+1 n+1
mit

Auflésen nachd44, unddai, bzw. Beriicksichtigen vod = Z ~ ! liefert den algorithmischen
Tangentenmodul des Mehrflachenproblems
CI0n+l Cep,alg d€n+l 1 (6-84)

wobei

CeRAld = @ — Z1, ¢, (0:9,F;® 3,Q,:0) — Zy, ¢ (01 0,F, ® 3,Q;: 9)
—Z51 ¢, (0:0,F; ® 0,Q,:0) — Zy, €, (01 0,F, @ 3,Q,: 0) .
(6.8

Auch hier lasst sich bereits aus der Gleichungsform erkennen, dass der Tangentenmodul im All-
gemeinen unsymmetrisch sein wird; lediglich fur den Sonderfall, dass nur die erste Flie3flache
aktiv ist, erhalt man flr eine assoziierte FlieRréyek F,einen symmetrischen Tangentenmo-

dul.

6.5 Direkte vs. numerische Differenziation

Innerhalb der numerischen Umsetzung der vorgestellten Plastizitdtsmodelle werden sowohl auf
GaulzPunkt-Ebene, also bei der Lésung des lokalen Problems der Plastizitat, als auch beim glo-
balen Problem auf Strukturebene, jeweils die ersten bzw. auch zweiten Ableitungen der Fliel3fl&-
che(n) und des plastischen Potenzials nach den Spannungen bzw. den inneren Variablen benétigt.
Fir einfache Flie3flachen und Potenziale (zum BeispieldeiMises-oderDrucker-Prager

Kriterien) lassen sich diese Ableitungen leicht bestimmen; unter Umsténden sind diese sogar
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konstant oder werden zu null. Im Gegensatz hierzu stehen FlieRkriterien, deren Schnitte mit der
Deviatorebene keine konstanten Krimmungen aufweisen (alle Modelle, Wiéldia-Warnke
Funktion o. & anwenden) oder/und die in hydrostatischer Richtung Krimmungen vorweisen
(wie zum Beispiel daBIRS-LadeModell, die Erweiterung zum paraboliscHerucker-Prager-

Modell oder die diversen Kappen-Modelle). Zusatzlich erschweren nichtlineare Evolutionsge-
setze und innere Abhéngigkeiten der Modelle die Herleitung geschlossener Ausdrticke vielfach
oder machen diese unmdoglich (siehe zum Beispiel urspringlichesNizate!).

Als Lésung wird in diesen Féallen die numerische Ermittlung der bendétigten Terme untersucht;
entsprechende Arbeiten findet man zum Beispiel bei Jeremic & Sture [81], Miehe [124] (fUr das
globale Problem) oder auch Pérez-Foguet, Rodriguez-Ferran & Huerta [146], [147]. Das prinzi-
pielle Problem der numerischen Differenziation liegt dabei in der endlichen Anzahl der relevan-
ten Stellen bei der Zahlendarstellung im Computer. Bei derzeitigen Computern (32-bit-Darstel-
lung) liefert eine doppelt genaue Zatib@ble precisionl3 bis 14 signifikante Mantissenstellen

[94]. Dies bedeutet, dass innerhalb der angewendeten Differenzenverfahren (vergleiche
Tabelle 6.1 nach Pérez-Foguet et al. [146]) die Schrittweite (Stoérung bzw. Perturbatioh)

zu klein gewahlt werden darf, um relevante Stellen in der Zahlendarstellung des Computers trotz-
dem zu beeinflussen. Zugleich darf die Stérung aber nicht zu grol3 sein, wodurch die Ableitung
unter Umstanden nicht genau genug erhalten werden kann. Dies wird naturlich bei den angewen-
detenRuckwarts-EuleMerfahren zu einem Verlust der quadratischen Konvergenzrate fuhren.

Prinzipiell muss zwischen Rundungs- und Abschneidefehler unterschieden werden. Der Ab-
schneidefehlert{uncation erro)) wird kleiner je geringer die Schrittweite gewahlt wurde. Dage-
gen wird der Rundungsfehler mit kleinerer Schrittweite immer gré3er. Daraus lasst sich nach

Dennis & Schnabel [40] ein optimaler WéRPtbestimmen, der die Summe aus beiden Fehlern
minimiert:

hoPt = hoPt max{[x|, 1} (6.89

Die hierin verwendete relative Schrittwehné"’t kann fur die Ableitungen erster Ordnung wie
folgt abgeschéatzt werden:

1nO(hy;) : hoPt =/ (6.90
Bezeichnung Bildungsvorschrift
f(x+ h e) —f
1nd—0(hi) (;9_)]: _ (x Ihél) (x) + o(h) (6.86)
1 |
of f(x+h e)—f(x—nh e)
1nd_o h2 I =l (I +0 h2 (687)
() 0X; 2 h (h)
2 f(x+h ) —2f(x) + f(x — h, g
2nd—O(hi2) ((:_X; _ (x i €) h(z)() (x i &) + O(hiz) (6.88)
i i

Tabelle 6.1 Differenzenverfahren fir numerische Ableitungen
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1"O(h?) : hoPt = 3y (6.9)

Pérez-Foguet et al. [146] geben nach vereinfachenden Annahmen, die auf denselben Uberle-
gungen basieren wie jene von Dennis & Schnabel [40], fur die relative Schrittweite bei Ableitun-
gen zweiter Ordnung die folgende Abschatzung an:

2"0O(h?) : hoPt = 4y (6.92

Hierin isty der geforderte Genauigkeitswert fur die Ableitung der Funk@igndieser kann ma-
ximal Maschinengenauigkeit, also 18 annehmen. Fiir das Vorwarts-Differenzen-Verfahren

erhalt man daraus, =~ V1013 = 3,1* 107 als relative, optimale Schrittweite.

Fur die erste Ableitung des Flie3potenzials nach den Spannungeird in der Literatur so-

wohl ein Zentrales-Differenzen-VerfahrePf’—lO(hiz) als auch ein Vorwarts-Differenzen-Verfah-

ren 1”d—O(hi) vorgeschlagen. Fur die zweiten Ableitungen des Potenzials nach den Spannungen,
M, werden ausschliel3lich Zentrale-Differenzen-Verfahren diskutiert. Bei den in Tabelle 6.1 auf-

gefuihrten Verfahren ist zu beachten, dass samtliche Grof2en in der gebrauchlichen Vektornotation
angeschrieben sind. Damit gilt fir die beiden Gleichungen (6.95) und (6.96) der nachfolgenden

Kapitel 0 = {011,025, 033,015 013,023t = {01,0,,03,04,05,0¢} = 0y mit i € {1,.., 8, sowie
far den Selektionsvektag = 0 mit Ausnahme des Elemergs= 1 (z. B.e, ={0,1,0,0,0, §,
siehe auch Perez-Foguet et[a#l7]).

6.5.1 Numerische Differenziation der Gradienten m und n

Fur die ersten Ableitungen des Einflachenmodells wurde das Vorwarts-Differenzen-Verfahren
gewahlt. Pérez-Foguet et al. [146] geben an, dass zwischen dem Vorwarts- und dem Zentralen-

3 p P ) p P ©)
‘ #
| | Py Py
1
t=1 t=1 t=1
- IR A PR A i A
L 1 L
Materialparameter Modellparameter

fem = 3, 80N/mn? fem = 36, 5N/mn? a=0,77 a=0,23

G; = 0,05Nmm/mn? G¢ = 50,0Nmnymn?| S= 7,0 T=28,2

Ec = 35000,0N/mn? v = 0,15 ug = 0,0 1o =0,0

Alle weiteren Parameter siehe Tabelle 5.2. n=>50

Bild 6.6  Untersuchte Beispiele des lokalen Problems
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Bild 6.7 Lokales Problem: Einfacher Zugversuch

Differenzen-Verfahren keine signifikanten Unterschiede bezuglich der Konvergenzrate festzu-
stellen waren; in beiden Fallen war eine quadratische Konvergenzrate erreicht worden. Lediglich

bei einer Abbruchschranke von kleiner als”#&onnte mit dem Zentralen-Differenzen-Verfah-
ren aufgrund dessen hoherer Genauigkeit die Schrittweite grof3zugiger gewahlt werden.

Im Folgenden wird anhand von drei einfachen Beispielen des ebenen Spannungszustands die Ef-
fizienz der numerischen Ableitungen, gemessen am Laufzeitverhalten und an der Anzahl der
Iterationen, mit der Effizienz der analytischen Ableitungen verglichen. Ein einfacher Zugver-
such (a), ein einfacher Druckversuch (b) und ein einfacher Scherversuch (c) werden jeweils mit
einem vierknotigen Finiten Element simuliert, siehe Bild 6.6. Dabei wird der Projektionsalgo-
rithmus mit den numerischen bzw. analytischen Ableitungen der Fliel3flache bzw. des Potenzials
des modifizierten Einflachenmodells nach den Spannumgenw. m) durchgefihrt. In Bild 6.7

bis Bild 6.9 sind die Iterationszahlen bzw. die bendtigten Rechenzeiten, die zur Lésung des loka-
len Problems notwendig waren, aufgetragen. Die Laufzeit konnte mit der zur Verfigung stehen-

den Systemfunktion a%Sekunde genau gemessen werden. Diese Auflésung ist nicht fein ge-
nug, um eine sichere Aussage beziglich der Mehrkosten fiir eine analytische Differenziation
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Bild 6.8 Lokales Problem: Einfacher Druckversuch

quantifizieren zu kdnnen. Trotzdem lasst sich eine grobe Tendenz feststellen, wonach zumindest
die doppelte Rechenzeit notig ist, um das gestellte Problem mit numerischen Ableitungen zu 16-
sen. Diese Aussage ist jedoch nur fur das hier verwendete modifizierte Kang-Modell gltig.

Wichtig ist in diesem Zusammenhang die Bedeutung der Schrittweite bzw. StéirDg\Wahl

vonh, = 10~ ’kann nicht als optimal gelten, wie an den Diagrammen (untere Reihe) in Bild 6.7
bis Bild 6.9 leicht zu Uberprifen ist. Weder die Konvergenzrate noch die direkt einhergehende
Laufzeit kbnnen Uberzeugen. Pérez-Foguet et al. [146] weisen darauf hin, dass insbesondere flr
numerisch aufwéndige Ableitungen, die entsprechend grof3e Rundungsfehler mit sich bringen,

ein groRerer Wert fiin, zu wéhlen ist. Die Untersuchungen Fijr= 10~ ® bestétigen dies, siehe

obere Reihe in Bild 6.7 bis Bild 6.9. Es ist weiter festzuhalten, dass je weiter in den entfestigen-
den Ast des Zugversuchs gerechnet wird, desto schlechter auch das Konvergenzverhalten der nu-
merischen Ableitungen wird. Dieses Phanomen lasst sich auf die sich stark &ndernde Fliel3flache
zurlckfuhren. Mit zunehmender Entfestigung werden ehemals inaktive Terme nun aktiv und tra-
gen zu den bereits genannten Rundungsfehlern bei. Konsequenterweise misste eine Anpassung
von h; wahrend der Berechnung erfolgen. Weiter ist anzumerken, dass diese Problematik auch
bei anderen Spannungspfaden — wenn auch zu einem spateren Zeitpunkt — zu erwarten ist.
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Bild 6.9 Lokales Problem: Einfacher Scherversuch

6.5.2 Numerische Differenziation des Hesse-Tensors

Im Gegensatz zum vorangegangenen Kapitel soll nun die Effizienz numerischer Ableitungen fur
denHesseTensorM ermittelt werden. Hierzu stehen prinzipiell zwei Mdglichkeiten zur Verfi-
gung: Zum einen kann delesseTensoiM aus den analytischen Ableitungen des Fliel3potenzials
nach den Spannungen, liber eines der Verfahren erster Ordnung (siehe Tabelle 6.1) ermittelt
werden
— Jm

M=S2 (6.93
zum anderen bietet sich die Optidhdirekt aus dem Flie3potenzial Uber ein Verfahren zweiter
Ordnung zu bestimmen:

__07Q
M = do @ do (6.94
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CPU-Zeit [sec.]
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—— 104 51,520 93,080 62,070
— 10-° 54,260 93,310 62,120
————— 107 54,740 93,270 62,150
— | analyt. Abl. 53,990 93,400 62,160

Bild 6.10 Numerische Ableitung des Hesse-Tensors

Verfahren erster Ordnung 1"9—0(h;):

Die Untersuchungen zur numerischen BestimmundH@sseTensors werden mittels des Vor-
warts-Differenzen-Verfahrens ansanhand der drei Beispiele aus Kapitel 6.5.1 durchgefuhrt.
Hierzu ist Gleichung (6.90) in der folgenden Form notwendig, wioke(1, .., 6) die jeweilige
Komponente der tensoriellen Ableitung in Vektornotationdiliind e, darstellt:

aO'i B h.

+ O(h;) (6.99

In Bild 6.10 sind die Ergebnisse der Belastungsversuche fur unterschiedliche Stérungen (Per-
turbationen)y zusammengefasst, wobei die notwendigen Korrektorschritte und die CPU-Zeit
fur die Gesamtlosung dargestellt sind. Aus der Anzahl der Korrektorschritte fur alle drei Bela-
stungsversuche wird deutlich, dass das Verfahren auf3erst insensitiv bezuglich der Stérungsgrof3e
h ist. In allen Rechnungen wurde mit dem grof3tmdglichen Verschiebungsinkrement gearbeitet,
das jeweils mit den analytischen Ableitungen ermittelt worden war. Bezlglich der Konvergenz-
rate hat sich eine Perturbation in der GréRenordnungven10~°bewahrt. In den beiden Fél-

len[d] und[2] konvergiert der Algorithmus mit einer quadratischen Rate. Uberraschend sind da-
gegen die Laufzeitvergleiche. Gemeinhin wird davon ausgegangen, dass numerische
Ableitungen langere Laufzeiten bedeuten und somit teurer sind. Dies wurde im letzten Kapitel
fur die ersten Ableitungen des FlieBpotenzials bzw. der FlieRflache bestatigt. Fur die ersten
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Ableitungen des Fliel3vektors nach den Spannungen scheint jedoch zu gelten, dass die numeris-
chen den algorithmischen bezlglich CPU-Zeit ebenbirtig sind. Diese Aussage ist jedoch stark
an das verwendete Modell, die darin notwendigen Ableitungen (siehe Anhang B) und die Imple-
mentierung gebunden und kann nicht verallgemeinert werden.

Verfahren zweiter Ordnung 2"9—O(h;2):

Um die von Pérez-Foguet et al. [146] angegebene Gleichung (6.88) fir ein Zentrales-Differen-
zen-Verfahren zweiter Ordnung anwenden zu kénnen, muss diese zunachst fur die gemischten
Ableitungen, die auf einen Tensor vierter Stufe fihren, erweitert werden:

2 Qo + h;j &) —2Q(0) + Q(o-h; &)
- aoia®anj - = A hjo i L O(h;, hy) (6.99

Untersuchungen in [146] zeigen jedoch, dass die Genauigkeit der so gewonnenen Ableitungen
nur bei einfachen Flie3potenzialeo( Mise}ausreichend ist, um die Konvergenz des globalen
Newton-RaphsoeAlgorithmus zu gewahrleisten. Eine quadratische Konvergenzrate kann nur
fur Modelluntersuchungen a@aulsPunkt nachgewiesen werden, wahrend diese fur Struktur-
berechnungen eine extreme Sensitivitat beztglich der gewahlten Perturbation zeigt. Fir das hier
untersuchte modifiziert&ang-Modell war aufgrund der sehr hohen Gradienten des Potenzials
bei den untersuchten einelementigen Beispielen keine Konvergenz nachzuweisen. Dies deckt
sich mit den Ergebnissen von Perez-Foguet ¢t 4r] fur dasMIRS-LadeModell.

6.5.3 Zusammenfassung

Zusammenfassend kann die Verwendung von numerischen Ableitungen ddfedih) fiir

die Gradienten des plastischen Potenzials sowie der Flie3flache in Zusammenhang mit dem un-
tersuchten Modell nicht empfohlen werden. Diese Aussage begrundet sich hauptsachlich mit den
langeren Iterationszahlen innerhalb des lokalen Problems. Hier scheint der Projektionsalgorith-
mus sehr sensitiv beziglich der Genauigkeit der Ableitungen zu sein. Im Gegensatz dazu steht
die Mdglichkeit zur Gewinnung détesseTensors durch numerisches Differenzieren des Fliel3-
vektors. Hier lassen sich bei vergleichbarem numerischen Aufwand dieselben Konvergenzraten
erzielen. Die aufwéandige Herleitung und Implementierung der analytischen Ableitungen lasst
sich folglich vermeiden. Die Anwendung des Zentralen-Differenzen-Verfahrens zweiter Ord-
nung2"d-0O(h?) verbietet sich hingegen fiir komplexe plastische Potenziale. Die daraus gewon-
nenen Ableitungen zeigen nicht die notwendige Genauigkeit, um innerhalb des g\shaten-
RaphsopAlgorithmus eine Konvergenz der Lésung sicherzustellen. Es muss jedoch nochmals
darauf hingewiesen werden, dass diese Aussagen lediglich bedingt auf andere Modelle Ubertrag-
bar sind. Neben der Komplexitat der Fliel3flache bzw. des plastischen Potenzials sind insbeson-
dere Eigenheiten der Implementierung (Effizienz des Codes und des Compilers) fur wider-
spruchliche Veroffentlichungen in diesem Bereich verantwortlich.

6.6 Untersuchungen zu Lokalisierungsphanomenen
6.6.1 Viskoplastisches Modellproblem

Zur Ermittlung des regularisierenden Einflusses einer viskoplastischen Erweiterung der Mate-
rialformulierung auf das Lokalisierungsverhalten entfestigender assoziierter Plastizitatsformu-
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lierungen wird das Modellproblem des Zugstabs (ebener Spannungszustand) untersucht. Um die
Lokalisierung auszulésen wird fir das erste Element von insgesamt zehn bilinearen Elementen
mit 2x2 GaulsIntegration eine geringere Zugfestigkeit angesetzt. Als Materialmodell wird das
Mehrflachenmodell der Einfachheit halber mit linearer Entfestigung verwendet. Die Geometrie-
und Materialdaten sind in Bild 6.11 zusammengefasst. Fur das innerhalb der Gleichungen
(6.23)ff. auftretende Zeitinkremeutt,, , ; wird die folgende Funktion als Pseudozeit postuliert:

1 Z(D tvp) t.

Aty 4 = 2 incr mit typ = Nvp Giner (6.97)

Hierin istt;,., das aus der vorgegebenen Belastungsgeschwindigkgitnd dem vorgegebenen

Verschiebungsinkrementu zu ermittelnde Zeitinkremert}, ., = %, Nyp ist die Anzahl der
oal

Lastinkremente, die einen plastischen Korrektorschritt erforderteD enad Dampfungsfaktor.

Die Funktion (6.97) wurde gewahlt, um den Einfluss der Regularisierung wahrend der Belastung
sukzessive zu eliminieren (Futt,,, — o ergibt sich die nichtviskose Losung). Dass sich
durch die Wahl der Funktion eine Abhangigkeit der Lésung von der zeitlichen Diskretisierung
bzw. des gewahlten vorgegebenen Verschiebungsinkrements ergibt, wurde fir das Modellpro-
blem zur Verdeutlichung des viskosen Effekts in Kauf genommen.

Zunachst wird der unregularisierte Stab (sighm Bild 6.12) betrachtet. Wie erwartet lokalisie-

ren samtliche Verzerrungen in Langsrichtung in dem Element, in welchem die Zugfestigkeit her-
abgesetzt wurde, wahrend in den restlichen Elementen eine elastische Entlastung stattfindet und
somit die Verzerrungen bei weiterer Belastung abnehmen. Im zugehoérigen Diagramm sind die
Verzerrungen an den jeweiligen Integrationspunkten aufgetragen. Im zweiten numerischen Ex-
periment2] wird der Dampfungsfaktdd zu null gesetzt, so dass bei konstantem Verschiebungs-
inkrement sowohl die Belastungsgeschwindigkeit als auch das Inkrement der Pseudozeit kons-
tant bleiben. Bei ebenfalls konstanter Zahigkeit bzw. Viskosgit&trd folglich der plastische
Multiplikator (siehe Gleichung (6.23)) stets mit demselben Faktor abgemindert. Wie aus dem
rechten unteren Diagramm in Bild 6.12 ersichtlich ist, wird durch diese MaRnahme bei gleicher
Gesamtdehnung des Stabes ein extremes Lokalisieren in einem Element fast vollstandig unter-
bunden. Wird dagegen der Einfluss der Viskositat wie in der dritten Recuirgr den Ver-

lauf der Berechnung sukzessive vermindert, wird nattrlich mit Erreichen der nichtviskosen
Losung das Lokalisierungsproblem in der bekannten Form erneut auftreten. Dies ist in den Dia-

E = 210000,0 N/mn7]
b e U
[ E,, = -2100,0 N/mn¥]
mp> v = 0,15
- 5 | = 10,0 mni

b=h=1,0 [nni

M le = 1,0 [mni

Zugfestigkeitcfm oy = 230,0 N/mn?]
abgemindert um die _3
Lokalisierung zu Au = 1,25- 107 [mn]
induzieren.

tier = 1,0 1073[g]

Bild 6.11 Viskoplastisches Modellproblem: Geometrie- und Materialdaten
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Bild 6.12 Viskoplastisches Modellproblem: Spannungs-Verschiebungs-Diagramm und
zugehdrige Verzerrungen an den Integrationspunkten

grammen in Bild 6.12, die die Verzerrungen bis zu einer Gesamtverschiebung von 0,06 mm dar-
stellen, leicht zu erkennen.

Insgesamt muss festgehalten werden, dass zwar eine regularisierende Wirkung der viskosen For-
mulierung nachweisbar ist, jedoch das zugehoérige physikalische Problem (statische Belastung,
keine Effekte aus Schwinden und Kriechen) durch die Regularisierung verandert wurde. Somit
empfiehlt sich diese Vorgehensweise hauptséchlich bei Problemstellungen, in denen viskose Ef-
fektea priori zu berlcksichtigen sind.

6.6.2 Zum Lokalisierungsverhalten der Materialmodelle

In den nachfolgend angestellten Untersuchungen wird das Lokalisierungsverhalten des Einfla-
chen- sowie des Mehrflachenmodells im ebenen Spannungszustand anhand der typischen Be-
lastungen der bereits in Kapitel 6.5 (Bild 6.6) vorgestellten einelementigen Modellprobleme
(vierknotige, 2x2-integrierte Verschiebungselemente) diskutiert. Neben der allgemeinen nicht-
assoziierten Drei-Invarianten-FormulieruBINA (siehe Kapitel 5.4, Gleichung (5.42) ff. mit

mit a # a und ug = uqg = 0) wird jeweils noch das assoziierte Drei-Invarianten-Mo8gl

(mit @ = a und ug = ug = 0), das assoziierte Zwei-Invarianten-Mod2lA (mit o = a und
MU = Hg = 1) und der Vollstandigkeit halber das MehrflachenmokiéiM untersucht. In den
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Diagrammen (siehe Bild 6.13ff.) ist der Verlust der Stabiti&tC>¥™= 0 mit® und der Verlust

tan
der ElliptizitatdetQ?< = 0 mit( markiert. DieA[i] kennzeichnen einen Lastpunkt im Span-
nungs-Verschiebungs-Diagramm, der als Kurve im Lokalisierungsdiagramm dargestellt ist.

Im Lokalisierungsdiagramm ist jeweils die Determinante des akustischen TéA%(siehe Ka-

pitel 4.4.1 und Bild 4.7) als Funktion der Raumrichtung des Vekipeisgedriickt durch den
Winkel g zwischen der vertikalen Raumachse und der sich einstellenden Diskontinuitét, aufge-
tragen. Um eine normierte Darstellung zu erhalten, wird sie auf die Determinante des aus dem
elastischen Materialtensor ermittelten akustischen Tensors bezogen (siehe Willam, Hansen &
Kang [190]):

det(ri - Can - 1) |QaN

tam _ _
.C™) = gem oo m) ~ Qg

mit i = () (6.99

Einaxialer Zugversuch

Wie in Bild 6.13 dargestellt, liefert die Lokalisierungsanalyse fur alle Versionen des Einflachen-
modells und fir das Mehrflachenmodell (siehe Bild 6.16 oben) wie erwartet eine Lokalisierungs-
richtung vons = 90° (senkrecht zur Belastungsrichtung). Wahrend bei dem allgemeinen nicht-

assoziierten ModeBINA bereits im Verfestigungsast der Verlust der Elliptizitat (P& )

zu beobachten ist, zeigen die assoziierten Mo8EN£IA undMFM das bekannte und erwartete
Zusammentreffen des Verlusts von Elliptizitat und Stabilitéat. Durch die Analyse wird somit das
reale Mode I-Versagen zutreffend abgebildet.

Einaxialer Druckversuch

Fir den einaxialen Druckversuch (siehe Bild 6.14 und Bild 6.16) wird in allen Versionen diffuses
Versagen prognostiziert. Dies widerspricht zunachst dem géangigen Verstandnis, wonach Beton
unter einaxialem Druck infolge Schubbruch versagt und somit durch die Lokalisierungsanalyse
ein entsprechendes Scherband erhalten werden sollte. Dabei wird jedoch nicht bertcksichtigt,
dass in den Versuchen stets Einflisse aus der Lagerung der Probe eine signifikante Rolle spielen,
wodurch sich der Umschnlrungsdruck infolge Reibung oder Zwangung erhdht. Werden diese
Einflusse weitestmdglich ausgeschalten, so kann ein trennbruchartiges Versagen parallel zur Be-
lastungsrichtung festgestellt werden, das nicht auf ein einzelnes Versagensband beschrankt
bleibt. Die Diffusitat des Versagens wird von allen Modellen erwartungsgemal3 wiedergegeben.
Bezuglich der Versagensorientierung kann jedoch nur das Drei-Invarianten-NaiN&llund

3IA) die in Experimenten festgestellte Versagensrichtyng (0°) naherungsweise reproduzie-

ren. Dabei bildet das nichtassoziierte Mo8&NA die Versuchsergebnisse deutlich ab, wahrend

das assoziierte bereits leicht zu gekoppeltem Versagen in Mode | und Mode Il tendiert. Die asso-
ziierten Zwei-Invarianten-Modelle neigen zur Vorhersage von diffusem Schubversagen (Mode
1) bei § = 45° wie es Ublicherweise bei duktilen, metallischen Materialien, die durch ausge-
sprochene Versagensrichtungen entlang der Gitterstruktur des Kristalls gepragt sind, als lokali-
siertes Versagen erfolgt.

Es ist anzumerken, dass die Spannungs-Verschiebungsdiagramme der beiden3{fodetle

21A identisch sind, da der Spannungspfad beim Drei-Invarianten-Modell unter Druckbelastung
einem Kompressionsversuch entspricht und somitoige Winkel einen Wert vod = 60° an-

nimmt, womit die Exzentrizitat aus der Gleichung der Versagensflache ausgeblendet wird.
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Einfacher Scherversuch

Beim einfachen Scherversuch (siehe Bild 6.15 und Bild 6.16 unten) wird nur die Schubverzer-
rung yxy in der Belastungsebene geweckt. Die anderen ebenen Komponenten des Verzerrungs-
tensors sind null. Die durchlaufene Belastungsgeschichte ist gekennzeichnet durch den soge-
nanntenReynoldsEffekt reibungsbehafteter Materialien. Dabei ergeben sich wéahrend der
Belastung positive Normalspannungen, die hervorgerufen werden durch die unterdrickte inelas-
tische Dilatanz infolge der volumenerhaltenden Randbedingungen. Der dadurch geschaffene
Umschnirungsdruckeonfinemenjtfuhrt schlie3lich dazu, dass sich durch die Belastung eine
monoton verfestigende Systemantwort ergibt, solange das Versagenskriterium im triaxialen

Druckbereich nicht begrenzt ist. Das Stabilitatskriterilfiw/ = 0 bzw.detC = 0 ist zunéchst
immer erfallt.

Fur das nichtassoziierte Drei-Invarianten-Mod8INA) liefert die Lokalisierungsanalyse ein
Scherband mit den moglichen Winkgin= 124°/158° (bzw. § = 22°/56°, sofern die Belas-
tungsrichtung entgegengesetzt angenommen wird). Weil diese Lokalisierung in einer diskonti-
nuierlichen Verzweigung von nur einem Element nicht abgebildet werden kann, ist die System-
antwort infolge der Randbedingungen weiter verfestigend. Bemerkenswert ist wiederum, dass
die Lokalisierung des nichtassoziierten Modells bereits im ansteigenden Ast stattfindet (verglei-
che Kapitel 4.4.1). Samtliche assoziierten Modelle zeigen dagegen wie erwartet kein ausgeprag-
tes lokales Versagen, sondern versagen diffus. Die jeweilige Versagensrichtung deutet auf einen
gemischten Mode aus Schub und Druck hin und liegt im Bereiclf ven115°-165° fir 3IA-

und beig = 14 fir 21A- undMFM-Modell.
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Bild 6.13 Lokalisierungsuntersuchungen: Einaxialer Zugversuch (uniaxial tension)
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Bild 6.14 Lokalisierungsuntersuchungen: Einaxialer Druckversuch (uniaxial compression)
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Bild 6.15 Lokalisierungsuntersuchungen: Einfacher Scherversuch (simple shear)

125



a a
IQ24/1Q3K Lokalisierung90°

1,0
o
0,8
i L o—Y
0,6 —
04"
11 MFM 02-
Einfacher Zug
O T T T T T » 0 T T T T T
0 2 4 6 8 10 0 30 60 90 120 150 180
Au[10~*mni g [°]
N/mn? ak /108
o [N/mr} Q™1/1Q5' diffuses Versagen
A 1,0
40 -
& 0,8 1
30 -
0,6 -
20 -
0,4 -
10 - MFM 0,2 -
Einfacher Druck
O T T T T T T » O T T T T T
0 30 60 90 120 150 180
B[]
a a
Q™1/1Q5' diffuses Versagen
1,0
0,8 -
8 0,6 1
6
0,4 1
4
MFM 021
2 - Einfache Scherung ’
O T T T T T — O T T T T T
0 1 2 3 4 5 0 30 60 90 120 150 180
Au[10~3mni B[

Bild 6.16 Lokalisierungsuntersuchungen: Mehrflachenmodell
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7 Anwendungsbeispiele

In Kapitel 6.6 konnten Lokalisierungsphanomene sowie einfache Geometrien (siehe Kapi-
tel 5.5) mit dem vorgestellten nichtassoziierten Einflachenmodell untersucht werden. Es hat sich
jedoch gezeigt, dass kein ausreichend stabiler Algorithmus zur Losung des lokalen Problems er-
reicht wurde, um Strukturen erfolgreich zu analysieren. Hierflr ist insbesondere hinsichtlich der
Stabilitat des Projektionsalgorithmus im Apexbereich und hinsichtlich der Konvergenz des Ver-
fahrens im numerischen Sinne, noch weiterer Forschungsbedarf notwendig, wogegen jedoch die
Implementierung des algorithmischen Tangentenoperators die fir eine konsistente Linearisie-
rung im Rahmen deRickwarts-Euleierfahrens charakteristische quadratische Konvergenz-
rate aufweist.

In den folgenden Abschnitten wird daher lediglich das ebenfalls vom Verfasser fiir die Anwen-
dung auf dreidimensional orientierte Schalenstrukturen tberarbeitete und implementierte Mehr-
flachenmodell (siehe Kapitel 5.3) zur numerischen Simulation einiger experimenteller Untersu-
chungen verwendet, dessen Entwicklung fur zweidimensionale Finite Elemente Berechnungen
des ebenen Spannungszustands auf Menrath [121] zuriickgeht.

7.1 Zentrisch belastete Stahlbetonplatte

In einer ersten Studie soll das Mehrflachenmodell fur die Simulation des Versuchs einer konzen-
triert gelagerten Quadratplatte unter zentrischer Einzellast verwendet werden. Dieses Experi-
ment wurde bereits 1967 von McNeice [118] durchgefiihrt und war im Laufe der Jahre immer
wieder Gegenstand vielfaltiger numerischer Untersuchungen. Insbesondere existieren entspre-
chende Arbeiten von Lin & Scordelis [108], Zahlten [93] und Kratzig & Mancevski [196]. Die
Versuchsgeometrie mit den in der Berechnung verwendeten Materialparametern ist in Bild 7.1
gegeben. Im Experiment wurde die Durchbiegung der Platte am Rudkt. vom Lastpunkt,
gemessen.

Fur die geometrisch und materiell nichtlineare Simulation wird ein Viertel der Platte mit 6x6
achtknotigen finiten Elementen (2x2&&aul3Punkte je Schicht) in der Ebene diskretisiert. Die
Plattenhohe wird durch fiinf Schichten eir@%kontinuierlichen Verschiebungsansatzes in
Dickenrichtung fnulti-layerFormulierung mit linearem Ansatz, vergleiche Kapitel 2.4.1) auf-
gelost. Damit reprasentiert jeder Knoten 18 Freiheitsgrade (3 Translationen sowie zusétzlich 3x5
Differenzvektorkomponenten). Die GesamtgréRe des Randwertproblems liegt damit bei
2237 DOF. Sowohl die konzentrierte Einzellast als auch die Lagerkrafte wurden fur eine wirk-

Beton: Bewehrung:
Ecm= 5200 ksi Es = 29000 ksi
vem= 0,15 E, = 29 ksi

fok = 5,5 ksi oy = 50 ksi

fom = 6,6 ksi asx = agy = 0,85%
fotem= 0,77 ksi

G:. = 0,279 kips/in.

Gt = 496,0 10%kips/in.

Bild 7.1  Platte unter Einzellast nach McNeice: Geometrie und Materialparameter
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lichkeitsnahe Lasteinleitung Uber die direkt angrenzenden Elementknoten verschmiert. Hinsicht-
lich der Lagerung ist bei allen in dieser Arbeit angefiihrten Beispielen zu erwé&hnen, dass die ver-
wendete Schalenformulierung zwar prinzipiell eine Lagerung an der Oberflache zulasst, hierfur
jedoch abhangige Verschiebungsrandbedingurigeerfatic constrain)sauf der Ebene der glo-

balen Steifigkeitsmatrix einzufiihren sind. Fir die geschichtete Schalenformulierung gilt ent-
sprechendes. Da diese numerisch und algorithmisch sehr aufwéandig sind, wird jeweils die Scha-
lenmittelflache gelagert.

Die einzelnen Schichthéhen betragen beginnend mit der untersten Lage 16,0 %, 15,0 %, 38,0 %,
15,0 % und 16,0 % der Plattendicke von 1,75 in. (entsprechend 4,4 cm), wobei die zweite Schicht
entsprechend den Angaben in Bild 7.1 mit einem Bewehrungsgrad von 0,85 % bezogen auf die
Gesamthohe in beide Richtungen gleichmafiig bewehrt wird. Der Schwerpunkt der Bewehrung,
gemessen von der Unterseite der Platte, liegt demnach bei 0,41 in. Die sich aus der zweilagigen
kreuzweisen Bewehrungsanordnung ergebenden Unterschiede des inneren Hebelarms werden
nicht bertcksichtigt. Der Bewehrungsstahl wird, da keine detaillierten Angaben Uber die Stahl-
qualitat vorliegen, durch ein bilineares Evolutionsgesetz mit Verfestigung (vergleiche Kapitel
5.6) verschmiert innerhalb des finiten Elements modelliert. Der Verfestigungsigopdutd,

wie auch die weiteren Materialparameter fur den Beton, entsprechend dem Vorschlag von Zahl-
ten [196] gewahlt. Fir die Abschatzung der Bruchenergien im Zug- als auch im Druckbereich
kommen die in Tabelle 5.1 vorgestellten Ansatze zur Anwendung.

Das Ergebnis der Berechnung ist in Bild 7.2 im Vergleich zu solchen aus der Literatur (siehe [93],
[108], [196]) als Last-Verschiebungs-Kurve des Punktasfgetragen. Wie sich zeigt, liefert das

Mehrflachenmodell auch nach dem Einsetzen nichtlinearen Verhaltens im Versuch weiterhin
eine elastische Strukturantwort, wie es auch im Ergebnis von Lin & Scordelis [108] zu beobach-

Last [Ib]
- Pmaxaus der Bruchlinientheorie
4000 — - —
LT
3200 g s
Z
A Rissdarstellung
4 siehe Bild 7.3
2400 AT
'/// | —— - —— Zahlten (1990)
1600 % } --------- Lin & Scordelis (1975)
/ | — --—— Experiment durch McNeice (1967)
800 - == Kratzig & Mancevski (1998)
] } Mehrflachenmodell,
| 5 Schichten 6P-€ ==
0 T ‘ T T T —
0 0,2 0,4 0,6 0,8

Transversalverschiebung in A [in.]

Bild 7.2  Last-Verschiebungs-Kurven unterschiedlicher Autoren im Vergleich (2237 DOF)
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ten ist. Nach Zahlten [196] ist dies auf eine zu hoch angesetzte Zugfestigkeit des Betons zurlck-
zufihren. Tatsachlich liefert die Abschétzung der Zugfestigkeit mit den Gleichungen aus
Tabelle 5.1 eine Zugfestigkeit voiy, = 0, 49ksi. Der Zustand Il wird dagegen im Vergleich

zum Experiment ausreichend genau abgebitféhrend der Versuch bei 3200 |b abgebrochen
wurde, liefern die numerischen Untersuchungen auch eine in diesem Falle hypothetische, weil
nicht mehr im Versuch ermittelte Strukturantwort bis in den Zustand Ill. Der hierfur im Dia-
gramm dargestellte Verlauf ist hauptsachlich vom Verfestigungsmodul abhangig und kann in Un-
kenntnis der tatsachlichen Arbeitslinie des verwendeten Stahls und der zugrunde liegenden An-
nahme einer linearen Verfestigung des Bewehrungsmodells nicht weiter interpretiert werden.
Darlber hinaus ist zu bemerken, dass durch das Evolutionsgesetz des Stahls auch keine materielle
Entfestigung (Abnehmen der Last) auf Strukturebene auftreten kann.

In Bild 7.3 ist die Rissentwicklung tber die Querschnittshéhe an dem analysierten Plattenviertel
fur eine Mittendurchbiegung von 0,25 in. dargestellt. Dabei wird dem phanomenologischen An-
satz des Betonmodells folgend die jeweils freigesetzte Menge an Bruchenergie bezuglich der
Hauptrichtungen der in Plattenebene liegenden Spannungen als Riss interpretiert. Entsprechend
den Erwartungen bilden sich in den unteren Schichten sukzessive radiale Risse, die sich dann ent-
lang der Symmetrieebene ausrichten. Damit zeigt die vorgestellte Berechnung denselben Versa-
genszustand wie die Untersuchung von Zahlten [196].

Bemerkenswert ist weiterhin, dass sich fiir die untersuchte Platte auf Basis der Bruchlinientheorie
(siehe insbesondere DIN 1045 (neu) [41]) ein maximales MomenvenP/8 ergibt, wobei

ein Versagen entlang der Symmetrieachsen der numerischen Simulation vorausgesetzt wird. Da-
mit lasst sich durch Gbliche Gleichgewichtsbetrachtungen am Plattenquerschnitt die Maximallast
zu Pmax = 4350Ib ermitteln. Es zeigt sich, dass dieser Wert verglichen mit den dargestellten nu-

| V) 11 IR J N = + o+ [ = | Vo I I . &
(Y AR R S N 1+ Hx x| VY ]y
| V] YL AR 5| x + [+ r \ M1 [ K
\ I (R N % - |~ |+ 4+ | I [N Yl x
i {1 (RS % N I+ [+ o+ |1 ! [N Y| x e
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Bild 7.3  Schichtweise Darstellung der Risse bei 0,25 in. Mittendurchbiegung
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merischen Untersuchungen die Traglast erwartungsgemal tberschatzt und das Verfahren inso-
fern mit Bedacht anzuwenden ist. Weiter ist festzuhalten, dassrdgon-stiffening=ffekt in

dieser Berechnung keine Beriicksichtigung in Form eines zusétzlichen Spannunggaernéils
sprechend Kapitel 5.6.4 fand. Durch die Unterteilung der Schalendicke Eiéaménschichten,

wodurch ein Ebenbleiben des Querschnitts nicht mehr vorausgesetzt wird (Aufg&iss-der
noulli-Hypothese in der Balkenanalogie), kann der Effekt durch die Diskretisierung abgebildet
werden (vergleiche Crisfield [34]). Wie sich anhand der weiteren Beispiele jedoch zeigen wird,
ist auch eine Diskretisierung mit nur d@f-kontinuierlichen Elementschichten zur Erfassung

des Tragverhaltens ausreichend.
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7.2 Flachig belastete Stahlbetonplatte

Im Jahr 1970 wurden von Franz [53] Belastungsversuche an vierseitig frei drehbar gelagerten,
flachig belasteten Stahlbetonplatten unternommen. Um eine gleichmaRige und symmetrische
Flachenlast zu gewahrleisten, wurden jeweils zwei Platten vertikal aufgerichtet, in einem Ab-
stand von 5,8 cm an den Randern gegenseitig gelenkig verbunden und der dazwischen entstan-
dene Hohlraum mit Druckluft als Belastungsmedium beaufschlagt. So wurden in einem Belas-
tungsversuch jeweils zwei identisch bewehrte und aus der gleichen Materialcharge bestehende
Platten lastgesteuert und nahezu unter Ausschluss des Eigengewichts untersucht. Die aul3eren
Plattenabmessungen betrugen 2,2 m x 3,2 m, wovon jedoch jeweils 10 cm je Rand als Montage-
bereich vorgesehen waren. Die Stlutzweiten betrugen daher 2,0 m bzw. 3,0 m bei einer Platten-
dicke von 8 cm.

Die hier zu untersuchenden Betonplatten waren unter Verwendung zweier unterschiedlicher
Stahlgiten (BSt Il K und BSt IV R) jeweils beidseitig kreuzweise bewehrt: Die untere (aul3ere)
Bewehrungslage durchgehend, die obere (innere) Lage dagegen nurim Randbereich. Eine detail-
lierte Aufschltisselung fur eine verschmierte Modellierung ist in Bild 7.5 gegeben.

Als einziger Materialparameter fur den Beton wird in [53] die Betondruckfestigkeit der hier un-
tersuchten Platte Nr. 5.2 mig, = 31,2 N/mn?t angegeben. Aus der Angabe der Sieblinie I4sst
sich dartiber hinaus der Beiwert der Bruchenergie im Zugbe@&igh 0,058 bestimmen, wo-

mit G; = 0,13 N/mmfestgelegt werden kann. Die weiteren Materialparameter werden entspre-
chend Tabelle 5.1 ermittelt. Jahnig [75] zeigt, dass die auf dieser Basis ermittelte Zugfestigkeit
von fem= 2,97 N/mn? eine Uberschéatzung des Zustands | in der Simulation zur Folge hat und
schlagt daher eine Abminderung der Zugfestigkgitum bis zu 50 % vor (vergleiche Bild 7.4).
Entsprechend der Versuchsbeschreibung [53] kann dies durch die nicht unerhebliche Vorschadi-
gung der Platte durch den Transport in die senkrechte Versuchseinrichtung motiviert werden.

Stahlbewehrung BSt Il K:
i Es =210000,0 [N/mm]

E, = 8200,0 [N/mnd]
fy 4220 [N/mn?]

Stahlbewehrung BSt IV R:

Es =210000,0 [N/mm]

En, = 6500,0 [N/mn?]

fy, = 500,0 [N/mn]

Beton:

Ecm=32.000,0 [N/mm]

Yem = 0,2 [

fom = 33,0 [N/mn¥]
Druckluft Ge = 50,0 [N/mm]

G = 0,13 [N/mm]

Bild 7.4  Versuchsaufbau und Materialparameter
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Darliber hinaus muss die Unsicherheit, mit der die Zugfestigkgitind im Ubrigen auch die
Zug-Bruchenergi&, infolge der Unkenntnis des tatsdchlichen Materialwerts behaftet ist, in die-
sem Zusammenhang betont werden. Alle Materialparameter sind in Bild 7.4 zusammengefasst,
wobei anzumerken ist, dass der Bewehrungsstahl in der Simulation durch eine bilineare Arbeits-
linie erfasst wurde.

Das Last-Verformungsverhalten wurde im Versuch in der Plattenmitte aufgezeichnet und ist in
Bild 7.6 wiedergegeben. Dabei wurde die Belastung im Versuch stufenweise aufgebracht und die
Verformung jeweils nach 15 min. Haltezeit abgelesen. Bei einer Last von ca. 38 wiide

die Versuchsplatte je dreimal ent- und belastet, bevor die Last weiter gesteigert wurde. Fir die
numerische Simulation wird zunachst ein Plattenviertel mit insgesamt 30 achtknotigen finiten
Elementen in drei Schichten diskretisiert. Dabei bedingte die Schwerpunktslage der Bewehrung
aul3ere Schichthéhen von jeweils 3,6 cm und eine mittlere unbewehrte Schicht von 0,8 cm. Fir
die durchgefuihrte geometrisch und materiell nichtlineare Analyse wurde der Randiberstand von
10 cm ebenfalls modelliert und entsprechend den anliegenden Feldern bewehrt.

Anhand dieser Platte sollen die Effekte unterschiedlicher Ansatze des Schalenelements in
Dickenrichtung untersucht und verdeutlicht werden. Zum einen wird daher die bereits im vorigen
Beispiel angewendete Schichtung mittels eines linearen Ansatzes in Dickenrichtung auf die ma-
teriell notwendigen drei Schichten angewen@&-C°. Die Anderung der Schalendicke wird
folglich in einem trilinearen Ansatz erfasst und fiihrt auf 12 Freiheitsgrade je Elementknoten
(siehe Bild 2.4, Skizzg]). Alternativ kommt die bereits in Kapitel 2.4.2 erlauterte Sieben-Para-
meter-Theorie zur Anwendung (vergleiche Bild 2.4 SkizZze deren erweiterter linearer Ver-
zerrungsansatz in Dickenrichtung eine zumindest hinsichtlich der Dickenordinate vergleichbare
Diskretisierung (linear in den Verzerrungen) bei lediglich sechs Freiheitsgraden unéleiner
menschicht bietet{P-Cl). Der EAS-Parameter wird bekanntermafen auf Elementebene kon-
densiert und tragt nicht zu einer grél3eren Anzahl globaler Unbekannter bei. Insbesondere fir ei-
nen Vergleich zu den Ergebnissen der Sieben-Parameter-Theorie wird der EAS-Ansatz fur einen
Berechnungslauf mit nur eindflemenschicht ausgeschalte6R-Cl). Samtliche Untersu-

Untere Bewehrungslaggcn?/mm] x  Obere Bewehrungslageen?/m X
- - - - - i b 2 _ _ - . _ i s A
; px=0,0 px=0641L &
| py=0,0 py= 092 3
| | Y
| | !
Px =559 } px= 0,92 Px= 559 } £
py — 2,51 ‘ py = 0,64 py = 2,51 ‘ 8
ffffffffffffffffff ) AANNNNNNYLL/ L)
oy .y
% 100 cm < 0cm

Die Schwerachse der oberen und
unteren Bewehrungslage lag jeweils
1,8 cm innerhalb der Platte.

BSt Il K BStIVR

Bild 7.5  Bewehrungsanordnung (Viertelsystem)
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chungen werden mit denselben Materialparametern durchgefuihrt, wobei lediglich die Zugfestig-
keit zur besseren Approximation des Versuchsergebnisses abgemindert wird (siehe Bild 7.6). Um
die Uberschatzung des Strukturverhaltens im Zustand | bei einer Zugfestigkeitach

Tabelle 5.1 zu verdeutlichen, wird zudem das Ergebnis eines Berechnungslaufs mit dreischichti-

gemCO%kontinuierlichen Verschiebungsansatz in DickenrichtungfggeE 2, 97 N/mn? ange-
geben 6P-CY).

Wie aus Bild 7.6 ersichtlich ist, kbnnen sowohl die Berechiig? als auctyP-CL, beide mit
verminderter Zugfestigkeit, das Versuchsergebnis ausreichend genau abbilden. In beiden Fallen
werden unter Umstanden vorhand@&wessorDickenLockingEffekte durch den héheren An-

satz der Verschiebungen bzw. Verzerrungen in Dickenrichtung weitgehend vermieden. Infolge
des sehr homogenen Tragzustands macht sich dartiber hinaus auch die Einschrankung auf die
BernoulliHypothese im Vergleich zur hoheren Auflésung in DickenrichtungElet®-Berech-

nung mit trilinearen Ansatzen auch in der Plattenebene nicht bemerkbar. Es ist jedoch zu erwar-
ten, dass die beiden Losungen bei weiterer Lastzunahme und Erreichen des Zustands Il zuneh-
mend auseinander driften. Der Versuch selbst wurde aus Sicherheitsgrinden bereits vor
Erreichen des Zustandes Ill abgebrochen.

Der Berechnungsla®P-Clohne EAS-Ansatz liefert mit zunehmendem Lastfaktor die erwartete
steifere Strukturantwort. Jedoch ist der Einfluss bezogen auf die Unsicherheiten der sensiblen
Materialparametefq, und G; sowie der nur geringen Deformationen bei Betontragwerken er-
freulich gering. Anhand der Rissbildung, die in Bild 7.7 jeweils fur den untersten sowie den

obersten Integrationspunkt des Mod@B-CO (f.m= 1,6 N/mn¥) zu verschiedenen Belas-

Last [KN/n?]
A 6P-Ct
50.
6P-C0

40

6P-C0
30 _

yan
/L

fetm=1,6 [N/mmZ] ==
--------- 7P-Ct fym=1,6 [N/mnmf ==
——-—— 6P-C% fym=1,6 [N/mn¥
—————— 6P-C%  fom= 2,97 [N/mn¥] }
Experiment nach Franz [53]

20l // /

10

0 5 10 15 20 25 30 35 40
Transversalverschiebung in Plattenmitte [mm]

Bild 7.6 Last-Verschiebungs-Diagramm des Versuchs 5.2 (1435 DOF)
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tungszeitpunkten dargestellt ist, kann der Versagensmode der Platte studiert werden. Dabei zeigt
sich eine gute Ubereinstimmung mit dem Rissbild aus dem Versuch (siehe Bild 7.8).

Zur Simulation von Ent- und Belastungszyklen wird in der numerischen Simulation dieses Bei-
spiels 6P-CO) der skalare Schadigungsparamelgs, = 0,35 gewahlt (siehe Gleichung (5.75)).

Es zeigt sich, dass damit der Entlastungsast des Plattenversuchs ausreichend genau abgebildet
werden kann, jedoch beziiglich des einaxialen Zugversuchs aus Kapitel 5.6 (Mehrflachenmodell,
vergleiche Bild 5.17), fur welcheahser = 0,2 zu wahlen war, eine gewisse Diskrepanz besteht.
Offensichtlich wird der skalare Schadigungsfaktor zur Abminderung des Elastizitditsmoduls sehr
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Bild 7.7  Rissentwicklung der Simulation an der Innen- und Auf3enseite der Platte
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Bild 7.8  Rissbild der AuR3enseite (Unterseite) der Platte nach Ende des Versuchs

stark durch die Problemstellung dominiert, was aufgrund seiner einfachen skalaren Natur vergli-
chen mit héherwertigen Anséatzen auf Basis von Schadigungstensoren auch zu erwarten gewesen
war. Trotzdem kann im Vorgriff auf Kapitel 7.5 bemerkt werden, dasd gait= 0,35 auch die
dortigen zyklischen Belastungsversuche an einem U-Profil simuliert werden kdnnen.
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7.3 Kreiszylinderschale mit Randtrager

Eine Serie von elf konzentriert gelagerten Tonnenschalen mit Randtragern wurden von Bouma
et al. ([19], [158]) zwischen 1957 und 1961 untersucht. Die mit einer dem Eigengewicht propor-
tionalen Gleichflachenlast beaufschlagten Versuchsschalen waren Modelle wirklicher Schalen
im Mal3stab 1:8 und wurden insbesondere hinsichtlich unterschiedlicher Bewehrungsgrade und
Bewehrungsdurchmesser untersucht. Die Schaber Versuchsserie soll als weiteres Beispiel

fur eine geometrisch und materiell nichtlineare numerische Simulation vorgestellt werden. Die
Geometrie- und Materialdaten der Schaksind in Bild 7.9 dargestellt.

Perspektive: Stahlbewehrung:
A-14,715 kN| Es =210000,0 [N/mr]
2 21500 kg En =21000,0 [N/mnd]

foy = 280,0 [N/mn?|

Beton:

Ecm= 33700,0 [N/mna]
Vem = 0,2 []

fom = 35,7 [N/mn?]
G = 30,0 [N/mm]
fotm = 3,4 [N/mn¥]
G = 0,05 [N/mm]

Schnitt in Umfangsrichtung:

h:1,0 ‘7 A-A

Li itt A-A:
{ 2 % 90 3mm dngsschnitt

Lz,o *L 20 ——
=~ T

1325 < @1mm/2cm

G1lmm/1lcm

10,0
Y

(Alle Angaben in [cm])

Bewehrung des Randtriigers:
2 x9 @ 3 mm (gleichmalig Uber die Hohe verteilt)

*o Biigel @ 1,6 mm (abgestuft)

- 168,0

Bild 7.9  Kreiszylinderschale A2: Geometrie- und Materialparameter
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Die Randtrager waren in Langsrichtung mit 2 X @ mm ,Bewehrungseisen” gewoéhnlichen
Baustahls bewehrt, die gleichmé&fRig tber die Tragerhéhe angeordnet waren. Senkrecht hierzu
war eine Bugelbewehrung mit einem Durchmesser von 1,6 mm vorgesehen, die entsprechend der
Querkraftbeanspruchung gestaffelt wurde (siehe Bild 7.9 bzw. [19]). Der eigentliche gekrimmte
Schalenkdrper war in Langsrichtung oben und unteflnditmm / 2 cm sowie in Umfangsrich-

tung oben mif] 1 mm /1 cm und unten miit 1 mm / 2 cm bewehrt. Uber die Eckbereiche wa-

ren Stabél 1,2 mm /2,8 cm in einem Winkel vdi° zwischen der oberen und unteren Beweh-
rungslage zugelegt.

Samtliche Versuchsschalen wurden durch zwei 2 cm dicke und leicht bewehrte Endscheiben ge-
stitzt, die jedoch in der nachfolgenden Diskretisierung der Schale als starre Lagerung in vertika-
ler Richtung betrachtet werden (vergleiche auch Hofstetter [70]). Da aus der Versuchsbeschrei-
bung die Anschlussbewehrung der Endscheibe an die Tonnenschale nicht hervorgeht, werden in
der Simulation die entsprechenden Differenzvektorkomponenten der gelagerten Kante nicht ge-
halten und somit eine freie Rotation zugelassen. Ein Viertel des Versuchskoérpers wird mit insge-
samt 120 achtknotigen finiten Elementen (2x@di3Punkte je Schicht) diskretisiert (verglei-

che Bild 7.11), wobei furr die Dickenrichtuein CO-kontinuierlicher Verschiebungsverlauf mit
dreiElemenschichten (12 Freiheitsgrade je Knoten) zu je 35 %, 30 % und 35 % der Schalendicke
angesetzt wird.

A-14,715 kN|
= 1-1500 kdq]
A
3,0’ e —
e Pt
FlieRen der Randtrager g
/ —
—
2,5 \ - .
2 FlieRen der oberen
Bewehrungslage im Scheitel
201 /74 und Versagen der Struktur
4
/// — — — Experiment nach
1,57 ol Bouma et. al. [19]
/
/ // —————— Scordelis 1990 [169]
1,0 V4 / — Mehrflachenmodell
e 3 Schichten 6P-& ==
< Erste Risse im Randtrager
0,51 M7
/
A
0 . ‘ ; ‘ ‘ ‘ — -
0 5 10 15 20 25 30 35

Durchbiegung in Randtragermitte [mm]

Bild 7.10 Kreiszylinderschale A2: Last-Verschiebungs-Kurve
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4 N/mn?, aus der Arbeit von Hofstetter [71] Gibernommen. Fiir

die Querdehnzahl wurde mangels ndherer Informationen ebenfalls in Anlehnung an Hofstetter

[158] zurtickgegriffen. Ausgehend von der dort angegebenen Obergrenze der charakteristischen

Wiirfeldruckfestigkeitf,, = 350 N/mn? kénnen weitere Parameter, wie die mittlere Druckfe-
stigkeit fcm, entsprechend der Tabelle 5.1 bestimmt werden bzw. werden, wie zum Beispiel die

Bezuglich der verwendeten Materialparameter wird soweit méglich auf die Angaben in [19] und

mittlere Zugfestigkeitfom= 3

vem= 0,2 angenommen.

. oObereschalenschicht

(|

Mittlere Schalenschicht

(|

Unterste Schalenschicht

Bild 7.11  Entwicklung der Risse Uber die Schalenschichten und die zugehérigen

Integrationspunkte IP bei 30 mm Mittenabsenkung des Randtragers

entsprechend einem Lastfaktor vioa 2,925 (3 Schichten 6PAC4255 DOF).
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Die Abschatzung der Zug- wie auch der Druck-Bruchenergie stellt fir die maRstéablich verklei-
nerten Kreiszylinderschalen, wie im Ubrigen fur alle Modellversuche, fiir deren Betonmischung
keine speziellen Versuche gefahren werden, eine gewisse Schwierigkeit dar. In gangigen Nor-
menwerken (vergleiche [26] oder [41]) wird die Zug-Bruchenergie tUber das jeweilige Gréf3tkorn
des Zuschlags abgeschatzt, dasim@iraxi Ublichen Betonmischungen eine Untergrenze von

8 mm aufweist, bei den Versuchen von Bouma et al. [19] jedoch 2,8 mm betragt. Zur Abschat-
zung der Bruchenergi®; wird daher eine Trendlinie (Parabel zweiter Ordnung) in Abhangigkeit
des Grof3tkorndurchmessetgax fiir den BeiweriG, aus Tabelle 5.1 entwickelt

Gro = 5,0+ 107° (dmaw? — 0,0005 dmax + 0,026 (7.2

womit sich die Bruchenergie in der GréRBenordn@g= 0,05N/mmfir den vorliegenden
Feinbeton motivieren lasst.

Fur die schlaffe Bewehrung wird in [158] eine FlieBgrenze von umgeretjme80,0 N/mn?
angegeben, die zusammen mit den in Bild 7.9 angegebenen Parametern das bilineare Evolutions-
gesetz fur den Stahl definieren.

In Bild 7.10 ist beispielhaft die Mittenabsenkung des Randtragers als Last-Verschiebungs-Dia-
gramm dargestellt. Der Lastfaktor wird dabei auf die Bemessun@sjasiationder realen Ton-
nenschale bezogen. Diese errechnet sich aus dem achtfachen Eigengewicht der Modellschale un-
ter Berucksichtigung eines 25 %igen Aufschlags fur Eindeckung, Isolierung und Schneelast zu

k
Gaimulation = 1125 2500% 8 Viyogen * 9,815 = 14,715kN , (7.2

entsprechend 150@. Hieraus lasst sich eine vertikale Gleichflachenlast fir den Schalenbereich
VON Qgchae= 0, 0025 N/mn? und VONQRandtrager= 0 005 N/mn? fur den Randtrager bestim-

men. Im Diagramm ist neben dem Versuchsergebnis und der hier vorgestellten Simulation auch
das Simulationsergebnis einer Studie von Scordelis [169] aufgetragen, der ein orthotropes, nicht-
linear-elastisches Materialmodell innerhalb einer Funf-Parameter Schalenformulierung zu-
grunde liegt.

Aus Bild 7.10 kann entnommen werden, dass das verwendete numerische Modell unter Bertck-
sichtigung geometrischer und materieller Nichtlinearitat in der Lage ist, die Stukturantwort im
beobachteten Punkt gut wiederzugeben. Sowohl der Eintritt der ersten Risse als auch das Fliel3en
der Bewehrung im Randtrager wird zutreffend erfasst. Lediglich die Traglast kann nicht ange-
messen wiedergegeben werden, wobei jedoch ein Fliel3en der oberen Bewehrungslage entspre-
chend der Versuchsbeschreibung ebenfalls eintritt. Hinsichtlich des Versagenszustands ist zu be-
merken, dass die Versuchsschale einen zentralen Langsriss im Scheitel ausbildete, der von der
Rechnung in einem verschmierten Sinne Gber mehrere Elementreihen ebenfalls wiedergegeben
wird. In Bild 7.11 sind hierzu die Rissbilder der verformten Schale in den einzelnen Schichten
und Integrationspunkten bei 30 mm Mittenabsenkung des Randtragers aufgetragen. Insbeson-
dere die Risseverteilung im sechsten Integrationspunkt verdeutlicht den auch im Versuch erhalte-
nen Versagensmode.
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7.4 Parabolische Zylinderschale ohne Randtrager

Nachfolgend soll das in den vorigen Kapiteln vorgestellte Konzept auf eine diinne parabelfor-
mige Zylinderschale mit veranderlicher Schalendicke angewendet werden. Der entsprechende
Versuch an mal3stéblich verkleinerten Modellschalen wurde von Hedgren [62] 1965 durchge-
fuhrt. Numerische Untersuchungen finden sich in der Literatur zum Beispiel bei Lin [107] sowie
bei Flogl & Mang [52] auf der Basis von Funf-Parameter Schalenformulierungen mit schicht-
weise integriertem Materialtensor. In Bild 7.12 sind die wesentlichen geometrischen und physi-
kalischen Parameter, die in der hier vorgestellten numerischen Untersuchung verwendet werden,
zusammengestellt. Beziglich der Abschéatzung der Bruchenergie des verwendeten Feinbetons
wird auf die Ausfuhrungen in Abschnitt 7.3 verwiesen. Die weiteren Materialparameter des Be-
tons werden ebenso wie die Parameter der trilinearen Arbeitslinien des Betonstahls aus der Lite-

Perspektive: Beton:
Eom= 20691,0  [N/mnf]
Vem = 0,145 [-]

hydrostatische fg:f iggs [[Il:ll;rr:rr:ﬁ]

Belastun - '

J fm= 25 [N/mn?)
G = 0,045 [N/mm]
1220
Betonstahl(3) : Betonstahl(4) : Betonstahl(9)

Es =200016,0 [N/mm] E, =200016,0 [N/mm]  Es =200016,0 [N/mnf]

E, =20001,6 [N/mmd] E, =20001,6 [N/mnd] E, =20001,6 [N/mmd]
fsy = 253,0 [N/mn?] fsy = 219,0 [N/mn7] fsy = 307,0 [N/mnf]
fsu = 364,0 [N/mn?| fsu = 345,0 [N/mn7| fsu = 420,0 [N/mn¥|
d = 1,22 [mm] d = 1,57 [mm] d = 3,43[mm]
Schnitt in Umfangsrichtung:
® 610 N
_/%/—\/V\‘
- 12.7 127
hydrostatische Belastung ! -

|
|
|
|
\
|pref] = 3,586 103 N/mn?

|

(Alle Angaben in [mm])

Bild 7.12 Geometrie- und Materialdaten der parabolischen Zylinderschale (Hedgren [62])
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7, Verstarkung: hax= 38,1 mm

. h=12,7 mm
i | Bewehrungsbereiche

Bild 7.13 Schalengeometrie und Definition der Bewehrungsbereiche

: Bewehrungsgrad je Schiclgt[10~2 |
| Schicht unten . mitte | oben |
| Bereich langs | quer | Rand| diagonal langs| quer] Rand

7/ i 208
.

/
%

GO PN TN, N
e\
0 PN NN TN Y,
s stah® N £ stah@ /) £ stahl(9)

Bild 7.14 Bewehrungsgrade und -richtungen der unterschiedlichen Bewehrungsbereiche
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ratur tbernommen. Fir die aufwandige Bewehrung, bestehend aus einer oberen und einer un-
teren Lage dreier unterschiedlicher Stahlqualitaten, sowie Zulagen 4Bfern der
Schalenmittelflache der Eckbereiche, wird die Schale gemal3 Bild 7.13 in unterschiedliche Be-
reiche aufgeteilt, deren Bewehrungsgrad jeweils bezogen auf die Schalenschichthéhe in
Bild 7.14 angegeben ist.

Bemerkenswert ist die Tatsache, dass die Modellschale durch hydrostatischen Druck beauf-
schlagtwurde. Entsprechende Untersuchungen zum Einfluss der damit erzeugten Folgelasten auf
die Ergebnisse der numerischen Simulation wurden von Flogl & Mang [52] unternommen. Dabei
wurde jedoch gezeigt, dass die Annahme richtungstreuer Belastung, wie sie auch bei der hier vor-
gestellten Berechnung getroffen wird, die Simulationsergebnisse bei dieser Struktur nur uner-
heblich beeinflusst. Im Last-Verschiebungsdiagramm (Bild 7.15) wird der Laststeigerungsfak-
tor A stets auf die Referenzbelastung Yag| = 3,586 103 N/mn¥ bezogen.

Ein Viertel der Modellschale wird in der Schalenebene mit 36 achtknotigen finiten Elementen
entsprechend dem Vorschlag von Flogl & Mang [52] diskretisiert. In die Schalendickenrichtung
wird ein C% sowie einCl-kontinuierlicher Ansatz mit jeweils drei Materialschichten zu 40 %,

20 % und 40 % der gesamten Schalendicke untersucht, die der bisherigen Nomenklatur folgend
mit 6P-CP (12 Freiheitsgrade je FE-Knoten, 1467 DOF gesamtY®a@! (sechs Freiheitsgrade

mit linear erweiterten Verzerrungen in Dickenrichtung, 721 DOF gesamt) bezeichnet werden.
Die Verstarkung des Randbereichs wird durch lineare Dickenanderung der zugehorigen Ele-
mente (entsprechend Kapitel 2.3.4) bertcksichtigt. Da von Flogl & Mang [52] ebenfalls von ei-
nem signifikanten Einfluss geometrischer Nichtlinearitat auf die Strukturantwort in der Simula-
tion berichtet wird, werden fir beide Diskretisierungen Berechnungslaufe mit linearer sowie
nichtlinearer Kinematik unternommen.

Zunachst kann in Bild 7.15 eine sehr gute Ubereinstimmung beider geometrisch nichtlinearer
Berechnungen mit dem Versuchsergebnis festgestellt werden, wobei der numerisch teurere An-

A=p/pref
A
- /
4,0- _ —
§ — — =
X
o =
é 3’07 //// ’/
g ////_//
T 20 A
2]
o | A it —— Experiment nach Hedgren [62]
— /////' — -—— Simulation nach Flégl und Mang [52]
s 7P-CL SR } geometrisch nichtlinear
1 / —— — 6PV =
0,0 ‘ . ‘ ‘ ‘ . ‘ ‘ ‘ .
0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0

Mittenabsenkung des freien Rands w [cm]

Bild 7.15 Last-Verschiebungskurven der geometrisch nichtlinearen Simulation

142



satz6P-CC eine etwas weichere Strukturantwort aufweist. Es ist zu bemerken, dass die in der
Last-Verschiebungskurve eingezeichneten horizontalen Striche einen extrapolierten Bereich aus
anderen Messpunkten des Versuchs darstellen und somit nur eine Abschatzung der Strukturant-
wort am betrachteten Mittelpunkt des freien Rands aus dem Experiment vorliegt. Neben den ei-
genen Untersuchungen sind in Bild 7.15 bzw. Bild 7.16 ebenfalls noch eine Lésung von Flogl
& Mang [52] sowie von Lin [107] skizziert, wobei das Ergebnis von Lin auf einer geometrisch
linearen Berechnung basiert. Diese sehr viel weichere Losung im Zustand 1l wird durch zwei ei-
gene geometrisch lineare UntersuchurgfyC®und7P-Cl bestatigt (vergleiche Bild 7.16). Da-

nach sind die geometrisch nichtlinearen Effekte bei der untersuchten Tonnenschale nicht zu ver-
nachlassigen. Diese werden hervorgerufen durch das charakteristische ,Einklappen” der
Randbereiche, welches zugleich mit der Anhebung des Scheitels einhergeht. Damit steht flr die
globale Lastabtragung ein groR3erer Hebelarm des Gesamttragwerks zur Verfigung, der die
Struktursteifigkeit weiter erhoht.

Bezuglich des Versagensmodes werden in [52] keine Angaben gemacht, so dass eine mogliche
Ubereinstimmung nicht Giberprift werden kann. In Bild 7.17 ist fiir die geomet@8dkantinu-

ierliche Simulation die aktive Rissentwicklung tber die Schalendicke dargestellt. Dabei zeigt
sich, dass sich bereits ein Grof3teil der Integrationspunkte zu diesem Zeitpunkt im entfestigenden
Ast befindet. Die Berechnung liefert das typische Versagen infolge Rissbildung im Scheitel, wo-
bei die Krimmungsanderung in Richtung des freien Rands zu weiteren Rissen auf der Schalenun-
terseite fuhrt.

Weitere numerische Untersuchungen auf Basis des vorgestellten Schalen- und Materialmodells
zum Tragverhalten von Stahlbetontonnenschalen aus den Versuchsreihen von Bouma et al. ([19],
[158]) bzw. Hedgren [62] sind in der Arbeit von Herzinger [66] enthalten.

A=p/pre
A
4,0-
S
X
8
& 3,0-
cC —
E ///’_ e
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o)) — =
T 20 T
4l // Experiment nach Hedgren [62]
- 0 4 — - —— Simulation nach Lin [107]
vvu 1
/ 7P-C g\&} geometrisch linear
f ——— ePC" =
0,0 f T f f f T t f f T —
0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 50

Mittenabsenkung des freien Rands w [cm]

Bild 7.16 Last-Verschiebungskurven der geometrisch linearen Simulation
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Obere Schalenschicht

(|

Mittlere Schalenschicht

(|

Unterste Schalenschicht

Bild 7.17 Entwicklung der Risse Uber die Schalenschichten und die zugehorigen

Integrationspunkte bei 4,0 cm Mittenabsenkung des freien Rands

entsprechend einem Lastfakfior 3,9277 (3 Schichten 6P9C
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7.5 Glasfaserbewehrtes U-Profil

Als Alternative zum Ublichen Bewehrungsmaterial Stahl werden sich zukulnftig vermehrt Be-
wehrungselemente aus AR-Glas, Carbon oder Aramid durchsetzen. Dabei sind, wie in Kapi-
tel 3.2.2 bereits erlautert, besonders die erhdhten Festigkeitseigenschaften von Interesse, wah-
rend die Dauerhaftigkeit im alkalischen Milieu des Betons sowie die Anwendbarkeit in der
Baupraxis teilweise noch gewahrleistet werden muss. Die hierzu unternommenen Anstren-
gungen sind im Sachstandsbericht (siehe Curbach et al. [38]) dokumentiert. Hierflr wurden an
der RWTH-Aachen sechs Versuchsserien (Lastgesteuerte Tastversuche) an U-Profilen aus Fein-
beton durchgeflhrt (siehe Bild 7.18 und Hegger et al. [64]), die mit einem multiaxial verwirkten
Gelege WIMAG, siehe Bild 3.5a) aus alkaliresistenten GlasfagdEJ AR 615 texbewehrt

wurden. Um die prinzipielle Anwendbarkeit des in dieser Arbeit vorgestellten Struktur- und Ma-
terialmodells auf Textilbeton zu zeigen, wird nachstehend ein Vierpunkt-Biegeversuch der Se-
rie 5, der innerhalb der Serien den hdochsten Bewehrungsgrad aufwies, numerisch simuliert.

Die Materialwerte fur den Feinbeton sind in Bild 7.19 zusammen mit denen der AR-Glas-Ro-
vings angegeben. Dabei muss insbesondere die um den Faktor 10 erhdhte BrucBedesgie
Feinbetons im Zugbereich bemerkt werden, die das duktilere Verhalten des textilbewehrten Fein-
betons beriicksichtigen soll. Letzteres wird im Allgemeinen mit der Tatsache motiviert, dass die
Akkumulation von Mikro- zu Makrorissen durch die feingliedrige Bewehrung einzelner Fila-
mente stark verzogert wird (risstiberbriickende Wirkung der einzelnen Fasern auf Mikroebene).
Im Gegensatz zu tblichen Stahlbewehrungen findet somit eine maf3gebliche Beeinflussung des
nachkritischen Tragverhaltens des Betons durch die mechanische Prasenz der Bewehrung auf ei-
ner anderen GroRRenskala statt. Es sei weiter angemerkt, dass fur kurzfaserbewehrten Feinbeton
von Reinhardt [156] ein Erh6hungsfaktor fur die Bruchenergie von 65 vorgeschlagen wird, der
jedoch bei langfaserbewehrten Bauteilen sicherlich nicht in dieser GréRenordnung anzusetzen
ist. Der hier gewahlte ingenieurmal3ige Ansatz, die Bruchenergie mal3voll zu erh6hen, kann aller-
dings hinsichtlich einer allgemein gultigen Vorgehensweise nicht vollstandig Uberzeugen.
Schlief3lich kann der Erhdhungsfaktor, der zumindest vom Bewehrungsgrad, dem Bewehrungs-
material und dessen Geometrie abhangt, beim Stand der derzeitigen Forschung nicht quantitativ
spezifiziert werden. Untersuchungen von Eitel [46] haben jedoch gezeigt, dass die gewahlte Er-
hohung der Bruchenergie aus einaxialen Zugversuchen zu motivieren ist. Darlber hinaus ist zu
bemerken, dass noch keine ausreichenden Ergebnisse aus der Materialforschung bereitstehen, die
zum Beispiel eine Bericksichtigung des Duktilitatsgewinns textilbewehrten Feinbetons in einer
weiteren nichtlinearen Spannungskomponente — ahnlichetesion-stiffening=ffekt — quanti-
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Bild 7.18 U-Profil: Geometriedaten des Vierpunkt-Biegeversuchs
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tativ unterstitzen kdnnten. Erste analytische Ansatze hierzu findet man zum Beispiel bei Ohno
& Hannant [136] und Mayer [117].

Die weiteren Materialparameter der Simulation werden nach Tabelle 5.1 ermittelt, wobei die
Zugfestigkeif.tm des Feinbetons entsprechend dem effektiven Fasergehalt nach Gleichung (3.1)
erhoht wird.

Die Geometrieinformationen sind in Bild 7.18 wiedergegeben. Ein Viertel des U-Profils wird mit
unterschiedlichen Diskretisierungen (36, 108, 240 und 540 achtknotige finite Elemente mit re-
gelmaliger Vernetzung) unter Beachtung geometrisch und materiell nichtlinearer Effekte nume-
risch untersucht, wobei aufgrund des symmetrischen bewehrten Wandaufbaus nur eine Element-
schicht 7P-C! zur Anwendung kommen muss. Bezuglich der Bewehrung wird auf das in
Bild 5.20b dargestellte multilineare Modell zuriickgegriffen, welches das reil3verschlussartige
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5000 // ///// -
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3000, 7 '/ — Experiment Hegger et al. [64]
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2000 /4 108 FE, 2131 DOF 7p-Cl
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0 : : : . ‘ | -
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fymin= 773,0 [N/mn¥] 0445 = 0,00798 fom = 6,2 [N/mn¥|
fymax= 950,0 [N/mn¥] 0—y5 = 0,00798 G = 1,0 [N/mm]

Bild 7.19 U-Profil: Last-Verschiebungsdiagramm
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Versagen der Faserbiindel phdnomenologisch durch eine nichtlineare Arbeitslinie erfasst. Die
maximale Zugfestigkeit des Glasfasergarns von 1400,0 Rkarm aus den in Kapitel 3.2.2 ge-
nannten Grinden jedoch nicht ausgenutzt werden. Die Bewehrungsgrade der einzelnen Beweh-
rungsschichten sind in Bild 7.19 zusammengefasst.

Wie sich anhand Bild 7.19 nachvollziehen lasst, liefert die Simulation abhangig von der Netz-
dichte ein unterschiedliches Verhalten im Zustand Il. Prinzipiell sind solche Effekte durch den
netzangepassten Entfestigungsmodul der Implementierung regularisiert und daher nicht dem
Verlust der Eindeutigkeit im Sinne der Entfestigung zuzuschreiben. Fir die Implementierung des
hier verwendeten Betonmodells wurden entsprechende Untersuchungen zur Objektivitat an ein-
axialen Zugversuchen unterschiedlicher Diskretisierung von Menrath [121] mit Scheibenele-
menten durchgefihrt, worauf hier verwiesen wird. Fir Anwendungen auf Strukturebene ergeben
sich allerdings durch eine grébere Vernetzung unter Umstanden geringfligig andere Deforma-
tionszustande wodurch schlief3lich im Laufe der Berechnung eine andere Strukturantwort indu-
ziert wird. Mit zunehmender Verfeinerung werden diese Effekte — im Gegensatz zu Ergebnissen
aus unregularisierten Implementierungen — jedoch im Sinne der klassischen Konvergenz von
FE-L6sungen geringer. Dieselben Phdnomene wurden in [121] beobachtet.

Grundsatzlich lasst sich mit dem vorgestellten Material- und Strukturmodell bei ausreichend fei-
ner Diskretisierung und der beschriebenen Abschéatzung der sensitiven Materialparameter, na-
mentlich der Bruchenergi@ und der Zugfestigkeftyn, eine tberzeugende Ubereinstimmung

mit dem Versuchsergebnis erzielen. Der flachere Anstieg der Last-Verschiebungskurve im Zu-
stand Il I&sst eine grol3ere Steifigkeit des Geleges bzw. dessen Interaktion mit dem Feinbeton im
Versuch vermuten, als dies in der Rechnung berlcksichtigt wurde. Dies drickt sich auch in der
Bruchverformung (Verschiebungbei Maximallast) des U-Profils aus, die in der Rechnung rund

30 % Uberschéatzt wird. Da jedoch die Zusammenhange der Lastabtragung von experimenteller
Seite noch nicht ausreichend geklart sind, ware eine weitere Parameteranpassung rein spekulati-
ver Natur. In Bild 7.20 ist exemplarisch eine Darstellung der Risseverteilung im analysierten
Viertelsystem bei einer Mittendurchbiegung wer 30 mm gegeben.

Bild 7.20 U-Profil: Rissbild und Verformungsfigur am 1,5fach Giberh6ht dargestellten
Viertelsystem bei einer Last von P = 5369 kN (240 Finite Elemente, 4617 DOF)
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Trotzdem kann an diesem Beispiel die Effizienz der skalaren Schadigungsformulierung des zu-
grunde liegenden Betonmodells gezeigt werden (siehe Bild 7.19). Die im Versuch durchgefthr-
ten Entlastungszyklen werden mit einer Diskretisierung mit 240 finiten Elementen nachgefah-
ren. Dabei wird der Schadigungsfaktor wie bereits in Kapitel 7d3sgyi= 0,35 gesetzt, womit

erneut eine zufriedenstellende Erfassung des Entlastungszustands gelingt. Es muss jedoch betont
werden, dass der Schadigungsfakige, bedingt durch seine skalare Eigenschaft, sehr starke
problemabhéngige Streuungen aufweist.
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7.6 Glasfaserbewehrtes Hohlprofil

In Anlehnung an das Anwendungsbeispiel aus dem vorigen Abschnitt soll hier der Vollstandig-
keit halber ein an der TU Dresden von Curbach et al. (siehe [38] & [39]) durchgefuhrter lastge-
steuerter Vierpunkt-Biegeversuch eines idealisierten Fenstersturzes aus Textilbeton untersucht
werden. Der Versuchsaufbau sowie die Geometrie des Versuchskorpers sind in Bild 7.21 gege-
ben. Der Probekorper aus Feinbeton entstammt der Serie G3 und war im Steg- und im Deckelbe-
reich jeweils einlagig, im Bodenbereich dreilagig mit einem Gelege aus AR-Glasfasern bewehrt.
Der sich ergebende Bewehrungsgrad ist in Bild 7.21 angegeben. Zur Bestimmung der Material-
parameter gelten die in Kapitel 7.5 getroffenen Aussagen, wobei jedoch in Ermangelung exakter
Daten des Feinbetons (vergleiche Curbach et al. [38]), die im Bemessungsansatz von Hegger et
al. [38] getroffenen Annahmen fur die Druckfestigkgitund den Elastizitatsmodglibernom-

men werden. Insofern ist dieses Anwendungsbeispiel eher zur Demonstration qualitativer Ergeb-
nisse geeignet, als zur exakten numerischen Verifikation des Experiments.

Die Diskretisierung des Hohlprofils erfolgt am Viertelsystem mit ingesamt 270 achtknotigen,
einschichtigen finiten Elementen mit erweitertem Verzerrungsansatz in DickenricRRH@3, (
vergleicheBild 7.23). Die zentrische Lage der Bewehrung macht eine Diskretisierung in unter-
schiedliche Schichten innerhalb des Deckels oder des Bodens nur fur Detailstudien interessant,
weshalb an dieser Stelle darauf verzichtet wird.

Wie sich anhand von Bild 7.22 nachvollziehen lasst, wird durch die geometrisch und materiell
nichtlineare Simulation das Last-Verformungsverhalten der Struktur in den zugehdrigen Zustan-
den gut erfasst. Es zeigt sich auch, dass die Anfangssteifigkeit durch den ungewdhnlich niedrigen
Elastizitatsmodul in der Rechnung gut wiedergegeben wird, was die Annahmen von Hegger et
al. [63] in deren Bemessungskonzept bestatigt. Die Abbildung des Tragverhaltens im Zustand
Il ist ausreichend genau, wahrend die Bruchlast und vor allem die Bruchdehnungen unterschatzt
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Bild 7.21 Hohlprofil: Geometrie- und Materialdaten
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Bild 7.22 Hohlprofil: Last-Verschiebungsdiagramm

werden. Allerdings sind diese Aussagen vor dem Hinterrund der mit starken Unsicherheiten be-
hafteten Materialparameter des Feinbetons zu sehen.

Dagegen wird der Versagensmode in der Simulation richtig erfasst. Der Versuchskorper versagt
infolge eines Schubbruchs in den Stegen. Das zugehérige Versagen in der numerischen Simula-
tion ist in Bild 7.23 durch das schrag verlaufende Rissband ersichtlich, wahrend im Boden bzw.
im Deckel des Hohlprofils noch keine ausgepragte Rissbildung stattfindet. Eitel [46] zeigt in di-
versen Studien, dass auch der Versagensmode der Serie G1 (Biegebruch infolge geringerer Zug-
bewehrung im Boden) durch Rissbildung im Profilboden durch das Berechnungsmodell treffend
erfasst wird.

Bild 7.23 Rissbild am Viertelsystem bei Maximallast von 34,6 kN (w = 4,79 mm)
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7.7 Zusammenfassung der Beispiele

Nachfolgend werden die in diesem Kapitel vorgestellten Anwendungsbeispiele mit unterschied-
licher Strukturmodellierung kurz zusammengefasst. Allen Berechnungen liegt als Konstitutivge-
setz fur den Beton das Mehrflachenmodell zugrunde.

Plattenbeispiele:

Die beiden Plattenbeispiele sollen die prinzipielle Anwendbarkeit des gewahlten Struktur- und
Materialmodells zur Simulation von relevanten Betontragwerken der taglichen Ingenieurpraxis
zeigen. Die zentrisch belastete Quadratplatte nach McNeice [118] wird mit finf Schalenschich-
ten in Dickenrichtung diskretisiert und die Ergebnisse werden mit solchen aus der Literatur ver-
glichen. Wahrend die Ubereinstimmung im Last-Verschiebungsdiagramm von Versuch und Be-
rechnung zufriedenstellend ist, bleibt zu bemerken, dass die Berechnung selbst durch grof3e
numerische Schwierigkeiten gekennzeichnet ist. Offensichtlich machen sich in der untersten un-
bewehrten Betonschicht die bereits von Crisfield [35] berichteten Instabilitaten bei Kombination
von Unterintegration und entfestigendem Materialverhalten bemerkbar. Das Verschmieren der
Bewehrung tGber mehref&chaleschichten verbessert die humerische Stabilitat dementspre-
chend. Die in diesem Fall ebenfalls mogliche ndherungsweise Berechnung durch die Bruch-
linientheorie zeigt deren prinzipielle Uberschatzung der Traglast.

Als weiteres Plattenproblem wird eine flachig belastete Stahlbetonplatte der Experimente von
Franz [53] untersucht. Die Diskretisierung mit ddehaleschichten erweist sich als numerisch
aulerst stabil, obwohl die Zugfestigkeit im numerischen Modell gegentber den Angaben aus der
Versuchsdurchftihrung signifikant vermindert werden musste. Durch die héhere Kinematik in
Plattendickenrichtung wird déension-stiffening=ffekt durch das Strukturmodell abgebildet —

eine Bericksichtigung auf der konstitutiven Seite kann entfallen. Die aus der Rechnung ermittel-
ten Rissbilder stimmen qualitativ mit denen aus dem Versuch tUberein. Des Weiteren kann der
Entlastungsvorgang durch den skalaren Schadigungsansatz gut wiedergegeben werden.

Schalenbeispiele:

Die Simulation zweier Modellschalen zeigt die gute Ubereinstimmung des Modells auch fiir
diese Problemklasse. Dabei wird neben der parabelférmigen Tonnenschale nach Hedgren [62],
die zwar ohne Randtréager gefertigt wurde, deren Randbereiche jedoch in der Dicke verstarkt wur-
den, auch eine Kreiszylinderschale mit Randtrager aus der Serie von Bouma et al. [19] nachge-
rechnet. Dabei hat sich als Ergebnis aus den beiden Untersuchungen herauskristallisiert, dass ne-
ben der Beruicksichtigung der geometrisch nichtlinearen Effekte auch die exakte Modellierung
der Bugelbewehrung fur eine wirklichkeitsgetreue numerische Simulation ein wichtiges Krite-
rium darstellt. In beiden Untersuchungen konnte sowohl die globale Last-Verschiebungsbezie-
hung als auch das Rissbild inklusive des Versagensmodes abgebildet werden. Hinsichtlich des
Ansatzes in Dickenrichtung ist d&°-kontinuierlichen Modellierung mit mehrer&thalen-
schichten — auch bei deutlich hdherem numerischen Aufwand — bei Detailuntersuchungen der
Vorzug zu geben. Durch die mitunter stark bewehrten und daher st&fdraleischichten lasst

sich die Forderung nach dem Ebenbleiben der Querschnitte nicht langer aufrecht erhalten.

Beispiele zur textilen Bewehrung:

Die Anwendung textiler Bewehrungselemente in der Baupraxis steckt noch in ihren Anfangen.
Doch gerade die erfolgreiche numerische Simulation einiger — wenn auch geometrisch einfach
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gearteter — Gelege ist als Ansporn fur weitere Arbeiten zu sehen. Die beiden simulierten Falt-
werke zeichnen sich durch einen Feinbeton hoher Giite als Matrixmaterial in Verbindung mit ei-

nem feingliedrigen Glasfasergelege aus. Die in dieser Kombination auftretenden Mikroeffekte,

die schlief3lich zu einer Erh6hung der Bruchdehnung bzw. -spannung und zu einem duktileren
Nachbruchverhalten des Matrixmaterials fiihren, werden in den Simulationen durch eine entspre-
chend motivierte Erh6hung der Bruchenergie bzw. der Zugfestigkeit phanomenologisch erfasst.
Hier ist jedoch Forschungsbedarf durch weitere experimentelle materialmechanische Untersu-
chungen gegeben, die schliel3lich in ein fundierteres Konzept (quantitative Absicherung der Er-
hohungsfaktoren oder gar eine Beriicksichtigung weiterer Spannungskomponenten der Matrix-
Faser-Interaktion) minden mussen.

In beiden Untersuchungen kann dennoch sowohl das globale Tragverhalten als auch der Versa-
gensmode der ersten Tastversuche zu textilbewehrtem Beton abgebildet werden. Auch der bereits
bei den Plattenberechnungen erfolgreich simulierte Entlastungsast, kann — bei gleicher Parame-
terwahl — fur das untersuchte U-Profil [64] angewendet werden. Da sowohl das Hohl- als auch
das U-Profil eine zentrische Bewehrung enthielten, lieRen sich beide Bauteile mit n@leiner
kontinuierlichen Schalenschicht diskretisieren.
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8 Zusammenfassung und Ausblick
8.1 Zusammenfassung und Bewertung

In der vorliegenden Arbeit werden zwei Materialmodelle zur phdnomenologischen Beschrei-
bung des Strukturverhaltens bewehrter Betontragwerke beschrieben und im Hinblick zur
Anwendung auf allgemeine Flachentragwerke, wie Scheiben, Platten und Schalen, in das Finite
Elemente Programmsystem CARAT des Instituts flr Baustatik der Universitat Stuttgart imple-
mentiert. Hierzu wird auf ein bestehendes dreidimensionales Multi-Layer-Schalenelement zu-
rickgegriffen, das in der Lage ist, Schichtdickenanderungen tiber schichtweise extensible Direk-
toren darzustellen. Die notwendigen kontinuumsmechanischen Grundlagen sowie eine kurze
Einflhrung in die zugehdrige Schalentheorie werden zu Beginn der Arbeit gegeben. Weiter wer-
den in einem kurzen Uberblick alternative Ansétze zur konstitutiven Beschreibung von Beton
diskutiert, bevor die Plastizitatstheorie als Basis der weiteren Arbeit gewahlt wird. Deren Grund-
lagen werden eingehend erlautert und vorhandene Materialmodelle aus der Literatur kurz vorge-
stellt.

Fur den Einsatz in Verbindung mit dem vorgestellten 3D-Schalenmodell werden schliel3lich zwei
Ansatze aus der Klasse der Plastizititsmodelle ausgewéhlt, deren Fliel3flachen im allgemeinen
dreidimensionalen Spannungsraum definiert sind. Zum einen wird das von Menrath [121] fur
Scheibenprobleme vorgeschlagene Mehrflachenmodell auf die vorgestellte Schalenformulie-
rung erweitert und zum anderen ein von Kang [84] verotffentlichtes Einflachenmodell verallge-
meinert und hinsichtlich der Evolutionsgesetze weiterentwickelt. Beide Formulierungen werden
mit einem skalaren Schadigungsmodell zur Erfassung von Entlastungsvorgangen kombiniert.

Das Mehrflachenmodell basiert auf den ersten beiden Spannungsinvarianten und nahert die
zweiaxiale Versagenshille des ebenen Spannungszustands von Beton durch die Kombination
zweier Kegelschnitte an. Eine prinzipielle Unzulanglichkeit des Modells liegt im Verzicht der
Formulierung, die dritte Spannungsinvariante und somit die dreiecksformige Gestalt der Versa-
genshullkurve in der Deviatorebene, zu berticksichtigen. Bei der Anwendung auf Flachentrag-
werke, die aul3erhalb von Lasteinleitungsbereichen und Lagern durch einen anndhernd ebenen
Spannungszustand dominiert sind, ist dieser Nachteil jedoch unbedeutend. Mit derselben Uberle-
gung kann das Argument einer ungenigenden Approximation von Versuchsdaten des hohen tria-
xialen Druckbereichs entkraftet werden. Die geringe Anzahl an Material- und Modellparametern
wiegt fur praktische Problemstellungen bedeutend schwerer. Ein weiterer wichtiger Punkt be-
trifft die Stabilitat und Robustheit der Implementierung. Durch die kreisféormige Gestalt der De-
viatorschnitte und der assoziierten Fliel3regel ist der Projektionsalgorithmus im Rahmen des
Ruckwarts-Euleerfahrens unbedingt stabil. Probleme bei der Spannungsintegration, wie sie
im nachsten Abschnitt fir das Einflachenmodell beschrieben werden, treten bei gemafigten Ver-
zerrungszuwachsen bzw. Evolutionsgesetzen mit gentigend flachem Gradienten nicht auf.

Das auf allen drei Spannungsinvarianten basierende Einflachenmodell wurde fir die Verwen-
dung in triaxial druckdominanten Bauteilen entwickelt. Die Versagensflache lasst eine sehr gute
Approximation sdmtlicher Versuchsdaten zu. Als Sonderfall der dreidimensionalen Versagens-
flache wird die Bruchumhullende des ebenen Spannungszustands ebenfalls sehr gut wiedergege-
ben. Fur das Einflachenmodell hat sich innerhalb dieser Arbeit kein fur Strukturberechnungen
ausreichend stabiler Algorithmus zur Spannungsintegration verwirklichen lassen. Insbesondere
Ruckprojektionen aus dem Apexbereich erweisen sich als auferst instabil. Zwar lasst sich durch
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Variation der Modellparameter je nach Problemstellung eine bedingt stabile Spannungsrtckpro-
jektion erhalten, hierflr kann zum Beispiel das plastische Potenzial kreisrund bezlglich der De-
viatorschnitte gewahlt werden, doch fir eine allgemeingultige Anwendung, insbesondere mit
dem Ziel der Struktursimulation, kann diese Vorgehensweise nicht befriedigen. Ein unangeneh-
mer Nebeneffekt einer solchen Parameterwahl ist eine nichtassoziierte FlieRregel in Deviator-
richtung, die im Gegensatz zu einer physikalisch begrindeten und die Dilatanz mindernde Nicht-
assoziativitat in hydrostatischer Richtung unerwinscht ist.

Neben den vorgestellten Verbesserungsmdoglichkeiten, die zum einen aus dem Einflachenmodell
durch Hinzunahme einer inversen Apex-Fliel3flache tatséchlich ein Zweiflachenmodell machen
(der Terminuginflachenmodelvird jedoch beibehalten) und zum anderen einem Verfahren zur
Beschleunigung der Konvergenz innerhalb der Spannungsrtickprojektion bei reinen Kompres-
sionslastpfaden, sind noch weitere Ansatze denkbar. So kann die Anwendung von Zwischenitera-
tionen auf lokaler Ebene erfolgreich sein. Dazu wird eine Aufsplittung des Verzerrungsinkre-
ments des aktuellen Lastschritts im Sinne eines Homotopieverfahnefigilmkremente, fur

die nacheinander das lokale Projektionsproblem definiert und geldst wird, vorgenommen (siehe
zum Beispiel Leppin [106]). Vor dem Hintergrund der Stabilitdtsprobleme auf lokaler Ebene
wurden die analytischen Ableitungen durch numerische Differenziation Gberpruft. Dabei konnte
gezeigt werden, dass die Verwendung numerischer Ableitungen erster Ordnung der Flie3flache
bzw. des plastischen Potenzials fur das Einflachenmodell zwar mdéglich, jedoch mit einer Zu-
nahme der Iterationszahlen verbunden ist und daher nicht empfohlen werden kann. Dagegen
fuhrt dieselbe Vorgehensweise bei den Ableitungen des FlieRvektors zur Bildushesdesen-

sors zu gleichen Iterationszahlen innerhalb der Gleichgewichtsiteration und ist daher als Alterna-
tive anwendbar. Die Verwendung numerischer Ableitungen zweiter Ordnung zur Bildung des
HesseTensors direkt aus dem FlieBpotenzial kann fir komplexe dreidimensionale Modelle nicht
empfohlen werden. Fir die analytischen bzw. die numerischen Ableitungen erster Ordnung ist
zu bemerken, dass bei den vorgestellten Modellproblemen jeweils eine quadratische Konver-
genzrate innerhalb der Gleichgewichtsiteration erzielt wurde.

Fur beide Plastizitatsmodelle werden Evolutionsgesetze vorgeschlagen, die auf einer bruchener-
getischen Formulierung basieren und die Verwendung eines netzangepassten Entfestigungsmo-
duls motivieren. Dabei besteht die Problematik, dass zwar das globale Strukturverhalten infolge
des Entfestigungsmoduls regularisiert wird, innerhalb des Verzerrungsfeldes jedoch trotzdem ein
bzw. bei komplexeren Strukturen auch mehrere Lokalisierungsbander auftreten kénnen. Die wei-
teren einfachen Mdglichkeiten zur Regularisierung werden diskutiert. Der untersuchte visko-
plastische Ansatz kann fur ratenunabh&ngige Problemstellungen, in denen weder die Belastungs-
geschwindigkeit noch die Belastungsdauer eine Rolle spielen, nur bedingt angewendet werden.

Die Bewehrung wird basierend auf der eindimensionalen Plastizitatstheorie mit multilinearen
Evolutionsgesetzen oder solchen vidamberg-Osgocedyp innerhalb eines orthotropen Mate-
rialtensors berucksichtigt. Der zusatzliche konstitutive Tensor aus der Bewehrung wird auf den
algorithmischen Materialtensor einer Schicht des Schalenelements addiert, wobei unerheblich
ist, ob das verwendete Schalenmodell ei@@roderCl-kontinuierlichen Verschiebungsansatz

in Dickenrichtung berticksichtigt. Der fur Balken- und Plattenprobleme signifikamden-stif-
feningEffekt kann als zusatzliche Spannungskomponente berticksichtigt werden. Im Zuge der
untersuchten Strukturbeispiele aus Stahlbeton hat sich jedoch gezeigt (siehe Crisfield [35]), dass
der Effekt nur bei linearem Verschiebungsansatz und einer Schalenschicht, also bei Restriktion
des Schalenmodells auf die klassisBleenoulli-Hypothese, von praktischer Bedeutung ist. Be-
reits dreiSchaleschichten sind in der Lage, das sogenannte Mittragen des Betons zwischen den
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Rissen ausreichend genau wiederzugeben, so dass auf Strukturebene kein unterschiedliches Ver-
formungsverhalten mehr festgestellt werden kann. Der trotzdem auftretende Bewehrungsschlupf
hat bei Strukturberechnungen keinen signifikanten Einfluss auf das Tragverhalten, sollte jedoch
bei Detailuntersuchungen berticksichtigt werden.

Fur die numerische Simulation von Experimenten ist insbesondere die genaue Kenntnis der im
Versuch verwendeten Materialien und deren Parameter notwendig. Fur beide vorgestellten Be-
tonmodelle lassen sich die Modellparameter anhand von Daten allgemeiner Belastungsversuche
gut bestimmen. Die Anpassung des Materialmodells an den tatsachlich verwendeten Werkstoff
sollte dann unabh&ngig von den Modellparametern ausschlief3lich durch Materialparameter er-
folgen. Dabei zeigt sich, dass insbesondere die Werte fur die Zugfeskigkeard die Bruch-

energie des Betons sehr starken Schwankungen unterliegen. Dies ist zum einen in den Versuchs-
einrichtungen aber mehr noch in der prinzipiellen Inhomogenitat des Materials selbst — auf der
betrachteten Skala — begriindet. Klassischerweise wird bei Experimenten nur die Druckfestigkeit
fomund seltener die (Biege-)Zugfestigkiit, des verwendeten Betons angegeben, so dass nicht
vorhandene Parameter aus den vorhandenen grob abgeschatzt werden miussen. Die numerische
Simulation ist umgekehrt jedoch sehr sensitiv gegentiber den mit hohen Unsicherheiten behafte-
ten abgeschatzten Parametern, wie der Zugfestigieiind der Bruchenergig;.

8.2 Ausblick

Die Entwicklung von Struktur- und Materialmodellen fiir Betontragwerke kann mit dem vorge-
stellten Konzept sicherlich noch nicht als abgeschlossen betrachtet werden. Insbesondere sind
aus der Sicht des Autors die folgenden Probleme noch zu I6sen und bieten gentigend Raum fur
weitere Forschungsaktivitaten:

* Insbesondere die numerische Stabilitat des Einflachenmodells muss in weiteren Untersu-
chungen verbessert werden, um dieses vielversprechende, jedoch in der numerischen Um-
setzung auch aulRerst komplexe Modell fur Strukturberechnungen anwendbar zu machen.

* Die bruchenergetische Regularisierung, wie sie in dieser Arbeit verwendet wird, liefert auf
globaler Ebene ein befriedigendes Anwortverhalten der Gesamtstruktur, ohne jedoch ein
netzabhéngiges Lokalisieren innerhalb eines bzw. auf Strukturebene auch mehrerer Ele-
mentb&nder zu unterbinden. Einen gangigen Ansatz liefern fur einfache Plastizitatsmo-
delle sogenannte Gradientenmodelle. Eine Kombination von komplexer FlieRflache und
gradientenbasierter Formulierung ist dem Autor derzeit nicht bekannt, kann jedoch als
vielversprechender Ausgangspunkt weiterer Entwicklungen gelten.

e Um die spontan auftretenden numerischen Probleme entfestigender Materialien bei der
Gleichgewichtsiteration auf globaler Ebene zu I6sen, wurden in jiungster Vergangenheit
entsprechende Arbeiten veroffentlicht (siehe zum Beispiel Zohdi & Wriggers [197]). Diese
Anséatze sind an geeigneten Beispielen zu verifizieren.

* Es bietet sich an, die einfache skalare Schadigungsfomulierung durch etwas komplexere
Ansatze, zum Beispiel auf Basis von Tensoren zweiter Stufe, zu erweitern und damit die
Simulation von zyklischen Belastungsversuchen, wie sie fur Stahlbetonrahmentragwerke
existieren, zu ermdglichen.

Daruiber hinaus liefern die Entwicklungen im Bereich der Fluid-Struktur-Interaktion ein weites
Betatigungsfeld, um mit den geleisteten Entwicklungen auf konstitutiver Seite, zum Beispiel zur
Simulation von winderregten Stahlbetonschalen, kombiniert zu werden.
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Anhang A

A.1 Tensoranalysis

Im folgenden sollen einige der in dieser Arbeit notwendigen Grundlagen zur Tensoralgebra wie-
dergegeben werden. Ausfuhrliche Abhandlungen findet man unter anderem in Klingbeil [86].

Eine sehr gute Zusammenstellung der wichtigsten Rechenregeln gibt Parisch in [145]. Es wird
die symbolische und die Notation in Komponenten jeweils fur den Fall einer kartesischen Metrik

angegeben.

Vektorprodukt (nicht kommutativ)

c=axXb=-bxa Ck = & by Oy (A.1)

dabei istyijk das Permutationssymbol definiert tber

+1 far i,k = 12312
(5ijk =J-1 fur ik = 32132 (A.2)
0 far i,j,k = Ubrige Permutatione

Tensorprodukt oder dyadisches Produkt(i. A. nicht kommutativ)
[TIftr Vektoren:

c=a®b cj =g b (A.3)
"= (a® E)T -b®a Cj = & by (A.4)
[AIfir Tensoren zweiter Stufe:
C=a®b Ciw = a5 by (A5)
CT=(a®b) =b®a Cyij = ay bjj (A.6)
Inneres Produkt oder Skalarprodukt zweier Vektoren (kommutativ)
a=a-b=Db-a a = g b (A.7)
Inneres Produkt oder einfache Verjingung eines Tensors
zweiter Stufe mit einem Vektor
Rechtsmultiplikation:
d=c-b a = cj b, (A.8)
Linksmultiplikation:
d=b-c g = ¢ by (A.9)

Die beiden Produkte sind nur flr einen symmetrischen Tehsdammmutativ.
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Inneres Produkt oder einfache Verjingung zweier Tensoren zweiter Stufe
c=a- b Cij = aik ka (AlO)

Dieses Produkt ist nur fir symmetrische Tensdkeand B kommutativ.

Doppelte Verjingung zweier Tensoren zweiter Stufe

Dieses Produkt ist ebenfalls nur fir symmetrische Tensonamd B kommutativ.

A.2 Tensorinvarianten

Nachfolgend werden notwendige Invariantép [, 15) fir den Spanungstensor (allgemein Ten-
soren zweiter Stufe) angegeben. Fir die Invarianten des Verzerrungstéfisys 1;’) sowie

des Verzerrungsdeviator$,(,J,’,J5") gelten sinngemal die selben Gleichungen und Herleitun-
gen.

Invarianten des Spannungstensors

I3 = 011 + 09 + 033 = 0 (A.12)
I, = % gjj Oji (A.13)
Iy = deto; (A.14)
Spannungsdeviator
g
Sj = i — §5ij (A.15)
Invarianten des Spannungsdeviators (Grundinvarianten)
Jp =81+ St S3=5=0 (A.16)
32=% Sj Si =%'§"2 (A.17)
J; = dets; (A.18)

Haigh-WestergaareKoordinaten (o, , )

Die Haigh-WestergaarKoordinaten (auchReuflsche Variablen) beschreiben
ebenfalls einen gegebenen Spannungspunkt eindeutig im Hauptspannungsraum.

I
&= %(011 + O + 0g3) = %Oii = T; (A.19)
p=23=/ss=|s| (A.20)
0 = % arcco{S—f’ %) (A.21)
2
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Deviatorebenen(-plane

Abb. A.1: Definition der Haigh-Westergaard-Koordinaten

Differenzial des Spannungsdeviators

_ a(oij — %amm 6”)

98 _ p _

1 1 1
= Oy 0 — §5mk Omi Ojf — 30mm 0 = dy oy — §5k| 0j

Mit der Projektionsmatrix

"2 0 -1 0 0 -1
03 000 O
1/t 0 2 0 0 4
P=3lo 0o 03 0 o
00 003 0
1 0 -1 0 0 2

Differenziale der ersten Spannungsinvarianten

alq ol o
_ 41— bzw. 21 Zkk_ 5.
do ! aO'iJ- Oij 6']

Differenziale der Deviatorinvarianten
N
o
Die Norm des Spannungsdeviators wird folgendermal3en abgekurzt:

=S
ISl

W—s-s—@JZI =P-s-s

n
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Differenziale der Haigh-WestergaareKoordinaten

& 1 8(011 T 0y + ‘733) I

a_p=a(s:s)2=ll [p S+ s p]—§=§=§§ (A29)
00 00 2 /s:s |S| IO p 0o ’
acos*l(?’—f3 J—)
0 _ 1 ° % = — /3 ‘]—1,5% — &G_‘JZ (A.30)
do 3 00 2|2 00 232500 '
4-273 2
%3
_ /3 [1 3 3 332]
- 1590 212590
2/1 — co30|J;° 00 233> d0
— Beachte: Fir 6 = Z, 7, 2 wird 22 = o
3 3 00
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Anhang B

B.1 Grundgleichungen des modifizierten Kang-Modells

Im folgenden werden die Bestimmungsgleichungen des modifizierten Modells angegeben. Eine
detaillierte Beschreibung der Formulierung findet sich in Kapitel 5.4.

e Definition der Versagensflache

F = Fraiure T Fhard T Fsot = O (B.1)
E-&\
0 _
= Fraiure = fﬂ (:“F + (-u) r(@,e)) f L (f — 50) (B.2)
cm cm 1 0
B
p1|( & — &1
F = -1 B.3
hard fcm[(fo _ 51) ] ( )
g \'(E-&)
_ P 0 c— B.4
Fon=r> (1—c¢ (B.4)
soft fom ( ) (50 _ %.1) ( E. )
Fur einige Ableitungen sind noch folgende Teilfunktionen sinnvoll:
F, = %n (ug + (1-up) r(0,€) ; F,=F—-F,; (B.5)

» Definition des plastischen Potenzials

Das plastische Potenzial entspricht im wesentlichen der Versagensflache, lediglich
der unabhangige Eingabeparameteerlaubt die Kontrolle der Dilatanz.

Q = Qtaiture T Qnard T Qsort = 0 (B.6)
a
= Quire = = (g + (1Q) r(6.0))-F ;(;__5;0) B.7)
Qhard = Fhard und Qsoft = Fsoft (B.8)
Fiur einige Ableitungen sind ebenfalls die folgenden Teilfunktionen sinnvoll:
Qu={- g+ Q1 10.9): Q@ =Q-Q (B.9)

¢ Willam-Warnke+unktion

4 (1 - €?) co2f + (2e — 1)?

re,e) = (B.10)
2(1— €?) cost + (2e — 1) J4(1— €2) coPH + 562 — 4de
_ _ 1 go — &e fem :
e=¢gf) =1- 7l (&esiehe Tabelle 5.2)  (B.11)
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e Gebrauchliche GroRen zur Definiton der FlieRflache bzw. des Potenzials

50 = \/é fctm 51 = —\/§ S fcm (B-12)
Puc \/é
= == f B.13
P1 (éuc—éo)a Puc 3 fem ( )
§1—-&
f
5m=—~%’ fe=—T& (B.14)
e Evolutionsgesetz im Verfestigungsbereich
p=1l1-K (.15
4\1 - kg
k = h—ZD (1 — ko)y2Nnpep — €p) + ko (B.16)
2
_a (£ s
hp = Ay + By, + C, (B.17)
fcm fcm
e Evolutionsgesetz im Entfestigungsbereich

C=Ciup + Cc (1—pup) (B.18
c=exd—§)- K =i © es=€p—hpu (B.19)

t Kty ) tu h fctm ) p D #DO .
c —1—(E)Km- Koy = Kop 28— - _3 (B.20)

(Ol Xeu ) cu — *cp h fcm ) Kep = z .

=2
> \&oke) o fpo T

1
5 (B.22)
B.2 Gradienten fir FlieBflache F und Potenzial Q
* Gradient der Versagensflache
IF(E.p,0) _ gF3E . 9F P . 9F 96 _
G0~ g0 T apoe T a0d0 =" (822
e Gradient des plastischen Potenzials
9Q(E.p,0) _ 9Q3E | 9Qdp  9Qo0 _ (B.23)

do 9E do ~ 0p do 90 do
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e Skalare Gradienten der Versagensflache

oF _ _9F1 or ge | 9Fp i R _pog

o0& or(0,e) de 9E o0& wobel an fcm(l ﬂF)
Y fem

aF _ F1or

00 ar 06

ar _ _—8ecofh +4(2e—1) 41— e*cogh + (2e - 1)°

%€ 2(1- ecosd + (2 — IR (201 - 2 cost + (2e — DR}’

R

(2 — 1)(— 4eco<b + 5e — 2)
X { — 4ecost + 2R +

wobei R = \/4(1 — e2) cos O + 5e? — 4de

a_e _ l (EO - fe fcm)
R (I

>a—1

(B.24)

(B.25)

(B.26)

(B.27)

(B.28)

(B.29)

06 fem

B
P _pa | s-&\ [ (-8, B
) [a (gl—fo)a " (50_51) [85 In(go_gl) +§—§1}

&\ (=8’ (1 - c) ac
' (50 - 51) £ {2 EE) e o

) [ o) gy
ac e €s N Tetm €s)™
do ¥ p(_ 5 )_(1—(K—w) )] (B.31)

oh s 2eg

+ agD DO (ﬁtD exd—;—t) * xgu (1 D))

oh
a_; _, Ah% s fc:1 (B.32)
o k(1-ko) | (ﬂthp‘fp)(ZAh% * fB_Q) + ﬁep(%"% " fB_h) (B.33)
E o1k hj o /hoep |
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or _  —81l—¢sing cost
90 2(1 - e?)cosh + (2 — IR

(B.34)

{4 (1 - €2)coh + (2e — 1) }{ 2(1 — €?) sinf + (2e — 1) ‘4(1‘62350595i“9]

[2(1 - €?) cosh + (2e - 1)R}2

» Skalare Gradienten des Potenzials (sofern nicht bereits vorstehend angegeben)

an

T = @) £ (B.35)
9Q Mg+ (Iug) r(6.e)
a_g _ 1o f Q (B.36)
cm
B
1Q_ _py| &) +(s—sl) ﬁln(5 51)+ p
0§ fcm (51 50) fo - 51 0 50 51 5—51
a
£o (Ec — &)° (1 — c) Jc
+ 2 + =
(so - sl) g2 EE ) o (B-37)
Die Ubrigen Terme entsprechen denen der Versagensflache.
B.3 Notwendige Ableitungen fiir den Projektionsalgorithmus
e Konsistenzbedingung
dF 1 _ _0F 00, 1 OF 90n4104q (B.38)
dai a0n+1 oA aqn+1 8Aq oA '
. Jo
wobei 3‘?nF+1 =n,,,; und ﬁ = —-C:my,, (B.39)
On+1 _
e 1 (B.40)
* \erfestigung
OF _ oF ok . 4q _
30,1 okag Al =/m:m (B.41)
aF ok _ oF 9B ok
okaq 98 9k aq (B.42)
* Entfestigung
oF _ 9FdC . a4q _ = /mym; (B.43)

d0n4q1  0COQ AL
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a 2
ofac_ _pi)( Eo \'(ee—&\|sc
ac aq fcm{(go = 51) ( & ) }aq (B.44)

» Weitere skalare Ableitungen
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Fh e -
1 0 0 1 0 1)

g_ﬂ - oa _k > (B.47)

%:%: Ep = (1—k0)h—2D[/:hLDq—1] (B.48)

%:%:%%:—%e(—%)—%(l—%) (B.49)

Invertierter Drucker-Pragerdes Apex

Zur Bestimmung des Winkels der invertierten Versagensfléche nach Glei-
chung (6.39) ff.:

Pp — P1
[85 ]F ur + (Tup) 10,9 (B.50)

- &gt £o a&c—gz 1-c¢
s [“ € - )" +(§0—§1)( . )Zsc—gl

Zur Bestimmung des Winkels des invertierten plastischen PotegZials’ nach
Gleichung (6.39) ff.

Pp _ P1
[G’SL Ug + (I-ug) r(6,€) (B.51)

E-E (& 50—5)2 1-c
5 [“ CEI O (so—sl) ( ) %E—é




B.4 Ableitungen fur den materiellen Tangentenoperator

HesseTensor:
82
~ 90 ®Q80 (B.52)
0
azQ 3 4 9Q 92Q ap 92Q 90 ® aE 92
9E2 00 ' 9poEdo T 90OE do 85 00,
0
32Q§+ag 62Qa¢9 ®_+8Q 9%
0Edp do 02 900p o0 do  0p do @ do
82Q 35 82Q3_,0 52Q89 ®_ Q 929
9E00 60 dpdb do  9H2 kG 360 90 @ do
2 0 2
92Q _ °F [ or ge 9Qq [ 92r ae aro2e| , 9%Q;
082 ~ Jorz \oeag | T ar |oe2\og) T veog2| T ae2 (B.53)
92 _ o (ar) _ 81 — cog6)
5& = elie) = 3 (B:54)

+ 2

1 — e?)cosh + (2e — 1)R

(BecoH — 4(2e — 1)][— 4ecost + 2R —

(2e—1)(4eco2 0 —5e+ 2)]
R

{21 — e?)cosh + (2¢ - 1) R}2

, A2e- 1)? — 8(e2

— 1)jco<0

[2(1 - e?)cosh + (2¢ - 1) R}S

x{—4ecost9+2R—

41 — €)coR + (2e — 1)°

{2(1 - e?)cost + (2¢ - 1) R}2

_ (26— 1)(— 8ecogd + 10e — 4)2

X [—40039—

2
(2e — 1)(4eco6 — 5e + 2)}
R

> 8ecofH — 10e + 4
R

9% _ 9 (oe) _
02 9\ o

4 RS
51 5 fcm - go
€ - 5,5fm°

(2e — 1)(10 — 8cog0)
2R

(B.55)
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9E? (6402

% _ Mo o (1_(;_;)2_(;(%)) (B.56)

“po 9%hp es Mp 4po dhp
+ 2 (Iup) — (estpo) — 4n—
P kg, 052 PO K3y S_EC 85

+ Mo #po () (ahD 9%hp tpo | dhp Zn)

Ktu 0 9E2 * & &L
a—2
an) __P1| & - &)
—lal@—-1)——— (B.57)
g( % fcm[ (§1 = &0

2
£, p £, g
¥ (Eo—fl) [ o '”(soﬁ) ' 5—51]
+(§_‘51)ﬂ %8 n(5_51)+_5 2 p
‘So - 51 352 go - *’;:1 35 5 51 (‘;;: _ 51)2
_25c—8) & \ [ 1-c ac
22 (50—51) <2€c—§+ &)

E-8°( & \lox., -9 2 a
= (Eo—él) [a£2+2(§c—§)2 fc—ff’fﬂ

B _ 1 (k) K (. AE By
9E2 2(1—kg>[_2 h2 (2 fgm“Lﬁ) (B.58)

2
1k Ahg
" o Mhoes ﬁe"( [ fcm)]
2
1 (akk ek [ Ag B,
0>( ; +ko>l (o)

(1—ko)\/§€p (1—ko) K'A
h /hpep fcm h2 2,

(1) /2€3 ( Bh) L) 2¢p Ah]

2hD (hD 6p)2

hp hDEp fgm

wobei = /2hpep — €p (B.59)
oh £ By,

d —R2=2A-2>2+4+_" B.60

Hn 0 hfgm fem ( )



O

0%Q _ 9®Qigroe , 9 L 0r 92 629{
= + === (B.61)
IpoE ~ dpar degE  ar pa ag aeg/ a/ag
_ 1#9) oroe
fom 0€0&
92Q, _ (Iug)
wegen P~ fom (B.62)
0
02Q _ % Fioroe  9Qu( o2 ve , or o2 629{ (B.63)
000E ~ 00or 0e9E  Ir \ 000edE | I€HBIE a@ag '
%r _ 16ecost siné + 8ecogh — 4(2e — 1)
2
e 21 - ecost + (26~ DR (1 - e2)cosh + (2 - 1) R|

1— e sm@

4(2e — 1)(1 — €?)cosy sin@}
R

e2) cosd sind - 8(1 — e?)coh + 2(2e — 1)?

e?)cost) + (2e — 1) R} {2(1 - e?)cosh + (2¢ - 1) R}3

{ 1 B e sme 4(2e — 1)(1 — e?)cosh sine}]

R
(2e — 1)(— 4eco0 + 5e — 2)}
— 4ecost + 2R + =
1-€2)co26 + (2e — 1)° . 8(1-€?)cosf sind
5 X | 4esind =
{2(1 — €2)cosd + (26 - 1) R}

4 8e(2e — 1) cosh sind

22 - 1)2 ~ &2 cosf ;iSnG(Secos?G — 10e + 4)] ©.64)
;;_a?o _ a%(/,tq + @1 ;C:Q) r(e,e)) _ (1Z:nQ) aégg (B.65)
el ee)-
;Gz_a% _ %(ﬂQ + (1 ;C:Q) r(e,e)) _ (1:CL:nQ) ar (B.67)
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0
0%Q _ ®@or  9Q 0% _ p (A — ey 20
0E00 Zor 90 = ar 9Eo0  fem Q' 9E00

K (ar) _ 0 (ar) e _ 9% oe

0E\o0) — 3e\ab) 9E = 0edd o

02Q _ 9%Qq or | 0Q a%/ — 49 or

0pdd  dpar 90t Tor 2000 fCm 90
0

02Q _ 2@ or , Q1 92 _ p 92r
02 = doar 96 T ot 0o Tom T HQ) 2

i(ﬂ) _ 81— e¥sin?6 — cogh)
90\00/  2(1 — e?Jcosh + (2e — 1) R

(B.68)

(B.69)

(B.70)

(B.71)

(B.72)

161 — e?)sing cos«9{— 2(1 — e2)sinf — 4‘26‘1)“—;2)9“00059}

(201 - )cosh + (2e — 1) R}

41 — €?)co26 + (2e — 1)°

- 5 % |-2(1-¢%) cost

{21 — e cosd + (2 - 1) R}

R

t e 1) {4(1 _ &)isir6 — cog0) (41— €)singcos)

2{a(1 - e?)co20 + (2e - 1)’}

* 3
[2(1 - e?)cosh + (2 - 1) R]

]

_ 2
y {_ o1 — )sing — 222~ DL~ e2)s.necose}

R

e Gradienten der Tensoren vierter Stufe

% _af1)-g
00 ® do 00 /§ 4

ﬂ:i(ga_s):ms s®s
o Q do do \P ~ do
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= 515390 @ do (B.75)

00 @ 00 2
3 /4—27
4325[( O )t ©a

451303, _ 83, 9 a232]

920 23 [3 9233

8J3 500 < do 4J§,5aa ® do

3| 2315 oo 4325 ao 23;5% 4335%

J;-5/§ 4-27—

Weitere Gradienten der Tensoren zweiter Stufe

9 _

S2os (B.76)

8J3 1 2

5o =553 3%+%1)=ss5J, (B.77)

90 Q do %( EY; =P (B.78)
92, (s s—3J,) 1

0B Fye —P-s+s-P—§(s®6+6®s) (B.79)

Gradienten der Tensoren zweiter Stufe nach den inneren Variablen

9%Q _ 9 (oF 9 | 9F 9p
aq

dF 90
909q + )

9E do ~ dp do 90 do (B.80)

_ 0%, 98 9%Qp 9E _ gn _ am

T 9Eaq o aEaq do  dq  aq
Fur Entfestigung gilt:

05 dep fcm aep Eo — &1 Ec Ec E OF )
_ P [ o a(Ec—é)z 1 (o g, 2410
fcm 50—61 gc 'SC_‘S Ktu Kgu

dhp lup up (= tp N 2es el=)
+—= 2 Do) )+ ===
0 #po ( Kgu Ktzu E-<c Kgu Kt
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Fur Verfestigung qilt:
B
82Q2__&i 5_51 % 5_51 ﬂ
agaep B fem Gﬁp[(‘fo - 51) {aé ln(&o - 51) " & - 51]] (B89
B
_ P1 £,
= (50—51) (B.83

o8 G A o 4|8 [ E=n) , F
hD(l—k%) §o$1 J2hpep 0 Eo51 £

(1ky)2 [ ho _1] ln(,s—gl) ahD[ Pep 2/2hDep-ep]

" o)) | 2hoes Eot1) P& |np hoes ~ P2

L Ok (88 ahp |2 €p 2 | o
2(1-k3) " \ég<1) 9 |hp fhpep V2(hpep)¥2 D3 | /2hpep

L, A-kk o
ho(l— kD) € — &) | /Zhoep

Aquivalente plastische Verzerrungen nach den Spannungen:

& _ a9 2 2 om . am _ 0%Q _

90 _9gy3m-M= M50 ' 90 0000 M (B.84)

w
wINy

m:

3

Aquivalente plastische Verzerrungen nach den inneren Variablen:

o _ 0 2o 2 om . am _ 0%Q
g ~aqy3™ M T S 2 M eq ¢ g asaq (B.85)
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