Fehlerkontrolle bei
Finite—Element—Methoden
in der linearen Strukturdynamik

von

Astrid Maute

A

\
g

i
#

Bericht Nr. 33 (2001)
Institut fiir Baustatik der Universitdt Stuttgart
Professor Dr.-Ing. E. Ramm
Stuttgart 2001



© Astrid Maute

Berichte konnen bezogen werden iber:
Institut fiir Baustatik

Universitidt Stuttgart

Pfaffenwaldring 7

D-70550 Stuttgart

Tel.: 0711 / 685 6123

Fax: 0711 / 685 6130
http://www.uni-stuttgart.de/ibs/

Alle Rechte, insbesondere das der ﬁbersetzung in andere Sprachen, vorbehalten. Ohne Genehmi-
gung des Autors ist es nicht gestattet, diesen Bericht ganz oder teilweise auf photomechanischem,
elektronischem oder sonstigem Wege zu kommerziellen Zwecken zu vervielfdltigen.

ISBN 3-00-008177-1



Fehlerkontrolle bei
Finite—Element—Methoden
in der linearen Strukturdynamik

Von der Fakultdt fiir Bauingenieur— und Vermessungswesen
der Universitit Stuttgart zur Erlangung der Wiirde eines Doktors
der Ingenieurwissenschaften (Dr.-Ing.) genehmigte Abhandlung

vorgelegt von
Astrid Maute

aus Bietigheim-Bissingen

Hauptberichter: Prof. Dr.-Ing. Ekkehard Ramm
Mitberichter: Prof. Dr.-Ing. Karl Schweizerhof
Tag der miindlichen Priifung: 9. Februar 2001

Institut fiir Baustatik der Universitit Stuttgart
Stuttgart 2001



Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird die Fehlerkontrolle fiir Finite—Element~Verfahren zur
Analyse von geometrisch und materiell linearen Problemen in der Strukturdynamik be-
handelt. Die Fehlerbetrachtung ist die Grundlage von adaptiven Methoden, mit deren
Hilfe die Diskretisierung an die Fehlerverteilung angepafit und somit die Effizienz der nu-
merischen Berechnung erhtht wird.

Bei der numerischen Berechnung von Problemen in der Strukturdynamik entstehen Fehler
sowohl durch die zeitliche, wie auch die raumliche Diskretisierung. Es werden einige aus
der Literatur bekannte Verfahren vorgestellt, die den rdumlichen mittleren Diskretisie-
rungsfehler an einem Zeitpunkt oder den mittleren zeitlichen Fehler eines Zeitintervalls
in der Energienorm bestimmen. Diese Verfahren basieren auf der Verwendung der semi-
diskreten Formulierung mit der Newmark—Zeitintegration.

Der réumliche oder zeitliche mittlere Fehler in der Energienorm ist jedoch oftmals ein
ungeeignetes Maf fiir den Diskretisierungsfehler. Statt dessen ist es vorteilhafter, direkt
den Fehler einer vom Benutzer vorgegebenen Zustandsgréfie in einem bestimmten Gebiet
zu bestimmen.

Es werden Verfahren zur Fehlerkontrolle basierend auf dem Dualitétsprinzip eingefiihrt,
um den Fehler in einer beliebigen ZustandsgroBe in beliebigen rdumlichen und zeitlichen
Gebieten zu kontrollieren. Zusétzlich kann mit Hilfe des Dualitéitskonzeptes der zeitli-
che Verlauf des Fehlers erfalt werden. Fiir diese Verfahren wird vorausgesetzt, daB das
Problem in einer reinen Finite-Element-Formulierung vorliegt, wie z.B. der diskontinuier-
lichen Time Galerkin Methode. Das duale Problem, das fiir die Probleme in der linearen
Strukturdynamik hergeleitet wird, stellt dabei den Einflul der zu bestimmenden lokalen
Fehlergrofie in rdumlicher und zeitlicher Richtung dar.

Beispiele belegen, dafl durch die Einfiihrung des dualen Problems der Fehler in bestimmten
Gréflen und beliebigen rdumlichen Gebieten dargestellt, sowie der zeitliche Fehlerverlauf
erfaflt werden kann.- Vergleiche mit den aus der Literatur bekannten Methoden der Feh-
lerapproximation verdeutlichen das Potential der Fehlerbestimmung mit Hilfe von dualen
Methoden.



Abstract

Errors in numerical analysis of structural dynamics are due to the spatial and temporal
discretization. A few methods from literature will be presented for estimating the average
spatial discretization error in the energy norm at a specific point in time. The avera-
ge temporal error of a time interval can be measured accordingly. These methods for
controlling the error are based on the semidiscrete formulation and the Newmark-time
integration. The efficiency of the adaptive error control can be improved by specifying
the variable and the domain for error control instead of using the average error in the
energy norm.

The concept of dual problem is introduced for controlling the error in user specified spatial
and temporal domains. The problem must be formulated by a finite-element method in
space and time, such as the Discontinuous Time Galerkin method. The dual problem,
which is derived for linear structural dynamics, represents the influence of the local error
control variable in space and time. By introducing the dual concept it is possible to con-
trol the error in different variables, as well as the evolution of the error in time.

Examples verify that the error can be measured in different quantities in user defined
spatial domains by introducing dual problems. Also, the evolution of the error in time
can be controlled. By comparing the dual approach with the traditional methods for error
control, the potential of error control based on the dual concept is illustrated.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Zielsetzung und Motivation

Probleme der Strukturdynamik werden meist mit Hilfe von Naherungsverfahren, wie
2.B. der Finiten-Element Methode, numerisch analysiert. Hierfiir mufl das Problem
zunfichst in riumlicher und zeitlicher Richtung diskretisiert werden. Dies fiihrt auf ei-
ne grofie Anzahl von Unbekannten. Daher sind numerische Berechnungen in der Struk-
turdynamik aufwendig. Mit Hilfe von adaptiven Methoden soll der numerische Aufwand
zum Lisen der Probleme optimiert werden, d.h. es soll die maximale Genauigkeit der
Losung bei minimaler Rechenzeit und Speicherbedarf erreicht werden. Die Genauigkeit
wird durch den Fehler in der Diskretisierung charakterisiert. Mit Hilfe von verschiedenen
Verfahren kann der zeitliche und der riumliche Diskretisierungsfehler in der Strukturdy-
namik berechnet werden. Die Fehler werden dabei in der globalen Energienorm gemessen,
wobei der durchschnittliche rdumliche Fehler und der zeitliche Fehler an jedem einzelnen
Zeitpunkt bestimmt wird. In dieser Arbeit werden mit Hilfe von dualen Problemen Fehler-
indikatoren fiir variable Fehlergrofien entwickelt. Mit Hilfe dieser Methode kann z.B. der
Fehler in den Verschiebungen oder Geschwindigkeiten in einem beliebigen Gebieten be-
rechnet, und der Einflu§ der Fehler von zuriickliegenden Zeitschritten mit beriicksichtigt
werden. Die Fehlerbestimmung mit Hilfe von dualen Problemen wird fiir die geometrisch
und materiell lineare Strukturdynamik hergeleitet.

Die Bewegungsgleichung der Strukturdynamik stellt eine partielle Differentialgleichung
(PDG) dar, die nur fiir wenige Probleme analytisch geldst werden kann. Um die Differ-
entialgleichung numerisch 16sen zu kénnen, mufl die PDG zunéichst diskretisiert werden.
Durch die Verwendung der Finite-Element (FE) Methode kann das rdumliche Gebiet dis-
kretisiert werden, wodurch die PDG auf eine gewdhnliche Differentialgleichung in der Zeit
reduziert wird. Diese Formulierung wird deshalb auch semidiskrete Bewegungsgleichung
genannt. Die semidiskrete Gleichung kann mit Hilfe der Orthogonalitét der Eigenvektoren
in ein entkoppeltes Gleichungssystem iiberfiihrt werden. Diese Methode wird Modalana-
lyse genannt. Die unabhsingigen Gleichungen sind mit geringem numerischen Aufwand zu
16sen. Jedoch miissen zu Beginn der Berechnung die Eigenwerte und Eigenvektoren der
Diskretisierung bestimmt werden. In Kombination mit adaptiven Methoden steigt durch



die Neubestimmung der Eigenwerte und Eigenvektoren bei der Anpassung der Diskreti-
sierung der numerische Aufwand an. Deshalb wird in dieser Arbeit diese Methode nicht
verwendet. Die semidiskrete Bewegungsgleichung kann in ein Differentialgleichungssystem
erster Ordnung in der Zeit umgeformt werden. Dadurch kénnen die Ansatzordnungen in
zeitlicher Richtung niederer als bei der Differentialgleichung zweiter Ordnung in der Zeit
gewdhlt werden. Jedoch verdoppelt sich durch das unbekannte zweite Feld die Anzahl der
Unbekannten, wodurch der numerische Aufwand und der Speicherbedarf ansteigt. Wird
die Differentialgleichung zweiter Ordnung in der Zeit verwendet, so muf nur nach einem
unbekannten Feld gelost werden. Zur Losung der semidiskreten Bewegungsgleichung wird
der Zeitraum in einzelne Zeitintervalle unterteilt, die nacheinander berechnet werden.
Dieses Vorgehen fithrt auf die direkten Zeitintegrationsverfahren. Hierzu gehéren
u.a. die Newmark-Methode, das Wilson-60— und die HHT-o-Verfahren. Die Zeitschritt-
gréfle kann bei den direkten Zeitintegrationsverfahren ohne grofien numerischen Aufwand
kontrolliert und angepafit werden, weshalb sie in dieser Arbeit verwendet werden. Es wird
die Differentialgleichung zweiter Ordnung in der Zeit mit der direkten Zeitintegration un-
ter der Verwendung von Newmark-Ansitzen gelost.

Finite-Elemente konnen ebenso zur Zeitdiskretisierung verwendet werden. Dies fiihrt
auf die Raum-Zeit FE-Formulierungen. Die ersten verwendeten Raum-Zeit FE-
Formulierungen in der Strukturdynamik basieren auf dem Prinzip von Hamilton. Dabei
wird der Zeitverlauf mit zeitlich kontinuierlichen Funktionen dargestellt. Fin Nachteil
dieser Formulierung ist, dafl durch die zeitlich kontinuierlichen Ansatzfunktionen alle Zeit-
schritte miteinander gekoppelt sind. Dadurch entsteht ein einziges groBes Gleichungssy-
stem, das geldst werden muf. Zeitlich kontinuierlichen Funktionen zur Zeitdiskretisierung
haben sich deshalb nicht durchgesetzt. Alternativ dazu kénnen zeitlich diskontinuierliche
FE-Ansitze verwendet werden. Darauf basierende Methoden werden als ,, Discontinuous
Time Galerkin“~Methoden (DTG) bezeichnet. Die unbekannten Felder sind iiber die
Zeitintervallgrenzen diskontinuierlich. Hulbert und Hughes [48][50] haben diesen Ansatz
in die Strukturdynamik eingefiihrt. Sie haben die Formulierung hergeleitet, sowie Kon-
vergenz, Stabilitit und Genauigkeit untersucht. Trotz der Vorteile, daf8 die Algorithmen
stabil sind und eine hohere Genauigkeitsordnung in der Zeit besitzen als die Verfahren
basierend auf der semidiskreten Formulierung, hat sich die DTG-Methode in der Struk-
turdynamik nicht durchgesetzt. Der numerische Aufwand steigt bei den DTG-Methoden
an. Die Anzahl der Unbekannten erhoht sich und es muf eine zeitliche Integration durch-
gefiihrt werden. Die Raum-Zeit FE-Formulierung erméglicht jedoch die Entwicklung von
neuen Fehlerschétzern. Deshalb wird in dieser Arbeit die DTG-Methode verwendet.

Der Rechenaufwand in der Strukturdynamik liegt vorallem in dem wiederholten Lisen
der Bewegungsgleichung in der Zeit. Mit Hilfe von adaptiven Methoden, die die op-
timale Diskretisierung finden, wird der numerische Aufwand reduziert. Die optimale
Diskretisierung ist von der Zeit abhéingig und wird durch die maximale Genauigkeit der
Losung bei minimaler Rechenzeit und Speicherbedarf charakterisiert. Rechenzeit und
Speicherbedarf werden vereinfacht durch die Anzahl der Unbekannten gemessen. Die Ge-



nauigkeit wird mit Hilfe des Diskretisierungsfehlers kontrolliert. Andere Fehlerarten, wie
2.B. der Modellierungsfehler, der durch die Wahl des physikalischen Modells entsteht, die
Berechnungsfehler, die z.B. durch iterative Loser und numerische Integration verursacht
werden, werden in dieser Arbeit nicht beriicksichtigt. Da die exakte Losung des Problems
nur in Ausnahmefdllen bekannt ist, kann auch der exakte Fehler, die Differenz zwischen
der exakten und numerischen Losung, nicht berechnet werden. Deshalb werden Metho-
den verwendet, die es erméglichen, den Diskretisierungsfehler zu schitzen. Da a-priori
Methoden den Fehler vor der numerischen Berechnung abschétzen, sind sie nicht sehr
genau. A-priori Methoden werden deshalb selten in adaptiven Algorithmen verwendet.
A-posteriori Methoden verwenden zur Abschitzung des Fehlers die numerische Losung
selbst. Dadurch konnen sie den Fehler genauer als a—priori Methoden bestimmen. Diese
Arbeit beschrinkt sich auf a-posteriori Methoden. Die Genauigkeit wird erhoht, bzw.
der Diskretisierungsfehler reduziert, indem die Diskretisierung an die Fehlerverteilung an-
gepafit wird. Bei der r-Adaptivitit werden die vorhandenen FE-Knoten entsprechend
der Fehlerverteilung verschoben. Der Fehler kann deshalb nicht stark reduziert werden.
Sehr viel effektiver wird der Fehler mit Hilfe der p-Adaptivitét, d.h. der Anpassung der
Ordnung der Ansatzfunktionen an die Fehlerverteilung, reduziert. Bei der h-Adaptivitat
werden die Elementgrofien entsprechend der Fehlerverteilung berechnet. Werden struk-
turierte FE-Netze verwendet, so wird die Elementgréfie durch Elementunterteilung und
~vergréberung variiert. Bei der Verwendung von strukturierten Netzen ist der Dateniiber-
trag einfach, numerisch nicht aufwendig und relativ genau. Jedoch hingt die Diskretisie-
rung immer von der ersten gewihlten Diskretisierung ab, weshalb strukturierte FE-Netze
nicht so flexibel in der Anpassung der Diskretisierung sind. Unstrukturierte FE-Netze
mit Neuvernetzungsstrategien sind in der Anpassung an die Fehlerverteitung vollstindig
unabhingig von der vorherigen Diskretisierungen. Jedoch wird die hohe Flexibilitdt mit
einem hoheren numerischen Aufwand bei der Neuvernetzung und bei der Dateniibertra-
gung, dic zudem im Vergleich zu strukturierten Netzen ungenauer ist, bezahlt. In dieser
Arbeit werden unstrukturierte FE-Netze mit der Neuvernetzungsstrategien aufgrund der
besseren Anpassung an die Fehlerverteilungen verwendet.

Bei der Berechnungen von dynamischen Problemen entstehen Fehler sowohl durch die
zeitliche wie auch die rdumliche Diskretisierung. So wird bei -der Fehlerbestimmung
zwischen dem zeitlichen und riumlichen Fehler unterschieden. Methoden, um den
Zeitschritt bei der semidiskreten Formulierung zu steuern, sind fast genauso weit verbrei-
tet wie die semidiskrete Formulierung selbst. Park und Underwood [94] haben vorge-
schlagen, die Zeitschrittgrofie an der ,hochsten auftretenden Frequenz“ der Berechnung
auszurichten. Bergan und Mollestad [20] erweitern dieses Vorgehen und bestimmen die
Zeitschrittgrofe mit der ,aktuellen hochsten Frequenz®. Bei einem anderen Ansatz wird
anstatt der physikalischen Grofe der Frequenz der lokale Fehler, d.h. der Fehler eines
Zeitintervalls, verwendet. Bei den ersten Ansitzen den zeitlich Fehler eines Zeitintervalls
abzuschitzen, wurde der Zeitschritt mit zwei unterschiedlichen Zeitschrittweiten oder mit
Ansitzen von unterschiedlicher zeitlicher Genauigkeitsordnung berechnet und die Ergeb-
nisse miteinander verglichen. Der numerische Aufwand ist bei diesen Ansétzen sehr hoch.



Der numerische Aufwand, den Zeitschritt durch den zeitlich lokalen Fehler zu kontrol-
lieren, wurde durch die Arbeit von Zienkiewicz und Xie {112} stark reduziert. Dabei
wird eine verbesserte Verschiebungslésung durch eine zeitliche Taylorreihenentwicklung
berechnet. Die Ableitungen héherer Ordriung der Taylorreihe werden iiber finite Dif-
ferenzenquotienten bestimmit. Der Verschiebungsfehler eines Zeitintervalls wird durch
die Differenz zwischen den verbesserten Verschiebungen und der numerisch berechneten
Verschiebungslosung bestimmt. Mit Hilfe des lokalen Fehlers kann die Grofle des Zeit-
schrittes kontrolliert und gegebenenfalls angepafit werden. Dieser Ausatz wurde auf die
Abschitzung des Geschwindigkeitsfehlers erweitert sowie die Qualitdt der Abschétzun-
gen weiter verbessert, s. Wiberg et al. [100], Li [61], Riccius [80]. Der zeitlich lokale
Fehler wird in dieser Arbeit mit Hilfe dieser algorithmisch einfachen und numerisch effi-
zienten Methoden bestimmt. Wird die ,Discontinuous Time Galerkin“~Methode (DTG)
zur Diskretisierung der Zeit verwendet, so kann der zeitliche Fehler eines Zeitintervalls
einfach durch den Sprung, z.B. in den Verschiebungen und Geschwindigkeiten, tiber die
Zeitintervallgrenzen gemessen werden [61]. Die beschriebenen Methoden schétzen den
lokalen Fehler eines einzelnen Zeitintervalls ab. Es wurde ebenso versucht, anstatt
den Fehler in jedem Zeitschritt zu kontrollieren, den Fehler am Ende der Berechnung,
unter Beriicksichtigung der Fehler von allen bisherigen Zeitschritten, zu bestimmen. Da-
bei werden die zeitlich lokalen Fehler, die in der Energienorm gemessen werden, iiber alle
bisherigen Zeitschritte aufsummiert [112][100]. Dieses Vorgehen fiihrt auf die zeitlich
globalen Fehler. In dieser Arbeit wird bei der Anwendung der zeitlich globalen Feh-
lerbestimmung gezeigt, daff der globale Fehler durch die einfache Summation der lokalen
Fehler nicht gut approximiert werden kann,

Der riumliche Diskretisierungsfehler der dynamischen Berechnung wird an den ein-
zelnen Zeitpunkien bestimmt, chne den Einflul der Fehler der vorherigen Zeitschritte
zu beriicksichtigen. Dadurch kdnnen dieselben Methoden wie fiir die Approximation des
Fehlers in der statischen Strukturanalyse verwendet werden. Der Fehler in der Verzer-
rungsenergie wird durch die Nachbehandlung der numerischen Lésung bestimmt. Dabei
wird der Spannungsfehler durch die Differenz aus den unstetigen FE-Spannungen zu den
verbesserten stetigen Spannungen berechnet. Die stetige Spannungslosung kann mit Hilfe
der einfachen Mittelung der Spannungswerte an den FE-Knoten, der globalen oder lo-
kalen Lo—Projektion oder durch die lokale Quadratminimierung der Spannungen in den
superkonvergenten Punkten bestimmt werden. Die zuletzt erwihnte Methode wurde von
Zienkiewicz und Zhu [113] [114] entwickelt und wird ,Superconvergent Patch Recovery“
(SPR) genannt. Zusitzlich zu dem Fehler in der Verzerrungsenergie mufl bei der dynami-
schen Strukturanalyse auch der Fehler in der kinetischen Exnergie bestimmt werden. Das
Konzept der Bestimmung von verbesserten Spannungen mit Hilfe von superkonvergenten
Punkte wurde von Wiberg et al. [102] auf die Bestimmung von verbesserten Geschwin-
digkeiten erweitert. Da die superkonvergenten Punkte fiir die Geschwindigkeitsappro-
ximationen jedoch nur ab quadratischen rdumlichen Ansatzordnungen existieren, wurde
fiir lineare Elemente von Riccius [80] vorgeschlagen, durch die Nachbehandlung der Ge-
schwindigkeitslosung , verschlechterte Geschwindigkeiten zu berechnen und damit den



Fehler in der kinetischen Energie zu approximieren. Die Methoden zur Bestimmung des
rdumlichen Fehlers sind einfach in bestehende Algorithmen zu implementieren. Es wird
dabei der durchschnittliche rdumliche Fehler der Strukturantwort zu einem Zeitpunkt be-
stimmt. Der riumliche Fehler wird ebenso wie der zeitliche Fehler in der Energienorm
gemessen. In dieser Arbeit wird sowoh! der Fehler in der Verzerrungsenergie wie auch in
der kinetischen Energie mit Hilfe der Methoden basierenden auf den Superkonvergenzei-
genschaften bestimmt. Die Kombination der zeitlichen mit der réumlichen Adaptivitét
wurde kaum untersucht [61]. In dieser Arbeit werden hierzu einige Untersuchungen vor-
genommen.

In jiingster Zeit wurde ein allgemeines Konzept der Fehlerbestimmung vorgestellt,
das auf der Auswertung eines zusitzlichen, dualen Problems beruht, s. Johnson et al. [55]
und Eriksson et al. [35]. Durch die Einfithrung des dualen Problems, das den Einflufl der zu
bestimmenden Fehlergrofie in Raum und Zeit darstellen kann, ist es moglich, die Fehler in
verschiedenen physikalischen Grofien, z.B. Verschiebungen, Spannungen, direkt zu messen.
Ebenso kann der Fehler eines bestimmten riumlichen Gebietes und der zeitliche Fehler-
verlauf unter Beriicksichtigung der Fehler der vorherigen Zeitschritten dargestellt werden.
Diese Flexibilitit in der Fehlerbestimmung wird durch die Koppelung des urspriinglichen
Problems mit dem dualen Problem erreicht. Um dieses allgemeine Konzept zur Fehler-
bestimmung anwenden zu kénnen, muf das Problem in einer reinen FE-Formulierung
vorliegen. Nur dann kann das duale Problem hergeleitet und die Galerkin Orthogonalitit
zur Abschiitzung des Fehlers verwendet werden. Das duale Problem, daff die Einflufiver-
teilung auf die zu bestimmenden Fehlergréfie darstellt, kann bei der Fehlerbestimmung
durch eine einzige Konstante, der sogenannten Stabilitdtskonstante ersetzt werden. Die
Stabilitstskonstante schitzt dabei die Einflufiverteilung des dualen Problems ab. Da das
duale Problem nur durch eine einzige Konstante ersetzt wird, kann die Fehlervertéilung
nicht genau wiedergegeben werden. Deshalb ist dieses Vorgehen nicht zur Steuerung
von adaptiven Methoden eignet. Der Einflu§ auf die zu bestimmenden Fehlergrofie kann
ebenso durch die numerische Auswertung des dualen Problems dargestelit werden. Dies
filhrt auf eine genauere Fehlerverteilung und ermdglicht eine effizientere adaptive An-
passung der Diskretisierung. Der Problenikreis auf den die Fehlerbestimmung mit Hilfe
von dualen Problemen angewendet wird, wurde in den letzten Jahren sténdig erweitert,
z.B. von der geometrisch und materiell linearen Statik auf nichtlineare statische Proble-
me, Transportprobleme und Optimierungsaufgaben. Der bekannte Fehlerschitzer von
Babuska und Miller [5] kann in das Konzept der Fehlerbestimmung mit Hilfe von dualen
Problemen eingeordnet werden. In den urspriinglichen Arbeiten {55][35] und in zahlrei-
chen fortfiilhrenden Arbeiten, u.a. [88][76][18], werden formale mathematische Aspekte,
wie z.B. Schrankeneigenschaften der Fehlerabschitzung, betont. Es wird dabei wenig auf
die algorithmische Umsetzung und Anwendung der Methode eingegangen. Die Fehlerbe-
stimmung mit Hilfe von dualen Problemen wurde bisher noch nicht auf die Probleme der
dynamischen Strukturanalyse angewendet. Gerade bei der aufwendigen Berechnung von
zeitabhiingigen Probleme ist zur Steuerung einer adaptiven Methode die Kontrolle von
bestimmten Fehlergrofien in begrenzten Gebieten iiber die Zeit wiinschenswert. In dieser



Arbeit wird die Fehlerbestimmung mit Hilfe von dualen Problemen auf die geometrisch
und materiell lineare Strukturdynamik erweitert. Dazu wird eine reine FE~Formulierung
mit diskontinuierlichen zeitlichen Ansétzen (DTG) verwendet. Das duale Problem wird
fiir diese Formulierung hergeleitet und Fehlerindikatoren entwickelt, die den zeitlichen und
rdumlichen Fehler tiber die Zeit approximieren. In ersten Beispiele wird gezielt der lokale
Fehler in den Verschiebungen und Geschwindigkeiten {iber die Zeit kontrolliert.

Der Nachteil der Fehlerbestimmung mit Hilfe von dualen Problemen ist, daf eine reine
FE-Formulierung verwendet werden muff. Die DTG-Methode ist in der dynamischen
Strukturanalyse nicht sehr verbreitet, da sie numerisch aufwendiger ist und einen héheren
Speicherbedarf hat als die semidiskrete Formulierung mit der Newmark-Zeitintegration.
Arbeiten zur Anwendung der Fehlerbestimmung mit Hilfe von dualen Problemen bei
der semidiskreten Bewegungsgleichung existieren bisher noch nicht. Jedoch eréffnet
die Kombination der Semidiskretisierung mit der flexiblen Fehlerkontrolle in der dynami-
schen Strukturanalyse neue Moglichkeiten der Fehlerkontrolle. In dieser Arbeit wird durch
die Verwendung von dualen Problemen an einem Zeitpunkt der riumliche Fehler in einem
bestimmten Gebiet und in einer bestimmten physikalischen Gréi8e bestimmt. Der zeitliche
Verlauf des Fehlers kann nicht dargestellt werden.

1.2 Gliederung

In Kapitel 2 werden zun#chst die Grundlagen der Strukturdynamik eingefiihrt. Es wer-
den Begriffe wie Leistung, Arbeit und Energie in der Dynamik definiert. Die variatio-
nellen Formulierungen, mit deren Hilfe die starke Form der Bewegungsgleichung in die
schwache Form iiberfiihrt werden kann, werden eingefiihrt. Es wird die , Discontinuous
Time Galerkin“~Methode (DTG-Methode) und die semidiskrete Formulierung mit der
Newmark-Zeitintegration verwendet. Die unterschiedlichen schwachen Formulierungen
werden in der Zeit mit finiten Elementen (FE) und finiten Differenzen (FD) diskretisiert.
Die Unterschiede der Formulierungen werden herausgearbeitet

Kapitel 3 gibt einen Uberblick iiber die Fehlertypen und die Methoden der Fehlerbe-
stimmung. Die verschiedenen Fehler werden zunfichst klassifiziert. Die Methoden zur
Bestimmung des Diskretisierungsfehlers werden eingeteilt. Besonders wird auf den Un-
terschied zwischen dem lokalen und globalen Fehler im Zusammenhang mit der zeitlichen
und riumlichen Fehlerkontrolle eingegangen. Die verschiedenen adaptiven Strategien wer-
den vorgestellt.

In Kapitel 4 wird durch die Einfiihrung des dualen Problems ein allgemeiner Fehlerindika-
tor entwickelt, der den Fehler in verschiedenen physikalischen Gré8en in einem Gebiet iiber
die Zeit hinweg darstellen kann. Die Fehlerbestimmung mit Hilfe von dualen Problemen
beruht auf der Formulierung der semidiskreten Bewegungsgleichung mit DG-Anséitzen in
der Zeit. Zun#ichst wird das urspriingliche Problem definiert und anschliefend das duale



Problem hergeleitet. Die Rolle des dualen Problems wird anschaulich erklirt. Besonders
wird auf die Bedeutung des dualen Problems fiir den Fehler in verschiedenen Gréfien ein-
gegangen. Numerische Beispiele zeigen, dafl mit dieser Methode der zeitliche Verlauf des
lokalen Fehlers dargestellt werden kann. Vergleiche mit den bekannten globalen Fehlerin-
dikatoren (s. Kapitel 5) verdeutlichen die Vorteile des allgemeinen Fehlerindikators.

In Kapitel 5 werden ausschliellich Fehlerindikatoren verwendet, die auf der semidiskreten
Formulierung mit der Newmark-Zeitintegration basieren. Das Konzept der Fehlerkontrol-
le bei der semidiskreten Formulierung wird erkldrt und mit dem Vorgehen in Kapitel 4
verglichen. Zunichst werden die Indikatoren fiir den zeitlichen Fehler eingefiihrt. Anhand
von Beispielen werden die aus der Literatur bekannten zeitlichen Fehlerindikatoren in Ka-
pitel 5.2 miteinander verglichen und bewertet. Der Unterschied zwischen zeitlich lokalen
und globalen Fehlern wird anhand von Beispielen erldutert. Die Effektivitit der adaptiven
Zeitschrittsteuerung wird an einem Beispiel gezeigt. Anschlieflend wird in Kapitel 5.3.1
ein Uberblick iiber die Verfahren zur Approximation des riumlichen Diskretisierungs-
fehlers gegeben. In dieser Arbeit wird der Fehler mit verbesserten Losungen ermittelt.
Der Diskretisierungsfehler wird in der Dehnungsenergie und in der kinetischen Energie
bestimmt. Anhand von Beispiclen wird das vorgeschlagene Vorgehen iiberpriift und die
Vorteile der rdumlichen' Adaptivitit dargestellt. Die Methode der Fehlerbestimmung mit
Hilfe von dualen Problemen wird in Kapitel 5.3.3 auf die semidiskrete Gleichung iiber-
tragen. Zunéchst wird der Unterschied zwischen der FE- und FD-Diskretisierung in der
Zeit dargestellt. Das Vorgehen stiitzt sich auf die Herleitung des allgemeinen Indikators
in Kapitel 4. Die Annahmen und Vereinfachungen zur Entwicklung des Indikators wer-
den erléutert. Der entwickelte Fehlerindikator kontrolliert den riumlich lokalen Fehler zu
einem Zeitpunkt. Der Unterschied zu den riumlich globalen Fehlerindikatoren wird an
Beispielen verdeutlicht und die Vorteile der lokalen Fehlerkontrolle gezeigt.

In Kapitel 6 wird der adaptive Algorithmus untersucht. Verschiedene Moglichkeiten zur
Steuerung des Zeitpunktes der Fehlerkontrolle werden vorgeschlagen und diskutiert. Ein
besonders kritischer Punkt ist die Genauigkeit der iibertragenen Daten bei der Neuver-
netzung. Die Notwendigkeit der Korrektur der transferierten Daten wird gezeigt. Die
Techniken und Methoden der Nachbehandlung der transferierten Daten zur Verbesse-
rung der Losung aus der Literatur werden vorgestellt‘ und an Beispielen getestet. Die
Schwierigkeit der Kontrolle des raumlichen und zeitlichen Fehlers mit Hilfe von adaptiven
Methoden wird anhand von Beispielen diskutiert.

Abschlieend werden in Kapitel 7 die wichtigsten Ergebnisse zusammengefaft und Anre-
gungen fiir kiinftige Entwicklungen gegeben.

Im Anhang sind Ergénzungen zu einzelnen Themen aufgefiihrt. Die Eigenschaften der
verschiedenen Zeitintegrationsverfahren werden untersucht. Die Zeitintegration mit der
Newmark-Methode wird mit den zeitlichen finiten Element Ansétzen verglichen. Das
Pridiktor-Multikorrektor Verfahren, mit dem die DTG-Formulierung gelést wird, wird



vorgestellt. Verschiedene Formulierungen der Strukturdynamik erster und zweiter Ord-
nung in der Zeit werden im Hinblick auf die Fehlerdarstellung mit Hilfe von dualen Pro-
blemen untersucht.



Kapitel 2

Grundgleichungen der linearen
Strukturdynamik

In diesem Kapitel werden die Grundgleichungen der geometrisch und materiell linearen
Strukturdynamik eingefithrt. Zunéichst werden Arbeit und Leistung in der Dynamik defi-
niert. Aufbauend auf den variationellen Formulierungen werden unterschiedliche Diskreti-
sierungsmethoden eingefiihrt. In dieser Arbeit werden die , Discontinuous Time Galerkin®
(DTG) Methode und das finite Differenzen (FD) Verfahren zur Zeitdiskretisierung ver-
wendet. In Kapitel 2.3.1 wird die DTG-Methode fiir die Einfeldformulierung beschrieben.
In Kapitel 2.3.2 wird die semidiskrete Formulierung mit Newmark—Ansétzen zur Zeitinte-
gration eingefiihrt. Im folgenden werden fiir beide Diskretisierungsmethoden, die DTG-
Methode und das FD-Verfahren, die Unterschiede in den Grundlagen der Formulierung
und daraus folgend die Unterschiede in der Diskretisierung gezeigt. Im Anbang B wird
auf die Eigenschaften der Zeitintegrationsverfahren eingegangen. Fiir eine ausfiihrliche
Einfiihrung in die Dynamik wird auf die Literatur verwiesen. Einen Uberblick tiber Zei-
tintegrationsverfahren und deren Grundlagen und Eigenschaften geben z.B. Hughes (461,
Zienkiewicz et al. [109][110] und Argyris et al.[3].

2.1 Grundgleichung

Es wird zunichst die starke Form der linearen Elastodynamik eingefithrt. Das rdumliche
Gebiet wird mit  bezeichnet und der Rand 89 mit T'. Das Problem der Strukturdynamik
stellt ein Anfangs— und Randwertproblem auf dem Raum-Zeit Gebiet @ = Q x I in R?
dar.

pit + diptt — dyV -0 (Vi) ~V-o(Vu) =P aufQ x (0,7) (2.1)
wu=1i aufl,x(0,T) (2.2)

n-o(Vu)=1t auflyx(0,7T) (2.3)

u(z,ty) =T fire e (2.4)

wle, to) =% fire € N (2.5)



Die Dimension des Raumes R” wird mit n bezeichnet. Das Zeitintervall T ist definiert
durch I = (0, 7). Die Verschiebungen werden mit u bezeichnet, der Spannungstensor mit
o und P sind die dufleren Lasten. Die duBeren Lasten sind in dieser Arbeit von der Zeit
abhéingig und unabhingig von dem Verschiebungszustand. Die Materialdichte wird mit p
bezeichnet. Die vorgeschriebenen Randspannungen sind auf dem Rand I'; mit ¢ gegeben,
wobei n der Normalenvektor auf dem Rand T ist. Die vorgeschriebenen Verschiebun-
gen % sind auf dem Rand T, angegeben. Es wird lineares elastisches Materialverhalten
angenommen.

o(Vu) =D -Vu (2.6)

Der Materialtensor wird mit D bezeichnet. Gleichung (2.1) stellt die Bewegungsgleichung
mit viskoser, d.h. geschwindigkeitsabhingiger, Dimpfung dar [46]. Vereinfachend wird
Rayleigh Ddmpfung mit den massen— und steifigkeitsproportionalen Diampfungstermen
angenommen. Uber die Parameter d; und dy konnen die Déampfungseigenschaften beein-
fluft werden. Diese Art der Ddmpfung ist einfach anzuwenden, da sie keine zusitzlichen
physikalischen Gesetze ben6tigt und wird deshalb hiufig bei numerischen Berechnungen
benutzt. Jedoch ist die Grofie der Ddmpfungsparameter d; und dy nicht leicht zu bestim-
men [3].

Die Gleichungen (2.2) und (2.3) sind auf den Réndern definiert mit

LUl = T =00 (2.7)
r,AT,= 0 (2.8)

Die Anfangsbcdmgungen (2.4) und (2.5) sind in den Verschiebungen %, und Geschwin-
digkeiten %y zum Zeitpunkt ¢y = 0 gegeben.

Die starke Form der Bewegungsgleichung (2.1-2.3) wird abgekiirzt mit
Lu="TP (2.9)

L ist der lineare Operator der starken Form. Der Lastoperator wird in der abgekiirzten
Schreibweise der starken Form mit P bezeichnet.

2.2 Grundbegriffe

Fiir die Herleitung der Bewegungsgleichung in der schwachen Form werden die folgenden
Grundbegriffe eingefiihrt:

o Leistung W
o Arbeit W = [, Wat

e Energie £ = —W
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Arbeit In der Statik entspricht die duflere Arbeit:
W:/P~udﬂ (2.10)
Q

In der linearen Kinetik sind die Verschiebungen von der Zeit abhingig @ = du/dt. Die
von einer Last verrichtete duffiere Arbeit ist damit

W= /t /Q P(t) - 4 dOdt (2.11)

wobei der Integrand die Leistung W = P - 4 darstellt. Bei einem linear elastischen
Gesamtsystem kénnen folgende Arbeiten auftreten:

Dehnungsarbeit
t2 1 123
Witr = “‘/ / U'(V'U:) -V dQdt = — - [/ U'(V’U,) «Vu dﬂ] (212)
t1 Q 2 Q t1
Déampfungsarbeit
123
Waam = —/ / [pdlu -4~ doV - o(V) - u} dQdt (2.13)
u Jo
Arbeit durch Massenbeschleunigung
t2 123
kaz—/ /p'il-udet:—-l—[/pu-udQ:' (2.14)
u Ja 2l Ja f
Auflere Arbeit
i2
Wegt = / / P-4 dQdt (2.15)
31 0

Die Dehnungsarbeit und die Arbeit aus der Massenbeschleunigung kann durch die Arbei-
ten zu den zwei Zeitpunkten #; und ¢, berechnet werden. Diese Arbeiten besitzen Poten-
tialeigenschaften, d.h. sie sind weg— und zeitunabhiingig. Die Démpfungsarbeit hingegen
ist weg~ und zeitabhingig. Die dufiere Arbeit W,,,; besitzt nur Potentialeigenschaften,
wenn die Last P weg— und zeitunabhéingig ist. Fiir eine genaue Beschreibung von Lasten
mit Potentialeigenschaften wird auf Schweizerhof et al. [83] verwiesen.

Energie Die Arbeiten mit Potentialeigenschaften kénnen von dem System gespeichert
und wiedergewonnen werden. Sie werden als Energie bezeichnet.

o potentielle Energie
Epot =W — Weur  bzw. Epot = —Wstr (216)

Bei der potentiellen Energie wird unterschieden, ob die dufiere Last Potentialeigen-
schaften besitzt oder nicht.

e kinetische Energie

Eyin = "chz'n (217)
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Arbeitssatz Der Arbeitssatz sagt aus, dafl die Summe aller an einem System verrich-
teten Arbeiten zu null werden mu$.

Whin + Waam + Wetr + Wezr =0 (218)

Der Arbeitssatz kann, da nur Zusténde miteinander verglichen werden, keine Aussage iiber
den zeitlichen Verlauf der Bewegung des Systems machen. Der momentane Zustand wird
durch die zeitliche Ableitung der Arbeit, der Bilanzgleichung der Leistung, beschrieben.

Wkin + Wdam + Wstr + Wemt =0 (219)

Werden die Leistungsterme aus (2.12)—(2.15) eingesetzt, so ergibt sich die schwache Form
der Bewegungsgleichung.

—/ [pii + pdyis - 4oV - o(Vit) - V- o(Vu) — P| -4 d2 =0 (220)

Raumliche und zeitliche variationelle Formulierung Um finite Elemente in rdum-
licher und zeitlicher Richtung benutzen zu kénnen, wurden verschiedene Ansitze, die auf
unterschiedlichen Grundlagen beruhen, unternommen. Eine Art der Herleitung, [4][70],
basiert auf dem Prinzip von Hamilton. Baruch et al. [15] kénnen mit Hilfe des Prinzip
von Hamilton nur fiir bestimmte Anfangs— und Endbedingungen (¢ = 0 bzw. t = T') eine
stabile raumlich und zeitlich schwache Formulierung herleiten. Peters et al. [72] zeigen,
da8 fiir die Verfahren basierend auf dem Prinzip von Hamilton im allgemeinen die Stabi-
litit und die Konvergenz nicht garantiert werden kann.

Bei einem anderem Ansatz wird direkt die Differentialgleichung bzw. eine variationelle
Formulierung verwendet, [48][72][50]. Diese Formulierung ist gegeniiber den Ansitzen,
die auf dem Prinzip von Hamilton basieren, allgemein giiltig, d.h. die Konvergenz kann
fiir beliebige Rand— und Anfangswertprobleme garantiert werden. Die Verfahren basie-
rend auf dem Prinzip von Hamilton sind ein Spezialfall der variationellen Formulierung.
Fiir einen Vergleich der Ansiitze, die auf Hamilton’s Prinzip basieren, und einer variatio-
nellen Formulierung wird auf Peters et al. [72] verwiesen.

Die variationelle Formulierung wird durch die Wichtung der Differentialgleichung der
Strukturdynamik (2.1) mit den Funktionen 1 gewonnen.

// [pit + pdrtt — oV - (V) ~ V - o(Vu) — P| - wdQdt =0 (2.21)
tJa

Die bilineare Formulierung entspricht der Methode der gewichteten Residuen. Die Be-
wegungsgleichung wird iiber das gesamte Raum—Zeit Gebiet schwach erfiillt. Die In-

tegrationsterme konnen physikalisch als Leistungsterme interpretiert werden, wenn die
Geschwindigkeiten @ = @ als Wichtungsfunktionen verwendet werden.
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Riumliche variationelle Formulierung Die variationelle Formulierung in rdumlicher
Richtung wird, wie die rdumliche und zeitliche variationelle Formulierung, durch Wichtung
der starken Form mit den Funktionen w hergeleitet.

/ [pis + pdus — Y - (Vi) ~ V- (V) — P] - d = 0 (2.29)
1)

Die Bewegungsgleichung wird nicht mehr schwach iiber die Zeit erfiillt, sondern stark zu
jedem Zeitpunkt. Das Vorgehen entspricht der Methode der gewichteten Residuen [108].

Der Zusammenhang zwischen der zeitlich und rdumlich bilinearen Formulierungen (2.21)
und der rein raumlich bilinearen Formulierung (2.22) wird von Dinkler [31] dadurch ver-
anschaulicht, daf die rein raumliche variationelle Formulierung (2.22) aus der riumlichen
und zeitlichen variationellen Formulierung (2.21) hergeleitet wird. Dabei wird ein infini-
tesimales Zeitintervall At betrachtet und der Integrand, z.B. u, auf dem infinitesimalen
Zeitintervall als konstant angenommen.

lim fu wdt=u:lim [wdt=u-w (2.23)

A0 J, At0 f,
Der Zusammenhang (2.23) wird in die Gleichung (2.21) eingesetzt und fiihrt auf die bi-
lineare Formulierung (2.22). Werden als Testfunktion w die virtuellen Verschiebungen
du verwendet, dann ergibt sich der Spezialfall des Prinzips der virtuellen Arbeit. Da
die virtuellen Verschiebungen du nur in einem infinitesimalen Zeitintervall angenommen
werden, miissen sie nicht mehr die Bewegungsgleichung erfiillen. D.h. sie miissen nur
noch die kinematischen Bedingungen erfiillen und nicht mehr ein Nachbarzustand von
sein.

2.3 Diskretisierung

Die Verfahren zur numerischen Berechnung von zeitabhingigen Problemen kénnen fol-
gendermaflen eingeteilt werden [46][3].

Direkte und indirekte Zeitintegrationsverfahren Mit Hilfe von den direkten Zei-
tintegrationsverfahren kann das Gleichungssystem (2.1-2.5) in aufeinander folgen-
den Zeitintervallen geldst werden. Bei den indirekten Zeitintegrationsverfahren wird
das Gleichungssystem mittels der modalen Analyse entkoppelt. Die einzelnen Figen-
werte und Eigenformen, mit deren Hilfe die Losungen der entkoppelten Gleichungen
bestimmt werden, miissen berechnet werden. Die Strukturantwort ist die Superpo-
sition der Losungen der entkoppelten Gleichungen. Im folgenden werden direkte
Zeitintegrationsverfahren verwendet.

Einschrittverfahren und Mehrschrittverfahren gehoren zu den direkten Zeitinte-
grationsverfahren. Bei Einschrittverfahren werden nur die Systemgrofien des letz-
ten Zeitpunktes verwendet, um die Werte zum neuen Zeitpunkt zu berechnen. Bei
den Mehrschrittverfahren werden die Grofien des aktuellen Zeitschrittes mit Hilfe
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Abbildung 2.1: Bezeichnungen des Raum-Zeit Gebietes

der Griflen von mehreren zuriickliegenden Zeitschritten berechnet. Ein bekanntes
Mehrschrittverfahren ist das Runge-Kutta Verfahren. Der Vorteil der Mehrschritt-
verfahren besteht in der Moglichkeit einer einfachen Zeitschrittsteuerung, indem die
Zeitverliufe mit unterschiedlichen Genauigkeitsordnungen {30] ausgewertet werden.
Der erhéhte Speicherbedarf und die erforderliche Startprozedur bei den Mehrschritt-
verfahren sind jedoch von Nachteil.

Daher werden im folgenden Einschrittverfahren verwendet, die weiter unterteilt werden
kénnen in

e implizite Verfahren
e explizite Verfahren
e implizit-explizite Verfahren

Bei expliziten Verfahren wird die Bewegungsgleichung zu Beginn eines Zeitschrittes gelost.
Liegt die Massenmatrix in der Diagonalform vor, so muf das Gleichungssystem nicht gel6st
werden. Die unbekannten Grofien zu einem Zeitpunkt ¢, kénnen direkt aus den Werten zu
dem Zeitpunkt £, ermittelt werden. Nichtlinearitdten verursachen dadurch kaum Mehr-
aufwand. Die Zeitschrittweite mufl jedoch unter einer kritischen Zeitschrittweite liegen,
um die Stabilitit des Verfahrens zu gew#hrleisten. Explizite Verfahren werden vor allem
bei Kurzzeituntersuchungen und bei Problemen mit ausgeprégten Diskontinuitéiten, wie
z.B. Crash, Explosion oder extreme Kontaktprobleme, angewendet.

Bei impliziten Verfahren muf} ein Gleiéhungssystem gelost werden, da die Bewegungsglei-
chung zu dem neuen Zeitpunkt aufgestellt wird. Der Zeitschritt kann somit grofer als bei

expliziten Verfahren gew#hlt werden.

Die implizit-expliziten Verfahren stellen eine Mischung dar, da im Losungsprozef sowohl
die implizite wie auch die explizite Zeitintegration verwendet wird.

Definitionen Im folgenden Abschnitt werden die Definitionen und Abkiirzungen ein-
gefiihrt, die fiir die Diskretisierung bendtigt werden. Das gesamte Zeitintervall I = (0,T)
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Abbildung 2.2: Bezeichnungen des Raum-Zeit Elementes

wird in N Zeitschritte unterteilt. Das einzelne Zeitintervall wird mit I, = (tn—1,tn) be-
zeichnet, wie in Abbildung (2.1) dargestelit. Fiir die Zeitpunkte der Intervallgrenzen gilt:
0=ty <t <--- < ty. Die ZeitschrittgroBe ist At, = t, — £,1. Die Zeitintervalle I,
unterteilen das Raum-Zeit Gebiet @ und den Rand I in

Qn = L, xQ (2.24)
Yo = IyxT (2.25)
Yoo = InXTy (2.26)
Yun = L x Ty (2.27)

(r bezeichnet das Raum~Zeit Intervall. Ein Raum-Zeit Intervall besteht aus Raum—Zeit
Elementen. Die Raum-Zeit Elemente setzen sich aus dem Elementinneren Q% und den
Elementréndern ¢ zusammen.

@ C Qn (2.28)
Die symmetrischen Bilinearformen werden folgendermaBen abgekiirzt.
(w,u)g = (w,u) = /Qw -u d§) (2.29)
a(w,u)g = afw,u)= /an co(Vu) d (2.30)
(w,u)g, = /I /n'w - u dQdt (2.31)
alw,u)g, = /I /ﬂV’w-a’(Vu) dQdt (2.32)

In den Gleichungen (2.29), (2.31) bzw. (2.30), (2.32) variiert jeweils das Integrationsge-
biet. Die Dehnungsenergie ist durch die Bilinearform (2.30) gegeben. Die Seiten zweier
benachbarter Elemente werden mit £ bezeichnet, 5. Abb. (2.2). Bei den Réindern eines
Elementes wird zwischen den Zeitintervallgrenzen und den r#umlichen Elementrindern
unterschieden. Ist auf dem Raum-Zeit Gebiet eine in zeitlicher Richtung nicht stetige
Funktion w definiert, dann entstehen zu dem Zeitpunkt ¢, zeitliche Sprungterme [[-(t,)]]-

[[w(t)l] = w(ty) - w(t;) (2.33)
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mit
w(ty) = lim w(t, + eAty) (2.34)
€

Der Sprung iiber die riumlichen Elementrinder wird als rdumlicher Sprungterm [[-(a)]}
bezeichnet.

[w(@)] = w(e™) - w(z™) (2.35)

+ bezeichnet die Werte auf den benachbarten Seiten des rdumlichen Randes ¢ eines
Elementes mit

=+ _ .
w(z™) = sll}(g: w(z + en) (2.36)

wobei n der Normalenvektor senkrecht auf 4° im Gebiet € ist. Fiir den Normalenvektor
an den Elementgrenzen benachbarter Elemente gilt:

o= n+ = -7 (2.37)
Der raumliche Sprung in den Spannungen ist

n-[[o(Vw@)]]=n - c(Vw(z") —n-o(Vw(z")) (2.38)

2.3.1 Zeitdiskretisierung mit diskontinuierlichen
finiten Elementen

Im folgenden wird zunéchst kurz auf die zeitliche Entwicklung der ,Discontinuous Time
Galerkin“ Methode (DTG) fiir partielle Differentialgleichungen eingegangen. Ein ausfiihr-
licher Uberblick iiber die DTG-Methode mit Literaturhinweisen ist z.B. in Hulbert [49]
zu finden.

Mitte der achtziger Jahre wurde damit begonnen die Zeit, mit diskontinuierlichen finiten
Elementen, d.h. mit der DTG-Methode, zu diskretisieren. In den ersten Verdffentlichun-
gen iiber die DTG~Methode von Reed et al. [78] und Lesaint et al. [59] wird die Methode
fiir die Berechnung des Neutronentransports verwendet. Die Methode wurde dann auf die
Probleme der Fluidmechanik angewendet, u.a. Bonnerot et al. [22], Johnson et al. [56],
Thomée [92], Hughes et al. [47]. Fiir die DTG-Methode wurden rigorose Konvergenzbe-
weise gefiihrt und Fehlerschitzer entwickelt, u.a. Johnson et al. [53][56], Hughes et al. [47],
Hansbo et al. [41]. Die Fehlerschétzer basierend auf der DTG-Methode werden in Kapi-
tel 4 behandelt.

Die DTG-Methode wurde von Hughes et al. [48] auf die Strukturdynamik angewendet.
Zunichst wurde die Bewegungsgleichung als Gleichungssystem erster Ordnung in der Zeit
verwendet, da fiir Systeme erster Ordnung die Konvergenzbeweise einfacher zu fiihren
sind. Ein Nachteil der Formulierung erster Ordnung in der Zeit ist, dafi nach mehreren
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unbekannten Feldern geldst werden muB. Deshalb wurde die DTG-Methode auf die Glei-
chung zweiter Ordnung in der Zeit erweitert. Ausgehend von der Zweifeldformulierung
der Elastodynamik [48] entwickelten Hulbert et al. [50] eine reine Verschiebungsformulie-
rung. Hulbert [49] verwendet die gewShnliche Differentialgleichung der Strukturdynamik,
d.h. die semidiskrete Bewegungsgleichung, als einen Spezialfall. Damit ist bei der DTG~
Methode die Diskretisierung des Raumes unabhingig von der Diskretisierung der Zeit.

Im folgenden Abschnitt wird zum Lésen der Bewegungsgleichung der linearen Strukturdy-
namik die Raum-Zeit Formulicrung eingefiihrt. Die schwache Form der Bewegungsglei-
chung wird iiber das Raum-Zeit Gebiet gebildet. Durch die Diskretisierung von Raum
und Zeit mit finiten Elementen ergibt sich ein reines Galerkin—Verfahren.

Schwache Formulierung und Diskretisierung Die starke Form der Elastodyna-
mik (2.1-2.5) wird durch die réumliche und zeitliche bilineare Formulierung (2.21) in die
schwache Form tiberfithrt. Das dynamische Gleichgewicht wird dadurch schwach iiber das
Raum-Zeit Gebiet erfiillt. Die Ansatz— und Testfunktionen sind in riumlicher Richtung
tiber die Elemente hinweg stetig. In zeitlicher Richtung sind die Funktionen innerhalb
eines Zeitintervalles I, stetig. An den Zeitintervallgrenzen werden Spriinge zugelassen.
Der Raum der Ansatzfunktionen S, und der Testfunktionen V, auf Q,, ist definiert durch

Sn = {u(z,t)|u = @ auf y,,,u € H'(Qn)} (2.39)
und
Vo = {w(a,t)lw = 0 auf 3, w € H'(Qn)} (2.40)

Fiir das gesamte Raum-Zeit Gebiet @ gilt Spg = U,II\’:lSn sowie Vrg = UY_,V, mit der
Anzahl der Raum-~Zeit Intervalle N. Der Index der Formulierunig mit der , Time Galerkin®
Methode ist (-)rg. Das Finsetzen der Ansatz~ und Testfunktionen in Gleichung (2.21)
fiihrt nach der partiellen Integration auf die folgende schwache Formulierung: Finde u €
&1, so daB fiir alle w € Vpg gilt |

Brg(w,w) = Lrg(w) (2.41)

mit

M=

BTG(’LU, u) = [(w, pﬂ’)Qn -+ (’ll)7 dlp’l:l,)Qn + a(ﬂ), dz’l:l:)Qn -+ a(w, u)Qn] (242)

=1

S

n
M=

[(w(t7-1), lli(ta-)Da + a(w(t_y), [u(ta-1)])a]

w(tF), pa(ty))a + alw(t)), u(td))e

3
[\

+

I
= £

Lrg(w) [(w, P)g, + ('w,t)m] + (W), pio)a + a(w(td), To)a (2.43)

3
Il
o
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Durch die Wichtung mit w und die Integration iiber die Zeit erhdlt man in den Glei-
chungen (2.42) und (2.43) wieder die Arbeitsterme (2.12-2.15). Damit kann die Energie
einfach berechnet werden und die Stabilitdt der Methode gezeigt werden. Wird die starke
Form (2.9) in die schwache Formulierung (2.41) mit (2.42) und (2.43) eingesetzt, ergibt,
sich

0 =BTg(’w,’U,) — LTg(’w) = (244)
S (aw, Lu ~ Pg, + 3 [0, plla(ta-)Da + a(w(t ), [ulta-1)]Da]

+ (W(tF), pn(tg ) + aw(W(tb*), u(t]))a — (W(t}), po)a —~ a(w(ty), Tola

Die Bewegungsgleichung wird durch den ersten Term in (2.44) schwach iiber jedes Raum-
Zeit Intervall Q, erfiillt. Die beiden Sprungterme in (2.44) entstehen durch die zeitlich
diskontinuierlichen Ansatzfunktionen. Sie erzwingen im schwachen Sinn die Kontinuitat
der Verschiebungen und Geschwindigkeiten {iber die Zcitintervallgrenzen. Die beiden
letzten Terme in Gleichung (2.44) erfiillen schwach die Anfangsbedingung (2.4) und (2.5)
in den Verschiebungen U, und den Geschwindigkeiten . Das Raum-Zeit Gebiet wird
raumlich durch die Teilung des Gebietes 2 in K Elemente Q¢ diskretisiert. Die diskreten
Ansatz— und Testfunktionen Sk, und Vi, werden aus dem Raum der Ansatzfunktionen
Sk, C Sre und Testfunktionen Vi C Vrg gewahlt. Die Formulierung mit dem Galerkin-
Verfahren lautet: Finde u® € S}, so daf fir alle w” € Vi gilt

Bre(w", u") = Lro(w") (2.45)

Im folgenden werden die Ansatz— und Testfunktionen aus demselben Raum gewihlt, wo-
durch sich ein Bubnov—Galerkin Verfahren ergibt. Die diskrete Formulierung (2.45) wird
durch die Summation iiber alle Raum—Zeit Elemente eines Zeitintervalls I, beschrieben.
Durch die partielle Integration der Terme iiber die einzelnen Raum-Zeit Elemente ¢J7
und die Anwendung des Gauss'schen Integralsatzes ergeben sich zusitzliche Terme auf
den Elementrindern ;.

0= Z / Z [(w", pit + dipit" — duV - (Vi) = V - o(Vu") = Pag (2.46)

b2 - o (V) (@) + 5 (@ don - (V) (@)

2
(0 (V) =

+ ZE[(w w)s (" (bnet) Dy, + alw (67 1), [ (Ea1)]]ag]

n=2 e=1
+ (Wh(E), pi () + a(w (), uh(8))a — (W"(£), ptio)a — a(w" (), To)a

Der Faktor 1 vor den Sprungtermen ergibt sich durch die Summation iiber alle Elemente,
da jede Elementkante ¢ doppelt betrachtet wird. Die Zeitintervalle /,, kénnen durch die
diskontinuierlichen zeitlichen Ansitze unabhiingig voneinander berechnet werden.
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Bei der vollen Koppelung der zeitlichen und rédumlichen Diskretisierung sind die Ansatz-
funktionen N von dem Ort @ und der Zeit ¢ abhéingig. Die diskretisierten Verschiebungen
werden durch

u'(z,t) = N(z,t)d (2.47)

dargestellt, wobei d die Knotenverschiebungen sind. Die riumlichen Rénder eines finiten
Elementes konnen sich innerhalb eines Zeitschrittes verindern, wie in Abbildung (2.2)
dargestellt. Im folgenden wird eine Vereinfachung angenommen.

ul(e,t) = Ny(t) N (x)d (2.48)

Die zeitlichen Ansatzfunktionen IV, sind von dem Ort @ unabhingig. Umgekehrt ist die
rdumliche Diskretisierung mit den Ansatzfunktionen N, von der Zeit unabhingig. Da-
. mit bleibt die raumliche Diskretisierung iiber einen Zeitschritt unverindert. Mit diesem
Ansatz kénnen die Integrale iiber das Raum-Zeit Intervall in (2.46) entkoppelt werden
in die Integration {iber das Gebiet Q und iiber das Zeitintervall I,,. Wird zunschst die
rdumliche Diskretisierung durchgefiihrt, so kénnen die Matrizen der semidiskreten Formu-
lierung (s. Kapitel 2.3.2 Gl (2.64)) fiir die riumliche Diskretisicrung verwendet werden.
Diese vereinfachte Methode heifit deshalb auch DTG-Methode fiir gewohnliche Differen-
tialgleichungen in der Zeit [49]. In speziellen Fillen, abhéingig von der Formulierung der
partiellen Differentialgleichung und der Ordnung der Ansatzfunktionen, kénnen die For-
mulierungen mit der DTG-Methode als FD-Verfahren interpretiert werden, [34][74]. Auf
den Zusammenhang zwischen den Formulierungen mit finiten Elementen und finiten Dif-
ferenzen zur Zeitdiskretisierung wird in Kapitel 5.3.3 und im Anhang C eingegangen.

Im Vergleich zu der Formulierung mit FD-Verfahren in Kapitel 2.3.2 ist der Lésungsauf-
wand bei der Formulierung mit der reinen Finiten-Element-Methode héher. Der numeri-
sche Aufwand steigt an, da sich die Anzahl der Unbekannten durch die Diskontinuititen an
den Zeitintervallgrenzen verdoppelt und eine Integration tiber den Zeitschritt notwendig
ist. Um den numerischen Aufwand zu reduzieren, benutzt Hulbert [49] ein Pradiktor—
Multikorrektor Verfahren zum Lésen, das auch in dieser Arbeit verwendet wird und im
Anhang D beschrieben ist.

2.3.2 Zeitdiskretisierung mit finiten Differenzen

In diesem Kapitel wird die Zeit mit finiten Differenzen (FD) diskretisiert. Die Grund-
lage der Formulierung ist die réumliche bilineare Formulierung (2.22) bzw. das Prinzip
der virtuellen Arbeiten als Sonderfall davon. Zunichst wird der Raum mit FE diskreti-
siert, wodurch sich die semidiskrete Formulierung ergibt. Anschliefend wird die Zeit mit
FD diskretisiert. Im folgenden wird die Newmark-Methode als Grundlage verschiede-
ner anderer Zeitintegrationsverfahren vorgestellt. Einen Uberblick iiber die verschiedenen
Zeitintegrationsverfahren geben u.a. Hughes [46] und Argyris et al. [3].
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Schwache Formulierung und Diskretisierung Die starke Form der Strukturdyna-
mik (2.1-2.5) wird mit der rdumlichen bilinearen Formulierung (2.22) bzw. dem Prinzip
der virtuellen Arbeit in die schwache Form iiberfiihrt. Im Gegensatz zu der bilinearen
Formulierung in Raum und Zeit (2.21), die in Kapitel 2.3.1 die Grundlage fiir die FE-
Zeitdiskretisierung ist, wird bei der riumlichen bilinearen Formulierung nicht iiber die
Zeit integriert. Die Bewegungsgleichung wird nur im Raum schwach erfiillt. Der Raum
der Ansatzfunktionen ist:

Spp = {ule,t)| u = wauf Ty,u € H'(Q) x I} (2.49)

Die Testfunktionen Vep sind unabhingig von der Zeit ¢ und sind aus demselben Raum
wie in der Statik (2.86).

Vep = {w(x)| w = 0 auf I',,w € H'(Q)} (2.50)

Die schwache Form der Bewegungsgleichung lautet: Finde w € Spp, so daff fiir alle
w € Vpp gilt:

BFD(’U),’U,) = LFD(’LU) (251)
mit

Bpn('w, u) = (w, p’u.)g + ('w, d1p’l.l,)9 -+ a(w, dz’d)g -+ a(w, ’u)n (2.52)

Len(w) = (w, P)a+ (w,t)r, (2.53)
(w, pu(to)la = (w,p%o)a (2.54)
(w, pi(to))a = (w,Po)a (2.55)

Wird die starke Form der Bewegungsgleichung (2.9) eingesetzt, ergibt sich

0 = Brp(w,u) — Lpp(w) = (w,Lu—P)q (2.56)
(w, pulto))a = (w, P (2.57)
(w, pis(to))a = (w, ptio)a (2.58)

Im Vergleich zu der schwachen Form der DTG-Methode (2.44) sind in zeitlicher Richtung
keine Sprungterme vorhanden. Da riumliche und zeitliche Diskretisierung unabhéngig
voneinander sind, kann die Reihenfolge der zeitlichen und rdumlichen Diskretisierung ver-
tauscht werden.

Im folgenden wird zunichst der Raum diskretisiert. Dies fiihrt auf die semidiskrete For-
mulierung. Es muf ein u* € 8%, gefunden werden, so daf fiir alle w" € Vi, gilt

BFD('w",uh) = LFD(w'”) (259)
(w", p’uh(to))g = (w", -’lI())n . (260)
(wh, pit(to))a = (w",U)a (2.61)
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mit den diskretisierten Ansatz~ und Testfunktionen Sy, C Spp und Vi, C Vpp. Wird
die Integration iiber jedes finite Element Q¢ ausgefiihrt, dann kann (2.59) folgendermafien
umgeformt werden.

K
0 = > (wh pii + dipit — V- (Vi) = V- o(Vuh) — Pge (2.62)
e=1

+ 3 [ (V) @) + (- [ (V) @)

+(w',n-o(Vuh) - by,

Es treten nur Spannungsspriinge in rdumlicher Richtung [[-(@)]] auf. Die Verschiebungen
werden in riumlicher Richtung mit den réumlichen Ansatzfunktionen N (x) approximiert.
In zeitlicher Richtung werden kontinuierliche Knotenverschiebungen d(t) angenommen.

u(z,t) = N(2)d(t) (2.63)

Werden die diskreten Verschiebungen w”(x, ) in die Gleichungen (2.59-2.61) eingesetzt,
ergibt sich die Matrixformulierung fiir ¢ € I.

Md(t) + Cd(t) + Kd(t) = P(t) (2.64)
d0) = d (2.65)
a0 = d (2.66)

M ist die Massenmatrix und K die Steifigkeitsmatrix. Die Matrix C der Rayleigh-Damp-
fung setzt sich aus einem massen— und einem steifigkeitsproportionalen Anteil zusammen.

Zeitdiskretisierung mit der Newmark—Methode Zeitintegrationsverfahren, die auf
der Newmark-Methode [69] basieren, sind weit verbreitet. Die Newmark-Methode gehort
zu den Finite-Differenzen—Verfahren. Der gesamte Zeitbereich I wird in N Zeitintervalle
I, unterteilt. Die Beschleunigungen a in einem Zeitintervall I, werden durch die diskreten
Werte zu den Zeitpunkten ¢, und ¢,_; approximiert

a(7) = a(tn1) + (a(tn) — a(te-r))7 (2.68)

wobei 7 die dimensionslose Zeit 7 = gt_At—’[n“l ist. Der Verlauf ist innerhalb eines Zeitin-
tervalls linear. Die Zeitintegration erfolgt vorab, d.h. vor der numerischen Berechnung.
Nach der Integration des Beschleunigungsverlaufes ergibt sich der Geschwindigkeits— und

der Verschiebungsverlauf auf dem Zeitintervall J,,.
V(1) = v(ta 1) +a(tas) Aty T+8(a(tn) — alty1))At,T? (2.69)
u(r) = u(tn_l)+v(tn__1)Atn7-+%a(tn_l)Ath'rz—l—ﬂ(a(tn) — atnor)) Aty (2.70)

Fir die Darstellung des Geschwindigkeits- und Verschiebungsverlaufs werden unterschied-
liche Integrationsparameter § und § verwendet. Uber diese Parameter lassen sich die
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numerischen Eigenschaften, wie z.B. Stabilitdt und Genauigkeit des Zeitintegrationsver-
fahrens, steuern. Auf die Eigenschaften des Newmark-Zeitintegrationsverfahrens wird
im Anhang B eingegangen. Die Bedeutung der Newmark-Integrationsparameter 8 und
6 wird im Anhang C erliutert. Die Bewegungsgleichung (2.64) wird zum Zeitpunkt t,
aufgestellt. Aus Gleichung (2.64) ergibt sich

Md, + Cd, + Kd, = P(t,) (2.71)

mit den Knotenwerten

d(tn) = ("1" d(tn) = dn d(tn) =d, (2'72)

Die unbekannten Verschiebungen d,, Geschwindigkeiten d,, und Beschleunigungen dn
werden durch die Werte zu den Zeitpunkten ¢, und ¢, ausgedriickt. Werden die Ansitze
fiir die Systemgrofien (2.68-2.70) zum Zeitpunkt 7 = 1 bzw. t =1, ausgewertet, so ergibt
sich

a, = Gy (2.73)
Uy, = VUp-1+ [(1 - 5)0%_1 -+ 6(1"]Atn (274)
Atl
Up = Upoi + Up1 Aty + (1= 28)0n + 2,[5'(1,,]7" (2.75)
Die voll diskretisierte Bewegungsgleichung lautet

Md, + Cd, + Kd, = P(t) (2.76)

dy = dpy+[(1— 8)dny +3dn) Aty (2.77)

. .. N
dy = dp_i +du 1Al + [(1 = 28)dny +28ds] " (2.78)

2
Die Eigenschaften des Zeitintegrationsverfahrens werden durch die Newmark-Parameter
B und & bestimmt. Werden 3 und § so gewihlt, daf die Newmark-Methode unbedingt
stabil ist, dann besitzt das Verfahren keine numerische Dimpfung (s. Anhang B). Hil-
ber, Hughes und Taylor [43] haben mit der a~Methode (HHT-o Methode) numerische
Dampfung unter Beibehaltung der Genauigkeit eingefiihrt. Die eigentlichen Newmark-
Zeitdiskretisierungen (2.77) und (2.78) bleiben unverindert und nur der Lésungspunkt
fiir den Dampfungs- und Steifigkeitsterm in einem Zeitintervall wird tiber den Parameter
o verschoben.

toia = tn + @St (2.79)

Die Bewegungsgleichung (2.71) wird zu
Md, + (1 +a)Cd, — aCdy1 + (1 + &) Kdy — aKdp1 = P(tuta) (2.80)
Mit « = 0 ergibt sich die Newmark-Methode. Die Eigenschaften der HHT-« Methode

sind im Anhang B zusammengefaf3t.
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Statik Um den Unterschied in der Formulierung und der Diskretisierung der Gleichun-
gen der Dynamik und der Statik zu verdeutlichen, wird im folgenden die Formulierung
der Elastostatik mit dem Galerkin-Verfahren dargestellt. Die starke Form der linearen
Elastostatik kann aus der Grundgleichung der Dynamik mit @ = 0 und @& = 0 abgeleitet
werden. Aus der starken Form der Elastodynamik (2.1-2.5) ergibt sich

V-o(Vu)+P=0 aufl (2.81)
w="4 aufly, (2.82)
n-o(Vu)=t aufl} (2.83)

Die starke Form (2.81-2.83) wird abgekiirzt mit
Lu=7P (2.84)

£ ist der lineare Operator der Elastostatik und P der entsprechende Lastvektor. Der
Raum der Ansatzfunktionen & im Gebiet £ ist definiert durch

8 = {u(@)|u =@ auf Ty, u ¢ H'(O)} (2.85)

Der Raum der Testfunktionen V entspricht dem Raum der Testfunktionen bei der Dis-
kretisierung mit FD in der Dynamik (2.50).

V = {w(z)|lw =0 auf [y, w € H(Q)} (2.86)

Die schwache Form der Elastostatik lautet: Finde w € &, so daB fiir alle w € V gilt:

B(w,u) = L(w) (2.87)

mit
B(w,u) = a(w,u)q (2.88)
Liw) = (w,P)g+(w,b)r, (2.89)

Wird die starke Form der Elastostatik (2.84) eingesetzt, ergibt sich
0= B(w,u) — L(w) = (w, Lu —P)g (2.90)
Die diskrete Formulierung lautet: Finde ein u® € 8", so daB fiir alle w" € V" gilt
B(w", u") = L{w") (2.91)

mit den diskreten Ansatz— und Testfunktionen 8* C & und V* ¢ V. Wird die Integra-
tion elementweise durchgefiihrt, dann kann Gleichung (2.91) folgendermaflen umgeformt
werden.
K
0 = Y (whV-o(Vuh) + P (2.92)

e=1

- %(wh,n o (Vut)(@)]Dre = (w",n - o(Vu) — t)ry
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Die Diskretisierung der Verschiebungen u” erfolgt mit den vom Ort = abhéngigen An-
satzfunktionen N ()

ut(z) = N(z)d (2.93)
mit den Knotenverschiebungen d. Eingesetzt in (2.91) ergibt sich die Matrixformulierung.

Kd=P (2.94)
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Kapitel 3

Adaptivitit des Raumes und der
Zeit in der Dynamik

3.1 Definition der Fehler

Beobachtete Vorgénge, wie z.B. elektromagnetische Vorgénge, Schwingungen von Struktu-
ren oder Explosionen, kénnen mit Hilfe von analytischen oder numerischen Berechnungen
wiedergegeben werden. Um die Vorgénge simulieren zu kénnen, werden in der Regel Néhe-
rungsverfahren verwendet, d.h. die Vorgiinge werden durch die Lésung von numerischen
Berechnungen angenéihert. Im folgenden wird gezeigt, welche Schritte dabei durchgefiihrt
werden miissen [35].

Physikalische Beschreibung Das beobachtete Verhalten mufl zunichst moglichst ge-
nau mit physikalischen Gesetzen beschrieben werden. Die daraus resultierende phy-
sikalische Beschreibung des Problems ist meist sehr komplex. Es werden deshalb
Vereinfachungen unter der Annahme, dafi das vereinfachte physikalische Modell die
Effekte des beobachteten Problems noch ausreichend genau beschreiben kann, vor-
genommen. In dieser Arbeit wird z.B. das Material vereinfachend als homogen
mit linearem elastischen Verhalten angenommen. Das physikalische Modell weicht
zusétzlich, 2.B. durch-Meflungenauigkeiten bei der Bestimmung von Parametern,
wie Belastungen oder Materialkennwerten, von dem wirklichen Problem ab.

Mathematische Beschreibung Da das vereinfachte physikalische Modell in der Re-
ge! nicht mehr analytisch gelost werden kann, muf} es nidherungsweise berechnet
werden. Fir die numerische Berechnung muf das physikalische Problem mathema-
tisch beschrieben werden. Das vereinfachte physikalische Modell wird dazu diskreti-
siert. Aufgrund der Diskretisierung z.B. der Geometrie und der Belastung kann das
gewihlte physikalische Modell nur niherungsweise beschrieben werden. Anschlie-
Bend wird zum Losen ein Niherungsverfahren, wie z.B. die Finite-Element-Methode
(FE) oder Finite-Differenzen Verfahren (FD), verwendet.

Numerische Berechnung Die mathematische Beschreibung des vereinfachten physi-
kalischen Modells wird numerisch gelost. Bei der numerischen Berechnung werden
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ebenfalls Naherungen vorgenommen, weshalb die Lésung der numerischen Berech-
nung von der exakten Losung des gewshlten mathematischen Modells abweicht.
Nichtlineare Probleme in der Kontinuumsmechanik werden z.B. mittels einer Linea-
risierung geldst und fithren auf Linearisierungsfehler. Ebenso werden zur Erhéhung
der Effizienz der Berechnung von Problemen Techniken, wie z.B. iterative Léser und
numerische Integration, verwendet, die ebenfalls numerische Fehler verursachen.

In dieser Arbeit wird das verwendete physikalische Modell als ,exakt® angenommen.
Fehler durch die Vereinfachungen des Modells, z.B. lineares elastisches Materialverhal-
ten oder zweidimensionale Problembeschreibung, werden nicht betrachtet. Numerische
Fehler durch iterative Losungsverfahren werden ebenfalls nicht berticksichtigt. In dieser
Arbeit wird allein der Fehler infolge der Diskretisierung betrachtet.

Die Art der Fehler und die Methoden zur Bestimmung der Fehler ist abhéngig von dem
untersuchten mechanischen Problem. Im folgenden werden Probleme der geometrisch und
materiell linearen Strukturdynamik ohne Kontakt untersucht.

Raumlicher und zeitlicher Fehler Bei zeitabhiingigen Problemen pflanzen sich die
Fehler in der Zeit fort und beeinflussen sich nicht nur in rdumlicher Richtung sondern
auch in zeitlicher Richtung. Ist die exakte Losung u des mechanischen Modells bekannt,
dann kann der Fehler e berechnet werden mit

e=u-—u" (3.1)

Die diskrete numerische Losung wird mit u® bezeichnet. Der Fehler kann ebenfalls in
anderen GrofBen, z.B. den Spannungen oder Geschwindigkeiten, berechnet werden.

e, =0 —ot e=u—u" (3.2)

Im Gegensatz zur statischen Betrachtung beinhaltet der Fehler e auch den Fehler durch die
zeitliche Diskretisierung. Es wird angenommen, daf der Fehler in einen Fehler e; infolge
der zeitlichen Diskretisierung und einen Fehler e, infolge der rdumlichen Diskretisierung
aufgespalten werden kann.

e=e+e; (3.3)

Bei der numerischen Berechnung von Fehlern kann diese Aufteilung meist nur néherungs-
weise vorgenommen werden, was zum einen an der Technik zur Bestimmung der Fehler
(s. Kapitel 4) oder an der gewihlten Diskretisierung in Raum und Zeit (s. Kapitel 5) liegt.

Globaler und lokaler Fehler Im folgenden wird erldutert, wie die Begriffe globaler
und lokaler Fehler in dieser Arbeit verwendet werden. Es kann zwischen dem lokalen und
dem globalen Fehler (Tabelle 3.1) unterschieden werden. In der Statik ist diese Unter-
scheidung eindeutig. Der globale Fehler in der Statik bezeichnet den Fehler des gesamten
riumlichen Gebietes. Der lokale Fehler mifit hingegen nur den Fehler in einem begrenz-
ten Gebiet. Bei zeitabhiingigen Problemen muf der lokale und der globale Fehler weiter
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| globaler Fehler lokaler Fehler
Réaumlicher Fehler Fehler des Fehler eines
( Statik, Dynamik ) gesamten Gebietes bestimmten Gebietes
(berticksichtigt alle Elemente) z.B. an einem Punkt
Zeitlicher Fehler Fehler des Fehler eines
( Dynamik ) gesamten Zeitraumes bestimmten Zeitraumes
(beriicksichtigt alle Zeitintervalle) | z.B. eines Zeitintervalles

Tabelle 3.1: Einteilung der Fehler

spezifiziert werden. Der zeitlich lokale Fehler beschrinkt sich auf den Fehler in einem
bestimmten Zeitraum. Der zeitlich globale Fehler beriicksichtigt hingegen den Fehler des
gesamten bisherigen Zeitraumes. In der Literatur, z.B. [61][80], wird als zeitlicher Feh-
ler, ohne genauere Spezifizierung, in der Regel der Fehler in einem begrenzten Zeitraum,
meist eines Zeitschritt, bezeichnet. Diesem Fehler entspricht in dieser Arbeit der zeitlich
lokale Fehler. Methoden, die iiber den gesamten Zeitraum den EinfluB der Fehler beriick-
sichtigen, sind bisher die Ausnahme. Deshalb wird in der Literatur der Fehler bei diesen
Methoden genau beschrieben. Dieser Fehler wird zeitlich globaler Fehler genannt. In der
Literatur ist mit dem riumlichen Fehler meistens der riumlich globale Fehler gemeint,
d.h. der durchschnittliche Fehler des gesamten raumlichen Gebietes. Soll der Fehler eines
begrenzten Gebictes beschrieben werden, so wird dieser als réumlich lokaler Fehler be-
zeichnet. In dieser Arbeit werden die Fehler entsprechend der iiblichen Nomenklatur in
der Literatur bezeichnet. Ansonsten wird explizit darauf hingewiesen, ob der rdumliche
oder zeitliche, lokale oder globale Fehler gemeint ist.

3.2 Methoden der Fehlerbestimmung

In der numerischen Mechanik werden Fehlerberechnungen und damit verbunden adaptive
Methoden immer héufiger eingesetzt. Das prinzipielle Vorgehen der Fehlerschitzung wird
u.a. von Johnson et al. [55], Eriksson et al. [35] und Rannacher [74] beschrieben. Aufgrund
der zunehmenden Anzahl von Arbeiten iiber die Fehlerbestimmung ist eine Klassifikation
der Fehlerschétzer und adaptiven Methoden erforderlich. Im folgenden werden die Krite-
- rien zur Einteilung der Fehlerschitzer beschrieben, damit die in der Arbeit verwendeten
Verfahren eingeordnet werden konnen. Klassifikationen von Fehlerschiitzern befinden sich
in der Literatur u.a. in Eriksson et al. [35], Verfiirth [96], Rannacher [74].

A-priori und a-posteriori Fehlerschéitzer Die Fehlerschiitzer werden in a-priori
und a-posteriori Fehlerschitzer eingeteilt.

e A-priori Fehlerschiitzer ermitteln den zu erwartenden Fehler mit Hilfe der Element-
grofie und Konstanten vor der numerischen Berechnung. Die Konstanten hiingen von
den Eigenschaften der unbekannten exakten Lésung u ab. A-priori Fehlerschitzer
bestimmen das asymptotische Verhalten des Fehlers mit feiner werdender Diskre-
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tisierung. Aus den a-priori Kriterien kénnen jedoch keine quantitativ zuverléssige
Fehlerindikatoren fiir die Steuerung eines adaptiven Algorithmus gewonnen werden.

o A-posteriori Fehlerschiitzer basieren auf der Niherungslosung u” einer Analyse.
Es wird keine Information iiber die exakte Losung bendtigt. Die Grenzen der
Abschiitzung werden allein mit der numerischen Ldsung bestimmt. Da a-posteriori
Fehlerschiitzer die numerische Lésung verwenden, kdnnen aus diesen effiziente Ver-
feinerungsindikatoren zur Steuerung einer adaptiven Methode gewonnen werden.

Im folgenden werden ausschlieBlich a~posteriori Fehlerindikatoren verwendet.

Fehlerschitzer und Fehlerindikatoren Um die Grofie des Fehlers beurteilen zu kénnen,
muB der Fehler e in einer Norm gemessen werden, d.h. die Elementfehler werden auf eine
skalare GroBe abgebildet. Im Anhang A werden bekannte Rdume und Normen eingefiihrs.
Ein Fehlerschitzer ist durch obere und untere Schranken fiir die Norm des Fehlers ||e] |
gekennzeichnet.

Cleest S ||6Hk S 02€est (34)

Die Konstanten C; und C, sind unabhingig von der Diskretisierung und von der exak-
ten Losung w. Ein Fehlerschiitzer ist effizient, wenn der geschitzte Fehler e, , mit feiner
werdender Diskretisierung mit hoher Konvergenzordnung gegen den exakten Fehler ||e]x
strebt.

Kénnen mit Hilfe einer Methode die Fehler nicht mit Schranken nach (3.4) abschitzen
werden, aber fiilhrt eine Methode trotzdem dazu, daf mit feiner werdender Diskretisie-
rung die approximierten Fehlerwerte gegen die exakten Fehler konvergieren, so werden
diese approximierte Werte in der Literatur als Fehlerindikatoren bezeichnet. Fehlerin-
dikatoren werden hiufig, z.B. auch in kommerziellen Programmen, verwendet, da sie in
der Regel einfach zu berechnen sind und auf robuste adaptive Methoden fiihren. Trotz
fehlender Abschitzung kénnen Fehlerindikatoren zur effizienten Steuerung von adaptiven
Methoden verwendet werden.

An Hand der Abbildung (3.1) wird der Unterschied zwischen Fehlerindikator und Fehler
bzw. Fehlerschitzer erliutert. Der absolute Fehlerwert ist in Abb. (3.1) iiber die Zeit
aufgetragen. Zum Zeitpunkt ¢, nimmt der Fehler durch eine Stérung sprunghaft zu und
bleibt danach konstant. Der Fehler zum Zeitpunkt ¢y soll durch die Anpassung der
zeitlichen Diskretisierung verkleinert werden. Der Fehler zum Zeitpunkt ¢y rithrt von
einem Fehlerzuwachs infolge einer Stérung zum Zeitpunkt ¢, her. Ein Fehlerindikator zeigt
auf die Stelle des Fehlerzuwachses und damit dorthin, wo die Diskretisierung angepaft
werden mufl. Ein Fehlerindikator hat an der Stelle der Storung ¢, den grofiten Wert.
Durch die Anpassung der Diskretisierung an der Stelle der Storung kann der Fehler zum
Zeitpunkt ¢y verkleinert werden. Hingegen mifit ein Fehlerschiitzer bzw. der Fehler selbst
den abgeschétzten Fehlerwert bzw. die absolute Fehlergrofie. Damit kann jedoch keine
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Fehler A} Stérung

\1———————-—————.

ts ty Zeit

Abbildung 3.1: Modellbeispiel fiir den Fehlerverlaufin der Zeit

adaptive Methode gesteuert werden, da der absolute Fehlerwert nicht anzeigt, wo die
Diskretisierung angepafit werden muf. Ein Fehlerschiitzer zeigt in dem ganzen Bereich
nach der Stérung einen hohen Wert an. Es ist also zwischen dem Fehlerindikator zur
Steuerung der adaptiven Methode und dem Fehlerschiitzer zur Abschiitzung des Fehlers
an einer Stelle zu unterscheiden. Jedoch kénnen aus Fehlerschitzern Fehlerindikatoren
zur Steuerung einer adaptiven Methode berechnet werden.

Einteilung der a-posteriori Fehlerschiitzer Im folgenden werden anhand der Me-
thoden und Techniken der Fehlerbestimmung die verschiedenen a—posteriori Fehlerschétzer
eingeordnet. Eine Klassifikation der Fehlerschitzer haben u.a. Ainsworth et al. [2] und
Verfiirth [96] vorgenommen. Da es tiber a—posteriori Fehlerschiitzer in der Strukturdy-
namik bisher nur wenige Arbeiten gibt, wird die Einteilung anhand der bekannten Feh-
lerschitzer in der Statik vorgenommen. AnschlieBend werden die Besonderheiten der
Fehlerermittlung von zeitabhiingigen Problemen in der Strukturdynamik diskutiert. Im
folgenden wird kurz auf den Zusammenhang der Methoden und der Techniken der Feh-
lerermittlung eingegangen. Die Fehlerermittlung wird in den entsprechenden Kapiteln 4
und 5 beschrieben. Die Fehler bzw. die Methoden zur Fehlerabschéitzung kénnen folgen-
dermafien klassifiziert werden:

e Implizite und explizite Methoden

o Fehlerbestimmung mit residualen oder glittungsbasierten Techniken bzw. Interpo-
lationsabschiitzungen

e Lokaler und globaler Fehler

Bei impliziten Methoden wird der Fehler durch das Lisen von einem oder mehreren
Gleichungssystemen bestimmt. Bekannt sind die impliziten residualen Fehlerschitzer. Sie
16sen diskrete Teilprobleme auf einem oder mehreren Elementen (,Patches“), die mit den
Residuen belastet sind. Die Residuen werden bestimmt, indem die Niherungslosung in die
starke Form der Problembeschreibung eingesetzt wird. Mit der Losung aller Teilprobleme
auf den einzelnen ,Patches” wird der Fehler der gesamten Struktur abgeschitzt. Bekann-
te implizite residuale Fehlerschiitzer in der Statik sind lokale Dirichlet oder Neumann
Schiitzer [13][95]. Implizite residuale Fehlerschiitzer fiihren auf genaue Abschiitzungen
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der Fehler, jedoch steigt der numerische Aufwand durch das Losen der Teilprobleme. Im-
plizite Fehlerschiitzer werden daher in dieser Arbeit nicht verwendet.

Bei expliziten Methoden wird die numerische Lésung direkt, d.h. ohne zusitzliches
Gleichungsldsen, verwendet, um den Fehler zu bestimmen. Der Fehler kann mit ver-
schiedenen Techniken, z.B. iiber Residuenbestimmung, durch Glattung der numerischen
Losung oder mit Interpolationstechniken, approximiert werden. Bei expliziten residualen
Fehlerschitzern wird die numerische Losung in die starke Form der Differentialgleichung
eingesetzt, um die Residuen zu erhalten. Mit den ermittelten Residuen wird der Fehler
abgeschitzt. Bei expliziten residualen Fehlerschiitzern ist kein Losen von zusitzlichen
Problemen notwendig, weshalb sich der numerische Aufwand im Vergleich zu den impli-
ziten Verfahren reduziert. Dafiir gehen in die Abschitzung globale Stabilitéitskonstanten
sowie lokale Interpolationskonstanten, die bestimmt werden miissen, mit ein. Der be-
kannte Fehlerschétzer von Babuska et al. [6] in der Statik ist ein expliziter residualer
Fehlerschétzer.

Bei gldttungsbasierten Methoden wird eine verbesserte Lésung durch die Glittung
der numerischen Losung ermittelt. Aus der Differenz zwischen der verbesserten und der
diskreten Losung wird der Fehler berechnet. Die glattungsbasierten Methoden fiihren
in der Regel auf Fehlerindikatoren. Die ,Superconvergent Patch Recovery” (SPR) von
Zienkiewicz-Zhu [113] in der Statik ist eine bekannte glittungsbasierte Methode zur Feh-
lerapproximation. In der linearen Elastostatik haben Rank et al. [73] fiir lineare finite
Elementansitze auf strukturierten Gittern mit rechtwinkligen Elementen die Aquivalenz
des residualen Fehlerschéitzer mit dem glittungsbasierten Fehlerschiitzer basierend auf der
SPR~Technik gezeigt. Die SPR-Technik zur Fehlerapproximation ist weit verbreitet, da
sie einfach anzuwenden ist und auf gute Fehlerindikatoren fiihrt.

Bei der Bestimmung des Fehlers mit Interpolationsmethoden wird der Diskretisie-
rungsfehler der Losung, bzw. der Ableitungen der Losung, in einer Norm mit Interpola-
tionsabschétzungen nach oben begrenzt, u.a. Eriksson et al. [34]. In die Abschitzung
geht die Interpolationskonstante, die Elementgrofie und die kontinuierlichen Ableitungen
héherer Ordnung der exakten Lésung mit ein. Die Ableitungen héherer Ordnung, die nicht
bekannt sind, kénnen durch den Sprung des Differenzenquotientens der diskreten Lésung
approximiert werden, u.a. [5][91]. In Kapitel 4.4 wird gezeigt, wie die Interpolations-
abschitzung verwendet werden kann. Zhu et al. [106] zeigen, daf die Fehlerabschiitzung
nicht sehr genau ist. Sie weisen jedoch darauf hin, daff mit dieser Methode gute Verfei-
nerungsindikatoren ermittelt werden kinnen.

Der globale Fehler ist ein Ma8 fiir den mittleren Fehler des gesamten Berechnungsge-
bietes. Bei den bekannten Fehlerschitzern in der Statik von Babugka und Rheinboldt [6]
und Zienkiewicz—Zhu {113] wird der globale Fehler in der Energienorm bestimmt.
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Der lokale Fehler wird in einem bestimmten Gebiet bzw. in einer bestimmten physikali-
schen Grofle gemessen. Dazu wird ein zusétzliches duales bzw. adjungiertes Problem, das
den Einfluf§ der lokalen Fehlergrofie im Gebiet darstellt, eingefiihrt. Der Zusammenhang
zwischen globaler und lokaler Fehlerschiitzung wurde u.a. von Johnson et al. [65], Babuska
et al. (7] und Becker et al. [19] untersucht.

Wihrend die Fehlerschitzung fiir die elliptischen Probleme der Statik schon weit ent-
wickelt ist, gibt es iiber a—posteriori Fehlerschiitzer in der dynamischen Strukturanalyse
bisher nur sehr wenige Arbeiten. Lokale Fehlerschiitzer fiir die Finite~FElement-Methode
wurden u.a. von Eriksson et al. [35] und Siili [87] fiir hyperbolische Gleichungssysteme
erster Ordnung in der Zeit hergeleitet. Lokale Fehlerschiitzer fiir die Probleme der Struk-
turdynamik gibt es noch nicht. Globale Fehlerindikatoren in der Energienorm wurden
fiir die semidiskreten Verfahren der Strukturdynamik u.a. von Li [61] und Riccius [80]
entwickelt. Erst in den letzten Jahren nahm die Anzahl der Arbeiten iiber Fehlerschitzer
fiir hyperbolische Gleichungen zu. Im folgenden wird der Zusammenhang zwischen der
Methode der Fehlerbestimmung und dem Zeitintegrationsverfahren hergestellt. Die ein-
zelnen Methoden werden in dem Kapitel 4 und Kapitel 5 dieser Arbeit genau beschrieben.
Der Fehler bei zeitabhiingigen Problemen kann folgendermafien eingeteilt werden

o Fehler bei indirekten Zeitintegrationsmethoden
e Fehler bei direkten Zeitintegrationsmethoden

— Fehler zu cinem Zeitpunkt ohne Einfluf der Fehler in der Zeit

— Fehler zu einem Zeitpunkt mit EinfluB der Fehler in der Zeit

Zeitabhiingige Probleme kénnen mit der direkten oder indirekten Zeitintegrationsmetho-
de gelost werden. Bei der indirekten Methode wird die Bewegungsgleichung mit Hilfe
der zueinander orthogonalen Eigenformen der Struktur entkoppelt. Die Uberlagerung der
Verldufe der einzelnen Eigenformen ergibt den Gesamtverschiebungsverlauf. Die Genau-
igkeit der Losung héngt von der genauen Ermittelung der einzelnen Eigenformen und
Eigenwerte und nicht von der Zeitintegration ab. Um den numerischen Aufwand zu redu-
zieren, werden meist nicht alle Eigenformen und Eigenwerte bestimmt und beriicksichtigt.
Es gibt nur wenige Arbeiten zu adaptiven Verfahren bei indirekten Zeitintegrationsver-
fahren 'z.B. [38], da nach der Anpassung der Diskretisierung wieder die Eigenwerte und
Eigenformen bestimmt werden miissen. Dadurch erhdht sich der numerische Aufwand
deutlich. In der vorliegenden Arbeit wird deshalb die direkte Zeitintegration verwendet.

Bei der direkten Zeitintegration mit Einschrittverfahren wird die Bewegungsgleichung
an einzelnen Zeitpunkten geldst. Dazu muB die Zeit und der Raum diskretisiert werden.
Weit verbreitet sind die semidiskreten Verfahren, die in Kapitel 2.3.2 eingefiihrt wur-
den. Bei der Semidiskretisierung wird zunschst der Raum mit finiten Elementen diskre-
tisiert. Dies fiihrt auf eine gewthnliche Differentialgleichung in der Zeit, die semidiskrete
Gleichung. In zeitlicher Richtung werden finite Differenzen zur Diskretisierung verwen-~
det, die nur in Ausnahmefillen einer Finiten-—Element-Methode entsprechen. Infolge der
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unterschiedlichen Diskretisierungsformen wird der zeitliche Fehler getrennt von dem réum-
lichen Fehler mit verschiedenen Methoden ermittelt. Der rdumliche und zeitliche Fehler
wird ohne Beriicksichtigung der Fehler aus den vorherigen Zeitschritten bestimmt, d.h. die
Fehler sind lokal in der Zeit. Wegen der Einfachheit sind die Methoden zur Kontrolle der
Zeitschrittgrofe weit verbreitet, [20]{71]20]{90]. Die verschiedenen Methoden werden in
Kapitel 5.2 beschrieben.

Arbeiten zur raumlichen Fehlerkontrolle sind seltener, da die riumliche Adaptivitat al-
gorithmisch schwieriger umzusetzen ist und numerisch aufwendiger ist, u.a. (84][61){80].
Zur Bestimmung des rdumlichen Fehlers werden glittungsbasierte Techniken, die in Ka-
pitel 5.3 beschrieben werden, verwendet. Mit Hilfe dieser Methoden wird der réumlich
globale Fehler, d.h. der mittlere Fehler iiber das Gebiet, bestimmt. Im Rahmen dieser
Arbeit wird zusitzlich in Kapitel 5.3.3 der riumlich lokale Fehler eingefiihrt, indem zu
einem Zeitpunkt duale Probleme ausgewertet werden.

Bei der DTG—Methode in Kapitel 2.3.1 wird die Zeit mit finiten Elementen diskre-
tisiert, wodurch sich neue Moglichkeiten der Ermittelung des riumlichen und zeitlichen
Fehlers ergeben. Der zeitlich lokale Fehler kann bei der DTG-Methode durch die zeitlichen
Sprungterme an den Zeitintervallgrenzen bestimmt werden [61]. In réumlicher Richtung
wird, wie bei der semidiskreten Formulierung, der rdumlich globale Fehler mit glidttungs-
basierten Methoden berechnet.

Die Formulierung mit finiten Elementen in Raum und Zeit ermdglicht es, duale Probleme
2u verwenden und somit den zeitlich globalen Fehler, d.h. den Fehler des gesamten Zeit-
raumes, sowie den riumlich lokalen Fehler, d.h den Fehler in einem bestimmten Gebiet,
2u berechnen. Durch das duale Problem kann der Einflu§ einer lokalen Fehlergréfie in
Raum und Zeit dargestellt werden. In Kapitel 4 wird die Fehlerbestimmung mit Hilfe von
dualen Problemen eingefiihrt. Die Methoden unterscheiden sich in der Behandlung des
dualen Problems, wie in Kapitel 4.4 gezeigt wird. Das duale Problem kann a—priori durch
eine Stabilititskonstante ersetzt werden. Die Stabilitéitskonstante schitzt den Einfluf},
d.h. die Losung, des dualen Problems ab. In der Strukturdynamik kann die Stabilitdts-
konstante nur in speziellen Fillen a-priori bestimmt werden, da die Stabilitéitskonstante
im allgemeinen nicht nach oben beschrankt ist (35]. D.h. die Fehler in der Strukturdy-
namik konnen mit der Zeit immer starker zunehmen. In der Statik hingegen kann die
Stabilititskonstante nach oben mit eins abgeschiitzt werden. Dadurch kdnnen globale
residuale Fehlerschiitzer iiber duale Probleme hergeleitet werden. Selbst wenn eine Stabi-
litatskonstante gefunden wird, muf dies nicht auf genaue Fehlerindikatoren fiihren, da die
Stabilititskonstante zu hoch abgeschétzt werden kann. Die Verteilung des Einflusses der
lokalen Fehlergrofie kann durch die einzelne Stabilititskonstante nicht wiedergegeben wer-
den. Effizienter ist es, das duale Problem numerisch zu lésen, und somit den raumlichen
und zeitlichen Einflul des lokalen Fehlers zu erfassen [74].
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3.3 Adaptive Strategien

Zu jeder adaptiven Methode gehort neben dem Kontrollkriterium, das in dieser Arbeit die
Gréfe des Diskretisierungsfehlers ist, auch ein adaptive Strategie. Mit der adaptiven Stra-
tegie wird die Technik zur Anpassung der Diskretisierung, um den Fehler zu reduzieren,
festlegt. Es wird zwischen folgenden Methoden unterschieden:

e m-Adaptivitit: Anpassung des mechanischen Modells
Bei der Modelladaptivitit wird das mechanische Modell an die lokalen mechanischen
Anforderungen angepaft [85]. Es kénnen beispielsweise dreidimensionale Elemente
in die zweidimensionale Formulierung von Flichentragwerken eingefiihrt werden,
um wichtige lokale dreidimensionale Effekte abzubilden. Diese Art der Adaptivitét
wird im folgenden nicht betrachtet, da damit der Modellierungsfehler und nicht, wie
angestrebt, der Diskretisierungsfehler reduziert wird.

r—Adaptivitit: Verschiebung der Knoten in eine optimale Lage

Der Diskretisierungsfehler wird durch das Verschieben der Knoten, ohne die Anzahl
der Knoten zu erhdhen, verkleinert. Da die Verbesserungsmdoglichkeiten der Diskre-
tisierung sehr beschrinkt sind, wird die Methode nur selten angewendet. In dieser
Arbeit wird die r~Adaptivitit nicht benutzt.

h-Adaptivitit: Anpassung der Elementgrofie

Durch die Anpassung der Elementgrofie an die Fehlerverteilung wird der Fehler
verringert. Dabei wird zwischen Methoden, die strukturierte Netze und solche die
unstrukturierte Netze verwenden, unterschieden. Auf strukturierten Netzen werden
Elementunterteilungsstrategien bzw. Vergroberungsstrategien verwendet. Es muf
fiir jedes Element entschieden werden, ob es angepaBt werden soll. Fiir die Auswahl
der Elemente gibt es verschiedene Strategien. Bei der Prozentualfehlerstenerung
wird ein bestimmter Anteil an Flementen mit hohem bzw. niedrigem Elementfehler
verfeinert baw. vergrobert. Bei der Methode des Fehlerausgleiches wird iterativ die
Anzahl der Elemente so bestimmt, da$f die Elementfehler gleichmifig verteilt sind.
Die Methoden sind in der Literatur, z.B. Rannacher [74] und Riccius [80], beschrie-
ben. Strukturierte Netze haben den Vorteil, daf die Dateniibertragung einfacher
und genauer als bei unstrukturierten Netzen ist. Jedoch kann das Netz nicht in
einem Schritt an die Fehlerverteilung angepafit werden. AuBerdem ist das angepal-
te Netz immer von der Wahl der ersten Diskretisierung abhiingig. In dieser Arbeit
wird die h~Adaptivitit mit unstrukturierten Netzen verwendet. Bei unstrukturiei-
ten Netzen wird eine Elementdichtefunktion, die aus der Fehlerverteilung berechnet
wird, verwendet. Aufgrund der Elementdichtefunktion wird dann das neue Netz
generiert (s. Kapitel 5.3). Dadurch kann die Diskretisierung in wenigen Schritten
an die Fehlerverteilung angepaft werden. Da jedoch kein hierarchischer Netzauf-
bau vorhanden ist, ist die Ubertragung von Daten auf das neue Netz numerisch
aufwendig und mit Fehlern behaftet, wie in Kapitel 6 gezeigt wird.
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e p—Adaptivitit: Anpassung der Ausatzordnung »
Der Diskretisierungsfehler wird durch die lokale Erhohung der Ansatzordnung der
finiten Elemente reduziert. Somit ist keine Neuvernetzung notwendig. Die p-
Adaptivitét ist sehr effizient bei glatten Losungen.

Mit einer Kombination der Methoden kénnen die Vorteile der einzelnen Techniken zu-
sammen ausgenutzt werden. Vor allem die h-Adaptivitidt in Kombination mit der p~
Adaptivitit ist bei lokal hohen Gradienten sehr effizient {45]. In dieser Arbeit wird jedoch
allein die h—Adaptivitit verwendet.
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Kapitel 4

Fehlerindikatoren basierend auf der
DTG—Methode

Die Fehler bei einer FE-Berechnung kénnen in verschiedenen Gréfien gemessen werden.
Bei den meisten Methoden wird der Fehler in der Energienorm bestimmt. Hierzu zihlen
z.B. der residuenbasierte Fehlerschitzer von Babuska et al. [5] und der glattungsbasierte
Fehlerindikator von Zienkiewicz-Zhu {113] in der Statik, die den Fehler in der Energie-
norm ermitteln. Bisher werden in der Strukturdynamik ausschlieflich glattungsbasierte
Fehlerindikatoren, die den Fehler in der Energienorm messen, angewendet, u.a. Li [61],
Riccius [80], Wiberg et al. [101]. Mit Hilfe dieser Methoden wird zum einen der mittlere
raumliche Diskretisierungsfehler der Struktur zu einem Zeitpunks approximiert und zum
anderen wird der zeitliche Fehler eines Zeitschrittes ermittelt, u.a. Li et al. [62], Ricci-
us [80] und Zienkiewicz et al. [112]. Die Fortpflanzung des Fehlers in der Zeit wird dabet
nicht beriicksichtigt.

Bei einer FE-Analyse sind hiufig die Ergebnisse in cinem bestimmten Bereich, z.B. Auf-
lagerbereich, Lasteinleitung, bzw. in einer bestimmten GrésSe, z.B. Verschiebungen, Span-
nungen, von besonderem Interesse. In diesen Fillen ist es sinnvoll, die lokalen Fehler in
den Bereichen zu kontrollieren. Johnson et al. [55] haben ein allgemeines Konzept der Feh-
lerkontrolle eingefiihrt, das es erméglicht, den Fehler in verschiedenen Fehlergréfien und
in verschxedenen Bereichen zu kontrollieren. Die Methoden basieren auf der Einfihrung
eines dualen Problems, das den Einfluf der lokalen Fehlergrifie im Berechnungsgebiet
darstellen kann. Um das duale Problem herleiten zu kénnen, mufl das urspriingliche
Problem in der schwachen Form vorliegen. Zusitzlich muf} fiir die Fehlerermittlung die
Galerkin Orthogonalitét erfiillt sein. Deshalb konnen lokale Fehler nur bei Problemen,
die mit Hilfe der finiten Element Methode geldst werden, berechnet werden. Das Konzept
der a-posteriori Fehlerschétzung mit Hilfe von dualen Problemen wurde in den letzten
Jahren auf eine Vielzah!l von verschiedenen Problemen iibertragen und angewandt. Auf
die Elastostatik [19](26][25], Elastoplastizitit [89][28], Navier-Stokes-Gleichungen [17],
Wiirmeleitung [36], Wellengleichung [11] und Optimierungsprobleme [18][82], um nur ei-
nige Beispiele aufzufiihren.
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In dieser Arbeit wird das Konzept auf die Probleme in der Strukturdynamik erweitert. Ar-
beiten zu lokalen a—posteriori Fehlerschéitzern bei hyperbolischen Problemen gibt es bisher
wenige. Jedoch nimmt die Anzahl der Arbeiten seit einigen Jahren zu [87]. Die Schwie-
rigkeit bei hyperbolischen Problemen besteht darin, dafl der Fehler unbegrenzt anwachsen
kann, d.h. daf die dualen Probleme nicht immer stabil sind. Das duale Problem kann
im allgemeinen nicht, wie in der Elastostatik, durch eine Stabilititskonstante abgeschiitzt
und ersetzt werden. Fiir hyperbolische Problemen, z.B. Konvektion—Diffusionsgleichung,
Wellengleichung, werden Stabilititskonstanten u.a. von Eriksson et al. {35] und Siili {87]
fiir Gleichungen und Gleichungssysteme erster Ordnung in der Zeit ermittelt und ange-
wendet. Eine andere Moglichkeit ist, das duale Problem numerisch zu l6sen. Damit ist
die Fehlerbestimmung unabhéngig von der Beschrinktheit der Stabilititskonstante. Ban-
gerth et al. [11] ermitteln den lokalen Fehler fiir die Wellengleichung als Gleichungssystem
erster Ordnung in der Zeit durch die numerische Auswertung des dualen Problems. Ar-
beiten zu der Fehlerbestimmung in der Strukturdynamik mit der Bewegungsgleichung als
Gleichung zweiter Ordnung in der Zeit gibt es noch nicht.

Lokale Fehlerindikatoren basieren auf der Verwendung einer reinen Finiten-Elemente-
Formulierung. Im folgenden soll der lokale Fehler in der Strukturdynamik approximiert
werden, weshalb eine reine Finite-Elemente-Formulierung verwendet werden muf. Es
wird die reine FE-Formulierung mit DTG-Ansiitzen eingefiihrt. Die gewihlte reine FE-
Formulierung soll méglichst dhnlich zu der semidiskreten Formulierung mit der Newmark—
Methode sein, da die lokalen Fehlerindikatoren in Kapitel 5.3.3 auf die semidiskrete For-
mulierung mit der Newmark-Zeitintegration iibertragen werden. Die in Kapitel 5 ver-
wendete Newmark-Methode beruht auf einer Einfeldformulierung, weshalb auch im fol-
genden eine Einfeldformulierung benutzt wird. Es wird die DTG-Methode nach Hulbert
et al. [50] (s. Kapitel 2.3.1) zur Losung der Bewegungsgleichung zweiter Ordnung in der
Zeit verwendet. Die lokalen Fehlerschitzer fiir die Gleichungssysteme erster Ordnung in
der Zeit konnen somit nicht verwendet werden. Deshalb wird im folgenden das Konzept
der lokalen Fehlerindikatoren auf die Einfeldformulierung der Strukturdynamik unter der
Berticksichtigung der Terme der Rayleigh-Dampfung iibertragen. Die Grundlagen und
Eigenschaften des in diesem Kapitel entwickelten allgemeinen Fehlerindikators sind im
folgenden stichwortartig zusammengefafit:

Zeitdiskretisierung: Diskontinuierliche finite Elemente (DTG)
Raumdiskretisierung: Finite Elemente (FE)

Fehlermaf}: Variabel

Fehlerindikatoren: Gemeinsamer rumlicher und zeitlicher Fehler

Eigenschaften des Fehlers: Variabel, d.h. globaler und lokaler rdumlicher Fehler;
globaler und lokaler zeitlicher Fehler

In diesem Kapitel wird das Vorgehen der Entwicklung eines lokalen Fehlerindikators in
der Strukturdynamik erliutert. Zum besseren Verstéindnis und zum Vergleich wird par-
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allel dazu der entsprechende lokale Indikator der Elastostatik eingefiihrt. Ausgangspunkt
ist das urspriingliche Problem, das in Kapitel 4.1 beschrieben wird. In Kapitel 4.2 wird
das adjungierte Problem, das auch duales Problem genannt wird, hergeleitet. Mit Hilfe
des adjungierten Problems wird in Kapitel 4.3 der Fehler in einer bestimmten physikali-
schen Grofe bestimmt. Es wird gezeigt, wie die Belastung des dualen Problems gewihlt
werden muf}, um den Fehler in den verschiedenen Griflen zu bestimmen. Der Fehlerin-
dikator wird in Kapitel 4.4 hergeleitet. Da nur Arbeiten iiber lokale Fehlerindikatoren
fiir Gleichungssysteme erster Ordnung in der Zeit bekannt sind, wird im Anhang E der
Zusammenhang zwischen den dualen Problemen bei der Verwendung von Einfeld- und
der Zweifeldformulierungen hergestellt.

4.1 Urspriingliches Problem

Der Fehler des urspriinglichen Problems soll berechnet werden. Zur Berechnung wird von
der schwachen Formulierung des urspriinglichen Problems ausgegangen und der Fehler e
eingefiihrt. Die Diskretisierung der schwachen Formulierung (2.41) erfolgt mit der DTG-
Methode, wie in Kapitel 2.3.1 gezeigt wurde.

Es wird im folgenden von der diskreten schwachen Form (2.45) der Bewegungsgleichung
ausgegangen. Die diskreten Verschiebungen u® € Sk, miissen die folgende schwache
Formulierung erfiillen.

Brg(w",u") = Lrg(w") Vuw" e Vi, (4.1)
Auch die exakte Losung u € Srg erfiillt die diskretisierte Bewegungsgleichung.
Bre(w",u) = Lrg(w®) Y w"e Vi, (4.2)

Die Differenz der beiden Gleichungen (4.1) und (4.2) fithrt auf die Galerkin Orthogona-
litét.

Brg(w", u—u") =0 YwheVh, (4.3)
Der Fehler € € Syg ist definiert durch e = u — u". Der Fehler erfiillt schwach
Bro(wh,e) =0 vYuw" e Vi, (4.4)

Dies bedeutet, da$f die Naherungslosung der Verschiebungen w” beziiglich der Bilinearform
Brg(-,-) die bestmégliche Approximation der exakten Losung v im Raum der Ansatz-
funktionen 8% ist. Folglich muB die Differenz u — u?, d.h. der Fehler e, orthogonal zu
dem Raum der diskreten Testfunktionen w" € Vi sein. Mit Hilfe der Galerkin Orthogo-
nalitét wird das urspriingliche Problem durch den Fehler e und die Residuen ausgedriickt.
Dazu wird von der Gleichung (4.4) ausgegangen.

BTG(wh: e) = LTG(wh) - BTG(‘wh7 uh) =0 (4.5)
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Das Gebiet @ wird in die Summe iiber alle Zeitschritte I, und alle Elemente €2, zer-
legt. Wird die partielle Integration und der Gauss’sche Integralsatz auf Gleichung (4.5)
angewendet, fiihrt dies auf die Gleichung (2.46), in die die Residuen eingesetzt werden.

N K
0 :Z Z (,wh) R)Qﬁ + (,wh, Js)'y‘] (4.6)

R sind die inneren Elementresiduen und J die Sprungterme. Die Anfangsbedingun-
gen werden mit @} und '172 bezeichnet, da sic die Abbildung der Anfangsbedingungen
auf die Diskretisierung darstellen. Wird zum Beispiel von einem Anfangszustand in-
folge einer statischen Belastung ausgegangen, so liegen die Anfangsverschiebungen und
—geschwindigkeiten, die zuerst numerisch berechnet werden miissen, nur in der diskreti-
sierten Form vor. Die inneren Residuen R und die Sprungterme J sind definiert durch

R=P—pitl = dipt" + V- o (Vah) + V- o(Vu") auf Q5 4.7
—in-[le(Vut)(@)]] - jdon - [[o(Va")(@)]] v C

Jo=¢ t—n-o(Vuh) 7 C Y (4.8)
0 7 C Yun

Ji, = — plla" (ta-1)l} auf Q° (4.9)

Ji, = = [[o(Vul) (ta-1)]] auf QF (4.10)

Die inneren Residuen R entstehen auf dem Raum-Zeit Element Q%. Die Sprungterme J
werden in die zeitlichen J; und die riumlichen J, Spriinge unterteilt. An den rdumlichen
Elementgrenzen * tritt der riumliche Sprungterm J,, d.h. der Sprung in den Spannungen
bzw. der Sprung zu den vorgegebenen Randbedingungen (4.8), auf. Die zeitlichen Spriinge
J; ergeben sich iiber das Gebiet £ an den Zeitintervallgrenzen ¢,. Der Sprungterm in den
Geschwindigkeiten wird mit J;, abgekiirzt und der Sprung in den Spannungen mit Jy,.

Im folgenden werden die Gleichungen in einer verkiirzten Schreibweise dargestellt. An-
hand dieser Schreibweise wird spiter die Methode der Fehlerermittlung mit Hilfe von
dualen Problemen anschaulich erklirt. Die Kurzform ersetzt jedoch nicht vollstéindig die
ausfiihrlichen Gleichungen. Die schwache Formulierung (4.6) wird abgekiirzt mit

BTG(wh’ 6) = (’lbha EG)Q = (whvﬁ)Q (411)
Die inneren Residuen R und die Sprungterme J werden zu R zusammengefafit.

R=R+J,+J, (4.12)
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Aus Gleichung (4.11) wird die starke Form der Fehlerdarstellung gewonnen.
Le=R (4.13)

Die Fehlergleichung sagt aus, da$ die Fehlerverteilung e der Strukturantwort infolge der
Belastung durch die Residuen R entspricht.

Die dynamischen Gleichungen werden im folgenden mit den statischen Gleichungen ver-
glichen, um die Unterschiede sowie die Gemeinsamkeiten von Statik und Dynamik darzu-
stellen. Dazu wird im folgenden das urspriingliche Problem der linearen Statik eingefiihrt.

Statik Die statischen Grundgleichungen kénnen iiber das Prinzip der virtuellen Ver-
schiebungen oder aus den dynamischen Gleichungen durch die Vernachlissigung der zeit-
abhéngigen Terme gewonnen werden. Die Galerkin Orthogonalitit wird mit Hilfe der
schwachen Formulierung (2.91) hergeleitet, indem die exakte u € & und die diskrete
ut € &" Losung mit & & eingesetzt und die Differenz gebildet wird

Bw" e) = L(w") — Bw" u") =0 Vwhe P (4.14)
mit € = u —wu* [ (2.89) und B (2.88) werden in die Gleichung (4.14) ecingesetzt.
Das Integral iiber das Gebiet Q wird in die Summe der Integrale iiber alle Elemente Q¢
aufgeldst. Nach der partiellen Integration und der Anwendung des Gauss’ schen Integral-

satzes erhilt man die Gleichung (2.92), in die die Residuen R und die Sprungterme J,
eingesetzt werden. Somit ergibt sich

0= Z[(whv R)Qe + (whv ja)I‘*] (415)

e=1

Die Elementinnenresiduen B und die Sprungterme J, sind definiert durch

R=P+V.o(Vu") auf Q° (4.16)

) —in-[[o(Vuh)(z)]] T*cIe

Jy={ t—n-o(Vuh) Hcr, (4.17)
] I~cr,

Die inneren Residuen R (4.16) und die Sprungterme J, (4.17) konnen direkt durch die
Vernachlissigung der zeitabhéngigen Terme von den Residuen R (4.7) und den Sprung-
termen J (4.8) in der Dynamik hergeleitet werden. Aus den Gleichungen (4.14) und (4.15)
folgt die schwache Form der Fehlerdarstellung.

B(uwh,e) = (w", Le) = (w* R) (4.18)
mit
R=R+J, (4.19)
Die abgekiirzte starke Form der Fehlergleichung lautet

Le=R (4.20)



4.2 Duales Problem

Zur Ermittlung des Fehlers in einer bestimmten physikalischen Grofie und in einem be-
stimmten Gebiet wird das adjungierte bzw. duale Problem benétigt. Zunéchst wird das
duale Problem hergeleitet und dessen Funktion erklirt. Ausgegangen wird von dem kon-
tinuierlichen initialen Problem. Das initiale Problem wird nur zur Herleitung des dualen
Problems verwendet. Zur Unterscheidung wird das Problem, dessen Fehler berechnet wer-
den soll, als urspriingliches Problem bezeichnet (s. Kapitel 4.1). Die Bilinearoperatoren
Brg(-,+) des urspriinglichen und des initialen Problems sind identisch und nur die Bela-
stungen sind verschieden. Das initiale Problem lautet: gesucht sind die Verschiebungen
z € Vrg, so dafl

BTg(z, ’U) = DTg('v) Yv € Srg (4.21)

Die Rolle von Test- und Ansatzfunktionen ist vertauscht. Die schwache Formulierung
(2.41) des urspriinglichen Problems wird mit w € Vr getestet, wihrend in Gleichung
(4.21) mit Funktionen aus dem Raum der Ansatzfunktionen v € Srg getestet wird.
Die rechte Seite Drg(v) stellt das Belastungsfunktional dar. Das initiale Problem kann
alternativ durch das adjungierte bzw. duale Problem beschrieben werden. Finde z € Vra,
so dafl

Big(v,2) = Drg(v) Vv € Sre (4.22)

B (-,-) ist der adjungierte bilineare Operator. Der bilineare Operator Bl(-,-) wird
iiber die Gleichheit von (4.21) und (4.22) bestimmt.

B;—-G(’U, Z) = BTg(Z, ’U) (423)
Fiir die Herleitung des bilineare Operator des dualen Problems Bf(:,-) wird von der

Bilinearform des urspriinglichen Problems (2.42) ausgegangen.
N

Bro(z,v) =Y [(2,pb)q. + (2,d1p0)q, + (%, dr0)q, +0(2,v)q,] (4.24)

n=1
N

+ 3 (&), Ao (tnt) e + a(2(tr0), [ (Ea-1) o]

n=2
+ (2(t8), p0(5))a + a2(t5), v(t))a
Nach der partiellen Integration ergibt sich

N
Big(v,2) =Y [~ (0, p2)q, + (0, dip%)q, + (¥, da%)q, — a(¥, 2)q.] (4.25)

n=1

N
+ 3 (5, p2)al3 | +alo, Zal; ]

3
—

+ 3 (ot p2(tr-1))a + al([v(tn-1)]), 2(E3-1)a)

n

2
+ (0(t7), p2(t7))a + a(v(t5), 2(8))a

i
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Im folgenden werden nur die Terme an den Zeitintervallgrenzen betrachtet. Dazu werden
die Terme in der Gleichung (4.25) ausgeschrieben und mit 7;(£) abgekiirat.

ZT(Q Z v(t;),pz(t;))n—(b(tz_l),pz(m))n (4.26)
+alolty), 2(t5))g - (060, (65 )]
+ > [, pz( Do = (8lta1), o205 )
+alolt? 1> ) alo(t 1>,z<t _a]
+ Q). i )5 +a(o(iD), 2

Die Terme T;(Q) werden im folgenden zusammengefafit. Die Terme T5(Q) und T5(Q)
heben sich auf.

N N-1

o) + T5(Q) = = Y (b(t5_,), p2(tE))e + D (0(E), p2(E))a (4.27)

n=1 n=1

+(0(83), p2(t))a =0

Ebenso verschwinden die Terme Ty(Q2) und T5(€2).

N N-1
Te(Q) + To() == > a(v(t e+ Y aw(th), 2(t)a (4.28)
n=1 n=1

+a(v(t]), z(t§))a = 0

Die anderen Terme werden zu Sprungtermen [[-(t,)]] zusammengefaBt. Aus dem Term
T1(Q) wird der Sprungterm in den Geschwindigkeiten iiber die Zeitintervallgrenzen gebil-
det.

N-1

() p2(t))a — Y (8(6), p2(t})a (4.29)

n=1

T(Q) =

Mz

n=

== (0() pllz(t)Da + (B(ty), p2(ty))a

T

=

It

Die zeitlichen Spriinge in den Spannungen ergeben sich aus dem Term T3().

N N-1

T3(Q) = Z a(v(ty), 2(t:)a = D a(v(t;), 2(t))a (4.30)
Za (v(t2), [[2(t)]Da + a(v(ty), 2(tx))a
n=1
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v ¥ Bre(z,v) = Dra(z) 2 & Big(v,2) = Drg(v)

Vo - zN
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~ 7
0 ty ¢t 0 ty 1

Abbildung 4.1: Lésung v des initialen Problems mit Brg(+,+) und Losung z des dualen
Problems mit Byg(:-)

Somit lautet die adjungierte Bilinearform B*(-,-) des dualen Problems

B’;"G(”: z) = Z

)
e
= S [ (), pllz) D + a(o(t:), [2(t)]De]

+ (d(ty), p2(t))a + a(v(ty), 2(tx)n

[= (9, p%)q. + (b, dip2)q, + a(d, dr¥)q, — a(v, 2)q,] (4.31)

Das duale Problem stellt ein ,Riickwirtsproblem* dar. Der Vergleich mit der Biline-
arform (2.42) des urspriinglichen Problems zeigt, daf} die Massen— und Steifigkeitsterme
in (4.31) das Vorzeichen gewechselt haben, d.h. die Dampfung wirkt entgegengesetzt zur
Dampfung des initialen Problems. Die Sprungterme werden mit den Werten an der Stelle
t. gewichtet, statt wie bei dem urspriinglichen Problem mit den Werten an der Stelle
tf. Die ,Anfangsbedingungen des dualen Problems sind zum Zeitpunkt ¢ = iy gege-
ben. In Abbildung (4.1) ist links v als Losung des initialen Problems dargestellt. Die
Anfangsbedingungen sind zum Zeitpunkt ¢ = 0 gegeben. Die Dampfung ist positiv. Auf
der rechten Seite ist z die Losung des dualen Problems. Die ,Anfangsbedingungen* sind
zum Zeitpunkt ¢t = ty gegeben und die Ddmpfung ist negativ.

Zur Veranschaulichung wird aus dem dualen Problem (4.31) die starke Form abgeleitet.

—pi +dipr — V-0 (VE)+ V- -0(Vz) =Drg  aufQx (0,tw) (4.32)
z=0 auf Ty, x (0,tn) (4.33)

n-o(Vz)=0 auf Iy x (0,%n) (4.34)

z(z,ty) =2Zn zell (4.35)

#(x,ty) = Z§ z e (4.36)

Der Lastvektor Dre ergibt sich aus dem Funktional Drg(v). Die starke Form wird
abgekiirzt mit

Loz = Dre (4.37)
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Fiir die numerische Auswertung des dualen Problems werden, ebenso wie fiir das ur-
spriingliche Problem, die Test— und Ansatzfunktionen aus demselben Raum gewshlt. Fiir
die Berechnung wird das duale Problem durch eine Koordinatentransformation in ein
» Vorwirtsproblem* umgewandelt.

=ty —1t (4.38)
An den Zeitintervallgrenzen gilt folgender Zusammenhang zwischen ¢ und t*.
=t 5t =iy, (4.39)
Der Sprungterm [[-(¢;)]] im transformierten Koordinatensystem lautet:
()] = 2(5]") — (%) = ~[[z(tn-n)]] (4.40)

Eingesetzt in die duale Bilinearform (4.31) ergibt sich das » Vorwirtsproblem*.

N
Big(v,2) =) [(6, p2)q, + (6,dip2)q, +a(b, do")q, + als, 2)q.] (4.41)

n=1
N-1

+ 2 (), Al e + alo (), (=) D)

+(0(t57), p2(t5"))a + a(v(t§"), 2("))e

Um die Parallelen und Unterschiede von der Dynamik zu der Statik in Bezug auf das duale
Problem zu zeigen, wird im folgenden das duale Problem der Elastostatik eingefiihrt.

Statik Das Vorgehen zur Herleitung des dualen Bilinearoperators entspricht dem in der
Dynamik. Das initiale Problem der Elastostatik wird definiert durch: finde z € Y, so dafi

B(z,v)=D(w) Yved§ (4.42)
Das dazu adjungierte Problem lautet: finde 2 € V, so daf§
B*(v,2) = D(v) Yved (4.43)

Die Belastung des initialen und des dualen Problems erfolgt durch das Funktional D(v).
Der bilineare Operator B*(-,-) wird iiber die Gleichheit von (4.42) und (4.43) bestimmt.

B*(v,z) = B(z,v) (4.44)

Der Operator B(-,-) entspricht der symmetrischen Bilinearform af-,) (2.88). Eingesetazt
in die Gleichung (4.44) ergibt sich fiir die duale Bilinearform

B'(v,2) = a(z,v)q = a(v, 2)a (4.45)
Der urspriingliche B(-,-) und der adjungierte B*(-,-) Operator sind identisch, d.h. die

schwache Formulierung der linearen Elastostatik ist selbstadjungiert. Elliptische Problem,
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wie z.B. die lineare Elastostatik, konnen selbstadjungiert sein. Die starke Form des dualen
Problems lautet

-V.0(Vz) =T auf Q (4.46)
z=0 auf I',, (4.47)
n-o(Vz)=0 auf I'y (4.48)

Fiir den linearen Operator der starken Form des adjungierten Problems gilt
Lr=L (4.49)

Somit lautet die starke Form des dualen Problems in der Elastostatik in der abgekiirzten
Schreibweise

Lz=D (4.50)

4.3 Darstellung einer Fehlergrofie

In Kapitel 4.1 wurde der Fehler e des urspriinglichen Problems mit Hilfe der Residuen
R ausgedriickt. Das duale Problem wurde in dem vorherigen Kapitel 4.2 hergeleitet. In
diesem Kapitel werden die beiden Probleme miteinander gekoppelt, um den Fehler des
urspriinglichen Problems in einer bestimmten Grofie zu bestimmen.

Bei dem dualen Problem (4.22) werden dazu die Funktionen v aus dem Raum der An-
satzfunktionen Srg durch den Fehler e € Sye ersetzt, sowie das Lastfunktional Drg(e) =
(é, Drg)q eingesetzt.

B}G(e, Z) = (e, DTG)Q (451)

In der schwachen Formulierung wird mit den zeitlichen Ableitungen é bzw. % getestet, da-
mit nach der Zeitintegration wieder Arbeitsterme entstehen, s. Kapitel 2.3.1. Die schwache
Formulierung des urspriinglichen Problems lautet

Brg(z,e) = (2,R)q (4.52)

Zuniichst wird das Prinzip der Fehlerbestimmung anschaulich erklirt. Dazu wird die
abgekiirzte Schreibweise der starken Form der Bewegungsgleichung verwendet. Die star-
ke Form des adjungierten (4.37) und des urspriinglichen (4.13) Problems werden in die
schwache Form des dualen (4.51) und des urspriinglichen (4.52) Problems eingesetzt.

Big(e,z) = (€, L1gz)q = (&, Drclq (4.53)
BTG(Z, 6) = (z, ET(;G)Q = (Z,E)Q (454)

Die Definition des dualen Problems (4.23) fiihrt auf

Bro(z,€) = Brg(e, 2) (4.55)
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urspriingliches Problem duales Problem

Zeit Einflufigebiet Zeit Abhangigkeitsgebiet

r=u1x1—ct T =9 +ct

T =Ip
+e(ty — 1)

Y

Koppelung

T Ty X

Abbildung 4.2: Modellbeispiel fiir die Darstellung des Fehlers am Punkt P

Daraus ergibt sich der Zusammenhang zwischen der Fehlerverteilung e und der Lésung 2
des adjungierten Problems.

(&, Drg)g = (R, 2)q (4.56)

Die Last Dy filtert aus der rdumlichen und zeitlichen Fehlerverteilung e den gesuchten
Fehler heraus. Mit Hilfe der rechten Seite von Gleichung (4.56) kann gezeigt werden, daf
der lokale Fehler dquivalent zu der Wichtung der Residuen B des urspriinglichen Pro-
blems mit der Losung des dualen Problems # ist.

Das Prinzip der Fehlerbestimmung fiir eine lokale Gréfie wird anhand einfacher Charakte-
ristiken erldutert [65]. In Abbildung (4.2) links oben ist das urspriingliche Problem mit ei-
nér Anfangsverschiebung in dem Bereich 2; < x < x, dargestellt. Die Stérung breitet sich
mit der Wellengeschwindigkeit ¢ entlang der Charakteristiken z = z; —ct und z = z5+ct
aus. Der Einflufibereich der Anfangsverschiebungen ist durch den grauen Bereich gekenn-
zeichnet. Nur Punkte in diesem Bereich erfahren eine Veréinderung in den Verschiebungen
und in den Geschwindigkeiten aufgrund der Anfangsbedingungen. Auf der rechten Seite
oben in Abb. (4.2) ist das duale Problem dargestellt. An einem Punkt P soll der Fehler be-
stimmt werden. Dazu wird dort eine Stérung bzw. Belastung aufgebracht und beobachtet,
‘ wie diese sich ausbreitet. Fiir dieses Problem ist nur der Zeitraum t < ¢y von Interesse.
Die GréSe der Storung in Punkt P hiingt allein von den Werten in dem grauen Bereich ab.
Dieser Bereich, der durch die Charakteristiken = = x, — c(ty —t) und z =z, +c(ty — 1)
begrenzt ist, nennt man Abhéngigkeitsbereich. Das duale Problem verliuft mit der ,An-
fangsbedingung® zum Zeitpunkt ¢x in zeitlich umgekehrter Richtung. In Abb. (4.2) unten
ist die Uberlagerung des Abhiéingigkeitsbereiches und des Einflubereiches dargestellt. Nur
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die Punkte in dem gemeinsamen Gebiet des Abhéngigkeitsbereiches und des EinfluBlberei-
ches, das dunkelgrauen gekennzeichnet ist, haben einen EinfluB auf die Fehlergrofie an dem
Punkt P. Dieses Beispiel mit den einfachen Charakteristiken dient allein zur Erklirung der
Methode der Fehlerbestimmung in der Dynamik. In der Regel sind die Charakteristiken
keine Geraden. Bine ausfithrliche Beschreibung von Charakteristiken ist z.B. in John (52}
zu finden.

Nachdem das Prinzip der Koppelung des urspriinglichen Problems mit dem dualen Pro-
blems zur Fehlerbestimmung anschanlich erklirt wurde, wird die Kurzschreibweise (4.56)
nun durch die ausfiihrlichen Terme ersetzt. Der duale bilineare Operator Big(:, ") (4.31)
wird in das adjungierte Problem (4.51) eingesetzt. Das adjungierte Problem (4.51) mit
den , Anfangsbedingungen® Zy und %n lautet dann

N
n=1
N

=3 [t pllta))a + ale(t), 2 () De] + alelty), z(tx)a + (e(tn), p2(tR)a

n=

[ (& p)o + (6, dipi)q, + (e, do2)q, — 0(&, 2)a.] (457)

—

-

N
=3 (Dre, &), +ale(ty), Zn)a + (&(ty), pZn)a

n=

-

Der Fehler des urspriinglichen Problems in einer bestimmten physikalischen Grofie kann,
indem die Fehler des urspriinglichen Problems mit der Lésung des dualen Problems ge-
wichtet werden, durch die Gleichung (4.57) bestimmt werden.

4.3.1° Duale Last

Das Belastungsfunktional Dyg(e) des dualen Problems steuert die zu bestimmende Fehler-
gréBe des urspriinglichen Problems. Im folgenden werden verschiedene Moglichkeiten ge-
zeigt, wie das Funktional Drg(e) gew#hlt werden kann. Zunschst wird alleine der Fehler
in zeitlicher Richtung betrachtet, weshalb es ausreichend ist, die verschiedenen Belastungs-
funktionale an Hand eines Einmassenschwingers (EMS) herzuleiten. Anschlieflend wird
die Belastung auf riumliche Systeme erweitert.

EMS Fiir einen Einmassenschwinger vereinfacht sich die Fehlergleichung (4.57).

M=

[- (e, M%), + (&,C%)1, — (& Kz),) (4.58)

3

il
z =
-

]

[(e(t), M) + (e(t7), K([z()ID] + (e(tn), K2(tx) + (&(ty), MA(ty)

3
il
-

(DTG, é)]n + (e(tﬁ), KEN) + (e(t;,), MEN)

-

1

3
1
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Abbildung 4.3: Lastfille: Dirac-Delta Last und Heaviside-Lasten

Die Masse M, die Ddmpfung C und die Steifigkeit K sind in diesem Fall skalare Werte.
Die starke Form (4.32) fiir den Einmassenschwinger lautet

~M2z -+ Cz—-Kz= DTG (459)
Z(tN) = EN (460)
2(ty) = Zn (4.61)

Dirac—Delta Last: Im folgenden wird zunéichst auf die Besonderheiten der punktférmi-
gen Dirac-Delta Funktion ¢ eingegangen, s. Meyberg et al. [66], bevor die Dirac-Delta
Last in die Fehlergleichung eingesetzt wird. Die Lastfunktion ist links in Abbildung (4.3)
dargestellt. Da die Dirac-Delta Funktion bzw. der Operator nur iiber einen infinitesi-
malen Bereich, d.h. an einem Punkt, wirkt, kann der Operator nur in integraler Form
verwendet werden.

/oe St —ty) dt =1 (4.62)

Der Dirac-Delta Operator kann auf stetige Funktionen in bestimmten Integralen angewen-
det werden. Der Dirac-Delta Operator 6%(¢ — ty) filtert dabei aus der stetigen Funktion
f(t) den Funktionswert an der Stelle ty heraus.

t

[ st -emrwa= [ o= ) (463)

0

Die duale Last wird mit Hilfe des Dirac-Delta Operators definiert.
DTG - JfN (464)

Das Integral der Last iiber die Zeit ist der Impuls, d.h. das Systern wird zum Zeitpunki
tx mit einem Einheitsimpuls aus der Dirac—Delta Last beansprucht.
tN tN
Tre = Drgdt = / S dt=1 (4.65)
to

to

Die Dirac-Delta Last 63 wird in die Fehlergleichung (4.58) eingesetzt und umgeformt

174
(Dre, &)1 = / 52, 6.dt = é(ty) (4.66)
to
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urspriingliches Problem duales Problem

Ty =1 C=05 Zy=0 =-0,5

Uy =0 K=1 Fn=0 K=1

P=9 M =1 M=1
Drg = 68,

Abbildung 4.4: Urspriingliches Problem und duales Problem fiir den Fehler in der Ge-
schwindigkeit

Mit der Impulslast kann der Fehler in der Geschwindigkeit é(ty) zum Zeitpunkt £y be-
stimmt werden.

Anfangsbedingungen In der Strukturdynamik werden hiufig die Anfangsbelastungen in
die entsprechenden Anfangsverschiebungen und —geschwindigkeiten umgewandelt. Im fol-
genden wird gezeigt, zu welchen , Anfangsbedingungen“ die Belastung infolge der Dirac--
Delta Last &quivalent ist. Werden die entsprechenden ,Anfangsbedingungen“ eingesetzt,
ergibt sich ebenfalls der Geschwindigkeitsfehler zum Zeitpunkt ty. Infolge der Dirac—
Delta Belastung sind die Verschiebungen und Geschwindigkeiten in ¢y nicht stetig [66],
d.h. das System ist zum Zeitpunkt ¢3 in Ruhe.

z(ty) =0 (4.67)
2(tn) =0 (4.68)
Der Impuls Zpe = 1 mufl von dem System aufgenommen werden.
Mz(ty) = Ma(th) = Irg = 3(th) = ~M'Tpg = M1 (4.69)
Aus dem Impuls lassen sich die ,,Anfangsbedingungen® ableiten.
=0 (4.70)
= —(&(t§) - 2(ty)) =M1

Statt der Impulsbelastung kann die Verschiebung und die Geschwindigkeit als ,, Anfangs-
bedingung” vorgegeben werden. Werden die , Anfangsbedingungen in (4.58) eingesetat,
ergibt sich ebenfalls der Fehler in der Geschwindigkeit.

(e(ty), Mzy) = (e(ty), MM™'1) = &(ty) (4.71)

Numerische Beispiele An dem Beispiel des Einmassenschwingers wird im eindimen-
sionalen Raum die Vorgehensweise zur lokalen Fehlerbestimmung erliutert. Das urspriing-
liche Problem ist in Abbildung (4.4) dargestellt. Das System ist gedimpft, und es ist
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urspriingliches Problem

duales Problem
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Fehler mit dualem Problem ----
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Abbildung 4.5: Fehler in der Geschwindigkeit (At = 0, 05)

eine Anfangsverschiebung vorgegeben. Um den Fehler in der Geschwindigkeit zu ermit-
teln, wird eine Dirac-Delta Last Drg = (5{‘N zum Zeitpunkt der Fehlerberechnung ty
aufgebracht (Abb. 4.4 rechts). Die Dirac-Delta Last entspricht einem Sprung in den
Geschwindigkeiten. Die Randbedingung kann bei der numerischen Berechnung als Ge-
schwindigkeitssprung aufgebracht werden. Der Geschwindigkeitssprung ergibt keine nu-
merischen Probleme, da die Ansatzfunktionen in der Zeit diskontinuierlich sind und somit
Spriinge in zeitlicher Richtung zugelassen sind. Die Auswertung des dualen Problems ist
fiir zwei Zeitpunkte ty1 und typ in Abbildung (4.5) dargestellt. Das duale Problem ist
ein ,Riickwiirtsproblem“. Die ,,Anfangsbedingungen® sind zum Zeitpunkt ¢ty gegeben.
Die Residuen des urspriinglichen Problems werden nach Gleichung (4.56) mit der Losung
des dualen Problems in dem Bereich ¢y, < ¢ < ¢ty gekoppelt. Das Integral iiber den Zeit-
raum ¢y < ¢t < ty der gekoppelten Werte ergibt den Fehlerwert zu dem Zeitpunkt ¢x.
Dabei kann das duale Problem ebenso wie das urspriingliche Problem vorwirts ausgewer-
tet werden. Wenn sich die Diskretisierung nicht veréindert, muf das duale Problem nur
einmal berechnet werden. Aus dem Verlauf der Verschiebung und der Geschwindigkeit
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Fehler in der Geschwindigkeit, Fehler in der Geschwindigkeit
x1077 T T T x107*

0 10 20t

exakter Fehler Fehler mit dualem Problem -----

Abbildung 4.6: Fehler in der Geschwindigkeit M = 1; K = 1; P = 0; Dypg = 5fN; Links:
Ty = 1,y = 0; C = 0; At = 0,01; Rechts: @y = 0;U = 1;C = 0,5; At = 0,1

des urspriinglichen Problems in Abb. (4.5) ist der EinfluB der Didmpfung zu erkennen.
Die Bewegung des urspriinglichen Problems klingt mit der Zeit ab. Das duale Problem
verhélt sich umgekehrt. Das bedeutet je grofler ¢y ist, desto kleiner ist der Einfluf} der
Residuen des urspriinglichen Problems zu Beginn der Berechnung (¢ < ty) auf den Fehler
zum Zeitpunkt ty. Mit Hilfe des dualen Problems kann der zeitliche Verlauf des Fehlers
wiedergegeben werden, indem fiir jeden Zeitpunkt der Verlauf des dualen Problems mit
dem Verlauf der Residuen gekoppelt wird. Der berechnete Fehlerverlauf wird in Abbil-
dung (4.5) unten mit dem exakten Fehlerverlauf verglichen. Der exakte Fehler wird aus
der Differenz zwischen der analytischen und der numerischen Losung berechnet. Der
Verlauf und die Grofle des exakten Fehlers kann durch den berechneten Fehler wiederge-
geben werden. Die Kurven des exakten und des berechneten Fehlers stimmen nicht genau
iiberein. Eine Ursache dafiir sind die numerischen Eigenschaften des Zeitintegrationsver-
fahrens, die das duale Problem nicht erfassen kann. Auf diese Fehlerquelle wird am Ende
dieses Kapitels eingegangen.

Im folgenden wird zunéchst der Verlauf des Geschwindigkeitsfehlers des Einmassenschwin-
gers ohne Déampfung berechnet. Anschliefiend werden die Anfangsbedingungen des ge-
dampften Problems aus Abb. (4.4) geéindert und der Geschwindigkeitsfehlerverlauf er-
mittelt. Der Einmassenschwinger in Abb. (4.4) wird nun nicht mehr geddmpft. Es wird
gezeigt, dafl das Anwachsen des Fehlers in der Zeit dargestellt werden kann. Die Anfangs—
und Randbedingungen bleiben unveréindert, wie in Abb. (4.4) dargestellt. Das duale Pro-
blem wird, um den Fehler in der Geschwindigkeit zu ermitteln, mit einer Dirac-Delta
Last belastet. Der exakte und der berechnete Fehler in der Geschwindigkeit sind links
in Abbildung (4.6) dargestellt. Der berechnete Geschwindigkeitsfehler gibt qualitativ den
Verlauf des exakten Fehlers wieder. Die Amplitude des exakten Fehlers ist grofler als
die des berechneten Fehlers. Dies ist auf den Einfluf der numerischen Eigenschaften des
Zeitalgorithmus, d.h. den Amplituden— und Periodenfehler, zuriickzufiihren.

Im folgenden werden nur die Anfangsbedingungen des urspriinglichen Problems in Abb.
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(4.4) geéindert. Als Anfangsbedingungen des urspriinglichen Problems mit Démpfung wird
eine Anfangsgeschwindigkeit vorgegeben. Dadurch veréndert sich nur das urspriingliche
Problem. Das duale Problem ist dasselbe wie in dem Beispiel in Abb. (4.4) bzw. Abb. (4.5),
d.h. der Einfluf8 in Raum und Zeit auf den Fehler zu einem Zeitpunkt ¢y bleibt gleich. Nur
die GroBe der Residuen &ndert sich. Der Verlauf des exakten Fehlers in Abbildung (4.6)
rechts stimmt gut mit dem Verlauf des berechneten Fehlers iiberein.

Duale Last fiir £ > ¢ty: In diesem Abschnitt wird gezeigt, da8l eine konstante Belastung
Dre fiir t > ty (s. Abb. 4.3 Mitte) auf die Fehler in den Verschiebungen fiihrt. Der
Lastverlauf kann mit einer Heaviside-Funktion dargestellt werden, s. Meyberg et al. [66].

0 t <ty

1ty <t (4.72)

DTG:H(t"tN):{

Die Last wird in die Fehlergleichung (4.58) eingesetzt und zur Auswertung partiell inte-
griert.

(DTG; )] = tNH(t*—tN)édl’ H(t-—tN e} / (5d edt = —G(tN) (473)

to

Da der Dirac-Delta Operator die Ableitung der Heaviside-Funktion ist, ergibt sich der
Fehler e(tx) in der Verschiebung zum Zeitpunks .

Anfangsbedingungen Die duale Belastung durch die Heaviside-Funktion wird im fol-
genden in dquivalente , Anfangsbedingungen® umgewandelt. Die Verschiebungen und Ge-
schwindigkeiten sind stetig in £y. Das duale System ist zunichst fiir ¢t < ¢y in Ruhe,
dh.

2(ty) = 5(th) = 2v = (4.74)

Die Belastung durch die Heaviside-Funktion wird in Dehnungsenergiec umgewandelt. Ob-
wohl die Verschiebungen in ¢y stetig sind, werden sie im folgenden, wie in Gleichung (4.58),
in z(t5) und z(t}) aufgespalten, um Zy mit dem richtigen Vorzeichen einzufiihren.

KZ(t;,) - Kz(t;(,) =Drg=1=%Zy = K11 (475)

Werden die , Anfangsbedingungen in Gleichung (4.58) eingesetzt, ergibt sich ebenfalls
der Fehler e(ty) in der Verschiebung zum Zeitpunkt ¢y.

(e(tn), KZy) = (e(ty), ~K K1) = —e(t3) (4.76)

Numerische Beispiele Fiir den geddmpften Einmassenschwinger in Abb. (4.4) wird -
der Fehler in der Verschiebung ermittelt. Dazu wird auf das duale Problem zum Zeit-
punkt ¢y eine Heaviside-Last Drg = H(t — ty) aufgebracht. In Abbildung (4.7) links
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Fehler in der Verschiebung Fehler in der Verschiebung
X107 T x1077 T T T T T

Fehler mit dualem Problem -----

exakter Fehler

Abbildung 4.7: Fehler in der Verschiecbung (M =1; K=1; P=0;T, = 1;%Uy = 0; Drg =
H(t —ty); Links: C = 0,5 At = 0,05; Rechts : C = 0; At = 0,01)

ist der Verlauf des exakten und des mit dem dualen Problem ermittelten Fehlers abgebil-
det. Ist das System gedampft, stimmen die Fehlerverliufe (Abb. 4.7 links) nahezu iiberein.

Der Verschiebungsfehler des ungedimpften Problems wird ebenfalls berechnet. Es dndert
sich im Vergleich zum geddmpften Problem das urspriingliche und das duale Problem.
Im ungeddmpften Fall (Abb. 4.7 rechts) verhilt sich der berechnete Fehler qualitativ wie
der exakte Fehler. Es sind quantitative Unterschiede vorhanden, die mit den numerischen
Eigenschaften des Zeitintegrationsalgorithmus erklirt werden kénnen. Im ungedéimpften
Fall werden die Fehier, anch die durch die Eigenschaften des Zeitintegrationsalgorithmus,
nicht mehr herausgedémpft, sondern pflanzen sich in der Zeit fort, weshalb der Unterschied
zwischen dem exakten und berechneten Fehler im Laufe der Zeit zunimmt.

Konstante Last: Eine weitere Art der Belastung Drg ist eine konstante Last iiber das
gesamte Zeitintervall I = (0,ty). Die Belastung ist in Abb. (4.3) rechts dargestellt. Sie
kann wiederum mit einer Heaviside-Funktion beschrieben werden.

1 <ty

DTG=1—-H(t—tN)={O Ly <t

(4.77)
Die Last wird in die Fehlergleichung (4.58) eingesetzt und partiell integriert.

ty ty
(Dra,€)r= [ (1-H(t—ty))edt = (1~ H(t—ty)els’ + [ 6% edt =e(ty) (4.78)
\———v——'——-’ tﬂ

to

Eine konstante Last fiihrt auf den Verschiebungsfehler e(ty) zum Zeitpunkt ¢y, der dqui-
valent zum Integral des Fehlers in den Geschwindigkeiten iiber das Zeitintervall (0, ty)
ist
in
/ e dt = e(ty) (4.79)
to

wobei e(tp) = 0 gilt.
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Fehler in der L,—Norm: Um den Fehler in der Ly—Norm der Verschiebungen bzw. Ge-
schwindigkeiten zu bestimmen, wird die duale Einheitslast in den Gleichungen (4.64),(4.72)
bzw. (4.77) durch die Fehlerverteilung in den Verschiebungen e bzw. Geschwindigkeiten
€ ersetzt. Da die Fehlerverteilung a~priori nicht bekanut ist, schligt Rannacher [74] vor,
den Fehler mit Hilfe der diskreten Lésung zu approximieren, z.B. mit Interpolations-
abschétzungen. Da fiir den Fehler in der Lo-Norm zunichst die Fehlerverteilung selbst
approximiert werden mu8, hat die Fehlerbestimmung in der Lo~Norm keine grofie Bedeu-
tung. Im folgenden wird nur das prinzipielle Vorgehen gezeigt. Der approximierte Fehler

ist im folgenden & baw. &. Die Ly-Norm wird mit || - || abgekiirzt.

Um den Fehler in der L,~Norm der Verschiebungen zu ermitteln, wird in Gleichung (4.72)
statt der dualen Einheitslast der approximierte Fehler & verwendet.

~e(tw)

Drg = ———=H(l — ty) (4.80)
lle(tn)l]
Die Belastung wird in die Fehlergleichung (4.58) eingesetzt und partiell integriert.
. et :
(Dre, &) = / — (tx) H(t - ty) edt ~ |le(ty)|] (4.81)
o {le(tn)l]

Damit kann der Fehler |le(ty)!| in der Ly-Norm der Verschiebungen zum Zeitpunkt ¢y
approximiert werden.

Der Fehler in der Ly-Norm der Geschwindigkeiten wird analog zum Fehler in der L,~Norm
der Verschiebungen berechnet. Statt der Einheitslast wird die approximierte Lo—Norm
der Geschwindigkeiten in (4.64) eingesetzt.

Dy = A 51 (4.82)
lletw)l]
Die Last wird in die Fehlergleichung (4.58) eingesetat.
oY b)) .
(Drg, &) = / T(N—)-diedt ~ |le(tn)l] (4.83)
o fle(tm)ll

Es ergibt sich der approximierte Fehler lle(ty)]] in der Ly-Norm der Geschwindigkeiten.

Réumlicher Fehler Die Fehlerermittlung wird im folgenden auf die Raumrichtung
erweitert. Wird dic Belastung in den Gleichungen (4.64), (4.72), (4.77) bzw. den Glei-
chungen fiir den Fehler in der Ly—Norm (4.80), (4.82) iiber das gesamte Gebiet £ definiert,
dann wird der mittlere Fehler im Gebiet ) bestimmt. Der durchschnittliche Geschwin-
digkeitsfehler ég im Gebiet € kann mit der Dirac-Delta Last Dy = JfN, die im Gebiet
Q zum Zeitpunkt ¢y aufgebracht wird, ermittelt werden.

(Dra, &)g = /t "6 e dt = (1, é(tn) Yo = éalty) (4.84)
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Abbildung 4.8: Stabproblem: urspriingliches Problem und duales Problem fiir Fehler in
der Verschiebung bei & =0

Mit der Heaviside-Last Drg = H(t — ty) zum Zeitpunkt ¢ty kann der mittlere Verschie-
bungsfehler eq im Gebiet Q berechnet werden.

(Dro, &)q = / " (H(E = t), Dndt = (1, ~e(tn) o = —ealtw)  (485)

Ebenso kann mit einer iiber das Gebiet 2 konstanten Last der durchschnittliche Verschie-
bungsfehler eq(ty) berechnet werden.
17

(Dre, é)q = / (L= H(t — tn), &) dt = eqlty) (4.86)

Jto

Der approximierte Fehler in der Lo-Norm |[|éq(tn)|| und {leq(tn)|| wird entsprechend mit
.

den Gleichungen (4.81) und (4.83) und den approximierten Fehlerverteilungen eund e
bestimmt.

Fehler fiir &y Der Fehler an einem Punkt &y im Raum kann durch die Anwendung des
Dirac-Delta Operators §¢ in rdumlicher Richtung berechnet werden.

DTG = 5d(x — $0) = (5'1

Zo

(4.87)

Der Fehler in der Geschwindigkeit é(wq, ty) zum Zeitpunkt ¢ty an einem Punkt @, wird
mit der Dirac-Delta Last Drg = 6% 6%, bestimmt.

(DTG'7 é )Q = (6;10(5;1)\’, 2] )Q = é(wo, tN) (488)

Um den Fehler in der Verschiebung e(xo,%y) zu berechnen, wird in zeitlicher Richtung
die Heaviside-Last und in rdumlicher Richtung die Dirac-Delta-Last aufgebracht.

Drg = H(t —ty) 62, (4.89)
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Spannungen Geschwindigkeiten Geschwindigkeiten
X X

tn—1

Abbildung 4.9: Spannungen und Geschwindigkeiten des urspriinglichen Problems und
Geschwindigkeiten des dualen Problems

Eingesetzt in die Fehlergleichung (4.58) ergibt sich
i
(DTc,é)Q = / / '*H(t—-t]v) JgoedtdQ = / 5g0€(t1v) d§d = e(mo,tN) (490)
. QJy Q

Alternativ kann eine rdumliche Punktlast Dyy = 88 (1 — H(t — ty)), die in zeitlicher
Richtung konstant ist, aufgebracht werden, um den Verschiebungsfehler zu bestimmen.

(Drg, &)q = /Q(/t.tN(l — H(t~ty)) 6% edtdQ = e(mo, ty) (4.91)

0

Numerisches Beispiel Auf den Stab mit der Lange | = 1 in Abbildung (4.8) wird eine
Einheitslast aufgebracht. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 wird der Stab entlastet. Der Fehler in
der Verschiebung an dem Lastangriffspunkt (2o = 0) soll bestimmt werden. Das duale
System wird dazu mit der Last Dypg = 8¢ H(t — ty) belastet. Das urspriingliche Pro-
blem wird mit raumlich linearen Ansatzfunktionen und zeitlich quadratischen Ans#tzen
diskretisiert (At = 0,005; A = 0,0125).

Die analytische Wellenausbreitungsgeschwindigkeit hingt von den Materialgrofien ab. Die
Materialparameter sind so gewihlt (B = 1;p = 1), daB sich eine Wellenausbreitungsge-
schwindigkeit von ¢ = 1 ergibt. In dem urspriinglichen System breitet sich die Spannung
[o] = 1 mit der Geschwindigkeit ¢ = 1,0 aus. In Abbildung (4.9) ist die Spannungsver-
teilung des Stabes iiber dem Raum-Zeit Gebiet dargestellt. Die rdumliche Koordinate
z verlduft horizontal, wihrend die Zeitachse ¢ vertikal verliuft. Die Geschwindigkeit
[4] = 1 breitet sich ebenfalls mit der Wellengeschwindigkeit ¢ im Stab aus. Das duale
Problem wird analytisch gelost. Die Geschwindigkeitsverteilung # des dualen Problems

55



urspriingliches Problem duales Problem
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Abbildung 4.10: Stabproblem: Residuen des urspriingliches Problems; Geschwindigkeit
des duales Problems, Fehlerverteilung zum Zeitpunkt ¢y = 3,0 fiir Verschiebungsfehler

8(.7)0, tN)

ist in Abb. (4.9) dargestellt. Infolge der konstanten Belastung des dualen Problems wan-
dert eine Geschwindigkeitswelle mit |2| = 1 durch den Stab.

Die Losung % des dualen Problems zum Zeitpunkt ¢ty = 3,0 ist in Abb. (4.10) dargestellt.
Das duale Problem wird zur Fehlerermittlung mit dem urspriinglichen Problem gekop-
pelt. Der Verlauf der Residuen R des urspriinglichen Problems iiber das Raum-Zeit
Gebiet ist in Abb. (4.10) oben links dargestellt. Die Residuen sind entlang der StoBfront
grof}, wihrend sie im iibrigen Gebiet ungefshr null sind. Die Residuen R werden element-
weise mit der Lésung 2 des dualen Problems (Abb. 4.10 oben rechts) gewichtet. Dadurch
ergibt sich die Fehlerverteilung (Abb. 4.10 unten rechts) fiir den Verschiebungsfehler zum
Zeitpunkt ty = 3,0 bei = 0. An der Fehlerverteilung erkennt man die rdumlichen
und zeitlichen Gebiete, die einen Beitrag zu dem Fehler in der Verschiebung e(zo,tw)
zum Zeitpunkt ty leisten. In den Bereichen, wo die Lésung des dualen Problems null ist,
haben die Residuen keinen EinfluB auf den Fehler, somit trigt nur ein Teil der Residuen
(0 < & < 0,5) zum Fehler (siche Abb. 4.10 unten links) bei.

Die Fehleranteile der einzelnen Elemente in Abb. (4.10) werden zu dem Fehler in der
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Abbildung 4.11: Stabproblem: Fehler in der Verschiebung (At = 0, 005; & = 0, 0125)

Verschiebung zum Zeitpunkt ¢y aufsummiert. Der exakte Fehler wird aus der Differenz
der analytischen Lésung und der diskreten Lésung berechnet. Der zeitliche Verlauf des
exakten und des berechneten Fehlers ist in Abbildung (4.11) dargestellt. In dem rech-
ten Schaubild ist ein Abschnitt des Fehlerverlaufes vergrofiert dargestellt. Sowohl der
exakte wie auch der berechnete Fehler besitzen dieselbe Periodizitit. Der berechnete
Fehler stimmt gut mit dem exakten Fehler iiberein. Der Fehler summiert sich, wihrend
der Sprung durch den Stab liuft, zunsichst auf. Erst wenn wieder ein konstanter Span-
nungsverlauf bzw. Geschwindigkeitsverlauf (z.B. bei ¢ = 2, ¢ = 4) vorhanden ist, den die
FE-Methode darstellen kann, geht der Fehler auf Null zuriick.

Einflufl der numerischen Zeitintegration und der diskreten Massenverteilung
Unabhingig von der Art der Belastung des dualen Problems weicht der berechnete Feh-
ler in den vorherigen Beispielen (Abb. 4.6 und Abb. 4.7) von dem tatsichlichen Fehler
ab. Bei geddmpften Problemen ist der Unterschied zwischen den Fehlerverliufen nicht
sehr grof. In Abbildung (4.12) wird der Einmassenschwinger (M = 1;C = 0, K = 1)
mit einer Anfangsverschiebung (%, = 1;%p = 0) untersucht. Dargestellt ist der exakte

Fehler in der Geschwindigkeit Fehler in der Geschwindigkeit
%1075 ; T T I x10-6
: At = 0,05

0 10 20 t 0 10 20 t

exakter Fehler ——— Fehler mit dualem Problem  -----

Abbildung 4.12: Einfluf der ZeitschrittgroBe auf den Fehlerverlauf
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Abbildung 4.13: Modellbeispiel fiir Einflufl der Numerik auf den Fehler

und der berechnete Verlauf des Fehlers in der Geschwindigkeit fiir unterschiedliche Zeit-
schrittgréBen. Mit kleiner werdender ZeitschrittgroBe nihert sich der berechnete Fehler
dem exakten Fehler an.

Die Abweichung von dem exakten Fehler hat im allgemeinen zwei Ursachen: die nume-
rischen Eigenschaften des Zeitalgorithmus und die Approximation der Massenverteilung
des kontinuierlichen Systems [10}. Die Diskretisierung der Massenverteilung kann geson-
dert von der Diskretisierung der Steifigkeitsmatrix durch z.B. ,Jumped“ oder konsistente
Massenmatrizen erfolgen. Beide Einfliisse konnen durch den berechneten Fehler, der den
Diskretisierungsfehler approximiert, nicht erfafit werden. Eine Ursache fiir die Abweichun-
gen des berechneten Fehlers von dem exakten Fehler sind die numerischen Eigenschaften
des DTG-Verfahrens, die im Anhang B untersucht werden. Eine numerische Eigenschaft
ist der Periodenfehler, der in Abbildung (B.4) dargestellt ist. Der Periodenfehler Tzf‘ /:T:::

nimmt mit zunehmender dimensionsloser Schrittweite At/zﬁ zu, d.h. die Periodenlénge
der numerischen Lésung TI? wichst im Vergleich zu der exakten Periodenlénge des dis-
kreten Systems Zp’ an. Der zweite Effekt ist die Periodenverkiirzung durch Verwendung

von konsistenten Massenmatrizen, s. Hughes [46]. Die exakte Periodenlinge 2" des dis-
kretisierten Systems, d.h. ohne numerische Berechnung, ist kleiner als die exakte Peri- »
odenléinge T, des kontinuierlichen Problems. Je grober ein System diskretisiert ist, desto
grofler ist dieser Fehler.

Im folgenden werden die Auswirkimngen der Veriinderung der Periodenldnge auf die Feh-
lerberechnung an dem Modellbeispiel in Abb. (4.13) veranschaulicht. In dem Bereich
21 < ¢ < 24 wird eine Anfangsverschiebung aufgebracht. Es breiten sich zwei Wellen ent-
lang der Charakteristiken aus. An dem Punkt P soll der Fehler in einer bestimmten Grofie
bestimmt werden. Der Abhiingigkeitsbereich des Punktes P wird mit der analytischen
Losung bestimmt. Die durchgezogene Linie stellt die exakte analytische Charakieristik
mit der analytischen Wellenausbreitungsgeschwindigkeit ¢ dar. Zun#chst wird das ur-
spriingliche Problem analytisch gelést, wodurch sich der EinfluBbereich des urspriinglichen
Problems, der durch die durchgezogene Linie begrenzt wird, ergibt. Wird die analytische
Losung des urspriinglichen Problems durch die numerische Lsung ersetzt, verindern sich
die Charakteristiken. Die Charakteristik mit der numerischen Stofigeschwindigkeit ist
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durch die gestrichelte Linie in Abb. (4.13) dargestellt. Fiir die numerische Ausbreitungs-
geschwindigkeit ¢ gilt € # c. Da der Frequenzfehler und der Fehler durch die Massen-
diskretisierung einen gegensitzlichen Einflufl auf die Wellenausbreitungsgeschwindigkeit &
haben, kann a~priori keine Aussage iiber die Richtung der Anderung der Ausbreitungsge-
schwindigkeit & > ¢ oder ¢ < ¢ gemacht werden. Nimmt die Ausbreitungsgeschwindigkeit
zu, so vergrifert sich der Einflufbereich des urspriinglichen Problems um den Bereich /7
(s. Abb. 4.13). Dadurch wird der EinfluBbereich auf den lokalen Fehler um die Flsche 711
grofer. Der Fehler im Punkt P kann nicht mehr exakt dargestellt werden.

Um den Zusammenhang und die Unterschiede zwischen der lokalen Fehlerbestimmung in
der Dynamik zu der in der Statik zu verdentlichen, wird im folgenden gezeigt, wie der
lokale Fehler bei Problemen in der geometrisch und materiell linearen Statik bestimmt
werden kann.

Statik Zur Bestimmung eines bestimmten Fehlers wird — wie in der Dynamik - von dem
urspriinglichen Problem (4.14) und dem dualen Problem (4.45) ausgegangen. Bei dem
dualen Problem werden die Funktionen v aus dem Raum der Ansatzfunktionen & durch
den Fehler e € & ersetzt. In das duale Problem wird das Lastfunktional D(e) = (e,D)a
eingesetzt. Die schwachen Formulierungen des urspriinglichen und des dualen Problems
lauten dann

B(z,e) = (R, 2)q (4.92)
B e, z) = (e, Dl (4.93)

Aus der Definition des dualen Problems B(z, e) = B*(e, z) (4.44) ergibt sich der folgende
Zusammenhang.

(e, D) = (R, 2)q (4.94)
In der Strukturmechanik ist die Gleichung (4.94) als der Satz von Betti-Maxwell bekannt.
Die Arbeit der Last D an der Lésung e des urspriinglichen Problems (4.92) entspricht der
Arbeit der Belastung R des urspriinglichen Problems an der Losung z des dualen Pro-
blems (4.93). Das Prinzip von Betti-Maxwell wird bei der Ermittlung von Einflufilinien
und - flichen in der Strukturmechanik angewendet. In Bezug auf Fehlerschitzung wurde
das Prinzip schon von Tottenham [93] und spéter u.a. von Johnson et al. [55], Babuska
et al. [7], Rannacher et al. [19]{75] und Cirak et al. [26] verwendet. Die schwache Form
der Fehlergleichung lautet:

a(z,e)q = (D, e)q (4.95)

Wahl der dualen Last Wie in der Dynamik bestimmt auch in der Statik die duale
Last D die physikalische FehlergréBe. Zuniichst wird das duale Problem (4.93) mit einer
konstanten Last iiber das ganze Gebiet  belastet.

D=1 fir z€0 (4.96)
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Wird diese Belastung in die Fehlergleichung (4.95) eingesetzt,
(D,e)a=(1,e)q = eq (4.97)

ergibt sich der durchschnittliche Verschiebungsfehler eq im Gebiet Q. Wie zuvor gezeigt
wurde, kann auch in der Dynamik der Verschiebungsfehler mit Hilfe einer Kraft ermittelt
werden. Fiir den Fehler in der Verschiebung e(:x:o) an dem Punkt @y wird die Dirac-Delta
Funktion &% verwendet.

D=4 (4.98)

In die Gleichung (4.95) eingesetzt, ergibt sich der Verschiebungsfehler an dem Punkt .
’Den—/édedﬂ-e o) (4.99)

Der Fehler in der Ly—Norm kann analog zu dem Vorgehen in der Dynamik durch das
Ersetzen der Einheitslast mit dem Fehler e berechnet werden. Es entsteht ein nichtlineares
Problem, da die Belastung D von dem Fehler e abhingig ist. Da der Fehler e a-priori
nicht bekannt ist, wird ein approximierter Fehler e verwendet, s. Rannacher (74] und
Suttmeier [89)].

*] (D%

D= (4.100)

lel]

Die Belastung wird in die Fehlergleichung (4.95) eingesetzt und fithrt auf den approxi-
mierten Fehler in der Lo-Norm |le]].

*

(D,e)a = (“,,“,e) ~ |lefl (4.101)
Die Belastung mit einer Kraft fiihrt in der Statik, wie auch in der Dynamik, auf den
Fehler in den Verschiebungen. Somit kénnen andere Lastfille der Statik auf die Dyna-
mik iibertragen werden. In der Statik wird z.B. der Fehler in den Spannungen durch
das Aufbringen einer Einheitsdehnung berechnet. Diese Belastung kann auf die Dynamik
iibertragen werden. In Kapitel 5.3.3.3 wird gezeigt, wie der Einheitsdehnungszustand fiir
verschiedene Spannungsgrofien im adaptiven Algorithmus gefunden werden kann. Weitere
duale Lastfille der Statik sind in der Literatur, u.a. Rannacher et al. [76][89], Cirak et
al. [27], zu finden.

Im Vergleich zur Dynamik kann der lokale Fehler in der Statik mit dualen Problemen
genauer berechnet werden [89][27], da fiir den lokalen Fehler die Residuen nur einmal mit
der Losung des dualen Problems gekoppelt werden miissen. In der Dynamik hingegen
hingt das duale Problem auch von der Zeit ab, weshalb die Koppelung iiber Raum und
Zeit erfolgt. Dadurch kénnen die Ungenauigkeiten bei der Fehlerbestimmung exponentiell
in zeitlicher Richtung zunehmen. Zus#tzlich pflanzen sich die Frequenzfehler und die
Modellierungsfehler der Massenmatrix in zeitlicher Richtung fort.
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4.4 Fehlerindikator

In dem vorherigen Kapitel wurde gezeigt, wie die duale Last D in der Dynamik und in
der Statik gewshlt werden muf, um den Fehler in einer gewissen physikalischen GroBe zu
bestimmen. Im vorherigen Kapitel war fiir die einfachen Beispiele die Lisung des dualen
Problems bekannt. Im allgemeinen ist jedoch die duale Lésung unbekannt und der Einflu
des dualen Problems auf das urspriingliche Problem mu8 approximiert werden. Der Feh-
ler wird dadurch nur niherungsweise bestimmt. Die Vorgehensweise wird im folgenden
erldutert.

Es wird von dem urspriinglichen Problem (4.52) ausgegangen. Mit Hilfe der Galerkin
Orthogonalitét (4.3) wird die diskrete Losung z* eingefiihrt.
BTG(Z, e) = BTG(Z b z”, 8) = DTg(e) (4102)
Die Gleichung wird entsprechend der Gleichung (4.5) umgeformt.
Bra(z — 2", €) = Bra(z — 2", u) — Bra(z — 2", u?) (4.103)
= Lra(z — 2") — Brg(z — 2", u")

Die Definitionen der Linear— und Bilinearform werden eingesetzt und die Residuen (4.7)
und Sprungterme (4.8-4.10) verwendet. Dies fiihrt auf die Gleichung (4.6).

SN (B -2 R)gs + (5 - 2%,0,),] (4.104)
#32| 32 1 = £ T + (9 = ), o]

+H((2 = #)(t), P (1)) + a((z = 2") (&), w (1))
(05 = )06, o al(z = )13, W) | = Dr(e
Die Residuen des urspriinglichen Problem werden mit der Cauchy-Schwarz Ungleichung
(a,b), :/abds < [/ams]l/?[/b?ds]l” — lall |18l (4.105)

von der Losung des dualen Problems getrennt.

K N
Do [z = #llas [1Rllgg + (12 - 2 »]  (4106)
K N
+3 [Z [z = M) )llag e llog + [V (2 = 2 (&) lag [12.]lg ]

HI(& = 2 (E)la oa" (1)llae + [1V(z = 2")(t)loe ||u"(t3)]loe

=[1(z = &) llae oGy llae — 1V (2 — 2% (¢ lae [@]las | > Drele)
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Da die Losung des dualen Problems nicht bekannt ist, mufl der Fehler des dualen Problems
% — " abgeschitzt bzw. approximiert werden. Im folgenden werden verschiedene, aus
der Literatur bekannte, Methoden zur Approximation von # — 2" gezeigt. Da es fiir
hyperbolische partielle Differentialgleichungen (PDG) bisher nur sehr wenig Literatur zur
Fehlerabschiitzung mit dualen Problemen gibt, werden im folgenden Methoden aufgefiihrt,
die von anderen, d.h. von elliptischen und parabolischen, PDG bekannt sind und dort
angewandt wurden.

Stabilititskonstante Mit der Stabilitdtskonstante C, kann die Losung des dualen Pro-
blems z in der Ly-Norm der Verschiebungen durch die Belastung Drg(e), die eine Funk-
tion des Verschiebungsfehlers ist, abgeschitzt werden, u.a. Eriksson et al. [35] und Siili et
al. [88].

liz|l < Cs || Drale)]] (4.107)

Die Stabilititskonstante mifit damit die Sensitivitit der Losung des Problems, d.h. das
Verhiltnis der Fehler zu der Losung. Ist die Stabilitdtskonstante gro8, so ist die Losung des
Problems stark von der Belastung mit den Fehlern abhingig. So kann z.B. bei zeitabhéngi-
gen Problemen die Losung z infolge der Belastung durch die Fehler mit der Zeit sehr
stark anwachsen. Derartige Probleme sind nicht stabil. Die Stabilitdtskonstante hingt
im allgemeinen von dem speziellen Problem, das approximiert werden soll, ab. Fiir be-
stimmte Klassen von Problemen wird dieselbe Stabilitdtskonstante verwendet. So wird
zum Beispiel fiir elliptische Probleme die Stabilititskonstante C, = 1 gewéhlt, da die
Abschitzung (4.107) immer erfiillt ist. In der Regel ist die obere Schranke der Stabilitéts-
konstante jedoch nicht fiir alle Probleme eines Problemtyps identisch. Die analytischen
oberen Schranken der Stabilititskonstanten sind meist zu ungenau, um sie zur effizien-
ten Fehlerkontrolle zu verwenden. Daher wird die Stabilitdtskonstante oft numerisch,
indem das Problem mit unterschiedlich feinen Diskretisierungen berechnet wird, appro-
ximiert. Je genauer die Stabilitdtskonstante bestimmt wird, desto zuverldssiger ist die
Fehlerabschitzung. Gleichzeitig steigt jedoch der numerische Aufwand, um die Stabi-
litatskonstanten zu bestimmen.

In der Regel ist die Stabilitdtskonstante bei zeitabhangigen Problemen nicht beschrénkt.
Eriksson et al. [35] zeigen, wie dié Konstante bei ungedidmpften Problemen exponentiell
anwichst. Da C, keine obere Schranke besitzt, ist keine Fehlerkontrolle iiber einen be-
liebig langen Zeitraum moglich. Wird die exponentiell zunehmende Stabilitétskonstante
fiir die Abschiitzung des dualen Problems verwendet, so wird in der Regel die Lésung
des dualen Problems und damit der Einfluf} auf die lokale Fehlergré8e des urspriinglichen
Problems iiberschitzt. Die Abschitzung des dualen Problems mit Stabilitdtskonstanten
ist sehr grob, da das gesamte duale Problem durch eine einzige, analytisch oder nume-
risch bestimmte Konstante ersetzt wird. Die Verwendung von Stabilitétskonstanten eig-
net sich daher nicht zur Berechnung von effizienten Verfeinerungsindikatoren, s. Becker et
al. [19][74], da die genaue Information iiber die Einflufiverteilung des lokalen Fehlers verlo-
rengeht. Die Fehlerabschétzungen mit Hilfe von Stabilitdtskonstanten sind mathematisch
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orientiert, u.a. Sili et al. [87][88] (hyperbolische Gleichungen), Johnson et al. [55] (ellip-
tische, parabolische und hyperbolische Gleichungen), Eriksson et al. [35] [37] (elliptische,
parabolische und hyperbolische Gleichungen).

Direkte Auswertung Eine genaue Fehlerverteilung erhilt man durch die direkte Aus-
wertung des gekoppelten Problems. Es wird keine Abschétzung mit der Cauchy-Schwarz
Ungleichung vorgenommen, d.h. die Berechnung der Residuen des urspriinglichen Pro-
blems wird nicht von der Bestimmung des Diskretisierungsfehlers des dualen Problems
getrennt. Die Fehlergleichung (4.104) wird direkt ausgewertet. Becker et al. [19] haben
verschiedene Methoden zur Berechnung des Approximationsfehiers 2z — z* untersucht.

e Approximation mit h8heren Ansatzordnungen Das duale Problem wird mit
Ansitzen hoherer Ordnung gelost. Dadurch steigt der numerische Aufwand, da das
duale Problem zweimal geldst werden muS.

e Approximation mit Interpolationen héherer Ordnung Auf einem Patch von
mehreren Elementen werden lokale Interpolationen héherer Ordnung verwendet.

o Approximation mit Differenzenquotienten h&herer Ordnung Die Fehler
werden mit Differenzenquotienten hdherer Ordnung approximiert.

e Approximation mit lokalen Problemen Die Fehler werden durch das Lésen von
lokalen Problemen mit Polynomansitzen héherer Ordnung approximiert. In der
Statik konnen z.B. lokale Neumannprobleme oder Dirichletprobleme geldst werden.

o Approximation mit glittungsbasierten Methoden Die Fehler kénnen ebenso
mit lokalen glittungsbasierten Methoden, z.B. der SPR-Technik von Zienkiewicz—
Zhu, angenihert werden.

Die Ergebnisse der Untersuchungen von Becker et al. [19] an Hand der Poisson-Gleichung
werden kurz zusammengefafit. Wie erwartet ist der Fehler bei der Berechnung von z — 2"
mit Ansétzen hoherer Ordnung sehir genau. Der numerische Aufwand ist jedoch sehr
groB, weshalb diese Methode kaum angewendet wird. Auch bei der Fehlerberechnung
mit Hilfe von lokalen Problemen mit Ansitzen hoherer Ordnung kénnen gute Ergebnisse
erzielt werden. Jedoch steigt der numerische Aufwand durch das Lésen der lokalen Proble-
me. Die Approximationen mit den lokalen Interpolationen und den Differenzenquotienten
héherer Ordnung sind in der Effektivitit vergleichbar. Ein Nachteil bei der Verwendung
von Differenzenquotienten ist, da zuséitzlich Interpolationskonstanten bestimmt werden
miissen. Fiir effiziente Verfeinerungsindikatoren ist die Approximation von z — 2" mit
Interpolationen bzw. Differenzenquotienten héherer Ordnung ausreichend, s. Becker et
al. [19], Rannacher et al. [76] und Cirak et al. [28].

Fiir die Wellengleichung (hyperbolisches PDG-System erster Ordnung) verwendet Ban-
gerth [10] Ansatzfunktionen héherer Ordnung im Raum. In zeitlicher Richtung wird
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dieselbe Ordnung bzw. dasselbe Zeitintegrationsverfahren (Crank-Nicolson oder DTG-
Methode mit linearen zeitlichen Anséitzen) benutzt. Da die Testfunktionen bei der Crank—
Nicolson Methode in der Zeit konstant sein miissen, wird die diskrete duale Losung in
der Zeit in den Raum mit Funktionen niederer Ordnung (konstanter Verlauf) interpo-
lert [12]. Das urspriingliche Problem wird nicht von dem dualen Problem getrennt,
sondern der Fehler wird direkt durch die Koppelung des urspriinglichen mit dem dualen
Problem bestimmt. Zwar kénnen durch die direkte Auswertung der Fehlergleichung gute
Abschétzungen gewonnen werden, jedoch ist der numerische Mehraufwand nicht gerecht-
fertigt, s. Bangerth [10]. Die gesamte Losung des urspriinglichen und des dualen Problems
muf} gespeichert werden und fiir jeden Zeitschritt und fiir jeden Knoten vollstéindig neu
miteinander gekoppelt werden. Zur Ermittlung eines guten Fehlerindikators ist es aus-
reichend, die Approximationen elementweise auszuwerten. Dies fiihrt auf die getrennte
Auswertung der Residuen des urspriinglichen Problems und des Diskretisierungsfehlers
des dualen Problems.

Getrennte Auswertung Die Losung des dualen Problems z wird mit der Cauchy-
Schwarz Ungleichung von den Residuen R des urspriinglichen Problems getrennt. Die
Residuen des urspriinglichen Problems werden getrennt von dem Fehler des dualen Pro-
blems berechnet und miissen nur noch elementweise gespeichert werden. Das urspriingli-
che und das duale Problem werden dann elementweise gekoppelt. Durch die Abschétzung
mit Hilfe der Cauchy—Schwarz Ungleichung kann der Fehler nicht mehr genau berechnet
werden. Die algorithmische Umsetzung vereinfacht sich jedoch und der numerische Auf-
wand nimmt ab. Die getrennte Auswertung wurde fiir unterschiedliche Probleme verwen-
det, u.a. fiir die Elastostatik [93][19][25], Elastoplastizitit [76](28), Wirmeleitung [42] und
Navier—Stokes [17]. Die aufgefiihrten Techniken fiir die direkte Auswertung der Fehler-
gleichung kénnen ebenfalls bei der getrennten Berechnung zur Approximation des Fehlers
des dualen Problems z — 2" verwendet werden.

Bei zeitabhingigen Problemen kann zusétzlich zwischen folgenden Techniken unterschie-
den werden:

e Interpolationsabschitzung
o Interpolationsabschétzung mit Projektionseigenschaften

Bei der Interpolationsabschitzung werden rdumliche und zeitliche Ableitungen hoherer
Ordnung zur Approximation des Fehlers verwendet, s. Hartmann [42].

Bei der Interpolation mit Projektionseigenschaft wird eine spezielle Interpolation verwen-
det, d.h. eine Interpolation, die global stetig ist und Lo-Projektionseigenschaft im Raum
und in der Zeit besitzt. An dem Beispiel von bilinearen Elementen soll das Vorgehen, wie
die spezielle Interpolation IT; bestimmt werden kann, kurz erldutert werden. Dazu werden
aus jeweils vier Elementen sogenannte Makroelemente K gebildet, wie in Abb. (4.14) dar-

gestellt ist. Auf den Makroelementen wird nun die neue Interpolation IT;(K) bestimmt,
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Abbildung 4.14: Makroelement K mit Numerierung der Knoten i =1,...,9

die folgende Eigenschaften besitzt:
Lo (I(K) w); = u; fir i=1,...,4
2 () w= S +u) fir i=5,..,8
3 (u-I(K)u, v); =0 V veVy

wobei die Knoten des Makroelementes mit 4 durchnumeriert werden und die Werte an
den benachbarten Knoten von den Mittelknoten 4 mit ()" und (-) bezeichnet werden.
Durch die Eigenschaften 1. und 2. wird erreicht, da8 die Interpolation global stetig ist. Da-~
mit bildet diese Interpolation wieder in den Raum der stetigen Ansatzfunktionen ab. Die
3.-Bedingung stellt die Projektionseigenschaft dar. Diese wird erfiillt, indem der Wert an
dem Knoten ¢ = 9 mit Hilfe der 3. Gleichung berechnet wird. Durch die Einfiihrung dieser
lokalen Interpolation IT* (f( ) kann eine lokale Interpolationsabschitzung durchgefithrt wer-
den. Die normale lokale Interpolation fiihrt auf eine global unstetige Abbildung. Sie be-
sitzt daher keine Projektionseigenschaften und 138t keine lokale Interpolationsabschétzung
in Raum und Zeit zu [42]. Durch die Einfiihrung der lokalen Interpolation mit Projek-
tionseigenschaften kann die Interpolation in einen rdumlichen und einen zeitlichen Anteil
aufgespalten werden, da die #eitlichen und raamlichen Projektionen in den verwende-
ten Réumen orthogonal zueinander sind. Die Projektionseigenschaften erméglichen die
Trennung der Terme nach der ZeitschrittgroBe At und der riumlichen Elementgrofie h.
Dadurch kénnen Verfeinerungsindikatoren fiir die raumliche und zeitliche Netzanpassung
gebildet werden. Zusitzlich kénnen durch die Projektionseigenschaften geeignete Terme
in das urspriingliche Problem eingeschoben werden und dadurch héhere Konvergenzord-
nungen in At und h erreicht werden. Damit wird sichergestellt, dafi die Abschdtzung
schneller konvergiert als die FE-Losung. Es muf angemerkt werden, daf} die spezielle
Interpolation IT*(K) nur firr die Abschitzung wichtig ist und bei der numerischen Berech-
nung der Fehler nicht verwendet wird, s. Hartmann (42].

Allgemeine Literatur zu den Projektions— und Interpolationseigenschaften gibt es u.a. von
Hughes [46] und in Bezug auf Adaptivitit u.a. von Eriksson et al. [34] und Stli [87].
Abschétzungen mit der Interpolationstheorie und der Interpolationstheorie mit Projek-
tionseigenschaften wurden von Hartmann [42] fiir die Wirmeleitung eingefiihrt. Ban-
gerth [10] hat die Interpolation mit Projektionseigenschaften als sinnvolle Alternative fiir
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die direkte Koppelung vorgeschlagen. Er hat die Methode auf die Wellengleichung als
Gleichungssystem erster Ordnung in der Zeit iibertragen, ohne sie jedoch anzuwenden.

Fiir die Anwendung von Fehlerindikatoren ist es wichtig eine einfache, robuste Methode
sur Fehlerapproximation zu entwickeln, die dem Anwender zeigt, wo die Problemberei-
che der numerischen Berechnung liegen. Zus#tzlich soll der numerische Aufwand fiir die
Berechnung der Fehlerindikatoren méglichst gering sein. Daher sind die im folgenden
vorgenommenen Vereinfachungen bei der Entwicklung des Fehlerindikators zuléssig. Die
Fehler des dualen und des urspriinglichen Problems werden getrennt berechnet und ele-
mentweise gekoppelt. Finzelne Anteile des Fehlerindikators werden approximiert oder
ganz vernachlissigt. Trotz dieser Vereinfachungen konnen sinnvolle Indikatoren berech-
net werden. Becker et al. [19] weisen bereits darauf hin, daB schon grob abgeschitzte
duale Probleme zu erstaunlich guten Fehlerindikatoren fiihren.

Im folgenden wird von der Abschitzung (4.106) ausgegangen. Die Residuen des urspriing-
lichen Problems und die Fehler des dualen Problems werden getrennt berechnet und ele-
mentweise gespeichert. Zur klaren Darstellung werden die Terme mit den Anfangsbedin-
gungen nicht weiter mit aufgefiihrt. Die Sprungterme werden in (4.106) durch den Term
l|z — 2z"||* ersetzt, s. Becker et al. [19] und Rannacher [74].

2 — 2| = maa{AV/2)5 = 2L, ACP2I (2 = 2 (6l (4.108)
APV (z — 2"t )lles }
Aus Fehlerabschitzung (4.106) wird dadurch
N K
oD lIE = #Mlas I Rilas +llz = 211" (A7 21]

n=1 e=l

- (4.109)

+AE 2T g + A2 T o] = Drale)

Die Finite-Element—Methode selbst stellt eine globale Projektion dar, d.h. die Orthogona-
lititsbedingung zum Raum der Testfunktionen ist global erfiillt. Die lokale Interpolation
auf Elementebene erfiillt nicht mehr die Orthogonalititsbedingung. Zur Fehlerbestim-
mung miifite nun auf Elementebene eine Interpolation mit Projektionseigenschaften ein-
gefithrt werden, damit die Orthogonalitét wieder erfiillt ist. Jedoch konvergiert die lokale
finite Elemente Interpolation fiir (At,h) — 0 gegen die Interpolation mit Projektions-
eigenschaften und erfiillt somit niherungsweise die Orthogonalititsbedingung, s. Hart-
mann [42]. Daher wird im folgenden die lokale Interpotation der FE-Methode verwendet.
Die FE-Projektion wird in eine riumliche und eine zeitliche Interpolation aufgespalten
b = T1,I1,4. Fiir die rdumlichen und zeitlichen Interpolationen I, und II; von 2 gilt im
Raum der Ansatzfunktionen

(# - I,IL%,v)g, =0 (4.110)

Die Interpolationen kénnen auf Elementebene unter der Annahme, dafl die Orthogona~
lititsbedingung dort niherungsweise erfiillt ist, getrennt werden.

(z - HSI—Iti,U)Q% = ((Z - Hsi) + Hs(z - Hti),’v)Q% (4111)
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Abbildung 4.15: Approximation der unbekannten héheren Ableitung V3% durch den den
Sprung des Differenzenquotienten [[V?2"]]

Die zeitliche und raumliche Interpolation wird mit der Cauchy—Schwarz Ungleichung
vollstindig getrennt.

(2~ ILIL%, v)gp < (|13 — Mblgs + [Ty (5 — 1,5)]lgs] fv]las (4.112)

Mit Hilfe von lokalen Interpolationsabschiitzungen kann der riumliche und der zeitliche
Anteil approximiert werden. Es werden dazu Ableitungen hoherer Ordnung in der Zeit
und im Raum verwendet. Fiir quadratische Ansitze in Raum und Zeit werden die dritten
Ableitungen der diskreten Funktion benstigt [25].

12 = 2%||qy ~ CLAL]107 2" |gg + C2h2|| V34" gy (4.113)

Die Interpolationskonstanten C; und Cy kénnen a~priori numerisch ermittelt werden
u.a. Eriksson et al. [34], Cirak et al. [26]. Die Konstanten werden auf einem Einheitsele-
ment {2, berechnet. Dabei wird der Ausdruck

I1f = fPlia. < CHZIR fla,

auf einem Element der Gréfie h, = 1 ausgewertet. Es wird eine Funktion f, z.B. eine
quadratische Funktion mit n = 2, auf dem Element angenommen. Die Interpolation der
quadratischen Funktion, z.B. eine lineare Interpolation, wird mit f* bezeichnet. Mit der
berechneten Interpolation kann die Norm || f — £%||q, bestimmt werden. Ebenso kann die
Norm ||0? f||ge durch die analytische Berechnung der zweiten Ableitungen der Funktion
ermittelt werden [34][25]. - Die Konstante C' ergibt sich aus dem Verhiltnis der beiden
Normen zueinander. Fiir die lokalen Abschitzungen auf verzerrten Elementen werden die
Konstanten nur approximiert. Sie werden in dieser Arbeit zu C; = 1%5 und €y = 5,88.107%
gesetzt. Die unbekannten diskreten hoheren Ableitungen in Gleichung (4.113) werden mit
dem Sprung des Differenzenquotienten bestimmt, u.a. Rannacher et al. [75] und Cirak [25].
Der Sprung des Differenzenquotienten wird durch die héchsten berechenbaren Ableitungen
berechnet, wie in Abb. (4.15) dargestellt ist.

025" ~ ALTY[DEM) (4.114)
V3ih m BT [V2EY) (4.115)
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Der Term ||z — 2"|* aus Gleichung (4.108) wird ebenfalls mit dem Differenzenquoti-
ent (4.113) angendhert. Die fehlenden Faktoren infolge der Integration iiber den rdumli-
chen Rand I bzw. iiber das Gebiet {2 stehen vor den entsprechenden Sprungtermen (4.109).
Numerische Untersuchungen zeigen, dafl damit die dominanten Terme berlicksichtigt sind.
Das Fehlerfunktional Dpg(e) aus Gleichung (4.109) wird mit der Naherung von ||2—2"||qe
aus (4.113 ) wie folgt approximiert

N K
SO0 [lRllas + 7211l + A2 o (4.116)

n=1 e=l

ATy flag 112 — £l s ~ Drele)

Im folgenden wird das entsprechende Vorgehen zur Entwicklung eines Fehlerindikators an
Hand der Statik vorgestellt. Fiir die Statik gibt es viele Arbeiten iiber die Approximation
des Fehlers mit Hilfe von dualen Problemen, weshalb die Abschitzung des Fehlers nur
kurz dargestellt wird. Fiir die ausfiihrliche Beschreibung der verschiedenen Methoden
wird auf die Literatur verwiesen, u.a. Babugka et al. [7], Eriksson et al. [35], Becker et al.
[19], Rannacher et al. {75], Cirak [25].

Statik Bei der Fehlerapproximation in der Statik wird wie in der Dynamik vorgegangen.
Es wird von dem urspriinglichen Problem (4.92) ausgegangen und mit Hilfe der Galerkin
Orthogonalitit (4.14) wird der Fehler des dualen Problems eingefiihrt.

Blz -2t e)= (B z - z")q (4.117)

Die Definition des dualen Problems (4.94) wird in (4.117) eingesetzt.

(e, D)a= (R z—2"a (4.118)

Die Residuen R werden durch die Elementinnenresiduen R (4.16) und die Sprungterme

Js (4.17) ersetzt.

K
Z (2 ~ 2", R)g: + (2 — 2", J )] = D(e) (4.119)
e=1
Mit Hilfe der Cauchy-Schwarz Ungleichung kann anschlieBend die Berechnung der Re-
siduen von der Bestimmung des Diskretisierungsfehlers des dualen Problems getrennt
werden.

K
Y- [z = 2"lioe [ Rllas + liz = 2|0~ 1T el[r-] 2 D(e) (4.120)
e=1
In der Statik gibt es verschiedene Methoden, den Fehler zu berechnen. Da die Methoden
in der Literatur ausfiihrlich beschrieben sind, u.a. Babugka et al. [6]{7], Johnson et al. [55],
Eriksson et al. [35], Verfiirth [96], Braess [23] und Rannacher [74}], werden zum Vergleich

68



mit dem Vorgehen in der Dynamik nur einige Techniken erwihnt.

Die Lisung des dualen Problems kann durch die Abschiitzung mit der Stabilititskonstante
C; ersetzt werden. Bei den Problemen in der linearen Statik ist die Stabilititskonstante
nach oben beschriinkt, da die Losung des dualen Problems stabil ist, d.h. die Losung
in der Statik kann infolge von Fehlern nicht unendlich gro werden. Somit kann die
Stabilitdtskonstante a-priori fiir alle Probleme der linearen Statik nach oben mit dem
maximalen Wert C; = 1 abgeschitzt werden. Die Abschiitzung der Lésung des dua-
len Problems mit Hilfe der Stabilititskonstante fiihrt auf den globalen Fehlerschiitzer in
der Energienorm von Babuska et al. [6]. Die Herleitung und die Zusammenhinge der
verschiedenen Fehlerschiitzer sind w.a. in Verfiirth [96], Becker et al. {19] dargestellt. Ge-
nauere Pehlerschiitzer erhdlt man jedoch, wenn die Abschitzung der Losung des dualen
Problems mit Hilfe der Stabilititskonstante durch die numerische Berechnung des dualen
Problems ersetzt wird. Dabei konnen die Residuen des urspriinglichen Problems ent-
weder direkt an jedem Punkt oder elementweise mit den Fehlern des dualen Problems
gekoppelt werden. Die elementweise Berechnung und Koppelung ist wesentlich effizien-
ter, wobei die Cauchy-Schwarz—Ungleichung zur Trennung des urspriinglichen von dem
dualen Problems angewendet wird, u.a. Rannacher et al. [75], Suttmeier [89] und Cirak et
al. [26]. Der Diskretisierungsfehler des dualen Problems z — z" kann dabei mit Interpo-
lationsabschitzungen berechnet werden. Diese Technik wird z.B. von Becker et al. [19],
Rannacher et al. [75], Suttmeier [89] und Cirak [26] angewendet.

Numerische Beispiele Im folgenden werden an Hand von zwei numerischen Beispie-
len die Vorteile der lokalen Fehlerapproximation verdeutlicht. Zunfichst wird an einem
eingespannten Balken gezeigt, daf der zeitliche Fehlerverlauf sowohl fiir geddmpfte und
ungedémpfte Probleme dargestellt werden kann und der approximierte Fehler mit feiner
werdender Diskretisierung kleiner wird. AnschlieBend wird am Beispiel einer Pleuelstange
der Unterschied zwischen der Approximation des zeitlichen Verlaufes des lokalen Fehlers
und der Approximation des globalen Fehlers in der Energienorm an bestimmten Zeitpunk-
ten verdeutlicht.

Im folgenden Beispiel wird der beidseitig eingespannte Balken in Abb. (4.16) untersucht.
In der Mitte ist er mit einer Gleichstreckenlast p belastet: Der Balken schwingt un-
geddmpft aus dem statischen Gleichgewicht infolge der Last p. Der Verlauf der ver-
tikalen Verschiebung des Punktes A ist in Abb. (4.16) rechts dargestellt. Das System
wird gleichméBig mit bilinearen Scheibenelementen diskretisiert. In zeitlicher Richtung
werden quadratische Ansitze gewihlt. Im folgenden wird der lokale Fehler der verti-
kalen Verschiebungen unter der Belastung approximiert. Dazu wird das duale Problem
mit der zeitlichen Heaviside-Last H(t — ty), die nur im Bereich der Gleichstreckenlast
wirkt, belastet. Der Fehler zu einem Zeitpunkt wird unter Berticksichtigung der Fehler
aller bisherigen Zeitschritte berechnet. Die Residuen des urspriinglichen Problems wer-
den elementweise im gesamten Raum-Zeit Gebiet bestimmt. Die Diskretisierungsfehler
des dualen Problems werden mit Hilfe der Interpolationsabschéitzungen (Gl. 4.113-4.115)
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Abbildung 4.16: Eingespannter Balken mit statischer Anfangsauslenkung infolge der Last
p und die vertikale Verschiebung des Punktes A infolge der Last p
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Abbildung 4.17: Eingespannter Balken: geschiitzter |e|,,, und ,exakter® |el,.; Fehler in
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Abbildung 4.18: Eingespannter Balken: Vergleich des geschiitzten le|,,; und ,exakten®

lel,; Fehlers in den Verschiebungen
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Abbildung 4.19: Eingespannter Balken mit Ddmpfung (d; = 0, 001; dy = 0,04): geschiitz-
ter |e|,, und ,exakter” |e|,,, Fehler in den Verschiebungen unter der Last

angendhert. Um den lokalen Fehlerindikator an einem Zeitpunkt zu erhalten, werden in
rdumlicher und zeitlicher Richtung die Residuen des urspriinglichen Problems von allen
bisherigen Zeitschritten mit den Fehlern des dualen Problems nach Gleichung (4.116) ge-
koppelt. Zur Kontrolle wird der ,exakte® Fehler mit einer Referenzldsung bestimmt. Fiir
diese wird die Zeitschrittgréfie zu At = 0,001 gewshlt und der Raum mit 8422 Freiheits-
graden diskretisiert,.

In Abb. (4.17) ist der zeitliche Verlauf des Fehlerindikators |e|oss und des ,exakten® Fehlers
lelres dargestellt, wobei die unterschiedlichen Skalen zu beachten sind. Es kann festgestellt
werden, daf8 der Fehlerindikator den Verlauf des ,exakten® Fehlers darstellen kann. Der
wexakte® Fehler geht periodisch auf Null zuriick, weil sich die Verschiebungskurven der
diskreten und der Referenzldsung schneiden. Der Fehlerindikator kann dieses Verhalten
nicht- genau darstellen, da er die elementweisen Fehler nur betragsmiflig berechnet. In
Abb. (4.18) sind der approximierte |e]es; und der ,,exakte® |e|,, 7 Fehler in einem Diagramm
dargestellt. Der ,exakte“ und der approximierte Fehler verhalten sich tendenziell gleich.
Das Verhalten des ,,exakten“ Fehlers kann gut durch den Fehlerindikator wiedergegeben
werden. Weitere Untersuchungen haben gezeigt, dafl der Fehler stark von der Genau-
igkeit der rdumlichen Diskretisierung abhingig ist. Hingegen wird der Fehler durch die
Anderung der ZeitschrittgroBe nicht mehr wesentlich beeinflufit, da der Zeitschritt schon
ausreichend klein gew#hlt ist.

Wie in den Diagrammen zu erkennen ist, tiberschitzt der lokale Fehlerindikator den 1 EX~
akten” Fehler. Jedoch muf§ dies im Vergleich zu der Fehlerapproximation mit den , klassi-
schen” Methoden bei der Finiten-Differenzen Diskretisierung in der Zeit beurteilt werden.
Bei den ,klassischen“ Methoden wird der zeitlich lokale und riumlich globale Fehler in
der Energienorm approximiert, wie in Kapitel 5 gezeigt wird. Mit ihrer Hilfe kann bei
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Abbildung 4.20: Einseitig eingespannte Pleuelstange

ungedimpften Problemen der Anstieg des ,exakten* zeitlich globalen Fehlers im Lau-
fo der Zeit zwar dargestellt werden, jedoch schitzt der Fehlerindikator den Fehler sehr
grob ab. Der zeitliche Fehlerverlauf bei gedimpften Problemen kann mit den ,klassi-
schen Methoden nicht wiedergegeben werden (s. Abb. 5.10 rechts). Hier wird der Vorteil
der Verwendung von dualen Problemen zur Approximation des zeitlichen Fehlerverlaufes
deutlich. Dazu wird der Balken mit Hilfe der Rayleigh-Koeffizienten d; = 0,001 und
dy = 0,04 gedampft. In Abb. (4.19) sind die zeitlichen Verliufe des approximierten Feh-
lers |e|qs; und des ,exakten® Fehlers |e,o; dargestellt. Der Fehlerindikator nimmt genauso
ab wie der ,exakte“ Fehler. Der Fehlerindikator kann den zeitlichen Verlauf des Fehlers
gut wiedergeben.

Im folgenden soll der Unterschied zwischen der Approximation des Fehlerverlaufes mit
Hilfe von dualen Problemen und der Approximation des zeitlich lokalen Fehlers, d.h. der
Fehler eines Zeitschrittes, in der Energienorm verdeutlicht werden. Dazu wird die Pleu-
elstange in Abb. (4.20) untersucht. Die Geometrie wird von Maute {64] beschrieben. Die
Materialdaten des Systems sind in Abb. (4.20) angegeben. Das linke Ende der Pleuel-
stange ist fest eingespannt, wihrend das rechte Ende frei beweglich ist. Die Last P greift
unter 60° gegeniiber der Horizontalen an. Das System schwingt frei und ungedémpft aus
der statischen Gleichgewichtslage infolge der Last P. Die Pleuelstange wird mit bilinearen
Scheibenelementen diskretisiert (812 Fhg). Der Zeitschritt ist konstant At = 0,0005.
Der zeitliche Verlauf der vertikalen Verschiebung des Punktes A und einige Verformungs-
zustinde sind in Abb. (4.21) dargestelit. Der lokale Fehler der vertikalen Verschiebungen
in dem Bereich B (Q3) an dem freien Ende wird approximiert. Das duale Problem wird
mit einer Heaviside-Last Dyg(x,t) = H(t — ty) in dem Bereich B fiir @ € (p belastet.
Der Fehler wird zu jedem Zeitpunkt t, berechnet, indem die Residuen des urspriingli-
chen Problems mit den Fehlern des dualen Problems elementweise gekoppelt werden. Die
Diskretisierungsfehler des dualen Problems werden mit Interpolationsabschétzungen an-
gendhert,.

In Abb, (4.22) ist der zeitliche Verlauf des relativen lokalen Fehlers dargestellt. Der
relative lokale Fehler ny,; wird folgendermafien berechnet

|etest

Dra, @] (4.121)

Mok =
T
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Abbildung 4.21: Verformungsfiguren und Verlauf der vertikalen Verschiebung des Punk-
tes A

Wie erwartet nimmt der relative lokale Fehler mit der Zeit zu. In Abb. (4.22) links sind
die Fehlerverteilungen, die den EinfluB der Fehler in zeitlicher Richtung mit beriicksich-
tigt, an unterschiedlichen Zeitpunkten dargestellt. Das Anwachsen der Elementfehler in
der Zeit ist deutlich zu erkennen.

Zum Vergleich wird der relative riumlich globale Fehler des Systems mit den , klassi-
schen® Fehlerindikatoren aus Kapitel 5.3 bestimmt. Als Zeitintegrationsverfahren wird
die Newmark-Methode mit d, = 0,25 und dy = 0,5 verwendet. Das rdumliche Gebiet
wird mit achtknotigen Scheibenelementen diskretisiert (1466 Fhg), da die Geschwindigkei-
ten nur fiir Elemente mit quadratischen und héheren Ansatzordnungen superkonvergente
Eigenschaften besitzen. Die Zeitschrittweite wird im ersten Zeitintervall adaptiv angepafit
(At = 0,0007) und bleibt danach konstant. Der Fehlerindikator mit den Fehler in der
Dehnungsenergie und in der kinetischen Energie. Der Fehler wird mit den glittungsba-
sierten Methoden aus Kapitel 5.3 bestimmt. Es wird die SPR~Technik fiir den Fehler in
der Dehnungsenergie und fiir den Fehler in den kinetischen Energie verwendet. Der rela-
tive rdumliche Fehler 7, o, wird im Abstand von Aty = 0,0028 berechnet. In Abb. (4.23)
ist der zeitliche Verlauf des relativen riumlich globalen Fehlers 7, o dargestellt. Der rela-
tive Fehler zu einem Zeitpunkt wird mit Hilfe des rdumlichen Fehlers in der Energienorm
les}|z zu dem Zeitpunkt berechnet. Der Fehler in der Energienorm wird auf die maximale
aufgetretene Gesamtenergie [|ub|! E,maz aller bisherigen Zeitpunkte bezogen.

flesl|z
= TS 4.122
Ms,glb ||uh||E,maz ( )

In Abb. (4.23) rechts ist das zyklische Verhalten des relativen Fehlers zu erkennen. Da
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Abbildung 4.22: Relativer lokaler Fehler 7, in den vertikalen Verschiebungen im Bereich
B und Darstellung der Elementfehlernormen
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Abbildung 4.23: Relativer globaler Fehler 7, i und Darstellung der Elementfehlernormen
mit der Newmark-Methode
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nur der riumliche Fehler zu einem Zeitpunkt bestimmt wird, nimmt der Fehler zu und
dann wieder ab. Das zyklische Verhalten kann ebenso an den Elementfehlerverteilungen
in Abb. (4.23) links beobachtet werden. Der Vergleich der Verteilungen des zeitlich lokalen
Fehlers mit den Verteilungen des zeitlich globalen Fehlers in Abb. (4.22) zeigt, daB der
EinfluB der Fehler von vorherigen Zeitintervallen auf den Fehler in der Zeit vernachlissigt
wird. Mit den , klassischen® Fehlerindikatoren wird der durchschnittliche riumliche Fehler
zu einem Zeitpunkt bestimmt. Mit Hilfe von dualen Problemen ist es dagegen moglich,
den zeitlichen Einflufl auf den Fehler sowie Fehler in verschiedenen physikalischen GrofSen
und in bestimmten Gebieten darzustellen.

4.5 Zusammenfassung

Im folgenden werden die wichtigsten Ergebnisse der Berechnung des lokalen Fehlers im
Raum und in der Zeit zusammengefaBt und auf weitere mogliche Entwicklungen hinge-
wiesen.

e Der qualitative Verlauf des Fehlers wird richtig wiedergegeben, obwohl der berech-
nete lokale Fehler quantitativ von dem exakten Fehler abweichen kann. Die Fehler-
verteilung eignet sich daher gut zur Berechnung von Verfeinerungsindikatoren.

. @ Bel der Analyse eines Problems entstehen bereits durch die Verwendung von Zeitin-
tegrationsalgorithmen und die Wahl der diskreten Massenverteilungen Fehler. Diese
Fehler lassen sich mit der Fehlerapproximation, die nur die Diskretisierungsfehler
erfaft, nicht kontrollieren. Der mit Hilfe eines dualen Problems berechnete loka-
le Fehler wird deshalb durch die Fehler des Zeitintegrationsalgorithmus und der
Modellierung der Massenverteilung ungenau.

® In diesem Kapitel wurde ein Indikator entwickelt, der den riumlichen und zeitlichen
Fehler gemeinsam darstellt. Dieser Indikator eignet sich nicht zur Steuerung einer
adaptiven Methode, sondern nur zur Fehlerkontrolle. Fiir ein adaptives Verfahren
muf der Fehlerindikator in einen zeitlichen und einen riumlichen Indikator aufge-
spalten werden. Mit den getrennten Fehlerindikatoren kann dann die riumliche
und zeitliche Verfeinerung gesteuert werden. Réumlich und zeitlich getrennte Feh-
lerindikatoren werden z.B. von Hartmann [42] und Bangerth et al. [12] vorgestellt.
Der numerische Aufwand steigt geringfiigig gegeniiber der Bestimmung eines ge-
meinsamen Indikators fiir den riiumlichen und zeitlichen Fehlers an, da mehr Terme
berechnet und gespeichert werden miissen, um den Fehler zu approximieren.

e Mit Hilfe von dualen Problemen ist es méglich, den Fehlerverlauf in der Zeit dar-
zustellen. Jedoch muf hinterfragt werden, ob der Fehlerverlauf zur Steuerung einer
adaptiven Methode oder nur zur Fehlerkontrolle verwendet werden soll. In diesem
Kapitel wurde die lokale Fehlerapproximation alleine zur Fehlerkontrolle verwendet.
Wird die Fehlerverteilung jedoch zur Steuerung einer adaptiven Methode verwen-
det, so wird der Zeitschritt und die riumliche Diskretisierung an die Fehlerverteilung
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angepafBt. In diesem Fall muf das gesamte urspriingliche und duale Problem neu
berechnet werden. Der numerische Aufwand ist daher sehr groB. Besser ist es, die
Fehler in kleineren Zeitabschnitten zu kontrollieren und gegebenenfalls die Diskreti-
sierung anzupassen. Dadurch sinkt der numerische Aufwand bei der Neuberechnung
und der Speicherbedarf.

Das duale Problem wird meistens auf demselben inhomogenen Netz gelost wie das
urspriingliche Problem. Wird der lokale Fehler nicht, wie in diesem Kapitel, zur
Fehlerkontrolle sondern zur Steuerung einer adaptiven Methode verwendet, dann
wird in der Regel das FE-Netz und die Zeitschrittweite an den Fehler des urspriing-
lichen Problems angepaBt. Diese gewihlte Diskretisierung kann jedoch fiir das duale
Problem zu grob sein. Der Diskretisierungsfehler des dualen Problems kann grofler
sein als der des urspriinglichen Problems. Es ist daher sinnvoll, das FE-Netz und
den Zeitschritt zusitzlich an das duale Problem anzupassen, zumal der zusétzliche
numerische Aufwand fiir diese Modifikation gering ist.
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Kapitel 5

Fehlerindikatoren basierend auf der
Newmark——Methode

Die Bewegungsgleichung wird in diesem Kapitel in zeitlicher Richtung mit finiten Diffe-
renzen und mit finiten Elementen in rdumlicher Richtung diskretisiert. Die Formulierung
wurde in Kapitel 2.3.2 eingefiihrt. Fiir die semidiskrete Formulierung der Bewegungsglei-
chung mit der Newmark Zeitintegration werden im folgenden Indikatoren fiir den zeitli-
chen und réumlichen Diskretisierungsfehler eingefiihrt. Es werden zwei Arten von Fehlern
berechnet, der globale Fehler und der lokale Fehler. In diesem Kapitel wird der zeitliche
Fehler getrennt von dem r#umlichen Fehler berechnet.

Die Zeitschrittsteuerung ist in der dynamischen Strukturanalyse sehr verbreitet. Sie ist
einfach anzuwenden, da nur der Zeitschritt, d.h. eine einzelne Grofle, angepafit werden
muB. Die meisten zeitlichen Fehlerindikatoren basieren auf der Newmark-Zeitintegration,
u.a. Zienkiewicz et al. [112], Wiberg et al. [100], Li et al. [63], Kuhl [57], Riccius et al. [81].
Sie ermitteln innerhalb eines Zeitschrittes eine verbesserte Lésung mit Hilfe einer Tay-
lorreihenentwicklung. Der zeitlich lokale Fehler wird, chne den Einflu der Fehler von
den vorherigen Zeitschritten zu beriicksichtigen, approximiert. Um den zeitlich globalen
Fehler zu erfassen, werden alle zeitlich lokalen Fehler aufsummiert, s. u.a. Zienkiewicz et
al. [112], Wiberg et al. [100]. Wird die DTG-Methode zur Lésung der Bewegungsglei-
chung verwandt, so kann ein zeitlich lokaler Fehlerindikator sehr einfach aus den Spriingen
iiber die Zeitintervallgrenzen berechnet werden, u.a. Li [61], Neumann et al. [68]. Da diese
Methode auf einen zeitlich lokalen Fehlerindikator fiihrt, wird sie in diesem Kapitel mit
aufgefiihrt.

Der rdumliche Fehler ist aufwendiger zu kontrollieren als der zeitliche Fehler, da das FE-
Netz angepaft werden muf. Die riumliche Adaptivitit ist deshalb in der Strukturdyna-
mik nicht so verbreitet wie die Zeitschrittsteuerung. Die , klassischen® Fehlerindikatoren
in der Dynamik, die auf der semidiskreten Formulierung beruhen, bestimmen den rium-
lich globalen Fehler in der Energienorm, d.h. es wird zu einem Zeitpunkt der mittlere
Fehler des Gebietes in der Energienorm approximiert. Fiir den Anteil in der Dehnungs-
energie werden die glittungsbasierten Methoden aus der Statik verwendet. Der Fehler in
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der kinetischen Energie wird ebenfalls mit glittungsbasierten Techniken berechnet. Ar-
beiten zu den ,klassischen® Fehlerindikatoren in der Strukturdynamik wurden u.a. von Li
et al. [101]{61] und Riccius et al. [81][80] verfaft.

Wenn der Fehler nur in einer bestimmten Gréfie und in einem gewissen Bereich kontrolliert
werden soll, sind die globalen Fehlerindikatoren nicht effizient. In dieser Arbeit wird des-
halb ein riumlich lokaler Fehlerindikator entwickelt. Dazu wird die Idee des allgemeinen
Fehlerindikators, der mit Hilfe von dualen Problemen den Fehler in verschiedenen phy-
sikalischen Gréfien und in bestimmten Gebieten approximieren kann, aufgegriffen. Der
allgemeine lokale Fehlerindikator wurde in Kapitel 4 fiir die Formulierung der Bewegungs-
gleichung mit der DTG-Methode eingefiihrt. Die Methode der Fehlerbestimmung mit
Hilfe von dualen Problemen wird auf die semidiskrete Formulierung mit der Newmark—
Zeitintegration angewendet. Da das Newmark-Verfahren nicht als FE-Methode inter-
pretiert werden kann, kann die Methode der Fehlerbestimmung nicht vollstindig auf die
semidiskrete Formulierung iibertragen werden. Der rédumliche Fehler wird deshalb ge-
trennt von dem zeitlichen Fehler berechnet, wobei der raumlich lokale Fehler zu einem
Zeitpunkt bestimmt wird. Der zeitliche Verlauf des Fehlers kann nicht dargestellt werden.

Die Grundlage und Eigenschaften der Fehlerindikatoren in diesem Kapitel sind stichwort-
artig zusammengefaft:

Zeitdiskretisierung: Newmark-Methode
Raumdiskretisierung: Finite Elemente
Fehlerindikatoren: Getrennter riumlicher und zeitlicher Fehler

Eigenschaften des Fehlers: Riumlich globaler baw. lokaler Fehler -
zeitlich globaler bzw. lokaler Fehler

Zunschst wird in Kapitel 5.1 der Fehler in den riumlichen und zeitlichen Fehler aufge-
spalten. Anschlieflend werden die zeitlich lokalen und globalen Fehlerindikatoren aus der
Literatur in Kapitel 5.2 eingefiihrt und miteinander verglichen. Der rdumliche Fehler
wird in Kapitel 5.3 behandelt. Die ,klassischen® Methoden aus der Literatur werden in
Kapitel 5.3.1 eingefiithrt und getestet. Der adaptive Algorithmus wird in Kapitel 5.3.2
dargestellt. In Kapitel 5.3.3 wird anschlieflend der riumlich lokale Fehlerindikator ent-
wickelt. Der lokale Indikator wird anhand von Beispielen untersucht und mit den raumlich
globalen Fehlerindikatoren verglichen.

5.1 Riumlicher und zeitlicher Fehler

In Kapitel 3.1 wurde der Diskretisierungsfehler in verschiedenen GroSen (3.1) und (3.2)
eingefithrt. Der Diskretisierungsfehler ist die Differenz zwischen der exakten Losung u
und der diskreten numerischen Losung u”. Der Fehler wird in (3.3)in den zeitlichen Fehler
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e; und den riumlichen Fehler e, getrennt. Anhand des Fehlers in den Verschiebungen e
wird im folgenden die Trennung des Fehlers dargestellt [63][61].

e=e,+e = (u—u")+(u—uh (5.1)

Der zeitliche Fehler e, wird durch die Differenz u" — u® ersetzt. Die Losung u® ist frei
von zeitlichen Fehlern, wihrend die diskrete numerische Lésung u” zeitliche Fehler bein-
haltet. Die Differenz driickt also allein den zeitlichen Fehler aus. Der riumliche Fehler e,
ist die Differenz zwischen der exakten Lésung w und der Lasung u®. Da die Lasung u*
nicht bekannt ist, muBl sie zunfichst approximiert werden. Die verschiedenen Methoden
zur Approximation werden in Kapitel 5.2 vorgestellt.

Der adaptive Algorithmus bei den FD-Zeitintegrationsverfahren unterscheidet sich von
dem Algorithmus bei den DTG-Verfahren. Bei der DTG-Methode wird der zeitliche
und rédumliche Fehler gleichzeitig berechnet. Bei den FD-Zeitintegrationsverfahren mufl
zunichst eine Losung u® bestimmt werden. Mit Hilfe dieser Losung kann der zeitliche
Fehler eines Zeitschrittes approximiert werden. Die GréSe des Zeitschrittes wird so an-
gepalit, daff der zeitliche Fehler innerhalb einer vorgegebenen Toleranz liegt. Erst wenn
der zeitliche Fehler innerhalb der Toleranz liegt, wird der riumliche Fehler der Lésung
bestimmt. Das FE-Netz wird so an die riumliche Fehlerverteilung angepafit, da der
rumliche Fehler innerhalb der vorgegebenen Toleranzgrenzen liegt. Der adaptive Algo-
rithmus ist in Abb. (5.1) dargestellt.

Im Gegensatz zu den Fehlerindikatoren in Kapitel 4, die auf der Auswertung von dualen
Problemen basieren, wird der Fehler bei der FID-Zeitintegration in der Energienorm ||e||z
gemessen. Es wird der mittlere Fehler iiber das riumliche Gebiet bestimmst, weshalb
der Fehler auch als riumlich globaler Fehler bezeichnet wird.

Der Fehler in der Energienorm setzt sich aus einem kinetischen Anteil lle||g, und einem
Dehnungsanteil ||e||g, zusammen.

lletls = llellk, + llels, = (& p&)a +ale, e)a (5.2)

Der Fehler e (5.1) wird in die Gleichung (5.2) eingesetzt. Es wird angenommen, dafl der
riumliche Fehler e, unabhiingig von dem zeitlichen Fehler e, ist. Somit kann der Fehler
in der Energie in einen rein zeitlichen |/e;||z und einen rein riumlichen ||e,|| Fehleranteil
aufgespalten werden. In der Literatur wurden keine Hinweise auf die ﬁberprﬁfung der
Genauigkeit dieser Annahme gefunden. Auch in dieser Arbeit wird diese Annahme nicht
kontrolliert.

llelll = lles + el = (€5, p€,)a + ale,, €)a + (é1, pér)a + ale, eda (5.3)

= [lesll + [le [

Die rdumlichen und die zeitlichen Fehleranteile in der Gleichung (5.3) haben wiederum
Jeweils einen Anteil von der Dehnungsenergie und der kinetischen Energie.
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Abbildung 5.1: Adaptive Steuerung in der Dynamik mit der semidiskreten Formulierung

5.2 Zeitlicher Fehler

Die Genauigkeit der Zeitintegration ist sehr wichtig und wurde schon in vielen Arbeiten
behandelt. In den achtziger Jahren haben Park et al. [71] vorgeschlagen, den Zeitschritt
iiber die hochste auftretende Frequenz zu bestimmen. Bergan et al. [20] haben darauf ba-
sierend eine adaptive Zeitschrittsteuerung verwandt, indem der Zeitschritt an die aktuell
auftretenden Frequenzen angepaft wird.

Andere Verfahren vergleichen die Lésungen von zwei unterschiedlichen ZeitschrittgroBen
miteinander oder verwenden Zeitintegrationsverfahren mit unterschiedlicher Genauigkeits-
ordnung, u.a. Thomas et al. [90], Diebels et al. [30]. Der numerische Aufwand ist bei diesen
Methoden hoch, da entweder das Problem zweimal geldst werden muff oder aufwendige
Mehrschrittverfahren verwendet werden.

Die Verwendung von Einschrittverfahren und der Zeitschrittkontrolle durch Fehlerindika-
toren, die mit Hilfe der numerischen Ldsung bestimmt werden, ist effizienter. Zeitliche
Fehlerindikatoren wurden u.a. von Zienkiewicz et al. [112], Wiberg et al. [63](100] und
Riccius et al. [81] entwickelt. Sie basieren auf der Newmark-Zeitintegration und approxi-
mieren den Fehler eines Zeitschrittes mit Hilfe von Taylorreihenentwicklungen. In diesem
Kapitel werden die zeitlich lokalen und globalen Fehlerindikatoren vorgestellt.
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Globaler und lokaler Fehler Im folgenden wird die Definition des lokalen und globa-
len Fehlers eingefithrt. Es wird zuniichst nur der zeitliche Fehler betrachtet, der riumliche
Fehler wird vernachlissigt. Es muB zwischen dem globalen ey, und dem lokalen e, zeit-
lichen Fehler unterschieden werden. Der globale zeitliche Fehler eqv(ty) zu dem Zeitpunkt
i, wird aus der exakten Losung we,(t,) und der diskreten Losung ul berechnet.

eglb(tn) = uem(tn) - ’U,Z (54)

Der globale Fehler mifit den gesamten zeitlichen Fehler des bisherigen Zeitraumes (0,1,).
Der zeitlich lokale Fehler e, mifit den Fehler eines einzelnen Zeitintervalls I, = (ty_1,t,).
Dabei wird angenommen, daB die Lésung zu Beginn des Zeitschrittes bei t = t,_; , ex-
akt ist. Diese ,exakte* Lésung wird als Anfangsbedingung verwendet, um die ,exakte"
Losung @, am Ende des Zeitschrittes ¢ = tn+1 zu berechnen. Der lokale Fehler in den
Verschiebungen und Geschwindigkeiten wird aus der Differenz berechuet.

€iok(tn) = Theg (ta) — ul (5.5)
€1k (tn) = theg (tn) — Ul (5.6)

Im folgenden wird zunichst der lokale Fehler, d.h. der zeitliche Fehler in einem Zeit-
schritt I, betrachtet. AnschlieBend werden verschiedene Ansitze zur Bestimmung des
globalen Fehlers gezeigt.

5.2.1 Zeitlich lokale Fehlerindikatoren
5.2.1.1 Voraussetzungen

Um die zeitlich lokalen Fehlerindikatoren zu berechnen, muff die ,exakte* Losung (5.5)
und (5.6) am Ende des Zeitschrittes bestimmt werden. Die »exakten® Lisungen ., und
ﬁw sind jedoch unbekannt und werden deshalb mit Hilfe von Taylorreihenentwicklun-
gen durch die verbesserten Losungen w* baw. i* approximiert. Durch Einsetzen der
approximierten Ldsung in die Gleichungen (5.5) bzw. (5.6) konnen fiir verschiedene Zeit-
integrationsverfahren die zeitlich lokalen Fehlerindikatoren bestimmt werden.

en(tn) ~ e, =ul—ul (5.7)

Cion(tn) &y = Ul —ul (5.8)

Im folgenden wird die Newmark—Zeitintegration verwendet, d.h. fiir die diskreten Appro-
ximationen u;: bzw. 4! werden in (5.7) und (5.8) die Newmark-Ansitze eingesetzt. Damit
konnen die Indikatoren fiir alle Zeitintegrationsverfahren, die auf der Newmark-Methode
basieren, verwendet werden. Die Fehlerindikatoren sind w.a. anwendbar auf die HHT-o
Methode [43] und das Verfahren nach Chung & Hulbert (24].

Bei Zeitintegrationsverfahren basierend auf den Newmark-Ansitzen ist die maximale
Konvergenzordnung des globalen Fehlers O(At?). Die Konvergenzordnung des lokalen
Fehlers kann bis zu O(A#®) betragen, s. Dahlquist et al. [29]. An dem ungedimpften Ein-
massenschwinger werden in Abb. (5.2) die Konvergenzordnungen des globalen und lokalen
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Abbildung 5.2: Konvergenz des globalen und lokalen Fehlers fiir das Newmark—Verfahren
(8=0,25;6=0,5)beit=1,0(EMS: M =1,C =0; K =1, P = sin(t); G = 0; U = 0)

Fehlers dargestellt. Dic Rand- und Anfangsbedingungen (P = sin(t); @, = 0;i = 0)
sind so gewihlt, daB mit dem Newmark~Verfahren (8 = 0,25;6 = 0,5) die maximale
Konvergenzordnung des globalen und lokalen Fehlers erreicht werden kann. Im Bild (5.2)
ist die Konvergenz der Verschiebungen und der Geschwindigkeiten zum Zeitpunkt ¢ = 1,0
dargestellt. Der lokale Fehler in den Verschicbungen wird mit der Gleichung (5.5) und
in den Geschwindigkeiten mit der Gleichung (5.6) berechnet. Die Konvergenzordnung ist
wichtig, um die minimale Ordnung der Taylorreihenentwicklung, die fiir die verbesserte
Lésung verwendet werden muf, zu bestimmen. Ebenso wird in dem adaptiven Verfahren
mit Hilfe der Konvergenzordnung die neue Zeitschrittgrofie bestimmt.

5.2.1.2 Zeitliche Fehlerindikatoren

Im folgenden wird ein Uberblick iiber die verschiedenen zeitlichen Fehlerindikatoren aus
der Literatur gegeben und die Unterschiede zwischen den Indikatoren gezeigt. Anhand
von numerischen Beispielen werden die Indikatoren tiberpriift und verglichen.

Fehlerindikator A fiir Verschiebungen Der Fehlerindikator fiir die Verschiebungen,
beruht auf einer Taylorreihe dritter Ordnung fiir die verbesserte Verschiebungsapproxi-
mation, u.a. Zienkiewicz et al. [112], Wiberg et al. [103][105].

2

. A? A,
'U/:; = Up-1 + Atun_1 -+ ~2—~un_1 + -6~—'u,,,_1 -+ 0(At4) (59)

Die Ableitungen hoherer Ordnung werden mit dem Differenzenquotient erster Ordnung
bestimmt.

Up — Up-

1 = + O(At 1
T ; (At) (5.10)
Damit erglbt sich folgende verbesserte Li')sung u,

1

Fiin-1+ %izn) + O(AtY (5.11)

U, UL = U+ Atll,g + A
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Zur Berechnung der verbesserten Losung werden die diskreten Werte (-)* der Lésung in
die Gleichung (5.11) eingesetzt. Der zeitlich lokale Fehler e in der Gleichung (5.7) wird
mit Hilfe der verbesserten Losung u/ und der N ewmark-Approximation (2.78) berechnet.

el = AP( — ) (i — it (5.12)

Der Fehlerindikator kann nur fiir Newmark—Ansitze mit B8 # % verwendet werden. Bei
Newmark-Ansétzen mit linearen Beschleunigungen (B = 1) ist der lokale Abbruchfehler
von der Ordnung OA(t*). Der Fehler kann durch den Fehlerindikator (5.12) nicht erfafit
werden, da der Fehler vollstéindig in den Termen héherer Ordnung enthalten ist, s. Ricci-
us [80].

Ein &hnlicher lokaler Fehlerindikator wurde u.a. von Zienkiewicz et al. [111], Johnson [54]
und Thomas et al. [90] entwickelt. Als Fehlerindikator wird direkt der Term héherer
Ordnung in der Taylorreihe (5.9) verwendet. Die Ableitung 4 wird ebenfalls mit dem
Differenzenquotienten (5.10) ausgewertet.

x _ AC

el = -G - y) (513)

Der Fehlerindikator e7’ gilt fiir beliebige Zeitintegrationsverfahren, da keine Newmark-
Ansétze verwendet werden. Er unterscheidet sich nur durch einen Faktor von dem Indi-

kator e (5.12).

Fehlerindikator B fiir Verschiebungen und Geschwindigkeiten Li et al. [61][63]
[100] leiten einen Indikator fiir belicbige Newmark-Parameter B her, indem eine Taylor-
reihe vierter Ordnung ausgewertet wird.

Ag? A, At

’U/:L = Up_1 + Aty + '2—’&"_1 + *“6—"&"_1 + a"&n‘l -+ O(Ats) (514)

Ebenso wird fiir die Geschwindigkeit eine Ldsung mit hsherer Genauigkeit angenommen.

. . " At At? .
u; = Up_1 + At’u,n_l + ——2‘* -1t -‘6— n—1+ O(A#) (515)
Die Terme héherer Ordnung in den Gleichungen (5.14) und (5.15) werden mit dem Diffe-

renzenquotient erster Ordnung bestimmt.

ﬁn - 'dn—l

o+ oA (5.16)

&n—l =
Die Ableitung der Beschleunigung i, in (5.16) zum Zeitpunkt ¢, wird aus den bekannten
Beschleunigungen 4, und i, sowie Un—1 zum alten Zeitpunkt ¢,_; berechnet.
ﬁn + 'i}'n—l '&'n - '&'n—l

= 5.17
2 At (5:17)
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Die Ableitung der Beschleunigung zum Zeitpunkt ¢ = 0 wird aus der Ableitung der
Bewegungsgleichung ermittelt [61]. Mit Hilfe der Taylorreihe (5.14) wird die verbesserte
Verschiebungslosung u2 berechnet.

R B . A2 A 5
Uy B U = Upet + Dbty + 5ttt + 32(311,,,_1 + 1y + O(AL) (5.18)
Ebenso wird die verbesserte Geschwindigkeitsidsung 42 ermittelt.
At?

W~ l =i+ Attty + —— (28,1 + Gy) + O(ALY) (5.19)

6
Die diskreten verbesserten Losungen werden in die Fehlergleichungen (5.7) und (5.8) ein-
gesetzt. Mit den Newmark-Approximationen fiir die Verschiebungen (2.78) und fiir die
Geschwindigkeiten (2.77) in den Fehlergleichungen ergibt sich der Fehlerindikator in den
Verschiebungen und in den Geschwindigkeiten.

el = AL[(68 — Lydin + (68 — $)ion_,] (5.20)
el = BL[(35 — 1) + (36 - 2)d,_,] (5.21)

Der Indikator in den Verschiebungen konvergiert mit O(A#%) und kann damit bei belie-
bigen S-Werten verwendet werden. Der Fehlerindikator fiir die Geschwindigkeiten kann
fiir alle 6~Werte benutzt werden, da er mit O(A#*) konvergiert.

Ein Nachteil dieser Fehlerindikatoren (5.20) und (5.21) ist, daf8 die Ableitungen der Be-
schleunigungen i zu jedem Zeitpunkt ¢, benétigt werden. Zu Beginn der Berechnung
sind diese Ableitungen ziemlich ungenau. Diese Ungenauigkeit pflanzt sich durch die
Gleichung (5.17) in allen weiteren Ableitungen der Beschleunigungen fort, weshalb der
Indikator nicht immer gute Ergebnissen liefert.

Fehlerindikator C fiir Verschiebungen und Geschwindigkeiten Der Fehlerindika-
tor nach Riccius [80] verwendet ebenfalls die Taylorreihenentwicklungen (5.14) und (5.15).
Um die Ableitungen der Beschleunigungen iin_1 7u vermeiden, werden die Terme hoherer
Ordnung nicht iiber Differenzenquotienten erster Ordnung, sondern mit dem zentralen
Differenzenquotienten, bestimmt.

i”n—? - 2ﬁn—-1 + 'un

At?

Die Ableitungen der Beschleunigungen werden ebenfalls mit dem zentralen Differenzen-

+O(AP) (5.22)

un—l =
quotienten ermittelt.
'an - ’iln-2
24t

Das Einsetzen von Gleichungen (5.22) und (5.23) in die Taylorreihenentwicklungen (5.14)
und (5.15) liefert die verbesserten Verschiebungen und Geschwindigkeiten ug und @Y.

+O(AF) (5.23)

ﬁ‘n—l =

. A2 .. .
u,’; = u,(f =Up-1 + Atly_y + ﬁ(“—un_z + 1048, + 3un) + O(Ats) (5‘24)
. , . At, .. ..
G~ ud =i, + ﬁ(—un_Q + 81 + 54,) + O(ALY) (5.25)
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Die diskreten verbesserten Lésungen werden in die Fehlergleichungen (5.7) und (5.8) einge-
setzt und fithren auf die Fehlerindikatoren in den Verschiebungen und Geschwindigkeiten.

el = SF[ih o+ (2 - 24B)al_, + (246 — 3)ir!) (5.26)
e = &luh )+ @-120)ak  + (126 - 5)iilt] (5.27)

Fir die Berechnung der Fehlerindikatoren €S und €S werden die Beschleunigungen an
drei aufeinander folgenden Zeitschritten bendtigt. Dadurch kénnen die Indikatoren erst
ab dem zweiten Zeitschritt verwendet werden.

Riccius [80] wahlt fiir 8 # é eine Taylorreihe niedrigerer Ordnung und vereinfacht den
Indikator des Verschiebungsfehlers. Dieses Vorgehen fiihrt auf den Fehlerindikator el in
Gleichung (5.13). Ebenso wird der Fehlerindikator in den Geschwindigkeiten fiir § # %
vereinfacht, indem ecine Taylorreihe zweiter Ordnung verwendet wird. Wird die Ableitung
der Beschleunigung durch die Vorwirtsdifferenz berechnet, ergibt sich folgender verein-
fachter Indikator.

&' = At(s — D)l — i) (5.28)

n n

Fiir 6 = % ist der Indikator null, da der Fehler vollstindig in den Termen héherer Ordnung

liegt.

Fehlerindikator D fiir die DTG-Methode Im folgenden Abschnitt wird ein Fehler-
indikator basierend auf der DTG-Methode eingefiihrt, s. Li [61]. Im Gegensatz zu den
Fehlerindikatoren in Kapitel 4, die ebenfalls auf der DTG-Methode beruhen und den Feh-
ler mit Hilfe von dualen Problemen ermitteln, wird hier kein zusétzliches duales Problem
gelost. Der Indikator bestimmt, ebenso wie die zeitlichen Fehlerindikatoren A/ Bund C
in den vorherigen Abschnitten, den zeitlich lokalen Fehler eines Zeitintervalls.

Li [61] verwendet eine Zweifeldformulierung mit zeitlich linearen Ansétzen in den Verschie-
bungen und Geschwindigkeiten auf einem Zeitintervall. Durch die Diskontinuitit an den
Zeitintervallgrenzen ergeben sich Sprungterme in den Verschiebungen und Geschwindig-
keiten. Der Fehlerindikator wird aus der GroSe der Spriinge an den Zeitintervallgrenzen
berechnet.

e

[u(t)]] = uf —u; (5.29)

{[u(t, U
[[a(tn)]] = 4} — 4, (5.30)

n n
Die Sprungterme [[-(t,.)]] sind in Gleichung (2.33) definiert. Aus dem Fehlerindikator D
kann eine neue ZeitschrittgroBe berechnet werden. Die neue Zeitschrittgréfie wird genauso
wie fiir die Indikatoren A, B und C basierend auf der Newmark-Methode in Kapitel 5.2.3
bestimmt. Fiir die adaptive Methode besteht kein Unterschied zwischen den Indikato-
ren A, B und C mit Newmark-Ansétzen und dem Indikator D basierend auf der DTG~
Methode. In dieser Arbeit wird die Einfeldformulierung aus Kapitel 2.3.1 verwendet. Bei
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Abbildung 5.3: Konvergenz der Fehlerindikatoren A,B,C und D in den Verschiebungen
und den Geschwindigkeiten bei t = 5,0 (EMS: M = 1;C =0, 5K =1P = 0u =

dieser Formulierung entstehen lediglich Diskontinuititen in den Geschwindigkeiten, da die
Verschiebungen stetig iiber die Zeitintervallgrenzen sind. Deshalb kann kein Fehlerindi-
kator nach Gleichung (5.29) berechnet werden.

Vergleich der Indikatoren Im folgenden werden die Konvergenzordnungen der ver-
schiedenen zeitlichen Fehlerindikatoren an einem Einmassenschwinger iiberpriift. Dazu
wird der Fehler aus der Differenz der analytischen e, bzw. e, und der verbesserten
Losungen w) bzw. 4, die mit den analytischen Werten bestimmt werden, berechnet.
Die freie Schwingung des Einmassenschwingers wird geddmpft (M=1C=05K=
1P = 0T = 1;U = 0). In Bild (5.3) sind die Konvergenzordnungen der Indikatoren
dargestellt. Alle Indikatoren erreichen die erwartete maximale Konvergenzordnung. Der
Indikator A konvergiert mit O(At*), der Indikator B in den Verschiebungen mit einer
Ordnung mehr, d.h. mit @(A#®), und in den Geschwindigkeiten mit O(AtY). Der Indi-
kator C hat die gleiche Konvergenzordnung wie der Indikator B. Der Sprungindikator D
konvergiert mit O(At?).

Die maximale Ordnung kann nicht immer erreicht werden, z.B. bei Beispielen mit Singu-

laritéten nimmt die Konvergenzordnung ab. In der Literatur wird selten auf den Zusam-
menhang zwischen der Konvergenzordnung und den numerischen Beispielen eingegangen.
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Abbildung 5.4: Konvergenz der Fehlerindikatoren B und C in den Verschiebungen und den
Geschwindigkeiten bei t=5,0 (EMS: M = 1;C = ;K = 1;P = sin(t): Up = 0;%p = 0)

Die Konvergenzordnung wird entweder nicht numerisch iiberpriift oder es werden nur Bei-
spiele mit maximaler Konvergenzordnung verwendet. Wie spiter in Kapitel 5.2.3 gezeigt
wird, kann bei der Adaption der ZeitschrittgroBe die Abnahme der Konvergenzordnung
durch Gleichung (5.38) beriicksichtigt werden.

Das Beispiel der erzwungenen ungeddmpften Schwingung (M =1;C = ;K = 1; P =
sin(t); Wy = 0;%p = 0) zeigt den Verlust der Konvergenzordnung. In Bild (5.4) werden
die Fehlerindikatoren B von Li et al. [100][61] und C von Riccius [80] gegeniibergestellt.
Die Konvergenzordnung in den Verschiebungen und Geschwindigkeiten des Indikators B
nimmt ab, wihrend die des Indikators C ungestort ist. Die Ergebnisse des Indikators
B sind schlechter als die des Indikators C, da die Ableitung der Beschleunigungen bei
dem Indikator B mit Gleichung (5.17) bestimmt wird. Der Fehlerindikator B zum Zeit-
punkt ¢, hiingt somit von den Ableitungen der Beschleunigungen zu dem alten Zeitpunkt
tn-1 ab. Der Indikator C hingegen berechnet die Ableitung der Beschleunigungen mit
Gleichung (5.23) unabhiingig von den Ableitungen der Beschleunigungen zu dem alten
Zeitpunkt. Dadurch kann sich der Fehler in den Ableitungen der Beschleunigungen nicht
in der Zeit fortpflanzen und der Fehlerindikator fiihrt auf bessere Ergebnisse.

Die Fehlerindikatoren werden an dem unged4dmpften Einmassenschwinger (M= 1;C =
0;K = 1; P = 0;%, = 1;% = 0) untersucht. In Bild (5.5) ist der exakte globale
Fehler iiber alle Zeitschritte und der ,exakte lokale Fehler eines Zeitschrittes mit dem
Newmark-Verfahren (8 = 0,25;6 = 0,5;A¢ = 0,1) dargestellt. Der globale Fehler,
€gthex = Uey — U™ bzw. €gibec = ez — ", nimmt wie erwartet mit der Zeit zu (s. Abb. 5.5
links). Die Amplitude des lokalen Fehlers, Cloher = Teg — U" bZW. i er = T ut,
bleibt konstant. Die Fehlerindikatoren A, B und C fiir die Verschiebungen verhalten sich
in Bild (5.6) beziiglich der Frequenz und der Amplitude wie der ,exakte® lokale Fehler.
Ebenso kdnnen die Indikatoren der Geschwindigkeiten B und C den zeitlich lokalen Fehler
gut darstellen. Bei diesem Beispiel, der freien Schwingung, liefern beide Fehlerindikato-
ren B und C denselben Fehlerverlauf. In Bild (5.6) ist ebenfalls der Sprungindikator D
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Abbildung 5.5: Exakter globaler und lokaler Fehler mit dem Newmark—Verfahren
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Abbildung 5.6: Zeitlicher Verlauf der Fehlerindikatoren A,B,C und des Sprungindikators D
(EMS: M =1;,C=0K=1LP=01u = 1,7, = 0)
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dargestellt, der auf der DTG-Methode basiert. Der exakte globale und ,,exakte“ lokale
Fehlervertauf der DTG-Methode ist in Abbildung (5.7) dargestellt. Der Fehler ist kleiner
als bei der Newmark-Methode, da die DTG~Methode eine grofiere Genauigkeit besitzt.
Auch der Sprungindikator D gibt den Verlauf des ,exakte® lokalen Fehlers gut wieder.

Die Nachteile des Indikators B, die schon in Abbildung (5.4) deutlich wurden, wirken sich
auch auf den Fehlerverlauf negativ aus. Es wird die ungedsmpfte erzwungene Schwin-
gung des Einmassenschwingers (M = 1;C = 0; K = 1; P = sin(t);Uy = 0, = 0)
untersucht. Der Verlauf des exakten globalen und des ,exakten“ lokalen Fehlers ist in
Bild (5.8) dargestellt. In Abb. (5.9) ist der Verlauf der Fehlerindikatoren B und C an-
gegeben. Zwischen dem Verlauf des Indikators B und C ist zunichst kein Unterschied
festzustellen. Die Frequenz und die Amplitude stimmen mit dem ,exakten“ lokalen Feh-
ler iiberein. Wird jedoch der Verlauf des Indikators B genauer betrachtet (s. Abb. 5.9
links), dann sind hochfrequente Anteile zu erkennen, die beim Indikator C nicht vor-
handen sind. Diese hochfrequenten Anteile entstehen durch die Art der Berechnung der
Beschleunigungsableitungen.

Der Vergleich der Indikatoren hat gezeigt, daB der Fehlerindikator C dem Indikator B
vorzuziehen ist. Die Indikatoren A bzw. D kénnen ebenfalls den lokalen Fehlerverlauf
darstellen, jedoch bestimmen sie jeweils nur den Fehler in den Verschiebungen bzw. in
den Geschwindigkeiten. Die lokalen Fehlerindikatoren konnen definitionsgemi$ nur den
Verlauf des zeitlich lokalen Fehlers in den Verschiebungen bzw. Geschwindigkeiten dar-
stellen.

5.2.2 Zeitlich globale Fehlerindikatoren

Die zeitlich lokalen Fehlerindikatoren aus dem vorherigen Abschnitt kénnen nur den Fehler
eines Zeitschrittes erfassen. Die numerische Losung beinhaltet jedoch auch die Fehler aller
vorangegangenen Zeitschritte. Es gibt verschiedene Ansétze, den zeitlich globalen Fehler
zu bestimmen. Zienkiewicz et al. [112] schlagen vor den zeitlich globalen Fehler ey in
der Energienorm zu einem Zeitpunkt ¢y durch die Summation der lokalen Fehler e, iiber
alle Zeitschritte zu berechnen.

N1

leq(tm)ils < llenlln (5.31)

n=0

Wiberg et al. [100] erklaren dieses Vorgehen iiber die VergroBerungsmatrix A des Zeitinte-
grationsverfahrens. Die exakte Lésung und die Newmark-Approximation werden dazu in
die entsprechende Gleichung (B.1) mit der VergroBerungsmatrix A eingesetzt und durch
die Differenz der zwei Gleichungen wird der Fehler zu dem Zeitpunkt ¢, gewonnen.

églb(tn) = Aéglb(tn—l) + élok(tn*l) (532)

Wird die Gleichung (5.32) wiederholt ineinander eingesetzt, kann der Fehler zum Zeit-
punkt ¢y durch die lokalen Fehler &,(t,) und die VergréBerungsmatrix ausgedriickt
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Abbildung 5.7: Exakter globaler und lokaler Fehler mit der DTG-Methode (EMS:
M= 1,C= 0;K = 1P =03 = 1;u = 0)
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Abbildung 5.8: Exakter globaler und lokaler Fehler mit dem Newmark-Verfahren (EMS:
M=1,C=0,K =1, P = sin(t); % = 0;Up = 0)
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Abbildung 5.9: Vergleich der Fehlerindikatoren B und C (EMS: M = 1,C = 0; K =
1, P = sin(t); W = 0; %o = 0) '
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Abbildung 5.10: Exakter globaler Fehler und globaler Fehlerindikator (GL. 5.31) des EMS:
Links: M = 1;C = 0; K = 1; P = sin(t); Wy = 0;Up = 0; Rechts: M =1;C = 0,5 K =
LP=0;t=1u=0

werden.

N-1

Eultn) = AVegu(to) + Y AN T 1 (t) (5.33)

n=0

Da angenommen wird, dafl der Fehler &gp(to) null ist, verschwindet der erste Term
in (5.33). Die exakten lokalen Fehler &,4(t,) werden durch die gensherten Fehler e,
und &, ersetzt. Wird die Stabilitdtsbedingung des Zeitintegrationsverfahrens ausgenutzt,
d.h. fiir die Eigenwerte A4; von A muB gelten Ay < 1 (B.5), dann kann die rechte Seite

von (5.33), unter Verwendung der Energienorm, nach oben abgeschéitzt werden. Es ergibt
sich somit die Abschétzung (5.31).

Der Fehler nach Gleichung (5.33) kann nur gemeinsam in der Dehnungs— und der kine-
tischen Energie abgeschétzt werden. Wiberg et al. [100] erhalten gute Ergebnisse mit
dieser Abschiitzung im Gegensatz zu Zienkiewicz et al. [112]. Der Grund fiir die unter-
schiedlichen Einschitzungen der Methoden liegt, an den untersuchten Beispielen. Wiberg
et al. [100] haben ungedimpfte Systeme untersucht. Die Summation der lokalen Fehler
liefert eine plausible Abschétzung. In Abbildung (5.10) ist links der exakte und der appro-
ximierte globale Fehler des ungedidmpften Einmassenschwingers aufgetragen. Der lokale
Fehler e, wird mit dem Fehlerindikator C berechnet. Der exakte und der approximierte
globale Fehler wachsen mit der Zeit an. Fiir dieses einfache ungedéimpfte System ist zwi-
schen dem exakten und dem geniherten globalen Fehler kein Unterschied zu erkennen.
Zienkiewicz et al. [112] haben geddmpfte Systeme untersucht. In Abbildung (5.10) ist
rechts der Fehler des geddmpften Einmassenschwingers dargestellt. Der exakte globale
Fehler nimmt mit der Zeit ab. Der mit (5.31) berechnete globale Fehler kann diesen Ver-
lauf jedoch nicht abbilden. In diesem Fall ist die Summation der einzelnen zeitlich lokalen
Fehler ein schlechtes Ma$ fiir den globalen Fehler.

Alternativ wird von Zienkiewicz et al. [112] vorgeschlagen, den Fehler durch den lokalen
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Fehler mal die Anzahl der Zeitschritte zu approximieren.
egu,(tN) ~ NeN (5.34)

Es wird davon ausgegangen, da8 der lokale Fehler gleichméflig tiber die Zeit verteilt ist.
Zienkiewicz et al. [112] haben fiir ein geddmpftes Modellproblem mit dieser Fehlerapproxi-
mation gute Ergebnisse erhalten. Dies ist offensichtlich, da der lokale Fehler ey abnimmt
und mit (5.34) auch der globale Fehler.

Wird der Typ des Problems beriicksichtigt, dann wird kiar, daB fiir ungeddmpfte Systeme
mit (5.33) und fiir gedémpfte Systeme mit der Fehlerapproximation (5.34) bessere Ergeb-
nisse erzielt werden kénnen. Diese Faustregel ist nur fiir einfache Probleme anwendbar.
Das globale Fehlermaf$ (5.33) fithrt im allgemeinen auf eine sehr ungenaue Abschitzung
und wird deshalb nicht zur Beurteilung der Qualitét der numerischen Losung verwendet.
Erst durch die Einfiihrung von zusitzlichen dualen Problemen kann der zeitliche Verlauf
des Fehlers richtig dargestellt werden, wie in Kapitel 4 gezeigt wurde.

5.2.3 Adaptive Zeitschrittsteuerung

Der zeitliche Fehler e, eines Zeitintervalls soll in einem vorgegebenen Toleranzbereich
liegen. Wenn dies nicht der Fall ist, muBl die Zeitschrittgrofe angepaft werden. In der
Literatur werden u.a. von Li et al. [101][61] und Zienkiewicz et al. [112] Verfahren zur
Bestimmung der neuen Zeitschrittgrofie vorgestellt, die sich kaum unterscheiden. Die
adaptive Zeitschrittsteuerung ist im folgenden dargestellt. Der zeitliche Fehler kann ent-
weder mit dem absoluten Fehler ||e||, oder mit dem relativen Fehler 7, gemessen werden.
Der relative Fehler 7, hat den Vorteil, da er unabhéngig von der absoluten Grofe der
Energie des Systems ist.

Ty = HeTA“E:t (535)

Der zeitliche Fehler in der Energienorm in dem Zeitintervall I, wird mit ||e, ||z, bezeich-
net. Der Fehler wird auf die maximale Energie ||ul| g aller bisherigen Zeitschritte bezogen.
Da die exakte Energie nicht bekannt ist, wird die Energie der diskreten Losung berechnet.
Statt den Fehler in der Gesamtenergie ||e,||,; kann auch nur der Fehler in der kinetischen
l|en]| g, bzw. in der Dehnungsenergie |le,||x, ¢ bestimmt werden.

Es ist sinnvoll, den Fehler auf die maximale Energie aller bisherigen Zeitschritte zu be-
zichen und nicht auf die Energie des aktuellen Zeitschrittes. Durch den Bezug auf die
maximale Energie aller bisherigen Zeitschritte werden die relativen Fehler der verschiede-
nen Zeitschritte zueinander in ein Verhiltnis gesetzt. Der lokale Fehler ist somit von der
aktuellen Energie des Zeitschrittes unabhingig. Der relative lokale Fehler 7; soll innerhalb
der folgenden Grenzen liegen.

i < e < Doy (5.36)
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Die Grenzen werden durch die vorgeschriebene relative Fehlertoleranz 7, und die Parame-
ter ¥, und 9, berechnet. Die Parameter 9; und 9, liegen in den Intervallen 0 <% <1
und 1 < oJ,. Ist der berechnete Fehler grofer als die obere Schranke, so mufl der Zeit-
schritt verkleinert werden. Unterschreitet der Fehler 7, die untere Schranke, so wird das
néchste Zeitintervall vergrofert. Es ist sinnvoll erst nach mehrmaligem Unterschreiten
der Grenze ¥;7, den Zeitschritt anzupassen. Die neue Zeitschrittgrofe Atne, wird mit
Hilfe der Konvergenzordnung des lokalen Fehlers ermittelt. Die Konvergenzordnung des
lokalen Fehlers ist von der Ordnung O(At#3), s. Dahlquist et al. [29]. Der relative Fehler
7 ist proportional zu At3, ebenso wie der zu erzielende relativen Fehler 7; proportional
zu der neuen Zeitschrittgrofie At3,, ist. Somit wird die neue ZeitschrittgréBe berechnet

mit
Atneu = At’a/ @ (537)
s

Fiir Newmark-Ans#tze mit § # % nimmt die Konvergenzordnung ab (s. Anhang B Tabel-
le B.1). Entsprechend muf} die neue Zeitschrittgrofie korrigiert werden, w.a. Zeng {104],

Li [61].
) [T
Atpey = AL %/ = (5.38)
e

Der Korrekturfaktor x liegt in dem Intervall 0 < x < 1.

Riccius [80] verwendet den globalen absoluten Fehler |[ey|| zur Zeitschrittsteuerung. Im
folgenden wird der Zusammenhang von der Kontrolle des globalen absoluten Fehlers und
der Kontrolle des relativen lokalen Fehlers hergestellt. Der absolute globale Fehler soll
einen vorgegebenen Wert ||&|[5, nicht iiberschreiten. Mit Hilfe der Gleichung (5.34)
kann aus der globalen Fehlerschranke ||€yy||5, eine lokale Fehlerschranke ||&pxl|s,; er-
mittelt werden, wenn die gleichméBige Verteilung des Fehlers iiber den Zeitraum (0,T)
angenommen wird.

A
ll&gunllz,e = A_t“élokHE,t (5.39)

Ebenso wird der globale Fehlerindikator ||egp |5, aus dem lokalen Fehler ||ep|m,; be-
rechnet.

llegells,: = A%HezokHE,t (5.40)

Uber die Proportionalitit der Zeitschrittgrofe zu dem absoluten Fehler, kann die neue
ZeitschrittgroBe bestimmt werden. Da Riccius von dem globalen Fehler ausgeht, nimmt
er eine globale Konvergenzordnung von O(At?) an. Die neue ZeitschrittgroBe At kann
mit Hilfe der lokalen Groen ||€] g+ und {|en}|s, berechnet werden.

Aty = Atz NEalEe Ao lEroklle (5.41)
llegsllze llenll.e

93



I Lastfaktor k

> HHHETER
AT 0.8 N
PR 06 "
T o4 }
HA 02 i
] 1 It 0 T T T I
H 0 05 1 15 2 25 31t
= B
I
A
yf‘ FRmAsamEnanE
T 1511
4, o (']
z X L
- t

6,0
Abbildung 5.11: Schwach gekriimmtes Formteil und zettlicher Verlauf der Belastung

Der absolute lokale Fehler ||€||z, kann wiederum durch den relativen lokalen Fehler 7j;
ausgedriickt werden.

ll8wokllEs = Tl [ulle (5.42)

Die relative lokale Fehlerschranke #i; wird in diesem Fall nur verwendet, um den Zusam-
menhang zwischen der Bestimmung des Zeitschrittes mit dem relativen lokalen Fehler und
dem absoluten globalen Fehler herzustellen. Wird der Zusammenhang (5.42) zwischen
dem absoluten vorgegebenen lokalen Fehler ||€p| |5, und der Energie [|lu|lz in (5.41) ein-
gesetzt, sowie Gleichung (5.35) in (5.41) verwendet, ergibt sich bis auf die Wurzel die neue
ZeitschrittgroBe mit dem relativen lokalen Fehler (5.37). Der Unterschied zwischen der
Steuerung iiber den globalen und den lokalen Fehler liegt in der Konvergenzordnung und
den vorgegebenen Schranken ||€gpl|p,: bzw. 7.

Im folgenden wird der relative lokale Fehler (5.35) zur adaptiven Zeitschrittsteuerung
verwendet.

Numerisches Beispiel Das folgende Beispiel zeigt, daf$ durch die adaptive Zeitschritt-
steuerung der numerische Aufwand ohne einen Verlust an Genauigkeit reduziert werden
kann. Ein rdumlich gekriimmtes Blechbauteil wird in der xy-Ebene belastet. Die Ab-
messungen des Formbleches sind in Abb. (5.11) angegeben. Die maximalen Abmessungen
der Projektion des Bleches in die xy-Ebene betréigt 6,00 x 5,00 und in der xz-Ebene
6,00 x 0,13. Die Beschreibung der Geometrie ist [64] entnommen. An der vorderen Kan-
te (4 — 4') sind alle Verschiebungen festgehalten. Die Kante (3 — 3') ist unverschieblich in
der x- und z-Richtung. Die Lingsréinder sind frei beweglich. Belastet wird die Kante 3—3'
(y=5,0) in y-Richtung mit dem in Abb. (5.11) angegebenen zeitlichen Verlauf des Lastfak-
tors. Das Material hat den E-Modul E = 2,1 x 105, die Dichte p = 75, die Querdehnzahl
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Abbildung 5.12: Verlauf der adaptiven ZeitschrittgréBe At und des relativen Fehlers 7,

4= 0,3 und die Dicke h = 0,01. Es wird die Hilfte der Schale diskretisiert. Die Schale
wird mit achtknotigen Schalenelementen, die unterintegriert werden, diskretisiert. Die
Rayleigh-Démpfung wird mit d; = 0 und dy = 0,001 angesetzt. Zur Zeitdiskretisierung
wird das Newmark-Verfahren mit 8 = 0,25 und § = 0, 5 verwendet. Der Punkt A besitzt
die Koordinaten @ = (1,72/2,55/0,01) und der Punkt B liegt bei = (2,23/5,0/0,13)
(s. Abb. 5.11). Das FE-Netz mit 4116 Freiheitsgraden ist in Abb. (5.11) dargestellt. Die
rdumliche Diskretisierung ist ausreichend genau, d.h. mit einem feineren Netz ist bei ma-
ximaler Belastung kein Unterschied in der Lésung des statischen Problems festzustellen.
Es wird der Fehlerindikator C nach Riccius fiir den Fehler in den Verschiebungen (5.26)
und in den Geschwindigkeiten (5.27) verwendet. Zunschst wird die ZeitschrittgréBe mit
At = 0,001 gewshlt. Mit der Zeitschrittkontrolle wird im vierten Zeitschritt begonnen
und der relative zeitlich lokale Fehler 7, berechnet. Der vorgegebene relative Fehler be-
trégt 7, = 0,05 mit den Parametern ¥; = 0,8 und ¥, = 1,2 fiir die untere und obere
Schranke (5.36). Der zeitlich lokale Fehler wird auf die maximale gesamte Energienorm
aller bisherigen Zeitschritte bezogen. Erst wenn die vorgegebene Toleranzschranke fiinf
mal hintereinander unterschritten wird, wird der Zeitschritt verkleinert. Damit wird das
zu schnelle Verkleinern des Zeitschrittes verhindert. Zum Vergleich wird das Problem
mit einem konstanten Zeitschritt (At = 0,0005) berechnet. Der Zeitschritt ist so grof
gewdhlt, wie der kleinste adaptive Zeitschritt, damit sichergestellt ist, daB die obere Gren-

Dehnungsenergie

0.008 T T T T T

= {leres iz, —— .
0.006 ”uada”?Eu T
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0.002 - 1

0 1 ! 1 L i
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3t

Abbildung 5.13: Zeitlicher Verlauf der Dehnungsenergie | u| %, mit konstantem Zeitschritt
At =10,0005 (Index: ref) und mit adaptiver Zeitschrittsteuerung (Index: ada)
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Abbildung 5.14: Zeitlicher Verlauf der kinetischen Energie ||| %, mit konstantem Zeit-
schritt Az = 0,0005 (Index: ref) und mit adaptiver Zeitschrittsteuerung (Index: ada)

ze des zeitlichen Fehlers eingehalten wird.

In Abb. (5.12) ist der Verlauf der Zeitschrittgrofie At dargestellt. Zu Beginn wird der
Zeitschritt, kaum erkennbar in Abb. (5.12), halbiert. AnschlieBend, wenn das System frei
schwingt, wird der Zeitschritt wieder vergrofiert. Erst bei der erneuten Lasteinwirkung
(t=1,0) wird der Zeitschritt wieder etwas verkleinert. Der Verlauf des relativen zeitlichen
Fehlers n, ist in Abb. (5.12) rechts dargestellt. In den Bereichen, wo der zeitliche Fehler
nicht mehr in dem Toleranzbereich 017, < ny < ¥a7; liegt, wird der Zeitschritt adaptiert.
Zum Vergleich ist in Abb. (5.13) und Abb. (5.14) die Dehnungs- und die kinetische Energie
der adaptiven Losung (-)age und der Losung mit dem konstanten Zeitschritt (-)res, der
dem kleinsten adaptiven Zeitschritt entspricht, dargestellt. Obwohl nur ca. 15% der
Zeitschritte der Referenzlosung (At = 0,0005) bei der adaptiven Berechnung bendtigt
werden (nye; = 6000 und neg, = 838 fiir 0 < ¢ < 3, 0), ist in dem Verlauf der Energien
kein Unterschied zu erkennen. Auch der Verlauf der Verschiebung des Punktes A in 2~
Richtung in Abb. (5.15) links und der Geschwindigkeit des Punktes B in y-Richtung in
Abb. (5.15) rechts kann durch die adaptive Losung dargestellt werden. Dies zeigt, dafl
durch die Kontrolle und Anpassung des Zeitschrittes der numerische Aufwand deutlich
verringert werden kann, ohne an Genauigkeit zu verlieren.

5.3 Raiaumlicher Fehler

In diesem Kapitel werden riumliche Fehlerindikatoren vorgestelit, die auf der semidiskre-
ten Formulierung basieren. Bei diesen ,klassischen“ Verfahren zur Fehlerkontrolle wird
der riumliche Fehler zu einem Zeitpunkt bestimmt. Dadurch kénnen die Verfahren zur
Approximation des raumlichen Fehlers von der Statik auf die Dynamik tibertragen wer-
den. Der Fehler wird in der Energienorm gemessen. Im Gegensatz zur Statik wird der
Fehler in der Dynamik in der Dehnungsenergie und in der kinetischen Energie bestimmt.
Bei der Anpassung des FE-Netzes mit der h-Adaptivitat muf fiir jedes Element eine neue
Elementgrofe berechnet werden. Dazu werden Verfeinerungsindikatoren aus den einzel-
nen Elementfehlern bestimmt, mit deren Hilfe die neue Elementgrofie berechnet wird. Im
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Abbildung 5.15: Vergleich der Referenzlosung (Index: ref) und der adaptiven Lésung
(Index: ada) in der Verschiebung u, des Punktes A und der Geschwindigkeit 4, des
Punktes B

folgenden werden zwei verschiedene Fehler approximiert:
Globaler Fehler in der Energienorm
Lokaler Fehler mit Hilfe von dualen Problemen

In Kapitel 5.3.1 werden zunéichst Indikatoren eingefiihrt, die den riumlich globalen Fehler,
d.h. den mittleren Fehler in der Energienorm im Gebiet Q zu einem Zeitpunkt, kontrol-
lieren. Fehlerindikatoren fiir den globalen Fehler sind aus der Literatur bekannt. In
Kapitel 5.3.1 werden die Indikatoren fiir den Fehler in der Dehnungsenergie und den Feh-
ler in der kinetischen Energie eingefiihrt und getestet. Die adaptive Netzanpassung wird
in Kapitel 5.3.2 behandelt. In Kapitel 5.3.3 wird anschliefend der Gedanke der Fehler-
bestimmung mit dualen Problemen auf die semidiskrete Formulierung mit der Newmark-
Zeitintegration iibertragen, um den lokalen Fehler zu bestimmen. Es wird dabei auf die
Herleitung der Fehlerindikatoren in Kapitel 4, die auf der DTG-Methode basieren, zuriick-
gegriffen. Da zur Zeitintegration, im Gegensatz zu der Methode in Kapitel 4, keine finiten
Elemente sondern finite Differenzen verwendet werden, kann der Indikator aus Kapitel 4
nicht vollstindig, d.h. fiir den rdumlichen und zeitlichen Fehler, auf die FD-Verfahren
ibertragen werden. Es wird ein Indikator fiir den riumlich lokalen Fehler entwickelt und
getestet. Der zeitliche Verlauf des Fehlers kann nicht berticksichtigt werden.

Im folgenden wird der Index des Zeitpunktes weggelassen, da der Fehler immer zu einem
Zeitpunkt ermittelt wird. Alle Zustandsgréfien, z.B. u, % und o, werden zu demselben
Zeitpunkt ausgewertet.

5.3.1 Ré&umlicher Fehler in der Energienorm

Der rumliche Fehler ||e,||z in der Energienorm setzt sich aus dem Fehler in der Deh-
nungsenergie ||e|/%, und dem Fehler in der kinetischen Energie ||e,||3, zusammen. In
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diesem Kapitel werden die Methoden zur Approximation des Dehnungsfehlers und des ki-
netischen Fehlers beschrieben. Arbeiten zur riumlichen Adaptivitit bei der semidiskreten
Formulierung werden u.a. von Wiberg et al. {101][103], Li [61] und Riccius et al. [80][81]
vorgestellt.

5.3.1.1 Fehler in der Dehnungsenergie

Der Fehler in der Dehnungsenergie ||e;||z, wird mit dem Fehler in den Spannungen e,
berechnet. Die Summe aller Elementfehler in der Dehnungsenergie a(e, €)q- ergibt den
gesamten Fehler in der Dehnungsenergie.

K
llesllE, =D ale, e)as (5.43)
e=1
Der Spannungsfehler e, kann nicht berechnet werden, da die exakte Spannungslosung
o unbekannt ist. Die exakte Spannung wird deshalb mit einer verbesserten Lisung o
approximiert.

e =0—0c"not—oh (5.44)
Die verbesserte Losung o* wird mit Hilfe der diskreten Losung o bestimmt. Es gibt
verschiedene Methoden die verbesserten Spannungen o* zu berechnen. Im folgenden
werden die, aus der Literatur bekannten, glittungsbasierten Techniken vorgestellt.

Mittelwert Fiir jedes Element werden die Spannungen ok, an den FE-Knoten @k,
berechnet. Die verbesserte Spannungslésung o, wird aus dem Mittelwert der
Knotenspannungen aller an den Knoten K'p angrenzenden Elemente berechnet [107).

Kps

* 1 h
Typ = s ;a' () (5.45)

Kps ist die Anzahl der Knoten von allen Elementen, die den Knoten K'P gemein
haben. Wenn fiir jeden FE-Knoten verbesserte Spannungen o, berechnet wurden,
kann der Spannungsfehler mit (5.43) und (5.44) berechnet werden.

Lo~Projektion Die globale Ly-Projektion ist von Hinton et al. [44] zur Berechnung der
verbesserten Lésung verwendet worden. Die Methode ist jedoch sehr aufwendig, da
ein globales Gleichungssystem geldst werden muf. Die lokale Ly-Projektion wird
nachfolgend im Rahmen der ,Superconvergent Patch Recovery Technik beschrie-
ben.

,Superconvergent Patch Recovery“ (SPR) Die SPR-Technik zur Bestimmung der
verbesserten Spannungslosung ist weit verbreitet, da die Methode einfach anzu-
wenden und robust ist. Die urspriingliche Methode wurde von Zienkiewicz und
Zhu [113][114] entwickelt und wird auch als Z?-Fehlerindikator bezeichnet. Die
SPR-Technik fiihrt im allgemeinen nicht auf Fehlerschitzer. Rank et al. [73] konn-
ten jedoch fiir lineare Elemente zeigen, dafl die Ergebnisse bis auf einen Faktor
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Abbildung 5.16: Lobatto-Punkte

dquivalent zu denen des residualen Fehlerschitzers von Babuska-Miller [5] sind.
Im folgenden wird gezeigt, wie mit Hilfe der SPR~Technik die verbesserte Span-
nungslésung bestimmt wird. Zunichst wird auf die Superkonvergenzeigenschaften
der FE-Methode eingegangen.

Superkonvergenzeigenschaften Die FE-Losung bzw. deren Ableitung besitzt super-
konvergente Eigenschaften, wenn sie an speziellen Punkten mit einer héheren Ordnung als
global konvergiert. Barlow [14] fand spezielle Punkte im inneren der Elemente, an denen
die Ableitung der FE-Lésung eine hohere Konvergenzordnung aufweist. Strang et al. [86]
haben fiir die FE-Lésung selbst Superkonvergenz nachgewiesen. Im Mehrdimensionalen
gibt es u.a. von Zldmal et al. [116][60] Arbeiten zu den Superkonvergenzeigenschaften.
Eine ausfiihrliche Literaturrecherche zur Superkonvergenz wurde von Kifzek et al. [58]
vorgenommen.

Fiir eindimensionale Randwertprobleme zeigt Bakker [9], daB es fiir jedes Flement p — 1
innere Punkte gibt, an denen u* mit O(h#+2) konvergiert. Damit wird die globale Konver-
genzrate des Fehlers von O(AP+!) iibertroffen. Diese speziellen Punkte werden Lobatto—
Punkte genannt. Die Lobatto-Punkte (Lb) sind in Abbildung (5.16) dargestellt. Die
lokalen Koordinaten der Lobatto-Punkte sind:

lineare Elemente: keine superkonvergenten Punkte (5.46)
quadratische Elemente: 1D:  {y, = {~1;0;1}
2D: §Lb= {—1;0;1} Ny = {-—1;0;1}

Lesaint et al. [60] zeigen fiir die Ableitung der FE-Losung die Existenz von superkonver-
genten Punkten. Es gibt fiir jedes Element p innere Punkte, fiir die Vau® mit O(hP+1)
statt O(h?) konvergiert. Diese Punkte heifien Gauss-Legendre Punkte. Fiir lineare und
quadratische Elemente sind die Gauss-Legendre Punkte in Abbildung (5.17) dargestellt.
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Abbildung 5.17: Gauss-Legendre Punkte

Die lokalen Koordinaten (gr, und ngy, der Gauss-Legendre Punkte (GL) sind:
lineare Elemente: 1D: (g1 = {0} (5.47)
2D Cor, = {0} ner = {0}

quadratische Elemente: 1D:

-1 1
CGL - { \/3‘7 \/g}

-1 1 -1 1
Cor = {E: 7?—’} ner = {_\/_i’ 75’}
Die Lobatto und Gauss—Legendre Punkte sind von der numerischen Integration bekannt.
Superkonvergente Eigenschaften existieren streng genommen nur bei regulédren Losungen
auf Gittern mit rechtwinkligen Elementen. Die Superkonvergenzeigenschaften werden
trotzdem auf Probleme, bei denen die Voraussetzungen fiir Superkonvergenz nicht erfiillt
sind, z.B. bei Lésungen mit Singularititen oder auf unstrukturierten Netzen, angewen-

det. Auch fiir diese Problemé kénnen gute Ergebnisse erzielt werden, u.a. Zienkiewicz et
al. [106][114]113)].

2D:

Bestimmung des Spannungsfehlers Die Spannungen besitzen an den Gauss-Legen-
dre (GL) Punkten eine hohere Konvergenzordnung.

oL = oMagr) (5.48)

¢y, sind die Spannungen an den Gauss-Legendre Punkten ®gr. Mit Hilfe dieser Span-
nungen wird durch einen ,Least Square Fit“ eine verbesserte Spannungslosung berechnet.
Der ,,Least Square Fit“ stellt eine Lo~Projektion auf einem lokalen Patch dar. Der ,Patch
Assembly“ Punkt (s. Abb. 5.18) ist der Knoten, an dem die Spannungen verbessert wer-
den. Das lokale Patch wird durch alle an den ,Patch Assembly“ Punkt angrenzenden
Elemente gebildet.

Die verbesserten Spannungen o, werden mit dem Polynomansatz P auf dem Patch be-
schrieben.

oy =P(z)a (5.49)
Der Polynomansatz enthilt dieselben Terme wie die Ansatzfunktion N fiir die Verschie-
bungen u".

P(z) = [y 2% y% 0y ] (5.50)
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Abbildung 5.18: Knotenpatch und Elementpatch

Der unbekannte Koeffizientenvektor ist &.
P SR T
a = [as;a90a3...] (5.51)

Damit kann das folgende Funktional I1(a) aufgestellt werden.

GLs GLs
(@) = Y (o3 (@) ~ o"(@)* = > (Plen)a - o ()’ (5.52)
k=1 k=1

GLs ist die Anzahl der Gauss-Legendre Punkte cines Patches. Das Funktional stellt das
Fehlerquadrat zwischen den verbesserten o, und den diskreten o* Spannungen an den
Gauss-Legendre Punkten (GL) dar. Aus der Forderung, daf das Fehlerquadrat minimal

sein soll, wird der Koeffizientenvektor & bestimmt.

oll(a)
- =0 5.53
o0a (5.53)
Die Minimierung wird als ,Least Square Fit® oder Fehlerquadratminimum bezeichnet.
GLs T . GLs o
ZP () P(zr)b = ZP (w0 (xr) (5.54)
k=1 k=1

Aus dem Gleichungssystem (5.54) wird der Koeffizientenvektor & bestimmt. Fir jeden
»Patch Assembly“ Punkt kann mit Gleichung (5.49) die verbesserte Losung oy auf dem
Patch angegeben werden. Fiir Knoten, die keine “Patch Assembly” Punkte sind, wie
z.B. Randknoten, werden modifizierte Patches verwendet, s. Zienkiewicz et al. [113][115).
Sind fiir alle Knoten verbesserte Spannungen 0, berechnet worden, kann der Verlauf
der verbesserten Spannungen mit Hilfe der Ansatzfunktionen N der Verschiebungsldsung
u” dargestellt werden.

o= Noy, (5.55)

Um die Qualitét der verbesserten Losung weiter zu erhéhen, kann das Funktional (&)
um zusétzliche Terme, die z.B. das Gleichgewicht und die Randbedingungen kontrollieren,
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erweitert werden. Arbeiten dazu wurden w.a. von Wiberg et al. [99] und Abdulwahab (1]
vorgestellt. Weitere Modifikationen der urspriinglichen Methode sind die Wichtung der
Funktionswerte o (gL, s. Blacker et al. [21], Wiberg et al. (9] und die Verwendung von
Elementpatches (Abb. 5.18) statt Knotenpatches, s. Wiberg et al. [102], Abdulwahab {1].
Elementpatches werden bei der Ermittlung der verbesserten Geschwindigkeitslosung ver-
wendet (s. Kapitel 5.3.1.2). Ein Nachteil der Elementpatches ist, da groBere Gleichungs-
systeme gelost werden miissen [104]. Dafiir werden die verbesserten Werte sofort auf dem
ganzen Element bestimmt, da es im Gegensatz zu den Knotenpatches keine iiberlappende
Bereiche gibt. Der Fehler eines Elementes kann nach der Bestimmung der verbesserten
Werte des Elementes sofort berechnet werden. Insgesamt haben sich die Elementpatches
jedoch nicht durchgesetzt.

Statik Die Techniken in der Statik zur Approximation des Fehlers in der Dehnungs-
energie unterscheiden sich nicht von den Methoden in der Dynamik.

5.3.1.2 Fehler in der kinetischen Energie

Der Fehler in der kinetischen Energie ||e||%, , ist die Summe der Elementfehler in der
kinetischen Energie (&, p€)q. iiber alle K Elemente.

K

lleallh, =D (&, pe)a (5.56)

e=1

Zur Berechnung des Elementfehlers ||e()]|z, wird der Fehler in der Geschwindigkeit &
bendtigt. Da die exakte Geschwindigkeitslosung @ nicht bekannt ist, wird sie durch eine
verbesserte Geschwindigkeitslosung @ approximiert.

h

e=u-—u~nu —ub (5.57)

Die verbesserte Geschwindigkeitslosung 4* wird mit Hilfe der Glittung der diskreten
Ceschwindigkeiten 4" berechnet. Der Geschwindigkeitsverlauf wird durch die Ansatz-
funktionen N und die Knotengeschwindigkeiten d dargestellt.

W= Nd (5.58)

Im Gegensatz zu den Spannungen sind die Geschwindigkeiten 4" iiber die Elementrander
T stetig. Die Methoden, mit denen der Fehler in der Dehnungsenergie approximiert wird,
kénnen deswegen nicht einfach iibertragen werden. Der Fehler in der kinetischen Energie
kann mit den folgenden Techniken berechnet werden.

o SPR-Technik der Geschwindigkeiten
e Lokale Ly—Projektion

¢ , Verschlechterte“ Geschwindigkeiten
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SPR der Geschwindigkeiten In Abschnitt 5.3.1.1 wurden die Superkonvergenzeigen-
schaften der FE-Losung behandelt. Die FE-Lésung ist an den Lobatto-Punkten su-
perkonvergent. Die Superkonvergenz wird von Wiberg et al. [102] zur Berechnung der
verbesserten Geschwindigkeitslosung u* ausgenutzt. Die Geschwindigkeitslosung %" wird
an den Lobatto-Punkten @, bestimmt.

'I:l,Lb = iLh((va) (559)

Da die Lobatto~Punkte meist identisch mit den FE-Knoten sind, kénnen keine Knoten-
patches wie bei der SPR~Technik fiir den Spannungsfehler verwendet werden. Wiberg et
al. [102] fithren deshalb Elementpatches (s. Abb. 5.18) ein. Der , Patch Assembly® Knoten
wird durch das ,Patch Assembly® Element ersetzt. Das Patch wird von allen Elementen,
die das ,Patch Assembly“ Element umgeben, gebildet. Die verbesserte Lisung w* wird
durch das Polynom P beschrieben.

W = P(z)a (5.60)
Das Polynom P (5.50) enthilt die Terme aus den Ansatzfunktionen N sowie minde-
stens ein bis zwei Terme héherer Ordnung, s. Wiberg et al. [102]. Mit mehr als zwei
zusitzlichen Termen konnte bei numerischen Untersuchungen in dieser Arbeit keine grofie
Verbesserung im Vergleich zur Erhéhung des Aufwands beobachtet werden. Das Funk-
tional I1{&) enthilt die Summe der Fehlerquadrate der Geschwindigkeiten (* — @) iiber
alle Lobatto-Punkte Lbs des Elementpatches.

Lbs
N - L 2
I(a) = Z(P(wk)a - aP(zy)) (5.61)
k=1
Das Fehlerquadrat soll minimal sein. Durch die Minimierung des Funktionals T1(é) ergibt
sich ein lineares Gleichungssystem, durch das der Koeffizientenvektor & bestimmt werden
kann.

Lbs Lbs
Y PlenP@la=Y Pz (@) (5.62)
k=1 k=1

Wenn die Koeffizienten von & berechnet worden sind, kann sofort mit Gleichung (5.60)
der verbesserte Geschwindigkeitsverlauf 4t* eines Elementes angegeben werden und der
Elementfehler ||e(2°)]|g,,s berechnet werden. Im Gegensatz dazu miissen bei den Kno-
tenpatches, um dann den Elementfehler in der Dehnungsenergie berechnen zu kénnen,
mehrere Knotenpatches ausgewertet werden, bevor alle verbesserten Knotenspannungen
Ok, eines Elementes bekannt sind.

Ly—Projektion Da fiir lineare und bilineare Elemente keine superkonvergenten Eigen-
schaften vorliegen, wird in dieser Arbeit die verbesserte Geschwindigkeitslésung fiir diese
Elemente mit der lokalen Ly—Projektion bestimmt. Das lokale Patch wird wie bei der
SPR~Technik der Geschwindigkeiten gewihlt. Die verbesserte Lisung wird mit einem
quadratischen bzw. biquadratischen Polynomansatz angenommen.
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., Verschiechterte* Geschwindigkeiten Riccius [80] ersetzt die verbesserten Geschwin-
digkeiten durch ,verschlechterte” Geschwindigkeiten. Ein Vorteil ist, da die Losung b
keine superkonvergenten Eigenschaften besitzen muf und das Losen des grofien Glei-
chungssystems nicht mehr notwendig ist. Die Geschwindigkeiten werden an den Ele-
mentmittelpunkten durch die Mittelung der Knotengeschwindigkeiten eines Elementes
bestimmt. Mit diesen , verschlechterten* Geschwindigkeiten in den Elementmittelpunkten
werden durch eine Mittelung der Werte an allen umliegenden Elementmittelpunkten die
,verschlechterten® Werte an den FE-Knoten bestimmt. Bin numerischer Korrekturfaktor
beriicksichtigt, daf die Differenz zu einer ,verschlechterten” Geschwindigkeitslosung und
nicht zu einer verbesserten Geschwindigkeitslosung berechnet wird. Dafi die Geschwin-
digkeiten verschlechtert sind, wird mit der Auswertung auf einem groberen Gitter erklirt.
Mit diesem Verfahren hat Riccius [80] bei der Untersuchung von analytischen Funktionen
bessere bzw. gleich gute Ergebnisse erhalten wie mit der SPR-Technik von Wiberg et
al. [101).

Die Methode wurde fiir lineare und bilineare Elemente entwickelt, s. Riccius [80]. Da
es keine Untersuchungen fiir die Methode der , verschlechterten® Geschwindigkeiten mit
Elementen hoherer Ordnung auf unstrukturierten Gittern gibt und somit auch keine
Korrekturfaktoren bekannt sind, wird im folgenden die SPR-Technik und die lokale Lo~
Projektion zur Bestimmung des Geschwindigkeitsfehlers verwendet.

5.3.2 Adaptive Netzanpassung

Der riumliche Fehler ||e||z,, berechnet sich aus der Summe der Elementfehler ||e(Q)||z.s.
Der Elementfehler setzt sich aus einem Fehler in der Dehnungsenergie le(§2)||%, , und in
der kinetischen Energie ||e(92°)](%, , zusammen.

K K
lleliz, = 3 lle@)iE, = l1e@)l5, » + e(@)il5, . (5.63)

e=1
Die einzelnen Fehleranteile ||e(Q¢)}(z. » und ||€,(Q%)!|z,,, kénnen mit den in Kapitel 5.3.1
vorgestellten Verfahren approximiert werden.
lle(@)%, .~ a(e* ~ a® o — Mg (5.64)
le@)|[h,, & (@ —a" p(a” — ")) (5.65)
Im folgenden wird nicht mehr zwischen dem approximierten und dem exakten Fehler

unterschieden, d.h. der Fehler ||e||z,, stellt den approximierten Fehler dar. Der Fehler
wird mit dem relativen raumlichen Fehler n, gemessen.

- llells.s
" s (5.66)

Der approximierte Fehler ||ef|z, wird dabei auf die maximale Energienorm ||u”||g tber
alle Zeitschritte bezogen. Die rdumliche Diskretisierung wird akzeptiert, wenn der be-
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rechnete relative Fehler 7, innerhalb des vorgegebenen Toleranzbereichs liegt.
sy <1 < Tsgu bzw. Ns < s (5'67)

Der Toleranzbereich wird durch die obere und untere Schranken s, und 7,y begrenzt. Die
untere Schranke 7, ; wird oft vernachléssigt. Liegt der relative riumliche Fehler 7)s nicht
im zulissigen Toleranzbereich, dann wird das FE-Netz der Fehlerverteilung angepaBt.
Das neu generierte FE-Netz ist optimal, wenn die Elementfehler gleichmiBig iiber das
Gebiet Q verteilt sind. Der zuléissige gesamte Fehler ||&||p,, in der Energienorm wird aus
der vorgegebenen Toleranz 7, bzw. 7lsu und der maximalen Energie ||u®||z berechnet.

HéHE,s = @sﬁsHuhHE (568)

©; ist ein Sicherheitsfaktor, der in dem Intervall 0,8 < 6, < 1,1 liegt. Da die Element-
fehler des neuen Netzes gleichméBig verteilt sein sollen, wird ein zuldssiger Elementfehler
[1&(£2¢)||,s berechnet.

~ ellg
le(@) 1, = 1Ellze
K ist die Anzahl der Elemente des aktuellen Netzes. Der lokale Verfeinerungsindikator &,
mift die relative GréBe der Elementfehler e(Q%)]|5,s.

_ 1e(@)ls,s

lle(@)|5,s
Mit Hilfe der Verfeinerungsindikatoren € wird die neue Elementgrofe A, wie folgt be-
stimmt.

(5.69)

& (5.70)

h
hnew = =7 (5.71)
€

Die alte Elementgrofie wird mit Ay, bezeichnet und p ist die Ordnung der rjumlichen An-
satzfunktionen IN. Bei der Berechnung der neuen Elementgrofien hnew wird angenommen,
daf} der globale Fehler mit der Ordnung O(h?) konvergiert. In der Nihe von Singularititen
trifft dies jedoch nicht mehr zu. Babugka et al. (8] fiihren einen Parameter x ein, der die
Regularitét der Losung mifit und fiir praktische Beispiele im Bereich von 0,5 < x <1
liegt. Damit wird die neue ElementgréBe wie folgt berechnet

halt

hnew = é.;m'n(x?l/l’)

(5.72)

Modifikationen Im folgenden werden Alternativen zu dem dargestellten adaptiven
Vorgehen beschrieben.

1. Li [61] approximierte den rdumlichen Fehler lellz,s in der Energienorm nur mit dem
Fehler in der Dehnungsenergie, da keine Methode zur Berechnung des Geschwindig-
keitsfehlers zur Verfiigung stand [61]. Dadurch vereinfacht sich die Gleichung (5.63).

K
ek, =D lle(@)i3,,, (5.73)

e=]
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Wiberg et al. [102] stellen zwar die SPR-Technik zur Berechnung des Geschwindig-
keitsfehlers vor, die von Li [61] jedoch noch nicht benutzt wurde. Li [61] verwendet
den relativen Fehler 7, 1, der auf die maximale Gesamtenergie aller vorangegangenen
Zeitschritte bezogen wird.

el
= Tutlls (6.74)

Ts,1

. Statt den Fehler auf die maximale Energie aller Zeitschritte zu beziehen, kann der
relative Fehler auch mit der Energie des aktucllen Zeitschrittes berechnet werden.
Untersuchungen in dieser Arbeit haben jedoch gezeigt, daB die maximale Energie
verwendet werden sollte. Werden die Fehler auf die aktuelle Energie bezogen, kinnen
starke Schwankungen des relativen Fehlers auftreten, die durch die Anderungen der
Energie der aktuellen Zeitschritte entstehen. Die Abhingigkeit des relativen Fehlers
7, von der Energie des aktuellen Zeitschrittes kann durch die Verwendung der maxi-
malen Energie aller Zeitschritte vermieden werden. Die Fehler zu den verschiedenen
Zeitpunkten werden durch den Bezug auf die maximale Energie zueinander in ein
Verhltnis gesetzt und kénnen miteinander verglichen werden.

. Wie bei dem zeitlichen Fehler in Kapitel 5.2, kontrolliert Riccius {80] den absoluten
riumlichen Fehler ||e}|z s und nicht den relativen Fehler. Die absolute Zunahme des
Fehlers ||e|| s wird dadurch erkennbar und wird nicht durch den Bezug auf die Ge-
samtenergie relativiert. Bei der Kontrolle des absoluten Fehlers ist es schwierig im
voraus die Toleranzgrenzen ||&||p,s zu bestimmen. Riccius [80] schlégt vor, zur Be-
stimmung der Toleranzgrenze des absoluten Fehlers eine Berechnung auf einem gro-
ben Gitter durchzufihren. Zusitzlich wird der zulissige Elementfehler ||&(Q°)!|z,s
mit der Anzahl der Elemente des neuen Netzes Ky, berechnet.

(@) = L2l

1e(@)lma = 7~ (5.75)
Da K., zuniichst nicht bekannt ist, stellt Riccius [80] verschiedene Methoden vor,
wie die Elementanzahl K., vorab approximiert werden kann. Durch die Verwen-
dung des absoluten Fehlers ||e||z, erhoht sich der numerische Aufwand der adap-
tiven Methode, da die Toleranzgrenzen und die Anzahl der Elemente des neuen
Netzes bestimmt werden miissen. Dieser erhdhte Aufwand im Vergleich zur Ver-
wendung des relativen Fehlers 7, ist nicht durch eine effektivere adaptive Methode
gerechtfertigt.

Im folgenden wird der relative Fehler 5, verwendet, da die Toleranzschranken 7, und 74
ohne vorherige Berechnung des Problems festgelegt werden konnen. Der relative Fehler

wird mit der maximalen Energie aller Zeitschritte berechnet.

Numerische Beispiele In den folgenden Beispielen wird der riumliche Fehler unter-
sucht. Es wird zunichst gezeigt, da8 der Fehler in der kinetischen Energie, sowohl fiir
lineare wie auch quadratische Elemente, mit den glittungsbasierten Methoden dargestellt
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Abbildung 5.19: ,Exakter (ng, «») und approximierter {NBy,est) relativer riumlicher Feh-
ler in der kinetischen Energie mit der SPR-Technik fiir 8-knotige Elemente (3855 Fhg)

werden kann. Anhand eines Beispiels wird dargestellt, wie der rumlich globale Fehler zu
einem Zeitpunkt bestimmt wird. Es wird deutlich, da8 mit Hilfe der adaptiven Verfeine-
rung der Fehler gleichméBig verteilt wird und dadurch der numerische Aufwand verringert
wird.

Kinetischer Fehlerindikator Die Ausbreitung einer Welle in einem Stab ist ein hiufig
betrachtetes Beispiel fiir numerische Untersuchungen in der Dynamik. Li [61] und Ric-
cius [80] haben die adaptive Netzanpassung anhand der Ausbreitung einer sinusfdrmi-
gen Welle untersucht. Im folgenden wird der berechnete relative Fehler in der kine-
tischen Energie mit dem ,exakten® Fehler verglichen. Der ,exakte“ Fehler wird mit
der analytischen Losung bestimmt [40]. Der Stab in Abb. (4.8) links wird untersucht.
Die Abmessungen des Systems sind L/H = 10/1. Die Materialdaten sind so gewdhlt
(B =Lp=1u=0), daB die Wellenausbreitungsgeschwindigkeit ¢ = 1 betrigt. Das
System ist ungedimpft. Es wird die Newmark-Zeitintegration mit 8 = 0,25 und 6 = 0,5
verwendet. Der Stab wird durch eine statische Anfangsauslenkung infolge der Last P = 1
belastet. Ein Geschwindigkeits— und Spannungssprung lauft mit der Wellenausbreitungs-
geschwindigkeit ¢ durch den Stab. Zu Beginn jedes Zeitschrittes wird die analytische
Losung vorgegeben und damit verhindert, da8 sich der Fehler in der Zeit fortpflanzt. Es
ist dadurch nur der Fehler eines Zeitschrittes enthalten. Die ZeitschrittgroBe At = 0,1
wurde so gewihlt, dall der Fehler infolge der zeitlichen Diskretisierung vernachléssigt
werden kann. Der kinetische Fehler wird mit der SPR-Technik bzw. der lokalen Lo—
Projektion auf Elementpatches berechnet. Der exakte relative Fehler in der kinetischen
Energie 7, ., wird wie folgt bestimmt

VleezllF, = lut([F,

“uem”E

NEyex =

Der Raum wird zunfichst mit achtknotigen Verschiebungselementen (3855 Fhg) diskre-
tisiert. Der approximierte kinetische Fehler wird mit der SPR-Technik berechnet. Es
wird ein Polynom mit den Termen der Ansatzfunktionen und zwei zusatzlichen Termen
héherer Ordnung verwendet. Der ,exakte® und der approximierte relative Fehler in der
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Abbildung 5.20: , Exakter” (np, ;) und approximierter (1z,es) relativer rdumlicher Feh-
ler in der kinetischen Energie. Links: 8-knotige Elemente (1439 Fhg) — Fehler mit der
SPR-Technik; Rechts: 4-knotige Elemente (1669 Fhg) — Fehler mit der lokalen Ly-
Projektion

kinetischen Energie ist in Abb. (5.19) dargestellt. Der berechnete Fehler in der kinetischen
Energie kann die GroBe und den Verlauf des exakten Fehlers einigermafien wiedergeben.
Die Ergebnisse der Fehlerberechnung fiir eine grobere Diskretisierung (1439 Fhg) sind in
Abb. (5.20) links dargestellt. Es werden ebenfalls achtknotige Elemente verwendet. Der
,exakte® und der approximierte relative Fehler in der kinetischen Energie sind erwar-
tungsgem#B hoher als bei der feineren Vernetzung in Abb. (5.19).

Bei achtknotigen Elementen wird der Fehler in der Dehnungsenergie mit der SPR-Technik
meist unterschiitzt. Sehr viel genauer kann der Fehler in der Dehnungsenergie bei der
Verwendung von vierknotigen Elementen bestimmt werden [79]. Vierknotige Elemente
besitzen jedoch fiir die finite Elementlosung selbst keine Superkonvergenzeigenschaften.
Deshalb wird im folgenden untersucht, ob der Indikator fiir den Fehler in der kinetischen
Energie auch fiir vierknotige Elemente verwendet werden kann.

Der Stab wird mit vierknotigen Elementen diskretisiert (1669 Fhg). Der Fehler wird mit
der lokalen Lo—Projektion auf Elementpatches bestimmt. Fiir die verbesserte Ldsung wer-
den biquadratische Polynome verwendet. Der Verlauf des exakten und des berechneten
relativen Fehlers ist in Abb. (5.20) rechts dargestellt. Die Approximation des relativen
Fehlers ist nicht so gut wie mit achtknotigen Elementen (Abb. 5.20). Der Fehler in der
Dehnungsenergie kann fiir vierknotige Elemente wesentlich genauer als fiir achtknotige
Elemente ermittelt werden. Da sich der Fehler aus einem Anteil in der Dehnungsener-
gie und einem Anteil in der kinetischen Energie zusammensetzt, konnen auch vierknotige
Elemente zur Bestimmung des kinetischen Fehlers verwendet werden. Der Fehler in der ki-
netischen Energie mit der Glittung iiber Elementpatches wird zwar ungenauer bestimmt,
dafiir wird der Fehler in der Dehnungsenergie sehr genau gemessen.
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Abbildung 5.21: , Exakter* (||e||g.;) und geschitater (|le]| Best) Fehler in der Energie-
norm; ,Exakter Fehler (e, aex) i der Verschiebung u 4

Globaler Fehler zu einem Zeitpunkt Im folgenden wird wiederum die Wellenaus-
breitung in dem Stab in Abb. (4.8) untersucht. Die Geometrie und die Materialdaten sind
dieselben wie bei dem vorherigen Beispiel. In Kapitel 4 wurde der lokale Fehler in der
Verschiebung am Lastangriffspunkt (Punkt A) des Problems berechnet. Zur Verdeutli-
chung des Unterschiedes zwischen der Fehlerapproximation mit und ohne duale Probleme
wird im folgenden der rdumlich globale Fehler in der Energienorm berechnet.

Zur Zeitintegration wird das Newmark—Verfahren mit B =10,25 und § = 0,5 verwen-
det. Das System wird nicht gedimpft. Das Gebiet wird mit achtknotigen Elementen
diskretisiert (1159 Fhg) und der Zeitschritt ist At = 0,02. Der Fehler wird in der
Dehnungs- und in der kinetischen Energie bestimmt. Der Dehnungsfehler wird mit dem
Z?-Fehlerindikator ermittelt und der Fehler in der kinetischen Energie wird mit Hilfe der
SPR~Technik berechnet. Der ,exakte* Fehler wird wiederum mit der analytischen Losung
bestimmt.

In Abb. (5.21} ist der ,exakte” und der approximierte Fehler in der Energienorm dar-
gestellt. Die Grofle des berechneten Fehlers in der Energienorm stimmt nicht mit dem
»exakten“ Fehler in der Energienorm iiberein. Da die Gesamtenergie des Systems {iber die
Zeit konstant ist, ist auch der Fehler in der Energie ||e]|g,e; konstant. Der approximierte
Fehler oszilliert um einen Wert der ca. eine Zehnerpotenz kleiner ist als der , wahre* Feh-
ler. Die Verteilung der Elémentfehlernorm ist in Abb. (5.22) fiir verschiedene Zeitpunkte
abgebildet. Die Elementfehler sind an der Stoffront am grofiten. Mit der Zeit wird die
StoBfront immer unschirfer, da der Stof durch die kontinuierliche Formulierung nicht
abgebildet werden kann. Der riumlich globale Fehler wird quantitativ schlecht wiederge-
geben. Der Indikator gibt jedoch die Gebiete mit den groBten Gradienten und damit die
Bereiche mit grofien Elementfehlern meistens richtig an (s. Abb. 5.22). In Fillen, wo die
exakte Losung selbst Spriinge hat, zeigt der Indikator jedoch auch fiir die exakte Losung
Fehler an.
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Fehlernorm

Zeit

Abbildung 5.22: Zeitlicher Verlauf der Elementfehlernorm

In Kapitel 4 wurde fiir dieses Beispiel der Fehler in der Verschiebung am Lastangriffspunkt
A bestimmt. Mit Hilfe von dualen Problemen kann der zeitliche Verlauf des rdumlich lo-
kalen Fehlers dargestellt werden (s. Abb. 4.11). Es wird darauf hingewiesen werden, daf
die Verliufe des ,exakten“ Fehlers in Abb. (4.11) und Abb. (5.21) verschieden sind, da
unterschiedliche Diskretisierungsmethoden verwendet wurden. Fiir dieses Beispiel ist der
Verlauf der Verschiebung und der Geschwindigkeit des Lastangriffspunktes A fiir die semi-
diskrete Formulierung in Abb. (5.23) dargestellt. Der ,exakte“ Fehler in der Verschiebung
des Lastangriffspunktes A ist in Abb. (5.21) rechts gegeben. Der globale Fehler in der

Verschiebung u. Geschwindigkeit

Verschiebung u 4 —

Geschwindigkeit 44 -~~~

Abbildung 5.23: Verschiebung und Geschwindigkeit des Lastangriffspunktes A
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Abbildung 5.24: Einfacher Balken

Energienorm (s. links Abb. 5.21) kann den lokalen Fehler nicht wiedergeben. Die Ver-
teilungen der Elementfehlernorm in Abb. {5.22) stellen den rdumlich globalen Fehler zu
einem Zeitpunkt dar. In Abb. (4.10) kann der zeitliche Verlauf des Fehlers durch das dua-
le Problem dargestellt werden. Dadurch sieht die Verteilung der Elementfehlernorm mit
dualen Problemen (s. Abb. 4.10 unten) zu einem Zeitpunkt anders aus als die Verteilung
der Elementfehler in Abb. (5.22). Der Verteilung der Elementfehlernorm in Abb. (5.22)
zu den einzelnen Zeitpunkten entspricht bei dem Beispiel der Fehlerbestimmung mit Hil-
fe von dualen Problemen in Kapitel 4 der Verteilung der Residuen zu dem jeweiligen
Zeitpunkten in Abb. (4.10) links oben.

Adaptive Verfeinerung Im folgenden Beispiel wird die adaptive rdumliche Verfeine-
rung untersucht. Dazu wird ein Beispiel mit bekannter analytischer Losung herangezogen.
Die analytische Losung wird als Anfangsbedingung zu jedem Zeitschritt vorgegeben, wo-
durch sich der Fehler in der Zeit nicht fortpflanzen kann. Das Beispiel hat damit einen
akademischen Charakter und keinen Bezug zur Praxis. Es wird die freie Schwingung
eines Balken untersucht. Der Balken mit der Héhe h = 1 ist beidseitig gelenkig gela-
gert (s. Abb. 5.24). Die Lagerung ist so gewihlt, daB keine Singularititen am Auflager
entstehen. Die Materialdaten sind F = 1;p = 1 und # = 0. Das System schwingt
ungeddmpft aus der statischen Ruhelage infolge der Last P zum Zeitpunkt ¢ = 0. Zur
Zeitdiskretisierung wird das Newmark—Verfahren mit B =20,25und § = 0,5 verwendet.
Die ZeitschrittgréBe ist At = 0,2. Zur Diskretisierung des Raumes werden vierknotige
Scheibenelemente verwendet. Vierknotige Elemente approximieren den Fehler in der Deh-

relativer Fehler relativer Fehler
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Abbildung 5.25: ,Exakter* (ng,.,) und geschitzter (712,est) relativer riumlicher Fehler in
der kinetischen und der Dehnungsenergie
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Abbildung 5.26: FE-Netze und Anzahl der Freiheitsgrade iiber die Zeit

nungsenergie besser als achtknotige Elemente, die den Fehler in der Dehnungsenergie un-
terschitzen. Da es fiir lineare Elemente keine Superkonvergenz der finiten Elementlgsung
selbst gibt, wird der Fehler in der kinetischen Energie mit der lokalen Ly-Projektion auf
Elementpatches bestimmt. Der Fehler in der Dehnungsenergie wird mit der SPR-Technik
von Zienkiewicz~Zhu bestimmt. Im folgenden wird der Balken adaptiv verfeinert. Der re-
lative rdumliche Fehlerindikator 7, soll innerhalb des Toleranzbereichs 0,06 < 7, < 0,08
liegen. Pro Zeitschritt werden zwei Neuvernetzungen zugelassen. Da bei zu schnellem
Verfeinern die Ubertragung der Daten von dem alten auf das neue Netz sehr ungenau
wird, wird die Anzahl der neu generierten Elemente begrenzt. Zu einem Zeitpunkt darf

sich die Elementanzahl maximal vervierfachen.

Der Verlauf des berechneten relativen Fehlers 7, in der Dehnungs—- und der kinetischen
Energie nach Gleichung (5.66) ist in Abb. (5.25) dargestellt. Mit einer Referenzlsung
(21000 Fhg) wird der ,exakte Fehler 7., berechnet. Der Verlauf des ,exakten® Feh-
lers kann auch von dem Fehlerindikator wiedergegeben werden. Der berechnete relative
Fehler 7., bewegt sich meist in dem vorgegebenen Toleranzbereich (s. Abb. 5.25). Bei
Uber- bzw. Unterschreiten wird ein neues Netz generiert. Zu Beginu der Simulation ist
die Durchbiegung maximal und das FE-Netz wird zunichst verfeinert. Anschliefend wird
das FE-Netz wieder vergrobert, wenn die Durchbiegung abnimmt und schliefilich die Aus-
gangslage erreicht wird (¢ ~ 45). Die generierten FE-Netze sind in Abb. (5.26) dargestellt.

In Abb. (5.27) links ist der relative Fehler 5z, nur mit dem kinetischen Fehleranteil be-
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Fehler i.d. kinetischen Energie Fehler i.d. Dehnungsenergie
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Abbildung 5.27: | Exakter* und geschétzter relativer rdumlicher Fehler. Links: in der
kinetischen Energie (nz, ¢, und ME, est); Rechts: in der Dehnungsenergie (ME,ec Und 11, cst)

rechnet worden. Der Verlauf des relativen Fehlers g, infolge des Fehleranteils in der
Dehnungsenergie ist in Abb. (5.27) rechts dargestellt. Der Vergleich zeigt, daB der re-
lative Fehler des kinetischen Fehleranteils e, wesentlich kleiner ist (g, ~ 1/10nz,) als
der relative Fehler der Dehnungsenergie np,. Der Dehnungsfehler ist dominant. Die
Abschétzung des Fehlers in der Dehnungsenergie ist daher bei diesem Beispiel wichtiger
als die des Fehlers in der kinetischen Energie. Der Vergleich der Verliufe des relativen
Fehlers 77z, in der Dehnungsenergie in Abb. (5.27) rechts und des relativen Fehlers g un-
ter Beriicksichtigung der Dehnungs— und kinetischen Fehlerenergie in Abb. (5.25) zeigt,
daf der kinetische Anteil keinen groflen Einfluf} hat.

In Abb. (5.28) ist an mehreren Zeitpunkten die Verteilung der Elementfehlernorm bei
der Verwendung eines homogenen FE-Netzes der Verteilung der Elementfehlernorm mit
adaptiver Verfeinerung gegeniibergestellt. Bei der maximalen Durchbiegung zu Beginn der
Berechnung ist der Elementfehler am grofiten. Das FE-Netz wird verfeinert. Wird die
Ausgangslage erreicht fiir ¢ — 45, dann nimmt die Verformung ab. Die Elementfehler des
homogenen Netzes werden kleiner und das adaptive FE-Netz wird grober. Der Vergleich
der Elementfehlerverteilungen zeigh, daB es erst mit Hilfe der Adaptivitit moglich ist, den
Fehler im Laufe der Berechnung gleichmaBig zu verteilen. Der numerische Aufwand ist
sehr viel grofler, wenn man mit homogenen Netzen einen niedrigen Elementfehler erreichen
michte.

5.3.3 Réiurﬁlich lokaler Fehler

In Kapitel 4 wurde ein allgemeiner Fehlerindikator entwickelt. Dieser Indikator kann
den réumlich lokalen oder globalen Fehler, d.h. den Fehler in einer lokalen Verschiebung,
Geschwindigkeit oder den Fehler in der Ly-Norm bestimmen. Ebenso kann der Fehlerin-
dikator den Verlauf des Fehlers iiber einen Zeitraum oder den Fehler zu einem Zeitpunkt
darstellen. Die physikalische Fehlergrofie sowie der Ort, und der Zeitpunks, an dem der
Fehler bestimmt wird, sind beliebig. Die wichtigsten Punkte fiir diese Art der Fehlerbe-
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Elementfehlernorm
Adaptive FE-Netze
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Abbildung 5.28: Verlauf der Elementfehlernorm mit adaptiver Netzverfeinerung und mit
einem homogenen Netz
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stimmung werden im folgenden zusammengefafit.

Die Methode basiert auf einem reinen Galerkin-Verfahren im Raum und in der Zeit.
In dieser Arbeit wird die semidiskrete Formulierung mit der DTG-Methode verwendet
(s. Kapitel 2.3.1). Die Bewegungsgleichung wird als PDG zweiter Ordnung formuliert. Fiir
-die DTG-Methode werden in zeitlicher Richtung diskontinuierliche quadratische Ansitze
DG(2) gewshlt [49]. Der Raum wird mit finiten Elementen, die unabhiingig von der
Zeit sind, diskretisiert. Der EinfluB der FehlergroBle in Raum und Zeit wird durch die
Berechnung eines zusitzlichen dualen Problems dargestellt. Durch die Wahl der dua-
len Belastung wird die physikalische Fehlergrofe festgelegt. Das duale Problem, das ein
»Riickwirtsproblem* in der Zeit ist, wurde in Kapitel 4.2 eingefiihrt. Der Fehler wird, wie
in Kapitel 4.3 gezeigt, durch die Koppelung der Residuen des urspriinglichen Problems
mit den Diskretisierungsfehlern des dualen Problems berechnet.

In diesem Kapitel wird die semidiskrete Formulierung mit der Newmark—Zeitintegration
verwendet. Die Methode der Fehlerbestimmung mit Hilfe von dualen Problemen, die
in Kapitel 4 eingefithrt wurde, wird anschaulich auf die F D-Verfahren iibertragen. Die
Ubertragung der Fehlerbestimmung mit Hilfe von dualen Problemen auf die semidis-
krete Bewegungsgleichung ist nicht generell méglich. Voraussetzung ist, daf das FD—
Verfahren einer Galerkin-Methode entspricht. Fiir manche FD-Zeitintegrationsverfahren
ist in der Literatur eine Interpretation als Galerkin-Verfahren bekannt. Fiir diese FD~
Diskretisierungen wurde eine vollsténdige Ubertragung der Fehlerschitzung mit dualen
Problemen auf die FD-Verfahren vorgenommen, z.B. Hartmann [42] und Bangerth et
al. {12]. Die Newmark-Methode entspricht jedoch keinem Galerkin-Verfahren, weshalb
die Methode der Fehlerbestimmung mit Hilfe von dualen Problemen aus Kapitel 4 nicht
vollstindig auf die semidiskrete Formulierung iibertragen werden kann.

Im folgenden wird ein Indikator, der den riumlich lokalen Fehler der semidiskreten Formu-
lierung mift, entwickelt. Das duale Problem wird dazu in rdumlicher Richtung mit dem
urspriinglichen Problem gekoppelt. Der zeitliche Verlauf des Fehlers kann nicht dargestellt
werden. Das Vorgehen lehnt sich an die Herleitung der allgemeinen Fehlerindikatoren fiir
die DTG-Methode an. Der Schwerpunkt liegt in dieser Arbeit in der anschaulichen Uber-
tragung der Methode und nicht in der Entwicklung eines Fehlerschitzers. Zuniichst wird
auf den Zusammenhang von FD- und FE-Verfahren in Kapitel 5.3.3.1 eingegangen, bevor
in Kapitel 5.3.3.2 der Fehlerindikator entwickelt und angewendet wird.

5.3.3.1 Finite Differenzenverfahren als Galerkin—Verfahren

Fiir die Ubertragung der Fehlerschiitzer mit dualen Problemen auf die Verfahren mit FD-
Zeitdiskretisierung muf die Formulierung des urspriinglichen Problems einem Galerkin—
Verfahren entsprechen. Die Eigenschaften der FD-Verfahren wurden allgemein unter-
sucht, und der Zusammenhang von FD und FE wurde hergestellt, Hulme [51], Hughes [46],
Eriksson et al. [34], Rannacher [74]. In der Literatur sind FD-Verfahren mit konstanten
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und linearen Ansitzen zu finden, die als Galerkin—Verfahren interpretiert werden kénnen.

Das implizite Eulerverfahren (Riickwirts-Euler) kann als Galerkin Methode mit DG(0)
Ansétzen interpretiert werden, Hughes [46], Eriksson et al. [34]. Die Ansatzfunktionen
u € 8° sind stilickweise konstant auf einem Zeitintervall. Der Raum der diskontinu-
ierlichen konstanten Funktionen wird mit S° bezeichnet. Die Testfunktionen w sind aus
demselben Raum w € 8°. Das implizite Eulerverfahren entspricht einer Bubnov-Galerkin
Methode.

Das Crank—Nicolson Verfahren (Trapez-Regel; Mittelpunktsregel) kann als DG(1)-
Methode interpretiert werden. Die Ansatzfunktionen u € S! sind linear auf einem Zeitin-
tervall und stetig iiber die Zeitintervallgrenzen. Die Diskontinuitéit ergibt sich erst durch
die Testfunktionen w € VP, die stiickweise konstant sind. Da Ansatz— und Testfunktionen
aus unterschiedlichen Riumen sind, zéhlt die Crank—Nicolson—Methode zu den Petrov—
Galerkin Verfahren.

Partielle Differentialgleichungen héherer Ordnung werden hiufig als Gleichungssysteme
erster Ordnung in der Zeit geschrieben. In Anhang E werden fiir die Bewegungsgleichung .
zwei verschiedene, aus der Literatur bekannte, Formulierungen erster Ordnung in der Zeit
gezeigt und miteinander verglichen. Der Vorteil der Formulierung erster Ordnung ist,
daB die Anforderungen an die Differenzierbarkeit geringer sind als bei der Formulierung
gweiter Ordnung in der Zeit. Es muB jedoch ein zusitzliches unbekanntes Feld eingefiibrt
werden. Bei der Formulierung erster Ordnung in der Zeit konnen die finiten Differenzen-
verfahren, die FE-Methoden entsprechen, verwendet werden.

In diesem Kapitel wird die semidiskrete Formulierung der Bewegungsgleichung mit New-
mark—-Ansitzen in der Zeit verwendet. Das Newmark—Verfahren kann nicht als Galerkin-
Verfahren interpretiert werden. Im Anhang C wird der Zusammenhang von Newmark-
Verfahren mit gemittelten Beschleunigungen (8 = 0,25 ; § = 0,5) und FE-Anséitzen
untersucht, [3]. Das gemittelte Beschleunigungsverfahren entspricht einem zeitlichen FE~
Ansatz von N; = } fiir die Beschleunigungen, wie in Gleichungen (C.11) und (C.12)
gezeigt wird. Die Verschiebungsverliufe sind dann quadratisch in der Zeit (C.13). Die
Ahnlichkeit des Newmark-Verfahrens mit dem FE-Ansatz ist sehr grol. FE-Methoden
erfiillen die Vertriglichkeit, d.h. die Werte aus den FE-Ansitzen an den Knoten sind
fiquivalent zu den berechneten Knotenwerten. Bei den Newmark-Verfahren interpretiert
als FE-Ansétzen ist die Vertriiglichkeit nicht erfiillt, da die Newmark-Ansitze in der Zeit
stetig sind und damit keine Spriinge zulassen (s. Anhang C). Die Anséitze der Newmark-
Methode miifiten also Spriinge an den Zeitintervallgrenzen zulassen. Da die Newmark-
Zeitintegration keinem Galerkin-Verfahren entspricht, kann die Fehlerbestimmung mit
dualen Problemen nicht vollstéindig auf die semidiskrete Formulierung mit der Newmark-
Zeitintegration iibertragen werden.
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Voraussetzungen fiir den riumlichen Fehlerindikator Da das Newmark—Verfahren
auf keiner reinen FE~Methode beruht, kann das duale Problem in zeitlicher Richtung nicht
angewendet werden. Der zeitliche Verlauf des Fehler kann dadurch auch nicht dargestellt
werden. Es kann weder das duale Problem in zeitlicher Richtung aufgestellt werden, noch
ist die Galerkin Orthogonalitét in der Zeit erfiillt. Bei beiden Verfahren, der semidiskre-
ten Formulierung mit der Newmark-Methode und der DTG-Methode, wird der Raum
mit finiten Elementen diskretisiert. Im folgenden wird nur die réumliche Diskretisie-
rung, d.h. der rdumliche Fehler betrachtet. Die duale Methode wird verwendet, um den
riumlich lokalen Fehler zu bestimmen. Dazu wird das duale Problem nur noch zu einem
Zeitpunkt mit dem urspriinglichen Problem gekoppelt, wie in Kapitel 4 beschrieben wird.

Im Unterschied zu den Fehlerindikatoren in Kapitel 4 findet die elementweise Koppelung
der Fehler des urspriinglichen mit den Fehlern des dualen Problem nicht mehr in zeitlicher
Richtung statt. Der zeitliche Fehler wird getrennt von dem riumlichen Fehler béstimmt,
Da der Indikator in diesem Kapitel moglichst einfach und robust sein soll, werden zur
Approximation der Fehler des urspriinglichen und des dualen Problems die »klassischen®
Fehlerindikatoren der semidiskreten Formulierung mit der FD-Zeitdiskretisierung aus Ka-
pitel 5.3.1 verwendet.

5.3.3.2 Pehlerindikator

Zur Herleitung des riumlichen Fehlerindikators fiir das FD-Verfahren wird von der allge-
meinen Fehlergleichung fiir die DTG~Methode ausgegangen. Die Formulierung mit DTG~
Anstitzen basiert auf der rdumlichen und zeitlichen variationellen Formulierung (2.21).
Hingegen beruht die semidiskrete Formulierung nur auf der variationellen Formulierung
im Raum (2.22), weshalb auch fiir die Fehlergleichung diese Formulierung verwendet wer-
den muf.

Fehlergleichung Die Herleitung des allgemeinen Fehlerindikators fiir die DTG-Methode
in Kapitel 4.3 fiihrt auf die folgende Fehlergleichung, s. (4.57).

Z (€, pE)qu + (&, dip)q, + a(é, da2)q, — a(&, 2)q,) - (576)
= 3 [, Lz + alelis), [2(ta)a] + ale(ty), 2(tn))a + (&(ty), p2(t3)a

=

n=

Z D[G’ Qn + a( (tI—\})iEN)Q + (e(t;), pEN)Q

n=

—_

Zur Bestimmung des lokalen Fehlers muf ein zusétzliches duales Problem gelost werden.
Das duale Problem, das in Kapitel 4.2 fiir die Formulierung mit DT'G-Ans#tzen eingefiihrt
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wurde, lautet in der starken Form (4.32)-(4.36):

—pz +dipz— doV -0 (V) + V- -0(V2) = Drg auf Q x (0,tn) (5.77)
z=0 auf I'y x (0,ty)
n-o(Vz)=0 auf 'y x (0,tn)
z(e,ty) = Zn z €
2x,ty) = Zn zeQ

In diesem Kapitel wird das urspriingliche und das duale Problem mit Hilfe der semidiskre-
ten Bewegungsgleichung und der Newmark—Zeitintegration geldst. Bei der semidiskreten
Formulierung wird die Bewegungsgleichung nur im Raum € schwach erfiillt (s. Kapi-
tel 2.3.2). Die Zeit wird mit finiten Differenzen diskretisiert. Das duale Problem aus
Gleichung (5.77) lautet in der semidiskreten Formulierung: gesucht sind die Verschiebun-
gen z € Spp so, daf fiir alle v € Vpp gilt

'(’U, pz)ﬂ + (”,dlpz)ﬂ + (1(’0, d2z)ﬂ - a(vw z)ﬂ = (vvaD)Q (578)
(v,p2(tx))a = (v,0Zn)a
(v,p2(tn))a = (v,pZN)o

Das duale Problem gibt den Einflul des Fehlers wieder. Es lauft ,riickwiirts” in der Zeit.
Die ,,Anfangsbedingungen® sind zum Zeitpunkt ¢ = ¢y der Fehlerbestimmung gegeben.
Das urspriingliche Problem wird in der schwachen Formulierung beschrieben, s. GIL. (2.52~
2.55). Gesucht ist u € Sgp so, daB fiir alle w € Vpp gilt:

(w, pit) + (w, di1pt)q + a(w, dett)g + a(w, u)g (w, P)g + (w,t)r, (5.79)

(w, pu(to))a = (w,plio)a

(w, pu(to))n (w, plio)a
Die Test— und Ansatzfunktionen sind aus demselben Raum H*(£2), s. (2.49) und (2.50).
Das diskretisierte urspriingliche Problem (5.79) wird partiell integriert und fiihrt auf die

Gleichung (2.62), wobei die Terme durch die inneren Residuen Rpp und die rdumlichen
Sprungterme Jpp ersetzt werden.

K
0= Z('wh7 Rpp)oe + (W, Jrp)es (5.80)

e=1
mit
Rpp = pit" + dypis" — dyV - o(Vi") = V - o(Vu") = P auf O° (5.81)
- llo(Vut) (@) + jdon - [o(Va")(@)]] T cTe
Jgp = n- a’(Vu") —t M crly (582)
0 ™ cly
Die inneren Residuen Rpp und die Sprungterme Jpp werden zu Ryp zusammengefafit.

Ryp=Rrp+Jrp (5.83)
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Damit lautet die starke Form der Fehlergleichung abgekiirzt
Lrpe = ﬁFD (5-84)

Die Koppelung des urspriinglichen und des dualen Problems ergibt die Fehlergleichung. Es
kann entweder, wie in Kapitel 4.2 gezeigt wurde, von dem dualen Problem (5.78), in dem
die Testfunktion v durch den Fehler e ersetzt wird, ausgegangen werden, oder alternativ
hierzu kann die Fehlergleichung der DTG-Methode (5.76) mit dem Prinzip der virtuellen
Arbeiten formuliert werden. Die Fehlergleichung der semidiskreten Formulierung lautet

—(e,p2)a + (e,dip2)q + ale, do2)q — ale, 2)a + (€, p2(tn))a + (e, p2(ty))a  (5.85)
= (DFD1 e)ﬂ + (expEN)Q + (ezp_zN)ﬂ

Im Vergleich zu der Fehlergleichung mit der DTG-Methode (5.76) entfallen die Sprung-
terme {ber die Zeitintervallgrenzen, da nur der Raum £ betrachtet wird.

Belastung des dualen Problems Wie in Kapitel 4.3.1 fiir die DTG-Methode gezeigt
wurde, bestimmt die Belastung des dualen Problems die physikalische Fehlergrofie. Im
folgenden wird fiir die FD-Methode der Zusammenhang zwischen der Belastung des dua~
len Problems Drp und dem Fehler e gezeigt.

Das duale Problem (5.78) wird mit einer Einheitslast belastet.
Dpp=1 fireef (5.86)

Eingesetzt in die Fehlergleichung (5.85) ergibt sich der mittlere Verschiebungsfehler eq
iiber das Gebiet Q.

(Drp, €)a = / 1-edQ = eq (5.87)

Q

Der Fehler an einem Punkt @ kann durch die Einfiihrung des Dirac-Delta Operators 6%
bestimmt werden.

Dpp = &2, (5.88)

In die Fehlergleichung (5.85) eingesetzt, ergibt sich der Verschiebungsfehler e(ao) an dem
Punkt .

(Drp, €)q = / 6% edQ = e(zo) (5.89)
Q

Der Fehler in der Ly~Norm der Verschiebungen kann entsprechend dem Vorgehen in Ka-
pitel 4.3.1 ermittelt werden. Dazu wird die Einheitslast durch den Verschiebungsfehler e

~ersetzt. Da der Verschiebungsfehler a—priori nicht bekannt ist, muf er zuerst mit e ~ &
approximiert werden, z.B. Rannacher [74).

(5.90)
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Aus der Fehlergleichung ergibt sich der approximierte Fehler in der Ly—Norm der Ver-
schiebungen.

*

[
(DFD,e)Q:/—;w-esz lell (5.91)
a lle]|

Fehlerindikator Das duale Problem der Formulierung mit DTG-Ansitzen (5.77) wird
ebenso wie das urspriingliche Problem mit der semidiskreten Formulierung basierend auf
der raumlichen variationellen Formulierung bzw. dem Prinzip der virtuellen Arbeit gelost.
Das duale Problem (5.78) wurde nicht extra fiir die semidiskrete Formulierung, d.h. iiber
Byp(v, 2) = Bpp(z,v), hergeleitet. Dabei wiirde sich dasselbe duale Problem ergeben,
wobei sich die Vorzeichen aller Terme dndern, da keine partielle Integration tiber die Zeit
stattfindet. Statt dessen wird das duale Problem der DTG-Methode (5.77) verwendet,
das fiir den allgemeinen zeitlichen und réumlichen Fehler hergeleitet wurde. Die Fehler-
gleichung (5.85) wird mit Hilfe des bilinearen Operators Brp(-,+) (2.52) geschrieben.

Bpp(z,e) = Dpp(e) (5.92)

Dpp(e) ist das Belastungsfunktional. Mit Hilfe der Galerkin Orthogonalitdt wird die
diskrete Losung des dualen Problems in die Fehlergleichung eingefiihrt. Die Galerkin
Orthogonalitit wurde fiir die DTG-Methode in (4.3) und fiir die statische Gleichung
in (4.14) dargestellt. Die Galerkin Orthogonalitit ist bei der semidiskreten Formulierung
nur im Raum erfiillt, da in zeitlicher Richtung keine FE-Ansitze verwendet werden.
Die Galerkin Orthogonalitit wird im folgenden fiir die Formulierung mit FD-Verfahren
hergeleitet. In das diskretisierte urspriingliche Problem (2.59) wird die exakte Lisung
und die diskrete Losung u” eingesetzt.

B]rp(wh,’u,) = Lpp(w") th & V;LnD (593)
Bpp(wh,uh) = Lpp(wh) Vw" e Vi, (5.94)

Die Differenz ergibt die Galerkin Orthogonalitit in rdumlicher Richtung.
Bpp(wh,u —ut) = Bep(w",e) =0 Yw' e Vi, (5.95)

Die diskrete Losung u” ist die bestmogliche Approximation von w beziiglich der Biline-
arform Brp(:,-) in dem Raum der Ansatzfunktionen S%,. Der Fehler e steht deshalb
senkrecht zum Raum der Testfunktionen V&j,. Die Galerkin Orthogonalitit wird in der
Fehlergleichung (5.92) ausgenutzt.

Bpp(z — 2!, e) = Dpple) (5.96)
Die starke Form der Fehlergleichung (5.84) und die Residuen Rpp werden eingesetzt.
Brp(z — 2" e) = (z — 2", Lrpe)a = (2 — 2", Rrp)a (5.97)
Damit ergibt die Fehlergleichung (5.96)
(z = 2", Rpp)a = Drple) (5.98)
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Die Fehlergleichung wird elementweise ausgewertet.

K
Z(z — 2" Rpp)as = Drple) (5.99)

e=1

Der Diskretisierungsfehler z—z" des dualen Problems ist vollstindig mit den Residuen des
urspriinglichen Problems gekoppelt. Eine Trennung des dualen und des urspriinglichen
Problems wird durch die Cauchy—Schwarz Ungleichung (4.105) erreicht.

K
> 11z = 2*la|[Repllos = Drple) (5.100)

e=1

Das Fehlerfunktional Dpp(e) kann nun durch die elementweise Koppelung der Residuen
|[Rrp|| des urspriinglichen Problems mit den Diskretisierungsfehlern ||z — z*|| des dualen
Problems approximiert werden. Da ein Fehlerindikator und kein Fehlerschétzer entwickelt
wird, werden die Diskretisierungsfehler des urspriinglichen und des dualen Problems mit
den ,klassischen“ Methoden der Fehlerapproximation bei FD-Zeitdiskretisierung aus Ka-
pitel 5.3.1 berechnet. Bei diesen Verfahren kann der riumliche Fehler mit Hilfe einer
verbesserten Loésung, die durch die Glittung der numerischen Losung berechnet wird,
bestimmt werden.

liz — 2M|qe ~ \/a(z* — 2t 2t - 2h)qe + (3° — 2 p(2* — ))qe (5.101)

Ebenso werden die Residuen des urspriinglichen Problems mit den glittungsbasierten
Verfahren angenihert.

[Repllos ~ \/a(u* = uh, u — ub)go + (@ — @, p(a* — 4o (5.102)

Die Methoden zur Berechnung der verbesserten Losung o*(u), &* bzw. o*(2), 2* sind in
Kapitel 5.3 beschrieben. Es wird die SPR-Technik nach Zienkiewicz~Zhu zur Bestimmung
der verbesserten Spannungen o* verwendet. Die verbesserten Geschwindigkeiten werden
mit Hilfe der SPR~Technik oder der lokalen Lo-Projektion bestimmt. Glittungsbasierte
Methoden werden auch in der Statik zur Approximation der Fehler des urspriinglichen
und des dualen Problems verwendet, u.a. Cirak et al. [26], Schleupen et al. [82].

Adaptive Netzanpassung In Kapitel 5.3.2 wurde die adaptive Netzanpassung zur
Kontrolle des raumlich globalen Fehlers beschrieben. Das Vorgehen zur adaptiven Kon-
trolle des rdumlich lokalen Fehlers unterscheidet sich davon nur wenig, weshalb im fol-
genden nur die Unterschiede in der Berechnung des relativen Fehlers 7, und der neuen
Elementgrofie hpe, gezeigt werden. Der relative lokale Fehler 7, berechnet sich aus

oKz — 2" ae| | Brpllns

Drp. w)a (5.103)

Ns =
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Der relative Fehler 7, ist damit unabhiingig von der absoluten Grofle der Belastung Prp
des dualen Problems. Die Verfeinerungsindikatoren ¢ werden wie fiir den raumlich glo-
balen Fehler in Kapitel 5.3.2 berechnet. Fiir den Verschiebungsfehler wird die neue Ele-
mentgrofe mit

halt

hnow = 75Ty (5.104)
€

bestimmt. Der Fehler in den Verschiebungen konvergiert mit einer héheren Ordnung
O(K*1) als der Fehler in den Spannungen bzw. der Energie O(h?), weshalb in (5.104)
eine hohere Konvergenzordnung angenommen wird.

5.3.3.3 Duale Lasten in der FE-Prozedur

Der algorithmische Unterschied zwischen lokaler und globaler Fehlerkontrolle besteht in
dem Losen eines zusétzlichen dualen Problems. Die Fehler des urspriinglichen und des
dualen Problems werden gekoppelt und fiihren auf den lokalen Fehler. Die Art der loka-
len FehlergroBe wird von der dualen Last bestimmt. Das Aufstellen der dualen Last wird
im folgenden fiir den riumlichen Fehler in der ersten Hauptspannung o7 in der Statik
beschrieben [82]. Die Technik kann von der Statik auf die Dynamik iibertragen werden,
wenn in rdumlicher Richtung dasselbe duale Problem aufgebracht wird wie in der Statik.
Soll bei der Verwendung von der DTG-Formulierung in der Zeit auch der zeitliche Feh-
lerverlauf bestimmt werden, so mufl der zeitliche Verlauf der dualen Last entsprechend
Kapitel 4.3.1 gewihlt werden.

Um den Fehler in der Hauptspannung an einem Punkt @, zu bestimmen, muf} eine Dis-
kontinuitét in der entsprechenden Dehnung aufgebracht werden. Diskontinuitéten kénnen
mit kontinuierlichen FE-Ansitzen nicht dargestellt werden, weshalb eine Regularisierung
der Belastung durchgefiihrt werden muff. Die Diskontinuitét in der Dehnung kann durch
entgegengesetzt wirkende Kréfte approximiert werden. Da die Hauptspannungsrichtun-
gen a-priori nicht bekannt sind, muf erst das urspriingliche Problem geldst werden. Die
Richtung der ersten Hauptspannung o; an dem Punkt @, gibt die Richtung o der dua-
len Last vor, wie in Abb. (5.29) gezeigt wird. Die duale Belastung wird regularisiert,
indem die Last auf alle FE-Knoten im Gebiet w verteilt wird. Das Gebiet w wird durch
den Radius 7 definiert. Der Regularisierungsradius gewihrleistet, daf# der Bereich der
Regularisierung wihrend des adaptiven Zyklus gleich gro§ bleibt und damit moglichst
unabhiingig von der Diskretisierung ist.

Die duale Belastung darf nur einen Einheitsdehnungszustand in der Hauptspannungsrich-
tung erzeugen, da sonst am Punkt @, nicht nur der Fehler in der ersten Hauptspannung,
sondern auch in anderen Groflen, ermittelt wird. Der Einheitsdehnungszustand wird
durch die Krifte F'; erzeugt, die mit sich selbst im Gleichgewicht sind. Die Krifte F,
an den Punkten x; links von @, (c; < 0) wirken in die entgegengesetzte Richtung wic
die Krifte an den Punkten @; rechts von @, {(c;,; > 0) (Abb. 5.29). Zus#tzlich muf das
Momentengleichgewicht erfiillt sein. Die dementsprechende Lastverteilung wird durch das
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Abbildung 5.29: Regularisierte Belastung des dualen Problems fiir den Fehler in der
Spannung in o;-Richtung am Punkt x,

Losen eines Optimierungsproblems mit Nebenbedingungen bestimmt. Das Problem wird
mit der Methode der sequentiellen quadratischen Programmierung (SQP) geldst.
min Y (Feo,)’ (5.105)

1

hli ZE:
ho: Y Fl-l=

mit F; < 0 flir ap; < 0 und F; > 0 fiir ay; > 0. Die Zielfunktion in Gleichung (5.105)
erfiillt das Momentengleichgewicht und die Gleichheitsnebenbedingung hy das Kréfte-
gleichgewicht. Der Lastvektor wird durch die zweite Nebenbedingung ks normiert. Da
alle Kriterien explizite Funktionen der dualen Kréfte sind, kann das Optimierungspro-
blem effizient gelost werden. Numerische Untersuchungen haben gezeigt, da diese Art
der Bestimmung der dualen Lastverteilung sehr robust ist und auf den Fehler in der ersten
Hauptspannung oy fiihrt.

Die Abschétzung des Fehlers in den globalen Spannungen o, und o, ist ein Spezialfall,
da die Richtungen oy, und ¢ identisch mit den globalen Koordinatenrichtungen x und
y sind. Die Vergleichsspannung o, ist eine Funktion der Hauptspannungen oy, 071, o111,
weshalb der Fehler in der Vergleichsspannung e(o,) explizit durch die Fehler in den Haupt-
spannungen e(o;), e(o77) und e(oyyr) berechnet werden kann.

da,
dorpy

Ty

do;

do
elon) = 5> elor) + 5 e(om) + e(orrr) (5.106)
a1
Die Kontrolle von Hauptspannungen bzw. Vergleichsspannungen ist fiir die Bemessung

von Tragwerken wichtig.
An einem Balken wird die Effizienz der lokalen Kontrolle der Hauptspannungen im Ver-

gleich zu der Kontrolle des globalen Fehlers in der Energienorm gezeigt. Der Balken ist
beidseitig fest eingespannt und mit einer konstanten Gleichstreckenlast entlang der oberen
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Abbildung 5.30: Vergleich des lokalen Fehlers 7, in der ersten Hduptspannun{, und des
globalen Fehlers 7

Kante belastet. Der globale Fehler in der Energienorm und der lokale Fehler in der ersten
Hauptspannung an den Punkten A und B werden berechnet. Fiir die Fehlerermittlung
wird der glittungsbasierte Z2-Fehlerindikator verwendet. Der lokale Fehler wird durch die
Anwendung des Z2-Fehlerindikators fiir das urspriingliche und das duale Problem ermit-
telt. Die Struktur wird mit bilinearen Elementen diskretisiert. Die vorgegebene relative
Fehlergrenze ist fiir den globalen und den lokalen Fehler n < 5%. Auf der linken Seite in
Abb. (5.30) sind die verfeinerten Netze aufgrund der lokalen Fehlerkontrolle gezeigt. Das
FE-Netz auf der rechten Seite ist an den globalen Fehler in der Energienorm angepafit.
Die berechneten relativen Fehler der FE-Netze sind in Abb. (5.30) angegeben. Die An-
zahl der Freiheitsgrade fiir die globale Fehlerkontrolle ist etwas geringer als fiir die Netze
mit lokaler Fehlerkontrolle. Die berechneten Fehler werden mit den ,exakten® Fehlern
kontrolliert. Dazu werden die ,,exakten® Spannungen und Energien mit einem sehr feinen
FE-Netz bestimmt. Der Vergleich des ,exakten“ relativen Fehlers der Spannung n,.; mit
dem geschitzten Wert 774 im Punkt A zeigt, daB der globale Fehlerindikator den lokalen
Fehler in der Spannung nicht erfassen kann. Im Punkt B ist die Richtung der ersten
Hauptspannung identisch zu der globalen Spannungsrichtung. Der relative Referenzfehler
des global verfeinerten Netzes 7j.0f,9n = 0,642% ist deshalb unter dem berechneten rela-
tiven Fehler 7y, = 3,130%. Die Netzadaption nach dem Fehler in Punkt A hat gezeigt,
daf} der lokale Fehler mit Hilfe der dualen Probleme gut approximiert werden kann.

5.3.3.4 Numerische Beispiele
In den folgenden Beispielen wird zunéchst das Prinzip der Bestimmung des lokalen Fehlers

veranschaulicht und anschlieflend an Hand eines Beispicls der lokale und der globale Fehler
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Abbildung 5.31: Zweidimensionales Modell eines Kolbens

miteinander verglichen. Der Unterschied zwischen lokaler und globaler Fehlerkontrolle
wird bei der adaptiven Verfeinerung deutlich.

Réumliche Koppelung An dem Beispiel der ungestérten Wellenausbreitung in ei-
nem Kolben wird das Prinzip der lokalen Fehlerbestimmung erklsrt. Der Kolben ist in
Abb. (5.31) dargestellt. Die Geometrie und die Materialparameter sind dort angegeben.
Das System wird nicht geddmpft. Die Verschiebungen zum Zeitpunkt ¢ = () ergeben sich
aus der statischen Verformung infolge der verteilten Last p. Anschlieflend schwingt das
System mit der Last p = 0 um die Ruhelage. Zur Zeitdiskretisierung wird das Newmark--
Verfahren mit 8 = 0,25 und § = 0,5 verwendet. Der Zeitschritt ist mit At = 0,01
konstant. Der zeitliche Fehler wird nicht kontrolliert. Der Kolben wird mit vierknotigen
Scheibenelementen und einem gleichmaBig verfeinerten Netz (636 Freiheitsgrade) diskre-
tisiert. Der globale Fehler in der Dehnungsenergie und der lokale Fehler in den vertikalen
Verschiebungen unter der Belastung p werden kontrolliert. Um den lokalen Fehler in den
Verschiebungen zu erhalten, wird auf das duale Problem zum Zeitpunkt ¢y eine verteilte
Einheitslast d = 1 in vertikaler Richtung am Ende des Kolbens aufgebracht, die fiir ¢ # Ty
null ist. Nur der Fehler in der Dehnungsenergie wird bei der Berechnung des globalen
und lokalen relativen Fehlers 1, beriicksichtigt. Da der Fehler in der kinetischen Energie
im Verh#ltnis zum Fehler in der Dehnungsenergie meist vernachléssighar klein ist (s. Ka~
pitel 5.3.1.2), wird er im folgenden nicht berechnet. Der Fehler in der Dehnungsenergie
wird mit Hilfe der SPR-Technik von Zienkiewicz-Zhu berechnet. Der relative Fehler 7,
wird zum Zeitpunkt ¢y = 0,06 ermittelt. Zur Berechnung des lokalen Fehlers wird zu
dem Zeitpunkt ty die Elementfehlernorm des globalen Fehlers von dem urspriinglichen
und dem dualen Problem bestimmt,.

Die Verteilung der globalen Fehlernorm des urspriinglichen Problems zu dem Zeitpunkt

tx ist in Abb. (5.32) links oben dargestellt. Der lokale Fehler karn nur an einem Zeit-
punkt ohne Beriicksichtigung des Einftuf$ aller vorherigen Zeitschritte berechnet werden,
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Abbildung 5.32: Koppelung der Elementfehlernorm fiir den lokalen Fehler in den Ver-
schiebungen unter der Last zum Zeitpunkt ¢y = 0,06

da in zeitlicher Richtung mit Finiten—Differenzen diskretisiert wird. Um den lokalen Feh-
ler in den Verschiebungen zu dem Zeitpunkt £y zu bestimmen, wird die Verteilung der
Fehlernorm des dualen Problems zu dem Zeitpunkt ¢ = ¢5 — At berechnet, d.h es wird ein
einziger Zeitschritt des dualen , Riickwirtsproblem® berechnet, wie in Abb. (5.32) rechts
oben dargestellt ist. Durch die Berechnung eines Zeitschrittes des dualen Problems werden
nicht nur die , Anfangsbedingungen®, d.h. die statische Lisung, zur Fehlerapproximation
verwendet, sondern es wird auch die Ausbreitung der dualen Last im Raum und in der
Zeit berticksichtigt. Der dynamische Einflufl ist jedoch fast vernachléfigbar. Das duale
Problem muf nur bis zu dem Zeitpunkt ¢ = ¢ty — At berechnet werden. Danach wird nur
noch das urspriingliche Problem geldst. Die Verteilung des Fehlers des urspriinglichen
Problems wird mit der Verteilung des Fehlers des dualen Problems gekoppelt. Dadurch
kann der Fehler in den Verschiebungen unter der Last approximiert werden. Der relative
lokale Fehler zu dem Zeitpunkt ¢ty betréigt ms i = 0,09%. Der globale relative Fehler
ist mit 9, g = 4, 7% grofer. Der globale Fehler stellt den durchschnittlichen Fehler im
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Abbildung 5.33: Konvergenz des ,exakten® (7, e.) und approximierten (7, ;) relativen
globalen Fehlers in der Dehnungsenergie und des ,exakten® (mo5e,) und approximierten
(Mhok,est) relativen lokalen Feblers in den Verschiebungen unter der Last d

Gebiet zu dem Zeitpunkt ¢y dar, weshalb die StoBfront in der Verteilung der Elementfeh-
lernorm (Abb. 5.32 oben links) deutlich zu erkennen ist. Da nur ein einziger Zeitschritt
des dualen Problems berechnet wurde, ist die zeitliche Ausbreitung des dualen Problems
noch sehr klein. Bei dem dualen Problem konnte sich noch keine Stoffront ausbilden.
Dadurch werden die hohen Fehler an der Stofifront des urspriinglichen Problems mit den
sehr kleinen Werten des dualen Problems am Kolbenende gewichtet. Dadurch unterschei-
det sich die Fehlerverteilung des lokalen Fehlerindikators gerade an der Stofifront von der
Fehlerverteilung des globalen Indikators, wo der globale Indikator groe Fehler anzeigt.

Konvergenz des lokalen Fehlers Am Beispiel des Kragtrigers in Abb. (5.33) wird die
Genauigkeit des lokalen Fehlerindikators fiberpriift. Die Geometrie und die Materialdaten
sind in Abb. (5.33) angegeben. Die untere Kante wird mit einer kubischen Bézierkurve
dargestellt. Der Kragtriiger wird an der oberen Kante mit der Gleichstreckenlast p bela-
stet. Er schwingt frei aus der statischen Anfangsauslenkung infolge der Last p zu t = 0.
Fiir £ > 0 ist die Belastung p = 0. Zur Zeitintegration wird das Newmark-Verfahren mit
B = 0,25 und 6 = 0,5 verwendet. Der Zeitschritt ist konstant At = 0,005 grofl. Das
Gebiet wird mit vierknotigen Scheibenelementen diskretisiert, wobei die Anzahl der Ele-
mente variiert wird. Der Fehler in der Dehnungsenergie wird mit Hilfe der SPR-Methode
bestimmt. Der Fehler in der kinetischen Energie wird vernachlissigt. Der Fehler wird be-
reits nach sechs Zeitschritten zum Zeitpunkt ¢y = 0,03 bestimmt, da die Konvergenz des
Fehlerindikators unabh#ngig von dem Zeitpunkt der Fehlerbestimmung ist. Es wird der
globale Fehler in der Dehnungsenergie und der lokale Fehler in den vertikalen Verschie-
bungen am Trigerende bestimmt. Fiir den lokalen Fehler mufl am Trigerende die vertikal
verteilte Last d aufgebracht werden. Der ,exakte” Fehler wird mit einer Referenzlisung
(18856 Fhg; At = 0,005) berechnet. In Abb. (5.33) ist die Konvergenz des ,exakten®
und des berechneten relativen Fehlers 7, fiir den globalen und den lokalen Fehlerindikator
dargestellt. Der lokale Fehlerindikator kann den ,exakten® Fehler in den Verschiebungen
gut wiedergeben. Im Vergleich zum globalen Fehler ist er kleiner, da er nur das lokale
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Abbildung 5.34: Balken mit Belastung P des urspriinglichen Problems und d des dualen
Problems; Verlauf der vertikalen Verschiebung u4 des Punktes A in Balkenmitte

Verhalten der Struktur beriicksichtigt, und konvergiert schneller.

Adaptivitit mit lokaler Fehlerkontrolle Im folgenden Beispiel wird die Effektivitit
der lokalen Fehlerkontrolle im adaptiven Algorithmus gezeigt. Es wird das Tragwerk in
Abb. (5.34) untersucht. Das System ist an den Enden so gelagert, dafl keine Singula-
ritdten entstehen. Die Geometrie und die Materialdaten sind in Abb. (5.34) angegeben.
Das System wird mit einer Einzellast P = 20 belastet. Das System schwingt frei aus
der statischen Ausgangsverformung infolge der Last P. AnschlieBend ist P = 0. Zur
Zeitintegration wird das Newmark-Verfahren mit 8 = 0,25 und é§ = 0,5 verwendet. Die
Zeitschrittgrofie ist At = 0,0005 . Der Zeitschritt ist sehr klein gewiihlt, so daf nur die
rdumliche Diskretisierung adaptiv kontrolliert werden muf. Der Raum wird mit vierkno-
tigen Scheibenelementen diskretisiert. Bei der Approximation des globalen und lokalen
Fehlers wird alleine der Fehler in der Dehnungsenergie beriicksichtigt. Der kinetische
Fehler wird vernachléssigt. Die verbesserte Spannungsiésung wird mit Hilfe der SPR-
Methode bestimmt. Der globale Fehler in der Dehnungsenergie und der lokale Fehler
in den vertikalen Verschiebungen in der Tragwerksmitte werden kontrolliert. Fiir den
lokalen Fehler wird das duale Problem mit der Last d in der Tragwerksmitte belastet.
Der globale relative Fehler 7y soll innerhalb der Toleranzgrenzen 0,04 < 9, 4 < 0,075
liegen. Um zu grofie Netzverinderungen zu vermeiden, ist die neue Elementgrife auf
0,254 < hpey < 4hyy beschrinkt. Die Toleranzgrenzen fiir den relativen lokalen Feh-
ler betragen 0,01 < 7,0 < 0,02. Sie sind kleiner als fiir den relativen globalen Fehler.
Fiir den lokalen Fehler ist die neue Elementgrofie auf 0, 1257, < Ape, < 8hyy beschriinkt.
Der Zeitpunkt der Fehlerkontrolle wird, wie in Kapitel 6.1 beschrieben, adaptiv bestimmt.
Bei der Anderung der Dehnungsenergie |{u//%, um mehr als 0, 1)|ul |%, maz S€it der letzten
Fehlerkontrolle wird eine rdumliche Fehlerkontrolle durchgefiihrt. Die von dem alten auf
das neue Netz {ibertragenen Daten werden mit einer lokalen gewichteten Lo-Projektion
(w=2) geglattet. AnschlieBend werden die Energieanteile korrigiert und wieder ein Gleich-
gewichtspunkt berechnet(s. Kapitel 6.1).

In Abb. (5.35) ist der zeitliche Verlauf des relativen Fehlers und die Anzahl der Freiheits-
grade dargestellt. Der lokale Fehlerindikator benétigt fiir die Kontrolle der vertikalen
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Abbildung 5.35: Anzahl der Freiheitsgrade und relativer Fehler 7,; Globaler Fehler in der
Dehnungsenergie und lokaler Fehler in den vertikalen Verschiebungen unter der Last d

Verschiebungen weniger Freiheitsgrade als der globale Fehlerindikator fiir die Kontrolle
des mittleren Fehlers des Systems. Dieses Verhalten kann hiufig beobachtet werden, da
der lokale Fehler nur in einem bestimmten Gebiet gemessen wird. Die gemessenen physi-
kalischen Grofen, zum einen die Verschiebungen und zum anderen die Dehnungsenergie,
unterstiitzen diese Beobachtung. Da bei der Verschiebungsformulierung die Verschiebun-
gen genauer bestimmt werden kénnen als die Dehnungen, ist der Verschiebungsfehler in
der Regel kleiner. Der relative globale Fehler kontrolliert den Fehler der gesamten Struktur
und benétigt deshalb mehr Freiheitsgrade, um innerhalb der Toleranzgrenzen zu bleiben.
Der globale Fehler ist von dem globalen Verformungsverhalten abhéingig. Bei Durchlaufen
der Ruhelage nimmt der globale relative Fehler ab. Das FE-Netz wird vergrébert und die
Anzahl der Freiheitsgrade reduziert. Der lokale Fehler ist nicht so stark von dem globalen
Verformungsverhalten abhingig. Die Anzahl der Freiheitsgrade reduziert sich bei Durch-
laufen der Ruhelage nicht. Dieses Beispiel verdeutlicht den Unterschied zwischen lokaler
und globaler Fehlerkontrolle.

5.4 Zusammenfassung

Im folgenden werden die wichtigen Punkte der Fehlerermittlung in Raum und Zeit mit
der semidiskreten Formulierung zusammengefafit.

® Der zeitliche Fehler wird bei der semidiskreten Formulierung immer getrennt von
dem réumlichen Fehler berechnet. Der zeitlich lokale Fehler ermittelt den Fehler
eines Zeitschrittes. Die besten Ergebnisse wurden mit dem zeitlichen Fehlerindika-
tor von Riccius [80] erzielt, da dieser die hdheren Ableitungen der Taylorreihenent-
wicklung mit zentralen Differenzenquotienten statt mit Differenzenquotienten erster
Ordnung berechnet. Der zeitlich lokale Fehler kann mit diesem Indikator dargestellt
werden.
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e Die zeitlich globalen Fehlerindikatoren [112][100], d.h. die Indikatoren fiir den zeit-
lichen Fehler des gesamten bisherigen Zeitraumes, approximieren den tatsichlichen
Fehler ungenau und werden deshalb nicht angewandt.

e Bei dem riumlich globalen Fehlerindikator kann der Fehleranteil in der kinetischen
Energie im Vergleich zu dem Anteil in der Dehnungsenergie meist vernachlissigt
werden [61], da der kinetische Anteil klein ist. Ein Grund dafiir ist, da88 die Deh-
nungsenergie mit den Ableitungen der FE-Ansétze berechnet wird. Der Fehler in
den Spannungen ist grofler als der Fehler in den Geschwindigkeiten, da die Ge-
schwindigkeiten direkt mit den FE-Ansiitzen approximiert werden. Trotz der Ver-
nachléssigung des kinetischen Anteils fiihrt die adaptive Fehlerkontrolle auf sinnvolle
Ergebnisse.

e In dieser Arbeit wird der Fehler durch den relativen zeitlichen, wie auch réumli-
chen, Fehler kontrolliert. Der Fehler wird dabei auf die maximale Energie aller
bisherigen Zeitschritte bezogen. Der relative Fehler ist einfach anzuwenden und als
Kontrollgrofie der adaptiven Methode geeignet.

o Die Adaptivitit mit dem rdumlich lokalen Fehler ist sehr effektiv, wenn nur eine
lokale Grofle kontrolliert werden soll und die globale Lésung nicht von Interesse ist.
Der zeitliche Einflufl des Fehlers kann bei der Zeitdiskretisierung mit der Newmark-
Methode nicht erfafit werden. Daher wird nur ein Zeitschritt des dualen Problems
gelost, um den riumlich lokalen Fehler zu erhalten. Der zusétzliche numerische Auf-
wand durch die Einfithrung des dualen Problems ist dadurch gering. Die Fehler des
dualen Problems werden mit den Fehlern des urspriinglichen Problems gekoppelt,
um den lokalen Fehler zu erhalten.

o Der lokale Fehler an einem Zeitpunkt kann nicht die Fehler von den vorherigen Zeit-
schritten berticksichtigen, da die Newmark-Methode keinem Galerkin—Verfahren
entspricht. Jedoch kénnen zu einem Zeitpunkt die Anteile dés rdumlich lokalen
Fehlers an allen bisherigen Zeitschritten berechnet werden. Die einzelnen Anteile
des rdumlich lokalen Fehlers an allen bisherigen Zeitschritten erfassen dabei nicht
den Einfluf} der zeitlichen Fehler der vorherigen Zeitpunkte, sondern stellen fiir den
Fehler zum Zeitpunkt der Fehlerberechnung nur die Anteile des Fehlers an allen bis-
herigen Zeitpunkten dar. Dazu mufl das duale Problem ebenso wie das urspriingliche
Problem an allen Zeitpunkten gelost werden. Die Fehler des dualen Problems wer-
den mit den Diskretisierungsfehlern des urspriinglichen Problems von allen bisheri-
gen Zeitpunkten gekoppelt, wobei das duale Problem ,riickwiirts® in der Zeit lduft.
Mit Hilfe der einzelnen Anteile des lokalen Fehlers an allen bisherigen Zeitpunkten
kann die Entwicklung des rdumlich lokalen Fehlers dargestellt werden, wobei der
zeitliche Fehler vernachléssigt wird. Erste Untersuchungen zeigen, daf dieses Vor-
gehen ein lohnenswerter Ansatz fiir kiinftige Entwicklungen der Fehlerkontrolle im
Ingenieursbereich darstellt.
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Kapitel 6
Adaptiver Algorithmus

In den bisherigen Kapiteln wurde gezeigt, wie der zeitliche und riumliche Fehler approxi-
miert werden kann. Der zeitliche Fehler in Kapitel 5.2 wird getrennt von dem réumlichen
Fehler in Kapitel 5.3 berechnet. Die Zeitschrittgrofie wird an den zeitlichen Fehler ange-
paft (s. Kapitel 5.2.3). Die raumliche Diskretisierung, d.h. in dieser Arbeit die Element-
grofe, wird entsprechend der Verteilung des raumlichen Fehlers (s. Kapitel 5.3.2) gewihlt.
In dieser Arbeit werden unstrukturierte FE-Netze verwendet, da diese gut und schnell
an die Fehlerverteilung und die Geometrie anpafit werden konnen. Die Netze werden mit
dem Freivernetzer von Rehle [79] generiert. In diesem Kapitel wird auf den adaptiven
Algorithmus eingegangen und die folgenden Punkte untersucht:

e Zeitpunkt der Fehlerkontrolle
o Ubertragung der FE-Daten
e Nachbehandlung der FE-Daten

Zunichst muf} der Zeitpunkt der Fehlerkontrolle bestimmt werden. In der Literatur,
u.a. Wiberg et al. [101], Li [61], Riccius [80], Neumann et al. [67], werden Fehlerindika-
toren fiir die ZeitschrittgréBe bzw. fiir den riumlichen Fehler entwickelt und der Fehler
in jedem Zeitschritt kontrolliert. Die Kontrolle des Fehlers erfordert jedoch einen zusitz-
lichen Rechenaufwand. Um das Problem moglichst effizient mit adaptiven Methoden zu
16sen, sollte die Fehlerkontrolle so oft wie notig, jedoch so selten wie moglich durchgefiihrt
werden. Deshalb ist es optimal, wenn der Fehler nur kontrolliert wird, wenn es notwen-
dig ist. Im Rahmen dieser Arbeit werden verschiedene Moglichkeiten zur Steuerung des
Zeitpunktes der Fehlerkontrolle vorgestellt und miteinander verglichen.

Liegt der berechnete Fehler innerhalb der vorgegebenen Toleranz, dann kann mit der
Berechnung fortgefahren werden. Uberschreitet der Fehler die Toleranzgrenze, mufl der
Zeitschritt bzw. das FE-Netz angepafit werden. Die Adaption des Zeitschrittes bereitet
keine Probleme, da sich die Topologie des FE-Netzes nicht dndert. Die Adaption des FE-
Netzes ist jedoch aufwendiger, da ein neues Netz generiert wird und die Daten von dem
alten Netz auf das neue Netz iibertragen werden miissen. Die Ubertragung der Daten
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auf das neue Netz ist mit Fehlern verbunden. Diese Fehler beeinflussen die Genauig-
keit der dynamischen Berechnung an allen folgenden Zeitpunkten. Die Auswirkungen des
Datentransfers auf die zeitliche und riumliche Fehlerkontrolle wurden bisher in der Lite-
ratur nicht untersucht, s. Li [61], Riccius [80]. In dieser Arbeit werden die Schwierigkeiten
des Datentransfers bei Systemen mit unterschiedlichen physikalischen und numerischen
Eigenschaften diskutiert. Zunéchst wird die Technik des Datentranfers kurz beschrie-
ben. Anschlielend werden verschiedene Methoden aus der Literatur zur Verbesserung
der transferierten Daten vorgestellt und untersucht. Anhand von numerischen Beispie-
len wird der Einflul des Datentransfers auf die zeitliche und riumliche Fehlerkontrolle
verdeutlicht.

6.1 Zeitpunkt der Fehlerkontrolle

In diesem Abschnitt wird der Zeitpunkt der zeitlichen bzw. rdumlichen Fehlerkontrolle
behandelt. Die rdumliche Fehlerkontrolle schlieit sich an die zeitliche Fehlerkontrolle an.
Es wird dabei angenommen, daf§ der zeitliche Fehler innerhalb der Fehlertoleranz liegt,
wenn der riumliche Fehler bestimmt wird. Wann die zeitliche bzw. rdumliche Fehler-
kontrolle sinnvoll ist, wurde bisher nicht untersucht. Es ist eindeutig, daff die adaptive
Methode effizienter ist, wenn der Fehler nur kontrolliert wird, wenn es notwendig ist. Im
Rahmen dieser Arbeit werden verschiedene Méglichkeiten, den Zeitpunkt der Fehlerkon-
trolle zu bestimmen, vorgestellt und in Kapitel 6.4 an Hand von numerischen Beispielen
beurteilt. Im folgenden wird von der zeitlichen Fehlerkontrolle gesprochen, jedoch sind
die Methoden auch auf die rdumliche Fehlerkontrolle iibertragbar.

o Fehlerkontrolle in jedem Zeitschritt
e Fehlerkontrolle in jedem n-ten Zeitschritt
e Fehlerkontrolle gekoppelt an die Anderung der Dehnungsenergie

In der Literatur wird die zeitliche Fehlerkontrolle in jedem Zeitschritt durchgefiihrt,
wa. Li et al. [61}{63], Riccius et al. [80][81]. Damit ist sichergestelit, daf der zeitliche
Fehler in jedem Zeitschritt innerhalb der Toleranz liegt. Jedoch kann die Fehlerkontrolle
unndtig sein, wenn z.B. stark gedimpfte Probleme untersucht werden oder der Zeitschritt
gerade angepaBt wurde. Die Berechnung des zeitlichen Fehlers ist nicht so aufwendig wie
die Berechnung des rdumlichen Fehlers. Der zusitzliche Aufwand bei der Zeitschrittkon-
trolle in jedem Zeitschritt ist im Vergleich zu der Kontrolle des réumlichen Fehlers gering.
Schlieit sich jedoch an jede Zeitschrittkontrolle eine Kontrolle des raumlichen Fehlers an,
so erhoht sich der numerische Aufwand stark.

Als Alternative zu der Kontrolle in jedem Zeitschritt wird untersucht den zeitlichen Fehler
in jedem n—ten Zeitschritt zu kontrollieren und damit den Aufwand der Fehlerkontrolle
zu reduzieren. Der optimale Abstand n der Fehlerkontrolle ist jedoch a-priori schwer
zu bestimmen. In den meisten untersuchten Beispielen wurde n = 3 gewihlt. Da der
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zeitliche Fehler gleichmaBig verteilt sein soll, wird angenommen, dafl der zeitliche Fehler
in jedem n—ten Zeitschritt gleich grof und unabhéingig von der absoluten Zeitschrittgrofie
ist. Dies wird mit Hilfe des Fehlerindikators kontrolliert.

Es ist nicht sinnvoll, den absoluten zeitlichen Abstand Aty zwischen den Fehlerkon-
trollen vorzuschreiben, da zeitliche Abschnitte mit nur geringen Versinderungen der Zu-
standsgréfen genauso oft kontrolliert werden wiirden wie zeitliche Abschnitte mit groflen
Verdnderungen der Zustandsgrofien. Der Nachteil der Fehlerkontrolle in jedem n-ten Zeit-
schritt ist, dafl der Fehler in den dazwischenliegenden n—1 Zeitschritten nicht erfaft wird.
Im Laufe der Berechnung kénnen sich diese Fehler fortpflanzen. Diese Fehler kénnen mit
den Fehlerindikatoren aus Kapitel 5 zu einem spiteren Zeitpunkt nicht mehr erfaft wer-
den. In der Zeit zuriickliegende Fehler kénnen nur mit Hilfe der dualen Probleme, wie
in Kapitel 4 fiir die Formulierung mit DTG-Ansétzen gezeigt wurde, dargestellt werden.
In Kapitel 6.4 wird an einem numerischen Beispiel gezeigt, daf die Zeitschrittkontrolle in
konstanten Zeitschrittabstand nicht zu empfehlen ist.

Anstatt die Abstinde der Fehlerkontrolle durch die Anzahl der Zeitschritte zu steuern,
wurde alternativ untersucht, den Zeitpunkt der Fehlerkontrolle an die ]inderung der
Dehnungsenergie zu koppeln. Die Anderung in der Dehnungsenergie AHUH%., wird
zwischen dem Zeitpunkt der letzten Fehlerkontrolle und dem aktuellen Zeitpunkt gemes-
sen. Der Fehler wird kontrolliert, wenn die Anderung der Dehnungsenergie seit der letzten
Fehlerkontrolle grifier als ein vorgegebener Grenzwert AW; ist.

T2
|AllulF, | 2 1Al | (6.1)

T2 . .
Der Grenzwert Allul|, wird aus der maximalen Dehnungsenergie [fuf|%, ., aller bishe-
rigen Zeitschritte und dem vom Benutzer vorgegebenen Faktor 3 berechnet.

3
Allullg, = 9/lullf, mas (6.2)

Zu Beginn der Berechnung ist im allgemeinem die maximale Dehnungsenergie nicht be-
kannt, weshalb die Fehlerkontrolle zunichst in festen Abstéinden durchgefiihrt wird. Bei
der Koppelung des Zeitpunktes der Fehlerkontrolle an die Dehnungsenergie wird davon
ausgegangen, dafl der Anteil des Fehlers in der Dehnungsenergie dominant ist, u.a. [61][80].
In Kapitel 5.3.1.2 wurde gezeigt, dafl der Fehler in der kinetischen Energie in vielen Féllen
vernachléissigt werden kann. Es wird davon ausgegangen, daB die zeitliche Anderung der
Dehnungsenergie mit Verinderungen in der Beanspruchung der Struktur bzw. des Span-
nungszustandes einhergehen. Da die Diskretisierung noch nicht an die veréinderte Bean-
spruchung angepafit ist, wéichst der Fehler an. Der Zeitpunkt der Fehlerkontrolle wird
durch ein globales Maf§ bestimmt. Lokale Veréinderungen, z.B. riumliche Umlagerungen
der Dehnungsenergie in der Struktur, kénnen damit nicht erfat werden. Durch die Kop-
pelung der Bestimmung des Zeitpunktes der Fehlerkontrolle an die Dehnungsenergie kann
die Effizienz des adaptiven Algorithmus im Vergleich zu den anderen Methoden verbessert
werden, wie an Hand von numerischen Beispielen in Kapitel 6.4 gezeigt wird.
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6.2 Ubertragung der FE-Daten

Der riumliche Fehler wird in der Regel nach dem zeitlichen Fehler kontrolliert. In vielen
Arbeiten wird entweder der zeitliche Fehler oder der riumliche Fehler kontrolliert [80].
Die Kombination der riumlichen und zeitlichen Fehlerkontrolle wird selten verwendet, da
der zeitliche Fehler sensitiv auf die Anderung des FE-Netzes bzw. auf die Ungenauigkei-
ten bei der Ubertragung der FE-Daten reagiert. Li [61] erwihnt die Schwierigkeiten und
fithrt fiir bestimmte Systeme die zeitliche und raumliche Fehlerkontrolle durch ohne die
Problematik niher zu untersuchen. Im folgenden wird der EinfluB der Ungenauigkeiten
des Datentransfers auf die zeitliche und riumliche Fehlerkontrolle untersucht. Zun#chst
wird die Ubertragung der FE-Daten auf das neue Netz beschrieben.

Liegt der zeitliche bzw. der rdumliche Fehler nicht innerhalb der vorgegebenen Toleranz-
schranken, dann mu8 der Zeitschritt bzw. das FE-Netz an den Fehler bzw. die Fehlerver-
teilung angepa8t werden. Bei der Adaption des Zeitschrittes wird nur die Zeitschrittgrofie
geiindert. Die Topologic des FE-Netzes bleibt erhalten. Es miissen nur die Faktoren fiir
die Zeitintegration und fiir die Berechnung des zeitlichen Fehlers angepafit werden. Die
FE-Lissung selbst bleibt unversindert. Die Berechnung ist konsistent, da dasselbe An-
fangswertproblem geldst wird wie vor der Zeitschrittanpassung.

Die Adaption des FE-Netzes ist aufwendiger, da sich die Topologie &dndert. Die Sy-
stemmatrizen miissen neu aufgestellt werden, wodurch jedoch keine zusitzlichen Fehler
entstehen. Durch die Anderung des FE-Netzes miissen die Daten, die als Anfangswerte
fiir den aktuellen Zeitschritt dienen, von dem alten Netz auf das neue FE-Netz iibertragen
werden. Diese Ubertragung der ZustandsgréBen auf das neue Netz ist mit Fehlern behaf-
tet. Die Verschiebungen und die Geschwindigkeiten werden meist direkt auf das neue Netz
transferiert. Die Beschleunigungen werden entweder direkt auf das neue Netz iibertragen
oder aus der Bewegungsgleichung berechnet (s. Kapitel 6.3.2). Wenn der zeitliche Fehler
kontrolliert wird, miissen zusitzlich Daten, wie z.B. die Ableitung der Beschleunigung,
von den vorherigen Zeitschritten auf das neue Netz iibertragen werden oder der zeitliche
Fehler kann in den néchsten Zeitschritten nicht kontrolliert werden.

Der Datentransfer von dem alten Netz auf das neu generierte Netz wird kurz beschrieben.
Diese Technik wird ebenfalls in den Arbeiten von u.a. Rehle [79], Maute [64], Cirak 23],
Gee [39] und Erhart {33] verwendet.

Datentransfer Zunichst werden die Daten des alten FE-Netzes auf dem Hintergrund-
netz gespeichert. Als Hintergrundnetz wird das alte FE-Netz verwendet. Die Koordinaten
Tney auf dem neuen Netz werden mit einer lokalen Interpolation ermittelt. Fiir die lokale
Interpolation werden die lokalen Koordinaten {, 7 der neuen Punkte bendtigt.

Kps

wneu(Cv 77) = E Nk(gy n)walt,k (63)

k=1
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Abbildung 6.1: Darstellung des Netzwechsels

Die lokalen Koordinaten ¢, 77 kénnen im allgemeinen nicht direkt berechnet werden, da die
Gleichung (6.3) in ¢, 7 nichtlinear ist. Fiir lineare Elemente kénnen die lokalen Koordi-
naten direkt berechnet werden. Fiir Elemente mit héheren Ansatzfunktionen miissen die
Iokalen Koordinaten iterativ bestimmt werden. Die neuen Knoten @, werden zunichst
den Elementen des Hintergrundnetzes zugeordnet und das lokale Funktional I1(¢,#) auf-
gestellt. Das Funktional beinhaltet die Differenz zwischen den globalen Koordinaten =
und den iber die lokalen Ansatzfunktionen bestimmten Koordinaten x({, 7).

(¢, n) = (®(¢,n) — =) (64)

Durch die Minimierung des Funktionales II((,7n) konnen die lokalen Koordinaten ¢,n
iterativ mit dem Newton-Raphson Verfahren berechnet werden [32]. Sind die lokalen
Koordinaten ¢,n bekannt, kénnen beliebige Werte an den neuen FE-Knoten bestimmt
werden. Fiir die Verschiebungen u gilt z.B.

Kps

Upey =~ Z Nk(Cv n)ualt,k (65)

k=1

Die Werte der zu iibertragenden Funktionen werden an den lokalen Koordinaten ¢, 7 des
Elementes ausgewertet und iiber alle Kps Knoten des Elementes aufsummiert. Mit dieser
Methode werden die Verschiebungen und Geschwindigkeiten von dem alten Netz auf das
neue Netz iibertragen.

6.3 Nachbehandlung der FE-Daten

Der Datentransfer auf das neue Netz ist mit Fehlern verbunden, die z.B. die Anderung
der Energie des Systems zur Folge haben. Da sich durch den Transfer der Zustandsgrofien
das Anfangswertproblem #ndert, ist die dynamische Berechnung nicht mehr konsistent.
In Abb. (6.1) ist der Netzwechsel dargestellt. Das Anfangswertproblem auf dem neuen
Netz ist nicht mit dem Anfangswertproblem auf dem alten Netz identisch. Das An-
fangswertproblem mit den {ibertragenen Daten auf dem neuen Netz stimmt auch nicht
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mit der Berechnung des dynamischen Problems iiberein, wenn von Beginn an das neue
Netz verwendet wird. Die Fehler bzw. die Stoérungen durch den Dateniibertrag bei dem
Netzwechsel sollen méglichst gering sein, da diese Fehler in allen folgenden Zeitschrit-
ten enthalten sind und nicht kompensiert werden kénnen. In der Literatur schlagen,
w.a. Li [61], Riccius [80] Schweizerhof et al. [81][67], verschiedene Verfahren vor, wie die
Qualitéit der transferierten Lésung verbessert werden kann. Im folgenden werden diese
Verfahren beschrieben sowie einige Techniken getestet und beurteilt.

6.3.1 Glittung der FE-Daten

Riccius et al. [81][80] haben beobachtet, daff die Losung nach dem Datentransfer nicht
mehr dieselbe Glattheit besitzt wie davor. Deshalb schlagen sie eine Glittung der trans-
ferierten Daten vor. Die Techniken sind der Methode zur Ermittlung der verbesserten
Spannungslésung in Kapitel 5.3.1.1 sehr &hnlich.

Mittelung der Knotenwerte Die geglitteten Werte, z.B. die Verschiebungen smo
am Punkt zo, werden aus dem Mittel der Werte u(x;) an den Kps umliegenden Knoten
von Knoten @y bestimmt.

Kps

(u(xo) + Z e (6.6)

usmo(mo) Kp T 1
Die gegliitteten Geschwindigkeiten konnen auf die gleiche Weise berechnet werden. Der
Nachteil der einfachen Mittelung ist, daf die Elementgeometrie, d.h. die Entfernung der
umliegenden Knotenpunkte z von dem Punkt @, nicht in die Berechnung des geglitteten
Wertes eingeht. Bei der L,~Projektion wird der Abstand |z — )| in der Berechnung
beriicksichtigt.

Gewichtete Lo—Projektion Die Ly-Projektion wird bei der Ermittlung der verbes-
serten Spannungslosung in Kapitel 5.3.1.1 und bei der Berechnung der verbesserten Ge-
schwindigkeitslosung in Kapitel 5.3.1.2 eingesetzt. Im folgenden wird nur die Aspekte der
zusiitzlichen Wichtung der Lo-Projektion, wie von Riccius et al. {81} verwendet, beschrie-
ben. Auf einem Knotenpatch, wie in Abb. (5.18) links dargestellt, wird die geglattete
Lésung durch das Polynom P beschrieben.

Uamo(mo) = P(x)a (6.7)

Um den numerischen Aufwand gering zu halten, sollte der Polynomansatz keine hoher-
en Terme als die Ansatzfunktionen der finiten Elemente enthalten. Riccius et al. [81]
verwenden nur lineare Terme. In dieser Arbeit werden die Terme der Ansatzfunktionen
benutzt. Das gewichtete Funktional II,,(@) wird in Abhéngigkeit von den unbekannten
Koeffizienten & (5.51) des Polynoms P (5.50) aufgestellt.

Kps

(&) = 3 (P(ze)a — wh(zi)” +w(P(@0)a — u*(x0))’ (6:8)

k=1
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Der Wichtungsfaktor w steuert die Stirke der Glattung. Wird w = 1 gewéhlt, dann
ist die Projektion ungewichtet und es wird stark geglittet. Fiir w — oo findet keine
Glattung statt. Riccius et al. [81] wihlen w = 9. Bei den numerischen Untersuchungen
in dieser Arbeit konnten mit diesem Wichtungsfaktor gute Ergebnisse erzielt werden.
Der Koeffizientenvektor & berechnet sich aus der Forderung, daf das Funktional II,,(&)
minimal wird.

oM, (&)
T 0 (6.9)
Dies fiihrt auf das folgende lineare Gleichungssystem
Kps Kps ‘
(WP (@) P(zo) + 3 P (@) Plai))a = wP u' (o) + Y P (we)ut(ze)  (6.10)
k=1 k=1

Mit dem Koeflizientenvektor & und der Gleichung (6.7) werden auf dem Patch die geglitte-
ten Werte ., bestimmt.

In dieser Arbeit werden zuniichst alle geglitteten Knotenwerte wsmo (i) eines Patches
i mit den ungeglitteten Werten u® bestimmt. Da sich die Patches von verschiedenen
Knoten iiberschneiden, ergeben sich mehrere geglittete Werte wymoi. Der endgiiltige
geglittete Werte wgno(xo) wird aus dem Mittel der geglitteten Werte wymo; von den
verschiedenen Patches 7 an dem Knoten xy bestimmt.

6.3.2 Korrektur der FE-Daten

Die transferierten FE-Daten bzw. die transferierten, geglitteten FE-Daten erfiillen im
allgemeinen weder die Bewegungs— noch die Erhaltungsgleichungen. In Abb. (6.1) ist der
Finflufl des Netzwechsels auf die transferierte Losung dargestellt. Liegt zum Zeitpunkt
tnp1 der riumliche Fehler des Netzes 1 nicht in der vorgegebenen Fehlertoleranz, dann
wird ein neues Netz 2 generiert. Die Daten zu Beginn des Zeitschrittes zum Zeitpunkt
t, miissen nun vom Netz 1 auf Netz 2 {ibertragen werden. Mit den auf Netz 2 trans-
ferierten Daten wird anschlieSend weitergerechnet. Zuvor kénnen die zum Zeitpunkt 2,
transferierten FE-Daten so korrigiert werden, daf$ sie zumindest die Erhaltungs- und die
Bewegungsgleichung erfiillen. Es wird angemerkt, daf} trotz der Erfiillung der Erhaltungs—
und der Bewegungsgleichung ein anderes Anfangswertproblem geldst wird, wie wenn von
Beginn an mit Netz 2 gerechnet worden wire. Deshalb liegt in Abb. (6.1) der Gleichge-
wichtspunkt der transferierten Daten nicht auf der Verschiebungslésung des Netzes 2. Im
folgenden werden die Méglichkeiten der Korrektur der transferierten Daten beschrieben.

Korrektur der Energie Durch den Datentransfer dndert sich die Energie des Systems.
Riccius et al. [81] schlagen vor die Energieanteile iiber Faktoren zu korrigieren. Die
Verschiebungen werden mit dem Faktor fg, korrigiert, so daff die Dehnungsenergie global
erhalten bleibt.

||uhlt||E
[y = (6.11)
¢ HufwuHEu
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Die Norm der Dehnungsenergie auf dem neuen bzw. alten Netz wird mit ||ul,, ||z, bzw.

|luk, ||z, bezeichnet. Die korrigierte Verschiebungslésung U o kor AL dem neuen Netz
wird mit dem globalen Faktor fg, berechnet.

h

Useu,kor — fEuu'zeu (6.12)

Riccius [80] verwendet statt der Werte u!, auf dem alten Netz die Werte vor der Glittung
ul,, auf dem neuen Netz. Es wird damit nur die Energieinderung durch die Glattung
ausgeglichen. Jedoch weist er darauf hin, da8 mit dieser Methode nicht nur die Anderung
der Energie durch die Glattung, sondern ebenfalls die Anderung der Energie durch den
Datentransfer ausgeglichen werden kann. In dieser Arbeit wird der Korrekturfaktor zum
Ausgleich des Fehlers in der Energie durch den Datentransfer und durch die Glittung
verwendet.

Die Geschwindigkeiten werden, ebenso wie die Verschiebungen, durch die Bedingung der
Erhaltung der kinetischen Energie korrigiert. Dazu wird der Korrekturfaktor aus der
Norm der kinetischen Energie auf den verschiedenen Netzen berechnet.

Hugyllz
Sy = T (6.13)
Y ||uﬁeuHEv

b werden mit dem globalen Faktor fg, korrigiert.

Die neuen Geschwindigkeiten ..,

i”Zeu,kor = vaugeu (614)

Bemerkungen

e Es wird der globale Erhalt der einzelnen Energicanteile gefordert. Damit ist nicht
gewihrleistet, daf die Energie lokal erhalten bleibt und die lokale Lésung durch die .
Korrektur genauer wird. Eine Moglichkeit, die lokale Genauigkeit zu verbessern, ist,
die Korrekturfaktoren fg, bzw. fg, elementweise zu bestimmen. Die Faktoren an
den einzelnen Knoten werden von allen angrenzenden Elementen ermittelt und an-
schlieend gemittelt. Da die Faktoren an einem Knoten gemittelt werden, muf} der
globale Energieerhalt zusétzlich gefordert werden. Der numerische Aufwand fiir den
globalen Erhalt der Energie ist im Vergleich zur Bestimmung der lokalen Korrek-
turfaktoren vernachléssigbar. Jedoch ist zu untersuchen, inwiefern die Glittung der
tibertragenen Daten durch die elementweise Bestimmung der Faktoren und deren
Mittelung an den FE-Knoten ersetzt werden kann.

Eine weitere Alternative ist, die Glittung auf einem Patch mit der lokalen Lo—
Projektion aus Kapitel 6.3.1 durch die Glattung mit Nebenbedingungen, wie z.B. En-
ergieerhalt und Gleichgewicht, zu ersetzten. Wiberg et al. [97][98] verwenden die
lokale Ly-Projektion mit Nebenbedingungen zur Berechnung der verbesserten Span-
nungslosung o*.

Durch die lokale Bestimmung der Korrekturfaktoren bzw. der lokalen Lo-Projektion mit
Nebenbedingungen steigt jedoch der numerische Aufwand, weshalb die Methoden in dieser
Arbeit nicht verwendet werden.
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Korrektur des Impulses Es kann ebenfalls beim Datentransfer auf das neue Netz der
globale Erhalt des Impulses gefordert werden. Der Impuls berechnet sich aus

I(w) = /Q pid (6.15)

Riccius [80] verwendet den Impuls, um die Geschwindigkeiten @, zu korrigieren.

o _ Tlgy) o,

uneu,kor - Z(i’lfwu) new (616)
Diese Bedingung wurde in dieser Arbeit nicht beriicksichtigt, da nicht gleichzeitig die
kinetische Energie und der Impuls erhalten werden kénnen [80]. Riccius stellt in [80] eine
Mbglichkeit vor, wie gleichzeitig die Gesamtenergie und der Impuls korrigiert werden. Die
einzelnen Energieanteile, d.h. die Dehnungs— und die kinetische Energie, miissen dabei
jedoch nicht erhalten bleiben.

h o und @h,, baw. die geglitteten und korrigierten
Daten u},, ., und iszu’kor erfiillen im allgemeinen nicht mehr die Bewegungsgleichung.
Li et al. [101][61] berechnen fiir das Newmark-Verfahren die Beschleunigungen ", aus
der Bewegungsgleichung, wobei die transferierten FE-Daten u’,, und 4", eingesetst

werden. In dieser Arbeit werden die nachbehandelten FE-Daten des neuen Netzes u’,:w,,w,

Gleichgewicht Die transferierten u”

und 'L'zﬁeu,,m in die Bewegungsgleichung eingesetzt,

Mﬂ'ﬁeu,eq + Cuh + KuZeu,kor =F (617)

neu,kor

und nach den Beschleunigungen if,, ., gelost. Die Daten sind damit auf dem neuen Netz
wieder im Gleichgewicht. Der numerische Aufwand ist sehr gro8, da ein Gleichungssystem
gelost werden muB. Numerische Untersuchungen in dieser Arbeit haben gezeigt, daB die
Glattheit der Beschleunigungen ilfm’eq stark abnimmt und sich dadurch die Qualitit der
Losung verschlechtert.

Eine alternative Berechnung der Beschleunigungen wird von Riccius [80] fiir den Spezial-
fall der Bewegungsgleichung mit F = 0 und C = 0 eingefiihrt. Die Beschleunigungen
werden wie die Verschiebungen mit derselben Diagonalmatrix, die sich aus der Glittung
des Verschiebungsvektors ergibt, multipliziert. Anschliefend kénnen die Energieanteile
korrigiert werden.

6.4 Numerische Beispiele
In den folgenden Beispielen wird zunfchst der Vorteil der automatischen Bestimmung
des Zeitpunktes der Fehlerkontrolle gezeigt. AnschlieBend wird die Notwendigkeit der

Bearbeitung der tibertragenen Daten dargestellt und die Auswirkungen des Fehlers durch
den Datentransfer auf die Zeitschrittsteuerung untersucht.
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Abbildung 6.2: Anzahl der Freiheitsgrade (Fhg) und Zeitschrittgrofie At des Kolbens mit
konstantem Abstand der Fehlerkontrolle (Fk) und variablem, an die Energie gekoppeltem,
Abstand der Fehlerkontrolle

Zeitpunkt der Fehlerkontrolle Im folgenden Beispiel wird der Fehler in jedem n—
ten Zeitschritt bzw. iiber die Koppelung an die Energie automatisch kontrolliert. Der
Zeitschritt und das FE-Netz werden an die Fehler angepafit. Es wird der Kolben in
Abb. (5.31) untersucht. Da das System symmetrisch ist, wird nur die Halfte des Kolbens
diskretisiert. Die Materialdaten und die Abmessungen des Kolben sind in Abb. (5.31)
angegeben. Der Kolben wird mit der verteilten Last p = 17,5 fir t < 0 belastet und
schwingt danach frei mit p = 0. Die rdumliche Diskretisierung erfolgt mit vierknotigen
Scheibenelementen. Zur Zeitintegration wird das Newmark—Verfahren mit 4 == 0,25 und
§ = 0,5 verwendet. Es ist keine physikalische Démpfung vorhanden. Der zeitliche Fehler
wird mit dem Fehlerindikator von Riccius mit (5.27) fiir den Fehler in den Verschiebungen
und (5.26) fiir den Fehler in den Geschwindigkeiten ermittelt. Der relative zeitliche Fehler
7 wird mit der maximalen Energienorm ||u||g {iber alle Zeitschritte (5.35) berechnet. Die
Fehlertoleranz ist #; = 0,01 mit den Faktoren 9, == 0,5 und 95 = 1,2 fiir die untere und
obere Schranke (5.36). Die Anzahl der zuldssigen Unterschreitungen, bis der Zeitschritt
verkleinert wird, ist eins. Die neue Zeitschrittgrofie wird mit dem lokalen Fehler eines
Zeitintervalls (5.37) berechnet.

Der rdumliche Fehlerindikator beriicksichtigt den Fehler in der Dehnungsenergie, der mit
Hilfe der SPR-Technik von Zienkiewicz—Zhu (s. Abschnitt 5.3.1.1) berechnet wird. Der
Fehler in der kinetischen Energie wird nicht beriicksichtigt, da er meistens keinen grofien
Einflul auf das neu generierte Netz hat. Die Toleranzgrenze fiir den riumlichen Feh-
ler ist ), = 0,04 (5.67). Der Sicherheitsfaktor ©; ist eins. Das zu schnelle Verfeinern
bzw. Vergrébern des FE-Netzes soll vermieden werde, da ansonsten die Qualitst des Da-
teniibertrags auf das neue Netz stark abnimmt. Die Anderung der Elementanzahl wird
im folgenden durch die Vorgabe von oberen und unteren Grenzen fiir die Verfeinerungs-
indikatoren kontrolliert. Somit kénnen in diesem Beispiel die Elemente maximal um das
Vierfache verkleinert bzw. vergréfiert werden. Damit trotzdem eine an die Fehlerver-
teilung angepafite Diskretisierung generiert werden kann, werden pro adaptivem Zyklus,
d.h. zu einem Zeitpunkt, maximal zwei Neuvernetzungen zugelassen. Dadurch steigt zwar
der numerische Aufwand im Vergleich zu der Neuvernetzung in einem Schritt, jedoch ist
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1820Fhg 1332 Fhg 834Fhg 798 Fhg
1=0 =029  t=0,6 t=1,02 t=1,49

700 Fhg 812 Fhg 730 Fhg 908 Fhg 1008 Fhg
t=1,82 t=2,74 t= 5,27 t= 7,00

882 Fhg 708 Fhg 724 Fhg 832 Fhg 1052 Fhg
t=7,83 t=9,11 t=9,12 t=10,3 t= 14,9

Abbildung 6.3: FE-Netze fiir konstanten Abstand der Fehlerkontrolle
der Fehler durch die Dateniibertragung kleiner.

Nach der Netzgenerierung werden die Daten auf das neue Netz iibertragen. Die transferier-
ten Daten werden mit der gewichteten lokalen Lo-Projektion (s. Kapitel 6.3.1) geglittet.
Der Wichtungsfaktor ist w = 9. Die Dehnungs— und die kinetische Energie werden iiber
die Faktoren fg, und fg, korrigiert. Die Beschleunigungen werden aus der Bewegungs-
gleichung zurtickgerechnet, wodurch wieder ein Gleichgewichtszustand hergestellt wird.
Gestartet wird die Berechnung mit einem feinen Netz, damit Anfangsfehler vermieden
werden. Die rdumliche Adaption wird erst nach 10 Zeitschritten zugelassen. Die Zeit-
schrittgrofie kann nach dem dritten Zeitschritt angepaBt werden. Da die zeitliche Fehler-
kontrolle nicht so aufwendig ist,, wird sie in jedem Zeitschritt durchgefiihrt. Die rdumliche
Fehlerkontrolle ist aufwendiger und erfolgt daher in konstanten Abstinden, d.h. in jedem
dritten Zeitschritt. Alternativ dazu wird die réumliche Fehlerkontrolle an die Anderung
der Dehnungsenergie gekoppelt (6.2). Der riumliche Fehler wird kontrolliert, wenn sich
die Dehnungsenergie seit der letzten Fehlerkontrolle um mehr als 10% veriindert hat,
dh. =01
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t=0 t=0,50 t= 0,94 t= 1,39
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768 Fhg 728 Fhg 786 Fhg 830 Fhg 876 Fhg
t=12,25 t=3,13 t= 5,83 t= 7,22 t= 8,16

976 Fhg
t=14,29

Abbildung 6.4: FE-Netze fiir variablen, an die Energie gekoppelten, Abstand der Fehler-
kontrolle

Fiir beide Arten der Steuerung des Zeitpunktes der Fehlerkontrolle ist der zeitliche Verlauf
der Anzahl der Freiheitsgrade in Abb. (6.2) dargestellt. Die generierten FE-Netze sind in
Abb. (6.3) fiir die Fehlerkontrolle in konstanten Zeitschrittabstinden und in Abb. (6.4)
fiir die Koppelung der Fehlerkontrolle an die Dehnungsenergie dargestellt. In beiden
Fillen wird an der Stofifront verfeinert. Auch der Verlauf der Anzahl der Freiheitsgrade
ist dhnlich. Die adaptiv bestimmte Zeitschrittgréfe in Abb. (6.2) wird durch die unter-
schiedlichen Methoden zur Bestimmung des Zeitpunktes der Fehlerkontrolle nicht stark
beeinflufit. Die berechneten Zeitschrittgrofien sowie die Anzahl der Freiheitsgrade sind
nahezu unabhéngig von der Methode zur Steuerung des Zeitpunktes der Fehlerkontrolle.
Die variabie, d.h. an die Anderung der Dehnungsenergie gekoppelte, Steuerung der Feh-
lerkontrolle ist effizienter. Es werden 30% weniger Fehlerkontrollen durchgefiihrt, als bei
konstantem Abstand der Fehlerkontrolle (64 Fehlerkontrollen mit konstantem Abstand
gegeniiber 45 Fehlerkontrollen mit variablem Abstand). Das Netz wird bei der Methode
mit konstantem Abstand der Fehlerkontrolle 14 mal in dem Beobachtungszeitraum ange-
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Abbildung 6.5: Verschiebung u, 4 und Dehnungsenergie ||u||p, des Kolbens mit kon-
stantem Abstand der Fehlerkontrolle (Fk) und variablem, an die Energie gekoppeltem,
Abstand der Fehlerkontrolle

pafBit - im Gegensatz zu 10 Netzwechseln bei der variablen Fehlerkontrolle.

Eine Abnahme der Genauigkeit durch die unterschiedlichen Methoden zur Bestimmung
des Zeitpunktes der Fehlerkontrolle ist nicht erkennbar. In Abb. (6.5) sind die Verschie-
bungen u, des Punktes A (s. Abb. 5.31) dargestellt. Es ist kein Unterschied in dem
Verschiebungsverlauf fiir die beiden Arten der Fehlerkontrolle zu erkennen. Ebenso ist
der Verlauf der Dehnungsenergie (Abb. 6.5) fiir die unterschiedlichen Methoden zur Be-
stimmung des Zeitpunktes der Fehlerkontrolle nahezu identisch. Der Verlauf des appro-
ximierten rdumlichen relativen Fehlers bzw. des zeitlichen relativen Fehlers (Abb. 6.6) ist
unter Beriicksichtigung der entsprechenden FE-Netze bzw. der Zeitschrittgrofle sehr ihn-
lich. Insgesamt nimmt bei der Bestimmung des Zeitpunktes der Fehlerkontrolle durch die
Anderung der Dehnungsenergie die Effizienz der adaptiven Methode zu, da unnotige Feh-
lerkontrollen vermieden werden. Trotzdem ist kein wesentlicher Verlust der Genauigkeit
zu erkennen.

Nachbearbeitung der {ibertragenen Daten Das folgende Beispiel verdeutlicht die
Probleme der Dateniibertragung bei der rdumlichen Adaptivitit. Das symmetrische Trag-

raumlicher Fehler zeitlicher Fehler
T T i 1 T F T
o konstante Fk —— | e konstante Fk (kFk)
variable Fk ----- 0.014 variable Fk (vHk) -----
0.04 " -
0.01
0.03
0.006
0.02 0.002
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20 t

Abbildung 6.6: Approximierter raumlicher 5, und zeitlicher 7; Fehler des Kolbens mit
konstantem Abstand der Fehlerkontrolle (Fk) und mit variablem, an die Energie gekop-
peltem, Abstand der Fehlerkontrolle
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Abbildung 6.7: ,,Briicke“

werk in Abb. (6.7) wird untersucht, wobei nur das halbe System diskretisiert wird. Die
Geometrie und die Materialdaten sind in Abb. (6.7) angegeben. Das System schwingt
frei aus dem statischen Anfangsverschiebungszustands infolge der Gleichstreckenlast p zu
t = 0. Das System wird nicht gedimpft. Zur Zeitdiskretisierung wird das Newmark-
Verfahren mit den Parametern 8 = 0,25 und § = 0,5 verwendet. Der Zeitschritt ist mit
At = 0,0005 konstant und sehr viel kleiner als die Periodendauer. Die vertikale Ver-
schiebung des Punktes A ist in Abb. (6.10) dargestellt. Es wird zundichst der rdumliche
Fehler kontrolliert. Der relative Fehler 7, wird mit dem Fehler in der Dehnungsenergie
berechnet. Der Fehler in der kinetischen Energie wird vernachléssigt. Die Fehlerkontrolle
wird durchgefiihrt, wenn sich die Dehnungsenergie |{u||% um mehr als 10% seit der letz-
ten Fehlerkontrolle verindert hat. Der berechnete relative Fehler 7, muf} innerhalb der
vorgegebenen Toleranz 0,045 < 7, < 0,08 liegen. Die Elemente kénnen maximal um das
Vierfache vergrofert bzw. verkleinert werden. Es werden pro adaptivem Zyklus, d.h. zu
einem Zeitpunkt, maximal zwei Neuvernetzungen zugelassen.

Zuniichst wird die Notwendigkeit der Bearbeitung der iibertragenen Daten gezeigt. Da-
zu werden bei der adaptiven Berechnung die Daten zunichst ohne Nachbehandlung auf
das neue Netz iibertragen. Die Abnahme der Gesamtenergie ist in Abb. (6.8) links zu
erkennen. Im Gegensatz dazu wird, wenn die Losung nach dem Transfer auf das neue

Gesamtenergie Anzahl der Freiheitsgrade
Ifuel Fhg
B AU ryw ey ipus FpUp R W R e S U I I B
B 7 4000 -
6.2 - - i
L B 3000 -
- 1 2000 F |
6.1 - . 1 i
I - 1000 [~
I ] ! ! | 1 | | i
0 0.1 02 03 04 05t 0 0.1 02 03 04 05t
ohne Energieerhalt ~ ——- ohne Energieerhalt ——
mit Energieerhalt ~ ----- mit Energieerhalt ~ -----

Abbildung 6.8: Gesamtenergie ||u||% und Anzahl der Freiheitsgrade (Fhg) des ,Briicken-
beispiels“ bei rdumlicher Adaptivitit ohne und mit Energieerhalt

144
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Abbildung 6.9: ,Briickenbeispiel* mit rdumlicher Adaptivitit mit (mN) und ohne (oN)
Nachbehandlung der transferierten Daten: zeitliche Anderung der Ly-Norm Allu|| und
Al

Netz korrigiert wird, die Energie erhalten (s. Abb. 6.8 links). Mit und ohne Energieerhalt
wird das FE-Netz bei Durchlaufen der Ruhelage griber und spiter wieder verfeinert,
wie in Abb. (6.8) rechts an der Anzahl der Freiheitsgrade zu erkennen ist. Bei einer
weiteren Berechnung werden die iibertragenen FE-Daten mit der gewichteten lokalen
Lo-Projektion (w = 2) geglittet. Anschiefend wird der Erhalt der Dehnungs— und der
kinetischen Energie gefordert und durch die Riickrechnung der Beschleunigungen aus der
Bewegungsgleichung die Lésung wieder ins Gleichgewicht gebracht. Die Gesamtenergie
wird erhalten. Jedoch wird nur der globale Erhalt der beiden Energieanteile gefordert.
Lokal kisnnen grofie Unterschiede auftreten, die global ausgeglichen werden. Deshalb wird
im folgenden die globale Ly—Norm, die der Energienorm sehr &hnlich ist, berechnet. Der
Erhalt der L,—Norm wird bei der Dateniibertragung nicht gefordert. In Abb. (6.9) ist
die Anderung der Ly-Norm Al|ul| in den Verschiebungen und in den Geschwindigkeiten
Allw|| fiir zwei aufeinander folgende Zeitschritte dargestellt. Die Verldufe der Ly—Norm
der Verschiebungen mit und ohne Nachbehandlung in Abb. (6.9) sind bis auf die Spit-
zen fast identisch. Diese Spitzen entstehen hauptséchlich durch die Nachbehandlung der
transferierten Daten. An den lokalen Spitzen im Verlauf der Ly—Norm ist zu erkennen,
dafB} die iibertragene Losung nicht mehr konsistent ist. Die ansonsten glatten Kurven wer-
den zu den Zeitpunkten der Neuvernetzung durch den Datentransfer mit anschliefender
Nachbearbeitung der neuen Daten gestért. Durch die Korrektur der transferierten Daten
entstehen hochfrequente Anteile, die zu einer grofien Anderung in der Ly~Norm fiihren.
Werden die iibertragenen Daten nicht nachbehandelt, so #ndert sind die Ly—Norm der
Verschiebungen nicht sprunghaft. Die Anderung der L,~Norm in den Geschwindigkeiten
wird jedoch in beiden Fillen durch die Neuvernetzung gestért. Die Kurven sind wie-
der fast identisch und es entstehen hochfrequente Anteile mit und ohne Bearbeitung der
transferierten Daten. Die Stérungen der L,~Norm sind jedoch mit der Nachbearbeitung
der transferierten Daten grofer als ohne Nachbearbeitung.
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Abbildung 6.10: ,Briickenbeispiel“: Verschiebung u 4 des Punktes A

Bei der rdumlichen Netzanpassung entstehen durch die Dateniibertragung Fehler, die
auch durch die Nachbearbeitung der transferierten Daten nicht vermieden werden kénnen.
Werden die Daten nicht nachbehandelt, so wird die Energie nicht erhalten und es ist kein
Gleichgewichtszustand mehr vorhanden. Keine der beiden Vorgehensweisen, d.h. mit und
ohne Nachbehandlung, kann Fehler verhindern bzw. die Qualitét der transferierten Daten
ausreichend verbessern. Diese Fehler haben somit einen Einfluf3, der nicht vernachlafigt
werden kann, auf die Berechnung an allen nachfolgenden Zeitschritten. Der Einflufl auf
die Zeitschrittsteuerung wird im folgenden Abschnitt gezeigt.

Einflul auf die Zeitschrittstenerung Im folgenden wird anhand desselben Trag-
werks, das bereits in dem vorherigen Beispiel untersucht wurde, der Einfluf} der rdumli-
chen Netzanpassung auf die Zeitschrittsteuerung verdeutlicht. Der zeitliche Fehler wird in
jedem Zeitschritt mit dem Fehlerindikator von Riccius (5.26) und (5.27) in den Verschie-
bungen und Geschwindigkeiten kontrolliert. Der relative zeitliche Fehler 7, wird auf die
maximale Gesamtenergie (5.35) bezogen. Der relative Fehler 7, muf innerhatb der vorge-
gebenen Grenzen 0,04 < 7, < 0,08 liegen. Die Kontrolle der rdumlichen Diskretisierung
wurde bereits in dem vorherigen Abschnitt beschrieben. Nach einer Netzadaption kann
der zeitliche Fehler erst wieder nach drei Zeitschritten kontrolliert werden, da der Indikator
die Werte von drei aufeinander folgenden Zeitschritten benétigt. Die libertragenen FE~
Daten werden durch Glittung, erzwungenem Energieerhalt und Gleichgewichtskorrektur
nachbehandelt. Zuni#chst wird das ungeddmpfte System betrachtet. Anschliefend wird
der Einfluf} von physikalischer und numerischer Démpfung untersucht. Die physikalische
Déampfung wird iiber die Rayleigh-Koeflizienten mit d; = 0,01 und d; = 0,0005 vorge-
geben (2.1). Die numerische Démpfung wird durch die Newmark-Parameter § = 0,256
und & = 0,51 eingefiihrt. Das Newmark-Verfahren ist unbedingt stabil, da § > 0,5 und
B> 0,25(6+0,5)? ist und ddmpft hohe Moden (Spektralradius p = 0,98). Jedoch ist es in
der Zeit nur erster Ordnung genau. Die zeitlichen Fehlerindikatoren werden unverdndert
angewendet und der adaptive Zeitschritt wird wie bei den Verfahren mit héherer Genau-
igkeit bestimmt.

In Abb. (6.10) ist die vertikale Verschiebung des Punktes A fiir alle drei Fille dargestellt.
Da die Dampfung sehr klein ist, ist in dem Verschiebungsverlauf fast kein Unterschied
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Abbildung 6.11: ,Briickenbeispiel“ mit rdumlicher und zeitlicher Adaptivitit bei unter-
schiedlicher Dampfung: Dehnungsenergie ||u{|%, und berechneter relativer riumlicher
Fehler 7,

zu erkennen. Auch in dem Verlauf der Dehnungsenergie (Abb. 6.11) ist der Einflu$ der
Démpfung kaum sichtbar. Der riumliche relative Fehler 7,, der in Abb. (6.11) rechts
dargestellt ist, verletzt in allen drei Fillen die obere und untere Fehlerschranke. Die FE-
Netze werden verfeinert bzw. vergrobert. In Abb. (6.12) links ist der Verlauf der Anzahl
der Freiheitsgrade dargestellt, durch den die Anpassung der FE-Netze an die Fehlertole-
ranz zeigt werden kann. Da die Dampfung sehr klein ist, sind die Verliufe shnlich. In
Abb. (6.12) rechts ist die adaptive ZeitschrittgrBe dargestellt. Die Zeitschrittgrofe At
wird in allen drei Fillen von der rdumlichen Netzanpassung beeinfluit. Der Zeitschritt
wird stark verkleinert, wenn ein Netzwechsel stattfindet. Bei der Ubertragung der Daten
auf das neue Netz und der Korrektur der transferierten Daten entstehen hochfrequen-
te Anteile, die der zeitliche Fehlerindikator miBt. Dadurch steigt der zeitliche Fehler 7
stark an und der Zeitschritt wird nach der Neuvernetzung verkleinert (Abb. 6.12). Die
Stérungen sind in Abb. (6.13) deutlich an der Anderung in der globalen Ly~Norm in den
Verschiebungen Al|u|| und den Geschwindigkeiten A||d:|| von zwei aufeinander folgenden
Zeitpunkten zu erkennen.

Die Ddmpfung bewirkt, dal der Zeitschritt At im Laufe der Zeit wieder vergroBert wird.
Sobald jedoch wieder eine Netzanpassung stattfindet, nimmt der zeitliche Fehler sprung-
haft zu und der Zeitschritt wird wieder verkleinert (Abb. 6.12). Der Unterschied zwischen
sehr kleiner numerischer Ddmpfung und physikalischer Dampfung auf die ZeitschrittgroBe
ist nicht grof. Der Einfluf des Datentransfers auf die Zeitschrittsteuerung ist nicht bei
allen Beispielen dominant. Die Zeitschrittsteuerung wird z.B. bei Stofivorgéngen, bei de-
nen die Losung in grofflen Gebicten glatt ist, oder bei stark gedimpften Strukturen, nicht
oder nur wenig gestort.
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Anzahl der Freiheitsgrade Zeitschrittgrofie
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Abbildung 6.12: , Briickenbeispiel® mit zeitlicher und rdumlicher Adaptivitéit bei unter-
schiedlicher Démpfung: Anzahl der Freiheitsgrade (Fhg) und Zeitschrittgrofie At
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Abbildung 6.13: ,Briickenbeispiel* mit riumlicher und zeitlicher Adaptivitit bei unter-
schiedlicher Dampfung: zeitliche Anderung der Ly-Norm Al|w|| und A]|%)|
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6.5 Zusammenfassung

Die Beobachtungen der rdumlichen und zeitlichen Fehlerkontrolle im adaptiven Algorith-
mus werden im folgenden zusammengefafit.

e Der rdumliche Fehlerindikator ist unempfindlich gegeniiber der Wahl der Zeitschritt-
grofe.

Der Zeitpunkt der Fehlerkontrolle kann durch die Koppelung der Fehlerkontrolle
an die Anderung der Dehnungsenergie seit der letzten Fehlerkontrolle bestimmt
werden. Die Methode erhsht im Vergleich zur Fehlerkontrolle in jedem Zeitschritt
die Effektivitdt der adaptiven Methode.

Von einem adaptiven Algorithmus wird gefordert, daf die Energie bei der Ubertra-
gung der FE-Daten auf das neue Netz erhalten bleibt und das System weiterhin
im Gleichgewicht ist. Dazu ist eine Nachlaufrechnung notwendig, wodurch jedoch

neue Fehler entstehen. Bei einer Neuvernetzung ist die dynamische Berechnung im
allgemeinen nicht mehr konsistent.

Der zeitliche Fehlerindikator reagiert sensitiv auf die Fehler durch die Dateniiber-
tragung und die Nachbearbeitung der transferierten Daten. Als Folge kann der
Zeitschritt nach dem Netzwechsel stark verkleinert werden. Es wird darauf hin-
gewiesen, daf dies kein Fehler des zeitlichen Fehlerindikators ist. Nicht bei allen
Beispielen ist die Stérung des zeitlichen Fehlerindikators dominant. Bei einigen Bei-
spielen konnen die Fehler durch den Datentransfer und die Nachbearbeitung der
tibertragenen Daten auch vernachlissigbar klein sein.

Die Ursache fiir die Stérung der zeitlichen Adaptivitit liegt in der Ungenauigkeit der
Datentibertragung und der Nachbearbeitung der iibertragenen Daten. Deshalb wird
das Problem auch nicht durch die Einfiihrung von physikalischer oder numerischer
Démpfung beseitigt. Dampfung kann nur die entstandenen Fehler im Laufe der Zeit
verkleinern, wodurch der Zeitschritt wieder vergroBert wird.

e Die Koppelung von rdumlicher und zeitlicher Adaptivitit ist, trotz der Schwierig-
keiten bei der Dateniibertragung, sinnvoll, da die zeitlichen und riumlichen Fehler
erkannt werden. Wird nur die riumliche Adaptivitit ohne die zeitliche Adaptivitit
verwendet, werden die beim Netzwechsel entstehenden Fehler nicht erkannt, da der
riumliche Fehlerindikator nicht durch die Ubertragungsfehler gestort wird. Nur
mit Hilfe des zeitlichen Fehlerindikators werden die Probleme durch die Fehler des
Dateniibertrags sichtbar. Deshalb sollte bei diesen Beispielen die rdumliche Adap-
tivitdt nur in Kombination mit der Zeitschrittsteuerung verwendet werden. Bei der
rdumlichen Adaptivitst muff an der besseren Ubertragung der FE-Daten mit einer
genaueren Nachbehandlung der transferierten Daten gearbeitet werden.
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Kapitel 7
Bewertung und Ausblick

In der numerischen Mechanik werden adaptive Methoden eingesetzt, um die Genauig-
keit und die Effizienz der Berechnung zu erhhen. Fiir manche Problemstellungen, wie
z.B. in der Elastostatik, sind adaptive Methoden weit entwickelt und werden viel einge-
setzt. Adaptive Methoden in der Strukturdynamik sind dagegen noch nicht Standard.
Bei zeitabhiingigen Problemen tritt ein zeitlicher und riumlicher Fehler auf, Tm Rahmen
dieser Arbeit wurden die aus der Literatur bekannten Fehlerindikatoren fiir die semidis-
krete Bewegungsgleichung mit der FD-Zeitdiskretisierung untersucht. Diese Indikatoren
messen den réumlich globalen Fehler und den zeitlich lokalen Fehler in der Energienorm.
Zusgtzlich wurde ein neuer Fehlerindikator entwickelt, der den zeitlichen Verlauf des Feh-
lers in verschiedenen physikalischen Gréfen mit Hilfe von dualen Problemen darstellen
kann. Diese Fehlerindikatoren beruhen auf der schwachen Formulierung in Raum und
Zeit, weshalb die semidiskrete Formulierung mit der DTG-Methode verwendet wurde.
Anschlieend wurde die Methode der Fehlerbestimmung mit Hilfe von dualen Problemen
auf die semidiskrete Formulierung mit der FD-Zeitdiskretisierung ibertragen. Die Ergeb-
nisse der Untersuchungen werden im folgenden zusammengefaft und bewertet. Es wird
ebenfalls ein Ausblick auf kiinftige Entwicklungen gegeben.

Lokale Fehlerindikatoren fiir die DTG—Methode In der Strukturdynamik werden
bisher glittungsbasierte Fehlerindikatoren, die den riumlich globalen Fehler an einem
Zeitpunkt ermitteln, verwendet. Fiir andere Problemstellungen, wie z.B. Wirmelei-
tung, radioaktiver Transport usw., wurden in jlingster Zeit variable Fehlerindikatoren
entwickelt. Durch die Verwendung von dualen Problemen kénnen diese Indikatoren den
zeitlichen Verlauf des Fehlers in verschiedenen Grofen darstellen.

In der Strukturdynamik wird die Bewegungsgleichung meist als Differentialgleichung zwei-
ter Ordnung in der Zeit geschrieben und mit der Newmark-Zeitintegration gelést. Die
Voraussetzung fiir die Anwendung von lokalen Fehlerindikatoren, die auf dualen Pro-
blemen beruhen, ist jedoch, daff die Diskretisierung auch in der Zeit einer reinen FE-
Methode entspricht. Die Grundlagen und der Zusammenhang zwischen dem Newmark-
Verfahren und der FE-Methode wurden im Anhang C untersucht. Da die Newmark—
Zeitdiskretisierung nicht als FE-Verfahren interpretierbar ist, wurden zunichst lokale Feh-
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lerindikatoren fiir die Finite-Elemente Diskretisierung in der Zeit mit der DTG-Methode
entwickelt. Die Formulierung mit DTG-Ansitzen wurde moglichst dhnlich der semidis-
kreten Formulierung mit der Newmark-Zeitdiskretisierung gewshlt, da sie als Hilfestel-
lung fiir eine spéitere Anwendung der dualen Methode auf die semidiskrete Formulierung
diente. Fiir die DTG-Methode wurde das duale Problem hergeleitet und ein Indikator
fiir den zeitlichen und riumlichen Fehler entwickelt. Damit kann der zeitliche Verlauf des
Fehlers in verschiedenen physikalischen Groflen dargestellt werden. Das duale Problem,
das die zu bestimmende FehlergroBe steuert, wurde fiir den Fehler in den Verschiebungen
und Geschwindigkeiten eingefithrt. Die Genauigkeit der Fehlerbestimmung in einer loka-
len GroBe und die Unterschiede im Vergleich zu den globalen Fehlerindikatoren wurden
gezeigt. Bei der Fehlerbestimmung mit Hilfe von dualen Problemen wurden bisher Zwei-
feldformulierungen verwendet. Der Zusammenhang der dualen Probleme von Einfeld-
und Zweifeldformulierungen wurde im Anhang E dieser Arbeit untersucht.

Der Ansatz des lokalen Fehlerindikators kann in zwei Richtungen weiterentwickelt werden.
Eine Méglichkeit ist, die DTG-Methode weiterhin zu verwenden. Der vorgestellte Indika-
tor mift den riumlichen und zeitlichen Fehler gleichzeitig. Fiir die Steuerung der adapti-
ven Verfeinerung muf jedoch fiir die rdumliche und die zeitliche Diskretisierung getrennte
Verfeinerungsindikatoren berechnet werden. Ein mdglicher Ansatz ist, den zeitlichen Feh-
ler mit, Hilfe von Interpolationen mit Projektionseigenschaften von dem riumlichen Fehler
zu trennen. Ein anderer Weg, der in dieser Arbeit eingeschlagen wurde, besteht darin die
semidiskrete Formulierung mit der Newmark-Zeitintegration zu benutzen und darauf das
duale Problem anzuwenden. Zunichst wurden die globalen Fehlerindikatoren der semi-
diskreten Formulierung mit der Newmark-Zeitintegration untersucht. Sie trennen den
zeitlichen von dem raumlichen Fehler. Die Fehlerindikatoren werden mit gldttungsbasier-
ten Techniken ermittelt. Die Techniken sind einfach anzuwenden und robust. Filr die
meisten Probleme, z.B. solche mit glatten Losungen, kénnen sie die Fehlerverteilung gut
darstellen.

Globale Fehlerindikatoren fiir die Newmark-Methode Die aus der Literatur be-
kannten zeitlichen Fehlerindikatoren der semidiskreten Formulierung mit der Newmark-
Zeitintegration wurden miteinander verglichen und bewertet. Sie ermitteln den zeitlichen
Fehler eines Zeitschrittes in der globalen Energienorm. Der zeitlich lokale Fehler kann
mit diesen Indikatoren gut dargestellt werden. Es gibt Ansiitze den zeitlich globalen Feh-
ler, d.h. den Fehler des gesamten bisherigen Zeitraumes, zu ermitteln. Diese Verfahren
wurden fiir Systeme mit unterschiedlichen Eigenschaften untersucht. Der globale Feh-
ler kann mit diesen Methoden nicht zufriedenstellend dargestellt werden. Der rdumliche
Fehler wird getrennt von dem zeitlichen Fehler bestimmt. Der Fehlerindikator mifit zu
einem Zeitpunkt den riumlich globalen (mittleren) Fehler in der Energienorm. Mit den
globalen Indikatoren wird die globale Beanspruchung der Struktur erfafit. Der Fehler
in der Dehnungsenergie wurde mit Hilfe der SPR-Technik aus der Statik approximiert.
Der Fehler in der kinetischen Energie ist schwieriger zu ermitteln, da fiir die Bestim-
mung des kinetischen Fehlers die FE-Losung selbst superkonvergent sein muf. Verfahren

152



zur Bestimmung des kinetischen Fehlers werden danach unterschieden, ob sie auf der
Verbesserung oder der Verschlechterung der Geschwindigkeitslésung basieren. In dieser
Arbeit wurden verbesserte Geschwindigkeitslosungen verwendet. Fiir achtknotige Ele-
mente wurde die SPR~Technik der Geschwindigkeiten und fiir vierknotige Elemente eine
lokale Ly—Projektion benutzt. Mit beiden Techniken wurden ausreichend gute Ergebnisse
erzielt. Bei den Untersuchungen wurde festgestellt, dal der Fehleranteil in der Dehnungs-
energie dominant ist und daher die Bestimmung des Fehlers in der kinetischen Energie
von untergeordneter Bedeutung ist.

Lokale Fehlerindikatoren fiir die Newmark-Methode Die rdumlich globalen Feh-
lerindikatoren geben die Fehlerverteilung der globalen Beanspruchung des Systems richtig
wieder. Oftmals sind aber nur lokale Grofien von Interesse. Die Effektivitit der ad-
aptiven Methoden kann gesteigert werden, wenn der Fehlerindikator direkt den Fehler
in der lokalen Grifle mifit. Dazu werden lokale Fehlerindikatoren fiir die semidiskrete
Bewegungsgleichung mit der Newmark—Zeitdiskretisierung bendtigt. Als erster Schritt
wurden in dieser Arbeit Indikatoren fiir den riumlich lokalen Fehler zu einem Zeitpunkt
entwickelt. Das duale Problem, das iiber die DTG-Methode hergeleitet wurde, wurde
dazu mit der semidiskreten Formulierung und der Newmark-Zeitintegration geldst. Die
Fehler des urspriinglichen und des dualen Problems wurden, ebenso wie bei der Fehlerbe-
stimmung mit der DTG-Methode, miteinander gekoppelt. Zur Approximation der Fehler
des urspriinglichen und des dualen Problems wurden die glittungsbasierten Techniken
verwendet, mit denen auch der riumlich globale Fehler bestimmt wird. Fiir den rdumlich
lokalen Fehler zu einem Zeitpunkt wurde ein Zeitschritt des dualen Problems berechnet,
da der zeitliche Fehlerverlauf nicht dargestellt werden kann. Die dualen Fehler wurden
zu einem Zeitpunkt mit den Fehlern des urspriinglichen Problem gekoppelt. Numerische
Untersuchungen zeigten, daff der Indikator den lokalen Fehler richtig erfat. Im Vergleich
zur Verwendung der riumlich globalen Fehlerkontrolle ist die lokale Fehlerkontrolle im
adaptiven Algorithmus effizienter, wenn auch nur eine lokale GréBe von Interesse ist.

Die globale Beanspruchung kann mit dem lokalen Fehlerindikator jedoch nicht erfafit wer-
den. Ein weiterer Nachteil ist; daff die Diskretisierung nur an den lokalen Fehler des
urspriinglichen Problems angepafit wird und dadurch das duale Problem teilweise sehr
ungenau geldst wird. Es erscheint daher eine lohnenswerte Weiterentwicklung zu sein, die
Diskretisicrung ebenfalls an den globalen Fehler des dualen Problems anzupassen. Mit
sehr geringem Aufwand kann sowohl der globale Fehler des urspriinglichen Problems, als
auch der globale Fehler des dualen Problems bei der Berechnung von den Verfeinerungs-
indikatoren berticksichtigt werden. Weiterhin muf die Darstellung des Fehlers mit Hilfe
von dualen Problemen in anderen physikalischen Grofien untersucht werden.

Bei der semidiskreten Formulierung mit der Newmark-Zeitintegration kann der zeitliche
Verlauf des Fehlers mit Hilfe von den dualen Problemen nicht dargestellt werden, da die .
Newmark-Methode keinem FE-Ansatz entspricht. Trotzdem liegt aus Ingenieurssicht in
der Fehlerbestimmung mit Hilfe von dualen Problemen auch fiir die semidiskreten For-
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mulierung mit der Newmark-Zeitintegration ein grofies Potential fiir zukiinftige Entwick-
lungen. Einige mogliche Vorgehensweisen werden im folgenden beschrieben. Das duale
Problem kann mit der semidiskreten Formulierung und der Newmark-Zeitintegration in
Raum und Zeit gelost werden. Es kénnen fiir das urspriingliche und das duale Problem die
raumlichen und zeitlichen Fehlerindikatoren mit den bekannten globalen Fehlerindikatoren
fiir die semidiskrete Bewegungsgleichung berechnet werden. Die rdumlichen und die zeit-
lichen Fehlerindikatoren des urspriinglichen und des dualen Problems werden miteinander
gekoppelt und fiihren auf einen riumlichen und einen zeitlichen Fehlerindikator. Zukiinf-
tige Untersuchungen miissen zeigen, inwiefern der gekoppelte zeitliche und réumliche In-
dikator den zeitlichen Verlauf des lokalen Fehlers darstellen kann. Die Erweiterung der
dualen Methode auf die Zeit und die Entwicklung von Indikatoren zur Steuerung des ad-
aptiven Algorithmus fiir die semidiskrete Formulierung mit der Newmark-Zeitintegration
sind ein vielversprechender Ansatz. Der zusitzliche Aufwand besteht darin, daf das duale
Problem {iber mehrere Zeitschritte berechnet werden mufl und die rdumliche und zeitliche
Verteilung der Fehlerindikatoren des urspriinglichen und des dualen Problems gespeichert
werden muf. Zusétzlich miissen die Zustandsgréfen des urspriinglichen Problems in dem
Berechnungszeitraum gespeichert werden, da sie die Anfangswerte fiir den Zeitschritt sind,
in dem gegebenenfalls das FE-Netz bzw. die Zeitschrittgrofie angepafit wird.

Der kritische Punkt bei den variablen Fehlerindikatoren, die den zeitlichen Verlauf des
Fehlers darstellen, ist, wieviele Zeitschritte zuriick der Fehler bzw. das duale Problem
beriicksichtigt werden soll. Die adaptive Methode ist umso aufwendiger, je weiter der
Fehler zuriickverfolgt wird. Aunf der anderen Seite soll der Verlauf des zeitlichen Fehlers
moglichst genau dargestellt werden. Hierzu sind prinzipielle Untersuchungen notwendig,
die feststellen, welcher Kompromifi zwischen dem numerischen Aufwand und der Dar-
stellung des zeitlichen Verlaufes des Fehlers sinnvoll ist. Ein méglicher Ansatz besteht
darin, den betrachteten Zeitraum adaptiv, durch die Koppelung an den zeitlichen Verlauf
des lokalen Fehlers, zu steuern. Wird der EinfluB des Fehlers zu einem zuriickliegenden
Zeitpunkt sehr klein, so kann dieser Fehler vernachlissigt werden. Als Mafi dafiir kann
der berechnete lokale Fehler zu einem Zeitpunkt dienen. Den Fehler in kleinen Zeitab-
schnitten anstatt erst nach einem langen Zeitabschnitt zu kontrollieren ist sinnvoller. Die
Effizienz der adaptiven Methode hiingt stark von der Steuerung der Fehlerkontrolle mit
Hilfe von dualen Problemen ab.

Steuerung der adaptiven Methode und Nachbehandlung der iibertragenen Da-
ten Die bekannten Fehlerindikatoren der Strukturdynamik, die auf der semidiskreten For-
mulierung mit der Newmark-Zeitintegration basieren, bestimmen zunéichst den zeitlichen
Fehler und passen den Zeitschritt an. AnschlieBend wird der riumliche Fehler bestimmt.
Der Aufwand der zeitlichen Fehlerkontrolle ist nicht grof, weshalb sie meistens in jedem
Zeitschritt durchgefiihrt wird. Die Kontrolle des réumlichen Fehlers ist numerisch auf-
wendiger. Deshalb wurde in dieser Arbeit die riumliche Fehlerkontrolle an die Anderung
der Energie gekoppelt, wodurch die Effektivitit des adaptiven Algorithmus im Vergleich
zur Fehlerkontrolle in jedem Zeitschritt erhoht werden konnte. Wird das FE-Netz an
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die Fehlerverteilung angepafBit, dann werden die Daten von dem alten Netz auf das neue
Netz iibertragen. Durch den Transfer der Daten entstehen unerwiinschte Fehler. Da die
iibertragenen Daten die Anfangswerte fiir die weitere Berechnung sind, pflanat sich dieser
Fehler in allen weiteren Schritten fort.

Zunéchst wurde die Notwendigkeit der Nachbearbeitung der iibertragenen Daten gezeigt.
Die aus der Literatur bekannten Methoden wurden verwendet, um die Losung zu verbes-
sern. Trotz der Nachbehandlung konnte bei der Koppelung von zeitlicher und rdumlicher
Fehlerkontrolle im aligemeinen becbachtet werden, daB der zeitliche Fehlerindikator sehr
sensitiv auf die Fehler der Dateniibertragung reagiert und der Zeitschritt stark verklei-
nert wird. Die zeitliche und rdumliche Adaptivitit kann in dieser Art nicht auf beliebige
Beispiele angewendet werden. Zeitliche Fehlerindikatoren alleine kénnen ohne Probleme
angewendet werden. Es konnte in dieser Arbeit gezeigt werden, da$ es wichtig ist, an der
genaueren Nachbehandlung der iibertragenen Daten zu arbeiten. Ein Ansatz, die Nachbe-
arbeitung zu verbessern, ist, die lokale Projektion mit Nebenbedingungen zu untersuchen.

Adaptive Methoden werden auch bei zeitabhingigen Problemen immer h&ufiger einge-
setzt. Meistens wird jedoch die einfachste Art der Adaptivitit, die Zeitschrittsteuerung,
verwendet. Um auch den rdumlichen Fehler effizient kontrollieren zu kénnen, mu8 an den
folgenden Punkten gearbeitet werden:

e Flexible Fehlerindikatoren
o Genauigkeit der Nachbehandlung der transferierten Daten
e Steuerung des adaptiven Algorithmus

Bei zukiinftigen Entwicklung von adaptiven Methoden ist sicherzustellen, dafl der Fehler
durch die Adaptivitét wirklich reduziert wird. Gleichzeitig darf der numerische Aufwand
des gesamten adaptiven Algorithmus nicht zu grof werden. FErst wenn diese Punkte
fiir beliebige Probleme der Strukturdynamik gelést sind, wird die rdumliche und zeitliche
Adaptivitiit standardmi8ig angewendet werden kénnen. Erste neue Ansétze zur variablen
Fehlerkontrolle wurden in dieser Arbeit, gezeigt.
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Anhang A

Normen

Um die GréBle des Fehlers beurteilen zu kénnen, muf} der Fehler e in einer Norm gemessen
werden. Eine Norm bildet Elemente aus einem Raum auf skalare GréBen ab. Besitzt ein
Raum Normen, dann heiit er normierter Raum. Ist in einem Raum das innere Produkt
definiert, so heifit er innerer Produktraum. Im folgenden werden die Riume und Normen
cingefiihrt, die fiir diese Arbeit wichtig sind. Die theoretischen Grundlagen kénnen in der
Literatur {iber Funktionalanalysis nachgelesen werden, w.a. in den Biichern von Reedy
[77] und Braess {23].

In der Mathematik werden Raume beispielsweise durch Zahlen, Vektoren oder Funktionen,
gebildet. Das innere Produkt (-, -) eines linearen Raumes ist die Abbildung (-,-) : VxV —
R mit den folgenden Eigenschaften:

(u,v) = (v,u) (A1)
(o, v) = alu, v)
(u+w,v) = (u v) + (w, v)
(u,u) >
u)

(u,

fir w,v,w € V und o € R Die Norm || - || eines linearen Raumes ist die Abbildung
Il 1]+ V' — R mit den folgenden Eigenschaften:

=0&u=0

[luf] >0 (A.2)
lul| =08 u=0
llow|| = af|ul|

llu+ vl < Jjul| + ]|

fir w,v € V und @ € R. Das innere Produkt (-,+) definiert automatisch eine Norm, die
Euklidische Norm.

[lull = (u, w)'/? (A-3)
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Definitionen anderer bekannter Normen fiir w € R® sind die L,~Norm (Betragsnorm) unc
die Lo~Norm (Maximumsnorm).

llully = Jul (A4
t=1
lleelloo = mazusl (A5

Normen definieren, wie die Elemente eines Raumes durch ein Skalar gemessen werden
Zwei Normen || - || und || - || sind dquivalent, wenn es eine Konstante 0 < C' < oo gibt
fiir die gilt:

= i

1 )
gllvlle <ol < Clivlle. YoeV (A6

Die Raume der Funktionen, z.B. der Ansatzfunktionen bei der Finiten—Element-Methode
kénnen nach der Differenzierbarkeit und der Integrabilitit eingeteilt werden. Die Menge
aller Funktionen f : 2 — R mit Q C R", die k mal stetig differenzierbar sind, bilden den
Raum C*. Die Menge der stiickweise stetigen Funktionen gehoren zu dem Raum C!,
C? ist die Menge der stetigen Funktionen.

Eine Voraussetzung fiir die Losung der Finiten-Element-Methode ist die Quadratinte-
grierbarkeit. Der Raum der quadratintegrierbaren Funktionen wird mit H° oder auch L,
bezeichnet. Das innere Produkt und die Norm des H%— bzw. L,~Raumes sind definiert
durch QC R* ;u,v:Q <+ R

(u, v) = /Q('u,, v) d) = /ﬂu -v dY (A7)
llello = (w,u)"? (A.8)
Allgemein gilt fiir den Raum H*
(u, 0)e = /Q (U v vt g vg)d2 1<ig. . k<n  (A9)
lulle = (u, u)” (A.10)

mit der partiellen Ableitung u ; nach der i~ten Komponente. Der Sobolev—Raum H* wird
gebildet durch die Funktionen f : Q2 - R fiir die gilt

HHQ) = {f € H*| ||f|s < o0} (A11)

Sobolev-Réume hoéherer Ordnung sind Teilriume der Sobolev—-Riume niedrigerer Ord-
nung. Die stiickweise stetigen Funktionen C~' gehéren zu dem Sobolev—-Raum H°. Funk-
tionen, die nicht mehr quadratintegrierbar sind, wie z.B. die Dirac-Delta Funktion gehoren
zu H™L,
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Anhang B

Eigénschaften der
Zeitintegrationsverfahren

Fiir unterschiedliche Problemstellungen, z.B. Crash, Explosion oder Langzeitbeobach-
tungen, werden Zeitintegrationsverfahren mit bestimmten Eigenschaften verwendet. Die
Eigenschaften von Zeitintegrationsverfahren sind w.a. in Bathe et al. [16], Hughes [46],
Zienkiewicz et al. [109] und Argyris et al. [3] beschrieben. Im folgenden Abschnitt werden
die Eigenschaften der DTG- und der Newmark-Methode aus den Kapiteln 2.3.1 und 2.3.2
zusammengefafit. Ein Zeitintegrationsverfahren wird charakterisiert durch

o Stabilitit
o Konvergenz

e Genauigkeit

Stabilitdt Die spektrale Stabilitéit eines Zeitintegrationsverfahrens stellt sicher, daf} die
Losung beschréinkt ist. Die energetische Stabilitéit ist nur fiir nichtlineares Strukturver-
halten wichtig, wenn keine modale Analyse durchgefiihrt werden kann. Im folgenden
wird deshalb nur auf die spektrale Stabilitiit eingegangen. Die Stabilitit eines Zeitinte-
grationsverfahrens wird anhand der entkoppelten Differentialgleichungen erster Ordnung
untersucht, die mit Hilfe der modalen Analyse gewonnen werden. Die Losung #,, zu einem
Zeitpunkt ¢, wird in Abhéngigkeit der Losung des vorherigen Zeitpunktes Y,,.; mit Hilfe
der Vergroferungsmatrix A dargestellt.

v

’yn = Agn—l + Pn—-l (Bl)
mit
o Uy
- B.2
Un [ W J (B.2)

Bei Stabilitdtsuntersuchungen werden keine duBeren Krifte und keine physikalische Damp-
fung angenommen. Der Lastvektor P,_; wird zu null gesetzt. Die Stabilitdit hingt von
den Eigenwerten A4 der Vergroferungsmatrix A ab.

0 =det|A — AaI| = A4 = 2424 + A, (B.3)
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mit den Invarianten
Ay = %tmceA Ay = detA (B.4)

Die Gleichung (B.3) ist die charakteristische Gleichung. Um die Stabilitdt zu erfiillen,
miissen alle Eigenwerte A 4; kleiner oder gleich eins sein. Der grofite Eigenwert definiert
den Spektralradius.

Pa =max |l (B.5)

Ein Zeitintegrationsverfahren ist unbedingt stabil, wenn fiir alle Zeitschrittgrofen Aty
gilt:

pa<l V Aty (B.6)

Ist die Stabilitéit nur erfiilt, wenn die Zeitschrittgrofe At,, kleiner einer kritischen Zeit-
schrittgrofe At ist, dann ist das Verfahren bedingt stabil.

pa<1l V Aty <Aty (B.7)

Bei stabilen Verfahren sind alle Eigenwerte kleiner als eins. Dies bedeutet aber auch,
daf Dampfung vorhanden ist, die im physikalischen Modell nicht existiert. Diese Démp-
fung wird als algorithmische Dampfung bezeichnet, da sie allein durch den Algorithmus
verursacht wird.

Konvergenz Die Konvergenz ergibt sich aus der Stabilitit und der Konsistenz eines
Verfahrens. Die Konvergenzordnung kann von dem lokalen Abbruchfehler abgelesen wer-
den. Der lokale Abbruchfehler 7 in der diskretisierten Gleichung (B.1) ist definiert durch

Y(tn) = AY(tn_y) + Py + Atr(ty1) (B.8)

Der Abbruchfehler 7 = O(At*) ergibt die Konvergenzordnung k. Eine Fehlerdarstellung
erhilt man durch die Differenz von (B.1) und (B.8).

n—1
b(tn) = A"E(0) — At Y A'r(tn1-4) (B.9)
=0
wobei &(t,,) der Fehler aus der Differenz ¢,, — §(t») in den Verschiebungen und Geschwin-
digkeiten ist.

Genauigkeit Im folgenden werden zwei Mafle fiir die Genauigkeit eines Zeitintegra-
tionsverfahrens eingefiihrt, die numerische Dissipation und die numerische Dispersion,
w.a. Hilber et al. [43], Hughes [46]. Die algorithmische Démpfungsrate £} mifit die Stirke
der numerischen Dissipation.

lnpa

h —_ —
8= "R h (B.10)
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()" kennzeichnet die Werte des diskreten Systems mit der Verwendung des Zeitalgorith-
mus. Die approximierte Frequenz des diskretisierten Systems ist w” und ergibt sich aus
der komplexen Lésung des Eigenwertproblems (B.3)

Mp=BiEByi By#0 (B.11)
mit
1
P B.12
Attan g—f ( )

Im hochfrequenten Bereich kann die numerische Dissipation mit dem Spektralradius ge-
messen werden.

P = lim py (B.13)

At
B0

T, ist die Periodendauer. Fiir kleine Didmpfungsraten kann der Amplitudenabfall AA
nach einer Periode durch

AA ~ 211¢h (B.14)

approximiert werden [46]. Mit abnehmendem Spektralradius p4 nimmt die numerische
Démpfung zu. Die numerische Dispersion wird mit dem relativen Periodenfehler gemes-
sen.

L_uh Th
=== (B.15)
=p

Der Wert g" ist die exakte Frequenz des diskretisierten Systems, bzw. gg die exakte Pe-
riodendauer des diskreten Systems. Die Werte w” und T;L des diskreten Systems ergeben
sich durch die Verwendung eines Zeitintegrationsalgorithmus, d.h. der Fehler wird durch
den Algorithmus verursacht und nicht durch die Diskretisierung.

Das Ziel eines Zeitintegrationsverfahrens ist es stabil und moglichst genau zu sein. Héhere
Moden, die durch die Diskretisierung filschlicherweise angeregt werden, sollen geddmpft
werden oder ganz verschwinden. Niedere Moden sollen méglichst exakt dargestellt und
nicht geddmpft werden. Die Zeitintegrationsverfahren werden auf diese Aspekte hin un-
tersucht.

Numerische Eigenschaften Im folgenden werden die Eigenschaften der eingefiihr-
ten Zeitintegrationsverfahren dargestellt und in der Tabelle B.1 zusammengefat. Das
Newmark-Verfahren ist unbedingt stabil, wenn gilt

(B.16)

B | pd

26262
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i A
% (W +dny)
ﬁ’n~1
0
allgemein gemittelte Beschleunigung lineare Beschleunigung

Abbildung B.1: Unterschiedliche Beschleunigungsverliufe

und bedingt stabil fiir
s 5
621/2; B<5i 9<Ua= 3-8 (B.17)

mit der relativen Frequenz 9 = w”At und der kritischen relativen Frequenz 9... Das gemit-
telte Beschleunigungsverfahren (Trapezregel)(é = %, B = 1), mit dem in Abbildung (B.1)

in der Mitte dargestellten Beschleunigungsverlauf, ist unbedingt stabil, wihrend das li-

neare Beschleunigungsverfahren (Abb. B.1 rechts) (§ = %, = é) bedingt stabil ist mit

9, = 2¢/3. Fiir § < % ist das Newmark-Verfahren instabil. Der Spektralradius pa wird
fiir 6 > % kleiner 1, d.h. das System wird algorithmisch geddmpft. Fir 6 = % ist der
Spektralradius p4 = 1, d.h. es ist keine algorithmische Dampfung vorhanden. Da das
Newmark Verfahren fiir § = 1 zweiter Ordnung genau (O(A#?)) ist, wird es in dieser
Arbeit benutzt. Es soll aber auch auf die Nachteile des Verfahren hingewiesen werden.
Das Verfahren mit gemittelten Beschleunigungen (§ = %; 8= %) ist zwar unbedingt stabil,

jedoch ist der Periodenfehler sehr grof.

Bei bedingt stabilen Verfahren (6§ = % und 4 < 1) ist der Periodenfehler kleiner. Trotzdem
konnen auch sie die hochfrequenten Anteile nicht démpfen, die durch die Diskretisierung
1

entstehen. Erst Verfahren mit § > 1 wiirden eine Verbesserung bringen (s. Abb. B.2),

jedoch sind diese Verfahren nur erster Ordnung genau.

Mit der HHT-o~Methode konnen die Diémpfungseigenschaften verbessert werden. Die
Eigenschaften der algorithmischen Dampfung im hochfrequenten Bereich sind in Abbil-
dung (B.2) dargestellt. Werden die Parameter folgendermafien gewshlt

_1-2¢g

1
CVE[“g,O], §= 9 ﬂ:

(1-o)?
4

(B.18)

ergibt sich ein unbedingt stabiles Verfahren, das zweiter Ordnung genau ist. Der Fre-
quenzfehler nimmt jedoch mit der algorithmischen Démpfung zu.

Hughes [46] weifit darauf hin, dafl schon bei der exakten Losung des diskreten Systems
die Periode g)‘ durch die diskrete Massenverteilung von der exakten Periode T}, abweicht.
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Abbildung B.2: Spektralradii fiir Newmark-Verfahren und HHT-q Verfahren

Durch geschickte Kombination der Newmark-Ansétze und der Art der diskreten Massen-
verteilung kann der Fehler minimiert werden. So fithrt der gemittelte Beschleunigungs-
ansatz zu einer Periodenverldngerung, welche durch die Verwendung einer konsistenten
Massenmatrix, die eine Periodenverkiirzung bewirkt, teilweise kompensiert werden kann.

Im folgenden werden die Eigenschaften der Formulierung mit dem DTG~Verfahren zusam-
mengefafit. Das DTG~Verfahren wird mit dem Pridiktor-Multikorrektor Algorithmus,
der im Anhang D dargestellt ist, gelést. Die Ansatzfunktionen sind in zeitlicher Richtung
quadratisch. Es werden die konsistenten Massenmatrizen M, (D.14) und M (D.15),
die sich ohne Vereinfachung aus dem Pridiktor-Multikorrektor Verfahren ergeben, ver-
wendet. Die Verfahren mit den vereinfachten Massenmatrizen (D.16) und (D.17) sowie
(D.18) und (D.19) sind fiir adaptive Methoden nicht geeignet. Nur fiir die Verfahren mit
konsistenten Massenmatrizen ist es moglich eine maximale Konvergenzrate von At® zu
erzielen, bei gleichzeitiger Stabilitdt und hoher Genauigkeit im niederfrequenten Bereich.
Fiir die Eigenschaften der Zeitintegrationsverfahren mit den verschiedenen impliziten und
expliziten Massenmatrizen wird auf Hulbert [49] verwiesen. Die Ergebnisse sind im An-
hang D zusammengefaft.

Spekralradii
Pa 1y i voll gekoppelt

08 - ez = 2
06 - Trnag = 3
04 L
02} i

0 bt il oy el

At
0.01 0.1 1 10 T,

Abbildung B.3: Spektralradii fir DT'G-Verfahren mit Pradiktor-Multikorrektor Verfah-
ren und konsistenten Massenmatrizen
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Abbildung B.4: Fehler in der Periodendauer fir das DTG-Verfahren und das HHT-«

Verfahren

Die DTG-Methode wird in Abhédngigkeit der Anzahl der Korrektoriterationen ipgy un-
tersucht. FUr 4,4, = 1 entspricht der Pradiktor-Multikorrektor Algorithmus (D.7-D.13)
einem zeitlich linearen Ansatz. Die Ordnung O(A¢®) kann erst ab iy, = 2 erreicht wer-
den. Abbildung (B.3) zeigt, dafi der voll gekoppelte Algorithmus, d.h. ohne Prédiktor—
Multikorrektor Verfahren, keine algorithmische Dampfung im hochfrequenten Bereich be-
sitzt. Erst durch das Pridiktor-Multikorrektor Verfahren nimmt der Spektralradius ab.
Im Vergleich zur HHT-o Methode (o = —0, 3) ist der Grenzwert des Spektralradius bei
der DTG-Methode grofier. Der Frequenzfehler der DTG-Methode ist jedoch kleiner als
mit der HHT-« Methode und nimmt mit der Anzahl der Korrektoriterationen ab (siehe

Abb. B.4). Im folgenden wird die DTG-Methode mit éq; = 3 verwendet.

Methode 8 Stabilitét Genauigkeit
Newmark <tlo>i]o. =[-8 owns)
mittlere Beschleunigung i unbedingt oA
lineare Beschleunigung : Ber = 2¢/3 O(At?)
zentrale Differenz 0 = U =2 O(At?)
HHT-o: a € [-1;0] —2 | 12 | ypbedingt O(A2)
DTG (kons. M)

tmaz = 1 - ~ | unbedingt oAt

T - ~ | unbedingt O(AL)

bmag = 3 - - | unbedingt O(A?)

Tabelle B.1: Eigenschaften der Zeitintegrationsverfahren
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Anhang C

Newmark—Verfahren und
FE—Methode

In diesem Kapitel wird die Newmark-Zeitintegration mit der Zeitintegration mit Hilfe
von finiten Elementen verglichen. Argyris et al. [3] haben fiir die Newmark-Methode die
Integrationsparameter § und 8 anschaulich erkldrt. Darauf aufbauend wird im folgenden
der Unterschied in der Zeitintegration zwischen dem FD-Verfahren mit der Newmark-
Methode und der DTG-Methode gezeigt.

In dem Intervall I,, = (t,_1, t,) wird der Beschleunigungsverlauf #(7) angenommen, wobei
7 = (0, 1) der dimensionslose Zeitparameter ist. Um die Geschwindigkeiten und Verschie-
bungen zu erhalten, wird der Beschleunigungsverlauf @ (7) integriert.

W(r) = itn_s + At / " i(r)dr (1)

Die Anfangswerte @(r = 0) = i,y baw. u(r = 0) = u,-; auf dem Zeitintervall (¢,-1,¢,)
sind bekannt.

T T
U(T) = Up_1 + Attty T+ AtQ/ / @(r)drdr (C.2)
0 Jo
Durch partielle Integration kann das Doppelintegral in GL. (C.2) umgeformt werden in
u(r) = Un_y + Aty 7 + A I:T / w(r)dr — / 'ril(T)dT] (C.3)
0 0

Der Beschleunigungsverlauf wird mit den Ansatzfunktionen N;(7) iiber das Zeitintervall
approximiert, wobei d die Werte an den Stiitzstellen darstellen.

" o "
(r) = Ny(r)d = [N14(7), Noy(r)|[dn-1, dn]" (C4)
Da bei der Diskretisierung der Bewegungsgleichung mit FD in zeitlicher Richtung nur

die Werte am Ende des Zeitintervalls interessieren, wird 7 = 1 gesetzt. Damit ergeben
sich aus den Geschwindigkeitsapproximationen (C.1) und den Verschiebungsapproxima-
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tionen (C.2) mit den Ansatzfunktionen fiir die Beschleunigungen (C.4) folgende Appro-
ximationen fiir die Geschwindigkeit und die Verschiebung

« . . 1 )
dp = d(r = 1) = dyy + At / NY(r)dr d" (C.5)
0

1 "
d,=d(r=1) = dp_y + Atd,_, + Atz/ (1= 7)Ny(r)dr d (C.6)
0

wobei N} und N} die Ansatzfunktionen der Beschleunigungen fiir die Geschwindigkeits—
und Verschiebungsapproximation sind. Die Verschiebungen u und Geschwindigkeiten
u werden zu den diskreten Zeitpunkten durch die Knotenwerte d bzw. d ersetzt. Die
Newmark-Parameter ersetzen die Integration {iber das Zeitintervall I,,.

1 1
/ N (r)dr =15 / N3, (r)dr =6 )
0 0
1

[a-nvumar=G-n [a-ongmae=s €9
Werden die Newmark-Ansétze in die Gleichungen (C.5) und (C.6) eingesetzt, so ergeben
sich die Geschwindigkeiten zu

dy = dy_y +[(1 = 8)dyy + dd,] AL (C.9)
und die Verschiebungen zu dem Zeitpunkt ¢, zu

At?
-
Nur iiber die Newmark-Parameter 8 und ¢ kann auf den Verlauf der Geschwindigkeiten %
und Verschiebungen u zuriick geschlossen werden. Fiir die gemittelten Beschleunigungen
sind im folgenden die Ansatzfunktionen dargestellt.

dp = dyot + dn 1A+ [(1 = 28)d,_1 + 26d,) (C.10)

Fiir die gemittelten Beschleunigungen mit 8 = % und ¢ = % reduzieren sich die Ansatz-
funktionen auf Ny = 0,5 [3].

Ny, = Ny, = (C.11)

U

j— U
1Lt =

N2,t =

(C.12)

(SR SRR
[SCRE s R

Werden die Ansatzfunktionen in die Gleichungen (C.1-C.3) eingesetzt, dann ergeben sich
folgende Verliufe fiir die Beschleunigungen, Geschwindigkeiten und Verschiebungen auf
dem Zeitintervall I,, = (¢, 1, 1,).

a(7) = i(un—l + iy,) = uly (C.13)

U(T) = Gy + Aty 7 (C.14)
. At .,

(r) = thnoy + Al 17+ —ulaT (C.15)
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Auf einem Zeitintervall I,, entspricht dies quadratischen Verschiebungsansstzen in der
Zeit. Im folgenden werden zum Vergleich die diskontinuierlichen FE-Ansitzen eingefiihrt.
Die Verschiebungen, Geschwindigkeiten und Beschleunigungen der DTG-Methode mit
einem quadratischen Verschiebungsverlauf auf einem Zeitintervall I = (¢,-1,%,) sind ge-
geben durch

a, =a} =a, (C.16)
()= vl + (t — tao1)an (C.17)
ut(t)=ul_ | + (t —toor)vi + l(t —t1)?an (C.18)

2
Werden die Gleichungen (C.13~C.15) mit den diskontinuierlichen FE-Ansitzen (C.16-
C.18) verglichen, so unterscheiden sie sich lediglich in den Diskontinuitéten an den Zei-
tintervallgrenzen. Bei dem DTG-Verfahren weist die Beschleunigung Spriinge an den
Zeitintervallgrenzen auf. In den einzelnen Zeitintervallen ist die Beschleunigung kon-
stant. Diese konstante Beschleunigung (C.16) entspricht dem Mittel der Knotenbeschleu-
nigungen ', (C.13) beim Newmark-Verfahren mit den gemittelten Beschleunigungen.
Jedoch ist die Vertriiglichkeit bei der Newmark—Methode, interpretiert als FE-Verfahren,
nicht mehr erfiillt, da die Beschleunigungen u',, aus den Ansatzfunktionen an den Kno-
tenpunkten nicht mit den Knotenbeschleunigungen d,,_; und d, ibereinstimmen. Dies
kann gezeigt werden, wenn die zeitlich schwache Formulierung mit den Anséitzen der
Newmark-Methode (C.11)—~(C.12) bzw. (C.13)-(C.15) hergeleitet wird. Dabei kann von
der semidiskreten Formulierung mit den Massen— und Steifigkeitsmatrizen M und K
ausgegangen werden, da die zeitlichen Anséitze unabhingig von den rdumlichen Ansétzen
sein sollen. Die schwache Formulierung in der Zeit lautet dann

(i (t), Mis(t) + Ku(t))r, =0 (C.19)

Die Testfunktionen 4v(t) werden, damit die einzelnen Zeitintervalle nacheinander berech-
net werden konnen, auf einem Zeitintervall als konstant und iiber die Zeitintervallgrenzen

diskontinuierlich angenommen.

w(t) =wi_, =w, =w, (C.20)
Fiir die Verschiebungen, Geschwindigkeiten und Beschleunigungen werden die Newmark-
Angitze fiir § = % und ¢ = %, d.h. mit gemittelten Beschleunigungen, eingesetzt. Da
die Testfunktionen konstant sind, kénnen sie vor das Integral gezogen werden. Dadurch
kénnen die bereits iiber die Zeit integrierten Ansitze aus Gl. (C.13)-(C.15) verwendet
werden. Die Zeitintegration der schwachen Formulierung (C.19) wurde somit ausgeftihrt
und die Bewegungsgleichung am Ende des Zeitintervalls lautet

1 A 1, . . At?

(‘2“M + —4—K)Un = "[’2‘Mun—1 + K (tpy + Atte, ) + _4“'u'n——1)] (Ca1)
wobei die konstanten Testfunktionen nicht mehr explizit aufgefiihrt werden. Zum Ver-
gleich wird die bekannte Bewegungsgleichung nach der Newmark-Methode mit gemittel-
ten Beschleunigungen aufgefiihrt.

A . At?
(M + TI()’UIH = — K (U1 + Attty + Tu,,_l) (0.22)
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Der Unterschied zwischen der schwachen Formulierung (C.21) und der Finiten-Differenzen
Formulierung (C.22) besteht, lediglich in den Beschleunigungstermen. Bei der Finiten—
Differenzen Methode werden die gemittelten Beschleunigungen nicht explizit angesetat.
Wie zuvor erwihnt ist dadurch die Vertriglichkeit der Beschleunigungen bei der Newmark—
Methode interpretiert als FE-Verfahren nicht mehr erfiillt,
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Anhang D

Pradiktor—Multikorrektor Verfahren

Bei der Diskretisierung der schwachen Form mit diskontinuierlichen finiten Elementen
in zeitlicher Richtung (2.41) entstehen mindestens doppelt so viele Freiheitsgrade wie
bei Finiten-Differenzen—Verfahren. Zusitzlich wird {iber die Zeit integriert, wodurch
der numerische Aufwand zum Lésen steigt. Durch die Verwendung eines Pridiktor—
Multikorrektor Algorithmus kann der Lésungsaufwand verringert werden. Der Einflu
des Pridiktor-Multikorrektor Verfahrens auf die Genauigkeit und die Stabilitit des Zeit-
integrationsverfahrens wurde von Hulbert [49] untersucht. Da die Stabilitit des Verfah-
rens nicht verletzt wird und die Genauigkeit nicht stark abnimmt, wird das Pridiktor—
Multikorrektor Verfahren in dieser Arbeit verwendet.

Im folgenden wird die DTG-Methode fiir gewdhnliche Differentialgleichungen mit qua-
dratischen Verschiebungsansétzen in der Zeit benutzt. Die Ansatzfunktionen werden von
Hulbert [49] tber Taylorreihenentwicklungen hergeleitet. Ein Polynom der Ordnung p
kann durch die Werte an (p+1) Stellen mit Lagrange Ansatzfunktionen beschrieben wer-
den oder durch (p+1) Terme einer Taylorreihenentwicklung. Das Vorgehen iiber Lagrange
Ansatzfunktionen und Taylorreihenentwicklungen ist zueinander dquivalent. Wird ei-
ne Taylorreihenentwicklung zur Diskretisierung verwendet, ergeben sich die unbekannten
Groflen an den Zeitintervallgrenzen. Es liegt nahe als Unbekannte die Geschwindigkeiten
und Beschleunigungen zu verwenden.

Der Verschiebungsverlauf auf dem Intervall I, = (¢,.1,%,) ist quadratisch in der Zeit.

1
uh(t) = wl y + (t = tor)vi, + 50 ~tn-1)’ay, (D.1)
Die Geschwindigkeiten sind in der Zeit linear verinderlich.
vh(t) = ’v:—l + (t - tn—l)an (D2)

Und die Beschleunigungen sind auf dem Zeitintervall konstant,.

(D.3)
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Die Verléufe (D.1-D.3) werden in der schwachen Formulierung (2.45) fiir die Ansatzfunk-
tionen wie auch fiir die Testfunktionen verwendet. Da die raumliche und zeitliche Diskre-
tisierung voneinander unabhéngig sind, kann von der semidiskreten Formulierung (2.45)
ausgegangen werden.

N
0=)" (w" Mit+Cu*+ Ku* - P)

. (D.4)
+ 2 L@ (), M G-, + (0" (), K ([ ()]

+ (@ (tF), MUt (1)), + (w(tg), Kuh ()1,
— (" (t3), Mo)r, — (w"(t7), Ko)1,

Die zeitlichen Approximationen (D.1-D.3) werden in die schwache Formulierung (D.4)
eingesetzt und {iber das Zeitintervall I, integriert. Durch das Zusammenfassen der Terme
mit w",w" und W" ergibt sich das folgende Gleichungssystem

K 0 0 ul_, Ku,_,
APK M +3A°K M+ 1A2K Atv; =< MAtv;_, (D.5)
At*a,

n-—-1
ALK LAPK (M + 1APK) 0

wobei die Anfangsbedingungen nicht dargestellt sind. Die erste Gleichung des Gleichungs-
system (D.5) fordert

Uy g = Uy = Uy : (D.6)
Es sind keine Spriinge in den Verschiebungen vorhanden, obwohl die Verschiebungen dis-
kontinuierlich iiber die Zeitintervallgrenzen angesetzt werden.

Aus dem Gleichungssystem (D.5) wird ein Pridiktor-Multikorrektor Verfahren gebildet.
Die erste Gleichung stellt den Pradiktor dar. Die zweite Gleichung wird nach den Ge-
schwindigkeiten geldst. Mit den neuen Geschwindigkeiten werden aus der dritten Glei-
chung die Beschleunigungen berechnet. Gleichung zwei und drei in (D.5) werden so oft
nacheinander gelost, bis die geforderte Genauigkeit oder die maximale Anzahl von Kor-
rektoriterationen imq, erreicht ist. Der Algorithmus lautet folgendermafen:

initialisieren (D.7)
u(ty) = U
o(ty) = Vo
firn=1,...N
Pridiktor (D.8)
u(ti ) =u(t;)
v(ty_1)’ =
a(t,)’ =0

170



Multikorrektor (D.9)

M;Av'= -R?
vty )t = v(th_)° + Av°
firi=1,... ey ~1 (D.10)

M;Ad"! = ~R!
alt,)t = a(t,)' + Agi™!

MiAv =~ R}
vty )t = w(th ) + Ay
néchstes i
néchster Zeitschritt (D.11)

u(ty) = wu(th,) + Ato(th_)imes + LARa(t,,)imes 1

n

v(ty) = v + Ata(t,)ime-1

n

mit
R) = —Muv(t;_,)+ AtKu(t!,) (D.12)
(M4 %AtzK)v(tf{_l)i +AUM + éAtZK)a(tn)"
R, = Ku(t' )+ gAtKv(t,Ll)i“ + (M + Z—iAtZK)a(tn)i (D.13)

Fiir die Massenmatrizen M und M, in (D.9) und (D.10) gibt Hulbert [49] verschiedene
Méglichkeiten der Berechnung an. Die Art der Massenmatrizen und die Anzahl der Kor-
rektoriterationen 4,4, steuern die Eigenschaften des Algorithmus. Im folgenden wird ein
kurzer Uberblick iiber die Méglichkeiten im Hinblick auf die Stabilitit und die Konver-
genzordnung des Algorithmus gegeben.

Die DTG-Methode ist unbedingt stabil und besitzt eine Genauigkeit von O(A#?), wenn
das Gleichungssystem (D.5) direkt geldst wird. Mit Hilfe des Pradiktor-Multikorrektor
Verfahrens muf nicht mehr das voll gekoppelte Gleichungssystem geldst werden. Durch die
Wahl der Massenmatrizen M, und My, 148t sich der numerische Aufwand des Pridiktor—
Multikorrektor Verfahren steuern. Fiir das Pridiktor-Multikorrektor Verfahren konnen
die Massenmatrizen M, und M? folgendermafen gewihlt werden:

1
implizites Verfahren: M7 =M + EAtZK (D.14)

1
M =M+ ZAtZK (D.15)

Diese Massenmatrizen werden auch als konsistente Matrizen bezeichnet, da sie sich aus
dem Gleichungssystem (D.5) ohne Vereinfachung ergeben. Unabhéngig von der Anzahl
der Korrektoriterationen i, ist der Algorithmus unbedingt stabil. Fiir 4y, = 1 ist
das Verfahren erster Ordnung genau in der Zeit. Dies entspricht linearen Verschiebungs-
ansdtzen in der Zeit. Eine Genauigkeit von O(At®) wird ab zwei Korrektoriterationen
erreicht. Die Eigenschaften des Algorithmus mit konsistenten Massenmatrizen werden im
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Anhang B beschrieben.

implizites Verfahren: M} =M + ¢At*K (D.16)
M =M, (D.17)

Im Vergleich zu den Massenmatrizen (D.14) und (D.15) wird in den Gleichungen (D.16)
und (D.17) nur eine Massenmatrix verwendet. Der Parameter ¢ steuert die numerischen
Eigenschaften des Algorithmus. Unbedingte Stabilitit wird mit zwei Korrektoriterationen
erreicht, wenn ¢ > 0,182. Die Konvergenzordnung betriigt mindestens O(At?). Das
Verfahren konvergiert fiir ¢ = 0,5 mit At%. Mit 4,pq, > 3 ist das Verfahren fiir ¢ > 0, 212
unbedingt stabil und die Konvergenzordnung betrigt O(A#?).

explizites Verfahren: M) =M (D.18)
M* =M (D.19)

Mit dieser starken Vereinfachung wird fiir 4,4, = 1 lineare Konvergenz erreicht. Die
kritische relative Frequenz ¥, = wAt,, ist O, = 2. Fir i,y = 2 ist die Konvergenz qua-
dratisch und die kritische relative Frequenz betriigt ¥, = 1,82. Ab ipay > 3 konvergiert

das Verfahren mit A#® und die kritische relative Frequenz ist 9., = 1, 53.
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Anhang E

Gleichungssysteme erster Ordnung
in der Zeit

Die Probleme in der Strukturdynamik (2.1) werden mit einer partiellen Differentialglei-
chung (PDG) zweiter Ordnung in der Zeit beschrieben. In Kapitel 2.3.1 wird die schwache
Formulierung der Strukturdynamik als Gleichung zweiter Ordnung in der Zeit geldst. Ei-
ne andere Moglichkeit ist, die Gleichung zweiter Ordnung in ein Gleichungssystem erster
Ordnung in der Zeit umzuformen. Dadurch wird die Anzahl der Unbekannten (Verschie-
bungen und Geschwindigkeiten) verdoppelt. Die Anforderungen an die Differenzierbarkeit
sind jedoch geringer und es kénnen Finite-Differenzen—Verfahren niedrigerer Ordnung
zur Diskretisierung verwendet werden. Der Vorteil der Formulierung erster Ordnung in
der Zeit ist zudem, daf finite Differenzen verwendet werden kénnen, die finiten Element
Ansitzen entsprechen; Hughes [46), Eriksson et al. [34] und Kapitel 5.3.3.1. Weiterhin
sind mathematische Nachweise mit Gleichungen erster Ordnung einfacher bzw. {iberhaupt
nur moglich. Deshalb werden Gleichungssysteme erster Ordnung in der Zeit hauptséichlich
fiir die Herleitung einer Formulierung z.B. der DTG-Methode [48], fiir Fehlerabschiitzun-
gen [34][74][87] oder fiir die genauere Geschwindigkeitsermittlung [61][68] verwendet. Der
Nachteil von Gleichungssystemen erster Ordnung besteht in dem erhéhten numerischen
Aufwand, da nach einem zusétzlichen unbekannten Feld geldst werden mus8.

Im folgenden werden zwei verschiedene Formulierungen erster Ordnung in der Zeit ein-
gefithrt, die beispielsweise von Eriksson et al. [34] und Bangerth et al. [12] verwendet
wurden. Die Formulierungen erster Ordnung werden mit der Formulierung zweiter Ord-
nung in der Zeit aus Kapitel 4.1 verglichen. Zunichst werden die urspriinglichen Probleme
in der Formulierung erster Ordnung eingefiihrt und die adjungierten Probleme hergelei-
tet. Zuséitzlich zu den Formulierungen in der Literatur {34][12] wird Rayleigh-Démpfung
angenommen. Die Aquivalenz zu der Formulierung zweiter Ordnung des dualen Problems
in Kapitel 4.2 wird gezeigt und der Unterschied in der Belastung des dualen Problems zur
Bestimmung des Fehlers erliutert.

Starke Form des urspriinglichen Problems Die starke Form der Elastodynamik
wird als ein Gleichungssystem erster Ordnung geschrieben mit u; = @ und uy = u.
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Gesucht ist der Vektor U = {u;, us}, so daf gilt:

LiU=P; aufQx (0,7) (E.1)
LU=0 aufQx(0,T) (E.2)

mit den Anfangsbedingungen
U, b)) =My firee (E.3)
ul(m,to) = 'l_.l:o firx € Q (E4)

Die Linearformen lauten

LU = puy + dipuy — daV - G'(V'Lh) -V U'(V'uz) (E5)
LU= ~-V- U(VUz) + V- O’(V'qu) (Eﬁ)

Zur klareren Schreibweise werden die Randbedingungen nicht mit aufgefiihrt. P ist der
Lastvektor fiir das Gleichungssystem erster Ordnung. Die Gleichungen (E.1) und (E.2)
entsprechen der starken Form der Gleichung zweiter Ordnung (2.1). Der Zusammenhang
zwischen dem Geschwindigkeits~ und dem Verschiebungsfeld wird durch die Divergenz
des Spannungstensors (E.2) hergestellt. Dadurch kann sehr einfach der Energieerhalt
der Formulierung nachgewiesen werden [34]. Bangerth et al. [12] verwenden eine andere
Formulierung (E.26-E.29), indem die Geschwindigkeits— und Verschiebungsfelder direkt
iber den Massenerhalt gekoppelt werden.

Schwache Form des urspriinglichen Problems Die Diskretisierung erfolgt mit fini-
ten Elementen in Raum und Zeit. Die zeitlichen Ansitze sind {iber die Zeitintervallgrenzen
diskontinuierlich. Die Riume der Ansatzfunktionen auf einem Raum-Zeit Intervall I, sind

St = {ui(e, t)ur = 4 auf v, u; € H(Qn)} (E.7)
Sz = {ua(w, t)|uz = @ auf y,,,, uz € H'(Q)} (E.8)

Die Testfunktionen w; und w; sind aus dem folgenden Raum
Vin = {wi(e, t)lw; = 0 aufy,,, w € H(Q,)} +=1,2 (E.9)

Die Formulierung mit der DTG-Methode lautet: gesucht ist U € 8, x &, so da8 fiir alle
W = {wl,'wg} €V X V, gilt:

B(W,U) = L(W) (E.10)
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mit
N
Z wh, pu1 Q” (’wl, dlpul)Q” -+ a('wl, dz’llq)Qn (Ell)
n=1

+a(’UJ1,’U,2)Qn +(1(’UJ2,UQ U1)Qn]

+Z w1 (t7 1), pllur (ta-)a + a(wa (), [[ue(ta-1)])e)

ne=

+ (wl(to ) pua(t]))a + a(ws(ty), ua(tg))a

LW) =3 (w1, P1)g, + (wi(t]), flio)a + a(ws(ty), Bo)a (E.12)

n=2

Herleitung des dualen Problems In Kapitel 4.2 wurde das duale Problem iiber die
Aquivalenz des initialen (4.21) und des dualen (4.22) Problems hergeleitet. Der Defini-
tion (4.23) des dualen Operators der Formulierung zweiter Ordnung in der Zeit entspricht
bei der Formulierung erster Ordnung: Es ist Z = {21, 22} € Vi x V, gesucht, so daf§

B*(V,Z) = B(Z,V) (E.13)

Die Bilinearform des urspriinglichen Problems (E.11) wird eingesetzt und durch partielle
Integration wird der adjungierte Bilinearoperator B*(-,-) hergeleitet.

N
BYV,Z) = — (v1, p21)g, + (V1,d1p2z1) g, + a(v1,d2z1) g, + a(ve, 21)g, (E.14
(v, 2) "2::1[ (v1, p21)q, + (v1,d1p21)q, + a(v1,d221)q, + a(v2, 21),  (E.14)

1
— a(vg, Z3)q, — a(v1, 22)q, ]
1

N
+ 3 [(vn,p2z1)ali" + a(va, 220 ]

n=

2)—‘

+ Z [({[01 ()]s p21 (1)) + al{[v2(tn-1)]]s 22(t_1))a)

(vl(t+) pz(tf))a + a(va(t), 22(6))a
Die Sprungterme kénnen, wie bei der Herleitung des dualen Operators der Einfeldfor-
mulierung in Kapitel 4.2 beschrieben wurde, zusammengefafit werden. Die Terme (-)

1
werden nur vertauscht. Es ergibt sich die duale Bilinearform B*(V, Z).

N
B*(V, Z) ZZ [— ('Ul,pil)Q,’ + (’l)hdlpzl)gn =+ a(’U1, dzZ]_)Qn (E.15)
n=1
- a('vl,zz)Qn + a{vg, 21 — zz)Qn]

- Z vi(ty), pllza(ta)]Da + a(va(t7), [[22(ta) D]

+ (”1(tN): pz1(ty))a + a(va(ty), 22{ty))e
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Die starke Form des dualen Problems (E.15) lautet:

—p&1+dipz1 — V- 0(Vz1) + V-0 (Vzy) =0 auf Q x (0,7) (E.16)
V.o (Vi) +V-0(Vz)) =0  aufQx (0,T) (E17)

z(x,ty) =2y fiiree (E.18)

zi(z,ty) =%y firzel (E.19)

Die starke Formulierung erster Ordnung (E.16-E.19) ist ebenfalls ein , Riickwértsproblem®
und ist dquivalent zu der Formulierung zweiter Ordnung (4.32-4.36). Wird in die Glei-
chungen (E.16-E.19) z = 2, und # = 2z, cingesetzt, ergibt sich die starke Form des dualen
Problems zweiter Ordnung (4.32-4.36). Der duale Bilinearoperator B*(V, Z) (E.15) kann
durch Einsetzen von 2 = 2, und % = z; bzw. v = v, und © = v in den dualen Bilineas-
operator By (v, z) der Gleichung zweiter Ordnung (4.31) iiberfiihrt werden.

Fehlerdarstellung Nachdem die Aquivalenz des adjungierten Problems erster Ordnung
in der Zeit mit dem adjungierten Problem zweiter Ordnung in der Zeit gezeigt wurde, wird
die Darstellung des Fehlers fiir die Formulierung erster und zweiter Ordnung verglichen.
Zusitzlich zu dem in dem vorherigen Abschnitt prisentierten Ansatz erster Ordnung
wird eine alternative Formulierung erster Ordnung verwendet, z.B. Bangerth et al. [12].
Es wird gezeigt, daff die Wahl des Funktionals D(-) zur Bestimmung der FehlergréBe von
der schwachen Formulierung des dualen Problems abhingt. Zum besseren Vergleich wird
die Einfeldformulierung aus Kapitel 4 ebenfalls dargestellt.

Im folgenden treten keine Sprungterme mehr auf, da angenommen wird, da8 die Ansatz—
und Testfunktionen in riumlicher und zeitlicher Richtung ausreichend oft stetig differen-
zierbar sind. Zur klaren Darstellung wird nachfolgend die Vektorschreibweise verwendet.
Das initiale Problem und das adjungierte Problem des Gleichungssystems erster Ordnung
werden wie folgt zusammengefafit.

B(Z,V) = D(V) (E.20)
B*(V,Z)=D(V) (E.21)

Das initiale Problem erster Ordnung aus dem vorherigen Abschnitt lautet:

(g Seaeds ™) () ~(B(), e

Das adjungierte Problem lautet:

. T T
—-pz; + d1pz1 — dyV - U(VZ1) + V. O"(VZQ) m - Dl) v (E 23)
-v. U(Véz) +V- O'(VZ]) ! (D] 9 Dz ? Vg Q ’
Zur [llustration wird die starke Form gebildet. Diese starke Form ist ,,im schwachen Sinne®
zu verstehen, da im allgemeinen die Belastung in der starken Form nicht definiert ist [10],

—pZ1+dipzy ~ doV - 0(Vzy) + V- 0(Vzy) =Dy (E.24)
-V -0 (Vi) +V-0(Vz) = D,
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Das Gleichungssystem erster Ordnung des dualen Problems wird in eine PDG zweiter
Ordnung umgeformt.

—pé) +d1p21 ~d2V-0'(V21) +V 'O'(Vzl) :b1 +D2 (E25)

Eine alternative Formulierung wird von Bangerth et al. [12] verwendet. Die Kompatibi-
litét des Verschiebungs— und Geschwindigkeitsfeldes wird direkt iiber den Massenerhalt
gefordert. Im folgenden werden zur Vollstéindigkeit zusitzlich zu [12] die Rayleigh-Démp-
fungsterme beriicksichtigt. Die Gleichungen des initialen Problems lauten somit:

( (pi;l + dypiy — di@ﬁ::;) _v. a'(Vv:z))T:(Z))Q: ((_7;2) T(Z;»Q (E.26)

Das adjungierte Problem ergibt sich nach der partiellen Integration zu:

<<‘p22 = dip% +;:éz ;(sz;l) -V U(sz))T(Z;)) - (<—%2>T’<ZZ>> Q (=20

Q

Der Vergleich der adjungierten Probleme (E.23) und (E.27) zeigt, da8 sich die Bedeutung

von z1 und 23 und damit auch die Rolle der Belastung vertauscht hat. Dies entspricht

der Vertauschung der Terme (-) in Gl. (E.14). Die Vertauschung der Rollen von z; und
~

z5 kann damit erklart werden, (liaﬁ der Zusammenhang zwischen dem Verschiebungs— und
Geschwindigkeitsfeld zum einen iiber die Divergenz des Spannungstensors Gl. (E.6) und
zum anderen direkt iiber Gl. (E.26) hergestellt wird. Die starke Form dieser Formulierung
erster Ordnung hat sich im Vergleich zu der Formulierung erster Ordnung (E.24) gesndert.

—pPZo - pZ1 = D1 (E28)
—pig — dlp,él + d2V . a'(Vzl) -V a'(Vzl) == ——1)2

Die PDG zweiter Ordnung, die aus der starken Form des dualen Problems (E.28) gewon-
nen wird, ist jedoch zu der PDG (E.25) dquivalent.

~pE1 + dipts — oV - (Vi) + V- 0(Vzy) = Dy + Dy (E.29)

Zum Vergleich wird aus Kapitel 4 das initiale (E.30) und das duale (E.31) Problem der
Formulierung zweiter Ordnung in derselben Schreibweise dargestellt.

(00 + dip — doV - (VD) — V- 0(Vo), 2) = (D, ) (E.30)
(—p2 + dipz ~ dyV - (V) + V - 0(V2), ) = (D, 9) (E.31)

Zur Vollstindigkeit wird die starke Form des dualen Problems angegeben.
~pZ+dipt —dhV-0(VE)+V - -0(Vz)=D (E.32)

Folgende Punkte konnen bei dem Vergleich der unterschiedlichen Formulierungen des
dualen Problems festgestellt werden:
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starke Formulierung Wird aus den Gleichungssystemen erster Ordnung (E.24) und
(E.28) des dualen Problems eine Gleichung zweiter Ordnung gebildet, dann sind
diese #quivalent (E.25) und (E.29). Die linken Seiten der starken Formulierun-
gen (E.25) und (E.29) des dualen Problems stimmen mit der Formulierung zweiter
Ordnung (E.32) {iberein. Da die rechten Seiten der Gleichungen jedoch nicht gleich
sind, ergibt sich ein Unterschied in der korrespondierenden dualen Last, die die Art
der Fehlergrofie bestimmt,.

schwache Formulierung Die Wahl der rechten Seite des dualen Problems fithrt in der
schwachen Formulierung auf den Fehler in einer bestimmten GréBe. Die schwachen
Formulierungen der adjungierten Probleme (E.23), (E.27) und (E.31) sind unter-
schiedlich. Fiir dieselbe Fehlergrofie miissen bei unterschiedlichen Formulierungen
des Problems verschiedene duale Lasten D aufgebracht werden. Die Lastfille fiir
die Formulierung erster Ordnung (E.23) sind u.a. bei Eriksson et al. [34] und fiir die
alternative Formulierung (E.27) bei Bangerth et al. [12] angegeben. In Kapitel 4.3
sind die Belastungen fiir die Formulierung zweiter Ordnung dargestellt.

Der Unterschied wird an einem Beispiel verdeutlicht. Gewihlt wird die Dirac—
Delta Last D = JfN aus Kapitel 4.3. Mit dieser Belastung wird der Fehler in den
Geschwindigkeiten éq(ty) bei der Gleichung zweiter Ordnung bestimmt. Aus dem
Vergleich der starken Formulicrungen (E.25) und (E.32) des dualen Problems ergibt
sich D = ’171 + D,. Die Belastung D kann durch die Last D1 des Systems erster
Ordnung ersetzt werden. Die integrierte Belastung Dy = 82 ist eine Heaviside
Funktion. Das duale Problem wird mit D; belastet (D, = 0). Die Last wird in die
rechte Seite des dualen Problems (E.23) eingesetzt und ausgewertet.

(D1, v1)q = [ tN(H(t — tn), v)adt (E.33)

~(H(t ~ tn), v)alty — / " (62 vp)adt = —vya(tn)

to
Es ergibt sich der Fehler in der Verschiebung mit v,(ty) = e(ty). Die Belastung
D, fiihrt auf eine , Anfangsverschiebung® Zy (s. Kapitel 4.3). Mit der schwachen
Formulierung der Anfangsbedingung (E.18) ergibt sich ebenfalls der Fehler in der
Verschiebung mit vy(ty) = e(ty).

Wird die Belastung D = D, gewiihlt (D; = 0), so ist die Last D, der Dirac-Delta
Operator Jf‘N, der zum Zeitpunkt t = ty wirkt. Eingesetzt in die rechte Seite des

dualen Problems (E.23) ergibt sich ebenfalls der Fehler in der Verschiebung mit
'Uz(tN) = e(tN).

(D2, v2)q = (83, v2)q = van(tn) (E.34)

Die Fehlergrofie, die mit einer bestimmten dualen Last erhalten wird, hingt immer von
der Formulierung des urspriinglichen Problems ab. Fiir die Formulierung zweiter Ord-
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nung in der Zeit aus Kapitel 4 erhélt man mit der Dirac-Delta Last den Fehler in der
Geschwindigkeit. Bei der entsprechenden Belastung in der Formulierung erster Ordnung
wird der Fehler in der Verschiebung berechnet. Da die Formulierungen erster und zweiter
Ordnung verschieden sind, 4ndert sich das adjungierte Problem und damit die Belastung
des dualen Problems, um eine bestimmte Fehlergrofie zu bestimmen. Es muB also eine
andere duale Last aufgebracht werden.
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