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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit befafit sich mit der Entwicklung und numerischen Untersuchung
von a posteriori-Fehlerschétzern im Rahmen von adaptiven Finite-Element-Methoden.

Nach einer Gegeniiberstellung der bekannten klassischen expliziten bzw. impliziten re-
siduenbasierten und gradientenorientierten Fehlerschitzern werden diese Methoden auf
zielorientierte Fehlerabschatzungsmethoden erweitert.

Zielorientierte Fehlerschatzer basieren auf Dualitiatstechniken, die im Rahmen dieser Ar-
beit formuliert und mittels Finite-Element-Methoden numerisch ausgewertet werden. Ge-
geniiber den o. g. klassischen Methoden haben zielorientierte Fehlerschitzer den Vorteil,
dal das zu minimierende Fehlerfunktional zielorientiert vom Anwender an das zu unter-
suchende Randwertproblem angepafit werden kann. Dieser Punkt macht diese Art von
Fehlerschétzer fiir die vielfdltigen numerisch zu analysierenden Ingenieuraufgaben der
Praxis besonders attraktiv.

Der zweite Teil der Arbeit beinhaltet die Erweiterung der vorgestellten zielorientierten
Methoden auf inelastisches Materialverhalten. Von besonderem Interesse ist hierbei die
Anwendung auf entfestigende Materialien, die hier mittels der Perzyna-Viskoplastizitéat
beschrieben werden. Ausgangspunkt der Entwicklung von Fehlerschitzern im Tangential-
raum der (Visko-) Plastizitdt bilden die kanonischen Gleichungen des zugrunde liegenden
Anfangsrandwertproblems. Im Rahmen einer Raum-Zeit-Galerkin-Methode wird im An-
schlul daran auf gekoppelte Raum-Zeit-Fehlerschétzer fiir inelastisches Materialverhalten
hingefiihrt.

Die Umsetzbarkeit der Fehlerschétzer im Rahmen von Verfeinerungsindikatoren in adap-
tiven Finite-Element-Programmen wird diskutiert und in einigen numerischen Beispielen
belegt.



Abstract

In the following contribution a posteriori error estimation techniques for adaptive Galerkin
finite elements are developed and analyzed.

After a respective comparison of the well-known classical explicit and implicit residual
based error estimators and gradient-based error estimators, the presented methods are
extended to goal-oriented error estimation techniques.

Goal-oriented error estimators are based on duality techniques. These techniques are for-
mulated within this work and numerically evaluated using Galerkin finite element me-
thods. Comparing goal-oriented and classical error estimators, the advantage of the first
technique is the higher flexibility with respect to the analyzed error norm. This means
that the error functional can be adjusted to the boundary value problem in a goal-oriented
way. Thus, from a view point of a practical engineer, this highly flexible technique is very
attractive for various numerical applications in the industry.

In the second part of this contribution the introduced goal-oriented techniques are exten-
ded to inelastic material response. The extension to softening materials, here described
within the framework of the Perzyna-viscoplasticity, is especially considered. In a first step
the previously presented goal-oriented techniques are developed in the tangential space
of the Perzyna viscoplasticity model, based on the canonical equations of the initial value
problem in strong form. In a second step the methods are extended to space-time error
estimations techniques.

In the last two sections of this contribution the applicability and reliability of the presented
error estimation techniques are shown in various numerical examples. Thus the error
estimators are extended to refinement indicators and are implemented in an adaptive
finite element code.



Vorwort

Die vorliegende Arbeit entstand wiahrend meiner Tétigkeit als wissenschaftlicher Mitar-
beiter am Institut fiir Baustatik der Universitdt Stuttgart in den Jahren 1996 — 2001.

Mein besonderer Dank gilt Herrn Prof. Dr. Ing. Ekkehard Ramm fiir die Ubernahme des
Hauptberichts. Die wissenschaftlichen Freiheiten, die ich am Institut genof}, haben diese
Arbeit erst ermoglicht.

Frau Prof. Dr. rer. nat. Barbara Wohlmuth méochte ich ganz herzlich fiir die Ubernah-
me des Mitberichts danken. Die ziigige Korrektur, ihr Interesse an der Arbeit und ihre
konstruktive Kritik haben mir weitergeholfen und mich sehr gefreut.

Herrn Prof. Dr.-Ing. Wolfgang Ehlers mochte ich danken fiir die Freirdume und die ein-
gerdumte Arbeitszeit, die mir in der Endphase dieser Arbeit zur Verfiigung gestellt wurde.

Ich danke meinen Kollegen und Freunden an der Universitéat Stuttgart, die mich wéhrend
der Entstehung dieser Arbeit begleitet haben. Die vielen fachlichen Diskussionen, welche
in sehr fruchtbarer Weise gefiithrt wurden, genof ich sehr.

Insbesondere bedanken mdochte ich mich bei Stefan Diebels, Ellen Kuhl und Kerstin Kottke
fiir die Ubernahme der langwierigen Arbeit des Korrekturlesens. Thre Verbesserungsvor-
schldge und Hinweise haben sehr zur Klarheit der Arbeit beigetragen.

Bei meinen Eltern und meinem Bruder Karsten méchte ich mich fiir die entgegengebrachte
Toleranz und die oftmals nétigen aufmunternden Worte bedanken.

Nicht zuletzt gilt mein herzlicher Dank Christine. Ihr Riickhalt und ihre Unterstiitzung
machten diese Arbeit iiberhaupt erst moglich.

Stuttgart, im Juni 2002 Holger Steeb






Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung und Ubersicht
1.1 Motivation . . . . . . ..o

1.2 Problem und Zielsetzung . . . . . . . . ...
1.3 Gliederung . . . . . . . . e

2 Kontinuumsmechanik und Diskretisierungsmethoden
2.1 Kontinuumsmechanische Grundlagen . . . . . . .. ... .. ... ... ..
2.2 Schwache Form und Diskretisierung . . . . . . . . .. ... ... ... ...
2.2.1 Schwache Form des Gleichgewichts . . . . .. ... ... ... ...
2.2.2  Finite-Element-Methode . . . . . . .. ... ...

2.2.3 Linearisierung . . . . . . . .. Lo

3 Fehlerabschitzung fiir das linear-elastische Randwertproblem
3.1 Globale Fehlerschatzer . . . . . . . .. ... 0 oo
3.1.1 Globale explizite residuenbasierte Fehlerschétzer . . . . ... ...
3.1.2  Globale implizite residuenbasierte Fehlerschiatzer . . . . . . . . ..
3.1.3 Globale gradientenbasierte Fehlerindikatoren . . . . . . . . . .. ..
3.2 Zielorientierte oder lokale Fehlerschéatzer . . . . . . .. .. ... .. .. ..
3.2.1 Allgemeine Motivation . . . . . . .. ... ... .. L.
3.2.2  Zielorientierte, residuenbasierte Fehlerabschdtzung . . . . . . . . ..
3.2.3 Zielorientierte, gradientenbasierte Fehlerabschétzung . . . . .. ..
3.2.4  Zielorientierte Fehlerabschitzung in der Energienorm . . . . . . ..
3.2.5 Ein einfacher zielorientierter Fehlerindikator . . . . . . . .. .. ..

3.3 Zusammenfassung . . . . .. ... Lo

4 Fehlerabschitzung fiir das nichtlineare Anfangsrandwertproblem
4.1 Die Prandtl-Reuss-Plastizitat . . . . . .. ... . ... ... ... .....
4.2 Die Perzyna-Viskoplastizitat . . . . . . . .. ... .00

11
12
14
17

19
19
19
26
33
37
38
39
49
52
o4
95



il Inhaltsverzeichnis

4.2.1 Einflul der Belastungsgeschwindigkeit . . . . .. .. .. ... ... 68

4.3 Schwache Form der Plastizitat . . . . . . .. ... ... ... ... ... 68
4.3.1 Viskose Regularisierung . . . . . .. .. ... ... .. 70

4.3.2  Semi-diskrete schwache Formulierungen . . . . . . .. .. ... ... 71

4.4 Abschiatzung des Fehlers der Ortsdiskretisierung . . . . . . . . . ... ... 73
4.5 Gekoppelte Fehlerabschédtzung in Ort und Zeit . . . . . . . .. ... .. .. 75
4.5.1 Raum-Zeit-Galerkin-Formulierungen . . . . . .. .. .. ... ... 76

5 Nichtlineare adaptive Finite-Element-Methoden 83
5.1 Adaptive Finite-Element-Methoden . . . . . . . ... ... ... .. .... 83
5.2 Strategien der adaptiven Netzgenerierung . . . . . . . . . . .. ... .. .. 84
5.2.1 Beschreibung der Dichtefunktion . . .. ... ... ... ... ... 85

5.2.2 Netzoptimalitatskriterien . . . . . . . . ... ... ... ... .. .. 85

5.2.3 Wiedervernetzungsstrategie . . . . . .. .. ... . L. 88

5.2.4  Hierarchische Netzverfeinerung . . . . . ... ... ... ... ... 89

5.3 Aspekte nichtlinearer adaptiver Finiter Elemente . . . . . ... ... ... 92
5.3.1 Das algorithmische Gesamtkonzept . . . . ... .. ... ... ... 93

5.3.2 Zielorientierte Fehlermethoden — das duale Problem . . . . . . . .. 94

5.3.3 Transformation der diskreten Groflen . . . . . . . . ... ... 95

6 Numerische Beispielrechnungen 99
6.1 Linear-elastische Beispiele . . . . . .. .. ... ... ... ... ...... 100
6.1.1 Kragscheibe . . . . . .. . 100

6.1.2 L-Scheibe mit Aussparungen . . . . . . . . . . ... ... 104

6.2 Beispiel zur Prandtl-Reuss-Plastizitat . . . . . . ... ... ... ... .. 110
6.3 Beispiel zur Perzyna-Viskoplastizitat . . . . . . . .. ... ... 114
Zusammenfassung, Bewertung und Ausblick 119
Zusammenfassung . . .. ... oL oL oL 119
Bewertung . . . . . . .. 120
Ausblick . . . . .. 121

A Notation und Tensorrechnung 133
B Sobolev-Raume 137

C Eindimensionale Lagrange-Ansatzfunktionen 141



Kapitel 1

Einleitung und Ubersicht

1.1 Motivation

Nicht zuletzt durch eine rasante Entwicklung der Mikroelektronik in den letzten Jahrzehn-
ten gelang es der Finite-Element-Methode (FEM), sich als das numerische Basiswerkzeug
in vielen Bereichen des Ingenieurwesens und der angewandten Physik durchzusetzen. Heu-
te haben Ingenieure damit ein Simulationswerkzeug zur Hand, mit dem die vielfaltigsten
Rand- und Anfangsrandwertprobleme numerisch analysiert werden kénnen. Gemeinsam
mit der Entwicklung der Rechenkapazitdt der Mikroprozessoren haben sich aber auch
die Anforderungen, die in der heutigen Zeit an numerische Analysen gestellt werden,
weiterentwickelt. Beispielsweise werden in der Strukturmechanik haufig geometrisch oder
material nichtlineare Fragestellungen untersucht, die auch heute noch héchste Anforde-
rungen an die Leistung der Computer stellen. Die effiziente Verteilung der vorhandenen
Rechenzeitressourcen stellt dabei immer noch eine wichtige und teilweise nicht einfach zu
l6sende Aufgabe fiir den Anwender dar. Da die Finite-Element-Methode die dem Rand-
bzw. Anfangsrandwertproblem zugrundeliegenden partiellen Differentialgleichungen nur
niherungsweise 16st, haben die numerischen Rechenergebnisse ebenfalls nur approximati-
ven Charakter. Zieht man die Konsequenzen aus den beiden letztgenannten Punkten, so
motiviert sich daraus direkt die Entwicklung bzw. der Einsatz adaptiver Techniken, mit
dem Ziel eine vorgegebene Genauigkeit der Losung mit minimalem numerischem Aufwand
zu erreichen. Somit soll unter einer adaptiven Methode verstanden werden, daf3 die Diskre-
tisierung der zugrundeliegenden schwachen Formen im Laufe einer numerischen Analyse
an vom Anwender vorgegebene Rahmenbedingungen angepafit werden kénnen. Versteht
man unter der Rahmenbedingung eine normierte Fehlertoleranz, so wird dementsprechend
eine Qualitatssicherung der durchgefiihrten numerischen Analyse erreicht.

Mit adaptiven Finite-Element-Methoden kann also eine solche geforderte Qualitét der nu-
merischen Ergebnisse gewéhrleistet werden. Adaptive Finite-Element-Methoden kénnen
dabei unter Vorgabe eines Qualitéitskriteriums die optimale numerische Diskretisierung
liefern. Das zugrundeliegende Optimierungsproblem kann man also folgendermafien for-
mulieren:

,Finde eine Finite-Element-Diskretisierung, die bei einem minimalen numerischen Auf-
wand (Anzahl der Rechenoperationen — min) die Bedingung (numerische Fehler < Qua-
litatskriterium ) nicht verletzt.*

Zur Konstruktion adaptiver Finite-Element-Methoden werden Fehlerindikatoren bzw. Feh-
lerschéitzer benotigt. Fehlerschéitzer bewerten die Qualitidt der durchgefithrten Diskreti-



2 Einleitung und Ubersicht

sierung, indem der Diskretisierungsfehler gegeniiber einer i.a. nicht bekannten kontinu-
ierlichen Losung quantitativ abgeschéatzt wird. Demgegeniiber stehen Fehlerindikatoren,
welche den Fehler nicht unbedingt quantitativ abschétzen kénnen, aber trotz allem die
Stellen des diskretisierten Gebietes finden, in denen der Diskretisierungsfehler grof ist. Aus
der abgeschétzten Fehlerverteilung im betrachteten Diskretisierungsgebiet 148t sich dann
ein Verfeinerungsindikator zur Verbesserung der Diskretierungsmethode im folgenden Re-
chenschritt konstruieren. Ausgehend von einer vorgegebenen Anfangsdiskretisierung kann
damit die FEM-Diskretisierung entweder lokal verfeinert oder vergrobert werden.

Der Entwicklung von Fehlerschétzern oder Fehlerindikatoren kommt im Rahmen einer
adaptiven Finite-Element-Methode also eine entscheidende Rolle zu.

Da die den Rand- bzw. Anfangsrandwertproblemen der Strukturmechanik zugrundeliegen-
den partiellen Differentialgleichungen sich in unterschiedliche Typen unterscheiden lassen,
welche angepafite Finite-Element-Formulierungen erfordern, miissen je nach betrachteter
Problemklasse auch speziell angepafite Fehlerschétzer entwickelt werden. Besonders wer-
den fiir das im Rahmen dieser Arbeit betrachtete, materiell nichtlineare Anfangsrand-
wertproblem der ratenunabhéngigen Prandtl-Reuss-Plastizitdt bzw. der ratenabhéingigen
Perzyna-Viskoplastizitéit eine umfassende Betrachtung der zugrundeliegenden Feldglei-
chungen und deren numerische Umsetzung erforderlich.

1.2 Problem und Zielsetzung

Klassische Fehlerschéatzer fiir Finite-Element-Methoden schétzen den Diskretisierungsfeh-
ler in der Energienorm ab, da infolge der Optimalitdt des Galerkin-Verfahrens beziiglich
der Energienorm diese Norm als natiirlich erscheint.

Im Gegensatz dazu ist fiir den praktisch tétigen Ingenieur keinesfalls immer die Fehler-
energie einer untersuchten Struktur von aussagekréftiger Bedeutung. Falls der Gebrauch-
stauglichkeit von Bauteilen eine primére Bedeutung zukommt, spielt z. B. die L,.-Norm
der Verschiebung oder die L,-Norm der Verschiebungen in einem Teilgebiet eine entschei-
dende Rolle. Steht die Tragsicherheit, also die Versagenswahrscheinlichkeit von Bauteilen
im Vordergrund, ist die Ly-Norm der Spannungen oder der Verzerrungen in einem Teilge-
biet eher aussagekréftig. Somit mochte man als Ingenieur neben energienormkontrollierten
adaptiven Methoden noch weitere, problemabhingige Fehlerkontrollen zur Verfiigung ha-
ben.

Betrachtet man nun die Energienormfehlerschétzer etwas genauer, so treten z.B. in ex-
pliziten residuenbasierten Fehlerschétzern Stabilitdtskonstanten auf, die nur fiir spezielle
Randwertprobleme analytisch bestimmt werden kénnen, z. B. fiir das Problem der linea-
ren Elastizitdat. Fiir komplexere Problemklassen, z. B. die Prandtl-Reuss-Plastizitéit oder
die Perzyna-Viskoplastizitit, konnen analytische Abschétzungen entweder nicht mehr ge-
funden werden, oder die Abschéitzungen sind so unscharf, dafl der praktische Einsatz
energienormbasierter Fehlerschétzer klassischer Art fiir diese Problemklassen fraglich er-
scheint.

Ziel dieser Arbeit ist es nun, einen allgemeinen erweiterten Zugang zu Methoden der Feh-
lerabschétzung zu entwickeln, welche ohne globale Stabilitdtskonstanten auskommen. Die
Stabilitét des betrachteten primalen Problems wird vielmehr durch die numerische Losung
eines weiteren dualen Problems berticksichtigt. Aufbauend auf bereits bekannten Ansétzen
zu lokalen bzw. zielorientierten Fehlermethoden wird das Konzept der Fehlerabschétzung
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mittels dualer Methoden auch auf gradientenbasierte Methoden, explizite residuenbasier-
te sowie implizite residuenbasierte Fehlerschéatzer mittels lokaler Neumann-Hilfsprobleme
erweitert.

Um den praktischen Ingenieuranforderungen gerecht zu werden, umfassen die in dieser
Arbeit vorgestellten Fehlernormen neben der Energienorm sowohl die L.-Norm und die
Lo-Norm der Verschiebungen als auch sekundédre Groflen wie Spannungen, Verzerrungen
usw. Diese konnen entweder in einem Teilgebiet oder auch auf dem Gesamtgebiet des
betrachteten Problems formuliert werden. Die Klasse der entwickelten Fehlerschétzer ist
somit weit universeller als die bekannter Energienormschétzer.

Einen weiteren Aspekt dieser Arbeit stellt die Anwendung der hier vorgestellten Feh-
lerschétzer auf irregulédren Netzen in nichtlinearen adaptiven Finite-Element-Programmen
dar. Es werden dabei verschiedene Methoden vorgestellt, wie die zur Fehlerabschiatzung
notigen dualen Fehleranteile bestimmt werden kénnen.

Die Anwendung auf Anfangsrandwertprobleme der Perzyna-Viskoplastizitéit erfordert im
Rahmen einer klassischen Finite-Element-Methode nach einer zeitlichen Diskretisierung
eine Linearisierung der mittels der FEM diskretisierten schwachen Form. Die Losung
an einem Gleichgewichtspunkt wird dann im Rahmen eines globalen Newton-Raphson-
Verfahrens auf iterativem Weg bestimmt.

Die vorgestellte Klasse der dualen Fehlermethoden wird ebenfalls auf diese Problemklasse
iibertragen. Dabei wird zuerst das linearisierte Problem betrachtet. Die Fehlerabschétzung
erfolgt dann im Tangentialraum des primalen Problems. Der numerische Mehraufwand fiir
die Losung des linearisierten dualen Problems ist dabei sehr gering und erfordert nur ein
zusétzliches Riickwértseinsetzen in die dreieckszerlegte Tangentensteifigkeitsmatrix des
primalen Problems.

Um dem komplexen Materialverhalten der Viskoplastizitéit gerecht zu werden, z. B. dem
Einspringen von Scherbandern in endlichen lokalen Zonen, wird anschliefend anhand
Finiter-Element-Verfahren in Raum und Zeit eine gekoppelte Betrachtung des Raum-
Zeit-Fehlers aufgezeigt.

Abschliefend werden anhand der Perzyna-Viskoplastizitiat Aspekte nichtlinearer adaptiver
Finite-Element-Programme diskutiert. Dem Variablentransfer von Knoten- und Gauf-
Punkt-Variablen von einem alten auf ein neues Netz kommt dabei eine entscheidende
Bedeutung zu.

Die numerische Umsetzung der in dieser Arbeit vorgestellten Fehlerschiatzer und adapti-
ven Finite-Element-Methoden erfolgte in dem Programmsystem C&RATdes Instituts fiir
Baustatik (welches in der urspriinglichen Fassung auf Stegmiiller, Bletzinger & Kimmich
[129] zuriickgeht). Zur Beschreibung der verwendeten Netzgeneratoren sei auf die Arbeit
von Rehle [120] verwiesen.

1.3 Gliederung

Die vorliegende Arbeit gliedert sich in fiinf Kapitel. Zu Beginn der einzelnen Kapitel
erfolgt eine kurze Zusammenfassung, in welcher der aktuelle Stand der Forschung sowie
die zugrundeliegenden wichtigsten Arbeiten erwihnt werden.

In Kapitel 1 erfolgt eine kurze Einfithrung in die Kontinuumsmechanik. Hierbei stehen
die Kinematik und die Feld- und Bilanzgleichungen, welche im Rahmen der untersuchten
Rand- und Anfangsrandwertprobleme betrachtet werden, im Vordergrund. Die Diskreti-
sierung der schwachen Form der Impulsbilanz erfolgt mit der Finite-Element-Methode, die
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einfiihrend beschrieben wird. Dabei wird vor allem der nachfolgenden Fehlerbetrachtung
besondere Aufmerksamkeit geschenkt.

Die bekannten expliziten residuenbasierten, die impliziten residuenbasierten Fehlerschétzer
und die Gradientenschétzer werden in Kapitel 2 fiir das Randwertproblem der linearen
Elastizitit vorgestellt. AnschlieBend wird ein sowohl mechanischer als auch abstrakter
mathematischer Zugang zu dualen Fehlermethoden hergeleitet. Analog zu den o. g. Klas-
sen der globalen Fehlermethoden werden die entsprechenden lokalen oder zielorientierten
Fehlerschdtzer hergeleitet. Ein Vorteil der allgemeinen zielorientierten Fehlerschétzer wird
anhand verschiedener moéglicher Fehlernormen herausgearbeitet. Im speziellen werden in
diesem Kapitel auch mogliche Techniken zur Abschétzung der dualen Fehleranteile auf-
gezeigt werden.

In Kapitel 3 wird basierend auf regularisierten Variationsungleichungen das Problem der
Perzyna-Viskoplastizitat betrachtet. Die regularisierte inkrementelle Variationsmethode
erlaubt eine Fehlerabschiatzung im Tangentialraum des primalen Problems. Eine Kon-
trolle von Raum-Zeit-Fehlerakkumulationen wird durch eine gekoppelte Finite-Element-
Formulierung in Raum und Zeit moglich, welche abschlielend diskutiert werden wird.
Die numerische Umsetzung im Rahmen eines adaptiven Finite-Element-Programmes ist
Inhalt des Kapitels 4. Die dazu notwendigen Techniken einer inkrementellen iterativen
Betrachtung des nichtlinearen Anfangsrandwertproblemes werden hinsichtlich des Daten-
transfers, der Dichtefunktionen und des numerischen Losens der dualen Hilfsprobleme
betrachtet.

Zur Verifikation der vorgestellten neuen dualen Fehlerschétzer dienen numerische Beispiel-
rechnungen anhand von Problemen der linearen Elastizitit, eines Benchmark-Problems
mit ratenunabhéngiger Prandtl-Reuss-Plastizitat, formuliert im Rahmen einer Forscher-
gruppe der Deutschen Forschungsgemeinschaft (DFG), und eines Beispiels mit einem Ent-
festigungsmaterial — der Perzyna-Viskoplastizitét.

Eine zusammenfassende Bewertung der vorgestellten Methoden und ein Ausblick auf
zukiinftige Ziele schliefen die Arbeit ab.



Kapitel 2

Kontinuumsmechanik und
Diskretisierungsmethoden

Im vorliegenden Kapitel werden die Grundgleichungen der vm folgenden néher betrachteten
Rand- und Anfangsrandwertprobleme im Rahmen einer geometrisch linearen Theorie ein-
gefiihrt. Die dem Gleichgewicht in starker Form dquivalenten schwachen Formen der be-
trachteten partiellen Differentialgleichungen werden mit Hilfe der Finite- Element-Methode
in diskrete bzw. semi-diskrete Gleichungssysteme tberfiihrt. Dieser soweit als maglich all-
gemein gehaltene Zugang wird die Grundlage fiir die angefiihrte Fehlerabschdtzungen in
den nachfolgenden Kapiteln liefern.

2.1 Kontinuumsmechanische Grundlagen

Im folgenden werden die betrachteten Randwert- bzw. Anfangsrandwertprobleme im Rah-
men der Kontinuumsmechanik kurz hergeleitet. Die betrachteten geometrisch linearen
Probleme werden dabei so aufbereitet, daf sie im Rahmen einer Galerkin-Methode dis-
kretisiert und numerisch untersucht werden konnen. Fiir weitere, detaillierte kontinuums-
mechanische als auch mathematische Ausfithrungen sei auf die klassische Literatur ver-

wiesen, Chadwick [30], Ciarlet [32], Haupt [03], Gurtin [60], Green & Zerna [59], Malvern
[90], Marsden & Hughes [91], Truesdell & Toupin [113], Truesdell & Noll [112].
Kinematik

Betrachtet wird ein materieller Korper B = {P} bestehend aus den materiellen Punkten
P € B. Eine Plazierung (Konfiguration) X des Korpers B ist so definiert, dal X jedem
materiellen Punkt P € B einen Ortsvektor € = X (P) zuordnet:

Definition:
X:B— QCR" n=23. (2.1)

Die Bewegung eines materiellen Punktes P eines Korpers B ist eine Abfolge von Konfigu-
rationen X', die jedem materiellen Punkt P € B zu jedem Zeitpunkt ¢ einen Ortsvektor
x = X(P,t) zuordnet. Der Verschiebungsvektor u(X,t) kann damit zu einem Zeitpunkt
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t durch die Differenz des Ortsvektors der Momentankonfiguration & und der Referenz-
konfiguration X beschrieben werden.

u(X,t) =z — X. (2.2)

Im folgenden soll der Deformationsgradient F'(X,t) eingefiihrt werden. Der Deformati-
onsgradient als elementare Grofle in der Kontinuumsmechanik stellt das Differential der
Bewegungsfunktion X' (X, t) dar:

X (X, 1)
ox
Driickt man die Bewegungsfunktion X (X,t) durch den Ortsvektor x = X (X,t) der

Momentankonfiguration aus, so 148t sich der Deformationsgradient in einem Punkt X
der Referenzkonfiguration darstellen als
0X(X,t) dxX(X,t) dz

X X Cax - Gradz, (2.4)

was den Transport von Linienelementen de = F dX der Referenzkonfiguration auf Lini-
enelemente do der Momentankonfiguration ausdriickt. Im folgenden wird als ein Verzer-
rungsmaf der Referenzkonfiguration der Greensche Verzerrungstensor E (X, t) eingefiihrt:

F(X,t) = (2.3)

F(X.t) =

E(X,t) = % (F" - F-1). (2.5)

Im Rahmen dieser Arbeit wird im weiteren von kleinen Deformationen ausgegangen. Diese
Annahme trifft fiir viele physikalische Vorgénge in der Natur zu und vereinfacht sowohl
die Beschreibung im Rahmen der Kontinuumsmechanik als auch deren numerische Umset-
zung. Von kleinen Deformationen spricht man, wenn sowohl das Verschiebungsfeld (X, t)
als auch alle Gradienten des Verschiebungsfeldes klein sind:

w(X, 1) < |, (2.6)
§ = |Gradu(X,t)|| <« 1. (2.7)

Mit [ wird eine charakteristische Lange des betrachteten Korpers B bezeichnet.

Die kinematischen Gréflen konnen nun linearisiert werden, wodurch man eine geometrisch
lineare Theorie erhilt.

Durch den Gradienten des Verschiebungsvektors ergibt sich eine Aussage fiir den Defor-
mationsgradienten:

F(X,t) = Grade = Grad (X +u(X,t)) =1+ Gradu(X,1). (2.8)

Unter Voraussetzung der getroffen Annahme (2.7) erhélt man damit einen Ausdruck fiir
den Deformationsgradienten:

§=|F(X,t)— 1] < 1. (2.9)

Die eingefiihrten Deformationsmafle lassen sich nun durch den Verschiebungsgradienten
und Terme hoherer Ordnung O(0™) ausdriicken:

F = 1+0(), (2.10)

E = —(F"-F-1)=_(Gradu(X,t) + Grad"u(X,t)) + O(5%), (2.11)

N —
N
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damit gilt fiir den linearisierten Deformationsgradient:

Somit mufl im Rahmen einer geometrisch linearen Theorie zwischen der Referenzkonfigu-
ration und der Momentankonfiguration nicht weiter unterschieden werden, da diese nun

zusammenfallen.

lin(F) = 1. (2.12)

Der linearisierte Greensche Verzerrungstensor reduziert sich zu:

) 1
lin(E) =¢= 3 (Vu+ V'),

bzw. enthélt nur noch den symmetrischen Anteil des Verschiebungsgradienten:

e =V, (2.14)

B={P}

XO,t(P) = (551, Ta, $3)

Xo(P) X(P)
Qo Q
[ [ ]
X(X,t)
X es T
Referenzkonfiguration Momentankonfiguration
el e

Abbildung 2.1: Kinematik eines materiellen Korpers

(2.13)
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Bilanzgleichungen

Im weiteren soll nur auf die Erhaltungsgleichungen der mechanischen Gréfien eingegangen
werden, die spéter noch néher beleuchtet werden.
Die Masse eines Korpers bleibt fiir alle Zeit konstant, so dafl gilt:

d d d
il dm—E/dev—O. (2.15)

dt Jq
Darin wurde die Masse m iiber die Massendichte p ausgedriickt. Durch Anwendung des
Gaufischen Integralsatzes konnen die Oberflichenintegrale in Volumenintegrale iiberfiithrt
werden, so dafl man schluflendlich unter der Annahme von Stetigkeit und Differenzierbar-
keit die lokale Form der Massenbilanz erhélt:

p+pdive = 0. (2.16)

Zwischen der Dichte pg und dem Volumen dV der Referenzkonfiguration beziehungsweise
dem Volumen dv der Momentankonfiguration gilt:

po(X) dV = p(z,t) do. (2.17)

Nutzt man nun die Beziehung dv = det F' dV zwischen den Volumenelementen aus, so
erhélt man:

p = po (det F)™". (2.18)

Hierin stellt py die Dichte zum Ausgangszeitpunkt ¢ = ¢y dar. In einer geometrisch linearen
Theorie bleibt somit die Dichte erhalten, und es gilt:

P = po- (2.19)

Die Impulshilanz bilanziert die zeitliche Anderung des Impulses der inneren und &uBeren
Kréfte

d
— ,odzdvz/ a-nda+/pbdv, (2.20)
dt Jq 00 Q

wobei pb die Volumenkrifte des Korpers (im allgemeinen die Gravitationskraft), o den
Cauchyschen Spannungstensor und n den FEinheitsnormalenvektor der Oberfliche des
betrachteten Korpers darstellen.
Mit analoger Argumentation und unter Ausnutzung der Massenbilanz folgt die lokale
Form der Impulsbilanz zu:

px=dive +pb. (2.21)

Durch Vernachldssigung der Tragheitsterme p & erhélt man die quasi-statische Form der
lokalen Impulshilanz, die im folgenden néher betrachtet wird:

—dive = pb. (2.22)

Im klassischen Boltzmann-Kontinuum fiithrt die Drallbilanz auf die Symmetrie des Cau-
chyschen Spannungstensors. Im Rahmen dieser Arbeit wird der Cauchysche Spannungs-
tensor a priori als symmetrisch angenommen, so daf§ die Drallbilanz nicht weiter beriick-
sichtigt wird:

o=o". (2.23)
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Die Beobachtung physikalischer Prozesse hat gezeigt, dal mechanische Energie zwar vollstandig
in thermische Energie umgewandelt werden kann, eine komplette Riickgewinnung der me-
chanischen Energie dagegen nicht moglich ist. Diese Erkenntnis hat zur Formulierung
eines weiteren mechanischen Grundsatzes gefiihrt, zum Prinzip der Irreversibilitit. Aus
dem Prinzip der Irreversibilitat 148t sich eine spezielle Entropieungleichung, die Clau-
sius-Duhem-Ungleichung, ableiten. Der Entropieproduktion kommt darin ein Mafl der
Irreversibilitat eines thermodynamischen Prozesses zu.

Im Gegensatz zu allen anderen Bilanzgleichungen dient die Entropiebilanz nicht zur Be-
stimmung der Anderung einer physikalischen Grofe, sondern bestimmt die Richtung des
thermodynamischen Prozesses.

Dies hat zur Folge, dafl die Entropiebilanz in Form einer Ungleichung formuliert werden
muf. Durch Einfiihren einer freien Helmholtzschen Energie ¥ und Einsetzen in die Entro-
piebilanz erhélt man dann die Clausius-Duhem-Ungleichung, die auch als 2. Hauptsatz
der Thermodynamik bezeichnet wird:

Di=c:¢6—¥>0. (2.24)

In der Materialtheorie liefert das Entropieprinzip stark einschrinkende Bedingungen an
die materiellen Funktionen des Spannungstensors und der internen Variablen. Die Formu-
lierung der freien Energie ¥ nimmt dabei eine Schliisselrolle ein.

Auf die weitere Auswertung der Clausius-Duhem-Ungleichung wird in Kapitel 3 im Rah-
men einer thermodynamisch konsistenten Materialformulierung eingegangen. Hinsichtlich
der numerischen Formulierung nichtlinearer Materialmodelle und deren Fehlerkontrolle
kommt der thermodynamischen Betrachtung dann eine wichtige Bedeutung zu.

Eine ausfiihrliche thermodynamische Betrachtung findet man unter anderem in den Ar-
beiten von Truesdell [111], Miiller [98], Miiller & Ruggeri [99].

Rand- und Anfangsrandwertprobleme

Basierend auf den Resultaten der vorangegangenen Abschnitte wird nun das quasi-statische
Rand- bzw. Anfangsrandwertproblem angegeben. Betrachtet man den materiellen Kérper
B mit den Plazierungsfunktionen X : B — Q C R", n = 2,3, dann erfiillen die Cauchy-
Spannungen o die lokale Form der Impulsbilanz (2.22) im Raum-Zeit-Gebiet Q x T":

—dive=pb=f in QxT. (2.25)

Die Volumenkraftdichte pb wird im folgenden mit dem Vektor f abgekiirzt. Unter der An-
nahme kleiner Deformationen lassen sich die Verzerrungen nach (2.14) als symmetrischer
Anteil des Verschiebungsgradienten ausdriicken:

e=V¥" in QxT. (2.26)

Betrachtet man plastische bzw. viskoplastische Materialmodelle, so sind in Experimenten
elastische Dehnungen € und inelastische Dehnungen €”' zu beobachten.

Im Rahmen einer Theorie kleiner Deformationen lassen sich die Gesamtverzerrungen &
additiv in einen elastischen und einen plastischen Anteil zerlegen:

e =g+ in QxT. (2.27)
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Die Spannungen o sind nichtlineare Funktionen, die von den elastischen und inelasti-
schen Verzerrungen €%, e sowie gegebenenfalls einem Satz weiterer interner Variablen g
abhingen:

oc=o(c? e q) in QxT. (2.28)

Aus den thermodynamischen Auswertungen ergeben sich im allgemeinen Rahmen einer
materiell nichtlinearen Theorie die Spannungen aus der freien Helmholtzschen Energie W:
0¥ (e?, e, q)

o = T in Qx T, (229)

U o= Ue? e q). (2.30)

Der Rand des Korpers B mit Gebiet 2 C R", n = 2,3 ldt sich in einen Teil I'p,
auf dem Verschiebungsrandbedingungen, und einen Teil I'y, auf dem Spannungsrandbe-
dingungen vorgeschrieben sind, unterteilen. Die Verschiebungsrandbedingungen werden
auch wesentliche Randbedingungen oder Dirichlet-Randbedingungen genannt. Fiir die
Spannungsrandbedingungen ist der Begriff der natiirlichen Randbedingungen oder Neu-
mann-Randbedingungen ebenfalls gebréauchlich. Die Vereinigung der Teilmengen miissen
wiederum den Gesamtrand ergeben, so dafl gilt: 0Q =T =Tp Uy bzw. Ty NT'p = 0,
vgl. Abbildung 2.2:

u = u auf  T'pxT, (2.31)

oc-n =t auf Ty xT. (2.32)

Zur vollstandigen Beschreibung des Anfangsrandwertproblems werden fiir den Satz inter-
ner Variablen noch Anfangsbedingungen zum Zeitpunkt t = ¢, benotigt:

Im Rahmen der hier untersuchten Prozesse werden sowohl ratenunabhingige Formulierungen

Z 090 =TpUTy,

Abbildung 2.2: Randbedingungen des betrachteten Randwertproblems des Korpers B
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e, = 0  bei Qxt, (2.33)
ql,, = 0 bei € X tg. (2.34)
Bemerkung;:

Fiir den Sonderfall eines linear-elastischen isotropen Materialmodells reduzieren sich die
nichtlinearen konstitutiven Beziehungen zu einer linearen Spannungs-Verzerrungsgleichung

. 1 1
Ue) = 5 Atre)? + utre? = 3 C: &’ (2.35)
o
o= s(e) = Atre)l+2pue = C ¢, (2.36)

mit dem vierstufigen Hookeschen Werkstofftensor C":
C=)1®1+2ul. (2.37)

Die beiden Lamé-Konstanten A und p sind unabhingige Werkstoffkonstanten zur Be-
schreibung des homogenen, isotropen Verhaltens des betrachteten Materials.Im Falle der
linearen Elastizitédt reduzieren sich die Gleichungen auf ein Randwertproblem, d.h. die
Zeitabhéngigkeit verschwindet, und damit entfallen natiirlich auch die Anfangsbedingun-
gen (2.33) und (2.34).

2.2 Schwache Form und Diskretisierung

Im Rahmen dieser Arbeit werden die schwachen Formen der Rand- bzw. Anfangsrandwert-
probleme numerisch mit Hilfe der Finite-Element-Methode diskretisiert. Die Verbreitung
der Finite-Element-Methode, sowohl in der Forschung als auch in industriellen Anwen-
dungen, hat parallel zu der fortschreitenden Entwicklung der Computerleistung stattge-
funden. Heutzutage ist sie ein Standardwerkzeug zur Losung verschiedenster partieller
Differentialgleichungen der Stromungs- und Festkérpermechanik und findet dariiber hin-
aus auch Einsatz in akustischen, geophysikalischen, astrophysischen und weiteren natur-
und ingenieurwissenschaftlichen Disziplinen.

Neben Ingenieuren haben sich seit jeher auch mathematische Wissenschaftler mit der
Finite-Element-Methode auseinandergesetzt. Im weiteren wird nur insofern auf die Me-
thode eingegangen, als sie fiir die Entwicklung der Arbeit benotigt wird.

Zur Studie weiterer Details sei auf die grundlegenden Arbeiten aus Sicht der Ingenieure
verwiesen, z. B. Bathe [18], Hughes [70], Zienkiewicz & Taylor [150, 119], bzw. auf mathe-
matische Arbeiten, z. B. Braess [25], Brenner & Scott [20], Brezzi & Fortin [27], Ciarlet

(Prandtl-Reuss-Plastizitét) als auch ratenabhéngige Formulierungen (Perzyna-Viskoplastizitét) betrach-
tet. Eine physikalisch-echte Zeitabhingigkeit kann dabei nur der viskoplastischen Formulierung zugeord-
net werden. Falls im weiteren dennoch allgemein von einer Prozefzeit gesprochen wird, so ist diese im
Falle der ratenunabhingigen Formulierung als fiktive Zeit zu verstehen.

2In der allgemeinen Ingenieurliteratur ist ebenfalls eine Darstellung des Werkstofftensors abhingig von
dem Elastizitdtsmodul E, der Querdehnzahl v bzw. dem Schubmodul G gebréuchlich. Diese Darstellung
ist der o.g. dquivalent.
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[31], Eriksson et al. [52], Oden & Reddy [103], Schwarz [121], Strang & Fix [135], Szabo
& Babuska [138], Wohlmuth [113].

Im folgenden Abschnitt wird nun mittels der Galerkin-Methode, ein Sonderfall der Me-
thode der gewichteten Residuen, eine Finite-Element-Formulierung fiir die im letzten Ab-
schnitt hergeleiteten Rand- und Anfangsrandwertprobleme abgeleitet. Dabei werden die
Impulsbilanz und die natiirlichen Randbedingungen schwach erfiillt, d.h. das Verschie-
bungsfeld kennzeichnet die Primérvariablen des Problems. Diesem Vorgehen dquivalent
ist das Prinzip der virtuellen Verschiebungen. Die Testfunktionen entsprechen also in einer
physikalischen Interpretation virtuellen Verschiebungsgrofien.

Finite Elemente, basierend ausschlielich auf Verschiebungsgrofien als priméren Variablen,
werden dementsprechend auch héufig als Verschiebungselemente bezeichnet.

Eine andere Klasse von Elementformulierungen besitzt neben Verschiebungsgrofien noch
weitere Primérvariablen. Auf diese Klasse der gemischten Finiten Elemente soll im Rah-
men dieser Arbeit nicht eingegangen werden. Hierzu sei auf die einschligige Literatur
verwiesen, z. B. Braess [20] oder Brezzi & Fortin [27].

2.2.1 Schwache Form des Gleichgewichts

Die schwache Form des Anfangsrandwertproblems erhélt man, indem man die Impulsbi-
lanz (2.25) mit einer Testfunktion v skalar multipliziert und anschlieend tiber das Gebiet
Q) des Korpers B integriert:

—/diva-v dv:/f-v dv, VveV, V= {veH (Q),v|r, =0}, (2.38)
Q Q

Durch partielle Integration und unter Ausnutzung der kinematischen Beziehung (2.26)
kann Gleichung (2.38) weiter umgeformt werden:

/Qa(u) ce(v) dv = /Qf cv dv+ /Qdiv (o(u)-v) dv. (2.39)

Unter Ausnutzung des Gaufischen Integralsatzes kann das Volumenintegral fQ div(-) dvin
ein Oberflichenintegral umgewandelt werden. Wendet man weiter das Cauchy-Theorem
darauf an, so erhélt man die schwache Form des Gleichgewichts in der bekannten Form:

/ﬂa(u):s(v)dv:/ﬂf-vdv—l—/mf-vda. (2.40)

Der Ausdruck schwache Form des Gleichgewichts deutet auf die geringeren Anforderun-
gen an die Differenzierbarkeit der Primérvariablen v in Gl. (2.40) hin. Wéhrend in der
starken Form des Gleichgewichts, also der lokalen Form der Impulsbilanz (2.25), die Exi-
stenz von Ableitungen div(f(V*¥™u)) gefordert wird, benétigt man in der schwachen
Form (2.40) nur noch die Existenz des Gradienten f(V*¥"u) der Primérvariablen bzw.
der Testfunktion V*¥™v. Dies bedeutet, daf§ sowohl die Verschiebungen w als auch die
Testfunktionen v aus dem selben Sobolev-Raum H! gewihlt werden koénnen. Mit dem
Sobolev-Raum H! wird der Raum aller Funktionen bezeichnet, dessen Funktionen und
Ableitungen Quadrat-integrierbar sind.

Des weiteren driickt die schwache Form als eine integrale Gleichgewichtsaussage aus, dafl
die lokale Form der Impulsbilanz nicht mehr an jedem materiellen Punkt, sondern nur
noch im betrachteten Gebiet €2 global erfiillt werden muS.
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Der symmetrische Term der linken Seite von (2.40) ist identifizierbar als virtuelle interne
Arbeit und kann in der symmetrischen Bilinearform a(-, -) abgekiirzt werden. Die duflere
virtuelle Arbeit der Oberflichen- und Volumenkréfte kann der rechten Seite von (2.40)
zugeordnet werden. Die duflere virtuelle Arbeit soll in der Linearform [(-) abgekiirzt dar-
gestellt werden:

/Qo-(u) ce(v) dv =: (o(u),e(v)) = a(u,v), (2.41)
/f~vd’u+/ t-vda = I(v). (2.42)

In kompakter Form und unter Spezifizierung der Rédume der Verschiebungen sowie der
Testfunktionen gilt fiir die schwache Form:

Voe, V:={veH (Q),v|r, =0},
a(u,v) =l(v) (2.43)
Vuel, U:={uecH(Q),ulr, =u}.

Bemerkung;:

Betrachtet man noch einmal die einzelnen Gleichungen des Anfangsrandwertproblems,
so wird deutlich, dafl im Rahmen der hier betrachteten Ein-Feld-Formulierung in der
Primérvariablen w die Impulsbilanz im Gebiet (2 und die Neumann-Randbedingungen
schwach erfiillt werden. Die Dirichlet-Randbedingungen und die Kinematik werden stark
erfiillt. Die Konstitutivgleichungen einschliefSlich der Anfangsbedingungen stellen gewhn-
liche Differentialgleichungen dar, die punktweise, und zwar im allgemeinen an den Gauf3-
Legendre-Punkten der Finiten Elemente, integriert werden. Sie werden also ebenfalls
punktweise stark erfiillt, was sich als eine Kollokationsmethode fiir diesen Satz von Glei-
chungen interpretieren laft.

Bemerkung;:

Reduziert sich das Problem auf das Randwertproblem der linearen Elastizitéit, so kann
die schwache Form des Gleichgewichts auch iiber ein Variationsprinzip hergeleitet werden.
Hierbei kann das Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie ausgenutzt werden. Das
Ein-Feld-Funktional lautet dafiir

A

H(u):/\ll(e) dv—/pb-’u,dv—/ t-u da — min, (2.44)
Q Q Ty

einschliellich der notwendigen Dirichlet-Randbedingungen:
u=1u auf T'y. (2.45)
Durch Variation des Funktionals erhélt man die notwendige Bedingung fiir die Stationa-

ritét des Funktionals 6 II(u) = 0. Das Resultat ist schlielich ebenfalls die schwache Form
des Gleichgewichts (2.40).
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2.2.2 Finite-Element-Methode

Die Diskretisierung des Gebietes 0 — 7, des betrachteten Korpers B erfordert die
Unterteilung in einfach zu beschreibende Teilgebiete, die Finiten Elemente T

OrT:= T (2.46)

TeT),

Das diskretisierte Gebiet 7;, wird im weiteren als Finite-Element-Netz bezeichnet. Jedes
einzelne Finite Element T' besteht des weiteren aus Kanten E(T') und Knoten N(T'). Die
Menge aller Kanten wird dann mit &, die der Knoten mit N, bezeichnet. Damit gilt:

&= JET wd N.:= ] ND. (2.47)

Eegy, NeN,

Im Hinblick auf die Formulierung von Fehlerschitzern wird die Menge der Kanten &}, noch
weiter spezifiziert: £, v bezeichnet Kanten eines Finiten Elementes auf dem Neumann-
Rand. &, p sind dementsprechend Kanten auf einem Dirichlet-Rand. Die Kanten E € &, o
liegen im Inneren des Gebietes €2, siehe Abbildung 2.3. Weiterhin soll die Vereinigung
dieser Teilmengen die Gesamtmenge aller Kanten der Finiten Elemente ergeben:

gh = 5}179 U (C/'h’D U gh,N- (248)

Im néchsten Schritt kann nun die kontinuierliche schwache Form (2.43) mit den unendlich-
dimensionalen Réumen der Ansatzfunktionen des Verschiebungsfeldes u € U und Test-
funktionen v € V durch endlich-dimensionale Unterrdume U;, C U bzw. V), C V appro-
ximiert werden. Im Rahmen des allgemeineren Petrov-Galerkin-Verfahrens kénnen dabei
prinzipiell unterschiedliche Ansatz- und Testfunktionen gewahlt werden. Allerdings re-
sultieren daraus unsymmetrische Systemmatrizen, was sich negativ in einem erhéhten
Speicherbedarf und einem grofleren numerischen Aufwand bei der Losung des algebrai-
schen Gleichungssystems niederschlagt.

Abbildung 2.3: Finite-Element-Netz 7, des diskretisierten Korpers B
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In dieser Arbeit wird ausschliellich das Bubnov-Galerkin-Verfahren angewandt werden,
bei dem Ansatz- und Testfunktionen aus demselben Funktionenraum gewéhlt werden.
Setzt man nun die approximierten Funktionen in die schwache Form (2.43) ein, so erhélt
man das zu losende diskrete Finite-Element-Problem:

Finde ein u;, € U, C U, so dafl gilt:

a(uh,vh) = l(’Uh) Yu, €U, und Vv, €V (249)
Die kontinuierliche schwache Form gilt wegen V;, C V auch fiir alle Testfunktionen v,:
a(w,vy) = l(vy) Vu, €U, und VYo, €V, CV. (2.50)

Die Subtraktion der Gleichung (2.49) von Gleichung (2.50) liefert die fundamentale Ga-
lerkin-Orthogonalitét, die fiir spéter folgende Fehlerabschétzungen eine wichtige Rolle
spielt:

a(u — up,vy) = ale,vy) =0 Yo, €V, C V. (2.51)

In Gleichung (2.51) wird der Diskretisierungsfehler e als Differenz der kontinuierlichen
Referenzlésung w und der approximierten FEM-Losung w;, eingefiihrt:

e:=u—uy, (2.52)

Die Galerkin-Orthogonalitdt besagt also, dafl sich die endlich-dimensionalen Testfunktio-
nen vy, energieorthogonal zu dem Fehler e verhalten, also keinen energetischen Beitrag
zur numerischen Losung des untersuchten Problems liefern. Das heiflt, dal das Galer-
kin-Verfahren im Rahmen des gew&hlten endlich-dimensionalen Ansatzraumes V), die
bestmogliche Losung beziiglich der Energienorm liefert, vgl. Hughes [70], Oden [104],
Strang & Fix [135]. Somit gilt unter der Voraussetzung, dal a(w,v) positiv definit und
symmetrisch ist und damit a(v,v) > 0 bzw. a(v,v) = 0 nur fiir v = 0 gilt, das folgende
Optimierungsproblem beziiglich der Energienorm:

a(e, e) — min. (2.53)

Dies motiviert die Formulierung des folgenden Satzes. Hierin sind w; diskretisierte Ver-
schiebungsfelder, die das o.g. Optimierungsproblem (2.53) nicht erfiillen.

Satz:
ale,e) = alu—up,u—up) < alu— vy, u—uy) Vu, €U, CU. (2.54)
Beweis:
ale + vy, e+v,) =ale,e)+  2ale,v,) + a(vp, vy) (2.55)

=0,s. GL(2.51) >0, a(-,-)positiv definit
Somit folgt fiir die Fehlerenergie:
= a(e,e) < ale+ vy, e+ vy) (2.56)

Mit
etv,=u—u,+v,=u—uy, (2.57)
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erhilt man die getroffene Aussage (2.54):
ale,e) <alu—up,u—u,) 0O (2.58)

Das bedeutet also, dafl die diskreten Verschiebungsfelder w; im Sinne eines Fehlerqua-
dratminimums die optimale Losung beziiglich der Energienorm darstellen.

Durch die Wahl von Basisfunktionen ¢'(x) mit kompaktem Triger lassen sich die Ansatz-
bzw. Testfunktionen uy,(x) und v, (x) durch das Produkt der Basisfunktionen ¢'(x) mit
den diskreten Knotenwerten u; bzw. v; ausdriicken. In diesem Fall bleiben die Stiitzstel-
len der Lagrange-Funktionen lokal auf ein einzelnes Finites Element beschrénkt. Jedem
Finite-Element-Knoten N wird dabei genau ein Vektor in R, n = 2, 3 diskreter Verschie-
bungsgrofien zugeordnet:

nodes nodes
wy(z) =Y @)t +u ud wvu(x) =) ¢'(z)b; (2.59)
i=1 =1

Wobei fiir die Basisfunktion ¢* = 0 auf I'p gilt. Die Summation ist dabei iiber alle
Knoten des Elementes von ¢ = 1 bis nodes durchzufiihren.

Nach dem Einsetzen der Ansatzfunktionen (2.59) in die diskrete schwache Form (2.49)
ergibt sich das folgende globale Gleichungssystem:*

nodes nodes

U / > V(@) v o(u) dv = | / Y @b f dv
rer, 7T =1 TeT, VT i=1
nodes (260)
+ @' (z) ;- t da.
Egh/E ; x)v a

Gleichung (2.60) stellt dabei das Gleichgewicht zwischen der wvirtuellen inneren und der
virtuellen dufleren Arbeit dar. Dies motiviert eine abkiirzende Darstellung in der folgenden
Form:

nodes

St = U SWE mit SWiIrt = /szqu&i(az)'f)i:a(uh) dv,
T€Tn T =1
nodes
swert = | oWt mis sWrt = / 3" ¢i(@) - f do (261)
TeT, T =1
nodes
+ /Zqﬁi(w)ﬁi-ida.
E =1

Setzt man die virtuellen Arbeiten nach vorgenommener Assemblierung in Gleichung (2.60)
ein, dann folgt die Gleichheit der virtuellen inneren sowie dufleren Arbeiten:

SW = gWert, (2.62)

3 Im Rahmen eines Finite-Element-Programmes erfolgt die Assemblierung iiber alle Knoten, wobei
in dem resultierenden Gleichungssystem die entsprechende Gleichung fiir die Verschiebung an einem
Dirichlet-Knoten durch die Verschiebungsvorgabe ersetzt wird, sieche Gl. (2.59). Durch eine Modifikation
der rechten Seite kann das Gleichungssystem, fiir die in dieser Arbeit behandelten Randwertprobleme,
wieder symmetrisiert werden.
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Die Assemblierung des globalen Gleichungssystems erfolgt dabei iiber einen konformen
Zusammenbau an den Finite-Element-Knoten N(T'), d. h. die lokalen priméren Verschie-
bungsfreiheitsgrade w;(x) sollen an einem Knoten den Freiheitsgraden aller angrenzenden
Elemente in diesem Knoten entsprechen. Fiir 2- bzw. 3-dimensionale Kontinua werden
die Basisfunktionen also aus einem Funktionenraum der C°-kontinuierlichen Funktionen
gewihlt (CY-Kontinuitét). Die lokalen Freiheitsgrade gehen somit nach der Assemblierung
in globale Freiheitsgrade iiber.

Damit folgt anschlieBend fiir das Gleichgewicht:

nodes nodes
U / > Vrgia) o(u) dv = | / Y #@) f dv
TeTy, T =1 TeT, T ;1
nodes (263)
+ ¢'(x) - t da.

Dies entspricht analog Gl. (2.62) einer Bezichung zwischen den inneren und dufseren Kno-
tenkrdiften, die entsprechend Gl. (2.61) eingefiihrt werden sollen:

nodes

o= | Pt omit fit = / Y V(@) o) do,
TET, T i=1
nodes
feact _ U f;gct mit f%m _ / Z ¢Z(a:)f dv (2.64)
TET, T i=1

nodes

+ / Z ¢'(x) t da.
E =1
Fiir das Gleichgewicht der inneren und &ufleren Knotenkrifte gilt nach der Assemblierung:

fint _ fext‘ (265)

Die rechte Seite des Gleichungssystems, die &uleren Krifte, werden mit dem konsistenten
Knotenlastvektor bezeichnet. Die linke Seite des Gleichungssystem, die inneren Krifte,

stellen das Produkt einer (Tangenten-)steifigkeitsmatriz mit dem Vektor der Primérvaria-
blen dar.

Bemerkung;:

Im Rahmen einer geometrisch und materiell linearen Theorie kénnen das Stoffgesetz (2.36)
und die Kinematik (2.14) fiir den Spannungstensor o eingesetzt werden. Das anschlieBen-
de Einsetzen der gewéhlten Ansatzfunktionen fiir die Verschiebungen wu, gestattet dann
eine elementweise Auswertung des verbleibendes Integrals fT, so dafl man erst die Stei-
figkeitsmatrix eines einzelnen Finiten Elementes und nach der Assemblierung die globale
Systemsteifigkeitsmatrix erhélt.

2.2.3 Linearisierung

Im Rahmen der hier allgemein betrachteten nichtlinearen Stoffgesetze stellt sich der Span-
nungstensor o (u) als eine Funktion der Verzerrungen und eines Satzes interner Variablen
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dar. Die Beziehung (2.63) ist somit nichtlinear und mufl nach einer entsprechenden Inkre-
mentierung bzw. zeitlichen Diskretisierung zuerst linearisiert und dann z. B. im Rahmen
eines Newton-Raphson-Verfahrens auf iterativem Wege gelost werden.

Gleichung (2.65) laBt sich dazu mit Hilfe eines Residuums umformulieren, welches am
gesuchten Gleichgewichtspunkt identisch Null ist:

Freo(@) o= Fm (@) - £ = 0. (2.66)

Ziel eines iterativen Verfahrens ist es nun, die Nullstelle des Residuums bzw. der Un-
gleichgewichtskrifte f"*(w) auf iterativem Weg zu bestimmen. Dazu wird zuerst Glei-
chung (2.66) an einer Stelle w; in der Umgebung U (@) der Nullstelle in einer Taylor-Reihe
entwickelt:

I e e
O2F7e5 () @ — s
.. 2.
L 2y (2.67)
akfres<,ai) (’&, - ,ﬁlz)k _
T ok, m 0

Die dem Newton-Raphson Verfahren zugrundeliegende Idee ist nun die Annahme, dafl
Terme hoherer Ordnung zunéchst weggelassen werden konnen. Damit folgt fiir die linea-
risierte Gleichung:

A

OFres (a;) @ — ;) = 0. (2.68)

Ii res ,& _ fres '&'z _

in (7)) = (i) +
Die verbesserte Losung u der linearisierten Gleichung (2.68) liefert somit einen Startwert
fiir den néchsten Iterationsschritt. Die iterative Form der Gleichung (2.68) lautet damit:

afres(,ai) R .

lin (fres(’aiJrl)) — f”es(rai) + G5y (ui+1 — ’U;l) =0. (269)

Lost man Gleichung (2.69) nach der verbesserten Losung w1 des Iterationsschrittes i+ 1
auf, erhélt man die bekannte Iterationsvorschrift des Newton-Raphson-Verfahrens:

~ N afres(,ai) - res (2
Uip1 = U— {3—’&1] Fre(w) (2.70)

— /&z _ [Ktan]—l fres(,&i)_
K stellt dabei die Tangentensteifigkeitsmatriz dar, die sich in jedem Iterationsschritt

andert. Ein mogliches Abbruchkriterium des Iterationsschemas kann z. B. in der Lo-Norm
der Ungleichgewichtskréfte formuliert werden und lautet:

177 (a;)]] < TOL. (2.71)



Kapitel 3

Fehlerabschiatzung fiir das
linear-elastische Randwertproblem

Im Rahmen des vorliegenden Kapitels werden zu Beginn die bekannten globalen Feh-
lerschitzer anhand des Randwertproblems der linearen Elastizitit aufgearbeitet. Dabei wird
Bezug auf eine praktische Umsetzung der vorgestellten Methoden im Rahmen eines adap-
tiven Konzeptes genommen.

Dann folgt im zweiten Abschnitt des Kapitels eine Motivation fiir erweiterte zielorientierte
Fehlerschdtzer basierend auf dualen Hilfsproblemen. Die Konstruktion dieser erweiterten
zielorientierten Fehlerschitzer steht nachfolgend im Mittelpunkt dieses Kapitels. Fine Ge-
gentiberstellung globaler und zielorientierten Fehlermethoden schliefit dieses Kapitel ab.

3.1 Globale Fehlerschiatzer

Im weiteren werden nun verschiedene globale residuenbasierte Fehlerschéitzer hergeleitet.
Allen im folgenden konstruierten Fehlerschéitzern ist das zugrundeliegende, innerhalb eines
adaptiven Finite-Element-Programmes zu lésende Optimierungsproblem gemein: , Fin-
de eine Finite-Element-Diskretisierung, so dafl das Netz optimal in dem Sinne ist, dafl
beziiglich einer vorgegebenen Fehlertoleranzschranke T'OL der Fehler im gesamten Ge-
biet 2 homogen verteilt ist.“

3.1.1 Globale explizite residuenbasierte Fehlerschétzer

Im Rahmen einer Finite-Element-Methode, in der ausschliefllich die Impulsbilanz (2.25)
und die natiirlichen Rand- und Ubergangsbedingungen schwach erfiillt werden, 148t sich
der Diskretisierungsfehler der priméren Losungsvariablen u wie folgt darstellen:

e:=u— U, (3.1)

Da die diskretisierten Testfunktionen einen Unterraum des Raumes der kontinuierlichen
Testfunktionen darstellen, vy, € V, C V, wird die schwache Form der Impulsbilanz (2.43)
auch durch alle Testfunktionen wv,, erfiillt:

a(u,vp) = l(vy). (3.2)

19
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Subtrahiert man nun Gleichung (3.2) von der diskretisierten schwachen Form (2.49), so
erhdlt man die Galerkin-Orthogonalitit, vgl. (2.51).

a(uw,vy) — a(up, vy) = alu — uy, v,) = ale,v,) = 0.

Das bedeutet, daf3 sich der Fehler e energieorthogonal zu den Ansatzfunktionen vy, verhélt,
oder anders ausgedriickt, dafl das energetische Produkt der Ansatzfunktionen wv; und
des Fehlers e Null ergibt, d.h. (o(e),e(vy,)) = 0. In der Konstruktion von a posteriori-
Fehlerschitzern wird diese Aussage im folgenden eine fundamentale Rolle spielen.

Der Fehler e soll nun mit der Testfunktion v getestet werden. Nach partieller Integration
und Anwendung des GauBschen Integralsatzes wird damit eine schwache Formulierung
fiir den Fehler erreicht:

ale,v) = a(u—up,v)=I1(v)—alu,v)
= Z{/Tf-vdv+/Ei-vda—/Ta'(uh):s(v)dv}. (3.3)

Mit Er, wird dabei eine Kante auf dem Neumann-Rand bezeichnet. Eine weitere partielle
Integration des unterstrichenen Terms und Anwendung des Gaufischen Satzes verschiebt
den Differentialoperator auf die von den diskreten Verschiebungsgroflen u;, abhéngigen
Spannungen o (up,):

ale,v) = Z {/Tf-vdv—F/E

TeT),

f-vda+/diva(uh)~vdv

TN T

- [ n-atw) v o

bzw.

ale,v) = Z/T(f +dive(uy))-vdv + Z /E(t—(n-a(uh)))-vda

TeT), Eegh’]\/

+ Z /E[[(n co(up))] - v da. (3.4)

Eegh,Q

Der Rand eines Elementes T" wird in Gleichung (3.4) mit 97" = E bezeichnet, siehe auch
Gleichung (3.8). Fiir die Definition des Sprungtermes [ - | zwischen zwei benachbarten
Elementen T; und 7} gilt:

[(n-o(up))] =n;-oi(uy) —n,;-o;(u). (3.5)

Wie man in Gleichung (3.4) erkennen kann, wird elementweise die diskrete Finite-Element-
Losung in die starke Form der Impulsbilanz (2.25) und die natiirlichen Rand- und Uber-
gangsbedingungen eingesetzt. Die sich daraus ergebenden Residuen werden mit den Test-
funktionen v getestet. Damit erhélt man eine globale Aussage fiir den Energienormfehler,
welcher abgekiirzt dargestellt werden kann:
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ale,v) = Z /TResT(uh) cvdv + Z /EReSE(uh) v da := (Res, v). (3.6)

TeT), Ee&p

In Gleichung (3.6) wurden fiir die Residuenanteile im Gebiet des Finiten Elementes die
Abkiirzung Resr sowie fiir die Sprungresiduen zwischen zwei benachbarten Elementen die
Abkiirzung Resg eingefiihrt. Diese sind wie folgt definiert:

Resp(uy) = dive(up)+ f VT €Ty, (3.7)
[(n - o (un)] VE €&

Resp(uy) = t—n-o(u) VE €&, (3.8)
0 VE&E gh7FD‘

Dabei ist n der Normalenvektor auf der Kante des Finiten Elementes. Bis auf die kontinu-
ierliche Testfunktion v enthélt die schwache Form der Fehlergleichung (3.6) nur die aus der
Finite-Element-Losung bekannten Grofien der Residuen (3.8). Nun kann man natiirlich
die Fehlergleichung (3.6) ebenfalls mit Ansatzfunktionen diskretisieren und den Fehler
numerisch berechnen. Da hierzu allerdings der Raum der Ansatzfunktionen erweitert wer-
den mufB, ist der numerische Aufwand fiir die Fehlerberechnung gréfler als der Aufwand,
den man fiir die Losung des urspriinglichen Problems aufgebracht hatDies ist natiirlich
nicht wiinschenswert. Die Idee, die den globalen residuenbasierten Fehlerschétzern zu-
grundeliegt, ist es nun, die Fehlergleichung nicht explizit zu l6sen, sondern ihre Losung
abzuschétzen. Die grundlegende Methodik des hier vorgestellten Fehlerschitzers geht auf
die fundamentale Arbeit von Babuska & Rheinboldt [12] zuriick. In dieser Arbeit wird
fiir das eindimensionale Laplace-Problem ein residuenbasierter Fehlerschéatzer hergeleitet.
In der Arbeit von Babuska & Miller [11] wird diese Methode auf das Randwertproblem
der linearen Elastizitat erweitert. In den darauf folgenden Jahren wurde die Methode der
expliziten residuenbasierten Fehlerabschitzung auf weitere verschiedene Randwertproble-
me der Strukturmechanik sowie der Stromungsmechanik angewandt, z. B. Ainsworth &

Oden [1], Cirak [31], Diez, Egozcue & Huerta [!1], Miicke & Whiteman [97], Siili &
Houston [136] sowie Verfiirth [111, ]. Erweiterungen auf gemischte Finite-Element-
Formulierungen findet man unter anderem in Braess et al. [25], Brink & Stein [28] und

Hoppe & Wohlmuth [69].

Ausgehend von der schwachen Form der Fehlergleichung (3.6) nutzt man die Galerkin-
Orthogonalitét (2.51) aus, die wegen (3.9) auch fiir eine Quasi-Interpolierende gilt. Der
Clément -Operator I, [38], bildet alle kontinuierliche Testfunktionen in den Raum der
diskreten Testfunktionen ab, so daf} gilt:

I, : V+—YV,, mit I,veV, und wv,=I,v. (3.9)

'Eine Erweiterung des Ansatzraumes ist notwendig, da man bei gleicher Ansatzordnung und dem-
selbem Finite-Element-Netz fiir die Losung des urspriinglichen Randwertproblems und fiir die Losung
der Fehlergleichung fiir den Fehler eine Nullésung erhalten wiirde. Unter einer Erweiterung des Ansatz-
raumes wird die Wahl hoherer Polynomordnung oder die Verwendung einer feineren Netzdiskretisierung
verstanden.
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Man erhilt damit:

ale,v) = Z /TResT(uh) (v —Tv)dv + Z /EResE(uh) (v =1, v) da. (3.10)

TeT, Eegy,

Nach Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir Integrale ergibt sich eine Unglei-
chung fiir die Energie des Fehlers:

a(e,v) < Y [Resp(un)|| (v = o)l + Y [IResp(un)|l (v~ Myw)].  (3.11)

TeTy, Ecé&y

Im weiteren verwendet man nun eine Interpolationsabschiatzung, bei der sich die Ly-Norm
des Fehlers der kontinuierlichen Funktion v und ihrer Interpolierenden II,v in der H;-
Seminorm abschétzen 1a8t. Fiir die Herleitung residuenbasierter Fehlerschéitzer in der
Energienorm wird diese Aussage fiir die gewichtete Lo-Norm, welche identisch mit der
Energienorm ist, verwendet, vgl. Johnson et al. [51].

Diese fiir die Bestimmung der Interpolationsfehler fundamentale Aussage geht auf die

Arbeit von Clément [38] zuriick und findet sich auch bei Ciarlet [33]:
v =Iwllr < Ciihr||Vollg = Ciihrlvly, 7, (3.12)
lo—Tholls < Ciahil?| Vol = Ciahif*[vly, 5 (3.13)

Die Interpolationsabschéitzung ist lokal, sie kann also in einem kleinen Gebiet um das
zu betrachtende Element 7' oder um die zu betrachtende Kante £ durchgefiihrt werden.
Dieses Gebiet wird im weiteren mit 7' bzw. E bezeichnet, siche Abbildung 3.1 und Verfiirth

[145]:
= |y 7T E= |J T (3.14)

N(T)N(T7)#0 N(E)WN(T")#£0

Die elementabhéingige Groie hg ist identisch mit der Lénge der Kante E eines Finiten
Elementes. Des weiteren wird die charakteristische Elementgrofie hy aus einem flachen-

gleichen Kreis bestimmt:
A
hy =24/ =L, (3.15)
™

wobei A7 den Flacheninhalt des betrachteten Finiten Elementes darstellt.

Die eingefiihrten lokalen Interpolationskonstanter? C;1 und C;, sind im allgemeinen a
priori nicht bekannt, sondern miissen erst noch quantitativ bestimmt werden. Numerisch
konnen die Konstanten aus einem Randwertproblem mit bekannter analytischer Losung
berechnet werden. Dazu wird ein endlich dimensionales Eigenwertproblem gelost, wie z. B.
in Kelly et al. [77] beschrieben.

Eine weitere Moglichkeit ist, ein Supremum numerisch auszuwerten, vgl. Johnson & Hans-

bo [75]. Auch hier geht man von einem Randwertproblem mit analytisch bekannter Losung
aus. Damit ist fiir die Auswertung der Gleichungen (3.16) und (3.17) elementweise so-
wohl die Lo-Norm || - || als auch der exakte Verlauf der Losung v bekannt. Wird das zu

l6sende Randwertproblem mit beliebig verzerrten Finiten Elementen diskretisiert, z. B.
mittels Freivernetzer, kann man durch das Auswerten der Gleichungen (3.16) und (3.17)

2Der Index i kennzeichnet die Interpolationskonstanten.
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mit hinreichend genauer numerischer Integration die Interpolationskonstanten fiir die ver-
wendeten Finiten Elemente bestimmen. In numerischen Experimenten hat sich gezeigt,
dafl eine Integrationsvorschrift, die auch die verwendeten Polynome der Finiten Elemente
exakt integriert, ausreichend ist:

hy'llo — | r

Cii = sup sup : (3.16)
TeT, vey HVUHT
IVvllz #0
1
hy?|lv—11
Ci = sup sup G nvlle (3.17)
Eec&y vey ||Vv||E
IVollz #0

Wie man in den Gleichungen (3.16) und (3.17) erkennt, héngen die Interpolationskon-
stanten ausschliellich von lokalen Parametern, also von elementweise bekannten Grofien,
ab. Desweiteren sind die Interpolationskonstanten vom Aspektverhéltnis hy/pr abhéngig.
pr ist dabei der charakteristische, d. h. minimale, Innenwinkel eines Elementes. In (3.16)
und (3.17) spiegelt sich das Aspektverhiltnis in der GroBe der Gebiete T und E wieder.
Die lokale skalare Abhéngigkeit der Interpolationskonstanten kann durch die eingefiihrten
GroBen der Elemente hr sowie hg ausgedriickt werden. Des weiteren ist die Interpolati-
onskonstante noch von der betrachteten Norm, hier der Energienorm bzw. der Ly-Norm
und dem Polynomgrad der Ansatzraume V), abhéngig, welches durch den Parameter p aus-
gedriickt wird. Damit 148t sich die lokale Interpolationskonstante als Funktion allgemein
angeben:

Ci = f(hT,E,]% ,OT)- (3-18)

Abbildung 3.1: Definition der Gebiete T bzw. E, siche Verfiirth [117]
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In Gleichung (3.18) erkennt man, dafl die Interpolationskonstanten natiirlich nur dann
neu bestimmt werden miissen, falls sich die getroffenen Voraussetzungen geéndert haben.
Nun lassen sich die bestimmten Interpolationskonstanten in Gleichung (3.11) einsetzen:

ale,v) < Y Cithrl|Resp(uwn)l| vl 7+ Y Ciohil*[Resg(un)|| vl 5

TeT, Eegy,

1/2
< {z 0 Resr )P+ 3 3 2 C b Resi )| }
TeTy, TeT, ECT
1/2
IO Sh T a1
TEeT, TeT, ECT
S Cr |’U|H1,Q
1/2
< G0 vl a { > B3 Resr(uwn)lP+ >0 Y 4 hE||ResE(uh)||2}
TET, TeT, ECT

und C; = max (C; ) n=12.

T,E>
Die Konstante C, hingt dabei von der maximalen Anzahl der Elemente in den Gebieten T
bzw. E, also dem kleinsten Innenwinkel pr des Finiten Elemente Netzes ab. In der Unglei-
chung (3.19) wurden die Sprungresiduen zwischen zwei benachbarten Elementen jedem
Element gleichermafien (Faktor %) zugeordnet. Damit ist die Auswertung der Ungleichung
in einer Summation iiber alle Elemente 7" moglich. Nun kann die V-Elliptizitéit oder Koer-
zivitdtsbedingung, vgl. Anhang (B.21), ausgenutzt werden. Sie erlaubt eine Abschétzung
der ‘H;-Seminorm gegen die Energienorm:

v, < Csll[o]]]- (3.20)

Die globale Stabilitétskonstante Cy in Ungleichung (3.20) spiegelt die Sensitividt der Dif-
ferentialgleichung beziiglich aufgebrachter Stérungen der betrachteten Randwertproble-
me wider. Unter Storung kann hierbei eine Singularitit (z. B. geometrischer Natur), ein
Randschichteffekt (z.B. bei der Reissner-Mindlin-Plattentheorie) oder eine Schockwel-
le (z.B. bei konvektionsdominanten Stromungen) verstanden werden. Der , Transport*
dieser Storungen und ihr EinfluB auf die numerische Losung wird durch die globale Sta-
bilitdtskonstante wiedergegeben.

Bei elliptischen partiellen Differentialgleichungen findet kein Transport von Storungen
entlang charakteristischer Ausbreitungsrichtungen statt, so dafi a prior: die Stabilitéts-
konstante zu Cs = 1 gesetzt werden kann. Es soll allerdings darauf hingewiesen werden,
dal im Falle parabolischer oder hyperbolischer partieller Differentialgleichungen solche
scharfen Grenzen fiir die Stabilitdtskonstante analytisch i. a. nicht gezeigt werden kénnen.
Allgemein 148t sich damit die Stabilitdtskonstante ausdriicken als folgende Funktion:

Cs = f(Typ der PDE, Sensitivitdt bzgl. Storungen). (3.21)
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Setzt man die Koerzivitatsbedingung (3.20) in die Ungleichung (3.19) ein und wéhlt als
Testfunktion den Fehler e = u — uw, Yu, € U, CU und u € U, so folgt:

1/2
llell]l < Ci C; Cs {Z W Resr(wn)|*+ > ) %hEHReSE(uh)HQ} - (322)

TeT), TeT, ECT

Der Fehler wird nun ausschliefSlich durch die bekannten Konstanten C, und C; sowie die
berechenbaren Residuen Resy p und die Element- bzw. Kantengréfien hp g ausgedriickt.
Der lokale, d. h. elementabhéngige Fehlerindikator lautet damit:

1/2
nr = {hQTHReST(uh)H2 + Z %hEHResE(uh)HQ} : (3.23)

ECT

Hierbei wurde der Sprunganteil der Kantenresiduen zwischen zwei benachbarten Finiten
Elementen gleichméfig den beiden Elementen zugeschlagen. Andere Verteilungen, z. B. in
Abhéngigkeit von den Elementgrofien, sind allerdings ebenso denkbar.

Aus der Summe aller lokalen Fehlerindikatoren aller Finiter Elemente folgt die Definition
des globalen Fehlerindikators:

1/2
n:= {Z n%} . (3.24)

TeT),

Dieser Fehlerschétzer wird als globaler, expliziter residuenbasierter Fehlerschétzer bezeich-
net. Er geht auf die fundamentalen Arbeit von Babuska & Rheinboldt [12] zurtick. Weitere
ausfiihrliche Diskussionen dazu findet man unter anderem in den Arbeiten von Verfiirth
[145] und Ainsworth & Oden [1].

Die obere Schrankeneigenschaft des Fehlerindikators 1 wird deutlich, wenn man den Feh-
lerindikator (3.24) in die Fehlerabschitzung (3.22) einsetzt? In numerischen Simulationen
kann diese Eigenschaft von sehr groffem Nutzen sein, da man sich bei der Abschétzung
der numerischen Qualitdt der Ergebnisse auf der sicheren Seite befindet. Allerdings sollte
man sich bewufit sein, dafl sich diese Sicherheit auf den Fehler gemessen in der Energie-
norm des ganzen Randwertproblems bezieht. Uber die Qualitiit der Primérvariablen (der
Verschiebungen) oder gar iiber die Qualitéit lokaler Groflen kann noch nichts ausgesagt
werden. Ebenso kann die Frage nach der Effizienz des Fehlerschitzers noch nicht beant-
wortet werden. Unter Effizienz wird dabei eine scharfe obere Abschétzung verstanden,
d. h. ein Effektivitatsindex © ~ 1.0 — 2.0. Der Effektivitétsindex ist wie folgt definiert:

pgeschitzt

0= = (3.25)

cerakl c€Takt’

In Gleichung (3.25) wird mit €Tkt dor exakte Fehler, d.h. der Diskretisierungsfehler
als Differenz der numerischen und der kontinuierlichen Lésung bezeichnet. Der z. B. mit

3 Auf untere Schrankeneigenschaften des Fehlerindikators wird im Rahmen dieser Arbeit nicht einge-
gangen, da man sich bei der Abschitzung der numerischen Qualitéit der Diskretisierung auf der unsicheren
Seite befindet, d. h. der Diskretisierungsfehler wird unterschétzt. Der Einsatz von Fehlerindikatoren mit
unteren Schrankeneigenschaften ist daher fiir praktische Aufgaben im Ingenieurwesen fraglich, da z. B.
geforderte (Trag-)Sicherheiten einer Konstruktion nicht mehr garantiert werden konnen. Fiir die mathe-
matische Herleitung sei hierzu z. B. auf die Arbeit von Verfiirth [115] verwiesen.
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Gleichung (3.24) abgeschétzte Diskretisierungsfehler wird mit egeschatzt _ 71 bezeichnet.
Gilt die Beziehung
lim© = 1.07, (3.26)
n—0
so spricht man von einem asymptotisch exakten Fehlerschéitzer mit oberen Schrankenei-
genschaften.

3.1.2 Globale implizite residuenbasierte Fehlerschitzer

Im Unterschied zu dem im letzten Abschnitt 3.1.1 erlauterten expliziten Vorgehen der Feh-
lerabschétzung, bei dem keine weiteren Randwertprobleme herangezogen werden miissen,
ist bei der nun betrachteten impliziten Methode die Lésung zusétzlicher Randwertproble-
me erforderlich. Diese zusétzlich zu losenden Randwertprobleme kénnen lokal formuliert
werden, d.h. man betrachtet Randwertprobleme auf einem einzelnen Finiten Element
oder Randwertprobleme in einem Teilgebiet 0 C 2 mit wenigen Finiten Elementen. Da-
mit die numerische Losung dieser Teilprobleme voneinander entkoppelt erfolgen kann,
muf die schwache Form der Fehlergleichung, (3.3) bzw. (3.6) in eine Summe iiber al-
le Finite Elemente 7" umformuliert werden. Dies gelingt dann, wenn die Sprunganteile,
> Eegw[[-]], siehe (3.4), verschwinden. Dies bedeutet aber nichts anderes, als dafl jedes
einzelne Finite Element mit seinen Randspannungsvektoren im Gleichgewicht steht. Der
zusatzliche numerische Aufwand dieser Methode wird natiirlich nur in Kauf genommen,
wenn der daraus resultierende Fehlerschétzer auch gewisse Vorteile gegeniiber der aus nu-
merischer Sicht , billigeren* expliziten Fehlerabschéatzung verspricht. Dies wird deutlich,
wenn man noch einmal die Abhéngigkeit der expliziten Fehlerschétzer von den vorgenom-
menen Interpolations- bzw. Stabilitdtsabschéitzungen und den dazugehorigen Konstanten
(3.18), (3.21) betrachtet. Damit explizite Fehlerschitzer den gewiinschten Schrankenei-
genschaften geniigen, miissen die Konstanten fiir den ungiinstigsten Fall analytisch oder
numerisch abgeschitzt werden. Im Falle einer oberen Fehlerschranke bedeutet dies, dafl
man unter Umstédnden mit der Fehlerabschiatzung sehr weit auf der ,sicheren Seite” liegt,
den tatsdchlichen Fehler also stark iiberschétzt.

Durch die direkte Abhéngigkeit impliziter Fehlerschitzer von berechenbaren Residuen des
betrachteten urspriinglichen Randwertproblems sowie durch das Losen lokaler Randwert-
probleme mit eben diesen Residuenanteilen als Volumenlasten bzw. vorgegebenen Rand-
daten kénnen allgemeine Konstanten vermieden werden. Das Resultat sind Fehlerschétzer
mit scharferen Schrankeneigenschaften.

Im folgenden soll speziell auf implizite Fehlerschétzer eingegangen werden, die auf im
Gleichgewicht stehenden Neumann-Randspannungen basieren.

Diese Neumann-Schétzer wurden als erstes von Ladéveze & Leguillon [79] fiir die lineare
Elastizitéat entwickelt. Den Nachweis oberer Schrankeneigenschaften lieferten Bank & Wei-
ser [17]. Weitere mathematische Untersuchungen zu Neumann-Schéitzern findet man in
den Arbeiten von Ainsworth & Oden [3, 1, 5] und in den Arbeiten von Verfiirth [1 11, 115].
Die Erweiterung auf komplexere Fragestellungen der Struktur- und Stromungsmechanik
werden in Arbeiten von Gallimard, Ladéveze & Pelle [56, 57], Ladéveze & Moes [30)],
Stein & Ohnimus [133] und Brink & Stein [28] betrachtet.

Wie nachfolgend erlautert wird, spielen die Gleichgewichtsbedingungen der im allgemeinen
C~!-kontinuierlichen Randterme eine entscheidende Rolle. Diese Randterme entsprechen
dem Fluf} iiber die Elementkanten. Unabhéngig von der Entwicklung von Fehlerschéatzern
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wurde schon in den Siebziger Jahren versucht, mit Hilfe von Berechnungen im Anschlufl
an eine Finite-Element-Analyse (Postprocessing) aus den unphysikalischen Spriingen der
Fluiterme kontinuierliche Verldufe dieser Gréfien zu berechnen, vgl. Stein & Ahmad [130,

].
Ausgangspunkt der Fehlerabschétzung bildet wiederum die schwache Form der Fehlerglei-
chung (3.3):

ale,v) = a(u,v) — a(up,v) = l(v) — a(up, v) Vv e V.

Als néchstes wird nun versucht, die Sprunganteile der Residuenanteile iiber die Element-
kanten so zu verteilen, daf o. g. Gleichung in einer Summation iiber die einzelnen Elemente
zu 16sen ist. Dazu werden neue approximierte Randspannungsvektoren t; gesucht:

tT ~ U(Uh)T ‘Nnr auf OT. (327)

Die approximierten Randspannungsvektoren tr erfiillen das Gleichgewicht auf einer ge-
meinsamen Kante 07" zwischen zwei benachbarten Finiten Elementen 7; und 7j. Dies
bedeutet, dal der Sprunganteil verschwinden soll:

[tr] =0 auf 0T; N IT}. (3.28)

Falls eine Kante eines Finiten Elementes mit einem Neumann-Rand zusammenfallt, sollen
die approximierten Randspannungsvektoren mit den vorgeschriebenen Randdaten iiber-
einstimmen:

Fiir die schwache Form der einzelnen Randspannungsanteile gilt also:

/FNt-vda:Z/tT-vda. (3.30)

Damit 148t sich die schwache Form der Fehlergleichung als Summe einzelner element-
abhéngiger Groflen darstellen:

ale,v) = Z{ZT(U)—aT(uh,v)+/ tT-'vda}—/ t-vda

= :Zj {(f,v)T — ar(un,v) + /{)T tr-v da} .

Gleichung (3.31) setzt sich dabei aus zwei Anteilen zusammen. Die ersten beiden Sum-
manden beschreiben ausschliellich elementabhéngige Groéfien im Inneren des Elementes,
der dritte Summand beschreibt den Fluf} {iber die Elementkante.

Fithrt man die Summation iiber alle Elemente noch nicht durch, so 1d8t sich die lokale,
elementweise Formulierung von Gl. (3.31) angeben. Die Losung dieses Problemes wird im
folgenden mit dem lokalen Fehler ¥ bezeichnet:

ar(9r,v) = (f,v)r — ar(up,v) + /aT tr-vda (3.32)
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Im weiteren wird davon ausgegangen, dafl das Problem (3.32) eine Losung besitzt. Dies
fithrt auf eine Kompatibilitdtsbedingung an die zu bestimmenden Randspannungsvekto-
ren tr. Physikalisch bedeutet dies nichts anderes, als dafl die Elementinnenresiduen mit
den Randspannungen des Elementes im Gleichgewicht stehen, siehe Abbildung 3.2. Setzt
man Gleichung (3.32) in Gleichung (3.31) ein, erhélt man ein Beziehung zwischen dem
Gesamtfehler e und der Summe der lokal berechenbaren Fehler dr:

ale,v) = Y ar(9r,v). (3.33)

TeT,

Eine direkte Folgerung dieser Darstellung ist die obere Schrankeneigenschaft des Fehlers.
Durch Anwenden der Cauchy-Schwarz-Ungleichung auf Gleichung (3.33) ergibt sich:

a(e,v) < Y |l19rlllr [|[v]]]z- (3.34)

TeTy,

Wahlt man nun wieder als Testfunktion den Fehler e, so folgt:

a(e.e) =|llel[[* < Y [[[9z]l|z [llelllr. (3.35)

TeTh

Durch nochmaliges Anwenden der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt direkt die Schran-
keneigenschaft:

1/2 1/2
el < {ZHI%III%} {ZIIIBHI%} (3.36)

TETh TETh

N J/

-~
= [[lell

> 197113 (3.37)

TeTy,

IN

Abbildung 3.2: Lokales Randwertproblem mit Randspannungen ¢ im Gleichgewicht
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Damit 1a8t sich der elementabhéngige Fehlerindikator 7y definieren:

v, = |[|97]]]r. (3.38)

Der globale Fehlerindikator ny lautet dann:

1/2
N = { > 77]2\7,T} : (3.39)

TeT,

Unter der Voraussetzung, dafl man das lokale Randwertproblem fiir ¥ in jedem Element
T € Ty, gelost hat, ist der Fehlerindikator ny nun berechenbar.

Bemerkung:

Es wird noch einmal darauf hingewiesen, dafl die obere Schranke des Fehlers in der Ener-
gienorm nur unter den getroffenen Annahmen fiir die Randspannungen ¢ gilt. Die Rand-
spannungen sind deshalb so bestimmen, daf sie mit den Elementinnenresiduen im Gleich-
gewicht stehen.

Fiir den Fall, dafl die approximierten Randspannungen den exakten kontinuierlichen
Randspannungen entsprechen, erhédlt man den exakten Fehler. In diesem Grenzfall ist
der Effektivitédtsindex identisch Eins, und der Fehlerschéitzer ist asymptotisch exakt. Je
schlechter allerdings die Randspannungen approximiert werden, desto mehr wird der Feh-
ler iiberschéitzt. Die Qualitdt dieses Fehlerschétzers héngt also direkt mit der Qualitét
der approximierten Randspannungen zusammen. Es ist damit offensichtlich, dafl man an
Algorithmen interessiert ist, welche die exakten Randspannungen moglichst gut approxi-
mieren.

Im weiteren wird nun eine Moglichkeit erldutert, mit der man direkt aus einer bereits
vorliegenden Finite-Element-Losung approximierte Randspannungen ¢ bestimmen kann.
Die Gleichgewichtsbedingung eines einzelnen Elementes 148t sich in der folgenden Form
angeben, sieche Abbildung 3.2:

/ trda = — / (f + div or(wy)) do, (3.40)
aT TN ~~ d
Resr
[tr] = O auf 0T; N IT;, (3.41)
tT = i auf 8T N FN, (342)

wobei T; und T} zwei benachbarte Finite Elemente mit einer gemeinsamen Kante darstel-
len.

Gleichung (3.40) beschreibt den Gleichgewichtszustand zwischen den Randspannungen
und den Elementinnenresiduen Resy. Die nachfolgenden Gleichungen (3.41) bzw. (3.42)
fordern, dafl die Sprunganteile auf einer gemeinsamen Kante zweier benachbarter Elemen-
te verschwinden bzw. dafl die vorgegebenen Krifte auf dem Neumann-Rand exakt erfiillt
werden.

Ziel ist es nun, die zu approximierenden Groflen t7 so zu bestimmen, dafl die Gleichun-
gen (3.40) — (3.42) erfiillt sind. Der dazu notwendige numerische Aufwand soll moglichst
minimal sein, d. h. globale numerische Berechnungen auf dem Gesamtgebiet ) gilt es zu
vermeiden.
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Im weiteren werden die fiktiven Knotenkréfte p, eingefiihrt, die aus der Finite-Element-
Analyse bereits vorliegen. Die fiktiven Knotenkréfte sind energetisch zu den diskreten
Knotenverschiebungen u konjugiert und driicken das Gleichgewicht eines Elements in
diskreter Form aus:

nodes

Z P 0 = ar(up,vp) — / f vy dv. (3.43)
i=1 T

Mit der lokalen Gleichgewichtsaussage Gl. (3.40) - (3.42) fiir das einzelne Element erhélt
man damit die folgende diskretisierte schwache Form des Gleichgewichts, siehe auch Stein
& Ohnimus [131], Ainsworth & Oden [, (] und :

Z Pr -0 = / trp - vy da. (3.44)
i=1 oT

Die Randspannungen tr, auf einer Kante 0T eines Elements T C R? sowie die diskreti-
sierten Testfunktionen v; sind dabei wie folgt parametrisiert:

nodes

trn, = > &t (3.45)
j=1

nodes

Un = ZW@ (3.46)

i=1

Die diskreten Krifte £, bzw. die virtuellen Verschiebungen ®; sind an den Stiitzstellen
der Polynome der gewahlten Ansatzfunktionen (;Bj und ¢’ definiert. (;Bj bzw. ¢' werden
dabei als biorthonormale Ansatzfunktionen, sieche (C.3), aus demselben Ansatzraum V,
gewihlt, so dafl die folgende Orthogonalitéitsbedingung erfiillt wird:

fOT(Ni) = [ﬁT(Nl)afOT(Nl)aﬁT(Nl)aﬁT(Nl) ]T

Pr(Na)

Pr(Ns) Dr(Ny)

Abbildung 3.3: Lokales Randwertproblem mit konsistenten Knotenkraften p,(N;)
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/ ¢ @; dv =6} (3.47)
T

Setzt man die gewahlten Ansétze (3.45) - (3.46) in in die Gleichgewichtsbedingung (3.44)
ein, erhélt man ein algebraisches Gleichungssystem. Dieses Gleichungssystem zur Bestim-
mung der unbekannten diskreten Randspannungsvektoren ¢; kann infolge der biorthogo-
nalen Ansatzfunktionen ¢ bzw. q@ unter Einhaltung der Kompatibilitdtsbedingung (3.28)
und (3.41) im folgenden fiir einen Knotenpatch P gelost werden, sieche Abbildung 3.4. Der
Knotenpatch P zur Bestimmung dieser Randspannungsvektoren am Knoten N ist dabei
gemafl Abbildung 3.4 definiert:

P = U T. (3.48)

N(T)AN (V)0

Wertet man fiir den in Abbildung 3.4 dargestellten Patch P mit fiinf Elementen T}, i =

1, ... ,5 das aus Gl (3.44) resultierende Gleichungssystem knotenweise aus, d. h. hier am

Knoten N, so erhilt man’

tornor — tornor, = Prys
i8T2m8T3 - iaTmaTQ = IA’TW
torynom — tomnor, = P, (3.49)
iaT4m8T5 - iaT3m8T4 = ﬁna
i8T5ﬁ8T1 - iaTmaTg, = Zan-

bzw. in matrizieller Darstellung:

1 - 1 §8Tl NoTs f)Tl
-1 1 torsnors Pr,
-1 1 t8T3 NOTy - ﬁT3 .
-1 1 §8T4Q8T5 f?T4 (350)
- ]' 1 J t8T5 noTy pT5
T M p

Ein solcher Knotenpatch P ist fiir alle Knoten N € N des Finite-Element-Netzes auszu-
werten um die diskreten Randspannungsvektoren 7 zu bestimmen. Nachdem die diskre-
ten Randspannungsvektoren ¢ berechnet sind kann mittels der gewéhlten Ansitze (3.45)
die lokale (elementweise) Fehlergleichung (3.32) diskretisiert werden und der Diskretisie-
rungsfehler numerisch berechnet werden.

Bemerkung;:
Das lokale, algebraische Gleichungssystem (3.50) ist nicht reguliir (det (T7 T') = 0). Fiir
die numerische Lésung des Problems werden also noch weitere Gleichungen benétigt. Dem

4Die diskreten Randspannungsvektoren sind gem&f der Kante T, auf der sie definiert sind bezeichnet.
Damit ist z. B. tor,nom, dgr Randspannungsvektor auf der gemeinsamen Kante der Elemente 77 und 75
am betrachteten Knoten N, siecheAbbildung 3.4.
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Vorschlag von Stein & Ohnimus [131] bzw. Ainsworth & Oden [1, 0] folgend, kann fiir zwei-
dimensionale Probleme ein Fehlerquadrat-Minimum-Funktional als zusétzliche Gleichung
hinzugenommen werden:

- Z ZtT — min. (3.51)

TieP aTg NOT#0

Damit kénnen die zu approximierten Randspannungen t7 aus der diskreten Losung tr
mit Hilfe von Gleichung (3.45) bestimmt werden.

Bemerkung: }
In der Arbeit von Rehle [120] wurden &hnliche Uberlegungen zur Auswertung der fiktiven
Knotenkréfte angestellt und direkt zur Entwicklung eines Fehlerindikators herangezogen.

Ausgegagen wird hierbei vom diskreten Kréftegleichgewicht am Knoten N eines Element-
patches P der fiktiven Knotenkrifte p, und des diskreten Knotenlastvektors f ( f bein-
haltet alle Oberflichen- und Volumenkrifte in diskreter Form):

Z pT = (3.52)

N(T) N)#0

Durch eine Neuparametrisierung der Finite-Element-Spannungen o (uy,) auf der Kante des

N
N
\
\ tor,nors
7/
7/
7/
- f’Ti
<— torromy

Abbildung 3.4: Knotenpatch P zur Bestimmung der diskreten Kréfte ¢ im Knoten N
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Elementes 07" kann elementweise ein Randspannungsvektor ¢7, approximiert werden:

nodes auf OT

tryn = Z @' iiT mit ifr :/ o(uy)-n da . (3.53)
i=1 oT;

Resultierende Kriifte auf oT;, C T

Die Auswertung des Gleichgewichts am Knoten N des Elementpatches P liefert direkt ein
Fehlerma$, das als Fehlerindikator herangezogen wird:

nodes auf T;

Res = Z, tr | +f, mit np:=C Z AZ Res;. (3.54)
N(T)NN(N)#0 i=1

Die Grofie Ar, ist die Fliche des Elementes 7; und Ap die Fléche des betrachteten Kno-
tenpatches P. C' ist eine Konstante.

Bemerkung;:

Im Rahmen der Arbeit von Rehle [120] wird allerdings nicht weiter auf die Erfiillung
einer Kompatibilitdtsbedingung fiir die Randspannungsvektoren ¢t eingegangen, sodafl
der lokale Fehlerindikator (3.53) nur von der Neuparametrisierung der Randspannungen
(3.52) und der Art der Fehlerverteilung (3.54) beziiglich der Elementgeometrie abhéngt.
Durch die weiterhin diskontinuierlichen Randspannungsvektoren ¢ auf einer gemeinsa-
men Kante zweier benachbarter Elemente 7; und 7 kann auch keine lokale (elemenweise)
Fehlergleichung (3.32) betrachtet werden.

3.1.3 Globale gradientenbasierte Fehlerindikatoren

Neben den bisher vorgestellten residuenbasierten Fehlerschétzern wurde von Zienkiewicz
& Zhu [151, , 153] ein heuristisch motivierter Fehlerindikator entwickelt. Dieser Fehler-
indikator, auch nach den beiden Autoren Z2-Indikator genannt, war in der Vergangenheit
vorwiegend bei Ingenieuren beliebt und ist dementsprechend weit verbreitet. Erweiterun-
gen findet man unter anderem bei Boroomand & Zienkiewicz [22, 23].

In der jiingeren Zeit wurde der Z2-Indikator allerdings auch zunehmend von mathemati-
scher Seite untersucht, vgl. Verfiirth [115], Ainsworth & Oden [!], Carstensen [29] oder
beziiglich Superkonvergenzeigenschaften von Wahlbin [117] und Hoffmann et al. [67]. Da-
bei wurde zusammenfassend festgestellt, dal einfache gradientenbasierte Fehlerschétzer
dazu neigen, den exakten Fehler fiir h —— 0 zu iiberschétzen. Der daraus resultieren-
de numerische Mehraufwand kann in praktischen Anwendungen allerdings gerne in Kauf
genommen werden, da die numerischen Kosten einfacher gradientenbasierter Methoden
gering sind.

Zunéchst wird nun ein globaler gradientenbasierter Fehlerschéitzer in der Energienorm
hergeleitet. Dafiir wird angenommen, daf} folgende Ungleichung gilt:

u—u]] < Cllfu" =], (3.55)
wobei fiir die Konstante C' gilt: 0 < C' < 1. Fiir die Energienorm des Fehlers folgt damit:

el = llw— wall?
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= (o(u) —o(up),e(u) —e(uy)) (3.56)

= /Q(E:(u) —e(uy)) : C: (e(u) — e(uy)) dv.

Wendet man nun darauf die Dreiecksungleichung sowie Gl. (3.55) an, dann erhélt man
die folgende Abschétzung:

lelll = |[lu—uy+u* —ul
(3.57)
< (1+O) |[lw” = wul]]-
Damit kann ein lokaler Fehlerindikator definiert werden zu:
Nz = |[|[u" — w7 = /(6*(U) —e(up)) : C: (e"(u) — e(uy)) dv. (3.58)
T

Die Summe iiber alle Finiten Elemente ergibt den Gesamtfehler:

1/2
Nzy = { Z U%Q,T} : (359)

TeET,

Mit analogen Argumenten kann ein Lo-Norm-Fehlerindikator fiir die Gradienten der Pri-
mérvariablen, d.h. in der hier betrachteten Elastizitdtstheorie fiir die Spannungen und
Verzerrungen konstruiert werden. Exemplarisch soll dies nochmals fiir die Abschétzung in
der Lo-Norm der Spannungsgroflen durchgefithrt werden. Da die Verzerrungen iiber das
Hookesche Gesetz linear mit den Verzerrungen verkniipft sind, ist das Vorgehen fiir die
Abschétzung in der Ly-Norm der Verzerrungen analog.

Wie schon in Gleichung (3.55) angenommen, geht man davon aus, daf§ ein Spannungsfeld
o* existiert, das folgender Ungleichung geniigt:

lo—o™[| < Cllo” —aul], (3.60)

wobei 0 < C' < 1 gelten soll.
Der Lo-Norm-Fehler der Spannungen ist wie folgt definiert:

les|l == llo— ol
= |lo—0o,—0c"+57. (3.61)

Wendet man nun die Dreiecksungleichung an und setzt die Annahme (3.60) ein, so folgt:

lesl < llo” —onl +llo -0 (3.62)
< lo* —oul|+C o —a (3.63)
< (1+40) |lo* — ol (3.64)
—_—
Cc>1

Damit 148t sich wiederum ein Fehlerindikator 7%,  definieren, der den Fehler ebenfalls
nach oben, also auf der ,sicheren Seite* liegend, abschétzt:

1/2
Nzgr = |lo* —oullr = {/(cr* —oy): (0" — o) dv} . (3.65)
T
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Fiir den globalen Fehlerindikator als Summe aller elementabhéngigen Grofien gilt:

1/2
Nzg = {Z(nzg,T)z} : (3.66)

TeT

Die obere Schrankeneigenschaft folgt direkt aus Gleichung (3.64), mit 1 < C' < 2
lesll < C nzgr. (3.67)

Die elementare Frage ist allerdings nun, wie man die Gradientenfelder o* und €* bestim-
men kann, die fiir die Auswertung der Fehlerindikatoren (3.66) bzw. (3.59) notwendig
sind.

Fiir das betrachtete Problem wurden Ansatzriume aus H' gewihlt. Das bedeutet, dafl
die Gradienten der Primérvariablen elementweise diskontinuierliche Funktionen sind, also
Spriinge an den Elementrindern aufweisen kénnen. Da diese Sprungfunktionen physi-
kalisch keinen Sinn machen, greift man zu sogenannten post-processing-Methoden, also
numerischen Nachlaufberechnungen, um aus den diskreten, elementweise sprungbehafte-
ten Gradientenwerten kontinuierliche, glatte Gradientenfelder zu bestimmen.

Im folgenden werden nun verschiedene Methoden diskutiert, mit denen kontinuierliche
Gradientenfelder berechnet werden kénnen. AbschlieBend wird dann die elementare Frage
erortert, inwiefern diese berechneten Gradientenfelder als die gesuchten Felder o* bzw.
e* identifiziert werden konnen.

1. Globale L,-Projektion
Aus den Spannungen o, einer FEM-Berechnung wird ein Fehlerquadrat formuliert,
das im gesamten Berechnungsgebiet {2 minimiert werden soll, vgl. Oden & Brauchli

[103]:
/Q(O'* —o,)? dv — min. (3.68)

Dabei sollen wiederum o* die verbesserten, d.h. kontinuierlichen Spannungen dar-
stellen. Die Spannungen o, stellen die extrapolierten FEM-Spannungen an den Kno-
ten der Finiten Elemente dar. Das zu losende algebraische Gleichungssystem, aus
dem o* bestimmt werden kann, hat dabei die gleiche Grofle wie das urspriingli-
che Gleichungssystem fiir die Primérvariable uy,. In praktischen Finite-Element-
Simulationen will man diesen hohen zusétzlichen numerischen Aufwand natiirlich
vermeiden, weshalb dieses Verfahren kaum praktische Relevanz besitzt.

2. Lokale Mittelwertbildung
Mit Hilfe elementweiser, lokaler Polynomansétze werden die zu bestimmenden Gros-
sen an den gemeinsamen Knoten N des Knotenpatches P durch Mittelung festgelegt.
Als Polynome konnen beispielsweise die Standard-Ansatzfunktionen der Primérva-
riablen verwendet werden. Durch den lokalen Tréger der Polynome miissen die ex-
trapolierten Knotenwerte &' () der Elemente T}, wobeii = 1, ... ,n, abschlieBend
noch gemittelt werden:

nodes

6 (zy) = % {Z &i(mN)} mit  &'(zy) = Z ¢ (xy)65(wy).  (3.69)
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Der Faktor n stellt die Anzahl der Elemente dar, die den Knoten N gemeinsam ha-
ben. Diese Methode ist hinsichtlich des numerischen Aufwands wesentlich , billiger*
als die globale Lo-Projektion, allerdings verliert man natiirlich die Eigenschaft der
globalen besten Approximation.

. Superconvergence Patch Recovery (SPR):

Diese Technik geht in ihrer Anwendung bei adaptiven Finite-Element-Methoden

auf die Arbeiten von Zienkiewicz & Zhu [152, 153] zurtick. Dabei wird die Existenz
superkonvergenter Punkte ausgenutzt, welche seit geraumer Zeit bekannt ist, vgl.
Strang & Fix [135] oder Wahlbin [117], aber nur fiir spezielle Elementgeometri-

en bewiesen werden kann. Unter Superkonvergenz versteht man die Eigenschaft,
daB gewisse (lokale) Punkte in einem Finiten Element mit hoherer Konvergenzra-
te gegen die analytische Losung konvergieren als die globale . In 2-dimensionalen
viereckigen Finiten Elementen, denen Lagrange-Funktionen der Polynomordnung
p zugrundeliegen, fallen diese Punkte z. B. mit den Gauf-Legendre-Punkten oder
Integrationspunkten (Ortsvektor g p) zusammen, vgl. Lesaint & Zlamal [35].

Fiir die verbesserten (superkonvergenten) Spannungen an einem Knoten wird fol-
gender Polynomansatz gewahlt:

oc"=Pla (3.70)

PT:[17£’777§TI7"'7§p7np7§pnp}a aT:[a17a27a37"‘7am]~ (371)

Die Polynomordnung p richtet sich dabei nach der Ordnung des gewihlten Ansat-
zes der Primérvariablen u;,. Der Vektor a enthilt die zu dem Polynom gehorigen
Koeffizienten.

Fiir das bilineare Element, sieche Abbildung 3.6, sehen die beiden Vektoren wie folgt
aus:
PT:[17£7777€77]7 aT:[alaGQaCLS,CM]; (372)

Knotenpatch P mit

n=2>5 Elementen T}, t =1, ... n
zur Bestimmung der gemittelten

Knotenspannung 6" (x )

Abbildung 3.5: Patch zur Bestimmung der gemittelten Spannung 6*(xy) am Knoten N




3.1. Globale Fehlerschatzer 37

und
o =Pla=a+a&+asn+a €. (3.73)

Die Koeffizienten des Polynoms, zusammengefafit im Vektor a, lassen sich nun lokal,
d.h. auf einem Knotenpatch P bestimmen, siehe Abbildung 3.6, wobei patchweise
das folgende Fehlerfuntional in diskreter Form fiir jede Komponente 6;;(xgp) =
o(xgp) des Spannungstensors am Gauss-Punkt ausgewertet wird:

Z (64;(xcp) — P"(zcp) a)2 —— min. (3.74)
N(T)NN (N)#D

Gij(xep) ist hier der diskrete Wert der Spannungskomponente ij am Gaufi-Legendre-
Punkt mit dem Ortsvektor zgp. PT(xzgp) ist der Wert des gewiihlten Polynoms am
Gauf-Punkt mit dem Ortsvektor xgp. Dies fithrt auf ein zu losendes algebraisches
Gleichungssystem fiir die zu berechnenden Koeffizienten a:

Ma =b. (3.75)

Die Matrix M und der Vektor b haben dabei die folgende Form:

M = Z (P(Q’}GP) PT<£BGP)) s b= Z (P(CL’GP) 5'2']'(33(;]3)) . (376)
N(T)NN(N)#£0 N(T)NN(N)£0

Nach dem Losen des algebraischen Gleichungssystems (3.75) fiir die Komponenten
a ist der Verlauf o* = P7 a fiir den betrachteten Knotenpatch P bestimmt und die
verbesserten (superkonvergenten) Spannungen koénnen am Knoten N ausgewertet

werden:
6" (xy) = P(xy)a. (3.77)

Anhand der Abbildung 3.6 148t sich der geringe numerische Aufwand dieses Verfah-
rens verdeutlichen. Fiir den Mittelungsprozefl muf3 fiir jeden geglétteten Knotenwert

° Mittelungsknoten mit x5
X X
Tap Tap o Elementknoten
°
o N X Superkonvergente Punkte mit xgp
P X X .
Top Top Knotenpatch P mit

1 =1, ...,4 Elementen T;

Knotenpatch P

Abbildung 3.6: Knotenpatch fiir ein bilineares Vierknotenelement
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0" die Matrix M invertiert werden, deren Rang sich nach der gewihlten Ansatz-
ordnung p richtet. Fiir das in der Abbildung 3.6 gezeigte bilineare Element, siehe
auch Gl. (3.72), ist dies eine 4 x 4-Matrix, deren Inverse natiirlich fiir alle Tensor-
komponenten o7; identisch ist.

3.2 Zielorientierte oder lokale Fehlerschatzer

Den bisher vorgestellten , klassischen“ Fehlerschéitzern ist allen die Bestimmung globaler
Stabilitatskonstanten gemein. Begniigt man sich mit Abschétzungen in der Energienorm,
so kann man dabei auf Auswertungen elliptischer Regularititsaussagen zuriickgreifen. Es
wurde dabei gezeigt, dal im Falle von Energienormabschétzungen die globale Stabilitats-
konstante Cs = 1 (bis auf Parameter) ist.

Nun mochte man sich allerdings nicht mit Energienormfehlerschétzern zufriedengeben.
Héufig ist man bei Ingenieurfragestellungen an der Qualitdt der numerischen Berechnung
ganz bestimmter Grofien interessiert. In der numerischen Berechnung von Tragstrukturen
im Ingenieurbau stellt sich neben Fragen der Tragsicherheit z. B. auch héufig die Frage
nach der Gebrauchstauglichkeit. Unter der Gebrauchstauglichkeit wird unter anderem die
Einhaltung gewisser Verschiebungs- oder Dehnungstoleranzen verstanden. Ein Beispiel
findet man im Eurocode 2 (EC 2), Teil 1 [15], in dem eine Verformungsbegrenzung fiir
Bauteile im Hochbau gefordert wird. Die berechnete Durchbiegung eines Bauteils ist dort
auf u,q, = /250 begrenzt. Die Abmessung [ steht fiir die Stiitzweite des Bauteils. Mochte
man nun ein Fehlerkriterium fiir diese Fragestellung formulieren, so liefert sicherlich die
Verschiebungsnorm eine bessere Aussage als eine Energienorm. In der numerischen Simu-
lation der o.g. Problemstellung im Rahmen einer adaptiven Finite-Element-Berechnung
ist die Konsequenz, dafl man auch den Diskretisierungsfehler der zu kontrollierenden Ver-
schiebungsgrofle mifit. Da a priori oftmals die Stelle der maximalen Verschiebung wenig-
stens naherungsweise bekannt ist, wird man sich sicherlich auf ein bestimmtes Teilgebiet,
wenn nicht sogar auf eine ganz bestimmte Stelle im Gebiet beschréinken kénnen.

Solche Fehlerschétzer, die man auch problembasierte Fehlerschitzer nennen kéonnte, haben
aber den Nachteil, dafl sich die Stabilitdtskonstante Cs nicht mehr analytisch finden 148t.
Die grundlegende Idee ist nun, daBl man neben dem urspriinglichen Problem, dem primalen
Problem, noch ein weiteres Problem formuliert, das duale Problem, welches man dann
ebenfalls numerisch 16st. Durch die Gewichtung der Residuen des primalen Problems mit
dem Fehler des dualen Problems erhélt man dann eine Fehlerabschéztung frei von globalen
Stabilitatskonstanten.

Die Idee, zur Fehlerabschétzung ein duales Hilfsproblem zu formulieren, ist dabei nicht
neu, sondern geht auf die Idee von Aubin & Nitsche [10] zuriick. Nitsches Trick wird
allgemein verwendet, um a priori-Fehleraussagen zu treffen. Diese Idee wurde von Johnson
et al. [71, 75, 53, 70] aufgegriffen und auf die a posteriori-Fehlerabschétzung angewandst.
Rannacher et al. [19, 20, | entwickelten die Methode weiter und wendeten sie auf
verschiedene Rand- und Anfangsrandwertprobleme an.

Erweiterungen dieser dualen Methoden zur Fehlerabschéitzung nichtlinearer Problemstel-

lungen findet man auch in Suttmeier [137], Rannacher & Suttmeier 115, , , 119],
Cirak [31], Cirak & Ramm [30, 37], Steeb & Ramm [128], Steeb, Maute & Ramm [127] und
Larsson, Runesson & Hansbo [32]. Adaptive Methoden mit dualen Techniken angewandt

auf Probleme der linearen Strukturdynamik findet man in den Arbeiten von Schleupen &
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Ramm [122] und Maute [93].

3.2.1 Allgemeine Motivation

Den bisher vorgestellten Fehlerschétzern war die Eigenschaft gemein, den Diskretisierungs-
fehler in der Energienorm abzuschétzen. Des weiteren resultiert daraus eine Netzverfeine-
rungsstrategie, die das Finite-Element-Netz in dem Sinne optimiert, dal der Diskretisie-
rungsfehler in jedem einzelnen Finiten Element eine vorgegebene Toleranzschranke nicht
iiberschreitet. Netzoptimierungsstrategien dieser Art werden im folgenden auch als globale
Verfahren bezeichnet. Demzufolge werden die auf dem Verfeinerungsindikator basierenden
Fehlerschéatzer auch als globale Fehlerschditzer bezeichnet.

Aus der Sicht praktischer Ingenieuranwendungen widerspricht diese Optimierungsstrate-
gie allerdings dem Ziel vieler numerischer Simulationen. Das o. g. klassische Beispiel aus
dem Ingenieurbereich sollte dies verdeutlichen. Untersucht werden soll, ob die maximale
Verschiebung eines Punktes des betrachteten Problems unter einem Lastfall oder einer
Lastfallkombination eine in der entsprechenden Norm zugelassene Verschiebungsvorgabe
einhélt. Um diese numerische Berechnung moglichst exakt durchzufiihren, ben6tigt man
aber ein Finite-Element-Netz, welches beziiglich dieser gesuchten Verschiebungsgrofie op-
timiert ist.

Netzverfeinerungsindikatoren, die solche Netze konstruieren kénnen, werden im folgenden
als zielorientiert bezeichnet. Dementsprechend bezeichnet man die zugrundeliegenden Feh-
lerschétzer als zielorientierte oder gewichtete Fehlerschitzer. Zielorientierte Fehlerschétzer
konnen duflerst flexibel konstruiert werden. Sie konnen, wie durch das gezeigte Beispiel
motiviert, das Netz beziiglich lokaler Gréfle optimieren. Lokale Fehlerschétzer sind also
als ein Spezialfall zielorientierter Fehlerschéitzer anzusehen.

Neben der Abschatzung lokaler Grolen, welche aus skalarwertigen, aber auch aus Kompo-
nenten vektor- oder tensorwertiger Groflen bestehen kénnen, hat man nun die Moglichkeit,
GroBlen sowohl in einem Teilgebiet des betrachteten Problems als auch im Gesamtgebiet
zu untersuchen. Ein bekannter Fehlerschétzer, der damit auch in die Klasse zielgerichteter
Fehlerschétzer fallt, ist der Fehlerschétzer in der Lo-Norm der Verschiebungen. Weiterhin
kann der klassische globale, explizite residuenbasierte Fehlerschétzer in der Energienorm
als Sonderfall zielorientierter Fehlerschétzer interpretiert werden.

3.2.2 Zielorientierte, residuenbasierte Fehlerabschitzung

Die grundsétzliche Konstruktion zielorientierter Fehlerschéitzer basiert auf einer univer-
sellen Idee, die im folgenden gezeigt wird. Sie ist allgemeiner Natur und 148t sich auf ver-
schiedene Typen partieller Differentialgleichungen anwenden (elliptischer, parabolischer
und hyperbolischer Art). Allerdings entspricht dieses Konzept im Falle der linearen Ela-
stizitédtstheorie auch dem aus der klassischen Mechanik bekannten Reziprozitdtstheorem
von Betti-Rayleigh, siehe Cirak [34]. Der einfacheren Anschauung wegen wird nun ein
zielorientierter Fehlerschétzer zuerst auf diese Art und Weise hergeleitet, bevor spéter das
Vorgehen verallgemeinert dargestellt wird.

Im weiteren geht man wieder von den Gleichungen des linear-elastischen Randwertpro-
blems (2.25)-(2.32) aus. In diesem Fall allerdings soll der Kérper nacheinander zwei ver-
schiedenen Lastfillen f,t und j, k ausgesetzt sein, Abbildung (3.7). Die beiden Lastfille
werden im folgenden als primaler (») und als dualer Lastfall (4) bezeichnet. Nach Aufbrin-



40 Kapitel 3. Fehlerabschéitzung fiir das linear-elastische Randwertproblem

gen des primalen Lastfalls (») gilt fiir die externe (virtuelle) Arbeit oder die Linearform
des Problems:

P’ = (fu)o+ (tu’)r (3.78)

wobei u” der Zustandsvektor der Verschiebungsgréfien des ersten oder primalen Lastfalls
ist. Nun wendet man das Superpositionsgesetz an und superponiert den ersten Lastfall
(» mit dem zweiten oder dualen Lastfall (). Mit dem Zustandsvektor u? der Verschie-
bungsgrofien des zweiten oder dualen Lastfalls folgt damit fiir die externe Arbeit:

Bt = (G ut)e + (6wl +
(f, uha + (& u')r (3.79)
1) = IP(uP) + 14(u?). (3.80)

Andert man nun die Reihenfolge der Belastung und bringt als erstes den Lastfall @ auf,
so resultiert daraus:

Fu?) = (G,u)o+ (ku?)pa . (3.81)

Anschlieend wird ebenfalls wieder Lastfall (») aufgebracht, wihrend man den Lastfall (a)
konstant hélt:

Pw’) = (f,u)o+ (tu’)ry +
(G + (F, wP)rg (352)
w) = 1%(u?) + P(uP). (3.83)

Infolge der Superpositionseigenschaften darf die Belastungsreihenfolge keinen Einflufl auf
die Gesamtarbeit haben, so daf} gelten muf3:

|

() = 1" (u). (3.84)

@ Primales Problem

@ Duales Problem

Abbildung 3.7: Kérper unter zwei Lastfillen, Satz von Betti & Rayleigh
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Setzt man in Gleichung (3.84) die Beziehungen (3.80) sowie (3.83) ein, dann folgt eine
Beziehung, welche als das Reziprozititstheorem von Betti & Rayleigh bekannt ist.

(f,uho+ & ul)m, = (5, u)a + (k,uP)rg . (3.85)

Diese Beziehung zwischen dem primalen Problem, d.h. der Belastung des Systems mit
dem Lastfall (»), und dem dualen Problem, also der Belastung des Systems mit Lastfall
(@), 1aBt sich sehr gut zur Konstruktion eines zielorientierten Fehlerschétzers ausnutzen:

Z /TReST(uZ) cu? do + Z /EReSE(uﬁ) cu da = (j,e)q + (E,e)p]zv. (3.86)

TeT), Ecé&y

Vergleicht man die Gleichungen (3.85) und (3.86), so kann man erkennen, daf die Last-
terme des primalen Problems f bzw. t nun so gewiihlt werden, daf sie den Residuen des
primalen Problems mit den entsprechenden Fehlern e entsprechen, vgl. Gl. (3.7) und Gl
(3.8).

Die Identifikation der starken Form der Fehlergleichung (3.7) bzw. (3.8) mit dem primalen
Problem ist dieser Aussage formal identisch. Die Losung des primalen Problems ist nun
der gesuchte Fehler e selber. Die Belastung des dualen Problems 3 wird entsprechend des
zu kontrollierenden Fehlers bzw. der zu kontrollierenden Fehlernorm gewéhlt. Die Losung
des dualen Problems u? iibernimmt die Rolle einer EinfluB- oder Gewichtsfunktion. Die
Residuen des primalen Problems werden dabei zielorientiert gewichtet, d. h. abhingig von
der Wahl der Belastung des dualen Problems.

Durch die flexible Wahl der Belastung des dualen Problems und die dadurch resultie-
rende Filterfunktion ist man nun in der Lage, eine grofle Bandbreite an Fehlerschéatzern
zu formulieren. Neben globalen Lo-Norm-Schétzern (fiir Verschiebungen, aber auch fiir se-
kundére Groflen wie Spannungen oder Verzerrungen) lassen sich auch lokale Fehlerschitzer
fiir Primér- und Sekundérvariablen konstruieren. Geht man von einer regulédren oder re-
gularisierten dualen Belastung aus, so daf die Losung u¢ im gesamten Gebiet () existiert,
lassen sich auch Fehler von Punktgrofien abschéitzen. Aber auch der klassische explizite
residuenbasierte Fehlerschétzer in der Energienorm von Babuska & Rheinboldt [12] kann
als zielorientierter Fehlerschétzer interpretiert werden.

In diesem Zusammenhang ist es wichtig, die Gemeinsamkeit aller folgenden Techniken zu
erwihnen, in der die unbekannte kontinuierliche Losung des dualen Problems u¢ durch
eine numerische Ndherungslosung approximiert wird.

Bevor auf die Techniken der zielorientierten Fehlerabschétzung im speziellen eingegangen
werden soll, wird ein alternativer, formaler Zugang zur zielorientierten Fehlerabschéatzung
diskutiert. Diese weitere Technik gewinnt vor allem unter dem Gesichtspunkt komplexerer
Randwertprobleme, welche nichtlinear oder nicht-selbstadjungiert sein kénnen, an Bedeu-
tung. Wichtig zu erwihnen ist noch, daf hierfiir die Giiltigkeit des Superpositionsprinzips
nicht benotigt wird. Auch die partielle Differentialgleichung, die das duale Problem be-
schreibt, kann sich im folgenden von der Gleichung des primalen Problems grundsétzlich
unterscheiden.

Aus Griinden der Allgemeingiiltigkeit soll eine Operatorenschreibweise benutzt werden.
Das primale Problem lafit sich dann wie folgt darstellen, wobei hier und im folgenden
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auf den hochgestellten Index p verzichtet wird. Wenn also von den Verschiebungen u die
Rede ist, soll immer das Verschiebungsfeld des primalen Problems gemeint sein:

—dive(u)=Lu=f in. (3.87)

Eingefiihrt wird ein duales Problem, welches im Gebiet €2 durch folgende partielle Diffe-
rentialgleichung beschrieben werden kann:

L*u'=3 inQ. (3.88)

Hierin ist L* der Differentialoperator des dualen Problems, welcher auf die Primérvariable
u? des dualen Problems angewandt wird.

Die Methode, zur Fehlerabschiatzung duale Hilfsprobleme heranzuziehen ist allerdings
nicht neu sondern schon seit ldngerer Zeit bekannt, sieche Aubin [10]. Interessant ist
auch, daB sich dhnliche Uberlegungen in der klassischen mathematischen Finite-Element-
Literatur, Strang & Fix [135], Oden & Reddy [101], aber auch in der klassischen Inge-
nieurliteratur, Tottenham [110] finden.

Eine Ubertragung auf a posteriori-Fehlerschétzer sucht man allerdings vergebliéh.
Zwischen dem dualen Problem (3.87) und dem primalen Problem (3.88) soll folgende
energetische Aquivalenz bestehen:

(Lu,u) = (L* u’,u). (3.89)

Des weiteren gilt unter Ausnutzung partieller Integration, des Gaufischen Satzes und des
Cauchy-Theorems:

(Lu,u?) = —/Qdiv o(u)-u’ dv
= /Qa(u) ce(u?) dv — /BQ (o(u)-n)- -u’da
— —/Qu'diva(ud) dv—l—/89(0'(ud)~n)-uda—/m(a(u)‘n) -u’ da
= (L u',w). (3.90)

Wobei 92 = Ty UTp und T'y = I}, = T4 bzw. T'p = '), = I'4. Desweiteren gilt
u =u = 0 und u¢ = 0 aud dem Dirichlet-Rand I'p. Nachdem die Primérvariablen w des
primalen Problems isoliert sind, kann der Differentialoperator L* spezifiziert werden:

L*u' = —dive(u?) inQ. (3.91)

Wahlt man nun noch die Spannungsrandbedingungen k auf dem Neumann-Rand und
setzt die oben getroffenen homogenen Verschiebungsrandbedingungen auf dem Dirichlet-
Rand ein, so kann man das duale Randwertproblem vollstédndig angeben:

—dive(u?) = j in
oul) n = k auf I'y, (3.92)

u = 0 auf I'p.

5 Generell kann diese Darstellung fiir beliebige Probleme verwendet werden. Bei gemischten Rand-
wertproblemen oder zeitabhéingigen Anfangsrandwertproblemen kann der Differentialoperator L bzw. L*
dann in Matrizenform dargestellt werden.
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Durch Multiplikation des dualen Randwertproblems (3.92) mit dem Fehler e = u — u,,
und anschlieender Integration iiber das Gebiet € folgt

(L* u’,e) = (e,5)a + (e k)ry = (e, [j; k]). (3.93)

Entsprechend folgt fiir das primale Problem nach partieller Integration, Gleichung (3.4) -

(3.8):
(L e, u’ Z/ResT up) - ut dv + Z/ResE uy) - u? da. (3.94)

TeT, Eegy,

Durch Ausnutzung der Aquivalenzbeziehung (3.89) ist Gleichung (3.93) identisch mit Glei-
chung (3.94). Gleichsetzen der beiden Beziehungen liefert den Ausdruck fiir den Fehler:

Z/RGST uy) - u dv + Z/ResE uy) - u? da. (3.95)

TeT), Eecgy

Vergleicht man das Resultat (3.95) mit der Fehlerbeziehung (3.86), die iiber das Rezipro-
zititstheorem hergeleitet wurde so erkennt man die Ubereinstimmung.

Mit den beiden hier vorgestellten Methoden hat man nun ein anschauliches Werkzeug an
der Hand, um auch fiir komplexe Randwertprobleme die entsprechenden dualen Hilfspro-
bleme abzuleiten und zielorientierte Fehlerschétzer zu formulieren.

Die Belastung j bzw. k des dualen Problems stellt fiir die zu kontrollierende FehlergroBe
eine Art Filterfunktion dar. Die spezielle Wahl der Belastungsfunktion ist also abhéngig
von der gewiinschten Fehlerkontrolle bzw. von der gewéhlten Fehlernorm.

Im folgenden soll auf einige spezielle Funktionen j bzw. k eingegangen werden, welche in
praktischen adaptiven Berechnungen eine wichtige Rolle spielen.

Grundsétzlich wird die duale Norm || - ||* skaliert, so daf} gilt:

lFl* =1 bzw. |k|*=1. (3.96)

Die Norm des Fehlers wird iiber das Produkt des Fehlers und der Belastungsfunktion
beschrieben:

(e,[j;l_ﬂ]):/ﬂe-jdv—l—/FNe-lzzda. (3.97)

Damit folgt die Belastungsfunktion j fiir einige spezielle Fehlernormen:

1. Fehlerschétzer in der L,-Norm der Verschiebungen

el = /e-edvé/e-jdv:(e,j) — j= (3.98)
Q Q el

Man erkennt die Abhéngigkeit der Belastungsfunktion vom Fehler, wodurch die
Fehlergleichung zu einem nichtlinearen Problem wird. In praktischen Fehlerabschétz-
ungen der linearen und der nichtlinearen Strukturmechanik spielt diese Tatsache
allerdings eine untergeordnete Bedeutung. Durch die Normierung der Belastungs-
funktion ||j||* = 1 ist nur die Verteilung des Fehlers von Bedeutung. Im Rahmen

6 Analog kann die Belastungsfunktion k auf dem Neumann-Rand definiert werden, auf die der Uber-
sichtlichkeit halber an dieser Stelle verzichtet wird.
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eines adaptiven Prozesses, in dem die optimale Finite-Element-Diskretisierung auf
iterative Weise gefunden werden soll, kann deshalb als Ausgangsbelastungsfunktion
des dualen Problems die Fehlerverteilung eines klassischen expliziten residuenbasier-
ten Schétzers verwendet werden.

2. Punktweise oder lokale Fehlerschitzer
! . . _
le(z)| = (e,d(x)) = (e, 7) - Jj=0d(z) (3.99)

Falls man an der Fehlerkontrolle eines einzelnen Punkt-Wertes interessiert ist, be-
steht die Belastungsfunktion aus einer Dirac-Delta-Funktion. Diese nimmt am kon-
trollierten Punkt den Wert Unendlich an und verschwindet an jeglichen anderen
Punkten im betrachteten Gebiet. Im Rahmen numerischer Berechnungen muf§ die
Dirac-Delta-Funktion regularisiert werden, so dafl die Losung des Problems be-
schrankt ist und die kontinuierliche Losung keine Singularitdten aufweist. Im Rah-
men einer Finite-Element-Berechnung kann dies durch die Wahl geeigneter Funktio-
nen &(&) geschehen, sieche Abbildung 3.8. Im angegebenen Beispiel wurde folgende
Belastungsfunktion gewahlt:

o (@) e

Die Belastungsfunktion 6(Z) ist dabei nur auf einem Elementpatch P definiert, zu
dem alle Finiten Elemente mit einem Knoten in & gehéren. Fiir die Koordinaten
Z, 9y gilt damit:

P={(29): —hi <& <hs—h <§<h}. (3.101)

Ein moglicher anderer Weg zur Regularisierung des Fehlerfunktionals (e, 5) wird
in den Arbeiten von Oden & Reddy [104], Prudhomme & Oden [113] und Ains-
worth & Oden [5] beschrieben. Da das grundsétzliche Problem der punktweisen

Dirac-Delta-Last regularisierte Dirac-Delta-Last

Abbildung 3.8: Mogliche regularisierte Dirac-Delta-Funktion
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Fehlerabschétzung das nicht-beschrénkte Fehlerfunktional (e, ) ist, wird dort im
Gegensatz zu o.g. Methode vorgeschlagen, den moglichen Raum der Verschiebun-
gen direkt zu beschrianken. Dies kann durch ein lokales ,, Verschmieren* bzw. Glétten
der Verschiebungen geschehen. Aus physikalischer Sicht ist ein solches Glétten der
Verschiebungsgrofien in der Strukturmechanik fiir duktile Materialien auch im Rah-
men einer materiell linearen Theorie sinnvoll, da Spannungsumlagerungen in der
Néhe von singuldren Punkten immer stattfinden.

Eine mathematische Beschreibung , verschmierter” Verschiebungsgrossen ist mit Hil-
fe einer abklingenden Exponentialfunktion p.(a) moglich, vgl. Oden & Reddy [104].

Das duale Verschiebungsfeld lautet somit:

u(z) = / pe(@ — ) u(x) do. (3.102)
Q
Die Exponentialfunktion p(x) ist in einem Gebiet mit Radius € > 0 ungleich Null:

Cexp——— fir |x| <e,
pe(x) = |z]? — € = (3.103)

0 fir |x| > e

Die Konstante C' hangt von der Grofle des Gebietes, also dem Radius € ab, in dem
das Verschiebungsfeld geglittet werden soll. Sie ist so zu wéhlen, dai p.(x) im
integralen Sinne in diesem Bereich identisch Eins ist, d.h. [ pc(z) dv = 1.

3. Integrale Fehlerschiatzer
Natiirlich 1ait sich die Belastungsfunktion g auch so wéhlen, daf} ein Fehlerfunktio-
nal auf einem Teilgebiet {2 des Gesamtgebietes (2 kontrolliert werden kann.

lella = /e-edv;/e-j dv = (e, ) = j= 897 (3.104)
0 Q lelle

Auch hier ist die Belastung wieder abhéngig von dem Fehler e. Mit analoger Ar-
gumentation wie unter Punkt 1 kann eine approximierte Eingangsverteilung des
Diskretisierungsfehlers wiederum aus einer globalen, z. B. aus einer expliziten resi-
duenbasierten Fehlerabschétzung bestimmt werden.

Mittels solcher integraler gewichteter Fehlerschétzer lassen sich z. B. Verschiebungs-
fehler entlang eines Schnittes einer Hochbauplatte oder Spannungswerte entlang
eines Ringintegales zur Berechnung von Spannungsintensitatsfaktoren in der linea-
ren Bruchmechanik, aber auch Verzerrungsgrossen in einem Teilgebiet abschétzen.
Gerade in Ingenieuranwendungen, wo héufig nur Interesse an Teilproblemen besteht,
sind integrale Fehlermafle dieser Art sehr effizient einzusetzen.

Im folgenden wird jetzt, dem Vorgehen nach analog zur Entwicklung globaler explizi-
ter residuenbasierter Fehlerschétzer, die lokale Form der Fehlergleichung (3.95) ebenfalls
abgeschétzt. Auch hier ist zu bemerken, dafi es grundsétzlich wieder mdoglich ist, die kon-
tinuierliche Gleichung (3.95) durch Wahl geeigneter endlich-dimensionaler Ansatzraume
numerisch zu 16sen. Im Unterschied zur globalen Form der Fehlergleichung (3.6) miissen
allerdings Ansitze fiir die duale Losungsvariable u? gewihlt werden. Es ist wiederum
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notig, vgl. Abschnitt 3.1.1, die Ansatzraume hierarchisch zu erweitern, was zu erhéhtem
numerischen Aufwand fiithrt, und der wird im allgemeinen nicht in Kauf genommen.

Zur Fehlerabschiatzung kann man nun die Galerkin-Orthogonalitét fiir das duale Problem
ausnutzen und in die lokale Form der Fehlergleichung (3.95) einsetzen:

(e,[7:k]) = Z /TResT(uh) (u —ud) dv + Z /EResE(uh) (u? — uf) da. (3.105)

TeT, Eegy,
Durch Einfithren einer Quasi-Interpolierenden fiir die duale Variable u{
I :Ve—V,, mit IulecV, (3.106)

und Ausnutzen der Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir Integrale erhélt man:

(e,[5:k]) < Z |IResz(up)|| [|(u? — Myud)|| + Z |Resz(us) | || (u® — Iud)||. (3.107)

TeT, Eegy,

Durch die Anwendung der eingefiihrten Interpolationsabschétzungen 148t sich nun der Lo-
Norm-Interpolationsfehler durch Gradienten zweiter Ordnung der kontinuierlichen dualen
Losung u? ausdriicken, dabei gilt generell die Regularititsanforderung an die kontinu-
ierliche Losung des dualen Problems u? € H?(€2). Die kontinuierliche Losung u? liegt
allerdings i. a. nicht vor, sodal das duale Problem numerisch gelost werden muf. Die In-
terpolationsabschitzung wird dabei ebenfalls fiir die berechnete numerische Losung u¢ in
geeigneter Art und Weise durchgefiihrt, siche Abbildung 3.9. Dabei werden die folgenden
Interpolationsabschitzungen ausgenutzt, vgl. Johnson & Hansbo [75], Ciarlet [33], Becker
& Rannacher [19]:

Ju’ = Iul|r < Ciahd|Vulls =~ Ciihg||Viugllz, (3.108)

Ju? —ul|p < Coh??|V2ully ~ Cioh?|Vuanlls. (3.109)

Des weiteren muf} eine Stabilitdtsabschédtzung fiir das kontinuierliche duale Problem gel-
ten, vgl. Johnson & Hansbo [75]:

V2o < Cil| [5; K] I (3.110)

Die Konstante Cj in der Stabilitétsabschitzung (3.110) des dualen Problems hingt wieder-
um vom Typ der partiellen Differentialgleichung und dem betrachteten Randwertproblem
ab. Im Unterschied zu dem Vorgehen in Abschnitt 3.1.1 wird nun allerdings auf eine analy-
tische Auswertungen der Beziehung (3.110) verzichtet. Stattdessen soll das duale Problem
numerisch, ndmlich ebenfalls mittels Finiter Elemente, gelost werden. Daran anschliefend
werden auch die Interpolationsabschétzungen (3.108) und (3.109) numerisch berechnet.
Setzt man die numerisch berechneten Gradienten zweiter Ordnung in die Abschitzung
der lokalen Fehlergleichung (3.105) ein, erhdlt man eine Ungleichung, die auf der rechten
Seite ausschliellich bekannte Groéflen enthélt und somit quantitativ ausgewertet werden
kann:

(e, [5:K]) < D CiahflResr(un) [ V*ufllz+ Y Ciahil*|Resp(un)|[[IV7uf] 5. (3.111)

TeT, Ecé&y
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Méchte man die Ungleichung (3.111) in adaptiven Finite-Element-Programmen numerisch
auswerten, bietet sich eine Darstellung an, in der die Sprunganteile iiber die Elementkan-
ten auf die einzelnen Elemente verteilt werden. Die Sprunganteile des Fehlers konnen dann
elementweise berechnet werden, und man benétigt keine topologischen Beziehungen zwi-
schen Kanten- und Elementfeldern. Hier wird davon ausgegangen, dal die Sprunganteile
gleichméBig auf die benachbarten Elemente verteilt werden, so dafl sich die Ungleichung
(3.111) wie folgt ausdriicken 1aft:

1
< Y CuhResr(wn) | 192l + D2 37 5Ciahil? [Resp(un)| V2]

TeT, TeT, ECT

(3.112)

Damit 148t sich ein lokaler elementweiser Fehlerindikator definieren®

neo = Cualds|Resp(un)|| [V2uf |7 + 3 4 Coahil?Resp(un) | IV2ul|z.  (3.113)

ECT

FaBt man die Residuenanteile im Inneren der Elemente und die Sprunganteile der Resi-
duen zusammen, kann man den lokalen Fehlerindikator anschaulich als das Produkt von
Residuen und den dazugehérigen Gewichten darstellen:

neor = Residuenanteile X Gewichte. (3.114)

Die Summation des lokalen Fehlerindikators (3.113) tiber alle Finiten Elemente ergibt
abschlieBend den gesamten Fehlerindikator des betrachteten Gebietes:

77GO = Z nG’O,T- (3115)

TETh

Infolge der verwendeten Konstruktionstechnik existiert somit eine obere Schranke fiir den
Fehler:

(6, [j, ’_i‘,]) S Ci,3 Nco, Hlit Ci’g = max{CM, Ci’g}. (3116)

Numerische Berechnung der Gradienten 2. Ordnung des dualen Problems

In der Entwicklung des hier vorgestellten zielorientierten Fehlerschétzers wurden die In-
terpolationsabschitzungen (3.108) und (3.109) verwendet, welche die zweiten Gradienten
der dualen Losung u? benétigen.

Um die entwickelten Fehlerindikatoren auch fiir Verschiebungselemente mit linearen An-
satzfunktionen verwenden zu konnen, miissen die aus der numerischen Berechnung explizit
nicht-existenten Gradienten zweiter Ordnung aus den vorhandenen Lésungsvariablen wu
numerisch bestimmt werden. Vorschldge zur Berechnung der benétigten Gradienten in
Bezug auf Fehlerschétzer findet man z. B. in den Arbeiten von Becker & Rannacher [19]
und Rannacher & Suttmeier [110]. In den genannten Arbeiten wurden die bendtigten
Gradienten mittels Auswertung eines Differenzenquotienten numerisch bestimmt, siehe
Abbildung 3.9. Stiitzstellen des Differenzenquotienten sind dabei die Mittelpunkte der
Elemente um das betrachtete Finite Element.

"Der Index go steht fiir den zielgerichteten Fehlerschiitzer (Goal-Oriented).



48 Kapitel 3. Fehlerabschiatzung fiir das linear-elastische Randwertproblem

Mochte man das Konzept auf zweidimensionale Problemstellungen erweitern, ist dies fiir
reguldare FEM-Netze problemlos moglich. Die Adaption an irregulire FEM-Netze ist al-
lerdings mit einigen Schwierigkeiten verbunden. Beispielsweise kann die Wahl der Stiitz-
stellen zur Berechnung der Richtungsableitungen nicht ohne weiteres in die Elementmit-
telpunkte verlegt werden.

Um im Rahmen eines moglichst allgemeinen Konzeptes auch mit freivernetzten Gebieten
arbeiten zu konnen, wird das genannte Konzept nun erweitert. Das Vorgehen kann dabei
in zwei Schritte unterteilt werden. Zuerst wird aus der Losung u¢ ein C-kontinuierliches
Gradientenfeld V*u¢ bestimmt. Dies kann mittels der in Abschnitt 3.1.3 beschriebenen
Verfahren erreicht werden. Im Rahmen dieser Arbeit wurde vor allem eine einfache Ex-
trapolation der Gradienten an die Knotenpunkte und anschlieBender Glattung mit Erfolg
angewandt. Im zweiten Schritt kann elementweise aus dem C°-kontinuierlichen Gradien-
tenfeld der Gradient zweiter Ordnung V*?u¢ im Mittelpunkt des Elementes bestimmt
werden. Die elementweise konstante L, Norm wird abschliefend mittels 1-Punkt-Gaufs-
Integration berechnet.

Neben der breiteren Anwendbarkeit dieser Methode, z. B. bei freivernetzten Problemen,
spricht auch die elementweise Auswertbarkeit fiir die Anwendung des Verfahrens. Aus
algorithmischen Gesichtspunkten ist dieses Verfahren bei der Anwendung lokaler Lo-
Projekton eine rein lokale Methode, damit numerisch sehr giinstig und einfach in be-
stehende Finite-Element-Programme zu implementieren.

Anhand einer einfachen eindimensionalen Analyse linearer Elemente soll das Vorgehen
nochmals erldutert werden. Hierbei soll fiir das Element @ der Léange h; der Gradient
zweiter Ordnung im Elementmittelpunkt bestimmt werden.

1. Direkte Methode mittels Differenzenquotienten 2. Ordnung
Der Gradient zweiter Ordnung l&t sich im Mittelpunkt des Elementes direkt aus
den Gradienten der Losung in den benachbarten Elementen berechnen, vgl. Becker
& Rannacher [19] und Rannacher & Suttmeier [110]:

1|/ Vul(z;) — Vul(z;, ;) Vul(xiy) — Vul(x;)
V2ud:_‘( h (T i )+( (R Sadln h ) 3.117
Vil 2 5(hi + hi1) 5(hiv1 + hs) ( )

2. Indirekte Methode mittels C°-kontinuierlichen Gradientenfelder
Wie oben beschrieben soll diese Methode in zwei Schritte unterteilt werden. Zuerst
werden die C°-kontinuierlichen Gradientenfelder bestimmt, beispielsweise mittels
einfacher Glattungsalgorithmen, lokaler L,-Projektion oder der SPR-Methode von
Zienkiewicz & Zhu [152, 153]:

Vui(io)] = < [(Vui(x:) + (Vui(zi1))], (3.118)

N — N

Vi (it)] = = [(Vup(@)) + (Vi (zi1))]. (3.119)
Im zweiten Schritt werden aus den C°-kontinuierlichen Gradienten die Gradienten
zweiter Ordnung berechnet:

1

v*,Z d) _
| Up I

|Viufl(it) — Viuj(i7)|. (3.120)
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3.2.3 Zielorientierte, gradientenbasierte Fehlerabschitzung

Im vorangegangenen Abschnitt wurde ein zielorientierter residualer Fehlerschitzer ba-
sierend auf einem dualen Hilfsproblem hergeleitet. Nun wird mittels gliattungsbasierten
Methoden ein zielorientierter Fehlerindikator entwickelt, der als gewichtete bzw. lokale Er-
weiterung des klassischen globalen gradientenbasierten Fehlerindikators von Zienkiewicz
& Zhu, [151, 152, 153] betrachtet werden kann.

Analog zu dem zielorientierten residuenbasierten Ansatz des vorangegangenen Abschnitts
wird auch hier von der lokalen Form der Fehlergleichung ausgegangen. Dabei nutzt man
den folgenden Satz aus:

Satz: Die Bilinearform des Fehlers 148t sich in Abhéngigkeit des Fehlers des primalen und
des dualen Problems darstellen als:

a(e? ) = (e, [4: k]). (3.121)

Beweis: Die schwache Form des dualen Problems 1d3t sich angeben mit:

a(ut,v) = ([j;k],v) VoveV. (3.122)

(V2up] & | : . | l l
[V*’QuhD] I I I . I I I !
I I I I I | ) | I

| p———— | | | | |

I I I I I I I I

vl 4 : . | :
Vil ] | A |
I + I I I 1) / I I

I I I I I I I I

I I I i | I

[uy)]

-1 ¢ +1 -1 = (41

Abbildung 3.9: Numerische Berechnung von Gradienten zweiter Ordnung
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Wihlt man nun in Gl (3.122) den Fehler des primalen Problems als Testfunktion des
dualen Problems, also v = u — u;, = e, dann folgt:

a(u’,e) = (j; k], ). (3.123)
Unter Zuhilfenahme der Galerkin-Orthogonalitét des dualen Problems folgt dann:
a(u® —ul e)=ale, e) = ([j;kl],e) o (3.124)

Desweiteren wird im folgenden die Existenz zweier Ungleichungen angenommen. Qualita-
tiv sagen die getroffenen Annahmen (3.125) und (3.126) aus, dafl sowohl eine ,, verbesserte*
duale Losung o*(u?) als auch eine ,, verbesserte“ primale Losung €*(u) existiert. Dies kann
zur Kontruktion eines Fehlerindikators verwendet werden:

(o(u?) —o*(u?),e(u) — e(uy)) <Oy (0% (u?) —o(uf),e(u) —e(uy)), C1 < 1, (3.125)
(0% (u?) — o(uf), e(u) — e*(u)) < Cs (o*(u?) — o(uf),e*(u) —e(uy)) ,Co < 1. (3.126)

Mit der lokalen Form der Fehlergleichung (3.121) und unter Anwendung der getroffenen
Annahmen (3.125) und (3.126) erhélt man die folgende Abschéitzung fiir die zu kontrol-
lierende Fehlergrofe:

(€,3) = a(u’—uj e)

= (o(u’) — o(up),e(u) — e(u))

= (o(u’) —o"(u’),e(u) — e(un)) +

(0" (u’) — o(uf),e(u) — e(up))

< (1+0) (0" (uf) — o(up), e(u) — e(un))
< (1+0) (0" (u?) — o(up), e(u) — *(u)) +
(1+C) (0" (u?) — o(up), (e"(u) — e(up))
< (1404 Cy+ C10y) (o* (u?) — o (uf),e*(u) — e(uy)).  (3.127)

Unter der getroffenen Voraussetzung, dafl die Ungleichungen (3.125) und (3.126) existie-
ren, kann ein lokaler Fehlerindikator definiert werden als:

NZy.GOT = /T(a*(ud) —o(ul)): (e*(u) — e(uy)) dv. (3.128)

Auch hier ist in Analogie zu dem zielorientierten residuenbasierten Fehlerschéitzer (3.113)
die Aufteilung in Fehler des primalen Problems und in Fehler des dualen Problems — den
Gewichten — moglich:

N2y,GOT ‘= Gewichte X Fehler des primalen Problems. (3.129)

Der globale Fehlerindikator ergibt sich wiederum als Summe der lokalen elementbezogenen
Indikatoren:

NZy,GO ‘= Z 12,,GO,T- (3.130)
TeT),
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Die approximierten Spannungs- und Verzerrungsfelder o*(u?) und €*(u) kénnen in Nach-
laufrechnungen mittels Glattungsalgorithmen, lokaler bzw. globaler Lo-Projektion oder
der SPR-Methode bestimmt werden, siehe Abschnitt 3.1.3. Der grofle Vorteil dieses ener-
gienormbasierten Indikators liegt in der sehr einfachen Implementierung in bestehende
adaptive Finite-Element-Programme. Geht man davon aus, dafl der o.g. Algorithmus zur
Berechnung der Spannungs- und Verzerrungsfelder o*(u?) und €*(u) vorhanden ist, dann
muf fiir das linear-elastische Problem nur eine weitere rechte Seite des Gleichungssystems,
der duale Lastfall, aufgestellt werden und in die abgespeicherte dreieckszerlegte Steifig-
keitsmatrix riickwirts eingesetzt werden®. Die Spannungsfehler des dualen Problems und
die Verzerrungsfehler des primalen Problems, oder natiirlich auch umgekehrt, lassen sich
anschlieffend lokal auf Ebene einzelner Finiter Elemente auswerten.

Trotz der oben angefiithrten Punkte ist die Interpretation lokaler Energienormfehler, also
des Fehlers der Energie in einem Teilgebiet des betrachteten Problems, schwierig. Einen
relativen Energienormfehler kénnte man beispielsweise technisch ohne Probleme konstru-
ieren, indem man die Fehlerenergie relativ zur Gesamtenergie im jeweiligen Teilgebiet be-
trachtet. Die praktische physikalische Aussage dieses Wertes ist dagegen fraglich. Diese be-
rechnete Fehlergrofle lasst zwar eingeschriankt qualitative Riickschliisse auf die sekundéren
GroBen zu, z. B. auf Spannungen und Verzerrungen, eine quantitative Ubertragung ist da-
gegen im allgemeinen nicht moglich. Dies wird besonders deutlich, wenn man die spéter
vorgestellten numerischen Beispiele betrachtet. Versteht man die berechnete Fehlergrofie
allerdings nur als einen Indikator fiir eine weitere Netzverfeinerung im Rahmen eines adap-
tiven Finite-Element-Prozesses, so kann damit durchaus eine qualitative Verbesserung der
kontrollierten Gréflen im betrachteten Teilgebiet erreicht werden. Allerdings leidet dar-
unter die Effizienz des Verfahrens, was ebenfalls in den spéter vorgestellten numerischen
Beispielen ersichtlich wird.

Des weiteren ist zu bemerken, daf sich der energienormbasierte Fehlerindikator (3.130)
leicht in einen Ly-Norm-Indikator in Spannungs- oder Verzerrungsgréffen umformulieren
1éBt. Die konzeptionelle Idee, welche hinter der Entwicklung dieses Fehlerindikators steckt,
entspricht der vorherigen; allerdings miissen die getroffenen Annahmen GI. (3.125) und
(3.126) entsprechend der Fehlernorm nun fiir Spannungen bzw. Verzerrungen umformu-
liert werden:

(o(u?) —o*(u?),o(u) — o(uy)) < Ci(o*(u?) — o(ul), o(u) —o(uy)), C) < 1,(3.131)
(o*(u?) — o(uf), o(u) — o*(u)) < Cy(c*(u?) — o(uf), o (u) — o(uy)) ,Co < 1.(3.132)

Entsprechend dem Vorgehen in der Abschiatzung (3.127) folgt daraus ein lokaler Span-
nungs- bzw. Verzerrungsindikator:

Nzg.co.T = /T(o'*(ud) —o(u})): (e*(u) — o(uy)) dv. (3.133)

8Dies setzt natiirlich voraus, dafl ein direkter Gleichungsloser verwendet wird. Setzt man bei grofien
Gleichungssystemen allerdings effizientere (z. B. iterative) Loser ein, so erfordert auch die duale Losung
einen weiteren iterativen Losungsprozess. Dadurch wird der numerische Mehraufwand durch die Fehler-
abschétzung enorm gesteigert.



52 Kapitel 3. Fehlerabschiatzung fiir das linear-elastische Randwertproblem

Die Summe der lokalen elementbezogenen Indikatoren ergibt den globalen Indikator fiir
den Spannungs- bzw. Verzerrungsfehler:

Nzg,Go ‘= Z 0z3,GO,T- (3.134)
TeT),

3.2.4 Zielorientierte Fehlerabschitzung in der Energienorm

Im Gegensatz zu den bislang vorgestellten zielorientierten Fehlerschitzern, mit Ausnahme
des Energienormschétzers im vorangegangenen Abschnitt, wurde sowohl das betrachte-
te Fehlerfunktional (e, [j;k]) als auch die kontrollierte Fehlernorm neu formuliert. Das
Ergebnis waren Fehlerschétzer in problemspezifischen Normen.

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dafl auch mit Hilfe der klassischen energienormbasier-
ten Fehlerschéitzer zielorientierte bzw. lokale Fehlerschitzer entwickelt werden koénnen.
Die Grundlage bildet wiederum die lokale Form der Fehlergleichung, formuliert in der
Bilinearform des Fehlers, vgl. Satz (3.121):

(e, [5; k) = a(e’, e). (3.135)
Durch einfache Umformung 148t sich die lokale Form der Fehlergleichung in den Energie-
normen des primalen und dualen Problems ausdriicken:

(e, [5:k]) = a(e’,e) =[[e’||l [lell] cos . (3.136)

Der Kosinus des Winkels ¢ zwischen dem Energienormfehler des dualen und primalen Pro-
blems 148t sich leicht nach oben hin abschétzen. Durch die Wahl lokaler Ansatzfunktionen
konnen die beiden Energienormen als Summe der Energienormen der einzelnen Finiten
Elemente dargestellt werden. Damit folgt eine numerisch leicht auswertbare Darstellung
der Linearform des Fehlers:

(e, [5: kD) = [lle][[ lllelll coso < > llle|l] lllelll: (3.137)

TET}L

Die in Gl. (3.137) auftretenden Energienormen lassen sich nun mit den vorgestellten,
klassischen Energienormschéitzern Gl. (3.66), (3.24) auswerten:

(e [5; k) < Z NE2,GO,T = Z g - (3.138)
TeTh TGTh

Auf Ungleichung (3.138) basierende Fehlerschétzer findet man in den Untersuchungen

von Babuska et al. [13], Cirak & Ramm [35, 37|, Prudhomme & Oden [113], Ainsworth
& Oden [5], Ohnimus et al. [106] und Tottenham [110].

Beziiglich der Auswertung der Fehlergleichung (3.136) sind die Uberlegungen in den Ar-
beiten von Prudhomme & Oden [113] und Ohnimus et al. [100] interessant. Darin wird

durch eine zusétzliche Betrachtung weiterer lokaler Hilfsprobleme eine schérfere Fehler-
abschétzung mit oberen und unteren Fehlerschranken ermoglicht.

Im Gegensatz zu der Abschéitzung (3.137) mittels der Cauchy-Schwarz-Ungleichung kann
die Parallelogrammidentitét fiir symmetrische Bilinearformen auch direkt auf Gleichung
(3.135) angewandt werden:

- 1 1 1 1
(e, i F]) = a(e’ ) = lllae+—e|F = flllae— —e|F. (3139)
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Die Konstante « in Gl. (3.139) wird grofler als Null gewéhlt. Im weiteren wird ange-
nommen, daf§ die folgenden oberen und unteren Abschéitzungen n;’ . Moo Mg Und 7,
existieren, so daf folgende Ungleichungen erfiillt sind:

1
Mow < lloet+ =€l < nj, (3.140)

_ 1 _
Mow < Mlae—=elll <, (3.141)

Falls die Ungleichungen (3.140) und (3.141) erfiillt sind, folgt mit Gleichung (3.139) eine
Darstellung des kontrollierten Fehlers, der unteren und oberen Schrankeneigenschaften
standhélt:

1 1, _ - 1 1
—(he)” — =) < (e Gk < =(h)? = ~(Mw)™- (3.142)
4 4 4 4

Folgt man den Ausfithrungen von Prudhomme & Oden [113], so 148t sich die Ungleichung

(3.142) mit den bereits bekannten globalen impliziten residuenbasierten Fehlerschitzern
auswerten. Diese wendet man nun sowohl auf das primale Problem mit dem Feld der
Primérvariablen uy, als auch auf das duale Problem mit den Verschiebungen u{ an. Fiir

die schwachen Formen der Fehlergleichungen gilt:

ale,v) = > a(@r,v)r Vv eV, (3.143)
TeTy,

ae’ v) = Y a(¥v)r Vve, (3.144)
TeT),

mit den Lésungen der lokalen Subprobleme 97,94 : T € 7, fiir das primale und duale
Problem, siche Gl. (3.32).

Da sich die einzelnen schwachen Formen der Fehlergleichungen additiv in einzelne Sub-
probleme zerlegen lassen, folgt daraus schliellich, dafl auch Linearkombinationen davon
der genannten Aufteilung geniigen:

1 9
alce+—e v) = E a7 + —L,v)r Vove, (3.145)
o TeT, «
1 94
alae — —e'v) = E ala9r — L, v)p Vove. (3.146)
a a
TeTy,

Auf die Gleichungen (3.145) sowie (3.146) 148t sich zuerst die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
fiir Integrale

1 94
Ia<aeiaed,v>| < lelaﬂTiflllTlllvlllT (3.147)
TeT,

und anschlieSend die Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir endliche Summen anwenden:

1/2
1 9
ja(ae + ~ev)] < {ZlHaﬂTile%} [H]l]- (3.148)

TeT),

Wahlt man fiir die Testfunktionen nun die gewichtete Kombination des Fehlers, mit der
man anschliefend sowohl die rechte als auch linke Seite der Ungleichung kiirzen kann,
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so erhélt man als Ergebnis die bislang nur angenommene Existenz der oberen Schranken
(3.140) und (3.141):

1 2
llove+—ef][* < Z|||0419T+—|||T = () (3.149)
TeT,
1 d|||2 19% —\2
lloe——elll? < Y lllavr— L) = ()* (3.150)
TeT,

Dem Vorschlag von Ainsworth & Oden [5] folgend, 148t sich der Skalierungsparameter
a aus einem Quotienten der Losungen der lokalen Probleme fiir das primale und duale
Problem bestimmen. Aus der Forderung

S lladrl]P =D |||—'l9dT|||2 (3.151)

TeT) TeT,
folgt
pRIIEZA
T (3.152)
> ol
TETh

Die noch fehlenden unteren Schranken lassen sich aus einer einfachen Uberlegung an
der gewichteten schwachen Form der Fehlergleichung bestimmen. Durch Anwendung der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung erkennt man, dafl sich die Energienorm des gewichteten
Fehlers nach unten abschétzen 1a8t:

1 alae + € ¢)

llae+=ell] > ———2", (3.153)
o k3l
1 - &

lloe— Leq > doe—ard (3.154)
o €111

Der Term auf der rechten Seite der Abschétzung (3.153) und (3.154) stellt die kontinuier-
liche schwache Form der Fehlergleichung dar, welche wieder mit lokalen Hilfsproblemen
fiir jede Funktion & € V mit & # 0 gelost werden kann. Sowohl der Zéhler als auch der
Nenner auf der rechten Seite der Ungleichung kénnen numerisch ausgewertet werden. Die
unteren Schranken 7" und 7, sind damit berechenbar.

3.2.5 Ein einfacher zielorientierter Fehlerindikator

Im vorangegangen Abschnitt wurde gezeigt, dafl mit Hilfe bekannter globaler energienorm-
basierter Fehlerschitzer die Kontrolle ausgewéhlter Grofien im Gesamtgebiet €2, aber auch
in Teilgebieten Q moglich ist. Wichtig zu erwihnen ist, daB diese Fehlerkontrolle nicht
nur qualitativer Natur ist, sondern auch quantitativ mefbar ist. Der mefibare Fehler in
der Energienorm 148t sich sowohl nach oben als auch nach unten hin abschéitzen. Es ist
natiirlich offensichtlich, daf§ eine Fehlerkontrolle mittels oberer und unterer Schranken-
eigenschaften die Losung verschiedenster Hilfsprobleme erfordert, welche, abhédngig vom
Typ des betrachteten Problems, den numerischen Aufwand sehr stark erh6hen kénnen.
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Neben der numerischen Losung des dualen Problems sind noch die lokalen Hilfsproble-
me fiir die oberen Schranken (3.149) und (3.150) und die unteren Schranken (3.153) und
(3.154) zu losen. Obwohl es sich dabei um lokale Probleme, d.h. Probleme auf einem
Patch von Elementen oder auf einem einzelnen Finiten Element handelt, ist der Auf-
wand zur Bestimmung im Gleichgewicht stehender Randspannungen bei der Wahl lokaler
Neumann-Probleme nicht zu vernachlassigen.

Aus diesem Grund wird nochmals auf eine weitere mogliche, aus numerischer Sicht weniger
aufwendige Auswertung der Gleichung (3.136) mit den klassischen energienormbasierten
Fehlerschétzern hingewiesen, vgl. (3.138):

(e, [k < D np2cor =Y npnr

TeT), T€Ty

Durch die Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung ist nicht zu erwarten, dafl die
oberen Schrankeneigenschaften des Fehlerschétzer ngs o fiir beliebige globale Energie-
normschétzer n bzw. n? sehr scharf sind. Auf diesen Punkt wird spéter auch in den nu-
merischen Beispielen noch einmal gezielt eingegangen werden. Dies ist allerdings, wie
auch im vorangegangenen Abschnitt gezeigt, durch eine andere technische Auswertung
der Gleichung (3.136) und die gezielte Wahl geeigneter Schétzer leicht zu verbessern.

Der grofie Vorteil der Auswertung mit Standard-Energienormschétzern steckt in der Flexi-
bilitdt der Methode. Beispielsweise wurde nach der oben genannten Methode ein zielorien-
tierter Fehlerschétzer fiir geometrisch nichtlineare Schalenprobleme, vgl. Cirak [31], Cirak
& Ramm [36], aber auch fiir Plastizitdtsprobleme, vgl. Cirak & Ramm [37] entwickelt.

Wie schon erwahnt, ist die lokale Kontrolle beliebiger Gréflen nicht problemlos inter-
pretierbar. Beispielsweise miissen relative Fehlerkriterien in adaptiven Finite-Element-
Rechnungen reformuliert werden, damit sinnvolle Netzverfeinerungsstrategien moglich
werden. Diese Problematik wird allerdings in diesem Abschnitt nicht weiter vertieft, viel-
mehr wird auf das entsprechende Kapitel in dieser Arbeit verwiesen.

3.3 Zusammenfassung

Nachdem in diesem Kapitel die klassischen globalen Energienormschétzer entwickelt und
beschrieben wurden, folgte eine umfassende Erweiterung auf lokale oder allgemeiner aus-
gedriickt auf zielorientierte Fehlerschétzer. Es wurde hierbei versucht, ein moglichst all-
gemeines Konzept zu entwickeln, welches auf verschiedenste physikalische Probleme mit
unterschiedlichsten Typen partieller Differentialgleichungen erweiterbar ist.

Zum Abschluf dieses Kapitels werden in einer zusammenfassenden Ubersicht die ent-
wickelten globalen Fehlerschétzer den lokalen oder zielorientierten Fehlerschétzern ge-
geniibergestellt, siche Tabelle (3.1).

Abschlieflend wird noch eine Beurteilung der vorgestellten Fehlerindikatoren vorgenom-
men, siche Tabelle (3.2) und (3.3). Die vergebenene Beurteilung erfolgt hierbei in fiinf
Stufen:

(=) — [(sehr) gering] — o [durchschnittlich] — = (+) + [(sehr) hoch].

Diese Bewertung hat ausschliellich phanomenologischen Charakter und ist durch die prak-
tische Erfahrung in numerischen Experimenten geprigt. Diese Beurteilung héngt aus die-
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Globale Fehlerkontrolle zielorientierte Fehlerkontrolle
(zusiitzl. Berechnung von u)
Gl. (3.24): Gl. (3.115):
Explizit — —
llle]l* = (Res(un), v — vy) le(@)] = (Res(un), u’ — uf)
Gl. (3.39): Gl. (3.142):
Implizit llle]l* = (Res(un), v — vy) le(@)] = (Res(un), u’ — uf)
+ lokales RWP fiir u — 9r + lokales RWP fiir u¢ — 9%
Gl. (3.59): Gl. (3.130):
Gradienten- _
basiert lell* ~ e(@)] ~
(0" (u) — o (up), € (u) — €(uy)) (0" (u) — o(un), € (u?) — €(u))
Tabelle 3.1: Ubersicht globaler und zielorientierter Fehlerschétzer
Numerischer Aufwand | Flexibilitdt | Effizienz
Explizite Fehlerindikatoren - — — +
Implizite Fehlerindikatoren o o + +
Gradientenbasierte Fehlerindikatoren — o o

Tabelle 3.2: Bewertung der globalen Fehlerkontrolle

sem Grund auch stark von algorithmischen , Details“ ab, die im Rahmen der hier vorlie-
genden Arbeit erldutert werden.

Bewertet wird der numerische Aufwand, der allein fiir die Fehlerabschéitzung eines nume-
rischen Problems notwendig ist. Nicht beriicksichtigt wird die notwendige Abschétzung
der Interpolationskonstanten C;. Diese Abschitzung ist unabhéngig vom betrachteten
Randwertproblem, siche Gl. (3.18).

Einen weiteren Punkt stellt die Bewertung der Effizienz der untersuchten Indikatoren
beziiglich des Effektivitsindexes © dar, siehe Gl. (3.25).

Des weiteren wird die Flexibilitéat des zugrundeliegenden Konzeptes der Fehlerabschétzung
bewertet. Hierbei spielt also weniger der Fehlerschétzer selber, als das zugrundeliegende
mathematische Konzept der Herleitung eine Rolle. Beurteilt werden soll dies trotz allem,
da hiermit z. B. die Erweiterbarkeit des Konzeptes auf hyperbolische oder parabolische
partielle Differentialgleichungen bewertet wird.

Grundsétzlich 1d8t sich in den Tabellen (3.2) und (3.3) erkennen, dafl im Vergleich zu ei-
ner globalen Fehlerkontrolle der numerische Aufwand einer zielorientierten Fehlerkontrolle
hoher ist. Alle zielorientierte Fehlerschétzer haben die Eigenschaft, daf ein globales duales
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Numerischer Aufwand | Flexibilitat | Effizienz

Residuenbasierte Fehlerkontrolle

Gl (3.115) + + + ++

Gradientenbasierte Fehlerindikatoren

GL (3.130) + + +

Fehlerkontrolle in der Energienorm

nach Cirak Gl. (3.138) o (+) o —

nach Prudhomme & Oden Gl. (3.142) + + o + +

Tabelle 3.3: Bewertung der zielorientierten Fehlerkontrolle

Problem numerisch zu 16sen ist. Falls direkte Gleichungsloser verwendet werden, muf fiir
selbst-adjungierte Randwertprobleme das System nur fiir einen weiteren Lastfall — den
dualen Lastfall — gelost werden. Das erfordert natiirlich entsprechenden Kernspeicher zur
Abspeicherung der triangulisierten Steifigkeitsmatrix des primalen Problems. Verwendet
man iterative Gleichungsloser versagt ein solches Vorgehen, und das duale Gleichungssy-
stem ist entsprechend dem primalen Problem zu behandeln.

Werden implizite globale oder zielorientierte Fehlerschétzer, siche Gl. (3.39) oder (3.142),
verwendet, steigt der numerische Aufwand verglichen mit einem expliziten Vorgehen noch-
mals, da desweiteren zwei lokale Teilprobleme auf einem Elementpatch zu lésen sind.

Abschlielend bleibt zu sagen, dafli man trotz des erhohten numerischen Aufwands mit
einem zielorientierten Fehlerindikator ein &uflerst flexibles Werkzeug an der Hand hat,
mit dem es moglich ist, das adaptive Verfahren beziiglich beliebiger lokaler und globaler
Fehlermafe effizient zu steuern.






Kapitel 4

Fehlerabschitzung fiir das
nichtlineare
Anfangsrandwertproblem

Im aktuellen Kapitel werden die fir die lineare FElastizitititstheorie entwickelten lokalen
bzw. zielorientierten Methoden der Fehlerabschdtzung auf materiell nichtlineare Anfangs-
randwertprobleme tibertragen.

Nachdem der kontinuums-thermodynamische Rahmen bereitgestellt ist, werden in einem
allgemein gehaltenen Vorgehen adaptive Finite-Element-Methoden zur Fehlerabschdtzung
im Tangentialraum vorgestellt. Den Ausgangspunkt der Fehlerabschdtzung bildet wieder-
um eine schwache Form der Fehlergleichung und eine entsprechende Formulierung eines
(linearisierten) dualen Problems. Anschlieflend wird eine Erweiterung dieses Konzeptes
diskutiert, indem eine gekoppelte Raum-Zeit-Fehlerbetrachtung fir die vorgestellten Ma-
terialklassen vorgenommen wird.

4.1 Die Prandtl-Reuss-Plastizitat

Eine grofle Klasse von Materialien zeigt auch bei kleinen Deformationen ausgeprigtes
nichtlineares Verhalten. Metallische Werkstoffe, wie z. B. Aluminium oder Stahl, aber auch
viele kohésive Reibungsmaterialien wie Beton oder geotechnische Materialien, lassen ei-
ne Beschreibung mittels eines phéanomenologischen elasto-plastischen Materialmodells zu.
In der Plastizitédtstheorie wird davon ausgegangen, dafl plastisches Flielen ein irreversi-
bler Prozef ist, der durch ein externes Verzerrungsfeld und interne Variablen, nédmlich
den plastischen Verzerrungen und weiteren Verfestigungsparametern, beschrieben werden
kann.

Im Gegensatz zur Viskoplastizitét spielt dabei die Belastungsgeschwindigkeit keine Rolle.
In diesem Sinne ist das klassische Prandtl- Reuss-Plastizitdtsmodell eine ratenunabhéngige

Materialformulierung.
Fiir einen weiteren Einblick in die Plastizitédtstheorie sei z. B. auf die Arbeiten von Nadai
[100], Hill [64], Prager [112], Lemaitre & Chaboche [$1], Lubliner [83] und Miehe [9]

verwiesen. Im folgenden soll das Modell der Prandtl- Reuss-Plastizitat angegeben werden.

99
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Die Verzerrungsraten lassen sich additiv in einen elastischen und plastischen Anteil zer-
legen. Die Gesamtverzerrungen € entsprechen dem symmetrischen Anteil des Verschie-
bungsgradienten:

g = gy in (4.1)
e = V¥y in Q. (4.2)

Das Anfangsrandwertproblem der ratenabhédngigen Prandtl-Reuss-Plastizitéit setzt sich
aus der Impulsbilanz im Gebiet 2 C R", n = 2, 3, siehe auch Gleichungen (2.25) - (2.34),

—dive = f in QxT, (4.3)

und den Verschiebungsrandbedingungen w auf dem Dirichlet-Rand I'p bzw. den Span-
nungsrandbedingungen ¢ auf dem Neumann-Rand I'yy zusammen,vgl. Abbildung 2.2:

u = u auf  T'pxT, (4.4)

[y 3

o-n = auf  T'y xT. (4.5)
Die externe primére Grofie dieses Problems ist die Verschiebung u. Das Raum-Zeit-Gebiet
QxT bzw. 'y p X T'in dem der Prozef} abléuft, wird durch das rdumliche Gebiet {2 mit
dem Rand 90 = 'p UT'y und dem zeitlichen Gebiet T' = [ty, ] aufgespannt. Der thermo-
dynamische Prozel wird durch den symmetrischen Anteil des Gradienten von 4 — € und
den weiteren internen Variablen gesteuert. Das hier beschriebene Modell beschrénkt sich
auf eine isotrope Verfestigung, das heifft eine mogliche Aufweitung der FlieBflache. Damit
setzt sich der Satz der internen Variablen aus den plastischen Verzerrungen e und der
skalaren plastischen Vergleichsverzerrung o, welche die isotrope Verfestigung beschreibt,
zusammen.

Zur weiteren Beschreibung des Modells werden Evolutionsgleichungen fiir diese internen
GroBlen benotigt:

e’ = f(o) in  QxT, (4.6)
a = f(o) in  QxT. (4.7)

Zu diesem Zeitpunkt werden die Evolutionsgleichungen der Verzerrungsgrosen e” und o
nur insofern spezifiziert, als dafl sie iiber eine Funktion einer energetisch dualen Grofie
bestimmt werden. Damit stellt ¢ eine skalarwertige (FlieB-)Spannung dar.
Anfangsbedingungen zum Zeitpunkt ¢ = ¢, fiir die plastischen Verzerrungen € und die
plastischen Vergleichsverzerrungen « vervollstandigen das Anfangsrandwertproblem:

e, =0 bei  Q x to, (4.8)
al,y = 0 bei QX to. (4.9)
Eine Bestimmungsgleichung fiir die Cauchy-Spannung o sowie Restriktionen fiir die in-

ternen Variablen € und « erhilt man durch eine Auswertung der Entropieungleichung
in Form der Clausius-Duhem-Ungleichung (2.24):
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Di=0c:e—¥>0. (4.10)

Die freie Helmholtz-Energie W = \il(e, e?! a) kann fiir das vorgestelle Plastizititsmodell
im Rahmen einer Konstitutivannahme additiv in zwei Anteile zerlegt werden. Der erste
Anteil \ifext(sd) héangt dabei von dem elastischen Anteil der Verzerrungen ab. Der zweite
Anteil () ist durch die (isotrope) Verfestigung charakterisiert:

U =U(e, e, a) = U (e, e’) + T (a). (4.11)
Die Rate der freien Helmholtz-Energie ergibt sich zu:

. O o oW
y=2% 9% 0% 412
ge ST oen ¢ Toa " (4.12)

Setzt man die Rate der freien Energie ¥ in die Clausius-Duhem-Ungleichung ein, so erhilt
man:

ov 0 ov
D=|o———|:é— P — | ——| a>0. 4.13
[“ de | ° |oer da| (4.13)
—_—— —_—— ~——
(I) (IT) (IIT)
Gemif der Argumentation nach Coleman & Noll [10] und Coleman & Gurtin [39] resultiert

daraus die Spannung o sowie Restriktionen fiir die Evolutionsgleichungen in Form einer
verbleibenden Restungleichung.

Der Klammerausdruck (I) muf fiir sich verschwinden. Dies liefert eine Bedingung fiir die
Spannung:
Text l
o = M:C:(s—spl):(}’:sel. (4.14)
Je

C stellt den vierstufigen Elastizitétstensor dar, siche Gl. (2.37). Nach Auswertung der
partiellen Ableitung des zweiten Ausdrucks (IT) erkennt man, dafl dieser den bestimmten
Spannungen o (4.14) entspricht!
Der dritte Ausdruck (III) enthélt mit der Ableitung der freien Energie nach der internen
Variablen a die energetisch konjugierte Grofle zur internen Variablen. Sie wird damit als
interne Spannung bzw. FlieBspannung ¢ eingefiihrt:

_0V(e, e, )
B 0o '
Damit kann die Restungleichung in Form der Dissipationsungleichung formuliert werden.

Die (innere) plastische Dissipation DP! darf dabei wihrend des gesamten Prozefverlaufs
niemals negativ werden:

¢ (4.15)

PP = o:et —¢pa>0. (4.16)

Im Rahmen des betrachteten Stoffgesetzes wird von einer nichtlinearen isotropen Ver-
festigungsfunktion ausgegangen. Die freien Energiefunktionen W und W lassen sich

!Hierbei wird von der konstitutiv vorgenommenen Annahme der additiven Zerlegung der freien Ener-
gie, Gl. (4.11) U = U(g, P!, a) = W (g, eP!) + Uint(a), Gebrauch gemacht.
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somit niher spezifizieren, wobei die additive Zerlegung der ProzeBvariablen & = e + g?
ausgenutzt wird:

Tote, e?) = ZA(tr(e —e™))? + ptr (e — e™)?, (4.17)

— N~

.. 1

U () = 5 ha? + (04 — 00) {a + — (exp(—wa) — 1)} . (4.18)
w

Das hier betrachtete Stoffgesetz enthélt also sechs unabhéngige Materialparameter. Die

beiden elastischen Konstanten, hier die zwei Lamé-Konstanten A und pu, beschreiben die

Grundelastizitét.

Das inelastische Materialverhalten wird durch die folgenden Parameter beschrieben: A ist
der lineare Verfestigungsmodul, oy die AnfangsflieBspannung, o, die Séattigungsspannung
und w der Verfestigungsexponent.

Der Satz interner Variablen enthilt hier nur die plastischen Verzerrungen e”' und die
interne skalare Variable «, die das isotrope Verfestigungsverhalten beschreibt und physi-
kalisch eine skalare plastische Vergleichsverzerrung darstellt. Kinematische Verfestigung
ist im Rahmen des Prager-Ziegler-Gesetzes, sieche Simo & Hughes [125], problemlos hinzu-
zufiigen. Der Satz der internen Variablen, die die Verfestigung beschreiben, mufl dann um
eine weitere vektorwertige interne Variable 3 erweitert werden, die das Zentrum der Flief3-
fliche beschreibt. Die interne Variable 8 wird auch als back stress oder , Riickspannung®
bezeichnet.

Die Fliefunktion 148t sich als Differenz eines internen und eines externen Anteils dar-
stellen. Der externe Anteil wird durch eine Vergleichsspannung ®*!(o) beschrieben. Die
FlieBfunktion ®*(4(«r)) stellt den internen Anteil dar:

d = d(a,9) = (o) — " (p). (4.19)

Fiir eine isotrope nichtlineare Verfestigung lé8t sich der interne und externe Anteil der
FlieBfunktion weiter spezifizieren. Im Rahmen dieser Arbeit wird dabei eine Von Mises-
FlieSfunktion [95] angenommen, die von der zweiten Invarianten des Spannungsdeviators
abhéngig ist:

P(g) = |deveol, (4.20)

oin(p) = \/g {00 Fha+ (om0 — 00)(1 — exp (—w a))}. (4.21)

Im Rahmen des hier vorgestellten assoziierten Prandtl- Reuss-Plastizitdtsmodells wird zur
Auswertung der Dissipationsungleichung auf das Postulat vom Mazimum der plastischen
Dissipation zuriickgegriffer? Die Auswertung der Dissipationsungleichung mit Hilfe dieses

2 Man spricht von assoziierter Plastizitiit, wenn das plastische Potential mit der Flieffunktion ®
zusammenfillt. Die Flieffrichtung entspricht dann genau einer Normalen auf die Flieifliche. Im Rahmen
phénomenologischer Beobachtungen konnte festgestellt werden, daf fiir metallische Werkstoffe assoziierte
Plastizitdtsmodelle besonders gut zutreffen. Das Druck- und Zugverhalten metallischer Werkstoffe ist
nahezu identisch, so dafl sich fiir FlieBfunktionen druckunabhéingige Formulierungen wie das Tresca-
Modell oder die nur von der zweiten Invarianten des Spannungsdeviators abhingige Von Mises-Fliefiflache
anbieten [95].
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mathematischen Konzeptes ermoglicht die Konstruktion der Konstitutivgleichungen auf
natiirliche Weise:
max DP (T, p;éP q) — Do, a). (4.22)
(Tp)eé
Das Postulat vom Mazimum der plastischen Dissipation besagt, dal unter allen zuldssigen

Spannungen (7,p), die Spannungen (o, ¢) den aktuellen Spannungszustand darstellen,
welche die plastische Dissipation maximieren. Damit gilt:

o’ —pa>T: e —pa  V(r,p) €E, E={{r,p}: o(r,p) <0}. (4.23)

& stellt den Raum aller zuldssigen Spannungszustéinde {7,p} dar, welche die Fliefbe-
dingung nicht verletzen. Aus dem Postulat des Maximums der plastischen Dissipation
resultieren die beiden folgenden Eigenschaften:

1. Die plastischen Verzerrungen "' stehen senkrecht auf der FlieBfliche, die durch die
FlieBfunktion ® beschrieben wird. Diese Eigenschaft wird auch als Normalenregel
bezeichnet, siche Abbildung (4.1).

2. Der Raum der zuldssigen Spannungen & stellt ein konvexes Gebiet dar, Beweis sieche
Han & Reddy [62, Kap. 4.1.].

Das beschriankte nichtlineare Optimierungsproblem mit der FlieSbedingung als Nebenbe-
dingung wird durch ein Lagrange-Verfahren gelost, vgl. Luenberger [389], Simo & Hughes
[125]. Als Lagrange-Multiplikator (auch als plastischer Multiplikator bezeichnet) wird A
eingefiihrt. Der plastische Multiplikator beschreibt den Betrag des plastischen Flieflens.
Die Lagrange-Funktion 148t sich somit abhéngig von den zuléssigen Spannungen und den
dazu dualen bzw. energetisch konjugierten Variablen angeben:

LPNT p, N eV 6) = —1 1 P + pa+ A D(T, p) — stat. (4.24)

Die notwendige Bedingung fiir die Stationaritét der Lagrange-Funktion ist das Verschwin-
den der partiellen Ableitungen. Daraus erhilt man sowohl die Evolutionsgleichungen fiir

[02]

FlieBflache: Plastische Dissipation:
& :={d(r) <0} o el > gl

&
FlieBfunktion: /N0 N> - - _ _ _ I

, 2 [o1]

" (g) = 3 00

T~ 9&:={d(7) =0}

Abbildung 4.1: Postulat vom Maximum der plastischen Dissipation (ohne Verfestigung)
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die plastischen Verzerrungen als auch die Evolutionsgleichungen fiir die interne Variable
a:

oL(r, 5 ’TA; L8 w207 @;(T) = 0, (4.25)
acpl(q-,g,px; &a) Y 8(13;”;(}9) _ (4.26)
mit den Karush-Kuhn-Tucker-Nebenbedingungen
A>0, ®(o,9)<0, AP(o,¢)=0 (4.27)
und der Konsistenzbedingung:
dA=0. (4.28)

Die Evolutionsgleichung der Rate der plastischen Verzerrungen é” wird in der hier be-
handelten Form der assoziierten Plastizitdt auch als Normalenregel bezeichnet:

. (I)ea:t .

Dabei gibt der Normalenvektor® n die Richtung des plastischen Flieens an, die immer
senkrecht zur FlieBflache ist, siehe Abbildung (4.1).

Wertet man die Evolutionsgleichung der Fliespannung ¢(«) aus, so erhilt man den iso-
tropen Verfestigungsmodul H:

. int
¢:a§a G—Ha (4.30)

3Gemif Abbildung (4.1) gibt der Normalenvektor n bei der Projektion in die o1-05 Ebene die Richtung
des plastischen Flieflens an.

>

S

—— O = g + (000 — 00)(1 — exp(—wa))
—— &t =59+ ha
@'Lnt o0

—5— ®M = gp + ha + (0o — 00)(1 — exp(—wa))

Abbildung 4.2: Nichtlineares isotropes Verfestigungsverhalten im 1-dim Zugversuch



4.2. Die Perzyna-Viskoplastizitit 65

Die Auswertung der Konsistenzbedingung (4.28) liefert direkt eine Beziehung fiir den
plastischen Multiplikator A:

P
. g—a_IC:E
L B L L i) o
oo do 0¢ 09

Damit 1a8t sich nach etwas Umformung die elastoplastische Tangente C" angeben: !

z :g§® :gi

. . . . _ oA tan.-

c=C:(¢6—-¢&")= C—a(b.c 6(1) 661) 55| £=Co & (4.32)
o’ o 0o

4.2 Die Perzyna-Viskoplastizitit

In diesem Abschnitt wird nun eine ratenabhéingige Materialformulierung betrachtet, die
als Verallgemeinerung der ratenunabhéngigen Materialformulierung verstanden werden
kann. Ein viskoplastisches Verhalten eines Materials kann damit als eine Kombination
eines viskosen und eines plastischen Materialverhaltens angesehen werden. Das rheologi-
sche Bingham-Modell, siche Duvaut & Lions [17], kann damit mit einer Parallelschaltung
eines Dampferelementes (1) und eines plastischen Reibungselements (o) und nachfolgen-
der Reihenschaltung einer linear-elastischen Feder (E) aufgebaut werden, siehe Abbildung
4.3.

Als Sonderfall enthélt das viskoplastische Materialmodell im Falle sehr geringer Bela-
stungsgeschwindigkeiten das plastische Modell. Abhéngig von der Belastungsgeschwin-
digkeit werden dabei nun auch Spannungszustdnde auflerhalb der Flielfliche zugelassen,
sogenannte Uberspannungen. Viskoplastische Materialmodelle mit einer FlieBfliche gehen
auf die Arbeiten von Perzyna [109, 110, 111] zuriick. Weitere wichtige Betrachtungen dazu

4Im Rahmen von Finite-Element-Methoden werden endliche Zeit- bzw. Lastschritte At,, = t, 411 — t,
verwendet. Um dabei eine quadratische Konvergenz des Verschiebungsupdates im Rahmen eines New-
ton-Raphson-Verfahrens zu erhalten ist eine konsistente Linearisierung der Konstitutivgleichungen vor-
zunehmen. Aus dem totalen Differential beziiglich des Verschiebungsinkrements Au = u’»+1 —u’» erhalt
man dann als Resultat der Linearisierung die algorithmische (elastoplastische) Materialtangente zum

Zeitpunkt ¢, 1. Fiir weitere Bemerkungen hierzu, sei z. B. auf Simo & Hughes [125] verwiesen.
00
L]
o AN o—n o
T E
|
n

Abbildung 4.3: Rheologisches Modell eines elasto-viskoplastischen Materials
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findet man z. B. in den Arbeiten von Lemaitre & Chaboche [31], Maugin [92] und Haupt

[63].

Die Herleitung des Anfangsrandwertproblems folgt in weiten Teilen der ratenunabhéngi-
gen Prandtl-Reuss-Plastizitdt. Analog zur Plastizitdt konnen die Verzerrungen in einen
Anteil elastischer Verzerrungen € sowie einen Anteil viskoplastischer Verzerrungen *?

zerlegt werden:
e=¢e 4 ¢, (4.33)

Es wird ebenso von einer assoziierten Form ausgegangen, so dafl zur Bestimmung der
Evolutionsgleichungen wieder auf das Postulat vom Maximum der plastischen Dissipation
zuriickgegriffen werden kann:

o: P —pa>T:e”—pa V{o,T;0,p}ES, S = L*(Q,R™"), (4.34)

Der zulédssige Raum der Spannungen &S ist im Unterschied zur Plastizitdt nicht mehr
beschrinkt, so dafl die moglichen Uberspannungen o jegliche Werte in L? annehmen
konnen.

Die Ungleichung (4.34) wird nun allerdings nicht mehr im Rahmen eines Optimierungs-
problems mit Nebenbedingung gelost, sondern approximativ mit Hilfe einer Penalty-
Methode:

max DP(r,p;e?, &) — D(o,¢;€" ). (4.35)
(Tpes

Die Penalty-Funktion P*? kann man damit wie folgt angeben:

1 _
PP(T,p; €, &) = —T :€P +pa+ P [¢+(T,p)]2 — stat. (4.36)
n

d* stellt eine nichtlineare Uberspannungsfunktion dar, die wie folgt definiert ist:

o(r,p) fur &(r,p) > 0O,
Ot = () = (4.37)
0 fir ®(r,p) < 0.

Durch Auswertung der notwendigen Bedingung fiir die Stationaritiat der Penalty-Funktion
erhélt man schliellich die Evolutionsgleichungen fiir die viskoplastischen Verzerrungen ¥
und die interne Variable a:

vp L sup s B ext
OP(T,p,; €7, &) — _gwy 1 ot M = 0, (4.38)

or n o

vp Ceplos 3 int
87) (T7p77€ ,Oé) — Oé+ 1©+M = 0. (439)

dp U dp

Der Penalty-Parameter n €]0,00 [ wird als Materialparameter identifiziert, der die Vis-
kositat des Prozesses beschreibt. Der Unterschied zur ratenunabhéngigen Prandtl-Reuss-
Plastizitét ist, wie hier offensichtlich wird, sehr gering und betrifft vor allem den plasti-
schen Multiplikator A. Dieser wird nun direkt iiber eine Evolutionsgleichung bestimmt,
siche Gl. (4.38) und (4.39):

(@) . (4.40)
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Der Betrag des viskoplastischen Flieflens wird analog zur Plastizitdt durch den plastischen
Multiplikator A beschrieben. Die Richtung des Flieflens gibt auch in der assoziierten Visko-
plastizitiat eine Normale auf die Flie3fliche an:

o 1 &+ 0 Pt (T) 0 Pt (1)

1 :
— = . 4.41
n oT n (@) oT AT ( )

Die Macaulay-Klammern sind dabei geméf Gl. (4.37) definiert. Anstatt den Karush-
Kuhn-Tucker-Nebenbedingungen im Falle der Plastizitét — einem Optimierungsproblem
mit Nebenbedingung — beschreibt die Uberspannungsfunktion ®* das viskoplastische Flie-
Ben.

Die Evolutionsgleichung (4.41) fiir die viskoplastische Verzerrung kann weiter ausgewertet
werden:

, 1 oot () 1 < , deveo > devo —Ildeve
e — 2 (@) 22T _ 2 [ deve — (4 _ (442
2 e T ) Jaevo 7 42
Mit der Projektion Il dev o:

deve VvV ®(o,¢9) <0,

[Ideveo = (4.43)
: devo
(I)znt ) .

Bemerkung:
Im Rahmen des hier betrachteten Uberspannungsmodells vom Perzyna-Typ wird fiir die
Penalty-Funktion ®* eine nichtlineare Funktion gewéhlt, siehe Gl. (4.37). Eine andere
Moglichkeit, nichtlineare Viskoplastizitdtsmodelle zu motivieren, besteht darin, eine li-
neare FlieBfunktion und eine nichtlineare Penalty-Funktion zu wihlen, vgl. Haupt [63].
Fiir die Penalty-Funktion wird dann ein Potenz-Ansatz gewahlt:

= 1 1+m

d=—— [OF 4.44
Aus einem solchen Ansatz resultiert dann eine nichtlineare Evolutionsgleichung in der
internen Variablen « fiir die viskoplastischen Verzerrungen &?:

] 1 m 8(1)635’5(7-) 1 a@ezt(T)
wp_ Z [t N Dy MV 4.45
gr= Lo 220 _ L gy OO (1)
Fiir den plastischen Multiplikator gilt somit:
: 1
A= p (D)™ (4.46)

Zur Bestimmung des plastischen Multiplikators A aus den Evolutionsgleichungen (4.40)
und (4.46) muf} somit eine nichtlineare Gleichung am Materialpunkt gelést werden. Dies
geschieht im Rahmen des hier umgesetzten Modells wiederum mit einem lokalen Newton-
Raphson-Verfahren. In der Formulierung (4.44) ist der gewihlte Exponent m ein weiterer
Materialparameter, der es erlaubt, das gewéhlte Materialmodell z. B. fiir metalische Werk-
stoffe besser an Versuchsdaten anzupassen.
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4.2.1 Einflufl der Belastungsgeschwindigkeit

Fiir eine nichtlineare isotrope Flieffunktion im Rahmen des hier vorgestellten Viskopla-
stizitdtsmodells wird die Ratenabhéngigkeit des Modells an einem einfachen Beispiel de-
monstriert. Betrachtet wird der quasi-statische Fall; Tragheitsterme werden infolgedessen
vernachléssigt.

Untersucht wird das eindimensionale Zugverhalten. Das Materialmodell basiert auf einer
exponentiellen Entfestigungsfunktion sowie einer Von Mises-Fliefiflache, siehe Gl. (4.20)
und (4.21).

In Abbildung (4.4) kann man erkennen, daf§ das Materialverhalten fiir eine unterschiedli-
che Belastungsgeschwindigkeit v stark variiert. Damit wird der viskose oder zeitabhéngige
Effekt der Viskoplastizitédt deutlich sichtbar.

Betrachtet man den Grenzfall einer sehr langsamen Belastungsgeschwindigkeit des Pro-
zesses, so verliert die Viskositdat 1 des Materials seinen Einflul. In diesem Fall strebt die
Relazationszeit T o< 1 des Materials gegen Null: 7 —— 0. Das bedeutet, dafl die visko-
sen Uberspannungen verschwinden und das Viskoplastizitidtsmodell fiir die betrachtete
Viskositéit n — 0 gegen den ratenunabhingigen Grenzfall strebt.

Bemerkung:

Im Rahmen der Penalty-Formulierung 148t sich die Konvergenz der ratenabhéngigen
Viskoplastizitdt gegen die ratenunabhéngige Plastiztitdt dadurch anschaulich verdeut-
lichen, als daf fiir n — 0 die Nebenbedingung des Plastizitdtsmodells ® (o, ¢) voll aktiv
ist, siche Gl. (4.27).

4.3 Schwache Form der Plastizitit

Im folgenden Abschnitt werden im Rahmen der bereits vorgestellten Kontinuums-Ther-
modynamik die Variationsungleichungen der Plastizitét hergeleitet. Diese bilden den Aus-
gangspunkt fiir Existenzbetrachtungen sowie fiir gemischte Finite-Element-Formulierungen.
Weitere Ausfithrungen zur Existenz von Losungen und Ansétze zu gemischten Formulie-

rungen findet man z. B. in den Arbeiten von Johnson [71, 72, 73], Duvaut & Lions [17],
[Pa] T T T T T T T T T
300 r : P o
_ ! > TN
200 ' ] 2 4
o

- b — At — 00
W | —— At = 0.0010 sec

100 At = 0.0003 sec

- ‘ ‘ ] At = 0.0001 sec

1 1 1 1 A

O 1 1 1 T
0.000 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005
€ (-]

Abbildung 4.4: Ratenabhéngiges, nichtlineares Entfestigungsverhalten im Zugversuch
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Necas & Hlavdcek [102], Hlavdcek et al. [65], Temam [139] sowie umfassend in Han &
Reddy [62].

Fiir die variationelle Formulierung werden die folgenden Sobolev- bzw. Hilbert-Raume
der Testfunktionen v und 7 benotigt:

HY = L2(Q,R"), S = L*(Q,R™"),
St = {re8, {pdivr} € H°},
V = {veH (QR"), v=0auflp}.

Des weiteren wird der Raum £ der Spannungen {o,T; ¢, p}, welche die Fliebedingung
erfiillen, eingefiihrt:

E = NS={{r,0} €S8, {¢,p} € H°, (o, T;0,p) <0}.

Ausgangspunkt der Betrachtung bildet das Postulat vom Maximum der plastischen Dis-
sipation, welches nun nicht mehr lokal am materiellen Punkt, sondern im integralen Sinne
erfiillt wird:

/ (0:e" —¢a) dv> / (1:€" —pd) dv, (4.47)
Q Q
beziehungsweise in abgekiirzter Form:

(0 —7,&")=(p—p,a) >0, V{o,7;¢,p} €€, (4.48)

In der Ungleichung (4.48) kann nun die Rate der plastischen Verzerrung durch die Dif-
ferenz der Gesamtverzerrungen und der elastischen Verzerrungen ersetzt werden: éP! =
¢ —&®. Des weiteren kann Gleichung (4.14) zur Ermittlung der Spannungsrate ausgenutzt
werden. Damit ergibt sich:

(0 —7,6)—(6—7,C':6)—(¢—p,a&) >0. (4.49)
—_——

(D)
o)

Durch Einfithren der Verschiebungsrate @ = 8—?’ und Anwendung partieller Integration
auf den markierten Term (I) erhdlt man nach Addition der Impulsbilanz (2.38) die dual-
gemischte Formulierung der Plastizitét:

(divr —dive,u) + (- n,u)sq — (T - n,%)aq

0 V{o,T;0,p} € E",
(4.50)

+(r—0,C ' :6)+(p—¢,a)

v

—(dive,v) = (f,v) V{u,v} € H,
(0 -n,v)r, = (t,v)r, V{u,v}eH.

Die primal-gemischte Formulierung erhilt man, indem man in Gleichung (4.49) keine par-
tielle Integration durchfiihrt, sondern direkt die schwache Form der Impulsbilanz addiert:
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(tr—0,Cl:6)—(1—0d,6)+(p—0,&) > 0 Vi{o,;6,p} €E,
(4.51)
a(u,v) = (f,v)+ ({,v)r, VveVucl.

Die Bilinearform a( -, -) resultiert aus der schwachen Form des Gleichgewichts:

a(u,v) = /Qa(u) ce(v) dv = / e(u) : C : g(v) du. (4.52)

Q

4.3.1 Viskose Regularisierung

Durch Einfithrung einer Regularisierung der Variationsungleichungen wird eine regulari-
sierte nichtlineare Variationsgleichung erreicht’

Aus mechanischer Sicht entspricht dies einer viskosen bzw. viskoplastischen Regularisie-
rung der ratenunabhéngigen Gleichungen des Plastizitdtsmodells. In allgemeinen ver- und
entfestigenden Materialformulierungen spielt diese Regularisierungstechnik eine wichtige
Rolle. Betrachtet man die inkrementellen Differentialgleichungen der ratenunabhéngigen
Formulierung, so geht mit einem entfestigenden Materialverhalten ein Verlust der Ellip-
tizitdt einher. Im Rahmen einer viskoplastischen Regularisierung bleiben aber nun die
partiellen Differentialgleichungen des Anfangsrandwertproblems auch fiir entfestigendes
Materialverhalten gutgestellt. Die Entfestigung findet zumeist in schmalen Versagens-
zonen statt. Diese Lokalisierungszonen zeichnen sich durch eine hohe Konzentration an
Deformationen aus. Typische Beispiele dafiir sind in metallischen Werkstoffen die Liiders-
Béander oder in Geomaterialien die Gleitzonen eines Béschungsbruchs.

Diskretisiert man das zu untersuchende Problem nun mit Finiten Elementen, so bedeutet
dies, dafl Lokalisierungszonen eine von der Netz-Diskretisierung unabhéngige Breite haben
miissen. Diese Breite der Lokalisierungszone hiangt ausschliellich von der Mikrostruktur
des betrachteten Materials ab und damit von einem weiteren (internen) Léngenparame-
ter [;. Dies motiviert alternativ zur Viskoplastizitit weitere Regularisierungstechniken, wie
z. B. erweiterte Kontinuumstheorien (mikropolare, mikromorphe Kontinua), vgl. Eringen

[05], gradientenerweiterte Kontinuumsmethoden, vgl. Aifantis [2], oder nicht-lokale Kon-
tinua, vgl. Eringen [54]. In dieser Arbeit wurden diese Techniken allerdings nicht weiter
beleuchtet.

Die regularisierte primal-gemischte Formulierung, erhdlt man, indem die additive Zerle-
gung der Verzerrungen (4.33) mit einer Testfunktion 7 € S multipliziert wird und iiber
das Gebiet €2 des betrachteten Korpers B integriert wird:

(&,7) = (&%, 7) + (€7, 7). (4.53)

Durch Einsetzen der Rate der Spannungen (4.14) und Ausnutzen der Evolutionsgleichung
der viskoplastischen Verzerrungen in Form der eingefiihrten Projektion (4.43) ergibt sich:

(é,7)=(C"':6,7)+ % (dev o —Ildeve,T). (4.54)

5 Durch eine geeignete Linearisierung der daraus resultierenden diskretisierten nichtlinearen schwa-
chen Formulierung kann eine Losung mittels eines Newton- Raphson-Verfahrens im Rahmen eines Finite-
Element-Programmes erfolgen.
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Die Zweifeldformulierung, also die reqularisierte primal-gemischte Formulierung erhélt
man durch Addition der schwachen Form der Impulsbilanz:

1
7.Ct':6-¢) = ——(1,deveo —Ildeve), Vi{o,7;0,p}cS,
( ) o ) { J (4.55)

a(u,v) = (f,v)+ (t,v)r,, VoveV uel.

Die regularisierte primale Formulierung, d.h. die reine Verschiebungsformulierung ergibt
sich, indem man die kinematischen Gleichungen einschlieflich der Evolutionsgleichung fiir
die viskosen Verzerrungen im Rahmen einer Kollokationsmethode nach einer entsprechen-
den Diskretierung in rdumlicher Richtung am Materialpunkt exakt bzw. stark erfiillt. Dies
entspricht dem gewdohnlichen Vorgehen im Rahmen von Finite-Element-Methoden:

(Mo (u),e(v)) = (f,v) + (t,v)ry,, YVvEV,uel. (4.56)

4.3.2 Semi-diskrete schwache Formulierungen

Ausgangspunkt fiir weitere Betrachtungen bildet die regularisierte primal-gemischte Varia-
tionsgleichung (4.55). Im folgenden wird zuerst eine klassische Diskretisierung der Zwei-
feldformulierung im Rahmen eines Finite-Differenzen-Verfahrens in zeitlicher Richtung
durchgefiihrt. Dies geschieht ausschliefllich lokal, d. h. auf Materialpunktebene. Fiir eine
Umsetzung in einem Finite-Element-Programm bedeutet dies, dafl die Evolutionsglei-
chungen am Integrations- oder Gauf-Punkt gewdhnliche Differentialgleichungen erster
Ordnung darstellen und lokal integriert werden kénnen. Nachdem die diskrete Spannungs-
antwort zu einem vorgegebenen Zeitschritt berechnet worden ist, kénnen dann global im
Rahmen eines Finite-Element-Ansatzes die daraus resultierenden linearisierten Gleichun-
gen mit Hilfe eines Newton- Raphson-Verfahrens gelost werden.

Der betrachtete Zeitbereich I wird nun in endliche Zeitinkremente I,, := [t,, t,11] unter-
teilt. Die Zeitdauer eines Zeitinkrementes [, ist damit ebenfalls festgelegt: |I,| := At,, =
tni1 — t,. Die regularisierte primal-gemischte Formulierung 148t sich damit in integraler
Form iiber einem Zeitschritt I,, darstellen als:

1
/ (C':6—e(u),r)dt = —/ —(deveo —Ildeve, ) dt,
In In n

/Ina(uw) dt = /In(f,v) dt+/ln(z7v)FN 4t

Durch Anwendung des impliziten Fuler-Riickwérts-Integrationsverfahrens — hier darge-
stellt in allgemeiner Form fiir die Koordinate @ eines Massepunktes — mit:

(4.57)

xintt = gl 4 / x(t) dt und / o(t) dt = Aty &(tni1) (4.58)
In

In

erhélt man eine semi-diskrete Form der Zweifeldformulierung, d.h. eine kontinuierliche
schwache Formulierung im Ort und eine diskretisierte Formulierung in der Zeit:

A,

(€7 (0" o™ 7) — (el (), 7) =~

(devo't' — IIdevo'™t, 1),

(4.59)
At,(o(u), e(v)) = At,(fi"+,v) + A tn(%t"+1 ,V).
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Eliminiert man in Gleichung (4.59) die Spannungen, dann erhdlt man eine inkrementelle
nichtlineare schwache Form in den Verschiebungen u'»+'. Dies hat zur Folge, dafl in der
schwachen Form der Impulsbilanz, Gl. (4.60) eine zuldssige Spannung o (u'"+1) € £ zu ver-
wenden ist, welche die Konstitutivbeziehungen Gl. (4.42) und (4.43) sowie der Zerlegung
der Verzerrungsraten Gl. (4.1) am Integrationspunkt stark erfiillen. Diese Formulierung
wurde in der vorliegenden Arbeit im Rahmen einer Finite-Element-Diskretisierung nume-
risch umgesetzt:

(O e(ul™),e(v)) = (i, v) + (', v) VoeVu el (4.60)

Die Projektion ITC™+! : e(u'*+) ergibt sich dann aus den Konstitutivbeziehungen Gl.
(4.42) und (4.43)
1
C:e=0+C: [—(deva—l‘[deva)} (4.61)
n
und einer zeitlichen Integration iiber das Zeitintervall I,, sowie einer Diskretisierung mit-
tels des Euler-Riickwérts-Verfahrens:

[IC+ : g(uln+t) = Chntt gl + gt — gin

1 (4.62)
+ At, Clntt {—(dev ot — [Idev at")] )

n
Fiir den ratenunabhéngigen Grenzfall n — 0, also den Grenztall der Prandtl-Reuss-
Plastizitét (Uberspannungen werden durch den Penalty-Term , bestraft® ), gilt damit die
zeitdiskretisierte primal-gemischte Formulierung:

(C™': (o — o), 1) — (e(u't) —e(u),T) >0 V{o, 7} €€,
(4.63)

Atn(U(uth), 8(’0)) = Atn<ftn+1’ U) + Atn(ith, ’U) Ve V’utn_ﬂ clu.

Bemerkung:

Betrachtet man die nicht-regularisierte primal-gemischte Form der ratenunabhingigen
Prandtl-Reuss-Plastizitit (4.63), so entspricht die inkrementelle variationelle Formulie-
rung einer Hencky-Formulierung fiir das betrachtete Zeitintervall.

Dies wird deutlich, wenn man fiir die nicht-pfadabhéngige Hencky-Plastizitat — auch als
Deformationstheorie bezeichnet — die primal-gemischte Formulierung betrachtet:

(Ct:og—elu),t—0) > 0 V{o, T} €€,
. (4.64)
(o(u),e(v)) = (f,v)+(t,v) VveV,uel.

Fiihrt man nun eine Integration iiber das Zeitintervall [,, durch, resultieren daraus eben-
falls die inkrementellen variationellen Gleichungen (4.63), was die vorherige Behauptung
belegt.

Durch die Beschriankung auf den Raum der zulédssigen Spannungen & = IIS &8t sich
die Spannung o ebenfalls als eine Projektion in diesen Raum darstellen. Somit kann das
Hencky-Problem in Form einer gemischten nichtlinearen Variationsgleichung angegeben
werden:

(o —IIC :e(u),7) = 0 Vi{o, 7} €S,
) (4.65)
(o(u),e(v)) = (f,v)+(t,v) VveVuel.
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Eliminiert man die Spannungen, so erhélt man eine reine Verschiebungsformulierung;:
(IIC : e(u),e(v)) = (f,v) + (t,v) VveVuel. (4.66)
Nach einer Integration iiber das Zeitintervall [,, erhélt man:
(ILCt+1 - g(ul1) e(v)) = (fin+1,v) + (", v) YoveVut el (4.67)

Dies entspricht genau der inkrementellen variationellen Formulierung fiir das regularisierte
Problem, siche Gl. (4.60).

4.4 Abschitzung des Fehlers der Ortsdiskretisierung

Aus der zeitlichen Diskretisierung der primal-gemischten Formulierung der Prandtl- Reuss-
Plastizitdt und der regularisierten primal-gemischten Formulierung der Perzyna-Visko-
plastizitéit konnte gezeigt werden, dafl diese Probleme sich auf eine nichtlineare schwache
Form vom pfadunabhéngigen Hencky-Typ auf einem Zeitintervall I,, reduzieren lassen.
Das motiviert eine separate Fehlerabschéitzung fiir jedes Zeitinkrement I,,. Diese Annahme
wére, wie im vorangegangen Abschnitt im Rahmen der Zeitdiskretisierung gezeigt, exakt,
falls die Eingangsgrofien u'» und o'~ exakte Werte annehmen.

Der im folgenden vorgenommenen Fehlerabschéitzung liegt damit die Annahme zugrunde,
daBl der Fehler dieser Eingangsgrofien klein ist.

Durch die hier vorgenommene Raum-Zeit-Entkopplung kann somit nur ein additiver Feh-
lerzuwachs von einem Schritt zum néchsten Lastschritt beriicksichtigt werden. Die In-
teraktion des Fehlers des Zeitintervalls I,,_; mit dem Fehler im Intervall I,, bleibt damit
unberiicksichtigt. Somit miissen bei einer numerischen Analyse die Last- beziehungsweise
Zeitschritte geniigend klein gewéhlt werden, um diesen Fehler a prior: klein zu halten.
Durch die vorgenommenen numerischen Experimente kann gezeigt werden (siehe Kapitel
5 ,Numerische Beispiele“ ), dafl mit diesem Vorgehen sehr gute Resultate erzielt werden
konnen.

Im Rahmen dieser Arbeit wurde die regularisierte Verschiebungsformulierung der Per-
zyna-Viskoplastizitédt sowie der nicht-regularisierten Prandtl-Reuss-Plastizitdt numerisch
umgesetzt. Zur Konstruktion eines a posteriori-Fehlerschitzers wird nun von der zeitdis-
kretisierten schwachen Formulierung (4.60) ausgegangen:

(IC+ : e(u),e(v) = (firt,v) + ", v)  VwveVur el (4.68)

Der Fehler in einem betrachteten Zeitinkrement wird als Differenz der kontinuierlichen
und der diskretisierten Losung definiert als:

in
et =t — (4.69)

Durch die Wahl endlich dimensionaler Test- und Ansatzfunktionen v, € V, C V bezie-
hungsweise u;, € U, C U erhidlt man das Finite-Element-Problem:

,Finde eine Finite-Element-Losung uZ”“ €U, C U fir alle v, € V, C V), so daff gilt:*

(O™ - e(wy ™), e(vn)) = (F7,0n) + (£, vp). (4.70)
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Die Subtraktion der diskreten Form (4.70) von der kontinuierlichen Formulierung (4.68) im
betrachteten Zeitinkrement I, liefert mit der Definition des Fehlers (4.69) eine nichtlineare
Galerkin-Orthogonalitét:

(I C™* : g(et), e(vy,)) = 0. (4.71)

Des weiteren wird nun eine inkrementelle Semilinearform a(-, -) eingefiihrt’ Fiir diese
soll gelten:
a(u v) = (IC"+ : g(u't), e(v)). (4.72)

Fiir die Volumen- und Oberflachenlasten wird analog dazu eine inkrementelle Linearform

~

[(-) definiert:
[(v) := (f,0) + (£, v). (4.73)

Damit 1488t sich das Finite-Element-Problem eines Zeitinkrementes wie folgt angeben:
a(ut ) =l(vy),  wrteU, CU, v, €V, C V. (4.74)

Dieses Problem kann nach einer Linearisierung

~

b(@!m, vy) = lin (a(a';:“, vh)) At e Uy CU, v EVLCV (4.75)

im Rahmen eines Newton- Rapson-Verfahrens gelost werden.

Nun kann auf dieses linearisierte Finite-Element-Problem Gl. (4.75) eines Zeitinkremen-
tes I, die duale Methode der Fehlerkontrolle, siche Kapitel 3, angewandt werden. Das
entsprechende linearisierte duale Problem ist daher identisch mit dem primalen Problem.

Exemplarisch wird nun fiir eine residuenbasierte Abschétzung ein Fehlerindikator konstru-
iert. Gradientenbasierte bzw. energienormbasierte Methoden folgen analog den Ausfiih-
rungen des dritten Kapitels.

Mit dem analog zu Gl. (4.75) linearisierten Fehler e"*! eines Zeitinkrementes folgt mit
der Standardargumentation (3.89) und (3.93):

(i) = Y / Resy(w, ™) - a*»+ dv
T

TeT,

+ ) /E Resp(@™) - a%+ da.

Ee&y,

(4.76)

Mittels der linearisierten Form der Galerkin-Orthogonalitét fiir das duale Problem folgt:

ey = Y [ Resn(ap) - (@t - @l do
T

TeT),

£ [ Ressta - @ - a) do
E

Ecé&y

(4.77)

5Die Semilinearform a( -, -) ist nichtlinear im ersten Argument und linear in der Testfunktion v. Das
erste Argument stellt hier die nichtlineare Projektion bzw. die Materialantwort dar, siche Gl. (4.43).
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Durch die Einfithrung der Interpolierenden fiir die duale Variable '&Z’t"“ in einem Zeit-

schritt I,, und mit der Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir Integrale erhélt
man:

N = S [ [ (O
T
e (4.78)
Y IResp(@g )| (@t — et
Ee&y,

Fiir die Interpolationsabschitzungen kénnen, wie in Kapitel 2 beschrieben, wieder Dif-
ferenzenquotienten zweiter Ordnung numerisch ausgewertet werden, siehe Gl. (3.108),
(3.109) und GI. (3.120).

Damit folgt fiir den Fehler nun elementweise ausgedriickt:

(jtn+17étn+1 Z Cz ) hZTHReST( tn+1)|| Hvz ~dtn+1||T
TET,
(4.79)
IS L Cuah¥2 [Resp (@) [|V2 &1 5.
TEeT, ECT

Damit kann ein lokaler elementweise Fehlerindikator in einem Zeitinkrement I,, definiert

werden: .
Wibhinr = Coa | Resp(ay™) | V2 |

. .y (4.80)
+ D35 L a2 | Res ()| V2 @24 | 5.

ECT

Die Summation {iber alle Elemente ergibt den Fehlerindikator im gesamten betrachteten

Gebiet ) x I,:

TeT,

Den Fehlerindikator im gesamten Zeitbereich I = >~ | I,, erhélt man durch Summation
iber alle Zeitinkremente I,,:

Nago,lin ‘= Z ntég}lm (482)

4.5 Gekoppelte Fehlerabschitzung in Ort und Zeit

Alternativ zu der vorgestellten Formulierung mit Finiten Elementen im Ort und einem
Finite-Differenzen-Verfahren in der Zeit kann das betrachtete Anfangsrandwertproblem
auch mit einer Galerkin-Methode in Raum und Zeit formuliert werden. Zwei grundsétzlich
zu unterscheidende Galerkin-Methoden fiir die zeitliche Diskretisierung bieten sich hier-
zu an: die kontinuierliche und die diskontinuierliche Galerkin-Methode in der Zeit. Diese
sind in der Literatur vorwiegend unter der englischsprachigen Bezeichnung ,,continuous-
Galerkin method, ¢cG(m)—cG(n)* bzw. ,,discontinuous- Galerkin method, ¢G(m)—dG(n)“
verwendet. Dabei bezeichnet m und n den Polynomgrad der Ansatzfunktionen im Ort bzw.
in der Zeit. Fiir die nachfolgenden Fehlerabschiatzungen bieten sich die diskontinuierlichen
Galerkin-Verfahren an, da sowohl die Ansatzfunktionen fiir die Losungsvariablen {u, o}
als auch fiir die Testfunktionen {v, 7} aus demselben Funktionenraum gewéhlt werden
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kénnen. Man kann daher auch von einem Bubnov-Galerkin-Verfahren sprechen. Demge-
geniiber werden beim kontinuierlichen Galerkin-Verfahren die Ansatz- und Testfunktionen
aus unterschiedlichen Funktionenrdumen gewéhlt, das Verfahren kann somit als ein Pe-
trov-Galerkin-Verfahren interpertiert werden (z. B. werden bei einer ¢G(1)-Approximation
fiir Systeme von Differentialgleichungen erster Ordnung in der Zeit lineare Ansatzfunk-
tionen und konstante Testfunktionen gewihlt), siehe Eriksson et al. [51, 52].

Ansitze zur gekoppelten Raum-Zeit-Fehlerabschitzung fiir materiell nichtlineare Proble-
me der Plastizitédt und Viskoplastizitéit findet man in der Literatur sehr wenig. Die beiden
Arbeiten, welche sich mit einer Raum-Zeit-Kopplung fiir diese Problemklasse beschéftigen,
beriicksichtigen eine sehr einfache Materialklasse; in der Arbeit von Rannacher & Suttmei-
er [119] wird ebenso wie in der Arbeit von Larsson et al. [32] ideale Plastizitéit ohne Verfe-
stigung beriicksichtigt. Ebenso fehlt eine Einordnung in die Kontinuums-Thermodynamik,
was die Erweiterung auf komplexere Materialklassen, z. B. Modelle zur Beschreibung von
Reibungsmaterialen der Geotechnik oder erweiterte Kontinuumstheorien, erschwert.

Aus methodischer Sicht ist das hier vorgestellte Verfahren den Methoden zur Fehler-
abschétzung gekoppelter Raum-Zeit-Probleme, z. B. bei strukturdynamischen Problemen
oder bei Problemen der Warmeleitung dhnlich. Hierzu sei z. B. auf die Arbeiten von Eriks-
son et al. [52], Bangerth & Rannacher [15], Bangerth [11], Cirak [3/], Schleupen & Ramm
[122] sowie Maute [93] verwiesen.

Im Rahmen dieser Arbeit soll versucht werden, anhand der Perzyna-Viskoplastizitdat mit
nichtlinearer-exponentieller Ver- bzw. Entfestigung einen allgemein gehaltenen Zugang
zur Raum-Zeit-Fehlerabschétzung aufzuzeigen.

4.5.1 Raum-Zeit-Galerkin-Formulierungen

Ausgangspunkt bildet das Anfangsrandwertproblem der Perzyna-Viskoplastizitét, welches
nocheinmal vollstédndig angegeben werden soll:

Skalare Funktionen: U = U, )+ UM (a) in QxT

= (o) + D™ () in QxT

Impulsbilanz: —dive = f in QxT
Kinematik: e(u) = V¥u in QxT
e = gl +e” in QxT

OV (e, e, a)

Konstitutivgl.: o = ————~ in QxT
Je
. o
¢ = AICLE) in QxT
[)e"
(4.83)
1 ®
Evolutionsgl.: e’r = —(@)a— in QxT
—_— n oo
1 o
o = —Ligy2® i OxT

n' ' 0¢
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Randbedingungen: on =t auf I'y xT
U = u auf I'p xT
Anfangsbedingungen:  o|,_, = (-, %) bei € X tg
ul,_o, = u(-,t) bei Q xt,

Entsprechend der Herleitung in den vorangegangenen Abschnitten folgt damit die konti-
nuierliche schwache Form in Raum und Zeit:

1
/(C1 o —e(u),)dt = /—E(deva —Ildeve, ) dt,
I I

Jocwpar = [ [@o)a

sowie die (gewichtete) schwache Form der Anfangsbedingung fiir die Spannung zum Zeit-
punkt ¢t = ¢,

(4.84)

(C7: (o(m,to) — (. t0) ), T(x, ty)) = 0. (4.85)
Durch die Wahl diskontinuierlicher Test- und Ansatzfunktionen o (- ,t), 7(-,t) bzw. u( -, ),
v(-,t) in der Zeit kann die schwache Form additiv in einzelne Zeitschritte I = > " | I,
zerlegt werden® Durch die Diskontinuitéit der Funktionen in zeitlicher Richtung entstehen
Sprunganteile in der Zeit, welche als Anfangsbedingungen der einzelnen Zeitschritte I,
interpretiert werden kénnen. Die vorgenommene Gewichtung erlaubt es, dafl die schwache
Form der Spriinge zu der ersten Gleichung, siche (4.86), addiert werden kénnen. Fiir die

schwache Form in einem Zeitschritt /,, gilt damit im Rahmen eines diskontinuierlichen-
Galerkin-Verfahrens:

(Ct:fo(-,ty)],7) + /(C"1 o —e(u),r)dt = /—l(deva —Tdeve,7) dt, (4.86)

I I, 7

/(a,s(v)) dt:/ (f,v) dt+/ (t,v) dt. (4.87)

In In In

Mit den Sprungbedingungen, siche Abbildung 4.5

[o(-,t)] :=0o(-,t)) —o(-,t,) (4.88)
und den Definitionen:
) = li -t At
o(-.ty) = [lm o t,+At),
(4.89)
Sty = . At,).
o(-,t,) A o (-, tn + Aly)

"Die 2. Anfangsbedingung fiir die Verschiebung kann aus einer Gleichgewichtsbetrachtung zum Aus-
gangszeitpunkt ¢t = tg, d. h. aus einer algebraischen Gleichung beziiglich der Zeit, bestimmt werden.

8 Aus algorithmischer Sicht unterscheidet sich dabei das kontinuierliche vom diskontinuierlichen Galer-
kin-Verfahren in der Zeit nur unwesentlich, da auch beim ¢G-Verfahren das algebraische Gleichungssystem
auf einem Zeitintervall I,, gelost werden kann. Einzig die Stetigkeitsanforderungen, an die in zeitlicher
Richtung kontinuierlichen Ansaéitze, verlangen im Rahmen eines ¢G-Verfahrens nach einer Modifikation
des resultiernden Gleichungssystems.
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Durch die Wahl endlich-dimensionaler Ansatzfunktionen, z. B. einer ¢G(2)—cG(1)—dG(0)-
Methode mit quadratischen Ansétzen fiir die Verschiebungen und linearen Ansétzen fiir
die Spannungen im Ort sowie konstanten Ansétzen fiir die Verschiebungen und Spannun-
gen in zeitlicher Richtung, erhélt man das Finite-Element-Problem:

,Finde eine Finite-Element-Losung w, und o, so daf§ gilt:*

1
(C_l . [[O'h(',tn)]] ,7') +/(C_1 : 0"h —€(’l:l,h),7'h) dt :/——(devah — HdeVO'h,Th) dt,
I,

L, 7

/]n (oh, e(vy)) dt :/zn(f’vh) dt + /zn(t’vh) dt.

Mittels der Definition der Fehler
e, = u— u, und e, =0 — 0oy, (4.90)

erhilt man die fundamentale Galerkin-Orthogonalitét:

(C:es(-,t)],T)+ /1<C_1 c e, —€e(€y), Th) dt :/I—%(dev e, — lldeve,, ) dt,
' ' (4.91)
/ (ey,e(vn)) dt = 0.

In

Setzt man die diskrete Finite-Element-Losung in die starke Form des Anfangsrandwert-
problems ein, so ergibt sich eine Definition der Residuenanteile:

Resr(uy) = divey, + f, VT €T, (4.92)
1
Resp(o) = C7':oy —e(uy,)+ E(dev o, —ldevey), VT €T, (4.93)
7
o(-,th)o o
‘ [o(-,tn)] o 0
O O U( ' 7t7_z)
o
o o
| | | | |
| | | | Bal
th_1 tn tny1 [t]
.

Abbildung 4.5: Diskontinuierlicher Ansatz fiir die Spannung o ( -, ?)
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[[a'h-n]], VEE(C:}L@,
ResE(uh) = t— o - N, VEEe€ ghIN? (494)

0, VEe gh’rD,
Resp(on) = [C':on(-,t,)], VE€&,. (4.95)

Der Residuenanteil Resg(oy,) VE € &1, beschreibt dabei den Sprunganteil in zeitlicher
Richtung.

Die Abschétzung des zielorientierten Diskretisierungsfehlers erfolgt mittels dualer Metho-
den. Analog zu den vorgestellten zielorientierten Methoden in Kapitel 3 wird dazu eine
energetische Aquivalenz zwischen dem primalen und dem dualen Problem betrachtet:

|

(Lo, @) = (L* ¢ ), (4.96)

wobei die Vektoren ¢ die primalen Losungsvariablen und ¢? die dualen Losungsvariablen

darstellen: .

. u d__ u
90—{0} und go-[ad] (4.97)
Aus der Beziehung (4.96) kann der Satz der Differentialoperatoren, also das Anfangs-
randwertproblem des dualen Problems, mittels partieller Integration in Raum und Zeit
bestimmt werden. Nach einigen Umformungen gelangt man zu dem dualen Anfangsrand-
wertproblem in starker Form:

—Cl:g%—e(u?) = —%(&d ~M6%) in QxT,
—dive? = j in QxT,
u! =0 auf I'p x T, (4.98)
ol n =k auf I'y x T,
C':ol_. = l(z1) bei Q(z) x .

Dies stellt ein ,,Riickwértsproblem® in zeitlicher Richtung dar, wie man an dem Vorzei-
chenwechsel im ersten Term der linken Seite von Gl. (4.98a) erkennt. Die rechte Seite
des dualen Problems, d.h. die Volumenkrifte j bzw. die Randspannungen k und die An-
fangsbedingung j(Z,f) werden dem zu kontrollierenden Fehlerfunktional angepasst, siehe
Kapitel 3.2. Bei Verwendung eines Stoffgesetzes mit denselben Konstitutivgleichungen
wie fiir das primale Problem ist der duale Projektionsoperator II identisch mit dem pri-
malen Operator II. Fiir die Spannungen ¢ werden dann wie im primalen Problem die
Deviatorspannungen eingesetzt. Damit gilt:

6?=deve und II=1IL (4.99)

Man erkennt in Gl. (4.98), dafl das duale Problem infolge der nicht-selbstadjungierten
Differentialoperatoren nicht mit dem primalen Problem identisch ist:

L+ L*. (4.100)
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Fiir weitere Ausfithrungen zu nicht-selbstadjungierten Randwertproblemen sei auch auf
Cirak [31], Maute [93], Steeb, Cirak & Ramm [1206] und Steeb, Maute & Ramm [127]

verwiesen.

Das duale Problem beginnt dementsprechend zu einem Zeitpunkt ¢ = ¢ und lauft riickwérts
bis zu dem Zeitpunkt ¢ = 0, an dem das primale Problem beginnt. Die Anfangsbedingung
I(z,t) bzw. die Lastterme j, k werden wiederum so skaliert, dal die duale Norm identisch
Eins ist:

13 ks Uz, 8)]]| = 1. (4.101)

Durch die Wahl einer geeigneten Belastung bzw. Anfangsbedingung hat man damit auch
bei der gekoppelten Raum-Zeit-Fehlerabschitzung wieder die Méglichkeit, die Fehlernorm
festzulegen. Beispielsweise kann der Energienormfehler zu einem Zeitpunkt ¢ = ¢ im Gebiet

Q2 mittels folgender Anfangsbedingung I(x,t) abgeschitzt werden:

l(x,1) =

:f . (4.102)
t

Andere Fehlernormen sind natiirlich entsprechend den Vorschlédgen fiir das linear-elastische
Randwertproblem im vorangegangenen Kapitel ebenso moglich, siehe Gl. (3.98), (3.99)
und Gl. (3.104).

Nutzt man nun eine Dualitdtsbeziehung, sieche Gl. (3.93) bei linear-elastischen Proble-
men und Gl. (4.96), zwischen dem Anfangsrandwertproblem des Fehlers des primalen
Problems und dem dualen Anfangsrandwertproblem, so gelangt man zu der lokalen oder
zielorientierten Form der Fehlergleichung in schwacher Form:

(e, [j; ks U=, 1)]) = (L p(e), o) (4.103)

Mit Hilfe des Aubin-Nitsche-Tricks formuliert sich damit die Dualitétsbeziehung fiir das
Anfangsrandwertproblem der Perzyna-Viskoplastizitét:

(e,g; k; U=, T)]) = zm:[ Z/, /TRes%:crd dv dt

n=1 TETh n
+ Z/ /Res%-ud do dt
TeT), In JT
(4.104)
+ Z/ /Res}f;~ud da dt
Eecé&y InJE
+ Z/Res"E,In:ad dv ]
TeT, T

Wobei in Gl. (4.104) im Gegensatz zur Abschitzung fiir den quasistatischen Fall die
Residuen nun noch iiber die einzelnen Zeitintervalle I, mit n = 1, ... ;m aufzusummieren
sind. Mit der Standard-Argumentation kann auf Gl. (4.104) die Galerkin-Orthogonalitét
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fiir das duale Problem angewendet werden:

(e, B:1(2,0):]) — Z[ Z/J /TRes;;(ad—az> dv dt

n=1 TeT,

+ Z/ /Res%~(ud—uﬁ) dv dt

TeTy, InJT

(4.105)

+ Z/ /Res}fj-(ud—uz) da dt

Ee&;, In JE
+ Z /Res]{;yln (et — o) dv

TeTy, T

Diese Fehlergleichung fiir das vorab festgelegte Fehlerfunktional (e, [5;k;1(2,%)]) kann
natiirlich wieder numerisch gelost werden. Der numerische Aufwand, der zur Losung der
Fehlergleichung aufgewendet werden muf, ist allerdings sehr hoch, da infolge der Optima-
litdt des Galerkin-Verfahrens das duale Riickwértsproblem mit derselben Diskretisierung
wie das primale Problem auf dem gesamten Zeitintervall t — ¢ = 0 geldst werden muf3.
Zuséatzlich mufl zur Bestimmung des dualen Fehleranteils eine Vergleichslosung mit ei-
ner feineren Diskretisierung numerisch berechnet werden. Dieser sehr hohe numerische
Aufwand ist i. a. natiirlich nicht zu rechtfertigen.

Deshalb bietet es sich wieder an, die schwache Form der Fehlergleichung (4.104) bzw.
(4.105) wie im vorangegangenen Kapitel abzuschétzen. Der hohe numerische Aufwand,
also die Losung des diskretisierten dualen Riickwértsproblems im gesamten Raum-Zeit-
Gebiet, bleibt allerdings erhalten.






Kapitel 5

Nichtlineare adaptive
Finite-Element-Methoden

Im folgenden Kapitel werden die adaptiven Methoden bereitgestellt, die fiir ein nichtlinea-
res adaptives Konzept in einem Finite- Element-Programm bendtigt werden. Um mdoglichst
komplexe Gebiete mit Finiten Elementen beschreiben zu konnen, wird dabei von einer frei-
en Vernetzung des Problems ausgegangen. Neben einem leistungsfihigen Netzgenerator,
der auf einer Netzdichtefunktion basiert, werden Methoden des effizienten Datentransfers
von Knoten- und GaufB3-Punktwerten diskutiert.

Des weiteren wird in einem mnichtlinearen Gesamtkonzept die Einbettung der einzelnen
Methoden in den adaptiven Algorithmus vorgestellt.

5.1 Adaptive Finite-Element-Methoden

In diesem Abschnitt wird auf die einzelnen numerischen Aspekte der adaptiven Netzge-
nerierung innerhalb einer Finite-Element-Analyse eingegangen.

Eine Anpassung der Finite-Element-Diskretisierung an berechnete oder abgeschétzte Feh-
lerverteilungen kann grundsétzlich auf unterschiedliche Weise durchgefiihrt werden:

o h-Adaptivitat
Im Rahmen einer Diskretisierungsanpassung wird die charakteristische Element-
grofe hp, siehe Gl. (3.15), an die lokale Fehlerverteilung ny angepafit. Die Ansatz-
ordnung p der Finiten Elemente wird nicht verdndert.

e p-Adaptivitat
Hierbei wird der Polynomgrad p der Ansatzordnung der Finiten Elemente an die
lokale Fehlerverteilung nr angepaft. Die charakteristische Elementgrofie Ay wird
nicht angepaflt. Fiir weitere Ausfithrungen sei z. B. auf die Arbeiten von Szabo &
Babuska [138], Schwab [123], Diister & Rank [16] und Rank et al. [1 1] verwiesen.

e hp-Adaptivitit

Hierbei werden sowohl die charakteristische Elementgrofle hp als auch der Poly-
nomgrad p an die lokale Fehlerverteilung ny angepaf3t. Arbeiten zur hp-Adaptivitit

83
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finden sich z. B. bei Ainsworth & Senior [7], Demkowicz et al. [11, 12] und Schwab

[123].

e r-Adaptivitit
Im Rahmen der rAdaptivitit werden die Knoten und damit die globalen Freiheits-
grade im Gesamtgebiet 7;, so angeordnet, dafl sie der lokalen Verteilung nr des
Diskretsierungsfehlers entsprechen.

e d- und m-Adaptivitit
Hierunter wird die Dimensions- und die Modelladaptivitat verstanden. Adaptiert
wird in der Dimensionsadaptivitdt die gewidhlte Raumdimension des modellier-
ten Problems. Darunter kann z.B. der Ubergang von einer zwei- zu einer drei-
dimensionalen Betrachtung verstanden werden.

In der Modelladaptividt wird das gewéhlte mechanische Modell an den Modellie-
rungsfehler angepaflt. Bei der Betrachtung von zwei-dimensionalen biegebeanspruch-
ten Reissner-Mindlin-Plattentragwerken kann dies im Randschichtbereich z. B. einen
Ubergang auf die drei-dimensionale Theorie bedeuten. Eine Einfithrung in die d-
und m-Adaptivitit findet sich z. B. in den Arbeiten von Ohnimus [105] und Stein
& Ohnimus [132].

In dieser Arbeit werden nur h-adaptive F inite-Element-Methoden néher untersucht. Kon-
zeptionell lassen sich allerdings die grundsétzlichen Uberlegungen der Fehlerabschitzung
der Kapitel 2 und 3 auch auf hp- und p-adaptive Verfahren iibertragen.

5.2 Strategien der adaptiven Netzgenerierung

Innerhalb eines adaptiven Finite-Element-Konzepts werden Netzgenerierungsmethoden
benotigt, die mit moglichst minimalem numerischen Aufwand die Vorgaben der Fehlerin-
dikatoren an das zu generierende Netz umsetzen. Andererseits miissen die Algorithmen so
flexibel sein, dafi sie diese Vorgaben auch fiir komplex berandete Problemgebiete umsetzen
konnen.

Zwei grundséatzlich zu unterscheidende Konzepte der Netzgenerierung erfiillen diese An-
spriiche, wobei jedes Verfahren gewisse Vor- und Nachteile aufweist:

e Regulire Netzgenerierungstechniken mit hierarchischen Verfeinerungsmethoden.

e Freivernetzer mit Wiedervernetzungsstrategien in jedem adaptiven Schritt.

Bevor eine Netzverfeinerung vorgenommen werden kann, miissen die berechneten bezie-
hungsweise abgeschétzten Fehler ny noch weiter nachbearbeitet werden.

Die lokal verteilten absoluten Fehlerwerte 17 werden im Rahmen einer numerischen Um-
setzung zu Beginn der Netzgenerierung in dimensionslose Grofien &7 transformiert, indem
sie durch die vorgegebene Fehlertoleranz T'OL geteilt werden. Damit erhélt man die ge-
wichteten Fehlermafle &7:

. nhr
&r = TOL

(5.1)
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Der gewichtete Gesamtfehler berechnet sich wieder durch Summation iiber alle Elemente

T €Ty s
£ = {Z 5%} . (5:2)

TeTy,

5.2.1 Beschreibung der Dichtefunktion

Die Netzdichtefunktion r7(€) dient als Verbindungselement zwischen Fehlerabschatzung
und Netzgenerierung. Sie wird als eine Funktion beschrieben, welche die lokale Element-
grofe eines alten Elementes und die entsprechende Grofle eines neuen Elementes verkniipft
Die Grofle eines alten und eines neuen Elementes wird durch die charakteristische Ele-
mentlinge hp respektive hp ausgedriickt, sieche Gl. (3.15):

T'T(fT) = . (53)

Die Dichtefunktion ist also eine Funktion des lokalen Fehlerindikators £7. Der Quotient
zwischen neuer und alter Elementgroe aus Gl. (5.3) gibt somit an, ob ein Element ver-
feinert oder vergrobert wird:

rr < 1 Verfeinerung des Elementes,
rr(&r) mit rr = 1 Elementgrofle bleibt erhalten. (5.4)
rp > 1 Vergréberung des Elementes.

Im folgenden wird nun die Frage diskutiert, wie aus einer gegebenen lokalen Fehlervertei-
lung &7(nr) eine solche Dichtefunktion bestimmt werden kann.

Zur weiteren Beschreibung von Dichtefunktionen sowie Details sei auf die folgenden Ar-
beiten verwiesen: Zienkiewicz & Zhu [151], Onate & Bugeda [101], Ladéveze, Pelle &
Rouget [31], Li & Bettes [36] und Ammann [9].

5.2.2 Netzoptimalititskriterien

Eine adaptive Finite-Element-Methode kann als ein beschréanktes Optimierungsproblem
mit Nebenbedingung fiir das zugrundeliegende Netz der vorgenommenen Diskretisierung
aufgefafit werden.

Dementsprechend kann von einem ,,optimalen Netz* gesprochen werden, falls einer der
beiden folgenden Punkte zutrifft, sieche auch Ellsiepen [13]:

1. Das Finite-Element-Netz ist optimal, wenn mit einer geringstmdoglichen Anzahl an
Freiheitsgraden (DOF) der geschitzte Fehler n < TOL ist. Damit 148t sich ein
beschrénktes Optimierungsproblem mit Nebenbedingung formulieren. Die Statio-
naritit der folgenden Lagrange-Funktion £(DOF') wird gesucht

L(DOF) — stat. (5.5)

mit der Nebenbedingung:
n<TOL. (5.6)
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2. Das Finite-Element-Problem ist optimal, wenn bei einer gegebenen Anzahl von Frei-
heitsgraden max(DOF') eine Losung mit geringstmoglichem Fehler 7 erzielt wird.
Damit ist die Stationaritat der Lagrange-Funktion £(n) gesucht:

L(n) — stat. (5.7)
Die Nebenbedingung fiir dieses Stationaritétsproblem lautet:

DOF < max(DOF). (5.8)

Je nach dem betrachteten Anwendungsproblem kann dabei das eine oder andere der bei-
den vorgestellten Optimierungsprobleme gelost werden. Die Losung erfolgt dabei durch
Netzverfeinerung auf iterativer Weise, wobei man sich dabei eine weitere (gewiinschte)
Eigenschaft der lokalen Fehlerverteilung ny in den einzelnen Finiten Elementen zunutze
macht. Diese Eigenschaft geht davon aus, dafl im gesuchten Optimum der Diskretisie-
rungsfehler nr in allen Elementen beziiglich der betrachteten Fehlernorm gleich sein soll.

Eine Reformulierung des Netzoptimierungsproblems lautet damit:
,Finde ein neues, moglichst optimales Finite-Element-Netz 7, fiir das

1. bei einer globalen Fehlerabschitzung (fiir die Fehlerindikatoren 7, Gl. (3.24), nz,, GL
(3.59) und nzg, Gl. (3.66)) gilt:

1/2
i = { > ﬁ%} ~TOL. (5.9)

TeTy,

2. bei einer lokalen oder zielorientierten Fehlerabschdtzung (fiir die Fehlerindikatoren
nco, Gl. (3.115), 1z, co, Gl. (3.130) und nzg qo, Gl (3.134)) gilt:

=Y ir~TOL* (5.10)
TeTy

Diese Unterscheidung des Fehlers 7) ist ein Resultat der unterschiedlichen Techniken
der Fehlerabschiatzung. Bei den (residuenbasierten) globalen Fehlerschétzern wird die
Cauchy-Schwarz-Ungleichung zweimal angewendet. Damit ergibt sich der Gesamtfehler
aus der Wurzel der Summe der elementweisen Fehler ny. Bei der zielorientierten Fehler-
abschétzung hingegen werden die elementweisen Fehler n; direkt aufsummiert.

Mit dem vorgestellten Optimierungsproblem kénnen nun direkt Kriterien fiir die zu be-
stimmende Netzdichtefunktion r; formuliert werden. Bei bekannter Fehlerverteilung nr
hat man somit mehrere Mdoglichkeiten, das Netzoptimierungsproblem zu l16sen:

1. Gleichverteilung des Fehlers
Im Rahmen dieser Netzdichtefunktion wird von dem elementweisen Fehler 7 ausge-
gangen. Fiir die Dichtefunktion r7 muf§ ebenfalls zwischen einer globalen und einer
zielorientierten Fehlerabschiatzung unterschieden werden.
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(a)

Globale Fehlerabschditzung beziiglich Gl. (5.9):

Der Netzgenerator zielt hierbei darauf ab, die lokalen Fehler ny gleichméflig zu
verteilen. Das heifit, das Finite-Element-Netz wird solange modifiziert, bis jedes
neue Element T € 75, im Rahmen einer gegebenen Toleranz TOL denselben

Fehler 7y besitzt:
TOL

Nr = N VT €T, (5.11)
Dabei stellt iy die Gesamtanzahl aller Elemente T € ’ZNZ im neuen Netz ’ZNZ dar.
Aus a-priori-Abschétzungen fiir den Fehler in der Energienorm erhélt man
Aussagen, die den Energienormfehler gegen die charakteristische Elementgrofie
hg abhingig vom gewihlten Polynomgrad p abschétzen. Dadurch lassen sich
folgende ndherungsweise giiltigen Aussagen fiir die lokalen Fehler 7 treffen:

np ~ChY und ijp ~ ChY,. (5.12)

C ist eine von der Elementgrofie h unabhéngige Konstante. Unter der Verwen-
dung der Definition der Netzdichte (5.3) folgt damit:

TT:E_E: {ﬁ_T}l/p:{ TOL }1/27 (5 13)
hg nr VT nr

Damit erhédlt man eine Netzdichtefunktion, die in Abhéngigkeit einer vorge-
gebenen Anzahl von neuen Elementen nr aus der aktuellen Fehlerverteilung
nr berechenbar ist. Da ny von der Qualitét der Verfeinerung des Netzgenera-
tors abhédngt, mufl die Fehlergleichverteilung auf iterativem Weg in mehreren
Schritten erfolgen.

Lokale oder zielorientierte Fehlerabschdtzung beziiglich Gl. (5.10):
Eine Gleichverteilung des Fehlers 7) bedeutet, dafl nach Auswertung der Fehler-
summe (5.10) der neue elementweise Fehler 777 in einem Element 7' € 7}, sich

wie folgt berechnet:
. TOL
N =

= VTeT. (5.14)
nr
Unter der Annahme einer a-priori-Abschétzung nach Gl (5.12) resultiert dar-
aus die Netzdichtefunktion r:

;LE {ﬁT}l/p {TOL }UP
rp=-— =9 — =4 = . 5.15
" he nr nr Nt (5:15)

2. ,Fixed-Fraction* -Strategie
In jedem adaptiven Verfeinerungsschritt werden die Elemente T" € 7}, ihrer Fehler-
grofle np nach geordnet. AnschlieBend wird eine bestimmte Anzahl n, oder ein
vorgegebener Prozentsatz aller Elemente mit dem gréfiten Fehler zur Verfeinerung
markiert. Entsprechend wird eine vorgegebene Anzahl n. von Elementen mit dem
kleinsten Fehler vergrobert.

2 n. aller Elemente werden vergrobert,
rr(€) ;=< 1/2 n, aller Elemente werden verfeinert, (5.16)

1 Elementgrofie wird nicht verandert.
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Bemerkung:

Es darauf hingewiesen, daf} die , Fixed-Fraction* -Strategie in der in Gl. (5.16) be-
schriebenen Form sich fiir eine hierarchische Netzverfeinerung anbietet. Dabei wird
zuerst jede Kante eines zu verfeinernden viereckigen Elementes halbiert. Anschlie-
end wird die Kompatibilitit der C%-kontinuierlichen Knoten-Verschiebungen durch
Ubergangselemente wiederhergestellt, sieche Abbildung 5.3 und 5.4.

Allerdings kann eine Auswertung der Dichtefunktion nach der ,Fixed-Fraction® -
Strategie auch fiir eine Wiedervernetzungsstrategie verwendet werden, siehe Abbil-
dung 5.1.

Insbesondere im Rahmen inelastischer Problemstellungen wurde die ,, Fixed-Fraction*
-Strategie in den untersuchten numerischen Beispielen erfolgreich eingesetzt. Durch
eine festgelegte Vorgabe der Anzahl zu verfeinernder respektive zu vergrobernder
Elemente konnte eine sehr effiziente und stabile Wiedervernetzung auch im post-
kritischen Bereich erreicht werden.

5.2.3 Wiedervernetzungsstrategie

Als erstes Verfahren soll die freie Vernetzung der Gebiete kombiniert mit einer Wiederver-
netzungsstrategie angesprochen werden. Dieser Methode ist die grofitmogliche Flexibilitét
mit der Anwendungsmoglichkeit auf zwei-, aber auch dreidimensionale Gebiete zuzuspre-
chen. Bekannte Methoden zur Freivernetzung zweidimensionaler Gebiete sind unter an-
deren die Delaunay-Triangulierer und sogenannte ,, Advancing Front* -Techniken.

Die Basis der Freivernetzung des Rechengebietes bildet der nach der ,,Advancing Front“
-Technik arbeitende Netzgenerator FREEM des Finite-Element-Programmsystems CORAT,
siehe Abbildung 5.2. FREEM wurde am Institut fiir Baustatik der Universitat Stuttgart
entwickelt, sieche Rehle [120, ], und ist als Weiterentwicklung der Arbeiten von Peraire
et al. [108] und Lo [37] zu verstehen. Im Rahmen dieser Arbeit wird nicht auf die Netzge-
nerierung als solche eingegangen, sondern nur das prinzipielle Vorgehen erlédutert, um die

[TT(O] '

] 1 J SO -
e
'

’
- N,—= V4 TN —=
1.0 - |

L
100% [Elemente]

’ :
¢+ verfeinern
’
05 ___,J A — Dichtefunktion r¢

= = = skalierte Fehlerverteilung &r

Abbildung 5.1: ,,Fixed-Fraction®“ -Dichtefunktion
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Einbettung des Netzgenerators in das adaptive Gesamtkonzept zu erldautern. Fiir Details
zur Netzgenerierung sei auf die o.g. Arbeiten verwiesen.

Der Netzgenerator ist in der Lage, sowohl homogene als auch adaptiv verfeinerte Finite
Elemente Netze fiir zweidimensionale Probleme zu generieren. Mittels geeigneter Pro-
jektionsmethoden kénnen mit FREEM aber auch gekriimmte Strukturen (z.B. Schalen)
vernetzt werden.

Durch die sequentiell ablaufende Vernetzungsstrategie wird das betrachtete Gebiet €2 zu-
erst mit Dreieckselementen nach der ,,Advancing Front“ -Technik generiert. Im Anschlufl
daran werden benachbarte Dreieckselemente zu Viereckselementen vereinigt. Dies ist nicht
fiir alle Dreieckselemente moglich, so dafl einige Dreiecke verbleiben. Die verbleibenden
Dreiecke werden anschlielend in drei Vierecke und die Viereckselemente in vier Vierecke
weiter unterteilt. Eine Netzglattungsroutine im Anschluf sichert eine verbesserte Qualitat
des reinen Vierecksnetzes.

Somit kann der Netzgenerator FREEM also zur Generierung dreiecksférmiger Finiter Ele-
mente (3-, 6- und 9-knotig) und viereckiger Finiter Elemente (4-, 8-, 9- und 16-knotig)
in CORATverwendet werden. Die Netzgrofle der generierten Finiten Elemente richtet sich
nach einer vorgegebenen Netzdichtefunktion r7(£). Das heifit, dafi die Grofie jedes ein-
zelnen Finiten Elementes durch eine gezielte Gréfenvorgabe bei der Freivernetzung be-
stimmt werden kann. Damit ist die Netzdichtefunktion als das Koppelelement zwischen
dem Netzgenerator und dem Fehlerschitzer zu betrachten.

Allerdings wird in einem adaptiven Finite-Element-Programm nicht direkt aus dem loka-
len Fehlerindikator 7y die kontinuierliche Netzdichtefunktion r7(§) berechnet. Vielmehr
werden die elementweise errechneten lokalen Fehlergréfien zuerst auf die Knoten eines
Hintergrundnetzes projiziert. Generell konnte das Hintergrundnetz ein beliebiges Netz
sein. In der Praxis bietet sich z.B. im zweidimensionalen Fall ein Netz aus bilinearen
Elementen mit C° kontinuierlichen Lagrange-Anséitzen an. Die tatsichliche Geometrie
des betrachteten Korpers B —— ) braucht mit diesem Hintergrund nicht abgebildet zu
werden.

Waéhrend des Vernetzungsprozesses kann mit den Knotendaten auf dem Hintergrundnetz
dann fiir jeden beliebigen neu zu generierenden Finite-Element-Knoten mittels lokaler

aktive Front

1. Problemgebiet €2 2. erste aktive Fronten 3. fortschreitende Fronten

Abbildung 5.2: , Advancing Front* -Netzgenerator nach Peraire [108]
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Interpolation mit den Standard-Ansétzen, vgl. Gl. (2.59), die neue Position des Knotens
im aktuellen Netz berechnet werden. Fiir weitere Details, z. B. beziiglich 6konomischer
Datenstrukturen und einer effizienten Datenverwaltung, sei auf die Arbeiten von Rehle
[120] und Ellsiepen [18] verwiesen.

5.2.4 Hierarchische Netzverfeinerung

Ausgangspunkt einer hierarchischen Netzverfeinerung ist im allgemeinen ein homogenes
und reguldr aufgebautes Finite-Element-Netz. Unter homogen wird dabei verstanden, dafl
die Netzdichtefunktion der Ausgangsdiskretisierung konstant fiir alle Elemente ist. Geo-
metrisch reguldr bedeutet, dafl der kleinste Winkel eines Vierecks von Null weg beschréankt
ist, also eine Schranke fiir das Aspektverhéltnis 22 o existiert.

Im Rahmen dieser Arbeit konzentriert sich die Betrachtung der Netzgenerierung im fol-
genden auf Vierecksnetze, da ausschliefllich mit Viereckselementen gearbeitet wurde. Sinn-
gemif lassen sich allerdings die weiteren Uberlegungen auch auf Dreiecksnetze iibertragen.
Dazu sei z. B. auf die Arbeiten von Bank [16] , Mitchell [96] und Bey [21] verwiesen.
Die Betrachtung von dreidimensionalen Problemen ist ebenfalls nicht Gegenstand dieser
Arbeit.

Folgt man den Abbildungen 5.3 und 5.4, so ergibt eine Auswertung der berechneten
Netzdichtefunktion, hier am Beispiel der , Fixed Fraction* -Strategie, fiir das eingefirbte
Element 7; einen Wert r;; = 2. Das heifit, dafl das betrachtete Element 7; durch eine
Halbierung der Elementkanten in vier neue Elemente T’ € 7;, zerlegt wird.

Neben der Generierung dieser vier neuen Elemente stellt sich nun die Frage nach der
Kompatibilitdt der diskreten Knotenverschiebungen u; im betrachteten Elementpatch.
Um die C°-Kontinuitéit der Verschiebungen der neuen Elemente 7;, mit den angrenzenden
nicht-verfeinerten Elementen zu gewéhrleisten, bieten sich zwei verschiedene Methoden
der Netzgenerierung an. Diese werden nun im folgenden diskutiert.

1. Verfeinerung mit hingenden Knoten

Innerhalb einer hierarchischen Netzverfeinerung bietet diese Strategie gegeniiber
dem Konzept der Ubergangselemente den Vorteil, da8 sich die Anzahl der neu zu
generierenden Elemente T € 7, exakt an den Vorgaben der Netzdichtefunktion
orientiert. Dieses Verfeinerungskonzept ist in diesem Sinne beziiglich der Anzahl
der zu generierenden Elemente als optimal anzusehen. Desweiteren weicht die Ele-
mentgeometrie im Gegensatz zu den Ubergangselementen weit weniger von der fiir
Viereckselementen optimalen quadratischen Elementgeometrie ab.

Bemerkung:

Der Begriff des ,,héngenden Knotens® ist unter Umsténden irrefithrend und ist durch
die rein geometrische Anschauung des Finite-Element-Netzes geprégt, siehe Abbil-
dung 5.3. Der Knoten N; € N, hat nach einer vorgenommenen Verfeinerung keinen
entsprechenden ,Partner im benachbarten Element T Die diskreten Knotenver-
schiebungen u . des Knotens N; sind dabei allerdings im Rahmen einer konsistenten
Finite-Element-Formulierung in einem weiteren Schritt an die Verschiebungen des
Elementes Tj zu koppeln.

Dafiir kommen mehrere grundsétzlich verschiedene Verfahren in Frage:
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(a)

Eine direkte Koppelung des Freiheitsgrades @ %, kann dadurch erreicht werden,
dafl diese Verschiebung in Abhéngigkeit der Knotenverschiebung der entspre-
chenden Kante des Elementes T; ausgedriickt wird.

~ ~

ﬁNZ» = f(uN]lauNj?)

Die Auswertung erfolgt durch die lokalen Ansatzfunktionen des Elementes Tj.
Die Anzahl der globalen Systemfreiheitsgrade wird dabei reduziert um das Pro-
dukt der Anzahl der lokalen Knotenfreiheitsgrade multipliziert mit der Anzahl
der inkonsistenten Knoten.

Eine weitere Moglichkeit besteht darin, im zweiten Schritt, sieche Abbildung
5.3, ein fiinf-knotiges Ubergangselement zu generieren. Entlang der Kante des
inkonsistenten Knotens wird fiir das Element TJ ein flinfter Knoten eingefiihrt.
Das bedeutet fiir eine Elementformulierung eine weitere polynomiale Stiitzstelle
der gewdhlten Ansatzfunktion. Damit wird ein quadratischer Ansatz entlang
dieser Elementkante des Elementes TJ gewahlt.

Die Anzahl der globalen System-Freiheitsgrade wird damit durch die Kopplung
nicht reduziert. Der hohere numerische Aufwand bedingt auf der anderen Seite
durch eine hohere Ansatzordnung p bzw. eine entsprechende h-adaptive Netz-
verfeinerung entlang der betrachteten Kante natiirlich auch eine verbesserte
numerische Losung.

Weitere Moglichkeiten der Kopplung dieser Freiheitsgrade, z.B. durch erweiterte
schwache Formulierungen oder Penalty-Methoden, sind denkbar. Eine einfache nu-
merische Umsetzbarkeit in einem Finite-Element-Programm ist bei der Auswahl
einer Methode dabei von nicht zu unterschitzender Bedeutung.

2. Verfeinerung mit Ubergangselementen
Die Verfeinerung mit Ubergangselementen ist schematisch in Abbildung 5.4 darge-
stellt. Um die inkonsistenten Knoten des zweiten Schrittes kompatibel an nicht zu
verfeinernde Elemente anzubinden, erfolgt eine Aufteilung eines Viereckelementes in

T; T
N1
— J
r | om i,
T, | T,
Nj2
1. Schritt 2. Schritt

Abbildung 5.3: Verfeinerungsstrategie mit ,,hdngenden Knoten*
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drei ,,temporare” Viereckselemente. Dadurch ist es moéglich, in einem dritten Schritt
wieder ein konsistentes Finite-Element-Netz zu konstruieren.

Bemerkung:

Die Ubergangselemente haben deshalb nur ,temporiren® Charakter, da sie im Fal-
le einer weiteren Verfeinerungsstufe in einem spéteren adaptiven Schritt nicht di-
rekt weiter verfeinert werden. Vielmehr wird ausgehend von dem zweiten Schritt in
Abbildung 5.4 eine hierarchische Unterteilung aller an T angrenzenden Elemente
vorgenommen. Somit grenzen drei Verfeinerungsstufen aneinander, die wiederum in
einem dritten Schritt durch ,,temporire* Ubergangselemente konsistent miteinander
zu verbinden sind.

5.3 Aspekte nichtlinearer adaptiver Finiter Elemente

Im Rahmen zeitabhéingiger oder nichtlinearer Probleme spielt die adaptive Verfeinerungs-
strategie entlang des Belastungspfades eine entscheidende Rolle, siche auch Maute [93].
Grundsétzlich sind hierbei zwei verschiedene Konzepte zu unterscheiden, die im folgenden
weiter betrachtet werden sollen.

e Raum-Zeit-gekoppelte Fehlerbetrachtung

Die zeitabhéngigen beziehungsweise quasizeitabhéngigen nichtlinearen Anfangsrand-
wertprobleme der Perzyna-Viskoplastizitat und der Prandtl-Reuss-Plastizitét erfor-
dern grundsétzlich eine Betrachtung des gesamten Diskretisierungsfehlers. Dieser
Diskretisierungsfehler héngt allerdings sowohl von der rdumlichen als auch der zeit-
lichen numerischen Approximationsgenauigkeit ab. In Kapitel 3 wurde eine Moglich-
keit der gekoppelten Fehlerabschétzung vorgestellt, die es ermoglicht, diesen Diskre-
tisierungsfehler zu betrachten. Hierbei wurde von einer Finite-Element-Diskretisierung
der entsprechenden schwachen Formulierungen ausgegangen.

Grundsitzlich kann mit dem daraus gewonnenen Fehlerindikator n(z, t) und den vor-
gestellten Netzdichtefunktionen r; das Finite-Element-Netz bei Uberschreiten einer

J J
T; T;
J J J J
= e
T | § T\ G| G| T
T, T,

Nz ~z T’g ~z T;

1. Schritt 2. Schritt 3. Schritt

Abbildung 5.4: Verfeinerungsstrategic mit Ubergangselementen
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globalen Fehlertoleranz TOL(x,t) isotrop verfeinert werden. Isotrop heifit hierbei,
dafl die charakteristische Elementliange eines Finiten Elementes hg(x,t) in allen
,Richtungen® gleichméflig angepafit wird. Fiir die Netzdichtefunktion folgt damit:

Inwieweit eine solche erweiterte Dichtefunktion zu einer 6konomischen Diskretisie-
rung fithrt, bedarf einer numerischen Untersuchung. Hierbei ist grundsétzlich zu
erwahnen, dal dem Autor keine adaptiven Verfahren bekannt sind, die eine solche
Strategie im Rahmen materiell nichtlinearer Finite-Element-Formulierungen ange-
wandt haben. Diese Problematik stellt damit ein aktuell offenes Forschungsgebiet
dar und wurde auch im Rahmen dieser Arbeit nicht weiter beleuchtet.

e Entkoppelte Betrachtung der Raum- und Zeitfehler

Durch eine vorgenommene linearisierte Fehlerbetrachtung im Tangentialraum eines
fixierten Zeitpunktes erhilt man eine Entkopplung zwischen rdumlichem und zeit-
lichem Fehler. Dies hat zur Folge, dafi eine gegenseitige Fehlerbeeinflussung von
raumlichem und zeitlichem Fehler im Laufe des adaptiven Prozesses unberiicksich-
tigt bleibt. Vorhandene Raum-Zeit-Akkumulationsfehler haben also keinen Einflul
auf das adaptiv zu verfeinernde Finite-Element-Netz. Die adaptive Verfeinerung
kann somit anisotrop in rdumlicher und zeitlicher Richtung erfolgen. Durch die un-
terschiedlichen Diskretisierungsmethoden in Raum und Zeit wird auch der Fehler
heuristisch in einen rdumlichen und einen zeitlichen Anteil zerlegt:

n(z,t) ~n(x) +n(t).

Die Adaption des rdumlichen Netzes 7, — ’fh basiert damit ausschliefllich auf
einem Fehlerindikator n(x), siehe Kapitel 3. Die rdumlich isotrope Dichtefunktion
rr basiert also auf der charakteristischen Elementlange hg(x):

re(E(n)) = Zj—gg

Die zeitliche Verfeinerung erfolgt im Rahmen dieser Arbeit rein phénomenologisch
ohne Fehlerkontrolle. Fiir mogliche Fehlerkontrollen bei gewohnlichen Differential-

gleichungen sei z. B. auf die Arbeiten von Ellsiepen [18] und Ehlers & Ellsiepen [19]
verwiesen.

Im weiteren wird nun ausschlieflich die numerisch umgesetzte, entkoppelte adaptive
Verfeinerung weiter betrachtet.

5.3.1 Das algorithmische Gesamtkonzept

Die Basis des adaptiven Prozesses bildet eine im allgemeinen homogene Ausgangsdiskre-
tisierung, falls keine a priori Kenntnisse iiber eine zu verfeinernde Diskretierung in einem
Teilgebiet ) C ) existieren.

Durch eine inkrementelle Betrachtung des nichtlinearen Anfangsrandwertproblems im Ge-
samtzeitgebiet I erfolgt fiir jeden Zeitschritt I,,, mit I = )" | I, eine Fehlerabschétzung
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der linearisierten Gleichungen. Diese Fehlerabschiatzung erfolgt allerdings unter der An-
nahme, dafl die diskretisierte schwache Form der Impulsbilanz erfiillt ist. Dies ist erst dann
der Fall, wenn im Rahmen eines Newton-Raphson-Verfahrens die Ungleichgewichtskrafte
fre? zum Zeitpunkt I,, minimiert sind.

Die Einbettung der adaptiven Finite-Element-Methode in einen nichtlinearen Prozef ist
in Abbildung 5.5 schematisch dargestellt.

Als sehr wichtig fiir die Stabilitat des Verfahrens hat sich insbesondere die Gleichgewichts-
iteration nach einer Netzverfeinerung herausgestellt. Diese Gleichgewichtsiteration wird
notwendig, da durch die Transformation der internen Variablen e’ und «,, sowie dem
externen Verschiebungsfeld w,, die Impulsbilanz verletzt wird. Eine Transformation dieser
GroBen von einem aktuellen Netz 75, auf ein neues Netz 75, ist somit als eine Stérung des in-
krementellen Gleichgewichts aufzufassen und mufl dementsprechend numerisch behandelt
werden. Die Ungleichgewichtskrifte };es zum Zeitpunkt I, des neuen Netzes 7, miissen
somit ein weiteres Mal minimiert werden, solange bis ein Abbruchkriterium erreicht wird,

siehe Gl. (2.71).

Ausgangsdiskretisierung

l Schleife iiber alle Zeitschritte

Zeitschritt

I do i=1,m

adaptive Schleife

Gleichgewichtsiteration |

Netzverfeinerung

Fehlerabschétzung
if 7> TOL
if n < TOL

|

Update der internen

und externen Variablen

|

stop

Abbildung 5.5: Algorithmus der adaptiven nichtlinearen Netzverfeinerung
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5.3.2 Zielorientierte Fehlermethoden — das duale Problem

Die Fehlerabschiatzung mittels dualer Methoden erfordert aulerdem eine numerische Be-
trachtung eines weiteren linearisierten Randwertproblems. Die Fehlerabschitzung im Ort
fiir das Gebiet €2 zu einem Zeitpunkt 7, fiihrt auf ein linearisiertes duales Randwertpro-
blem, das dem primalen Problem bis auf den Fehler entspricht, siche Abschnitt 3.4. Das
heiBit, dafl die Tangentensteifigkeitsmatrix K" (uy,) eines Gleichgewichtszustandes des
primalen Problems der Steifigkeitsmatrix K" (u!) des dualen Problems entspricht. Die
numerische Losung des dualen Randwertproblems reduziert sich damit auf die Aufstellung
des dualen Lastvektors 3, und anschliefendes Riickwirtseinsetzen in die triangulisiert ab-
zuspeichernde Tangentensteifigkeitsmatrix K " (uy,).

Bemerkung;:

Die Raum-Zeit-entkoppelte Fehlerabschéatzung mittels dualer Methoden fiir linearisierte
Probleme ist aus numerischer Sicht somit ein extrem giinstiges Verfahren. Der nume-
rische Aufwand zur Losung des dualen Randwertproblems ist praktisch im Laufe einer
nichtlinearen Analyse zu vernachléssigen.

Ganz anders verhalten sich die Fehlerschitzer zur Ermittlung des gekoppelten Raum-
Zeitfehlers, siehe Abschnitt 3.5f. Das duale Anfangsrandwertproblem ist im Rahmen der
betrachteten nicht-selbstadjungierten Methode mit dem primalen Anfangsrandwertpro-
blem nicht identisch, sondern stellt ein Riickwértsproblem in zeitlicher Richtung dar. Das
heifit, dafl fiir eine reine Fehlerabschiatzung ohne adaptive Netzverfeinerung das nichtli-
neare duale Anfangsrandwertproblem im gesamten Zeitbereich numerisch gelost werden
muf.

Dies bedeutet bei einer identischen Netzdiskretisierung des primalen und dualen Pro-
blems einen doppelten numerischer Aufwand, verglichen mit einer Analyse ohne Fehler-
abschétzung. Offen bleibt zudem die Frage, was im Rahmen einer adaptiven Verfeinerung
(in Ort und Zeit) an Aufwand zu betreiben ist. Dies wird sicherlich komplett neue ad-
aptive Strategien bendtigen, damit eine Raum-Zeit gekoppelte Betrachtung iiberhaupt
okonomisch durchzufiihren ist.

5.3.3 Transformation der diskreten Groéfien

Im Rahmen einer inkrementellen, adaptiven Finite-Element-Analyse mit plastischen oder
viskoplastischen Materialmodellen werden wahrend der numerischen Berechnung die li-
nearisierten schwachen Formen auf verschiedenen Finite-Element-Netzen gelost. Die Re-
siduen der internen und externen Kréifte werden dabei mit Hilfe eines globalen New-
ton-Raphson-Verfahrens minimiert. Fiir die Formulierung der dazu notwendigen Tan-
gentensteifigkeitsmatrix K" miissen dabei an den Integrationspunkten die Spannungen
o(e,e”, q(a,...)) berechnet werden. Das bedeutet, daf§ fiir eine Gleichgewichtsbetrach-
tung sowohl die Knotengroflen u — V*¥"u = e als auch die pfadabhéngigen (internen)
GroBen {e”, q(a,...)} an den Material- beziehungsweise an den Integrationspunkten vor-
liegen miissen.

Ist nun eine globale Fehlertoleranz n > TOL {iiberschritten, wird entweder durch hierar-
chische Verfeinerung das Finite-Element-Netz verbessert oder durch Neuvernetzung ein
neues Netz erzeugt, sieche Abschnitt 4.2.3 und 4.2.4. Damit besteht die Aufgabe, den
kompletten Satz der prozBbestimmenden diskreten GroSen {a, &, g(é,...)} vom alten
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auf das neugenerierte Finite-Element-Netz zu transformieren.

Die Anforderungen an die zu formulierenden Transformationsalgorithmen sehen dabei wie
folgt aus:

e Der numerische Fehler durch die Transformation mufl minimal sein. Das bedeutet,
daBl beispielsweise durch die Netztransformation die plastischen Verzerrungen nicht
in elastische Gebiete transportiert werden sollten.

e Der numerische Aufwand der Netztransformation sollte minimal sein. Das bedeutet,
daf3 intelligente Datenstrukturen benotigt werden, um den Suchaufwand der Finite-
Element-Knoten der zu transformierenden Gréflen so gering wie moglich zu halten.

Nachdem der Satz der externen und internen Variablen auf den Knoten und an den Inte-
grationspunkten des neuen Netzes 7}, vorliegt, miissen die durch die Netztransformation
entstandenen Ungleichgewichtskrifte }'ms minimiert werden. Aus algorithmischer Sicht
ist dabei zu beachten, dafl die externen und internen Variablen des alten Netzes erst,
nachdem die Gleichgewichtsiteration erfolgreich beendet wurde und die Diskretisierungs-
fehler 77 des neuen Netzes 7;, die vorgegebene Fehlertoleranz TOL unterschritten haben,
geloscht werden diirfen. Dann darf der ,,Update” der internen und externen Variablen fiir
diesen Zeitschritt stattfinden.

Transformation der externen Variablen der Knoten

Grundsétzlich ist das Vorgehen der numerischen Transformation der externen Variablen
(z.B. der Verschiebungen) an den Finite-Element-Knoten von der Verfeinerungsstrategie
abhéngig. Im folgenden wird diese Transformation fiir eine hierarchische Netzverfeinerung
und eine Wiedervernetzungsstrategie erlautert.

1. Hierarchische Netzverfeinerung
Die zu transformierenden Knotenverschiebungen kénnen mittels der gewéhlten Finite-
Element-Ansatzfunktionen, Gl. (2.59), von einem alten Netz 7), auf das neue Netz
T, transformiert werden. Die lokalen Koordinaten des Knotens im neugenerierten
Netz sind nach dem Algorithmus in Abschnitt 4.2.4 bekannt. Fiir die lokalen Ko-
ordinaten eines neuen Knoten im (zweidimensionalen) Parameterraum & X 7 eines
alten Finiten Elementes T' € 7T}, gilt:

FER) mit —1<(E7) <L (5.17)

Damit gilt fiir die Knotenverschiebung @ in einem Element des neuen Netzes T € T,
siehe Abbildung 5.6:

nodes

w(x) = Z @' () @, (5.18)

2. Wiedervernetzungsstrategie
Grundsétzlich kann hier entsprechend dem obigen Vorgehen verfahren werden. Der
algorithmische Mehraufwand im Falle der Wiedervernetzung besteht darin, dal a
priori nicht bekannt ist, in welchem Element des alten Netzes T' € 7}, sich der neu-
generierte Knoten befindet. Dadurch sind die lokalen Koordinaten dieses Knotens
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natiirlich ebenso unbekannt. Diese miissen zuerst im Rahmen eines intelligenten
Algorithmus aufgefunden werden. Dazu eignet sich der Aufbau eines sogenannten
Quadtree. Fiir den Aufbau von Quadtree-Datenstrukturen sei z. B. auf die Arbeit

von Krause & Rank [78] verwiesen. Verglichen mit einem naiven Suchalgorithmus
kann der numerische Aufwand von O(nr - ny) auf O((nr + ny) lognr) reduziert
werden, siehe Ellsiepen [13]. Hierin bezeichnet ny und ny die Element- beziehungs-

weise die Knotfenanzahl des alten Netzes. Mit iy wird die Anzahl der Knoten des
neuen Netzes 73, bezeichnet.

Nachdem das Element des alten Netzes, in dem sich der neue Knoten befindet,
aufgefunden wurde, kénnen direkt die lokalen Koordinaten & des Knotens berech-
net werden. Damit kann entsprechend dem unter 1. beschriebenen Vorgehen weiter
verfahren werden.

Transformation der internen Variablen der Gauf3-Punkte

Im Rahmen der beschriebenen Integrationsverfahren der Evolutionsgleichungen mittels
eines impliziten Einschrittverfahrens (Euler-Riickwérts) werden die internen Variablen
an den Integrations- bzw. GauB-Punkten der Finiten Elemente ausgewertet. Das heifit,
daB} fiir einen neuen Zeitschritt die internen Variablen des alten Zeitschrittes bendtigt
werden.

Fiir weitere Transformationstechniken, z. B. im Rahmen einer expliziten Zeitintegration
fiir nichtlineare dynamische Prozesse, sei auf die Arbeiten von Gee [58] und Erhart [50]
verwiesen.

Der Satz der prozeBbestimmenden internen Variablen mufl damit bei einer adaptiven Ver-
feinerung wiederum auf die entsprechenden GauB-Punkte des neuen Netzes 7, abgebildet
werden.

Im Unterschied zu den C°-kontinuierlichen Knotenverschiebungen liegt allerdings a priori
nun kein globales Feld der internen Variablen vor. Dies liegt ebenfalls in der Auswertung
der Evolutionsgleichungen mittels Finiter Differenzen begriindet. Insofern entspricht die-
se Auswertung einer Kollokationsmethode, d.h. die Auswertung an den Gauf-Punkten
erfolgt punktweise exakt.

Verschiebungszustand:

Neues Element Tl € ’jﬁ

4

w(é,n) =Y ¢,

J=1

Ausgangsdiskretisierung:

Altes Element T} € 7,

Abbildung 5.6: Transformation externer Variablen bei hierarchischer Netzverfeinerung
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Vielmehr liegen diese Groflen nur diskret d.h. punktweise im Gebiet 2 —— 7, vor. Im
Rahmen dieser Arbeit werden nun mehrere Schritte unternommen, um aus diesen Grofien
ein globales C-kontinuierliches Feld interner Variablen zu konstruieren.! Die Projektion
der internen Variablen wird nun exemplarisch fiir die plastische Verzerrung é” (xp) am
Gauf-Punkt durchgefiihrt. Analog ist im Falle isotroper Verfestigung mit der skalaren
GroBle & bzw. bei kinematischer Verfestigung mit dem ,,back stress“ -Vektor zu verfahren.
Die einzelnen Schritte lauten dabei wie folgt, siche auch Abbildung 5.7:

1. Die Werte an den Gauf-Punkten der Finiten Elemente werden mit den Ansatzfunk-
tionen der Verschiebungen an die Knotenpunkte der Finiten Elemente extrapoliert,
siche Abbildung 5.7:

NGauB

e (zy) = Z ¢’ (@n) e (xap). (5.19)

Hierin bezeichnet der Ortsvektor @y die Koordinaten des Finite-Element-Knotens
N und der Ortsvektor xgp die Koordinaten des Gau-Punktes. &”(xgp) bezeichnet

die plastischen Verzerrungen am GaufB-Punkt. Die Ansatzfunktionen ¢’ zur Extra-
polation der Werte an den Gauf-Punkten auf die Knoten der Finiten Elemente sind
im Anhang C beschrieben, vgl. (C.5).

2. Die diskontinuierlichen Werte an den Groflen werden im folgenden mit Standard-

Verfahren gegléttet, vgl. Abschnitt 2.1.3, Gl. (3.68), Gl. (3.69) und GI. (3.70)ff.

épl N é*’pl
(5.20)

a — af

IDie Transformation der Variablen erfolgt in dieser Arbeit ausgehend von C%-kontinuierlichen Feldern,
da in numerischen Experimenten festgestellt wurde, dafl die direkte Transformation von sprungbehafteten
GroBlen zu grofleren Transformationsfehlern fiithrt. Des weiteren konnen aus algorithmischer Sicht fiir
jegliche C°-kontinuierlichen Felder dieselben Such- und Projektionsalgorithmen verwendet werden.

2Alternativ zur Gl. (5.19) kann auch eine Transformation der Gauf-Punkt Werte an die Finite-
Element-Knoten in den Standardbasisfunktionen ¢’ formuliert werden.

ltes N -
altes Netz 75, | ° tes Netz 7y neyes Netz 7,
/
A f
+ >l
ot
—+ + y
# K +
N
+
y
Netz 7;,: Transformation auf Knoten Knotenvariablen: Netz 7; —— ﬁb

Abbildung 5.7: Technik zur Transformation interner Variablen
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Damit liegen C°-kontinuierliche Felder der internen Variablen mit den Stiitzstellen
an den Finite-Element-Knoten vor. Die Projektion auf die Gau-Punkte des neuen
Finite-Element-Netzes kann im Anschlufl nun analog zur Projektion der Knotenver-
schiebungen stattfinden.

Fiir Alternativvorschliage zur Projektion interner Variablen sei z. B. auf die Arbeiten von
Habraken & Cescetto [61], Lee & Bathe [33], Ortiz & Quigly [107] und Hochard et al.
[66] verwiesen.






Kapitel 6

Numerische Beispielrechnungen

In den Kapiteln 3 und 4 wurden sowohl globale Fehlerschitzer als auch verschiedene lo-
kale oder zielorientierte Fehlerschdtzer fiir das Modellproblem der linearen Elastizitdt und
fiir die materiell nichtlinearen Anfangsrandwertprobleme der Prandtl-Reuss-Plastizitdt
und Perzyna-Viskoplastizitit diskutiert. Wie schon bei der Herleitung der einzelnen Feh-
lerschdtzer bzw. Fehlerindikatoren angemerkt, geniigen diese Fehlerschdtzer mehr oder
weniger scharfen Schrankeneigenschaften. Im Falle der gradientenbasierten Indikatoren
kann fir den allgemeinen Fall beliebig verzerrter Finite-Element-Netze im allgemeinen
keinerlei Schrankeneigenschaft mehr garantiert werden.

Im Rahmen numerischer Beispiele sollen nun die Schrankeneigenschaften fir verschie-
dene vorgestellte Fehlerschitzer aufgezeigt und der Finsatz in adaptiven Finite-Element-
Programmen diskutiert werden.

t=1.0
EEEEEEEERRE
T < Elastizititsmodul E = 1.0
Querdehnzahl v = 0.3
<t
= Ebener Verzerrungszustand
<t (Q1-Verschiebungselemente
(Y
1l e L g Fehlerkontrolle der
l A vertikalen Verschiebung u, in A
F ¥
1.0

Abbildung 6.1: Kurze Kragscheibe
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6.1 Linear-elastische Beispiele

6.1.1 Kragscheibe

Das erste numerische Beispiel beschreibt eine gedrungene eingespannte Kragscheibe un-
ter einer vertikalen Randbelastung. Er wird im Rahmen eines zweidimensionalen Schei-
benmodells mit ebenem Verzerrungszustand numerisch untersucht. Bei diesem einfachen
Modellproblem werden die Randspannungen o,, an der Lagerung der Scheibenunter- und
oberseite fiir einen linear-elastischen Werkstoff singulér. Eine numerische Berechnung wird
sich im Rahmen einer adaptiven Rechnung dieser Singularitdt annehmen und im Rahmen
einer globalen Fehlerkontrolle die Netze an diesen Stellen verdichten.

Dieses Problem wurde in den Arbeiten von Ainsworth et al. [¢] und Johnson & Hansbo
[75] analysiert. Die exakte (globale) Energienorm des normierten Problems wird in diesen
Arbeiten dimensionslos angegeben als |||ul||| = 1.37977453. Die angegebenen Geometrie-
und Werkstoftkenngroflen sind in diesem Beispiel ebenfalls als normierte Gréfen zu ver-
stehen.

Um die Leistungsfahigkeit der lokalen Fehlerschétzer zu demonstrieren, wird nun der
Fehler |e(u,(A))| der lokalen Verschiebungsgroie u, im Punkt A kontrolliert. Eine analy-
tische Referenzlosung ist dafiir unbekannt, so dafl mittels einer nicht-adaptiven numeri-
schen Finite-Element-Berechnung auf einem sehr feinen Netz mit 58 060 Freiheitsgraden
mit unterintegrierten (2-Verschiebungselementen eine numerische Referenzlosung erstellt
wird. Fiir diese Berechnung betridgt die numerische Energienorm des Problems |||uy|| =
1.3794663. Der globale relative Energienormfehler betriagt also lediglich noch 0.02%. Die
vertikale Verschiebung w, (A) errechnet sich bei dieser Analyse zu u,(A) = 2.875323. So-
wohl diese berechnete Vertikalverschiebung als auch die zugehorige Energienorm werden
fiir dieses Beispiel als eine (numerische) Referenzlosung gewihlt.

Die Notwendigkeit von Schrankeneigenschaften der Fehlerschétzer soll mit Hilfe dieses er-
sten numerischen Beispiels belegt werden. Ziel ist die Berechnung der Verschiebung u,,(A)
mittels vorgegebener Fehlertoleranz. Dieses Ziel soll mit moglichst minimalem numeri-
schen Aufwand erreicht werden. Die Effektivitdt des Fehlerschitzers wird infolgedessen
mittels des Effektivitétsindexes gemessen. Dieser wird fiir die Vertikalverschiebung u,(A)

—~ O(n)
O(nco, unregularisiert)

O(ngo, regularisiert)

10 100 1000 10000 [DOF]

Abbildung 6.2: Effektivitétsindex fiir Fehler der vertikalen Verschiebung w,(A)
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wie folgt berechnet:
Nest (uy (A) )

Olpe 1= —————4~. 6.1

neamkt(uy(A)) ( )
Der relative geschétzte Fehler berechnet sich zu:
re 7768

0 = e (6.2)

|uy (A)|ezart

Im Rahmen dieses Beispiels wird der globale explizite residuenbasierte Fehlerschétzer

n"¢ nach Babuska & Rheinboldt [12], sieche Gl. (3.24), mit den lokalen residuenbasierten

Fehlerschiitzern 175, siehe Gl (3.115) und 734 o nach Cirak [31], siehe Gl (3.138), ver-

glichen. Die dazu notwendige Berechnung der Gradienten 2. Ordnung erfolgte numerisch

mittels der vorgestellten indirekten Methode, siche Gl. (3.118) - (3.120). Desweiteren wird

fiir die adaptive Finite-Element-Berechnung mittels des lokalen residuenbasierten Feh-
rel

lerschétzers ny, eine unterschiedliche Art der Lastaufbringung im dualen Randwertpro-
blem untersucht (Die Belastung im Falle des Fehlerschatzers 14 o, wurde regularisert).

Globaler residuenbasierter Indikator Lokaler energienormbasierter Indikator
DOF Uy (A) 777"el ®loc DOF Uy (A) 7]%6576;0 @loc
40 2.6547531 .2341059 1.061 40 2.6547531 .2482863 1.125
64 2.7257944 .2087090 1.395 76 2.7120161 .2442351 1.495
100 2.7734396 .1807045 1.773 136 2.7908441 .1663535 1.969
180 2.8255209 .1361402 2.733 224 2.8326558 .1267448 2.970
332 2.8454657 .1053319 3.527 408 2.8445889 1117553 3.636
536 2.8551464 .0878985 4.356 620 2.8585836 .0925649 5.529
880 2.8659968 .0705119 7.560 1004 2.8658244 .0694204 7.308
1432 2.8689481 .0601530 9.435 1564 2.8706627 .0545548  11.706
2232 2.8722679 .0462280 15.131 2584 2.8729124 .0426050  17.673
3520 2.8739167 .0373527 26.560 4200 2.8742422 .0334248  30.924

Lokaler residuenbasierter Indikator, unreg. Lokaler residuenbasierter Indikator, reg.

DOF uy(A) nesl Oloc DOF uy(A) 7]8% Oloc
40 2.6547531 .8179835 3.708 76 2.7120161 .6288438 3.850
68 2.7064120 .8779322 5.197 136 2.7716852 .3014500 2.908

124 2.7756231 .4422357 4.435 204 2.8085392 .1511241 2.262
204 2.8193629 .1804761 3.225 320 2.8439109 .0740401 2.357
348  2.8382046 .0952146 2.565 484 2.8560977 .0397418 2.067
572 2.8542478 .0477640 2.266 692 2.8620294 .0263303 1.980
744 2.8620877 .0302462 2.285 1016 2.8672759 .0153445 1.906
1072 2.8661238 .0189271 2.057 1528 2.8686556 .0095953 1.439
1656 2.8690458 .0104404 1.663 2240 2.8719159 .0047620 1.397
2312 2.8719444 .0059368 1.757 3260 2.8730852 .0028922 1.292
3428 2.8728837 .0035611 1.459 4756 2.8742025 .0015829 1.412

Tabelle 6.1: Lokaler Fehler und Effektivitdtsindex der vertikalen Verschiebung wu,(A)
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[uy,rel]
1.02 ; ; — Uy rer(17)
1.00 — Uy, rel (nEQ,GO)
0.98 Uy ret(NGo, unregularisiert)
0.96 Uy ret(Nco, regularisiert)
0.94 u _ Uyn
0.92 4 : : yrel = Uy exakt
) 100 1000 10000 [DOF]

Abbildung 6.3: Geschétzter Fehler der vertikalen Verschiebung u,(A)

I

772:%7 regularisiert nest,, nicht-regularisiert
| I ]
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- guuEn
N - '
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Abbildung 6.4: Kurze Kragscheibe: Finite-Element-Netze bei DOF =~ 2000
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In der regularisierten Variante der adaptiven Berechung wird die duale Belastung so auf-
gebracht, so dafl keine singuldre Spannung im Punkt A verursacht wird. Dazu wird die Be-
lastung in einem kleinen Gebiet um den Punkt A verteilt aufgebracht, gemafl Gl. (3.100).
Die duale Norm |j(Z)| wird dazu ebenfalls auf ,,Eins* skaliert. Der zugrundeliegende Feh-
lerindikator wird mit 7, bezeichnet. Dieser Methode werden nicht-regularisierte Last-
terme in einer weiteren Untersuchung gegeniibergestellt. In der kontinuierlichen dualen
Losung existieren daher singulére Spannungskomponenten am betrachteten Punkt A. Das
Ziel dieses Vergleichs ist eine Bewertung nicht-regularisierter dualer Probleme hinsicht-
lich der Fehlerabschétzung von punktuellen Groflen. Die Bezeichnung 772% steht fiir den
nicht-regularisierten lokalen Fehlerindikator. Wie man in Tabelle 6.1 und in Abbildung 6.3
deutlich erkennen kann, wird die Verschiebung u,(A) im Rahmen eines adaptiven Prozes-
ses durch Verfeinerungsindikatoren, basierend auf einem beliebigen der drei untersuchten
Fehlerindikatoren, anndhernd gleich gut abgebildet. Wahlt man also in einem adaptiven
Finite-Element-Programm eine der vier untersuchten Strategien der Fehlerkontrolle aus,
so kommt man bei nahezu identischem Rechenaufwand an qualitativ identische Losungen.

||||| T
|||||| T

778%7 regularisiert nest,, nicht-regularisiert
;
| INEm
8 it ,
HH !
1 rel
U NE2,Go

Abbildung 6.5: Kurze Kragscheibe: Finite Elemente Netze bei DOF ~ 5000
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Ganz anders verhilt es sich bei dem ebenfalls betrachteten Effektivitdtsindex ©(n). Fiir
die beiden lokalen expliziten residuenbasierten Fehlerschéitzer erhalten wir im Laufe des
adaptiven Prozesses einen Effektivitdtsindex, welcher zwischen eins und zwei liegt.

Die regularisierte Methode liefert dabei einen etwas besseren Effektivitéitsindex. Man kann
jedoch erkennen, daf fiir das betrachtete Randwertproblem der approximative Charakter
der Finiten Elemente ausreicht, um eine geniigend reguldre Losung fiir den integralen
Fehler im Gesamtgebiet zu erzeugen.

Dem gegeniiber steht der Effektivitdtindex © der energienormbasierten Fehlerindikato-
ren 75! und ng?iGO. Der Effektivitdtsindex divergiert im Laufe der Berechnung, bzw. er
wird sehr grofl. Das bedeutet, dafl der Diskretisierungsfehler des betrachteten Problems
mit diesen beiden Methoden sehr stark iiberschétzt wird. Gibt der Benutzer des adapti-
ven Finite-Element-Programmes eine Toleranzschranke des Fehlers a prior:i vor, so wird
diese Schranke erst fiir sehr viel mehr Freiheitsgrade als in den beiden anderen Féllen er-
reicht. Fiir eine effektive adaptive Methode fiir zielgerichtete Probleme sind diese beiden
Indikatoren fiir dieses Beispiel also nicht zu gebrauchen.

Dieses Beispiel zeigt, dafl Schrankeneigenschaften von Fehlerschétzern im Rahmen von
praxistauglichen adaptiven Finite-Element-Programmen eine sehr wichtige Rolle spielen.
Der (im allgemeinen unbekannte) relative lokale Diskretisierungsfehler kann als praxi-
staugliches Abbruchkriterium nur durch Fehlerschétzer mit Schrankeneigenschaften effi-
zient erfafit werden. Sind Schrankeneigenschaften nicht vorhanden, so sind diese Methoden
fiir einen praktischen Einsatz bei der Berechnung komplexer Randwertprobleme des In-
genieurwesens aus Griinden der nicht vorhandenen Effizienz nicht zu gebrauchen.
Zusammenfassend a3t sich sagen, dafl Abbruchkriterien aus Fehlerindikatoren nur dann
sinnvoll sind, wenn gleiche Normen bzw. Fehlermafle betrachtet werden.

6.1.2 L-Scheibe mit Aussparungen

Das zweite numerische Beispiel zeigt eine diinne Scheibe unter einer Zugbelastung mit
quadratischen Aussparungen und einem vorgegebenen Rif}. Es wurde mit einem Scheiben-
modell unter einem ebenem Spannungszustand mit linear-elastischem Materialverhalten
modelliert. Aus Symmetriegriinden kann in der numerischen Simulation die Berechnung
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Abbildung 6.6: L-Scheibe mit Aussparungen und Rif}; FEM-Problem und Ersatzsystem
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am Viertelsystem erfolgen, siche Abbildung 6.6.

Die Singularitdten an der Riflspitze und an den Ecken der Aussparungen sind bewufit als
rechte Winkel modelliert (und nicht ausgerundet), da diese in praktischen Ingenieurproble-
men ebenso auftreten und dementsprechend einen bedeutenden Einflufl auf die numerische
Simulation linear-elastischer Problemstellungen haben (z. B. bei ideal sproden Materialen
wie Glas), sieche Abbildung 6.7.

Nachdem im ersten numerischen Beispiel die Effizienz von lokalen Fehlerschétzern anhand
des Effektivitdtsindexes © untersucht wurde, wird im zweiten Beispiel der generelle Un-
terschied der adaptiven FEM-Strategien mit zielorientierten und globalen Fehlerschétzern
durch die Betrachtung der Fehlernormen der kontrollierten Groflen herausgearbeitet. Im
Vordergrund der Betrachtung dieses Beispiels soll also die Qualitdt der kontrollierten
Grofe stehen.

Ein Mafl der Giite des Fehlerschétzers stellt dabei wiederum der numerische Aufwand
(gemessen in der Anzahl der notwendigen Freiheitsgrade, DOF) dar.

Im Rahmen dieses Beispiels wird dabei eine L;-Norm sekundérer Grofien in einem Teil-
gebiet QO C Q des Problems untersucht werden. Es soll die L;-Fehlernorm der Spannung
les|o im Schnitt A — A minimiert werden:

|wa - O-mz,h|§2 = |60|Q — min.

In dem betrachteten linear-elastischen Modellproblem ist dies eine interessante Fragestel-
lung, da fiir das vorliegende System aus Gleichgewichtsgriinden die resultierende Normal-
kraft N = fQ 042 da im Schnitt A— A identisch Null ist. Dies stellt damit eine analytische

t = 100.0 M Pa
- A a Querdehnzahl v = 0.0
> ; *~ 5  Dicke t = 1.0mm
| LO
> | TN
™ : S -~ Ebener Spannungszustand
1> | T Q Q1-Verschiebungselemente
= _ i
> A
0 Fehlerkontrolle der
Yo o -
N 10 resultlerendgn Ngrmalspannung fo
« g T im Schnitt A — A
é é A L(D.A< AN,
N Alle Abmessungen in [mm]
125, 25 25 25, 125
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Abbildung 6.7: L-Scheibe mit Aussparungen und Rif3
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Losung fiir das Problem dar:

i i
N .= /_ Ozz da = |042]q = 0.
A

Aufgrund der Zuverlissigkeit und Effizienz des residuenbasierten lokalen Fehlerschétzers
ngo (siehe Beispiel 1) wird dieser im folgenden mit dem globalen residuenbasierten Feh-
lerschitzer n nach Babuska & Rheinboldt [12] verglichen.

Die rechte Seite j(Z)q des dualen Problems entspricht dabei der energetisch konjugierten
GroBe der zu kontrollierenden Fehlergréfie |e,| = N£2, also einer horizontalen Verschiebung
u? € Q C Q. Die Funktion der Verschiebung entlang des Schnittes A — A wird aus den
aktuellen Verzerrungsgrofien des primalen Problems abgeschétzt und als konstant entlang
des Schnittes A — A approximiert. Damit ist nur der obere linke Teil der Konstruktion
im dualen Lastfall unter Zug belastet. Die numerischen Resultate belegen, dafl dies im
Rahmen der hier untersuchten Beispiele von ausreichender Genauigkeit ist. Die duale
Norm |j(Z)g| wird anschlieBend auf den Betrag ,, Eins“ skaliert, siche Gl. (3.96).

Der Fehler des dualen Problems wird mittels Interpolationsabschétzungen fiir einen Zweite-
Ordnung-Differenzenquotienten aus einem C°-kontinuierlichen Gradientenfeld erster Ord-

nung bestimmt. Die Glittung der C~!-kontinuierlichen Gradienten erster Ordnung erfolgt
mittels der SPR-Methode.

Nachdem in einer Nachlaufberechnung die elementabhéngigen Residuenanteile ||Res(wp,)||
des primalen Problems berechnet wurden, erfolgt die numerische Losung des dualen Rand-
wertproblems. Fiir das hier betrachtete selbstadjungierte Problem der linearen Elastizitét
ist dies aus numerischer Sicht duflerst giinstig durchzufithren. In die triangulierte Stei-
figkeitsmatrix des primalen Problems wird der duale Lastfall j(z)g riickwérts eingesetzt.
Damit erfolgt die Losung des dualen Problems entsprechend auf demselben Netz wie das
primale Problem.

In den Abbildungen 6.9 und 6.10 kann man erkennen, dafl zu Beginn der adaptiven Be-
rechnung bei 434 Freiheitsgraden die Residuenanteile des primalen Problems vorwiegend
im Bereich der Rif}spitze betragsméflig hohe Werte annehmen. Die Ecken-Singularitéiten
der Aussparungen werden durch die Zugbelastung deutlich weniger angeregt.

N, [N]
100 T T 3 — TNlco
--7n
01 I DU
100 1000 10000 100000 [DOF]

Abbildung 6.8: Resultierende Normalkraft N, im Schnitt A — A
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Der Fehler ||u?—u¢|| des dualen Problems ist hingegen vorwiegend im Bereich der oberen
linken Aussparung hoch, sieche Abbildung 6.9 und 6.10. Dies 148t sich durch eine Betrach-
tung des dualen Lastfalls erkliren. Der aufgebrachte Verschiebungszustand u¢ im Schnitt
A — A verursacht vorwiegend eine Beanspruchung im oberen linken Tragwerksteil. Diese
Belastung verursacht Deformationen, welche die Eckensingularititen in der oberen linken
Aussparung anregen.

Letztendlich liefert eine elementweise Superposition der Residuenanteile des primalen Pro-
blems mit dem Fehler des dualen Problems den zu kontrollierenden Fehler der Spannung
leslo = N Es zeigt sich in den Abbildungen 6.9 und 6.10, daf fiir dieses Randwertpro-
blem der Einflufl des oberen linken Gebietes des Problems dominant ist. Fiir die Qualitét
der resultierenden Normalkraft N im Schnitt A — A ist der Einflufl der Singularitiit an
der Rif}spitze von untergeordneter Bedeutung. Dies erklart anschaulich auch das schlechte
Abschneiden der globalen Fehlerkontrolle, welche eben ausschliefilich aus den Residuen-
anteilen des primalen Problems besteht.

Anhand der numerischen Ergebnisse fiir die resultierende Normalkraft N2, sieche Abbil-

x )

Primales Randwertproblem Duales Randwertroblem

Superposition des primalen und dualen Problems: Gesamte Fehlerverteilung nr co

Abbildung 6.9: Residuen ||Res(uy,)|| und duale Fehlernorm [|u? — u|| bei 434 DOF
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dung 6.8, kann man erkennen, dafl im Rahmen einer Finiten-Element-Methode basierend
auf zielorientierten Fehlerschéitzern eine kontinuierliche Abnahme des Fehlers der zu kon-
trollierenden Grofle erreicht wird. Wendet man eine Verfeinerungsstrategie mit einem
globalen Fehlerschitzer an, kann dies nicht garantiert werden. )

Wie man in Abbildung 6.8 erkennt, zeigt die resultierende Normalkraft Nf! im Schnitt
A — A ein oszillierendes Verhalten bei fortschreitender Verfeinerung. Eine monotone Kon-
vergenz zur analytischen Losung kann nicht festgestellt werden. Die Qualitédt der Ergeb-
nisse der Spannungskomponente o,, im Schnitt A— A kann somit nicht garantiert werden.
Dieses schlechte Abschneiden des globalen Fehlerschétzers darf nicht weiter verwundern,
da die Netzoptimierungsstrategie der globalen Fehlerindikatoren nicht der hier verlangten
Optimierungsstrategie entsprechen. Ein praktischer Einsatz globaler Fehlerschitzer oder
Fehlerindikatoren fiir Fehlerkontrollen lokaler Art ist dementsprechend nicht zu empfehlen.
Die verwendeten Fehlerindikatoren miissen dementsprechend immer zu den kontrollierten
Fehlermafle passen.

Primales Randwertproblem Duales Randwertroblem

Verteilung von: ||Res(uy,)|| Verteilung von: |[u? — uf|

Superposition des primalen und dualen Problems: Gesamte Fehlerverteilung 1z co

Abbildung 6.10: Residuen ||Res(uy)|| und duale Fehlernorm ||u? — uf|| bei 3098 DOF
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Globale Fehlerkontrolle, 5154 DOFs Lokale Fehlerkontrolle, 4842 DOFs

Abbildung 6.11: Globale vs. Lokale Fehlerkontrolle, FEM-Netze fiir etwa 5000 DOF
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6.2 Beispiel zur Prandtl- Reuss-Plastizitit

Das hier vorgestellte nichtlineare Beispiel zur Prandtl- Reuss-Plastizitdt wurde im Rahmen
des DFG-Projektes ,,Adaptive Finite-Element-Verfahren in der angewandten Mechanik“
ausfithrlich diskutiert. Eine Ubersicht iiber die einzelnen Teilprobleme dieses Benchmark-
Problems und ein Vergleich der Ergebnisse der Benchmark-Berechnungen von den daran
beteiligten Arbeitsgruppen findet man in Stein et al. [127]. Im Rahmen dieser Arbeit
soll nur ein aussagekriftiges Teilproblem dieses umfangreich untersuchten Benchmarks
vorgestellt werden. Eine adaptive Finite-Element-Berechnung einer zyklischen Beanspru-
chung einer Quadratscheibe mit kreisférmiger Aussparung, modelliert mit einem ebenen
Verzerrungszustand, ist Gegenstand der hier vorgenommenen Untersuchung.

Besonders sensitiv aus numerischer Sicht verhalten sich Systeme nahe des Traglastzustan-
des. Eine geringe Steigerung der aufgebrachten Belastung verursacht grofie Deformationen
des Systems. Eine numerische Simulation stellt damit eine besonders hohe Herausforde-
rung dar. Aus diesem Grund wurde die Prandtl-Reuss-Plastizitdt mit einer Von Mises-
FlieBfliche ohne Verfestigung gewéhlt.

Die Belastungsgeschichte ist in Abbildung 6.12 dargestellt. Der Laststeigerungsfaktor A
steigert dabei kontinuierlich die aufgebrachte Kraft-Randbedingung am Neumann-Rand
4—5 bis in die Nahe des Traglastzustandes bei A = 4.50. Aus Griinden der Symmetrie kann
die numerische Simulation wieder an einem Viertel des Systems erfolgen, siehe Abbildung
6.12.

Im Rahmen dieses Problems wird die Leistungsfdhigkeit des Fehlerschétzers ngo im Tan-
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Abbildung 6.12: DFG-Benchmark-Beispiel: Quadratische Scheibe mit kreisférmigem Loch
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gentialraum untersucht. Damit findet die Fehlerkontrolle fiir das linearisierte primale Pro-
blem an einem Gleichgewichtspunkt zu verschiedenen Zeitpunkten ¢, statt. Die Losung
des diskretisierten linearisierten dualen Problems erfolgt ebenso zum Zeitpunkt ¢,, dieses
Gleichgewichtszustandes. Damit benttigt man fiir die Fehlerabschétzung im Rahmen einer
nichtlinearen Analyse nur einen geringen numerischen Mehraufwand, da die triangulierte
Tangentensteifigkeitsmatrix zur Losung des linearisierten dualen Problems herangezogen
wird. Die numerischen Kosten der Fehlerabschitzung setzen sich damit v.a. aus dem
Aufstellen des dualen Lastvektors, einem Riickwértseinsetzen in die triangulierte Steifig-
keitsmatrix und der numerischen Bestimmung der Gradienten hoherer Ordnung fiir die
duale Losung zusammen

Die rdumliche Diskretisierung dieses Anfangsrandwertproblems erfolgt mit unterintegrier-
ten 8-knotigen Serendipity-Elementen (Q2-Elementen). Versteifungseffekte durch das in-
kompressible Verhalten im Bereich der plastischen Zonen konnen damit a prior: einge-
schréankt werden.

Die zeitliche Diskretisierung erfolgt durch eine Unterteilung der Belastungsgeschichte in 63
vorab festgelegte Lastinkremente mittels eines impliziten Euler-Verfahrens. Der zeitliche
Diskretisierungsfehler, der von diesen fixierten Lastinkrementen herriihrt, soll hier nicht
weiter beriicksichtigt werden. Raum-Zeit-Akkumulationsfehler bleiben damit ebenfalls un-
beriicksichtigt. Es ist zu bemerken, dafl der zeitliche Diskretisierungsfehler beziiglich des
endgiiltigen Resultats bei t = ¢ sehr einfach durch eine numerische Verschiebungskontrolle
eines Knotens auf dem Neumann-Rand 4 — 5 minimiert werden kann. Die kontrollierten
Verschiebungsinkremente kénnen dann ebenfalls a prior: fix sein. Allerdings ist ein ez-
aktes Erreichen des Laststeigerungsfaktors von A\ = 4.50 damit nicht mehr direkt zu
gewihrleisten. Von der Anwendung eines solchen , Tricks” wurde deshalb im Rahmen die-
ses Beispiels abgesehen. Die Aufgabe ist nun, fiir diesen Benchmark den zeitlichen Verlauf
der horizontalen Verschiebung u, des Knotens 2 mit mdoglichst hoher Genauigkeit zu be-
rechnen. Das duale Problem setzt sich damit aus einer Belastung mit einer regularisierten
Einzellast im Knoten 2 und der entsprechend linearisierten Steifigkeitsmatrix zusammen.
Wie man in der Last-Verschiebungskurve in Abbildung 6.13 erkennen kann, wird der Ver-
lauf der horizontalen Verschiebung mit einer Fehlerkontrolle im Tangentialraum gegeniiber
einer numerischen Referenzlosung mit 65536 )2/ P1-Elementen mit 197633 DOF und 205

50 T T T T T T T —_ Adaptlve FEM nGO
i 1 — Referenzlosung
0.0
L - )
L 4 T
—5.0 L 1 1 1 1 1 1
20.025 0.000 0.020 uy(2) [mm]

Abbildung 6.13: DFG-Benchmark-Beispiel: Last-Verschiebungskurve, A vs. u,(2)
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Lastschritten, siche Wieners [08], sehr gut berechnet. Analog zu dem linear-elastischen
Beispiel liegt der Effektivitdtindex zwischen 1 < © < 2. Trotz vernachlassigter zeitlicher
Akkumulationsfehler konnte die kontrollierte Verschiebungsgrofie u,.(2) also sehr gut ap-
proximiert werden. Dies erkléart sich in erster Linie durch den speziellen Charakter des
betrachteten Anfangsrandwertproblems. Der Beginn der Scherbandbildung, also der pla-
stischen Zone, geht von dem kreisformigen Loch im Bereich der Knoten 2 und 3 aus und
breitet sich etwa diagonal in Richtung des Knotens 5 aus. Die Richtung des Scherbandes
andert sich im Verlauf der Belastungsgeschichte nicht. Das heif3t, dafl die Bereiche hoher
Gradienten und damit grofler Sprunganteile in den Residuen von Beginn des adaptiven
Prozesses an sehr gut abgebildet werden, wie man z. B. in Abbildung 6.14 in der Verteilung
der Lo-Norm der Residuen gut erkennen kann. Dies trifft insbesondere fiir den kontrol-
lierten Knoten 2 zu, der zwar eine komplexe Last-Verschiebungsgeschichte aufweist, aber
im gesamten Belastungsverlauf in der plastischen Zone liegt.

Primales Randwertproblem Duales Randwertproblem

Verteilung von: ||Res(uy)l|| Verteilung von: [|u? — uf||

Superposition des primalen & dualen Problems: Gesamte Fehlerverteilung 1z co

Abbildung 6.14: DFG-Benchmark-Beispiel: Fehlerverteilung |e(u,(2))| bei A = 4.10
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In anderen Anfangsrandwertproblemen der ratenunabhéngigen Prandtl-Reuss-Plastizitét
mit komplexerer Geometrie oder einer stark wechselnden Belastungsgeschichte kann dies
natiirlich zu einem Fehlertransport fithren. Dies bedeutet, dafl Bereiche mit groSem Dis-
kretierungsfehler (und damit ebenfalls hohen Gradienten in der numerischen Losung z. B.
in den plastischen Verzerrungen) im Laufe der Belastungsgeschichte durch das Gebiet
transportiert werden kénnen (Konvektion des Fehler). Die adaptiven Strategien miissen
diesem Problem dann angepafit werden. Im Rahmen dieser Untersuchung wurde nach je-
dem Zeitschritt eine Fehlerkontrolle druchgefiihrt. Bei Uberschreiten der Fehlertolerenz
(etwa in jedem 5. Lastschritt) wurde anschlieBend das Finite-Element-Netz dem Verfei-
nerungsindikator angepaflt.

Die Abweichung zwischen der Referenzverschiebung und der hier adaptiv berechneten
Verschiebung in der Nihe des Traglastzustandes A = 4.5, siche Abbildung 6.13, kann
mit der vorher aufgezeigten last-kontrollierten Methode erklédrt werden. Der Qualitédt der
Ergebnisse tut dies allerdings keinen Abbruch.

Exemplarisch wird fiir einen Lastzustand von At = 4.1 (im ersten Belastungszyklus),
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Abbildung 6.15: DFG-Benchmark-Beispiel: Folge von adaptiv verfeinerten Netzen
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die Verteilung der Residuen des primalen Problems und der Fehler des dualen Pro-
blems présentiert, sieche Abbildung 6.14. Es 148t sich erkennen, daf§ sowohl die Residuen
|Res(uy)|| als auch der duale Fehler ||u? — uf|| jeweils im Bereich der plastischen Zone
betragsméaflig hohe Werte annehmen. Dies rithrt von dem linearisierten dualen Problem
im Tangentialraum des primalen Problems her. Die , Steifigkeit“ des dualen Problems ist
damit vorwiegend im Bereich des Scherbandes gering, wodurch ebenfalls hohe Gradienten
in den dualen Verzerrungen zustande kommen. Diese driicken sich in dem dualen Ver-
schiebungsfehler u? — u¢ aus. Die Superposition des primalen und dualen Fehleranteils
fithrt schluBendlich zu einer gesamten Fehlerverteilung, die im Bereich der Grenze des

Scherbandes hohe Werte annimmt.

Eine Abfolge von Finite-Element-Netzen zu einigen diskreten Zeitpunkten stellt dies noch
einmal deutlich dar, siehe Abbildung 6.15. Die adaptiv gesteuerte Neuvernetzungsstrate-
gie 1aBt dabei in einem adaptiven Schritt eine Verfeinerung von 10% aller Elemente zu.
2% aller Elemente konnen in einem Schritt vergrobert werden. Eine anschlieBende Gleich-
gewichtsbetrachtung stellt sicher, daf§ die Impulsbilanz nach einem adaptiven Verfeine-
rungsschritt nicht verletzt wird.

Abschlieflend wird noch einmal betont, dafl die hier vorgenommene Fehlerkontrolle im
Tangentialraum mittels dualer Hilfsprobleme ein sehr effizientes Verfahren darstellt. Der
numerische Mehraufwand durch die reine Fehlerabschéatzung ist in einem nichtlinearen
Prozef fast zu vernachléssigen. Der Mehraufwand des adaptiven Verfahrens reduziert sich
auf die Netzgenerierung, den Transfer von externen Variablen u; an den Knoten und
internen Variablen €” und a an den Gauss-Punkten, sowie eine anschlieBende Gleichge-
wichtsiteration im Rahmen eines Newton-Raphson-Verfahrens. Die sehr gute Genauigkeit
der kontrollierten Groflien verglichen mit einer Berechnung auf einem raumfesten Netz
rechtfertigt diesen Aufwand.

6.3 Beispiel zur Perzyna-Viskoplastizitit

Das vorliegende Beispiel soll die Leistungsfahigkeit des vorgestellten Fehlerschétzers im
Tangentialraum auch in einem komplexen Modellproblem belegen. Dafiir wird ein auch
aus physikalischer Sicht realistischeres Materialmodell als das der idealen Prandtl-Reuss-
Plastizitit gewahlt, wenn die materielle Antwort von einer unterschiedlichen Belastungs-
geschwindigkeit abhéngt zu beschreiben. Dazu wird die Perzyna-Viskoplastizitdt mit ei-
ner Von Mises-Fliefliche und einer nichtlinearen exponentiellen Flieffunktion gewéhlt,
welche in der Lage ist, entfestigendes Materialverhalten im Rahmen einer vorgegebenen
Sattigungsspannung zu beschreiben.

Desweiteren regularisiert das viskose Verhalten das Materialverhalten im sogenannten
,Post-Peak® -Bereich (Entfestigungsbereich). Das bedeutet, dafi die numerische Losung
netzunabhéngig ist, also z. B. die Breite eines Scherbandes nicht von der gewéhlten Finite-
Element-Diskretisierung abhéngt.

Das Anfangsrandwertproblem des betrachteten Problems, siehe Abbildung 6.16, wird
durch eine vorgegebene Verschiebung des oberen Dirichlet-Randes belastet. Die Verschie-
bung wird im Laufe des quasi-statischen Prozesses durch diskrete Verschiebungsinkremen-
te A\ gesteuert. Dieses Modellproblem wird in der hier betrachteten Geometrie in der
Arbeit von Diez, Arroyo & Huerta [13] ebenfalls untersucht. Die gewéhlten Materialpa-
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rameter sind an das von ihnen gewéhlte Problem angelehnt. Im Gegensatz zu der Arbeit
von Diez et al. [13] wurde als Penaltyfunktion die FlieBfunktion selber gewihlt, siehe Gl.
(4.42), und nicht eine Formulierung vom Norton-Typ.

Die raumliche Diskretisierung des Anfangsrandwertproblems erfolgt mit vierknotigen,
vollintegrierten Lagrange-Elementen (Q1-Elemente.)

Die zeitliche Diskretisierung erfolgt durch eine Unterteilung der aufgebrachten Verschie-
bung in 33 Verschiebungsinkremente. Die Zeitintegration der Evolutionsgleichungen ge-
schieht mit einem impliziten Fuler-Verfahren.

Die Aufgabe in diesem untersuchten Problem mit nichtlinearem Entfestigungsverhalten,
sieche Abbildung 4.4, besteht darin, den Fehler der Verschiebung w, entlang des Dirich-
let-Randes, an dem die Verschiebungsbelastung aufgebracht wird, zu kontrollieren. Im
Rahmen eines verschiebungskontrollierten Verfahrens korrespondiert zu diesem Problem
eine Fehlerkontrolle der integralen Normalspannungskomponente o, dieses Randes. Der
duale Lastfall im Rahmen einer dualen Methode der Fehlerkontrolle im Tangentialraum
besteht damit aus einer gleichférmig verteilten Belastung entlang dieser Kante. Die duale
Norm [j( -, - )| ist dabei wieder auf ,,Eins* zu skalieren.

Um die Komplexitédt des Problems richtig erfassen zu konnen, wird zuerst eine numerische
Referenzlosung auf einem feinen Netz mit 10274 DOF sowie eine Losung auf einem gro-
ben Netz mit 560 DOF erzeugt, siche Abbildung 6.17. Man kann in der Abbildung 6.17
erkennen, dafl die Systemantwort vor Erreichen des ,Peaks®* auch mit der sehr groben
Diskretisierung recht gut approximiert werden kann. Im postkritischen Bereich allerdings
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uy(t) = A+ 1y Querdehnzahl v = 0.30
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> Sittigungsspannung o0, = 1-10°Pa
lineare Verfestigung h =0
1> S Verfestigungsexponent w = 1200.0
§ At = 0.0005 sec
> " Viskositat n = 80 Pasec
iy, = 0.125mm
>4 Yy
) z 1 £ Ebener Verzerrungszustand,

Q1-Verschiebungselemente,
2 x 2 Gauss-Punkte (vollintegriert),

¥ Fehlerkontrolle der vertikalen
25 mm Verschiebung u,, im Knoten A

Abbildung 6.16: Scheibe mit kreisférmigem Loch, entfestigendes Materialverhalten
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wird die Normalspannung o, im Punkt A deutlich {iberschétzt.

Das Ziel der adaptiven Netzverfeinerung besteht auf der einen Seite nun darin, die Qua-
litdt der Last-Verschiebungsgeschichte des Punktes A zu verbessern. Auf der anderen
Seite soll mit dem komplexen Materialverhalten im , Post-Peak® -Bereich die gesamte
Leistungsfihigkeit des adaptiven Algorithmus demonstriert werden.

In Abbildung 6.18 kann man erkennen, daf sich das Scherband ausgehend von dem kreis-
formigen Loch etwa unter einem Winkel von 45° Grad ausbreitet. Die Finite-Element-
Netze, die zu den Verldufen der viskoplastischen Vergleichsverzerrungen korrespondieren,
belegen, dafl auch bei dieser Analyse eine Verfeinerung fast ausschliellich im Bereich der
hohen Gradienten der viskoplastischen Verzerrungen stattfindet. Durch den adaptiven
Verfeinerungsalgorithmus der hier in einem adaptiven Schritt 10 % aller Finiten Elemente
verfeinert und 5 % vergrobert, werden die Gradienten auch im post-kritischen Bereich
weiter deutlich aufgelost. Des weiteren garantiert eine Vergroberungsmoglichkeit eine ef-
fiziente Netzneugenerierung, da beispielsweise im Inneren des Scherbandes mit nahezu
glatten viskoplastischen Verzerrungen eine Vergroberung ermoglicht wird.

Im Rahmen des betrachteten Beispiels wurden anschliefend an den Transfer der inter-
nen und externen Variablen eines adaptiven Verfeinerungsschrittes jeweils die neuen Un-
gleichgewichtskrifte mittels eines Newton-Verfahrens minimiert. Hierzu ist zu bemerken,
dal das vorgestellte Verfahren sich duflerst stabil verhélti, was sich z. B. dadurch zeig-
te, dafl auch nach dem Variablentransfer und der damit einhergehenden Storung des
Gleichgewichts immer ein neues Gleichgewicht gefunden werden konnte. Auch im , Post-
Peak® -Bereich konnte dabei die maximal mogliche quadratische Konvergenz des Newton-
Verfahrens bei nahezu allen Zeitschritten beobachtet werden (Konvergenz des Newton-
Verfahrens in etwa 5 Iterationsschritten).

Des weiteren zeigt das vorliegende Beispiel deutlich, siehe Abbildung 6.18 und 6.19, dafl
eine netzabhéngige Losung mittels der hier vorgenommenen viskosen Regularisierung ver-
hindert werden kann.

Wie aus der Abbildung 6.17 deutlich erkennbar wird, kann die zu bestimmende Span-
nungs-Dehnungs-Beziehung (respektive die aufintegrierte Last-Verschiebungskurve) am

Ny [N]
60 g g o g g g Numerische Referenzlosung
IR e Adaptive FBM (n1,00)
40 R
o £ o S L S |~~~ Ausgangsdiskretisierung
: : : : : i (grob) b
Q0 [+ T >
O S B L ] >
0 . . . ; . i >
0.00 0.04 0.08 0.12  uy(A) [mm] £ &2

Abbildung 6.17: Last-Verschiebungskurve fiir die kontrollierte Verschiebung u, (A)
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‘

o A

272 DOF 530 DOF 1278 DOF 3094 DOF 3848 DOF

Abbildung 6.18: Entwicklung der viskoplastischen Vergleichsverzerrung

kontrollierten oberen Rand sehr gut approximiert werden. Im Vergleich zur Referenzlosung
kann die Normalspannung o,, nahezu mit identischer Qualitét abgebildet werden, wobei
das endgiiltige Finite-Element-Netz mit 3848 DOF nur etwa ein Drittel der Freiheitsgrade
der numerischen Referenzldsung aufweist.

Abschlieflend kann festgestellt werden, dafl auch fiir ein entfestigendes Materialverhalten
das Konzept der dualen Fehlerabschétzung mit Erfolg angewendet werden kann. Neben
einem zuverlédssigen dualen Fehlerschétzer spielt dabei der adaptive Gesamtalgorithmus
fiir die Stabilitdt des Verfahrens eine entscheidende Rolle. Unter der Stabilitdt des ad-
aptiven Verfahrens wird hierbei verstanden, dafl mithilfe des Fehlerindikators ein neues
Finite-Element-Netz gefunden werden kann, fiir das sich neben den Transferoperatoren
auch ein Gleichgewicht mit minimalem numerischem Aufwand finden l&8t. Eine Wieder-
vernetzungsstrategie basierend auf einer modifizierten , Fixed-Fraction* -Methode sichert
die Effizienz der Neuvernetzung einschliefllich méglicher Netzvergroberung. Der Transfer
der a priori diskontinuierlichen internen Variablen erfolgt erst nach einer Glattung die-

|
[N

VIV

ANV T T T

272 DOF 530 DOF 1278 DOF 3094 DOF 3848 DOF

Abbildung 6.19: Entwicklung der adaptiv verfeinerten FEM-Netze
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ser diskontinuierlichen Felder. Essentiell fiir die globale Stabilitét des adaptiven Verfah-
rens ist die anschliefend vorgenommene Gleichgewichtsiteration. Hierzu ist zu bemerken,
daBl die Materialtangente im Rahmen einer konsistenten Linearisierung am Materialpunkt
(Gauss-Punkt) berechnet wird. Ein Update der Tangentensteifigkeitsmatrix im Rahmen
eines , echten“ Newton- Raphson-Verfahrens findet damit in jedem Newton-Schritt statt.
Auch dies scheint ein wichtiger Punkt fiir die Stabilitdt des Gesamtalgorithmus zu sein.



Zusammenfassung, Bewertung
und Ausblick

Zusammenfassung

Im Rahmen der hier vorliegenden Arbeit wird eine adaptive Finite-Element-Methode ba-
sierend auf Dualitétstechniken beschrieben und auf verschiedene Rand- und Anfangsrand-
wertprobleme der Strukturmechanik angewandst.

Einen wichtigen Aspekt der Arbeit stellt die Entwicklung eines allgemeinen Zugangs zur
Konstruktion zielorientierter Fehlerschétzer und Fehlerindikatoren dar. Es wird gezeigt,
daB basierend auf einem Galerkin-Verfahren die klassischen globalen (Energienorm-)Feh-
lerschétzer auf duale Fehlerabschétzungsmethoden erweitert werden kénnen. Grundlage
dazu bildet der Aubin-Nitsche-Trick, der eine energetische Beziehung zwischen dem prima-
len Ausgangsproblem und dem dualen Hilfsproblem darstellt. Ferner wird eine mechani-
sche Interpretation dieser Beziehung im Rahmen des Reziprozititstheorems im Sonderfall
selbstadjungierter Randwertprobleme aufgezeigt. Damit wird ein allgemeiner Zugang zur
Konstruktion geeigneter dualer (Anfangs-)Randwertprobleme geliefert.

Ausgehend von einer Darstellung des Diskretisierungsfehlers in einer starken Formulierung
kann anschliefend eine Fehlerdarstellung in Form der Residuen des primalen Problems und
mittels der fundamentalen Galerkin-Orthogonalitdt in dem Fehler der Primérvariablen des
dualen Problems erreicht werden.

In einer Weiterentwicklung kann des weiteren ein gradientenbasierter zielorientierter Feh-
lerschétzer konstruiert werden. Auch die Technik lokaler Neumann-Fehlerabschéitzungen
bzw. die Abschétzung mittels klassischer Energienormschétzer wird somit in das vorge-
stellte Konzept integriert.

Die Vorteile des residuenbasierten Ansatzes mit einem Effektivitédtsindex nahe , Eins®
belegen die Ergebnisse der numerischen Beispiele.

Einen weiteren Aspekt dieser Arbeit stellt die Anwendung der residuenbasierten sowie
gradientenbasierten Fehlerabschiatzung auf materiell nichtlineare Probleme der Prandtl-
Reuss-Plastizitét sowie der Perzyna-Viskoplastizitit dar. Im Rahmen einer thermodyna-
mischen Betrachtung wird eine konsistente Umsetzung der linearisierten Fehlerabschéatzung
im Tangentialraum fiir die Perzyna-Viskoplastizitat und fiir den ratenunabhéngigen Grenz-
fall der Prandtl-Reuss-Plastizitat gezeigt.

Eine Erweiterung auf eine gekoppelte Abschétzung der raumlichen und zeitlichen Diskre-
tisierungsfehler kann durch eine Betrachtung der regularisierten Variationsungleichungen
im Rahmen eines (diskontinuierlichen) Galerkin-Verfahrens in Raum und Zeit gegeben
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werden. Dies eroffnet neue Aspekte, da dies eine Kontrolle der gekoppelten Raum-Zeit-
Akkumulationsfehler erméglicht.

Einen dritten Aspekt dieser Arbeit stellt die Untersuchung adaptiver Gesamtkonzepte im
Rahmen nichtlinearer Finite-Element-Analysen dar. Fehlerschétzer und Fehlerindikatoren
bilden zwar die grundlegende Basis der Verfeinerungsindikatoren im Rahmen einer Wie-
dervernetzungsstrategie, allerdings stellt sich noch die Frage nach einer effizienten Netz-
dichtefunktion, die eine stabile numerische Losung wahrend einer nichtlinearen Analyse
ermoglicht. Durch die Anpassung einer modifizierten ,,Fixed-Fraction“ -Methode an eine
Wiedervernetzungsstrategie wird in dieser Arbeit ein Werkzeug bereitgestellt, mit wel-
chem es moglich ist, das Verhéltnis von verfeinernden zu vergrobernden Finite Elementen
in einem adaptiven Schritt zu steuern. Des weiteren wird in einer allgemeinen Betrachtung
die Anbindung weiterer Netzdichtefunktionen an die zielorientierte adaptive Fehlerbe-
trachtung gegeben. In der Kombination mit Standard-Transferoperatoren zur Projektion
externer und interner Variablen von einem alten Finite-Element-Netz auf ein neu ge-
neriertes Netz ist damit eine moglichst geringe Abweichung vom Gleichgewichtszustand
wihrend eines Verfeinerungsschrittes gewéhrleistet. Dies ist ein nicht zu unterschétzender
Punkt im Rahmen nichtlinearer adaptiver Finite-Element-Analysen. Letztendlich liefert
dieses Konzept einen sowohl effizienten als auch stabilen Algorithmus, der durch die nicht-
linearen numerischen Beispiele in dieser Arbeit belegt wird.

Bewertung

Die in dieser Arbeit vorgestellten Fehlerschiatzer und Fehlerindikatoren ermdoglichen eine
effiziente numerische Analyse von sowohl linear-elastischen und materiell nichtlinearen
ratenunabhéngigen als auch ratenabhéngigen Problemstellungen im Rahmen eines adap-
tiven Finite-Element-Programmes. Der Einsatz zielorientierter Fehlerschitzer ermdoglicht
eine Fehlerkontrolle von lokalen, integralen und globalen Gréfen.

Dieses allgemeine Konzept, das sich nun nicht mehr auf Fehlerindikatoren basierend auf
der Energienorm beschriankt, ermdoglicht somit eine Fehlerkontrolle in praxistauglichen
Normen von Primér- und Sekundérgréfen. Es bleibt deshalb zu hoffen, dafi damit die
Akzeptanz der Praxis gegeniiber adaptiven Finite-Element-Methoden gesteigert werden
kann, da die Fehlernorm zum Beispiel in der Verschiebung eines Punktes fiir einen Inge-
nieur quantitativ weit aussagekraftiger ist als eine globale Energienorm des Fehlers.

Dem erhohten numerischen Mehraufwand adaptiver Finite-Element-Methoden fiir nichtli-
neare Problemstellungen steht die quantitativ mefibare Sicherheit der numerischen Ergeb-
nisse gegeniiber. Da sich der Mehraufwand bei einer Fehlerabschétzung im Tangentialraum
des linearisierten Problems in Grenzen hélt, kann dieser ohne weiteres in Kauf genommen
werden.

Fiir einen weiteren praxistauglichen Einsatz der betrachteten Methode stellt sich natiirlich
die Frage, ob die diskutierten nichtlinearen Problemklassen ausreichend sind. Die hier be-
trachteten Materialmodelle konnen nur metallische Materialien bei kleinen Deformationen
ausreichend genau abbilden. Eine Erweiterung auf komplexere Materialklassen sowie Fi-
nite Deformationen stellt dabei sicherlich einen interessanten und wichtigen Punkt dar.
Das hier vorgestellten Konzept der Fehlerabschétzung nichtlinearer Probleme kann fiir
eine Abschétzung im Tangentialraum dazu allerdings leicht ergédnzt werden. Die Erwei-
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terung auf Raum-Zeit gekoppelte Methoden befindet sich allerdings erst am Anfang der
Untersuchungen und stellt ein aktuell offenes wissenschaftliches Arbeitsgebiet dar.

Ausblick

Fiir die Weiterentwicklung adaptiver Finite-Element-Methoden, welche auf Dualitétstech-
niken basieren, bleiben auch im Anschlufl an diese Arbeit noch Fragen offen.

Die hier vorgestellte Methode zur gekoppelten Raum-Zeit-Fehlerabschétzung fiir materiell
nichtlineare Probleme im Rahmen eines diskontinuierlichen Finite-Element-Ansatzes in
zeitlicher Richtung gilt es numerisch effizient umzusetzen. Neben der Reduktion des dazu
notwendigen hohen numerischen Aufwands durch die zu berechnende Losung eines dualen
Riickwértsproblems in zeitlicher Richtung wird die adaptive Netzverfeinerung noch weiter
untersucht werden miissen.

Es bleibt zu hinterfragen, ob eine gleichférmige isotrope Verfeinerung im Raum und Zeit
sinnvoll ist, oder ob ein anisotropes Konzept entwickelt werden sollte, das eine getrennte
Raum-Zeit-Verfeinerung zulaft.

Die Erweiterung auf komplexe, zum Beispiel nicht assoziierte Materialmodelle sowie die
Erweiterung auf eine geometrisch nichtlineare Theorie finiter Deformationen ist dabei
ebenso von Interesse wie die Anwendung zielorientierter Fehlerabschiatzungen auf ge-
mischte Elementformulierungen. Gerade der letztgenannte Aspekt ist wichtig, um Ver-
steifungseffekte, die bei Finiten Elementen basierend auf einem Verschiebungsansatz im
inkompressiblen Fall auftreten, zuverlissig und effizient zu vermeiden.

Des weiteren stellt sich die Frage nach einer Erweiterung des hier vorgestellten allgemeinen
Konzeptes in drei Raumdimensionen. Obwohl seitens der theoretischen Grundlagen der
Fehlerabschédtzung dazu die notwendigen Methoden bereit gestellt wurden, bleibt zum
Beispiel die Frage nach einer freien Vernetzung mittels Hexaeder-Elementen auf Basis
einer Dichtefunktion ein offenes Forschungsgebiet.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dafl diese Arbeit in methodischer Art und Weise
die theoretischen Methoden zur Konstruktion zielorientierter Fehlerabschéatzungsmetho-
den fiir etliche Rand- und Anfangsrandwertprobleme der Strukturmechanik bereitstellt.
Mit Hilfe des vorgestellten Konzeptes konnen die dazu notwendigen dualen Hilfsproble-
me konstruiert werden, und eine residuenbasierte Fehlerabschétzung wird damit moglich.
In der Anwendung auf die vorgestellten nichtlinearen Probleme konnte die Effizienz und
numerische Stabilitdt der adaptiven Verfahren demonstriert werden. In diesem Sinne ist
die vorliegende Arbeit auch als methodische Grundlage fiir die weitere Entwicklung und
Anwendung auf andere Problemklassen der Struktur- und Stromungsmechanik sowie ge-
koppelter Probleme zu betrachten.
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Anhang A

Notation und Tensorrechnung

Im folgenden Abschnitt werden einige Rechenregeln fiir skalare, vektorwertige und ten-
sorwertige Groen, die in dieser Arbeit verwendet werden, zusammengestellt.

Notation

Die Komponenten eines Tensors seien im folgenden mit (- ); . ; bezeichnet. Dann gilt fur
eine skalare Grofe a, eine vektorwertige Grofle a, einen zweistufigen Tensor b sowie einen
vierstufigen Tensor A:

a = a,

a = a;é€;,
(A.1)
b = bje ®ey,

A = Ajne®e ®e,Re.

Hier sind die Basisvektoren mit e; _; bezeichnet.

Skalare Produkte

Die auftretenden skalaren Produkte seien durch die Rechenoperationen -,: und :: gekenn-
zeichnet. Die Anzahl der Punkte gibt hierin die Stufe der Verjiingung der Tensoren an:

S = a-c =  Q;Cy,

s = A:B = Aijleijkl~

Dyadische Tensorprodukte

Bei einem dyadischen Produkt zweier Tensoren werden sémtliche Basisvektoren dyadisch
miteinander verkniipft. Die Tensorstufe des Ergebnistensors entspricht also der Summe
der Tensorstufen der Operatoren, wobei unter der Stufe n eines Tensors die Anzahl der
Basisvektoren e;  ,versteht.
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b = a®c = aicjei®ej,

A = bod = bijdklei®ej®ek®el- (Ag)

Lineare Abbildung und Tensorprodukte

Die lineare Abbildung sowie Tensorprodukte bei denen sich der Ergebnisstensor gegeniiber
den Tensorstufen der Operatoren reduziert, setzt sich aus einer Kombination einer skalaren
und einer dyadischen Verkniipfung der Basisvektoren zusammen:

c = A:b = Ajubue e,

c = a-b = a;bje Rey.

Fundamentaltensoren zweiter Stufe

Der Einheitstensor zweiter Stufe bildet einen Vektor a und einen Tensor zweiter Stufe b
auf sich selber ab:

b = 1-b = §;bjre; ey,
a = 1l-a = 5Z~jaj €;, (A5)

1 = 5ij e ® €;.
Wobei 6;; das Kronecker-Delta darstellt, mit d;; = 1 fiir 7 = j und d;; = 0 fiir 7 # j.

Fundamentaltensoren vierter Stufe

Ein symmetrischer vierstufiger Einheitstensor wird zur Symmetrisierung beliebiger zwei-
stufiger Tensoren a verwendet:

1

aym = §(a+aT):I:a,
1 23 13 (A6)
I = 5((1<§§>1)T+(1®1)T).

i
Bei der Transposition (-)? wird die i-te mit der j-ten Tensorbasis vertauscht. Damit ist
jeder symmetrische Tensor identisch zu seiner Transponierten a*¥™ = a*¥™7.

Volumetrische-deviatorische Zerlegung

Ein zweistufiger Tensor a 18t sich eindeutig additiv in einen volumetrischen vol (- ) und
einen deviatorischen Anteil dev (- ) zerlegen:

a = vol(a)+dev(a). (A.7)
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Dabei gilt:
1
dev(a) = a-— gtr (a)1,
1
vol (@) = §tr (a)1, (A-8)
tr(a) = a: 1:CLU52J

Hier bezeichnet tr (-) die Spur eines zweistufigen Tensors.

Invarianten

Die Invarianten ;3 eines zweistufigen Tensors a sind dadurch gekennzeichnet, daf sie
unabhéngig von einer Anderung der Basisvektoren des Tensors sind. Sie ergeben sich in
der folgenden Form:

I = tr(a),
I, = %((tr(a))Q—tr(az)), (A.9)
I; = det (a).

Hier bezeichnet det (- ) die Determinante des Tensors. Insbesondere bei der Entwicklung
von Materialmodellen spielen die Invarianten des Deviators eine wichtige Rolle. Im Rah-
men dieser Arbeit wurde eine Von Mises-FlieBfunktion betrachtet, durch ihre Abhéngig-
keit von der zweiten Deviator-Invarianten auch als Jo-FlieBfunktion bezeichnet. Fiir die
zweite Invariante des Deviators gilt:

1
Jy = 3 [(tr (dev (a)))* — tr (dev (a))?]. (A.10)
Norm eines Tensors
Die Ly-Norm eines Tensors wird im folgenden mit || - || bezeichnet. Fiir die skalarwertige
Norm || - || gilt:
lal| = (a:a)/* > 0. (A.11)
Integralsitze

Der GaufBische Integralsatz erlaubt die Umwandlung von Volumenintegrale in Oberflachen-
integrale. Der Normalen-Einheitsvektor ist hierin mit n bezeichnet:

/diva dv:/ a-nda. (A.12)
Q o0

Im Rahmen der Finite-Element-Methode spielt v.a. der folgende Integralsatz eine ent-

scheidende Rolle:

/diva-bdv:/a:Vbdv+/(a-n)-bda. (A.13)
Q Q o9
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Foppl-Symbol oder Macaulay-Klammern

Im Rahmen dieser Arbeit werden die Macaulay-Klammern (- ) wie folgt auf ein Argument

angewendet:
() fir (-) >0,
(-):= (A.14)
0 fir () < 0.
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Sobolev-Raume

In diesem Abschnitt werden einige Begriffe der Funktionalanalysis eingefiihrt, die im Rah-
men dieser Arbeit benttigt werden.

Fiir eine vollstéandige Ubersicht sei hierzu z. B. auf die Biicher von Adams [1] und beziiglich
Finite-Element-Methoden auf die Lehrbiicher von Oden & Reddy [104], Brenner & Scott
[26] und Braess [21] verwiesen.

Grundlage dieser Arbeit bildet der Funktionenraum L?*(€2). Der Funktionenraum L?(2)
besteht aus allen Funktionen u(x),u(x), deren Quadrat in Q Lebesgue-integrierbar ist.
Das folgende Integral wird somit als das Lebesgue-Integral bezeichnet:

/Qu(:c) dv. (B.1)

Die dazu assoziierte Norm fiir 1 < p < oo kann damit wie folgt definiert werden:

oy o= ([ fute)l ) " (B2)

Fiir den Lebesgue-Raum, mit den (Lebesgue)-meBbaren Funktionen w, gilt damit:
LP(Q) = {u: || ullLrq) < 0o} . (B.3)

Damit konnen einige wichtige Ungleichungen im Rahmen dieses Funktionenraums ange-
wandt werden:

Minkowski-Ungleichung
Fir alle 1 < p < oo und u,v € LP(Q) gilt:
lu+ @) < [ wlle@ + vl (B.4)

Holder-Ungleichung

Fir alle 1 < p,g <ocound 1 = 1/p+ 1/¢ mit v € LP(2) und v € L) und damit
u-v € LYQ) gilt:
[l < [wller@ [0z (B.5)
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Cauchy-Schwarz-Ungleichung

Diese Ungleichung stellt einen — sehr wichtigen — Sonderfall der Hélder-Ungleichung fiir
den Fall, dal p = ¢ = 2 mit w,v € L*(Q) und u - v € L'(Q) ist, dar. Es gilt:

[ ol v = o) < ulloe 1o, (B.6)

Hilbert-Riaume
Existiert ein Skalarprodukt und eine entsprechende Norm, siche Gl. (B.9)

/Qu-'vdv— (u,v), (B.7)

so wird der Funktionenraum L?*(€2) zu einem Hilbert-Raum H™((2).

Definition:

Der Funktionenraum H™(2) mit ganzzahligen m > 0 bezeichnet die Menge aller Funk-
tionen uw, v € L?*(2), welche eine schwache Ableitung in L?*(2) besitzen.

Damit folgt die Definition fiir das Skalarprodukt mit w, v € H™(£2)

(U, V), = Z (D% u, D v) (B.8)

la|<m
sowie die entsprechende Hilbert-Norm
1/2
lwllpmy = | D ID%ul* |  <oo (B.9)
laj<m
und Hilbert-Seminorm:
1/2
by == | Y 1Dl < 0. (B.10)
|a|=m

Das folgende Schema verdeutlicht die Beziehung einiger wichtiger Funktionenrédume:
L*(Q) = HYQ) D HYQ) D HA(Q) D
| U U (B.11)
Hp(©) D Hp() D Hi(Q) D

Im Rahmen der in dieser Arbeit betrachteten Finiten Elemente spielen vor allem die
Funktionenrdume H(Q2) C H* () eine wichtige Rolle. Fiir eine Funktion v € Hj(Q) gilt:

Hy(Q) ={veH (Q): v=0aufdQ}. (B.12)

Weitere wichtige Normen

Neben den bereits betrachteten Normen spielt z. B. die Energienorm ||| - ||| im Rahmen
der Finiten Elemente eine wichtige Rolle:
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Energienorm

Fiir die Energienorm eines linear-elastischen Kérpers B im gesamten betrachteten Gebiet
Q gilt:

1/2
ulllo = Va(u,u) = (/ o(u): €(u) d’u) : (B.13)
Q
Fiir den diskretisierten Korper 2 —— 7, kann analog dazu im gesamten Gebiet eine

Energienorm definiert werden. Durch endlich-dimensionale Ansatzfunktionen kann die
globale Energienorm elementweise, das heifit lokal ausgewertet werden. Damit gilt:

1/2
|||, = o(up) : €(uy) dv :
eanll e {Z;/ ( >1/2 }

- {Zmuhm%} |

TeTy,

(B.14)

Des weiteren gilt fiir die lokale Energienorm in einem einzelnen Finiten Element:
1/2
lunlle = { [ () s ewn anrf (B.15
T

Lo-Norm der Verschiebungen

Im Rahmen von Fehlerabschétzungen ist beispielsweise eine Kontrolle des Fehlers der
Verschiebungen v € Q C 2 von Interesse. Fiir die Ls-Norm der Verschiebungen gilt
entprechend der Definiton der Energienorm:

lullo == V(u,u) = (/Qu-udv)l/z. (B.16)

Die Definition diskreter Normen || ( -) ||;, kann entsprechend der Energienorm vorgenom-
men werden und wird aus diesem Grund nicht néher erldutert.

Koerzivitiat der Bilinearform

Im folgenden soll die fiir die residuenbasierte Fehlerabschitzung notwendige Koerzivitét
(auch als V-Elliptizitdt bezeichnet) der Bilinearform eines linear-elastischen Korpers B

gezeigt werden. Dadurch wird die Aquivalenz der Energienorm ||| - |||, sieche Gl. (B.13),
und der Hilbert-Norm || - |41 (o) bis auf eine Konstante C' bewiesen.
Unter der Voraussetzung homogener Randbedingungen u|FD = uly, = 0 gilt fir die

Testfunktionen v € H(2) und damit fiir die Ly-Norm auf dem Rand 9 2 des betrachteten
Gebietes (2
[v[loa = 0. (B.17)

Dann folgt daraus:

- / (Vo) + o2 do = | Voll3 + [[o]l3. (B.18)
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Nutzt man nun eine Poincaré-Friedrichs-Ungleichung aus
vl < ClIVolig (B.19)
und setzt diese in GL. (B.18) ein
lolFn @ < [IVollg+ClIVolg
< (1+0O) ||V} (B.20)

< (1+0)Cl|P = (1+C) Ca(w,v),

so beweist dies die Koerzivitét der Bilinearform a(-,-) : 0

C vl < oIl = alv,v),  mit  C= 1100 > 0. (B.21)



Anhang C

Eindimensionale
Lagrange-Ansatzfunktionen

Im folgenden sollen die eindimensionalen biorthonormalen Ansatzfunktionen vom Lagran-
ge-Typ angefiihrt werden. Die Ansatzfunktionen ¢ und ¢ enthalten die kovarianten bzw.
kontravarianten Komponenten desselben Ansatzraumes V.

Zwischen den Ansatzfunktionen soll die folgende Orthogonalitéitsbeziehung gelten:

/ & &, dv = b (1)
T

Biorthonormale Lagrange-Ansatzfunktionen

Ansatzfunktionen fiir Polynome der Ordnung p = 1,...,3 im Intervall [—1,+11:

<
—
—~
I
~—
Il
|
—~
—
|
s
~—

#E) = 30+,

¢'(€) ¢*(¢)

-1 +1

p=2

¢'(€) = (-9, $1(6) = Z(-2-4£+108%),
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#O = (1-8) 66 = SB3-58)
5O = HE+0), 5(6) = S(-2+4¢+108).

-1 +1

p=3

MO = (LHEFIE-9E), i) = ;(-3- 1564158 ~ 356,
PO = 502698 +9TE), by(e) = (99~ 285E 1856 13856,
BE) = TO42TE-9E —MEY), Go6) = (99 +285€ — 1356 385E),
) = (1 EH9CHIE), 6 = (341564158 1356
8¢ 56

(C.2)

Fiir die in dieser Arbeit verwendeten — im Parameterraum [¢,n] — rechteckigen Elemen-
te, konnen die, fiir die Parametrisierung mehrdimensionaler Probleme notwendigen, zwei-
bzw. dreidimensionale Ansatzfunktionen direkt aus einem dyadischen Produkt der eindi-
mensionalen Funktionen gewonnen werden, so daf§ diese nicht explizit aufgefiirt werden:

@& ) = (&) @ p(n). (C.3)

Ansatzfunktionen zur Extrapolation interner Variablen

Lagrange-Funktionen zur Extrapolation von internen Variablen an den Gaufi-Punkten
auf die Finite-Element-Knoten:

NGauB

@) = Y & (@x) € (war). (C4)
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Die Summation erfolgt dabei iiber alle Gaufl-Punkte j =1, ... , ngqus des Elementes. Die
Koordinaten eines Finite-Element-Knotens werden mit dem Ortsvektor &y bezeichnet.
Analog werden die Koordinaten der Gauf-Punkte mit dem Ortsvektor xgp bezeichnet.

Damit folgt fiir die Ansatzfunktionen g?)j fiir Polynome der Ordnung p = 1, 2:

p=1:

Mo = F0-VEe),
P = S0+vEe).

p=2: (C.5)

3 = e - ViBe),
#E) = (6-106)
B = 68 +VIe).

Die Polynomordnung p der Extrapolationsfunktionen ¢’ richtet sich nach der Anzahl
der GauB-Punkte des Finiten Elementes. Im Falle eines zweidimensionalen Problems mit
n x n Gauf-Punkten wird als Extrapolationsfunktion ein Polynom der Ordnung p = n—1
gewdahlt.
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