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Kurzfassung

Ziel dieser Arbeit ist die Entwicklung numerischer Methoden, welche die stabile Integration des
Anfangs-Randwertproblemes der geometrisch nichtlinearen Elastodynamik im allgemeinen und
der nichtlinearen Dynamik diinnwandiger Strukturen im speziellen garantieren. Die Integration
mit der Semidiskretisierungstechnik basiert auf der sequentiellen Diskretisierung mit Finiten
Elementen in Raumrichtung und der Diskretisierung und Integration mit impliziten Zeitintegrati-
onsalgorithmen in Zeitrichtung. '

Die ridumliche Diskretisierung diinnwandiger Strukturen wird durch ein finites 8-knotiges Se-
rendipity Schalenelement mit Reissner-Mindlin Kinematik realisiert. Die Kinematik des Ele-
mentes ist mit einem extensiblen Schalendirektor und dessen Abbildung von der Referenz— in
die Momentankonfiguration mit Hilfe des Verschiebungsvektors charakterisiert. Dieses Schalen-
element ermdglicht die singularititenfreie Abbildung endlicher Verschiebungen und Rotationen
und die Verwendung dreidimensionaler Stoffgesetze ohne Modifikation. Der Inertialterm des
"Prinzipes der virtuellen Arbeit’ kann numerisch effizient, allein mit Hilfe der deformationsu-
nabhingigen Massenmatrix und des Beschleunigungsvektors, formuliert werden. Der Nachteil
dieses Schalenelementes, das infolge des extensiblen Schalendirektors auftretende "Dickenlok-
king’, wird mit Hilfe des 'Enhanced Assumed Strain’ Konzeptes kompensiert.

Ein wesentlicher Aspekt bei der Entwicklung von Algorithmen zur Integration des, aus der rium-
lichen Diskretisierung resultierenden, nichtlinearen semidiskreten Anfangswertproblemes ist die
numerische Stabilitit, die dem Kriterium der Erhaltung der totalen Energie in einem Zeitschritt
dquivalent ist. Es werden drei Prinzipien zur Gewiihrleistung numerischer Stabilitit diskutiert:

@ die numerische Dissipation (z.B. ’Generalized-a Method’),

@ die erzwungene Energicerhaltung ('Constraint Energy Method’)

@ und die algorithmische Energieerhaltung ("Energy-Momentum Method').

Weiterhin wird der ’Constraint Energy Momentum Algorithm’, welcher die kontrollierte nume-
rische Dissipation und die erzwungene Energie—, Impuls— und Drehimpulserhaltung im Zeit-
schritt kombiniert, entwickelt. Dieser implizite und zweiter Ordnung genaue Algorithmus wird
durch die Erweiterung der "Generalized—-o Method” mit den konsistent iiber dem Zeitschritt inte-
grierten semidiskreten Nebenbedingungen der globalen Energie~, Impuls— und Drehimpulser-
haltung mit Hilfe der Lagrange Multiplikatoren gewonnen.

Ausgewihlte Beispiele zeigen die Anwendung der geometrisch nichtlinearen, dynamischen
Strukturanalyse auf Beul- und Durchschiagsprobleme sowie die numerischen Eigenschaften der
beschriebenen Zeitintegrationsalgorithmen.
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Abstract

The objective of this thesis is the development of numerical methods which guarantee the stable
integration of the initial boundary value problem given by the geometrically nonlinear elastody-
namics especially the nonlinear dynamics of thin walled structures. The semi-discretization tech-
nique with Finite Element discretization in space and implicit time integration schemes for
discretization and integration in the time domain is used.

Spatial discretization of thin walled structures is done by a finite 8-node Serendipity shell ele-
ment with Reissner-Mindlin kinematics which includes the thickness stretch of the shell. The
element is realized by an extensible shell director and its update from the reference to the current
configuration by the difference vector. This element is able to handle finite displacements and
rotations and complete three dimensional constitutive equations. A further feature of the shell
element is the numerical efficient calculation of the inertia term of the 'Principle of Virtual Work’
with acceleration vector and mass matrix being independent of the deformation. Inorder to avoid
artificial stiffening caused by the three dimensional displacement field, termed ' Thickness Lock-
ing’, the "Enhanced Assumed Strain’ concept is used.

The spatial discretization results in the nonlinear semidiscrete initial value problem. An essential
aspect of the development of algorithms for the numerical solution of the nonlinear initial value
problem is the numerical stability, which is equivalent to the conservation of total energy within
atypical time step. In principle there are three numerical properties which guarantee the satisfac-
tion of the energy condition for numerical stability:

® the algorithmic dissipation (e.g. *Generalized—o. Method®);

@ the enforced conservation of energy (’Constraint Energy Method’)

® and the algorithmic conservation of energy ('Energy-Momentum Method’).
These principles will be discussed. Further the *Constraint Energy Momentum Algorithm® will
be designed. The new algorithm combines controllable algorithmic dissipation and enforced con-
servation of total energy, linear and angular momentum. This new implicit, second orderaccurate
algorithm is developed by the extension of the 'Generalized—a Method’ with constraints via La-
grange multipliers. The constraints result from the global conservation theorems by spatial
discretization and consistent integration over the time step.
A setof examples is examined to illustrate the application of time integration methods to the anal-
ysis of snap-through and buckling of structures. Furthermore the features of different time in-

tegration schemes will be shown.
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Bezeichnungen, Abkiirzungen, Vereinbarungen

Vereinbarungen

* Indieser Arbeit wird Giberwiegend die symbolische Schreibweise verwendet,

e Bei Verwendung der Tensorschreibweise durchlaufen griechische Buchstaben grundsiitz-
lich die Werte 1 und 2, lateinische hingegen die Werte {, 2 und 3.

e  Englischsprachige Eigennamen werden durch Hochkommas gekennzeichnet,

e Literaturangaben befinden sich in den Kapitel an entsprechenden Stellen.

Abkiirzungen

CARAT  FEM Programmsystem —’'Computer Aided Research Analysis Tool’
CEM *Constraint Energy Method’

CEMA "Constraint Energy Momentum Algorithm’

EAS "Enhanced Assumed Strain’ Konzept

EMM 'Energy-Momentum Method’

FEM Finite Elemente Methode

Schreibweise

Skalar
Vektor oder Matrix

Tensor

Tensorkomponete

w
<
8
3
S
=3
o

Grofe der Momentankonfiguration

N N >

GroBe der Referenzkonfiguration
GroBe zu Beginn eines Zeitschrittes

.t

Markierung besonderer GroBen (Erliuterung im Text)

*

Rand- oder Anfangsbedingungen

Ly .

Schiefsymmetrische Matrix eines Vektors
Finite Elemente Approximation

=

—~ N S

ElementgroBe

Y
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Mathematische Operationen

() Partielle Ableitung nach 6
(D Richtungsableitung beziiglich des Vektors du
() erste Ableitung nach der Zeit
('5) zweite Ableitung nach der Zeit
(':) dritte Ableitung nach der Zeit
(:':) vierte Ableitung nach der Zeit
V() Gradient
V- () Divergenz
o) Variation
A() Inkrement
@] Ly-Norm
1)) Energienorm
Geometrie
0 allgemeine, krummlinige, konvektive Koordinaten
25 gi ko—- und kontravariante Basis
8 gy ko— und kontravarianter Metriktensor
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A Oberfliche
dA, dA differéntielles Oberflichenelement, differentielles orientiertes Flichenelement
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Kinematik
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x Ortsvektor des materiellen Punktes
X materielle Geschwindigkeit
materielle Beschleunigung
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Kinetik

Cauchy Spannungstensor

erster Piola-Kirchhoff Spannungstensor
zweiter Piola~Kirchhoff Spannungstensor
Cauchy Spannungsvektor

=N Uy oy Q

Nennspannungsvektor

Normalenvektor

Summe aller auf den Korper wirkender Oberflichen— und Volumenkriifte
Moment aller auf den Korper wirkender Oberflichen— und Volumenkriifte

S X o~ 3

massenspezifischer Volumenkraftvektor

Material

Elastizititstensor
Dichte

Lamé-Konstante
Lamé-Konstante

MR >0 M

Elastizitatsmodul
Poisson-Zah!
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m Masse

L Impulsvektor
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N Strukturvektor der inneren Kriifte
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t Zeit zu Beginn der Zeitintegration — Referenzzeit

T Gesamtzeit der Zeitintegration
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A4t Zeitschritt
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NT Anzahl der Zeitschritte
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e Fehleristimator Verschiebungen

¢ Fehleristimator Geschwindigkeiten

n relative Fehleriistimator

Ne Toleranz des Fehlermafes der adaptiven Schrittweitensteuerung
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’Constraint Energy Momentum Algorithm’

Zg Nebenbedingung der Energieerhaltung im Zeitschritt

z, Nebenbedingung der Impulserhaltung im Zeitschritt

Z, Nebenbedingung der Drehimpulserhaltung im Zeitschritt
z Vektor der Nebenbedingungen 27 = [Z, 7, 2]
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Ay Lagrange Multiplikator der Drehimpulsnebenbedingung
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m Konvergenzschranke der Lagrange Multiplikatoren

B, o Parameter der konsistenten Integration der Nebenbedingungen



1  Einleitung

1.1  Motivation

Zeitintegrationsalgorithmen sind in der linearen Strukturmechanik fast schon solange erfolg-
reich im Einsatz, wie die Methode der Finiten Elemente. Die Betrachtung von geometrisch nicht-
linearem Strukturverhalten erschlieBt neue Mdglichkeiten und birgt leider auch neue Problemati-
ken der numerischen Strukturdynamik.

Die Méglichkeiten erstrecken sich von der Integration des dynamischen Antwortverhaltens von
Strukturen, deren Tragverhalten von der Deformation gepriigt wird, bis zu der Beschreibung des
hochdynamischen Wechsels von Beulmoden beim Stabilititsversagen eines Tragwerkes. Zwi-
schen diesen Extremen breitet sich ein weiter Fiicher von Anwendungen der nichtlinearen Struk-
turdynamik aus. Beispielhaft seien hier freie Bewegungen von Strukturen mit endlichen Rotatio-
nen und Durchschlagsprobleme erwihnt. Besonders interessant ist die dynamische Betrachtung
von Durchschlags—oder Beulproblemen. Derartige Vorginge liefern bei einer geometrisch nicht-
linearen statischen Analyse eine Vielzahl von Gleichgewichtspfaden. Eine eindeutige Losung
dieser Problematik kann erst durch die dynamische Betrachtung des Vorganges gewonnen wer-
den. Ausgenommen von dieser Eindeutigkeit ist das Phinomen der dynamischen Instabilitit im
Sinne von Lyapunov (reprint 1992), wie es zum Beispiel in Basar, Eller, Kritzig (1990), Kritzig,
Eller (1992) und Nawrotzki (1992) untersucht wird. Derartige dynamische Systeme kénnen mit
den in der vorliegenden Arbeit untersuchten Algorithmen zwar in der Zeit integriert werden, ein
Kriterium zur Beurteilung der dynamischen Stabilitit nach Lyapunov ist jedoch noch zu ergén-

zen.

Die Problematik infolge der geometrischen Nichtlinearitt ist der Verlust der numerischen Stabi-
litdt klassischer Zeitintegrationsverfahren bei Integration des entsprechenden semidiskreten An-
fangswertproblemes. In der linearen Dynamik unbedingt stabile, robuste und erfolgreich ange-
wandte Algorithmen kollabieren bei der Integration der nichtlinearen Bewegungsgleichung nach
zwei grundsitzlich zu differenzierenden "Mechanismen’: dem Konvergenz—und dem Stabilitiits-
versagen (Abbildung 1.1). Die Nichtlinearitit des strukturdynamischen Problemes erfordert zur
numerischen Integration die Linearisierung und eine iterative Losung. Die Konvergenz der itera-
tiven Losungsstrategie hiingt nun entscheidend von der Strukturbewegung und der Wahl der Zeit-
schrittgrofe ab. Ist die Dynamik der Struktur in Relation zum gewihiten Zeitschritt zu hochfre-
quent, kann keine konvergente Losung erzielt werden, Konvergenzversagen tritt auf! Das zweite
Versagensphinomen ist das unvermittelt auftretende numerische Stabilitatsversagen von klassi-
schen Integrationsalgorithmen, das in instabilen, aber konvergenten Losungen resultiert. Dem-
zufolge sind instabile Integrationen klassischer Zeitintegrationsverfahren nicht zu erkennen, was
eine immense Gefahr bei der Anwendung solcher Verfahren birgt, die Zuverlissigkeit der Inte-

gration ist in Frage gestellt!
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1.2 Zielsetzung

Die vorangehende Darstellung der Problematik der Zeitintegration beschreibt gleichzeitig die
Zielsetzung der vorliegenden Arbeit. Diese Problematik der Zeitintegration, Kriterien zur Beur-
teilung der Konvergenz sowie der numerischen Stabilitit und Losungsvorschliage zur Behebung
der numerischen Defekte sind in Abbildung 1.1 zusammengefaft, Ziel ist die Generierung eines
robusten Zeitintegrationsverfahrens, das sowohl numerisch stabil ist, als auch mit verniinftig gro-
Ben Zeitschritten zu konvergenten-und genauen Losungen fiihrt. Angewendet werden die Zeitin-

tegrationsverfahren auf die Dynamik von diinnwandigen Strukturen mit Schalenelementen, wel-

che die Abbildung von endlichen Deformationen und Rotationen erlauben.

. LOSUNGSMOGLICHKEIT  KRITERIUM

 Energi erhaltung

Abbildung 1.1 Klassifizierung numerischen Versagens und Stabilisierungsstrategien

Die Beurteilung der Konvergenz oder das Konvergenzversagen der Newton-Raphson Iteration
zur Losung nichtlinearer Gleichungssysteme wird in der Literatur (z.}'3. Deuflhard, Hohmann
(1993)) ausfithrlich diskutiert und spielt daher in der vorliegenden Arbeit nur eine untergeordnete
Rolle. Ein im Algorithmus tiberpriifbares Konvergenzkriterium ist der natiirliche Monotonietest.
Wird die Monotoniebedingung nicht erfillt, gibt es in der Mathematik lediglich zwei Moglich-
keiten, eine Losung zu finden: Die Verwendung eines verbesserten Startwertes oder die Verwen-
dung einer kleineren Schrittweite. Der Startwert der Iteration ist in der Strukturdynamik durch
die Systemvariablen zu Beginn und die 4uleren Lasten am Ende des Zeitschrittes vorgegeben,
Damit bleibt zum Erreichen einer konvergenten Ldsung die Moglichkeit, die Schrittweite anzu-
passen. Hier liegt der Gedanke nahe, eine adaptive Schrittweitenkontrolle, wie sie fiir klassische
Zeitintegrationsalgorithmen in der linearen Dynamik publiziert wird, auch im Nichtlinearen an-
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zuwenden. Diese Moglichkeit soll untersucht werden. Alternativ zur Schrittweitensteuerung
ermdglicht die numerische Dissipation strukturdynamisch uninteressanter hoherfrequenter Mo-
den der Strukturantwort konvergente Losungen der Newton~Raphson Iteration.

Der Kernpunkt der Arbeit ist die numerische Stabilitit der Zeitintegrationsalgorithmen, Defi-
niert wird die Stabilitdt der Zeitintegration mit dem Energiekriterium nach Belytschko, Schoeb-
erle (1975). Nach diesem Kriterium ist ein Zeitintegrationsverfahren genau dann numerisch sta-
bil, wenn die Energiebilanz im Zeitschritt erfiillt oder Energie numerisch dissipiert wird. Zur
Befriedigung dieses Kriteriums stehen algorithmisch zwei Moglichkeiten zur Verfiigung: Die er-
ste Moglichkeit ist die Aufbringung numerischer Dampfung, welche die Dissipation von Energie
und damit die numerische Stabilitit garantiert. Die zweite Moglichkeit ist die Erhaltung der Ener-
gie im Zeitschritt, die sowohl algorithmisch als auch mit einer Nebenbedingung realisiert werden
kann. Von den Verfahren mit numerischer Dissipation wird beispiclhaft die *Generalized-a’ Me-
thode nach Chung, Hulbert (1993) zur Anwendung in der nichtlinearen Dynamik erweitert und
untersucht. Als algorithmisch energieerhaltende Methode soll die "Energy-Momentum Method®
von Simo, Tarnow (1992), die neben der Erhaltung der totalen Energie auch die Erhaltung von
Impuls und Drehimpuls im Zeitschritt gewihrleistet, auf das Schalenelement angewandt und zu
Vergleichsrechnungen herangezogen werden. Weiterhin soll als Vertreter der Methoden mit er-
zwungener Energieerhaltung im Zeitschritt die *Constraint Energy Method’ von Hughes, Caug-
hey, Liu (1978) studiert werden.

Als einzige numerische Eigenschaft von Zeitintegrationsmethoden, die sowoh! die Konvergenz
bei endlichen Zeitschritten, als auch die stabile Integration garantiert, sticht numerische Dissipa-
tion aus Abbildung 1.1 hervor. Das bedeutet, Algorithmen mit dieser Eigenschaft vereinigen nu-
merische Stabilitit und positive Konvergenzeigenschaften. Nachteilig an diesen Methoden ist
hingegen gerade die algorithmische Dissipation von Energie. Dies hat zufolge, daf diese Algo-
rithmen bei der Integration von Langzeitdynamiken unbefriedigende Ergebnisse liefern. Um die
positiven Eigenschaften numerisch dissipativer Verfahren zu bewahren und simuitan ihren Nach-
teil, den Energieverlust, zu eliminieren, wird der *Constraint Energy Momentum Algorithm’ ent-
wickelt und diskutiert (siche auch Kuhl, Ramm (1996)). Dieser Algorithmus kombiniert numeri-
sche Dissipation und die erzwungene Erhaltung der globalen BilanzgréBen Energie, Impuls und
Drehimpuls.

1.3 Duffing Oszillator

Die Duffing Gleichung ist ein in der Literatur sehr beliebter lustrator nichtlinearer Phinomene
der Dynamik. Thompson, Stewart (1986) und Wiggins (1990) zum Beispiel fithren den *Chaos’
Begriff mit Untersuchungen von Losungen spezieller Duffing Gleichungen ein. Argyris, Faust,
Haase (1994) und Argyris, Mlejnek (1988b/1991) zeigen chaotische Phinomene der Duffing
Gleichung physikalischer Systeme. So wird ein druckbelasteter Balken in Querrichtung be-
schleunigt oder die vorgespannte Saite mit zentraler Punktmasse betrachtet.
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Abbildung 1.2 Duffing Oszillator — Problemstellung

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird die Bewegung im bistabilen Potential als spezielle
Form der Duffing Gleichung untersucht. Das physikalische Aquivalent ist das in Abbildung 1.2
dargestellte, sehr einfache Durchschlagsproblem eines geometrisch nichtlinearen Schwingers
mit linearen, masselosen Federn und einer Punktmasse. Dieses physikalische Problem wurde be-
reits von Lim, Crisfield (1994) zur Betrachtung der numerischen Stabilitit von Zeitintegrations-
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verfahren verwendet. Abbildung 1.2 zeigt das schwingungsfahige System, die Kinematik, die
Kinetik und die Berechnung der totalen Energie des Systems. Die aktuelle Federlinge ! wird
durch geometrische Betrachtungen in der Verschiebung u ausgedriickt. Daraus folgen unter der
Annahme einer linearen Federkennlinie sofort die Federkrifte, deren vertikale Komponenten die
innere Kraft N(«) ergeben. Die totale Energie E(u, i) setzt sich aus der kinetischen Energie der
Punktmasse K(i&) und der in den beiden linearen Federn gespeicherten potentiellen oder inneren
Energie U(u) zusammen. Weiterhin ist die Identitit der inneren Kraft N(«) und der Ableitung des
Potentiales nach der Verschiebung U () gezeigt.

Die Kurven der potentiellen Energie, der Federkrifte, der inneren Kraft und der Verschiebungs- -
ableitung der inneren Kraft in Abhédngigkeit von der Verschiebung sind in Abbildung 1.3 illu-
striert. Die potentielle Energie zeigt fir R(r) = 0drei Gleichgewichtslagen, die der Bedingung
U; L) = 0 und
u=02mmit U, (u) =N (u)> 0 (Berechnung sieche Abbildung 5.14) stabil. Die dritte

N(u) = 0 gentigen. Von diesen Gleichgewichtslagen sind die Positionen u =

Gleichgewichtslage # = 0.1 mmit U,uu(u) < Oistinstabil. Anschaulich bedeutet die physikali-
sche Stabilitiit, daB bei einer infinitesimalen Abweichung von der Gleichgewichtslage eine Be-
wegungstendenz hin zur Gleichgewichtslage besteht. Im anderen Fall, der Bewegungstendenz
weg von der Gleichgewichtslage, ist diese physikalisch instabil. Die Kurve der inneren Kraft bil-
det im statischen Fall die Last—Verschicbungs—Kurve.

N .~ Federkraft
",N.M
0 :‘ . . ~ A
innere Krafc/ . e el LN

N(u) U ,a(u) /

N, Lo/ 10 (kN/m]

L :

100

200

i [mm]

20

300

Abbildung 1.3 Duffing Oszillator — Federkrifte, innere Kraft und potentielic Energie

Numerische Experimente werden anhand des in Abbildung 1.4 dargestetiten Anfangswertpro-
blemes durchgefiihrt. Betrachtet wird die autonome Bewegungsgleichung mit einer Anfangsver-
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schiebung " und der Anfangsgeschwindigkeit Null. Die Anfangsbeschleunigung ergibt sich aus
der Bewegungsgleichung.

 ubere Kraft
R =0

Abbildung 1.4 Duffing Oszillator — Anfangswertproblem

Die kritische Anfangsverschiebung uyy, die der Bedingung Uluyy) = Ue = 0.1 m) geniigt,
erlaubt die in Abbildung 1.5 dargestelite Klassifizierung der Dynamik in Oszillationen um eine
und zwei stabile Gleichgewichtslagen. Anfangsverschicbungen, die der kritischen Anfangsver-
schiebung entsprechen — in Abbildung 1.5 mit ’instabil’ gekennzeichnet — resultieren in einem
dynamischen Verzweigungsproblem ander Stelle 4 = 0.1 m, wo die Bewegung theoretisch zum
Erliegen kommt oder bei #* = 0.1 m nicht initijert wird, Numerisch von Interesse sind zum ei-
nen kleine Anfangsverschiebungen, die zu einer quasi linearen Oszillation um ¢ine Gleichge-
wichtslage fithren und zum anderen hochgradig nichtlineare Oszillationen um zwei stabile
Gleichgewichtslagen. Anfangsverschiebungen in der Nihe der kritischen Anfangsverschiebung
fiihren zu deutlichen Unterschieden bei der numerischen Integration des Anfangswertproblemes
mit verschiedenen Zeitintegrationsverfahren, Zeitschritten oder Zeitintegrationsparametern,

Is
7K
2 b
=
Fout 3 5
g5

Uit

= =zodnstabilzns
Einstabily
“instabil~==

QOszillation um zwei
Gleichgewichtslagen
Oszillationum eine
Gleichgewichtsiage
Oszillation um eine*
Gleichgewichtslage
Oszillation um zwei
Gleichgewichtslagen

L k Anfangsverschiebung
Abbildung 1.5 Duffing Oszillator — Klassifizierung der Dynamik

Die numerischen Losungen des beschriebenen Anfangswertproblemes mit dem Zeitintegrations-
algorithmus nach Newmark (1959) in der Formulierung der konstanten mittleren Beschleuni-
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gungsmethode (8 = 0.25, & = 0.5) sind fiir verschiedene Anfangsbedingungen u* und Zeit-
schritte At in Abbildung 1.6 zusammengefaBt. Ohne auf die Vorgehensweise zur numerischen
Losung dieses Problems einzugehen — dieses wird in Kapitel 5.5 eingehend erldutert - sollen hier
die Ergebnisse diskutiert werden:

Der Zeitschritt 4t = 0.1 ms liefert plausible Verschiebungsverliufe. Eine kleine Anfangsver-
schiebung u* = — 20mm ergibt einen nahezu harmonischen Schwingungsverfauf, wiihrend die
groBe Anfangsverschiebung u' = — 60mm fast zu einem dreiecksformigen Verlauf fithrt. In-
teressant sind die Anfangsverschiebungen u* = — 4lmmund &* = .~ 42mm in der Nihe der
kritischen Auslenkung ugy, = — 41.59 mm; beide ergeben eine periodische Verschiebungsli-
sung um eine oder zwei stabile Gleichgewichtslagen. Die kritische Anfangsverschiebung resul-
tiert in einer Bewegung, die sich der instabilen Gleichgewichtslage 4 = 100 mm langsam néhert
und anschlieBend zur Ausgangslage zurtickfithrt. Die periodische Wiederholung dieses Vorgan-
ges 1dBt den SchluB zu, daB bei der Zeitintegration ein — wenn auch geringer — Amplitudenfehler
ein numerisch zufilliges Durchschlagen verhindert. Fiir einen lingeren Integrationszeitraum
T = 1ssind in Abbildung 1.6 weiterhin das Phasendiagramm und der Verlauf der totalen Ener-
gie dargestellt. Das Phasendiagramm bestiitigt die obigen Aussagen beziiglich der Periodizitit
der Bewegungen. Anfangsverschiebungen nahe g zeigen eine periodische Bewegung nahe der
Separatrix ~ welche den Phasenraum in Zustinde, die zur Bewegung um zwei Gleichgewichtsla-
gen und eine Gleichgewichtslage fiihren, trennt - ohne diese zu kreuzen und die kritische An-
fangsverschiebung liefert nahezu die Separatrix. Die Energieverliufe zeigen die Erhaltung der
totalen Energie iiber den gesamten Integrationszeitraum. Diese Losungen werden weiteren Un-
tersuchungen — vor allem mit grofleren Zeitschritten — als Referenzlosung dienen.

Wird der Zeitschritt um den Faktor 10 vergrofiert, zeigen sich Schwachpunkte der numerischen
Integration. Withrend die kieine und groBe Anfangsverschiebung zu nahezu unverénderten Ver-
schiebungsverldufen fiihren, ergeben sich bei den Anfangsverschiebungen nahe r qualitative
Fehler im Zeitverlauf der Verschiebungen. Dieser Fehler driickt sich zu Beginn der Zeitintegra-
tion in zu klein berechneten Amplituden aus. Die numerische Losung zu u' = — 42 mm kreuzt
bereits im ersten Zyklus die Separatrix, was zu einer Bewegung um eine stabile Gleichgewichts-
lage fiihrt; gegen Ende des Integrationszeitraumes wird die Separatrix nochmals gekreuzt, was
die Bewegung um zwei stabile Gleichgewichtslagen und einen Anstieg der Energie bedeutet.
Dieser Energiezuwachs ist allerdings zu kiein, um im Energieverlauf sichtbar zu werden. Anders
ist dies fiir die Anfangsverschiebungen ' = = 48mmund ¢" = — 60mm; das Phasendia-
gramm der beiden Lésungen weitet sich mit der zunehmenden Integrationszeit auf und die totale
Energie steigt an. Wie in dieser Arbeit noch gezeigt werden wird. bedeutet der Anstieg der totalen
Energie, daB das Zeitintegrationsverfahren numerisch nicht stabil ist. Das bedeutet. dal der in
der Anwendung fiir lineare Probleme unbedingt stabile Newmark Algorithmus (vgl. z.B. Bathe
1986) in der nichtlinearen Dynamik nicht unbedingt stabil ist!
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Abbildung 1.6 Duffing Oszillator — Lésung der homogenen Bewegungsgleichung
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1.4  Finite Elemente Programmsystem CARAT

Samtliche im Rahmen dieser Arbeit untersuchten Algorithmen der nichtlinearen dynamischen
Strukturanalyse wurden in das Finite Elemente Programmsystem CARAT - *Computer Aided
Research Analysis Tool” (Stegmiiller, Bletzinger, Kimmich (1987), Bletzinger (1990), Kimmich
(1990)) - implementiert und zum Studium dieser Algorithmen anhand der dargelegten Beispiele
verwendet. Das 1985 aus dem Programm NISA 80 (Hifner, Ramm, Sittele, Stegmiiller (1980))
am Institut fiir Baustatik der Universitit Stuttgart entstandene und in zahlreichen Dissertationen
weiterentwickelte Forschungsprogramm bildet die programmtechnische Basis der vorliegenden
Arbeit.

1.5 Ubersicht

Kapitel 2 befaf3t sich mit den Grundlagen der Kontinuumsmechanik. Basierend auf der Beschrei-
bung der Kinematik und Kinetik werden die globalen und lokalen Bilanzengleichungen der Ener-
gie, des Impulses und des Drehimpulses im Rahmen der generalisierten Bilanzgleichung angege-
ben. Die Verbindung von Kinetik und Kinematik wird durch die Bereitstellung der konstitutiven
Beziehung fiir hyperelastisches, isotropes Material geschaffen. Das durch die lokale Impulsbi-
lanz, die Neumann — und Dirichlet Randbedingungen sowie die Anfangsbedingungen gebildete
Anfangs— Randwertproblem der nichtlinearen Elastodynamik wird durch die Uberfithrung der
lokalen Impulsbilanz in die schwache Form, dem Prinzip der virtuellen Arbeit, einer numeri-
schen Analyse mit der Methode der finiten Elemente zuginglich gemacht.

Kapitel 3 gibt einen Uberblick iiber die Diskretisierungsstrategieen des Anfangs-Randwertpro-
blemes der nichtlinearen Elastodynamik. Aus den Alternativen wird die Semidiskretisierungs-
technik mit der sequentiellen Raum—Zeitdiskretisierung ausgewihlt, sowie die rdumliche und
zeitliche Diskretisierung erldutert. Den Abschlul von Kapitel 3 bilden die Klassifizierung und

die Diskussion numerischer Eigenschaften von Zeitintegrationsverfahren.

In Kapitel 4 wird die rdumliche Diskretisierung diinnwandiger Strukturen mit degenerierten
Schalenelementen, die endliche Verschiebungen und Rotationen zulassen, erldutert. Hierbei wird
im speziellen die Beschreibung der Kinematik, die Diskretisierung des Trigheitstermes aus dem

Prinzip der virtuellen Arbeit und die Diskretisierung der globalen Bilanzgleichungen betrachtet.

Thema von Kapitel 5 ist die implizite Zeitintegration des aus der riumlichen Diskretisierung re-
sultierenden, semidiskreten Anfangswertproblemes mit Einschrittverfahren. Anhand des gene-
‘ralisierten Zeitintegrationsalgorithmus nach Chung, Hulbert (1993) wird die Strategie zur Inte-
gration der semidiskreten Bewegungsgleichung der nichtlinearen Strukturdynamik erldutert.
Diese Strategie gliedert sich in die Entwicklung des Zeitintegrationsalgorithmus und die Lineari-
sierung der entstehenden nichtlinearen algebraischen Gleichung, der sogenannten effektiven
Strukturgleichung. Ausfiihrungen zu Verfahren adaptiver Zeitschrittsteuerung runden dieses Ka-

pitel ab.
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Kapitel 6 ist dem im Rahmen der vorliegenden Arbeit entwickelten *Constraint Energy Momen-
tum Algorithm’ gewidmet. Einem Exkurs iiber StabilisierungsmaBnahmen von Algorithmen zur
Integration der nichtlinearen Bewegungsgleichung folgt die Konstruktion des entwickelten Al-
gorithmus. Diese gliedert sich in die Formulierung des in Kapitel 5 vorgestellten generalisierten
Algorithmus als Stationaritéitsproblem und dessen Erweiterung um die Nebenbedingungen der
algorithmischen Erhaltung von totaler Energie. Impuls und Drehimpuls. Ferner wird die Lo-
sungsstrategie des entstandenen erweiterten Systemes von nichtlinearen algebraischen Gleichun-
gen vorgestelltund der numerische Aufwand fiir das vorgeschlagene Verfahren diskutiert. Nume-
rische Effekte infolge der in das System eingebundenen Nebenbedingungen werden anhand von

Beispielen demonstriert.

Kapitel 7 zeigt typische Anwendungsbeispiele der nichtlinearen, numerischen Strukturdynamik.
Behandelt werden die statische und dynamische Betrachtungsweise eines Durchschlagsproble-

mes und die numerische Beschreibung des dynamischen Wechsels von Beulmoden.

Zuletzt werden in Kapitel 8 akademische Beispiele behandelt, welche die Eigenschaften ver-
schiedener Zeitintegrationsverfahren sehr priignant demonstrieren. Diese Eigenschaften sind der
Verlust unbedingter Stabilitéit der Newmark Methode in der nichtlinearen Dynamik, die Energie-
dissipation von Algorithmen mit numerischer Ddmpfung, die Wirkung von numerischen Stabili-
sierungsmafnahmen und das Versagen von Zeitintegrationsalgorithmen bei der iterativen
Losung der effektiven Strukturgleichung.

Wie bereits in der Einleitung wird das Beispiel des Duffing Oszillators in der Arbeit begleitend
verwendet, um anhand dieses simplen nichtlinearen Schwingers numerische Phiinomene ver-
schiedener Zeitintegrationsverfahren, Algorithmen zur adaptiven Zeitschrittsteuerung und die
Wirkung der verwendeten Nebenbedingungen zu demonstrieren.



2  Grundlagen der Kontinunumsmechanik

Die Kontinuumsmechanik beschreibt die Bewegung und Deformation von Kérpern unter der
Einwirkung von Kriiften. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit sol! lediglich eine kurze Einfiih-
rung in die nichtlineare Kontinuumsmechanik gegeben werden. Dabei wird auf die Bereitstel-
lung der Grundlagen fiir die Ausfithrungen in den folgenden Kapiteln und auf eine zu diesen Ka-
piteln konforme Nomenklatur besonders Wert gelegt. Ausfiihrliche Darstellungen finden sich
unter anderem in Truesdell, Noll, (1965), Green, Zerna (1968), Malvern (1969), Becker, Biirger
(1975), Marsden, Hughes (1983), Ciarlet (1988), Stein, Barthold (1992), Betten (1993) und Al-
tenbach, Altenbach (1994),

2.1  Kontinuum

Basis der Kontinuumsmechanik fester Korper ist die Idealisierung realer Strukturen als materi-
elles Punktkontinuum. Hierbei wird der materielle Kérper oder das Kontinuum % von einer zu-
sammenhdngenden Menge materieller Punkte A gebildet. Die materiellen Punkte sind dabei
nach der deterministischen Theorie jederzeit identifizierbar und ihr kontinuierlicher Zusammen-
hang bleibt bei der Deformation erhalten. Die am Rand des Korpers liegenden materiellen Punkte
bilden die Oberfliche, die mit 9B bezeichnet wird.

Fiir die vorliegende Arbeit wird das allgemeine Kontinuum auf ein Kontinuum mit folgenden
Charakteristika reduziert:

das Kontinuum ist homogen

die Korper sind hyperelastisch deformierbar

kleine Verzerrungen werden vorausgesetzt (beliebig groBe Verschiebungen sind zulissig)
das Saint Venant-Kirchhoff Materialmodell ist giiltig

jeder materielle Punkt hat drei translatorische Freiheitsgrade (Boitzmann Kontinuum).

2.2 Kinematik

2.2.1 Referenz—- und Momentankonfiguration
Die Lage und die Bewegung eines materiellen Kérpers B wird durch die bijektive und stetige
Abbildung
% x R—BC R?
X 2D
L (M, t)—>x = x(M, 1)

der materiellen Punkte Ab auf die Raumpunkte x beschrieben. Eine bijektive und stetige Abbil-
dung wird als Konfiguration, topologische Abbildung oder Homdomorphismus bezeichnet. Die
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Konfiguration (2.1), die den aktuellen Zustand des Kérpers beschreibt, ist die Momentankonfi-
guration B, die in der Literatur auch als Grundzustand bezeichnet wird. Durch die Wahl eines
festen Zeitpunktes ¢ —> ¢ wird die Konfiguration zur Referenzkonfiguration B, die durch die zu
Gleichung (2.1) dquivalente Abbildung

BXR—BCR
{ (2.2)

(Mo, 1) => x = (b, D)

bestimmt ist. Mit der Definition der Referenzkonfiguration oder des Ausgangszustandes konnen

die materiellen Punkte durch ihre Lage im Raum zum Zeitpunkt ¢ identifiziert werden. Durch

-1

die Komposition der Abbildungen x ™ und x wird die Deformation durch die ebenfalls bijektive

und stetige Abbildung
B—B

P (2.3)
xex =00 = 2 )en

beschrieben. Mit der Abbildung @ werden die rdumlichen Punkte x auf die rdumlichen Punkte
x abgebildet. Materieller Korper, Referenz— und Momentankonfiguration sowie die Definition
der Abbildungsfunktionen x, x und @ sind in Abbildung 2.1 verdeutlicht.

Referenzkonfiguration zur Zeit ¢ Momentankonfiguration zur Zeit ¢

materieller Korper

Abbildung 2.1 Topologische Abbildung und Kinematik des Kontinuums
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2.2.2 Lagrange und Euler Formulierung

Zur Beschreibung des mechanischen Verhaltens eines materiellen Korpers stehen grundsitzlich
zwei klassische Betrachtungsweisen zur Verfligung: Diese werden nach Joseph Louis Lagrange
und Leonhard Euler benannt.

Bei der Lagrange Betrachtungsweise, die ebenso als materielle, substantielle oder referenzbezo-
gene Formulierung bezeichnet wird, werden die Anderungen der dem materiellen Punkt zuge-
ordneten Eigenschaften betrachtet. Im Gegensatz hierzu werden bei der Euler, rdumlichen oder
lokalen Betrachtungsweise die Eigenschaften eines riumlichen Punktes betrachtet. Ohne Be-
schriinkung der Allgemeinheit wird im Rahmen dieser Arbeit die Lagrange Formulierung ver:

wendet.

2.2.3 Deformation und Verzerrungen

Dermaterielle Korper in der Referenz-und Momentankonfiguration wird in krummlinigen, kon-
vektiven Koordinaten 8’ beschrieben. Damit ist jeder materielle Punkt neben den Koordinaten

xfauch durch das Zahlentripel 8' eindeutig darstellbar (vgl. Abbildung 2.1).
x = x(0") x = x(0) 24)

Die ortsabhiingigen kovarianten Basen des Korpers B und des Korpers B sind durch das totale
Differential der Ortsvektoren in bezug auf die krummlinigen Koordinaten gegeben. Dabei stellen

die kovarianten Basisvektoren {g‘, 8, 53} oder {g,, g,, g3} die Richtungsvektoren der
Tangenten an die Koordinatenlinien &' dar.

_ o ax

. o= @5)

g

Durch Einfithrung des Verschiebungsfeldes als Differenz der Ortsvektoren eines materiellen

Punktes mit den Koordinaten 6/ aus Momentan— und Referenzkonfiguration
u(®) = x(6") — x(6" (2.6)

kann die kovariante Basis der Momentankonfiguration in Abhiingigkeit von der kovarianten Ba-
sis der Referenzkonfiguration dargestellt werden.

gi—g'f—=g~—£—+—éy—,=g.+u

=9 _ Ok : 2.7
'~ a0t ger &7 @7

Der materielle Deformationsgradient F ist mit der linearen Abbildung eines Linienelementes der
Referenzkonfiguration dx auf das entsprechende Linienelement der aktuellen Konfiguration dx
oder gleichbedeutend mit der Abbildung der Basisvektoren g, und g, definiert.

dx == -dx =Vx - dx = F - dx g === == (2.8)

x
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Der materielle Deformationsgradient ist ein sogenannter Zweifeldtensor, dessen erste Basis g;
in der Momentankonfiguration und dessen zweite Basis g, in der Referenzkonfiguration definiert
ist. Aus Gleichung (2.8) folgt fiir den, im allgemeinen nichtsymmetrischen, materiellen De-
formationsgradienten

F =

gl

: T
=Vx=g+Vu=gi®gi FT=(%) =(Vx)T=gi®g,-¢F. 29
Zur Existenz der inversen Abbildung @ ~' ist es notwendig und hinreichend, daB die Jacobi
Funktionaldeterminante des materiellen Deformationsgradienten det F ungleich Null ist. Die
Bedingung
detF > 0 _ (2.10)

garantiert eine eindeutige und stetige Abbildung . Die Abbildung von differentielien Flichen-
und Volumenelementen ist mit den 'Push—-Forward’ Transformationen

dA = detF F~T-dA dV = detF dV Q.10

gegeben. Dabei sind dA = n dA oder dA = n dA die orientierten infinitesimalen Flichenele-
mente mit den Normaleneinheitsvektoren n oder n: Der materielle Deformationsgradient F be-
schreibt den gesamten materiellen Bewegungsvorgang und enthilt daher im allgemeinen auch
Starrkorperbewegungen. Aus diesem Grund ist F als Maf fiir die Forménderung und die resultie-
renden endlichen Verzerrungen ungeeignet. Die Definition des Green—Lagrange Verzerrungsten-
sors E mit Hilfe der Differenz der Quadrate der Linienelemente dx und dx

dx‘dx—-d._\f_‘(L_t_=d~_V_'FT‘F'cl._x_—-d£'d§=d-§_‘(FT~F—5)'d£ (2.12)

ist frei von Starrkorperbewegungen und liefert in der Referenzkonfigurtaion den Nulltensor, Die
hierin enthaltene Tensordifferenz ist der zweistufige Green—Lagrange Verzerrungstensor E, der
mit der Gleichung (2.9) als Differenz der Metriktensoren von Momentan—und Referenzkonfigu-

ration (g; = &;° &j» 8, = &;" é'./) ausgedriickt werden kann.

i

E=L (- F-g

2.13)
E=3 (5_‘®gi g ®g - _&,,-&‘®.s’) =3 (e, ~£,-,-) gy
Bemerkungen:

® Der Green-Lagrange Verzerrungstensor ist symmetrisch.

® Die Definition der Forminderung tiber den Green-Lagrange Verzerrungstensor ist will-
kiirlich, weshalb in der Literatur eine Anzahl von alternativen Verzerrungsmafen (Inge-
nieurdehnungen, Euler-Almansi Dehnungen, natiirliche Dehnungen - vgl. z.B. Bletzinger
(1994)) verwendet werden. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird ausschlieBlich der

Green—-Lagrange Verzerrungstensor eingesetzt.
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2.3  Kinetik

Die Kinetik beschreibt den Zusammenhang #uflerer und innerer Krifte eines materiellen Kér-
pers. Dies etfordert die Formulierung verschiedener Spannungsvektoren und ~tensoren, deren
Definitionen und Bezugskonfigurationen in Abbildung 2.2 dargestellt sind.

df auft B
transformiert

mation

Abbildung 2.2 Definition und Transformation von Spannungsmafien

Als Folge &uBerer Krifte existiert nach dem Spannungsprinzip von Euler-Cauchy auf jeder
Schnittfldche ein Vektorfeld der Spannungen. Wird zur Definition eines solchen Spannungsvek-
tors die duBere Kraft auf ein Flichenelement der Referenzkonfiguration bezogen, entsteht der
den statischen Randbedingungen ¢ * identische Nennspannungsvektor ¢ und mit Hilfe des Cau-
chy Fundamentaltheorems der erste Piola—Kirchhoff Spannungstensor P.

. Af df
= lim — = — t=P-n 2.14
T 4a-0dA dA : - @14
Der erste Piota-Kirchhoff Spannungstensor ist ein Zweifeldtensor, er verbindet den aktuellen
Kraftvektor mit dem Flachenelement der Referenzkonfiguration. P ist, wie in Kapitel 2.4.4 ge-
zeigt wird, ein unsymmetrischer Tensor. Aus dieser Eigenschaft resultierende Nachteile bei der
numerischen Bearbeitung kontinuumsmechanischer Problemstellungen werden mit der Defini-

tion des symmetrischen zweiten Piola~Kirchhoff Spannungstensors S vermieden.

. - Ar 4 -1, 49 -1
5~Q~A1A1TOE4:_EA—_F E~F P-n (2.15)
S=F“-P=S’f'5i®5j P=F-§S. (2.16)
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2.4  Bilanzgleichungen

Bilanzgleichungen konnen in integraler Form als globale Formulierung und fiir hinreichend
glatte Felder in lokaler Formulierung in Form von Differentialgleichungen angegeben werden.
Ferner sind die Bilanzgleichungen sowohl fiir skalare Felder als auch fiir Tensorfelder anwend-
bar. Der aligemeinen Formulierung der Bilanzgleichungen folgen in den nichsten Abschnitten
die mechanischen Bilanzgleichungen fiir die Masse, den Impuls, den Drehimpuls und die mecha-
nische Energie.

24.1 Allgemeine Formulierung von Bilanzgleichungen

[l

2

w

5

B =

= g

= ]
o o

N S

o =

5. &

o &

5 ]

o~ =,

- Volumenelement | 4V :

. Volumen
¢ Flachenelement
i Oberfliche
. Massendichte
FeldgroBe
- FluB
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meE® > 8 <

Abbildung 2.3 Allgemeine Bilanzgleichung eines materiellen Korpers

Die allgemeine Aussage der Bilanzgleichungen lautet; Die Andemngsgeschwindigkcit einer Bi-
lanzgrdBe Y ist gleich dem Zuwachs oder Verlust & der Bilanzgrofie im Korper und der Summe
des Zu-und Abflusses @ iiber die Oberfliche A mit dem Normalenvektor n.

Die extensive Bilanzgrofie Y ergibt sich durch Integration der Massendichteverteilung einer
FeldgroBe ¥ iiber den Kérper in der Referenz— oder Momentankonfiguration.

Y = Jp W4y = Jp v v (217

Die globalen Bilanzgleichungen fiir die Referenz~ oder Momentankonfiguration werden in der
folgenden Form definiert:
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’,))Y=-’—)~Ip£d_=ifpzd_=f@gdmfpgdz (2.18)

1 = dar | & e

14 14 A 1

oY D, wawela. .

or thplIdV fdi n(lA+fp_.dV (2.19)
v A v

Zu beachten ist hierbei, daf bei Verwendung der Lagrange Betrachtungsweise die materielle der
partiellen Zeitableitung entspricht. Durch Anwendung des Divergenztheorems (A.6)auf das Fli-
chenintegral erhilt man die lokale Formulierung, d.h. die Differentialgleichung, der allgemeinen
Bilanzgleichung fiir die Referenz— und Momentankonfiguration.

5]

D -
g-t(eg)=v‘gg+£ FR W)=V ®+pE (2.20)

Die mechanischen Bilanzgleichungen werden in der vorliegenden Arbeit in materieller Form
verwendet und daher in den folgenden Abschnitten lediglich fiir die Referenzkonfiguration dar-
gestellt. Hieraus konnen die dquivalenten Beziehungen fiir die Momentankonfiguration durch
die Push~Forward Operation gewonnen werden. Die mechanischen BilanzgréBen sind von der
Form (2.17) und die Bilanzgleichungen sind global und lokal von der Gestalt (2.18) und (2.20).
Zur Generierung der mechanischen Bilanzgleichungen sind die FeldgroBe ¥, der Fluss @ und
die Quellstarke Z'in den allgemeinen Bilanzgleichungen durch die in Tabelle 3.1 angegebenen

mechanischen Gréflen zu ersetzen,

. Spannungstensor  Volumenkrifte
X ’ o=p - E=b

Energie spezitische Encroie Spannungslmstuilg - Leistungvon b
E=K+U  W—12i i+y  S=P.i Eehex

Tabelle 3.1 Mechanische Bilanzgleichungen

2.4.2 Massebilanz

Die Masse eines Kérpers ist durch das Volumenintegral iiber das stetige Feld der Massendichte

p bestimmt.

m = jg dy = fp dv . (2.21)
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Unter den Annahmen, daf keine Masse tiber die Oberfliche ausgetauscht wird und im Innern des
Korpers kein Zuwachs oder Verlust von Masse stattfindet, verschwindet die materielle Zeitablei-
tung der Masse. Das heift, die Masse eines materiellen Korpers dndert sich wiihrend des De-
formationsvorganges nicht.

am

t

QJ!Q)

t f pdv =0 222)
\4

Die lokale Formulierung der Massebilanz liefert mit der Transformation der Volumenelemente
dVund dV mit Hilfe der Jacobi Funktionaldeterminante des materiellen Deformationsgradienten
nach Gleichung (2.11) den Zusammenhang der Dichte in der Referenz~und der Momentankonfi-
guration.

d

=<

!

pdvy =pdv p= p =detF p (2.23)

X
<

2.4.3 TImpulsbilanz

Die lokale Impulsbilanz stellt die 1. Bewegungsgleichung von Cauchy dar, deren schwache For-
mulierung wiederum auf das Prinzip der virtuellen Verschiebungen fiihrt. Aufgrund der Bedeu-
tung der Impulsbilanz im Hinblick auf die folgenden Kapitel soll diese hier ausfiihrlich erliutert
werden. Der Impulsvektor L verbindet das Geschwindigkeitsfeld £ und das Massefeld p des
Korpers.

L=Jigdy=fipdv (2.24)

Die zeitliche Anderung des Impulsvektors ist bei der Deformation gleich der Summe faller auf
den Korper wirkenden Oberflichen~ und Volumenkriifte.

%I;-=%[Bxdy=jgdé+fgbd_‘{=f (2.25)

Obige Gleichung entspricht dem 2, Newtonschen Grundgesetz fiir Kontinua. Die resultierende
Kraft fbeinhaltet die eingepriigten Volumenkriifte b und den, auf das Flichenelement dA bezo-
genen Spannungsvektor ¢ Der Spannungsvektor kann nach dem Theorem von Cauchy (2.14)
durch die einfache Kontraktion des ersten Piola-Kirchhoff Spannungstensors P und des Ein-
heitsnormalenvektors z auf der Oberfliche des Korpers ersetzt werden. Durch Anwendung des
Divergenztheorems (A.6) auf das Oberflichenintegral dieses Terms entsteht das Volumeninte-
gral der Divergenz des Spannungstensors P.
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A% (Vv-P+p b) dV = f (2.26)

-gdA%—f&de:

AN —
[~
*:
I\
<
il
P
~
I

=<

Die lokale Formulierung des Impulssatzes oder die [, Bewegungsgleichung von Cauchy ist damit
in folgender Form gegeben.

pEi=V P+phb (2.27)

2.44 Drehimpulsbilanz

Der Drehimpuls oder Drall eines materiellen Korpers ist das Moment des Impulses beziiglich ei-
nes beliebigen raumfesten Punktes. Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit wird der Koordina-
tenursprung als Bezugspunkt fiir den Drallvektor J gewiihlt.

J=f£xxxdy=fpxx,\'cdv (2.28)

Die materielle Zeitableitung des Drehimpulses entspricht dem aus den Oberflichen- und Volu-
menkriften resultierenden Moment m. '

%‘%=f,9_x><£d‘_/=fx><P-gdA+[exxbd!=m (2.29)

Nach Anwendung des Divergenztheorems ergibt sich die lokale Form der Drehimpulsbilanz.
pxxi=V-xXP)+pxXxb (2.30)
Mit der Regel fiir die Berechnung der Divergenz von Vektorprodukten (A.5) und der lokalen

Form der Impulsbilanz (2.27) kann die lokale Bilanzgleichung mit dem Identitéitstensor 1 weiter
umgeformt werden.

xX(pE=pb-V-P)=VxxP=~-FxP=-1x(F P)=0 231

Diese Bedingung wird genau dann erfiillt, wenn das Produkt F - PT ein symmetrischer Tensor
ist (vgl. z.B. de Boer (1982), Marsden, Hughes (1983)). Diese Aussage beziiglich der Symme-
trieeigenschaften der Spannungstensoren entspricht der 2. Bewegungsgleichung von Cauchy.

P - Fl=F.-pT, p=pT P=F -§ >8§=¢§T (2.32)

Die Symmetrie des Cauchyschen Spannungstensors folgt aus der lokalen Drehimpulsbilanz fiir
die Momentankonfiguration oder durch den Push—Forward des zweiten Piola—Kirchhoff Span-
nungstensors.

S=detF F ' g-F T 5g=gT (2.33)
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2.4.5 Energiebilanz

Die mechanische Energie wird von der kinetischen Energie Kund der inneren Energie U des Sy-

stems gebildet. Die Summe dieser beiden Energieformen bildet die totale Energie E.

E=K+U (2.34)

Kinetische und innere Energie koénnen durch die Integration der massenspezifischen kinetischen
Energie 1/2 % - xund der massenspezifischen freien Helmholz Energie u berechnet werden. Fiir
den Sonderfall des Saint Venant-Kirchhoff Materialmodelles kann die innere Energie mit der
doppelten Uberschiebung des Green-Lagrange Verzerrungstensors und des zweiten Piola-

Kirchhoff Spannungstensors berechnet werden:

K=%J£x"xdy U=f,_o_ud\_/=%fs:Edj{ (2.35)

Das Postulat der Energieerhaltung wird folgendermaBen formuliert: Die zeitliche Anderung der
totalen Energie eines mechanischen Systems entspricht der Leistung der eingepriigten Oberfli-

chen~und Volumenlasten.

%(K+U)=§;j£(%x~x+u>dy=]yde«*—ij‘de:W“t (2.36)

Die lokale Formulierung der mechanischen Energiebilanz liefert nach Einsetzen des ersten Pio-
la-Kirchhoff Spannungstensors (2.14), des Divergenztheorems (A.6), der Beziehung (A.4) und
der ersten Cauchy Bewegungsgleichung (2.27) die Aussage fiir die Anderungsgeschwindigkeit
der spezifischen inneren Energie (siehe z.B. Altenbach, Altenbach (1994)) .

. T .
BM=P:F =8 K (2.37)

2.5 Konstitutive Gleichung

Konstitutive Gleichungen verkniipfen duale, die Deformation beschreibende FeldgroRen eines
materiellen Punktes. In der Mechanik der festen Korper sind dies die Feldgroen Spannungsten-
sor und Verzerrungstensor, deren Zusammenhang durch die Materialgleichung gegeben ist. Im
materiellen Sinn, der Lagrange Betrachtungsweise wird das Materialgesetz zwischen dem zwei-
ten Piola-Kirchhoff Spannungstensor § und dem aktuellen Deformationszustand und damit dem
Green-Lagrange Verzerrungstensor E formuliert. Fiir elastisches Material kann der Spannungs-

tensor S allein aus dem Verzerrungstensor E hergeleitet werden.
S = f(E) (2.38)

Ein solches Materialgesetz wird als Cauchy—elastisch bezeichnet. Wird zusitzlich die Wegunab-
hiingigkeit der von der Spannung geleisteten Arbeit gefordert, erhiilt man ein hyperelastisches
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oder Green-elastisches Materialgesetz. Damit wird die Existenz einer massenspezifischen Form-
dnderungsenergiedichtefunktion (freie Helmholz Energie)

= f(B), (2.39)

die eine Potentialfunktion fiir den zweiten Piola~Kirchhoff Spannungstensor darstellt, gefordert.
Durch die Zeitableitung dieser Potentialfunktion ergibt sich die spezifische Anderungsgeschwin-
digkeit der inneren Energie, deren Vergleich mit der lokalen Form der mechanischen Energiebi-
lanz (2.37) die Beziehung zwischen dem Green-Lagrange Verzerrungstensor und dem zweiten
Piola—~Kirchhoff Spannungstensor liefert.

_ Ou _ , Ou :
a=2 ) S=pd (2:40)

Der vierstufige Elastizititstensor C ist fiir kleine Verzerrungen und Spannungs— sowie Verzer-
rungsfreiheit in der Referenzkonfiguration (S(B) = 0, E(B) = 0) mit der Linearisierung des

Spannungstensors S beziiglich der Verzerrungen E definiert.
S =8B + :(E — E®B) + O(E — E(__))Z) aS (E + O(E? (241)

Durch den Vergleich der Definition des Elastizititstensor C mit Gleichung (2.40) kann der Elasti-
zitiitstensor als Funktion der freien Helmholz Energie ausgedriickt werden.

2
g = BSE C:E C = A 0%

3 9E " LIE®IE (242)

Ist das Materialverhalten isotrop, so wird der zweite Piola~Kirchhoff Spannungstensor mit Hilfe
von zwei unabhingigen Konstanten A und g aus dem Green-Lagrange Verzerrungstensor be-
rechnet (vgl. Stein, Barthold (1992)).

S=AwEg+2uE+O(E| (2.43)

Werden die Terme hoherer Ordnung vernachlissigt, so erhilt man die konstitutive Gleichung des
Saint Venant-Kirchhoff Materials in der Form

S=AuEg+2ukE, (2.44)

wobei die die Konstanten A und u im Fall des Saint Venant-Kirchhoff Material Modells als
Lamé—Konstanten bezeichnet werden. Lamé-Konstanten und ElastizititsmaBe, wie Elastizitiits-
modul £, Schubmodul G und Poisson-Zahl v kénnen ineinander iiberfiihrt werden. Die spezifi-
sche innere Energie kann bei dieser Materialformulierung folgendermafen dargestellt werden:

e

w=f® =75

E:S=5-E:C:E (2.45)

Bemerkung:

@ Die Anwendbarkeit des Materialgesetzes (2.41) ist auf den Bereich kleiner Verzerrungen
E beschriinkt.
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2.6  Anfangs—- Randwertproblem der Elastodynamik

Das Anfangs— Randwertproblem der Elastodynamik ist mit den in Kapitel 2.2 bis 2.5 angegebe-
nen lokalen dynamischen Feldgleichungen sowie den Anfangs— und Randbedingungen gegeben.
Feldgleichungen, Rand- und Anfangsbedingungen fiir die Lagrange Betrachtungsweise sind in
Abbildung 2.4 zusammengestellt. Die Feldgleichungen, bestehend aus der ersten Cauchy Bewe-
gungsgleichung (2.27), dem kinematischen Zusammenhang zwischen Verschiebungen, bezie-
hungsweise dem Deformationsgradienten und den Green-Lagrange Verzerrungen (2.13), (2.9)
und dem Materialgesetz in allgemeiner Form (2.38), bilden ein gekoppeltes, nichtlineares Sy-
stem partieller Differentialgleichungen das durch Anfangs— und Randbedingungen ergénzt wird.

} ’Cau ¥ Bewegung‘gle:
‘ i = Vo P4p

Klnemauk '

Neumann Randbedin,
&

E&Bo ‘

Dirichlet Randbecmguno - Verschiebunaen

Abbildung 2.4 Anfangs- Randwertproblem der Elastodynamik

Anfangsbedingungen sind die die Position und den Deformations— und Bewegungszustand zur
Zeit t = tbeschreibenden Verschiebungen " und Geschwindigkeiten ", Am Rand des materi-
ellen Korpers konnen sowohl Verschiebungen «” (Dirichlet -, geometrische — oder wesentliche

Randbedingungen) als auch Spannungen ¢ (Neumann —, statische — oder natiirliche Randbedin-
gungen) vorgeschrieben sein. Die Berandung 9B setzt sich aus Bereichen 9B, mit geometrischen
und 0B, mit statischen Randbedingungen zusammen.

9B = aB,U B, 9B, NaB, = 0 (2.46)
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2.7  Prinzip der virtuellen Arbeit

Das im Kapitel 2.6 zusammengefaBte gekoppelte System partieller Differentialgleichungen kann
nur in Sonderfillen explizit gelost werden. Im allgemeinen kommen zur Lésung der Aufgaben-
stellungen der Elastodynamik Diskretisierungsverfahren auf der Basis von Arbeitsprinzipien

®  Prinzip der virtuellen Arbeit (virtuellen Verschiebungen)

®  Prinzip der virtuellen Erginzungsarbeit (virtuellen Krifte)
und fiir Potentialprobleme auf der Basis von Energieprinzipien

®  Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie

®  Prinzip vom Minimum des Komplementirpotentials
zum Einsatz. Arbeitsprinzipien erfordern nicht die Existenz eines Potentials und kénnen aus die-
sem Grund allgemeingiiltiger formuliert werden als Energieprinzipien. Identische Ergebnisse
liefern entsprechende Arbeits— und Energieprinzipien bei Verwendung des Saint Venant-Kirch-
hoff Material Modelles und der Beschriinkung auf konservative duere Krifte.

Zur Herleitung des Prinzips der virtuellen Arbeit werden zunichst die erste Cauchy Bewegungs-
gleichung und die Neumann Randbedingungen nach der Methode der gewichteten Residuen
(siehe z.B. Finlayson (1972) und Zienkiewicz, Taylor (1989)) mit der Testfunktion # skalar mul-

tipliziert.
(Bf—V~P~p_b)-17=OVxEB, (gmg*)-qzovxeaag (2.47)

Diese Gleichungen gelten genau dann, wenn fiir die Integration {iber das Volumen und die Ober-
fliche des materiellen Korpers in der Referenzkonfiguration die Bedingung

I/gf'nd_‘_/=JV'P‘ndZJrfgb'ndLHJ(é*—é)'ﬂdé (248)

R X A favy

erfiillt ist. Hierbei stellt A, den Neumann Rand des materiellen Korpers dar. Mit der Divergenz
verjiingender Produkte von Tensoren (A.4), der Anwendung des GauB Integralsatzes (A.6) auf
den entstandenen Divergenzterm und der Transformationsbeziehung des ersten und zweiten Pio-
la-Kirchhoff Spannungstensors (2.16) folgt:

J',c_)i~ndy+IF-S:quZ=J'P~Q-ndA+ j(g*—g)-ndA
4 Ay (2.49)

A
+fgb‘qd\_/
\4

Nach Anwendung des Fundamentaltheorems von Cauchy (2.14) sowie der Berticksichtigung der
Tatsache, daB3 der Spannungsvektor ¢ auf dem Dirichlet Rand verschwindet, ergibt sich mitdem

Oberflichenintegral
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IP'ZI_"IdA_=f£'Idé=fl'ﬂdé+f!'ﬂdé=f£'ﬂdé (2.50)
4 A 4, 4 4,

und der Identitit

F-8:Vqp=F-vy:8 mit § = §7 (2.5
die schwache Form der Impulsbilanz oder der ersten Cauchy Bewegungsgleichung.
f8i~nd_‘_/+jFT-Vq:Sd_X{=ff~qd4+j,_qb-r]d_1{ (2.52)

X pA ¥} L

Zur Vereinfachung der Schreibweise wird kiinftig auf die Kennzeichnung der Spannungsvorgabe
({* —> f)und des Neumann Randes (4, —> A) bei Oberflichenintegralen verzichtet. Die spezielle
Wahl der Variation des Verschiebungsvektors # = du = 8(x — x) = Ox als Testfunktion, die
den Bedingungen '

®  die Variation des Verschiebungsvektors ist eine virtuelle Verriickung

® sie geniigt den geometrischen Feld— und Randbedingungen

OF = Vox = Vou ¥V x € B du =0V x & aB, (2.53)

sie ist infinitesimal kiein
® und sie ist beliebig

gentigt, ergibt mit der Variation des Green-Lagrange Verzerrungstensors nach Gleichung (2.13)

5E:S=16(FT-F—-Q):S=

5 (OFT - F + FT - 0F):8 = FT - 6F : § (2.54)

1
2
~ Voraussetzung hierfiir ist die Symmetrie des Spannungstensors § — und der geometrischen
Feldbedingung (2.53) das Prinzip der virtuellen Arbeit bezogen auf die Referenzkonfiguration.

j,_o_f~6udy+f(§E:SdL/=Ig-dud4+f,9_b-6udy (2.55)
1%

Oder mit der inneren virtuellen Arbeit, die sich aus der virtuellen Arbeit der d’ Alembert Krifte
OWhrew und der virtuellen Arbeit der Verzerrungen W, zusammensetzt, und duBeren virtuellen

Arbeit dW,,, in kompakter Schreibweise:

OWnew + OW;,, = Wy, (2.56)
Das Prinzip der virtuellen Arbeit in der oben angegebenen Form mit nicht verschwindendem In-
ertialterm p ¥ # 0wird in der Literatur als das Prinzip von d’ Alembert in der Lagrange Fassung

bezeichnet (z.B.: Bathe (1986), Argyris, Mlejnek, (1988b/1991), Zienkiewicz, Taylor (1991),
Dinkler (1994), Tabarrok, Rimrott (1994)).
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3  Diskretisierung

Das Anfangs— Randwertproblem der nichtlinearen Elastodynamik kann im allgemeinen nicht
analytisch gelst werden. Zur numerischen Losung kommt die Methode der finiten Elemente in
Verbindung mit Zeitintegrationsalgorithmen zum Einsatz. Hierzu notwendige Diskretisierungs-
strategien in Raum und Zeit werden unter anderem von Bathe, Ramm, Wilson (1975) und Fellipa,
Park (1979) erlautert.

3.1  Diskretisierungsstrategien

Die numerische Losung des Anfangs— Randwertproblemes der Elastodynamik (Abbildung 2.4)
mit der Methode der finiten Elemente macht es erforderlich, dieses Problem zunichst in die
schwache Form zu transformieren (Kapitel 2.7) und anschliefend sowohl in Raum- als auch in
Zeitrichtung zu diskretisieren. Hierzu sind grundsitzlich zwei verschiedene Diskretisierungs-
strategien gebrauchlich. Dies sind die sequentielle Diskretisierung und die gleichzeitige Diskreti-
sierung in Raum und Zeit, die hier als simultane Diskretisierung bezeichnet werden soll. Die gra-
phische Darstellung der erwéhnten Diskretisierungsstrategien ist in Abbildung 3.1 gegeben.

Semidiskretes
Anfangswertproblem

M i + Nu) = R

Schwache Formulierung

Zeitihte‘gration‘ ‘

Zeidiskretisierung
- Zeltintegration

| Zeitdiskretisierung

Algebraisches Problem
effektive Strukturgleichung

Semidiskretes
Randwertproblem

Diskretisicrung im Rau

SF(x) = 0

Finite Elemen

6 o F,u(u) =0

Abbildung 3.1 Diskretisierung der Cauchy Bewegungsgleichung im Raum und in der Zeit

Simultane Diskretisierung

Die simultane Diskretisierung mit Raum—Zeit-Elementen ist unter anderem in Hughes, Hulbert
(1988) und Hulbert, Hughes (1990) beschrieben. Diese Diskretisierungsstrategie fithrt direkt von
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der schwachen Form der Bewegungsgleichung zu einem nichtlinearen algebraischen Problem.
Bestehende Finite Element Formulierungen kénnen fir diese Form der Diskretisierung nicht ge-

nutzt werden,

Sequentielle Diskretisierung

Im Gegensatz zur simultanen Diskretisierung sind bei der sequentiellen Diskretisierung in der
Raum-Zeit Formulierung die Elementcodes statischer strukturmechanischer Aufgabensteliun-
gen mit dquivalenter Datenstruktur um die Inertialterme zu ergéinzen und somit effizient nutzbar.
Bei der sequentiellen Diskretisierung kann beziiglich der Reihenfolge der Diskretisierung zwi-
schen sequentieller Raum-Zeit Diskretisierung und sequentieller Zeit-Raum Diskretisicrung
differenziert werden. In Belytschko (1983) wird die sequenticlle Raum-Zeit Diskretisierung mit
dem Begriff ’Semidiskretisierungstechnik® bezeichnet. Wie zum Beispiel in Hughes
(1983/1987) und Simo, Tarnow (1992) gezeigt wird, ist die Reihenfolge der sequentiellen Dis-
kretisierung kommutativ. Simo, Tarnow (1992) diskretisieren zur Entwicklung der "Energy-Mo-
mentum Method’ zunéchst in der Zeitund anschlieffien im Raum. In der vorliegenden Arbeit wird
die sequentielle Raum-Zeit Diskretisierung bevorzugt.

Die sequentielle Raum—Zeit Diskretisierung ergibt nach der Diskretisierung im Raum die semi-
diskrete Bewegungsgleichung und Anfangsbedingungen in diskreter Form. Durch anschlie-
Bende Diskretisierung in der Zeit resultiert hieraus ein nichtlineares algebraisches Gleichungssy-
stem. Die zweite Moglichkeit der sequentiellen Diskretisierung liefert iiber ein semidiskretes
Randwertproblem das identische algebraische Gleichungssystem.

3.2 Réumliche Diskretisierung - Semidiskrete Bewegungsgleichung

' Massentraghext

L Pﬁnz’ip de;
. virtuellen Arbeit.
. rdumliche Diskretisierung
o Bewenne

. gleichung

Diséipation (z:B. Rayleigh)ﬂ

Mi +Cu+ Nw = kR Beweimgs

e - . gleichung
Massen.  Damp- externe L;ﬁste,n o .
 tigheit  fung .

Abbildung 3.2 Semidiskrete Bewegungsgleichung mit Dissipation
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Abbildung 3.3 Raumliche Diskretisierung mit finiten Elementen

Die Transformation des Prinzipes der virtuellen Arbeit mit der Methode der finiten Elemente zu
der semidiskreten Bewegungsgleichung und die Ergéinzung durch einen viskosen Déampfungs-
term ist in Abbildung 3.2 skizziert,

Mit der Diskretisierung im Raum (vgl. Bathe, Ramm, Wilson (1975)), welche auf der Methode
der finiten Elemente oder der Bubnov-Galerkin Projektion basiert, und dem Fundamentallemma
der Variationsrechnung geht das nichtlineare kontinuierliche Problem der Elastodynamik in das
semidiskrete Anfangswertproblem mit der nichtlinearen Bewegungsgleichung

M i + N(u) = R (3.1)

in Form eines gekoppelten Differentialgleichungssystems 2. Ordnung mit den diskreten An-
fangsbedingungen

w=u", p=4 3.2

tiber. Hierbei wurde eine deformationsunabhéingige Massenmatrix M angenommen. Mit der
Massenmairix, dem Strukturvektor der Beschleunigungen #, den vom diskreten Verschicbungs-
vektor abhangigen inneren Kraften N(x) und dem Strukturvektor der dufcren verallgemeinerten
Krifte R wird das dynamische Gleichgewicht in semidiskreter Form beschrieben. Da kontinuier-
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liche und diskrete Gleichungen deutlich zu unterscheiden sind, wird in der Schreibweise der ent-
sprechenden Grofien auf eine Kennzeichnung verzichtet.

Abbildung 3.3 zeigt schematisch die raumliche Diskretisierung, die sich in die Partitionierung
der Struktur in finite Elemente und die Approximation von Feldern kontinuierlicher physikati-
scher Grofien durch Ansatzfunktionen und diskrete GroBen an Knoten der jeweiligen Elemente

gliedert.

Soll mit der semidiskreten Bewegungsgleichung auch eine Bewegung mit vorhandener System-
dampfung beschrieben werden, so wird die Gleichung (3.1) um einen viskosen Diampfungsterm
erginzt.

Mi+Cu+ Nu)=R (3.3)

Zu diesem Zweck wird die sehr einfach zu berechnende proportionate Dampfung auf Basis der

Massenmatrix und der elastischen Steifigkeitsmatrix

C=a M+a, Ny =a; M+ a, Ku, 3.4
angewandt. Die Dampfungsmatrix C wird hierbei mit einer Linearkombination der Massenma-
trix und der Tangentensteifigkeitsmatrix der Referenzkonfiguration K(u) gebildet. Diese Form

der Dampfung wird auch als Rayleigh Dampfung und die Gleichung (3.4) als Bequemlichkeits-
hypothese bezeichnet (Natke (1983), Gasch, Knothe (1987), Argyris, Mlejnek (1988b)).

3.3  Integration der semidiskreten Bewegungsgleichung

Abbildung 3.4 Zeitdiskretisierung und Newmark Ansitze
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Der numerischen Integration des semidiskreten Anfangswertproblemes muB die Diskretisierung
in der Zeit vorangehen. Wie in Abbildung 3.4 symbolisiert, wird hierzu die Integrationszeit
[, T]in NTformell d4quivalente Zeitintervalle [¢,, t,.+1] oder Zeitschritte Az = 1, | — 1, mit
n € [1,, NTlundr = izerlegt Die Systemvektoren der Verschiebungen, Geschwindigkeiten
und Beschleunigungen sind in diesem Fall in der Zeit nicht mehr kontinuierlich sondern nur noch
zu diskreten Zeitpunkten f, bestimmbar. Am Beginn eines Zeitintervalles wird die Losung als
bekannt vorausgesetzt; die Systemgrofen am Ende des Zeitschrittes sind zu bestimmen. Der zu-
letzt bekannte Systemzustand zu Beginn des aktuell zu integrierenden Zeitintervalles wird mit
einem Uberstrich gekennzeichnet, die zu bestimmenden GroBen werden in der Grundform belas-
sen. So geht zum Beispiel die Schreibweise fiir das Zeitintervall zu {7, 1] mit dem Zeitschritt ~
At = 1 — tiber. Die Systemvektoren zu Beginn des Zeitschrittes werden mit &, & und # und

am Ende mit u, & und i bezeichnet.

Mit Hilfe von Approximationen fiir den Verschiebungs—, Geschwindigkeits— und Beschleuni-
gungsvektor der Struktur (diese sind in Abbildung 3.4 am Beispiel des Newmark (1959) Verfah-
rens dargestellt) beziiglich des Zeitintervalles wird die Integration des lokalen Anfangswertpro-
blemes vom Beginn bis zum Ende des Zeitschrittes durchgefiihrt und somit die Lésung am Ende
des Zeitschrittes bestimmt. Mit dieser Vorgehensweise kann das globale Anfangswertproblem
durch die sukzessive Losung lokaler Anfangswertprobleme einzelner Zeitschritte numerisch
gelost werden,

indireks:

Reduktion:
System
1. Ordnung

semidiskrete
Bewegungsgleichung

Mii+ Ci+ Nu =R

implizit—
explizit

Modale
Analyse

Abbildung 3.5 Klassifizierung von Zeitintegrationsverfahren
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Zur numerischen Integration des semidiskreten globalen Anfangswertproblemes werden in der
Forschung und praktischen Anwendung der Strukturdynamik verschiedene Zeitintegrationsver-
fahren eingesetzt. Ein Vorschlag zur Klassifizierung von diesen Zeitintegrationsverfahren ist in
Abbildung 3.5 dargestellt.

Ein erstes Klassifikationskriterium unterscheidet zwischen direkten und indirekten Zeitintegrati-
onsverfahren, Direkte Verfahren losen das gekoppelte Differentialgleichungssystem zweiter
Ordnung in der urspriinglichen Form (3.3). Wird dieses Differentialgleichungssystem zuniichst
entkoppelt (modale Analyse) oder auf ein gekoppeltes Differentialgleichungssystem erster Ord-
nung mit der doppelten Anzahl von Systemfreiheitsgraden reduziert, spricht man von indirekten
Zgitintegrationsverfahren (vgl. Bathe (1986), Hughes (1987), Argyris, Mlejnek (1988b)).

Das zweite Klassifizierungskriterium ist die Anzahl der Zeitschritte, deren Systemvektoren zur
Berechnung des neuen Zustandspunktes bendtigt werden. Einschrittverfahren verwenden ledig-
lich den zuletzt beréchneten Systemzustand zur Zeit fzur Approximation eines neuen Zustandes.
Mehrschrittverfahren verwenden hingegen mehrere Zustéinde zu diskreten Zeitpunkten zur Inte-
gration des Systemzustandes am Ende des Zeitschrittes.

Weiterhin kénnen die Verfaliren nach dem Zeitpunkt, zu dem die Bewegungsgleichung in die
Entwicklung des Zeitintegrationsalgorithmus eingebracht wird, unterschieden werden. Wird die
Bewegungsgleichung zu Beginn des Zeitschrittes eingebracht, handelt es sich um ein explizites
Verfahren (vgl. Belytschko (1983), Bathe (1986), Hughes (1987)). Implizite Verfahren verwen-
den die Bewegungsgleichung am Ende des Zeitschrittes. Weiterhin sind Kombinationen von ent-
sprechenden impliziten und expliziten Verfahren moglich, diese werden als implizit-explizite
Methoden bezeichnet (z.B. Hughes, Pister, Taylor (1979)).

In der Strukturdynamik haben sich wegen der hohen Anzahl von Freiheitsgraden die Einschritt
Zeitintegrationsverfahren in impliziter und expliziter Formulierung besonders bewihrt. Ferner
sind nach Fellipa, Park (1979) implizite Zeitintegrationsverfahren fiir die Anwendung auf die
Strukturdynamik, die durch eine relativ kleine Zahl von niederfrequenten dynamischen Moden
gekennzeichnet sind, am effektivsten. Aus diesen Griinden werden im Rahmen der vorliegenden
Arbeit ausschlieBlich direkte, implizite, Einschritt—Zeitintegrationsverfahren untersucht und an-
gewandt.

3.4 Numerische Eigenschaften von Zeitintegrationsverfahren

Als wesentliche numerische Eigenschaften von Zeitintegrationsverfahren werden im folgenden
Abschnitt die spektrale Stabilitit, als Kriterium fiir Integratoren bei linearem Strukturverhalten,
die energetische Stabilitit, als Kriterium bei nichtlinearen Bewegungsgleichungen, die Genauig-
keitsordnung und die numerische Dissipation wegen ihrer Bedeutung flir hoherfrequente
Schwingungsmoden erldutert.
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3.4.1 Spektrale Stabilitit

Die Analyse der spektralen Stabilitét von Zeitintegrationsverfahren wird in der Literatur ~ ge-
nannt seien hier zum Beispiel Goudreau, Taylor (1972), Bathe, Wilson (1973), Hughes (1983),
Bathe (1986), Hughes (1987), Argyris, Mlejnek (1988b), Wood (1990), Argyris, Mlejnek (1991),
Zienkiewicz, Taylor (1991) — nach der im folgenden geschilderten Vorgehensweise durchge-
fiihrt.

Lineare dynamische Systeme knnen mittels Modalanalyse in ein System entkoppelter gewéhn-
licher linearer Differentialgleichungen der Form

Mi+Ca+Ku=R (3.5)

tiberfithrt werden (z.B. Gasch, Knothe (1987)). Somit gentigt es zur Untersuchung der numeri-
schen Eigenschaften direkter Zeitintegrationsverfahren die homogene Bewegungsgleichung ei-
nes Einmassenschwingers (3.5) mit R = 0 zu betrachten. Fiir ein direktes Einschritt Integrati-
onsverfahren kann im homogenen Fall die diskrete Evolution der Grofen u, 4 und i mit Hilfe
einer linearen Abbildung mit der Matrix A aus den SystemgrdBen , und izur Zeit f gewonnen
werden. Die Vergroerungsmatrix A ist dabei abhéingig von der Wahl des Zeitintegrationsverfah-

rens und des Verhiltnisses von Zeitschritt 4#und Schwingungsperiode T}, des harmonischen Os-

zillators.

u 17 3
Atu| =A|lAdt @ (3.6)
A2 i A2 §

Ein Zeitintegrationsverfahren wird als unbedingt stabil bezeichnet, wenn die mit einem beliebi-
gen Zeitschritt Arermittelte Losung nicht iiber alle Grenzen wichst. Mathematisch bedeutet dies,

daf3 der als grofter Eigenwert der Matrix A definierte Spektralradius p,

piA) = max(A)| | 3.7
nicht groBer als Eins sein darf (z.B. Deuflhard, Bornemann (1994), Satz 3.33).

pAY s 1 VAreR —> unbedingt stabil (3.8)

Ist der Spektralradius kleiner als Eins p,(4) < 1 liegt asymptotische Stabilitdt vor. Giit die Aus-
sage (3.8) lediglich fiir einen Zeitschritt, der kleiner als ein kritischer Zeitschritt A¢,, ist, so ist

das Zeitintegrationsverfahren bedingt stabil.
pAY = 1V Ar <An, ER ~» bedingt stabil (3.9

Zeitintegrationsverfahren die den Stabilitdtskriterien (3.8) bzw. (3.9) geniigen, werden mit unbe-

dingt spektral stabil beziehungsweise bedingt spektral stabil bezeichnet.
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3.4.2 Energetische Stabilitiit

Das Kriterium der spektralen Stabilitit ist bei nichtlinearem Strukturverhalten nicht anwendbar,
da eine modale Analyse lediglich fiir einen linearisierte Bewegungsgleichung des dynamischen
Systems mdglich ist. Eine Veréinderung der Steifigkeit des Systems kann bei der spektralen Ana-
lyse des Stabilititsverhaltens von Zeitintegrationsalgorithmen nicht beriicksichtigt werden.

Ferner wird in zahlreichen Veroffentlichungen gezeigt, daB selbst bei linearem Strukturverhalten
unbedingt stabile Zeitintegrationsalgorithmen bei der Anwendung auf nichtlineare Systeme le-
diglich bedingt stabil sind. Park (1975) und Wood, Odour (1988) zeigen dieses Phinomen anhand
der Trapezregel (oder Methode der konstanten mittleren Beschleunigung — Newmark mit 6=1/2
und B=1/4), angewandt auf die nichtlineare Bewegungsgleichung der Form i + N(u) = 0. Im
Vergleich zur exakten periodischen Losung dieses Problems beobachten Xie, Steven (1994) eine
"chaotische’ aber stabile numerische Losung, welche mit der Wahl eines zu groBen Zeitschrittes
erklart wird. Lim, Crisfield (1994) zeigen am Beispiel eines einfachen, nichtlinearen, dynami-
schen Systemes mit zwei Freiheitsgraden das Anwachsen der konvergenten, numerischen Lo-
sung der Trapezregel iiber physikalisch sinnvolie Grenzen. Des weiteren zeigen Crisfield, Shi
(1994), Crisfield, Moita, Galvanetto (1994), Simo, Tarnow (1994), Crisfield, Galvanetto (1995),
Kuhl, Ramm (1996) sowie Kuhl, Ramm (1996b) dieses Instabilititsversagen der Trapezregel bei
der Anwendung der Integrationsregel auf die nichtlineare Dynamik von Stab- beziehungsweise

Schalentragwerken.

Sehr gut zur Beurteilung der numerischen Stabilitit geeignet ist hingegen die Energiemethode,
deren Aussage von Belytschko, Schoeberle (1975) folgendermaBen formuliert wurde: * A numer-
ical algorithm is stable in energy if the sum of kinetic and internal energies are bounded within
each time step relative to the external work and the kinetic and internal energies in the previous
time step’. Dies bedeutet, daB die totale Energie am Ende eines Zeitschrittes kleiner oder gleich
der totalen Energie am Beginn des Zeitschrittes sein muB.

Es Wy +EVAtER ~> energetisch stabil (3.10)
Treten externe Lasten oder Dampfungskrifte am dynamischen System auf, so wird die von ihnen
im Zeitschritt verrichtete Arbeit im Energiekriterium berlicksichtigt.

At
Wex = j u(@ - (R(r) ~ C () dr (3.11)
0
Das erlduterte Stabilitétskriterium wird hiufig zur Beurteilung der numerischen Stabilitit von
Zeitintegrationsalgorithmen verwendet. Beispielhaft seien hier die Veroffentlichungen von

Oden, Fost (1973), Belytschko, Schoeberle (1975) und Hughes (1976/1977) und die Lehrbiicher
von Argyris, Mlejnek (1988b) und Géradin, Rixen (1994) erwiihnt.
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3.43 Genauigkeitsordnung

Die Genauigkeitsordnung eines Zeitintegrationsverfahrens ist, zum Beispiel nach Hoff, Pahl
(1988b), mit dem lokalen Abbruchfehler

e = w— 24, T+ Ay u(f = A1) = Ay u(T — 241)] (3.12)

[
an |
gegeben, wobei die Konstanten A, die Invarianten der Matrix A symbolisieren.

A = [A;

i A, = rA = Ay

detA = Al (3.13)

Ay =1 ((r4)? — uA?) A,

1
2
Ein Algorithmus ist von k—ter Genauigkeitsordnung, wenn mit dem Grenziibergang 4¢ ~ O fiir

den lokalen Abbruchfehler e, = O(Ar*) gilt.

3.4.4 Numerische Dissipation

Ausfiihrliche Erlauterungen zur numerischen Dissipation finden sich zum Beispiel in Hilber,
Hughes, Taylor (1977), Bazzi, Anderheggen (1982) und Hulbert (1992); diese sollen hier zusam-
mengefat werden. Die numerische Dissipation eines Zeitintegrationsalgorithmus beschreibt
den Amplitudenfehler der Integration. Im niederfrequenten Bereich der Losung der Differential-
gleichung dient die Démpfungsrate zur Quantifizierung der numerischen Dissipation.

Inp, .

I S b7 B TR A, =Apg kil 3.14
5 tan ' A,/AR) 1.2 R ! (3.14)
Agund 4;sind hierbei der Real~und Imaginirteil der konjugiert komplexen Eigenwerte 4, , der
Matrix A. Fiir den hochfrequenten Lésungsbereich wird die numerische Dissipation anhand des
Spektralradius im Grenziibergang Az/T,, — o« beurteilt, wobei mit kleiner werdendem Spek-

tralradius p « die numerische Dissipation zunimmt.

w(d) = i A 3.15
P () A//]{[‘lmpz() (3.15)
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4  Degeneriertes Schalenelement

Zur rdumlichen Diskretisierung einer diinnwandigen Struktur wird mit einem isoparametrischen
finiten Schalenelement, das die Abbildung endlicher Verschiebungen und Rotationen gestattet,
operiert, Dieses Schalenelement wird nach dem auf Ahmad, Irons, Zienkiewicz (1970) zuriick-
gehenden und von Ramm (1976) auf geometrische Nichtlinearitit erweiterten Degenerations-
konzept entwickelt. Abgesehen von der Parametrisierung und der Interpolation unbekannter Va-
riablen entspricht dieses KonzZept der Vorgehensweise der klassischen Schalentheorie
(Biichter(1992), Biichter, Ramm (1992)). Das in Abbildung 4.1 symbolisierte Degenerations-
konzept basiert auf der Beschreibung des Schalenraumes durch die Schalenmittelfliche und ein
Direktorfeld sowie der isoparametrischen Interpolation des Ortsvektors der Schalenmittelfliche
und des Schalendirektors.

Diskretisierung =

Abbildung 4.1 Modellierung - Kinematik und Diskretisierung

Inder verwendeten Form mit extensiblem Direktor kann ein in Dickenrichtung linear verénderli-
ches Verschiebungsfeld und die Dickendnderung der Schale beschrieben werden. Der herausra-
gende Vorteil des extensiblen Direktors ist die Méglichkeit, dreidimensionale konstitutive Glei-
chungen in unkondensierter Form einzusetzen (Biichter, Ramm (1992b), Braun (1995)). Die
Forderung, daB der Schalendirektor bei der Deformation normal zur Schalenmittelfliche orien-
tiert bleibt, entspricht der Kirchhoff-Love Hypothese. In der vorliegenden Formulierung hinge-
gen werden Schubdeformationen, das heifit Rotationen des Direktors beziiglich der Schalenmit-
telfléiche, zugelassen, womit eine Reissner—Mindlin Kinematik darstellbar ist.

Die Abbildung des Schalendirektors aus der undeformierten in die deformierte Konfiguration
geschieht mit dem Differenzvektor w. Diese Form des "Direktor-updates’ vereinigt mehrere Vor-
teile:
® die Abbildung endlicher Rotationen ist singularititenfrei
@ im Vergleich zur konkurrierenden Rotationstensor-Formulierung ist die Komplexitit von
Variation, Linearisierung und Zeitableitung um vieles geringer
@ die resultierende Massenmatrix ist deformationsunabhzngig
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Nachteilig an einem extensiblen Direktor - dieser Nachteil ist allerdings unabhingig von der
Form der Aktualisierung des Schalendirektors (vgl. Betsch, Gruttmann, Stein (1996)) — ist der
in Braun, Bischoff, Ramm (1994) und Braun (1995) als "Dickenlocking’ bezeichnete Verstei-
fungseffekt infolge des unvollstindigen linearen Verschiebungsansatzes in Dickenrichtung. Be-
hoben werden kann dieser Nachteil der Schalenformulierung mit Dickenéinderung unter anderem
mittels
@ des 'Enhanced Assumed Strain’ (EAS) Konzeptes, das durch Simo, Rifai (1990) fiir geo-
metrisch lineare Probleme eingefiihrt, von Simo, Armero (1992) auf geometrisch nichtli-
neare Probleme erweitert und von Biichter, Ramm (1992b) zur Behebung des *Dickenlok-
king’ angewandt wurde
der Verwendung einer Approximation héherer Ordnung in Dickenrichtung
oder der in Braun, Bischoff, Ramm (1994) und Braun (1995) publizierten 'Multidirektor’
Formulierung der Schale.

Zur Vermeidung des bei biegedominanten Deformationen auftretenden *Dickenlocking’ (vgl.
Braun (1995)) wird im Rahmen der vorliegenden Arbeit das EAS-Konzept verwendet.

In diesem Kapitel erfolgt eine Einfithrung in die Kinematik des Schalenelementes sowie die iso-
parametrische Diskretisierung. Das Prinzip der virtuellen Arbeit wird unter Beachtung der Scha-
lenkinematik formuliert, diskretisiert und linearisiert. Die statischen Terme wurden bereits in
Braun (1995) aufgearbeitet, daher liegt der Schwerpunkt der Betrachtungen auf der dynamischen
Erweiterung. Weiterhin werden die Bilanzgrofien Energie, Impuls und Drehimpuls wegen ihrer
Bedeutung fiir den in Kapitel 6 beschriebenen 'Constraint Energy Momentum Algorithm’ in dis-

kreter Form entwickelt.

4.1 Geometrie und Kinematik

Grundlage des Degenerationskonzeptes bildet die Beschreibung des Schalenraumes durch die
Schalenmittelfldiche und das Direktorfeld in krummlinig konvektiven Koordinaten 6,
i € [1, 2, 3] (Abbildung 4.2). Die kovarianten Basisvektoren der Schalenmittelfliiche werden
aus der Ableitung des Ortsvektors der Schalenmittelfliche nach den Koordinaten 6%, a € [1, 2]

gewonnen.
Ay =TIy ag = rg 4.1)

In der undeformierten Referenzkonfiguration ist der Schalendirektor zu der Schalenmittelfliche
normal orientiert. Bei der verwendeten Reissner-Mindlin Kinematik ist diese Normalenbedin-

gung in der deformierten Konfiguration nicht mehr gegeben.

a; Xa,

= Sir% 1
Y lasl =5 (4.2)
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Ein Ortsvektor im Schalenraum kann unter den getroffenen Voraussetzungen mit dem Ortsvektor

der Schalenmittelfliche und dem mit der Koordinate 3 skalierten Schalendirektor beschrieben
werden,

Momentankonfiguration zur Zeit ¢

B

E: SChalenraum

] sen

mittel

Abbildung 4.2 Schalenkinematik in Referenz— und Momentankonfiguration

x=r+ 03g3 x=r+ 03a3 4.3)

Zwei der drei kovarianten Basisvektoren des Schalenraumes ergeben sich durch Ableitung des
Ortsvektors des Schalenraumes nach den konvektiven Koordinaten 6% und der dritte Basisvektor
ist mit dem Schalendirektor a4 gegeben,

=X, =a, +6%;, g = a; (4.4)

g,

1
i

8a = Xgq

ag + 0%a;, g =a, (4.5)

Unbekannt ist hier der Schalendirektor in der Momentankonfiguration. Dieser kann mit dem Dif-
ferenzvektor w oder dem Rotationstensor T von der Referenz— in die Momentankonfiguration
abgebildet werden (Abbildung 4.3).

Beide Formulierungen erlauben die Abbildung endlicher Rotationen, wobei die Rotationstensor
Formulierung, wie in Biichter (1992) gezeigt wurde, nur in Sonderfillen singularitéitenfrei ist.
Unterschiede zwischen den prinzipiell unterschiedlichen Aktualisierungen des Schalendirektors
gibtes bei der Modellierung der Dickenznderung der Schale. Die Differenzvektor Formulierung
erlaubtdie Beschreibung eines extensiblen Schalendirektors wihrend in der Rotationstensor For-
mulierung ohne die Einfithrung eines Dickenparameters nur ein inextensibler Schalendirektor
beschrieben werden kann. In Braun (1995) wird die mechanische Aquivalenz der Differenzvek-
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tor Formulierung und der Rotationstensor Formulierung mit einem zusatzlichen Dickenparame-

ter gezeigt.

Forfnuh; rung
e

Abbildung 4.3 Aktualisicrung der Schalendirektors

Bei der Abbildung grofer Rotationen kann, wie in Abbildung 4.4 dargestellt, zwischen Elemen-
tarrotationen und dem Rodrigues Rotationstensor unterschieden werden (z.B. Schiehlen (1986)).
Die Aktualisierung des Schalendirektors nach Ramm (1976) mittels Elementarrotationen um die
globale x-und y-~Achse mitden Winkeln ¢ und 8 wird fiir Schalendirektoren paralle! zur globa-
len x-Achse singuldr. Wie in Biichter (1992) demonstriert wird, fiihrt die Verwendung des mit
dem Rotationsvektor s beschriebenen Rodrigues Rotationstensors zu singuléren Tangentenstei-
figkeitsmatrizen, wenn die Drehung zwischen dem Referenzvektor und der aktuellen Orientie-
rung des Direktors w + 2namitn € Zbetrigt. Vermieden wird diese Singularitit bei der itera-
tiven Losung nichtlinearer Probleme durch die Aktualisierung des Schalendirektors von
Inkrement zu Inkrement. Die klassische Aktualisierung des Schalendirektors direkt von der Re-
ferenz— in die Momentankonfiguration wird in Biichter (1992) als *additiver Rotations—-update’
und die inkrementelle Aktualisierung des Schalendirektors als *multiplikativer Rotations-up-
date’ bezeichnet.

Den Rotationsformulierungen gemeinsam ist die Tatsache, daf diese Formulierungen bei endli-
chen Rotationen zu einer deformationsabhéingigen Massenmatrix fiihren, Dies ist zum Beispiel
in Burmeister (1987) fiir das Schalenelement nach Ramm (1976) demonstriert. Ferner werden
bei diesen Formulierungen die Variationen, Richtungs— und Zeitableitungen deutlich komplexer
als bei der Differenzvektor Formulierung. Aus diesen Griinden wird in der vorliegenden Arbeit
die Differenzvektor Formulierung

ay; = a3+ w (4.6)

zur Aktualisicrung des Schalendirektors verwendet. Damit ist das Verschiebungsfeld des Scha-
lenraumes zu definieren, wobei v den Verschiebungsvektor der Schalenmittelfliche darstellt.
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Elementarrotationen Rodrigues Rotationstensor
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Abbildung 4.4 Rotationstensor Formulierungen des Schalendirektors
Im Rahmen der Schalenformulierung ist es erforderlich, das differentielle Volumenelement auf

ein Fléchenelement und ein differentielles Element der Dickenkoordinaten 63 zu transformieren
(vgl. Basar, Kritzig (1985)) . Das differentielle Volumeneclement des Schalenraumes

dy = detJ do'dg>do> det] = (g, X g,) - g, (4.8)
und das differentielle Flichenelement der Schalenmittelfliche

dA = la, X a,| d6'd6? 4.9)
liefern die gewtinschte Transformationsbeziehung,

detJ _ detJ

= ——% 403 dA = u dO® = 4.
d d6® dA = u db® dA & xal (4.10)

4.2  Diskretisierung

Die Diskretisierung basiert auf der Zerlegung des materiellen Korpers B in NE Teilgebiete B,
(vgl. Abbildung 3.3).

2z

E
B = B, mit B;NB; = @, i, j € [1,NE] (4.1

o
il
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Ein solches Teilgebiet stellt ein finites Element dar. Innerhalb dieses finiten Elementes werden
kontinuierliche physikalische Grofien mittels diskreter GroBen an Elementknoten und Ansatz-
funktionen approximiert, In der vorliegenden Arbeit werden isoparametrische Schalenelemente,
bei denen sowohl die Geometrie als auch die Verschiebungen mit identischen Ansatzfunktionen
approximiert werden, verwendet. Als Ansatzfunktionen der Flichenelemente kommen hierar-
chische ’Serendipity’ und ’Lagrange’ Formfunktionen, wie sie zum Beispiel in Zienkiewicz,
Taylor (1989) gegeben sind, zum Einsatz. Am Beispiel eines 8-knotigen Elementes sind die
Grundtypen der entsprechenden ’Serendipity’ Formfunktionen in Abbildung 4.5 dargestellt.

‘ Isoparametrische Diskre
. v

4\
WY
W

(/
:’%,\
i
_4\
g
¥

" -
"::i‘,\‘

S

 Verschicbung

Abbildung 4.5 ’Serendipity’ Formfunktionen und isoparametrische Diskretisierung

Mit Hilfe der Formfunktionen wird der kontinuierliche Ortsvektor mittels der diskreten Knoten-
koordinaten approximiert.

NN NN
M) = xEm) = D Nl ¥ s x= > N, X" (4.12)
n=1 n=1

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird kiinftig auf die Kennzeichnung der approximierten Gro-
Ben mit dem Index & oder dem Approximationszeichen * = verzichtet. Neben dem Ortsvektor
werden die in Abbildung 4.5 zusammengefaBten GroBen mit identischen Formfunktionen nach
Gleichung (4.12) approximiert,

4.3  Prinzip der virtuellen Arbeit

Grundlage der Naherungslosung des Anfangs- Randwertproblemes der Elastodynamik (vgl.
Abbildung 2.4) bildet das Prinzip der virtuellen Arbeit (2.55). Durch Diskretisierung im Raum
wird dieses Problem in ein semidiskretes Anfangswertproblem tiberfiihrt. Hierzu wird das Prin-
zipder virtuellen Arbeit auf ein einzelnes, durch die Zerlegung des materiellen Korpers in Teilge-
biete entstandenes, finites Element angewandt.
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f;_)ié-éu dv, + féE:SdL/p= Jg-éu dA, + j&b‘éu dy, (4.13)

A

=<
=<

V.

Die Anwendung des degenerierten Schalenelementes auf das Prinzip der virtuellen Arbeit ge-
schieht in zwei Schritten:

®  Modellbildung mit Hilfe der Schalenkinematik (Kapitel 4.1)

@ Diskretisierung mit 4~ und 8-knotigen Schalenelementen durch ’Serendipity’ Formfunk-

tionen oder mit 9-und 16-knotigen Schalenelementen durch *Lagrange’ Formfunktionen

Die Einfithrung der Schalenkinematik fiihrt zu virtuellen Arbeitstermen, die tiber die Schalen-
dicke vorabintegriert werden konnen. Die Diskretisierung und die numerische Integration iiber
die Schalenfldche liefern nach Anwendung des Fundamentallemmas der Variationsrechnung die
Elementvektoren der inneren Krifte, der externen Lasten und der Triigheitskrifte. Die Trigheits-
krifte oder d’ Alembert Krifte kénnen wiederum in das Produkt der Massenmatrix und des Be-
schleunigungsvektors des Elementes aufgespalten werden. Die Diskretisierung der virtuellen
Arbeitsterme externer Lasten und der Verzerrungen wurde in Braun (1995) ausfiihrlich behan-
delt. Hier werden lediglich die im Rahmen der vorliegenden Arbeit benétigten Ergebnisse zu-
sammengefaBt. Ausfiihrlich behandelt wird hingegen die dynamische Ergiinzung, das heif3t die
Diskretisierung der virtuellen Arbeit der Trigheitskrifte.

4.3.1 Externe Lasten

Die virtuelle Arbeit der Volumen~ und Oberflichenlasten mit Hilfe der Variation des Element-

~verschiebungsvektors

T
u, = [VlT,wIT’ cou T pnT .. yNNT wNNT] ) (4.14)

der die Verschiebungskomponenten v und w” an den Elementknoten n enthilt, und dem entspre-
chend definierten Elementvektor der externen Lasten R, ausgedriickt (Braun (1995)).

Worie = Ié " Ou dA, + j f,g b Ooup do® dA, = du. - RP) (4.15)

A A, 6

=13

4.3.2 Innere Krifte

Die virtuelle innere Arbeit wird mit dem Vektor der Elementverschiebungen und dem Element-

vektor der inneren Krifte N, (u,) formuliert (Braun (1995)).

ow

inte

= f OE: S u d9® dA, = du, - N,u,) (4.16)

A &
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Hierbei wird der Green-Lagrange Verzerrungstensor nach Gleichung (2.13) mit den kovarianten
Basen des Schalenraumes in der Momentan— und Referenzkonfiguration beschrieben, und der
zweite Piola-Kirchhoff Spannungstensor ist mit dem Materialgesetz (2.42) gegeben.

4.3.3 Tangentensteifigkeit

Die Linearisierung der inneren Krifte fithrt auf die Tangentensteifigkeitsmatrix des Elementes

K.(u,), die wiederum den gewdhnlichen linearen, elastischen Anteil K, die Anfangsverschie-

bungsmatrix K, (u.) und den geometrischen Anteil K, -(u,) beinhaltet.
Ne.u‘,(u”) : Aue = K"(uf) ! Auﬂ = (KcE + KL»U(uu) + KcG(uL')) N Aue (4.]7)

Der elastische Anteil der Tangentensteifigkeit und die Anfangsverschiebungsmatrix werden in
der Summe als materielle Steifigkeitsmatrix bezeichnet. Die explizite Form der Tangentenstei-
figkeit ist in Braun (1995) gegeben und wird aus diesem Grund hier nicht weiter ausgefiihrt.

4.3.4 Inertialterme und Massenmatrix

Der Trigheitsterm des Prinzips der virtuellen Arbeit (2.55) wird mit Gleichung (4.10) fiir den
Schalenraum formuliert.

newe

OW, e = jf;_)f-auydeuée (4.18)

4, &

Mit Gleichung (4.7) konnen die Variation des Verschiebungsvektors und die zweite Zeitableitung
des Ortsvektors im Term der virtuellen Arbeit der Trigheitskrifte substituiert werden.

ou = ov + 03%w E=f4+d =i =7+ 6w 4.19)

Weiterhin wird die Dickenintegration der in 03 konstanten, linearen und quadratischen Terme

P = f p 6% u d6® P, = J p (6%? u d63 (4.20)
93 &

vorab durchgefiihrt, womit die virtuelle Arbeit der Newton Krifte durch das Flichenintegral

oW, = I(PO B0+ Py (5w + i O) + Py b - Ow) dA, @21

A

ae

d .
beschrieben werden kann. Nach der Diskretisierung der Variation und der zweiten Zeitableitung
der Verschiebungskomponenten

NN NN NN NN
&= > Ny O, ow = D Ny oW = D Ny W= SN W (@422

n=1 n=| n=| n=|
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kann der Trigheitsterm in matrizieller Schreibweise angegeben werden.

NN NN N_}! NN
OWpeye = D > v " f Py NulNpy dA,+ 5 ow' - i f Py N,N,, dA, (4.23)

n=lm=1 n=}{m=1i

4 A,
NN NN ‘ AN AN
> e f Py NaNy dAc+ 5w i f P, N,N,, dA,
n=1m=1| i n=}m=]| b
= du, M, ii,

Hierbei ist M, die Massenmatrix und £, der Beschleunigungsvektor des Elementes.

Bemerkungen:

®  Die Massenmatrix ist deformationsunabhiingig
@ und invariant beziiglich Koordinatentransformationen (vgl. Gleichung (4.23)).

4.3.5 Semidiskrete Bewegungsgleichung des Schalenelementes

Mit den Gleichungen (4.15), (4.16) und (4.23) kann das Prinzip der virtuellen Arbeit (4.13) fiir
das Schalenelement angegeben werden.

Ou, + M, i, + Ou, - Nouy) = du, + R0 (4.24)

Durch Anwendung des Fundamentallemmas der Variationsrechnung (z.B. Washizu (1968),
Oden (1979), Bufler (1991)) wird hieraus die semidiskrete Bewegungsgleichung des degenerier-
ten Schalenelementes.

M, i, + No(uy) = R(1) (4.25)

4.4  Bilanzterme

Fiir die Entwicklung des ’Constraint Energy Momentum Algorithm’ (CEMAY) in Kapitel 6 ist die
diskrete Formulierung der BilanzgréBen von Interesse. Der Ubergang der kinematischen Be-
schreibung des Kontinuums auf den Schalenraum und die Diskretisierung ist dieser Vorgehens-
weise zur Formulierung der semidiskreten Bewegungsgleichung mit dem Prinzip der virtuellen
Arbeit identisch.

4.4.1 Totale Energie

Die totale Energie des dynamischen Systemes ist mit der Summe der kinetischen und der inneren
Energie nach den Gleichungen (2.35) gegeben. Mit der Aquivalenz zur Schreibweise des Inertial-
term des Prinzipes der virtuellen Arbeit (vgl. Gleichungen (4.18) und (4.23)) kann die kinetische
Energie des Schalenelementes in diskreter Form angegeben werden.
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K. = p X xpudf® dA, =i, M, i, (4.26)

Y-

A 6
Die Berechnung der inneren Energie erfolgt auf Elementebene mittels des mit der Diskretisie-
rung des Verschiebungsvektors nach den Gleichungen (2.9) und (2.13) gebildeten Green-La-

grange Verzerrungstensors.

U, = E:C:E u d8* dA, 4.27)

1
2
A 6

Die Variation der inneren Energie

oU, =odu,- U, =1 | |(OE:C:E+E:C:0E) u do® da, 428
e, 2 ¢ )

A 6
= jfaE:c:Ey do® da, = fJéE:Sﬂ do® dA, = 6W,,, = du, - N,
4. 6 4. 6
liefert die inneren Krifte nach Gleichung (4.16) als Richtungsableitung der inneren Energie be-

ziiglich des Elementverschiebungsvektors.

U,,(uc) = Ne(u,) (4.29)

4.4.2 Impuls

Der Impuls des Schalenelementes in diskreter Form wird durch Einsetzen der Schalenkinematik
in die kontinuumsmechanische Formulierung des Impulses (2.24) und der Approximation des
kontinuierlichen Geschwindigkeitsvektors mit den Formfunktionen und dem Elementgeschwin-

digkeitsvektor bestimmt.

NN © NN
L = f Jx pudsdho= 3" fPo Ny ddet 3 W' [Pl Nu dAo =l e (4.30)

=1 =
i A =4

Damit ist die Beschreibung des aktuelles Impulses eines Schalenelementes durch die gewichtete
Summation der Geschwindigkeiten der Schalenmittelfliche und des Differenzvektors moglich.
Zur Bildung der Richtungsableitung oder der Linearisierung des Impulses ist dessen matrizielle
- Formulierung anzustreben. Damit kann der Elementimpuls mit dem Elementgeschwindigkeits-
vektor #,und der "Impulsmatrix’ /, bestimmt werden. Zur Beschreibung des linearen Impulses

mit Hilfe der Massenmatrix wird die matrizielle Form des Impulses weiter umgeformt.
L=l i, =a,M, 1, a, = M; 1, 4.31)

Dabei beschreibt die Matrix a,. die lineare Abbildung oder Projektion
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R6NN — R3 ) .
D, . . (4.32)
M., ~>L, =DM, u,)=a. M 1,

der Elementfreiwerte auf den dreidimensionalen kartesischen Raum.

4.4.3 Drehimpuls

Der Drall oder Drehimpuls des Schalenelementes folgt aus der Drallformulierung des Kontinu-
ums (2.28) durch die Transformation des Volumenelementes (4.10).

JL,=ijx.\'c,z_)yd63dée=fjf-fg/ld93dée (4.33)
A, O A, &

Mit der Definition der schiefsymmetrischen Matrix des Ortsvektors

r 0 —x3 x,
xXE=x¢ mitx,E€R? =% ={x 0 -x (4.34)
%, x; 0

kann das Kreuzprodukt in Gleichung (4.33) durch eine Matrizenmultiplikation ersetzt werden.
Durch diese Operation geht der Drall in eine der Schreibweise der virtuellen Arbeit der Trigheits-
kriifte (4.18) dquivalente Form iiber, womit der Drehimpuls in diskreter Form

Jo = J(Pof-f:+P, FW+dy9) +Pydyw)dA, = % M, i, = a, £, M ik, (435
A,

direkt angegeben werden kann. Zur Diskretisierung des Drehimpulses wurden die schiefsymme-
trischen Matrizen der Ortsvektoren der Schalenmittelfldche und der Schalendirektoren an Ele-

mentknoten in der Matrix &, beziehungsweise der Hyperdiagonalmatrix £, zusammengefa8t.
~ —_— A A A A A L A — A A A A A A
Eo = [P, 310 Py g e P Ay T = [Pl day, Py dy, o Py dyyy]  (436)

Bemerkungen:

@ Die matrizielle Darstellung des linearen Impulses und des Dralles dient der Generierung
der Richtungsableitungen der Impuls— bezichungsweise der Drallbedingung fiir den
CEMA.

@ Die Formulierung des Impulses mit der Projektionsmatrix a, und der Massenmatrix M,
nach Gleichung (4.31) hat gegeniiber der konkurrierenden "Impulsmatrix’ I, nach Glei-
chung (4.30) den numerischen Vorteil, daf} die Matrix a, neben der Berechnung des Impul-
ses auch der Projektion beliebiger Elementvektoren oder nach der Assemblierung (Kapitel
4.5) entsprechender Strukturvektoren auf den dreidimensionalen Raum dient. Somit muf3
fiir die Impulsberechnung keine zusitzliche Matrix bereitgestellt werden.
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& Die Matrix ¥, nach Definition (4.36) symbolisiert lediglich die Rechenvorschrift zur Mul-
tiplikation eines Elementvektors mit einer Elementmatrix, das heiBt die Matrix X, (oder
spiter generierte entsprechende Matrizen mit dem Verschiebungs— Geschwindigkeits—
oder Beschleunigungsvektor als Basis) muB fiir den CEMA nicht generiert werden, es ge-
niigt die Bereitstellung einer entsprechenden Multiplikationsroutine.

® Die Aufspaltung der 3 X NN Matrix %, in Gleichung (4.35) in das Produkt.der 3 X NN
Projektionsmatrix a, und der Diagonalmatrix X, ist in dem programmtechnischen Vorteil
begriindet, da die Projektionsvorschrift der Matrix a,, die bereits zur Impulsberechnung
eingesetzt wird, genutzt werden kann.

4.5 Vom Element zur Struktur

Die in den vorangegangenen Kapiteln erlduterten und definierten Elementvektoren und —matri-
zen einer Struktur werden mit der direkten Steifigkeitsmethode oder mit einer aus der Topologie
der Struktur resultierenden Booleschen Matrix zu Strukturvektoren und —matrizen zusammenge-
fallt (sieche z.B. Mehlhorn (1995), Argyris, Miejnek (1988)). Die Notation von kontinuumsme-
chanischen Vektoren und Strukturvektoren (x, u, u, i) ist identisch, da eine Verwechslung aus-

geschlossen ist.

-

4.5.1 Semidiskrete Bewegungsgleichung

Mit der erwihnten, auf der Kompatibilitét der virtuellen Arbeit

NE
(5Wext/int/new = zéwex!/im/newe 4.37)

e=|

basierenden, Vorgehensweise zur Zusammenfassung der Teilgebiete B, zum Gebiet B oder der
finiten Elemente zur Struktur ergibt sich die semidiskrete Bewegungsgleichung der Struktur
(3.1) wie sie bereits in Kapitel 3 angegeben und um den dissipativen Term erweitert wurde.

4.5.2 Bilanzterme

Bilanzterme der Struktur werden durch einfache Addition der entsprechenden Terme aller Ele-

mente gewonnen.

NE NE |

U=21Ue K=Z:]K(.=§d-Mu (4.38)
e= =
NE NE

L=ZLc=aMu J=ch=a£Mtl (4.39)

e=1 e=1
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5 Implizite Einschritt Zeitintegrationsmethoden

Basis fiir den in Kapitel 6 entwickelten *Constraint Energy Momentum Algorithm’ zur nume-
risch stabilen, bilanzkonformen und zugleich numerisch dissipativen Integration der nichtlinea-
ren semidiskreten Bewegungsgleichung bildet ein beliebiges numerisch dissipatives implizites
Einschritt Zeitintegrationsverfahren mit Newmark Approximationen in der Zeit. Aus der Gruppe
dieser Zeitintegrationsalgotithmen wird im Rahmen der vorliegenden Arbeit die von Chung,
Hulbert (1993) entwickelte 'Generalized-a Method’ ausgewihlt. Diese Methode kann als Spe-
zialfall des auf einem gewichteten Residuenansatz basierenden Zeitintegrationsalgorithmus nach
Zienkiewicz (1977), Zienkiewicz, Wood, Taylor (1980), Wood (1984) abgeleitet werden. Die
*Generalized—a Method” stellt die Generalisierung des klassischen Newmark Algorithmus, vor-
geschlagen von Newmark (1959), dar. Weiterhin sind die in der Strukturdynarnik sehr gebriiuch-
lichen Zeitintegrationsverfahren nach Hilber, Hughes, Taylor (1977) bezichungsweise Hughes
(1983) und Wood, Bossak, Zienkiewicz (1981) beziehungsweise Wood (1990) in der 'General-
ized—a Method’ enthalten.

Um zuverldssige und numerisch effiziente Losungen des semidiskreten Anfangswertproblemes
zu ermdglichen, soll der verwendete Zeitintegrationsalgorithmus iiber die folgenden numeri-
schen Eigenschaften verfiigen:

@ Unbedingte spektrale beziehungsweise energetische Stabilitdt bei der Anwendung auf |-
neare und nichtlineare Aufgaben der Strukturdynamik

©®  Genauigkeit von zweiter Ordnung
kontrollierbare algorithmische Dissipation hoherer Moden als Voraussetzung zur Integra-
bilitit strukturdynamischer Aufgzzben mit praktikablen Zeitschritten

® selbststartender Algorithmus

Ursprung der *Generalized-a Method’ und der oben erwéhnten Zeitintegrationsverfahren ist der
Algorithmus von Newmark (1959). Newmark verwendet lineare Approximationen des Verlaufes
der Beschleunigungen im Zeitintervall (¢, ¢]. Die Ansatzfunktionen der Geschwindigkeiten und
Verschiebungen werden durch Parametrisierung (8, 0) des Beschleunigungsansatzes und an-
schlieBende Integration iiber das Zeitintervall gewonnen. Bei entsprechender Wahl des Zeitin-
tegrationsparameters (8 = 0.5) ist der Algorithmus von zweiter Ordnung genau. Eine Verinde-
rung des Parameters fithrt zum Verlust der Genauigkeitsordnung, erméglicht allerdings die
numerische Dimpfung hoherer Schwingungsmoden und damit praktikable ZeitschrittgroBen.
Kontrollierbare numerische Dampfung von hoheren Moden und gleichzeitige Gewihrleistung
der Genauigkeit 2. Ordnung wird durch den von Hilber, Hughes, Taylor (1977) vorgeschlagenen
"Hilber-a’ Algorithmus, der auf den Newmark Approximationen und einer Modifikation des
Terms der inneren Kréfte in der semidiskreten Bewegungsgleichung basiert, erreicht. Die Ergin-
zung der semidiskreten Bewegungsgleichung nach Hilber, Hughes, Taylor (1977) um den Term
der physikalischen Dampfung und die Modifikation des Terms der &uBeren Lasten, publiziert von
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Hughes (1983/1987), fithren auf die heute gebrauchliche Form des *Hilber-a’ Zeitintegrations-
verfahrens. Alternativ wurde von Wood, Bossak, Zienkiewicz (1981) das "Bossak—a’ Verfahren
zur Kombination von numerischer Dampfung und der Genauigkeitsordnung zwei, das im Gegen-
satz zum 'Hilber—a’ Verfahren auf der Modifikation des Tréigheitsterms der semidiskreten Bewe-
gungsgleichung basiert, vorgeschlagen. Ein Vergleich der numerischen Dampfungseigenschaf-
ten des "Hilber—a’ und "Bossak—a’ Verfahrens wurde von Adams, Wood (1983) versffentlicht.

Die ’Generalized-a Method’ ist von der Genauigkeitsordnung zwei, verfiigt iiber eine kontrol-
lierbare numerische Dissipation und ist bei linearer Abhéngigkeit der inneren Krifte von den Ver-
schiebungen unbedingt stabil. Bei Verwendung der numerischen Dampfungseigenschaften ist
dieses Zeitintegrationsverfahren auch bei geometrisch nichtlinearem Strukturverhalten energe-
tisch stabil. Diese energetische Stabilitit muf allerdings mit einem Energieverlust im Zeitschritt

bezahlt werden, was dieses Verfahren zur Integration von groBen Integrationsintervallen [z, T}

(Langzeitdynamiken)-ungeeignet macht,

semidiskrete Bewegungsgleichung Approximationen in der Zeit (Newmark)
Mi + Cua + N
;_u L - e u——d—(u_m+éﬁ-+@mﬁ
. :‘, Modxﬁkanon - B4 B 28
| modifizierte Bewegungsgleichung 1. _ 1 (- m - U 1-28
Mii, + Ciig + N(ug) = Ry | par I

lmearlsxerte effektlve Strukturglelchung — iterative Losung
» Fuu(u) Au ‘= - F (1)

Abbildung 5.1 Entwicklung der 'Generalized-a Method’ im Nichtlinearen

Die Entwicklung der ’Generalized—a Method’ (Abbildung 5.1) fiir geometrisch nichtlineares
Strukturverhalten ist folgendermafien gegliedert: Zunichst wird die semidiskrete Bewegungs-
gleichung modifiziert und mit Hilfe der Newmark Approximationen in der Zeit in die nichtli-
neare effektive Strukturgleichung tberfiihrt. Diese nichtlineare Gleichung wird durch konsi-
stente Linearisierung einer iterativen Losung mit dem Newton-Raphson oder dem modifizierten
Newton—Raphson Verfahren zuginglich gemacht. AnschlieBend werden Méglichkeiten zur -
adaptiven Zeitschrittsteuerung diskutiert. Die Anwendung des Zeitintegrationsalgorithmus und
die verschiedenen adaptiven Zeitschrittsteuerungen auf den Duffing Oszillator runden die Be-
trachtungen ab.
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5.1  Zeitintegrationsalgorithmus

Die Entwicklung des Zeitintegrationsalgorithmus nach Chung, Hulbert (1993) griindet in der
Modifikation der semidiskreten Bewegungsgleichung. Durch Einbettung der Approximationen
des Beschleunigungs— und des Geschwindigkeitsvektors am Ende des Zeitschrittes als Funktion
des Verschiebungsvektors zu diesem Zeitpunkt wird diese in die nichtlineare effektive Struktur-
gleichung tiberfiihrt.

5.1.1 Modifizierte semidiskrete Bewegungsgleichung

Zur Kombination von numerischer Dissipation und der Genauigkeit von zweiter Ordnung wird
die nichtlineare semidiskrete Bewegungsgleichung

Mii+ Cu+ Nu)=R é.h

derart modifiziert, daB die Systemvektoren der Verschiebungen, Geschwindigkeiten, Beschleu-
nigungen und duBeren Lasten am Ende des Zeitschrittes durch Linearkombinationen dieser Gré-
Ben an den Zeitintervallgrenzen ersetzt werden.

Miig + C g + Nugy) = R, (5.2)

Dabei ist die Linearkombination der Beschleunigungen von der Linearkombination der verblei-
benden Systemvektoren unabhiéngig.
o= —-api+a,i zia=(]—af)d+qfi4"

_ (5.3)
ua=(1—af)u+afii Ra==(l—af)R+a_,-R
Zur Anwendung des von Chung, Hulbert (1993) fiir lineares Strukturverhalten entwickelten Ver-
fahrens auf geometrisch nichtlineare Problemstellungen erweist sich die zu den du8eren Kriften
dquivalente Approximation der inneren Kriifte als Funktion des linear kombinierten Verschie-
bungsvektors u, durch die Linearkombination der inneren Kriifte zu Beginn und am Ende des
Zeitschrittes als glinstig.

N(ug) = N((1 —ap u +as @) = (1 — ap Nu) + a; N@) . 5.4
Bemerkungen:

® Diese Approximation hat auf die Linearisierung des Terms der inneren Kriifte in der nicht-
linearen effektiven Strukturgleichung (Kapitel 5.2) EinfluB.

AN ~apu+e(-apdu+am|,_ =0-a)N, ) du 5

(l—af) K(uy,) Au

&

[0 -apNu+eaw+aN@] _~ =0-a) Nw du 56
(1 - af) K@) Adu .
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@ Die Approximation (5.4) ermoglicht gegeniiber der urspriinglichen Fassung die Berech-
nung der inneren Krifte und der Tangentensteifigkeit des aktuellen Verschiebungszustan-
des u, erfordert jedoch neben den aktuellen inneren Kriiften die Bereitstellung der inneren
Kriifte zu Beginn des Zeitschrittes. Konsequenzen hat dies auf die Berechnung der Rich-
tungsableitungen der Energienebenbedingung des *Constraint Energy Momentum Algo-
rithm’ (Kapitel 6.5 und 6.6), wo die inneren Kriifte und die Tangentensteifigkeitsmatrix am
Ende des Zeitschrittes benstigt werden.

5.1.2 Zeitdiskretisierung

Mit Hilfe der Zeitdiskretisierung werden die Geschwindigkeiten und Beschleunigungen am
Ende des Zeitschrittes durch die Systemvektoren zu Beginn des Zeitschrittes und den aktuellen
Verschiebungsvektor ausgedriickt. Zu diesem Zweck wurde von Newmark (1959) die Annahme
eines linearen Beschleunigungsverlaufes

i(r) = i + ﬁjt“ T 6.7

tiber dem Zeitintervall [¢, ¢] vorgeschlagen. Nach der Parametrisierung des Beschleunigungsan-
satzes folgen durch Integration tiber den Zeitschritt die quadratische Geschwindigkeits— und die
kubische Verschiebungsapproximation (vgl. Abbildung 5.2).

il(r)=ﬁ+2(5ii£tﬁr it(r)=i¢"+ﬁr+dil'—i‘_.rz (5.8)

i) = i+ 6 L ¢

typischer Zeitschrit

: u+(1—é)Atu+ aAzu";
Besch]eumgung Ansatz - (57)
: u(r) : L

Abbildung 5.2 Zeitdiskretisierung und Newmark Ansitze

Die Geschwindigkeiten und Verschiebungen am Ende des Zeitschrittes werden durch Einsetzen
der Intervallgrenze T = Arindie Gleichungen (5.8) und (5.9) gewonnen. Nach Umformung der
Gleichungen (5.10) und (5.11) konnen die Geschwindigkeiten und Beschleunigungen am Ende
des Zeitschrittes in Abhéngigkeit von den aktuellen Verschiebungen # ausgedriickt werden.

u(u)=[-3-%—t u—irz+<1—%)ﬁ+(1——5—)mﬁ (5.12)
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i(u) Far u ,BMAIZ i ﬂ——_AI i (25 ]) i (5.13)
Bemerkungen:

® InZienkiewicz (1977) wird die Einfilhrung der Parameter 8 und f8 mit der Taylorentwick-
lung der Geschwindigkeiten beziehungsweise der Verschiebungen und der Approximation
der dritten Zeitableitungen des Verschiebungsvektors mit dem Mittelwertsatz der Differen-
tialrechnung begriindet.

®  Eine anschauliche Erlauterung der Parameter 6 und B mit Hilfe der Integralwerte der Ge-
schwindigkeit und Verschiebung iiber den Zeitschritt ist in dem Lehrbuch von Argyris,
Milejnek (1988b) gegeben.

5.1.3 Effektive Strukturgleichung

Mit der zeitlichen Diskretisierung (5.12) und (5.13) ist es mdglich, die modifizierte semidiskrete
Bewegungsgleichung (5.2), welche ein Differential gleichungssystem 2. Ordnung darstellt, in ein
nun vollstéindig diskretisiertes nichtlineares algebraisches Gleichungssystem, im weiteren als ef-
fektive Strukturgleichung bezeichnet, mit dem Verschiebungsvektor als Lésung zu iiberfiihren.
Die Konzentration aller Terme der entstandenen Gleichung auf der linken Gleichungsseite er-
méglicht die Formulierung der nichtlinearen effektiven Strukturgleichung als zum Nullvektor
werdende Richtungsableitung eines Funktionales F.

Fuu) = (1 —ap N(u) + ay N@) - (1 ~—af)R—afIT (5.14)

Sl BT RE S L C Ry ,7]

1 —apo ' 1 - apd
-C [ﬁ——ﬁ—;:i (‘u‘—u)+(-(—l§i—1)ﬁ+<%—1)(l—a_,)Atﬁ]=0

Diese Bedingung ist gleichbedeutend mit der Stationarititsbedingung des Funktionales F(siche
z.B. Bufler (1991)).

Fuu)y=0 F(u) = stat (5.15)

5.1.4 Numerische Eigenschaften und Parameterwahl

Die *Generalized—a’ Methode vereinigt
@ die Newmark Methode mit a,, = ar= 0.0 (Newmark (1959)),
® die mittlere Beschleunigungsmethode mit a,, = a;=00und 28 = & = 0.5,
@ die "Hilber-o’ Methode mit a,, = 0.0 (Hilber, Hughes, Taylor (1977)),
® und die Bossak—a’ Methode mit a = 0.0 (Wood, Bossak, Zienkiewicz (1981)).
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In Chung, Hulbert (1993) wurden die numerischen Eigenschaften der ’Generalized-a’ Methode
in Anwendung auf die Integration linearer Anfangswertprobleme untersucht, optimiert und fiir
die 'Hilber-a’ und die *Bossak—a’ Methode spezialisiert. Der Algorithmus ist fiir Parameter-
kombinationen, die den Bedingungen

B =3+ 3 —an (5.16)

=

Om < ap <

gentigen, unbedingt stabil (linear). Die Forderung nach einer Genauigkeit von zweiter Ordnung
und die Optimierung der numerischen Dissipation nieder- und hochfrequenter Moden reduziert

die vom Anwender frei zu wihlenden Parameter auf den Spektralradius p » & [0, 1].

Der vom Benutzer definierte Spektralradius und die Forderung nach einer minimalen Dissipation
niederfrequenter Moden fiihren mit den Gleichungen (3.14) und (3.15) zu den Parametern a,,
und a, Wird ferner die maximale Dissipation hochfrequenter Moden und die Genauigkeit von
zweiter Ordnung nach Abschnitt 3.4.3 gefordert, ergeben sich die Parameter fund 6 als Funktion
des Spektralradius. Die Berechnung der Zeitintegrationsparameter nach den genannten Kriterien
ist in (Tabelle 5.1) fiir die 'Generalized—a’, die "Hilber—a’ und die 'Bossak—a’ Methode zusam-
mengestellt. Abbildung 5.3 zeigt den Verlauf dieser Parameter, von dem einzelne Punkie in
Tabelle 5.2 wiedergegeben sind, tiber dem Spektralradius. Die Parameter 8 und ¢ sind fiir alle
drei beschriebenen Verfahren nach gleicher Art definiert. Unterschiede ergeben sich hingegen
bei den Parametern a, und a, Insbesondere wird deutlich, daB die ’Generalized-a’Methode
ohne numerische Dampfung mit p » = 1.0 zur Anwendung der semidiskreten Bewegungsglei-
chung in der Mitte des Zeitschrittes fiihrt, die beiden anderen Verfahren verwenden dagegen die

semidiskrete Bewegungsgleichung am Ende des Zeitintervalles.

- Tabelle 5.1 Parametrisierung und Spezialisierung der 'Generalized—o’ Methode
Bis auf die unbedingte spektrale Stabilitit der Zeitintegration sind alle genannten Eigenschaften
auf die Integration des nichtlinearen semidiskreten Anfangswertproblemes iibertragbar. Bei
nichtlinearem Strukturverhalten ist energetische Stabilitéit nach Gleichung (3.10) nur durch die
Aktivierung numerischer Dissipation moglich. Durch die numerische Dampfung wird im Zeit-
schritt Energie dissipiert, womit die Forderung (3.10) befriedigt ist.
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Nachteilig wirkt sich die numerische Dissipation auf die Integration von Langzeitdynamiken aus;
hier bewirkt der Energieverlust ein Abklingen der Dynamik und fithrt zum Beispiel zu Schwin-
gungsamplituden einer freien Schwingung die wesentlich zu klein berechnet werden.

e asicheTabelle52]

. Zeitintegrationsparameter

Tabelle 5.2 Parametrisierung der *Generalized—a’ Methode

5.1.5 Lineare Plattenschwingung

Anhand der freien ungedampften Schwingung der in Abbildung 5.4 dargesteliten, allseitig ge-
lenkig gelagerten, diinnen quadratischen Platte soll das Phianomen der numerischen Dissipation
verdeutlicht werden. Abgebildet werden sollen lediglich die doppeit symmetrischen Deformatio-
nen, womit die Modellierung eines Viertels der Platte mit 16 achtknotigen unterintegrierten
Schalenelementen zuléssig ist. Das Gleichgewicht wird an der undeformierten Konfiguration be-

trachtet, womit die nichtlineare Bewegungsgleichung (3.1) in die lineare Bewegungsgleichung
M it + Ky u = R(1) (5.17)

der rdumlich diskretisierten Struktur und die nichtlineare effektive Strukturgleichung (5.14) in
die direkt losbare lineare effektive Strukturgleichung (ohne physikalisch dissipativen Term)
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| - - _
(M—B-Z%!+(l - ap KE> wu=(0-a)R+a;R~aK; @ (5.18)
+M[ lﬂ;t‘;”’ 7+ lgA‘f”’ W+ (1 ;a”‘~ 1) ﬁ]

des raumlich und zeitlich diskretisierten Systems iibergeht. Die Platte wird mit einer zentralen

Einzellast statisch vorverformt und zum Zeitpunkt ¢ = 0 entlastet, das heif3t der freien Bewe-
gung tiberlassen. Von Scholz (1996) werden verschiedene numerischen Integrationsverfahren
der ’Generalized—a’ Familie, darunter das "Bossak~a” Verfahren sowie die Newmark Methode
in der Parametrisierung der Trapezregel und mitaktiver numerischer Dampfung, untersucht. Die
differenzierte numerische Dissipation hoch- und niederfrequenter Anteile der Bewegung ist bei
der Newmark Methode mit den Parametern 8 = 0.39und 6 = 0.75 am deutlichsten ausgeprigt.
Aus diesem Grund soll hier lediglich die Newmark Methode in der angegebenen Parametrisie-
rung untersucht werden. Weiterhin ist zu bemerken, daB relativ zur Periodendauer der ersten
Grundschwingung von 266ms ein sehr kleiner Zeitschritt von 4r = 1ms verwendet wird, um
auch hoherfrequente Moden qualitativ hochwertig zu beschreiben. Der hochste hier dargestellte

Schwingungsmode verfiigt tiber eine Periode von 15.6ms.

5
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Abbildung 5.4 Lineare Plattenschwingung — Geometrie, Diskretisierung, Belastung, Material

Um Aussagen iiber einzelne Frequenzanteile der Plattendynamik zu gewinnen, wird nach jedem
Zeitschritt die Fourierentwicklung der aktuellen Deformationsfigur

©w © . nmy o © )
uFOMier(x,y) = Z z Upmn SIN m '7 X sin 7 = z z Umn umn(xa y) (519)
m=1n=1

m=|n=1

mittels der finite Elemente Losung bestimmt (vgl. Schoiz (1996)).
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Yy = j upem(r, ) sinZ-2L sinZ ’l’ Yaa (5.20)
A

Die Fourierkoeffizienten u,,, stellen dabei die Schwingungsamplitude einzelner Schwingungs-
moden mn mit den Eigenformen #,,,(x, y) dar. Mit der doppelten Symmetrie der Losung nach
der Finite Element Methode sind nur ebensolche Eigenformen, das bedeutet Eigenformen mit
ungeradzahligem m und n, abbildbar.

Abbildung 5.5 zeigt die freie Schwingung der Platte, repriisentiert durch den Zeitverlauf der zen-
tralen Verschiebung, fiir die eine charakteristische Deformationsfigur in Abbildung 5.6 gegeben
ist..

Abbildung 5.5 Zentrale Verschiebung und modale Zerlegung
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Zu Beginn der Zeitintegration zeigt der Verschiebungsverlauf hherfrequente Schwingungsan-
teile die bis zum Ende des Zeitfensters abgeklungen sind. Dieses Abklingen hoherfrequenter Mo-
den muf} sich nun auch in den Zeitschrieben der Fourierkoeftizienten u,,, mit m, n € [1, 3, 5]
widerspiegeln. Die Zeitverldufe der auf den Anfangszustand bezogenen Fourierkoeffizienten
sind in Abbildung 5.5 und die entsprechenden Eigenformen in Abbildung 5.6 dargestellt. Der
Fourierkoeffizient u,, der ersten Eigenform i, zeigt eine konstante Schwingungsamplitude im
betrachteten Zeitfenster. Bereits der Fourierkoeffizient #;, der zweiten Eigenform zeigt einen
Amplitudenabfall im Zeitverlauf. Dieser Amplitudenabfall wird mit zunehmender Eigenfre-
quenz ausgeprigter. Der fiinfte Eigenmode ist schlieBlich bereits nach einer Periode nahezu ab-
geklungen.

OSSR

e SRS =
vl oy QSEITHIEN SRR
eSS

i e
e e et et e s >
LSS0 SRS SIeINe
e 225 R S
ey e S T TeaA A e s
e eSS S0
O RSSO
o e SRRSO
o e e e RSSO
B eosses SRR
s
O SRIRSEEIRSRTL
et ety ety e
Sttt
SRRt

RNE

2 RN
B ORI EALHS i AR NN,
T et te e s e S
g SRR
S
AR et i S R A A RSN S A AL 8
ST S, K S NN
eaaeses: LT st b ; R NS S RNRROSA L LRI
A teateases RGO T gtase i S R R ST LAR RN
e S R N SR R
NN R = go 0y R WARSsieic 70, o
S R R SINREI S
: :..g:‘g:\“‘s‘:,:,z,,la,tz-::g&\\\g.:::,z,,g:.::...
RS RS LI S
ARTOOSKLY S SIS KA LA
N N

L

70
LRI
LR

- et
KXY
3\:“ o lrre

s

SRRz, S e
S W% 0.5, 2 BRI RIS TP SRS
R :::‘“\‘t‘“’:::‘:";z"z':'o’o‘o "'5:::’:’:5:‘:::::’::::”
OSSR a0 SRR, RRSQIKEILHR2028CS
e O N R AN Lo T ZRXRLARS S0 et 03000,
e N e SNSRI
N S oL K XS RN R K =3 T XIS s
K A K SR ST R YRR N7
e, RSN
o
O NN
R IR RN LRSS oo oeY: 35
00y 20005 et <333 va
4ot R0 SRS
pease: RIS 0L
| e R

Abbildung 5.6 Deformierte Konfiguration und Eigenformen u,,,(x, y)
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5.2  Linearisierung und Gleichgewichtsiteration

Die nichtlineare effektive Strukturgleichung (5.14) wird nach erfolgter konsistenter Linearisie-
rung mit einer iterativen Strategie gelost. Zu den im folgenden Kapitel behandelten Themen ist
die Literatur von Hughes, Pister (1978), Matthies. Strang (1979), Marsden, Hughes (1983),
Strang (1986), Wriggers (1988), Crisfield (1991) und Deuflhard, Hohmann (1993) zu empfeh-
len.

5.2.1 Géteaux Ableitung der effektiven Strukturgleichung

Zur Losung des Systems von nichtlinearen Gleichungen (5.14) wird F (u} an der Stelle einer
bereits gegebenen Naherungslosung u¥ = u in eine mehrdimensionate Taylor Reihe entwickelt.
Fu(uh*!) = Fu@h + Fuu®) @ = ub) + 0@+ —uhy?) = 0 (5.21)
Hierbei ist k der Iterationsindex, auf den zur Vereinfachung der Schreibweise kiinftig verzichtet

wird. Die Differenz zweier aufeinander folgender Niherungslésungen wird mit

k+ 1

Au = u -u -u (5.22)

bezeichnet. Das Restglied zweiter Ordnung in A4u der Taylor Reihe verschwindet fiir den Grenz-

tibergang du — 0.
lim O(du?) =0 (5.23)
Au—0

Damit wird eine verbesserte Naherungsldsung fiir kleine 4u durch eine lineare G]eiéhung be-
schrieben. Eine wesentliche Rolle der linearisierten Losung spielt die Richtungsableitung der ef-
fektiven Strukturgleichung, die ebenso als Giteaux Ableitung bezeichnet wird. Diese ist wie
folgt definiert:

d _ | OF u(u + edu) o(u + e4u)
E[F,u(u + EAM)]I5=0 = [ ou + edu) de :I

= Fuu(u) Au (5.24)
e=0

Die Anwendung dieser Definition auf die Gleichung (5.14) liefert die effektive tangentiale Stei-

figkeitsmatrix oder die effektive Tangente

—a, . (1-ap
gae MY A

1
F,uu(u) =

C+ (1~ ap K@, (5.25)

- wobei die tangentiale Steifigkeitsmatrix K(u) die Giteaux Ableitung der inneren Krifte N(u)
darstellt.

LN + edu)ll,q = N ) du = K@) du (5.26)

Dabei setzt sich die tangentiale Steifigkeitsmatrix im nichtlinearen Fall aus der elastischen Stei-
figkeitsmatrix und der materiellen Steifigkeitsmatrix zusammen (vgl. Kapitel 4.3.3).
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5.2.2 Tterative Losungsstrategie

Sukzessives Losen des linearen Anteiles der Gleichung (5.21)
F uuu) du = — F,u(u) . (5.27)

und Aktualisieren des Verschiebungsvektors nach Gleichung (5.22) liefert nach erfolgter Kon-
vergenz der Iteration die Losung des Systems von nichtlinearen Gleichungen (5.14). Diese Vor-
gehensweise beschreibt das reine Newton-Raphson Verfahren. Der erste Iterationsschritt wird
als Priddiktor und alle weiteren Iterationsschritte werden als Korrektor bezeichnet. Fiir einen cha-
rakteristischen Freiheitsgrad ist das reine Newton—Raphson Verfahren in Abbildung 5.7 gemein-
sam mit dessen Einbettung in ein implizites Zeitintegrationsschema dargestellt.

Zeitintegration

Gleichgewichtsitératidn »
Adu = ~ Fitu) F ,(u)

u =u+Adu

Abbildung 5.7 Tterative Losung der effektiven Strukturgleichung mit Newton—Raphson
Werden die Korrektoren anstelle der aktuellen Tangente F ,,(u) mit der Tangente zu Beginn des
Zeitschrittes F ,,,, () gebildet, handelt es sich um das in Abbildung 5.7 dargestellte, modifizierte
Newton—Raphson Verfahren,

Ful® Adu = — F (u) (5.28)

o Glclchgewichtsi‘te‘ralionv
Adu = - F.;ul(l—‘) F ()

Abbildung 5.8 Losung von F, = 0 mit dem modifiziertem Newton—Raphson Verfahren
Die Losung des nichtlinearen Gleichungssystems F , = Ogiltals iterativ erreicht, wenn ein geei-
gnetes Konvergenzkriterium erfiillt wird. Dieses Konvergenzkriterium kann auf dem Residuum
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F',,(uk+ 1) oder der Entwicklung des Verschiebungsinkrements in der Gleichgewichtsiteration
basieren. Residuen basierte Konvergenzkriterien sind nicht normiert und haben damit den Nach-
teil, daB die Abbruchschranke fiir jedes zu berechnende Problem neu definiert werden muf. Mit
der L,~Norm des Verschiebungsinkrementes bezogen auf die L,~Norm der Verschiebungdiffe-
renz kann ein 'verschmiertes’ Konvergenzkriterium formuliert werden, das tiber eine problem-
unabhingige Abbruchschranke 7, verfiigt. Eine Alternative ist hier die Formulierung eines ’lo-
kalen’ Konvergenzkriteriums, bei dem jede Komponente des Verschiebungsinkrementes
bezogen auf die entsprechende Verschiebungsdifferenz kleiner als eine vorgegebene Schranke
77, sein mufl. Zur Berechnung der Beispiele (Kapitel 7 und 8) der vorliegenden Arbeit wurde das
"verschmierte’” Konvergenzkriterium verwendet.

u] . Auy

fu — @ = M Uy =~ Uy

sy, Vn=1,.,NEQ (5.29)

Es kann gezeigt werden, z.B. Deufthard, Hohmann (1993), daB das reine Newton—Raphson Ver-
fahren lokal, das heifit in der Nihe der Losung, quadratisch konvergiert, wihrend das modifi-
zierte Newton-Raphson Verfahren wesentlich langsamer konvergiert. Der schlechteren Konver-
genz steht allerdings ein geringerer numerischer Aufwand pro Iterationsschritt gegeniiber.

Bemerkungen:

® Bei der 'Generalized-a’ Methode unterscheidet sich der Pridiktor formell nicht von den
Korrektoren. Lediglich der numerische Aufwand zur Bereitstellung der rechten Seite

Fou(u) = F (@) ist beim Pradiktorschritt geringer. Diese verbale Unterscheidung der

Iterationsschritte wird erst in Hinblick auf den- Constraint Energy Momentum Algorithm’
(Kapitel 6) sinnvoll.

®  Alternativ kann der Pridiktor mit der Annahme eines im Zeitschritt konstanten Beschleuni-
gungsvektors mit Hilfe der Newmark Approximation (5.10) berechnet werden. Dies ist ei-
ner Taylor Entwicklung des Verschiebungsvektors um den bekannten Verschiebungszu-
stand zu Beginn des Zeitschrittes 4quivalent.

u‘=z7+An7+%At2ﬁ mit &' = & (5.30)

® Bei den in dieser Arbeit behandelten Beispielen erwies sich das reine Newton-Raphson
Verfahren als das beziiglich der Rechenzeit giinstigere. Dieser Vorteil gegeniiber dem mo-
difizierten Newton~Raphson Verfahren geht jedoch mit dem Anwachsen der Zah! der Frei-
heitsgrade einer Struktur verloren.

5.3  Pfadverfolgung und Lastkontrolle

Prinzipiell sind Pfadverfolgungsalgorithmen, wie sie von Ramm (1981), Crisfield (1981) und
Reitinger (1994) zur Stabilititsuntersuchung von Tragwerken publiziert wurden, auf die sukzes-
sive Integration des semidiskreten Anfangswertproblemes der nichtlinearen Strukturdynamik
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mit der Zeit als Pfadparameter anwendbar. Die Vorgabe von zeitlich verdnderlichen dufleren La-
sten legt jedoch die Verwendung der Lastkontrolle — auch als Laststeuerung bezeichnet — nahe.
Zur geometrischen Veranschaulichung der Lastkontrolle in der bekannten Form (vgl. Ramm
(1976), Reitinger (1994)) wird das System nichtlinearer Gleichungen (5.14) nach dem aktuellen
Lastvektor aufgeldst (siche Abbildung 5.9). Der Vektor F L beinhaltet dabei die AuBeren La-
sten zu Beginn des Zeitschrittes sowie die inneren Kréfte, die Dampfungskrafte und die Inertial-
krifte inmit o fbeziehungsweise o, parametrisierter Form, Die graphische Darstetlung der Last-
steuerung in dieser transformierten Form ist anhand eines charakteristischen Freiheitsgrades in
Abbildung 5.9 gegeben. Die entsprechende Organisation eines Programm-Codes ist in
Abbildung 5.10 skizziert.

o
leiche
 itera

. " Gleichgewichtsiteration

reiner Newton-Raphson

nigungsvektors

Abbildung 5.10 *Generalized-a’ Methode und Newton-Raphson Gleichgewichtsiteration
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Bei gleichzeitigem Auftreten von duBeren Lasten und vorgeschriebenen Verschiebungen in Ab-
hingigkeit von der Zeit oder zur Realisierung einer reinen Verschiebungssteuerung wird die in
der Arbeit von Krimer (1995) erlduterte Strategie der gemischten Last-Verschiebungsstenerung

angewandt.

54  Adaptive Zeitschrittsteuerung

Wesentliche Kriterien bei der Anwendung von Algorithmen zur numerischen Analyse nichtli-
nearer dynamischer Systeme sind deren Effektivitit und Genauigkeit. Effektivitit und Genauig-
keit werden entscheidend von der Wahl des Zeitschrittes und dessen Einflu auf den numerischen
Aufwand und den zeitlichen Diskretisierungsfehler beeinfluB8t. Aus diesem Grund soll der Zeits-
chritt derart gesteuert werden, daf zum einen der Diskretisierungsfehler kontrollier-und steuer-
“bar ist und zum anderen der numerische Aufwand so gering wie méglich gehalten wird. Hierzu
werden in der Literatur verschiedene Methoden zur adaptiven Steuerung der Schrittweite des nu-

merischen Integrationsverfahrens diskutiert.

Grundsitzlich kénnen zur adaptiven Schrittweitensteuerung Verfahren auf Basis der physikali-
schen Eigenschaften des dynamischen Systems und auf Basis von Fehlerschitzern unterschieden
werden. Der ersten Gruppe gehort die von Bergan, Mollestad (1985) und von Jacob, Ebecken
(1993) vorgeschlagene Anpassung des Zeitschrittes an die, mittels des Rayleigh Quotienten be-
rechnete, charakteristische Eigenfrequenz oder Schwingungsperiode des nichtlinearen dynami-
schen Systems an. Givoli, Henigsberg (1993) verwenden hingegen die Vorgabe einer relativen
Distanz zwischen den Lésungen zweier aufeinanderfolgender Zeitschritte als Ausgangspunkt fiir
die Zeitschrittsteuerung. Dies fiihrt zu einem adaptiven Algorithmus, bei dem der Zeitschritt
(auch fiir lineare Systeme) mit sehr hohem numerischen Aufwand iterativ ermittelt werden muf.
Eine traditionelle Moglichkeit der zweiten Gruppe von adaptiven Schrittweitensteuerungen stellt
die Schitzung des Zeitdiskretisierungsfehlers anhand des Vergleiches von Lésungen dar, die mit
verschiedenen Zeitschrittgrofen ermittelt wurden. Alternativ hierzu kann der Vergleich von Zeit-
integrationsverfahren verschiedener Genauigkeitsordnung als Fehlerkriterium verwendet wer-
den (Thomas, Gladwell (1988)). Der numerische Aufwand ist bei diesen Verfahren wegen der
parallelen Losung des semidiskreten Anfangswertproblemes mit verschieden Zeitschritten oder
Zeitintegrationsmethoden sehr hoch. Durch Verwendung nachlaufbasierter a posteriori Fehler-
dstimatoren wird der numerische Aufwand zur Fehlerschitzung stark reduziert. Solche Fehler-
schitzer und darauf aufbauende Schrittweitensteuerungen zur Losung linearer dynamischer Sy-
steme in Verbindung mit Zeitintegrationsmethoden der Newmark-Familie wurden unter
anderem von Zienkiewicz, Xie (1991), Li, Zeng, Wiberg (1993) und Wiberg, Li (1993) publi-

ziert.

Ein rein numerisches Kriterium zur Steuerung der Bogenlinge des Pridiktors bei Pfadverfolg-
ungsalgorithmen wird von Reitinger (1994), motiviert durch die Arbeiten von Ramm (1981) und
Crisfield (1981), vorgeschlagen. Dieses Kriterium basiert auf den Konvergenzeigenschaften der
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Newton-Raphson Iteration und ist damit auf die Schrittweitensteuerung impliziter Zeitintegrati-
onsverfahren in der nichtlinearen Dynamik anwendbar.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit werden a posteriori Fehlerdstimatoren, welche sich durch
geringen numerischen Aufwand auszeichnen, verwendet. Der Entwicklung dieser Fehlerdstima-
toren liegt die Newmark Approximation der Verschiebungen (5.10) zugrunde, womit sie auf die
Generalized-a Methode von Chung, Hulbert (1993) anwendbar sind. Ferner wird die Berech-
nung von a posteriori Fehlerdstimatoren lediglich von der Zeitdiskretisierung beeinflufit. Dies
ermoglicht die Anwendung der Fehlerschétzer und der entsprechenden adaptiven Losungsstrate-
gien auf die Integration der nichtlinearen semidiskreten Bewegungsgleichung.

5.4.1 Definition des Fehleristimators und Adaptivitit

In den Aufsitzen Zienkiewicz, Xie (1991), Samuelsson, Wiberg (1991), Zeng, Wiberg, Li, Xie
(1992), Wiberg, Zeng, Li (1992) und Li, Zeng, Wiberg (1993) wird zur lokalen Fehlerschitzung
(d.h. Fehlerschitzung im Zeitschritt) der Verschiebungsfehler als Differenz der numerischen

Verschiebungslosung u und der exakten u definiert. Da die exakte Losung im allgemeinen

exakt
nicht bekannt ist, wird der Fehler mit einer im Vergleich zur urspriinglichen Lésung verbesserten

numerischen Losung # hoherer Genauigkeitsordnung

e=u—U, . ~u-—1i (5.31)
anstelle der exakten Losung abgeschiitztund die L,~Norm von e als skalarer a posteriori Fehleri-
stimator definiert. Praktikable Kriterien zur Zeitschrittsteuerung werden durch Bezug der
L,~Normdes Verschiebungsfehlers e auf eine Referenzgrofie definiert. In der angegebenen Lite-

ratur wird die im Zuge der Zeitintegration ermittelte maximale L,~Norm des Verschiebungsvek-

tors als Referenzgrofe verwendet.
lel=Voe=fa-m @-®  n= (5.32)

Von Zeng, Wiberg, Li, Xie (1992) wird alternativ die doppelte Verzerrungsenergienorm mit Hilfe

der Steifigkeitsmatrix K als FehlermaB vorgeschlagen. Zur Erweiterung auf nichtlineares Struk-
turverhalten wird die Energienorm mit Hilfe der Tangentensteifigkeit in der Mitte des Zeitschrit-

tes, die mit der Tangentensteifigkeit zu Beginn des Zeitschrittes approximiert wird, gebildet.

lelz = Je - Ku(1/2(F + n)e = Je - K@)e (5.33)

Neben dem Fehler in den Verschiebungen wird in Wiberg, Li (1993) und Wiberg, Li (1994) zu-
sétzlich der Fehler in den Geschwindigkeiten

é =t = Gy = — (5.34)

zur Definition eines lokalen Zeitdiskretisierungs Fehleristimators mit der totalen Energienorm
des Geschwindigkeits~ und Verschiebungsfehlers verwendet. Als Referenzmal zur Bildung des

relativen Fehlerschitzers wird die maximale totale Energienorm der Zeitintegration verwendet.
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; : lel g
lelzy = Jé - Mé + e - K()e e (5.35)
: (,/21( + ZU) :

Wie die Gleichungen (5.39) oder (5.44) in Beziechung zu der Newmark Approximation der Ver-
schiebungen (5.10) zeigen werden, stellt e neben dem Fehler in den Verschiebungen auch den
Fehler im Verschiebungsinkrement des Zeitschrittes dar. Weiterhin sind der geschitzte Fehler in
den Geschwindigkeiten und der Fehler in den Geschwindigkeitsinkrementen im Zeitschritt iden-
tisch, was durch Vergleich der Gleichungen (5.11) und (5.55) gezeigt werden kann. Dies moti-
viert die alternative Definition der Fehlermafle auf der Basis des Verschiebungsinkrementes

u — @ bzw. des Geschwindigkeitsinkrementes & — .

lel lele
. n = — (5.36)
| — 7 J2 K+ Uu-K-Tl
Die Beurteilung des Zeitschrittes erfolgt mit der Beschrinkung
Vifle S 7 = Vylle, (5.37)

des relativen Fehlers, wobei 7., v, und v, die anwenderdefinierte Toleranz, Unter- und Ober-
grenze des Fehlermafies darstellen. Gentigt # obiger Beziehung nicht, so wird der Zeitschritt

Atpen = Aty \/;7; (5.38)

verdndert, wobei bei einer adaptiven Zeitschrittverkleinerung mit den beschriebenen a posteriori
Fehlerdstimatoren der letzte Zeitschritt wiederholt wird. Der Algorithmus zur Anpassung des
Zeitschrittes ist in Abbildung 5.11 zusammengefaft.

Verschlebungsfehler

Zeitintegration e=u g

Gleichgewichtsiteration

 Geschwindi Keitsfehler
ioi-d

Berechnung des Fehlerdstimators 7

Ly-Norm v

lel = fe e

Energlenorm : ;
el = e Me+e K(‘)e

relativer Verschiebungsfehler - :
1 = lel/1u]max ‘

- relativer Energiefehler

= /(K + 201, "

Abbildung 5.11 Adaptive Zeitschrittsteuerung mit a posteriori Fehlerdstimatoren
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5.4.2 Fehleristimator nach Zienkiewicz und Xie (1991)

Mit der Taylorentwicklung der Verschiebungen am Ende des Zeitschrittes

. 2 3 .
a=:7+Arﬁ+4—2’—ﬁ+46’— i+ 00U (5.39)

steht nach Zienkiewicz, Xie (1991) eine Losung hoherer Genauigkeitsordnung zur Abschitzung
des Verschiebungsfehlers, der mit der Newmark Approximation (5.10) des Verschiebungsvek-
tors am Ende des Zeitschrittes die Form
= _— 2 (o EX a8 = 4

e=u—i=pAr i — &) - S~ T+ 04 (5.40)
annimmt, zur Verfiigung. Die zeitliche Ableitung der Beschleunigung zur Zeit f wird mit der Tay-
lorentwicklung der Beschleunigung oder dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung (z.B.
Bronstein, Semendjajew (1979)) gewonnen.

=)

i =i+ At i+ 0P - ﬁgtﬁ+ 01 (5.41)

Wie in Zienkiewicz, Xie (1991) gezeigt wurde, ist der Schiitzer des Verschiebungsfehlers von der
Genauigkeit dritter Ordnung.

e=u—i=(f~DI(i-i+0ur (5.42)

Dieses FehlermaB wurde von Samuelsson, Wiberg (1991), Zeng, Wiberg, Li, Xie (1992) und Wi-
berg, Zeng, Li (1992) mit Hilfe einer im Zeitschritt linearen Beschleunigungsapproximation und
der daraus entstehenden Verschiebungsldsung hergeleitet. Ferner wird in diesen Verdffentlichun-
gen behauptet, dal das Fehlermaf (5.42) lediglich fiir die Newmark Methode mit dem Parameter
B = 1/4 eine Losung hoherer Genauigkeitsordnung darstellt.

5.4.3 Fehleriistimator nach Li, Zeng, Wiberg (1993)

Von den in den Publikationen Samuelsson, Wiberg (1991), Zeng, Wiberg, Li, Xie (1992) und Wi-
berg, Zeng, Li (1992) gewonnenen Erkenntnissen beziiglich der Genauigkeitsordnung eines li-
nearen Beschleunigungsansatzes motiviert, wird in den genannten Verdffentlichungen und in Li,
Zeng, Wiberg (1993) eine lineare Approximation der zeitlichen Ableitung der Beschleunigung

) = u + 7 T (5.43)

zur Berechnung der hoherwertigen Losung vorgeschlagen. Die Integration dieses Ansatzes fiihrt
zu den Beschleunigungen, Geschwindigkeiten und Verschiebungen
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i = ﬁ+42—’ (u”+ 17>
i= i+ At 17+4g’3(12+2i7‘) (5.44)
ﬁ=E+Atﬁ+é1—iﬁﬁ+A—2§(li+3ﬁ>

hoherer Genauigkeitsordnung am Ende des Zeitschrittes. Die Approximationen héherer Ge-
nauigkeitsordnung (5.44) in die semidiskrete Bewegungsgleichung (5.2) der 'Generalized-a
Method’ eingesetzt, ergeben ein nichtlineares algebraisches Gleichungssystem fiir die zeitlichen
Ableitungen der Beschleunigungen am Ende des Zeitschrittes mit deren Hilfe wiederum die ver-
besserte Verschiebungslosung nach Gleichung (5.44) berechnet werden kann. Diese Vorgehens-
weise erfordert einen numerischen Aufwand, welcher dem Aufwand zur Ermittlung der Ver-
schiebungslsung entspricht. Um mit geringen Rechenzeiten eine Approximation des Fehlers im
Zeitschritt zu ermdglichen, wird von Li, Zeng, Wiberg (1993) eine Abschitzung der zeitlichen
Ableitungen der Beschleunigungen am Ende des Zeitschrittes vorgeschlagen, die auf dem Mittel-
wertsatz der Differentialrechnung und der Mittelwertbildung der Beschleunigungsableitung ba-

siert.

it _ G- DY Rl
! = =280 (5.45)
Die Beschleunigungsableitung zu Beginn der Zeitintegration wird mit Hilfe der Zeitableitung der
linearisierten Bewegungsgleichung der Referenzkonfiguration berechnet. Hierbei wird die Zeit-
ableitung der #uBeren Lasten mit Hilfe der Taylorentwicklung der duBeren Lasten zur Zeit 4t

approximiert.

i=M"'(R-Ci-Kuw i) g2k (5.46)

= At
Alternativ wird hier die Berechnung der Beschleunigungsableitung ii mit der Taylor Entwick-

lung der Beschleunigung zur Zeit ¢ = At vorgeschlagen.

. didn — i .
T | (5.47)

Mit der hoherwertigen Verschiebungsiosung nach den Gleichungen (5.44) und der Approxima-
tion (5.45) und dem Newmark Ansatz fiir die Verschiebiingen (5.10) wird der Fehlervektor in
folgender Form berechnet.

3 : X 2 . - K
e =é{-’2- [(6ﬁ—%) i +(6ﬂ—%) u] =Al—’2 [(12&— 1) Gi — i) ~ At i (5.48)

In Li, Zeng, Wiberg (1993) wird fiir diesen Fehlerschitzer die gegeniiber dem in Abschnitt 5.4.2
vorgestellten Verfahren von Zienkiewicz, Xie (1991) erhchte Genauigkeitsordnung gezeigt. Der
Fehlerschitzer (5.48) ist nach dieser Aussage von vierter Ordnung genau.
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Bemerkungen:

® Die Verschiebungslosung hoherer Genauigkeitsordnung (5.44) ist der Taylorentwicklung
der Verschiebungen am Ende des Zeitschrittes

i P L N | L R s 5 5
u—u+Atu+2u+6u-l~24 7+ 04r) (5.49)

in Verbindung mit der ebenfalls mittels einer Taylorentwicklung approximierten vierten
Zeitableitung der Verschiebungen

e

i =i + At it + 04D = i—"t—'z+ 0 dn (5.50)

4

dquivalent. Die mit den Gleichungen (5.49) und (5.50) approximierten Verschiebungen

sind vierter Ordnung genau.

ar
2

® Die Approximation der dritten Zeitableitung der Verschiebungen in der Mitte des Zeitinter-

483

0=+ At i+ ﬁ+§1~(ﬁ+3ﬁ)+0(A15) (5.51)

valles mit Hilfe einer Vorwirts— und Riickwirtsdifferenz

4L U | i | )
Lu——u(‘2-‘)+-2—u(2)+0(At) e i

. A At s At , G =T+ 0dn (5.52)
= ”(‘i‘) -5 u(7) + 0dr?)

zeigt, daB die Approximation (5.45) die Genauigkeitsordnung des Fehleréistimators nach
Li, Zeng, Wiberg (1993) reduziert.

WIS LS S S I
W5 =435 Tt 0y =25 2E -+ 0 (5.53)

Damit ist der mit den Gleichungen (5.31), (5.51), (5.53) und Newmark Approximation

(5.10) gebildete Fehlerdstimator, wie auch der Fehleriistimator nach Zienkiewicz, Xie
(1991), von dritter Ordnung genau.

¢ = ‘—%—’23 (128 = 1) i~ i)~ e | + 0wt (5.54)

54.4 Fehleristimator nach Wiberg, Li (1993)

Von Wiberg, Li (1993) und Wiberg, Li (1994) wird neben der Fehlerschitzung der Verschiebun-
gen nach Gleichung (5.48) auch der Fehler in den Geschwindigkeiten zur Ermittlung eines Krite-
riums zur Zeitschrittsteuerung einbezogen. Da der Fehlerschiitzer in den Verschiebun gen dem im
Abschnitt 5.4.3 dargestellten identisch ist, gentigt es, den Fehler in den Geschwindigkeiten abzu-
leiten. Hierzu wird die Geschwindigkeit am Ende des Zeitschrittes mit einer Taylorentwicklung

. . N 2 3
d=1T+AtE+42t—i[+ATt i+ 0 (5.55)

bis zum vierten Term approximiert, wobei die vierte Zeitableitung der Verschiebungen durch die
Taylorentwicklung der dritten Zeitableitung des aktuellen Verschiebungsvektors
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i G-
= I + 0y (5.56)

ersetzt wird. Mit der Newmark Approximation der Geschwindigkeit zur Zeit 7 (5.11) und Glei-

chung (5.45) fiir die Beschleunigungsdifferenz i — iT'ergibt sich nach Wiberg, Li (1993) und
Wiberg, Li (1994) der Fehlerschitzer der Geschwindigkeiten mit der Genauigkeitsordnung drei.

é=a—a=‘4—(§—2[(36—1)&+(35—2):‘7‘]+0(Ar4) (5.57)

Zur Zusammenfassung des Geschwindigkeits— und Verschiebungsfehlers zu einem Schrittwei-
tenkriterium ist die totale Energienorm (5.35) zu verwenden.

Bemerkung:

" ® Dain Gleichung (5.57) fi mit der Approximation (5.53) ersetzt werden muB, ist der Fehler-
dstimator der Geschwindigkeiten lediglich von zweiter Ordnung genau.

5.5  Duffing Oszillator

Derbereits in Kapitel 1.3 erlauterte Duffing Oszillator wird im folgenden zur Hlustration der Vor-
gehensweise zur numerischen Losung eines nichtlinearen Anfangswertproblemes verwendet.
Zunichst wird die die Bewegung beschreibende Differentialgleichung zweiter Ordnung durch
Diskretisierung in der Zeit in eine nichtlineare algebraische Gleichung, die effektive Struktur-
gleichung, tiberfiihrt. Anschlieflend wird diese Gleichung linearisiert und iterativ gelést. Nume-
rische Experimente mit der *Generalized—a” Methode und zu den vorgestellten adaptiven Schritt-

weitensteuerungen runden die Ausfiihrungen zum Duffing Oszillator in diesem Kapitel ab.

5.5.1 Effektive Strukturgleichung

Die in Abbildung 1.4 gegebene nichtlineare Differentialgleichung zweiter Ordnung des Duffing
Oszillators wird in der Zeit diskretisiert. Fiir einen typischen Zeitschritt wird die Beschleunigung
am Ende des Zeitschrittes mit der Newmark Approximation (5.13) durch die Verschiebung am
Ende sowie die Verschiebung, die Geschwindigkeit und die Beschieunigung am Beginn des
Zeitschrittes ausgedriickt. Dies resultiert in der effektiven Strukturgleichung des Duffing Oszil-
lators in Verbindung mit der Newmark Methode, wie sie in Abbildung 5.12 dargestellt ist. Die
effektive Strukturgleichung ist eine nichtlineare algebraische Gleichung in der Verschiebung u.
Die Losung dieser Gleichung ist bei bekannten Anfangsbedingungen zu Beginn eines typischen
Zeitschrittes die Losung der Differentialgleichung am Ende des Zeitschrittes. Die Losbarkeit die-
ser effektiven Strukturgleichung vorausgesetzt, kann so die Lsung des Anfangswertproblemes
sukzessive gefunden werden.

Zur synchronen Gewihrleistung von numerischer Démpfung und einer Genauigkeit von zweiter
Ordnung wird die *Generalized—o’ Methode auf die Differentialgleichung des Duffing Oszilla-
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tors angewandt. Einzige Anderung zu den obigen Ausfithrungen beziiglich des Newmark Verfah-
rens ist die Modifikation der Bewegungsgleichung. Zu diesem Zweck werden die Verschiebun-
gen und Beschleunigungen am Ende des Zeitschrittes durch Linearkombinationen der
entsprechenden GroBen an den Intervallgrenzen ersetzt. Im Vergleich zu dem von Chung, Hul-
bert (1993) fiir lineare Differentialgleichungen verdffentlichten Verfahren wird die innere Kraft
nicht mit Hilfe der modifizierten Verschiebung berechnet, sondern analog zu der dufieren Kraft
nach Gleichung (5.4) modifiziert. Die Vorgehensweise zur Generierung der algebraischen nicht-
linearen Gleichung eines typischen Zeitschrittes ist analog zum Newmark Verfahren. Die Ent-
wicklungsgeschichte dieser algebraischen Gleichung ausgehend von der Bewegungsgleichung
ist in Abbildung 5.13 zusammengefaft,

ngié. Schw : gun

s

u, i
Bewegungsglelchung und Anfangswerte :
. M i+ N(u) u= g*, u= ~M‘1N(E)§

Modxhkatlon der Bewegur
M ((l—am)u+a,,,u) + N((1~af)u+afu) = 0 “F)'

gsg elchunv . mchtlmeare effektlve Strukturglelchunc

M;;ja;‘u +. (1~af)N(u) + afN(")

Appl‘()leatlon det inneren KrAfte . . o M(l ol +~_1__.,Z _';145 ﬁ)
N((I»af)u+aju) = (Iﬂf)N(u) + ajN(")

Abbildung 5.13 Duffing Oszillator — Zeitintegration mit der *Generalized—o’ Methode

5.5.2 Linearisierung und iterative Losung

Die Losung der nichtlinearen effektiven Strukturgleichung erfolgt mit der reinen Newton-Raph-
_son Methode wie dies in Kapitel 5.2 erldutert wurde iterativ. Abbildung 5.14 zeigt am Beispiel
der ’Generalized—o’ Methode die Taylorentwicklung der effektiven Strukturgleichung, die li-
nearisierte effektive Strukturgleichung mit dem Tangentenoperator F () sowie die Tangenten-
steifigkeit U,W(u) = N’“(u) des Duffing Oszillators. Der Tangentenoperator des Newmark Ver-
fahrens geht aus dem Tangentenoperator der 'Generalized-o’ Methode durch die Wahl! der

Parameter a,, = a; = 0 hervor.
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‘ ayloremwxcklung v r, o
F"“ —F R E, Au + O(Auz) -0

’ lmeanswrte effeknve Strukturglelchung

(M };Aag' - (mﬂ N"(u)) Au - F,
mchtlmeare effeknve Strukturgletchung Tangentenstexf“ gkeit ‘ ‘
I u?

~0 ... N(u)..zk

l
Abbildung 5.14 Duffing Oszillator ~ Konsistente Linearisierung von F =0

53.5.3 ’Generalized—o’ Methode

Mit den in den vorangehenden Kapitel gelegten Grundlagen kann nun das Anfangswertproblem
des Duffing Oszillators mit der *Generalized-a’ Methode numerisch in der Zeit integriert wer-
den. Die Problemstellung und die Anfangsbedingungen sind denen im Beispiel in Kapitel 1.3
identisch. Gegentiber dem numerischen Experiment im Kapitel 1.3 ist hier lediglich die Aktivie-
rung der numerischen Dampfung neu. Numerisch ermittelte Ergebnisse sind in Abbildung 5.15
dargestellt.

Gegeniiber der Newmark Losung (Abbildung 1.6) zeigen die mit dem kleinen Zeitschritt erziel-
ten Ergebnisse keinen Unterschied. Die auftretenden Schwingungen sind beziiglich des Verhalt-
nisses von Zeitschrittund Schwingungsperiode im niederfrequenten Bereich angesiedelt. In die-
sem Bereich wurde die ’Generalized-c” Methode von Chung, Hulbert (1993) auf geringe
numerische Dampfung hin optimiert, was zur Folge hat, daB die auftretenden Bewegungen nur
sehr schwach gedampft werden. Der groBiere Zeitschritt verschiebt die auftretenden Bewegungen
in Richtung des relativ hochfrequenten Bereiches, was die Aktivierung der numerischen Dimp-
fungseigenschaften des Zeitintegrationsverfahrens zur Folge hat. Dies fiihrt beziiglich der Zeit-
verldufe der Verschiebungen zu keiner Verbesserung gegeniiber dem Newmark Verfahren. Die
Anfangsverschiebungen in der Néhe der kritischen Auslenkung resultieren in Bewegungen um
eine Gleichgewichtslage, was nach den Analysen mit dem keinen Zeitschritt nicht korrekt ist.

Die entscheidende Verinderung gegeniiber Newmark ist, daf hier im Phasendiagramm die Sepa-
rairix auch bei langen Integrationszeiten nicht mehr gekreuzt wird. Das Gegenteil ist der Fall;
Die totale Energie des Systemes nimmt mit zunchmender Intergationsdauer ab, was zum einen
in den Energieverlaufen und zum anderen im Phasendiagramm sichtbar wird. Damit ist die Be-
dingung (3.10) der energetischen Stabilitit erfiillt; die *Generalized-o’ Methode mit numeri-
scher Dampfung ist auch im Nichtlinearen unbedingt energetisch stabil! Trotzdem sind die Er-
gebnisse nicht befriedigend, da der Vorteil der unbedingten Stabilitit im energetischen Sinn von
dem Nachteil der Verschlechterung der Genauigkeit der Zeitintegration relativiert wird.
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Abbildung 5.15 Duffing Oszillator — Losung der homogenen Bewegungsgleichung
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5.5.4 Adaptive Zeitschrittsteuerung

Adaptive Zeitschrittsteuerungen in Anwendung auf die Integration der nichtlinearen Duffing
Gleichung werden im folgenden Kapitel untersucht. In einem ersten Schritt werden hierzu die
Fehleristimatoren nach Zienkiewicz und Xie (1991), Li, Zeng, Wiberg (1993) und Wiberg, Li
(1993) mit dem Fehler der numerischen Analyse des Newmark Verfahrens beziiglich einer Refe-
renzlosung verglichen. Die Referenzldsung wird ebenfalls mit dem Newmark Verfahren, aller-
dings mit einem Zeitschritt 4¢/10, gewonnen. Ein Vergleich der Losungen mit verschiedenen
Zeitschritten, ausgedriickt in der Verschiebung und der Geschwindigkeit ist in Abbildung 5.16
gegeben. Sofort wird deutlich, daB diese Form der Referenzldsung nicht geeignet ist, um die vor-
gestellten Fehlerschitzer zu vergleichen, da hier die Fehler iiber alle Zeitschritte aufsummiert
werden, und fiir den angestrebten Vergleich nur der Fehler in einem Zeitschritt von Interesse ist.
Somit wird die Referenzlosung in jedem Zeitschritt mit den Anfangsbedingungen des groferen
Zeitschrittes ermittelt. Der resultierende Fehler ist in Abbildung 5.16 mit der durchgezogenen
Linie markiert. Deutlich ist, da8 der Fehler in der Verschiebung beziehungsweise in der Ge-
schwindigkeit, immer dann groB wird, wenn die Gradienten des entsprechenden Zeitverlaufes
groB sind. Der Fehlerschitzer nach Zienkiewicz und Xie (1991) liefert eine gute Ubereinstim-
mung mit dem Referenzfehler. Die Fehlerschitzer nach Li, Zeng, Wiberg (1993) und Wiberg,
Li (1993) hingegen weichen stark vom Referenzfehler ab, wobei das deutlich zu erkennende
mittlere Fehlerniveau sehr stark von der Berechnung der Beschleunigung zu Beginn der Zeitinte-
gration abhiingt. Die dargestellten Fehlerkurven wurden mit der Beschleunigungsableitung nach
Gleichung (5.47) ermittelt; die Gleichung (5.46) fiihrt zu einem wesentlich htheren mittleren
Fehlerniveau.

Die Anwendung der diskutierten Fehlerdstimatoren zur adaptivem Schrittweitensteuerung nach
dem in Abbildung 5.11 skizzierten Schema mit verschiedenen relativen Fehlermafen ist in
Abbildung 5.17 und in Abbildung 5.18 dargestelit. Die auf Verschiebungsfehlern basierenden
Zeitschrittsteuerungen in Abbildung 5.17 fithren zu qualitativ dhnlichen Verldufen der Zeits-
chrittgroBe At, weisen allerdings auch dieselbe Problematik auf: In keiner der zugrundeliegen-
den Verstfentlichungen (vgl. Kapitel 5.4) wird eine Moglichkeit zur Ermittlung der Fehlertole-
ranz %, vorgeschlagen. Die verwendeten Fehlertoleranzen resultieren aus numerischen
Versuchen, eine Vorgehensweise die fiir realistische Berechnungen denkbar ungeeignet ist. Eine
qualitative Beurteilung der Schrittweitensteuerungen ist — unter der erwihnten Einschrinkung
- dennoch moglich.

Wie nach der Diskussion der Fehlerschitzer zu erwarten war, liefert die Zeitschrittsteuerung nach
Zienkiewicz, Xie (1991) einen Zeitschrittverlauf, der sehr gut mit dem tatséichlichen Fehler bei
der Zeitintegration mit konstantem Zeitschritt korreliert. Die maximale Verschiebungsnorm als
ReferenzmaB des Schrittweitenkriteriums nach Gleichung (5.32) ergibt zu Beginn der Zeitinte-
gration zu kleine Zeitschritte, liefert allerdings nach dem Erreichen des ersten Verschiebungsma-
ximums einen sehr regelmiBigen Zeitschrittverlauf. Durch Verwendung der Norm der Verschie-
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bungsdifferenz nach Gleichung (5.36) als Referenzmas fiir die Schrittweitensteuerung wird das
oben erwihnte ’Startproblem’ behoben. Diese Methode bildet jedoch den tatsichlichen Fehler
nicht so gut ab, eine Periodizitit in der ZeitschrittgroBe ist jedoch zu erkennen.

:'Zemntevrat n - Ne ma.rkv :
B =025 8-05 A1~ OSms
Fehlemsumatoren :

‘fo) ~ udnl, b (" dy, - u(A Hl

ernklew;cz Xie 19_91 & 42)
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Abbildung 5.16 Duffing Oszillator — Vergleich von Fehleristimatoren
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Abbildung 5.17 Duffing Oszillator — Adaptive Zeitschrittsteuerung (L,~Norm)

Die Beobachtungen legen die Empfehlung nahe, fiir Zeitintegrationen mit zu erwartendem perio-
dischem Anwortverhalten das Fehlermal nach Gleichung (5.32) zu verwenden. Bei nicht perio-
dischem Anwortverhalten halten die *Startprobleme’ dieses Fehlermafies iiber den gesamten
Zeitintegrationsbereich an, weshalb hier das FehlermaB nach Gleichung (5.36) zu empfehlen ist.
Die Untersuchungen der Zeitschrittsteuerung nach Li, Zeng, Wiberg (1993) bestitigen die obi-
gen Ergebnisse beziiglich des Referenzmafes. Eine Periodizitat der ZeitschrittgroBe ist bei die-
sem Fehlermal allerdings nur qualitativ zu erkennen, was diese Zeitschrittsteuerung infolge der
schiechten Fehlerschitzung bei dem gezeigten Beispiel als weniger geeignet erscheinen la6t.

Der in Abbildung 5.18 dargestelite auf der totalen Energie des Fehlers der Verschiebung und Ge-
schwindigkeit basierende Fehlerschitzer von Wiberg, Li (1993) nach Gleichung (5.35) resultiert
bei der Wahl der maximalen totalen Energie als Referenzmaf} in einem Zeitschrittverlauf der
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keine Korrelation zum tatsdchlichen Fehler aufweist. Ungeeignet zur Normierung des Energie-
fehlers ist hier die Energiedifferenz im Zeitschritt nach Gleichung (5.36), da gerade die exakte
Zeitintegration die Energiedifferenz Null und damit einen nicht endlichen relativen Fehler lie-
fert.

Wlbcrg, Li (1993) - o Wlbcxg, L1 (1993)
, =0, 95 vy = 105 vy =095 vy = 105
’710 10» At;_(

Mol = 10!

Abbildung 5.18 Duffing Oszillator - Adaptive Zeitschrittsteuerung (Energie—Norm)

Die vorangehenden Untersuchungen von Fehlerschitzern zur Schrittweitensteuerung der Zeitin-
tegration lassen lediglich eine Empfehlung der adaptiven Schrittweitensteuerung nach Zienkie-
wicz, Xie (1991) zu. Diese Aussage wird von Scholz (1996) anhand der Untersuchung von Feh-
lerastimatoren am Beispiel der linearen Plattenschwingung bestitigt. Scholz stellt weiterhin fest,
daB auch der Fehlerschiitzer nach Zienkiewicz, Xie (1991) nur dann eine qualitativ richtige Ab-
schitzung liefert, wenn in der Strukturantwort keine hochfrequenten Moden auftreten oder dicse
numerisch dissipiert werden. Wie bereits erwiéhnt, stellt weiterhin die Wahl der zuldssigen Feh-
lertoleranz 7, sowie der unteren Schranke v, und oberen Schranke v, zur Steuerung des Zeit-

schrittes ein ungeltstes Problem dar.
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6  Constraint Energy Momentum Algorithm

Numerische Stabilitit bei der Integration semidiskreter Anfangswertprobleme der nichtlinearen
Strukturdynamik zu gewihrleisten, ist das Ziel aktueller Forschungsvorhaben in diesem Teilge-
biet der ’Computational Mechanics’. Dies erfordert bei nichtlinearem Strukturverhalten die Be-
friedigung der Bedingung der unbedingten energetischen Stabilitdt (3.10). Bereits erwihnt
wurde im Rahmen der vorliegenden Arbeit, daB das klassische Newmark Verfahren diese Bedin-
gung nicht erfiillen kann. Zahlreiche Veroffentlichungen zeigen das Versagen dieses Verfahrens
bei Anwendung zur Integration nichtlinearer Anfangswertprobleme. Genannt seien hier noch-
mals die Arbeiten von Park (1975), Wood, Odour (1988) und Xie, Steven (1994) iiber die numeri-
sche Losung der skalaren Gleichung i + N(u) = 0 und Lim, Crisfield (1994), Crisfield, Shi
(1994), Crisfield, Moita, Galvanetto (1994), Crisfield, Galvanetto (1995), Stander, Stein (1995),
Galvanetto, Crisfield (1996), Kuhl, Ramm (1996) sowie Kuhl, Ramm (1996b) iiber die Integra-
tion im Bereich der Strukturmechanik mit der Methode der finiten Elemente. Weiterhin zeigen
Simo, Tarnow (1992), Simo, Tarnow (1992b), Simo, Tarnow (1994) und Simo, Tarnow, Doblaré
(1995) das Versagen des Newmark Algorithmus bei Anwendung zur Integration der Bewegungs-
gleichung der Finite Elemente Methode in Verbindung mit Kontinuums—, Schalen—und Balkene-
lementen.

Zur Erfiillung der Bedingung der unbedingten energetischen Stabilitit kann mit drei grundsitz-
lich verschiedenen Ansitzen operiert werden:

®  Algorithmen mit numerischer Dissipation
® Methoden mit algorithmischer Energieerhaltung
®  Algorithmen, welche die Erfiillung der Stabilititsbedingung (3.10) numerisch erzwingen

Der ersten Gruppe gehoren die bereits in Kapitel 5 vorgestellten numerisch dissipativen Zeitin-
tegrationsverfahren an. Algorithmische Dampfung resuitiert in einem numerisch bedingten Ver-
lust von totaler Energie innerhalb eines reprisentativen Zeitintegrationsschrittes. Dieser Verlust
totaler Energie garantiert die Befriedigung der energetischen Stabilititsbedingung (3.10). Nega-
tive Konsequenzen hat die numerische Dissipation auf die Genauigkeit der Integration. Aus die-
sem Grund sind numerisch dissipative Zeitintegrationsverfahren ohne algorithmische Modifika-

tionen nicht zur Integration von Langzeitdynamiken geeignet.

Algorithmische Energieerhaltung wird mitden von der Forschergruppe um Juan C. Simoentwik-

kelten Algorithmen gewihrleistet. Diese Algorithmen verwenden eine modifizierte Mittel-
punktsregel zur Zeitintegration. Die sogenannte 'Energy-Momentum Method® garantiert allein
durch die kinematischen Approximationen in der Zeit und die spezielle Berechnung des Verzer-
rungstensors der Mittelpunktskonfiguration mit dem Mittelwert der Verzerrungstensoren an den
Zeitintervallgrenzen die algorithmische Energie—, Impuls—und Drehimpulserhaltung. Damit ist
das Verfahren energetisch stabil. Theoretische Arbeiten hierzu wurden von Simo, Posbergh,
Marsden (1990), Simo, Tarnow, Wong (1992) und Lewis, Simo (1994) veroffentlicht. In Simo,
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Wong (1991) werden diese Erkenntnisse zur Entwicklung eines Algorithmus zur Integration der
Bewegungsgleichung von Mehrkorpersystemen genutzt. Die Veroffentlichungen Simo, Tarnow
(1992), Simo, Tarnow (1992b) und Simo, Gonzalez (1994) beschreiben dic Anwendung der "En-
ergy-Momentum Method’” (EMM) auf die Integration der nichtlinearen Elastodynamik mit Kon-
tinuumselementen. Simo, Fox, Rifai (1992) und Simo, Tarnow (1994) entwickelten diese For-
mulierungen zur Anwendung auf Schalenclemente in der Formulierung mit dem Rodrigucs
Rotationstensor weiter. Anwendung fand diese Methode, wie in Simo, Tarnow, Doblaré (1995)
publiziert, auch auf dreidimensionale Balkenelemente. Die 'Energy—Momentum Method” ist nu-
merisch nicht dissipativ, was zur Folge hat, dal zum Beispicl stofinduzierte hochfrequente Be-
wegungsmoden der Struktur die Verwendung eines kleinen Zeitschrittes erfordern. GroBere
Zeitschritte fithren dazu, daf der Konvergenzradius der Newton-Raphson Gleichgewichtsitera-

tion zu klein ist und somit keine konvergenten Losungen gefunden werden kénnen,

Die dritte Art der Stabilisierung von Zeitintegrationsalgorithmen ist die Einbindung der Stabili-
tatsbedingung (3.10) in Form einer algorithmischen Energiebilanz als Nebenbedingung in den
Zeitintegrationsalgorithmus. Hughes, Caughey, Liu (1978) verwenden die algorithmische Ener-
giebilanz als Nebenbedingung zur Newmark Methode mit der konstanten mittleren Beschleuni-
gung, um diesen Algorithmus zu stabilisieren. Der grundsiétzlichen Idee von Hughes, Caughey,
Liu (1978) folgend, wird indieser Arbeit ein algorithmisch dissipativer Basisalgorithmus mit den
Nebenbedingungen der Energie—, Impuls—- und Drehimpulserhaltung im Zeitschritt verbunden
(siehe auch Kuhl, Ramm (1996)). Damit wird zum einen eine energetisch stabile Zeitintegration
und zum anderen ein relativ groBer Konvergenzradius der Newton—Raphson Iteration gewihrlei-
stet. Die entwickelte Zeitintegrationsmethode wird als *Constraint Energy Momentum Algo-
rithm’ oder kurz als CEMA bezeichnet.

Constraint Energy Momentum Algorithm’

o direkt

o implizit

® Eiﬁschfittyeﬁéhreh
® Génauigkeit zweiter Ordnung
@ enefgetisch unbcdiﬁgt stabil
¢ @ impuls-und drallerﬁaitend
e :\lgorithmiscﬂdissip'ativE

"' Modifikation eines beliebigen Basisalgorithmus mit
Newmark Approximationen in der Zeit

et Aisernm CEMA

o
M

Abbildung 6.1 Charakterisierung des *Constraint Energy Momentum Algorithm’
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Beim *Constraint Energy Momentum Algorithm’ kann der algorithmisch dissipative Basisalgo-
rithmus ein beliebiges implizites Einschrittverfahren mit Newmark Approximationen in der Zeit
sein. Aus der Vielzahl von Méglichkeiten wird die *Generalized—a Method” von Chung, Hulbert
(1993) wegen ihrer Generalisierung sehr gebriuchlicher Zeitintegrationsverfahren als Basisal-
gorithmus ausgewahlt. Mit diesem Verfahren als Grundlage hat der neu entwickelte Algorithmus
die in Abbildung 6.1 zusammengestellten Charakteristika. Wie die *Generalized—a Method’ ist
auch das erweiterte Verfahren ein implizites, numerischdissipatives Einschritt-Zeitintegrations-
schema mit der Genauigkeitsordnung zwei. Durch die Nebenbedingungen wird zusitzlich die al-
gorithmische Energie—, Impuls— und Drallerhaltung garantiert.

Beidquivalenter Vorgehensweise zur Entwicklung des erweiterten Algorithmus kénnten alterna-
tiv zum verwendeten Basisalgorithmus die Zeitintegrationsmethoden nach Wood (1977), Bazzi
(1982), Bazzi, Anderheggen (1982), Hoff, Pahl (1988/1988b), Hulbert (1994) oder die *Unified
Set’ Familie nach Zienkiewicz, Wood, Hine, Taylor (1984), Wood (1984b), Zienkiewicz, Katona
(1985) und Wood (1986) eingesetzt werden. Der Kreis méglicher Basisalgorithmen ist auf alle
impliziten Einschritt-Zeitintegrationsverfahren mit beliebigen Approximationen in der Zeit er-
weiterbar, wenn auf die Konsistenz von Zeitintegration und algorithmischer Energie—, Impuls—
und Drallerhaltung verzichtet oder die Integration der algorithmischen Bilanzgleichungen (Ka-
pitel 6.4) an den Basisalgorithmus angepafit wird.

6.1 Idee und Konstruktion

| OOd’ BOSS&. fer
1g, Hulbe

(modiﬁzierte)b
T semidiskrete
‘Bewegungsgleichung

Energlebxlanz N

4 ’: Wexl

dr

CEMA

... Impulsbilanz
dL _: .
dt

Zeitintegrations=

. Drehimpulsbilan
wdlgorithmen refimpuisbrianz

dJ
dt

Abbildung 6.2 Geschichte des *Constraint Energy Momentum Algorithm’
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Inspiriert von der *Constraint Energy Method’ nach Hughes, Caughey, Liu (1978) entstand der
neue Algorithmus durch konsequente Erweiterung der in der entsprechenden Veroffentlichung
konzentrierten Ideen. Dies sind die Einbindung der Nebenbedingung in den Zeitintegrationsal-
gorithmus, die entsprechende mathematische Formulierung und die numerische Realisierung.

Der Aufbau eines klassischen Zeitintegrationsverfahrens, in dem die semidiskrete Bewegungs-
gleichung in originaler oder modifizierter Form mit der Diskretisierung in der Zeit in die effek-
tive Strukturgleichung iiberfithrt wird, wurde bereits in Kapitel 5 eingehend erlautert. Solche Me-
thoden sind in Abbildung 6.2 auf der linken Seite zusammengefafit. Neben den angegebenen
Algorithmen sind die in Kapitel 5 zitierten, impliziten Zeitintegrationsverfahren ebenfalls nach
diesem Schema aufgebaut.

Hughes, Caughey, Liu (1978) verwenden die Newmark Methode in numerisch nicht dissipativer
und zweiter Ordnung genauer Parametrisierung (Trapezregel, Methode der konstanten mittleren
Beschleunigung, 8 = 0.25, & = 0.5). Zusitzlich wird die rdumlich diskrete Form der Energie-
bilanz iiber dem Zeitschritt integriert und so als Nebenbedingung mit der effektiven Strukturglei-
chung gekoppelt. Der *Constraint Energy Momentum Algorithm’ stellt in den Punkten

@ Verwendung eines beliebigen algorithmisch, dissipativen Basisalgorithmus
e Einbindung der Impuls— und Drallnebenbedingung
e konsistente Integration der Bilanzgleichungen

eine Weiterentwicklung der 'Constraint Energy Method’ nach Hughes, Caughey, Liu (1978) dar.
Gerade die Kombination von numerischer Dissipation und algorithmischer Erfiillung der Bilanz-
gleichungen stellt eine sehr interessante Méglichkeit dar, hochfrequente Bewegungen numerisch
zu diimpfen und trotzdem das globale Strukturverhalten im Sinn der Bilanzgleichungen richtig
zu beschreiben. Dadurch wird es moglich, groBe Zeitschritte mit konvergenten Gleichgewichtsi-
terationen zu realisieren. Die konsistente Integration der raumlich diskretisierten Bilanzglei-
chungen garantiert eine genaue Approximation der von den dulleren Lasten oder den Damp-
fungskriften am System verrichteten Arbeit, sowie der von diesen Kriften induzierten Impuls—
oder Drallinderung.

Die Konstruktion des 'Constraint Energy Momentum Algorithm’ gestaltet sich nach den in
Abbildung 6.3 dargestellten Entwicklungsphasen. In der ersten Phase wird die effektive Struk-
turgleichung als Stationarititsbedingung formutiert. Die rdumlich diskreten Bilanzgleichungen
werden in der zweiten Phase formuliert und durch konsistente Integration tiber dem typischen
Zeitintervall in Nebenbedingungen iiberfithrt. Mit Hilfe der Methode der Lagrange Multiplikato-
ren konnen daraufhin die Nebenbedingungen in das Stationaritétsproblem der effektiven Struk-
turgleichung eingebunden werden. Das entstehende, nichtlineare Gleichungssystem in den ge-
suchten Verschicbungen und Lagrange Multiplikatoren kann nach konsistenter Linearisierung
iterativ geldst werden. Der letzte Entwicklungsschritt wird von der Lésung des linearisierten
Gleichungssystemes mit der Partitionierungsstrategie gebildet.
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Abbildung 6.3 Konstruktion des 'Constraint Energy Momentum Algorithm’
6.2  Basisalgorithmus

Als Basisalgorithmus des *Constraint Energy Momentum Algorithm’ wird die in Kapitel 5 vor-
gestellte *Generalized—a’ Methode verwendet. Nach der Modifikation der semidiskreten Bewe-
gungsgleichung und der Diskretisierung in der Zeit wurde die als nichtlineare Vektorgleichung
dargestelite, effektive Strukturgleichung (5.14) generiert. Die Basis des zu entwickelnden Algo-
rithmus bildet die Formulierung dieser Gleichung als Stationaritdtsbedingung (5.15).

Fuywy=20 F(u) = stat

6.3  Nebenbedingungen —~ Algorithmische Bilanzgleichungen

Voraussetzung zur Beriicksichtigung der Energie—, Impuls— und Drehimpulsbilanz als Nebenbe-
dingungen des Stationarititsproblemes (5.15) ist die Formulierung der kontinuumsmechani-
schen globalen Bilanzgleichungen der Energieerhaltung (2.36), Impulserhaltung (2.25) und
Drallerhaltung (2.29) in rdumlich und zeitlich diskretisierter Form. Die sequentielle Raum—Zeit
Diskretisierung der kontinuumsmechanischen Bilanzen fiihrt iiber die rdumlich diskretisierten
Bilanzgleichungen zu den voll diskretisierten algorithmischen Bilanzgleichungen, die im folgen-
den als Neben— oder Zwangsbedingungen bezeichnet werden,

6.3.1 Energiebilanz

Mit der kinetischen Energie der bewegten Struktur (4.38), der in der Deformation des Systems
gespeicherten inneren oder potentiellen Energie (4.38), sowie dem Strukturvektor der Geschwin-
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digkeiten und der duBeren Lasten folgt die Energiebilanz (2.36) in rdumlich diskretisierter Form.
Erginzt wird diese durch die Leistung der Ddmpfungskrifte & - C a4, gebildet mit dem inneren
Produkt der Ddmpfungskrifte C # und dem Geschwindigkeitsvektor.

dE - dK L dU o ). R@) - d(r) - C i(r) = Wiy 6.1)
Durch Integration der riumlich diskreten Energiebilanz iiber das Zeitintervall {7, t], oder éiquiva-

lent dem Zeitintervall {0, A¢], entsteht die algorithmische Energiebilanz.

a 4t
u(r) « R(r) dr + j (1)  Cu(t)dr =0 (6.2)

ZEEK+U—F—U—I
0

(]

6.3.2 Impulsbilanz

Die algorithmische Impulsbilanz wird mit der kontinnumsmechanischen Impulsbilanz (2.25),
der diskreten Formulierung des Impulses (4.39) und der Projektion des Lastvektors und der
Dimpfungskrifte, deren Anteil gegeniiber der kontinuierlichen Formulierung (2.25) ergénzt
wurde, auf den dreidimensionalen kartesischen Raum

% =aRw) —aCul)=f (6.3)

und anschliefiender Integration liber dem Zeitschritt 47 gewonnen.

a4t
a R@@) dv + f a C u) dr =0 6.4)
0

41

ZLEL_Z:_]
0

6.3.3 Drehimpulsbilanz

Nach der Drehimpulsbilanz (2.29) ist die Anderung des Drehimpulses pro Zeiteinheit dem Mo-
ment der duleren Krifte beziiglich eines beliebigen Referenzpunktes identisch. Beziiglich des
Koordinatenursprunges ergibt sich, nach rdumlicher Diskretisierung und Erweiterung der ent-

standenen Gleichung um das dissipative Moment a X C &, die diskrete Drehimpulsbilanz.

% =a#1) R@) + a #@) Ci@) =m mit x) = x + @) (6.5)

Dabei setzt sich der aktuelle Ortsvektor aus dem Ortsvektor in der Referenzkonfiguration und
dem Verschiebungsvektor zusammen. Der Strukturdrall in rdumlich diskretisierter Form ist in
Gleichung (4.39) gegeben. Die Integration iiber den Zeitschritt At liefert schlieBlich die algorith-
mische Drehimpulsbilanz.
a4t 4t .
ZJEJ—J—j a (£ + () R(1) dr+j a (X + u()) C u@) dr = 0 (6.6)
. J0 0
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Bemerkungen:

@ Sowohl die algorithmische Impulsbilanz (6.4) als auch die Drehimpulsbilanz (6.6) werden
durch Lagerreaktionen beeinflufit. Diese sind in den angegebenen Formulierungen noch
nicht enthalten. Eine Moglichkeit ist die Berechnung der Reaktionskrifte und dem im Zeit-
schritt resultierenden Impuls und Drehimpuls in jedem Iterationsschritt, sowie deren Inte-
gration in die Nebenbedingungen und deren Richtungsableitungen. Alternativ hierzu ist
die Berechnung des resultierenden Impulses und Drehimpulses auf Basis der inneren
Krifte mit Dirichlet Randbedingungen denkbar.

® Die Nebenbedingungen der Impuls— und Drallerhaltung sind damit zum derzeitigen Ent-
wicklungsstand des ’Constraint Energy Momentum Algorithm’ fiir elastodynamische Pro-
blemstellungen mit dB,, = 0, das heifft fiir reine Neumann Probleme, einsetzbar.

® Die Nebenbedingung der Energieerhaltung ist eine skalare Gleichung. Die Erhaltung von
von Impuls und Drehimpuls muf hingegen jeweils in drei linear unabhiingigen Raumrich-
tungen erfiillt sein, Damit stehen insgesamt sieben Nebenbedingungen zu Verfiigung.

® Die Gleichung (6.1) wird in der englischsprachigen Literatur (z.B. Simo, Tarnow (1992)
oder Antman (1995)) als *Theorem of Expended Power’ bezeichnet.

6.4  Konsistente Integration der algorithmischen Bilanzgleichungen

Um die algorithmischen Bilanzgleichungen der numerischen Berechnung zuginglich zu ma-
chen, istes erforderlich, die Riemann oder bestimmten Integrale der Last~und Didmpfungsterme
dieser Bilanzen zu 16sen. Eine analytische Losung der bestimmten Integrale ist infolge der Zeit-
diskretisierung nicht méglich, da der Funktionsverlauf des Integranden im Zeitschritt unbekannt
ist. Somit sind eine numerische Quadratur oder Annahmen beziiglich des Verlaufes des Integran-
den im Zeitschritt notwendig. Zur Integration der Bilanzgleichungen stehen die in Kapitel 6.4.1
angegebenen Methoden und die in den folgenden Kapiteln vertiefte, konsistente Integration zur
Verfligung. Die Durchfithrung der konsistenten Integration ist fiir die algorithmische Energie—,
Impuls— und Drehimpulsbilanz in den Kapiteln 6.4.3 bis 6.4.5 demonstriert. Des weiteren wet-
den in diesen Kapiteln die ersten und zweiten Gateaux Ableitungen der Nebenbedingungen be-
reitgestellt. Diese Richtungsableitungen werden zur Variation der Stationaritdtsbedingung mit
Nebenbedingungen in Kapitel 6.5 und bei der Linearisierung der modifizierten effektiven Struk-
turgleichung in Kapitel 6.6 benotigt. :

Die Vorgehensweise zur konsistenten Integration, die Substitution des Beschleunigungsvektors
am Ende des Zeitschrittes durch die aktuellen Verschiebungen und die Bildung der Richtungsab-
leitungen sind fiir die Bilanzgleichungen (6.2), (6.4) und (6.6) identisch. Exemplarisch wird
diese Strategie anhand der Energiebilanz ausfiihrlich erldutert; bei der Integration und Ableitun-
gen der Impuls— und Drehimpulsbilanz wird lediglich auf Besonderheiten niher eingegangen.
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6.4.1 Alternative Methoden

Eine Ubersicht von Integrationsmethoden, die allein mit den Systemgroflien an den Zeitintervall-
grenzen eine Approximation der Riemann Integrale der algorithmischen Bilanzgleichungen zu-
lassen, ist in Abbildung 6.4 gegeben.

L ‘:‘,gé'mis:chfq Methode

: Mmelwertsau der ¢
Dif rentlalrechnmo fiie
dic Geschwindigkeit

+ Trapezregel fiir
' rcsuluerer:lc Integ

Deuflhard Hi hm'mn (1993)

Kuﬁlg'Ramm '.(‘1"99‘6}‘." -

Abbildung 6.4 Integration der algorithmischen Bilanzgleichungen ~ Ubersicht

Eine der Moglichkeiten der numerischen Integration ist die von Kuhl, Ramm (1996b) zur Inte-
gration der Bilanzgleichungen vorgeschlagene Newton-Cotes Quadratur mit zwei Stiitzstellen,
die Trapezregel, angewandt auf ein Zeitintervall. Von Hughes, Caughey, Liu (1978) wird zur In-
tegration der algorithmischen Energiebilanz alternativ ein gemischtes Verfahren vorgeschlagen.
Bei dieser Methode wird der Verlauf der Geschwindigkeiten im Zeitintervall konstant mit dem
Mittelwertsatz der Differentialrechnung approximiert.

Die Annahme linearer Verldufe der duBeren Lasten und der Démpfungskrifte (in der genannten
Versffentlichung nicht berticksichtigt) ermglicht die analytische Integration des mit dem kon-
stanten Geschwindigkeitsvektor resultierenden bestimmten Integrales. Die Annahme linearer
Lasten und eines konstanten Geschwindigkeitsvektors ist der numerischen Quadratur mit der
Trapezregel im Polynomgrad dquivalent. Im Anhang A.4 sind die Integration der algorithmi-
schen Bilanzgleichungen mit der Trapezregel und der gemischten Methode und die Richtungsa-
bleitungen der resultierenden Nebenbedingungen ausgefiihrt.

Beide Methoden nutzen nur die sehr grobe Approximation des linearen Zeitverlaufes des Inte-
granden. Diese Approximation kann ohne die Ergiinzung durch weitere Stiitzstellen im Zeitinter-

vall mit Hilfe der im folgenden vorgestellten Integrationsmethode, der konsistenten Integration,
verbessert werden.
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6.4.2 Konsistente Integration

Konsistente Integration bedeutet, dafl zur Integration der algorithmischen Bilanzgleichungen die
Verlidufe des Geschwindigkeits— und Verschiebungsvektors mit Polynomen vom Grad zwei be-
ziehungsweise drei in der Zeit approximiert werden. Damit werden diese Systemvektoren zur
Integration der Bilanzgleichungen mit zu den Newmark Annahmen (5.8) und (5.9) konsistenten
Polynomen approximiert. Um die Integration von den Zeitintegrationsparametern unabhingig

zu gestalten, werden die Ansatzpoltynome mit den frei wihlbaren Parametern 6 und B versehen,

W) = u+ T+ LE 2 6.7
At
e mrpeala . gici o
u(r)~u+ur+2ur + B T (6.8)
Mit den Parametern &' = 1/2und 8’ = 1/6 entspricht dies einer linearen Beschleunigungsan-

nahme mit den Stiitzwerten % und i, wobei zur Approximation der Geschwindigkeiten und der
Verschiebungen weiterhin die Stiitzwerte i und @ erforderlich sind. Neben der Approximation
der Geschwindigkeits— und Verschiebungsverliufe ist die Diskretisierung der Lastfunktion im
Zeitschritt erforderlich. Dalediglich die Lasten zu den diskreten Zeiten fund fbekannt sind, wird
hierzu ein linearer Ansatz des Lastverlaufes tiber dem Zeitschritt verwendet.

(6.9)

Tabelle 6.1 Grad der Ansatzpolynome zur Integration der Bilanzgleichungen

Mit den obigen Annahmen sind die Integranden der algorithmischen Bilanzgleichungen Poly-
nome vom Grad 1 bis 5. Die Polynomgrade der aus duBeren Lasten oder physikalischer Damp-
fung resultierenden Integranden der Bilanzgleichungen werden in Tabelle 6.1 fir die Trapezre-
gel (beziiglich des Polynomgrades ist die gemischte Methode identisch) und die konsistente
Integration verglichen. Die Riemann Integrale in den algorithmischen Bilanzgleichungen (6.2),
(6.4) und (6.6) konnen unter den Annahmen (6.7) bis (6.9) analytisch integriert werden,
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6.4.3 Integration der algorithmischen Energiebilanz

Die Ansitze der Geschwindigkeiten (6.7) und der dufleren Lasten (6.9) ergeben mit der algorith-
mischen Energiebilanz (6.2) den folgenden Ausdruck:

At

Zy=K-K+ U-U-—J (mﬁ”a'ﬁz‘}iﬂ)-(mr&jir)dz 6.10)
i i

At
+ L (+iero izt )¢ (ivie+ o LE )
Deutlich wird in dieser Gleichung die Approximation des Lasttermes und des Dadmpfungstermes
mit Polynomen dritten beziechungsweise vierten Grades. Das Einsetzen der kinetischen Energie
nach Gleichung (4.38) und die analytische Integration liefern die Energienebenbedingung, aus-
gedriickt in den aktuellen Beschleunigungen ii als freie Variablen und den nach Gleichung (5.11)
abhiingigen Variablen der Geschwindigkeit u.

Zg E-Mua+U-T (6.11)

i

ST

1 ey 0 i--__:. 21 . N S T2 _é_'_-.__; 2| . %
[zuAt+3uAt +4(u u)At] R [zuAt+6uAt +12(u u)At] R

- - e s = |1 1 O fn =y g
+uZ-C [uAt + EuAtz + g(u - u)AtZ] +u-C [iuAtZ + §uAt3 + Z—(u - u)Atq]

voli-i)-cC [%”LA‘Z + qiar + G - '%W]

Mit der Newmark Approximation (5.13) in der Form

- =l - - g - L (6.12)

gelingt der Ubergang von den Beschleunigungen i zu den Verschiebungen u als freie Variable
der Zwangsbedingung. Die aktuellen Geschwindigkeiten werden nun nach Gleichung (5.12) zu
abhingigen Variablen der Verschiebungen. Die Aufspaltung der Nebenbedingung in Terme, die
lediglich von den SystemgroBen zu Beginn des Zeitschrittes abhéngen, und Terme, die die aktuel-
len Verschiebungen u enthalten, ist fiir die Progrdmmierun g und den numerischen Aufwand vor-
teilhaft. Entscheidend ist dies fiir die iterative Losung: Fiir die zuerst erwéhnten Terme geniigt
die einmalige Berechnung zu Beginn des Zeitschrittes, wohingegen die zweitgenannten Terme

in jedem Iterationsschritt neu berechnet werden miissen.
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Zp=-1d-Mi-T (6.13)
[N V- N | PRSI - B | prars

+[4/3 u+(4ﬁ 2)Atu+(8ﬁ 3)At u:l R
MY - NN 0 DO B MR L AT e

+|:125 u+(12‘3 2>Atu+(24ﬂ 6)411 u:l R

Die Géteaux Ableitung der Energienebenbedingung (der konstante Anteil von Z verschwindet),
definiert durch

4|1 . M
ZE‘u Au = n [2 u( +n du) - M u(u + 7 Au)“”:O (6.14)

+:1,;7- SﬂZAt u + 5 Au) - C(u+77Au)]

n=0
d . 2 g (220 1_20 V5
+—-—(u+77Au) C[ 5ﬂAtu+(3 Sﬂ) +(2 IOﬁ)AtuH

+ = Uu + n Au) ~ ﬁ(u+17Au) (R+—é—17)]

5
[

n=0

’

n=0

resultiert mit der Richtun gsableitung des Geschwindigkeitsvektors nach der Newmark Approxi-
mation (5.12) '

u,u(u)4u~£7[ﬂm (u+77Au~—zT)+( -%)ﬁ+(1~%)m#} 0 (6.15)
=
) - =90 _
~B——A——tAu u‘"(u)_ﬂAt

und dem Vektor der inneren Krifte
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Uuw) - du = 2l%[z/(u + AW, = N@) - du — Uy@) = N@), (6.16)
der nach Gleichung (4.29) der Richtungsableitung der inneren Energie entspricht, in der folgen-

den Gleichung:

(6.17)

Zg, Au = % (d'u(u) Au - M iu) + i(u) - M @ ,(u) Au)

6'
SﬂzAt Qu-Cu+u-CAdu)

Y NPT S | U 1A WU R 1
+ 4du Cﬁ[ 5;‘3Atu+(3 5/3)"+(2 10ﬁ>Atu:|

+N(u)'Au—%Au~(R+%F).

Dies ist eine skalare Gleichung, weshalb einzelne Terme transponiert werden kénnen. Fiir eine
symmetrische Massenmatrix und Dampfungsmatrix folgt damit die Richtungsableitung der

Energienebenbedingung.

9 . -9 (rR+1R).

, du —"ﬂA uw) M Au + N@u) - du 4 (R 3R) Au (6.18)
O |20 g.(2-2 1.2 2012

+F[ 5ﬂAtu+<3 5ﬂ)u+(2 mﬁ)Atu] CA"+5/324 u-CAdu

SR ER

Durch Ersetzen des Geschwindigkeitsvektors durch die Newmark Approximation (5.12) und das
Aufspalten der entstehenden Terme in konstante und variable Anteile entsteht die endgiiltige

Form der Gateaux Ableitung der Energiezwangs— oder ~nebenbedingung.

. , T
ZE,uz[_ 02 & 6(1"%)'74’?3(1"26_/3)#]' —gﬁ(lu%ﬁ) (6.19)

Ji2%] 2l ﬂAt

O |20 F.(2.2 1_8\ 4l

+ﬂ[ 5Mu+(3 5;;) +( Sﬁ)mu] c
42 . 202 . T,

+ﬂ-————2At2u +5ﬂ2Atu C + N'(u)

Auf zu den obigen Ausfiihrungen analoge Weise wird die zweite Giteaux Ableitung der Energie-

nebenbedingung entwickelt.
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(6.20)

. d|_é? . 2072 : T,
Zp Au = o [ﬁzAtZ(u +ndu) - M + SﬁzAt(u +ndu) - C + N'(u + ﬂAu)] ¢
1=

Die Richtungsableitung des Vektors der inneren Krifte N(u) ergibt dabei nach Gleichung (4.17)
die Tangentensteifigkeit K(u) des Systems.

Au = Au - M + 202

z ok
Euu ‘ ﬂzAﬂ 5/32At

du - C + Ku) Au : (6.21)

SchlieBlich folgt die zweite Richtungsableitung der Energienebenbedingung unter Beriicksichti-
gung der Symmetrie der Systemmatrizen M und C in der folgenden Form.

8 202
ZE,uu - ﬁzAt2 M SﬁZAt

C + K@) ‘ (6.22)

Bemerkungen:

@ Die Nebenbedingung der algorithmischen Energieerhaltung (6.13) ist eine skalare Glei-
chung, womit die Richtungsableitung Z Fou nach der getroffenen Vereinbarung einen Vek-
tor ergeben muB. Die Formulierung der Richtungsableitung als Zeilenmatrix ist in der in
Kapitel 6.5 folgenden Zusammenfassung aller (sieben) Nebenbedingungen in einem Vek-
tor begriindet.

® Bei nicht symmetrischen Systemmatrizen M und C ist die Formulierung der Richtungsab-
leitungen der Energiezwangsbedingung ebenso méglich, dies muf} jedoch bei den Umfor-
mungen von Gleichung (6.17) nach (6.18) und von Gleichung (6.21) nach (6.22) beriick-
sichtigt werden.

6.4.4 Integration der algorithmischen Impulsbilanz

Die konsistente Integration der algorithmischen Impﬁlsbilanz (6.4) ergibt mit den Annahmen des
Geschwindigkeits— (6.7) und Lastverlaufes (6.9) die Nebenbedingung der Impulserhaltung. Mit
der Newmark Approximation (6.12) wird die Nebenbedingung mit den Verschiebungen u als
freie Variable ausgedriickt. Nach dem Trennen der entstandenen Terme nach in der Gleichge-
wichtsiteration konstanten und variablen Anteilen ergibt sich die schlielich verwendete Form
der Impulsnebenbedingung.

z,=-aMi-4la R+ B (6.23)
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Der Geschwindigkeitsvektor # ist nach Gleichung (5.12) als Funktion der Verschiebung gege-
ben. Damit fiihrt die Gateaux Ableitung der Impulsnebenbedingung auf den im Zeitschritt kon-
stanten Ausdruck

Z,,=a (73%7 M+% c ) (6.24)

womit die zweite Richtungsableitung verschwindet.

Z =0 : (6.25)

6.4.5 Integration der algorithmischen Drehimpulsbilanz

Die konsistente Integration der algorithmischen Drehimpulsbilanz (6.6) ergibt mit den Ansitzen
der Geschwindigkeiten (6.7), der Verschiebungen (6.8) und der duBeren Lasten (6.9) nach Um-
formung mit Gleichung (6.12) folgende Nebenbedingung der Drehimpulserhaltung im Zeit-
schritt.

Z;=—aXMi (6.26)

+a (1 —%)At ﬁ+(%—%)m2 l%+<% - %)4’3'% Ci

+a ”(%~§L)At21%+(%~§;)dt3ui+(% ——I%E)At“di- Cii

ta _(%~€—I)At2#+ (%—%)Az3%+ (Tl-d—-l%)m“ t%— c
ﬁg_gr %]

+a12ﬁ51—§t (—R—i—ﬁ)+a(§_+ﬁ)Mﬂ
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Auch hier hat die Trennung von im Zeitschritt konstanten und variablen Anteilen groBe Auswir-
kungen auf den numerischen Aufwand zur Ermittlung der Nebenbedingung. Bei der Gateaux Ab-
leitung der Gleichung (6.26) tritt eine Besonderheit beziiglich der Terme & M g und # C u auf,
die zuniichst behandelt werden soll. Mit der Zeitdiskretisierung (5.12) sind die Richtungsableit-
ungen des Massen— und Didmpfungstermes auf ein ‘a'quiva]entes Problem

n dia R
(@ Mu), du= %{(u o di) M+ g Aw)], (6.27)
zu transformieren. Die Ausfiihrung der Ableitungsvorschrift liefert
(EMu) du=Ai Mu+idMAu=~iMAu+i MAu =0 (6.28)

Zur Bestimmung dieses Ergebnisses ist die fiir das Systemiquivalent einer schiefsymmetrischen

Matrix Az und den Systemvektor u giiltige Identitiit
AiMu= —uMAu 6.29)

erforderlich. Mit dieser Identitdt konnen auch bei der Richtungsableitung entstehende Terme, die

Au enthalten, umgeformt werden. Damit ist es moglich, den Vektor der Verschiebungsinkre-
mente zu separieren und die erste Richtungsableitung der Drallzwangsbedingung zu bestimmen.

(é + %ﬁ)m (6.30)

+a[.ﬁ.g_;f+(g_ ) i (g ﬁ]M
+a [?—ﬂ %+(%—%)Azﬁ+(%—%)gﬂ,‘%]c

Die erste Richtungsableitung der Nebenbedingung der Drallerhaltung ist im Zeitschritt konstant,
damit ist die zweite Richtungsableitung der Nullmatrix identisch.

VA =0 (6.31)

Juu

Bemerkung:

® Gleichung (6.29) ist sehr einfach mit Hilfe des kontinuumsmechanischen Aquivalentes zu

beweisen.

jdﬁu&dy=jdu><u,gdz= —IuXAqu_\{=—jﬁAquL/(6.32)
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6.5  Variationsproblem mit Nebenbedingungen

Stationaritatsbedingung’ .

Fo= stat

Nebenbedingungen

Abbildung 6.5 Geometrische Deutung des Variationsproblemes mit Nebenbedingungen

Mitder effektiven Strukturgleichung (5.14) und den N ebenbedingungen der Energie- (6.13), Im-
puls— (6.23) und Drallerhaltung (6.26) ist das Gleichungssystem zur Losung des Verschiebungs-
vektors u tiberbestimmt. Aus diesem Grund wird der Verschiebungszustand gesucht, der sowohl
die Gleichung (5.14) entsprechende Stationarititsbedingung (5.15) als auch die Nebenbedingun-
gen befriedigt. Eine geometrische Deutung dieses Sachverhaltes an einem System mit 2 Frei-
heitsgraden ist in Abbildung 6.5 dargestelit. Ein Losungspunkt ist dadurch gekennzeichnet, da3

erauf der Fliche der Nebenbedingungen liegt und das Funktional an dieser Stelle eine horizontale
Tangente besitzt. Mathematisch wird dieses Problem mit der Methode der Lagrange Multiplika-
toren (z.B. Strang (1986)) gelost. Hierzu wird die Stationaritétsbedingung mit zusitzlichen Va-
riablen, den Lagrange Multiplikatoren, und den Zwangsbedingungen erweitert (vgl.
Abbildung 6.6). Insgesamt entsteht cine Stationarititsbedingung in den unbekannten Verschie-
bungen und den Lagrange Multiplikatoren,

~ Methode der Lagrange Multiplikatoren.
PR Zpdpe 2 M AT A = F 4T )= st

s

Abbildung 6.6 Integration der Nebenbedingungen in das Stationaritéitsproblem

Werden die Nebenbedingungen der Energie—, Impuls— und Drallerhal tung und die entsprechen-
den Lagrange Multiplikatoren in jeweils einem Vektor zusammengefaflt, entsteht das erweiterte
Stationaritdtsproblem in kompakter Schreibweise.

F(u) + Z(u) - 2 = stat Z7 = 25,27, 27), A7 = 25, 20,07)  (633)
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Gelést wird eine solche Stationarititsbedingung durch Variation nach den freien Variablen & und
A. Diese Variation erfordert nun die Géteaux Ableitungen des Funktionales der effektiven Struk-
turgleichung, welche die effektive Strukturgleichung selbst ergibt, und der Zwangsbedingungen,
die in Kapitel 6.4 bereitgestellt wurden.

Su - (Fuw) + Z4(w) 2) + 04 - Z) = 0 (6.34)

Nach dem Fundamentaliemma der Variationsrechnung (z.B. Washizu (1968), Oden (1979), Buf-
ler (1991)) muB die Gleichung (6.34) fiir beliebige Variationen du und 84 Giiltigkeit besitzen.
Dies ist genau dann der Fall, wenn die Gleichungen

Fu) + Z%m) A =0 Z(u) = 0 (6.35)

befriedigt werden. Diese Gleichungen stellen die modifizierte effektive Strukturgleichung und
die Gleichung der Zwangs~ oder Nebenbedingungen dar. Die erste Gleichung verfligt iber NEQ
Freiheitsgrade, ist nichtlinear in u und linear in A, wihrend die zweite Gleichung sieben Frei-
heitsgrade aufweist, unabhingig von den Lagrange Multiplikatoren und nichtlinear in den Ver-
schiebungen u ist.

Bemerkungen:

® Die Lagrange Multiplikatoren haben keine physikalische Bedeutung, es sind mathemati-
sche Hilfsgrofien.

® Der Versuch einer physikalischen Interpretation der Lagrange Multiplikatoren kann an-
hand eines Dimensionsvergleichs durchgefiihrt werden. Danach ist A geindimensionsloser
Wichtungsfaktor der totalen Energie, 1; eine Geschwindigkeitskorrektur und A J eine
Drehgeschwindigkeitskorrektur der deformierten Struktur,

6.6  Linearisierung

Das nichtlineare Gleichungssystem (6.35) wird iterativ gelost. Voraussetzung fiir die iterative
Losung ist die Linearisierung des Gleichungssystemes. Hierzu werden die modifizierte effektive
Strukturgleichung und die Gleichungen der Zwangsbedingungen in eine mehrdimensionale Tay-
lorreihe um einen bereits ermittelten geniherten Losungspunkt (u, 4) beziiglich der Variablen
u und A entwickelt,

Fu@f* ) + Z5* ) 254 = Fo) + 204 2 + (Fu@) + Z3w) 1), Au (6.36)
+ (Fuw) + Z5w) /1)1 Al =0

Dabei sind die Inkremente des Verschiebungsvektors und des Vektors der Lagrange Multiplikato-
ren folgendermaBen definiert:

—-u AL =280 — 3 (6.37)
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Die Richtungsableitung der modifizierten effektiven Strukturgleichung in Richtung des Ver-
schiebungsinkrementes fuhrt auf die zweiten Richtungsableitungen des Funktionales F (5.25)
und der Zwangsbedingungen (6.22), (6.25) und (6.31). Die entsprechenden Ableitungen der
Energiencbenbedingung ergeben eine symmetrische Matrix und die zweiten Gateaux Ableitun-
gen der Impuls— und Drallnebenbedingung sind der Nullmatrix identisch, womit die aufgefiihr-
ten Umformungen zuldssig sind.

(Fulwy + ZLG) A) = F () + Z0(w) A = F () + 4 Z () (6.38)

I

= F,uu(u) + /IE ZE,uu(u>

Mit der linearen Abhingigkeit der modifizierten effektiven Strukturgleichung von den Lagrange
Multiplikatoren ergibt ihre Gateaux Ableitung in Richtung des Inkrements der Lagrange Multi-
plikatoren; zusammen mit der Gatcaux Ableitung der Zwangsbedingungen nach den Verschie-
bungen (6.19), (6.24) und (6.30) folgt:

(Fu(w) + Ziw) 4), = Zw (6.39)
Die Linearisierung der Zwangsbedingungen resultiert in der Bezichung
Z@ttYy = Z(u) + Z y(w) Au = 0, (6.40)

die wiederum die Bereitstellung der Géteaux Ableitung der Nebenbedingungen erfordertich
macht. Die Ergebnisse der Linearisierung kénnen zu einem linearisierten Gleichungssystem in

den Inkrementen Az und 44 zusammengefaBt werden.

(Fuu(t) + Z0u(w) &) Au + Z () 44 = = F y(u) — Z(u) A (6.41)

I

Z o (u) Au - Z(u) (6.42)

6.7  Losung des erweiterten Systems — Partitionierung

In Matrizenschreibweise nimmt das linearisierte Gleichungssystem die folgende Gestalt an:

CFuut+Zhu zh

o

Au "F‘u'"Z:,l;l
: ‘ D Te—— (6.43)
Zy : 0 1144 —-Z

’

- Dieses linearisierte Gleichungssystem vomRang NEQ + 7 verfiigt iiber eine positiv definite und
symmetrische Koeffizientenmatrix. Die Losung kann damit mit standardisierten Losern fiir sym-
metrische Gleichungssysteme direkt gelost werden. In der vorliegenden Arbeit wird wegen der
zum Basisalgorithmus konsistenten Datenstruktur und des geringen numerischen Aufwandes bei
Verwendung der Dreieckszerlegung und Riicksubstitution zur Losung der linearisierten effekti-
ven Strukturgleichung eine Partitionierungsstrategie angewandt. Partitionierungsstrategien wur-
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den unter anderem von Batoz, Dhatt (1979) und Reitinger (1995) zur Losung der linearisierten
statischen Strukturgleichung mit einem zusétzlichen Kontrollparametern verwendet.

Die Multiplikation der Gleichung (6.41) mit der Inversen der modifizierten Tangente
F oy + 2% A liefert die Gleichung

-1 -]
Au = (Fuu +Z0y ) (= Fu =24 2) ~ (Fuu + 204 2)  Z1, 42, (6.44)
deren erster Term den Teilldsungsvektor
-1
Aup = (Fuu + 20, 2) (= Fu— 2% 2) _ ' (6.45)

darstellt. Zur Berechnung der Teillosung du  wird der Tangentenoperator dreieckszerlegt und
das Gleichungssystem durch Riicksubstitution gelgst. Der matrizielle Faktor des Inkrements der
"Lagrange Multiplikatoren ist die Teilldsungsmatrix

-1
Auy = (Fuu + 25, 1)  Z1, (6.46)

der Dimension NEQ X 7. Die Spalten der Teillosungsmatrix Au; werden durch sieben Riick-
substitutionen der Richtungsableitungen der Zwangsbedingungen mit dem bereits dreieckszer-
legten Tahgentenoperator gewonnen. Die Teillosungen (6.45) und (6.46) in die Gleichung (6.42)
eingesetzt, ergibt die Beziehung

Zydu =2, dup~Z, Auy A4 = — 2 6.47)
zur Bestimmung der inkrementellen Lagrange Multiplikatoren.

-1 :
44 = (Z, Auy) ~ (Z + 2, Auy) (6.48)

Die zu invertierende Matrix Z ;, du, der Dimension 7 X 7 ist symmetrisch, was durch Einset-
zen von du, nach Gleichung (6.46) leicht gezeigt werden kann, und positiv definit. Da jede
Komponente der Matrix Z, du; das Skalarprodukt eines Teillosungsvektors und der Rich-
tungsableitung einer Zwangsbedingung darstellt, ist die Symmetrie weniger fiir die Invertierung
der Matrix als vielmehr fiir die numerische Effizienz ihrer Generierung von Bedeutung. Mit dem
Inkrement der Lagrange Multiplikatoren nach Gleichung (6.48) und den Teillésungen (6.45) und
(6.46) wird schlielich der Vektor der Verschiebungsinkremente berechnet.

Au = Aup — Auy A2 . (6.49)
Das nichtlinearen Gleichungssystemes (6.35) gilt als iterativ geldst, wenn neben der Konver-

genzbedingung (5.29) fiir die Verschiebungen die Konvergenzbedingung

142]
B =M

der Lagrange Multiplikatoren erfiillt ist. Dabei stellt #, eine benutzerdefinierte obere Schranke

(6.50)

des Konvergenzkriteriumes dar.
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6.8 Numerik

Entscheidend fiir den Einsatz von Zeitintegrationsalgorithmen ist neben der Qualitit der Ergeb-
nisse vor allem die numerische Effizienz. Ein Vergleich des *Constraint Energy Momentum Al-
gorithm’ und des zugrunde liegenden Basisalgorithmus beziiglich der Grundgleichungen und der
linearisierten Gleichungssysteme sowie deren Losung ist in Abbildung 6.7 gegeben. Diesem
Vergleich sind die fiir die Einbindung der Nebenbedingungen zusétzlich notwendigen Operatio-
nen zu entnehmen.

Abbildung 6.7 Symbolischer Vergleich von CEMA und dem Basisalgorithmus

Das semidiskrete Anfangswertproblem wird durch die Nebenbedingungen der Energic-, Im-
puls—und Drallerhaltung ergénzt. Dies fithrt mit der Zeitdiskretisierung anstelle der nichtlinearen
effektiven Strukturgleichung zu einem nichtlinearen Gleichungssystem bestchend aus der modi-
fizierten effektiven Strukturgleichung und den Nebenbedingungen. Dic Modifikation der effek-
tiven Strukturgleichung ist durch einen additiven Term der Richtungsableitung der Nebenbedin-
gungen und der zusiitzlich als Losungsvariablen eingefithrien Lagrange Multiplikatoren
gegeben, Nach der Linearisierung ergibt dies ein gegeniiber der 'Generalized-a Method’ um sie-
ben Gleichungen erweitertes Gleichungssystem mit den Losungsvektoren der Inkremente von
Verschiebungen und Lagrange Multiplikatoren. Die Losung des erweiterten Gleichungssystemes
mit der erlduterten Partitionierungsstrategie erfordert neben den beim Basisalgorithmus durch-
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gefiihrten Operationen der Dreieckszerlegung und Riicksubstitution sieben weitere Riicksub-
stitutionen, Ferner muB} die Matrix Z , duy zur Losung des Inkrements der Lagrange Multipli- -
katoren generiert und invertiert werden, wobei die Symmetrie der Matrix von Vorteil ist.

Die Berechnung des Verschiebungsinkrementes erfordert eine mit dem Inkrement der Lagrange
Multiplikatoren gewichtete Addition der Teilldsungen.

R T R T KT
[Bﬁ ¥ 198 Sﬁ Drallnebenbedingung

o

Abbildung 6.8 CEMA - modifizierte effektive rechten Seite
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Zur Durchfithrung der obengenannten Operationen ist die Berechnung der Nebenbedingungen
nach den Gleichungen (6‘13'), (6.23) und (6.26), der Richtungsableitungen der Nebenbedingun-
gen nach den Gleichungen (6.19), (6.24) und (6.30) sowie der zweiten Géteaux Ableitung der
Energienebenbedingung (6.22) in jedem Korrektorschritt erforderlich.

Auf den Prédiktorschritt hat die Einbindung der algorithmischen Bilanzgleichungen, ebenso wie
die Berticksichtigung der Energiencbenbedingung in der von Hughes, Caughey, Liu (1978) vor-
gestellten ’Constraint Energy Method’, hingegen keinen Einflu8.

Nachden obigen Ausfithrungen nimmt die modifizierte effektive rechte Seite nach Einsetzen der
effektiven Strukturgleichung (5.14) des Basisalgorithmus nach Gleichung (5.14) und der Ablei-
tungen der Nebenbedingungen (6.19), (6.24) und (6.30) die in Abbildung 6.8 dargestellte Form
an. In der modifizierten effektiven rechten Seite ist der Ursprung der einzelnen Terme gekenn-
zeichnet. Lediglich die durch die gestrichelte Linie markierten Terme der effektiven rechten Seite
des Basisalgorithmus und der Energienebenbedingung miissen in jedem Iterationsschritt neu be-
rechnet werden, fiir alle weiteren Terme geniigt die einmalige Berechnung zu Beginn der Gleich-
gewichtsiteration,

Die Modifikation der effektiven Steifigkeitsmatrix mit der zweiten Ableitung der Energieneben-
bedingung und dem entsprechenden Lagrange Multiplikator (wie bereits gezeigt wurde, sind die
zweiten Richtungsableitungen der Impuls— und Drehimpulsnebenbedingung der Nullmatrix
identisch- (6.25), (6.31)) erfordert praktisch keinen zusitzlichen numerischen Aufwand (siehe
Abbildung 6.9).

Abbildung 6.9 CEMA — modifizierte effektive Tangentensteifigkeitsmatrix

Wie die Gleichung der modifizierten effektiven Steifigkeitsmatrix (6.52) in Abbildung 6.9 zeigt,
geniigtes die Faktoren der Massen=, Démpfungs— und Tangentensteifigkeitsmatrix zur Generie-
rung der effektiven Steifigkeit zu modifizieren.

Fow+ 20,2 (6.53)

L=y 020 (1-aps 2522,
- ( i +ﬂ2Az2) + ( el Kot (1 - a;+ Ag) K
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Neben dem eben erlduterten Kriterium des numerischen Aufwandes ist die Komplexitit der Co-
dierung eines Zeitintegrationsalgorithmus von Interesse. Abbildung 6.10 zeigt schematisch die
Organisation eines Programm-Codes unter Verwendung des *Constraint Energy Momentum Al-
gorithm’. Der Vergleich der Programmstruktur mit der des Basis Algorithmus nach
Abbildung 5.10 macht deutlich, da} die Codierung an Komplexitit deutlich zunimmt. Vorteil-
haft ist allerdings, da mit zum Basisalgorithmus dquivalenten Daten— und Programmstrukturen
operiert werden kann, Im Vergleich zu der ebenfalls energie~, impuls— und drallerhaltenden *En-
ergy-Momentum Method’ nach Simo, Tarnow (1992) erweist sich der geringe Codierungsauf-
wand auf Elementebene als vorteilhaft. Wihrend bei der *Energy—Momentum Method’ durch die
modifizierte Berechnung des Verzerrungstensors der Mittelpunktskonfiguration ein erheblicher
Codierungsaufwand auf Elementebene notwendig ist, beschriankt sich dieser bei dem *Constraint
Energy Momentum Algorithm’ ‘auf die Generierung der Projektionsmatrix @ und die Ermittiung
der inneren Energie U(w).

Abbildung 6.10 Integration des CEMA in den Basisalgorithmus (vgl. Abbildung 5.10)
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6.9 Diskussion numerischer Effekte

Das dem 'Constraint Encrgy Momentum Algorithm’ eigene, numerische Phiinomen der Kombi-
nation numerischer Dissipation und Energieerhaltung wird im folgenden anhand der nichtlinea-
ren Plattenschwingung dargestellt. Anhand dieses Beispicles wird der Effekt dieser ungewohnli-
chen Kombination, scheinbar widerspriichlicher numerischer Eigenschaften, diskutiert.
Weiterhin wird in diesem Kapitel die Losung der Impuls— und Energienebenbedingung am Bei-
spiel des Duffing Oszillators demonstriert,

6.9.1 Nichtlineare Plattenschwingung

Das bereits in Kapitel 5.1.5 dargelegte Beispiel der linearen Plattenschwingung (Abbildung 5.4)
wird hier zur Demonstration numerischer Effekte der Energienebenbedingung in Kombination
mit einem numerisch dissipativen Zeitintegrationsalgorithmus verwendet. Im Gegensatz zu den
Darstellungen in Kapitel 5.1.5 wird hier, um das im Rahmen der vorliegenden Arbeit fiir die
nichtlineare Dynamik entwickelte Programm-Modul von CARAT mit dem *Constraint Energy
Momentum Algorithm’ anwendbar zu machen, die geometrisch nichtlineare Plattendynamik be-
trachtet. Die Ergebnisse von linearer und nichtlinearer Berechnung unterscheiden sich infolgé
der sehr geringen Deformationen nur geringfiigig.

Abbildung 6.11 Zentrale Verschicbung und modale Zerlegung
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Zur Zeitintegration wird, wie bei der geometrisch linearen Betrachtung, das erster Ordnung ge-
naue und numerisch dissipative Newmark Verfahren mit den Parametern 8 = 0.39 und
6 = 0.75und zusitzlich der auf die Energienebenbedingung beschrinkte CEMA verwendet. Als
Basis des CEMA dient das Newmark Verfahren in der angegebenen Parametrisierung. Die ergiin-
zend in das Variationsproblem eingebrachte Energienebenbedingung (6.13) nimmt fiir die homo-
gene, ddmpfungsfreie Bewegungsgleichung (R = R = 0, C = 0)eine von den Parametern der
konsistenten Integration 8’ und ¢’ unabhiingige Form an.

In Abbildung 6.11 sind die Zeitverlaufe der zentralen Verschiebung und der totalen Energie der
Lésungen mit dem Newmark Algorithmus in reiner und modifizierter Form (CEMA) dargestellt.
Wihrend der Basisalgorithmus infolge der numerischen Dissipation einen Energieverlust auf-
weist, wird mit dem CEMA die totale Energie erhalten.

Abbildung 6.12 Modale Zerlegung der Basis— und der CEMA-Lgsung
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Aufschluf} tiber die numerischen Effekte der Energienebenbedingung in Kombination mit nume-
rischer Dissipation geben die in Abbildung 6.12 dargestellten Zeitschriebe der Fourierkoeffi-
zienten des linearisierten Systemes. Simtliche dargestellten Grundmoden (bis zur Periodendauer
von Tss = 10.6ms) sind mit CEMA (schwarz) gegeniiber dem Basisalgorithmus (weif - iden-
tisch mit Abbildung 5.5) erhoht. Dies 148t den Schluf zu, daf die in der Strukturmechanik inter-
essanten niederen Moden durch den Energietransfer von sehr hohen Moden besser abgebildet
werden als mit dem Basisalgorithmus. Andererseits besteht dadurch die Gefahr einer Uberhé-
hung der Grundmoden. Der Fourierkoeffizient «;; in Abbildung 6.12 zeigt diesen Effekt eines
leicht tiberhdhten Grundmode. Das Anwachsen des normierten Fourierkoeffizienten u,; /u,
iber den Wert Eins korreliert mit der numerischen Dissipation hoherer Moden.

Die Betrachtung eines groBeren Zeitfensters in Abbildung 6,13 gibt niiheren Aufschluf} tiber den
Einfluf8 der numerischen Dissipation und die erzwungene Energicerhaltung auf die niederfre-
quenten Schwingungsmoden. Die numerische Dissipation alleine fithrt zu einem Amplitudenab-
fall des ersten Mode. Problematisch wird dieser Amplitudenabfall fiir Langzeitdynamiken we-
gen seiner in Abbildung 6.14 dokumentierten Linearitit. Dies bedeutet, daB die Amplitude —
selbst der Grundschwingung - infolge der numerischen Dimpfung mit zunehmender Integrati-
onszeit verschwindet; die frei schwingende Platte kommt zur Ruhe! Anders hingegen resultiert
die zusétzliche Zwangsbedingung der algorithmischen Energieerhaltung in einem Anstieg der

Amplitude des ersten Mode.

Abbildung 6.13 Modale Zerlegung der Basis— und der CEMA-~Losung (Langzeitdynamik)
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Abbildung 6.14 Relative Amplitude der Fourierkoeffizienten (Langzeitdynamik)

Entscheidend hierbei ist, daf dieser Amplitudenanstieg nach der Dissipation numerisch schadli-
cher hochfrequenter Moden beendet ist (Abbildun g 6.14). Wird die Langzeitdynamik des zwei- °
ten Mode betrachtet, ergeben sich lediglich quantitative Unterschiede der entsprechenden Fou-
rierkoeffizienten, wobei der Fourierkoeffizient bei Einbindung der Energienebenbedingung
etwas langsamer abfallt.

6.9.2 Duffing Oszillator

Anhand des Duffing Oszillators (vgl. Kapitel 1.3 und Kapitel 5.5) soll die Funktion des
*Constraint Energy Momentum Algorithm’ gezeigt werden. Fiir das Modellproblem sind neben
der Bewegungsgleichung die Nebenbedingungen der Energieerhaltung und der Erhaltung des
vertikalen Impulses formulierbar. Da lediglich eine unbekannte Verschiebung existiert, kann jede
dieser Bedingungen allein nach den Verschiebungen gelost werden. Die Anwendung des
’Constraint Energy Momentum Algorithm’ auf dieses Modellproblem ist damit nicht moglich.
Eine Veranschaulichung der Funktion der Energie— und Impulsnebenbedingung ist jedoch an-
hand des Losens dieser Bedingungen nach der Verschicbung gestattet.

Losung der algorithmischen Impulsbilanz

a10()‘rvitvh‘::;n‘niibsc‘hei pu]sbllanz Trapezreoel '

Z Mu—Mu+—(N(u)—N("))——O
Lme'msxeruno L

L A= 2

aloorlthmxsche Impulsb lanz ' , lmearlsxerte algonthmlsche Impu]sbﬂanz
Z, = M~ Mi+ fN(u(r))dr=0 /M M+‘“N (u))Au 7
. - <4 i

Abbildung 6.15 Duffing Oszillator - Algorithmische Impulsbilanz Z; = 0 und Losung
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Die Nebenbedingung der Impulserhaltung (6.23) wird fiir die freie Bewegung des Duffing Oszil-
lators auf die Differenz des Impulses am Ende und zu Beginn des Zeitschrittes reduziert.

- Integrationsschema

terative Losung der algorithmischen

- Impulsbilanz Zp =0

totale ,Eneréiéa

15

Abbildung 6.16 Duffing Oszillator — Iterative Losung der algorithmischen Impulsbilanz
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Zusitzlich zu den in Gleichung (6.23) angegebenen Termen kann hier die Impulsinderung in-
folge der Lagerreaktionen eingebunden werden. Die Summe der Lagerreaktionen ist mit den ver-
tikalen Komponenten der Federreaktionen, demnach der inneren Kraft, gegeben. Die Integration
der inneren Kraft tiber dem Zeitschritt wird mit der Trapezregel (A.9) durchgefiihrt, Die Zusam-
menstellung der algorithmischen Impulsbilanz und deren Linearisierung, wobei die Newmark
Approximation der Geschwindigkeit nach Gleichung (5.12) eingesetzt wird, ist in
Abbildung 6.15 gegeben.

Abbildung 6.16 zeigt das Integrationsschema zur sukzessiven iterativen Losung des Anfangs-
wertproblemes des vorgespannten Duffing Oszillators mit Hilfe der algorithmischen Impulsbi-
lanz sowie die miteinem kleinen (A4t = 0.1ms) und einem groBen Zeitschritt (4¢ = 1.0ms) er-
mittelten Ergebnisse. Diese sind als Zeitverlauf von Verschiebungen und Energie sowie als
Phasendiagramm dargestellt. Die numerischen Experimente mit dem Kleinen Zeitschritt
At = 0.1ms liefern fiir nahezu alle Anfangsverschiebungen zu der Lésung mit dem Newmark
Verfahren (Abbildung 1.6) identische Ergebnisse.

Einzig die kritische Anfangsverschiebung weist qualitative Differenzen zur Referenzidsung in
Abbildung 1.6 auf. Die Bewegung um eine stabile Gleichgewichtslage wird mit der Lésung der
algorithmischen Impulsbilanz zur Bewegung um zwei stabile Gleichgewichtslagen, was am Zeit-
verlauf der Verschiebung und im Phasendiagramm zu erkennen ist. Dies deutet auf eine Lésung
hin, welche die totale Energie im System iiberschétzt. Wie am Phasendiagramm und am Energie-
verlauf deutlich wird, tritt diese Uberhdhung der totalen Energie nur zu Beginn der Zeitintegra-
tion auf. Wahrend der Zeitintegration ist die Bewegung periodisch und die totale Energie ist kon-
stant.

Bei der Integration der algorithmischen Impulsbilanz mit dem grofien Zeitschritt At = 1.0ms
liefern alle Anfangsverschiebungen in der Nihe der kritischen Anfangsverschiebung zu groBe
Schwingungsamplituden. Die Bewegung ist allerdings weiterhin periodisch und ergibt einen
nicht anwachsenden Energieverlauf.

Losung der algorithmischen Energiebilanz

w, u,u‘»

» aloorlthmlsche Energlebxlanz L : 1meanslerte algonthmxsche Enermebnlanz
Z. . ~M(14 )+U(u) U(u)—O ‘/M Mu+N(u))Au—~ZE

Abbildung 6.17 Duffing Oszillator ~ Algorithmische Energiebilanz Zz = 0 und Losung
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Die Nebenbedingung der Impulserhaltung (6.23) wird fiir die freie Bewegung des Duffing Oszil-
lators auf die Differenz des Impulses am Ende und zu Beginn des Zeitschrittes reduziert.

: Integrationsschema

terative Losung der algorithmischen

. Impulsbilanz

 totale Energie ‘

] PR s SR

Abbildung 6.16 Duffing Oszillator — Iterative Losung der algorithmischen Impulsbilanz
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Zusitzlich zu den in Gleichung (6.23) angegebenen Termen kann hier die Impulsinderung in-
folge der Lagerreaktionen eingebunden werden. Die Summe der Lagerreaktionen ist mitden ver-
tikalen Komponenten der Federreaktionen, demnach der inneren Kraft, gegeben. Die Integration
der inneren Kraft iiber dem Zeitschritt wird mit der Trapezregel (A.9) durchgefiihrt. Die Zusam-
menstellung der algorithmischen Impulsbilanz und deren Linearisierung, wobei diec Newmark
Approximation der Geschwindigkeit nach Gleichung (5.12) eingesetzt wird, ist in
Abbildung 6.15 gegeben.

Abbildung 6.16 zeigt das Integrationsschema zur sukzessiven iterativen Losung des Anfangs-
wertproblemes des vorgespannten Duffing Oszillators mit Hilfe der algorithmischen Impulsbi-
lanz sowie die miteinem kleinen (4¢ = 0.1ms) und einem groBen Zeitschritt (4t = 1.0ms) er-
mittelten Ergebnisse. Diese sind als Zeitverlauf von Verschiebungen und Energie sowie als
Phasendiagramm dargestellt. Die numerischen Experimente mit dem kleinen Zeitschritt
At = 0.1 ms liefern fiir nahezu alle Anfangsverschiebungen zu der Losung mit dem Newmark
Verfahren (Abbildung 1.6) identische Ergebnisse.

Einzig die kritische Anfangsverschicbung weist qualitative Differenzen zur Referenziosung in
Abbildung 1.6 auf. Die Bewegung um eine stabile Gleichgewichtslage wird mit der Losung der
algorithmischen Impulsbilanz zur Bewegung um zwei stabile Gleichgewichtslagen, was am Zeit-
verlauf der Verschiebung und im Phasendiagramm zu erkennen ist. Dies deutet auf eine Losung
hin, welche die totale Energie im System iiberschatzt. Wie am Phasendiagramm und am Energie-
vertauf deutlich wird, tritt diese Uberhthung der totalen Energie nur zu Beginn der Zeitintegra-
tion auf, Wihrend der Zeitintegration ist die Bewegung periodisch und die totale Energie ist kon-
stant.

Bei der Integration der algorithmischen Impulsbilanz mit dem grofien Zeitschritt 4r = 1.0ms
liefern alle Anfangsverschiebungen in der Nihe der kritischen Anfangsverschiebung zu grofie
Schwingungsamplituden. Die Bewegung ist allerdings weiterhin periodisch und ergibt einen
nicht anwachsenden Energieverlauf.

Lgsung der algorithmischen Energiebilanz

 Freie Schwingung

,zu, i, U

‘ll"OﬂlhmlSChC Encrglebllanz o :' lmeanslerle algomhmlsche Encrvlebllanz
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Abbildung 6.17 Duffing Oszillator — Algorithmische Energiebilanz Zy = 0 und Losung
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Die Nebenbedingung der Energieerhaltung (6.13) reduziert sich bei verschwindenden Diamp-
fungskriften und duBeren Lasten zu der Differenz der totalen Energie am Ende und zu Beginn
des Zeitintervalles [7, f]. Abbildung 6.17 zeigt die algorithmische Energiebilanz und ihre lineari-
sierte Form. Zur konsistenten Linearisierung der algorithmischen Energiebilanz wird, wie in
Abbildung 6.17 dargestellt, die Newmark Approximation der Geschwindigkeit (5.12) einge-

setzt,

Das Schema zur Integration der Energiebilanz mit den in Abbildung 1.4 gegebenen Anfangsbe-
dingungen istin Abbildung 6.18 dargestelit. Da der Ausgangszustand zu Beginn eines Zeitschrit-
tes die Energienebenbedingung erfiillt, ist ein Pradiktorschritt mit einem klassischen Zeitintegra-_
tionsverfahren erforderlich, um in Nihe der energetisch zulissigen Losung am Ende des
Zeitschrittes zu gelangen. Erst von dieser Niherung aus kann die Energienebenbedingung als
Korrektor mit der Newton—Raphson Methode iterativ geltst werden. Als Priidiktor wird eine be-
reits konvergierte Gleichgewichtsiteration eines Newmark Schrittes in der Formulierung der
konstanten mittleren Beschleunigung verwendet.

Abbildung 6.18 zeigt weiterhin die Ergebnisse der numerischen Losung des betrachteten An-
fangswertproblemes mit Hilfe der Energienebenbedingung. Die Verwendung des kleinen und
groBen Zeitschrittes ergibt, wie infolge der Losung der Energienebenbedingung zu erwarten ist,
konstante Energieverldufe und identische Phasendiagramme. Einzig die Zeitverldufe der Ver-
schiebung zeigen Differenzen beziiglich der Referenzlosung in Abbildung 1.6. Der Zeitschritt
At = 0.1 msresultiert fiir nichtkritische Anfangsverschiebungen in L&sungen, die der Referenz-
15sung entsprechen. Die Losung der kritischen Anfangsverschiebung entspricht qualitativ der
Referenzldsung; Unterschiede in der Periode sind jedoch auffillig. Auch die Integration mit dem
Zeitschritt At = 1.0ms liefert eine stabile Losung deren Verschiebungsverlauf allerdings von
der Referenzl6sung abweicht. Nach dem Anfangsbereich der Integration sind die Losungen qua-
litativ richtig, d.h. die Bewegungen um eine oder zwei stabile Gleichgewichtslagen sind mit ent-

sprechenden Anfangsbedingungen der Referenzlésung dquivalent.

Generalisiert fiir einen eindimensionalen Schwinger mit mehr als zwei Freiheitsgraden koénnen
aus den betrachteten Beispielen folgende Aussagen gewonnen werden: Durch simultane Erfiil-
lung der effektiven Strukturgleichung in der Form nach Abbildung 5.12, der Impulsnebenbedin-
gung nach Abbildung 6.15 und der Nebenbedingung der algorithmischen Energieerhaltung nach
Abbildung 6.17, kinnten nun energetisch stabile Zeitintegrationsalgorithmen, die infolge der
Impulserhaltung Genauigkeit garantieren, entwickelt werden. Diese Algorithmen stellen den
Sonderfall des CEMA fiir eindimensionale Bewegungen dar. Die allein mit der Energie—und Im-
pulsnebenbedingung gefundenen Losungen sind nicht eindeutig (Anzahl der Freiheitsgrade des
eindimensionalen Schwingers > 2). Die Eindeutigkeit der Losung wird durch die zusitzliche
Einbindung der effektiven Strukturgleichung erreicht.
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Abbildung 6.18 Duffing Oszillator — Iterative Losung der algorithmischen Energiebilanz
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7 Schalenbeulen

Im vorliegenden Kapitel sollen typische Anwendungsgebiete der nichtlinearen, numerischen
Strukturdynamik aufgezeigt werden. Nichtlineare, dynamische Strukturanalysen sind unum-
génglich, wenn
®  das Tragverhalten einer Struktur von der geometrischen Nichtlinearitit geprigt ist (zum
Beispiel die Briickenschwingung bei Kramer (1995)),
grofle Deformationen und Rotationen auftreten,
dynamisches Durchschlagen
oder der dynamische Wechsel von Beulmoden, ein Effekt der auch als *Mode-Jumping’
bezeichnet wird, simuliert werden sollen.

Die Beschreibung von Beulvorgingen mit statischen Analysen bereitet wegen der Vielzahl von
Gleichgewichtspfaden im tiberkritischen Bereich das Problem, eine eindeutige Losung zu be-
stimmen. Ein Ausweg aus dieses Dilemma bietet dic dynamische Betrachtung von Beulvorgin-
gen, wobei entsprechend der Lastaufbringung zu jedem Zeitpunkt ein eindeutiger Systemzustand
in Deformation und Geschwindigkeit ermittelt werden kann. Das Potential, aber auch die Proble-
matik einer dynamischen Analyse von Durchschlags— oder Beulproblemen sollen anhand zweier
Beispiele demonstriert werden. Am Beispiel des durchschlagenden Kreiszylindersegmentes
werden die Strategien der Verschiebungs- und Lastkontrolle in der Dynamik, zum Beispiel zur
Simulation entsprechender Versuche, mit der statischen Losung verglichen. Das Phiinomen des
"Mode-Jumping’ und das Potential seiner numerischen Beschreibung wird anhand des axial be-
lasteten Kreiszylinders demonstriert.

7.1 Durchschlagsproblem Kreiszylindersegment

Abbildung 7.1 Durchschlagsproblem Kreiszylindersegment — Geometrie und Belastung
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Untersucht wird das in Abbildung 7.1 dargestellte Kreiszylindersegment. Mit dem Verzicht auf
die Modellicrung asymmetrischer Beulmoden gentigt es, ein Viertel der Kreiszylindersegmentes
mit sechzehn achtknotigen unterintegrierten Schalenelementen zu diskretisieren. Das Tragwerk
soll neben einer statischen Analyse miteinem Bogenlangenverfahren (vgl. Reitinger (1994)) und
Verschiebungskontrolle auch dynamisch analysiert werden. Bei der dynamischen Simulation des
Durchschlagsvorganges sind neben den Dirichlet Randbedingungen infolge der Lagerung der
Struktur weitere Randbedingungen in der Zeit vorzuschreiben. Dics sind

® die Neumann Randbedingung der vorgeschricbencn zentralen Last

® oder die Dirichlet Randbedingung der vorgeschriebenen zentralen Verschicbung.

Entsprechend der neben den Lagerbedingungen eingebrachten Randbedingungen kann das last-—
oder verschiebungskontroltierte Durchschlagen des Kreiszylindersegmentes analysiert werden,
Die Zeitintegration wird mit dem numerisch dissipativen *Bossak—a’ Verfahren mit dem Spek-
tralradius @ = 0.9 nach Tabelle 5.1 und dem Zeitschritt 4r = 1.0ms durchgefiihrt. Dieses
Verfahren gewihrieistet infolge der numerischen Dissipation die Erfiillung das Stabilitatskrite-
rium (3.10) und damit eine stabile Losung des semidiskreten Anfangswertproblemes. Allerdings
ist zu bemerken, daB die numerische Dampfung zur Dissipation durchschlagsinduzierter hoch-
frequenter Moden fithrt. Dies bedeutet eine Niherung des physikalischen Verhaltens der Struktur.
Alternative Zeitintegrationsalgorithmen werden in Kapitel 8.4 anhand dieses Beispicles unter-

sucht.

Mit der statischen Analyse des Kreiszylindersegmentes unter Anwendung des Bogenlidngenver-
fahrens, dargestellt in Abbildung 7.6 (linker Teil), gelingt es nicht den durchgeschlagenen Zu-
stand zu erreichen. Die in Abbildung 7.6 (rechter Teil) abgebildete, verschiebungskontrollierte,
statische Berechnung hingegen ergibt den durchgeschlagenen Zustand, wobei zu bemerken ist,
daB zu Beginn der dargestellten Last-Verschiebungs—~Kurve ein Pfadwechsel stattfindet.

o ! - , .
S yrmierte Konfigurationen .
= _ siehe Abbildung 7.3 - =
< 075 o
2 )
=

- . Vorb - Nachbeul

Abbildung 7.2 Verschiebungsverlauf bei Lastkontrolle
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Der physikalische Vorgang des Durchschlagens oder Beulens wird entgegen seiner statischen
Analyse von Tragheitskraften beeinfluflt. Um diesen Einfluf bei der Simulation zu erfassen, wer-
den im folgenden die dynamischen Krifte bei der Bildung des Gleichgewichtes beriicksichtigt
und die Bewegung der Struktur numerisch integriert. Die erste dynamische Analyse simuliert ein
Durchschlagsexperiment mit einer langsam in der Zeit anwachsenden zentralen Einzellast, wie
sie in Abbildung 7.1 dargestellt ist.

Abbildung 7.3 Deformierte Konfigurationen des Kreiszylindersegmentes bei Lastkontrolle
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Diese Analyse filhrt zu dem in Abbildung 7.2 gegebenen Zeitverlauf der zentralen Verschiebung
und der Randverschiebung. Deutlich zu erkennen ist der Vorbeulbereich mit dem flachen Anstieg
der zentralen Verschiebung und der nahezu verschwindenden Randverschiebung. Das bedeutet,
die Randbereiche des Kreiszylindersegmentes bleiben zu Beginn der Lastaufbringung undefor-
miert und stabilisieren somit das Bogentragwerk (vgl. Abbildung 7.3). Erst nachdem auch die
Randbereiche deformiert werden, beginnt der Vorgang des Durchschlagens, der sich in
Abbildung 7.2 in einem steilen Anstieg der Verschiebungen dufiert.

Nach Erreichen der durchgeschlagenen Position wirken die dynamischen Krifte 4quivalent einer
Impulsbelastung, wodurch hoherfrequente Schwingungsmoden induziert werden. Numerisch
erweisen sich diese Moden als sehr kritisch, da eine Konvergenz in der Gleichgewichtsiteration
bei gleichbleibendem Zeitschritt infolge der sehr kleinen Schwingungsperioden nicht mehr er-
reicht werden kann. Zur Lsung dieses Problems gibt es zwei Méglichkeiten. Die erste ist die
Anpassung des Zeitschrittes an die Anspriiche des dynamischen Modells. Das bedeutet, daf3 sehr
kleine Zeitschritte verwendet werden miissen und die Zeitintegration damit ineffektiv und vor
allem unwirtschaftlich wird. Die zweite, hier angewandte, Methode ist die Elimination der hoch-
frequenten Moden durch numerische Dampfung. Dadurch ist im Nachbeulbereich die Bewegung
der Struktur, reprisentiert durch die niederfrequenten Moden, numerisch integrierbar. Negative
Auswirkungen hat die numerische Dampfung allerdings auch auf die niederfrequenten Moden,
was sich in Abbildung 7.2 durch den Abfall der Schwingungsamplitude im Nachbeulbereich be-
merkbar macht.

R .
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Abbildung 7.4 Zeitverlauf der Last und der Randverschiebung bei Verschiebungskontrolle

Numerisch unkritischer zu beschreiben ist das verschiebungskontrollierte Durchschlagen, darge-
stellt in Abbildung 7.4 und Abbildung 7.5. Durch den kontrollierten Bewegungsablauf des
Durchschlagens wird die Induktion hochfrequenter Schwingungsanteile vermieden. Bemerkens-
wert an dieser Berechnung sind die von Beginn der Zeitintegration an existierenden Oszillationen
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der Reaktionskraft. Ursache dieser Oszillationen ist die zur Zeit f = 0lediglich C-stetige Ver-
schiebungsvorgabe. Dies ergibt fiir die Geschwindigkeit einen Sprung und die Beschleunigung
ist zu diesem Zeitpunkt nicht mehr endlich. Durch die Diskretisierung wird der Geschwindig-
keitssprung 'verschmiert’ und eine endlich Beschleunigung wird vorgeschrieben. Trotzdem ent-
steht damit eine dynamische Last, die wiederum fiir die Oszillationen um die statische Gleichge-
wichtslage verantwortlich ist.

Abbildung 7.5 Deformierte Konfigurationen bei Verschiebungskontrolle
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In Abbildung 7.6 sind die Last—Verschicbungs—-Diagramme der statischen und dynamischen
Analysen zusammengefalt. Deutlich zu erkennen sind zwei Phdnomene der dynamischen Struk-
turanalyse:

® Diekritische Last wird infolge der Massentrigheit gegeniiber der statischen Analyse erhoht
® und die dynamisch ermittelten Last-Verschiebung~Kurven oszillierten um die statische
Gleichgewichtslage.

Die verschiebungsgesteuerte Analyse liefert die Oszillation der Last und die lastgesteuerte Rech-
nung eine Schwingung der zentralen Verschiebung um den statischen Gleichgewichtspfad. Der
Mittelwert der Oszillationen der Verschiebungen (Laststeuerung) entspricht nicht der statischen
Verschiebung bei einer entsprechenden Last, was mitder unterschiedlichen Steifigkeit der Struk-
tur in den beiden Bewegungsrichtungen, ausgehend von der statischen Gleichgewichtslage, er-
klart werden kann. Wie an der statischen Losung in Abbildung 7.6 zu erkennen ist, haben relativ
zu statischen Gleichgewichtslage positive Verschiebungen eine Versteifung des durchgeschlage-
nen Kreiszylindersegmentes zur Folge, wihrend negative Relativverschiebungen eine deutliche
Abnahme der Steifigkeit hervorrufen. Dies bedeutet eine grofie Verschiebungsamplitude in nega-
tiver und eine kleine Amplitude in positiver Richtung.

Ver_s_cl" lebun gskm
statische Losong

Abbildung 7.6 Last—Verschiebungs-Kurve R(x,) des Kreiszylindersegmentes

Extreme Unterschiede in der Struktursteifigkeit des Kreiszylindersegmentes bei dem bereits si-
mulierten lastgesteuerten Durchschlagsvorgang und die darin begriindete starke Verdnderung der
dynamischen Eigenschaften pridestinieren dieses Beispiel zur Untersuchung adaptiver Zeit-
schrittsteuerungen in der nichtlinearen Strukturdynamik. Nach den Ergebnissen in Kapitel 5.5.4
ist der Fehlerastimator (5.42) nach Zienkiewicz, Xie (1991) als Relativmaf3 nach Gleichung
(5.36) am besten geeignet, um eine an die Dynamik der Struktur angepafte Zeitschrittgrofe zu
realisieren. Eine gute Qualitit wird diesem FehlermaB in Scholz (1996) bei der Anwendung mit
numerisch dissipativen Zeitintegrationsalgorithmen in der linearen Strukturdynamik attestiert.
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Aus diesen Griinden wird das oben charakterisierte lokale, relative FehlermaB zur Schrittweiten-
steuerung in Verbindung mit dem numerisch dissipativen 'Bossak—o’ Verfahren (0w = 0.9
nach Tabelle 5.1) angewandt. Die frei definierbare Toleranz, Unter— und Obergrenze des Fehler-
maBes werden

e = 5% vy =08, v, = 1.2 7.1)

und der erste Zeitschritt Az = 0.5ms gewihlt. In Abbildung 7.7 ist das relative FehlermalB bei
einem konstanten Zeitschritt (4t = Ims) und einem adaptiv gesteuerten Zeitschritt im Ver-
gleich dargestellt. Die Zeitintegration mit konstantem Zeitschritt zeigt zu Beginn bei einer sehr
streifen Struktur und am Ende der Zeitintegration infolge der auftretenden hochfrequenten
Schwingungsmoden einen grofien relativen Fehler. Der Vorbeulbereich und das Beulen kénnen
mit einem kleinen Fehler berechnet werden, wobei zu bemerken ist, da$ der Fehler mit kleiner
werdender Struktursteifigkeit ebenfalls abnimmt. Bei Anwendung der adaptiven Zeitschritt-
steuerung wird ein zwischen den vorgegebenen Grenzen variierendes Fehlermal erreicht. Das
Unterschreiten der unteren Fehlergrenze ist moglich, da ein neuer Zeitschritt berechnet, der Zeit-
schritt allerdings nicht, wie bei der Uberschreitung der oberen Fehlergrenze, wiederholt witd,

relativer Fehler 1 [%]

X
1

Irg}egfatiqgszgiitt Imsi k

Abbildung 7.7 Lokaler, relativer Fehler bei adaptivem und konstantem Zeitschritt

Der mit dem berechneten relativen Fehler nach Gleichung (5.38) korrelierende adaptive Zeit-
schritt ist in Abbildung 7.8 dargestellt. Die mit der Deformation abnehmende Steifigkeit der
Struktur spiegelt sich im Vorbeulbereich im anwachsenden Zeitschritt wider. Der sehr schnelle,
jedoch mit den Grundmoden beschreibbare, Durchschlag des Segmentes kann mit einem mitte-
len Zeitschritt berechnet werden. Einen sehr kleinen Zeitschritt erfordert hingegen die Prisenz
hochfrequenter Moden im Nachbeulbereich.
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Zeitschritt A t[ms] ‘:

ent  Nachbeulbereich

i R

Abbildung 7.8 Adaptiver Zeitschritt des durchschlagenden Kreiszylindersegmentes

7.2  Dynamisches Beulen eines Kreiszylinders

Abbildung 7.9 Dynamisches Beulen eines Kreiszylinders ~ Geometrie und Belastung

"Mode-Jumping’, der dynamische Wechsel von Beulmoden einer Struktur, soll anhand des axial
belasteten Kreiszylinders erlautert werden. Betrachtet wird hierzu die in Geometrie und Material
zu dem in Dinkler (1988) untersuchten Kreiszylinder mit starren Endscheiben identische Struk-
tur in Abbildung 7.9. Die Endscheiben sollen mit konstanter Geschwindigkeit aufeinander zube-
wegt und die resultierende Dynamik beobachtet werden. Ohne Einschriinkung der appoximier-
baren Beulmoden ist eine symmetrische Diskretisierung in Umfangsrichtung moglich. Die
vorausgesetzte Symmetrie in Langsrichtung des Zylinders bedeutet hingegen eine Einschrin-
kung beziiglich der darstellbaren Beulmoden. Das betrachtete Viertel des Zylinders wird mit
16 x 8 achtknotigen Schalenelementen, die zur Vermeidung des *Dickenlocking’ mit dem *En-
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hanced Assumed Strain” Konzept nach Biichter, Ramm (1992b) modifiziert sind, diskretisiert.
Die Zeitintegration wird mit der sehr robusten numerisch dissipativen *Bossak—a’ Methode mit

dem Spektralradius 9« = 0.9 und einem Zeitschritt von Ar = 7.5us durchgefiihrt,

Abbildung 7.10 zeigt den zeitlichen Verlauf der Lastkomponente R7 und der Resultierenden der
Lasten des diskretisierten Segmentes bei der nach Abbildung 7.9 vorgeschriebenen Verschie-
bung der Endscheiben. Einem nahezu linearen Anstieg der Last folgt nach dem Ubergang in den
ersten Beulmode in Lingsrichtung — den in Abbildung 7.11 dargestellten sogenannten *Elefan-
tenfuld’ — ein weiterer Verschiebungsbereich mit konstanter Axiallast. In direkter Verbindung zu
dem kurzen Anstieg der Last steht der dynamische Wechsel der Beulform von einem axialen zu
einem radialen Mode mit sieben Beulen tiber den Umfang. Nach Ausbildung der radialen Beulen
sinkt die Summe der Lasten bis auf ein konstantes Niveau. In diesem Zeitbereich wechselt die
Beulform dynamisch auf einen Beulmode mit fiinf Beulen, Ferner wird die Dynamik des *Mode—
Jumping’ von den Schwankungen der Einzellast widergespiegelt. Bei einer weiteren Steigerung

der Verschiebungen im Zeitintervall [3.907ms, 6ms| tritt kein Wechsel der Beulform auf.
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Abbildung 7.10 Zeitverlauf einer Einzellast und der Resultierenden der Lasten

Anzumerken istan dieser Stelle die Problematik der Simulation der eberi beschriebenen "hochdy-
namischen’ Prozesse. Zum einen fithrt die numerische Dissipation zur Elimination hochfrequen-
ter Moden, die den auf Stérungen sehr sensibel reagierenden physikalischen dynamischen Prozefs
entscheidend beeinflussen. Zum anderen erfordern kleine Zeitschritte, die eine numerische Lo-
sung ohne algorithmische Dissipation ermdglichen, sehr rechenzeitintensive Simulationen. In-
folge der physikalischen Sensitivitdt von *Mode-Jumping’ Vorgingen und der iiber die Numerik
eingebrachten 'Imperfektion’ kann auch bei schr kleinen Zeitschritten nicht sicher gestellt wer-
den, daf der physikalisch exakte Beulmode am Ende einer Zeitintegration erreicht wird. Qualita-
tive Aussagen beziiglich des Beulvorganges und die quantitative Ermittlung des Lastniveaus sind
jedoch, wie oben gezeigt, durchaus moglich,
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Abbildung 7.11 Deformierte Konfigurationen des Kreiszylinders bei Verschiebungskontrolle
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8  Weitere numerische Beispiele

Dieses Kapitel dient ausschlielich der Demonstration numerischer Eigenschaften von Zeitin-
tegrationsverfahren. Diese Charakteristika sind im einzelnen:
@ das Stabilitdtsversagen der Methode nach Newmark (1959) ohne numerische Dampfung,
e die Stabilisierung infolge numerischer Dissipation mit den Verfahren nach Hilber, Hughes,
Taylor (1977) — Hilber—a, Wood, Bossak, Zienkiewicz (1981) — Bossak—a und Chung,
Hulbert (1993) - 'Generalized-a Method’
e  das Konvergenzversagen der *Constraint Energy Method’ (CEM) nach Hughes, Caughey,
Liu (1978) .
e das Konvergenzversagen des *Constraint Energy Momentum Algorithm’ (CEMA) ohne
numerische Dissipation, '
e die robuste Zeitintegration mit der "Energy-MomentumMethod” (EMM) nach Simo, Tar- \
now (1992) bei glatten Losungen,
das Konvergenzversagen der EMM beim Auftreten hoherfrequenter Moden
und die robuste 'Zeitintegration mit dem CEMA mit numerischer Dissipation;
auch bei Losungen mit hochfrequenten Moden.,
Die Auswahl der Beispiele erfolgt derart, daB die Abbildung endlicher Verschiebungen, Rotatio-
nen und Deformationen erforderlich ist. Zur Durchfithrung von Parameterstudien und zur De-
monstration der Mehrzahl der erwihnten numerischen Effekte ist es sinnvoll, ein moglichst ein-
faches Modell zu wihlen. Als ein solches einfaches Modell wird ein in der Ebene ’geworfenes
Lineal’ betrachtet, Die Funktionsfahigkeit des CEMA und die Wirkung der numerischen Dissi-
pation bei dreidimensionalen Bewegungs— und Deformationsvorgéngen wird anhand der rdumli-
chen Bewegung des Lineales verifiziert. Da das Beispiel des *Tumbling Cylinder’ in Tarnow
(1993), Simo, Tarnow (1994), Betsch (1996) und Brank, Tonello, Briseghella (1996) zur Demon-
stration der Leistungsfihigkeit der "Energy—Momentum Method’ verwendet wird, sollen auch
hier Ergebnisse gezeigt werden. Anhand des bereits in Kapitel 7.1 erlauterten durchschlagenden
Kreiszylindersegmentes bei Lastkontrolle werden die von hoherfrequenten Moden initiierten nu-
merischen Effekte und Versagensformen erlautert.

8.1 *Geworfenes Lineal’ in der Ebene

Parameterstudien und Vergleiche von Zeitintegrationsverfahren der vorliegenden Arbeit werden
anhand des ’geworfenen Lineales” in der Ebene unternommen. Das in Abbildung 8.1 dargestellte
Lineal mit den Materialparametern

E = 2.06 - 10! —’Yi 0=178" 1031‘55 8.1
m m
und v = 0.0 wird in der gravitationsfreien Ebene durch Impulslasten in Bewegung gesetzt.
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Nach Beendigung der Lastaufbringung miissen physikalisch die totale Energie sowie die jeweils
drei Komponenten von Impuls und Drehimpuls konstant bleiben. Anhand dieser globalen Bi-
lanzgroBen werden die im folgenden dargestellten numerischen Analysen des semidiskreten An-

fangswertproblemes beurteilt.

 0.2800.550 000
3 0

- Abbildung 8.13

Tabelle 8.1 Zeitintegrationsverfahren und —parameter
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Diskretisiert wird die Hilfte des Lineales mit 15 unterintegrierten achtknotigen Schalenelemen-
ten. Samtliche Angaben der Bilanzgrofen erfolgen fiir das diskretisierte halbe Lineal. Wichtig
fiir den Einsatz des CEMA ist, daB lediglich Neumann Randbedingungen und Cauchy Randbe-
dingungen, die keine Lagerreaktion hervorrufen, vorliegen. Die Belastung des Lineales resultiert
in einer Biegedeformation, einer endlichen Rotation und Translation (Abbildung 8.3).

Tabelle 8.1 zeigt den Uberblick der im folgenden untersuchten Zeitintegrationsverfahren mit der
entsprechend angegebenen Parametrisierung und dem Verweis auf die Visualisierung der Ergeb-
nisse. Der Punkt (@) steht hierbei fiir im numerischen Experiment variierte Parameter, die in den
entsprechenden Diagrammen explizit angegeben werden.

8.1.1 Newmark Methode

Integrationszeit 7 [ms]

Abbildung 8.2 Newmark Methode — Energie, Impuls und Drall — Numerische Instabilitét

Abbildung 8.3 Newmark Methode — Deformierte Konfigurationen AT = Ims
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80,

0.8 04 0.2

i

Abbildung 8.5 Newmark Methode — Numerische Instabilitit bei variiertem Zeitschritt At

Das erste numerische Experiment dokumentiert das Stabilititsversagen der Newmark Methode
in der Parametrisierung der Trapezregel mit Genauigkeit zweiter Ordnung. Abbildung 8.2 zeigt
den Verlauf der totalen, kinetischen und inneren Energie des mechanischen Systemes. Des wei-
teren sind in diesem Diagramm die Komponenten des Impulses und des Drehimpulses darge-
stellt. Dabei ist zu bemerken, daB eine Schwerpunktbewegung lediglich in Langsrichtung des Li-
neales initiiert wird, womit die Impulskomponenten in vertikaler Richtung und Querrichtung
Null sind. Des weiteren wird nur die Rotation um die y~Achse angeregt (die J, Komponente re-
sultiert aus dem linearen Impuls L, und dem Schwerpunktabstand des diskretisierten halben Li-
neales vom Koordinatenursprung). Das Newmark Verfahren liefert in einem Integrationsinter-
vall bis ca. 40ms zuverlissige Losungen mit konstanten Bilanzgréfen. Entsprechende
Deformationsfiguren dieses Losungsbereiches sind in Abbildung 8.3 dargestellt. Nach diesem
numerisch stabilen Integrationsintervall wird das Zeitintegrationsverfahren instabil, was nach
dem Kriterium der energetischen Stabilit4t (3.10) mit dem Anstieg der totalen Energie korreliert.
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Problematisch fiir die Anwendung eines solchen Verfahrens sind die Tatsachen, daf trotz einer
instabilen numerischen Integration Gleichgewichtslosungen gefunden werden und die defor-
mierten Konfigurationen zu Beginn dieser Phase instabiler Integration keinen Defekt erkennen
lassen. Erst einige Zeitschritte vor dem Konvergenzversagen, bei inzwischen stark angewachse-
ner totaler Energie, zeigt auch der Bewegungsablauf (Abbildung 8.4) das numerisch instabile
Verhalten.

Wie in Abbildung 8.5 dokumentiert, scheitert der Versuch das Newmark Verfahren durch geei-
gnete Wah! des Zeitschrittes zu stabilisieren. In Abbildung 8.5 ist der Verlauf der totalen Energie
iiber der Integrationszeit fiir verschiedene Zeitschritte dargestellt. Die Wahl der Zeitschrittgrofie
beeinflufit lediglich den Zeitpunkt des Versagens. Eine stabile Zeitintegration mit der Newmark
Methodg ist auch bei einem sehr kleinen Zeitschritt nicht zu garantieren!

8.1.2 Stabilisierung infolge numerischer Dissipation

Eine der Moglichkeiten eine, nach dem Energiekriterium (3.10) stabile Zeitintegration bei nicht-
linearem Strukturverhalten zu gewdhrleisten, ist die algorithmische Dissipation, Parameterstu-
dien der Zeitintegrationsmethoden Hilber—a, Bossak—a und *Generalized~a Method’ sind in
Abbildung 8.6 fiir vorgegebene Spektralradien o dargestellt, Die Hilber-a Methode ist fiir
Spektralradien g o < 1/3 nach Gleichung (5.16) lediglich bedingt spektral stabil, weshalb die
Studien in die;am Parameterbereich keine sinnvollen Ergebnisse liefern.

k’ ;fGenergl’;’z’:éd«angti{O’d.

G

Abbildung 8.6 Dissipative Algorithmen — Energieverlauf bei verschiedenen @«
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Beide klassisch dissipativen Algorithmen, die Hilber—a und Bossak—a Methode, sind mit dem
Spektralradius ¢ » = 1.0 mitdem bereits untersuchten Newmark Verfahren identisch, Auch die
"Generalized-a Method’ weist in dieser Parametrisierung keine numerische Dissipation auf. An
den Zeitschrieben der totalen Energie ist deutlich zu erkennen, daf bereits durch eine geringe nu-
merische Démpfung die Zeitintegration stabilisiert werden kann. Nachteilig wirkt sich die nume-
rische Dissipation auf die Integration von Langzeitdynamiken aus. Hier macht sich der darge-
stellte Verlust der totalen Energie negativ bemerkbar. Da bei dem behandelten Modellproblem
keine hochfrequenten Moden initiiert werden, ist dieser numerische Energieverlust bei geeigne-
ter Parameterwahl (Abbildung 8.8) vernachléssigbar. Das bedeutet, dieses Problem kann sehr gut
mit einem numerisch dissipativen Algorithmus stabil geltst werden.

8.1.3 Stabilisierung infolge erzwungener Energieerhaltung

Neben der algorithmischen Dissipation wird von Hughes, Caughey, Liu (1978) eine weitere
Moglichkeit zur Gewihrleistung numerischer Stabilitit vorgeschlagen. Bei der *Constraint En-
ergy Method’ (CEM) wird die Stabilitit des Newmark Verfahrens durch die Kombination der
" effektiven Strukturgleichung (5.14) mit @, = ay= 0.0, 28 = d = 0.5 und der Energiene-
benbedingung (A.10) erreicht. Wie in Abbildung 8.7 gezeigt wird, kann mit diesem Algorithmus
die totale Energie erhalten werden, das Verfahren ist somit energetisch unbedingt stabit. Trotz-
dem versagt die CEM. Dabei handelt es sich jedoch nicht um ein numerisches Stabilitétsversa-
gen, sondern um ein Versagen der Gleichgewichtsiteration infolge eines zu kleinen Konvergenz-
radius. Auch mit der Erweiterung der Newmark Methode mit den Nebenbedingungen der
algorithmischen Energie—, Impuls— und Drehimpulserhaltung nach Kapitel 6.4 (Sonderfall des
CEMA ohne numerische Dissipation) kann die Elimination des Defektes der CEM nicht erreicht
werden.

 keine Kon

ImpulsL [N/s], Drall J [Nmis]

Abbildung 8.7 Newmark mit Energienebenbedingung - Newton-Raphson Iteration
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Erst die Kombination von numerischer Dissipation und der Nebenbedingung der Energieerhal-
tung garantiert eine numerisch stabile, sukzessiv konvergente Integration des semidiskreten An-
fangswertproblemes. Neben der notwendigen Erhaltung der Energie wird mit dem CEMA die
Erhaltung der verbleibenden globalen Erhaltungsvektoren, des Impulses und des Drehimpulses,
ebenfalls erzwungen. Abbildung 8.8 zeigt das Ergebnis des numerisch dissipativen Basisalgo-
rithmus nach Wood, Bossak, Zienkiewicz (1981) in den BilanzgréBen. Impuls und Drehimpuls
werden erhalten, die totale Energie zeigt geringe Schwankungen. Da bereits der Basisalgorith-
mius sehr gute Ergebnisse liefert, wird die Verbesserung durch die mit den Parametern 8/ = 1/6
und ¢' = 1/2 im Zeitschritt integrierten Nebenbedingungen an diesem Beispiel nicht deutlich
(CEMA -~ Abbildung 8.9). Lediglich die Schwankungen im Verlauf der totalen Energie kénnen
infolge der Aktivierung der Energienebenbedingung behoben werden.

Sl
el >
- 5
7 =
4] ey
i =
Vo £
vy 8
- 10U, ’“E»? :
Aoandl 5
FRiifaiagy i :
il ? -
10, =

ImpulsL [Nis], Drall J [Nmis]

Integrationszeit ¢ [ms}

Abbildung 8.9 ’Constraint Energy Momentum Algorithm’ mit Basisalgorithmus Bossak-a
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Um an dem Beispiel des 'geworfenen Lineales’ den Einfluf3 der Nebenbedingungen herauszuar-
beiten, wird der Basisalgorithmus derart parametrisiert (Tabelle 8.1), da ein deutlicher Energie-
verlust bereits nach 1000 Zeitschritten auftritt (Abbildung 8.10). Die Implementierung des
CEMA im Programmsystem CARAT (’Computer Aided Research Analysis Tool” - Stegmiiller,
Bletzinger, Kimmich (1987)) erlaubt die Untersuchung des Einflusses einzeln aufgebrachter Ne-
benbedingungen.

Wie in Abbildung 8.10 dargestellt, wird bei Ergénzung des Basisalgorithmus mit der Energiene-
benbedingung (8’ = 1/2)der Energieverlust infolge der numerischen Dissipation kompensiert.
Dies hat jedoch zur Folge, dafl Impuls und Drehimpuls anwachsen. Wird zusétzlich die Erhaltung
der 3 Komponenten des Impulses gefordert, bleiben auch diese konstant, der Drall steigt jedoch
noch stirker an, als dies bei alleiniger Ergéinzung des Basisalgorithmus mit der Energienebenbe-
dingung der Fall war. Erst die erzwungene Erhaltung von Energie—, Impuls und Drehimpuls
(' = 1/6) ermoglicht eine zuverldssige und genaue Zeitintegration (Vergleich mit
Abbildung 8.8, Abbildung 8.9 und Abbildung 8.11).

Der Aufwand an zusitzlicher Rechenzeit zur Berticksichtigung der Nebenbedingungen der Ener-
gie—, Impuls— und Drallerhaltung des *Constraint Energy Momentum Algorithm’ im Vergleich
zum verwendeten Basisalgorithmus wird in Kuhl, Ramm (1996) fiir das eben gezeigte Beispiel
mit ca. 40% ermittelt.

o
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Abbildung 8.10 ’Constraint Energy Momentum Algorithm’ — Einfluf} der Nebenbedingungen
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8.1.4 Stabilisierung infolge algorithmischer Energieerhaltung

Die dritte Moglichkeit, um energetische Stabilitit in der nichtlinearen Dynamik zu garantieren,
ist die algorithmische Energieerhaltung, wie sie zum Beispiel von Simo, Posbergh, Marsden
(1990}, Simo, Tarnow (1992) und Lewis, Simo (1994) publiziert wurde. Die von Simo, Tarnow
(1992) fiir Kontiuumselemente vorgestellte "Energy-Momentum Method’ (EMM) kann auf das
in Kapitel 4 beschriebene Schalenelement mit extensiblem Direktor angewandt werden. Die
Zeitintegration des vorliegenden Problemes mit diesem Algorithmus gewihrleistet numerisch
stabile und konvergente Losungen bei der Erhaltung globaler Bilanzgrofien (Abbildung 8.11),

Abbildung 8.12 zeigt die Deformationsfiguren, berechnet mit der EMM und dem CEMA, im
Vergleich. Nach 1000 Zeitschritten unterscheiden sich die deformierten Konfigurationen der bei-

den Algorithmen nur geringfiigig. Die Unterschiede sind auf eine sehr geringe Differenz in der
Periode zurtickzufiihren.

o ‘:,‘t:‘egﬂratioqsyzebi}:t} ms} k

Abbildung 8.11 "Energy—Momentum Method’

41 = Olms
b Constraint Enetgy Momentum Algorithm (CEMA)

Abbildung 8.12 Energetisch stabile Algorithmen — Deformierte Konfigurationen AT = 10ms
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8.1.5 Stabilisierungsmethoden und Langzeitdynamik

Unterschiede der in den Kapiteln 8.1.2 bis 8.1.4 eingesetzten numerisch stabilen Zeitintegrati-
onsverfahren werden erst bei der Betrachtung eines sehr grofien Integrationszeitraumes deutlich.
Abbildung 8.13 zeigt die Betrachtung der Langzeitdynamik des ’'geworfenen Lineales’ (80000
Zeitschritte). Die EMM und der CEMA zeigen in den Bilanzgrofien identische Ergebnisse, wo
hingegen die Bossak—a Methode einen Energieverlust aufweist. Dieser Energieverlust macht ein
numerisch dissipatives Zeitintegrationsverfahren, auch bei Problemen ohne die Anregung hoch-
frequenter Moden, fiir die Betrachtung von Langzeitdynamiken unbrauchbar.

.....

totale Energie £

 TmpulsL [Nis], Drall S (Neis]

Abbildung 8.13 Energetisch stabile Zeitintegrationsalgorithmen — Langzeitdynamik
8.2 Riumliche Bewegung des ’geworfenen Lineales’

etrie und Posit

Dicke = 0,002m |

Abbildung 8.14 Raumliche Bewegung des 'geworfenes Lineales’ — Geometrie und Belastung
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Die Funktionsfahigkeit des ’Constraint Energy Momentum Algorithm’ und die Wirkung der nu-
merischen Dissipation bei dreidimensionalen Bewegungs— und Deformationsvorgingen wird
anhand der raumlichen Bewegung des bereits in Kapitel 8.1 behandelten Lineales verifiziert.

Gegenitber Kapitel 8.1 wird lediglich die Lastaufbringung und die Diskretisierung, wie in
Abbildung 8.14 dargestellt, modifiziert. Die verdnderte Aufbringung der Last bewirkt eine
Translation in allen 3 Raumrichtungen, ¢ine Rotation um 3 Achsen sowie eine Biege-und Tor-
sionsdeformation des Lineales. Die komplexe Bewegung des Lineales im Raum ist in
Abbildung 8.15 fiir den Beginn des Integrationsintervalles dargestellt,

Abbildung 8.15 *Constraint Energy Momentum Algorithm’ — Bewegungsvorgang A7 = 4ms

Die Zeitintegration mit der Bossak-a Methode, deren Zeitintegrationsparameter nach
Tabelle 5.1 durch den Spektralradius g = 0.9 charakterisiert sind, ist mit dem Zeitschritt
At = 0.05ms numerisch stabil; weist allerdings einen starken Verlust der totalen Energie auf
(Abbildung 8.16). Interessant ist die Abnahme der Energie nach dem Auftreten hsherfrequenter
Moden und die Konstanz der Energie nach deren numerischer Dissipation. Begriindet in der star-
ken Abnahme der Energie der Zeitintegrationen mit der Bossak—a Methode ist dieses Verfahren
fiir derartige Problemstellungen ungeeignet.

Die in Abbildung 8.17 dokumentierte Analyse der riumlichen Bewegung des geworfenen Linea-
les mit dem *Constraint Energy Momentum Algorithm’ bestitigt die in Kapitel 8.1 getroffenen
Aussagen beziiglich des Algorithmus:

®  Der Algorithmus ist numerisch stabil,
e sukzessive quadratisch konvergent
® und die Energie, der Impuls und der Drehimpuls werden erhalten,
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Integrationszeit |

Abbildung 8.17 *Constraint Energy Momentum Algorithm’ — Bossak-a

8.3  ’Tumbling Cylinder’

‘Das in Tarnow (1993) zur Demonstration der Leistungsfihigkeit der 'Energy-Momentum
Method’ eingefiihrte Beispiel des *Tumbling Cylinder’, dessen Bewegungsvorgang in
Abbildung 8.19 dargestellt ist, liefert keine neuen Aussagen beziiglich der Zeitintegrationsver-
fahren. Hier soll lediglich gezeigt werden, daf dieses Beispiel fiir die numerische Integration un-
kritischer ist, als die rdumliche Bewegung des geworfenen Lineales. Bereits der Einsatz eines
klassischen Zeitintegrationsverfahrens mit numerischer Dissipation, hier am Beispiel der *Gen-
eralized-a Method’ demonstriert, liefert sehr gute Ergebnisse, die von den in Tarnow (1993),
Simo, Tarnow (1994), Betsch (1996) und Brank, Tonello, Briseghella (1996) gezeigten nicht ab-
weichen.
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Die Bewegung des in Abbildung 8.18 dargestellten Kreiszylinders mit den Materialparametern
E =201 0= 1.0553- (8.2)
m m

und v = 0.25 wird im gravitationsfreien Raum durch Impulslasten (Abbildung 8.18) initiiert.
Im Gegensatz zu den genannten Veroffentlichungen, in denen 4-knotige Elemente verwendet
werden, wird der Kreiszylinder hier mit 96 unterintegrierten 8-knotigen Schalenelementen dis-
kretisiert. Dies hat zur Folge, da hoherfrequente Eigenformen approximiert werden kénnen und
somit die iterative Losung der effektiven Strukturgleichung im Zeitschritt kritischer wird. Zur
Zeitintegration werden die Newmark Methode mit 8 = 1/4,0 = 1/2und die *Generalized—a’
Methode (0 = 0.9) mit einem Zeitschritt 4z = 20ms eingesetzt,

Abbildung 8.18 *Tumbling Cylinder’ — Geometrie, Diskretisierung und Belastung

Abbildung 8.19 Bewegungsvorgang des "Tumbling Cylinder’ AT = 400ms
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Die Zeitintegration mit der Newmark Methode zeigt das nach den Ausfithrungen in der genann-
ten Literatur und in Kapitel 8.1.1 zu erwartende Stabilititsversagen (Abbildung 8.20). Allein
durch die Aufbringung einer numerischen Dissipation (Abbildung 8.21) kénnen die Integration
stabilisiert und zuverlissige Ergebnisse erzielt werden, Die numerische Dissipation wurde dabei
derart gewihlt, daB die niederfrequenten Moden nicht beeinfluBt werden, Das Verhiltnis von ki-
netischer zu innerer Energie macht den Grund fiir das numerisch unkritische Verhalten des *Tum-
bling Cylinder’ deutlich: Der Deformationsanteil der totalen Energie ist gegeniiber der kineti-
schen Energie, und somit dem Anteil der Starrkdrperdynamik, sehr gering. Das bedeutet, die
Deformation des Zylinders spiclt eine untergeordnete Rolle.

Abbildung 8.21 *Generalized-a’ Methode ~ Energie, Impuls und Drehimpuls
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8.4  Durchschlagsproblem — Kreiszylindersegment

Das bereits in Kapitel 7.1 behandelte und in Abbildung 8.22 nochmals dargelegte Durchschlag-
sproblem eines zentral belasteten Kreiszylindersegmentes bei Lastkontrolle soll hier verwendet
werden, um die Problematik hochfrequenter Moden und deren Auswirkungen auf die Numerik
der Zeitintegration zu demonstrieren, Ferner sollen die Leistungsfihigkeit und die Problematik
des im Rahmen der vorliegenden Arbeit entwickelten *Constraint Energy Momentum Algo-
rithm’ studiert werden. Durch die parallele Dissipation hoherer Moden und erzwungene Erhal-
tung der BilanzgroBen ist es mit CEMA méglich, Probleme mit hochfrequentem Stéranteil der
Bewegung einerseits stabil und andererseits in den globalen Erhaltungsgrofen korrekt in der Zeit
zu integrieren.

 Poisson-Zahl

Abbildung 8.22 Durchschlagsproblem Kreiszylindersegment — Geometrie und Belastung

Der Vorteil hierbei ist, daB infolge der Dissipation hochfrequenter Anteile auch mit im Vergleich
zur EMM groBen Zeitschritten konvergente Losungen im Zeitintervall garantiert werden kon-
nen. Auf der anderen Seite besteht folgende Problematik: Wie bereits bei der Entwicklung des
CEMA deutlich gemacht wurde, ist in dem Algorithmus eine Beriicksichtigung von Dirichlet
Randbedingungen in den Nebenbedingungen der Impuls~ und Drallerhaltung gegenwirtig noch
nicht berticksichtigt. Der Algorithmus wird aus diesem Grund in der auf den Basisalgorithmus
und die Energienebenbedingung reduzierten Form verwendet. Weiterhin kann derzeit keine Aus-
sage liber eine, von der Standardparametrisierung (8’ = 1/6und 8’ = 1/2) abweichende, giin-
stige Wahl der Parameter B’ und &' zur Integration der diskreten algorithmischen Bilanzglei-
chungen getroffen werden. Die in den vorangehenden Abschnitten erfolgreich gewihlte
Standardparametrisierung fithrt hier infolge schlechter Konvergenzeigenschaften nicht zum er-
winschten Ergebnis. Mit der Parameterwahl 6’ = 0.8 (8’ wird lediglich zur Integration der
Drallbedingung benétigt) folgt eine robuste und quadratisch konvergente Zeitintegration mit
CEMA. Alle weiteren Zeitintegrationsparameter sind mit denen in Kapitel 7.1 identisch.
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Abbildung 8.23 Verschiebungsverlauf bei Lastkontrolle (Newmark und Bossak-a)

Der Zeitpunkt des Beginns der instabilen numerischen Integration der Newmark Methode in der
Formulierung der Trapezregel ist hier nicht, wie in dem vorangegangenen Beispielen, zu erken-
nen, Selbst die im letzten konvergenten Zeitschritt ermitteite Deformationsfigur erscheint sinn-
voll (Abbildung 8.23). Hier dréngt sich der Gedanke auf, die Stabilitiit der Zeitintegration nach
der Energiebedingung (3.10) und somit mit dem Residuum der Nebenbedingung der Energieer-
haltung (6.13)mit ¢’ = 0.5 zu beurteilen. Dieses Residuum ist fiir die Integration mit dem New-
mark und dem Bossak—o Algorithmus in Abbildung 8.24 dargestellt. Newmark, wie auch Bos-
sak—0, weisen nach erfolgtem Durchschlag des Kreiszylindersegmentes Oszillationen des
Residuums nach Gleichung (6.13) auf, wobei diese fiir das Newmark Verfahren stark anwachsen,
bei der Bossak—a Methode hingegen tendenziell abnehmen. Die Definition einer algorithmi-
schen Stabilidtsaussage ist hiermit jedoch noch nicht méglich.

| Bossaka
== Newmark

 Energiebilanz 7, [MJ]

- 100 200

 Integrationszeity [ms]

Abbildung 8.24 Algorithmische Energiebilanz (6.13) (Newmark und Bossak—-a)
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Die Analyse des Durchschlagsproblemes mit der EMM und mit dem CEMA (Abbildung 8.25)
offenbart die Vorteile des entwickelten Algorithmus: Die durch den Durchschlagsvorgang ini-
tiierten hochfrequenten Moden fithren bei dem vorgegebenen Zeitschritt zum Versagen des
EMM in der Gleichgewichtsiteration. Die entsprechende Deformationsfigur des letzten konver-
genten Zeitschrittes ist in Abbildung 8.25 dargestellt. Durch die Dissipation hochfrequenter Mo-
den konvergiert die Losung der modifizierten effektiven Strukturgleichung des CEMA in jedem
Zeitschritt. Damit ist eine stabile und konvergente Zeitintegration mit einem relativ grofien Zeit-
schritt zu realisieren. Zu bemerken ist hier, daB die Dissipaiion heherfrequenter Moden in Kom-
bination mit der Energienebenbedingung mit einem Energietransfer von hohen zu niedrigen Mo-
den verbunden ist. Demnach werden die Schwingungsamplituden der niederfrequenten Moden
leicht iiberhoht analysiert. Dieser Effekt, bereits anhand der nichtlinearen Plattenschwingung in

Kapitel 6.9.1 diskutiert, wird aber als tolerierbar angesehen.

Abbildung 8.25 Verschiebungsverlauf bei Lastkontrolle (EMM und CEMA)
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9 Zusammenfassung und Ausblick

9.1 Zusammenfassung und Bewertung

Die vorliegende Arbeit beschreibt eine Methode zur dynamischen, materiell linearen und geome-
trisch nichtlinearen Analyse von diinnwandigen Strukturen mit endlichen Deformationen und
Rotationen. Die Problematik infolge der geometrischen Nichtlinearitit ist der Verlust der nume-
rischen Stabilitdt klassischer Zeitintegrationsverfahren bei Integration des entsprechenden semi-
diskreten Anfangswertproblemes. In der linearen Dynamik unbedingt stabile, robuste und er-
folgreich angewandte Algorithmen kollabieren bei der Integration der nichtlinearen
Bewegungsgleichung infolge zwei zu differenzierender Ursachen: dem Konvergenz—~ und dem
Stabilitdtsversagen. Ziel der Arbeit war die Bereitstellung eines robusten Zeitintegrationsverfah-
rens, das sowohl! nach der Definition des Energiekriterfums nach Belytschko, Schoeberle (1975)
stabil ist, als auch mit endlichen Zeitschritten zu konvergenten Losungen fiihrt.

Basierend auf einer kontinuumsmechanischen Formulierung des Anfangs— Randwertproblemes
der Elastodynamik wird die auf der schwachen Form gegriindete sequentielle Raum-Zeitdiskre-
tisierung fiir die numerische Losung mit Finiten Elementen und Zeitintegrationsalgorithmen dis-
kutiert und angewandt.

Zur rdumlichen Diskretisierung diiinwandiger Strukturen wird ein isoparametrisches finites
Schalenelement eingesetzt, das den Bewegungsvorgang mit endlichen Verschiebungen und
Rotationen beschreiben kann. Dieses Schalenelement wird nach dem Degenerationskonzept ent-
wickelt. Hierbei wird dem typischen Vorgehen fiir diinnwandige Strukturen entsprechend der
Schalenraum durch die Schalenmittelfldche und ein Direktorfeld beschrieben und der Ortsvektor
der Schalenmittelfliche und der Schalendirektor isoparametrisch interpoliert. In der verwende-
ten Form mit extensiblem Direktor wird ein in Dickenrichtung linear veriinderliches Verschie-
bungsfeld (Reissner-Mindlin Kinematik) und die Dickenénderung der Schale beschrieben. Der
herausragende Vorteil des extensiblen Direktors ist die Mdglichkeit, dreidimensionale konstitu-
tive Gleichungen in unkondensierter Form einzusetzen. Der als *Dickenlocking’ bezeichnete
Versteifungseffekt infolge des unvollstindigen linearen Verschiebungsansatzes in Dickenrich-
tung kann mit dem "Enhanced Assumed Strain” Konzept vermieden werden. Beziiglich der zu
entwickelnden Variation und Zeitableitungen des Verschiebungsfeldes erwies sich die ange-
wandte Formulierung des Schalenelementes mit Differenzvektor als duBerst giinstig. In der vor-
liegenden Arbeit werden hierzu der Trigheitsterm des Prinzipes der virtuellen Arbeit sowie die
globalen Bilanzgrofien Energie, Impuls und Drehimpuls fiir dieses Element in diskreter Form
entwickelt und damit die Grundlage zur Entwicklung des *Constraint Energy Momentum Algo-
rithm’ geschaffen.

Die Diskretisierung in der Zeit wird mit der Zerlegung des Integrationszeitraumes in Zeitinter-
valle mit Newmark Approximationen fiir die Verschiebungen, Geschwindigkeiten und Be-
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schleunigungen realisiert. Die *Generalized—a’ Methode nach Chung, Hulbert (1993) als verall-
gemeinerter  Vertreter  direkter, impliziter Einschritt-Zeitintegrationsverfahren  mit
kontrollierbarer algorithmischer Dissipation wird zur Integration nichtlinearer semidiskreter
Anfangswertprobleme erweitert. Die aus der Modifikation der semidiskreten Bewegungsglei-
chung und den Newmark Approximationen in der Zeit resultierende effektive Strukturgleichung
mitdem Verschiebungsvektor als primérer Lésungsvariablen wird konsistent linearisiert und da-
mit einer iterativen Losung mit dem Newton~Raphson Schema zuginglich gemacht. Um den
Zeitintegrationsalgorithmus von 2. Ordnung genau, spektral stabil und beziiglich der algorithmi-
schen Dissipation nieder— und hochfrequenter Moden optimal zu parametrisieren, werden die )
Zeitintegrationsparameter als Funktion eines einzig freien Parameters des Spektralradius ge-
wiihlt. Bei Aktivierung der numerischen Dimpfungseigenschaften durch geeignete Parameter-
wahl erwies sich die vorgestellte ’Generalized-a’ Methode bei geometrisch nichtlinearem Struk-
turverhalten als energetisch stabil. Diese energetische Stabilitdt muf allerdings mit einem
algorithmischen Energieverlust bezahlt werden, was dieses Verfahren zur Integration von Lang-
zeitdynamiken ungeeignet macht.

Effektivitit und Genauigkeit von Zeitintegrationsverfahren werden entscheidend von der Wahl
des Zeitschrittes beeinfluit. Um einen KompromiB aus Rechengenauigkeit und ~aufwand zu fin-
den und die Anpassung des Zeitschrittes an die mit der Deformation der Struktur vertinderlichen
dynamischen Eigenschaften des Tragwerkes zu ermdglichen, werden Methoden zur adaptiven
Zeitschrittsteuerung, die fiir die Anwendung in der linearen Dynamik konzipiert sind, vorgestellt
und diskutiert. Lediglich eine nachlaufbasierte a posteriori Fehlerschitzung nach Zienkiewicz,
Xie (1991) oder Li, Zeng, Wiberg (1993) kann, allerdings mit Einschrinkungen, als numerisch
effektive Basis fiir eine adaptive Schrittweitensteuerung empfohlen werden. Die erwiihnten Ein-
schrénkungen sind die mangelnde Ubereinstimmung von geschétztem und tatsichlichem Fehler
und die ungeldste Problematik der Wah! der zulissigen Fehlertoleranzen und ~grenzen.

Auf der *Generalized-o’ Methode aufbauend wird der *Constraint Energy Momentum Algo-
rithm’ (CEMA) durch Formulierung der effektiven Strukturgleichung als Stationarititsproblem
und dessen Erginzung durch die Nebenbedingungen der algorithmischen Bilanzgleichungen von
Energie—, Impuls—und Drallerhaltung entwickelt. Hierzu ist es erforderlich, die globalen Bilan-
zengleichungen réumlich zu diskretisieren und anschlieBend liber einen typischen Zeitschritt
konsistent mit den Approximationen des zugrunde gelegten Zeitintegrationsalgorithmus zu inte-
grieren. Das mit Hilfe der Methode der Lagrange Multiplikatoren entstandene nichtlineare Glei-
chungssystem der erweiterten effektiven Strukturgleichung und der algorithmischen Bilanzen-
gleichungen wird konsistent linearisiert und nach der Partitionierungsstrategie geldst. Der
entwickelte Algorithmus verbindet zwei an sich widerspriichliche numerische Eigenschaften:
Zum einen ist der Algorithmus numerisch dissipativ und zum andern wird die totale Energie in
einem typischen Zeitschritt erhalten. Erklirt werden kann dieses Paradoxon, wie anhand eines
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Beispieles gezeigt wird, mit dem Energietransfer von hochfrequenten zu niederfrequenten dyna-
mischen Moden der Strukturanwort.

Beispiele zeigen zum einen die Anwendung von Zeitintegrationsalgorithmen zur Analyse von
dynamischem Beulen und Bewegungen mit endlichen Deformationen und Rotationen und zum
anderen die Eigenschaften, Funktionen und Versagensursachen verschiedener Algorithmen.
Diese Eigenschaften der Zeitintegrationsalgorithmen konnen folgendermaBen zusammengefaBt
werden:

® Der Newmark Algorithmus in der Parametrisierung der Trapezregel erweist sich bei der
Integration des nichtlinearen semidiskreten Anfangswertproblemes als nicht stabil.

@ Die von Hughes, Caughey, Liu (1978) vorgeschlagene Erginzung der Trapezregel mit der
“algorithmischen Nebenbedingung der Energieerhaltung fithrt zu einer stabilen, jedoch
nicht immer konvergenten Zeitintegration.

®  Algorithmen mit algorithmischer Dissipation sind energetisch stabil, liefern allerdings in-
folge der auch fiir niederfrequente Moden unvermeidbaren Dissipation bei der Integration
groBer Integrationsintervalle unbrauchbare Ergebnisse.

® Die 'Energy-Momentum Method’ (EMM) nach Simo, Tarnow (1992) ist energie—, im-
puls— und drehimpulserhaltend und somit energetisch stabil und genau,

@ Die Integration von Strukturantworten mit hochfrequenten dynamischen Moden und ak-
zeptabler Zeitschrittgrofe mit der EMM versagt wiihrend der Gleichgewichtsiteration im
Newton-Raphson Schema. Zu Integration derartiger Probleme sind mit der EMM kleine
Zeitschritte erforderlich.

® Der CEMA garantiert die Erhaltung der Energie, des Impulses und des Drehimpulses in
einem Zeitschritt und ist damit energetisch stabil und in den Bilanzgroen exakt. Der Algo-
rithmus erfordert allerdings eine erhhten Rechenaufwand im Zeitschritt.

@ CEMA mit aktiver algorithmischen Dissipation ist weiterhin auf Probleme mit angeregten
hochfrequenten Moden bei akzeptablen Zeitschritten anwendbar.

e Die Kombination von algorithmischer Dissipation und der erzwungenen Energieerhaltung
(CEMA) fiihrt zum Energietransfer von hochfrequenten zu niederfrequenten Moden,

9.2  Fazit und Ausblick

Mit dem CEMA steht eine Methode zur Verfiigung, die numerisché Dissipation und algorithmi-
sche Energie—, Impuls— und Drehimpulserhaltung in idealer Weise kombiniert. Infolge numeri-
scher Dissipation strukturdynamisch unrelevanter hochfrequenter Moden wird eine, in der Ver-
groferung des Konvergenzradius der Gleichgewichtsiteration begriindete, numerisch stabile
Integration mit endlichen Zeitschritten erméglicht. Die mit Nebenbedingungen erzwungene Er-
haltung der Bilanzgrofien erzielt weiterhin eine global korrekte Losung des semidiskreten An-
fangswertproblemes. Da die algorithmische Dissipation und der damit verbundene Energietrans-
fer nur bei Strukturantworten mit hochfrequenten Anteilen auftritt, konnen Probleme mit glatten
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Lasungen mit einer dem Newmark Verfahren fiquivalenten Genauigkeit und. im Gegensatz zum
Newmark Verfahren, numerisch stabil gelost werden. Im Vergleich zum ebenfalls energetisch
stabilen, numerisch dissipativen Basisalgorithmus liefert der CEMA beim Auftreten hochfre-
quenter Moden oder bei der Integration grofer Zeitintervalle verbesserte Ergebnisse. Gegeniiber
der EMM hat der CEMA Vorteile bei der Integration von Dynamiken mit hochfrequenten Antei-
len; hier ermdglicht die algorithmische Dissipation vergleichsweise grofie Zeitschritte.

Derzeit nicht integrierte Bestandteile des CEMA sind die Einbindung von Dirichlet Randbedin-
gungen in die Nebenbedingungen der Impuls— und Drehimpulserhaltung sowie die Bestimmung
der von der Standardparametrisierung abweichenden Parameter der konsistenten Integration al-
gorithmischer Bilanzgleichungen. Die Losung des ersten Punktes ist zur Erlangung der Praxi-
stauglichkeit des Algorithmus unabdingbar. Der Versuch, die in der Gleichgewichtsiteration am
Ende jedes Iterationsschrittes berechneten Lagerreaktionen in die Impuls— und Drehimpulsne-
benbedingung einzubinden, scheitert derzeit infolge einer mangelnden Konvergenzrate. Der
zweite Teilaspekt kann mit Parameterstudien untersucht werden.

Bei der Integration der Bewegungsvorgiinge von Strukturen mit hoch gradiger geometrischer
Nichtlinearitit und der damit verbundenen extremen Verinderung modaler Komponenten in Ei-
genfrequenz und ~form erfordert zur effektiven numerischen Integration in der Zeit eine zuver-
lassige adaptive Kontrolle der Schrittweite. Auf diesem Forschungsgebiet sind weitere Untersu-
chungen von a posteriori Fehlerdstimatoren in Anwendung auf nichtlineare diskrete Probleme
mit einer Vielzahl von Freiheitsgraden oder neuer Kontrollkonzepte von Interesse. Ein Ansatz
eines neuartigen Kontrollkonzeptes konnte die Generierung einer Referenzlgsun g mit Hilfe einer
polynomialen oder harmonischen Extrapolation des aktuellen Verschiebungszustandes sein, die
von bereits ermittelten Verschiebungszustinden ausgehen.

Ein in der vorliegenden Arbeit ausgenommener physikalischer Effekt ist die materielle Nichtli-
nearitéit. Plastische Deformationen und die damit verbundene Konvertierung mechanischer
Energie in thermische Energie 148t einen positiven EinfluB auf die Numerik der Zeitintegration
vermuten. Infolge der im mechanischen Feld dissipierten Energie kann auf Grund der physikali-
schen Gewihrleistung des Energiekriteriums eine numerisch stabilisierende Wirkung erwartet
werden. Die Integration der Plastizitiit ist damit neben einer verbesserten Modellierung der Phy-
sik auch aus Griinden der Numerik von Vorteil.
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A Anhang

In diesem Kapitel werden, zum besseren Verstindnis der Arbeit, einige in der Arbeit bendtigte
Rechenregeln der Tensoralgebra und Tensoranalysis erldutert. Diese Zusammenstellung erhebt
jedoch keinen Anspruch auf Vollstindigkeit. Ausfiihrliche Erkldrungen zur Tensorrechnung fin-
den sich u.a. in de Boer (1982), Hughes (1987), Klingbeil (1989) und Lippmann (1993).

In einem weiteren Abschnitt werden Alternativen zur konsistenten Integration der algorithmi-
schen Bilanzgleichungen des *Constraint Energy Momentum Algorithm’ aufgezeigt.

A.1 Tensoralgebra

Ein belicbiger nichtsymmetrischer Tensor s; zweiter Stufe kann additiv in einen symmetri-

schen s, und schiefsymmetrischen s;;; Anteil aufgespalten werden.

R P
b 1
i L

- I B S
S = Sgy t S = T3 5 (A1

Ist 5; ein nichtsymmetrischer Tensor und 1; = t;; ein symmetrischer Tensor, dann gilt fiir die
doppelte Kontraktion der Tensoren (Hughes (1987)):

S b = S by (A2)

Hieraus folgt unmittelbar fiir den Sonderfall eines schiefsymmetrischen Tensors s; = — ;.
8jj + Sji S = Sy

i by = S by = 5 ty = 3 ;= 0 . (A.3)

A.2  Tensoranalysis

Rechenregeln bei der Bildung der Divergenz:

V-(S-s)=8":Vs+V-8T5 (A4)

Ve(sx8)=sXV-§+Vsx8§ ) (A.5)

A3 Integralsiitze

Mit dem Gauss—Integralsatz ist die Umwandlung von Volumen- in Flichenintegrale moglich.
Das Volumenintegral der Divergenz eines Tensors kann durch das Flichenintegral der einfa-
chen Kontraktion des Tensors mit dem Einheitsnormalenvektor der Oberfliche n ersetzt wer-

den.

jV’SdV=JS~71dA §=5g®g; (A6)

v A
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jV-st=fs-ndA s =.s'g, (A7)

v A

Das Green Theorem oder die partielle Imegration:

S o _ |as
Isgx-dv-— JadeA«}-IsSndi (A8)

A.4 Alternative Integration der algorithmischen Bilanzgleichungen

Die Integration der algorithmischen Bilanzgieichung liber dem Zeitintegrationsschritt zur Gene-
rierung von Nebenbedingungen des Stationaritédtsproblemes als Grundlage fiir den 'Constraint
Energy Momentum Algorithm’ kann, wie in in Kapitel 6.4 erwihnt und in Abbildung 6.4 darge-
stellt, alternativ zu der in erlduterten konsistenten Integration mit der Trapezregel oder einer ge-
mischten Integrationsmethode erfolgen.

A.4.1 Trapezregel

Mit der Trapezregel wird ein bestimmites Integral durch die Trapezfliche unter dem Integranden
approximiert.

At
[ f@dr =4 (fw = 0) + fw = a0y = 4L G+ p (A9)
0

Angewandt auf die algorithmische Energiebilanz (6.2) liefert die Trapezrege! die Nebenbedin-
gung

Zy~K+U-K-U-4li R+&-K-i-Ci-it Ca) (A.10)

der Energieerhaltung in einem Zeitintegrationsschritt. Neben der Nebenbedingung selbst, wer-
den zur Generierung der modifizierten effektiven Strukturgleichung und deren Tangentenopera-
tor ihre ersten beiden Richtungsableitungen benotigt. Die Géteaux Ableitung der kinetischen und
der inneren Energie ist analog zu Gleichung (6.13) gegeben. Wihrend die Richtungsableitung
der Arbeit der dufleren Krifte im Zeitschritt sehr schnell entwickelt werden kann, sind fiir die
Giteaux Ableitung der Arbeit der Dampfungskrifte die Kettenregel, die Richtungsableitung
(6.15) und die Newmark Approximation (5.12) des aktuellen Geschwindigkeitsvektors zu beach-
ten. Wie schon in Kapitel 6.4.2 kann auch hier die Richtungsableitung der Nebenbedingung der
algorithmischen Energieerhaltung in wihrend der Newton-Raphson Iteration konstante und va-
riable Anteile aufgespalten werden.
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ZE'"=[~ﬂzaAzr2'7+B%7(1*;6§>ﬁ+%(]”§%)ﬁ]'M"§ERT USHE

82 82
+ﬁ2At2u-M mu'c-f-NT(u)

Die zweite Géteaux Ableitung der Nebenbedingung der algorithmischen Energieerhaltung unter-
scheidet sich lediglich im Wichtungsfaktor der Ddmpfungsmatrix von Gleichung (6.22).

82 g 0%

ZE.uu ﬂzAtz B4: C + K(u) ' (A.12)

Die Approximation der algorithmischen Impulsbilanz (6.4) mit der Trapezregel liefert die Im-
puls Nebenbedingung

z,=~L-L-4laR+R-Cu-cCi), (A.13)

/

deren erste Richtungsableitung in der Gleichgewichtsiteration konstant ist, womit die zweite
Richtungsableitung der Impuls Nebenbedingung identisch Null ist.

Z,

M

é =
(ﬁAt M+ '2? ) Zyu=0 (A.14)

Die Integration der Drehimpulsbilanz (6.6) nach der Trapezregel ergibt die Drehimpuls Neben-
bedingung.

z,~J-J-4a(G+iR+FR-G+i)Ci-FCi) (A.15)

Géteaux Ableitungen fithren zu einer in der Gleichgewichtsiteration konstanten ersten Rich-
tungsableitung der Drall Nebenbedingung

= o [ ol o _ 2 4t 3
Z,, = [ﬂAty+(,3 1>u+(2ﬂ 1)’Atu]M+a2R (A.16)

a [%yﬁ'f'(i%—%)AIi}*‘(a—ﬂ-*i)Afz-}c

und damit zum Verschwinden der zweiten Richtungsableitung.

Z =0 (A.17)

Juu
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A.4.2 Gemischte Integration nach Hughes, Caughy, Liu (1978)

Der Energieerhaltende Algorithmus von Hughes, Caughy, Liu (1978) - *Constraint Energy
Method’ — auf Basis der Newmark Methode in der Formulierung der konstanten mittleren Be-
schleunigungsmethode mit § = 1/4 und & = 1/2 verwendet die Nebenbedingung der Ener-
gieerhaltung — ohne die Berticksichtigung physikalischer Ddmpfung — mit dem Zie! der Gewihr-
leistung von unbedingter energetischer Stabilitit. Die algorithmische Energiebilanz (6.2) wird
nach Anwendung des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung (z.B. Bronstein, Semendjajew
(1979)) auf den Geschwindigkeitsvektor

(o) ~ L 3 (A.18)

mit der Trapezregel integriert. Die in der genannten Versffentlichung verwendete Entwicklung
der Energienebenbedingung wird, ergnzt um den Term der physikalischen Dampfung und die
Erweiterung auf beliebige Parameter f und J, im Folgenden demonstriert.

At At
~ - 5 u-—u, U—-a, -
Z;~K+U-K-T L = R(r)dr+L T2 Cu@ & (A.19)
zEzK+U—i<“—U—%(u~m-(R+E)—%(u——m.0(u+rb (A20)

Die erste Giteaux Ableitung der Kinetischen und potentiellen Energie ist auch hier analog zu
Gleichung (6.19). Mit einer zu Kapitel A.4.1 analogen Vorgehensweise ergibt sich die erste
Géteaux Ableitung der verbleibenden Termie der 4uBeren lasten und der Didmpfungskrifte.

ZE,u“—-[ o2 ﬁ+3§§( —-Q)u“'+é(l——é—>ﬁ:l-M—%(R+F)T (A21)

Bz B) "B\ 28
S -2 RS VI I IS
+[ 2ﬂAtu+(I 2ﬁ)u+<2 4ﬁ)Aru] C
T
+ﬂAt2u M+/3’2Atu C + N'(u)

Aus obiger Gleichung ergibt sich die zweite Gateaux Ableitung der Energie Nebenbedingung.
Diese enthilt als einzigen in der Gleichgewichtsiteration variablen Anteil die Tangentensteifig-
keit.

_ 90?2 o)
Zrau = gogp M+ g €+ K@) (A22)
Die Nebenbedingungen der algorithmischen Impuls— und Drehimpulserhaltung werden in Er-
génzung zu der Verdffentlichung von Hughes, Caughy, Liu (1978) mit der Trapezregel nach Ka-

pitel A.4.1 integriert.
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