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Zusammenfassung

Zur Generierung aussagekriftiger und zuverléssiger Tragwerke mit Hilfe der Methoden
der Strukturoptimierung ist es erforderlich, das tatséchliche, in der Regel nichtlineare
Strukturverhalten bereits wiahrend des Optimierungsprozesses moglichst gut zu erfassen.
Probleme der Strukturoptimierung fithren oftmals zu nichtlinearen Optimierungsaufga-
ben, die mit gradientenbasierten Verfahren effizient gelost werden konnen. Hierfiir wer-
den die Gradienten, d.h. die Sensitivitéiten, der Zielfunktion und der Nebenbedingungen
nach den Optimierungsvariablen benotigt. Da die Entwurfskriterien im allgemeinen von
der Strukturantwort abhingen, wird die Komplexitit sowie die Herleitung der Sensiti-
vitdtsanalyse im wesentlichen durch das mechanische und numerische Modell bestimmt.
Im Mittelpunkt der vorliegenden Arbeit steht die Herleitung und numerische Umsetzung
der analytischen Sensitivitdtsanalyse bei elastoplastischem Materialverhalten mit Ver—
und Entfestigung und geometrischer Nichtlinearitdt mit Hilfe der Methode der Finiten
Elemente. Aufgrund der Pfadabhingigkeit der Strukturantwort im Rahmen der raten-
unabhéngigen Plastizititstheorie (PRANDTL-REUSS) ist eine spezielle Prozedur fiir die
ebenfalls pfadabhéngige Sensitivitéitsanalyse erforderlich.

Es wird eine variationelle und direkte Formulierung der analytischen Sensitivitdtsanalyse
vorgestellt, die sich in Verbindung mit elastoplastischem Materialverhalten als besonders
vorteilhaft erweist. Besondere Beachtung bei der Herleitung der analytischen Sensiti-
vitdtsanalyse ist auf eine zum Losungsalgorithmus der Strukturanalyse konsistente Vor-
gehensweise zu legen. Dies bezieht sich sowohl auf das Integrationsverfahren der kon-
stitutiven Gleichungen als auch den Algorithmus fiir die Pfadverfolgung. Die entwickelte
Sensitivitdtsanalyse ist wegen ihrer Allgemeingiiltigkeit fiir beliebige Optimierungsproble-
me, z.B. in der Form— und Topologieoptimierung, einsetzbar.

Der Einflul des mechanischen und numerischen Modells bei der Berechnung von Opti-
mierungsproblemen wird anhand ausgewéhlter Beispiele unter Verwendung der zuvor be-
schriebenen Sensitivitdtsanalyse demonstriert und diskutiert. Anhand der Maximierung
der Duktilitdt oder der Minimierung des Gewichts wird zum einen gezeigt, welchen Einflufy
das zugrunde gelegte Materialmodell auf die optimale Topologie bzw. Form haben kann,
zum anderen wird die Notwendigkeit einer Formoptimierung im Anschlufl an eine Topo-
logieoptimierung zur genauen Bestimmung von Details aufgezeigt. Zur Vermeidung von
frithzeitigem Tragwerksversagen infolge Stabilitdt wird eine Stabilitdtsnebenbedingung im
Optimierungsprozefl zuséitzlich beriicksichtigt, deren Auswirkung auf die optimale Form
des Tragwerks verdeutlicht wird.



Abstract

To generate meaningful and reliable structures by using the methods of structural opti-
mization it is essential to gather the real, in general nonlinear structural behavior already
for the optimization process.

The design problems of interest often lead to nonlinear optimization problems which can
be solved efficiently by gradient based methods. Thus, it is necessary to compute the
sensitivities, that are the gradients of the objective and the constraints with respect to
the optimization variables. Because the optimization criteria depend in general on the
structural response, the theoretical and computational complexity of the sensitivity ana-
lysis is dominated by the underlying, mechanical and numerical model.

The present work focuses on developing and implementing an analytical approach for the
sensitivity analysis. The structural response is characterized by an elastoplastic material
behavior with strain hardening and softening as well as geometrical nonlinearities, and is
simulated by a Finite Element method. A PRANDTL-REUSS model is applied to describe
the elastoplastic material which leads to path—dependent response. In turn, this requires
a special procedure to treat the also path-dependent sensitivity analysis.

A variational and direct formulation for the analytical sensitivity analysis is presented.
The advantages of this formulation in the context of elastoplasticity are discussed. The
proposed procedure is consistent with the one for computing the structural response. This
refers to the integration method of the constitutive equations as well as the path following
strategy. Due to its generality, the proposed sensitivity analysis can be applied to diverse
optimization problems including shape and topology optimization.

The influence of the mechanical and numerical model on the optimization procedure and
the optimization results is demonstrated with selected examples. For maximizing the
ductility and minimizing the weight the influence of the material model on the optimum
topology and shape is studied. The importance of subsequent shape optimization fol-
lowing a topology optimization step is shown. Additional constraints on the structural
stability are imposed in order to avoid structural failure. The influence of these constraints
on the optimum shape is studied.
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Bezeichnungen

Folgende Abkiirzungen und Bezeichnungen werden in der vorliegenden Arbeit verwendet.

Davon abweichende Definitionen werden an den entsprechenden Stellen vorgenommen.

* o

Losung des Optimierungsproblems, Werte im Optimum

Abkiirzungen

CAD Computer Aided Design

CAGD Computer Aided Geometric Design

CARAT Computer Aided Research and Analysis Tool - FEM Programmsystem
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Variation

Funktionenrdume, Normen
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Raum der n—fach stetigen Ableitungen
Unterraum

Menge der reellen Zahlen

Menge der ganzen Zahlen

Lo—Norm

Gradientenoperatoren
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Ve:z: ()
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

Die Anforderungen an Konstruktionen beschrinkten sich in fritherer Zeit hauptséichlich
auf deren technische Eigenschaften und Funktionalitdt. Durch das wachsende Bewufitsein
in der Bevélkerung in bezug auf Wirtschaftlichkeit und Umweltvertréglichkeit, aber auch
in bezug auf die Machbarkeit bzw. Ausfiihrbarkeit von Tragstrukturen, sind diese Anfor-
derungen zusétzlich schon vor bzw. wihrend des Konstruktionsprozesses beim Entwurf
zu berticksichtigen, ohne jedoch andere Eigenschaften negativ zu beeinflussen. Allerdings
diirfen diese zusétzlich zu beriicksichtigenden Faktoren den Entwicklungsprozef3 aus wirt-
schaftlichen Griinden nicht verlangsamen. Bei Konstruktionen, die nicht weiter verbessert
werden konnen oder sollen, steht besonders eine schnellere Entwicklungs— bzw. Herstel-
lungszeit zur Reduktion der Kosten im Vordergrund, ohne Qualitdtsverluste hinnehmen
zu miissen.

Die Wirtschaftlichkeit einer Konstruktion wird durch verschiedene Einfluffaktoren be-
stimmt. Neben der Entwicklungsphase und dem Herstellungsprozef selbst sind dies vor
allem die Kosten und aufzubringende Mengen der verwendeten Materialien, die Unter-
haltung und der Betrieb. Wéhrend die Wirtschaftlichkeit des Herstellungsprozesses vom
reibungslosen Konstruktionsablauf und einer gut durchdachten Koordination abhéngig
ist, spielt die Art der Konstruktion, d.h. die verwendeten Materialien und das Prinzip
der Lastabtragung, fiir die Wirtschaftlichkeit der Unterhaltung und den Betrieb eine ent-
scheidende Rolle. Die Einsparung von Ressourcen infolge einer effektiven Ausnutzung der
verwendeten Materialien wirkt sich direkt auf die Kosten aus und kann fiir die technische
Machbarkeit einer Tragkonstruktion von entscheidender Bedeutung sein.

Die optimale Ausnutzung von Materialien, wie dies in der Natur vorbildlich, beispiels-
weise beim Wachstum von Pflanzen oder auch von Knochen, demonstriert wird, ist dann
gegeben, wenn die Form der ’Konstruktion’ dem KraftfluB infolge einer Beanspruchung
optimal angepaf}t ist. Diese optimale Form wird von den Eigenschaften des verwendeten
Materials und den gegebenen Randbedingungen (Lasten, Lagerbedingungen) bestimmt,
d.h. das Wechselspiel zwischen dem mechanischen Verhalten eines Tragwerks und dessen
Geometrie bzw. Form wird durch die Gesetze der Mechanik beschrieben.

Das iibliche ingenieurmiflige Vorgehen ist die Bestimmung der inneren Beanspruchung in-
folge einer dufleren Belastung eines gegebenen, z.B. beruhend auf der Erfahrung des Kon-
strukteurs, oder auch ’willkiirlich” angenommenen Tragwerks. Die Vorgabe der zuldssigen
Beanspruchung in Form von Spannungen, Verzerrungen oder Verschiebungen und die Er-
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mittlung der daran (optimal) angepafliten Geometrie stellt die Umkehrung der iiblichen
Vorgehensweise dar. Dieses Umkehrprinzip, das dem natiirlichen Wachstum zugrunde
liegt, wird fiir den Einsatz zum Entwurf von Tragkonstruktionen auch als Strukturopti-
mierung bezeichnet.

Die Anfinge der Strukturoptimierung gehen bereits auf GALILEO GALILEI zuriick, der
1638 das Gewicht eines Kragbalkens minimierte. Durch die Anpassung des Querschnitts-
verlaufs des Kragbalkens an die Biegebeanspruchung infolge einer dufleren Belastung 148t
sich das Gewicht erheblich reduzieren (SzABO [221]). Der Beginn der Entwicklung der
mathematischen Optimierung wurde jedoch erst durch die Einfiihrung der Differential-
und Integralrechnung durch NEWTON und LEIBN1Z gegen Ende des 17. Jahrhunderts
ermoglicht. Optimalitéit einer Funktion ist durch deren Ableitung (Differentiation) nach
den freien Parametern definiert.

Aufbauend auf diesen Erkenntnissen, entwickelte sich die Variationsrechnung, deren Ent-
stehung BERNOULLI, EULER und LAGRANGE wéhrend des 17. und 18. Jahrhunderts zu-
geschrieben wird, was den Beginn der mathematischen Optimierung darstellt. Allerdings
wird erst durch die Arbeiten von MAXWELL um 1870 die mathematische Optimierung
als eine Methode zur Generierung von Tragwerken eingesetzt und von MICHELL anfangs
des 20. Jahrhunderts fortgefiihrt (vgl. WIEDEMANN [247]). MICHELL ermittelt in seinen
Arbeiten das Gewichtsminimum fiir eine vorgegebene, maximal zuldssige Spannung fiir
einen Lastfall. Die daraus entstehenden optimalen Tragwerke sind jedoch als ’Spezial-
tragwerke’ zu verstehen, da sie aus einem unendlich feinen Netz von orthogonalen Stében
bestehen, das an den Verldufen der Trajektorien orientiert ist. Allerdings gelten diese
Tragwerke bis heute als Referenzlésungen.

Jedoch lassen sich nur wenige strukturmechanische Probleme in analytischer Form I&sen.
Zur Erfassung beliebig komplexer Problemstellungen ist daher der Einsatz von Approxi-
mationstechniken zur Beschreibung der Geometrie und zur Bestimmung des Strukturver-
haltens erforderlich. In den Ingenieurwissenschaften hat sich zur Ermittlung der Struktur-
antwort die Methode der Finiten Elemente, die diese mittels lokaler R1TZ—Anséitze appro-
ximiert, bewdhrt. Durch die etwa zeitgleiche Entwicklung von Computern entstand eine
nahezu ideale Verbindung, grofle strukturmechanische Probleme numerisch zu behandeln.
Eine wegweisende Arbeit fiir den Einsatz dieser numerischen Verfahren in der Struktur-
optimierung wurde 1960 von SCHMIT [197] vorgestellt. Allerdings ist die Behandlung von
hochgradig komplexen und nichtlinearen Optimierungsproblemen erst durch die rasante
Weiterentwicklung in der Computertechnologie méglich geworden. Immer ausgefeiltere
Methoden in bezug auf mathematische Algorithmen zur Lésung nichtlinearer Optimie-
rungsprobleme, computerorientierte Konstruktionsverfahren zur geometrischen Beschrei-
bung von Tragwerken, wie beispielsweise das ’'Computer Aided Design (CAD)’, aber auch
zuverlissige Methoden zur approximativen Bestimmung des Strukturverhaltens, konnen
dadurch fiir den Optimierungsprozef eingesetzt werden.

Die Weiterentwicklung der Approximationsverfahren, wie z.B. das der Methode der Fini-
ten Elemente, in bezug auf eine realistischere Erfassung des tatsdchlichen mechanischen
Verhaltens von Tragwerken stellt einen Forschungsschwerpunkt dar. Damit werden zur
Steigerung der Zuverldssigkeit und Aussagekraft numerischer Berechnungen nichtlineare
Effekte beriicksichtigt. Dies sind beispielsweise die Erfassung von geometrischer Nicht-
linearitét (z.B. groBle Verschiebungen, grofie Verzerrungen und Stabilitdtsphéinomene)
und/oder materieller Nichtlinearitét, wie z.B. Plastizitit oder Schidigung. In diesem Zu-
sammenhang sind auch die (nichtlineare) Dynamik und Kontaktprobleme zu nennen. Ein
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weiterer Faktor zur realistischen Beschreibung der Strukturantwort stellt die Erfassung
von Schwankungen der Material-, der Geometrie— und auch der Beanspruchungsgréfien
sowie der Lagerbedingungen dar, was auch als Stochastik bezeichnet wird. Unter die-
se Kategorie fallen beispielsweise geometrische Imperfektionen und statistisch ermittelte
Last— und Materialdaten, die eine gewisse Streubreite aufweisen.

Fiir die Beriicksichtigung der nichtlinearen Effekte in der Strukturoptimierung sind die
numerischen Verfahren entsprechend aufzubereiten, um die fiir die Optimierung erforder-
lichen Gradienteninformationen mittels der Sensitivitdtsanalyse ermitteln zu konnen.
Der Entwurf von Tragwerken in der Luft— und Raumfahrt, im Automobilbau, im Maschi-
nenbau oder auch im Bauwesen erfordert in bezug auf Wirtschaftlichkeit, Zuverlissigkeit
und Sicherheit die Einbeziehung moglichst vieler der genannten Einfluifaktoren. Aus
diesem Grund erscheint es fiir den Einsatz der numerischen Verfahren der Strukturopti-
mierung als Entwurfshilfe unumgénglich, diese Verfahren sukzessive zu erweitern, um den
obengenannten Anforderungen Rechnung tragen zu kénnen. Auflerdem sind Tragwerke,
die mit Hilfe von Optimierungsverfahren generiert werden, sehr hiufig, wie im Fall der
sogenannten MICHELL-Strukturen (vgl. MICHELL [146]), hochspezialisierte Tragwerke.
D.h. sie stellen ein Optimum beziiglich der gew#hlten Bedingungen, wie z.B. die duflere
Belastung und das zugrunde liegende mechanische Modell, aber auch der zeitlichen und
rdumlichen Diskretisierung von Geometrie und Strukturantwort, dar. Je einfacher das
mechanische Modell fiir die Strukturanalyse und den Optimierungsprozefl gewihlt wird,
desto spezialisierter, aber oftmals auch desto unrealistischer, ist das generierte Tragwerk.
Diese Problematik ist beispielsweise in Abbildung 1.1 verdeutlicht.

Ziel dieses Formoptimierungsbeispiels ist es, die Duktilitit des Tragwerks, d.h. das Ener-
gieabsorptionsvermogen, bei konstant vorgegebener Masse zu maximieren. Basierend auf
einem sowohl geometrisch als auch materiell linearen mechanischen Modell, ergibt sich die
in Abbildung 1.1 dargestellte, optimal an die definierten Bedingungen angepafite Form.
Aufgrund der Gleichstreckenlast pafit sich die Form des Riegels an den Momentenverlauf
an, allerdings werden durch den Optimierungsprozefl sehr diinne Stiele sowie Auflager
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Abbildung 1.1: Formoptimierung eines Rahmentragwerks
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sehr geringer Breite (b; = 0.148 m) erzeugt. Dies wird zu Stabilitdtsproblemen und zu
einer Uberschreitung der aufnehmbaren Spannungen fiithren, wenn das reale Strukturver-
halten beriicksichtigt wird. Wie sich die Erweiterung bzw. Anpassung des mechanischen
Modells an das tatsdchliche Strukturverhalten auf das Optimierungsergebnis auswirken
kann, wird im Laufe der vorliegenden Arbeit diskutiert.

Der Konstruktionsprozef§ von Tragwerken muf in heutiger Zeit vor allem wirtschaftlichen
Aspekten Rechnung tragen, ohne jedoch die Sicherheit der Tragkonstruktionen aufler acht
zu lassen. Aus diesem Grund ist es notwendig, daf die eingesetzten, numerischen Metho-
den, wie beispielsweise die Strukturoptimierung, diesen Anforderungen entsprechen bzw.
dahingehend verbessert werden, um das tatsédchliche Strukturverhalten mdéglichst exakt
abbilden zu kénnen.

Allerdings kénnen durch die mathematisch—-mechanisch orientierten Methoden der Struk-
turoptimierung nicht alle Einfluifaktoren, die letztendlich fiir die Gestalt bzw. Form-
gebung einer Tragkonstruktion mafigebend sind, erfafit werden. Diesbeziiglich sind bei-
spielsweise die Herstellungs— und Betriebskosten oder auch die Entsorgungskosten, die
beim Recycling anfallen, zu nennen. Obwohl diese Einfluifaktoren eventuell approxima-
tiv in der Optimierung beriicksichtigt werden konnen, so ist dies bei der Asthetik einer
Konstruktion nahezu unmoglich.

1.2 Zielsetzung

Die realistischere Erfassung des mechanischen Tragverhaltens schon wihrend des Kon-
struktionsprozesses, fiir den beispielsweise die Methoden der Strukturoptimierung einge-
setzt werden konnen, ist das Ziel der vorliegenden Arbeit.

Eine abstrakte Methode zur Behandlung und Losung beliebiger Optimierungsprobleme
ist die Mathematische Programmierung. Diese wird in Gradientenverfahren und gradi-
entenfreie Verfahren eingeteilt. In der vorliegenden Arbeit kommen aus Effizienzgriinden
und aufgrund der groflen Variabilitit ausschlieSlich Gradientenmethoden zum Einsatz.
Die Ermittlung der hierfiir notwendigen Gradienteninformationen wird mit Hilfe der Sen-
sitivitdtsanalyse durchgefiihrt, die im Optimierungsprozef} infolge ihrer theoretischen und
numerischen Komplexitit bei nichtlinearen Strukturproblemen eine zentrale Rolle ein-
nimmt.

Die Berechnung von Sensitivitéiten bei nichtlinearem Strukturverhalten erfordert beson-
ders bei geschichtsabhéingigen Problemen, wie beispielsweise der Elastoplastizitéit, speziel-
le Strategien. Wie die Bestimmung der Strukturantwort, die im Rahmen der vorliegenden
Arbeit mit der Methode der Finiten Elemente ermittelt wird, ist die Sensitivitdtsanalyse
inkrementell, d.h. nach jedem Gleichgewichtszustand durchzufithren. Um die Genauig-
keit der Sensitivititsanalyse bei nichtlinearem Strukturverhalten garantieren zu kénnen,
ist die Orientierung der Herleitung der Sensitivitdtsanalyse am Losungsalgorithmus fiir
die Strukturantwort notwendig, was zunéichst deren Aufarbeitung erfordert.

Daher ist das Ziel dieser Arbeit die Herleitung und numerische Umsetzung eines robusten,
effizienten und allgemeingiiltigen, zur Losungsstrategie fiir die Strukturantwort konsisten-
ten Algorithmus zur Bestimmung der fiir die Optimierung notwendigen Gradienteninfor-
mationen. Fiir geschichtsabhingige Probleme, bei denen die Sensitivititsanalyse inkre-
mentell durchzufiihren ist, eignet sich besonders gut die variationelle, direkte Vorgehens-
weise, was im Laufe der Arbeit noch vorgestellt und begriindet wird. Diese variationelle,
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direkte Sensitivitdtsanalyse empfiehlt sich auflerdem aufgrund ihrer groflen Variabilitét in
idealer Weise zur Bestimmung der Ableitungen beliebiger Entwurfskriterien. Auflerdem
wird das spezielle Vorgehen bei elastoplastischem Materialverhalten mit Ver— und Entfe-
stigung aufgezeigt und auf den Einflul der Losungsmethode bei der Strukturanalyse auf
die Sensitivitidtsanalyse eingegangen. Zudem werden durch die vorgestellte Formulierung
geometrisch nichtlineare Effekte beriicksichtigt.

Die exakte Berechnung der Ableitung von Entwurfskriterien, wie beispielsweise der Duk-
tilitdt oder des kritischen Lastfaktors, die mit anderen Methoden oftmals nur approxi-
mativ durchgefithrt werden kann, wird demonstriert. Abschliefend wird anhand aus-
gewihlter Beispiele der Strukturoptimierung die Einsetzbarkeit der entwickelten Sensiti-
vitdtsanalyse bei materiell und geometrisch nichtlinearem Strukturverhalten aufgezeigt.
Auflerdem wird mit deren Hilfe die Notwendigkeit der Beriicksichtigung von strukturellen
Nichtlinearitdten im Optimierungsprozel zur Generierung zuverlissiger Konstruktionen
verdeutlicht.

Anmerkung:

Die numerische Umsetzung der im Rahmen der vorliegenden Arbeit entwickelten Algo-
rithmen auf der Basis der entsprechenden theoretischen Hintergriinde ist in dem FE-
Programmsystem CARAT [46] verwirklicht. Dieses wurde bzw. wird am Institut fiir
Baustatik der Universitdt Stuttgart unter besonderer Beriicksichtigung der Anforderun-
gen bei der Strukturoptimierung entwickelt (BLETZINGER [30], [33], KimMICH [106], REI-
TINGER [180], MAUTE [136]).

1.3 Gliederung

Die vorliegende Arbeit gliedert sich wie folgt:

In Kapitel 2 werden zunéchst die zur effizienten, numerischen Losung von Optimierungs-
aufgaben erforderlichen Grundlagen bereitgestellt. Dabei steht besonders die Integrati-
on der verschiedenen Teildisziplinen, wie mathematischer Optimierungsalgorithmen (z.B.
SQP), computerorientierter Konstruktionsverfahren (z.B. CAD) und Analyseverfahren
(z.B. FEM) zur Ermittlung der Strukturantwort, aber auch deren Ableitung in ein Ge-
samtkonzept, im Vordergrund.

Die Behandlung von Form— und Topologieoptimierungsproblemen und die dafiir notwendi-
ge geometrische Modellierung und Definition der Optimierungsvariablen wird in Kapitel 3
beschrieben. Im Fall der Formoptimierung sind diese Variablen geometrische Groflen wie
Querschnittsabmessungen, aber vor allem die Koordinaten von Knoten formbeschreiben-
der Funktionen. Bei der Topologieoptimierung werden sowohl geometrische Groflen auf
der Mikroebene als auch Materialgroflen auf der Makroebene als Optimierungsvariablen
definiert.

Die Beschreibung der Strukturanalyse erfolgt in Kapitel 4. Neben der Definition und
phdnomenologischen Beschreibung materiell und geometrisch nichtlinearer Strukturpro-
bleme, wie Plastizitit mit Ver— und Entfestigung, grofler Verformungen und Stabilitét,
wird auf die numerische Behandlung dieser Randwertprobleme mit Hilfe der Methode der
Finiten Elemente eingegangen. Die dort getroffenen Definitionen bilden die Grundlagen
der in den Kapiteln 5 und 6 diskutierten Methoden zur Sensitivitdtsanalyse.

In Kapitel 5 werden die prinzipiell unterschiedlichen Methoden zur Sensitivitdtsanalyse
vorgestellt sowie Vor— und Nachteile fiir deren Anwendung auf verschiedene strukturme-
chanische Probleme diskutiert. Eine geeignete Wahl ist besonders fiir geschichtsabhéngige
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Probleme und die Behandlung beliebiger Optimierungsaufgaben von entscheidender Be-
deutung.

Die analytische Berechnung der Sensitivitdten nichtlinearer Strukturprobleme wird in
Kapitel 6 diskutiert. Dabei wird besonders auf die inkrementelle Vorgehensweise zur
Behandlung geschichtsabhéingiger Probleme, wie der Elastoplastizitit bei groflen Ver-
formungen, jedoch kleinen Verzerrungen, eingegangen. Um zuverléssige Ergebnisse bei
der analytischen Sensitivitéitsanalyse zu erhalten, ist eine Formulierung konsistent zur
Losungsmethode zur Ermittlung der Strukturantwort zwingend erforderlich. Je nachdem,
ob ver— oder entfestigendes Materialverhalten bzw. welche Art von Optimierungsvariablen
definiert ist, ist die Ableitung der Materialparameter entsprechend zu bestimmen. Die
numerische Umsetzung im Rahmen der Methode der Finiten Elemente wird ausfiihrlich
beschrieben. Die Verifikation der hergeleiteten Theorie und der zugehorigen algorithmi-
schen Umsetzung zur analytischen Sensitivitdtsanalyse wird anhand verschiedener struk-
turmechanischer Beispiele durchgefiihrt. Zu Vergleichszwecken werden u.a. Beispiele aus
der Literatur herangezogen. Auflerdem werden Schwierigkeiten bei der Ermittlung der
Sensitivititen aufgezeigt sowie deren Behandlung beschrieben.

Aufgrund der groflen Flexibilitit des vorgestellten Algorithmus zur Berechnung der Sensi-
tivitdt der Strukturantwort konnen die Ableitungen verschiedenster Entwurfskriterien zur
Losung von Optimierungsaufgaben mittels gradientenbasierter Methoden gebildet werden.
Dies ist in Kapitel 7 beschrieben. Dabei wird besonders auf die Ermittlung der Ableitung
des kritischen Lastfaktors und der Duktilitéit eingegangen.

Die Anwendung der vorgestellten Verfahren zur Problembeschreibung und deren Appro-
ximation (Geometriemodell), zur Beschreibung der Geometrie- bzw. Materialvariation
(Optimierungsmodell) sowie zur Struktur— und Sensitivitdtsanalyse (Analysemodell) auf
Optimierungsprobleme wird in Kapitel 8 anhand ausgewihlter Beispiele der Formopti-
mierung diskutiert. Die Maximierung der Duktilitit oder die Minimierung des Gewichts
unter Beriicksichtigung verschiedener Nebenbedingungen sind dabei mogliche Optimie-
rungsziele.

Anschlieflend werden in Kapitel 9 die wichtigsten Ergebnisse und Erkenntnisse der vor-
liegenden Arbeit zusammengefafit. Es folgt deren Bewertung sowie ein Ausblick auf
zukiinftige Entwicklungen.

Die Herleitung der Methoden in den Kapiteln 4, 6 und 7 erfolgt fiir den allgemeinen, dreidi-
mensionalen Fall und beliebige Plastizitdtsmodelle. Im Anhang wird auf die erforderlichen
Umformungen bei der konsistenten Linearisierung der konstitutiven Annahmen, die not-
wendigen Modifikationen der Herleitungen und Algorithmen fiir den Spezialfall des ebenen
Spannungszustandes ('plane stress’) und der voN MIsEs—FlieBbedingung mit linearer, iso-
troper und kinematischer Ver— und Entfestigung eingegangen. Anhang A beinhaltet die
Umformungen und Definitionen fiir die Ermittlung der konsistenten elastoplastischen Ma-
terialtangente. Anhang B beschiftigt sich mit der Herleitung der fiir den obengenannten
Spezialfall konsistenten, elastoplastischen Materialtangente. Die entsprechenden Modifi-
kationen fiir die variationelle, direkte Sensitivitidtsanalyse sind in Anhang C zu finden,
und in Anhang D ist die analytische Ableitung der konsistenten, elastoplastischen Mate-
rialtangente nach den Optimierungsvariablen beschrieben.



Kapitel 2

Grundelemente und Gesamtkonzept
der Strukturoptimierung

2.1 Einleitung

Die Strukturoptimierung hat zur Aufgabe, Tragwerke beziiglich eines oder mehrerer de-
finierter Entwurfskriterien zu verbessern. Dabei kommen eine Vielzahl mathematisch
formulierbarer, zumeist mechanisch aber auch geometrisch orientierter Entwurfskriterien
in Frage. Diese, auch als Zielfunktionen bezeichnet, sind beispielsweise die Maximierung
der Steifigkeit oder Duktilitéit, ein moglichst ausgeglichener Spannungszustand oder auch
die Minimierung des Strukturvolumens bzw. des Strukturgewichts. Letztere zdhlt man
zu den geometrischen Entwurfskriterien. Das Gewicht eines Tragwerks ist genau dann
minimal, wenn es null ist; abgesehen von negativen und damit unphysikalischen Werten.
Diese, aus mathematischer Sicht richtige Aussage, ist allerdings fiir realistische Problem-
stellungen ungeeignet, da duflere Lasten nicht abgetragen werden konnen. Dies fiihrt zu
der Einfiihrung von sogenannten Nebenbedingungen, durch die funktionsbedingte bzw.
mechanische Aspekte, wie beispielsweise maximal zuldssige Spannungen oder Verschie-
bungen, in die Strukturoptimierung eingebracht werden kénnen. Analog lassen sich auch
geometrisch orientierte Nebenbedingungen, wie beispielsweise die Erhaltung des Struk-
turvolumens, motivieren. Diese Nebenbedingung wird héufig bei der Maximierung der
Steifigkeit, was im linearen Fall der Minimierung der inneren Forméinderungsenergie ent-
spricht, eingesetzt, um die Moglichkeit des unbegrenzten Massenzuwachses zur Steigerung
der Zielfunktion zu verhindern.

Dies ist jedoch lediglich als Motivation der Notwendigkeit von Nebenbedingungen zu
verstehen. Eine Kombination von mechanisch orientierten Zielfunktionen und Nebenbe-
dingungen ist ebenfalls denkbar. Normalerweise wird das statische Gleichgewicht a priori
erfiillt. Eine andere Mdglichkeit ist die Beriicksichtigung des Gleichgewichts als Gleich-
heitsnebenbedingung im Optimierungsprozef.

Je nachdem, auf welcher Entwurfsebene das zuvor beschriebene Optimierungsproblem
definiert ist, spricht man von Topologie-, Form—, Bemessungs— bzw. Querschnitts— und
Materialoptimierung.

Mit Hilfe der Topologieoptimierung soll der konzeptionelle Aufbau eines Tragwerks, al-
so die Lage, die Anordnung und die Anzahl von Tragwerkselementen ermittelt werden;
d.h. die Nachbarschaftsbeziehungen der Materiepunkte werden bestimmt. Formopti-
mierungsprobleme starten von einem topologisch bereits bekannten Tragwerk. Es wer-
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den lediglich die dufleren und inneren Begrenzungskanten bzw. —flichen durch die Op-
timierung verdndert. Ein Spezialfall der Formoptimierung stellt die Bemessungs— bzw.
Querschnittsoptimierung dar. Kennzeichnend fiir diese Art der Optimierung ist eine direk-
te (explizite) Abhéingigkeit von der definierten variablen Grofle bzw. Abmessung und dem
mechanischen Verhalten der Struktur. Unter der Annahme von linear elastischem Struk-
turverhalten ist die Steifigkeit eines Zugstabes proportional zu dessen Querschnittsfliche
bzw. eine kubische Funktion beziiglich der Balkenhohe fiir eine Biegebeanspruchung. Als
Beispiel fiir eine Materialoptimierung kann die optimale Anordnung von Fasern in einer
Matrix genannt werden. Dabei bleiben Topologie, Form und Querschnittsabmessungen
unverdndert.

Diese Einteilung zeigt den hierarchischen Charakter der verschiedenen Optimierungsauf-
gaben, was in Abbildung 2.1 nochmals zusammengefaf}t und verdeutlicht wird.

Bei den obengenannten Optimierungsaufgaben handelt es sich um gemischte Variations-
probleme mit oder ohne Nebenbedingungen. In den meisten Fillen kénnen derartige
Probleme nicht geschlossen gelost werden. Nur fiir wenige Félle existieren geschlossene,
kontinuierliche Losungen fiir die geometriebeschreibende Entwurfsfunktion s(x). Analo-
ges gilt auch fiir die Strukturantwort (vgl. Kapitel 4).

Um Optimierungsprobleme numerisch effizient 16sen zu kénnen, bedarf es einer approxi-
mativen Beschreibung der raumlichen Gestalt (Topologie, Form, Querschnittsabmessung)
des zu optimierenden Tragwerks. Dies geschieht im sogenannten Entwurfsmodell mit Hilfe
von Niherungsfunktionen s”(x). Fiir diese gilt der folgende Zusammenhang:

s(@) ~ s"(x) = s"(x,8) ; s(x)eV,CH), s"z,8)ecVICV, (2.1)

Dabei beinhaltet der Vektor 3 die freien (diskreten) Parameter der Niherungsfunktionen s"

fiir die Geometriebeschreibung. ™ kennzeichnet im weiteren Verlauf diskrete Funktions-
parameter. Die Linge des Vektors § ist die maximal moégliche Anzahl von Optimierungs-
variablen. € IR? beschreibt eindeutig den Ort, z.B. in einem raumfesten, kartesischen
Koordinatensystem.

Das mathematisch abstrakte Optimierungsproblem wird mit Hilfe des Optimierungsmo-
dells aufgestellt. Neben der Definition der Zielfunktion f(s) und der Nebenbedingungen
h(s), g(s) werden die Optimierungsvariablen § aus dem Satz der moglichen Optimierungs-
variablen 8 bestimmt. Es ergibt sich in der Regel ein hochgradig in 8 nichtlineares System

Topologie— Form— Bemessungs—/ Querschnitts—Material—
optimierung optimierung optimierung optimierung
JaY A Cod
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Abbildung 2.1: Disziplinen in der Strukturoptimierung (aus RAMM ET AL. [176])
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von Gleichungen und Ungleichungen, das iterativ zu losen ist. Dafiir stehen zahlreiche
mathematische Verfahren, auf die an spéterer Stelle noch genauer eingegangen wird, zur
Verfiigung.

Die im Optimierungsmodell definierten Funktionen sind z.T. von der Strukturantwort
abhéingig (mechanisch orientierte Entwurfskriterien). Da die Strukturantwort, wie bereits
angedeutet, fiir die wenigsten strukturmechanischen Probleme geschlossen ermittelt wer-
den kann, wird diese approximativ bestimmt. Haufig wird diese dabei mit der Methode
der Finiten Elemente, auf die in Kapitel 4 ndher eingegangen wird, bestimmt. Fiir die
Strukturantwort gilt dann entsprechend:

u(z) ~ u(z) =u'(z,a) ; wu(z)eV,C H), u'(z,a)cVCV, (2.2)

Der Vektor @ bezeichnet die freien (diskreten) Parameter der Naherungsfunktionen fiir die
Strukturantwort, hier reprisentativ. am Beispiel der Verschiebungen aufgezeigt. Die Er-
mittlung der Strukturantwort und deren Sensitivitét erfolgt mit Hilfe des Analysemodells.
Dieses baut auf dem Entwurfsmodell auf und beriicksichtigt die mechanischen Aspekte.

Nachfolgend wird der prinzipielle Ablauf einer Optimierung, basierend auf den vorgestell-
ten drei Modellen, erldutert. Als erster Schritt erfolgt eine Strukturanalyse des im Ent-
wurfsmodell diskretisierten Ausgangsentwurfs mittels des Analysemodells. Basierend auf
den Ergebnissen der Strukturanalyse, erfolgt die Auswertung der Zielfunktion und Neben-
bedingungen im Optimierungsmodell zur Beurteilung der Qualitéit des aktuellen Entwurfs.
Neben diesen Informationen ist fiir gradientenbasierte, mathematische Optimierungsver-
fahren zusitzlich eine Aussage iiber die Anderung der Strukturantwort bei einer Variation
der Optimierungsvariablen $; (mit §; € 8,7 = 1,..,n,), wobei ny die Anzahl der Optimie-
rungsvariablen darstellt, zu treffen. Diese wird mittels der Sensitivitéitsanalyse, der in der
vorliegenden Arbeit besondere Beachtung geschenkt wird, bestimmt. Damit 148t sich nun
unter Zuhilfenahme von Optimierungsstrategien ein Satz modifizierter Optimierungsva-
riablen s ermitteln, die dem optimalen Entwurf niherkommen. Der verbesserte Entwurf
wird analog zum Ausgangsentwurf analysiert und mit Hilfe des beschriebenen Vorgehens

Variationelle Formulierung des Optimierungsproblems
f(s) , h(s) , a9

|

ApprOX|mat|on

Geometrie (CAGD) on wem Modell (FE)

Entwurfsmodell Analysemodell
(x) = s"(x) = s"(x,$) u(x) = u(x) = u"(x,0)

Variation der (Qetne\ Optimierungsmodell Gradienteninformationen

f(AS> ’ h(%) ’ g(AS) (Sensitivitdtsanalyse)

y

Abbildung 2.2: Modellierung des Optimierungsproblems
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erneut verbessert. Diese iterative Prozedur, die aufgrund des in den Optimierungsva-
riablen s nichtlinearen Optimierungsproblems notwendig ist, wird so lange durchlaufen,
bis eine ausreichende Konvergenz fiir die Losung erreicht ist. In BARTHOLD [10] wird
der Ablauf einer Optimierung sehr treffend mit den Worten 'Konstruieren — Berechnen —
Bewerten — Verbessern’ beschrieben. Die Konstruktion erfolgt mit Hilfe des Entwurfsmo-
dells, die Berechnung geschieht im Analysemodell, und mittels des Optimierungsmodells
wird das Tragwerk durch Auswerten der Entwurfskriterien bewertet und ein verbessertes
Tragwerk erzeugt.

Zur effizienten Behandlung von Strukturoptimierungsproblemen sind die drei beschrie-
benen Modelle zu einem Gesamtoptimierungsmodell zusammenzufassen, weshalb bei-
spielsweise in ESCHENAUER [64] vom Drei-Séulen—Konzept gesprochen wird (vgl. Ab-
bildung 2.2). Aufgrund dieser Modularitéit und Flexibilitdt konnen mit diesem Werkzeug
verschiedenste Optimierungsaufgaben bewéltigt werden, da die jeweiligen Modelle leicht
gegen funktionell entsprechende Module ausgetauscht und die Auswahl an Zielfunktionen
und Nebenbedingungen beliebig erweitert werden kénnen.

Die Leistungsfihigkeit des beschriebenen Gesamtkonzepts ist beispielsweise in den Arbei-
ten von ESCHENAUER [68], BLETZINGER [30], BLETZINGER ET AL. [33], KiMMICH [106],
KIiMMICH ET AL. [107], MAHNKEN [130], BARTHOLD [10] oder MAUTE [136] beschrie-
ben.

In den letzten zwei Jahrzehnten wurde eine Vielzahl von Aufsitzen und Lehrbiichern
veroffentlicht, die einen Uberblick iiber Programmkonzepte sowie verschiedene Methoden
und Teildisziplinen der Strukturoptimierung geben. Ohne den Anspruch auf Vollstindig-
keit sind nachfolgend einige wesentliche Arbeiten aufgelistet:

GILL ET AL. [77]|, ScHMIT [198], MORRIS [150], VANDERPLAATS [235],[236], ESCHE-
NAUER & OLHOFF [67], ATREK ET AL. [6], OSsYCzKA [160], RAO [177], BENNETT &
BOTKIN [25], DING [62], HAFTKA & GRANDHI [84], MOTA SOARES [151], ARORA [3],
ESCHENAUER & THIERAUF [70], BANICHUK [7], HAFTKA ET AL. [85], KirscH [108],
Rozvany [189], KAMAT [100], KLEIBER ET AL. [110].

Die fiir die in der vorliegenden Arbeit behandelten Teilgebiete des Gesamtkonzepts ’Struk-
turoptimierung’ relevanten Arbeiten werden an den entsprechenden Stellen erwdhnt. Des
weiteren werden in den nun folgenden Abschnitten die fiir das weitere Verstédndnis not-
wendigen Grundlagen erldutert und diskutiert.

2.2 Optimierungsmodell

Im Optimierungsmodell wird das Optimierungsproblem abstrakt definiert. Dabei sind
die Optimierungsvariablen, die mit dem Vektor s der Linge ng bezeichnet sind, so zu
bestimmen, daf§ die Zielfunktion f(8) ein Minimum einnimmt.

min f(8) ; f(5)€R (2.3)
s
Zur Maximierung von Zielfunktionen werden diese mit '—1’ skaliert und dann minimiert.
Auf diese Art lassen sich Minimierungs— und Maximierungsaufgaben analog behandeln.

Die Beriicksichtigung von Gleichheits— und Ungleichheitsnebenbedingungen fiihrt zu fol-
gender Definition:

;- g(8) e R™ (2.4)
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ny, ist die Anzahl der Gleichheitsnebenbedingungen, n, die der Ungleichheitsnebenbe-
dingungen. Im allgemeinen sind die Funktionen f,h,g hochgradig nichtlinear in 5. Je
nachdem, ob der Losungsraum der Zielfunktion durch Gleichheits— und/oder Ungleich-
heitsnebenbedingungen beschrinkt wird, liegt ein beschrinktes oder unbeschrinktes Op-
timierungsproblem vor. Die unteren und oberen Schranken s, und 8y begrenzen den
Wertebereich der Optimierungsvariablen 8. Diese werden auch als Restriktionen bezeich-
net. Fiir sie gilt:
S1

>
I
>

Sn,
Anmerkung: In der vorliegenden Arbeit wird mit h auch das Ver— bzw. Entfestigungs-
gesetz bezeichnet, was allerdings nicht zu Verwechslungen fiihren sollte. Gleiches gilt

fiir den Vektor der LAGRANGE—-Multiplikatoren 1. Im Anhang definiert n die relativen
Spannungen.

2.2.1 Die LAGRANGE—Funktion

Zur numerischen Behandlung beschrinkter Optimierungsprobleme werden diese in quasi—
unbeschrinkte Extremwertprobleme durch die Einfiihrung der LAGRANGE-Funktion {iber-
fiihrt.

L&ny)=fB)+n"h(8)+~v"g(8) — stat. (2.6)

Die Vektoren n € IR™ und « € IR™ der Lénge nj, bzw. n, werden als die Vektoren
der LAGRANGE-Multiplikatoren oder auch als duale Variablen bezeichnet, weshalb man
vom dualen Problem spricht. Ein unbeschrinktes Optimierungsproblem wird dement-
sprechend als primales Problem bezeichnet.

Die Losung des Optimierungsproblems im (ng + ny + ng)-dimensionalen Losungsraum
ist durch das globale Minimum der LAGRANGE-Funktion (2.6) beziiglich der Optimie-
rungsvariablen § (primale Variablen) und durch ein Maximum beziiglich der LAGRANGE—-
Multiplikatoren 1 und - (duale Variablen) definiert. Der so definierte Punkt ist der
Stationdrwert der LAGRANGE-Funktion L (8", n*,v*) und stellt einen Sattelpunkt dar.

L(s8",m,v) <L(8,n",v") <L(5n",~v") (2.7)

Der Sattelpunkt L (8%, n*,v*) der LAGRANGE-Funktion ist auf der linken Seite von Ab-
bildung 2.3 graphisch dargestellt.

2.2.2 Die KUHN-TUCKER—-Bedingungen

Die notwendigen Bedingungen zur Beschreibung eines Sattelpunktes ergeben sich durch
die partiellen Ableitungen der LAGRANGE—Funktion nach dem erweiterten Satz der Op-
timierungsvariablen (primale und duale Variablen) und werden als KUEN-TUCKER-Be-
dingungen (auch unter dem Namen KARUSH-KUHN-TUCKER-Bedingungen bekannt) be-
zeichnet (KUHN & TUCKER [121]). Diese sind Bedingungen erster Ordnung.

V.L(8,0,7) = Vf(38)+n" Vh(8)+~47" Vg (3) =0 (2.8)
V,L(s",n",v") = h(s") =0
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WL LE A = g (8) = 0 mit 5,0 >0 (210

Es gilt die Definition V; = [831,...,83ns]. Fiir v;* werden nur Werte grofler oder
gleich null zugelassen, um auszuschliefen, dafl nichtoptimale Werte fiir s die KUHN—
TuckER-Bedingungen erfiillen. Die geometrische Deutung der ersten KUHN-TUCKER—
Bedingung (Gleichung (2.8)) ist auf der rechten Seite von Abbildung 2.3 dargestellt. Im
Optimum 148t sich der negative Gradient der Zielfunktion als Linearkombination der
Gradienten der aktiven Nebenbedingungen darstellen. Damit die Regularititsbedingung
(constraint qualification) erfiillt ist, miissen die Gradienten der aktiven Nebenbedingungen
im Optimum linear unabhéngig sein. Andernfalls kénnen die dualen Variablen n und ~
nicht eindeutig bestimmt werden. Eine Interpretation der LAGRANGE-Multiplikatoren
ist beispielsweise in WELL [243] gegeben. Demnach sind die LAGRANGE-Multiplikatoren
ein Maf fiir die Empfindlichkeit (Sensitivitit) der Zielfunktion im Optimum beziiglich der
zu den jeweiligen LAGRANGE-Multiplikatoren zugehérigen Nebenbedingungen. In erster
Néherung gilt, da8 sich der minimale Wert der Zielfunktion um den Wert n;v bzw. ;v
dandert, wenn der Wert, der betrachteten Nebenbedingung um v verdndert wird.

Die hinreichende Bedingung, daf} ein stationdrer Punkt auch ein lokales Minimum der
LAGRANGE-Funktion beziiglich der primalen Variablen darstellt, ist die Konvexitit der
LAGRANGE-Funktion in einer endlich kleinen Umgebung der Losung. Fiir zweifach ste-
tig differenzierbare Funktionen f, h, g entspricht diese Forderung, dafl die HESSE-Matrix
(Matrix der zweifachen Ableitungen, Bedingung zweiter Ordnung) der LAGRANGE-Funk-
tion positiv definit ist. Es wird vorausgesetzt, dafl die Funktionen f, g, h beziiglich der
primalen Variablen s zweifach stetig differenzierbar sind.

3'V’Ls>0 ; 3={s€R™|3#0,V,hd=0,V,0,53=0 fir ~*>0} (2.11)

Die HESSE-Matrix der LAGRANGE—Funktion ist:

2L(8" M y) 0°L(8" M Y")
0s10s1 T 05108n,
VIL(85, ", Y") = : 5 : (2.12)
62L(¢§*,T’*,‘Y*) 82L(§*7/r’*’ﬂy*)
0Sng0s1 T OSngO08ng
AsS, ’
9z
Vf
91
A g Ak 4 A
Y1 ngl(s ) + Y2 ngz(s ) S1

|

Sattelpunkt der AGRANGE-Funktion L (S, ) 1. KuHN-Tucker—Bedingung

Abbildung 2.3: Graphische Darstellung der Losung eines beschrinkten Optimierungspro-
blems
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Wenn fiir das Optimierungsproblem nachgewiesen werden kann, daf§ dieses im gesamten
Loésungsraum in den primalen Variablen konvex ist, so hat das ermittelte Minimum glo-
balen Charakter.

Diese Konvexititseigenschaft der LAGRANGE-Funktion im gesamten Losungsraum ist in
der Regel nicht zu garantieren, weshalb die ermittelten Optima meist nur lokalen Charak-
ter haben. Es empfiehlt sich daher, von unterschiedlichen Ausgangsentwiirfen zu starten
und die jeweiligen gefundenen optimalen Entwiirfe zu vergleichen.

Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich u.a. mit materiell nichtlinearen Problemen in der
Strukturoptimierung. In der Plastizititstheorie werden stetige, jedoch am Ubergang zwi-
schen elastischem und elastoplastischem Verhalten nicht differenzierbare Materialmodelle
entlang den Verzerrungen verwendet, was fiir die Bestimmung der Ableitungen an die-
sen Stellen zu Problemen fiihren kann. Diese Problematik sowie deren 'Losung’ wird in
Kapitel 6 ausfiihrlich diskutiert.

2.2.3 Zielfunktion und Nebenbedingungen

Sowohl Zielfunktionen als auch Nebenbedingungen kénnen vom mechanischen Struktur-
verhalten und/oder geometrischen Grolen abhéngig sein. Fiir die Ermittlung der von
den mechanischen Struktureigenschaften abhéngigen Funktionen ist eine Strukturanalyse
mit Hilfe des Analysemodells notwendig. Ein Uberblick iiber giingige Zielfunktionen und
Nebenbedingungen ist in Tabelle 2.1 gegeben. Die angefiihrten Entwurfskriterien lassen
sich in globale, lokale und integrale Kriterien einteilen.

Globale Kriterien, wie beispielsweise die Maximierung des kritischen Lastfaktors A\. oder
der Eigenfrequenzen w;, beziehen sich auf das gesamte (globale) Strukturverhalten.
Dagegen beziehen sich lokale Kriterien auf bestimmte Stellen im Tragwerk (Punktinfor-
mationen). Dazu gehéren Verschiebungen, Spannungen oder auch Schnittgrofien. Diese
gehen in den meisten Fillen als Ungleichheitsnebenbedingungen in den Optimierungspro-
zeB ein.

Bei integralen Kriterien werden lokale Groflen iiber einen bestimmten (integralen) Be-
reich, wie Volumen, Flidchen oder Linien, beriicksichtigt. Hierzu zdhlen Kriterien, wie
innere Energie oder Spannungsausgleichsfunktion, die von der Strukturantwort abhingig
sind, aber auch Gewicht oder Volumen bzw. Fliche der Tragstruktur.

Die gleichzeitige Beriicksichtigung mehrerer Zielfunktionen ist nicht unproblematisch.
Man spricht von Mehrkriterienoptimierung. Dabei ist nicht, wie bisher beschrieben, eine
skalarwertige Funktion f (8) zu minimieren, sondern jeder Eintrag f; im Vektor der Ziel-
funktionen f (8), weshalb auch von Vektoroptimierung gesprochen wird (ESCHENAUER
ET AL. [66]). Fiir die optimale Wahl der Optimierungsvariablen 8" gilt dann fiir das
Optimum des Vektors der Zielfunktionen f (5*) der Linge ny:

Fr=r6)={f eRY[f;(8) <[ (8)} (2.13)

Diese Bedingung kann allerdings in den seltensten Féllen erfiillt werden, da ein Satz von
optimalen Variablen 5* gleichzeitig fiir alle Zielfunktionen f; ein Optimum ergeben miifite.
Besonders bei widerspriichlichen Zielfunktionen, wie beispielsweise "Minimales Gewicht’
und ’Maximale Steifigkeit’, ist die obige Forderung kaum zu erfiillen. Aus diesem Grund
ist die gleichzeitige Behandlung mehrerer Zielfunktionen aufwendig. Die Definition des
EDGEWORTH-PARETO-Optimums (EP) wird daher bei der Behandlung von Mehrkrite-
rienoptimierungsproblemen bevorzugt. Es ist dann ein EDGEWORTH-PARETO-Optimum
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erreicht, wenn kein anderer zuléssiger Vektor der Optimierungsvariablen s € R" gefun-
den werden kann, fiir den mindestens ein Eintrag im Vektor der Zielfunktionen f verbes-
sert wird, ohne gleichzeitig einen oder mehrere andere Eintrége in f zu verschlechtern. Fiir
widerspriichliche Zielkriterien existieren unendlich viele EP—optimale Lésungsvektoren .
Eine einfache Methode, dieser Problematik Herr zu werden, ist die Wichtungsmethode.
Dabei werden die einzelnen Zielfunktionen mit Wichtungsfaktoren w; multipliziert und
zu einer einzigen, skalarwertigen Zielfunktion aufaddiert.

ny
F=> wifi=w"f (2.14)
j=1
Normalerweise gilt fiir die Wichtungsfaktoren w; folgender Zusammenhang:
ny
0<w; <1 3 Y wj=1 (2.15)
7=1

Vorteil der Wichtungsmethode ist, dal der Einflufl der Wahl der Wichtungsfaktoren auf
das Optimierungsergebnis relativ leicht abgeschitzt werden kann. Die Nachteile, dafl bei-
spielsweise nicht alle EP—optimalen Lésungen ermittelt werden kénnen oder ermittelte
Losungen nicht eindeutig sind, sind jedoch von untergeordneter Bedeutung.

Zielfunktion Nebenbedingung
Gewicht (Volumen) Gewicht (Volumen
fo(® = | p dQ ha(d = =2 —1=0
3 qul
Forméanderungsenergie (elastisch) Verschiebungen
fE(S)=%josdQ gu(S)=uL—1S0
zul
Q
Duktilitat (elastoplastisch)
fD(S) = — o de dQ gu(s) — M - 1<0
e ” u “zul
Spannungsausgleich Spannungen
fo(s) = J(G — om)°® dQ go(9 = g——1=<0
zul
Q
Eigenfrequenz o, Eigenfrequenz
fu® = — o) 9o(9) = .- —1=0
Kritischer Lastfaktor N Kritischer Lastfaktor
f,(8) = — ¢ gk(s)=—j—150
)‘zul

Tabelle 2.1: Zielfunktionen und Nebenbedingungen
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Analog zu der Vorgehensweise der Wichtungsmethode kann mit anderen Kriterien das
Vektoroptimierungsproblem nach Gleichung (2.13) auf ein skalarwertiges Optimierungs-
problem reduziert werden. Dabei sind Begriffe wie Distanzmethode, Quotientenmetho-
de oder GERMEIER-Methode zu nennen. Letztere bedient sich der KREISSELMEIER—
STEINHAUSER-Funktion (KREISSELMEIER & STEINHAUSER [120]), die wie folgt definiert
ist:

1 YL
f:—anepf ; p>0 (2.16)
P =
j
Bei der GERMEIER-Methode gilt fiir f:
f=w; [ (2.17)
Werden Eigenwerte optimiert (z.B. in REITINGER [180], MAUTE [136]), so setzt man:
f=X (2.18)

Bei der Optimierung von Eigenwerten handelt es sich um ein min-max-Problem, wo-
bei der kleinste (minimale) Eigenwert maximiert werden soll. Problematisch bei dieser
Problemstellung ist, da} im Laufe des Optimierungsprozesses der zu Beginn minimale
Eigenwert vergrofert und gleichzeitig ein anderer verkleinert werden kann (’Oszillatio-
nen’). Diese Problematik macht die Verwendung beispielsweise der KREISSELMEIER-
STEINHAUSER-Funktion (Einhiillende-Funktion) notwendig, mit der die n&herungsweise
Lésung des Optimierungsproblems ermoglicht wird.

Ergénzend sei noch erwidhnt, dafl Probleme der Mehrkriterienoptimierung mit Hilfe der
bekannten Vorgehensweise durch die Definition einer einzigen, skalarwertigen Zielfunkti-
on mit Nebenbedingungen gelost werden kénnen. Dabei wird die vermeintlich wichtigste
Zielfunktion als einzige Zielfunktion definiert, wihrend die restlichen Zielfunktionen als
Nebenbedingungen in das Optimierungsproblem eingehen.

Fiir Details iiber die Verfahren der Mehrkriterienoptimierung wird auf die Arbeiten von
STADLER [215], STADLER & DAUER [216] und ESCHENAUER ET AL. [66] verwiesen.
Neben einer Einfiihrung in die Grundlagen ist dort ein Uberblick iiber verschiedene An-
wendungsgebiete der Mehrkriterienoptimierung zu finden.

2.3 Optimierungsverfahren

2.3.1 Allgemeines

Die KuHN-TUCKER-Bedingungen, die im allgemeinen nichtlinear beziiglich der Optimie-
rungsvariablen § sind, lassen sich nur selten geschlossen 16sen. Aus diesem Grund ist ein
iteratives Losungsverfahren notwendig. Die Auswahl des zu verwendenden Optimierungs-
verfahrens hingt sehr stark von den zuldssigen Werten der Optimierungsvariablen ab.
Eine Ubersicht iiber die Verfahren der Mathematischen Programmierung (MP) und die
Optimalitétskriterienverfahren (OC) zur Losung beschrinkter und unbeschrinkter Opti-
mierungsprobleme ist in BLETZINGER [30] zu finden. Auflerdem werden diesbeziiglich die
Lehrbiicher von GILL ET AL. [77] und LUENBERGER [128] empfohlen.

Fiir diskrete Optimierungsprobleme, bei denen die Optimierungsvariablen 8 nur ganzzah-
lige Werte (V; C Z™) bzw. diskrete Werte annehmen diirfen, eignen sich z.B. stochasti-
sche Optimierungsverfahren. Fiir diese diskontinuierlichen Optimierungsprobleme werden
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haufig Evolutionsstrategien, welche an DARWINs Evolutionstheorie angelehnt sind, ein-
gesetzt (z.B. RECHENBERG [178]). Diskontinuierliche Optimierungsprobleme sind bei-
spielsweise die Bestimmung des optimalen Profiltyps in der Querschnittsoptimierung,
wenn nur die bekannten Normprofile aus Profiltabellen verwendet werden sollen, oder
auch Probleme der Topologieoptimierung. Wie spéiter noch beschrieben wird, kann das
Topologieoptimierungsproblem durch ein diskontinuierliches Materialverteilungsproblem
gelost werden. Wahrend Evolutionsstrategien im Laufe des Optimierungsprozesses durch
Mutation, Selektion und Rekombination ’dazulernen’ (sequentielle Zufallssuche), wihlen
Monte-Carlo—Verfahren die Stellen s, fiir die eine Funktionsauswertung durchgefiihrt wer-
den soll, rein zuféllig aus. Daher sind Monte-Carlo—Verfahren sehr rechenintensiv und
werden fiir Optimierungsprobleme in der Strukturmechanik kaum eingesetzt.
Evolutionsstrategien werden allerdings auch fiir kontinuierliche Optimierungsprobleme
eingesetzt. Ein Vergleich der stochastischen mit den deterministischen Verfahren ist in
SCHWEFEL [206] zu finden. Deterministische Verfahren werden hauptséchlich zur Losung
kontinuierlicher Optimierungsprobleme (V; C IR™) eingesetzt. Abhéngig von der Art
und Grofe, d.h. der Anzahl der Funktionen und Optimierungsvariablen, werden Optima-
litdtskriterienverfahren (OC) oder Methoden der Mathematischen Programmierung (MP)
zur Losung verwendet. Diese Verfahren benétigen in der Regel Gradienteninformationen
(Sensitivitdten), weshalb man auch von Gradientenverfahren spricht. Gradientenfreie
Verfahren, wie beispielsweise Evolutionsstrategien, zédhlen ebenfalls zu den Methoden der
Mathematischen Programmierung.

Ein Uberblick iiber den Einsatz dieser Verfahren fiir Strukturoptimierungsprobleme ist in
ARORA [3], ATREK ET AL. [6], VANDERPLAATS [235] oder BLETZINGER [30] zu finden.
In der vorliegenden Arbeit werden in erster Linie Formoptimierungsaufgaben gel6st. Diese
lassen sich auf kontinuierliche, in den Optimierungsvariablen 8 nichtlineare Optimierungs-
probleme zuriickfithren. Formoptimierungsprobleme besitzen in der Regel eine geringe
Anzahl von Optimierungsvariablen (n; < 200), wobei oftmals eine gréflere Anzahl von
Nebenbedingungen zu beriicksichtigen ist. Diese Problemklasse 148t sich effektiv durch
Methoden der Mathematischen Programmierung l6sen, bei denen das Optimierungspro-
blem auf einer abstrakten, mathematischen Ebene formuliert und gelést wird. Daraus
ergeben sich entscheidende Vorteile der MP-Methoden wie Problemneutralitéit und Kom-
binationsmoglichkeit beliebiger, mathematisch formulierbarer Zielfunktionen und Neben-
bedingungen. MP-Methoden sind beispielsweise Suchmethoden, konjugierte Gradien-
tenverfahren, Barrier— und Penalty—Verfahren sowie duale oder LAGRANGE-Methoden.
Penalty—Verfahren werden auch als Verfahren der &ufleren Straffunktion bezeichnet, da
sie sich dem Optimum vom unzuléssigen Bereich annihern (mindestens eine der Neben-
bedingungen ist demnach verletzt). Im Gegensatz dazu ndhern sich Barrier—Verfahren
dem Optimum vom zuléssigen Bereich an (Verfahren der inneren Straffunktion). Formal
unterscheiden sich Barrier— und Penalty—Verfahren nicht von den LAGRANGE-Methoden.
Entscheidender Unterschied zwischen diesen Verfahren ist jedoch, dal die LAGRANGE-
Multiplikatoren (duale Variable) automatisch bestimmt werden, wéhrend die Barrier—
und Penalty-Faktoren zuvor vom Benutzer gew#hlt werden miissen (HOss [96]). Beson-
ders die LAGRANGE-Methoden sowie lokale und globale Approximationstechniken haben
in den letzten Jahren an Bedeutung gewonnen. Fiir erstere sind vor allem Verfahren
der Sequentiellen Linearen Programmierung (SLP) und die der Sequentiellen Quadrati-
schen Programmierung (SQP), welche in der vorliegenden Arbeit zur Losung der Op-
timierungsprobleme eingesetzt werden, zu nennen. Der theoretische Hintergrund eines
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SQP—Algorithmus ist in Abschnitt 2.3.2 genauer erldutert.

Approximationsmethoden kombinieren OC— und MP-Methoden miteinander. Dabei wer-
den Zielfunktion und Nebenbedingungen durch explizite Approximationsfunktionen zur
Verringerung der Problemkomplexitit und zur schnelleren Funktionsauswertung ersetzt
(BLETZINGER [30]). Ein bekannter Vertreter lokaler Approximationsmethoden ist die
Methode der bewegten Asymptoten (MMA, Method of Moving Asymptotes), die, wie das
SQP—Verfahren, Gradienteninformationen benétigt. Die Methode der bewegten Asymp-
toten wurde von SVANBERG [218] entwickelt. Eine weitere Approximationsmethode ist das
SCP—Verfahren (Sequentielle Convexe Programmierung) nach FLEURY & BRAIBANT [75],
bei der die Zielfunktion und Nebenbedingungen sequentiell konvex linearisiert werden.
Das MMA—Verfahren stellt eine Sonderform der SCP-Methode dar. Nach numerischen
Untersuchungen von SCHITTKOWSKI ET AL. [196], bei denen die gingigsten Optimie-
rungsverfahren anhand ausgewéhlter Optimierungsprobleme miteinander verglichen wer-
den, sind vor allem SQP und MMA zur Losung von Optimierungsproblemen fiir die in
dieser Arbeit zu erwartenden Problemstellungen zu empfehlen.

Da fiir Topologieoptimierungsprobleme in der Regel viele Optimierungsvariablen (ns >
500), jedoch nur wenige Nebenbedingungen (oft nur eine einzige) definiert werden, eignen
sich zur Losung derartiger Probleme OC-Methoden besonders gut (vgl. MAUTE [136]).
Diese basieren auf der Annahme, dafl Bedingungen fiir Optimalitdt a priori bekannt sind
und das Optimum durch die Erfiillung dieser Bedingungen (Optimalitéitskriterien) mittels
einfacher, rekursiver Iterationsschemen ermittelt werden kann. Nach KirscH [108] lassen
sich OC—Methoden in physikalisch intuitive und mathematische Verfahren unterteilen.
Physikalisch intuitive Optimalitétskriterien kénnen aufgrund mechanisch anschaulicher
Uberlegungen durch Umkehrung von Nachweisformeln hergeleitet werden. Ein bekann-
tes Beispiel ist das Kriterium, nach dem ein voll ausgelastetes Tragwerk ('Fully Stressed
Design’) ein spannungsbeschrinktes Gewichtsminimum darstellt. Nachteilig bei dieser
Vorgehensweise ist, daf} mit diesen Kriterien in den meisten Féllen das Optimum nicht
exakt zu bestimmen ist. Grund dafiir ist, dafl die KuHN-TUCKER-Bedingungen nur not-
wendig, jedoch nicht hinreichend sind. Bei mathematischen OC—Verfahren werden die
KuaN-TucKER-Bedingungen direkt gel6st, indem z.B. aus der ersten KUHN-TUCKER—
Bedingung die Rekursionsformel abgeleitet wird. Ein weiterer Nachteil der OC-Methoden
liegt darin, daf fiir jedes Optimierungsproblem (z.B. unterschiedliche Nebenbedingungen)
ein speziell angepafiter Algorithmus herzuleiten ist. Ein effizienter OC—Algorithmus zur
Losung von Topologieoptimierungsproblemen ist in MAUTE [136] zu finden. Ein Vorteil
von OC-Methoden ist die rasche Konvergenz, die nahezu unabhéngig von der Anzahl der
Optimierungsvariablen ist; diese ist hauptsichlich vom Strukturverhalten sowie Anzahl
und Art der vorhandenen Nebenbedingungen abhiingig (BERKE & KHOT [27]).

Eine Einfiihrung in die OC—Verfahren ist in HORNLEIN [95] zu finden. Der Arbeit von
PATNAIK ET AL. [165] ist eine aktuelle Zusammenstellung und Bewertung der verschie-
denen OC-Methoden zu entnehmen.

Um die Vorteile der OC-Methoden nutzen zu konnen, werden bei der Lésung von Op-
timierungsproblemen oft auch Kombinationen von OC— und MP-Methoden eingesetzt.
Zuerst ndhert man sich unter dem Einsatz von OC-Methoden mit wenigen Optimie-
rungsschritten an das Optimum an, um dieses dann exakt mittels eines MP—Verfahrens
zu bestimmen. Vorteilhaft bei dieser Vorgehensweise ist die rasche Konvergenz und die
exakte Bestimmung der Extremalstelle. Zudem werden bei nichtkonvexen Problemstel-
lungen lokale Minima iibersprungen.
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2.3.2 Sequentielle Quadratische Programmierung (SQP)

Die Methode der Sequentiellen Quadratischen Programmierung (SQP) zihlt zu den LA-
GRANGE-Methoden. Diese beruhen auf der direkten Lésung der notwendigen Bedingun-
gen (KUHN-TUCKER-Bedingungen). Das Optimum wird dabei im Raum der primalen
und dualen Variablen bestimmt. Zur Losung der KUHN-TUCKER-Bedingungen wird
ein erweitertes NEWTON-RAPHSON—Verfahren verwendet. Deshalb werden die KUHN—
TuckER-Bedingungen beziiglich der primalen und dualen Variablen linearisiert, was zu
einer quadratischen Approximation dieser Bedingungen fiihrt. Dadurch entsteht eine Se-
quenz nichtlinearer Gleichungssysteme (quadratische Unterprobleme). Nachfolgend wird
das beschriebene Vorgehen genauer erldutert.

Die Linearisierung der KUHN-TUCKER-Bedingungen (2.8)-(2.10) beziiglich der primalen
und dualen Variablen an der Stelle £ des Optimierungsfortschritts liefert:

Vof (8k) + V2f (8) [8k41 — 8]

+ n Vih (8c) + 0y Vb (85) [8541 — 4]

+ 7 Vig (86) + vk Vig (3¢) [8k11 — 84]

+ (Vsh (86)" [y — i) + (Vog (86)" [Vt — Vi) =0 (2.19)
h (8;) + Vsh (8k) [8k41 — 84] =0 (2.20)
g (86) + L Vg (81) k1 — 86) + (9 (30) [vern — 7] =0 (2:21)

Zur Vereinfachung werden folgende Abkiirzungen eingefiihrt:

VEL (-§k,77ka’)’k) = V?f (ék) ['§l~c+1 - ék]

+ mp Vih(8) [8k1 — 86] + 7 Vig (80) [Br — 8] (2.22)

VoL (85, m,7:) = Vsf (8k) +mp Vi (8) + 75 Vg (8) (2.23)
A8 = [8p1 — 8k (2.24)

An = [ —m) (2.25)

Ay = ['Yk+1 - ’Yk] (2.26)

Die zweiten Ableitungen der LAGRANGE- Funktion V2L nach den Optimierungsvaria-
blen s wird als HESSE-Matrix der LAGRANGE-Funktion bezeichnet. Mit den Gleichun-
gen (2.19)-(2.26) erhilt man folgendes Iterationsschema:

Vi (Vegr)' (Vshi)" A3 VL
'V g 0 Ay | =—| fg (2.27)
Vshk 0 0 A’I’) h

Um dieses Gleichungssystem zu 16sen, wird das Problem in ein dquivalentes, quadratisches
Unterproblem umgeformt, welches dann beispielsweise mit dem NEWTON-RAPHSON-
Verfahren effizient gelost werden kann. Andere Verfahren sind z.B. in KUNZI ET AL. [122]
oder GILL ET AL. [77] zu finden. Das fquivalente, quadratische Unterproblem lautet wie
folgt:

1

f(A&,m,7,) = §A.§TV§LA.§+stA§ —  min (2.28)
AS

(85, A8) = V.,h(3;) A3+h(8)=0 (2.29)

(81, A8) = V,g(s;) As+g(8;) <0 (2.30)

Pkl
>
>

Q-
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Die zugehorige LAGRANGE-Funktion ergibt sich dann zu:
L (51, A8, mp, 1) = [ (A8,mp, i) + 0" b (3, A8) + 97 (56, A3) (2:31)

Die KUHN-TUCKER-Bedingungen dieser LAGRANGE-Funktion (vgl. Gleichung (2.31))
sind identisch zu denen, die in dem Iterationsschema in Gleichung (2.27) enthalten sind.
Der Name ’Sequentielle Quadratische Programmierung’ kommt von der wiederholten
Losung des in den Gleichungen (2.28)—(2.30) definierten quadratischen Unterproblems.
Das Abbruchkriterium e (Stopkriterium) der Optimierungsiteration ist z.B. die Norm der
Gradienten der LAGRANGE-Funktion und die Summe der Betréige der Gleichheitsneben-
bedingungen und der aktiven Ungleichheitsnebenbedingungen. Diese Summe ist ein Maf}
fiir die Differenz zwischen Zielfunktion und LAGRANGE-Funktion. Unterschreiten die-
se Werte eine vorgegebene Schranke e, so ist definitionsgemifl ein Optimum bzw. eine
Extremalstelle erreicht.

np g
VoL Brom v | <& und Y 1hy (86) |+ ) Imax (0,9, (31) [ < e (2.32)
7=1 7=1

Oftmals wird auch die Verédnderung der Zielfunktion benachbarter Optimierungsschritte
als Abbruchkriterium verwendet.

f (-§k,77ka’)’k) —f (ék—lank—la7k—1)
f(gkanka7k)

<e (2.33)

Ein Nachteil des vorgestellten Losungsverfahrens ist die Verwendung der zweiten Ablei-
tungen der LAGRANGE-Funktion. Diese sind im allgemeinen nur mit enormem Rechen-
aufwand zu bestimmen. Aus diesem Grund wird die HESSE-Matrix mit Hilfe der ersten
Ableitungen approximiert, weshalb auch von einem Quasi-NEWTON-Verfahren gespro-
chen wird. Dafiir stehen verschiedene Approximationsverfahren zur Verfiigung. Hinter
diesen Verfahren steht die Idee, die Kriimmungen der LAGRANGE-Funktion durch einen
Differenzausdruck der ersten Ableitungen sukzessive zu approximieren (HOss [96]).

Eines dieser Verfahren ist beispielsweise das PSB—-Approximationsverfahren (POWELL—
Symmetric-BROYDEN), aus dem das bekannte DFP—Approximationsverfahren (DAVIDON—
FLETCHER-POWELL) hergeleitet werden kann. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit
wurde das BFGS—Approximationsverfahren eingesetzt, das von BROYDEN, FLETCHER,
GOLDFARB und SHANNO vorgeschlagen wird. N&heres hierzu kann in GILL ET AL. [77]
nachgeschlagen werden. Die HESSE-Matrix H berechnet sich hierbei nach folgender
Gleichung, wobei fiir den Startwert £ = 0 die anfiingliche HESSE-Matrix H positiv

definit sein muf. .
dek (dek) I Ckcf

H =H; — 2.34
h g d’ H, d, d? ¢, (2:34)
Dabei sind:
d, = op,As= '§k:+1 -8, ; o €RR (235)
c, = VL ('§l~c+la Nk, ’Yk) — VL (ék, Nk, ’Yk) (2-36)

Problematisch bei diesem Verfahren ist der enorme Speicherbedarf der approximierten
Hesse-Matrix fiir groe Optimierungsprobleme. Mit dem Faktor aj wird gleichzeitig
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zur Suchrichtung die Schrittweite bestimmt, was einen Vorteil des SQP—-Algorithmus ge-
geniiber anderen Verfahren der quadratischen Programmierung darstellt. «j; kann mit
dem ’line search’, einer eindimensionalen Minimumsuche, bestimmt werden. Jedoch be-
schreibt die LAGRANGE-Funktion einen Sattelpunkt. Fiir derartige Probleme ist die
'line search’~Technik ungeeignet. Aus diesem Grund werden zur Bestimmung der Schritt-
weite Abstiegs— oder Meritfunktionen verwendet, auf die an dieser Stelle nicht weiter
eingegangen wird. Nidheres hierzu ist z.B. in BLETZINGER [30] ausfiihrlich diskutiert.
Fiir die inkrementelle Anderung der primalen und dualen Variablen gilt:

(e = O+ AC) 5 mit (1) =8,y (2.37)

Die Qualitéit der Abschéitzung der HESSE-Matrix ist entscheidend fiir das globale Konver-
genzverhalten des vorgestellten SQP—Verfahrens. Durch eine Skalierung der Zielfunktion
kann die approximierte HESSE-Matrix skaliert werden, was Einflufl auf das Konvergenz-
verhalten hat. Die Skalierung der Gleichheits— und Ungleichheitsnebenbedingungen ist
nicht erforderlich, da dies automatisch durch die LAGRANGE-Multiplikatoren erfolgt. Um
Konvergenzprobleme zu vermeiden, empfiehlt es sich, die Optimierungsvariablen auf einen
gemeinsamen Wertebereich zu skalieren. In der Ndhe des Optimums ist die Konvergenz
des SQP—Verfahrens im giinstigsten Fall superlinear. Fiir Details zu dem in der vorliegen-
den Arbeit verwendeten NLPQL-Algorithmus wird auf die Arbeiten von SCHITTKOW-
SKI [195] und BLETZINGER [30] verwiesen.

2.4 Entwurfsmodell

Das Entwurfsmodell stellt die Verbindung zwischen dem im Optimierungsmodell in ab-
strakter mathematischer Form formulierten Optimierungsproblem und dem realen Trag-
werk dar. Es dient der Beschreibung von Geometrie, also der Topologie der einzelnen
Tragwerkskomponenten sowie deren Form, und dem materiellen Aufbau des Startent-
wurfs. Dadurch sind auch die Nachbarschaftsbeziehungen der materiellen Punkte = € IR?
definiert. Eine ’stetige’ Anh#dufung dieser materiellen Punkte, die auch als Triger der
physikalischen Eigenschaften bezeichnet werden, wird auch als Kontinuum bezeichnet
(vgl. BETTEN [28]). Die mechanischen Eigenschaften dieses Kontinuums werden in der
Regel aus einer makroskopischen Sichtweise heraus beschrieben. Diese makroskopischen
Eigenschaften ergeben sich durch Homogenisierung des mikroskopischen Strukturverhal-
tens. Dadurch kann der tatséichliche mikroskopische Aufbau vernachléssigt werden. Zur
Beschreibung von Geometrie und materiellem Aufbau wird oftmals eine parametrisierte
(approximierte) Darstellung verwendet. Die variablen Groflen dieser Parametrisierung
reprisentieren den maximal méglichen Vektor 8 der Optimierungsvariablen und erhalten
so ihre physikalische Bedeutung. Die Art dieser variablen Groflen entscheidet dariiber,
ob es sich um ein Topologie—, Form— oder Materialoptimierungsproblem handelt. Die
Querschnittsoptimierung wurde dabei als Untergruppe der Formoptimierung eingestuft.
Prinzipiell kénnen zur Beschreibung der Gestalt eines Tragwerks zwei unterschiedliche
Ansétze herangezogen werden. Bei der kontinuierlichen Beschreibung wird das Konti-
nuum mittels Kanten und Fliachen definiert. Es wird angenommen, dafl die dadurch
begrenzte Fliche bzw. der dadurch abgegrenzte Raum kontinuierlich mit Masse bzw.
Materie belegt ist. Die Geometrie dieser Begrenzungselemente ist wihrend des Optimie-
rungsprozesses variabel und wird héufig mit Hilfe der Methoden des 'Computer Aided
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Geometric Design’ (CAGD) verwirklicht (IMAM [98], BRAIBANT & FLEURY [37], BEN-
NETT & BOTKIN [25]). Die Verdinderung der Geometrie erfolgt iiber die Variation der
Koordinaten der formbeschreibenden Kontroll-Knoten s € s.

Bei dieser Vorgehensweise wird die ¢rtliche Verdnderung eines Materiepunktes geméf
einer LAGRANGE-Betrachtungsweise verfolgt, was mit Hilfe der Abbildung x x (, k) er-
folgt. Der Parameter & € IR? beschreibt eindeutig den Ort eines Materiepunktes in einem
raumfesten, kartesischen Koordinatensystem und k& den Optimierungsfortschritt (materi-
elle Beschreibung). Diese Vorgehensweise entspricht derjenigen beim Deformationsprozef.
Einziger Unterschied ist die Bedeutung des Parameters k, der im Deformationsprozefl die
Abfolge der Lastaufbringung beschreibt und daher in diesem Zusammenhang mit ¢ be-
zeichnet wird.

Ein Vorteil dieser Vorgehensweise ist, daf} zur Auffindung des Optimums lediglich die
Berandung einer Struktur verdndert werden muf}, was eine relativ geringe Anzahl an Op-
timierungsvariablen zur Folge hat (BLETZINGER [30], WIEGHARDT [248]). Nachteilig
ist jedoch, daB8 bei dieser Formulierung keine Anderungen der Nachbarschaftsbeziehun-
gen von Materieteilchen vorgenommen werden kénnen. D.h. die Topologie der Struktur
kann wihrend der Optimierung, beispielsweise durch Hinzufiigen bzw. Entfernen von
Lochern, nicht verdndert werden. Demnach sind nur topologische Abbildungen moglich.
Nichttopologische Abbildungen, wie sie auch durch Aufreifien einer Struktur wéhrend des
Deformationsprozesses auftreten kénnen, lassen sich durch die kontinuierliche Beschrei-
bung nicht erfassen (MAUTE [136]). In diesem Fall miifite fiir jeden materiellen Punkt eine
entsprechende Abbildungsfunktion definiert werden. Aus diesem Grund eignet sich fiir
die Beschreibung nichttopologischer Abbildungen ein diskontinuierliches Geometriemo-
dell. Bei diesem Ansatz wird einem Punkt @ im definierten Raum Q (Kontrollvolumen)
Material zugewiesen oder nicht. Diese pixelartige Beschreibungsmethode ist definiert
durch die Indikatorfunktion y:

; zeR’ (2.38)

0 — kein Material
x(m,m:{

1 — Material

Diese Beschreibung entspricht beim Deformationsprozefl einer EULER-Betrachtungsweise
(raumliche Beschreibung), da die materielle Verdnderung der riumlichen Punkte beschrie-
ben wird. Man spricht deshalb auch vom materiellen Flufl durch ein raumfestes Kontroll-
volumen (). Nachteil dieser Vorgehensweise ist, dafl das gesamte Tragwerk parametrisiert
werden muf}. Dies fiihrt zu einer sehr groflen Entwurfsfreiheit, hat allerdings eine Vielzahl
von Optimierungsvariablen zur Folge. Theoretisch sind dies unendlich viele Optimie-
rungsvariablen. Bei Verwendung der Methode der Finiten Elemente reduziert sich jedoch
diese Anzahl, da allen Materiepunkten innerhalb eines Finiten Elements normalerweise
derselbe Zustand (0 oder 1) zugewiesen wird.

Wegen der unterschiedlichen Vor— und Nachteile der beschriebenen Ansétze ist, je nach
Entwurfsaufgabe, der passende zu wihlen. So eignet sich fiir die Formoptimierung auf-
grund der klaren und formelméfig erfalbaren Geometriebeschreibung mittels des CAGD
der kontinuierliche Ansatz. Zur prinzipiellen Bestimmung des Tragwerksaufbaus mittels
Topologieoptimierung ist jedoch wegen der groflen Entwurfsfreiheit der diskontinuierliche
Ansatz vorzuziehen. (MAUTE [136], RAMM ET AL. [174]). In Abbildung 2.4 sind die
beiden verschiedenen Ansitze nochmals graphisch dargestellt.
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2.5 Analysemodell

Die Berechnung der Strukturantwort sowie die Durchfiihrung der Sensitivitdtsanalyse er-
folgt im Analysemodell fiir den jeweiligen aktuellen Entwurf. In der vorliegenden Arbeit
geschieht diese Ermittlung approximativ mit der Methode der Finiten Elemente, da die
analytisch exakte Strukturantwort nur in Ausnahmefillen bestimmt werden kann. Die
Ermittlung der Strukturantwort mit Hilfe der Methode der Finiten Elemente wird in Ka-
pitel 4 ausfiihrlich diskutiert, um die notwendigen Grundlagen fiir die Sensitivitdtsanalyse
in den Kapiteln 5 und 6 bereitzustellen.

Die Aufgaben des Analysemodells im Optimierungsablauf lassen sich wie folgt gliedern.
Zuerst wird das zugrundeliegende mechanische Modell definiert, d.h. es fillt die Ent-
scheidung, ob lineare oder nichtlineare, statische oder dynamische, usw. Effekte zu
beriicksichtigen sind bzw. beriicksichtigt werden sollen. Auflerdem ist zu entscheiden,
durch welche Theorie das Tragverhalten am besten beschrieben werden kann. Zur Aus-
wahl stehen beispielsweise die Stab—, Balken—, Scheiben—, Platten— oder Schalentheorie
oder eine Volumenbeschreibung. Im numerischen Modell wird die Elementformulierung
definiert und somit die Qualitéit der Finiten Elemente festgelegt. Im Rahmen der vorlie-
genden Arbeit werden ausschliellich Scheibenprobleme behandelt.

Basierend auf diesen Annahmen, wird die Strukturantwort fiir den aktuellen Entwurf er-
mittelt. Mit diesen Informationen kénnen nun die Funktionswerte der Zielfunktion und
Nebenbedingungen sowie deren Sensitivitdten bestimmt werden. Das gewihlte mecha-
nische und numerische Modell beeinfluflt das Optimierungsergebnis sehr stark, was in
Kapitel 8 verdeutlicht wird. Besonders die Beriicksichtigung materiell und geometrisch
nichtlinearer Effekte, wie Plastizitit und Beulen, sind an dieser Stelle zu nennen. Wie
spéter noch in den Kapiteln 5 und 6 (Sensitivitdtsanalyse) gezeigt wird, beeinflult das
zugrundeliegende mechanische Modell auch die Wahl der Sensitivitdtsanalyse selbst. Ob-
wohl alle moglichen Varianten der Sensitivitdtsanalyse zum selben Ergebnis fiihren, so ist
diese Wahl fiir die Effizienz eines Optimierungsalgorithmus von zentraler Bedeutung.

Kontinuierliche Beschreibung Diskontinuierliche Beschreibung

aulRere ; ; kein
Kante innere Kante Material Material

TR

Entwurfsraum

Abbildung 2.4: Kontinuierlicher und diskontinuierlicher Ansatz



Kapitel 3

Form— und Topologieoptimierung

Im vorigen Kapitel wurde zwischen Topologie—, Form—, Querschnitts— bzw. Bemessungs-
optimierung und Materialoptimierung unterschieden. Besonders Probleme der Topologie—
und Formoptimierung sind zur Zeit Gebiete intensiver Forschungsarbeiten. Der zentrale
Punkt der vorliegenden Arbeit ist die Beriicksichtigung geometrisch und materiell nicht-
linearer Effekte in der Strukturoptimierung. Dabei steht vor allem die Ermittlung der
Sensitivitdten unter Einbeziehung eben dieser strukturellen Nichtlinearitdten im Vorder-
grund. Die in Kapitel 6 vorgestellte Herleitung der Sensitivitdtsanalyse ist allgemeiner
Natur, d.h. sie kann sowohl fiir Topologie— als auch fiir Formoptimierungsprobleme heran-
gezogen werden. Selbstversténdlich lassen sich mit der in Kapitel 6 vorgestellten Methode
auch die Gradienten fiir Querschnitts— und Materialoptimierungsprobleme bestimmen.
In den folgenden Abschnitten werden die freien Parameter (Optimierungsvariablen 8) fiir
Form— und Topologieoptimierungsprobleme definiert und erldutert. Diese Parameter sind
durch die Optimierungsprozedur derart zu verindern, dafl die definierte Zielfunktion un-
ter Beriicksichtigung der Nebenbedingungen und Restriktionen ein (globales) Minimum
einnimmt.

3.1 Formoptimierung

Die Formoptimierung, die zu den Aufgaben der Variationsrechnung gehort, eignet sich
dazu, die optimale Form von Kanten und Oberflichen zu bestimmen. Die durch eine
Formoptimierung zu verbessernde Tragstruktur kann beispielsweise durch einen voran-
gegangenen Topologieoptimierungsschritt ermittelt werden. Prinzipiell kénnte bei einer
geniigend feinen Diskretisierung die exakte Form der Berandung auch mittels Topologie-
optimierung bestimmt werden. Aus Effizienzgriinden wird jedoch eine Formoptimierung
bevorzugt, um das optimale Tragwerk im Detail zu bestimmen.

In den meisten Fillen lassen sich Probleme der Strukturanalyse und —optimierung nicht
geschlossen losen (vgl. Kapitel 4). Daher mufi sowohl die Geometrie s(x) der Struktur
als auch die Strukturantwort (z.B. w(x)) durch Approximationsfunktionen angenéhert
werden. Dadurch wird das urspriingliche Variationsproblem in ein Parameteroptimie-
rungsproblem iiberfithrt. Als Optimierungsvariablen werden dabei die diskreten, freien
Parameter § oder auch @ definiert (vgl. Gleichungen (2.1) und (2.2) in Kapitel 2).

Bis 1973 wurden fast ausschliefllich Probleme der Querschnittsoptimierung behandelt. Die
Topologie und die duflere Gestalt der Struktur bleiben dabei unverdndert. Als erste haben
ZIENKIEWICZ & CAMPBELL [257] eine Methode vorgestellt, bei der die dufiere Gestalt,

23
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nicht aber der topologische Aufbau verdndert wird. Als Optimierungsvariablen dienen bei
diesem Ansatz die Knoten der Finiten Elemente (siehe Kapitel 4.2). Diese Vorgehensweise
bringt jedoch einige Probleme mit sich. Zur Verdnderung grofler Bereiche der Struktur
ist die Definition vieler Optimierungsvariablen notwendig, was zu groflen Optimierungs-
problemen fiihrt. Dies kann jedoch zu numerischen Instabilitdten fiihren, hervorgerufen
von starken Elementverzerrungen, die durch oszillierende Formen der Finiten Elemente
entstehen. Diese Problematik wird beispielsweise in BRAIBANT & FLEURY [37], KikU-
CHI ET AL. [105] oder HAFTKA ET AL. [85] geschildert. Dies fithrt dazu, daf oftmals
ein Optimum der Versteifungseffekte (Locking) der Finiten Elemente aufgefunden wird
(Optimierung des Diskretisierungsfehlers). Ein anderer Nachteil ist, da8 fiir den weiteren
Konstruktionsproze3 die durch die Formoptimierung gewonnene Struktur in ein CAD-
Modell zu iiberfiihren ist.

Ziel muf} es daher sein, eine Formbeschreibung zu verwenden, die einerseits mit wenigen
charakteristischen, formbeschreibenden Eingangsgroien (Design— bzw. Kontroll-Knoten)
auskommt und andererseits trotzdem eine geniigend grofle Formvielfalt bietet. Hierfiir ha-
ben sich die Methoden des 'Computer Aided Geometric Design’ (CAGD) bewihrt (FAUX
& PRATT [73], BOHM ET AL. [36]). Neben dem Vorteil, nur wenige, aber charakte-
ristische Freiheitsgrade definieren zu miissen, zeichnen sich diese Methoden durch wei-
tere Eigenschaften aus. Die zu beschreibende Geometrie kann durch den Einsatz von
mehreren sogenannten Design—Elementen oder mittels hoherer Ansatzfunktionen belie-
big genau approximiert werden. Der Einsatz dieser Methoden zur Beschreibung der
Form(énderung) in der Formoptimierung sowie die Bezeichnung ’'Design-Elemente’ ist auf
ImaMm [98] zuriickzufiihren. Auferdem sind in diesem Zusammenhang Autoren wie BRAI-
BANT & FLEURY [37] und BENNETT & BOTKIN [24] zu nennen. In der Literatur findet
man auch die Bezeichnungen 'Macro—’ oder Super-Elemente’, was den {ibergeordneten
Charakter dieser Elemente gegeniiber den Finiten Elementen ausdriickt. Die Finiten Ele-
mente werden mittels der Design-Elemente, die als eine Art 'Preprocessor’ verwendet
werden, erzeugt (generiert). Mit Hilfe der CAGD-Technik werden nun das Entwurfs-
modell, in dem die Geometrie des Tragwerks approximiert wird, und das Analysemodell
miteinander gekoppelt.

Dadurch kann die Anderung der Koordinaten beliebiger Punkte innerhalb der Design—
Elemente (z.B. die Koordinaten der FE-Knoten) infolge einer Variation der Kontroll-
Knoten bestimmt werden. Das Feld dieser Anderungen wird als Entwurfsgeschwindig-
keitsfeld bezeichnet und ist die zentrale geometrische Grofie in der Formoptimierung bzw.
der Sensitivitidtsanalyse fiir Formoptimierungsprobleme.

Die Beschreibung der Forménderung einer Struktur durch Design-Elemente zihlt man zu
den geometrischen Methoden, da das Entwurfsgeschwindigkeitsfeld mit Hilfe geometri-
scher Formfunktionen eindeutig bestimmen werden kann. Bei komplexen Geometrien mit
vielen Details und Aussparungen ist die Beschreibung mittels zwei— bzw. dreidimensiona-
ler Design—Elemente sehr aufwendig. Fiir diesen Fall eignet sich eine alternative Methode.
Dabei wird lediglich der Rand bzw. die Oberfliche einer Fliche bzw. eines Volumens mit
Hilfe von Formfunktionen beschrieben. Es existieren keine geometrischen Formfunktionen
ins Innere der Fliche bzw. des Korpers. Im Gegensatz zum Konzept der zuvor beschrie-
benen Design-FElemente, bei denen die Finiten Elemente, basierend auf der geometrischen
Beschreibung der Design—-Elemente, automatisch, d.h. strukturiert generiert werden, ist
dies nun nicht mehr moglich. Das Netz der Finiten Elemente wird mit Hilfe eines Frei-
vernetzers, z.B. nach der ’advancing front’~Methode, erzeugt (z.B. Lo [126], PERAIRE
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ET AL. [167]; in der vorliegenden Arbeit wird eine Implementierung von REHLE [179]
verwendet). Da fiir dieses Konzept, das als B-rep-Konzept (boundary representation,
vgl. WIEGHARDT [248]) bezeichnet wird, keine geometrischen Formfunktionen ins Innere
der Struktur existieren, mufi das Entwurfsgeschwindigkeitsfeld alternativ ermittelt wer-
den. MAUTE [136] schligt hierzu eine modifizierte LAPLACE-Gléttung vor. Das Vorgehen
bei dieser Methode gliedert sich in zwei Schritte. Wegen der Verwendung geometrischer
Formfunktionen fiir die Beschreibung der Rénder bzw. der Oberflichen der Struktur
ist das Entwurfsgeschwindigkeitsfeld dort bekannt. Das Entwurfsgeschwindigkeitsfeld der
ibrigen Punkte im Inneren der Geometrie wird zu Beginn der Prozedur zu null gesetzt,
wihrend das auf den Réndern bzw. den Oberflichen unveréndert bleibt (Schritt 1). Das
Entwurfsgeschwindigkeitsfeld eines Punktes (z.B. eines FE-Knotens) berechnet sich aus
den Werten des Entwurfsgeschwindigkeitsfeldes der angrenzenden Knoten. Diese Prozedur
wird nun fiir jeden Knoten (auBer fiir diejenigen auf den Riandern bzw. Oberflichen) der
Struktur durchgefiihrt (Schritt 2). Die Iteration ist dann beendet, wenn die Anderung des
Entwurfsgeschwindigkeitsfeldes des Iterationsschritts i +1 zu dem des Iterationsschritts @
unter einer vorgegebenen Schranke liegt. Néheres hierzu ist beispielsweise in der Arbeit
von MAUTE [136] nachzulesen.

Die Ermittlung von Entwurfsgeschwindigkeitsfeldern mit Hilfe geometrischer Formfunk-
tionen erfordert eine speziell dafiir angelegte Programmstruktur fiir den Einsatz in der
Strukturoptimierung (z.B. in BLETZINGER [30], BLETZINGER ET AL. [33], KiMMmICH [106],
BARTHOLD [10], LUND [129], WIEGHARDT [248], FALK ET AL. [72]). Diese ist oftmals
in bereits bestehenden oder kommerziellen Programmkonzepten nur schwer zu verwirk-
lichen, da Daten zwischen dem Geometriemodell und dem Analysemodell ausgetauscht
werden miissen. Aus diesem Grund werden in solchen Fillen die Entwurfsgeschwindig-
keitsfelder auf anderem Wege ermittelt. Diese Verfahren sollten jedoch zumindest zu
glatten Entwurfsgeschwindigkeitsfeldern fiihren und trotzdem ausschliellich auf dem FE-
Modell basieren. Die Forderung nach Glattheit der Entwurfsgeschwindigkeitsfelder ist bei
der Verwendung der Koordinaten der FE-Knoten als Optimierungsvariablen nicht erfiillt
(vgl. Abbildung 3.1). Daher bietet sich eine mechanische Deformation zur Ermittlung der
Entwurfsgeschwindigkeitsfelder an. Diese Art der Entwurfsgeschwindigkeitsfelder wird
aus diesem Grund als deformationsbasierende oder auch natiirliche Entwurfsgeschwin-
digkeitsfelder bezeichnet. Eine denkbare Methode zur Ermittlung dieser Felder ist das
Aufbringen von fiktiven, dufleren Lasten. Unter der Annahme linearer Elastizitéit defor-
miert sich die Struktur infolge dieser fiktiven Last. Die entstandene Deformation wird
als Entwurfsgeschwindigkeitsfeld fiir die gewihlte fiktive Last bzw. Lastkombination de-
finiert. Die zugehorige Optimierungsvariable ist die Grofle bzw. der Betrag der fiktiven
Last (z.B. in BELEGUNDU & RAJAN [16], ZHANG & BELEGUNDU [256]). Ein alterna-
tives, jedoch &hnliches Vorgehen ist beispielsweise in CHOI & CHANG [54] beschrieben.
Dort wird durch einen fiktiv aufgebrachten Verschiebungslastfall auf dem Rand bzw. der
Oberfliche die elastische Deformation der Struktur als Entwurfsgeschwindigkeitsfeld in-
terpretiert. Die Optimierungsvariablen sind dabei die Betréige der fiktiv aufgebrachten
Verschiebungen. In TORTORELLI [226] und SCHWARZ [201] werden die Entwurfsgeschwin-
digkeitsfelder infolge einer (fiktiven) thermischen Beanspruchung der Struktur bestimmt.
Auch hierbei handelt es sich um eine elastische Deformation. Analog zu den beiden zuvor
beschriebenen Vorgehensweisen stellen bei diesem Ansatz die Temperaturen die Optimie-
rungsvariablen dar. Eine weitere Moglichkeit ist die Verwendung der Eigenformen der
Struktur als Entwurfsgeschwindigkeitsfelder. Vorteil dieser Vorgehensweise ist die lineare
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Unabhéngigkeit der Eigenformen, da diese stets orthogonal zueinander sind.

Die Vorteile der mechanisch orientierten oder auch deformationsbasierenden Verfahren
sind nach BELEGUNDU & RAJAN [16] die geringen Elementverzerrungen infolge der Form-
dnderung sowie die Tatsache, dafl diese Methoden einfach in bestehende Programme zu
implementieren sind.

Die vom Benutzer zugelassenen Moglichkeiten der Forménderung im Optimierungspro-
zefl unterscheiden sich in den meisten Fillen von den Verformungsmoglichkeiten infolge
der tatsdchlichen dufleren Belastung und der Definition der Lagerbedingungen. Daher ist
es oftmals notwendig, zuséitzliche Lagerbedingungen zur Ermittlung der deformationsba-
sierenden Entwurfsgeschwindigkeitsfelder einzufiihren (vgl. Abbildung 3.1, modifiziertes
System). Dadurch &ndert sich auch die Steifigkeitsmatrix im Vergleich zu der bei der
‘eigentlichen’ Strukturanalyse, was die Losung weiterer Randwertprobleme erforderlich
macht. Ein zweiter Nachteil ist, dafl die Struktur fiir den weiteren Fertigungsprozefl wieder
in eine CAD—-Beschreibung zuriickzufiihren ist, was sich jedoch bei der Verwendung defor-
mationsbasierender Entwurfsgeschwindigkeitsfelder im Gegensatz zur CAGD-orientierten
Beschreibung der Forménderung wesentlich aufwendiger gestaltet. In Abbildung 3.1 ist
der Einflul der Art der Optimierungsvariablen auf das zugehorige Entwurfsgeschwindig-
keitsfeld verdeutlicht.

Zur Losung beliebiger Optimierungsaufgaben eignet sich der in Kapitel 2 vorgestellte
mathematisch orientierte Ansatz besonders gut. Die Art der Entwurfskriterien ist zur
Losung des Problems wegen der Abstrahierung nicht relevant. Jedoch haben sich fiir spe-
zielle Formoptimierungsprobleme alternative, meist heuristische Verfahren bewéhrt. Als
Aufgabenstellung sei hier die Ermittlung eines homogenen Spannungszustandes (Span-
nungsausgleich) genannt. Viele dieser Methoden wurden von biologischen Prozessen, wie
beispielsweise dem Wachstum von Baumen oder Knochen, abgeleitet. Diese Verfahren
sind in der Regel nicht zu beweisen, erscheinen aber plausibel, weshalb man von heuristi-
schen Verfahren spricht. Ein Vertreter dieser Verfahren ist die Methode nach MATTHECK

Design—Modell mit generierten FE—Knoten

Z . FE—Knoten
° Kontroll-Knoten
— fiktive Last
< —— Optimierungsvariable

; :

modifiziertes System fir fiktive Deformation

)

Variation eines Kontroll-Knotens Variation eines FE—Knotens fiktive Deformation

Abbildung 3.1: Beschreibung der Form#nderung im Optimierungsprozefl, Entwurfsge-
schwindigkeitsfelder
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& BURKHARDT [134]. Die zu optimierende Struktur wird bei deren Ansatz in zwei Be-
reiche, einen steifen innenliegenden Teil mit einer Warmeleitfihigkeit von null, und einen
diinnen, sehr weichen Teil mit einer von null verschiedenen Wirmeleitfihigkeit, unterteilt.
Dieser duflere Teil wird daher als Schwellschicht bezeichnet. Mit Hilfe der vON MISES—
Vergleichsspannungen werden nun (fiktive) Dehnungen in der Schwellschicht berechnet,
die zu einer geometrischen Anderung der Struktur fithren, um einen maglichst ausge-
glichenen Spannungszustand entlang der Kanten zu erhalten. Diese Dehnungen werden
entweder direkt aus den Spannungen ermittelt oder indirekt {iber eine thermische Bean-
spruchung der Struktur infolge der Spannungen hervorgerufen.

Die Vorteile der heuristischen Verfahren sind die einfache Implementierung und die rasche
Konvergenz, da kein zusétzliches Optimierungsproblem mit MP— oder OC—Methoden zu
16sen ist. Nachteilig bei dieser Vorgehensweise ist, dafl die Formédnderungen gegeniiber
dem Startentwurf relativ gering sind und daher lediglich spezielle Problemstellungen, wie
beispielsweise der Spannungsausgleich, behandelt werden koénnen.

In der vorliegenden Arbeit werden die Entwurfsgeschwindigkeitsfelder mittels geometrisch
orientierter Verfahren, wie der erwdhnten CAGD-Technik, ermittelt. Dabei werden so-
wohl strukturierte als auch unstrukturierte (freivernetzte) Elementnetze verwendet. Bei
den letzteren werden die Entwurfsgeschwindigkeitsfelder im Inneren der Struktur mit Hil-
fe der beschriebenen modifizierten LAPLACE-Glittung (MAUTE [136]) ermittelt.

Der folgende Abschnitt gibt einen kurzen Uberblick iiber die Methoden des *Computer
Aided Geometric Design’. Fiir Details sei auf FAUX & PRATT [73], BOHM ET AL. [36],
BLETZINGER [30] oder auch WIEGHARDT [248] verwiesen.

Das Konzept der Design—Elemente ist hierarchisch geordnet, d.h. Elemente hoherer Stu-
fen werden aus den vorherigen definiert und zusammengesetzt. Eindimensionale Ele-
mente, auch als Design—Kanten bezeichnet, werden durch die Design—Knoten (Kontroll-
Knoten) definiert. Als Beispiele fiir Design-Kanten sind LAGRANGE-Polynome, BEZIER-
Interpolationen oder B—Splines zu nennen. Ein Nachteil der LAGRANGE—-Polynome sind
oszillierende Formen bei steigendem Polynomgrad, weshalb die geometriebeschreibenden
Kurven héufig aus abschnittsweise definierten Polynomen niedrigerer Ordnung zusam-
mengesetzt werden, was zur Definition von Splines fiihrt. Grund fiir diese Oszillationen
ist der groflere Einflufl eines formbeschreibenden Design—Knotens auf die gesamte Kurve
bei Verwendung eines LAGRANGE-Polynoms, als dies bei einem B-Spline der Fall ist.
Néheres hierzu ist in BLETZINGER [30] oder WIEGHARDT [248] zu finden.
Zweidimensionale Elemente werden durch Kanten definiert. Ubliche Flichenelemente sind
beispielsweise LAGRANGE—, COONS— oder BEzIER-Elemente. Analog zu dieser Definiti-
on ergeben sich dreidimensionale Elemente durch Zusammensetzten der Flachenelemente.
Diese hierarchische Gliederung ist in Abbildung 3.2 veranschaulicht.

Dieses hierarchische Konzept wird auch von CAD-Techniken verwendet und erlaubt wegen
der aufeinander aufbauenden Definitionen beliebige topologische Kombinationen zwischen
den einzelnen Hierarchiestufen. Die mathematische Definition der Design—Elemente wird
im folgenden erliutert. Dabei wird die Geometrie € IR*(Q,) abschnittsweise iiber Ge-
staltsfunktionen ®; (KNEPPE [116], BLETZINGER [30]) im Parameterraum & € IR">?(€);)
der Design—Elemente beschrieben. In der Literatur werden oftmals auch die Bezeichnun-
gen 'Formfunktion’, 'Interpolationsfunktion’ oder ’Ansatzfunktion’ fiir ®; verwendet. Um
jedoch Verwechslungen mit den Ansatzfunktionen der Finiten Elemente (vgl. Kapitel 4)
zu vermeiden, wird in dieser Arbeit der Begriff 'Gestaltsfunktion’ in Zusammenhang mit
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Design—FElementen bevorzugt.
 (§) :Z‘I’z‘ (&) (3.1)

Der Vektor  (§) stellt den Ort eines materiellen Punktes im Parameterraum € dar. Der
Vektor @; beschreibt die Koordinaten der n formbeschreibenden Design—Knoten eines
Design-Elements, die in der Formoptimierung die freien Parameter (Optimierungsvaria-
blen &) darstellen. Mit Hilfe dieser Gestaltsfunktionen gelingt es, abschnittsweise glatte
Kanten und Oberflichen zu erzeugen, was bei der Formoptimierung wiinschenswert ist.
Um die Glattheit an Ubergéingen zwischen Design-Elementen zu garantieren, bedarf es
der Definition von Ubergangs— bzw. Kontinuititsbedingungen. Bei dieser Kontinuitit
sind Begriffe wie ’geometrische Kontinuitidt’ oder auch ’visuelle Kontinuitdt’ und ’para-
metrische Kontinuitét’ zu unterscheiden. Nach BLETZINGER [30] ist die geometrische
Kontinuitit zwischen Design—Elementen dann gewihrleistet, wenn die wirkliche, sicht-
bare Form an den Ubergangsstellen die gestellten Bedingungen erfiillt. Die Bedingung
fiir parametrische Kontinuitét orientiert sich im Gegensatz dazu an den Verhéltnissen im
Parameterraum.

Die Kontinuitéitsbedingungen sind besonders einfach fiir BEZIER— und B-Splines mit Hilfe
geometrischer Beziehungen der Koordinaten der formbeschreibenden Kontroll-Knoten zu

1D Kurven—-Elemente £ € Rt o Kontroll-Knoten
LAGRANGE Splines Kreise, Spiralen

linear  quadratisch  kubisch o s \Uu

2D Flachen—Elemente & € R2

LAGRANGE BEZIER

ANV
IR

3D Volumen—-Elemente & € R3

LAGRANGE CooNs
8—knotig 20—knotig

Abbildung 3.2: Hierarchischer Aufbau der Design-Elemente (aus BLETZINGER ET AL. [32]
bzw. BLETZINGER [30])
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gewéhrleisten. Die (geometrische) Verkniipfung von Optimierungsvariablen wird auch als
‘variable linking’ bezeichnet. Neben dem bereits beschriebenen Effekt der Gewéhrleistung
von kontinuierlichen Ubergingen wird durch diese Verkniipfung die Anzahl der Opti-
mierungsvariablen reduziert und somit auch die Formvielfalt des Entwurfsmodells ein-
geschrinkt. Durch diese Linking—Vorschriften konnen beispielsweise bestimmte Bewe-
gungsrichtungen einzelner Kontroll-Knoten, Symmetriebedingungen oder auch relative
Bewegungen von Kontroll-Knoten zueinander erzwungen werden.

Die beschriebenen Verkniipfungsvorschriften werden in der wihrend des Optimierungspro-
zesses konstanten Verkniipfungsmatrix L zusammengefafit. Fiir die Lage der voneinander
unabhéngigen Kontroll-Knoten & ergibt sich dann folgender Zusammenhang;:

¢=2"+L53 (3.2)

In dem Vektor & sind die formbeschreibenden Design—Knoten aller Design—Elemente
zusammengefaBt. Der Vektor @° beschreibt den von den Optimierungsvariablen § un-
abhéngigen Anteil der Koordinaten der Kontroll-Knoten. Diese sind in Abbildung 3.3
als Design-Parameter bezeichnet. Neben der Verkniipfung von Kontroll-Knoten kann
die Abh#ngigkeit zwischen den Kontroll-Knoten der Design—Elemente und den Knoten
der Finiten Elemente auch als eine Art Verkniipfung interpretiert werden. Diese erfolgt
iber die zuvor definierten Gestaltsfunktionen und wird mit Hilfe des Entwurfsgeschwin-
digkeitsfeldes ausgedriickt.

Mit Hilfe dieser Verkniipfung von Optimierungsvariablen und Kontroll-Knoten der Design—
Elemente sowie der Verkniipfung der Kontroll-Knoten und der Strukturparameter (FE—
Knoten) 148t sich die in Abbildung 3.3 angegebene Variablenhierarchie im Optimierungs-
modell aufstellen.

Néheres zum Konzept der Variablenverkniipfung ist in BLETZINGER [30] und RAMM ET
AL. [175] zu finden. Die Definition bzw. Ermittlung der Entwurfsgeschwindigkeitsfelder,
basierend auf der CAGD-Beschreibung, ist nachfolgend kurz erklart.

Wie bereits erliutert, beschreiben die Entwurfsgeschwindigkeitsfelder die Anderung der
Materialpunkte (z.B. FE-Knoten) innerhalb eines definierten Gebietes in Abhéngigkeit
von der Variation eines freien Parameters (Optimierungsvariable). In ZHANG & BELE-
GUNDU [256] wird aus diesem Grund auch von der Sensitivitit des FE-Netzes infolge ei-
ner Designdnderung gesprochen. Demnach wird auf diese Art das Analysemodell mit dem

¢ ... Zuordnung (direkt oder Verkntpfung)r —— — T T -

> ... Generierung Optimierungsvariablers

Entwurfsmodell ‘

Design—Parameter,  Variablen X
< = | <=

FE Parameter Variablen Xgg Variablexgg

Analysemodell \ Optimierungsmodell
____________________ j

Abbildung 3.3: Hierarchie der Optimierungsvariablen (aus BLETZINGER [30])
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Entwurfsmodell verkniipft. Dieser geometrische Zusammenhang ist durch Gleichung (3.3)
ausgedriickt. Eine Anderung der Position eines Kontroll-Knotens i bzw. einer Optimie-
rungsvariablen §; fithrt zu einer Anderung der Punkte (z.B. FE-Knoten) innerhalb des
Design—FElements.

Ve (€)=Y @ () Ve ; Ve =LV,3 (3.3)
i=1

Vs (€) stellt dabei die in einer Matrix zusammengefafiten Entwurfsgeschwindigkeitsfelder
der Materiepunkte fiir die einzelnen Design-Knoten und damit auch der Optimierungsva-
riablen dar. Diese Entwurfsgeschwindigkeitsfelder werden innerhalb einer Optimierungs-
iteration an zwei Stellen benotigt. Zum einen bei der Sensitivitdtsanalyse der Struktur-
antwort bzw. der Entwurfskriterien zur Ableitung der geometrischen Grolen (vgl. Kapi-
tel 5, 6 und 7), zum anderen bei der Bestimmung der verbesserten Tragwerksgeometrie
bzw. der neuen Lage der FE-Knoten. Fiir diese ergibt sich folgender Zusammenhang:

T
mgc;fl) — a:g% + Vsmg% As® (3.4)

Die Vektoren msfg Y und a:;i“,); bezeichnen die Position der Knoten der Finiten Elemente

in den Optimierungsschritten (k + 1) und (k). Vsar;sf?E stellt die Matrix der Entwurfs-
geschwindigkeitsfelder aller FE-Knoten im Gebiet dar. In den meisten Féllen dndern
sich die Entwurfsgeschwindigkeitsfelder wihrend des Optimierungsfortschritts nicht bzw.
werden wihrend des gesamten Optimierungsprozesses konstant gehalten. Deshalb kann
die Lage der FE-Knoten nach Gleichung (3.4) fiir den optimalen Entwurf auch wie folgt
dargestellt werden:

zhy =20, + V2l & (3.5)
x%, beschreibt die Lage der FE-Knoten zu Beginn der Optimierung. Gleichung (3.5)
macht deutlich, dafl der optimale Entwurf aus einer Linearkombination der Entwurfs-
geschwindigkeitsfelder ermittelt wird. Wird jedoch infolge grofler Designverédnderungen
eine Neuvernetzung notwendig oder basieren die Entwurfsgeschwindigkeitsfelder auf der
jeweils aktuellen Geometrie, ist diese Vorgehensweise nicht mehr zuléssig.
Bei Verwendung strukturierter Netze, die mittels der Gestaltsfunktionen ®; der Design—
Elemente erzeugt werden, konnen die optimalen Koordinaten der FE—Knoten auch di-
rekt, ohne Verwendung der Entwurfsgeschwindigkeitsfelder wie in den Gleichungen (3.4)
und (3.5), durch Einsetzen der optimalen Losung §* in Gleichung (3.1) bestimmt werden.

3.2 Topologieoptimierung

Die Topologieoptimierung stellt die allgemeinste Methode in der Strukturoptimierung dar.
Durch sie wird der grundlegende topologische Aufbau einer Tragstruktur ermittelt, ohne
jedoch exakte Aussagen {iber Form und Querschnittsabmessungen der beteiligten Bautei-
le treffen zu konnen.

In der vorliegenden Arbeit werden in erster Linie Formoptimierungsprobleme behandelt.
Kapitel 6 beschiftigt sich mit der Sensitivititsanalyse bei nichtlinearem Strukturverhal-
ten. Dieses Verfahren ist sowohl fiir Form— als auch fiir Topologieoptimierungsproble-
me anwendbar. Aus diesem Grund wird an dieser Stelle nur kurz auf die bekannten
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Verfahren der Topologieoptimierung eingegangen. Fiir Details sei auf die Arbeiten von
BENDSOE [18], BENDSOE & MOTA SOARES [22], ESCHENAUER & OLHOFF [67], ROZVA-
NY ET AL. [190], MAUTE [136] oder auch KEMMLER [103] verwiesen.

Bei den Verfahren der Topologieoptimierung unterscheidet man zwischen heuristischen,
geometrischen und materiellen Methoden. Letztere werden wiederum in materiell diskret
und materiell kontinuierlich eingeteilt. Bei dem materiell diskreten Ansatz spricht man
von ’Layout’-Optimierung.

Erste Ansétze zur Bewiiltigung von Topologieoptimierungsproblemen verwenden einen
analytischen Zugang des materiell diskreten Ansatzes und gehen auf MAXWELL [141] 1869
und MICHELL [146] 1904 zuriick. Ziel dieser Optimierungsprobleme ist die Maximierung
der Steifigkeit bei vorgeschriebener Masse. Die dabei entstehenden optimalen Strukturen
bestehen aus einem orthogonalen Netz von Stében (sogenannte MICHELL-Strukturen),
die jedoch nur fiir einen bestimmten Lastfall und lineares Strukturverhalten optimal sind.
In den siebziger Jahren wurde MICHELLs Ansatz z.B. von HEMP [93] oder auch PRAGER
& RozvANY [171] fiir die Anwendung auf komplexere Topologieoptimierungsprobleme
mit mehreren Nebenbedingungen und Lastfillen erweitert. Das Hauptproblem dieser
Vorgehensweise besteht darin, daf} sie fiir allgemeine Aufgabenstellungen ungeeignet ist.
DORN ET AL. [63] haben 1964 eine Methode zur Optimierung einer Grundstruktur aus
endlich vielen Fachwerkstdben und/oder Balkenelementen vorgestellt. Auf diese Art und
Weise wird das Topologieoptimierungsproblem in ein Querschnittsoptimierungsproblem
umgewandelt und wird daher auch als ’approximativ—diskrete’ Topologieoptimierung be-
zeichnet.

Nachteilig bei dieser Vorgehensweise ist die Abhéngigkeit der Optimierungsergebnisse von
der zugrundeliegenden Grundstruktur und dem vereinfachten mechanischen Modell durch
die Annahme von Fachwerkstdben bzw. Balkenelementen. Daher wird der kontinuierli-
che Ansatz zur Losung von Optimierungsproblemen bevorzugt. Wie bereits angedeutet,
unterscheidet man hier wiederum zwischen einem heuristischen, einem geometrischen und
einem materiell kontinuierlichen Ansatz.

Als heuristische Verfahren der Topologieoptimierung werden beispielsweise die ’soft—kill’—
Methode (z.B. WALTHER & MATTHECK [242]) oder die "hard—kill'-Methode (z.B. SIENZ
[208]) bezeichnet. Der Grund fiir deren Einstufung als heuristische Methoden ist, daf} die
Entscheidung iiber die Verteilung der Steifigkeitsverhiltnisse in der Struktur mit Hilfe des
aktuellen Spannungszustandes getroffen wird. Diese Methoden haben ihren Ursprung in
der ’Fully Stressed Design’-Technik, bei der ein méglichst ausgeglichener Spannungszu-
stand angestrebt wird. Schwach beanspruchte Bereiche werden sukzessive entfernt. Bei
der ’soft—kill'-Methode wird die Steifigkeit, z.B. mittels des Elastizitdtsmoduls, an einer
bestimmten Stelle des Tragwerks als lineare Funktion des dort herrschenden Spannungs-
zustandes in bezug zur maximalen Spannung oder der Vergleichsspannung definiert. Bei
der "hard-kill’-Methode werden schwach beanspruchte Gebiete unter einer vorgegebenen
Schranke, die wihrend der Prozedur veréindert wird, sofort entfernt; dieses Vorgehen kann
auch als Integer-Optimierung bezeichnet werden, bei der die Entscheidung iiber "Mate-
rial’ oder ’kein Material’ (vgl. Kapitel 2) mit Hilfe des Spannungszustands getroffen
wird. Die "penalty—kill'-Methode ist zwischen den beiden zuvor beschriebenen Metho-
den einzustufen, da die Steifigkeit nicht linear, sondern {iber eine Exponentialfunktion
(Penalty-Funktion) vom Spannungszustand abhéngig ist. Durch eine entsprechende Wahl
des Exponenten kann sowohl die 'soft—kill'-Methode als auch die ’hard—kill’-Methode be-
schrieben bzw. approximiert werden. Ein analoges Vorgehen wird bei dem an spéterer
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Stelle noch beschriebenen SIMP—Ansatz angewendet. Der Vorteil der heuristischen Me-
thoden ist die sehr einfache Implementierung, da kein Optimierungsalgorithmus, wie z.B.
die SQP-Methode, zur Ermittlung eines neuen Satzes von Optimierungsvariablen benétigt
wird. Es ist lediglich ein Analyseverfahren, wie beispielsweise die Methode der Finiten
Elemente, erforderlich. Allerdings konnen mit diesen Verfahren keine allgemeinen Opti-
mierungsprobleme, d.h. unterschiedliche Zielfunktionen und Nebenbedingungen, behan-
delt werden, wie dies bereits im Abschnitt zuvor bei dem Verfahren nach MATTHECK &
BURKHARDT [134] der Fall war.

Beim geometrischen Ansatz werden in eine gegebene Struktur Locher eingebracht. Diese
und die bereits vorhandenen werden anschliefend durch Methoden der Formoptimierung
derart verandert, daf} die Zielfunktion verbessert wird. Die Anzahl und die Position dieser
zusétzlichen Locher ist allerdings nur schwer zu bestimmen. Heuristische Verfahren, wie
sie von ROSEN & GROSSE [186] vorgeschlagen werden, bringen die Locher an Stellen nied-
riger Spannung (meistens Vergleichsspannung) ein. Bei ESCHENAUER ET AL. [65] und
SCHUMACHER [200] wird dieses Problem durch ein lokales Optimierungsproblem geldst.
Ein infinitesimal kleines, kreisférmiges oder elliptisches Loch ("bubble’) wird in die Struk-
tur an der Stelle eingebracht, an der der Gradient der LAGRANGE-Funktion beziiglich
einer Variation der Form des Loches minimal ist. Dadurch wird der Spannungszustand
in der Struktur nicht gestort, da diese Methode auf dem SAINT-VENANT-Prinzip be-
ruht. Anschliefend wird die Form des Loches optimiert. Diese Vorgehensweise wird als
’bubble’-Methode bezeichnet. Der Vorteil gegeniiber materiellen Methoden ist, dafl die
Ergebnisse aus einer Topologieoptimierung nicht durch Methoden der Formoptimierung
nachbearbeitet werden miissen, da dieses Verfahren direkt die Formoptimierung in den
Topologieoptimierungsprozefl integriert. Nachteilig ist die rechenintensive Auswertung
des Optimierungsproblems zur Positionierung der zusétzlichen Locher. Auflerdem stel-
len geometrische Methoden hohe Anforderungen an den Optimierungsalgorithmus, da die
Locher an beliebigen Stellen plaziert werden kénnten, was hiaufige Netzwechsel bzw. Netz-
anpassungen erfordert. Das Einbringen von Lochern fiihrt zu einem irreversiblen Wechsel
des zugrundeliegenden mechanischen Problems. Daher ist die Optimierungsprozedur dis-
kontinuierlich bzw. pfadabhéngig und somit an dieser Stelle nicht differenzierbar.
Aufgrund dieser grundlegenden Schwierigkeiten bzw. Anforderungen verwenden die mei-
sten Methoden in der Topologieoptimierung den materiell kontinuierlichen Ansatz, der
nachfolgend kurz diskutiert wird. Ein Uberblick iiber die Methoden der materiellen To-
pologieoptimierung ist beispielsweise in MAUTE [136] oder MAUTE ET AL. [140] zu finden.
Wie in Kapitel 2 bereits beschrieben, handelt es sich bei der materiellen Topologieopti-
mierung um ein Materialverteilungsproblem. Bei der klassischen Topologieoptimierungs-
aufgabe wird eine bestimmte Masse m optimal in einem definierten Raum €2 verteilt,
was durch eine diskontinuierliche Indikatorfunktion y (z, k) (oder auch Trigerfunktion)
beschrieben wird (vgl. Gleichung (2.38)). Hiufig ist bei Topologieoptimierungsproble-
men die Maximierung der Steifigkeit das zugrundeliegende Entwurfskriterium. Dann
wird die Masse m wihrend der Optimierung konstant gehalten. Fiir den linear ela-
stischen Fall entspricht die Maximierung der Steifigkeit der Minimierung der inneren
Forménderungsenergie (Dehnungsenergie). Es ergibt sich folgendes, beschrinktes Op-
timierungsproblem:

min : / e (2) C ()& () dO (3.6)
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mit /p (x)d2—m =0 (3.7)

p () beschreibt die Dichteverteilung iiber das Gebiet 2. Die Optimierungsvariablen
sind in dem aus isotropem Material bestehenden elastischen Materialtensor C (x) ent-
halten, welcher, wie die Dichteverteilung, abhingig von der obengenannten Indikator-
funktion y (x) ist.

C(z)=x(z) Co ; plz)=x(x)p (3-8)
C|) beschreibt den Materialtensor und p, die Dichte des isotropen, homogenen Materials.
Da das mechanische Problem wie auch das Optimierungsproblem in den seltensten Féllen
analytisch gelost werden kann, ist eine approximative Beschreibung notwendig. In der
vorliegenden Arbeit wird hierzu die Methode der Finiten Elemente verwendet. U.a. wird
dabei die Indikatorfunktion y elementweise mit stetigen (meist konstanten) Ansétzen fiir
die Indikatorfunktion x () approximiert.

X (@)= x"(®) ; x"eV}CH' (3.9)

Die konstanten Ansétze fiihren zu einer diskontinuierlichen Materialverteilung, weshalb
man von einem ’0-1"-Optimierungsproblem (Integer—Optimierungsproblem) spricht. Die-
ses ist im allgemeinen nur mit enormem numerischen Aufwand zu 16sen. Auflerdem sind
die Ergebnisse stark von der gew#hlten Diskretisierung abhéingig und zudem existieren
zahlreiche lokale Minimumstellen.
Erste Ansétze in der materiellen Topologieoptimierung unter Verwendung der kontinuier-
lichen Methode sind Rossow & TAYLOR [187] zuzuschreiben. Sie verwenden die Dicke
von Scheibenelementen als Optimierungsvariablen und bestimmen so aus der optimalen
Dickenverteilung die optimale Topologie eines Tragwerks. Neben der Unsicherheit, welche
Stellen anhand der optimalen Dickenverteilung als Locher zu interpretieren sind, existie-
ren weitere Nachteile dieser Vorgehensweise. Beispielsweise fand OLHOFF [155] heraus,
daf3 die Optimierungsergebnisse, wie bereits erwihnt, sehr stark von der Diskretisierung
abhéingig sind. Je feiner die Diskretisierung gewihlt wird, um so mehr Rippen (Tragele-
mente) ergeben sich durch die Optimierung. Dies 148t darauf schliefien, dafl das Optimum
unendlich viele Rippen besitzt (CHENG & OLHOFF [53], vgl. MICHELL-Struktur).
Diese numerischen Probleme entstehen durch das fundamentale Problem der Integer—
Optimierung. Das Variationsproblem (Gleichung (3.6)) besitzt im Unterraum H, der
approximierten Strukturantwort u” (u" € H}) keine Losung, da es sich um ein schlecht
gestelltes, nichtkonvexes Optimierungsproblem handelt (KOHN & STRANG [118]).
Zur Losung des schlecht gestellten ’0-1-Optimierungsproblems stellen KOHN & STRANG
[117], [118] eine mathematisch fundierte Methode vor, die drei Disziplinen miteinander
verkniipft. Diese sind die Strukturoptimierung, Relaxation von nichtkonvexen Funktio-
nalen und Homogenisierung von Mikrostrukturen.
Es stellt sich heraus, dafl die Verschiebungen im Optimum sehr stark oszillieren, was
auf eine Struktur mit beliebig vielen und beliebig kleinen Léchern hindeutet. Durch
die Einfiihrung poroser Werkstoffe kann dieses Problem gelost werden. Dabei wird die
diskrete Parameterfunktion y durch eine kontinuierliche Verteilungsfunktion x ersetzt.
Dadurch wird der Funktionenraum der Verschiebungen w erweitert und somit relaxiert.
Man spricht von Relaxation oder auch Regularisierung. Fiir die kontinuierliche Vertei-
lungsfunktion y gilt dann:

0<x<l1 (3.10)
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Der Materialtensor C' ist nun nicht linger ausschliefflich eine Funktion des Ortes @ und des
Optimierungsfortschrittes k, sondern zusétzlich eine Funktion der Porositét bzw. Dichte p.
Das Optimierungsproblem i3t sich daher folgendermafien darstellen:

) 1
IIE’II 59/6(33) C (z,p)e(x)d (3.11)
mit /p(m)dQ—m:() ; 0<p<po (3.12)

Fiir p = py, also homogenes Material, ist C (x, p) = Cy (x). Der Materialtensor C (x, p)
beschreibt dabei das makroskopische Verhalten des pordsen Materials und ist derart zu
wihlen, dafl gewisse Bedingungen erfiillt werden (KOHN & STRANG [118]), auf die an
dieser Stelle nicht n&her eingegangen wird.

Diejenigen porésen Materialmodelle, die diese Bedingungen erfiillen, werden als optima-
le Materialmodelle oder auch optimale Mikrostrukturen bezeichnet. Die einzigen zum
jetzigen Zeitpunkt bekannten Materialmodelle, die diese Bedingungen erfiillen, sind die
periodisch strukturierten 'rank-n’-Laminate (vgl. Abbildung 3.4). Obwohl die 'rank-n’-
Laminate aus mathematischer Sicht die geforderten Bedingungen exakt erfiillen, fiihren sie
zu optimalen Strukturen mit einem grofien Anteil an porésem Material. Eine Uberfiihrung
dieser Ergebnisse in reale Tragwerke ist nahezu unmoglich. Aus diesem Grund werden
nichtoptimale (suboptimale) porose Werkstoffmodelle eingefiihrt, welche die in der Arbeit
von KOHN & STRANG [118] geforderten Bedingungen nicht erfiillen. Dies hat zur Fol-
ge, dafl mit diesen vereinfachten Ansédtzen im Optimum eine eindeutige '0-1"—Verteilung
erzielt werden kann, die jedoch von der Diskretisierung abhéngig ist. Mit Hilfe der Filter—
Methode nach SIGMUND [209] oder der Perimeter-Methode (Umfangsmethode) nach HA-
BER ET AL. [82] kann diese Netzabhéngigkeit nahezu beseitigt werden.

Nichtoptimale Materialmodelle kénnen wiederum in makroskopische und mikroskopische
Ansétze unterteilt werden. Der wohl bekannteste mikroskopische Ansatz geht auf BEND-
s¢E & KikucHI [20] zuriick. Dieser sogenannte 'micro hole’~Ansatz ist in Abbildung 3.4
anschaulich dargestellt. Dabei sind die Abmessungen a und b des Représentativen—
Volumen-Elements (RVE, Einheitszelle) sowie deren Orientierung ¢ in der Ebene variable
GroBen, d.h. die Optimierungsvariablen. Durch eine kontinuierliche Variation dieser Va-
riablen konnen Materialzustinde beliebiger Porositdt und Orientierung erzeugt werden.
Die makroskopischen Materialeigenschaften fiir die erwéhnten mikroskopischen Ansétze
werden mit Hilfe von Homogenisierungsverfahren bestimmt, die die Geometrie der Ein-
heitszelle beriicksichtigen (z.B. BENSOUSSAN ET AL. [26], SANCHEZ-PALENCIA [193]).

1
e |
b 1
/ (
Q S~
S~ v —
a
rank—n’—Laminat 'micro hole’-Ansatz

Abbildung 3.4: Mikroskopische Materialmodelle: 'rank-—n’-Laminat, 'micro hole’~Ansatz
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Da diese Homogenisierung fiir jede Kombinationsmdoglichkeit der Variablen durchzufiihren
ist, werden hiufig aus Effizienzgriinden nur endlich viele Kombinationen exakt bestimmt
und dazwischenliegende durch Interpolation ermittelt (GUEDES & KikucHI [80]).
Andere Materialmodelle variieren direkt makroskopische Materialeigenschaften. So wer-
den beispielsweise von RINGERTZ [185] oder BENDSOE ET AL. [19] direkt die Eintriige
im Materialtensor als Optimierungsvariablen interpretiert. Verschiedene Normen des ma-
kroskopischen Materialtensors, wie z.B. dessen Spur, werden herangezogen, um einen
Zusammenhang zur Dichte herzustellen.

Ein relativ einfacher und anschaulicher makroskopischer Ansatz stellt einen direkten Zu-
sammenhang der Materialparameter, wie beispielsweise dem Elastizitdtsmodul F, und
der aktuellen Dichte p an einer Stelle a her.

g
E= B (pﬁ) = {peR0<p<pm) : B={FeRP=1}  (313)
Bei diesem Ansatz werden die Steifigkeiten bei Zwischenzustdnden der Dichten p ge-
geniiber denen des Vollmaterials bestraft, weshalb man auch vom SIMP-Ansatz spricht
(Solid Isotropic Microstructure with Penalty for intermediate density). Als einzige Op-
timierungsvariable fungiert bei diesem Ansatz die Dichte p jedes Finiten Elements. Fiir
den ebenen Spannungszustand und § = 1 entspricht dieses Materialverteilungsproblem
einer Dickenoptimierung. Wie bereits angedeutet, liefern die Ergebnisse einer Dickenopti-
mierung selten eindeutige '0-1"-Resultate, was auf den linearen Zusammenhang zwischen
der Dichte p und dem Elastizitdtsmodul E zuriickzufiihren ist. Bei steigendem Expo-
nenten (3 > 1) werden pordse Zustéinde immer ungiinstiger in bezug auf die zugehorige
Steifigkeit, als dies fiir Vollmaterial der Fall ist. Auf diese Art und Weise werden porose
Zwischenzusténde bestraft, was letztendlich zu einer (fast) reinen ’0-1"-Verteilung fiihrt.
Der nichtlineare Zusammenhang zwischen p und F in Abhéngigkeit des Penalty—Faktors
ist in Abbildung 3.5 veranschaulicht.

Entsprechende Ansiitze werden u.a. von BENDSQE [17], ROZVANY ET AL. [191], MLEJ-
NEK [149] oder auch SWAN & ARORA [219] verwendet.

Um die Netzabhingigkeit des makroskopisch isotropen Ansatzes zu verringern, wurde von
MAUTE & RAMM [138] ein orthotropes Materialmodell vorgeschlagen. Ahnlich zum be-
schriebenen 'micro hole’~Ansatz werden hierbei die Elastizitatsmoduli F; durch approxi-
mierte Verteilungsfunktionen x; variiert. Zudem ist die Orientierung der Hauptrichtungen
in der Ebene (i = 1,2) bzw. im Raum (i = 1, 2, 3) variabel.

Ein ausfiihrlicher Uberblick iiber die verschiedenen makroskopischen und mikroskopischen
Materialanséitze zur Behandlung von Topologieoptimierungsproblemen ist in BENDSOE &
SIGMUND [21] zu finden.

1 B=1 B: Penalty— Faktor
E/E, Materialaufwendun E,p: aktuelle Werte
(linear) Steifigkeit
0 p>1 1 EoPo: Werte des Vollmaterials

p/po

Abbildung 3.5: Makroskopisches Materialmodell: Penalty—Methode
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In Anlehnung an den makroskopischen isotropen Ansatz (SIMP—Ansatz) werden in MAU-
TE ET AL. [139] zur Behandlung von Topologieoptimierungsproblemen bei elastoplasti-
schem Materialverhalten zusédtzliche Materialparameter an die Dichte p gekoppelt.

B1 B2 B2 B3
E=E, <£> s By = By <£> bzw. Gy = Gy <£> ; Oy = Oyo <£>
Po Po Po Po

B>1; i=1,2,3 (3.14)

Dabei ist £ der Elastizitdtsmodul (vgl. elastisches Materialverhalten), E, der Verfesti-
gungsmodul bzw. G die Bruchenergie (Ndheres dazu vgl. Kapitel 4) und o, die Flie-
spannung. Die mit '0’ gekennzeichneten Groflen beschreiben die Materialparameter fiir
das isotrope homogene Material. Obwohl dieser Ansatz das Integer—-Optimierungsproblem
moglicherweise nicht korrekt relaxiert, fiihrt er doch zu einer klaren '0-1-Verteilung. Al-
lerdings stimmt dieser Ansatz ndherungsweise mit den numerischen Ergebnissen von ela-
stoplastischen Homogenisierungsverfahren nach YUGE & KikucHI [254] und YUGE ET
AL. [253] iiberein.



Kapitel 4

Nichtlineare Strukturanalyse

Die Durchfiihrung einer Sensitivitdtsanalyse und die Auswertung der mechanisch orien-
tierten Entwurfskriterien setzt die Kenntnis der Strukturantwort voraus. Aus diesem
Grund wird an dieser Stelle auf die Herleitung der hierfiir notwendigen Gleichungen bei
geometrisch und materiell nichtlinearem Strukturverhalten im Hinblick auf die Bestim-
mung der Ableitungen (Sensitivitéiten) in aller Kiirze eingegangen.

Ausgehend von den allgemeinen Grundlagen der Kontinuumsmechanik, die in der Litera-
tur bereits erschopfend behandelt wurden (z.B. BETTEN [28], MALVERN [132]), wird das
weitere Vorgehen erldutert. Das strukturelle Gleichgewicht ist durch die am infinitesima-
len Element aufgestellten Differentialgleichungen definiert, wobei das mechanische Verhal-
ten lokal beschrieben wird. Die EULER-Gleichungen bestehen aus dem statischen Gleich-
gewicht, den zugehorigen statischen Randbedingungen (NEUMANN-Randbedingungen),
den konstitutiven Beziehungen (Materialgesetz) sowie den kinematischen Feldgleichungen
und den zugehorigen kinematischen Randbedingungen (DIRICHLET-Randbedingungen).
Man spricht auch von der starken Form des mechanischen Problems. Da dieser Satz
von gekoppelten, partiellen Differentialgleichungen im allgemeinen fiir ganze Tragsyste-
me nicht geschlossen gel6st werden kann, bedient man sich eines Energieausdrucks, z.B.
des Prinzips der virtuellen Verschiebungen (PvV), zur Erfiillung des Gleichgewichts. Das
PvV erfiillt das Gleichgewicht nur noch global (integraler Ausdruck), nicht lokal, wes-
halb auch der Begriff ’schwache Form des Gleichgewichts’ verwendet wird. Dieser ist auf
die schwicheren Anforderungen an die Ansatzfunktionen der Strukturvariablen bei der
Verwendung der Methode der Finiten Elemente (FEM) zuriickzufiihren. In der vorliegen-
den Arbeit wird sowohl die Strukturanalyse als auch die Sensitivititsanalyse mit Hilfe
der FEM durchgefiihrt. Sie wird in den Ingenieurwissenschaften héufig eingesetzt und
ist z.B. bei CLOUGH [56], BATHE [13], CRISFIELD [59], [60], HUGHES [97], ARGYRIS &
MLEJNEK [2] oder ZIENKIEWICZ & TAYLOR [258] anschaulich dargestellt, wobei in der
vorliegenden Arbeit die von BATHE [13] verwendete Notation besondere Beachtung finden
wird.

Zur Berechnung geometrisch nichtlinearer (z.B. groie Verschiebungen bei kleinen Ver-
zerrungen) und materiell nichtlinearer (z.B. elastoplastisches Materialverhalten) Phéno-
mene werden die zur Beschreibung dieser Phénomene erforderlichen Gleichungen defi-
niert. Dies ist im Hinblick auf die Sensitivititsanalyse, die konsistent zum verwende-
ten Losungsalgorithmus bei der Strukturanalyse sein muf}, notwendig (VIDAL & HA-
BER [239]). Auflerdem kénnen entsprechende Analogien zwischen Struktur— und Sensiti-
vitdtsanalyse aufgezeigt und erdrtert werden.

Des weiteren wird auf die numerische Behandlung von Stabilitdtsproblemen eingegan-
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gen sowie die dafiir notwendigen Pfadverfolgungsalgorithmen kurz erldutert (vgl. WAG-
NER [241], REITINGER [180]), da diese die Sensitivititen beeinflussen.

Bei der kontinuierlichen Formulierung des nichtlinearen Strukturproblems wie auch des
Optimierungsproblems und der dafiir benttigten Sensitivitdten wird die Tensornotation
verwendet. Infolge der notwendigen Diskretisierung mit der Methode der Finiten Elemen-
te wird, wie allgemein iiblich, auf die Vektor-Matrix—Schreibweise gewechselt.

4.1 Grundlagen der Kontinuumsmechanik

Grundlage der folgenden Gleichungen bildet die Annahme eines nichtlinearen Zusam-
menhangs zwischen Verschiebungen und Verzerrungen sowie einer linearen Spannungs—
Dehnungs—Beziehung. Die Elastoplastizitit wird an spéterer Stelle diskutiert. Des weite-
ren wird von kleinen Verzerrungen ausgegangen.

4.1.1 Kinematische Grundlagen

Zur Beschreibung der Bewegung eines Kontinuums unterscheidet man zwischen zwei
Betrachtungsweisen, der LAGRANGE’schen oder materiellen und der EULER’schen oder
rdumlichen Betrachtungsweise. Je nachdem, ob die Gréflen des kinematischen Vorgangs
bei der LAGRANGE’schen Betrachtungsweise auf das undeformierte Referenzsystem (Re-
ferenzkonfiguration) oder auf die aktuelle (updated), deformierte Konfiguration (Momen-
tankonfiguration) bezogen werden, spricht man von Total LAGRANGE (TL) bzw. Updated
LAGRANGE (UL) Beschreibung. Im weiteren wird lediglich auf die Total LAGRANGE For-
mulierung eingegangen.

Ein materieller Punkt P kann zu jedem Zeitpunkt ¢ des Deformationsvorgangs einem
Ort © € IR? in einem raumfesten, kartesischen Koordinatensystem zugeordnet werden.
Dieser Punkt, dessen Lage in der Referenzkonfiguration durch den Ortsvektor X beschrie-
ben ist, wird durch die Abbildungsvorschrift x% in die deformierte Momentankonfigura-
tion abgebildet. In MAUTE [136] wird zusétzlich noch zwischen topologischer, bei der die
Nachbarschaftsbeziehungen der materiellen Punkte durch die Deformation unveridndert
bleiben, und nichttopologischer Abbildung unterschieden. Eine nichttopologische Abbil-
dung ist beispielsweise bei der Entstehung von Rissen infolge der Belastung erforderlich.
Es gilt nun folgender Zusammenhang fiir einen materiellen Punkt P:

T =xx(X,1) = xx(X) (4.1)

Dieser Zusammenhang wird mit Hilfe von Abbildung 4.1 verdeutlicht. x stellt dabei den
Ortsvektor eines materiellen Punktes P, in der Momentankonfiguration dar. Fiir die Ver-
schiebungen u der Materiepunkte gilt demnach:

u=zx—-X =xx(X,t)— X (4.2)

Die kinematischen Gréflen kénnen z.B. durch den Deformationsgradienten F' beschrieben
werden. Der Deformationsgradient ergibt sich mittels Differentiation des Ortsvektors
in der Momentankonfiguration nach dem der Referenzkonfiguration X.

1 ) ox
E = 5(FTF —I) mit F= X Vyx (4.3)
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Der GREEN-LAGRANGE-Verzerrungstensor FE ist ein objektiver, in den Verschiebungen u
nichtlinearer, zweistufiger Verzerrungstensor. I stellt den zweistufigen Identitétstensor
dar. Fiir die weitere Darstellung des Verzerrungstensors wird eine alternative Notation
verwendet, wie dies auch in BATHE [13] der Fall ist. Des weiteren werden im Hinblick auf
eine Inkrementierung zur Losung nichtlinearer Probleme die Verzerrungen in inkremen-
teller Schreibweise dargestellt. Im folgenden sind alle GroBen ohne Index ¢ bzw. ¢+ 1 als
inkrementelle Gréflen zu interpretieren. Diese konnen als Differenz der Verzerrungen E;
und E,; ausgedriickt werden, wobei der Index t bzw. t 4+ 1 den Zeitpunkt des Deforma-
tionsprozesses und der Index am Gradientenoperator V() die Konfiguration bezeichnet.
Im Hinblick auf die Verwendung der Methode der Finiten Elemente zur Bestimmung
der Strukturantwort werden die nachfolgenden Definitionen bereits auf den Parameter-
raum )¢ bezogen (vgl. Abbildung 4.1). Diese durch die Abbildung x, beschriebene
Transformation verhilt sich analog zu der Transformation xx zwischen Referenz— und
Momentankonfiguration infolge des Deformationsprozesses. Die Abbildung von der Dar-
stellung im Parameterraum in die Momentankonfiguration erfolgt durch eine Verkniipfung
der zwei beschriebenen Abbildungsvorschriften x x und x;. Es ergibt sich fiir die Ablei-
tungen nach den Koordinaten des Referenzsystems und des Parameterraums folgender
Zusammenhang:

Ve() =Vx()J  bzw.  Vx(:)=V()J! (4.4)

J bezeichnet die JAcoBI-Matrix. Entsprechend transformiert sich das Strukturvolu-
men (2x und die Strukturoberfliche , x vom physikalischen Raum in den Parameterraum
und wird dort mit €2 bzw. , ¢ bezeichnet. Es gelten dann folgende Zusammenhénge:

Qx =J[Q 5 ,x=J], ¢ (4.5)

|J| bezeichnet die Determinante der JAcoBI-Matrix J und |J| die des Metriktensors J.
Diese ist durch 5 .
I =|J|((J 'm) (J 'm))? (4.6)

definiert (vgl. MALVERN [132]), wobei mit m der nach aufien gerichtete Einheitsnorma-
lenvektor auf die Oberfliche , ¢ bezeichnet ist.

Referenzkonfiguration Momentankonfiguration

Parameterraum

Abbildung 4.1: Konfigurationen und Abbildungen
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Mit uyy; = u; +u und E; = E; + FE folgt fiir die inkrementellen Verzerrungen E und
deren Variation d F, die im Hinblick auf die Verwendung des PvV benétigt werden:

EF = e+e (4.7)
it e = 3 (Ve + (Vo))
+ % <(V§’u/t )TV§'u, J (Vgu Jﬁl)TVgu/t J71> (4.8)
_ 1 B
e =3 ((Vg’UJ N Veud 1)
- % ((vﬁu'] ) Vgu.] —+ (V uJd” ) Vg'u, J71> (4_9)
OE = de+ode (4.10)
it de = 3 (Vetnw) e (Ve 7))
+ % <(V§ut J_l)TV§ ((S’u,) J_l + (V£ ((S’U,) J—I)T vgut J—l) (411)

Es gelten die Definitionen V¢ = [0, 0, 0] bzw. Vx = [0x,,0x,,0x,] und u’ =
[ux,, Ux,, ux,|. Der Tensor e beinhaltet die linearen Anteile und die von den bekannten
Verschiebungen zu Beginn des Inkrements (Zeitpunkt ¢) abhéingigen Anteile. Die qua-
dratischen Anteile der inkrementellen Verzerrungen sind mit e bezeichnet. de beinhaltet
linear die Variation du und die bereits bekannten Verschiebungen u;, e die Variation du
und die unbekannten inkrementellen Verschiebungen w.

4.1.2 Spannungsmafle

Je nachdem, auf welche Konfiguration die Spannungen bezogen sind, spricht man vom
zweiten PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor S beziiglich der Referenzkonfiguration oder
dem CAUCHY-Spannungstensor o fiir die Momentankonfiguration. Mit Hilfe des CAU-
cHY-Theorems (¢t = o' m) kann ein Spannungsvektor ¢ als Produkt des Spannungstensors
mit dem Einheitsnormalenvektor m bestimmt werden. S 148t sich mittels des zuvor de-
finierten Deformationsgradienten F' durch folgende Gleichung bestimmen:

S=|F|F'oF T (4.13)

|F'| stellt dabei die Determinante des Deformationsgradienten F' dar. Es bleibt noch zu
erwiahnen, dafl der zweite P1oLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor das energetisch konju-
gierte Spannungsmafl zu den GREEN-LAGRANGE—Verzerrungen E darstellt.

4.2 Gleichgewichtsbedingung

Zur Darstellung des Gleichgewichts wird dieses in schwacher Form durch das Prinzip der
virtuellen Verschiebungen, das mittels der Methode der gewichteten Residuen hergeleitet
werden kann, erfiillt. Dieses Prinzip besagt, dal bei einer virtuellen Verschiebung ei-
nes Gleichgewichtszustandes die Summe der verrichteten Arbeit der &ufleren und inneren
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Krifte gleich null sein muf}. Ist dies der Fall, ist ein belasteter Kérper im Gleichgewicht.
Bei der Behandlung geometrisch nichtlinearer Probleme wird das Gleichgewicht am de-
formierten Korper aufgestellt. Fiir die Definition des Gleichgewichtszustandes ergibt sich:

SW (6u,u) = SW™ (du,u) + W (bu,u) =0 ; du,u € Vs, C Hy (4.14)

Dabei ist der innere Anteil der virtuellen Arbeit durch das Skalarprodukt der Spannun-
gen S mit den energetisch konjugierten, virtuellen Verzerrungen § E definiert. Bei Verwen-
dung der Referenzkonfiguration und der Darstellung der Groflen im Parameterraum €2,
ergibt sich:

— Wt = /5E Sii1 |J| dQe (4.15)

Qe

Der duflere Anteil der virtuellen Arbeit ergibt sich durch das Skalarprodukt der dufleren
Belastung b und £ mit den virtuellen Verschiebungen du:

5We:1:t = /5‘11, bt+1|J| ng + /(S’U, tt+1|j| d, 13 (416)
Q¢ e
= )\t+1/5u5|J|dQ§+)\t+1/5uf|j|d, I3 (417)
Q¢ e

Die #ufere Belastung setzt sich aus normierten, eingeprigten Volumenlasten b sowie Ober-
flichenlasten ¢ zusammen. Der Index ¢ + 1 zeigt das aktuelle Lastniveau an. Alternativ
kénnen mit diesem Index direkt die &ufleren Lasten b,y und ¢;;; zum Zeitpunkt ¢ 4 1
gekennzeichnet oder durch Einfiihren eines Laststeigerungsfaktors A,y das aktuelle Last-
niveau angezeigt werden.

Das strukturelle Gleichgewicht, ausgedriickt durch das Prinzip der virtuellen Verschie-
bungen, stellt eine beziiglich der inkrementellen Verschiebungen w nichtlineare Gleichung
dar, die nicht direkt gelost werden kann. Die nichtlinearen Anteile der inkrementellen
Verschiebungen w sind sowohl in den virtuellen Verzerrungen 0 E als auch iiber das Stoff-
gesetz in den zweiten PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungen S;,; enthalten. Haufig wird zur
Losung derartiger Probleme das iterative NEWTON-RAPHSON—Verfahren auf der Basis
einer Finite Elemente-Formulierung angewendet. Zur Behandlung nichtlinearer Proble-
me wird das Gleichgewicht inkrementell zum Zeitpunkt £+ 1 formuliert, dann diskretisiert
und zur iterativen Bestimmung der Strukturantwort linearisiert.

Zunichst wird fiir die folgende Herleitung ein linear elastisches Materialverhalten (HooO-
KE’sches Gesetz bzw. ST.VENANT-KIRCHHOFF-Materialmodell bei geometrischer Nicht-
linearitdt) angenommen. Mit der inkrementellen Beziehung

ergibt sich fiir die Gleichgewichtsaussage (Gleichungen (4.14)—(4.17)) und unter Beriick-
sichtigung der Gleichungen (4.7) und (4.10):

/5eSt|J|dQ§+/5éSt|J|dQ§+/5(e+é)C(e+é) |J | dS2e (4.19)
Q¢ Q¢ Q¢

= /5ubt+1|J|dQ§+/5utt+1 T\ d, ¢ = A\ /6ub|J|dQ§/6ut|j|d, ¢
Qe Te Q¢ Te
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C ist der vierstufige Materialtensor des elastischen Materials und E = e + e sind die
inkrementellen, nichtlinearen Verzerrungen. Der erste Term auf der linken Seite von Glei-
chung (4.19) ist unabhéngig von den inkrementellen Verschiebungen u. Dieser hingt ledig-
lich von der Variation der inkrementellen Verschiebungen du, den Verschiebungen u; bzw.
den Spannungen S; zum Zeitpunkt ¢ ab und stellt die bereits bekannten inneren Krifte
zum Zeitpunkt ¢ dar. Aus diesem Grund wird dieser Term auf der Lastseite beriicksichtigt.
Der zweite Term auf der linken Seite von Gleichung (4.19) ist eine lineare Funktion von
v und wird auch als Anfangsspannungsmatrix oder geometrische Steifigkeitsmatrix (die
mit w multipliziert wird) bezeichnet. Hingegen ist der dritte Term dieser Gleichung eine
nichtlineare Funktion der inkrementellen Verschiebungen u. Gleichung (4.19) ist als Aus-
gangsgleichung fiir eine spétere Sensitivitdtsanalyse zwingend erforderlich.

Zur Losung dieser nichtlinearen Gleichung ist eine Linearisierung mit Hilfe einer Taylor-
reihenentwicklung notwendig. Dies wird durch Vernachlissigung der quadratischen Aus-
driicke e und e erzielt. Durch diese Linearisierung nach @ ergibt sich eine Gleichung,
die nur noch linear von den inkrementellen Verschiebungen w abhéngig ist.

In der vorliegenden Arbeit wird fiir die Bestimmung der Strukturantwort und der Sensiti-
vititsanalyse (vgl. Kapitel 5 und 6) ein Verschiebungselement verwendet. Ein Uberblick
tiber verbesserte Elementformulierungen ist beispielsweise in BISCHOFF [29] zu finden.
Der Einsatz hoherwertigerer Elemente in der Formoptimierung ist in WIEGHARDT [248]
diskutiert, wobei lediglich lineare Strukturprobleme behandelt werden.

Die kontinuierlichen Verschiebungen u und deren Variation du werden durch lokale Ansétze
(Interpolationsfunktionen, Ansatzfunktionen) approximiert.

u(x) #u'(z,a) = Na ;ou(z)~du"(z,da)=Nda ;u’, du" eV}, C Vs
(4.20)
@ sind die diskreten Knotenverschiebungen auf Elementebene. Aus Griinden der Uber-
sichtlichkeit wird an dieser Stelle auf eine Kennzeichnung von Elementgréfien verzichtet.
Die Matrix der Interpolationsfunktionen N wird iiblicherweise in den lokalen Koordina-
ten & des Parameterraums (¢ definiert. Die Verwendung derselben Interpolationsfunktio-
nen NN fiir die Approximation der Variation der Verschiebungen du wird als BuBNOV—
GALERKIN-Konzept bezeichnet. Dieses fiihrt, zumindest bei verschiebungsunabhéngiger
Belastung und bei gewissen Stoffgesetzen, zu symmetrischen Steifigkeitsmatrizen. Beim
isoparametrischen Konzept werden sowohl die Verschiebungen u als auch die Geometrie
der Struktur X mit denselben Ansitzen elementweise approximiert.
Zur Ermittlung der Steifigkeitsmatrizen werden nun die Verzerrungen sowie deren Varia-
tion diskretisiert. Fiir die inkrementellen Verzerrungen E erhilt man aus den Gleichun-
gen (4.7)—(4.9):

E = e+e=(B,+B,)a+B,i (4.21)
mit e = %(Vg(Nﬁ)J_lnL(Vg(Nﬁ,)J_I)T) =B, 4
+ % ((Ve(Na) T )" e (Nay T )
+ %((Vg(N'&)Jl)Tvg(Nﬁt)J )  =B.u (4.22)
e — %((Vg(N'&)J_I)Tvg(Nﬁ)J_I) =B,
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! ((vg (Na) J) Ve (Na) J—l)

—

s 2 ((VeNay T Y V(N T Y)  2Ba (@)

wobei die Beziehung w; = N u; verwendet wurde. Der Operator By, ist eine Funkti-
on der Matrix der Ansatzfunktionen N bzw. deren Ableitung nach den Koordinaten
des Parameterraums und der inversen JACOBI-Matrix J!. Der Operator B, hingt
zusitzlich von den bereits im vorangegangenen Inkrement ermittelten Verschiebungen
u; zum Zeitpunkt ¢ ab. Durch Umformung des nichtlinearen (quadratischen) Anteils
(vgl. Gleichung (4.23)) erkennt man, daf der Operator B, die gleiche Struktur wie der
Operator B, besitzt. Einziger Unterschied ist die Abh#ngigkeit von den inkrementellen
Verschiebungen u anstatt von den Verschiebungen u; zum Zeitpunkt .

Aufgrund der impliziten Abhéngigkeit des Operators B, von den bisher unbekannten in-
krementellen Verschiebungen w kann dieser zur Losung des nichtlinearen Problems nicht
herangezogen werden. Durch die vorher gezeigte Linearisierung des Gleichgewichts entféllt
dieser Term. Bei der in Kapitel 6 beschriebenen Sensitivitdtsanalyse wird B, jedoch
benotigt.

Analog zum obigen Vorgehen lassen sich die virtuellen Verzerrungen J E darstellen. Ein-
ziger Unterschied ist der doppelte Anteil (Faktor zwei) beim Term de.

JE = Jde+de= (B + B,)éu+2B,iu (4.24)
mit de = % (v6 (No@)J '+ (Ve (Now) J’I)T> =B, du
+ % ((vg (Nay) T~ Ve (Noi) J‘1>
+ %((Vg (Now)J )" Ve (Naw,) J*1> =B,5a  (4.25)
e = % ((vg (Na) J~) Ve (Noi) J‘1>
+ % ((Vg (Nba) T )" Ve (Na) J‘1> Z9B,6u  (4.26)

Mit dieser Notation lauten nach Herausziehen der diskreten Knotenwerte do und @ aus
den integralen Ausdriicken die diskretisierten Arbeitsterme von Gleichung (4.19) unter
Verwendung der Gleichungen (4.21)—(4.26) folgendermafen:

/ (B, + B, +2B,)" C (B, + B, + B,) |J|dQ; @ + /BfStBL || dQ% @

Q¢ Q¢
K6+EH+KQ I}rg
— /NTbt+1|J|dQ§+/NTtt+1 T | d, g—/(BL+Bu)T Sy |J| dS2 (4.27)
Q¢ Te Q¢

R
Ksa=R mit Ks=K.+K,+K,+K, , R=)R (4.28)
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Eine Zusammenfassung der elastischen Steifigkeitsmatrix K., der Anfangsverschiebungs-
matrix K, der Verschiebungen @, zum Zeitpunkt ¢, der ’Anfangsverschiebungsmatrix’ K,
der inkrementellen Verschiebungen @ und der Anfangsspannungsmatrix K, (geometri-
sche Steifigkeitsmatrix) fiihrt zur Sekantensteifigkeitsmatrix Kg. Die Sekante (Glei-
chung (4.27)) stellt die Verbindung zwischen zwei Gleichgewichtszustéinden her, d.h. sie
erfiillt das ’inkrementelle Gleichgewicht’ und kann daher als Ausgangsgleichung fiir die in-
krementelle Sensitivititsanalyse (vgl. Kapitel 6) herangezogen werden. Da die Tangente
lediglich durch Informationen an einem bestimmten Lastniveau definiert ist, eignet sich
diese nicht fiir die in Kapitel 6 beschriebene Sensitivitdtsanalyse.

Die Terme auf der rechten Seite von Gleichung (4.27) ergeben den inkrementellen Lastvek-
tor R. Aufgrund der in der Summe unterschiedlichen B—Operatoren des ersten Terms auf
der linken Seite von Gleichung (4.27) ist zu erkennen, daf} dieser Anteil der Sekantenstei-
figkeitsmatrix nicht symmetrisch ist. Da B, implizit von den unbekannten inkrementellen
Verschiebungen @ abhéingig ist, bedient man sich zur Isolation von @ aus dem Integral
beispielsweise der Notation, wie sie auch in BATHE [13] verwendet wird. Man erhélt
fiir den zweiten Term auf der rechten Seite von Gleichung (4.19) bzw. (4.27) folgenden
Zusammenhang:

/5@ Sy |J|dQe = 5'&T/(2Bq)T S, |J|dQe = MT/BfSt By |J|dQ:u  (4.29)

$ Q¢ Q¢
Die Tilden symbolisieren lediglich eine andere Anordnung der Matrixeintrige; die Kompo-
nenten der Operatoren B und B}, bzw. der Spannungen S; und S, sind identisch. Der
Operator B, ist eine Funktion von Geometriegréfien und inkrementellen Verschiebungen.
Durch die in Gleichung (4.29) verwendete Schreibweise erfolgt eine Trennung dieser zwei
Anteile (B und @). Bei der in Kapitel 6 durchgefiihrten Sensitivititsanalyse wird sich
diese Schreibweise noch als hilfreich erweisen. Des weiteren sollte angemerkt werden, dafl
diese Matrix symmetrisch ist; durch Summation mit dem erstem Term auf der rechten
Seite von Gleichung (4.27) ergibt sich jedoch eine unsymmetrische Sekantensteifigkeits-
matrix.
Die zur iterativen Berechnung der Strukturantwort notwendige Linearisierung gewinnt
man aus Gleichung (4.27) durch Vernachléssigung des Operators B,,. Dadurch ergibt sich
eine symmetrische Steifigkeitsmatrix, die tangentielle Steifigkeitsmatrix K, zum Zeit-
punkt ¢, die allerdings das Gleichgewicht nicht mehr erfiillt.

Kra=R mit Kr=K.+K,+K, , R=)R (4.30)

Anmerkung: Bisher wurde ausschliellich linear elastisches Materialverhalten in Betracht
gezogen. Ersetzt man nun den elastischen Materialtensor C, der fiir jedes Lastniveau
identisch ist, durch die elastoplastische Materialtangente C? zum Zeitpunkt ¢ (vgl. Ab-
schnitt 4.5), so erhélt man nach Gleichung (4.30) die tangentielle Steifigkeitsmatrix zum
Zeitpunkt ¢ bei elastoplastischem Materialverhalten. Durch die Linearisierung des Gleich-
gewichtsausdrucks zum Zeitpunkt ¢, der durch die Gleichungen (4.14)—(4.17) definiert
wird, ergibt sich auch die Definition der Materialtangente C' bzw. C'Z . fiir elastisches
bzw. elastoplastisches Materialverhalten. Diese beschreibt das Verhalten fiir ein be-
stimmtes Lastniveau (Punktinformation). Die Linearisierung der (diskretisierten) inneren

Arbeit liefert:
LIN (—6W™) = /515 St|J|d§25+/V(5E) St|J|dQ§/5EVSt|J|dQ§ (4.31)
Qe Qe Qe
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mit VS, = VS, V,Eu=C?, e (4.32)
v = 0 g2 v =Y (4.3

Der Term VS, stellt die Materialtangente C' bzw. C' . dar. Die von @ unabhingigen
Terme in Gleichung (4.31) werden auf der Lastseite der Gleichgewichtsaussage berticksich-
tigt, die abhidngigen gehen in die tangentielle Steifigkeitsmatrix Kp ein (vgl. Glei-
chung (4.30)).

Fiir numerische Berechnungen bei elastoplastischem Materialverhalten mit Hilfe des NEw-
TON-RAPHSON—Verfahrens ist eine konsistente Linearisierung erforderlich, die in Ab-
schnitt 4.5 diskutiert wird. Setzt man allerdings die konsistente elastoplastische Ma-
terialtangente C°P in die (inkrementierte) Gleichgewichtsbedingung (Gleichung (4.27))
ein, so erfiillt diese Gleichung nicht mehr das Gleichgewicht, da C* lediglich eine Punkt-
information zum Zeitpunkt ¢ enthilt.

4.3 Pfadverfolgung

Definitionsgeméf ist das Gleichgewicht dann erfiillt, wenn die Ungleichgewichtskrifte G
im Laufe einer NEWTON-RAPHSON-Iteration verschwinden:

G (w1, M) =G (u,\)=R' —R=0 (4.34)

R’ bezeichnet die inneren Kriifte als eine Funktion der Verschiebungen w bzw. w1, R
die &ufleren. Fiir nichtlineare Probleme ist es in der Regel nicht mehr mdoglich, die Gleich-
gewichtsbedingung (4.27) direkt in einem Schritt zu 16sen. Die Verschiebungen konnen
demnach nur inkrementell, iterativ gelést werden. Dazu wird zunéchst die zu erwarten-
de Last—Verschiebungs-Beziehung inkrementiert. Je nachdem, welche Nebenbedingung ¢
einzuhalten ist, wird der Lastfaktor, eine diskrete Verschiebung oder auch die Bogenlénge
in Inkremente unterteilt. Die gewihlte Nebenbedingung ¢ ist dann fiir jedes Inkrement
zu erfiillen. Die zusétzlich zu Gleichung (4.34) zu erfiillende Nebenbedingung ¢ lautet:

(& (ut—l—l; )‘t-l-l) =cC (U, )\) =0 (435)

Die Linearisierung der Gleichungen (4.34) und (4.35) beziiglich der Verschiebungen @ und
des Lastfaktors A zur iterativen Bestimmung der Strukturantwort liefert:

V.Gu+V,GN = -G mit V,G=Kr , V,G=-R (4.36)
Vet +Vyicd = —c (4.37)

Mit V ist hier die FRECHET-Ableitung (totales Differential) bezeichnet. Als Nebenbe-
dingungen c sind verschiedene Kriterien denkbar (vgl. Abbildung 4.2). Die Vorgabe einer
bestimmten dufleren Belastung A liefert fiir die Nebenbedingung c:

c=A—A=0 (4.38)

Die Vorgabe eines bestimmten Lastniveaus ist nur dann sinnvoll, wenn das Last—Verschie-
bungsdiagramm monoton steigend ist. Gewisse Probleme, wie beispielsweise das Steigern
der Verschiebungen {iber einen Durchschlagspunkt hinweg, konnen auf diese Weise nicht
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Durchschlagspunkt Umkehrpunkt

/
»/—‘\

Lastvorgabe Verschiebungsvorgabe Bogenlangenvorgabe

Abbildung 4.2: Verschiedene Pfadverfolgungsstrategien

berechnet werden (vgl. Abbildung 4.2). Dann ist die Vorgabe einer diskreten Knotenver-
schiebung @; am Freiheitsgrad j notwendig. Die Nebenbedingung c lautet dann:

C = ﬁj — ﬁj =0 (439)

Fiir Strukturverhalten, bei denen Umkehrpunkte auftreten, versagt auch das Verfahren
der Verschiebungsvorgabe. Abhilfe schafft dann die Verwendung des sogenannten Bo-
genldngenverfahrens, mit dem beliebige Last—Verschiebungscharakteristiken nachgefahren
werden konnen. Fiir die Definition dieser Nebenbedingung ¢ stehen mehrere Alternativen
zur Verfiigung. Héufig wird fiir die Bogenlédngengleichung

¢ = Ity — @l + 02 (sr — M) = 5= 0 (4.40)

verwendet. Diese ist beispielsweise den Arbeiten von WEMPNER [244], Riks [183], [184],
RAMM [173] oder CRISFIELD [57] zu entnehmen. Der Parameter § kennzeichnet hier
die vorgegebene, inkrementelle Bogenlénge. Aufgrund der unterschiedlichen Dimensionen
der in Gleichung (4.40) eingehenden Grofien ist die Einfiihrung eines Skalierungsparame-
ters ¢ notwendig (0 < ¢ < 00). Fiir Details zur numerischen Umsetzung der Methoden
der Pfadverfolgung sei an dieser Stelle auf die Arbeit von REITINGER [180] verwiesen.
Neben der geometrischen Nichtlinearitéit erfordert auch materiell nichtlineares Struktur-
verhalten eine inkrementelle, iterative Vorgehensweise zur Bestimmung der Strukturant-
wort. In den nun folgenden Abschnitten wird die ratenunabhéngige Plastizititstheorie
beschrieben.

4.4 Materielle Nichtlinearitit — Elastoplastizitit

Die lineare, auf dem HOOKE’schen Gesetz basierende Elastizitéitstheorie (z.B. MARSDEN
& HUGHES [133], ESCHENAUER & SCHNELL [69] oder STEIN & BARTHOLD [217]) be-
grenzt, die Spannungen in ihrer Gréfle nicht und ist damit h&ufig unrealistisch.

Die Plastizitdtstheorie stellt ein geeignetes Werkzeug dar, das tatsichliche Verhalten
von Metallen oder auch Geomaterialien phinomenologisch zu beschreiben (z.B. Simo
& HUGHES [211], LEMAITRE & CHABOCHE [125], BETTEN [28], KALISZKY [99], MAT-
ZENMILLER [135]).
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Im nun folgenden Abschnitt werden alle benotigten Gréflen zur numerischen Beschreibung
elastoplastischer Probleme in Form der ratenunabhingigen PRANDTL-REUSs-Elastopla-
stizitit definiert und erldutert. Es ist anzumerken, dafl an dieser Stelle lediglich auf elasto-
plastisches Materialverhalten (materielle Nichtlinearitét) eingegangen wird. Daher wird
e anstelle der nichtlinearen Verzerrungen E verwendet. Spéter wird fiir die Kombination
von geometrischer und materieller Nichtlinearitit wieder die Bezeichnung E verwendet.
Die inkrementellen Zuwichse der Zustandsvariablen, d.h. der Spannungen o, Verzerrun-
gen ¢, plastischen Verzerrungen e’ sowie der internen Variablen g, sind im allgemeinen
integrale Ausdriicke. Zur Durchfiihrung der Zeitintegration stehen verschiedene Algorith-
men zur Verfiigung. Dies ist z.B. der 'radial return’-Algorithmus. Die Approximation der
Zustandsvariablen erfolgt z.B. mit der verallgemeinerten Mittelpunktsregel. Der Spezial-
fall dieser Regel, das implizite EULER-Riickwirts—Verfahren, ist unbedingt stabil (ORTIZ
& Popov [158]). Die Vorgehensweise dieser Algorithmen ist ausfiihrlich in den Arbeiten
von SIMO & HUGHES [211], SIMO & TAYLOR [212] oder ORTIZ & SIMO [159] beschrieben.
Die nachfolgenden Betrachtungen beschrinken sich auf kleine Verzerrungen. Mit dieser
Annahme lassen sich sowohl die absoluten Verzerrungen als auch deren Raten additiv in
elastische und plastische Anteile aufspalten (OWEN & HINTON [161], LUBLINER [127]).

ei=el +el s e=el e mit () =V,() (4.41)

Fiir die Behandlung grofler Verzerrungen wird an dieser Stelle auf die Arbeit von MIE-
HE [147] verwiesen.
Der Spannungszuwachs nach dem HOOKE’schen Gesetz fiihrt damit zu:

o=C(e-¢") (4.42)
Die Evolutionsgleichung der plastischen Verzerrungen in Ratenform &' ist:
épl = ".}/’I" (O’, q) 7 = VO’) € (0-7 q) =n (443)

r stellt den Flielvektor dar, ¥ wird als plastischer Multiplikator bzw. Konsistenzparame-
ter bezeichnet. m ist die Normale auf das plastische Potential , . (o, g). Stimmt dieses
mit der FlieBbedingung fiir den dreidimensionalen Fall

®(0,q) <0 (4.44)

iberein, spricht man von einem assoziierten Flieflgesetz.
Die Ratengleichung des Verfestigungsgesetzes lautet in allgemeiner Form:

qg=-%h (0-7 q) 7 4= [aa /8] (4'45)

q ist der Vektor der im Spannungsraum definierten internen Variablen. Dieser setzt sich
aus einem skalaren Anteil o, der die isotrope Verfestigung beschreibt, und einem tenso-
riellen Anteil 8 ('back stress’-Tensor, Riickspannungs— oder Mittelpunktstensor) fiir die
kinematische Verfestigung zusammen. h (o, q) beschreibt das Ver— bzw. Entfestigungs-
gesetz. Eine Kombination von isotroper und kinematischer Ver— bzw. Entfestigung kann
mit Hilfe der PRAGER-ZIEGLER-Regel vorgenommen werden (Simo & HUGHES [211]).
Die effektiven internen Variablen ergeben sich dadurch zu:

Qeff = O« ) ,Beff = (1 — @) ,3 mit (0 S C) S 1) (4.46)



48 KAPITEL 4. NICHTLINEARE STRUKTURANALYSE

Der plastische Multiplikator 7 ist definitionsgemif eine nichtnegative Funktion. Zudem
wird gefordert, dafl die sogenannten KUHN-TUCKER-Bedingungen, die auch als Be- und
Entlastungsbedingungen bekannt sind, erfiillt werden.

Y20 ; ®(o,q) <0 ; 42 =0 (4.47)
Zur Bestimmung des plastischen Multiplikators 4 wird die Konsistenzbedingung benétigt.

d(o,q) =V, 06 +V,dg=0 — F4d=0 (4.48)

4.5 Konsistente Linearisierung der konstitutiven Glei-
chungen

Numerische Berechnungen mit Hilfe der Methode der Finiten Elemente erfordern endli-
che (finite) Last— bzw. Zeitinkremente. Fiir die quadratische Konvergenz des NEWTON—
RAPHSON—Verfahrens innerhalb des Konvergenzradius ist daher eine (konsistente) Li-
nearisierung (Bildung des totalen Differentials) der konstitutiven Annahmen erforderlich.
Dies fiihrt zur konsistenten elastoplastischen Materialtangente, die fiir die in Kapitel 6
diskutierte Sensitivitdtsanalyse zwingend erforderlich ist, um exakte Ergebnisse zu erhal-
ten.

Die inkrementelle Darstellung der Evolutionsgleichungen der benétigten Zustandsvaria-
blen ist nachfolgend angegeben. Diese Gleichungen beschreiben die Anderung der Zu-
standsvariablen vom Zeitpunkt ¢ zum Zeitpunkt £+ 1 — also die inkrementellen Zuwéichse.

Spannungen: o, = o;+o = o;,+C (s — spl) (4.49)
Verzerrungen: €, = & +¢€ (4.50)
t+1
plastische Verzerrungen: e, = & +e” = &'+ / vl dt (4.51)
t
t+1
interne Variablen: g1 = q@u+q = q;+ / qdt (4.52)
t

Die Zeitintegration wird z.B. mittels eines 'radial return’-Algorithmus durchgefiihrt. Die
hierfiir benotigten Werte werden mit Hilfe der verallgemeinerten Mittelpunktsregel ap-
proximiert. Dadurch ergibt sich fiir die integralen Ausdriicke, beispielsweise fiir die inkre-
mentellen plastischen Verzerrungen e?':

t+1
/ e dt 0 &V (0149, Quro) At = €” (0119, Qi) = VT (T1r9, Qrvo) (4.53)

t

Als abkiirzende Schreibweise wurde dabei ' - At = e verwendet, was auch analog fiir
alle anderen Groflen, wie z.B. @ bzw. -, gilt. Die Gréflen mit dem Index ¢ + 9 werden
nach folgender Gleichung berechnet:

g =0 (g + (1 =0) (), mit (0<9<T) (4.54)
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Fiir ¥ = 1 ergibt sich das implizite EULER-Riickwérts—Verfahren, fiir ) = 0 das explizi-
te KEULER-Vorwirts—Verfahren. Mit dieser linearen Interpolation zwischen benachbarten
Gleichgewichtszustédnden lassen sich die approximierten Evolutionsgleichungen in folgen-
der Form darstellen:

o = o +C (6 -—r (Ut+197 qt+19)) (4-55)
Efil = Efl +v7 (0119, Qitv) (4.56)
Qi1 = q—Yh (019, Qo) (4.57)

Der Einfachheit halber wird fiir die weitere Herleitung darauf verzichtet, die approximier-
ten Werte zu kennzeichnen, da dies fiir alle endlichen Inkremente notwendig ist.

Fiir die Bestimmung der konsistenten Materialtangente muf} fiir die obigen Gleichungen
das totale Differential nach dem Inkrement von @ gebildet werden. Um spéter die Analo-
gie zu der Berechnung der Sensitivititen zeigen zu konnen, werden an dieser Stelle auch
Groflen des Lastniveaus t abgeleitet, obwohl diese eigentlich verschwinden. Das totale
Differential der Gleichungen (4.55)—(4.57) nach dem Inkrement, das durch den Gradien-
tenoperator V symbolisiert wird (vgl. Gleichung 4.33), lautet dann:

VO't_H = VO't—f—VC(EI—’}/T(O't+19,qt+19))

+ C (Ve = Vy7(0119,Qi10) — Y VT (Ori9,Q119)) (4.58)
V5€i1 = stl + V7 (049, Qo) + 7 VT (1409, Qito) (4.59)
Va1 = Va,—Vyh(0u9,8i49) — 7 Vh (0119, Qi10) (4.60)

Normalerweise ist der elastische Materialtensor C' unabhingig vom Lastniveau, d.h. seine
Ableitung verschwindet. Neben der Ableitung des inkrementellen plastischen Multiplika-
tors V7, die an spéterer Stelle bestimmt wird, sind die Ableitungen des Fliefivektors Vr
und des Ver— bzw. Entfestigungsgesetzes Vh zu bestimmen. Diese sind von den approxi-
mierten Spannungen o, und den approximierten internen Variablen g,y abhéngig und
lauten:

Vr (O'H_,y, qt+,9) = Vr= Vg’)" VO’t+19 + Vqr Vth (461)
= Vgr (19V0't+1 + (]_ — 19) VO't) + Vqr (19Vqt+1 + (]_ — 19) Vqt)
Vh (O't+79, qt+79) = Vh= Vo—h va't+19 + th vqt+19 (462)

= Vgh (19V0't+1 + (]. — 19) VO't) + th (ﬁqu_l + (]. — 19) Vqt)

Durch Einsetzen dieser beiden Ableitungen fiir den approximierten FlieSvektor (Gleichung
(4.61)) und des approximierten Ver— bzw. Entfestigungsgesetzes (Gleichung (4.62)) in die
Ableitung des Spannungstensors zum Zeitpunkt ¢ + 1 (Gleichung (4.58)) bzw. die der
internen Variablen zum Zeitpunkt ¢ + 1 (Gleichung (4.60)) erhélt man:

Vo1 = Vo, +VC(e—~vyr)+C (Ve —Vyr) (4.63)
- C [VU’T’ (19VO'H,1 —+ (1 — 79) VO't) + Vqr (19Vqt+1 + (1 — 19) Vqt)]
Vqtﬂ = Vqt — V’)/h (464)

- [Vgh (19V0't+1 + (]. — 19) VO’t) + th (19V(]t+1 + (]. — 19) Vqt)]

Ziel ist es nun, die Abhéingigkeit der Ableitung der Spannungen Vo, von Vg, und Vvy
zu eliminieren, so dafl nur noch die Abhéngigkeit von den inkrementellen Verzerrungen Ve
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vorhanden ist. Dieser Vorgang ist ebenfalls bei der in Kapitel 6 aufgezeigten Herleitung der
analytischen Sensitivitdtsanalyse durchzufiihren. Dort ist der hierfiir notwendige Ablauf
in Tabelle 6.1 dargestellt und kann analog bei der Herleitung der konsistenten, elasto-
plastischen Materialtangente herangezogen werden. Des weiteren ist die Ableitung der
internen Variablen Vg, als Funktion der einzigen Unbekannten Ve auszudriicken.
Durch Isolation von Ve, in Gleichung (4.63) und von Vg, in Gleichung (4.64) ergibt
sich nach einigen Umformungen (vgl. Anhang A):

Vo1 = Vo,+CC'VC (e —yr)+C (Ve —Vyr)—yCV,r Vo,

— Y CVur (Vg + (1 —9) V) (4.65)

Vg1 = Vg — 7@ V,hVgq — Vy Qh
— YQV,h(IVo,1 + (1 -9) Vo) (4.66)
mit € = (C'4+49V,r)" ; Q=T +~y0V,h)" (4.67)

Gegenseitiges Ineinandereinsetzen der Gleichungen (4.65) und (4.66) reduziert die Abhéin-
gigkeit von Vo, und Vg, auf die Ableitung des inkrementellen plastischen Multipli-
kators Vv und die Ableitung der inkrementellen Verzerrungen Ve. Man erhélt:

Vo, = Vo, +V¥ —C (’r IV, Q h) Vv + € Ve (4.68)

Vg = CC'VC(e—~r)
— 7@’ (Vgr —yUV,r Q V(,h> Vo,

— 1€ (Vr—19V,rQV,h) Va, (4.69)
Vg1 = Vagi+Vo—Q (h — IV, h ér) Vy— 7 9QV,hC Ve (4.70)
Vg = —y9QV,hCCT'VC (e — )

~ 40 (vgh . wvt,hévgr) Vo,
~ 1Q(V,h—79V,hCV,r) Ve, (4.71)

A

-~ _ ~ —1 N - _ - —1
mit ¢ = (C L2 VquV(,h) Q= (Q L2 vghcvqr) (4.72)

Die hierfiir notwendigen Umformungen sind in Anhang A angegeben. Die Terme V*o
und Vq enthalten ausschliellich Werte vorangegangener Zeitschritte, die bei der Ablei-
tung nach dem Inkrement verschwinden.

Zur Bestimmung des inkrementellen plastischen Multiplikators Vv wird die Konsistenz-
bedingung (vgl. Gleichung (4.48)) verwendet.

Vo (O'H_ﬁ, qt+19) = 0= Vg@ VO'H_ﬁ + Vq@ VqH_ﬁ (473)
== ng) (19V0't+1 + (1 — 19) Va't) + qu) (29Vqt+1 + (1 — 19) Vqt)

Nach Einsetzen der Gleichungen (4.68)—(4.71) in die Konsistenzbedingung (Gleichung
(4.73)) und Auflsen nach dem inkrementellen plastischen Multiplikator V+ erhélt man
nach einigen Umformungen (vgl. Anhang A):

| . . .
Vy = Vv (vgcb C—19V,8QV,h C) Ve (4.74)
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1 1
VY = —(Ve® Ve + V2 V) + — (V@ Vo, + V8 V) (4.75)

po= l(/VUq)C’—*yﬁquI)QVUhC’>r+(Vq(I)Q—yﬁVU(I)C’Vqu)h (4.76)

Die endgiiltige Bestimmung der elastoplastischen Materialtangente erfolgt durch Einset-
zen von Gleichung (4.74) in die Gleichung (4.68) der Ableitung des Spannungstensors.
Eine Auswertung zum Zeitpunkt ¢ + 1 ergibt die elastoplastische Materialtangente an
eben dieser Stelle. Die durchgefiihrten Umformungen sind Anhang A zu entnehmen.

Vo oo e (C(r—quréh))®(vg<1>é—m9qu>cfzvghé)
Vol o= e~

v

(4.77)
Die sich ergebenden Vereinfachungen fiir die Bestimmungsgleichung von C? fiir den Son-
derfall der linearen Ver— bzw. Entfestigung sind in Anhang A angegeben. Die Herleitung
der konsistenten elastoplastischen Materialtangente fiir den Spezialfall der VON MISES—
Flielbedingung mit linearer isotroper und kinematischer Ver— bzw. Entfestigung fiir den
ebenen Spannungszustand ist fiir das EULER-Riickwérts—Verfahren in Anhang B darge-
stellt.

4.6 Definition des Ver— bzw. Entfestigungsmoduls

Die vorliegende Arbeit beschriankt sich auf ein lineares, isotropes und kinematisches Ver—
und Entfestigungsverhalten. Die Kombination beider Verfestigungsarten erfolgt nach der
PRAGER-ZIEGLER-Regel (S1MO & HUGHEs [211]).

Der Verfestigungsmodul H, der durch die Ableitung der aktuellen Fliespannung & nach
der plastischen Verzerrung P definiert ist, was fiir den eindimensionalen Fall der Ablei-
tung nach der internen Variablen « entspricht, ist durch folgende Beziehung definiert:

EE
H = Vo= Va7 = —— gh (4.78)

EE
mit o = o+ Oz gh P! (4.79)

Darin bezeichnet E den Elastizitdtsmodul und Ej, den elastoplastischen Modul im Raum
der totalen Verzerrungen . Der Parameter © steuert den Anteil an isotroper und kine-
matischer Ver— bzw. Entfestigung.

Die Beschreibung des Entfestigungsmoduls erfolgt im Rahmen der vorliegenden Arbeit
durch die freiwerdende Energie Gy (Bruchenergie). Diese ist als Materialparameter zu
verstehen, welcher nach oben beschriankt ist. Dieser Ansatz hat seinen Ursprung in der
Beschreibung des Fortschreitens von Rissen in Materialien wie Metallen, Beton oder Kera-
mik und wird auch als Rilbandmethode bezeichnet. Die Spannung, die nach Eintritt des
Flieflens bzw. des Bruchs noch vorhanden ist, wird erst nach Erreichen einer Rif}éffnung
der Grole wpe, zu null. Dieser Ansatz, der auf HILLERBORG ET AL. [94] zuriickgeht,
ermoglicht es, einen Rif3 nicht diskret, sondern als verschmiert iiber eine gewisse Breite w
(Lokalisierungszone) darzustellen. Ein Vorteil dieser Methode ist, dafl weiterhin mit der
klassischen Kontinuumsmechanik fiir feste Kérper gearbeitet werden kann.
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Bei der Berechnung mit der Methode der Finiten Elemente ist durch Vorgabe der Netz-
feinheit auch die maximale Grofle der Lokalisierungszone definiert. Diese erstreckt sich
iber ein Element. Um nun eine objektive Aussage zwischen der maximalen Verschiebung
(RiB6ffnung) wye, und der Elementgrofle zu erhalten, ist es notwendig, die Bruchenergie
G auf die Elementgréfie zu beziehen (elementbezogene Bruchenergie gy).

G ‘ gy My 2
g5 = Tf mit h:&h\/Ae = ay, (ZZ |J|U}§1 w&) (480)

&1=16=1

Die Definition der charakteristischen Lénge h ist z.B. BAZANT & OH [14], CRISFIELD
[58], RoTs [188], FEENSTRA [74], MENRATH [143] zu entnehmen. v/A¢ ist dabei die Kan-
tenldnge eines zu dem jeweiligen betrachteten Finiten Element flichengleichen Quadrats.
Die Parameter we, und we, sind die Wichtungsfaktoren der GAUSS’schen Integration. Der
Einfluf} des Elementansatzes wird durch den Faktor «y, beriicksichtigt. Nach RoTs [188§]
kann dieser durch ’v/2 ’ fiir Elemente mit linearen Ansatzfunktionen und durch ’1’ fiir
Elemente mit quadratischen Ansétzen angesetzt werden.

Fiir lineare Entfestigung lautet der Spannungsverlauf & (vgl. FEENSTRA [74]):

5=o, (1 — ) (4.81)

amaz

Der maximal mogliche Wert, fiir die interne Variable ay,,,, berechnet sich dann zu:

G 1 2G
gf = Tf = 5 Oy Omay 7 Qpeg = hO’f (482)
Y

Damit ergibt sich der Entfestigungsmodul H zu:

o h0'2
H=Vo0=——t =~ 483
o COmaz 2Gf ( )

Aus numerischen Griinden ist nach RoTs [188] fiir die charakteristische Linge h ein
gewisser Grenzwert bei der Wahl des Netzes einzuhalten. Dieser und weitere Bedingungen
zur Wahl der beschriebenen Parameter sind der Arbeit von ROTs [188] zu entnehmen.

4.7 Geometrisch und materiell nichtlineare Struktur-
berechnung

Die in Abschnitt 4.4 vorgestellte Fliefitheorie ist in materieller Darstellung angegeben
(GREEN & NAGHDI [79]); d.h. es sind die physikalisch korrekten Spannungen einzusetzen.
Bei geometrischer Nichtlinearitéit sind diese in der Momentankonfiguration (CAUCHY—
Spannungen) definiert. Wird die Total LAGRANGE Formulierung verwendet, sind die
zweiten PIOLA-KIRCHHOFF—Spannungen mit Hilfe von Gleichung (4.13) in CAUCHY—
Spannungen umzuwandeln.

Sind die Verzerrungen geniigend klein, wie dies bei Flidchentragwerken in der Regel der
Fall ist und bereits bei der Definition des elastoplastischen Materialmodells angenom-
men wurde, kann der Unterschied der Betriige zwischen den zweiten PIOLA-KIRCHHOFF—
Spannungen und den CAUCHY—-Spannungen vernachléssigt werden (z.B. SIMO & HUGHES
[211]). Fiir groBe Verzerrungen sind diese Annahmen nicht mehr zuléssig.



4.8. STABILITATSBERECHNUNGEN 53

4.8 Stabilititsberechnungen

Durchschlags— und Verzweigungspunkte werden auch als kritische oder singulire Punkte
bezeichnet. Ein Durchschlagspunkt ist dadurch gekennzeichnet, daf§ die Last in unmit-
telbarer Nihe nicht weiter gesteigert werden kann. Der Verzweigungspunkt (Mehrdeu-
tigkeitspunkt) zeichnet sich dadurch aus, dafl neben einem Gleichgewichtszustand minde-
stens eine infinitesimal benachbarte Gleichgewichtslage bei gleichem Lastniveau existiert.
Die zugehorige Bedingung fiir kritische Punkte lautet:

V.G (uod)u=0 — Krpi=(K.+K,+K,) ¢;=0 (4.84)

u. beschreibt den kritischen Verschiebungszustand und A. den kritischen Laststeigerungs-
faktor. Der Vektor u bzw. ¢; reprisentiert den Singularititsvektor oder Eigenvektor. Die
Auswertung von Gleichung (4.84) kann mittels des Determinantenkriteriums durchgefiihrt
werden. Danach existiert nur dann eine nichttriviale Losung von Gleichung (4.84) fiir den
Singularititsvektor ¢;, wenn die Determinante der tangentiellen Steifigkeitsmatrix K
verschwindet, d.h. K singuldr wird (|Kr| = 0). Dieses Verfahren setzt allerdings eine
genaue Berechnungsmoglichkeit der kritischen Punkte voraus. Ein effizientes Verfahren,
derartige Punkte zu bestimmen, ist das der erweiterten Systeme. Erste Anwendungen
sind bereits in den siebziger Jahren in der mathematischen Literatur zu finden (KEENER
& KELLER [102] oder SEYDEL [207]). Die Berechnung der kritischen Punkte mit Hilfe
der Methode der Finiten Elemente wird in WRIGGERS ET AL. [250], WRIGGERS & SIMO
[249], WAGNER [241], REITINGER [180] ausfiihrlich diskutiert.

Ein Nachteil des Determinantenkriteriums ist, dafl der Abstand des Lastniveaus eines be-
liebigen Zustandes zu dem der Versagenslast kaum beurteilt werden kann. Mittels einer
Eigenwertformulierung fiir den Lastparameter ist es moglich, das kritische Lastniveau von
beliebigen Gleichgewichtszustéinden aus abzuschétzen (HELNWEIN [92]).

Die Annahme, daf} das aktuelle Lastniveau (R®) proportional gesteigert werden kann,
um das kritische Lastniveau (R“%) zu erreichen, fiihrt zur Definition des Eigenwertpro-
blems.

(Ke (K + Kg)) ¢ =0 (4.85)

Dabei wird angenommen, dafl die durch die Beriicksichtigung der geometrischen Nicht-
linearitét zusétzlich zu beriicksichtigenden Steifigkeitsmatrizen K, und K, linear mit
dem Faktor \; (Eigenwert) skaliert werden kénnen. Fiir Werte \; > 1 bedeutet dies, daf
das aktuelle Lastniveau unter dem kritischen Lastniveau liegt, fiir \; = 1 ist dieses exakt
erreicht und fiir \; < 1 bereits iiberschritten. Diese Einteilung gilt fiir die Eigenwert-
probleme, die durch die Gleichungen (4.85), (4.88) und (4.90) definiert sind. Fiir den
Fall, daf die Steifigkeitsmatrizen K, und K, zusdtzlich durch Verwendung der tangen-
tiellen Steifigkeitsmatrix K7 in der Formulierung des Eigenwertproblems enthalten sind,
wie dies in den Gleichungen (4.86), (4.87) und (4.91) der Fall ist, gilt eine entsprechende
Einteilung fiir den Wert '0’ anstelle von '1’.

Vereinfachte Ansétze fiir die Definition des Eigenwertproblems sind beispielsweise:

(KT+5\Z- I) di = 0 (4.86)
(KT+5\Z- AKg> b = 0 (4.87)

((K6+Ku) Y Kg) b = 0 (4.88)
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Dabei werden keine Anteile der tangentiellen Steifigkeitsmatrix (vgl. Gleichung (4.86))
bzw. nur K, (vgl. Gleichungen (4.87) und (4.88)) linear gesteigert. Diese Approxima-
tionen sind um so genauer, je kleiner der Abstand zum kritischen Lastniveau ist. Eine
ausfiihrliche Diskussion dieser Eigenwertprobleme ist in den Arbeiten von RAMM [172],
BRENDEL [38], BRENDEL & RAMM [39], WAGNER [241] oder REITINGER [180] zu finden.
Fiir elastoplastisches Strukturverhalten ist anstelle der elastischen Materialtangente C
die elastoplastische C? (vgl. Abschnitt 4.5) beim Aufstellen der entsprechenden Steifig-
keitsmatrizen zu verwenden, wie es beispielsweise in KLEIBER & HIEN [111] beschrieben
ist. Die Aufspaltung der tangentiellen Steifigkeitsmatrix Kr in die elastische K. (diese
Bezeichnung ist im Falle elastoplastischen Materialverhaltens und der damit verbundenen
Verwendung der elastoplastischen Materialtangente C? etwas irrefiihrend), die Anfangs-
verschiebungsmatrix K, sowie die Anfangsspannungsmatrix K, erlaubt die Unterschei-
dung der verschiedenen Eigenwertprobleme (Gleichungen (4.85)—(4.88)).

Die genaueste Abschéitzung der kritischen Last ist dann gewéhrleistet, wenn alle durch die
Nichtlinearitiit verursachten Zusatzterme linear mit ); skaliert werden. Dies gilt sowohl fiir
die geometrische als auch fiir die materielle Nichtlinearitét. Folgerichtig mufl demnach die
mit K, bezeichnete Steifigkeitsmatrix in einen rein elastischen und einen rein plastischen
Anteil aufgespalten werden. Die Berechnung der rein elastischen Steifigkeitsmatrix K,
erfolgt nach Gleichung (4.27) unter Verwendung der elastischen Materialtangente C' und
dem linearen Ableitungsoperator By. Analog wird die elastoplastische Steifigkeitsma-
trix K, mit Hilfe von C” bestimmt. Die rein plastische Steifigkeitsmatrix K ist dann:

K,=K.- Ky (4.89)

Damit ergibt sich fiir das Eigenwertproblem in Gleichung (4.85):
(Ku+ A (K + Ko+ K,)) ¢ = 0 (4.90)
(KT + N (AK, + AK, + AKg)> ¢ = 0 (4.91)

wobei nun angenommen wird, dafl alle durch die strukturellen Nichtlinearititen verur-
sachten zusétzlichen Anteile linear zu steigern sind.

4.8.1 Bestimmung des kritischen Lastfaktors

Der kritische Lastfaktor A\, berechnet sich aus dem relevanten VergroBerungsfaktor \;
(Eigenwert) und dem Lastfaktor \*“, fiir den zur Durchfiihrung der Eigenwertanalyse
die notwendigen Steifigkeitsmatrizen aufgestellt wurden. Sind die mit ); zu steigernden
Steifigkeitsmatrizen bereits in der Ausgangsmatrix, wie dies beispielsweise bei der tan-
gentiellen Steifigkeitsmatrix K der Fall ist (vgl. Gleichungen (4.86), (4.87), (4.91)),
enthalten, so berechnet sich der kritische Lastfaktor ). additiv nach folgender Beziehung:

Ao = N 4 Aot (4.92)

Andernfalls sind diese infolge der Nichtlinearitit zuséatzlich zu beriicksichtigenden Matri-
zen noch nicht in der Ausgangsmatrix enthalten, wie z.B. bei den Gleichungen (4.85),
(4.88) und (4.90). Dann berechnet sich der kritische Lastfaktor A. durch eine Multiplika-
tion der beiden Faktoren:

Ao = A Aot (4.93)



Kapitel 5

Sensitivititsanalyse

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit nimmt die Sensitivitdtsanalyse eine zentrale Posi-
tion ein. Besonders die Beriicksichtigung nichtlinearer Effekte, wie beispielsweise der
Plastizitiat oder des Beulens, beeinflussen die Art der zur effizienten Berechnung der Sen-
sitivitdten zu wihlenden Formulierung.

In diesem Kapitel wird aus diesem Grund auf die prinzipiellen Moglichkeiten der Sen-
sitivitdtsanalyse sowie deren Einsatzgebiete kurz eingegangen. Die Vorgehensweise bei
der Ermittlung der Sensitivitdten der Strukturantwort unter Beriicksichtigung materieller
und geometrischer Nichtlinearitidt wird dann im néichsten Kapitel ausfiihrlich diskutiert.

5.1 Einleitung

Mit Hilfe der Sensitivitdtsanalyse kann die Parameterempfindlichkeit einer Losung ermit-
telt werden. In den meisten Fillen handelt es sich bei diesen Losungen um mathematisch—
mechanische Problemstellungen, wie beispielsweise die Zielfunktion und Nebenbedingun-
gen oder die Strukturantwort, mit deren Ableitung sich dann die Sensitivitéiten der me-
chanisch orientierten Entwurfskriterien bestimmen lassen.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit werden mittels der Sensitivitdtsanalyse die durch
eine Parametervariation verursachten Verdnderungen des mechanischen Strukturverhal-
tens bestimmt. Demnach erlaubt die Sensitivitdtsanalyse sowohl eine quantitative als
auch qualitative Aussage iiber die zu erwartende Verdnderung des Strukturverhaltens
infolge einer Parametervariation. Fiir Formoptimierungsprobleme sind diese Parameter
geometriebeschreibende Groflen, wie z.B. die Koordinaten der Design— oder FE-Knoten,
wahrend bei der Topologieoptimierung Materialparameter auf makroskopischer Ebene
bzw. materialparameterbeeinflussende geometrische Groéflen auf mikroskopischer Ebene
die verdnderlichen Parameter reprisentieren. Diese Art der Sensitivitéitsanalyse wird auch
als Sensitivitédt der Strukturantwort (behavioral response sensitivity), mit der dann die
Sensitivititen der Zielfunktion und der Nebenbedingungen ermittelt werden kénnen, be-
zeichnet. Davon zu unterscheiden ist nach SCHMIT [199] die Sensitivitit des Optimums
(optimum design sensitivity). Mit ihr kann beispielsweise der Einflufl von Imperfektio-
nen auf die optimale Losung (REITINGER [180]) bestimmt werden. Diese Imperfektionen
konnen Ungenauigkeiten in Bauteilabmessungen (Geometriegrofien), der Last— und La-
gerbedingungen oder auch der Materialparameter sein.

Normalerweise wird der Begriff "Sensitivititsanalyse’ im Zusammenhang mit Strukturop-
timierung verwendet. Allerdings hat sich die Sensitivitdtsanalyse in den letzten Jahren zu
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einer eigenstindigen Disziplin entwickelt, was auch durch Veréffentlichungen, beispiels-
weise der Arbeiten von HAuG ET AL. [90], HAFTKA ET AL. [85] und KLEIBER ET
AL. [110], verdeutlicht wird. Grund dafiir ist die Anwendung von Sensitivititen in den
verschiedensten Gebieten der Strukturmechanik.

Die Urspriinge der Sensitivitdtsanalyse sind in der 'Optimierung von Hand’ bzw. der Opti-
mierung unter Zuhilfenahme entsprechender Parameterstudien zu finden (trial and error).
Bei dieser Art der Optimierung unterstiitzt die Sensitivitdtsanalyse den Konstrukteur, um
die fiir das Strukturverhalten relevanten Groflen zu identifizieren und in geeigneter Wei-
se zu verdndern. Problematisch wird diese Vorgehensweise mit steigender Anzahl von
Parametern und vor allem bei sich widersprechenden Einfliissen verschiedener variabler
GroBlen. Zur Losung derartiger Probleme ist der Einsatz effizienter Optimierungsstrate-
gien unumgénglich.

Ein weiterer Einsatzbereich der Sensitivitdtsanalyse ist die sogenannte inverse Analyse.
Als Beispiel kann die Ermittlung der einwirkenden Lasten bzw. Lastkombination auf ein
Tragwerk bei Kenntnis einer bestimmten Verschiebung oder Spannung genannt werden.
Diese im Vergleich zum gewohnten Vorgehen inverse Problemldsung fiihrt zur Namen-
gebung dieser Problemklasse. In Abhéngigkeit der Belastung fiir die ’bekannte’ Grofle
(Verschiebung, Spannung) wird eine Bestimmungsgleichung aufgestellt. Damit wird dann
ein least—square-Problem formuliert und gelost. Manchmal ist dieses jedoch schlecht (im
Sinne von nicht eindeutig) gestellt und erfordert daher eine Regularisierung (TORTOREL-
LI [227]).

Analog zur inversen Analyse erfolgt die Parameteridentifikation, weshalb oftmals nicht
zwischen den beiden Methoden unterschieden wird. Von Parameteridentifikation spricht
man beispielsweise bei der Bestimmung von Materialparametern, die aufgrund von Mefer-
gebnissen mittels eines least—square—Problems ermittelt werden. Fiir Details sei an dieser
Stelle lediglich auf die Arbeit von MAHNKEN [131] und die darin zitierten Literaturstellen
verwiesen.

Als weiteres Anwendungsgebiet der Sensitivitdtsanalyse ist die Zuverléssigkeitsanalyse zu
nennen. Mit ihr kann eine Vorhersage iiber die Zuverléssigkeit (Versagenswahrscheinlich-
keit) einer berechneten Strukturantwort bei einer Parametervariation, wie beispielsweise
Imperfektionen oder Streuung von geometrischen und materiellen Eingangsgrofien (sto-
chastische Grofien), getroffen werden (vgl. optimum design sensitivity).

Die Sensitivitidtsanalyse stellt eine entscheidende Komponente bei der numerischen Lésung
von Optimierungsproblemen mittels Gradientenverfahren dar. Thre Qualitit beeinfluf3t
sehr stark die Konvergenz des Optimierungsprozesses und die Erreichbarkeit der optimalen
Losung. Da die Sensitivitdtsanalyse bis zu 90% der Rechenzeit benotigt, ist eine moglichst
exakte und effiziente Methode anzustreben. Neben der Anzahl der Optimierungsvaria-
blen und der Anzahl der auszuwertenden Funktionen (Entwurfskriterien) entscheidet das
zugrundeliegende mechanische Problem iiber eine geeignete Wahl der zur Verfiigung ste-
henden Methoden der Sensitivitéitsanalyse und ob ein Optimierungsproblem iiberhaupt
mit vertretbarem Aufwand gel6st werden kann. Ein weiterer, wenn auch fiir die vorliegen-
de Arbeit nicht entscheidender Faktor, der die Wahl der Methode der Sensitivitdtsanalyse
beeinflufit, ist die Verfiigbarkeit und Zugénglichkeit der benétigten Programmquellen.
Prinzipiell unterscheidet man bei der Sensitivitdtsanalyse zwischen einer diskreten und
einer variationellen Vorgehensweise. Wihrend bei der diskreten Vorgehensweise die idea-
lisierte, kontinuierliche Struktur (Entwurfsmodell) bzw. die Systemgleichungen vor der
Durchfithrung der Sensitivititsanalyse diskretisiert werden, erfolgt der Schritt der Dis-
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kretisierung bei der variationellen Vorgehensweise erst im Anschlufl an die Bildung der
Gradienten. Die Diskretisierung der Systemgleichungen kann beispielsweise durch die
Methode der Finiten Elemente erfolgen (vgl. Kapitel 4). Damit sind die Entwurfskriteri-
en von den gew#hlten Approximationsfunktionen der Finiten Elemente abhéingig, welche
wiederum von den Optimierungsvariablen abhéngig sind. Die Optimierungsvariablen sind
wiederum Abhéngige der approximativen Beschreibung der Geometrie im Entwurfsmodell
(vgl. Kapitel 2). Bei gleicher Wahl der Diskretisierung fiihren beide Methoden (diskrete
und variationelle Sensitivitéitsanalyse) zum selben Ergebnis.

Die diskrete Sensitivititsanalyse wird wiederum in numerische, semi-analytische und
(rein) analytische Methoden unterteilt. Diese Einteilung macht bei der variationellen
Sensitivitdtsanalyse nur wenig Sinn, weshalb hier nur analytische Methoden Eingang fin-
den.

Die semi—analytische und analytische Sensitivitdtsanalyse werden, je nach der Reihenfolge
der Matrixoperationen, in direkte und adjungierte Methoden eingeteilt. Ein ausfiihrlicher
Uberblick iiber die grundsitzlichen Methoden der Sensitivititsanalyse und deren Entwick-
lung ist beispielsweise in den Arbeiten von ARORA & HAUG [4], HAUG ET AL. [90], ADEL-
MAN & HAFTKA [1], HASLINGER & NEITTAANMAKI [88], HAFTKA & ADELMAN [83],
HAFTKA ET AL. [85], KiMMICH [106], TORTORELLI & MICHALERIS [228], KLEIBER ET
AL. [110] zu finden.

Nachfolgend werden die oben beschriebenen Methoden der Sensitivitdtsanalyse in ihrer
prinzipiellen Vorgehensweise kurz erldutert und Vor— und Nachteile diskutiert, was fiir
die Wahl einer entsprechenden Vorgehensweise zur Ermittlung der Sensitivitidten der Ent-
wurfskriterien fiir bestimmte strukturmechanische Problemstellungen und die Art der
Optimierungsaufgabe von entscheidender Bedeutung ist. Auf die Behandlung materiell
und geometrisch nichtlinearer Effekte des Strukturverhaltens bei der Sensitivitdtsanalyse
wird in Kapitel 6 ausfiihrlich eingegangen.

5.2 Numerische Verfahren

Die bekanntesten numerischen Verfahren zur Sensitivititsanalyse sind das Vorwérts—, das
Riickwirts— und das zentrale Differenzenverfahren. Thre grofie Beliebtheit verdanken diese
Verfahren besonders dem geringen Formulierungsaufwand und der einfachen Implemen-
tierung, vor allem in kommerzielle oder bestehende Programmpakete. Diese Verfahren
lassen sich aus einer abgebrochenen Taylorreihenentwicklung herleiten.

f(8+A3) = f(38)+V,f(8) As+ %V?f () (A3)” + THO (5.1)

f(8—A8) = f(8)—V,f(8) As+ %V?f (8) (As)* — THO (5.2)

Wiéhrend beim Vorwirts— und Riickwirts—Differenzenverfahren die Reihe nach dem li-
nearen Term abgebrochen wird, geschieht dies beim zentralen Differenzenverfahren erst
nach dem quadratischen Term. Dies hat zur Folge, dafl sowohl das Vorwérts— als auch
das Riickwérts—Differenzenverfahren erster Ordnung genau sind, das zentrale Differenzen-
verfahren jedoch zweiter Ordnung genau ist. Die Umformung von Gleichung (5.1) unter
Vernachléssigung der quadratischen Terme und der Terme hoherer Ordnung (THO) liefert
durch Auflésen nach dem Gradienten der Funktion V f (8) die Bestimmungsgleichung fiir
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die Sensitivitit nach dem Vorwiarts—Differenzenverfahren.

Analoges gilt fiir entsprechende Umformungen von Gleichung (5.2). Das Riickwérts—
Differenzenverfahren ergibt sich demnach zu:

f(8) = f(5-A3)
A3;

Vif(s) = (5.4)

Die Bestimmungsgleichung fiir das zentrale Differenzenverfahren ergibt sich durch die
Subtraktion der Gleichung (5.2) von Gleichung (5.1), wobei alle Terme ab der dritten
Ordnung vernachléssigt werden. Auflosen nach Vf (8) liefert:

f(8+As)— f(s—A3)

(5.5)

Die Gleichungen (5.3)—(5.5) verdeutlichen, daf§ zur Sensitivitdtsanalyse mittels numeri-
scher Verfahren lediglich die Funktionswerte fiir verschiedene Entwiirfe zu bestimmen
sind. Aus diesem Grund nimmt der numerische Aufwand bei steigender Anzahl von
Optimierungsvariablen zu, da fiir jede Variable §; eine zuséitzliche Funktionsauswertung
erforderlich ist. Beim zentralen Differenzenverfahren sind es sogar zwei Auswertungen pro
Variable. Ein weiterer Nachteil ist die Abhéngigkeit des Ergebnisses von der gewéhlten
Schrittweite (Storung) A$;. Zu kleine Schrittweiten in der GroBenordnung der Maschinen-
genauigkeit fiihren zu sogenannten Rundungs— bzw. Konditionierungsfehlern (round-off
errors). Wihlt man jedoch die Schrittweite As; zu grof, entstehen Fehler aufgrund der
abgebrochenen Taylorreihe, da der Einflufl der vernachlissigten Terme héherer Ordnung
zu grof} ist (truncation error). Diese Problematik bei der Wahl der Grofie der Storung AS;
ist in der Literatur auch als Schrittweitendilemma bekannt (z.B. GILL ET AL. [76], KiM-
MICH [106]). Aus diesem Grund wird beispielsweise in GILL ET AL. [76] ein Verfahren
zur Berechnung der optimalen Schrittweite vorgeschlagen, was allerdings nicht fiir alle
Problemstellungen zufriedenstellende Ergebnisse liefert. Auflerdem steigt der numerische
Aufwand zusétzlich an. Auf problemspezifische Schwierigkeiten der Methode der finiten
Differenzen wird spéter an den entsprechenden Stellen in Kapitel 6 ndher eingegangen.

Trotz dieser prinzipiellen Schwierigkeiten liefern die vorgestellten Differenzenverfahren
fiir viele Optimierungsprobleme qualitativ zufriedenstellende Ergebnisse. Wegen des ho-
hen numerischen Aufwandes kommen jedoch zur effizienten Lésung strukturmechanischer
Optimierungsprobleme, besonders bei materieller und geometrischer Nichtlinearitit, nur
analytische Verfahren in Frage. Wegen der Komplexitit analytischer Sensitivitdtsanalysen
dienen die numerischen Verfahren hiufig zu deren Verifikation (TSENG & ARORA [233)]).

5.3 Analytische Verfahren

Wie bereits erwéhnt, unterscheidet man bei den analytischen Verfahren der Sensitivitéts-
analyse zwischen einer diskreten und einer variationellen Vorgehensweise. Zur Bestim-
mung der Sensitivitéten ist die Information, wie sich ein definiertes Kontinuum (materi-
eller Kérper) verédndern kann, notwendig. Die (geometrische) Verinderung eines Korpers,
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der im Parameterraum der Referenzkonfiguration definiert ist, infolge der Variation ei-
ner Optimierungsvariablen kann mit Hilfe der Ableitung der Abbildungsvorschrift V x;
beschrieben werden. Diese Verinderung wird mittels des Entwurfsmodells und der dort
festgelegten Parametrisierung der realen Struktur vorgenommen. Die Abbildungsvor-
schrift x; (8) (vgl. Abbildungen 4.1 und 5.1) bildet die Konfiguration vom Parameter-
raum in Abhéngigkeit der Optimierungsvariablen 8 bzw. der geometriebeschreibenden
Parameter (Design-Parameter) auf den undeformierten, materiellen Kérper im Anschau-
ungsraum IR? ab (in Abbildung 5.1 mit 'Design 1’ bezeichnet).

Des weiteren ist die Kenntnis {iber das mechanische Strukturverhalten infolge einer &ufleren
Belastung erforderlich. Der Deformationsprozefi wird durch die Abbildungsvorschrift
xx (X,t) = x% (X) im Analysemodell beschrieben (vgl. Abbildungen 4.1 und 5.1).
Daraus wird ersichtlich, daf} fiir die Sensitivitdtsanalyse die Kenntnis beider Abbildungs-
vorschriften x, und x% sowie deren Verkniipfung notwendig ist. Eine derartige Formu-
lierung ist auf CEA [49], [48] zuriickzufiihren, gewann jedoch erst mit der Arbeit von
HABER [81] an Popularitidt und ist heute Grundlage zahlreicher Arbeiten (z.B. PHELAN
& HABER [168], VIDAL [238], VIDAL & HABER [239], TORTORELLI & WANG [229], BAR-
THOLD [10] oder BARTHOLD & STEIN [12]). Man bezeichnet dieses Vorgehen auch als
Referenzvolumen—Ansatz. Es wird vorausgesetzt, dal die Abbildungsvorschriften hinrei-
chend oft differenzierbar sind. Im Falle von materieller Nichtlinearitéit, wie bei der Pla-
stizitét, ist diese Forderung fiir die Abbildung x/ (X) des Deformationsprozesses nicht
immer erfiillt. Diese Problematik wird jedoch erst im nachfolgenden Kapitel diskutiert.
Der beschriebene Zusammenhang der Abbildungsvorschriften ist zur Verdeutlichung in
Abbildung 5.1 graphisch dargestellt.

Eine Anderung des Vektors der Optimierungsvariablen § um A$ bewirkt eine Anderung
der materiellen Punkte X in der Referenzkonfiguration Qy um den Betrag AX = X — X

AX =%, (5) = x: (8) £ x: (5 8) = x, (48) (5.6)

Referenzkonfiguration Momentankonfiguration

S2 o
| o
X, %QE S P [ ’'Design 1’
1

Parameterraum [ ]'Design 2’

Abbildung 5.1: Optimierungs— und Deformationsprozef3
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Die durch die Storung As verénderte Situation in der Referenzkonfiguration ('Design 27,
mit "~ gekennzeichnet) hat Auswirkung auf den Deformationsvorgang der Struktur infolge
der dufleren Belastung. Die deformierte Lage der um As gestorten Struktur ist mit
dem Ortsvektor & bezeichnet. Die Anderung der Deformation gegeniiber der ungestorten
Struktur betrigt:

Az =2 - =xk (X) = xk (X) # x4 (AX) (5.7)

Die Ungleichheitszeichen in den Gleichungen (5.6) und (5.7) ergeben sich aufgrund der
Nichtlinearitit der Abbildungsvorschriften x, und x%. Die Verkniipfung der Abbil-
dungsvorschriften beschreibt den Zusammenhang zwischen der Definition des materiellen
Korpers im Parameterraum und dem deformierten Korper im physikalischen Raum (An-
schauungsraum). Dies gilt sowohl fiir die um A8 gestorte als auch die ungestorte Struktur
und wird aus diesem Grund lediglich fiir die ungestorte demonstriert.

Xxs = Xx ©Xs = Xxs (Xx (X), x5 (8)) = xxs (X (8),8) (5.8)

Unter Verwendung von Gleichung (4.2) aus Kapitel 4 ergibt sich fiir die Abbildungsvor-
schrift x xs alternativ folgender Zusammenhang:

Xxs = Xx ©Xs = Xxs (U (8), X5 (8)) = xxs (u(3),3) (5.9)

Alle fiir den Optimierungsprozef relevanten Funktionen, wie Zielfunktion und Nebenbe-
dingungen, sind Abhéngige von der in Gleichung (5.8) bzw. (5.9) definierten Abbildungs-
vorschrift x xs.

f=r(xxs) (5.10)

Fiir die Sensitivitét dieser Funktion sind nun prinzipiell zwei verschiedene Varianten denk-
bar. Mit Hilfe von Gleichung (5.8) berechnet sich der Gradient beziiglich der freien Pa-
rameter 8 der Funktion f zu:

Vof=V9f+VxfV,X (5.11)

Der Term VX wird als Entwurfsgeschwindigkeitsfeld der kontinuierlichen Struktur be-
zeichnet (vgl. Kapitel 3). Dieser driickt die (endliche) Anderung der materiellen Punk-
te AX in der Referenzkonfiguration Qx infolge einer Anderung der geometriebeschrei-
benden Groflen As im Parameterraum aus. Die Variante in Gleichung (5.11) wird als
Materialableitung bezeichnet, da diese die Verinderung der Funktion f in einem mate-
riellen Punkt X im Optimierungsfortschritt mifit. Dieses Konzept wurde von CEA und
ZOLESIO [259] eingefiihrt. Die Weiterentwicklung dieser Vorgehensweise ist z.B. in den Ar-
beiten von ADELMAN & HAFTKA [1], HAFTKA & ADELMAN [83] oder HAUG ET AL. [90]
dokumentiert. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird darauf allerdings nicht weiter
eingegangen. Die Formulierung als Materialableitung und der Referenzvolumen—Ansatz
fiihren auf dieselben Ausdriicke zur Bestimmung der Gradienten, was beispielsweise in
ARORA ET AL. [5] aufgezeigt ist.

Alternativ zur Materialableitung, in der die Anderung des mechanischen Verhaltens in
dem Ausdruck Vyf enthalten ist, kann die Bestimmung des Gradienten der Entwurfs-
funktion Vf unter Beriicksichtigung von Gleichung (5.9) erfolgen. Die Sensitivitéit der
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Funktion f ergibt dann folgenden Ausdruck, wobei dort die Anderung des mechanischen
Verhaltens in dem Term V,u ausgedriickt wird:

Vof =V +V,f Vu (5.12)

Sowohl in Gleichung (5.11) als auch in Gleichung (5.12) wird der erste Term auf der
rechten Seite als lokaler, der zweite als konvektiver Anteil bezeichnet. Wéhrend der lokale
Anteil die explizite Ableitung nach den freien Parametern s darstellt, repriasentiert der
konvektive Anteil die implizite Abhéngigkeit der Funktion f von 8. Die Ableitung VX in
Gleichung (5.11) wie auch die Ableitung V, u in Gleichung (5.12) lassen sich mit Hilfe von
Abbildung 5.1 anschaulich deuten. Entsprechend der numerischen Sensitivitidtsanalyse
mit Hilfe der finiten Differenzenverfahren ergibt sich:
AX Az

s bzw. Vsa:%Aé

VX ~ (5.13)
Die Sensitivitit der Verschiebungen Vgu 148t sich mit Hilfe von Gleichung (4.2) folgen-
dermaflen ausdriicken:

Axr — AX
As
Fiir As — 0 gehen die durch die finiten Differenzen approximierten Sensitivitdten in die
exakten iiber (analytische Sensitivitéiten). Fiir das weitere Vorgehen wird zur Ermittlung

der Sensitivitdt der Entwurfskriterien Gleichung (5.12) verwendet.

Viu=V,x -V, X ~ (5.14)

5.3.1 Diskrete Sensitivititsanalyse

Bei dieser Art der Sensitivitdtsanalyse wird von der bereits diskretisierten Form der
Strukturgleichungen ausgegangen. Die Entwurfskriterien, wie Zielfunktion und Neben-
bedingungen, sind dann als Funktionen der Optimierungsvariablen 8 und der diskreten
Knotenfreiwerte w darstellbar. Um Gleichung (5.12) auswerten zu konnen, ist die Sen-
sitivitdt der diskreten Knotenfreiwerte V4 zu bestimmen. Ausgegangen wird von der
diskretisierten Form der Gleichgewichtsbedingung.

Ki=R (5.15)

K stellt dabei die elastische, globale Steifigkeitsmatrix und R die resultierenden, externen
Lasten dar. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird an dieser Stelle von einer linearen
Kinematik und linear elastischem Materialverhalten ausgegangen. Es sollen lediglich die
unterschiedlichen Varianten der Sensitivitdtsanalyse aufgezeigt und verglichen werden.
Die Problematik einer inkrementellen Vorgehensweise wird in Abschnitt 5.3.2 diskutiert.
Die Ableitung der Gleichgewichtsbeziehung in Gleichung (5.15) nach den Optimierungs-
variablen s liefert:

VsKu+ KV,u=V,R (5.16)

Die Auflésung nach den Sensitivitdten der diskreten Knotenfreiwerte Vg u fiithrt formal
zu einer analogen Gleichung wie zur Bestimmung der diskreten Knotenfreiwerte w (vgl.
Gleichung (5.15)), weshalb der Ausdruck auf der rechten Seite von Gleichung (5.17) auch
als Pseudo-Lastvektor RP*“4° hezeichnet wird.

KV,a4=V,R—-V,Ku=R*"" — V=K 'R"® (5.17)
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Zur analytischen Berechnung der Gradienten des Lastvektors VR und der Systemstei-
figkeitsmatrix V K ist die explizite Ableitung der Elementformulierung erforderlich. Die
entsprechenden Ableitungen wurden fiir ein Schalenelement in KiMMmICH [106] beschrie-
ben. Diese werden elementweise bestimmt und lauten (vgl. Gleichung (4.27) in Kapitel 4):

VeR® = /NT (V§b|J|+bV§|J|)dQ§+/NT (vgt|J|+tvg|J|) d, ¢ (5.18)

Qe Te

VCKS — / (V¢B]CB; + B]V:CB; + B]CV:.By) |J|dS

Qe

+ /BE(JBLV§|J|dQg (5.19)

Qe

Der Ableitungsoperator V¢ (-) bezeichnet ein Vielfaches der Ableitung einer Grofie nach
einer variablen Elementgrofie (z.B. eines FE-Knotens). Diese setzt sich zusammen aus
der Ableitung nach der variablen Elementgrofie V¢ (-) und einem ’Skalierungsfeld’, das die
Abhéngigkeit der variablen Elementgrofien von den Optimierungsvariablen beriicksichtigt.

Vi) = (Vi)' Vi() (5.20)

Der Operator V¢s reprisentiert eine Art Linking-Vorschrift, der die Abhéangigkeit der
einzelnen variablen Groflen auf Elementebene von den (iibergeordneten) Optimierungs-
variablen 8 beschreibt. Im Falle der Formoptimierung wird dieses Feld als Entwurfs-
geschwindigkeitsfeld eines Finiten Elements der diskretisierten Struktur bezeichnet (vgl.
Kapitel 3). Es stellt den Zusammenhang zwischen der Bewegung eines Design-Knotens
und der damit verbundenen (abhéingigen) Bewegung der FE-Knoten her.

Vi() = (Vizre)' Vi() (5.21)

Werden FE-Knoten direkt als Optimierungsvariablen definiert, entspricht das Entwurfs-
geschwindigkeitsfeld der Einheitsmatrix. Mit der Kenntnis dieser Ableitungen auf Ele-
mentebene kann nun die Ableitung der globalen Steifigkeitsmatrix und des Lastvektors
durch Aufsummieren iiber alle Finiten Elemente bestimmt werden. Fiir den Pseudo—
Lastvektor, der die zu bestimmende Grofle bei der Sensitivititsanalyse darstellt, ergibt
sich dann folgender Zusammenhang:

Nnel Nnel
Ry = | JViR - | (Viwpp)' VIK 4! (5.22)
e=1 e=1

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird im folgenden auf die Darstellung des Super-
skripts e bei den Gradientenoperatoren V¢ verzichtet. Die Sensitivitdten des bzw. der
B-Operatoren und der Lasten b, t sind stets als elementbezogene Ableitungen zu verste-
hen und bediirfen daher keiner zusétzlichen Kennzeichnung. Liegen die expliziten Ablei-
tungen der Elementformulierung nicht vor oder sind diese nur mit groflem Aufwand zu
bestimmen, besteht die Mdglichkeit, die erforderlichen Ableitungen zur Bestimmung des
Pseudo-Lastvektors mit Hilfe numerischer Verfahren zu ermitteln. Man spricht von einem
semi-analytischen Vorgehen, da die Bestimmungsgleichungen fiir die Sensitivitdtsanalyse
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analytisch hergeleitet, die Ableitungen auf Elementebene dann numerisch bestimmt wer-
den. Dieses Vorgehen kombiniert die Vorteile der analytischen und der numerischen Me-
thode. Die Kenntnis der Ableitungen der Elementformulierung, wie beim analytischen
Verfahren, ist bei der semi-analytischen Vorgehensweise nicht erforderlich, weshalb sich
diese Vorgehensweise besonders zur Implementierung in kommerzielle oder bestehende
Programmpakete anbietet. Die Ableitung des Lastvektors VR und der Gesamtsteifig-
keitsmatrix V,K werden auf globaler Ebene, die der Elementlastvektoren V¢b, V¢t und
der B-Operatoren V¢B/, auf Elementebene bestimmt. Zur Berechnung der Ableitung der
B-Operatoren ist u.a. die Sensitivitit der inversen JACOBI-Matrix V, (J~') erforder-
lich. Da die JAcOBI-Matrix eine Funktion der Koordinaten (FE-Knoten) ist, geniigt zur
Bestimmung von V, (J!) die Ableitung dieser Koordinaten nach den Optimierungsva-
riablen . Mit der Kenntnis der Entwurfsgeschwindigkeitsfelder (vgl. Gleichungen (3.3),
(5.13), (5.20), (5.21)) kann die Ableitung der inversen JACOBI-Matrix bestimmt werden.
Obwohl die semi-analytischen Verfahren fiir viele Problemstellungen sehr effizient sind
(z.B. bei der Querschnittsoptimierung), kénnen sie bei Problemen der Formoptimierung
zu erheblichen Fehlern fiihren, was in BARTHELEMY ET AL. [8] diskutiert ist. Fiir linea-
re strukturmechanische Probleme wurden dazu verschiedene Studien durchgefiihrt (z.B.
BARTHELEMY & HAFTKA [9], PEDERSEN ET AL. [166], OLHOFF & RASMUSSEN [156]).
Es zeigt sich, dafl diese Fehler besonders bei schlanken Strukturen auftreten. Auflerdem
steigt der Fehler mit zunehmender Netzfeinheit. Analog zu den numerischen Verfahren
hangt der Fehler zudem von der Wahl der Schrittweite As ab.

Zur Reduktion der Fehler werden verschiedene Methoden in der Literatur vorgeschlagen.
Ein Vorschlag, der beispielsweise von BARTHELEMY & HAFTKA [9] oder auch von OL-
HOFF & RASMUSSEN [156] unterbreitet wird, ist die Verwendung héherwertigerer Finiter
Elemente. Der Fehler kann damit nach DE BOER & VAN KEULEN [34] zwar reduziert,
jedoch nicht prinzipiell behoben werden.

Den Einflufl der Strukturschlankheit auf den Fehler in den Sensitivititen fiihrt MLEJ-
NEK [148] auf die Ableitungen von Starrkorperrotationen zuriick, welcher durch Verwen-
dung des 'natural approach’ weitgehend behoben wird. OLHOFF ET AL. [157] schlagen
ein Korrekturverfahren vor, mit dessen Hilfe fiir bestimmte Elementformulierungen die
‘exakten’ Ableitungen bzw. der ’exakte’ Pseudo-Lastvektor ermittelt werden kann. Je
nach Abhéngigkeit von den Optimierungsvariablen 8 werden die numerisch gebildeten
Ableitungen der Elementsteifigkeitsmatrizen mit einem zu bestimmenden Faktor skaliert.
DE BOER & VAN KEULEN [34] identifizieren die Starrkoérperbewegungen der einzelnen
Finiten Elemente und ermitteln fiir diese die Ableitungen analytisch. Ein Uberblick iiber
die verschiedenen Methoden und eine Erweiterung auf geometrisch nichtlineare Problem-
stellungen ist in DE BOER & VAN KEULEN [35] zu finden.

Nachdem der Pseudo—Lastvektor entweder mittels der analytischen oder der semi—analy-
tischen Methode bestimmt wurde, konnen die Gradienten der Entwurfskriterien V,f be-
rechnet werden.

Da die inverse Steifigkeitsmatrix K ! bei der Verwendung direkter Gleichungsléser bereits
bei der Strukturanalyse aufgestellt wird, kann die Sensitivitdt der diskreten Knotenfrei-
werte V4 einfach aus Gleichung (5.17) bestimmt werden. Eingesetzt in Gleichung (5.12)
ergibt sich die Sensitivitit der Entwurfskriterien zu:

Vof = Vef+V.fV.u (5.23)
= V¥f+V,f K ' R (5.24)
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Je nachdem, in welcher Reihenfolge die Matrixoperationen bei der Bestimmung des zwei-
ten Summanden (konvektiver Anteil) in Gleichung (5.24) durchgefiihrt werden, handelt es
sich um die direkte oder die adjungierte Methode. Fiir beide Methoden ist der Pseudo—
Lastvektor fiir jede unabhéngige Optimierungsvariable, also n, mal, aufzustellen (z.B.
nach Gleichung (5.22)). Genauso oft ist bei der direkten Methode die Matrixoperation
(K ! Rpseudo) | die die Sensitivitéit der Verschiebungen V a ergibt (vgl. Gleichung (5.17)),
durchzufiihren. Bei der adjungierten Methode hingegen ist das Produkt (VufT K‘l) fiir
alle Entwurfskriterien (Zielfunktion und Nebenbedingungen) zu bestimmen. Es wird deut-
lich, daB fiir Optimierungsprobleme, bei denen die Anzahl der Optimierungsvariablen n
geringer als die Anzahl der Entwurfskriterien (n; + ny, + ny) ist, die direkte Methode effi-
zienter ist. Andernfalls ist die adjungierte Methode vorzuziehen. KimMICH [106] beziffert
den Unterschied der beiden Methoden, bezogen auf den gesamten numerischen Aufwand,
zumindest fiir linear elastische Problemstellungen in der Formoptimierung als eher gering.
Fiir Topologieoptimierungsprobleme trifft diese Aussage jedoch nicht mehr zu, da die An-
zahl der Optimierungsvariablen deutlich grofler als bei Problemen der Formoptimierung
ist und daher fiir derartige Probleme in der Regel die adjungierte Methode zum Einsatz
kommt.

Bei der direkten Methode wird zuerst die Sensitivitat der Strukturantwort, z.B. die der
Verschiebungen V u, bestimmt und damit die Sensitivitit der Entwurfskriterien V,f be-
rechnet. Die Vorgehensweise bei der adjungierten Methode soll nun nachfolgend kurz
erldutert und hergeleitet werden. Die Funktion f wird mit einem Nullterm, in der Re-
gel dem strukturellen Gleichgewicht, erweitert und mit einem Vektor der sogenannten
LAGRANGE-Multiplikatoren vy, der in diesem Zusammenhang auch als Hilfsvariable bzw.
adjungierte Variable bezeichnet wird, multipliziert. Das so erzeugte adjungierte Problem
lautet dann:

f=f—-~v"(Ku - R) (5.25)

Die Ableitung dieser Gleichung liefert nach Umordnen der Terme, die V& enthalten, und
unter Beriicksichtigung von Gleichung (5.12) folgenden Zusammenhang:

Vef=VZf+(Vuf —v"K) Vo —~" (V,K@ — V,R) (5.26)

Die Ableitung der LAGRANGE-Multiplikatoren muf3 nicht gebildet werden, da diese mit
dem Nullterm aus Gleichung (5.26) multipliziert wird und damit verschwindet. Der Vektor
der LAGRANGE-Multiplikatoren v wird so gewihlt, dafl der erste Klammerausdruck in
Gleichung (5.26) verschwindet. Fiir -y ergibt sich dann fiir den Fall einer symmetrischen
Steifigkeitsmatrix K:

Y =V, fK™! (5.27)

Einsetzen in Gleichung (5.26) und Verwendung des Ausdrucks fiir den Pseudo-Lastvektor
aus Gleichung (5.17) liefert:

vsf — V(samf o 7T (_Rpseudo) — v;z:rf 4 vuf Kfl Rpseudo (528)

Demnach entsprechen sich die direkte und die adjungierte Methode (vgl. Gleichun-
gen (5.24) und (5.28)).
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5.3.2 Variationelle Sensitivititsanalyse

Im Gegensatz zur diskreten Sensitivitdtsanalyse wird bei der variationellen Sensitivitéts-
analyse die vollstdndige Ableitung der kontinuumsmechanischen, kontinuierlichen, jedoch
bereits idealisierten Problemfunktionen (im Entwurfsmodell) nach den Optimierungsva-
riablen 8 bestimmt. AnschlieBend werden die so erhaltenen Gleichungen zur approxima-
tiven Losung zum Niherungsverfahren (FEM) konsistent diskretisiert.

Die mathematische Grundlage der variationellen Formulierung der Sensitivitdtsanalyse
wurde in HAuG & CEA [89] von mehreren Autoren beschrieben. Erste Anwendungen der
variationellen Sensitivitdtsanalyse, jedoch ohne numerische Verifikation, ist z.B. in DEMS
& MROz [61] fiir die Anwendung im Bereich der Querschnittsoptimierung beschrieben.
Eine Zusammenfassung fiir die Anwendung in der Formoptimierung ist in HASLINGER &
NEITTAANMAKI [88] zu finden. Des weiteren sind in diesem Zusammenhang die grundle-
genden Arbeiten von HAUG ET AL. [90], HAFTKA ET AL. [85] und KLEIBER ET AL. [110]
zu nennen. Ein relativ aktueller Uberblick iiber die Methoden der variationellen Sensi-
tivititsanalyse sowie ein Vergleich zwischen der Materialableitung (material derivative
approach) und dem Referenzvolumen—Ansatz (domain parameterization approach) ist in
BARTHOLD & STEIN [12] zu finden.

Direkte Vorgehensweise

Analog zur diskreten Sensitivititsanalyse wird auch hier aus Griinden der Ubersichtlichkeit
von einem materiell und geometrisch linearen Strukturverhalten ausgegangen. Im Hin-
blick auf materiell und geometrisch nichtlineare Probleme wird jedoch trotz linearem
Strukturverhalten bereits an dieser Stelle die inkrementelle Vorgehensweise eingefiihrt
und erlautert. Ausgangspunkt der direkten, variationellen Sensitivitdtsanalyse ist die
kontinuierliche Gleichung der schwachen Form des Gleichgewichts (vgl. Gleichung (4.19))
zum Zeitpunkt £ + 1:

/515 Syt || A% = /511, bt+1|J|dQ§+/5utt+1|J|d, . (5.29)
Q¢ Q¢ e
0E sind dabei die virtuellen Verzerrungen und S;;; die Spannungen. du stellen die
virtuellen Verschiebungen, b;,; die Volumenlasten und ¢;,; die Oberflichenlasten zum

Zeitpunkt ¢t + 1 dar. Die inkrementellen Beziehungen der Spannungen S;,; und der
Verschiebungen wu,;; lauten fiir den linear elastischen Fall:

St+1 - St + C.E (530)
U1 = Ut u (531)

Die linearen Dehnungen sowie deren Variation lassen sich mit Hilfe des Differentialopera-
tors L; wie folgt darstellen:

E = _(Veud '+ (Veud ")) = Lyu (5.32)

N — DN —

JE = (v5 (0u) T~ + (Ve (5u) J—l)T) — L, bu (5.33)

Der Index J symbolisiert die Differentiation beziiglich der Referenzkonfiguration im Pa-
rameterraum. Die Ableitung der Gleichung (5.29) nach den Optimierungsvariablen §
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liefert:
/ (Vs (6E) Sii|J| + 0EV,Spi1|J| + 6E S V| J|) d% (5.34)
Qe
- /5u (Vsbpir|J| +bt+1VS|J|)dQ§+/5u (Vstt+1|j| +tt+1vs|fr|) d, ¢
Q¢ Te

Da die virtuellen Verschiebungen du beliebig wihlbar sind, jedoch kinematisch zuléssig
sein miissen, verschwindet ihre Ableitung. FEinsetzen der inkrementellen Beziehung der
Spannungen S, zum Zeitpunkt ¢ + 1 (Gleichung (5.30)) sowie deren Ableitung nach den
Optimierungsvariablen s

VsSt-l—l == VsSt + VSCE + CVSE (535)
in Gleichung (5.34) ergibt:
/Vs (OE) S, |J|dQ¢ + /5E VS |J| dQe + /5E SV |J|dQ
Qe Qe Qe

+ /vs (OE) CE|J|dQ§+/6EVSCE|J|dQ§

Q2 Q2
+ /6E CV.E|J| dQe + /6E CEV,|J| dQ2e = V Ry (5.36)
Q2 e

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wurde dabei die rechte Seite von Gleichung (5.34) in
dem Term V R;,; zusammengefafit. Die Sensitivitéit der (linearen) Verzerrungen und
deren Variation ergibt sich nach den Gleichungen (5.32) und (5.33) zu:

V.E = V,L;u + L;V.u (5.37)

Vs (5E) = VSLJ ou + LJ Vs (5‘11,) == VSL] ou (538)

Setzt man diese Ableitungen in die obige Gleichung (5.36) ein und ordnet die so entste-
hende Gleichung entsprechend nach bekannten und unbekannten Groflen, erhilt man die

Bestimmungsgleichung fiir die Sensitivitéit des kontinuierlichen, inkrementellen Verschie-
bungsfeldes V u.

/ Su"L"CL;Vu|J|dQ =

¢
V,Riy1 — / Su"V,L"'S, |J| dQ — / 6u" VL CLju|J|d
¢ ¢
- / Su" LV S, |J| dQe - / Su" LYV CLyu|J|d
Q¢ Q¢
— / Sul LTS, V| J| dQ¢ — / su' LYCV Lyu|J| dQy

Qe Qe
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— / Su"L"CLu vV |J|dQ (5.39)

e

Aufgrund der Annahme geometrischer Linearitdt enthilt die Ableitung des Differential-
operators VL keine unbekannten Terme (z.B. die Ableitung der Strukturantwort), wie
dies bei einer nichtlinearen Kinematik der Fall wire. Im Hinblick auf die Diskretisierung
der Gleichungen und die Verwendung der Matrixschreibweise wurden die virtuellen Gréflen
transponiert. Wahrend bei der diskreten Sensitivitidtsanalyse die rechte Seite der Bestim-
mungsgleichung als Pseudo—Lastvektor bezeichnet wird, spricht man bei der variationellen
Vorgehensweise von Pseudo—Anfangsspannungen und Pseudo—Anfangsdehnungen. Die-
se Begriffe werden jedoch nicht weiter verwendet, da auch die variationell hergeleiteten
Gleichungen nach dem Ableiten zu diskretisieren sind und auf diese Weise ein Pseudo—
Lastvektor erzeugt wird.

Ohne an dieser Stelle ndher auf die Sensitivitit des Differentialoperators V,L; und die
Diskretisierung einzugehen, kann nun Gleichung (5.39) mit Hilfe der in Kapitel 4 defi-
nierten Parametrisierung folgendermaflen dargestellt werden. Mit der Approximation der
Sensitivitit der (linearen) Verzerrungen und ihrer Variation in diskretisierter Form

V.E = V,Lu + L;Vou = V,B a4 + B,V (5.40)
V,(6E) = V,L,éu = V,B6u (5.41)

erhilt man die diskretisierte Bestimmungsgleichung zur Ermittlung der Sensitivitit der
diskretisierten, inkrementellen Verschiebungen V u.

/ BTCB, |J|d%V,a —

Q¢
V.Ri1 — /VSB{St|J|dQ5 — /VstC’BL|J|d§25a
Q¢ Q¢

— /B{’vsstum@g
Qe
— /B{’stvsumﬂg

Q2

/ B[V ,CBy |J|d
Q¢
/ BICVB, |J|du

Q2

- /B{’CBL V|| dQe i (5.42)

Q2

Im Vergleich zur diskreten Sensitivitdtsanalyse in Abschnitt 5.3.1 unterscheidet sich die
hier hergeleitete Bestimmungsgleichung fiir die Sensitivitit der inkrementellen Knoten-
freiwerte V4 in zwei Punkten, was auf die inkrementelle Vorgehensweise zuriickzufiihren
ist. Es sind fiir den Pseudo—Lastvektor drei zuséitzliche Terme, die Informationen iiber den
Spannungszustand bzw. dessen Ableitung am Ende des letzten Zeitpunktes (¢) enthalten,
erforderlich. Aus diesem Grund sind dann die Knotenfreiwerte & und deren Ableitungen
Vsu inkrementeller Natur. Wahlt man fiir den Zeitpunkt ¢ den Startpunkt der Bela-
stungsgeschichte (t = 0) und fiir den Zeitpunkt ¢ + 1 den Endpunkt (¢t + 1 = 7) der
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Belastungsgeschichte, so entspricht fiir einen verschiebungs— und spannungsfreien Null-
zustand die rechte Seite von Gleichung (5.42) den Gleichungen (5.18) und (5.19), die fiir
die diskrete Sensitivitdtsanalyse hergeleitet wurden. Ist jedoch eine Anfangsverschiebung
bzw. eine Anfangsspannung infolge einer Temperatur, einer Vorspannung oder einer pla-
stischen Verzerrung einer fritheren Beanspruchung vorhanden, so sind deren Ableitungen
gegebenenfalls zu beriicksichtigen.

Nachdem die Sensitivitit der Knotenfreiwerte V u bzw. Vu,,; bestimmt wurde, kénnen
alle anderen Sensitivitdten, wie die der Spannungen und die der Entwurfskriterien, ermit-
telt werden. Die Sensitivitit der totalen Verschiebungen Vi u;,; zum Zeitpunkt ¢ 4 1
ergibt sich durch Ableiten der Gleichung (5.31).

Adjungierte Vorgehensweise

Die variationelle, adjungierte Vorgehensweise wird nachfolgend erldutert. Analog zum
vorherigen Vorgehen bei der diskreten, adjungierten Sensitivitdtsanalyse wird die Funkti-
on f mit einem geeigneten Nullterm, dem strukturellen Gleichgewicht in schwacher Form,
erweitert.

Fef—n, /5E St+1|J|dQ§—/6u buo || d% — /5utt+1|j|d, . (5.43)
3 Qe Te

J/

=0

Unter Verwendung der bei der direkten Vorgehensweise hergeleiteten Gleichungen (5.26)—
(5.28) ergibt sich die Ableitung von Gleichung (5.43). Die implizite Ableitung (konvektiver
Anteil) der Funktion f setzt sich aus zwei additiven Anteilen zusammen, da die Sensiti-
vitit der Knotenfreiwerte V u,, 1 zum Zeitpunkt £ + 1 bei der inkrementellen Vorgehens-
weise durch eine Summe zu reprisentieren ist (Vsu; 1 = Viuy+ Vu). Die Ableitung des
Nullterms in Gleichung (5.43), dem strukturellen Gleichgewicht, ist in Gleichung (5.39)
bei der direkten Vorgehensweise bereits angegeben und wird fiir die adjungierte Sensiti-
vitdtsanalyse verwendet. Die Ableitung von Gleichung (5.43) lautet dann:

Vif = Vf+Vuf Veu, + | Vuf Vsu—%-/auTLSCLJ Vu | J| dQ

Q¢

— —vth+1+/5uT (VoL}S, |J|+ LyV,S; |J|+ L7 S, V|J|) dQ¢

Q¢
— / su” (V,LTCLu|J|+ LyV,CL;ul|J|) dQ¢
3
— / su” (L7CV,Lyu|J|+ LTCLuV,|J|) dQ (5.44)
3

Die Terme, die unbekannte Sensitivititen enthalten (hier Vi u), sind im ersten Klammer-
ausdruck auf der rechten Seite von Gleichung (5.44) zusammengefafit. Auf diese Art und
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Weise werden die Terme, die die Sensitivitit der inkrementellen Knotenfreiwerte V,u
enthalten, eliminiert, indem der LAGRANGE—Multiplikator 7; entsprechend gew#hlt wird.
Allerdings ist bei dieser inkrementellen Vorgehensweise trotzdem die Kenntnis der Sen-
sitivitdt der Knotenfreiwerte Vyu; und die der zugehorigen Spannungen V,S; zum Zeit-
punkt t erforderlich. Zur Berechnung bzw. Elimination dieser Terme ist die Lésung weite-
rer adjungierter Probleme erforderlich. Dies ist geméfl der Anzahl der bereits durchlaufe-
nen Inkremente zu wiederholen, da mittels der zuvor beschriebenen Prozedur lediglich die
inkrementellen Sensitivitdten bestimmt werden. Werden die Ableitungen V,u; und VS,
durch adjungierte Probleme eliminiert, erscheinen in der so entstehenden Gleichung die
Sensitivitdten Vyu;_q und V,S;_; des Lastniveaus ¢ — 1, usw.. Die dafiir notwendigen
adjungierten Probleme aller inkrementellen Zeitschritte konnen abgespeichert, was jedoch
einen immensen Speicherbedarf mit sich bringt, oder jedesmal neu berechnet werden. Die-
se Vorgehensweise ist jedoch besonders fiir viele Inkremente sehr zeitaufwendig und sollte
daher vermieden werden. Eine weitere Md&glichkeit ist die Bestimmung der Sensitivitét
der Strukturantwort, was jedoch wiederum sehr aufwendig ist und daher prinzipiell durch
die Anwendung der adjungierten Methode umgangen werden soll.

Prinzipiell gilt fiir die Elimination von Sensitivitdten von Spannungen, daf§ fiir jeden Frei-
heitsgrad ein adjungiertes Problem gelost werden muf (vgl. z.B. MAUTE [136]), wodurch
die Vorteile der effizienten Berechnung der Ableitungen bei der adjungierten Vorgehens-
weise verloren gehen. Fiir die inkrementelle Vorgehensweise, die fiir geschichtsabhéingige
Probleme notwendig ist, 148t sich dies jedoch nicht vermeiden. Es wird deutlich, daf} auf-
grund dieser Schwierigkeiten die adjungierte Sensitivitdtsanalyse eher ungeeignet fiir die
inkrementelle Vorgehensweise ist. Diese ist jedoch bei geschichtsabhéingigen Problemen,
wie der Plastizitdt, unumgéinglich, da fiir diese Problemklasse neben der Strukturantwort
auch deren Sensitivititen geschichtsabhéingig sind. Daher wird in der Literatur die direkte
(variationelle) Methode zur Bestimmung der Sensitivitdten geschichtsabhéngiger Proble-
me empfohlen (TsAY & ARORA [230], [231], TsAy ET AL. [232], VIDAL ET AL. [240],
VipaL [238], VIDAL & HABER [239], LEE ET AL. [124], KLEIBER [109], KLEIBER ET
AL. [113], [112], [110], CHEN [50], MICHALERIS ET AL. [145], LEE & ARORA [123], KLEI-
BER & KowALczyK [114], [115], KowALczYK & KLEIBER [119], CHEN ET AL. [52]).
Bei rein geometrischer Nichtlinearitdt eignet sich aufgrund des Potentialcharakters des
strukturmechanischen Problems eine diskrete Vorgehensweise. Die Ermittlung der Sen-
sitivitdten kann in einem einzigen Schritt am Ende bzw. an einer beliebigen Stelle des
Lastpfades erfolgen, da weder die Strukturantwort noch deren Sensitivitat pfadabhéngig
sind. Die Wahl zwischen der direkten und der adjungierten Methode wird daher, wie bei
materieller und geometrischer Linearitdt, hauptsiachlich durch die Anzahl der Optimie-
rungsvariablen und der Anzahl der Entwurfskriterien bestimmt.

Fiir bestimmte Probleme der Topologieoptimierung, z.B. die Maximierung der Steifigkeit
bei linearer Elastizitéit, kann die Sensitivitit der Entwurfskriterien direkt, ohne vorheriges
Losen eines adjungierten Problems, bestimmt werden. Daher spricht man auch von einer
selbstadjungierten Sensitivitdtsanalyse. Fiir spezielle Annahmen kann diese auch bei der
Maximierung der Duktilitdt bei elastoplastischem Materialverhalten angewendet werden.
Fiir Details sei an dieser Stelle auf MAUTE ET AL. [139] und MAUTE [136] verwiesen.
Zudem wird in Kapitel 7 kurz auf diese Vorgehensweise eingegangen.
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Kapitel 6

Sensitivitatsanalyse bei
nichtlinearem Strukturverhalten

6.1 Einleitung

Im vorigen Kapitel wurden die grundsitzlichen Moglichkeiten fiir die Ermittlung von
Sensitivititen vorgestellt. Dabei wurde zwischen numerischer und analytischer Sensiti-
vitdtsanalyse unterschieden. Die analytische Sensitivititsanalyse kann wiederum in va-
riationell und diskret bzw. direkt und adjungiert eingeteilt werden. Eine geeignete Wahl
aus diesen prinzipiellen Moglichkeiten fiir ein bestimmtes Optimierungsproblem héngt von
mehreren Faktoren ab.

Das finite Differenzenverfahren ist zwar mit relativ geringem Aufwand zu implementie-
ren, ist aufgrund der in Kapitel 5 genannten Schwierigkeiten, wie Zuverldssigkeit und
Effizienz, fiir nichtlineare Problemstellungen nicht zu empfehlen. Allerdings werden in
der vorliegenden Arbeit die analytisch ermittelten Sensitivitdten mit Hilfe des finiten Dif-
ferenzenverfahrens verifiziert, wobei die genannten Schwierigkeiten zum Teil beobachtet
werden kdnnen.

Die Wahl zwischen der diskreten und der variationellen Sensitivitidtsanalyse ist (haupt-
sichlich) von der Notwendigkeit einer moglichst variablen Ausgangsgleichung (z.B. Gleich-
gewicht in schwacher Form) zur Ermittlung der Gradienten abhéngig (z.B. VAz & HIN-
TON [237]). Diese Variabilitét ist besonders bei der Behandlung materiell nichtlinearer
Probleme, wie der Plastizitét, erforderlich. Problematisch fiir den Einsatz der diskreten
Sensitivitdtsanalyse fiir geschichtsabhingige Probleme ist, dafl die Gleichgewichtsbedin-
gung nur sehr schwer in der fiir die Sensitivitéitsanalyse notwendigen Form zur Verfiigung
gestellt werden kann. Die diskretisierten Gleichungen zur Bestimmung der Strukturant-
wort werden linearisiert und erfiillen daher nicht mehr das Gleichgewicht (vgl. Kapitel 4).
Fiir die inkrementelle Vorgehensweise miifite zur Erfiillung des Gleichgewichts eine inkre-
mentelle elastoplastische Materialtangente (’Sekanten—Materialtangente’) verwendet wer-
den. Normalerweise steht bei Verwendung des NEWTON-RAPHSON-Verfahrens jedoch
nur eine elastoplastische Materialtangente fiir ein bestimmtes Lastniveau zur Verfiigung
(Punktinformation, z.B. zum Zeitpunkt ¢ + 1). Aus diesem Grund wird fiir die in die-
ser Arbeit vorgestellte Sensitivitatsanalyse fiir geschichtsabhéngige Problemstellungen die
variationelle Methode als Grundlage dienen.

Die Anzahl der Entwurfsvariablen und der auszuwertenden Funktionen (Zielfunktion, Ne-
benbedingungen) entscheidet, zumindest fiir lineare Strukturprobleme, zwischen der di-
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rekten und der adjungierten Vorgehensweise. Ublicherweise wird fiir Probleme der To-
pologieoptimierung die adjungierte Methode aufgrund der zahlreichen Optimierungsva-
riablen im Vergleich zu der geringen Anzahl an auszuwertenden Funktionen bevorzugt.
Hingegen eignet sich die direkte Methode besonders gut fiir Formoptimierungsprobleme,
bei denen in der Regel diverse Nebenbedingungen zu beriicksichtigen sind. Wie im vo-
rigen Kapitel bereits angedeutet, ist diese Einteilung fiir geschichtsabhingige Probleme,
wie der PRANDTL-REUSs—Plastizitit, nicht mehr unbedingt gegeben, und es wird daher
die direkte Vorgehensweise favorisiert. Grund hierfiir ist die Notwendigkeit der Kenntnis
der Ableitung der Strukturantwort fritherer Zeitpunkte infolge der inkrementellen Vorge-
hensweise, die bei der adjungierten Vorgehensweise nicht berechnet wird. Der Aufwand,
diese mittels der adjungierten Methode zu bestimmen, ist sehr gro und bringt daher
in den meisten Féllen keinen Vorteil gegeniiber der direkten Vorgehensweise (VIDAL &
HABER [239)]).

Nachfolgend soll die Entwicklung der Sensitivitdtsanalyse fiir nichtlineare Strukturpro-
bleme aufgezeigt werden, um einen Eindruck iiber die Vielfalt der vor allem in den ver-
gangenen 10 — 15 Jahren entwickelten Verfahren zu geben. Diese Aufzihlung erhebt
keinerlei Anspruch auf Vollstédndigkeit. Sie dient lediglich der thematischen Einordnung
der vorliegenden Arbeit in die fiir gewisse Problemstellungen bekannten und geeigne-
ten oder auch teilweise ungeeigneten Methoden. Auflerdem wird deutlich gemacht, dafl
die Beriicksichtigung etwaiger Nichtlinearitdten zur Ermittlung zuverldssiger Entwiirfe
durch Optimierungsverfahren zwingend notwendig ist. Dies wird jedoch erst in Kapitel 8
ausfiihrlicher diskutiert. Als Beispiel kann an dieser Stelle die Maximierung der Steifigkeit
oder die Minimierung des Gewichts angefiihrt werden. Die optimalen Strukturen weisen
hédufig schlanke bzw. hochbelastete Tragwerkskomponenten auf. Diese sind in héchstem
Maf stabilitdtsgefahrdet, bzw. die vorhandene Beanspruchung iibersteigt die maximal
zuldssige Beanspruchbarkeit des Materials. Durch Beriicksichtigung der geometrischen
Nichtlinearitit, wie beispielsweise des Beulens, oder der materiellen Nichtlinearitit, wie
des elastoplastischen Materialverhaltens, im Optimierungsprozefl kann diesen nichtlinea-
ren Problemen Rechnung getragen werden.

Die Ermittlung von Gradienten fiir lineare Strukturprobleme ist in der Literatur er-
schopfend beschrieben. Anders verhélt sich dies jedoch fiir die Berechnung von Sensi-
tivitdten bei nichtlinearem Strukturverhalten. Erste Arbeiten, die Optimierungsproble-
me der nichtlinearen Elastizitdt behandeln, entstanden Anfang bzw. Mitte der achtzi-
ger Jahre. Hier sind beispielsweise die Arbeiten von RYU ET AL. [192], HAFTKA &
MROz [86], CHOI & SANTOS [55], WU & ARORA [251], CARDOSO & ARORA [47], SAN-
TOS & CHOI [194], GOPALAKRISHNA & GREIMANN [78], PHELAN ET AL. [169], TOR-
TORELLI [225] zu nennen. Die darin angesprochene Nichtlinearitiit entsteht durch eine
nichtlineare Beziehung zwischen Verzerrungen und Verschiebungen (geometrische Nicht-
linearitét). Die entsprechenden Sensitivitédtsanalysen sind fiir Stab—, Balken—, Scheiben—,
Platten— oder Schalentragwerke hergeleitet. Bei diesem zugrundeliegenden strukturme-
chanischen Problem ist die Wahl der Sensitivitdtsanalyse (diskret oder variationell bzw.
direkt oder adjungiert) denselben Auswahlkriterien unterworfen, die bei linearem Struk-
turverhalten mafigebend sind. Grund hierfiir ist die Tatsache, daf fiir diese Problemklas-
se weiterhin ein (elastisches) Potential vorhanden ist und demnach ein pfadunabhingiges
Problem vorliegt, was die Ermittlung der Sensitivitdten in einem Schritt am Ende des
Lastpfades (oder auch an einer beliebigen Stelle des Lastpfades) ermdglicht. Lediglich
der theoretische Aufwand fiir die Herleitung der Sensitivitdtsanalyse sowie der Aufwand
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der Implementierung steigt, im Vergleich zur Sensitivitdtsanalyse fiir linear elastisches
Strukturverhalten, an.

Ein dhnliches mechanisches Problem ist die materielle Nichtlinearitdt mit der Einschrin-
kung, dafl keine lokale Entlastung bei global steigender Belastung auftreten darf. Man
kann auch im Fall der HENCKY-Plastizitit (Deformationstheorie) mit linearer Verfesti-
gung von einer multilinearen Elastizitat sprechen. Auch bei dieser Problemklasse ist die
Potentialeigenschaft weiterhin gewéhrleistet, was auf dieselben Kriterien zur Auswahl ei-
nes geeigneten Verfahrens zur Sensitivitéitsanalyse, wie im zuvor beschriebenen Fall, fiihrt.
Beispiele in der Literatur fiir die Sensitivitdtsanalyse bei elastoplastischem Materialverhal-
ten mit diesen Eigenschaften sind KANEKO & MAIER [101] und BENDSOE & SOKOLOW-
SKI [23]. Im Gegensatz zur PRANDTL-REUss—Plastizitéitstheorie sind die Sensitivitédten
der bei den geschilderten mechanischen Problemklassen nicht geschichtsabhéngig. Ryu
ET AL. [192] waren mit die ersten, die bemerkt haben, daf fiir geschichtsabhéngige Pro-
bleme, wie der PRANDTL-REUSs-Plastizititstheorie, die zugehorigen Sensitivititen eben-
falls geschichtsabhéngig sind und daher einer speziellen Behandlung bediirfen. Sowohl die
Struktur— als auch die Sensitivitdtsanalyse sind in einer inkrementellen Vorgehensweise
durchzufiihren, d.h. die Sensitivititen des aktuellen Inkrements (vom Zeitpunkt ¢ bis ¢+1)
sind von der Strukturantwort zu den Zeitpunkten ¢ und ¢+ 1 sowie den Sensitivitidten der
Strukturantwort zum Beginn des Inkrements (Zeitpunkt ¢) abhingig.

Eine allgemeine Theorie fiir die Berechnung von Sensitivitdten fiir geometrisch und ma-
teriell nichtlineare Strukturprobleme wurde von HARIRIAN ET AL. [87] und TsAY &
ARORA [230], [231] vorgestellt. Als Berechnungsmethode fiir die Struktur— und Sensi-
tivitdtsanalyse wird fiir diese Verfahren die Methode der Finiten Elemente eingesetzt.
MUKHERJEE & CHANDRA [152] verwenden die Randelemente-Methode; allerdings ist in
deren Arbeit geometrische Linearitit angenommen. Eine Erweiterung auf geometrisch
nichtlineare Probleme behandeln ZHANG ET AL. [255].

Zur Ermittlung der inkrementellen Sensitivitdten wird in den bisher genannten Arbeiten
die kontinuierliche Materialtangente verwendet, was bei der Wahl zu grofler Inkremen-
te zu erheblichen Fehlern fiihren kann. Es ist daher notwendig, fiir die Ermittlung der
Sensitivititen eine zur eingesetzten Berechnungsmethode der Strukturantwort konsistente
Formulierung, d.h. konsistent zur zugrundegelegten Integrationsmethode der konstituti-
ven Gleichungen zur Berechnung der Inkremente, zu verwenden. Dies fiihrt zur Verwen-
dung der konsistenten Materialtangente fiir die Bestimmungsgleichung der inkrementellen
Sensitivitdten. Diese Tatsache wurde von VIDAL ET AL. [240] fiir das Materialgesetz fiir
Kriechprobleme nach NORTON-SODERBERG und von VIDAL [238], VIDAL & HABER [239)
oder auch von KLEIBER [109], KLEIBER ET AL. [113], [112], MICHALERIS ET AL. [145] fiir
elastoplastisches Materialverhalten nach der PRANDTL-REUSS-Plastizitdtstheorie festge-
stellt und anhand von Beispielen belegt. Die Arbeiten von VIDAL und Co-Autoren [240],
[238], [239] beschrinken sich auf geometrische Linearitiit, berticksichtigen jedoch die theo-
retisch und numerisch aufwendigere EULER-Riickwérts—Prozedur zur Integration der kon-
stitutiven Gleichungen. In der Arbeit von KLEIBER [109] wird neben der materiellen
Nichtlinearitit zusétzlich die geometrische Nichtlinearitét fiir beliebige Optimierungspro-
bleme beriicksichtigt. Zur Integration wird der einfachere EULER-Vorwirts—Algorithmus
verwendet, was jedoch keine Einschrinkung der Methode darstellt.

Die Existenz von Ableitungen (Sensitivitéiten) ist allerdings nicht immer gewihrleistet.
Dies wurde beispielsweise fiir das Auftreten mehrfacher Eigenwerte von HAUG ET AL. [90]
oder auch von LUND [129] untersucht. Ein analoges Problem ergibt sich fiir Material-
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modelle, wie die Elastoplastizitéit, mit einem stetigen, jedoch nicht differenzierbaren Span-
nungsverlauf entlang der Verzerrungen (local non—uniqueness). Am Ubergang vom elasti-
schen zum plastischen Zustand (und umgekehrt) existiert die Sensitivitéit der Strukturant-
wort nicht, was von verschiedenen Autoren festgestellt wurde (z.B. TSAY ET AL. [232],
OHSAKI & ARORA [154], MICHALERIS ET AL. [145], LEE & ARORA [123], KLEIBER &
KowALczyK [114], KLEIBER ET AL. [110], KOwALCZYK & KLEIBER [119]). Auf diese
geschilderte Problematik der Existenz von Sensitivitdten und deren numerische Behand-
lung wird an spéterer Stelle genauer eingegangen.

Es sei noch erwihnt, dafi bei der von VIDAL und Co—Autoren [240], [238], [239] sowie
KLEIBER und Co—Autoren [109], [114], [110], [119] vorgestellten Sensitivititsanalyse ne-
ben den Iterationen fiir die Strukturanalyse keine zusétzlichen Iterationen zur Ermittlung
der inkrementellen Sensitivitdten notwendig sind. Nach der inkrementellen Strukturana-
lyse wird in einem weiteren Schritt die Sensitivitdt dieses Inkrements direkt bestimmt und
anschlieflend zu der der vorherigen Inkremente addiert.

Eine alternative Vorgehensweise wird von LEE & ARORA [123] als Erweiterung ihrer Ar-
beit (LEE ET AL. [124]) fiir viskoplastische Probleme in der Optimierung vorgestellt.
Dabei werden die Sensitivitdten der Verschiebungen zum aktuellen Zeitpunkt ¢ + 1 direkt
und nicht durch Aufaddieren der Inkremente bestimmt. Allerdings miissen die Ablei-
tungen der inkrementellen plastischen Verzerrungen ermittelt und akkumuliert werden
(vgl. auch KLEIBER ET AL. [110]). Nachteilig bei dieser Vorgehensweise ist jedoch die
Notwendigkeit von Iterationen zur Berechnung der Sensitivitdten und die komplizierte
Erweiterung dieser Methode auf geometrisch nichtlineare Probleme (vgl. KLEIBER ET
AL. [110]), was beim zuvor beschriebenen Ansatz ohne Iterationen unproblematischer ist.
Aufbauend auf diesen Entwicklungen fiir die Sensitivitdtsanalyse diskreter und kontinu-
ierlicher Tragwerke bei geometrisch und/oder materiell nichtlinearem Strukturverhalten,
sind weitere z.T. problemspezifische Modifikationen und Anwendungen entstanden.

Die Behandlung von Formoptimierungsproblemen bei hyperelastischem Materialverhal-
ten ist beispielsweise in BARTHOLD [10] und BARTHOLD ET AL. [11] beschrieben. Ein
weiteres, geometrisch nichtlineares Problem ist die Beriicksichtigung der Stabilitdt in der
Optimierung. Der Eingang in die Formulierung der Sensitivitdtsanalyse ist z.B. in WU
& ARORA [252], PARK & CHoI [163] und KLEIBER & HIEN [111] zu finden. Fiir die
Optimierung diskreter Tragwerke unter Beriicksichtigung des Stabilitdtsverhaltens sei auf
BECKER [15] verwiesen. Die Maximierung der kritischen Last sowie die Beriicksichtigung
von Imperfektionsempfindlichkeit bei Schalentragwerken ist in REITINGER [180], REITIN-
GER ET AL. [181], REITINGER & RAMM [182] und POLYNKIN ET AL. [170] beschrieben.
BLETZINGER [31] ermittelt die optimale Form von Membrantragwerken.

Die Beriicksichtigung der Elastoplastizitit bei der Sensitivitdtsanalyse und die Anwen-
dung auf Formoptimierungsprobleme ist beispielsweise in WIECHMANN & BARTHOLD
[246] nachzulesen. Der in deren Arbeit verwendete variationelle Ansatz kommt ebenfalls in
SCHWARZ ET AL. [203], [204] oder PARK & CHOI [164] zur Ermittlung der Sensitivitéiten
zum Einsatz. Die Ansétze fiir die Sensitivitdtsanalyse sind dabei konsistent zum Algorith-
mus zur Ermittlung der nichtlinearen Strukturantwort. Auflerdem wird in SCHWARZ ET
AL. [203], [204] die Kopplung von Topologie— und Formoptimierung bei der Maximierung
der Duktilitét fiir elastoplastisches Materialverhalten demonstriert. Die Modifikation der
entsprechenden Gleichungen zur Herleitung der Sensitivitdtsanalyse fiir den ebenen Span-
nungszustand bei elastoplastischem und viskoplastischem Materialverhalten, analog zur
modifizierten Strukturanalyse, ist in KLEIBER & KOWALCzYK [115] dargestellt. Eine
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Erweiterung auf geometrische Nichtlinearitdt und Elastoplastizitit fiir Form— und Topo-
logieoptimierungsprobleme ist in SCHWARZ ET AL. [202] und SCHWARZ & RAMM [205]
zu finden. Neben verfestigendem Materialverhalten kann dabei auch Entfestigung des
Materials beriicksichtigt werden. Zusétzlich ist bei diesem Ansatz die Beriicksichtigung
von Stabilitdtsphinomenen in der Optimierung méglich. In CHEN ET AL. [52], CHEN [50]
wird ebenfalls die Sensitivititsanalyse bei geometrisch und materiell nichtlinearem Struk-
turverhalten diskutiert. Allerdings wird die Ableitung der konstitutiven Gesetzte und
damit die Ableitung der inneren Kréfte numerisch durchgefiihrt, um unabhéngig von der
Formulierung des Materialmodells zu sein. Ein Vergleich verschiedener Methoden der
Sensitivitdten bei nichtlinearem Strukturverhalten ist in CHEN ET AL. [51] zu finden.
In den Arbeiten von VALIDO ET AL. [234] und SOUSA ET AL. [214] wird das minimale
Gewicht von Stabstrukturen mittels Querschnitts— und Formoptimierung bestimmt. Da-
bei werden materiell und geometrisch nichtlineare Effekte beriicksichtigt. In VALIDO ET
AL. [234] wird eine zyklische Belastung angenommen. Bei SOUSA ET AL. [214] geht
die kritische Last mit Hilfe einer Verschiebungsnebenbedingung in das Optimierungspro-
blem ein. Die Algorithmen fiir die Sensitivitdtsanalyse basieren allerdings nicht auf der
konsistenten Materialtangente, was zu Problemen beziiglich der Genauigkeit fiihren kann
(vgl. VIDAL & HABER [239]). Die Beriicksichtigung von dynamischen Einwirkungen
und elastoplastischem Materialverhalten in der Optimierung von Stabtragwerken ist in
SousA & CARDOSO [213] beschrieben. Die Vorgehensweise bei der Ermittlung der Sen-
sitivitdten bei elastoplastischem (geschichtsabhéngigem) Materialverhalten und bei dy-
namischer Beanspruchung ist sehr &hnlich. Wihrend bei der materiellen Nichtlinearitit
die Sensitivititen entlang des Lastpfades akkumuliert werden, sind die Sensitivitéiten bei
dynamischer Belastung entlang der Zeitachse aufzuaddieren. Die sukzessive Lastaufbrin-
gung bei elastoplastischem Materialverhalten kann allerdings auch als ein zeitlicher Prozef3
aufgefaflt werden. Fiir Formoptimierungsprobleme in der Strukturdynamik wird an dieser
Stelle auf MEYER [144] verwiesen.

Aufgrund der Komplexitéit der Herleitung und dem groflen numerischen Aufwand wurden
auch zahlreiche approximative Ansétze zur Bestimmung der Sensitivitéiten fiir Formopti-
mierungsprobleme entwickelt (z.B. VAZ & HINTON [237], SILVA ET AL. [210], PARENTE
ET AL. [162]). Dabei wird von einer totalen, nicht wie zuvor bei VIDAL oder KLEIBER von
einer inkrementierten Gleichgewichtsform ausgegangen. Eine weitere Anwendung dieser
Vorgehensweise ist in BUGEDA ET AL. [44], BUGEDA & GIL [43] fiir entfestigendes Ma-
terialverhalten (Damage) diskutiert. Allerdings ist dieser Ansatz auf Problemklassen mit
Potentialcharakter, wie anfangs erwéhnt, beschriankt, d.h. bei elastoplastischem Material-
verhalten ist eine lokale (elastische) Entlastung bei gleichzeitiger globaler Laststeigerung
nicht zuléssig bzw. wiirde die Genauigkeit der berechneten Sensitivititen negativ beein-
flussen. Wie grof3 diese Ungenauigkeiten sind, héngt von der jeweiligen Geometrie, den
Lagerbedingungen und vor allem dem Lastniveau ab.

Die bisher genannten Untersuchungen bei elastoplastischem Materialverhalten beschréin-
ken sich auf kleine Verzerrungen, z.T. jedoch grofle Verschiebungen. Eine Methode zur
Beriicksichtigung grofler Verzerrungen fiir elastoplastisches Materialverhalten ist beispiels-
weise in WIECHMANN & BARTHOLD [245] vorgestellt.

Zur Beriicksichtigung von Stabilitdtsphinomenen in der Topologieoptimierung wird von
NEVES ET AL. [153] und MAUTE [136] ein lineares Eigenwertproblem gelost. Die so ge-
wonnenen Eigenwerte dienen zur Erfassung des Stabilitdtsproblems als Nebenbedingung
oder zur Maximierung des kritischen Lastfaktors als Zielfunktion eines Optimierungs-
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problems. Die Beriicksichtigung grofier Verschiebungen bei der Ermittlung der steifsten
Struktur bzw. Topologie durch die Minimierung der Komplementéirenergie fiir Topologie-
optimierungsprobleme wird in BRUNS & TORTORELLI [41], [42] und BUHL ET AL. [45]
vorgestellt. Dariiber hinaus wird in KEMMLER ET AL. [104] und KEMMLER [103] ein
Algorithmus zur Maximierung der kritischen Last fiir geometrisch nichtlineare Proble-
me vorgestellt. Die Topologieoptimierung von Fachwerken unter Beriicksichtigung ma-
terieller Nichtlinearitét wird beispielsweise in BENDS@E [18] diskutiert und zusammen-
gestellt. TAYLOR & LocGo [223] und TAYLOR [222] maximieren den Lastfaktor von
Stabstrukturen bei einer Beschrinkung der Energie. Sowohl Ver— als auch Entfestigung
kann beriicksichtigt werden. Die Topologieoptimierung kontinuierlicher Strukturen un-
ter Beriicksichtigung von materieller Nichtlinearitdt wird beispielsweise in den Arbeiten
von RAMM ET AL. [175], MAUTE & RAmM [137], YUGE & KIKUCHI [254], MAYER ET
AL. [142], SWAN & KOsAKA [220], MAUTE ET AL. [139], YUGE ET AL. [253] beschrieben.
Dabei handelt es sich teilweise um vereinfachte Ansitze. RAMM ET AL. [175] und MAUTE
& RAMM [137] beriicksichtigen quasi—sprodes Materialverhalten, wie z.B. das von Stahl-
beton, im Optimierungsprozefl, um die optimale Anordnung der Bewehrung im Tragwerk
zu ermitteln. In der Arbeit von YUGE & KIKUCHI [254] wird die Steifigkeit von Rah-
mentragwerken nach der EULER-TIMOSHENKO-Balkentheorie maximiert. Dabei kommt
ein makroskopisches, isotropes elastoplastisches Werkstoffmodell mit linearer Verfestigung
zum Einsatz. Ein &hnliches Materialmodell wird von MAYER ET AL. [142] in der To-
pologieoptimierung zur Verbesserung des Energieabsorptionsverhaltens von Schalentrag-
werken bei dynamischer Beanspruchung verwendet. Allerdings werden die Gradienten fiir
ein quasi-statisches Verhalten bestimmt, und das nichtlineare Materialverhalten wird nur
approximativ beriicksichtigt. In MAUTE ET AL. [139] wird die Duktilitét bei elastoplasti-
schem Materialverhalten (Jo—Plastizitéit) mit Hilfe der Topologieoptimierung maximiert.
Dabei wird ein isotropes, pordses Werkstoffmodell eingesetzt. Die Gradienten werden un-
ter Beriicksichtigung der algorithmisch konsistenten Materialtangente approximativ be-
stimmt. YUGE ET AL. [253] ermitteln die makroskopischen Materialeigenschaften durch
eine elastoplastische Homogenisierung der Mikrostruktur. Das Optimierungsproblem in
deren Arbeit ist die Maximierung der plastischen Versagenslast bzw. die Minimierung
der dufleren Arbeit. Zusétzlich zur materiellen Nichtlinearitéit werden grofie Verformun-
gen beriicksichtigt. Die Ermittlung der Sensitivititen der Entwurfskriterien erfolgt mit
Hilfe der Methode der finiten Differenzen.

Diese Auflistung ist natiirlich nicht vollstindig, und gewisse strukturmechanische Pro-
bleme, wie beispielsweise die nichtlineare Dynamik, fiir die ein #hnliches Vorgehen bei
der Bestimmung der Sensitivitdten wie bei geschichtsabhéngigen Problemen notwendig
ist, sind nicht weiter diskutiert. Auch Umformprozesse, die die Beriicksichtigung grofier
Verzerrungen und von Kontakt erfordern, wurden komplett ausgeklammert. Einen sehr
guten Uberblick iiber die Methoden der Sensitivitéitsanalyse fiir die verschiedensten struk-
turmechanischen Probleme, wie geometrische Nichtlinearitéit, Stabilitéit, materielle Nicht-
linearitiat wie Elasto— und Viskoplastizitét, nichtlineare dynamische Beanspruchung, Um-
formprozesse und nichtlineare thermische Prozesse, bietet das Buch von KLEIBER ET
AL. [110]. Details zu den erwéhnten, jedoch in der vorliegenden Arbeit nicht diskutierten
Verfahren, sind dort an entsprechender Stelle bzw. den angefiihrten Literaturstellen zu
entnehmen.

In der vorliegenden Arbeit werden Strukturen unter Beriicksichtigung des elastoplasti-
schen Materialverhaltens und grofler Verschiebungen hinsichtlich definierter Ziele, wie
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Maximierung der Duktilitdt oder Minimierung des Gewichts, optimiert. Je nach Pro-
blemstellung sind zusétzlich Nebenbedingungen, wie beispielsweise konstantes Gewicht,
maximal zulissige Verschiebungen und/oder Spannungen oder auch die Sicherheit gegen
Stabilitétsversagen, zu beriicksichtigen.

Zur effizienten und, im Rahmen der eingesetzten approximativen Losungsverfahren und
Idealisierungen zur Ermittlung der Strukturantwort, exakten Bestimmung der Sensiti-
vitdten ist die Verwendung der konsistenten Materialtangente, wie dies von VIDAL und
Co—Autoren [240], [238], [239] bzw. KLEIBER und Co-Autoren [109], [114], [110], [119]
vorgeschlagen wird, erforderlich. Auflerdem erscheint fiir eine moéglichst grofie Variabilitét
die variationelle Vorgehensweise sinnvoll. Damit lassen sich geschichtsabhéngige Probleme
effektiv behandeln. Ebenfalls aus Griinden der Effizienz und wegen der Moglichkeit, die
Ableitungen beliebiger Entwurfskriterien bestimmen zu konnen, wird fiir die meisten Auf-
gaben der Formoptimierung die direkte Variante der Sensitivitéitsanalyse bevorzugt. Fiir
Topologieoptimierungsprobleme wird eher die adjungierte Variante eingesetzt. Diese ist
jedoch in der Topologieoptimierung fiir geschichtsabhéngige Probleme nicht zu empfehlen.
Dies ist wahrscheinlich auch der Grund dafiir, dafl bisher, zumindest nach der Kenntnis
des Autors, noch keine allgemeingiiltige und effiziente, veroffentlichte Theorie zur Behand-
lung materiell nichtlinearer Probleme in der Topologieoptimierung vorgestellt wurde. Fiir
geschichtsabhéngige Probleme, wie die Elastoplastizitit, wird in der Literatur die direk-
te Vorgehensweise empfohlen (TsAY & ARORA [230], [231], TSAY ET AL. [232], VIDAL
ET AL. [240], VIDAL [238], VIDAL & HABER [239], LEE ET AL. [124], KLEIBER [109],
KLEIBER ET AL. [113], [112], [110], CHEN [50], MICHALERIS ET AL. [145], LEE & ARO-
RA [123], KLEIBER & KowaLczyk [114], [115], KowALcZYK & KLEIBER [119] CHEN
ET AL. [52]). Grund hierfiir ist u.a., daf8 bei der adjungierten Methode die Sensitivitéiten
der auszuwertenden Funktionen direkt bestimmt werden, nicht aber die der Strukturant-
wort. Fiir geschichtsabhéngige Probleme ist diese Kenntnis jedoch notwendig, da die
inkrementellen Sensitivititen des aktuellen Inkrements von denen der Strukturantwort
der vorangegangenen Zeitschritte abhéingen. Um diese zu bestimmen, wiren zusétzliche
adjungierte Probleme fiir jede Komponente an jedem GAuss—Punkt (Integrationspunkt)
aufzustellen (vgl. VIDAL [238]). Alternativ dazu kénnen die fiir die zuvor durchlaufe-
nen Inkremente aufgestellten adjungierten Probleme zur Bestimmung der Sensitivitit der
Entwurfskriterien abgespeichert werden. Beide Mdoglichkeiten stehen im Gegensatz zu der
Forderung nach effizienten Losungsalgorithmen fiir die Berechnung von Sensitivitédten bei
geschichtsabhéingigem Materialverhalten. Aus diesen Griinden wird fiir die Ermittlung
der Sensitivitdten in der vorliegenden Arbeit die variationelle, direkte Methode gewihlt
und nachstehend hergeleitet, die prinzipiell fiir Form— und Topologieoptimierungsproble-
me bzw. beliebige Optimierungsprobleme eingesetzt werden kann.

6.2 Variationelle, direkte Sensitivititsanalyse

Die Vorgehensweise bei dieser Art der Sensitivitdtsanalyse zur Bestimmung der Gradi-
enten der Entwurfskriterien und damit auch der Gradienten der LAGRANGE-Funktion
(Gleichung (2.8)) gliedert sich in mehrere Abschnitte. Zuerst wird die Sensitivitit der
Strukturantwort bestimmt. Im Fall von geschichtsabhingigem Strukturverhalten, wie
beim vorliegenden Problem der Elastoplastizitit, ist die Sensitivitdtsanalyse ebenfalls
geschichtsabhéingig und daher nach jedem Gleichgewichtszustand am Ende eines Inkre-
ments ohne zusétzliche Iterationen durchzufiihren. Mit den so ermittelten Sensitivitdten
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der inkrementellen Verschiebungen werden die restlichen inkrementellen Sensitivitdten
der Strukturantwort, wie die der Spannungen, Verzerrungen und internen Variablen, be-
stimmt und anschliefend zu den bereits bestimmten Sensitivititen fritherer Zeitschritte
addiert. Mit diesen Gradienteninformationen werden dann die Sensitivitéiten der definier-
ten Entwurfskriterien (Zielfunktion und Nebenbedingungen) berechnet.

Als Ausgangsgleichung der variationellen, direkten Sensitivitdtsanalyse dient die schwache
Form der Gleichgewichtsbedingung, die mit Hilfe des Prinzips der virtuellen Verschiebun-
gen nach den Gleichungen (4.14)—(4.17) bzw. der Gleichung (4.19) ausgedriickt wird. Das
Gleichgewicht wird fiir den Zeitpunkt ¢ + 1 in inkrementeller Form aufgestellt.

6.2.1 Ableitung der Gleichgewichtsbedingung

Die Ableitung der einzelnen Komponenten der Gleichungen (4.15)—(4.17) bzw. der Glei-
chung (4.19) nach den Optimierungsvariablen s liefert die folgende Beziehung.

/vs (SE) St+1|J|dQ§+/6EVsSt+1|J|dQ§+/6E S V||

Q2 Q2 Q2

_ / (Ve (0B) + [V OB)]) 81|10

Q¢
+ /6E|J|dQ§+/6ESt+1VS|J|dQ§
Q¢ Q¢

= /5uvsbt+1|J|dQ§+/5ubt+1Vs|J|dQ§

Q¢ Qe
+ /(m Vot J|d, ¢ + /5u b V| T d, ¢
Te Te

= /6ub|J|dQ§+)\t+1 /5uvsb|J|dQ§+/5ubVS|J|dQ§
Qe Qe Qe

+ /6uf|,~7|d,§+)\t+1 /5uvsi|:f|d,g+/5uivs|j|d,§
D¢ D¢ D¢

= du VSRH—I =du (Vs)\t—i—lR + )\t+1VsR) (61)

Bei der Bildung der Gradienten wurde bereits beriicksichtigt, dal die Ableitungen der
kinematisch zuléssigen, jedoch frei wéhlbaren, virtuellen, inkrementellen Verschiebungen
Vs (du) unabhéingig von den Optimierungsvariablen s sind und daher verschwinden. Die
unbekannten, noch zu bestimmenden Groéflen sind die impliziten Ableitungen der nichtli-
nearen, virtuellen Verzerrungen V" (§ E), die Ableitung des zweiten PIOLA-KIRCHHOFF—
Spannungstensors VS;.; und die Ableitung des Laststeigerungsfaktors VA, 1. Alle
anderen Gradienten sind infolge der gew#hlten geometrischen Parametrisierung (CAGD
Beschreibung der Geometrie mittels Design—Elementen) unabhéngig vom mechanischen
Tragverhalten der Struktur zu bestimmen bzw. von bereits ermittelten Sensitivitdten der
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Strukturantwort der vorangegangenen Inkremente bekannt. Die Ableitung der Geometrie
ist mit Hilfe der in Kapitel 3 definierten Entwurfsgeschwindigkeitsfelder zu ermitteln. Zu-
dem wird vorausgesetzt, dafl die duBeren Lasten b und £ verformungsunabhingig sind.

Die Aufspaltung der Ableitung der inkrementellen, virtuellen Verzerrungen in einen expli-
ziten, d.h. direkt von der Geometrie bzw. direkt von den Optimierungsvariablen und der
bekannten Ableitung der Verschiebungen friiherer Zeitschritte abhéingigen, und einen im-
pliziten Anteil wird bei der Ableitung der inkrementellen Verzerrungen V,FE an spéterer
Stelle analog erfolgen. Der implizite Anteil enthélt zu diesem Zeitpunkt unbekannte Ablei-
tungen der Strukturantwort, d.h. die Sensitivitit der inkrementellen Verschiebungen V u
ist enthalten. Die Behandlung dieser Problematik wird im folgenden genauer diskutiert.

6.2.2 Ableitung der kinematischen Beziehungen

Die nun folgenden Ableitungen gehen von den Gleichungen (4.7)—(4.9) und (4.10)—(4.12),
die im Parameterraum )¢ definiert sind, aus. Die Ableitung der Gleichungen (4.7)—(4.9)
nach den Optimierungsvariablen s und der Aufspaltung in explizite und implizite Anteile
liefert folgende Zusammenhénge:

V.E = V®E+V"™E =V%e+ V%&+ V™e + V'™e (6.2)
mit Ve = % (Veuv, (7) + (Veu v, (57)")

+ % ((Ve(Vow) T Veud '+ (Veuwd 1) Ve (Vow) T )

+ % ((Vew v, (37)" Veud ™ + (Vewd ™) Vew, v, (7)) (6.3)

+ % ((Vew T ) Veuv, (J7) + (VeuV, (1) Veu, T )
Vie = % ((Veuv, (7)) Veud '+ (Veud ) Veuv, (171)) (6.4)
Ve = % (Vg (Vsw) J7" + (Ve (Vsu) J—l)T)

+ % ((Vsut I N Ve(Vau) I+ (Ve (Vou) J 1) Ve, J*I) (6.5)
Ving = % ((vg (Vo) I Veud ™ + (Veu T Ve (Vou) J‘1>

= i ((Vs (Viw) I Veud '+ (VeuJ 1) Ve (V) J*1>

+ % ((Veud™)" Ve (Vou) 7+ (Ve (Vow) T7) Veud ™) (6.6)

Es wird deutlich, dafl der explizite Teil der Ableitung der inkrementellen Verzerrun-
gen V¥e und Ve die Ableitung der inversen JACOBI-Matrix V, (J ') und die Ab-
leitung der bereits bekannten Verschiebungen Vg, u; zum Zeitpunkt ¢ beinhaltet. Die
unbekannten Ableitungen der inkrementellen Verschiebungen Vg u gehen in die implizi-
ten Anteile Ve und Ve ein. In den obigen Gleichungen (6.2)-(6.6) wurde bereits
der SATZ VON SCHWARZ beriicksichtigt, welcher besagt, daf3 die partiellen Ableitungen
stetiger Funktionen in ihrer Reihenfolge vertauscht werden diirfen (vgl. BRONSTEIN &
SAMENDJAJEW [40]).
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Fiir die Ableitung der virtuellen Verzerrungen V, (§ E) ergeben sich analoge Gleichungen:

8

Vi(0E) =

<

w0 »

(0E) + V" (SE)
T (Se) + Ve (de) + V™ (Se) + V™ (5e) (6.7)

mit Ve (0e) = - (Ve(ou) V, (J )+ (Ve (u) V, (J’l))T>

\Y
5
+ % (Ve (Vowr) 77" Ve (5u) )
5 ((Felow 1) Ve (V) 1)
b 2 (Few v () Ve twy T)
< 5 ((Fetow 1) T (579)
+ % ((Vsut J7) Ve (0u) V, Ufl))
o (Ve ) 9. (57" Tew ) 69
TR | IS
+ 5 ((Velow) 77 Veuw, (1))
n % ((vgu J™') Ve (0u) V, (J_1)>
+ 2 (Ve 6u) Vo (7)) Veud ) o
e . (6.10)
Vin (5e) — %((Vg(VSU) J7) Ve (ou) I )
+ %((Vg(w) T Ve (V) J_l) (040

Es sei nochmals erwihnt, da§ die Ableitung der virtuellen Verschiebungen Vg (du) null
ist.

6.2.3 Ableitung der Spannungen und konstitutiven Gleichungen

Eine weitere unbekannte Grofle in Gleichung (6.1) ist die Ableitung der Spannungen
VSi1 zum Zeitpunkt ¢ + 1. Aufgrund der zusétzlich zu beriicksichtigenden geometri-
schen Nichtlinearitét (nichtlineare Kinematik) wird o in den konstitutiven Gleichungen
von Kapitel 4 durch S ersetzt, und fiir die Verzerrungen werden anstelle von &€ die GREEN—
LAGRANGE—Verzerrungen E eingesetzt. Um Verwechslungen mit den Ableitungen nach
den Optimierungsvariablen s zu vermeiden, wird fiir die partielle Ableitung nach den
Spannungen S weiterhin der Ableitungsoperator V, (-) anstelle von Vg (-) verwendet.
Die Sensitivitdt der Spannungen Vo1 bzw. VS, 148t sich durch Differenzieren der
inkrementellen Beziehung aus Gleichung (4.55) folgendermafien darstellen:

ViSit1 = V8, +V,C(E —v7r(Siis, Qi) (6.12)
+ C ((V?E + VlsmE) —Vyr (St+19; Qt+19) —yVr (St+19; Qt+z9))
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Da Gleichung (4.55) im allgemeinen implizit von den Spannungen S;;; zum Zeitpunkt
t + 1 abhéngig ist, konnen diese nur iterativ bestimmt werden. Allerdings erfiillt der aus-
iterierte Zustand am Ende eines jeweiligen Inkrements die Aussage in Gleichung (4.55),
weshalb diese nach den Optimierungsvariablen s abgeleitet werden kann, ohne den Itera-
tionsprozefl beriicksichtigen zu miissen.

Formal entspricht diese Gleichung (6.12) der Gleichung (4.58), die zur Ermittlung der
konsistenten (elastoplastischen) Materialtangente in Kapitel 4 benotigt wird. Anstatt
nach dem Inkrement abzuleiten, wird hier nach den Optimierungsvariablen s abgeleitet.
In Gleichung (6.12) sind verschiedene Ableitungen nach den Optimierungsvariablen ent-
halten, die es zu bestimmen gilt. Im Gegensatz zur Herleitung der konsistenten Materi-
altangente, bei der die Ableitung des elastischen Materialtensors C' nach dem Inkrement
in der Regel verschwindet, ist dies fiir die Ableitung nach s im allgemeinen nicht der
Fall. Fiir Aufgaben der Topologieoptimierung werden, je nach Materialmodell, entweder
mikroskopische geometrische Gréflen oder direkt makroskopische Materialkennwerte, wie
beispielsweise der Elastizitdtsmodul F bzw. die Dichte p, als Optimierungsvariablen de-
finiert (vgl. Gleichungen (3.13)—(3.14)).

Zur Ermittlung der Ableitung des Fliefivektors V7 (Sy19, @i19), der eine Funktion der ap-
proximierten Spannungen S,y und der approximierten internen Variablen g,y darstellt,
bedarf es neben der Ableitung dieser approximierten Groflen zusétzlich der Ableitung des
Verfestigungsgesetzes Vih (Si19,qir9). In Analogie zur Herleitung in Kapitel 4 ergeben
sich die Ableitungen der internen Variablen V q;.; (vgl. Gleichung (4.60)) sowie die
des FlieBvektors Vr (Si19,@iio) (vgl. Gleichung (4.61)) und des Verfestigungs— bzw.
Entfestigungsgesetzes Vi h (Si19, gir9) (vgl. Gleichung (4.62)) zu:

Vigqiy1 = Vg —Viyh (St+79; Qt+ﬂ) —vVh (St+79; Qt+ﬂ) (6-13)
Vr (Sie, Qiig) = Vsr Vi + Vor ViSipo + Vr Vg
= Vir+V,r (WS + (1 —9)VSy)
+ V,r (Vg1 + (1 —9) Vigqy) (6.14)
Vsh (Sti0,q149) =Vsh = VR +V,hV S 19+ VhViqiiy
= VPh+V,h (VV:Si1+ (1 —9)VS))
+ V,h (Vg1 + (1 —9) Viqy) (6.15)

Im Gegensatz zu den entsprechenden Gleichungen in Kapitel 4 sind bei den Gradien-
ten des Flieigesetzes und der Verfestigungsfunktion zusétzlich die expliziten (direkten)
Ableitungen nach den Optimierungsvariablen s zu beriicksichtigen. Mit Hilfe der Glei-
chungen (6.14) und (6.15) lassen sich die Ableitungen der Spannungen VS;.; in Glei-
chung (6.12) und die der internen Variablen Vg1 in Gleichung (6.13) umformulieren.

VS = VS +V,C(E—~vr)+C ((V‘;‘”E + VlsmE) — Vv 'r)
— yC[VEr +V,r (VS + (1 —9) VS,
— yC[Vr (IVsqi1 + (1 = 9) Viqy)] (6.16)
Vsqiy1 = Veqi — Vv h
YIVh + Voh (0V 8111 + (1 —9) V8]
— 7[Vih (9Vsqi + (1 = 9) Viqy)] (6.17)

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird die Abhingigkeit des FlieBvektors  und des
Verfestigungsgesetzes h von den approximierten Groflen nicht weiter dargestellt. Die
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Isolation der Terme VS;1 bzw. Vg1 in Gleichung (6.16) bzw. (6.17) ergibt folgende
Ausdriicke:

ViSi1 = V8 +CC'V,C(E—-7r)+C ((VEE +V™E) - V,yr)

— yC [V +V,r (Vg1 + (1 =) Veq,) + Vor V.S (6.18)
V@1 = Viq — Vv Qh
YQ [V¥h + V,h (IV S + (1 —9) ViS;) + V,hV,q)] (6.19)

Die Tensoren C und Q entstehen durch Ausklammern und wurden bereits in Kapitel 4
in Gleichung (4.67) angegeben (vgl. auch in Anhang A Gleichungen (A.5) und (A.6)).
Um die Sensitivitidt der inkrementellen Verschiebungen V u, die in der impliziten Ab-
leitung der inkrementellen Verzerrungen V'™E enthalten ist (vgl. Gleichungen (6.5)
und (6.6)), ermitteln zu kénnen, muf} die Funktion der Sensitivitéit der Spannungen V.Sy, 4
so umgeformt werden, dafl V u als einzige unbekannte Groéfie darin enthalten ist. Dement-
sprechend sind die Ableitungen des plastischen Multiplikators Vv und die der internen
Variablen Vg, aus Gleichung (6.18) zu eliminieren. Diese Elimination ist im Fall eines
linearen Strukturverhaltens nicht nétig, da die Spannungen nach Gleichung (5.35) nur die
Sensitivitit der inkrementellen Verzerrungen bzw. die der inkrementellen Verschiebungen
als Unbekannte beinhalten (vgl. Kapitel 5, Herleitung der variationellen, direkten Sensi-
tivitdtsanalyse fiir lineare Elastizitét).

Die Prozedur dieser Elimination entspricht dem Vorgehen bei der Herleitung der konsi-
stenten (elastoplastischen) Materialtangente und wird aus diesem Grund nachfolgend in
der entsprechenden Kiirze und unter Verwendung der in Kapitel 4 bzw. Anhang A ein-
gefithrten abkiirzenden Schreibweisen aufgezeigt. Zur Verdeutlichung und zur besseren
Ubersicht ist die folgende Prozedur in Tabelle 6.1 zusammengefaft.

Um die gegenseitige Abhéngigkeit der Sensitivitdt der Spannungen VS;,; zum Zeit-
punkt £ 4+ 1 von der Sensitivitéit der internen Variablen V,q;,; zum selben Zeitpunkt zu
beseitigen, wird Gleichung (6.19) in Gleichung (6.18) eingesetzt. Die Abhingigkeit der
Ableitung der internen Variablen V gy, von VS;,; wird in analoger Weise eliminiert.
Einsetzen von Gleichung (6.19) in Gleichung (6.18) und Auflésen nach VS liefert:

V.S = V.8, +VeS—C (r IV, Q h) Voy+ CVmE  (6.20)
VeSS = 4O (vgr IV, Q v,,h) V.S,
- 4C (Vqr — 79V, Q th) V,q,
- 7C (Vi’”r AT Q Vi‘”h)
+ CC'V,C(E—-~yr)+CV”E (6.21)
Der Ausdruck C ist bereits in Gleichung (4.72) angegeben. Die Ermittlung von C ist
den Gleichungen (A.10)—(A.12) in Anhang A zu entnehmen. Alle Terme, die mit dem
Ausdruck V§*S zusammengefaflt bzw. darin enthalten sind, wurden entweder zu einem
fritheren Zeitpunkt bereits berechnet oder kénnen aus den expliziten Abhéngigkeiten von
den Optimierungsvariablen s direkt bestimmt werden. In Gleichung (6.20) sind weiter-
hin die Sensitivitdten des inkrementellen plastischen Multiplikators Vv und die implizite

Ableitung der inkrementellen Verzerrungen V™ E nach den Optimierungsvariablen unbe-
kannt.
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Zur Elimination der Ableitung der Spannungen VS, ; in Gleichung (6.19) wird in diese
die Gleichung (6.18) eingesetzt und nach dem Ausdruck V,q;,; aufgeldst.

Viqi1 =
Veg = 40 (V,,h—’yﬁvghévgr> V.S,

~ 1Q(Vh—10V,hCV,r) Vaa,

- 1Q (VR — 49V, EVET)

— y9QV,hC (C'V,C(E—~r)+V’E)

V.a+ Vg - Q (h — 4 9IV,h ér) Vey —70QV,hCV™E  (6.22)

(6.23)

Der Ausdruck Q ist bereits in Gleichung (4.72) angegeben. Die Ermittlung von Q ist
den Gleichungen (A.16)—(A.18) in Anhang A zu entnehmen. Der Term V¢ q enthélt, wie

Die Sensitivitat der SpannungeVS, , ; ist eine Funktion von drei
unbekannten Ableitungen:

VSti1 = VSt a(VIE(VS), Ve, Ve (VS 1, Vel 1))
1. Die Sensitivitat der internen Variabl&ng, , , lautet:

Vi1 = Ve, 1(V§5mE(VSu), Ver, Vh(VsSiy 1, Vel 4 1))

2. Die Abhangigkeit vorVsS; . ; und V<, von sich selbst wird durg

Isolation beseitigt:
VeSty1 = VsSiy1(VINE(Va), Ver, Vel 4
Vellps 1 VIE(Va), Ver, VsS4

3. Elimination von V4, ; in Gleichung(6.18) durch Einsetzen von
Gleichung(6.19):

VsSis1 = VeSi, 4 VE"E(V4), V)

4. Elimination von VsS;, 1 in Gleichung6.19) durch Einsetzen von
Gleichung(6.18):

Vi1 = Vs 1(VismE(VsU), VsY)

Vit =

5. Ableitung der Flie3funktion liefert die Quasi—Konsistenzbedingun

VeD(VsSty 1, Vel ra) = Ver(VENE(VW))
6. Einsetzen von Gleichun@.28) in Gleichung(6.20) liefert:
VSts1 = VsSia VEE(Va))

Gleichung(6.12)
bzw. (6.16)

Gleichung(6.17)
h

Gleichung(6.18)

Gleichung(6.19)

Gleichung(6.20)

Gleichung(6.22)

g:
Gleichung(6.26)
bzw. (6.28)

Gleichung(6.30)

Tabelle 6.1: Ablauf zur Bestimmung der Sensitivitit des Spannungstensors VS,
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bereits der Term V¢S in Gleichung (6.21), ausschlielich bekannte Anteile.

Der Aufbau der Gleichungen fiir die Sensitivitit der Spannungen V,S;,; und die der
internen Variablen Vg, ist identisch zu denen in Kapitel 4. Die Unterschiede sind
die Ableitung nach den Optimierungsvariablen anstelle der Ableitung nach dem aktuellen
Inkrement und zusétzlich zu beriicksichtigende Terme. Dies sind die expliziten Ablei-
tungen des Fliefigesetzes V{*r und des Ver— bzw. Entfestigungsgesetzes V¢”h nach den
Optimierungsvariablen s sowie die Ableitung des elastischen Materialtensors V,;C, der in
Kapitel 4 zwar berticksichtigt wurde, jedoch in der Regel verschwindet. Diese zusétzlichen
Anteile sind in den expliziten Ableitungen V$*S und V¢q beriicksichtigt.

Um nun die Abhéngigkeit der beiden Gleichungen (6.20) und (6.22) von der Sensiti-
vitdt des inkrementellen plastischen Multiplikators Vv zu beseitigen, bedarf es einer
zusitzlichen Bedingung. An entsprechender Stelle in Kapitel 4 ist dies die Konsistenz-
bedingung, die eine zusitzliche Gleichung zur Ermittlung des inkrementellen plastischen
Multiplikators v bzw. V+ liefert. Analog zu diesem Vorgehen wird an dieser Stelle eine
Quasi-Konsistenzbedingung benétigt. Diese besagt, dafl im Falle des Flieflens bei einer
Anderung des Designs gemif der Definition der Optimierungsvariablen folgende Bezie-
hung erfiillt sein muf (vgl. Gleichung (4.73)):

V® =V, (S119,q19) =0 (6.24)
Ausfiihrlich geschrieben fiihrt dies zu:
Vi@ = VIQ+V, V8.9 +V,PV,qirs
= VIO +V,0 [V S+ (1 —9) VS + V@ [IViqii1 + (1 —0) Vg
=0 (6.25)

Einsetzen der Gleichungen (6.20) bzw. (6.22) fiir VS;.1 bzw. Vg1 in Gleichung (6.25)
liefert eine Gleichung zur Ermittlung der Sensitivitidt des inkrementellen plastischen Mul-
tiplikators V7y:

VD 1V, (1 9)V,8, + V,® (1 —0) V,q,
V0 [19 (vsst L VeSO (’r IV Q h) Vo + € vng)]
v, [ﬁ (Vsqt L Vg —Q (h _ wv,,hér) V. — w@vmév@mz«:)]
~ 0 (6.26)

Die Isolation der unbekannten Terme Vv und VY"E sowie Division durch 9 (9 # 0)
ergibt folgenden Ausdruck:

Vo2 (r-79VrQh) +V,2Q (h-79V,hCr)| Ve

1 1 1

S VR £ V,® <V§’”S - vsst> +V,0 <V§‘”q + Vsqt>

+ (V€ —79V,2QV,hC) VI"E (6.27)

Mit Hilfe von Gleichung (4.76) aus Kapitel 4 folgt fiir die Sensitivitéit des inkrementellen
plastischen Multiplikators:

1 o N ~ .
Vo = V- (V,2C 19V, 0QV,hC) VI"E (6.28)

1 1
Vi = — (Ve VIS + V@ Vg) + — (Vo2 V.8, + V,@ Vg + ViT®)  (6.29)

—5
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Auch hier sind die bekannten Anteile in dem Ausdruck V¢*y zusammengefafit. Formal
unterscheiden sich diese Gleichungen nicht von denen fiir die Herleitung des inkrementel-
len plastischen Multiplikators (Gleichungen (4.74) und (4.75)). Lediglich die expliziten
Ableitungen der Spannungen V¢S, der internen Variablen V¢ q und des inkrementellen
plastischen Multiplikators V$*~ setzen sich aus anderen bzw. zusétzlichen Anteilen gemif
den Gleichungen (6.21), (6.23) und (6.29) zusammen.

Durch Einsetzen der Bestimmungsgleichung der Sensitivitdt des inkrementellen plasti-
schen Multiplikators Vv (Gleichung (6.28)) in die der Sensitivitéit der Spannungen VS, 1
(Gleichung (6.20)) wird dieser dort eliminiert, und man erhélt nach Isolieren der impliziten
Ableitung der inkrementellen Verzerrungen V" E:

V.S = V,8,+VeS—C (’r IV, Q h) Ve (6.30)
e (é(r—qurc}h))®(Dvgq>é—w9qu>ézv(,hé) .
J ~ )

Der Klammerausdruck vor der impliziten Ableitung der inkrementellen, nichtlinearen Ver-
zerrungen V™ E | welche die einzige verbliebene Unbekannte in Gleichung (6.30) darstellt,
entspricht der elastoplastischen Materialtangente C* (vgl. Gleichung (4.77)).

Diese Analogie macht deutlich, daf} die Verwendung der zum Integrationsalgorithmus
konsistenten, elastoplastischen Materialtangente fiir die zuverlissige Ermittlung der Sen-
sitivitdten zwingend erforderlich ist. Wihrend die Verwendung der konsistenten, elasto-
plastischen Materialtangente bei der Strukturanalyse 'nur’ die quadratische Konvergenz
innerhalb des Konvergenzradius garantiert, so ist sie bei der Sensitivitdtsanalyse unver-
zichtbar, was auch in der Literatur bestétigt wird (z.B. VIDAL und Co-Autoren [240],
[238], [239] bzw. KLEIBER und Co-Autoren [109], [114], [110], [119]).

6.2.4 Sensitivitidt der (inkrementellen) Verschiebungen

Die Abhéngigkeit der Sensitivitit der Spannungen V,S;,; von mehreren unbekannten
Grofen wurde im vorangegangenen Abschnitt auf die Abhéngigkeit der impliziten Ablei-
tung der inkrementellen, nichtlinearen Verzerrungen VY™ E und somit der inkrementellen
Verschiebungen V,u reduziert. Eine analoge Abhéngigkeit ist auch bei der direkten, va-
riationellen Sensitivitéitsanalyse fiir den linear elastischen Fall zu beobachten (vgl. Glei-
chung (5.35)). Zur Ermittlung der Sensitivitit der (inkrementellen) Verschiebungen wird
aus diesem Grund eine entsprechende Vorgehensweise verwendet, wie sie in Kapitel 5 auf-
gezeigt wurde.

Die Ableitung der Spannungen VS;.; (Gleichung (6.30)) wird in die Ableitung des
Gleichgewichts in schwacher Form (Gleichung (6.1)) eingesetzt. Es ergibt sich:

/ (V" (OB) + V™ (0E)) Sys1|J| ds + / SE 8,.1V,|J| dg
Q¢ Qe
+ /515 (vsst + VS - ¢ (’r IV, Q h) Ve 4+ O vng) || O

Qe
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= VSAt+1/6uE|J|dQ§+)\t+1 /6uVSE|J|dQ§+/6uEVs|J|dQ§

Q¢ Q¢ Qe

+ VsAt+1/5ui|J|d, ¢+ A /5uvsz|fr|d, §+/5uivs|:f|d,5 (6.31)
Te Te Te

Die Sensitivitéit der inkrementellen Verschiebungen V u ist sowohl in der impliziten Ab-
leitung der inkrementellen, nichtlinearen Verzerrungen V'™ E als auch in der Ableitung
deren Variation Vi™ (§E) enthalten. Fiir eine lineare Kinematik verschwindet die Ab-
leitung V™ (§E), da die Sensitivitit der inkrementellen Verschiebungen V,u nur im
nichtlinearen Term enthalten ist (vgl. Gleichung (6.11)). Die Ableitung V'™ E setzt sich
im Gegensatz dazu aus einem linearen (Gleichung (6.5)) und einem quadratischen Anteil
(Gleichung (6.6)) zusammen.

Gleichung (6.31) wird nun derart umgeordnet, daf§ alle impliziten (unbekannten) Ablei-
tungen auf der linken, alle expliziten (bekannten) Anteile auf der rechten Seite stehen.
Diese bekannten Anteile werden fiir gewohnlich zu einem Ausdruck zusammengefafit und
als Pseudo-Lastvektor bezeichnet.

/ Vi (SE) Sy || dQe + / SEC?V'™E |J|dQ

Qe Qe

_ Vs)\t+1/5ul_)|J|dQ§+)\t+1 /6uVsI_J|J|d§25+/6uI_JVs|J|d§25

Q¢ Q¢ Q¢

+ VsAt+1/5ui|j|d, ¢+ A /5uvsz|fr|d, §+/6uivs|:f|d, ¢

Te Te T¢

- / Ve (GE) Sy | J|d — / SE Sy V.| J| %

Qe Qe
. /513 (vsst L VES - & (r — IV Q h) vgﬂw) || Q2 (6.32)
Qe

Im néchsten Abschnitt wird gezeigt, dafl der Ausdruck auf der linken Seite von Glei-
chung (6.32) die tangentielle Steifigkeitsmatrix K zum Zeitpunkt ¢ 4+ 1 enthélt (vgl.
Gleichung (4.30)). In diskretisierter Form ergibt sich dann Gleichung (6.32) zu:

K V,u = Rrseudo (6.33)

was an spiterer Stelle noch bewiesen wird. V u symbolisiert die Sensitivitdt der diskre-
tisierten, inkrementellen Verschiebungen.

6.2.5 Diskretisierung der Gleichungen (FEM)

Zur numerischen Behandlung der fiir die Sensitivitdtsanalyse hergeleiteten Gleichungen
sind diese analog zum Vorgehen bei der Strukturanalyse (vgl. Kapitel 4.2) zu diskreti-
sieren. Dies erfolgt mit der Methode der Finiten Elemente. Beim Verschiebungselement
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werden die globalen Verschiebungen w bzw. wu,; abschnittsweise durch lokale Ansétze ap-
proximiert (vgl. Gleichung (4.20)).

Die Definition der inkrementellen Verzerrungen E sowie deren Variation 0 E wurde bereits
in Kapitel 4 vorgenommen und wird an dieser Stelle zur besseren Orientierung fiir deren
Approximation kurz wiedergegeben.

E = e + e = (B,+B,u + (! (6.34)
0E = de + de = (Bp+B,)déu + U '
Dabei wurde festgestellt, dafl der Operator B, dieselbe Struktur wie der Operator B,
besitzt, sich lediglich durch einen Faktor und die enthaltenen Verschiebungen unterschei-
det. Anstelle der Verschiebungen 4; zum Zeitpunkt ¢ werden beim Aufstellen des Opera-
tors B, die inkrementellen Verschiebungen u verwendet. Diese Tatsache hat zur Folge,
da die Ableitung des Operators B, nach den Optimierungsvariablen s neben den ex-
pliziten (bekannten) Anteilen (Ableitung der inversen JAcOBI-Matrix) auch implizite
Anteile, ndmlich die Ableitung der inkrementellen Verschiebungen V4, beinhaltet. Die
Ermittlung bzw. die numerische Behandlung dieser impliziten Anteile, die sowohl in dem
Ausdruck V™ E als auch V" (§E) enthalten sind, wird nachfolgend beschrieben. Um
den Pseudo-Lastvektor RP*“% aufstellen zu kénnen, miissen zusitzlich die expliziten Ab-
leitungen der inkrementellen Verzerrungen V¢ E und deren Variation V¢ (§E) bestimmt
werden.

Die Ableitung der inkrementellen Verzerrungen V FE unter Verwendung der Approxima-
tion der Verschiebungen gemif Kapitel 4 ergibt sich zu (vgl. Gleichungen (6.2)—(6.6)):

V.E = V“E+V"™E (6.35)
= V% +V%e + Ve + Vire (6.36)
= (V,Bp+V.B,) 4+ VB,i
+ (Br+B,)Vsa+ (B,Vsu+ VI"Byu) (6.37)
mit Ve = - (Ve(Na) V, (J))
Ve(Na) v, (77))") = V.Bu
Ve (NVa,) J7) Ve (Na) J7!

Ve(Na) J N Ve (NVay) J

1
2
1
2
1
2
1
2
1
2
1
2
1
2
1 - )
5 = V,B, (6.38)

((
((
((
((vg Ni,) V, (J—l))T Ve (Na) J~!
(Ve
(Ve
(Ve
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ves — % ((Ve(Na) v, (7)) Ve (Na) J)

b (TN 7Y VN V(1) 2 VeBae (639)
Vine — %(VS(NVSﬁ) T+ (Ve (NV, @) J*1)T> = B,V

+ % ((Ve(Na) T Ve (NV,a) )

N %((Vg(sta) T Ve (Na) T ) = B,V (6.40)
Vimg = % ((vg (NV,i) J7)" Ve (Na) J—l)

b5 ((VeNay 7Y VNV 7)) = (VB B, V)

- i ((vg (NV.a) J ) Ve (Na) J*l)

+ i((vg(z\m) I Ve (NV,a) T = VI"Byu

+ 1 ((Vevay 7 Ve )

N i((vﬁ (NV,a) J ) Ve (Na) Jfl) = B,V (6.41)

Die Sensitivitéiten der Operatoren VB und VB, sowie die explizite Ableitung des Ope-
rators V§* B, sind ausschliellich von bekannten Ableitungen abhéngig, und zwar von der
Sensitivitit der inversen JACOBI-Matrix V, (J~') und der Sensitivitéit der Verschiebun-
gen V,u; zum Zeitpunkt ¢ (aus vorangegangenen Inkrementen). V, (J~') ist bei Kenntnis
der Entwurfsgeschwindigkeitsfelder (vgl. Kapitel 3), also der Anderung der Koordinaten
der FE-Knoten bei einer Variation der Optimierungsvariablen s, einfach zu bestimmen.
Da die Matrix der Interpolationsfunktionen IN vom Design unabhéngig ist, verschwinden
ihre Ableitungen.

Der Term VB, u, der implizit von der Sensitivitit der inkrementellen Verschiebun-
gen V,u abhingig ist, kann aufgrund der Struktur von Gleichung (6.41) alternativ darge-
stellt werden. Es gilt fiir die einzelnen Terme dieser Gleichung folgender Zusammenhang:

B, Vi = % ((Ve(Na) 1) Ve (NV,a) )
+ % ((vg (NVa) J7) Ve (Na) J‘1> (6.42)

V{"Bya = i ((vg (NVa) J ') Ve (Na) J*l)
+ % ((vg (Na) J N Ve (NV,a) J*l) (6.43)
- B,V,u=V"B,u (6.44)

Durch Vertauschen der Zeilen in Gleichung (6.43) ergibt sich Gleichung (6.42), was letzt-
endlich zu der Aussage in Gleichung (6.44) fithrt. Damit kann die implizite Ableitung des
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quadratischen Anteils der inkrementellen Verzerrungen V™e umgeschrieben werden:
Vire = (B,Vsu+ V"B, u) = (B, V4 + B, V) =2B,V,u (6.45)

Die Sensitivitédt der Variation der inkrementellen Verzerrungen V (§E) wird analog zu
den obigen Gleichungen fiir die Sensitivitdt der inkrementellen Verzerrungen VE be-
stimmt.

V,(6E) = V“(§E)+ V™ (JE) (6.46)
= V% (de) + V (6e) + V™ (§e) + V™ (Se) (6.47)

= (V,By+ V,B,) 5+ 2V¥B,5u

+ 0+ (0+2VY"B,éu) (6.48)
mit V¢ (de) = %(vg(Naa) V,(J7)

+ %((vg(Naa) v, (J—l))T) = V,Bpou

+ % ((v6 (NV.i) T ) Ve (Now) J’l)

+ % ((vg (Noa) J) Ve (NV, i) J—l)

+ % ((Ve(Naw) ¥, (171)" Ve (Noa) T )

+ % ((Ve(Now) T )" Ve (Naw) v, (J7))

+ % ((vg (Na,) J7)' Ve (Nba) V, (J—l))

+ %((vg(Naa) Vo (I)) Ve (Na) J*I) = V,B,0u (6.49)
ver (58) = % (Ve (Na) v, (J7))" Ve (Noi) J-)

+ % ((Vg (Now) J )T Ve (Na) v, (J*1)>

+ % ((Vg (Na) J )" Ve (Now) V, (J*1)>

+ %((vg(zvaa) V, (J7)) Ve (Na) J‘1> = 9VeB, 5a (6.50)
VT (5e) = 0 (6.51)
vim (d8) = % ((v‘5 (NV,i) )" Ve (Noi) J‘1>

+ % ((vg (Noa) J) Ve (NV,a) J‘1> = 2V™B,du (6.52)

Es wurde dabei bereits beriicksichtigt, dafl die Ableitungen der Interpolationsfunktio-
nen IN und die der virtuellen Verschiebungen @ null sind. Die Ableitungen V, By,
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VB, und V{*B, sind bekannt. Einzige Unbekannte ist die implizite Ableitung des
Operators V™ B,,. Aufgrund der Tatsache, dafl die Sensitivitit der virtuellen Verschie-
bungen V (dw) verschwindet, ist die Ermittlung dieses Ausdrucks geméfl Gleichung (6.44)
nicht moglich. Zur Ermittlung dieses Terms bedarf es der Betrachtung des entsprechen-
den Anteils in der Ableitung der Gleichgewichtsbedingung, der diesen Term enthilt (erster
Term auf der linken Seite von Gleichung (6.32)).

/ Vi (SE) S |J|dQe = / (Vi (0e) + V™ (6€)) Sy || d

Q¢ Q¢

= / Vi (5e) Spyq || dQe =7 (6.53)

S

Dabei wurde Gleichung (6.51) bereits beriicksichtigt. Nach der Notation von BATHE [13]
gilt folgender Zusammenhang fiir einen Term dhnlicher Form (vgl. auch Gleichung (4.29)):

/ 0e iy || dQ = du” / (2B,)" Siy1 || dQe = 64" / B, S, B |J|d%u (6.54)

Qe Qe Q¢

Mit dieser Schreibweise 148t sich die Abhéngigkeit des Operators B, von der Geometrie in
Form der JAcOBI-Matrix und von den inkrementellen Verschiebungen aufschliisseln. Der
Operator By, ist nur noch eine Funktion der Geometrie (vgl. Kapitel 4). Im Gegensatz
zu Gleichung (4.29) sind hier lediglich die Spannungen zum Zeitpunkt ¢ durch diejenigen
zum Zeitpunkt t+1 ersetzt. Die Tilden symbolisieren eine andere Anordnung der Matrix-
eintrige der entsprechenden GréBen By, bzw. S;y;. Die Ableitung von Gleichung (6.54)
nach den Optimierungsvariablen s liefert:

[ Vi) S| ad0c+ [ Vi (56) S| de

Qe Q¢
+ /5éVsSt+1 |J|dQ§+/5éStJr1 V| J| dQ
Qe Q¢

= ou” / 2V BL Sy |J|dQe + 00" / 2V B Sy || d€e

Q¢ o
+ 0a" [ 2B V.S 1]d0% + 54" [ 2BT S0 V.1 a2
Q¢ o

I / (vstSt+lBL+BmevsBL) || d @
Q¢
+ sau” / B, S, B |J|d Vi
Q¢
+ 5&T/vas§tHBL|J|d§25ﬂ+6f&T/B:£§t+lBL Vo J|dQe i (6.55)

Qe Q¢
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Die expliziten Ableitungen der virtuellen Verzerrungen V¢ (§€) und des Operators V"B,
enthalten ausschliellich die Ableitungen der inversen JACOBI-Matrix (vgl. Gleichung
(6.50)). Bei Kenntnis dieser Ableitungen ist auch die Sensitivitit des linearen Opera-
tors V B problemlos zu bestimmen, dessen Eintriige denen von V,Bj entsprechen.
Der implizite Anteil der Ableitung der virtuellen Verzerrungen V™ (§&) ist nach Glei-
chung (6.52) nur von der Ableitung der inkrementellen Verschiebungen V4 abhéngig.
Mit dieser Information ergibt sich nun folgende Zuordnung der einzelnen Ausdriicke aus

Gleichung (6.55):
[ v o) 111

e

[ v 5e) 811 d
Qe

/ 58V, Spr | J| d%
Q¢

/ 58 Spir V| J| d%
Q¢

ou

ou

ou

ou

ou

ou

ou

ou

T / 2V BY Sy || de (6.56)
Qe
S PR - T - - .
T / (VSBLSHIBL n BLSHIVSBL) || d% 1

e

4 / 2V B Sy || de

¢
T / B, S, B, |J|dQ Vi (6.57)
Q¢
4 / 2B, V81 |J|dQ

Q¢

T / B,V,S..B, |J|d% (6.58)
Q¢

4 / 2Bl 8141 V| J|dQ

Q¢

T/BfStHBL V| J| dQg @ (6.59)
Q¢

Mit Hilfe der Gleichungen (6.56)—(6.59) lassen sich die Ausdriicke aus Gleichung (6.32),
die die Sensitivitdt der inkrementellen Verzerrungen oder deren Variation in diskretisierter
Form beschreiben, ersetzen. Im einzelnen sind dies:

[V @By S lglde; = [ 9 6e) S 7]

e

Q2

= su’ / B, 8,1 By |J|d V,a (6.60)

Q2

Die implizite Ableitung V'™ (§e) verschwindet (vgl. Gleichung (6.10) bzw. (6.51)).
Zusitzlich wurde Gleichung (6.57) herangezogen. Der Ausdruck, der die implizite Ab-
leitung VY™ E in Gleichung (6.32) beinhaltet, ergibt in diskretisierter Form mit Hilfe der
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Gleichungen (6.40)—(6.45):

/6E CPV™E |J|dQ: = du" / (B, + B, + 2Bq)T C? (B + B, +2B,) |J|dQ:V,u
O o

(6.61)
Der Ausdruck, der die explizite Ableitung der Variation der inkrementellen Verzerrun-
gen V¢ (0E) in Gleichung (6.32) enthilt, kann in folgender Weise dargestellt werden:

/ Ve (GE) Spey | T|d% = o / (VBy + V,By+2V=B)T Sy |T]d%

Qe Qe
. / (VyBL + V,B,)" Sy |J]d (6.62)
Qe
+ oa” / (vséf§t+1BL+Bf§t+lvséL) |J| dQ @
Qe

Dieser Ausdruck ergibt sich durch die Beriicksichtigung der Gleichungen (6.49), (6.50)
und (6.56). Mit Hilfe der Gleichungen (6.60)—(6.62) kann nun die Bestimmungsgleichung
zur Ermittlung der Sensitivitdt der inkrementellen Verschiebungen V4 in diskretisierter
Form angegeben werden. Man erhilt aus Gleichung (6.32):

/ B, S, By |J|d Vi
¢
+ / (B, + B, +2B,)" C” (B, + B, +2B,)|J|dQ; Vi

e

= Vs)\t+1/NTb|J|dQ§+>\t+1 /NTVsb|J|dQ§+/NTsz|J|dQ§

Qe $2e e

+ Vil / NTt|J|d, ¢ + M /NTVst T | d, ¢ + /NTt Vi J|d, ¢| (6.63)
Te Te Te
— / (V.By, +V,B, +2V“B,)" S, |J|dQ
Qe
_ / (Bp+ By +2B,)" Su41 V,|J| d%
Qe
_ / (Br+B.+2B,)" (V.8 + VS — € (r—70V,r Qh) Vira) 7] o
Qe

Die Operatoren B, und B, besitzen dieselbe Struktur. Sie unterscheiden sich lediglich
durch einen Faktor 2 und in der Verwendung der Verschiebungen u; zum Zeitpunkt ¢ bzw.
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der inkrementellen Verschiebungen w (vgl. Gleichungen (4.22) und (4.23)). Daher gilt fiir
die Operatoren folgender Zusammenhang:

B, (ut+1) = B, (u;) + 2B, (u) (6.64)

Dies hat zur Folge, daf} die integralen Ausdriicke auf der linken Seite von Gleichung
(6.63) zur tangentiellen Steifigkeitsmatrix K¢ zum Zeitpunkt ¢ + 1 zusammengefafit wer-
den kénnen (vgl. z.B. BATHE [13] und Gleichung (4.30); dort ist Kr zum Zeitpunkt ¢
angegeben). Der Unterschied zur Sekantensteifigkeitsmatrix K¢ in Gleichung (4.27) liegt
in der Verwendung der Spannungen S;,; zum Zeitpunkt ¢+ 1 anstelle der Spannungen S,
zum Zeitpunkt ¢ im ersten Term auf der linken Seite von Gleichung (6.63). Damit ist
die zuvor aufgestellte Behauptung bestétigt, und Gleichung (6.63) vereinfacht sich zu

folgender Form:
seudo

Ky Vi =R*"* =v.\ R+ R’ (6.65)

Die Anteile des Pseudo—Lastvektors, die nicht von der Sensitivitit des Laststeigerungsfak-

tors VsA; 11 abhéngen, sind in dem Ausdruck Rpsewo zusammengefaflt. Die Sensitivitit
des Faktors V )\, ist vom verwendeten Algorithmus abhéngig. Diese Problematik wird
im folgenden Abschnitt diskutiert und eine Berechnungsmoglichkeit vorgestellt.
Zunéchst wird die Bestimmung der Sensitivitit der Strukturantwort skizziert. Mit Hilfe
von Gleichung (6.65) wird die Sensitivitdt der inkrementellen Verschiebungen Vi u be-
stimmt, wobei die Sensitivitdt des Laststeigerungsfaktors dafiir zu null gesetzt werden
kann, wenn eine konstante Last vorgegeben wird. Da die inverse tangentielle Steifigkeits-
matrix bereits bei der Strukturanalyse ermittelt wurde, ist der numerische Aufwand dieser
Operation relativ gering. Es sind jedoch die Pseudo-Lastvektoren fiir jede unabhéngige
Optimierungsvariable aufzustellen, was im Fall der materiellen Nichtlinearitit viele Ma-
trixoperationen erforderlich macht.

Die Sensitivitdt der Verschiebungen und der nichtlinearen Verzerrungen zum Zeitpunkt
t+ 1 ist dann:

Vsﬂt+1 == Vs'&t+Vs1l (666)
V,E,, = V,E,+V,E (6.67)

Die Sensitivititen der Spannungen V S;.i, der internen Variablen Vg;;; und des in-
krementellen plastischen Multiplikators Vv sind gemafl den Gleichungen (6.20), (6.30),
(6.21), (6.22), (6.23), (6.28) und (6.29) zu bestimmen. In diskretisierter Form erhélt man

fiir die Sensitivitit der Spannungen zum Zeitpunkt ¢ 4 1:

V.S = V.8, +V<S—C (r — IV Q h) Ve

+ C? (B, + B, +2B,)V,i (6.68)

= V,8,+VeS - ¢ (r . quré)h) V.

+ C (By+B,+2B,)V.u (6.69)
VeSS = 4O (vgr IV, Q v,,h) V.S,

_ ’yC’ (Vqr —yUV,r Q th> V.q;
- 4C (Vixr — fyﬁvq’r‘Q Vixh)
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+ CC'V,C((By+B,+By)u—r)
+ C (V.B,+V,B,+V¥B,)u (6.70)

Fiir die Sensitivitit der internen Variablen erhilt man:

Vegis1 = Vigi+ V% —Q (h N OV,h ér) Y,y
— y9QV,hC (B, + B, +2B,) Vi (6.71)
Veg = 40 (v(,h—wvghévgr) V.S,
~ 40 (th IV, hC Vqr> V.
~ 1Q (VR -9V, EVET)
— yWQV,hCC'V,C((BL+B,+B,)u—~r)
— 49QV,hC(V,B;, +V,B, +V“B,)u (6.72)

Die Gleichung fiir die Sensitivitdt des inkrementellen plastischen Multiplikators lautet:
1 . R -
Vo = Viy+— (V,0C—70V,0QV,hC) (BL+ B, +2B)V,a  (6.73)
v

1
Vi = —(Ve® VIS + V@ V) + — (Vo V.S, + V@ Vigy + Vi°®)  (6.74)

1
—5
Bei der Elastoplastizitdt handelt es sich um ein geschichtsabhéngiges Problem. Die her-
geleiteten Gleichungen zeigen, dafl die Sensitivititen der Strukturantwort ebenfalls ge-
schichtsabhingig sind, da die Terme zur Berechnung der inkrementellen Sensitivititen
die Ableitungen der Strukturantwort vorangegangener Zeitschritte (Index t) beinhalten.
Aus diesem Grund miissen die Sensitivitdten zum Zeitpunkt ¢ und die der inkrementellen
Zuwichse fiir jeden Integrationspunkt abgespeichert werden.

Es bleibt noch anzumerken, daf} fiir die vorgestellte Herleitung eine Finite Element—
Formulierung fiir ein reines Verschiebungselement verwendet wurde. Fiir alternative For-
mulierungen (z.B. gemischte oder gemischt-hybride Finite Elemente) muf die Herleitung
entsprechend angepafit werden, wobei grofiere Probleme infolge des elastoplastischen Ma-
terialverhaltens auftreten konnen.

Fiir den Spezialfall der vON MIsSEs—Plastizitét fiir den ebenen Spannungszustand und
einem linearen, isotropen und kinematischen Ver— bzw. Entfestigungsgesetz ist die hier
vorgestellte Prozedur der Herleitung der Sensitivitdtsanalyse entsprechend modifiziert und
in Anhang C dargestellt.

6.2.6 Einflul des Algorithmus auf die Sensitivititen

Wie bereits angedeutet, beeinflufit der fiir die Berechnung der Strukturantwort zugrun-
degelegte Algorithmus die Sensitivitéitsanalyse. Dieser Sachverhalt kommt auch in Glei-
chung (6.65) zum Ausdruck, da die Sensitivitdt des Laststeigerungsfaktors V A\, y1 ent-
sprechend zu bestimmen ist. Wird fiir den Optimierungsprozefl ein konstantes, fiir jedes
(verbesserte) Design gleichbleibendes Lastniveau fiir das Ende des Belastungspfades bzw.
jedes Inkrements vorgegeben, so verschwindet die Sensitivitit des Laststeigerungsfak-
tors VA 1. Wird jedoch beispielsweise eine konstante Verschiebung eines bestimmten
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Freiheitsgrads oder konstante Bogenldnge vorgegeben, die fiir jedes Design als Konstante
definiert wird, so ist VA;1; im allgemeinen ungleich null. Diese Problematik ist in Ab-
bildung 6.1 verdeutlicht.

Auf der linken Seite von Abbildung 6.1 sind die Last—Verschiebungs—Kurven fiir den Frei-
heitsgrad j fiir zwei unterschiedliche Entwiirfe bei gleichem Lastniveau angegeben. Der
Faktor As stellt die Grole der Storung dar, die die Entwiirfe 1 und 2 voneinander unter-
scheidet. Die (numerische) Sensitivitit des Laststeigerungsfaktors V A\, verschwindet,
da die Differenz der Laststeigerungsfaktoren der zwei Entwiirfe gleich null ist. Analo-
ges gilt fiir das rechte Diagramm in Abbildung 6.1, wobei in diesem Fall ein konstantes
Verschiebungsniveau (#; = const.) fiir den Freiheitsgrad j vorgegeben wird. Hier ver-
schwindet die Sensitivitit der Verschiebung des Freiheitsgrades j, nicht aber die des Last-
steigerungsfaktors VA, 1.

Im weiteren Verlauf der Arbeit wird fiir die Vorgabe eines bestimmten, fiir die Opti-
mierung konstanten Lastniveaus der Begriff 'Lastvorgabe’ verwendet. Die Vorgabe einer
bestimmten, wihrend der Optimierung konstanten Verschiebung wird entsprechend als
"Verschiebungsvorgabe’ bezeichnet. In der Literatur werden oftmals auch Bezeichnungen
wie 'Lastkontrolle’ oder 'Laststeuerung’ bzw. ’Verschiebungskontrolle’ oder 'Verschie-
bungssteuerung’ verwendet. Diese beziehen sich auf die Art der Steuerung des Algorith-
mus. Es ist z.B. denkbar, ein konstantes Lastniveau vorzugeben und dieses mit einem
Algorithmus, basierend auf der Methode der Verschiebungssteuerung, zu erreichen. Die-
ses Vorgehen ist eher uniiblich und fiir die vorgestellte inkrementelle Sensitivitdtsanalyse
nicht moglich. Grund hierfiir ist, daf} die Sensitivitéitsanalyse nach jedem Inkrement
(Gleichgewichtszustand) durchzufiihren ist. Bei Vorgabe einer Last und gleichzeitiger
Verschiebungssteuerung ist nur fiir die Sensitivitdt des Laststeigerungsfaktors am Ende
des Belastungspfades eine Aussage zu treffen (Vg Aeng = 0). Fiir Zwischenzustéinde ist dies
nicht moglich. Analoges gilt fiir die Vorgabe einer Verschiebung bei Verwendung eines
lastgesteuerten Algorithmus.

Aus diesen Griinden wird fiir die Berechnungen in der vorliegenden Arbeit bei Vorgabe
eines Lastniveaus ein lastgesteuerter, bei Vorgabe einer Verschiebung ein verschiebungsge-
steuerter Algorithmus verwendet. So kann fiir jeden Gleichgewichtszustand eine Aussage
iiber die Sensitivitit des Laststeigerungsfaktors getroffen werden.

Nachfolgend wird eine Methode zur Ermittlung der Sensitivitit des Laststeigerungsfak-

VS}"I-Flﬁ : Ag

Design 1

~ L ﬁ]
U, = const.
Vorgabe einer Last \Vorgabe einer Verschiebung

Abbildung 6.1: Einflul des Algorithmus auf die Sensitivitdten
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tors VA1 vorgestellt (vgl. auch SCHWARZ ET AL. [204]).

Fiir den allgemeinen Fall ist VA, 1 ungleich null und wird daher auch mit dem Index 'vv’
(’VerschiebungsVorgabe’) versehen. 'lv’ steht im weiteren fiir ’LastVorgabe’. Ausgegan-
gen wird fiir die folgende Herleitung von Gleichung (6.65). Multipliziert man diese mit
der inversen Steifigkeitsmatrix K ' ergibt sich:

Via = (Via),, = K7' (Vi R)

= (Vsﬁ’)add ( SA)ZU (6-75)

Verschwindet die Sensitivitit des Laststeigerungsfaktors VA, 1, dann geht der Term Vu
in die Sensitivitédt der inkrementellen Verschiebungen bei Lastvorgabe (V,u),, iiber. An-
dernfalls ist ein zusitzlicher, additiver Term (V a),,, zu bestimmen. Dieser ist nach
Gleichung (6.75):

(Vo) s = K7' (Vidi1 R) = Vida (K" R) (6.76)

Das Produkt der inversen, tangentiellen Steifigkeitsmatrix K7' mit dem normierten Last-
vektor R kann in folgender Weise ausgedriickt werden:

_ 1
Kra=\R — K;IR:Xﬁ (6.77)

Der inkrementelle Verschiebungsvektor @ verbindet die tangentielle Steifigkeitsmatrix K
mit der inkrementellen Laststeigerung des aktuellen Inkrements A R. Dieser Sachverhalt
sowie der Unterschied zu den tatsichlich vorhandenen inkrementellen Verschiebungen @
ist in Abbildung 6.2 veranschaulicht. Zur graphischen Darstellung wurde K1 zum Zeit-
punkt £ 4+ 1 angenommen.
Damit kann die Sensitivitdt der inkrementellen Verschiebungen (Va),
stellt werden (Einsetzen von Gleichung (6.77) in Gleichung (6.75)):
(Vi) = Voo y 0+ (V,0), (6.78)
Zur Ermittlung der Sensitivitit des Laststeigerungsfaktors VA1 bedarf es nun der
Einfiihrung einer zuséitzlichen Bedingung. Mogliche Bedingungen sind in Kapitel 4 durch

wie folgt darge-

v

Ut R e
N
| u |
u

Abbildung 6.2: Last—Verschiebungsdiagramm
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die Gleichungen (4.38), (4.39) und (4.40) angegeben. Die Grofien mit den Tilden symboli-
sieren in diesen Gleichungen vorgegebene, wihrend des Optimierungsprozesses konstante
Werte. Die Ableitung von Gleichung (4.38) ergibt, daf8 die Sensitivitit des (inkrementel-
len) Laststeigerungsfaktors VA bzw. VA1 bei der Vorgabe einer Last gleich null ist. Tm
Fall einer Verschiebungsvorgabe ist die Verschiebung eines bestimmten Freiheitsgrads ;
fiir jeden Entwurf konstant (vgl. Gleichung (4.39)). Die Sensitivitit dieser Verschiebung
ergibt sich durch Ableitung von Gleichung (4.39) nach den Optimierungsvariablen s und
ist demnach gleich null.

VA .
— At“ ; + (Vi) (6.79)

(Vi ), =0

Diese Bedingungsgleichung liefert die Sensitivitéit des Laststeigerungsfaktors V A, 11 bei
Vorgabe einer konstanten Verschiebung.

Vst
Vs = -\ Vol (6.80)
Uj
Die Sensitivitdt der inkrementellen Verschiebungen (V ), ist dann:
Vs L j ~
Vo, =~ (v, (651)
U

Bei der Vorgabe einer konstanten Bogenlédnge ist das Vorgehen analog. Es verschwindet
nicht zwangsldufig die Sensitivitit des Laststeigerungsfaktors oder die einer bestimm-
ten Verschiebung, da die Bedingungsgleichung beim Bogenlingenverfahren (vgl. Glei-
chung (4.40)) u.a. die Norm der Verschiebungen verwendet und somit der Einfluf} aller
Freiheitsgrade zu beriicksichtigen ist. Die Bedingungsgleichung (4.40) kann auch alter-
nativ in quadratischer Form und unter Verwendung von inkrementellen Groflien anstatt
Differenzausdriicken dargestellt werden und lautet:

@l + 2 Mr — A2 =5 mit ol =a"a (6.82)

Die Ableitung dieser Gleichung nach den Optimierungsvariablen s liefert die Bestim-
mungsgleichung fiir die Sensitivitit des Laststeigerungsfaktors VA1 bei Vorgabe einer
konstanten Bogenlinge:

24" (Veir),, +29% (My1 — A) (Vedior — Vi) =0 (6.83)
Dieser ist dann:

ﬁ’T (VS’&’)'U'U ﬁ’T (Vsﬁ')m)

Atp1 = Vs — ————2= =V A\, — 6.84
Vit = Vo = O e — A T T g (6:84)
Einsetzen dieser Gleichung in Gleichung (6.78) fiihrt zu:
) Vo a (Vea),,\ - )
Ve, = (5 - ) wk (v, (6.85

Der Term (Vg u),, in Gleichung (6.85) kann nicht isoliert werden. Zur Ermittlung der
Sensitivitdt der inkrementellen Verschiebungen (V, ), muf demnach das obige lineare
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Gleichungssystem gelost werden. Dies ist bei der Vorgabe einer Verschiebung nicht notig,
da dort die zusitzliche Bedingung nur von einem Freiheitsgrad, und nicht wie bei der
Vorgabe einer Bogenldnge, von allen Freiheitsgraden abhingig ist.

Die gesamte Vorgehensweise der Sensitivitdtsanalyse, wenn die Sensitivitit des Laststei-
gerungsfaktors nicht verschwindet, wird nachstehend kurz erldutert. Wird in einem Op-
timierungsprozefl beispielsweise die Verschiebung eines Freiheitsgrades j vorgegeben, so
ist in einem ersten Schritt die Sensitivitdt der inkrementellen Verschiebungen (Vg u),,
gemif einer Lastvorgabe zu ermitteln. Anschlieflend ist die Sensitivitit des Laststeige-
rungsfaktors zu bestimmen und damit die der inkrementellen Verschiebungen (Vu),,
bei Verschiebungs— bzw. Bogenldngenvorgabe. Sind diese bekannt, werden mit Hilfe
der in den Gleichungen (6.66)—(6.74) angegebenen Formeln die Sensitivititen der tota-
len Verschiebungen V u; 1, der Spannungen V,S;,, der internen Variablen V,q;,; und
des inkrementellen plastischen Multiplikators Vv ermittelt. Diese Prozedur wird nach
jedem Inkrement (Gleichgewichtszustand) durchgefiihrt, bis das vorgegebene Last— oder
Verschiebungsniveau erreicht ist.

6.2.7 Ableitung der Materialdaten

In der gezeigten Herleitung zur Ermittlung der Sensitivitdten der Strukturantwort sind
die Ableitungen der Materialkenngrofien, wie beispielsweise der Elastizitdtsmodul E, wel-
cher im Materialtensor C' enthalten ist, der Ver— bzw. Entfestigungsmodul H (E}), die
Bruchenergie G oder die anfénglichen FlieBspannung o,, zu bestimmen. Bei der Sensiti-
vitédtsanalyse fiir den allgemeinen, dreidimensionalen Fall sind die Ableitungen von H bzw.
Ey, G und o, in den Termen fiir die explizite Ableitung der Fliebedingung nach den
Optimierungsvariablen V{*® bzw. der Ableitung der internen Variablen Vg, enthalten
(vgl. Kapitel 6.2). Offensichtlicher ist der Eingang dieser Groflen in die Formulierung bei
der Herleitung der Sensitivitéiten fiir den Spezialfall des ebenen Spannungszustandes (vgl.
Anhang C). Dort sind die Sensitivitéiten der Materialkennwerte direkt in den entspre-
chenden Gleichungen explizit enthalten.

Bei Verwendung des in Kapitel 3 vorgestellten SIMP—Ansatzes in der Topologieoptimie-
rung, bei dem die makroskopischen Materialeigenschaften iiber die variable Dichte p der
Materiepunkte gesteuert werden (vgl. Gleichungen (3.13) und (3.14)), sind die Ableitun-
gen der Materialkennwerte im allgemeinen ungleich null. Sie ergeben sich durch Ableiten
der Terme in Gleichung (3.14) nach den Optimierungsvariablen 8 bzw. p;. Alle anderen
Grofen sind bei diesem Ansatz konstant. Die Ableitungen der Materialkennwerte nach
den Optimierungsvariablen ergeben sich zu:

A\ A1
VE = V,E = B2 <&> g @E (6.86)
Po \ Po —~ Pi
A b
bzw. V,.C = V,C = Cy— (—) = —C (6.87)
ARSI
VB, = VB, = Eh()p_j <p_:)> = p—?Eh (6.88)
N\ B2-1
baw. V,Gy = V,G; = Gfo% (%) = %Gf (6.89)
N\ Bs—1
Vo, = V0, = ayO% (%) = %ay (6.90)
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Die Ableitung des Ver— bzw. Entfestigungsmoduls H ergibt sich durch Ableiten von
Gleichung (4.78):

_ VB, B*—V,BE}

V. H :
(E — Ey)

(6.91)

Fiir Formoptimierungsprobleme entfallen diese Sensitivititen, da die Materialkennwerte
wie Elastizitdtsmodul F, Verfestigungsmodul Fj, und Fliespannung o, konstante Werte
sind.

Wird der Ver— bzw. Entfestigungsmodul H jedoch mit Hilfe der in Kapitel 4 definier-
ten Bruchenergie G'y und der charakteristischen Lénge h bestimmt, verschwindet dessen
Ableitung nach den Optimierungsvariablen s auch fiir Formoptimierungsprobleme nicht,
da h eine Funktion der Grofle der Finiten Elemente ist (vgl. Gleichung (4.80)). Diese
kann durch eine Designéinderung variiert werden. Die Sensitivitit des Entfestigungsmo-
duls V H ergibt sich nach Ableiten von Gleichung (4.83) zu:

V,ho? +2ho,V,0,) G —ha?V,G
v = Vet 2ho, 222) AL (6.92)
f

Die Sensitivitdt der charakteristischen Linge V h erhélt man durch Ableitung von A in
Gleichung (4.80):

1 1 gy Ny
Vih =ap —=V A = o), —— V| | we, we, 6.93
112\/F h2\/ﬁ<zz |J | we 6) ( )

&1=16=1

Die Ableitung der JACOBI-Determinanten V|J| ist eine von der geometrischen Verénde-
rungsmoglichkeit (Entwurfsgeschwindigkeitsfeld) abhéingige Grofle und somit bekannt. Ei-
ne dhnliche Vorgehensweise zur Ermittlung der Sensitivitidt des Entfestigungsmoduls ist
in BUGEDA ET AL. [44], BUGEDA & GIL [43] zu finden.

6.3 Bemerkungen zur Existenz von Ableitungen

Die Existenz von Sensitivitdten ist nicht fiir alle Problemklassen immer gewihrleistet.
Hauc ET AL. [90] oder auch LUND [129] haben dies, z.B. beim Auftreten von mehr-
fachen Eigenwerten, festgestellt. Es existieren dann lediglich die Richtungsableitungen
(GATEAUX-Ableitungen). Eine analoge Problematik gibt es bei elastoplastischen Pro-
blemstellungen. Die Ableitung der Verzerrungen bzw. der Verschiebungen am Ubergangs-
punkt (im weiteren auch fiir die Sensitivitdtsanalyse als kritischer Punkt bezeichnet) vom
elastischen in den plastischen Zustand sowie vom plastischen in den elastischen Zustand
existiert nicht. Grund hierfiir ist der abrupte Wechsel vom elastischen zum plastischen
Strukturverhalten. Die Spannungs—Verzerrungs—Beziehung besitzt an dieser Stelle einen
Knick, ist also dort zwar stetig, jedoch nicht differenzierbar. Diese Problematik bei ela-
stoplastischem Materialverhalten wurde bereits von mehreren Autoren festgestellt und
diskutiert (OHSAKI & ARORA [154], MICHALERIS ET AL. [145], LEE & ARORA [123],
KLEIBER & KowALczyk [114], [115], KLEIBER ET AL. [110], KowALczYK & KLEI-
BER [119]).
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6.3.1 Analytisches Beispiel

Am Beispiel eines Zugstabs soll diese Problematik genauer erliutert werden. Ahnliche
Beispiele sind auch in den zuvor genannten Arbeiten diskutiert. Da dieses System nur
einen Freiheitsgrad besitzt, entspricht der qualitative Verlauf der Last—Verschiebungs-
kurve der des Spannungs—Verzerrungs—Diagramms (vgl. Abbildung 6.3).

Als einzige Optimierungsvariable wird die Querschnittsfliche A des Zugstabs definiert.
Die Diskontinuitéit der Sensitivitdt der Verschiebung des Lastangriffspunkts wird nach-
folgend analytisch gezeigt. Dazu wird zunichst das Strukturverhalten des Zugstabs im
elastischen Bereich betrachtet. Die elastischen Verzerrungen sind fiir o < o, bzw. R < R,:

R
el
= — 6.94
A (6.94)
Die elastische Verschiebung v fiir den Lastangriffspunkt (z = L) ist demnach:
. a RL
ul:Lgl:ﬂ ; 0<R<R, (6.95)

Die Ableitung dieser Gleichung nach der (einzigen) Optimierungsvariablen A liefert die
Sensitivitit der Verschiebung des Lastangriffspunkts im elastischen Bereich:

RL

el el _
VSU —VAU = E A

(6.96)

Die Verzerrungen im plastischen Bereich (0 > o, bzw. R > R,) werden in einen rein
elastischen und einen rein plastischen Anteil zerlegt:

R
el __
e = 7 (6.97)

R 1
el = (Z — ay> i (6.98)

1 1\R o 1R o
c e 4+ ¢ <E + H> (6.99)

Die Definition der Verfestigungsfunktion H ist dabei Gleichung (4.78) zu entnehmen. Fiir
die Verschiebung des Lastangriffspunkts im plastischen Bereich folgt daraus:

1 1\ RL o,L
ol _ [, — )22 _ ¥~ 1
U (E + H) ) q (6. 00)
o R
X A
g R E
// I Oy _ h Ry _
E |
1 L 1 } }
\ - c \ - U

Abbildung 6.3: Analytisches Beispiel: Zugstab



6.3. BEMERKUNGEN ZUR EXISTENZ VON ABLEITUNGEN 101

elastisch =4+ plastisch

R in [kN] 0.0 1.0 1.0 1.5
u in [m] 0.0 0.5 0.5 1.5
— Vg in [m/m] 0.0 0.5 2.0 3.0

Tabelle 6.2: Zahlenwerte zu Abbildung 6.4

Die Ableitung dieser Gleichung nach der Querschnittsfliche A ergibt:

RL

I _ I _
Vsup —VA’LLp __EhA2

(6.101)

Eine Betrachtung der Sensitivitéten, die durch die Gleichungen (6.96) und (6.101) definiert
sind, am Ubergang fiir den Wert R = R, ergibt:

R, L
el _ 7
V,u® = T A2 (6.102)
R, L
VP = Y 1
Ry P (6.103)

In Gleichung (6.102) ist der Zustand gerade noch elastisch, wihrend in Gleichung (6.103)
Flielen gerade einsetzt. Es wird deutlich, daf§ an dieser Stelle eine Diskontinuitét in der
Sensitivitdt der Verschiebung des Lastangriffspunkts existiert. Daher ist die Ableitung in
diesem, fiir die Sensitivititsanalyse kritischen Punkt nur in Form der Richtungsableitung
(GATEAUX—Ableitung) definiert. Diese Problematik ist nachfolgend in Abbildung 6.4 gra-
phisch dargestellt. Die fiir die Diagramme verwendeten Zahlenwerte der Materialgréfien
sind ebenfalls in Abbildung 6.4 angegeben. Die Auswertung der entsprechenden Glei-
chungen fiir die Verschiebungs— und Sensitivitdtswerte sind in Tabelle 6.2 zu finden.
Auf der linken Seite von Abbildung 6.4 ist der Knick im Last—Verschiebungsdiagramm
des Zugstabs abgebildet. Im rechten Diagramm von Abbildung 6.4 ist die Diskontinuitét
in der Sensitivitidt der Verschiebung deutlich zu erkennen.

Materialdaten: E = 2.0 kN/m? E,, = 0.5 kN/m? oy = 1.0 kN/m?
A = 1.0 n? L=10m 0<R=<15kN
R [KN] R [KN]
1.5 1.5 /o
1.0 104 eo——————
0.5 0.5
u [m] — Vau [m/m]
| | | = I I I I I =
0.5 1.0 15 0.5 1.0 15 20 25 3.0

Abbildung 6.4: Analytisches Beispiel: Zugstab
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Die geschilderte Problematik beim vorliegenden eindimensionalen Beispiel macht deut-
lich, dafl diese Diskontinuitdt in der Sensitivitéit auch bei zwei- und dreidimensionalen
Strukturen auftritt.

Die numerische Behandlung dieser Schwierigkeit in einem Computerprogramm hat jedoch
keine groferen Probleme zur Folge. Ein Grund hierfiir ist, daf§ die Wahrscheinlichkeit,
einen derartigen kritischen Punkt, an dem die Ableitung nicht existiert, exakt zu tref-
fen, sehr gering ist, was auch mit der Rechnergenauigkeit zusammenhéngt. D.h. in den
meisten Fillen befindet sich ein Integrationspunkt, zumindest numerisch, entweder noch
im elastischen oder schon im plastischen Zustand. Fiir den seltenen Fall, daf} die Dis-
kontinuitit exakt getroffen wird, hat die Nichtexistenz der Sensitivitdten an dieser Stelle
trotzdem kaum negative Auswirkung auf die Qualitit der Sensitivitdtsanalyse. Um den-
noch die Sensitivitdt berechnen zu kénnen, wird fiir den betreffenden Integrationspunkt
entweder ein elastischer oder ein plastischer Zustand willkiirlich definiert (in KLEIBER
ET AL. [110] wird in solchen Fiéllen stets der elastische Zustand definiert). Endet ein
inkrementeller Lastschritt noch im elastischen Bereich bzw. wird dieser als elastisch defi-
niert, so ist der zuvor erwihnte Sprung in den Sensitivitdten im nichsten inkrementellen
Schritt enthalten, sofern fiir diesen an der betreffenden Stelle ein Zustandswechsel eintritt.
Befindet man sich jedoch bereits im plastischen Zustand am Ende eines inkrementellen
Schritts, nachdem von einem elastischen Zustand zu Beginn des Inkrements gestartet wur-
de, so ist der Sprung bereits in diesem Inkrement enthalten. Damit wird deutlich, daf}
der Sprung auf jeden Fall beriicksichtigt wird, es sei denn, die Belastung endet direkt zu
dem Zeitpunkt bzw. Lastniveau, bei dem die Diskontinuitdt auftritt. Dann kann sich die
willkiirliche Definition durchaus negativ auf die Qualitéit der Sensitivitdtsanalyse auswir-
ken. Fiir Systeme, bei denen grofle Bereiche der Struktur gleichzeitig zu flieen beginnen,
wie z.B. bei dem zuvor demonstrierten Zugstab, kann der Fehler sehr grof§ sein. Bei dem
Beispiel des Zugstabs ist dies fiir die Last R = 1.0 kN der Fall. Das gesamte System be-
ginnt zu flielen, und die Sensitivitit der Verschiebung des Lastangriffspunkts ist, je nach
Definition (elastisch oder plastisch), V u = —0.5m/m bzw. —2.0m/m (vgl. Tabelle 6.2).
Wird jedoch die Last iiber diesen kritischen Wert weiter gesteigert, so verschwindet der
Fehler, zumindest fiir dieses Beispiel, vollstindig. Fiir mehrdimensionale Strukturen mit
einer groflen Anzahl von Integrationspunkten, die nicht gleichzeitig, sondern mehr oder
weniger nacheinander in den plastischen Bereich iibergehen, macht sich die mogliche Pro-
blematik, dafl am Ende des Belastungspfads ein derartiger kritischer Punkt auftritt, kaum
bemerkbar.

Die Grofle der aufgebrachten Inkremente wirkt sich demnach nicht negativ auf die Qualitit
der Sensitivititen aus. Die Qualitét ist in erster Linie davon abhéingig, wie viele im Sinne
der Sensitivitdtsanalyse kritische Punkte am Ende des Belastungspfades exakt getroffen
werden. Ein Nachteil bei der Wahl grofler Inkremente ist, dafl innerhalb dieser Inkremente
moglicherweise eine grofie Anzahl von Spriingen beriicksichtigt wird und daher der exakte
Verlauf der Sensitivitdten nicht bestimmt werden kann. Je kleiner die Inkremente gew&hlt
werden, desto weniger Spriinge bzw. Diskontinuititen sind in einem Inkrement enthalten.
D.h. der tatséichliche Verlauf der Sensitivitdten entlang der aufgebrachten Belastung kann
genauer abgebildet werden, was auch in der Arbeit von KOwALCzYK & KLEIBER [119] fiir
die Sensitivitit einer Spannung fiir eine Lochscheibe verdeutlicht wird. Fiir die Qualitét
der Sensitivitdt am Ende des Belastungspfads hat dies jedoch, wie bereits angedeutet,
kaum eine Auswirkung. Es sei noch angemerkt, dafl die Inkrementgrofie einen Einflufl auf
die Qualitdt der Strukturantwort und somit auch auf deren Sensitivititen in bezug auf
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die tatsdchlichen (nicht bekannten) Sensitivitéiten besitzt. Diese Problematik ist jedoch
unabhéngig von der zuvor beschriebenen, die infolge der Diskontinuitét entsteht. In den
Beispielen zur Sensitivitdtsanalyse in diesem Kapitel wird der Einflul der Qualitéit der
Strukturantwort infolge der in Raum und Zeit gew#hlten Diskretisierung diskutiert und
bewertet.

Die Berechnung der Sensitivitdten mittels numerischer Methoden, wie beispielsweise dem
finiten Differenzenverfahren (vgl. Kapitel 5), bringt analoge Probleme mit sich, wie sie zu-
vor geschildert wurden. Fehler bei der numerischen Sensitivitdtsanalyse, die fiir lokale Ent-
wurfskriterien nur am Ende des Belastungspfads, fiir integrale Entwurfskriterien jedoch
nach jedem Inkrement durchzufiihren ist, treten dann auf, wenn eine Designénderung eine
Anderung des Zustands in einem oder mehreren Integrationspunkten hervorruft. Wann
und wie stark sich diese Fehler auf die Qualitédt der Sensitivititsanalyse auswirken, wurde
bereits zuvor fiir die analytische Sensitivitdtsanalyse diskutiert und trifft fiir die nume-
rische in gleicher Weise zu. Auflerdem spielt die Grofle der aufgebrachten Storung As
eine Rolle. Je grofler diese gewihlt wird, desto mehr der beschriebenen kritischen Punk-
te konnen infolge der Designédnderung auftreten und somit die Genauigkeit der Sensiti-
vitdtsanalyse beeinflussen.

Je nachdem, ob eine Designdnderung positiv oder negativ beziiglich eines definierten
Koordinatensystems gewé#hlt wird, kann dies Auswirkungen auf die Sensitivitéit einer
Strukturgrofie an einem Integrationspunkt haben, dessen Zustand am Ende des Bela-
stungspfads direkt am Ubergang zwischen elastisch und plastisch ist. Die Sensitivitiit
ist demnach abh#ngig von der Richtung der Designinderung. Fiir eine einzige Opti-
mierungsvariable kénnen also maximal zwei unterschiedliche Sensitivitéten (Richtungs-
ableitungen) an einem kritischen Punkt existieren, wie dies auch am Beispiel des Zug-
stabs demonstriert wurde. Diese Anzahl steigt mit der Anzahl der Optimierungsva-
riablen. Die Anzahl der Richtungsableitungen (GATEAUX-Ableitungen) berechnet sich
dann zu 2", wobei n, die Anzahl der Optimierungsvariablen darstellt. Die Berechnung
der GATEAUX—Ableitungen ist fiir grofie Systeme extrem zeitaufwendig bzw. unmdoglich
durchzufiihren. Aufgrund der obigen Schilderung ist dies allerdings auch nicht notwendig,
da die Qualitét der Sensitivititen trotz Verwendung der FRECHET—-Ableitung (Ableitung
bei Vorhandensein mehrerer Optimierungsvariablen) absolut zufriedenstellend ist. Zu
dieser Schlufifolgerung kommen auch MICHALERIS ET AL. [145] sowie KLEIBER und
Co—Autoren [114], [115], [110], [119].

6.3.2 Numerisches Beispiel

Das nachfolgende numerische Beispiel, das dem vorherigen analytischen Beispiel ent-
spricht, dient zur Verdeutlichung des Einflusses der Diskretisierung in der Zeit auf die Sen-
sitivitdten der Strukturantwort. Auflerdem soll gezeigt werden, dafl der in Abschnitt 6.2
vorgestellte Algorithmus zur Berechnung der Sensitivitdten der Strukturantwort in der
Lage ist, den erwdhnten Sprung im Verlauf der Sensitivititen abzubilden. Grund hierfiir
ist die Tatsache, dafl bei der Herleitung der Sensitivitdten der inkrementellen Verschie-
bungen und damit derjenigen der totalen Verschiebungen sowie der restlichen Kompo-
nenten der Strukturantwort von der inkrementierten Gleichgewichtsbedingung zum Zeit-
punkt ¢ + 1 (absolute Werte) ausgegangen wird (vgl. Gleichungen (4.19), (4.27) bzw.
Gleichung (6.1)). Eine analoge Vorgehensweise wurde auch bei dem analytischen Beispiel
zu Beginn dieses Abschnitts verwendet.
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D> o —» R/2 Materialdaten: E = 2.0 kN/m?
E,, = 0.5 kN/m?
S
o Dicke: 1.0 m oy = 1.0 kN/m?
—

0<R<=<15kN

Knoten

4 R/2

Abbildung 6.5: Numerisches Beispiel: Zugstab

Auflerdem wird mit diesem numerischen Beispiel verdeutlicht, dafl, unabhéngig von der
willkiirlichen Definition des Zustands, an den beschriebenen kritischen Punkten dieselben
Sensitivititen erzielt werden; es sei denn, der Belastungspfad endet exakt beim Erreichen
eines kritischen Punktes.

Die Abmessungen und Materialdaten stimmen mit denen des vorigen analytischen Bei-
spiels iiberein. Zur Berechnung der Sensitivititen wird ein 4-knotiges Scheibenelement
mit vier Integrationspunkten verwendet. Die Struktur und die verwendeten Materialda-
ten sind in Abbildung 6.5 dargestellt.

Die vorgegebene Belastung (R = 1.5kN) wird zunéchst in 15 gleich grofien Schritten
aufgebracht. Nach 10 Schritten ist der fiir die Sensitivitétsanalyse kritische Punkt (Flie-
beginn des Zugstabs) erreicht. Die zugehorige Last—Verschiebungskurve fiir den Knoten 1
ist auf der linken Seite von Abbildung 6.6 dargestellt.

Nach 10 Schritten geht der elastische Zustand in den plastischen iiber. An dieser Stelle
ist die Sensitivitdt der Verschiebung nicht definiert, bzw. es existiert nur die Richtungs-
ableitung. Auf der rechten Seite von Abbildung 6.6 sind unterschiedliche Verldufe der
Sensitivitit der Verschiebungen der Lastangriffspunkte in Abhéngigkeit der (willkiirlich)
gewihlten Definition des Zustands nach 10 Lastschritten dargestellt. Fiir Kurve 1 ist ein
elastischer Zustand angenommen. Daher ist der Sprung in der Sensitivitit der Verschie-
bung im néchsten Inkrement nach dem fiir die Sensitivitdtsanalyse kritischen Punkt ent-
halten (11. inkrementeller Schritt). Im Gegensatz dazu ist fiir die Kurve 2 bereits ein pla-
stischer Zustand fiir das Ende des 10. Inkrements definiert, d.h. der Sprung ist in diesem
Inkrement enthalten. Die Sensitivititen am Ende des Belastungspfads nach 15 Lastschrit-
ten sind identisch. Diese Tatsache spricht dafiir, daf} die willkiirliche Wahl des Zustands
an derartigen kritischen Punkten keinen bzw. kaum einen Einflul auf die Qualitdt der
Sensitivititen hat, es sei denn, der Belastungspfad endet exakt an einem kritischen Punkt

- R [kN] - R [kN] Kurve 1
1.07 1.0f
Kurve 2
0.5¢ 0.5¢
u [m] — Vau [m/m]
0 6.5 i.O 15 0 6.5 i.O I1.5 2‘.0 é.5 3.0

Abbildung 6.6: Last—Verschiebungs— und Last—Sensitivitdtsdiagramme (15 Schritte)
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LSRR KN] LSRKN] Kurve 1 (150)
Kurv\e 1(15)

1.00 1.0f e————x —
‘Kurve 2 (15)\Kurve 2 (150)

0.5/ 0.5

u [m] — Vau [m/m]
0 05 10 15 0 05 10 15 20 25 30

Abbildung 6.7: Last—Verschiebungs— und Last—Sensitivitdtsdiagramme (150 Schritte)

(bei diesem Beispiel also nach 10 Schritten). Dort existieren zwei Werte. Der Grund, wes-
halb die Linien im Mittelabschnitt in Abbildung 6.6 nicht horizontal verlaufen, liegt an
der Inkrementierung. Der Sprung ist zuséitzlich im Betrag der inkrementellen Sensitivitét
des Inkrements enthalten.

Mit kleiner werdenden Inkrementen nihert sich der Verlauf der Sensitivitdten im Mittelab-
schnitt der Horizontalen an (vgl. Abbildung 6.7). Um dies zu verdeutlichen, wird dasselbe
Beispiel mit 150 Inkrementen berechnet. Der Unterschied, ob am kritischen Punkt ein
elastischer oder plastischer Zustand angenommen wird, ist kaum noch zu erkennen. Au-
Berdem verlaufen die Kurven im Mittelbereich nahezu horizontal, da der inkrementelle
Zuwachs der Sensitivititen im Vergleich zur Grofle des Sprungs fiir immer kleiner wer-
dende Inkremente gegen null strebt. Bei unendlich vielen Lastschritten kann der Sprung
in der Sensitivitit exakt abgebildet werden.

Zu Vergleichszwecken sind in Abbildung 6.7 zusétzlich die Verldufe der Sensitivitdt bei
Verwendung von 15 Lastschritten angegeben. Man erkennt, daf der tatséchliche Verlauf
der Sensitivitéit der Verschiebung durch die Knicke in den Kurven der mit der Methode der
Finiten Elemente ermittelten Sensitivitdten, die sich nur in der Definition des Zustandes
am kritischen Punkt (R = 1.0 kN) unterscheiden, definiert ist.

6.4 Verifikation der Methode anhand ausgew&hlter
Beispiele

Die in diesem Kapitel vorgestellte Methode zur analytischen Ermittlung der Sensitivititen
der Strukturantwort wird nachfolgend anhand ausgewéhlter Beispiele verifiziert. Aufer-
dem werden Einfliisse, wie beispielsweise die Diskretisierung in Raum und Zeit und ver-
schiedene Ver— bzw. Entfestigungsverhalten, auf die Qualitdt der Sensitivitdtsanalyse
aufgezeigt und diskutiert. Da fiir elastoplastische Problemstellungen kaum analytische
Losungen existieren, werden die Sensitivitdten zusétzlich mit denen verglichen, die mit
Hilfe der Methode der finiten Differenzen bestimmt werden (vgl. Kapitel 5).

Eine Sensitivitdtsanalyse ist qualitativ maximal so gut, wie es die zugrundegelegte Me-
thode der Strukturanalyse zulafit. Da es sich jedoch bei der Sensitivititsanalyse um
Ableitungen der Strukturantwort handelt, sind allein hierdurch Qualitdtsverluste zu er-
warten. Demnach sind mégliche Abweichungen in der Strukturantwort beim Vergleich mit
Werten aus der Literatur geringer, als die Abweichungen zwischen den jeweils zugehorigen
Sensitivititen. Um jedoch einen Unterschied in den Sensitivititen, die mittels des vor-
gestellten Algorithmus bestimmt werden, zu denen aus der Literatur richtig einschétzen
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zu konnen, ist die Kenntnis von analytischer (vorgestellter Algorithmus) und numerischer
(finite Differenzen) Sensitivitéitsanalyse, die auf derselben Strukturantwort basieren, er-
forderlich. Stimmen diese iiberein, so ist ein Unterschied zu Sensitivitdten aus der Li-
teratur moglicherweise bereits auf Unterschiede bei der Ermittlung der Strukturantwort
und nicht ausschlieflich auf die Formulierung bzw. Herleitung der Sensitivitdtsanalyse
zuriickzufithren. Auflerdem konnen unterschiedliche Annahmen und Vereinfachungen bei
der Herleitung der Sensitivititsanalyse Differenzen zwischen den Sensitivitéiten des hier
vorgestellten Algorithmus und Beispielen aus der Literatur hervorrufen.

6.4.1 Beispiel 1: Biegebalken, ideal plastisch

Untersucht wird die Sensitivitidt der vertikalen Verschiebung w des freien Endes eines
sehr langen, einseitig eingespannten Balkens (Kragbalken), der am freien Ende durch eine
Einzellast belastet ist. Unter der Annahme der EULER-BERNOULLI-Balkentheorie, die
fiir sehr lange, schlanke Balken angenommen werden kann, haben TIMOSHENKO & GE-
RE [224] eine Gleichung zur Berechnung der vertikalen Verschiebung des freien Endes bei
linear elastischem, ideal plastischem Materialverhalten hergeleitet. Diese gilt allerdings
ausschlieflich fiir Kragbalken mit Rechteckquerschnitt und lautet:

R\’ R R
=u' (L) |5 (3+=") /3 -2
=t (%) P~ O+ m) oo

u® ist die vertikale Verschiebung des freien Endes unmittelbar vor Einsetzen des FlieBens.
Fiir einen Kragarm ist diese nach der EULER-BERNOULLI-Balkentheorie:

R
it 1< —< 6.104
mi < < ( )

3
y 2

_Ryl3
~ 3EI

el

(6.105)

Die Lénge des Kragbalkens ist durch [ gekennzeichnet, E stellt den Elastizitdtsmodul dar,
und I ist das Trégheitsmoment des Rechteckquerschnitts. R, symbolisiert die Last, bei
der an der Einspannstelle Flielen eintritt, und ist definiert durch:

M,

R, = ; (6.106)
Das zugehdrige Moment M, ist:
o bh?
My = Wy == 70'11 (6107)

W ist hier das Widerstandsmoment eines Rechteckquerschnitts und o, die Flieflspannung.
Die geometrischen Grofien [, b, h, die Last— und Lagerbedingungen sowie die Materialda-
ten des beschriebenen Strukturproblems sind in Abbildung 6.8 dargestellt.

Die mit Hilfe des in diesem Kapitel (6.2) vorgestellten Algorithmus und der Methode
der finiten Differenzen ermittelten Sensitivititen der Vertikalverschiebung werden am
Punkt A (Lastangriffspunkt) ausgewertet. Als Optimierungsvariablen werden die Bal-
kenlidnge [ sowie die Balkenhohe h definiert. Die Ableitung von Gleichung (6.104) nach
[ bzw. h ist nachfolgend angegeben. Dieses analytische Beispiel zur Verifikation von
Sensitivitédten bei elastoplastischem Materialverhalten ist auch in VAzZ & HINTON [237]
und SILVA ET AL. [210] zu finden. Die Wahl der Geometrie, der Materialkennwerte und
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der Diskretisierung fiir die Berechnung mit der Methode der Finiten Elemente ist zu Ver-
gleichszwecken an diesen Arbeiten orientiert. Allerdings unterscheidet sich die Herleitung
der Sensitivitédtsanalyse in diesen Arbeiten grundsétzlich von der in Kapitel 6.2 vorge-
stellten Methode. Wihrend in der vorliegenden Arbeit die Sensitivitdten aufgrund der
Geschichtsabhéingigkeit inkrementell ermittelt werden, bestimmen VAz & HINTON [237]
bzw. SILVA ET AL. [210] die Sensitivitéiten in einem Schritt am Ende des Belastungspfads,
was allerdings nur fiir ganz spezielle Strukturprobleme mit Potentialcharakter (z.B. bei
der Deformationstheorie) moglich ist. Diese Vereinfachung kann allerdings zu erheblichen
Fehlern in den Sensitivitdaten fiihren, was jedoch fiir dieses Beispiel nicht der Fall ist.
Die Ableitungen der obigen Gleichungen (6.104)—(6.107) nach der Balkenlénge [ lauten:

Vit = L(VRl?’jLzaJ%l?):&yl2 (6.108)
: 3Er Y v 3EI ‘
. M, R

Damit ergibt sich fiir die Ableitung der Verschiebung des freien Endes (Gleichung (6.104))
nach einigen Umformungen:

Viu = (6.110)

Diese Gleichung ist auch in VAz & HINTON [237] bzw. SILVA ET AL. [210] angegeben.
Fiir die Verifikation des in Kapitel 6.2 vorgestellten Algorithmus werden nun die Materi-
aldaten aus den zuvor genannten Arbeiten verwendet (vgl. Abbildung 6.8). Wihrend in
diesen Arbeiten noch zusétzliche Studien iiber den Einflul der Anzahl der Integrations-
punkte und die Grofle der Storung auf die numerische Sensitivitdtsanalyse mittels finiter
Differenzen angestellt werden, beschrinken sich die Untersuchungen in der vorliegenden
Arbeit auf die Verwendung eines biquadratischen Serendipity—Scheibenelements mit vier
Integrationspunkten. Die Grofle der Stérung fiir die numerische Sensitivitdtsanalyse wird
zu 107° [m] gewiihlt. Es werden zwei verschiedene Elementnetze verwendet. Die An-
zahl der Finiten Elemente betrdgt dabei 198 bzw. 690; 3 bzw. 5 Elemente {iber die
Balkenhohe h und 66 bzw. 138 iiber die Balkenldnge [ gleichméflig verteilt. Aufgrund
der geringen Anzahl von Integrationspunkten iiber die Balkenhéhe kann bei Verwendung
von 198 Finiten Elementen die Strukturantwort bei Uberschreiten der FlieBgrenze nur
relativ grob approximiert werden. Dieser Sachverhalt ist auf der linken Seite von Abbil-
dung 6.9 nur schwer erkennbar, jedoch in Tabelle 6.3 recht gut verdeutlicht. Die linke
Seite von Abbildung 6.9 zeigt die Last—Verschiebungskurven des freien Endes nach der

» Schnitt 1-1 Schnitt 1-1 Materialdaten:
/ E E = 210000.0 kNm?
R |2 5
Ae T E;, = 0.0 kN/m
< oy = 300.0 kN/m?
H—
: | P v=20.0

[=50.0m b=1.0m

Abbildung 6.8: Geometrie und Materialdaten des Kragbalkens
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R/Ry UBalken Ure108 Ure690
0.00] 0.0000000 0.0000000 0.0000000
1.00] 2.3809524 2.3815218 2.3815228
1.05] 2.5004484 2.5005979 2.5005990
1.10] 2.6226850 2.6196740 2.6198783
1.15] 2.7506722 2.7387501 2.7488756
1.20] 2.8880522 2.8676096 2.8913728
1.25] 3.0396894 3.0326486 3.0452723
1.30] 3.2127940 3.2303265 3.2125201
1.35] 3.4194355 3.4560586 3.4171460
1.40] 3.6835036 3.7058572 3.6671329
1.45| 4.0686104 4.0331155 4.0765924

Tabelle 6.3: Zahlenwerte der Verschiebung u fiir die verschiedenen Methoden

analytischen Balkenlgsung nach TIMOSHENKO & GERE [224] (Gleichung (6.104)) und den
FE-Losungen fiir die beide Netze mit 198 und 690 Finiten Elementen.

Ein entsprechender Qualitdtsunterschied zwischen den verschiedenen Methoden zur Be-
rechnung der Strukturantwort ist auch bei den Verldufen der Sensitivitdten zu erkennen,
was durch die Diagramme auf der rechten Seite von Abbildung 6.9 bestétigt wird. Im
Gegensatz zur Strukturanalyse ist dieser Unterschied deutlich sichtbar, was darauf hin-
deutet, dal die Qualitit der Sensitivitdten wesentlich stirker von der Diskretisierung in
Raum (und Zeit) abhéingig ist, als dies fiir die Strukturanalyse der Fall ist. Die zu-
gehorigen Zahlenwerte der Sensitivitédten der vertikalen Verschiebung von Punkt A nach
Gleichung (6.110), der analytischen Sensitivitdten mittels der in Kapitel 6.2 vorgestellten
Methode und der numerischen Sensitivitdten nach der Methode der finiten Differenzen
sind in Tabelle 6.4 angegeben. Die maximal auftretende Abweichung zwischen der Sen-
sitivitdtsanalyse nach Gleichung (6.110) fiir V,u und der analytisch, basierend auf der
Methode der Finiten Elemente, hergeleiteten Sensitivitdtsanalyse betrédgt mit dem gro-

IR TkN] LAR [kN]
690 Elemente/
1.0 1.0 EULER-BERNOULLI
198 Elemente
0.5 0.5
u [m] V,u [m/m]
0 ll.O é.O é.O ;1.0 0 ‘0.1 ‘0.2 ‘0.3 | 0.4 0.5

Abbildung 6.9: Last—Verschiebungs— bzw. Last—Sensitivitdtsdiagramme mit [ als Opti-
mierungsvariable
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R/Ry Vilgaiken analytischuFElgﬁumerisch analytisczluFE698umerisch
0.00{ 0.0000000 0.0000000 0.0000000 0.0000000 0.0000000
1.00 0.1428571 0.1428685 0.1428686 0.1428686 0.1428686
1.05| 0.1505847 0.1500120 0.1500120 0.1500120 0.1500120
1.10| 0.1597191 0.1571554 0.1571554 0.1582951 0.1582951
1.15] 0.1707469 0.1642988 0.1642989 0.1722605 0.1722605
1.20| 0.1844278 0.1852404 0.1852404 0.1871979 0.1871979
1.25| 0.2020305 0.2123496 0.2123496 0.2015274 0.2015274
1.30] 0.2258770 0.2401071 0.2401071 0.2242669 0.2242669
1.35] 0.2608203 0.2662059 0.2662059 0.2570724 0.2570724
1.40| 0.3194383 0.2933093 0.2933094 0.3201927 0.3201928
1.45] 0.4517540 0.4503630 0.4503631 0.4484276 0.4484276

Tabelle 6.4: Zahlenwerte fiir die Sensitivitidt der Verschiebung wu, [ ist variabel

ben Netz (198 Elemente) 8.18 % bzw. 1.50 % mit dem feinen Netz (690 Elemente). Diese
Differenz ist nicht weiter verwunderlich, da bereits bei der Strukturanalyse eine maxima-
le Abweichung von 1.07% fiir das grobe bzw. 0.44 % fiir das feine Netz vorhanden ist.
Dieser Effekt wird durch Bilden der Ableitung (Sensitivitéit) verstirkt, was den Anstieg
der prozentualen Abweichung bei der Sensitivitdtsanalyse erklart. Diese Abweichung zwi-
schen den analytisch bzw. numerisch ermittelten Sensitivitdten mittels der Methode der
Finiten Elemente zu denen der in Gleichung (6.110) angegebenen Sensitivitdten ist in
Abbildung 6.10 zu erkennen.

Die Qualitdt der analytischen Sensitivititsanalyse nach Kapitel 6.2 ist durch Abbil-
dung 6.10 verdeutlicht. Ein Unterschied zwischen numerischer (mittels finiter Differenzen)
und analytischer Sensitivitdtsanalyse ist praktisch nicht zu erkennen, was auch durch die
Zahlenwerte in Tabelle 6.4 in den Spalten fiir Viurgi9s und Vi upgego bestitigt wird. Die
maximal auftretende prozentuale Abweichung betragt zwischen den numerisch und den
analytisch ermittelten Sensitivitdten 0.000037 % fiir das grobe bzw. 0.000032 % fiir das
feine Netz. Dies 143t darauf schlieflen, dafl die Formulierung der Sensitivitéitsanalyse, kon-

EULER-BERNOULLI
1.0 numerische/analytische SA 1.0
0.5 198 Elemente 0.5 690 Elemente
Viu [m/m] Viu [m/m]
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0 0.1 0.2 0.3 04 05

Abbildung 6.10: Numerisch und analytisch ermittelte Sensitivitéiten, [ ist variabel
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sistent zum Algorithmus zur Ermittlung der Strukturantwort, korrekt ist. Ein Unterschied
zwischen Vorwirts— und Riickwirts—Differenzenverfahren wurde bei diesem Beispiel nicht
festgestellt, weshalb nur die Diagramme und Zahlenwerte des Vorwirts—Differenzenver-
fahrens angegeben sind. Die Unterschiede zwischen den Sensitivitéiten, die zum einen mit
Hilfe der analytischen Losung nach Gleichung (6.110) und zum anderen analytisch bzw.
numerisch mit den vorgestellten Verfahren ermittelt wurden, ist demnach hauptséichlich
auf Unterschiede bei der Ermittlung der Strukturantwort zuriickzufiihren.

Der Vollstindigkeit halber wird die Sensitivitéitsanalyse mit der Balkenhohe h als Opti-
mierungsvariable aufgezeigt. Die Ableitungen der entsprechenden Gleichungen (6.104)—
(6.107) nach h liefern folgende Ausdriicke:

V,M, 2R . 2bho, 2M
ViR, = l y:Ty mit VM, = c Y = hy (6.111)
R, 3
el — Y 112
Viau 3EIh (6.112)

Die Ableitung der Verschiebung des freien Endes (Gleichung (6.104)) ergibt sich nach
einigen Umformungen zu:

T o () {1 6113

Die zuvor getroffenen Aussagen gelten hier ebenfalls. Die Diagramme fiir die analyti-
sche und numerische Sensitivitidtsanalyse fiir die beiden Netze sind in Abbildung 6.11
dargestellt. Zusétzlich sind die Verldufe der Sensitivitdt der Vertikalverschiebung nach
der EULER-BERNOULLI-Balkentheorie geméf8 Gleichung (6.113) zu erkennen. Die zu-
gehorigen Zahlenwerte sind Tabelle 6.5 zu entnehmen. Die maximale Abweichung zwi-
schen der Sensitivitdtsanalyse nach Gleichung (6.113) fiir V,u und den analytisch herge-
leiteten Sensitivititen betrigt mit dem groben Netz 12.82 % bzw. 2.75% mit dem feinen
Netz, was wiederum auf die unterschiedlich durchgefiihrte Strukturanalyse zuriickzufiihren
ist. Abbildung 6.11 verdeutlicht erneut, dafl die Abweichung zwischen numerischer und
analytischer Sensitivitdtsanalyse vernachléssigbar klein ist. Diese betrigt fiir das grobe
Netz 0.0032 % bzw. 0.0025 % fiir das feine Netz.

Der Unterschied der Abweichungen zwischen numerischer und analytischer Sensitivitéts-
analyse bei den verschiedenen Optimierungsvariablen ist auf die Grofle der Storung zuriick-
zufithren. Diese wurde stets zu 10~° [m] gewiihlt, hat jedoch bei einer Anderung der Bal-
kenhGhe h einen grofleren Einflufl auf die Strukturantwort, als dies bei der Balkenléinge [

LIRKN] - | LYRKN]
EULER—BERNOU‘LLI
10 numerische/analytische SA 10
0.5 198 Element 0.5 690 Elemente
— Vyu [m/m] — Vyu [m/m]
0 100 200 300 0 100 200 300

Abbildung 6.11: Numerisch und analytisch ermittelte Sensitivititen, h ist variabel
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R/Ryl ViUsalken analytichthFElgr?umerisch analytisZRUFEsgonumerisch
0.00| 0.0000000 0.0000000 0.0000000 0.0000000 0.00000
1.00| -7.1428971 —7.1434273 | —-7.1432845 —7.1434283| —7.1432855
1.05] -7.5571198 —7.5005987 | —7.5004887 —7.5005998 —7.5004498
1.10] -8.1038591 —7.8577701 | -7.8576130 —7.9712307 —7.9710702
1.15| -8.8226777 —8.2149415 | -8.2147772 —8.9808824 —8.9806990
1.20| -9.7786211 —9.9226545 | -9.9224448 | -10.0471340| -10.0469260
1.25] —-11.0839826| —-12.1383592| -12.1380976| -11.0184445| -11.0182145
1.30] —-12.9493154 | -14.3210569| -14.3207430| -12.7900019| -12.7897264
1.35] —-15.8237202| -16.2538063| —-16.2534476| -15.4559601| -15.4556213
1.40| —-20.8933174| -18.2148164| -18.2144127| -21.0128436| -21.0123310
1.45| —-32.9695639| -32.9147459| -32.9137021| -32.6013349| -32.6005253

Tabelle 6.5: Zahlenwerte fiir die Sensitivitdt der Verschiebung u, h ist variabel

als Optimierungsvariable der Fall ist. Eine Bestédtigung dieser Aussage liefert die Tatsache,

daf} bereits die Sensitivitdten bei den numerischen und analytischen Sensitivitdtsanalysen

im elastischen Bereich mit Abweichungen derselben Gréflienordnung behaftet sind. Dies

ist den entsprechenden Tabellen fiir die Werte des Lastniveaus 1.05 kN (elastischer Zu-
stand) zu entnehmen.

Im Vergleich zu den ermittelten Sensitivitditen in den Arbeiten von VAZ & HINTON [237]
und SILVA ET AL. [210] wurden geringfiigige Differenzen festgestellt. Dies ist hauptséichlich
auf die unterschiedlichen Ansétze bei der Herleitung der Sensitivitdtsanalyse, aber auch
auf leicht unterschiedliche Werte bei die Strukturanalyse zuriickzufiihren.

6.4.2 Beispiel 2: Diinne Scheibe mit Loch — Verfestigung

Anhand dieses Beispiels wird die Qualitdt der Sensitivitdt der Verschiebungen und der

Spannungen an bestimmten Stellen eines Tragwerks iiberpriift. Auflerdem wird der Ein-

flufl der Diskretisierung in Raum und Zeit auf die Qualitéit der Sensitivititen untersucht.
Damit kann das Auftreten von Diskontinuititen in den Sensitivitdten am zweidimensio-
nalen Beispiel gezeigt und diskutiert werden. Analysiert wird aus Symmetriegriinden nur
ein Viertel einer diinnen Scheibe mit kreisformiger Aussparung in der Mitte. Die Geome-

trie, Last— und Lagerbedingungen und Materialdaten sind in Abbildung 6.12 dargestellt.

Es wird das vON MisEs—Fliekriterium mit linearer, isotroper Verfestigung (© = 1.0) an-
genommen. Zur Berechnung der Strukturantwort mit der Methode der Finiten Elemente
werden bilineare Scheibenelemente mit vier Integrationspunkten verwendet. Auflerdem
wird eine lineare Kinematik vorausgesetzt. Beansprucht wird die Struktur infolge einer
vorgegebenen Verschiebung @ der oberen Kante. Diese vorgegebene Verschiebung wird
schrittweise in 39 bzw. 780 gleich grofien Inkrementen aufgebracht.
Die beschriebene Problemstellung entspricht exakt derjenigen, die auch von KOWALCZYK
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& KLEIBER [119] zur Verifikation der in deren Arbeit vorgestellten Sensitivitdtsanalyse
fiir Formoptimierungsprobleme gewihlt wurde. Diese Formulierung entspricht der in der
vorliegenden Arbeit aufgezeigten Vorgehensweise fiir eine lineare Kinematik. In der Arbeit
von KOwALCzYK & KLEIBER [119] wird fiir die Untersuchungen eine Diskretisierung der
Struktur mit 164 Finiten Elementen gem#fl Abbildung 6.12 verwendet. In der vorliegen-
den Arbeit wird zusétzlich eine doppelt so feine Unterteilung der Kanten vorgenommen,
was zu 656 Finiten Elementen fiihrt.

Die Auswertung der Strukturantwort und ihrer Sensitivitit beziiglich des Radius r wird
fiir dieses Beispiel an zwei charakteristischen Stellen der Struktur vorgenommen. Fiir die
Verschiebung und die Sensitivitit der Verschiebung wird die Stelle A an der Auflenseite
der Struktur gewéhlt. An der Stelle B, am Lochrand, wird die Spannung und deren Sen-
sitivitdt in vertikaler Richtung betrachtet. Der Einfachheit halber werden die Spannungs-
werte an dem zu B néchstliegenden Integrationspunkt ausgewertet. In den Diagrammen
in Abbildung 6.13 sind die Verldufe der horizontalen Verschiebung im Punkt A und der
Spannung in vertikaler Richtung im Punkt B iiber der vorgegebenen Verschiebung u auf-
getragen.

Die durchgezogenen Linien repréisentieren die Zahlenwerte, die durch die Berechnung
in 780 Schritten entstehen, die Punkte bzw. Kreuze die in 39 Schritten ermittelten Zah-
lenwerte. Die Verldufe zeigen deutlich, daf} es sich hierbei um ein hochgradig nichtlineares
Problem handelt. Die Qualitdt der Strukturantwort ist bei diesem Beispiel nahezu un-
abhéngig von der gewahlten Zeitdiskretisierung. Die maximalen prozentualen Abweichun-
gen in der Strukturantwort infolge einer unterschiedlichen Zeitdiskretisierung betragen
fiir Berechnungen auf dem groben Netz (164 Finite Elemente) 0.0979 % fiir die horizon-
tale Verschiebung in Punkt A und 0.1345 % fiir die Spannung in vertikaler Richtung in
Punkt B. Ahnlich geringe Werte fiir die Abweichungen ergeben sich fiir Berechnungen
auf dem feinen Netz (656 Finite Elemente) fiir unterschiedliche Zeitinkrementierungen.
Diese sind 0.1258 % fiir u4 und 0.2055 % fiir 0. Damit wird deutlich, da der Einflufl
der Zeitinkrementierung auf die Qualitit der Strukturantwort fiir dieses Beispiel ver-
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Abbildung 6.12: Geometrie, Diskretisierung und Materialdaten der Lochscheibe
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nachldssigbar klein ist, was durch die geringen Unterschiede der entsprechenden Kurven
in Abbildung 6.13 verdeutlicht wird. Es ist optisch kaum ein Unterschied zwischen den
durchgezogenen Linien (780 Inkremente) und den zugehorigen Punktwerten (39 Inkre-
mente) fiir die jeweils gleichen Netze zu erkennen. Vergleicht man die Strukturantwort
fiir unterschiedliche Finite Element—Netze, jedoch gleicher Zeitdiskretisierung, ergibt sich
eine deutlich groflere Abweichung. Bei einer Inkrementierung der vorgegebenen Verschie-
bung u von 39 Schritten betragt die Abweichung fiir unterschiedliche Raumdiskretisierun-
gen fiir u4 2.148 % und fiir o5 3.426 %. Ahnliche Werte ergeben sich fiir die feine Zeitdis-
kretisierung (780 Schritte). Fiir die Verschiebung w4 ist dann die Abweichung 2.138 %,
und fiir die Spannung op liegt diese bei 3.424%. Dieser Unterschied wird auch durch
die unterschiedlichen Verldufe der durchgezogenen Linien und die der Punkt-Kurven in
Abbildung 6.13 wiedergegeben. Der Einflul der Diskretisierung im Raum hat demnach
im Vergleich zur Zeitdiskretisierung einen grofleren Einflufl auf die Qualitét der Struktur-
antwort. Gravierend ist dieser Einflul bei diesem Beispiel allerdings nicht.

Zur Verifikation der hergeleiteten Sensitivititsanalyse wird als einzige Optimierungsva-
riable der Radius r des Loches gew#hlt. Es werden fiir jede Inkrementierung sowohl die
Sensitivitdten nach der vorgestellten analytischen Methode als auch mittels des Vorwiérts—
Differenzenverfahrens bestimmt. Als Storung wird dabei 107*[mm] angesetzt. Ein Ver-
gleich der analytischen mit den numerischen Sensitivitéiten fiir die jeweilige Inkrementie-
rung zeigt erneut die Richtigkeit der Formulierung der Sensitivitéitsanalyse, die konsistent
zum Verfahren zur Ermittlung der Strukturantwort sein mufl. Abbildung 6.14 zeigt die
Verldufe der Sensitivitdten entlang der aufgebrachten Verschiebung 4. Die durchgezoge-
nen Linien kennzeichnen die Sensitivitéten fiir die feine Zeitdiskretisierung (780 Inkremen-
te), die Punkte bzw. Kreuze reprisentieren die Sensitivititen fiir die grobe Diskretisierung
in der Zeit (39 Inkremente). Aufgrund des optisch nicht wahrzunehmenden Unterschieds
zwischen den analytischen und den numerischen Losungen sind in Abbildung 6.14 lediglich
die analytisch ermittelten Sensitivitdten der Verschiebung V,u, und der Spannung V,op
fiir die verschiedenen Diskretisierungen in Raum und Zeit dargestellt. Die maximale
Abweichung zwischen den analytisch und den numerisch ermittelten Sensitivititen, bei
jeweils gleicher Diskretisierung in Raum und Zeit, liegt fiir alle untersuchten Werte unter
0.1%. In Abschnitt 6.3 wurde das Auftreten von Diskontinuitéiten in den Sensitivititen
bei elastoplastischem Materialverhalten angesprochen und ausfiihrlich diskutiert. Anhand
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Abbildung 6.13: Verschiebungs— und Spannungsverldufe in A bzw. B
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der extrem unterschiedlichen Inkrementierung in der Zeit von 39 und 780 Schritten werden
diese Diskontinuitéiten graphisch fiir beide Diskretisierungen im Raum dargestellt. Wie
im Beispiel des Zugstabs (vgl. Abschnitt 6.3) konnen die Spriinge (Diskontinuitéiten) in
den Sensitivititen nicht exakt, jedoch mit feiner werdender Inkrementierung deutlich ge-
macht werden. Aus diesem Grund sind in Abbildung 6.14 die analytischen Losungen der
Sensitivititen fiir die Verschiebung u4 und die Spannung op fiir die jeweilige Inkremen-
tierung in einem Schaubild dargestellt. Die Spriinge in den Sensitivitédten sind besonders
bei den Sensitivitdten der Spannung in Punkt B zu erkennen. Der gréfite Sprung in der
Sensitivitit der Spannung tritt bei Beginn des Fliefens der Lochscheibe auf, welcher in
der Nihe des Punkts B stattfindet.

Fiir die grobe Zeitdiskretisierung (39 Schritte) sind die Spriinge in den Sensitivititen
zwar vorhanden und auch zu erkennen, jedoch ist der Verlauf der Sensitivitdten nicht so
"hochfrequent’, wie dies fiir die feine Inkrementierung mit 780 Schritten der Fall ist. Diese
Tatsache hiangt damit zusammen, dafl die Anzahl der Integrationspunkte, die innerhalb
eines Inkrements zu flieBen beginnen, mit steigender Grofle des Zeitinkrements zuneh-
men, was eine 'glittende’ Wirkung auf den Verlauf der Sensitivitéten zur Folge hat (vgl.
Abbildung 6.14, rechtes Diagramm). Eine dhnliche Einschéitzung wird auch von KOwAL-
czYK & KLEIBER [119] geduBert. Des weiteren ist in Abbildung 6.14 zu erkennen, daf}
fiir die feine Zeitdiskretisierung mit 780 Inkrementen die Spriinge im Verlauf der Sensiti-
vitit fiir die Spannung o bei Verwendung des feinen Netzes (656 Finite Elemente) nicht
so ausgeprigt sind wie bei dem groben Netz (164 Finite Elemente). Grund hierfiir ist
der geringere Einflulbereich eines Integrationspunktes, da die Elementgrofien beim Netz
mit 656 Finiten Elementen kleiner sind als beim Netz mit 164 Finiten Elementen. Die
Spriinge in den Sensitivitidten konnen genauer (im Sinne von rdumlich begrenzt) abgebil-
det werden, wodurch das globale Verhalten der Sensitivititen infolge der Diskontinuitét
an einem Integrationspunkt weniger beeinflufit wird.

Die Abweichungen in der Strukturantwort fiir die unterschiedlichen Diskretisierungen in
Raum und Zeit wurden zuvor fiir dieses Beispiel als eher gering eingestuft, wobei der
Einflu} der Diskretisierung im Raum als entscheidender beschrieben wurde. Ein analoger
Vergleich wird nachfolgend fiir die Sensitivitdten fiir unterschiedliche Diskretisierungen in
Raum und Zeit vorgenommen. Der Einflufl der Inkrementgréfie in der Zeit auf die Sensi-
tivitdt der horizontalen Verschiebung von Punkt A ergibt eine Abweichung von 0.385 %
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Abbildung 6.14: Sensitivitdten der Verschiebung in A und der Spannung in B
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und fiir die Sensitivitit der Spannung in Punkt B von 5.944 %. Diese Berechnungen
beziehen sich auf die grobe Raumdiskretisierung (164 Finite Elemente). Fiir das feinere
Netz mit 656 Elementen betragen die Abweichungen in den Sensitivitdten der Verschie-
bungen V,u, 0.536% und in den Sensitivititen der Spannungen V,op 18.744%. Im
Gegensatz zu der Strukturantwort, bei der der Einflul der Zeitinkrementierung auf die
Qualitit vernachléssigbar klein ist, sind, zumindest fiir die Sensitivitdten der Spannungen
in Punkt B, deutliche Unterschiede zu erkennen. Grund hierfiir ist, daf} die Sensitivitéiten
der Spannungen aus den Sensitivititen der Primérvariablen der Strukturantwort (den
Verschiebungen) bestimmt werden und daher ein grofierer Fehler, als bei der Sensitivitét
der Verschiebungen selbst zu erwarten ist. Ein weiterer Grund fiir die relativ starken
Abweichungen fiir die Sensitivitdt der Spannung ist die Fahigkeit des gewéhlten mecha-
nischen Modells, das reale Strukturverhalten und somit auch die tatséchlich auftretenden
Spriinge im Verlauf der Sensitivitdten besser abbilden zu kénnen. Je feiner diskretisiert
wird, um so exakter werden diese Spriinge erfafit. Da im Verlauf der Sensitivitidten der
Verschiebung weitaus weniger bzw. betragsméfig kleinere Spriinge zu erkennen sind (vgl.
Abbildung 6.14), ist die Abweichung der Sensitivitdten fiir unterschiedliche Diskretisie-
rungen deutlich geringer, was durch die oben angefiihrten Werte bestétigt wird. Trotzdem
kann die Qualitdt der Sensitivitdtsanalyse fiir unterschiedliche Zeitdiskretisierungen als
zufriedenstellend eingestuft werden. Die Abweichungen in den Sensitivitdten der Ver-
schiebungen sind sehr gering, und auch die der Spannungen sind, aufler an wenigen, ganz
bestimmten Stellen sehr grofler plastischer Verformungen, qualitativ gut. Die grofien pro-
zentualen Abweichungen von 5.944 % bzw. 18.744 % sind fiir Werte in der Nihe von null
ermittelt worden und daher nicht sehr aussagekriftig. Fiir andere Werte sind die prozen-
tualen Abweichungen deutlich geringer.

Deutlicher erscheint die Abweichung in den Sensitivitdten bei Vergleichen fiir unterschied-
liche Netze, jedoch gleicher Zeitinkrementierung. Dann betrigt der Unterschied in den
Sensitivititen der Verschiebung bereits 5.014 % und 260.496 % fiir die der Spannung. Diese
Werte beziehen sich auf eine Zeitinkrementierung von 39 Inkrementen. Noch etwas grofler
sind die Abweichungen bei 780 Zeitschritten. Fiir die Sensitivitéiten der Verschiebung sind
dann 5.270 % und fiir die Sensitivitéiten der Spannung 349.511 % zu beobachten. (In der
Néahe des Nulldurchgangs sind die prozentualen Abweichungen bei den Sensitivitdten der
Spannung noch wesentlich grofler; sie liegen bei mehreren tausend Prozent und sind daher
fiir eine qualitative Aussage wenig repriisentativ.)

Diese beschriebenen Abweichungen sind auch deutlich in den Diagrammen von Abbil-
dung 6.14 zu erkennen. Wihrend die Punkt-Kurven (39 Zeitschritte) relativ gut mit den
entsprechenden durchgezogenen Linien (780 Zeitschritte) iibereinstimmen (gleiches Netz,
unterschiedliche Zeitdiskretisierung), so sind die unterschiedlichen Verldufe der verschie-
denen durchgezogenen Linien und die der verschiedenen Punkt—Kurven deutlich sichtbar
(gleiche Zeitdiskretisierung, unterschiedliches Netz).

Es sollte noch angemerkt werden, dafl die sehr starke Abweichung in den Sensitivititen
der Spannung besonders in Punkt B auftritt, da an dieser Stelle die grofiten plastischen
Verzerrungen zu erwarten sind. An anderen Stellen des Tragwerks sind deutlich geringere
Abweichungen zu beobachten, die ein Indiz dafiir sind, da der Einflufl der Sensitivitét
der Spannung in Punkt B bzw. weiterer Punkte mit grofien plastischen Verzerrungen
lokal begrenzt ist.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dafl der in diesem Kapitel vorgestellte Algorith-
mus zur analytischen Berechnung der Sensitivititen der Strukturantwort korrekte Werte
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liefert. Durch die sehr geringen Abweichungen zwischen den numerisch und den analytisch
ermittelten Sensitivitdten der Verschiebungen und Spannungen fiir die unterschiedlichen
Diskretisierungen in Raum und Zeit 148t sich dies eindeutig belegen. Dies bedeutet, die
Sensitivititen sind, bezogen auf das zugrundegelegte mechanische und numerische Modell,
richtig und in einem akzeptablen Genauigkeitsbereich. Ein weiterer Beleg fiir die Qua-
litdt der analytischen Sensitivitdtsanalyse ist der Vergleich der ermittelten Sensitivititen
dieses Beispiels mit den in der Arbeit von KOowALCzYK & KLEIBER [119] angestellten
Untersuchungen. In Abbildung 6.15 sind die Sensitivitdten der horizontalen Verschiebung
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von Punkt A und die Spannung in vertikaler Richtung in Punkt B fiir zwei verschiedene
Optimierungsvariablen dargestellt. Die Kurven, die zur Optimierungsvariablen 'Radius’
gehoren, sind in Abbildung 6.15 mit h; bezeichnet. Es ist zumindest optisch kein Unter-
schied zwischen den Verldufen zu erkennen.

Ein Vergleich der Strukturantwort fiir unterschiedliche Diskretisierungen in Raum und
Zeit ergibt fiir dieses strukturmechanische Problem nur sehr geringe Differenzen im Pro-
zentbereich. Optisch ist nur fiir die Spannungen op ein geringfiigiger Unterschied zu
erkennen. Fiir die Sensitivitdten ist der Unterschied fiir verschiedene Diskretisierungen
weitaus grofler, was auch anhand der Diagramme in Abbildung 6.14 zu erkennen ist. Die
Verldufe fiir die Sensitivitdten der Verschiebung in Punkt A sind recht d&hnlich. Im Gegen-
satz dazu sind die Verldufe fiir die Sensitivititen der Spannung in Punkt B nur tendenziell
dhnlich. Die Zahlenwerte differieren z.T. sehr stark. Da diese grofien Differenzen jedoch
nur lokal, an wenigen Stellen der Struktur auftreten, ist ihr globaler Einflul eher gering,
es sei denn, grofle Bereiche der Struktur erfahren grofle plastische Deformationen. Fiir
Optimierungsprobleme, bei denen globale bzw. integrale Entwurfskriterien beriicksichtigt
werden (z.B. inneren Energie, Duktilitéit), sind daher nur geringe Einfliisse der Diskretisie-
rung auf das Optimierungsergebnis zu erwarten. Werden jedoch lokale Entwurfskriterien,
wie Verschiebungen oder Spannungen, in Form von Nebenbedingungen bei der Optimie-
rung beriicksichtigt, so sind die genannten Einfliisse wesentlich grofier (vgl. Kapitel 8).
Neben den Einfliissen der unterschiedlichen Diskretisierungen in Raum und Zeit auf die
Sensitivititen sind in der Regel weitere Einfliisse, wie beispielsweise die der Ansatzord-
nung der Finiten Elemente, die hier nicht untersucht wurde, zu erwarten. Demnach kann
ein Optimierungsergebnis immer nur als ein Optimum bezogen auf das zugrundegelegte
mechanische und numerische Modell verstanden werden. Je realistischer die Wirklich-
keit abgebildet werden kann, desto néher liegt das ermittelte Optimum am tatsdchlichen,
oftmals nicht bekannten Optimum.

6.4.3 Beispiel 3: Diinne Scheibe mit Loch — Entfestigung

Zur Verifikation der Sensitivitéit der Strukturantwort bei entfestigendem Materialverhal-
ten wird erneut die diinne Scheibe mit kreisféormiger Aussparung in der Mitte untersucht.
Die Geometrie- und Materialdaten werden analog zu denen in Abbildung 6.12 des vori-
gen Beispiels gewiihlt. Anstelle des Verfestigungsmoduls H = 400 N/mm? im Raum der
plastischen Verzerrungen ! wird jetzt eine Bruchenergie von G; = 50 N/mm definiert
(vgl. Kapitel 4). Es werden sowohl Berechnungen mit 164 Finiten Elementen als auch
mit einer doppelt so feinen Unterteilung der Design—Kanten (656 Elemente) durchgefiihrt
(vgl. Abbildung 6.12). Dabei handelt es sich wiederum um bilineare Scheibenelemente
mit vier Integrationspunkten. Die Auswertung der Sensitivitdten der Verschiebungen in
horizontaler Richtung erfolgt an drei Stellen der Scheibenstruktur, die in Abbildung 6.12
mit den Buchstaben A, B und C' gekennzeichnet sind. Einzige Optimierungsvariable ist
der Radius r der Aussparung. Die Aufbringung der Verschiebung am oberen Rand erfolgt,
wie im vorigen Beispiel, in 39 bzw. 780 Schritten. Die Last—Verschiebungskurven fiir die
verschiedenen Kombinationen von Diskretisierungen der Geometrie und Lastinkrementie-
rung (Diskretisierung in Raum und Zeit) an den ausgewihlten Punkten A, B und C' sind
in Abbildung 6.16 zusammengefafit.

Die Last—Verschiebungsdiagramme zeigen deutlich, daf} das globale Strukturverhalten ent-
festigend ist. Die Abweichungen der Strukturantwort (hier repriisentativ die horizontalen
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Verschiebungen an den Punkten A, B, C) fiir die verschiedenen Diskretisierungen in Raum
und Zeit sind z.T. betrachtlich. Wihrend die Strukturantwort fiir die gleiche Elementan-
zahl, jedoch einer unterschiedlichen Anzahl von Lastschritten, Abweichungen von wenigen
Prozent (aufler bei kleinen absoluten Werte, dort sind die prozentualen Abweichungen
groBer) aufweist, sind die Unterschiede in der Strukturantwort fiir unterschiedliche Netze
um ein Vielfaches hoher (vgl. Diagramme in Abbildung 6.16). Es wird deutlich, da§ der
Einflu} der Diskretisierung im Raum wie auch in der Zeit auf die Strukturantwort und
dadurch auch auf deren Sensitivitéit, im Vergleich zum vorigen Beispiel, wesentlich grofler
ist. Diese Aussage wird durch die groflen Unterschiede in den Verschiebungen u,, upg
und u¢ fiir unterschiedliche Diskretisierungen deutlich. Noch deutlicher ist dies fiir die
Spannungen, die in diesem Beispiel nicht dargestellt sind. Aufgrund dieser Problematik
ist fiir die Qualitéit der Sensitivitdten der Strukturantwort kein zufriedenstellendes Ergeb-
nis zu erwarten. Diese schlechte Qualitit bezieht sich dabei nicht auf die tatsdchliche,
nicht bekannte Sensitivitit der Strukturantwort, sondern auf den Vergleich der analytisch
ermittelten Sensitivitdten mit dem in Kapitel 6 vorgestellten Verfahren, mit den nume-
rischen Sensitivititen mittels des Verfahrens der finiten Differenzen. Diese geduBerte
Befiirchtung wird in den Diagrammen in Abbildung 6.17 bestétigt.

Im Gegensatz zum vorigen Beispiel ist in einigen Diagrammen bereits optisch ein Unter-
schied zwischen den analytisch und den numerisch ermittelten Sensitivititen, besonders
gegen Ende des Belastungspfades, zu erkennen. Zudem ergeben sich fiir dieselbe Sensi-
tivitdt, z.B. die Sensitivitdt der Verschiebungen im Punkt A, fiir verschiedene Diskreti-
sierungen in Raum und Zeit sehr grofie Unterschiede (vgl. Diagramme in den jeweiligen
Spalten von Abbildung 6.17). Dies gilt sowohl fiir die analytisch als auch fiir die numerisch
ermittelten Sensitivitdten. Derartige Probleme sind fiir die Sensitivititen des Beispiels 2
dieses Unterkapitels nicht bzw. nur in sehr geringem Mafle vorhanden. Eine Verfeinerung
der Diskretisierung in Raum und Zeit ist fiir das Beispiel in Abschnitt 6.4.2 zur Verbes-
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Abbildung 6.16: Last—Verschiebungs— bzw. Verschiebungs—Verschiebungsdiagramme
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serung der Ubereinstimmung von analytischer und numerischer Sensitivitéitsanalyse nicht
erforderlich. Dort ist fiir jede gewé#hlte Diskretisierung kaum ein Unterschied zwischen
analytischer und numerischer Sensitivitdtsanalyse festzustellen.

Erst mit zunehmender Verfeinerung der Diskretisierung in Raum und Zeit ist die Abwei-
chung in den Werten der analytischen und der numerischen Sensitivitédtsanalyse bei diesem
Beispiel zufriedenstellend. Die maximale Abweichung fiir die Sensitivitdt der Verschie-
bung in Punkt A betrégt fiir die jeweils feinste Diskretisierung in Raum und Zeit 0.0098 %
und liegt damit etwa im Bereich der Abweichung fiir dieselbe Sensitivitdt beim vorigen
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Abbildung 6.17: Last—Sensitivitdtsdiagramme
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Beispiel, bei Verwendung einer deutlich gréberen Diskretisierung in Raum und Zeit. Fiir
andere Diskretisierungen wird fiir die Sensitivitdt der Verschiebung in Punkt A eine Ab-
weichung zwischen analytischer und numerischer Sensitivitidtsanalyse von bis zu 7.937 %
beobachtet. Noch grofier sind die Abweichungen an anderen Stellen des Tragwerks (z.B.
in den Punkten B und C). Fiir die feinste Diskretisierung in Raum und Zeit sind die
Unterschiede zwischen analytischer und numerischer Sensitivitéit der Verschiebungen in
B bzw. C mit 0.036 % bzw. 0.0236 % sehr gering. Die maximalen Abweichungen fiir
grobere Diskretisierungen liegen bei 235.878 % bzw. 56.267 %.

Diese extrem groflen prozentualen Fehler sind auf einen Vorzeichenwechsel bzw. auf Wer-
te in der Ndhe des Nulldurchgangs der Sensitivititen der Verschiebungen in C' bzw. B
zuriickzufiihren, weshalb diese Zahlen nicht besonders aussagekriftig sind. An anderen
Stellen des Lastpfades sind Abweichungen in der Gréflenordnung wie bei Punkt A vorhan-
den. Auf jeden Fall ist eine relativ grofle Diskrepanz zwischen analytischer und numeri-
scher Sensitivitdtsanalyse zu beobachten (vgl. Abbildung 6.17). Als wesentlich kritischer
ist jedoch der grofle Unterschied zwischen den Werten der Sensitivitéiten in den kontrol-
lierten Punkten fiir die analytische (und auch numerische) Methode bei einer Verdnderung
der Zeitinkrementierung zu beurteilen. Hier liegen die Abweichungen fiir die Sensitivitéit
der Verschiebungen in den Punkten A, B und C bei 19.616 %, 83.879 % und 121.059 % fiir
das grobe Netz und bei 13.165 %, 18.099 % und 14.248 % fiir das feinere Netz. Neben die-
sen lokal ermittelten, grofen Abweichungen sind zudem gegen Ende des Belastungspfades
stark unterschiedliche Verldufe in den Sensitivititen fiir die verschiedenen Diskretisierun-
gen zu beobachten (vgl. Abbildung 6.17). Mit steigender Elementanzahl schwicht sich
dieses Problem ab. Diese Problematik der groflen Unterschiede in den Sensitivitéiten fiir
verschiedene Diskretisierungen in Raum und Zeit ist bei verfestigendem Materialverhalten
nicht zu beobachten (vgl. voriges Beispiel).

Es wird deutlich, dafl fiir die Berechnung von Sensitivititen und demnach auch fiir die
Durchfiihrung von Optimierungen fiir Strukturen mit entfestigendem Materialverhalten
die tatséchliche, jedoch nicht bekannte Strukturantwort sehr genau abgebildet werden
muf}, um zuverléssige Sensitivititen und somit auch zuverlissige Optimierungsergebnisse
zu erhalten. Prinzipiell gilt diese Aussage auch bei verfestigendem Materialverhalten. Ein
Optimierungsergebnis kann immer nur als optimal beziiglich des gewéhlten mechanischen
Modells und dessen numerischer Umsetzung verstanden werden. Allerdings beeinflufit
die Wahl der Diskretisierung in Raum und Zeit bei verfestigendem Materialverhalten die
Qualitdt der Strukturantwort und deren Sensitivitdt nicht in dem Mafle, wie dies bei
entsprechender Diskretisierung bei entfestigendem Materialverhalten zu beobachten ist.
Diese Aussage 148t sich anhand der Ergebnisse der vorangegangenen Beispiele belegen.
Bei entfestigendem Materialverhalten wurden numerische Schwierigkeiten, vor allem bei
der Verwendung biquadratischer, unterintegrierter Scheibenelemente (Serendipity—Ele-
mente mit vier Integrationspunkten) in Form von Konvergenzproblemen beobachtet. Die-
se sind moglicherweise auf den Wechsel des Typs der Differentialgleichung und somit den
Verlust der Elliptizitéit bei Entfestigung zuriickzufiihren und fiir den unterschiedlichen
Einflu} der Diskretisierung in Raum und Zeit bei ver— und entfestigendem Materialver-
halten auf die Qualitéit der Sensitivitdten verantwortlich.

Es sollte jedoch erwihnt werden, dafl die in Kapitel 6 vorgestellte Methode zur analy-
tischen Ermittlung von Sensitivitdten auch bei entfestigendem Materialverhalten exakte
Werte liefert. Dies wird durch die sehr gute Ubereinstimmung der Sensitivititen der ana-
lytischen mit denen der numerischen Vorgehensweise bei einer sehr feinen Diskretisierung
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in Raum und Zeit bestétigt. Fiir die anderen untersuchten Diskretisierungen ist ledig-
lich gegen Ende der Belastung eine mehr oder weniger grofle Diskrepanz, vor allem fiir
Sensitivitdten der Horizontalverschiebungen der Punkte B und C, zu beobachten. Im
Endbereich des Belastungspfades ist es nicht moglich, mit Hilfe der numerischen Sensiti-
vitdtsanalyse eine Aussage iiber die Qualitdt der analytisch ermittelten Sensitivitdten zu
treffen. Grund hierfiir ist die schlechte Qualitdt der Strukturantwort. Da die numerische
Sensitivititsanalyse jedoch durch eine endliche Variation der Strukturgeometrie bestimmt
wird, ist aufgrund der unzureichenden Qualitéit der Strukturantwort anzunehmen, dafl die
analytischen Sensitivititen qualitativ besser als die numerischen sind. Bei diesem struk-
turmechanischen Problem ist ein sehr starker Einflufl der d&ufleren Bedingungen, wie z.B.
Geometrie und Lager— und Lastbedingungen, auf die Strukturantwort zu beobachten, d.h.
diese ist sehr sensitiv. Eine Veréinderung der Stérung von 107° [mm] auf andere Werte
ergab bei weiteren Untersuchungen an diesem Beispiel keine nennenswerte Verbesserung
bzw. Verédnderung der numerischen Sensitivitdten. Prinzipiell hat die Wahl der Grofle der
Storung jedoch einen Einflufl auf das Ergebnis der numerisch ermittelten Sensitivitéiten.
Zur Lésung von Optimierungsproblemen mit entfestigendem Materialverhalten empfiehlt
es sich demnach, nicht nur aus Effizienzgriinden, die analytische Methode zur Ermitt-
lung der Sensitivitdten der numerischen Methode vorzuziehen. Um jedoch auch dann
die Qualitdt und Aussagekraft der Optimierungsergebnisse sicherzustellen, ist sowohl in
Raum- als auch in Zeitrichtung eine sehr feine Diskretisierung zu wéhlen. Da die Sensi-
tivitatsanalyse fiir geschichtsabhéngige Probleme nach jedem Inkrement (Gleichgewichts-
zustand) durchzufiihren ist, hat dies einen enormen numerischen Aufwand zur Folge.
Daher erscheint es zur effizienten Behandlung derartiger Probleme unumgénglich, adapti-
ve Methoden zur Minimierung der Anzahl der Freiheitsgrade bei gleichzeitiger qualitativ
kontrollierbarer Ergebnisse fiir die Strukturantwort und deren Sensitivitit einzusetzen.
Je nach Optimierungsproblem eignen sich dafiir lokale oder globale Fehlerschétzer bzw.
Fehlerindikatoren. Zur adaptiven Behandlung von Strukturoptimierungsproblemen sei
auf MAUTE [136] und FALK [71] verwiesen. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird
jedoch nicht weiter auf adaptive Probleme und deren Beriicksichtigung in der Struktur-
optimierung eingegangen.

6.4.4 Beispiel 4: Biegebalken, geometrisch und materiell nicht-
linear, isotrope und kinematische Verfestigung

Das folgende Beispiel einer schlanken Scheibenstruktur (Kragbalken) wird zur Verifikati-
on der in diesem Kapitel vorgestellten Sensitivititsanalyse bei geometrisch und materiell
nichtlinearem Strukturverhalten herangezogen. Zudem wird der Einflufl der Verfesti-
gungsart auf die Sensitivitdten untersucht. Hierzu werden drei verschiedene Werte fiir
den Steuerungsparameter © der Verfestigung angenommen. Fiir © = 1.0 ergibt sich eine
rein isotrope Verfestigung, fiir © = 0.0 verfestigt das Material rein kinematisch (vgl. Ka-
pitel 4). Eine Kombination zwischen isotroper und kinematischer Verfestigung nach der
PRAGER-ZIEGLER-Regel (S1MO & HUGHES [211]) wird beispielsweise mit einem Wert
von © = 0.5 erzielt. Um Unterschiede zwischen den Verfestigungsarten feststellen zu
kénnen, wird eine zyklische Belastung aufgebracht, deren Verlauf neben den Geometrie—
und Materialdaten der Struktur in Abbildung 6.18 angegeben ist.

Zur Berechnung der Strukturantwort und der Sensitivitdten beziiglich der Balkenh6he mit
der Methode der Finiten Elemente werden 4 x 40 unterintegrierte Serendipity—Scheibenele-
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mente verwendet. Die Last—Verschiebungsdiagramme der Vertikalverschiebung des Last-
angriffspunktes A sowie deren Sensitivitdten sind in Abbildung 6.19 dargestellt. Dort
ist auf der linken Seite erst bei Entlastung bzw. Lastumkehr und erneutem Flieflen ein
Unterschied in der Verschiebung des Lastangriffspunktes fiir die verschiedenen Verfesti-
gungsarten bzw. ©-Werte zu erkennen. Der Zeitpunkt des Flieflens bei Lastabnahme bzw.
Lastumkehr ist von der Verfestigungsart und den bereits vorhandenen plastischen (irre-
versiblen) Verzerrungen bei der zuvor aufgebrachten Belastung abhéngig. Daher ergeben
sich nach Beendigung des Lastzyklus (R = 0) unterschiedliche, bleibende Verformungen.
Analoges gilt auch fiir die Sensitivitdten der vertikalen Verschiebung des Lastangriffs-
punktes, was auf der rechten Seite von Abbildung 6.19 dargestellt ist. Beispielhaft sind
nur die analytisch ermittelten Sensitivititen abgebildet.

Eine Abweichung zwischen den numerischen und den analytischen Sensitivititen wére
optisch nicht zu erkennen, weshalb auf die Darstellung der numerisch ermittelten Sen-
sitivitditen an dieser Stelle verzichtet wird. Die maximale prozentuale Abweichung zwi-
schen den numerischen und den analytischen Sensitivitéiten fiir die drei verschiedenen
Kombinationen der Verfestigungsarten liegen fiir © = 1.0 bei 0.104 % und fiir © = 0.5
bei 0.275%. Lediglich die maximale prozentuale Abweichung fiir rein kinematische Ver-
festigung (© = 0.0) ist mit 5.099 % relativ hoch. Dieser Fehler tritt jedoch nur fiir
Werte der Sensitivitdten in der Ndhe des Nulldurchgangs auf. Fiir die iibrigen Werte der
Sensitivititen bei rein kinematischer Verfestigung liegt die Abweichung zwischen 0.1 %
und 0.2 %. Zudem wurden fiir dieses Beispiel numerische Instabilititen in Form von Kon-
vergenzschwierigkeiten bei der Ermittlung der Strukturantwort festgestellt, was, wie im
vorigen Beispiel (Entfestigung) beschrieben, die Qualitit der (numerischen) Sensitivitaten
negativ beeinflussen kann. Eine Steigerung der Qualitdt der Sensitivitdten kann durch
eine feinere Diskretisierung in Raum und Zeit und durch Verdnderung der Grofle der
Storung erzielt werden (vgl. Beispiel 6.4.3), was allerdings an dieser Stelle nicht néher
untersucht wird.

Exemplarisch wird nun noch die Sensitivitidt der Verschiebung des Lastangriffspunktes fiir
rein isotrope Verfestigung (© = 1.0) bei geometrisch linearem und nichtlinearem Struk-
turverhalten gegeniibergestellt (vgl. Abbildung 6.20). Elastoplastisches Materialverhalten
wird weiterhin beriicksichtigt.

Es zeigt sich, daf} die Verldufe der Sensitivitdt der Vertikalverschiebung von Punkt A
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Abbildung 6.18: Geometrie, Materialdaten und Belastungsgeschichte
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Abbildung 6.19: Vertikalverschiebungen in A und deren Sensitivitaten fiir © = 0.0, 0.5, 1.0

eine dhnliche Charakteristik aufweisen, jedoch die Absolutwerte infolge der zusétzlichen
Beriicksichtigung der geometrischen Nichtlinearitit sehr stark differieren. Analoges gilt
fiir die Sensitivitdt der horizontalen Normalspannungen in Punkt B, die auf der rechten
Seite von Abbildung 6.20 fiir geometrisch lineares und nichtlineares Strukturverhalten
dargestellt ist. Zwischen der analytischen und der numerischen Methode zur Ermittlung
der Sensitivitit der Strukturantwort ist erneut kein Unterschied zu erkennen. Die zu-
gehorigen Kurven sind nahezu deckungsgleich (vgl. Abbildung 6.20).

Dieses Beispiel verdeutlicht erneut, dafl die in diesem Kapitel vorgestellte analytische
Sensitivititsanalyse korrekte Ergebnisse liefert, was hier speziell fiir geometrische und
materielle Nichtlinearitéit fiir verschiedene Verfestigungsarten bei zyklischer Belastung
aufgezeigt wurde.

6.5 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde die Sensitivitédtsanalyse fiir nichtlineare strukturmechanische
Probleme diskutiert. Insbesondere wurde dabei auf die Besonderheiten bei der Behand-
lung geschichtsabhiingiger Probleme, wie der Elastoplastizitét, bei der die Sensitivitit an
manchen Stellen nicht definiert ist, was zu Diskontinuitéiten fiihrt, eingegangen. Da fiir
derartige Probleme neben der Strukturantwort auch deren Sensitivitéit geschichtsabhéngig
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Sensitivitat der Verschiebung Sensitivitat der Spannung

Abbildung 6.20: Numerische und analytische Sensitivititen bei isotroper Verfestigung
(0 =1.0)
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ist, muf} diese nach jedem inkrementellen Schritt (Gleichgewichtszustand) durchgefiihrt
werden. Im Gegensatz dazu geniigt es fiir Probleme mit Potentialcharakter, wie der rein
geometrischen Nichtlinearitéit, die Sensitivitdtsanalyse am Ende des Belastungspfades in
einem einzigen Schritt durchzufiihren, unabhéngig davon, in wie vielen inkrementellen
Schritten dieser Endpunkt des Belastungspfades erreicht wird.

Aufgrund der zwingend erforderlichen inkrementellen Vorgehensweise bei der Sensiti-
vitdtsanalyse fiir geschichtsabhéingige Probleme empfiehlt sich eine variationelle, direk-
te Methode, bei der zuerst die Sensitivitit der Strukturantwort und anschliefend die
beliebiger Entwurfskriterien bestimmt wird. Fiir Formoptimierungsprobleme wird im all-
gemeinen, unabhingig vom mechanischen Problem, die direkte Methode favorisiert, da
normalerweise die Anzahl der Optimierungsvariablen im Vergleich zur Anzahl der Ent-
wurfskriterien gering ist. Fiir Topologieoptimierungsprobleme wird dagegen aufgrund
der Vielzahl an Optimierungsvariablen die adjungierte Vorgehensweise bei der Sensiti-
vitdtsanalyse bevorzugt, die allerdings fiir geschichtsabhédngige Probleme eher ungeeignet
ist, was in diesem Kapitel und in Kapitel 5 erldutert wurde. Diese Einschitzung ist auch
in der Literatur zu finden (vgl. VIDAL [238], KLEIBER ET AL. [110]). Da die Verwendung
der direkten Methode fiir Topologieoptimierungsprobleme jedoch sehr rechenintensiv ist,
werden zur numerischen Behandlung oftmals vereinfachende Annahmen getroffen, die
dann nur fiir spezielle Optimierungsprobleme verwendet werden kénnen. Eine dieser Me-
thoden ist die von MAUTE ET AL. [139] vorgestellte Methode zur Sensitivitétsanalyse fiir
die Maximierung der Duktilitidt, auf die im nichsten Kapitel kurz eingegangen wird.

In der vorliegenden Arbeit wurde eine variationelle, direkte Methode zur analytischen
Sensitivititsanalyse fiir beliebige Optimierungsvariablen hergeleitet, um Form— aber auch
Topologieoptimierungsprobleme behandeln zu kénnen. Materielle Nichtlinearitdt in Form
der Elastoplastizitdat mit Ver— und Entfestigung bei gleichzeitiger Beriicksichtigung grofer
Verformungen kénnen mit dieser Methode bei der Sensitivititsanalyse, die konsistent zum
Algorithmus der Strukturantwort ist, beriicksichtigt werden.

Das Auftreten von Diskontinuitéten in den Sensitivitdten wurde sowohl analytisch als auch
numerisch anhand ausgewéhlter Beispiele aufgezeigt sowie deren numerische Behandlung
und der Einflul auf die Qualitdt der Ergebnisse diskutiert. Dabei wurde ebenfalls der
Einfluf} der Diskretisierung in Raum und Zeit verdeutlicht.

Die Qualitéit der vorgestellten Methode wurde anhand von Vergleichsrechnungen mit
Beispielen aus der Literatur sowie dem finiten Differenzenverfahren (numerische Sensi-
tivitdtsanalyse) verifiziert. Die Ergebnisse zeigen fiir die verschiedensten strukturmecha-
nischen Probleme eine sehr gute Ubereinstimmung. Mit der Kenntnis der Sensitivitit der
Strukturantwort kénnen nun beliebige bzw. die fiir Optimierungsprobleme relevanten Sen-
sitivitdten der Entwurfskriterien bestimmt werden. Einige, die im Rahmen dieser Arbeit
fiir Optimierungsbeispiele verwendet werden, sind im nachfolgenden Kapitel angegeben.



Kapitel 7

Auswertung der Entwurfskriterien

Die Behandlung von abstrakten Optimierungsproblemen mit Hilfe von Gradientenme-
thoden, wie z.B. dem SQP—Verfahren, erfordert die Ableitung der LAGRANGE-Funktion
nach den Optimierungsvariablen s (vgl. Kapitel 2). Die Ableitung der LAGRANGE—
Funktion beinhaltet wiederum die der Zielfunktion und der Nebenbedingungen (vgl. Glei-
chung (2.8)). Einige dieser Entwurfskriterien, wie beispielsweise das Gewicht oder das Vo-
lumen der Struktur, basieren auf der Geometrie des zu optimierenden Tragwerks. Andere
héngen von der Strukturantwort ab. Dazu gehoren beispielsweise Forminderungsenergie,
Duktilitat, Spannungsausgleichsfunktion, Verschiebungen, Spannungen, Eigenfrequenzen
oder der kritische Lastfaktor. Diese Kriterien sind in Tabelle 2.1 in Kapitel 2 zusammen-
gefafit.

Wie in den Kapiteln 5 und 6 beschrieben, gibt es mehrere Moglichkeiten, die Ableitun-
gen (Sensitivititen) dieser Entwurfskriterien zu ermitteln. Mit der adjungierten Sen-
sitivitdtsanalyse werden direkt die Sensitivititen der Entwurfskriterien bestimmt, ohne
zuvor die der Strukturantwort berechnen zu miissen. Allerdings muf} die adjungierte Sen-
sitivitdtsanalyse fiir jedes Entwurfskriterium neu hergeleitet und implementiert werden.
Besonders bei Problemen der Topologieoptimierung bietet sich diese Vorgehensweise an,
da in der Regel nur wenige Entwurfskriterien (meistens nur die Forménderungsenergie als
Zielfunktion und die Masse als einzige Nebenbedingung) zu beriicksichtigen sind. Zudem
ist die Anzahl der Optimierungsvariablen im Vergleich zu Problemen der Formoptimie-
rung wesentlich gréfer, was wiederum fiir die adjungierte Methode spricht.

Die Verwendung der direkten Sensitivitéitsanalyse, bei der zuerst die Sensitivitéit der kom-
pletten Strukturantwort ermittelt wird, bietet jedoch einige Vorteile in bezug auf Varia-
bilitdt und Effizienz bei geschichtsabhingigem Materialverhalten. Ist die Sensitivitit der
Strukturantwort bekannt, so kénnen die Ableitungen beliebiger, auf der Strukturantwort
basierender Entwurfskriterien bestimmt werden. Auflerdem ist dieses direkte Vorgehen fiir
Probleme der Formoptimierung besonders effizient, da die Anzahl der Optimierungsvaria-
blen normalerweise unter der der Entwurfskriterien liegt (vgl. Kapitel 5). Bei geschichts-
abhéngigen Strukturproblemen ist die Verwendung der direkten Sensitivititsanalyse fast
unumganglich.

Nachfolgend werden die Ableitungen einiger Entwurfskriterien gebildet. Die Sensiti-
vitdten der Verschiebungen V,u,,;, der Spannungen V,S;,; bzw. V0,1, der Verzer-
rungen V,E, | bzw. Ve;,1, wie auch der plastischen Verzerrungen VsEfil bzw. Vssfil
und der internen Variablen V;q;,; sind bei Verwendung des in Kapitel 6 vorgestellten
Algorithmus zur Sensitivitdtsanalyse bei elastoplastischem Materialverhalten und groflen
Verschiebungen bekannt. Die Ermittlung der Sensitivitit von Nebenbedingungen, wie
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Verschiebungen und Spannungen, ist demnach mit der Kenntnis der Sensitivitéit der Struk-
turantwort unproblematisch und automatisch gegeben.

Im nachfolgenden Kapitel werden einige Optimierungsbeispiele zur Minimierung des Ge-
wichts unter Beriicksichtigung bestimmter Nebenbedingungen behandelt. Neben Verschie-
bungs— und Spannungsnebenbedingungen ist dies die Beriicksichtigung des kritischen
Lastfaktors A.. Als weitere Zielfunktion kommt die Maximierung der Duktilitdt zum
Einsatz. Auch hier ist die Einbindung der kritischen Last als Nebenbedingung in das Op-
timierungsproblem fiir bestimmte Beispiele erforderlich. Die Duktilitit ist ein integraler
Ausdruck und daher nach jedem Inkrement (Gleichgewichtszustand) zu bestimmen. Ent-
sprechendes gilt fiir die Sensitivitit der Duktilitit. Nachfolgend werden diese Gradienten
hergeleitet.

7.1 Sensitivitat der Duktilitat

Nach Tabelle 2.1 ist die Duktilitdt im Parameterraum €2, folgendermaflen definiert:

fole) =~ [ [oudelsan, (7.1)

Qe €

Diese Gleichung gilt sowohl bei geometrischer Linearitit (o, €) als auch bei geometrischer
Nichtlinearitét (S, E). Aufgrund des (materiell) nichtlinearen Zusammenhangs zwischen
den Verzerrungen € bzw. E und den Spannungen o bzw. S (vgl. Gleichung (4.49)) ist
dieses Integral entlang den Verzerrungen auszuwerten. Die Ableitung von Gleichung (7.1)
nach den Optimierungsvariablen s liefert:

V.fp (s) = —//(vsat+1 de | J|+ 011 Vide |J| + 011 de V| T)) Q% (72)

ng;‘

Bei Verwendung der direkten Sensitivitdtsanalyse sind alle Ableitungen, die in Glei-
chung (7.2) bendtigt werden, bekannt. Damit 1a8t sich die Sensitivitdt der Duktilitét
bestimmen. In MAUTE ET AL. [139] und MAUTE [136] wird fiir Probleme der Topolo-
gieoptimierung die Duktilitdt von Scheibentragwerken fiir den ebenen Spannungszustand
und eine lineare Kinematik maximiert. Da die direkte Vorgehensweise bei der Sensiti-
vitdtsanalyse fiir Topologieoptimierungsprobleme zwar moglich, wie auch in Kapitel 6
gezeigt, jedoch extrem rechenintensiv ist, wurde in den obengenannten Arbeiten eine
selbstadjungierte Sensitivitdtsanalyse hergeleitet und implementiert. Das Ergebnis der in
MAUTE ET AL. [139] und MAUTE [136] beschriebenen Topologieoptimierungsprozedur
dient in Kapitel 8 als Startentwurf fiir eine Formoptimierung. Aus diesem Grund wird
die Herleitung fiir diese selbstadjungierte Sensitivitdtsanalyse kurz skizziert und auf ihre
vereinfachenden Annahmen und Vernachlissigungen eingegangen. Details sind MAUTE
ET AL. [139] und MAUTE [136] zu entnehmen.

7.1.1 Selbstadjungierte Sensitivititsanalyse der Duktilitit

Grundsitzliche Voraussetzungen bei dieser Herleitung sind eine lineare Kinematik (geo-
metrisch linear) und ein durch die Optimierung unveridnderliches Gebiet Qx bzw. €, was
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typisch fiir die materielle Topologieoptimierung ist. Diese Annahmen liefern:
ViJ| =0 ; V,(de)=0 (7.3)
Ausgegangen wird bei dieser Herleitung von folgender Gleichung fiir die Duktilitéit, die

Gleichung (7.1) entspricht.
—///dadr—:|J|dQ§ (7.4)
Q§ E o

g ergibt sich aus der Vorgabe der Verschiebung @ eines bestimmten Freiheitsgrades. Als
Gleichgewichtsbedingung wird, im Gegensatz zur Herleitung der Sensitivitdtsanalyse in
Kapitel 6, ein inkrementeller Ausdruck verwendet (inkrementelle Gleichgewichtsbedin-
gung). Dieser beschreibt das Gleichgewicht der inneren und duferen Zuwichse (Inkre-
mente).

/0-56|J|d§2§:)\/t6u|:]|d, ¢ (7.5)
Q¢ e
Der Einfachheit halber werden hier nur Oberflichenlasten beriicksichtigt Dabei sind o
und A inkrementelle Gréflen. Die inkrementelle Beziehung zwischen den Spannungen o
und den Verzerrungen € wird wie folgt approximiert:

o=C%¢ (7.6)

Diese Gleichung ist fiir endliche Inkremente im allgemeinen nicht zuléssig, da die ela-
stoplastische Materialtangente C? zu einem bestimmten Lastniveau (im allgemeinen am
Ende des Inkrements zum Zeitpunkt ¢ + 1) aufgestellt wird. Um diesen ’Fehler’ bei Ver-
wendung endlicher Inkremente wieder auszugleichen, wird bei der Implementierung dieser
Sensitivitédtsanalyse eine gemittelte Tangente verwendet (vgl. MAUTE ET AL. [139]). Die
Kombination der Ableitungen der Gleichungen (7.4)—(7.6) nach den Optimierungsvaria-
blen s ergibt fiir die Ableitung der Duktilitit folgenden Zusammenhang:

V.fo (s ///dev Ce”ds|J|dQ§—2///V iNtduld|d, e (7.7)

F&’U.

Dabei wurden die virtuellen Verschiebungen und Verzerrungen den inkrementellen Aus-
driicken gleichgesetzt (du = du, de = de). AuBerdem wurde angenommen, dafi die
duBeren Lasten designunabhingig sind (V¢ = 0). Die Ableitung des inkrementellen
Laststeigerungsfaktors Vi dA bzw. VA verschwindet bei Vorgabe eines konstanten Last-
niveaus fiir die Optimierungsaufgabe. Bei der Vorgabe einer konstanten Verschiebung
eines bestimmten Freiheitsgrades ist diese Ableitung nicht null und, wie bereits in Ka-
pitel 6 beschrieben, mit Hilfe der inkrementellen Sensitivitdten der Verschiebungen bei
Lastvorgabe zu ermitteln. Bei der adjungierten Vorgehensweise sind diese jedoch nicht
bekannt. Fiir den Sonderfall, dafl nur der kontrollierte Freiheitsgrad belastet ist, kann
die Sensitivitit des inkrementellen Laststeigerungsfaktors VA einfach bestimmt werden,
da das Skalarprodukt von &uflerer Last und den inkrementellen Verschiebungen fiir je-
des Inkrement konstant ist und dessen Ableitung damit verschwindet (vgl. MAUTE ET
AL. [139]). Die Sensitivitit der Duktilitéit ist dann (bei Verschiebungsvorgabe):

V.fo (s ///dr—:V C de | J| (7.8)
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Die Sensitivitdt der Duktilitédt ist demnach nur noch von der Sensitivitéit der elasto-
plastischen Materialtangente V,C, die in MAUTE ET AL. [139] fiir die VON MISES-
Flielbedingung mit linearer Verfestigung fiir den ebenen Spannungszustand bestimmt
wird (vgl. Anhang B), abhéngig. Deren approximative Ermittlung wird nachfolgend
erldutert. Die elastoplastische Materialtangente ist bei der Jo—Plastizitéit u.a. eine Funk-
tion des inkrementellen plastischen Multiplikators v und eine Funktion des Fliefvektors
bzw. bei assoziierter Plastizitit eine Funktion der Normalen auf die Flieflfliche. Die-
se ist wiederum vom aktuellen Spannungszustand o;,; abhingig. Da diese Groflen von
der Strukturantwort abhéngen, sind ihre Ableitungen bei der adjungierten Vorgehens-
weise nicht bekannt. Allerdings ist bei der Topologieoptimierung im allgemeinen die
Anderung des Spannungszustandes aufgrund einer Variation einer Optimierungsvariablen
sehr gering, weshalb diese Ableitungen bei der Bildung der Ableitung der elastoplastischen
Materialtangente V,C*P vernachlissigt werden kénnen. Numerische Untersuchungen in
MAUTE ET AL. [139] und MAUTE [136] haben dies bestétigt. Daher wird C? lediglich
nach denjenigen Groflen abgeleitet, die direkt von den Optimierungsvariablen abhingig
sind. Dies sind der Elastizitdtsmodul £ und der tangentielle Verfestigungsmodul E}.
Damit lautet die approximative Sensitivitit der elastoplastischen Materialtangente:

V,C? ~ VpC?V,E + Vi C?V,E, (7.9)

Die Ableitungen der Materialgroen von E bzw. C und Ej, sind in den Gleichun-
gen (6.86)—(6.88) angegeben. Die elastoplastische Materialtangente C? ist von der Flief}-
spannung o, unabhéngig, was jedoch nicht fiir die Duktilitdt gilt. Da die Duktilitdt ein
integraler Ausdruck entlang der Verzerrungen ist, wirkt sich eine Anderung der FlieBspan-
nung infolge einer Variation der Optimierungsvariablen auf diesen integralen Ausdruck
aus. Der Zeitpunkt, wann Flielen einsetzt, variiert in Abhéngigkeit der FlieBspannung,
und somit variiert auch der Anteil der elastischen und plastischen Verzerrungen an den
gesamten Verzerrungen; d.h. die Integrationsgrenzen fiir die einzelnen Anteile hiingen von
der Flieflspannung ab. Da fiir diese Herleitung der Sensitivitdtsanalyse eine inkrementelle
Gleichgewichtsbeziehung verwendet wird (vgl. Gleichung (7.5)), muf} in dem Moment, in
dem FlieBen an einem Integrationspunkt einsetzt, ein additiver Term (Sprungterm) fiir die
Sensitivitit der Duktilitdt beriicksichtigt werden. Der Grund hierfiir ist, dal wegen der
inkrementellen Gleichgewichtsbedingung die Sensitivitéit der Integrationsgrenzen nicht er-
faBt wird. Fiir Details sei an dieser Stelle auf MAUTE ET AL. [139] und MAUTE [136]
verwiesen.

Bei der in Kapitel 6 vorgestellten Sensitivititsanalyse ist dieser Sprungterm implizit be-
reits beriicksichtigt, da vom totalen Gleichgewicht zum Zeitpunkt ¢ + 1 in inkremen-
tierter Form bei der Herleitung ausgegangen wird. Daher sind die Sensitivitdten der
Spannungen und Verzerrungen zum Zeitpunkt ¢ + 1 bekannt. Eine eventuelle Varia-
tion der Integrationsgrenzen ist demnach automatisch in dieser Formulierung enthalten.
Die beschriebene Diskontinuitéit in den Sensitivitdten infolge einer nicht—differenzierbaren
Spannungs—Dehnungsbeziehung ist durch die Verwendung der Ableitung der konsistenten,
elastoplastischen bzw. elastischen Materialtangente bei dieser selbstadjungierten Sensiti-
vitdtsanalyse beinhaltet.

In Abschnitt 7.2, bei der Bestimmung des kritischen Lastfaktors, ist die Ableitung der
elastoplastischen Materialtangente V,C ebenfalls erforderlich. Da bei Verwendung der
direkten Sensitivitatsanalyse die Ableitungen der Strukturantwort bekannt sind, kann die
Sensitivitit der elastoplastischen Materialtangente exakt bestimmt werden.
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7.1.2 Probleme bei der Maximierung der Duktilitéit

Die Behandlung der Zielfunktion '"Maximierung der Duktilitédt’ bringt einige numerische
bzw. theoretische Schwierigkeiten mit sich. Wie in Beispiel 8.1 in Kapitel 8 zu sehen
ist, wird bei manchen Optimierungsaufgaben durch die Maximierung der Duktilitéit eine
Topologie bzw. Form mit einem moglichst ausgeglichenen Spannungszustand generiert.
Im Fall von Elastoplastizitit bedeutet dies, dal viele und grofle Bereiche der Struktur
gegen Ende des aufgebrachten Last— oder Verschiebungspfades plastizieren. Selbst gerin-
ge Designinderungen einer bereits optimumsnahen Geometrie kénnen daher erhebliche
Unterschiede in der Strukturantwort bewirken. Aufgrund der in Kapitel 6 beschriebenen
Problematik der Existenz von Ableitungen am Ubergangspunkt vom elastischen in den
plastischen Bereich und umgekehrt, wirken sich diese Unterschiede in der Strukturantwort
besonders stark bei der Ermittlung deren Sensitivitdten aus. Daher ist die Schrittweite
im Optimierungsprozefl sehr klein zu wéhlen, da sonst aufgrund der stark wechselnden
Sensitivitdten Oszillationen im Optimierungsverlauf auftreten konnen. Allerdings ist das
Auffinden des Optimums aufgrund der kleinen Schrittweite sehr rechenintensiv.
Normalerweise sind Optimierungsprobleme Minimumsuchen. Anders ist das bei der Ma-
ximierung der Duktilitdt. Die daraus resultierende Problematik wird mit Hilfe eines
Vergleichs mit der Maximierung der Steifigkeit, die jedoch fiir lineares Strukturverhalten
iiber die Minimierung der Forménderungsenergie ermittelt wird, verdeutlicht. Bei Vorga-
be einer Last (konstantes Lastniveau) ist die Minimierung der inneren Energie bei linear
elastischem Materialverhalten durch eine Verringerung der Verschiebungen zu erreichen.
Dieser Sachverhalt ist auf der linken Seite von Abbildung 7.1 verdeutlicht. Die Grofien
des Ausgangsdesigns sind mit 0’ gekennzeichnet, die eines beziiglich der Zielfunktion ver-
besserten Entwurfs mit '1’. Die Maximierung der Duktilitét bei elastoplastischem Materi-
alverhalten kann dagegen zum einen durch die Maximierung der Steifigkeit im elastischen
Bereich und ideal plastischem Verhalten im plastischen Bereich oder durch Vergrofiern
der Verschiebungen erreicht werden (vgl. Abbildung 7.1), was jedoch eine verringerte
Steifigkeit voraussetzt.

Ein &hnliches Problem ergibt sich bei Vorgabe einer Verschiebung an einem bestimmten
Freiheitsgrad. Eine Steigerung der Duktilitit kann fiir den kontrollierten (vorgegebenen)
Freiheitsgrad j nur durch eine Steigerung der maximal aufnehmbaren dufleren Last erzielt
werden. Fiir alle anderen Freiheitsgrade ¢ besteht jedoch die Moglichkeit, die Duktilitét
entweder durch Steigern der Last oder (und) durch VergroBern der Verschiebungen zu
erh6hen (vgl. Abbildung 7.2).

Diese Problematik fiihrt dazu, dafl durch den Optimierungsprozel Systeme generiert wer-

-
T

Minimierung der Energie Maximierung der Duktilitat

Abbildung 7.1: Optimierung bei Lastvorgabe
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kontrollierter DOF j’: Gj = const. ubrige DOFs "i": (;

Ui Uj

Minimierung der Energie E° > E! Maximierung der DuktilitaD® < D?!

Abbildung 7.2: Optimierung bei Verschiebungsvorgabe

den konnen, die unter der vorgegebenen Last bzw. Verschiebung annihernd kinematisch
sind bzw. sehr grofie Verformungen aufweisen (z.B. HEIM [91]). Dies deutet auf ein
schlecht gestelltes Optimierungsproblem hin. Ein analoges Problem tritt bei der Mini-
mierung der Forménderungsenergie nicht auf (vgl. linke Seite von Abbildung 7.2). Abhilfe
schaffen zusétzliche Verschiebungsnebenbedingungen. Allerdings ist sowohl deren Anzahl
als auch deren Plazierung im Tragwerk von verschiedenen Bedingungen, wie Ausgangs-
geometrie oder Last— und Lagerbedingungen, abhéingig. Eine andere Moglichkeit ist die
Beschréinkung des Skalarprodukts der Verschiebungen (g, (s) = % —1<0). ||wllum
ist dabei ein vorgegebener skalarer Wert, z.B. das Skalarprodukt der Verschiebungen der
Ausgangsgeometrie. Durch diese Nebenbedingung werden die Verschiebungen nicht an
einigen wenigen Stellen im Tragwerk kontrolliert, sondern es wird das globale Verschie-
bungsverhalten in Betracht gezogen. Die Ableitung dieser Nebenbedingung erfordert al-
lerdings die Kenntnis der Sensitivitdt der Verschiebungen, die nur im Fall der direkten
Sensitivititsanalyse (vgl. Kapitel 6) bekannt ist. Dies gilt auch fiir den Fall, wenn nur
einzelne Verschiebungen als Nebenbedingungen beriicksichtigt werden.

7.2 Sensitivitat des kritischen Lastfaktors

Je nach zugrundegelegtem Eigenwertproblem berechnet sich der kritische Lastfaktor A.
gemif Gleichung (4.92) oder (4.93). In beiden Fillen setzt sich dieser aus den Eigen-
werten \; und dem Laststeigerungsfaktor A%, fiir den die Eigenwertanalyse durchgefiihrt
wird, zusammen. Die Ableitung der Gleichungen (4.92) und (4.93) nach den Optimie-
rungsvariablen s liefert folgende Zusammenhénge:

Vide = Vo4 VA (7.10)
baw. VA, = VA% 4\ VAo (7.11)

Die Sensitivitéit des Laststeigerungsfaktors V A% entfillt fiir konstante Lasten bzw. kon-
stante Lastinkremente. Andernfalls berechnet sich diese Ableitung bei Verschiebungsvor-
gabe nach Gleichung (6.80) bzw. nach Gleichung (6.84) bei der Vorgabe einer konstanten
Bogenlange. Die Sensitivitit der Eigenwerte ergibt sich durch Ableiten des zugrundege-
legten Eigenwertproblems. In Kapitel 4 sind verschiedene Moglichkeiten fiir Eigenwert-
probleme angegeben (vgl. Gleichungen (4.85)—(4.88), (4.90), (4.91)). Unabhéingig davon,
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welches Eigenwertproblem verwendet wird, ist die Ableitung der tangentiellen Steifigkeits-
matrix VK7 zu bilden. Selbst wenn K7 als solche nicht direkt in das Eigenwertproblem
eingeht, so ist diese jedoch in die entsprechenden Steifigkeitsmatrizen K., K, K,, K,
bzw. K, zu zerlegen. Nach Gleichung (4.30) ergibt sich fiir die tangentielle Steifigkeitsma-
trix Kt zum Zeitpunkt ¢t 4+ 1 bei elastoplastischem Materialverhalten und geometrischer
Nichtlinearitét:

K, = /(BL +B,)" Cc*? (B, +B,) |J| dQ§+/BZ S,o1 By, |J| d (7.12)
Q¢ Q¢

S i

K. K, K,

Der Operator B, ist dabei eine Funktion der Verschiebungen w;,; zum Zeitpunkt ¢ + 1.
Alternativ kann B, (u;41) auch durch den Ausdruck B, (uiy1) = B, (u;) + 2B, (u)
ersetzt werden (vgl. Gleichung (6.64)). K. beinhaltet lediglich die linearen Ableitungs-
operatoren B und die elastoplastische Materialtangente C?. Eine Aufspaltung von K,
in K., und K, (vgl. Gleichung (4.89)) erlaubt die Aufstellung beliebiger Eigenwertpro-
bleme durch das Bilden geeigneter Summen und Differenzen der verschiedenen Anteile
der tangentiellen Steifigkeitsmatrix Kr. Die Ableitung von Gleichung (7.12) nach den
Optimierungsvariablen s ergibt:

VKr = /(VsBL +V,B.)" C7 (B, + B,) |J|d

Q¢

+ / (B, + B,)" V,C® (B, + B,) |J|dQ;
Qe

+ / (B, + B,)" C* (V,By, + V,B,) |J|dQ

Q2

+ / (B, + B,)" C*® (B, + B,) V,|J|dQ;
Qe

+ / V.B" 8,01 By |J|d% + / B V.81 By |7 d0

Q2 e

+ /Bf St VSBL|J|ng+/Bf Sy BV | J|dQ  (7.13)

Q2 e

Die Ableitungen der Operatoren VB, bzw. VB sind, wie in Kapitel 6 bereits erliutert,
ausschlieBlich von der Ableitung der Geometrie abhéngig, wéhrend der Operator B, bzw.
dessen Ableitung VB, zusitzlich von den Verschiebungen w;;; zum Zeitpunkt ¢ 4 1
bzw. deren Sensitivitit Vw1 abhéngig ist. Die Ableitung der Strukturantwort ist je-
doch bekannt, d.h. V, u;,; und VSS’HI konnen in die obige Gleichung eingesetzt werden.
Einzige noch zu bestimmende Grofle ist die Ableitung der elastoplastischen Materialtan-
gente V,C°, die fiir den allgemeinen Fall in Gleichung (4.77) angegeben ist. V,C* kann
als eine Funktion mehrerer Ableitungen angegeben bzw. auf folgende Form reduziert
werden:

VSC’e” = VsCe” (vs’u/t+1; VsSt+1; Vsth, Vs’)/) (714)
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Um die endgiiltige Sensitivitét der elastoplastischen Materialtangente V,C” bestimmen
zu konnen, sind diverse Ableitungen, wie beispielsweise V,C, V,C, V,Q, V,r, V,h, V,®,
zu bilden. Diese lassen sich jedoch alle aus der bekannten Sensitivitit der Strukturantwort
berechnen. Auf die Darstellung einer analytischen Gleichung fiir den allgemeinen, dreidi-
mensionalen Fall zur Bestimmung der Sensitivitit der elastoplastischen Materialtangen-
te V,C, die sich durch mehrfaches Anwenden der Ketten— und Quotientenregel ergibt,
wird aus Griinden der Ubersichtlichkeit an dieser Stelle verzichtet. Jedoch ist eine analy-
tische Gleichung zur Bestimmung der Sensitivitéit der elastoplastischen Materialtangente
fiir den Spezialfall des ebenen Spannungszustandes und der vON MisEs-FlieSbedingung
mit linearer Ver— und Entfestigung in Anhang D angegeben.

Mit der Kenntnis von V,C*" kann die Ableitung der tangentiellen Steifigkeitsmatrix bzw.
ihrer einzelnen Steifigkeitsmatrizen bestimmt werden.

Exemplarisch wird die Ermittlung der Sensitivitit der Eigenwerte V,\; fiir folgendes (all-
gemeines) Eigenwertproblem aufgezeigt. Im Gegensatz zu den in Kapitel 4 definierten Ei-
genwertproblemen ist dieses mit dem transponierten Eigenvektor ¢! vormultipliziert. Bei
dieser Vorgehensweise entfillt die Bestimmung der Sensitivitit der Eigenvektoren V¢;.

o (Ki+ N Ks) 6= 0 (7.15)
Die Ableitung dieser Gleichung nach den Optimierungsvariablen liefert:

V! (K1 Ty KQ) b+ o7 (vsK1 F VLK + VSK2> b

~~

=0

+ ¢ (K1 + X K2> Vi =0 (7.16)

-0
Fiir die Sensitivitit der Eigenwerte V,\; ergibt sich demnach:

ol (VSKI + A VsK2> ®i
&7 Ko

Je nachdem, welches Eigenwertproblem gew#hlt wird, sind die Steifigkeitsmatrizen K
und K5 bzw. deren Ableitungen entsprechend zu ersetzen.

Es sollte noch erwdhnt werden, dafl die numerische Sensitivitdtsanalyse der Eigenwerte,
die von einem Lastniveau in der Nihe eines kritischen Punktes (Durchschlagspunkt, Ver-
zweigungspunkt) gestartet wird, nicht immer zuverlédssige Ergebnisse liefert, weshalb in
diesen Féllen die analytische Methode vorzuziehen ist. In Kapitel 8 wird anhand eines
Beispiels der Einflufl der unterschiedlichen Eigenwertprobleme (vgl. Kapitel 4) auf die
Optimierungsergebnisse verdeutlicht und bewertet.

Vi = — (7.17)



Kapitel 8

Anwendungen in der Optimierung

In den Kapiteln 5 und 6 wurden Methoden zur Berechnung der Sensitivitit fiir ver-
schiedene mechanische Problemstellungen vorgestellt und hergeleitet. Die Kenntnis der
Sensitivitidten bestimmter Groflen ist zur Behandlung von Optimierungsproblemen mit
Hilfe von Gradientenmethoden, wie beispielsweise dem OC— und SQP—Algorithmus, not-
wendig.

In diesem Kapitel werden verschiedene Optimierungsprobleme unter Beriicksichtigung des
geschichtsabhéngigen, elastoplastischen Materialverhaltens diskutiert. Auflerdem werden
grofie Verformungen (geometrische Nichtlinearitéit) und Stabilitdtsprobleme im Optimie-
rungsprozefl beriicksichtigt. Als Zielfunktionen werden die Maximierung der Duktilitat
sowie die Minimierung des Gewichts im Vordergrund stehen. Je nach Zielfunktion ist
die Gleichheitsnebenbedingung ’konstantes Gewicht’ und/oder sind Ungleichheitsneben-
bedingungen, wie beispielsweise maximal zuldssige Verschiebungen, Spannungen und er-
forderlicher kritischer Lastfaktor, zu beriicksichtigen.

Als Optimierungsvariablen werden bei der Topologieoptimierung die Dichten der Finiten
Elemente geméf des in Kapitel 3 vorgestellten SIMP—Ansatzes bei elastoplastischem Ma-
terialverhalten (vgl. MAUTE ET AL. [139], MAUTE [136]) und bei der Formoptimierung
die Koordinaten der geometriebeschreibenden Kontroll-Knoten definiert. Die Losung
der nichtlinearen Optimierungsprobleme erfolgt mit den in Kapitel 2 beschriebenen OC—
bzw. SQP—-Algorithmen mit BFGS-Update zur Approximation der zweiten Ableitungen
(HEsSE-Matrix). Fiir die Losung in der Topologieoptimierung wird ein OC—Verfahren
verwendet (vgl. MAUTE [136]), und die Formoptimierungsprobleme werden mittels des
SQP—Verfahrens gelost. Sowohl die Struktur— als auch die Sensitivitdtsanalyse erfolgt mit
Hilfe der Methode der Finiten Elemente (vgl. Kapitel 4). Zur Berechnung werden aus-
schliefilich Scheibenelemente eingesetzt. Zur Abgrenzung zuléssiger Spannungszustéinde
von den unzulissigen wird die vVON MISES-FlieBbedingung fiir den ebenen Spannungszu-
stand verwendet. Auflerdem wird lineare, isotrope und kinematische Verfestigung ange-
nommen. Genauere Angaben sind den entsprechenden Abbildungen zur Definition und
Beschreibung der Beispiele zu entnehmen.

8.1 Beispiel 1: Maximierung der Duktilitit mittels
kombinierter Topologie— und Formoptimierung

Mit Hilfe dieses Beispiels wird zum einen die Notwendigkeit der Beriicksichtigung nicht-
linearer Effekte in der Optimierung aufgezeigt. Auflerdem zeigt dieses Beispiel sehr deut-
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lich, daf} zur Bestimmung des Optimums neben der Topologieoptimierung zur Ermittlung
des prinzipiellen (optimalen) Tragwerksaufbaus eine anschliefende Formoptimierung zur
exakten Detailermittlung notwendig ist.

Die Zielfunktion dieses Optimierungsbeispiels ist die Maximierung der Duktilitit bei vor-
gegebener, anfangs gleichmiflig verteilter Masse im Entwurfsraum. Die Geometrie, die
Last— und Lagerbedingungen des Optimierungsproblems sowie die Materialdaten sind Ab-
bildung 8.1 zu entnehmen. Dieses Beispiel wurde bereits in MAUTE ET AL. [139] bzw.
MAUTE [136] behandelt.

Der Balken ist auf beiden Seiten fest eingespannt und wird in der Mitte der oberen
Kante vertikal belastet. Die belasteten Freiheitsgrade sind in vertikaler Richtung gekop-
pelt. Die Verschiebung in Balkenmitte am Punkt A wird gleichmé&8ig in 50 Schritten
bis auf den Wert u4 = 0.25m gesteigert. Fiir die Wahl der Penalty-Faktoren (3;, (3,
und (5 (vgl. Gleichung (3.14)) hat sich herausgestellt, dal Werte zwischen 2.0 und 3.0
keinen nennenswert unterschiedlichen Einfluff auf das Optimierungsergebnis und die Kon-
vergenz haben. Je grofler diese Werte gewéhlt werden, um so eindeutiger wird die zu
optimierende Struktur in Bereiche mit Vollmaterial und leere Bereiche eingeteilt. Die
Steifigkeit der Struktur wird hauptséichlich durch den Elastizitdtsmodul £ und den Ver-
festigungsmodul Fj, bestimmt, weshalb deren Penalty-Faktoren ; und (3, groflier als der
der Fliefispannung (f3) gewéhlt werden. Zu groe Werte konnen allerdings zu numeri-
schen Schwierigkeiten fithren. Aufgrund der Symmetrie des Optimierungsproblems gentigt
die Betrachtung des halben Systems. Die Struktur— und Sensitivitdtsanalyse erfolgt mit
der Methode der Finiten Elemente, wobei biquadratische, unterintegrierte Serendipity—
Scheibenelemente verwendet werden.

In einem ersten Schritt wird die optimale Topologie des beschriebenen Optimierungspro-
blems bestimmt. Der Topologieoptimierung liegt ein makroskopisches, isotropes Werk-
stoffmodell, bei dem die Dichten der Finiten Elemente die Optimierungsvariablen darstel-
len, zugrunde (vgl. SIMP-Ansatz in Kapitel 3). Zudem wird ein adaptiver Algorithmus
eingesetzt, wie er in MAUTE & RAmM [138] fiir die adaptive Optimierung elastischer
Strukturen vorgestellt wurde. Grund dafiir ist neben der Steigerung der Effizienz infol-
ge der Reduktion der Anzahl an Freiheitsgraden die Vermeidung gezackter Rénder und
der dadurch entstehenden zahlreichen (geometrischen) Singularitéten, die im Fall eines
elastoplastischen Materialverhaltens kiinstliches Flieflen verursachen wiirden. Dieser Ef-
fekt und dessen mogliche Auswirkungen sind in MAUTE ET AL. [139] und MAUTE [136]
diskutiert. Ein weiterer Vorteil der adaptiven Vorgehensweise ist die Generierung von

25m Materialdaten:
—
R E =1.8- 10°P kN/m?
> o En = 0.1 KN/n?
A
) oy = 360 KN/t
VorgegAebene Verschiebung L% v =00
u, = 0.25m m = 25%
[31 = 3.0,[32: 3.0,63: 2.0
| i d =0.1m
20m

Abbildung 8.1: Geometrie und Materialdaten des Optimierungsproblems
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System 1: Optimierung bei Elastizitat System 2: Optimierung bei Elastoplastizitat

Abbildung 8.2: Ergebnisse durch Topologieoptimierung und voON MISES-Spannungen

formbeschreibenden Funktionen (vgl. Kapitel 3), deren Kontroll-Knoten direkt fiir ei-
ne anschlieende Formoptimierung als Optimierungsvariablen verwendet werden kénnen.
Die Vernetzung der durch die formbeschreibenden Funktionen definierten Fléche erfolgt
mit einem Freivernetzer nach der advancing front’~Methode (vgl. REHLE [179]). Bei der
Berechnung sind mehrere adaptive Schritte erforderlich (vgl. MAUTE ET AL. [139)]).

Die fiir die Topologieoptimierung erforderlichen Sensitivititen werden mit dem in MAUTE
ET AL. [139] bzw. MAUTE [136] und in Kapitel 7 dieser Arbeit kurz skizzierten Algo-
rithmus bestimmt. Die Losung des nichtlinearen Optimierungsproblems erfolgt mit einem
OC-Algorithmus (vgl. MAUTE [136] bzw. Kapitel 2).

Zu Vergleichszwecken wird die optimale Topologie des in Abbildung 8.1 angegebenen Op-
timierungsproblems bei rein elastischem Materialverhalten ebenfalls adaptiv bestimmt
(E = E), 0, — 00). Die optimalen Entwiirfe auf der Basis eines elastischen und eines
elastoplastischen Materialverhaltens sind in Abbildung 8.2 dargestellt. Diese enthalten
ausschlieBlich Vollmaterial bzw. leere Bereiche.

Es ist deutlich zu erkennen, dafi das gew#hlte mechanische Modell (hier speziell das Ma-
terialmodell) sehr starken Einflufl auf die optimale Topologie des Tragwerks hat. Zwar
besitzt 'System 1’, das auf der Basis eines elastischen Materialverhaltens bestimmt wurde,
eine etwas hohere Steifigkeit im elastischen Bereich (vgl. Abbildung 8.4 und Tabelle 8.1),
beginnt jedoch bei weiterer Belastung im Bereich der Auflager sehr stark zu flielen. Durch
eine bessere Anordnung der Tragwerkskomponenten und eine gleichméfligere Ausnutzung
der Auflagerbereiche wird dieses Problem abgeschwécht. FEin derartiges Tragverhalten
besitzt 'System 2’, das mittels eines elastoplastischen Materialverhaltens generiert wurde.
Die Ermittlung der optimalen Form der Struktur erfolgt mit Hilfe einer Formoptimie-
rung. Die adaptive Prozedur bei der Topologieoptimierung erzeugt zur Geometriebeschrei-
bung zahlreiche BEzIER-Splines mit C'-kontinuierlichen Ubergangsbedingungen. Um
den numerischen Aufwand bei der Formoptimierung zu reduzieren, wird das geometri-
sche Modell durch Reduktion der formbeschreibenden Parameter vereinfacht (von 270
Kontroll-Knoten auf 53), ohne jedoch das Strukturverhalten wesentlich zu veréindern.

VWA O

System 3: Vereinfacht'és Modell System 4: Optimierung bei Elastoplastizitét

Abbildung 8.3: Vereinfachtes Modell, Ergebnis der Formoptimierung und vON MISES—
Vergleichsspannungen
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Das vereinfachte Modell von ’System 2’, als Ausgangsbasis fiir die Formoptimierung un-
ter Beriicksichtigung der Elastoplastizitit, ist auf der linken Seite von Abbildung 8.3
dargestellt und als System 3’ bezeichnet.

Als Optimierungsvariablen fiir die Formoptimierung (68 Variablen) werden die Koordina-
ten der Kontroll-Knoten der &ufleren und inneren Rénder der Struktur definiert. Die fiir
die Sensitivitdtsanalyse, wie sie in Kapitel 6 vorgestellt wurde, erforderlichen Entwurfs-
geschwindigkeitsfelder werden im Inneren der Struktur mit Hilfe der Glattungsmethode
bestimmt (vgl. Kapitel 3). Das nichtlineare (Form)-Optimierungsproblem wird sukzessi-
ve mittels des in Kapitel 2 diskutierten SQP—Algorithmus gelost. Die optimale Form der
Struktur ist auf der rechten Seite von Abbildung 8.3 dargestellt und als 'System 4’ bezeich-
net. Anhand der Spannungsplots der vON MIsEs—Vergleichsspannungen ist zu erkennen,
dafl der Spannungszustand von ’System 4’, der infolge der dufleren Belastung und durch
die Formoptimierung erzielt wird, im Vergleich zu den anderen Strukturen (vgl. Abbildun-
gen 8.2 und 8.3) wesentlich ausgeglichener ist. Um nun die mittels Topologieoptimierung
gewonnenen Strukturen (’Systeme 1 und 2’), die vereinfachte Struktur (’System 3’) und
die durch eine zusitzliche Formoptimierung erzeugte Geometrie (’System 4’) beziiglich
ihrer mechanischen Eigenschaften bei elastoplastischem Materialverhalten beurteilen und
vergleichen zu konnen, werden alle auf der Basis des elastoplastischen Materialmodells
untersucht. Die entsprechenden Materialdaten sind Abbildung 8.1 zu entnehmen.

Die Last—Verschiebungsdiagramme fiir die Vertikalverschiebung von Punkt A sind in Ab-
bildung 8.4 dargestellt. Die Duktilitit entspricht der Summe der Flichen unter den
Last—Verschiebungskurven an allen Freiheitsgraden der Struktur. Daher ist zu erwarten,
daf die Struktur, die mit Hilfe der Formoptimierung ermittelt wurde (’System 4’), die
grofite Duktilitit besitzt. Nach Abbildung 8.4 miiite demnach die mittels Topologieopti-
mierung bei elastischem Materialverhalten generierte Struktur (’System 1) beziiglich der
Duktilitdt das schlechteste Strukturverhalten aller Tragwerke aufweisen. Diese Vermu-
tungen werden anhand der Zahlenwerte in Tabelle 8.1 bestétigt. Dort werden neben der
Duktilitat auch die erreichte duflere Last, die zur Aufbringung der vorgegebenen Verschie-
bung @4 = 0.25m notwendig ist, und das Verhalten im elastischen Bereich miteinander
verglichen.

Die Struktur, die basierend auf einem elastischen Materialmodell durch Topologieoptimie-
rung ermittelt wurde ('System 1), weist im elastischen Bereich das steifste Verhalten auf.
Im Fall des Flieflens sind die mechanischen Eigenschaften deutlich schlechter als bei den
ibrigen Strukturen. Sowohl die dufiere Last als auch die Duktilitit liegen mehr als 20 %
unter den Werten des durch Topologieoptimierung, basierend auf einem elastoplastischen
Materialmodell, ermittelten Tragwerks (’System 2’). Die fiir die Formoptimierung ver-
einfachte Struktur ("System 3’) weist ein &hnliches Tragverhalten wie ’System 2’ auf, d.h.
die getroffenen Vereinfachungen verdndern das mechanische Verhalten nur geringfiigig

System 1 System 2| System 3 System 4 System 5
Duktilitat 100% 127% 121% 162% 156%
Grenzlast 100% 122% 116% 156% 152%
Elastische Steifigkejt 100% 87% 88% 96% 94%

Tabelle 8.1: Zahlenwerte bei elastoplastischem Materialverhalten
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(vgl. Abbildung 8.4). Obwohl die Geometrie der durch eine zusétzliche Formoptimierung
generierten Struktur ('System 4’) optisch nur wenige Unterschiede zu ’System 3’ bzw.
‘System 2’ aufweist, werden die ertragbare Last wie auch die Duktilitéit erheblich gestei-
gert. Auflerdem ist das Tragverhalten im elastischen Bereich besser als das der Systeme 2
und 3’. Diese Beobachtung 148t sich jedoch nicht verallgemeinern.

Der Grund fiir das bessere mechanische Verhalten von ’System 4’ in bezug auf Duktilitit
und aufnehmbare, duflere Belastung, im Vergleich zu den anderen Strukturen, ist in dem
ausgeglicheneren Spannungszustand zu suchen (vgl. Abbildung 8.3). Es sind mehr und
auch groflere Gebiete der Struktur im plastischen Bereich, d.h. es ist eine bessere Materi-
alausnutzung gegeben. Allerdings liegt die enorme Steigerung der Duktilitét, im Vergleich
zu 'System 2 bzw. 3’, auch an der Vorgehensweise des adaptiven Algorithmus bei der To-
pologieoptimierung. Es handelt sich hierbei um eine Art Bildverarbeitungsprozefl zur Ge-
nerierung der formbeschreibenden Kanten, bei dem die mechanischen Eigenschaften nicht
beriicksichtigt werden kénnen. Dadurch wird die Zielfunktion in der Regel, im Vergleich
zum Zustand vor der Glattung der Rénder, durch den adaptiven Prozefl verschlechtert.
Dies zeigt jedoch auch die Notwendigkeit eines weiteren Formoptimierungsschrittes zur
Auffindung des Optimums.

Es ist noch anzumerken, daf} die zwei Locher bei 'System 4’ dazu neigen, 'zusammenzu-
wachsen’. Dies deutet auf einen Wechsel der Topologie hin, welcher moglicherweise durch
die fiir die Formoptimierung getroffenen, geometrischen Vereinfachungen ausgelost wird.
Dieser Sachverhalt ist schematisch in Abbildung 8.5 angedeutet.

Das markierte Tragelement ist im vereinfachten Modell nicht mehr an der Lastabtragung
beteiligt und wird demnach durch den Optimierungsprozefl entfernt bzw. das dort ver-
wendete Material an anderen, héher beanspruchten Stellen angelagert. Diese Tatsache
stellt jedoch die zuvor getroffenen Aussagen iiber die Notwendigkeit einer Formoptimie-
rung zur Steigerung gewisser Ziele (hier der Duktilitdt) nicht in Frage. Im Gegenteil,
bei genauerer Approximation des Ergebnisses der Topologieoptimierung ('System 2’) ist
durch die Formoptimierung eine noch gréflere Steigerung der Qualitét der mechanischen

35 System 4

Riv [KN] System 5
30+

System 2

25- System 3

201 System 1
15+
10+
5_

0 T T T T UA [m]
0 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

Abbildung 8.4: Last—Verschiebungsdiagramme
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Modell des Topologieoptimierungsergebnisses Vereinfachtes Modell

Abbildung 8.5: Stabwerksmodelle

Eigenschaften beziiglich der definierten Ziele zu erwarten, als dies ohnehin der Fall ist.
Es wurde bereits angedeutet, dafl die Steigerung der Duktilitdt durch die Formoptimie-
rung bei diesem Beispiel hauptséchlich durch das Erzeugen eines moglichst ausgeglichenen
Spannungszustandes erzielt wird. Dies fiihrt zu der Vermutung, dafl die Durchfiihrung
einer Optimierung mit der Zielfunktion ’Spannungsausgleich’ beziiglich der voN MISES—
Vergleichsspannungen bei elastischem Materialverhalten gleichzeitig zu einer Verbesse-
rung des duktilen Verhaltens der Struktur bei Elastoplastizitét fiihrt. Der Spannungsaus-
gleich wird auf der Basis der vereinfachten Struktur ("System 3) durchgefiihrt. Als Opti-
mierungsvariablen des Formoptimierungsproblems werden die Koordinaten der Kontroll-
Knoten definiert (68 Variablen). Das Ergebnis des Spannungsausgleichs ist auf der rechten
Seite von Abbildung 8.6 dargestellt.

Der zugehorige Spannungszustand wurde auf der Basis eines elastoplastischen Mate-
rialmodells (vgl. Abbildung 8.1) und infolge der Vertikalverschiebung von Punkt A
(ty = 0.25m) bestimmt. Sowohl die Last—Verschiebungskurven in Abbildung 8.4 als
auch die zugehorigen Funktionswerte der Duktilitdt und ertragbaren Last in Tabelle 8.1
zeigen, dafl der Unterschied zwischen ’System 4’ und ’System 5’ sehr gering ist. Der
numerische Aufwand zur Bestimmung der optimalen Entwiirfe ist im Fall des Spannungs-
ausgleichs aufgrund der angenommenen Linearitit wihrend des Optimierungsprozesses
um ein Vielfaches geringer.

Der Grund fiir die Steigerung der Duktilitéit bei Durchfiihrung eines Spannungsausgleichs
liegt bei diesem Optimierungsproblem an der Art des Tragsystems. Die Last wird haupt-
sichlich iiber Zug— und Druckkrifte abgetragen (Fachwerk). Der Spannungsausgleich
fiihrt zu einem mdglichst homogenen Spannungszustand, was sich in diesem speziellen Fall
auch positiv auf die elastische Steifigkeit und das Duktilitdtsverhalten des Fachwerksy-
stems auswirkt. Im nachfolgenden Beispiel wird u.a. gezeigt, dafl ein Spannungsausgleich
in der Regel nicht der optimalen Geometrie bzw. deren mechanischen Eigenschaften in
bezug auf die Duktilitdt nahekommt.

Die Generierung eines Tragwerks mittels der Topologieoptimierung mit der Zielfunktion
"Maximale Steifigkeit’ unter Beriicksichtigung von Spannungsnebenbedingungen fiihrt fiir

Z 3
System 4: Optimierung bei Elastoplastizitat System 5. Spannungsausgleich

Abbildung 8.6: Ergebnisse durch Maximierung der Duktilitit und Spannungsausgleich
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die in Abbildung 8.1 definierte Ausgangssituation auf ein dhnliches Tragwerk wie ’Sy-
stem 2’. Dieses Ergebnis ist in MAUTE [136] angegeben.

8.2 Beispiel 2: Maximierung der Duktilitdt bei geo-
metrischer Nichtlinearitét

Neben der Beriicksichtigung materiell nichtlinearer Effekte in der Optimierung ist die
Einbeziehung der geometrischen Nichtlinearitdt in den Optimierungsprozef} erforderlich,
um das tatséichliche Tragverhalten moglichst genau zu erfassen. Das Ziel dieses Beispiels
ist, wie zuvor, die Maximierung der Duktilitéit bei vorgegebenem Strukturvolumen.
Zusétzlich soll anhand dieses Beispiels die Anwendung der Zielfunktion ’Spannungsaus-
gleich’ auf der Basis eines linear elastischen Materialmodells zur Steigerung der Dukti-
litdt bei elastoplastischem Materialverhalten, wie im vorigen Beispiel, untersucht werden.
Weitere Gesichtspunkte der Untersuchungen sind der Einflufl verschiedener Nebenbedin-
gungen, wie beispielsweise unterschiedliche Sicherheiten gegen Stabilitdtsversagen, oder
verschiedener Lastfille auf die optimale Form von Tragwerken.

Die Geometrie des Formoptimierungsproblems sowie die Materialdaten sind in Abbil-
dung 8.7 angegeben. Der Riegel der Rahmenkonstruktion ist in vertikaler Richtung mit
einer Gleichstreckenlast belastet. Die vertikale Verschiebung des Punktes A wird in 20
gleich groflen Schritten bis auf den Wert i4 = 0.20 m gesteigert. Die zu dieser Verschie-
bung zugehorige duBere Belastung ist mit RY , = A\ong R’ bezeichnet. Zwischenzustinde
wahrend der Belastungsgeschichte fiir den Laststeigerungsfaktor A sind durch den In-
dex t + 1 gekennzeichnet (vgl. Abbildung 8.7). Aus Symmetriegriinden wird nur das
halbe System analysiert und optimiert, es sei denn, der kritische Lastfaktor wird als
Nebenbedingung beriicksichtigt. Da in diesem Fall unsymmetrische Eigenformen (Versa-
gensformen) auftreten kénnen, ist die Betrachtung des Gesamtsystems notwendig.

Als Optimierungsvariablen werden die Koordinaten der Design—Knoten definiert. Die
zuldssigen Bewegungsrichtungen der jeweiligen Knoten sind in Abbildung 8.7 angegeben.
Die Innenkanten des Rahmens sind mit BEZIER— und B-Splines modelliert. Alle anderen
Kanten sind lineare LAGRANGE-Interpolationen. Die Struktur— und Sensitivitdtsanalyse
wird mit einem strukturierten Finite Elemente Netz, bestehend aus 480 biquadratischen,
unterintegrierten Serendipity—-Scheibenelementen, durchgefiihrt. Bei der Berechnung der
gesamten Struktur sind es entsprechend 960 Finite Elemente.

Maximierung der Duktilitét

O N N A ) - kN Materialdaten:
| g R T 0m E E =2.1- 108 kN/m?
tm A En = 0.0001 kN/m
* Design—Knoten 5 oy = 2.4 10°P kN/m?
—~ Bewegungstrichtung - v =03
7777 | | | “ d =01m
2m 10m  12m  12m  10m 2m RY,; = MyqR.

Abbildung 8.7: Geometrie und Materialdaten des Optimierungsproblems
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Zu Vergleichszwecken wird die optimale Form beziiglich der Duktilitdt auf der Basis eines
rein elastischen Materialverhaltens bestimmt. Auflerdem wird in diesem Fall eine lineare
Kinematik angenommen. Die optimale Geometrie bei diesem mechanischen Modell ist in
Abbildung 8.8 dargestellt und als ’System 1’ bezeichnet. Die Auflagerbreite wird im Laufe
der Optimierung von urspriinglich 2 m auf 0.148 m reduziert. Die Gleichstreckenlast wird
mit Hilfe eines der Momentenlinie angepafiten Triigers (Riegel) zu den Stielen gefiihrt,
die die ankommenden Lasten hauptséichlich iiber Druckkrifte in die Lager leiten. Ein
ganz dhnliches Tragverhalten ergibt sich bei der Optimierung auf der Basis eines elasto-
plastischen Materialmodells (vON Mises-FlieBbedingung; lineare, isotrope Verfestigung;
ebener Spannungszustand) und einer linearen Kinematik. Die auf diesem mechanischen
Modell beruhende optimale Struktur ist als ’System 2’ bezeichnet. FKEinziger nennens-
werter Unterschied zu ’System 1’ ist die Auflagerbreite von 0.727m. Dadurch wird die
Spannung am Auflager reduziert und Flielen beginnt dort erst bei einem spéteren Last—
bzw. Verschiebungsniveau.

Zusitzlich zur materiellen Nichtlinearitdt wird nun eine nichtlineare Kinematik beriick-
sichtigt. Das zu diesem mechanischen Modell zugehérige Optimierungsergebnis (’Sy-
stem 3’) ist ebenfalls in Abbildung 8.8 dargestellt. Auch diese Struktur unterscheidet
sich nur unwesentlich von den zuvor ermittelten. Die Stiele sind etwas dicker und die
Auflagerbreite betrégt 0.980 m. Die Verdnderungen der Form zur Maximierung der Duk-
tilitdt fiihren bei diesem mechanischen Modell (und auch bei den anderen) zum Stabi-
litdtsversagen der Struktur vor Erreichen der vorgegebenen Verschiebung u,4 = 0.20m
(vgl. Diagramme in Abbildung 8.10).

Trotz des Auftretens dieses Stabilitdtsproblems schon wihrend der Optimierung bzw. vor
dem Erreichen der vorgegebenen Verschiebung, kann die Duktilitdt durch den Optimie-
rungsprozefl weiterhin gesteigert werden. Aus diesem Grund wird zur Vermeidung des
Stabilitétsversagens vor Erreichen des vorgegebenen Verschiebungsniveaus zusétzlich zur
materiellen und geometrischen Nichtlinearitit eine Stabilititsnebenbedingung in der Op-
timierung beriicksichtigt. Der kritische Lastfaktor A, (vgl. Gleichungen (4.92) und (4.93))
darf bei diesem Beispiel den Wert A\, = 1.0 - \,,,4 nicht unterschreiten. Der hierfiir not-
wendige Eigenwert wird mit Hilfe des in Gleichung (4.88) definierten Eigenwertproblems
approximiert und muB die Bedingung \; > 1.0 erfiillen. Allerdings ist fiir die Bedin-
gung A, > 1.0 - A\, die Wahl des Eigenwertproblems aus den moglichen, die durch die

System]_i#&##&&&&&i#&# Oll %#&##&#i&#i#&&systemél
= /

Ab,=1275m

b, = 0.148 m

T Plastizitit ~ Stabilitatsnebenbedingur 4

SyStem 2$ I I A ) groBe Verschiebungehi_{_Lu_Lu_#_Lu_* System 3

/

/
77453 = 0.980 m

Abbildung 8.8: Optimale Entwiirfe fiir verschiedene mechanische Modelle

+
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Abbildung 8.9: Last—Verschiebungsdiagramme bei materieller Nichtlinearitét

Gleichungen (4.85)—(4.88), (4.90) und (4.91) definiert sind, von geringer Bedeutung. Die
zugehorige optimale Geometrie ist ebenfalls in Abbildung 8.8 dargestellt (’System 47).
Diese unterscheidet sich wesentlich von den zuvor erzeugten Strukturen. Neben der Auf-
lagerbreite von 1.275m sind die Rahmenecken deutlich stirker, der Riegel hingegen etwas
weniger bauchig ausgebildet.

Zu Vergleichszwecken werden nun alle ermittelten Strukturen auf der Basis des elasto-
plastischen Materialmodells beziiglich ihrer mechanischen Eigenschaften untersucht und
verglichen. In Abbildung 8.9 sind die Last—Verschiebungsdiagramme bei geometrisch li-
nearem, in Abbildung 8.10 bei geometrisch nichtlinearem Strukturverhalten abgebildet.
Bei geometrischer Linearitit besitzt, wie zu erwarten, 'System 2’ die gréfite Duktilitét.
Grund hierfiir ist die Tatsache, dafl sowohl die Ermittlung von ’System 2’ mittels der
Optimierung als auch diese vergleichende Untersuchung auf der Basis desselben mecha-
nischen Modells durchgefiihrt wurde. Wegen der geringen Auflagerbreite von 'System 1’
beginnen diese Bereiche friihzeitig zu flielen, weshalb die Duktilitdt und die ertragbare
Last dieses Tragwerks deutlich unter den Werten der anderen Systeme liegt.

Bei materieller und geometrischer Nichtlinearitéit weist ’System 3’ die besten mechani-
schen Eigenschaften in bezug auf Duktilitdt und Grenzlast auf. 'System 4’ wird auf der
Basis desselben mechanischen Modells wie ’System 3’ optimiert. Der Losungsraum ist
jedoch infolge der Stabilitdtsnebenbedingung eingeschrinkt, was letztendlich zu einer ge-
ringeren Duktilitdt fiihrt. Allerdings wird ein friihzeitiges Stabilitdtsversagen verhindert.
Die ertragbare Last ist dagegen etwas gréfler. Die zugehorigen Zahlenwerte der Dukti-
litdt, der Grenzlast und der elastischen Steifigkeit fiir die unterschiedlichen mechanischen
Modelle sind den Tabellen 8.2 und 8.3 zu entnehmen.

System 1| System 2System 3| System &ystem 5| System 6
Duktilitat 100% 157% 120% 102% 24% 115%
Grenzlast 100% 217% 204% 197% 73% 161%
Elastische Steifigkejt 100% 94% 86% 79% 30% 86%

Tabelle 8.2: Zahlenwerte bei elastoplastischem Materialverhalten (geometrisch linear)
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Abbildung 8.10: Last—Verschiebungsdiagramme bei materieller und geometrischer Nicht-
linearitit

Zielfunktion ’Spannungsausgleich’ zur Steigerung der Duktilitét

In Abschnitt 8.1 fiihrte die Optimierung 'Spannungsausgleich’ zu einer fiir die Duktilitét
sehr giinstigen Form. Der Grund hierfiir liegt in der Tatsache, dafl dort das Tragwerk
hauptséichlich durch Normalkrafte beansprucht wird. Dies ist bei Beispiel 8.2 nicht der
Fall. Die duflere Belastung kann, zumindest im Riegel, nur iiber Biegung abgetragen
werden. In Abbildung 8.11 sind die optimalen Geometrien nach der Durchfiihrung eines
Spannungsausgleichs beziiglich der VON MISES—Vergleichsspannungen dargestellt. Beiden
Optimierungen liegt ein linear elastisches Materialverhalten zugrunde. Wahrend auf der
linken Seite von Abbildung 8.11 die optimale Struktur bei Vorgabe einer Verschiebung
von 44 = 0.20 m infolge einer Gleichstreckenlast ('System 5’) abgebildet ist, zeigt die rech-
te Seite die optimale Geometrie bei Vorgabe der Gleichstreckenlast (’System 6’), deren
Grofe keinen Einflul auf die optimale Geometrie, wohl aber auf den Zielfunktionswert
hat. Die ebenfalls abgebildeten Spannungsplots der voN MiIisEs—Vergleichsspannungen
wurden auf der Basis eines elastoplastischen Materialmodells (vgl. Abbildung 8.7) und
einer linearen Kinematik ermittelt.

System 5’ wird infolge des Optimierungsprozesses derart ausgebildet, dafl die aufgebrach-
te Verschiebung (44 = 0.20 m) moglichst geringe Spannungen in der Struktur hervor-
ruft. Dies wird durch eine sehr geringe Steifigkeit erreicht, was auch anhand der Last—
Verschiebungskurven in den Abbildungen 8.9 und 8.10 zu erkennen ist. Aufgrund der
Vorgabe einer Verschiebung an einer bestimmten Stelle des Tragwerks kann der Last-
steigerungsfaktor A;;; und somit die duflere Last wéihrend des Optimierungsprozesses

System 1| System 2System 3| System &ystem 5| System 6
Duktilitat — 65% 100% 73% — 82%
Grenzlast - 31% 100% 112% - 79%
Elastische Steifigkejt 100% 94% 86% 79% 30% 86%

Tabelle 8.3: Zahlenwerte bei materieller und geometrischer Nichtlinearitét



8.2. BEISPIEL 2: MAXIMIERUNG DER DUKTILITAT, RAHMEN 143

System 5 LT T I L) O System 6
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/
bs = 2.18 m : 4 b;=0287m
Ergebnis bei Verschiebungsvorgabe Ergebnis bei Lastvorgabe

Abbildung 8.11: Optimierungsergebnisse bei Zielfunktion 'Spannungsausgleich’

verdndert, d.h. in diesem Fall reduziert werden (vgl. Abbildung 6.1). Die Einschniirung
im Eckbereich von ’System 5’ ist auf die Wahl der geometrischen Parametrisierung und
die Definition der Optimierungsvariablen zuriickzufiihren.

Die Duktilitdt, die elastische Steifigkeit und die ertragbare Last von 'System 5’ liegen
weit unter den Werten der anderen Systeme (vgl. Tabellen 8.2 und 8.3). Das Tragver-
halten von ’System 6’ ist deutlich besser, da sich das Tragwerk nicht durch Reduktion
der Steifigkeit der wihrend des Optimierungsprozesses konstanten Last entziehen kann
(vgl. Abbildung 6.1). Das Tragwerk weist eine gewisse Ahnlichkeit zu ’System 4’ auf. Die
mechanischen Eigenschaften bei elastoplastischem Materialverhalten und einer linearen
Kinematik sind jedoch deutlich schlechter als die von ’System 2’, welches auf der Basis
des eben genannten mechanischen Modells ermittelt wurde und diesbeziiglich optimal ist.
Dieser Sachverhalt ist Tabelle 8.1 zu entnehmen. Analoges gilt bei materieller und geo-
metrischer Nichtlinearitdt. Beziiglich der Duktilitat ist ‘System 6’ deutlich schlechter als
"System 3’ (vgl. Tabelle 8.2), was vor allem auf die geringe Auflagerbreite zuriickzufiihren
ist. Auflerdem versagt das Tragwerk friihzeitig infolge einer Instabilitdt (vgl. Abbil-
dung 8.10).

Es kann demnach festgestellt werden, dafl die durch einen Spannungsausgleich generierten
Tragwerke (’Systeme 5 und 6’) bei weitem nicht die Qualitét der beziiglich der Dukti-
litdt optimierten Tragwerke erreichen, was bei diesem Beispiel auf die Ausgangsgeometrie
(Rahmentragwerk) und die Art der Beanspruchung (Biegung) zuriickzufiihren ist. Der
Einsatz des Spannungsausgleichs zur Optimierung des mechanischen Verhaltens beziiglich
der Duktilitat ist folglich nur in Ausnahmef#llen moglich und daher fiir allgemeine Pro-
blemstellungen nicht zu empfehlen.

Einfluf3 eines héheren kritischen Lastfaktors auf die Optimierung

Bisher wurden wichtige Einfliisse, wie beispielsweise der eines héheren einzuhaltenden kri-
tischen Lastfaktors als Nebenbedingung (z.B. A, > 2.0 - Ae,q) oder der eines zusitzlichen
Lastfalls, auf das Optimierungsergebnis nicht diskutiert, was nachfolgend geschehen soll.

System4¢$$¢¢$¢¢$$¢¢$$ &&&&&&#&&&&&&&System7
= amme
Ao, =1275m o Sb=1128m
Eigenwert :A; = 1.0 Eigenwert :A, = 2.0

Abbildung 8.12: Optimierungsergebnisse fiir verschiedene Stabilitéitsnebenbedingungen
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Zuerst wird die Nebenbedingung kritischer Lastfaktor’, die zur Ermittlung von 'System 4’
verwendet wurde, von A, > 1.0- A.,q auf A, > 2.0- A, erhoht, um eine gréflere Sicherheit
gegen Stabilitidtsversagen zu erzielen. Der kritische Lastfaktor wird dabei mittels der in
Gleichung (4.93) angegebenen Formel bestimmt. Der dafiir notwendige Eigenwert wird
mit Hilfe von Gleichung (4.88) approximativ bestimmt. Das zugehorige Optimierungser-
gebnis ist in Abbildung 8.12 dargestellt und als 'System 7’ bezeichnet.

Es ergeben sich rein optisch keine nennenswerten Unterschiede zu 'System 4’, bei dessen
Ermittlung ein kritischer Lastfaktor von A, > 1.0 - A4 gefordert war. Auch das mecha-
nische Verhalten der beiden Systeme in Abbildung 8.12 ist sehr &hnlich, was anhand der
Last—Verschiebungsdiagramme in Abbildung 8.9 und 8.10 verdeutlicht wird. Allerdings
148t die Last—Verschiebungskurve von ’System 7’ in Abbildung 8.10 nicht darauf schlie-
Ben, dafl ein kritischer Lastfaktor von \. > 2.0 - \.,4 erreicht werden kann. )., betragt
fiir 'System 7’ etwa 2.098; dies fiihrt zu einem Lastfaktor der zugehorigen, approximati-
ven Versagenslast von A, = 2.0 - A¢pg = 4.196. Untersuchungen haben gezeigt, daf3 der
Lastfaktor, bei dem bei ’System 7’ ein Stabilititsversagen auftritt, etwa bei A, = 2.118
liegt. Der Grund fiir die grofle Abweichung zwischen tatséchlicher Versagenslast und der
durch eine Eigenwertanalyse (Gleichung (4.88)) abgeschitzten Versagenslast liegt an der
Qualitéit der Eigenwertanalyse fiir das materiell und geometrisch nichtlineare Struktur-
problem. Mit Hilfe von Gleichung (4.88) kénnen die Eigenwerte bei der Beriicksichtigung
dieser Nichtlinearitdten nur sehr schlecht approximiert werden. Die Berechnung der Ei-
genwerte mittels Gleichung (4.90) liefert wesentlich bessere Werte. Der kleinste positive
Eigenwert von ’System 7’ betriigt dann ); = 1.008, was zu einem kritischen Lastfaktor
von A\, = 1.008 - 2.098 = 2.115 fiihrt. Es wird deutlich, daf} die realistische Erfassung der
zu erwartenden kritischen Last durch die Approximation mittels einer Eigenwertanalyse
von grofler Bedeutung fiir das Optimierungsergebnis ist. Andernfalls ist die Diskrepanz
zwischen tatséchlicher und fiir die Optimierung zugrunde gelegter bzw. zuléssiger Versa-
genslast sehr grof3.

Eine Optimierung unter Beriicksichtigung der Stabilitdtsnebenbedingung, die auf der Ba-
sis von Gleichung (4.90) ermittelt wird, ist fiir das vorliegende Beispiel aufgrund er-
heblicher numerischer Schwierigkeiten nicht moglich. Diese Schwierigkeiten sind darin
begriindet, dafl die Stabilititsnebenbedingung bereits fiir den Startentwurf sehr stark
verletzt ist und dadurch der Optimierungsalgorithmus keinen verbesserten Entwurf be-
rechnen kann; d.h. es steht, zumindest zu Beginn der Optimierung, zu wenig Material
aufgrund der Gewichtskonstanz zur Verfiigung, um das gestellte Optimierungsproblem
16sen zu konnen.

Einflufl der Belastung auf die Optimierungsergebnisse

Der Einflu8 eines zusétzlichen Belastungszustandes auf die Optimierungsergebnisse ist
in Abbildung 8.13 dargestellt. Neben der Ausgangsgeometrie, den Lagerbedingungen
und der vertikalen Belastung, die sich nicht von denen in Abbildung 8.7 unterschei-
den, ist die Rahmenkonstruktion zuséitzlich durch zwei an den Rahmenecken angreifende,
horizontale Einzellasten beansprucht. Die Optimierungsergebnisse auf der Basis eines
elastoplastischen Materialmodells und einer linearen Kinematik (’System 8’), eines ela-
stoplastischen Materialverhaltens und einer nichtlinearen Kinematik (’System 9’) und
der Beriicksichtigung einer zusitzlichen Stabilitdtsnebenbedingung fiir dieses mechani-
sche Modell ('System 10’) sind in Abbildung 8.13 zusammengestellt. Die VON MISES—
Vergleichsspannungen sind dabei fiir den vertikalen Lastfall R} ; und auf der Basis des
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Abbildung 8.13: Optimierungsergebnisse bei zusétzlicher horizontaler Belastung

jeweiligen mechanischen Modells, das den Optimierungen zugrunde liegt, angegeben. Ten-
denziell &hneln die 'Systeme 8-10" demjenigen, das auf der Basis eines elastoplastischen
Materialmodells, einer nichtlinearen Kinematik und der Stabilitdtsnebenbedingung fiir
vertikale Belastung ermittelt wurde (’System 4’). Die zugehorigen Last—Verschiebungsdia-
gramme der so ermittelten Systeme, die fiir elastoplastisches Materialverhalten und eine
lineare Kinematik sowie eine nichtlineare Kinematik fiir den Lastfall 'vertikale Last’ ermit-
telt wurden, sind in den Abbildungen 8.14 und 8.15 dargestellt. Die Last—Verschiebungs-
diagramme in Abbildung 8.14 zeigen deutlich, dafl alle drei Systeme die Qualitdt von

2.5 M1 System 9 System 2
System 9
20 System 10
System 8
N\
1.5 System 10
1.01
0.5
Uy [m
0 T T T A [ ]
0 0.05 0.10 0.15 0.20

Abbildung 8.14: Last—Verschiebungsdiagramme bei materieller Nichtlinearitét fiir verti-
kale Belastung
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L) System 4
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Abbildung 8.15: Last—Verschiebungsdiagramme bei materieller und geometrischer Nicht-
linearitét fiir vertikale Belastung

'System 2’ beziiglich der Duktilitit (wie zu erwarten) nicht erreichen. Grund dafiir sind
die unterschiedlichen formgebenden Lastfélle. Obwohl 'System 8’ auf der Basis desselben
mechanischen Modells (elastoplastisches Materialverhalten, lineare Kinematik) wie ’Sy-
stem 2’ bestimmt wurde, ist das duktile Verhalten von ’System 9’, welches beziiglich einer
nichtlinearen Kinematik ermittelt wurde, deutlich besser. Diese Feststellung bestétigt
die Aussage, dafl das Verhalten eines beziiglich eines bestimmten mechanischen Modells
und Lastfalls, einer bestimmten Geometrie und Lagerbedingung optimierten Tragwerks
auf Anderungen eines oder mehrerer dieser genannten Faktoren sehr sensitiv reagieren
kann. Als weiteres Beispiel dafiir kann die Imperfektionsempfindlichkeit von Tragwerken
genannt werden (vgl. REITINGER [180]). Die Folge ist ein nicht-optimales Tragwerk;
allerdings ist es bei der vorgestellten Vorgehensweise kaum moglich, eine zufriedenstellen-
de Aussage dariiber zu treffen, wie stark die Abweichung vom ’optimalen Tragwerk’ bei
Verédnderung einer der zuvor aufgezéhlten Grofien sein wird.

Das Verhalten von ’System 8 und 9’ fiir elastoplastisches Materialverhalten und eine nicht-
lineare Kinematik (vgl. Abbildung 8.15) zeigt das Auftreten eines Stabilitdtsproblems vor
Erreichen der vorgegebenen Verschiebung. Grund hierfiir sind vor allem die diinnen Stiele
in Auflagernihe. Ein analoges Verhalten konnte bereits fiir ’System 2 und ’System 3’ in
Abbildung 8.10 beobachtet werden.

Bei der Untersuchung von ’System 10’ ist dagegen kein Stabilitéitsversagen (bei vertikaler
Belastung) zu erkennen. Dies liegt jedoch nicht daran, dafl *System 10’ unter Einbezie-
hung einer Stabilitdtsnebenbedingung (fiir eine zusétzliche, horizontale Belastung) gene-
riert wurde, sondern ist eher zufilliger Natur und kann nicht verallgemeinert werden.
Auf die Angabe der Werte fiir Duktilitdt, Laststeigerungsfaktor und elastische Steifig-
keit fiir die ’Systeme 7-10" gem&fl den Tabellen 8.1 und 8.2 wurde verzichtet. Eine
Abschétzung dieser Werte kann anhand der Last—Verschiebungsdiagramme in den Ab-
bildungen 8.9, 8.10 , 8.14 und 8.15 vorgenommen werden. Es wird lediglich der Einfluf}
eines verdnderten Optimierungsproblems in Form einer anderen Nebenbedingung oder
einer anderen Belastung auf das Optimierungsergebnis aufgezeigt. Auflerdem wurde das
mechanische Verhalten der so erzeugten Geometrien auf der Basis der Definitionen des
urspriinglichen Optimierungsproblems bestimmt und beurteilt.
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8.3 Beispiel 3: Minimierung des Gewichts eines
VIERENDEEL—Tréigers

Dieses Beispiel dient zur Verdeutlichung des Einflusses der Wahl einer zu groben Dis-
kretisierung im Raum (numerisches Modell) auf das Optimierungsergebnis. Aus diesem
Grund wird die Struktur in Abbildung 8.16 mit nur 384 Finiten Elementen fiir die Bereiche
um die Locher diskretisiert und in einem ersten Schritt mit biquadratischen (8-knotigen)
Serendipity—Scheibenelementen analysiert und optimiert. Zum Vergleich wird die Berech-
nung auf der Basis von bilinearen (4-knotigen) Scheibenelementen durchgefiihrt, was zu
einer unzureichenden Qualitdt der Strukturantwort und somit auch der Optimierungser-
gebnisse fiithrt. In beiden Fillen werden vier Integrationspunkte verwendet. Zusétzlich
wird der Einflufl des mechanischen Modells auf das Optimierungsergebnis untersucht. Die
Optimierung wird jeweils fiir elastisches und elastoplastisches Materialverhalten durch-
gefiihrt.

Das Beispiel wird in Anlehnung an die Formoptimierung eines VIERENDEEL-Trégers in
der Arbeit von BLETZINGER [30] bei elastischem Materialverhalten untersucht. Dieser
VIERENDEEL-Triger ist Teil einer Dachkonstruktion und wird dort als Quertriger zur
Uberbriickung einer Spannweite von 36.4m dimensioniert. Die Quertréger stehen in ei-
nem regelméfigen Abstand von 10.8 m und sind iiber Seilverspannungen an den Obergur-
ten gegen Ausknicken aus der Ebene gesichert. Niheres hierzu ist in BLETZINGER [30]
zu finden.

Gesucht ist eine Form der Locher, die sowohl dsthetischen als auch technischen Anspriichen
geniigt. Zur Gestaltung der Locher und zur Realisierung einer moglichst leichten und
transparenten Konstruktion wird die Minimierung des Gewichts als Zielfunktion definiert.
Der fiir die Formgebung zu beriicksichtigende Lastfall setzt sich aus dem Eigengewicht
des Trégers, dem Gewicht der Dachkonstruktion und der Belastung aus Schnee, die als
Einzelkrifte an Ober— und Untergurt angreifen, zusammen. Die fiir die Formoptimierung
parametrisierte Geometrie des VIERENDEEL-Trégers ist in Abbildung 8.16 dargestellt.
Die Geometrie, die Last— und Lagerbedingungen sowie die Materialdaten sind ebenfalls

Materialdaten: E =2.1- 108 KkN/m? v =0.3
En = 0.00001 kKN/m o =785 KN/n®
oy = 2.0+ 10° kN/m? d =0.044m
A AY
Zh
E [s] r 0 =} = 0 0 J
N [5) o | o e | o o e | o e | o Cl
r=1.025 m¢ ¢ ¢ ¢

1im 2m 2.7m 27m 27m 27m 27m 27m

Abbildung 8.16: Geometrie, Lasten und Materialdaten des Optimierungsproblems
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Abbildung 8.16 zu entnehmen. Das Eigengewicht ist nicht explizit dargestellt, wird jedoch
bei der Optimierung beriicksichtigt. Aus Symmetriegriinden geniigt die Betrachtung und
Optimierung des halben Systems.

Die anfangs kreisférmigen Aussparungen sind jeweils mittels vier B-Splines modelliert,
die wiederum durch sechs Design-Knoten definiert sind. Die Ubergiinge der B-Splines
sind C?—kontinuierlich, um mdoglichst viele verschiedene Lochformen infolge der Optimie-
rung zu ermdoglichen (vgl. BLETZINGER [30]). Die formbeschreibenden Design-Knoten
der Locher werden als Optimierungsvariablen definiert, deren Bewegungsrichtungen zu
den jeweiligen Lochmittelpunkten vorgeschrieben sind. Auflerdem werden die Optimie-
rungsvariablen derart miteinander verkniipft, dafl der Tréiger beziiglich seiner Langsachse
symmetrisch bleibt. Um eine konstruktive Mindesthohe der Gurte bzw. Stege von 15cm
bzw. 30 ¢m zu gewéhrleisten, werden entsprechende Restriktionen eingefiihrt. Die Lage-
rung des Trégers besteht aus einer weichen Einspannung, die durch einen Bereich einer
im Vergleich zum Elastizitdtsmodul des Trégers sehr geringen Steifigkeit (FE,) modelliert
ist.

Die Zielfunktion des Optimierungsproblems ist die Minimierung des Gewichts durch ei-
ne Variation der Lochformen. Als Nebenbedingungen werden Spannungsnebenbedingun-
gen und eine Verschiebungsnebenbedingung in Trigermitte definiert. Die VON MISES—
Vergleichsspannungen an den dufleren und inneren Rindern des VIERENDEEL-Trigers
werden auf o, = 2.0 - 10° kN/m? begrenzt. Die Schubspannungen zwischen den Lochern
diirfen den Wert 7 = 8.0 - 10* kN/m? nicht iiberschreiten. Diese Werte wurden in BLET-
ZINGER [30] als Nebenbedingungen verwendet. Die Verschiebungsnebenbedingung in Feld-
mitte wird zu 44 < /300 ~ 0.12m definiert. Zur Bestimmung des Optimums wird der
in Kapitel 2 beschriebene SQP-Algorithmus mit BFGS-Update verwendet.

Sowohl die Struktur— als auch die Sensitivitdtsanalyse wird zunéchst mit biquadratischen,
unterintegrierten Serendipity—Scheibenelementen durchgefiihrt. Das Ausgangsgewicht der
Struktur betragt Wy = 105.7 kN. Dieses wird durch die Optimierung auf der Basis eines
elastischen Materialverhaltens auf W, = 95.5 kN reduziert. Die Durchbiegung in Feld-

Zielfunktion: Minimales Gewicht, W, = 105.7 kN 8—knotige Elemente

Nebenbedingungenvon Mises-Vergleichsspannungeno, = 2.0 - 10° kN/m?
Schubspannungen T = 8.0- 10* kN/m?
Verschiebung Uy = 0.12 m

Optimierungsergebnis bei elastischem Matenalverhalem = 95 5 kN ONENNE Moy

Optimierungsergebnis bei elastoplastischem MaterialverhaN%ﬁ = 82.0 kN
;_r"—?.,""’

I [[11X

=0.12 m oy =20- 105 kN/m

Abbildung 8.17: Optimierung mit 8-knotigen Finiten Elementen
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mitte in Punkt A betrigt 9.1 em, was darauf hindeutet, dafl mindestens eine Spannungs-
nebenbedingung aktiv ist. Die optimale Geometrie und der zugehorige Spannungszustand
sind in Abbildung 8.17 dargestellt.

Anhand der Spannungsplots in Abbildung 8.17 ist zu erkennen, dafl nur an einigen wenigen
Stellen die Spannungsnebenbedingungen verletzt und somit aktiv sind. An anderen Stellen
hingegen ist die Vergleichsspannung weit unter den ’kritischen Werten’. Bei der Annahme
eines elastischen Materialverhaltens besteht jedoch nicht die M6glichkeit, Spannungen um-
zulagern, falls ein bestimmter Wert iiberschritten ist. Um nun das Material besser und effi-
zienter ausnutzen zu kdnnen und Spannungsumlagerungen zu ermoglichen, wird ein elasto-
plastisches Materialverhalten angenommen. Dazu wird die vON MisEs—Fliebedingung
verwendet. In diesem Beispiel wird nahezu ohne Verfestigung gerechnet (ideal plastisch).
Zu Vergleichszwecken wird die FlieBspannung in der Héhe der Nebenbedingung der VON
Mises—Vergleichsspannungen definiert (o, = o, = 2.0 - 10° kN/m?). Eine Gewichts-
optimierung auf der Basis des elastoplastischen Materialmodells unter Beriicksichtigung
der Schubspannungs— und Verschiebungsnebenbedingungen fiihrt zu einer Struktur mit
einem Gewicht von W,, = 82.0kN (vgl. Abbildung 8.17). Die Vergleichsspannungs-
nebenbedingungen werden dabei durch die FlieBspannung ’ersetzt’. Die Verschiebung in
Feldmitte entspricht exakt der Verschiebungsnebenbedingung; d.h. diese ist aktiv und
beendet die Optimierung. Das Optimierungsergebnis und der zugehorige Spannungszu-
stand sind ebenfalls in Abbildung 8.17 dargestellt. Obwohl die geforderten konstruktiven
Vorgaben in Form von Nebenbedingungen und Restriktionen eingehalten sind, kann das
Gewicht bei elastoplastischem Materialverhalten um 22.4 % gegeniiber dem Ausgangszu-
stand reduziert werden. Bei elastischem Materialverhalten sind es dagegen nur 9.6 %.
Der Einfluf} der Elementwahl wird anhand zweier Optimierungen entsprechend dem obigen
Vorgehen mittels bilinearen Scheibenelementen demonstriert. Die optimalen Geometrien
fiir die im iibrigen gleichen Randbedingungen sind fiir elastisches und elastoplastisches
Materialverhalten mit den zugehorigen Spannungszustinden in Abbildung 8.18 darge-
stellt. Aufgrund der geringen Anzahl an Finiten Elementen wird erwartet, dafl sich die

Zielfunktion: Minimales Gewicht, W, = 106.1 kN 4—knotige Elemente

Nebenbedingungenvon Mises-Vergleichsspannungeno, = 2.0 - 10° kN/m?
Schubspannungen T = 8.0- 10* kN/m?
Verschiebung Uy = 0.12 m

Optimierungsergebnis bei elastischem Matenalverhalem = 80.0 kN
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Abbildung 8.18: Optimierung mit 4-knotigen Finiten Elementen
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Struktur zu steif verhélt.

Das Ausgangsgewicht betragt nun Wy = 106.1 kN. Der Unterschied zu den vorherigen
Untersuchungen, bei denen Wy = 105.7 kN betrigt, ist auf die unterschiedlichen Ansatz-
funktionen der Finiten Elemente zuriickzufiihren. Biquadratische Elemente mit quadra-
tischen Ansatzfunktionen am Rand konnen die Kreisform besser approximieren, als dies
mit linearen Finiten Elementen mdoglich ist. Die Reduktion des Gewichts betrigt im Fall
der Elastizitit 24.6 % und bei elastoplastischem Materialverhalten 31.4 %. Die absoluten
Werte des Strukturgewichts sind Abbildung 8.18 zu entnehmen.

Es wird deutlich, daf§ die Wahl der Finiten Elemente, zumindest bei diesem Beispiel, qua-
litativ kaum einen Einfluf} auf die Optimierungsergebnisse hat. Bei elastoplastischem Ma-
terialverhalten kann aufgrund der Moglichkeit der Spannungsumlagerung deutlich mehr
Material eingespart werden, als dies bei elastischem Materialverhalten der Fall ist. Aller-
dings sind die Zielfunktionswerte und damit auch die optimale Geometrie der Struktur
sehr stark von der Qualitdt der Strukturantwort abhéingig, da bei diesem Optimierungs-
problem lokale Entwurfskriterien in Form von Verschiebungs— und Spannungsnebenbedin-
gungen verwendet werden. Die Bestimmung der tatséichlich optimalen Geometrie setzt
jedoch eine moglichst genaue Approximation der Struktur voraus, um die lokalen Gréflen
so exakt wie moglich ermitteln zu kénnen. Dies gilt sowohl fiir die Methode zur Be-
stimmung der Strukturantwort (numerisches Modell) als auch fiir das zugrundegelegte
mechanische Modell.

8.4 Beispiel 4: Minimierung des Gewichts unter Be-
riicksichtigung von Stabilititsnebenbedingungen

Wie im Beispiel zuvor, ist bei diesem Optimierungsproblem das minimale Gewicht zu er-
mitteln. Die Geometrie, die Materialdaten und die Last— und Lagerbedingungen sind in
Abbildung 8.19 angegeben. Die Balken—Stiitzen—Konstruktion ist in der Mitte der beiden
Felder durch je eine vertikale Last der Gréfle 1500 £/N beansprucht. Die Optimierungsva-
riablen und deren zuldssige Bewegungsrichtungen sind ebenfalls in Abbildung 8.19 defi-
niert. Die Unterkante des Balkens ist auf beiden Seiten der Stiitze mit einem 5-knotigen
B-Spline approximiert; die restlichen Kanten sind 2-knotige LAGRANGE-Kanten. Die

Materialdaten:
E =2.1- 108 KkN/m2
En = 2.1 10" kKN/m?

v R =1500 kN

e Design—Knoten ,
~ Bewegungsrichtung oy = 2.4 1P kN/m

e

S} v =0.3

0 d =0.1m
Lasten:

—V
RV, = hsa(2°RY) L 0= Ay =10

”

2.5m 2.5m 0.25m

Abbildung 8.19: Geometrie, Lasten und Materialdaten des Optimierungsproblems
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Optimierungsvariablen sind derart gekoppelt (linking), dal die Symmetrie beziiglich der
vertikalen Achse erhalten bleibt. Zudem fiihren entsprechende Verkniipfungen der Varia-
blen zu einer konstanten Dicke der Stiitze.

Die vertikalen Verschiebungen der Unterkante des Balkens werden mit Hilfe zahlreicher
Verschiebungsnebenbedingungen auf 2 c¢m begrenzt. Die Analyse und Optimierung der
Struktur erfolgt, trotz Symmetrie, am gesamten System mit 1116 biquadratischen, unter-
integrierten Serendipity—Scheibenelementen.

Das Ausgangstragwerk in Abbildung 8.19 wird zu Vergleichszwecken auf der Grundlage
verschiedener mechanischer Modelle optimiert. Zuerst erfolgt die Optimierung bei geo-
metrisch und materiell linearem Strukturverhalten. Das zugehorige Optimierungsergebnis
und die VON MisgEs—Vergleichsspannungen sind auf der linken Seite von Abbildung 8.20
dargestellt und als 'System 1’ bezeichnet. Das Gewicht konnte dabei von urspriinglich
0.775 kN auf 0.3628 kN reduziert werden. Die aktive Verschiebungsnebenbedingung be-
findet sich in einem Abstand von 2.82m von den Auflagern des Balkens, etwa in Feld-
mitte. Die Durchbiegung bzw. Absenkung der 4.26 cm breiten Stiitze betrigt 6.675 mm.
Die vertikale Auflagerlast der Stiitze (Stiitzenkraft) betrigt R; = 1169.91 kN, was einer
durchschnittlichen Spannung in der Auflagerfuge der Stiitze von 2.746 - 10° kN/m? ent-
spricht. Die Stiitzenlast wurde mit Hilfe der vertikalen Spannungskomponente an den
Knoten der Finiten Elemente und der SIMPSON-Regel ermittelt.

Es wird deutlich, daf} die sehr schlanke Konstruktion extrem stabilitdtsgefihrdet ist.
Entsprechende Untersuchungen haben gezeigt, dafl die ertragbare Last nach dem Eu-
LER’schen Stabilitédtskriterium fiir den EULER-Fall 4 Ry.;; = 213.64 kN betrdgt (mit
Ryt = (m* ET) /s2). I stellt das Trigheitsmoment der Stiitze dar und s, ist deren
Knickldnge, die hier fiir alle Systeme zu s = 5.00 m angenommen wird. Die Hohe des
Balkens iiber der Stiitze betriagt 39.95 cm und an den Lagern 65.54 cm.

In einem zweiten Schritt wird die Gewichtsminimierung auf der Basis eines elastopla-
stischen Materialmodells, der voN MiIsEs—Flielbedingung mit linearer, isotroper Ver-
festigung und einer linearen Kinematik durchgefiihrt. Das zugehorige Optimierungser-
gebnis ('System 2’) und der daraus resultierende Spannungszustand der VON MISES—
Vergleichsspannungen sind auf der rechten Seite von Abbildung 8.20 dargestellt. Prinzi-
piell unterscheiden sich ’System 1’ und 'System 2’ rein optisch nur unwesentlich voneinan-
der. Das Gewicht wurde von 0.775 kN auf 0.3851 kN reduziert. Der Abstand der aktiven
Verschiebungsnebenbedingungen betrigt 3.09 m von den Auflagern des Balkens. Obwohl
die Breite der Stiitze mit 3.74 ¢m noch etwas schmaler als die von 'System 1’ ist, betragt
die Absenkung iiber der Stiitze nur 5.94 mm. Grund hierfiir ist die geringere Stiitzenkraft
von R; = 896.00 kN infolge einer anderen Dickenverteilung des Balkens entlang seiner

System 1 System 2

b=4.26 cm b= 3.74 cm

OmERE: 1 oy

77 77

Abbildung 8.20: Optimierung bei elastischem und elastoplastischem Materialverhalten
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Langsachse. Die Hohe des Balkens iiber der Stiitze betrdgt 35.81 ¢m, die an den Auf-
lagern 71.49 em. Die Stiitzenkraft wurde erneut mit der SIMPSON—Regel bestimmt und
fiihrt zu einer durchschnittlichen Spannung in der Lagerfuge von 2.396 - 10° kN/m?, was
etwa der definierten Flieflspannung entspricht.

Auch bei diesem Optimierungsergebnis ist die sehr schlanke Stiitze duflerst stabilitédtsge-
fahrdet. Die ertragbare Last nach dem EULER’schen Stabilititskriterium (Fall 4) betrigt
Ryrir = 144.56 kN und ist damit deutlich niedriger als die vorhandene Last.

Anhand dieser Schwierigkeiten, sowohl bei elastischem als auch elastoplastischem Materi-
alverhalten, wird die stark eingeschrénkte Aussagekraft und Zuverléssigkeit der Optimie-
rungsergebnisse fiir unrealistische mechanische Modelle deutlich. Die Beriicksichtigung
des Stabilitdtsproblems wihrend des Optimierungsprozesses ist hier unbedingt erforder-
lich, um zuverlissige Ergebnisse zu erhalten. Zwar beeinflult das gewéhlte Materialmodell
die optimale Geometrie beziiglich des minimalen Gewichts, jedoch fithren beide mechani-
schen Modelle zu unrealistischen und unzuléssigen Entwiirfen.

Die optimale Geometrie auf der Basis eines elastoplastischen Materialverhaltens, grofler
Verformungen (geometrisch nichtlinear) und der Beriicksichtigung des Stabilitétsproblems
ist in Abbildung 8.21 dargestellt und als 'System 3’ bezeichnet. Zur approximativen Be-
stimmung der kritischen Last nach Gleichung (4.93) wurde das Eigenwertproblem nach
Gleichung (4.88) verwendet, da bei diesem Optimierungsproblem lediglich eine Sicherheit
von 1.0 gegeniiber Stabilititsversagen gefordert wird. Daher ist die Wahl des Eigenwert-
problems von geringer Bedeutung. Die notwendige Ableitung des kritischen Lastfaktors
ist in Kapitel 7 beschrieben.

Bei dieser Optimierung konnte das Gewicht der Struktur auf 0.4028 kN reduziert werden
und liegt damit nur unwesentlich iiber den Werten von ’System 1’ und ’System 2’. Die
Breite der Stiitze betridgt nun 8.08 cm und ist demnach deutlich dicker als bei den zuvor
durchgefiihrten Optimierungen. Neben der bei dieser Optimierung zusétzlich eingefiihrten
Stabilitdtsnebenbedingung ist eine Verschiebungsnebenbedingung im Abstand von 2.68 m
vom Auflager des Balkens aktiv. D.h. genau bei Erreichen der vorgegebenen Last tritt
Stabilitétsversagen der Stiitze ein (Sicherheitsfaktor 1.0), und die maximal zuléssige Ver-
tikalverschiebung des Balkens wird erreicht.

Die Stiitzenkraft betriagt 1416.69 kN, was allerdings aufgrund der gréfieren Breite der
Stiitze nur einer durchschnittlichen Spannung von 1.753 - 10° kN/m? entspricht. Dieser
Wert liegt deutlich unter der Flielspannung, was auch anhand des Spannungsplots in Ab-
bildung 8.21 zu erkennen ist. Aufgrund des Stabilitdtsproblems kann die zu ertragende
Spannung (Fliefspannung) nicht erreicht werden, wie dies bei ’System 2’ der Fall ist (vgl.

System 3

b = 8.08 cm

777,

Abbildung 8.21: Optimierung mit Stabilitdtsnebenbedingungen, materiell und geome-
trisch nichtlinear
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Abbildung 8.20). Dies wird anhand der im Vergleich zu ’System 1’ und 'System 2’ geringe-
ren Absenkung der Stiitze von 4.17 mm zusétzlich deutlich. Allerdings ist gewahrleistet,
daf} die vorhandene Stiitzenkraft unter der nach dem EULER’schen Stabilitdtskriterium
von Ry,;; = 1457.78 kN liegt. Der Grund fiir den geringen Unterschied der beiden Werte
ist vor allem in der approximativen Ermittlung der Stiitzenkraft mittels der SIMPSON—
Regel, der Berechnung mit der Methode der Finiten Elemente und der Annahme des
EULER-Falls 4 sowie der Knicklidnge s, = 5.0 m zu suchen.

Durch den Einfluf} der Stabilitdtsnebenbedingung auf die optimale Formgebung gestaltet
sich die Ausbildung des Balkens in anderer Art und Weise. Die Hohe des Balkens iiber
der Stiitze betrégt 51.47 cm und iiber den Auflagern 59.36 cm. Zusammenfassend sind die
erwihnten Werte der drei durch die Formoptimierung generierten Systeme in Tabelle 8.4
dargestellt.

Es sollte ergidnzend erwidhnt werden, dafl im Laufe der Ermittlung von ’System 3’ mehrere
lokale Minima auftraten, was die Durchfiihrung der Optimierung von zahlreichen, unter-
schiedlichen Startentwiirfen notwendig machte, um zumindest ungefihr in die N&he des
tatsdchlichen, globalen Optimums zu gelangen. Ob das ermittelte Tragwerk das globale
Optimum darstellt, kann jedoch trotzdem nicht garantiert werden. Diese Problematik
trat bei der Generierung der Systeme 1’ und ’2’ nicht auf. Dies fiihrt zu der Vermu-
tung, daf fiir die Schwierigkeiten bei der Optimierung die Beriicksichtigung der Stabi-
litdtsnebenbedingung verantwortlich ist.

Eine mogliche Erklarung fiir das Auftreten dieser Schwierigkeiten ist, daf} erst durch
die Minimierung des Gewichts eines bestimmten Tragelements, das fiir die Lastabtragung
nicht unbedingt bené6tigt wird, ein Stabilitdtsproblem auftritt (sofern von einem zuléissigen
Entwurf aus gestartet wurde). Ein &hnliches Problem ergibt sich bei der Topologieopti-
mierung. Bei Verwendung des SIMP-Ansatzes (vgl. Kapitel 3) werden die Dichten als
Optimierungsvariablen definiert. In der Ndhe der Dichte '0’, die infolge des Optimierungs-
prozesses an vielen Stellen des Tragwerks erzeugt wird, konnen lokale Stabilitdtsprobleme
auftreten. Die Beanspruchung dieser Stellen ist zwar sehr gering, jedoch gilt dies auch fiir
die zugehorige Steifigkeit. Zur Losung bzw. Umgehung dieses Problems werden die ent-
sprechenden Eintrége in der geometrischen Steifigkeitsmatrix vernachlissigt (vgl. NEVES
ET AL. [153], MAUTE [136]), da diese Bereiche im Optimum wahrscheinlich nicht mehr
vorhanden sein werden.

Die verwendeten Methoden der Formoptimierung sind allerdings nicht in der Lage, die
Topologie eines Tragwerks zu dndern, indem die Stiitze komplett entfernt wird. Dadurch

System 1 System 2 System 3
Optimales Gewicht in [KN] 0.3628 0.3851 0.4028
Stutzenbreite in [cm] 4.26 3.74 8.08
Balkenhohe in [cm] , Lager/Stitze 65.54/39.95 71.49/35.81 59.36/51.47
Spannung in der Stitze in [kNfin 2,746 10° 2.396- 10° 1.753- 10°
Stutzenkraft in [KN] 1169.91 896.00 1416.69
Kritische Last nach BEER in [kN] 213.64 144.56 1457.78

Tabelle 8.4: Zahlenwerte zu den Optimierungsergebnissen
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konnte jedoch das Stabilitdtsproblem des Tragwerks verhindert werden. Die Entschei-
dung, ab welchem Lastniveau bzw. ob iiberhaupt eine Stiitze zur Lastabtragung fiir die
gegebenen Randbedingungen erforderlich ist, kann daher nur mit Methoden der Topolo-
gieoptimierung getroffen werden. Die Durchfiihrung einer Topologieoptimierung auf der
Basis der in Kapitel 6 vorgestellten Methode zur Ermittlung der Sensitivititen ist auf-
grund der grolen Anzahl an Optimierungsvariablen extrem rechenintensiv und im Rah-
men der vorliegenden Arbeit nicht durchfiihrbar.

Die Formoptimierung mit Stabilititsnebenbedingungen ist jedoch dann auf jeden Fall
sinnvoll, wenn aus bestimmten Griinden eine gewihlte Topologie beziiglich der Form op-
timiert werden soll, um das Entstehen stabilititsgefahrdeter Tragwerke zu verhindern.
Eine nachtrégliche Verbreiterung von Tragelementen, wie dies zur Vermeidung von Sta-
bilitdtsproblemen bei ’System 1’ und ’System 2’ notwendig wére, beeinflufit jedoch das
globale Tragverhalten und somit auch die optimale Geometrie des gesamten Tragwerks,
was anhand der unterschiedlichen Formen des Balkens bei diesem Beispiel zu erkennen
ist.

Abschlieflend bleibt noch zu erwédhnen, dafl die ermittelten Systeme die optimalen Losun-
gen beziiglich der gewéhlten mechanischen Modelle, und hier besonders des gewéhlten
Lastfalls bzw. Lastniveaus, darstellen. Eine Verdnderung einer oder mehrerer dieser
Groflen kann zu vollig anderen ‘optimalen’ Tragwerken fiihren.



Kapitel 9

Bewertung und Ausblick

9.1 Zusammenfassung

Mit Hilfe der Methoden der Strukturoptimierung kann das mechanische Verhalten von
Tragwerken in Abhéngigkeit von Gegebenheiten wie duflere Last, Ausgangsgeometrie,
Material sowie Lagerbedingungen optimiert bzw. verbessert werden. Wihrend die Topo-
logieoptimierung zur Ermittlung des prinzipiellen Tragwerksaufbaus eingesetzt wird, 148t
sich die genaue, d.h. optimale Form der Struktur mittels der Formoptimierung bestim-
men. Analoges gilt fiir die Querschnittsoptimierung und die Materialoptimierung, mit
deren Hilfe optimale Querschnittsabmessungen bzw. der optimale Materialaufbau ermit-
telt werden kénnen.

Allerdings stellen alle derart gewonnenen Optimierungsergebnisse bzw. Tragwerke ein
Optimum beziiglich der zugrundegelegten Annahmen und Vereinfachungen gegeniiber der
Wirklichkeit dar. Das bedeutet, da} die optimale Topologie und Form von den Ideali-
sierungen des tatsichlichen Ausgangstragwerks mittels des Entwurfsmodells sowie der
Approximation des mechanischen Strukturverhaltens und damit auch dessen Sensitivitéit
im Analysemodell abhéingig sind. Die Abhéngigkeit der Optimierungsergebnisse vom
Analysemodell ist auf das gewéhlte Berechnungsverfahren, in der vorliegenden Arbeit die
Methode der Finiten Elemente, die Qualitidt der verwendeten Elementformulierung und
die gewihlte Kinematik, aber besonders auf das zugrundegelegte physikalische Modell, wie
beispielsweise das Materialverhalten, zuriickzufiihren. Bisherige Optimierungsverfahren
basieren in den meisten Fillen auf der Annahme geometrischer und materieller Linearitét,
womit die Beriicksichtigung von nichtlinearen Strukturproblemen, wie beispielsweise der
Elastoplastizitiat oder Stabilitdtsphidnomenen, bereits wihrend des Optimierungsprozes-
ses nicht moglich ist.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurden einige dieser strukturmechanischen Probleme
in den Optimierungsprozefl aufgenommen, um deren Einflul auf die optimale Topologie
bzw. Formgebung zu untersuchen. Ziel ist es, damit die Zuverlissigkeit der Optimierungs-
ergebnisse infolge einer genaueren Erfassung des realen Strukturverhaltens zu steigern und
auflerdem eine optimale Ausnutzung der eingesetzten Materialien zu gewéhrleisten, um
Ressourcen und damit Kosten einzusparen und trotzdem die Sicherheit der Tragwerke
garantieren zu koénnen.

Aus diesen Griinden wurden die notwendigen Grundlagen zur Erfassung der Elastoplasti-
zitit mit ver— wie auch entfestigendem Materialverhalten nach Uberschreiten der Flief-
spannung und groen Verformungen (geometrische Nichtlinearitét, Stabilitdtsphinomene)
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fiir den Einsatz in der Strukturoptimierung, und hier speziell fiir die Bestimmung der Gra-
dienten von Strukturantwort und Entwurfskriterien (Zielfunktion, Nebenbedingungen),
aufgearbeitet (vgl. Kapitel 4). Besondere Beachtung verdient dabei die Beriicksichtigung
und numerische Behandlung des im Falle der Elastoplastizitit geschichtsabhéingigen Ma-
terialverhaltens. Damit sind neben der Strukturantwort auch die Sensitivitdten (Gra-
dienten) geschichtsabhéingig, was fiir die Auswahl eines geeigneten Verfahrens zu deren
Bestimmung von entscheidender Bedeutung ist. Aus diesem Grund wurden die prinzipi-
ellen Methoden der Sensitivitdtsanalyse in Kapitel 5 vorgestellt und anhand deren Vor—
und Nachteile die Einsetzbarkeit dieser Verfahren fiir geschichtsabhéngige Probleme dis-
kutiert. Es stellte sich heraus, dafl eine variationelle, direkte und aufgrund der Geschichts-
abhéngigkeit inkrementelle Vorgehensweise zur exakten und effizienten Bestimmung der
Ableitungen zu verwenden ist. Eine Bestétigung dieser Aussage ist in verschiedenen Li-
teraturstellen zu finden. Ein weiterer Vorteil der direkten Methode ist die Moglichkeit
der Behandlung beliebiger Optimierungsprobleme, da aufgrund der Kenntnis der Sensiti-
vitat der Strukturantwort die Ableitungen aller mechanisch orientierten Entwurfskriterien
einfach zu berechnen sind. In Kapitel 6 erfolgte dann die Herleitung der variationellen,
direkten Sensitivitdtsanalyse fiir geschichtsabhéingige Materialmodelle, speziell fiir elasto-
plastisches Materialverhalten mit isotroper und kinematischer Ver— und Entfestigung (vgl.
auch Anhang C). Das entfestigende Materialverhalten wurde dabei mit Hilfe der Bruch-
energie beschrieben. Die Auswirkungen auf die Sensitivitdtsanalyse und der Eingang in
die Formulierung wurden diskutiert. Aufgrund erheblicher numerischer Schwierigkeiten
bei der Optimierung mit entfestigendem Materialverhalten konnte jedoch kein Optimie-
rungsbeispiel diskutiert werden. Diese Schwierigkeiten sind vor allem in zu groflen De-
signdnderungen wihrend des Optimierungsprozesses zu suchen. Wihrend die gewéhlten
Diskretisierungen in Raum und Zeit fiir das Ausgangssystem geniigend fein sind, ist vor
allem die Zeitinkrementierung im Lauf des Optimierungsprozesses stindig, z.T. sehr stark
zu verfeinern, um Konvergenz zu erhalten.

Neben der materiellen Nichtlinearitdt wurde die Beriicksichtigung und numerische Um-
setzung grofler Verschiebungen bei der Berechnung der Sensitivititen erértert und herge-
leitet.

Auf die Notwendigkeit der Konsistenz der Herleitung der Sensitivitdtsanalyse zum ver-
wendeten Algorithmus zur Bestimmung des nichtlinearen Strukturverhaltens (Struktur-
analyse) wurde besonders hingewiesen. Aus diesem Grund wurde die Analogie zwischen
Struktur— und Sensitivitdtsanalyse aufgezeigt. Es wurde dariiber hinaus verdeutlicht,
dal eine konsistente Linearisierung der elastoplastischen Materialtangente fiir die qua-
dratische Konvergenz des Verfahrens der Strukturanalyse, nicht aber fiir die Qualitéit der
Ergebnisse der Strukturantwort, erforderlich ist. Im Gegensatz dazu ist die Verwendung
der konsistent linearisierten elastoplastischen Materialtangente bei der Durchfiihrung der
Sensitivitdtsanalyse zwingend erforderlich, um die Genauigkeit der Ableitungen garantie-
ren zu konnen. Dies wird bei der Herleitung der entsprechenden Gleichungen in Kapitel 6
deutlich.

Die Qualitdt und Zuverléssigkeit der vorgestellten Sensitivitdtsanalyse wurde in Kapitel 6
anhand ausgewihlter, verschiedenster strukturmechanischer Beispiele demonstriert. Zur
Beurteilung der Qualitdt dieser analytischen Vorgehensweise wurden Beispiele aus der
Literatur sowie der Vergleich mit numerischen Methoden, beispielsweise dem finiten Dif-
ferenzenverfahren, herangezogen.

Die Auswertung bzw. die Bestimmung der Ableitungen verschiedenster mechanisch ori-
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entierter Entwurfskriterien ist aufgrund der Verwendung der direkten Vorgehensweise bei
der Sensitivitidtsanalyse unproblematisch, was in Kapitel 7 fiir einige Beispiele aufgezeigt
wurde. Insbesondere wurde auf die Bestimmung der Sensitivitdt der Duktilitdt und des
kritischen Lastfaktors bzw. der hierfiir notwendigen Eigenwerte eingegangen. Auf die
Nachteile anderer Verfahren wurde exemplarisch hingewiesen.

Die ausfiihrliche Diskussion der Sensitivitdtsanalyse in Kapitel 6 ist fiir den Einsatz in der
Strukturoptimierung mittels gradientenbasierter Optimierungsmethoden, wie dem SQP—
oder dem OC—Verfahren, erforderlich. Dazu wurde in den Kapiteln 2 und 3 eine bekannte,
allgemeingiiltige Methode zur Behandlung von mathematisch erfabaren Optimierungs-
problemen vorgestellt. Neben der Definition der Optimierungsvariablen fiir Topologie—
und Formoptimierungsprobleme wurden vor allem gradientenbasierte Optimierungsstra-
tegien zur Auffindung des Optimums kurz diskutiert.

Die Beriicksichtigung der vorgestellten Nichtlinearitéiten in der Strukturoptimierung, fiir
welche die Sensitivitdtsanalyse in Kapitel 6 hergeleitet wurde, konnte anhand von (z.T.
akademischen) Optimierungsbeispielen demonstriert werden (vgl. Kapitel 8). Aufgrund
des extrem groflen numerischen Aufwands erfolgte bei der Auswahl der Beispiele die Be-
schrankung auf ebene Scheibenprobleme, ohne jedoch die Allgemeingiiltigkeit der vorge-
stellten Methode bzw. der gewonnenen Erkenntnisse einzuschrinken. Die Ergebnisse der
unterschiedlichen Optimierungsprobleme zeigen sehr deutlich den Einflufl des gewéhlten
mechanischen und numerischen Modells auf die optimale Topologie bzw. Geometrie. Die-
se Erkenntnis unterstreicht die Notwendigkeit der Beriicksichtigung des, im Rahmen der
Moglichkeiten, realen Tragverhaltens von Strukturen bei deren Generierung mit Hilfe von
Optimierungsstrategien, aber auch alternativer Methoden.

9.2 Beurteilung des Verfahrens

Das in dieser Arbeit vorgestellte, inkrementelle Verfahren zur Sensitivitdtsanalyse ermog-
licht die Berechnung der Ableitungen bei geschichtsabhingigem Materialverhalten mit
Ver— und Entfestigung. Allerdings ist die Methode auf kleine Verzerrungen beschrénkt.
Das vorgestellte Verfahren kann zur Behandlung inverser Probleme, zur Parameteridenti-
fikation und zur Vorhersage von Zuverlissigkeiten eingesetzt werden. In der vorliegenden
Arbeit wurde die Sensitivitdtsanalyse zur Optimierung von Tragstrukturen mittels gradi-
entenbasierter Optimierungsverfahren eingesetzt.

Prinzipiell lassen sich die Sensitivitéiten bei der vorgestellten Formulierung beziiglich be-
liebiger Optimierungsvariablen bestimmen. Allerdings ist aufgrund der gewéhlten und fiir
geschichtsabhéingige Probleme auch notwendigen bzw. empfehlenswerten direkten Vorge-
hensweise zur Ermittlung der Sensitivitdten deren Einsatz fiir Topologieoptimierungsauf-
gaben wegen der grolen Anzahl an Optimierungsvariablen sehr teuer und mit enormen, in
manchen Féllen kaum zu rechtfertigenden Rechenzeiten verbunden. Fiir die Behandlung
derartiger Probleme sind daher alternative, effizientere Methoden notwendig. Dazu sind
verschiedene Vereinfachungen und Vernachlissigungen zu treffen, deren Giiltigkeitsbereich
jedoch nur durch den Vergleich mit einem exakten Verfahren definiert werden kann. Eine
Referenzlosung 148t sich mit dem vorgestellten Verfahren bestimmen, um die Auswirkun-
gen der Vereinfachungen und Vernachléssigungen abschéitzen zu konnen.

Fiir Formoptimierungsprobleme, deren Anzahl an Optimierungsvariablen im Vergleich zu
Aufgaben der Topologieoptimierung erheblich kleiner ist, eignet sich die vorgestellte, di-
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rekte Methode besonders gut.

Obwohl die vorgestellte Theorie und Herleitung fiir dreidimensionale Problemstellun-
gen durchgefiihrt wurde, beschrinkten sich die in Kapitel 8 zur Verifikation der Me-
thode vorgestellten Optimierungsbeispiele auf Scheibenprobleme fiir den ebenen Span-
nungszustand. Die entsprechenden Modifikationen der Herleitung der Sensitivitdtsanalyse
wurden im Anhang der Arbeit dargestellt. Allerdings geniigen diese zweidimensionalen
Beispiele zur Erfassung der prinzipiellen Einfliisse des nichtlinearen Strukturverhaltens
auf die Optimierungsergebnisse; zuséitzlich kann der numerische Aufwand reduziert wer-
den. Im Rahmen der Untersuchungen hat sich die hergeleitete Methode zur Sensiti-
vitdtsanalyse als sehr robust und zuverlissig erwiesen. Probleme bei der Optimierung
von Tragwerken lassen sich in erster Linie auf Schwierigkeiten bei der Strukturanalyse
zuriickfithren. Besonders bei entfestigendem, aber auch verfestigendem Materialverhal-
ten oder bei der Beriicksichtigung geometrisch nichtlinearer Effekte verursachten zu grofle
Designinderungen zwischen den einzelnen Optimierungsschritten Probleme bei der Be-
rechnung der Strukturantwort, da die urspriinglich gewihlte Zeitdiskretisierung fiir die
durch die Optimierung verdnderte Entwurfssituation zu grob ist. Eine relativ simple,
adaptive Zeitschrittsteuerung schafft hier Abhilfe, vergrolert allerdings den numerischen
Aufwand zusétzlich.

9.3 Ausblick

Die Motivation der vorliegenden Arbeit ist in der realistischeren Erfassung des tatséich-
lichen Strukturverhaltens durch ein entsprechendes mechanisches Modell bei der Optimie-
rung von Tragwerken begriindet. Dabei wurde elastoplastisches Materialverhalten mit der
Beschréinkung auf kleine Verzerrungen und geometrische Nichtlinearitit wihrend des Op-
timierungsprozesses beriicksichtigt.

Obwohl die Sensitivitdten der Strukturantwort bei entfestigendem Materialverhalten be-
stimmt werden kénnen, ist die Beriicksichtigung von Entfestigung in der Optimierung
weiterhin problematisch und erfordert daher alternative Konzepte. Fiir gewisse Problem-
stellungen, wie beispielsweise Umformprozesse, ist eine Theorie grofler Verzerrungen zu
verwenden. Weitere, in der vorliegenden Arbeit nicht beriicksichtigte Probleme sind z.B.
Kontakt, Dynamik oder Imperfektionen. Zur Effizienzsteigerung ist der Einsatz paralleler
und adaptiver Algorithmen denkbar.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dafl die im Rahmen der vorliegenden Arbeit ent-
wickelten Methoden und deren Anwendung auf Optimierungsaufgaben den Einfluf} ei-
nes realistischeren Strukturverhaltens auf die Optimierungsergebnisse deutlich aufzeigen.
Daher ist das vorliegende Konzept als Grundlage weiterfiihrender Forschungsarbeiten zu
verstehen.
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Anhang A

Umformungen fiir die konsistente
Linearisierung in Kapitel 4.5

Nachfolgend werden die zur Ermittlung der konsistenten elastoplastischen Materialtan-
gente C'? in Kapitel 4 notwendigen Umformungen durchgefiihrt. Entsprechendes gilt fiir
die Umformungen in Kapitel 6 bei der Sensitivitdtsanalyse fiir die nichtlineare Struktur-
antwort.
Fiir die Umformungen wird von der Ableitung des Spannungstensors zum Zeitpunkt ¢+ 1
(vgl. Gleichung (4.63)) und der Ableitung der internen Variablen zum Zeitpunkt ¢ + 1
(vgl. Gleichung (4.64)) ausgegangen.

Vo1 = Vo,+VC(e—~vyr)+C (Ve —Vyr) (A.1)

Y C [VJT’ (19V0't+1 + (1 — 19) Va't) + Vq'l" (29Vqt+1 + (1 — 19) Vqt)]

Vqt+1 = Vqt — V’Yh (A2)
- [Vgh (19V0't+1 + (1 — 79) VO't) + th (19Vqt+1 + (1 — 79) Vqt)]

Durch Isolation der Ableitung des Spannungstensors Vo, in Gleichung (A.1) und der
internen Variablen Vg, in Gleichung (A.2) zum Zeitpunkt ¢ + 1 erhélt man:

(I+~9CV,r)Vo,.u = I+~y9CV,r)Vo,—vCV,rVo,
ccCc’

+ VC (e—~vr)+C (Ve —Vrr)
— YCVr (Vg1 + (1 —9) Vay) (A.3)

(I + ’}/19 th) Vqt+1 = (I + ’}/19 th) Vqt - th Vqt
—— ——

s —1

Q
— V’}/h — ’yVJh (ﬁv0t+1 + (1 — 79) VO't) (A4)

Die Grofien C bzw. Q, die sich durch Ausklammern von Vo1 und C in Gleichung (A.3)
bzw. Vg1 in Gleichung (A.4) ergeben, definieren sich zu:
=1

(I+~y9CV,r) = C(C'+~9V,r)=CC

5 C = (C'+~49V,r)"" (A.5)
Q = (I+y9V,h) " (A.6)
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Nach Multiplikation von Gleichung (A.3) mit C~' und C bzw. von Gleichung (A.4)
mit @ erhilt man fiir die Ableitung des Spannungstensors bzw. der internen Variablen
folgende Ausdriicke (vgl. Gleichungen (4.65) und (4.66)):

Vo1 = Vo, +CC™'VC (e—~vr)+ C (Ve = Vrvyr) — vCV,r Vo,

— YCVur (Vg + (1 =) Va,) (A.7)
Vgiii = Vg —7Q thVth - VyQh
- Q Vo—h (ﬁVUH_l + (]. - ’19) VO't) (AS)

Einsetzen von Gleichung (A.8) in Gleichung (A.7) liefert fiir die Ableitung des Spannungs-
tensors Vo i:

Vo, = Vo,—7CV,rVo,+CC~'VC (e —yr)+C (Ve — Vyr)
— yCV,r [19 <Vqt —vQV,hVq, —VyQh
—vQV,h (Vo + (1—10) Vat)> +(1-9) vqt] (A.9)
Isolation und Ausklammern der Terme, die Vo1 enthalten, liefert:

Vo, —7v évgr Vo,

(I PP CV,rQ V(,h) Vo,

+ 9 (1-9) CVrQV,hVo,

+ CC'VC (e —yr)+C (Ve —Vvr)

+ y9CVrQ(yV,hVg, +Vyh)

— 47CV,rVq, (A.10)

Der Klammerausdruck auf der linken Seite von Gleichung (A.10), der ebenfalls auf der
rechten Seite durch Ausklammern von Vo, entsteht, wird nachfolgend vereinfachend dar-
gestellt:

(I A2 évquvgh) - ¢ (é‘l v vquv[,h) —CcC (A1

071
. _ - -1
¢ - (c L2V, QVJL) (A.12)
Nach Multiplikation von Gleichung (A.10) mit, ¢ und C vereinfacht sich diese wie folgt;

zusitzlich wurden die Terme beziiglich der Zustandsvariablen geordnet (vgl. Gleichungen
(4.68) und (4.69)):

Vo = Vo, + Ve —C (r —quré)h) Vv + € Ve (A.13)
Ve = CC7'VC (e —yr)
- fyC’ (Vgr —719VquVUh> Vo,
- 4C (Vqr — 79V, Q th) Vg, (A.14)
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Einsetzen von Gleichung (A.7) in Gleichung (A.8) liefert fiir die Ableitung der internen
Variablen Vg :
Va1 = Vai—vQVhVag —VyQh—vQV,h (1-9) Vo,

— 7Qvgh[z9<vot —yCV,rVo,+CC™'VC (e —yr)+C (Ve — Vyr)

—yCV,r (IVq + (1 —19) Vqt)> +(1—9) Vat] (A.15)
Isolation und Ausklammern der Terme, die Vq,,; enthalten, liefert:
(I 2P QV,hC Vqr> Vg = Va,—vQV,h Vg, (A.16)
— 9 (1-9)QV,hCV,rVg,—VyQh
— YWQV,hC[CT'VC (e —y7) + (Ve — Vyr)]
— 4QV,h ((1 ) Vo, +9IVo, — wévgrvm)

Der Klammerausdruck auf der linken Seite von Gleichung (A.16) wird vereinfachend wie
folgt dargestellt:

(I —292Q V(,hévqr> - Q (Q’l 22 vgh(}vqr) —QQ " (A17)

Q—l
Q = (Q_l —729*V,hC Vqr)l (A.18)

Nach Multiplikation der Gleichung (A.16) mit Q_l und Q vereinfacht sich diese folgen-
dermaflen; zusétzlich wurden die Terme beziiglich der Zustandsvariablen geordnet (vgl.
Gleichungen (4.70) und (4.71)):

Va1 = Vg + Ve —Q (h . 719V(,h(~7r> Vy—v9QV,hC Ve (A.19)
Vg = —49QV,hCC'VC (e —vr)
) (V[,h . wvghévgr) Vo,
- 7Q (th —y0V,hC Vqr) Vaq; (A.20)

Die Ermittlung des inkrementellen plastischen Multiplikators V~ erfolgt mit Hilfe der
Konsistenzbedingung (vgl. Gleichung (4.73)):

Vo (U't+z9; qt+19) = V, Vo9 +V®Vq 9y =V
= ng) (19V0't+1 + (1 — 19) Va't) + qu) (29Vqt+1 + (1 — 19) Vqt)
=0 (A.21)

Mit Hilfe der Gleichungen (A.13) und (A.19) kann eine Bestimmungsgleichung fiir die
Ableitung des inkrementellen plastischen Multiplikators Vv formuliert werden.

v, o [19 (Vat+V“0' _C (’r —qurQh) v7+év€) 4 (1-9) Vcrt]
+ Vv, [19 (Vqt+V“q— Q (h—wvghér) V’y—’yﬁQVUhCVE:)]
L V,e[(1-0)Vg] = 0 (A.22)
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Auflésen nach V~ liefert folgendes, wobei bereits durch ¢ dividiert wurde (¢ # 0):
[vgcb(} (r _ quré)h) LV, 20 (h _ wvghér)] Ty

= V,® (V”a + % VO't) +V,® (V”q + % Vqt>

+ (V@€ -9V, 2QV,hC) Ve (A.23)
Vereinfachend wird fiir den Klammerausdruck der linken Seite von Gleichung (A.23)

= (V,0C-79V2QVhC)r+ (V,0Q- 19V, 0CVrQ)h  (A24)

gesetzt (vgl. Gleichung (4.76)). Damit 148t sich die Ableitung des inkrementellen pla-

stischen Multiplikators V+ in folgender Weise darstellen (vgl. Gleichungen (4.74) und
(4.75)):

1 ) .

Vi o= V- (V,2C—19V,2QV,hC) Ve (A.25)
1 1

VY =~ (V,0 V0 + V,0Vg) + — (V,@ Vo, +V,0Va)  (A.20)

Einsetzen von Gleichung (A.25) in Gleichung (A.13) fiihrt zur elastoplastischen Materi-
altangente C'?. Man erhilt fiir die Ableitung des Spannungstensors Vo :

Vo, = vot+vma—é(r—quré)h) Ve (A.27)
X [é(é(rqurQh))@(VvU@équ@QvghC‘)}vs

Subtraktion des Terms Vo, fiihrt auf der linken Seite von Gleichung (A.27) zu einem
Ausdruck fiir die Ableitung des inkrementellen Spannungstensors Veo. Bei gleichzei-
tiger Manipulation dieser Gleichung, dafl der Term Ve hinter dem Klammerausdruck
verschwindet, ergibt sich:

% - Vveme" —é(r—quré)h)

ey
v
(é (r—quré)h)) ®?v(,q>é—w9vq<1>ézvghé)

v

(A.28)

~

+ |C-

Wertet man Gleichung (A.28) zum Zeitpunkt ¢ + 1 aus, ergibt sich die elastoplastische
Materialtangente an eben dieser Stelle, wobei die Terme mit V¢ verschwinden (vgl. Glei-
chung (4.77)).

Vo oo e (é(r—quré)h))®(vg<1>é—w9qu>cfzvghé)
Vel. | 7

t+1

(A-29)
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Bei linearer Ver— bzw. Entfestigung, d.h. fiir eine lineare Abhéngigkeit der Spannungen o
von den internen Variablen g, verschwindet die Ableitung des Flievektors » nach den
internen Variablen (V,r7 = 0) und die Ableitung der Verfestigungsfunktion h nach den
Spannungen (V,h = 0). Fiir die elastoplastische Materialtangente C;? folgt dann:

Crov,»C

14

Cct =C-

lin

(A.30)
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Anhang B

Konsistente Linearisierung fiir die
Jo—Plastizitat

Die Definitionen aus Kapitel 4 beziiglich des elastoplastischen Materialverhaltens gelten
hier im Anhang in analoger Weise. Darauf aufbauend wird nachstehend der Sonderfall
der PRANDTL-REUSS-Plastizitit und der voN MISEs-FlieBbedingung (.Jo—Plastizitéit)
mit linearer, isotroper und kinematischer Ver— und Entfestigung fiir den ebenen Span-
nungszustand diskutiert und auf die damit verbundenen Besonderheiten eingegangen.
Auflerdem wird ein assoziiertes Flief— und Verfestigungsgesetz angenommen. Die inte-
gralen Ausdriicke werden mittels des impliziten EULER—Riickwéarts—Verfahrens bestimmt.
Eine entsprechende Notation der fiir diesen Sonderfall geltenden Gleichungen sind bei-
spielsweise in SIMO & TAYLOR [212] oder SIMO & HUGHES [211] angegeben. Die hier in
Anhang B getroffenen Annahmen gelten ebenfalls fiir Anhang C und D.

Zuerst werden die erforderlichen Gleichungen in Ratenform sowie die approximierten, in-
krementellen Gleichungen definiert. Mit der Bildung der totalen Differentiale und der
Ermittlung des Konsistenzparameters, der aus der approximierten Konsistenzbedingung
gewonnen wird, ergibt sich schliellich die konsistente elastoplastische Materialtangente.
Die FlieBflache, die hier geeigneterweise in quadratischer Form definiert ist, lautet:

®? (o, q) = %nTPn — %KZ <0 (B.1)
Im Gegensatz zum dreidimensionalen Fall, bei dem die Tensornotation verwendet wurde,
wird fiir diesen Sonderfall, entsprechend der iiblichen Darstellung in der Literatur, ei-
ne Vektor-Matrix—Schreibweise verwendet. P ist eine konstante Transformationsmatrix.
Der Vektor n beschreibt die relativen Spannungen, welche durch die Differenz zwischen
den absoluten Spannungen o und dem sogenannten 'back stress’-Vektor 3 definiert sind.
Dieser "back stress’-Vektor 3 beschreibt die vektorwertige interne Variable der kinemati-
schen Verfestigung; die Verfestigungsfunktion K (modifizierte Flieispannung) beschreibt
die isotrope Verfestigung, wobei die zugehorige, skalarwertige interne Variable mit « be-
zeichnet ist. Zusammengefafit sind die verschiedenen internen Variablen in der Funktion q.

q = [, B] (B.2)

Die Definitionen der notwendigen Groflen, wie z.B. FlieB— oder Verfestigungsgesetz, in
Ratenform lauten:

FlieBgesetz: & = 4 Pn (B.3)
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2
skalare interne Variable: a = g4/ 3 n" Pn (B.4)

"back stress’Vektor: B =4 3 H'n (B.5)

relative Spannungen: n = o—p3 (B.6)

Die Transformationsmatrix P {iberfiihrt den ebenen Spannungszustand in einen Span-
nungszustand in der Deviatorebene.

2 o-1o
P: Vo—=Vp mit P=g| -1 2 0 (B.7)
0 0 6

Der Raum Vp des ebenen Spannungszustandes ist ein Unterraum von Vg; Vp ist als
Vektorraum eines zweistufigen Tensors definiert. Dieser hat die Dimension 6. Fiir Vp gilt:

Ve i={o €Vs|o=0,i=1,2,3} (B.8)

Der Unterraum Vp, der mittels der Projektionsmatrix P und Vp bestimmt wird, ist
definiert als:

Vp :={6 € Vs |d13 = d93 = 0,tr[g] =0} (B.9)
Die deviatorischen Spannungen errechnen sich nach folgender Beziehung:
. o 2 -1 0
c=Po mit P:§ -1 2 0 (B.10)
0 0 3

Der Unterschied zwischen den Matrizen P und P hingt mit der Beriicksichtigung des
Faktors zwei bei der Schubspannungskomponente zusammen.

Bei der vON Mises-Plastizitéit sind die eigentlich zweistufigen Tensoren der Spannun-
gen o, Verzerrungen e sowie der 'back stresses’ 3 als Vektoren definiert, wobei die Ein-
trage wie folgt angeordnet sind:

o = 0929 (B].].)

Das Verfestigungsverhalten wird mit Hilfe der Funktionen K bzw. K’ und H' definiert.
Der Parameter O steuert den Einfluf} des isotropen und des kinematischen Verfestigungs-
verhaltens.

K = o,+K'« ;. K'=0H (B.12)

H = (1-©)H (B.13)
H stellt den Ver— bzw. Entfestigungsmodul im Raum der plastischen Verzerrungen e?!
dar.

Analog zum Vorgehen beim allgemeinen, dreidimensionalen Fall wird nun die konsistente,
elastoplastische Materialtangente hergeleitet. Die Evolutionsgleichungen lauten:

Spannungen: o = oy +C (e — ") (B.14)
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Verzerrungen: €141 = E1+eE (B.15)
t1
plastische Verzerrungen: sfil = Py / Pl dt (B.16)
t
t+1
skalare interne Variable: a1 = o+ / adt (B.17)
t
t1
'back stress’-Vektor: By, = Bt+/,3dt (B.18)
relative Spannungen: M1 = 01— Bry (B.19)

Fiir den ebenen Spannungszustand ist die elastische Materialmatrix C' folgendermaflen

definiert: X )
v
C = ] _EV2 { 16 (1) L:V } (B.20)

Die Berechnung der Integrale wird mittels eines 'radial return’-Algorithmus vorgenom-
men. Die Approximation der Gleichungen erfolgt mit Hilfe des EULER-Riickwérts—
Verfahrens, welches einen Sonderfall der verallgemeinerten Mittelpunktsregel darstellt
(¥ = 1.0). Fiir die approximierten Evolutionsgleichungen bedeutet dies:

o1 = 0,+C(e—vPnyy) = o+C(e—7Pny) (B.21)

ey = '+ 7Py — & 4Py (B.22)
2 2

Qy1 = at+7\/§"7tT+,9P77t+z9 = at+7\/§"7tT+1 P (B.23)
2 2

Biy1 = ﬂt+7§H MNito9 = ﬂt+7§H Nit1 (B.24)

Fiir die lineare, isotrope Verfestigungsfunktion K gilt dann:
K=0,+K a1 (B.25)

Es ist anzumerken, daf}, wie bei der allgemeinen Herleitung, diese Werte Approxima-
tionen darstellen und der Ubersichtlichkeit halber nicht weiter als solche gekennzeichnet
werden. Die totalen Differentiale der Gleichungen (B.21)—(B.24), die zur Ermittlung der
konsistenten elastoplastischen Materialtangente erforderlich sind, definieren sich zu:

Vo1 = Vo, +C (Ve - VyPny — 7P Vn,) (B.26)
Vell, = Vel +Vy P +vP Vg, (B.27)
/2 PV
Vagn = Vo +Vy 77t+1 Pny+ 7\/777%1 L (B.28)
\/ 77?4-1 Pniia
Vﬂt+1 = Vﬂt + V’Y 3 H' Ney1 +77 = 3 H V’I']H_l (B29)

Vi1 = Vo _V/BtJrl (B-30)
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Die elastische Materialmatrix C, die Matrix P sowie die kinematische Verfestigungs-
funktion H' als Funktion des Ver— bzw. Entfestigungsmoduls H sind vom Lastniveau
unabhéngig, weshalb deren Ableitungen verschwinden und in der folgenden Herleitung
nicht weiter beriicksichtigt werden. Bei der Sensitivitéitsanalyse ist diese Unabhéngigkeit
im allgemeinen nicht gegeben, worauf an entsprechender Stelle in Kapitel 6 bzw. in An-
hang C eingegangen wird.

Ziel der nun folgenden Prozedur ist es, die Ableitung der Spannungen Vo, als Funk-
tion der Ableitung der inkrementellen Verzerrungen Ve darzustellen. In einem ersten
Schritt ist die Ableitung der relativen Spannungen V7, als Funktion der Ableitung der
absoluten Spannungen Vo,.; auszudriicken. Einsetzen von Gleichung (B.29) in Glei-
chung (B.30) liefert:

2 2
V?’]t+1 = vo’t+1 - V,Bt - V’Y g H' N1 — 7 5 H' V’I’]H_l (B31)
Nach Isolation von V7, erhélt man:
1 2
V’r]t+1 = @—1 VO't+1 — V,@t — V’)/ g H N1 (B32)
2
mit O, = (1 +73 H’) (B.33)

Einsetzen von Gleichung (B.32) in die Ableitung der absoluten Spannungen Vo (Glei-
chung (B.26)) fiihrt zu:

2
Vo1 =Vo,+C (Ve — V’YP""ItH)—@l CcP (Vo'tﬂ - VB, —Vy 3 H 77t+1> (B.34)
1

Auflésen nach Vo ergibt:

1+ L CP|Vo,, = Vo, +(-LCPVo,— L CPVao, (B.35)
o, o, 0,

2 !
+ C(Vs—V*yPntH)—i—@lCP<V,8t+V7§Hnt+1>
1

Aus Griinden der besseren Darstellung wurde ein Nullterm auf der rechten Seite hinzu-
gefiigt. 1 stellt die Einheitsmatrix dar. Mit Hilfe der Umformung des Klammerausdrucks
auf der linken Seite von Gleichung (B.35)

—1
1+ Lep)=c(c'+LpP)=cé&' = ¢c=(c'+LP) (B36)
0, 0, o,

TV
= —1

C

liefert eine Multiplikation von Gleichung (B.35) mit C~' und C fiir die Ableitung der
absoluten Spannungen Vo, folgenden Zusammenhang:

Vo, = Vo, @l C PVo, (B.37)
! 2 !
= v A v3H =
1 1
—_———

_@1*1
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Entsprechend der Notation in Kapitel 4 erhilt man fiir die Ableitung der absoluten Span-
nungen Vo i:

VO’t+1 = VO’t + V%o + C’Vs — ? C’P’l’]t+1 (B39)
1
Vg = giHnV@—vm) (B.40)
1

Der Term mit dem expliziten Gradientenoperator V¢*a enthélt lediglich bekannte Werte
zum Zeitpunkt ¢, die in diesem Fall (Ableitung nach dem Inkrement) verschwinden. Um
die Abhéngigkeit der Ableitung der relativen Spannungen V., von der der absoluten
Spannungen Vo zu eliminieren, setzt man Gleichung (B.39) in Gleichung (B.32) ein.

1 . Vy - 2
V’I”t+1 = @—1 (VU't + V¥ + CVe — @—? CP’I’]t+1 — V,@t - V’)/ g H ’l7t+1> (B41)

Die Berechnung der Ableitung des inkrementellen plastischen Multiplikators V+ erfolgt
mittels der Konsistenzbedingung. Diese ergibt sich durch die Ableitung der Flie8bedin-
gung in quadratischer Form:

2
V (2 (0119, G110)) =V (D (111, @us1)) = 0/ P Vnsr — 3 KVK =0 (B.42)

Im Falle des FlieBens (®? = 0) liefert Auflésen der FlieBbedingung (Gleichung (B.1)) nach
der isotropen Verfestigungsfunktion K:

/3
K= 5"7tT+1P"7t+1 (B.43)

Die Ableitung der linearen, isotropen Verfestigungsfunktion K wird aus Gleichung (B.25)
gewonnen, wobei die AnfangsflieBspannung o, und der Ver— bzw. Entfestigungsmo-
dul H beziiglich des totalen Differentials unabhéngig sind. Allerdings ist fiir die Sen-
sitivitdtsanalyse anzumerken, dafl diese Ableitungen nach den Optimierungsvariablen s
nicht notwendigerweise null sein miissen (vgl. Anhang C).

VK = K' Vg (B.44)
Mit den Gleichungen (B.42), (B.43) und (B.44) lautet die Konsistenzbedingung:

2
Nty PV — \3 N Pyt K' Vg =0 (B.45)

Einsetzen der Ableitung der internen Variablen Vea;y; aus Gleichung (B.28) fiihrt bei
gleichzeitigem Ausklammern der relativen Spannungen V7, zu:

2 2 2
(1 —73 Kl) ntT+1 PVn,—K' 3 Nl Py Vo, — Vy 3 K ntT+1 Pniyy =0 (B.46)

Die Ableitung der relativen Spannungen V., aus Gleichung (B.41), die ebenfalls von
der Ableitung des inkrementellen plastischen Multiplikators V+ abhéngig ist, wird zur
Ermittlung des Konsistenzparameters in Gleichung (B.46) eingesetzt. Mit

@2:<1—7§K> (B.47)
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fiihrt dies zu:

) - Vv - 2
@—jntTHP(Va't—l—V”o-qLCVe—@—?C’PntH—VBt—nygHnt+1>

/2 2
- K 3 Nty P Vo, — Vy 3 K’ 77tT+1 P =0 (B.48)

Auflésen nach dem Konsistenzparameter bzw. plastischen Multiplikator V-~ liefert:

O, 0, 2 )
Vy <@2 Ny PCPyy +—>Hnl,, P+~ K'nj,y Pm+1>

0,3 3

0 . >
= Sl P (Vat + V2o + C Ve — wat) — K'\[S 0 P Var (B.49)
1

Nach Multiplikation mit 8—2 148t sich der Konsistenzparameter V+ wie folgt bestimmen:

) _
Vy = ve$7+%nf+1 PC Ve (B.50)
)
mit V*y = ?17%“ (Vo,+ Vo — V)

167
— p @2[( ’r’t+1 P'r]t+1 VOét (B51)

2 0,
Vo= <nt+1PCP77t+1+3 0, 77t+1 Py (02 H' + 0, K)> (B.52)

Zur endgiiltigen Bestimmung der konsistenten elastoplastischen Materialtangente ist der
Konsistenzparameter Vv aus Gleichung (B.50) im Ausdruck fiir die Ableitung der abso-
luten Spannungen Vo, (Gleichung (B.39)) zu ersetzen.

N 1 - C) =
Vo,.. = Vo, +V%0+CVe — o CPnyy <Ve"”7 + 71 ni, PC Vs) (B.53)
1

B Vem,y
1

= Vo,+ V¥ o & Nii1

+<é

Subtraktion von Ve, ergibt auf der linken Seite von Gleichung (B.54) einen Ausdruck fiir
die Ableitung der inkrementellen Spannungen Vo. Bei gleichzeitiger Manipulation dieser
Gleichung, so dafl der Term Ve hinter dem Klammerausdruck verschwindet, ergibt sich:

Vo V%o B Ve
Ve Ve 0, Ve

t\l»—t

CPn.nl, PC’) Ve (B.54)

~ ~ 1 - ~
CPT]t+1 + <C - E CP’I’]H_l ’r’?—l—l PC> (B55)

Die konsistente elastoplastische Materialtangente lautet somit fiir den Sonderfall der
VON MIsEs—Plastizitéit mit linearer, isotroper und kinematischer Ver— bzw. Entfestigung
fiir den ebenen Spannungszustand:

Vo
Ve |,

—_ P — <C’ — % CPnianl,, P é’) (B.56)



Anhang C

Sensitivititsanalyse fiir die
Jo—Plastizitat

Die Ermittlung der konsistenten elastoplastischen Materialtangente C? hiingt sehr stark
von dem zugrunde gelegten Materialmodell ab. Die Einflufifaktoren sind z.B. die Art
der Flieifliche, das Ver— bzw. Entfestigungsgesetz oder auch die Wahl zwischen einem
zweidimensionalen oder dreidimensionalen Spannungszustand.

In Kapitel 4 wurde die Herleitung der konsistenten elastoplastischen Materialtangente fiir
den allgemeinen, dreidimensionalen Fall vorgestellt. In Anhang B ist der Sonderfall fiir
die vON Mises-FlieSbedingung mit linearer, isotroper und kinematischer Ver— bzw. Ent-
festigung fiir den ebenen Spannungszustand angegeben. Diese Unterschiede zeigen sich
selbstverstandlich auch bei der Ermittlung der entsprechenden Sensitivitéten (der Struk-
turantwort). Nachfolgend werden die Gleichungen zur Ermittlung der Sensitivitéten der
Strukturantwort fiir das in Anhang B diskutierte Materialmodell hergeleitet. Das Vorge-
hen unterscheidet sich prinzipiell nicht von der Sensitivitdtsanalyse fiir den allgemeinen,
dreidimensionalen Fall (vgl. Kapitel 6) und wird daher entsprechend knapp abgehandelt.
Die Herleitung fiir den hier diskutierten Spezialfall orientiert sich, &hnlich wie dies fiir den
allgemeinen Fall ausgefiihrt wurde, an der Herleitung der konsistenten Materialtangente
in Anhang B.

Ausgegangen wird fiir die folgende Herleitung ebenfalls von der Ableitung der Gleich-
gewichtsbedingung in schwacher Form (vgl. Gleichung (6.1)). Die Ableitung der kine-
matischen Beziehungen bleibt unveréndert, weshalb die entsprechenden Gleichungen fiir
die nichtlinearen Verzerrungen, deren Variation sowie die diskretisierte Darstellung dieser
Groflen direkt {ibernommen werden. Einziger Unterschied ist die Ableitung der Span-
nungen und der konstitutiven Gleichungen. Zur Ermittlung der Ableitung der Spannun-
gen VS 1 wird von den Gleichungen (B.21)—(B.24) in Anhang B ausgegangen. Analog
zum Vorgehen beim allgemeinen Fall wird hier o durch S und € durch E ersetzt, um
die zusétzliche Beriicksichtigung der geometrischen Nichtlinearitit zum Ausdruck zu brin-
gen. Als zusitzliche Annahme wurde fiir diese Herleitung von einem EULER-Riickwérts—
Verfahren ausgegangen (¢ = 1.0).

Die Ableitung der Spannung VS;,; (Gleichung (B.21)) zum Zeitpunkt ¢ + 1 nach den
Optimierungsvariablen s ergibt:

VsSt-l—l = VSSt + VSC (E — fYPnt-l—l) + C (VSE — (VS’YP’I’]H_1 + ’)/va’r]t+1))
= V.8, +V,C(E —vPni1) — C (Vo yPnpr +yPVnii1) (C.1)
+ C(V¥E+V'™E)
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Die Matrix P ist konstant und demnach designunabhéingig. In Gleichung (C.1) sind, wie
beim allgemeinen Fall, drei unbekannte Ableitungen enthalten. Dies sind die Ableitungen
der impliziten Anteile der inkrementellen, nichtlinearen Verzerrungen bzw. Verschiebun-
gen (VI"E = f (V,u)), die Ableitung des inkrementellen plastischen Multiplikators V sy
und die Ableitung der relativen Spannungen V,n;,; und damit die der ’back stress’—
Spannungen V,3;,;. Durch die folgende Prozedur sind Vv und V1,1 zu eliminieren,
um die Sensitivitit der Spannungen VS, als Funktion der Sensitivitit der inkremen-
tellen Verschiebungen Vg u als einzige Unbekannte darstellen zu kénnen.

Die Ableitung der relativen Spannungen ergibt sich aus der Differenz der Ableitung der
Spannungen VS;y; und der ’back stress’—Spannungen V31 (vgl. Gleichung (B.30)).

Vi1 = VS — VB (C.2)

VsBiy1 erhilt man durch Ableitung von Gleichung (B.24) nach den Optimierungsvaria-
blen s.

2 2 2
ViBiy1 = VB + Vs’YgH'mH + 7§VsH'm+1 + ’YgH'Vs"?tH (C.3)
2 2 2
= V.8 + Vs’YgH/mH + ’YngH/mH + ’Yng (VsSip1 — ViBiy1) (C4)
1 2 2 2
= o <V513t + Vs’YgH"’?tH + ’YngH"’?tH + ’YgH’VsStH) (C.5)

©; wurde bereits in Gleichung (B.33) definiert. Die Ableitung der relativen Spannungen
aus Gleichung (C.2) ist damit:

1 2 _, 2 ,
Vi = @—1 <Vs5t+1 - VB — Vs’YgH N1 — ’YngH 77t+1> (C-6)

Setzt man diese Gleichung in die Bestimmungsgleichung (C.1) fiir die Sensitivitéit der
(absoluten) Spannungen VS, ein, fiihrt dies nach einigen Umformungen zu:

V.S = V.S, — @lépvsst +CC'V,C(E-—vPnyy)+C (VE + V™E)
1

Vs
O

. . 9 ,
CPnyy + @lCP (Vsﬁt +75V.H "7t+1> (C.7)
1

Um diese Gleichung zu erhalten, wurden dieselben Umformungen wie bei der Herleitung
der konsistenten Materialtangente in Anhang B durchgefiihrt (vgl. Gleichungen (B.34)-
(B.38)). Im Gegensatz zu Anhang B sind bei der Sensitivitidtsanalyse die Terme, die
die Ableitung der elastischen Materialmatrix V,C' und die Ableitung des modifizierten
Ver— bzw. Entfestigungsmoduls V H' enthalten, zu beriicksichtigen. Analog zu der in
Kapitel 4 und 6 bzw. Anhang B eingefiihrten, abkiirzenden Schreibweise erhilt man fiir
die Sensitivitit der Spannungen VS, 1:

VS = V,8,+V=eS — V@”éan +CV™E (C.8)
1
. 2
V?S = @lC’P (Vs,gt + ’}/gvsHl’r]t+1 — VsSt>
1

+ CC'V,C(E—~vyPn,)+CV’E (C.9)
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Wiederum enthélt der Term V¢S lediglich bekannte Ableitungen der Geometrie und der

Strukturantwort zum Zeitpunkt ¢. Mit den Gleichungen (C.8) und (C.9) erhilt man fiir
die Ableitung der relativen Spannungen V1, aus Gleichung (C.6) folgenden Ausdruck:

Vo = @1 (v S, + VS + Cvsz)

2 1 2 1
- VBt Var (3H + o CP\|ni+vV,Hnu | (C.10)
@1 @1 3

Zur Ermittlung der Ableitung des inkrementellen plastischen Multiplikators Vv wird ei-
ne zuséitzliche Bedingung benétigt. Diese Quasi-Konsistenzbedingung erhilt man durch
Ableiten der FlieSbedingung (Gleichung (B.1)) nach den Optimierungsvariablen s analog

zum Vorgehen bei der Ermittlung des Konsistenzparameters v bzw. Vv (vgl. Glei-
chung (B.42)).

2
V®® = V, 9’ (St41,q111) = v, (Mig1, 1) = ”7%11 PV — gKvsK =0 (C.11)

Die Definition der Funktion K ist in Gleichung (B.43) angegeben. Die Sensitivitéit dieser
Ver— bzw. Entfestigungsfunktion ergibt sich nach Ableitung von Gleichung (B.25) nach
den Optimierungsvariablen s.

VK =V0,+ VK a1 + K' Vo (C.12)

Fiir die Sensitivitdt der internen Variablen Va4 folgt aus Gleichung (B.23) bzw. (B.28):

PV,
Viapr = Vgay + Vs’Y\/ "7t+1P"7t+1 + 7\/7 iy et (C.13)
\/Tlt+1P77t+1

Setzt man diese Gleichungen (C.11)—(C.13) sukzessive ineinander ein, erhélt man fiir die
Quasi-Konsistenzbedingung:

2
0 = nf+1vant+1 - §n¥1+lpnt+1 (Vsz + VsK,O{t+1) (C14)
- n. PV
- 3"7t+1P77t+1 K' | Viau + sty\/m + 7\/7 t+1 t+1
P
3\t P

Isolation der Ableitung der relativen Spannungen V n,. liefert:

/2
0 = O, 77?+1PV5"7t+1 - 577?+1P"7t+1 (Vsz + VsK,CYtH)
2 T ! 2 T
= 3 P K7 Viae + Vi [2mi P (C.15)

©y wurde in Gleichung (B.47) definiert. Mit Hilfe der Ableitung der relativen Span-
nungen Vm;,1 aus Gleichung (C.10) erhélt man mit den analogen Umformungen aus
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Anhang B (vgl. Gleichungen (B.48)—(B.52)) einen Ausdruck fiir die Sensitivitit des in-
krementellen plastischen Multiplikators V7.

® ~ .
Vyy = Ve + —nl PCVM™E (C.16)
v
: ex ©1 T ex 2 /
mit Vs o= 7"7t+1p VSSt + Vs S — Vs,Bt — ’)/EVSH N1

102 /2
B E@_l V gntT+1P77t+1 (Vsoy + ViK' + K'Von) (C.17)
2

Der Ausdruck 7 wurde bereits in Gleichung (B.52) definiert. Erneut enthélt der Term V¢
ausschlieBlich bekannte Ableitungen. Einsetzen von Gleichung (C.16) in die Ableitung der
Spannungen VS (Gleichung (C.8)) fiihrt zu:

exr

Vit
©1
In dieser Gleichung ist erneut die Bestimmungsgleichung fiir die elastoplastische Materi-
altangente C® enthalten (vgl. Gleichung (B.56)). Als einzige unbekannte Grofe ist die
implizite Ableitung der inkrementellen, nichtlinearen Verzerrungen V™ E und somit die
Sensitivitit der inkrementellen Verschiebungen V u enthalten. Setzt man diese in die
abgeleitete Gleichgewichtsbedingung (Gleichung (6.1)) ein, ergibt sich die Bestimmungs-
gleichung fiir die Sensitivitdt der inkrementellen Verschiebungen V,u. Nach analogen
Umformungen, wie beim allgemeinen Vorgehen in Kapitel 6, folgt (vgl. Gleichung (6.32)):

V.S = V.8, + V=S —

CPny + CPV'™E (C.18)

/ Vi (SE) Sy || dQe + / SEC?V'™E |J|d

Qe Qe

= VSAt+1/5uB|J|dQ§+)\t+1 /6uVSE|J|dQ§+/5uEVs|J|dQ§

Q¢ 3 Q¢

+ VsAt+1/5ui|j|d, £+ A /5uvsi|fr|d, §+/6uivs|:f|d, ¢

Te Te T¢

— [ 0B) Sualddn - [ 9B S.V.17] 0,

¢ ¢
er VEI,Y ~
1
Qe

Die Diskretisierung der hergeleiteten Gleichungen mit Hilfe der Methode der Finiten Ele-
mente erfolgt analog zu der in Kapitel 6 aufgezeigten Vorgehensweise und wird aus diesem
Grund hier nicht wiederholt. Der Vollstéindigkeit halber werden nur die diskretisierten
Gleichungen zur Sensitivitdtsanalyse der Strukturantwort angegeben.

Die Bestimmungsgleichung der Sensitivitit der inkrementellen Verschiebungen V u lautet
dann (vgl. Gleichung (6.63)):

/ B8, B |J|d% Vi

Q¢
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+ / (B, + B, +2B,)" C” (B, + B, +2B,) |J|dQ Vi

Q¢

— Vs)\t+1/NTB|J|dQ§+)\t+1 /NTVSB|J|dQ§+/NTBVS|J|dQ§

Q¢ 3 Q¢

+ Vs)\t+1/NTi|J|d, ¢+ A /NTVsi|j|d, 5+/NTiVS|:I|d, ¢
D¢ Te Te
- / (VB + VB, +2V<B,)" S, |J|dQ;
Qe

— / (B + B, +2B,)" 8,1 V,|J| d

Q2

exr
S

_ / (B, + B, +2B,)" (vsst Lves - Y

5 7(Z*Pf,ﬂ,,m) || d2 (C.20)
1

Q¢

Die Ableitung der Spannungen V,S;,; und des inkrementellen plastischen Multiplika-
tors Vv ergeben sich nach der endgiiltigen Berechnung der Sensitivitéit der inkrementellen
Verschiebungen V4, die eine Funktion der Ableitung des Laststeigerungsfaktors VA, 4
darstellen. Die Bestimmung der Sensitivitit des Laststeigerungsfaktors VA, in Abhén-
gigkeit vom zugrunde gelegten Algorithmus und damit der Sensitivitéit der Verschiebungen
bei Verschiebungsvorgabe ist ausfiihrlich in Kapitel 6 erlautert. Die Sensitivitdt der Span-
nungen VS;.; und des inkrementellen plastischen Multiplikators Vv in diskretisierter
Form lauten:

Vit

1

V.81 = V.8, +V¥S — CPny, +C? (B, + B, +2B,) V.,a (C.21)

X 2
Ve = -CP (vsﬂt + IV H M vsst>
1
+ CC'V,C((B,+B,+B,)i—vyPny)
+ C(VyB,+V,B,+V“B,)u (C.22)
® -
Voy = V& + 71ntT+1PC (B, + B, + 2B,) Vi (C.23)

Alle anderen Ableitungen, wie die der Entwurfskriterien, die der relativen Spannun-
gen Vini1 (Gleichung (C.10)) und die des ’back stress’-Vektors V8,1 (Gleichun-
gen (C.3)-(C.5)), konnen mit Hilfe dieser Gleichungen (C.21)—(C.23) ermittelt werden.
Die Bestimmungsgleichung fiir V¢*~ wurde in Gleichung (C.17) definiert.
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Anhang D

Ableitung der konsistenten
elastoplastischen Materialmatrix

Wie in Anhang C bezieht sich diese Ableitung der konsistenten elastoplastischen Mate-
rialtangente V,C auf die Vereinbarungen in Anhang B. V,C* wird beispielsweise fiir
die Bestimmung der Ableitung des approximierten kritischen Lastfaktors V A, bzw. fiir
die Ableitung des dafiir erforderlichen Eigenwertes V,\; bendtigt (vgl. Kapitel 7). Die
Ableitung von C®? nach den Optimierungsvariablen ergibt sich aus Gleichung (B.56) und
lautet:

[Vs (éPmH) ("7?+1Pé> + (é’PmH) Vs ("7tT+1Pé>] v

V.Cr=v,C -

52
Vv [(éP"?tJrl) ("7tT+1Pé>]
72
V,CPnyyy + CPVs"?tH) <77%F+1Pé>] v
2
CPnt+1> ( nL L PC + ntTHvaé)] v

2

=V,C — K
I E

V.o |(EPnus) (nf, PC)|

172

+ (D.1)
Nachfolgend werden nun die einzelnen Ableitungen gebildet. Die Projektionsmatrix P
ist konstant und daher unabhéngig von den Optimierungsvariablen. Die Sensitivitéit

der modifizierten elastischen Materialtangente V,C' ergibt sich zu (Ableitung von Glei-
chung (B.36)):

V,.C =V,

(C—l + @lIP> 1] .V, (é‘l) ~ v, (C"l + @lIP> (D.2)

Die Ableitung einer inversen Matrix kann durch Verwendung der Beziehung cC =1
fiir symmetrische Matrizen gebildet werden. Daraus folgt:

v.CC eV, ((}’1) -0 —» Vv,C=-CV, (é’l) C (D.3)
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Entsprechend 18t sich die Ableitung der inversen elastischen Materialmatrix V, (C 1)
bestimmen, die bei der Bildung von V <é_1) erforderlich ist.

vi(CchH=-Cc'v,cCc (D.4)
Die Ableitung der inversen, modifizierten, elastischen Materialmatrix V (é’%) ist dann:

vsfy @1 - fyvs@lp
S

v,(¢")=-cv.cot+ (D.5)

Mit Hilfe der Gleichungen (B.13) und (B.33) bzw. (B.12) und (B.47) ergeben sich die
Ableitungen der Gréflen V0, und V0, zu:

2 2

vse)l = vsfng, + ngsH, ) VSHI = (1—@)VSH (D6)
2 2

v‘9('-)2 - _vs’YgK, - 'ngsKl ; VSK, = @VSH (D?)

Je nachdem, ob Ver— oder Entfestigung beriicksichtigt wird, ist die Ableitung V,H den
Gleichungen (6.91) bzw. (6.92) zu entnehmen. Die darin enthaltenen Sensitivitéten sind
in Kapitel 6 an den entsprechenden Stellen angegeben. Die Sensitivitdt des plastischen
Multiplikators V7 ist in den Gleichungen (C.16) bzw. (C.23) definiert.
Die Sensitivitit des Nenners der 'Rang 1 Modifikation’ in Gleichung (D.1) V7 erhilt
man durch Ableiten der Gleichung (B.52) aus Anhang B. Diese lautet:

Vo = VS’I”I%FH PCPuny+ ’I7tT+1 PV.CPmny+ 77%F+1 PC PV

21
+ 59_2 [vsel nzrl P’r’t—l—l (@2 H, + @1 K’)]
21
+ 30, [@1 VsTItT+1 Pny,(6H +60,K')+ 06, nfﬂ PV (0, H' + 0, K’)]
2
21
+ 3o; (01 Pt (VO H' + 0, V,H' + V0, K + 0, V,K'))
2

EVSGQ @1 77?+1 P'r’t-i-l (@2 H' + @1 K,)
3 EY

(D.8)

Die Ableitung der Strukturantwort, wie die des plastischen Multiplikators Vv und die
der relativen Spannungen V141, ist in den Gleichungen (C.16) bzw. (C.23) und (C.10)
angegeben. Damit sind alle Ableitungen fiir die Ermittlung der Sensitivitidt der elasto-
plastischen Materialtangente V,C bekannt und kénnen in Gleichung (D.1) eingesetzt
werden.
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