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Zusammenfassung

Zur Generierung aussagekr�aftiger und zuverl�assiger Tragwerke mit Hilfe der Methoden
der Strukturoptimierung ist es erforderlich, das tats�achliche, in der Regel nichtlineare
Strukturverhalten bereits w�ahrend des Optimierungsprozesses m�oglichst gut zu erfassen.
Probleme der Strukturoptimierung f�uhren oftmals zu nichtlinearen Optimierungsaufga-
ben, die mit gradientenbasierten Verfahren e�zient gel�ost werden k�onnen. Hierf�ur wer-
den die Gradienten, d.h. die Sensitivit�aten, der Zielfunktion und der Nebenbedingungen
nach den Optimierungsvariablen ben�otigt. Da die Entwurfskriterien im allgemeinen von
der Strukturantwort abh�angen, wird die Komplexit�at sowie die Herleitung der Sensiti-
vit�atsanalyse im wesentlichen durch das mechanische und numerische Modell bestimmt.
Im Mittelpunkt der vorliegenden Arbeit steht die Herleitung und numerische Umsetzung
der analytischen Sensitivit�atsanalyse bei elastoplastischem Materialverhalten mit Ver{
und Entfestigung und geometrischer Nichtlinearit�at mit Hilfe der Methode der Finiten
Elemente. Aufgrund der Pfadabh�angigkeit der Strukturantwort im Rahmen der raten-
unabh�angigen Plastizit�atstheorie (Prandtl{Reuss) ist eine spezielle Prozedur f�ur die
ebenfalls pfadabh�angige Sensitivit�atsanalyse erforderlich.
Es wird eine variationelle und direkte Formulierung der analytischen Sensitivit�atsanalyse
vorgestellt, die sich in Verbindung mit elastoplastischem Materialverhalten als besonders
vorteilhaft erweist. Besondere Beachtung bei der Herleitung der analytischen Sensiti-
vit�atsanalyse ist auf eine zum L�osungsalgorithmus der Strukturanalyse konsistente Vor-
gehensweise zu legen. Dies bezieht sich sowohl auf das Integrationsverfahren der kon-
stitutiven Gleichungen als auch den Algorithmus f�ur die Pfadverfolgung. Die entwickelte
Sensitivit�atsanalyse ist wegen ihrer Allgemeing�ultigkeit f�ur beliebige Optimierungsproble-
me, z.B. in der Form{ und Topologieoptimierung, einsetzbar.
Der Ein
u� des mechanischen und numerischen Modells bei der Berechnung von Opti-
mierungsproblemen wird anhand ausgew�ahlter Beispiele unter Verwendung der zuvor be-
schriebenen Sensitivit�atsanalyse demonstriert und diskutiert. Anhand der Maximierung
der Duktilit�at oder der Minimierung des Gewichts wird zum einen gezeigt, welchen Ein
u�
das zugrunde gelegte Materialmodell auf die optimale Topologie bzw. Form haben kann,
zum anderen wird die Notwendigkeit einer Formoptimierung im Anschlu� an eine Topo-
logieoptimierung zur genauen Bestimmung von Details aufgezeigt. Zur Vermeidung von
fr�uhzeitigem Tragwerksversagen infolge Stabilit�at wird eine Stabilit�atsnebenbedingung im
Optimierungsproze� zus�atzlich ber�ucksichtigt, deren Auswirkung auf die optimale Form
des Tragwerks verdeutlicht wird.



Abstract

To generate meaningful and reliable structures by using the methods of structural opti-
mization it is essential to gather the real, in general nonlinear structural behavior already
for the optimization process.
The design problems of interest often lead to nonlinear optimization problems which can
be solved e�ciently by gradient based methods. Thus, it is necessary to compute the
sensitivities, that are the gradients of the objective and the constraints with respect to
the optimization variables. Because the optimization criteria depend in general on the
structural response, the theoretical and computational complexity of the sensitivity ana-
lysis is dominated by the underlying, mechanical and numerical model.
The present work focuses on developing and implementing an analytical approach for the
sensitivity analysis. The structural response is characterized by an elastoplastic material
behavior with strain hardening and softening as well as geometrical nonlinearities, and is
simulated by a Finite Element method. A Prandtl{Reuss model is applied to describe
the elastoplastic material which leads to path{dependent response. In turn, this requires
a special procedure to treat the also path{dependent sensitivity analysis.
A variational and direct formulation for the analytical sensitivity analysis is presented.
The advantages of this formulation in the context of elastoplasticity are discussed. The
proposed procedure is consistent with the one for computing the structural response. This
refers to the integration method of the constitutive equations as well as the path following
strategy. Due to its generality, the proposed sensitivity analysis can be applied to diverse
optimization problems including shape and topology optimization.
The in
uence of the mechanical and numerical model on the optimization procedure and
the optimization results is demonstrated with selected examples. For maximizing the
ductility and minimizing the weight the in
uence of the material model on the optimum
topology and shape is studied. The importance of subsequent shape optimization fol-
lowing a topology optimization step is shown. Additional constraints on the structural
stability are imposed in order to avoid structural failure. The in
uence of these constraints
on the optimum shape is studied.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

Die Anforderungen an Konstruktionen beschr�ankten sich in fr�uherer Zeit haupts�achlich
auf deren technische Eigenschaften und Funktionalit�at. Durch das wachsende Bewu�tsein
in der Bev�olkerung in bezug auf Wirtschaftlichkeit und Umweltvertr�aglichkeit, aber auch
in bezug auf die Machbarkeit bzw. Ausf�uhrbarkeit von Tragstrukturen, sind diese Anfor-
derungen zus�atzlich schon vor bzw. w�ahrend des Konstruktionsprozesses beim Entwurf
zu ber�ucksichtigen, ohne jedoch andere Eigenschaften negativ zu beein
ussen. Allerdings
d�urfen diese zus�atzlich zu ber�ucksichtigenden Faktoren den Entwicklungsproze� aus wirt-
schaftlichen Gr�unden nicht verlangsamen. Bei Konstruktionen, die nicht weiter verbessert
werden k�onnen oder sollen, steht besonders eine schnellere Entwicklungs{ bzw. Herstel-
lungszeit zur Reduktion der Kosten im Vordergrund, ohne Qualit�atsverluste hinnehmen
zu m�ussen.
Die Wirtschaftlichkeit einer Konstruktion wird durch verschiedene Ein
u�faktoren be-
stimmt. Neben der Entwicklungsphase und dem Herstellungsproze� selbst sind dies vor
allem die Kosten und aufzubringende Mengen der verwendeten Materialien, die Unter-
haltung und der Betrieb. W�ahrend die Wirtschaftlichkeit des Herstellungsprozesses vom
reibungslosen Konstruktionsablauf und einer gut durchdachten Koordination abh�angig
ist, spielt die Art der Konstruktion, d.h. die verwendeten Materialien und das Prinzip
der Lastabtragung, f�ur die Wirtschaftlichkeit der Unterhaltung und den Betrieb eine ent-
scheidende Rolle. Die Einsparung von Ressourcen infolge einer e�ektiven Ausnutzung der
verwendeten Materialien wirkt sich direkt auf die Kosten aus und kann f�ur die technische
Machbarkeit einer Tragkonstruktion von entscheidender Bedeutung sein.
Die optimale Ausnutzung von Materialien, wie dies in der Natur vorbildlich, beispiels-
weise beim Wachstum von P
anzen oder auch von Knochen, demonstriert wird, ist dann
gegeben, wenn die Form der 'Konstruktion' dem Kraft
u� infolge einer Beanspruchung
optimal angepa�t ist. Diese optimale Form wird von den Eigenschaften des verwendeten
Materials und den gegebenen Randbedingungen (Lasten, Lagerbedingungen) bestimmt,
d.h. das Wechselspiel zwischen dem mechanischen Verhalten eines Tragwerks und dessen
Geometrie bzw. Form wird durch die Gesetze der Mechanik beschrieben.
Das �ubliche ingenieurm�a�ige Vorgehen ist die Bestimmung der inneren Beanspruchung in-
folge einer �au�eren Belastung eines gegebenen, z.B. beruhend auf der Erfahrung des Kon-
strukteurs, oder auch 'willk�urlich' angenommenen Tragwerks. Die Vorgabe der zul�assigen
Beanspruchung in Form von Spannungen, Verzerrungen oder Verschiebungen und die Er-
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

mittlung der daran (optimal) angepa�ten Geometrie stellt die Umkehrung der �ublichen
Vorgehensweise dar. Dieses Umkehrprinzip, das dem nat�urlichen Wachstum zugrunde
liegt, wird f�ur den Einsatz zum Entwurf von Tragkonstruktionen auch als Strukturopti-
mierung bezeichnet.
Die Anf�ange der Strukturoptimierung gehen bereits auf Galileo Galilei zur�uck, der
1638 das Gewicht eines Kragbalkens minimierte. Durch die Anpassung des Querschnitts-
verlaufs des Kragbalkens an die Biegebeanspruchung infolge einer �au�eren Belastung l�a�t
sich das Gewicht erheblich reduzieren (Szab�o [221]). Der Beginn der Entwicklung der
mathematischen Optimierung wurde jedoch erst durch die Einf�uhrung der Di�erential{
und Integralrechnung durch Newton und Leibniz gegen Ende des 17. Jahrhunderts
erm�oglicht. Optimalit�at einer Funktion ist durch deren Ableitung (Di�erentiation) nach
den freien Parametern de�niert.
Aufbauend auf diesen Erkenntnissen, entwickelte sich die Variationsrechnung, deren Ent-
stehung Bernoulli, Euler und Lagrange w�ahrend des 17. und 18. Jahrhunderts zu-
geschrieben wird, was den Beginn der mathematischen Optimierung darstellt. Allerdings
wird erst durch die Arbeiten von Maxwell um 1870 die mathematische Optimierung
als eine Methode zur Generierung von Tragwerken eingesetzt und von Michell anfangs
des 20. Jahrhunderts fortgef�uhrt (vgl. Wiedemann [247]). Michell ermittelt in seinen
Arbeiten das Gewichtsminimum f�ur eine vorgegebene, maximal zul�assige Spannung f�ur
einen Lastfall. Die daraus entstehenden optimalen Tragwerke sind jedoch als 'Spezial-
tragwerke' zu verstehen, da sie aus einem unendlich feinen Netz von orthogonalen St�aben
bestehen, das an den Verl�aufen der Trajektorien orientiert ist. Allerdings gelten diese
Tragwerke bis heute als Referenzl�osungen.
Jedoch lassen sich nur wenige strukturmechanische Probleme in analytischer Form l�osen.
Zur Erfassung beliebig komplexer Problemstellungen ist daher der Einsatz von Approxi-
mationstechniken zur Beschreibung der Geometrie und zur Bestimmung des Strukturver-
haltens erforderlich. In den Ingenieurwissenschaften hat sich zur Ermittlung der Struktur-
antwort die Methode der Finiten Elemente, die diese mittels lokaler Ritz{Ans�atze appro-
ximiert, bew�ahrt. Durch die etwa zeitgleiche Entwicklung von Computern entstand eine
nahezu ideale Verbindung, gro�e strukturmechanische Probleme numerisch zu behandeln.
Eine wegweisende Arbeit f�ur den Einsatz dieser numerischen Verfahren in der Struktur-
optimierung wurde 1960 von Schmit [197] vorgestellt. Allerdings ist die Behandlung von
hochgradig komplexen und nichtlinearen Optimierungsproblemen erst durch die rasante
Weiterentwicklung in der Computertechnologie m�oglich geworden. Immer ausgefeiltere
Methoden in bezug auf mathematische Algorithmen zur L�osung nichtlinearer Optimie-
rungsprobleme, computerorientierte Konstruktionsverfahren zur geometrischen Beschrei-
bung von Tragwerken, wie beispielsweise das 'Computer Aided Design (CAD)', aber auch
zuverl�assige Methoden zur approximativen Bestimmung des Strukturverhaltens, k�onnen
dadurch f�ur den Optimierungsproze� eingesetzt werden.
Die Weiterentwicklung der Approximationsverfahren, wie z.B. das der Methode der Fini-
ten Elemente, in bezug auf eine realistischere Erfassung des tats�achlichen mechanischen
Verhaltens von Tragwerken stellt einen Forschungsschwerpunkt dar. Damit werden zur
Steigerung der Zuverl�assigkeit und Aussagekraft numerischer Berechnungen nichtlineare
E�ekte ber�ucksichtigt. Dies sind beispielsweise die Erfassung von geometrischer Nicht-
linearit�at (z.B. gro�e Verschiebungen, gro�e Verzerrungen und Stabilit�atsph�anomene)
und/oder materieller Nichtlinearit�at, wie z.B. Plastizit�at oder Sch�adigung. In diesem Zu-
sammenhang sind auch die (nichtlineare) Dynamik und Kontaktprobleme zu nennen. Ein
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weiterer Faktor zur realistischen Beschreibung der Strukturantwort stellt die Erfassung
von Schwankungen der Material{, der Geometrie{ und auch der Beanspruchungsgr�o�en
sowie der Lagerbedingungen dar, was auch als Stochastik bezeichnet wird. Unter die-
se Kategorie fallen beispielsweise geometrische Imperfektionen und statistisch ermittelte
Last{ und Materialdaten, die eine gewisse Streubreite aufweisen.
F�ur die Ber�ucksichtigung der nichtlinearen E�ekte in der Strukturoptimierung sind die
numerischen Verfahren entsprechend aufzubereiten, um die f�ur die Optimierung erforder-
lichen Gradienteninformationen mittels der Sensitivit�atsanalyse ermitteln zu k�onnen.
Der Entwurf von Tragwerken in der Luft{ und Raumfahrt, im Automobilbau, im Maschi-
nenbau oder auch im Bauwesen erfordert in bezug auf Wirtschaftlichkeit, Zuverl�assigkeit
und Sicherheit die Einbeziehung m�oglichst vieler der genannten Ein
u�faktoren. Aus
diesem Grund erscheint es f�ur den Einsatz der numerischen Verfahren der Strukturopti-
mierung als Entwurfshilfe unumg�anglich, diese Verfahren sukzessive zu erweitern, um den
obengenannten Anforderungen Rechnung tragen zu k�onnen. Au�erdem sind Tragwerke,
die mit Hilfe von Optimierungsverfahren generiert werden, sehr h�au�g, wie im Fall der
sogenannten Michell{Strukturen (vgl. Michell [146]), hochspezialisierte Tragwerke.
D.h. sie stellen ein Optimum bez�uglich der gew�ahlten Bedingungen, wie z.B. die �au�ere
Belastung und das zugrunde liegende mechanische Modell, aber auch der zeitlichen und
r�aumlichen Diskretisierung von Geometrie und Strukturantwort, dar. Je einfacher das
mechanische Modell f�ur die Strukturanalyse und den Optimierungsproze� gew�ahlt wird,
desto spezialisierter, aber oftmals auch desto unrealistischer, ist das generierte Tragwerk.
Diese Problematik ist beispielsweise in Abbildung 1.1 verdeutlicht.
Ziel dieses Formoptimierungsbeispiels ist es, die Duktilit�at des Tragwerks, d.h. das Ener-
gieabsorptionsverm�ogen, bei konstant vorgegebener Masse zu maximieren. Basierend auf
einem sowohl geometrisch als auch materiell linearen mechanischen Modell, ergibt sich die
in Abbildung 1.1 dargestellte, optimal an die de�nierten Bedingungen angepa�te Form.
Aufgrund der Gleichstreckenlast pa�t sich die Form des Riegels an den Momentenverlauf
an, allerdings werden durch den Optimierungsproze� sehr d�unne Stiele sowie Au
ager
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sehr geringer Breite (b1 = 0:148m) erzeugt. Dies wird zu Stabilit�atsproblemen und zu
einer �Uberschreitung der aufnehmbaren Spannungen f�uhren, wenn das reale Strukturver-
halten ber�ucksichtigt wird. Wie sich die Erweiterung bzw. Anpassung des mechanischen
Modells an das tats�achliche Strukturverhalten auf das Optimierungsergebnis auswirken
kann, wird im Laufe der vorliegenden Arbeit diskutiert.
Der Konstruktionsproze� von Tragwerken mu� in heutiger Zeit vor allem wirtschaftlichen
Aspekten Rechnung tragen, ohne jedoch die Sicherheit der Tragkonstruktionen au�er acht
zu lassen. Aus diesem Grund ist es notwendig, da� die eingesetzten, numerischen Metho-
den, wie beispielsweise die Strukturoptimierung, diesen Anforderungen entsprechen bzw.
dahingehend verbessert werden, um das tats�achliche Strukturverhalten m�oglichst exakt
abbilden zu k�onnen.
Allerdings k�onnen durch die mathematisch{mechanisch orientierten Methoden der Struk-
turoptimierung nicht alle Ein
u�faktoren, die letztendlich f�ur die Gestalt bzw. Form-
gebung einer Tragkonstruktion ma�gebend sind, erfa�t werden. Diesbez�uglich sind bei-
spielsweise die Herstellungs{ und Betriebskosten oder auch die Entsorgungskosten, die
beim Recycling anfallen, zu nennen. Obwohl diese Ein
u�faktoren eventuell approxima-
tiv in der Optimierung ber�ucksichtigt werden k�onnen, so ist dies bei der �Asthetik einer
Konstruktion nahezu unm�oglich.

1.2 Zielsetzung

Die realistischere Erfassung des mechanischen Tragverhaltens schon w�ahrend des Kon-
struktionsprozesses, f�ur den beispielsweise die Methoden der Strukturoptimierung einge-
setzt werden k�onnen, ist das Ziel der vorliegenden Arbeit.
Eine abstrakte Methode zur Behandlung und L�osung beliebiger Optimierungsprobleme
ist die Mathematische Programmierung. Diese wird in Gradientenverfahren und gradi-
entenfreie Verfahren eingeteilt. In der vorliegenden Arbeit kommen aus E�zienzgr�unden
und aufgrund der gro�en Variabilit�at ausschlie�lich Gradientenmethoden zum Einsatz.
Die Ermittlung der hierf�ur notwendigen Gradienteninformationen wird mit Hilfe der Sen-
sitivit�atsanalyse durchgef�uhrt, die im Optimierungsproze� infolge ihrer theoretischen und
numerischen Komplexit�at bei nichtlinearen Strukturproblemen eine zentrale Rolle ein-
nimmt.
Die Berechnung von Sensitivit�aten bei nichtlinearem Strukturverhalten erfordert beson-
ders bei geschichtsabh�angigen Problemen, wie beispielsweise der Elastoplastizit�at, speziel-
le Strategien. Wie die Bestimmung der Strukturantwort, die im Rahmen der vorliegenden
Arbeit mit der Methode der Finiten Elemente ermittelt wird, ist die Sensitivit�atsanalyse
inkrementell, d.h. nach jedem Gleichgewichtszustand durchzuf�uhren. Um die Genauig-
keit der Sensitivit�atsanalyse bei nichtlinearem Strukturverhalten garantieren zu k�onnen,
ist die Orientierung der Herleitung der Sensitivit�atsanalyse am L�osungsalgorithmus f�ur
die Strukturantwort notwendig, was zun�achst deren Aufarbeitung erfordert.
Daher ist das Ziel dieser Arbeit die Herleitung und numerische Umsetzung eines robusten,
e�zienten und allgemeing�ultigen, zur L�osungsstrategie f�ur die Strukturantwort konsisten-
ten Algorithmus zur Bestimmung der f�ur die Optimierung notwendigen Gradienteninfor-
mationen. F�ur geschichtsabh�angige Probleme, bei denen die Sensitivit�atsanalyse inkre-
mentell durchzuf�uhren ist, eignet sich besonders gut die variationelle, direkte Vorgehens-
weise, was im Laufe der Arbeit noch vorgestellt und begr�undet wird. Diese variationelle,
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direkte Sensitivit�atsanalyse emp�ehlt sich au�erdem aufgrund ihrer gro�en Variabilit�at in
idealer Weise zur Bestimmung der Ableitungen beliebiger Entwurfskriterien. Au�erdem
wird das spezielle Vorgehen bei elastoplastischem Materialverhalten mit Ver{ und Entfe-
stigung aufgezeigt und auf den Ein
u� der L�osungsmethode bei der Strukturanalyse auf
die Sensitivit�atsanalyse eingegangen. Zudem werden durch die vorgestellte Formulierung
geometrisch nichtlineare E�ekte ber�ucksichtigt.
Die exakte Berechnung der Ableitung von Entwurfskriterien, wie beispielsweise der Duk-
tilit�at oder des kritischen Lastfaktors, die mit anderen Methoden oftmals nur approxi-
mativ durchgef�uhrt werden kann, wird demonstriert. Abschlie�end wird anhand aus-
gew�ahlter Beispiele der Strukturoptimierung die Einsetzbarkeit der entwickelten Sensiti-
vit�atsanalyse bei materiell und geometrisch nichtlinearem Strukturverhalten aufgezeigt.
Au�erdem wird mit deren Hilfe die Notwendigkeit der Ber�ucksichtigung von strukturellen
Nichtlinearit�aten im Optimierungsproze� zur Generierung zuverl�assiger Konstruktionen
verdeutlicht.
Anmerkung:

Die numerische Umsetzung der im Rahmen der vorliegenden Arbeit entwickelten Algo-
rithmen auf der Basis der entsprechenden theoretischen Hintergr�unde ist in dem FE{
Programmsystem CARAT [46] verwirklicht. Dieses wurde bzw. wird am Institut f�ur
Baustatik der Universit�at Stuttgart unter besonderer Ber�ucksichtigung der Anforderun-
gen bei der Strukturoptimierung entwickelt (Bletzinger [30], [33], Kimmich [106], Rei-
tinger [180], Maute [136]).

1.3 Gliederung

Die vorliegende Arbeit gliedert sich wie folgt:
In Kapitel 2 werden zun�achst die zur e�zienten, numerischen L�osung von Optimierungs-
aufgaben erforderlichen Grundlagen bereitgestellt. Dabei steht besonders die Integrati-
on der verschiedenen Teildisziplinen, wie mathematischer Optimierungsalgorithmen (z.B.
SQP), computerorientierter Konstruktionsverfahren (z.B. CAD) und Analyseverfahren
(z.B. FEM) zur Ermittlung der Strukturantwort, aber auch deren Ableitung in ein Ge-
samtkonzept, im Vordergrund.
Die Behandlung von Form{ und Topologieoptimierungsproblemen und die daf�ur notwendi-
ge geometrische Modellierung und De�nition der Optimierungsvariablen wird in Kapitel 3
beschrieben. Im Fall der Formoptimierung sind diese Variablen geometrische Gr�o�en wie
Querschnittsabmessungen, aber vor allem die Koordinaten von Knoten formbeschreiben-
der Funktionen. Bei der Topologieoptimierung werden sowohl geometrische Gr�o�en auf
der Mikroebene als auch Materialgr�o�en auf der Makroebene als Optimierungsvariablen
de�niert.
Die Beschreibung der Strukturanalyse erfolgt in Kapitel 4. Neben der De�nition und
ph�anomenologischen Beschreibung materiell und geometrisch nichtlinearer Strukturpro-
bleme, wie Plastizit�at mit Ver{ und Entfestigung, gro�er Verformungen und Stabilit�at,
wird auf die numerische Behandlung dieser Randwertprobleme mit Hilfe der Methode der
Finiten Elemente eingegangen. Die dort getro�enen De�nitionen bilden die Grundlagen
der in den Kapiteln 5 und 6 diskutierten Methoden zur Sensitivit�atsanalyse.
In Kapitel 5 werden die prinzipiell unterschiedlichen Methoden zur Sensitivit�atsanalyse
vorgestellt sowie Vor{ und Nachteile f�ur deren Anwendung auf verschiedene strukturme-
chanische Probleme diskutiert. Eine geeignete Wahl ist besonders f�ur geschichtsabh�angige
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Probleme und die Behandlung beliebiger Optimierungsaufgaben von entscheidender Be-
deutung.
Die analytische Berechnung der Sensitivit�aten nichtlinearer Strukturprobleme wird in
Kapitel 6 diskutiert. Dabei wird besonders auf die inkrementelle Vorgehensweise zur
Behandlung geschichtsabh�angiger Probleme, wie der Elastoplastizit�at bei gro�en Ver-
formungen, jedoch kleinen Verzerrungen, eingegangen. Um zuverl�assige Ergebnisse bei
der analytischen Sensitivit�atsanalyse zu erhalten, ist eine Formulierung konsistent zur
L�osungsmethode zur Ermittlung der Strukturantwort zwingend erforderlich. Je nachdem,
ob ver{ oder entfestigendes Materialverhalten bzw. welche Art von Optimierungsvariablen
de�niert ist, ist die Ableitung der Materialparameter entsprechend zu bestimmen. Die
numerische Umsetzung im Rahmen der Methode der Finiten Elemente wird ausf�uhrlich
beschrieben. Die Veri�kation der hergeleiteten Theorie und der zugeh�origen algorithmi-
schen Umsetzung zur analytischen Sensitivit�atsanalyse wird anhand verschiedener struk-
turmechanischer Beispiele durchgef�uhrt. Zu Vergleichszwecken werden u.a. Beispiele aus
der Literatur herangezogen. Au�erdem werden Schwierigkeiten bei der Ermittlung der
Sensitivit�aten aufgezeigt sowie deren Behandlung beschrieben.
Aufgrund der gro�en Flexibilit�at des vorgestellten Algorithmus zur Berechnung der Sensi-
tivit�at der Strukturantwort k�onnen die Ableitungen verschiedenster Entwurfskriterien zur
L�osung von Optimierungsaufgaben mittels gradientenbasierter Methoden gebildet werden.
Dies ist in Kapitel 7 beschrieben. Dabei wird besonders auf die Ermittlung der Ableitung
des kritischen Lastfaktors und der Duktilit�at eingegangen.
Die Anwendung der vorgestellten Verfahren zur Problembeschreibung und deren Appro-
ximation (Geometriemodell), zur Beschreibung der Geometrie{ bzw. Materialvariation
(Optimierungsmodell) sowie zur Struktur{ und Sensitivit�atsanalyse (Analysemodell) auf
Optimierungsprobleme wird in Kapitel 8 anhand ausgew�ahlter Beispiele der Formopti-
mierung diskutiert. Die Maximierung der Duktilit�at oder die Minimierung des Gewichts
unter Ber�ucksichtigung verschiedener Nebenbedingungen sind dabei m�ogliche Optimie-
rungsziele.
Anschlie�end werden in Kapitel 9 die wichtigsten Ergebnisse und Erkenntnisse der vor-
liegenden Arbeit zusammengefa�t. Es folgt deren Bewertung sowie ein Ausblick auf
zuk�unftige Entwicklungen.
Die Herleitung der Methoden in den Kapiteln 4, 6 und 7 erfolgt f�ur den allgemeinen, dreidi-
mensionalen Fall und beliebige Plastizit�atsmodelle. Im Anhang wird auf die erforderlichen
Umformungen bei der konsistenten Linearisierung der konstitutiven Annahmen, die not-
wendigen Modi�kationen der Herleitungen und Algorithmen f�ur den Spezialfall des ebenen
Spannungszustandes ('plane stress') und der von Mises{Flie�bedingung mit linearer, iso-
troper und kinematischer Ver{ und Entfestigung eingegangen. Anhang A beinhaltet die
Umformungen und De�nitionen f�ur die Ermittlung der konsistenten elastoplastischen Ma-
terialtangente. Anhang B besch�aftigt sich mit der Herleitung der f�ur den obengenannten
Spezialfall konsistenten, elastoplastischen Materialtangente. Die entsprechenden Modi�-
kationen f�ur die variationelle, direkte Sensitivit�atsanalyse sind in Anhang C zu �nden,
und in Anhang D ist die analytische Ableitung der konsistenten, elastoplastischen Mate-
rialtangente nach den Optimierungsvariablen beschrieben.



Kapitel 2

Grundelemente und Gesamtkonzept

der Strukturoptimierung

2.1 Einleitung

Die Strukturoptimierung hat zur Aufgabe, Tragwerke bez�uglich eines oder mehrerer de-
�nierter Entwurfskriterien zu verbessern. Dabei kommen eine Vielzahl mathematisch
formulierbarer, zumeist mechanisch aber auch geometrisch orientierter Entwurfskriterien
in Frage. Diese, auch als Zielfunktionen bezeichnet, sind beispielsweise die Maximierung
der Stei�gkeit oder Duktilit�at, ein m�oglichst ausgeglichener Spannungszustand oder auch
die Minimierung des Strukturvolumens bzw. des Strukturgewichts. Letztere z�ahlt man
zu den geometrischen Entwurfskriterien. Das Gewicht eines Tragwerks ist genau dann
minimal, wenn es null ist; abgesehen von negativen und damit unphysikalischen Werten.
Diese, aus mathematischer Sicht richtige Aussage, ist allerdings f�ur realistische Problem-
stellungen ungeeignet, da �au�ere Lasten nicht abgetragen werden k�onnen. Dies f�uhrt zu
der Einf�uhrung von sogenannten Nebenbedingungen, durch die funktionsbedingte bzw.
mechanische Aspekte, wie beispielsweise maximal zul�assige Spannungen oder Verschie-
bungen, in die Strukturoptimierung eingebracht werden k�onnen. Analog lassen sich auch
geometrisch orientierte Nebenbedingungen, wie beispielsweise die Erhaltung des Struk-
turvolumens, motivieren. Diese Nebenbedingung wird h�au�g bei der Maximierung der
Stei�gkeit, was im linearen Fall der Minimierung der inneren Form�anderungsenergie ent-
spricht, eingesetzt, um die M�oglichkeit des unbegrenzten Massenzuwachses zur Steigerung
der Zielfunktion zu verhindern.
Dies ist jedoch lediglich als Motivation der Notwendigkeit von Nebenbedingungen zu
verstehen. Eine Kombination von mechanisch orientierten Zielfunktionen und Nebenbe-
dingungen ist ebenfalls denkbar. Normalerweise wird das statische Gleichgewicht a priori
erf�ullt. Eine andere M�oglichkeit ist die Ber�ucksichtigung des Gleichgewichts als Gleich-
heitsnebenbedingung im Optimierungsproze�.
Je nachdem, auf welcher Entwurfsebene das zuvor beschriebene Optimierungsproblem
de�niert ist, spricht man von Topologie{, Form{, Bemessungs{ bzw. Querschnitts{ und
Materialoptimierung.
Mit Hilfe der Topologieoptimierung soll der konzeptionelle Aufbau eines Tragwerks, al-
so die Lage, die Anordnung und die Anzahl von Tragwerkselementen ermittelt werden;
d.h. die Nachbarschaftsbeziehungen der Materiepunkte werden bestimmt. Formopti-
mierungsprobleme starten von einem topologisch bereits bekannten Tragwerk. Es wer-
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den lediglich die �au�eren und inneren Begrenzungskanten bzw. {
�achen durch die Op-
timierung ver�andert. Ein Spezialfall der Formoptimierung stellt die Bemessungs{ bzw.
Querschnittsoptimierung dar. Kennzeichnend f�ur diese Art der Optimierung ist eine direk-
te (explizite) Abh�angigkeit von der de�nierten variablen Gr�o�e bzw. Abmessung und dem
mechanischen Verhalten der Struktur. Unter der Annahme von linear elastischem Struk-
turverhalten ist die Stei�gkeit eines Zugstabes proportional zu dessen Querschnitts
�ache
bzw. eine kubische Funktion bez�uglich der Balkenh�ohe f�ur eine Biegebeanspruchung. Als
Beispiel f�ur eine Materialoptimierung kann die optimale Anordnung von Fasern in einer
Matrix genannt werden. Dabei bleiben Topologie, Form und Querschnittsabmessungen
unver�andert.
Diese Einteilung zeigt den hierarchischen Charakter der verschiedenen Optimierungsauf-
gaben, was in Abbildung 2.1 nochmals zusammengefa�t und verdeutlicht wird.
Bei den obengenannten Optimierungsaufgaben handelt es sich um gemischte Variations-
probleme mit oder ohne Nebenbedingungen. In den meisten F�allen k�onnen derartige
Probleme nicht geschlossen gel�ost werden. Nur f�ur wenige F�alle existieren geschlossene,
kontinuierliche L�osungen f�ur die geometriebeschreibende Entwurfsfunktion s(x). Analo-
ges gilt auch f�ur die Strukturantwort (vgl. Kapitel 4).
Um Optimierungsprobleme numerisch e�zient l�osen zu k�onnen, bedarf es einer approxi-
mativen Beschreibung der r�aumlichen Gestalt (Topologie, Form, Querschnittsabmessung)
des zu optimierenden Tragwerks. Dies geschieht im sogenannten Entwurfsmodell mit Hilfe
von N�aherungsfunktionen sh(x). F�ur diese gilt der folgende Zusammenhang:

s(x) � sh(x) = sh(x; ŝ) ; s(x) 2 Vs � H1
0 ; s

h(x; ŝ) 2 V h
s � Vs (2.1)

Dabei beinhaltet der Vektor ŝ die freien (diskreten) Parameter der N�aherungsfunktionen sh

f�ur die Geometriebeschreibung. '̂ ' kennzeichnet im weiteren Verlauf diskrete Funktions-
parameter. Die L�ange des Vektors ŝ ist die maximal m�ogliche Anzahl von Optimierungs-
variablen. x 2 IR3 beschreibt eindeutig den Ort, z.B. in einem raumfesten, kartesischen
Koordinatensystem.
Das mathematisch abstrakte Optimierungsproblem wird mit Hilfe des Optimierungsmo-
dells aufgestellt. Neben der De�nition der Zielfunktion f(s) und der Nebenbedingungen
h(s), g(s) werden die Optimierungsvariablen ŝ aus dem Satz der m�oglichen Optimierungs-
variablen ŝ bestimmt. Es ergibt sich in der Regel ein hochgradig in ŝ nichtlineares System

Bemessungs– / Querschnitts–

optimierung

Form–

optimierung

Topologie–

optimierung

Material–

optimierung

Abbildung 2.1: Disziplinen in der Strukturoptimierung (aus Ramm et al. [176])
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von Gleichungen und Ungleichungen, das iterativ zu l�osen ist. Daf�ur stehen zahlreiche
mathematische Verfahren, auf die an sp�aterer Stelle noch genauer eingegangen wird, zur
Verf�ugung.
Die im Optimierungsmodell de�nierten Funktionen sind z.T. von der Strukturantwort
abh�angig (mechanisch orientierte Entwurfskriterien). Da die Strukturantwort, wie bereits
angedeutet, f�ur die wenigsten strukturmechanischen Probleme geschlossen ermittelt wer-
den kann, wird diese approximativ bestimmt. H�au�g wird diese dabei mit der Methode
der Finiten Elemente, auf die in Kapitel 4 n�aher eingegangen wird, bestimmt. F�ur die
Strukturantwort gilt dann entsprechend:

u(x) � uh(x) = uh(x; û) ; u(x) 2 Vu � H1
0 ; u

h(x; û) 2 V h
u � Vu (2.2)

Der Vektor û bezeichnet die freien (diskreten) Parameter der N�aherungsfunktionen f�ur die
Strukturantwort, hier repr�asentativ am Beispiel der Verschiebungen aufgezeigt. Die Er-
mittlung der Strukturantwort und deren Sensitivit�at erfolgt mit Hilfe des Analysemodells.
Dieses baut auf dem Entwurfsmodell auf und ber�ucksichtigt die mechanischen Aspekte.
Nachfolgend wird der prinzipielle Ablauf einer Optimierung, basierend auf den vorgestell-
ten drei Modellen, erl�autert. Als erster Schritt erfolgt eine Strukturanalyse des im Ent-
wurfsmodell diskretisierten Ausgangsentwurfs mittels des Analysemodells. Basierend auf
den Ergebnissen der Strukturanalyse, erfolgt die Auswertung der Zielfunktion und Neben-
bedingungen im Optimierungsmodell zur Beurteilung der Qualit�at des aktuellen Entwurfs.
Neben diesen Informationen ist f�ur gradientenbasierte, mathematische Optimierungsver-
fahren zus�atzlich eine Aussage �uber die �Anderung der Strukturantwort bei einer Variation
der Optimierungsvariablen ŝi (mit ŝi 2 ŝ; i = 1; ::; ns), wobei ns die Anzahl der Optimie-
rungsvariablen darstellt, zu tre�en. Diese wird mittels der Sensitivit�atsanalyse, der in der
vorliegenden Arbeit besondere Beachtung geschenkt wird, bestimmt. Damit l�a�t sich nun
unter Zuhilfenahme von Optimierungsstrategien ein Satz modi�zierter Optimierungsva-
riablen ŝ ermitteln, die dem optimalen Entwurf n�aherkommen. Der verbesserte Entwurf
wird analog zum Ausgangsentwurf analysiert und mit Hilfe des beschriebenen Vorgehens

Variationelle Formulierung des Optimierungsproblems

f(s) , h(s) , g(s)

Approximation
vonGeometrie (CAGD) mechanischem Modell (FE)

Entwurfsmodell Analysemodell

Optimierungsmodell
f�s^� , h�s^� , g�s^�

s(x) � sh(x) � sh�x, s^� u(x) � uh(x) � uh�x, u^ �

Variation der Geometrie Gradienteninformationen
(Sensitivitätsanalyse)

Abbildung 2.2: Modellierung des Optimierungsproblems
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erneut verbessert. Diese iterative Prozedur, die aufgrund des in den Optimierungsva-
riablen ŝ nichtlinearen Optimierungsproblems notwendig ist, wird so lange durchlaufen,
bis eine ausreichende Konvergenz f�ur die L�osung erreicht ist. In Barthold [10] wird
der Ablauf einer Optimierung sehr tre�end mit den Worten 'Konstruieren { Berechnen {
Bewerten { Verbessern' beschrieben. Die Konstruktion erfolgt mit Hilfe des Entwurfsmo-
dells, die Berechnung geschieht im Analysemodell, und mittels des Optimierungsmodells
wird das Tragwerk durch Auswerten der Entwurfskriterien bewertet und ein verbessertes
Tragwerk erzeugt.
Zur e�zienten Behandlung von Strukturoptimierungsproblemen sind die drei beschrie-
benen Modelle zu einem Gesamtoptimierungsmodell zusammenzufassen, weshalb bei-
spielsweise in Eschenauer [64] vom Drei{S�aulen{Konzept gesprochen wird (vgl. Ab-
bildung 2.2). Aufgrund dieser Modularit�at und Flexibilit�at k�onnen mit diesem Werkzeug
verschiedenste Optimierungsaufgaben bew�altigt werden, da die jeweiligen Modelle leicht
gegen funktionell entsprechende Module ausgetauscht und die Auswahl an Zielfunktionen
und Nebenbedingungen beliebig erweitert werden k�onnen.
Die Leistungsf�ahigkeit des beschriebenen Gesamtkonzepts ist beispielsweise in den Arbei-
ten von Eschenauer [68], Bletzinger [30], Bletzinger et al. [33], Kimmich [106],
Kimmich et al. [107], Mahnken [130], Barthold [10] oder Maute [136] beschrie-
ben.
In den letzten zwei Jahrzehnten wurde eine Vielzahl von Aufs�atzen und Lehrb�uchern
ver�o�entlicht, die einen �Uberblick �uber Programmkonzepte sowie verschiedene Methoden
und Teildisziplinen der Strukturoptimierung geben. Ohne den Anspruch auf Vollst�andig-
keit sind nachfolgend einige wesentliche Arbeiten aufgelistet:
Gill et al. [77], Schmit [198], Morris [150], Vanderplaats [235],[236], Esche-
nauer & Olhoff [67], Atrek et al. [6], Osyczka [160], Rao [177], Bennett &
Botkin [25], Ding [62], Haftka & Grandhi [84], Mota Soares [151], Arora [3],
Eschenauer & Thierauf [70], Banichuk [7], Haftka et al. [85], Kirsch [108],
Rozvany [189], Kamat [100], Kleiber et al. [110].
Die f�ur die in der vorliegenden Arbeit behandelten Teilgebiete des Gesamtkonzepts 'Struk-
turoptimierung' relevanten Arbeiten werden an den entsprechenden Stellen erw�ahnt. Des
weiteren werden in den nun folgenden Abschnitten die f�ur das weitere Verst�andnis not-
wendigen Grundlagen erl�autert und diskutiert.

2.2 Optimierungsmodell

Im Optimierungsmodell wird das Optimierungsproblem abstrakt de�niert. Dabei sind
die Optimierungsvariablen, die mit dem Vektor ŝ der L�ange ns bezeichnet sind, so zu
bestimmen, da� die Zielfunktion f(ŝ) ein Minimum einnimmt.

min
ŝ

f(ŝ) ; f(ŝ) 2 IR (2.3)

Zur Maximierung von Zielfunktionen werden diese mit '�1' skaliert und dann minimiert.
Auf diese Art lassen sich Minimierungs{ und Maximierungsaufgaben analog behandeln.
Die Ber�ucksichtigung von Gleichheits{ und Ungleichheitsnebenbedingungen f�uhrt zu fol-
gender De�nition:

h(ŝ) = 0 ; h(ŝ) 2 IRnh

g(ŝ) � 0 ; g(ŝ) 2 IRng (2.4)
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nh ist die Anzahl der Gleichheitsnebenbedingungen, ng die der Ungleichheitsnebenbe-
dingungen. Im allgemeinen sind die Funktionen f;h; g hochgradig nichtlinear in ŝ. Je
nachdem, ob der L�osungsraum der Zielfunktion durch Gleichheits{ und/oder Ungleich-
heitsnebenbedingungen beschr�ankt wird, liegt ein beschr�anktes oder unbeschr�anktes Op-
timierungsproblem vor. Die unteren und oberen Schranken ŝL und ŝU begrenzen den
Wertebereich der Optimierungsvariablen ŝ. Diese werden auch als Restriktionen bezeich-
net. F�ur sie gilt:

ŝ =

264 ŝ1
...
ŝns

375 ; ŝ = fŝ 2 Vs j ŝL � ŝ � ŝUg (2.5)

Anmerkung: In der vorliegenden Arbeit wird mit h auch das Ver{ bzw. Entfestigungs-
gesetz bezeichnet, was allerdings nicht zu Verwechslungen f�uhren sollte. Gleiches gilt
f�ur den Vektor der Lagrange{Multiplikatoren �. Im Anhang de�niert � die relativen
Spannungen.

2.2.1 Die Lagrange{Funktion

Zur numerischen Behandlung beschr�ankter Optimierungsprobleme werden diese in quasi{
unbeschr�ankte Extremwertprobleme durch die Einf�uhrung der Lagrange{Funktion �uber-
f�uhrt.

L (ŝ;�;
) = f (ŝ) + �T h (ŝ) + 
T g (ŝ) ! stat. (2.6)

Die Vektoren � 2 IRnh und 
 2 IRng der L�ange nh bzw. ng werden als die Vektoren
der Lagrange{Multiplikatoren oder auch als duale Variablen bezeichnet, weshalb man
vom dualen Problem spricht. Ein unbeschr�anktes Optimierungsproblem wird dement-
sprechend als primales Problem bezeichnet.
Die L�osung des Optimierungsproblems im (ns + nh + ng){dimensionalen L�osungsraum
ist durch das globale Minimum der Lagrange{Funktion (2.6) bez�uglich der Optimie-
rungsvariablen ŝ (primale Variablen) und durch ein Maximum bez�uglich der Lagrange{
Multiplikatoren � und 
 (duale Variablen) de�niert. Der so de�nierte Punkt ist der
Station�arwert der Lagrange{Funktion L (ŝ�;��;
�) und stellt einen Sattelpunkt dar.

L (ŝ�;�;
) � L (ŝ�;��;
�) � L (ŝ;��;
�) (2.7)

Der Sattelpunkt L (ŝ�;��;
�) der Lagrange{Funktion ist auf der linken Seite von Ab-
bildung 2.3 graphisch dargestellt.

2.2.2 Die Kuhn{Tucker{Bedingungen

Die notwendigen Bedingungen zur Beschreibung eines Sattelpunktes ergeben sich durch
die partiellen Ableitungen der Lagrange{Funktion nach dem erweiterten Satz der Op-
timierungsvariablen (primale und duale Variablen) und werden als Kuhn{Tucker{Be-
dingungen (auch unter dem NamenKarush{Kuhn{Tucker{Bedingungen bekannt) be-
zeichnet (Kuhn & Tucker [121]). Diese sind Bedingungen erster Ordnung.

rsL (ŝ
�;��;
�) = rsf (ŝ

�) + ��T rsh (ŝ
�) + 
�T rsg (ŝ

�) = 0 (2.8)

r�L (ŝ
�;��;
�) = h (ŝ�) = 0 (2.9)
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j
�r
jL (ŝ

�;��;
�) = 
j
� gj (ŝ

�) = 0 mit 
j
� � 0 (2.10)

Es gilt die De�nition rs =
�
@s1 ; : : : ; @sns

�
. F�ur 
j

� werden nur Werte gr�o�er oder
gleich null zugelassen, um auszuschlie�en, da� nichtoptimale Werte f�ur ŝ die Kuhn{
Tucker{Bedingungen erf�ullen. Die geometrische Deutung der ersten Kuhn{Tucker{
Bedingung (Gleichung (2.8)) ist auf der rechten Seite von Abbildung 2.3 dargestellt. Im
Optimum l�a�t sich der negative Gradient der Zielfunktion als Linearkombination der
Gradienten der aktiven Nebenbedingungen darstellen. Damit die Regularit�atsbedingung
(constraint quali�cation) erf�ullt ist, m�ussen die Gradienten der aktiven Nebenbedingungen
im Optimum linear unabh�angig sein. Andernfalls k�onnen die dualen Variablen � und 

nicht eindeutig bestimmt werden. Eine Interpretation der Lagrange{Multiplikatoren
ist beispielsweise inWell [243] gegeben. Demnach sind die Lagrange{Multiplikatoren
ein Ma� f�ur die Emp�ndlichkeit (Sensitivit�at) der Zielfunktion im Optimum bez�uglich der
zu den jeweiligen Lagrange{Multiplikatoren zugeh�origen Nebenbedingungen. In erster
N�aherung gilt, da� sich der minimale Wert der Zielfunktion um den Wert �jv bzw. 
jv
�andert, wenn der Wert der betrachteten Nebenbedingung um v ver�andert wird.
Die hinreichende Bedingung, da� ein station�arer Punkt auch ein lokales Minimum der
Lagrange{Funktion bez�uglich der primalen Variablen darstellt, ist die Konvexit�at der
Lagrange{Funktion in einer endlich kleinen Umgebung der L�osung. F�ur zweifach ste-
tig di�erenzierbare Funktionen f;h; g entspricht diese Forderung, da� die Hesse{Matrix
(Matrix der zweifachen Ableitungen, Bedingung zweiter Ordnung) der Lagrange{Funk-
tion positiv de�nit ist. Es wird vorausgesetzt, da� die Funktionen f; g;h bez�uglich der
primalen Variablen ŝ zweifach stetig di�erenzierbar sind.

�sT r2
sL �s > 0 ; �s = f�s 2 IRns j �s 6= 0 ; rsh�s = 0 ; rsgj�s = 0 f�ur 
j

� > 0g (2.11)

Die Hesse{Matrix der Lagrange{Funktion ist:

r2
sL (ŝ

�;��;
�) =

26664
@2L(ŝ�;��;
�)

@s1@s1
� � � @2L(ŝ�;��;
�)

@s1@sns
...

. . .
...

@2L(ŝ�;��;
�)
@sns@s1

� � � @2L(ŝ�;��;
�)
@sns@sns

37775 (2.12)
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ÉÉÉÉÉÉÉÉÉ
ÉÉÉÉÉÉÉÉÉ
ÉÉÉÉÉÉÉÉÉ

1.  KUHN–TUCKER–Bedingung

s^1

s^2
g2

�sf

�1 �sg1
�s^ * � � �2 �sg2

�s^ * �

g1

�

s^

L (s^, �)

s^ *, �*

Sattelpunkt  der LAGRANGE–Funktion

L

Abbildung 2.3: Graphische Darstellung der L�osung eines beschr�ankten Optimierungspro-
blems
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Wenn f�ur das Optimierungsproblem nachgewiesen werden kann, da� dieses im gesamten
L�osungsraum in den primalen Variablen konvex ist, so hat das ermittelte Minimum glo-
balen Charakter.
Diese Konvexit�atseigenschaft der Lagrange{Funktion im gesamten L�osungsraum ist in
der Regel nicht zu garantieren, weshalb die ermittelten Optima meist nur lokalen Charak-
ter haben. Es emp�ehlt sich daher, von unterschiedlichen Ausgangsentw�urfen zu starten
und die jeweiligen gefundenen optimalen Entw�urfe zu vergleichen.
Die vorliegende Arbeit besch�aftigt sich u.a. mit materiell nichtlinearen Problemen in der
Strukturoptimierung. In der Plastizit�atstheorie werden stetige, jedoch am �Ubergang zwi-
schen elastischem und elastoplastischem Verhalten nicht di�erenzierbare Materialmodelle
entlang den Verzerrungen verwendet, was f�ur die Bestimmung der Ableitungen an die-
sen Stellen zu Problemen f�uhren kann. Diese Problematik sowie deren 'L�osung' wird in
Kapitel 6 ausf�uhrlich diskutiert.

2.2.3 Zielfunktion und Nebenbedingungen

Sowohl Zielfunktionen als auch Nebenbedingungen k�onnen vom mechanischen Struktur-
verhalten und/oder geometrischen Gr�o�en abh�angig sein. F�ur die Ermittlung der von
den mechanischen Struktureigenschaften abh�angigen Funktionen ist eine Strukturanalyse
mit Hilfe des Analysemodells notwendig. Ein �Uberblick �uber g�angige Zielfunktionen und
Nebenbedingungen ist in Tabelle 2.1 gegeben. Die angef�uhrten Entwurfskriterien lassen
sich in globale, lokale und integrale Kriterien einteilen.
Globale Kriterien, wie beispielsweise die Maximierung des kritischen Lastfaktors �c oder
der Eigenfrequenzen !j, beziehen sich auf das gesamte (globale) Strukturverhalten.
Dagegen beziehen sich lokale Kriterien auf bestimmte Stellen im Tragwerk (Punktinfor-
mationen). Dazu geh�oren Verschiebungen, Spannungen oder auch Schnittgr�o�en. Diese
gehen in den meisten F�allen als Ungleichheitsnebenbedingungen in den Optimierungspro-
ze� ein.
Bei integralen Kriterien werden lokale Gr�o�en �uber einen bestimmten (integralen) Be-
reich, wie Volumen, Fl�achen oder Linien, ber�ucksichtigt. Hierzu z�ahlen Kriterien, wie
innere Energie oder Spannungsausgleichsfunktion, die von der Strukturantwort abh�angig
sind, aber auch Gewicht oder Volumen bzw. Fl�ache der Tragstruktur.
Die gleichzeitige Ber�ucksichtigung mehrerer Zielfunktionen ist nicht unproblematisch.
Man spricht von Mehrkriterienoptimierung. Dabei ist nicht, wie bisher beschrieben, eine
skalarwertige Funktion f (ŝ) zu minimieren, sondern jeder Eintrag fj im Vektor der Ziel-
funktionen f (ŝ), weshalb auch von Vektoroptimierung gesprochen wird (Eschenauer
et al. [66]). F�ur die optimale Wahl der Optimierungsvariablen ŝ� gilt dann f�ur das
Optimum des Vektors der Zielfunktionen f (ŝ�) der L�ange nf :

f � = f (ŝ�) = ff � 2 IRnf j fj (ŝ�) � fj (ŝ)g (2.13)

Diese Bedingung kann allerdings in den seltensten F�allen erf�ullt werden, da ein Satz von
optimalen Variablen ŝ� gleichzeitig f�ur alle Zielfunktionen fj ein Optimum ergeben m�u�te.
Besonders bei widerspr�uchlichen Zielfunktionen, wie beispielsweise 'Minimales Gewicht'
und 'Maximale Stei�gkeit', ist die obige Forderung kaum zu erf�ullen. Aus diesem Grund
ist die gleichzeitige Behandlung mehrerer Zielfunktionen aufwendig. Die De�nition des
Edgeworth{Pareto{Optimums (EP) wird daher bei der Behandlung von Mehrkrite-
rienoptimierungsproblemen bevorzugt. Es ist dann ein Edgeworth{Pareto{Optimum
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erreicht, wenn kein anderer zul�assiger Vektor der Optimierungsvariablen ŝ 2 IRns gefun-
den werden kann, f�ur den mindestens ein Eintrag im Vektor der Zielfunktionen f verbes-
sert wird, ohne gleichzeitig einen oder mehrere andere Eintr�age in f zu verschlechtern. F�ur
widerspr�uchliche Zielkriterien existieren unendlich viele EP{optimale L�osungsvektoren ŝ�.
Eine einfache Methode, dieser Problematik Herr zu werden, ist die Wichtungsmethode.
Dabei werden die einzelnen Zielfunktionen mit Wichtungsfaktoren wj multipliziert und
zu einer einzigen, skalarwertigen Zielfunktion aufaddiert.

~f =

nfX
j=1

wj fj = wT f (2.14)

Normalerweise gilt f�ur die Wichtungsfaktoren wj folgender Zusammenhang:

0 � wj � 1 ;

nfX
j=1

wj = 1 (2.15)

Vorteil der Wichtungsmethode ist, da� der Ein
u� der Wahl der Wichtungsfaktoren auf
das Optimierungsergebnis relativ leicht abgesch�atzt werden kann. Die Nachteile, da� bei-
spielsweise nicht alle EP{optimalen L�osungen ermittelt werden k�onnen oder ermittelte
L�osungen nicht eindeutig sind, sind jedoch von untergeordneter Bedeutung.

Zielfunktion

Gewicht (Volumen)

Spannungsausgleich

f�(s) � �

�

(�� �m)2 d�

f�(s) � � �j

Nebenbedingung

hG(s) � G
Gzul

� 1 � 0

gu(s) �
u

uzul
� 1 � 0

g�(s) �
�
�zul

� 1 � 0

g�(s) �
�j
�zul

� 1 � 0

fG(s) � �

�

� d�

fE(s) � 1
2
�

�

� � d�

f
�
(s) � � �c g

�
(s) �

�j

�zul
� 1 � 0

Gewicht (Volumen)

Formänderungsenergie (elastisch)

Duktilität (elastoplastisch)

Verschiebungen

Spannungen

Eigenfrequenz

Kritischer Lastfaktor

fD(s) � � �

�

�
�

� d� d� gu(s) �
� u �

� u �zul
� 1 � 0

Eigenfrequenz

Kritischer Lastfaktor

Tabelle 2.1: Zielfunktionen und Nebenbedingungen
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Analog zu der Vorgehensweise der Wichtungsmethode kann mit anderen Kriterien das
Vektoroptimierungsproblem nach Gleichung (2.13) auf ein skalarwertiges Optimierungs-
problem reduziert werden. Dabei sind Begri�e wie Distanzmethode, Quotientenmetho-
de oder Germeier{Methode zu nennen. Letztere bedient sich der Kreisselmeier{
Steinhauser{Funktion (Kreisselmeier & Steinhauser [120]), die wie folgt de�niert
ist:

~f =
1

p
ln

nfX
j=1

ep
�f ; p > 0 (2.16)

Bei der Germeier{Methode gilt f�ur �f :

�f = wj fj (2.17)

Werden Eigenwerte optimiert (z.B. in Reitinger [180], Maute [136]), so setzt man:

�f = �j (2.18)

Bei der Optimierung von Eigenwerten handelt es sich um ein min{max{Problem, wo-
bei der kleinste (minimale) Eigenwert maximiert werden soll. Problematisch bei dieser
Problemstellung ist, da� im Laufe des Optimierungsprozesses der zu Beginn minimale
Eigenwert vergr�o�ert und gleichzeitig ein anderer verkleinert werden kann ('Oszillatio-
nen'). Diese Problematik macht die Verwendung beispielsweise der Kreisselmeier{
Steinhauser{Funktion (Einh�ullende{Funktion) notwendig, mit der die n�aherungsweise
L�osung des Optimierungsproblems erm�oglicht wird.
Erg�anzend sei noch erw�ahnt, da� Probleme der Mehrkriterienoptimierung mit Hilfe der
bekannten Vorgehensweise durch die De�nition einer einzigen, skalarwertigen Zielfunkti-
on mit Nebenbedingungen gel�ost werden k�onnen. Dabei wird die vermeintlich wichtigste
Zielfunktion als einzige Zielfunktion de�niert, w�ahrend die restlichen Zielfunktionen als
Nebenbedingungen in das Optimierungsproblem eingehen.
F�ur Details �uber die Verfahren der Mehrkriterienoptimierung wird auf die Arbeiten von
Stadler [215], Stadler & Dauer [216] und Eschenauer et al. [66] verwiesen.
Neben einer Einf�uhrung in die Grundlagen ist dort ein �Uberblick �uber verschiedene An-
wendungsgebiete der Mehrkriterienoptimierung zu �nden.

2.3 Optimierungsverfahren

2.3.1 Allgemeines

Die Kuhn{Tucker{Bedingungen, die im allgemeinen nichtlinear bez�uglich der Optimie-
rungsvariablen ŝ sind, lassen sich nur selten geschlossen l�osen. Aus diesem Grund ist ein
iteratives L�osungsverfahren notwendig. Die Auswahl des zu verwendenden Optimierungs-
verfahrens h�angt sehr stark von den zul�assigen Werten der Optimierungsvariablen ab.
Eine �Ubersicht �uber die Verfahren der Mathematischen Programmierung (MP) und die
Optimalit�atskriterienverfahren (OC) zur L�osung beschr�ankter und unbeschr�ankter Opti-
mierungsprobleme ist in Bletzinger [30] zu �nden. Au�erdem werden diesbez�uglich die
Lehrb�ucher von Gill et al. [77] und Luenberger [128] empfohlen.
F�ur diskrete Optimierungsprobleme, bei denen die Optimierungsvariablen ŝ nur ganzzah-
lige Werte (Vs � Zns) bzw. diskrete Werte annehmen d�urfen, eignen sich z.B. stochasti-
sche Optimierungsverfahren. F�ur diese diskontinuierlichen Optimierungsprobleme werden



16 KAPITEL 2. GRUNDELEMENTE DER STRUKTUROPTIMIERUNG

h�au�g Evolutionsstrategien, welche an Darwins Evolutionstheorie angelehnt sind, ein-
gesetzt (z.B. Rechenberg [178]). Diskontinuierliche Optimierungsprobleme sind bei-
spielsweise die Bestimmung des optimalen Pro�ltyps in der Querschnittsoptimierung,
wenn nur die bekannten Normpro�le aus Pro�ltabellen verwendet werden sollen, oder
auch Probleme der Topologieoptimierung. Wie sp�ater noch beschrieben wird, kann das
Topologieoptimierungsproblem durch ein diskontinuierliches Materialverteilungsproblem
gel�ost werden. W�ahrend Evolutionsstrategien im Laufe des Optimierungsprozesses durch
Mutation, Selektion und Rekombination 'dazulernen' (sequentielle Zufallssuche), w�ahlen
Monte{Carlo{Verfahren die Stellen ŝ, f�ur die eine Funktionsauswertung durchgef�uhrt wer-
den soll, rein zuf�allig aus. Daher sind Monte{Carlo{Verfahren sehr rechenintensiv und
werden f�ur Optimierungsprobleme in der Strukturmechanik kaum eingesetzt.
Evolutionsstrategien werden allerdings auch f�ur kontinuierliche Optimierungsprobleme
eingesetzt. Ein Vergleich der stochastischen mit den deterministischen Verfahren ist in
Schwefel [206] zu �nden. Deterministische Verfahren werden haupts�achlich zur L�osung
kontinuierlicher Optimierungsprobleme (Vs � IRns) eingesetzt. Abh�angig von der Art
und Gr�o�e, d.h. der Anzahl der Funktionen und Optimierungsvariablen, werden Optima-
lit�atskriterienverfahren (OC) oder Methoden der Mathematischen Programmierung (MP)
zur L�osung verwendet. Diese Verfahren ben�otigen in der Regel Gradienteninformationen
(Sensitivit�aten), weshalb man auch von Gradientenverfahren spricht. Gradientenfreie
Verfahren, wie beispielsweise Evolutionsstrategien, z�ahlen ebenfalls zu den Methoden der
Mathematischen Programmierung.
Ein �Uberblick �uber den Einsatz dieser Verfahren f�ur Strukturoptimierungsprobleme ist in
Arora [3], Atrek et al. [6], Vanderplaats [235] oder Bletzinger [30] zu �nden.
In der vorliegenden Arbeit werden in erster Linie Formoptimierungsaufgaben gel�ost. Diese
lassen sich auf kontinuierliche, in den Optimierungsvariablen ŝ nichtlineare Optimierungs-
probleme zur�uckf�uhren. Formoptimierungsprobleme besitzen in der Regel eine geringe
Anzahl von Optimierungsvariablen (ns < 200), wobei oftmals eine gr�o�ere Anzahl von
Nebenbedingungen zu ber�ucksichtigen ist. Diese Problemklasse l�a�t sich e�ektiv durch
Methoden der Mathematischen Programmierung l�osen, bei denen das Optimierungspro-
blem auf einer abstrakten, mathematischen Ebene formuliert und gel�ost wird. Daraus
ergeben sich entscheidende Vorteile der MP{Methoden wie Problemneutralit�at und Kom-
binationsm�oglichkeit beliebiger, mathematisch formulierbarer Zielfunktionen und Neben-
bedingungen. MP{Methoden sind beispielsweise Suchmethoden, konjugierte Gradien-
tenverfahren, Barrier{ und Penalty{Verfahren sowie duale oder Lagrange{Methoden.
Penalty{Verfahren werden auch als Verfahren der �au�eren Stra�unktion bezeichnet, da
sie sich dem Optimum vom unzul�assigen Bereich ann�ahern (mindestens eine der Neben-
bedingungen ist demnach verletzt). Im Gegensatz dazu n�ahern sich Barrier{Verfahren
dem Optimum vom zul�assigen Bereich an (Verfahren der inneren Stra�unktion). Formal
unterscheiden sich Barrier{ und Penalty{Verfahren nicht von den Lagrange{Methoden.
Entscheidender Unterschied zwischen diesen Verfahren ist jedoch, da� die Lagrange{
Multiplikatoren (duale Variable) automatisch bestimmt werden, w�ahrend die Barrier{
und Penalty{Faktoren zuvor vom Benutzer gew�ahlt werden m�ussen (H�o� [96]). Beson-
ders die Lagrange{Methoden sowie lokale und globale Approximationstechniken haben
in den letzten Jahren an Bedeutung gewonnen. F�ur erstere sind vor allem Verfahren
der Sequentiellen Linearen Programmierung (SLP) und die der Sequentiellen Quadrati-
schen Programmierung (SQP), welche in der vorliegenden Arbeit zur L�osung der Op-
timierungsprobleme eingesetzt werden, zu nennen. Der theoretische Hintergrund eines
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SQP{Algorithmus ist in Abschnitt 2.3.2 genauer erl�autert.
Approximationsmethoden kombinieren OC{ und MP{Methoden miteinander. Dabei wer-
den Zielfunktion und Nebenbedingungen durch explizite Approximationsfunktionen zur
Verringerung der Problemkomplexit�at und zur schnelleren Funktionsauswertung ersetzt
(Bletzinger [30]). Ein bekannter Vertreter lokaler Approximationsmethoden ist die
Methode der bewegten Asymptoten (MMA, Method of Moving Asymptotes), die, wie das
SQP{Verfahren, Gradienteninformationen ben�otigt. Die Methode der bewegten Asymp-
toten wurde von Svanberg [218] entwickelt. Eine weitere Approximationsmethode ist das
SCP{Verfahren (Sequentielle Convexe Programmierung) nach Fleury & Braibant [75],
bei der die Zielfunktion und Nebenbedingungen sequentiell konvex linearisiert werden.
Das MMA{Verfahren stellt eine Sonderform der SCP{Methode dar. Nach numerischen
Untersuchungen von Schittkowski et al. [196], bei denen die g�angigsten Optimie-
rungsverfahren anhand ausgew�ahlter Optimierungsprobleme miteinander verglichen wer-
den, sind vor allem SQP und MMA zur L�osung von Optimierungsproblemen f�ur die in
dieser Arbeit zu erwartenden Problemstellungen zu empfehlen.
Da f�ur Topologieoptimierungsprobleme in der Regel viele Optimierungsvariablen (ns >
500), jedoch nur wenige Nebenbedingungen (oft nur eine einzige) de�niert werden, eignen
sich zur L�osung derartiger Probleme OC{Methoden besonders gut (vgl. Maute [136]).
Diese basieren auf der Annahme, da� Bedingungen f�ur Optimalit�at a priori bekannt sind
und das Optimum durch die Erf�ullung dieser Bedingungen (Optimalit�atskriterien) mittels
einfacher, rekursiver Iterationsschemen ermittelt werden kann. Nach Kirsch [108] lassen
sich OC{Methoden in physikalisch intuitive und mathematische Verfahren unterteilen.
Physikalisch intuitive Optimalit�atskriterien k�onnen aufgrund mechanisch anschaulicher
�Uberlegungen durch Umkehrung von Nachweisformeln hergeleitet werden. Ein bekann-
tes Beispiel ist das Kriterium, nach dem ein voll ausgelastetes Tragwerk ('Fully Stressed
Design') ein spannungsbeschr�anktes Gewichtsminimum darstellt. Nachteilig bei dieser
Vorgehensweise ist, da� mit diesen Kriterien in den meisten F�allen das Optimum nicht
exakt zu bestimmen ist. Grund daf�ur ist, da� die Kuhn{Tucker{Bedingungen nur not-
wendig, jedoch nicht hinreichend sind. Bei mathematischen OC{Verfahren werden die
Kuhn{Tucker{Bedingungen direkt gel�ost, indem z.B. aus der ersten Kuhn{Tucker{
Bedingung die Rekursionsformel abgeleitet wird. Ein weiterer Nachteil der OC{Methoden
liegt darin, da� f�ur jedes Optimierungsproblem (z.B. unterschiedliche Nebenbedingungen)
ein speziell angepa�ter Algorithmus herzuleiten ist. Ein e�zienter OC{Algorithmus zur
L�osung von Topologieoptimierungsproblemen ist in Maute [136] zu �nden. Ein Vorteil
von OC{Methoden ist die rasche Konvergenz, die nahezu unabh�angig von der Anzahl der
Optimierungsvariablen ist; diese ist haupts�achlich vom Strukturverhalten sowie Anzahl
und Art der vorhandenen Nebenbedingungen abh�angig (Berke & Khot [27]).
Eine Einf�uhrung in die OC{Verfahren ist in H�ornlein [95] zu �nden. Der Arbeit von
Patnaik et al. [165] ist eine aktuelle Zusammenstellung und Bewertung der verschie-
denen OC{Methoden zu entnehmen.
Um die Vorteile der OC{Methoden nutzen zu k�onnen, werden bei der L�osung von Op-
timierungsproblemen oft auch Kombinationen von OC{ und MP{Methoden eingesetzt.
Zuerst n�ahert man sich unter dem Einsatz von OC{Methoden mit wenigen Optimie-
rungsschritten an das Optimum an, um dieses dann exakt mittels eines MP{Verfahrens
zu bestimmen. Vorteilhaft bei dieser Vorgehensweise ist die rasche Konvergenz und die
exakte Bestimmung der Extremalstelle. Zudem werden bei nichtkonvexen Problemstel-
lungen lokale Minima �ubersprungen.
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2.3.2 Sequentielle Quadratische Programmierung (SQP)

Die Methode der Sequentiellen Quadratischen Programmierung (SQP) z�ahlt zu den La-
grange{Methoden. Diese beruhen auf der direkten L�osung der notwendigen Bedingun-
gen (Kuhn{Tucker{Bedingungen). Das Optimum wird dabei im Raum der primalen
und dualen Variablen bestimmt. Zur L�osung der Kuhn{Tucker{Bedingungen wird
ein erweitertes Newton{Raphson{Verfahren verwendet. Deshalb werden die Kuhn{
Tucker{Bedingungen bez�uglich der primalen und dualen Variablen linearisiert, was zu
einer quadratischen Approximation dieser Bedingungen f�uhrt. Dadurch entsteht eine Se-
quenz nichtlinearer Gleichungssysteme (quadratische Unterprobleme). Nachfolgend wird
das beschriebene Vorgehen genauer erl�autert.
Die Linearisierung der Kuhn{Tucker{Bedingungen (2.8){(2.10) bez�uglich der primalen
und dualen Variablen an der Stelle k des Optimierungsfortschritts liefert:
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Zur Vereinfachung werden folgende Abk�urzungen eingef�uhrt:

r2
sL (ŝk;�k;
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Die zweiten Ableitungen der Lagrange{Funktion r2
sL nach den Optimierungsvaria-

blen ŝ wird als Hesse{Matrix der Lagrange{Funktion bezeichnet. Mit den Gleichun-
gen (2.19){(2.26) erh�alt man folgendes Iterationsschema:24 r2
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Um dieses Gleichungssystem zu l�osen, wird das Problem in ein �aquivalentes, quadratisches
Unterproblem umgeformt, welches dann beispielsweise mit dem Newton{Raphson{
Verfahren e�zient gel�ost werden kann. Andere Verfahren sind z.B. in K�unzi et al. [122]
oder Gill et al. [77] zu �nden. Das �aquivalente, quadratische Unterproblem lautet wie
folgt:
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�ŝT r2

sL�ŝ+rsf �ŝ ! min
�ŝ

(2.28)

~h (ŝk;�ŝ) = rsh (ŝk) �ŝ + h (ŝk) = 0 (2.29)

~g (ŝk;�ŝ) = rsg (ŝk) �ŝ+ g (ŝk) � 0 (2.30)
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Die zugeh�orige Lagrange{Funktion ergibt sich dann zu:

~L (ŝk;�ŝ;�k;
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Die Kuhn{Tucker{Bedingungen dieser Lagrange{Funktion (vgl. Gleichung (2.31))
sind identisch zu denen, die in dem Iterationsschema in Gleichung (2.27) enthalten sind.
Der Name 'Sequentielle Quadratische Programmierung' kommt von der wiederholten
L�osung des in den Gleichungen (2.28){(2.30) de�nierten quadratischen Unterproblems.
Das Abbruchkriterium " (Stopkriterium) der Optimierungsiteration ist z.B. die Norm der
Gradienten der Lagrange{Funktion und die Summe der Betr�age der Gleichheitsneben-
bedingungen und der aktiven Ungleichheitsnebenbedingungen. Diese Summe ist ein Ma�
f�ur die Di�erenz zwischen Zielfunktion und Lagrange{Funktion. Unterschreiten die-
se Werte eine vorgegebene Schranke ", so ist de�nitionsgem�a� ein Optimum bzw. eine
Extremalstelle erreicht.
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Oftmals wird auch die Ver�anderung der Zielfunktion benachbarter Optimierungsschritte
als Abbruchkriterium verwendet.�����f (ŝk;�k;
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Ein Nachteil des vorgestellten L�osungsverfahrens ist die Verwendung der zweiten Ablei-
tungen der Lagrange{Funktion. Diese sind im allgemeinen nur mit enormem Rechen-
aufwand zu bestimmen. Aus diesem Grund wird die Hesse{Matrix mit Hilfe der ersten
Ableitungen approximiert, weshalb auch von einem Quasi{Newton{Verfahren gespro-
chen wird. Daf�ur stehen verschiedene Approximationsverfahren zur Verf�ugung. Hinter
diesen Verfahren steht die Idee, die Kr�ummungen der Lagrange{Funktion durch einen
Di�erenzausdruck der ersten Ableitungen sukzessive zu approximieren (H�o� [96]).
Eines dieser Verfahren ist beispielsweise das PSB{Approximationsverfahren (Powell{
Symmetric{Broyden), aus dem das bekannte DFP{Approximationsverfahren (Davidon{
Fletcher{Powell) hergeleitet werden kann. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit
wurde das BFGS{Approximationsverfahren eingesetzt, das von Broyden, Fletcher,
Goldfarb und Shanno vorgeschlagen wird. N�aheres hierzu kann in Gill et al. [77]
nachgeschlagen werden. Die Hesse{Matrix Hk berechnet sich hierbei nach folgender
Gleichung, wobei f�ur den Startwert k = 0 die anf�angliche Hesse{Matrix H0 positiv
de�nit sein mu�.
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Dabei sind:

dk = �k�ŝ = ŝk+1 � ŝk ; �k 2 IR (2.35)

ck = rsL (ŝk+1;�k;
k)�rsL (ŝk;�k;
k) (2.36)

Problematisch bei diesem Verfahren ist der enorme Speicherbedarf der approximierten
Hesse{Matrix f�ur gro�e Optimierungsprobleme. Mit dem Faktor �k wird gleichzeitig
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zur Suchrichtung die Schrittweite bestimmt, was einen Vorteil des SQP{Algorithmus ge-
gen�uber anderen Verfahren der quadratischen Programmierung darstellt. �k kann mit
dem 'line search', einer eindimensionalen Minimumsuche, bestimmt werden. Jedoch be-
schreibt die Lagrange{Funktion einen Sattelpunkt. F�ur derartige Probleme ist die
'line search'{Technik ungeeignet. Aus diesem Grund werden zur Bestimmung der Schritt-
weite Abstiegs{ oder Meritfunktionen verwendet, auf die an dieser Stelle nicht weiter
eingegangen wird. N�aheres hierzu ist z.B. in Bletzinger [30] ausf�uhrlich diskutiert.
F�ur die inkrementelle �Anderung der primalen und dualen Variablen gilt:

(�)k+1 = (�)k + �k�(�) ; mit (�) = ŝ;�;
 (2.37)

Die Qualit�at der Absch�atzung der Hesse{Matrix ist entscheidend f�ur das globale Konver-
genzverhalten des vorgestellten SQP{Verfahrens. Durch eine Skalierung der Zielfunktion
kann die approximierte Hesse{Matrix skaliert werden, was Ein
u� auf das Konvergenz-
verhalten hat. Die Skalierung der Gleichheits{ und Ungleichheitsnebenbedingungen ist
nicht erforderlich, da dies automatisch durch die Lagrange{Multiplikatoren erfolgt. Um
Konvergenzprobleme zu vermeiden, emp�ehlt es sich, die Optimierungsvariablen auf einen
gemeinsamen Wertebereich zu skalieren. In der N�ahe des Optimums ist die Konvergenz
des SQP{Verfahrens im g�unstigsten Fall superlinear. F�ur Details zu dem in der vorliegen-
den Arbeit verwendeten NLPQL{Algorithmus wird auf die Arbeiten von Schittkow-
ski [195] und Bletzinger [30] verwiesen.

2.4 Entwurfsmodell

Das Entwurfsmodell stellt die Verbindung zwischen dem im Optimierungsmodell in ab-
strakter mathematischer Form formulierten Optimierungsproblem und dem realen Trag-
werk dar. Es dient der Beschreibung von Geometrie, also der Topologie der einzelnen
Tragwerkskomponenten sowie deren Form, und dem materiellen Aufbau des Startent-
wurfs. Dadurch sind auch die Nachbarschaftsbeziehungen der materiellen Punkte x 2 IR3

de�niert. Eine 'stetige' Anh�aufung dieser materiellen Punkte, die auch als Tr�ager der
physikalischen Eigenschaften bezeichnet werden, wird auch als Kontinuum bezeichnet
(vgl. Betten [28]). Die mechanischen Eigenschaften dieses Kontinuums werden in der
Regel aus einer makroskopischen Sichtweise heraus beschrieben. Diese makroskopischen
Eigenschaften ergeben sich durch Homogenisierung des mikroskopischen Strukturverhal-
tens. Dadurch kann der tats�achliche mikroskopische Aufbau vernachl�assigt werden. Zur
Beschreibung von Geometrie und materiellem Aufbau wird oftmals eine parametrisierte
(approximierte) Darstellung verwendet. Die variablen Gr�o�en dieser Parametrisierung
repr�asentieren den maximal m�oglichen Vektor ŝ der Optimierungsvariablen und erhalten
so ihre physikalische Bedeutung. Die Art dieser variablen Gr�o�en entscheidet dar�uber,
ob es sich um ein Topologie{, Form{ oder Materialoptimierungsproblem handelt. Die
Querschnittsoptimierung wurde dabei als Untergruppe der Formoptimierung eingestuft.
Prinzipiell k�onnen zur Beschreibung der Gestalt eines Tragwerks zwei unterschiedliche
Ans�atze herangezogen werden. Bei der kontinuierlichen Beschreibung wird das Konti-
nuum mittels Kanten und Fl�achen de�niert. Es wird angenommen, da� die dadurch
begrenzte Fl�ache bzw. der dadurch abgegrenzte Raum kontinuierlich mit Masse bzw.
Materie belegt ist. Die Geometrie dieser Begrenzungselemente ist w�ahrend des Optimie-
rungsprozesses variabel und wird h�au�g mit Hilfe der Methoden des 'Computer Aided



2.4. ENTWURFSMODELL 21

Geometric Design' (CAGD) verwirklicht (Imam [98], Braibant & Fleury [37], Ben-
nett & Botkin [25]). Die Ver�anderung der Geometrie erfolgt �uber die Variation der
Koordinaten der formbeschreibenden Kontroll{Knoten ŝ 2 ŝ.
Bei dieser Vorgehensweise wird die �ortliche Ver�anderung eines Materiepunktes gem�a�
einer Lagrange{Betrachtungsweise verfolgt, was mit Hilfe der Abbildung �X (x; k) er-
folgt. Der Parameter x 2 IR3 beschreibt eindeutig den Ort eines Materiepunktes in einem
raumfesten, kartesischen Koordinatensystem und k den Optimierungsfortschritt (materi-
elle Beschreibung). Diese Vorgehensweise entspricht derjenigen beim Deformationsproze�.
Einziger Unterschied ist die Bedeutung des Parameters k, der im Deformationsproze� die
Abfolge der Lastaufbringung beschreibt und daher in diesem Zusammenhang mit t be-
zeichnet wird.
Ein Vorteil dieser Vorgehensweise ist, da� zur Au�ndung des Optimums lediglich die
Berandung einer Struktur ver�andert werden mu�, was eine relativ geringe Anzahl an Op-
timierungsvariablen zur Folge hat (Bletzinger [30], Wieghardt [248]). Nachteilig
ist jedoch, da� bei dieser Formulierung keine �Anderungen der Nachbarschaftsbeziehun-
gen von Materieteilchen vorgenommen werden k�onnen. D.h. die Topologie der Struktur
kann w�ahrend der Optimierung, beispielsweise durch Hinzuf�ugen bzw. Entfernen von
L�ochern, nicht ver�andert werden. Demnach sind nur topologische Abbildungen m�oglich.
Nichttopologische Abbildungen, wie sie auch durch Aufrei�en einer Struktur w�ahrend des
Deformationsprozesses auftreten k�onnen, lassen sich durch die kontinuierliche Beschrei-
bung nicht erfassen (Maute [136]). In diesem Fall m�u�te f�ur jeden materiellen Punkt eine
entsprechende Abbildungsfunktion de�niert werden. Aus diesem Grund eignet sich f�ur
die Beschreibung nichttopologischer Abbildungen ein diskontinuierliches Geometriemo-
dell. Bei diesem Ansatz wird einem Punkt x im de�nierten Raum 
 (Kontrollvolumen)
Material zugewiesen oder nicht. Diese pixelartige Beschreibungsmethode ist de�niert
durch die Indikatorfunktion �:

�(x; k) =

�
0 ! kein Material
1 ! Material

; x 2 IR3 (2.38)

Diese Beschreibung entspricht beim Deformationsproze� einer Euler{Betrachtungsweise
(r�aumliche Beschreibung), da die materielle Ver�anderung der r�aumlichen Punkte beschrie-
ben wird. Man spricht deshalb auch vom materiellen Flu� durch ein raumfestes Kontroll-
volumen 
. Nachteil dieser Vorgehensweise ist, da� das gesamte Tragwerk parametrisiert
werden mu�. Dies f�uhrt zu einer sehr gro�en Entwurfsfreiheit, hat allerdings eine Vielzahl
von Optimierungsvariablen zur Folge. Theoretisch sind dies unendlich viele Optimie-
rungsvariablen. Bei Verwendung der Methode der Finiten Elemente reduziert sich jedoch
diese Anzahl, da allen Materiepunkten innerhalb eines Finiten Elements normalerweise
derselbe Zustand (0 oder 1) zugewiesen wird.
Wegen der unterschiedlichen Vor{ und Nachteile der beschriebenen Ans�atze ist, je nach
Entwurfsaufgabe, der passende zu w�ahlen. So eignet sich f�ur die Formoptimierung auf-
grund der klaren und formelm�a�ig erfa�baren Geometriebeschreibung mittels des CAGD
der kontinuierliche Ansatz. Zur prinzipiellen Bestimmung des Tragwerksaufbaus mittels
Topologieoptimierung ist jedoch wegen der gro�en Entwurfsfreiheit der diskontinuierliche
Ansatz vorzuziehen. (Maute [136], Ramm et al. [174]). In Abbildung 2.4 sind die
beiden verschiedenen Ans�atze nochmals graphisch dargestellt.
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2.5 Analysemodell

Die Berechnung der Strukturantwort sowie die Durchf�uhrung der Sensitivit�atsanalyse er-
folgt im Analysemodell f�ur den jeweiligen aktuellen Entwurf. In der vorliegenden Arbeit
geschieht diese Ermittlung approximativ mit der Methode der Finiten Elemente, da die
analytisch exakte Strukturantwort nur in Ausnahmef�allen bestimmt werden kann. Die
Ermittlung der Strukturantwort mit Hilfe der Methode der Finiten Elemente wird in Ka-
pitel 4 ausf�uhrlich diskutiert, um die notwendigen Grundlagen f�ur die Sensitivit�atsanalyse
in den Kapiteln 5 und 6 bereitzustellen.
Die Aufgaben des Analysemodells im Optimierungsablauf lassen sich wie folgt gliedern.
Zuerst wird das zugrundeliegende mechanische Modell de�niert, d.h. es f�allt die Ent-
scheidung, ob lineare oder nichtlineare, statische oder dynamische, usw. E�ekte zu
ber�ucksichtigen sind bzw. ber�ucksichtigt werden sollen. Au�erdem ist zu entscheiden,
durch welche Theorie das Tragverhalten am besten beschrieben werden kann. Zur Aus-
wahl stehen beispielsweise die Stab{, Balken{, Scheiben{, Platten{ oder Schalentheorie
oder eine Volumenbeschreibung. Im numerischen Modell wird die Elementformulierung
de�niert und somit die Qualit�at der Finiten Elemente festgelegt. Im Rahmen der vorlie-
genden Arbeit werden ausschlie�lich Scheibenprobleme behandelt.
Basierend auf diesen Annahmen, wird die Strukturantwort f�ur den aktuellen Entwurf er-
mittelt. Mit diesen Informationen k�onnen nun die Funktionswerte der Zielfunktion und
Nebenbedingungen sowie deren Sensitivit�aten bestimmt werden. Das gew�ahlte mecha-
nische und numerische Modell beein
u�t das Optimierungsergebnis sehr stark, was in
Kapitel 8 verdeutlicht wird. Besonders die Ber�ucksichtigung materiell und geometrisch
nichtlinearer E�ekte, wie Plastizit�at und Beulen, sind an dieser Stelle zu nennen. Wie
sp�ater noch in den Kapiteln 5 und 6 (Sensitivit�atsanalyse) gezeigt wird, beein
u�t das
zugrundeliegende mechanische Modell auch die Wahl der Sensitivit�atsanalyse selbst. Ob-
wohl alle m�oglichen Varianten der Sensitivit�atsanalyse zum selben Ergebnis f�uhren, so ist
diese Wahl f�ur die E�zienz eines Optimierungsalgorithmus von zentraler Bedeutung.

Kontinuierliche Beschreibung
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Kante innere Kante Material

kein
Material

Diskontinuierliche Beschreibung

Entwurfsraum

Abbildung 2.4: Kontinuierlicher und diskontinuierlicher Ansatz



Kapitel 3

Form{ und Topologieoptimierung

Im vorigen Kapitel wurde zwischen Topologie{, Form{, Querschnitts{ bzw. Bemessungs-
optimierung und Materialoptimierung unterschieden. Besonders Probleme der Topologie{
und Formoptimierung sind zur Zeit Gebiete intensiver Forschungsarbeiten. Der zentrale
Punkt der vorliegenden Arbeit ist die Ber�ucksichtigung geometrisch und materiell nicht-
linearer E�ekte in der Strukturoptimierung. Dabei steht vor allem die Ermittlung der
Sensitivit�aten unter Einbeziehung eben dieser strukturellen Nichtlinearit�aten im Vorder-
grund. Die in Kapitel 6 vorgestellte Herleitung der Sensitivit�atsanalyse ist allgemeiner
Natur, d.h. sie kann sowohl f�ur Topologie{ als auch f�ur Formoptimierungsprobleme heran-
gezogen werden. Selbstverst�andlich lassen sich mit der in Kapitel 6 vorgestellten Methode
auch die Gradienten f�ur Querschnitts{ und Materialoptimierungsprobleme bestimmen.
In den folgenden Abschnitten werden die freien Parameter (Optimierungsvariablen ŝ) f�ur
Form{ und Topologieoptimierungsprobleme de�niert und erl�autert. Diese Parameter sind
durch die Optimierungsprozedur derart zu ver�andern, da� die de�nierte Zielfunktion un-
ter Ber�ucksichtigung der Nebenbedingungen und Restriktionen ein (globales) Minimum
einnimmt.

3.1 Formoptimierung

Die Formoptimierung, die zu den Aufgaben der Variationsrechnung geh�ort, eignet sich
dazu, die optimale Form von Kanten und Ober
�achen zu bestimmen. Die durch eine
Formoptimierung zu verbessernde Tragstruktur kann beispielsweise durch einen voran-
gegangenen Topologieoptimierungsschritt ermittelt werden. Prinzipiell k�onnte bei einer
gen�ugend feinen Diskretisierung die exakte Form der Berandung auch mittels Topologie-
optimierung bestimmt werden. Aus E�zienzgr�unden wird jedoch eine Formoptimierung
bevorzugt, um das optimale Tragwerk im Detail zu bestimmen.
In den meisten F�allen lassen sich Probleme der Strukturanalyse und {optimierung nicht
geschlossen l�osen (vgl. Kapitel 4). Daher mu� sowohl die Geometrie s(x) der Struktur
als auch die Strukturantwort (z.B. u(x)) durch Approximationsfunktionen angen�ahert
werden. Dadurch wird das urspr�ungliche Variationsproblem in ein Parameteroptimie-
rungsproblem �uberf�uhrt. Als Optimierungsvariablen werden dabei die diskreten, freien
Parameter ŝ oder auch û de�niert (vgl. Gleichungen (2.1) und (2.2) in Kapitel 2).
Bis 1973 wurden fast ausschlie�lich Probleme der Querschnittsoptimierung behandelt. Die
Topologie und die �au�ere Gestalt der Struktur bleiben dabei unver�andert. Als erste haben
Zienkiewicz & Campbell [257] eine Methode vorgestellt, bei der die �au�ere Gestalt,
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nicht aber der topologische Aufbau ver�andert wird. Als Optimierungsvariablen dienen bei
diesem Ansatz die Knoten der Finiten Elemente (siehe Kapitel 4.2). Diese Vorgehensweise
bringt jedoch einige Probleme mit sich. Zur Ver�anderung gro�er Bereiche der Struktur
ist die De�nition vieler Optimierungsvariablen notwendig, was zu gro�en Optimierungs-
problemen f�uhrt. Dies kann jedoch zu numerischen Instabilit�aten f�uhren, hervorgerufen
von starken Elementverzerrungen, die durch oszillierende Formen der Finiten Elemente
entstehen. Diese Problematik wird beispielsweise in Braibant & Fleury [37], Kiku-
chi et al. [105] oder Haftka et al. [85] geschildert. Dies f�uhrt dazu, da� oftmals
ein Optimum der Versteifungse�ekte (Locking) der Finiten Elemente aufgefunden wird
(Optimierung des Diskretisierungsfehlers). Ein anderer Nachteil ist, da� f�ur den weiteren
Konstruktionsproze� die durch die Formoptimierung gewonnene Struktur in ein CAD{
Modell zu �uberf�uhren ist.
Ziel mu� es daher sein, eine Formbeschreibung zu verwenden, die einerseits mit wenigen
charakteristischen, formbeschreibenden Eingangsgr�o�en (Design{ bzw. Kontroll{Knoten)
auskommt und andererseits trotzdem eine gen�ugend gro�e Formvielfalt bietet. Hierf�ur ha-
ben sich die Methoden des 'Computer Aided Geometric Design' (CAGD) bew�ahrt (Faux
& Pratt [73], B�ohm et al. [36]). Neben dem Vorteil, nur wenige, aber charakte-
ristische Freiheitsgrade de�nieren zu m�ussen, zeichnen sich diese Methoden durch wei-
tere Eigenschaften aus. Die zu beschreibende Geometrie kann durch den Einsatz von
mehreren sogenannten Design{Elementen oder mittels h�oherer Ansatzfunktionen belie-
big genau approximiert werden. Der Einsatz dieser Methoden zur Beschreibung der
Form(�anderung) in der Formoptimierung sowie die Bezeichnung 'Design{Elemente' ist auf
Imam [98] zur�uckzuf�uhren. Au�erdem sind in diesem Zusammenhang Autoren wie Brai-
bant & Fleury [37] und Bennett & Botkin [24] zu nennen. In der Literatur �ndet
man auch die Bezeichnungen 'Macro{' oder 'Super{Elemente', was den �ubergeordneten
Charakter dieser Elemente gegen�uber den Finiten Elementen ausdr�uckt. Die Finiten Ele-
mente werden mittels der Design{Elemente, die als eine Art 'Preprocessor' verwendet
werden, erzeugt (generiert). Mit Hilfe der CAGD{Technik werden nun das Entwurfs-
modell, in dem die Geometrie des Tragwerks approximiert wird, und das Analysemodell
miteinander gekoppelt.
Dadurch kann die �Anderung der Koordinaten beliebiger Punkte innerhalb der Design{
Elemente (z.B. die Koordinaten der FE{Knoten) infolge einer Variation der Kontroll{
Knoten bestimmt werden. Das Feld dieser �Anderungen wird als Entwurfsgeschwindig-
keitsfeld bezeichnet und ist die zentrale geometrische Gr�o�e in der Formoptimierung bzw.
der Sensitivit�atsanalyse f�ur Formoptimierungsprobleme.
Die Beschreibung der Form�anderung einer Struktur durch Design{Elemente z�ahlt man zu
den geometrischen Methoden, da das Entwurfsgeschwindigkeitsfeld mit Hilfe geometri-
scher Formfunktionen eindeutig bestimmen werden kann. Bei komplexen Geometrien mit
vielen Details und Aussparungen ist die Beschreibung mittels zwei{ bzw. dreidimensiona-
ler Design{Elemente sehr aufwendig. F�ur diesen Fall eignet sich eine alternative Methode.
Dabei wird lediglich der Rand bzw. die Ober
�ache einer Fl�ache bzw. eines Volumens mit
Hilfe von Formfunktionen beschrieben. Es existieren keine geometrischen Formfunktionen
ins Innere der Fl�ache bzw. des K�orpers. Im Gegensatz zum Konzept der zuvor beschrie-
benen Design{Elemente, bei denen die Finiten Elemente, basierend auf der geometrischen
Beschreibung der Design{Elemente, automatisch, d.h. strukturiert generiert werden, ist
dies nun nicht mehr m�oglich. Das Netz der Finiten Elemente wird mit Hilfe eines Frei-
vernetzers, z.B. nach der 'advancing front'{Methode, erzeugt (z.B. Lo [126], Peraire
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et al. [167]; in der vorliegenden Arbeit wird eine Implementierung von Rehle [179]
verwendet). Da f�ur dieses Konzept, das als B{rep{Konzept (boundary representation,
vgl. Wieghardt [248]) bezeichnet wird, keine geometrischen Formfunktionen ins Innere
der Struktur existieren, mu� das Entwurfsgeschwindigkeitsfeld alternativ ermittelt wer-
den. Maute [136] schl�agt hierzu eine modi�zierte Laplace{Gl�attung vor. Das Vorgehen
bei dieser Methode gliedert sich in zwei Schritte. Wegen der Verwendung geometrischer
Formfunktionen f�ur die Beschreibung der R�ander bzw. der Ober
�achen der Struktur
ist das Entwurfsgeschwindigkeitsfeld dort bekannt. Das Entwurfsgeschwindigkeitsfeld der
�ubrigen Punkte im Inneren der Geometrie wird zu Beginn der Prozedur zu null gesetzt,
w�ahrend das auf den R�andern bzw. den Ober
�achen unver�andert bleibt (Schritt 1). Das
Entwurfsgeschwindigkeitsfeld eines Punktes (z.B. eines FE{Knotens) berechnet sich aus
den Werten des Entwurfsgeschwindigkeitsfeldes der angrenzenden Knoten. Diese Prozedur
wird nun f�ur jeden Knoten (au�er f�ur diejenigen auf den R�andern bzw. Ober
�achen) der
Struktur durchgef�uhrt (Schritt 2). Die Iteration ist dann beendet, wenn die �Anderung des
Entwurfsgeschwindigkeitsfeldes des Iterationsschritts i+1 zu dem des Iterationsschritts i
unter einer vorgegebenen Schranke liegt. N�aheres hierzu ist beispielsweise in der Arbeit
von Maute [136] nachzulesen.
Die Ermittlung von Entwurfsgeschwindigkeitsfeldern mit Hilfe geometrischer Formfunk-
tionen erfordert eine speziell daf�ur angelegte Programmstruktur f�ur den Einsatz in der
Strukturoptimierung (z.B. inBletzinger [30], Bletzinger et al. [33],Kimmich [106],
Barthold [10], Lund [129], Wieghardt [248], Falk et al. [72]). Diese ist oftmals
in bereits bestehenden oder kommerziellen Programmkonzepten nur schwer zu verwirk-
lichen, da Daten zwischen dem Geometriemodell und dem Analysemodell ausgetauscht
werden m�ussen. Aus diesem Grund werden in solchen F�allen die Entwurfsgeschwindig-
keitsfelder auf anderem Wege ermittelt. Diese Verfahren sollten jedoch zumindest zu
glatten Entwurfsgeschwindigkeitsfeldern f�uhren und trotzdem ausschlie�lich auf dem FE{
Modell basieren. Die Forderung nach Glattheit der Entwurfsgeschwindigkeitsfelder ist bei
der Verwendung der Koordinaten der FE{Knoten als Optimierungsvariablen nicht erf�ullt
(vgl. Abbildung 3.1). Daher bietet sich eine mechanische Deformation zur Ermittlung der
Entwurfsgeschwindigkeitsfelder an. Diese Art der Entwurfsgeschwindigkeitsfelder wird
aus diesem Grund als deformationsbasierende oder auch nat�urliche Entwurfsgeschwin-
digkeitsfelder bezeichnet. Eine denkbare Methode zur Ermittlung dieser Felder ist das
Aufbringen von �ktiven, �au�eren Lasten. Unter der Annahme linearer Elastizit�at defor-
miert sich die Struktur infolge dieser �ktiven Last. Die entstandene Deformation wird
als Entwurfsgeschwindigkeitsfeld f�ur die gew�ahlte �ktive Last bzw. Lastkombination de-
�niert. Die zugeh�orige Optimierungsvariable ist die Gr�o�e bzw. der Betrag der �ktiven
Last (z.B. in Belegundu & Rajan [16], Zhang & Belegundu [256]). Ein alterna-
tives, jedoch �ahnliches Vorgehen ist beispielsweise in Choi & Chang [54] beschrieben.
Dort wird durch einen �ktiv aufgebrachten Verschiebungslastfall auf dem Rand bzw. der
Ober
�ache die elastische Deformation der Struktur als Entwurfsgeschwindigkeitsfeld in-
terpretiert. Die Optimierungsvariablen sind dabei die Betr�age der �ktiv aufgebrachten
Verschiebungen. In Tortorelli [226] und Schwarz [201] werden die Entwurfsgeschwin-
digkeitsfelder infolge einer (�ktiven) thermischen Beanspruchung der Struktur bestimmt.
Auch hierbei handelt es sich um eine elastische Deformation. Analog zu den beiden zuvor
beschriebenen Vorgehensweisen stellen bei diesem Ansatz die Temperaturen die Optimie-
rungsvariablen dar. Eine weitere M�oglichkeit ist die Verwendung der Eigenformen der
Struktur als Entwurfsgeschwindigkeitsfelder. Vorteil dieser Vorgehensweise ist die lineare
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Unabh�angigkeit der Eigenformen, da diese stets orthogonal zueinander sind.
Die Vorteile der mechanisch orientierten oder auch deformationsbasierenden Verfahren
sind nach Belegundu & Rajan [16] die geringen Elementverzerrungen infolge der Form-
�anderung sowie die Tatsache, da� diese Methoden einfach in bestehende Programme zu
implementieren sind.
Die vom Benutzer zugelassenen M�oglichkeiten der Form�anderung im Optimierungspro-
ze� unterscheiden sich in den meisten F�allen von den Verformungsm�oglichkeiten infolge
der tats�achlichen �au�eren Belastung und der De�nition der Lagerbedingungen. Daher ist
es oftmals notwendig, zus�atzliche Lagerbedingungen zur Ermittlung der deformationsba-
sierenden Entwurfsgeschwindigkeitsfelder einzuf�uhren (vgl. Abbildung 3.1, modi�ziertes
System). Dadurch �andert sich auch die Stei�gkeitsmatrix im Vergleich zu der bei der
'eigentlichen' Strukturanalyse, was die L�osung weiterer Randwertprobleme erforderlich
macht. Ein zweiter Nachteil ist, da� die Struktur f�ur den weiteren Fertigungsproze� wieder
in eine CAD{Beschreibung zur�uckzuf�uhren ist, was sich jedoch bei der Verwendung defor-
mationsbasierender Entwurfsgeschwindigkeitsfelder im Gegensatz zur CAGD{orientierten
Beschreibung der Form�anderung wesentlich aufwendiger gestaltet. In Abbildung 3.1 ist
der Ein
u� der Art der Optimierungsvariablen auf das zugeh�orige Entwurfsgeschwindig-
keitsfeld verdeutlicht.
Zur L�osung beliebiger Optimierungsaufgaben eignet sich der in Kapitel 2 vorgestellte
mathematisch orientierte Ansatz besonders gut. Die Art der Entwurfskriterien ist zur
L�osung des Problems wegen der Abstrahierung nicht relevant. Jedoch haben sich f�ur spe-
zielle Formoptimierungsprobleme alternative, meist heuristische Verfahren bew�ahrt. Als
Aufgabenstellung sei hier die Ermittlung eines homogenen Spannungszustandes (Span-
nungsausgleich) genannt. Viele dieser Methoden wurden von biologischen Prozessen, wie
beispielsweise dem Wachstum von B�aumen oder Knochen, abgeleitet. Diese Verfahren
sind in der Regel nicht zu beweisen, erscheinen aber plausibel, weshalb man von heuristi-
schen Verfahren spricht. Ein Vertreter dieser Verfahren ist die Methode nachMattheck
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Abbildung 3.1: Beschreibung der Form�anderung im Optimierungsproze�, Entwurfsge-
schwindigkeitsfelder
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& Burkhardt [134]. Die zu optimierende Struktur wird bei deren Ansatz in zwei Be-
reiche, einen steifen innenliegenden Teil mit einer W�armeleitf�ahigkeit von null, und einen
d�unnen, sehr weichen Teil mit einer von null verschiedenen W�armeleitf�ahigkeit, unterteilt.
Dieser �au�ere Teil wird daher als Schwellschicht bezeichnet. Mit Hilfe der von Mises{
Vergleichsspannungen werden nun (�ktive) Dehnungen in der Schwellschicht berechnet,
die zu einer geometrischen �Anderung der Struktur f�uhren, um einen m�oglichst ausge-
glichenen Spannungszustand entlang der Kanten zu erhalten. Diese Dehnungen werden
entweder direkt aus den Spannungen ermittelt oder indirekt �uber eine thermische Bean-
spruchung der Struktur infolge der Spannungen hervorgerufen.
Die Vorteile der heuristischen Verfahren sind die einfache Implementierung und die rasche
Konvergenz, da kein zus�atzliches Optimierungsproblem mit MP{ oder OC{Methoden zu
l�osen ist. Nachteilig bei dieser Vorgehensweise ist, da� die Form�anderungen gegen�uber
dem Startentwurf relativ gering sind und daher lediglich spezielle Problemstellungen, wie
beispielsweise der Spannungsausgleich, behandelt werden k�onnen.
In der vorliegenden Arbeit werden die Entwurfsgeschwindigkeitsfelder mittels geometrisch
orientierter Verfahren, wie der erw�ahnten CAGD{Technik, ermittelt. Dabei werden so-
wohl strukturierte als auch unstrukturierte (freivernetzte) Elementnetze verwendet. Bei
den letzteren werden die Entwurfsgeschwindigkeitsfelder im Inneren der Struktur mit Hil-
fe der beschriebenen modi�zierten Laplace{Gl�attung (Maute [136]) ermittelt.
Der folgende Abschnitt gibt einen kurzen �Uberblick �uber die Methoden des 'Computer
Aided Geometric Design'. F�ur Details sei auf Faux & Pratt [73], B�ohm et al. [36],
Bletzinger [30] oder auch Wieghardt [248] verwiesen.
Das Konzept der Design{Elemente ist hierarchisch geordnet, d.h. Elemente h�oherer Stu-
fen werden aus den vorherigen de�niert und zusammengesetzt. Eindimensionale Ele-
mente, auch als Design{Kanten bezeichnet, werden durch die Design{Knoten (Kontroll{
Knoten) de�niert. Als Beispiele f�ur Design{Kanten sind Lagrange{Polynome, B�ezier{
Interpolationen oder B{Splines zu nennen. Ein Nachteil der Lagrange{Polynome sind
oszillierende Formen bei steigendem Polynomgrad, weshalb die geometriebeschreibenden
Kurven h�au�g aus abschnittsweise de�nierten Polynomen niedrigerer Ordnung zusam-
mengesetzt werden, was zur De�nition von Splines f�uhrt. Grund f�ur diese Oszillationen
ist der gr�o�ere Ein
u� eines formbeschreibenden Design{Knotens auf die gesamte Kurve
bei Verwendung eines Lagrange{Polynoms, als dies bei einem B{Spline der Fall ist.
N�aheres hierzu ist in Bletzinger [30] oder Wieghardt [248] zu �nden.
Zweidimensionale Elemente werden durch Kanten de�niert. �Ubliche Fl�achenelemente sind
beispielsweise Lagrange{, Coons{ oder B�ezier{Elemente. Analog zu dieser De�niti-
on ergeben sich dreidimensionale Elemente durch Zusammensetzten der Fl�achenelemente.
Diese hierarchische Gliederung ist in Abbildung 3.2 veranschaulicht.
Dieses hierarchische Konzept wird auch von CAD{Techniken verwendet und erlaubt wegen
der aufeinander aufbauenden De�nitionen beliebige topologische Kombinationen zwischen
den einzelnen Hierarchiestufen. Die mathematische De�nition der Design{Elemente wird
im folgenden erl�autert. Dabei wird die Geometrie x 2 IR3(
x) abschnittsweise �uber Ge-
staltsfunktionen �i (Kneppe [116], Bletzinger [30]) im Parameterraum � 2 IR1;2;3(
�)
der Design{Elemente beschrieben. In der Literatur werden oftmals auch die Bezeichnun-
gen 'Formfunktion', 'Interpolationsfunktion' oder 'Ansatzfunktion' f�ur �i verwendet. Um
jedoch Verwechslungen mit den Ansatzfunktionen der Finiten Elemente (vgl. Kapitel 4)
zu vermeiden, wird in dieser Arbeit der Begri� 'Gestaltsfunktion' in Zusammenhang mit
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Design{Elementen bevorzugt.

x (�) =
nX
i=1

�i (�) x̂i (3.1)

Der Vektor x (�) stellt den Ort eines materiellen Punktes im Parameterraum 
� dar. Der
Vektor x̂i beschreibt die Koordinaten der n formbeschreibenden Design{Knoten eines
Design{Elements, die in der Formoptimierung die freien Parameter (Optimierungsvaria-
blen ŝ) darstellen. Mit Hilfe dieser Gestaltsfunktionen gelingt es, abschnittsweise glatte
Kanten und Ober
�achen zu erzeugen, was bei der Formoptimierung w�unschenswert ist.
Um die Glattheit an �Uberg�angen zwischen Design{Elementen zu garantieren, bedarf es
der De�nition von �Ubergangs{ bzw. Kontinuit�atsbedingungen. Bei dieser Kontinuit�at
sind Begri�e wie 'geometrische Kontinuit�at' oder auch 'visuelle Kontinuit�at' und 'para-
metrische Kontinuit�at' zu unterscheiden. Nach Bletzinger [30] ist die geometrische
Kontinuit�at zwischen Design{Elementen dann gew�ahrleistet, wenn die wirkliche, sicht-
bare Form an den �Ubergangsstellen die gestellten Bedingungen erf�ullt. Die Bedingung
f�ur parametrische Kontinuit�at orientiert sich im Gegensatz dazu an den Verh�altnissen im
Parameterraum.
Die Kontinuit�atsbedingungen sind besonders einfach f�ur B�ezier{ und B{Splines mit Hilfe
geometrischer Beziehungen der Koordinaten der formbeschreibenden Kontroll{Knoten zu
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gew�ahrleisten. Die (geometrische) Verkn�upfung von Optimierungsvariablen wird auch als
'variable linking' bezeichnet. Neben dem bereits beschriebenen E�ekt der Gew�ahrleistung
von kontinuierlichen �Uberg�angen wird durch diese Verkn�upfung die Anzahl der Opti-
mierungsvariablen reduziert und somit auch die Formvielfalt des Entwurfsmodells ein-
geschr�ankt. Durch diese Linking{Vorschriften k�onnen beispielsweise bestimmte Bewe-
gungsrichtungen einzelner Kontroll{Knoten, Symmetriebedingungen oder auch relative
Bewegungen von Kontroll{Knoten zueinander erzwungen werden.
Die beschriebenen Verkn�upfungsvorschriften werden in der w�ahrend des Optimierungspro-
zesses konstanten Verkn�upfungsmatrix L zusammengefa�t. F�ur die Lage der voneinander
unabh�angigen Kontroll{Knoten x̂ ergibt sich dann folgender Zusammenhang:

x̂ = x̂0 +L ŝ (3.2)

In dem Vektor x̂ sind die formbeschreibenden Design{Knoten aller Design{Elemente
zusammengefa�t. Der Vektor x̂0 beschreibt den von den Optimierungsvariablen ŝ un-
abh�angigen Anteil der Koordinaten der Kontroll{Knoten. Diese sind in Abbildung 3.3
als Design{Parameter bezeichnet. Neben der Verkn�upfung von Kontroll{Knoten kann
die Abh�angigkeit zwischen den Kontroll{Knoten der Design{Elemente und den Knoten
der Finiten Elemente auch als eine Art Verkn�upfung interpretiert werden. Diese erfolgt
�uber die zuvor de�nierten Gestaltsfunktionen und wird mit Hilfe des Entwurfsgeschwin-
digkeitsfeldes ausgedr�uckt.
Mit Hilfe dieser Verkn�upfung von Optimierungsvariablen und Kontroll{Knoten der Design{
Elemente sowie der Verkn�upfung der Kontroll{Knoten und der Strukturparameter (FE{
Knoten) l�a�t sich die in Abbildung 3.3 angegebene Variablenhierarchie im Optimierungs-
modell aufstellen.
N�aheres zum Konzept der Variablenverkn�upfung ist in Bletzinger [30] und Ramm et
al. [175] zu �nden. Die De�nition bzw. Ermittlung der Entwurfsgeschwindigkeitsfelder,
basierend auf der CAGD{Beschreibung, ist nachfolgend kurz erkl�art.
Wie bereits erl�autert, beschreiben die Entwurfsgeschwindigkeitsfelder die �Anderung der
Materialpunkte (z.B. FE{Knoten) innerhalb eines de�nierten Gebietes in Abh�angigkeit
von der Variation eines freien Parameters (Optimierungsvariable). In Zhang & Bele-
gundu [256] wird aus diesem Grund auch von der Sensitivit�at des FE{Netzes infolge ei-
ner Design�anderung gesprochen. Demnach wird auf diese Art das Analysemodell mit dem
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Parameter Variablen xFEVariablen xFE

Abbildung 3.3: Hierarchie der Optimierungsvariablen (aus Bletzinger [30])
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Entwurfsmodell verkn�upft. Dieser geometrische Zusammenhang ist durch Gleichung (3.3)
ausgedr�uckt. Eine �Anderung der Position eines Kontroll{Knotens i bzw. einer Optimie-
rungsvariablen ŝi f�uhrt zu einer �Anderung der Punkte (z.B. FE{Knoten) innerhalb des
Design{Elements.

rsx (�) =
nX
i=1

�i (�)rsx̂i ; rsx̂i = Lrsŝ (3.3)

rsx (�) stellt dabei die in einer Matrix zusammengefa�ten Entwurfsgeschwindigkeitsfelder
der Materiepunkte f�ur die einzelnen Design{Knoten und damit auch der Optimierungsva-
riablen dar. Diese Entwurfsgeschwindigkeitsfelder werden innerhalb einer Optimierungs-
iteration an zwei Stellen ben�otigt. Zum einen bei der Sensitivit�atsanalyse der Struktur-
antwort bzw. der Entwurfskriterien zur Ableitung der geometrischen Gr�o�en (vgl. Kapi-
tel 5, 6 und 7), zum anderen bei der Bestimmung der verbesserten Tragwerksgeometrie
bzw. der neuen Lage der FE{Knoten. F�ur diese ergibt sich folgender Zusammenhang:

x
(k+1)
FE = x

(k)
FE +rsx

(k)
FE

T
�ŝ(k) (3.4)

Die Vektoren x
(k+1)
FE und x

(k)
FE bezeichnen die Position der Knoten der Finiten Elemente

in den Optimierungsschritten (k + 1) und (k). rsx
(k)
FE stellt die Matrix der Entwurfs-

geschwindigkeitsfelder aller FE{Knoten im Gebiet dar. In den meisten F�allen �andern
sich die Entwurfsgeschwindigkeitsfelder w�ahrend des Optimierungsfortschritts nicht bzw.
werden w�ahrend des gesamten Optimierungsprozesses konstant gehalten. Deshalb kann
die Lage der FE{Knoten nach Gleichung (3.4) f�ur den optimalen Entwurf auch wie folgt
dargestellt werden:

x�
FE = x0FE +rsx

0
FE

T
ŝ� (3.5)

x0FE beschreibt die Lage der FE{Knoten zu Beginn der Optimierung. Gleichung (3.5)
macht deutlich, da� der optimale Entwurf aus einer Linearkombination der Entwurfs-
geschwindigkeitsfelder ermittelt wird. Wird jedoch infolge gro�er Designver�anderungen
eine Neuvernetzung notwendig oder basieren die Entwurfsgeschwindigkeitsfelder auf der
jeweils aktuellen Geometrie, ist diese Vorgehensweise nicht mehr zul�assig.
Bei Verwendung strukturierter Netze, die mittels der Gestaltsfunktionen �i der Design{
Elemente erzeugt werden, k�onnen die optimalen Koordinaten der FE{Knoten auch di-
rekt, ohne Verwendung der Entwurfsgeschwindigkeitsfelder wie in den Gleichungen (3.4)
und (3.5), durch Einsetzen der optimalen L�osung ŝ� in Gleichung (3.1) bestimmt werden.

3.2 Topologieoptimierung

Die Topologieoptimierung stellt die allgemeinste Methode in der Strukturoptimierung dar.
Durch sie wird der grundlegende topologische Aufbau einer Tragstruktur ermittelt, ohne
jedoch exakte Aussagen �uber Form und Querschnittsabmessungen der beteiligten Bautei-
le tre�en zu k�onnen.
In der vorliegenden Arbeit werden in erster Linie Formoptimierungsprobleme behandelt.
Kapitel 6 besch�aftigt sich mit der Sensitivit�atsanalyse bei nichtlinearem Strukturverhal-
ten. Dieses Verfahren ist sowohl f�ur Form{ als auch f�ur Topologieoptimierungsproble-
me anwendbar. Aus diesem Grund wird an dieser Stelle nur kurz auf die bekannten
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Verfahren der Topologieoptimierung eingegangen. F�ur Details sei auf die Arbeiten von
Bends�e [18], Bends�e &Mota Soares [22], Eschenauer & Olhoff [67], Rozva-
ny et al. [190], Maute [136] oder auch Kemmler [103] verwiesen.
Bei den Verfahren der Topologieoptimierung unterscheidet man zwischen heuristischen,
geometrischen und materiellen Methoden. Letztere werden wiederum in materiell diskret
und materiell kontinuierlich eingeteilt. Bei dem materiell diskreten Ansatz spricht man
von 'Layout'{Optimierung.
Erste Ans�atze zur Bew�altigung von Topologieoptimierungsproblemen verwenden einen
analytischen Zugang des materiell diskreten Ansatzes und gehen aufMaxwell [141] 1869
und Michell [146] 1904 zur�uck. Ziel dieser Optimierungsprobleme ist die Maximierung
der Stei�gkeit bei vorgeschriebener Masse. Die dabei entstehenden optimalen Strukturen
bestehen aus einem orthogonalen Netz von St�aben (sogenannte Michell{Strukturen),
die jedoch nur f�ur einen bestimmten Lastfall und lineares Strukturverhalten optimal sind.
In den siebziger Jahren wurde Michells Ansatz z.B. von Hemp [93] oder auch Prager
& Rozvany [171] f�ur die Anwendung auf komplexere Topologieoptimierungsprobleme
mit mehreren Nebenbedingungen und Lastf�allen erweitert. Das Hauptproblem dieser
Vorgehensweise besteht darin, da� sie f�ur allgemeine Aufgabenstellungen ungeeignet ist.
Dorn et al. [63] haben 1964 eine Methode zur Optimierung einer Grundstruktur aus
endlich vielen Fachwerkst�aben und/oder Balkenelementen vorgestellt. Auf diese Art und
Weise wird das Topologieoptimierungsproblem in ein Querschnittsoptimierungsproblem
umgewandelt und wird daher auch als 'approximativ{diskrete' Topologieoptimierung be-
zeichnet.
Nachteilig bei dieser Vorgehensweise ist die Abh�angigkeit der Optimierungsergebnisse von
der zugrundeliegenden Grundstruktur und dem vereinfachten mechanischen Modell durch
die Annahme von Fachwerkst�aben bzw. Balkenelementen. Daher wird der kontinuierli-
che Ansatz zur L�osung von Optimierungsproblemen bevorzugt. Wie bereits angedeutet,
unterscheidet man hier wiederum zwischen einem heuristischen, einem geometrischen und
einem materiell kontinuierlichen Ansatz.
Als heuristische Verfahren der Topologieoptimierung werden beispielsweise die 'soft{kill'{
Methode (z.B. Walther & Mattheck [242]) oder die 'hard{kill'{Methode (z.B. Sienz
[208]) bezeichnet. Der Grund f�ur deren Einstufung als heuristische Methoden ist, da� die
Entscheidung �uber die Verteilung der Stei�gkeitsverh�altnisse in der Struktur mit Hilfe des
aktuellen Spannungszustandes getro�en wird. Diese Methoden haben ihren Ursprung in
der 'Fully Stressed Design'{Technik, bei der ein m�oglichst ausgeglichener Spannungszu-
stand angestrebt wird. Schwach beanspruchte Bereiche werden sukzessive entfernt. Bei
der 'soft{kill'{Methode wird die Stei�gkeit, z.B. mittels des Elastizit�atsmoduls, an einer
bestimmten Stelle des Tragwerks als lineare Funktion des dort herrschenden Spannungs-
zustandes in bezug zur maximalen Spannung oder der Vergleichsspannung de�niert. Bei
der 'hard{kill'{Methode werden schwach beanspruchte Gebiete unter einer vorgegebenen
Schranke, die w�ahrend der Prozedur ver�andert wird, sofort entfernt; dieses Vorgehen kann
auch als Integer{Optimierung bezeichnet werden, bei der die Entscheidung �uber 'Mate-
rial' oder 'kein Material' (vgl. Kapitel 2) mit Hilfe des Spannungszustands getro�en
wird. Die 'penalty{kill'{Methode ist zwischen den beiden zuvor beschriebenen Metho-
den einzustufen, da die Stei�gkeit nicht linear, sondern �uber eine Exponentialfunktion
(Penalty{Funktion) vom Spannungszustand abh�angig ist. Durch eine entsprechende Wahl
des Exponenten kann sowohl die 'soft{kill'{Methode als auch die 'hard{kill'{Methode be-
schrieben bzw. approximiert werden. Ein analoges Vorgehen wird bei dem an sp�aterer
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Stelle noch beschriebenen SIMP{Ansatz angewendet. Der Vorteil der heuristischen Me-
thoden ist die sehr einfache Implementierung, da kein Optimierungsalgorithmus, wie z.B.
die SQP{Methode, zur Ermittlung eines neuen Satzes von Optimierungsvariablen ben�otigt
wird. Es ist lediglich ein Analyseverfahren, wie beispielsweise die Methode der Finiten
Elemente, erforderlich. Allerdings k�onnen mit diesen Verfahren keine allgemeinen Opti-
mierungsprobleme, d.h. unterschiedliche Zielfunktionen und Nebenbedingungen, behan-
delt werden, wie dies bereits im Abschnitt zuvor bei dem Verfahren nach Mattheck &
Burkhardt [134] der Fall war.
Beim geometrischen Ansatz werden in eine gegebene Struktur L�ocher eingebracht. Diese
und die bereits vorhandenen werden anschlie�end durch Methoden der Formoptimierung
derart ver�andert, da� die Zielfunktion verbessert wird. Die Anzahl und die Position dieser
zus�atzlichen L�ocher ist allerdings nur schwer zu bestimmen. Heuristische Verfahren, wie
sie von Rosen & Grosse [186] vorgeschlagen werden, bringen die L�ocher an Stellen nied-
riger Spannung (meistens Vergleichsspannung) ein. Bei Eschenauer et al. [65] und
Schumacher [200] wird dieses Problem durch ein lokales Optimierungsproblem gel�ost.
Ein in�nitesimal kleines, kreisf�ormiges oder elliptisches Loch ('bubble') wird in die Struk-
tur an der Stelle eingebracht, an der der Gradient der Lagrange{Funktion bez�uglich
einer Variation der Form des Loches minimal ist. Dadurch wird der Spannungszustand
in der Struktur nicht gest�ort, da diese Methode auf dem Saint{Venant{Prinzip be-
ruht. Anschlie�end wird die Form des Loches optimiert. Diese Vorgehensweise wird als
'bubble'{Methode bezeichnet. Der Vorteil gegen�uber materiellen Methoden ist, da� die
Ergebnisse aus einer Topologieoptimierung nicht durch Methoden der Formoptimierung
nachbearbeitet werden m�ussen, da dieses Verfahren direkt die Formoptimierung in den
Topologieoptimierungsproze� integriert. Nachteilig ist die rechenintensive Auswertung
des Optimierungsproblems zur Positionierung der zus�atzlichen L�ocher. Au�erdem stel-
len geometrische Methoden hohe Anforderungen an den Optimierungsalgorithmus, da die
L�ocher an beliebigen Stellen plaziert werden k�onnten, was h�au�ge Netzwechsel bzw. Netz-
anpassungen erfordert. Das Einbringen von L�ochern f�uhrt zu einem irreversiblen Wechsel
des zugrundeliegenden mechanischen Problems. Daher ist die Optimierungsprozedur dis-
kontinuierlich bzw. pfadabh�angig und somit an dieser Stelle nicht di�erenzierbar.
Aufgrund dieser grundlegenden Schwierigkeiten bzw. Anforderungen verwenden die mei-
sten Methoden in der Topologieoptimierung den materiell kontinuierlichen Ansatz, der
nachfolgend kurz diskutiert wird. Ein �Uberblick �uber die Methoden der materiellen To-
pologieoptimierung ist beispielsweise inMaute [136] oderMaute et al. [140] zu �nden.
Wie in Kapitel 2 bereits beschrieben, handelt es sich bei der materiellen Topologieopti-
mierung um ein Materialverteilungsproblem. Bei der klassischen Topologieoptimierungs-
aufgabe wird eine bestimmte Masse �m optimal in einem de�nierten Raum 
 verteilt,
was durch eine diskontinuierliche Indikatorfunktion � (x; k) (oder auch Tr�agerfunktion)
beschrieben wird (vgl. Gleichung (2.38)). H�au�g ist bei Topologieoptimierungsproble-
men die Maximierung der Stei�gkeit das zugrundeliegende Entwurfskriterium. Dann
wird die Masse �m w�ahrend der Optimierung konstant gehalten. F�ur den linear ela-
stischen Fall entspricht die Maximierung der Stei�gkeit der Minimierung der inneren
Form�anderungsenergie (Dehnungsenergie). Es ergibt sich folgendes, beschr�anktes Op-
timierungsproblem:

min
C

1

2

Z



" (x) C (x) " (x) d
 (3.6)
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mit

Z



� (x) d
� �m = 0 (3.7)

� (x) beschreibt die Dichteverteilung �uber das Gebiet 
. Die Optimierungsvariablen
sind in dem aus isotropem Material bestehenden elastischen Materialtensor C (x) ent-
halten, welcher, wie die Dichteverteilung, abh�angig von der obengenannten Indikator-
funktion � (x) ist.

C (x) = � (x) C0 ; � (x) = � (x) �0 (3.8)

C0 beschreibt den Materialtensor und �0 die Dichte des isotropen, homogenen Materials.
Da das mechanische Problem wie auch das Optimierungsproblem in den seltensten F�allen
analytisch gel�ost werden kann, ist eine approximative Beschreibung notwendig. In der
vorliegenden Arbeit wird hierzu die Methode der Finiten Elemente verwendet. U.a. wird
dabei die Indikatorfunktion � elementweise mit stetigen (meist konstanten) Ans�atzen f�ur
die Indikatorfunktion � (x) approximiert.

� (x) � �h (x) ; �h 2 V h
� � H1 (3.9)

Die konstanten Ans�atze f�uhren zu einer diskontinuierlichen Materialverteilung, weshalb
man von einem '0{1'{Optimierungsproblem (Integer{Optimierungsproblem) spricht. Die-
ses ist im allgemeinen nur mit enormem numerischen Aufwand zu l�osen. Au�erdem sind
die Ergebnisse stark von der gew�ahlten Diskretisierung abh�angig und zudem existieren
zahlreiche lokale Minimumstellen.
Erste Ans�atze in der materiellen Topologieoptimierung unter Verwendung der kontinuier-
lichen Methode sind Rossow & Taylor [187] zuzuschreiben. Sie verwenden die Dicke
von Scheibenelementen als Optimierungsvariablen und bestimmen so aus der optimalen
Dickenverteilung die optimale Topologie eines Tragwerks. Neben der Unsicherheit, welche
Stellen anhand der optimalen Dickenverteilung als L�ocher zu interpretieren sind, existie-
ren weitere Nachteile dieser Vorgehensweise. Beispielsweise fand Olhoff [155] heraus,
da� die Optimierungsergebnisse, wie bereits erw�ahnt, sehr stark von der Diskretisierung
abh�angig sind. Je feiner die Diskretisierung gew�ahlt wird, um so mehr Rippen (Tragele-
mente) ergeben sich durch die Optimierung. Dies l�a�t darauf schlie�en, da� das Optimum
unendlich viele Rippen besitzt (Cheng & Olhoff [53], vgl. Michell{Struktur).
Diese numerischen Probleme entstehen durch das fundamentale Problem der Integer{
Optimierung. Das Variationsproblem (Gleichung (3.6)) besitzt im Unterraum H1

0 der
approximierten Strukturantwort uh (uh 2 H1

0 ) keine L�osung, da es sich um ein schlecht
gestelltes, nichtkonvexes Optimierungsproblem handelt (Kohn & Strang [118]).
Zur L�osung des schlecht gestellten '0{1'{Optimierungsproblems stellen Kohn & Strang
[117], [118] eine mathematisch fundierte Methode vor, die drei Disziplinen miteinander
verkn�upft. Diese sind die Strukturoptimierung, Relaxation von nichtkonvexen Funktio-
nalen und Homogenisierung von Mikrostrukturen.
Es stellt sich heraus, da� die Verschiebungen im Optimum sehr stark oszillieren, was
auf eine Struktur mit beliebig vielen und beliebig kleinen L�ochern hindeutet. Durch
die Einf�uhrung por�oser Werksto�e kann dieses Problem gel�ost werden. Dabei wird die
diskrete Parameterfunktion � durch eine kontinuierliche Verteilungsfunktion �̂ ersetzt.
Dadurch wird der Funktionenraum der Verschiebungen u erweitert und somit relaxiert.
Man spricht von Relaxation oder auch Regularisierung. F�ur die kontinuierliche Vertei-
lungsfunktion �̂ gilt dann:

0 � �̂ � 1 (3.10)
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Der MaterialtensorC ist nun nicht l�anger ausschlie�lich eine Funktion des Ortes x und des
Optimierungsfortschrittes k, sondern zus�atzlich eine Funktion der Porosit�at bzw. Dichte �.
Das Optimierungsproblem l�a�t sich daher folgenderma�en darstellen:

min
C

1

2

Z



" (x) C (x; �) " (x) d
 (3.11)

mit

Z



� (x) d
� �m = 0 ; 0 � � � �0 (3.12)

F�ur � = �0, also homogenes Material, ist C (x; �) = C0 (x). Der Materialtensor C (x; �)
beschreibt dabei das makroskopische Verhalten des por�osen Materials und ist derart zu
w�ahlen, da� gewisse Bedingungen erf�ullt werden (Kohn & Strang [118]), auf die an
dieser Stelle nicht n�aher eingegangen wird.
Diejenigen por�osen Materialmodelle, die diese Bedingungen erf�ullen, werden als optima-
le Materialmodelle oder auch optimale Mikrostrukturen bezeichnet. Die einzigen zum
jetzigen Zeitpunkt bekannten Materialmodelle, die diese Bedingungen erf�ullen, sind die
periodisch strukturierten 'rank{n'{Laminate (vgl. Abbildung 3.4). Obwohl die 'rank{n'{
Laminate aus mathematischer Sicht die geforderten Bedingungen exakt erf�ullen, f�uhren sie
zu optimalen Strukturen mit einem gro�en Anteil an por�osem Material. Eine �Uberf�uhrung
dieser Ergebnisse in reale Tragwerke ist nahezu unm�oglich. Aus diesem Grund werden
nichtoptimale (suboptimale) por�ose Werksto�modelle eingef�uhrt, welche die in der Arbeit
von Kohn & Strang [118] geforderten Bedingungen nicht erf�ullen. Dies hat zur Fol-
ge, da� mit diesen vereinfachten Ans�atzen im Optimum eine eindeutige '0{1'{Verteilung
erzielt werden kann, die jedoch von der Diskretisierung abh�angig ist. Mit Hilfe der Filter{
Methode nach Sigmund [209] oder der Perimeter{Methode (Umfangsmethode) nach Ha-
ber et al. [82] kann diese Netzabh�angigkeit nahezu beseitigt werden.
Nichtoptimale Materialmodelle k�onnen wiederum in makroskopische und mikroskopische
Ans�atze unterteilt werden. Der wohl bekannteste mikroskopische Ansatz geht auf Bend-
s�e & Kikuchi [20] zur�uck. Dieser sogenannte 'micro hole'{Ansatz ist in Abbildung 3.4
anschaulich dargestellt. Dabei sind die Abmessungen a und b des Repr�asentativen{
Volumen{Elements (RVE, Einheitszelle) sowie deren Orientierung ' in der Ebene variable
Gr�o�en, d.h. die Optimierungsvariablen. Durch eine kontinuierliche Variation dieser Va-
riablen k�onnen Materialzust�ande beliebiger Porosit�at und Orientierung erzeugt werden.
Die makroskopischen Materialeigenschaften f�ur die erw�ahnten mikroskopischen Ans�atze
werden mit Hilfe von Homogenisierungsverfahren bestimmt, die die Geometrie der Ein-
heitszelle ber�ucksichtigen (z.B. Bensoussan et al. [26], Sanchez-Palencia [193]).

’micro hole’–Ansatz

1

a

b

1

�

’rank–n’–Laminat

Abbildung 3.4: Mikroskopische Materialmodelle: 'rank{n'{Laminat, 'micro hole'{Ansatz
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Da diese Homogenisierung f�ur jede Kombinationsm�oglichkeit der Variablen durchzuf�uhren
ist, werden h�au�g aus E�zienzgr�unden nur endlich viele Kombinationen exakt bestimmt
und dazwischenliegende durch Interpolation ermittelt (Guedes & Kikuchi [80]).
Andere Materialmodelle variieren direkt makroskopische Materialeigenschaften. So wer-
den beispielsweise von Ringertz [185] oder Bends�e et al. [19] direkt die Eintr�age
im Materialtensor als Optimierungsvariablen interpretiert. Verschiedene Normen des ma-
kroskopischen Materialtensors, wie z.B. dessen Spur, werden herangezogen, um einen
Zusammenhang zur Dichte herzustellen.
Ein relativ einfacher und anschaulicher makroskopischer Ansatz stellt einen direkten Zu-
sammenhang der Materialparameter, wie beispielsweise dem Elastizit�atsmodul E, und
der aktuellen Dichte � an einer Stelle x her.

E = E0

�
�

�0

��

; � = f� 2 IRj0 � � � �0g ; � = f� 2 IRj� � 1g (3.13)

Bei diesem Ansatz werden die Stei�gkeiten bei Zwischenzust�anden der Dichten � ge-
gen�uber denen des Vollmaterials bestraft, weshalb man auch vom SIMP{Ansatz spricht
(Solid Isotropic Microstructure with Penalty for intermediate density). Als einzige Op-
timierungsvariable fungiert bei diesem Ansatz die Dichte � jedes Finiten Elements. F�ur
den ebenen Spannungszustand und � = 1 entspricht dieses Materialverteilungsproblem
einer Dickenoptimierung. Wie bereits angedeutet, liefern die Ergebnisse einer Dickenopti-
mierung selten eindeutige '0{1'{Resultate, was auf den linearen Zusammenhang zwischen
der Dichte � und dem Elastizit�atsmodul E zur�uckzuf�uhren ist. Bei steigendem Expo-
nenten (� > 1) werden por�ose Zust�ande immer ung�unstiger in bezug auf die zugeh�orige
Stei�gkeit, als dies f�ur Vollmaterial der Fall ist. Auf diese Art und Weise werden por�ose
Zwischenzust�ande bestraft, was letztendlich zu einer (fast) reinen '0{1'{Verteilung f�uhrt.
Der nichtlineare Zusammenhang zwischen � und E in Abh�angigkeit des Penalty{Faktors �
ist in Abbildung 3.5 veranschaulicht.
Entsprechende Ans�atze werden u.a. von Bends�e [17], Rozvany et al. [191], Mlej-
nek [149] oder auch Swan & Arora [219] verwendet.
Um die Netzabh�angigkeit des makroskopisch isotropen Ansatzes zu verringern, wurde von
Maute & Ramm [138] ein orthotropes Materialmodell vorgeschlagen. �Ahnlich zum be-
schriebenen 'micro hole'{Ansatz werden hierbei die Elastizit�atsmoduli Ei durch approxi-
mierte Verteilungsfunktionen �̂i variiert. Zudem ist die Orientierung der Hauptrichtungen
in der Ebene (i = 1; 2) bzw. im Raum (i = 1; 2; 3) variabel.
Ein ausf�uhrlicher �Uberblick �uber die verschiedenen makroskopischen und mikroskopischen
Materialans�atze zur Behandlung von Topologieoptimierungsproblemen ist in Bends�e &
Sigmund [21] zu �nden.
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Abbildung 3.5: Makroskopisches Materialmodell: Penalty{Methode
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In Anlehnung an den makroskopischen isotropen Ansatz (SIMP{Ansatz) werden inMau-
te et al. [139] zur Behandlung von Topologieoptimierungsproblemen bei elastoplasti-
schem Materialverhalten zus�atzliche Materialparameter an die Dichte � gekoppelt.

E = E0

�
�

�0

��1

; Eh = Eh0

�
�

�0

��2

bzw. Gf = Gf0

�
�

�0

��2

; �y = �y0

�
�

�0

��3

�i � 1 ; i = 1; 2; 3 (3.14)

Dabei ist E der Elastizit�atsmodul (vgl. elastisches Materialverhalten), Eh der Verfesti-
gungsmodul bzw. Gf die Bruchenergie (N�aheres dazu vgl. Kapitel 4) und �y die Flie�-
spannung. Die mit '0' gekennzeichneten Gr�o�en beschreiben die Materialparameter f�ur
das isotrope homogene Material. Obwohl dieser Ansatz das Integer{Optimierungsproblem
m�oglicherweise nicht korrekt relaxiert, f�uhrt er doch zu einer klaren '0{1'{Verteilung. Al-
lerdings stimmt dieser Ansatz n�aherungsweise mit den numerischen Ergebnissen von ela-
stoplastischen Homogenisierungsverfahren nach Yuge & Kikuchi [254] und Yuge et
al. [253] �uberein.



Kapitel 4

Nichtlineare Strukturanalyse

Die Durchf�uhrung einer Sensitivit�atsanalyse und die Auswertung der mechanisch orien-
tierten Entwurfskriterien setzt die Kenntnis der Strukturantwort voraus. Aus diesem
Grund wird an dieser Stelle auf die Herleitung der hierf�ur notwendigen Gleichungen bei
geometrisch und materiell nichtlinearem Strukturverhalten im Hinblick auf die Bestim-
mung der Ableitungen (Sensitivit�aten) in aller K�urze eingegangen.
Ausgehend von den allgemeinen Grundlagen der Kontinuumsmechanik, die in der Litera-
tur bereits ersch�opfend behandelt wurden (z.B. Betten [28], Malvern [132]), wird das
weitere Vorgehen erl�autert. Das strukturelle Gleichgewicht ist durch die am in�nitesima-
len Element aufgestellten Di�erentialgleichungen de�niert, wobei das mechanische Verhal-
ten lokal beschrieben wird. Die Euler{Gleichungen bestehen aus dem statischen Gleich-
gewicht, den zugeh�origen statischen Randbedingungen (Neumann{Randbedingungen),
den konstitutiven Beziehungen (Materialgesetz) sowie den kinematischen Feldgleichungen
und den zugeh�origen kinematischen Randbedingungen (Dirichlet{Randbedingungen).
Man spricht auch von der starken Form des mechanischen Problems. Da dieser Satz
von gekoppelten, partiellen Di�erentialgleichungen im allgemeinen f�ur ganze Tragsyste-
me nicht geschlossen gel�ost werden kann, bedient man sich eines Energieausdrucks, z.B.
des Prinzips der virtuellen Verschiebungen (PvV), zur Erf�ullung des Gleichgewichts. Das
PvV erf�ullt das Gleichgewicht nur noch global (integraler Ausdruck), nicht lokal, wes-
halb auch der Begri� 'schwache Form des Gleichgewichts' verwendet wird. Dieser ist auf
die schw�acheren Anforderungen an die Ansatzfunktionen der Strukturvariablen bei der
Verwendung der Methode der Finiten Elemente (FEM) zur�uckzuf�uhren. In der vorliegen-
den Arbeit wird sowohl die Strukturanalyse als auch die Sensitivit�atsanalyse mit Hilfe
der FEM durchgef�uhrt. Sie wird in den Ingenieurwissenschaften h�au�g eingesetzt und
ist z.B. bei Clough [56], Bathe [13], Crisfield [59], [60], Hughes [97], Argyris &
Mlejnek [2] oder Zienkiewicz & Taylor [258] anschaulich dargestellt, wobei in der
vorliegenden Arbeit die von Bathe [13] verwendete Notation besondere Beachtung �nden
wird.
Zur Berechnung geometrisch nichtlinearer (z.B. gro�e Verschiebungen bei kleinen Ver-
zerrungen) und materiell nichtlinearer (z.B. elastoplastisches Materialverhalten) Ph�ano-
mene werden die zur Beschreibung dieser Ph�anomene erforderlichen Gleichungen de�-
niert. Dies ist im Hinblick auf die Sensitivit�atsanalyse, die konsistent zum verwende-
ten L�osungsalgorithmus bei der Strukturanalyse sein mu�, notwendig (Vidal & Ha-
ber [239]). Au�erdem k�onnen entsprechende Analogien zwischen Struktur{ und Sensiti-
vit�atsanalyse aufgezeigt und er�ortert werden.
Des weiteren wird auf die numerische Behandlung von Stabilit�atsproblemen eingegan-
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gen sowie die daf�ur notwendigen Pfadverfolgungsalgorithmen kurz erl�autert (vgl. Wag-
ner [241], Reitinger [180]), da diese die Sensitivit�aten beein
ussen.
Bei der kontinuierlichen Formulierung des nichtlinearen Strukturproblems wie auch des
Optimierungsproblems und der daf�ur ben�otigten Sensitivit�aten wird die Tensornotation
verwendet. Infolge der notwendigen Diskretisierung mit der Methode der Finiten Elemen-
te wird, wie allgemein �ublich, auf die Vektor{Matrix{Schreibweise gewechselt.

4.1 Grundlagen der Kontinuumsmechanik

Grundlage der folgenden Gleichungen bildet die Annahme eines nichtlinearen Zusam-
menhangs zwischen Verschiebungen und Verzerrungen sowie einer linearen Spannungs{
Dehnungs{Beziehung. Die Elastoplastizit�at wird an sp�aterer Stelle diskutiert. Des weite-
ren wird von kleinen Verzerrungen ausgegangen.

4.1.1 Kinematische Grundlagen

Zur Beschreibung der Bewegung eines Kontinuums unterscheidet man zwischen zwei
Betrachtungsweisen, der Lagrange'schen oder materiellen und der Euler'schen oder
r�aumlichen Betrachtungsweise. Je nachdem, ob die Gr�o�en des kinematischen Vorgangs
bei der Lagrange'schen Betrachtungsweise auf das undeformierte Referenzsystem (Re-
ferenzkon�guration) oder auf die aktuelle (updated), deformierte Kon�guration (Momen-
tankon�guration) bezogen werden, spricht man von Total Lagrange (TL) bzw. Updated
Lagrange (UL) Beschreibung. Im weiteren wird lediglich auf die Total Lagrange For-
mulierung eingegangen.
Ein materieller Punkt P kann zu jedem Zeitpunkt t des Deformationsvorgangs einem
Ort x 2 IR3 in einem raumfesten, kartesischen Koordinatensystem zugeordnet werden.
Dieser Punkt, dessen Lage in der Referenzkon�guration durch den OrtsvektorX beschrie-
ben ist, wird durch die Abbildungsvorschrift �t

X in die deformierte Momentankon�gura-
tion abgebildet. In Maute [136] wird zus�atzlich noch zwischen topologischer, bei der die
Nachbarschaftsbeziehungen der materiellen Punkte durch die Deformation unver�andert
bleiben, und nichttopologischer Abbildung unterschieden. Eine nichttopologische Abbil-
dung ist beispielsweise bei der Entstehung von Rissen infolge der Belastung erforderlich.
Es gilt nun folgender Zusammenhang f�ur einen materiellen Punkt P :

x = �X(X; t) = �t
X(X) (4.1)

Dieser Zusammenhang wird mit Hilfe von Abbildung 4.1 verdeutlicht. x stellt dabei den
Ortsvektor eines materiellen Punktes Px in der Momentankon�guration dar. F�ur die Ver-
schiebungen u der Materiepunkte gilt demnach:

u = x�X = �X(X; t)�X (4.2)

Die kinematischen Gr�o�en k�onnen z.B. durch den Deformationsgradienten F beschrieben
werden. Der Deformationsgradient ergibt sich mittels Di�erentiation des Ortsvektors x
in der Momentankon�guration nach dem der Referenzkon�guration X.

E =
1

2
(F TF � I) mit F =

@x

@X
= rXx (4.3)
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DerGreen{Lagrange{Verzerrungstensor E ist ein objektiver, in den Verschiebungen u
nichtlinearer, zweistu�ger Verzerrungstensor. I stellt den zweistu�gen Identit�atstensor
dar. F�ur die weitere Darstellung des Verzerrungstensors wird eine alternative Notation
verwendet, wie dies auch in Bathe [13] der Fall ist. Des weiteren werden im Hinblick auf
eine Inkrementierung zur L�osung nichtlinearer Probleme die Verzerrungen in inkremen-
teller Schreibweise dargestellt. Im folgenden sind alle Gr�o�en ohne Index t bzw. t+ 1 als
inkrementelle Gr�o�en zu interpretieren. Diese k�onnen als Di�erenz der Verzerrungen Et+1

und Et ausgedr�uckt werden, wobei der Index t bzw. t + 1 den Zeitpunkt des Deforma-
tionsprozesses und der Index am Gradientenoperator r(�) die Kon�guration bezeichnet.
Im Hinblick auf die Verwendung der Methode der Finiten Elemente zur Bestimmung
der Strukturantwort werden die nachfolgenden De�nitionen bereits auf den Parameter-
raum 
� bezogen (vgl. Abbildung 4.1). Diese durch die Abbildung �s beschriebene
Transformation verh�alt sich analog zu der Transformation �X zwischen Referenz{ und
Momentankon�guration infolge des Deformationsprozesses. Die Abbildung von der Dar-
stellung im Parameterraum in die Momentankon�guration erfolgt durch eine Verkn�upfung
der zwei beschriebenen Abbildungsvorschriften �X und �s. Es ergibt sich f�ur die Ablei-
tungen nach den Koordinaten des Referenzsystems und des Parameterraums folgender
Zusammenhang:

r�(�) = rX(�)J bzw. rX(�) = r�(�)J�1 (4.4)

J bezeichnet die Jacobi{Matrix. Entsprechend transformiert sich das Strukturvolu-
men 
X und die Strukturober
�ache �X vom physikalischen Raum in den Parameterraum
und wird dort mit 
� bzw. �� bezeichnet. Es gelten dann folgende Zusammenh�ange:


X = jJ j
� ; �X = j~J j�� (4.5)

jJ j bezeichnet die Determinante der Jacobi{Matrix J und j~J j die des Metriktensors ~J .
Diese ist durch

j~J j = jJ j ��J�1m
� �
J�1m

�� 1
2 (4.6)

de�niert (vgl. Malvern [132]), wobei mit m der nach au�en gerichtete Einheitsnorma-
lenvektor auf die Ober
�ache �� bezeichnet ist.

Referenzkonfiguration Momentankonfiguration

Parameterraum

X
x

�X

�X
�x

�
�

�s

�s�X

X1

X2

X3

PX

Px

Ps

Abbildung 4.1: Kon�gurationen und Abbildungen
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Mit ut+1 = ut + u und Et+1 = Et +E folgt f�ur die inkrementellen Verzerrungen E und
deren Variation �E, die im Hinblick auf die Verwendung des PvV ben�otigt werden:

E = e+ �e (4.7)

mit e =
1

2

�
r�uJ

�1 +
�r�uJ

�1
�T�

+
1

2

��r�ut J
�1
�T r�uJ

�1 +
�r�uJ

�1
�T r�ut J

�1
�

(4.8)

�e =
1

2

��r�uJ
�1
�T r�uJ

�1
�

=
1

4

��r�uJ
�1
�T r�uJ

�1 +
�r�uJ

�1
�T r�uJ

�1
�

(4.9)

�E = �e+ ��e (4.10)

mit �e =
1

2

�
r� (�u)J

�1 +
�r� (�u)J

�1
�T�

+
1

2

��r�ut J
�1
�T r� (�u)J

�1 +
�r� (�u)J

�1
�T r�ut J

�1
�

(4.11)

��e =
1

2

��r�uJ
�1
�T r� (�u)J

�1 +
�r� (�u)J

�1
�T r�uJ

�1
�

(4.12)

Es gelten die De�nitionen r� = [@�1 ; @�2 ; @�3 ] bzw. rX = [@X1
; @X2

; @X3
] und uT =

[uX1
; uX2

; uX3
]. Der Tensor e beinhaltet die linearen Anteile und die von den bekannten

Verschiebungen zu Beginn des Inkrements (Zeitpunkt t) abh�angigen Anteile. Die qua-
dratischen Anteile der inkrementellen Verzerrungen sind mit �e bezeichnet. �e beinhaltet
linear die Variation �u und die bereits bekannten Verschiebungen ut, ��e die Variation �u
und die unbekannten inkrementellen Verschiebungen u.

4.1.2 Spannungsma�e

Je nachdem, auf welche Kon�guration die Spannungen bezogen sind, spricht man vom
zweiten Piola{Kirchhoff{Spannungstensor S bez�uglich der Referenzkon�guration oder
dem Cauchy{Spannungstensor � f�ur die Momentankon�guration. Mit Hilfe des Cau-
chy{Theorems (t = �m) kann ein Spannungsvektor t als Produkt des Spannungstensors
mit dem Einheitsnormalenvektor m bestimmt werden. S l�a�t sich mittels des zuvor de-
�nierten Deformationsgradienten F durch folgende Gleichung bestimmen:

S = jF jF�1�F�T (4.13)

jF j stellt dabei die Determinante des Deformationsgradienten F dar. Es bleibt noch zu
erw�ahnen, da� der zweite Piola{Kirchhoff{Spannungstensor das energetisch konju-
gierte Spannungsma� zu den Green{Lagrange{Verzerrungen E darstellt.

4.2 Gleichgewichtsbedingung

Zur Darstellung des Gleichgewichts wird dieses in schwacher Form durch das Prinzip der
virtuellen Verschiebungen, das mittels der Methode der gewichteten Residuen hergeleitet
werden kann, erf�ullt. Dieses Prinzip besagt, da� bei einer virtuellen Verschiebung ei-
nes Gleichgewichtszustandes die Summe der verrichteten Arbeit der �au�eren und inneren
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Kr�afte gleich null sein mu�. Ist dies der Fall, ist ein belasteter K�orper im Gleichgewicht.
Bei der Behandlung geometrisch nichtlinearer Probleme wird das Gleichgewicht am de-
formierten K�orper aufgestellt. F�ur die De�nition des Gleichgewichtszustandes ergibt sich:

�W (�u;u) = �W int (�u;u) + �W ext (�u;u) = 0 ; �u;u 2 V�u;u � H1
0 (4.14)

Dabei ist der innere Anteil der virtuellen Arbeit durch das Skalarprodukt der Spannun-
gen S mit den energetisch konjugierten, virtuellen Verzerrungen �E de�niert. Bei Verwen-
dung der Referenzkon�guration und der Darstellung der Gr�o�en im Parameterraum 
�

ergibt sich:

��W int =

Z

�

�ESt+1 jJ j d
� (4.15)

Der �au�ere Anteil der virtuellen Arbeit ergibt sich durch das Skalarprodukt der �au�eren
Belastung �b und �t mit den virtuellen Verschiebungen �u:

�W ext =

Z

�

�ubt+1jJ j d
� +

Z
��

�u tt+1j~J j d�� (4.16)

= �t+1

Z

�

�u �b jJ j d
� + �t+1

Z
��

�u�t j~J j d�� (4.17)

Die �au�ere Belastung setzt sich aus normierten, eingepr�agten Volumenlasten �b sowie Ober-

�achenlasten �t zusammen. Der Index t + 1 zeigt das aktuelle Lastniveau an. Alternativ
k�onnen mit diesem Index direkt die �au�eren Lasten bt+1 und tt+1 zum Zeitpunkt t + 1
gekennzeichnet oder durch Einf�uhren eines Laststeigerungsfaktors �t+1 das aktuelle Last-
niveau angezeigt werden.
Das strukturelle Gleichgewicht, ausgedr�uckt durch das Prinzip der virtuellen Verschie-
bungen, stellt eine bez�uglich der inkrementellen Verschiebungen u nichtlineare Gleichung
dar, die nicht direkt gel�ost werden kann. Die nichtlinearen Anteile der inkrementellen
Verschiebungen u sind sowohl in den virtuellen Verzerrungen �E als auch �uber das Sto�-
gesetz in den zweiten Piola{Kirchhoff{Spannungen St+1 enthalten. H�au�g wird zur
L�osung derartiger Probleme das iterative Newton{Raphson{Verfahren auf der Basis
einer Finite Elemente{Formulierung angewendet. Zur Behandlung nichtlinearer Proble-
me wird das Gleichgewicht inkrementell zum Zeitpunkt t+1 formuliert, dann diskretisiert
und zur iterativen Bestimmung der Strukturantwort linearisiert.
Zun�achst wird f�ur die folgende Herleitung ein linear elastisches Materialverhalten (Hoo-
ke'sches Gesetz bzw. St.Venant{Kirchhoff{Materialmodell bei geometrischer Nicht-
linearit�at) angenommen. Mit der inkrementellen Beziehung

St+1 = St + S mit S = CE (4.18)

ergibt sich f�ur die Gleichgewichtsaussage (Gleichungen (4.14){(4.17)) und unter Ber�uck-
sichtigung der Gleichungen (4.7) und (4.10):Z


�

�eSt jJ j d
� +

Z

�

��eSt jJ j d
� +

Z

�

� (e+ �e)C (e+ �e) jJ j d
� (4.19)

=

Z
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�ubt+1 jJ j d
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Z
��

�u tt+1 j~J j d�� = �t+1

264Z

�

�u �b jJ j d
�

Z
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375
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C ist der vierstu�ge Materialtensor des elastischen Materials und E = e + �e sind die
inkrementellen, nichtlinearen Verzerrungen. Der erste Term auf der linken Seite von Glei-
chung (4.19) ist unabh�angig von den inkrementellen Verschiebungen u. Dieser h�angt ledig-
lich von der Variation der inkrementellen Verschiebungen �u, den Verschiebungen ut bzw.
den Spannungen St zum Zeitpunkt t ab und stellt die bereits bekannten inneren Kr�afte
zum Zeitpunkt t dar. Aus diesem Grund wird dieser Term auf der Lastseite ber�ucksichtigt.
Der zweite Term auf der linken Seite von Gleichung (4.19) ist eine lineare Funktion von
u und wird auch als Anfangsspannungsmatrix oder geometrische Stei�gkeitsmatrix (die
mit u multipliziert wird) bezeichnet. Hingegen ist der dritte Term dieser Gleichung eine
nichtlineare Funktion der inkrementellen Verschiebungen u. Gleichung (4.19) ist als Aus-
gangsgleichung f�ur eine sp�atere Sensitivit�atsanalyse zwingend erforderlich.
Zur L�osung dieser nichtlinearen Gleichung ist eine Linearisierung mit Hilfe einer Taylor-
reihenentwicklung notwendig. Dies wird durch Vernachl�assigung der quadratischen Aus-
dr�ucke ��e und �e erzielt. Durch diese Linearisierung nach û ergibt sich eine Gleichung,
die nur noch linear von den inkrementellen Verschiebungen û abh�angig ist.
In der vorliegenden Arbeit wird f�ur die Bestimmung der Strukturantwort und der Sensiti-
vit�atsanalyse (vgl. Kapitel 5 und 6) ein Verschiebungselement verwendet. Ein �Uberblick
�uber verbesserte Elementformulierungen ist beispielsweise in Bischoff [29] zu �nden.
Der Einsatz h�oherwertigerer Elemente in der Formoptimierung ist in Wieghardt [248]
diskutiert, wobei lediglich lineare Strukturprobleme behandelt werden.
Die kontinuierlichen Verschiebungen u und deren Variation �u werden durch lokale Ans�atze
(Interpolationsfunktionen, Ansatzfunktionen) approximiert.

u(x) � uh(x; û) =N û ; �u(x) � �uh(x; �û) =N �û ; uh ; �uh 2 V h
u;�u � Vu;�u

(4.20)
û sind die diskreten Knotenverschiebungen auf Elementebene. Aus Gr�unden der �Uber-
sichtlichkeit wird an dieser Stelle auf eine Kennzeichnung von Elementgr�o�en verzichtet.
Die Matrix der Interpolationsfunktionen N wird �ublicherweise in den lokalen Koordina-
ten � des Parameterraums 
� de�niert. Die Verwendung derselben Interpolationsfunktio-
nen N f�ur die Approximation der Variation der Verschiebungen �u wird als Bubnov{
Galerkin{Konzept bezeichnet. Dieses f�uhrt, zumindest bei verschiebungsunabh�angiger
Belastung und bei gewissen Sto�gesetzen, zu symmetrischen Stei�gkeitsmatrizen. Beim
isoparametrischen Konzept werden sowohl die Verschiebungen u als auch die Geometrie
der Struktur X mit denselben Ans�atzen elementweise approximiert.
Zur Ermittlung der Stei�gkeitsmatrizen werden nun die Verzerrungen sowie deren Varia-
tion diskretisiert. F�ur die inkrementellen Verzerrungen E erh�alt man aus den Gleichun-
gen (4.7){(4.9):

E = e + �e = (BL +Bu) û+Bq û (4.21)

mit e =
1

2

�
r� (Nû)J�1 +

�r� (Nû)J�1
�T� b=BL û
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��r� (Nût)J
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+

1
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��r� (Nû)J�1
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�1
� b=Bu û (4.22)

�e =
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� b=Bq û
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=
1

4

��r� (Nû)J�1
�T r� (Nû)J�1

�
+

1

4

��r� (Nû)J�1
�T r� (Nû)J�1

� b=Bq û (4.23)

wobei die Beziehung ut = N ût verwendet wurde. Der Operator BL ist eine Funkti-
on der Matrix der Ansatzfunktionen N bzw. deren Ableitung nach den Koordinaten
des Parameterraums und der inversen Jacobi{Matrix J�1. Der Operator Bu h�angt
zus�atzlich von den bereits im vorangegangenen Inkrement ermittelten Verschiebungen
ut zum Zeitpunkt t ab. Durch Umformung des nichtlinearen (quadratischen) Anteils
(vgl. Gleichung (4.23)) erkennt man, da� der Operator Bq die gleiche Struktur wie der
Operator Bu besitzt. Einziger Unterschied ist die Abh�angigkeit von den inkrementellen
Verschiebungen u anstatt von den Verschiebungen ut zum Zeitpunkt t.
Aufgrund der impliziten Abh�angigkeit des Operators Bq von den bisher unbekannten in-
krementellen Verschiebungen u kann dieser zur L�osung des nichtlinearen Problems nicht
herangezogen werden. Durch die vorher gezeigte Linearisierung des Gleichgewichts entf�allt
dieser Term. Bei der in Kapitel 6 beschriebenen Sensitivit�atsanalyse wird Bq jedoch
ben�otigt.
Analog zum obigen Vorgehen lassen sich die virtuellen Verzerrungen �E darstellen. Ein-
ziger Unterschied ist der doppelte Anteil (Faktor zwei) beim Term ��e.

�E = �e+ ��e = (BL +Bu) �û+ 2Bq �û (4.24)

mit �e =
1
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Mit dieser Notation lauten nach Herausziehen der diskreten Knotenwerte �û und û aus
den integralen Ausdr�ucken die diskretisierten Arbeitsterme von Gleichung (4.19) unter
Verwendung der Gleichungen (4.21){(4.26) folgenderma�en:Z
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(4.27)

KS û = R mit KS =Ke +Ku +Kq +Kg ; R = � �R (4.28)
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Eine Zusammenfassung der elastischen Stei�gkeitsmatrixKe, der Anfangsverschiebungs-
matrixKu der Verschiebungen ût zum Zeitpunkt t, der 'Anfangsverschiebungsmatrix'Kq

der inkrementellen Verschiebungen û und der Anfangsspannungsmatrix Kg (geometri-
sche Stei�gkeitsmatrix) f�uhrt zur Sekantenstei�gkeitsmatrix KS. Die Sekante (Glei-
chung (4.27)) stellt die Verbindung zwischen zwei Gleichgewichtszust�anden her, d.h. sie
erf�ullt das 'inkrementelle Gleichgewicht' und kann daher als Ausgangsgleichung f�ur die in-
krementelle Sensitivit�atsanalyse (vgl. Kapitel 6) herangezogen werden. Da die Tangente
lediglich durch Informationen an einem bestimmten Lastniveau de�niert ist, eignet sich
diese nicht f�ur die in Kapitel 6 beschriebene Sensitivit�atsanalyse.
Die Terme auf der rechten Seite von Gleichung (4.27) ergeben den inkrementellen Lastvek-
torR. Aufgrund der in der Summe unterschiedlichen B{Operatoren des ersten Terms auf
der linken Seite von Gleichung (4.27) ist zu erkennen, da� dieser Anteil der Sekantenstei-
�gkeitsmatrix nicht symmetrisch ist. DaBq implizit von den unbekannten inkrementellen
Verschiebungen û abh�angig ist, bedient man sich zur Isolation von û aus dem Integral
beispielsweise der Notation, wie sie auch in Bathe [13] verwendet wird. Man erh�alt
f�ur den zweiten Term auf der rechten Seite von Gleichung (4.19) bzw. (4.27) folgenden
Zusammenhang:Z


�

��eSt jJ j d
� = �ûT

Z

�

(2Bq)
T
St jJ j d
� = �ûT

Z

�

~B
T

L
~St

~BL jJ j d
� û (4.29)

Die Tilden symbolisieren lediglich eine andere Anordnung der Matrixeintr�age; die Kompo-
nenten der Operatoren BL und ~BL bzw. der Spannungen St und ~St sind identisch. Der
Operator Bq ist eine Funktion von Geometriegr�o�en und inkrementellen Verschiebungen.
Durch die in Gleichung (4.29) verwendete Schreibweise erfolgt eine Trennung dieser zwei
Anteile ( ~BL und û). Bei der in Kapitel 6 durchgef�uhrten Sensitivit�atsanalyse wird sich
diese Schreibweise noch als hilfreich erweisen. Des weiteren sollte angemerkt werden, da�
diese Matrix symmetrisch ist; durch Summation mit dem erstem Term auf der rechten
Seite von Gleichung (4.27) ergibt sich jedoch eine unsymmetrische Sekantenstei�gkeits-
matrix.
Die zur iterativen Berechnung der Strukturantwort notwendige Linearisierung gewinnt
man aus Gleichung (4.27) durch Vernachl�assigung des Operators Bq. Dadurch ergibt sich
eine symmetrische Stei�gkeitsmatrix, die tangentielle Stei�gkeitsmatrix KT zum Zeit-
punkt t, die allerdings das Gleichgewicht nicht mehr erf�ullt.

KT û = R mit KT =Ke +Ku +Kg ; R = � �R (4.30)

Anmerkung: Bisher wurde ausschlie�lich linear elastisches Materialverhalten in Betracht
gezogen. Ersetzt man nun den elastischen Materialtensor C, der f�ur jedes Lastniveau
identisch ist, durch die elastoplastische Materialtangente Cep zum Zeitpunkt t (vgl. Ab-
schnitt 4.5), so erh�alt man nach Gleichung (4.30) die tangentielle Stei�gkeitsmatrix zum
Zeitpunkt t bei elastoplastischem Materialverhalten. Durch die Linearisierung des Gleich-
gewichtsausdrucks zum Zeitpunkt t, der durch die Gleichungen (4.14){(4.17) de�niert
wird, ergibt sich auch die De�nition der Materialtangente C bzw. Cep

cont f�ur elastisches
bzw. elastoplastisches Materialverhalten. Diese beschreibt das Verhalten f�ur ein be-
stimmtes Lastniveau (Punktinformation). Die Linearisierung der (diskretisierten) inneren
Arbeit liefert:

LIN
���W int

�
=

Z

�

�ESt jJ j d
� +

Z

�

r (�E) St jJ j d
�

Z

�

�ErSt jJ j d
� (4.31)
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mit rSt = rEStruE û = C
ep
cont e (4.32)

r (�) =
d (�)
dû

; rE (�) = @ (�)
@E

; ru (�) = @ (�)
@û

(4.33)

Der Term rESt stellt die Materialtangente C bzw. Cep
cont dar. Die von û unabh�angigen

Terme in Gleichung (4.31) werden auf der Lastseite der Gleichgewichtsaussage ber�ucksich-
tigt, die abh�angigen gehen in die tangentielle Stei�gkeitsmatrix KT ein (vgl. Glei-
chung (4.30)).
F�ur numerische Berechnungen bei elastoplastischemMaterialverhalten mit Hilfe desNew-
ton{Raphson{Verfahrens ist eine konsistente Linearisierung erforderlich, die in Ab-
schnitt 4.5 diskutiert wird. Setzt man allerdings die konsistente elastoplastische Ma-
terialtangente Cep in die (inkrementierte) Gleichgewichtsbedingung (Gleichung (4.27))
ein, so erf�ullt diese Gleichung nicht mehr das Gleichgewicht, da Cep lediglich eine Punkt-
information zum Zeitpunkt t enth�alt.

4.3 Pfadverfolgung

De�nitionsgem�a� ist das Gleichgewicht dann erf�ullt, wenn die Ungleichgewichtskr�afte G
im Laufe einer Newton{Raphson{Iteration verschwinden:

G (ut+1; �t+1) = G (u; �) = Ri �R = 0 (4.34)

Ri bezeichnet die inneren Kr�afte als eine Funktion der Verschiebungen u bzw. ut+1, R
die �au�eren. F�ur nichtlineare Probleme ist es in der Regel nicht mehr m�oglich, die Gleich-
gewichtsbedingung (4.27) direkt in einem Schritt zu l�osen. Die Verschiebungen k�onnen
demnach nur inkrementell, iterativ gel�ost werden. Dazu wird zun�achst die zu erwarten-
de Last{Verschiebungs{Beziehung inkrementiert. Je nachdem, welche Nebenbedingung c
einzuhalten ist, wird der Lastfaktor, eine diskrete Verschiebung oder auch die Bogenl�ange
in Inkremente unterteilt. Die gew�ahlte Nebenbedingung c ist dann f�ur jedes Inkrement
zu erf�ullen. Die zus�atzlich zu Gleichung (4.34) zu erf�ullende Nebenbedingung c lautet:

c (ut+1; �t+1) = c (u; �) = 0 (4.35)

Die Linearisierung der Gleichungen (4.34) und (4.35) bez�uglich der Verschiebungen û und
des Lastfaktors � zur iterativen Bestimmung der Strukturantwort liefert:

ruGû+r�G� = �G mit ruG =KT ; r�G = �R (4.36)

ruc û+r�c � = �c (4.37)

Mit r ist hier die Fr�echet{Ableitung (totales Di�erential) bezeichnet. Als Nebenbe-
dingungen c sind verschiedene Kriterien denkbar (vgl. Abbildung 4.2). Die Vorgabe einer
bestimmten �au�eren Belastung ~� liefert f�ur die Nebenbedingung c:

c = �� ~� = 0 (4.38)

Die Vorgabe eines bestimmten Lastniveaus ist nur dann sinnvoll, wenn das Last{Verschie-
bungsdiagramm monoton steigend ist. Gewisse Probleme, wie beispielsweise das Steigern
der Verschiebungen �uber einen Durchschlagspunkt hinweg, k�onnen auf diese Weise nicht
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uj
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Abbildung 4.2: Verschiedene Pfadverfolgungsstrategien

berechnet werden (vgl. Abbildung 4.2). Dann ist die Vorgabe einer diskreten Knotenver-
schiebung ~uj am Freiheitsgrad j notwendig. Die Nebenbedingung c lautet dann:

c = ûj � ~uj = 0 (4.39)

F�ur Strukturverhalten, bei denen Umkehrpunkte auftreten, versagt auch das Verfahren
der Verschiebungsvorgabe. Abhilfe scha�t dann die Verwendung des sogenannten Bo-
genl�angenverfahrens, mit dem beliebige Last{Verschiebungscharakteristiken nachgefahren
werden k�onnen. F�ur die De�nition dieser Nebenbedingung c stehen mehrere Alternativen
zur Verf�ugung. H�au�g wird f�ur die Bogenl�angengleichung

c =

q
jjût+1 � ûtjj2 +  2 (�t+1 � �t)

2 � ~s = 0 (4.40)

verwendet. Diese ist beispielsweise den Arbeiten von Wempner [244], Riks [183], [184],
Ramm [173] oder Crisfield [57] zu entnehmen. Der Parameter ~s kennzeichnet hier
die vorgegebene, inkrementelle Bogenl�ange. Aufgrund der unterschiedlichen Dimensionen
der in Gleichung (4.40) eingehenden Gr�o�en ist die Einf�uhrung eines Skalierungsparame-
ters  notwendig (0 �  � 1). F�ur Details zur numerischen Umsetzung der Methoden
der Pfadverfolgung sei an dieser Stelle auf die Arbeit von Reitinger [180] verwiesen.
Neben der geometrischen Nichtlinearit�at erfordert auch materiell nichtlineares Struktur-
verhalten eine inkrementelle, iterative Vorgehensweise zur Bestimmung der Strukturant-
wort. In den nun folgenden Abschnitten wird die ratenunabh�angige Plastizit�atstheorie
beschrieben.

4.4 Materielle Nichtlinearit�at { Elastoplastizit�at

Die lineare, auf dem Hooke'schen Gesetz basierende Elastizit�atstheorie (z.B. Marsden
& Hughes [133], Eschenauer & Schnell [69] oder Stein & Barthold [217]) be-
grenzt die Spannungen in ihrer Gr�o�e nicht und ist damit h�au�g unrealistisch.
Die Plastizit�atstheorie stellt ein geeignetes Werkzeug dar, das tats�achliche Verhalten
von Metallen oder auch Geomaterialien ph�anomenologisch zu beschreiben (z.B. Simo
& Hughes [211], Lemaitre & Chaboche [125], Betten [28], Kaliszky [99], Mat-
zenmiller [135]).
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Im nun folgenden Abschnitt werden alle ben�otigten Gr�o�en zur numerischen Beschreibung
elastoplastischer Probleme in Form der ratenunabh�angigen Prandtl{Reuss{Elastopla-
stizit�at de�niert und erl�autert. Es ist anzumerken, da� an dieser Stelle lediglich auf elasto-
plastisches Materialverhalten (materielle Nichtlinearit�at) eingegangen wird. Daher wird
" anstelle der nichtlinearen Verzerrungen E verwendet. Sp�ater wird f�ur die Kombination
von geometrischer und materieller Nichtlinearit�at wieder die Bezeichnung E verwendet.
Die inkrementellen Zuw�achse der Zustandsvariablen, d.h. der Spannungen �, Verzerrun-
gen ", plastischen Verzerrungen "pl sowie der internen Variablen q, sind im allgemeinen
integrale Ausdr�ucke. Zur Durchf�uhrung der Zeitintegration stehen verschiedene Algorith-
men zur Verf�ugung. Dies ist z.B. der 'radial return'{Algorithmus. Die Approximation der
Zustandsvariablen erfolgt z.B. mit der verallgemeinerten Mittelpunktsregel. Der Spezial-
fall dieser Regel, das implizite Euler{R�uckw�arts{Verfahren, ist unbedingt stabil (Ortiz
& Popov [158]). Die Vorgehensweise dieser Algorithmen ist ausf�uhrlich in den Arbeiten
von Simo & Hughes [211], Simo & Taylor [212] oder Ortiz & Simo [159] beschrieben.
Die nachfolgenden Betrachtungen beschr�anken sich auf kleine Verzerrungen. Mit dieser
Annahme lassen sich sowohl die absoluten Verzerrungen als auch deren Raten additiv in
elastische und plastische Anteile aufspalten (Owen & Hinton [161], Lubliner [127]).

"t+1 = "elt+1 + "
pl
t+1 ; _" = _"el + _"pl mit _(�) = rt (�) (4.41)

F�ur die Behandlung gro�er Verzerrungen wird an dieser Stelle auf die Arbeit von Mie-
he [147] verwiesen.
Der Spannungszuwachs nach dem Hooke'schen Gesetz f�uhrt damit zu:

_� = C
�
_"� _"pl

�
(4.42)

Die Evolutionsgleichung der plastischen Verzerrungen in Ratenform _"pl ist:

_"pl = _
 r (�; q) ; r = r��" (�; q) = n (4.43)

r stellt den Flie�vektor dar, _
 wird als plastischer Multiplikator bzw. Konsistenzparame-
ter bezeichnet. n ist die Normale auf das plastische Potential �" (�; q). Stimmt dieses
mit der Flie�bedingung f�ur den dreidimensionalen Fall

� (�; q) � 0 (4.44)

�uberein, spricht man von einem assoziierten Flie�gesetz.
Die Ratengleichung des Verfestigungsgesetzes lautet in allgemeiner Form:

_q = � _
 h (�; q) ; q = [�;�] (4.45)

q ist der Vektor der im Spannungsraum de�nierten internen Variablen. Dieser setzt sich
aus einem skalaren Anteil �, der die isotrope Verfestigung beschreibt, und einem tenso-
riellen Anteil � ('back stress'{Tensor, R�uckspannungs{ oder Mittelpunktstensor) f�ur die
kinematische Verfestigung zusammen. h (�; q) beschreibt das Ver{ bzw. Entfestigungs-
gesetz. Eine Kombination von isotroper und kinematischer Ver{ bzw. Entfestigung kann
mit Hilfe der Prager{Ziegler{Regel vorgenommen werden (Simo & Hughes [211]).
Die e�ektiven internen Variablen ergeben sich dadurch zu:

�eff = �� ; �eff = (1� �) � mit (0 � � � 1) (4.46)
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Der plastische Multiplikator _
 ist de�nitionsgem�a� eine nichtnegative Funktion. Zudem
wird gefordert, da� die sogenannten Kuhn{Tucker{Bedingungen, die auch als Be{ und
Entlastungsbedingungen bekannt sind, erf�ullt werden.

_
 � 0 ; � (�; q) � 0 ; _
� = 0 (4.47)

Zur Bestimmung des plastischen Multiplikators _
 wird die Konsistenzbedingung ben�otigt.

_� (�; q) = r�� _� +rq� _q = 0 ! _
 _� = 0 (4.48)

4.5 Konsistente Linearisierung der konstitutiven Glei-

chungen

Numerische Berechnungen mit Hilfe der Methode der Finiten Elemente erfordern endli-
che (�nite) Last{ bzw. Zeitinkremente. F�ur die quadratische Konvergenz des Newton{
Raphson{Verfahrens innerhalb des Konvergenzradius ist daher eine (konsistente) Li-
nearisierung (Bildung des totalen Di�erentials) der konstitutiven Annahmen erforderlich.
Dies f�uhrt zur konsistenten elastoplastischen Materialtangente, die f�ur die in Kapitel 6
diskutierte Sensitivit�atsanalyse zwingend erforderlich ist, um exakte Ergebnisse zu erhal-
ten.
Die inkrementelle Darstellung der Evolutionsgleichungen der ben�otigten Zustandsvaria-
blen ist nachfolgend angegeben. Diese Gleichungen beschreiben die �Anderung der Zu-
standsvariablen vom Zeitpunkt t zum Zeitpunkt t+1 { also die inkrementellen Zuw�achse.

Spannungen: �t+1 = �t + � = �t +C
�
"� "pl� (4.49)

Verzerrungen: "t+1 = "t + " (4.50)

plastische Verzerrungen: "
pl
t+1 = "

pl
t + "pl = "

pl
t +

t+1Z
t

_"pl dt (4.51)

interne Variablen: qt+1 = qt + q = qt +

t+1Z
t

_q dt (4.52)

Die Zeitintegration wird z.B. mittels eines 'radial return'{Algorithmus durchgef�uhrt. Die
hierf�ur ben�otigten Werte werden mit Hilfe der verallgemeinerten Mittelpunktsregel ap-
proximiert. Dadurch ergibt sich f�ur die integralen Ausdr�ucke, beispielsweise f�ur die inkre-
mentellen plastischen Verzerrungen "pl:

t+1Z
t

_"pl dt � _"pl (�t+#; qt+#) �t = "pl (�t+#; qt+#) = 
 r (�t+#; qt+#) (4.53)

Als abk�urzende Schreibweise wurde dabei _"pl ��t = "pl verwendet, was auch analog f�ur
alle anderen Gr�o�en, wie z.B. q bzw. 
, gilt. Die Gr�o�en mit dem Index t + # werden
nach folgender Gleichung berechnet:

(�)t+# = # (�)t+1 + (1� #) (�)t mit (0 � # � 1) (4.54)
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F�ur # = 1 ergibt sich das implizite Euler{R�uckw�arts{Verfahren, f�ur # = 0 das explizi-
te Euler{Vorw�arts{Verfahren. Mit dieser linearen Interpolation zwischen benachbarten
Gleichgewichtszust�anden lassen sich die approximierten Evolutionsgleichungen in folgen-
der Form darstellen:

�t+1 = �t +C ("� 
 r (�t+#; qt+#)) (4.55)

"
pl
t+1 = "

pl
t + 
 r (�t+#; qt+#) (4.56)

qt+1 = qt � 
 h (�t+#; qt+#) (4.57)

Der Einfachheit halber wird f�ur die weitere Herleitung darauf verzichtet, die approximier-
ten Werte zu kennzeichnen, da dies f�ur alle endlichen Inkremente notwendig ist.
F�ur die Bestimmung der konsistenten Materialtangente mu� f�ur die obigen Gleichungen
das totale Di�erential nach dem Inkrement von û gebildet werden. Um sp�ater die Analo-
gie zu der Berechnung der Sensitivit�aten zeigen zu k�onnen, werden an dieser Stelle auch
Gr�o�en des Lastniveaus t abgeleitet, obwohl diese eigentlich verschwinden. Das totale
Di�erential der Gleichungen (4.55){(4.57) nach dem Inkrement, das durch den Gradien-
tenoperator r symbolisiert wird (vgl. Gleichung 4.33), lautet dann:

r�t+1 = r�t +rC ("� 
 r (�t+#; qt+#))

+ C (r"�r
 r (�t+#; qt+#)� 
rr (�t+#; qt+#)) (4.58)

r"plt+1 = r"plt +r
 r (�t+#; qt+#) + 
rr (�t+#; qt+#) (4.59)

rqt+1 = rqt �r
 h (�t+#; qt+#)� 
rh (�t+#; qt+#) (4.60)

Normalerweise ist der elastische Materialtensor C unabh�angig vom Lastniveau, d.h. seine
Ableitung verschwindet. Neben der Ableitung des inkrementellen plastischen Multiplika-
tors r
, die an sp�aterer Stelle bestimmt wird, sind die Ableitungen des Flie�vektors rr
und des Ver{ bzw. Entfestigungsgesetzes rh zu bestimmen. Diese sind von den approxi-
mierten Spannungen �t+# und den approximierten internen Variablen qt+# abh�angig und
lauten:

rr (�t+#; qt+#) = rr = r�rr�t+# +rqrrqt+# (4.61)

= r�r (#r�t+1 + (1� #)r�t) +rqr (#rqt+1 + (1� #)rqt)
rh (�t+#; qt+#) = rh = r�hr�t+# +rqhrqt+# (4.62)

= r�h (#r�t+1 + (1� #)r�t) +rqh (#rqt+1 + (1� #)rqt)

Durch Einsetzen dieser beiden Ableitungen f�ur den approximierten Flie�vektor (Gleichung
(4.61)) und des approximierten Ver{ bzw. Entfestigungsgesetzes (Gleichung (4.62)) in die
Ableitung des Spannungstensors zum Zeitpunkt t + 1 (Gleichung (4.58)) bzw. die der
internen Variablen zum Zeitpunkt t+ 1 (Gleichung (4.60)) erh�alt man:

r�t+1 = r�t +rC ("� 
 r) +C (r"�r
 r) (4.63)

� 
C [r�r (#r�t+1 + (1� #)r�t) +rqr (#rqt+1 + (1� #)rqt)]
rqt+1 = rqt �r
 h (4.64)

� 
 [r�h (#r�t+1 + (1� #)r�t) +rqh (#rqt+1 + (1� #)rqt)]

Ziel ist es nun, die Abh�angigkeit der Ableitung der Spannungen r�t+1 von rqt+1 und r

zu eliminieren, so da� nur noch die Abh�angigkeit von den inkrementellen Verzerrungen r"
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vorhanden ist. Dieser Vorgang ist ebenfalls bei der in Kapitel 6 aufgezeigten Herleitung der
analytischen Sensitivit�atsanalyse durchzuf�uhren. Dort ist der hierf�ur notwendige Ablauf
in Tabelle 6.1 dargestellt und kann analog bei der Herleitung der konsistenten, elasto-
plastischen Materialtangente herangezogen werden. Des weiteren ist die Ableitung der
internen Variablen rqt+1 als Funktion der einzigen Unbekannten r" auszudr�ucken.
Durch Isolation von r�t+1 in Gleichung (4.63) und von rqt+1 in Gleichung (4.64) ergibt
sich nach einigen Umformungen (vgl. Anhang A):

r�t+1 = r�t + ~CC�1rC ("� 
 r) + ~C (r"�r
 r)� 
 ~Cr�rr�t

� 
 ~Crqr (#rqt+1 + (1� #)rqt) (4.65)

rqt+1 = rqt � 
 ~Qrqhrqt �r
 ~Qh

� 
 ~Qr�h (#r�t+1 + (1� #)r�t) (4.66)

mit ~C =
�
C�1 + 
 #r�r

��1
; ~Q = (I + 
 #rqh)

�1 (4.67)

Gegenseitiges Ineinandereinsetzen der Gleichungen (4.65) und (4.66) reduziert die Abh�an-
gigkeit von r�t+1 und rqt+1 auf die Ableitung des inkrementellen plastischen Multipli-
kators r
 und die Ableitung der inkrementellen Verzerrungen r". Man erh�alt:

r�t+1 = r�t +rex� � Ĉ
�
r � 
 #rqr ~Qh

�
r
 + Ĉr" (4.68)

rex� = ĈC�1rC ("� 
 r)

� 
 Ĉ
�
r�r � 
 #rqr ~Qr�h

�
r�t

� 
 Ĉ
�
rqr � 
 #rqr ~Qrqh

�
rqt (4.69)

rqt+1 = rqt +rexq � Q̂
�
h� 
 #r�h ~C r

�
r
 � 
 # Q̂r�h ~Cr" (4.70)

rexq = �
 # Q̂r�h ~CC�1rC ("� 
 r)

� 
 Q̂
�
r�h� 
 #r�h ~Cr�r

�
r�t

� 
 Q̂
�
rqh� 
 #r�h ~Crqr

�
rqt (4.71)

mit Ĉ =
�
~C

�1 � 
2 #2rqr ~Qr�h
��1

; Q̂ =
�
~Q

�1 � 
2 #2r�h ~Crqr
��1

(4.72)

Die hierf�ur notwendigen Umformungen sind in Anhang A angegeben. Die Terme rex�

und rexq enthalten ausschlie�lich Werte vorangegangener Zeitschritte, die bei der Ablei-
tung nach dem Inkrement verschwinden.
Zur Bestimmung des inkrementellen plastischen Multiplikators r
 wird die Konsistenz-
bedingung (vgl. Gleichung (4.48)) verwendet.

r� (�t+#; qt+#) = 0 = r��r�t+# +rq�rqt+# (4.73)

= r�� (#r�t+1 + (1� #)r�t) +rq� (#rqt+1 + (1� #)rqt)
Nach Einsetzen der Gleichungen (4.68){(4.71) in die Konsistenzbedingung (Gleichung
(4.73)) und Au
�osen nach dem inkrementellen plastischen Multiplikator r
 erh�alt man
nach einigen Umformungen (vgl. Anhang A):

r
 = rex
 +
1

��

�
r�� Ĉ � 
 #rq� Q̂r�h ~C

�
r" (4.74)
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rex
 =
1

��
(r��rex� +rq�rexq) +

1

�� #
(r��r�t +rq�rqt) (4.75)

�� =
�
r�� Ĉ � 
 #rq� Q̂r�h ~C

�
r +

�
rq� Q̂� 
 #r�� Ĉrqr ~Q

�
h (4.76)

Die endg�ultige Bestimmung der elastoplastischen Materialtangente erfolgt durch Einset-
zen von Gleichung (4.74) in die Gleichung (4.68) der Ableitung des Spannungstensors.
Eine Auswertung zum Zeitpunkt t + 1 ergibt die elastoplastische Materialtangente an
eben dieser Stelle. Die durchgef�uhrten Umformungen sind Anhang A zu entnehmen.

r�
r"
����
t+1

= Cep =

24Ĉ �
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(4.77)

Die sich ergebenden Vereinfachungen f�ur die Bestimmungsgleichung von Cep f�ur den Son-
derfall der linearen Ver{ bzw. Entfestigung sind in Anhang A angegeben. Die Herleitung
der konsistenten elastoplastischen Materialtangente f�ur den Spezialfall der von Mises{
Flie�bedingung mit linearer isotroper und kinematischer Ver{ bzw. Entfestigung f�ur den
ebenen Spannungszustand ist f�ur das Euler{R�uckw�arts{Verfahren in Anhang B darge-
stellt.

4.6 De�nition des Ver{ bzw. Entfestigungsmoduls

Die vorliegende Arbeit beschr�ankt sich auf ein lineares, isotropes und kinematisches Ver{
und Entfestigungsverhalten. Die Kombination beider Verfestigungsarten erfolgt nach der
Prager{Ziegler{Regel (Simo & Hughes [211]).
Der Verfestigungsmodul H, der durch die Ableitung der aktuellen Flie�spannung �� nach
der plastischen Verzerrung "pl de�niert ist, was f�ur den eindimensionalen Fall der Ablei-
tung nach der internen Variablen � entspricht, ist durch folgende Beziehung de�niert:

H = r"pl�� = r��� =
E Eh

E � Eh

(4.78)

mit �� = �y +�
E Eh

E � Eh

"pl (4.79)

Darin bezeichnet E den Elastizit�atsmodul und Eh den elastoplastischen Modul im Raum
der totalen Verzerrungen ". Der Parameter � steuert den Anteil an isotroper und kine-
matischer Ver{ bzw. Entfestigung.
Die Beschreibung des Entfestigungsmoduls erfolgt im Rahmen der vorliegenden Arbeit
durch die freiwerdende Energie Gf (Bruchenergie). Diese ist als Materialparameter zu
verstehen, welcher nach oben beschr�ankt ist. Dieser Ansatz hat seinen Ursprung in der
Beschreibung des Fortschreitens von Rissen in Materialien wie Metallen, Beton oder Kera-
mik und wird auch als Ri�bandmethode bezeichnet. Die Spannung, die nach Eintritt des
Flie�ens bzw. des Bruchs noch vorhanden ist, wird erst nach Erreichen einer Ri��o�nung
der Gr�o�e wmax zu null. Dieser Ansatz, der auf Hillerborg et al. [94] zur�uckgeht,
erm�oglicht es, einen Ri� nicht diskret, sondern als verschmiert �uber eine gewisse Breite w
(Lokalisierungszone) darzustellen. Ein Vorteil dieser Methode ist, da� weiterhin mit der
klassischen Kontinuumsmechanik f�ur feste K�orper gearbeitet werden kann.
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Bei der Berechnung mit der Methode der Finiten Elemente ist durch Vorgabe der Netz-
feinheit auch die maximale Gr�o�e der Lokalisierungszone de�niert. Diese erstreckt sich
�uber ein Element. Um nun eine objektive Aussage zwischen der maximalen Verschiebung
(Ri��o�nung) wmax und der Elementgr�o�e zu erhalten, ist es notwendig, die Bruchenergie
Gf auf die Elementgr�o�e zu beziehen (elementbezogene Bruchenergie gf).

gf =
Gf

h
mit h = �h

p
Ae = �h

 n�1X
�1=1

n�2X
�2=1

jJ jw�1 w�2

! 1

2

(4.80)

Die De�nition der charakteristischen L�ange h ist z.B. Ba�zant & Oh [14], Crisfield
[58], Rots [188], Feenstra [74],Menrath [143] zu entnehmen.

p
Ae ist dabei die Kan-

tenl�ange eines zu dem jeweiligen betrachteten Finiten Element 
�achengleichen Quadrats.
Die Parameter w�1 und w�2 sind die Wichtungsfaktoren der Gau�'schen Integration. Der
Ein
u� des Elementansatzes wird durch den Faktor �h ber�ucksichtigt. Nach Rots [188]
kann dieser durch '

p
2 ' f�ur Elemente mit linearen Ansatzfunktionen und durch '1' f�ur

Elemente mit quadratischen Ans�atzen angesetzt werden.
F�ur lineare Entfestigung lautet der Spannungsverlauf �� (vgl. Feenstra [74]):

�� = �y

�
1� �

�max

�
(4.81)

Der maximal m�ogliche Wert f�ur die interne Variable �max berechnet sich dann zu:

gf =
Gf

h
=

1

2
�y �max ! �max =

2Gf

h �y
(4.82)

Damit ergibt sich der Entfestigungsmodul H zu:

H = r��� = � �y
�max

= � h �
2
y

2Gf

(4.83)

Aus numerischen Gr�unden ist nach Rots [188] f�ur die charakteristische L�ange h ein
gewisser Grenzwert bei der Wahl des Netzes einzuhalten. Dieser und weitere Bedingungen
zur Wahl der beschriebenen Parameter sind der Arbeit von Rots [188] zu entnehmen.

4.7 Geometrisch und materiell nichtlineare Struktur-

berechnung

Die in Abschnitt 4.4 vorgestellte Flie�theorie ist in materieller Darstellung angegeben
(Green & Naghdi [79]); d.h. es sind die physikalisch korrekten Spannungen einzusetzen.
Bei geometrischer Nichtlinearit�at sind diese in der Momentankon�guration (Cauchy{
Spannungen) de�niert. Wird die Total Lagrange Formulierung verwendet, sind die
zweiten Piola{Kirchhoff{Spannungen mit Hilfe von Gleichung (4.13) in Cauchy{
Spannungen umzuwandeln.
Sind die Verzerrungen gen�ugend klein, wie dies bei Fl�achentragwerken in der Regel der
Fall ist und bereits bei der De�nition des elastoplastischen Materialmodells angenom-
men wurde, kann der Unterschied der Betr�age zwischen den zweiten Piola{Kirchhoff{
Spannungen und den Cauchy{Spannungen vernachl�assigt werden (z.B. Simo & Hughes
[211]). F�ur gro�e Verzerrungen sind diese Annahmen nicht mehr zul�assig.
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4.8 Stabilit�atsberechnungen

Durchschlags{ und Verzweigungspunkte werden auch als kritische oder singul�are Punkte
bezeichnet. Ein Durchschlagspunkt ist dadurch gekennzeichnet, da� die Last in unmit-
telbarer N�ahe nicht weiter gesteigert werden kann. Der Verzweigungspunkt (Mehrdeu-
tigkeitspunkt) zeichnet sich dadurch aus, da� neben einem Gleichgewichtszustand minde-
stens eine in�nitesimal benachbarte Gleichgewichtslage bei gleichem Lastniveau existiert.
Die zugeh�orige Bedingung f�ur kritische Punkte lautet:

ruG (uc; �c)u = 0 ! KT �i = (Ke +Ku +Kg) �i = 0 (4.84)

uc beschreibt den kritischen Verschiebungszustand und �c den kritischen Laststeigerungs-
faktor. Der Vektor u bzw. �i repr�asentiert den Singularit�atsvektor oder Eigenvektor. Die
Auswertung von Gleichung (4.84) kann mittels des Determinantenkriteriums durchgef�uhrt
werden. Danach existiert nur dann eine nichttriviale L�osung von Gleichung (4.84) f�ur den
Singularit�atsvektor �i, wenn die Determinante der tangentiellen Stei�gkeitsmatrix KT

verschwindet, d.h. KT singul�ar wird (jKT j = 0). Dieses Verfahren setzt allerdings eine
genaue Berechnungsm�oglichkeit der kritischen Punkte voraus. Ein e�zientes Verfahren,
derartige Punkte zu bestimmen, ist das der erweiterten Systeme. Erste Anwendungen
sind bereits in den siebziger Jahren in der mathematischen Literatur zu �nden (Keener
& Keller [102] oder Seydel [207]). Die Berechnung der kritischen Punkte mit Hilfe
der Methode der Finiten Elemente wird inWriggers et al. [250],Wriggers & Simo
[249], Wagner [241], Reitinger [180] ausf�uhrlich diskutiert.
Ein Nachteil des Determinantenkriteriums ist, da� der Abstand des Lastniveaus eines be-
liebigen Zustandes zu dem der Versagenslast kaum beurteilt werden kann. Mittels einer
Eigenwertformulierung f�ur den Lastparameter ist es m�oglich, das kritische Lastniveau von
beliebigen Gleichgewichtszust�anden aus abzusch�atzen (Helnwein [92]).
Die Annahme, da� das aktuelle Lastniveau (Ract) proportional gesteigert werden kann,
um das kritische Lastniveau (Rcrit) zu erreichen, f�uhrt zur De�nition des Eigenwertpro-
blems. �

Ke + ~�i (Ku +Kg)
�
�i = 0 (4.85)

Dabei wird angenommen, da� die durch die Ber�ucksichtigung der geometrischen Nicht-
linearit�at zus�atzlich zu ber�ucksichtigenden Stei�gkeitsmatrizen Ku und Kg linear mit
dem Faktor ~�i (Eigenwert) skaliert werden k�onnen. F�ur Werte ~�i > 1 bedeutet dies, da�
das aktuelle Lastniveau unter dem kritischen Lastniveau liegt, f�ur ~�i = 1 ist dieses exakt
erreicht und f�ur ~�i < 1 bereits �uberschritten. Diese Einteilung gilt f�ur die Eigenwert-
probleme, die durch die Gleichungen (4.85), (4.88) und (4.90) de�niert sind. F�ur den
Fall, da� die Stei�gkeitsmatrizen Ku und Kg zus�atzlich durch Verwendung der tangen-
tiellen Stei�gkeitsmatrix KT in der Formulierung des Eigenwertproblems enthalten sind,
wie dies in den Gleichungen (4.86), (4.87) und (4.91) der Fall ist, gilt eine entsprechende
Einteilung f�ur den Wert '0' anstelle von '1'.
Vereinfachte Ans�atze f�ur die De�nition des Eigenwertproblems sind beispielsweise:�

KT + ~�i I
�
�i = 0 (4.86)�

KT + ~�i�Kg

�
�i = 0 (4.87)�

(Ke +Ku) + ~�iKg

�
�i = 0 (4.88)
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Dabei werden keine Anteile der tangentiellen Stei�gkeitsmatrix (vgl. Gleichung (4.86))
bzw. nur Kg (vgl. Gleichungen (4.87) und (4.88)) linear gesteigert. Diese Approxima-
tionen sind um so genauer, je kleiner der Abstand zum kritischen Lastniveau ist. Eine
ausf�uhrliche Diskussion dieser Eigenwertprobleme ist in den Arbeiten von Ramm [172],
Brendel [38], Brendel & Ramm [39], Wagner [241] oder Reitinger [180] zu �nden.
F�ur elastoplastisches Strukturverhalten ist anstelle der elastischen Materialtangente C
die elastoplastische Cep (vgl. Abschnitt 4.5) beim Aufstellen der entsprechenden Stei�g-
keitsmatrizen zu verwenden, wie es beispielsweise in Kleiber & Hien [111] beschrieben
ist. Die Aufspaltung der tangentiellen Stei�gkeitsmatrix KT in die elastische Ke (diese
Bezeichnung ist im Falle elastoplastischen Materialverhaltens und der damit verbundenen
Verwendung der elastoplastischen Materialtangente Cep etwas irref�uhrend), die Anfangs-
verschiebungsmatrix Ku sowie die Anfangsspannungsmatrix Kg erlaubt die Unterschei-
dung der verschiedenen Eigenwertprobleme (Gleichungen (4.85){(4.88)).
Die genaueste Absch�atzung der kritischen Last ist dann gew�ahrleistet, wenn alle durch die
Nichtlinearit�at verursachten Zusatzterme linear mit ~�i skaliert werden. Dies gilt sowohl f�ur
die geometrische als auch f�ur die materielle Nichtlinearit�at. Folgerichtig mu� demnach die
mitKe bezeichnete Stei�gkeitsmatrix in einen rein elastischen und einen rein plastischen
Anteil aufgespalten werden. Die Berechnung der rein elastischen Stei�gkeitsmatrix Kel

erfolgt nach Gleichung (4.27) unter Verwendung der elastischen Materialtangente C und
dem linearen Ableitungsoperator BL. Analog wird die elastoplastische Stei�gkeitsma-
trix Ke mit Hilfe von Cep bestimmt. Die rein plastische Stei�gkeitsmatrix Kpl ist dann:

Kpl =Ke �Kel (4.89)

Damit ergibt sich f�ur das Eigenwertproblem in Gleichung (4.85):�
Kel + ~�i (Kpl +Ku +Kg)

�
�i = 0 (4.90)�

KT + ~�i (�Kpl +�Ku +�Kg)
�
�i = 0 (4.91)

wobei nun angenommen wird, da� alle durch die strukturellen Nichtlinearit�aten verur-
sachten zus�atzlichen Anteile linear zu steigern sind.

4.8.1 Bestimmung des kritischen Lastfaktors

Der kritische Lastfaktor �c berechnet sich aus dem relevanten Vergr�o�erungsfaktor ~�i
(Eigenwert) und dem Lastfaktor �act, f�ur den zur Durchf�uhrung der Eigenwertanalyse
die notwendigen Stei�gkeitsmatrizen aufgestellt wurden. Sind die mit ~�i zu steigernden
Stei�gkeitsmatrizen bereits in der Ausgangsmatrix, wie dies beispielsweise bei der tan-
gentiellen Stei�gkeitsmatrix KT der Fall ist (vgl. Gleichungen (4.86), (4.87), (4.91)),
enthalten, so berechnet sich der kritische Lastfaktor �c additiv nach folgender Beziehung:

�c = ~�i + �act (4.92)

Andernfalls sind diese infolge der Nichtlinearit�at zus�atzlich zu ber�ucksichtigenden Matri-
zen noch nicht in der Ausgangsmatrix enthalten, wie z.B. bei den Gleichungen (4.85),
(4.88) und (4.90). Dann berechnet sich der kritische Lastfaktor �c durch eine Multiplika-
tion der beiden Faktoren:

�c = ~�i �
act (4.93)



Kapitel 5

Sensitivit�atsanalyse

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit nimmt die Sensitivit�atsanalyse eine zentrale Posi-
tion ein. Besonders die Ber�ucksichtigung nichtlinearer E�ekte, wie beispielsweise der
Plastizit�at oder des Beulens, beein
ussen die Art der zur e�zienten Berechnung der Sen-
sitivit�aten zu w�ahlenden Formulierung.
In diesem Kapitel wird aus diesem Grund auf die prinzipiellen M�oglichkeiten der Sen-
sitivit�atsanalyse sowie deren Einsatzgebiete kurz eingegangen. Die Vorgehensweise bei
der Ermittlung der Sensitivit�aten der Strukturantwort unter Ber�ucksichtigung materieller
und geometrischer Nichtlinearit�at wird dann im n�achsten Kapitel ausf�uhrlich diskutiert.

5.1 Einleitung

Mit Hilfe der Sensitivit�atsanalyse kann die Parameteremp�ndlichkeit einer L�osung ermit-
telt werden. In den meisten F�allen handelt es sich bei diesen L�osungen um mathematisch{
mechanische Problemstellungen, wie beispielsweise die Zielfunktion und Nebenbedingun-
gen oder die Strukturantwort, mit deren Ableitung sich dann die Sensitivit�aten der me-
chanisch orientierten Entwurfskriterien bestimmen lassen.
Im Rahmen der vorliegenden Arbeit werden mittels der Sensitivit�atsanalyse die durch
eine Parametervariation verursachten Ver�anderungen des mechanischen Strukturverhal-
tens bestimmt. Demnach erlaubt die Sensitivit�atsanalyse sowohl eine quantitative als
auch qualitative Aussage �uber die zu erwartende Ver�anderung des Strukturverhaltens
infolge einer Parametervariation. F�ur Formoptimierungsprobleme sind diese Parameter
geometriebeschreibende Gr�o�en, wie z.B. die Koordinaten der Design{ oder FE{Knoten,
w�ahrend bei der Topologieoptimierung Materialparameter auf makroskopischer Ebene
bzw. materialparameterbeein
ussende geometrische Gr�o�en auf mikroskopischer Ebene
die ver�anderlichen Parameter repr�asentieren. Diese Art der Sensitivit�atsanalyse wird auch
als Sensitivit�at der Strukturantwort (behavioral response sensitivity), mit der dann die
Sensitivit�aten der Zielfunktion und der Nebenbedingungen ermittelt werden k�onnen, be-
zeichnet. Davon zu unterscheiden ist nach Schmit [199] die Sensitivit�at des Optimums
(optimum design sensitivity). Mit ihr kann beispielsweise der Ein
u� von Imperfektio-
nen auf die optimale L�osung (Reitinger [180]) bestimmt werden. Diese Imperfektionen
k�onnen Ungenauigkeiten in Bauteilabmessungen (Geometriegr�o�en), der Last{ und La-
gerbedingungen oder auch der Materialparameter sein.
Normalerweise wird der Begri� 'Sensitivit�atsanalyse' im Zusammenhang mit Strukturop-
timierung verwendet. Allerdings hat sich die Sensitivit�atsanalyse in den letzten Jahren zu

55
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einer eigenst�andigen Disziplin entwickelt, was auch durch Ver�o�entlichungen, beispiels-
weise der Arbeiten von Haug et al. [90], Haftka et al. [85] und Kleiber et
al. [110], verdeutlicht wird. Grund daf�ur ist die Anwendung von Sensitivit�aten in den
verschiedensten Gebieten der Strukturmechanik.
Die Urspr�unge der Sensitivit�atsanalyse sind in der 'Optimierung von Hand' bzw. der Opti-
mierung unter Zuhilfenahme entsprechender Parameterstudien zu �nden (trial and error).
Bei dieser Art der Optimierung unterst�utzt die Sensitivit�atsanalyse den Konstrukteur, um
die f�ur das Strukturverhalten relevanten Gr�o�en zu identi�zieren und in geeigneter Wei-
se zu ver�andern. Problematisch wird diese Vorgehensweise mit steigender Anzahl von
Parametern und vor allem bei sich widersprechenden Ein
�ussen verschiedener variabler
Gr�o�en. Zur L�osung derartiger Probleme ist der Einsatz e�zienter Optimierungsstrate-
gien unumg�anglich.
Ein weiterer Einsatzbereich der Sensitivit�atsanalyse ist die sogenannte inverse Analyse.
Als Beispiel kann die Ermittlung der einwirkenden Lasten bzw. Lastkombination auf ein
Tragwerk bei Kenntnis einer bestimmten Verschiebung oder Spannung genannt werden.
Diese im Vergleich zum gewohnten Vorgehen inverse Probleml�osung f�uhrt zur Namen-
gebung dieser Problemklasse. In Abh�angigkeit der Belastung f�ur die 'bekannte' Gr�o�e
(Verschiebung, Spannung) wird eine Bestimmungsgleichung aufgestellt. Damit wird dann
ein least{square{Problem formuliert und gel�ost. Manchmal ist dieses jedoch schlecht (im
Sinne von nicht eindeutig) gestellt und erfordert daher eine Regularisierung (Tortorel-
li [227]).
Analog zur inversen Analyse erfolgt die Parameteridenti�kation, weshalb oftmals nicht
zwischen den beiden Methoden unterschieden wird. Von Parameteridenti�kation spricht
man beispielsweise bei der Bestimmung von Materialparametern, die aufgrund von Me�er-
gebnissen mittels eines least{square{Problems ermittelt werden. F�ur Details sei an dieser
Stelle lediglich auf die Arbeit vonMahnken [131] und die darin zitierten Literaturstellen
verwiesen.
Als weiteres Anwendungsgebiet der Sensitivit�atsanalyse ist die Zuverl�assigkeitsanalyse zu
nennen. Mit ihr kann eine Vorhersage �uber die Zuverl�assigkeit (Versagenswahrscheinlich-
keit) einer berechneten Strukturantwort bei einer Parametervariation, wie beispielsweise
Imperfektionen oder Streuung von geometrischen und materiellen Eingangsgr�o�en (sto-
chastische Gr�o�en), getro�en werden (vgl. optimum design sensitivity).
Die Sensitivit�atsanalyse stellt eine entscheidende Komponente bei der numerischen L�osung
von Optimierungsproblemen mittels Gradientenverfahren dar. Ihre Qualit�at beein
u�t
sehr stark die Konvergenz des Optimierungsprozesses und die Erreichbarkeit der optimalen
L�osung. Da die Sensitivit�atsanalyse bis zu 90% der Rechenzeit ben�otigt, ist eine m�oglichst
exakte und e�ziente Methode anzustreben. Neben der Anzahl der Optimierungsvaria-
blen und der Anzahl der auszuwertenden Funktionen (Entwurfskriterien) entscheidet das
zugrundeliegende mechanische Problem �uber eine geeignete Wahl der zur Verf�ugung ste-
henden Methoden der Sensitivit�atsanalyse und ob ein Optimierungsproblem �uberhaupt
mit vertretbarem Aufwand gel�ost werden kann. Ein weiterer, wenn auch f�ur die vorliegen-
de Arbeit nicht entscheidender Faktor, der die Wahl der Methode der Sensitivit�atsanalyse
beein
u�t, ist die Verf�ugbarkeit und Zug�anglichkeit der ben�otigten Programmquellen.
Prinzipiell unterscheidet man bei der Sensitivit�atsanalyse zwischen einer diskreten und
einer variationellen Vorgehensweise. W�ahrend bei der diskreten Vorgehensweise die idea-
lisierte, kontinuierliche Struktur (Entwurfsmodell) bzw. die Systemgleichungen vor der
Durchf�uhrung der Sensitivit�atsanalyse diskretisiert werden, erfolgt der Schritt der Dis-
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kretisierung bei der variationellen Vorgehensweise erst im Anschlu� an die Bildung der
Gradienten. Die Diskretisierung der Systemgleichungen kann beispielsweise durch die
Methode der Finiten Elemente erfolgen (vgl. Kapitel 4). Damit sind die Entwurfskriteri-
en von den gew�ahlten Approximationsfunktionen der Finiten Elemente abh�angig, welche
wiederum von den Optimierungsvariablen abh�angig sind. Die Optimierungsvariablen sind
wiederum Abh�angige der approximativen Beschreibung der Geometrie im Entwurfsmodell
(vgl. Kapitel 2). Bei gleicher Wahl der Diskretisierung f�uhren beide Methoden (diskrete
und variationelle Sensitivit�atsanalyse) zum selben Ergebnis.
Die diskrete Sensitivit�atsanalyse wird wiederum in numerische, semi{analytische und
(rein) analytische Methoden unterteilt. Diese Einteilung macht bei der variationellen
Sensitivit�atsanalyse nur wenig Sinn, weshalb hier nur analytische Methoden Eingang �n-
den.
Die semi{analytische und analytische Sensitivit�atsanalyse werden, je nach der Reihenfolge
der Matrixoperationen, in direkte und adjungierte Methoden eingeteilt. Ein ausf�uhrlicher
�Uberblick �uber die grunds�atzlichen Methoden der Sensitivit�atsanalyse und deren Entwick-
lung ist beispielsweise in den Arbeiten von Arora &Haug [4], Haug et al. [90], Adel-
man & Haftka [1], Haslinger & Neittaanm�aki [88], Haftka & Adelman [83],
Haftka et al. [85], Kimmich [106], Tortorelli & Michaleris [228], Kleiber et
al. [110] zu �nden.
Nachfolgend werden die oben beschriebenen Methoden der Sensitivit�atsanalyse in ihrer
prinzipiellen Vorgehensweise kurz erl�autert und Vor{ und Nachteile diskutiert, was f�ur
die Wahl einer entsprechenden Vorgehensweise zur Ermittlung der Sensitivit�aten der Ent-
wurfskriterien f�ur bestimmte strukturmechanische Problemstellungen und die Art der
Optimierungsaufgabe von entscheidender Bedeutung ist. Auf die Behandlung materiell
und geometrisch nichtlinearer E�ekte des Strukturverhaltens bei der Sensitivit�atsanalyse
wird in Kapitel 6 ausf�uhrlich eingegangen.

5.2 Numerische Verfahren

Die bekanntesten numerischen Verfahren zur Sensitivit�atsanalyse sind das Vorw�arts{, das
R�uckw�arts{ und das zentrale Di�erenzenverfahren. Ihre gro�e Beliebtheit verdanken diese
Verfahren besonders dem geringen Formulierungsaufwand und der einfachen Implemen-
tierung, vor allem in kommerzielle oder bestehende Programmpakete. Diese Verfahren
lassen sich aus einer abgebrochenen Taylorreihenentwicklung herleiten.

f (ŝ+�ŝ) = f (ŝ) +rsf (ŝ) �ŝ+
1

2
r2

sf (ŝ) (�ŝ)
2 + THO (5.1)

f (ŝ��ŝ) = f (ŝ)�rsf (ŝ) �ŝ +
1

2
r2

sf (ŝ) (�ŝ)
2 � THO (5.2)

W�ahrend beim Vorw�arts{ und R�uckw�arts{Di�erenzenverfahren die Reihe nach dem li-
nearen Term abgebrochen wird, geschieht dies beim zentralen Di�erenzenverfahren erst
nach dem quadratischen Term. Dies hat zur Folge, da� sowohl das Vorw�arts{ als auch
das R�uckw�arts{Di�erenzenverfahren erster Ordnung genau sind, das zentrale Di�erenzen-
verfahren jedoch zweiter Ordnung genau ist. Die Umformung von Gleichung (5.1) unter
Vernachl�assigung der quadratischen Terme und der Terme h�oherer Ordnung (THO) liefert
durch Au
�osen nach dem Gradienten der Funktion rsf (ŝ) die Bestimmungsgleichung f�ur
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die Sensitivit�at nach dem Vorw�arts{Di�erenzenverfahren.

rsf (ŝ) � f (ŝ+�ŝ)� f (ŝ)

�ŝi
; �ŝj = �ij�ŝi (5.3)

Analoges gilt f�ur entsprechende Umformungen von Gleichung (5.2). Das R�uckw�arts{
Di�erenzenverfahren ergibt sich demnach zu:

rsf (ŝ) � f (ŝ)� f (ŝ��ŝ)

�ŝi
(5.4)

Die Bestimmungsgleichung f�ur das zentrale Di�erenzenverfahren ergibt sich durch die
Subtraktion der Gleichung (5.2) von Gleichung (5.1), wobei alle Terme ab der dritten
Ordnung vernachl�assigt werden. Au
�osen nach rsf (ŝ) liefert:

rsf (ŝ) � f (ŝ+�ŝ)� f (ŝ��~s)

2�ŝi
(5.5)

Die Gleichungen (5.3){(5.5) verdeutlichen, da� zur Sensitivit�atsanalyse mittels numeri-
scher Verfahren lediglich die Funktionswerte f�ur verschiedene Entw�urfe zu bestimmen
sind. Aus diesem Grund nimmt der numerische Aufwand bei steigender Anzahl von
Optimierungsvariablen zu, da f�ur jede Variable ŝi eine zus�atzliche Funktionsauswertung
erforderlich ist. Beim zentralen Di�erenzenverfahren sind es sogar zwei Auswertungen pro
Variable. Ein weiterer Nachteil ist die Abh�angigkeit des Ergebnisses von der gew�ahlten
Schrittweite (St�orung) �ŝi. Zu kleine Schrittweiten in der Gr�o�enordnung der Maschinen-
genauigkeit f�uhren zu sogenannten Rundungs{ bzw. Konditionierungsfehlern (round{o�
errors). W�ahlt man jedoch die Schrittweite �ŝi zu gro�, entstehen Fehler aufgrund der
abgebrochenen Taylorreihe, da der Ein
u� der vernachl�assigten Terme h�oherer Ordnung
zu gro� ist (truncation error). Diese Problematik bei der Wahl der Gr�o�e der St�orung �ŝi
ist in der Literatur auch als Schrittweitendilemma bekannt (z.B. Gill et al. [76], Kim-
mich [106]). Aus diesem Grund wird beispielsweise in Gill et al. [76] ein Verfahren
zur Berechnung der optimalen Schrittweite vorgeschlagen, was allerdings nicht f�ur alle
Problemstellungen zufriedenstellende Ergebnisse liefert. Au�erdem steigt der numerische
Aufwand zus�atzlich an. Auf problemspezi�sche Schwierigkeiten der Methode der �niten
Di�erenzen wird sp�ater an den entsprechenden Stellen in Kapitel 6 n�aher eingegangen.
Trotz dieser prinzipiellen Schwierigkeiten liefern die vorgestellten Di�erenzenverfahren
f�ur viele Optimierungsprobleme qualitativ zufriedenstellende Ergebnisse. Wegen des ho-
hen numerischen Aufwandes kommen jedoch zur e�zienten L�osung strukturmechanischer
Optimierungsprobleme, besonders bei materieller und geometrischer Nichtlinearit�at, nur
analytische Verfahren in Frage. Wegen der Komplexit�at analytischer Sensitivit�atsanalysen
dienen die numerischen Verfahren h�au�g zu deren Veri�kation (Tseng & Arora [233]).

5.3 Analytische Verfahren

Wie bereits erw�ahnt, unterscheidet man bei den analytischen Verfahren der Sensitivit�ats-
analyse zwischen einer diskreten und einer variationellen Vorgehensweise. Zur Bestim-
mung der Sensitivit�aten ist die Information, wie sich ein de�niertes Kontinuum (materi-
eller K�orper) ver�andern kann, notwendig. Die (geometrische) Ver�anderung eines K�orpers,
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der im Parameterraum der Referenzkon�guration de�niert ist, infolge der Variation ei-
ner Optimierungsvariablen kann mit Hilfe der Ableitung der Abbildungsvorschrift rs�s

beschrieben werden. Diese Ver�anderung wird mittels des Entwurfsmodells und der dort
festgelegten Parametrisierung der realen Struktur vorgenommen. Die Abbildungsvor-
schrift �s (ŝ) (vgl. Abbildungen 4.1 und 5.1) bildet die Kon�guration vom Parameter-
raum in Abh�angigkeit der Optimierungsvariablen ŝ bzw. der geometriebeschreibenden
Parameter (Design{Parameter) auf den undeformierten, materiellen K�orper im Anschau-
ungsraum IR3 ab (in Abbildung 5.1 mit 'Design 1' bezeichnet).
Des weiteren ist die Kenntnis �uber das mechanische Strukturverhalten infolge einer �au�eren
Belastung erforderlich. Der Deformationsproze� wird durch die Abbildungsvorschrift
�X (X ; t) = �t

X (X) im Analysemodell beschrieben (vgl. Abbildungen 4.1 und 5.1).
Daraus wird ersichtlich, da� f�ur die Sensitivit�atsanalyse die Kenntnis beider Abbildungs-
vorschriften �s und �

t
X sowie deren Verkn�upfung notwendig ist. Eine derartige Formu-

lierung ist auf Cea [49], [48] zur�uckzuf�uhren, gewann jedoch erst mit der Arbeit von
Haber [81] an Popularit�at und ist heute Grundlage zahlreicher Arbeiten (z.B. Phelan
& Haber [168], Vidal [238], Vidal & Haber [239], Tortorelli &Wang [229], Bar-
thold [10] oder Barthold & Stein [12]). Man bezeichnet dieses Vorgehen auch als
Referenzvolumen{Ansatz. Es wird vorausgesetzt, da� die Abbildungsvorschriften hinrei-
chend oft di�erenzierbar sind. Im Falle von materieller Nichtlinearit�at, wie bei der Pla-
stizit�at, ist diese Forderung f�ur die Abbildung �t

X (X) des Deformationsprozesses nicht
immer erf�ullt. Diese Problematik wird jedoch erst im nachfolgenden Kapitel diskutiert.
Der beschriebene Zusammenhang der Abbildungsvorschriften ist zur Verdeutlichung in
Abbildung 5.1 graphisch dargestellt.
Eine �Anderung des Vektors der Optimierungsvariablen ŝ um �ŝ bewirkt eine �Anderung
der materiellen PunkteX in der Referenzkon�guration 
X um den Betrag �X = ~X�X.

�X = �s

�
~̂s
�
� �s (ŝ) 6= �s

�
~̂s� ŝ

�
= �s (�ŝ) (5.6)
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Abbildung 5.1: Optimierungs{ und Deformationsproze�
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Die durch die St�orung �ŝ ver�anderte Situation in der Referenzkon�guration ('Design 2',
mit '~' gekennzeichnet) hat Auswirkung auf den Deformationsvorgang der Struktur infolge
der �au�eren Belastung. Die deformierte Lage der um �ŝ gest�orten Struktur ist mit
dem Ortsvektor ~x bezeichnet. Die �Anderung der Deformation gegen�uber der ungest�orten
Struktur betr�agt:

�x = ~x� x = �t
X

�
~X
�
� �t

X (X) 6= �t
X (�X) (5.7)

Die Ungleichheitszeichen in den Gleichungen (5.6) und (5.7) ergeben sich aufgrund der
Nichtlinearit�at der Abbildungsvorschriften �s und �t

X . Die Verkn�upfung der Abbil-
dungsvorschriften beschreibt den Zusammenhang zwischen der De�nition des materiellen
K�orpers im Parameterraum und dem deformierten K�orper im physikalischen Raum (An-
schauungsraum). Dies gilt sowohl f�ur die um �ŝ gest�orte als auch die ungest�orte Struktur
und wird aus diesem Grund lediglich f�ur die ungest�orte demonstriert.

�Xs = �t
X � �s = �Xs

�
�t
X (X) ;�s (ŝ)

�
= �Xs (X (ŝ) ; ŝ) (5.8)

Unter Verwendung von Gleichung (4.2) aus Kapitel 4 ergibt sich f�ur die Abbildungsvor-
schrift �Xs alternativ folgender Zusammenhang:

�Xs = �t
X � �s = �Xs (u (ŝ) ;�s (ŝ)) = �Xs (u (ŝ) ; ŝ) (5.9)

Alle f�ur den Optimierungsproze� relevanten Funktionen, wie Zielfunktion und Nebenbe-
dingungen, sind Abh�angige von der in Gleichung (5.8) bzw. (5.9) de�nierten Abbildungs-
vorschrift �Xs.

f = f (�Xs) (5.10)

F�ur die Sensitivit�at dieser Funktion sind nun prinzipiell zwei verschiedene Varianten denk-
bar. Mit Hilfe von Gleichung (5.8) berechnet sich der Gradient bez�uglich der freien Pa-
rameter ŝ der Funktion f zu:

rsf = rex
s f +rXf rsX (5.11)

Der Term rsX wird als Entwurfsgeschwindigkeitsfeld der kontinuierlichen Struktur be-
zeichnet (vgl. Kapitel 3). Dieser dr�uckt die (endliche) �Anderung der materiellen Punk-
te �X in der Referenzkon�guration 
X infolge einer �Anderung der geometriebeschrei-
benden Gr�o�en �ŝ im Parameterraum aus. Die Variante in Gleichung (5.11) wird als
Materialableitung bezeichnet, da diese die Ver�anderung der Funktion f in einem mate-
riellen Punkt X im Optimierungsfortschritt mi�t. Dieses Konzept wurde von Cea und
Zolesio [259] eingef�uhrt. Die Weiterentwicklung dieser Vorgehensweise ist z.B. in den Ar-
beiten von Adelman & Haftka [1], Haftka & Adelman [83] oder Haug et al. [90]
dokumentiert. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird darauf allerdings nicht weiter
eingegangen. Die Formulierung als Materialableitung und der Referenzvolumen{Ansatz
f�uhren auf dieselben Ausdr�ucke zur Bestimmung der Gradienten, was beispielsweise in
Arora et al. [5] aufgezeigt ist.
Alternativ zur Materialableitung, in der die �Anderung des mechanischen Verhaltens in
dem Ausdruck rXf enthalten ist, kann die Bestimmung des Gradienten der Entwurfs-
funktion rsf unter Ber�ucksichtigung von Gleichung (5.9) erfolgen. Die Sensitivit�at der
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Funktion f ergibt dann folgenden Ausdruck, wobei dort die �Anderung des mechanischen
Verhaltens in dem Term rsu ausgedr�uckt wird:

rsf = rex
s f +ruf rsu (5.12)

Sowohl in Gleichung (5.11) als auch in Gleichung (5.12) wird der erste Term auf der
rechten Seite als lokaler, der zweite als konvektiver Anteil bezeichnet. W�ahrend der lokale
Anteil die explizite Ableitung nach den freien Parametern ŝ darstellt, repr�asentiert der
konvektive Anteil die implizite Abh�angigkeit der Funktion f von ŝ. Die AbleitungrsX in
Gleichung (5.11) wie auch die Ableitung rsu in Gleichung (5.12) lassen sich mit Hilfe von
Abbildung 5.1 anschaulich deuten. Entsprechend der numerischen Sensitivit�atsanalyse
mit Hilfe der �niten Di�erenzenverfahren ergibt sich:

rsX � �X

�ŝ
bzw. rsx � �x

�ŝ
(5.13)

Die Sensitivit�at der Verschiebungen rsu l�a�t sich mit Hilfe von Gleichung (4.2) folgen-
derma�en ausdr�ucken:

rsu = rsx�rsX � �x��X

�ŝ
(5.14)

F�ur �ŝ! 0 gehen die durch die �niten Di�erenzen approximierten Sensitivit�aten in die
exakten �uber (analytische Sensitivit�aten). F�ur das weitere Vorgehen wird zur Ermittlung
der Sensitivit�at der Entwurfskriterien Gleichung (5.12) verwendet.

5.3.1 Diskrete Sensitivit�atsanalyse

Bei dieser Art der Sensitivit�atsanalyse wird von der bereits diskretisierten Form der
Strukturgleichungen ausgegangen. Die Entwurfskriterien, wie Zielfunktion und Neben-
bedingungen, sind dann als Funktionen der Optimierungsvariablen ŝ und der diskreten
Knotenfreiwerte û darstellbar. Um Gleichung (5.12) auswerten zu k�onnen, ist die Sen-
sitivit�at der diskreten Knotenfreiwerte rsû zu bestimmen. Ausgegangen wird von der
diskretisierten Form der Gleichgewichtsbedingung.

Kû = R (5.15)

K stellt dabei die elastische, globale Stei�gkeitsmatrix undR die resultierenden, externen
Lasten dar. Aus Gr�unden der �Ubersichtlichkeit wird an dieser Stelle von einer linearen
Kinematik und linear elastischem Materialverhalten ausgegangen. Es sollen lediglich die
unterschiedlichen Varianten der Sensitivit�atsanalyse aufgezeigt und verglichen werden.
Die Problematik einer inkrementellen Vorgehensweise wird in Abschnitt 5.3.2 diskutiert.
Die Ableitung der Gleichgewichtsbeziehung in Gleichung (5.15) nach den Optimierungs-
variablen ŝ liefert:

rsKû+Krsû = rsR (5.16)

Die Au
�osung nach den Sensitivit�aten der diskreten Knotenfreiwerte rsû f�uhrt formal
zu einer analogen Gleichung wie zur Bestimmung der diskreten Knotenfreiwerte û (vgl.
Gleichung (5.15)), weshalb der Ausdruck auf der rechten Seite von Gleichung (5.17) auch
als Pseudo{Lastvektor Rpseudo bezeichnet wird.

Krsû = rsR�rsKû = Rpseudo ! rsû =K�1Rpseudo (5.17)
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Zur analytischen Berechnung der Gradienten des Lastvektors rsR und der Systemstei-
�gkeitsmatrix rsK ist die explizite Ableitung der Elementformulierung erforderlich. Die
entsprechenden Ableitungen wurden f�ur ein Schalenelement in Kimmich [106] beschrie-
ben. Diese werden elementweise bestimmt und lauten (vgl. Gleichung (4.27) in Kapitel 4):

re
sR

e =

Z

�

NT (re
sb jJ j+ bre

sjJ j) d
� +

Z
��

NT
�
re

st j~J j+ tre
sj~J j

�
d�� (5.18)

re
sK

e =

Z

�

�re
sB

T
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T
Lre

sCBL +B
T
LCre

sBL

� jJ jd
�

+

Z

�

BT
LCBLre

sjJ jd
� (5.19)

Der Ableitungsoperator re
s (�) bezeichnet ein Vielfaches der Ableitung einer Gr�o�e nach

einer variablen Elementgr�o�e (z.B. eines FE{Knotens). Diese setzt sich zusammen aus
der Ableitung nach der variablen Elementgr�o�e �re

s (�) und einem 'Skalierungsfeld', das die
Abh�angigkeit der variablen Elementgr�o�en von den Optimierungsvariablen ber�ucksichtigt.

re
s (�) = (re

sŝ)
T �re

s (�) (5.20)

Der Operator re
sŝ repr�asentiert eine Art Linking{Vorschrift, der die Abh�angigkeit der

einzelnen variablen Gr�o�en auf Elementebene von den (�ubergeordneten) Optimierungs-
variablen ŝ beschreibt. Im Falle der Formoptimierung wird dieses Feld als Entwurfs-
geschwindigkeitsfeld eines Finiten Elements der diskretisierten Struktur bezeichnet (vgl.
Kapitel 3). Es stellt den Zusammenhang zwischen der Bewegung eines Design{Knotens
und der damit verbundenen (abh�angigen) Bewegung der FE{Knoten her.

re
s (�) = (re

sxFE)
T �re

s (�) (5.21)

Werden FE{Knoten direkt als Optimierungsvariablen de�niert, entspricht das Entwurfs-
geschwindigkeitsfeld der Einheitsmatrix. Mit der Kenntnis dieser Ableitungen auf Ele-
mentebene kann nun die Ableitung der globalen Stei�gkeitsmatrix und des Lastvektors
durch Aufsummieren �uber alle Finiten Elemente bestimmt werden. F�ur den Pseudo{
Lastvektor, der die zu bestimmende Gr�o�e bei der Sensitivit�atsanalyse darstellt, ergibt
sich dann folgender Zusammenhang:

Rpseudo =

nnel[
e=1

re
sR�

nnel[
e=1

(re
sxFE)

T �re
sK

eûe (5.22)

Aus Gr�unden der �Ubersichtlichkeit wird im folgenden auf die Darstellung des Super-
skripts e bei den Gradientenoperatoren re

s verzichtet. Die Sensitivit�aten des bzw. der
B{Operatoren und der Lasten b, t sind stets als elementbezogene Ableitungen zu verste-
hen und bed�urfen daher keiner zus�atzlichen Kennzeichnung. Liegen die expliziten Ablei-
tungen der Elementformulierung nicht vor oder sind diese nur mit gro�em Aufwand zu
bestimmen, besteht die M�oglichkeit, die erforderlichen Ableitungen zur Bestimmung des
Pseudo{Lastvektors mit Hilfe numerischer Verfahren zu ermitteln. Man spricht von einem
semi{analytischen Vorgehen, da die Bestimmungsgleichungen f�ur die Sensitivit�atsanalyse
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analytisch hergeleitet, die Ableitungen auf Elementebene dann numerisch bestimmt wer-
den. Dieses Vorgehen kombiniert die Vorteile der analytischen und der numerischen Me-
thode. Die Kenntnis der Ableitungen der Elementformulierung, wie beim analytischen
Verfahren, ist bei der semi{analytischen Vorgehensweise nicht erforderlich, weshalb sich
diese Vorgehensweise besonders zur Implementierung in kommerzielle oder bestehende
Programmpakete anbietet. Die Ableitung des Lastvektors rsR und der Gesamtstei�g-
keitsmatrix rsK werden auf globaler Ebene, die der Elementlastvektoren re

sb, re
st und

derB{Operatoren re
sBL auf Elementebene bestimmt. Zur Berechnung der Ableitung der

B{Operatoren ist u.a. die Sensitivit�at der inversen Jacobi{Matrix rs (J
�1) erforder-

lich. Da die Jacobi{Matrix eine Funktion der Koordinaten (FE{Knoten) ist, gen�ugt zur
Bestimmung von rs (J

�1) die Ableitung dieser Koordinaten nach den Optimierungsva-
riablen ŝ. Mit der Kenntnis der Entwurfsgeschwindigkeitsfelder (vgl. Gleichungen (3.3),
(5.13), (5.20), (5.21)) kann die Ableitung der inversen Jacobi{Matrix bestimmt werden.
Obwohl die semi{analytischen Verfahren f�ur viele Problemstellungen sehr e�zient sind
(z.B. bei der Querschnittsoptimierung), k�onnen sie bei Problemen der Formoptimierung
zu erheblichen Fehlern f�uhren, was in Barthelemy et al. [8] diskutiert ist. F�ur linea-
re strukturmechanische Probleme wurden dazu verschiedene Studien durchgef�uhrt (z.B.
Barthelemy & Haftka [9], Pedersen et al. [166], Olhoff & Rasmussen [156]).
Es zeigt sich, da� diese Fehler besonders bei schlanken Strukturen auftreten. Au�erdem
steigt der Fehler mit zunehmender Netzfeinheit. Analog zu den numerischen Verfahren
h�angt der Fehler zudem von der Wahl der Schrittweite �ŝ ab.
Zur Reduktion der Fehler werden verschiedene Methoden in der Literatur vorgeschlagen.
Ein Vorschlag, der beispielsweise von Barthelemy & Haftka [9] oder auch von Ol-
hoff & Rasmussen [156] unterbreitet wird, ist die Verwendung h�oherwertigerer Finiter
Elemente. Der Fehler kann damit nach de Boer & van Keulen [34] zwar reduziert,
jedoch nicht prinzipiell behoben werden.
Den Ein
u� der Strukturschlankheit auf den Fehler in den Sensitivit�aten f�uhrt Mlej-
nek [148] auf die Ableitungen von Starrk�orperrotationen zur�uck, welcher durch Verwen-
dung des 'natural approach' weitgehend behoben wird. Olhoff et al. [157] schlagen
ein Korrekturverfahren vor, mit dessen Hilfe f�ur bestimmte Elementformulierungen die
'exakten' Ableitungen bzw. der 'exakte' Pseudo{Lastvektor ermittelt werden kann. Je
nach Abh�angigkeit von den Optimierungsvariablen ŝ werden die numerisch gebildeten
Ableitungen der Elementstei�gkeitsmatrizen mit einem zu bestimmenden Faktor skaliert.
de Boer & van Keulen [34] identi�zieren die Starrk�orperbewegungen der einzelnen
Finiten Elemente und ermitteln f�ur diese die Ableitungen analytisch. Ein �Uberblick �uber
die verschiedenen Methoden und eine Erweiterung auf geometrisch nichtlineare Problem-
stellungen ist in de Boer & van Keulen [35] zu �nden.
Nachdem der Pseudo{Lastvektor entweder mittels der analytischen oder der semi{analy-
tischen Methode bestimmt wurde, k�onnen die Gradienten der Entwurfskriterien rsf be-
rechnet werden.
Da die inverse Stei�gkeitsmatrixK�1 bei der Verwendung direkter Gleichungsl�oser bereits
bei der Strukturanalyse aufgestellt wird, kann die Sensitivit�at der diskreten Knotenfrei-
werte rsû einfach aus Gleichung (5.17) bestimmt werden. Eingesetzt in Gleichung (5.12)
ergibt sich die Sensitivit�at der Entwurfskriterien zu:

rsf = rex
s f +ruf rsu (5.23)

= rex
s f +rufK

�1Rpseudo (5.24)
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Je nachdem, in welcher Reihenfolge die Matrixoperationen bei der Bestimmung des zwei-
ten Summanden (konvektiver Anteil) in Gleichung (5.24) durchgef�uhrt werden, handelt es
sich um die direkte oder die adjungierte Methode. F�ur beide Methoden ist der Pseudo{
Lastvektor f�ur jede unabh�angige Optimierungsvariable, also ns mal, aufzustellen (z.B.
nach Gleichung (5.22)). Genauso oft ist bei der direkten Methode die Matrixoperation�
K�1Rpseudo

�
, die die Sensitivit�at der Verschiebungenrsû ergibt (vgl. Gleichung (5.17)),

durchzuf�uhren. Bei der adjungierten Methode hingegen ist das Produkt
�ruf

T K�1
�
f�ur

alle Entwurfskriterien (Zielfunktion und Nebenbedingungen) zu bestimmen. Es wird deut-
lich, da� f�ur Optimierungsprobleme, bei denen die Anzahl der Optimierungsvariablen ns
geringer als die Anzahl der Entwurfskriterien (nf + nh + ng) ist, die direkte Methode e�-
zienter ist. Andernfalls ist die adjungierte Methode vorzuziehen. Kimmich [106] bezi�ert
den Unterschied der beiden Methoden, bezogen auf den gesamten numerischen Aufwand,
zumindest f�ur linear elastische Problemstellungen in der Formoptimierung als eher gering.
F�ur Topologieoptimierungsprobleme tri�t diese Aussage jedoch nicht mehr zu, da die An-
zahl der Optimierungsvariablen deutlich gr�o�er als bei Problemen der Formoptimierung
ist und daher f�ur derartige Probleme in der Regel die adjungierte Methode zum Einsatz
kommt.
Bei der direkten Methode wird zuerst die Sensitivit�at der Strukturantwort, z.B. die der
Verschiebungen rsû, bestimmt und damit die Sensitivit�at der Entwurfskriterien rsf be-
rechnet. Die Vorgehensweise bei der adjungierten Methode soll nun nachfolgend kurz
erl�autert und hergeleitet werden. Die Funktion f wird mit einem Nullterm, in der Re-
gel dem strukturellen Gleichgewicht, erweitert und mit einem Vektor der sogenannten
Lagrange{Multiplikatoren 
, der in diesem Zusammenhang auch als Hilfsvariable bzw.
adjungierte Variable bezeichnet wird, multipliziert. Das so erzeugte adjungierte Problem
lautet dann:

�f = f � 
T (Kû�R)| {z }
=0

(5.25)

Die Ableitung dieser Gleichung liefert nach Umordnen der Terme, die rsû enthalten, und
unter Ber�ucksichtigung von Gleichung (5.12) folgenden Zusammenhang:

rs
�f = rex

s f +
�ruf � 
TK

�rsû� 
T (rsKû�rsR) (5.26)

Die Ableitung der Lagrange{Multiplikatoren mu� nicht gebildet werden, da diese mit
dem Nullterm aus Gleichung (5.26) multipliziert wird und damit verschwindet. Der Vektor
der Lagrange{Multiplikatoren 
 wird so gew�ahlt, da� der erste Klammerausdruck in
Gleichung (5.26) verschwindet. F�ur 
 ergibt sich dann f�ur den Fall einer symmetrischen
Stei�gkeitsmatrix K:


T = rufK
�1 (5.27)

Einsetzen in Gleichung (5.26) und Verwendung des Ausdrucks f�ur den Pseudo{Lastvektor
aus Gleichung (5.17) liefert:

rs
�f = rex

s f � 
T
��Rpseudo

�
= rex

s f +rufK
�1Rpseudo (5.28)

Demnach entsprechen sich die direkte und die adjungierte Methode (vgl. Gleichun-
gen (5.24) und (5.28)).
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5.3.2 Variationelle Sensitivit�atsanalyse

Im Gegensatz zur diskreten Sensitivit�atsanalyse wird bei der variationellen Sensitivit�ats-
analyse die vollst�andige Ableitung der kontinuumsmechanischen, kontinuierlichen, jedoch
bereits idealisierten Problemfunktionen (im Entwurfsmodell) nach den Optimierungsva-
riablen ŝ bestimmt. Anschlie�end werden die so erhaltenen Gleichungen zur approxima-
tiven L�osung zum N�aherungsverfahren (FEM) konsistent diskretisiert.
Die mathematische Grundlage der variationellen Formulierung der Sensitivit�atsanalyse
wurde in Haug & Cea [89] von mehreren Autoren beschrieben. Erste Anwendungen der
variationellen Sensitivit�atsanalyse, jedoch ohne numerische Veri�kation, ist z.B. in Dems
& Mr�oz [61] f�ur die Anwendung im Bereich der Querschnittsoptimierung beschrieben.
Eine Zusammenfassung f�ur die Anwendung in der Formoptimierung ist in Haslinger &
Neittaanm�aki [88] zu �nden. Des weiteren sind in diesem Zusammenhang die grundle-
genden Arbeiten von Haug et al. [90], Haftka et al. [85] und Kleiber et al. [110]
zu nennen. Ein relativ aktueller �Uberblick �uber die Methoden der variationellen Sensi-
tivit�atsanalyse sowie ein Vergleich zwischen der Materialableitung (material derivative
approach) und dem Referenzvolumen{Ansatz (domain parameterization approach) ist in
Barthold & Stein [12] zu �nden.

Direkte Vorgehensweise

Analog zur diskreten Sensitivit�atsanalyse wird auch hier aus Gr�unden der �Ubersichtlichkeit
von einem materiell und geometrisch linearen Strukturverhalten ausgegangen. Im Hin-
blick auf materiell und geometrisch nichtlineare Probleme wird jedoch trotz linearem
Strukturverhalten bereits an dieser Stelle die inkrementelle Vorgehensweise eingef�uhrt
und erl�autert. Ausgangspunkt der direkten, variationellen Sensitivit�atsanalyse ist die
kontinuierliche Gleichung der schwachen Form des Gleichgewichts (vgl. Gleichung (4.19))
zum Zeitpunkt t+ 1:Z


�

�ESt+1jJ j d
� =

Z

�

�ubt+1jJ j d
� +

Z
��

�utt+1j~J j d�� (5.29)

�E sind dabei die virtuellen Verzerrungen und St+1 die Spannungen. �u stellen die
virtuellen Verschiebungen, bt+1 die Volumenlasten und tt+1 die Ober
�achenlasten zum
Zeitpunkt t + 1 dar. Die inkrementellen Beziehungen der Spannungen St+1 und der
Verschiebungen ut+1 lauten f�ur den linear elastischen Fall:

St+1 = St +CE (5.30)

ut+1 = ut + u (5.31)

Die linearen Dehnungen sowie deren Variation lassen sich mit Hilfe des Di�erentialopera-
tors LJ wie folgt darstellen:
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�T�

= LJ �u (5.33)

Der Index J symbolisiert die Di�erentiation bez�uglich der Referenzkon�guration im Pa-
rameterraum. Die Ableitung der Gleichung (5.29) nach den Optimierungsvariablen ŝ
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liefert: Z
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Da die virtuellen Verschiebungen �u beliebig w�ahlbar sind, jedoch kinematisch zul�assig
sein m�ussen, verschwindet ihre Ableitung. Einsetzen der inkrementellen Beziehung der
Spannungen St+1 zum Zeitpunkt t+1 (Gleichung (5.30)) sowie deren Ableitung nach den
Optimierungsvariablen ŝ

rsSt+1 = rsSt +rsCE +CrsE (5.35)

in Gleichung (5.34) ergibt:Z
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Aus Gr�unden der �Ubersichtlichkeit wurde dabei die rechte Seite von Gleichung (5.34) in
dem Term rsRt+1 zusammengefa�t. Die Sensitivit�at der (linearen) Verzerrungen und
deren Variation ergibt sich nach den Gleichungen (5.32) und (5.33) zu:

rsE = rsLJ u + LJ rsu (5.37)

rs (�E) = rsLJ �u + LJ rs (�u) = rsLJ �u (5.38)

Setzt man diese Ableitungen in die obige Gleichung (5.36) ein und ordnet die so entste-
hende Gleichung entsprechend nach bekannten und unbekannten Gr�o�en, erh�alt man die
Bestimmungsgleichung f�ur die Sensitivit�at des kontinuierlichen, inkrementellen Verschie-
bungsfeldes rsu. Z
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�
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�uTLT
JCLJursjJ j d
� (5.39)

Aufgrund der Annahme geometrischer Linearit�at enth�alt die Ableitung des Di�erential-
operators rsLJ keine unbekannten Terme (z.B. die Ableitung der Strukturantwort), wie
dies bei einer nichtlinearen Kinematik der Fall w�are. Im Hinblick auf die Diskretisierung
der Gleichungen und die Verwendung der Matrixschreibweise wurden die virtuellen Gr�o�en
transponiert. W�ahrend bei der diskreten Sensitivit�atsanalyse die rechte Seite der Bestim-
mungsgleichung als Pseudo{Lastvektor bezeichnet wird, spricht man bei der variationellen
Vorgehensweise von Pseudo{Anfangsspannungen und Pseudo{Anfangsdehnungen. Die-
se Begri�e werden jedoch nicht weiter verwendet, da auch die variationell hergeleiteten
Gleichungen nach dem Ableiten zu diskretisieren sind und auf diese Weise ein Pseudo{
Lastvektor erzeugt wird.
Ohne an dieser Stelle n�aher auf die Sensitivit�at des Di�erentialoperators rsLJ und die
Diskretisierung einzugehen, kann nun Gleichung (5.39) mit Hilfe der in Kapitel 4 de�-
nierten Parametrisierung folgenderma�en dargestellt werden. Mit der Approximation der
Sensitivit�at der (linearen) Verzerrungen und ihrer Variation in diskretisierter Form

rsE = rsLJ u + LJ rsu = rsBL û + BLrsû (5.40)

rs (�E) = rsLJ �u = rsBL �û (5.41)

erh�alt man die diskretisierte Bestimmungsgleichung zur Ermittlung der Sensitivit�at der
diskretisierten, inkrementellen Verschiebungen rsû.Z
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Im Vergleich zur diskreten Sensitivit�atsanalyse in Abschnitt 5.3.1 unterscheidet sich die
hier hergeleitete Bestimmungsgleichung f�ur die Sensitivit�at der inkrementellen Knoten-
freiwerte rsû in zwei Punkten, was auf die inkrementelle Vorgehensweise zur�uckzuf�uhren
ist. Es sind f�ur den Pseudo{Lastvektor drei zus�atzliche Terme, die Informationen �uber den
Spannungszustand bzw. dessen Ableitung am Ende des letzten Zeitpunktes (t) enthalten,
erforderlich. Aus diesem Grund sind dann die Knotenfreiwerte û und deren Ableitungen
rsû inkrementeller Natur. W�ahlt man f�ur den Zeitpunkt t den Startpunkt der Bela-
stungsgeschichte (t = 0) und f�ur den Zeitpunkt t + 1 den Endpunkt (t + 1 = �) der
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Belastungsgeschichte, so entspricht f�ur einen verschiebungs{ und spannungsfreien Null-
zustand die rechte Seite von Gleichung (5.42) den Gleichungen (5.18) und (5.19), die f�ur
die diskrete Sensitivit�atsanalyse hergeleitet wurden. Ist jedoch eine Anfangsverschiebung
bzw. eine Anfangsspannung infolge einer Temperatur, einer Vorspannung oder einer pla-
stischen Verzerrung einer fr�uheren Beanspruchung vorhanden, so sind deren Ableitungen
gegebenenfalls zu ber�ucksichtigen.
Nachdem die Sensitivit�at der Knotenfreiwerte rsû bzw. rsût+1 bestimmt wurde, k�onnen
alle anderen Sensitivit�aten, wie die der Spannungen und die der Entwurfskriterien, ermit-
telt werden. Die Sensitivit�at der totalen Verschiebungen rsût+1 zum Zeitpunkt t + 1
ergibt sich durch Ableiten der Gleichung (5.31).

Adjungierte Vorgehensweise

Die variationelle, adjungierte Vorgehensweise wird nachfolgend erl�autert. Analog zum
vorherigen Vorgehen bei der diskreten, adjungierten Sensitivit�atsanalyse wird die Funkti-
on f mit einem geeigneten Nullterm, dem strukturellen Gleichgewicht in schwacher Form,
erweitert.

�f = f � 
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(5.43)

Unter Verwendung der bei der direkten Vorgehensweise hergeleiteten Gleichungen (5.26){
(5.28) ergibt sich die Ableitung von Gleichung (5.43). Die implizite Ableitung (konvektiver
Anteil) der Funktion f setzt sich aus zwei additiven Anteilen zusammen, da die Sensiti-
vit�at der Knotenfreiwerte rsut+1 zum Zeitpunkt t+1 bei der inkrementellen Vorgehens-
weise durch eine Summe zu repr�asentieren ist (rsut+1 = rsut+rsu). Die Ableitung des
Nullterms in Gleichung (5.43), dem strukturellen Gleichgewicht, ist in Gleichung (5.39)
bei der direkten Vorgehensweise bereits angegeben und wird f�ur die adjungierte Sensiti-
vit�atsanalyse verwendet. Die Ableitung von Gleichung (5.43) lautet dann:
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Die Terme, die unbekannte Sensitivit�aten enthalten (hier rsu), sind im ersten Klammer-
ausdruck auf der rechten Seite von Gleichung (5.44) zusammengefa�t. Auf diese Art und
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Weise werden die Terme, die die Sensitivit�at der inkrementellen Knotenfreiwerte rsu

enthalten, eliminiert, indem der Lagrange{Multiplikator 
j entsprechend gew�ahlt wird.
Allerdings ist bei dieser inkrementellen Vorgehensweise trotzdem die Kenntnis der Sen-
sitivit�at der Knotenfreiwerte rsut und die der zugeh�origen Spannungen rsSt zum Zeit-
punkt t erforderlich. Zur Berechnung bzw. Elimination dieser Terme ist die L�osung weite-
rer adjungierter Probleme erforderlich. Dies ist gem�a� der Anzahl der bereits durchlaufe-
nen Inkremente zu wiederholen, da mittels der zuvor beschriebenen Prozedur lediglich die
inkrementellen Sensitivit�aten bestimmt werden. Werden die Ableitungen rsut und rsSt

durch adjungierte Probleme eliminiert, erscheinen in der so entstehenden Gleichung die
Sensitivit�aten rsut�1 und rsSt�1 des Lastniveaus t � 1, usw.. Die daf�ur notwendigen
adjungierten Probleme aller inkrementellen Zeitschritte k�onnen abgespeichert, was jedoch
einen immensen Speicherbedarf mit sich bringt, oder jedesmal neu berechnet werden. Die-
se Vorgehensweise ist jedoch besonders f�ur viele Inkremente sehr zeitaufwendig und sollte
daher vermieden werden. Eine weitere M�oglichkeit ist die Bestimmung der Sensitivit�at
der Strukturantwort, was jedoch wiederum sehr aufwendig ist und daher prinzipiell durch
die Anwendung der adjungierten Methode umgangen werden soll.
Prinzipiell gilt f�ur die Elimination von Sensitivit�aten von Spannungen, da� f�ur jeden Frei-
heitsgrad ein adjungiertes Problem gel�ost werden mu� (vgl. z.B. Maute [136]), wodurch
die Vorteile der e�zienten Berechnung der Ableitungen bei der adjungierten Vorgehens-
weise verloren gehen. F�ur die inkrementelle Vorgehensweise, die f�ur geschichtsabh�angige
Probleme notwendig ist, l�a�t sich dies jedoch nicht vermeiden. Es wird deutlich, da� auf-
grund dieser Schwierigkeiten die adjungierte Sensitivit�atsanalyse eher ungeeignet f�ur die
inkrementelle Vorgehensweise ist. Diese ist jedoch bei geschichtsabh�angigen Problemen,
wie der Plastizit�at, unumg�anglich, da f�ur diese Problemklasse neben der Strukturantwort
auch deren Sensitivit�aten geschichtsabh�angig sind. Daher wird in der Literatur die direkte
(variationelle) Methode zur Bestimmung der Sensitivit�aten geschichtsabh�angiger Proble-
me empfohlen (Tsay & Arora [230], [231], Tsay et al. [232], Vidal et al. [240],
Vidal [238], Vidal & Haber [239], Lee et al. [124], Kleiber [109], Kleiber et
al. [113], [112], [110], Chen [50],Michaleris et al. [145], Lee & Arora [123], Klei-
ber & Kowalczyk [114], [115], Kowalczyk & Kleiber [119], Chen et al. [52]).
Bei rein geometrischer Nichtlinearit�at eignet sich aufgrund des Potentialcharakters des
strukturmechanischen Problems eine diskrete Vorgehensweise. Die Ermittlung der Sen-
sitivit�aten kann in einem einzigen Schritt am Ende bzw. an einer beliebigen Stelle des
Lastpfades erfolgen, da weder die Strukturantwort noch deren Sensitivit�at pfadabh�angig
sind. Die Wahl zwischen der direkten und der adjungierten Methode wird daher, wie bei
materieller und geometrischer Linearit�at, haupts�achlich durch die Anzahl der Optimie-
rungsvariablen und der Anzahl der Entwurfskriterien bestimmt.
F�ur bestimmte Probleme der Topologieoptimierung, z.B. die Maximierung der Stei�gkeit
bei linearer Elastizit�at, kann die Sensitivit�at der Entwurfskriterien direkt, ohne vorheriges
L�osen eines adjungierten Problems, bestimmt werden. Daher spricht man auch von einer
selbstadjungierten Sensitivit�atsanalyse. F�ur spezielle Annahmen kann diese auch bei der
Maximierung der Duktilit�at bei elastoplastischem Materialverhalten angewendet werden.
F�ur Details sei an dieser Stelle auf Maute et al. [139] und Maute [136] verwiesen.
Zudem wird in Kapitel 7 kurz auf diese Vorgehensweise eingegangen.
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Kapitel 6

Sensitivit�atsanalyse bei

nichtlinearem Strukturverhalten

6.1 Einleitung

Im vorigen Kapitel wurden die grunds�atzlichen M�oglichkeiten f�ur die Ermittlung von
Sensitivit�aten vorgestellt. Dabei wurde zwischen numerischer und analytischer Sensiti-
vit�atsanalyse unterschieden. Die analytische Sensitivit�atsanalyse kann wiederum in va-
riationell und diskret bzw. direkt und adjungiert eingeteilt werden. Eine geeignete Wahl
aus diesen prinzipiellen M�oglichkeiten f�ur ein bestimmtes Optimierungsproblem h�angt von
mehreren Faktoren ab.
Das �nite Di�erenzenverfahren ist zwar mit relativ geringem Aufwand zu implementie-
ren, ist aufgrund der in Kapitel 5 genannten Schwierigkeiten, wie Zuverl�assigkeit und
E�zienz, f�ur nichtlineare Problemstellungen nicht zu empfehlen. Allerdings werden in
der vorliegenden Arbeit die analytisch ermittelten Sensitivit�aten mit Hilfe des �niten Dif-
ferenzenverfahrens veri�ziert, wobei die genannten Schwierigkeiten zum Teil beobachtet
werden k�onnen.
Die Wahl zwischen der diskreten und der variationellen Sensitivit�atsanalyse ist (haupt-
s�achlich) von der Notwendigkeit einer m�oglichst variablen Ausgangsgleichung (z.B. Gleich-
gewicht in schwacher Form) zur Ermittlung der Gradienten abh�angig (z.B. Vaz & Hin-
ton [237]). Diese Variabilit�at ist besonders bei der Behandlung materiell nichtlinearer
Probleme, wie der Plastizit�at, erforderlich. Problematisch f�ur den Einsatz der diskreten
Sensitivit�atsanalyse f�ur geschichtsabh�angige Probleme ist, da� die Gleichgewichtsbedin-
gung nur sehr schwer in der f�ur die Sensitivit�atsanalyse notwendigen Form zur Verf�ugung
gestellt werden kann. Die diskretisierten Gleichungen zur Bestimmung der Strukturant-
wort werden linearisiert und erf�ullen daher nicht mehr das Gleichgewicht (vgl. Kapitel 4).
F�ur die inkrementelle Vorgehensweise m�u�te zur Erf�ullung des Gleichgewichts eine inkre-
mentelle elastoplastische Materialtangente ('Sekanten{Materialtangente') verwendet wer-
den. Normalerweise steht bei Verwendung des Newton{Raphson{Verfahrens jedoch
nur eine elastoplastische Materialtangente f�ur ein bestimmtes Lastniveau zur Verf�ugung
(Punktinformation, z.B. zum Zeitpunkt t + 1). Aus diesem Grund wird f�ur die in die-
ser Arbeit vorgestellte Sensitivit�atsanalyse f�ur geschichtsabh�angige Problemstellungen die
variationelle Methode als Grundlage dienen.
Die Anzahl der Entwurfsvariablen und der auszuwertenden Funktionen (Zielfunktion, Ne-
benbedingungen) entscheidet, zumindest f�ur lineare Strukturprobleme, zwischen der di-
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rekten und der adjungierten Vorgehensweise. �Ublicherweise wird f�ur Probleme der To-
pologieoptimierung die adjungierte Methode aufgrund der zahlreichen Optimierungsva-
riablen im Vergleich zu der geringen Anzahl an auszuwertenden Funktionen bevorzugt.
Hingegen eignet sich die direkte Methode besonders gut f�ur Formoptimierungsprobleme,
bei denen in der Regel diverse Nebenbedingungen zu ber�ucksichtigen sind. Wie im vo-
rigen Kapitel bereits angedeutet, ist diese Einteilung f�ur geschichtsabh�angige Probleme,
wie der Prandtl{Reuss{Plastizit�at, nicht mehr unbedingt gegeben, und es wird daher
die direkte Vorgehensweise favorisiert. Grund hierf�ur ist die Notwendigkeit der Kenntnis
der Ableitung der Strukturantwort fr�uherer Zeitpunkte infolge der inkrementellen Vorge-
hensweise, die bei der adjungierten Vorgehensweise nicht berechnet wird. Der Aufwand,
diese mittels der adjungierten Methode zu bestimmen, ist sehr gro� und bringt daher
in den meisten F�allen keinen Vorteil gegen�uber der direkten Vorgehensweise (Vidal &
Haber [239]).
Nachfolgend soll die Entwicklung der Sensitivit�atsanalyse f�ur nichtlineare Strukturpro-
bleme aufgezeigt werden, um einen Eindruck �uber die Vielfalt der vor allem in den ver-
gangenen 10 { 15 Jahren entwickelten Verfahren zu geben. Diese Aufz�ahlung erhebt
keinerlei Anspruch auf Vollst�andigkeit. Sie dient lediglich der thematischen Einordnung
der vorliegenden Arbeit in die f�ur gewisse Problemstellungen bekannten und geeigne-
ten oder auch teilweise ungeeigneten Methoden. Au�erdem wird deutlich gemacht, da�
die Ber�ucksichtigung etwaiger Nichtlinearit�aten zur Ermittlung zuverl�assiger Entw�urfe
durch Optimierungsverfahren zwingend notwendig ist. Dies wird jedoch erst in Kapitel 8
ausf�uhrlicher diskutiert. Als Beispiel kann an dieser Stelle die Maximierung der Stei�gkeit
oder die Minimierung des Gewichts angef�uhrt werden. Die optimalen Strukturen weisen
h�au�g schlanke bzw. hochbelastete Tragwerkskomponenten auf. Diese sind in h�ochstem
Ma� stabilit�atsgef�ahrdet, bzw. die vorhandene Beanspruchung �ubersteigt die maximal
zul�assige Beanspruchbarkeit des Materials. Durch Ber�ucksichtigung der geometrischen
Nichtlinearit�at, wie beispielsweise des Beulens, oder der materiellen Nichtlinearit�at, wie
des elastoplastischen Materialverhaltens, im Optimierungsproze� kann diesen nichtlinea-
ren Problemen Rechnung getragen werden.
Die Ermittlung von Gradienten f�ur lineare Strukturprobleme ist in der Literatur er-
sch�opfend beschrieben. Anders verh�alt sich dies jedoch f�ur die Berechnung von Sensi-
tivit�aten bei nichtlinearem Strukturverhalten. Erste Arbeiten, die Optimierungsproble-
me der nichtlinearen Elastizit�at behandeln, entstanden Anfang bzw. Mitte der achtzi-
ger Jahre. Hier sind beispielsweise die Arbeiten von Ryu et al. [192], Haftka &
Mr�oz [86], Choi & Santos [55], Wu & Arora [251], Cardoso & Arora [47], San-
tos & Choi [194], Gopalakrishna & Greimann [78], Phelan et al. [169], Tor-
torelli [225] zu nennen. Die darin angesprochene Nichtlinearit�at entsteht durch eine
nichtlineare Beziehung zwischen Verzerrungen und Verschiebungen (geometrische Nicht-
linearit�at). Die entsprechenden Sensitivit�atsanalysen sind f�ur Stab{, Balken{, Scheiben{,
Platten{ oder Schalentragwerke hergeleitet. Bei diesem zugrundeliegenden strukturme-
chanischen Problem ist die Wahl der Sensitivit�atsanalyse (diskret oder variationell bzw.
direkt oder adjungiert) denselben Auswahlkriterien unterworfen, die bei linearem Struk-
turverhalten ma�gebend sind. Grund hierf�ur ist die Tatsache, da� f�ur diese Problemklas-
se weiterhin ein (elastisches) Potential vorhanden ist und demnach ein pfadunabh�angiges
Problem vorliegt, was die Ermittlung der Sensitivit�aten in einem Schritt am Ende des
Lastpfades (oder auch an einer beliebigen Stelle des Lastpfades) erm�oglicht. Lediglich
der theoretische Aufwand f�ur die Herleitung der Sensitivit�atsanalyse sowie der Aufwand
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der Implementierung steigt, im Vergleich zur Sensitivit�atsanalyse f�ur linear elastisches
Strukturverhalten, an.
Ein �ahnliches mechanisches Problem ist die materielle Nichtlinearit�at mit der Einschr�an-
kung, da� keine lokale Entlastung bei global steigender Belastung auftreten darf. Man
kann auch im Fall der Hencky{Plastizit�at (Deformationstheorie) mit linearer Verfesti-
gung von einer multilinearen Elastizit�at sprechen. Auch bei dieser Problemklasse ist die
Potentialeigenschaft weiterhin gew�ahrleistet, was auf dieselben Kriterien zur Auswahl ei-
nes geeigneten Verfahrens zur Sensitivit�atsanalyse, wie im zuvor beschriebenen Fall, f�uhrt.
Beispiele in der Literatur f�ur die Sensitivit�atsanalyse bei elastoplastischemMaterialverhal-
ten mit diesen Eigenschaften sind Kaneko & Maier [101] und Bends�e & Sokolow-
ski [23]. Im Gegensatz zur Prandtl{Reuss{Plastizit�atstheorie sind die Sensitivit�aten
der bei den geschilderten mechanischen Problemklassen nicht geschichtsabh�angig. Ryu
et al. [192] waren mit die ersten, die bemerkt haben, da� f�ur geschichtsabh�angige Pro-
bleme, wie der Prandtl{Reuss{Plastizit�atstheorie, die zugeh�origen Sensitivit�aten eben-
falls geschichtsabh�angig sind und daher einer speziellen Behandlung bed�urfen. Sowohl die
Struktur{ als auch die Sensitivit�atsanalyse sind in einer inkrementellen Vorgehensweise
durchzuf�uhren, d.h. die Sensitivit�aten des aktuellen Inkrements (vom Zeitpunkt t bis t+1)
sind von der Strukturantwort zu den Zeitpunkten t und t+1 sowie den Sensitivit�aten der
Strukturantwort zum Beginn des Inkrements (Zeitpunkt t) abh�angig.
Eine allgemeine Theorie f�ur die Berechnung von Sensitivit�aten f�ur geometrisch und ma-
teriell nichtlineare Strukturprobleme wurde von Haririan et al. [87] und Tsay &
Arora [230], [231] vorgestellt. Als Berechnungsmethode f�ur die Struktur{ und Sensi-
tivit�atsanalyse wird f�ur diese Verfahren die Methode der Finiten Elemente eingesetzt.
Mukherjee & Chandra [152] verwenden die Randelemente{Methode; allerdings ist in
deren Arbeit geometrische Linearit�at angenommen. Eine Erweiterung auf geometrisch
nichtlineare Probleme behandeln Zhang et al. [255].
Zur Ermittlung der inkrementellen Sensitivit�aten wird in den bisher genannten Arbeiten
die kontinuierliche Materialtangente verwendet, was bei der Wahl zu gro�er Inkremen-
te zu erheblichen Fehlern f�uhren kann. Es ist daher notwendig, f�ur die Ermittlung der
Sensitivit�aten eine zur eingesetzten Berechnungsmethode der Strukturantwort konsistente
Formulierung, d.h. konsistent zur zugrundegelegten Integrationsmethode der konstituti-
ven Gleichungen zur Berechnung der Inkremente, zu verwenden. Dies f�uhrt zur Verwen-
dung der konsistenten Materialtangente f�ur die Bestimmungsgleichung der inkrementellen
Sensitivit�aten. Diese Tatsache wurde von Vidal et al. [240] f�ur das Materialgesetz f�ur
Kriechprobleme nach Norton{Soderberg und von Vidal [238], Vidal &Haber [239]
oder auch vonKleiber [109],Kleiber et al. [113], [112],Michaleris et al. [145] f�ur
elastoplastisches Materialverhalten nach der Prandtl{Reuss{Plastizit�atstheorie festge-
stellt und anhand von Beispielen belegt. Die Arbeiten von Vidal und Co{Autoren [240],
[238], [239] beschr�anken sich auf geometrische Linearit�at, ber�ucksichtigen jedoch die theo-
retisch und numerisch aufwendigere Euler{R�uckw�arts{Prozedur zur Integration der kon-
stitutiven Gleichungen. In der Arbeit von Kleiber [109] wird neben der materiellen
Nichtlinearit�at zus�atzlich die geometrische Nichtlinearit�at f�ur beliebige Optimierungspro-
bleme ber�ucksichtigt. Zur Integration wird der einfachere Euler{Vorw�arts{Algorithmus
verwendet, was jedoch keine Einschr�ankung der Methode darstellt.
Die Existenz von Ableitungen (Sensitivit�aten) ist allerdings nicht immer gew�ahrleistet.
Dies wurde beispielsweise f�ur das Auftreten mehrfacher Eigenwerte von Haug et al. [90]
oder auch von Lund [129] untersucht. Ein analoges Problem ergibt sich f�ur Material-
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modelle, wie die Elastoplastizit�at, mit einem stetigen, jedoch nicht di�erenzierbaren Span-
nungsverlauf entlang der Verzerrungen (local non{uniqueness). Am �Ubergang vom elasti-
schen zum plastischen Zustand (und umgekehrt) existiert die Sensitivit�at der Strukturant-
wort nicht, was von verschiedenen Autoren festgestellt wurde (z.B. Tsay et al. [232],
Ohsaki & Arora [154], Michaleris et al. [145], Lee & Arora [123], Kleiber &
Kowalczyk [114], Kleiber et al. [110], Kowalczyk & Kleiber [119]). Auf diese
geschilderte Problematik der Existenz von Sensitivit�aten und deren numerische Behand-
lung wird an sp�aterer Stelle genauer eingegangen.
Es sei noch erw�ahnt, da� bei der von Vidal und Co{Autoren [240], [238], [239] sowie
Kleiber und Co{Autoren [109], [114], [110], [119] vorgestellten Sensitivit�atsanalyse ne-
ben den Iterationen f�ur die Strukturanalyse keine zus�atzlichen Iterationen zur Ermittlung
der inkrementellen Sensitivit�aten notwendig sind. Nach der inkrementellen Strukturana-
lyse wird in einem weiteren Schritt die Sensitivit�at dieses Inkrements direkt bestimmt und
anschlie�end zu der der vorherigen Inkremente addiert.
Eine alternative Vorgehensweise wird von Lee & Arora [123] als Erweiterung ihrer Ar-
beit (Lee et al. [124]) f�ur viskoplastische Probleme in der Optimierung vorgestellt.
Dabei werden die Sensitivit�aten der Verschiebungen zum aktuellen Zeitpunkt t+1 direkt
und nicht durch Aufaddieren der Inkremente bestimmt. Allerdings m�ussen die Ablei-
tungen der inkrementellen plastischen Verzerrungen ermittelt und akkumuliert werden
(vgl. auch Kleiber et al. [110]). Nachteilig bei dieser Vorgehensweise ist jedoch die
Notwendigkeit von Iterationen zur Berechnung der Sensitivit�aten und die komplizierte
Erweiterung dieser Methode auf geometrisch nichtlineare Probleme (vgl. Kleiber et
al. [110]), was beim zuvor beschriebenen Ansatz ohne Iterationen unproblematischer ist.
Aufbauend auf diesen Entwicklungen f�ur die Sensitivit�atsanalyse diskreter und kontinu-
ierlicher Tragwerke bei geometrisch und/oder materiell nichtlinearem Strukturverhalten,
sind weitere z.T. problemspezi�sche Modi�kationen und Anwendungen entstanden.
Die Behandlung von Formoptimierungsproblemen bei hyperelastischem Materialverhal-
ten ist beispielsweise in Barthold [10] und Barthold et al. [11] beschrieben. Ein
weiteres, geometrisch nichtlineares Problem ist die Ber�ucksichtigung der Stabilit�at in der
Optimierung. Der Eingang in die Formulierung der Sensitivit�atsanalyse ist z.B. in Wu
& Arora [252], Park & Choi [163] und Kleiber & Hien [111] zu �nden. F�ur die
Optimierung diskreter Tragwerke unter Ber�ucksichtigung des Stabilit�atsverhaltens sei auf
Becker [15] verwiesen. Die Maximierung der kritischen Last sowie die Ber�ucksichtigung
von Imperfektionsemp�ndlichkeit bei Schalentragwerken ist in Reitinger [180], Reitin-
ger et al. [181], Reitinger & Ramm [182] und Polynkin et al. [170] beschrieben.
Bletzinger [31] ermittelt die optimale Form von Membrantragwerken.
Die Ber�ucksichtigung der Elastoplastizit�at bei der Sensitivit�atsanalyse und die Anwen-
dung auf Formoptimierungsprobleme ist beispielsweise in Wiechmann & Barthold
[246] nachzulesen. Der in deren Arbeit verwendete variationelle Ansatz kommt ebenfalls in
Schwarz et al. [203], [204] oder Park & Choi [164] zur Ermittlung der Sensitivit�aten
zum Einsatz. Die Ans�atze f�ur die Sensitivit�atsanalyse sind dabei konsistent zum Algorith-
mus zur Ermittlung der nichtlinearen Strukturantwort. Au�erdem wird in Schwarz et
al. [203], [204] die Kopplung von Topologie{ und Formoptimierung bei der Maximierung
der Duktilit�at f�ur elastoplastisches Materialverhalten demonstriert. Die Modi�kation der
entsprechenden Gleichungen zur Herleitung der Sensitivit�atsanalyse f�ur den ebenen Span-
nungszustand bei elastoplastischem und viskoplastischem Materialverhalten, analog zur
modi�zierten Strukturanalyse, ist in Kleiber & Kowalczyk [115] dargestellt. Eine
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Erweiterung auf geometrische Nichtlinearit�at und Elastoplastizit�at f�ur Form{ und Topo-
logieoptimierungsprobleme ist in Schwarz et al. [202] und Schwarz & Ramm [205]
zu �nden. Neben verfestigendem Materialverhalten kann dabei auch Entfestigung des
Materials ber�ucksichtigt werden. Zus�atzlich ist bei diesem Ansatz die Ber�ucksichtigung
von Stabilit�atsph�anomenen in der Optimierung m�oglich. In Chen et al. [52], Chen [50]
wird ebenfalls die Sensitivit�atsanalyse bei geometrisch und materiell nichtlinearem Struk-
turverhalten diskutiert. Allerdings wird die Ableitung der konstitutiven Gesetzte und
damit die Ableitung der inneren Kr�afte numerisch durchgef�uhrt, um unabh�angig von der
Formulierung des Materialmodells zu sein. Ein Vergleich verschiedener Methoden der
Sensitivit�aten bei nichtlinearem Strukturverhalten ist in Chen et al. [51] zu �nden.
In den Arbeiten von Valido et al. [234] und Sousa et al. [214] wird das minimale
Gewicht von Stabstrukturen mittels Querschnitts{ und Formoptimierung bestimmt. Da-
bei werden materiell und geometrisch nichtlineare E�ekte ber�ucksichtigt. In Valido et
al. [234] wird eine zyklische Belastung angenommen. Bei Sousa et al. [214] geht
die kritische Last mit Hilfe einer Verschiebungsnebenbedingung in das Optimierungspro-
blem ein. Die Algorithmen f�ur die Sensitivit�atsanalyse basieren allerdings nicht auf der
konsistenten Materialtangente, was zu Problemen bez�uglich der Genauigkeit f�uhren kann
(vgl. Vidal & Haber [239]). Die Ber�ucksichtigung von dynamischen Einwirkungen
und elastoplastischem Materialverhalten in der Optimierung von Stabtragwerken ist in
Sousa & Cardoso [213] beschrieben. Die Vorgehensweise bei der Ermittlung der Sen-
sitivit�aten bei elastoplastischem (geschichtsabh�angigem) Materialverhalten und bei dy-
namischer Beanspruchung ist sehr �ahnlich. W�ahrend bei der materiellen Nichtlinearit�at
die Sensitivit�aten entlang des Lastpfades akkumuliert werden, sind die Sensitivit�aten bei
dynamischer Belastung entlang der Zeitachse aufzuaddieren. Die sukzessive Lastaufbrin-
gung bei elastoplastischemMaterialverhalten kann allerdings auch als ein zeitlicher Proze�
aufgefa�t werden. F�ur Formoptimierungsprobleme in der Strukturdynamik wird an dieser
Stelle auf Meyer [144] verwiesen.
Aufgrund der Komplexit�at der Herleitung und dem gro�en numerischen Aufwand wurden
auch zahlreiche approximative Ans�atze zur Bestimmung der Sensitivit�aten f�ur Formopti-
mierungsprobleme entwickelt (z.B. Vaz & Hinton [237], Silva et al. [210], Parente
et al. [162]). Dabei wird von einer totalen, nicht wie zuvor beiVidal oderKleiber von
einer inkrementierten Gleichgewichtsform ausgegangen. Eine weitere Anwendung dieser
Vorgehensweise ist in Bugeda et al. [44], Bugeda & Gil [43] f�ur entfestigendes Ma-
terialverhalten (Damage) diskutiert. Allerdings ist dieser Ansatz auf Problemklassen mit
Potentialcharakter, wie anfangs erw�ahnt, beschr�ankt, d.h. bei elastoplastischem Material-
verhalten ist eine lokale (elastische) Entlastung bei gleichzeitiger globaler Laststeigerung
nicht zul�assig bzw. w�urde die Genauigkeit der berechneten Sensitivit�aten negativ beein-

ussen. Wie gro� diese Ungenauigkeiten sind, h�angt von der jeweiligen Geometrie, den
Lagerbedingungen und vor allem dem Lastniveau ab.
Die bisher genannten Untersuchungen bei elastoplastischem Materialverhalten beschr�an-
ken sich auf kleine Verzerrungen, z.T. jedoch gro�e Verschiebungen. Eine Methode zur
Ber�ucksichtigung gro�er Verzerrungen f�ur elastoplastisches Materialverhalten ist beispiels-
weise in Wiechmann & Barthold [245] vorgestellt.
Zur Ber�ucksichtigung von Stabilit�atsph�anomenen in der Topologieoptimierung wird von
Neves et al. [153] und Maute [136] ein lineares Eigenwertproblem gel�ost. Die so ge-
wonnenen Eigenwerte dienen zur Erfassung des Stabilit�atsproblems als Nebenbedingung
oder zur Maximierung des kritischen Lastfaktors als Zielfunktion eines Optimierungs-
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problems. Die Ber�ucksichtigung gro�er Verschiebungen bei der Ermittlung der steifsten
Struktur bzw. Topologie durch die Minimierung der Komplement�arenergie f�ur Topologie-
optimierungsprobleme wird in Bruns & Tortorelli [41], [42] und Buhl et al. [45]
vorgestellt. Dar�uber hinaus wird in Kemmler et al. [104] und Kemmler [103] ein
Algorithmus zur Maximierung der kritischen Last f�ur geometrisch nichtlineare Proble-
me vorgestellt. Die Topologieoptimierung von Fachwerken unter Ber�ucksichtigung ma-
terieller Nichtlinearit�at wird beispielsweise in Bends�e [18] diskutiert und zusammen-
gestellt. Taylor & Logo [223] und Taylor [222] maximieren den Lastfaktor von
Stabstrukturen bei einer Beschr�ankung der Energie. Sowohl Ver{ als auch Entfestigung
kann ber�ucksichtigt werden. Die Topologieoptimierung kontinuierlicher Strukturen un-
ter Ber�ucksichtigung von materieller Nichtlinearit�at wird beispielsweise in den Arbeiten
von Ramm et al. [175], Maute & Ramm [137], Yuge & Kikuchi [254], Mayer et
al. [142], Swan & Kosaka [220],Maute et al. [139], Yuge et al. [253] beschrieben.
Dabei handelt es sich teilweise um vereinfachte Ans�atze. Ramm et al. [175] undMaute
& Ramm [137] ber�ucksichtigen quasi{spr�odes Materialverhalten, wie z.B. das von Stahl-
beton, im Optimierungsproze�, um die optimale Anordnung der Bewehrung im Tragwerk
zu ermitteln. In der Arbeit von Yuge & Kikuchi [254] wird die Stei�gkeit von Rah-
mentragwerken nach der Euler{Timoshenko{Balkentheorie maximiert. Dabei kommt
ein makroskopisches, isotropes elastoplastisches Werksto�modell mit linearer Verfestigung
zum Einsatz. Ein �ahnliches Materialmodell wird von Mayer et al. [142] in der To-
pologieoptimierung zur Verbesserung des Energieabsorptionsverhaltens von Schalentrag-
werken bei dynamischer Beanspruchung verwendet. Allerdings werden die Gradienten f�ur
ein quasi{statisches Verhalten bestimmt, und das nichtlineare Materialverhalten wird nur
approximativ ber�ucksichtigt. InMaute et al. [139] wird die Duktilit�at bei elastoplasti-
schem Materialverhalten (J2{Plastizit�at) mit Hilfe der Topologieoptimierung maximiert.
Dabei wird ein isotropes, por�oses Werksto�modell eingesetzt. Die Gradienten werden un-
ter Ber�ucksichtigung der algorithmisch konsistenten Materialtangente approximativ be-
stimmt. Yuge et al. [253] ermitteln die makroskopischen Materialeigenschaften durch
eine elastoplastische Homogenisierung der Mikrostruktur. Das Optimierungsproblem in
deren Arbeit ist die Maximierung der plastischen Versagenslast bzw. die Minimierung
der �au�eren Arbeit. Zus�atzlich zur materiellen Nichtlinearit�at werden gro�e Verformun-
gen ber�ucksichtigt. Die Ermittlung der Sensitivit�aten der Entwurfskriterien erfolgt mit
Hilfe der Methode der �niten Di�erenzen.
Diese Au
istung ist nat�urlich nicht vollst�andig, und gewisse strukturmechanische Pro-
bleme, wie beispielsweise die nichtlineare Dynamik, f�ur die ein �ahnliches Vorgehen bei
der Bestimmung der Sensitivit�aten wie bei geschichtsabh�angigen Problemen notwendig
ist, sind nicht weiter diskutiert. Auch Umformprozesse, die die Ber�ucksichtigung gro�er
Verzerrungen und von Kontakt erfordern, wurden komplett ausgeklammert. Einen sehr
guten �Uberblick �uber die Methoden der Sensitivit�atsanalyse f�ur die verschiedensten struk-
turmechanischen Probleme, wie geometrische Nichtlinearit�at, Stabilit�at, materielle Nicht-
linearit�at wie Elasto{ und Viskoplastizit�at, nichtlineare dynamische Beanspruchung, Um-
formprozesse und nichtlineare thermische Prozesse, bietet das Buch von Kleiber et
al. [110]. Details zu den erw�ahnten, jedoch in der vorliegenden Arbeit nicht diskutierten
Verfahren, sind dort an entsprechender Stelle bzw. den angef�uhrten Literaturstellen zu
entnehmen.
In der vorliegenden Arbeit werden Strukturen unter Ber�ucksichtigung des elastoplasti-
schen Materialverhaltens und gro�er Verschiebungen hinsichtlich de�nierter Ziele, wie
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Maximierung der Duktilit�at oder Minimierung des Gewichts, optimiert. Je nach Pro-
blemstellung sind zus�atzlich Nebenbedingungen, wie beispielsweise konstantes Gewicht,
maximal zul�assige Verschiebungen und/oder Spannungen oder auch die Sicherheit gegen
Stabilit�atsversagen, zu ber�ucksichtigen.
Zur e�zienten und, im Rahmen der eingesetzten approximativen L�osungsverfahren und
Idealisierungen zur Ermittlung der Strukturantwort, exakten Bestimmung der Sensiti-
vit�aten ist die Verwendung der konsistenten Materialtangente, wie dies von Vidal und
Co{Autoren [240], [238], [239] bzw. Kleiber und Co{Autoren [109], [114], [110], [119]
vorgeschlagen wird, erforderlich. Au�erdem erscheint f�ur eine m�oglichst gro�e Variabilit�at
die variationelle Vorgehensweise sinnvoll. Damit lassen sich geschichtsabh�angige Probleme
e�ektiv behandeln. Ebenfalls aus Gr�unden der E�zienz und wegen der M�oglichkeit, die
Ableitungen beliebiger Entwurfskriterien bestimmen zu k�onnen, wird f�ur die meisten Auf-
gaben der Formoptimierung die direkte Variante der Sensitivit�atsanalyse bevorzugt. F�ur
Topologieoptimierungsprobleme wird eher die adjungierte Variante eingesetzt. Diese ist
jedoch in der Topologieoptimierung f�ur geschichtsabh�angige Probleme nicht zu empfehlen.
Dies ist wahrscheinlich auch der Grund daf�ur, da� bisher, zumindest nach der Kenntnis
des Autors, noch keine allgemeing�ultige und e�ziente, ver�o�entlichte Theorie zur Behand-
lung materiell nichtlinearer Probleme in der Topologieoptimierung vorgestellt wurde. F�ur
geschichtsabh�angige Probleme, wie die Elastoplastizit�at, wird in der Literatur die direk-
te Vorgehensweise empfohlen (Tsay & Arora [230], [231], Tsay et al. [232], Vidal
et al. [240], Vidal [238], Vidal & Haber [239], Lee et al. [124], Kleiber [109],
Kleiber et al. [113], [112], [110], Chen [50], Michaleris et al. [145], Lee & Aro-
ra [123], Kleiber & Kowalczyk [114], [115], Kowalczyk & Kleiber [119] Chen
et al. [52]). Grund hierf�ur ist u.a., da� bei der adjungierten Methode die Sensitivit�aten
der auszuwertenden Funktionen direkt bestimmt werden, nicht aber die der Strukturant-
wort. F�ur geschichtsabh�angige Probleme ist diese Kenntnis jedoch notwendig, da die
inkrementellen Sensitivit�aten des aktuellen Inkrements von denen der Strukturantwort
der vorangegangenen Zeitschritte abh�angen. Um diese zu bestimmen, w�aren zus�atzliche
adjungierte Probleme f�ur jede Komponente an jedem Gau�{Punkt (Integrationspunkt)
aufzustellen (vgl. Vidal [238]). Alternativ dazu k�onnen die f�ur die zuvor durchlaufe-
nen Inkremente aufgestellten adjungierten Probleme zur Bestimmung der Sensitivit�at der
Entwurfskriterien abgespeichert werden. Beide M�oglichkeiten stehen im Gegensatz zu der
Forderung nach e�zienten L�osungsalgorithmen f�ur die Berechnung von Sensitivit�aten bei
geschichtsabh�angigem Materialverhalten. Aus diesen Gr�unden wird f�ur die Ermittlung
der Sensitivit�aten in der vorliegenden Arbeit die variationelle, direkte Methode gew�ahlt
und nachstehend hergeleitet, die prinzipiell f�ur Form{ und Topologieoptimierungsproble-
me bzw. beliebige Optimierungsprobleme eingesetzt werden kann.

6.2 Variationelle, direkte Sensitivit�atsanalyse

Die Vorgehensweise bei dieser Art der Sensitivit�atsanalyse zur Bestimmung der Gradi-
enten der Entwurfskriterien und damit auch der Gradienten der Lagrange{Funktion
(Gleichung (2.8)) gliedert sich in mehrere Abschnitte. Zuerst wird die Sensitivit�at der
Strukturantwort bestimmt. Im Fall von geschichtsabh�angigem Strukturverhalten, wie
beim vorliegenden Problem der Elastoplastizit�at, ist die Sensitivit�atsanalyse ebenfalls
geschichtsabh�angig und daher nach jedem Gleichgewichtszustand am Ende eines Inkre-
ments ohne zus�atzliche Iterationen durchzuf�uhren. Mit den so ermittelten Sensitivit�aten
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der inkrementellen Verschiebungen werden die restlichen inkrementellen Sensitivit�aten
der Strukturantwort, wie die der Spannungen, Verzerrungen und internen Variablen, be-
stimmt und anschlie�end zu den bereits bestimmten Sensitivit�aten fr�uherer Zeitschritte
addiert. Mit diesen Gradienteninformationen werden dann die Sensitivit�aten der de�nier-
ten Entwurfskriterien (Zielfunktion und Nebenbedingungen) berechnet.
Als Ausgangsgleichung der variationellen, direkten Sensitivit�atsanalyse dient die schwache
Form der Gleichgewichtsbedingung, die mit Hilfe des Prinzips der virtuellen Verschiebun-
gen nach den Gleichungen (4.14){(4.17) bzw. der Gleichung (4.19) ausgedr�uckt wird. Das
Gleichgewicht wird f�ur den Zeitpunkt t+ 1 in inkrementeller Form aufgestellt.

6.2.1 Ableitung der Gleichgewichtsbedingung

Die Ableitung der einzelnen Komponenten der Gleichungen (4.15){(4.17) bzw. der Glei-
chung (4.19) nach den Optimierungsvariablen s liefert die folgende Beziehung.Z
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Bei der Bildung der Gradienten wurde bereits ber�ucksichtigt, da� die Ableitungen der
kinematisch zul�assigen, jedoch frei w�ahlbaren, virtuellen, inkrementellen Verschiebungen
rs (�u) unabh�angig von den Optimierungsvariablen s sind und daher verschwinden. Die
unbekannten, noch zu bestimmenden Gr�o�en sind die impliziten Ableitungen der nichtli-
nearen, virtuellen Verzerrungenrim

s (�E), die Ableitung des zweitenPiola{Kirchhoff{
Spannungstensors rsSt+1 und die Ableitung des Laststeigerungsfaktors rs�t+1. Alle
anderen Gradienten sind infolge der gew�ahlten geometrischen Parametrisierung (CAGD
Beschreibung der Geometrie mittels Design{Elementen) unabh�angig vom mechanischen
Tragverhalten der Struktur zu bestimmen bzw. von bereits ermittelten Sensitivit�aten der
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Strukturantwort der vorangegangenen Inkremente bekannt. Die Ableitung der Geometrie
ist mit Hilfe der in Kapitel 3 de�nierten Entwurfsgeschwindigkeitsfelder zu ermitteln. Zu-
dem wird vorausgesetzt, da� die �au�eren Lasten �b und �t verformungsunabh�angig sind.
Die Aufspaltung der Ableitung der inkrementellen, virtuellen Verzerrungen in einen expli-
ziten, d.h. direkt von der Geometrie bzw. direkt von den Optimierungsvariablen und der
bekannten Ableitung der Verschiebungen fr�uherer Zeitschritte abh�angigen, und einen im-
pliziten Anteil wird bei der Ableitung der inkrementellen Verzerrungen rsE an sp�aterer
Stelle analog erfolgen. Der implizite Anteil enth�alt zu diesem Zeitpunkt unbekannte Ablei-
tungen der Strukturantwort, d.h. die Sensitivit�at der inkrementellen Verschiebungen rsu

ist enthalten. Die Behandlung dieser Problematik wird im folgenden genauer diskutiert.

6.2.2 Ableitung der kinematischen Beziehungen

Die nun folgenden Ableitungen gehen von den Gleichungen (4.7){(4.9) und (4.10){(4.12),
die im Parameterraum 
� de�niert sind, aus. Die Ableitung der Gleichungen (4.7){(4.9)
nach den Optimierungsvariablen s und der Aufspaltung in explizite und implizite Anteile
liefert folgende Zusammenh�ange:

rsE = rex
s E +rim

s E = rex
s e+rex

s �e+rim
s e +rim

s �e (6.2)

mit rex
s e =
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2
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�r�urs
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J�1
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�T r�uJ

�1 +
�r�uJ

�1
�T r� (rsut) J

�1
�

+
1

2

��r�utrs
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+
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��T r�ut J
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rim
s e =

1
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�1
�T�

+
1

2
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(6.5)

rim
s �e =

1

2

��r� (rsu) J
�1
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�T r� (rsu) J
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(6.6)

Es wird deutlich, da� der explizite Teil der Ableitung der inkrementellen Verzerrun-
gen rex

s e und rex
s �e die Ableitung der inversen Jacobi{Matrix rs (J

�1) und die Ab-
leitung der bereits bekannten Verschiebungen rsut zum Zeitpunkt t beinhaltet. Die
unbekannten Ableitungen der inkrementellen Verschiebungen rsu gehen in die implizi-
ten Anteile rim

s e und rim
s �e ein. In den obigen Gleichungen (6.2){(6.6) wurde bereits

der Satz von Schwarz ber�ucksichtigt, welcher besagt, da� die partiellen Ableitungen
stetiger Funktionen in ihrer Reihenfolge vertauscht werden d�urfen (vgl. Bronstein &
Samendjajew [40]).
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F�ur die Ableitung der virtuellen Verzerrungen rs (�E) ergeben sich analoge Gleichungen:

rs (�E) = rex
s (�E) +rim

s (�E)

= rex
s (�e) +rex

s (��e) +rim
s (�e) +rim

s (��e) (6.7)

mit rex
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rim
s (�e) = 0 (6.10)

rim
s (��e) =

1
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��r� (rsu) J
�1
�T r� (�u) J

�1
�

+
1

2

��r� (�u) J
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�T r� (rsu) J
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(6.11)

Es sei nochmals erw�ahnt, da� die Ableitung der virtuellen Verschiebungen rs (�u) null
ist.

6.2.3 Ableitung der Spannungen und konstitutiven Gleichungen

Eine weitere unbekannte Gr�o�e in Gleichung (6.1) ist die Ableitung der Spannungen
rsSt+1 zum Zeitpunkt t + 1. Aufgrund der zus�atzlich zu ber�ucksichtigenden geometri-
schen Nichtlinearit�at (nichtlineare Kinematik) wird � in den konstitutiven Gleichungen
von Kapitel 4 durch S ersetzt, und f�ur die Verzerrungen werden anstelle von " dieGreen{
Lagrange{Verzerrungen E eingesetzt. Um Verwechslungen mit den Ableitungen nach
den Optimierungsvariablen s zu vermeiden, wird f�ur die partielle Ableitung nach den
Spannungen S weiterhin der Ableitungsoperator r� (�) anstelle von rS (�) verwendet.
Die Sensitivit�at der Spannungen rs�t+1 bzw. rsSt+1 l�a�t sich durch Di�erenzieren der
inkrementellen Beziehung aus Gleichung (4.55) folgenderma�en darstellen:

rsSt+1 = rsSt +rsC (E � 
 r (St+#; qt+#)) (6.12)

+ C
��rex

s E +rim
s E

��rs
 r (St+#; qt+#)� 
rsr (St+#; qt+#)
�
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Da Gleichung (4.55) im allgemeinen implizit von den Spannungen St+1 zum Zeitpunkt
t+1 abh�angig ist, k�onnen diese nur iterativ bestimmt werden. Allerdings erf�ullt der aus-
iterierte Zustand am Ende eines jeweiligen Inkrements die Aussage in Gleichung (4.55),
weshalb diese nach den Optimierungsvariablen s abgeleitet werden kann, ohne den Itera-
tionsproze� ber�ucksichtigen zu m�ussen.
Formal entspricht diese Gleichung (6.12) der Gleichung (4.58), die zur Ermittlung der
konsistenten (elastoplastischen) Materialtangente in Kapitel 4 ben�otigt wird. Anstatt
nach dem Inkrement abzuleiten, wird hier nach den Optimierungsvariablen s abgeleitet.
In Gleichung (6.12) sind verschiedene Ableitungen nach den Optimierungsvariablen ent-
halten, die es zu bestimmen gilt. Im Gegensatz zur Herleitung der konsistenten Materi-
altangente, bei der die Ableitung des elastischen Materialtensors C nach dem Inkrement
in der Regel verschwindet, ist dies f�ur die Ableitung nach s im allgemeinen nicht der
Fall. F�ur Aufgaben der Topologieoptimierung werden, je nach Materialmodell, entweder
mikroskopische geometrische Gr�o�en oder direkt makroskopische Materialkennwerte, wie
beispielsweise der Elastizit�atsmodul E bzw. die Dichte �, als Optimierungsvariablen de-
�niert (vgl. Gleichungen (3.13){(3.14)).
Zur Ermittlung der Ableitung des Flie�vektorsrsr (St+#; qt+#), der eine Funktion der ap-
proximierten Spannungen St+# und der approximierten internen Variablen qt+# darstellt,
bedarf es neben der Ableitung dieser approximierten Gr�o�en zus�atzlich der Ableitung des
Verfestigungsgesetzes rsh (St+#; qt+#). In Analogie zur Herleitung in Kapitel 4 ergeben
sich die Ableitungen der internen Variablen rsqt+1 (vgl. Gleichung (4.60)) sowie die
des Flie�vektors rsr (St+#; qt+#) (vgl. Gleichung (4.61)) und des Verfestigungs{ bzw.
Entfestigungsgesetzes rsh (St+#; qt+#) (vgl. Gleichung (4.62)) zu:

rsqt+1 = rsqt �rs
 h (St+#; qt+#)� 
rsh (St+#; qt+#) (6.13)

rsr (St+#; qt+#) = rsr = rex
s r +r�rrsSt+# +rqrrsqt+#

= rex
s r +r�r (#rsSt+1 + (1� #)rsSt)

+ rqr (#rsqt+1 + (1� #)rsqt) (6.14)

rsh (St+#; qt+#) = rsh = rex
s h+r�hrsSt+# +rqhrsqt+#

= rex
s h+r�h (#rsSt+1 + (1� #)rsSt)

+ rqh (#rsqt+1 + (1� #)rsqt) (6.15)

Im Gegensatz zu den entsprechenden Gleichungen in Kapitel 4 sind bei den Gradien-
ten des Flie�gesetzes und der Verfestigungsfunktion zus�atzlich die expliziten (direkten)
Ableitungen nach den Optimierungsvariablen s zu ber�ucksichtigen. Mit Hilfe der Glei-
chungen (6.14) und (6.15) lassen sich die Ableitungen der Spannungen rsSt+1 in Glei-
chung (6.12) und die der internen Variablen rsqt+1 in Gleichung (6.13) umformulieren.

rsSt+1 = rsSt +rsC (E � 
 r) +C
��rex

s E +rim
s E

��rs
 r
�

� 
C [rex
s r +r�r (#rsSt+1 + (1� #)rsSt)]

� 
C [rqr (#rsqt+1 + (1� #)rsqt)] (6.16)

rsqt+1 = rsqt �rs
 h

� 
 [rex
s h+r�h (#rsSt+1 + (1� #)rsSt)]

� 
 [rqh (#rsqt+1 + (1� #)rsqt)] (6.17)

Aus Gr�unden der �Ubersichtlichkeit wird die Abh�angigkeit des Flie�vektors r und des
Verfestigungsgesetzes h von den approximierten Gr�o�en nicht weiter dargestellt. Die
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Isolation der Terme rsSt+1 bzw. rsqt+1 in Gleichung (6.16) bzw. (6.17) ergibt folgende
Ausdr�ucke:

rsSt+1 = rsSt + ~CC�1rsC (E � 
 r) + ~C
��rex

s E +rim
s E

��rs
 r
�

� 
 ~C [rex
s r +rqr (#rsqt+1 + (1� #)rsqt) +r�rrsSt] (6.18)

rsqt+1 = rsqt �rs
 ~Qh

� 
 ~Q [rex
s h+r�h (#rsSt+1 + (1� #)rsSt) +rqhrsqt] (6.19)

Die Tensoren ~C und ~Q entstehen durch Ausklammern und wurden bereits in Kapitel 4
in Gleichung (4.67) angegeben (vgl. auch in Anhang A Gleichungen (A.5) und (A.6)).
Um die Sensitivit�at der inkrementellen Verschiebungen rsu, die in der impliziten Ab-
leitung der inkrementellen Verzerrungen rim

s E enthalten ist (vgl. Gleichungen (6.5)
und (6.6)), ermitteln zu k�onnen, mu� die Funktion der Sensitivit�at der SpannungenrsSt+1

so umgeformt werden, da�rsu als einzige unbekannte Gr�o�e darin enthalten ist. Dement-
sprechend sind die Ableitungen des plastischen Multiplikators rs
 und die der internen
Variablen rsqt+1 aus Gleichung (6.18) zu eliminieren. Diese Elimination ist im Fall eines
linearen Strukturverhaltens nicht n�otig, da die Spannungen nach Gleichung (5.35) nur die
Sensitivit�at der inkrementellen Verzerrungen bzw. die der inkrementellen Verschiebungen
als Unbekannte beinhalten (vgl. Kapitel 5, Herleitung der variationellen, direkten Sensi-
tivit�atsanalyse f�ur lineare Elastizit�at).
Die Prozedur dieser Elimination entspricht dem Vorgehen bei der Herleitung der konsi-
stenten (elastoplastischen) Materialtangente und wird aus diesem Grund nachfolgend in
der entsprechenden K�urze und unter Verwendung der in Kapitel 4 bzw. Anhang A ein-
gef�uhrten abk�urzenden Schreibweisen aufgezeigt. Zur Verdeutlichung und zur besseren
�Ubersicht ist die folgende Prozedur in Tabelle 6.1 zusammengefa�t.
Um die gegenseitige Abh�angigkeit der Sensitivit�at der Spannungen rsSt+1 zum Zeit-
punkt t + 1 von der Sensitivit�at der internen Variablen rsqt+1 zum selben Zeitpunkt zu
beseitigen, wird Gleichung (6.19) in Gleichung (6.18) eingesetzt. Die Abh�angigkeit der
Ableitung der internen Variablen rsqt+1 von rsSt+1 wird in analoger Weise eliminiert.
Einsetzen von Gleichung (6.19) in Gleichung (6.18) und Au
�osen nach rsSt+1 liefert:

rsSt+1 = rsSt +rex
s S � Ĉ

�
r � 
 #rqr ~Qh

�
rs
 + Ĉrim

s E (6.20)

rex
s S = �
 Ĉ

�
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 #rqr ~Qr�h

�
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 Ĉ
�
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 #rqr ~Qrqh

�
rsqt
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 Ĉ
�
rex

s r � 
 #rqr ~Qrex
s h
�

+ Ĉ C�1rsC (E � 
 r) + Ĉrex
s E (6.21)

Der Ausdruck Ĉ ist bereits in Gleichung (4.72) angegeben. Die Ermittlung von Ĉ ist
den Gleichungen (A.10){(A.12) in Anhang A zu entnehmen. Alle Terme, die mit dem
Ausdruck rex

s S zusammengefa�t bzw. darin enthalten sind, wurden entweder zu einem
fr�uheren Zeitpunkt bereits berechnet oder k�onnen aus den expliziten Abh�angigkeiten von
den Optimierungsvariablen s direkt bestimmt werden. In Gleichung (6.20) sind weiter-
hin die Sensitivit�aten des inkrementellen plastischen Multiplikators rs
 und die implizite
Ableitung der inkrementellen Verzerrungen rim

s E nach den Optimierungsvariablen unbe-
kannt.
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Zur Elimination der Ableitung der Spannungen rsSt+1 in Gleichung (6.19) wird in diese
die Gleichung (6.18) eingesetzt und nach dem Ausdruck rsqt+1 aufgel�ost.

rsqt+1 = rsqt +rex
s q � Q̂

�
h� 
 #r�h ~C r

�
rs
 � 
 # Q̂r�h ~Crim

s E (6.22)

rex
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 #r�h ~Crex
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C�1rsC (E � 
 r) +rex

s E
�

(6.23)

Der Ausdruck Q̂ ist bereits in Gleichung (4.72) angegeben. Die Ermittlung von Q̂ ist
den Gleichungen (A.16){(A.18) in Anhang A zu entnehmen. Der Term rex

s q enth�alt, wie

Die Sensitivität der Spannungen�sSt�1 ist eine Funktion von drei

�sSt�1 � �sSt�1
��im

s E(�su),�s�,�sr ��sSt�1,�sqt�1
��

1. Die Sensitivität der internen Variablen�sqt�1 lautet:

�sqt�1 � �sqt�1
��im

s E(�su),�s�,�sh��sSt�1,�sqt�1
��

2. Die Abhängigkeit von

Gleichung

�sSt�1 und �sqt�1 von sich selbst wird durch

Isolation beseitigt:

�sSt�1 � �sSt�1
��im

s E(�su),�s�,�sqt�1
�

�sqt�1 � �sqt�1
��im

s E(�su),�s�,�sSt�1
�

Gleichung

Gleichung

3. Elimination von �sqt�1 in Gleichung

�sSt�1 � �sSt�1
��im

s E(�su),�s�� Gleichung

4. Elimination von in Gleichung�sSt�1

�sqt�1 � �sqt�1
��im

s E(�su),�s�� Gleichung

5. Ableitung der Fließfunktion liefert die Quasi–Konsistenzbedingung:

�s���sSt�1,�sqt�1
� � �s���

im
s E(�su)� Gleichung

6. Einsetzen von Gleichung

�sSt�1 � �sSt�1
��im

s E(�su)� Gleichung

unbekannten Ableitungen:

Gleichung
bzw.

bzw.

Gleichung

Gleichung

durch Einsetzen von

durch Einsetzen von

liefert:in Gleichung

(6.12)
(6.16)

(6.17)

(6.18)

(6.18)

(6.18):

(6.19)

(6.19)

(6.19):

(6.20)

(6.20)

(6.22)

(6.26)

(6.28)
(6.28)

(6.30)

Tabelle 6.1: Ablauf zur Bestimmung der Sensitivit�at des Spannungstensors rsSt+1
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bereits der Term rex
s S in Gleichung (6.21), ausschlie�lich bekannte Anteile.

Der Aufbau der Gleichungen f�ur die Sensitivit�at der Spannungen rsSt+1 und die der
internen Variablen rsqt+1 ist identisch zu denen in Kapitel 4. Die Unterschiede sind
die Ableitung nach den Optimierungsvariablen anstelle der Ableitung nach dem aktuellen
Inkrement und zus�atzlich zu ber�ucksichtigende Terme. Dies sind die expliziten Ablei-
tungen des Flie�gesetzes rex

s r und des Ver{ bzw. Entfestigungsgesetzes rex
s h nach den

Optimierungsvariablen s sowie die Ableitung des elastischen Materialtensors rsC, der in
Kapitel 4 zwar ber�ucksichtigt wurde, jedoch in der Regel verschwindet. Diese zus�atzlichen
Anteile sind in den expliziten Ableitungen rex

s S und rex
s q ber�ucksichtigt.

Um nun die Abh�angigkeit der beiden Gleichungen (6.20) und (6.22) von der Sensiti-
vit�at des inkrementellen plastischen Multiplikators rs
 zu beseitigen, bedarf es einer
zus�atzlichen Bedingung. An entsprechender Stelle in Kapitel 4 ist dies die Konsistenz-
bedingung, die eine zus�atzliche Gleichung zur Ermittlung des inkrementellen plastischen
Multiplikators 
 bzw. r
 liefert. Analog zu diesem Vorgehen wird an dieser Stelle eine
Quasi{Konsistenzbedingung ben�otigt. Diese besagt, da� im Falle des Flie�ens bei einer
�Anderung des Designs gem�a� der De�nition der Optimierungsvariablen folgende Bezie-
hung erf�ullt sein mu� (vgl. Gleichung (4.73)):

rs� = rs� (St+#; qt+#) = 0 (6.24)

Ausf�uhrlich geschrieben f�uhrt dies zu:

rs� = rex
s � +r��rsSt+# +rq�rsqt+#

= rex
s � +r�� [#rsSt+1 + (1� #)rsSt] +rq� [#rsqt+1 + (1� #)rsqt]

= 0 (6.25)

Einsetzen der Gleichungen (6.20) bzw. (6.22) f�ur rsSt+1 bzw. rsqt+1 in Gleichung (6.25)
liefert eine Gleichung zur Ermittlung der Sensitivit�at des inkrementellen plastischen Mul-
tiplikators rs
:

rex
s � +r�� (1� #)rsSt +rq� (1� #)rsqt

+ r��
h
#
�
rsSt +rex
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�
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 #rqr ~Qh

�
rs
 + Ĉrim

s E
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+ rq�
h
#
�
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s q � Q̂
�
h� 
 #r�h ~C r

�
rs
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 # Q̂r�h ~Crim

s E
�i

= 0 (6.26)

Die Isolation der unbekannten Terme rs
 und rim
s E sowie Division durch # (# 6= 0)

ergibt folgenden Ausdruck:h
r�� Ĉ
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 #rqr ~Qh
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+rq� Q̂
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 #rq� Q̂r�h ~C

�
rim

s E (6.27)

Mit Hilfe von Gleichung (4.76) aus Kapitel 4 folgt f�ur die Sensitivit�at des inkrementellen
plastischen Multiplikators:

rs
 = rex
s 
 +

1

��

�
r�� Ĉ � 
 #rq� Q̂r�h ~C

�
rim

s E (6.28)

rex
s 
 =

1

��
(r��rex

s S +rq�rex
s q) +

1

�� #
(r��rsSt +rq�rsqt +rex

s �) (6.29)
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Auch hier sind die bekannten Anteile in dem Ausdruck rex
s 
 zusammengefa�t. Formal

unterscheiden sich diese Gleichungen nicht von denen f�ur die Herleitung des inkrementel-
len plastischen Multiplikators (Gleichungen (4.74) und (4.75)). Lediglich die expliziten
Ableitungen der Spannungen rex

s S, der internen Variablen rex
s q und des inkrementellen

plastischen Multiplikatorsrex
s 
 setzen sich aus anderen bzw. zus�atzlichen Anteilen gem�a�

den Gleichungen (6.21), (6.23) und (6.29) zusammen.
Durch Einsetzen der Bestimmungsgleichung der Sensitivit�at des inkrementellen plasti-
schen Multiplikatorsrs
 (Gleichung (6.28)) in die der Sensitivit�at der SpannungenrsSt+1

(Gleichung (6.20)) wird dieser dort eliminiert, und man erh�alt nach Isolieren der impliziten
Ableitung der inkrementellen Verzerrungen rim

s E:

rsSt+1 = rsSt +rex
s S � Ĉ

�
r � 
 #rqr ~Qh

�
rex

s 
 (6.30)

+

24Ĉ �

�
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�
r � 
 #rqr ~Qh

��


�
r�� Ĉ � 
 #rq� Q̂r�h ~C

�
��

35
| {z }

C
ep

rim
s E

Der Klammerausdruck vor der impliziten Ableitung der inkrementellen, nichtlinearen Ver-
zerrungen rim

s E, welche die einzige verbliebene Unbekannte in Gleichung (6.30) darstellt,
entspricht der elastoplastischen Materialtangente Cep (vgl. Gleichung (4.77)).
Diese Analogie macht deutlich, da� die Verwendung der zum Integrationsalgorithmus
konsistenten, elastoplastischen Materialtangente f�ur die zuverl�assige Ermittlung der Sen-
sitivit�aten zwingend erforderlich ist. W�ahrend die Verwendung der konsistenten, elasto-
plastischen Materialtangente bei der Strukturanalyse 'nur' die quadratische Konvergenz
innerhalb des Konvergenzradius garantiert, so ist sie bei der Sensitivit�atsanalyse unver-
zichtbar, was auch in der Literatur best�atigt wird (z.B. Vidal und Co{Autoren [240],
[238], [239] bzw. Kleiber und Co{Autoren [109], [114], [110], [119]).

6.2.4 Sensitivit�at der (inkrementellen) Verschiebungen

Die Abh�angigkeit der Sensitivit�at der Spannungen rsSt+1 von mehreren unbekannten
Gr�o�en wurde im vorangegangenen Abschnitt auf die Abh�angigkeit der impliziten Ablei-
tung der inkrementellen, nichtlinearen Verzerrungen rim

s E und somit der inkrementellen
Verschiebungen rsu reduziert. Eine analoge Abh�angigkeit ist auch bei der direkten, va-
riationellen Sensitivit�atsanalyse f�ur den linear elastischen Fall zu beobachten (vgl. Glei-
chung (5.35)). Zur Ermittlung der Sensitivit�at der (inkrementellen) Verschiebungen wird
aus diesem Grund eine entsprechende Vorgehensweise verwendet, wie sie in Kapitel 5 auf-
gezeigt wurde.
Die Ableitung der Spannungen rsSt+1 (Gleichung (6.30)) wird in die Ableitung des
Gleichgewichts in schwacher Form (Gleichung (6.1)) eingesetzt. Es ergibt sich:Z


�

�rex
s (�E) +rim

s (�E)
�
St+1jJ j d
� +

Z

�

�ESt+1rsjJ j d
�

+

Z

�

�E
�
rsSt +rex

s S � Ĉ
�
r � 
 #rqr ~Qh

�
rex

s 
 +C
eprim

s E
�
jJ j d
�
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= rs�t+1

Z

�

�u �b jJ j d
� + �t+1

264Z

�

�urs
�b jJ j d
� +

Z

�

�u �brsjJ j d
�

375
+ rs�t+1

Z
��

�u�t j~J j d�� + �t+1

264Z
��

�urs
�t j~J j d�� +

Z
��

�u�trsj~J j d��

375 (6.31)

Die Sensitivit�at der inkrementellen Verschiebungen rsu ist sowohl in der impliziten Ab-
leitung der inkrementellen, nichtlinearen Verzerrungen rim

s E als auch in der Ableitung
deren Variation rim

s (�E) enthalten. F�ur eine lineare Kinematik verschwindet die Ab-
leitung rim

s (�E), da die Sensitivit�at der inkrementellen Verschiebungen rsu nur im
nichtlinearen Term enthalten ist (vgl. Gleichung (6.11)). Die Ableitung rim

s E setzt sich
im Gegensatz dazu aus einem linearen (Gleichung (6.5)) und einem quadratischen Anteil
(Gleichung (6.6)) zusammen.
Gleichung (6.31) wird nun derart umgeordnet, da� alle impliziten (unbekannten) Ablei-
tungen auf der linken, alle expliziten (bekannten) Anteile auf der rechten Seite stehen.
Diese bekannten Anteile werden f�ur gew�ohnlich zu einem Ausdruck zusammengefa�t und
als Pseudo{Lastvektor bezeichnet.Z


�

rim
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Z
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264Z
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375
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264Z
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Z
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�u�trsj~J j d��
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�

rex
s (�E) St+1jJ j d
� �

Z

�

�ESt+1rsjJ j d
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�
Z

�

�E
�
rsSt +rex

s S � Ĉ
�
r � 
 #rqr ~Qh

�
rex

s 

�
jJ j d
� (6.32)

Im n�achsten Abschnitt wird gezeigt, da� der Ausdruck auf der linken Seite von Glei-
chung (6.32) die tangentielle Stei�gkeitsmatrix KT zum Zeitpunkt t + 1 enth�alt (vgl.
Gleichung (4.30)). In diskretisierter Form ergibt sich dann Gleichung (6.32) zu:

KT rsû = Rpseudo (6.33)

was an sp�aterer Stelle noch bewiesen wird. rsû symbolisiert die Sensitivit�at der diskre-
tisierten, inkrementellen Verschiebungen.

6.2.5 Diskretisierung der Gleichungen (FEM)

Zur numerischen Behandlung der f�ur die Sensitivit�atsanalyse hergeleiteten Gleichungen
sind diese analog zum Vorgehen bei der Strukturanalyse (vgl. Kapitel 4.2) zu diskreti-
sieren. Dies erfolgt mit der Methode der Finiten Elemente. Beim Verschiebungselement
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werden die globalen Verschiebungen u bzw. ut abschnittsweise durch lokale Ans�atze ap-
proximiert (vgl. Gleichung (4.20)).
Die De�nition der inkrementellen Verzerrungen E sowie deren Variation �E wurde bereits
in Kapitel 4 vorgenommen und wird an dieser Stelle zur besseren Orientierung f�ur deren
Approximation kurz wiedergegeben.

E = e + �e = (BL +Bu) û + Bq û

�E = �e + ��e = (BL +Bu) �û + 2Bq �û
(6.34)

Dabei wurde festgestellt, da� der Operator Bq dieselbe Struktur wie der Operator Bu

besitzt, sich lediglich durch einen Faktor und die enthaltenen Verschiebungen unterschei-
det. Anstelle der Verschiebungen ût zum Zeitpunkt t werden beim Aufstellen des Opera-
tors Bq die inkrementellen Verschiebungen û verwendet. Diese Tatsache hat zur Folge,
da� die Ableitung des Operators Bq nach den Optimierungsvariablen s neben den ex-
pliziten (bekannten) Anteilen (Ableitung der inversen Jacobi{Matrix) auch implizite
Anteile, n�amlich die Ableitung der inkrementellen Verschiebungen rsû, beinhaltet. Die
Ermittlung bzw. die numerische Behandlung dieser impliziten Anteile, die sowohl in dem
Ausdruck rim

s E als auch rim
s (�E) enthalten sind, wird nachfolgend beschrieben. Um

den Pseudo{Lastvektor Rpseudo aufstellen zu k�onnen, m�ussen zus�atzlich die expliziten Ab-
leitungen der inkrementellen Verzerrungen rex

s E und deren Variation rex
s (�E) bestimmt

werden.
Die Ableitung der inkrementellen Verzerrungen rsE unter Verwendung der Approxima-
tion der Verschiebungen gem�a� Kapitel 4 ergibt sich zu (vgl. Gleichungen (6.2){(6.6)):

rsE = rex
s E +rim

s E (6.35)

= rex
s e +rex

s �e +rim
s e+rim

s �e (6.36)

= (rsBL +rsBu) û+rex
s Bqû

+ (BL +Bu)rsû+
�
Bqrsû+rim

s Bqû
�

(6.37)

mitrex
s e =
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2
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�
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��
+
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��r� (Nû) rs

�
J�1

��T� b= rsBL û

+
1

2

��r� (Nrsût) J
�1
�T r� (Nû) J�1

�
+

1

2

��r� (Nû) J�1
�T r� (Nrsût) J

�1
�

+
1

2

��r� (Nût) rs

�
J�1

��T r� (Nû) J�1
�

+
1

2

��r� (Nû) J�1
�T r� (Nût) rs

�
J�1

��
+

1

2

��r� (Nût) J
�1
�T r� (Nû) rs

�
J�1

��
+

1

2

��r� (Nû) rs

�
J�1

��T r� (Nût) J
�1
� b= rsBu û (6.38)
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rex
s �e =

1

2

��r� (Nû) rs

�
J�1

��T r� (Nû) J�1
�

+
1

2

��r� (Nû) J�1
�T r� (Nû) rs

�
J�1

�� b= rex
s Bq û (6.39)

rim
s e =

1

2

�
r� (Nrsû) J

�1 +
�r� (Nrsû) J

�1
�T� b= BLrsû

+
1

2

��r� (Nût) J
�1
�T r� (Nrsû) J

�1
�

+
1

2

��r� (Nrsû) J
�1
�T r� (Nût) J

�1
� b= Bursû (6.40)

rim
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1
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��r� (Nû) J�1
�T r� (Nrsû) J
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� b= �rim

s Bq û+Bqrsû
�

=
1

4

��r� (Nrsû) J
�1
�T r� (Nû) J�1

�
+

1

4

��r� (Nû) J�1
�T r� (Nrsû) J

�1
� b= rim

s Bq û

+
1

4

��r� (Nû) J�1
�T r� (Nrsû) J

�1
�

+
1

4

��r� (Nrsû) J
�1
�T r� (Nû) J�1

� b= Bqrsû (6.41)

Die Sensitivit�aten der OperatorenrsBL undrsBu sowie die explizite Ableitung des Ope-
rators rex

s Bq sind ausschlie�lich von bekannten Ableitungen abh�angig, und zwar von der
Sensitivit�at der inversen Jacobi{Matrix rs (J

�1) und der Sensitivit�at der Verschiebun-
gen rsût zum Zeitpunkt t (aus vorangegangenen Inkrementen). rs (J

�1) ist bei Kenntnis
der Entwurfsgeschwindigkeitsfelder (vgl. Kapitel 3), also der �Anderung der Koordinaten
der FE{Knoten bei einer Variation der Optimierungsvariablen ŝ, einfach zu bestimmen.
Da die Matrix der InterpolationsfunktionenN vom Design unabh�angig ist, verschwinden
ihre Ableitungen.
Der Term rim

s Bq û, der implizit von der Sensitivit�at der inkrementellen Verschiebun-
gen rsû abh�angig ist, kann aufgrund der Struktur von Gleichung (6.41) alternativ darge-
stellt werden. Es gilt f�ur die einzelnen Terme dieser Gleichung folgender Zusammenhang:

Bqrsû =
1

4

��r� (Nû) J�1
�T r� (Nrsû) J

�1
�

+
1

4

��r� (Nrsû) J
�1
�T r� (Nû) J�1

�
(6.42)

rim
s Bq û =

1

4

��r� (Nrsû) J
�1
�T r� (Nû) J�1

�
+

1

4

��r� (Nû) J�1
�T r� (Nrsû) J

�1
�

(6.43)

! Bqrsû = rim
s Bq û (6.44)

Durch Vertauschen der Zeilen in Gleichung (6.43) ergibt sich Gleichung (6.42), was letzt-
endlich zu der Aussage in Gleichung (6.44) f�uhrt. Damit kann die implizite Ableitung des
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quadratischen Anteils der inkrementellen Verzerrungen rim
s �e umgeschrieben werden:

rim
s �e =

�
Bqrsû+rim

s Bq û
�
= (Bqrsû+Bqrsû) = 2Bqrsû (6.45)

Die Sensitivit�at der Variation der inkrementellen Verzerrungen rs (�E) wird analog zu
den obigen Gleichungen f�ur die Sensitivit�at der inkrementellen Verzerrungen rsE be-
stimmt.

rs (�E) = rex
s (�E) +rim

s (�E) (6.46)

= rex
s (�e) +rex

s (��e) +rim
s (�e) +rim

s (��e) (6.47)

= (rsBL +rsBu) �û+ 2rex
s Bq�û

+ 0+
�
0+ 2rim

s Bq�û
�

(6.48)
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�T r� (N�û) rs
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��r� (N�û) rs

�
J�1

��T r� (Nû) J�1
� b= 2rex

s Bq �û (6.50)

rim
s (�e) = 0 (6.51)

rim
s (��e) =

1

2

��r� (Nrsû) J
�1
�T r� (N�û) J�1

�
+

1

2

��r� (N�û) J�1
�T r� (Nrsû) J

�1
� b= 2rim

s Bq �û (6.52)

Es wurde dabei bereits ber�ucksichtigt, da� die Ableitungen der Interpolationsfunktio-
nen N und die der virtuellen Verschiebungen �û null sind. Die Ableitungen rsBL,
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rsBu und rex
s Bq sind bekannt. Einzige Unbekannte ist die implizite Ableitung des

Operators rim
s Bq. Aufgrund der Tatsache, da� die Sensitivit�at der virtuellen Verschie-

bungenrs (�û) verschwindet, ist die Ermittlung dieses Ausdrucks gem�a� Gleichung (6.44)
nicht m�oglich. Zur Ermittlung dieses Terms bedarf es der Betrachtung des entsprechen-
den Anteils in der Ableitung der Gleichgewichtsbedingung, der diesen Term enth�alt (erster
Term auf der linken Seite von Gleichung (6.32)).Z


�

rim
s (�E)St+1jJ j d
� =

Z

�

�rim
s (�e) +rim

s (��e)
�
St+1jJ j d
�

=

Z

�

rim
s (��e)St+1jJ j d
� =? (6.53)

Dabei wurde Gleichung (6.51) bereits ber�ucksichtigt. Nach der Notation von Bathe [13]
gilt folgender Zusammenhang f�ur einen Term �ahnlicher Form (vgl. auch Gleichung (4.29)):Z

�

��eSt+1 jJ j d
� = �ûT

Z

�

(2Bq)
T
St+1 jJ j d
� = �ûT

Z
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~B
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L
~St+1

~BL jJ j d
� û (6.54)

Mit dieser Schreibweise l�a�t sich die Abh�angigkeit des Operators Bq von der Geometrie in
Form der Jacobi{Matrix und von den inkrementellen Verschiebungen aufschl�usseln. Der
Operator ~BL ist nur noch eine Funktion der Geometrie (vgl. Kapitel 4). Im Gegensatz
zu Gleichung (4.29) sind hier lediglich die Spannungen zum Zeitpunkt t durch diejenigen
zum Zeitpunkt t+1 ersetzt. Die Tilden symbolisieren eine andere Anordnung der Matrix-
eintr�age der entsprechenden Gr�o�en BL bzw. St+1. Die Ableitung von Gleichung (6.54)
nach den Optimierungsvariablen s liefert:Z
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Z

�

�
rs

~B
T

L
~St+1

~BL + ~B
T

L
~St+1rs

~BL

�
jJ j d
� û
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Die expliziten Ableitungen der virtuellen Verzerrungen rex
s (��e) und des Operatorsrex

s Bq

enthalten ausschlie�lich die Ableitungen der inversen Jacobi{Matrix (vgl. Gleichung
(6.50)). Bei Kenntnis dieser Ableitungen ist auch die Sensitivit�at des linearen Opera-
tors rs

~BL problemlos zu bestimmen, dessen Eintr�age denen von rsBL entsprechen.
Der implizite Anteil der Ableitung der virtuellen Verzerrungen rim

s (��e) ist nach Glei-
chung (6.52) nur von der Ableitung der inkrementellen Verschiebungen rsû abh�angig.
Mit dieser Information ergibt sich nun folgende Zuordnung der einzelnen Ausdr�ucke aus
Gleichung (6.55):
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L
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~BLrsjJ j d
� û (6.59)

Mit Hilfe der Gleichungen (6.56){(6.59) lassen sich die Ausdr�ucke aus Gleichung (6.32),
die die Sensitivit�at der inkrementellen Verzerrungen oder deren Variation in diskretisierter
Form beschreiben, ersetzen. Im einzelnen sind dies:Z
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rim
s (�E)St+1 jJ j d
� =

Z

�

rim
s (��e)St+1 jJ j d
�

= �ûT

Z
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Die implizite Ableitung rim
s (�e) verschwindet (vgl. Gleichung (6.10) bzw. (6.51)).

Zus�atzlich wurde Gleichung (6.57) herangezogen. Der Ausdruck, der die implizite Ab-
leitung rim

s E in Gleichung (6.32) beinhaltet, ergibt in diskretisierter Form mit Hilfe der
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Gleichungen (6.40){(6.45):Z
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(6.61)
Der Ausdruck, der die explizite Ableitung der Variation der inkrementellen Verzerrun-
gen rex

s (�E) in Gleichung (6.32) enth�alt, kann in folgender Weise dargestellt werden:Z
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Dieser Ausdruck ergibt sich durch die Ber�ucksichtigung der Gleichungen (6.49), (6.50)
und (6.56). Mit Hilfe der Gleichungen (6.60){(6.62) kann nun die Bestimmungsgleichung
zur Ermittlung der Sensitivit�at der inkrementellen Verschiebungen rsû in diskretisierter
Form angegeben werden. Man erh�alt aus Gleichung (6.32):Z
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Die Operatoren Bu und Bq besitzen dieselbe Struktur. Sie unterscheiden sich lediglich
durch einen Faktor 2 und in der Verwendung der Verschiebungen ût zum Zeitpunkt t bzw.
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der inkrementellen Verschiebungen u (vgl. Gleichungen (4.22) und (4.23)). Daher gilt f�ur
die Operatoren folgender Zusammenhang:

Bu (ut+1) = Bu (ut) + 2Bq (u) (6.64)

Dies hat zur Folge, da� die integralen Ausdr�ucke auf der linken Seite von Gleichung
(6.63) zur tangentiellen Stei�gkeitsmatrixKT zum Zeitpunkt t+1 zusammengefa�t wer-
den k�onnen (vgl. z.B. Bathe [13] und Gleichung (4.30); dort ist KT zum Zeitpunkt t
angegeben). Der Unterschied zur Sekantenstei�gkeitsmatrix KS in Gleichung (4.27) liegt
in der Verwendung der Spannungen St+1 zum Zeitpunkt t+1 anstelle der Spannungen St

zum Zeitpunkt t im ersten Term auf der linken Seite von Gleichung (6.63). Damit ist
die zuvor aufgestellte Behauptung best�atigt, und Gleichung (6.63) vereinfacht sich zu
folgender Form:

KT rsû = Rpseudo = rs�t+1 �R + ~R
pseudo

(6.65)

Die Anteile des Pseudo{Lastvektors, die nicht von der Sensitivit�at des Laststeigerungsfak-

tors rs�t+1 abh�angen, sind in dem Ausdruck ~R
pseudo

zusammengefa�t. Die Sensitivit�at
des Faktors rs�t+1 ist vom verwendeten Algorithmus abh�angig. Diese Problematik wird
im folgenden Abschnitt diskutiert und eine Berechnungsm�oglichkeit vorgestellt.
Zun�achst wird die Bestimmung der Sensitivit�at der Strukturantwort skizziert. Mit Hilfe
von Gleichung (6.65) wird die Sensitivit�at der inkrementellen Verschiebungen rsû be-
stimmt, wobei die Sensitivit�at des Laststeigerungsfaktors daf�ur zu null gesetzt werden
kann, wenn eine konstante Last vorgegeben wird. Da die inverse tangentielle Stei�gkeits-
matrix bereits bei der Strukturanalyse ermittelt wurde, ist der numerische Aufwand dieser
Operation relativ gering. Es sind jedoch die Pseudo{Lastvektoren f�ur jede unabh�angige
Optimierungsvariable aufzustellen, was im Fall der materiellen Nichtlinearit�at viele Ma-
trixoperationen erforderlich macht.
Die Sensitivit�at der Verschiebungen und der nichtlinearen Verzerrungen zum Zeitpunkt
t+ 1 ist dann:

rsût+1 = rsût +rsû (6.66)

rsEt+1 = rsEt +rsE (6.67)

Die Sensitivit�aten der Spannungen rsSt+1, der internen Variablen rsqt+1 und des in-
krementellen plastischen Multiplikators rs
 sind gem�a� den Gleichungen (6.20), (6.30),
(6.21), (6.22), (6.23), (6.28) und (6.29) zu bestimmen. In diskretisierter Form erh�alt man
f�ur die Sensitivit�at der Spannungen zum Zeitpunkt t+ 1:

rsSt+1 = rsSt +rex
s S � Ĉ

�
r � 
 #rqr ~Qh

�
rex

s 


+ Cep (BL +Bu + 2Bq)rsû (6.68)

= rsSt +rex
s S � Ĉ

�
r � 
 #rqr ~Qh

�
rs


+ Ĉ (BL +Bu + 2Bq)rsû (6.69)
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s S = �
 Ĉ

�
r�r � 
 #rqr ~Qr�h

�
rsSt
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 Ĉ
�
rqr � 
 #rqr ~Qrqh

�
rsqt

� 
 Ĉ
�
rex

s r � 
 #rqr ~Qrex
s h
�
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+ Ĉ C�1rsC ((BL +Bu +Bq) û� 
 r)

+ Ĉ (rsBL +rsBu +rex
s Bq) û (6.70)

F�ur die Sensitivit�at der internen Variablen erh�alt man:

rsqt+1 = rsqt +rex
s q � Q̂

�
h� 
 #r�h ~C r

�
rs


� 
 # Q̂r�h ~C (BL +Bu + 2Bq)rsû (6.71)

rex
s q = �
 Q̂

�
r�h� 
 #r�h ~Cr�r

�
rsSt

� 
 Q̂
�
rqh� 
 #r�h ~Crqr

�
rsqt

� 
 Q̂
�
rex

s h� 
 #r�h ~Crex
s r
�

� 
 # Q̂r�h ~CC�1rsC ((BL +Bu +Bq) û� 
 r)

� 
 # Q̂r�h ~C (rsBL +rsBu +rex
s Bq) û (6.72)

Die Gleichung f�ur die Sensitivit�at des inkrementellen plastischen Multiplikators lautet:

rs
 = rex
s 
 +

1

��

�
r�� Ĉ � 
 #rq� Q̂r�h ~C

�
(BL +Bu + 2Bq)rsû (6.73)

rex
s 
 =

1

��
(r��rex

s S +rq�rex
s q) +

1

�� #
(r��rsSt +rq�rsqt +rex

s �) (6.74)

Bei der Elastoplastizit�at handelt es sich um ein geschichtsabh�angiges Problem. Die her-
geleiteten Gleichungen zeigen, da� die Sensitivit�aten der Strukturantwort ebenfalls ge-
schichtsabh�angig sind, da die Terme zur Berechnung der inkrementellen Sensitivit�aten
die Ableitungen der Strukturantwort vorangegangener Zeitschritte (Index t) beinhalten.
Aus diesem Grund m�ussen die Sensitivit�aten zum Zeitpunkt t und die der inkrementellen
Zuw�achse f�ur jeden Integrationspunkt abgespeichert werden.
Es bleibt noch anzumerken, da� f�ur die vorgestellte Herleitung eine Finite Element{
Formulierung f�ur ein reines Verschiebungselement verwendet wurde. F�ur alternative For-
mulierungen (z.B. gemischte oder gemischt{hybride Finite Elemente) mu� die Herleitung
entsprechend angepa�t werden, wobei gr�o�ere Probleme infolge des elastoplastischen Ma-
terialverhaltens auftreten k�onnen.
F�ur den Spezialfall der von Mises{Plastizit�at f�ur den ebenen Spannungszustand und
einem linearen, isotropen und kinematischen Ver{ bzw. Entfestigungsgesetz ist die hier
vorgestellte Prozedur der Herleitung der Sensitivit�atsanalyse entsprechend modi�ziert und
in Anhang C dargestellt.

6.2.6 Ein
u� des Algorithmus auf die Sensitivit�aten

Wie bereits angedeutet, beein
u�t der f�ur die Berechnung der Strukturantwort zugrun-
degelegte Algorithmus die Sensitivit�atsanalyse. Dieser Sachverhalt kommt auch in Glei-
chung (6.65) zum Ausdruck, da die Sensitivit�at des Laststeigerungsfaktors rs�t+1 ent-
sprechend zu bestimmen ist. Wird f�ur den Optimierungsproze� ein konstantes, f�ur jedes
(verbesserte) Design gleichbleibendes Lastniveau f�ur das Ende des Belastungspfades bzw.
jedes Inkrements vorgegeben, so verschwindet die Sensitivit�at des Laststeigerungsfak-
tors rs�t+1. Wird jedoch beispielsweise eine konstante Verschiebung eines bestimmten
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Freiheitsgrads oder konstante Bogenl�ange vorgegeben, die f�ur jedes Design als Konstante
de�niert wird, so ist rs�t+1 im allgemeinen ungleich null. Diese Problematik ist in Ab-
bildung 6.1 verdeutlicht.
Auf der linken Seite von Abbildung 6.1 sind die Last{Verschiebungs{Kurven f�ur den Frei-
heitsgrad j f�ur zwei unterschiedliche Entw�urfe bei gleichem Lastniveau angegeben. Der
Faktor �ŝ stellt die Gr�o�e der St�orung dar, die die Entw�urfe 1 und 2 voneinander unter-
scheidet. Die (numerische) Sensitivit�at des Laststeigerungsfaktors rs�t+1 verschwindet,
da die Di�erenz der Laststeigerungsfaktoren der zwei Entw�urfe gleich null ist. Analo-
ges gilt f�ur das rechte Diagramm in Abbildung 6.1, wobei in diesem Fall ein konstantes
Verschiebungsniveau (ûj = const:) f�ur den Freiheitsgrad j vorgegeben wird. Hier ver-
schwindet die Sensitivit�at der Verschiebung des Freiheitsgrades j, nicht aber die des Last-
steigerungsfaktors rs�t+1.
Im weiteren Verlauf der Arbeit wird f�ur die Vorgabe eines bestimmten, f�ur die Opti-
mierung konstanten Lastniveaus der Begri� 'Lastvorgabe' verwendet. Die Vorgabe einer
bestimmten, w�ahrend der Optimierung konstanten Verschiebung wird entsprechend als
'Verschiebungsvorgabe' bezeichnet. In der Literatur werden oftmals auch Bezeichnungen
wie 'Lastkontrolle' oder 'Laststeuerung' bzw. 'Verschiebungskontrolle' oder 'Verschie-
bungssteuerung' verwendet. Diese beziehen sich auf die Art der Steuerung des Algorith-
mus. Es ist z.B. denkbar, ein konstantes Lastniveau vorzugeben und dieses mit einem
Algorithmus, basierend auf der Methode der Verschiebungssteuerung, zu erreichen. Die-
ses Vorgehen ist eher un�ublich und f�ur die vorgestellte inkrementelle Sensitivit�atsanalyse
nicht m�oglich. Grund hierf�ur ist, da� die Sensitivit�atsanalyse nach jedem Inkrement
(Gleichgewichtszustand) durchzuf�uhren ist. Bei Vorgabe einer Last und gleichzeitiger
Verschiebungssteuerung ist nur f�ur die Sensitivit�at des Laststeigerungsfaktors am Ende
des Belastungspfades eine Aussage zu tre�en (rs�end = 0). F�ur Zwischenzust�ande ist dies
nicht m�oglich. Analoges gilt f�ur die Vorgabe einer Verschiebung bei Verwendung eines
lastgesteuerten Algorithmus.
Aus diesen Gr�unden wird f�ur die Berechnungen in der vorliegenden Arbeit bei Vorgabe
eines Lastniveaus ein lastgesteuerter, bei Vorgabe einer Verschiebung ein verschiebungsge-
steuerter Algorithmus verwendet. So kann f�ur jeden Gleichgewichtszustand eine Aussage
�uber die Sensitivit�at des Laststeigerungsfaktors getro�en werden.
Nachfolgend wird eine Methode zur Ermittlung der Sensitivit�at des Laststeigerungsfak-

u^ j

R

u^ j

R

�t�1R � const.

Design 1

Design 2

Design 1

Design 2

u^ j,D1u^ j,D2 u^ j � const.

��t�1R�D1

��t�1R�D2
�su

^
j � �s^ �s�t�1R � �s^

Vorgabe einer Last Vorgabe einer Verschiebung

�s^ � s^D2 � s^D1

Abbildung 6.1: Ein
u� des Algorithmus auf die Sensitivit�aten



96 KAPITEL 6. SENSITIVIT�ATSANALYSE BEI NICHTLINEARIT�AT

tors rs�t+1 vorgestellt (vgl. auch Schwarz et al. [204]).
F�ur den allgemeinen Fall ist rs�t+1 ungleich null und wird daher auch mit dem Index 'vv'
('VerschiebungsVorgabe') versehen. 'lv' steht im weiteren f�ur 'LastVorgabe'. Ausgegan-
gen wird f�ur die folgende Herleitung von Gleichung (6.65). Multipliziert man diese mit
der inversen Stei�gkeitsmatrix K�1

T ergibt sich:

rsû = (rsû)vv = K�1
T

�rs�t+1 �R
�

+ K�1
T

~R
pseudo

= (rsû)add + (rsû)lv (6.75)

Verschwindet die Sensitivit�at des Laststeigerungsfaktors rs�t+1, dann geht der Term rsû

in die Sensitivit�at der inkrementellen Verschiebungen bei Lastvorgabe (rsû)lv �uber. An-
dernfalls ist ein zus�atzlicher, additiver Term (rsû)add zu bestimmen. Dieser ist nach
Gleichung (6.75):

(rsû)add =K�1
T

�rs�t+1 �R
�
= rs�t+1

�
K�1

T
�R
�

(6.76)

Das Produkt der inversen, tangentiellen Stei�gkeitsmatrixK�1
T mit dem normierten Last-

vektor �R kann in folgender Weise ausgedr�uckt werden:

KT �u = � �R ! K�1
T

�R =
1

�
�u (6.77)

Der inkrementelle Verschiebungsvektor �u verbindet die tangentielle Stei�gkeitsmatrixKT

mit der inkrementellen Laststeigerung des aktuellen Inkrements � �R. Dieser Sachverhalt
sowie der Unterschied zu den tats�achlich vorhandenen inkrementellen Verschiebungen û
ist in Abbildung 6.2 veranschaulicht. Zur graphischen Darstellung wurde KT zum Zeit-
punkt t+ 1 angenommen.
Damit kann die Sensitivit�at der inkrementellen Verschiebungen (rsû)vv wie folgt darge-
stellt werden (Einsetzen von Gleichung (6.77) in Gleichung (6.75)):

(rsû)vv = rs�t+1
1

�
�u+ (rsû)lv (6.78)

Zur Ermittlung der Sensitivit�at des Laststeigerungsfaktors rs�t+1 bedarf es nun der
Einf�uhrung einer zus�atzlichen Bedingung. M�ogliche Bedingungen sind in Kapitel 4 durch

u^

u^ t u^ t�1

Rt

Rt�1
K T

� R

u^

R

u

K S

Abbildung 6.2: Last{Verschiebungsdiagramm
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die Gleichungen (4.38), (4.39) und (4.40) angegeben. Die Gr�o�en mit den Tilden symboli-
sieren in diesen Gleichungen vorgegebene, w�ahrend des Optimierungsprozesses konstante
Werte. Die Ableitung von Gleichung (4.38) ergibt, da� die Sensitivit�at des (inkrementel-
len) Laststeigerungsfaktorsrs� bzw. rs�t+1 bei der Vorgabe einer Last gleich null ist. Im
Fall einer Verschiebungsvorgabe ist die Verschiebung eines bestimmten Freiheitsgrads ûj
f�ur jeden Entwurf konstant (vgl. Gleichung (4.39)). Die Sensitivit�at dieser Verschiebung
ergibt sich durch Ableitung von Gleichung (4.39) nach den Optimierungsvariablen s und
ist demnach gleich null.

(rsûj)vv = 0 =
rs�t+1
�

�uj + (rsûj)lv (6.79)

Diese Bedingungsgleichung liefert die Sensitivit�at des Laststeigerungsfaktors rs�t+1 bei
Vorgabe einer konstanten Verschiebung.

rs�t+1 = �� (rsûj)lv
�uj

(6.80)

Die Sensitivit�at der inkrementellen Verschiebungen (rsû)vv ist dann:

(rsû)vv = �(rsûj)lv
�uj

�u+ (rsû)lv (6.81)

Bei der Vorgabe einer konstanten Bogenl�ange ist das Vorgehen analog. Es verschwindet
nicht zwangsl�au�g die Sensitivit�at des Laststeigerungsfaktors oder die einer bestimm-
ten Verschiebung, da die Bedingungsgleichung beim Bogenl�angenverfahren (vgl. Glei-
chung (4.40)) u.a. die Norm der Verschiebungen verwendet und somit der Ein
u� aller
Freiheitsgrade zu ber�ucksichtigen ist. Die Bedingungsgleichung (4.40) kann auch alter-
nativ in quadratischer Form und unter Verwendung von inkrementellen Gr�o�en anstatt
Di�erenzausdr�ucken dargestellt werden und lautet:

jjûjj2 +  2 (�t+1 � �t)
2 = ~s2 mit jjûjj2 = ûT û (6.82)

Die Ableitung dieser Gleichung nach den Optimierungsvariablen ŝ liefert die Bestim-
mungsgleichung f�ur die Sensitivit�at des Laststeigerungsfaktors rs�t+1 bei Vorgabe einer
konstanten Bogenl�ange:

2 ûT (rsû)vv + 2 2 (�t+1 � �t) (rs�t+1 �rs�t) = 0 (6.83)

Dieser ist dann:

rs�t+1 = rs�t � ûT (rsû)vv
 2 (�t+1 � �t)

= rs�t � ûT (rsû)vv
 2 �

(6.84)

Einsetzen dieser Gleichung in Gleichung (6.78) f�uhrt zu:

(rsû)vv =

�rs�t
�

� ûT (rsû)vv
 2 �2

�
�u+ (rsû)lv (6.85)

Der Term (rsû)vv in Gleichung (6.85) kann nicht isoliert werden. Zur Ermittlung der
Sensitivit�at der inkrementellen Verschiebungen (rsû)vv mu� demnach das obige lineare
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Gleichungssystem gel�ost werden. Dies ist bei der Vorgabe einer Verschiebung nicht n�otig,
da dort die zus�atzliche Bedingung nur von einem Freiheitsgrad, und nicht wie bei der
Vorgabe einer Bogenl�ange, von allen Freiheitsgraden abh�angig ist.
Die gesamte Vorgehensweise der Sensitivit�atsanalyse, wenn die Sensitivit�at des Laststei-
gerungsfaktors nicht verschwindet, wird nachstehend kurz erl�autert. Wird in einem Op-
timierungsproze� beispielsweise die Verschiebung eines Freiheitsgrades j vorgegeben, so
ist in einem ersten Schritt die Sensitivit�at der inkrementellen Verschiebungen (rsû)lv
gem�a� einer Lastvorgabe zu ermitteln. Anschlie�end ist die Sensitivit�at des Laststeige-
rungsfaktors zu bestimmen und damit die der inkrementellen Verschiebungen (rsû)vv
bei Verschiebungs{ bzw. Bogenl�angenvorgabe. Sind diese bekannt, werden mit Hilfe
der in den Gleichungen (6.66){(6.74) angegebenen Formeln die Sensitivit�aten der tota-
len Verschiebungen rsut+1, der Spannungen rsSt+1, der internen Variablen rsqt+1 und
des inkrementellen plastischen Multiplikators rs
 ermittelt. Diese Prozedur wird nach
jedem Inkrement (Gleichgewichtszustand) durchgef�uhrt, bis das vorgegebene Last{ oder
Verschiebungsniveau erreicht ist.

6.2.7 Ableitung der Materialdaten

In der gezeigten Herleitung zur Ermittlung der Sensitivit�aten der Strukturantwort sind
die Ableitungen der Materialkenngr�o�en, wie beispielsweise der Elastizit�atsmodul E, wel-
cher im Materialtensor C enthalten ist, der Ver{ bzw. Entfestigungsmodul H (Eh), die
Bruchenergie Gf oder die anf�anglichen Flie�spannung �y, zu bestimmen. Bei der Sensiti-
vit�atsanalyse f�ur den allgemeinen, dreidimensionalen Fall sind die Ableitungen vonH bzw.
Eh, Gf und �y in den Termen f�ur die explizite Ableitung der Flie�bedingung nach den
Optimierungsvariablenrex

s � bzw. der Ableitung der internen Variablenrsqt+1 enthalten
(vgl. Kapitel 6.2). O�ensichtlicher ist der Eingang dieser Gr�o�en in die Formulierung bei
der Herleitung der Sensitivit�aten f�ur den Spezialfall des ebenen Spannungszustandes (vgl.
Anhang C). Dort sind die Sensitivit�aten der Materialkennwerte direkt in den entspre-
chenden Gleichungen explizit enthalten.
Bei Verwendung des in Kapitel 3 vorgestellten SIMP{Ansatzes in der Topologieoptimie-
rung, bei dem die makroskopischen Materialeigenschaften �uber die variable Dichte � der
Materiepunkte gesteuert werden (vgl. Gleichungen (3.13) und (3.14)), sind die Ableitun-
gen der Materialkennwerte im allgemeinen ungleich null. Sie ergeben sich durch Ableiten
der Terme in Gleichung (3.14) nach den Optimierungsvariablen ŝ bzw. �i. Alle anderen
Gr�o�en sind bei diesem Ansatz konstant. Die Ableitungen der Materialkennwerte nach
den Optimierungsvariablen ergeben sich zu:

rsE = r�iE = E0
�1
�0

�
�i
�0

��1�1

r�i�i| {z }
=1

=
�1
�i
E (6.86)

bzw. rsC = r�iC = C0
�1
�0

�
�i
�0

��1�1

=
�1
�i
C (6.87)

rsEh = r�iEh = Eh0
�2
�0

�
�i
�0

��2�1

=
�2
�i
Eh (6.88)

bzw. rsGf = r�iGf = Gf0
�2
�0

�
�i
�0

��2�1

=
�2
�i
Gf (6.89)

rs�y = r�i�y = �y0
�3
�0

�
�i
�0

��3�1

=
�3
�i
�y (6.90)
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Die Ableitung des Ver{ bzw. Entfestigungsmoduls H ergibt sich durch Ableiten von
Gleichung (4.78):

rsH =
rsEhE

2 �rsE E
2
h

(E � Eh)
2 (6.91)

F�ur Formoptimierungsprobleme entfallen diese Sensitivit�aten, da die Materialkennwerte
wie Elastizit�atsmodul E, Verfestigungsmodul Eh und Flie�spannung �y konstante Werte
sind.
Wird der Ver{ bzw. Entfestigungsmodul H jedoch mit Hilfe der in Kapitel 4 de�nier-
ten Bruchenergie Gf und der charakteristischen L�ange h bestimmt, verschwindet dessen
Ableitung nach den Optimierungsvariablen ŝ auch f�ur Formoptimierungsprobleme nicht,
da h eine Funktion der Gr�o�e der Finiten Elemente ist (vgl. Gleichung (4.80)). Diese
kann durch eine Design�anderung variiert werden. Die Sensitivit�at des Entfestigungsmo-
duls rsH ergibt sich nach Ableiten von Gleichung (4.83) zu:

rsH = �
�rsh �

2
y + 2 h �yrs�y

�
Gf � h �2y rsGf

2G2
f

(6.92)

Die Sensitivit�at der charakteristischen L�ange rsh erh�alt man durch Ableitung von h in
Gleichung (4.80):

rsh = �h
1

2
p
Ae
rsA

e = �h
1

2
p
Ae

 n�1X
�1=1

n�2X
�2=1

rsjJ jw�1 w�2

!
(6.93)

Die Ableitung der Jacobi{Determinanten rsjJ j ist eine von der geometrischen Ver�ande-
rungsm�oglichkeit (Entwurfsgeschwindigkeitsfeld) abh�angige Gr�o�e und somit bekannt. Ei-
ne �ahnliche Vorgehensweise zur Ermittlung der Sensitivit�at des Entfestigungsmoduls ist
in Bugeda et al. [44], Bugeda & Gil [43] zu �nden.

6.3 Bemerkungen zur Existenz von Ableitungen

Die Existenz von Sensitivit�aten ist nicht f�ur alle Problemklassen immer gew�ahrleistet.
Haug et al. [90] oder auch Lund [129] haben dies, z.B. beim Auftreten von mehr-
fachen Eigenwerten, festgestellt. Es existieren dann lediglich die Richtungsableitungen
(Gâteaux{Ableitungen). Eine analoge Problematik gibt es bei elastoplastischen Pro-
blemstellungen. Die Ableitung der Verzerrungen bzw. der Verschiebungen am �Ubergangs-
punkt (im weiteren auch f�ur die Sensitivit�atsanalyse als kritischer Punkt bezeichnet) vom
elastischen in den plastischen Zustand sowie vom plastischen in den elastischen Zustand
existiert nicht. Grund hierf�ur ist der abrupte Wechsel vom elastischen zum plastischen
Strukturverhalten. Die Spannungs{Verzerrungs{Beziehung besitzt an dieser Stelle einen
Knick, ist also dort zwar stetig, jedoch nicht di�erenzierbar. Diese Problematik bei ela-
stoplastischem Materialverhalten wurde bereits von mehreren Autoren festgestellt und
diskutiert (Ohsaki & Arora [154], Michaleris et al. [145], Lee & Arora [123],
Kleiber & Kowalczyk [114], [115], Kleiber et al. [110], Kowalczyk & Klei-
ber [119]).
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6.3.1 Analytisches Beispiel

Am Beispiel eines Zugstabs soll diese Problematik genauer erl�autert werden. �Ahnliche
Beispiele sind auch in den zuvor genannten Arbeiten diskutiert. Da dieses System nur
einen Freiheitsgrad besitzt, entspricht der qualitative Verlauf der Last{Verschiebungs-
kurve der des Spannungs{Verzerrungs{Diagramms (vgl. Abbildung 6.3).
Als einzige Optimierungsvariable wird die Querschnitts
�ache A des Zugstabs de�niert.
Die Diskontinuit�at der Sensitivit�at der Verschiebung des Lastangri�spunkts wird nach-
folgend analytisch gezeigt. Dazu wird zun�achst das Strukturverhalten des Zugstabs im
elastischen Bereich betrachtet. Die elastischen Verzerrungen sind f�ur � < �y bzw. R < Ry:

"el =
R

E A
(6.94)

Die elastische Verschiebung uel f�ur den Lastangri�spunkt (x = L) ist demnach:

uel = L "el =
RL

E A
; 0 � R < Ry (6.95)

Die Ableitung dieser Gleichung nach der (einzigen) Optimierungsvariablen A liefert die
Sensitivit�at der Verschiebung des Lastangri�spunkts im elastischen Bereich:

rsu
el = rAu

el = � RL

E A2
(6.96)

Die Verzerrungen im plastischen Bereich (� � �y bzw. R � Ry) werden in einen rein
elastischen und einen rein plastischen Anteil zerlegt:

"el =
R

E A
(6.97)

"pl =

�
R

A
� �y

�
1

H
(6.98)

" = "el + "pl =

�
1
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+

1

H

�
R

A
� �y
H

=
1

Eh

R

A
� �y
H

(6.99)

Die De�nition der Verfestigungsfunktion H ist dabei Gleichung (4.78) zu entnehmen. F�ur
die Verschiebung des Lastangri�spunkts im plastischen Bereich folgt daraus:

upl =

�
1

E
+

1

H

�
RL

A
� �y L

H
(6.100)
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Abbildung 6.3: Analytisches Beispiel: Zugstab



6.3. BEMERKUNGEN ZUR EXISTENZ VON ABLEITUNGEN 101

R in [kN] 0.0

0.0

0.0

u in [m]

��su in [m�m]

1.0

0.5

0.5

1.0

0.5

2.0

1.5

1.5

3.0

elastisch plastisch

Tabelle 6.2: Zahlenwerte zu Abbildung 6.4

Die Ableitung dieser Gleichung nach der Querschnitts
�ache A ergibt:

rsu
pl = rAu

pl = � RL

EhA2
(6.101)

Eine Betrachtung der Sensitivit�aten, die durch die Gleichungen (6.96) und (6.101) de�niert
sind, am �Ubergang f�ur den Wert R = Ry ergibt:

rsu
el = �Ry L

E A2
(6.102)

rsu
pl = � Ry L

EhA2
(6.103)

In Gleichung (6.102) ist der Zustand gerade noch elastisch, w�ahrend in Gleichung (6.103)
Flie�en gerade einsetzt. Es wird deutlich, da� an dieser Stelle eine Diskontinuit�at in der
Sensitivit�at der Verschiebung des Lastangri�spunkts existiert. Daher ist die Ableitung in
diesem, f�ur die Sensitivit�atsanalyse kritischen Punkt nur in Form der Richtungsableitung
(Gâteaux{Ableitung) de�niert. Diese Problematik ist nachfolgend in Abbildung 6.4 gra-
phisch dargestellt. Die f�ur die Diagramme verwendeten Zahlenwerte der Materialgr�o�en
sind ebenfalls in Abbildung 6.4 angegeben. Die Auswertung der entsprechenden Glei-
chungen f�ur die Verschiebungs{ und Sensitivit�atswerte sind in Tabelle 6.2 zu �nden.
Auf der linken Seite von Abbildung 6.4 ist der Knick im Last{Verschiebungsdiagramm
des Zugstabs abgebildet. Im rechten Diagramm von Abbildung 6.4 ist die Diskontinuit�at
in der Sensitivit�at der Verschiebung deutlich zu erkennen.
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Abbildung 6.4: Analytisches Beispiel: Zugstab
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Die geschilderte Problematik beim vorliegenden eindimensionalen Beispiel macht deut-
lich, da� diese Diskontinuit�at in der Sensitivit�at auch bei zwei{ und dreidimensionalen
Strukturen auftritt.
Die numerische Behandlung dieser Schwierigkeit in einem Computerprogramm hat jedoch
keine gr�o�eren Probleme zur Folge. Ein Grund hierf�ur ist, da� die Wahrscheinlichkeit,
einen derartigen kritischen Punkt, an dem die Ableitung nicht existiert, exakt zu tref-
fen, sehr gering ist, was auch mit der Rechnergenauigkeit zusammenh�angt. D.h. in den
meisten F�allen be�ndet sich ein Integrationspunkt, zumindest numerisch, entweder noch
im elastischen oder schon im plastischen Zustand. F�ur den seltenen Fall, da� die Dis-
kontinuit�at exakt getro�en wird, hat die Nichtexistenz der Sensitivit�aten an dieser Stelle
trotzdem kaum negative Auswirkung auf die Qualit�at der Sensitivit�atsanalyse. Um den-
noch die Sensitivit�at berechnen zu k�onnen, wird f�ur den betre�enden Integrationspunkt
entweder ein elastischer oder ein plastischer Zustand willk�urlich de�niert (in Kleiber
et al. [110] wird in solchen F�allen stets der elastische Zustand de�niert). Endet ein
inkrementeller Lastschritt noch im elastischen Bereich bzw. wird dieser als elastisch de�-
niert, so ist der zuvor erw�ahnte Sprung in den Sensitivit�aten im n�achsten inkrementellen
Schritt enthalten, sofern f�ur diesen an der betre�enden Stelle ein Zustandswechsel eintritt.
Be�ndet man sich jedoch bereits im plastischen Zustand am Ende eines inkrementellen
Schritts, nachdem von einem elastischen Zustand zu Beginn des Inkrements gestartet wur-
de, so ist der Sprung bereits in diesem Inkrement enthalten. Damit wird deutlich, da�
der Sprung auf jeden Fall ber�ucksichtigt wird, es sei denn, die Belastung endet direkt zu
dem Zeitpunkt bzw. Lastniveau, bei dem die Diskontinuit�at auftritt. Dann kann sich die
willk�urliche De�nition durchaus negativ auf die Qualit�at der Sensitivit�atsanalyse auswir-
ken. F�ur Systeme, bei denen gro�e Bereiche der Struktur gleichzeitig zu 
ie�en beginnen,
wie z.B. bei dem zuvor demonstrierten Zugstab, kann der Fehler sehr gro� sein. Bei dem
Beispiel des Zugstabs ist dies f�ur die Last R = 1:0 kN der Fall. Das gesamte System be-
ginnt zu 
ie�en, und die Sensitivit�at der Verschiebung des Lastangri�spunkts ist, je nach
De�nition (elastisch oder plastisch), rsu = �0:5m=m bzw. �2:0m=m (vgl. Tabelle 6.2).
Wird jedoch die Last �uber diesen kritischen Wert weiter gesteigert, so verschwindet der
Fehler, zumindest f�ur dieses Beispiel, vollst�andig. F�ur mehrdimensionale Strukturen mit
einer gro�en Anzahl von Integrationspunkten, die nicht gleichzeitig, sondern mehr oder
weniger nacheinander in den plastischen Bereich �ubergehen, macht sich die m�ogliche Pro-
blematik, da� am Ende des Belastungspfads ein derartiger kritischer Punkt auftritt, kaum
bemerkbar.
Die Gr�o�e der aufgebrachten Inkremente wirkt sich demnach nicht negativ auf die Qualit�at
der Sensitivit�aten aus. Die Qualit�at ist in erster Linie davon abh�angig, wie viele im Sinne
der Sensitivit�atsanalyse kritische Punkte am Ende des Belastungspfades exakt getro�en
werden. Ein Nachteil bei der Wahl gro�er Inkremente ist, da� innerhalb dieser Inkremente
m�oglicherweise eine gro�e Anzahl von Spr�ungen ber�ucksichtigt wird und daher der exakte
Verlauf der Sensitivit�aten nicht bestimmt werden kann. Je kleiner die Inkremente gew�ahlt
werden, desto weniger Spr�unge bzw. Diskontinuit�aten sind in einem Inkrement enthalten.
D.h. der tats�achliche Verlauf der Sensitivit�aten entlang der aufgebrachten Belastung kann
genauer abgebildet werden, was auch in der Arbeit von Kowalczyk &Kleiber [119] f�ur
die Sensitivit�at einer Spannung f�ur eine Lochscheibe verdeutlicht wird. F�ur die Qualit�at
der Sensitivit�at am Ende des Belastungspfads hat dies jedoch, wie bereits angedeutet,
kaum eine Auswirkung. Es sei noch angemerkt, da� die Inkrementgr�o�e einen Ein
u� auf
die Qualit�at der Strukturantwort und somit auch auf deren Sensitivit�aten in bezug auf
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die tats�achlichen (nicht bekannten) Sensitivit�aten besitzt. Diese Problematik ist jedoch
unabh�angig von der zuvor beschriebenen, die infolge der Diskontinuit�at entsteht. In den
Beispielen zur Sensitivit�atsanalyse in diesem Kapitel wird der Ein
u� der Qualit�at der
Strukturantwort infolge der in Raum und Zeit gew�ahlten Diskretisierung diskutiert und
bewertet.
Die Berechnung der Sensitivit�aten mittels numerischer Methoden, wie beispielsweise dem
�niten Di�erenzenverfahren (vgl. Kapitel 5), bringt analoge Probleme mit sich, wie sie zu-
vor geschildert wurden. Fehler bei der numerischen Sensitivit�atsanalyse, die f�ur lokale Ent-
wurfskriterien nur am Ende des Belastungspfads, f�ur integrale Entwurfskriterien jedoch
nach jedem Inkrement durchzuf�uhren ist, treten dann auf, wenn eine Design�anderung eine
�Anderung des Zustands in einem oder mehreren Integrationspunkten hervorruft. Wann
und wie stark sich diese Fehler auf die Qualit�at der Sensitivit�atsanalyse auswirken, wurde
bereits zuvor f�ur die analytische Sensitivit�atsanalyse diskutiert und tri�t f�ur die nume-
rische in gleicher Weise zu. Au�erdem spielt die Gr�o�e der aufgebrachten St�orung �ŝ
eine Rolle. Je gr�o�er diese gew�ahlt wird, desto mehr der beschriebenen kritischen Punk-
te k�onnen infolge der Design�anderung auftreten und somit die Genauigkeit der Sensiti-
vit�atsanalyse beein
ussen.
Je nachdem, ob eine Design�anderung positiv oder negativ bez�uglich eines de�nierten
Koordinatensystems gew�ahlt wird, kann dies Auswirkungen auf die Sensitivit�at einer
Strukturgr�o�e an einem Integrationspunkt haben, dessen Zustand am Ende des Bela-
stungspfads direkt am �Ubergang zwischen elastisch und plastisch ist. Die Sensitivit�at
ist demnach abh�angig von der Richtung der Design�anderung. F�ur eine einzige Opti-
mierungsvariable k�onnen also maximal zwei unterschiedliche Sensitivit�aten (Richtungs-
ableitungen) an einem kritischen Punkt existieren, wie dies auch am Beispiel des Zug-
stabs demonstriert wurde. Diese Anzahl steigt mit der Anzahl der Optimierungsva-
riablen. Die Anzahl der Richtungsableitungen (Gâteaux{Ableitungen) berechnet sich
dann zu 2ns, wobei ns die Anzahl der Optimierungsvariablen darstellt. Die Berechnung
der Gâteaux{Ableitungen ist f�ur gro�e Systeme extrem zeitaufwendig bzw. unm�oglich
durchzuf�uhren. Aufgrund der obigen Schilderung ist dies allerdings auch nicht notwendig,
da die Qualit�at der Sensitivit�aten trotz Verwendung der Fr�echet{Ableitung (Ableitung
bei Vorhandensein mehrerer Optimierungsvariablen) absolut zufriedenstellend ist. Zu
dieser Schlu�folgerung kommen auch Michaleris et al. [145] sowie Kleiber und
Co{Autoren [114], [115], [110], [119].

6.3.2 Numerisches Beispiel

Das nachfolgende numerische Beispiel, das dem vorherigen analytischen Beispiel ent-
spricht, dient zur Verdeutlichung des Ein
usses der Diskretisierung in der Zeit auf die Sen-
sitivit�aten der Strukturantwort. Au�erdem soll gezeigt werden, da� der in Abschnitt 6.2
vorgestellte Algorithmus zur Berechnung der Sensitivit�aten der Strukturantwort in der
Lage ist, den erw�ahnten Sprung im Verlauf der Sensitivit�aten abzubilden. Grund hierf�ur
ist die Tatsache, da� bei der Herleitung der Sensitivit�aten der inkrementellen Verschie-
bungen und damit derjenigen der totalen Verschiebungen sowie der restlichen Kompo-
nenten der Strukturantwort von der inkrementierten Gleichgewichtsbedingung zum Zeit-
punkt t + 1 (absolute Werte) ausgegangen wird (vgl. Gleichungen (4.19), (4.27) bzw.
Gleichung (6.1)). Eine analoge Vorgehensweise wurde auch bei dem analytischen Beispiel
zu Beginn dieses Abschnitts verwendet.
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E � 2.0 kN�m2Materialdaten:
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Abbildung 6.5: Numerisches Beispiel: Zugstab

Au�erdem wird mit diesem numerischen Beispiel verdeutlicht, da�, unabh�angig von der
willk�urlichen De�nition des Zustands, an den beschriebenen kritischen Punkten dieselben
Sensitivit�aten erzielt werden; es sei denn, der Belastungspfad endet exakt beim Erreichen
eines kritischen Punktes.
Die Abmessungen und Materialdaten stimmen mit denen des vorigen analytischen Bei-
spiels �uberein. Zur Berechnung der Sensitivit�aten wird ein 4{knotiges Scheibenelement
mit vier Integrationspunkten verwendet. Die Struktur und die verwendeten Materialda-
ten sind in Abbildung 6.5 dargestellt.
Die vorgegebene Belastung (R = 1:5 kN) wird zun�achst in 15 gleich gro�en Schritten
aufgebracht. Nach 10 Schritten ist der f�ur die Sensitivit�atsanalyse kritische Punkt (Flie�-
beginn des Zugstabs) erreicht. Die zugeh�orige Last{Verschiebungskurve f�ur den Knoten 1
ist auf der linken Seite von Abbildung 6.6 dargestellt.
Nach 10 Schritten geht der elastische Zustand in den plastischen �uber. An dieser Stelle
ist die Sensitivit�at der Verschiebung nicht de�niert, bzw. es existiert nur die Richtungs-
ableitung. Auf der rechten Seite von Abbildung 6.6 sind unterschiedliche Verl�aufe der
Sensitivit�at der Verschiebungen der Lastangri�spunkte in Abh�angigkeit der (willk�urlich)
gew�ahlten De�nition des Zustands nach 10 Lastschritten dargestellt. F�ur Kurve 1 ist ein
elastischer Zustand angenommen. Daher ist der Sprung in der Sensitivit�at der Verschie-
bung im n�achsten Inkrement nach dem f�ur die Sensitivit�atsanalyse kritischen Punkt ent-
halten (11: inkrementeller Schritt). Im Gegensatz dazu ist f�ur die Kurve 2 bereits ein pla-
stischer Zustand f�ur das Ende des 10: Inkrements de�niert, d.h. der Sprung ist in diesem
Inkrement enthalten. Die Sensitivit�aten am Ende des Belastungspfads nach 15 Lastschrit-
ten sind identisch. Diese Tatsache spricht daf�ur, da� die willk�urliche Wahl des Zustands
an derartigen kritischen Punkten keinen bzw. kaum einen Ein
u� auf die Qualit�at der
Sensitivit�aten hat, es sei denn, der Belastungspfad endet exakt an einem kritischen Punkt
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Abbildung 6.6: Last{Verschiebungs{ und Last{Sensitivit�atsdiagramme (15 Schritte)
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Abbildung 6.7: Last{Verschiebungs{ und Last{Sensitivit�atsdiagramme (150 Schritte)

(bei diesem Beispiel also nach 10 Schritten). Dort existieren zwei Werte. Der Grund, wes-
halb die Linien im Mittelabschnitt in Abbildung 6.6 nicht horizontal verlaufen, liegt an
der Inkrementierung. Der Sprung ist zus�atzlich im Betrag der inkrementellen Sensitivit�at
des Inkrements enthalten.
Mit kleiner werdenden Inkrementen n�ahert sich der Verlauf der Sensitivit�aten imMittelab-
schnitt der Horizontalen an (vgl. Abbildung 6.7). Um dies zu verdeutlichen, wird dasselbe
Beispiel mit 150 Inkrementen berechnet. Der Unterschied, ob am kritischen Punkt ein
elastischer oder plastischer Zustand angenommen wird, ist kaum noch zu erkennen. Au-
�erdem verlaufen die Kurven im Mittelbereich nahezu horizontal, da der inkrementelle
Zuwachs der Sensitivit�aten im Vergleich zur Gr�o�e des Sprungs f�ur immer kleiner wer-
dende Inkremente gegen null strebt. Bei unendlich vielen Lastschritten kann der Sprung
in der Sensitivit�at exakt abgebildet werden.
Zu Vergleichszwecken sind in Abbildung 6.7 zus�atzlich die Verl�aufe der Sensitivit�at bei
Verwendung von 15 Lastschritten angegeben. Man erkennt, da� der tats�achliche Verlauf
der Sensitivit�at der Verschiebung durch die Knicke in den Kurven der mit der Methode der
Finiten Elemente ermittelten Sensitivit�aten, die sich nur in der De�nition des Zustandes
am kritischen Punkt (R = 1:0 kN) unterscheiden, de�niert ist.

6.4 Veri�kation der Methode anhand ausgew�ahlter

Beispiele

Die in diesem Kapitel vorgestellte Methode zur analytischen Ermittlung der Sensitivit�aten
der Strukturantwort wird nachfolgend anhand ausgew�ahlter Beispiele veri�ziert. Au�er-
dem werden Ein
�usse, wie beispielsweise die Diskretisierung in Raum und Zeit und ver-
schiedene Ver{ bzw. Entfestigungsverhalten, auf die Qualit�at der Sensitivit�atsanalyse
aufgezeigt und diskutiert. Da f�ur elastoplastische Problemstellungen kaum analytische
L�osungen existieren, werden die Sensitivit�aten zus�atzlich mit denen verglichen, die mit
Hilfe der Methode der �niten Di�erenzen bestimmt werden (vgl. Kapitel 5).
Eine Sensitivit�atsanalyse ist qualitativ maximal so gut, wie es die zugrundegelegte Me-
thode der Strukturanalyse zul�a�t. Da es sich jedoch bei der Sensitivit�atsanalyse um
Ableitungen der Strukturantwort handelt, sind allein hierdurch Qualit�atsverluste zu er-
warten. Demnach sind m�ogliche Abweichungen in der Strukturantwort beim Vergleich mit
Werten aus der Literatur geringer, als die Abweichungen zwischen den jeweils zugeh�origen
Sensitivit�aten. Um jedoch einen Unterschied in den Sensitivit�aten, die mittels des vor-
gestellten Algorithmus bestimmt werden, zu denen aus der Literatur richtig einsch�atzen
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zu k�onnen, ist die Kenntnis von analytischer (vorgestellter Algorithmus) und numerischer
(�nite Di�erenzen) Sensitivit�atsanalyse, die auf derselben Strukturantwort basieren, er-
forderlich. Stimmen diese �uberein, so ist ein Unterschied zu Sensitivit�aten aus der Li-
teratur m�oglicherweise bereits auf Unterschiede bei der Ermittlung der Strukturantwort
und nicht ausschlie�lich auf die Formulierung bzw. Herleitung der Sensitivit�atsanalyse
zur�uckzuf�uhren. Au�erdem k�onnen unterschiedliche Annahmen und Vereinfachungen bei
der Herleitung der Sensitivit�atsanalyse Di�erenzen zwischen den Sensitivit�aten des hier
vorgestellten Algorithmus und Beispielen aus der Literatur hervorrufen.

6.4.1 Beispiel 1: Biegebalken, ideal plastisch

Untersucht wird die Sensitivit�at der vertikalen Verschiebung u des freien Endes eines
sehr langen, einseitig eingespannten Balkens (Kragbalken), der am freien Ende durch eine
Einzellast belastet ist. Unter der Annahme der Euler{Bernoulli{Balkentheorie, die
f�ur sehr lange, schlanke Balken angenommen werden kann, haben Timoshenko & Ge-
re [224] eine Gleichung zur Berechnung der vertikalen Verschiebung des freien Endes bei
linear elastischem, ideal plastischem Materialverhalten hergeleitet. Diese gilt allerdings
ausschlie�lich f�ur Kragbalken mit Rechteckquerschnitt und lautet:

u = uel
�
Ry

R

�2
"
5�

�
3 +

R

Ry

�s
3� 2

R

Ry

#
mit 1 � R

Ry

� 3

2
(6.104)

uel ist die vertikale Verschiebung des freien Endes unmittelbar vor Einsetzen des Flie�ens.
F�ur einen Kragarm ist diese nach der Euler{Bernoulli{Balkentheorie:

uel =
Ry l

3

3EI
(6.105)

Die L�ange des Kragbalkens ist durch l gekennzeichnet, E stellt den Elastizit�atsmodul dar,
und I ist das Tr�agheitsmoment des Rechteckquerschnitts. Ry symbolisiert die Last, bei
der an der Einspannstelle Flie�en eintritt, und ist de�niert durch:

Ry =
My

l
(6.106)

Das zugeh�orige Moment My ist:

My =
�y
W

=
b h2

6
�y (6.107)

W ist hier das Widerstandsmoment eines Rechteckquerschnitts und �y die Flie�spannung.
Die geometrischen Gr�o�en l; b; h, die Last{ und Lagerbedingungen sowie die Materialda-
ten des beschriebenen Strukturproblems sind in Abbildung 6.8 dargestellt.
Die mit Hilfe des in diesem Kapitel (6.2) vorgestellten Algorithmus und der Methode
der �niten Di�erenzen ermittelten Sensitivit�aten der Vertikalverschiebung werden am
Punkt A (Lastangri�spunkt) ausgewertet. Als Optimierungsvariablen werden die Bal-
kenl�ange l sowie die Balkenh�ohe h de�niert. Die Ableitung von Gleichung (6.104) nach
l bzw. h ist nachfolgend angegeben. Dieses analytische Beispiel zur Veri�kation von
Sensitivit�aten bei elastoplastischem Materialverhalten ist auch in Vaz & Hinton [237]
und Silva et al. [210] zu �nden. Die Wahl der Geometrie, der Materialkennwerte und
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der Diskretisierung f�ur die Berechnung mit der Methode der Finiten Elemente ist zu Ver-
gleichszwecken an diesen Arbeiten orientiert. Allerdings unterscheidet sich die Herleitung
der Sensitivit�atsanalyse in diesen Arbeiten grunds�atzlich von der in Kapitel 6.2 vorge-
stellten Methode. W�ahrend in der vorliegenden Arbeit die Sensitivit�aten aufgrund der
Geschichtsabh�angigkeit inkrementell ermittelt werden, bestimmen Vaz & Hinton [237]
bzw. Silva et al. [210] die Sensitivit�aten in einem Schritt am Ende des Belastungspfads,
was allerdings nur f�ur ganz spezielle Strukturprobleme mit Potentialcharakter (z.B. bei
der Deformationstheorie) m�oglich ist. Diese Vereinfachung kann allerdings zu erheblichen
Fehlern in den Sensitivit�aten f�uhren, was jedoch f�ur dieses Beispiel nicht der Fall ist.
Die Ableitungen der obigen Gleichungen (6.104){(6.107) nach der Balkenl�ange l lauten:

rlu
el =

1

3EI

�rlRy l
3 + 3Ry l

2
�
=

2Ry l
2

3EI
(6.108)

mit rlRy = �My

l2
= �Ry

l
; rlMy = 0 (6.109)

Damit ergibt sich f�ur die Ableitung der Verschiebung des freien Endes (Gleichung (6.104))
nach einigen Umformungen:

rlu =
Ry l

2

EI

1q
3� 2 R

Ry

(6.110)

Diese Gleichung ist auch in Vaz & Hinton [237] bzw. Silva et al. [210] angegeben.
F�ur die Veri�kation des in Kapitel 6.2 vorgestellten Algorithmus werden nun die Materi-
aldaten aus den zuvor genannten Arbeiten verwendet (vgl. Abbildung 6.8). W�ahrend in
diesen Arbeiten noch zus�atzliche Studien �uber den Ein
u� der Anzahl der Integrations-
punkte und die Gr�o�e der St�orung auf die numerische Sensitivit�atsanalyse mittels �niter
Di�erenzen angestellt werden, beschr�anken sich die Untersuchungen in der vorliegenden
Arbeit auf die Verwendung eines biquadratischen Serendipity{Scheibenelements mit vier
Integrationspunkten. Die Gr�o�e der St�orung f�ur die numerische Sensitivit�atsanalyse wird
zu 10�5 [m] gew�ahlt. Es werden zwei verschiedene Elementnetze verwendet. Die An-
zahl der Finiten Elemente betr�agt dabei 198 bzw. 690; 3 bzw. 5 Elemente �uber die
Balkenh�ohe h und 66 bzw. 138 �uber die Balkenl�ange l gleichm�a�ig verteilt. Aufgrund
der geringen Anzahl von Integrationspunkten �uber die Balkenh�ohe kann bei Verwendung
von 198 Finiten Elementen die Strukturantwort bei �Uberschreiten der Flie�grenze nur
relativ grob approximiert werden. Dieser Sachverhalt ist auf der linken Seite von Abbil-
dung 6.9 nur schwer erkennbar, jedoch in Tabelle 6.3 recht gut verdeutlicht. Die linke
Seite von Abbildung 6.9 zeigt die Last{Verschiebungskurven des freien Endes nach der

R
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Abbildung 6.8: Geometrie und Materialdaten des Kragbalkens
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Tabelle 6.3: Zahlenwerte der Verschiebung u f�ur die verschiedenen Methoden

analytischen Balkenl�osung nach Timoshenko &Gere [224] (Gleichung (6.104)) und den
FE{L�osungen f�ur die beide Netze mit 198 und 690 Finiten Elementen.
Ein entsprechender Qualit�atsunterschied zwischen den verschiedenen Methoden zur Be-
rechnung der Strukturantwort ist auch bei den Verl�aufen der Sensitivit�aten zu erkennen,
was durch die Diagramme auf der rechten Seite von Abbildung 6.9 best�atigt wird. Im
Gegensatz zur Strukturanalyse ist dieser Unterschied deutlich sichtbar, was darauf hin-
deutet, da� die Qualit�at der Sensitivit�aten wesentlich st�arker von der Diskretisierung in
Raum (und Zeit) abh�angig ist, als dies f�ur die Strukturanalyse der Fall ist. Die zu-
geh�origen Zahlenwerte der Sensitivit�aten der vertikalen Verschiebung von Punkt A nach
Gleichung (6.110), der analytischen Sensitivit�aten mittels der in Kapitel 6.2 vorgestellten
Methode und der numerischen Sensitivit�aten nach der Methode der �niten Di�erenzen
sind in Tabelle 6.4 angegeben. Die maximal auftretende Abweichung zwischen der Sen-
sitivit�atsanalyse nach Gleichung (6.110) f�ur rlu und der analytisch, basierend auf der
Methode der Finiten Elemente, hergeleiteten Sensitivit�atsanalyse betr�agt mit dem gro-
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Tabelle 6.4: Zahlenwerte f�ur die Sensitivit�at der Verschiebung u, l ist variabel

ben Netz (198 Elemente) 8:18% bzw. 1:50% mit dem feinen Netz (690 Elemente). Diese
Di�erenz ist nicht weiter verwunderlich, da bereits bei der Strukturanalyse eine maxima-
le Abweichung von 1:07% f�ur das grobe bzw. 0:44% f�ur das feine Netz vorhanden ist.
Dieser E�ekt wird durch Bilden der Ableitung (Sensitivit�at) verst�arkt, was den Anstieg
der prozentualen Abweichung bei der Sensitivit�atsanalyse erkl�art. Diese Abweichung zwi-
schen den analytisch bzw. numerisch ermittelten Sensitivit�aten mittels der Methode der
Finiten Elemente zu denen der in Gleichung (6.110) angegebenen Sensitivit�aten ist in
Abbildung 6.10 zu erkennen.
Die Qualit�at der analytischen Sensitivit�atsanalyse nach Kapitel 6.2 ist durch Abbil-
dung 6.10 verdeutlicht. Ein Unterschied zwischen numerischer (mittels �niter Di�erenzen)
und analytischer Sensitivit�atsanalyse ist praktisch nicht zu erkennen, was auch durch die
Zahlenwerte in Tabelle 6.4 in den Spalten f�ur rluFE198 und rluFE690 best�atigt wird. Die
maximal auftretende prozentuale Abweichung betr�agt zwischen den numerisch und den
analytisch ermittelten Sensitivit�aten 0:000037% f�ur das grobe bzw. 0:000032% f�ur das
feine Netz. Dies l�a�t darauf schlie�en, da� die Formulierung der Sensitivit�atsanalyse, kon-
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Abbildung 6.10: Numerisch und analytisch ermittelte Sensitivit�aten, l ist variabel
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sistent zum Algorithmus zur Ermittlung der Strukturantwort, korrekt ist. Ein Unterschied
zwischen Vorw�arts{ und R�uckw�arts{Di�erenzenverfahren wurde bei diesem Beispiel nicht
festgestellt, weshalb nur die Diagramme und Zahlenwerte des Vorw�arts{Di�erenzenver-
fahrens angegeben sind. Die Unterschiede zwischen den Sensitivit�aten, die zum einen mit
Hilfe der analytischen L�osung nach Gleichung (6.110) und zum anderen analytisch bzw.
numerisch mit den vorgestellten Verfahren ermittelt wurden, ist demnach haupts�achlich
auf Unterschiede bei der Ermittlung der Strukturantwort zur�uckzuf�uhren.
Der Vollst�andigkeit halber wird die Sensitivit�atsanalyse mit der Balkenh�ohe h als Opti-
mierungsvariable aufgezeigt. Die Ableitungen der entsprechenden Gleichungen (6.104){
(6.107) nach h liefern folgende Ausdr�ucke:

rhRy =
rhMy

l
=

2Ry

h
mit rhMy =

2 b h �y
6

=
2My

h
(6.111)

rhu
el = � Ry l

3

3EI h
(6.112)

Die Ableitung der Verschiebung des freien Endes (Gleichung (6.104)) ergibt sich nach
einigen Umformungen zu:

rhu =
l3

EI h

�
Ry

R

�2
245Ry �

9R2
y � 3RyR

Ry

q
3� 2 R

Ry

35 (6.113)

Die zuvor getro�enen Aussagen gelten hier ebenfalls. Die Diagramme f�ur die analyti-
sche und numerische Sensitivit�atsanalyse f�ur die beiden Netze sind in Abbildung 6.11
dargestellt. Zus�atzlich sind die Verl�aufe der Sensitivit�at der Vertikalverschiebung nach
der Euler{Bernoulli{Balkentheorie gem�a� Gleichung (6.113) zu erkennen. Die zu-
geh�origen Zahlenwerte sind Tabelle 6.5 zu entnehmen. Die maximale Abweichung zwi-
schen der Sensitivit�atsanalyse nach Gleichung (6.113) f�ur rhu und den analytisch herge-
leiteten Sensitivit�aten betr�agt mit dem groben Netz 12:82% bzw. 2:75% mit dem feinen
Netz, was wiederum auf die unterschiedlich durchgef�uhrte Strukturanalyse zur�uckzuf�uhren
ist. Abbildung 6.11 verdeutlicht erneut, da� die Abweichung zwischen numerischer und
analytischer Sensitivit�atsanalyse vernachl�assigbar klein ist. Diese betr�agt f�ur das grobe
Netz 0:0032% bzw. 0:0025% f�ur das feine Netz.
Der Unterschied der Abweichungen zwischen numerischer und analytischer Sensitivit�ats-
analyse bei den verschiedenen Optimierungsvariablen ist auf die Gr�o�e der St�orung zur�uck-
zuf�uhren. Diese wurde stets zu 10�5 [m] gew�ahlt, hat jedoch bei einer �Anderung der Bal-
kenh�ohe h einen gr�o�eren Ein
u� auf die Strukturantwort, als dies bei der Balkenl�ange l
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Abbildung 6.11: Numerisch und analytisch ermittelte Sensitivit�aten, h ist variabel
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Tabelle 6.5: Zahlenwerte f�ur die Sensitivit�at der Verschiebung u, h ist variabel

als Optimierungsvariable der Fall ist. Eine Best�atigung dieser Aussage liefert die Tatsache,
da� bereits die Sensitivit�aten bei den numerischen und analytischen Sensitivit�atsanalysen
im elastischen Bereich mit Abweichungen derselben Gr�o�enordnung behaftet sind. Dies
ist den entsprechenden Tabellen f�ur die Werte des Lastniveaus 1:05 kN (elastischer Zu-
stand) zu entnehmen.
Im Vergleich zu den ermittelten Sensitivit�aten in den Arbeiten von Vaz & Hinton [237]
und Silva et al. [210] wurden geringf�ugige Di�erenzen festgestellt. Dies ist haupts�achlich
auf die unterschiedlichen Ans�atze bei der Herleitung der Sensitivit�atsanalyse, aber auch
auf leicht unterschiedliche Werte bei die Strukturanalyse zur�uckzuf�uhren.

6.4.2 Beispiel 2: D�unne Scheibe mit Loch { Verfestigung

Anhand dieses Beispiels wird die Qualit�at der Sensitivit�at der Verschiebungen und der
Spannungen an bestimmten Stellen eines Tragwerks �uberpr�uft. Au�erdem wird der Ein-

u� der Diskretisierung in Raum und Zeit auf die Qualit�at der Sensitivit�aten untersucht.
Damit kann das Auftreten von Diskontinuit�aten in den Sensitivit�aten am zweidimensio-
nalen Beispiel gezeigt und diskutiert werden. Analysiert wird aus Symmetriegr�unden nur
ein Viertel einer d�unnen Scheibe mit kreisf�ormiger Aussparung in der Mitte. Die Geome-
trie, Last{ und Lagerbedingungen und Materialdaten sind in Abbildung 6.12 dargestellt.
Es wird das von Mises{Flie�kriterium mit linearer, isotroper Verfestigung (� = 1:0) an-
genommen. Zur Berechnung der Strukturantwort mit der Methode der Finiten Elemente
werden bilineare Scheibenelemente mit vier Integrationspunkten verwendet. Au�erdem
wird eine lineare Kinematik vorausgesetzt. Beansprucht wird die Struktur infolge einer
vorgegebenen Verschiebung û der oberen Kante. Diese vorgegebene Verschiebung wird
schrittweise in 39 bzw. 780 gleich gro�en Inkrementen aufgebracht.
Die beschriebene Problemstellung entspricht exakt derjenigen, die auch von Kowalczyk
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& Kleiber [119] zur Veri�kation der in deren Arbeit vorgestellten Sensitivit�atsanalyse
f�ur Formoptimierungsprobleme gew�ahlt wurde. Diese Formulierung entspricht der in der
vorliegenden Arbeit aufgezeigten Vorgehensweise f�ur eine lineare Kinematik. In der Arbeit
von Kowalczyk & Kleiber [119] wird f�ur die Untersuchungen eine Diskretisierung der
Struktur mit 164 Finiten Elementen gem�a� Abbildung 6.12 verwendet. In der vorliegen-
den Arbeit wird zus�atzlich eine doppelt so feine Unterteilung der Kanten vorgenommen,
was zu 656 Finiten Elementen f�uhrt.
Die Auswertung der Strukturantwort und ihrer Sensitivit�at bez�uglich des Radius r wird
f�ur dieses Beispiel an zwei charakteristischen Stellen der Struktur vorgenommen. F�ur die
Verschiebung und die Sensitivit�at der Verschiebung wird die Stelle A an der Au�enseite
der Struktur gew�ahlt. An der Stelle B, am Lochrand, wird die Spannung und deren Sen-
sitivit�at in vertikaler Richtung betrachtet. Der Einfachheit halber werden die Spannungs-
werte an dem zu B n�achstliegenden Integrationspunkt ausgewertet. In den Diagrammen
in Abbildung 6.13 sind die Verl�aufe der horizontalen Verschiebung im Punkt A und der
Spannung in vertikaler Richtung im Punkt B �uber der vorgegebenen Verschiebung û auf-
getragen.
Die durchgezogenen Linien repr�asentieren die Zahlenwerte, die durch die Berechnung
in 780 Schritten entstehen, die Punkte bzw. Kreuze die in 39 Schritten ermittelten Zah-
lenwerte. Die Verl�aufe zeigen deutlich, da� es sich hierbei um ein hochgradig nichtlineares
Problem handelt. Die Qualit�at der Strukturantwort ist bei diesem Beispiel nahezu un-
abh�angig von der gew�ahlten Zeitdiskretisierung. Die maximalen prozentualen Abweichun-
gen in der Strukturantwort infolge einer unterschiedlichen Zeitdiskretisierung betragen
f�ur Berechnungen auf dem groben Netz (164 Finite Elemente) 0:0979% f�ur die horizon-
tale Verschiebung in Punkt A und 0:1345% f�ur die Spannung in vertikaler Richtung in
Punkt B. �Ahnlich geringe Werte f�ur die Abweichungen ergeben sich f�ur Berechnungen
auf dem feinen Netz (656 Finite Elemente) f�ur unterschiedliche Zeitinkrementierungen.
Diese sind 0:1258% f�ur uA und 0:2055% f�ur �B. Damit wird deutlich, da� der Ein
u�
der Zeitinkrementierung auf die Qualit�at der Strukturantwort f�ur dieses Beispiel ver-
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nachl�assigbar klein ist, was durch die geringen Unterschiede der entsprechenden Kurven
in Abbildung 6.13 verdeutlicht wird. Es ist optisch kaum ein Unterschied zwischen den
durchgezogenen Linien (780 Inkremente) und den zugeh�origen Punktwerten (39 Inkre-
mente) f�ur die jeweils gleichen Netze zu erkennen. Vergleicht man die Strukturantwort
f�ur unterschiedliche Finite Element{Netze, jedoch gleicher Zeitdiskretisierung, ergibt sich
eine deutlich gr�o�ere Abweichung. Bei einer Inkrementierung der vorgegebenen Verschie-
bung û von 39 Schritten betr�agt die Abweichung f�ur unterschiedliche Raumdiskretisierun-
gen f�ur uA 2:148% und f�ur �B 3:426%. �Ahnliche Werte ergeben sich f�ur die feine Zeitdis-
kretisierung (780 Schritte). F�ur die Verschiebung uA ist dann die Abweichung 2:138%,
und f�ur die Spannung �B liegt diese bei 3:424%. Dieser Unterschied wird auch durch
die unterschiedlichen Verl�aufe der durchgezogenen Linien und die der Punkt{Kurven in
Abbildung 6.13 wiedergegeben. Der Ein
u� der Diskretisierung im Raum hat demnach
im Vergleich zur Zeitdiskretisierung einen gr�o�eren Ein
u� auf die Qualit�at der Struktur-
antwort. Gravierend ist dieser Ein
u� bei diesem Beispiel allerdings nicht.
Zur Veri�kation der hergeleiteten Sensitivit�atsanalyse wird als einzige Optimierungsva-
riable der Radius r des Loches gew�ahlt. Es werden f�ur jede Inkrementierung sowohl die
Sensitivit�aten nach der vorgestellten analytischen Methode als auch mittels des Vorw�arts{
Di�erenzenverfahrens bestimmt. Als St�orung wird dabei 10�4[mm] angesetzt. Ein Ver-
gleich der analytischen mit den numerischen Sensitivit�aten f�ur die jeweilige Inkrementie-
rung zeigt erneut die Richtigkeit der Formulierung der Sensitivit�atsanalyse, die konsistent
zum Verfahren zur Ermittlung der Strukturantwort sein mu�. Abbildung 6.14 zeigt die
Verl�aufe der Sensitivit�aten entlang der aufgebrachten Verschiebung û. Die durchgezoge-
nen Linien kennzeichnen die Sensitivit�aten f�ur die feine Zeitdiskretisierung (780 Inkremen-
te), die Punkte bzw. Kreuze repr�asentieren die Sensitivit�aten f�ur die grobe Diskretisierung
in der Zeit (39 Inkremente). Aufgrund des optisch nicht wahrzunehmenden Unterschieds
zwischen den analytischen und den numerischen L�osungen sind in Abbildung 6.14 lediglich
die analytisch ermittelten Sensitivit�aten der Verschiebung rsuA und der Spannung rs�B
f�ur die verschiedenen Diskretisierungen in Raum und Zeit dargestellt. Die maximale
Abweichung zwischen den analytisch und den numerisch ermittelten Sensitivit�aten, bei
jeweils gleicher Diskretisierung in Raum und Zeit, liegt f�ur alle untersuchten Werte unter
0:1%. In Abschnitt 6.3 wurde das Auftreten von Diskontinuit�aten in den Sensitivit�aten
bei elastoplastischem Materialverhalten angesprochen und ausf�uhrlich diskutiert. Anhand
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Abbildung 6.13: Verschiebungs{ und Spannungsverl�aufe in A bzw. B
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der extrem unterschiedlichen Inkrementierung in der Zeit von 39 und 780 Schritten werden
diese Diskontinuit�aten graphisch f�ur beide Diskretisierungen im Raum dargestellt. Wie
im Beispiel des Zugstabs (vgl. Abschnitt 6.3) k�onnen die Spr�unge (Diskontinuit�aten) in
den Sensitivit�aten nicht exakt, jedoch mit feiner werdender Inkrementierung deutlich ge-
macht werden. Aus diesem Grund sind in Abbildung 6.14 die analytischen L�osungen der
Sensitivit�aten f�ur die Verschiebung uA und die Spannung �B f�ur die jeweilige Inkremen-
tierung in einem Schaubild dargestellt. Die Spr�unge in den Sensitivit�aten sind besonders
bei den Sensitivit�aten der Spannung in Punkt B zu erkennen. Der gr�o�te Sprung in der
Sensitivit�at der Spannung tritt bei Beginn des Flie�ens der Lochscheibe auf, welcher in
der N�ahe des Punkts B statt�ndet.
F�ur die grobe Zeitdiskretisierung (39 Schritte) sind die Spr�unge in den Sensitivit�aten
zwar vorhanden und auch zu erkennen, jedoch ist der Verlauf der Sensitivit�aten nicht so
'hochfrequent', wie dies f�ur die feine Inkrementierung mit 780 Schritten der Fall ist. Diese
Tatsache h�angt damit zusammen, da� die Anzahl der Integrationspunkte, die innerhalb
eines Inkrements zu 
ie�en beginnen, mit steigender Gr�o�e des Zeitinkrements zuneh-
men, was eine 'gl�attende' Wirkung auf den Verlauf der Sensitivit�aten zur Folge hat (vgl.
Abbildung 6.14, rechtes Diagramm). Eine �ahnliche Einsch�atzung wird auch von Kowal-
czyk & Kleiber [119] ge�au�ert. Des weiteren ist in Abbildung 6.14 zu erkennen, da�
f�ur die feine Zeitdiskretisierung mit 780 Inkrementen die Spr�unge im Verlauf der Sensiti-
vit�at f�ur die Spannung �B bei Verwendung des feinen Netzes (656 Finite Elemente) nicht
so ausgepr�agt sind wie bei dem groben Netz (164 Finite Elemente). Grund hierf�ur ist
der geringere Ein
u�bereich eines Integrationspunktes, da die Elementgr�o�en beim Netz
mit 656 Finiten Elementen kleiner sind als beim Netz mit 164 Finiten Elementen. Die
Spr�unge in den Sensitivit�aten k�onnen genauer (im Sinne von r�aumlich begrenzt) abgebil-
det werden, wodurch das globale Verhalten der Sensitivit�aten infolge der Diskontinuit�at
an einem Integrationspunkt weniger beein
u�t wird.
Die Abweichungen in der Strukturantwort f�ur die unterschiedlichen Diskretisierungen in
Raum und Zeit wurden zuvor f�ur dieses Beispiel als eher gering eingestuft, wobei der
Ein
u� der Diskretisierung im Raum als entscheidender beschrieben wurde. Ein analoger
Vergleich wird nachfolgend f�ur die Sensitivit�aten f�ur unterschiedliche Diskretisierungen in
Raum und Zeit vorgenommen. Der Ein
u� der Inkrementgr�o�e in der Zeit auf die Sensi-
tivit�at der horizontalen Verschiebung von Punkt A ergibt eine Abweichung von 0:385%
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und f�ur die Sensitivit�at der Spannung in Punkt B von 5:944%. Diese Berechnungen
beziehen sich auf die grobe Raumdiskretisierung (164 Finite Elemente). F�ur das feinere
Netz mit 656 Elementen betragen die Abweichungen in den Sensitivit�aten der Verschie-
bungen rsuA 0:536% und in den Sensitivit�aten der Spannungen rs�B 18:744%. Im
Gegensatz zu der Strukturantwort, bei der der Ein
u� der Zeitinkrementierung auf die
Qualit�at vernachl�assigbar klein ist, sind, zumindest f�ur die Sensitivit�aten der Spannungen
in Punkt B, deutliche Unterschiede zu erkennen. Grund hierf�ur ist, da� die Sensitivit�aten
der Spannungen aus den Sensitivit�aten der Prim�arvariablen der Strukturantwort (den
Verschiebungen) bestimmt werden und daher ein gr�o�erer Fehler, als bei der Sensitivit�at
der Verschiebungen selbst zu erwarten ist. Ein weiterer Grund f�ur die relativ starken
Abweichungen f�ur die Sensitivit�at der Spannung ist die F�ahigkeit des gew�ahlten mecha-
nischen Modells, das reale Strukturverhalten und somit auch die tats�achlich auftretenden
Spr�unge im Verlauf der Sensitivit�aten besser abbilden zu k�onnen. Je feiner diskretisiert
wird, um so exakter werden diese Spr�unge erfa�t. Da im Verlauf der Sensitivit�aten der
Verschiebung weitaus weniger bzw. betragsm�a�ig kleinere Spr�unge zu erkennen sind (vgl.
Abbildung 6.14), ist die Abweichung der Sensitivit�aten f�ur unterschiedliche Diskretisie-
rungen deutlich geringer, was durch die oben angef�uhrten Werte best�atigt wird. Trotzdem
kann die Qualit�at der Sensitivit�atsanalyse f�ur unterschiedliche Zeitdiskretisierungen als
zufriedenstellend eingestuft werden. Die Abweichungen in den Sensitivit�aten der Ver-
schiebungen sind sehr gering, und auch die der Spannungen sind, au�er an wenigen, ganz
bestimmten Stellen sehr gro�er plastischer Verformungen, qualitativ gut. Die gro�en pro-
zentualen Abweichungen von 5:944% bzw. 18:744% sind f�ur Werte in der N�ahe von null
ermittelt worden und daher nicht sehr aussagekr�aftig. F�ur andere Werte sind die prozen-
tualen Abweichungen deutlich geringer.
Deutlicher erscheint die Abweichung in den Sensitivit�aten bei Vergleichen f�ur unterschied-
liche Netze, jedoch gleicher Zeitinkrementierung. Dann betr�agt der Unterschied in den
Sensitivit�aten der Verschiebung bereits 5:014% und 260:496% f�ur die der Spannung. Diese
Werte beziehen sich auf eine Zeitinkrementierung von 39 Inkrementen. Noch etwas gr�o�er
sind die Abweichungen bei 780 Zeitschritten. F�ur die Sensitivit�aten der Verschiebung sind
dann 5:270% und f�ur die Sensitivit�aten der Spannung 349:511% zu beobachten. (In der
N�ahe des Nulldurchgangs sind die prozentualen Abweichungen bei den Sensitivit�aten der
Spannung noch wesentlich gr�o�er; sie liegen bei mehreren tausend Prozent und sind daher
f�ur eine qualitative Aussage wenig repr�asentativ.)
Diese beschriebenen Abweichungen sind auch deutlich in den Diagrammen von Abbil-
dung 6.14 zu erkennen. W�ahrend die Punkt{Kurven (39 Zeitschritte) relativ gut mit den
entsprechenden durchgezogenen Linien (780 Zeitschritte) �ubereinstimmen (gleiches Netz,
unterschiedliche Zeitdiskretisierung), so sind die unterschiedlichen Verl�aufe der verschie-
denen durchgezogenen Linien und die der verschiedenen Punkt{Kurven deutlich sichtbar
(gleiche Zeitdiskretisierung, unterschiedliches Netz).
Es sollte noch angemerkt werden, da� die sehr starke Abweichung in den Sensitivit�aten
der Spannung besonders in Punkt B auftritt, da an dieser Stelle die gr�o�ten plastischen
Verzerrungen zu erwarten sind. An anderen Stellen des Tragwerks sind deutlich geringere
Abweichungen zu beobachten, die ein Indiz daf�ur sind, da� der Ein
u� der Sensitivit�at
der Spannung in Punkt B bzw. weiterer Punkte mit gro�en plastischen Verzerrungen
lokal begrenzt ist.
Zusammenfassend kann gesagt werden, da� der in diesem Kapitel vorgestellte Algorith-
mus zur analytischen Berechnung der Sensitivit�aten der Strukturantwort korrekte Werte
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liefert. Durch die sehr geringen Abweichungen zwischen den numerisch und den analytisch
ermittelten Sensitivit�aten der Verschiebungen und Spannungen f�ur die unterschiedlichen
Diskretisierungen in Raum und Zeit l�a�t sich dies eindeutig belegen. Dies bedeutet, die
Sensitivit�aten sind, bezogen auf das zugrundegelegte mechanische und numerische Modell,
richtig und in einem akzeptablen Genauigkeitsbereich. Ein weiterer Beleg f�ur die Qua-
lit�at der analytischen Sensitivit�atsanalyse ist der Vergleich der ermittelten Sensitivit�aten
dieses Beispiels mit den in der Arbeit von Kowalczyk & Kleiber [119] angestellten
Untersuchungen. In Abbildung 6.15 sind die Sensitivit�aten der horizontalen Verschiebung

�s�B [N�mm3]

��suA [mm�mm]

u^ [mm]

0

0

u^ [mm]
1.0 2.0 3.0 4.0 1.0 2.0 3.0 4.0

0.002

0.004

0.006

2.0

4.0

6.0

–2.0

–4.0

0.005

0.003

0.001

Sensitivitäten gemäß des

Diagramme aus

in Abschnitt

KOWALCZYK & KLEIBER

vorgestellten Algorithmus
6.2

[119]

Abbildung 6.15: Vergleich von Verl�aufen der Sensitivit�aten aus Kowalczyk & Klei-
ber [119] und nach der vorgestellten Methode
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von Punkt A und die Spannung in vertikaler Richtung in Punkt B f�ur zwei verschiedene
Optimierungsvariablen dargestellt. Die Kurven, die zur Optimierungsvariablen 'Radius'
geh�oren, sind in Abbildung 6.15 mit h1 bezeichnet. Es ist zumindest optisch kein Unter-
schied zwischen den Verl�aufen zu erkennen.
Ein Vergleich der Strukturantwort f�ur unterschiedliche Diskretisierungen in Raum und
Zeit ergibt f�ur dieses strukturmechanische Problem nur sehr geringe Di�erenzen im Pro-
zentbereich. Optisch ist nur f�ur die Spannungen �B ein geringf�ugiger Unterschied zu
erkennen. F�ur die Sensitivit�aten ist der Unterschied f�ur verschiedene Diskretisierungen
weitaus gr�o�er, was auch anhand der Diagramme in Abbildung 6.14 zu erkennen ist. Die
Verl�aufe f�ur die Sensitivit�aten der Verschiebung in Punkt A sind recht �ahnlich. Im Gegen-
satz dazu sind die Verl�aufe f�ur die Sensitivit�aten der Spannung in Punkt B nur tendenziell
�ahnlich. Die Zahlenwerte di�erieren z.T. sehr stark. Da diese gro�en Di�erenzen jedoch
nur lokal, an wenigen Stellen der Struktur auftreten, ist ihr globaler Ein
u� eher gering,
es sei denn, gro�e Bereiche der Struktur erfahren gro�e plastische Deformationen. F�ur
Optimierungsprobleme, bei denen globale bzw. integrale Entwurfskriterien ber�ucksichtigt
werden (z.B. inneren Energie, Duktilit�at), sind daher nur geringe Ein
�usse der Diskretisie-
rung auf das Optimierungsergebnis zu erwarten. Werden jedoch lokale Entwurfskriterien,
wie Verschiebungen oder Spannungen, in Form von Nebenbedingungen bei der Optimie-
rung ber�ucksichtigt, so sind die genannten Ein
�usse wesentlich gr�o�er (vgl. Kapitel 8).
Neben den Ein
�ussen der unterschiedlichen Diskretisierungen in Raum und Zeit auf die
Sensitivit�aten sind in der Regel weitere Ein
�usse, wie beispielsweise die der Ansatzord-
nung der Finiten Elemente, die hier nicht untersucht wurde, zu erwarten. Demnach kann
ein Optimierungsergebnis immer nur als ein Optimum bezogen auf das zugrundegelegte
mechanische und numerische Modell verstanden werden. Je realistischer die Wirklich-
keit abgebildet werden kann, desto n�aher liegt das ermittelte Optimum am tats�achlichen,
oftmals nicht bekannten Optimum.

6.4.3 Beispiel 3: D�unne Scheibe mit Loch { Entfestigung

Zur Veri�kation der Sensitivit�at der Strukturantwort bei entfestigendem Materialverhal-
ten wird erneut die d�unne Scheibe mit kreisf�ormiger Aussparung in der Mitte untersucht.
Die Geometrie{ und Materialdaten werden analog zu denen in Abbildung 6.12 des vori-
gen Beispiels gew�ahlt. Anstelle des Verfestigungsmoduls H = 400N=mm2 im Raum der
plastischen Verzerrungen "pl wird jetzt eine Bruchenergie von Gf = 50N=mm de�niert
(vgl. Kapitel 4). Es werden sowohl Berechnungen mit 164 Finiten Elementen als auch
mit einer doppelt so feinen Unterteilung der Design{Kanten (656 Elemente) durchgef�uhrt
(vgl. Abbildung 6.12). Dabei handelt es sich wiederum um bilineare Scheibenelemente
mit vier Integrationspunkten. Die Auswertung der Sensitivit�aten der Verschiebungen in
horizontaler Richtung erfolgt an drei Stellen der Scheibenstruktur, die in Abbildung 6.12
mit den Buchstaben A, B und C gekennzeichnet sind. Einzige Optimierungsvariable ist
der Radius r der Aussparung. Die Aufbringung der Verschiebung am oberen Rand erfolgt,
wie im vorigen Beispiel, in 39 bzw. 780 Schritten. Die Last{Verschiebungskurven f�ur die
verschiedenen Kombinationen von Diskretisierungen der Geometrie und Lastinkrementie-
rung (Diskretisierung in Raum und Zeit) an den ausgew�ahlten Punkten A, B und C sind
in Abbildung 6.16 zusammengefa�t.
Die Last{Verschiebungsdiagramme zeigen deutlich, da� das globale Strukturverhalten ent-
festigend ist. Die Abweichungen der Strukturantwort (hier repr�asentativ die horizontalen
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Verschiebungen an den Punkten A, B, C) f�ur die verschiedenen Diskretisierungen in Raum
und Zeit sind z.T. betr�achtlich. W�ahrend die Strukturantwort f�ur die gleiche Elementan-
zahl, jedoch einer unterschiedlichen Anzahl von Lastschritten, Abweichungen von wenigen
Prozent (au�er bei kleinen absoluten Werte, dort sind die prozentualen Abweichungen
gr�o�er) aufweist, sind die Unterschiede in der Strukturantwort f�ur unterschiedliche Netze
um ein Vielfaches h�oher (vgl. Diagramme in Abbildung 6.16). Es wird deutlich, da� der
Ein
u� der Diskretisierung im Raum wie auch in der Zeit auf die Strukturantwort und
dadurch auch auf deren Sensitivit�at, im Vergleich zum vorigen Beispiel, wesentlich gr�o�er
ist. Diese Aussage wird durch die gro�en Unterschiede in den Verschiebungen uA, uB
und uC f�ur unterschiedliche Diskretisierungen deutlich. Noch deutlicher ist dies f�ur die
Spannungen, die in diesem Beispiel nicht dargestellt sind. Aufgrund dieser Problematik
ist f�ur die Qualit�at der Sensitivit�aten der Strukturantwort kein zufriedenstellendes Ergeb-
nis zu erwarten. Diese schlechte Qualit�at bezieht sich dabei nicht auf die tats�achliche,
nicht bekannte Sensitivit�at der Strukturantwort, sondern auf den Vergleich der analytisch
ermittelten Sensitivit�aten mit dem in Kapitel 6 vorgestellten Verfahren, mit den nume-
rischen Sensitivit�aten mittels des Verfahrens der �niten Di�erenzen. Diese ge�au�erte
Bef�urchtung wird in den Diagrammen in Abbildung 6.17 best�atigt.
Im Gegensatz zum vorigen Beispiel ist in einigen Diagrammen bereits optisch ein Unter-
schied zwischen den analytisch und den numerisch ermittelten Sensitivit�aten, besonders
gegen Ende des Belastungspfades, zu erkennen. Zudem ergeben sich f�ur dieselbe Sensi-
tivit�at, z.B. die Sensitivit�at der Verschiebungen im Punkt A, f�ur verschiedene Diskreti-
sierungen in Raum und Zeit sehr gro�e Unterschiede (vgl. Diagramme in den jeweiligen
Spalten von Abbildung 6.17). Dies gilt sowohl f�ur die analytisch als auch f�ur die numerisch
ermittelten Sensitivit�aten. Derartige Probleme sind f�ur die Sensitivit�aten des Beispiels 2
dieses Unterkapitels nicht bzw. nur in sehr geringem Ma�e vorhanden. Eine Verfeinerung
der Diskretisierung in Raum und Zeit ist f�ur das Beispiel in Abschnitt 6.4.2 zur Verbes-
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serung der �Ubereinstimmung von analytischer und numerischer Sensitivit�atsanalyse nicht
erforderlich. Dort ist f�ur jede gew�ahlte Diskretisierung kaum ein Unterschied zwischen
analytischer und numerischer Sensitivit�atsanalyse festzustellen.
Erst mit zunehmender Verfeinerung der Diskretisierung in Raum und Zeit ist die Abwei-
chung in den Werten der analytischen und der numerischen Sensitivit�atsanalyse bei diesem
Beispiel zufriedenstellend. Die maximale Abweichung f�ur die Sensitivit�at der Verschie-
bung in Punkt A betr�agt f�ur die jeweils feinste Diskretisierung in Raum und Zeit 0:0098%
und liegt damit etwa im Bereich der Abweichung f�ur dieselbe Sensitivit�at beim vorigen
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Beispiel, bei Verwendung einer deutlich gr�oberen Diskretisierung in Raum und Zeit. F�ur
andere Diskretisierungen wird f�ur die Sensitivit�at der Verschiebung in Punkt A eine Ab-
weichung zwischen analytischer und numerischer Sensitivit�atsanalyse von bis zu 7:937%
beobachtet. Noch gr�o�er sind die Abweichungen an anderen Stellen des Tragwerks (z.B.
in den Punkten B und C). F�ur die feinste Diskretisierung in Raum und Zeit sind die
Unterschiede zwischen analytischer und numerischer Sensitivit�at der Verschiebungen in
B bzw. C mit 0:036% bzw. 0:0236% sehr gering. Die maximalen Abweichungen f�ur
gr�obere Diskretisierungen liegen bei 235:878% bzw. 56:267%.
Diese extrem gro�en prozentualen Fehler sind auf einen Vorzeichenwechsel bzw. auf Wer-
te in der N�ahe des Nulldurchgangs der Sensitivit�aten der Verschiebungen in C bzw. B
zur�uckzuf�uhren, weshalb diese Zahlen nicht besonders aussagekr�aftig sind. An anderen
Stellen des Lastpfades sind Abweichungen in der Gr�o�enordnung wie bei Punkt A vorhan-
den. Auf jeden Fall ist eine relativ gro�e Diskrepanz zwischen analytischer und numeri-
scher Sensitivit�atsanalyse zu beobachten (vgl. Abbildung 6.17). Als wesentlich kritischer
ist jedoch der gro�e Unterschied zwischen den Werten der Sensitivit�aten in den kontrol-
lierten Punkten f�ur die analytische (und auch numerische) Methode bei einer Ver�anderung
der Zeitinkrementierung zu beurteilen. Hier liegen die Abweichungen f�ur die Sensitivit�at
der Verschiebungen in den Punkten A, B und C bei 19:616%, 83:879% und 121:059% f�ur
das grobe Netz und bei 13:165%, 18:099% und 14:248% f�ur das feinere Netz. Neben die-
sen lokal ermittelten, gro�en Abweichungen sind zudem gegen Ende des Belastungspfades
stark unterschiedliche Verl�aufe in den Sensitivit�aten f�ur die verschiedenen Diskretisierun-
gen zu beobachten (vgl. Abbildung 6.17). Mit steigender Elementanzahl schw�acht sich
dieses Problem ab. Diese Problematik der gro�en Unterschiede in den Sensitivit�aten f�ur
verschiedene Diskretisierungen in Raum und Zeit ist bei verfestigendem Materialverhalten
nicht zu beobachten (vgl. voriges Beispiel).
Es wird deutlich, da� f�ur die Berechnung von Sensitivit�aten und demnach auch f�ur die
Durchf�uhrung von Optimierungen f�ur Strukturen mit entfestigendem Materialverhalten
die tats�achliche, jedoch nicht bekannte Strukturantwort sehr genau abgebildet werden
mu�, um zuverl�assige Sensitivit�aten und somit auch zuverl�assige Optimierungsergebnisse
zu erhalten. Prinzipiell gilt diese Aussage auch bei verfestigendem Materialverhalten. Ein
Optimierungsergebnis kann immer nur als optimal bez�uglich des gew�ahlten mechanischen
Modells und dessen numerischer Umsetzung verstanden werden. Allerdings beein
u�t
die Wahl der Diskretisierung in Raum und Zeit bei verfestigendem Materialverhalten die
Qualit�at der Strukturantwort und deren Sensitivit�at nicht in dem Ma�e, wie dies bei
entsprechender Diskretisierung bei entfestigendem Materialverhalten zu beobachten ist.
Diese Aussage l�a�t sich anhand der Ergebnisse der vorangegangenen Beispiele belegen.
Bei entfestigendem Materialverhalten wurden numerische Schwierigkeiten, vor allem bei
der Verwendung biquadratischer, unterintegrierter Scheibenelemente (Serendipity{Ele-
mente mit vier Integrationspunkten) in Form von Konvergenzproblemen beobachtet. Die-
se sind m�oglicherweise auf den Wechsel des Typs der Di�erentialgleichung und somit den
Verlust der Elliptizit�at bei Entfestigung zur�uckzuf�uhren und f�ur den unterschiedlichen
Ein
u� der Diskretisierung in Raum und Zeit bei ver{ und entfestigendem Materialver-
halten auf die Qualit�at der Sensitivit�aten verantwortlich.
Es sollte jedoch erw�ahnt werden, da� die in Kapitel 6 vorgestellte Methode zur analy-
tischen Ermittlung von Sensitivit�aten auch bei entfestigendem Materialverhalten exakte
Werte liefert. Dies wird durch die sehr gute �Ubereinstimmung der Sensitivit�aten der ana-
lytischen mit denen der numerischen Vorgehensweise bei einer sehr feinen Diskretisierung
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in Raum und Zeit best�atigt. F�ur die anderen untersuchten Diskretisierungen ist ledig-
lich gegen Ende der Belastung eine mehr oder weniger gro�e Diskrepanz, vor allem f�ur
Sensitivit�aten der Horizontalverschiebungen der Punkte B und C, zu beobachten. Im
Endbereich des Belastungspfades ist es nicht m�oglich, mit Hilfe der numerischen Sensiti-
vit�atsanalyse eine Aussage �uber die Qualit�at der analytisch ermittelten Sensitivit�aten zu
tre�en. Grund hierf�ur ist die schlechte Qualit�at der Strukturantwort. Da die numerische
Sensitivit�atsanalyse jedoch durch eine endliche Variation der Strukturgeometrie bestimmt
wird, ist aufgrund der unzureichenden Qualit�at der Strukturantwort anzunehmen, da� die
analytischen Sensitivit�aten qualitativ besser als die numerischen sind. Bei diesem struk-
turmechanischen Problem ist ein sehr starker Ein
u� der �au�eren Bedingungen, wie z.B.
Geometrie und Lager{ und Lastbedingungen, auf die Strukturantwort zu beobachten, d.h.
diese ist sehr sensitiv. Eine Ver�anderung der St�orung von 10�6 [mm] auf andere Werte
ergab bei weiteren Untersuchungen an diesem Beispiel keine nennenswerte Verbesserung
bzw. Ver�anderung der numerischen Sensitivit�aten. Prinzipiell hat die Wahl der Gr�o�e der
St�orung jedoch einen Ein
u� auf das Ergebnis der numerisch ermittelten Sensitivit�aten.
Zur L�osung von Optimierungsproblemen mit entfestigendem Materialverhalten emp�ehlt
es sich demnach, nicht nur aus E�zienzgr�unden, die analytische Methode zur Ermitt-
lung der Sensitivit�aten der numerischen Methode vorzuziehen. Um jedoch auch dann
die Qualit�at und Aussagekraft der Optimierungsergebnisse sicherzustellen, ist sowohl in
Raum{ als auch in Zeitrichtung eine sehr feine Diskretisierung zu w�ahlen. Da die Sensi-
tivit�atsanalyse f�ur geschichtsabh�angige Probleme nach jedem Inkrement (Gleichgewichts-
zustand) durchzuf�uhren ist, hat dies einen enormen numerischen Aufwand zur Folge.
Daher erscheint es zur e�zienten Behandlung derartiger Probleme unumg�anglich, adapti-
ve Methoden zur Minimierung der Anzahl der Freiheitsgrade bei gleichzeitiger qualitativ
kontrollierbarer Ergebnisse f�ur die Strukturantwort und deren Sensitivit�at einzusetzen.
Je nach Optimierungsproblem eignen sich daf�ur lokale oder globale Fehlersch�atzer bzw.
Fehlerindikatoren. Zur adaptiven Behandlung von Strukturoptimierungsproblemen sei
auf Maute [136] und Falk [71] verwiesen. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird
jedoch nicht weiter auf adaptive Probleme und deren Ber�ucksichtigung in der Struktur-
optimierung eingegangen.

6.4.4 Beispiel 4: Biegebalken, geometrisch und materiell nicht-
linear, isotrope und kinematische Verfestigung

Das folgende Beispiel einer schlanken Scheibenstruktur (Kragbalken) wird zur Veri�kati-
on der in diesem Kapitel vorgestellten Sensitivit�atsanalyse bei geometrisch und materiell
nichtlinearem Strukturverhalten herangezogen. Zudem wird der Ein
u� der Verfesti-
gungsart auf die Sensitivit�aten untersucht. Hierzu werden drei verschiedene Werte f�ur
den Steuerungsparameter � der Verfestigung angenommen. F�ur � = 1:0 ergibt sich eine
rein isotrope Verfestigung, f�ur � = 0:0 verfestigt das Material rein kinematisch (vgl. Ka-
pitel 4). Eine Kombination zwischen isotroper und kinematischer Verfestigung nach der
Prager{Ziegler{Regel (Simo & Hughes [211]) wird beispielsweise mit einem Wert
von � = 0:5 erzielt. Um Unterschiede zwischen den Verfestigungsarten feststellen zu
k�onnen, wird eine zyklische Belastung aufgebracht, deren Verlauf neben den Geometrie{
und Materialdaten der Struktur in Abbildung 6.18 angegeben ist.
Zur Berechnung der Strukturantwort und der Sensitivit�aten bez�uglich der Balkenh�ohe mit
der Methode der Finiten Elemente werden 4�40 unterintegrierte Serendipity{Scheibenele-
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mente verwendet. Die Last{Verschiebungsdiagramme der Vertikalverschiebung des Last-
angri�spunktes A sowie deren Sensitivit�aten sind in Abbildung 6.19 dargestellt. Dort
ist auf der linken Seite erst bei Entlastung bzw. Lastumkehr und erneutem Flie�en ein
Unterschied in der Verschiebung des Lastangri�spunktes f�ur die verschiedenen Verfesti-
gungsarten bzw. �{Werte zu erkennen. Der Zeitpunkt des Flie�ens bei Lastabnahme bzw.
Lastumkehr ist von der Verfestigungsart und den bereits vorhandenen plastischen (irre-
versiblen) Verzerrungen bei der zuvor aufgebrachten Belastung abh�angig. Daher ergeben
sich nach Beendigung des Lastzyklus (R = 0) unterschiedliche, bleibende Verformungen.
Analoges gilt auch f�ur die Sensitivit�aten der vertikalen Verschiebung des Lastangri�s-
punktes, was auf der rechten Seite von Abbildung 6.19 dargestellt ist. Beispielhaft sind
nur die analytisch ermittelten Sensitivit�aten abgebildet.
Eine Abweichung zwischen den numerischen und den analytischen Sensitivit�aten w�are
optisch nicht zu erkennen, weshalb auf die Darstellung der numerisch ermittelten Sen-
sitivit�aten an dieser Stelle verzichtet wird. Die maximale prozentuale Abweichung zwi-
schen den numerischen und den analytischen Sensitivit�aten f�ur die drei verschiedenen
Kombinationen der Verfestigungsarten liegen f�ur � = 1:0 bei 0:104% und f�ur � = 0:5
bei 0:275%. Lediglich die maximale prozentuale Abweichung f�ur rein kinematische Ver-
festigung (� = 0:0) ist mit 5:099% relativ hoch. Dieser Fehler tritt jedoch nur f�ur
Werte der Sensitivit�aten in der N�ahe des Nulldurchgangs auf. F�ur die �ubrigen Werte der
Sensitivit�aten bei rein kinematischer Verfestigung liegt die Abweichung zwischen 0:1%
und 0:2%. Zudem wurden f�ur dieses Beispiel numerische Instabilit�aten in Form von Kon-
vergenzschwierigkeiten bei der Ermittlung der Strukturantwort festgestellt, was, wie im
vorigen Beispiel (Entfestigung) beschrieben, die Qualit�at der (numerischen) Sensitivit�aten
negativ beein
ussen kann. Eine Steigerung der Qualit�at der Sensitivit�aten kann durch
eine feinere Diskretisierung in Raum und Zeit und durch Ver�anderung der Gr�o�e der
St�orung erzielt werden (vgl. Beispiel 6.4.3), was allerdings an dieser Stelle nicht n�aher
untersucht wird.
Exemplarisch wird nun noch die Sensitivit�at der Verschiebung des Lastangri�spunktes f�ur
rein isotrope Verfestigung (� = 1:0) bei geometrisch linearem und nichtlinearem Struk-
turverhalten gegen�ubergestellt (vgl. Abbildung 6.20). Elastoplastisches Materialverhalten
wird weiterhin ber�ucksichtigt.
Es zeigt sich, da� die Verl�aufe der Sensitivit�at der Vertikalverschiebung von Punkt A
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Abbildung 6.18: Geometrie, Materialdaten und Belastungsgeschichte
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Abbildung 6.19: Vertikalverschiebungen in A und deren Sensitivit�aten f�ur � = 0:0; 0:5; 1:0

eine �ahnliche Charakteristik aufweisen, jedoch die Absolutwerte infolge der zus�atzlichen
Ber�ucksichtigung der geometrischen Nichtlinearit�at sehr stark di�erieren. Analoges gilt
f�ur die Sensitivit�at der horizontalen Normalspannungen in Punkt B, die auf der rechten
Seite von Abbildung 6.20 f�ur geometrisch lineares und nichtlineares Strukturverhalten
dargestellt ist. Zwischen der analytischen und der numerischen Methode zur Ermittlung
der Sensitivit�at der Strukturantwort ist erneut kein Unterschied zu erkennen. Die zu-
geh�origen Kurven sind nahezu deckungsgleich (vgl. Abbildung 6.20).
Dieses Beispiel verdeutlicht erneut, da� die in diesem Kapitel vorgestellte analytische
Sensitivit�atsanalyse korrekte Ergebnisse liefert, was hier speziell f�ur geometrische und
materielle Nichtlinearit�at f�ur verschiedene Verfestigungsarten bei zyklischer Belastung
aufgezeigt wurde.

6.5 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde die Sensitivit�atsanalyse f�ur nichtlineare strukturmechanische
Probleme diskutiert. Insbesondere wurde dabei auf die Besonderheiten bei der Behand-
lung geschichtsabh�angiger Probleme, wie der Elastoplastizit�at, bei der die Sensitivit�at an
manchen Stellen nicht de�niert ist, was zu Diskontinuit�aten f�uhrt, eingegangen. Da f�ur
derartige Probleme neben der Strukturantwort auch deren Sensitivit�at geschichtsabh�angig
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Abbildung 6.20: Numerische und analytische Sensitivit�aten bei isotroper Verfestigung
(� = 1:0)
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ist, mu� diese nach jedem inkrementellen Schritt (Gleichgewichtszustand) durchgef�uhrt
werden. Im Gegensatz dazu gen�ugt es f�ur Probleme mit Potentialcharakter, wie der rein
geometrischen Nichtlinearit�at, die Sensitivit�atsanalyse am Ende des Belastungspfades in
einem einzigen Schritt durchzuf�uhren, unabh�angig davon, in wie vielen inkrementellen
Schritten dieser Endpunkt des Belastungspfades erreicht wird.
Aufgrund der zwingend erforderlichen inkrementellen Vorgehensweise bei der Sensiti-
vit�atsanalyse f�ur geschichtsabh�angige Probleme emp�ehlt sich eine variationelle, direk-
te Methode, bei der zuerst die Sensitivit�at der Strukturantwort und anschlie�end die
beliebiger Entwurfskriterien bestimmt wird. F�ur Formoptimierungsprobleme wird im all-
gemeinen, unabh�angig vom mechanischen Problem, die direkte Methode favorisiert, da
normalerweise die Anzahl der Optimierungsvariablen im Vergleich zur Anzahl der Ent-
wurfskriterien gering ist. F�ur Topologieoptimierungsprobleme wird dagegen aufgrund
der Vielzahl an Optimierungsvariablen die adjungierte Vorgehensweise bei der Sensiti-
vit�atsanalyse bevorzugt, die allerdings f�ur geschichtsabh�angige Probleme eher ungeeignet
ist, was in diesem Kapitel und in Kapitel 5 erl�autert wurde. Diese Einsch�atzung ist auch
in der Literatur zu �nden (vgl. Vidal [238], Kleiber et al. [110]). Da die Verwendung
der direkten Methode f�ur Topologieoptimierungsprobleme jedoch sehr rechenintensiv ist,
werden zur numerischen Behandlung oftmals vereinfachende Annahmen getro�en, die
dann nur f�ur spezielle Optimierungsprobleme verwendet werden k�onnen. Eine dieser Me-
thoden ist die vonMaute et al. [139] vorgestellte Methode zur Sensitivit�atsanalyse f�ur
die Maximierung der Duktilit�at, auf die im n�achsten Kapitel kurz eingegangen wird.
In der vorliegenden Arbeit wurde eine variationelle, direkte Methode zur analytischen
Sensitivit�atsanalyse f�ur beliebige Optimierungsvariablen hergeleitet, um Form{ aber auch
Topologieoptimierungsprobleme behandeln zu k�onnen. Materielle Nichtlinearit�at in Form
der Elastoplastizit�at mit Ver{ und Entfestigung bei gleichzeitiger Ber�ucksichtigung gro�er
Verformungen k�onnen mit dieser Methode bei der Sensitivit�atsanalyse, die konsistent zum
Algorithmus der Strukturantwort ist, ber�ucksichtigt werden.
Das Auftreten von Diskontinuit�aten in den Sensitivit�aten wurde sowohl analytisch als auch
numerisch anhand ausgew�ahlter Beispiele aufgezeigt sowie deren numerische Behandlung
und der Ein
u� auf die Qualit�at der Ergebnisse diskutiert. Dabei wurde ebenfalls der
Ein
u� der Diskretisierung in Raum und Zeit verdeutlicht.
Die Qualit�at der vorgestellten Methode wurde anhand von Vergleichsrechnungen mit
Beispielen aus der Literatur sowie dem �niten Di�erenzenverfahren (numerische Sensi-
tivit�atsanalyse) veri�ziert. Die Ergebnisse zeigen f�ur die verschiedensten strukturmecha-
nischen Probleme eine sehr gute �Ubereinstimmung. Mit der Kenntnis der Sensitivit�at der
Strukturantwort k�onnen nun beliebige bzw. die f�ur Optimierungsprobleme relevanten Sen-
sitivit�aten der Entwurfskriterien bestimmt werden. Einige, die im Rahmen dieser Arbeit
f�ur Optimierungsbeispiele verwendet werden, sind im nachfolgenden Kapitel angegeben.



Kapitel 7

Auswertung der Entwurfskriterien

Die Behandlung von abstrakten Optimierungsproblemen mit Hilfe von Gradientenme-
thoden, wie z.B. dem SQP{Verfahren, erfordert die Ableitung der Lagrange{Funktion
nach den Optimierungsvariablen s (vgl. Kapitel 2). Die Ableitung der Lagrange{
Funktion beinhaltet wiederum die der Zielfunktion und der Nebenbedingungen (vgl. Glei-
chung (2.8)). Einige dieser Entwurfskriterien, wie beispielsweise das Gewicht oder das Vo-
lumen der Struktur, basieren auf der Geometrie des zu optimierenden Tragwerks. Andere
h�angen von der Strukturantwort ab. Dazu geh�oren beispielsweise Form�anderungsenergie,
Duktilit�at, Spannungsausgleichsfunktion, Verschiebungen, Spannungen, Eigenfrequenzen
oder der kritische Lastfaktor. Diese Kriterien sind in Tabelle 2.1 in Kapitel 2 zusammen-
gefa�t.
Wie in den Kapiteln 5 und 6 beschrieben, gibt es mehrere M�oglichkeiten, die Ableitun-
gen (Sensitivit�aten) dieser Entwurfskriterien zu ermitteln. Mit der adjungierten Sen-
sitivit�atsanalyse werden direkt die Sensitivit�aten der Entwurfskriterien bestimmt, ohne
zuvor die der Strukturantwort berechnen zu m�ussen. Allerdings mu� die adjungierte Sen-
sitivit�atsanalyse f�ur jedes Entwurfskriterium neu hergeleitet und implementiert werden.
Besonders bei Problemen der Topologieoptimierung bietet sich diese Vorgehensweise an,
da in der Regel nur wenige Entwurfskriterien (meistens nur die Form�anderungsenergie als
Zielfunktion und die Masse als einzige Nebenbedingung) zu ber�ucksichtigen sind. Zudem
ist die Anzahl der Optimierungsvariablen im Vergleich zu Problemen der Formoptimie-
rung wesentlich gr�o�er, was wiederum f�ur die adjungierte Methode spricht.
Die Verwendung der direkten Sensitivit�atsanalyse, bei der zuerst die Sensitivit�at der kom-
pletten Strukturantwort ermittelt wird, bietet jedoch einige Vorteile in bezug auf Varia-
bilit�at und E�zienz bei geschichtsabh�angigem Materialverhalten. Ist die Sensitivit�at der
Strukturantwort bekannt, so k�onnen die Ableitungen beliebiger, auf der Strukturantwort
basierender Entwurfskriterien bestimmt werden. Au�erdem ist dieses direkte Vorgehen f�ur
Probleme der Formoptimierung besonders e�zient, da die Anzahl der Optimierungsvaria-
blen normalerweise unter der der Entwurfskriterien liegt (vgl. Kapitel 5). Bei geschichts-
abh�angigen Strukturproblemen ist die Verwendung der direkten Sensitivit�atsanalyse fast
unumg�anglich.
Nachfolgend werden die Ableitungen einiger Entwurfskriterien gebildet. Die Sensiti-
vit�aten der Verschiebungen rsut+1, der Spannungen rsSt+1 bzw. rs�t+1, der Verzer-
rungen rsEt+1 bzw. rs"t+1, wie auch der plastischen Verzerrungen rsE

pl
t+1 bzw. rs"

pl
t+1

und der internen Variablen rsqt+1 sind bei Verwendung des in Kapitel 6 vorgestellten
Algorithmus zur Sensitivit�atsanalyse bei elastoplastischem Materialverhalten und gro�en
Verschiebungen bekannt. Die Ermittlung der Sensitivit�at von Nebenbedingungen, wie
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Verschiebungen und Spannungen, ist demnach mit der Kenntnis der Sensitivit�at der Struk-
turantwort unproblematisch und automatisch gegeben.
Im nachfolgenden Kapitel werden einige Optimierungsbeispiele zur Minimierung des Ge-
wichts unter Ber�ucksichtigung bestimmter Nebenbedingungen behandelt. Neben Verschie-
bungs{ und Spannungsnebenbedingungen ist dies die Ber�ucksichtigung des kritischen
Lastfaktors �c. Als weitere Zielfunktion kommt die Maximierung der Duktilit�at zum
Einsatz. Auch hier ist die Einbindung der kritischen Last als Nebenbedingung in das Op-
timierungsproblem f�ur bestimmte Beispiele erforderlich. Die Duktilit�at ist ein integraler
Ausdruck und daher nach jedem Inkrement (Gleichgewichtszustand) zu bestimmen. Ent-
sprechendes gilt f�ur die Sensitivit�at der Duktilit�at. Nachfolgend werden diese Gradienten
hergeleitet.

7.1 Sensitivit�at der Duktilit�at

Nach Tabelle 2.1 ist die Duktilit�at im Parameterraum 
� folgenderma�en de�niert:

fD (s) = �
Z

�

Z
"

�t+1 d" jJ j d
� (7.1)

Diese Gleichung gilt sowohl bei geometrischer Linearit�at (�; ") als auch bei geometrischer
Nichtlinearit�at (S;E). Aufgrund des (materiell) nichtlinearen Zusammenhangs zwischen
den Verzerrungen " bzw. E und den Spannungen � bzw. S (vgl. Gleichung (4.49)) ist
dieses Integral entlang den Verzerrungen auszuwerten. Die Ableitung von Gleichung (7.1)
nach den Optimierungsvariablen s liefert:

rsfD (s) = �
Z

�

Z
"

(rs�t+1 d" jJ j+ �t+1rsd" jJ j+ �t+1 d"rsjJ j) d
� (7.2)

Bei Verwendung der direkten Sensitivit�atsanalyse sind alle Ableitungen, die in Glei-
chung (7.2) ben�otigt werden, bekannt. Damit l�a�t sich die Sensitivit�at der Duktilit�at
bestimmen. In Maute et al. [139] und Maute [136] wird f�ur Probleme der Topolo-
gieoptimierung die Duktilit�at von Scheibentragwerken f�ur den ebenen Spannungszustand
und eine lineare Kinematik maximiert. Da die direkte Vorgehensweise bei der Sensiti-
vit�atsanalyse f�ur Topologieoptimierungsprobleme zwar m�oglich, wie auch in Kapitel 6
gezeigt, jedoch extrem rechenintensiv ist, wurde in den obengenannten Arbeiten eine
selbstadjungierte Sensitivit�atsanalyse hergeleitet und implementiert. Das Ergebnis der in
Maute et al. [139] und Maute [136] beschriebenen Topologieoptimierungsprozedur
dient in Kapitel 8 als Startentwurf f�ur eine Formoptimierung. Aus diesem Grund wird
die Herleitung f�ur diese selbstadjungierte Sensitivit�atsanalyse kurz skizziert und auf ihre
vereinfachenden Annahmen und Vernachl�assigungen eingegangen. Details sind Maute
et al. [139] und Maute [136] zu entnehmen.

7.1.1 Selbstadjungierte Sensitivit�atsanalyse der Duktilit�at

Grunds�atzliche Voraussetzungen bei dieser Herleitung sind eine lineare Kinematik (geo-
metrisch linear) und ein durch die Optimierung unver�anderliches Gebiet 
X bzw. 
�, was
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typisch f�ur die materielle Topologieoptimierung ist. Diese Annahmen liefern:

rsjJ j = 0 ; rs (�") = 0 (7.3)

Ausgegangen wird bei dieser Herleitung von folgender Gleichung f�ur die Duktilit�at, die
Gleichung (7.1) entspricht.

fD (s) = �
Z

�

Z
~"

Z
�

d� d" jJ j d
� (7.4)

~" ergibt sich aus der Vorgabe der Verschiebung ~u eines bestimmten Freiheitsgrades. Als
Gleichgewichtsbedingung wird, im Gegensatz zur Herleitung der Sensitivit�atsanalyse in
Kapitel 6, ein inkrementeller Ausdruck verwendet (inkrementelle Gleichgewichtsbedin-
gung). Dieser beschreibt das Gleichgewicht der inneren und �au�eren Zuw�achse (Inkre-
mente). Z


�

� �"jJ j d
� = �

Z
��

t �u j~J j d�� (7.5)

Der Einfachheit halber werden hier nur Ober
�achenlasten ber�ucksichtigt Dabei sind �
und � inkrementelle Gr�o�en. Die inkrementelle Beziehung zwischen den Spannungen �
und den Verzerrungen " wird wie folgt approximiert:

� = Cep " (7.6)

Diese Gleichung ist f�ur endliche Inkremente im allgemeinen nicht zul�assig, da die ela-
stoplastische Materialtangente Cep zu einem bestimmten Lastniveau (im allgemeinen am
Ende des Inkrements zum Zeitpunkt t + 1) aufgestellt wird. Um diesen 'Fehler' bei Ver-
wendung endlicher Inkremente wieder auszugleichen, wird bei der Implementierung dieser
Sensitivit�atsanalyse eine gemittelte Tangente verwendet (vgl. Maute et al. [139]). Die
Kombination der Ableitungen der Gleichungen (7.4){(7.6) nach den Optimierungsvaria-
blen s ergibt f�ur die Ableitung der Duktilit�at folgenden Zusammenhang:

rsfD (s) =

Z

�

Z
~"

Z
"

d"rsC
ep d" jJ j d
� � 2

Z
��

Z
~u

Z
�

rsd� t du j~J j d�� (7.7)

Dabei wurden die virtuellen Verschiebungen und Verzerrungen den inkrementellen Aus-
dr�ucken gleichgesetzt (�u = du ; �" = d"). Au�erdem wurde angenommen, da� die
�au�eren Lasten designunabh�angig sind (rst = 0). Die Ableitung des inkrementellen
Laststeigerungsfaktors rsd� bzw. rs� verschwindet bei Vorgabe eines konstanten Last-
niveaus f�ur die Optimierungsaufgabe. Bei der Vorgabe einer konstanten Verschiebung
eines bestimmten Freiheitsgrades ist diese Ableitung nicht null und, wie bereits in Ka-
pitel 6 beschrieben, mit Hilfe der inkrementellen Sensitivit�aten der Verschiebungen bei
Lastvorgabe zu ermitteln. Bei der adjungierten Vorgehensweise sind diese jedoch nicht
bekannt. F�ur den Sonderfall, da� nur der kontrollierte Freiheitsgrad belastet ist, kann
die Sensitivit�at des inkrementellen Laststeigerungsfaktors rs� einfach bestimmt werden,
da das Skalarprodukt von �au�erer Last und den inkrementellen Verschiebungen f�ur je-
des Inkrement konstant ist und dessen Ableitung damit verschwindet (vgl. Maute et
al. [139]). Die Sensitivit�at der Duktilit�at ist dann (bei Verschiebungsvorgabe):

rsfD (s) = �
Z

�

Z
~"

Z
"

d"rsC
ep d" jJ j d
� (7.8)
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Die Sensitivit�at der Duktilit�at ist demnach nur noch von der Sensitivit�at der elasto-
plastischen Materialtangente rsC

ep, die in Maute et al. [139] f�ur die von Mises{
Flie�bedingung mit linearer Verfestigung f�ur den ebenen Spannungszustand bestimmt
wird (vgl. Anhang B), abh�angig. Deren approximative Ermittlung wird nachfolgend
erl�autert. Die elastoplastische Materialtangente ist bei der J2{Plastizit�at u.a. eine Funk-
tion des inkrementellen plastischen Multiplikators 
 und eine Funktion des Flie�vektors
bzw. bei assoziierter Plastizit�at eine Funktion der Normalen auf die Flie�
�ache. Die-
se ist wiederum vom aktuellen Spannungszustand �t+1 abh�angig. Da diese Gr�o�en von
der Strukturantwort abh�angen, sind ihre Ableitungen bei der adjungierten Vorgehens-
weise nicht bekannt. Allerdings ist bei der Topologieoptimierung im allgemeinen die
�Anderung des Spannungszustandes aufgrund einer Variation einer Optimierungsvariablen
sehr gering, weshalb diese Ableitungen bei der Bildung der Ableitung der elastoplastischen
Materialtangente rsC

ep vernachl�assigt werden k�onnen. Numerische Untersuchungen in
Maute et al. [139] und Maute [136] haben dies best�atigt. Daher wird Cep lediglich
nach denjenigen Gr�o�en abgeleitet, die direkt von den Optimierungsvariablen abh�angig
sind. Dies sind der Elastizit�atsmodul E und der tangentielle Verfestigungsmodul Eh.
Damit lautet die approximative Sensitivit�at der elastoplastischen Materialtangente:

rsC
ep � rEC

eprsE +rEh
CeprsEh (7.9)

Die Ableitungen der Materialgr�o�en von E bzw. C und Eh sind in den Gleichun-
gen (6.86){(6.88) angegeben. Die elastoplastische Materialtangente Cep ist von der Flie�-
spannung �y unabh�angig, was jedoch nicht f�ur die Duktilit�at gilt. Da die Duktilit�at ein
integraler Ausdruck entlang der Verzerrungen ist, wirkt sich eine �Anderung der Flie�span-
nung infolge einer Variation der Optimierungsvariablen auf diesen integralen Ausdruck
aus. Der Zeitpunkt, wann Flie�en einsetzt, variiert in Abh�angigkeit der Flie�spannung,
und somit variiert auch der Anteil der elastischen und plastischen Verzerrungen an den
gesamten Verzerrungen; d.h. die Integrationsgrenzen f�ur die einzelnen Anteile h�angen von
der Flie�spannung ab. Da f�ur diese Herleitung der Sensitivit�atsanalyse eine inkrementelle
Gleichgewichtsbeziehung verwendet wird (vgl. Gleichung (7.5)), mu� in dem Moment, in
dem Flie�en an einem Integrationspunkt einsetzt, ein additiver Term (Sprungterm) f�ur die
Sensitivit�at der Duktilit�at ber�ucksichtigt werden. Der Grund hierf�ur ist, da� wegen der
inkrementellen Gleichgewichtsbedingung die Sensitivit�at der Integrationsgrenzen nicht er-
fa�t wird. F�ur Details sei an dieser Stelle auf Maute et al. [139] und Maute [136]
verwiesen.
Bei der in Kapitel 6 vorgestellten Sensitivit�atsanalyse ist dieser Sprungterm implizit be-
reits ber�ucksichtigt, da vom totalen Gleichgewicht zum Zeitpunkt t + 1 in inkremen-
tierter Form bei der Herleitung ausgegangen wird. Daher sind die Sensitivit�aten der
Spannungen und Verzerrungen zum Zeitpunkt t + 1 bekannt. Eine eventuelle Varia-
tion der Integrationsgrenzen ist demnach automatisch in dieser Formulierung enthalten.
Die beschriebene Diskontinuit�at in den Sensitivit�aten infolge einer nicht{di�erenzierbaren
Spannungs{Dehnungsbeziehung ist durch die Verwendung der Ableitung der konsistenten,
elastoplastischen bzw. elastischen Materialtangente bei dieser selbstadjungierten Sensiti-
vit�atsanalyse beinhaltet.
In Abschnitt 7.2, bei der Bestimmung des kritischen Lastfaktors, ist die Ableitung der
elastoplastischen Materialtangente rsC

ep ebenfalls erforderlich. Da bei Verwendung der
direkten Sensitivit�atsanalyse die Ableitungen der Strukturantwort bekannt sind, kann die
Sensitivit�at der elastoplastischen Materialtangente exakt bestimmt werden.
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7.1.2 Probleme bei der Maximierung der Duktilit�at

Die Behandlung der Zielfunktion 'Maximierung der Duktilit�at' bringt einige numerische
bzw. theoretische Schwierigkeiten mit sich. Wie in Beispiel 8.1 in Kapitel 8 zu sehen
ist, wird bei manchen Optimierungsaufgaben durch die Maximierung der Duktilit�at eine
Topologie bzw. Form mit einem m�oglichst ausgeglichenen Spannungszustand generiert.
Im Fall von Elastoplastizit�at bedeutet dies, da� viele und gro�e Bereiche der Struktur
gegen Ende des aufgebrachten Last{ oder Verschiebungspfades plastizieren. Selbst gerin-
ge Design�anderungen einer bereits optimumsnahen Geometrie k�onnen daher erhebliche
Unterschiede in der Strukturantwort bewirken. Aufgrund der in Kapitel 6 beschriebenen
Problematik der Existenz von Ableitungen am �Ubergangspunkt vom elastischen in den
plastischen Bereich und umgekehrt, wirken sich diese Unterschiede in der Strukturantwort
besonders stark bei der Ermittlung deren Sensitivit�aten aus. Daher ist die Schrittweite
im Optimierungsproze� sehr klein zu w�ahlen, da sonst aufgrund der stark wechselnden
Sensitivit�aten Oszillationen im Optimierungsverlauf auftreten k�onnen. Allerdings ist das
Au�nden des Optimums aufgrund der kleinen Schrittweite sehr rechenintensiv.
Normalerweise sind Optimierungsprobleme Minimumsuchen. Anders ist das bei der Ma-
ximierung der Duktilit�at. Die daraus resultierende Problematik wird mit Hilfe eines
Vergleichs mit der Maximierung der Stei�gkeit, die jedoch f�ur lineares Strukturverhalten
�uber die Minimierung der Form�anderungsenergie ermittelt wird, verdeutlicht. Bei Vorga-
be einer Last (konstantes Lastniveau) ist die Minimierung der inneren Energie bei linear
elastischem Materialverhalten durch eine Verringerung der Verschiebungen zu erreichen.
Dieser Sachverhalt ist auf der linken Seite von Abbildung 7.1 verdeutlicht. Die Gr�o�en
des Ausgangsdesigns sind mit '0' gekennzeichnet, die eines bez�uglich der Zielfunktion ver-
besserten Entwurfs mit '1'. Die Maximierung der Duktilit�at bei elastoplastischem Materi-
alverhalten kann dagegen zum einen durch die Maximierung der Stei�gkeit im elastischen
Bereich und ideal plastischem Verhalten im plastischen Bereich oder durch Vergr�o�ern
der Verschiebungen erreicht werden (vgl. Abbildung 7.1), was jedoch eine verringerte
Stei�gkeit voraussetzt.
Ein �ahnliches Problem ergibt sich bei Vorgabe einer Verschiebung an einem bestimmten
Freiheitsgrad. Eine Steigerung der Duktilit�at kann f�ur den kontrollierten (vorgegebenen)
Freiheitsgrad j nur durch eine Steigerung der maximal aufnehmbaren �au�eren Last erzielt
werden. F�ur alle anderen Freiheitsgrade i besteht jedoch die M�oglichkeit, die Duktilit�at
entweder durch Steigern der Last oder (und) durch Vergr�o�ern der Verschiebungen zu
erh�ohen (vgl. Abbildung 7.2).
Diese Problematik f�uhrt dazu, da� durch den Optimierungsproze� Systeme generiert wer-
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Abbildung 7.2: Optimierung bei Verschiebungsvorgabe

den k�onnen, die unter der vorgegebenen Last bzw. Verschiebung ann�ahernd kinematisch
sind bzw. sehr gro�e Verformungen aufweisen (z.B. Heim [91]). Dies deutet auf ein
schlecht gestelltes Optimierungsproblem hin. Ein analoges Problem tritt bei der Mini-
mierung der Form�anderungsenergie nicht auf (vgl. linke Seite von Abbildung 7.2). Abhilfe
scha�en zus�atzliche Verschiebungsnebenbedingungen. Allerdings ist sowohl deren Anzahl
als auch deren Plazierung im Tragwerk von verschiedenen Bedingungen, wie Ausgangs-
geometrie oder Last{ und Lagerbedingungen, abh�angig. Eine andere M�oglichkeit ist die
Beschr�ankung des Skalarprodukts der Verschiebungen (gu (s) =

jjujj
jjujjzul

� 1 � 0). jjujjzul
ist dabei ein vorgegebener skalarer Wert, z.B. das Skalarprodukt der Verschiebungen der
Ausgangsgeometrie. Durch diese Nebenbedingung werden die Verschiebungen nicht an
einigen wenigen Stellen im Tragwerk kontrolliert, sondern es wird das globale Verschie-
bungsverhalten in Betracht gezogen. Die Ableitung dieser Nebenbedingung erfordert al-
lerdings die Kenntnis der Sensitivit�at der Verschiebungen, die nur im Fall der direkten
Sensitivit�atsanalyse (vgl. Kapitel 6) bekannt ist. Dies gilt auch f�ur den Fall, wenn nur
einzelne Verschiebungen als Nebenbedingungen ber�ucksichtigt werden.

7.2 Sensitivit�at des kritischen Lastfaktors

Je nach zugrundegelegtem Eigenwertproblem berechnet sich der kritische Lastfaktor �c
gem�a� Gleichung (4.92) oder (4.93). In beiden F�allen setzt sich dieser aus den Eigen-
werten ~�i und dem Laststeigerungsfaktor �act, f�ur den die Eigenwertanalyse durchgef�uhrt
wird, zusammen. Die Ableitung der Gleichungen (4.92) und (4.93) nach den Optimie-
rungsvariablen s liefert folgende Zusammenh�ange:

rs�c = rs
~�i +rs�

act (7.10)

bzw. rs�c = rs
~�i �

act + ~�irs�
act (7.11)

Die Sensitivit�at des Laststeigerungsfaktors rs�
act entf�allt f�ur konstante Lasten bzw. kon-

stante Lastinkremente. Andernfalls berechnet sich diese Ableitung bei Verschiebungsvor-
gabe nach Gleichung (6.80) bzw. nach Gleichung (6.84) bei der Vorgabe einer konstanten
Bogenl�ange. Die Sensitivit�at der Eigenwerte ergibt sich durch Ableiten des zugrundege-
legten Eigenwertproblems. In Kapitel 4 sind verschiedene M�oglichkeiten f�ur Eigenwert-
probleme angegeben (vgl. Gleichungen (4.85){(4.88), (4.90), (4.91)). Unabh�angig davon,
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welches Eigenwertproblem verwendet wird, ist die Ableitung der tangentiellen Stei�gkeits-
matrix rsKT zu bilden. Selbst wennKT als solche nicht direkt in das Eigenwertproblem
eingeht, so ist diese jedoch in die entsprechenden Stei�gkeitsmatrizen Kel, Kpl, Ku, Kg

bzw. Kq zu zerlegen. Nach Gleichung (4.30) ergibt sich f�ur die tangentielle Stei�gkeitsma-
trix KT zum Zeitpunkt t + 1 bei elastoplastischem Materialverhalten und geometrischer
Nichtlinearit�at:

KT =

Z

�

(BL +Bu)
T
Cep (BL +Bu) jJ j d
�

| {z }
Ke+Ku

+

Z

�

~B
T

L
~St+1

~BL jJ j d
�

| {z }
Kg

(7.12)

Der Operator Bu ist dabei eine Funktion der Verschiebungen ut+1 zum Zeitpunkt t + 1.
Alternativ kann Bu (ut+1) auch durch den Ausdruck Bu (ut+1) = Bu (ut) + 2Bq (u)
ersetzt werden (vgl. Gleichung (6.64)). Ke beinhaltet lediglich die linearen Ableitungs-
operatoren BL und die elastoplastische Materialtangente Cep. Eine Aufspaltung von Ke

in Kel und Kpl (vgl. Gleichung (4.89)) erlaubt die Aufstellung beliebiger Eigenwertpro-
bleme durch das Bilden geeigneter Summen und Di�erenzen der verschiedenen Anteile
der tangentiellen Stei�gkeitsmatrix KT . Die Ableitung von Gleichung (7.12) nach den
Optimierungsvariablen s ergibt:

rsKT =
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~BLrsjJ j d
� (7.13)

Die Ableitungen der OperatorenrsBL bzw. rs
~BL sind, wie in Kapitel 6 bereits erl�autert,

ausschlie�lich von der Ableitung der Geometrie abh�angig, w�ahrend der Operator Bu bzw.
dessen Ableitung rsBu zus�atzlich von den Verschiebungen ut+1 zum Zeitpunkt t + 1
bzw. deren Sensitivit�at rsut+1 abh�angig ist. Die Ableitung der Strukturantwort ist je-
doch bekannt, d.h. rsut+1 und rs

~St+1 k�onnen in die obige Gleichung eingesetzt werden.
Einzige noch zu bestimmende Gr�o�e ist die Ableitung der elastoplastischen Materialtan-
gente rsC

ep, die f�ur den allgemeinen Fall in Gleichung (4.77) angegeben ist. rsC
ep kann

als eine Funktion mehrerer Ableitungen angegeben bzw. auf folgende Form reduziert
werden:

rsC
ep = rsC

ep (rsut+1 ; rsSt+1 ; rsqt+1 ; rs
) (7.14)
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Um die endg�ultige Sensitivit�at der elastoplastischen Materialtangente rsC
ep bestimmen

zu k�onnen, sind diverse Ableitungen, wie beispielsweisers
~C, rsĈ,rs

~Q,rsr,rsh,rs�,
zu bilden. Diese lassen sich jedoch alle aus der bekannten Sensitivit�at der Strukturantwort
berechnen. Auf die Darstellung einer analytischen Gleichung f�ur den allgemeinen, dreidi-
mensionalen Fall zur Bestimmung der Sensitivit�at der elastoplastischen Materialtangen-
te rsC

ep, die sich durch mehrfaches Anwenden der Ketten{ und Quotientenregel ergibt,
wird aus Gr�unden der �Ubersichtlichkeit an dieser Stelle verzichtet. Jedoch ist eine analy-
tische Gleichung zur Bestimmung der Sensitivit�at der elastoplastischen Materialtangente
f�ur den Spezialfall des ebenen Spannungszustandes und der von Mises{Flie�bedingung
mit linearer Ver{ und Entfestigung in Anhang D angegeben.
Mit der Kenntnis von rsC

ep kann die Ableitung der tangentiellen Stei�gkeitsmatrix bzw.
ihrer einzelnen Stei�gkeitsmatrizen bestimmt werden.
Exemplarisch wird die Ermittlung der Sensitivit�at der Eigenwerte rs

~�i f�ur folgendes (all-
gemeines) Eigenwertproblem aufgezeigt. Im Gegensatz zu den in Kapitel 4 de�nierten Ei-
genwertproblemen ist dieses mit dem transponierten Eigenvektor �T

i vormultipliziert. Bei
dieser Vorgehensweise entf�allt die Bestimmung der Sensitivit�at der Eigenvektoren rs�i.

�T
i

�
K1 + ~�iK2

�
�i = 0 (7.15)

Die Ableitung dieser Gleichung nach den Optimierungsvariablen liefert:

rs�
T
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�
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rs�i = 0 (7.16)

F�ur die Sensitivit�at der Eigenwerte rs
~�i ergibt sich demnach:

rs
~�i = �

�T
i

�
rsK1 + ~�irsK2

�
�i

�T
i K2�i

(7.17)

Je nachdem, welches Eigenwertproblem gew�ahlt wird, sind die Stei�gkeitsmatrizen K1

und K2 bzw. deren Ableitungen entsprechend zu ersetzen.
Es sollte noch erw�ahnt werden, da� die numerische Sensitivit�atsanalyse der Eigenwerte,
die von einem Lastniveau in der N�ahe eines kritischen Punktes (Durchschlagspunkt, Ver-
zweigungspunkt) gestartet wird, nicht immer zuverl�assige Ergebnisse liefert, weshalb in
diesen F�allen die analytische Methode vorzuziehen ist. In Kapitel 8 wird anhand eines
Beispiels der Ein
u� der unterschiedlichen Eigenwertprobleme (vgl. Kapitel 4) auf die
Optimierungsergebnisse verdeutlicht und bewertet.



Kapitel 8

Anwendungen in der Optimierung

In den Kapiteln 5 und 6 wurden Methoden zur Berechnung der Sensitivit�at f�ur ver-
schiedene mechanische Problemstellungen vorgestellt und hergeleitet. Die Kenntnis der
Sensitivit�aten bestimmter Gr�o�en ist zur Behandlung von Optimierungsproblemen mit
Hilfe von Gradientenmethoden, wie beispielsweise dem OC{ und SQP{Algorithmus, not-
wendig.
In diesem Kapitel werden verschiedene Optimierungsprobleme unter Ber�ucksichtigung des
geschichtsabh�angigen, elastoplastischen Materialverhaltens diskutiert. Au�erdem werden
gro�e Verformungen (geometrische Nichtlinearit�at) und Stabilit�atsprobleme im Optimie-
rungsproze� ber�ucksichtigt. Als Zielfunktionen werden die Maximierung der Duktilit�at
sowie die Minimierung des Gewichts im Vordergrund stehen. Je nach Zielfunktion ist
die Gleichheitsnebenbedingung 'konstantes Gewicht' und/oder sind Ungleichheitsneben-
bedingungen, wie beispielsweise maximal zul�assige Verschiebungen, Spannungen und er-
forderlicher kritischer Lastfaktor, zu ber�ucksichtigen.
Als Optimierungsvariablen werden bei der Topologieoptimierung die Dichten der Finiten
Elemente gem�a� des in Kapitel 3 vorgestellten SIMP{Ansatzes bei elastoplastischem Ma-
terialverhalten (vgl. Maute et al. [139], Maute [136]) und bei der Formoptimierung
die Koordinaten der geometriebeschreibenden Kontroll{Knoten de�niert. Die L�osung
der nichtlinearen Optimierungsprobleme erfolgt mit den in Kapitel 2 beschriebenen OC{
bzw. SQP{Algorithmen mit BFGS{Update zur Approximation der zweiten Ableitungen
(Hesse{Matrix). F�ur die L�osung in der Topologieoptimierung wird ein OC{Verfahren
verwendet (vgl. Maute [136]), und die Formoptimierungsprobleme werden mittels des
SQP{Verfahrens gel�ost. Sowohl die Struktur{ als auch die Sensitivit�atsanalyse erfolgt mit
Hilfe der Methode der Finiten Elemente (vgl. Kapitel 4). Zur Berechnung werden aus-
schlie�lich Scheibenelemente eingesetzt. Zur Abgrenzung zul�assiger Spannungszust�ande
von den unzul�assigen wird die von Mises{Flie�bedingung f�ur den ebenen Spannungszu-
stand verwendet. Au�erdem wird lineare, isotrope und kinematische Verfestigung ange-
nommen. Genauere Angaben sind den entsprechenden Abbildungen zur De�nition und
Beschreibung der Beispiele zu entnehmen.

8.1 Beispiel 1: Maximierung der Duktilit�at mittels

kombinierter Topologie{ und Formoptimierung

Mit Hilfe dieses Beispiels wird zum einen die Notwendigkeit der Ber�ucksichtigung nicht-
linearer E�ekte in der Optimierung aufgezeigt. Au�erdem zeigt dieses Beispiel sehr deut-
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lich, da� zur Bestimmung des Optimums neben der Topologieoptimierung zur Ermittlung
des prinzipiellen (optimalen) Tragwerksaufbaus eine anschlie�ende Formoptimierung zur
exakten Detailermittlung notwendig ist.
Die Zielfunktion dieses Optimierungsbeispiels ist die Maximierung der Duktilit�at bei vor-
gegebener, anfangs gleichm�a�ig verteilter Masse im Entwurfsraum. Die Geometrie, die
Last{ und Lagerbedingungen des Optimierungsproblems sowie die Materialdaten sind Ab-
bildung 8.1 zu entnehmen. Dieses Beispiel wurde bereits in Maute et al. [139] bzw.
Maute [136] behandelt.
Der Balken ist auf beiden Seiten fest eingespannt und wird in der Mitte der oberen
Kante vertikal belastet. Die belasteten Freiheitsgrade sind in vertikaler Richtung gekop-
pelt. Die Verschiebung in Balkenmitte am Punkt A wird gleichm�a�ig in 50 Schritten
bis auf den Wert ûA = 0:25m gesteigert. F�ur die Wahl der Penalty{Faktoren �1, �2
und �3 (vgl. Gleichung (3.14)) hat sich herausgestellt, da� Werte zwischen 2:0 und 3:0
keinen nennenswert unterschiedlichen Ein
u� auf das Optimierungsergebnis und die Kon-
vergenz haben. Je gr�o�er diese Werte gew�ahlt werden, um so eindeutiger wird die zu
optimierende Struktur in Bereiche mit Vollmaterial und leere Bereiche eingeteilt. Die
Stei�gkeit der Struktur wird haupts�achlich durch den Elastizit�atsmodul E und den Ver-
festigungsmodul Eh bestimmt, weshalb deren Penalty{Faktoren �1 und �2 gr�o�er als der
der Flie�spannung (�3) gew�ahlt werden. Zu gro�e Werte k�onnen allerdings zu numeri-
schen Schwierigkeiten f�uhren. Aufgrund der Symmetrie des Optimierungsproblems gen�ugt
die Betrachtung des halben Systems. Die Struktur{ und Sensitivit�atsanalyse erfolgt mit
der Methode der Finiten Elemente, wobei biquadratische, unterintegrierte Serendipity{
Scheibenelemente verwendet werden.
In einem ersten Schritt wird die optimale Topologie des beschriebenen Optimierungspro-
blems bestimmt. Der Topologieoptimierung liegt ein makroskopisches, isotropes Werk-
sto�modell, bei dem die Dichten der Finiten Elemente die Optimierungsvariablen darstel-
len, zugrunde (vgl. SIMP{Ansatz in Kapitel 3). Zudem wird ein adaptiver Algorithmus
eingesetzt, wie er in Maute & Ramm [138] f�ur die adaptive Optimierung elastischer
Strukturen vorgestellt wurde. Grund daf�ur ist neben der Steigerung der E�zienz infol-
ge der Reduktion der Anzahl an Freiheitsgraden die Vermeidung gezackter R�ander und
der dadurch entstehenden zahlreichen (geometrischen) Singularit�aten, die im Fall eines
elastoplastischen Materialverhaltens k�unstliches Flie�en verursachen w�urden. Dieser Ef-
fekt und dessen m�ogliche Auswirkungen sind in Maute et al. [139] und Maute [136]
diskutiert. Ein weiterer Vorteil der adaptiven Vorgehensweise ist die Generierung von
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Abbildung 8.1: Geometrie und Materialdaten des Optimierungsproblems
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System 1: Optimierung bei Elastizität System 2: Optimierung bei Elastoplastizität
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Abbildung 8.2: Ergebnisse durch Topologieoptimierung und von Mises{Spannungen

formbeschreibenden Funktionen (vgl. Kapitel 3), deren Kontroll{Knoten direkt f�ur ei-
ne anschlie�ende Formoptimierung als Optimierungsvariablen verwendet werden k�onnen.
Die Vernetzung der durch die formbeschreibenden Funktionen de�nierten Fl�ache erfolgt
mit einem Freivernetzer nach der 'advancing front'{Methode (vgl. Rehle [179]). Bei der
Berechnung sind mehrere adaptive Schritte erforderlich (vgl. Maute et al. [139]).
Die f�ur die Topologieoptimierung erforderlichen Sensitivit�aten werden mit dem inMaute
et al. [139] bzw. Maute [136] und in Kapitel 7 dieser Arbeit kurz skizzierten Algo-
rithmus bestimmt. Die L�osung des nichtlinearen Optimierungsproblems erfolgt mit einem
OC{Algorithmus (vgl. Maute [136] bzw. Kapitel 2).
Zu Vergleichszwecken wird die optimale Topologie des in Abbildung 8.1 angegebenen Op-
timierungsproblems bei rein elastischem Materialverhalten ebenfalls adaptiv bestimmt
(E = Eh ; �y ! 1). Die optimalen Entw�urfe auf der Basis eines elastischen und eines
elastoplastischen Materialverhaltens sind in Abbildung 8.2 dargestellt. Diese enthalten
ausschlie�lich Vollmaterial bzw. leere Bereiche.
Es ist deutlich zu erkennen, da� das gew�ahlte mechanische Modell (hier speziell das Ma-
terialmodell) sehr starken Ein
u� auf die optimale Topologie des Tragwerks hat. Zwar
besitzt 'System 1', das auf der Basis eines elastischen Materialverhaltens bestimmt wurde,
eine etwas h�ohere Stei�gkeit im elastischen Bereich (vgl. Abbildung 8.4 und Tabelle 8.1),
beginnt jedoch bei weiterer Belastung im Bereich der Au
ager sehr stark zu 
ie�en. Durch
eine bessere Anordnung der Tragwerkskomponenten und eine gleichm�a�igere Ausnutzung
der Au
agerbereiche wird dieses Problem abgeschw�acht. Ein derartiges Tragverhalten
besitzt 'System 2', das mittels eines elastoplastischen Materialverhaltens generiert wurde.
Die Ermittlung der optimalen Form der Struktur erfolgt mit Hilfe einer Formoptimie-
rung. Die adaptive Prozedur bei der Topologieoptimierung erzeugt zur Geometriebeschrei-
bung zahlreiche B�ezier{Splines mit C1{kontinuierlichen �Ubergangsbedingungen. Um
den numerischen Aufwand bei der Formoptimierung zu reduzieren, wird das geometri-
sche Modell durch Reduktion der formbeschreibenden Parameter vereinfacht (von 270
Kontroll{Knoten auf 53), ohne jedoch das Strukturverhalten wesentlich zu ver�andern.

System 3: Vereinfachtes Modell System 4: Optimierung bei Elastoplastizität
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Abbildung 8.3: Vereinfachtes Modell, Ergebnis der Formoptimierung und von Mises{
Vergleichsspannungen
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Das vereinfachte Modell von 'System 2', als Ausgangsbasis f�ur die Formoptimierung un-
ter Ber�ucksichtigung der Elastoplastizit�at, ist auf der linken Seite von Abbildung 8.3
dargestellt und als 'System 3' bezeichnet.
Als Optimierungsvariablen f�ur die Formoptimierung (68 Variablen) werden die Koordina-
ten der Kontroll{Knoten der �au�eren und inneren R�ander der Struktur de�niert. Die f�ur
die Sensitivit�atsanalyse, wie sie in Kapitel 6 vorgestellt wurde, erforderlichen Entwurfs-
geschwindigkeitsfelder werden im Inneren der Struktur mit Hilfe der Gl�attungsmethode
bestimmt (vgl. Kapitel 3). Das nichtlineare (Form){Optimierungsproblem wird sukzessi-
ve mittels des in Kapitel 2 diskutierten SQP{Algorithmus gel�ost. Die optimale Form der
Struktur ist auf der rechten Seite von Abbildung 8.3 dargestellt und als 'System 4' bezeich-
net. Anhand der Spannungsplots der von Mises{Vergleichsspannungen ist zu erkennen,
da� der Spannungszustand von 'System 4', der infolge der �au�eren Belastung und durch
die Formoptimierung erzielt wird, im Vergleich zu den anderen Strukturen (vgl. Abbildun-
gen 8.2 und 8.3) wesentlich ausgeglichener ist. Um nun die mittels Topologieoptimierung
gewonnenen Strukturen ('Systeme 1 und 2'), die vereinfachte Struktur ('System 3') und
die durch eine zus�atzliche Formoptimierung erzeugte Geometrie ('System 4') bez�uglich
ihrer mechanischen Eigenschaften bei elastoplastischem Materialverhalten beurteilen und
vergleichen zu k�onnen, werden alle auf der Basis des elastoplastischen Materialmodells
untersucht. Die entsprechenden Materialdaten sind Abbildung 8.1 zu entnehmen.
Die Last{Verschiebungsdiagramme f�ur die Vertikalverschiebung von Punkt A sind in Ab-
bildung 8.4 dargestellt. Die Duktilit�at entspricht der Summe der Fl�achen unter den
Last{Verschiebungskurven an allen Freiheitsgraden der Struktur. Daher ist zu erwarten,
da� die Struktur, die mit Hilfe der Formoptimierung ermittelt wurde ('System 4'), die
gr�o�te Duktilit�at besitzt. Nach Abbildung 8.4 m�u�te demnach die mittels Topologieopti-
mierung bei elastischem Materialverhalten generierte Struktur ('System 1') bez�uglich der
Duktilit�at das schlechteste Strukturverhalten aller Tragwerke aufweisen. Diese Vermu-
tungen werden anhand der Zahlenwerte in Tabelle 8.1 best�atigt. Dort werden neben der
Duktilit�at auch die erreichte �au�ere Last, die zur Aufbringung der vorgegebenen Verschie-
bung ûA = 0:25m notwendig ist, und das Verhalten im elastischen Bereich miteinander
verglichen.
Die Struktur, die basierend auf einem elastischen Materialmodell durch Topologieoptimie-
rung ermittelt wurde ('System 1'), weist im elastischen Bereich das steifste Verhalten auf.
Im Fall des Flie�ens sind die mechanischen Eigenschaften deutlich schlechter als bei den
�ubrigen Strukturen. Sowohl die �au�ere Last als auch die Duktilit�at liegen mehr als 20%
unter den Werten des durch Topologieoptimierung, basierend auf einem elastoplastischen
Materialmodell, ermittelten Tragwerks ('System 2'). Die f�ur die Formoptimierung ver-
einfachte Struktur ('System 3') weist ein �ahnliches Tragverhalten wie 'System 2' auf, d.h.
die getro�enen Vereinfachungen ver�andern das mechanische Verhalten nur geringf�ugig

100%

100%

100%

122%

127%

87%

116%

121%

88%

156%

162%

96%

System 1 System 2 System 4System 3

Elastische Steifigkeit

Duktilität

Grenzlast 152%

156%

94%

System 5

Tabelle 8.1: Zahlenwerte bei elastoplastischem Materialverhalten
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(vgl. Abbildung 8.4). Obwohl die Geometrie der durch eine zus�atzliche Formoptimierung
generierten Struktur ('System 4') optisch nur wenige Unterschiede zu 'System 3' bzw.
'System 2' aufweist, werden die ertragbare Last wie auch die Duktilit�at erheblich gestei-
gert. Au�erdem ist das Tragverhalten im elastischen Bereich besser als das der 'Systeme 2
und 3'. Diese Beobachtung l�a�t sich jedoch nicht verallgemeinern.
Der Grund f�ur das bessere mechanische Verhalten von 'System 4' in bezug auf Duktilit�at
und aufnehmbare, �au�ere Belastung, im Vergleich zu den anderen Strukturen, ist in dem
ausgeglicheneren Spannungszustand zu suchen (vgl. Abbildung 8.3). Es sind mehr und
auch gr�o�ere Gebiete der Struktur im plastischen Bereich, d.h. es ist eine bessere Materi-
alausnutzung gegeben. Allerdings liegt die enorme Steigerung der Duktilit�at, im Vergleich
zu 'System 2 bzw. 3', auch an der Vorgehensweise des adaptiven Algorithmus bei der To-
pologieoptimierung. Es handelt sich hierbei um eine Art Bildverarbeitungsproze� zur Ge-
nerierung der formbeschreibenden Kanten, bei dem die mechanischen Eigenschaften nicht
ber�ucksichtigt werden k�onnen. Dadurch wird die Zielfunktion in der Regel, im Vergleich
zum Zustand vor der Gl�attung der R�ander, durch den adaptiven Proze� verschlechtert.
Dies zeigt jedoch auch die Notwendigkeit eines weiteren Formoptimierungsschrittes zur
Au�ndung des Optimums.
Es ist noch anzumerken, da� die zwei L�ocher bei 'System 4' dazu neigen, 'zusammenzu-
wachsen'. Dies deutet auf einen Wechsel der Topologie hin, welcher m�oglicherweise durch
die f�ur die Formoptimierung getro�enen, geometrischen Vereinfachungen ausgel�ost wird.
Dieser Sachverhalt ist schematisch in Abbildung 8.5 angedeutet.
Das markierte Tragelement ist im vereinfachten Modell nicht mehr an der Lastabtragung
beteiligt und wird demnach durch den Optimierungsproze� entfernt bzw. das dort ver-
wendete Material an anderen, h�oher beanspruchten Stellen angelagert. Diese Tatsache
stellt jedoch die zuvor getro�enen Aussagen �uber die Notwendigkeit einer Formoptimie-
rung zur Steigerung gewisser Ziele (hier der Duktilit�at) nicht in Frage. Im Gegenteil,
bei genauerer Approximation des Ergebnisses der Topologieoptimierung ('System 2') ist
durch die Formoptimierung eine noch gr�o�ere Steigerung der Qualit�at der mechanischen
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Abbildung 8.4: Last{Verschiebungsdiagramme
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Modell des Topologieoptimierungsergebnisses Vereinfachtes Modell
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Abbildung 8.5: Stabwerksmodelle

Eigenschaften bez�uglich der de�nierten Ziele zu erwarten, als dies ohnehin der Fall ist.
Es wurde bereits angedeutet, da� die Steigerung der Duktilit�at durch die Formoptimie-
rung bei diesem Beispiel haupts�achlich durch das Erzeugen eines m�oglichst ausgeglichenen
Spannungszustandes erzielt wird. Dies f�uhrt zu der Vermutung, da� die Durchf�uhrung
einer Optimierung mit der Zielfunktion 'Spannungsausgleich' bez�uglich der von Mises{
Vergleichsspannungen bei elastischem Materialverhalten gleichzeitig zu einer Verbesse-
rung des duktilen Verhaltens der Struktur bei Elastoplastizit�at f�uhrt. Der Spannungsaus-
gleich wird auf der Basis der vereinfachten Struktur ('System 3) durchgef�uhrt. Als Opti-
mierungsvariablen des Formoptimierungsproblems werden die Koordinaten der Kontroll{
Knoten de�niert (68 Variablen). Das Ergebnis des Spannungsausgleichs ist auf der rechten
Seite von Abbildung 8.6 dargestellt.
Der zugeh�orige Spannungszustand wurde auf der Basis eines elastoplastischen Mate-
rialmodells (vgl. Abbildung 8.1) und infolge der Vertikalverschiebung von Punkt A
(ûA = 0:25m) bestimmt. Sowohl die Last{Verschiebungskurven in Abbildung 8.4 als
auch die zugeh�origen Funktionswerte der Duktilit�at und ertragbaren Last in Tabelle 8.1
zeigen, da� der Unterschied zwischen 'System 4' und 'System 5' sehr gering ist. Der
numerische Aufwand zur Bestimmung der optimalen Entw�urfe ist im Fall des Spannungs-
ausgleichs aufgrund der angenommenen Linearit�at w�ahrend des Optimierungsprozesses
um ein Vielfaches geringer.
Der Grund f�ur die Steigerung der Duktilit�at bei Durchf�uhrung eines Spannungsausgleichs
liegt bei diesem Optimierungsproblem an der Art des Tragsystems. Die Last wird haupt-
s�achlich �uber Zug{ und Druckkr�afte abgetragen (Fachwerk). Der Spannungsausgleich
f�uhrt zu einem m�oglichst homogenen Spannungszustand, was sich in diesem speziellen Fall
auch positiv auf die elastische Stei�gkeit und das Duktilit�atsverhalten des Fachwerksy-
stems auswirkt. Im nachfolgenden Beispiel wird u.a. gezeigt, da� ein Spannungsausgleich
in der Regel nicht der optimalen Geometrie bzw. deren mechanischen Eigenschaften in
bezug auf die Duktilit�at nahekommt.
Die Generierung eines Tragwerks mittels der Topologieoptimierung mit der Zielfunktion
'Maximale Stei�gkeit' unter Ber�ucksichtigung von Spannungsnebenbedingungen f�uhrt f�ur

System 5: SpannungsausgleichSystem 4: Optimierung bei Elastoplastizität
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Abbildung 8.6: Ergebnisse durch Maximierung der Duktilit�at und Spannungsausgleich
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die in Abbildung 8.1 de�nierte Ausgangssituation auf ein �ahnliches Tragwerk wie 'Sy-
stem 2'. Dieses Ergebnis ist in Maute [136] angegeben.

8.2 Beispiel 2: Maximierung der Duktilit�at bei geo-

metrischer Nichtlinearit�at

Neben der Ber�ucksichtigung materiell nichtlinearer E�ekte in der Optimierung ist die
Einbeziehung der geometrischen Nichtlinearit�at in den Optimierungsproze� erforderlich,
um das tats�achliche Tragverhalten m�oglichst genau zu erfassen. Das Ziel dieses Beispiels
ist, wie zuvor, die Maximierung der Duktilit�at bei vorgegebenem Strukturvolumen.
Zus�atzlich soll anhand dieses Beispiels die Anwendung der Zielfunktion 'Spannungsaus-
gleich' auf der Basis eines linear elastischen Materialmodells zur Steigerung der Dukti-
lit�at bei elastoplastischem Materialverhalten, wie im vorigen Beispiel, untersucht werden.
Weitere Gesichtspunkte der Untersuchungen sind der Ein
u� verschiedener Nebenbedin-
gungen, wie beispielsweise unterschiedliche Sicherheiten gegen Stabilit�atsversagen, oder
verschiedener Lastf�alle auf die optimale Form von Tragwerken.
Die Geometrie des Formoptimierungsproblems sowie die Materialdaten sind in Abbil-
dung 8.7 angegeben. Der Riegel der Rahmenkonstruktion ist in vertikaler Richtung mit
einer Gleichstreckenlast belastet. Die vertikale Verschiebung des Punktes A wird in 20
gleich gro�en Schritten bis auf den Wert ûA = 0:20m gesteigert. Die zu dieser Verschie-
bung zugeh�orige �au�ere Belastung ist mit Rv

end = �end �R
v
bezeichnet. Zwischenzust�ande

w�ahrend der Belastungsgeschichte f�ur den Laststeigerungsfaktor � sind durch den In-
dex t + 1 gekennzeichnet (vgl. Abbildung 8.7). Aus Symmetriegr�unden wird nur das
halbe System analysiert und optimiert, es sei denn, der kritische Lastfaktor wird als
Nebenbedingung ber�ucksichtigt. Da in diesem Fall unsymmetrische Eigenformen (Versa-
gensformen) auftreten k�onnen, ist die Betrachtung des Gesamtsystems notwendig.
Als Optimierungsvariablen werden die Koordinaten der Design{Knoten de�niert. Die
zul�assigen Bewegungsrichtungen der jeweiligen Knoten sind in Abbildung 8.7 angegeben.
Die Innenkanten des Rahmens sind mit B�ezier{ und B{Splines modelliert. Alle anderen
Kanten sind lineare Lagrange{Interpolationen. Die Struktur{ und Sensitivit�atsanalyse
wird mit einem strukturierten Finite Elemente Netz, bestehend aus 480 biquadratischen,
unterintegrierten Serendipity{Scheibenelementen, durchgef�uhrt. Bei der Berechnung der
gesamten Struktur sind es entsprechend 960 Finite Elemente.

Maximierung der Duktilit�at
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Abbildung 8.7: Geometrie und Materialdaten des Optimierungsproblems
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Zu Vergleichszwecken wird die optimale Form bez�uglich der Duktilit�at auf der Basis eines
rein elastischen Materialverhaltens bestimmt. Au�erdem wird in diesem Fall eine lineare
Kinematik angenommen. Die optimale Geometrie bei diesem mechanischen Modell ist in
Abbildung 8.8 dargestellt und als 'System 1' bezeichnet. Die Au
agerbreite wird im Laufe
der Optimierung von urspr�unglich 2m auf 0:148m reduziert. Die Gleichstreckenlast wird
mit Hilfe eines der Momentenlinie angepa�ten Tr�agers (Riegel) zu den Stielen gef�uhrt,
die die ankommenden Lasten haupts�achlich �uber Druckkr�afte in die Lager leiten. Ein
ganz �ahnliches Tragverhalten ergibt sich bei der Optimierung auf der Basis eines elasto-
plastischen Materialmodells (von Mises{Flie�bedingung; lineare, isotrope Verfestigung;
ebener Spannungszustand) und einer linearen Kinematik. Die auf diesem mechanischen
Modell beruhende optimale Struktur ist als 'System 2' bezeichnet. Einziger nennens-
werter Unterschied zu 'System 1' ist die Au
agerbreite von 0:727m. Dadurch wird die
Spannung am Au
ager reduziert und Flie�en beginnt dort erst bei einem sp�ateren Last{
bzw. Verschiebungsniveau.
Zus�atzlich zur materiellen Nichtlinearit�at wird nun eine nichtlineare Kinematik ber�uck-
sichtigt. Das zu diesem mechanischen Modell zugeh�orige Optimierungsergebnis ('Sy-
stem 3') ist ebenfalls in Abbildung 8.8 dargestellt. Auch diese Struktur unterscheidet
sich nur unwesentlich von den zuvor ermittelten. Die Stiele sind etwas dicker und die
Au
agerbreite betr�agt 0:980m. Die Ver�anderungen der Form zur Maximierung der Duk-
tilit�at f�uhren bei diesem mechanischen Modell (und auch bei den anderen) zum Stabi-
lit�atsversagen der Struktur vor Erreichen der vorgegebenen Verschiebung ûA = 0:20m
(vgl. Diagramme in Abbildung 8.10).
Trotz des Auftretens dieses Stabilit�atsproblems schon w�ahrend der Optimierung bzw. vor
dem Erreichen der vorgegebenen Verschiebung, kann die Duktilit�at durch den Optimie-
rungsproze� weiterhin gesteigert werden. Aus diesem Grund wird zur Vermeidung des
Stabilit�atsversagens vor Erreichen des vorgegebenen Verschiebungsniveaus zus�atzlich zur
materiellen und geometrischen Nichtlinearit�at eine Stabilit�atsnebenbedingung in der Op-
timierung ber�ucksichtigt. Der kritische Lastfaktor �c (vgl. Gleichungen (4.92) und (4.93))
darf bei diesem Beispiel den Wert �c = 1:0 � �end nicht unterschreiten. Der hierf�ur not-
wendige Eigenwert wird mit Hilfe des in Gleichung (4.88) de�nierten Eigenwertproblems
approximiert und mu� die Bedingung ~�i � 1:0 erf�ullen. Allerdings ist f�ur die Bedin-
gung �c � 1:0 � �end die Wahl des Eigenwertproblems aus den m�oglichen, die durch die
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Abbildung 8.8: Optimale Entw�urfe f�ur verschiedene mechanische Modelle
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Abbildung 8.9: Last{Verschiebungsdiagramme bei materieller Nichtlinearit�at

Gleichungen (4.85){(4.88), (4.90) und (4.91) de�niert sind, von geringer Bedeutung. Die
zugeh�orige optimale Geometrie ist ebenfalls in Abbildung 8.8 dargestellt ('System 4').
Diese unterscheidet sich wesentlich von den zuvor erzeugten Strukturen. Neben der Auf-
lagerbreite von 1:275m sind die Rahmenecken deutlich st�arker, der Riegel hingegen etwas
weniger bauchig ausgebildet.
Zu Vergleichszwecken werden nun alle ermittelten Strukturen auf der Basis des elasto-
plastischen Materialmodells bez�uglich ihrer mechanischen Eigenschaften untersucht und
verglichen. In Abbildung 8.9 sind die Last{Verschiebungsdiagramme bei geometrisch li-
nearem, in Abbildung 8.10 bei geometrisch nichtlinearem Strukturverhalten abgebildet.
Bei geometrischer Linearit�at besitzt, wie zu erwarten, 'System 2' die gr�o�te Duktilit�at.
Grund hierf�ur ist die Tatsache, da� sowohl die Ermittlung von 'System 2' mittels der
Optimierung als auch diese vergleichende Untersuchung auf der Basis desselben mecha-
nischen Modells durchgef�uhrt wurde. Wegen der geringen Au
agerbreite von 'System 1'
beginnen diese Bereiche fr�uhzeitig zu 
ie�en, weshalb die Duktilit�at und die ertragbare
Last dieses Tragwerks deutlich unter den Werten der anderen Systeme liegt.
Bei materieller und geometrischer Nichtlinearit�at weist 'System 3' die besten mechani-
schen Eigenschaften in bezug auf Duktilit�at und Grenzlast auf. 'System 4' wird auf der
Basis desselben mechanischen Modells wie 'System 3' optimiert. Der L�osungsraum ist
jedoch infolge der Stabilit�atsnebenbedingung eingeschr�ankt, was letztendlich zu einer ge-
ringeren Duktilit�at f�uhrt. Allerdings wird ein fr�uhzeitiges Stabilit�atsversagen verhindert.
Die ertragbare Last ist dagegen etwas gr�o�er. Die zugeh�origen Zahlenwerte der Dukti-
lit�at, der Grenzlast und der elastischen Stei�gkeit f�ur die unterschiedlichen mechanischen
Modelle sind den Tabellen 8.2 und 8.3 zu entnehmen.
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Tabelle 8.2: Zahlenwerte bei elastoplastischem Materialverhalten (geometrisch linear)
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Abbildung 8.10: Last{Verschiebungsdiagramme bei materieller und geometrischer Nicht-
linearit�at

Zielfunktion 'Spannungsausgleich' zur Steigerung der Duktilit�at

In Abschnitt 8.1 f�uhrte die Optimierung 'Spannungsausgleich' zu einer f�ur die Duktilit�at
sehr g�unstigen Form. Der Grund hierf�ur liegt in der Tatsache, da� dort das Tragwerk
haupts�achlich durch Normalkr�afte beansprucht wird. Dies ist bei Beispiel 8.2 nicht der
Fall. Die �au�ere Belastung kann, zumindest im Riegel, nur �uber Biegung abgetragen
werden. In Abbildung 8.11 sind die optimalen Geometrien nach der Durchf�uhrung eines
Spannungsausgleichs bez�uglich der von Mises{Vergleichsspannungen dargestellt. Beiden
Optimierungen liegt ein linear elastisches Materialverhalten zugrunde. W�ahrend auf der
linken Seite von Abbildung 8.11 die optimale Struktur bei Vorgabe einer Verschiebung
von ûA = 0:20m infolge einer Gleichstreckenlast ('System 5') abgebildet ist, zeigt die rech-
te Seite die optimale Geometrie bei Vorgabe der Gleichstreckenlast ('System 6'), deren
Gr�o�e keinen Ein
u� auf die optimale Geometrie, wohl aber auf den Zielfunktionswert
hat. Die ebenfalls abgebildeten Spannungsplots der von Mises{Vergleichsspannungen
wurden auf der Basis eines elastoplastischen Materialmodells (vgl. Abbildung 8.7) und
einer linearen Kinematik ermittelt.
'System 5' wird infolge des Optimierungsprozesses derart ausgebildet, da� die aufgebrach-
te Verschiebung (ûA = 0:20m) m�oglichst geringe Spannungen in der Struktur hervor-
ruft. Dies wird durch eine sehr geringe Stei�gkeit erreicht, was auch anhand der Last{
Verschiebungskurven in den Abbildungen 8.9 und 8.10 zu erkennen ist. Aufgrund der
Vorgabe einer Verschiebung an einer bestimmten Stelle des Tragwerks kann der Last-
steigerungsfaktor �t+1 und somit die �au�ere Last w�ahrend des Optimierungsprozesses
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Tabelle 8.3: Zahlenwerte bei materieller und geometrischer Nichtlinearit�at
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Abbildung 8.11: Optimierungsergebnisse bei Zielfunktion 'Spannungsausgleich'

ver�andert, d.h. in diesem Fall reduziert werden (vgl. Abbildung 6.1). Die Einschn�urung
im Eckbereich von 'System 5' ist auf die Wahl der geometrischen Parametrisierung und
die De�nition der Optimierungsvariablen zur�uckzuf�uhren.
Die Duktilit�at, die elastische Stei�gkeit und die ertragbare Last von 'System 5' liegen
weit unter den Werten der anderen Systeme (vgl. Tabellen 8.2 und 8.3). Das Tragver-
halten von 'System 6' ist deutlich besser, da sich das Tragwerk nicht durch Reduktion
der Stei�gkeit der w�ahrend des Optimierungsprozesses konstanten Last entziehen kann
(vgl. Abbildung 6.1). Das Tragwerk weist eine gewisse �Ahnlichkeit zu 'System 4' auf. Die
mechanischen Eigenschaften bei elastoplastischem Materialverhalten und einer linearen
Kinematik sind jedoch deutlich schlechter als die von 'System 2', welches auf der Basis
des eben genannten mechanischen Modells ermittelt wurde und diesbez�uglich optimal ist.
Dieser Sachverhalt ist Tabelle 8.1 zu entnehmen. Analoges gilt bei materieller und geo-
metrischer Nichtlinearit�at. Bez�uglich der Duktilit�at ist 'System 6' deutlich schlechter als
'System 3' (vgl. Tabelle 8.2), was vor allem auf die geringe Au
agerbreite zur�uckzuf�uhren
ist. Au�erdem versagt das Tragwerk fr�uhzeitig infolge einer Instabilit�at (vgl. Abbil-
dung 8.10).
Es kann demnach festgestellt werden, da� die durch einen Spannungsausgleich generierten
Tragwerke ('Systeme 5 und 6') bei weitem nicht die Qualit�at der bez�uglich der Dukti-
lit�at optimierten Tragwerke erreichen, was bei diesem Beispiel auf die Ausgangsgeometrie
(Rahmentragwerk) und die Art der Beanspruchung (Biegung) zur�uckzuf�uhren ist. Der
Einsatz des Spannungsausgleichs zur Optimierung des mechanischen Verhaltens bez�uglich
der Duktilit�at ist folglich nur in Ausnahmef�allen m�oglich und daher f�ur allgemeine Pro-
blemstellungen nicht zu empfehlen.

Ein
u� eines h�oheren kritischen Lastfaktors auf die Optimierung

Bisher wurden wichtige Ein
�usse, wie beispielsweise der eines h�oheren einzuhaltenden kri-
tischen Lastfaktors als Nebenbedingung (z.B. �c � 2:0 � �end) oder der eines zus�atzlichen
Lastfalls, auf das Optimierungsergebnis nicht diskutiert, was nachfolgend geschehen soll.
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Abbildung 8.12: Optimierungsergebnisse f�ur verschiedene Stabilit�atsnebenbedingungen
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Zuerst wird die Nebenbedingung 'kritischer Lastfaktor', die zur Ermittlung von 'System 4'
verwendet wurde, von �c � 1:0 ��end auf �c � 2:0 ��end erh�oht, um eine gr�o�ere Sicherheit
gegen Stabilit�atsversagen zu erzielen. Der kritische Lastfaktor wird dabei mittels der in
Gleichung (4.93) angegebenen Formel bestimmt. Der daf�ur notwendige Eigenwert wird
mit Hilfe von Gleichung (4.88) approximativ bestimmt. Das zugeh�orige Optimierungser-
gebnis ist in Abbildung 8.12 dargestellt und als 'System 7' bezeichnet.
Es ergeben sich rein optisch keine nennenswerten Unterschiede zu 'System 4', bei dessen
Ermittlung ein kritischer Lastfaktor von �c � 1:0 � �end gefordert war. Auch das mecha-
nische Verhalten der beiden Systeme in Abbildung 8.12 ist sehr �ahnlich, was anhand der
Last{Verschiebungsdiagramme in Abbildung 8.9 und 8.10 verdeutlicht wird. Allerdings
l�a�t die Last{Verschiebungskurve von 'System 7' in Abbildung 8.10 nicht darauf schlie-
�en, da� ein kritischer Lastfaktor von �c � 2:0 � �end erreicht werden kann. �end betr�agt
f�ur 'System 7' etwa 2:098; dies f�uhrt zu einem Lastfaktor der zugeh�origen, approximati-
ven Versagenslast von �c = 2:0 � �end = 4:196. Untersuchungen haben gezeigt, da� der
Lastfaktor, bei dem bei 'System 7' ein Stabilit�atsversagen auftritt, etwa bei �c = 2:118
liegt. Der Grund f�ur die gro�e Abweichung zwischen tats�achlicher Versagenslast und der
durch eine Eigenwertanalyse (Gleichung (4.88)) abgesch�atzten Versagenslast liegt an der
Qualit�at der Eigenwertanalyse f�ur das materiell und geometrisch nichtlineare Struktur-
problem. Mit Hilfe von Gleichung (4.88) k�onnen die Eigenwerte bei der Ber�ucksichtigung
dieser Nichtlinearit�aten nur sehr schlecht approximiert werden. Die Berechnung der Ei-
genwerte mittels Gleichung (4.90) liefert wesentlich bessere Werte. Der kleinste positive
Eigenwert von 'System 7' betr�agt dann ~�i = 1:008, was zu einem kritischen Lastfaktor
von �c = 1:008 � 2:098 = 2:115 f�uhrt. Es wird deutlich, da� die realistische Erfassung der
zu erwartenden kritischen Last durch die Approximation mittels einer Eigenwertanalyse
von gro�er Bedeutung f�ur das Optimierungsergebnis ist. Andernfalls ist die Diskrepanz
zwischen tats�achlicher und f�ur die Optimierung zugrunde gelegter bzw. zul�assiger Versa-
genslast sehr gro�.
Eine Optimierung unter Ber�ucksichtigung der Stabilit�atsnebenbedingung, die auf der Ba-
sis von Gleichung (4.90) ermittelt wird, ist f�ur das vorliegende Beispiel aufgrund er-
heblicher numerischer Schwierigkeiten nicht m�oglich. Diese Schwierigkeiten sind darin
begr�undet, da� die Stabilit�atsnebenbedingung bereits f�ur den Startentwurf sehr stark
verletzt ist und dadurch der Optimierungsalgorithmus keinen verbesserten Entwurf be-
rechnen kann; d.h. es steht, zumindest zu Beginn der Optimierung, zu wenig Material
aufgrund der Gewichtskonstanz zur Verf�ugung, um das gestellte Optimierungsproblem
l�osen zu k�onnen.

Ein
u� der Belastung auf die Optimierungsergebnisse

Der Ein
u� eines zus�atzlichen Belastungszustandes auf die Optimierungsergebnisse ist
in Abbildung 8.13 dargestellt. Neben der Ausgangsgeometrie, den Lagerbedingungen
und der vertikalen Belastung, die sich nicht von denen in Abbildung 8.7 unterschei-
den, ist die Rahmenkonstruktion zus�atzlich durch zwei an den Rahmenecken angreifende,
horizontale Einzellasten beansprucht. Die Optimierungsergebnisse auf der Basis eines
elastoplastischen Materialmodells und einer linearen Kinematik ('System 8'), eines ela-
stoplastischen Materialverhaltens und einer nichtlinearen Kinematik ('System 9') und
der Ber�ucksichtigung einer zus�atzlichen Stabilit�atsnebenbedingung f�ur dieses mechani-
sche Modell ('System 10') sind in Abbildung 8.13 zusammengestellt. Die von Mises{
Vergleichsspannungen sind dabei f�ur den vertikalen Lastfall Rv

t+1 und auf der Basis des
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Abbildung 8.13: Optimierungsergebnisse bei zus�atzlicher horizontaler Belastung

jeweiligen mechanischen Modells, das den Optimierungen zugrunde liegt, angegeben. Ten-
denziell �ahneln die 'Systeme 8{10' demjenigen, das auf der Basis eines elastoplastischen
Materialmodells, einer nichtlinearen Kinematik und der Stabilit�atsnebenbedingung f�ur
vertikale Belastung ermittelt wurde ('System 4'). Die zugeh�origen Last{Verschiebungsdia-
gramme der so ermittelten Systeme, die f�ur elastoplastisches Materialverhalten und eine
lineare Kinematik sowie eine nichtlineare Kinematik f�ur den Lastfall 'vertikale Last' ermit-
telt wurden, sind in den Abbildungen 8.14 und 8.15 dargestellt. Die Last{Verschiebungs-
diagramme in Abbildung 8.14 zeigen deutlich, da� alle drei Systeme die Qualit�at von

System 2
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Abbildung 8.14: Last{Verschiebungsdiagramme bei materieller Nichtlinearit�at f�ur verti-
kale Belastung
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Abbildung 8.15: Last{Verschiebungsdiagramme bei materieller und geometrischer Nicht-
linearit�at f�ur vertikale Belastung

'System 2' bez�uglich der Duktilit�at (wie zu erwarten) nicht erreichen. Grund daf�ur sind
die unterschiedlichen formgebenden Lastf�alle. Obwohl 'System 8' auf der Basis desselben
mechanischen Modells (elastoplastisches Materialverhalten, lineare Kinematik) wie 'Sy-
stem 2' bestimmt wurde, ist das duktile Verhalten von 'System 9', welches bez�uglich einer
nichtlinearen Kinematik ermittelt wurde, deutlich besser. Diese Feststellung best�atigt
die Aussage, da� das Verhalten eines bez�uglich eines bestimmten mechanischen Modells
und Lastfalls, einer bestimmten Geometrie und Lagerbedingung optimierten Tragwerks
auf �Anderungen eines oder mehrerer dieser genannten Faktoren sehr sensitiv reagieren
kann. Als weiteres Beispiel daf�ur kann die Imperfektionsemp�ndlichkeit von Tragwerken
genannt werden (vgl. Reitinger [180]). Die Folge ist ein nicht{optimales Tragwerk;
allerdings ist es bei der vorgestellten Vorgehensweise kaum m�oglich, eine zufriedenstellen-
de Aussage dar�uber zu tre�en, wie stark die Abweichung vom 'optimalen Tragwerk' bei
Ver�anderung einer der zuvor aufgez�ahlten Gr�o�en sein wird.
Das Verhalten von 'System 8 und 9' f�ur elastoplastisches Materialverhalten und eine nicht-
lineare Kinematik (vgl. Abbildung 8.15) zeigt das Auftreten eines Stabilit�atsproblems vor
Erreichen der vorgegebenen Verschiebung. Grund hierf�ur sind vor allem die d�unnen Stiele
in Au
agern�ahe. Ein analoges Verhalten konnte bereits f�ur 'System 2 und 'System 3' in
Abbildung 8.10 beobachtet werden.
Bei der Untersuchung von 'System 10' ist dagegen kein Stabilit�atsversagen (bei vertikaler
Belastung) zu erkennen. Dies liegt jedoch nicht daran, da� 'System 10' unter Einbezie-
hung einer Stabilit�atsnebenbedingung (f�ur eine zus�atzliche, horizontale Belastung) gene-
riert wurde, sondern ist eher zuf�alliger Natur und kann nicht verallgemeinert werden.
Auf die Angabe der Werte f�ur Duktilit�at, Laststeigerungsfaktor und elastische Stei�g-
keit f�ur die 'Systeme 7{10' gem�a� den Tabellen 8.1 und 8.2 wurde verzichtet. Eine
Absch�atzung dieser Werte kann anhand der Last{Verschiebungsdiagramme in den Ab-
bildungen 8.9, 8.10 , 8.14 und 8.15 vorgenommen werden. Es wird lediglich der Ein
u�
eines ver�anderten Optimierungsproblems in Form einer anderen Nebenbedingung oder
einer anderen Belastung auf das Optimierungsergebnis aufgezeigt. Au�erdem wurde das
mechanische Verhalten der so erzeugten Geometrien auf der Basis der De�nitionen des
urspr�unglichen Optimierungsproblems bestimmt und beurteilt.
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8.3 Beispiel 3: Minimierung des Gewichts eines

Vierendeel{Tr�agers

Dieses Beispiel dient zur Verdeutlichung des Ein
usses der Wahl einer zu groben Dis-
kretisierung im Raum (numerisches Modell) auf das Optimierungsergebnis. Aus diesem
Grund wird die Struktur in Abbildung 8.16 mit nur 384 Finiten Elementen f�ur die Bereiche
um die L�ocher diskretisiert und in einem ersten Schritt mit biquadratischen (8{knotigen)
Serendipity{Scheibenelementen analysiert und optimiert. Zum Vergleich wird die Berech-
nung auf der Basis von bilinearen (4{knotigen) Scheibenelementen durchgef�uhrt, was zu
einer unzureichenden Qualit�at der Strukturantwort und somit auch der Optimierungser-
gebnisse f�uhrt. In beiden F�allen werden vier Integrationspunkte verwendet. Zus�atzlich
wird der Ein
u� des mechanischen Modells auf das Optimierungsergebnis untersucht. Die
Optimierung wird jeweils f�ur elastisches und elastoplastisches Materialverhalten durch-
gef�uhrt.
Das Beispiel wird in Anlehnung an die Formoptimierung eines Vierendeel{Tr�agers in
der Arbeit von Bletzinger [30] bei elastischem Materialverhalten untersucht. Dieser
Vierendeel{Tr�ager ist Teil einer Dachkonstruktion und wird dort als Quertr�ager zur
�Uberbr�uckung einer Spannweite von 36:4m dimensioniert. Die Quertr�ager stehen in ei-
nem regelm�a�igen Abstand von 10:8m und sind �uber Seilverspannungen an den Obergur-
ten gegen Ausknicken aus der Ebene gesichert. N�aheres hierzu ist in Bletzinger [30]
zu �nden.
Gesucht ist eine Form der L�ocher, die sowohl �asthetischen als auch technischen Anspr�uchen
gen�ugt. Zur Gestaltung der L�ocher und zur Realisierung einer m�oglichst leichten und
transparenten Konstruktion wird die Minimierung des Gewichts als Zielfunktion de�niert.
Der f�ur die Formgebung zu ber�ucksichtigende Lastfall setzt sich aus dem Eigengewicht
des Tr�agers, dem Gewicht der Dachkonstruktion und der Belastung aus Schnee, die als
Einzelkr�afte an Ober{ und Untergurt angreifen, zusammen. Die f�ur die Formoptimierung
parametrisierte Geometrie des Vierendeel{Tr�agers ist in Abbildung 8.16 dargestellt.
Die Geometrie, die Last{ und Lagerbedingungen sowie die Materialdaten sind ebenfalls
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Abbildung 8.16: Geometrie, Lasten und Materialdaten des Optimierungsproblems



148 KAPITEL 8. ANWENDUNGEN IN DER OPTIMIERUNG

Abbildung 8.16 zu entnehmen. Das Eigengewicht ist nicht explizit dargestellt, wird jedoch
bei der Optimierung ber�ucksichtigt. Aus Symmetriegr�unden gen�ugt die Betrachtung und
Optimierung des halben Systems.
Die anfangs kreisf�ormigen Aussparungen sind jeweils mittels vier B{Splines modelliert,
die wiederum durch sechs Design{Knoten de�niert sind. Die �Uberg�ange der B{Splines
sind C2{kontinuierlich, um m�oglichst viele verschiedene Lochformen infolge der Optimie-
rung zu erm�oglichen (vgl. Bletzinger [30]). Die formbeschreibenden Design{Knoten
der L�ocher werden als Optimierungsvariablen de�niert, deren Bewegungsrichtungen zu
den jeweiligen Lochmittelpunkten vorgeschrieben sind. Au�erdem werden die Optimie-
rungsvariablen derart miteinander verkn�upft, da� der Tr�ager bez�uglich seiner L�angsachse
symmetrisch bleibt. Um eine konstruktive Mindesth�ohe der Gurte bzw. Stege von 15 cm
bzw. 30 cm zu gew�ahrleisten, werden entsprechende Restriktionen eingef�uhrt. Die Lage-
rung des Tr�agers besteht aus einer weichen Einspannung, die durch einen Bereich einer
im Vergleich zum Elastizit�atsmodul des Tr�agers sehr geringen Stei�gkeit (Ew) modelliert
ist.
Die Zielfunktion des Optimierungsproblems ist die Minimierung des Gewichts durch ei-
ne Variation der Lochformen. Als Nebenbedingungen werden Spannungsnebenbedingun-
gen und eine Verschiebungsnebenbedingung in Tr�agermitte de�niert. Die von Mises{
Vergleichsspannungen an den �au�eren und inneren R�andern des Vierendeel{Tr�agers
werden auf �v = 2:0 � 105 kN=m2 begrenzt. Die Schubspannungen zwischen den L�ochern
d�urfen den Wert � = 8:0 � 104 kN=m2 nicht �uberschreiten. Diese Werte wurden in Blet-
zinger [30] als Nebenbedingungen verwendet. Die Verschiebungsnebenbedingung in Feld-
mitte wird zu ûA � l=300 � 0:12m de�niert. Zur Bestimmung des Optimums wird der
in Kapitel 2 beschriebene SQP{Algorithmus mit BFGS{Update verwendet.
Sowohl die Struktur{ als auch die Sensitivit�atsanalyse wird zun�achst mit biquadratischen,
unterintegrierten Serendipity{Scheibenelementen durchgef�uhrt. Das Ausgangsgewicht der
Struktur betr�agt W0 = 105:7 kN . Dieses wird durch die Optimierung auf der Basis eines
elastischen Materialverhaltens auf Wopt = 95:5 kN reduziert. Die Durchbiegung in Feld-
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Abbildung 8.17: Optimierung mit 8{knotigen Finiten Elementen
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mitte in Punkt A betr�agt 9:1 cm, was darauf hindeutet, da� mindestens eine Spannungs-
nebenbedingung aktiv ist. Die optimale Geometrie und der zugeh�orige Spannungszustand
sind in Abbildung 8.17 dargestellt.
Anhand der Spannungsplots in Abbildung 8.17 ist zu erkennen, da� nur an einigen wenigen
Stellen die Spannungsnebenbedingungen verletzt und somit aktiv sind. An anderen Stellen
hingegen ist die Vergleichsspannung weit unter den 'kritischen Werten'. Bei der Annahme
eines elastischen Materialverhaltens besteht jedoch nicht die M�oglichkeit, Spannungen um-
zulagern, falls ein bestimmter Wert �uberschritten ist. Um nun das Material besser und e�-
zienter ausnutzen zu k�onnen und Spannungsumlagerungen zu erm�oglichen, wird ein elasto-
plastisches Materialverhalten angenommen. Dazu wird die von Mises{Flie�bedingung
verwendet. In diesem Beispiel wird nahezu ohne Verfestigung gerechnet (ideal plastisch).
Zu Vergleichszwecken wird die Flie�spannung in der H�ohe der Nebenbedingung der von
Mises{Vergleichsspannungen de�niert (�y = �v = 2:0 � 105 kN=m2). Eine Gewichts-
optimierung auf der Basis des elastoplastischen Materialmodells unter Ber�ucksichtigung
der Schubspannungs{ und Verschiebungsnebenbedingungen f�uhrt zu einer Struktur mit
einem Gewicht von Wopt = 82:0 kN (vgl. Abbildung 8.17). Die Vergleichsspannungs-
nebenbedingungen werden dabei durch die Flie�spannung 'ersetzt'. Die Verschiebung in
Feldmitte entspricht exakt der Verschiebungsnebenbedingung; d.h. diese ist aktiv und
beendet die Optimierung. Das Optimierungsergebnis und der zugeh�orige Spannungszu-
stand sind ebenfalls in Abbildung 8.17 dargestellt. Obwohl die geforderten konstruktiven
Vorgaben in Form von Nebenbedingungen und Restriktionen eingehalten sind, kann das
Gewicht bei elastoplastischem Materialverhalten um 22:4% gegen�uber dem Ausgangszu-
stand reduziert werden. Bei elastischem Materialverhalten sind es dagegen nur 9:6%.
Der Ein
u� der Elementwahl wird anhand zweier Optimierungen entsprechend dem obigen
Vorgehen mittels bilinearen Scheibenelementen demonstriert. Die optimalen Geometrien
f�ur die im �ubrigen gleichen Randbedingungen sind f�ur elastisches und elastoplastisches
Materialverhalten mit den zugeh�origen Spannungszust�anden in Abbildung 8.18 darge-
stellt. Aufgrund der geringen Anzahl an Finiten Elementen wird erwartet, da� sich die
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Struktur zu steif verh�alt.
Das Ausgangsgewicht betr�agt nun W0 = 106:1 kN . Der Unterschied zu den vorherigen
Untersuchungen, bei denen W0 = 105:7 kN betr�agt, ist auf die unterschiedlichen Ansatz-
funktionen der Finiten Elemente zur�uckzuf�uhren. Biquadratische Elemente mit quadra-
tischen Ansatzfunktionen am Rand k�onnen die Kreisform besser approximieren, als dies
mit linearen Finiten Elementen m�oglich ist. Die Reduktion des Gewichts betr�agt im Fall
der Elastizit�at 24:6% und bei elastoplastischem Materialverhalten 31:4%. Die absoluten
Werte des Strukturgewichts sind Abbildung 8.18 zu entnehmen.
Es wird deutlich, da� die Wahl der Finiten Elemente, zumindest bei diesem Beispiel, qua-
litativ kaum einen Ein
u� auf die Optimierungsergebnisse hat. Bei elastoplastischem Ma-
terialverhalten kann aufgrund der M�oglichkeit der Spannungsumlagerung deutlich mehr
Material eingespart werden, als dies bei elastischem Materialverhalten der Fall ist. Aller-
dings sind die Zielfunktionswerte und damit auch die optimale Geometrie der Struktur
sehr stark von der Qualit�at der Strukturantwort abh�angig, da bei diesem Optimierungs-
problem lokale Entwurfskriterien in Form von Verschiebungs{ und Spannungsnebenbedin-
gungen verwendet werden. Die Bestimmung der tats�achlich optimalen Geometrie setzt
jedoch eine m�oglichst genaue Approximation der Struktur voraus, um die lokalen Gr�o�en
so exakt wie m�oglich ermitteln zu k�onnen. Dies gilt sowohl f�ur die Methode zur Be-
stimmung der Strukturantwort (numerisches Modell) als auch f�ur das zugrundegelegte
mechanische Modell.

8.4 Beispiel 4: Minimierung des Gewichts unter Be-

r�ucksichtigung von Stabilit�atsnebenbedingungen

Wie im Beispiel zuvor, ist bei diesem Optimierungsproblem das minimale Gewicht zu er-
mitteln. Die Geometrie, die Materialdaten und die Last{ und Lagerbedingungen sind in
Abbildung 8.19 angegeben. Die Balken{St�utzen{Konstruktion ist in der Mitte der beiden
Felder durch je eine vertikale Last der Gr�o�e 1500 kN beansprucht. Die Optimierungsva-
riablen und deren zul�assige Bewegungsrichtungen sind ebenfalls in Abbildung 8.19 de�-
niert. Die Unterkante des Balkens ist auf beiden Seiten der St�utze mit einem 5{knotigen
B{Spline approximiert; die restlichen Kanten sind 2{knotige Lagrange{Kanten. Die
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Abbildung 8.19: Geometrie, Lasten und Materialdaten des Optimierungsproblems
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Optimierungsvariablen sind derart gekoppelt (linking), da� die Symmetrie bez�uglich der
vertikalen Achse erhalten bleibt. Zudem f�uhren entsprechende Verkn�upfungen der Varia-
blen zu einer konstanten Dicke der St�utze.
Die vertikalen Verschiebungen der Unterkante des Balkens werden mit Hilfe zahlreicher
Verschiebungsnebenbedingungen auf 2 cm begrenzt. Die Analyse und Optimierung der
Struktur erfolgt, trotz Symmetrie, am gesamten System mit 1116 biquadratischen, unter-
integrierten Serendipity{Scheibenelementen.
Das Ausgangstragwerk in Abbildung 8.19 wird zu Vergleichszwecken auf der Grundlage
verschiedener mechanischer Modelle optimiert. Zuerst erfolgt die Optimierung bei geo-
metrisch und materiell linearem Strukturverhalten. Das zugeh�orige Optimierungsergebnis
und die von Mises{Vergleichsspannungen sind auf der linken Seite von Abbildung 8.20
dargestellt und als 'System 1' bezeichnet. Das Gewicht konnte dabei von urspr�unglich
0:775 kN auf 0:3628 kN reduziert werden. Die aktive Verschiebungsnebenbedingung be-
�ndet sich in einem Abstand von 2:82m von den Au
agern des Balkens, etwa in Feld-
mitte. Die Durchbiegung bzw. Absenkung der 4:26 cm breiten St�utze betr�agt 6:675mm.
Die vertikale Au
agerlast der St�utze (St�utzenkraft) betr�agt Rs = 1169:91 kN , was einer
durchschnittlichen Spannung in der Au
agerfuge der St�utze von 2:746 � 105 kN=m2 ent-
spricht. Die St�utzenlast wurde mit Hilfe der vertikalen Spannungskomponente an den
Knoten der Finiten Elemente und der Simpson{Regel ermittelt.
Es wird deutlich, da� die sehr schlanke Konstruktion extrem stabilit�atsgef�ahrdet ist.
Entsprechende Untersuchungen haben gezeigt, da� die ertragbare Last nach dem Eu-
ler'schen Stabilit�atskriterium f�ur den Euler{Fall 4 Rkrit = 213:64 kN betr�agt (mit
Rkrit = (�2EI) =s2k). I stellt das Tr�agheitsmoment der St�utze dar und sk ist deren
Knickl�ange, die hier f�ur alle Systeme zu sk = 5:00m angenommen wird. Die H�ohe des
Balkens �uber der St�utze betr�agt 39:95 cm und an den Lagern 65:54 cm.
In einem zweiten Schritt wird die Gewichtsminimierung auf der Basis eines elastopla-
stischen Materialmodells, der von Mises{Flie�bedingung mit linearer, isotroper Ver-
festigung und einer linearen Kinematik durchgef�uhrt. Das zugeh�orige Optimierungser-
gebnis ('System 2') und der daraus resultierende Spannungszustand der von Mises{
Vergleichsspannungen sind auf der rechten Seite von Abbildung 8.20 dargestellt. Prinzi-
piell unterscheiden sich 'System 1' und 'System 2' rein optisch nur unwesentlich voneinan-
der. Das Gewicht wurde von 0:775 kN auf 0:3851 kN reduziert. Der Abstand der aktiven
Verschiebungsnebenbedingungen betr�agt 3:09m von den Au
agern des Balkens. Obwohl
die Breite der St�utze mit 3:74 cm noch etwas schmaler als die von 'System 1' ist, betr�agt
die Absenkung �uber der St�utze nur 5:94mm. Grund hierf�ur ist die geringere St�utzenkraft
von Rs = 896:00 kN infolge einer anderen Dickenverteilung des Balkens entlang seiner
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Î ÎÎÎ

ÎÎÎ
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Abbildung 8.20: Optimierung bei elastischem und elastoplastischem Materialverhalten
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L�angsachse. Die H�ohe des Balkens �uber der St�utze betr�agt 35:81 cm, die an den Auf-
lagern 71:49 cm. Die St�utzenkraft wurde erneut mit der Simpson{Regel bestimmt und
f�uhrt zu einer durchschnittlichen Spannung in der Lagerfuge von 2:396 � 105 kN=m2, was
etwa der de�nierten Flie�spannung entspricht.
Auch bei diesem Optimierungsergebnis ist die sehr schlanke St�utze �au�erst stabilit�atsge-
f�ahrdet. Die ertragbare Last nach dem Euler'schen Stabilit�atskriterium (Fall 4) betr�agt
Rkrit = 144:56 kN und ist damit deutlich niedriger als die vorhandene Last.
Anhand dieser Schwierigkeiten, sowohl bei elastischem als auch elastoplastischem Materi-
alverhalten, wird die stark eingeschr�ankte Aussagekraft und Zuverl�assigkeit der Optimie-
rungsergebnisse f�ur unrealistische mechanische Modelle deutlich. Die Ber�ucksichtigung
des Stabilit�atsproblems w�ahrend des Optimierungsprozesses ist hier unbedingt erforder-
lich, um zuverl�assige Ergebnisse zu erhalten. Zwar beein
u�t das gew�ahlte Materialmodell
die optimale Geometrie bez�uglich des minimalen Gewichts, jedoch f�uhren beide mechani-
schen Modelle zu unrealistischen und unzul�assigen Entw�urfen.
Die optimale Geometrie auf der Basis eines elastoplastischen Materialverhaltens, gro�er
Verformungen (geometrisch nichtlinear) und der Ber�ucksichtigung des Stabilit�atsproblems
ist in Abbildung 8.21 dargestellt und als 'System 3' bezeichnet. Zur approximativen Be-
stimmung der kritischen Last nach Gleichung (4.93) wurde das Eigenwertproblem nach
Gleichung (4.88) verwendet, da bei diesem Optimierungsproblem lediglich eine Sicherheit
von 1:0 gegen�uber Stabilit�atsversagen gefordert wird. Daher ist die Wahl des Eigenwert-
problems von geringer Bedeutung. Die notwendige Ableitung des kritischen Lastfaktors
ist in Kapitel 7 beschrieben.
Bei dieser Optimierung konnte das Gewicht der Struktur auf 0:4028 kN reduziert werden
und liegt damit nur unwesentlich �uber den Werten von 'System 1' und 'System 2'. Die
Breite der St�utze betr�agt nun 8:08 cm und ist demnach deutlich dicker als bei den zuvor
durchgef�uhrten Optimierungen. Neben der bei dieser Optimierung zus�atzlich eingef�uhrten
Stabilit�atsnebenbedingung ist eine Verschiebungsnebenbedingung im Abstand von 2:68m
vom Au
ager des Balkens aktiv. D.h. genau bei Erreichen der vorgegebenen Last tritt
Stabilit�atsversagen der St�utze ein (Sicherheitsfaktor 1:0), und die maximal zul�assige Ver-
tikalverschiebung des Balkens wird erreicht.
Die St�utzenkraft betr�agt 1416:69 kN , was allerdings aufgrund der gr�o�eren Breite der
St�utze nur einer durchschnittlichen Spannung von 1:753 � 105 kN=m2 entspricht. Dieser
Wert liegt deutlich unter der Flie�spannung, was auch anhand des Spannungsplots in Ab-
bildung 8.21 zu erkennen ist. Aufgrund des Stabilit�atsproblems kann die zu ertragende
Spannung (Flie�spannung) nicht erreicht werden, wie dies bei 'System 2' der Fall ist (vgl.

System 3

b � 8.08 cm

ÎÎ

ÎÎ Î

Abbildung 8.21: Optimierung mit Stabilit�atsnebenbedingungen, materiell und geome-
trisch nichtlinear
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Abbildung 8.20). Dies wird anhand der im Vergleich zu 'System 1' und 'System 2' geringe-
ren Absenkung der St�utze von 4:17mm zus�atzlich deutlich. Allerdings ist gew�ahrleistet,
da� die vorhandene St�utzenkraft unter der nach dem Euler'schen Stabilit�atskriterium
von Rkrit = 1457:78 kN liegt. Der Grund f�ur den geringen Unterschied der beiden Werte
ist vor allem in der approximativen Ermittlung der St�utzenkraft mittels der Simpson{
Regel, der Berechnung mit der Methode der Finiten Elemente und der Annahme des
Euler{Falls 4 sowie der Knickl�ange sk = 5:0m zu suchen.
Durch den Ein
u� der Stabilit�atsnebenbedingung auf die optimale Formgebung gestaltet
sich die Ausbildung des Balkens in anderer Art und Weise. Die H�ohe des Balkens �uber
der St�utze betr�agt 51:47 cm und �uber den Au
agern 59:36 cm. Zusammenfassend sind die
erw�ahnten Werte der drei durch die Formoptimierung generierten Systeme in Tabelle 8.4
dargestellt.
Es sollte erg�anzend erw�ahnt werden, da� im Laufe der Ermittlung von 'System 3' mehrere
lokale Minima auftraten, was die Durchf�uhrung der Optimierung von zahlreichen, unter-
schiedlichen Startentw�urfen notwendig machte, um zumindest ungef�ahr in die N�ahe des
tats�achlichen, globalen Optimums zu gelangen. Ob das ermittelte Tragwerk das globale
Optimum darstellt, kann jedoch trotzdem nicht garantiert werden. Diese Problematik
trat bei der Generierung der Systeme '1' und '2' nicht auf. Dies f�uhrt zu der Vermu-
tung, da� f�ur die Schwierigkeiten bei der Optimierung die Ber�ucksichtigung der Stabi-
lit�atsnebenbedingung verantwortlich ist.
Eine m�ogliche Erkl�arung f�ur das Auftreten dieser Schwierigkeiten ist, da� erst durch
die Minimierung des Gewichts eines bestimmten Tragelements, das f�ur die Lastabtragung
nicht unbedingt ben�otigt wird, ein Stabilit�atsproblem auftritt (sofern von einem zul�assigen
Entwurf aus gestartet wurde). Ein �ahnliches Problem ergibt sich bei der Topologieopti-
mierung. Bei Verwendung des SIMP{Ansatzes (vgl. Kapitel 3) werden die Dichten als
Optimierungsvariablen de�niert. In der N�ahe der Dichte '0', die infolge des Optimierungs-
prozesses an vielen Stellen des Tragwerks erzeugt wird, k�onnen lokale Stabilit�atsprobleme
auftreten. Die Beanspruchung dieser Stellen ist zwar sehr gering, jedoch gilt dies auch f�ur
die zugeh�orige Stei�gkeit. Zur L�osung bzw. Umgehung dieses Problems werden die ent-
sprechenden Eintr�age in der geometrischen Stei�gkeitsmatrix vernachl�assigt (vgl. Neves
et al. [153], Maute [136]), da diese Bereiche im Optimum wahrscheinlich nicht mehr
vorhanden sein werden.
Die verwendeten Methoden der Formoptimierung sind allerdings nicht in der Lage, die
Topologie eines Tragwerks zu �andern, indem die St�utze komplett entfernt wird. Dadurch

System 1 System 2 System 3

Optimales Gewicht in [kN]

Stützenbreite in [cm]

Balkenhöhe in [cm] , Lager/Stütze

Stützenkraft in [kN]

Kritische Last nach EULER in [kN]

0.3628 0.3851

4.26 3.74

65.54/39.95 71.49/35.81

1169.91 896.00

213.64 144.56 1457.78

8.08

59.36/51.47

0.4028

1416.69

Spannung in der Stütze in [kN/m2] 2.746� 105 2.396� 105 1.753� 105

Tabelle 8.4: Zahlenwerte zu den Optimierungsergebnissen



154 KAPITEL 8. ANWENDUNGEN IN DER OPTIMIERUNG

k�onnte jedoch das Stabilit�atsproblem des Tragwerks verhindert werden. Die Entschei-
dung, ab welchem Lastniveau bzw. ob �uberhaupt eine St�utze zur Lastabtragung f�ur die
gegebenen Randbedingungen erforderlich ist, kann daher nur mit Methoden der Topolo-
gieoptimierung getro�en werden. Die Durchf�uhrung einer Topologieoptimierung auf der
Basis der in Kapitel 6 vorgestellten Methode zur Ermittlung der Sensitivit�aten ist auf-
grund der gro�en Anzahl an Optimierungsvariablen extrem rechenintensiv und im Rah-
men der vorliegenden Arbeit nicht durchf�uhrbar.
Die Formoptimierung mit Stabilit�atsnebenbedingungen ist jedoch dann auf jeden Fall
sinnvoll, wenn aus bestimmten Gr�unden eine gew�ahlte Topologie bez�uglich der Form op-
timiert werden soll, um das Entstehen stabilit�atsgef�ahrdeter Tragwerke zu verhindern.
Eine nachtr�agliche Verbreiterung von Tragelementen, wie dies zur Vermeidung von Sta-
bilit�atsproblemen bei 'System 1' und 'System 2' notwendig w�are, beein
u�t jedoch das
globale Tragverhalten und somit auch die optimale Geometrie des gesamten Tragwerks,
was anhand der unterschiedlichen Formen des Balkens bei diesem Beispiel zu erkennen
ist.
Abschlie�end bleibt noch zu erw�ahnen, da� die ermittelten Systeme die optimalen L�osun-
gen bez�uglich der gew�ahlten mechanischen Modelle, und hier besonders des gew�ahlten
Lastfalls bzw. Lastniveaus, darstellen. Eine Ver�anderung einer oder mehrerer dieser
Gr�o�en kann zu v�ollig anderen 'optimalen' Tragwerken f�uhren.



Kapitel 9

Bewertung und Ausblick

9.1 Zusammenfassung

Mit Hilfe der Methoden der Strukturoptimierung kann das mechanische Verhalten von
Tragwerken in Abh�angigkeit von Gegebenheiten wie �au�ere Last, Ausgangsgeometrie,
Material sowie Lagerbedingungen optimiert bzw. verbessert werden. W�ahrend die Topo-
logieoptimierung zur Ermittlung des prinzipiellen Tragwerksaufbaus eingesetzt wird, l�a�t
sich die genaue, d.h. optimale Form der Struktur mittels der Formoptimierung bestim-
men. Analoges gilt f�ur die Querschnittsoptimierung und die Materialoptimierung, mit
deren Hilfe optimale Querschnittsabmessungen bzw. der optimale Materialaufbau ermit-
telt werden k�onnen.
Allerdings stellen alle derart gewonnenen Optimierungsergebnisse bzw. Tragwerke ein
Optimum bez�uglich der zugrundegelegten Annahmen und Vereinfachungen gegen�uber der
Wirklichkeit dar. Das bedeutet, da� die optimale Topologie und Form von den Ideali-
sierungen des tats�achlichen Ausgangstragwerks mittels des Entwurfsmodells sowie der
Approximation des mechanischen Strukturverhaltens und damit auch dessen Sensitivit�at
im Analysemodell abh�angig sind. Die Abh�angigkeit der Optimierungsergebnisse vom
Analysemodell ist auf das gew�ahlte Berechnungsverfahren, in der vorliegenden Arbeit die
Methode der Finiten Elemente, die Qualit�at der verwendeten Elementformulierung und
die gew�ahlte Kinematik, aber besonders auf das zugrundegelegte physikalische Modell, wie
beispielsweise das Materialverhalten, zur�uckzuf�uhren. Bisherige Optimierungsverfahren
basieren in den meisten F�allen auf der Annahme geometrischer und materieller Linearit�at,
womit die Ber�ucksichtigung von nichtlinearen Strukturproblemen, wie beispielsweise der
Elastoplastizit�at oder Stabilit�atsph�anomenen, bereits w�ahrend des Optimierungsprozes-
ses nicht m�oglich ist.
Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurden einige dieser strukturmechanischen Probleme
in den Optimierungsproze� aufgenommen, um deren Ein
u� auf die optimale Topologie
bzw. Formgebung zu untersuchen. Ziel ist es, damit die Zuverl�assigkeit der Optimierungs-
ergebnisse infolge einer genaueren Erfassung des realen Strukturverhaltens zu steigern und
au�erdem eine optimale Ausnutzung der eingesetzten Materialien zu gew�ahrleisten, um
Ressourcen und damit Kosten einzusparen und trotzdem die Sicherheit der Tragwerke
garantieren zu k�onnen.
Aus diesen Gr�unden wurden die notwendigen Grundlagen zur Erfassung der Elastoplasti-
zit�at mit ver{ wie auch entfestigendem Materialverhalten nach �Uberschreiten der Flie�-
spannung und gro�en Verformungen (geometrische Nichtlinearit�at, Stabilit�atsph�anomene)
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f�ur den Einsatz in der Strukturoptimierung, und hier speziell f�ur die Bestimmung der Gra-
dienten von Strukturantwort und Entwurfskriterien (Zielfunktion, Nebenbedingungen),
aufgearbeitet (vgl. Kapitel 4). Besondere Beachtung verdient dabei die Ber�ucksichtigung
und numerische Behandlung des im Falle der Elastoplastizit�at geschichtsabh�angigen Ma-
terialverhaltens. Damit sind neben der Strukturantwort auch die Sensitivit�aten (Gra-
dienten) geschichtsabh�angig, was f�ur die Auswahl eines geeigneten Verfahrens zu deren
Bestimmung von entscheidender Bedeutung ist. Aus diesem Grund wurden die prinzipi-
ellen Methoden der Sensitivit�atsanalyse in Kapitel 5 vorgestellt und anhand deren Vor{
und Nachteile die Einsetzbarkeit dieser Verfahren f�ur geschichtsabh�angige Probleme dis-
kutiert. Es stellte sich heraus, da� eine variationelle, direkte und aufgrund der Geschichts-
abh�angigkeit inkrementelle Vorgehensweise zur exakten und e�zienten Bestimmung der
Ableitungen zu verwenden ist. Eine Best�atigung dieser Aussage ist in verschiedenen Li-
teraturstellen zu �nden. Ein weiterer Vorteil der direkten Methode ist die M�oglichkeit
der Behandlung beliebiger Optimierungsprobleme, da aufgrund der Kenntnis der Sensiti-
vit�at der Strukturantwort die Ableitungen aller mechanisch orientierten Entwurfskriterien
einfach zu berechnen sind. In Kapitel 6 erfolgte dann die Herleitung der variationellen,
direkten Sensitivit�atsanalyse f�ur geschichtsabh�angige Materialmodelle, speziell f�ur elasto-
plastisches Materialverhalten mit isotroper und kinematischer Ver{ und Entfestigung (vgl.
auch Anhang C). Das entfestigende Materialverhalten wurde dabei mit Hilfe der Bruch-
energie beschrieben. Die Auswirkungen auf die Sensitivit�atsanalyse und der Eingang in
die Formulierung wurden diskutiert. Aufgrund erheblicher numerischer Schwierigkeiten
bei der Optimierung mit entfestigendem Materialverhalten konnte jedoch kein Optimie-
rungsbeispiel diskutiert werden. Diese Schwierigkeiten sind vor allem in zu gro�en De-
sign�anderungen w�ahrend des Optimierungsprozesses zu suchen. W�ahrend die gew�ahlten
Diskretisierungen in Raum und Zeit f�ur das Ausgangssystem gen�ugend fein sind, ist vor
allem die Zeitinkrementierung im Lauf des Optimierungsprozesses st�andig, z.T. sehr stark
zu verfeinern, um Konvergenz zu erhalten.
Neben der materiellen Nichtlinearit�at wurde die Ber�ucksichtigung und numerische Um-
setzung gro�er Verschiebungen bei der Berechnung der Sensitivit�aten er�ortert und herge-
leitet.
Auf die Notwendigkeit der Konsistenz der Herleitung der Sensitivit�atsanalyse zum ver-
wendeten Algorithmus zur Bestimmung des nichtlinearen Strukturverhaltens (Struktur-
analyse) wurde besonders hingewiesen. Aus diesem Grund wurde die Analogie zwischen
Struktur{ und Sensitivit�atsanalyse aufgezeigt. Es wurde dar�uber hinaus verdeutlicht,
da� eine konsistente Linearisierung der elastoplastischen Materialtangente f�ur die qua-
dratische Konvergenz des Verfahrens der Strukturanalyse, nicht aber f�ur die Qualit�at der
Ergebnisse der Strukturantwort, erforderlich ist. Im Gegensatz dazu ist die Verwendung
der konsistent linearisierten elastoplastischen Materialtangente bei der Durchf�uhrung der
Sensitivit�atsanalyse zwingend erforderlich, um die Genauigkeit der Ableitungen garantie-
ren zu k�onnen. Dies wird bei der Herleitung der entsprechenden Gleichungen in Kapitel 6
deutlich.
Die Qualit�at und Zuverl�assigkeit der vorgestellten Sensitivit�atsanalyse wurde in Kapitel 6
anhand ausgew�ahlter, verschiedenster strukturmechanischer Beispiele demonstriert. Zur
Beurteilung der Qualit�at dieser analytischen Vorgehensweise wurden Beispiele aus der
Literatur sowie der Vergleich mit numerischen Methoden, beispielsweise dem �niten Dif-
ferenzenverfahren, herangezogen.
Die Auswertung bzw. die Bestimmung der Ableitungen verschiedenster mechanisch ori-
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entierter Entwurfskriterien ist aufgrund der Verwendung der direkten Vorgehensweise bei
der Sensitivit�atsanalyse unproblematisch, was in Kapitel 7 f�ur einige Beispiele aufgezeigt
wurde. Insbesondere wurde auf die Bestimmung der Sensitivit�at der Duktilit�at und des
kritischen Lastfaktors bzw. der hierf�ur notwendigen Eigenwerte eingegangen. Auf die
Nachteile anderer Verfahren wurde exemplarisch hingewiesen.
Die ausf�uhrliche Diskussion der Sensitivit�atsanalyse in Kapitel 6 ist f�ur den Einsatz in der
Strukturoptimierung mittels gradientenbasierter Optimierungsmethoden, wie dem SQP{
oder dem OC{Verfahren, erforderlich. Dazu wurde in den Kapiteln 2 und 3 eine bekannte,
allgemeing�ultige Methode zur Behandlung von mathematisch erfa�baren Optimierungs-
problemen vorgestellt. Neben der De�nition der Optimierungsvariablen f�ur Topologie{
und Formoptimierungsprobleme wurden vor allem gradientenbasierte Optimierungsstra-
tegien zur Au�ndung des Optimums kurz diskutiert.
Die Ber�ucksichtigung der vorgestellten Nichtlinearit�aten in der Strukturoptimierung, f�ur
welche die Sensitivit�atsanalyse in Kapitel 6 hergeleitet wurde, konnte anhand von (z.T.
akademischen) Optimierungsbeispielen demonstriert werden (vgl. Kapitel 8). Aufgrund
des extrem gro�en numerischen Aufwands erfolgte bei der Auswahl der Beispiele die Be-
schr�ankung auf ebene Scheibenprobleme, ohne jedoch die Allgemeing�ultigkeit der vorge-
stellten Methode bzw. der gewonnenen Erkenntnisse einzuschr�anken. Die Ergebnisse der
unterschiedlichen Optimierungsprobleme zeigen sehr deutlich den Ein
u� des gew�ahlten
mechanischen und numerischen Modells auf die optimale Topologie bzw. Geometrie. Die-
se Erkenntnis unterstreicht die Notwendigkeit der Ber�ucksichtigung des, im Rahmen der
M�oglichkeiten, realen Tragverhaltens von Strukturen bei deren Generierung mit Hilfe von
Optimierungsstrategien, aber auch alternativer Methoden.

9.2 Beurteilung des Verfahrens

Das in dieser Arbeit vorgestellte, inkrementelle Verfahren zur Sensitivit�atsanalyse erm�og-
licht die Berechnung der Ableitungen bei geschichtsabh�angigem Materialverhalten mit
Ver{ und Entfestigung. Allerdings ist die Methode auf kleine Verzerrungen beschr�ankt.
Das vorgestellte Verfahren kann zur Behandlung inverser Probleme, zur Parameteridenti-
�kation und zur Vorhersage von Zuverl�assigkeiten eingesetzt werden. In der vorliegenden
Arbeit wurde die Sensitivit�atsanalyse zur Optimierung von Tragstrukturen mittels gradi-
entenbasierter Optimierungsverfahren eingesetzt.
Prinzipiell lassen sich die Sensitivit�aten bei der vorgestellten Formulierung bez�uglich be-
liebiger Optimierungsvariablen bestimmen. Allerdings ist aufgrund der gew�ahlten und f�ur
geschichtsabh�angige Probleme auch notwendigen bzw. empfehlenswerten direkten Vorge-
hensweise zur Ermittlung der Sensitivit�aten deren Einsatz f�ur Topologieoptimierungsauf-
gaben wegen der gro�en Anzahl an Optimierungsvariablen sehr teuer und mit enormen, in
manchen F�allen kaum zu rechtfertigenden Rechenzeiten verbunden. F�ur die Behandlung
derartiger Probleme sind daher alternative, e�zientere Methoden notwendig. Dazu sind
verschiedene Vereinfachungen und Vernachl�assigungen zu tre�en, deren G�ultigkeitsbereich
jedoch nur durch den Vergleich mit einem exakten Verfahren de�niert werden kann. Eine
Referenzl�osung l�a�t sich mit dem vorgestellten Verfahren bestimmen, um die Auswirkun-
gen der Vereinfachungen und Vernachl�assigungen absch�atzen zu k�onnen.
F�ur Formoptimierungsprobleme, deren Anzahl an Optimierungsvariablen im Vergleich zu
Aufgaben der Topologieoptimierung erheblich kleiner ist, eignet sich die vorgestellte, di-
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rekte Methode besonders gut.
Obwohl die vorgestellte Theorie und Herleitung f�ur dreidimensionale Problemstellun-
gen durchgef�uhrt wurde, beschr�ankten sich die in Kapitel 8 zur Veri�kation der Me-
thode vorgestellten Optimierungsbeispiele auf Scheibenprobleme f�ur den ebenen Span-
nungszustand. Die entsprechenden Modi�kationen der Herleitung der Sensitivit�atsanalyse
wurden im Anhang der Arbeit dargestellt. Allerdings gen�ugen diese zweidimensionalen
Beispiele zur Erfassung der prinzipiellen Ein
�usse des nichtlinearen Strukturverhaltens
auf die Optimierungsergebnisse; zus�atzlich kann der numerische Aufwand reduziert wer-
den. Im Rahmen der Untersuchungen hat sich die hergeleitete Methode zur Sensiti-
vit�atsanalyse als sehr robust und zuverl�assig erwiesen. Probleme bei der Optimierung
von Tragwerken lassen sich in erster Linie auf Schwierigkeiten bei der Strukturanalyse
zur�uckf�uhren. Besonders bei entfestigendem, aber auch verfestigendem Materialverhal-
ten oder bei der Ber�ucksichtigung geometrisch nichtlinearer E�ekte verursachten zu gro�e
Design�anderungen zwischen den einzelnen Optimierungsschritten Probleme bei der Be-
rechnung der Strukturantwort, da die urspr�unglich gew�ahlte Zeitdiskretisierung f�ur die
durch die Optimierung ver�anderte Entwurfssituation zu grob ist. Eine relativ simple,
adaptive Zeitschrittsteuerung scha�t hier Abhilfe, vergr�o�ert allerdings den numerischen
Aufwand zus�atzlich.

9.3 Ausblick

Die Motivation der vorliegenden Arbeit ist in der realistischeren Erfassung des tats�ach-
lichen Strukturverhaltens durch ein entsprechendes mechanisches Modell bei der Optimie-
rung von Tragwerken begr�undet. Dabei wurde elastoplastisches Materialverhalten mit der
Beschr�ankung auf kleine Verzerrungen und geometrische Nichtlinearit�at w�ahrend des Op-
timierungsprozesses ber�ucksichtigt.
Obwohl die Sensitivit�aten der Strukturantwort bei entfestigendem Materialverhalten be-
stimmt werden k�onnen, ist die Ber�ucksichtigung von Entfestigung in der Optimierung
weiterhin problematisch und erfordert daher alternative Konzepte. F�ur gewisse Problem-
stellungen, wie beispielsweise Umformprozesse, ist eine Theorie gro�er Verzerrungen zu
verwenden. Weitere, in der vorliegenden Arbeit nicht ber�ucksichtigte Probleme sind z.B.
Kontakt, Dynamik oder Imperfektionen. Zur E�zienzsteigerung ist der Einsatz paralleler
und adaptiver Algorithmen denkbar.
Zusammenfassend kann gesagt werden, da� die im Rahmen der vorliegenden Arbeit ent-
wickelten Methoden und deren Anwendung auf Optimierungsaufgaben den Ein
u� ei-
nes realistischeren Strukturverhaltens auf die Optimierungsergebnisse deutlich aufzeigen.
Daher ist das vorliegende Konzept als Grundlage weiterf�uhrender Forschungsarbeiten zu
verstehen.
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Anhang A

Umformungen f�ur die konsistente

Linearisierung in Kapitel 4.5

Nachfolgend werden die zur Ermittlung der konsistenten elastoplastischen Materialtan-
gente Cep in Kapitel 4 notwendigen Umformungen durchgef�uhrt. Entsprechendes gilt f�ur
die Umformungen in Kapitel 6 bei der Sensitivit�atsanalyse f�ur die nichtlineare Struktur-
antwort.
F�ur die Umformungen wird von der Ableitung des Spannungstensors zum Zeitpunkt t+1
(vgl. Gleichung (4.63)) und der Ableitung der internen Variablen zum Zeitpunkt t + 1
(vgl. Gleichung (4.64)) ausgegangen.

r�t+1 = r�t +rC ("� 
 r) +C (r"�r
 r) (A.1)

� 
C [r�r (#r�t+1 + (1� #)r�t) +rqr (#rqt+1 + (1� #)rqt)]

rqt+1 = rqt �r
 h (A.2)

� 
 [r�h (#r�t+1 + (1� #)r�t) +rqh (#rqt+1 + (1� #)rqt)]
Durch Isolation der Ableitung des Spannungstensors r�t+1 in Gleichung (A.1) und der
internen Variablen rqt+1 in Gleichung (A.2) zum Zeitpunkt t+ 1 erh�alt man:

(I + 
 #Cr�r)| {z }
C ~C

�1

r�t+1 = (I + 
 #Cr�r)r�t � 
Cr�rr�t

+ rC ("� 
 r) +C (r"�r
 r)
� 
Crqr (#rqt+1 + (1� #)rqt) (A.3)

(I + 
 #rqh)| {z }
~Q
�1

rqt+1 = (I + 
 #rqh)rqt � 
rqhrqt

� r
 h� 
r�h (#r�t+1 + (1� #)r�t) (A.4)

Die Gr�o�en ~C bzw. ~Q, die sich durch Ausklammern von r�t+1 und C in Gleichung (A.3)
bzw. rqt+1 in Gleichung (A.4) ergeben, de�nieren sich zu:

(I + 
 #Cr�r) = C
�
C�1 + 
 #r�r

�
= C ~C

�1

! ~C =
�
C�1 + 
 #r�r

��1
(A.5)

~Q = (I + 
 #rqh)
�1 (A.6)
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Nach Multiplikation von Gleichung (A.3) mit C�1 und ~C bzw. von Gleichung (A.4)
mit ~Q erh�alt man f�ur die Ableitung des Spannungstensors bzw. der internen Variablen
folgende Ausdr�ucke (vgl. Gleichungen (4.65) und (4.66)):

r�t+1 = r�t + ~CC�1rC ("� 
 r) + ~C (r"�r
 r)� 
 ~Cr�rr�t

� 
 ~Crqr (#rqt+1 + (1� #)rqt) (A.7)

rqt+1 = rqt � 
 ~Qrqhrqt �r
 ~Qh

� 
 ~Qr�h (#r�t+1 + (1� #)r�t) (A.8)

Einsetzen von Gleichung (A.8) in Gleichung (A.7) liefert f�ur die Ableitung des Spannungs-
tensors r�t+1:

r�t+1 = r�t � 
 ~Cr�rr�t + ~CC�1rC ("� 
 r) + ~C (r"�r
 r)
� 
 ~Crqr

�
#

�
rqt � 
 ~Qrqhrqt �r
 ~Qh

� 
 ~Qr�h (#r�t+1 + (1� #)r�t)

�
+ (1� #)rqt

�
(A.9)

Isolation und Ausklammern der Terme, die r�t+1 enthalten, liefert:�
I � 
2 #2 ~Crqr ~Qr�h

�
r�t+1 = r�t � 
 ~Cr�rr�t

+ 
2 # (1� #) ~Crqr ~Qr�hr�t

+ ~CC�1rC ("� 
 r) + ~C (r"�r
 r)
+ 
 # ~Crqr ~Q (
rqhrqt +r
 h)
� 
 ~Crqrrqt (A.10)

Der Klammerausdruck auf der linken Seite von Gleichung (A.10), der ebenfalls auf der
rechten Seite durch Ausklammern von r�t entsteht, wird nachfolgend vereinfachend dar-
gestellt: �

I � 
2 #2 ~Crqr ~Qr�h
�

= ~C
�
~C

�1 � 
2 #2rqr ~Qr�h
�

| {z }
^C
�1

= ~C Ĉ
�1

(A.11)

Ĉ =
�
~C

�1 � 
2 #2rqr ~Qr�h
��1

(A.12)

Nach Multiplikation von Gleichung (A.10) mit ~C
�1

und Ĉ vereinfacht sich diese wie folgt;
zus�atzlich wurden die Terme bez�uglich der Zustandsvariablen geordnet (vgl. Gleichungen
(4.68) und (4.69)):

r�t+1 = r�t +rex� � Ĉ
�
r � 
 #rqr ~Qh

�
r
 + Ĉr" (A.13)

rex� = ĈC�1rC ("� 
 r)
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 Ĉ
�
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 #rqr ~Qr�h

�
r�t

� 
 Ĉ
�
rqr � 
 #rqr ~Qrqh

�
rqt (A.14)
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Einsetzen von Gleichung (A.7) in Gleichung (A.8) liefert f�ur die Ableitung der internen
Variablen rqt+1:
rqt+1 = rqt � 
 ~Qrqhrqt �r
 ~Qh� 
 ~Qr�h (1� #)r�t

� 
 ~Qr�h

�
#

�
r�t � 
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 r) + ~C (r"�r
 r)

� 
 ~Crqr (#rqt+1 + (1� #)rqt)
�
+ (1� #)r�t

�
(A.15)

Isolation und Ausklammern der Terme, die rqt+1 enthalten, liefert:�
I � 
2 #2 ~Qr�h ~Crqr

�
rqt+1 = rqt � 
 ~Qrqhrqt (A.16)
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�
Der Klammerausdruck auf der linken Seite von Gleichung (A.16) wird vereinfachend wie
folgt dargestellt:�

I � 
2 #2 ~Qr�h ~Crqr
�
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�
~Q
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�
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2 #2r�h ~Crqr
��1

(A.18)

Nach Multiplikation der Gleichung (A.16) mit ~Q
�1

und Q̂ vereinfacht sich diese folgen-
derma�en; zus�atzlich wurden die Terme bez�uglich der Zustandsvariablen geordnet (vgl.
Gleichungen (4.70) und (4.71)):

rqt+1 = rqt +rexq � Q̂
�
h� 
 #r�h ~C r

�
r
 � 
 # Q̂r�h ~Cr" (A.19)

rexq = �
 # Q̂r�h ~CC�1rC ("� 
 r)

� 
 Q̂
�
r�h� 
 #r�h ~Cr�r

�
r�t

� 
 Q̂
�
rqh� 
 #r�h ~Crqr

�
rqt (A.20)

Die Ermittlung des inkrementellen plastischen Multiplikators r
 erfolgt mit Hilfe der
Konsistenzbedingung (vgl. Gleichung (4.73)):

r� (�t+#; qt+#) = r��r�t+# +rq�rqt+# = r�
= r�� (#r�t+1 + (1� #)r�t) +rq� (#rqt+1 + (1� #)rqt)
= 0 (A.21)

Mit Hilfe der Gleichungen (A.13) und (A.19) kann eine Bestimmungsgleichung f�ur die
Ableitung des inkrementellen plastischen Multiplikators r
 formuliert werden.

r��
h
#
�
r�t +rex� � Ĉ

�
r � 
 #rqr ~Qh

�
r
 + Ĉr"

�
+ (1� #)r�t

i
+ rq�

h
#
�
rqt +rexq � Q̂

�
h� 
 #r�h ~C r

�
r
 � 
 # Q̂r�h ~Cr"

�i
+ rq� [(1� #)rqt] = 0 (A.22)
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Au
�osen nach r
 liefert folgendes, wobei bereits durch # dividiert wurde (# 6= 0):h
r�� Ĉ

�
r � 
 #rqr ~Qh

�
+rq� Q̂

�
h� 
 #r�h ~C r

�i
r


= r��

�
rex� +

1

#
r�t

�
+rq�

�
rexq +

1

#
rqt

�
+

�
r�� Ĉ � 
 #rq� Q̂r�h ~C

�
r" (A.23)

Vereinfachend wird f�ur den Klammerausdruck der linken Seite von Gleichung (A.23)

�� =
�
r�� Ĉ � 
 #rq� Q̂r�h ~C

�
r +

�
rq� Q̂� 
 #r�� Ĉrqr ~Q

�
h (A.24)

gesetzt (vgl. Gleichung (4.76)). Damit l�a�t sich die Ableitung des inkrementellen pla-
stischen Multiplikators r
 in folgender Weise darstellen (vgl. Gleichungen (4.74) und
(4.75)):

r
 = rex
 +
1

��

�
r�� Ĉ � 
 #rq� Q̂r�h ~C

�
r" (A.25)

rex
 =
1

��
(r��rex� +rq�rexq) +

1

�� #
(r��r�t +rq�rqt) (A.26)

Einsetzen von Gleichung (A.25) in Gleichung (A.13) f�uhrt zur elastoplastischen Materi-
altangente Cep. Man erh�alt f�ur die Ableitung des Spannungstensors r�t+1:

r�t+1 = r�t +rex� � Ĉ
�
r � 
 #rqr ~Qh

�
rex
 (A.27)

+

24Ĉ �

�
Ĉ
�
r � 
 #rqr ~Qh

��


�
r�� Ĉ � 
 #rq� Q̂r�h ~C

�
��

35r"
Subtraktion des Terms r�t f�uhrt auf der linken Seite von Gleichung (A.27) zu einem
Ausdruck f�ur die Ableitung des inkrementellen Spannungstensors r�. Bei gleichzei-
tiger Manipulation dieser Gleichung, da� der Term r" hinter dem Klammerausdruck
verschwindet, ergibt sich:

r�
r" =

rex�

r" � Ĉ
�
r � 
 #rqr ~Qh

� rex


r" (A.28)

+

24Ĉ �

�
Ĉ
�
r � 
 #rqr ~Qh

��


�
r�� Ĉ � 
 #rq� Q̂r�h ~C

�
��

35
Wertet man Gleichung (A.28) zum Zeitpunkt t + 1 aus, ergibt sich die elastoplastische
Materialtangente an eben dieser Stelle, wobei die Terme mit rex verschwinden (vgl. Glei-
chung (4.77)).

r�
r"
����
t+1

= Cep =

24Ĉ �

�
Ĉ
�
r � 
 #rqr ~Qh

��


�
r�� Ĉ � 
 #rq� Q̂r�h ~C

�
��

35
(A.29)
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Bei linearer Ver{ bzw. Entfestigung, d.h. f�ur eine lineare Abh�angigkeit der Spannungen �
von den internen Variablen q, verschwindet die Ableitung des Flie�vektors r nach den
internen Variablen (rqr = 0) und die Ableitung der Verfestigungsfunktion h nach den
Spannungen (r�h = 0). F�ur die elastoplastische Materialtangente Cep

lin folgt dann:

C
ep
lin =

~C �
~C r 
r�� ~C

��
(A.30)
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Anhang B

Konsistente Linearisierung f�ur die

J2{Plastizit�at

Die De�nitionen aus Kapitel 4 bez�uglich des elastoplastischen Materialverhaltens gelten
hier im Anhang in analoger Weise. Darauf aufbauend wird nachstehend der Sonderfall
der Prandtl{Reuss{Plastizit�at und der von Mises{Flie�bedingung (J2{Plastizit�at)
mit linearer, isotroper und kinematischer Ver{ und Entfestigung f�ur den ebenen Span-
nungszustand diskutiert und auf die damit verbundenen Besonderheiten eingegangen.
Au�erdem wird ein assoziiertes Flie�{ und Verfestigungsgesetz angenommen. Die inte-
gralen Ausdr�ucke werden mittels des impliziten Euler{R�uckw�arts{Verfahrens bestimmt.
Eine entsprechende Notation der f�ur diesen Sonderfall geltenden Gleichungen sind bei-
spielsweise in Simo & Taylor [212] oder Simo & Hughes [211] angegeben. Die hier in
Anhang B getro�enen Annahmen gelten ebenfalls f�ur Anhang C und D.
Zuerst werden die erforderlichen Gleichungen in Ratenform sowie die approximierten, in-
krementellen Gleichungen de�niert. Mit der Bildung der totalen Di�erentiale und der
Ermittlung des Konsistenzparameters, der aus der approximierten Konsistenzbedingung
gewonnen wird, ergibt sich schlie�lich die konsistente elastoplastische Materialtangente.
Die Flie�
�ache, die hier geeigneterweise in quadratischer Form de�niert ist, lautet:

�2 (�; q) =
1

2
�TP� � 1

3
K2 � 0 (B.1)

Im Gegensatz zum dreidimensionalen Fall, bei dem die Tensornotation verwendet wurde,
wird f�ur diesen Sonderfall, entsprechend der �ublichen Darstellung in der Literatur, ei-
ne Vektor{Matrix{Schreibweise verwendet. P ist eine konstante Transformationsmatrix.
Der Vektor � beschreibt die relativen Spannungen, welche durch die Di�erenz zwischen
den absoluten Spannungen � und dem sogenannten 'back stress'{Vektor � de�niert sind.
Dieser 'back stress'{Vektor � beschreibt die vektorwertige interne Variable der kinemati-
schen Verfestigung; die Verfestigungsfunktion K (modi�zierte Flie�spannung) beschreibt
die isotrope Verfestigung, wobei die zugeh�orige, skalarwertige interne Variable mit � be-
zeichnet ist. Zusammengefa�t sind die verschiedenen internen Variablen in der Funktion q.

q = [�;�] (B.2)

Die De�nitionen der notwendigen Gr�o�en, wie z.B. Flie�{ oder Verfestigungsgesetz, in
Ratenform lauten:

Flie�gesetz: _"pl = _
P � (B.3)
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skalare interne Variable: _� = _


r
2

3
�T P � (B.4)

'back stress'{Vektor: _� = _

2

3
H 0 � (B.5)

relative Spannungen: � = � � � (B.6)

Die Transformationsmatrix P �uberf�uhrt den ebenen Spannungszustand in einen Span-
nungszustand in der Deviatorebene.

P : VP ! VD mit P =
1

3

24 2 �1 0
�1 2 0
0 0 6

35 (B.7)

Der Raum VP des ebenen Spannungszustandes ist ein Unterraum von VS; VP ist als
Vektorraum eines zweistu�gen Tensors de�niert. Dieser hat die Dimension 6. F�ur VP gilt:

VP := f� 2 VS j �i3 � 0; i = 1; 2; 3g (B.8)

Der Unterraum VD, der mittels der Projektionsmatrix P und VP bestimmt wird, ist
de�niert als:

VD := f~� 2 VS j ~�13 = ~�23 � 0; tr [ ~�] � 0g (B.9)

Die deviatorischen Spannungen errechnen sich nach folgender Beziehung:

~� = ~P � mit ~P =
1

3

24 2 �1 0
�1 2 0
0 0 3

35 (B.10)

Der Unterschied zwischen den Matrizen P und ~P h�angt mit der Ber�ucksichtigung des
Faktors zwei bei der Schubspannungskomponente zusammen.
Bei der von Mises{Plastizit�at sind die eigentlich zweistu�gen Tensoren der Spannun-
gen �, Verzerrungen " sowie der 'back stresses' � als Vektoren de�niert, wobei die Ein-
tr�age wie folgt angeordnet sind:

� =

24 �11
�22
�12

35 (B.11)

Das Verfestigungsverhalten wird mit Hilfe der Funktionen K bzw. K 0 und H 0 de�niert.
Der Parameter � steuert den Ein
u� des isotropen und des kinematischen Verfestigungs-
verhaltens.

K = �y +K 0 � ; K 0 = �H (B.12)

H 0 = (1��)H (B.13)

H stellt den Ver{ bzw. Entfestigungsmodul im Raum der plastischen Verzerrungen "pl

dar.
Analog zum Vorgehen beim allgemeinen, dreidimensionalen Fall wird nun die konsistente,
elastoplastische Materialtangente hergeleitet. Die Evolutionsgleichungen lauten:

Spannungen: �t+1 = �t +C
�
"� "pl� (B.14)
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Verzerrungen: "t+1 = "t + " (B.15)

plastische Verzerrungen: "
pl
t+1 = "

pl
t +

t+1Z
t

_"pl dt (B.16)

skalare interne Variable: �t+1 = �t +

t+1Z
t

_� dt (B.17)

'back stress'{Vektor: �t+1 = �t +

t+1Z
t

_� dt (B.18)

relative Spannungen: �t+1 = �t+1 � �t+1 (B.19)

F�ur den ebenen Spannungszustand ist die elastische Materialmatrix C folgenderma�en
de�niert:

C =
E

1� �2

24 1 � 0
� 1 0
0 0 1��

2

35 (B.20)

Die Berechnung der Integrale wird mittels eines 'radial return'{Algorithmus vorgenom-
men. Die Approximation der Gleichungen erfolgt mit Hilfe des Euler{R�uckw�arts{
Verfahrens, welches einen Sonderfall der verallgemeinerten Mittelpunktsregel darstellt
(# = 1:0). F�ur die approximierten Evolutionsgleichungen bedeutet dies:

�t+1 = �t +C ("� 
P �t+#) = �t +C ("� 
 P �t+1) (B.21)

"
pl
t+1 = "

pl
t + 
P �t+# = "

pl
t + 
P �t+1 (B.22)

�t+1 = �t + 


r
2

3
�Tt+#P �t+# = �t + 


r
2

3
�Tt+1P �t+1 (B.23)

�t+1 = �t + 

2

3
H 0 �t+# = �t + 


2

3
H 0 �t+1 (B.24)

F�ur die lineare, isotrope Verfestigungsfunktion K gilt dann:

K = �y +K 0 �t+1 (B.25)

Es ist anzumerken, da�, wie bei der allgemeinen Herleitung, diese Werte Approxima-
tionen darstellen und der �Ubersichtlichkeit halber nicht weiter als solche gekennzeichnet
werden. Die totalen Di�erentiale der Gleichungen (B.21){(B.24), die zur Ermittlung der
konsistenten elastoplastischen Materialtangente erforderlich sind, de�nieren sich zu:

r�t+1 = r�t +C (r"�r
 P �t+1 � 
 P r�t+1) (B.26)

r"plt+1 = r"plt +r
 P �t+1 + 
 P r�t+1 (B.27)

r�t+1 = r�t +r

r

2

3
�Tt+1 P �t+1 + 


r
2

3

�Tt+1P r�t+1q
�Tt+1P �t+1

(B.28)

r�t+1 = r�t +r
 2
3
H 0 �t+1 + 


2

3
H 0r�t+1 (B.29)

r�t+1 = r�t+1 �r�t+1 (B.30)
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Die elastische Materialmatrix C, die Matrix P sowie die kinematische Verfestigungs-
funktion H 0 als Funktion des Ver{ bzw. Entfestigungsmoduls H sind vom Lastniveau
unabh�angig, weshalb deren Ableitungen verschwinden und in der folgenden Herleitung
nicht weiter ber�ucksichtigt werden. Bei der Sensitivit�atsanalyse ist diese Unabh�angigkeit
im allgemeinen nicht gegeben, worauf an entsprechender Stelle in Kapitel 6 bzw. in An-
hang C eingegangen wird.
Ziel der nun folgenden Prozedur ist es, die Ableitung der Spannungen r�t+1 als Funk-
tion der Ableitung der inkrementellen Verzerrungen r" darzustellen. In einem ersten
Schritt ist die Ableitung der relativen Spannungen r�t+1 als Funktion der Ableitung der
absoluten Spannungen r�t+1 auszudr�ucken. Einsetzen von Gleichung (B.29) in Glei-
chung (B.30) liefert:

r�t+1 = r�t+1 �r�t �r
 2
3
H 0 �t+1 � 


2

3
H 0r�t+1 (B.31)

Nach Isolation von r�t+1 erh�alt man:

r�t+1 =
1

�1

�
r�t+1 �r�t �r
 2

3
H 0 �t+1

�
(B.32)

mit �1 =

�
1 + 


2

3
H 0

�
(B.33)

Einsetzen von Gleichung (B.32) in die Ableitung der absoluten Spannungen r�t+1 (Glei-
chung (B.26)) f�uhrt zu:

r�t+1 = r�t+C (r"�r
P �t+1)� 


�1

C P

�
r�t+1 �r�t �r
 2

3
H 0 �t+1

�
(B.34)

Au
�osen nach r�t+1 ergibt:�
1 +




�1

C P

�
r�t+1 = r�t +

�



�1

C P r�t � 


�1

C P r�t

�
(B.35)

+ C (r"�r
 P �t+1) +



�1
C P

�
r�t +r
 2

3
H 0 �t+1

�
Aus Gr�unden der besseren Darstellung wurde ein Nullterm auf der rechten Seite hinzu-
gef�ugt. 1 stellt die Einheitsmatrix dar. Mit Hilfe der Umformung des Klammerausdrucks
auf der linken Seite von Gleichung (B.35)�

1+



�1
C P

�
= C

�
C�1 +




�1
P

�
| {z }

~C
�1

= C ~C
�1 ! ~C =

�
C�1 +




�1
P

��1

(B.36)

liefert eine Multiplikation von Gleichung (B.35) mit C�1 und ~C f�ur die Ableitung der
absoluten Spannungen r�t+1 folgenden Zusammenhang:

r�t+1 = r�t � 


�1

~C P r�t (B.37)

+ ~Cr"+ 


�1

~C P r�t +r

�

 2

3
H 0

�1

� 1

�
| {z }

��1
�1

~C P �t+1 (B.38)
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Entsprechend der Notation in Kapitel 4 erh�alt man f�ur die Ableitung der absoluten Span-
nungen r�t+1:

r�t+1 = r�t +rex� + ~Cr"� r

�1

~C P �t+1 (B.39)

rex� =



�1

~C P (r�t �r�t) (B.40)

Der Term mit dem expliziten Gradientenoperator rex� enth�alt lediglich bekannte Werte
zum Zeitpunkt t, die in diesem Fall (Ableitung nach dem Inkrement) verschwinden. Um
die Abh�angigkeit der Ableitung der relativen Spannungen r�t+1 von der der absoluten
Spannungen r�t+1 zu eliminieren, setzt man Gleichung (B.39) in Gleichung (B.32) ein.

r�t+1 = 1

�1

�
r�t +rex� + ~Cr"� r


�1

~C P �t+1 �r�t �r
 2
3
H 0 �t+1

�
(B.41)

Die Berechnung der Ableitung des inkrementellen plastischen Multiplikators r
 erfolgt
mittels der Konsistenzbedingung. Diese ergibt sich durch die Ableitung der Flie�bedin-
gung in quadratischer Form:

r ��2 (�t+#; qt+#)
�
= r ��2 (�t+1; qt+1)

�
= �Tt+1P r�t+1 � 2

3
KrK = 0 (B.42)

Im Falle des Flie�ens (�2 = 0) liefert Au
�osen der Flie�bedingung (Gleichung (B.1)) nach
der isotropen Verfestigungsfunktion K:

K =

r
3

2
�Tt+1P �t+1 (B.43)

Die Ableitung der linearen, isotropen Verfestigungsfunktion K wird aus Gleichung (B.25)
gewonnen, wobei die Anfangs
ie�spannung �y und der Ver{ bzw. Entfestigungsmo-
dul H bez�uglich des totalen Di�erentials unabh�angig sind. Allerdings ist f�ur die Sen-
sitivit�atsanalyse anzumerken, da� diese Ableitungen nach den Optimierungsvariablen s
nicht notwendigerweise null sein m�ussen (vgl. Anhang C).

rK = K 0r�t+1 (B.44)

Mit den Gleichungen (B.42), (B.43) und (B.44) lautet die Konsistenzbedingung:

�Tt+1P r�t+1 �
r

2

3
�Tt+1 P �t+1K

0r�t+1 = 0 (B.45)

Einsetzen der Ableitung der internen Variablen r�t+1 aus Gleichung (B.28) f�uhrt bei
gleichzeitigem Ausklammern der relativen Spannungen r�t+1 zu:�

1� 

2

3
K 0

�
�Tt+1 P r�t+1�K 0

r
2

3
�Tt+1P �t+1r�t�r
 2

3
K 0 �Tt+1P �t+1 = 0 (B.46)

Die Ableitung der relativen Spannungen r�t+1 aus Gleichung (B.41), die ebenfalls von
der Ableitung des inkrementellen plastischen Multiplikators r
 abh�angig ist, wird zur
Ermittlung des Konsistenzparameters in Gleichung (B.46) eingesetzt. Mit

�2 =

�
1� 


2

3
K 0

�
(B.47)
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f�uhrt dies zu:

�2

�1

�Tt+1 P

�
r�t +rex� + ~Cr"� r


�1

~C P �t+1 �r�t �r
 2
3
H 0 �t+1

�
� K 0

r
2

3
�Tt+1P �t+1r�t �r
 2

3
K 0 �Tt+1P �t+1 = 0 (B.48)

Au
�osen nach dem Konsistenzparameter bzw. plastischen Multiplikator r
 liefert:

r

�
�2

�2
1

�Tt+1P
~C P �t+1 +

�2

�1

2

3
H 0 �Tt+1P �t+1 +

2

3
K 0 �Tt+1P �t+1

�
=

�2

�1

�Tt+1P
�
r�t +rex� + ~Cr"�r�t

�
�K 0

r
2

3
�Tt+1 P �t+1r�t (B.49)

Nach Multiplikation mit
�2

1

�2

l�a�t sich der Konsistenzparameter r
 wie folgt bestimmen:

r
 = rex
 +
�1

��
�Tt+1 P

~Cr" (B.50)

mit rex
 =
�1

��
�Tt+1 P (r�t +rex� �r�t)

� 1

��

�2
1

�2

K 0

r
2

3
�Tt+1 P �t+1r�t (B.51)

�� =

�
�Tt+1P

~C P �t+1 +
2

3

�1

�2

�Tt+1 P �t+1 (�2H
0 +�1K

0)

�
(B.52)

Zur endg�ultigen Bestimmung der konsistenten elastoplastischen Materialtangente ist der
Konsistenzparameter r
 aus Gleichung (B.50) im Ausdruck f�ur die Ableitung der abso-
luten Spannungen r�t+1 (Gleichung (B.39)) zu ersetzen.

r�t+1 = r�t +rex� + ~Cr"� 1

�1

~C P �t+1

�
rex
 +

�1

��
�Tt+1 P

~Cr"
�

(B.53)

= r�t +rex� � rex


�1

~C P �t+1

+

�
~C � 1

��
~C P �t+1 �

T
t+1P

~C

�
r" (B.54)

Subtraktion von r�t ergibt auf der linken Seite von Gleichung (B.54) einen Ausdruck f�ur
die Ableitung der inkrementellen Spannungen r�. Bei gleichzeitiger Manipulation dieser
Gleichung, so da� der Term r" hinter dem Klammerausdruck verschwindet, ergibt sich:

r�
r" =

rex�

r" � rex


�1r"
~C P �t+1 +

�
~C � 1

��
~C P �t+1 �

T
t+1 P

~C

�
(B.55)

Die konsistente elastoplastische Materialtangente lautet somit f�ur den Sonderfall der
von Mises{Plastizit�at mit linearer, isotroper und kinematischer Ver{ bzw. Entfestigung
f�ur den ebenen Spannungszustand:

r�
r"
����
t+1

= Cep =

�
~C � 1

��
~C P �t+1 �

T
t+1P

~C

�
(B.56)



Anhang C

Sensitivit�atsanalyse f�ur die

J2{Plastizit�at

Die Ermittlung der konsistenten elastoplastischen Materialtangente Cep h�angt sehr stark
von dem zugrunde gelegten Materialmodell ab. Die Ein
u�faktoren sind z.B. die Art
der Flie�
�ache, das Ver{ bzw. Entfestigungsgesetz oder auch die Wahl zwischen einem
zweidimensionalen oder dreidimensionalen Spannungszustand.
In Kapitel 4 wurde die Herleitung der konsistenten elastoplastischen Materialtangente f�ur
den allgemeinen, dreidimensionalen Fall vorgestellt. In Anhang B ist der Sonderfall f�ur
die von Mises{Flie�bedingung mit linearer, isotroper und kinematischer Ver{ bzw. Ent-
festigung f�ur den ebenen Spannungszustand angegeben. Diese Unterschiede zeigen sich
selbstverst�andlich auch bei der Ermittlung der entsprechenden Sensitivit�aten (der Struk-
turantwort). Nachfolgend werden die Gleichungen zur Ermittlung der Sensitivit�aten der
Strukturantwort f�ur das in Anhang B diskutierte Materialmodell hergeleitet. Das Vorge-
hen unterscheidet sich prinzipiell nicht von der Sensitivit�atsanalyse f�ur den allgemeinen,
dreidimensionalen Fall (vgl. Kapitel 6) und wird daher entsprechend knapp abgehandelt.
Die Herleitung f�ur den hier diskutierten Spezialfall orientiert sich, �ahnlich wie dies f�ur den
allgemeinen Fall ausgef�uhrt wurde, an der Herleitung der konsistenten Materialtangente
in Anhang B.
Ausgegangen wird f�ur die folgende Herleitung ebenfalls von der Ableitung der Gleich-
gewichtsbedingung in schwacher Form (vgl. Gleichung (6.1)). Die Ableitung der kine-
matischen Beziehungen bleibt unver�andert, weshalb die entsprechenden Gleichungen f�ur
die nichtlinearen Verzerrungen, deren Variation sowie die diskretisierte Darstellung dieser
Gr�o�en direkt �ubernommen werden. Einziger Unterschied ist die Ableitung der Span-
nungen und der konstitutiven Gleichungen. Zur Ermittlung der Ableitung der Spannun-
gen rsSt+1 wird von den Gleichungen (B.21){(B.24) in Anhang B ausgegangen. Analog
zum Vorgehen beim allgemeinen Fall wird hier � durch S und " durch E ersetzt, um
die zus�atzliche Ber�ucksichtigung der geometrischen Nichtlinearit�at zum Ausdruck zu brin-
gen. Als zus�atzliche Annahme wurde f�ur diese Herleitung von einem Euler{R�uckw�arts{
Verfahren ausgegangen (# = 1:0).
Die Ableitung der Spannung rsSt+1 (Gleichung (B.21)) zum Zeitpunkt t + 1 nach den
Optimierungsvariablen s ergibt:

rsSt+1 = rsSt +rsC (E � 
P�t+1) +C (rsE � (rs
P�t+1 + 
Prs�t+1))

= rsSt +rsC (E � 
P�t+1)�C (rs
P�t+1 + 
Prs�t+1) (C.1)

+ C
�rex

s E +rim
s E

�
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Die Matrix P ist konstant und demnach designunabh�angig. In Gleichung (C.1) sind, wie
beim allgemeinen Fall, drei unbekannte Ableitungen enthalten. Dies sind die Ableitungen
der impliziten Anteile der inkrementellen, nichtlinearen Verzerrungen bzw. Verschiebun-
gen (rim

s E = f (rsu)), die Ableitung des inkrementellen plastischen Multiplikators rs

und die Ableitung der relativen Spannungen rs�t+1 und damit die der 'back stress'{
Spannungen rs�t+1. Durch die folgende Prozedur sind rs
 und rs�t+1 zu eliminieren,
um die Sensitivit�at der Spannungen rsSt+1 als Funktion der Sensitivit�at der inkremen-
tellen Verschiebungen rsu als einzige Unbekannte darstellen zu k�onnen.
Die Ableitung der relativen Spannungen ergibt sich aus der Di�erenz der Ableitung der
Spannungen rsSt+1 und der 'back stress'{Spannungen rs�t+1 (vgl. Gleichung (B.30)).

rs�t+1 = rsSt+1 �rs�t+1 (C.2)

rs�t+1 erh�alt man durch Ableitung von Gleichung (B.24) nach den Optimierungsvaria-
blen s.

rs�t+1 = rs�t +rs

2

3
H 0�t+1 + 


2

3
rsH

0�t+1 + 

2

3
H 0rs�t+1 (C.3)

= rs�t +rs

2

3
H 0�t+1 + 


2

3
rsH

0�t+1 + 

2

3
H 0 (rsSt+1 �rs�t+1) (C.4)

=
1

�1

�
rs�t +rs


2

3
H 0�t+1 + 


2

3
rsH

0�t+1 + 

2

3
H 0rsSt+1

�
(C.5)

�1 wurde bereits in Gleichung (B.33) de�niert. Die Ableitung der relativen Spannungen
aus Gleichung (C.2) ist damit:

rs�t+1 =
1

�1

�
rsSt+1 �rs�t �rs


2

3
H 0�t+1 � 


2

3
rsH

0�t+1

�
(C.6)

Setzt man diese Gleichung in die Bestimmungsgleichung (C.1) f�ur die Sensitivit�at der
(absoluten) Spannungen rsSt+1 ein, f�uhrt dies nach einigen Umformungen zu:

rsSt+1 = rsSt � 


�1

~CPrsSt + ~CC�1rsC (E � 
 P �t+1) + ~C
�rex

s E +rim
s E

�
� rs


�1

~CP�t+1 +



�1

~CP

�
rs�t + 


2

3
rsH

0�t+1

�
(C.7)

Um diese Gleichung zu erhalten, wurden dieselben Umformungen wie bei der Herleitung
der konsistenten Materialtangente in Anhang B durchgef�uhrt (vgl. Gleichungen (B.34){
(B.38)). Im Gegensatz zu Anhang B sind bei der Sensitivit�atsanalyse die Terme, die
die Ableitung der elastischen Materialmatrix rsC und die Ableitung des modi�zierten
Ver{ bzw. Entfestigungsmoduls rsH

0 enthalten, zu ber�ucksichtigen. Analog zu der in
Kapitel 4 und 6 bzw. Anhang B eingef�uhrten, abk�urzenden Schreibweise erh�alt man f�ur
die Sensitivit�at der Spannungen rsSt+1:

rsSt+1 = rsSt +rex
s S �

rs


�1

~CP�t+1 + ~Crim
s E (C.8)

rex
s S =




�1

~CP

�
rs�t + 


2

3
rsH

0�t+1 �rsSt

�
+ ~CC�1rsC (E � 
P �t+1) + ~Crex

s E (C.9)
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Wiederum enth�alt der Term rex
s S lediglich bekannte Ableitungen der Geometrie und der

Strukturantwort zum Zeitpunkt t. Mit den Gleichungen (C.8) und (C.9) erh�alt man f�ur
die Ableitung der relativen Spannungen rs�t+1 aus Gleichung (C.6) folgenden Ausdruck:

rs�t+1 =
1

�1

�
rsSt +rex

s S + ~Crim
s E

�
� 1

�1

�
rs�t +rs


�
2

3
H 0 +

1

�1

~C P

�
�t+1 + 


2

3
rsH

0�t+1

�
(C.10)

Zur Ermittlung der Ableitung des inkrementellen plastischen Multiplikators rs
 wird ei-
ne zus�atzliche Bedingung ben�otigt. Diese Quasi{Konsistenzbedingung erh�alt man durch
Ableiten der Flie�bedingung (Gleichung (B.1)) nach den Optimierungsvariablen s analog
zum Vorgehen bei der Ermittlung des Konsistenzparameters 
 bzw. r
 (vgl. Glei-
chung (B.42)).

rs�
2 = rs�

2 (St+1; qt+1) = rs�
2 (�t+1; �t+1) = �Tt+1P rs�t+1 � 2

3
KrsK = 0 (C.11)

Die De�nition der Funktion K ist in Gleichung (B.43) angegeben. Die Sensitivit�at dieser
Ver{ bzw. Entfestigungsfunktion ergibt sich nach Ableitung von Gleichung (B.25) nach
den Optimierungsvariablen s.

rsK = rs�y +rsK
0 �t+1 +K 0rs�t+1 (C.12)

F�ur die Sensitivit�at der internen Variablenrs�t+1 folgt aus Gleichung (B.23) bzw. (B.28):

rs�t+1 = rs�t +rs


r
2

3
�Tt+1P�t+1 + 


r
2

3

�Tt+1Prs�t+1q
�Tt+1P�t+1

(C.13)

Setzt man diese Gleichungen (C.11){(C.13) sukzessive ineinander ein, erh�alt man f�ur die
Quasi{Konsistenzbedingung:

0 = �Tt+1Prs�t+1 �
r

2

3
�Tt+1P�t+1 (rs�y +rsK

0�t+1) (C.14)

�
r

2

3
�Tt+1P�t+1K

0

0@rs�t +rs


r
2

3
�Tt+1P�t+1 + 


r
2

3

�Tt+1Prs�t+1q
�Tt+1P�t+1

1A
Isolation der Ableitung der relativen Spannungen rs�t+1 liefert:

0 = �2 �
T
t+1Prs�t+1 �

r
2

3
�Tt+1P�t+1 (rs�y +rsK

0�t+1)

�
r

2

3
�Tt+1P�t+1K

0

 
rs�t +rs


r
2

3
�Tt+1P�t+1

!
(C.15)

�2 wurde in Gleichung (B.47) de�niert. Mit Hilfe der Ableitung der relativen Span-
nungen rs�t+1 aus Gleichung (C.10) erh�alt man mit den analogen Umformungen aus
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Anhang B (vgl. Gleichungen (B.48){(B.52)) einen Ausdruck f�ur die Sensitivit�at des in-
krementellen plastischen Multiplikators rs
.

rs
 = rex
s 
 +

�1

��
�Tt+1P

~Crim
s E (C.16)

mit rex
s 
 =

�1

��
�Tt+1P

�
rsSt +rex

s S �rs�t � 

2

3
rsH

0�t+1

�
� 1

��

�2
1

�2

r
2

3
�Tt+1P�t+1 (rs�y +rsK

0�t+1 +K 0rs�t) (C.17)

Der Ausdruck �� wurde bereits in Gleichung (B.52) de�niert. Erneut enth�alt der Termrex
s 


ausschlie�lich bekannte Ableitungen. Einsetzen von Gleichung (C.16) in die Ableitung der
Spannungen rsSt+1 (Gleichung (C.8)) f�uhrt zu:

rsSt+1 = rsSt +rex
s S �

rex
s 


�1

~CP�t+1 +C
eprim

s E (C.18)

In dieser Gleichung ist erneut die Bestimmungsgleichung f�ur die elastoplastische Materi-
altangente Cep enthalten (vgl. Gleichung (B.56)). Als einzige unbekannte Gr�o�e ist die
implizite Ableitung der inkrementellen, nichtlinearen Verzerrungen rim

s E und somit die
Sensitivit�at der inkrementellen Verschiebungen rsu enthalten. Setzt man diese in die
abgeleitete Gleichgewichtsbedingung (Gleichung (6.1)) ein, ergibt sich die Bestimmungs-
gleichung f�ur die Sensitivit�at der inkrementellen Verschiebungen rsu. Nach analogen
Umformungen, wie beim allgemeinen Vorgehen in Kapitel 6, folgt (vgl. Gleichung (6.32)):Z


�

rim
s (�E)St+1jJ j d
� +

Z

�

�ECeprim
s E jJ j d
�

= rs�t+1

Z

�

�u �b jJ j d
� + �t+1

264Z

�

�urs
�b jJ j d
� +

Z

�

�u �brsjJ j d
�

375
+ rs�t+1

Z
��

�u�t j~J j d�� + �t+1

264Z
��

�urs
�t j~J j d�� +

Z
��

�u�trsj~J j d��

375
�

Z

�

rex
s (�E) St+1jJ j d
� �

Z

�

�ESt+1rsjJ j d
�

�
Z

�

�E

�
rsSt +rex

s S �
rex

s 


�1

~C P �t+1

�
jJ j d
� (C.19)

Die Diskretisierung der hergeleiteten Gleichungen mit Hilfe der Methode der Finiten Ele-
mente erfolgt analog zu der in Kapitel 6 aufgezeigten Vorgehensweise und wird aus diesem
Grund hier nicht wiederholt. Der Vollst�andigkeit halber werden nur die diskretisierten
Gleichungen zur Sensitivit�atsanalyse der Strukturantwort angegeben.
Die Bestimmungsgleichung der Sensitivit�at der inkrementellen Verschiebungen rsû lautet
dann (vgl. Gleichung (6.63)):Z


�

~B
T

L
~St+1

~BL jJ j d
�rsû
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+

Z

�

(BL +Bu + 2Bq)
T
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Die Ableitung der Spannungen rsSt+1 und des inkrementellen plastischen Multiplika-
torsrs
 ergeben sich nach der endg�ultigen Berechnung der Sensitivit�at der inkrementellen
Verschiebungen rsû, die eine Funktion der Ableitung des Laststeigerungsfaktors rs�t+1
darstellen. Die Bestimmung der Sensitivit�at des Laststeigerungsfaktors rs�t+1 in Abh�an-
gigkeit vom zugrunde gelegten Algorithmus und damit der Sensitivit�at der Verschiebungen
bei Verschiebungsvorgabe ist ausf�uhrlich in Kapitel 6 erl�autert. Die Sensitivit�at der Span-
nungen rsSt+1 und des inkrementellen plastischen Multiplikators rs
 in diskretisierter
Form lauten:

rsSt+1 = rsSt +rex
s S �

rex
s 


�1

~CP�t+1 +C
ep (BL +Bu + 2Bq)rsû (C.21)

rex
s S =




�1

~CP

�
rs�t +

2

3

rsH

0�t+1 �rsSt

�
+ ~CC�1rsC ((BL +Bu +Bq) û� 
P �t+1)

+ ~C (rsBL +rsBu +rex
s Bq) û (C.22)

rs
 = rex
s 
 +

�1

��
�Tt+1P

~C (BL +Bu + 2Bq)rsû (C.23)

Alle anderen Ableitungen, wie die der Entwurfskriterien, die der relativen Spannun-
gen rs�t+1 (Gleichung (C.10)) und die des 'back stress'{Vektors rs�t+1 (Gleichun-
gen (C.3){(C.5)), k�onnen mit Hilfe dieser Gleichungen (C.21){(C.23) ermittelt werden.
Die Bestimmungsgleichung f�ur rex

s 
 wurde in Gleichung (C.17) de�niert.
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Anhang D

Ableitung der konsistenten

elastoplastischen Materialmatrix

Wie in Anhang C bezieht sich diese Ableitung der konsistenten elastoplastischen Mate-
rialtangente rsC

ep auf die Vereinbarungen in Anhang B. rsC
ep wird beispielsweise f�ur

die Bestimmung der Ableitung des approximierten kritischen Lastfaktors rs�c bzw. f�ur
die Ableitung des daf�ur erforderlichen Eigenwertes rs

~�i ben�otigt (vgl. Kapitel 7). Die
Ableitung von Cep nach den Optimierungsvariablen ergibt sich aus Gleichung (B.56) und
lautet:

rsC
ep = rs
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h
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��2

+
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h�
~CP�t+1

��
�Tt+1P

~C
�i

��2
(D.1)

Nachfolgend werden nun die einzelnen Ableitungen gebildet. Die Projektionsmatrix P
ist konstant und daher unabh�angig von den Optimierungsvariablen. Die Sensitivit�at
der modi�zierten elastischen Materialtangente rs

~C ergibt sich zu (Ableitung von Glei-
chung (B.36)):

rs
~C = rs

"�
C�1 +




�1
P

��1
#

; rs

�
~C

�1
�
= rs

�
C�1 +




�1
P

�
(D.2)

Die Ableitung einer inversen Matrix kann durch Verwendung der Beziehung ~C ~C
�1

= 1

f�ur symmetrische Matrizen gebildet werden. Daraus folgt:

rs
~C ~C

�1
+ ~Crs

�
~C

�1
�
= 0 ! rs

~C = � ~C rs

�
~C

�1
�

~C (D.3)
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Entsprechend l�a�t sich die Ableitung der inversen elastischen Materialmatrix rs (C
�1)

bestimmen, die bei der Bildung von rs

�
~C

�1
�
erforderlich ist.

rs

�
C�1

�
= �C�1rsCC�1 (D.4)

Die Ableitung der inversen, modi�zierten, elastischen Materialmatrixrs

�
~C

�1
�
ist dann:

rs

�
~C

�1
�
= �C�1rsCC

�1 +
rs
�1 � 
rs�1

�2
1

P (D.5)

Mit Hilfe der Gleichungen (B.13) und (B.33) bzw. (B.12) und (B.47) ergeben sich die
Ableitungen der Gr�o�en rs�1 und rs�2 zu:

rs�1 = rs

2

3
H 0 + 


2

3
rsH

0 ; rsH
0 = (1� �)rsH (D.6)

rs�2 = �rs

2

3
K 0 � 


2

3
rsK

0 ; rsK
0 = �rsH (D.7)

Je nachdem, ob Ver{ oder Entfestigung ber�ucksichtigt wird, ist die Ableitung rsH den
Gleichungen (6.91) bzw. (6.92) zu entnehmen. Die darin enthaltenen Sensitivit�aten sind
in Kapitel 6 an den entsprechenden Stellen angegeben. Die Sensitivit�at des plastischen
Multiplikators rs
 ist in den Gleichungen (C.16) bzw. (C.23) de�niert.
Die Sensitivit�at des Nenners der 'Rang 1 Modi�kation' in Gleichung (D.1) rs�� erh�alt
man durch Ableiten der Gleichung (B.52) aus Anhang B. Diese lautet:
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(D.8)

Die Ableitung der Strukturantwort, wie die des plastischen Multiplikators rs
 und die
der relativen Spannungen rs�t+1, ist in den Gleichungen (C.16) bzw. (C.23) und (C.10)
angegeben. Damit sind alle Ableitungen f�ur die Ermittlung der Sensitivit�at der elasto-
plastischen Materialtangente rsC

ep bekannt und k�onnen in Gleichung (D.1) eingesetzt
werden.
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