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ZUSAMMENFASSUNG

Die vorliegende Arbeit befafit sich mit der Formoptimierung von Flichentragwerken.
Gesucht werden Tragwerke, deren Form sich nach bestimmten Zielvorstellungen (z.B.
minimales Gewicht, minimale Forménderungsenergie) unter Beriicksichtigung des zu-
lassigen Spannungs— und Verformungsverhaltens linear elastischen Materials ergeben.
Es werden dazu Methoden aus den Bereichen

® der finiten Blemente (zur Tragwerksberechnung)
® der mathematischen Programmierung (zur Optimierung)
® des Computer Aided Geometric Design, CAGD (zur Geometriebeschreibung)

zusammen eingesetzt. Dabei entscheiden die Interaktionen der verschiedenen Methoden
und der mit ihnen beschreibbaren Teilmodelle {iber die Flexibilitat und Anwendbarkeit
des resultierenden Gesamtmodells der Strukturoptimierung. Um die vielfiltigen und
weitreichenden Moglichkeiten insbesondere der rein mathematisch formulierten Ver-
fahren der mathematischen Programmierung und des CAGD fiir die Anwendung zur
Formoptimierung von Tragwerken nutzbar zu machen, bedarf es detailierter Kenntnisse
der Grundlagen. Die Kapitel 2 bis 4 befassen sich deshalb eingehend mit diesen Verfah-
ren unter den Aspekten der Anwendung in der Strukturoptimierung sowie der Effizienz-
steigerung fir die betrachteten Spezialfille der Tragwerksoptimierung. In Kapitel 5 wer-
den die genannten Teilmodelle zusammengefaBt und anwendungsgerecht strukturiert,
so dafi selbst aufwendige Optimierungsprobleme mit wenigen charakteristischen Opti-
mierungsvariablen flexibel formuliert werden kénnen. Dies wird in Kapitel 6 an ver-
schiedenen Beispielen demonstriert: der Anwendung auf grundlegende Fragen der
Formgestaltung von Minimalfldchen und Schalen sowie der beanspruchungsgerechten,
praxisorientierten Auslegung eines Trdgers mit vielen Durchbriichen. ‘



Abstract

The subject of this thesis is shape optimization of plates and shells. Such kind of struc-
tural shapes are to be developed which are determined by certain objectives (e.g. mini-
mal weight, minimal strain energy) where the stress and displacement behaviour of
linéar elastic material is considered. For that purpose methods of

e finite elements (to analyze the structural behaviour)
e mathematical programming (to optimize)
o Computer Aided Geometric Design, CAGD (to describe the geometry)-

are used together. The interactions of these different methods and of the sub-models
which can be described by them decides about the flexibility and practicability of the
overall model of structural optimization. Detailed knowledge about the underlying fun-
damental concepts is necessary to utilize the manifold capabilities of the purely mathe-
matically formulated methods of mathematical programming and CAGD. Therefore,
chapters two to four are dealing extensively with those methods with special regard
to applications and increased efficiency for problems in the field of structural optimiza-
tion. The sub-models are brought together in chapter five. They are structured to im-
prove applicability ina way that even complex problems can be formulated in a flexible
manner by a few characteristic optimization variables. This will be demonstrated by
different examples in chapter six: applications to fundamental questions of form finding
of minimal surfaces and shells well as the practical design of a Vierendeel girder.
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BEZEICHNUNGEN

Soweit wie mdglich wurde darauf geachtet, dall Symbole und Bezeichnungen an den
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1. EINLEITUNG

”... Ich bin der festen Uberzeugung, dafl selbst Philosophen, die sich mit Fragen der Asthetik
befassen, es als schwierig empfinden, die Ursachen unserer Gefiihle fiir Formen zu erkliren,
die von den Gesetzen der Statik oder Dynamik bestimmt werden, weil diese Gesetze weder
intuitiv verstanden noch von der Erfahrung unserer Vorfahren erklirt werden kénnen. Aber
es gibt keinen Zweifel, daf3 irgendein Produkt von hoher Effizienz immer ésthetisch befriedigend
ist. In der Architektur, in welcher funktionale, statische und Skonomische Anspriiche ineinander
verwoben sind, ist Wahrhaftigkeit eine unverzichtbare Bedingung fiir gute dsthetische Ergebnis-
se. Diese Maxime wird von den auffilligsten Bauwerken der letzten hundert Jahre offen ge-
legt. ...”

Mit dieser Meinung steht Nervi [92] nicht alleine. Er befindet sich in Ubereinstimmung
mit vielen, nicht nur mit den anderen GroBen seiner Art, die wie er das sichere und
untriigliche Gesplir fiir Form mit der Funktion eines Bauwerkes in Einklang bringen
kdnnen. Dabei war er nicht nur Schépfer und Konstrukteur, der sich auch mathemati-
scher und mechanischer Hilfsmittel bediente und ausdriicklich dazu bekannte, sondern
gleichzeitig auch der ausfithrende Unternehmer, der sich der Konkurrenz zu stellen hat-
te. Es bleibt sein Geheimnis und macht seine Einmaligkeit aus, wie er es verstand, Intuiti-
on mit wissenschaftlichen Verfahren zu vereinen, im freien Spiel der Ideen, technischen
Methoden, ihrer Grenzen und Méglichkeiten.

Es ist anregend, das Zusammenspiel von Kraft und Form zu entdecken und die Gesetz-
maBigkeiten zu studieren. Torroja [140] ist der Meinung, daB nur derjenige in der Lage
sein kann, geeignete und damit gute Formen zu finden, der dieses Wissen verinnerlicht
habe. Er schreibt:

”... Vergeblich ist die Miihe dessen, der danach trachtete, die geeignete Form eines Tragwerkes
aufzufinden, ohne sich vorher bis ins Mark die Spannungsgrundlagen angeeignet zu haben,
die alle in diesem Tragwerk vorkommenden Festigkeitsprobleme regieren. ... Es geniigt nicht,
die Theorie der Festigkeitslehre und die Entwicklung der entsprechenden Berechnungen durch-
studiert zu haben. Man muf3 dariiber nachgedacht und experimentiert haben, bis man es als
etwas Eigenes, Natiirliches und Angeborenes empfindet, wie sich die Spannungen und Verfor-

»”»

mungen -auswirken. ...”

Das Experiment ist dabei ein wichtiges und fiir jeden leicht zu begreifendes, eher zu
erfiihlendes, Hilfsmittel. Frei Otto definiertin vielen seiner Schriften, nicht nur in [96],
"natiirliche” Formen als solche, die sich in Selbstbildungsprozessen im Spiel der Krifte
von selbst einstellen und die deshalb den Menschen seit jeher instinktiv vertraut sind
und als richtig und optimal verstanden werden. Diese Formen sind von minimalem Ge-



wicht und stellen sich unter einem formgebenden Lastfall ein. Dazu gehdren neben den
Hingeformen und den aus ihrer Umkehrung entwickelten Bégen und Gewdlben, Netz-
strukturen [83] und pneumatisch vorgespannte Membrane. Isler [110] bewies, dafl mit
dem Prinzip der Hingeform Tragwerke gefunden werden kénnen, die dsthetisch anspre-
chend, den Beanspruchungen optimal angepaBt sind, beliebige auch unregelmdBige
Grundrisse iiberspannen kénnen und dazuhin auch noch 8konomisch konkurrenzféhig
sind.

Es ist von ganz besonderem Reiz, die den physikalischen Experimenten zugrunde liegen-
den Prinzipien mit mechanischen und mathematischen Verfahren zu erfassen und mit
modernsten computer-orientierten Methoden abzubilden. Neben dem reinen, forschen-
den Erkenntnisdrang und der schieren Neugier, ob es denn geldnge, solche numerischen
Experimente zu formulieren, modellieren und auszufithren, motiviert die Tatsache, daf3
'es auf diesem Wege méglich ist, Parametet, deren Einfliisse und Auswirkungen zu tren-
nen und quantitativ zu erfassen, die im physikalischen Experiment nur schwer oder gar
nicht zugénglich sind. Zum Beispiel kann die Hingeform als KompromiBlosung zweier
oder mehrerer formgebender Lastfille besser auf analytischem bzw. numerischem Wege
gefunden werden. Auch sind so schnell und einfach Parametervariationen durchfiihrbar,
ohne aufwendige Umbauten an der bestehenden Modelleinrichtung. Von zukiinftigen,
weiterfilhrenden Moglichkeiten im Rahmen des Computer Aided Design oder gar Manu-
factoring soll hier gar nicht erst die Rede sein.

Dabei ist die Idee, anstelle des Festigkeitsnachweises eines Tragwerks bekannter Form
gleichsam riickwirts mit vorgeschriebener Festigkeit sowie einer gewissen Zielvorstel-
lung wie z.B. minimales Gewicht die zunéchst unbekannte Form zu bestimmen, schon
sehr alt und kann bis zu Galileo Galilei zuriickverfolgt werden [151]. Wohlbekannt sind
die charakteristischen Formen der hochaufgeldsten, fachwerkartigen Michetl-Struktu-
ren, die sich trajektorienartig dem Kréfteverlauf anschmiegen. Obwohl sie gewShnlich
-in ihrer reinen Form wegen ihrer hohen und deshalb kompromif3losen Spezialisierung
technisch nicht verwirklichbar sind, kehren die Prinzipien in jedem einigermafien opti-
mierten Fachwerk wieder, wenngleich sie sich vielfach erst auf den zweiten Blick zu
erkennen geben. Viele haben versucht, auf analytischem Wege optimale Tragwerke ge-
maB den Gesetzen der Mechanik zu finden. Einer der bekanntesten war Prager [104],
[116], dessen Ideen und Gedanken von seinen Mitarbeitern und Schiilern bis heute be-
wahrt und weiterentwickelt worden sind. Allerdings ist die Anwendbarkeit dieses Vorge-
hens relativ beschrinkt, denn es gelingt nicht, fiir alle denkbaren Tragwerke und Formen
geschlossene Ldsungen anzugeben. Deshalb ist es nicht verwunderlich, dafl die Trag-
werksoptimierung oder auch Strukturoptimierung erst mit der Entwicklung von Compu-
tern und den entsprechenden numerischen Verfahren der Mathematik und Informatik



aufzublithen begann. Einen ersten Hohepunkt erlebte sie in den sechziger Jahren, als
erstmals die Verfahren der mathematischen Programmierung eingesetzt worden sind
[122].

Es folgte eine groe Zahi von Anwendungen, vor allem im Bereich der Luft- und Raum-
fahrttechnik, wo auch heute noch die Verfahren der Strukturoptimierung hauptséchlich
verwendet werden. Inzwischen fanden sich auch breite Anwendungsgebiete im Maschi-
nen- und Automobilbau. Neben dem Gewicht werden hier auch méglichst geringe Kerb-
spannungen oder homogene Spannungszustinde als Optimierungsziele formuliert. Be-
absichtigt werden dabei verbesserte Tragwerkseigenschaften bei Dauerbeanspruchungen
oder die infolge des homogenisierten Spannungszustandes ermdglichte Fertigung mit
einer konstanten Blechdicke. Das Bauwesen folgte eher zdgerlich, obwohl viele der Pio-
niere der Strukturoptimierung Bauingenieure sind. Optimale Bemessung im Sinne der
Kosten, héufig an den Normen orientiert, ist die wichtigste Zielvorstellung [139]. Bal-
ken- und Rahmentragwerke sind hier meistens Gegenstand der Strukturoptimierung;
Platten;. Scheiben oder gar Schalen sind schon seltener. Hingegen sind aus dem Maschi-
nen- und Automobilbau einige, wenngleich wenige Anwendungen zur Formoptimierung
von Schalen bekannt [21], [78]. Meist handelt es sich um Rotationsschalen oder andere,
einfach zu beschreibende Geometrien; die Erweiterung auf freie Flachen im Raum steht
noch weitgehend aus [14].

Seit ihren Anféingen wurden die Methoden der Strukturoptimierung stindig weiterent-
wickelt und erleben nun in den achtziger Jahren eine zweite Bliite, nachdem eine Phase
der Stagnation wéhrend der siebziger Jahre erfolgreich {iberwunden werden konnte. Da-
mals mulite festgestellt werden, da8 die zur Verfligung stehenden Methoden speziell
der mathematischen Programmierung und auch die Computer selbst nicht ausgereift
genug waren, um einigermal3en realistische Probleme in verniinftiger Zeit zu 16sen. In
der Folge wurden spezielle Verfahren, die sogenannten Verfahren der Optimalititskrite-
rien, entwickelt, die sich an den spezifischen Strukturen bestimmter Probleme orientie-
ren und in der Lage sind, diese duBerst effizient zu l6sen. Diese Verfahren befassen
sich allerdings meist mit Problemen der optimalen Querschnittsgestaltung bei fester
Form.

Heute stehen ausgereifte numerische Verfahren der Mathematik und Mechanik zur Ver-
fiigung, mit deren Hilfe komplexe Aufgaben der Formoptimierung geldst werden kon-
nen. Dabei milssen die drei wichtigen Komponenten Geometriebeschreibung, mathema-
tische Optimierung und Tragwerksberechnung zu der funktionalen Einheit
"Strukturoptimierung” zusammengefafit werden. Eschenauer und seine Mitarbeiter nen-
nen das daraus abgeleitete Programmkonzept deshalb auch "Drei-Saulen-Konzept”
[35]. Nach allgemeiner Uberzeugung sind noch zwei weitere wichtige Bestandteile der



Strukturoptimierung zu nennen. Es sind dies die Sensibilitdtsanalyse und die interaktive
Unterstiitzung des Optimierungsfortschrittes. Die Sensibilitdtsanalyse gibt Auskunft
{iber das Tragwerksverhalten infolge der Anderung eines Entwurfsparameters und ist
deshalb von grofBer Bedeutung bei der Bestimmung von Tendenzen, wie das zu optimie-
rende Tragwerk zu verbessern ist. Sie ist der mit Abstand rechenintensivste Teil der
Strukturoptimierung und hat sich auch deshalb zu einem eigenstindigen Gebiet der For-
schung entwickelt [67], [76]. Insbesondere bei Formoptimierungen ist die Bedeutung
einer stdndigen visuellen Kontrolle des Optimierungsfortschrittes mit Methoden der in-
teraktiven Computergraphik von grofer Bedeutung.
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Bild 1.1: Interaktionen des Optimierungsmodells in CARAT

Die genannten fiinf Punkte:

e Geometriebeschreibung (Entwurfsmodell, Methoden des CAGD)

®  Analysemodell (Methode der finiten Elemente)

e Optimierungsverfahren (mathematische Programmierung)

e Sensibilititsanalyse

e interaktive graphische Kontrolle
sind auch die Grundlagen des Optimierungsmodelles (Bild 1.1), welches im Programm-
systems CARAT (Computer Aided Research Analysis Tool) [75], [132] verwirklicht ist.

Dabei entscheidet die Flexibilitdt dieses Modells iber die Anwendungsbreite und Diffe-
renzierung méglicher Aufgaben der Strukturoptimierung, deren besonderer Schwer-



punkt bei der Formoptimierung von Flichentragwerken liegt. Die Grundlage der Pro-
grammentwicklung ist eine iibergreifende und durchdachte Datenstruktur, auf welcher
alle vorhandenen Programm-Module aufgebaut sind. Damit ist eine enge datentechni-
sche Verzahnung aller zur Optimierung notwendigen Programmteile méglich, bei gleich-
zeitig freien und voneinander unabhéngigen Programmstrukturen. Bild 1.2 zeigt den
schematischen Aufbau von CARAT mit der gemeinsamen Datenbasis, auf welche die
librigen Programmteile "aufgesteckt” sind.

Optimierungs- -GS

modeli GF

K Programmkontrolie/ F  FEM-Modul D Datenbasis/
monitor Kontrollebene

I Dateneingabe/ GF FEM-Graphik T Transformation/

~ Preprozessor Interface

E  Entwurfs- S Sensibilitats- M Lésungsmodul
modellierung analyse Strukturanalyse

GE Entwurfsgraphik GS Sensibilitats~ 0 Lésungsmodul

graphik math. Programmierung

Bild 1.2: schematische Darstelling der Programmistruktur von CARAT

Die vorliegende Arbeit befaBt sich mit den grundlegenden Aspekten der mathematischen
Programmierung, der Methoden zur Geometriebeschreibung aus dem Bereich des Com-
puter Aided Geometric Design (CAGD) sowie Methoden zur eleganten und treffenden
Auswahl und Verkniipfung von Optimierungsvariablen sowie ihrer Anwendungen zur
Formoptimierung von Flichentragwerken. Die Kenntnis all dieser Verfahren, ihrer Mog-



lichkeiten und Grenzen sowie ihrer komplexen Interaktionen (wie dies in Bild 1.1 ange-
deutet wird) ist die Voraussetzung dafiir, daB die Anwendung auf Probleme der Formop-
timierung gelingen kann. Angestrebt wird eine méglichst einfach handzuhabende, aber
dennoch flexible und kontrollierbare Methode, mit der ohne weitere Programmierarbei-
ten Optimierungsaufgaben formuliert und geldst werden kdnnen.

Kapitel 2 befaf3t sich ausfiihrlich mit den Methoden der mathematischen Programmie-
rung. Es wird der gesamte Themenkreis aufgezeigt, dessen Kenntnis zum Verstindnis
der in CARAT zur Strukturoptimierung eingesetzten Verfahren, die Methode der se-
quentiellen quadratischen Programmierung in Verbindung mit Quasi-Newton-Verfah-
ren sowie ein duales Verfahren, dem ein Verfahren der konjugierten Gradienten zugrun-
de liegt, notwendig ist.

In Kapitel 3 werden besondere Techniken vorgestellt, mit deren Hilfe das komplexe,
implizit votliegende eigentliche Optimierungsproblem approximiert und einer expliziten
Formulierung zugefiihrt werden kann, um eine Effizienzsteigerung des gesamten Ablau-
fes zu bewirken. Diese Techniken sind zur Zeit als die Methoden der "konvexen Lineari-
sierung” [44] bzw. der "beweglichen Asymptoten” [135] bekannt.

Kapitel 4 gibt einen Uberblick {iber die Methoden des Computer Aided Geometric De-
sign, wie sie in CARAT zur Modellierung der FE-Netze ein-, zwei- und dreidimensiona-
ler Strukturen zum Einsatz kommen. Besonderes Gewicht wurde auf die Formulierung
von Bedingungen gelegt, di¢ garantieren, daB die generierten Formen auch wéhrend
einer Formoptimierung die gewiinschten Kontinuitétseigenschaften beibehalten. SAmtli-
che Ableitungen nach den Optimierungsvariablen, die zur Bestimmung der Sensibilitit
der Struktur bendtigt werden, sind explizit aufgefiihrt.

In Kapitel 5 wird eine konsequente Strukturierung aller moglichen Optimierungsvaria-
blen vorgenommen, die eine flexible und problemgerechte Formulierung des Optimie-
rungsproblems ermdglichen. Es werden Verkniipfungsvorschriften angegeben, die mit
einer einfach handzuhabenden, jedoch komplexen Sprache formuliert werden kdnnen.

Zuletzt werden in Kapitel 6 drei typische Beispiele zur Formoptimierung von Flachen-
tragwerken vorgestellt, an denen viele Einzetheiten der vorherigen Kapitel in der Anwen-
dung gezeigt werden. In Beispiel 1 werden Minimalfléchen Giber verschiedenen Grundris-
sen und mit verschiedenen vorgeschriebenen Rindern ermittelt. Beispiel 2 zeigt eine
typische, praxisorientierte Anwendung zur Pormoptimierung von Scheiben. Ermittelt
wird das minimale Gewicht eines Vierendeel-Trédgers mit 6 Durchbriichen, die jeweils
von ebenfalls 6 Variablen beschrieben werden. Nebenbedingungen sind hier maximal
zuldssige Hochstwerte der von Mises—Vergleichsspannungen sowie die Durchbiegung
des Trégers. Im letzten Beispiel werden die optimalen Formen zundchst rotationssymme-
trischer Schalen unter verschiedenen Lagerbedingungen und Lasten bestimmt wie Latet-



nenlast, Eigengewicht, Schnee und Wind. Angestrebt werden hier Formen, die moglichst
membrangerecht beansprucht werden. Dies wird erreicht {iber eine Gewichtsminimie-
rung mit zuldssigen von Mises-Spannungen als Nebenbedingungen oder der Minimie-
rung der Forménderungsenergie beziiglich den Optimierungsvariablen. Alle Beispiele
demonstrieren die Flexibilitdt des eingeschlagenen Vorgehens, die Ergebnisse spiegeln
die engen Beziehungen zwischen Kraft und Form wider.

Der Gedanke ist verlockend, mit der Strukturoptimierung sei ein Computer-orientiertes
Verfahren gefunden, mit dem auf einem Schlag die Formfindung und der Festigkeits-
nachweis erledigt seien. Das mag fiir einzelne Fille durchaus gelten, doch wie bei allen
Methoden der Mathematik und Mechanik werden auch hier Voraussetzungen und An-
nahmen getroffen, beeinflussen die Werte vorgegebener Parameter das Ergebnis. Des-
halb sollten diese Verfahren nur verantwortungsbewulit eingesetzt werden und die Er-
gebnisse stets einer strengen Interpretation unterworfen werden. Auch die Verfahren
der Strukturoptimierung sollen den Entwerfenden nur unterstiitzen, nicht ersetzen.
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2 MATHEMATISCHE PROGRAMMIERUNG

2.1  Allgemeine mathematische Definition eines Optimierungsproblems

Ganz allgemein ist ein mathematisches Programm ein Optimierungsproblem der Form:

minimiere f (%)

unter Beriicksichtigung von: ’ (NLP)
hj(x) = 0 j=1,..,m.
gix) < 0 j = me+1,...,m

x € S{Xu<x<xy;i=1..,n} cR®

Nach Minoux [88] 148t sich der Begriff “mathematische Programmierung” auf die ersten
Entwicklungen in den Wirtschaftswissenschaften und den Anwendungen auf Skonomi-
sche Programme zuriickfithren. Ob fiir Skonomische Probleme oder wie in dieser Arbeit
fiir Probleme der Strukturoptimierung, mit der Transformation der Optimierungsaufga-
be in die Sprache der Mathematik fiihrt der Wunsch, untet verschiedenen mdglichen
Ldsungen bzw. Varianten die beste, d.h. die optimale, aufzufinden, zwangsliufig zu
einer Quantifizierung. Dabei ist es gleichbedeutend, ob die optimale Lésung mit dem
Minimum oder dem Maximum einer MaBfunktion, der sogenannten Zielfunktion f(x),
identifiziert wird. Uberwiegend wird in der Literatur der Weg der Minimierung einge-
schlagen, weshalb dies auch hier so eingefiihrt worden ist. Neben dem Maf der Zielfunk-
tion wird eine Ldsung oder ein Entwurf im Kontext der mathematischen Programmie-
rung durch eine Menge von unabhéngigen Variablen oder Parametern beschrieben, die
fur Aufgaben der Strukturoptimierung auch Entwurfsvariable genannt werden. In der
hier gewdhlten Schreibweise werden die Variablen in einem Vektor x zusammengefalt.
Die im Entwurfsraum r" definierten Variablen kdnnen i.a. jedoch nicht véllig frei ge-
wihlt werden, sondern miissen einem Satz von Nebenbedingungen geniigen, die im all-
gemeinen nichtlineare Funktionen der Variablen sind. Diese Nebenbedingungen trennen
den Entwurfsraum in einen unzuléissigen und einen zuldssigen Bereich, in welchem
unter der Menge der zuldssigén Lisungen die optimale zu suchen ist. Man unterscheidet
dabei Gleichheitsbedingungen h(x), Ungleichheitsbedingungen g(x) und obere sowie
untere Schranken fiir die Wahl jeder einzelnen Variablen x;. Zur Unterscheidung von
den anderen Nebenbedingungen werden die Schranken im weiteren auch Restriktionen
genannt. Die besondere Behandlung der Schranken, die im Grunde auch Ungleichheits-
bedingungen sind, 188t sich durch ihre mathematisch duBerst einfache Formulierung
als lineare Funktion einer einzigen Variablen begriinden, weshalb sie auch in nahezu
allen Lsungsverfahren besonders beriicksichtigt werden. Bei der Entwicklung einer ein-
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heitlichen Theorie und von Ldsungsalgorithmen erweisen sich die Ungleichheitsbedin-
gungen als besonders unangenehm. Denn. gewShnlich kann a priori nicht entschieden
werden, ob irgendeine der Nebenbedingungen fiir die Wahl einer zuldssigen Losung
mafgebend sein wird. In diesem Fall ist gj(x) = 0, und die betreffende Nebenbedingung
wird als aktiv bezeichnet. Dagegen ist eine Nebenbedingung nicht aktiv, wenngy(x) < 0
ist. Natitrlicherweise sind Gleichheitsbedingungen nach dieser Terminologie stets aktiv.
Die Menge der aktiven Nebenbedingungen, auch der aktive Satz (englisch active set)
genannt, dndert sich wihrend einer Optimierung stindig, und es liegt auf der Hand,
daB3 viel Aufwand gespart werden kann, wenn bei den Berechnungen tatséichlich nur
die aktiven Nebenbedingungen beriicksichtigt werden. Ist dagegen der aktive Satz der
Optimalldsung bekannt, kénnen diese Nebenbedingungen als Gleichheitsbedingungen
behandelt werden. Gleichheitsbedingungen haben den Vorzug, daf} mit ihnen eine ihrer
Anzahl entsprechende Zahl von Variablen eliminiert werden kann. Damit 148t sich die
Dimension des Problems im Einzelfall enorm reduzieren. Eine bedeutende, wenngleich
meist nicht erwihnte Klasse von Gleichheitsbedingungen stellen in der Strukturoptimie-
rung die Gleichgewichtsbedingungen dar. Die Erflillung des Gleichgewichts ist jedoch
eine solche Selbstverstdndlichkeit, dal man gewShnlich nicht gewahr wird, dafl dabei
die unbekannten statischen Gréf3en aus dem Optimierungsproblem herausgeldst werden.
Nichtsdestoweniger gibt es auch Ansétze, die bewufit die Elimination nicht vornehmen
und die Menge der Optimierungsvariablen um die statischen Unbekannten erweitern
(s. Haftka [61]). Man verspricht sich davon gewisse Vorteile bei der Losung der ohnehin
schon groflen Gleichungssysteme oder will auf diesem Wege die Inversion bzw. Drei-
eckszerlegung der Steifigkeitsmatrix umgehen.

Im folgenden sollen die eingefithrten Begriffe an einem kleinen Beispiel dargestellt wer-
den.

2.2 Ein kleines Beispiel

Form und Querschnitte des in Bild 2.1 dargestellten Zweibocks sollen fiir die angegebe-
ne Laststellung bestimmt werden, so daf3 das Gewicht des Tragwerkes minimal werde,
ohne daB vorgeschriebene maximal zulissige Werte fiir die Durchbiegung unter der Last
und fiir die Druckspannungen in den Tragwerkselementen iiberschritten werden.

Das Problem hat zwei freie Variablen, die Stichhéhe x und die Querschnittsfliche A
_sowie die unbekannte Zustandsgrofe u, die die Verschiebung des Tragwerks unter dem
Lastangriffspunkt beschreibt. Insgesamt sind vier Nebenbedingungen zu formulieren,
die Gleichheitsbedingung fiir das Gleichgewicht sowie je eine Ungleichheitsbedingung
fir die maximal zuldssige Verschiebung, die zuldssige FlieB- und Knickspannung im
Tragwerk. Aufgrund der Symmetrie von Tragwerk und Last geniigt die Kontrolle der
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Spannungen in einem der beiden Fachwerkstidbe. Weiter seien noch eine untere Schran-
ke x> 0 fir die variable Stichhhe gegeben, um den kinematischen Fall x = 0 zu vermei-
den, und eine untere Schranke A, > 0 zur Vermeidung physikalisch unsinniger Werte
fiir die Querschnittsflache. Obere Schranken sind in diesem Beispiel nicht notwendig.

P

X

Bild 2.1:  Ausgangsgeometrie und Variablen des Zweibocks
Damit stellt sich das Problem folgendermaBen dar:
Variablen: Stichhdhe x

Querschnittsflé_che A
Zielfunktion: Gewicht f=2-'y-Aya?+ — min

Y ... spezifisches Gewicht
Restriktionen: X = xL >0

A> AL > 0
Gleichheitsbedingung: Gleichgewicht K.u =P

2 EA'-——XZ——T'u =P

(a® + x?)2

E ... Elastizitdts~-Modul
Ungleichheitsbedingungen:
1.) Verschiebung:

P (a+x%:
2 EA x

= Umax
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2.) FlieBspannungen:

- Bs ... zul. Druckspannung

3.) Euler-Knickspannung:

P Jal+x  #’EcA

2 A x @+ 9

¢ ... Formbeiwert (siche Anhang A2)

Das Beispiel wird im folgenden wiederholt zur Erlduterung der Begriffe und Methoden
der mathematischen Programmierung herangezogen. Dabei werden folgende Werte fiir
die festen Parameter eingesetzt:

a =2 i Bs=1 i E=10 ; vy=1,0;
Ap=0,1 ; xu=0,1 ;¢ =1/(4m), Vollkreisquerschnitt (sieche Anhang A2)

Es werden vier Fille unterschieden:

Fall a) Verschiebungs- und FlieBbedingung (Bild 2.2a):
P=1; Upax=08
optimale Ldsung: x* = 2,000 A* =0,707 {* = 4,000
die FlieBbedingung ist aktiv

Fall b) FlieB- und Knickbedingung (Bild 2.2b):
P=1
optimale Ldsung: x* = 1,551 A* =0,816 f* =4,130
beide Nebenbedingungen sind aktiv

Fall ¢) Verschiebungs- und FlieBbedingung (Bild 2.2c):
P=1; umx =04
optimale Losung: x* = 2,000 A* =0,707 f* = 4,000
beide Nebenbedingungen sind aktiv; die Qualifikation der Nebenbedingungen
ist allerdings nicht erflillt (sieche Abschnitt 2.7.3)
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Querschnittsflache A
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Querschnittsflache A
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Bild 2.2a: Verschiebungsbedingung g;,

Fliefbedingung g, Fall a)

Bild 2.2b: FliefSbedingung g,
) Knickbedingung g3, Fall b)
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Bild 2.2¢: Nichterfiillte Qualifikation,

Fall ¢)

Bild 2.2d: redundante Nebenbedingung,
Fall d)

Bild 2.2: Form- und Querschnittsoptimierung des zweistibigen Fachwerks
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Fall d) Flief- und Knickbedingung (Bild 2.2d):
P=1,441
optimale Ldsung: x* = 2,000 A* =1,019 f* = 5,762
beide Nebenbedingungen sind aktiv; die Knickbedingung ist redundant
(siche Abschnitt 2.7.3)

Im Bild 2.2 sind alle Félle des Beispiels graphisch verdeutlicht. Dargestellt sind Aus-
schnitte aus dem Entwurfsraum r? mit der Formvariablen x als Abszisse und der Quer-
schnittsvariablen A als Ordinate. Die Probleme sind zweidimensional. In der dritten Di-
mension werden die Werte der Zielfunktion als Funktion der beiden
Optimierungsvariablen dargestellt, die hier in der Projektion als Hohenlinien sichtbar
werden. Im Gegensatz dazu interessiert von den Nebenbedingungen, die wie die Ziel-
funktion Flachen im dreidimensionalen Raum als Funktion der Variablen darstellen,
nur die Héhenlinie mit der Kote 0, der charakteristische Wert, an dem sich geméi$ der
gewihlten Definition der zuldssige vom unzuldssigen Bereich trennt. Der zuldssige Be-
reich wird in den Fillen a) und ¢) im oberen Teil der Darstellungen von der Verschie-
bungsnebenbedingung g; und im rechten Teil von der Spannungsnebenbedingung g, be-
grenzt. In den Féllen b) und d) wird er im oberen Teil von der FlieBbedingung g, und
im rechten Teil der Darstellung von der Knickbedingung g; begrenzt. Er ist durch eine
Schraffur hervorgehoben. Die Restriktionen werden erst fiir unrealistische Variablen-
kombinationen aktiv. Das Optimum findet sich an denjenigen Stelle im zuléssigen Be-
reich, an dem die Zielfunktion am kleinsten ist.

Im Fall a) ist an der Losung nur eine einzige Nebenbedingung aktiv, das Optimum befin-
det sich am Rand des zuldssigen Bereich. Dagegen sind im Fall b) beide Nebenbedingun-
gen aktiv, und das Optimum befindet sich an einer Ecke des zuldssigen Bereichs. Eben-
so, wenngleich nicht in diesem Beispiel, kdnnte sich die optimale Ldsung mitten im
zuldssigen Bereich befinden, was bedeutet, dafl am Optimum keine einzige Nebenbedin-
gung aktiv wire. In diesem Fall wiirde es sich um ein unbeschrinktes ‘Optimum han-
deln, im Gegensatz zu den beschriinkten Optima der dargesteliten Fille. Ein guter Algo-
rithmus der mathematischen Programmierung, der fiir nichtlineare Probleme geeignet
sein soll, muf} in der Lage sein, in allen genannten Fillen das Optimum zuverlissig
und effizient aufzufinden.

Dieses Beispiel eignet sich aber auch dafiir, um kurz auf einige spezielle Techniken und
Eigenarten der Strukturoptimierung einzugehen, die jedoch nichts mit den allgeméin
gliltigen Begriffen und Ldsungsmethoden der mathematischen Programmierung, viel-
mehr mit einer eleganteren oder effizienteren Formulierung der Funktionen und Bedin-
gungen im Sinne der definierten Standardform (NLP) zu tun haben, um so die Effizienz
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der gesamten Lsungsprozedur zu erhdhen.” Zum Beispiel wurde hier bereits mit der
Gleichgewichtsbedingung die unbekannte Verschiebung eliminiert, wie dies in der Struk-
turoptimierung iiblich ist, um die GroBe des Problems zu reduzieren. Verzichtet man
auf die Elimination, erhélt man drei unabhiingige Variablen x, A und u, und die Ver-
schiebungsnebenbedingung, die soeben noch eine hochgradig nichtlineare Funktion
zweier Unbekannter war, wird zu einer simplen Restriktion fiir die Variable u.

Weiter zeigt dieses kleine Beispiel auch schon die charakteristischen Eigenschaftenvvon
Problemen der Strukturoptimierung. Zielfunktion und Nebenbedingungen sind nichtli-
neare Funktionen der Optimierungsvariablen, wobei fiir QuerschnittsgréBen und Form-
grofBen unterschieden werden kann. Querschnittsvariablen, wie in diesem Beispiel die
Querschnittsfliche A, finden sich in der Zielfunktion meist linear und in den Nebenbe-
dingungen als Potenzen ihrer reziproken Werte wieder. Dies bedeutet, daf3 Spannungs—
und Verschiebungsnebenbedingungen fiir Fachwerke charakterisiert sind durch 1/A,
wahrend bei biegebeanspruchten Tragwerken das Widerstandsmoment im Nenner er-
scheint. Diese typischen Eigenschaften dieser beiden Klassen von Nebenbedingungen
konnen z. B. durch eine einfache Variablentransformation wie y = 1/A besonders be-
riicksichtigt werden, um das Problem méglichst linear zu gestalten. Dies wird im Kapi-
tel 3 ”Approximationstechniken” niher erldutert.

2.3 Problemklassen der mathematischen Programmierung und Einordnung von
Problemen der Strukturoptimierung

Zum ersten Mal scheint der Begriff “mathematische Programmierung” 1959 aufzutau-
chen [88]. Damit wurde eine damals neue Disziplin der angewandten Mathematik be-
griindet, die sich daraus ergab, daf} die bis dato selbstindigen Teildisziplinen der mathe-
matischen Programmierung theoretische Grundlagen erarbeitet hatten, die allen gemein
sind. Den Anfang der Entwicklung stellte die lineare Programmierung dar, die auf Dant-
zig (1949) zuriickgeht. Das von Dantzig entwickelte Simplex-Verfahren zur Losung li-
riearer Optimierungsprobleme ist bis heute in seiner Robustheit und Effizienz ungeschla-
gen und ist auch die Grundlage fiir die Entwicklung von vielen Verfahren zur Lésung
nichtlinearer Aufgaben. Die theoretischen Grundlagen zur Losung nichtlinearer Opti-
mierungsprobleme wurden von Kuhn und Tucker 1951 erarbeitet. Die sogenannten
"Kuhn-Tucker”-Bedingungen, die notwendigen Bedingungen fiir eine Optimalstelle, rei-
chen jedoch tiber die Grenzen der nichtlinearen Programmierung hinaus und gehéren
zum fundamentalen theoretischen Rilstzeug der gesamten mathematischen Programmie-
rung. Probleme mit Variablen, die nur diskrete oder ganzzahlige Werte einnehmen kon-
nen, werden von Verfahren der ganzzahligen Pfogrammierung erfafit. Dieses Gebiet
der mathematischen Programmierung geht auf Gomory (1958) zuriick. Bs ist aufgrund
der theoretischen Schwierigkeiten und der praktischen Bedeutung immer noch ein sehr
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aktives Feld der Forschung. Die dynamische Programmierung unterscheidet sich von
den anderen drei Disziplinen dadurch, daf} sie nicht wie diese Algorithmen zur Verfi-
gung stellt, sondern vielmehr ein allgemeines Prinzip zur sukzessiven Losung vieler li-
nearer oder nichtlinearer Probleme darstellt. Dieser Vorgang der Dekomposition und
der schrittweisen Abfolge von Optimierungen von Untersystemen kann selbstverstind-
lich nur auf solche Probleme angewendet werden, die sich auch in Teilprobleme zerlegen
lassen. Insbesondere trifft dies auf zeitabhidngige Aufgaben zu, wovon diese Disziplin
auch ihren Namen hat. Die grundlegenden Arbeiten zu einer Theorie der dynamischen
Programmierung werden Bellman (1957) zugeschrieben. Wie bei der dynamischen Pro-
grammierung wird bei der Mehrkriterienoptimierung ein Prinzip zur Ldsung von Proble-
men mit mehreren, sich auch widersprechenden Zielfunktionen angegeben. Erste Theo-
rien gehen auf Pareto (1896) zuriick. Weitere Gebiete der mathematischen
Programmierung sind die Entwicklung spezieller Verfahren fiir groBe Probleme, die
sich an der besonderen Problemstruktur orientieren miissen, damit der Losungsprozef3
noch effektiv genug ist, und die Optimierung von Problemen der Funktionalanalysis.
In diese beiden Kategorien lassen sich mit Einschrénkungen die in der Strukturoptimie-
rung bekannten Verfahren der Optimalititskriterien einstufen. Eine Zusammenfassung
dieser Klassifizierung ist in Tafel 2.1 angegeben.

Lineare Programmierung (Dantzig, 1949)
e  Nichtlineare Programmierung (Kuhn und Tucker, 1951)
fiir beschridnkte und unbeschrénkte Probleme,
stetig differenzierbar oder nicht

®  Diskrete und ganzzahlige Programmierung (Gomory, 1958)

®  Dynamische Programmierung (Bellmann, 1957)

e  Mehrkriterienoptimierung (Pareto, 1896)

®  Programmierung fiir grofle Probleme der (z.B. Lasdon, 1970)
beiden ersten Klassen .

e  Optimierung von Funktionalen (z.B. Luenberger, 1969)

Tafel 2.1:  Problemklassen (nach Minoux [88])

Die genannten Klassen der mathematischen Programmierung decken fast ausnahmslos
alle in der Strukturoptimierung denkbaren Fille ab. Die lineare Programmierung kann
vorteilhaft bei der Gewichtsoptimierung von Tragwerken eingesetzt werden, wobei ein
ideal plastisches Materialverhalten angenommen wird. Auf diesem Gebiet hat die Grup-
pe um W. Prager [104] viel Pionierarbeit geleistet. Ebenfalls kann die lineare Program-
mierung zur Bestimmung der Traglast mittels der FlieBgelenk- oder FlieBlinientheorie
eingesetzt werden.
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Der weitaus grofite Teil der Aufgaben der Strukturoptimierung kann mit den Verfahren
der nichtlinearen Programmierung bearbeitet werden. Die ersten Anwendungen gehen
auf Schmit [122] zurlick. Nach einer Durststrecke in den siebziger Jahren setzte Anfang
der 80iger Jahre ein wahrer Boom ein, wie viele Fachtagungen sowie eine Fiille von
Artikeln und theoretischen wie anwendungsbezogenen Lehrbiichern beweisen, z.B. {11,
(2], [9), [34], [36], [52], [60], [66], [81], [77], [79], [85], [88], [90], [91], [94], [112],
[118], [144]. Insbesondere sind die Verfahren der nichtlinearen Programmierung fiir
Probleme der Querschnitts~ und Formoptimierung in Verbindung mit der Methode der
finiten Elemente geeignet ({31], [35], [62], [71], [t11], [122], [139], [143], [154]). In
diesem Gebiet ist auch die vorliegende Arbeit angesiedelt, weshalb im folgenden beson-
ders auf diese speziellen Verfahren eingegangen wird.

Bei der Modellierung von Aufgaben der Strukturoptimierung wird gewéhnlich die Tatsa-
che lbergangen, daBl viele der freien Optimierungsparameter, besonders die Quer-
schnittswerte, nur diskrete Werte einnehmen kénnen. In den meisten Fillen IiBt sich
dieses Problem unter praktischen Gesichtspunkten sehen, wie auch in dieser Arbeit, in
der es vor allem um die Formoptimierung von Fldchentragwerken geht, deren Form
ohnehin kontinuierlich verdnderbar sein soll. Wobei der Gestaltung von Betonschalen
mit kontinuierlich verdnderlicher Dicke auch in der praktischen Durchfiihrung nicht viel
im Wege steht, wie die Schalen von H. Isler beweisen [110]. Dagegen werden Verfahren
der diskreten Optimierung zur Querschnittsoptimierung von Stahlrahmentragwerken
herangezogen (z.B. Grierson [56]), die aufgrund der zur Auswahl stehenden Profile aus
Standardstahllisten ein zwar alltigliches Problem der Bemessung, jedoch ein mathema-
tisch &uBerst anspruchsvolles Optimierungsproblem darstellen. Diese Verfahren haben
sich, von Ausnahmen abgesehen, noch nicht durchsetzen kénnen.

Die Idee der dynamischen Programmierung, das eigentliche Problem in Unterprobleme
aufzuteilen und diese dann einzeln zu optimieren, fand in Form von Dekompositionsver-
fahren Eingang in die Strukturoptimierung. Ein profilierter Vertreter dieser Richtung
ist Sobieszczanski-Sobieski [128]. Eine aktuelle Arbeit zu diesem Thema wurde von
Bremicker [25] vorgelegt.

Grundlegende Arbeiten zur Anwendung der Mehrkriterienmethoden im Ingenieurwesen
stammen von Stadler [129], [130]. Anwendungen sind u.a. von Baier [3] und der Gruppe
um Eschenauer (z.B. Eschenauer, Schifer, Bernau in [36]) bekannt. Osyczka [94] verdf-
fentlichte ein Lehrbuch zum Thema.

Gewdhnlich werden unter dem Begriff der mathematischen Programmierung Verfahren
zur L3sung von Parameter-Problemen verstanden. Minoux [88] weicht jedoch davon
ab und bringt in seinem Buch {iber Theorie und Algorithmen der mathematischen Pro-
grammierung auch einen Abschnitt iiber die Optimierung von Problemen, die in Form
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von Funktionalen vorliegen. Den Kuhn-Tucker-Bedingungen entspricht hier das Maxi-
mumsprinzip von Pontryagin (siehe z.B. in [88]). Der libliche Weg, diesen Ansatz der
Strukturoptimierung verfligbar zu machen, ist, analytisch ein sogenanntes Optimalitéts-
kriterium herzuleiten und dies dann in einem numerischen ProzeB bei der optimalen
Querschnitts— bzw. Formfindung einzusetzen. Dieses Vorgehen ist stets auf spezielle
Probleme abgestimmt, womit aber auch grofle und gréfite Optimierungsaufgaben gel6st
werden kdnnen. Da der numerischen Losung zuerst eine Ableitung des Optimalitéitskrite-
riums vorausgeht, wird dieses Vorgehen auch oft als indirekt im Vergleich zu dem der
linearen und nichtlinearen Programmierung bezeichnet, die dagegen als direkte Verfah-
ren gelten. Die Tatsache, dafl Optimalititskriterien oftmals intuitiv entwickelt werden,
1483t sie als eine theoretisch schlecht untermauerte Alternative zu den direkten Verfahren
erscheinen und lenkt von den Gemeinsamkeiten ab. Bekannte Vertreter der Optimalitits-
kriterienmethoden sind Berke, Venkayya und Khot [10], [147], einen guten Uberblick
geben u.a. Save und Prager [116]. Einen wichtigen Beitrag zu den Gemeinsamkeiten
der direkten und indirekten Methoden lieferte Fleury [42]. In Kapitel 3 wird darauf niher
eingegangen.

klein . mittel ‘ groB
n<§;s 5<n<100 n > 100 ./. 1000
m<S$5 m > k . 1000

n ... Zahl der Variablen . m ... Zahl der Nebenbedingungen
Handmethoden Computerverfahren groBe Computer

Losung der
notwendigen

"direktes” Vorgehen,
allgemeine Verfahren

problemorientierte
Verfahren

der nichtlinearen
Programmierung

Bedingungen

Tafel 2.2:  Problemgrifien (nach Luenberger [85])

2.4  Zur Gri8e von Problemen der mathematischen Programmierung

Die Charakterisierung eines Problems der mathematischen Programmierung anhand sei-
ner GroBe kann nur sehr grob vorgenommen werden. Sie héngt vom Problem, von den
aktuell zur Verfiigung stehenden Methoden, der apparativen Ausstattung (Taschenrech-
ner, PC, Mainframe, Supercomputer u.s.w.) und zuletzt vom subjektiven Standpunkt
des einzelnen ab. Um dennoch eine grobe Abschitzung zu wagen, sei die Klassifizierung
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von Luenberger [85] libernommen (Tafel 2.2), Demnach sind die iiblichen Probleme
der Strukturoptimierung in die mittlere Kategorie einzustufen. Dabei sind bei den bishe-
rigen Anwendungen die Probleme der Querschnittsoptimierung gewdhnlich groBer als
die der Formoptimierung, manchmal reichen sie auch bis in die Kategorie "gro”. Dann
werden sie meistens mit Verfahren der Optimalitdtskriterien gel6st. DaB jedoch Proble-
me der Formoptimierung oft nicht mehr als 20, hdchstens 30 oder gaf deutlich weniger
als 10 Variable haben und damit schon zur Klasse der kleinen Probleme gehdren, hat
zwei Griinde. Zum einen sind diese Probleme meist stark nichtlinear, was den Losungs-
aufwand stark anwachsen 18Bt, zum anderen - und das ist der wichtigere Grund - ist
es mitunter sehr schwierig, die Auswirkungen der vielen Freiheitsgrade so abzuschitzen,
dalB3 wihrend der Optimierung keine physikalisch unméglichen Formen entstehen, oder
solche, die vom verwendeten statischen Analyseverfahren (z.B. finite Element-Metho-
de) nicht mehr bearbeitet werden kdnnen. Im Rahmen dieser Arbeit werden vorwiegend
Probleme der Kategorien "klein” und “mittel” behandelt.

2.5  Methoden der nichtlinearen Programmierung

Wie im Abschnitt 2.3 festgestellt wurde, kénnen die meisten Probleme der Strukturopti-
mierung mit den Verfahren der nichtlinearen Programmierung angegangen werden. Da
auch im Rahmen dieser Arbeit auf Verfahren dieser Klasse zuriickgegriffen wird, soll
an dieser Stelle ein Uberblick gegeben und eine weitere Differenzierung vorgenommen
werden, ohne jedoch zu sehr auf die Details der verschiedenen Methoden einzugehen.
Dies und die Darstellung der wichtigsten theoretischen Grundlagen sei den folgenden
Abschnitten vorbehalten. Eine Zusammenfassung dieses Abschnitts findet man in den
Tafeln 2.3 und 2.4.

Die offensichtlichste Unterscheidung ist die in Methoden fiir unbeschrinkte und fiir be-
schrénkte Probleme. Dabei ist festzustellen, daf3 fast alle Verfahren fiir Aufgaben mit
Nebenbedingungen in irgendeiner Weise auf Methoden der unbeschrinkten Art zuriick-
greifen oder ihre Eigenschaften teilweise iibertragbar sind. Deshalb ist es nicht mdglich,
die Verfahren fiir beschriinkte Aufgaben unabhingig von denjenigen flr unbeschrinkte
Félle zu betrachten.

Die Methoden fiir unbeschriinkte Optimierungsprobleme teilen sich auf in Verfahren
fir ein- und mehrdimensionale Aufgaben. Die eindimensionalen Verfahren haben eine
groBe Bedeutung, da sie ein wichtiger Bestandteil vieler mehrdimensionaler Verfahren
sind. Vielfach ist es so, daB erst durch die eindimensionalen "line searches” die Konver-
genz der mehrdimensionalen Verfahren gesichert werden kann, Man unterscheidet hier
Intervallschachtelung, Interpolationsverfahren, Regula-Falsi- und Newton-Verfahren,
die oft auch in Kombinationen angewendet werden, je nachdem, wie grof3 die Anforde-
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rungen an die Genauigkeit der eindimensionalen Suche sind. (Im weiteren wird der Be-
griff ”line search” verwendet, der sich auch im einschldgigen deutschen Sprachgebrauch
durchgesetzt hat.) :

Eine Klassifikation der mehrdimensionalen Verfahren fiir unbeschrinkte Verfahren
orientiert sich in sinnvoller Weise an der Art der zur Verfiigung stehenden Informationen
liber das Wesen der zu 16senden Aufgabe. Hier unterscheidet man in Verfahren nullter,
erster und zweiter Ordnung, auch direkte Suchmethoden, Gradienten- und Newton-Ver-
fahren genannt. Das Gemeinsame aller Verfahren ist, daB sie iterativ vorgehen. In jedem
Iterationsschritt sind zwei Fragen zu beantworten: In welcher Richtung soll weitergesucht
werden, so daf3 die Zielfunktion geringer wird, und wie weit soll in dieser Richtung fort-
geschritten werden?

Die Verfahren zweiter Ordnung bedienen sich Informationen iiber die Zielfunktion
selbst, deren erster und zweiter Ableitungen. Neben dem bekannten Newton-Raphson-
Verfahren wire noch die Methode der konjugierten Gradienten in der Formulierung von
Hestenes und Stiefel zu nennen, die gegeniiber der Newton-Methode Vorteile bei der
Ldsung groBer Probleme bietet, da bei diesem Verfahren die Invertierung bzw, Faktori-
sierung der Hesse-Matrix (die Matrix der zweiten Ableitungen) entfillt.

Dagegen verzichten Verfahren erster Ordnung ganz (Gradientenverfahren) oder wenig-
stens auf die explizite Bestimmung der zweiten Ableitungen (z.B. konjugierte Gradien-
tenverfahren, Quasi-Newton-Verfahren). Die konsequente Umsetzung in eine Methode,
die sich streng und ausschlieBlich an den gerade vorhandenen Funktionswerten und er-
sten Ableitungen orientiert, ist die Methode des steilsten Abstiegs. Dieses Verfahren
sucht immer in der Fallrichtung der Zielfunktion und garantiert, daB in jedem Iterations-
schritt die L8sung wenigstens lokal verbessert wird. Es wird deshalb oft mit anderen
Verfahren kombiniert, die diese Eigenschaft nicht aufweisen. Als eigenstindiges Verfah-
ren jedoch neigt die Methode des steilsten Abstiegs fern der Lsung infolge zu kurzer
Schrittweiten steckenzubleiben, da sie sich nicht an den zweiten Ableitungen des Pro-
blems orientieren kann. Die Methoden der konjugierten Gradienten nach Fletcher/Ree-
ves, Polak/Ribiére oder die stark an Bedeutung gewonnenen Quasi-Newton-Verfahren
(z.B. DFP-, BFGS- oder Rang 1 ~Korrektur) iiberwinden dieses Defizit und bauen sich
im Laufe der Iterationen Informationen {iber die zweiten Ableitungen auf. Wie auch
bei den Verfahren zweiter Ordnung sollten bei grofen Problemen konjugierte Gradien-
tenverfahren den Quasi-Newton-Verfahren vorgezogen werden. Ein ganz wichtiger Be-
standteil der Verfahren erster Ordnung, bei den Gradientenverfahren noch mehr als
bei den Quasi-Newton~Verfahren, ist der line search. Nur mit seiner Hilfe kann die
Konvergenz garantiert werden.
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e 1-dimensionale Probleme
o Intervallschachtelung Fibonacci
Goldener Schnitt
Bisektion
o Polynominterpolation
o Regula-Falsi
o Newton

¢ Mehrdimensionale Probleme
o direkte Suchmethoden;
o Rastersuche

e Koordiﬁatenstrategie Gauss/Seidel
¢ rotierende Koordinaten ~ Rosenbrock
* Simplex-Verfahren Nelder/Mead

* ableitungsfreies Verfahren der konj. Richtungen von Powell

o Verfahren erster Ordnung:
o steilster Abstieg
* Methoden der konjugierten Gradienten:  Fletcher/Reeves

Polak/Ribigre
e Methode der parallelen Tangenten: Shah, Buehler,
Kempthorne
¢ Quasi-Newton:
Methode der variablen Metrik: Davidon )
. Fletcher, Powell
Rang 1-update: Davidon
Broyden
BEGS update: Broyden
Fletcher
Goldfarb
Shanno
© Verfahren zweiter Ordnung;
* Newton-Verfahren
¢ Methode der konjugierten Gradienten Hestenes, Stiefel

1960
1965
1964

1964
1964

1964

1959
1963
1968
1967
1967
1970
1970
1970

1952

Tafel 2.3: Methoden fiir unbeschrinkte stetige Funktionen

(nach Luenberger [85], Gill et al. [52], Minoux [88], Schwefel [123]
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Die Verfahren nullter Ordnung kommen véllig ohne Gradienten und Kriimmungsbestim-
mungen aus, weshalb sie auch direkte Suchmethoden genannt werden. Man kann sie
unter den Veteranen der Methoden der nichtlinearen Programmierung einstufen, denn
heute haben sie ihre Berechtigung nur noch fiir die Lésung von hochgradig diskontinuier-
lichen Problemen bewahrt, an denen die hoherwertigen Verfahren scheitern miissen.
Das Verfahren von Powell ist insofern erwdhnenswert, da es allein aus Funktionsauswer-
tungen konjugierte Richtungen bestimmt. Dies entspricht dem Verfahren der konjugier-
ten Gradienten, wobei die Gradienten aus Differenzenquotienten ermittelt werden.
Ebenso bedient sich dieses Verfahren eines line searches. Es kommt deshalb auch nur
fiir geniigend glatte Funktionen in Frage.

Literatur zu den einzelnen Verfahren findet man in vielen Lehrblichern, z.B. die von
Luenberger [85], Gill, Murray, Wright [52], Minoux [88], Kiinzi, Krelle, v. Randow [81]
und viele andere mehr, die gerade innerhalb des letzten Jahrzehnts erschienen sind.
Eine gute Ubersicht iiber direkte Suchmethoden gibt Schwefel [123].

Die Methoden fiir beschriinkte nichtlineare Optimierungsaufgaben lassen sich in vier
Klassen einteilen, die jede fiir sich einen jeweils anderen Aspekt der zugrunde liegenden
gemeinsamen Theorie der nichtlinearen Programmierung verfolgt.

Die priméren Methoden arbeiten im zuldssigen Bereich des Problems, d.h. bei einem

Problem mit n Unbekannten und m Gleichheitsbedingungen in einem Raum der Dimen-
sion (n - m). Der Vorteil der Verfahren, gerade auch fiir Anwendungen in der Struktur—
optimierung, ist, daB sie den zuldssigen Bereich nie verlassen. Das heiB3t, auch bei vorzei-
tigem Abbruch der Iteration ist die Losung brauchbar und praktisch verwertbar. Eine
Schwierigkeit ist dabei jedoch, daB auch der Startpunkt der Iteration, das entspricht dem
Anfangsentwurf der Strukturoptimierung, innerhalb des zuldssigen Bereiches liegen
muf}. Eine Forderung, die nicht immer leicht zu erfiillen ist. Die primiren Methoden
sind Gradientenmethoden, wobei die Erfiillung der Nebenbedingungen durch den line
search garantiert wird, der die Grenze des zuldssigen Bereichs in der jeweils eingeschla-
genen Suchrichtung auszuloten hat. Bekannte Verfahren sind die Methode der zuldssigen
Richtungen, die Verfahren der projizierten und der reduzierten Gradienten. Eine erfolg-
reiche, kommerzielle Version der Methode der zuldssigen Richtungen namens CONMIN
(constrained minimization) stammt von Vanderplaats [142]. Dieses Verfahren zihlt zu
den am meisten zitierten Verfahren und wurde schon in einem weiten Bereich der Struk-
turoptimierung eingesetzt (z.B. Bushnell [26] oder Botkin et al. in [9]), wenngleich auch
weniger fir Aufgaben der Formoptimierung.

In der Anwendung sehr einfache Verfahren sind die Penalty- und Barriere~Methoden.

Hier wird das beschrénkte Problem durch ein unbeschrinktes approximiert, das dann
mit einem dafiir geeigneten Verfahren geldst werden kann. Diese Verfahren arbeiten
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im n-dimensionalen Raum der Unbekannten. Der Nachteil der Verfahren ist, daf3 die
exakte Losung nicht erreicht werden kann, wobei sich die Penalty~Verfahren von unzu-
ldssigen und die Barriere~Methoden aus dem zuldssigen Bereich her ndhern. Vom Stand-
punkt der Strukturoptimierung aus gesehen, kommen also nur Barriere-Methoden in
Betracht. Deren spezielle Einschrankungen sind, da3 auch hier der Startpunkt im zul#issi-
gen Bereich liegen muf} und daB keine Gleichheitsbedingungen erfaBt werden kdnnen.
Diese Einschrinkungen sind aber fiir viele praktische Anwendungen ohne Bedeutung.
Eine spezielle Form der Barriere-Methoden, das SUMT-Verfahren von Fiacco/McCor-
mick (Sequential Unconstrained Minimization Technique, siehe z.B. in [1]) ist in der
Strukturoptimierung weit verbreitet [59], [27] und findet auch in kommerziellen Pro-
grammpaketen wie z.B. ANSYS [30] seine Anwendungen. Eine interessante Barriere-
Methode ist die Evolutionsstrategie von Schwefel [123], die zu den direkten Suchverfah-
ren zéhlt und sich Zufallsentscheidungen zunutze macht. Ihre Vorteile liegen bei
diskontinuierlichen Problemstellungen, die von den anderen Verfahren nicht mehr geldst
werden kdnnen. Die Nachteile sind, dal das Verfahren nur fiir wenige Variablen einsetz-
bar ist und daf} es sehr langsam konvergiert. Einige Anwendungen im Bereich der Struk-
turoptimierung stammen von Hartmann [65], Lawo/Thierauf [82] sowie Héfler [70] und
[11].

Die dualen Methoden gehen das Problem indirekt an, indem sie das sogenannte duale
Problem 18sen, dessen Unbekannte die Lagrange-Multiplikatoren sind. Deren Anzahl
entspricht derjenigen der Nebenbedingungen (ndheres dazu siehe Abschnitt 2.7.1.2 und
2.8.5). Damit arbeiten diese Methoden in einem m-dimensionalen Raum. Die eigentlich
gesuchten Werte der Optimierungsvariablen ergeben sich aus einer Riickrechnung. Re-
chentechnisch gesehen, zerféllt bei den dualen Methoden das eigentliche Problem in
zwei Teilprobleme, wovon das eine unbeschrinkt ist und das andere im Falle von Un-
gleichheitsbedingungen nur von eirtfachen Variablenschranken begrenzt wird. Im Falle
von ausschlieBlich Gleichheitsbedingungen ist es ebenfalls unbeschrinkt. Diese Teilpro-
bleme sind mit den {iblichen Methoden fiir unbeschrinkte Aufgaben direkt oder mit
den fir die Beriicksichtigung der Schranken einfachen Erweiterungen 13sbar. Besondere
Beachtung in der Strukturoptimierung fanden in letzter Zeit die Verfahren von Fleury
[44] und Svanberg [135], die die Ideen der dualen Methoden mit Approximationsmetho-
den und den Vorteilen separabler Probleme in iiberzeugender Weise zu vereinen wissen.
Auf diese Weise konnten effiziente und auch fir grofe Probleme geeignete Verfahren
der Strukturoptimierung geschaffen werden. Interessant sind die Parallelen zwischen
diesem Vorgehen und den Optimalititskriterienmethoden [42]. In den Abschnitten
2.8.5.2 und 3.2 wird naher auf die zugrunde liegenden Theorien eingegangen.
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Die letzte Gruppe der Verfahren fiir beschrinkte Probleme ist die Grubpé der Lagrange——
Methoden. Sie streben eine direkte Losung der notwendigen Bedingungen fiir Optimali-
tit an (Kuhn-Tucker-Bedingungen, Abschnitt 2.7.1.2) und kombinieren die primiren
und dualen Eigenschaften der vorn genannten Methoden. Demnach arbeiten sie im (n
+ m)-dimensionalen Raum der Optimierungsvariablen und Lagrange-Multiplikatoren,
welche auch duale Variablen genannt werden. Die sich ergebenden Gleichungssysteme
kdnnen iterativ mit Newton~ oder Quasi-Newton-Verfahren gelGst werden. Wichtiger
Bestandteil dieser Verfahren ist die Losung eines Unterproblems mit quadratischer Ziel-
funktion und linearen Nebenbedingungen, ein Problem der sogenannten quadratischen
Programmierung. Deshalb werden diese Verfahren auch SQP (sequentiell quadratische
Programmierung) oder RQP (rekursive quadratische Programmierung) genannt. Eine
bekannte SQP-Methode, die zu den Quasi-Newton-Verfahren zu zihlen ist, ist die Me-
thoden von Han [64] und Powell {100]. Obwoh! die SQP--Verfahren von vielen Autoren
als die leistungsfahigsten bezeichnet werden [8], [137], haben sie bis jetzt noch wenig
Verbreitung in der Strukturoptimierung gefunden [35], was auch auf die zugrunde lie-
gende komplexe Theorie zuriickzufiihren ist.

Als eine besondere Form von Lagrange-Methoden kann die sogenannte sequentielle
lineare Programmierung (SLP) verstanden werden. Sie arbeitet ebenfalls im (n + m)-di-
mensionalen Raum der priméren und dualen Variablen. Im Gegensatz zu den SQP-Me-
thoden wird allerdings ein lineares Unterproblem mit dem dazu geeigneten und bekann-
ten Simplex-Verfahren der linearen Programmierung geldst. Damit ist die SLP ein
dullerst robustes und einfach zu handhabende Verfahren, hat aber den Nachteil, daB
die linearen Unterprobleme unbeschrinkt sein kdnnen. Dies muf durch geeignete Mal3-
nahmen berlicksichtigt werden, was sich aber nachteilig auf die Konvergenzeigenschaf-
ten auswirkt. Dennoch ist die sequentielle lineare Programmierung ein Verfahren, das
in der Vergangenheit viele Anwendungen in der Strukturoptimierung gefunden hat (z.B.
[3], [78], [97], [115], [157]), besonders bei Querschnittsoptimierungen.

Verschiedentlich wird versucht, die Lagrange-Methoden mit anderen (insbesondere
priméren Methoden) zu kombinieren, um die Vorteile beider Verfahren auszuniitzen
[35], [138]. Die so entstehenden Verfahren'werden oft als hybride Methoden bezeichnet.

Die hier gewdhlte Einteilung in primédre Methoden, Penalty- und Barriere-Methoden,
duale Methoden und Lagrange-Methoden orientiert sich an Luenberger [85]. Auch an-
dere Autoren [52], [81] nehmen diese Klassifikation vor, wenngleich mit anderer Termi-
nologie. Vor allem sei auf Minoux [88] hingewiesen, der die dualen Methoden
"Lagrange-Methoden” nennt und die Lagrange-Methoden *primir dual”.
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® Lineare Programmierung:
Simplex (Dantzig, 1949)

® Primidre Methoden:

Methode der zuldssigen Richtungen
(Zoutendijk, 1960)

projizierte Gradienten (Rosen, 1960)
reduzierte Gradienten (Wolfe, 1967)

(Abadie, Carpentier, 1969)
Complex-Verfahren (Box, 1965)

® Penalty— und Barriere~Methoden:

Penalty-Methode (Courant, 1943)

SUMT (Fiacco, McCormick, 1968)

Barriere~Methode (Caroll, 1961)

Evolutionsstrategie (Schwefel, 1977)
® Duale Methoden:

Methode von Uzawa (1958)

Methode von Arrow-Hurwicz (1958)

Multiplikatorenmethode (Hestenes, 1969)
(Powell, 1969)
Erweiterung fiir Ungleichheitsbedingungen
(Rockafellar, 1973)
Separable Probleme (Bverett, 1963)
Quadratische Programmierung
(Dantzig, 1963)

® Lagrange~Methoden:
SLP ]
Rekursive quadratische Programmierung
(Wilson, 1963)
(Garcia-Polomares, Mangasarian, 1976)
SQP (mit Quasi-Newton) (Han, 1977)
(Powell, 1978)

Tafel 2.4:  Methoden fiir beschrankte stetige Funktionen
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2.6  Zur Auswahl einer Methode

Bei der Auswahl einer geeigneten Methode zur Lésung eines vorliegenden Problems
der Strukturoptimierung lohnt es sich, Aufwand und Nutzen gegeneinander zu stellen.
Dabei sollte unter Aufwand neben der reinen Rechenzeit auch der Aufwand verstanden
werden, der getrieben werden muf, um die gewéhlte Methode richtig zu verstehen und
anwenden zu kdnnen. Auch ist es angezeigt, ein Verfahren zu wihlen, das dem zu l6sen-
den Problem gerecht werden kann. In Tafel 2.5 sind einige charakteristische Merkmale
von Zielfunktionen und Nebenbedingungen aufgelistet, die in verschiedenen Kombina-
tionen zu unterschiedlichen Entscheidungen fiihren kdnnen. Auf jeden Fall ist es jedoch
unsinnig, zugunsten einer Verringerung der Zahl von Variablen oder Nebenbedingungen
eine vorhandene giinstige Problemstruktur aufzugeben. Das geht meist zu Lasten der
Konvergenzgeschwindigkeit und -sicherheit. Sind die Funktionen der Aufgabe stetig ab-
leitbar oder nur wenig diskontinuierlich, sollte die Wahl stets fir Gradienten~ oder gar
Newton~Verfahren ausfallen. Wie aus Tafel 2.6 ersichtlich, ist fiir diese Verfahren die
Konvergenzgeschwindigkeit am gréfiten, d.h. die Konvergenzrate am kleinsten. Dagegen
steigt dabei der Aufwand unter Umsténden sogar gewaltig an. Besonders fiir die Struk-
turoptimierung ist gerade die Gradientenbestimmung iiber die Sensitivitdtsanalyse der
absolut aufwendigste Teil der gesamten Prozedur; das heifit, dal daneben die iibrige
Rechenzeit fiir die Methode selbst, Datenmanipulationen usw. vernachlissigbar klein
ausfallt. Verschiedentlich werden deshalb direkte Suchmethoden besser beurteilt als die
hoherwertigen, siehe z.B. die Untersuchung von Eason und Fenton [32], die allerdings
inzwischen als {iberholt gelten kann. Dem gegeniiber haben sich auch in der Strukturopti-
mierung Gradientenverfahren und Quasi-Newton-Methoden durchgesetzt, die gerade
in den siebziger Jahren eine gewaltige Entwicklung erfahren haben. Methoden zweiter
Ordnung haben bisher noch keinen Eingang in die Strukturoptimierung gefunden, da
die Bestimmung der zweiten Ableitungen nach allgemeiner Ansicht den bereits vorhan-
denen Aufwand potenzieren wiirde. Jedoch wird auch in dieser Richtung weitergeforscht
[45], [63], so daB vielleicht schon bald auch diese Verfahren ihre Leistungskraft fiir
die Strukturoptimierung einsetzen konnen,

Fir Aufgaben der Querschnittsoptimierung wird in der Literatur {iber gute Erfahrungen
mit allen géingigen Verfahren berichtet [8], [27], [137], wihrend fiir Formoptimierungen
der Trend zu theoretisch aufwendigeren Verfahren (z.B. duale Verfahren oder Lagran-
ge-Methoden) gehen diirfte. Allerdings beschrinken sich die meisten Anwendungen auf
die Optimierung von Detailproblemen (siehe z.B. den Ubersichtsartikel von Ding [31]),
wahrend Anwendungen auf die Formoptimierung von Freiformflichen und Schalen-
strukturen noch weitgehend ausstehen. Deshalb fie! im Rahmen dieser Arbeit die Ent-
scheidung fiir ein SQP-Verfahren in der Formulierung von Schittkowski [117] sowie
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fur ein selbstentwickeltes duales Verfahren, das sich an den Arbeiten von Fleury [44]
und Svanberg [135] orientiert. Daneben wurde ein SLP-Verfahren entwickelt, das vor
allem fir die Querschnittsoptimierung eingesetzt wird. Dariiber hinaus wurde die Evolu-
tionsstrategie nach Schwefel [123] zur Form- und Querschnittsoptimierung von Fach-
werkstrukturen eingesetzt. .

Eigenschaften der Zielfunktion der Nebenbedingungen
Funktion einer einzigen Variablen keine Nebenbedingungen
lineare Funktion einfache Variablenschranken
Quadratsumme linearer Funktionen linear

quadratische Funktion - schwach gekoppelt nichtlinear
Quadratsumme nichtlinearer . kontinuierlich nichtlinear
Funktionen

kontinuierliche nichtlineare schwach gekoppelt nichtlinear
Funktion

schwach gekoppelte nichtlineare nicht-kontinuierlich nichtlinear
Funktion

nicht-kontinuierliche nichtlineare

Funktion

Tafel 2.5:  Problemstrukturen (nach Gill, Murray, Wright [52])

Aufwand Methode Konvergenzrate

Newton-Verfahren mit analytischen 2. Abl.
Newton-Verfahren mit numerischen 2. Abl.
Quasi-Newton-Verfahren mit analytischen 1. Abl.
Quasi-Newton~Verfahren mit numerischen 1. Abl.
konjugierte Gradienten mit analytischen 1. Abl.
konjugierte ‘Gradienten mit numerischen 1. Abl.
Suchmethoden

Tafel 2.6:  Aufwand gegen Konvergenzrate (nach Gill, Murray, Wright [52])
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2.7 Grundlagen der mathematischen Programmierung

Die folgenden Ausfithrungen stellen eine kurze Einfilhrung in bekannte Aussagen der
Theorie der mathematischen Programmierung dar. Es sollen auf diese Weise die wichtig-
sten Begriffe genannt werden, vor deren Hintergrund die anschlieBende Beschreibung
der Algorithmen, deren Eigenschaften und der damit gewonnenen Erfahrungen zu sehen
sind. Die Ausfilhrungen lehnen sich an die Standardwerke von Luenberger [85], Minoux
[88], Gill, Murray, Wright [52] sowie Kiinzi, Krelle und v. Randow [81] an, wo auch
weitere, hier nicht genannte Einzelheiten gefunden werden kdnnen.

2.7.1 Notwendige und hinreichende Bedingungen fiir lokale Minima

2.7.11 Unbeschrinkte Probleme
Fiir das Problem

f(x) - min; x € R"
lauten die hinreichenden Bedingungen fiir ein lokales Minimum an x*:
Vix*) = 0

2.1)
V2(x *) positiv definit

Dabei soll f(x) zweifach stetig differenzierbar sein. v3f(x) ist die Hesse-Matrix der
Funktion f(x), die Matrix der zweiten Ableitungen. Ist f(x) konvex, dann ist x* das globa-
le Minimum.

2.7.1.2  Beschrinkte Probleme

Zunichst soll zur Vereinfachung der Darstellung ein Problem mit linearen Nebenbedin-
gungen und Variablenrestriktionen betrachtet werden. Auch hier wird angenommen, da3
alle Funktionen zweifach stetig differenzierbar sind. Also:

f(x) — min
Ax-b =0 @2))

xS CR" ‘
Weiter sei der Satz J der am Optimum x* aktiven Nebenbedingungen bekannt. Diese
kénnen dann als Gleichheitsbedingungen behandelt werden, wihrend die tibrigen als
strikte Ungleichungen keinen Einflu3 auf das Ergebnis haben:

Ajx-bj=0; jE€] (2.3))

Ajx-bj<0 ; jeK

JuK={1,.,m}
J ... aktiver Satz
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X sei ein zuldssiger Punkt, der die aktiven Nebenbedingungen erfiillt. Von % aus ist
p eine zuldssige Richtung, wenn gilt:

AR+ap) <h
woraus mit (2.3) folgt:
Ap<0 2.9
Richtungen p, die die strikte Bedingung A p = 0 erfilllen, liegen im sogenannten Tan-

gentialraum der Nebenbedingungen. (Zu einem eigentlichen Tangentialraum wird die-
ser Raum natiirlich erst nach einer Erweiterung dieser Darstellung auf nichtlineare Ne-
benbedingungen.) Er zeichnet sich dadurch aus, daf die Gradientenvektoren der aktiven

Nebenbedingungen, die in A zusammengefalt sind, auf diesem senkrecht stehen. Ande-
rerseits existiert eine Basis Z, die den Tangentialraum aufspannt. Hat das Problem n
Unbekannte und m, aktive Nebenbedingungen, dann ist die Dimension des Tangential-
raumes (n - m,), d.h. Z besteht aus (n - m,) linear unabhéngigen Basisvektoren. Gemal

der gewihlten Definitionen sind A und Z orthogonal, und es gilt:
AZ=0 (2.5)
Damit kann die zuldssige Richtung p als eine Linearkombination der Basisvektoren von

Z und A ausgedriickt werden:

p=Z‘pz+1§T'pA (26)

Diese Gleichung in (2.4) eingesetzt, ergibt die Vorschrift fiir zuldssige Richtungen pa,
die zuriick in den zuldssigen Bereich fithren:

Ap=AZpr+AATps=AAT p, =<0 2.7)

Da der am Optimum x* aktive Satz der Nebenbedingungen bereits identifiziert ist, muB
an x* gelten: i

fx*+aZpz+fATp) =t*; a=f=0 28)
und  f*= min f(x)
X
fiir beliebige Richtungen pz und A AT ps < 0.

Die aktiven Nebenbedingungen sind identisch erfiillt und damit eliminiert, das Problem
ist deshalb unbeschrénkt fiir pz. Die notwendigen Bedingungen fiir ein Minimum in der
Tangentialrichtung py sind deshalb:
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Vp f=Z V£ =10 2.9)

V3, f=2" Vi fZ positiv definit

Der Vergleich mit Gleichung (2.5) fithrt zur Erkenntnis, dafl am Optimum vf eine linea-
re Kombination der Nebenbedingungsgradienten sein muf.

ZTVE+2ZT AT =0
ZT (VE+ATA*) =0
Vi+AT A*=0 (2.10)

A*=0 (2.11)

Der m-Vektor \ ist der Vektor der Lagrange~Multiplikatoren. Die zusétzliche Bedin-
gung, daB3 die Lagrange-Multiplikatoren positiv sein missen, 146t sich leicht verifizieren.
Jede Richtung p weg vom Minimum x* muf} aufwirts fiihren, das heif3t:

Viix*p=0

mit (2.10); ~ATAp=z0
mit (2.6): 2T A (@Z pz+AT pa) 2 0
mit (2.5): AT AAT pa =20

Was mit den Aussagen der Gleichungen (2.7) und (2.11) auch bestitigt werden kann.
Dieses letzte Ergebnis entspricht auch der Forderung, daf Richtungen py, die in den
zuldssigen Bereich zuriickfiihren, aufwirts zeigen missen:
Vo f(x*) pa = 0
Damit lassen sich die notwendigen Bedingungen zusammenfassen:
Vix*) + AT 1*=0

Ajx* —bj =0 ; =R

Mit der zusitzlichen Bedingung, daB Lagrange-Multiplikatoren fiir nicht aktive Neben-
bedingungen Null sein sollen, lassen sich diese Bedingungen fiir alle Nebenbedingungen
gemeinsam anschreiben:
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Vex*)+ AT A*=0
Ax*-n)T 1*=0
A¥z 0

Diese Bedingungen sind die sogenannten Kuhn-Tucker-Bedingungen. Sie formulieren
die notwendigen Bedingungen fiir eine Extremalstelle des linear beschriinkten Problems
(2.2). Sie bilden die Grundlage fiir die Theorie der nichtlinearen Programmierung. Die
Erweiterung fiir Probleme 'mit nichtlinearen Nebenbedingungen entspricht den darge-
stellten Ableitungen. Anstelle einer geradlinigen zuldssigen Richtung p wird entlang ei-
nes Bogenstiicks durch das Minimum vorgegangen. In Erweiterung auf nichtlineare Pro-
blemstellungen mit Gleichheits~ und Ungleichheitsbedingungen lauten die
Kuhn-Tucker-Bedingungen:.

V f(x*) + Vig(x*) A* + VTh(x*) p*= 0
T *) A%= 0 (2.12)
| A*=0
mit der zusétzlichen Bedingung, die ein lokales Minimum garantiert:
ZT(x*) V2 L(x*,A*,u*) Z(x*)  positiv semi - definit (2.13)

Dabei ist die Qualifikation der Nebenbedingungen zu beachten, die fordert, daB deren
Gradienten am Optimum linear unabhiéingig sein miissen. Sonst ist die Gleichung (2.10)
nicht mehr eindeutig erfiillbar.

Die in Gleichung (2.13) eingefiihrte Funktion L (x, A, ) ist die sogenannte Lagrange-
Funktion fiir das Problem (NLP). Sie lautet:

L{x, 2, 1) = £(x) + 2T g(x) + uT h(x) (2.14)

Sie entspricht der kiassischen Lagrange-Funktion im ausschlieBlichen Fall von Gleich-
heitsnebenbedingungen.

Mit (2.14) lassen sich die Kuhn-Tucker-Bedingungen auch schreiben als:

Vx L(X,*,}w*,ﬂ*) = 0

ATV Lx* 2% u%) = 0 (2.15)
V,“ IJ(X*VA*7/‘*) = 0
A¥=2 0
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Damit (2.15) ein lokales Minimum liefert, muf3 die in den Tangentialraum projizierte
Hesse-Matrix der Lagrange-Funktion (2.13) positiv semi~definit sein. Sind Zielfunktion
und Nebenbedingungen konvex, dann ist (2.15) die Bedingung fiir ein globales Mini-
mum. Dieser Fall kann in der Strukturoptimierung jedoch nicht garantiert werden, es
ist sogar so, daf unterschiedliche, aber physikalisch gleichwertige Formulierungen von
Nebenbedingungen im einen Fall konvexe und im anderen nicht konvexe Funktionen
liefern. Im allgemeinen - vor allem bei der Formoptimierung in Verbindung mit der
finiten Element-Methode zur Tragwerksberechnung - sind die Eigenschaften von Ziel-
funktion und Nebenbedingungen nicht niher zu bestimmen. Es muf} daher davon ausge-
gangen werden, daf} nicht konvexe Funktionen vorliegen und daf3 die Ergebnisse lokale
Minima sind. Vom praktischen Standpunkt ist diese Einschrdnkung des absoluten Werts
der Ergebnisse gewdhnlich nicht so bedeutend, da meist schon eine ausreichende Ver-
besserung der Entwiirfe ausreicht. Hierbei erhdht die wiederholte Berechnung mit ver-
schiedenen Startwerten die Sicherheit, das globale Optimum zu erreichen, wesentlich.
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Bild 2.3: Kuhn-Tucker—Bedingung

Die Kuhn-Tucker-Bedingungen lassen sich geometrisch deuten. Wie bereits fest-
gestellt, heben sich am Optimum der Gradient der Zielfunktion und die lineare Kombi-
nation der Gradienten der Nebenbedingungen gegenseitig auf. Da fiir Ungleichheitsbe-
dingungen die Lagrange—Multiplikatdren nicht negativ sein diirfen, bedeutet dies
geometrisch, daB der negative Gradientenvektor der Zielfunktion sich innerhalb des Ke-
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gels befinden muB, der von den Gradientenvektoren der Nebenbedingungen aufgespannt
wird. Dies ist in Bild 2.3 fiir den Fall b) des zweistdbigen Fachwerks aus Abschnitt 2.2
dargestellt.

2.7.2 Eigenschaften der Lagrange~Funktion

Die Lagrange~Funktion (2.14) im gemeinsamen (n + m)~dimensionierten Raum der pri-
maéren Variablen x und der dualen Variablen A und p ist eine Sattelfiiche. Der Minimal-
punkt x* des priméren Problems entspricht einem Sattelpunkt der Lagrange—Funktion.
Das bedeutet: fiir die dualen Variablen ist die Lsung eine Maximalstelle (min-max-Ei-
genschaft).

Lix*4u) < Lx*A* pu*) < L(x,A* u*) (2.16)

Im Bild 2.4 ist die Lagrange-Funktion des zweistibigen Fachwerks aus Abschnitt 2.2
fir den Fall a) dargestellt. Der optimale Wert der Querschnittsfliche ist festgehalten,
damit die Funktion in Abhéngigkeit der beiden verbleibenden Variablen x und \ darge-
stellt werden kann. Man erkennt in der Aufsicht den Sattelpunkt der Fliche und die
dazugehdrende Losung x* = 2 und \* = 4.

Die Sattelpunkteigenschaft gilt allgemein und trifft auch fiir Fille zu, die bislang ausge-
schlossen waren. Sie gilt aufler fiir zweifach stetig ableitbare Funktionen fiir konvexe,
nicht konvexe, nicht ableitbare oder sogar diskontinuierliche Probleme [88]. Schmit und
Fleury [121] nutzen dies beim Einsatz eines dualen Algorithmus zur Losung von Proble-
men der Strukturoptimierung mit diskreten Variablen. In der Tat lassen sich die Kuhn--
Tucker-Bedingungen auch ohne die im vorherigen Abschnitt getroffenen Annahmen
herleiten (siche z.B. bei Kiinzi et al. [81]). Dann gelten selbstverstindlich auch andere
Qualifikationen fiir die Nebenbedingungen [98]. Des weiteren gibt es auBer den Kuhn-
Tucker-Bedingungen noch andere Formulierungen fiir die notwendigen Bedingungen
wie z.B. das Fritz John-Kriterium. Bazaraa [4] gibt in seinem Buch einen umfassenden
Uberblick {iber bestehende Maglichkeiten.

Die "min-max-Eigenschaften” der Lagtange-Funktion werden bei der Entwicklung von
Algorithmen aus den Klassen der dualen und der Lagrange-Methoden eingebracht. Im
Gegensatz zu den primiren Verfahren und den Penalty-Methoden liefern diese deshalb
sowohl die optimalen Werte der primiren wie der dualen Variablen.
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Bild 2.4b: Lagrangefunktion des Fachwerkproblems (Fall a, A = A™), Ansicht
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2.7.3 Qualifikation und Redundanz von Nebenbedingungen

Wichtige Voraussetzung bei der Herleitung der Kuhn-Tucker-Bedingungen (2.15) war
die Forderung einer Qualifikation der Nebenbedingungen. In der {iblichen und fiir Algo-
rithmen bedeutenden Form heif3t das, dal die Gradienten der Nebenbedingungen am
Optimum linear unabhéngig sein miissen. Gewdhnlich geht man davon aus, dafl dies
zutrifft; jedoch schon das kleine Beispiel von Abschnitt 2.2 zeigt fiir den Fall c) (Ver-
schiebungs- und FlieSbedingungen sind gleichzeitig aktiv), dal Vorsicht geboten ist.
Im Bild 2.5 ist der Sachverhalt noch einmal verdeutlicht: an der Lésung sind die Gradien-
ten der Zielfunktion und beider Nebenbedingungen kollinear, die Qualifikationsbedin-
gung ist verletzt, die Kuhn-Tucker-Bedingungen sind nicht Idsbar. Ein guter Algorith-
mus ist dennoch in der Lage, solche Situationen zu bewiltigen, indem er nur die gerade
notwendige Zahl an Nebenbedingungen als aktiv erkennt und die iibrigen nicht beachtet.
Deren Lagrange-Multiplikatoren werden dann zu null gesetzt. Allerdings kann auch der
beste Algorithmus scheitern, und deshalb ist es zu empfehlen, im Falle von Konvergenz-
schwierigkeiten oder von aktiven Nebenbedingungen mit Lagrange-Multiplikatoren vom
Wert null, die Qualifikation der Nebenbedingungen zu iiberpriifen und neu zu starten.
Leider ist es in der Regel unmdéglich, a priori Aussagen iiber die Verhiltnisse am (unbe-
kannten) Optimum zu machen.
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Bild 2.5: nichterfiilite Qualifikation von Nebenbedingungen mit linear abhdngigen Gradienten
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Bin anderer Fall, in dem Lagrange-Multiplikatoren null sein kdnnen, die dazugehéren-
den Nebenbedingungen jedoch aktiv sind, ist der Fall von redundanten Nebenbedingun-
gen. Auch dies kann an dem zweistdbigen Fachwerk von Abschnitt 2.2 demonstriert
werden. Im Fall d) sind Flie- und Knickbedingung gleichzeitig aktiv, und die Gradien-
ten sind linear unabhéngig (siehe Bild 2.6 ). Dennoch ist der Lagrange-Multiplikator
der Knickbedingung null, da die Gradienten der Fliebedingung und der Zielfunktion
bereits in der gleichen Richtung liegen. Die Knickbedingung ist redundant, da sie zur
Erfiillung der Kuhn-Tucker-Bedingungen nicht herangezogen werden muf}. Auch diesen
Fall kdnnen gute Algorithmen [&sen, jedoch sollten auch hier die Ergebnisse einer nahe-
ren Untersuchung unterzogen werden, um falsche Resultate zu vermeiden. Insbesondere
wenn Lagrange-Multiplikatoren sich nur sehr wenig von null unterscheiden und die Aus-
wahl des aktiven Satzes von ihnen abhédngig ist, konnen numerische Schwierigkeiten
die Konvergenz verhindern. In diesen Fillen empfiehlt sich eine Skalierung der Nebenbe-
dingungen [53] und eine wiederholte Rechnung.
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Bild 2.6: redundante Nebenbedingung
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2.7.4 Konvergenzeigenschaften der Abstiegsmethoden

2.7.4.1  Abstiegsmethoden

Den meisten Algorithmen liegt ein gemeinsames Konzept zugrunde: Ausgehend von ei-
nem Startpunkt wird eine Folge von Punkten generiert, die so beschaffen ist, daf jeweils
aufeinander folgenden Punkten stetig abnehmende Werte einer sogenannten Abstiegs-
funktion (auch merit function) entsprechen. Als Abstiegsfunktion kommt bei unbe-
schrinkten Problemen die Zielfunktion selbst in Frage, wihrend bei beschriinkten Pro-
blemen Funktionen bendtigt werden, die auch den Einflu der Nebenbedingungen
erfassen (siche dazu den Abschnitt "Lagrange-Methoden”). Zwei Fragen sind zu Beginn
einer jeden lteration zu beantworten: In welcher abwirts fiihrenden Richtung soll der
nichste Punkt gesucht werden und wie weit soll in dieser Richtung fortgeschritten wer-
den? Wiahrend das Bestimmen der Suchrichtung das Geheimnis jedes Verfahrens ist,
witd die anschlieBende Schrittweitenbestimmung durch eine Linienminimierung der Ab-
stiegsfunktion in dieser Richtung vorgenommen (line search). Mit Ausnahme des klassi-
schen Newton-Verfahrens, das auf einen line search verzichtet, sind alle géngigen Ver-
fahren in -dieser Weise aufgebaut. Deshalb kommt auch den eindimensionalen line
searche Verfahrens bei der Beurteilung der globalen Konvergenz eines Abstiegsverfah-
rens eine wichtige Bedeutung zu. '

Ein iteratives Abstiegsverfahren heifit dann global konvergent, wenn garantiert ist, dal
die Folge der generierteh Punkte zu einer Losung konvergiert. Es ist zu beachten, daf3
global konvergent nicht heifit, der Algorithmus konvergiere zum globalen Minimum.
Globale Konvergenz ist eine wichtige Voraussetzung fiir einen guten Algorithmus, der
sich auch in der Anwendung bewéhren soll. Dennoch sind viele der wichtigsten Algorith-
men in ihrer reinen Form nicht global konvergent, was sich aber durch Kombination
mit einem Verfahren, das garantiert global konvergiert, beheben 138t. Gewdhnlich wird
dazu das Verfahren des steilsten Abstiegs eingesetzt. Eine einheitliche Theorie zur
Konvergenz der Algorithmen wurde von Zangwill ausgearbeitet und von Luenberger
[85] weiterentwickelt. Von ihm stammen auch wichtige Aussagen zur lokalen Konver-
genz, das sind Konvergenzordnung und -rate.

2.74.2  Konvergenzordnung und Konvergenzrate
Eine Folge von reellen Werten x, konvergiere fiir k = 0 bis oo zu ihrem Grenzwert x*.
Dann ist die Ordnung der Konvergenz von x als der groStmdgliche, positive Wert der
Zahl p definiert, der folgende Beziehung erfiillt:
— *
0 < lim [Rks1-%* |

= < ® 2.17
k—» |Xk-X* Ip ( )
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Die meisten Verfahren haben eine Konvergenz der Ordnung eins, man spricht dann auch
von linearer Konvergenz. Das klassische Newton-Verfahren ist eines der wenigen Ver-
fahren mit quadratischer Konvergenz, d.h. Konvergenz der Ordnung zwei.

Neben der Ordnung interessiert auch die Konvergenzrate, d.h. eine Aussage, wie schnell
ein Algorithmus innerhalb einer gegebenen Konvergenzordnung konvergiert. Die Kon-
vergenzrate B ist dabei der Grenzwert der Beziehung (2.17):

P mx*
= lim —V———— <1 (2.18)
A ko |Xg=x* |
Im dargestellten Fall (2.18) konvergiert die Folge xy linear mit der Konvergenzrate B.
Ist B = 0, dann konvergiert sie superlinear, wie auch alle Folgen mit einer Qrdnung der
Konvergenz grofier als eins. Konvergenzordnung und -rate werden auch als lokale Kon-
vergenz bezeichnet.

Die Eigenart aller Konvergenzbetrachtungen ist, daB sie das Konvergenzverhalten im
Limes betrachten, also das Verhalten kurz vor der Ldsung. Andererseits sind in der
praktischen Anwendung jedoch meist die Verbesserungen in der Startphase eines Algo-
rithmus von besonderem Interesse, da oft nur eine ausreichende Modifikation der Start-
18sung anstelle eines lokalen oder gar globalen Minimums gesucht ist. Deshalb kénnen
Konvergenzaussagen nur zu einer Klassifikation verschiedener Verfahren dienen, haben
sich aber in der Praxis als ein Mittel zur Vorauswahl geeigneter Verfahren bewdhrt.
Auch kann es sich flr praktische Anwendungen durchaus lohnen, die besonderen Kon-
vergenzeigenschaften eines Verfahrens ndher zu betrachten, um daraus Schiiisse fiir
eine verbesserte Problemformulierung zu ziehen. Am Beispiel des BFGS~Verfahrens
(Abschnitt 2.8.2.2) wird dies verdeutlicht werden.

40



2.8  Algorithmen

2.8.1 Verfahren der eindimensionalen Optimierung (Line Search)

Verfahren der eindimensionalen Optimierung (line search - Methoden) sind ein wichti-
ger Bestandteil vieler Abstiegsmethoden. Oft sind exakt ausgefiihrte line Searches auch
Voraussetzung flir den Nachweis globaler Konvergenz. Die Anforderungen an die line
search-Methoden sind dabei recht unterschiedlich. Wahrend Gradientenverfahren (steil-
ster Abstieg, konjugierte Gradienten-Verfahren, Verfahren der zuldssigen Richtungen,
etc.) auf eine hohe Genauigkeit der eindimensionalen Suche angewiesen sind, geniigt
modifizierten oder Quasi-Newton—Verfahren meist eine grobe Abschitzung, da die vor-
gegebene Schrittweite mit zunehmender Konvergenz immer besser an das ”eindimensio-
nale” Minimum riickt. Dementsprechend gibt es zwei verschiedene Strategien, denen
beiden die Annahme zugrunde liegt, daB die zu minimierende eindimensionale Funktion
unimodal ist.

Eine Strategie fiir einen "exakten” line search umfaf3t die Schritte:
1. Finde ein Intervall [0,1], das das Linienminimum einschlieft.

2. Finde das Linienminimum o innerhalb dieses Intervalls, o € [0,1]
* mit Intervallschachtelung (Fibonacci, Goldener Schnitt),
¢ mit Interpolationsverfahren,
¢ einer Kombination verschiedener Verfahren
(safe guarded line search, Gill et al. [52])

Die Strategie fiir einen groben line search (insbesondere in Verbindung mit Quasi-New-
ton-Methoden) ist:

1. Uberpriife, ob die geforderte Genauigkeit schon mit der vorgegebenen Schrittweite
erbracht ist (Goldstein/Armijo-Test).

2. Verringere die Schrittweite, falls 1.) nicht zutrifft und wiederhole den Vorgang.
Eine Extrapolation ist nicht erlaubt, denn durch eine unvorsichtige Extrapolation
wiére ein Abstieg nicht garantiert.

Line search - Verfahren werden in der Literatur sehr ausfiihrlich beschrieben [52], [81],
[85] und [88], so daB an dieser Stelle nur die quadratische und kubische Interpolation
sowie der Goldstein/Armijo-Test niher erldutert werden sollen, da im Abschnitt 2.8.6.4
Uber SQP-Verfahren auf gewisse Eigenschaften dieser Verfahren verwiesen wird.

2.8.1.1 Quadratische Interpolation
Interpolationsverfahren néhern die Kurve durch Polynome an, indem an verschiedenen
Taststellen die Funktionswerte und eventuell auch Ableitungen und Kriimmungen be-
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stimmt werden. AnschlieBend wird das Minimum des angendherten Polynoms ermittelt.
An dieser Stelle wird die Originalfunktion neu ausgewertet, approximiert, minimiert
usw., bis das Linienminimum gefunden ist. Voraussetzungen sind dabei, daB die zweiten
Ableitungen in Suchrichtung existieren und kontinuierlich sind. Fiir eine quadratische
Interpolation mit drei unbekannten Parametern gibt es zwei Moglichkeiten zur Parame-
terbestimmung:

a)  Funktionswert und Ableitung am Startpunkt plus Funktionswert am Ende des Tast-
schrittes.

b) Funktionswerte am Startpunkt, Ende des Tastschrittes und dazwischen (mdglichst
in der Mitte).

Fir Verfahren a) spricht, dafl im Idealfall der Schrittweite eins keine zusétzliche Funkti-
onsauswertung anfdllt, jedoch kann die so vorgenommene Approximation deutlich
falsch sein (siehe Bild 2.7). Mo6glichkeit b) ndhert meist den Funktionsverlauf zwar bes-
ser an, bendtigt dafiir aber mehr Funktionsaufrufe. Fir beide Verfahren spricht, daf3
sie ohne zusdtzliche Gradientenbestimmungen auskommen, was sehr viel Aufwand
spart. Die Interpolationsvorschriften sind in Tafel 2.7 angegeben.
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Bild 2.7: Quadratische und kubische line search~Interpolation
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2.8.1.2  Kubische Interpolation

Bei der kubischen Interpolation sind vier Freiwerte zu bestimmen. Dies sind die Funkti-
onswerte und Ableitungen am Intervallanfang und -ende. Damit gelingt eine gute Appro-
ximation, allerdings mit dem hohen Preis, daB zusitzliche Gradientenauswertungen an-
fallen, wenn die Schrittweite korrigiert werden muf. Es héngt vom Einzelfall ab, ob
dieser Mehraufwand gegeniiber der quadratischen Approximation gerechtfertigt ist. Die
Interpolationsvorschrift ist in Tafel 2.7 angegeben, eine graphische Verdeutlichung fin-
det man in Bild 2.7. Auch hier wird vorausgesetzt, daB die zweiten Ableitungen in Such-
richtung existieren und kontinuierlich sind.

quadratische Interpolation kubische Interpolation
Fall a)
P(a) + b-a
247 a = 1—“7——~—p——-———- a
an = 7 ey 220.00) " [ #lan-¢ @ +2b | “
2 a1p (0)- (@@~ ¢0)

Fall b) q = ¢'(0) + ¢’(a1) +3 ¢(0) ;jﬁ(al)

_ 300 -46) + p@)
200)-20%) + @)

1
2

b = (a>-4/(0) ¢ (ay)

m

Tafel 2.7: quadratische und kubische Interpolationsvorschrifien

2.8.1.3  Armijo-Test

Der Armijo-Test ist ein besonders in Verbindung mit Quasi-Newton-Verfahren oft ge-
brauchtes Verfahren fiir einen groben line search. Die Idee ist, daB die eigentliche Funk-
tion mit einer abwirts zeigenden Sekante durch die Funktion am Intervallanfang verghi-
chen wird (siche Bild 2.8). Solange die Funktion unterhalb der Sekante bleibt, ist
garantiert, daB der Gesamtalgorithmus abwirts fithrt. Der Test ist erfiillt, wenn folgende
Gleichung gilt: ‘

p@) = p0) +ep(0)-a ; O<e<l (2.19)
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Ist ¢ eine quadratische Funktion, dann trifft die Sekante mit € = 0,5 genau das Linienmi-
nimum. Deshalb sollte man e nie gréBer als 0,5 wahlen. Luenberger [85] empfiéhlt einen
Wert € = 0,2.

Wenn der Test nicht erfiilit wurde, wird mit einem der oben genannten Interpolationsver-
fahren ein neuer Testpunkt gesucht. Andererseits darf die Schrittweite nicht zu klein
werden, damit der Gesamtalgorithmus noch geniigend ”Vortrieb” hat. Dafiir wird fol-
gende Vorschrift angegeben:

am Z - a1 (2.20)

Schittkowski [117] schldgt fiir seinen Algorithmus n = 0,1 vor. Eine Alternative fiir die
untere Schranke wird von Goldstein angegeben, die einer weiteren Sekante entspricht,
die nicht unterschritten werden darf. Die Regel lautet:

Pta) > ¢(0) + (1-¢€) ¢'(0) &

*l Armijo-Test

zul. Bereich fur m = 0,5

s L] o

0 0.5 Q= 1

¢ ‘ Goldstein-Test

Bild 2.8: Armijo- und Goldstein-Test

44



2.8.2  Quasi~Newton-Methoden

Die zur Zeit mit am besten beurteilteni Verfahren zur Lsung nichtlinearer Gleichungssy-
steme und unbeschrinkter, nichtlinearer Optimierungsaufgaben sind die Quasi—-New-
ton-Methoden. Sie stellen einen KompromiB zwischen der klassischen Newton-Methode
und den Gradientenverfahren dar. Einen guten Uberblick tiber Theorie und Motivation
dieser Verfahren findet man in dem als Standardwerk zu bezeichnenden Beitrag von
Dennis und Moré [29]. Die Entwicklung der Quasi-Newton-Verfahren reicht zuriick
bis ins Jahr 1959, als Davidon das Verfahren der variablen Metrik fand, das spiter,
1963, von Fletcher und Powell entwickelt wurde. Den vorliufigen Héhepunkt fand die
Entwicklung 1970 mit der BFGS-Korrekturformel, die unabhéngig voneinander von
Broydén, Fletcher, Goldfarb und Shanno vorgeschlagen wurde. In Verbindung mit be-
schrénkten, nichtlinearen Optimierungsaufgaben kam insbesondere dem BRFGS-Verfah-
ren 1977 weitere Bedeutung zu, als Han [64] und Powell [100] ein Verfahren der sequen-
tiellen quadratischen Programmierung (SQP) entwickelten.

2.8.21 Theorie der Quasi~Newton-Methoden

Die klassische Newton-Methode vereint die zwei wichtigen Teilaufgaben eines iterativen
Algorithmus: durch die Wahl einer quadratischen Approximation der Zielfunktion kén-
nen Abstiegsrichtung und Schrittweite gleichzeitig bestimmt werden. Ein line search
kann damit entfallen. Das Verfahren zeigt zumindest in der Nihe der Ldsung ein Konver-
genzverhalten zweiter Ordnung. Das zugrunde liegende quadratische Modell wird durch
eine nach dem zweiten Glied abgebrochene Taylor-Reihen-Entwicklung der Zielfunkti-
on gewonnen, wobei vorausgesetzt ist, daf3 die dazu notwendigen ersten und zweiten
Ableitungen existieren und ermittelt werden kdnnen:

1
flxic + pi) = f(x) + gl pr + 3 P Fi pi (2.21)
mit: Pk = Xg+1- Xk
g = Vi(x)
Fy = V(xy)

Der néchste Schritt py bestimmt sich aus der Minimierung der quadratischen Frsatzfunk-
tion zu:

P = -Fl g (2.22)

Vorausgesetzt wurde hier weiter, da die Hesse—Matrix Fy positiv definit sei. Andern-
falls gibt es verschiedene Strategien, diesen Defekt auszugleichen und dennoch eine
Abstiegsrichtung zu finden (siehe z.B. Gill et al. [52]).
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Der Nachteil der klassischen Newton-Methode ist die Notwendigkeit, daf} die zweiten
Ableitungen laufend, in jedem Schritt bestimmt werden miissen. Um diesen Aufwand
zu verringern, aber dennoch den Vorzug der Gleichung (2.22) bei der Bestimmung von
Suchrichtung und Schrittweite weiterhin genieen zu kdnnen, entstanden modifizierte
Newton-Verfahren. Anstelle der Hesse-Matrix wird nun in Gleichung (2.22) eine Ap-
proximation vorgenommen. Damit wird der neue Schritt py berechnet zu:

Px = —ak Sk gk (2.23)

Der Schrittldngenparameter oy wird dabei so gewdhlt, daB f (xx + o px ) minimal wird
(line search). Gleichung (2.23) ist die Basisgleichung einer Reihe bekannter Algorith-
men. Sind Sy = Fi! und g = 1, dann entspricht (2.23) dem Newton-Verfahren. Wird
fiir Sy die Inverse der Hesse-Matrix F, am Startpunkt wahrend der gesamten Iteration
gesetzt, handelt es sich um das tibliche modifizierte Newton-Verfahren. Dabei werden
nicht immer line searches durchgefiihrt. Ist Sy dagegen stindig gleich der Einheitsmatrix,
wird (2.23) zum Verfahren des steilsten Abstiegs mit der notwendigen Bestimmung von
o in einem line search.

Die Klasse der Quasi-Newton-Verfahren verwendet ebenfalls Gleichung (2.23) zur Be-
stimmung der Abstiegsrichtung, die Matrix Sy wird aber wihrend der Iteration der inver-
sen Hesse-Matrix angeglichen. Die Grundidee dabei ist, daB in jedem Schritt die Kriim-
mung der Zielfunktion in Suchrichtung durch einen Differenzenausdruck der ersten
Ableitungen approximiert wird. Aus:

Pr Bt Pr = (&+1-807 Px (2.24)
mit: g+1 = Vi(xc + pr)
und Sk+1 = By

folgt die Quasi-Newton-Bedingung, die die neue Approximation By, der Hesse-Matrix
in Beziehung mit den bekannten ersten Ableitungen bringt:

Byi1 Pk = Zk+1-8k = Qk (2.25)

Geht man weiter davon aus, daf} sich die Matrix By, nur wenig von By unterscheidet,
bietet sich eine Korrektur mit einer Matrix vom Rang eins an, die allgemein folgender-
maflen dargestellt werden kann;

Bii1=Bg+u-vl (2.26)
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Diese Beziehung in (2.25) eingesetzt, fithrt zur Korrekturformel:

By By pi) v7 (2.27)

wobei sich u zu

1
(qx - By pi)
Tk
ergibt.

Aus (2.27) leiten sich die bekannten Rang-eins--Korrekturen von Broyden und Davidon
ab:

Broyden (2.28) Davidon (2.29)

vV = Pk vV = qx~ By px

] 1
Bit1 = By + ~——(ak-Bk px) pf | By+1 = By
Pr Pk

1

+ ————— (qx - Bk Px) (g - Bx pi)T
(ax - Bx 'pi)T px ( ) ( )

Die Broyden-Korrektur ist unsymmetrisch, was sie im Grunde fiir eine Approximation
der symmetrischen Hesse-Matrix nicht empfiehlt. Dennoch wurden auch mit dieser For-
mel gute Erfahrungen bei der Ldsung nichtlinearer Gleichungssysteme gemacht [124].
Dagegen ist die Formel von Davidon symmetrisch, weshalb sie auch symmetrische
Rang-eins-Korrektur genannt wird (symmetric rank-one update).

Die erfolgreichsten Quasi-Newton-Methoden sind Verfahren mit symmetrlschen Kor-
rekturen vom Rang zwei:

Bir1 = Bi + uu® + w' (2.30)

Im Gegensatz zu (2.28) und (2.29) kénnen mit diesem Korrekturschema konjugierte
Richtungen grzeugt werden. Die zwei bekanntesten Verfahren sind das Verfahren der
variablen Metrik von Davidon, Fletcher und Powell, auch DFP-Verfahren genannt, und
das BFGS-Verfahren.

Die DFP-Formel lautet:

, 1 1
Byy1 = By~ —g—— By py pf By + G qf + (pf By p) wewp  (2.31)
1 P By px k al pk k k k
mit: Wi = o g By py (2.31)

U3
af px P By px
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und die BFGS-Formel:

. 1 .
Bit+1 = By- By px pf B + —— qk qf (2.32)

Pt Bi px % Px

Der Unterschied zwischen (2.31) und (2.32) beruht im letzten Term der DFP-Formel.
Versieht man diesen Term mit einem Faktor ¢, der zwischen 0 und 1 variieren kann,
gewinnt man eine unbegrenzte Zahl mdglicher Korrekturvorschriften zwischen der
BFGS~Formel fiir ¢ = 0 und der DFP-Formel fiir ¢ = 1. Diese Menge von verschiedenen
Méoglichkeiten wird auch "Broyden-Familie” genannt [85].

Die Verfahren der Broyden-Familie verhalten sich identisch, sofern der line search zur
Bestimmung der Schrittweite p, (siehe Gleichung (2.23)) exakt ausgefiihrt wird. Dage-
gen fihrt ein ungenauer line search zu véilig unterschiedlichen Iterationsverldufen und,
was vom praktischen Standpunkt aus gesehen am wichtigsten ist, zu einer unterschiedli-
chen Anzahl von Funktionsauswertungen. Dabei zeigt die BEGS-Formel die besten Ei-
genschaften, wie sich in vielen numerischen Anwendungen herausgestellt hat.

Werden die Quasi-Newton-Methoden zur Lésung eines n-dimensionalen quadratischen
Problems herangezogen, ist die Hesse-Matrix des Problems nach hchstens n Schritten
exakt approximiert. Man spricht dann von einem vollstindigen Zyklus. Dementspre-
chend bendtigen die Verfahren auch n Schritte zur Losung des quadratischen Problems,
was ihre Verwandtschaft mit den konjugierten Gradientenverfahren aufzeigt. (Néheres
dazu in [85] oder [52]). Zur Beurteilung der Losungsgeschwindigkeit beliebig nichtlinea-
rer Probleme orientiert man sich am besten an der Zahl der Korrekturzyklen. Die globale
Konvergenzeigenschaft der Verfahren kann fiir beliebige Probleme garantiert werden,
indem die Korrekturzyklen jedesmal mit der Einheitsmatrix fiir By begonnen werden.
Dies entspricht jeweils einem Schritt des steilsten Abstiegs. Die Konvergenzordnung ist
eins, die Rate im idealen Fall superlinear.

Eine Eigenschaft der Quasi-Newton-Methoden, die sich gerade bei grofien strukturier- -
ten Problemen mit einer diinnen Belegung der Hesse-Matrix bemerkbar macht, ist, dal3
die Korrekturmatrizen diese Struktur zerstbren. In diesen Fillen ist es vorteilhaft, die
Korrekturvektoren der einzelnen Schritte aufzubewahren und beim néchsten Schritt iber
die rechte Seite des Gleichungssystems zu berticksichtigen [87]. Dieses Vorgehen kann
allerdings nur fiir weniger als einen vollen Korrekturzyklus effizient sein. Eine andere
Moglichkeit ist es, nur den aktuellen Korrekturvektor zu beriicksichtigen und als Appro-
ximationsmatrix des vorherigen Schrittes die Einheitsmatrix anzunehmen [52]. Liegt
die Hesse-Matrix in faktorisierter Form vor, wird von Gill et al. [52‘]‘ ein Verfahren
beschrieben, das es erlaubt, direkt die faktorisierten Matrizen zu verbessern. Dies bietet
neben verringertem Rechenaufwand auch die Mdglichkeit, die positive Definitheit der
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Matrix zu garantieren. Auf diese Eigenschaft weist Arora [1] im Zusammenhang mit
der Strukturoptimierung besonders hin.

Der line search hat bei den Methoden der Broyden-Familie die wichtige Funktion, die
positive Definitheit der Matrix B wihrend der ganzen Tteration zu garantieren. Dies ist
der Fall, sofern

of pc >0 st (2.33)

Diese Bedingung kann schon durch einen ausreichend genauen line search erfiillt wer-
den. Die exakte Bestimmung des Linienminimums ist nicht nétig, z.B. geniigt ein line
search nach der Armijo/Goldstein-Regel. Gewdhnlich geht man so vor, daB der line
search - Parameter oy nie groBer als eins (der idealen Newton-Schrittweite), aber auch
nicht negativ sein darf. Andererseits darf die Bedeutung des line search auch bei Quasi-
Newton-Verfahren nicht unterschiitzt werden, wie die in Abschnitt 2.8.6.4 im Zusam-
menhang mit dem SQP-Verfahren geschilderten Brfahrungen zeigen. Powell hat diesem
Problem eine Verdffentlichung gewidmet mit dem provokativen Titel: *Wie schlecht sind
die DFP- und BFGS-Methoden?” [103]. Ein Ergebnis seiner Untersuchungen zeigt auch
die Uberlegentieit der BFGS-Formel {iber die DFP-Formel.

In Bild 2.9 sind fiir ein in [11] beschriebenes unbeschrinktes Problem der Strukturopti-
mierung die Iterationsverldufe fiir verschiedene Newton-Verfahren angegeben. Bs han-
delt sich dabei um die Formoptimierung eines 5-stibigen Fachwerkes, dessen Gewicht
bei vorgegebenen zuldssigen Spannungen zu minimieren ist. Die Unbekannten x, und
X, sind vertikale Koordinaten von Ober- bzw. Untergurt. Gestrichelt sind je eine charak-
teristische Hohenlinie (Ellipsen) der quadratischen Unterprobleme eingetragen, wie sie
sich wihrend der Iteration ergeben. Trotz eines exakten line searches fillt das BFGS-
Verfahren deutlich gegen die reine Newton-Raphson Methode ab, was allerdings von
den Startwerten der am Anfang diagonalen Hessematrix abhéngt. Fiir geeignete Start-
werte fillt die mehrfach erwahnte Verwandtschaft mit den konjugierten Gradientenver-
fahren auf, wie ein Vergleich der Bilder 2.9¢c und 2.11b zeigt. Das modifizierte Newton—
Verfahren ist fir dieses Beispiel und diesen Startpunkt ungeeignet, eine Modifikation
der Hessematrix ist offensichtlich fiir eine rasche Konvergenz unerldBlich. Das modifi-
zierte Verfahren benétigt bei gleicher Losungsgenauigkeit 139 Iterationen gegeniiber 9
des reinen Newton-Verfahrens. ’
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2.8.2.2  Konvergenzeigenschaften der Quasi-Newton-Verfahren

Quasi-Newton-Verfahren sind inzwischen zu Standardverfahren zur Losung nichtlinea-
rer Gleichungssysteme gereift wie zum Beispiel bei der Berechnung des Tragverhaltens
geometrisch und materiell nichtlinearer Strukturen [87], [124]. Dabei werden in der
Regel sehr viel weniger Iterationsschritte ausgefiihrt als die Zahl der Unbekannten be-
trégt, bis der nichste Zyklus begonnen wird und neue Startwerte der Hesse~Matrix (sie
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entspricht der Tangentensteifigkeitsmatrix) bestimmt werden. Das heiflt, einerseits liegt
eine gute, sogar exakte Startmatrix vor, die andererseits keinem vollstdndigen Korrektur-
zyklus unterzogen wird. Dagegen ist die Situation in der Strukturoptimierung véllig an-
ders. Erstens wird zu Beginn der Berechnung auf die aufwendige Bestimmung der Hes-
se~Matrix verzichtet, weshalb meist mit der Einheitsmatrix begonnen werden muf.
Zweitens ist die Zahl der Unbekannten relativ gering, und es kénnen auch "unterwegs”
keine exakten Hesse-Matrizen bestimmt werden, so daB wihrend einer Optimierung
mehrere vollstindige Korrekturzyklen durchlaufen werden. Dabei stellt es sich heraus,
dal} das Konvergenzverhalten der Quasi-Newton-Verfahren sehr sensibel auf Skalierun-
gen der Variablen und der Hesse-Matrix bzw. der Zielfunktion reagiert. Ein Verhalten,
das sich auch bei einer guten Startmatrix zeigen kann, jedoch erst nach einer gewissen
Zahl von Iterationen auffillt. Im folgenden sollen deshalb die wichtigsten Koni/ergenzei-
genschaften der Quasi-Newton-Verfahren an einem quadratischen Problem dargestellt
werden, um daraus die wichtigsten Schliisse zur Effizienzsteigerung ziehen zu kénnen.

Es sei folgendes quadratisches Problem gegeben:
f(x) = % xQx + bTx - min. (2.34)

Nach Gleichung (2.23) lautet die iterative Formel fiir X1l

Xe+1 = Xc-ax Bl g ‘ (2.35)

Da f(x) eine quadratische Funktion in x ist, 145¢ sich das exakte Linienminimum explmt
bestxmmen und es ergibt sich fiir qy:

g Bi gk
a = ——B D B (2.36)
g Bl Q Bl g

Mit der Fehlerfunktion (x* = -Q!b ist die Ldsung):
B =3 x-x")T Q x-x%) (2.37)

kann die relative Verbesserung in einem Schritt nach einigen Zwischenrechnungen er-
mittelt werden:

E(x) - E(xk+1) | (gl B! go)? |
E(x;) (e B! Q Bl g (gf Qg @38)
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1 _1 -4
Mit den Transformationen Ty = B, Q B> und sy = B ? g, ergibt sich:

- (o 897 (2.39)
(s T s) (s¢ T )
Gleichung (2.39) wiederum 148t sich mittels der Kantorowitsch~Ungleichung (siehe An-
hang A1) nach unten abschétzen, wobei ay und Ay der kleinste bzw. der grofBite Bigenwert
der Matrix Ty sind.

- (sc_si” > A (2.40)
(sf T s) (sf Ted s)  (ax + AP

Durch die folgende Transformation der Matrix Ty in die Matrix Ry &dndern sich die
Eigenwerte nicht:

L 4
Ry = B’ T Bl = B! Q (2.41)

Daraus folgt, dafl die Matrix Bgl Q dieselben Eigenwerte wie Ty besitzt.

Damit errechnet sich der Wert der Fehlerfunktion aus Xyy1:
Ag-ag | (2.42)
E < [-2XT% ) g .
k+1 A+ k

Das heil3t, die Konvergenz ist dann am schnelisten, wenn der kleinste und der gréBte
Eigenwert zusammenfallen. Dieses Ergebnis ist vom Konvergenzverhalten des Verfah-
rens des steilsten Abstiegs wohl bekannt. Fiir Quasi-Newton-Verfahren sind aber‘auch
die Absolutwerte der Eigenwerte entscheidend, wie sich nachfolgend zeigen wird.

Die Matrix By wird iterativ der Hesse-Matrix Q angendhert. Es folgt daraus, dafl die
Matrix Bi! Q fiir k > 0 auch immer den k-fachen Eigenwert eins besitzt. Mittels der

Quasi-Newton-Bedingung (2.25) ist dies leicht gezeigt:
B pi-1 = 8k 81 = Q Prt

Pr1 = Bl Q piy (2.43)

Offensichtlich ist py_; ein Bigenvektor der Matrix Bi! Q mit dem Eigenwert eins.

Wahrend der Tteration verdndern sich die Eigenwerte der Matrix B;! Q stiindig. Waren
alle Bigenwerte der Startmatrix Bj* Q (gewdhnlich ist Bg! = 1) urspriinglich stark un-
terschiedlich von eins, wird gemdB Gleichung (2.42) wahrend der Iteration die Konver-
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genz durch die Quasi-Newton-Korrektur in dem Malle verschlechtert, wie sich der ur-
springlich groBte bzw. kleinste Bigenwert von eins unterschied. Dabei spielt es keine
Rolle, ob Q gut konditioniert ist oder nicht, da dieser Effekt auch dann auftritt, wenn
alle Eigenwerte von Q gleich grof3, aber ungleich eins sind. Abhilfe kann hier nur eine
austreichende Vorkonditionierung von Q schaffen, die zwei Dinge leisten sollte:

1. eine Konditionszahl A/a, die mdglichst wenig gréBer als eins sein sollte,

2. eine gleichméBige Verteilung der Eigenwerte um den Wert eins herum, d.h.
1 e [a,A]

Die zweite Forderung 1a8t sich erfiillen, indem die Quasi-Newton-Bedingung (2.25) fiir
By in dem Sinne angewendet wird, daf die durch einen Differenzenschritt ermittelte
tatsdchliche Kriimmung in Richtung py mit der vorhandenen Matrix By verglichen wird.
Dafiir wird der Skalierungsfaktor -y eingefiihrt:

Y-pf Bi pr = qf px

2.44
qE Px ( )

Pi Br bk
Mit diesem Faktor y muf} die Matrix By multipliziert werden, bevor sie in die Korrektur-
formel (DFP oder BFGS) zur Bestimmung von By, eingeht. Luenberger [85] gibt dazu
einen vollstindigen, selbstskalierenden Algorithmus an. In Bild 2.10 sind die Verbesse-
rungen zu erkennen, die sich bei Anwendung der Selbstskalierung fiir den bereits in
Bild 2.9d gezeigten Iterationsverlauf ergeben.

| =il =

Bild 2.10a: Jlterationsverlauf BFGS Bild 2.10b: BFGS, selbstskalierend
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Eine andere Moglichkeit, die notwendige Verschiebung der Eigenwerte vorzunehmen,
ist, anstelle der approximierten Hesse-Matrix By, die Zielfunktion vor Beginn der Rech-
nung zu skalieren. Dies kann ohne Eingriffe in den Algorithmus geschehen, so daB dazu
jeder in der Lage sein kann, wenn kein selbstskalierender Algorithmus zur Verfligung
steht. Dabei wird angenommen, daf} sich wihrend der Iteration die Eigenwerte der Ma-
trix B]‘(l Q nicht mehr so stark dndern, daf} alle groer bzw. kleiner als eins werden
kénnen. Da die Iteration mit By = I begonnen wird, liegt als erste Suchrichtung die negati-
ve Gradiente der Zielfunktion vor (px = -gx). Mit einem kleinen Tastschritt der Linge €
wird die Kriimmung der Zielfunktion in Suchrichtung abschitzt, und es ergibt sich der
Faktor 8, mit dem die Zielfunktion skaliert werden muB3;

T
5 = B+ z gp¥)g— g 8k (2.45)
k &k

Die erste Forderung 148t sich durch eine weitere geeignete Skalierung der Zielfunktion
erreichen, denn nach Skalierung mit (2.40) bzw. (2.45) bestimmt jetzt noch die Differenz
(A - a) zwischen dem grdBten und dem kleinsten Eigenwert, d.h. die Kondition der
tatsdchlichen Hesse-Matrix, die Konvergenzgeschwindigkeit. Diese Skalierung erfolgt
indirekt durch eine Variablentransformation:

und damit:
f= %— xF Q x+blx
=lyTWIQwy+bT Wy
2 (2.47)
oder: f= ! yT Q y -+ [;Ty

)
mt Q=W'QW und b=W'H

ZweckmiBigerweise ist W eine Diagonalmatrix, deren Koeffizienten sich am vorliegen-
den Problem orientieren. Als eine grobe Regel, mit der aber gute Erfahrungen gewornnen
wurden, kdnnen die Kehrwerte der Variablen am Startpunkt genommen werden. Uber
Erfahrungen mit den verschiedenen Skalierungen im Zusammenhang mit dem SQP-
Verfahren wird in [13] sowie in den Abschnitten 2.8.6.4 und 6.1 berichtet. Die Verfahren
werden dort zur Optimierung von Stabtragwerken bzw. zur Formfindung von Minimal-
flichen eingesetzt.
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2.8.3 Ein Verfahren der konjugierten Gradienten fiir beschriinkte
Probleme mit einfachen Variablenrestriktionen

2.8.3.1  Allgemeines iiber Gradientenverfahren

Urspriinglich wurde das Verfahren der konjugierten Gradienten zur iterativen Losung
von grof3en linearen Gleichungssystemen eingefiihrt. Dem entspricht die Losung eines
unbeschréinkten quadratischen Minimierungsproblems. Gegeniiber der Methode des
steilsten Abstiegs als des einfachsten Gradientenverfahrens beriicksichtigt die Methode
der konjugierten Gradienten bei quadratischen Problemen Kriimmungsinformationen
und konvergiert deshalb auch bei nicht ideal konditionierten, n-dimensionalen, quadrati-
schen Problemen innerhalb von n Schritten. Bild 2.11 zeigt den unterschiedlichen Ver-
lauf der Iterationen der beiden Verfahren fiir ein nicht quadratisches Problem (verglei-
che mit Bild 2.9¢). Dabei ist der Aufwand, in jedem Schritt eine Suchrichtung zu
bestimmen, die konjugiert zur, letzten sein soll, vernachldssigbar gering. Bin weiterer
Vorteil des Verfahrens ist, daB innerhalb eines Zyklus von n Schritten die generierten
Suchrichtungen linear unabhéngig sind. Erweiterungen fiir nichtlineare Probleme wur-
den von Fletcher/Reeves und Polak und Ribiére vorgeschlagen. Der Methode der konju-
gierten Gradienten wird grofle Effektivitdt bescheinigt, und sie gehort zweifellos zu den
. robusten Verfahren. Insbesondere eignet sie sich auch zur Lésung grofer Probleme.
Die Konvergenzeigenschaften sind weniger komplex als die der Quasi-Newton—-Verfah-
ren (insbesondere nicht so skalierungsanfillig), jedoch von einer gréBeren Rate.

) o
X
* T X, L
- / i -1 A
Yo 8 0 1 g s % )
X, X,

Bild 2.11a:  Methode des steilsten Abstiegs Bild 2.11b: konj. Gradientenverfahren

Ausgehend von folgender quadratischer Zielfunktion:

f(x) = %xT Q x+ bTx (2.48)
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mit positiv definiter Matrix Q, wird bei gegebener Suchrichtung py und gegebenem
Startwert x, das Linienminimum ermittelt, Dies ist fiir quadratische Probleme explizit
bestimmbar.
1
fxk + a p) = f(x) + a gg pe + 5 a® p; Q px (2.49)
mit: g = Vf(x) = Qxx+ b

Vaf(xa + a p) = gix + a pfQpx

T
__gn (2.50)
- gy = - .
" Pi Q px
und: Xg+1 = Xk + Gm Pk (2:51)

Die neue Suchrichtung py.; ergebe sich als eine lineare Kombination aus der alten und
der Gradiente an der Stelle xy.;. Weiter seien die beiden Suchrichtungen pyx und py.y
konjugiert zueinander. Damit kann py,; bestimmt werden.

Pk+1 = ~8er1 e Pk 5 Bke1 = Vi fxke1)
Pis1 QP =0
T
ﬂk — gk¥1 Q Pk (252)
Px Q Pk

Fiir k = 0 ist pg = - gx, d.h. der erste Schritt ist ein Schritt des steilsten Abstiegs.

Eine wichtige Erweiterung des Verfahrens geht auf Fletcher und Reeves zuriick. Anstelie
der Gleichung (2.52) schreiben sie fiir By:

B = gi<r+% Bk+1 (2.53)
8 Bk

Es kann gezeigt werden, da3 mit exaktem Line Search die Gleichungen (2.52) und (2.53)
fiir quadratische Probleme identisch sind. Jedoch ist (2.53) leicht fiir beliebige nichtli-
neare Probleme erweiterbar, da kein Gebrauch von der Hesse-Matrix mehr gemacht
wird. Die richtige Schrittweite muf3 dann allerdings in einem line search ermittelt wer-
den. Da keine gute Schétzung der Schrittweite vorliegt, wie das bei den Quasi-Newton-
Verfahren der Fall ist, kommt hier nur ein ”genauer” line search in Frage, der sowohl
inter- als auch extrapoliert. Dieses Vorgehen benétigt nur 3n Speicherpldtze (xx, gk,
px) und ist deshalb besonders fiir groBe Probleme geeignet.
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Von Polak und Ribiére stammt folgende Formel, die fiir quadratische Probleme ebenfalls
mit Gleichung (2.52) identisch ist, da g¢ gc+1 = U [85].

o\ T
Be = (Bi+1 Tgk) 8k+1 (2.54)
gk Bk
Luenberger [85] zeigt eine interessante Gemeinsamkeit dieses Verfahrens mit der soge-
nannten "BFGS-Methode ohne Gedéchtnis”.

2.8.3.2  Erweiterung fiir einfache Variablen-Restriktionen

Optimierungsaufgaben mit einfachen Variablenrestriktionen kdnnen in der nichtlinearen
Programmietung als Teile eines libergeordneten Verfahrens entstehen. Solche iiber-
geordnete Verfahren sind z.B. die duale Methode von Uzawa oder die Multiplikatoren-
methode.

Das Verfahren der konjugierten Gradienten kann fiir die Ldsung dieser Teilaufgabe
leicht erweitert werden. Damit z&hlt das Verfahren zu den priméren Methoden, die den
zuldssigen Bereich des Problems nie verlassen. Dabei werden die Suchrichtungen so
transformiert, daf sie diese Bedingung erfiillen. Dem line search kommt dabei die zu-
sétzliche Aufgabe zu, das Verlassen des zuldssigen Bereiches zu verhindern. Damit
ist das Problem mit den Verfahren der konjugierten Gradienten [6sbar.

Schranken sind lineare Nebenbedingungen. Sie haben eine besondere Form:

untere Schranken: “Ix+x, <0
0 (2.55)

obere Schranken: Ix-xy =<

Die Matrix A der aktiven Nebenbedingungsgradienten (siche Gl. (2.3)) ist somit eine
Diagonalmatrix mit den Werten + 1 oder - 1, je nachdem die untere oder obere Schranke
aktiv ist. Beide kénnen fiir ein nicht entartetes Problem nie gleichzeitig aktiv sein. GemaB
der Orthogonalititsbedingung:

AZ=0 (2.5)

ergibt sich Z (die Matrix der Basisvektoren des Tangentialraumes) aus der Einheitsma-
trix I, aus der diejenigen Spalten herausgestrichen werden, deren zugehdrige Variablen
auf Schranken sitzen und fiir die keine Tendenz erkennbar ist, daB sie sich von dort
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wegbewegen wollen. Diese Variablen sind durch folgende Beziehung charakterisiert (sie-
he Abschnitt 2.7.1.2):

-V, f(x) aj 2 0 ‘ (2.56)
mit: a = -1 fiir untere Schranken
2 = 1 fiir obere Schranken

Mit den Matrizen A und Z 148t sich die Transformationsmatrix P bestimmen, die das
Problem in den von Z aufgespannten Tangentialraum abbildet (Gln. 2.6/2.7):

Z pz = (I_AT (A ATy A) P (2.57)
P = (1-AT & ATy &) (2.58)
p .. Suchrichtung im R®
pz - Suchrichtung im Tangentialraum

Das Problem kann nun im erweiterten Tangentialraum geldst werden, wobei beachtet
werden muf3, daB die Schranken der freien Variablen eingehalten werden. Damit kann
der folgende erweiterte Algorithmus der Methode der konjugierten Gradienten angege-
ben werden:

1. Setze die Startwerte:
k=0, x, fo=1f(x), g =Vilx), po=-28

2. Gehe nach 10.) und bestimme die Transformationsmatrix Py, den aktiven Satz der
Nebenbedingungen Ji und die maximal zuldssige Schrittweite Ofyax.
Transformiere die Suchrichtung: po := Py * po.

3. Prife die Konvergenz.

4.  Fihre einen line search durch, Startpunkt x,, Suchrichtung py; bestimme die
Schrittweite zum Linienminimum o« < Qpax-

5. Korrigiere Variablen, Funktionswerte und Ableitungen:
Xk+1 == Xk + 4 Pk

fer1 = f(x+1)

ge+1 = V(x4 1)

6.  Gehe nach 10.) und bestimme die Transformationsmatrix Py,;, den aktiven Satz -
der Nebenbedingungen Ji; und die maximale zuldssige Schrittweite omax.
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10.

Ist Jx 7% Jier oder k = n, setze pra; = - Pyyy 8ot

Das entspricht einem Schritt des Verfahrens des steilsten Abstiegs (spacer step).
Sonst, bestimme die neue Suchrichtung nach der Formel von Fletcher/Reeves (oder
Polak/Ribiére):

Bie1 Plos Pot gevn
g Pl Pyoge

Pk+1 = ~Pryq gar +

Im Falle der "konjugierten” Suchrichtung:
iiberprife die Zul4ssigkeit der neuen Richtung.

Jesr = { I (L= Xge1i A prsni < 0) V

(xui = Xgrni A Pa+ni > 0); 1= 1,.~-,n}
Ist Jew1 # Jesn s SetZ€ Prs1 = = Pryr grer (steilster Abstieg).
k = k+1, gehe nach 3.).

Bestimme den aktiven Satz:

Je={i]GuL=xiAgiz0) Vv (xy; =xq A gi<0); i=1,..n}
Bestimme die Transformationsmatrix Py:
0]ieyJ
Py, = { | . K }
1 ! 1 $ Jk
Bestimme max. mégliche Schrittweite Omax bis zur ndchsten Schranke:

(Li-%d) /P | i ¢ T A pg <0

o= Gui-xd) /pi | 1€ I A pg>0
o | sonst '
Omax = {min () | i = 1,...,n}

59



2.84 Penalty—- und Bamere—-Methoden

Diese Verfahren approximieren beschriinkte Probleme durch unbeschrankte Beim
Penalty-Verfahren wird dabei zur Zielfunktion ein Term hinzuaddiert, der die Vetlet-
zung von Nebenbedingungen bestraft. Dagegen verhindert ein soicher Strafterm beim
Barriere~Verfahren, daf3 der zuldssige Bereich des Problems verlassen werden kann.
Dabei werden Punkte im Inneren des zuldssigen Bereichs solchen an den Grenzen vorge-
zogen. Wegen dieser grundsdtzlich unterschiedlichen Charakteristika beider Ansétze,
wird die Penalty~Methode auch Verfahren der duBeren und die Barriere-Methode Ver-
fahren der inneren Straffunktion genannt. In beiden Féllen ist der Betrag der Straffunkti-
on mit dem Wert eines Penalty-Faktors verbunden, der, wenn er gegen unendlich strebt,
dafiir sorgt, daf3 das eigentliche Problem zunehmend genauer approximiert wird. Ande-
rerseits nimmt mit zunehmendem Penalty-Faktor die Kondition des approximierten, un-
beschrinkten Problems ab, weshalb bei der Lésung des Ersatzproblems numerische
Schwierigkeiten auftreten kénnen. Bei den Barriere-Methoden kommt hinzu, daf3 die
Ersatzfunktion auBerhalb des zuldssigen Bereichs nicht definiert ist und deshalb fiir den
line search noch besondere Vorkehrungen getroffen werden miissen, damit garantiert
jede Zwischenldsung im Inneren des zuldssigen Bereichs bleibt. Auch kdnnen Gleich-
heitsbedingungen mit Barriere-Verfahren nicht erfalt werden. Andererseits ndhern sich
Penalty-Verfahren vom unzuldssigen Bereich her der Ldsung. Deshalb kdnnen Zwi-
schenldsungen erst nach einer Skalierung an den Rand des zuldssigen Bereichs verwen-
det werden, die die Zuldssigkeit garantiert. Insgesamt sind die beiden Verfahren einfach
zu handhaben und machen wenig Gebrauch von der Theorie der nichtlinearen Program-
mierung. (Zum Beispiel gibt es keine Anforderungen an besondere Qualifikationen der
Nebenbedingungen, wie dies bei den Kuhn-Tucker-Bedingungen der Fall ist.) Deshalb
haben sie sich auch in der praktischen Anwendung bewahrt. Ein bekanntes Verfahren
ist das SUMT-Verfahren (Sequential Unconstrained Minimization Technique) von Fiac-
co und McCormick, bei dem eine Folge von approximierten Unterproblemen mit an-
wachsendem Penalty-Faktor gelost wird. Auf diese Weise kénnen eventuelle numerische
Schwierigkeiten beherrscht werden, wihrend sich die Losung sténdig dem exakten Er-
gebnis ndhert.

2.84.1 Penalty-Verfahren
Das urspriingliche Problem:

f(X) —» min
hix) = 0; j=1,...,m (NLP)

gx) = 0; j=me+1..,m
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wird ersetzt durch ein unbeschrinktes Problem der Form:

fp(x, ¢) = f(x) + ¢ P(x) ~> min (2.59)

P(x) .. Penalty- Funktion
c ... Penalty - Faktor

Die Penalty~Funktion P(x) wird in den aktiven Nebenbedingungen dargestelit:

Px) =y (8" (x) (2.60)
mit: g =hx ; j=1, .., me
(2.61)
gr =max[ 0, gx)] ; j=me+1, .., m

Die Funktion vy soll nur aulerhalb des zuldssigen Bereichs fiir eine Bestrafung sorgen,
deshalb muf} fiir sie gelten (fir bel. Werte y):

yy) =0 ; falls y=0

(2.62)
yy) >0 ; falls y=0, aber y=0
Fir die Penalty-Funktion sind folgende Ausdriicke gebrauchlich:
a)  Nicht differenzierbare L;~Penalty-Funktion:
m
PE) =2 | g'®) | (2.63)
j=1
b)  Quadratische Penalty-Funktion:
1 m
Pi) == 21 (g ® )? (2.64)
i=
¢)
P =gt®)? G gt (x) G positiv definit, symmetrisch (2.65)
d) Eine Verallgemeinerung von b):
m, 2
Gleichheitsbedingungen: P(x) = Z (hj(x))z
j=1 (2.66)
m
Ungleichheitsbedingungen: Px) = > (g @)
' j=me+1
mit € > 0
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Eine alternative Darstellung ist auch mit jeweils einem Penalty-Faktor filr jede Nebenbe-
dingung mdglich. Wie ein beschréinktes Problem umgeformt wird, ist im Bild 2.12 fiir
das Beispiel des zweistdbigen Fachwerks Fall b) (Bild 2.2b) gezeigt. Es wird deutlich,
wie sich die numerische Struktur des Problems mit zunehmendem Penalty-Faktor ver-
schlechtert.

Die nicht differenzierbare 1;-Penalty-Funktion (2.63) wird auch ”exakte Penalty-Funk-
tion” genannt, da sie die einzige ist, die fiir einen Penalty-Faktor ¢ < « die richtige
Losung liefern kann; selbstverstindlich fiir den Preis, dal3 das Ersatzproblem aufgrund
der diskontinuierlichen Ableitungen fiir viele der {iblichen Verfahren nicht mehr zugéng-
lich ist. Diese Funktion hat aber als Abstiegsfunktion (merit function) eine wichtige Be-
deutung im Zusammenhang mit den Lagrange-Methoden, wie auch die anderen Penal-
ty-Funktionen. Die quadratische Penalty-Funktion hat auch Bedeutung fiir die
Multiplikatorenmethoden bei der Definition der erweiterten Lagrange~Funktion (siehe
Absatz 2.8.5.3).

Fiir die quadratische Penalty-Funktion lassen sich Approximationen der Lagrange-Mul-
tiplikatoren durch einen Vergleich der Ersatzfunktion mit der Lagrange-Funktion be-
stimmen. Die Stationdrbedingungen der beiden Funktionen lauten:

Vip(x, ©) = Vf+ cvgtT gt

(2.67)
VL, Au) = Vi + Vgli+ vhly
Daraus folgen die Lagrange-Multiplikatoren:
=g s j=1.,me (2.68)

A=cgt s jEmet+l..,m
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2.8.4.2 Barriere-Verfahren

Hier wird das urspriingliche Problem (das keine Gleichheitsbedingungen haben darf!)
durch folgendes ersetzt:

f(%, ¢) = f(x) + % B(x) — min (2.69)
B(x) ... Barriere - Funktion
¢ ... Penalty - Faktor

Dabei sind fiir B(x) folgende Ansatze iiblich:

2) B = S <«-g1%5) (2.70)

j=1

m
1
b) Bx) = ——— ; e ER>0 (2.71)
2 Caor
Meist werden fiir € die Werte 1 (dann ergibt sich (a)) oder
2 gewihlt.
m
c) B(x) = - > In (gix) (2.72)

j=1

Fiir den Fall a) lassen sich analog zum Vorgehen bei den Penalty-Verfahren Approxima-
tionen der Lagrange-Multiplikatoren bestimmen:

1
i=—— : j=1, ..., m (2.73)
h=g
Das approximierte Beispiel des zweistibigen Fachwerks Fall b) mit der Barriere-Funkti-
on vom Typ a), Gleichung (2.70), ist im Bild 2.13 dargestellt. Auch hier sei auf die
mit zunehmendem Penalty-Faktor abnehmende Qualitdt des Ersatzproblems hingewie-
sen.

Wie bei den primédren Verfahren mufl auch bei der Barriere~Methode der Startpunkt
der Iteration innerhalb des zuldssigen Bereichs liegen. Erfillt der vorliegende Startpunkt
diese Bedingung nicht, geben Kiinzi et al. [81] ein interessantes Verfahren an, wie mit
Hilfe einer Barriere-Funktion ein zuldssiger Punkt gefunden werden kann.
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2.8.4.3  Evolutionsstrategie als zufallsgelenkte Barriere-Methode
nullter Ordnung

Ein Verfahren aus der Klasse der direkten Suchmethoden, das von seinen Verfassern
sehr ungewdhnlich begriindet wird und deshalb aus dem bisher beschriebenen mathema-
tischen Rahmen fillt, ist die sogenannte Evolutionsstrategie. Der Grundgedanke geht
auf Rechenberg [113] zuriick und wurde von Schwefel [123] als mathematischer Algo-
rithmus formuliert. Die Idee dieses Verfahrens ist, mit den aus der Darwinschen Evoluti-
onstheorie bekannten wichtigsten Evolutionsfaktoren wie Mutation, Selektion und Popu-
lationsstérke ein Konzept fiir die numerische Optimierung zu entwickeln. Mutation steht
fiir Parametervariation, Selektion fiir Aussonderung der Zwischenldsungen mit schlech-
teren Werten der Zielfunktion als der bis dahin besten Lésung und Population fiir eine
Menge an Punkten im Entwurfsraum, an denen die Zielfunktion auszuwerten ist. Eine
Grundpopulation konstanter Stirke p erzeugt durch Mutation A Nachkommen. Durch
Selektion, d.h. Uberleben der p Besten, entsteht eine neue Grundpopulation, und das
Spiel beginnt von neuem. Werden aus der Gesamtmenge aus p Eltern und A Nachkom-
men die neuen p Eltern bestimmt, spricht man von (1 + \) - Strategie, sterben jedoch
die Eltern aus, und die neue Grundpopulation wird nur aus den p. besten der A Nachkom-
men gebildet, so spricht man von (, A) - Strategie. Die einfachste Form der Evolutions-
strategie ist demnach die (1 + 1) - Strategie, von Rechenberg auch zweigliedrige Evoluti-
onsstrategie genannt.

Die Mutation interpretiert Rechenberg als eine Zufallsentscheidung mit geringer
Streuung der Parameteriinderung. In den Worten der mathematischen Programmierung
entspricht dies der Wahl eines Suchschrittes mit normal verteilter Richtung und Schritt-
weite. Im Vergleich zum Monte-Carlo-Verfahren, das als reines Zufallsverfahren in
jedem Schritt den gesamten Entwurfsraum mit jeweils gleicher Wahrscheinlichkeit aus-
wertet, bezieht sich die Evolutionsstrategie in ihren Entscheidungen immer auf die zu-
letzt berechnete Zwischenldsung. Deshalb zahlt sie zu den sequentiellen Zufalisverfah-
ren. Die Wahl der Streubreite ist jedoch ein Problem, denn die Forderung nach schneller
Konvergenz fordert eine kleine, die Garantie der globalen Konvergenz (auch fiir multi-
modale Probleme!) jedoch eine groBe Streuung. Das Mittel Rechenbergs zur Erh6hung
der globalen Konvergenzsicherheit bei gleichzeitig akzeptabler Konvergenzgeschwindig-
keit ist die Erhghung der Grundpopulation, d.h. der Anwendung sogenannter mehrglie-
driger Strategien. Das entspricht der gleichzeitigen Ausfithrung mehrerer sequentieller
Suchen in verschiedenen Richtungen, was nach Schwefel besonders fiir die (j1, N) - Stra-
tegie erfolgreich ist. Damit wird das Verfahren fiir die kommende Generation der Trans-
puter interessant.
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Andererseits ist die Evolutionsstrategie eine Barriere~Methode, d.h. das Verfahren be-
wegt sich innerhalb des zuldssigen Bereichs und 146t keine Gleichheitsbedingungen zu.
Die Barriere~Funktion entspricht im Grunde der nicht differenzierbaren Penalty-Punkti-
on (2.63) mit unendlich groflem Penalty-Faktor, weshalb die Evolutionsstrategie einer-
seits die exakte Losung bestimmen und andererseits auch als Penalty-Verfahren gesehen
werden kann. Die Barriere-Funktion lautet:

o fiirein g(x) >0 ; j=1, .., m } (2.74)

By = {
0 fir alle gix) < 0; j

I
8

Die (1 + 1) - BEvolutionsstrategie ist wohl die populirste Version. Das Schema dieses
Algorithmus ist folgendermaBen:

1. Setze die Startwerte (an einem zuldssigen Startpunkt):
Variablen x; ¢ R®
Standardabweichung der Suchschritte o

Startwert der Ersatzfunktion fg = fp(xp) = f(xp) -+ B(xq)

Iterationszéhler k =0
Brfolgszéhler ne =0
Zyklenzéhler n, =0

2. n=n,+1
3. Konvergenzabfrage.

4. Bestimme Suchrichtung und Schrittweite:

2, = 01 & & ... normalverteilte Zufallszahlen
i=1,...,n

5. Bestimme den néchsten zuldssigen Testpunkt und werte die Ersatzfunktion fg aus:

X'k = X + %

falls fp(x'y) < fB : Ne = Ngy1q
fp = fa(x’)
Xg1 = X'k

6. xk+1-—~xk,k=k+1
7. Falls n, <n, gehe nach 2.).

8. "Schrittweitenadaption ("1/5-Erfolgsregel”)
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Ist wihrend der letzten zehn Zyklen das Verhiéltnis der Erfolge zur Gesamt-
zahl der Versuche: ' ‘

< % dann setze: fac = 0,85
= 1 fac = 1,0
5
> 1 fac = ———1——
5 0,85
korrigiere die Standardabweichungen o¢;= fac.o;; i=1, ..., n
9. Gehe nach 2.).

Wie man dem Schema entnehmen kann, leidet der Algorithmus unter folgenden Schwé-
chen, weshalb er zur L.dsung von Problemen mit kontinuierlich ableitbaren Funktionen
nicht in Frage kommt:

a) Das Verfahren bendtigt sehr viele Testauswertungen, um die Schrittweiten zu adap-
tieren und kommt deshalb auch nur fiir wenige Variablen in Frage.

b) Es gehen dabei keine hoherwertigen Informationen ein.

¢) Die Standardabweichungen o kénnen sich nicht relativ zueinander veriindern. Das
heifit, das Verfahren hat eine fest eingestellte Metrikapproximation, weshalb das
Problem gut kenditioniert sein muf3.

Diese Eigenschaften der Evolutionsstrategie sind auch am Iterationsverfauf bei der Lo-
sung eines gut konditionierten Problems zu erkennen (Bild 2.14).
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Die Vorteile der Evolutionsstrategie sind die liberaus einfache Anwendung, die Fiahigkeit
auch hochgradig diskontinuierliche Fragestellungen 16sen zu kdnnen und die zwar gerin-
ge, jedoch vorhandene Wahrscheinlichkeit, da8 das globale Optimum bestimmt wird.
Unter diesen Voraussetzungen ist die Evolutionsstrategie auch fiir die Strukturoptimie-
rung interessant [11], [70].

2.8.5 Duale Methoden

2.8.5.1  Allgemeines

Aufgrund der Sattelpunkteigenschaften (2.16) der Lagrange-Funktion kann die primére
Losung x* eines beschrinkten Problems durch eine einfach unbeschrinkte Minimierung
gefunden werden, sofern die optimalen Werte A* und p* der Lagrange--Multiplikatoren
bekannt sind. Diese Tatsache machen sich die dualen Methoden zunutze. Das Problem
wird indirekt geldst, indem hier die Lagrange-Multiplikatoren, die bei anderen Verfah-
ren immer die zweite Rolle spielen, die unabhéngigen Variablen darstellen und die pri-
mére Ldsung sich erst mit deren Vorgabe bestimmen 146t Die Voraussetzungen sind
aber, daf3 das Problem in der Umgebung der Lésung konvex ist (Iokale Dualitdt). Wie
andere Methoden auch liefern die dualen Methoden die globale Lisung, wenn alle Funk-
tionen im R® konvex sind. Ein bekanntes duales Lsungsverfahren wurde von Uzawa
angegeben (siehe Minoux [88]). Duale Verfahren haben in letzter Zeit eine grofle Bedeu-
tung in der Strukturoptimierung gefunden. Bs sind sehr effektive Optimierungsstrategien
entwickelt worden, die die Ideen der dualen Methoden mit Approximationsverfahren
und den besonderen Eigenschaften separabler Probleme verbinden [44], [135].

Gegeben sei das Standardproblem (NLP) der beschrinkten Optimierung:

f(X) - min
h(x)
g(x)

X &S CR"

il

0
(NLP)
0

A

Mit der Annahme, daf das Problem in der Umgebung der Lisung lokal konvex sei,
daB also die Hesse~Matrix der Lagrange~Funktion im R® und nicht nur im Tangential-
raum der aktiven Nebenbedingungen positiv definit sei, ist x* nicht nur eine Ldsung
von (NLP), sondern auch eine lokale Lésung des leicht beschrinktén Problems:
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min { fx) + A*T gx) + p*T h(x)] (2.75)

A*¥=0

Da die Funktionen in der Umgebung der Ldsung C,-kontinuierlich sein sollén, ist
fiir irgendwelche N und p, die nahe an der Ldsung A* und p* sind, auch die primére
Losung x nahe an x*. Damit ist die Beziehung zwischen x und A, p kontinuierlich ableit-
bar, und es kann die duale Funktion definiert werden:

$:4) = min ( £ + 4T g) + 4" h)

(2.76)
= f(x (&, 0) + 2T gx () + 4" h(x (4, 1))
mit den ersten und zweiten Ableitungen nach \ bzw. u
Vig=gx Au) ;5 Vi¢=hx @A) (2.77)
und der Hesse-Matrix der Lagrange-Funktion F = F(x (\, W), A, p) :
__‘ V.o FlvVy T -1 T
V2 b= [ x5 x8 Vig F Vih :I (2.78)
L - Vh FL Vgl Vb FLv,nT

Das Originalproblem (NLP) ist 4quivalent mit der Maximierung der dualen Funktion
¢ (A, p) beziiglich A und p. Dies ist leicht verifiziert, da die Hesse-Matrix (2.78) der
dualen Funktion offensichtlich negativ definit ist. Sind f und g konvexe und h affine
Funktionen, dann ist die Losung dieser Maximierungssaufgabe auch die globale Lésung.

In Bild 2.15 sind die Hohenlinien der Lagrange-Funktion des zweistabigen Fachwerks
(Bilder 2.1 und 2.2) fiir den Schnitt A = konst= 1/2 2 dargestelit. Als Nebenbedingung
ist Stabflieen beriicksichtigt (Fall a). Im Bild 2.15 ist die Spur der dualen Funktion
bON) dargestellt. Mit alpinem Vokabular ausgedriickt, erklimmt sie den Sattelpunkt im
Tobel der Lagrange-Funktion. Man kénnte auch von einem ”dualen Tal” sprechen. Die-
se Spur gibt die Orte aller Minimalstellen der Lagrange—~Funktion bezliglich x und festem
A an.

Eine alternative Darstellung macht die konkave Eigenschaft der dualen Funktion $(\)
deutlich. In Bild 2.16 sind mehrere Schnitte durch die Lagrange-Funktion parallel zur
x-Achse mit jedoch verschiedenen Werten fiir den Lagrange-Multiplikator dargestellt.
Die Minima dieser Kurven sind Punkte der dualen Funktion, die ebenfalls eingezeichnet
ist und an der Losung ihr Maximum erreicht.
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Bild 2.15: Spur der dualen Funktion
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2.8.5.2  Losung der dualen Aufgabe (Methode von Uzawa)
Die Losung des dualen Problems zerfillt in zwei Teiloptimierungen:

1.  Bestimme mit festen Lagrange-Multiplikatoren das Minimum der Lagrange~Funk- o
tion bezliglich x; bestimme den Wert der dualen Funktion:

96 = min ( 10 () + 47 gx(h ) + 47 hx (1) (2.79)
X
2. Maximiere die duale Funktion:

max p@u)  mit: 420 (2.80)
M

Aufgabe 1) ist dabei ein Unterproblem, das sehr oft geldst werden muf3, da es die Funkti-
onsbestimmung der dualen Funktion ¢ ist. Deshalb ist dieses Vorgehen nur ratsam,
wenn Aufgabe 1) eine besondere Struktur hat, die es erlaubt, da3 das Problem schnell
und effizient geldst werden kann. Das ist z.B. bei sogenannten separablen Problemen
der Fall. Dann hat ¢ die Form:

n me m
pAw) = 2 min | i) + 2 4 hieithw) + D A gitalh, #))] (2.81)

i=1 % j=1 j=me+1
Die Minimierung nach x zerfillt bei separablen Problemen in n eindimensionale Untey-
probleme fiir jede Variable x;. Diese Aufgaben lassen sich oft sehr effizient 16sen (siche
dazu Abschnitt 3.2.2). Beispiele separabler Probleme sind alle linearen Probleme bzw.
Linearisierungen nichtlinearer Aufgaben.

Teilaufgabe 2) 14Bt sich z.B. mit dem in Abschnitt 2.8.3 beschriebenen modifizierten
konjugierten Gradientenalgorithmus 18sen. Uber die Erfahrung damit wird im Kapitel
liber Approximationsmethoden berichtet. Die duale Funktion ist unempfindlich gegen-
lUber Variablentransformationen, dagegen kann die Kondition der Funktion durch eine
Skalierung der Nebenbedingungen beeinflut werden; eine Eigenschaft, die sich in kej-
nem anderen Verfahren zeigt und den absoluten Gegensatz zu den hierzu gemachten
Erfahrungen mit den Quasi-Newton-Verfahren darstellt.

Abschlieend sei noch auf den Umstand hingewiesen, daf3 die Nebenbedingungen des
Problems (NLP) die Ableitungen der dualen Funktion darstellen. Dies ist ein weiterer
positiver Aspekt des Verfahrens, der einigen Rechenaufwand sparen hilft. Oft ist es nicht
mdglich, die Restriktionen der Variablen in der dualen Funktion zu erfassen. Dann ist
auch das Teilproblem 1) mit Restriktionen versehen. Das ist im Grunde keine wesentli-
che Komplizierung, jedoch hat die direkte Beachtung der Restriktionen im Teilpro-
blem 1) zur Folge, daB8 Nebenbedingungen in weiteren Bereichen fiir A und p konstant
sein kdnnen. Das bedeutet fiir die duale Funktion, da3 die zweiten Ableitungen nur ab-
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schnittsweise kontinuierlich sein kdnnen, mit den ganzen Konsequenzen fiir die verwend-
baren Ldsungsalgorithmen (siche Abschnitt 3.2.4.2).

2.8.5.3 Die erweiterte Lagrange~Funktion; Multiplikatorenmethode

Eine wichtige Voraussetzung fiir die Anwendbarkeit der dualen Methoden ist, daB3 das
Problem an der Lésung konvex sein muB3 (lokale Dualitit). Die Erweiterung der Lagran-
ge-Funktion um einen quadratischen Penalty-Term (2.64) hebt diesen Nachteil auf,
denn durch die richtige Wah! des Penalty-Faktors gelingt es, das Problem zu einem
konvexen zu machen. Vom Standpunkt der Penalty-Verfahren her gesehen, wird auf
diese Weise die numerische Stabilitit erhéht, wobei es bei der Vorgabe der richtigen
Lagrange-Multiplikatoren fiir beliebige Penalty-Faktoren mdglich ist, die exakte Losung
zu bestimmen. Fiir ein Problem mit ausschlieBlich Gleichheitsbedingungen lautet dann
die erweiterte Lagrange-Funktion L:

Le(x, ) = (x) + h®)T u + % ¢ h(x)T h(x) (2.82)

Dabet ist L aus der Sicht der dualen Methode die Lagrange-Funktion und aus der der
Penalty-Verfahren die Ersatzfunktion filr folgende Aufgaben, zusammengefallt in einer
Tabelle:

dualer Aspekt (2.83) Penalty-Aspekt (2.84)

f(x) + % ¢ h(x)T h(x) - min £(x) + T h(x) ~ min

mit: h(x) = 0 mit: h(x) =0

konvex, wenn ¢ geniigend grof exakt 19sbar fiir ¢ = w
wenn p gegen p* konvergiert

Die erweiterte Lagrange-Funktion 148t sich auch fiir Ungleichheitsbedingungen herlei-
ten, indem Schlupfvariablen s eingefithrt werden.

f(x) -» min f(x) -~ min
} = { (2.85)

89 <0 g+ 5 =0
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Damit ergibt sich die duale Funktion zu:

¢a>=1mn[ﬂ@+‘z G @o+9+1 c@+52)| (286
$X j=1

Die Minimierung fir s kann explizit ausgefiihrt werden:

Aj i
— - gi(x) ~—= fiir  — g(x) - dx0
5 = C )
{ 0 sonst ¢ (2.87)
die erweiterte Lagrange~Funktion kann geschrieben werden als
m
e d) = ) + 37 Py (g®), %) (2.89)

j=1

Mit der Penalty-Funktion P;, wobei (2.87) in einer alternativen Schreibweise bereits ein-
gearbeitet worden ist:

P; (g, %) = 51; [{ max (0,4j+ ¢ gi(x)) }2 alf] (2.89)

In Bild 2.17 ist der Verlauf dieser Penalty-Funktion iiber der Nebenbedingung gy(x) auf-
getragen, und man kann erkennen, da3 P; fiir gi(x) < 0 konstant negativ ist, jedoch
nicht null, wie das eigentlich von einer Penalty-Funktion gefordert wird. Mit ¢ —+ oo geht
dieser Betrag jedoch zusehends gegen null. Andererseits erkennt man auch den Cy~kon-
tinuierlichen Ubergang der Horizontalen in die Parabel, der die stetige Ableitbarkeit
der erweiterten Lagrange-Funktion garantiert. Allerdings sind die zweiten Ableitungen
diskontinuierlich, jedoch nicht am Minimum des Originalproblems bei g(x) = 0.

k P 1 a2
e ﬂ,jg] + E-Cg]
N
) 1
lC
! 2
/ T _.z.'_j_ gj(x)
2c

Bild 2.17:  Penaltyfunktion einer Ungleichheitsbedingung
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Ein iiblicher Weg zur Losung eines Optimierungsproblems mit Hilfe der erweiterten
Lagrangefunktion ist, analog zum Vorgehen bei den dualen Methoden, der folgende:

1. Minimiere bei gegebenen Lagrange-Multiplikatoren A und py die duale Funktion
S, W) und bestimme x(\g, py):

min $lio) = min |{9)+ 0T s+ > P @A) (290)

j= ey

2. Ermittle neue Schitzungen fiir die Lagrange-Multiplikatoren:

[

max (0,4 + cx g (x (Ax, 4x))
Hrv1 = c h (x (A, px)

Ax+1
(2.91)

Dieses Losungsschema wird Multiplikatorenmethode genannt.

Schritt 1) ist derselbe wie bei der Methode von Uzawa, wihrend Schritt 2) der Approxi-
mationsformel flir Lagrange-Multiplikatoren bei den Penalty-~Verfahren entspricht.
Auch hier macht sich die Mischung der Verfahren bemerkbar.

Die Wahl des Penalty-Faktors sollte so gro vorgenommen werden, daB einerseits die
Hesse-Matrix der erweiterten Lagrange-Funktion an der Lésung positiv definit wird,
andererseits jedoch so, daf3 die Kondition der Hesse-Matrix und die Struktur des Pro-
blems nicht zu sehr leiden. Bild 2.18 zeigt zwei Félle mit unterschiedlichen Penalty-Fak-
toren, Dargestellt ist der primédre Teil der Lagrange-Funktion des zweistibigen Fach-
werks fir Buler-Knicken alleine. Allerdings wurde hier die Nebenbedingung in Kriften
dargestellt, wodurch die Nebenbedingung konkav fiir die Querschnittsfliche wird.

Die Bedeutung der Lagrange-Multiplikatoren ist nicht zu unterschitzen, denn die richti-
ge Ldsung x* kann nur erreicht werden, wenn die Lagrange-Multiplikatoren zu ihren
richtigen Losungen A* und u* konvergieren. Dabei bestimmen sie die Konvergenzrate
des gesamten Problems, wobei die dargestellte Korrekturformel (2.91) eine lineare
Konvergenzrate aufweist. Gill et al. [52] schlagen deshalb auch eine quadratische Kor-
rekturformel vor. Umgekehrt ist fiir A 5 A* und p ¢ u* das Minimum der dualen Funkti-
on nicht bei x*. Wie sich der Ort des Minimums mit einer Veranderung des Lagrange-
Multiplikators dndert, ist in Bild 2.19 gezeigt, ebenfalls fiir das zweistibige Fachwerk
mit der Nebenbedingung "Euler-Knicken”.
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Bild 2.18a: erweiterte Lagrangefunktion, Variation des Penaltyfuktors (r=0,5; A=\*=1,687)
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Bild 2.18b: erweiterte Lagrangefunktion, Variation des Penaltyfaktors (r=10,0; A=\*=1,687)
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Bild 2.19a: erweiterte Lagrangefunktion, Variation des Lagrangemultiplikators (r=10; \=0)
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Bild 2.19b: erweiterte Lagrangefunktion, Variation des Lagrangemultiplikators (r=10; \=7)

77



2.8.6 Lagrange-Methoden

Lagrange~Methoden beruhen auf der direkten Losung der notwendigen Bedingungen
(2.15). Man erhilt so ein Gleichungssystem mit {n + m) - Unbekannten, den priméren
Optimierungsvariablen und den dualen Lagrange-Multiplikatoren. Diese beiden Grup-
pen von Variablen gehen gleichberechtigt in die Lagrange~Verfahren ein, weshalb hier
konsequent von allem Gebrauch gemacht wird, was die Grundlage der anderen Verfah-
ren, die in den vorherigen Abschnitten beschrieben worden sind, darstellt. Aus diesem
Grund nennt Minoux [88] die Verfahren auch ”primar-dual”. Bekannte Vertreter der
Lagrange-Methoden sind die Verfahren der "sequentiellen quadratischen Programmie-
rung” (SQP), die sich den Umstand zunutze machen, daf3 die wiederholte Lsung eines
quadratischen Unterproblems sich hervorragend zur Losung der eigentlichen Aufgabe
eignet. Diese Verfahren zeigen in der Néhe der LOsung superlineare Konvergenzeigen-
schaften, sind fiir Gleichheits- und Ungleichheitsbedingungen und fiir einen weiten Be-
reich von konvexen sowie nicht konvexen Aufgabenstellungen geeignet. Arora und seine
Mitarbeiter haben diese Verfahren ausgiebigen Tests und vergleichenden Untersuchun-
gen unterzogen [138] und empfehlen sie zur Anwendung in der Strukturoptimierung.
Ein anderes bekanntes Verfahren, das Verfahren der ”sequentiellen linearen Program-
mierung” (SLP), kann ebenfalls als eine Lagrange-Methode betrachtet werden [52]. Der
Kern dieses Vorgehens ist die wiederholte Berechnung eines linearen Programms.

2.8.6.1  Allgemeines

Fiir ein Problem mit n Unbekannten und m Gleichheitsbedingungen:

f(x) - min

mit: h(x) = 0 (2.92)
lauten die notwendigen Bedingungen (Kuhn-Tucker-Bedingungen):
V) +VhTy =0
2.93
h(x) = () 2.93)

Dieses nichtlineare Gleichungssystem kann unter anderem mit dem Newtonschen Ver-
fahren iterativ geldst werden. Dazu wird es an x, und . linearisiert, und es ergeben
sich folgende Ausdriicke:
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V(i) + Vh(a) T + V(%0 (Xer 1= x0) +

i
<

e VPh(x) (1= %) + Vhx)T (et 1 - )
(2.94)

h(xy) + Vh(xy) (%c+1-xx) = 0

Mit: P = Xks1-xk und V2 = VA(x) + b Vh(xy)

kann das Gleichungssystem in Matrixform dargestelit werden:

[ V2 Vh(x)T} { Px } { Vi(x) } (2.9
= - 2.95

Vh(x) 0 M+ 1 h{x)

Fiir die Konvergenz einer iterativen Losung von Gleichung (2.95) gelten die {iblichen

Voraussetzungen fiir das Newton-Verfahren:

~ Das linearisierte System darf an der Losung nicht singulir sein.
- Der Losungsprozefl darf nicht zu weit entfernt von der Ldsung gestartet werden.

- Firr entfernter liegende Punkte sollten die bestimmten Suchrichtungen py fiir einen
anschlieBenden line search in einer Abstiegsfunktion verwendet werden.

- Die Projektion der Hesse-Matrix v2L der Lagrange-Funktion mul im Tangential-
raum der Nebenbedingungen positiv definit sein; d.h. v2L selbst braucht nicht positiv
definit sein, solange die Systernmatrix von Gleichung (2.95) invertierbar ist.

Die Gleichungen (2.95) kénnen aber auch als die notwendigen Bedingungsgleichungen
eines quadratischen Programms identifiziert werden. Zum Beispiel:

1 . .
Vi) T pi + 3 pr VZLi(x ) Px —> min
(2.96)

mit: Vh(xy) px + h(xx) = 0

Zur Losung dieses Problems kénnen verschiedene Standardverfahren der quadratischen
Programmierung herangezogen werden. Von Kiinzi et al. [81] werden eine ganze Reihe
verschiedener Algorithmen besprochen, siehe aber auch bei Gill et al. [52], die beson-
ders auf die effektive Losung quadratischer Programme in Verbindung mit Matrixfakto-
risierungen eingehen. Mit der Verwendung eines Verfahrens der quadratischen Pro-
grammierung zur Lésung eines Iterationsschrittes der Newton-Approximation kann das

79



Verfahren auch leicht fiir Probleme mit Ungleichheitsbedingungen erweitert werden.
Ein linearisierter Schritt bei der Losung des allgemeinen Problems (NLP) der nichtlinea-
ren Programmierung lautet dann:

Vi(xk) px +-;— pg V2L, px — min

it

mit: Vh{xx) px + hy 0 (2.97)

A

Ve(x) pc t gk < 0

Die wiederholte Losung eines quadratischen Programms hat die Namen "sequentielle”
und “rekursive quadratische Programmierung” geprégt (auch SQP- oder RQP-Verfah-
ren). Man kann das Vorgehen auch als die Minimierung einer Approximation der Hesse~
Matrix im Tangentialraum der linearisierten, aktiven Nebenbedingungen interpretieren
[52], weshalb das Verfahren auch ”projizierte Lagrange-Methode” genannt wird.

Anstelle der Hesse-Matrix V2L kénnen auch Approximationsmatrizen im Sinne der
Quasi-Newton-Verfahren der unbeschrinkten Optimierung eingesetzt werden. Dann je-
doch ist ein line search uneriaBlich. Und hier liegt das inhérente Problem aller Lagran-
ge-Verfahren. Da die notwendigen Bedingungen (2.93) die Stationdrbedingungen eines
Sattelpunktes der Lagrange-Funktion darstellen, kommt die Lagrange~Funktion selbst
als Abstiegsfunktion, die ein Mal} zur Beurteilung des Ldsungsfortschrittes darstellt,
nicht in Betracht.

2.8.6.2  Abstiegsfunktionen
Eine geeignete Abstiegsfunktion (merit function) muB folgende Voraussetzungen erfil-
len:

(1)  Sie soll ihr Minimum im Raum der priméren und dualen Variablen am Lésungs-
punkt der beschrinkten Optimierungsaufgabe haben, d.h. am Sattelpunkt der La-
grange-Funktion,

(2) Die im Unterproblem bestimmte Richtung py muB3 in der Abstiegsfunktion abwirts
fithren.

(3) Die Abstiegsfunktion darf die Konvergenz des Gesamtverfahrens nicht negativ be-
einflussen.

(4) Die Auswertung der Abstiegsfunktion sollte nicht zu aufwendig sein.

Interessanterweise scheint keine Abstiegsfunktion bekannt zu sein, die alle vier genann-
ten Anforderungen gleichzeitig erfillt. An der Abstiegsfunktion unterscheiden sich auch
die verschiedenen Algorithmen; ein Punkt, der immer noch diskutiert wird, wie der erst
kiirzlich erschienene Beitrag von Boggs und Tolle [17] belegt. Wegen der ersten Bedin-
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gung sind alle bekannten Abstiegsfunktionen mit Penalty-Termen versehen, um zumin-
dest in der Néhe der Losung die Konvexitit der Abstiegsfunktion garantieren zu kénnen.
Deshalb ist die richtige Adaption der Penaltyfaktoren wihrend des Lésungsfortschrittes
ein zentraler Punkt der Algorithmen. Es ergeben sich interessante Beziehungen zu den
Penalty-Verfahren. Nachfolgend sind einige gebrauchliche Abstiegsfunktionen aufgeli-
stet.

L; - Penalty~Funktion

Die Funktion, auch exakte Penalty-Funktion genannt, erfiillt die Anforderungen (1) und
(4), jedoch kann sie die Konvergenz eines SQP-Verfahrens in der Nihe der Ldsung
drastisch verlangsamen, da sie die ideale Newton-Schrittweite nicht zuldBt. Dieser Ef-
fekt wird auch "Maratos-Effekt” genannt [85], [117]. Ein weiterer Nachteil in Verbin-
dung mit dem line search ist, daB diese Funktion nicht differenzierbar ist und deshalb
Interpolationsverfahren nicht in Frage kommen. Zur Abschétzung der Penaltyfaktoren
werden die Lagrangemultiplikatoren herangezogen. Urspriinglich schlug Han [64] die
Li~Penalty-Funktion als Abstiegsfunktion vor. Im Unterschied zu (2.63) fiihrt er fiir
jede Nebenbedingung einen Penalty-Faktor ein:

m(x, 1) = f(x) + mz 5| h® |+ }"f T (max o, gj(x))) (2.98)
j=1 ]

J=Mey

) { max ([g], 0,5 (r+ |gl); =1, ... mg
mit: Iy =

max (4, 0,5 (j+4); j = me+t, ..., M

Erweiterte Lagrange~Funktion

die erweiterte Lagrangefunktion ist die Grundlage einer Reihe von differenzierbaren Ab-
stiegsfunktionen, die sich im wesentlichen in der Abschétzung der Lagrangemultiplikato-
ren und im Penaltyterm unterscheiden. Im Gegensatz zur Anwendung in der Multiplika-
torenmethode, wo es darauf ankommt, den Primirteil der Lagrangefunktion bei
gegebenen Schitzungen der Lagrangemultiplikatoren konvex zu halten, sollen die Ab-
stiegsfunktionen auch unter Beriicksichtigung verdinderlicher Lagrangemultiplikatoren
konvex sein. Dabei werden die Lagrangemultiplikatoren als Funktionen der primdren
Variablen eingefiihrt. Da die Lagrangefunktion immer eine mehrdimensionale Sattelfla-
che darstellt, hangt die Wahl geeigneter (d.h. geniigend groBer) Penaltyfaktoren auch
von den Beziehungen zwischen Lagrangemultiplikatoren und primiren Variablen ab,
was die numerisch ohnehin schon sensible Aufgabe weiter erschweren kann. Die allge-
meine Form der erweiterten Lagrangefunktion in der Verwendung als Abstiegsfunktion
ist:
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m(x, 2), B(x), 1) = L, A(x), 2(x)) + P(r,x, A(x), X)) (2.99)

Der Vorschlag von Schittkowski

Schittkowski [117] verwendet als Penaltyterm die fiir Ungleichheitsbedingungen erwei-
terte quadratische Penaltyfunktion (2.89). Die Beziehung zwischen Lagrangemultiplika-
toren und priméiren Variablen macht er vom Iterationsverlauf abhéngig. Die Abstiegs-
funktion ist entlang eines linearen Schnittes durch die erweiterte Lagrangefunktion
definiert:

mEIO.H©.) = 10+ > (@ b + 1 h@d)
i=1 (2.100)

T 1 A
m '11' gj(i) + 3T gj(i)z; falls gj()‘(’) > __rj%

+. Z 1 22 .
j=Meyy VM?,—I‘; § ; sonst

mit: X = xx + a(xx+1-Xg)
= X-xx
A=+ allesr-d) = A+ (Aer-) ————
Xk+1~ Xk
— XX
B o=+ aluer-p) = px + (s 1- )
Xk+1~ Xk
o ... line search Parameter
X, Ak, Bk ... letzte Ndherung
Xgs1, M+l Mke1 ... neue Naherung der Losung, ermittelt aus

dem quadratischen Unterproblem.
;... Penaltyfaktoren (siche Absatz 2.8.6.4)

Die Funktion (2,100) ist stetig ableitbar und erfiillt fiir geeignete Penaltyfaktoren die
Bedingungen (2) bis (4). In [117] leitet Schittkowski aus der Konvergenzanalyse eine
Abschitzung flir die Wahl der Penaltyfaktoren ab. Der Einflul dieser Abschitzung auf
das line search Verfahren wird in Abschnitt 2.8.6.4 diskutiert. Bedingung (1) ist nur
in Sonderfélien erfiillbar, wenn die lineare Spur von (2.100) die Ldsung beinhaltet, ins-
besondere dann, wenn die Lagrangemultiplikatoren bereits den optimalen Wert einge-
nommen haben. Auf diese theoretische Schwiche weisen Boggs und Tolle [17] sowie
Shanno [126] hin. Demnach ist die Tauglichkeit dieses Vorgehens sehr stark vom Kon-
vergenzverhalten der Lagrangemultiplikatoren abhingig. Dies duBert sich in einem star-
ken Anwachsen der Penaltyfaktoren, unter Umsténden bis an die numerisch zuldssigen
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Grenzen und tritt in den Féllen auf, wenn die priméren Variablen die Ldsung bereits
erreicht haben, die dualen jedoch noch nicht. Nach {53] ist dies jedoch nicht die Regel.
Powell [101] berichtet von ernsten Schwierigkeiten des Verfahrens bei der Anwendung
auf Probleme mit linear abhingigen Gleichheitsbedingungen. Hier sind wegen der feh-
lenden Qualifikation der Nebenbedingungen die Lagrangemultiplikatoren nicht eindeu-
tig bestimmbar, und ihr Konvergenzverhalten unterliegt der Willkiir des gewdhlten Ver-
fahrens zur Lésung des quadratischen Unterproblems. Andererseits zeigt ein von ihm
angestellter numerischer Vergleich die Effektivitit der von Schittkowski vorgeschlage-
nen Abstiegsfunktion bei stark nichtlinearen Problemen, die nicht an den genannten
Schwéchen leiden. Dies kann aus der eigenen Erfahrung bestitigt werden.

Der Vorschlag von Boggs und Tolle
In [16] fithren Boggs und Tolle eine Abstiegsfunktion folgender Form ein:

mx, r) = L{x, @x)) + %r h)7T [ Vh(x) Vhx)T | h(x) (2.101)

B(x) = ~[ Vh(x) Vi(x)T ]! Vh(x) Vi(x) (2.102)

Die Funktion wird nur fiir Gleichheitsbedingungen formuliert, miiBte allerdings iiber
eine Strategic des aktiven Satzes auch fiir Ungleichheitsbedingungen erweitert werden
konnen. Der Penalty~Term ist von der Art (2.65) und die Lagrange-Multiplikatoren wer-
den néherungsweise als das Fehlerquadratminimum von || vf(x) + vh(x)T & || bestimmt.
Mit dieser Abschitzung fiir die Multiplikatoren entspricht L (x, 1 (x)) ndherungsweise
der konkaven dualen Funktion, diesmal jedoch in Abhéngigkeit der priméren Variablen.
Anschaulich gesprochen, nihert sich L (x, i (x)) im ”dualen Tal” der Ldsung, stetig
nach oben strebend. Der dualen Funktion wird der lokal konvexe Penalty~Term {iberla-
gert, so daf3 die Abstiegsfunktion fiir geniigend groBes r am Sattelpunkt der Lagrange~
Funktion ein Minimum hat und konvex ist. Sie ist kontinuierlich ableitbar und erfiillt
die Punkte (1) bis (3) des Anforderungskataloges. Jedoch ist die Auswertung der Funkti-
on und insbesondere der Ableitung mit einem sehr hohen Aufwand verbunden, da jedes-
mal die Gradienten bzw. zweiten Ableitungen der Zielfunktion und der Nebenbedingun-
gen zu bestimmen sind. Damit kommt diese Funktion fiir Aufgaben der
Strukturoptimierung nicht in Frage. In einem neueren Aufsatz tragen Boggs und Tolle
diesem Problem Rechnung und fiihren eine lineare Approximation fiir (2.101) ein [17],
die sich wie die Funktion Schittkowskis am aktuelien Iterationspunkt orientiert. Dieses
Vorgehen erweist sich in einem numerischen Test [126] anderen Verfahren fiir Probleme
mit Gleichheitsbedingungen {iberlegen.
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Der Vorschlag von Powell und Yuan

Eine Abstiegsfunktion, die sich von (2.100) in der Abschétzung der Lagrangemultiplika-
toren und von (2.101) im Penalty-Term unterscheidet, wird von Powell und Yuan vorge-
schlagen [102]:

m(x, 1) = L(x, X)) + %r hT(x) h(x) (2.103)

Diese Funktion, ebenfalls nur fiir Probleme mit Gleichheitsbedingungen vorgeschlagen,
hat dieselben Vorzlige und Einschrinkungen wie (2.101). Powell und Yuan versuchen
ebenfalls durch eine Linearisierung der Abstiegsfunktion am aktuellen Iterationspunkt
xy die numerische Effizienz zu erhéhen.

Die Abstiegsfunktion von Pshenichny
Arora und seine Mitarbeiter verwenden in ihren Algorithmen [141] die von Pshenichny
formulierte Abstiegsfunktion:

m(x, 1) = f(x) + r v(x) (2.104)

mit: r = % Il + i A . (2.105)
. j=1 j=mes

und: v(x) = max [ 0, thi®)|, ..., |hm &), gmm(x) s eees gm(x)] (2.106)

Eigene Erfahrungen mit dieser Funktion liegen nicht vor, aber es ist anzunchmen, daB3
sich diese Abstiegsfunktion’ im wesentlichen wie die L;-Penalty-Funktion verhalten
wird.

In Bild (2.20) sind die vier ersten Abstiegsfunktionen am Beispiel des 2-stdbigen Fach-
werks dargestellt. Es wurde ein Schnitt durch den Entwurfsraum mit der optimalen Stich-
hdhe x* = 2 gewshlt und somit das Problem auf eine Dimension verringert, um die
Ubersichtlichkeit der Darstellung zu erleichtern. Die verbleibende freie Variable ist die
Querschnittsfliche A. Fiir x* = 2 ergeben sich folgende Beziehungen:

Gewicht: f =

N

2 A
1

1l

|

Stabfliefen: h -1 (als Gleichheitsbedingung)

A

)
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1

L,~Penalty-Funktion: m = 4/§A+r(‘/§A_1) ;0<AsA*=%\/§
m =42 A ;A>%f2—,
r > 8 A? ;0<As%ﬁ
r = () ;A>—;—\/§
fmax = 4
Schittkowski: me =42 Ay + A (—1_—_1)4-1 r(_....l____ 1)
2 Ay 22 A
2_
ne > 3 A S Bkoh

1-V2 Ay

Tk = Ty () =

Boggs und Tolle: m =8 A(2-A) +—;-rA2 (1-/2 A2
-1
1 1
r > 1= AQA-—
[8 ( V2 )]
Fmax —» oo

1
2 A

Powell und Yuan: m =8 A(2-A)+ %r ( — 1y

r > 1642 A3

I'max -+ oo

Davon abgesehen, daf} sie nicht differenzierbar ist, stellt sich die L;-Penalty~Funktion
am problemlosesten dar. Die exakte Losung ist mit einem endlichen Penalty—Faktor er-
reichbar, auch ist der zur Konvexifizierung nétige Mindestbetrag sowoh! nach unten wie
nach oben beschrénkt.

Die aus der erweiterten Lagrangefunktion abgeleiteten Abstiegsfunktionen von Boggs/
Tolle und Powell/Yuan haben ebenfalls fiir einen endlichen Penalty-Faktor ein lokales
Minimum an der Optimalstelle. Jedoch weist die Funktion von Boggs/Tolle in nichster
Néhe der Ldsung ein weiteres Minimum auf, das selbst fiir r — oo nicht verschwinden
kann. Fiir dieses Beispiel erweist sich die Funktion als besonders unpraktisch, da sich
dieses Verhalten im unzuldssigen Bereich zeigt, wo ein wohlgefilliger Verlauf wiin-
schenswert ist.
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Bild 2.20c:  Powell/Yuan, Schittkowski Bild 2.20d: Boggs/Tolle
Penaltyfaktor r = 32,0 Penaltyfaktor r = 64,0
Bild 2.20 : Abstiegsfunktionen

In den Hohenlinienbildern von Bild 2.20 ist die Spur der dualen Funktion eingetragen,
entlang welcher die Abstiegsfunktionen von Powell/Yuan bzw. Boggs/Tolle definiert
sind. Man erkennt, wie eine VergroBerung des Penaltyfaktors die erweiterte Lagrange-
funktion entlang dieser Spur in der Umgebung der Losung konvexifiziert. Dies trifft
auch auf die lineare Spur des Verfahrens von Schittkowski zu, die in den Bildern 2.20a
bis 2.20c zusitzlich eingetragen ist. Gewihlt wurde eine beliebige, mdgliche Kombinati-
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on von priméren und dualen Variablen. Man kann sich leicht vorstellen, daB bei einer
relativ zur eingetragenen links herum gedrehten Spur (was einem schlechteren Konver-
genzverhalten des Lagrangemultiplikators entspréache) der Wert des Penaltyfaktors ver-
groBert werden muB. Dagegen kann sein Wert verringert werden, wenn die Spur rechts
herum gedreht wird. Dies kann durch eine Skalierung der Nebenbedingung beeinflu3t
werden (Abschnitt 2.8.6.4).

14.0 Abstiegsfunktion von Schittkowski

12.0] - ' \(G!eichheitsbedingung) »
100] } ; %

c \\ \ /

o

g 80) %

[= %

7 6.0]

o

E 4.0 W =_ 0.1

* 20, 0r=.10
0.0F rz.J0.0

O r=100.0

-2.0

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

Querschnittsfliche A

Bild 2.20e:  Abstiegsfunktion von Schittkowski (entlang der Spur)

14.0_ Abstiegsfunktion von Boggs und Tolle
120 (Gleichheitsbedingung) /° !

i
10.0]
8.0
8.0/
50}

2.0] \

0.0]>,

-2.0
-0.2 00 02 04 0868 0.8 1.0

Querschnittsflache A

Abstiegsfunktion

Bild 2.20f:  Abstiegsfunktion von Boggs/Tolle (entlang der Spur)

Bild 2.20:  Abstiegsfunktionen
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14.0_ Abstiegsfunktion von Powell und Yuan

120f \(Gleichheitsbedingung)

10.0_-._.:‘ E‘ \
8.0/ % %

5, %

+

6.0
4.0

Abstiegsfunktion

2.0
0.0

-2.0 . . . )
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

Querschnittsflache A

Bild 2.20g: Abstiegsfunktion von Powell/Yuan (entlang der Spur)

14.0, L; - Penaltyfunktion
12.&\ (Ungleichheitsbedingung)

10.0 \

Abstiegsfunktion

0.2 04 06 0.8 1.0 1.2

Querschnittsflache A

Bild 2.20h: L;—Penaltyfunktion (entlang der Spur)

Bild 2.20:  Abstiegsfunktionen
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2.8.6.3 Das Verfahren von Han und Powell; SQP und BFGS

Eine natlirliche Erweiterung im ProzeB der sequentiellen quadratischen Programmierung
stammt von Han [64] und Powell [100], die anstelle der expliziten Bestimmung der Hes-
se-Matrix, wie es urspriinglich vorgeschlagen worden war, die Korrekturformeln der
Quasi-Newton~Verfahren heranzogen. Hier kam der Algorithmus in der Version von
Schittkowski [117] zur Anwendung. Er lautet:

1. Wihle Startwerte fiir
die Variablen xo und die Lagrange-Multiplikatoren pg, Ao,
die Matrix Bo zur Approximation der Hessematrix der Lagrangefunktion,
setze den Iterationszdhler k = 0.

2.  Tterationszdher k := k+1
Lose das quadratische Unterproblem (Gl. 2.96), bestimme py, M1, M1t

.1
min = pg By pi + V f(x)" pi

mit; V h(xy) px + h(xg) = 0
Vog(xo px + gx) <0
Px = xXyu-Xk
Pk = Xk-XL
3. Konvergenzabfrage:
PIBpi < €
m, m
2 ek @)l + D |k g)| < €
j=1 j=me+1
| Vel A i) P < €
m, m
2 @)l + > max(©0, g(x) = Ve
j=1 j=me+1

4. Bestimme ncue Werte fiir die Penalty-Faktoren der Abstiegsfunktion.

5.  Fiihre einen line search (gewohnlich nach der Armijo/Goldstein-Regel) mit einer
der genannten Abstiegsfunktionen durch. Fiir die Funktion von Schittkowski ist
die Suchrichtung dabei (px, Mxe1 — Pk, Mes1 - M) . Bestimme Schrittweite o
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Bestimme: X+l = Xg + @ Pk
A1 = M+ a (Qkv1- Ao
A1 = px + @ (s 1~ 4K)
Werte die Funktion flir x¢,; aus und bestimme die Gradienten.

Korrigiere die Approximation der Hesse~-Matrix mit der BFGS-Formel (2.32):

Byt1 = By- Bdek d By + n}rg
dl By dy df
mit: d = a px
G =V L (k+1, 4+ 154+ = V L (8, ficr 1, A+ 1)
ry = 0 g + (1-0) By di
dabei ist:

1 falls df qx = 0,2 df By dy

e ={ 0,8 df By dy

—o ok Tk Tk falls df qc < 0,2 df By dx
df B di—df qi « g

Diese Modifikation der BFGS-Korrektur stammt von Powell und garantiert, dal
der Faktor dE r grofer als null ist. Somit wird erreicht, dal die Approximation
der Hesse-Matrix stets positiv definit ist. Verschiedentlich wird jedoch berichtet
[17], [126], [137], daB3 diese Modifikation die Konvergenz verlangsamt oder gar
destabilisiert. Alternativ wird deshalb vorgeschlagen, die Korrektur zu unterlassen
oder bei der Verbesserung einer LDLT-zerlegten Approximationsmatrix direkt die
Werte der Diagonalelemente zu kontrollieren. Ein Algorithmus zur Verbesserung
faktorisierter Matrizen wird von Gill et al. angegeben [52].

Gehe nach 2.).

Im Laufe der Iteration kann es vorkommen, dafl das in 2.) zu 16sende Unterproblem

inkonsistent ist, d.h. daf$} sich die linearisierten Nebenbedingungen gegenseitig ausschlie-
Ben, obwohl urspriinglich ein intaktes Problem formuliert wurde. In diesem Fall wird

eine zusdtzliche Relaxationsvariable 8 eingefiihrt, mit der das Unterproblem erneut ge-

16st wird. Das erweiterte quadratische Programm lautet dann:
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.1 T 1
min - PE B px + V x0T pic + 5 0

mit: V h(xy) px + (1-6) h(xx) =0
Vegkd p+ (1-0) g <0 ; j €
Vo o+ (1-9) glx) <0 ; j & K
0<sd=<t

¢ ... zusdtzlicher Penaltyfaktor

Dabei bestimmt J, den Satz der aktiven Nebenbedingungen. Ist ein Unterproblem mehr-
fach hintereinander inkonsistent, wird angenommen, daB auch die urspriingliche
Aufgabe unldsbar ist, und der Algorithmus bricht ab. In der Version von Schittkowski
[117] wird der aktive Satz folgendermaBen bestimmt:

Be={1.., m) U [jlme+1sj5m, g(x) = —¢ oder Ajk>0}

Nebenbedingungen werden auch dann als aktiv erkannt, wenn sie zuldssig, aber die zuge-
hérigen Lagrange-Multiplikatoren gréBer null sind. Dieser Fall tritt vor allem bei nicht
konvexen Nebenbedingungen regelmiBig auf.

Weiter werden bei Schittkowski nur die Gradienten der aktiven Nebenbedingungen be-
stimmt, was erheblichen Aufwand spart. Fiir die nicht aktiven Nebenbedingungen
werden die Gradienten des vorherigen Schrittes iibernommen. Im Unterproblem
(Schritt 2) werden alle Nebenbedingungen beriicksichtigt. So wird rechtzeitig registriert,
wenn eine bislang nicht aktive Nebenbedingung aktiv wird. Verschiedentlich kann es
allerdings vorkommen, daf3 auf diese Weise das Unterproblem zu stark restringiert wird,
weshalb von Arora und seinen Mitarbeitern [137], [141] dieses Vorgehen zugunsten
einer "potential constraint strategy” abgelehnt wird.

Zusammengefaft sind die Vorteile der Han-Powell-Methode:
- Sie ist global konvergent.

= Lokal ist die Konvergenz superlinear, wenn der ideale Newton-Schritt mit der ge-
wihlten Abstiegsfunktion harmoniert ("Maratos-Effekt”).

- Das Verfahren beriicksichtigt Informationen zweiter Ordnung.

- Es kénnen hochgradig nichtlineare Probleme mit Gleichheits— und Ungleichheitsbe-
dingungen geldst werden.
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Nachteile sind:

Das Verfahren ist speicher- und rechenintensiv. Dabei ist fiir die Verhiltnisse der
Strukturoptimierung nur der erste Punkt von Belang,' denn der Aufwand, der bei
der Gradientenbestimmung getrieben werden mul, ibertrifft den Aufwand des Ver-
fahrens bei weitem.

Die gewidhlte Abstiegsfunktion kann das Konvergenzverhalten stark beeintrichtigen.
Neben dem Maratos-Effekt konnen auch schlechte Werte fiir die Penalty-Faktoren
der Grund sein.

Das Verfahren ist sehr skalierungsempfindlich. Variablen, Zielfunktion und Neben-
bedingungen miissen aufeinander abgestimmt sein. Luenberger [85] erwartet, daf3
fiir dieses Verfahren eine Selbstskalierung noch wichtiger ist als fiir unbeschrinkte
Quasi-Newton-Verfahren. Insgesamt ist viel Erfahrung notwendig, um in den Ge-
nuf} aller Vorziige dieser Methode zu gelangen.

Die Methode ndhert die Losung meist vom unzuldssigen Bereich her an.

In Bild 2.21 sind typische Konvergenzverldufe des Verfahrens fir die Fille a) und b)

des
der

zweistdbigen Fachwerks (Abschnitt 2.2) dargestellt. Gestrichelt sind Hohenlinien
quadratischen Unterprobleme eingetragen. Es ist zu erkennen, wie ausgehend von

Diagonalmatrix (Kreis) sich die Approximation der Hessematrix im Laufe der Iteration

infolge der Einfliisse der aktiven Nebenbedingungen éndert. Der relativ unruhige Iterati-
onsverlauf in Bild 2.21b belegt, daB dazu "Testschritte” notwendig sind.

Querschnittsflache A

5.0 \\ 5.0
4.0'— - NS L a0 R’\"\‘
AN RSN
P NS \

3'0, \ \/ \V\\\ gs‘o : \u )\ \
% 2| R
oSS || 2, AN

‘ 7 o I
o :xs A | | 3 oIS :,\\\\gk
e ==
0.0l :1 N = E 0.0 t’\%\\‘n\“:
0.0 1.0 2.0 30 40 5.0 0.0 1.0 20 30 4.0 50
Stichhéhe x « Stichhéhe x

Bild 2.21a:  Fachwerkproblem, Fall a) Bild 2.21b: Fachwerkproblem, Fall b)
Bild 2.21:  [terationsverldufe des Han~Powell-Verfahrens nach Schittkowski
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2.8.6.4 Bedeutung von Skalierung und Line Search in der Sequentiellen
Quadratischen Programmierung

Die Anwendung von Quasi-Newton-Verfahren im Rahmen der SQP hat dieselben Kon-
sequenzen wie bei unbeschrénkten Problemen: die Konvergenzrate ist stark von den Ei-
genwertverhdltnissen der approximierten Hessematrix abhingig. Zusitzlich zu den in
Abschnitt 2.8.2.2 ausflihrlich geschilderten Einfliissen von Skalierungen der Zielfunkti-
on, der Variablen oder direkt der Hessematrix kommen hier diejenigen der Nebenbedin-
gungen und Lagrangemultiplikatoren hinzu. Anders als bei den unbeschrinkten Proble-
men konnte fiir beschrinkte Probleme im Schrifttum keine der Abschnitt 2.8.2.2
entsprechende Theorie zur automatischen Abschitzung und Beriicksichtigung dieser Ef-
fekte gefunden werden. Gill et al. geben in [53] einige Anhaltspunkte zur richtigen Mo-
dellierung und Skalierung. Aus der eigenen Erfahrung mit der Anwendung der Methode
in der Version von Schittkowski [117] kénnen folgende Empfehlungen ausgesprochen
werden.

Skalierung der Variablen

Besonders bei gemischten Form- und Querschnittsoptimierungen empfiehlt es sich, die
Variablen mit einem ihrer charakteristischen Dimension entsprechendem Wert zu skalie-
ren. Als eine einfache Regel, die sich in der Anwendung bewahrt hat, kénnen die Start-
werte der Variablen verwendet werden.

Skalierung der Zielfunktion

Bei wenig oder im Idealfall nicht beschrinkten Problemen konnen die im Abschnitt
2.8.2.2 beschriebenen Techniken zur Skalierung der Hessematrix bzw. zur Bestimmung
eines Wertes fiir die Skalierung der Zielfunktion verwendet werden. Dieser Wert sollte
allerdings in der Regel nur als eine grobe Abschétzung der Kriimmungsverhéltnisse ver-
standen werden, da die Hessematrix der Lagrangefunktion starken Metrikinderungen
wihrend der Iteration ausgesetzt ist (Bild 2.21). Fiir lineare Zielfunktionen kann kein
Faktor auf diese Weise gefunden werden. Grundsitzlich sollte das Iterationsverhalten
wihrend der ersten Schritte beobachtet werden: ist die Verbesserung gering bei gleich-
zeitig idealer Schrittweite eins, ist oft die angenommene Kriimmung zu groB und der
Skalierungsfaktor kann vergroBert werden. Werden dagegen schon am Anfang viele line
searches mit eventuell drastischen Verringerungen der Schrittlinge durchgefiihrt, kénnte
der Skalierungsfaktor zu groB sein und sollte deshalb reduziert werden. Tafel 2.8 ver-
deutlicht diese Regel. Sie gibt die Anzahl der Funktions- und Gradientenauswertungen
sowie der Iterationen in Abhangigkeit der Zielfunktionsskalierung bei der Optimierung
des in Bild 2.22 dargesteliten 13-stibigen Fachwerkes wieder.
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Bild 2.22: [3-stdbiges Fachwerk

Das Problem hat drei Form- und sieben Querschnittsvariablen. Die Zielfunktion ist Ge-
wicht, und es sind sieben Spannungsnebenbedingungen formuliert. Obwohl dieses Bei-
spiel beschrinkt ist, erweisen sich hier die automatische Skalierung der Hessematrix
sowie die Technik zur Bestimmung eines Skalierungsfaktors fiir die Zielfunktion als er-
folgreich, wie dies Tafel 2.9 entnommen werden kann.

SCL NFUNC | NSEN ITER

10,000 16 i 90 12 SCL ... Zielfunktionsskalierung
NFUN ... Anzahl der Funktions-
1,000 15 i 83 11 auswertungen
0,100 15 83 ] 11 NSEN ... Anzah! der Gradienten-
0.010 15 70 9 bestimrmungen (jede aktive

Nebebed. einzeln gezahit)
0,001 | 23 147 22 {TER ... Anzahl der lterationsschritte

Tafel 2.8: 13-stibiges Fachwerk; Auswirkung der Zielfunktionsskalierung

V| Z|H SCL NFUNC NSEN ITER

] 1,0 30 210 29

[ X 683,1 12 77 10

X 1,0 14 91 11

- x | x| 683,1 13 77 10

X 1,0 15 83 11

x{xt | 0013 | 11 70 9

FX ot X | 1,0 12 76 10

x [ x| x 0,0136 11 : 70 - 9
V ... Skalierung der Variablen Z ... der Zielfunktion H ... der Hessematrix

Tafel 2.9: 13-stdbiges Fachwerk; Auswirkung verschiedener Skalierungen
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Skalierung der Nebenbedingungen
Wie direkt aus den Kuhn-Tucker-Bedingungen folgt, wirkt sich eine Skalierung der Ne-
benbedingungen auf die Lagrangemultiplikatoren aus:

R 2 1
8 = Syg - b=k (2.107)
gi
Sg ... Skalierungsfaktor der j-ten Nebenbedingung

Dies hat keine Auswirkungen auf den priméren Teil der Lsung eines quadratischen
Unterproblems und somit auf den Iterationsverlauf, von numerischen Einfliissen abgese-
hen. Andererseits wirkt sich die Skalierung der Nebenbedingungen auch auf die Penalty-
faktoren der Abstiegsfunktion aus. Dabei dndert sich am von Schittkowski bevorzugten
quadratischen Penaltyterm nichts, wenn der Skalierungsfaktor quadratisch reziprok bei
den Penaltyfaktoren berlicksichtigt wird. Wegen:

1 17

2
P = 318l = 3 (sug) (2.108)

i)

Darauf nimmt auch die von Schittkowski vorgeschlagene Adaptionsvorschrift fiir die
Penaltyfaktoren Riicksicht. Sie lautet:
2
2m(lq‘k+ 1- ljk)

Tk+1 = max{ojrk, ——g=——|; j = 1,...,m (2.109)
e e PiBipk !

mit oy = min(l k )
jk - ) :/’r'"——"
k

Im Regelfall, wenn der zweite Term im Klammerausdruck von (2.109) greift, wird wegen
(2.107) die Skalierung der Nebenbedingungen konsistent an die Penaltyfaktoren weiter-
gegeben, Dann bleiben auch die Abstiegsfunktion und somit der Iterationsverlauf unver-
andert. Trifft allerdings der erste Term zu oder werden die Penaltyfaktoren aus numeri-
schen Griinden auf die im Algorithmus vorgesehenen unteren bzw. oberen zuldssigen
Schranken gesetzt, wird die Abstiegsfunktion meist nachteilig beeinfluft. Entweder ge-
lingt es nicht mehr, die erweiterte Lagrangefunktion zu konvexifizieren, weil die Penalty-
faktoren nicht grof} genug sind, oder es tritt der nachfolgend beschriebene Effekt im
Zusammenhang mit dem line search auf, wenn die Penaltyfaktoren nicht klein genug
werden kénnen.
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Der Line Search

Wenn sich die Penaltyfaktoren nicht frei einstellen kdnnen, ergeben sich in der Regel
sehr unausgeglichene Abstiegsfunktionen. Dies kann auch bei einer unzutreffenden Ska-
fierung der Zielfunktion eintreten. Ein solcher Fall ist in Bild 2.23 skizziert.

AN / geschatztes
N Linienminimum
Abstiegs—

funktion

Bild 2.23: mangelhafte Approximation einer unausgeglichenen Abstiegsfunktion

Nahert sich der line search-Algorithmus vom flachen Teil der Kurve (im Bild von rechts)
und wird, wie von Schittkowski vorgeschlagen, die Armijo-Regel in Verbindung mit ei-
ner "unsymmetrischen”, quadratischen Interpolation (Fall a) in Abschnitt 2.8.1.1) ver-
wendet, wird die Schrittweite zum Linienminimum wesentlich zu kurz geschdtzt. Die
Konvergenzgeschwindigkeit nimmt drastisch ab. Abhilfe kann hier neben einer geénder-
ten Skalierung (Zielfunktion bzw. Nebenbedingungen) eine kubische Interpolation schaf-
fen, die auch die Gradienten am steilen Ende der Kurve beriicksichtigt. Allerdings gilt
es hier bei der praktischen Anwendung, die Vorteile des verbesserten line searches ge-
geniiber dem steigenden Rechenaufwand abzuschétzen. Bild 2.24 zeigt die unter-
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Bild 2.24a: quadr. Interpolation Bild 2.24b: kubische Interpolation

Bild 2.24:  Auswirkung verschiedener line search Interpolationen
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schiedlichen Iterationsverldufe infolge einer zu starken Skalierung der Nebenbedingun-
gen fiir eine quadratische und eine kubische Interpolation. In Bild 2.24a fillt der erste
Iterationsschritt wegen der unvollkommenen quadratischen Interpolation zu kurz aus
mit auch weiterhin dramatischen Auswirkungen. Dagegen ist die kubische Interpolation
wesentlich flexibler und fiihrt zu dem in Bild 2.24b gezeigten gleichmaBigen und schnel-
len Iterationsverlauf.

2.8.6.5  Sequentiell-Lineare Programmierung als ein Verfahren der
Lagrange-Methoden

Anstelle der rekursiven Losung von quadratischen Unterproblemen, kénnen die notwen-

digen Kuhn-Tucker-Bedingungen auch durch eine Reihe von linearen Programmen ite-

rativ geldst werden. Dabei 148t sich das lineare Teilproblem aus einem besonderen Fall

der quadratischen Unterprobleme des Newton-Zyklus herleiten. Setzt man in Gleichung

(2.97) anstelle der Hesse-Matrix die Einheitsmatrix, so erhilt man folgende Aufgabe:

: 1
min L pf py+ V £(x) pi

mit: © V h(xy) px + h(xy) = 0 (2.110)

I

A

Vog(x) px + glx) = 0

Dieses Problem ist dquivalent mit dem folgenden, wenn fiir € der richtige Wert gewéhlt
wird:

min \Y f(xk) Pk

mit: V h(xy) px + h(x,) = 0
( (2.111)

Vog(xe) pr + g(x) < 6

und: % PLipe < ¢

Das quadratische Problem wurde durch ein vorwiegend lineares Problem ersetzt, wobei
sich die Verbesserung py nur innerhalb einer Hyperkugel mit Radius € einstellen
darf. Ersetzt man diese Hyperkugel durch einen Hyperkubus, z.B.:

V2Zespusy2€¢ ; i=1..,n (2.112)

so ist das Unterproblem vollstindig linearisiert und kann mit dem Simplexverfahren
von Dantzig (siehe z.B. in {85]) geldst werden. Damit ergibt sich xy,;, an dem eine
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,erneute Linearisierung vorgenommen wird. Auf diese Weise werden die Kuhn-Tucker-
Bedingungen des urspriinglichen, nichtlinearen Problems sequentiell linear gelGst.

Es wurden schon sehr frith nichtlineare Probleme auf diese Weise angegangen, siehe
z.B. bei Kneppe [78], der Arbeiten von Cheney und Goldstein sowie Griffith und Stewart
zitiert. Allerdings ist das oben skizzierte Vorgehen nicht mit dem Schnittebenenverfah-
ren von Kelley (siehe z.B. in [81]) zu verwechseln, das auch auf einer Linearisierungs-
strategie beruht. Kelleys Verfahren schrankt den Fortschritt py nicht durch eine Schritt-
weitenbegrenzung wie in Gl (2.112) ein, sondern beldBt die linearisierten
Nebenbedingungen des vorherigen Schrittes als zusétzliche Bedingungen in den nachfol-
genden linearen Unterproblemen. So wird um den zuléssigen Bereich eine dichte Schar
von linearen Nebenbedingungen gelegt, die dem nichtlinearen Verlauf der Begrenzung
folgen. Damit kénnen ausschlie3lich konvexe Probleme geldst werden, zu dem Preis,
daf die GroBe der Unterprobleme mit jedem Iterationsschritt anwéchst.

In der Strukturoptimierung wird das Verfahren der sequentiellen linearen Programmie-
rung gerne und hiufig angewendet, siehe beispielsweise Reinschmidt [115], Zienkiewicz
und Campbell {157], Baier [3] oder Kneppe [78]. Ein glihender Verfechter der SLP
ist Pauli Petersen, der keine Gelegenheit auslaBt, die Vorteile dieses Verfahrens zu pro-
pagieren [97]. Zweifellos hat das Verfahren einige wichtige Vorziige: Es ist leicht an-
wendbar, unempfindlich gegeniiber Skalierungen, das Simplexverfahren ist iiberall ver-
fiigbar. Dagegen verweist Arora [1] auf den wunden Punkt der SLP, die Adaption der
Schrittweitenbegrenzung, und empfiehlt es aus diesem Grunde nicht. Tatséchlich ist es
so, dal} die Wahl der Schrittweitenbegrenzung nur dann ein Problem darstellt, wenn
die Ldsung des nichtlinearen Problems nicht in einer Ecke des zuldssigen Bereiches liegt
(siehe Bild 2.25). Dann oszilliert das Verfahren aufgrund der fehlenden Kriimmungsin-
formation und des fehlenden line searches um die richtige Losung.

Konvergenz kann dann nur durch die Kontraktion des Hyperkubus erzielt werden. Die
Regeln fiir die Adaption der Schrittweitenbegrenzungen sind allesamt heuristisch, so
daf} sich das Verfahren einer genaueren theoretischen Beurteilung der Konvergenzrate
entzieht. Liegt jedoch die Losung an einer Ecke des zuldssigen Bereiches, kann es diesel-
be Konvergenzgeschwindigkeit wie Newton-Verfahren erreichen. Aus den genannten
Griinden empfiehlt sich der Einsatz eines SLP-Verfahrens nur fiir Probleme mit vielen
Nebenbedingungen wie zum Beispiel Probleme der Querschnittsoptimierung.
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Bild 2.25: Oszillieren des SLP-Verfahrens in der Nihe der Lésung
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Bild 2.26a: Fachwerkproblem, Fall a) Bild 2.26b: Fachwerkproblem, Fall b)
Bild 2.26: Iterationsveriufe mit dem Verfahren der sequentiellen linearen Programmierung

Im folgenden wird ein SLP-Algorithmus beschrieben, der in dieser Arbeit Verwendung
fand [80]. Die Entwicklung des beschriebenen Verfahrens lehnte sich an die Arbeiten
von Baier [3] und Kneppe [78] an. Im Gegensatz zu Kneppe wird in Schritt (7) der line
search nicht an der Zielfunktion vorgenommen, sondern die L;-Penalty-Funktion ver-
wendet. In Bild 2.26 sind mit diesem SLP-Algorithmus ermittelte Iterationsverliufe fiir
die Félle a) und b) des zweistibigen Fachwerkes angegeben. Im Fall a) mit nur eiter
am Optimum aktiven Nebenbedingung ist die Kontraktion des Hyperkubus fiir die Ga-
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rantie der Konvergenz unerldBlich. Fall b) mit zwei aktiven Nebenbedingungen ist fiir
die SLP ideal geeignet.

Der Algorithmus lautet:

1.  Setze die Startwerte; k = 0
wahle B, p, ©, 6.
Variablen xq; Adaptionsfaktor yy = 1

Zielfunktion f(xo), v f(x0)
Nebenbedingungen h(xg), v h(xq), g(x0), V g(x0)
Schrittweitenbegrenzungen  pp, = - 8 (xy - xr)

pu= 0 (xu-xp)
2. Konvergenzabfrage (wie bei der Han-Powell-Methode).

3. Stelle das Simplextableau auf. Fiir k > 0 adaptiere die Begrenzung der Schrittweite

nach:
: Yk-1 1
a) Baier = el == Sy - X
) Bai W= T } pL = - 5 % (xu-x1)
Yk-1 1
b) K /.= - = Lo xi-x
) Kneppe =Ty, PUS g K Gumx)

4.  Lose das lineare Programm:

min v f(xk)T Pk

1l

0
0

mit: ¥ hx) px + h(xy)

A

V g(x) px + g(xo)

PL = Pk = PU
5. Im Falle inkonsistenter Nebenbedingungen, vergréfiere den Hyperkubus der
Schrittweitenbegrenzungen und 16se erneut. Ist das Problem immer noch inkonsi-
stent, relaxiere die Nebenbedingungen.

min Vix) px+ 00
mit: ¥ h(x)T px + (1-6) hixw)

V gx0T px + (1-9) gxo)
0<d=1

0
0

i

A

PL = Px = PU
Ist das Problem wiederholt inkonsistent, breche den Algorithmus ab.
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6. Bestimme die neuen Variablenwerte:
Xpe+1 = Xk T Pk

7. Untersuche die Variablen auf Oszillieren:

(tic+1- %) - (Kik— Xie-1) < 0 ?
Ozilliert eine Variable, dann:

setze PL=OipL ; pui=0Oipy ; 0<O=s1

und a) setze  xp1=xx+P8pxk ; 0<pB<1

oder  b) fiihre einen line search an der L;~Penalty-Funktion durch,
setze Xpe1 = Xg + O Px

Verwendet wird dabei ein Armijo-line search mit einem Steigungsfak-
tor von 0,2 fiir die Sekante und wahlweise quadratischer oder kubi-
scher Interpolation.

8. Bestimme neue Funktionswerte und Ableitungen, setze k = k + 1
und gehe nach 2.).
|

Bemerkungen zu 3.) - Schrittweitenadaption: Die Schrittweitenbegrenzung (auch
"move limits”) definiert den Hyperkubus, der dafiir sorgt, daB die linearen Unterproble-

me beschrinkt sind. Bei Problemen, deren Ldsung nicht in der Ecke des zuldssigen Be-
reichs liegt, kann das Verfahren nur konvergieren, wenn sich der Hyperkubus im Verlauf
der Iteration einschniirt. Urspriinglich schlug Baier [3] vor, die Schrittweitenbegrenzung
einer Variablen dann mit dem angegebenen Faktor vy, zu skalieren, wenn die betreffende
Variable oszilliert. Er empfahl, mit ys = 0,6 = 0,8 zu beginnen. Kneppe [78] modifizierte
diese Regel und verringert in jeder Iteration den Hyperkubus mit v,. Br beginnt dabei
mit yp = 1.

Bemerkungen zu Schritt 7) - Oszillieren: Zusétzlich wird die entsprechende Seitenlinge

des Hyperkubus verringert, wenn eine Variable oszilliert. Auf diese Weise richtet sich
der Hyperkubus aus, was der Anpassung der Hesse-Matrix bei den SQP-Verfahren ent-
spricht. Dariiber hinaus schldgt Kneppe vor, im Falle oszillierender Variablen einen line
search durchzufiitiren, um so den Konvergenzverlauf zu stabilisieren. Als Abstiegsfunk-
tion wihlt er die Zielfunktion. Hier wurde dieses Vorgehen modifiziert und die L;~Penal-
ty-Funktion eingesetzt. Dabei wird mit der Armijo-Regel ein einziger Suchschritt mit
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einem relativ groBen Sekantensteigungsfaktor (0,1 + 0,3) und wahlweise quadratischer
oder kubischer Interpolation durchgefihrt.

Bemerkungen zu 5.) ~ inkonsistente Nebenbedingungen: Wenn der Entwicklungspunkt

unzuléssig ist und die Schrittweitenbegrenzungen zu klein gewéhlt wurden, kann es des-
halb vorkommen, daB das linearisierte Problem inkonsistent ist. In diesem Falle miissen
die Grenzwerte des Hyperkubus vergrofert werden. Dagegen kann ein inkonsistentes
Unterproblem auch durch mangethafte Linearisierungen entstehen, obwohl das eigentli-
che Problem intakt ist. Dann hat eine VergroBerung des Hyperkubus keinen Erfolg. In
diesem Falle miissen die Nebenbedingungen relaxiert werden,
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3 APPROXIMATIONSTECHNIKEN

3.1 Uberblick

Nach einer stiirmischen Entwicklung der Strukturoptimierung mit Mitteln der mathema-
tischen Programmierung in den 60iger Jahren [122] muBte mit Erniichterung festgestellt
werden, daf} die damals zur Verfiigung stehenden Verfahren, Algorithmen und Compu-
ter nicht in der Lage waren, realistitsnahe Probleme mit vielen Variablen und Nebenbe-
dingungen zu bearbeiten. In der Folge gewannen die Verfahren der Optimalititskriterien
verstirkt an Bedeutung [10], [51], [146], [147]. Thr wesentlichstes Charakteristikum vom
Standpunkt der Losungsgeschwindigkeit ist, daB die Zahl der Iterationen nicht von der
Anzahl der Variablen, sondern von Tragwerksverhalten sowie Art und Anzahl der
Nebenbedingungen abhéngig ist [10]. Damit konnten vor allem fiir Fille mit nur einer
Nebenbedingung Probleme mit hunderten bis tausenden von Variablen, wie sie in der
Luft- und Raumfahrtindustrie auftreten kdnnen, effektiv in wenigen Iterationsschritten
(oft weniger als 10) geldst werden. Allerdings zu dem Preis, daB oft das mathematisch
richtige Optimum (Erfiillung der Kuhn-Tucker-Bedingungen) nicht erreicht werden
kann und mehrere Nebenbedingungen nur mit Mithe gleichzeitig erfa3t werden kénnen.

Die Effektivitdt dieser Verfahren stellte eine groBe Herausforderung fiir die Vertreter
der mathematischen Programmierung dar. Es wurden deshalb Techniken entwickelt, die
auf verschiedene Weise das Ziel verfolgen, die Effizienz der Methoden zu steigern. Die
Grundidee ist, das komplexe Originalproblem durch ein moglichst exakt approximiertes,
jedoch leichter und effizienter zu l6sendes Unterproblem zu ersetzen.

Dabei haben sich folgende Approximationstechniken bewihrt:

©  Auswahl der problemspezifischen Variablen
(Verringerung der Variablenzahl)
®  das Konzept der reduzierten Basis
(Verringerung der Variablenzahl)
®  das Streichen nichtkritischer Nebenbedingungen
(Verringerung der Problemkomplexitit)
@  Ersetzen der Zielfunktion und Nebenbedingungen durch explizite
Approximationsfunktionen

(Verringerung der Problemkomplexitdt, schnellere Funktionsauswertung)

®  gendherte Bestimmung der zweiten Ableitungen
(verbesserte Problembeschreibung, Einsatz héherwertigerer Ldsungsverfahren)

Die Entwicklung dieser Techniken und deren Finsatz geht zuriick bis in die spéten 60iger
und frithen 70iger Jahre. Bei Reinschmidt et al. [115] kann bereits eine Approximation
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der Nebenbedingungen gefunden werden. Einen Uberblick iiber die damaligén Techni-
ken geben Schmit und Farshi [119] 1974. Neuere Arbeitén von Prasad [107], Lust und
Schmit [86], Haftka [60], [63] sowie Fleury [45] geben den aktuellen Entwicklungsstand
wieder. Die neuesten Tendenzen weisen in Richtung einer zunehmenden Beriicksichti-
gung der zweiten Ableitungen.

Es ist eine Frage des persénlichen Standpunktes, ob die beiden ersten Punkte der vor-
anstehenden Liste den Approximationstechniken zugeschlagen werden oder ob sie im
Lichte der Problemformulierung gesehen werden. Werden zur Auswahl der spezifischen
Variablen die Ergebnisse einer Sensitivititsanalyse herangezogen bzw. die Basisvektoren
aufgrund deterministischer Regeln gefunden, handelt es sich zweifellos um Approxima-
tionen. Besonders bei der Formoptimierung ist die Problemformulierung jedoch aus vie-
lerlei Griinden derart stark restringiert, wobei geometrische und technische Beschrén-
kungen, nicht ndher bestimmbare Formvorstellungen sowie die Grenzen der
Anwendbarkeit der Strukturanalyseverfahren eine Rolle spielen, so daB sie nur mit viel
Erfahrung vorgenommen werden kann. Hier zeigt sich eine besondete Spielart der redu-
zierten Basentechnik als besonders hilfreich, wobei die Basisvektoren bei der Problem-
modellierung als Problemparameter festgelegt werden und im weiteren unveréndert blei-
ben. In diesem Falle sind diese Techniken Bestandteil der im weitesten Sinne
willkiirlichen und subjektiven Problemformulierung. In diesem Sinne wird in Kapitel 5
*Variablenverkniipfungen” néher darauf eingegangen.

Mit dem Streichen nichtkritischer Nebenbedingungen soll die Problemgréfle verringert
werden. Hierbei handelt es sich um eine Vorauswah! des Satzes der aktiven und mogli-
cherweise aktiv werdenden Nebenbedingungen, der in den nachfolgenden Iterationen
jedoch nicht mehr iiberpriift und gegebenenfalls korrigiert wird. Deshalb werden zur
Sicherheit zusitzliche Schrittweitenbegrenzungen eingefiihrt, die ein Ausbrechen des
Losungsfortschrittes verhindern sollen, falls eine wichtige Nebenbedingung nicht erfal3t
worden ist. Zur Auswahl der Nebenbedingungen miissen sie verglichen und beurteilt
werden. Dazu werden sie mit einer charakteristischen Grofie skaliert. Bei Spannungsne-
benbedingungen kénnen dies die zuldssigen Spannungen sein. Damit gewinnen die Ne-
benbedingungen folgende Form:

g =Rj-1s0; ji=1 ., m G
mit: R; ... "response ratio”
o
zB. Rj=—1
Ozul
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Gestrichen werden Nebenbedingungen dann, wenn gilt:

R} < 0,33 Ryax ; nach [119] (3.2)

Rj < min [ max { Rpa, 0.3}, 0.7} ; nach [86] (3.3)
oder: g <min {2 gua, 0, gmax—0.2}  ; nach [60] G4
mit: Riax = max { Ry ,..., Ry} ;  gnax = max (g, 8m)

Die Regeln sind heuristischer Natur und sind aus der Erfahrung ihrer Verfasser gewon-
nen.

Auf die Approximation von Zielfunktion und Nebenbedingungen durch explizit auswert-
bare Funktionen wird im néichsten Abschnitt ausfiihrlich eingegangen. Auch hier ergibt
sich die zwingende Notwendigkeit zusétzlicher Schrittweitenbegrenzungen. Denn im Re-
gelfall gelten die getroffenen Approximationen nur in der Nihe des Entwicklungspunk-
tes. Allerdings muf} die Adaption der Schrittweitenbegrenzungen sehr sorgfiltig vorge-
nommen werden, da sie iiber Konvergenzgeschwindigkeit und ~sicherheit entscheidet,
wie dies auch beim Verfahren der sequentiellen linearen Programmierung der Fall ist
(Abschnitt 2.8.6.4).

Ein Verfahren der Strukturoptimierung, das sich der Approximationstechniken bedient,
besteht im wesentlichen aus zwei ineinander geschachtelten Iterationsschleifen. In der
duferen werden die Approximationen vorgenommen und die Schrittweitenbegrenzungen
festgelegt. In der inneren 15st £in Verfahren der mathematischen Programmierung das
approximierte Problem (siehe Bild 3.1). Dieses Vorgehen ist insbesondere dann der di-
rekten Anwendung der mathematischen Programmierung tiberlegen, wenn Line Sear-
ches notwendig werden, die bei der direkten Anwendung zu wiederholten, aufwendigen
Strukturberechnungen fishren, bei der Verwendung der Approximationstechniken jedoch
nur die Auswertung eines explizit formulierten Optimierungsproblems bedeuten. Auf
dieser Grundlage sind viele bekannte Programme konzipiert. Eines der &ltesten ist AC-
CESS [120], [43] das auch in seinem Namen auf diesen Umstand hinweist: Approximati-
on Concepts Code for Efficient Structural Synthesis. In Verbindung mit dualen Ldsungs-
methoden zeigen Approximationstechniken Eigenschaften wie die Optimalititskriterien—
methoden, ohne jedoch deren Nachteile zu besitzen. Dazu mehr in Abschnitt 3.2.3.

Die Erfassung der zweiten Ableitungen ist noch Gegenstand der Forschung, obwohl auch
hier schon Erfahrungen seit lingerem vorliegen [89]. In dieser Arbeit wurde dies bei
der Definition expliziter Approximationsfunktionen weiter verfolgt. Dariiber hinaus wird
auf die oben angefiihrte Literatur verwiesen.
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i Approximation:

. Approximationsschlei

Startwerte |1

¢ Funktions~ und Gradientenbestimmung
¢ Bestimmung der Schrittweitenbegrenzung
» Bestimmung der kritischen Nebenbedingungen

Bild 3.1: Ablauf einer Strukturoptimierung mit Approximations—Techniken

« Approximation der Funktionen

Funktions- und
Gradientenbe
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3.2 Explizite Approximation von Zielfunktion und Nebenbedingungen

3.2.1 Physikalische Begriindung, konvexe Linearisierung

Fiir eine Reihe von Spezialfallen lassen sich einfache Approximationsformeln fiir Ziel-
funktion und Nebenbedingungen herleiten. Offensichtlicht gelingt dies fiir den einfach-
sten Fall, der Querschnittsoptimierung statisch bestimmter Fachwerke, die eine bedeu-
tende Rolle in der Entwicklungsgeschichte der Strukturoptimierung spielt. Die
Zielfunktion "Gewicht” ist linear beziiglich der unbekannten Querschnittsflichen:

n

) =y > (%) 3:5)
i=1

y ... spezifisches Gewicht

i ... Stablinge

% ... unbekannte Querschnittsfliche

n ... Anzah! der Stdbe und Unbekannten

Fiir die Spannungsnebenbedingungen gilt:
F,
—-f, < 0 (Zup)
1
gilx) = » (3.6)
-—;'— s = 0 (Druck)

1

F; ... Stabkraft in Stab i
Bs ... FlieBspannung

Die Spannungsnebenbedingungen sind linear beziiglich der reziproken Variablen
¥i = 1/%; und entkoppelt, da die Stabkrifte unabhiingig von der Dimensionierung sind.
Die Einfiihrung der reziproken Variablen ist eine alte Technik und kann u.a. bei Rein-
schmidt [115] gefunden werden. Chern und Prager [28] weisen auf die Konvexifizierung
des Problems hin, die mit der Einfithrung von y; anstelle von x; erreicht wird. Neben
der Genauigkeit der Approximation ist dies eine weitere gewiinschte Eigenschaft des
Ersatzproblems, die eine unproblematische und eindeutige Losung mit den Mitteln der
mathematischen Programmierung garantieren soll. Mit den ersten beiden Gliedern einer
Taylor-Reihe lassen sich folgende Approximationen angeben:

Gewicht (Entwicklung um xg):

fo0 = f0) + > (220 () (7
i=1 1
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Spannungsnebenbedingung (Entwicklung um yo):

&) = gvo) + Z (S g’(y°) (i - yi0)) (3.8)
oder: .

g](x) - g;(Xo) + Z (agj( 0) dxl(xl)) (Xl X]Q)) (3.9)

mit: Yi=;1l‘ ; %;%=—Xi2

Die angegebenen Approximationsvorschriften (3.7) bis (3.9) sind exakt, auch weit ent-
fernt vom Entwicklungspunkt xo bzw. yo. Zu ihrer Erstellung sind nur die Funktionswerte
und ersten Ableitungen am Entwickiungspunkt notwendig. Die Auswertung der hier ex-
plizit vorliegenden Approximationsfunktionen ist wesentlich effektiver als die der Origi-
nalfunktionen, da diese iber den Umweg einer vollstdndigen Strukturanalyse nur impli-
zit bestimmt werden konnen, die bei komplizierten Tragwerken nur mit der Methode
der finiten Elemente durchgefithrt werden kann.

Die Taylor-Entwicklung in den Original- bzw. inversen Variablen zur Bestimmung von
Approximationsfunktionen wird nicht nur bei der Querschnittsoptimierung statisch be-
stimmter Fachwerke angewendet. LaBt sich die Auswertung auf statisch unbestimmte
Fachwerke noch damit begriinden, daB3 die optimale Lisung bei nur einem Lastfall in
der Regel statisch bestimmt ist, ist die Anwendung flir Formoptimierungen - nicht nur
von Fachwerken - physikalisch nicht mehr begrindbar. Gleichwohl zeigt die Erfahrung,
daf} auch in diesen Fillen die vorgeschlagenen Approximationstechniken erfolgreich ein-
gesetzt werden kdnnen [22].'Dafﬁr wird eine weitere Formalisierung durchgefihrt, die
von Fleury “konvexe Linearisierung” [44], von Starnes und Haftka [131] "hybride Ap-
proximation” genannt wird. Die Motivation ist hierbei, ein konvexes Ersatzproblem zu
bestimmen, das mdglichst noch konvexer als das Originalproblem ist. Dies wird auch
“konservative Approximation” [131] genannt. Dabei entscheidet das Vorzeichen der
partiellen Ableitungen, ob beziiglich x; oder y; linearisiert wird (Bild 3.2). Bs gilt
fir die Zielfunktion (entsprechend fiir die Nebenbedingungen g;):

n
f(x) = f(xo) + }: B, af;"") (3.10)
l
. of
( (xi — Xig) fiir -—-5()3:-:2 =0
mit: B = <
1 gLl ly e M)
X Xjp )
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Bild 3.2: hybride Approximation

Weitere Approximationsvorschriften werden von Prasad [106] angegeben, worunter die
von ihm ”generalized inverse~power approximation”, kurz GPA, genannte Approximati-
on besondere Beachtung verdient. Dort wird die Hilfsvariable yi folgendermafien defi-

niert.
1 1~b ae
— X ; fir b= 1
yi = { b-1 (3.11)
- In(x) ; fir b=1

Damit ergibt sich fir die approximierten Funktionen:

o [t o ot Dy g
- b-1 9% (3.12)
f(x) = f(xq) + > %\ atx)

i=1 xqo In () 22200 ; fir b=1

0 (XiO) 9%

Fiir b = 0 erhilt man die iibliche Linearisierung in den urspriinglichen Variablen x und
fir b = 2 diejenige in den reziproken Variablen, entsprechend den Gleichungen (3.8)
und (3.9). Mit dem gewihlten Ansatz (3.11) kénnen auch Biegespannungen als Funktion
der Balkenhthe exakt approximiert werden. Bei konstanter Balkenbreite ist dann b = 3
zu setzen.

Wie bereits erwihnt, fithren die genannten Approximationstechniken nur in bestimmten
Féllen zu exakten Beschreibungen. Meistens treffen die Voraussetzungen nicht zu, wie
bei statisch unbestimmten Tragwerken, kombinierten Biege- und Normalkraftbeanspru-
chungen oder Problemen der Formoptimierung. Fiir diese Palle schlédgt Prasad vor, die
Wahl des Exponenten b in (3.11) so zu wihlen, daB ein ausgewogenes Gleichgewicht
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zwischen Genauigkeit und Konservativitit der Approximation: erzielt wird. Fiir einige
Spezialfille gibt er untere und obere Grenzen fiir b an. Fleury [45] beschreibt einen
Algorithmus, der sich an den Kriimmungen von Zielfunktion und Nebenbedingungen
orientiert und die Wahl des Exponenten wahrend der Tteration automatisch justiert. Da-
mit ist die Anwendbarkeit der geschilderten Approximationstechnik wesentlich erwei-
tert. Im Rahmen dieser Arbeit wurden speziell fiir die Methode der beweglichen Asym-
ptoten dhnliche Uberlegungen durchgefiihrt, die zu einer Erweiterung des Verfahrens
fiihrten (siche dazu Abschnitt 3.2.4.5). Schmit und Fleury beschreiben in [121] eine
interessante Erweiterung des Verfahrens fiir Probleme mit kontinuierlichen sowie dis-
kontinuierlichen Variablen.

3.2.2  Separierbarkeit und Dualitét

Eine Anforderung an die zuvor geschilderten Approximationstechniken ist, daf3 das ex-
plizite Ersatzproblem konvex sein soll. Andererseits basieren die Approximationen auf
Linearisierungen beziiglich der verallgemeinerten Variablen y. Damit ist das Ersatzpro-
blem entkoppelt und erfiillt die Bedingungen der Separabilitdt. Da es konvex ist, kénnen
duale Lésungsalgorithmen effizient eingesetzt werden (siehe Abschnitt 2.8.5). Fleury
[44], [42] schildert ein duales Lésungsschema in Verbindung mit der hybriden Approxi-
mation (3.10). Unabhingig davon gibt Svanberg [134] ein &hnliches Verfahren an. Sein
Ersatzproblem lautet:

n .
fx) =ro+ 2 (pm X +%9‘-) -> min
] i
‘n (3.13)
und gj(x)=rj+2(pjixi+%) =0 ;j=1,..., m
i=1 ' ;i=1,..,n
XS X = X
mit den Parametern, fir die Zielfunktion:
Hxg) ; fiir Hx) >0
poi = % 0%
L0 ; fiir M) _ g
9%j
(3.14)
0 ; fir _a_f_(_xo_) =0
Qoi = ox
P =
g 300 e 000 g
9%; a%;

n .
o = 50~ Y (poi %0 + 2 )
i=1 Xio
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und fiir die Nebenbedingungen:

agj(xo)  fir ogxo)
pji = aXi an
a .
0 o JE&D g
6)(,'
(3.15)
a N
0 e 2800
gi = axi
Ji T ) 3o
_ sz() 3gj(xo) - fiir gi(xo) <
0% x;
o= g~ > (P %0 +=0)
i=1 Xi0
xg ... Entwicklungspunkt
X0 ... i-te Komponente von xq
Die Lagrange-Funktion des approximierten Problems (3.13) ist dann:
~ n qo.
L(x,4) = 10+ Z(pm XH-?])
i=1 i (3.16)

m n 0
+ 2 lj{rﬁ > (s x,-+~9-]1)}
j=1 i=1 %

Die Losung von (3.13) ist ein Sattelpunkt der Lagrangefunktion (3.16). Da die Lagrange-
funktion separierbar ist, kann die Bestimmung der dualen Funktion W(}) als Teilaufgabe
des zu (3.13) dquivalenten dualen Problems

max (min I(x,2)) = max W@R); 220 (3.17)
X
W(Q) ... duale Funktion

in n eindimensionale Minimierungsaufgaben zerlegt werden. Sie lauten:

W@ = min x4 = > (min Lix, D) + 10+ > 4 1 (3.18)
x i=1 % i=1
; . Qi , < g
mit: Li = poi x + 71 + Z ,1] (pji x; + ;J-) (3.19)
i j=1 i

fiir gegebene Lagrange-Multiplikatoren N
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Die Minimierungsaufgabe (3.18) kann explizit gelost werden. Aus der Stationdrbedin-

gung:

Ly i | 8 Giy o ’

"I:I“=Li=p0i‘£1x%+ Zij(pji—;:z—l)= 0 (3.20)
1 j=1 i

X

ergibt sich fiir x;:

a0+ > 4 g — o
X = _— e LY ; fir Li(xy) < 0 und Li(xy) > 0
1 p()j + Z A] p]l ( Ll) I‘l( Ul)

W 321

Xi = XLi g fir Lilxy) = 0 (.21)
X = Xy ; fir Litxg) < 0

Pamit sind die priméren Variablen als Funktion der Lagrange-Multiplikatoren bekannt,

und es kann das Maximum der dualen Funktion W(\), das dem Minimum des priméren

Problems entspricht, mit einem Verfahren bestimmt werden, wie es in Abschnitt 2.8.5.2
beschrieben wird.

Zur Losung konnen Gradienten- und Newton-Verfahren eingesetzt werden, wobei
beachtet werden sollte, dafl die Hesse~Matrix der dualen Funktion an denjenigen Stellen
diskontinuierlich ist, an denen die priméren Variablen die oberen bzw. unteren Restrik-
tionen erreichen. Gleichheitsbedingungen kdnnen mit dem Verfahren nicht direkt erfaBt
werden, da im Falle negativer Lagrange-Multiplikatoren die Konvexitét des Ersatzpro-
blems nicht mehr garantiert werden kann. Fleury schldgt deshalb vor, Gleichheitsbedin-
gungen durch zwei Ungleichheitsbedingungen zu ersetzen [45]. Dieses Vorgehen erweist
sich jedoch als kaum umsetzbar, da aufgrund der angestrebten konservativen Approxi-
mationen die Unterprobleme hiufig inkonsistent werden und eine formale Unterschei-
dung von tatsdchlich inkonsistenten Problemen schwer falit. Zur Behandlung von Unter-
problemen, die infolge der konservativen Approximation inkonsistent werden, wird in
[44] eine Relaxationstechnik vorgeschiagen.

3.2.3 Gemeinsamkeiten mit den Verfahren der Optimalitdtskriterien

Die kombinierte Anwendung der hybriden Approximationsvorschrift (3.10) auf Ziel-
funktion und alle Nebenbedingungen sowie dualer Verfahren der mathematischen Pro-
grammierung filhrte zu einem separierbaren Ersatzproblem, das in n eindimensionale
Minimierungsprobleme zerfallt. Aufgrund der besonderen Struktur der Approximatio-
nen kdnnen die Losungen der eindimensionalen Probleme explizit angegeben werden
und resultieren in Rekursionsformeln (3.21) fiir die priméren Variablen x als Funktionen
der Lagrange-Multiplikatoren. Die Lsungseigenschaften des Gesamtproblems werden
von der Konvergenz der dualen Variablen (Lagrange-Multiplikatoren) geprigt und sind
unabhéngig von der Zahl der primédren Variablen x. Gerade dies aber war lange Zeit
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der Vorteil der Optimalitétskriterienmethoden gegeniiber den Verfahren der mathemati-
schen Programmierung. Auf diese Gemeinsamkeit der verschiedenen Ldsungsansitze,
die sich aus der dualen Betrachtung des Problems ergibt, wies Templeman [136] hin,
Fleury [42] und Svanberg [134] ergénzten den Aspekt der Separabilitit. Bs ist bemer-
kenswert, daB sich fiir den Spezialfall der Gewichtsminimierung mit einer Verschie-
bungsnebenbedirigung aus (3.21) genau dieselbe Rekursionsformel ergibt, wie sie von
Berke [10] bereits frither fiir die Optimalititskriterienverfahren entwickelt worden ist.
Dabei gehen die Verfahren grundsétzlich unterschiedlich vor (Tafel 3.1). Der wesentli-
che Unterschied ist, daB3 die Verfahren der mathematischen Programmierung das Pro-
blem direkt angehen, indem sie die lokalen Eigenschaften des Problems auswerten, wih-
rend bei den Optimalitétskriterienmethoden die Bedingungen fiir Optimalitit a priori
bekannt sind, woraus Rekursionsformeln fiir die priméren Variablen gewonnen werden.
Dieses Verfahren wird auch indirekt genannt [147] und fiihrt zu effizienten Ldsungsalgo-
rithmen, die allerdings nur fiir die Fille der betrachteten Optimalitdtsbedingungen an-
wendbar sind. Besondere Schwierigkeiten ergeben sich bei mehreren Nebenbedingun-
gen, wenn die am Optimum aktiven unbekannt sind. Dazu wurden verschiedene
Methoden entwickelt, die die Lagrange—Multiplikatoren der aktiven Nebenbedingungen
abschitzen sollen [74]. Die Eleganz und theoretische Fundiertheit des in Abschnitt 3.2.2
geschilderten Vorgehens konnte damit allerdings nicht erreicht werden, auch wenn so
Algorithmen entstanden, die sich in der praktischen Anwendung bewédhrten. Gerade bei
mehreren aktiven Nebenbedingungen sind die Unterschiede zwischen Verfahren der Op-
timalitdtskriterien und der dualen mathematischen Programmierung inzwischen fast ver-
schwunden [10].

Mathematische Programmierung (MFP) Methoden der
Optimalitdtskriterien (OKM)

Konservative (hybride)
Approximation

Betrachtung der lokalen Eigen~
schaften des Problems

Suchrichtung, Schrittweite
(Line Search)

Abbruch: wenn lokale
Kuhn-Tucker-Bedingungen
erfiillt sind

Annahme unverdnderten Trag-
werksverhaltens bei Variablen—
énderungen

Aufstellen der Bedingungen fiir
das zu erreichende Optimum
(intuitiv oder formal, K.T.-Bed.)

Rekursionsformeln fiir primére
und duale Variablen

Abbruch: wenn Rekursion
konvergiert ist

Tafel 3.1:

Gegeniiberstellung der Verfahren der mathematischen Programmierung

(MP) und der Optimalititskriterienmethoden (OKM)




3.2.4 Das Verfahren der beweglichen Asymptoten

3.2.4.1  Approximationsvorschrift

Svanberg [135] gibt ein Verfahren an, das er die Methode der beweglichen Asymptoten
nennt, kurz MMA (Method of Moving Asymptotes). Es stellt eine Erweiterung der kon-
vexen Linearisierung dar, wobei die Eigenschaften der Konvexitdt und Separabilitét er-
halten bleiben. Anstelle von (3.13) bis (3.15) lautet das approximierte Unterproblem

nun:
f(x) = 1o+ z ( Poi q(]l )_9 min
l
mit: (3.22)
o < (_Dii g Y0 Ci=1 m
gitx) = 1+ z (ui‘xi + —) < | sy
i=1
]j<XLjSaiSXjSﬁiSXUi<Uj ;i=1,...,n
Die Parameter sind folgendermallen definiert:
(u; - Xig)? ——= ot(xq) ; fiir M) 5
Poi = < X ax%;
0 ; fiir 9—%—(@— =0
i
(3.23)
0 ; fiir 2%(1(2 =20
X
qoi =
(X10 itatia af(x())  fiir af(xp) <0
0%;
Poi
rp = f(xq
v = foo)- z( =~ Xig Xi0—1i>
und: a 9g )
pji = 6)(1 an
a N
0 : fiir —%g‘—"l <0
i
] (3.24)
0 ; fir agTj(:Q =0
G = ‘ )
o aXi ’ an
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X0 .... Entwicklungspunkt

X ... Komponenten des Entwicklungspunktes

0 p gsp

lyu; ... untere bzw. obere Asymptoten

aifi ... untere bzw. obere Schrittweitenbegrenzungen

Die dargestellten Approximationen ergeben sich aus der Linearisierung von Zielfunktion
und Nebenbedingungen mit den verallgemeinerten Variablen:
1 . i . .
yi = " filr positive partielle Ableitungen
Ui — X
1 (3.25)
fiir negative partielle Ableitungen

und: Vi =

xi -

Mit der Einfiihrung der Asymptoten |; und u; wird das Verfahren automatisch auch fiir
negative Variablen x; anwendbar. Im Gegensatz dazu ist beim weiter oben geschilderten
Verfahren von Fleury [44] eine Variablentransformation notwendig, um bei den rezipro-
ken Variablen eine Nulldivision zu vermeiden. Weiter werden die Asymptoten wihrend
des Rechenvorganges laufend dem Problem angepalt, so da das Verfahren die Konser-
vativitdt der Approximation in jedem Iterationsschritt selbst bestimmt, was in der Rege!
stabilisierend wirkt. Mit der Wahl der Asymptoten kdnnen die Kriimmungen der approxi-
mierten Funktionen gesteuert werden (Bild 3.3). Der Grenzfall I = - o0 und u; = oo filhrt

50. . .
\ —~1=0.0
40. |
u=90"
30. '
c H
[+] % ":\ A
T 20.] e /\ : Originalfunktion i
[= = —00 { ;
3 H i
w H i
g 10.]
@ neg. pos.
Gradient Gradient
0. o
Xo "e j %
~-10. . % A e ' ' ‘ ' 1
-6. -4, -2, 0 2. 4. 6. 8. 10. 12. 14, 16.
Variable x

Bild 3.3:  Einflu der Asympioten auf die Kriimmungen der
approximierten Funktionen (1-D Beispiel)
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zum Verfahren der sequentiellen linearen Programmierung (Abschnitt 2.6.8.4). Werden
hingegen I; = 0 und u; = o gesetzt, ergibt sich die hybride Approximation (3.10) und
daraus das Verfahren von Fleury. Neben der prinzipiellen Bedeutung, die Schrittweiten-
beschrankungen in Verbindung mit Approximationstechniken haben, miissen sie hier
auch verhindern, daB die Nenner in (3.22) bis (3.24) null werden konnen. Svanberg
gibt folgende Bestimmungsregel an, die sich in der Anwendung bewéhrt hat:

ai

Bi

max (xpi; 0,9 i + 0,1 x) (3.26)

min (xui; 0,9 u; + 0,1 x)

Auf die Wahl der Asymptoten wird noch spéter eingegangen.

3.2.4.2  Losung des approximierten Unterproblems

Das Problem (3.22) ist wie (3.13) konvex und separierbar. Deshalb bietet sich auch
hier ein dualer Algorithmus zur Lsung an. Analog zu (3.16) lautet die Lagrangefunkti-
on;

Poi Qi
L(x/l) = 19 + Zl((u +—————-X__1i))

K i~ %) (3.27)
+ ,; {l ) Z (R (u,p-].lxl) (—-_1‘1—))}
Das zu (3.22) duale Problem lautet:
mlax W) mit A1=0 (3.28)
wobei die duale Funktion W()\) definiert ist als:
N
W@ = min (x, %) (3.29)

Aufgrund der Separabilitit von (3.22) vereinfacht sich Gleichung (3.29) zu n eindimen-
sionalen Minimierungsaufgaben:

W) = Z (mm L.(xl,l)) + 1o + z A 1 (3.30)

i=1 X
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Dabei ist:

(3.31)

uj - X xi—

Aus den Stationdrbedingungen dLi/dx; = I = 0 kénnen die x; explizit als Funktionen

der Lagrange-Multiplikatoren bestimmt werden:

ot T AP L+ (do + 24ty
= d d
(poi + p 4 pi? + (qoi -+—zJ % q5)

()
(3.32)

fiir: [ia,)) <0 und Ti(B,2) > 0
xi(4)
xi(4)

a  fir Tiapd) = 0
B fir T2 <0

I

Da die zweiten Ableitungen (Hauptdiagonalterme der Hessematrix der approximierten
Lagrangefunktion):

e o poi 3 A ant3 g
- -2 + B (3.33
a7 @) Gty :
stets positiv sind, gibt (3.32) tatsdchlich eine Minimalstelle an. Damit sind die duale
Funktion W(\) und ihre Ableitungen definiert:

= &, L [pei+ % Apy Qi + 3 & g
W@ =+ 5 rj+i=21{ Lrihb (xi(l)]~lli)]} (3.34)
W < pji gji .
@ = 2 Gm e ) T 8w (39

Zur Lisung der dualen Aufgabe (3.28) schldgt Svanberg einen modifizierten Gradien-
tenalgorithmus vor, der die Restriktionen fiir die Lagrange-Multiplikatoren beriicksich-
tigt. Dagegen verwendet Fleury [44], [42] ein Newton-Verfahren, das jedoch mit Vor-
sicht angewendet werden muB3. Wie man bei einer weiteren Ableitung von (3.35)

Pi dji ax(4)
{ Ui-xA)>? (xj(/l)J— 1) } YN (3.36)

W
alj Ly

s

i=1

erkennt, ergeben sich an denjenigen Stellen Unstetigkeiten in der Hesse~Matrix der dua~
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len Funktion, an denen die priméren Variablen auf die Schrittweitenbegrenzungen sto-
Ben. Dort ist ndmlich:

axi(A) -
3

Im Rahmen dieser Arbeit werden der Vorschlag Svanbergs aufgegriffen und der in
Abschnitt 2.8.3 geschilderte Algorithmus, der eine Modifikation des Verfahrens von
Fletcher und Reeves zur Beriicksichtigung einfacher Variablenrestriktionen darstellt, mit
Erfolg eingesetzt. In der Regel ist die duale Funktion relativ gutmiitig und, wenn die
Nebenbedingungen normiert werden, auch gut konditioniert, weshalb der verwendete
Gradientenalgorithmus schnell konvergiert. Die Bilder 3.4a-d zeigen eine Folge von Ite-
rationsschritten, wie sie bei der Optimierung des Zweibocks von Abschnitt 2.2 mit der
Methode der beweglichen Asymptoten auftraten. Beriicksichtigt wurden die Flie3~ und
die Knickbedingungen (Fall b).

Im jeweils oberen Teil der Bilder sind die approximierten Funktionen (Zielfunktion und’
Nebenbedingungen) sowie gestrichelt die urspriinglichen Nebenbedingungen dargestellt

(vergleiche mit Bild 2.2b). Besonders an den Hohenlinien der approximierten Zielfunkti-

on ist der Einflul der Asymptoten sehr gut zu erkennen. Bei diesem Beispiel der Formop-

timierung ist nicht zu erwarten, dal die Approximationen der Nebenbedingungen exakt

sein konnten. Selbst bei Querschnittsoptimierungen kann die Knickbedingung mit den

gewdhlten Vorschriften (3.25) nicht exakt approximiert werden. Dennoch konvergiert

der Algorithmus bei den gewdhlten Startwerten innerhalb weniger Iterationen (Ta-

fel 3.2).

k X A ' M A f(x) zuléssig

0 4,0 3,0 0,0 0,0 26,83 ja

1 1,0 0,75 0,0 2,83 3,36 nein |
2 1,40 0,77 0,01 127 3,78 nein

3 1,54 0,81 1,85 0,87 4,09 nein

4 1,55 0,82 2,56 0,76 4,13 ja

5 1,55 0,82 2,64 0,75 4,13 ja

Tafel 3.2:  Iterationsverlauf, 2-stdbiges Fachwerk mit MMA
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primares, approximiertes Problem (Minimierung)

@
o

2.0

Querschnittsflache A

—_
o

0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0
. . Héhenlinien der
Stichhdhe x appr. Zielfunktion

duales Problem (Maximierung)

4,0

= \

g

2 3.0

<

<

S

g 2.0

s /

=

£

S 10 /

5 /

o

S endg. Losungspunkt
0.0 /i/ /f /I

0.0 2.0 4.0 6.0 8.0

Lagrangemultiplikator A, (FlieBen)

Bild 3.4a: Optimierung des zweistiibigen Fachwerks mit MMA, Iterationsschritt 1
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primares, approximiertes Problem (Minimierung)
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— 92~\ \5
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0.0 2.0 4.0 6.0 8.0
Lagrangemultiplikator \, (FlieBen)

Bild 3.4b: Optimierung des zweistdbigen Fachwerks mit MMA, Iterationsschritt 2
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priméres, approximiertes Problem (Minimierung)
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Bild 3.4c:  Optimierung des zweistdbigen Fachwerks mit MMA, Iterationsschritt 3
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primares, approximiertes Problem (Minimierung)
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Bild 3.4d:  Optimierung des zweistdbigen Fachwerks mit MMA, Iterationsschritt 6
Konvergenz
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Im unteren Teil der Bilder 3.4a~d sind die Hohenlinien der dualen Funktionen darge-
stellt, wie sie sich fiir die jeweils getroffenen Approximationen ergeben. Der eingetrage-
ne Punkt markiert die optimale Lsung. Schon im zweiten Iterationsschritt zei gt die duale
Funktion deutlich quadratische Eigenschaften, weshalb der verwendete Gradientenalgo-
rithmus keinerlei Konvergenzschwierigkeiten hat. Im ersten Iterationsschritt werden die
angesprochenen Diskontinuitdten der zweiten Ableitungen an den geraden Abschnitten
der Hohenlinien deutlich. Fiir eine von den Bildern 3.4 geringfiigig abweichende Appro-
ximation mit anderen Asymptoten und Schrittweitenbegrenzungen sind in Bild 3.5 in
das Hohenlinienbild der dualen Funktion die geometrischen Orte eingezeichnet, an de-
nen die zweiten Ableitungen der dualen Funktion diskontinuierlich sind.

8.0

Lagrangemultiplikator A3 (Knicken)

.0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0 12.0 14.0 16.0
Lagrangemultiplikator h, (FlieBen)

Bild 3.5: Diskontinuititsstellen der dualen Funktion (Iterationsschritt 6)

Ein Schnitt durch die duale Funktion (gestrichelt in Bild 3.5) sowie die ersten und zwei-
ten Ableitungen sind in Bild 3.6 dargestellt und verdeutlichen noch einmal die besonder-
en Eigenschaften der dualen Funktion. In diesen Fillen werden an das verwendete Line
Search-Verfahren, das ein wichtiger Grundbestandteil des Algorithmus ist, besondere
Anspriiche gestellt. EBinfache Kurveninterpolationen geniigen hier nicht, da die zweiten
Ableitungen diskontinuierlich sind (siche Abschnitt 2.8.1). Deshalb wurde ein Verfahren
eingesetzt, das Kurveninterpolationen mit Intervallschachtelungen (z.B. goldener Schnitt
bzw. Intervallhalbierung) kombiniert. Gill et al. [52] nennen das ”safe guarded line
search”. Fleury [42] schldgt vor, die Diskontinuititsstellen vorab zu bestimmen, um
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innerhalb der so bestimmten Intervalle die Newton-Raphson-Methode zur Maximums-

bestimmung zu verwenden.

Legende
B Funktion
[J 1. Ableitung

duale Funktion und Ableitungen

00 20 40 60 80 100 120 140 160
Lagrangemultiplikator A, (FlieBen)

Bild 3.6: Schnitt durch die duale Funktion, N3 = const. = 0,746

3.2.4.3  Adaption der Asymptoten
Die Wahl der Asymptoten hat entscheidenden EinfluB auf das Konvergenzverhalten des
Verfahrens. Daflr gilt folgende Faustregel:
@ oszilliert der Iterationsprozess, wird er durch ein Zusammenriicken der Asymp-
toten stabilisiert;
© ist der Iterationsprozess monoton und langsam, wird er durch ein Auseinander-
rlicken der Asymptoten beschleunigt.
GemaB dieser Regel macht Svanberg folgenden Vorschlag flir-eine heuristische Adapta-

tionsvorschrift:
@ wihrend der ersten beiden Iterationsschritte, k=0, k=1:
li = Xix = 8a (Xui = X))

U = Xk + Sa (Xuj - XL) (3.37)
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® fir alle weiteren Iterationsschritte (k > 2):

ist %k — X¥ig-1) (Kige-1) ~ X2y < 0 (oszillieren), dann

e = Xk = sp (Kige-1) ~ lige-1y )

(3.38)
Uik = Xk + b (Uig-1) ~ Xigk-1) )
st (xik — Xig-1) (Kige1) = Kigk2)) > 0 (monotoner Fortschritt), dann
1
g = xj - . (ige-1) ~ hige-n) )
b (3.39)

il

Uy = Xy + - (Uige-1) = Xige-n) )
Sp

Svanberg schligt fiir die Faktoren s,=1 bzw. s,=0.7 vor. Dabei entscheidet vor allem
der Faktor s, liber das Verhalten des Verfahrens. Die richtige Wahl hiingt von den Ab-
standen der entsprechenden unteren und oberen Restriktionen ab (Gleichung 3.37) und
ist deshalb problemabhingig. Als Richtlinie mag gelten, da3 der Faktor s, eher kleiner
als zu grof3 gewahlt werden sollte, um in den ersten Iterationsschritten zu groBe Varia-
blendnderungen zu vermeiden. Das in den Bildern 3.4 dargestellte Beispiel wurde mit
$a = 0.5 und s, = 0.7 berechnet. Die Abstinde der Restriktionen betrugen fiir beide
Variablen 10. Tafel 3.3 gibt einen Eindruck vom Einflu} des Parameters s, auf die Itera-
tionszahlen. In [135] gibt Svanberg eine weitere Adaptationsregel an, die besonders fiir
Querschnittsoptimierungen in Frage kommen kann.

Eine Adaptationsregel, die sich an den Kriimmungen der Zielfunktion und den Nebenbe-
dingungen orientiert, geben Fleury und Smaoui in [46] an, Damit gehen zwar weitere
Informationen Gber das Problem mit in die Formulierung des Unterproblems ein, jedoch
lauft dieser Vorschlag auf die Bestimmung von eigenen Asymptoten fiir jede Funktion
(Zielfunktion und Nebenbedingungen) hinaus. Der urspriingliche Vorteil des Verfah-
rens, daf die eindimensionale Minimierung von (3.31) explizit méglich ist, ist somit
verloren.

125



K 15,=0,1(8,=0,2 [5,=0,3 [$,=0,4 |5,=0,5|8,=0,6 |5,=0,7 |8;=0,8 [5,=0,9 [5,=1,0
0 |26,83]26,83|26,83|26,83|26,83|26,83 | 26,83 | 26,83 | 26,83 | 26,83
1 |16,77|10,60| 6,48{ 3,97| 263 161| 072| 0,40 | 0,40 0,40
2 9,61| 3,51| 2,76| 0,53|.041| 040| 040| 040 | 040 040,
3 417 1,09| 041 | 1,07} 042| 042| 041| 0,41 | 041 | 041
4 391 213| 042| 2,10 050| 048, 046| 044} 0/44| 044
5 412) 3,58| 00| 325| 1,02| 090, 0,68| 0,56 | 0,56| 0,56
6 4,13| 4,08| 1,061 3,95| 1,73| 1,21 | 099} 1,22 | 1,22 1,22
7 4,13| 413} 1,99] 4,12 3,18| 0,73 | 0,64 | 231 | 205| 1,82
8 4,13| 3,36 | 4,13 3,81 | 1,20 1,22| 350} 3,75| 0,82
9 413 | 4,01 | 4,13| 4,06| 2,43] 267 | 3,96| 3,48 0,96
10 4,12 4131 3,76 | 4,14 412| 1,77 046
11 4,13 4,13 | 411 | 412 | 413 | 2,91 | 0,78
12 4,13 4,13 | 4,13 4,13| 413} 3,99 | 1,72
13 4,131 4,183 4,09 4,16
14 4,13 | 413 4,131 3,67
15 ‘ 413 0,41
16 0.43
17 0,55
18 1,34
19 4,95
20 17,55
IAY
Tafel 3.3:  Iterationsverliufe infolge verschiedener s,~Parameter (2-stdbiges Fachwerk)

fiir Zielfunktion f (Gewicht)

Ein eigener Vorschlag, der weiterhin die explizite Minimierung von (3.31) erlaubt, aber

dennoch Kriimmungsinformationen mit fiir die Bestimmung der Asymptoten heranzieht,

wird im folgenden geschildert. Die Kriimmung der Lagrangefunktion des approximierten

Problems (3.22) soll am Entwicklungspunkt xro, Ao weitestgehend mit der Kriimmung

der Lagrangefunktion des Originalproblems lbereinstimmen. Es werden dabei die

Hauptdiagonalglieder der Hessematrix verwendet, und aus (3.33) ergibt sich:

9*L(xg, A0)
2

9%;

poi + . AoiDji
i

Qoi + 2 Aoiii
i

(ui - xig)°

(xi0-1)°
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Gleichung (3.23) und (3.24) werden in (3.40) eingesetzt:

af o
a()’:ia) + Z sz ga E:o)
L= ! 3.41
& =2 A (3.41)
ax?

wobei 8 = (u; ~ Xyp) = (X - ;) gesetzt wurde.

Damit bestimmen sich die Asymptoten zu:

Iy = %0 - §

(3.42)
u = Xjo + Si

Dieser Vorschlag lehnt sich an das Vorgehen der Lagrangemethoden an (Ab-
schnitt 2.8.6), bei der Formulierung der Unterprobleme die Hessematrix der Lagrange-
funktion sowie die Gradienten von Zielfunktion und Nebenbedingungen zu verwenden.
Er hat sich jedoch nicht bewihrt, was vor allem auf die unvollstindige und sehr unge-
naue Bestimmung der zweiten Ableitungen mit der Differenzenregel der Quasi-Newton-
Korrektur (hier BFGS) sowie die notwendige Beschrinkung auf die Hauptdiagonalglie-
der der Hessematrix zuriickgefiihrt wird. Letzteres bedingt, da3 nur Metrikdnderungen
in Richtung der Achsen des Entwurfsraumes erfait werden kdnnen. Ebenfalls ungiinstig
auf die Kriimmungen der Lagrangefunktion wirkt sich das Konvergenzverhalten der La-
grangemultiplikatoren aus, das vor allem zu Beginn der Tteration und bei inkonsistenten
Unterproblemen sehr unregelmiBig ist.

Insgesamt hat sich die Adaptationsregel (3.37) bis (3.39) als sehr robust und einfach
zu handhaben erwiesen und hat sich bei vielen Beispielen der Form-~ und Querschnitt-
soptimierung bewahrt {47], [114].

3.2.4.4  Inkonsistente Nebenbedingungen

Eine Folge der konservativen Approximation kann sein, daB das Ersatzproblem (3.22)
inkonsistent ist, obwoh! in Wirklichkeit eine Lésung existiert. In solchen Fillen muf
der Entwurfsraum des approximierten Ersatzproblems kiinstlich aufgeweitet werden.
Damit ist die Hoffnung verbunden, da3 so eine Zwischenlosung gefunden wird, die
als Stiitzstelle fiir ein néchstes, dann konsistentes Ersatzproblem dient. Der Algorithmus
bricht ab, wenn zwei direkt aufeinanderfolgende Ersatzprobleme inkonsistent sind, da
vermutet werden kann, daf das Originalproblem selbst keine Lésung hat.
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In (3.22) wird fiir jede Nebenbedingung je eine Relaxationsvariable z; eingefiihrt:

f(x,z) = 1y + Z((u,p-olxl) = qi)ill)) + Z(dz1 +dzf) - min

mit (3.43)

gx,z) =1 + §<(u1p_ji ” + (Xiq_ji 11)) -z <0

8

A A
v %
A
>

!
=

e

d; ... Penaltyparameter (d; > 0)
z; ... Relaxationsvariablen

Sind die Relaxationsvariablen null, entspricht (3.43) dem urspriinglichen Problem
(3.22). Fiir geniigend groBe Penaltyparameter ergibt sich dies von selbst, sofern eine
Ldsung méglich ist. Bine Abschéitzimg fiir eine geeignete Wahl folgt aus der Betrachtung
der dualen Funktion. Die Brweiterung von (3.30) ergibt, da (3.43) auch beziiglich der
Relaxatlonsvarlablen separlerbar ist:

W@) = zn: [minf,i (xi,l)] + rzn: [minfj (Zj,/l)] (3.44)
=1 X =1 | %
mit’
L A = dg + d7 - Ay (3.45)

Die z; kénnen explizit bestimmt werden:

oL
aus ""]:1=dj+2djzj'}1'=0
32j

.46
% | (3.46)

folgt ‘ 7y =

Zuldssige Werte fiir z; ergeben sich, wenn \; > d; ist. Damit moglichst selten und nur
fiir inkonsistente Probleme Gebrauch von (3.46) gemacht wird, werden bei der Bestim-

mung der approximierten Ersatzprobleme die Penaltyparameter folgendermalen ge-
setzt:
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d =04 fir 4 > 0

v (3.47)
\4
di = p - fir 4 = 0
] ngi ]
mit ¢ =10 oder g =100

Der Faktor p darf nicht zu klein gewdhlt werden, allerdings auch nicht {ibermiBig groB,
da bei tatséchlich inkonsistenten Problemen die Lagrangemultiplikatoren solange anstei-
gen werden, bis Gleichung (3.46) eine Relaxation erlaubt. Mit dieser Relaxationstechnik,
die in [135] nur angedeutet, aber nicht im Detail beschrieben wird, wurden gute Erfah-
rungen gemacht. Fiir Félle, bei denen die Approximationen so konservativ sind, daB
zwel aufeinanderfolgende Ersatzprobleme inkonsistent werden und der Algorithmus ab-
bricht, mufl die Wahl der Asymptoten verbessert werden (z.B. durch einen gréBeren
s,~-Faktor).

3.2.4.5 Modifikationen
3.2.4.5.1 Unbeschriinkte Probleme

Die Approximationsvorschriften (3.23) und (3.24) erfassen nur die ersten Ableitungen,
wobei auch die Zielfunktion nur linear beziiglich der verallgemeinerten Variablen ¥i
approximiert wird und somit nach unten und oben unbeschrénkt ist. Deshalb ergeben
sich ernste Konvergenzschwierigkeiten, wenn das Optimum innerhalb des zuléssigen
Bereiches liegt oder das Problem génzlich unbeschrankt ist. In diesen Fillen bestimmt
die Adaptationsregel der Asymptoten die Konvergenzrate. Da die geschilderte Regel
(3.27) bis (3.39) sehr flexibel ausgelegt ist, ist sie dann meist nicht in der Lage, die
Asymptoten und damit die Schrittweitenbegrenzungen an das Optimum heranzufiihren.
Der Algorithmus beginnt zu oszillieren (vergleiche auch mit Tafel 3.3 fiir s, = 1,0).
Es wird deshalb folgende Modifikation vorgeschlagen: die Approximation der Zielfunkti-
on soll fiir jede Variable gleichzeitig sowohl die unteren als auch die oberen Asymptoten
etfagsen. Damit hat die approximierte Zielfunktion ein Minimum. Als die dafiir notwen-
dige zusitzliche Information wird die Kriimmung der Zielfunktion am Entwicklungs-
punkt eingesetzt. Die Werte werden dabei aus der Differenz der Gradienten des aktuellen
und letzten Iterationsschrittes gewonnen. Beriicksichtigt werden nur die Hauptdiagonale-
lemente der Hessematrix, um die Eigenschaft der Separabilitit nicht zu verlieren.
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Die Approximation der Zielfunktion lautet nun:

i = 1 + z( Py (Xiqfili)> (3.48)

{=1 (ui - Xj)

mit den Parametern:

xig = |

ki (xio - 1) |: S 4 N f”ioil

f" 1
poi = ki (ui - x0)? [—-‘L— +5f io]

i

qoi U - % )

B n Poi Qoi
rg = f(xg) - i;( @ - %) + (xi0 - 11‘))

_ _(xig = 1) (wi - xip)
(xio ~ 1) + (ui - xi0)

f"o = af(XQ) . f”<0 - azf(XO)
i ax; 3 i 3 Xlz
X0 .o Entwicklungspunkt
X ... Komponenten des Entwicklungspunktes

u;, I, ... obere bzw. untere Asymptoten fiir
die i~te Optimierungsvariable

Damit (3.48) konvex ist, miissen zusitzlich folgende Bedingungen gelten:

) 2 /
pu >0 = £ 2 - fio (1 + ¢
xip ~ ki
. (3.49)
na 2 2
o >0 - t = fio 1 + )
uj — X

¢k ... Kriimmungskorrekturfaktor, cx > 0

Der Kriimmungskorrekturfaktor garantiert auch in Extremféllen (z. B. kleine Kriim-
mung, groBe Steigung und geringer Abstand der Asymptoten) eine konvexe Approxima-
tion. Dabei riickt das Minimum der approximierten Funktion mit abnehmendem Korrek-
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turfaktor nidher an die entsprechende Asymptote. Ist der Kriimmungskorrekturfaktor
null, liefert (3.49) im Grenzfall die alte Approximation (3.29). Bild 3.7 zeigt die Einfliis-
se von Kriimmung, Steigung und Korrekturfaktor auf eine approximierte, eindimensio-
nale Funktion. In Bild 3.8a ist das mit der modifizierten Regel approximierte 2-stibige
Fachwerkproblem dargestellt. Zum Vergleich ist in Bild 3.8b das urspriingliche Ersatz-
problem mit der Approximation nach Svanberg im gleichen Bildausschnitt wiederholt.
Mit der modifizierten Approximationsregel besitzt die Ersatzzielfunktion ein Minimum,
die L8sung des Ersatzproblems kann nun auch unbeschrinkt sein.

60. ., Q ]f}‘ Q
50| Legends 50.] % Legende
B «x= 1.0 E (2 =00
______ 0 f@=a0
40,4t ¢ | ® k=10.0 o

appr. Zielfunktion
w
o
appr. Zielfunktion

10.
0.
* T Al ‘r-—".. o T 1 —TOA ‘ T T T T T T T B
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 0.0 1.0 2.0 3.0 4.0
Variable x Variable x
Bild 3.7a:  Einfluf3 der Kriimmung Bild 3.7b:  Einfluf} der Steigung
auf die Approximation auf die Approximation

AbschlieBend sei darauf hingewiesen, daB die genannte Modifikation fiir unbe-
schriinkte Probleme nicht ausreicht, um das Verfahren konkurrenzfihig mit den aus-
gefeilten Verfahren der mathematischen Programmierung werden zu lassen. Dage-
gen steht vor allem die mangelhafte Erfassung der Metrik, insbesondere bei nicht
separierbaren Problemen. Die Erweiterung paBt sich jedoch nahtlos in das bestehen-
de Instrumentarium ein und wirkt in der Regel oszillationshemmend (auch bei be-
schrinkten Problemen).
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Bild 3.7c: Einfluf3 des Korrekturfaktors
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Bild 3.8a:  Optimierung des zweistiibigen Fachwerks mit MMA, Iterationsschritt 1
modifizierte Approximation
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Bild 3.8b:  Optimierung des zweistibigen Fachwerks mit MMA, Iterationsschritt 1
Approximation nach Svanberg (vergleiche mit Bild 3.4a)

3.2.4.5.2 Gleichheitsbedingungen

In der urspriinglichen Formulierung der Methode der beweglichen Asymptoten kénnen
keine Gleichheitsbedingungen erfafit werden, da dann aufgrund der konservativen Ap-
proximation die Konvexitit des Ersatzproblems nicht garantiert werden kann und infolge
davon (3.32) keine reellen Ldsungen aufweist. Die einzige mégliche Approximation von
Gleichheitsbedingungen wiire demnach eine Linearisierung beziiglich den urspriingli-
chen Variablen x. Damit jedoch wire die explizite Minimierung von (3.31) nicht mehr
méglich. Unter Berlicksichtigung dieser verschiedenen, sich widersprechenden Umstin-
de wird folgende Approximation von Gleichheitsbedingungen eingefiihrt, die zwar die
Konvexitét des Ersatzproblems nicht in letzter Konsequenz garantieren kann, wenigstens
jedoch eine Niherung vornimmt, die *im Mittel” die Kriimmung null aufweist und die
Inkonsistenz von Gleichheitsbedingungen im Ersatzproblem ausschlieBt. Wie zuvor bei
der Zielfunktion werden auch hier beide Asymptoten einer Variablen bei der Approxi-
mation beriicksichtigt. Zusitzlich soll die Kriimmung der approximierten Nebenbedin-
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gung in der Mitte des Intervalls (I;, u;) null sein. Damit ergibt sich fiir die Gleichheitsbe-

dingungen:
n
- Pii dji
hix) = r; + + (3.50)
J( ) 1 “ ((ui _ Xi) (Xi _ ]1))
mit:
- _ 1 ohy(xq)
Pi = —-Qji = ET
i = hj(xq)
1 1

ki =

(ui - x> (xip - 1)?

Gleichung (3.50) weist eine Nulistelle im Intervall (I;, u;) auf und ist damit konsistent.
So ist sichergestellt, dafl der Absolutwert des zugehdrigen Lagrangemultiplikators nicht
so stark ansteigt, daB eine reellwertige Ldsung von (3.22) verhindert wird.

0.20

0.194

0.18

0.17 ]

0.16 ]

Energie

\ Legende
5 O MMA
0 SQp.

0.15

0.14

0.13]

lterationen

Bild 3.9: Optimierung mit Gleichheitsbedingung (modifizierte MMA gegen SQP)

Bild 3.9 zeigt den Iterationsverlauf von MMA, der sich mit den geschilderten Modifika-
tionen fiir Zielfunktion und Gleichheitsnebenbedingungen ergibt, wenn die Forméinde-
rungsenergie des zweistdbigen Fachwerks (Fall a) minimiert wird. Dabei soll das Ge-
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wicht, das sich fiir die Startwerte x = 4 und A = 0.7 ergibt, konstant gehalten werden.
Zum Vergleich ist der Iterationsverlauf des SQP-Verfahrens (Abschnitt 2.8.6.3) einge-
tragen. Da in beiden Verfahren mit der Einheitsmatrix als erste Naherung fiir die Hesse-
matrix begonnen wurde, und die Asymptoten zufalligerweise gerade so liegen, daf3 die
konservative Approximation der quadratischen sehr nahe kommt, sind die Ergebnisse
des ersten Iterationsschrittes ungefihr dieselben.

3.2.4.5.3 Verallgemeinerte Approximation

Die von Prasad vorgeschlagene "Generalized Inverse-Power Approximation” (3.11),
wurde fir MMA erweitert. Die verallgemeinerten Variablen y werden nun in Abhén-
gigkeit eines Exponenten folgendermafen definiert;

1 b 9f(xq)
b-1 (Uj - Xj) fir '—&l"—' >0
yi = (3.51)

1 . of(x
o (-t fiir _“”a(x:)) <0

Fiir b = 2 ergibt sich die urspriingliche Vorschrift (3.25). Die Zielfunktion wird damit
folgendermaBen approximiert (entsprechendes gilt fiir die Nebenbedingungen):

i

fx) = ry + ; ((ui _po;(i)b_l + & :lﬂlii)b_1> (3.52)

mit

[,

ofx) . ¥f(xq)
a%; (ul_xOI) 5 % >0

=2}
i
—

Poi
0 of(xg)
24

of(xq)
[

of(xg)
X

ro = f(xo) - Zn: ‘ P 51 2 51
&1\ (U - xp) (xio - 1)

Wird in (3.51) derselbe Exponent fiir alle Variablen gebraucht, kdnnen die eindimensio-
nalen Minimierungen bei der Bestimmung der dualen Funktion weiterhin explizit ausge-

A
<

\Y%
<

of
a(::) ) (xio - 1)

0
' 1
Qoi = “-‘_ 1
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fiihrt werden. Diese Eigenschaft geht verloren, wenn ein eigener Exponent by fiir jede
Variablensubstitution eingefiihrt wird. Dagegen kdnnen die Nebenbedingungen flexibler
und dem Problem angepafiter approximiert werden [114]. Die Exponenten b; lassen sich
aber auch mit den Kriimmungen bestimmen, wenn die Wahl nicht eindeutig ist, z.B.
bei statisch unbestimmten Tragwerken oder gemischten Biege- und Normalkraftbean-
spruchungen. Flir die Exponenten gilt dann:

b > 0 by <0
f,/. f,,. ,
b = f—rlo" (u - Xi0) b = _{ﬁ (1 - xi0) ; fozo
i i0
(3.53)
_ e )
bi = 4~ (li-x0) b = 7 (ui-%o) . fio <0
i0 i ;
: 4 af(X()) ’r Bzf(xo)
mi i0 % fi aXiZ

Die Kriimmungen werden auch hier aus der Differenz der Ableitungen am aktuellen
und letzten Entwicklungspunkt bestimmt. )

Zur Losung des approximierten konvexen Ersatzproblems wird ein SQP-Algorithmus
[117] eingesetzt, der auch bei vielen Variablen und Nebenbedingungen schnell konver-
giert. Es ist somit mdglich, verschiedene Approximationsvorschriften bei der Formulie-
rung des Ersatzproblems zu mischen, um die Nebenbedingungen ganz individuell und
ihren Charakteristiken entsprechend moglichst exakt zu erfassen. Zum Beispiel kénnen
dann bei der Querschnittsoptimierung von Fachwerken die in Kréften formulierten Span-
nungs- und Buler-Knickbedingungen fiir die urspriinglichen bzw. quadratischen Varia-
blen und Verschiebungen fiir die reziproken Variablen approximiert und gemeinsam
in dasselbe Ersatzproblem eingebracht werden [114]. ‘

3.2.4.6 Formoptimierung einer Zuglasche

An diesem Beispiel kénnen sehr eindrucksvoll die Leistungsféhigkeit des Verfahrens
der beweglichen Asymptoten, aber auch die Grenzen, demonstriert werden. Es soll die
Form einer Zuglasche bestimmt werden, so dal das Gewicht minimal werde und die
von Mises~Vergleichsspannungen im Bauteil einen vorgeschriebenen, zuldssigen Wert
nicht iiberschreiten. Die Ausgangsform sowie die Optimierungsvariablen konnen Bild
3.10 entnommen werden. Die Aufgabe weist keine augenfélligen Eigenschaften auf, die
die Approximation mit den verallgemeinerten Variablen nach Gleichung (3.25) emp-
fiehlt, aber ein Blick auf den Iterationsverlauf (Bild 3.11) beweist den Erfolg des Verfah-
rens, das schon nach drei Iterationsschritten konvergiert. Im Vergleich dazu ist der Itera-
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tionsverlauf mit dem SQP-Verfahren nach Schittkowski [117] aufgetragen. Da das
SQP-Verfahren sehr skalierungsanfillig ist, wurde zuvor die Skalierung optimal einge-
stellt. Die Konvergenzkriterien sind dieselben [117]. Auch hier ist die Konvergenzge-
schwindigkeit von MMA hauptsichlich vom Wert des s,-Parameters abhéngig
(Bild 3.12). Ein zweiter Blick auf den Konvergenzverlauf des SQP-Verfahrens
(Bild 3.11) zeigt, daBl dieses Verfahren gegen Ende zwar langsam konvergiert, aber of-
fensichtlich zu einem geringeren Gewicht als MMA, bei allerdings kaum sichtbaren Un-
terschieden der "optimalen” Formen. Dieser Unterschied riihrt daher, da3 das Problem
gekoppelt ist und demnach die Annahme der Separierbarkeit nicht zutrifft. Dies kann
man den Ergebnissen einer Sensibilititsanalyse der optimalen Form entnehmeén
(Bild 3.13). Man sieht, daB die Anderung einiger Variablen Spannungsénderungen von
gleicher GréBenordnung in entfernten Tragwerksteilen hervorrufen. Das SQP-Verfahren
kann diese Kopplung beriicksichtigen, bei allerdings geringerer Konvergenzgeschwindig-
keit in den ersten Iterationen. Es wird deshalb verschiedentlich vorgeschlagen [27], fir
die ersten Schritte ein Verfahren der Optimalitiitskriterien oder ein MMA entsprechen-
des und fir die weiteren ein Verfahren der mathematischen Programmierung zu ver-
wenden.

@® feste Knoten
O freie Knoten
< gekoppelt
- == Beweg.richt,
Vi Opt.var.

Coons-Element

Gy~Tangenten-
element

Coons—Elemen;

Vi

Design—-Modell, Variablen Startentwurf Optimum
(siehe Kapitel 4 und 5)

Bild 3.10: Zuglasche, Design-Modell, Startentwurf und Optimum
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Bild 3.11: Zuglasche, Iterationsverldufe von MMA und SQP
5.2
A
5.0
4.8
Legende
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Bild 3.12: Zuglasche, Iterationsverliufe von MMA bei variiertem s,—Faktor
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INSTITUT
FUER

BAUSTATIK
MAX= 1, 4E+01
MIN=-8, 35E+01
-83.5
~70.6
-57.8
-44.9
-32.1
-19.2
-6.3
" 6.5
19.4

| Variation of Variable No. 4 Zugstange ‘:gg;gg

Bild 3.13:  Zuglasche, Sensibilitiitsanalyse fiir Variable Nr. V,;
Anderung der v. Mises Vergleichsspannung in [N/mm? /m]
infolge einer Einheitsverschiebung in Richtung von V,
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3.3 Direkte Approximation von Spannungsbedingungen

3.3.1 FlieBspannungsbedingungen in Fachwerken

Die Entwicklung expliziter Approximationen flir Nebenbedingungen wurde mafigeblich
vom Sonderfall der Querschnittsoptimierung statisch bestimmter Fachwerke beeinfluf3t
(Abschnitt 3.2.1). Dies fihrte zur Linearisierung unter anderem der Flie3spannungsbe-
dingungen nach den reziproken variablen Querschnittsfldchen. Da die lineare Struktur
der Zielfunktion Gewicht beziiglich der urspriinglichen Variablen beibehalten werden
sollte, wurde die Technik der hybriden Approximation eingefiihrt. Deshalb wurde auch
eine Modifikation der Programmstruktur notwendig (Bild 3.1).

Eine weitaus einfachere Moglichkeit, die Spannungsbedingungen fiir den genannten Son-
derfall linear in den originalen Variablen auszudriicken, ist, die Nebenbedingungen an-
stelle von Spannungen in Kréften zu formulieren. Formal resultiert dies in einer Multipli-
kation der urspringlichen Spannungsbedingung mit der Querschnittsfliche des
entsprechenden Fachwerkstabes. War die Spannungsbedingung (hier fir Zug) im j-ten
Stab:
Fj
gj=0'j‘ﬁs=;j‘ﬂsso (3.59)

o5, Fj ... Spannung bzw. Kraft im j-ten Stab

X; ... unbekannte Querschnittsflache

Bs ... Flie3spannung

so ergibt sich nun, da x; > 0: ,
§=(@©-B)x =F-fx =0 (3.53)

Fiir statisch bestimmte Fachwerke sind die Stabkréfte unabhdngig von der Dimensionie-
rung und Gleichung (3.55) entspricht der ”stress-ratio” -Rekursionsformel des “Fully-
Stressed-Design” [50]. Querschnittsoptimierungen kdnnen mit (3.55) auch bei direkter
Verwendung einer Methode der mathematischen Programmierung in einem Schritt aus-
geflihrt werden.

Die modifizierte Nebenbedingung (3.55) verliert auch bei statisch unbestimmten Fach-
werken nichts an ihrer Bedeutung, wenn bei der Ableitung die Abhéngigkeit der Kraft
F; von der Variablen x; berlicksichtigt wird. Es gilt:

%

a0;
= (0~ B) & + —2 x (3.56)
0X;

X

8;;... Kronnecker-Delta
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Die Formulierung der Spannungsbedingung in Kréften hat aber auch auf die Formopti-
mierung giinstige Auswirkungen, wie an folgendem charakteristischen Beispiel gezeigt
werden kann. Die optimale Form und die optimalen Querschnittsflichen des in Bild
3.14 gezeigten zweistdbigen Fachwerkes sind gesucht, variabel ist dabei die horizontale
Koordinate des Lastangriffpunktes.

$ 0 —4
. L =20 Ly
W 3 3
Bs = 1.0
y =10
L Ay F =10
F
1 2 1 2
N X . 3
Ausgangsform und Belastung optimale Form

Bild 3.14: Formoptimierung eines zweistéibigen Fachwerkes

Die optimale Losung ergibt sich bei einer vertikal wirkenden Last offensichtlich fiir
x =L, Ay = 0. Die Spannungsbedingungen in Stab 1 sind:

x-L

a=-G2rnso (zug)
x-L

g = L]_:A—l) F-f <0 (Druck)

Die Ableitungen der Nebenbedingungen ergeben sich zu:

da -1 F S8 _ 9 _ _ F

dA; LA% dAy x LA;
gy F

g (x-L) ags il -2 L

28 _ _¥-Y g % _

A LA% A, 9% LA

Am Optimum x = L, A; = 0, haben die Nebenbedingungen jeweils einen Pol mit grofBen
Gradientenéinderungen in seiner Umgebung. Da bei einer Ldsung der Aufgabe mit Mit-
teln der mathematischen Programmierung die Querschnittsfliche A aus numerischen
Griinden nicht null sein darf, entscheidet die untere Schranke, ob die nicht vorhandene
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Qualifikation der Nebenbedingungen an der analytischen Losung sich in Konvergenz-
schwierigkeiten des verwendeten Algorithmus (SQP [117]) &uBert (Bild 3.15). Die Ver-
wendung einer active-set”-Strategie kann diesen Effekt mildern, aber nicht verhindern.
Die alternative Formulierung in Kréften behebt diesen Schaden:

g = - LX_—L_IZ)_ F-p A <0 (entsprechend fiir g)
B _ g M o_, % _ F
aA; s 3A; ax L
16.
g v
14, TKréfte” "Spannungen”
)
[)]
& Legende
€ O Gewicht
T

lterationen

Bild 3.15: [terationsverldufe, Formulierung der Nebenbedingungen in Krdften | Spannungen

Der Gradient ist numerisch ausgewogen (hier sogar konstant), die Konvergenz wird sta-
bil und schnell (Bild 3.15). Das dargestellte Phénomen stellt sich auch bei komplizierten
Tragwerken immer dann ein, wenn ein Stab "wegoptimiert” wird. Die Erfahrung zeigt,
daB die Formulierung der Spannungsbedingungen in Kréften die Konvergenz beschleu-
nigt und stabilisiert. Die alternativen Nebenbedingungen kénnen direkt mit einem Ver-
fahren der mathematischen Programmierung angegangen werden und zeigen bei For-
moptimierungen Vorteile vor den Approximationstechniken. Bild 3.16 zeigt die
unterschiedlichen Iterationsverldufe bei der Formoptimierung eines 13-stdbigen Fach-
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werkes (siche Bifd 2.22) mit SQP und a) Bedingungen in Spannungen, b) in Kriften
formuliert und ¢) MMA und konvexe Linearisierung nach Fleury (siehe auch [13]).

360 -,

340 4%

Legende

b 3 O sar

Q S

% 300 : [J SQP (mod. Nebenbed.)
0]

260 |

240

lterationen

Bild 3.16: 13-<stdbiges Fachwerk, Iterationsverldufe

Seltsamerweise taucht die geschilderte, direkte Approximationstechnik, die einfacher
zu verwirklichen ist als die herkémmlichen Techniken, aber von denselben Vorausset-
zungen ausgeht, nur einmal in der gesichteten Literatur bei Svanberg [134] 1982 auf.
Er verfolgt den Aspekt jedoch nicht weiter. Vanderplaats und Salajegheh [145] beschrei-
ben 1989 dieselbe Technik und integrieren diese aber in den Approximationsablauf,
wie es in Bild 3.1 dargestellt und in Abschnitt 3.2.4.5.3 kurz beschrieben ist.
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3.3.2  Knickspannungen in Fachwerken

Soll das Knicken einzelner Stibe in einem Fachwerk verhindert werden, 1a8t sich mit
der Knickspannung nach Euler folgende Nebenbedingung flir die Spannungen formulie-
ren:

JEZCEX]' F

g = ———-1-2-————;‘ = Ok - 0] < 0 (3.57)
j ]
mit Oyj ... Bulerknickspannung im j~ten Stab

o}, Fj ... Spannung bzw. Kraft im j-ten Stab

X ... unbekannte Querschnittsfldche
(nur Querschnittsoptimierung)

i ... Stablange

¢ ... Formfaktor (siche Anhang A2)

E ... E~-Modul

Auch diese Bedingung 148t sich in Kréften formulieren:

R a? cBx
g = TR -F = (Ukj-0j) x =0 (3.58)
]

Fiir den Spezialfall der Querschnittsoptimierung statisch bestimmter Fachwerke kann
(3.58) exakt approximiert werden, indem fiir x{? linearisiert wird. Damit paQt diese For-
mulierung weitaus besser in ein Approximationskonzept als (3.57), worin sowohl die
Originalvariable als auch ihre Inverse vorkommen. Die Erfahrung zeigt, daf3 bei Formop-
timierungen zuerst die Formvariablen und dann die Querschnittsvariablen konvergieren,
womit die vorgeschlagene Formulierung in Kréften auch in diesen Féallen wenigstens
gegen Ende der Tteration Vorteile zeigt. Allerdings ist (3.58) zumindest im Falle der
Querschnittsoptimierung statisch bestimmter Fachwerke konkav, wie die zweimalige Ab-
leitung zeigt:

o _ a2 c E
oxt 2

<0 (3.59)

D.h. bei Anwendung von (3.58) liegt ein nichtkonvexes Problem mit mehreren lokalen
und globalen Minima vor. Eine numerisch ermittelte Losung muf3 also mit Vorsicht be-
trachtet werden. Andererseits jedoch ist es gerade bei statisch unbestimmten Fachwer-
ken so, daf3 die globale Lésung nur mit (3.58) gefunden werden kann, bei Verwendung
von (3.57) ist sie im Problem nicht enthalten. Das liegt daran, daB die aus den Dehnun-
gen ermittelte Spannung in einem Fachwerkstab theoretisch auch dann von null verschie-
den sein kann, wenn der zugehdrige Stabquerschnitt gleich null ist, der zugehdrige Stab

144



also aus dem Tragwerk entfernt worden ist. Dies kann an folgendem kleinen Beispiel
illustriert werden (Bild 3.17):

L =20
Bs = 1.0
y =1.0
F =10
Ausgangsform ein globales Optimum

Bild 3.17:  Querschnittsoptimierung mit Beriicksichtigung des ”Euler-Knickens”

Bine Kraft wird {iber eine starre und nur vertikal verschiebliche Traverse auf zwei gleich
lange Stdbe libertragen. Das Gewicht der Stibe soll minimiert werden, wobei sie nicht
knicken diirfen. Das MaterialftieBen sei nicht maB3gebend, anderenfalls miiBite es durch
zusétzliche Nebenbedingungen berlicksichtigt werden. Die Spannung ist in beiden Sti-
ben gleich grof}, selbst beim Grenziibergang, wenn eine der beiden Querschnittsflichen
null ist:

-F

01 = 0 = ——————
! 2 A+ A

Damit ergeben sich die Knickbedingungen (in Spannungen):

_ _F ca’E A <o .
87 A T A g 0

It

1,2

Das Gewicht ist:
t=yl(A + A)

Die Losung der Optimierungsaufgabe ergibt sich am Schnittpunkt der beiden Nebenbe-
dingungen g; = g; = 0 (Bild 3.18). Offensichtlich jedoch existieren zwei weitere Lasun-
gen, die ein niedrigeres Gewicht aufweisen und die sich dann ergeben miifiten, wenn
einer der beiden Stdbe entfernt worden ist. Bei der vorliegenden Problemformulierung
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liegen sie aber im unzuldssigen Bereich. Werden dagegen die Knickbedingungen in Kréf-
ten formuliert, sind die Félle A; = 0 bzw. Az= 0 mdglich, und die globalen Ldsungen
kénnen ermittelt werden.

A

"Spannungen” "Krafte”

zul. Bereich ® globales Optimum O lokales Optimum

Bild 3.18: zul. Bereich und alternative Formulierung der Nebenbedingungen

Losungstechnisch gesehen ergibt sich aber ein Problem. Die neu hinzugekommenen Tei-
le des zuldssigen Bereiches sind Abschnitte auf den Variablenachsen (A = 0 oder A,
= 0). Damit ist der zuldssige Bereich nichtkonvex und mehrfach zusammenhingend,
wobei Teile von niedrigerer Dimension sind. Allein der letztgenannte Punkt verhindert
eine Losung mit einem numerischen Verfahren. Deshalb empfiehlt es sich, eine Trans-
formation vorzunehmen und die Knickbedingungen folgendermaBen zu formulieren, um
den zuldssigen Bereich etwas aufzuweiten (Bild 3.18):

. F ca* E A "
gj"(A1+A2— 2 )(Aj-ALj)so

oder allgemeiner:

2
. ¢ n* E x .
g = ( - -——Iz——l - O']) (Xj _XLj) <0 (3.60)
j
mit X ... zusdtzliche untere Schranke % > x;j = 0
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Die globale Ldsung ist somit zwar nicht leicht, aber immerhin numerisch bestimmbar.
Das lokale Minimum wird etwas in den zuldssigen Bereich hineinverschoben, liegt je-
doch auf der sicheren Seite. Die zusitzlichen unteren Schranken kdnnten als Relaxati-
onsvariablen verstanden und in den Optimierungsablauf eingebracht werden, um sie
8o klein wie m&glich zu halten. Es wird dabei vorausgesetzt, daB die Stabquerschnittsfls-
che den kleinsten zuldssigen Wert erreicht hat. Bine Anwendung dieses Vorgehens auf
eine komplexere Struktur zeigt Bild 3.19, wo das minimale Gewicht einer Baumstiitze
gesucht war. Ausgehend von einem hochgradig statisch unbestimmten Tragwerk ergaben
sich die beiden dargesteliten Formen, die einem Iokalen und dem globalen Minimum
entsprechen.

lokales Optimum
G = 450,4 kN

globales Optimum
G = 439,6 kN

Bild 3.19: Formoptimierung einer Baumstiitze
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3.3.3  Erweiterung fiir ebene Flichentragwerke

Die alternative Formulierung der Spannungsbedingungen in Fachwerken 148t sich verall-
gemeinern und auf ebene Flachentragwerke {ibertragen, wenn eine charakteristische Di-
mension des Tragwerks variabel ist. Zum Beispiel soll die Form minimalen Gewichts
der in Bild 3.20 dargesteliten Konsole bestimmt werden. Variabel sind die Formen der
Ober- bzw. Unterkante, die von Mises-Vergleichsspannungder soll einen vorgeschriebe-
nen Wert nicht {iberschreiten. Die Modifikation der Nebenbedingungen gemaB (3.55),
indem sie mit der Hohe der entsprechenden finiten Elemente multipliziert werden, be-

schleunigt die Konvergenz. Das direkte Vorgehen ist so mit den Approximationsverfah-
ren wie z.B. MMA vergleichbar (Bild 3.20).

Startentwurf
120
110 {3 Legende
. O 8QpP
i 100 1 [0 SQP (mod. Nebenbed.)
=90} i
ks E
E
8 80
Optimum
70
60
F
50 . N
6 1 2 3 4 5 6 7 8 9
lterationen

Bild 3.20: Formoptimierung einer Konsole
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4 FORMBESCHREIBUNG, FORMKONTROLLE

4.1 Formoptimierung

In ihrer allgemeinsten Formulierung sind Probleme der Formoptimierung Aufgaben der
Variationsrechnung. Gesucht sind Funktionsveridufe, die die Form der zu optimierenden
Kérper beschreiben und gewisse Zielfunktionale optimal erfiillen. Dies steht im Gegen-
satz zu den in Kapitel 2 beschriebenen Problemen, wo die Werte von freien Parametern
gesucht waren, die Zielfunktionen optimal zu erfiillen hatten. Entsprechend dazu sind
hier Nebenbedingungen durch Nebenbedingungsoperatoren anstelle von Funktionen de-
finiert.

Kneppe [78] nennt die formbeschreibenden Funktionen ”Gestaltsfunktionen”, was hier
libernommen werden soll, um eine Verwechslung mit dem Begriff *Formfunktion” zu
vermeiden, mit dem oft die Ansatzfunktionen von Interpolationsvorschriften bezeichnet
werden. ‘

Die Gestaltsfunktion ¥ eines dreidimensionalen Kérpers (Bild 4.1) ist i.a. eine Funktion
krummliniger kdrpereigener Koordinaten u, v, w:

F=F(v,w (4.1

X

Bild 4.1: Oberfliiche eines Kirpers
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Fiir Flichentragwerke nimmt die Gestaltsfunktion die bekannte Form an (Bild 4.2):

F=r'(u,v)+ % t(u,v) w e'3(u,v) (4.2)
wobei: r’ (u, v) ... Gestaltsfunktion der Schalenmittelfliche

t (u, v) ... Dickenverteilung der Schale

u, v ... krummlinige Flachenkoordinaten

€12 ... kovariante Basisvektoren in u- bzw. v-Richtung

e's ... Schalennormale, senkrecht auf e’; und e’,

w ... Koordinate in Richtung e’;

Die Formoptimierung eines Schalentragwerkes besteht nach (4.2) aus der gleichzeitigen
Optimierung der Mittelfiiche und der Querschnittsverteilung.

Schalenmittelflache -~

=

Bild 4.2: Gestaltsbeschreibung eines diinnen Fldchentragwerkes
Eine typische Aufgabe der Formoptimierung ist die Minimierung des Volumens eines

Kérpers. Flir Flachen ergibt die Losung dieser Aufgabe die sogenannten Minimalfla-
chen. In diesem Fall ist das Zielfunktional:

F= Ldv= ffjm du dv dw (4.3)
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mit: J = Jakobi-Matrix

Tty T2u I3

. T
J= |1y 1y 13y ;o r=(ry, ry, 13)

Tw Iw I3w

Die Ldsung dieser und dhnlicher Aufgaben kann analytisch mittels der Verfahren der
Variationsrechnung gefunden werden. Allerdings sind nur wenige geschlossene Losun-
gen bekannt (z.B. die "Katenoide”, die in jedem Lehrbuch der Variationsrechnung ange-
fiihrt werden [33]), so dal3 zur Optimierung von beliebigen Formen Niherungsverfahren
wie z.B. das Ritz-Verfahren herangezogen werden. Die Gestaltsfunktion ¥ wird dann
durch Ansatzfunktionen r angenéhert. Die freien Parameter dieser Ansatzfunktionen
sind die verbleibenden Unbekannten eines Formoptimierungsproblems. Analog dem
Verfahren der finiten Elemente haben auch bei der Formbeschreibung und Formkontrol-
le im Zusammenhang mit der Strukturoptimierung Verfahren die groBte Bedeutung er-
langt, die die Form des Tragwerkes bereichsweise durch geeignete Ansétze anndhern.
Damit kdnnen das Variationsproblem in ein Parameteroptimierungsproblem der bekann-
ten Form (NLP) tiberfiihrt und die im Kapitel 2 beschriebenen Verfahren zur Formopti-
mierung auch komplexer Tragwerke herangezogen werden. Gewdhnlich bedeutet dieses
Vorgehen keine wesentliche Einschrinkung der Lésungsvielfalt, da meist von vornherein °
gewisse dsthetische Vorstellungen oder Anforderungen der Fertigung fiir die optimale
Form bestehen. Weiter kann auf diese Weise die Anzahl der Optimierungsvariablen bei
ausreichend groBer Formfreiheit wesentlich reduziert werden. Dies wirkt sich glinstig
auf die Komplexitit des Optimierungsmodells sowie die Konvergenzstabilitit und ~ge-
schwindigkeit der Losungsverfahren aus. Verschiedentlich wurden die Knoten des finiten
Elementmodells als Formparameter eingefiihrt. Dies erwies sich jedoch schnell als un-
geeignet fiir die Formoptimierung, denn die Zahl der Optimierungsvariablen ist dann
von der Diskretisierung abhéngig und die Netze neigen zu entarten und damit unbrauch-
bar zu werden.

Grundsétzlich kénnen zur Formkontrolle und -verinderung wéhrend der Optimierung
bestehende Programme verwendet werden, die urspriinglich zur Erstellung von FE-
Daten konzipiert worden sind (sogenannte Preprozessoren). In Verbindung mit der
Strukturoptimierung werden an die Preprozessoren jedoch erhdhte Anforderungen
gestellt: sie werden wiederholt (teilweise sehr oft) aufgerufen und werden auch zur Ge-
nerierung der Gradienteninformationen verwendet. Viel Rechenaufwand und Daten-
manipulationen kénnen deshalb gespart werden, wenn die Datenstrukturen von Optimie-
rungs—, Analyse~ und Formkontrollprogrammen aufeinander abgestimmt sind, wie dies
bei CARAT verwirklicht ist. Dies wird sich bei wiederholten Generierungen auswirken.
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Andererseits sollten die Preprozessoren auch in der Lage sein, die Gradienteninformatio-
nen direkt zu generieren, d.h. nicht iiber einen Differenzenschritt.

In den néchsten Abschnitten werden Formgenerierungsverfahren und die Besonderhei-
ten im Zusammenhang mit der Formoptimierung nédher beschrieben.

4.2 Formgenerierung

4.2.1 Das Konzept der Design-Elemente

Wie bereits angedeutet, haben sich Verfahren zur Formgenerierung durchgesetzt, die
die Form abschnittsweise approximieren. In Abgrenzung zum Verfahren der finiten Ele-
mente werden hier die Formabschnitte ”Deérign—EIemente” [72], ”Super-Elemente”
[24] oder "Makroelemente” [125] genannt. Dies auch deshalb, da die Design-Elemente
den finiten Elementen {ibergeordnet sind und zu deren Generierung herangezogen wer-
den. Analog den Verfahren der finiten Elemente ist ein Design~Element durch ”Design-
Knoten” und "Interpolationsfunktionen”, " Ansatzfunktionen” oder auch "Formfunktio-
nen” definiert. Auch gibt es ein-, zwei~ und dreidimensionale Design-Elemente (Bild
4.3). In jedem Fall lautet die Interpolationsvorschrift fiir die Gestalt eines Tragwerks
innerhalb eines Design-Elementes:

n
r(u,v,w, ) = Z oi(ua, v, w) 1 (4.9
L i=1
mit: n ... Anzahl der Knoten eines Design-Elementes
ol ... Formfunktionen
u, v, w ... ¢lementeigene Koordinaten
1 ... Koordinaten des Design-Knoten i; i = 1,...,n

Fir die Generierung der Dickenverteilung in Flachentragwerken kann Gleichung (4.4)
ebenfalls herangezogen werden. Es gilt dann entsprechend:

n
(o, 0w, t) = O ¢i(n, v, W) 6 (4.5)
i=1
mit: t ... Dickenverteilung
t ... Dicken des Tragwerks an Design-Knoten i; i = 1,...,n
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1-dimensional: Umhiillende eines Fachwerkobergurtes (Bézier-Spline)

3~dimensional: Generierung einer dicken Kugelschale (8—knotiges Brick-Element)

Bild 4.3: Ubersicht iiber die Einsatzgebiete von Design—Elementen zur Formgenerierung
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Mit der Entwicklung und Bereitstellung verschiedenster Formfunktionen zur Beschrei-
bung auch komplexester Formen befalt sich der Forschungszweig des Computer Aided
Geometric Design (CAGD) [6], [15], [39], [40], [55], [99]. Das Konzept der Design-Ele-
mente hat eine weite Verbreitung gefunden und ist die Grundlage fiir viele Netzgenerato-
ren und CAD-Verfahren. Dies ist im wesentlichen durch folgende Vorteile begriindet,
was dieses Konzept auch fiir die Formoptimierung besonders attraktiv macht:

® Wenige, aber charakteristische Formfreiheitsgrade.

e Beliebig genaue Approximation der angestrebten Form durch
¢ Verdichtung des Design-Elementnetzes,
¢ andere Ansitze.

e Mdgliche Kombination verschiedener Formfunktionen und Design-Elemente
zur Beschreibung derselben Form.

® Geringer Eingabeaufwand, dadurch
@ bequeme und weitgehend fehlerfreie Generierung von FE-Netzen.

@ Interaktive Formkontrolle durch Koordinateninderungen der Design-Knoten.

Im Sinne der Strukturoptimierung kénnen in einem Design-Element dessen Koordinaten
und, wenn es sich um ein ein- oder zweidimensionales Element handelt, dessen Knoten-
dicken sein. Weitere Variablen sind Freiwerte der Ubergangsbedingungen zwischen ver-
schiedenen Design-Elementen.

4.2.2 Formoptimierung mit Design-Elementen

Das Konzept der Geometriebeschreibung eines Gegenstandes mittels Design-Elementen
eignet sich hervorragend zum Einsatz bei der Formoptimierurfg. Hier vereinen sich in
“optimaler” Weise zwei fundamentale Anforderungen an die Formulierung eines Opti-
mierungsprobiems, die sich im Grunde widersprechen:

@ die Beschreibung der Geometrie mit mdglichst wenig Freiheitsgraden
# cine dennoch méglichst grole Formvielfalt.

Der Verdienst, daslDesign—Element~Konzept in die Strukturoptimierung eingefiihrt zu
haben, wird allgemein Imam [72] ‘1982 zugesprochen. Er war einer der ersten, die die
FE-Netzgenerierung und Formkontrolle als eigenstindige Programmodule in dén Ge-
samtprozel einfithrten. Imam wendete das Verfahren zur Formoptimierung dreidimen-
sionaler Strukturen an. Eine erste Anwendung auf flachige Strukturen ist von Botkin
und Bennett [20] ebenfalls 1982 verdffentlicht worden. In Verbindung mit den Design~
Elementen beschreiben Wang et al. [150] 1985 ein Verfahren zur expliziten Bestimmung
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der Sensibilitdt von dreidimensionalen finiten Elementen. Die Begriffe und die Metho-
den des CAD und CAGD wurden 1985 von Esping [37] und 1986 von Braibant und
Fleury [23] verwendet. In diesen Arbeiten wurden die Verfahren zur Optimierung ebener
Strukturen eingesetzt. Braibant und Fleury beschreiben hier auch Verfahren zur Ver-
kntipfung der Optimierungsvariablen. Der Stand der Technik ist in [9] umfassend doku-
mentiert, eine Literaturiibersicht kann bei Ding [31] gefunden werden. Eine neuere Ar-
beit stammt von Yang [154], der ein Programmsystem zur Formoptimierung
dreidimensionaler Strukturen mittels Design-Elementen beschreibt.

4.2.3 FE-Netzgeneratoren

In den vergangenen Jahren wurden unzihlige Verfahren zur Generierung von FE-Netzen
verdffentlicht. Zundchst hauptsichlich auf ebene Flichenstrukturen beschrinkt, haben
sich die Methoden zuletzt wesentlich verbessert. Die Generierung komplizierter dreidi-
mensionaler Flichen- und Volumenmodelle ist heute selbstverstindlich. Dies war auch
eine Folge der raschen Entwicklung der Computertechnologie und der Analyseprogram-
me. Einen der ersten Generatoren zur Definition ebener und rdumlich gekriimmter fini-
ter Elementnetze beschreiben Zienkiewicz und Phillips [156] 1971. Ein Programmcode
zur Generierung ebener Netze wurde 1979 von Hinton und Owen [69] publiziert. In
diesen beiden Arbeiten wurden Design-Elemente mit den bekannten Formfunktionen
der isoparametrischen finiten Elemente verwendet. Ein dhnliches Verfahren wurde von
Bremer 1986 [24] angegeben. Dort kann auch ein weiterer Uberblick und eine umfassen-
de Literaturliste gefunden werden. Lo [84] beschreibt eine Methode zur Generierung
von rédumlich gekriimmten Flichen. Ein interaktiv unterstiitztes Verfahren, das transfini-
te Transformationen (siche Coons-Elemente, Abschnitt 4.3.2.3.3) zur Abbildung der
Geometrie verwendet, wird von Haber et al. [S8] angegeben. Die Autoren heben in ihrer
Arbeit die Notwendigkeit einer graphisch-interaktiven Unterstiitzung des Generierungs-
vorganges besonders hervor. Neuere Ubersichtsarbeiten wie z.B. von Shepard et al.
[127] oder Schwenzer [125] zeigen die aktuellen Entwicklungstendenzen auf: Mehr und
mehr werden Netzgeneratoren Bestandteil einer umfassenden geometrischen Beschrei-
bung der zu berechnenden Bauteile mittels der Verfahren des CAD und des CAGD.
Spezielle Probleme aus der Sicht des CAGD in Verbindung mit Netzgenerierungen wer-
den in [41] behandelt. Dabei gibt es grundsitzlich zwei Méglichkeiten, die CAD-Pro-
gramme mit den Netzgeneratoren zu verbinden: einerseits iiber spezielle Interface-Rou-
tinen oder zum anderen durch eine direkte Integration der Programm-Module. Der
letztere Weg empfiehlt sich insbesondere fiir wiederholte Anwendungen wie z. B. in
der Strukturoptimierung. Eine Integration von CAD~- und FE-Programmiteilen ist insbe-
sondere in CARAT [12], [75], [132], aber auch in vielen kommerziellen Programmpake-
ten wie ANSYS [30] oder NASTRAN verwirklicht. Eigenstindige Programmpakete zur
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Computer- unterstiitzten Erstellung von FE-Netzen sind PATRAN [93], SuperTab oder
IDEAS. Ein heutzutage nicht mehr wegzudenkendes Hilfsmittel ist die interaktive graphi-
sche Unterstlitzung, die gerade von ”workstations” optimal gewdhrt wird. Verbreitete
Anwendung dieser hochentwickelten Verfahren zur Generierung von FE-Daten finden
sich in der Automobil-, der Luft- und Raumfahrtindustrie sowie des Maschinenbaus.
Das Bauwesen ist gerade dabei, der Entwicklung zu folgen.

4.3 Formgenerierung und -optimierung mit CARAT

4.3.1 Zur Programmorganisation

Das Programmsystem CARAT verfligt iber den Preprozessor CARAT-Design. Dieser
Preprozessor ist direkt in das System integriert und teilt dieselbe Incore-Datenbasis wie
alle anderen Programmodule des Systems. Damit ist der in der Strukturoptimierung be-
trachtliche Aufwand fiir den Datentransfer auf ein Minimum reduziert, der durch die
Interaktion von Optimierungs—, Entwurfs— und Analysemodellen entsteht (siehe Kapi-
tel 1, Bild 1.1). CARAT-Design hat im wesentlichen drei Aufgaben zu erfiillen, die im
Eingabe- und Durchfithrungsteil von CARAT anfallen, weshalb CARAT-Design eher
einen "Perprozessor” als einen Preprozessor darstellt:

®  Generierung und interaktive Modifikation der FE-Daten.

e  Modifikation der Geometrie und Dickenverteilung wihrend der Optimie-
rung.

®  Generierung der abgeleiteten FE-Daten nach Vorgabe der abgeleiteten
Design-Parameter fiir die Sensibilitdtsanalyse.

Im Bild 4.4 sind schraffiert die Stellen im Gesamtablauf von CARAT dargestellt, an
denen CARAT~Design eingreift. Fiir den Gesamtaufwand der Berechnungen ist aus der
Sicht von CARAT-Design vor allem die effiziente Programmierung der beiden Schlis-
selstellen im Optimierungszyklus von Bedeutung. Durch die gemeinsame Incore-Daten-
basis stehen zu jeder Zeit alle Design- und FE-Daten zur Verfiigung, so daf3 an dieser
Stelle ausschlieBlich die sich dndernden Werte generiert werden miissen. In der vorlie-
genden Implementierung sind dies die Koordinaten des FE-Netzes und die Dickenvertei-
lung bei fester Topologie. Die Ableitung des Design-Modells nach den Optimierungsva-
riablen ist explizit programmiert. Besonderer Wert wurde dabei auf die Ableitung der
Kontinuititsbedingungen zwischen Design-Elementen gelegt, so daf} insgesamt ein &u-
Berst effektiver Algorithmus vorliegt, fiir beides: die Formmodifikation und die analyti-
sche Sensitivititsanalyse wihrend einer Optimierung.
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Bild 4.4: Integration von CARAT-Design in den Gesamtablauf
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4.3.2 Elementkatalog

4.3.2.1  Elementhierarchie

Die Design-Elemente sind hierarchisch geordnet. Die jeweils hohere Stufe wird von der
jeweils vorhergehenden definiert (Bild 4.5):

e 1-D-Elemente, sogenannte “Design-Kanten”, durch Design—Knoten.

e  2-D-Elemente durch Kanten (da 2-D-Elemente am meisten eingesetzt wer-
den, werden sie im folgeniden auch als "Design-Elemente” bezeichnet).

® 3-D-Elemente, sogenannte "Design Bricks”, durch Design-Elemente.

Zusétzlich sind innere Knoten zu beachten, wie sie bei 9~ bzw. 16-knotigen 2-D-
Elementen oder 27-knotigen Bricks vorkommen kdnnen.

——

1D e omrm Kanten

o @

Bild 4.5: Hierarchie der Design—Elemente

Diese Ordnung orientiert sich am Vorgehen vieler CAD-Verfahren und erlaubt mannig-
fache topologische Verkniipfungen zwischen den einzelnen Hierarchiestufen (siehé'
Bild 4.6, wo eine Kante gleichzeitig Teil zweier Flachen und eines Brick ist). Neben
der natlirlichen, am Vorgang des Entwerfens orientierten kontinuierlichen Dimensions—
aufweitung mit zunehmender Hierarchieebene hat dieses Vorgehen den Vorteil, dafl be-
nachbarte Design-Elemente automatisch kompatibel sind, Zum Beispiel haben die in
Bild 4.6 dargesteliten Flachen-Elemente gemeinsame Kanten. Diese Kanten sind Triger
zusétzlicher Informationen iiber die Anzahl der zu generierenden finiten Elemente, ihre
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Verdichtung, die Randbedingungen und Kontinuitdtsbedingungen. Automatisch haben
beide Design-Elemente entlang dieser Kante dieselben Eigenschaften, zusitzliche auf-
wendige Datenabgleiche sind somit iiberfliissig. Entsprechendes gilt fiir gemeinsame
Oberflachen von Design Bricks.

<
/

I\/

Bild 4.6:  Topologische Zusammenhdinge zwischen Design—Elementen verschiedener
Hierarchieebenen.
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4.3.2 Elementkatalog

4.3.2.1 Elementhierarchie ’
Die Design-Elemente sind hierarchisch geordnet. Die jeweils hohere Stufe wird von def
jeweils vorhergehenden definiert (Bild 4.5):

® 1-D-Elemente, sogenannte "Design-Kanten”, durch Design~Knoten.

e  2-D-Elemente durch Kanten (da 2-D-Elemente am meisten eingesetzt wer-
den, werden sie im folgenden auch als "Design-Elemente” bezeichnet).

e  3-D-FBlemente, sogenannte ”Design Bricks”, durch Design-Elemente.

Zusitzlich sind innere Knoten zu beachten, wie sie bei 9- bzw. 16-knotigen 2-D-
Elementen oder 27-knotigen Bricks vorkommen kénnen.

1D ————- Kanten

G

Bild 4.5: Hierarchie der Design—-Elemente

Diese Ordnung orientiert sich am Vorgehen vieler CAD=Verfahren und erlaubt mannig-
fache topologische Verkniipfungen zwischen den einzelnen Hierarchiestufen (siehe
Bild 4.6, wo eine Kante gleichzeitig Teil zweier Fldchen und eines Brick ist). Neben
der natiirlichen, am Vorgang des Entwerfens orientierten kontinuierlichen Dimensions-
aufweitung mit zunehmender Hierarchieebene hat dieses Vorgehen den Vorteil, dafl be-
nachbarte Design-Elemente automatisch kompatibel sind. Zum Beispiel haben die in
Bild 4.6 dargestellten Flichen-Elemente gemeinsame Kanten. Diese Kanten sind Tréger
zusitzlicher Informationen {iber die Anzahl der zu generierenden finiten Elemente, ihre
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Verdichtung, die Randbedingungen und Kontinuitdtsbedingungen. Automatisch haben
beide Design-Elemente entlang dieser Kante dieselben Eigenschaften, zusitzliche auf-
wendige Datenabgleiche sind somit tiberfliissig. Entsprechendes gilt fiir gemeinsame
Oberflachen von Design Bricks.

<
/

I/

Bild 4.6:  Topologische Zusammenhdinge zwischen Design-Elementen verschiedener
Hierarchieebenen.
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4.3.2.2 1-D-Elemente

4.3.2,.2.1 Lagrange-Elemente

Vor allem in der Methode der finiten Elemente viel gebrauchte Formfunktionen zur In-
terpolation von Geometrie und Verschiebungen sind Polynomansétze verschiedener Ord-
nung. Hier werden zur Beschreibung der Gestalt eines Tragwerks (siehe Gl. (4.4)) Poly-
nome 1., 2. und 3. Ordnung verwendet. Dem entsprechen 1-D-Design-Elemente oder
Design-Kanten mit 2, 3 oder 4 Knoten (sieche Bild 4.7). Die Ansatzfunktionen sind in
der lokalen Koordinate u definiert, die von 0 bis 1 lduft.

2-knotig (linear)

@ @ ®y = 1-u

z o0 ®; = u
= u
0 1

< y

3-knotig (quadratisch)

® @ @ ®=-0-w-D

z o—0—0 @ = 4u(l-u)
Pt U ¢, = y@u-1)
0 1/2 1
% y
4-knotig (kubisch)
@y = 3 (1-w)2-%ul-w]
; © @ @ @ @ =3%u-wpBl-uw-1]
[0 e & 0 N
oy ®2=37ul-uwBu -1]
y 0 1/3  2/3 1 Dy = _;_ u[2—9u(1—u)]

Bild 4.7: 1-D Lagrange Elemente
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4.3.2.2.2 Bézier-Spline
Alternativ zu der oben angegebenen kubischen Lagrange-Interpolation, die als Funktion
von vier Kontrollknoten formuliert ist, kann dieselbe Kurve auch durch jeweils zwei Kon-
trollknoten und Tangentenvektoren am Anfang (u = 0) bzw. Ende (u = 1) des Design-Ele-
mentes bestimmt werden. Dies wird auch Hermite-Interpolation genannt. Ferguson
. fiihrte diese Darstellung als erster zur Beschreibung von Kurven und Flichen beim Ent-
wurf von Flugzeugen ein [40]. Bin Punkt r wird dann durch folgende Interpolationsvor-
schrift gewonnen (siehe auch Bild 4.8).

rw) =15 (1-3 >+ 20 +r (3u2-2 u’)

. . (4.6
+rgu-2u2+ ) +r -2+ ud)
mit: rg, ry ... Ortsvektoren der Anfangs - bzw. Endknoten
ro, ¥1 ... Tangentenvektoren am Anfang und Ende der Kurve

2

Ferguson-Spline Bézier-Spline

Bild 4.8: kubische Splines

Die Gleichung (4.6) eignet sich wenig fiir eine direkte Manipulation, wie sie beim inter-
aktiven Entwerfen notwendig ist, da die Tangentenvektoren schlecht graphisch darge-
stellt werden konnen und fiir den Entwerfer recht abstrakte GréBen darstellen. Eine
afternative Formulierung von (4.6), die diese Nachteile {iberwindet, stammt von Bézier.
Hier werden die Tangentenvektoren ersetzt durch die Differenzvektoren von Anfangs~
bzw. Endknoten eines kubischen Design-Elementes zu zwei zusitzlich eingefiithrten
Kontrollknoten (Bild 4.8). Somit ergibt sich ein Punkt r innerhalb des Elementes nach
der Vorschrift:

rw=0-uwlr+3ud-ulr+3ud-urn+uvns 4.7
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Die Formfunktionen sind dann:

By = (1-u)
®; = 3u (1-u)?
®; =302 (1-u)
@3 = u?

Wie das 4-knotige Lagrange-Element ist auch das kubische Bézier-Element durch vier
Kontrollknoten bestimmt, jedoch ist zu beachten, daf3 die beiden inneren Knoten Nr. 1
und 2 nicht auf der generierten Kurve liegen. Deshalb wird die Transformationsvor-
schrift des Bézier-Spline auch als Approximation bezeichnet, im Gegensatz zu den
Lagrange-Interpolationen. Fine Verallgemeinerung fiir hdhere Polynome wird durch die
Bernstein-Polynome angegeben:

n

_ n! i i
r(u) = .1;] m u (]. —U) i ) (48)
mit: u ... lokale Koordinate 0 <u <1
r; ... Kontrollknoten
n ... Grad des Polynoms
1 2

charakteristisches Polygon konvexe Hille

Bild 4.9: FEigenschaften des Bézier-Splines

Der kubische Bézier-Spline ergibt sich fiir n = 3. Grundsétzlich liegen alle inneren Kon-
trollknoten nicht auf der approximierten Kurve. Eine besondere Eigenschaft des Bézier~
Spline ist das charakteristische Polygon (Bild 4.9), das sich aus der geradlinigen Verbin-
dung der Kontrollknoten ergibt. Innerhalb der "konvexen Hiille” dieses charakteristi-
schen Polygons wird die generierte Kurve stets zu liegen kommen. Dies ist besonders
in Verbindung mit der Strukturoptimierung eine wichtige Eigenschaft, da allein durch
die Kenntnis der geometrischen Orte der Kontrollpunkte die resultierende Form abge-
schétzt und damit schon vor der Generierung durch geeignete Restriktionen fiir die
Formfreiheiten der Kontrollpunkte entartete Formen vermieden werden kénnen. Mit zu-
nehmendem Grad der Polynome nimmt allerdings die Aussagekraft des charakteristi-
schen Polygons ab.
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4.3.2.2.3 B-Spline

Wie der Bézier-Spline ist auch der B-Spline eine Approximationsvorschrift, d.h. die
. generierte Kurve geht in der Regel nicht durch die Kontrollknoten. Eine umfassende
Darstellung kann bei de Boor [18] und Bartels et al. [6] gefunden werden. Einen einfiih-
renden Uberblick geben [40] und [15]. Die B-Splines, auch Fundamental-Splines oder
Basisfunktionen genannt, sind Funktionen eines Parameters u, die abschnittweise aus
Polynomen des Grades n zusammengesetzt werden. Sie sind nur innerhalb eines Inter-
valls (u;, Ujene1) ungleich null und Cp.q-kontinuierlich. Zum Beispiel ergibt sich ein kubi-
scher B~Spline mit Grad n = 3 aus 4 Abschnitten, die von 5 Stiitzstellen (Parameterkno-
ten) definiert werden (Bild 4.10). Dieser B-Spline ist Cj-kontinuierlich. Den 16
unbekannten Koeffizienten der vier kubischen Abschnittspolynome stehen 15 Uber-
gangsbedingungen gegeniiber. Die noch fehlende zusitzliche Bedingung ist, daB die Fla-
che unter der Kurve gleich eins sein soll. Analog Gleichung (4.4) lautet die Approximati-
onsvorschrift:

m
r(u) = > Bl (u)r; (4.9)
i=0
m+ 1 ... Anzahl der Kontrollknoten r;
n ... Grad des B-Spline
Bi(w) ... B-Spline, der dem i-ten Kontrollknoten zugeordnet ist
u ... Parameter
3
B
u ui, Uj Uiy Uy Y
i i+1 i+2 +3 i+4

Bild 4.10:  Kubischer B-Spline

Parameter~ und Kontrollknoten diirfen nicht verwechselt werden. Eine Kurve, die nach
{4.9) mit 4 Kontrollknoten und kubischen B-Splines approximiert werden soll, hat insge-
samt 8 Parameterknoten, die zur Definition der Basisfunktionen notwendig sind. Sie
sind in Bild 4.11 dargestellt. Es wird auch deutlich, daB kein Kontrollknoten auf der
approximierten Kurve liegt und sie nur zwischen dem 4. und 5. Parameterknoten be-
stimmt ist.
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Basisfunktionen: B} B B} B3

Parameterknoten

approximierte

Kurve Gradn=3 m-=3:
charakteristisches m+1 = 4 Kontrollknoten
Polygon m+1 = 4  Basisfunktionen
m-n+1 = 1 Kurvenabschnitte
0 —. Kontrollknoten — 3 -m+n+2 = 8  Parameterknoten

Bild 4.11:  Kubische B-Spline~-Kurve mit 4 Kontrollknoten

Die Abschnittspolynome des i-ten kubischen B-Spline sind folgendermaBen definiert
(Bild 4.10):

uU-u u-y U -
. : ;W= U S Uiy
Ui+3~W Ui+2- Ui Ui+1-Uj

u-u u-u  Ujy42-U

+ Uip3~U  U=Uj4q )
Ui43=Ui “Ui+2-Ui Ui+2=-Ui+1 - Ui+3=Ui+1 Ui+2-Ui+1

4 Uisa=U | U-Uisy | U-Uigg

Ui+l = U S Uiy
Ui+4—Ui4+ 1 Ui+3—Uis+1 Uji+2-Ujt+1

B} =< U-Uji | Uj+3~U  Uj+3~U (4.10)
Uit3=Ui Ui43-Uir1 Uji43=Uj42

L _Uik4mU o U-Uipy | Uip3-—U 4 U4zl | U-Uiy )
Ui+4=Ui+1 “Ui+3-Ui+1 Ui+3~-Ui+2  Ui+4-Ui+2 Ui+3-Uj4+2

;o Uid2 = U S Uj43

Uj+4—U Uj+4-U Uj44~U
\_ : ) 3o Ui+3 S U S Ujtd

Ui+4=Ui+1 Ui+4—Ui+2 Ui+4—Ui+3

Fiir konstante Abstinde A zwischen den Parameterknoten 1483t sich (4.10) vereinfachen
[6], wobei 0 < @ < 1 ist:
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1 3
(5 © ; =—i—(u W), U S U Uy
—é— Q+30+ 32-3 1) ; u‘=—i~ (U=Ui+1) , Uit1 < U < Ujeo
B} =< ) 1 (4.11)
3 (4-6 @+ 3 ; E‘=X (W=ui42) , Ui+2 < U < Ujy3
1 _ 1
\g(1~®3 ;U=K(U—Ui+3), Uj43 = U = Ujpg

Einen rekursiven Algorithmus zur Bestimmung von B gibt de Boor in [18] an, der als
effizient und stabil bekannt ist. Der B~Spline von Grad n wird additiv durch Basisfunktio-
nen niedrigeren Grades bestimmit:

B"”1 u BiZ4(u
Bi(w) = (u~ u) ( ) + (Uigre1-1) -———‘—L—)——a
L Urgit1=Ujp1
1; u€ [uuie) (4.12)
mit: B? =
0; ué [uui+y)

Die Ableitungen eines B-Spline nach u lassen sich aus (4.10) bzw. (4.11) leicht bestim-
men, hingegen sind fiir rekursiv definierte Funktionen besondere Algorithmen notwen-
dig, die die Kettenregel der Differentiation beriicksichtigen. De Boor [18] und Bartels
et al. [6] geben dazu Auskunft. Bohm et al. [15] geben einen nach eigener Aussage
besonders effektiven Algorithmus an. Die Kenntnis der ersten Ableitung ist wichtig zur
Bestimmung der Tangentenrichtungen (z.B. fiir tangentiale Lagerbedingungen) oder zur
Bestimmung der Normalenrichtung auf Coons-Elementen.

Fallen mehrere Parameterknoten aufeinander, verringern sich die Kontinuititseigen-
schaften der generierten Kurve an der entsprechenden Stelle. Fiir kubische B-Splines
gilt:

einfacher Parameterknoten: C,-Kontinuitit

doppelter Parameterknoten: Cy

dreifacher Parameterknoten: Co

vierfacher Parameterknoten: diskontinuierlicher Funktionsverlauf

Fallen die ersten bzw. letzten vier Parameterknoten eines B-Splines aufeinander, dann
interpoliert dieser Spline den ersten und letzten Kontrollknoten, wie das auch bei den
Bézier-Splines der Fall ist. Bild 4.12 zeigt die Verldufe der so entstehenden Basis-
funktionen. Der zweite bzw. vorletzte Kontrollknoten bestimmt dann, dquivalent zum
Bézier-Spline, die Tangentenrichtung der approximierten Kurve am Anfang bzw. Ende.
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Bézier-Splines lassen sich aus kubischen B-Splines konstruieren. Es ist zu bemerken,
daB3 die Kontrollknoten der Bézier— und B-Splines gewdhnlich nicht aufeinanderfallen.
Nach Bohm et al. [15] werden sie respektive Bézier— bzw. de Boor-Knoten genannt.
Diese Unterscheidung ist insbesondere bei der Betrachtung der Kontinuititsbedingungen
aneinanderstofender B-Splines von Bedeutung. Im erwdhnten Fall von vierfachen Para-
meterknoten am Beginn bzw. Ende eines B-Splines fallen die ersten bzw. die letzten
Bézier- und de Boor-Knoten zusammen.

Im Bild 4.13 ist eine solche Konstruktion dargestellt. Da eine kubische B-Spline~Kurve
per definitionem Cy-kontinuierlich ist, liefert diese Konstruktion auch die Bedingungen,
die die Kontrollpunkte der Bézier-Kurven flr einen kontinuierlichen Ubergang der
Kriimmungen erfiillen miissen. Umgekehrt lassen sich so aus Bézier-Kurven und Ubet-
gangsbedingungen B-Spline~-Kurven erstellen. Eine klare Darstellung dieses Sachver-
halts findet man in [15].

\ ;
By
i=0123 |4 |5 [6 78810
-0
By
™
B,
/\ 3
B,
LIN e
B.
B
83
Parameterknoten%—— 8

Bild 4.12:  Mehrere Endknoten

Eine besondere Bigenschaft des B-Spline, die auch fiir die Formoptimierung von Bedeu-
tung ist, ist die lokale Kontrolleigenschaft der Kontrollknoten. Das heil3t, wird der Ort
eines Kontroflknotens gedndert (von Hand oder vom Optimierungsalgorithmus), sind
davon nur vier Abschnitte der generierten Kurve betroffen. Der Rest bleibt unveréndert.
Dagegen werden den Bézier-Splines globale Eigenschaften zugesprochen, denn die Ver-
anderung eines Kontrollknotens wirkt sich auf die gesamte Kurve aus. Tatsédchlich jedoch
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wird hier mit zweierlei MaB gemessen, denn wie aus Bild 4.13 ersichtlich, entsprechen
Bézier-Splines den Abschnittspolynomen der B-Spline-Kurven. Das bedeutet: erfiillen
die Kontrollknoten der Bézier-Splines die Ubergangsbedingungen, betreffen auch dann
Kurvenverénderungen nur vier Abschnitte der generierten Kurve.

o de Boor-Knoten
o Bézier-Knoten

Bild 4.13: 5 Bézier-Splines aus einem B--Spline (nach [15])

Weitere Formfreiheiten ergeben sich, wenn die in Bild 4.13 dargestellten Abschnittsver-
héltnisse des charakteristischen Polynoms intern als zusiitzliche Parameter beriicksich-
tigt werden. Solche Splines werden dann als B-Splines bezeichnet [5]. Das iibliche Vor-
gehen ist jedoch, die Abschnittsverhiltnisse konstant gleich groB zu belassen, wie das
auch in CARAT-Design der Fall ist. Eine andere Weiterentwicklung stellen die ”Non~
Uniform-Rational-B-Splines” (kurz NURBS) dar. Damit kénnen auch Kegelschnitte
(Kreise, Ellipsen, Parabeln, Hyperbeln) exakt generiert werden. Eine kurze Einfithrung
dazu findet man in [149],

Zusammengefalt haben B-Splines folgende Eigenschaften, die sie fiir die Anwendung
in der Formoptimierung besonders vorteilhaft erscheinen lassen:

e  beliebig viele Kontrollknoten bei konstantern Grad des Polynoms,
e  C,-Kontinuitdt (kubische B-Splines),

® lokale Kontrolle,

@  Kontrollknoten bilden eine konvexe Hiille (siche Bézier-Spline),

®  die Basisfunktionen sind stets gréfBer oder gleich null, d.h. die approximierten
Kurven oszillieren nicht.
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4.3.2.2.4 Kreise und Spirallinien

In einem kartesischen Koordinatensystem werden ebene Kreis- und Spirallinien durch
vier Kontrollknoten beschrieben (Bild 4.14):

Knoten 1:  Anfang des Linienabschnittes (u = 0)
Knoten 2:  Mittelpunkt

Knoten 3:  Richtung der Drehachse

Knoten 4:  Ende des Linienabschnittes (u = 1)

©) r,
Y r,
/
a a;’..»—f/
r, @7 '/ a. Vv,
X v,
2

Bild 4.14: Definition einer Spirallinie im kartesischen Raum

Aus den Kontrollknoten werden diejenigen Grofien berechnet, mit denen die Kreis- bzw.
Spirallinie eindeutig bestimmt werden kann (Bilder 4.14, 4.15):

Radien am Anfang und Ende:

Ry = |ri-r2| Ry = |r4-12]

r3-r
Drehachse: a = 372
[r3-1]
. r=r
Basisvektoren: vy = —-LIi—}— v, = a X v
1
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N 1 .
Offnungswinkel: COSa = = v; (rg~ry) sing’ = L va (rg—r2)
R, Ry

{ arccos (cosa) ; sina’ > 0
a =

27 - arccos (cosa) ; sina' = 0

Bild 4.15: Interpolation einer Spirallinie
Damit gilt in Abweichung von Gleichung (4.4) folgende Interpolationsvorschrift:
r(u) = R(u) (cosgp(u) v; + sing(u) vo) + ry (4.13)

R(u) = Ri+ (R;-R)) u
B(u)

Formvariable im Sinne der Strukturoptimierung kénnen die Koordinaten der Kontroll-

it

au

knoten sein, wobei beachtet werden muB, daB die Kreise und Spiralen in einer Ebene
liegen miissen.
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4.3.2.3 2-D-Elemente

4.3.2.3.1 Lagrange-Elemente

Zur Formbeschreibung ebener und gekrimmter Fldchen im Raum stehen verschiedene
Interpolationsfunktionen, wie sie auch bei den isoparametrischen Elementen der finiten
Element-Methode verwendet werden, zur Verfiigung (siche Bild 4.16). Die allgemeine
Interpolationsvorschrift lautet hier:

n
r(u,v,r) = Z Di(u,v) 1 (4.14)
j=1
mit: u, v lokale Koordinaten 0 < v <1
n Anzahl der Kontrollknoten eines Design-Elements
®; ... Formfunktionen
T ... Koordinaten des Design-Knoten i; i = 1,...,n

Die Formfunktionen dieser Elemente sind oft beschrieben, so dal3 an dieser Stelle auf
eine ndhere Angabe verzichtet wird. Es sei statt dessen auf die entsprechende Spezial-
literatur verwiesen (z.B. [158], [7], [108], [109]). Netzgeneratoren, die auf Lagrange-
Elementen beruhen, sind unter anderen in [24], [69] und [156] angegeben.

Gj 10
3
4

9 B

4A
=

Bild 4.16: 2-D Lagrange Elemente

Gemél der hier gewdhlten hierarchischen Struktur, sind die 2D-Lagrange-Elemente
durch Kanten beschrieben. Mit der Vorgabe dieser Kantentopologie ist das lokale Koor-
dinatensystem u, v festgelegt, und es kann durch besondere Auswertealgorithmen auch
die Knotentopologie bestimmt werden, die zur Auswertung von (4.14) bekannt sein muB
(Bild 4.17). Die Kanten miissen zu den Elementen passen. Ein neunknotiges Lagrange~
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Element kann demnach nur von vier 3-knotigen Lagrange-Kanten beschrieben werden.
Der zusiitzliche Innenknoten wird von einem Fangalgorithmus automatisch zugeordnet.
Dies gilt auch flr die 10- und 16~knotigen kubischen Elemente.

Kantentopologie

Y-

1

by

Knotentopologie

@ ® @0 © 6 ®

e

[ ——————" -

o@)u@
® e O o 6 O 0 6

Bild 4.17: Kanten— und Knotentopologie der 2-D Design-Elemente

Im aligemeinen eignen sich die 2D-Lagrange-Elemente besonders zur Darstellung von
ebenen Strukturen. Ubergangsbedingungen, die eine C;-kontinuierliche Form mehrerer
zusammengesetzter Elemente im Raum garantieren, sind selbst fiir das bikubische
16-knotige Element schwer einzuhalten. Deshalb werden fiir diesen Zweck, vor allem
auch in der Formoptimierung, Bézier- oder B-Spline-Elemente vorgezogen. Anderer-
seits sind Coons-Elemente, die eine beliebige Kombination verschiedener Kanten in ei-
nem Element erlauben, wesentlich flexibler bei der Formoptimierung ebener Strukturen,
weshalb die Bedeutung der Lagrange-Elemente fiir die Formoptimierung insgesamt sehr

gering ist.
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4.3.2.3.2 Bézier-Element
Der kubische Bézier-Spline (4.7) kann sehr einfach fiir zwei Dimensionen erweitert wer-
den: '

3 4 ey y
w0 = 3 Sn i il o 0 a @

Dies ist die Formfunktion einer bikubischen Fldche. Deren 16 Kontrollknoten r; formen
das charakteristische Polyeder (Bild 4.18), dabei liegen nur die vier Eckknoten auf der
approximierten Fliche. Das charakteristische Polyeder hat die angenehme Eigenschaft
der konvexen Hiille, womit, wie bei den Bézier- und B-Splines, die Lage der generierten
Form abgeschitzt werden kann. Dies ist fiir die Anwendung in der Formoptimierung
sehr vorteilhaft. Die eigentlichen Vorziige des Bézier-Elements gegeniiber der alternati-
ven Formulierung von Ferguson sind die anschaulichen Beschreibungen der Tangential-
bedingungen an den Kanten durch die Lage der Kontrollknoten, was erst eine anwender-
gerechte Kontrolle der Form mdglich macht. Neben den Tangentenvektoren in u- und
v-Richtung sind noch die Drillvektoren an den Ecken des Elementes von Bedeutung.

Sie beschreiben die gemischten Ableitungen - der Flache und sorgen fiir die "Vol-
ligkeit” der generierten Form (”Bubble—Term”). M1t den 16 Kontrollknoten koénnen an
jeder Ecke des Bézier-Elementes folgende VektorgroBen angegeben werden (hier am
Beispiel der Bcke u = v = 0):

Ortsvektor: r(0,0) =rg
Tangentenvektoren: ru(0,0) =3 (rip-roo
u ( ) 4.16)
Iy (Oa 0) = 3 (r()l - rOO)
Drillvektor: Fuv(0,0) =9 (rgo—roi=rp+ ruy)

Die Definition Béziers, die er 1972 fiir Renault entwickelte {nach [40]), hat sich fiir
den Entwurf und die interaktive Kontrolle von Fldchen gegeniiber der Beschreibung von
Ferguson durchgesetzt. Eine hdufige Vereinfachung bei der Verwendung von Ferguson--
Elementen ist, daf} der Drillvektor null gesetzt wird, was jedoch zu abgeflachten Formen
fiihrt. Gegeniiber Lagrange-Elementen hat das Bézier-Element den Vorteil, daf3 mit
der Kenntnis der Tangenten- und Drillvektoren sehr einfach Ubergangsbedingungen fiir
eine C,-kontinuiertiche Form aus mehreren Elementen formuliert und kontrolliert wer-
den kénnen. (Siehe dazu Abschnitt 4.3.3.2). Fiir eine Erweiterung von Gleichung (4.15)
fiir beliebige Polynomgrade siche [15] oder [6]. Eine ausfiihrliche Darstellung dreiek-
kiger Bézier-Elemente gibt Farin in [38]. Zur Definition von B~-Spline-Elementen siche
ebenfalls [15] und [6] sowie [5].
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Bild 4.18:  Bézier~Element mit charakteristischem Polyeder

4.3.2.3.3 Coons-Elemente

Die Elemente dieser Klasse sind durch die Angabe der Randkurven, das sind die Kanten,
eindeutig definiert. Damit kdnnen verschiedenartige Kanten zu einem Flichenelement

kombiniert werden, im Gegensatz zu Lagrange~ und Bézier-Elementen. Diese Methode
wurde von Coons entwickelt (siehe in [15] und [40]) und wird auch "transfinite Interpo-
lation” genannt; dies deshalb, weil eine unbeschrinkte Zahl von Punkten, d.h. die Kan-

ten, von dieser Methode interpoliert wird. Die Formfunktion des bilinearen iiberblende-

ten Coons-Elements lautet (siehe auch Bild 4.19):

| .
@) = [Liw) Liw)] { i“( 3
2 9

e o] [ ] {59

r rd LLjW)

16(‘/)}

} + [ri(u, 0) r3(u, 1)] { L)
1

mit den linearen Blendfunktionen:
Liw = 1-u Liw =u
Liw) = 1-v L@ =v

und den Randfunktionen r1(u,0), r;(1,v), rs(u,1), r4(0,v) der vier Kanten.
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Bild 4.19:  Definitionen im vier- und dreiseitigen Coons-Element

Nach Gordon kann (4.17) auch als eine Boolsche Summe von linéaren Operatoren gese-
hen werden (siehe dazu [15]). Mit der Wahl linearer Blendfunktionen sind Coons-Ele-
mente Co—kontinuierlich. Sie eignen sich deshalb vor allem flir ebene Probleme. Da alle
verfiigbaren Kantenlelemente bei diesem Ansatz kombiniert werden kénnen, eréffnen
sich viele Mdglichkeiten fiir die Formoptimierung ebener Probleme [23], {37]. Werden
kubische Polynome als Blendfunktionen gewéhlt, kénnen auch C;-kontinuierliche Fla-
chen dargestellt werden. Sind gleichzeitig alle vier Kanten ebenfalls kubische Polynome,
1483t sich zeigen, da die Interpolationsvorschrift derjenigen des bikubischen Ferguson-
Elementes entspricht (Faux und Pratt. [40]). Sind alle Kanten quadratische Polynome
und die Blendfunktionen linear, entspricht (4.17) den Formfunktionen des 8-knotigen
Serendipity-Elements, wie es in der Methode der finiten Elemente bekannt ist.

Bild 4.20a: Coons-Interpolation von Rechtecken
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Bild 4.20b: Coons-Interpolation von Dreiecken

Das Vorgehen der Interpolationsvorschrift (4.17) 1aft sich graphisch veranschaulichen
(Bild 4.20a). Zundchst werden alle Kanten auf die jeweils gegeniiberliegenden abgeblen-
det. Diese Teilformfunktionen werden aufaddiert. Man erkennt, daB die resultierende
Formfunktion insgesamt zu grof3 austallt, und es werden die abgeblendeten Funktions-
werte an den Ecken des Elementes wieder abgezogen. Voraussetzung ist dabei, daf} die
Kanten kompatibel sind, das heiBt, daB sie sich an den Ecken des Coons-Elementes
beriihren. Entsprechend 1Bt sich auch ein lineares Blendschema flir dreieckige Coons-
Elemente entwerfen (Bild 4.20b). Die zugehérige Formfunktion lautet:

r(u,v) = (1-v) ri€) + (U + v) ro&) + (1-w) r3(63)

(4.18)
= (1= u-v) r(0) - u r2(0) - v r30)
mit den zusétzlich zu. definierenden Laufparametern & entlang den Kanten:
u v l-u-v
= = = — (4.19
& T & —— & = (4.19)

An den Polstellen v = 1, u = 1, u+ v = 0 sind die & zwar nicht definiert, jedoch sind
an diesen Stellen die zu interpolierenden Kanten bereits auf Null abgeblendet (Gl.
(4.18)), so da3 definiert werden kann:

Ev=D=5HLu+v=0=5u=1)=0 (4.20)

Ein &hnliches Interpolationsschema geht auf Barnhill zuriick und wird in [15] und [58]
geschildert. Im letzteren Beitrag wird besonders auf die Anwendung des Verfahrens zur
Generierung von FE-Netzen eingegangen.
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4324 3-D-Elemente

Da der Schwerpunkt dieser Arbeit auf der Formbeschreibung und -optimierung von
Flachentragwerken liegt, sollen die in CARAT vorhandenen 3-D-Design-Elemente nur
kurz erwéhnt, jedoch nicht im Detail erldutert werden. Es sind das 8- und 20-knotige
Lagrange-Element sowie ein Coons-Element mit linearen Blendfunktionen implemen-
tiert (siehe Anhang A3). Das letztere gestattet die freie Kombination aller vorhandenen
Kanten und Fldchenbeschreibungen zu einem 6-seitigen Volumenmodell. Eine mdgliche
Anwendung ist in Bild 4.3 dargestellt.

4.3.3 Geometrische Kontinuitit

4.3.3.1 1-D-Elemente, Tangentenelemente

Der Begriff ”geometrische Kontinuitdt” oder auch "visuelle Kontinuitat” [68], [152] ist
in Abgrenzung zur "parametrischen Kontinuitdt” zu sehen. Eine generierte Form aus
mehréren, zusammengesetzten Design-Elementen ist geometrisch kontinuierlich (G-
kontinuierlich), wenn die generierte (sichtbare) Form an den Nahtstellen der Design-
Elemente die entsprechenden Ubergangsbedingungen erfiillt. Dagegen kann sich an die-
sen Stellen die Parametrisierung der einzelnen Design-Elemente dndern, was bedeutet,
daB die Form richt parametrisch kontinuierlich (Ci-kontinuierlich) ist. Die Bedingungen
fiir geometrisehe Kontinuitdt orientieren sich also am sichtbaren Produkt, die fiir para-
metrische Kontinuitdt an den Verhéltnissen im Parameterraum.

Fiir eindimensionale Design-Elemente lautet die Bedingung fiir GléKoritinuitét Zwi-
schen zwei Kurven ry(u) und ry(u) (vergleiche Bild 4.21):

1 1i(1) = (0) (4.21)

wobei () die Differentiation nach dem Parameter u darstellt.

’

Bild 4.21: geometrische Kontinuitdt (G;-Kontinuitdt)
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Gleichung (4.21) bedeutet, daB die Tangentenvektoren der beiden Kurven zwar kolli-
near, jedoch unterschiedlich lang sein kénnen. Fir B; = 1 ergibt sich parametrische
Cy~Kontinuitit. Mit:

G ORS OISO
w = B0k (422

fiir den Kriimmungsvektor entlang einer Kurve r;(u) und (4.21) gilt fisr die geometrische

Kriimmungskontinuitit am Ubergang von der Kurve 1 zur Kurve 2:

Brri(l) x T(0) X frrl) _ @y(D) x F(1) x (1)
|81 ri(D)]* [ey(D)]*

Aus einem Vergleich der beiden Seiten von (4.23) 1Bt sich die Ubergangsbedingung

(4.23)

flir den Kriimmungsvektor ableiten (da » % » = 0):

i00) = B 11(1) + B2 11(1) (4.24)
Parametrische Cp-Kontinuitét ergibt sich fiir 8; = 1 und §, = 0. Bine gute Darstellung
der Kontinuitdtsbedingungen findet man bei Barsky [5], aber auch bei Bartels et al. [6]
oder Faux und Pratt [40]. Barsky verallgemeinert (4.24) fir die Definition der B-Splines
und leitet daraus die sogenannten ”8-Splines” ab.

Fir den Sonderfall der Bézier~Splines lauten die Gleichungen (4.21) bzw. (4.24) (ver-
gleiche Bild 4.22):

B13 (ro~r-1)
6 (rp-2 1+ 1y

3 (ri-10) @421y
B3 6 (ra-2 ry+ g

+ f3 (ro-r-1)
Bohm et al: [15] geben fiir die G,~Kontinuitat gekoppelter Bézier-Splines eine einfache
Beziehung an, die leicht geometrisch zu konstruieren ist. Sie bringen dabei die Kontroll-
knoten r; (Bézier-Knoten) der beiden gekoppelten Bézier-Splines in Beziehung zu den
Kontrollknoten d; (de Boor-Knoten) des infolge der Kopplung resultierenden B-Splines
(vergleiche dazu Bild 4.22):

(4.24)

ddg=0((L+yQ)ri-ydr)=@F+dr-yr (4.25)
mit: Bi=06 ; Br=2 % 1-9 A+ (4.26)

Die Ubergangsbedingung (4.25) entspricht der in Bild 4.13 dargestellten Konstruktion
von Bézier-Splines aus einem B-Spline.

Die Forderung nach geometrischer Kontinuitéit auch wihrend der Formoptimierung oder
interaktiver Formmodifikationen 148t sich erfiillen, wenn die topologischen Beziehungen
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(4.21)’ und (4.25) zwischen den Kontrollknoten r; eingehalten werden. In CARAT-De-
sign wird die Aufgabe so geldst, dafl diese Bedingungen in besonderen "Tangentenele-
menten” zusammengefalit werden. Diese werden auf Anforderung automatisch gene-
riert und den Design-Elementen Uberlagert. Wihrend aller Formanderungen bleiben
so die Kontinuitatsbedingungen explizit erfillt.

r,  Bézier-Knoten Yo
d, de Boor-Knoten

Bild 4.22: G2-Kontinuitdt am Bézier-Spline

G1-Tangentenelement:

Dieses Element faB3t die Kontrollknoten r_4, 1o und ry (Bxld 4.23) zusammen. Es kann
in Verbmdung mit Bézier- und B-Spline-Elementen emgesetzt werden. GemaB (4.21)
und (4.26) gilt folgender Zusammenhang:

rr=rg+9 (ro-r-1) (4.27)

8 wird der "Tangentenfaktor” genannt. Gleichung (4.27) ist eine lineare Verkniipfungs- ’
regel. Bei der Formoptimierung wird mit jedem G;-Tangentenelement die Zahl der Un-
bekannten um maximal 3 reduziert (Anzahl der Koordinaten von ry). Es verbleiben 7
mogliche Formvariablen: die Koordinaten von ry und r.; sowie der Tangentenfaktor 8.
Im Bild 4.24 sind die Formfreiheiten eines Gi-Tangentenelementes in der Formoptimie-
rung dargestellt.
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Bild 4.23: Tangentenelemente
3
O
2 - 3
- 0
' vd »
3 2
2
! 4
1, OI

Bild 4.24: Formfreiheiten des G,-Tangentenelementes

G,~Tangentenelement:

Dieses Element fafit alle fiinf an der G,-Bedingung beteiligten Kontroltknoten zusam-
men (Bild 4.23). Vereinfachend wird in CARAT-Design v = 1 gesetzt (Gln, 4.25/4.26).
Da von der G-Bedingung vier Bézier-Splines bzw. vier Abschnitte eines B-Splines be-
troffen sind, wiirden sich G,-Bedingungen an beiden Enden eines Bézier-Elementes
oder eines “kurzen” B-Spline-Elementes gegenseitig beeinflussen. Dies ist in CARAT-
Design nicht vorgesehen, weshalb G, - Tangentenelemente nur zusammen mit B-Spli-
ne-Elementen zugelassen sind, die mindestens 6 Kontrollknoten besitzen und die An-
fangs- und Endknoten interpolieren (vierfache Parameterknoten). Damit ergeben sich
an der Koppelstelle aus (4.21)’ und (4.25) folgende Zusammenhénge fiir die Kontroll-
knoten r; dieser speziellen B-Splines:

LFW[(s (L+8)ra+2(1+6)Q+0) rg-2 1)
1

"= AF30e +9)

(4.28)
[~RA+ ) ra+ 1+ 02 @+ r+20 1|
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Bei der Entwicklung dieser Gleichungen wurde bereits beriicksichtigt, da es sich bei
den hier eingefiihrten Kontrollknoten r; um de Boor-Knoten handelt; d.h., ¥., und r,
der Gin. (4.28) entsprechen den Knoten d_; und d; des resultierenden B~Splines in Bild
4.22, das die Verhéltnisse bei der G2-kontinuierlichen Kopplung zweier Bézier-Splines
illustriert.

In der Formoptimierung verbleiben insgesamt 10 unabhéngige Formvariablen: die Koor-
dinaten von r_,, ro und r; sowie der Tahgentenfaktor 8.

In Bild 4.25 ist eine mdgliche Anwendung der Tangentenelemente fiir die Ausformung
einer Bauteilkontur dargestellt.

Ausgangssituation Verschiebung des Mittelpunktes

Tangentendrehung und Verlangerung generiertes System mit Lagern

Bild 4.25: G;-kontinuierliche Konturen mit Tangentenelementen

4.3.3.2  2-D-Elemente, Kontinuititselemente

Die Bedingung fiir G;-Kontinuitit entlang der gemeinsamen Kante zweier DesignjEle-
mente (Bild 4.26) ist, daB die beiden Elemente an jedem Punkt der Kante eine gemeinsa-
me Tangentenebene besitzen miissen. Das heiflt, die Normalenvektoren auf beiden Ele-
menten missen entlang der gemeinsamen Kante kollinear sein. Fiir den im Bild 4.26
dargestellten Fall ergibt sich:

r2u(0,v) X r20,v) = 8(v) riu(1,v) X r(l,v) (4.29)
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Weiter sollen beide Elemente vom gleichen Typ sein (z.B. Bézier-Elemente). Dann ist
die gemeinsame Kante in beiden Elementen auch in der parametrischen Darstellung
identisch. Und mit

1210, v) = r1(1,v) (4.30)
folgt aus (4.29) eine Bedingung fiir G;-Kontinuitit quer zur gemeinsamen Kante:
r2u(0,v) = 8(v) riu(1,v) (4.31)

Da beide Elemente vom selben Typ sind, diirfen sich die Funktionen auf beiden Seiten
von (4.31) héchstens durch einen konstanten Faktor unterscheiden. Es verbleibt damit:

O0(v) = 6 = konst. (4.32)

Fir Kanten, die in u parametrisiert sind, folgt Entsprechendes.

ny

riv(1,v) =12,(0V)

Bild 4.26: G;—Kontinuitit an Flichen

Folgende Definition wird damit eingefiihrt:

O(u) = d; = konst. ;  S(v) = &, = konst. (4.33)

Die Gleichungen (4.33) haben weitere Konsequenzen. SchlieBen in v-Richtung an die
beiden in Bild 4.26 dargestellten Design-Elemente weitere an, dann gilt auch fiir diese
die Ubergangsbedingung (4.31). Die Faktoren 8; und 8, sind demnach entlang einer
Reihe aufeinander folgender Kanten in u- bzw. v-Richtung giiltig und konstant (siehe
Bild 4.27). Bine solche Reihe von Kanten wird im folgenden Linie genannt, die Faktoren
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81 und §; sind die Linienfaktoren. Sie wirken senkrecht zur Linie im Gegensatz zu den
Tangentenfaktoren, die in Kantenrichtung wirken.

d; = const .
d, = const

\
u .

Bild 4.27: Design--Netz mit Linien konstanter 8~Faktoren ;o

Alternativ zu den dargestellten Ubergangsbedingungen bringen Faux und Pratt [40] eine
weitere Moglichkeit, die fiir jede Kante einen weiteren Faktor einfiihrt und die Formfrei-
heit erhoht. Veron et al. [148] beschreiben Ubergangsbedingungen fiir héhere Ableitun-
gen. Jensen [73] beschreibt eine Technik zur kontinuierlichen Anbindung von recht-
eckigen und dreieckigen Design-Elementen.

Bild 4.28: Ubergangsbedingungen an Bézier-Elementen

Fiir Bézier-Elemente lassen sich die Bedingungen (4.31) relativ einfach erfiillen und
kontrollieren. Die entsprechenden Abschnitte der charakteristischen Polyeder aneinan-
derstoBender Bézier-Elemente miissen kollinear sein (Bild 4.28). In Erweiterung: des
Konzeptes der Tangentenelemente lassen sich somit Kontinuitdtselemente definieren,

die die notwendigen topologischen Beziehungen zwischen den Design-Knoten kontrollie-
ren. Sie werden dem Netz der Design-Elemente {iberlagert. Im allgemeinsten Fall be-
steht ein Kontinuitdtselement aus 9 Knoten, wenn vier Design-Elemente aneinander
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grenzen. In Eckbereichen oder wenn entlang einer Kante keine Kontinuitdt herrschen
soll, kann es auch aus vier, sechs oder acht Knoten bestehen (Bild 4.29).

Fy

7 rg Iy

Bild 4.29: Kontinuititselemente, Definitionen

Aus diesem Grund sind die Knoten eines Kontinuititselementes spiralférmig durchnu-
meriert, denn somit kann in jedem Falle davon ausgegangen werden, daf3 die Knoten
1 bis 4 existieren. Die Seitenverhéltnisse a : b und d : ¢ werden von den Linienfaktoren
bestimmt. Mit den ersten vier Knoten und den Linienfaktoren wird die Lage der tibrigen
Knoten festgelegt:

s = T4+ (%) (r4—r3)
i =+ (2) @i-ry)
rp =T (%) r1-ry) + (%) (r1-rg) + (%) (%) (t1-r2 + 1r3-14)
rg = rg+ (%) (ry-rg)
(4.34)
ry =+ (%) (r2-13)
mit: %= 81 und %: 8

Die Bedingungen (4.34) bleiben bei interaktiven Forménderungen oder wihrend der
Formoptimierung explizit erfiillt. Dies entspricht einer Verkniipfungsvorschrift im Sinne
von Kapitel 5. In jedem Kontinuitdtselement verbleiben 12 unbekannte Koordinaten von
vier freien Knoten. Die Anzahl der Linienfaktoren entspricht der Zahl der Linien.
Bild 4.30 macht die moglichen Formfreiheiten eines Kontinuitdtselementes deutlich.
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Translation Kippen "Verzerren”

Bild 4.30: Formfreiheiten am Kontinuitdtselement

Auch wird der hierarchische Aufbau der Formvariablen gezeigt: die Versohiebung des
Mittelpunktes resultiert in einer Translation, die Verschiebungen der Seitenmittelknoten
in Kippungen und die Verschiebung eines Eckknotens in einer ”"Verzerrung” des Ele-
mentes zu einem Hyperparaboloid. In Bild 4.31 ist eine mdgliche Anwendung der Konti-
nuititselemente in Verbindung mit Bézier-Elementen zur Generierung G,-kontinuierli-
cher Flichen dargestellt.

Die Kontrolle der Linienfaktoren birgt programmtechnisch einige Tiicken, da weitere
Querverweise zur Darstellung der topologischen Verknﬁpfungen zwischen Kanten und
Linien notwendig sind. In CARAT ist das Problem so geldst, daf3 die Kontinuititselemen-
te das Bindeglied zwischen Kanten und Linien sind. Zu einer gegebenen Linie kdnnen
im entsprechenden Attributfeld eines Kontinuititselementes die Verweise zu den vor-
herigen sowie zu den ndchsten Kanten und Kontinuitdtselementen gefunden werden
(Bild 4.32). Damit ist es méglich, die gesamte Linie abzugehen. Anfang und Ende einer
Linie sind durch die dort befindlichen Kontinuititselemente definiert und als Attribute
der Linie zugewiesen. Diese komplexen topologischen Beziehungen, die, das sei aus-
driicklich bemerkt, die gesamte Form netzartig iiberziehen, werden automatisch gene-
riert. Es miissen nur diejenigen Kanten bezeichnet werden, an denen in Querrichtung
die Gl—Kontinuitétsbedingung gelten soll.
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Translation und Kippung von Seitenmitten

generierte G;—kontinuierliche Flache

Bild 4.31: Generierung Gy~kontinuierlicher Flichen mit Kontinuitditselementen

" Linien-
anfang

Kontinuitatselement —— Linie

Bild 4.32: Topologische Verkniipfung im Kontinuititselement
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4.3.4 Koordinatensysteme

Die Entwurfsfreiheiten kdnnen wesentlich erweitert werden, wenn ein Preprozessor zur
Verfiigung steht, der es erlaubt, verschiedene, zueinander verschobene und verdrehte
kartesische Koordinatensysteme zu kombinieren. Damit kénnen Strukturen in Unter-
strukturen aufgeteilt werden, die zweckmaBigerweise in einem besonderen Koordinaten-
system definiert werden, zum Beispiel im Raum gedrehte und verschobene Ebenen oder
Kugeln um einen beliebigen Punkt im Raum.

Das allem zugrunde liegende kartesische Koordinatensystem ist das globale Koordina-
tensystem. Neue Koordinatensysteme kdnnen nur in einer bereits bekannten, "alten”
Umgebung, d.h. innerhalb eines Referenzsystems, definiert werden. Damit ergibt sich
ein Baum mit einer weit verzweigten Verschachtelung von Definitionen. Die ”Wurzel”
ist das globale System (siehe z.B. Bild 4.33). Fir jedes System - mit Ausnahme des
globalen Systems ~ ist das System der jeweils unteren Verzweigungsebene oder Genera-
tion das Referenzsystem. Im Bild 4.33 heiBt dies: fiir die’ Systeme 1, 2 und 3 ist das
globale System das Referenzsystem, fiir das System 4 ist 1 und flr die Systeme 5 und
6 das System 3 das Referenzsystem.

N

System 0,
globales
System

Bild 4.33:  "Baumstruktur” der Koordinatensysteme

Die Koordinatensysteme werden durch drei Design-Knoten definiert (Bild 4.34):
®  cin Ursprung (Knoten 1).
®  Knoten 2, der die erste Richtung festlegt (z.B. x-Richtung).

® Knoten 3, der zusammen mit den beiden anderen die erste Ebene festlegt,
auf die die dritte Richtung senkrecht steht. Daraus bestimmt sich dann die
zweite Richtung.
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Fall 2

Bild 4.34: Definitionen eines Rechtssystems mit Designknoten

Fiir die Definition von Rechtssystemen gibt es demnach drei Moglichkeiten:

1) Angegeben werden: der Ursprung (r;), die Knoten, die die x-Richtung (r;)
und die x-y-Ebene (rs) festlegen (Bild 4.35). Damit ist festgelegt:
ry—-r
fra-rq

, _ - _(-r) X (13-1)
z-Richtung: e3 = (2ot X (Eamrn)] (4.35)

x-Richtung: e =

y~Richtung: e = e X e

2.) Angegeben werden: der Ursprung (r;), die Knoten, die die x-Richtung (rp)
und die x-z-Ebene (r;) festlegen:
‘ r-1]
Ir2-r]
(r3~ry) X (r-r)

—Richtung: e = A (4.36
y : TR vy (4.36)

x~Richtung: e =

il

z-Richtung: e3 e X €
3.) Angegeben werden: der Ursprung (r,), die Knoten, die die y-Richtung (r;)
und die y-z-Ebene (rs) festlegen:
r—-r
Ira=ra]
(ra-r)) X (r3-ry)

~Richtung: = .37
x~Richtung e [ttty % E— (4.37)

y~Richtung: e =

z-Richtung: e3 = e X e
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Die Einheitsvektoren e; werden in einer Transformationsmatrix T zusammengefaf3t:

T = (eq,€€3) (4.38)

Bild 4.35: Rechtssystem, Fall 1

Aquivalent zum geschilderten Vorgehen kénnen in CARAT—Design auch Linkssysteme
definiert werden. Die indirekte Angabe der Koordinatenrichtungen durch Kontrotlknoten
hat die Vorteile, daB interaktiv die Lage von Koordinatensystemen sehr anschaulich
durch ein Verschieben von Knoten verdndert werden kann. Firr die Strukturoptimierung
brauchen keine neuen Variablen definiert werden, variable Design-Koordinaten reichen
vollstindig aus. ‘

Die Ortsvektoren ry, r; und r3, die zur Definition eines Koordinatensystems dienen, er-
halten zwei linke Indizes, deren oberer die Nummier des zu definierenden Koordinatensy-
stems und deren unterer die Nummer des Referenzsystems angibt.

XS o - Ortsvektor zum Ursprung des neuen Koordinatensystems KS,

Re gemessen im System Ref

ggt‘? ... Ortsvektor zum zweiten Knoten (4.39)
ggtrz ... Ortsvektor zum dritten Knoten

Die zum Bild 4.33 gehérende Anordnung von Koordinatensystemen ist in Bild 4.36 dar-
gestellt.
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Bild 4.36: Geometrische Beziehungen zwischen Koordinatensystemen

Ein Koordinatensystem KS ist bestimmt durch den Ortsvektor zum Ursprung X5r; und
die Matrix ngT der Basisvektoren ggtei. Vor dem Abspeichern werden der Vektor
zum Ursprung und die Matrix in das globale System transformiert. Damit liegt fest;

- normierter Richtungsvektor in x-Richtung des
p € ... Systems KS, dargestellt in Komponenten des
globalen Systems

Se; ... entsprechend fiir die y-Richtung des Systems
Se3 ... entsprechend fiir die z-Richtung des Systems
gsrl ... globaler Ortsvektor zum Ursprung des Systems KS

Bei der Transformation in das globale System miissen die Verkettungen im Baum der
Systemdefinitionen (Bild 4.33) beriicksichtigt werden, von einem Referenzsystem zum
néchst tieferen bis hinab zum globalen System. Das System KS sei in der n-ten Generati-
on definiert, dann lautet die Transformationsvorschrift:

1) Setze: i=0

2) i=n?, falls ja: Ende der Transformation, gehe nach 6.)
3) i=i+1
= D71 . = N -i
4) DanT = et GT) 5 a1 = nant At gt (440)
5.) Gehe nach 2.)
6) OKST = 3T N (I)(Srl = 31'1
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Mit der Definition der Vektor- und Matrixkomponenten im globalen System wird eine
Vereinheitlichung vorgenommen, mit der es méglich ist, bequem von einem System in
irgendein anderes zu transformieren; allerdings stets mit dem “Umweg” {iber das globa-
le System, dagegen ohne das stindige Nachvollziehen von (4.40). Die Transformation
von System n in das System m erfolgt démnach in zwei Schritten:

1.) Transformiere von n in das globale System 0:

gr = BT o+ grl (4.41a)

2.) Transformiere vom globalen System in das System m:

o= 0T Ge-Mry) (4.41b)
Zusammengefalt:
or o= B“TT (3T o+ Erl—gn) : (4.41¢)

Weitere Moglichkeiten ergeben sich mit der Einfliihrung von Zylinder- und Kugelkoordi-
naten, z.B. zur Beschreibung rotationssymmetrischer Tragwerke, die in der Praxis sehr
hiufig vorkommen. Die geometrischen Beziehungen zwischen Zylinder- bzw. Kugel-
koordinaten sind in Bild 4.37 angegeben.

z z

Zylinderkoordinaten Kugelkoordinaten

Bild 4.37: Zylinder- und Kugelkoordinaten

190



Es ergeben sich folgende Transformationsoperatoren B:

Zylinderkoordinaten, ‘B = Z:

hr=Z (%) 3 Tz=2'(r)=Tb
mit: "z =R, 6,27 ; r=(xy»T
Rcosg Xy X y
- i 7zl = i recos ) (4.42
z Rsing sgn(a (sz+y) /xz+yz) )
V4
Z

In der dargestellten Form ist Z™* fiir ~ m < ¢ < 7 und R > 0 eindeutig.

Kugelkoordinaten, B = K:

KK 5 k=K (=

n

2
=

E
1

R,e.0" 5 fr=@&yd)T
Rcos¢g cosd
" Rsing cosf
Rsing (4.43)

K1l = sign ( arccos (

A
il

). i)

X
Kyl Ry

. z
C
arcsin m
Auch hier gilt: ~m<¢ <7 und R> 0 sowie - m/2 < 6 < 7/2, damit K! eindeutig
ist.

Mit den Transformationsoperatoren kann (4.41c) verallgemeinert werden:

rmnb = mpg-1 (gr) = mp-1 [ 31TT ((r)lT np (Eb) + grl_aﬂrl)] (4.44)

Unter Berficksichtigung der Definitionsbereiche der Zylinder- und Kugelkoordinaten ist
(4.44) die Grundlage fiir eine freizligige Formbeschreibung gleichzeitig in verschiedenen
Koordinatensystemen mit kartesischen Koordinaten, Zylinder- und Kugelkoordinaten.
Es kann beliebig in diesen Koordinaten generiert werden, wobei alle beschriebenen De-
sign-Elemente zur Verfiigung stehen. Bild 4.38 zeigt ein Beispiel.
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30°-Ausschnitt mit LLagerung

Design-Elemente, Koordinatensysteme vollstdndig generierter Behalter

Bild 4.38: Formbeschreibung eines Tankbehdlters (Zylinder, Torus, Kugel)

Fiir die Strukturoptimierung haben die geschilderten Erweiterungen des Design-Modells
weitreichende Konsequenzen. Es kdnnen gleichzeitig in allen definierten Koordinatensy-
stemen variable Design-Koordinaten ‘existieren, gleichgiiltig in welcher Form (karte-
sisch, Zylinder, Kugel). Sind die Design-Koordinaten von Knoten variabel, die die Lage
von Koordinatensystemen beschreiben, kénnen ganze Teile der Struktur auf einmal in
ihrer Lage verdndert und optimiert werden. Damit sind komplexe Kombinationen von
Optimierungsvariablen mbglich, womit gleichzeitig die Formfreiheiten vergréBert und
die Zahl der Unbekannten verringert werden kénnen. Dies wirkt sich giinstig auf die
Aussagekraft des Modells und die Stabilitit sowie Effektivitit des Ldsungsalgorithmus
aus.
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4.3.5 Design—~Macros

Design-Macros sind Prozeduren, mit denen ganze Teildste des ”Koordinatensystem-
baumes” mitsamt den in diesen Systemen definierten Elementen, Kanten usw. in andere
Systeme transformiert werden kdnnen. Mit diesen Prozeduren kdnnen bequem symme-
trische Ergénzungen und Vervielfachungen eines Strukturteiles erzielt werden. Die gene-
rierte Gesamtstruktur liegt am Ende vollstdndig vor. Im Gegensatz zu einer nachtrig-
lichen symmetrischen Ergénzung einer Berechnung am Teilsystem kénnen hier auch
symmetrische Systeme mit unsymmetrischer Belastung berechnet werden. Bei Design~
Macros werden FE-Knoten und -Elemente fortlaufend generiert. Randbedingungen kén-
nen an der Gesamtstruktur definiert werden.

Wenn das System n in das System m transformiert werden soll, wird bei der Abarbeitung
der Generierungsvorschriften gepriift, ob diese Vorschriften (das sind die Interpolati-
ons- bzw. Approximationsvorschriften der Design-~Elemente) im System n oder einem
Untersystem k von n definiert sind. Ist dies der Fall, wird die Generierung im System
k vorgenommen und anschlieBend werden die notwendigen Transformationen durchge-
fithrt. Andernfalls wird das betreffende Design-Element Gibergangen. Die Transformati-
onsvorschrift der Macro-Prozedur lautet fiir die Uberfithrung von System n in das Sy-
stem m und anschlieBender Transformation in das globale System:

o =0T M+ (4.43)

Das System k ist ein Untersystem des Systems n. Mit Gleichung (4.41 ¢) ergibt sich
folgende allgemeine Transformationsvorschrift fiir die Abbildung von k nach m:

gr = o { 3TT ( ET ‘]:r + ]51‘1-31'1 )} + 2 (4.46)

Hier kann wieder vorteilhaft Gebrauch von der Tatsache gemacht werden, daf die Trans-
formationsmatrizen T in globalen Komponenten vorgehalten werden. Damit vereinfacht
sich die Transformation von k nach n wesentlich.

Im Bild 4.39 soll das Vorgehen schematisch verdeutlicht werden.

Mit dem im Datensatz anzugebenden Macro-Befehl:

MACRO 1 Sys 1 TO 2 END

werden das gesamte System 1 sowie alle Untersysteme 3 bis 8 in das System 2 gemiB
(4.46) transformiert. Durch Verkettung von Macro-Prozeduren kénnen mit wenig Auf-
wand grof3e, regelméBige Strukturen definiert werden.
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Bild 4.39: Transformation von System 1 nach System 2

Mit den Befehlen:

MACRO 1 SYs 3 TO 4

MACRO 2 .- SYS 1 TO 2 END

wird der in Bild 4.40 gezeigte Baum mit zundchst 6 Koordinatensystemen auf insgesamt
14 aufgefillt. Das in Bild 4.41 gezeigte Figurenensemble wurde aus nur einer Figuren-
hiilfte erzeugt. Die kompletten Figuren wurden durch wiederholte und verkettete Macro-
Prozeduren ergénzt. Wie man sieht, sind dabei auch Skalierungen mdglich. ‘

Bild 4.40: Verkestung von Transformationen
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© O

Grundsegment mit Koord.systemen generiertes Grundsegment

ausgeflihrte Macro-Prozedur vollstdndig generierte Situation

Bild 4.41: Generieren komplexer Strukturen mit Design—Macros
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4.3.6 Sensibilitiitsanalyse

Zur Bestimmung der Sensibilitdt der Tragwerksantworten (Spannungven, Verschiebun-
gen etc.) bezliglich Anderungen der Optimierungsvariablen miissen die Ableitungen der
generierten Form und Dickenverteilung nach den Variablen bekannt sein. Sie gehen iiber
die Kettenregel in die Berechnung ein, In CARAT-Design werden die Formableitungen
explizit bestimmt. Damit ist die angestrebte enge Verzahnung von Entwurfs—, Berech-
nungs~ und Optimierungsmodell erst mdglich. Diese Eigenschaften gehen {iber das hin-
aus, was libliche Preprozéssoren leisten kénnen. Dabei miissen alle vorne beschriebenen
Verknlipfungen und Transformationen vom Kontinuitétselement {iber die Formfunktio-
nen bis zur Macro-Prozedur beriicksichtigt werden. Im folgenden werden alle im Ent-
wurfsmodell auftretenden Ableitungen in der Reihenfolge ihre Auftretens dargestelit.
Exemplarisch fiir die Koordinaten, fiir Tragwerksdicken gelten die Formulierungen ent-
sprechend. Fiir die Ableitung der Lokalsystemie sind noch weiterfiihrende Uberlegungen
notwendig, die hier aus Platzgriinden allerdings nicht angegeben werden kdnnen. Das
prinzipielle Vorgehen entspricht dem dargesteliten.

Nachdem die Verknlipfungsvorschriften (Kapitel 5) beriicksichtigt worden sind, liegen
die Ableitungen der Design-Koordinaten nach den Optimierungsvariablen x vor:

kartesische Koordinaten: Ti,xs
Zylinder— oder Kugelkoordinaten: by «,
Linien~ und Tangentenfaktoren: 8 x

Im néchsten Schritt werden die Verkniipfungsvorschriften der Tangenten- und Kontinui-
titselemente ausgewertet,

Ableitung der G;~Tangentenelemente:

Die Ableitung der Gleichung (4.27) ergibt:
Fix = Fox+ & (Tox—T1x) + O (rp—1-1) (4.47)

Ableitung der G,-Tangentenelemente:

Die Ableitungen der Verkniipfungsvorschriften (4.28) lauten:

_ 1

Fox = Hm [ 0 (1+08)rax+2(1+ )2+ d) rox-2 rzyx] a5
+(——~1——)2[2 (1+26(1+08)ra-4(@+2P%rg+2 (7T+60)r, ] )

(1 +36)2 + 0) 2 0 2 | Ox
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IS S ! 2
s = TTIETE [_a (1 + 8) vy + (1 + 0)X2 + 0) r0x+2ar2,x]

S S 2 a3 4.48b
+((1+3a)(2+a))[‘5(4“3“14‘5 +36% 1y + (4.48b)

+ (-4 + 40 + 198 + 148° + 38% rp + (4-66%) r] Oy

Ableitung der Kontinuititselemente:

Aus Gleichung (4.34) folgt:

rsx = T4x + O3x (r4-13) + 02 (rax-r3y)

Yox = Fix + Opx (r1-12) + 02 (rix—r2)

r7x = Tix + Ox (111 + 67 (rix-r2x)
+ 81x (r1-14) + 01 (Fix—Tax) (4.49)
+ (O1x 02 + 81 Jgx) (r1-12 + r3-13)
+ 01 8 (r1x—rox + T3y -Tay)

rgxy = rix + 01z (rp—-rg) + 01 (rix-rax)

roy = rax + dl,x (rp-r3) + & (l‘z)xﬂl‘3,x)

Damit sind alle Design-Koordinaten abgeleitet und sémtliche Verkniipfungsmdglichkei-
ten beriicksichtigt.

Als néchstes folgt die eigentliche Formgenerierung und deren Ableitung nach den Opti-
mierungsvariablen. Dazu werden des 6fteren die abgeleiteten Transformationsmatrizen
T der Koordinatensysteme bendtigt.

Ableitung der Basisvektoren der Koordinatensysteme:
Die Ableitungen werden exemplarisch flir ein Rechtssystem des Falles 1 angegeben (sie-
he Bilder 4.34 und 4.35):

e - 1 . - N n
mit: dy = Irp-0r1 3 dy = b C R o]
i = |dy] i b= dy
n ... Nummer des Koordinatensystems
m ... Nummer des Referenzsystems
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Es gelten fiir die Basisvektoren die Gleichungen (4.35), hier etwas anders geschrieben:

ney = 1 dy
1
1 ’ s
3163 =T (d; x dy) (4.35%)
112
n — n
m& = rr;e3 X mél

Fir die Ableitungen folgt:

1 1
— dix-7 lix dg
1y 1

1l

1
m€ix = T (dl,x X dy +dy X dz,x)
‘12 . ) (4.50)
- (— ll,x+'_ lz’x)(dlxdz)
L, L 1,
neax = Mesx X hep Mes X fepy
Dabei gilt:

— . — n n
dix = Lr2x—pllx ;o oy = [rax—[riy

‘llj (‘H dl,X) 3 b ’11: (dg dZ,X)

lix

Die gesuchten Ableitungen geix werden analog (4.40) aus den abfolgenden Transforma-
tionen von System n bis hinab zum globalen System gewonnen. Fiir die abgeleitete
Transformationsmatrix gilt dann:

n — (M n n
OT,x = (Oel,x , ‘Oez,x » 093,x)

Transformation der Design-Knoten in das Koordinatensystem der Design-Elemente:

Die Generierung soll in einem Design-Element vorgenommen werden, das im System k
definiert ist. Die Koordinaten der Kontroliknoten b; sind von einem anderen Typ, als
verlangt (z.B. Zylinderkoordinaten statt kartesische) und im System p definiert. Gemaf
Gleichung (4.44) lauten dann die Transformation

kp; = kB! {ISTT ( bT PB (gbi) +ori- g )} (4.51a)
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und deren Ableitungen:
Kby = B! 51T (21 PB (b)) + Pri-bro )}
[T (P eB @by + ori-grn) (4.51b)
+ §TT (3T PB (Ob)) + 5T PB,y (by) Dby

+ Srl,x—‘érm )]

Generierung im Koordinatensystem der Design-Elemente:

Mit den Kontrollknoten ‘;bi und den Ableitungen kann generiert werden (vergleiche mit

Gleichung (4.4)):
o= D @b (4.52)
i

Aufler fiir das Kreiselement (Abschnitt 4.3.2.2.4) sind alle Formfunktionen nur Funktio-
nen der Parameter u und v, so daf3 gilt:

By = > @ ix (4.53)
i
und die anschlieBende Transformation in kartesische Koordinaten:
fro="'B(b) bzw. fryx = "By (b) tbs (4.549)

Ableitung des Transformationsoperators fiir Zylinderkoordinaten:

In den Gleichungen (4.51) und (4.54) tritt der abgeleitete Transformationsoperator auf.
Im Falle der Zylinderkoordinaten (B = Z) gilt:

R cos¢ cos¢p -Rsing 0
Z = | Rsing Z, = | sing R cos¢ 0
z 0 0 1
(4.55)
R cosp Rsing 0
Z;' = = | —sing cosgp O
0 0

mit: r = Z(Z) rxy = Zy, (Z) Zx

z =27\ zx = Z,;'(z) rg
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Ableitungen des Transformationsoperators fiir Kugelkoordinaten:

Entsprechend (4.55) gilt fiir Kugelkoordihaten (B = K):

R cos¢ cos@ Pcos¢ cosf -R sing cosf ~R cos¢ sind
K =1 R sin¢g cosf Ky = | sing cosd R cos¢ cos® -R sing sind
R sin@ L sin@ 0 R cosé
cos¢ cos@ sing cos @ sin &
_ sing cos ¢
Kil =] - - 0
K R cosd R cos@
lcosq) siné —l—sim/) sin@ —]—cose
| R R R

(4.56)

Transformation der generierten Koordinaten in das globale System:

Zuletzt verbleibt noch die Transformation der generierten Koordinaten vom System k
in das globale System unter Beriicksichtigung der Macro~Prozeduren. Dafiir gilt die Glei-
chung (4.46):

v =1 { oyt ( Tk + grl—grl)] + gfrl (4.46)

Die Ableitungen lauten:

0 — m npT [ kp k ko _n m
ofx = 0T,x {OT (Of kr+0r1 Orl)}+0r1,x

+ 7 [ o (ST ke ke ) (4.47)
+ STT < ]ST’X ll:r + IST tl‘,x -+ ](;rl,x_ 31‘1,)( )}

Damit wire die Form generiert und abgeleitet. Abschlierend seien noch die Ableitungen
der Formfunktion des Kreis- bzw. Spiralelements angegeben.

Ableitung der Formfunktion des Kreis- und Spiralelementes:

Die Formfunktion lautet:

r(u) = R(u) (cosg(u) vi + sing(u) vo) + 12 (4.13)
mit: R(u) =R;i+(Ry-Rp)u
P(u) = a u
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Fiir die Ableitung gilt:

rx(u) = R(u) (cos @lu) vix -+ sing(u) vz,x) + rax
+ Ry (u) (cosp(u) v;  + sing(u) vy) (4.58)
+ R(u) (-singu) vi + cos@(u) v2) .o (u) ax

mit:  Ry(u) = Rix + (Rox~Ryy) u

¢)a (u) =1u
und:
1 T
Riy = R (ri-ry) (rl,x"'rZ,x)
1
1
Royx = e (rs—r2)T(rax~r25)
2
-
r3=Tplx = 77— @E3-12) (r3x-1;
[ [ oy ¢ ) (r3x— 12x)
1
Vix = R (r1x—T2x~v1 Ryy)
ay = (C3x=Tox=~a [r3-13| )

13-y
Vox = 8 X Vit a X vig

Zur Definition der angegebenen GrdBen vergleiche mit den Bildern 4.14 und 4.15 in
Abschnitt 4.3.2.2.4.
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5 VARIABLENVERKNUPFUNGEN

51  Optimierungsmodell und Variablen

Strukturoptimierung ist zu einem guten Teil die Fiigung der Teilaufgaben mathemati-
sche Programmierung, Entwurfsbeschreibung, Strukturanalyse sowie Sensitivititsanaly-
se zu einer funktionalen Einheit. Bild 1.1 vermittelt einen Eindruck von der Komplexitit
dieser Aufgabe. Neben der programmtechnischen Verwirklichung und der Datenbewil-
tigung miissen die Variableninteraktionen der verschiedenen Teilmodelle ausformuliert
werden. Dabei ist einen Hierarchie festzustellen (Bild 5.1):

1.) Optimierungsvariablen x
2.) Entwurfsparameter, Entwurfsvariablen y (z.B. Koor. der Designknoten)

3.) Strukturparameter, generierte Strukturparameter, Strukturvariablen z
(z.B. Koor. der FE-Knoten)

‘ ... Zuordnung (direkt
oder Verknlpfung)

... Generierung

Entwurfsmodell

Design - Paramete

>

FE

Analysemodeil Optimierungsmodell

Bild 5.1: Hierarchie der Variablen im Optimierungsmodell (vgl. mit Bild 1.1)

Variablen sind in dieser Definition Variablen im Sinne der Optimierung. Parameter
sind zusdtzliche, feste Werte, die zur endgiiltigen Beschreibung des jeweiligen Modells
bendtigt werden, und generierte Parameter sind Werte, die z.B. mit den in Kapitel 4
beschriebenen Methoden der Formgenerierung erzeugt worden sind. Als Optimierungs-
variablen x werden die im Optimierungsproblem unabhingigen Variablen bezeichnet.
TIhre Zahl ist in der Regel wesentlich kleiner als die Zahl der Variablen y und z in den
Ebenen darunter. Dies kommt vor allem daher, daB neben direkten Variablenzuordnun-
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gen (d.h. z; = x; oder y; = x;) auch lineare Verkniipfungen definiert sein-kénnen. Dafiir
gibt es mehrere Griinde:

@ vorgeschriebene Symmetriebedingungen

e vorgeschriebene Beziehungen zwischen Variablen (z.B. feste Richtungen der Va-
riablenverdnderungen, gerade Bauteilrdnder)

@ Erhalt der physikalischen Bedeutung des Analysemodells (z.B. keine degenerier—
ten Netze, Locking)

® verbesserte Aussagekraft des Optimierungsmodells

Mit der zusétzlichen Reduktion der Zahl an Optimierungsvariablen wirken sich Ver-
kniipfungen (linking) giinstig auf die Losungsgeschwindigkeit und —stabilitdt der Opti-
mierungsalgorithmen aus. Verschiedentlich wird auch dies als Grund fiir die Einfiihrung
von Verkniipfungsvorschriften angefiihrt [144]. In der praktischen Anwendung geniigen
zusétzliche lineare Verkniipfungsvorschriften, so daf folgende allgemeinen Zusammen-
hénge definiert werden kénnen: ‘

I

2+ Ly (y) (5.1
¥+ Lyx x

z

i

y
mit

. allgemeiné Variablen (hier: Strukturvariablen)

=3

. konstanter Teil dér allgemeinen Variablen
. Kontrollvariablen (hier: Entwurfsvariablen)
. konstanter Teil der Kontrollvariablen

""'<O'< NN

&
-

. vektorwertige Funktion der Kontrollvariablen

»

. Optimierungsvariablen
Ly« ... konstante Verknlipfungsmatrix (linking matrix)

5.2 Linking Levels
Linking Level 1:

allgemeine Variablen = Optimierungsvariablen
z =X (5.2)

In diesem Fall liegt z.B. eine direkte Verkniipfung der Strukturvariablen mit den Opti-
mierungsvariablen vor. Ein Entwurfsmodell ist nicht definiert. Dieser Fall entspricht
einfachen Optimierungsproblemen, z.B. der Strukturoptimierung von Fachwerken.
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Linking Level 2a:

Kontrollvariablen = Optimierungsvariablen
y=x
z ist eine Linearkombination von x

z =20 + Lyx (5.3)

Auch hier ist kein Entwurfsmodell definiert, jedoch liegen lineare Verkniipfungsvor-
schriften der Optimierungsvariablen vor. Dies entspricht Féllen der Fachwerksoptimie-
rung mit zusdtzlichen Bedingungen, wie Symmetrie der Forménderung oder vorge-
schriebenen Tragwerksformen (z.B. gerade Obergurte, Bild 5.2)

Ausgangsform
Gewicht: 1,82kN

Optimum:
Gewicht: 0,66kN

Bild 5.2: Fachwerktrdger mit geraden Obergurten
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Linking Level 2b:

Kontrollvariablen = Optimierungsvariablen

y=X
z ist eine nichtlineare Funktion von x

z =20 + 1y (x) 5.4)

Dieser Fall ist in CARAT nicht vorgesehen und wird nur der Vollstindigkeit halber
angegeben.

Linking Level 3a:

z ist eine Linearkombination von y
y ist eine Linearkombination von x

z =12+ Ly (° + Ly %) (5.5)

Die liblichsten Fille der Formoptimierung entsprechen dieser Verknilipfungsvorschrift.
Dann geht (5.5) in Gleichung (4:4) iiber. L,y kann dann als die Formfunktionen der
Designélemente identifiziert werden, die i. a. als Funktionen der Parameter u und v
unabhéngig von den Koordinaten der Designknoten sind. z° verschwindet dann. Weiter
sind Verkniipfungen zwischen den variablen Designknoten moglich, z.B. vorgeschriebe-
ne Richtungen oder Symmetriebedingungen. Diese Regeln werden in der Linking-Ma-
trix Ly vermerkt.

Linking Level 3b:

z ist eine Funktion von y
y ist eine Linearkombination von x

z =20 + Ly (' + Ly %) (5.6)

Dieser im Rahmen der getroffenen Definitionen (5.1) allgemeinste Fall tritt im Falle
von Linking Level 3a auf, wenn die Formfunktion des Kreiselements verwendet wird,
oder wenn bei der Formgenerierung eine Transformation mit Kugel- und Zylinderkoor-
dinaten vorgenommen wird (Gleichung 4.44).
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5.3 Sensibilititsanalyse

Die Verkniipfungsvorschriften miissen auch bei der Sensibilitatsanalyse beriicksichtigt
werden, indem ein weiteres Glied in der Kettenregel hinzugefiigt wird. Fiir Linking Le-
vel 3a folgt:

Zx = Ly Ly (5.7)
und fiir Linking Level 3b:

Zyx = Lyy ) Ly« (5.8)
5.4 Vorgeschriebene Bewegungsrichtungen

Besonders in der Formoptimierung ist es wichtig, die Variableninderungen wihrend
der Prozedur sorgfiltig zu kontrollieren. Insbesondere bei der Konturoptimierung von
ebenen Tragwerken besteht die Gefahr, daf3 das Analysemodell durch eine unvorherge-
sehene Anderung variabler Designkoordinaten entartet oder sich unerwiinschte Be-
gleiterscheinungen {iber Gebiihr bemerkbar machen. In Bild 5.3 ist dies am Beispiel
der Formoptimierung einer einfachen Kragscheibe gezeigt. Das Tragwerk ist durch ein
Coons-Element mit je einer Bézier-Kante oben und unten beschrieben (Bild 5.3a,b).
Gesucht ist die Form minimalen Gewichts. Vorgeschrieben sind die maximal zuldssige
Vergleichsspannung, die Lange der Scheibe und die Auflagerhéhe. Bilder 5.3¢ und d
zeigen die vom Optimierungsalgorithmus ermittelte optimale jedoch entartete Form der
Scheibe infolge unzuldssig groBer horizontaler Lagednderungen der Kantenmittelkno-
ten. Die finiten Elemente verhalten sich bei dieser Geometrie viel zu steif und verfal-
schen die Strukturantwort.

In diesem Fall wéren diese Entartungen einfach zu vermeiden gewesen, indem nur die
vertikalen Koordinaten als Variablen zugelassen worden waren. Im allgemeinen jedoch,
entlang gekriimmter Kanten, sind vorgeschriebene Bewegungsrichtungen notwendig
(Bild 5.4). Dabei ergibt sich folgende Verkniipfungsvorschrift:

Y3 vy 51
r = Yi+1 - yj+10 + Sz Xk (59)
Yie2 Yjea® S3

mit ¥i» ¥j+1, Yz ... variable Koordinaten des Designknotens r,
¥%;, ¥%+1, ¥042...Koordinaten der Startposition r

$1,82,53 ...Komponenten der vorgeschriebenen Richtung
Xk ...k-te Optimierungsvariable
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]
a) Ausgangsentwurf, Design-Element c) Optimum, Design-Element

melol Y

b) Ausgangsentwurf, FE-Netz und Last | d) Optimum, FE-Netz

Bild 5.3: Entartetes FE-Netz

An Gleichung (5.9) wird die Bedeutung der konstanten Teile der Variablen deutlich.
In Verbindung mit Verkniipfungsvorschriften beziehen sich die Optimierungsvariablen
auf die Ausgangsform. Sind keine Verkniipfungsvorschriften vorhanden, ist dies nicht
nétig.
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vorgeschriebene
Bewegungsrichtungen

4-knotige
Bézierkante

Bild 5.4: vorgeschriebene Bewegungsrichtungen

5.5 Symmetriebedingungen

Oft sind symmetrische Forménderungen gewiinscht. Z.B. sollen sich die Ober— und
Unterkanten der in Bild 5.3 dargesteliten Scheibe symmetrisch beziiglich der Scheiben-
mittellinie dndern. Die Symmetriebedingung bezieht sich auf bereits definierte Bewe-
gungsrichtungen und Verkniipfungsvorschriften.

Sie lautet: (siche Bild 5.5):

§'=s-2(nTs)n=(1-2mT)s (5.10)
mit den bereits vorliegenden Verkniipfungsvorschriften s = Lg x

folgt 8= (I - 2onT) Ly x
“womit sich eine Modifikation der Linking Matrix ergibt:

Lijimoay = [1 - Z(zninkij)] Ljj
K

dabei ist:
s ... Bewegungsrichtung des Bezugsknotens
s’ ... gespiegelte Bewegungstrichtung fiir neue Knoten
n ... Normalenvektor auf die Spiegelebene
Ls ... Teil der Linking Matrix L
x ... Optimierungsvariablen
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Es ist dabei zu beachten, dafl nur die Bewegungsrichtung, nicht jedoch der absolute
Ort des Knotens, gespiegelt wird. D.h. an der Startldsung unsymmetrische Strukturen
werden auch durch die Vorgabe von Symmetrieverkniipfungen wihrend der Optimie-
rung nicht symmetrisch.

N\,
Spiegelebens/ \‘

Bild 5.5: Symmetriebedingung

5.6 Linearkombinationen

Eine weitere, wichtige Verkniipfungsvorschrift von Optimierungsvariablen ergibt sich
aus der Kombination bereits bestehender Vorschriften. Diese Verkniipfung 148t sich
auBer fiir Koordinaten auch fiir andere Variablentypen anwenden. Eine typische An-
wendung ergibt sich in der Formoptimierung, wenn Designknoten im "Inneren” des
beschriebenen Bereichs sich infolge einer Kantenverinderung mitbewegen miissen. Die
Vorschrift lautet (siehe Bild 5.6):

si = (s (5.11)
k
mit den bereits vorliegenden Verknilpfungsvorschriften sy = L x
si = (o)
k
womit sich eine Modifikation der Linking Matrix ergibt:

Lijmoay = (i)

k

dabei sind: o; ... Skalierungsfaktoren
si ... kombinierte Richtungen
s; ... vorliegende Richtungen
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81

Sz

83 = w181 + w89

Bild 5.6: Linearkombination

Bild 5.7 zeigt eine Anwendung dieser Verkniipfungsvorschrift. Durch eine Verkniipfung
der horizontalen Koordinaten der Designknoten im Inneren und am unteren Rand der
dargestellten Struktur mit den vertikalen Koordinaten der freien Designknoten am obe-
ren Rand, kann das generierte Netz der finiten Elemente wahrend der Optimierung auch
im Bereich der Ecke regelmiBig gehalten werden. Yao und Choi weisen in [155] darauf
hin, daf3 dies mit den in Kapitel 4 beschriebenen Formgenerierungsmethoden nicht mog-
tich ist. Mit der angegebenen Verkniipfungsvorschrift ist dieses Defizit iberwunden.

} }‘- B

B "4

vertikal veranderliche Kontur gekoppelte Freiheitsgrade im Inneren

ursprungliches FE-Netz v verbessertes FE-Netz

Bild 5.7: Anwendung der Linearkombination zur Verbesserung von FE-Netzen
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5.7 Restriktionen der unabhiingigen Variablen

Eine eindeutige Bestimmung der Restriktionen ist nur dann méglich, wenn eine direkte
Zuordnung oder eine Verknilipfung einer abhéngigen Variablen mit nur einer einzigen
unabhéingigen existiert. In diesen Fillen gilt:

0
Li i
Xpj = max (XL]' s 'y—]i:]-—l*>

0
el L Yui- Vi
Xyj = min (xUJ s ——I:,—]—

yi = alle von x; abhéngigen Kontrollvariablen

(5.12)

Liegt eine mehrfache Verknlipfung vor, werden die betreffenden Restriktionen der ab-
héngigen Variablen als zusétzliche Nebenbedingungen eingefiihrt. Dies wird vom Pro-
gramm automatisch erkannt und durchgefiihrt. Fiir jede mehrfach verkniipfte abhingige
Variable wird zusétzlich definiert:

yu-yi-Lyx <0
~yui + ¥+ Ly x; < 0 (5.13)
5.8 Programmtechnisches

Im Regelfall liegen nur relativ wenige Verkniipfungen vor, im wesentlichen sind die
Variablen einander direkt zugeordnet. D.h. die Komponenten der Linkingmatrix haben
vorwiegend die Werte 0 und 1. Ein typisches Beispiel kénnte so aussehen:

y=y"+Lx

V1 Y1 1 0 0
Y2 y2° 0 1 0 X1
ys &% o 4y 105 1 X2
va ya 0o 0 1 X3
¥s ys° 0 -1 0

- —

Die Variablen y1, x; sowie y,, X2 und v, X3 sind direkt zugewiesen, der Wert 0 kommt
liberdurchschnittlich 'hdufig vor. Von der Linkingmatrix werden ebenfalls nur die Ele-
mente abgespeichert, die ungleich null sind und die nicht einer direkten Zuweisung
entsprechen. Das betrifft in obigem Beispiel alle Elemente der Linkingmatrix mit den
Werten 0 und 1, auBBer der 1 in der dritten Zeile. Das gewihite Speicherschema ist
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in Bild 5.8 dargestellt. Dabei ist jeder abhdngigen Variablen y; ein Element NR des
Zeigervektors IV zugeordnet, das zwei Informationen vermitteln kann. Ist es positiv,
gibt es direkt die Nummer der zugeordneten unabhdngigen Variablen x; an. Ist es nega-
tiv, gibt es die Zeile der Linkingmatrix an, die die Koeffizienten der in diesem Falle
vorliegenden Verkniipfung beinhaltet. Ist die Nummer der Zeile bekannt, kann aus dem
Feld LINKROW bestimmt werden, wieviele Spalten in der betreffenden Zeile belegt
sind und wo im Feld LINKCOL die Nummern der unabhédngigen Variablen zu finden
sind, bzw. im Feld LINKMAT die Koeffizienten der Linkingmatrix. Mit bekanntem
NR 148t sich der Wert der abhéingigen Variablen folgendermalen bestimmen:

NR > 0: i = x(NR)
NR < 0: NS = LINKROW( -NR ) + 1
NE = LINKROW( -NR + 1)

NE
vi =y + > LINKMAT(n) x(LINKCOL(n))
n=NS

N\

NR | -1 X

w N
(=

\\z
m w
[A) N -t
i
s [=) -
o o P

~

— !
< N
& [

LINKCOL LINKMAT

LINKROW

Bild 5.8: Speicherschema der Verkniipfungsmatrix und ihrer Zuordnungen
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5.9 Definition von Verkniipfungen bei der Eingabe .

Ein wesentliches Merkmal eines gut formulierten Optimierungsmodells ist, wie flexibel
Verkniipfungsvorschriften definiert werden kénnen. Da diese Vorschriften maBgeblich
die Aussagekraft des Modells beeinflussen, dies auch ausdriicklich sollen, ist es wichtig,
daf} solche Vorschriften leicht und ohne Aufwand in das Problem eingebracht und vor
allem modifiziert werden kénnen. Bs ist deshalb nicht ratsam, dabei fiir jedes Problem
direkt den Programmcode zu beeinflussen, um so die Linkingvorschrift zu "verdrah-
ten”. Diese Option ist in CARAT auch vorhanden, jedoch wurde grofien Wert darauf
gelegt, dal} die Standardfille bequem im Datensatz eingegeben werden kdnnen. Fiir
die variablen Koordinaten von Designknoten stehen z.B. folgende Befehle zur Verfii-
gung:

NODE 1 shall be moved in DIRection FROM 2 TO 38
NODE 4 shall be moved LIKE 1 with FACtor 0.5
NODE 5 shall be moved LIKE 4 SYMmetry XY plane
NODE 6 COORdinate X is SUM OF 1 with FACtor 0.1 »>
2 with FACtor 0.5 >
3 with FACtor 1.0 END

Die Eingabe erfolgt mit Kennwortern und ist formatfrei. Verschiedene Verkniipfungs-
vorschriften kénnen kombiniert werden. Die Elemente der Zeigerfelder und der Lin-
kingmatrix werden dabei automatisch erstellt. Eine Generierung von Vorschriften ist
selbstverstdndlich méglich. Fir die anderen denkbaren Variablen (FE-Knoten, Ele-
mentvariablen, Tangenten- und Linienfaktoren, Strukturdicken) kdnnen Verkniipfungs-
vorschriften ebenfalls auf diese Weise eingegeben werden.
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6. ' BEISPIELE

6.1 Minimalflichen

Eine wichtige Klasse von Bauformen, die sich hauptséchlich bei pneumatisch gestiitzten
Membrantragwerken [95], Zelten und diinnen Schalen findet, ist die Klasse der Mini-
malfldchen. Gemé&8 der strengen mathematischen Definition versteht man darunter Fl4-
chen minimalen Fldcheninhalts bei vorgegebenen Ridndern im Raum. In dieser Formu-
lierung handelt es sich um eine Aufgabe der Variationsrechnung. Eine andere Definition
148t sich iiber die Eulersche Differentialgleichung aus der Variationsaufgabe entwik-
keln: Minimalftdchen weisen an jeder Stelle die mittlere Kriimmung null auf, Diese
Formulierung geht auf Lagrange zuriick. Die physikalische Analogie der Seifenhaut,
deren Gleichgewichtsformen unter gleichméaBiger innerer Vorspannung ebenfalls Mini-
malfldchen sind, ist eine weitere mdgliche Art der Formulierung ([153], Haug in [95]),
die gern und héufig zur numerischen Ermittlung von Minimalflichen herangezogen
wird. Verfahren, mit denen Minimalfldchen auf direktem Wege iiber die Minimierung
des Flicheninhalts ermittelt werden kénnen, werden u.a. von Griindig [57] zur Formfin-
dung von Membran- und Netztragwerken sowie von Pramila und Virtanen [105] zur
Formgestaltung von Schiffsrimpfen angegeben. Von praktischem Interesse bei der
Formfindung von Lufthallen sind Formen, die sich pneumatisch ergeben. In Abwei-
chung von der strengen mathematischen Definition werden auch diese Formen Minimal-
flichen genannt, da sie, bezogen auf das eingeschlossene Volumen, einen minimalen
Flacheninhalt aufweisen [95].

Im Rahmen der gewéhlten Formfunktionen und Freiheitsgrade kdnnen mit den in Kapi-
tel 4 beschriebenen Methoden des CAGD ebenfalls Minimalfldchen ermittelt werden.
Diese Formen konnen zur Formfindung von Schalen verwendet werden oder als Start-
vorgabe fiir eine anschlieBende Optimierung, die auch Belastungen, Spannungen und
Verformungen mit einbezieht, herangezogen werden. Minimalfiichen kénnen auBer-
dem bei entsprechenden Randvorgaben mégliche geometrische Grenzen der Formviel-
falt aufzeigen, auf deren Basis das gewdhlte Optimierungsmodell beurtéilt werden kann.

Die Formulierung der Aufgabe ist folgendermaflen. Vorgegeben werden:
@ ein vollstindiges Design-Modell mit Knoten, Kanten und Elerhenten,
® die Art der Elemente (Coons, Bézier, Lagrange ....),
¢ die Kontinuititsanforderungen (Tangenten- und Kontinuititselemente)
@ die Lage der Randkurven durch Angabe der sie definierenden Knoten.

Als Zielfunktion wird der Fldcheninhalt der generierten Fliche gewihlt, was dem Ge-
wicht eines Schalentragwerks bei gegebener Dicke und Wichte eins entspricht. Als
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Formfreiheiten kdnnen die Koordinaten der Kontrollknoten sowie Tangenten— und Li-
nienfaktoren eingefiihrt werden. Mit der Vorgabe entsprechender Verkniipfungsvor-
schriften kdnnen die Formfreiheiten so beeinflut werden, daB nur solche in der Formu-
lierung beriicksichtigt werden, die auch EinfluB auf die Zielfunktion besitzen. Zum
Beispiel tragen Lagednderungen.der Kontroliknoten, die nur zu einer Anderung der FE~
Aufteilung, aber nicht zu einer Formédnderung fiithren, nicht zu einer Reduzierung der
Zielfunktion bei und sollten nicht erlaubt sein.

In Bild 6.1a wird der quadratische Grundril einer Minimalfliche gezeigt./ Ihre Form
wird dargestellt von vier Bézier-Elementen, die durch Vorgabe der entsprechenden
Kontinuitétselemente (schraffiert) Gi-kontinuierlich aneinander gekoppelt sind. Vorge-
geben sind die vertikalen Koordinaten der Randknoten (Kreise), variabel sind die verti-
kalen Koordinaten der durch ausgefiillte schwarze Punkte gekennzeichneten Knoten.
Es verbleiben Knoten, deren Lagednderungen aufgrund der gewahlten chrgangébedin-
gungen mit denjenigen der freien Knoten verkniipft sind. Auf eventuelle Symmetriebe-
dingungen wurde verzichtet, die eine Reduzierung der Zahl an Optimierungsvariablen
ermdglicht hétten, so daf sich eine unbeschrénkte Optimierungsaufgabe mit insgesamt
16 Variablen ergibt. Die Vorgabe linearer, geneigter Randkurven fiihrt zu der bekannten
Form des hypgrbolischen Paraboloids (Bild 6.1b). Paarweise gerade und parabolische
Randkurven ergeben die in Bild 6.1c dargestellte Sattelflache, und vier parabelfdrmige
Randkurven fithren zu der in Bild 6.1d gezeigten Form. Wird zusétzlich die Stichhohe
vorgeschrieben, ergibt sich eine Form, die materialisiert als ein Schalentragwerk in Fra-
ge kommen konnte (Bild 6.1e), da sie an jeder Stelle geniigend groBe Kriimmungen
aufweist, um lokale Beulerschéinungeh zu vermeiden.

Da dieses Beispiel eine unbeschrinkte Optimierungsaufgabe ist, eignet es sich beson-
ders, um den Effekt der in Abschnitt 2.8.2.2 geschilderten Skalierungstechniken auf
die Konvergenz von Quasi-Newton-Algorithmen mit BFGS-Korrektur zu demonstrie-
ren. Fiir den Fall 6.1d sind in Tafel 6.1 die Anzahl an Iterationen und Funktionsauswer-
tungen zu verschiedenen Skalierungen und ihre Kombinationen angegeben. In jedem
Fall wurde die gleiche Losungsgenauigkeit gefordert, weshalb die unterschiedlichen Op-
timalwerte auf ein sehr flaches Optimum hindeuten. Eingesetzt wurde das SQP-Verfah-
ren nach Schittkowski [117] mit einem Armijo-line search (Sekantenfaktor 10™%) und
quadratischer Interpolation. Mit und ohne Skalierung der Variablen, als Skalierungswer-
te wurden die inversen Startwerte eirigesetzt, erwéist sich die automatische Skaliérung
der Hesse~-Matrix nach dem Vorschlag von Luenberger als sehr erfolgreich. Die Skalie-
rung der Zielfunktion mit dem vorgeschlagenen Faktor von Gleichung (2.45) liefert
in Verbindung mit der Variablenskalierung einen hervorragendén Wert, wie die geringe
Zahl an Iterationsschritten und Funktionsauswertungen belegt. Hingegen scheint der
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Kontinultéts-
elemente

a) Design-Modell (Aufsicht) b) Hypar

c) Sattelfliche d) "Candela”-Schale

Bild 6.1: Minimalflichen iiber recht—
e) Minimalfliche mit Buckel eckigem Grundrif
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gemdaf Gleichung (2.45) ermittelte Faktor zu klein auszufallen, wenn die Variablen
nicht skaliert werden. Deshalb sollte die Skalierung der Zielfunktion mit diesem Faktor
nur als ein Vorschlag des Verfahrens verstanden werden, der mit der Brfahrung vergli-
chen und dementsprechend angewendet werden sollte.

\Y% H Z ITER NFUNC Fopt
X ‘ 19 3 173,61
X X 15 - 19 172,35
X X 14 15 174,67
22 26 172,40
X 19 24 172,11
X 28 29 172,55
V ... Variablenskalierung ITER ... Zahl der lterationen
H ... Skalierung der Hesse-Matrix =~ NFUNC ...  Zah! der Funktionsauswertungen
Z ... Skalierung der Zielfunktion ~ Fept . ... optimaler Zielfunktionswert

Tafel 6.1: dielAuswirkungen verschiédener Skalierungen (Beispiel 1)

Auch bei der Formfindung von Schalen iber unre‘gelméﬁigen Grundrissen kann die
Ermittlung von Minimalfléchen sehr hilfreich sind. Zu der in Bild 4.3 gezeigten Schale,
deren Form bei vorgegebenem Grundrif3, vorgeschriebenen Randkurven und Raumhohe
frei bestimmt wurde, soll eine Minimaifiiche bestimmt werden. Die Fliche wird von
insgesamt 16 bikubischen Bézier-Elementen beschrieben (Bild 6.2). Aufgrund mehrfa-
cher Symmetrien und geforderter G,-kontinuierlicher Elementiibergénge verbleiben
7 freie Kontrollknoten, deren vertikale Koordinaten als Unbekannte in das Formfin-
dungsproblem eingehen. Diese Knoten sind in Bild 6.2 hervorgehoben. Als Minimalfla-
che ergibt sich eine Form mit aufgebdrtelten Rindern (Bild 6.3), die wegen dieser Rand-
versteifungen als ein Schalentragwerk in Frage kommen konnte.

Rotationssymmetrische Minimalfldchen kdnnen mit Coons-Elemeriten bestimmt ‘wer-
den, deren Knoten und Kanten in Zylinderkoordinaten beschrieben sind. Bild 6.4 zeigt
ein solches Design-Element. Vorgegeben sind Hohe und Radius der Leitkreise. Die
Mantellinie wird von 9-knotigen B-Splines beschrieben. Die r- und z-Koordinaten der
hervorgehobenen Kontrollknoten sind variabel. Mit entsprechenden Verkniipfungsvor-
schriften (Bild 6.5) kann die mehrfache Symmetrie des Problems ausgenutzt ‘werden,
so dal3 7 Variablen verbleiben. Es sind dies die r- und z-Koordinaten der Knoten 2,
3 und 4 sowie die r-Koordinate des Knotens 5. Die Minimalfldche soll sich als eirf Kom—
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Bild 6.2: Grundrif3 des Design—Modells Bild 6.3: Minimalfidche

promif} aus der Minimierung der Oberfliche sowie der Linge der Mantellinie einstellen.
Dies entspricht der physikalischen Analogie einer in Achsrichtung zusitzlich vor-
gespannten Membran und der sich so einstellenden Gleichgewichtsform. Wegen der
Rotationssymmetrie geniigt zur Berechnung ein kleiner Ausschnitt, z.B. o = 30°. Bild
6.6 zeigt verschiedene Minimalfldchen, die sich in Abhéngigkeit.der Vorspannung, d.h.
der Wichtung der beiden Beitrdge zur Zielfunktion, ergeben. Angegeben sind die Wich- -
tungsfaktoren fiir die Linge der Mantellinie bei konstanter Wichtung 1 der Mantelober-
flache.

NODE 11 LIKE 2

NODE 14 LIKE 5§ GEN 11,14
NODE 8 COOR R SUM OF 2 FAC 1
NODE 8 COOR Z SUM OF 2 FAC -1
NODE 7 COOR R SUM OF 3 FAC 1
NODE 7 COOR Z SUM OF 3 FAC -1
NODE 6 COOR R SUM OF 4 FAC 1
NODE 6 COOR Z SUM OF 4 FAC -1
NODE 17 COOR R SUM OF 2 FAC 1
NODE 17 COOR Z SUM OF 2 FAC -1
NODE 16 COOR R SUM OF 3 FAC 1
NODE 16 COOR Z SUM OF 3 FAC -1
NODE 15 COOR R SUM OF 4 FAC 1
NODE 15 COOR Z SUM OF 4 FAC -1 END

Bild 6.4: rotationssymmetrische Minimalfiiiche, Bild 6.5: Verkniipfungsvorschriften
Design-Modell
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6.2 Vierendeel-Triger

6.2.1 Situation

Eine Halle soll von aufien liegenden Quertrégern, die die gesamte Dachlast abtragen,
iberspannt werden. Die Quertrager haben eine Stiitzweite von 36,40 m und stehen in
einem regelméfigen Abstand von 10,80 m (Bild 6.7). Die Dachkonstruktion wird neben
direkten Einleitungen indirekt (iber Seilverspannungen in die Obergurte der Triiger ein-
geleitet, wobei diese eine seitliche Abstiitzung erfahren und ein Ausknicken der Ober-
gutte verhindert werden soll. Es war eine Form des Trégers gesucht, die dsthetischen
und technischen Anspriichen genligt, um die bekannten Nachteile im Tragverhalten ei-
nes Vierendeel-Triigers zumindest teilweise auszugleichen. Aus zwei jeweils 22 mm
dicken Stahlblechen aus St 52, die gegenseitig verschraubt werden, sollen deshalb den
Kréfteverhiltnissen angepaBite Locher geschnitten werden. Die Gestaltung der Licher
soll Giber eine Gewichtsminimierung des Trigers gefunden werden ("Ausmagern”). Als
formgebender Lastfall werden Eigengewicht sowie aus dem Gewicht der Dachkonstruk-
tion und der Schnieebelastung herrithrende Einzelkrifte an Ober- und Untergurt eines
Trégers angenommen.

13,60

[ 10,80 | 10,80 [

Bild 6.7: Ansicht der Halle (Ausschnitt)
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6.2.2 Modellierung
a) Design-Modell

Ein Tréiger soll 12 Durchbriiche haben. Aus konstruktionsbedingten Griinden sind die
Achsabstinde der Durchbriiche sowie die Hohe des Trégers vorgegeben. Es ergeben
sich somit Felder von 2,7 x 2,7 m GrdBe, innerhalb derer die Locher eingeschnitten
werden kdnnen (Bild 6.8). Aus Symmetriegriinden gentigt es, nur die Halfte des Trigers
zu 'modellieren. Jedes Feld wird von eifiem eigenen Koordinatensystem beschrieben.
Felder mit einzuschneidenden Lchern bestehen aus vier Coons-Elementen. Die Loch-
rénder werden jeweils von vier 6-knotigen B-Splines modelliert, die mittels Tangentene-
lementen untereinander G,-kontinuierlich verbunden sind (Bild 6.9). Damit kann eine
grofe Bandbreite verschiedenartiger Lochformen vom Kreis bis zu einem an den Ecken
ausgerundeten Quadrat erfallt werden (Bild 6.10). An den Auflagern sind Endfelder
ohne Durchbriiche vorgesehen, die von einem einzigen Design-Element beschrieben
werden.

e

P, = 110 kN P, = 100 kN

Bild 6.8: Trfiger, Systemskizze

b) FE-Modell

Da die Optimierungsaufgabe fiir Probleme der Formoptimierung viele Unbekannte hat
und deshalb besonders die Sensitivititsanalyse zur Bestimmung der Gradienten von
Zielfunktion und Nebenbedingungen sehr rechenintensiv ist, mu3 das FE-Netz mit
mdglichst wenig Freiheitsgraden auskommen. Zusitzlich wirkt sich die mehrfach zu-
sammenhéngende Topologie trotz einer Bandbreitenoptimierung auf die GroBe der Stei-
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figkeitsmatrix und die Geschwindigkeit der Gleichungslosung ungiinstig aus. Gewihlt
werden deshalb vierknotige isoparametrische Schalenelemente mit der in Bild 6.12 dar-
gestellten Vernetzung. Das Auflager wird von drei zuséitzlichen Elementspalten mit ver-
ringertem Elastizitdtsmodul modelliert, um die vorab bestimmte, jedoch sehr geringe
Einspannwirkung der Stiitzen (Bild 6.8) zu simulieren.

Bild 6.9: Design-Modell eines Lochfeldes (mit Angabe der Optimierungsvariablen)

-¢' : nl l —¢- 15 cm —%ye—

Ausgangsform max. mdgliche Form

Bild 6.10: mdgliche Formvariationen eines Loches
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¢) Optimierungsmodell

Gesucht ist eine optimal ausgemagerte Konstruktion. Als Zielfunktion kommt deshalb
das Gewicht des Trégers in Frage. An keiner Stelle des Tragwerks sollen die zuldssigen
Spannungen und in der Trigermitte die zuldssige Durchbiegung (1/300 = 12 cm) tiber-
schritten werden. Da meist zweiaxiale Spannungszustdnde vorherrschen, werden ent-
lang aller Lochrander sowie an den Réndern von Ober- und Untergurt die von Mises—
Vergleichsspannungen sowie in der Mitte der Lochstege die Schubspannungen
kontrolliert. Da zu erwarten ist, daf} die gewdhlten vierknotigen finiten Elemente sich
zu steif verhalten und deshalb zu niedrige Spannungen ermittelt werden, und um Reser-
ven fiir getrennt zu fiihrende Stabilitdtsnachweise zu bewahren, werden fiir die Ver-
gleichsspannung der zuldssige Wert oy = 200 N/mm? und fiir die Schubspannung
T = 80 N/mm? eingesetzt.

Die Form der Locher soll stets symmetrisch zur Langsachse des Trégers sein und sich
radial beziiglich des Lochmittelpunktes aufweiten bzw. einschniiren kénnen. Dies wird
gefordert, damit die Anzahl an Optimierungsvariablen auf ein vertretbares Mal} redu-
ziert werden kann. AuBerdem ist fiir den betrachteten Lastfall zu erwarten, dafl die
Beanspruchungen von Ober- und‘Untergurt infolge Normal- und Querkriiften sowie
Biegemomenten ungefihr dieselben sind, was bei der Vorgabe derselben zuldssigen
Spannungen fiir Druck- wie Zugbereiche ohnehin zu symmetrischen Lchern filhren
wilrde. Die Forderung der radialen Formverdnderlichkeit ist keine nennenswerte Ein-
schrinkung ‘der Formfreiheiten. Unter Beriicksichtigung dieser Forderungen, die als
Verkniipfungsvorschrift verwirklicht werden kdnnen, und der Go-Kontinuitit der Loch-
rénder mittels der Tangentenelemente, verbleiben fiir jedes Loch 6 freie Kontrcliknoten,
die die Lage der B-Splines bestimmen. (Bild 6.9). Insgesamt hat das Optimierungspro-
blem damit 36 Variablen. ;

Aus gestalterischen Griinden sollen die Durchbriiche konvex sein. Um dies wihrend
der Optimierung garantieren zu kdnnen, miissen zusitzliche geometrische Nebenbedin-
gungen eingefiihrt werden. Dabei kdnnen die giinstigen Eigenschaften des charakteristi-
schen Polygons eines B-Splines ausgeniitzt und diese Nebenbedingungen fiir die Kon-
trollknoten anstelle der generierten Form formuliert werden. Die Konvexitdt des
charakteristischen Polygons und damit die der generierten Kurve ist dann gesichert,
wenn die Flacheninhalte eines jeden der in Bild 6.11 dargestellten Dreiecke gemiB der
Gaul3schen Definition positiv sind.
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Zum Beispiel ergibt sich fiir ein solches Dreieck der Flécheninhalt zu (vgl. Bild 6.11):
A = —;— [(1‘2—1'1) X (1‘3—1‘1)]T n

1
A=y -nyi+tey-%y+xyi-xy)

mit: 0T =0, 0, DT fiir die dargestellte Situation in der
x~-y~Ebene

Fir jedes "Lochfeld” sind zusétzlich vier solcher geometrischer Nebenbedingungen der
Form:

v
(=]

g = 4
bzw. g =-A =0

zu formulieren und in das Optimierungsproblem einzubringen.

charakteristisches y
Polygon -

— X —— e

AiZO

Design—Element

I

Design-Element

Design-Element

Bild 6.11: Nebenbedingungen fiir konvexe Lochrinder, A; > 0

GemilB der gewdhlten Vernetzung ergeben sich somit fiir jedes "Lochfeld” 48 Nebenbe-
dingungen zur Kontrolle der Vergleichsspannungen entlang der Lochkontur und
am Ober- und Untergurt, eine Nebenbedingung zur Kontrolle der Schubspannungen
im Steg sowie vier geometrische Bedingungen zur Kontrolle der Lochform. Zusammen
mit zusétzlichen Nebenbedingungen zur Kontrolle der Vergleichsspannungen im End-
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feld sowie in Trigermitte und einer Bedingung zur Kontrolle der zuldssigen Verschie-
bung ergeben sich somit insgesamt 347 Nebenbedingungen, die erfiillt werden miissen.

Es ist fiir Aufgaben der Formoptimierung typisch, da} die Zahl der Nebenbedingungen
diejenige der Unbekannten weit iibersteigt. Hier kommen auf jede Optimierungsvariable
ungeféhr 10 Nebenbedingungen. Am Optimum koénnen jedoch nur héchstens soviel
Nebenbedingungen erfiillt werden, wie es Unbekannte gibt. Wiren also die an der Lo-
sung aktiven Nebenbedingungen bekannt, kénnte der Formulierungs— und Lésungsauf-
wand stark reduziert werden. Die Erfahrung zeigt jedoch, daBl Optimierungsalgorithmen
die Liicken unvolisténdig formulierter Aufgaben sehr schnell erkennen und somit Trag-
werksformen ermitteln, die aus vielen Griinden nicht akzeptabel sind. Sei es, daB an
anderen Stellen die Spannungen liberschritten werden, die Form aus technischer Sicht
unzuldssig wird oder entartet und infolge davon ein stark verzerrtes oder gar bereits
blockierendes FE-Netz falsche Strukturantworten liefert. Bei diesem Beispiel zeigt es
sich, daB wahrend des Optimierungsvorganges tiber die gesamte Struktur hinweg von
Iterationsschritt zu Iterationsschritt immer wieder andere Nebenbedingungen aktiv wer-
den. Erst gegen Ende der Iteration stabilisiert sich die Auswahl des aktiven Satzes, der
Nebenbedingungen, und es schilen sich die tatséchlich maﬁgéblichen Nebenbedingun-
gen heraus. Eine vorweg genommene Auswahl ist nicht méglich.

6.2.3 Ergebnisse

Das Ergebnis der Formoptimierung (Bild 6.12) spiegelt im wesentlichen die typischen
SchnittgréBenverldufe eines Vierendeel-Tréigers wieder: In Tragwerksmitte er\,fog’dern
die groBen Normalkrédfte in den Gurten groBe Querschnitte im ganzen Feld, geééh,"die
Auflager hin nehmen di¢ Normalkréfte ab und die Querkréfte und Biegemomente zu.
Es entwickeln sich deutlich angevoutete Gurtquerschnitte. Die Stege magern an der
Tragwerksldngsachse auf ihr zuldssiges Minimum (30 cm Breite) ab; an dieser Stelle
miissen sie im wesentlichen nur Querkréfte ibertragen. Die geringen Unterschiede der
eingeleiteten Kréfte an Ober- und Untergurt wirken sich nicht nennenswert in Form
von Normalspannungen aus. Die zu erkennenden GesetzmiBigkeiten prigen sich noch
starker aus, wenn die zuléssigen Vergleichsspannungen weiter auf oy = 150 N/mm?
verringert werden (Bild 6.13). Die zuldssige maximale Verschiebung in Trigermitte
ist in beiden Féllen eingehalten. Kritisch fiir die Entwiirfe sind die zulissigen Ver-
gleichsspannungen in Trégermitte sowie an.den stirksten Umlenkungen infolge der ein-
geschnittenen Locher. Ebenso erkennt man an einigen Lochformen, daf die Rinder
wegen der eingefithrten geometrischen Bedingungen abschnittsweise geradlinige Ver-
ldufe haben. Hier sind diese Nebenbedingungen kritisch.
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Vi 1

Startentwurf: G = 106,5 kN

v o S von v o 7.4 Vo v v

Optimum: G = 87,5 kN (o, = 200 N/mm?)

Bild 6.12: Ausgangsentwurf und optimale Form fir o, = 200 Nimm?

v v U7 X XT7Z N7

s 7rres VA RRNY 271N ZLIAN

Optimum: G = 112,0 kN (0, = 750 N/mm?)

Bild 6.13: optimale Form fiir o, = 150 Nimm?

Die Optimierung wurde mit dem SQP-Verfahren nach Schittkowski durchgefiihrt (siche
Abschnitt 2.8.6.3). Das Problem erweist sich als hervorragend konditioniert, wie ein
Blick auf den Iterationsverlauf zeigt (Bild 6.14). Bei der vorgeschriebenen Genauigkeit
von € = 107 konvergiert das Verfahren innerhalb von nur 20 Schritten, das entspricht
nicht einmal einem ganzen Zyklus, wie er zur Losung eines allgemeinen quadratischen
Problems notwendig gewesen wire. Dies 146t auf geringe Kopplungen der Variablen
schlieBen, weshalb auch das Verfahren der beweglichen Asymptoten wahrscheinlich
erfolgreich hitte eingesetzt werden kdnnen. Allerdings verriit der Iterationsverlauf
nichts {iber die bei nahezu konstantem Gewicht noch vor sich gehenden Forménderun-
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gen. Das Gewicht des Trégers wird gegeniiber der Startldsung (G = 106,5 kN) fiir die
erste Losung (Bild 6.12) auf G = 87,5 kN reduziert. Dabei weist der Startentwurf trotz
des hdheren Gewichts an der schmalsten Stelle der Gurte in Trigermitte Vergleichs-
spannungen auf, die um 10 % den iuléssigen Wert libertreffen. Die anschlieBende Opti-

mierung mit dem verminderten zuldssigen Wert der Vergleichsspannung vergréBert das
Gewicht auf G = 112 kN (zugehérige Lésung, Bild 6.13).

150
140 3
130 ]
- H
2 . oy = 15 kN/em?
X * ’
o
2 110
100 \
% oy = 20 KN/om? O  Gewicht gI.<N2
1 O Lagr.funktion
80 : ; . : 1 , -
0 5 10 15 20 25 30 35 40
Iterationen

Bild 6.14: Vierendeel-Trdger, Iterationsverldufe
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6.3 Formoptimierung rotationssymmetrischer Schalen
6.3.1 Problemstellung

Wichtige, weil oft gebaute Schalentypen sind rotationssymmetrische Schalen. Die Form
wird meist aus den bekannten geometrischen Grundformen Zylinder, Kugel, Kegel oder
Torus zusammengesetzt. Seltener wird sie mittels einer Optimierung nach statischen
Gesichtspunkten ermittelt. (Kneppe bestimmt in [78] optimale Formen von Reflektoren
an Radioteleskopen mit einer Mehrkriterienoptimierung (Gewicht, Formtreue).) Dabei
ist dies eine Fragestellung, die schon seit langer Zeit besteht. Nachweislich zum ersten
Male wurde sie 1670 von Hooke beantwortet, der die umgekehrte Kettenlinie als die
statisch glinstigste Form eines nur durch sein Eigengewicht belasteten Bogens erkannte.
Die Arbeit von Graefe [54] erwihnt neben diesem historischen Ereignis weitere histori-
sche Anwendungen, wie die Idee der Kettenlinie und deren Umkehrform nicht nur zur
Formfindung von ebenen Bdgen, sondern auch von rdumlichen Schalentragwerken ein-
gesetzt wurde. Die prominentesten sind die Zwischenkuppeln von St. Pauls in London
(1708) und Saint Geneviéve in Paris (1790), die die schwere Last der Laterne abzutra-
gen haben. Dabei {ibersah der franzdsische Baumeister Jean-Baptiste Rondelet die do-
minante Last der Laterne, die anstelle der fiir Eigengewicht richtigen Kettenlinie eine
mehr kegelfrmige Form der Schale erfordert hitte, wie sie auch das englische Bauwerk
aufweist. Daf}. die so ermittelte "falsche” Form dennoch in der Lage ist, die konzentriert
am Scheitel eingeleiteten Krifte sicher abzutragen, liegt neben der glinstigen zweiaxia-
len Tragwirkung von doppeltgekrimmten Schalen, die im unteren Teil allerdings von
groB3en Durchbriichen gestdrt werden, an der geschickt einbezogenen Mitwirkung von
zusdtzlichen Balastgewichten und Ringankern [133].

In der Tat erlaubt die rdumliche Tragwirkung einer doppelt gekriimmten Schale eine
unbegrenzte Vielfalt moglicher Formen, die die aufgebrachten Lasten ausschlieBlich
durch Membrankréfte abzutragen in der Lage sind. Zwangspunkte sind dabei die Rand-
bedingungen, die fordern, dal} alle Krifte, d.h. Belastung und Lagerkréfte, membrange-
recht eingeleitet werden missen. Solche Formen kénnen mittels einer Formoptimierung
gefunden werden. Das eigentliche Ziel, die Biegung in der Schale auf ein Minimum
zu reduzieren bzw. ganz zu vermeiden, sofern dies moglich ist, kann dabei auf zwei
verschiedenen Wegen erreicht werden. Sie flihren allerdings in der Klasse der "Mem-
branformen” zu verschiedenen Ergebnissen. Die Minimierung des Gewichts bei freier
Form und freien Querschnittsdicken und mit vorgegebenen zulidssigen Spannungen er-
gibt zwangsldufig Formen, die weitest mdglich membranbeansprucht sind, da versucht
wird, die Querschnitte mdglichst voll auszunutzen. Dies ist nur fiir Membrankréfte mog-
lich. Dagegen kdnnen mit der Minimierung der Forménderungsenergie beziiglich der
freien Form bzw. Querschnitte moglichst verformungsarme, d.h. steife Formen gefun-
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den werden. Dies sind ebenfalls membranbeanspruchte Schalenformen, wenn die Rand-
bedingungen dies zulassen. Allerdings fihrt dieses Optimierungsziel zu tiberméBigen
Materialanlagerungen, womit die Steifigkeit, aber auch das Gewicht immer weiter an-
steigen und unrealistische Entwiirfe liefern wiirden. Hier taucht die Dualitit von Deh-
nungsenergie und Gewicht der Michell-Tragwerke wieder auf, die sich in fast allen
Problemen der Formoptimierung wiederfindet. Die Begrenzung der zur Verfiigung ste-
henden Bauwerksmasse wirkt dieser Entwicklung entgegen und sollte als Nebenbedin-
gung eingefiihrt werden. Eine andere Moglichkeit ist, die Querschnittsdicke nicht als
Optimierungsvariable zu definieren.

Vor dem bis hier geschilderten Hintergrund soll. die Fragestellung Rondelets wieder
aufgegriffen werden und optimale Formen von Rotationsschalen fiir verschiedene La-
sten u.a. Laternenlast, Eigengewicht, Schnee und Wind sowie verschiedene Lagerungs-
bedingungen gefunden werden [14], [19]. Firr den Lastfall Wind soll die optimale Form
von der Rotationssymmetrie abweichen diirfen.

Die Minimierungsziele Gewicht und Forméinderungsenergie sollen nur als Mittel zum
Zweck dienen,.die Absolutwerte sind nur von zweitrangiger Bedeutung. Variabel soll
neben der Form im Falle der Gewichtsminimierung die Dicke der Schale sein. Zur Re-
duzierung der Zahl an Unbekannten wird angenommen, daf} die Dicke im ganzen Trag-
werk iberall gleich grof} sein soll. Damit kénnen Biegebeanspruchungen zwar nicht
~ vermieden, aber weitestgehend reduziert werden. An die Gestaltsfunktion, die zur geo-
metrischen Beschreibung der Schalenform verwendet werden soll, wird vor allem die
Forderung gestellt,\daB sie die membrangerechten Randbedingungen erfiillen kdnnen
muf3.

6.3.2 Modellbeschreibung

Ausgangsform ist eine Kugelschale mit einem Radius Rg = 10 m sowie einer Scheitél-
6ffnung mit Radius Rg = 2,5 m. Das Tragwerk kann mit einem einzigen Coons-Element
in Zylinderkoordinaten beschrieben werden. Dabei sind beliebig grofle Ausschnitte
méglich (Bild 6.15). Die Fliche wird in Meridianrichtung von 6-knotigen B-Spline—
Kanten beschrieben, im Umfangsrichtung geniigen 2-knotige Lagrange-Kanten, die zur
Interpolation in Zylinderkoordinaten ausreichen. Bild 6.16 zeigt die méglichen Form-
freiheiten dieser geometrischen Beschreibung mit 4 freien Knoten. Dieses Modell
kommit zur Optimierung der Tragwerke mit rotationssymmetrischer Last in Frage: La-
ternenlast, Eigengewicht und Schnee.
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Bild 6.15: Coons-Element zur Beschreibung der Rotationsschalen

Laternenlast

Schneelast

EREETEERREER |

o F . T, '

obere
Schranke ,/

i

g
™~ parabel Vs

/
/ untere
Schranke -+ 2.5

10.0 2.5 0
& festes Lager

é verschiebliches Lager Vi ... variable Knoten

Bild 6.16: Formfreiheiten der Rotationsschale (Schnitt durch eine Meridianebene)
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Zur Formoptimierung beziiglich Windbeanspruchung werden zwei Bézier-Elemente
verwendet, die die halbe Struktur beschreiben. Einfachheitshalber werden hier auch
nur vier Formvariablen zugelassen (Bild 6.17). Eine Besonderheit der hier gewdhlten
Darstellung ist, daB auch die Bézier-Elemente sowie die G;-Kontinuitidtsbedingungen
in Zylinderkoordinaten formuliert sind. Das bedeutet, da3 die Kontinuitétselemente in
Umfangsrichtung mit einem Knick dargestellt werden. Die G;-Kontinuitét der resultie-
renden Form bleibt jedoch erhalten. .

Bild 6.17:, zwei Bézier~Elemente zur Beschreibung der halben Rotationsschale

Als Material wird Stahl St 37 gewéihlt;

E = 210 000 N/mm?
v = 0,3
vy = 78,5 kN/m®
ov = 160 N/m?
Die Lastintensitdten sind:
Laternenlast: p = 25,5 kN/m
Schnee: s = 0,75 kN/m?
Wind w = 0,72 kN/m?

(Druck und Sog)
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6.3.3 Ergebnisse

Die Ergebnisse sind in Tafel 6.2 zusammengefalit. In den Bildern 6.18a-e sind die opti-
malen Pormen, wie sie sich fiir die verschiedene Belastungen und Lagerbedingungen
ergeben, dargestellt. In allen Fillen passen sich die Formen den gegebenen Randbedin-
gungen so gut es geht an. Unter der Laternenlast sowie an den verschieblichen Aufla-
gern stellen sich die membrangerechten vertikalen Tangenten ein. Bei festen Auflagern
stlitzen sich die Schalen direkt in den Untergrund ab. Auller im Falle der Windbelastung
ergeben sich somit Formen, die im Rahmen der gewdhlten Geometriebeschreibung und
Diskretisierung nur mit Hilfe von Membrankréften abtragen. Fir den Lastfall a)
”Laterne” mit verschieblichen Auflagern sind in Bild 6.19 die SchnittgréBen fiir einen
10°-Ausschnitt dargestellt. Im Vergleich zwischen Startentwurf (Kugel) und Optimum
erkennt man eine deutliche Reduzierung der Momente sowie der Normalkraftbean-
spruchnung in Meridianrichtung, wie es auch erwiinscht war.

Nr.| Lastfall | Lagerung | Zielfunktion | Verbesserung Variablen Verfahren | Iterationen
[%] Koor.|Dicke
a | Laterne | ver- Gewicht 86,0 4 1 MMA 10
schieblich
b | Laterne | fest Gewicht 75,5 4 1 MMA 12
¢ | Eigen- | ver— Form-~ 3,5%) 4 [t} SQP 3%
gewicht | schieblich | #nderungs—
energie
d | Schnee | ver— Gewicht 63,1 4 1 MMA 15
schieblich
e | Wind fest Form-~ 88,3 4 0 SQP 9
anderungs—
energie

*) voroptimierter Startentwurf

Tafel 6.2: Ergebnisse der Formoptimierung von Beispiel 3
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Lastfall a)

Laternenlast, Auflager verschieblich

Bild 6.18a: -System und optimale Form;

_Lastfall b)

Laternenlast, Auflager unverschieblich

Bild 6.18b: System und optimale Form;

Lastfall ¢)

Eigengewicht, Auflager verschieblich

Bild 6.18c: System und optimale Form;

Lastfall c), Eigengewicht
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Bild 6.18e:



~6.58E+01
-5.84E+01

~5,09E+01

~6.36E+00
Meridiankréafte [kN/m]

5.00E+00

5.75E+00
Meridianmomente [kN/m3]

3.65E-01

7.00E-01
Ringmomente [kKN/m3l

Bild 6.19a: Schnitikrifte

3

Kuggelkappe, Lastfall a), Laternenlast

-2.55E+01
~2.31E+01
-2.07E+01

4 -1.83E+01

-8.36E+00
Meridiankrafte [kKN/m]

1.03E-01
Meridianmomente [KN/m?3]

43 -2.39E-02

1.72E-02

2.41E-02

3.09E-02
Ringmomente [kN/m3]

Bild 6.19b:  Schnittkrifte
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7.  SCHLUSSFOLGERUNGEN

Probleme der Formoptimierung von Tragwerken (besonders von Flachentragwerken)
sind sehr komplex. Zur Losung werden Verfahren aus den Bereichen

® der finiten Elemente (zur Tragwerksberechnung)
® der mathematischen Programmierung (zur Optimierung)
® des Computer Aided Geometric Design, CAGD (zur Geometriebeschreibung)

zusammen eingesetzt. Jeder Bereich stellt dabei ein eigenes, in sich abgeschlossenes
Forschungsgebiet dar, weshalb besonders auf die Interaktionen geachtet werden muf.
Neben der treffenden physikalischen Formulierung der Optimierungsaufgabe, miissen
deshalb auch von Beginn an die technischen Grenzen der Methoden beriicksichtigt wer-
den. Besonders bei der Formoptimierung kommt es darauf an, Formulierungen zu fin-
den, die garantieren, daB} wihrend des automatisch ablaufenden Optimierungsvorgan-
ges die finiten Element-Netze stets aussagekriftig bleiben und nicht infolge {ibermaBig
stark verzerrter Geometrien falsche Strukturantworten liefern. Die Liicken unvollstin-
dig formulierter Optimierungsaufgaben werden von den Algorithmen sofort erkannt.
Die Folge sind physikalisch oder technisch unsinnige Ergebnisse. Deshalb ist es notwen-
dig, schon bei der Aufgabenstellung die Vorziige der Verfahren aufeinander abzustim-
men und richtig einzusetzen. Dennoch sollte das Optimierungsmodell einfach sein und
mit wenigen Variablen auskommen, die trotzdem die Vielfalt der Formen nicht {ibermé-
Big einschrénken. Dies kann mit den Methoden des CAGD sowie geeigneter Variablen-
verknlipfungen erreicht werden. (Kapitel 4 und 5)

Ein weiterer wichtiger, technischer Aspekt ist die Effizienz des gesamten Lésungsver-
tahrens. Wiahrend eines Optimierungsvorganges wird das Tragwerksverhalten wieder-
holt analysiert. Insbesondere ist dabei die Bestimmung der Tragwerkssensibilitdt sehr
rechenaufwendig und dominiert den gesamten ProzeB3. Soweit es mdglich ist, sollte des-
halb von vornherein darauf geachtet werden, das Problem so zu formulieren, daB der
gewihlte Optimierungsalgorithmus mit moglichst wenigen Analysen auskommt. Dabei
kdnnen besondere Eigenschaften der Probleme der Tragwerksoptimierung mit den Mit-
teln von Approximationstechniken berﬁcksichtigt werden. In diesem Zusammenhang
hat sich eine duale Formulierung des Optimierungsproblemes bewihrt, die besonders
bei beschrinkten und weitgehend entkoppelten Problemen erfolgreich ist. Ansonsten
erweisen sich die Methoden der sequentiellen quadratischen Programmierung als sehr
geeignet. Allerdings erfordern sie genaue Kenntnisse der zugrunde liegenden Theorie,
da sie sehr empfindlich auf Skalierungen der Variablen, der Zielfunktion und der Ne-
benbedingungen reagieren. Selbstskalierende Verfahren kénnen zwar Anhaltspunkte
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liefern, entbinden jedoch nicht von der Notwendigkeit einer problem- und theoriege-
rechten Formulierung. (Kapitel 2 und 3)

Werden die genannten Verfahren richtig eingesetzt, konnen verschiedenste Probleme
der Tragwerksoptimierung gelost werden. Dabei erméglicht die Kombination der ab-
strakten, rein mathematisch formulierten Verfahren der mathematischen Programmie-
rung und des CAGD die Formulierung beinahe aller denkbaren, physikalisch sinnvollen
Zielfunktionen und Nebenbedingungen. Dies wurde demonstriert bei der Ermittlung
von Minimalfldchen und optimaler Schalenformen. Bei letzteren wurde die Zielfunktio-
nen minimales Gewicht und minimale Formanderungsenergie zusammen mit maximal
zuldssigen von Mises-Vergleichsspannungen eingesetzt. Die optimale, ausgemégefte
Form eines Vierendeel-Trigers wurde ebenfalls mit der Zielfunktion minimales Ge-
wicht und maximal zulédssige von Mises<Vergleichsspannungen sowie einer maximal
zulissigen Verformung in Trigermitte ermittelt. In allen Fillen ergeben sich Formen,
die sich den Beanspruchungen optimal énpassen und die Interaktionen von Kraft und
Form sichtbar machen. (Kapitel 6)

Angewendet werden die Verfahren heute hauptséchlich in der Luft- und Raumfahrt
sowie im Maschinen- und Automobilbau. Die Verfeinerung der Berechnungs~ und Her-
stellungsmethéden berechtigt aber zur Hoffnung, dafl die Methoden der Strukturopti-
mierung sich zﬁki’xnftig auch im Bauwesen noch mehr bewdhren werden, wobei im Ein-
zelfall die technologischen und dkonomischen EinfluBfaktoren zu beriicksichtigen sind.
Unabhéingig davon, gewidhren die Methoden tiefe, prinzipielle Einblicke in die Zusam-
menhénge von Kraft und Tragwerksformen, die ihre Existenz als Verfahren zur Durch-
filhrung numerischer Experimente begriinden. Auf diese Weise kénnen bessere, den
Kraftverldufen auch mehrerer Lastfalle angepafBite Tragwerksformen gefunden werden,
die im Idealfall auch als dsthetisch befriedigend und “natiirlich” empfunden werden.
In diesem Sinne werden in Zukunft auch die Verfahren der Sensibilititsanalyse ver-
mehrt an eigenstidndiger Bedeutung gewinnen.
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ANHANG

Al. Kantorowitsch~-Ungleichung

Die Kantorowitsch-Ungleichung ist ein wichtiges Hilfsmittel fiir die Konvergenzanalyse
von Algorithmen. Sie besagt:

Q sei eine positiv definite, symmetrische n X n Matrix. Fiir jeden Vektor x gelte dann:

Te\2 4aA
(xx) > 2 (A1.1)
xTQx) (TQx)  (a + A
wobei a und A der kleinste bzw. gréfite Eigenwert der Matrix Q seien.
Beweis:
Die Eigenwerte {)\ [i=1,. } von Q seien der GroBe nach geordnet:
0 < M <A = A (A1.2)

Durch eine geeignete Koordinatentransformation kann Q auf Diagonalform gebracht
werden, mit der Diagonalen (4, ..., Ay). In diesem Koordinatensystem gilt:

(XTX)Z (Z X12 )2
*TQx) ("Qx) z i ) (z 2/%)

i=1

n
1/ 3 wiks
_ =1 )
n P
Zwi/;l-i (W)
n
mit w = xlz 3 dh EWj = 1

«

e

i=1

- In Bild A1.1 ist die Sachlage verdeutlicht. ®(w) stellt Punkte auf der Kurve 1/x dar,
withrend von W(w) Punkte zwischen der Hyperbel und der Geraden beschrieben werden,
Fir dasselbe w werden @ und ¥ von Punkten dargestellt, die auf einer vertikalen Gera-
den liegen.
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In einer Abschétzung ist der Quotient /¥ dort am kleinsten, wo Gerade und Hyperbel
am weitesten auseinanderklaffen. Somit kann geschrieben werden:

D(w) . 1/ daA
= min = 5
P(w) 1 @+ A-D/@+ A (a+ A)
womit Aussage (Al.1) bewiesen ist. [ ]
o, ¥

T ‘ I

A

as=N\ A n

1 2 Sw
=1

Bild Al.1: Kantorowitsch—Ungleichung
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A2. Formbeiwerte fiir Stabquerschnitte

Formbeiwert Cc = 7\17
Tragheitsmoment |
Querschnittsflache A
Rechteck
1 3
| =—bh
12 c = b h? _1h
"o h? | T T2b
A=bh
Quadrat
| = —a*
1 1
C = T 0,0833
A = a?
Vollkreis
poxd
64 167 d* 1
C = — = —3 = 0,07
" el @7 | © g7 =007
A =
4
|- Z t d®
S8 __mtd o d
T 8n? 2 g2 87 t
A=mdt
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A3.

3-D Coons-Element, vollstindige Formfunktion

253

1 1 —-

= =(-u nv,w) + —(1+u) re(v,w)

2 2 o
+ %(1 -v) r2(u, w) + %(1 +v) r5(u, w) g
+ %(1 ~w) r3u, v) + %(1 +w) re(u, v)

- 2(1-) (1-w) 1) - 2(1-w) (1+9) T(w)
- 10 (1-w) 1 - (1= (1-V) re(w)
- 2(ey) (1-w) 15 - (1) (14 W) ro(v) 5
- 300 (1-W) r) - 40 (W) 1) <
- 2 (1+u) (1-¥) xs(w) - 2(My) (1rwW) )
= 2 (T+u) (1+9) re(w) - 20 (14 w) 1)
—8-
+ -;—(uu) (1-v) (1-w) 1 . -;-(1_11) (1~v) (1+W) 15
+ —81—(1+u) 1-v) (1-w) 13 + -g—(l+u) (1-v) (1+w) 15 .
g
+ ~81—(1+u) (1+v) 1-w) r3 + %(l+u) 1+v) (1+w) ry o
+-;—(1-u) (1+v) (1-W) 14 +é—(l~u) (1+v) (1+w) 1y
-lsusl
-lsvsel
-l=w=<1l
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