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Kurzfassung

Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit verschiedenen Aspekten der Diskretisierung von
Kontaktvorgéngen in Raum und Zeit. Im Hinblick auf eine stabile und konsistente Mo-
dellierung werden bestehende Verfahren verglichen und Verbesserungen erarbeitet.

Schwerpunkt der rdaumlichen Untersuchungen ist die Weiterentwicklung der in HART-
MANN U. A. (2007) und HARTMANN UND RAMM (2008) vorgestellten Kontaktdiskreti-
sierung, die auf der dualen Mortar-Methode (WoHLMUTH 2000, 2001) basiert. Durch
die Verwendung der Methode der Lagrange’schen Multiplikatoren erfiillt diese Formulie-
rung die Nichtdurchdringungsbedingung exakt. Gleichzeitig erlaubt die Diskretisierung
der Multiplikatoren mit dualen Formfunktionen die einfache Kondensation der zusétz-
lichen Unbekannten aus dem resultierenden Gleichungssystem. Somit wird der tibliche
Nachteil der Methode der Lagrange’schen Multiplikatoren vermieden.

Mit der herkdmmlichen Definition der dualen Formfunktionen kénnen am Rand des
Kontaktbereichs inkonsistente Mortar-Matrizen entstehen. Als Folge dessen resultieren
unphysikalische Werte fiir die Knotenklaffung und fehlerhaft ibertragene Kontaktkrafte.
Zur Korrektur dieses Verhaltens wird in dieser Arbeit eine modifizierte Definition der
Mortar-Matrizen vorgeschlagen. Damit die Modifikation nicht die Konditionierung des
resultierenden Gleichungssystems verschlechtert, wird zusatzlich eine Wichtungsproze-
dur fiir die modifizierten Mortar-Matrizen vorgestellt. Als Ergebnis ist in allen Féllen
eine konsistente Ubertragung der Kontaktkraft und eine konsistente Berechnung der
Normalklaffung moglich, ohne dabei die Konditionierung zu beeintréachtigen.

Die Betrachtungen zur zeitlichen Diskretisierung analysieren zunéchst den Einfluss von
Kontaktereignissen auf die Eigenschaften der dynamischen Strukturantwort. Beruhend
auf den gewonnenen Erkenntnissen wird anschlieend eine moglichst optimale zeitliche
Kontaktdiskretisierung formuliert. Diese ist mit einer Strategie nach KANE U. A. (1999)
energetisch stabil. Durch die Erweiterung einer Idee von DEUFLHARD U. A. (2008) auf
Probleme mit groflen Deformationen werden Oszillationen in der Kontaktkraft ver-
mieden. Die Modifikation der Geschwindigkeit in einer Nachlaufrechnung stellt phy-
sikalisch sinnvolle Kontaktgeschwindigkeiten sicher. Dariiber hinaus wird der Kontakt
energieerhaltend modelliert, ohne die Nichtdurchdringungsbedingung zu verletzen. Hier-
zu kommt das Energie-Korrekturkraft-Verfahren zum Einsatz, das eine im Rahmen der
vorliegenden Arbeit formulierte Weiterentwicklung des Konzepts von ARMERO UND
PETOCZ (1998) darstellt. AuBer mit dem prasentierten Verfahren ist eine energieerhal-
tende Kontaktbehandlung bei gleichzeitiger exakter Erfiillung der Nichtdurchdringungs-
bedingung nur mit der ,Velocity-Update-Method* (LAURSEN UND LOVE 2002) moglich.
Im Gegensatz zu dieser gibt das Energie-Korrekturkraft-Verfahren die dissipierte Ener-
gie jedoch nicht ausschlieflich in kinetischer Form zuriick. Stattdessen bestimmt die
Systemantwort, wie die Energie-Korrekturkraft die Gesamtenergie vergrofiert.

Anhand von numerischen Experimenten werden abschliefend die untersuchten Verfahren
bewertet. Zuséitzlich wird die Leistungsfihigkeit der entwickelten Methoden demonstriert.



Abstract

Abstract

The present thesis deals with different aspects of spatial and temporal discretisation
schemes for contact problems. With regard to a stable and consistent modelling existing
approaches are compared and improvements are developed.

Main focus of the spatial investigations is the extension of the contact discretisation
presented in HARTMANN ET AL. (2007) and HARTMANN AND RAMM (2008), which is
based on the dual mortar method (WoHLMUTH 2000, 2001). This formulation fulfils the
non-penetration condition exactly by utilising the Lagrange multiplier method. At the
same time, interpolating the multipliers with dual shape functions allows for an easy
condensation of the additional unknowns from the system of equations. Consequently,
the usual drawback of the Lagrange multiplier method is eliminated.

Using the conventional definition for the dual shape functions inconsistent mortar ma-
trices may occur at the boundary of the contact area. This in turn leads to unphysical
values of the nodal gaps and to an inaccurate transmission of the contact force. To
correct this issue, in the present thesis a modified definition for the mortar matrices
is proposed. Additionally, a weighting procedure for the modified mortar matrices is
presented to avoid ill-conditioning of the stiffness matrix as a corollary of the proposed
modification. Finally, the resulting algorithm allows for a consistent transmission of
the contact force and a consistent calculation of the nodal gaps without affecting the
conditioning.

The studies related to the temporal discretisation firstly analyse the influence of contact
events on the dynamic structural behaviour. Subsequently, based upon the obtained
insight a temporal contact discretisation is formulated with the aim of best possible
performance. The developed algorithm is stable in energy by using a strategy pub-
lished by KANE ET AL. (1999). Extending an idea of DEUFLHARD ET AL. (2008) to
large deformation problems avoids oscillations of the contact force. Physically meaning-
ful contact velocities are obtained by modifying the velocities of the contact nodes in a
postprocessing step. Furthermore, contact events are modelled in a way that conserves
energy without violating the non-penetration condition. For this purpose the Energy
Correction Force Method, developed within the framework of the present study as an
extension of the concept presented in ARMERO AND PETOCZ (1998), is employed. Apart
from the presented algorithm, an energy conserving contact modelling exactly satisfy-
ing the non-penetration condition is solely possible by utilising the ,Velocity-Update-
Method* (LAURSEN AND LOVE 2002). However, in contrast to this approach the Ener-
gy Correction Force Method restores the dissipated energy not exclusively in terms of
kinetic energy. Instead, the structural response decides in which manner the total energy
is increased by the energy correction force.

Finally, numerical experiments are used to assess the investigated algorithms. Addition-
ally, the performance of the developed schemes is demonstrated.
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Festlegungen und
Fachbezeichnungen

Festlegungen

e In dieser Arbeit werden deutsche Fachbegriffe verwendet, sofern deren Gebrauch
in der Fachsprache tiblich ist. Falls eine englische Bezeichnung jedoch gelédufiger
scheint und ein deutsches Aquivalent eventuell das Verstindnis erschweren wiirde,
kommt ausschliellich der englische Begriff zum Einsatz.

e Vektoren, Matrizen und Tensoren zweiter Stufe sind durch in Fettdruck gesetzte
griechische oder lateinische Buchstaben gekennzeichnet. Skalare Grofien werden in
Standardschrift gesetzt. Der Materialtensor wird als einziger Tensor héherer Stufe
mit dem Symbol C dargestellt.

e Die Einstein’sche Summenkonvention gilt im Folgenden ausschlielich fiir die raum-
lichen Komponenten einer Grofle. Alle weiteren Summen sind explizit mit dem
Summensymbol Y ausgewiesen.

e Der Index a = 1,2 kennzeichnet innerhalb dieser Arbeit die Zugehorigkeit einer
GroBe (o) zu einem materiellen Korper B. Ist eine auf beiden Korpern definierte
GroBe ohne Index in der Form (e) angegeben, so ist (e) als Vereinigung
der TeilgréBen zu verstehen: (o) = (o) U (o)%
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Fachbezeichnungen

In der folgenden Aufzahlung sind héufig verwendete Abkiirzungen und Symbole er-
lautert. Alle weiteren Groflen werden im Rahmen ihrer Einfithrung definiert.

Indizes, Einstein’sche Summenkonvention giiltig
=12 ...... Konvektive Koordinatenlinie
i,7,k, 1 =1-3 . Globale raumliche Koordinatenrichtung

Indizes, Summierung explizit gekennzeichnet

a=12 ...... Slave-, Master-Korper
€ v GroBe des Elements e (inklusive Slave- und Master-Elemente)
gp e Grofle am Gauflpunkt gp
I.J,K,L .... Diskrete Grofle des FE-Knotens I, J, K, L
Moo GroBle des Segments m
Moo GroBe des Zeitschritts n
T Grofle des Iterationsschritts r
Abkiirzungen
1KK,2KK ... Einkoérperkontakt, Mehrkorperkontakt
EMM ........ ,Energy-Momentum-Method*
FEM ......... Finite-Elemente-Methode
FETT ........ Finite Element Tearing and Interconnecting
KKT ......... Karush-Kuhn-Tucker
LBB ......... Ladyzhenskaya-Babtiska-Brezzi
LLM ......... Localized Lagrange Multipliers
N . Newmark-Verfahren
N-KD ........ Newmark-Verfahren, dissipativ fiir Kontakt nach KANE U. A. (1999)
N-KS ........ N-KD, stabilisiert nach DEUFLHARD U. A. (2008)

N-KD/KS-v . N-KD/KS mit Geschwindigkeitsmodifikation

N-KD/KS-e . N-KD/KS mit Energie-Korrekturkraft

N-KD/KS-ve  N-KD/KS mit Geschwindigkeitsmodifikation und Energie-Korrekturkraft
NTN ......... ,2Knoten-zu-Knoten*

NTS ......... ,Knoten-zu-Segment“

NURBS ...... Non-Uniform Rational B-Splines

PK1,PK2 .... Erstes, zweites Piola-Kirchhoff’sches Spannungsmafl
PMPE ....... Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie
PvV ..o Prinzip der virtuellen Verschiebungen
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argmin(e) ....

L,Segment-zu-Segment
,Velocity-Update-Method*

Mathematische Notationen

Funktion, liefert das Argument welches (e) minimiert
Determinante von (e)

Divergenz von (e), (e) bezieht sich auf die Momentankonfiguration
Divergenz von (e), (e) bezieht sich auf die Referenzkonfiguration
Funktion, liefert den groferen der beiden Skalare ¢ und z
Variation von (e) / virtuelle Grofie

Vorzeichen von (e)

Kronecker-Symbol

Spur von (e)

Inkrementelle Anderung von (e) im Zeitschritt oder Iterationsschritt
Lie-Ableitung von (e)

Betrag einer skalaren Grofie (o)

Euklid’sche Norm eines Vektors (o) / lokal definierte Norm von (e)
Macauley-Klammer, liefert den positiven Anteil von (e)

Raumlich diskretisierte Grofie

Spannung oder Kontaktspannung berechnet im Rahmen der EMM
GroBe in Abhangigkeit von dP® im Rahmen des N-KS-Verfahrens
Grofe zum Zeitpunkt g, ¢

Transponierte von (e)

Inverse von (e)

Vorgegebene Grofie

Materielle Zeitableitung (Ausnahme: g, ... Lie-Ableitung von g.)
Assemblierungsoperator

Lateinische Buchstaben

Vektor aller Knotenbeschleunigungen

Beschleunigungsaufteilung des N-KD-Verfahrens

Modifizierte Definition von a® (N-KD/KS-¢)

Menge aller aktiven Slave-Kontaktknoten

Volumenlasten bezogen auf ein infinitesimales Volumenelement
Materieller Korper

Operatormatrix zur Berechnung von f. aus z

B€ fiir eine rdaumliche Kontaktdiskretisierung mit der NT'S-Methode
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Mdl -cvevenen B¢ fir eine raumliche Kontaktdiskretisierung basierend auf der
dualen Mortar-Methode (1KK)
MdZ < eeeeen B¢ fiir eine rédumliche Kontaktdiskretisierung basierend auf der
dualen Mortar-Methode (2KK)
Coo e Parameter zur Bestimmung der aktiven Menge
Cr oo, Komplementaritatsfunktion des Slave-Kontaktknotens [/
ot Skalarwertiger Raum der punktweisen diskontinuierlichen Funktionen
C* Rechter Cauchy-Green’scher Deformationstensor, Tensor zweiter
Stufe
C* ... Materialtensor, Tensor vierter Stufe
dare .......... Infinitesimales Flachenelement der Referenzkonfiguration
dvy* oo Infinitesimales Fléachenelement der Momentankonfiguration
dg¢ ........... Infinitesimales vektorielles Langenelement des Elementparameter-
raums
dQg ..o Infinitesimales Volumenelement der Referenzkonfiguration
dQg oo Infinitesimales Volumenelement der Momentankonfiguration
dobs «vvvenvnns Abstand zwischen starrem Hindernis und Ursprung in Richtung von
Nops (IKK)
df* ..o Infinitesimaler Kraftvektor
dt ............ Infinitesimales Zeitelement
7 .}3‘, d? Verschiebungs-, Geschwindigkeits-, Beschleunigungsvektor von
Knoten I
as ... Vektor mit den Verschiebungen aller Slave-Kontaktknoten
am oo Vektor mit den Verschiebungen aller Master-Kontaktknoten
avoo Vektor mit den Verschiebungen aller Knoten der Menge N
d ............ Vektor aller Knotenverschiebungen
dared Verschiebungspradiktor, erfiillt die Kontaktbedingungen (N-KS)
DS o Slave-Mortar-Integral von Slave-Kontaktknoten /
DS ... Slave-Mortar-Matrix
D%, Dg ...... Blockweise Aufteilung von D¢ beziiglich der Mengen A und 7

€kin; Cint; Cext - -

€kin, €int; Cext - -

ékim éintu éext e

Kinetische, interne, externe Systemenergie

Energien des Referenzbeispiels aus Abschnitt 4.3, berechnet mit der
numerischen Referenzlosung

Energien des Referenzbeispiels aus Abschnitt 4.3, berechnet mit der

analytischen Losung

€13 e Normierte Basisvektoren des globalen kartesischen Koordinaten-
systems

E ... Elastizitatsmodul

E* ... Green-Lagrange’scher Verzerrungstensor, Tensor zweiter Stufe
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Kontaktkraft des Referenzbeispiels aus Abschnitt 4.3, berechnet mit
der numerischen Referenzlosung

Globale Vektoren der internen, externen, kinetischen Krafte
Globaler Vektor der Kontaktkréfte

Globaler Vektor der Energie-Korrekturkrafte

Materieller Deformationsgradient, Tensor zweiter Stufe
Normalklaffung

Integrierte Normalklaffung zugehorig zu Slave-Kontaktknoten [
Tangentiale Relativverschiebung zwischen Slave- und Master-Seite
Vektor der Knotenwerte g, ; aller aktiven Slave-Kontaktknoten
Vektor aller Knotenwerte ¢, ;

Operatoren, beinhalten die Verschiebungsableitungen von g4,
Blockweise Aufteilung von Gj beztiglich der Mengen A und 7
Sobolow-Raum von Funktionen mit quadratintegrierbaren ersten
Ableitungen

Menge aller inaktiven Slave-Kontaktknoten

[dentitatstensor, Tensor zweiter Stufe

2 x 2 oder 3 x 3 Einheitsmatrix

Jacobi-Determinante

Jacobi-Determinante zwischen referentieller Geometrie und Element-
Koordinatensystem

Jacobi-Determinante zwischen aktueller Geometrie und Segment-
Koordinatensystem

Effektive tangentiale Steifigkeitsmatrix

Block von K., welcher den Mengen A und Z zugeordnet ist (dqui-
valente Definitionen fiir jede Kombination der Mengen A, Z, N
und M)

Block von K¢, welcher den Mengen A und Z zugeordnet ist und
Anteile der Verschiebungsableitungen der Kontaktkrafte enthalt
Léange eines linienférmigen Slave- oder Master-Elements
Master-Mortar-Integral zwischen den Knoten / und J

Menge aller Master-Kontaktknoten

Raum der zulassigen Kontakt-Normalspannungen, der virtuellen
Kontakt-Normalspannungen

Raum der zulassigen Kontakt-Tangentialspannungen

Massenmatrix

Master-Mortar-Matrix

Blockweise Aufteilung von MM beziiglich der Mengen A und 7
Anzahl der rdumlichen Dimensionen

Anzahl der finiten Elemente von Korper a
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Anzahl der Gaufipunkte pro Segment

Anzahl der Master-Kontaktknoten

Anzahl aller Netzknoten

Anzahl der Netzknoten von Korper o
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Standard-Formfunktion des Knotens [
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Menge aller FE-Knoten abziiglich der Kontaktknoten

Skalarer Impulskorrekturwert des Slave-Kontaktknotens I (VUM)
Leistung der internen, externen Spannungen
Impulskorrekturvektor des Slave-Kontaktknotens I (VUM)
Materieller Punkt

Materieller Punkt des Master-Korpers mit Position x
Erster Piola-Kirchhoff’scher Spannungstensor, Tensor zweiter Stufe

2

Residuumsvektor

Krafteresiduum abziiglich der Kontaktkrafte

Anteil von ry,.q, welcher der Menge A zugeordnet ist (dquivalente
Definitionen fir die Mengen Z, A und M)

Menge der reellen Zahlen

Menge der positiven reellen Zahlen und Null

Menge der negativen reellen Zahlen und Null

Menge aller Slave-Kontaktknoten

Zweiter Piola-Kirchhoff’scher Spannungstensor, Tensor zweiter Stufe
Beginn, allgemeiner Zeitpunkt, Ende des betrachteten Zeitintervalls
Cauchy’scher, PK1, PK2 Spannungsvektor

Cauchy’scher Kontaktspannungsvektor, abhangige Grofie
Cauchy’scher Kontaktspannungsvektor, unabhéngige Feldgrofe
Normalanteil von t. (dquivalente Definition fiir tg )

Tangentialer Anteil von t. (dquivalente Definition fiir t¢ )
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f Operator, beinhaltet die Tangentenvektoren aller aktiven
Slave-Kontaktknoten

T, Tar Blockweise Aufteilung von T 4 beziiglich der Mengen A und 7

i Operator, beinhaltet die Verschiebungsableitungen der Tangenten-
vektoren aller aktiven Slave-Kontaktknoten

ut o Verschiebungsvektor eines Punkts

Uy ..o Raum der zulassigen Verschiebungen

Voo Vektor aller Knotengeschwindigkeiten

Ve o Geschwindigkeitskorrektur von v im Rahmen der VUM

vimed Modifikation von v zur Sicherstellung von physikalisch sinnvollen
Kontaktgeschwindigkeiten

Vo Alternative Bezeichnung von v im Rahmen der VUM

Ve o Raum der zulassigen virtuellen Verschiebungen

w*(EY) ... Verzerrungsenergiefunktion in Abhangigkeit von E*

X4x* oL Ortsvektor eines Punkts in der Referenz-, Momentankonfiguration

%2 (xl) ....... Projektionspunkt von x! auf der Master-Seite

TXT Ortsvektor des Knotens I in der Referenz-, Momentankonfiguration

/7 S Kontaktspannungsvektor des Slave-Kontaktknotens /

/A S Anteil von z; in Richtung der Oberflachen-Normalen

Zo Vektor der Kontaktspannungen aller Slave-Kontaktknoten

22t Aufteilung von z beziiglich der Mengen A und Z

Griechische Buchstaben

B o Zeitintegrationsparameter des Newmark-Verfahrens

o AT Zeitintegrationsparameter des Newmark-Verfahrens

Vo Multiplikator im Gleitreibungsgesetz

VG ve,ve ... Dirichlet-, Neumann-, Kontaktrand in der Momentankonfiguration

rqg, e, re ... Dirichlet-, Neumann-, Kontaktrand in der Ausgangskonfiguration

OZal wvveennnns Betrag von 0z,

ody ..ol Virtueller Verschiebungsvektor des Knotens /

6ds oo Vektor mit den virtuellen Verschiebungen aller Slave-Kontaktknoten

saM Vektor mit den virtuellen Verschiebungen aller Master-Kontaktknoten

saN Vektor mit den virtuellen Verschiebungen aller Knoten der Menge N/

od ... Vektor mit den virtuellen Verschiebungen aller Knoten

o L Virtueller Verschiebungsvektor eines Punkts

YA S Virtueller Kontakt-Normalspannungsvektor des Slave-Kontakt-
knotens [

0Zy vt Vektor der virtuellen Kontakt-Normalspannungen aller Slave-

Kontaktknoten
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Virtuelle Arbeit

Virtuelle Arbeit der kinetischen Krafte

Virtuelle Arbeiten der internen, externen Krafte
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Einleitung

1.1 Motivation

Bewusst oder unbewusst, Kontaktvorginge begegnen uns in vielen alltdglichen Situa-
tionen. Die zugrundeliegenden Gesetze erscheinen uns instinktiv logisch. Zwei Korper
konnen nicht ineinander eindringen. Dieses Prinzip haben wir verinnerlicht, beispiels-
weise wenn wir eine Leiter gegen einen Baum lehnen. Gleichzeitig ist uns in solch einem
Fall bewusst, dass die Leiter bei moderaten Neigungswinkeln stehen bleibt, in ungiin-
stigen Fallen aber wegrutschen konnte. Letztlich werden wir uns auf der Leiter stehend
nicht zu weit zurticklehnen, da uns klar ist, dass die Verbindung zwischen Leiter und
Baum keinen Zug tiibertragen kann.

Ebenso verbreitet wie im Alltag ist Kontakt in numerischen Simulationen von struk-
turmechanischen Problemen. Prominente Beispiele sind Simulationen von Umformpro-
zessen oder Crash-Test-Simulationen. Dartiber hinaus sind Kontaktalgorithmen aber
in vielen weiteren Bereichen notwendig, die sich mit der numerischen Simulation von
geometrisch oder materiell nichtlinearen Prozessen beschéftigen. Aus dem Bereich des
Bauingenieurwesens kann beispielsweise die Ermittlung der Momenten-Rotations-Cha-
rakteristik einer geschraubten Balken-Stiitzen-Verbindung genannt werden. Ohne eine
Modellierung des Kontakts zwischen Schraube und Flansch ist hier keine zuverlassige
Untersuchung moglich. Als Simulationswerkzeug hat sich fiir die aufgezahlten sowie fiir
weitere strukturmechanische Bereiche tiberwiegend die Methode der finiten Elemente
durchgesetzt.

Auch wenn die Berticksichtigung von Kontaktbedingungen in vielen numerischen Si-
mulationen eine Notwendigkeit darstellt, so ist die addquate numerische Simulation von
Kontaktvorgédngen keineswegs ein vollsténdig gelostes Problem. Dies gilt vor allem dann,
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wenn Probleme mit groflen Deformationen betrachtet werden. Ein Grund hierfir liegt
in der nicht glatten Natur des Phanomens Kontakt, welches die Randbedingungen der
kontaktierenden Korper sprunghaft verdndert. Dariiber hinaus stellen die Simulations-
verfahren selbst eine Quelle fiir mogliche Schwierigkeiten dar. Die numerische Losung
basiert auf einer rdumlichen und zeitlichen Diskretisierung. Hierfiir miissen vereinfa-
chende Annahmen getroffen werden. In Kombination mit der nicht glatten Natur des
Kontaktphanomens resultieren dadurch oft unbefriedigende Simulationsresultate, da die
Starke von FE-Programmen in der effizienten Losung von glatten Problemstellungen
liegt. Aus diesem Grund ist die Weiterentwicklung von raumlichen und zeitlichen Dis-
kretisierungsstrategien auch heute noch ein wichtiges Forschungsgebiet der numerischen
Strukturmechanik.

1.2 Stand der Technik

Ein numerischer Kontaktalgorithmus lasst sich im Wesentlichen anhand der folgenden
drei Fragestellungen charakterisieren:

e Mit welcher Methode werden die kontinuumsmechanischen Gleichungen so ergénzt,
dass die Kontaktbedingungen eingehalten oder anndhernd eingehalten werden?

e Wie erfolgt anschliefend die rdumliche Diskretisierung der kontinuumsmechani-
schen Kontakt-Integrale?

e Auf welche Art und Weise wird im Falle von dynamischen Problemen die Zeit-
integration modifiziert, um die Kontaktmodellierung zu verbessern?

In den folgenden Absétzen werden fiir die einzelnen Punkte jeweils verschiedene Mog-
lichkeiten erlautert.

Die Berticksichtigung der Kontaktbedingungen in der kontinuumsmechanischen Beschrei-
bung kann mit unterschiedliche Verfahren erfolgen. Am weitesten verbreitet sind die Me-
thode der Lagrange’schen Multiplikatoren, die Penalty-Methode oder Kombinationen
wie beispielsweise die Augmented Lagrange’sche Formulierung. Mit der Methode der
Lagrange’schen Multiplikatoren koénnen die Kontaktbedingungen exakt berticksichtigt
werden. Allerdings sind dafiir zusétzliche Unbekannte notwendig. Die Penalty-Methode
benotigt keine zusatzlichen Unbekannten, erfiillt die Kontaktbedingungen aber nur ap-
proximativ. Unabhéngig von der gewahlten Methode sind die Zusatzbedingungen so zu
formulieren, dass das resultierende System eine eindeutige Losung besitzt.

Die raumliche Kontaktdiskretisierung erfolgte im Rahmen der Methode der finiten Ele-
mente zuerst mit sogenannten Kollokationsformulierungen. Diese erfiillen die Kontakt-
bedingungen an ausgewéhlten Punkten der kontaktierenden Oberflichen. Fiir Probleme
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mit kleinen Deformationen wurden anfanglich konforme Vernetzungen in Kombina-
tion mit , Knoten-zu-Knoten“-Kontaktformulierungen (FRANCAVILLA UND ZIENKIE-
wicz 1975; HUGHES U. A. 1976) verwendet. Hierbei werden die einzelnen Knoten der
kontaktierenden Korper paarweise gekoppelt. Kontaktprobleme mit nicht konformen
Vernetzungen oder Kontaktprobleme mit groflen Deformationen konnten erstmals mit
dem sogenannten ,, Knoten-zu-Segment“-Algorithmus simuliert werden. Dieser erzwingt
die Kontaktbedingungen zwischen einem FE-Knoten einer Kontaktoberflache und dessen
Projektionspunkt auf der Kante oder Oberfliche des kontaktierten Korpers. Frithe For-
mulierungen dieser Methode finden sich beispielsweise in HUGHES U.A. (1977)
und HALLQUIST (1979), Weiterentwicklungen unter anderem in BATHE UND CHAUD-
HARY (1985), HALLQUIST U. A. (1985), WRIGGERS UND SIMO (1985), WRIGGERS U. A.
(1990) oder LAURSEN UND SIMO (1993).

Auch wenn Knoten-zu-Segment “-Algorithmen viele Kontaktprobleme gelost haben, so
kann die Verwendung einer Kollokationsdiskretisierung zu Schwierigkeiten in der Si-
mulation fithren. Als Beispiele seien die ungenaue Spannungsrepriasentation oder nu-
merische Instabilitdten genannt. Letztere treten vor allem dann auf, wenn sich unter
groflen tangentialen Relativverschiebungen eine kollokierte Kontaktgrofie sprunghaft an-
dert. Gleitet beispielsweise ein Kollokationspunkt iiber einen durch die rdumliche Dis-
kretisierung erzeugten Oberflichenknick, éndert sich je nach Formulierung die Rich-
tung der Kontaktkraft diskontinuierlich. Dies wiederum kann im Rahmen einer itera-
tiven Losungsprozedur zu Konvergenzproblemen fithren. Durch die Definition einer zu-
satzlichen geglédtteten Oberflichenbeschreibung zur Auswertung der Kontaktbedingun-
gen konnen solche Instabilititen teilweise verhindert werden, siehe beispielsweise PAD-
MANABHAN UND LAURSEN (2001), WRIGGERS U. A. (2001) oder PUsO UND LAURSEN
(2002). Allerdings ist die Konstruktion dieser geglatteten Oberflache algorithmisch sehr
anspruchsvoll, vor allem fiir dreidimensionale Probleme. Dariiber hinaus muss die Be-
ziehung zwischen facettierter und geglatteter Geometrie fiir eine implizite Berechnung
linearisiert werden, wodurch der numerische Aufwand zuséatzlich steigt.

Aufgrund der Nachteile einer Kollokationsformulierung begann schon frith die Entwick-
lung von Diskretisierungen, welche die Kontaktbedingungen nicht an ausgewahlten Punk-
ten sondern in einer integralen Art und Weise erfiillen. Die erste dieser ,Segment-zu-
Segment“-Diskretisierungen wurde Mitte der 80er Jahre von SIMO U. A. (1985) vorge-
stellt. Weiterentwicklungen auf nichtlineare Probleme mit grofien Deformationen sowie
auf dreidimensionale Probleme folgten, siehe beispielsweise PAPADOPOULOS UND TAY-
LOR (1992, 1993), ZAVARISE UND WRIGGERS (1998) oder EL-ABBASI UND BATHE
(2001).

Eine spezielle Klasse von Kontaktdiskretisierungen mit integral formulierten Kontaktbe-
dingungen entstand Mitte der 90er Jahre. Als Basis diente dabei die Mortar-Methode,
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die urspriinglich im Rahmen von Gebietszerlegungsverfahren als Methode zur Kopp-
lung nicht konformer Diskretisierungen entwickelt wurde (BERNARDI U. A. 1993, 1994).
Kennzeichnend fiir die Mortar-Methode ist eine Oberflachenkopplung, welche die Ein-
deutigkeit der Losung erhélt und bei Netzverfeinerung zu optimalen rdumlichen Kon-
vergenzraten fithrt. Mortarbasierte Kontaktformulierungen iibernehmen diese Eigen-
schaften durch eine entsprechende Umsetzung der Kontaktbedingungen. Friithe For-
mulierungen fiir Probleme mit kleinen Deformationen finden sich beispielsweise in BEN
BELGACEM U.A. (1998), BEN BELGACEM (2000) oder MCDEWITT UND LAURSEN
(2000). Uber die bereits erwihnten Vorteile hinaus vermeidet die integrale Formulierung
der Kontaktbedingungen im Zusammenhang mit grofien Deformationen (FISCHER UND
WRIGGERS 2005; PUsO UND LAURSEN 2004a; YANG U. A. 2005) numerische Instabili-
téiten. Neben der iiblichen Kombination mit facettierten Oberflichen wurden in jlingster
Zeit auch mortarbasierte Kontaktalgorithmen mit a priori glatten Geometriebeschrei-
bungen veroffentlicht, als Beispiele seien TEMIZER U. A. (2011); TEMIZER U. A. (2012),
DE LORENZIS U. A. (2011), DE LORENZIS U. A. (2012) oder Lu (2011) genannt.

Umgesetzt mit der Methode der Lagrange’schen Multiplikatoren erfiillt eine mortar-
basierte Kontaktdiskretisierung die Kontaktbedingungen exakt. Dafiir sind allerdings zu-
sitzliche Unbekannte erforderlich, welche im Allgemeinen das resultierende Gleichungs-
system vergrofern. Werden die Lagrange’schen Multiplikatoren dagegen mit dualen
Formfunktionen (WOHLMUTH 2000, 2001) diskretisiert, ist eine einfache Kondensation
der zusatzlichen Unbekannten moglich. So sind die Kontaktbedingungen exakt erfiillt
und der iibliche Nachteil der Methode der Lagrange’schen Multiplikatoren wird ver-
mieden. In WOHLMUTH UND KRAUSE (2003), HUEBER UND WOHLMUTH (2005) wurde
diese Methode erstmals auf Kontaktprobleme angewandt. Die Erweiterung auf Kontakt-
probleme mit grofien Deformationen wurde von HARTMANN U. A. (2007), HARTMANN
UND RAMM (2008) vorgestellt, die konsistente Linearisierung von Popp U. A. (2009).

Fiir die Simulation von dynamischen Kontaktproblemen ist neben der rdumlichen auch
eine zeitliche Diskretisierung erforderlich. Hierzu werden in der nichtlinearen Struktur-
mechanik tiblicherweise direkte Zeitintegrationsverfahren verwendet, welche meistens
auf den klassischen Newmark-Ansitzen (NEWMARK 1959) basieren. Soll die Simula-
tion zuverlassige Ergebnisse liefern, muss der verwendete Integrator energetisch stabil
sein. Nach der Definition von BELYTSCHKO UND SCHOEBERLE (1975) bedeutet dies,
dass ohne das Einwirken von dufleren Kraften die Energie des Gesamtsystems konstant
bleiben oder abnehmen muss. Durch Kontaktereignisse wird die Systemenergie verén-
dert, so dass sich auch die Eigenschaften des Integrators dndern. Die Initiierung von
Kontakt fiihrt meistens zu einer Verkleinerung der Systemenergie, womit das Kriterium
der energetischen Stabilitét nicht verletzt wird (siehe beispielsweise LAURSEN (2003)).
Sobald die Kontaktbedingungen aber wieder gelost werden, kann die Verwendung des
klassischen Newmark-Verfahrens zu einem Anstieg der Systemenergie fiithren (siehe bei-
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spielsweise ARMERO UND PETOCZ (1998), LAURSEN (2003)). Somit geht aufgrund der
Kontaktbedingungen die urspriinglich vorhandene energetische Stabilitat des Integrators
verloren. Soll die Simulation auch mit Berticksichtigung der Kontaktbedingungen stabile
Ergebnisse liefern, miissen modifizierte Integratoren verwendet werden. Entsprechende
dissipative Modifikationen finden sich unter anderem in LAURSEN UND CHAWLA (1997)
oder KANE U. A. (1999).

Als Resultat der rdumlichen Diskretisierung werden den Freiheitsgraden des Kontakt-
rands diskrete Knotenmassen zugeordnet, wihrend im Kontinuierlichen der Kontaktrand
die Dicke null besitzt und somit masselos ist. Gleichzeitig werden die Verschiebungen des
Kontaktrands durch die Kontaktbedingungen eingeschrankt, wodurch mit den tiblichen
Newmark-Anséitzen oszillierende Knotenbeschleunigungen entstehen. In Kombination
mit den diskreten Knotenmassen oszillieren dadurch wiederum die Tragheitskrafte, iiber
die Bewegungsgleichung letztendlich die Kontaktkrafte. Als Resultat wird die Struktur-
antwort des kompletten Systems gestort. Die Amplituden der Kontaktspannung sind
eine Funktion der Zeit und besitzen somit keinerlei physikalische Information mehr.
Dieses Problem kann konzeptionell mit zwei verschiedenen Ansétzen verhindert werden.
KHENOUS U. A. (2006, 2008) und HAGER U. A. (2008) entfernen die diskreten Knoten-
massen von den Kontaktfreiheitsgraden. Somit fithren die oszillierenden Spannungen
nicht mehr zu oszillierenden Knotenkréften. TAYLOR UND PAPADOPOULOS (1993), SOL-
BERG UND PAPADOPOULOS (1998) oder DEUFLHARD U.A. (2008) modifizieren den
Integrator und beheben damit die Ursache der oszillierenden Beschleunigungen.

Bei der Simulation von dynamischen Langzeitvorgangen kann die kontinuierliche Dissi-
pation von Systemenergie zu einer nicht akzeptablen Verdnderung der Systemantwort
fithren. In diesem Fall muss der Integrator nicht nur energetisch stabil sondern auch
energieerhaltend sein. In Zusammenhang mit Kontaktvorgangen kann Energieerhaltung
durch eine Modifikation der Knotengeschwindigkeiten in einer Nachlaufrechnung erzielt
werden (LAURSEN UND LOVE 2002). Damit bekommt das System die im aktuellen
Zeitschritt verlorene Gesamtenergie als kinetische Energie wieder zuriick. Andere Ver-
fahren (ARMERO UND PETOCZ 1998; LAURSEN UND CHAWLA 1997) benutzen eine
Modifikation der Kontaktbedingungen im Rahmen einer Umsetzung mit der Penalty-
Methode, wodurch die Einhaltung der Kontaktbedingungen abhéangig von der zeitlichen
Diskretisierung wird.

In einer kontinuierlichen Beschreibung sind die Geschwindigkeiten zweier kontaktieren-
der Oberflichen in Richtung der Oberflachen-Normalen identisch. Im Rahmen einer
zeitlichen Diskretisierung gilt dies ohne eine gesonderte Behandlung im Allgemeinen
nicht mehr. Dariiber hinaus beginnen die Geschwindigkeiten bei Kontakt aufgrund der
Osrzillationen in den Beschleunigungen ebenfalls zu oszillieren. Werden fiir die Berech-
nung der tangentialen Kontaktspannung aber beispielsweise geschwindigkeitsabhangige
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Materialgesetze verwendet, ist eine zuverldssige Geschwindigkeitsberechnung Voraus-
setzung fir eine sinnvolle Systemantwort. Modifizierte Geschwindigkeitsansatze, welche
Osrzillationen vermeiden und zuverldssige Absolutwerte liefern, finden sich unter an-
derem in HUGHES U. A. (1976), TAYLOR UND PAPADOPOULOS (1993), SOLBERG UND
PAPADOPOULOS (1998) oder ARMERO UND PETOCZ (1998).

1.3 Zielsetzung

Das erste Ziel dieser Arbeit liegt in der Untersuchung und Weiterentwicklung der am In-
stitut fiir Baustatik und Baudynamik entwickelten raumlichen Kontaktdiskretisierung,
die auf der dualen Mortar-Methode basiert. HARTMANN U. A. (2007) sowie HART-
MANN UND RAMM (2008) haben diese Diskretisierung als Erweiterung der Formulie-
rung von WOHLMUTH UND KRAUSE (2003) und HUEBER UND WOHLMUTH (2005) auf
Probleme mit grofien Deformationen vorgestellt. In der vorliegenden Arbeit soll anhand
numerischer Experimente und theoretischer Betrachtungen untersucht werden, ob die
entwickelte Formulierung auch unter moglichst allgemeinen Bedingungen zwischen den
kontaktierenden Korpern stabil und konsistent ist. Als Beispiel fiir solch eine Unter-
suchung sei das Vertauschen von Slave- und Master-Seite und die anschlieSfende Bewer-
tung der Ergebnisse genannt. Im Falle von Defiziten ist die Erarbeitung von Verbesserun-
gen vorgesehen.

Der zweite Teil dieser Arbeit befasst sich zunéchst mit der Untersuchung verschiedener
Zeitintegrationsverfahren im Hinblick auf das Verhalten unter Kontaktereignissen mit
grofien Deformationen. Konkret sollen die betrachteten Algorithmen beziiglich der Punk-
te energetische Stabilitéit, Oszillationen der Kontaktspannung sowie Energieerhaltung
untersucht und verglichen werden. Zusétzlich wird die Qualitat der Geschwindigkeit der
Kontaktknoten betrachtet. In einem zweiten Schritt soll mithilfe der untersuchten Algo-
rithmen eine zeitliche Kontaktdiskretisierung entwickelt werden, welche im Hinblick auf
die untersuchten Punkte ein moglichst optimales Verhalten zeigt. Dabei ist dieses Ziel
ohne eine approximative Erfilllung der Kontaktbedingungen mit der Penalty-Methode
zu erreichen. Das resultierende Verfahren soll auflerdem so konstruiert sein, dass eine
spatere Anwendung auf dimnwandige Schalentragwerke moglich ist.

Die beiden in den vorangegangenen Abschnitten beschriebenen Ziele stellen zwei un-
abhéngige jeweils in sich abgeschlossene Arbeitskomplexe dar. Dementsprechend wird
einerseits die rdumliche Diskretisierung basierend auf der dualen Mortar-Methode mit
keiner speziellen zeitlichen Diskretisierung assoziiert. Andererseits kommt im zweiten
Teil dieser Arbeit neben der dualen Mortar-Methode auch der NTS-Algorithmus als
raumliche Diskretisierung zum Einsatz.
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Beide Teilziele der vorliegenden Arbeit konzentrieren sich auf die methodische Unter-
suchung und Weiterentwicklung der betrachteten Diskretisierungskonzepte. Die unter-
suchten Systeme sollen so komplex wie notig, aber gleichzeitig so einfach wie moglich
sein. Aus diesem Grund werden in beiden Themenkomplexen ausschliefllich zweidimen-
sionale reibungsfreie Kontaktprobleme betrachtet. Die algorithmische Umsetzung fiir
dreidimensionale Diskretisierungen ist aber ohne weiteres moglich und stellt lediglich
eine technische Herausforderung dar. Allgemeine Grundlagen fiir dreidimensionale Pro-
bleme sind an entsprechenden Stellen kompakt skizziert.

Alle im Rahmen dieser Arbeit demonstrierten Weiterentwicklungen bzw. alle fir ver-
gleichende numerische Experimente notwendigen Algorithmen wurden entweder in das
institutseigene FE-Programm CCARAT oder in das vom Autor dieser Arbeit entwickelte
FE-Programm MCCT implementiert.

1.4 Aufbau der Arbeit

Als Grundlage fiir die numerische Behandlung des Kontaktproblems werden in Kapitel 2
zunéchst die kontinuumsmechanische Beschreibung der Festkorperdeformation sowie die
der Kontakt-Randbedingungen in starker Form vorgestellt. Anschlieend erfolgt mithilfe
der Methode der gewichteten Residuen die Uberfiihrung der starken Form in eine schwa-
che Formulierung. Die Behandlung der Kontaktbedingungen erfolgt dabei aquivalent zu
der Behandlung, welche im Rahmen einer Potentialformulierung mit der Methode der
Lagrange’schen Multiplikatoren erzielt wird.

Ausgehend von der schwachen Formulierung folgt in Kapitel 3 die rdumliche Diskreti-
sierung der kontaktunabhingigen Terme. AnschlieBend werden verschiedene Strategien
zur raumlichen Diskretisierung der Kontakt-Integrale vorgestellt und miteinander ver-
glichen. Die auf der dualen Mortar-Methode basierende Kontaktdiskretisierung wird
detailliert erlautert, die Auswertung der entsprechenden Kontakt-Integrale ausfiihrlich
dargestellt. Abschlieend folgt die Identifizierung und Untersuchung einer Inkonsistenz.
Eine Modifikation zur Losung des Problems wird vorgestellt.

Kapitel 4 widmet sich zuerst der zeitlichen Diskretisierung im Allgemeinen. Der Haupt-
teil des Kapitels beschéftigt sich darauf folgend mit den Auswirkungen dynamischer
Kontaktereignisse auf die numerische Simulation. Konkret werden die Aspekte ener-
getische Stabilitat, Oszillationen der Kontaktspannung, Energieerhaltung und Qualitat
der Kontaktgeschwindigkeiten betrachtet. Anhand eines einfachen Referenzbeispiels wer-
den die einzelnen Phanomene untersucht sowie verschiedene Losungsansétze bewertet
und verglichen. AbschlieBend wird eine zeitliche Diskretisierung entwickelt, welche Lo-
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sungsansatze fiir alle vier Punkte kombiniert und dabei eine neue Idee zur Energieer-
haltung verwendet.

In Kapitel 5 ist zunédchst die Strategie zur Ermittlung der momentan aktiv am Kontakt
teilnehmenden FE-Knoten dargestellt. Anschlieend folgen die Linearisierung des nicht-
linearen globalen Gleichungssystems und eine Matrix-Formulierung der resultierenden
Beziehungen. Abschlieend wird die Kondensation der Kontaktspannung im Zusammen-
hang mit der dualen Mortar-Methode erlautert.

Kapitel 6 demonstriert anhand von numerischen Experimenten zuerst die Leistungs-
fahigkeit der dualen Mortar-Methode als rdumliche Kontaktdiskretisierung. Darauf fol-
gend wird die Leistungsféhigkeit der in Kapitel 3 préasentierten Modifikation untersucht.

Letztlich werden in Kapitel 7 verschiedene numerische Experimente mit den zeitlichen
Diskretisierungsstrategien aus Kapitel 4 durchgefithrt. Damit werden zum einen ver-
schiedene Methoden miteinander verglichen, zum anderen wird die Leistungsfidhigkeit
des neu vorgestellten Verfahrens demonstriert.



Kontinuums- und
kontaktmechanische Grundlagen

Als Basis fiir die numerische Simulation von dynamischen Kontaktvorgingen wird in
diesem Kapitel eine kontinuumsmechanische Beschreibung des zugrundeliegenden Pro-
blems eingefiihrt. Abschnitt 2.1 charakterisiert zunéchst die Festkorperdeformation im
Allgemeinen. Anschlielend sind in Abschnitt 2.2 die Restriktionen durch mogliche Kon-
taktbedingungen dargestellt. Die resultierenden Gleichungen beschreiben dann das dy-
namische Kontaktproblem vollsténdig und in punktweiser Form, siehe Abschnitt 2.3.
Als Grundlage fiir eine numerische Losung wird die punktweise Formulierung in Ab-
schnitt 2.4 mit der Methode der gewichteten Residuen in eine integrale Formulierung
tiberfithrt. In Abschnitt 2.5 ist vergleichend eine integrale Formulierung basierend auf
einem Variationsprinzip dargestellt. Die Behandlung der Kontaktausdriicke aus Ab-
schnitt 2.4 soll so aus einem anderen Blickwinkel betrachtet sowie mit alternativen
Verfahren verglichen werden. Abschlieend sind in Abschnitt 2.6 die wichtigsten Punkte
noch einmal zusammengefasst.

Die im Folgenden eingefithrten Gleichungen sollen als Einleitung dienen und eine kon-
sistente Notation innerhalb der Arbeit ermoglichen. Sie stellen keine vollsténdige Be-
schreibung der zugrundeliegenden Themenkomplexe dar. Fiir eine ausfiihrliche Darstel-
lung der Kontinuumsmechanik sei auf die Lehrbticher von HorzApPFEL (2000), AL-
TENBACH UND ALTENBACH (1994) und BASAR UND WEICHERT (2000) verwiesen. Die
kontinuumsmechanischen Ausfithrungen in dieser Arbeit orientieren sich des Weiteren
an EHLERS (2005) und den kontinuumsmechanischen Kapiteln in BELYTSCHKO U. A.
(2008). Eine umfassende Beschreibung der Kontaktmechanik sowie ein detaillierter Uber-
blick zur algorithmischen Behandlung von Kontaktproblemen ist in den Lehrbiichern
von WRIGGERS (2002) und LAURSEN (2003) sowie in WRIGGERS UND ZAVARISE (2004)
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zu finden. In WILLNER (2003) werden sowohl die Kontinuums- als auch die Kontakt-
mechanik ausfithrlich dargestellt.

2.1 Festkorperbeschreibung

Ziel der folgenden kontinuumsmechanischen Beschreibung ist die Formulierung eines
Satzes von Gleichungen, welcher den Bewegungszustand eines materiellen Kérpers voll-
stdndig charakterisiert. In der vorliegenden Arbeit erfolgt dabei eine Beschrankung auf
rein mechanische Probleme, so dass thermodynamische Effekte vernachlassigt werden.

Im Hinblick auf eine spatere Kontaktbeschreibung (Abschnitt 2.2) sind alle Beziechungen
fiir zwei materielle Korper B* mit o = 1,2 definiert!. Auch bei Kontakt zwischen einer
Vielzahl von deformierbaren Korpern (Mehrkorperkontakt — 2KK) kénnen die Kontakt-
vorgéinge jeweils als paarweiser Kontakt zwischen zwei einzelnen Korpern beschrieben
werden. Der Sonderfall des Kontakts zwischen einem deformierbaren und einem starren
Kérper (Einkdrperkontakt — 1KK)? ergibt sich aus der Mehrkérperkontaktformulierung
durch entsprechende Vereinfachungen.

2.1.1 Bewegung

Der Zustand eines materiellen Kérpers B kann zu jedem Zeitpunkt ¢ eines betrachteten
Zeitraumintervalls [t, '] durch die Eigenschaften seiner materiellen Punkte P beschrie-
ben werden, welche in den dreidimensionalen Euklid’schen Raum eingebettet sind. Die
Position eines materiellen Punkts zum Zeitpunkt # = 0 wird als bekannt angenommen
und durch den Ortsvektor X® = X*e; angegeben. Als Basis dient dabei ein ortsfestes
kartesisches Koordinatensystem mit normierten Basisvektoren e;. Fiir einen beliebigen
Zeitpunkt t € [y, T] wird die aktuelle Position x“ von P iiber eine Platzierungsfunktion
®“ in Abhéangigkeit der Referenzposition X und der Zeit ¢t ausgedriickt:

xY(X°, 1) = ®*(X*, t) = 3(X?, t)ey. (2.1)

Im Folgenden wird gelegentlich die Bezeichnung X nicht nur fiir die Ortsvektoren der
materiellen Punkte verwendet, sondern vereinfachend auch fiir die materiellen Punkte
selbst. Die Verschiebung

u(X9, t) = (X, t) — X = x*(X, t) — X° (2.2)

'Fiir den Index (e)® gilt die Einstein’sche Summenkonvention nicht.
2Ein Einkérper-Kontaktproblem wird in der Literatur hiufig auch als Signorini-Problem bezeichnet.
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eines materiellen Punkts ldsst sich aus der Differenz zwischen aktueller und urspriing-
licher Position ermitteln. Dabei stellt die zweite Differenz in einer vereinfachenden No-
tation den Funktionswert x* = ®“(X“, t) selbst als Funktion x*(X%, ¢) dar. Ein- bzw.
zweimaliges Anwenden der materiellen Zeitableitung auf die Platzierungsfunktion fiihren
auf Geschwindigkeit bzw. Beschleunigung

O (X0, ) = o®*  Ou”

e T 23)
KeY 2 . .

o a ou J*u

XL =5 T e

eines materiellen Punkts.

Wie in der Festkorpermechanik tiblich, wird auch in dieser Arbeit die Lagrange’sche oder
materielle Betrachtungsweise verwendet. Diese beschreibt die Anderung der Korper-
eigenschaften von B durch Beobachtung der Anderungen an den materiellen Punkten
des Korpers. Der Begriff ,,materieller Punkt* weist in diesem Zusammenhang darauf hin,
dass sich die jeweils beobachteten Stellen oder, alternativ formuliert, die Beobachter
mit dem Material mitbewegen. Im Gegensatz dazu konnten die Beobachter auch fixe
Raumpositionen x® betrachten. Die Anderungen der Korpereigenschaften wiirde dann
anhand der Eigenschaften der passierenden materiellen Punkte beschrieben. (Fuler’sche
Betrachtungsweise). Beide Betrachtungsweisen konnen anschaulich durch den Verkehrs-
fluss auf einer Strafle erlautert werden. In der Lagrange’schen Betrachtungsweise sitzen
die Beobachter in den Fahrzeugen. Damit verandern sich ihre aktuellen Positionen x¢,
jedoch nicht ihre ,Parkpositionen” X% zum Zeitpunkt f;. Jeder Beobachter verfolgt
dabei seine eigene Geschwindigkeit oder weitere Eigenschaften seines eigenen Fahrzeugs.
Dahingegen beniitzen beispielsweise Verkehrsiiberwachungskameras die Euler’sche Be-
trachtungsweise. An jeweils fixen Positionen werden die passierenden Fahrzeuge beo-
bachtet, eventuell wird ihre Geschwindigkeit bestimmt.

Die Anordnung der materiellen Punkte eines Koérpers B zu einem bestimmten Zeit-
punkt ¢ im rédumliche Gebiet Q2 wird Konfiguration genannt. Zum Zeitpunkt & = 0
sind die Positionen aller materiellen Punkte bekannt. Daher wird diese Konfiguration
als Referenzkonfiguration (f bezeichnet. Die Referenzkonfiguration wird in dieser Ar-
beit als undeformiert und spannungsfrei angenommen. Fiir einen allgemeinen, gerade
betrachteten Zeitpunkt ¢ wird das augenblicklich eingenommene Koérpergebiet Qf als
Momentankonfiguration bezeichnet. Die Berandung des Korpergebiets ist in der Refe-
renzkonfiguration durch 092§ und in der Momentankonfiguration durch 09} gegeben.
Diese Rander werden weiter unterteilt in einen Dirichlet-Rand I'y bzw. g, einen Neu-
mann-Rand 'y, bzw. 47 und einen Kontaktrand I'Y bzw. ;. Dabei ist es moglich, auf dem
Dirichlet-Rand Verschiebungen vorzugeben, auf dem Neumann-Rand Oberfléchenspan-
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r1 IR (Momentankonfiguration )

(Referenzkonfiguration)

master

Abbildung 2.1: Materielle Kérper, materielle Punkte, Berandung, Spannungsvektoren.

nungen und auf dem Kontaktrand Kontaktbedingungen. Die einzelnen Rénder bedecken
fiir jeden Zeitpunkt ¢ die komplette Oberfliche von 27, ohne zu tiberlappen:

Ya Unn Une =007

N N . N N N vt € [ty, T). (2.4)
%ﬁ%zwﬂ%z%ﬁ%zg}

In Abbildung 2.1 sind schematisch zwei deformierbare Koérper mit ihren Berandungen
in der Referenz- und der Momentankonfiguration dargestellt. Wie in vielen weiteren
Veroffentlichungen aus dem Bereich der Kontaktmechanik werden auch in dieser Ar-
beit die Bezeichnungen Slave bzw. Master fiir die Korper Q' bzw. Q? oder mit ihnen
assoziierten Groflen verwendet. Im Rahmen der integralen Formulierung des Kontakt-
problems (sieche Abschnitt 2.4) wird der Slave-Kérper in der Regel fur die Auswertung
der Kontakt-Integrale benutzt.

2.1.2 Kinematik und Verzerrung

Die Definition von geeigneten Deformations- und Verzerrungsmaflen ist notwendig, um
die Bewegung eines materiellen Korpers charakterisieren zu konnen. Eine wichtige Grofie
zur Charakterisierung von Deformationen ist dabei der materielle Deformationsgra-
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dient F”. Dieser ist als zweistufiger Tensor iiber die Beziehung

P 0®*  ox~
Poxe, ) = 02n = 0 (25)

als partielle Ableitung der aktuellen Koordinate x* nach der Referenzkoordinate X“
definiert. Geometrisch interpretiert kann F* auch als lineare Abbildung eines infinitesi-
malen Linienelements dX® von der Referenz- auf die Momentankonfiguration verstanden
werden

dx* = F*dX®, (2.6)

wobei dx® das deformierte Linienelement in der Momentankonfiguration darstellt. Die
Determinante des materiellen Deformationsgradienten

JY(X®, 1) = det F* > 0 (2.7)

wird auch Jacobi-Determinante genannt und beschreibt die Transformation eines in-
finitesimalen Volumenelements von der Referenzkonfiguration auf die Momentankonfi-
guration:

dO2 = J*dog. (2.8)

In Gleichung (2.7) wurde die Forderung J® > 0 gestellt, welche wie folgt begriindet
werden kann: Die Bewegung und damit Beziehung (2.6) mussen eindeutig invertierbar
sein, was J® # (0 erfordert. Eine Auswertung von J% zum Zeitpunkt #, liefert J* = 1.
Da die Bewegung stetig sein muss, resultiert somit die Forderung J* > 0. Neben der
Transformation von Linien- und Volumenelementen lésst sich mithilfe von F* auch die
Transformation von infinitesimalen Flachenelementen darstellen:

dy*n® = detF® (F*)~ T . a®dr®. (2.9)

dI' bezeichnet dabei ein orientiertes infinitesimales Fléachenelement der Referenzkonfi-
guration mit zugehoriger Normale n®, dy® das entsprechende infinitesimale Flachenele-
ment der Momentankonfiguration mit zugehériger Normale n®.

Die Bewegung eines materiellen Korpers setzt sich aus Starrkorperanteilen und Verzer-
rungen zusammen, wobei nur Verzerrungen innere Krafte hervorrufen. Der Deforma-
tionsgradient F* beschreibt die vollstandige Bewegung abziiglich der Starrkérpertrans-
lationen, weswegen er nicht direkt als Verzerrungsmafl verwendet wird. Er dient aber als
Basis fiir die Definition von verschiedenen Verzerrungsmaflen, wie dem in dieser Arbeit
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verwendeten Green-Lagrange’schen Verzerrungstensor

E*(X®, 1) = %{(F“)T F 1] = %(ca ~1). (2.10)

Dabei bezeichnet I den Identitatstensor zweiter Stufe und C% den rechten Cauchy-
Green’schen Deformationstensor. E® ist invariant gegentiber Starrkérperverschiebungen
und -verdrehungen und stellt somit ein geeignetes Verzerrungsmaf zur Beschreibung von
groflen Deformationen dar.

2.1.3 Spannungsmafle

Spannungen beschreiben den Zusammenhang zwischen inneren und dufleren Kréften
und charakterisieren den durch die Verzerrung hervorgerufenen inneren Beanspruchungs-
zustand. Der wahre Spannungszustand in einem materiellen Punkt lasst sich eindeutig
mit dem symmetrischen Cauchy’schen Spannungstensors o® angeben. Dieser ist durch
das Theorem von Cauchy

t*(x*, t,n%) = o*(x%, t) - n*(x, t) (2.11)

als Abbildung des Normalenfelds n® einer zugehorigen Schnittflache v auf das Cau-
chy’sche Spannungsvektorfeld t* definiert. Dabei sind alle Grofien auf die aktuelle Kon-
figuration bezogen. In der Form

df*(x?, t,n%) = t*dy” (2.12)

beschreibt t* die auf ein infinitesimales Flédchenelement dv* der Momentankonfiguration
wirkende Kraft df*. Bei Bezug auf das zugehorige infinitesimale Flachenelement dI' der
Referenzkonfiguration ergibt sich die Abbildungsvorschrift

d~* _

tY—— =ty = P*(X, t) - n%(X?) (2.13)

dlr«
fiir den unsymmetrischen ersten Piola-Kirchhoff’schen (PK1) Spannungstensor P*. Da
die Asymmetrie von P® bei einer numerischen Behandlung von Nachteil ist, wird durch
Multiplizieren von Gleichung (2.13) mit (F*)~! der symmetrische zweite Piola-Kirch-
hoff’sche (PK2) Spannungstensor S definiert:

(F*)~ 1.5 = t* = S%(X“, t) - n*. (2.14)

Im Folgenden werden o® und t* zur Beschreibung der Kontaktspannungen verwendet,
S und t§ zur Beschreibung aller weiteren Spannungen. Einsetzen von Beziechung (2.11)
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2.1 Festkorperbeschreibung

in Gleichung (2.14) liefert unter Beachtung der Transformationsvorschrift (2.9) die Be-
ziehung

S = J*(F*) .o (F*) T (2.15)

zwischen dem PK2 und dem Cauchy’schen Spannungstensor. In Abbildung 2.1 sind
die verschiedenen Spannungsvektoren t*,t§ und t* dargestellt. Dabei reprisentieren
die in der Referenzkonfiguration abgebildeten Spannungsvektoren nicht den Spannungs-
zustand zum Zeitpunkt fy, sondern sind als transformierte Gréoflen des momentanen
Spannungszustands zu verstehen.

2.1.4 Werkstoffgesetze

Werkstoff- oder Materialgesetze stellen eine Approximation des realen Werkstoffver-
haltens dar. Abhéngig von Feldgrofien wie Verzerrung, Temperatur und gegebenen-
falls auch Geschichtsvariablen kann somit eine Spannungsantwort auf die vorhandene
Beanspruchung berechnet werden. In der vorliegenden Arbeit kommen ausschliefSlich
hyperelastische Materialgesetze zur Anwendung. Diese sind durch die Existenz einer
Verzerrungsenergiefunktion ¥*(C®) oder w*(E®) gekennzeichnet, mit der die aktuelle
Spannung eindeutig als Funktion der aktuellen Verzerrung berechnet werden kann:

g0 _ 9 oUe(C*)  Ouw*(E?)
N oce  OE“

(2.16)

St. Venant-Kirchhoff’sches Material

Das St. Venant-Kirchhoff’sche Materialgesetz ist zur Beschreibung von Deformationen
mit groflen Rotationen geeignet, liefert im Druckbereich aber nur bei kleinen Verzerrun-
gen eine realistische Spannungsantwort. Es stellt eine Verallgemeinerung des Hooke’schen
Gesetzes auf einen mehrdimensionalen Spannungs- und Verzerrungszustand dar und
wird iiber die Verzerrungsenergiefunktion

1
Wi (B?) = p(B? : BY) + A (B’ (2.17)

charakterisiert. Hierin bezeichnen A und p die Lamé-Konstanten. In der Ingenieur-
literatur werden meistens die anschaulicheren Materialkonstanten Elastizitatsmodul F
und Querdehnzahl v verwendet, welche iiber die Beziehung

Ev FE

A TR S T

(2.18)
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2 Kontinuums- und kontaktmechanische Grundlagen

aus den Lamé-Konstanten berechnet werden kénnen. Durch Ableitung der Verzerrungs-
energiefunktion wg,yx nach E® resultiert ein linearer Zusammenhang zwischen den PK2
Spannungen und den Green-Lagrange’schen Verzerrungen

S = AMr(EY) I+ 2uE* = C* : E°, (2.19)
wobei auch der vierstufige Materialtensor

82wa
(Ca = aET%tE;, %kl = Aéij(skl + M((Szkéjl —+ 5¢15jk) (220)

zur Darstellung der Spannungs—Verzerrungs—Beziehung benutzt werden kann.

Neo-Hooke’sches Material

Treten neben groflen Rotationen zusétzlich grofie Verzerrungen im Druckbereich auf,
wird das Materialverhalten durch das St. Venant-Kirchhoff’sche Materialmodell nicht
mehr realistisch beschrieben. Da die Green-Lagrange’schen Verzerrungen E® fiir un-
endlich grofle Kompression gegen einen festen endlichen Wert streben, gilt aufgrund
des linearen Spannungs—Verzerrungs—Zusammenhangs (2.19) Aquivalentes fiir die PK2
Spannungen S*. Ein Neo-Hooke’sches Materialgesetz liefert hingegen auch fir grofle
elastische Verzerrungen im Druckbereich eine realistische Spannungsantwort. Fir ein
kompressibles Neo-Hooke’sches Materialgesetz kann eine Verzerrungsenergiefunktion bei-
spielsweise mit

1 1
Uy(CY) = 5)\(an°‘)2 — plnJ* + éu(trco‘ —3) (2.21)

angegeben werden. Die Ableitung der Verzerrungsenergiefunktion U nach C® liefert
dann den PK2 Spannungstensor

% = AlnJ*(C*) ™! + p[T - (€))7 (2.22)

2.1.5 Bilanzgleichungen

Bilanzgleichungen stellen eine mathematische Beschreibung fundamentaler physikali-
scher Gesetze dar und werden in integraler Form fiir ein ganzes System aufgestellt. Sind
die integrierten Feldgrofen hinreichend glatt, ist die Uberfiihrung in eine lokale Form aus
partiellen Differentialgleichungen moglich. Bei den hier betrachteten rein mechanischen
Problemen werden zur Bestimmung der Unbekannten die Massenbilanz, die Impulsbi-
lanz, die Drehimpuls- und die Energiebilanz benotigt.
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2.1 Festkorperbeschreibung

Massenbilanz

Die Massenbilanz oder das Prinzip der Massenerhaltung besagt, dass die Masse eines
geschlossenen Systems konstant bleiben muss, solange keine Masse tiber die Oberflache
zu- oder abflieit und im Inneren keine Masse produziert wird oder verloren geht. Bei
den im Folgenden untersuchten rein mechanischen Problemen sind diese Bedingungen
erfiillt, so dass die Massenbilanz in lokaler Form mit der partiellen Differentialgleichung

5+ prdivk® =0 (2.23)

angegeben werden kann. Fiir Festkorperprobleme, die in der Lagrange’schen Betrach-
tungsweise beschrieben sind, vereinfacht sich die Massenbilanz zu einer algebraischen
Gleichung. Diese beschreibt punktweise die Relation

T = 0} (2.24)

zwischen der Massendichte pj in der Referenzkonfiguration und der Massendichte p” in
der aktuellen Konfiguration.

Impulsbilanz

Im Hinblick auf eine spétere numerische Naherungslosung des kontinuierlichen Problems
stellt die Impulsbilanz eine der wichtigsten Grundgleichungen dar. Sie besagt, dass die
zeitliche Anderung des Impulses eines materiellen Korpers der Summe der am Korper
angreifenden Oberflachen- und Volumenlasten entspricht:

0
a/,o%;ca 407 = [tdy+ [ b aoy. (2.25)
e o e

Dabei représentiert b die auf ein infinitesimales Volumenelement bezogene Volumenkraft.
Zuriickziehen der Impulsbilanz (2.25) in die Referenzkonfiguration liefert die Beziehung

0
a/pgéxw a0f = [trdr+ [ pybeag, (2.26)
0 re Qg

wobei die Massenbilanz (2.24) sowie die Transformationsvorschriften (2.8) und (2.13)
verwendet wurden. Die Auswertung von Beziehung (2.26) ergibt mit Gleichung (2.23)
und einigen elementaren Umformungen schliefflich die lokale Form der Impulsbilanz

po X% = DivP® + pj b, (2.27)
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2 Kontinuums- und kontaktmechanische Grundlagen

welche beziiglich eines infinitesimalen Volumenelements der Referenzkonfiguration giiltig
ist.

Drehimpulsbilanz

An dieser Stelle wird ohne Angabe einer Herleitung nur kurz das Resultat der Auswer-
tung der Drehimpulsbilanz dargestellt. Aus der Drehimpulsbilanz in ihrer lokalen For-
mulierung folgt die Forderung nach Symmetrie des Cauchy’schen Spannungstensors:

o® = (o))", (2.28)

Mit der Transformationsbeziehung (2.15) kann diese Forderung dquivalent fiir den PK2
Spannungstensor aufgestellt werden:

Qe — (Sa)T. (229)

Eine Formulierung der Drehimpulsbilanz mit anschlieBender Auswertung, welche als
Endresultat auf Gleichung (2.28) fiihrt, ist beispielsweise in HOLZAPFEL (2000) gegeben.

Energiebilanz

Fiir rein mechanische Probleme stellt die Energiebilanz keine zuséatzliche unabhangige
Gleichung dar, sondern ist eine Konsequenz der Impulsbilanz. Damit wird sie automa-
tisch erfiillt, solange die Impulsbilanz erfiillt ist. Im Rahmen einer numerischen Néahe-
rungslosung gilt diese Folgerung allerdings nicht mehr, so dass die Energiebilanz als
Kontrollgleichung fiir die Qualitat bzw. die Stabilitat der berechneten Losung benutzt
werden kann.

Die Energiebilanz sagt aus, dass die Summe der Anderungsraten von kinetischer Energie
exin Und interner mechanischer Energie ey gleich der Rate der dufferen mechanischen
Energie e. sein muss:

0

aekin(t) + Pint (1) = Pext (1) (2.30)

Dabei setzen sich die kinetische Energie ey, sowie die Raten pj,; und peys von interner

und externer mechanischer Energie aus den jeweiligen Anteilen der einzelnen Korper B*

zusaminen:

uin(f) = Z:l Cin (1), Pine(t) = leﬁ‘m(t), Pext(t) = Z:lpé?‘xt(t)- (2.31)
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2.2 Kontaktbeschreibung

Die kinetische Energie e, eines einzelnen Korpers kann durch die Beziehung
(0} 1 (6 e% 0} e}
u(t) = 5 [ pove v ags, (2:32)
Q5

die Rate der internen Energie® eines einzelnen Kérpers mithilfe von

P (1) = / S*: E*dQy (2.33)
QO&

0

und die Rate der externen Energie eines einzelnen Korpers durch die Beziehung

P& (1) = / pabY v NS + / £8 - ve dre (2.34)
Qo re

berechnet werden.

2.2 Kontaktbeschreibung

In Abschnitt 2.1 wurde eine allgemeine kontinuumsmechanische Beschreibung einzelner
materieller Korper eingefiihrt. Eine mogliche Beeinflussung der Korper untereinander
wurde noch nicht beachtet. Aufgabe der Kontaktbeschreibung ist es nun, die Wechsel-
wirkung zwischen interagierenden materiellen Kérpern zu formulieren.

Schliisselaufgabe der Kontaktbeschreibung ist die Verhinderung gegenseitiger Durch-
dringung (Nichtdurchdringungsbedingung). Weiterhin muss sichergestellt sein, dass zwi-
schen kontaktierenden Korpern in Richtung der Oberflichen-Normalen ausschliefllich
Druckspannungen herrschen. Im Falle von Adhésion kénnen auch begrenzt Zugspan-
nungen iibertragen werden, was in dieser Arbeit aber ausgeschlossen wird. Fiir die tan-
gentialen Anteile der Kontaktspannung ist ein geeignetes Reibungsgesetz zu formulieren.
Sind die Reibungseffekte zwischen den Korpern vernachlassigbar klein, konnen die ent-
sprechenden Anteile im Rahmen einer reibungsfreien Kontaktformulierung vernachlas-
sigt werden. Diese Arbeit beschéftigt sich ausschlieflich mit reibungsfreiem Kontakt,
weshalb die Behandlung von reibungsbehaftetem Kontakt im Folgenden nur schema-
tisch skizziert ist. Eine ausfiihrliche Ubersicht zur Modellierung von reibungsbehaftetem
Kontakt und entsprechende Algorithmen kénnen beispielsweise in WRIGGERS (2002)
gefunden werden.

3Fiir hyperelastische Materialien kann die interne Energie auch direkt durch die Verzerrungsenergiefunk-
tion berechnet werden.
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2 Kontinuums- und kontaktmechanische Grundlagen

Mathematisch betrachtet kann Kontakt als eine bestimmte Klasse von deformationsab-
hangigen Randbedingungen aufgefasst werden, in deren Formulierung sowohl die Span-
nungen als auch die Verschiebungen der Kontaktoberflachen involviert sind. Dement-
sprechend beginnt die Kontaktbeschreibung in Abschnitt 2.2.1 mit der Einfithrung kine-
matischer Definitionen und Grofien. AnschlieSend folgt die Definition der Kontaktspan-
nung sowie die Verkniipfung der Kontaktspannung mit den kinematischen Groéfien (Ab-
schnitt 2.2.2). AbschlieBend werden in Abschnitt 2.2.3 mithilfe der eingefithrten GroBen
und Verkniipfungen die Kontakt-Randbedingungen formuliert.

2.2.1 Kontaktkinematik

Damit eine kinematische Beschreibung des Kontakts moglich ist, muss zunéachst fiir
jede Stelle x! (X1, t) € 7! genau diejenige Stelle %2 € 72 gefunden werden, welche den
Abstand zwischen x* und 2 minimiert. Hierzu wird meistens eine orthogonale Projektion

%2 (xl) = argmin
x?€y?

’Xl — X2H (2.35)

benutzt, welche entweder die Normale der Slave- oder die der Master-Seite zur Bestim-
mung des Projektionspunkts %? verwendet*. Im Rahmen der Kontaktformulierung, die

(a) Kein Kontakt (b) Durchdringung

slave

master

Abbildung 2.2: Orthogonale Projektion und Normalklaffung.

“In einer kontinuierlichen Beschreibung sind die Normalen kontaktierender Oberflichen identisch, so
dass beide Formulierungen dquivalent sind. Bei einer numerischen Losung gilt dies nur noch annéhernd.
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2.2 Kontaktbeschreibung

in dieser Arbeit weiterentwickelt wird, kommt die Slave-Normale n' zum Einsatz (siehe
Abbildung 2.2). Aquivalentes gilt fiir alle resultierenden kinematischen und kinetischen
Kontaktgrofien in Normalenrichtung.

Fiir einen festen materiellen Punkt P! dndert sich der materielle Punkt 752, welcher sich
an der aktuellen Projektionsposition %2 befindet, mit der Zeit. Aus diesem Grund ist in
Gleichung (2.35) %2 als Funktion von x! formuliert. Die Eigenschaften an der Stelle X?
werden jeweils iber den dort aktuell befindlichen Punkt P2 ausgedriickt: X% = %2 (XQ, t).

Normalkontakt

Ist fiir eine Position x! die Projektionskoordinate %2 bestimmt, kann die Normalklaffung

ga(x!) = —n' - (x! - &%) (2.36)

zwischen x!

und %2 berechnet werden. Kontakt herrscht im Falle g, = 0. Zustinde mit
einer positiven Klaffung ¢, > 0 erfordern keine Korrektur durch die Kontaktformulie-
rung. Zustande mit g, < 0 signalisieren eine unphysikalische Durchdringung und miissen

durch die Formulierung verhindert werden (siche Abbildung 2.2(a) bzw. (b))>.

Tangentialer Kontakt

In tangentialer Richtung muss die Relativbewegung zwischen einer Position x* und ihrer

2 zunéchst mit einer geeigneten Grofe charakterisiert werden. Da

aktuellen Projektion X
sich die Bewegungsrichtung eines materiellen Korpers im Allgemeinen unter grofien De-
formationen andert, ist es sinnvoll hierfiir eine Ratenformulierung zu verwenden. Die
tangentiale Relativbewegung wird dann mithilfe der tangentialen Relativgeschwindigkeit
g. beschrieben. g, soll dabei auch unter grofien Rotationen und fiir eine eventuell nu-
merisch zuldssige Penetration g, < 0 objektiv bleiben. Diese Anforderungen werden
durch die Definition von g, als zeitliche Anderung der konvektiven Koordinaten é 5 des

Projektionspunkts x* bezogen auf die Oberflichentangenten 74 erfiillt®:

8- (Xl) = L,gr = éﬁ'rﬁ- (2.37)

Die Oberflachentangenten 73 konnen als kovariante Basisvektoren eines konvektiven Ko-
ordinatensystems im Projektionspunkt %2 iiber die Ableitung der Position %2 nach den
Koordinatenlinien © 3 gewonnen werden (siche Abbildung 2.3). Berechnungsvorschriften

fiir éﬁ und 74 sind beispielsweise in WRIGGERS (2002) angegeben.

°Die Vorzeichendefinition g, > 0 fiir Nichtdurchdringung ist in der Literatur nicht einheitlich.
6Die Definition der objektiven Anderung von g, wird auch als Lie-Ableitung £, g, bezeichnet.
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2 Kontinuums- und kontaktmechanische Grundlagen

Abbildung 2.3: Kinematische Kontaktgréfien und Kontaktspannung.

Variation der kinematischen Kontaktgrofien

Im Rahmen einer schwachen Formulierung (sieche Abschnitt 2.4 und Abschnitt 2.5) wer-
den die Variationen der kinematischen Kontaktgrofien bzw. die virtuellen kinematischen
KontaktgroBen benotigt, d.h. die infinitesimalen Anderungen der Kontaktgréfien bei
infinitesimaler Anderung der Verschiebungsfelder. An dieser Stelle werden nur die End-
resultate dargestellt. Fiir eine ausfiithrlich Herleitung sei beispielsweise auf LAURSEN
(2003), WRIGGERS (2002) oder WILLNER (2003) verwiesen.

Die Variation der Normalklaffung bestimmt sich mit folgender Beziehung;:
Oga(x') = —n' - (6x' - 0%). (2.38)

Die Variation der konvektiven Koordinaten 5§ 5 kann dquivalent zur zeitlichen Ableitung

éﬁ berechnet werden. Oft wird allerdings die vereinfachte Formulierung
065 =15 (0x' — 0%%) (2.39)

verwendet. Diese setzt eine exakte Erfiillung der Nichtdurchdringungsbedingung voraus
(LAURSEN 2003). Ist diese Forderung nicht erfiillt, beispielsweise durch eine numerische
Approximation der Nichtdurchdringungsbedingung, bestimmt Beziehung (2.39) die Va-
riation 5é 5 nur annéhernd.
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2.2.2 Kontaktspannung

Da die Kontaktbedingungen mit Bezug auf die aktuelle Konfiguration zu formulieren
sind, wird die Kontaktspannung t¢ in dieser Arbeit mithilfe von Cauchy’schen Span-
nungsvektoren dargestellt”. Mit Gleichung (2.11) sowie den Spannungstensoren o® der
kontaktierenden Korper und den Normalen n® der Kontaktoberflachen ~; resultieren
dann folgende Beziehungen:

tia (Xl) = o' n'
(2.40)

tga (XQ) = o’ n”
Durch Auswertung der Impulsbilanz (2.25) in der gemeinsamen Kontaktoberflache d~y, =

dy! = dy? ergibt sich eine Relation zwischen t! und t2 , wobei in der masselosen

Co?

Kontaktoberflache keine Trégheitsterme entstehen:
ti dy. = —t2 dv2. (2.41)

Im Weiteren wird mithilfe dieser Beziehung die Kontaktspannung tza der Master-Seite
durch die Kontaktspannung tia der Slave-Seite ersetzt.

Kontakt folgt in Normalen- und in Tangentialrichtung verschiedenen Gesetzesmafigkei-
ten. Aus diesem Grund ist es algorithmisch sinnvoll, auch den Kontaktspannungsvektor
tio komponentenweise in einen Anteil (tia)n normal und einen Anteil (tio)T tangential
zur Kontaktoberfliche aufzuteilen:

tl = (tia)n— (tio)T - (t,}a)nnl - (tiﬂ);ﬁ. (2.42)

Der tangentiale Spannungsvektor (técr )T ist dabei definiert als Wirkung der Slave- auf die
Master-Seite (siche Abbildung 2.3), woraus das negative Vorzeichen in Gleichung (2.42)
resultiert. Zur Formulierung von energetischen Beziehungen ist es sinnvoll, (téa )T anteilig
in Richtung der Oberflichentangenten 75 aufzuteilen, siche Gleichung (2.42), rechts.

Normalkontakt

Beriihren sich die Kontaktoberflichen dv! und dv?, folgt aus der kinematischen Be-
dingung ¢, = 0 eine Einschrankung der Verschiebungsfelder. In der hier beschriebenen
starken Formulierung resultiert damit automatisch die korrekte Kontakt-Normalspan-

"Die zusitzliche Indizierung der Vektoren te mit dem Symbol o soll bereits andeuten, dass die Kon-
taktspannung im Rahmen einer integralen Formulierung (sieche Abschnitt 2.4) auch auf einem anderen
Weg berechnet werden kann.
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nung (tio)n. Im Rahmen einer integralen Formulierung ist es schwierig, die Bedingung
gn = 0 punktweise zu erfiillen. Die Berechnung der Kontakt-Normalspannung erfolgt
dementsprechend zumeist auf einem anderen Weg. Verschiedene algorithmische Umset-
zungen werden in Abschnitt 2.4.1 vorgestellt.

Reibungsbehafteter tangentialer Kontakt

Damit die tangentiale Kontaktspannung (tia )T ermittelt werden kann, ist es erforderlich
diese zuvor durch ein Reibungsgesetz mit der tangentialen Relativgeschwindigkeit (2.37)
zu verkniipfen. Im Folgenden sind die hierzu notwendigen Schritte exemplarisch anhand
des Coulomb’schen Reibungsgesetzes dargestellt.

Phénomenologisch kann reibungsbehafteter Kontakt in die Zustande Haften und Glei-
ten eingeteilt werden. Wéhrend des Haftzustands sind keine tangentialen Bewegungen
erlaubt:

g. =0 < g =0. (2.43)

Die tangentiale Kontaktspannung wird als Reaktion auf die Restriktion (2.43) ermittelt
und liegt betragsmafig unterhalb eines bestimmten Grenzwerts. Dieser berechnet sich
aus dem Absolutwert der aktuellen Kontakt-Normalspannung (tia)n multipliziert mit
dem Reibungskoeffizienten p,. Sobald der Betrag der tangentialen Kontaktspannung
dem maximal moglichen Wert entspricht, ist die Grenze der Haftreibung erreicht. Dies
kann aquivalent durch den Nullwert der Gleitfunktion

o(th) = | (tL) | - ne

beschrieben werden. Bei einer Weiterbelastung erfolgt der Ubergang in den Gleitrei-
bungszustand, welcher eine tangentiale Relativbewegung g, # 0 erlaubt. Die tangentiale

(tig )n’ (2.44)

Kontaktspannung kann dann iiber die Beziehung

(te,), = mr|(t2.),

berechnet werden. Dabei besitzen (tig) und g, aufgrund der Definition in Glei-

&
18-l

(2.45)

chung (2.42) dasselbe Vorzeichen. Mit einer allgemeineren Notation kann Bezie-
hung (2.45) auch in der folgenden Form ausgedriickt werden:

(2.46)
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Komplexere Reibungsbeschreibungen beriicksichtigen tiber den einfachen Zusammen-
hang (2.45) hinaus beispielsweise den Einfluss von Geschwindigkeit oder Temperatur
auf den Reibungskoeffizienten .. Fiir eine ausfiihrliche Ubersicht zu verschiedenen Rei-
bungsformulierungen sei auf WRIGGERS (2002) verwiesen.

2.2.3 Kontakt-Randbedingungen

Mithilfe der eingefiithrten kinematischen und kinetischen Kontaktgrofien konnen die re-
sultierenden Kontakt-Randbedingungen kompakt in Form der Karush-Kuhn-Tucker-Be-
dingungen (KKT-Bedingungen)® formuliert werden. Fiir Normalkontakt lauten diese

g = 0
() <o (2.47)
(tclg)ngn = 07

wobei Gleichung (2.47); gegenseitige Durchdringung verhindert, Gleichung (2.47)s Zug-
spannungen in der Kontaktflache ausschliefit und Gleichung (2.47)3 Spannungen ungleich
null nur fiir den Kontaktfall erlaubt.

Die tangentiale Kontaktbeschreibung wird durch aquivalente Bedingungen gesteuert:

¢ <0

i),

& =7
‘(téf’)T

6 = 0.

. A4>0 (2.48)

Dabei beschrankt Gleichung (2.48); den Betrag der Tangentialspannungen auf Werte
kleiner oder gleich der Haftspannungsgrenze. Gleichung (2.48), stellt sicher, dass die
Tangentialspannung immer entgegen der Bewegungsrichtung? wirkt. Beziehung (2.48)3
erlaubt im Falle von Haftreibung keine tangentialen Relativverschiebungen.

In dieser Arbeit wird eine reibungsfreie Kontaktformulierung verwendet, so dass anstatt
von Gleichung (2.48) die folgende Beziehung benutzt werden kann:

(t,) =o. (2.49)

8Fiir Normalkontakt werden die KKT-Bedingungen auch Hertz-Signorini-Moreau-Bedingungen genannt.
9 Aufgrund der Definition in Gleichung (2.42) besitzen (t}:o )T und g, trotzdem dasselbe Vorzeichen.
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2.3 Anfangsrandwertproblem der Elastodynamik

Mit der lokalen Form der Impulsbilanz (2.27), der kinematischen Gleichung (2.10) sowie
den Werkstoffgesetzen (2.19) oder (2.22) ist ein System von nichtlinearen gekoppel-
ten partiellen Differentialgleichungen gegeben, welches den Zustand im Inneren der
Korper B komplett beschreibt. Erganzt durch die Kontaktbedingungen (siehe Ab-
schnitt 2.2), die Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen sowie die Anfangsbedin-
gungen, welche Verschiebung und Geschwindigkeit im kompletten Gebiet fiir den Zeit-
punkt #, festlegen, ist das Anfangsrandwertproblem der Elastodynamik vollstandig be-
schrieben. In Abbildung 2.4 sind alle relevanten Gleichungen noch einmal zusammenge-
fasst. Vorgeschriebene Grofen sind dabei mit einem umgedrehten Dachsymbol (;) ge-
kennzeichnet. Die Kontakt-Randbedingungen in Tangentialrichtung sind sowohl fiir den
reibungsbehafteten als auch fiir den reibungsfreien Fall dargestellt. Wie schon in Ab-
schnitt 2.2 erwahnt, wird in dieser Arbeit die reibungsfreie Formulierung verwendet.

Prinzipiell ist es moglich, in einem materiellen Punkt in verschiedenen Raumrichtungen
verschiedene Arten von Randbedingungen vorzuschreiben. Auf eine komponentenweise
Definition der Randbedingungen wird im Folgenden jedoch verzichtet, um eine iiber-
sichtliche Notation zu bewahren.

2.4 Schwache Form (Entwicklung mit der Methode
der gewichteten Residuen)

Als Basis fur eine numerische Losung des zugrundeliegenden Problems mit der Methode
der finiten Elemente wird die starke Formulierung aus Abschnitt 2.3 in eine schwa-
che Form tiberfiihrt. Der Ausdruck ,,schwach® bedeutet dabei, dass die Problemstellung
nicht mehr punktweise sondern integral fiir das komplette Definitionsgebiet definiert
ist. Zur Entwicklung einer schwachen Formulierung mittels der Methode der gewichteten
Residuen wird ein ausgewahlter Teil der problembeschreibenden Gleichungen als Residu-
um formuliert, mit einer Wichtungsfunktion multipliziert und anschlieSend tiber das
jeweilige Definitionsgebiet integriert. Aufgrund dieser Behandlung ist es tiblich, die ent-
sprechenden Gleichungen als ,,schwach erfiillt“ zu bezeichnen. Alle verbleibenden Glei-
chungen werden punktweise in die integrale Formulierung eingesetzt und sind somit
weiterhin ,stark erfiillt*.

Die schwache Formulierung ist zunéchst aquivalent zur starken Form, die Losungsraume
von starker und schwacher Form sind identisch. Allerdings stellt die schwache For-
mulierung geringere Anforderungen an die Differenzierbarkeit der Feldgrofien, da be-
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Lokale Form der Impulsbilanz

pox* = DivP“ 4 pj b in Q% x [ty, T
Kinematik: Green-Lagrange’sche Verzerrung
o 1 a\T o
E fé{(F )T F 1]

Konstitutive Beziehungen
S = AMr(EY)I+2uE® =C* : E*  (St. Venant-Kirchhoff’sches Material)
S = AlnJ(C*) ™! + p [I - (Co‘)fl] (Neo-Hooke’sches Material)

Anfangsbedingungen

ug = u; in Qf

) = ug  inQf
Dirichlet-Randbedingungen

u® = u* auf g x[t, 7]
Neumann-Randbedingungen

P*-n® =ty  auf 7% x [t, T
Normalkontakt-Randbedingungen

In > 0 aufy! x [t, T

(L), <o
()0 = o

Tangentialkontakt-Randbedingungen
(reibungsbehaftet)

¢ <0 auf v; x [to, T

(tc,),

(t),
46 = 0

Tangentialkontakt-Randbedingungen
(reibungsfrei)

(ta;)T =0 auf ! x [ty, T

¥ , 720

&

Abbildung 2.4: Starke Form des elastodynamischen Anfangsrandwertproblems.
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stimmte Gebietsterme mittels partieller Integration umgeformt werden. Im Rahmen
einer numerischen Naherungslosung werden die Wichtungsfunktionen der schwach er-
filllten Gleichungen diskretisiert. Infolgedessen diirfen die schwach erfiillten Beziehungen
einen punktuellen Fehler aufweisen, wihrend die stark erfiillten Gleichungen weiterhin
iiberall exakt gelten.

AuBer der Integrierbarkeit stellt die Methode der gewichteten Residuen keine weiteren
Anforderungen an die beschreibenden Gleichungen. Somit kann sie auch auf dissipa-
tive Prozesse, welche beispielsweise plastisches Materialverhalten oder reibungsbehaftete
Kontaktvorgédnge beinhalten, angewendet werden. Als Integrationskonfiguration muss
jeweils die Bezugskonfiguration der zugrundeliegenden Ausdriicke gewéhlt werden. Eine
Transformation von der Momentan- in die Referenzkonfiguration oder umgekehrt ist aber
problemlos moglich. In der vorliegenden Arbeit werden alle Kontaktterme beziiglich der
aktuellen, alle anderen Ausdriicke beztiglich der Ausgangskonfiguration dargestellt. Dies
erlaubt eine effiziente numerische Umsetzung.

Im Folgenden werden in Abschnitt 2.4.1 zunéchst die Spannungsausdriicke auf dem Kon-
taktrand als Residuum formuliert. Anschliefend wird mit der resultierenden Beziehung
sowie den Residuen der Impulsbilanz und der Neumann-Randbedingungen eine schwa-
che Formulierung erarbeitet, welche als Prinzip der virtuellen Verschiebungen bekannt
ist (Abschnitt 2.4.2). In Abschnitt 2.4.3 folgt die Herleitung einer schwachen Formulie-
rung der Nichtdurchdringungsbedingung. Zuletzt werden die resultierenden Gleichungen
bzw. Ungleichungen als komplettes Gleichungs- bzw. Ungleichungssystem noch einmal
zusammengefasst (Abschnitt 2.4.4).

2.4.1 Residuum des Gleichgewichts auf dem Kontaktrand

Im Hinblick auf eine Residuumsformulierung des Gleichgewichts auf dem Kontaktrand
erfolgt zuerst die Einfithrung eines zuséatzlichen Kontaktspannungsfelds

te = te, — te, = to,n' — t.. Tp. (2.50)

CTB

Anschliefend werden mithilfe von t. die Gleichungen (2.40) und (2.41) als Residuen
formuliert:

te—t, = t.—o'-n' = 0

2.51
—t.—t. = —t.—o’-n> = 0. (2.51)

Zur Definition der Kontaktspannung t. existieren verschiedene Verfahren. Im Folgenden
werden die zwei gédngigsten Methoden vorgestellt. Weitere Moglichkeiten finden sich
beispielsweise in WRIGGERS (2002) oder LAURSEN (2003).
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Regularisierung der Kontaktbedingungen

Wird auf die exakte Erfilllung der Nichtdurchdringungsbedingung ¢, = 0 verzichtet,
kann t., anhand eines Parameters €, (Penalty-Parameter) als Funktion der Durch-
dringungstiefe berechnet werden (Abbildung 2.5(a), Kurve (ii)). Dementsprechend fiihrt
eine Lockerung der Haftbedingung g, = 0 auf die tangentiale Spannungskomponente
te,, siche Kurve (ii) in Abbildung 2.5(b). Der Vorteil dieser Regularisierungen liegt
darin, dass t. nicht als zusdtzliche Unbekannte eingefiihrt werden muss. Als Nachteil
ist jedoch die nur approximative Erfiillung der Kontaktbedingungen zu nennen. Fir
zufriedenstellende Ergebnisse sind zudem relativ grofie Penalty-Parameter notwendig,
wodurch wiederum ein schlecht konditioniertes Gleichungssystems entsteht.

(a) Normalkontakt (b) Tangentialkontakt

le, A le, A

\J

In

9r
. ( — (i) — (i)
(i) [/ (i)

Abbildung 2.5: KKT-Bedingungen (eindimensionale Veranschaulichung).

Exakte Erfiillung der Kontaktbedingungen

In dieser Arbeit wird die Nichtdurchdringungsbedingung exakt erfiillt (siche Kurve (i) in
Abbildung 2.5(a)). Damit soll eine unphysikalische Durchdringung sowie eine schlechte
Konditionierung des resultierenden Gleichungssystems vermieden werden. Die Kontakt-
spannung t. wird hierfiir als zusétzliche Unbekannte eingefithrt. Sie berechnet sich als
Reaktion auf die integral formulierte Nichtdurchdringungsbedingung (Abschnitt 2.4.3).
Die tangentialen Spannungskomponenten te.., werden dabei zu null gesetzt. Im Rahmen
einer reibungsbehafteten Formulierung wére es moglich, t.  als Antwort auf die exakte
Einhaltung der Haftbedingung zu bestimmen, siche Abbildung 2.5(b), Kurve (i).

2.4.2 Prinzip der virtuellen Verschiebungen

Das Prinzip der virtuellen Verschiebungen (PvV) kann durch Anwendung der Metho-
de der gewichteten Residuen auf die lokale Form der Impulsbilanz und die Neumann-
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Randbedingungen gewonnen werden. Dabei wird die Wichtungsfunktion du® als virtuel-
le Verschiebung identifiziert, die resultierenden Integralausdriicke 0I1p +, stellen virtuelle
Arbeiten dar. Bei Kontaktproblemen ist zuséatzlich die virtuelle Arbeit aus der Kontakt-
spannung zu berticksichtigen. Dazu werden die Gleichungen (2.51); und (2.51), formell
wie die Spannungsausdriicke auf dem Neumann-Rand behandelt:

2
SMpyy(u, du, te) = > { su® - [pgxa — DivP?® — pf bﬂ dQy
a=1 Qg

— [ ou- [t —P*-n° drg}

re (2.52)
1 1 1] 3.1 2 2 2] 5.2
_/%1511 -{tc—a -n}d%—/ygéu -{—tc—a -n}dyC
=0 Vou* € V°.

Mithilfe von Beziehung (2.41) ist es moglich, den letzten Ausdruck in Gleichung (2.52)
durch einen Integralausdruck iiber die Slave-Kontaktoberfldche zu ersetzen:

2c5u2- {—tc—oj-nﬂdvf :/15u2- [—tc+al-n1}d7§. (2.53)
72 7

Zusitzlich wird der Divergenzterm aus der ersten Zeile von Gleichung (2.52) mittels
partieller Integration umgeformt, wodurch sich der Ableitungsoperator auf die virtuelle
Grofle verschiebt. Anschlielend wird der Kontaktanteil des Oberfléchenintegrals noch in
die aktuelle Konfiguration geschoben:

ou® - [DivP?|dQf = [ ou® [P nt]dre — [P Grad(du®) d0g
0

= [ ou- [P n%dl'g + [ u®- o n®|dye

rg Ve

2

—/Qa(Fa - $%) : Grad (§u®) dO2.

(2.54)

Aquivalent zur Vorgehensweise in Gleichung (2.53) kann auch in Gleichung (2.54) die
Relation (2.41) zwischen der Slave- und der Master-Kontaktspannung benutzt werden,
um das Integral tiber die Master-Kontaktoberfliche durch ein Integral tiber die Slave-
Kontaktoberflédche zu ersetzen:

/2 Su® - [0'2 . nz} dy? = /1 du® - {— o' nl} drl. (2.55)
72 gz

SchlieBlich liefert Verwenden der Identitét (F* - S%) : Grad (du®) = dE : S* in der letz-
ten Zeile von Gleichung (2.54) und anschlieBendes Einsetzen der Gleichungen (2.54)
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und (2.53) in Gleichung (2.52) den endgiiltigen virtuellen Arbeitsausdruck:

a,kin a,int
6HPVV 6HPVV

Moy =3 { / ou - [phxe]ang + [ OE": S0 dog

[ su. “b“dQ“—/é“-E“dF“ —/ sul — su?) - t, dv!
0 [Po 0 rgu 0 n} vé(u u) Ve

0

a,ext OIS
—o0IlL Y PvV

— 0 Véu® € V.
(2.56)

Dabei ist es giinstig, die virtuelle Kontaktarbeit noch in einen Normal- und einen Tan-
gentialanteil zu zerlegen:

ollpy = —Al 0’ - (Su! —ou’)dyt +/¢ (te,,75) - (u' — u?)dy!

: - (2.57)

= /g tcnégnd%Jr[@ t%égﬁd%.
Fir reibungsfreien Kontakt verschwindet die virtuelle Arbeit der tangentialen Span-
nungskomponenten, so dass folgende Beziehung resultiert:

My = [ te, 0000 (2.58)
In Gleichung (2.57) sind zur kompakten Darstellung der resultierenden Terme die Auf-
teilung des Kontaktspannungsvektors aus Gleichung (2.42) und die Variationen der kine-
matischen Kontaktgrofen aus (2.38) und (2.39) verwendet worden. In Beziehung (2.56)
werden Werkstoff- und Kinematikgleichungen sowie die Dirichlet-Randbedingungen wei-
terhin stark erfiillt. Die entsprechenden Beziehungen sind allerdings nicht eingesetzt
worden, um die Darstellung iibersichtlich zu halten.

Damit die integralen Ausdriicke (2.56) und (2.57) ohne das Auftreten von Singularitéten
ausgewertet werden konnen, miissen die Verschiebungsfelder u® quadratintegrierbare
erste Ableitungen besitzen. Gleichzeitig miissen die Verschiebungsfelder die Dirichlet-
Randbedingungen erfiillen:

weus U= {u”‘ Q5 — R [u € HY(Q)),u” = 6 auf Vg}. (2.59)
H! bezeichnet dabei den Sobolew-Raum von Funktionen mit quadratintegrierbaren er-
sten Ableitungen, ng;, die rdumliche Dimension des untersuchten Problems. An die
virtuellen Verschiebungen du® werden beziiglich der Integrierbarkeit aquivalente An-
forderungen gestellt, allerdings miissen die virtuellen Verschiebungen auf dem Verschie-
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bungsrand verschwinden:

Jut e Ve Vo= {5u0‘ . Q8 — RMm

su” € H'(25), 6u® = 0 auf ’yg‘}. (2.60)

Das Kontaktspannungsfeld t, = f., n' darf Diskontinuitdten aufweisen, da in der virtuel-
len Kontaktarbeit (2.57) keine Ableitungen der Kontaktspannung auftreten. Gleichzeitig
muss die auf die Kontaktspannung bezogene KKT-Bedingung (2.47), erfiillt sein, da
ausschliefilich Druck-Normalspannungen erlaubt sind:

te, € M, M, = {tcn T - R™

n C

o, € C7H (1Y) &, < 0}. (2.61)

Der Raum C~! enthilt dabei alle skalarwertigen Funktionen, welche punktuelle Diskon-
tinuitdten aufweisen dirfen. Fiir eine ausfithrliche Diskussion zur Definition von Funk-
tionenraumen im Allgemeinen bzw. von Funktionenrdumen fir die hier eingefiihrten
und weitere Kontaktgroflen sei auf KikucH! UND ODEN (1988), WoOHLMUTH (2001)
und HUGHES (2000) verwiesen.

2.4.3 Integrale Nichtdurchdringungsbedingung

Wie die Werkstoff- und die Kinematikgleichung kénnte prinzipiell auch die Nichtdurch-
dringungsbedingung (2.47); stark als Nebenbedingung in die virtuellen Arbeitsausdriicke
eingesetzt werden. Dafiir miissten allerdings auch im Rahmen einer numerischen Losung
die Verschiebungsfelder der Slave- und der Master-Kontaktoberflache identische Verlaufe
annehmen konnen, was nur in einigen Sonderféllen moglich ist (beispielsweise ,, Knoten-
zu-Knoten“-Kontakt, siehe Kapitel 3.2.2). Aus diesem Grund wird die Nichtdurchdrin-
gungsbedingung mit der Methode der gewichteten Residuen als integrale Forderung
formuliert:

ST — / Ot gady! > 0. (2.62)

c

Als Integrationsgebiet wurde dabei die Slave-Kontaktoberfliche ! gewihlt, da die Nor-
malklaffung (2.36) in Abhéngigkeit der materiellen Punkte von 4! definiert ist. Die
Wichtungsfunktion

C

S, e ME M= {&Cn TL =Rt € O (T1), 5t > o} (2.63)

kann als virtuelle Kontakt-Normalspannung identifiziert werden, da 6I1"! einen Ener-
gieausdruck darstellt.
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2.4.4 Gesamtformulierung

Zusammenfassend ist das schwach formulierte Kontaktproblem durch folgende Beschrei-
bung definiert: Finde ein zulassiges Verschiebungsfeld u mit u® € U;* und ein zuléssiges
Kontaktspannungsfeld t. mit ¢, € M, so, dass die Beziehungen

2
ollpyy = Z{angﬁ%ﬂ + ST — 5Hgf§t} + OIS,y =0 Vou® € V°
o=l (2.64)
oM = 1 St gudyl >0 Vot € Mt
Ve
erfullt sind.

In der Formulierung 611" > 0 ist neben der Suche nach der Verschiebungs- und der Kon-
taktspannungslosung implizit auch die Suche nach einer momentan aktiven Kontaktzone
mit g, = 0 und 64, > 0 bzw. einer inaktiven Kontaktzone mit g, > 0 und 6t,, = 0
enthalten. Fiir Probleme mit groffen Deformationen werden diese Schritte normalerweise
innerhalb einer iterativen Prozedur sequentiell behandelt. Zuerst erfolgt die Ermittlung
einer momentan aktiven Kontaktzone. Anschliefend kann fiir die aktive Kontaktzone
das Ungleichungssystem (2.64) als Gleichungssystem

2
Mlpyy = Z{éﬂgf{,ﬂ + STy — 5H§’Ve\’§t} + 0l =0 Vou* € V@
a=1 (265)
ot = 15tcngndvg =0 Vot,, € MF/-
7
formuliert werden. Im Folgenden wird angenommen, dass die momentan aktive Kon-
taktzone bekannt ist. Entsprechende Algorithmen zur Unterscheidung zwischen aktiven

und inaktiven Kontaktbereichen sind in Kapitel 5.3 dargestellt.

2.5 Potentialformulierung

Alternativ zur Formulierung mit der Methode der gewichteten Residuen kann eine
schwache Form auch mit den Methoden der Variationsrechnung durch die Variation
eines Potentials gewonnen werden. Diese Verfahrensweise ist weniger allgemein als die
Methode der gewichteten Residuen, da sie die Existenz einer Potentialfunktion voraus-
setzt. Dissipative Prozesse, wie beispielsweise reibungsbehafteter Kontakt oder plas-
tische Deformationen, konnen somit nicht beschrieben werden. Allerdings erlaubt die
Variationsformulierung eine besonders anschauliche Charakterisierung von verschiede-
nen Verfahren zur Berticksichtigung der Kontaktbedingungen. Als Ergénzung und Ver-
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gleich zu der Vorgehensweise in Abschnitt 2.4 wird deswegen im Folgenden eine schwa-
che Formulierung basierend auf einem Variationsprinzip hergeleitet (Abschnitt 2.5.1).
Diese kann anschliefend mit verschiedenen Kontaktbehandlungen kombiniert werden
(Abschnitte 2.5.2 bis 2.5.5). Auf die Beriicksichtigung von dynamischen Anteilen wird
hierbei verzichtet, da die Formulierung eine ergdnzende Betrachtung darstellt und nicht
als Losungsbasis dienen soll.

2.5.1 Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie

Das Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie (PMPE) besagt, dass das Ver-
schiebungsfeld u, welches den Gleichgewichtszustand definiert, auf eine minimale poten-
tielle Systemenergie fithrt:

a,int
HPI\IPE

2
Mpypr (1) = 3 { / *(E)d0S
a=1
—/Qgpgba.uadﬂg —/F Eg-uadrg} — min.

a,ext
HPMPE

(2.66)

[Ipyipg stellt hierbei die Potentialfunktion des PMPE dar. Die gesuchte Losungsfunk-
tion u mit u® € Y;* lasst sich durch die Nullstelle der ersten Variation des Potentials
ermitteln:

a,int
5HPMPE

2
6lpype (0 Z{/ JE® : 8% dQg

a=1

—/Q pgba~5u°‘d98‘—/ Eg.auadrg}:ovauaeva.
; rg

a,ext
5HPMPE

(2.67)

Dabei wurde die Beziehung S* = dw®(E®)/0E® aus Gleichung (2.16) bertcksichtigt.
Gleichung (2.67) stellt eine integrale Formulierung der statischen Anteile der Impulsbi-
lanz und der Neumann-Randbedingungen dar. Im Rahmen einer Variationsformulierung
werden diese integral erfiillten Beziehungen FEuler-Lagrange-Gleichungen genannt. Die
verbleibenden Gleichungen gelten als Nebenbedingungen weiterhin in punktweiser starker
Form. Skalarwertige Funktionen wie die Potentialfunktion des PMPE, deren Argument
ebenfalls eine Funktion ist, werden als Funktionale bezeichnet. Fiir eine ausfiihrlichere
Einfithrung in die Themengebiete Variationsmethoden und mechanische Variationsfor-
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mulierungen sei beispielsweise auf GELFAND UND FoMmIN (2000), ODEN UND REDDY
(1976) oder WASHIZU (1975) verwiesen.

Mithilfe des PMPE konnen ausschlieBlich statische Probleme beschrieben werden. Eine
Verallgemeinerung des PMPE auf dynamische Probleme ist durch das Hamilton’sche
Prinzip gegeben. Wie bereits erwahnt, wird an dieser Stelle auf die Beriicksichtigung von
dynamischen Anteilen verzichtet, da die Variationsformulierung nicht als Basis fiir das
numerische Losungsverfahren dienen soll. Stattdessen wird sie benutzt, um verschiedene
Methoden zur Berticksichtigung von Kontaktbedingungen vorzustellen. Diese werden
besonders anschaulich durch die Einfiihrung eines zusétzlichen Funktionals I1¢ bertick-
sichtigt. Die Konstruktion von II° kann mit aus der Optimierungstheorie bekannten
Methoden erfolgen, siehe beispielsweise LUENBERGER UND YE (2008). Anschlielend
liefert die Variation

des gesamten Potentials die gesuchten Losungsfelder, hier die Verschiebung und gegebe-
nenfalls noch zuséatzlich eingefiihrte Unbekannte. Im Folgenden werden einige der wichtig-
sten und am weitesten verbreiteten Methoden zur Berticksichtigung von Kontaktbedin-
gungen vorgestellt und verglichen. Die Ausfithrungen orientieren sich an der Darstellung,
die in der Literatur tiblich ist. Dadurch resultiert fiir die Kontaktspannung teilweise eine
andere Vorzeichenkonvention als in Abschnitt 2.4. An entsprechenden Stellen wird hier-
auf hingewiesen. Da eine Herleitung mit der Methode der gewichteten Residuen ebenfalls
moglich wére, sind die beschriebenen Kontaktbehandlungen nicht auf konservative Pro-
bleme beschrankt.

2.5.2 Methode der Lagrange’schen Multiplikatoren

Die Methode der Lagrange’schen Multiplikatoren tiberfithrt ausgewahlte Nebenbedingun-
gen einer Potentialformulierung durch Multiplikation mit einem zuséatzlichen Unbekann-
tenfeld und anschliefender Integration iiber das Definitionsgebiet in Euler-Lagrange-
Gleichungen. Die zusétzlichen Unbekannten werden dabei als Lagrange’sche Multiplika-
toren bezeichnet. Fiir Kontaktprobleme stellt die Nichtdurchdringungsbedingung (2.47),
die entsprechende Nebenbedingung dar. Multiplikation mit dem Lagrange’schen Multi-
plikatorfeld A, und anschlieende Integration tiber den Slave-Kontaktrand fithrt dann
auf das zugehorige Kontaktpotential

HEM(U, )\n> = . An Gn chl- (2'69>
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Durch die Lagrange’sche Multiplikatoren-Formulierung wird das Minimierungs-
problem (2.66) beschrankt und in das Sattelpunktproblem (KikucHl UND ODEN 1988;
LUENBERGER UND YE 2008)

HLM(U, )\n) = HPMPE + /1 )\n On d’)/é = stat (270)
tiberfithrt. Dies bedeutet, dass der Losungswert von Gleichung (2.70) ein Minimum
beziiglich der Verschiebungen und ein Maximum beziiglich der Lagrange’schen Mul-
tiplikatoren darstellt. Wie die Variation

Mn = [ [hagn -+ Mbgn| ot (2.71)
,YC

nach den freien Variablen u und A\, zeigt, fligt die Lagrange’sche Multiplikatoren-For-
mulierung der urspriinglichen Beziehung (2.67) zwei weitere Terme hinzu, welche hier
fiir eine als bekannt angenommene aktive Kontaktzone dargestellt sind:

llpppE + Andgn dvi =0 Vdéu~ ey~
i (2.72)
) ngndyl =0 VoA, € MT/~.
7
Der Kontaktausdruck in Gleichung (2.72); addiert dabei das Produkt aus Multiplika-
toren und variierter Normalklaffung. Beziehung (2.72), stellt eine beschrinkende Be-
dingung fiir die Verschiebungen dar. Ein Vergleich von Beziehung (2.72) mit Glei-
chung (2.65) zeigt die Aquivalenz zwischen der Lagrange’schen Multiplikatoren-Methode
und der Kontaktformulierung, welche in Abschnitt 2.4 mit der Methode der gewichteten
Residuen hergeleitet wurde. Das Multiplikatorenfeld A, kann damit physikalisch als
Normal-Kontaktspannung . identifiziert werden. Aufgrund dieser Aquivalenz wird im
Folgenden der Begriff Lagrange’scher Multiplikator gelegentlich auch fiir die Kontakt-
spannung verwendet.

Frithe Anwendungen der Lagrange’schen Multiplikatoren-Formulierung auf Kontaktpro-
bleme finden sich beispielsweise in FRANCAVILLA UND ZIENKIEWICZ (1975), HUG-
HES U.A. (1976) und CHAN UND TuUBA (1971). Vorteilhaft an dieser Formulierung
ist die exakte Einhaltung der Nichtdurchdringungsbedingung durch Gleichung (2.72),.
Nachteilig ist, dass dazu zusatzliche Unbekannte eingefiihrt werden miissen, welche bei
einer spateren numerischen Losung die Dimension des Gleichungssystems vergrofiern.
Werden dabei nur die aktiven Zwangsbedingungen im Gleichungssystem gelassen, éndert
sich zusétzlich noch die Grofle des Systems wéhrend der Berechnung, was die numerische
Umsetzung weiter erschwert. Allerdings konnen diese Nachteile mithilfe einer speziellen
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2.5 Potentialformulierung

Diskretisierung fiir die Lagrange’schen Multiplikatoren behoben werden, welche in dieser
Arbeit verwendet wird, siehe Kapitel 3.2.6.

2.5.3 Penalty-Methode

Variationsprobleme, die durch Nebenbedingungen beschréankt sind, kdnnen mithilfe der
Penalty-Methode in unbeschrinkte Probleme iiberfiihrt werden. Diese erfiillen die Ne-
benbedingungen dann allerdings nur noch annéhernd. Hierzu wird das zugrundeliegende
Potential so modifiziert, dass eine Verletzung der Nebenbedingungen zu einer Entfer-
nung von der an das Potential gestellten Forderung fithrt. Fiir Kontaktprobleme kann
zum Basispotential (2.66) beispielsweise das Penalty-Potential

. 1
pen(u) = B Al en(gn)” dre, €n 2> 0 (2.73)

addiert werden, welches ein Verletzen der Nichtdurchdringungsbedingung mit einer Ver-
groferung der Systemenergie bestraft. Der Operator (e) repréasentiert dabei die Macau-
ley-Klammer, die den positiven Anteil ihres Operanden liefert:

z firz >0
(@) = {o fiir 7 < 0. (2.74)

Rheologisch entspricht die Behandlung von Kontaktproblemen mit der Penalty-Methode
dem Aktivschalten von Normalkraftfedern in Punkten mit einer Durchdringung, wobei
die Macauley-Klammer die Federn bei einer Klaffung wieder deaktiviert. Algorithmisch
entspricht diese Vorgehensweise einer Regularisierung der KKT-Bedingungen fiir Nor-
malkontakt, siehe hierzu auch Kurve (ii) in Abbildung 2.5(a), welche das Penalty-Po-
tential aus Gleichung (2.73) charakterisiert.

Die gesuchte Verschiebungslosung wird durch das Minimum der modifizierten Potential-
funktion

1 .
Hppx(u) = Ipypr + 5 /1 en<gn>2 dyé = min (2.75)

c

definiert, wobei II}py das Minimum in Richtung einer anndhernd erfiillten Nichtdurch-
dringungsbedingung verschiebt. Die Variation von Ilpgyx nach den Verschiebungen

0llppn = 6llpympr + ) 0 Gn €n{Gn) d%} =0 Véu" € V* (2.76)

Ye

zeigt die Unterschiede zur Lagrange’schen Multiplikatoren-Formulierung: Die Kontakt-
Normalspannung wird verschiebungsabhéngig tiber die Approximation t., = €,(g,) als
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2 Kontinuums- und kontaktmechanische Grundlagen

Funktion der Durchdringung definiert und nicht tiber ein zusétzliches Unbekanntenfeld
wie in Gleichung (2.72); beriicksichtigt!®. Eine explizite Formulierung der Nichtdurch-
dringungsbedingung wie in Gleichung (2.72) ist nicht vorhanden.

Der Vorteil einer Penalty-Formulierung liegt darin, dass bei einer numerischen Losung
keine zusdtzlichen Unbekannten eingefithrt werden miissen, da alle Gleichungen als
Funktion der Verschiebungen formuliert sind. Dafiir wird die Nichtdurchdringungsbe-
dingung nur anndhernd erfiillt. Hierbei ist oft ein relativ grofler Penalty-Parameter €,
notwendig, um die Bedingung zufriedenstellend zu erfiillen. Dies wiederum fithrt zu
einer schlechten Konditionszahl des resultierenden Gleichungssystems, was beispielswei-
se die Konvergenzeigenschaften einer iterativen Losungsprozedur negativ beeinflusst.
Neben vielen anderen haben CURNIER UND ALART (1988), HALLQUIST U. A. (1985)
oder ODEN (1981) die Penalty-Methode auf Kontaktprobleme angewandst.

2.5.4 Augmented Lagrange’sche Formulierung

Die Augmented Lagrange’sche Formulierung kombiniert Elemente der Lagrange’schen
Multiplikatoren- und der Penalty-Methode. Dementsprechend berticksichtigt sie die Kon-

taktbedingungen tiber ein gemischtes Funktionall!
c 1 ERIRVIERN!
<L A, = [yg 5 en ) = 502 ol (2.77)

welches sowohl ein Lagrange’sches Multiplikatorenfeld A, als auch Terme in Abhéngigkeit
eines Penalty-Parameters ¢, enthélt. Die Verwendung der Multiplikatoren fiihrt wie bei
einer reinen Lagrange’schen Multiplikatoren-Formulierung auf ein Sattelpunktproblem,
dessen Potential

1

1
5 Ao+ €ngn)? — =— X2 | dy! = stat (2.78)
€n

Mar(u, An) = Hpupr +/ [ 5
1 €n

fiir die gesuchte Losung stationar wird. Die Variation von Gleichung (2.78) nach u und
An liefert zusammen mit Gleichung (2.67) das Gleichungssystem

ollpypE + 1<)‘n +engn)0gndyl =0 Vour € v
1 e (2.79)
~ [ [()\n +enga) — )\n} Sdyl =0 VoA, € M,
6Il ’YC
wobei die Darstellung wieder fiir eine als bekannt angenommene, aktive Kontaktzo-
ne erfolgt. Die Losung von Beziehung (2.79) ist identisch zu der Losung, die sich bei

Tn der hier angegebenen Formulierung gilt ¢., > 0.
"Die hier angegebene Formulierung verwendet die Bedingung A, > 0.
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2.5 Potentialformulierung

Verwendung der Methode der Lagrange’schen Multiplikatoren ergibt. Gleichung (2.79),
fithrt dabei wie Bedingung (2.72), zu einer exakten Erfiilllung der Nichtdurchdringungs-
bedingung. Dadurch verschwindet in Gleichung (2.79); der Penalty-Term ¢, g, und Be-
ziehung (2.72); resultiert. Fur eine Klaffung ¢, # 0 sind aber aufgrund des Penalty-
Terms die KKT-Bedingungen differenzierbar (siche Abbildung 2.5(a)), was die algorith-
mischen Losungseigenschaften der Kontaktformulierung verbessert. Da die Nichtdurch-
dringung schon durch Gleichung (2.79), gewéhrleistet ist, kann der Penalty-Parameter
relativ klein gewahlt werden. Die fiir eine Penalty-Methode charakteristischen Konditio-
nierungsprobleme konnen auf diese Weise vermieden werden.

Einige Anwendungen der Augmented Lagrange’schen Methode auf Kontaktprobleme be-
lassen die Lagrange’schen Multiplikatoren im Gleichungssystem und losen simultan fiir
u und A, siche beispielsweise HEEGAARD UND CURNIER (1993). Wie im vorausgegan-
genen Absatz angedeutet, liegt das Ziel dieser Formulierungen darin, eine Lagrange’sche
Multiplikatoren-Formulierung mit algorithmisch verbesserten Losungseigenschaften zu
bekommen.

Weitaus héufiger wird jedoch eine iterative Losung verwendet, welche als Uzawa-Algo-
rithmus bekannt ist (siehe beispielsweise WRIGGERS U. A. (1985), ALART UND CURNIER
(1991), SIMO UND LAURSEN (1992)). Innerhalb der iterativen Prozedur wird jeweils mit
festgehaltenen Multiplikatoren fiir die unbekannten Verschiebungen gelost. Anschlieend
werden die Multiplikatoren punktweise aktualisiert:

r+1

Lose fur u""" mit festgehaltenem A]:

ollpyppE + / <)\£ + €nfn (ur+1)> g dye =0

Ve
Aktualisiere anschliefend die Lagrange’schen Multiplikatoren: (2.80)
)\I’f;-i-l — <)\£ + 6ngn<u7"-|—1)>

Aktualisiere: r = r + 1.

Dabei entspricht Beziehung (2.80); der Gleichung (2.79); mit festgehaltenen Werten
fir die Lagrange’schen Multiplikatoren. Die Aktualisierungsvorschrift (2.80), stellt eine
diskrete punktweise Form von Gleichung (2.79), dar. Auch fiir diese Formulierung wird
die Nichtdurchdringungsbedingung exakt bzw. bis zur gewtinschten Genauigkeit erfiillt.
Im Vergleich zur Lagrange’schen Multiplikatoren-Methode werden dabei keine zusétzli-
chen Unbekannten im Gleichungssytem belassen. Wie bei einer simultanen Losung kann
der verwendete Penalty-Parameter relativ klein gewahlt werden, was Konditionierungs-
probleme vermeidet. Nachteil der Formulierung ist die zusétzliche Iterationsschleife r,
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2 Kontinuums- und kontaktmechanische Grundlagen

welche ein mehrmaliges Losen des kompletten nichtlinearen Problems (2.80); in jedem
Lastschritt erfordert.

2.5.5 Perturbed Lagrange’sche Formulierung

Wie die Augmented Lagrange’sche Formulierung enthélt das Funktional

1

)\n n
{ g 2€,

My () = | 2] ot (2381)

o
der Perturbed Lagrange’schen Formulierung sowohl Lagrange’sche Multiplikatoren als
auch Penalty-Terme. Die Losung fiir Verschiebungen und Lagrange’sche Multiplikatoren
ist durch das Sattelpunktproblem

1
HPL(U, >\n) = HPMPE + . |:)\n On — Q—Ai] d’}/g = stat (282)
Ye n

definiert. Sie kann durch Variation nach den freien Variablen fiur eine als bekannt
angenommene Kontaktzone mithilfe des Gleichungssystems

OIlpnipE + ) Mbgadyl =0 Véu® ey
L (2.83)
[, (3= =A)Shdal =0 Vod, € M
Ve €n
ermittelt werden. Da die Variation d), beliebig ist, gilt mit Gleichung (2.83), punkt-
weise die Bedingung A, = €, gn, welche eingesetzt in Gleichung (2.83); auf die Penalty-
Formulierung (2.76) fihrt. Alternativ folgt fiir €, — oo die Lagrange’sche Multiplikato-

ren Formulierung (2.72), siehe auch WRIGGERS UND SIMO (1985).

Allerdings konnen im Rahmen einer numerischen Losung verschiedene Approximations-
funktionen fir u und A, gewéhlt werden. Der daraus resultierende Algorithmus (S1MO
U. A. 1985; WRIGGERS U. A. 1985) unterscheidet sich von einer reinen Penalty-Formu-
lierung. Diese Flexibilitat bietet die Moglichkeit, fiir eine bestimmte Diskretisierung
bessere Ergebnisse als mit einer reinen Penalty-Formulierung zu erhalten, siehe WRIG-
GERS U. A. (1985).

2.6 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde das zu losende Kontaktproblem kontinuumsmechanisch be-
schrieben, zunéchst stark als punktweise Formulierung und anschliefend schwach in
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2.6 Zusammenfassung

integraler Form. Die schwache Formulierung der Kontaktbedingungen erfolgte mit der
Methode der gewichteten Residuen. Die zugrundeliegende Behandlung konnte durch den
Vergleich mit einer Potentialformulierung als Methode der Lagrange’schen Multiplika-
toren identifiziert werden. Wie in Abschnitt 2.4.4 erwéhnt, sind die Kontakt-Randbe-
dingungen im Folgenden nicht als Ungleichheits- sondern als Gleichheitsbedingungen
formuliert. Dazu wird vorausgesetzt, dass die eigentlich unbekannte aktive Kontaktzone
mit geeigneten Strategien ermittelt werden kann. Der hierzu notwendige Algorithmus
ist in Kapitel 5.1 dargestellt.
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Raumliche Diskretisierung

Im vorangegangenen Kapitel wurde das Kontaktproblem zwischen zwei deformierbaren
Korpern kontinuumsmechanisch durch eine partielle Differentialgleichung in Raum und
Zeit beschrieben. Eine analytische Losung dieser Beziehung ist im Allgemeinen nicht
moglich. Somit wird eine numerische Naherungslosung basierend auf einer raumlichen
und einer zeitlichen Diskretisierung erforderlich. In dieser Arbeit erfolgt die Diskreti-
sierung getrennt zuerst im Raum und anschliefend in der Zeit, was in BELYTSCHKO
(1983) als Semidiskretisierungstechnik bezeichnet wird. Alternativ kann auch zuerst
in der Zeit und dann im Raum diskretisiert werden, siehe beispielsweise SIMO UND
TARNOW (1992) oder DEUFLHARD U. A. (2008). Bei Betrachtung des statischen Son-
derfalls werden die Beschleunigungen als vernachlissigbar klein angenommen, so dass
alle dynamischen Effekte entfallen und eine Losung bereits nach der rdéumlichen Diskre-
tisierung erfolgen kann.

Dieses Kapitel widmet sich der Diskretisierung im Raum mit der Finite-Elemente-
Methode (FEM). Grundlegende Konzepte der FEM finden sich in ARGYRIS (1955),
TURNER U. A. (1956), CLOUGH (1960) und ZIENKIEWICZ UND CHEUNG (1964). Einen
ausfiihrlichen Uberblick zur Entwicklung aus verschiedenen naturwissenschaftlichen
Fachrichtungen heraus geben zum Beispiel ZIENKIEWICZ U. A. (2006). Die im Folgen-
den eingefiihrten Gleichungen und Konzepte sollen innerhalb der vorliegenden Arbeit
eine konsistente Formulierung ermoglichen, sind aber nicht als umfassende Beschrei-
bung der FEM mit ihren verschiedenen Disziplinen zu verstehen. Hierfiir sei auf die
Lehrbticher von BELYTSCHKO U. A. (2008), ZIENKIEWICZ U. A. (2006), HUGHES (2000)
und WRIGGERS (2001) sowie auf die Vorlesungsmanuskripte von RAamM (2004, 2005)
und BISCHOFF (2011) verwiesen.

In den folgenden Abschnitten wird zunédchst die rdaumliche Diskretisierung der Geome-
trie, der kontaktunabhéngigen Feldfunktionen und der entsprechenden virtuellen Ar-
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beitsanteile erlautert (Abschnitt 3.1). AnschlieBend werden verschiedene rdumliche Dis-
kretisierungsstrategien fiir Kontaktprobleme vorgestellt und miteinander verglichen (Ab-
schnitt 3.2). Das Hauptaugenmerk liegt dabei auf mortarbasierten Strategien. Ab-
schnitt 3.3 widmet sich der numerischen Auswertung der Kontaktintegrale, welche aus
einer Diskretisierung mit der dualen Mortar-Methode resultieren. Abschliefend ist in
Abschnitt 3.4 eine Weiterentwicklung dieser Diskretisierung beschrieben (siehe auch Ci-
CHOSZ UND BISCHOFF (2011)). Abschnitt 3.5 fasst die wichtigsten Punkte noch einmal

zusaminen.

3.1 Diskretisierung der kontaktunabhangigen Terme

3.1.1 Diskretisierung der Feldgroflen

Im Rahmen einer Diskretisierung mit der Methode der finiten Elemente werden zunachst
die Geometrien der betrachteten Korper und die darauf definierten unbekannten Feld-
funktionen approximiert. Die Geometrie wird dazu durch ein Netz aus Linien-, Fldchen-
oder Volumenelementen angenihert, welche den Raum ohne Uberschneidungen aus-
filllen und an ihren Randern durch gemeinsame Punkte, Linien oder Fliachen verbunden
sind. Die kontinuierlichen Feldfunktionen werden approximiert durch eine Summe von
Knotenwerten multipliziert mit zugehorigen Formfunktionen. Aufgabe der Formfunk-
tionen Ni'(€“), welche zeitlich konstant aber rdumlich verédnderlich sind, ist hierbei
die Interpolation der Knotenwerte innerhalb einzelner Elemente mittels der normierten
Elementkoordinate &% € R™m . Aufgabe der Netzknoten I, welche an fixen materiellen
Punkten positioniert sind, ist die Reprasentation der Feldfunktionen durch rédumlich
fixe aber gegebenenfalls zeitlich verdanderliche, diskrete Werte. Die Kompatibilitat der
elementweisen Ansétze wird einerseits durch die interpolierende Eigenschaft der Form-
funktionen und andererseits durch die topologische Kopplung benachbarter Elemente
mittels gemeinsamer Randknoten sichergestellt. Im Falle der Geometrieapproximation

Nna

X% XM€Y =D N (€*) X} nye : Anzahl der Knoten von Kérper v (3.1)
=1

mit diskreten Knotenpositionen X¢ € R™i™ bedeutet Kompatibilitat, dass kein Teil des
materiellen Korpers doppelt oder iiberhaupt nicht reprasentiert ist. Fiir die Integrier-
barkeit der virtuellen Arbeitsausdriicke ist Kompatibilitiat zwischen einzelnen Elementen
notwendig, da nur so nicht singuldre erste Ableitungen von Geometrie und Feldfunktio-
nen sichergestellt werden kénnen.
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Gleichung (3.1) beschreibt die Approximation der kompletten Geometrie eines Korpers o
als globale Summe iiber alle n,, zugehorigen Netzknoten . Die Auswertung in einzelnen
Elementen erfolgt allerdings nur als Summe der im Element unterstiitzten Formfunktio-
nen mit zugehorigen Knotenwerten. Fiir zweidimensionale, vierknotige Scheibenelemente
(bilineare Q1-Elemente) sind dies beispielsweise vier Formfunktionen mit vier Knoten-
werten. Die Bezeichnung  bilinear® weist darauf hin, dass sich die einzelnen Formfunk-
tionen N7*(£€") aus dem Produkt von jeweils zwei Formfunktionen Nj*(£7) bzw. N (£5)
zusammensetzen, die einen linearen Verlauf in £{'- bzw. £§-Richtung besitzen. Der In-
dex ()" kennzeichnet approximierte Feldgréfen, wird im Folgenden allerdings nicht fiir
Groflen verwendet, die ohnehin nur in der Diskretisierung vorhanden sind.

Zur Approximation der Unbekanntenfelder werden in der Regel die gleichen Ansétze wie
fir die Geometrie gewahlt (Isoparametrisches Konzept), ebenso werden tiblicherweise
die wirklichen und die virtuellen Feldgrofien mit denselben Formfunktionen diskretisiert

(Bubnov-Galerkin-Verfahren):

Nnao Mna

utautt(EY ) = NP(EM)di(t)  dutmsumt(€Y) =) NP(€7)ad]
=1 I=1

Nna

ua ath (€ 1) = 12—: N7 (&%) vi(t) (3.2)

Mna

it~ amh (€Y, 1) = > Ny (€ af (1),
I=1

Entsprechend zu Gleichung (3.1) sind in Gleichung (3.2) die Knotenvektoren df, v,
a7, 0d} € R™m Trager von diskreten Informationen am Knoten /. Die Knotenwerte df,
v und af von Verschiebung, Geschwindigkeit und Beschleunigung représentieren dabei
noch kontinuierliche Funktionen in der Zeit. Bei statischen Problemen sind Geschwin-
digkeit und Beschleunigung vernachléassigbar klein, die Verschiebung hangt nicht von
der Zeit ab.

3.1.2 Diskretisierung der virtuellen Arbeiten

Die Diskretisierung der virtuellen Arbeiten

2
Sy = 311,y = 3 {oTli + o115 — ol

a=1

a,h
ext

} + 6 =0 Véu~t (3.3)

erfolgt durch Einsetzen der diskretisierten Feldgrofen (3.1) und (3.2) in die kontinuier-
liche virtuelle Arbeitsgleichung (2.65). Algorithmisch werden die dort angegebenen Ge-
bietsintegrale durch eine Summe von Integralen iiber jeweils einzelne finite Elemente
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ersetzt. Die Auswertung der Elementintegrale erfolgt dann mithilfe von numerischer In-
tegration. Eine ausfiihrlichere Herleitung und Darstellung der einzelnen Terme findet
sich in Anhang A.2.2. In diesem Abschnitt ist lediglich eine kompakte Darstellung der
Endresultate in Form der diskretisierten kinetischen, internen und externen virtuellen
Arbeiten mit globalen Vektoren und Matrizen angegeben:

2
ST, = > Ol = 6d"Ma = §d " i, (d)

a=1

2
OTIh, = 3 610, = 0d"fine(d) (3.4)

a=1

2
ST, =37 OI00 = 6d fy.
a=1

Die Vektoren fi,, fini, fiin € R (naim™) fassen dabei alle kinetischen, internen und exter-
nen Knotenkrifte zusammen. In den Vektoren dd, d, a € R(™im™) werden alle virtuellen
und wirklichen Knotenverschiebungen sowie alle Knotenbeschleunigungen gesammelt. n,
steht fiir die Gesamtsumme aller Netzknoten von Slave- und Master-Seite. Bei der Be-
zeichnung der einzelnen virtuellen Arbeitsanteile wurde auf den Index (®)p,y verzichtet,
um die Notation tibersichtlich zu halten. Wie in Gleichung (3.4), angedeutet, kénnen die
kinetischen Kréfte in die deformationsunabhéingige Massenmatrix M € R (Mimma)X(ndima)
und den deformationsabhéngigen Beschleunigungsvektor a aufgeteilt werden. Der Vektor
der externen Kréfte aus Gleichung (3.4)3 wird in dieser Arbeit als deformationsunabhén-
gig angenommen. Die Diskretisierung der virtuellen Kontaktarbeit ist in Abschnitt 3.3
dargestellt.

3.2 Diskretisierungstrategien fiir Kontaktprobleme

Der folgende Abschnitt beschreibt die Diskretisierung der Kontaktspannung, der vir-
tuellen Kontaktspannung, der virtuellen Kontaktarbeit und der Nichtdurchdringungs-
bedingung. Abschnitt 3.2.1 beginnt mit der Definition von Kriterien und Merkmalen,
mit denen es moglich ist, Kontaktdiskretisierungen zu bewerten sowie zu kategorisieren.
AnschlieBend geben die Abschnitte 3.2.2 bis 3.2.5 eine Ubersicht zu den géngigsten Dis-
kretisierungsstrategien fiir Kontaktprobleme. Die einzelnen Strategien werden erlautert
und anhand der in Abschnitt 3.2.1 erlduterten Kriterien untereinander verglichen. In Ab-
schnitt 3.2.6 wird dann die in der vorliegenden Arbeit untersuchte und weiterentwickel-
te Kontaktformulierung beschrieben, welche auf der dualen Mortar-Methode basiert!.

1Zur Demonstration von Weiterentwicklungen im Bereich der zeitlichen Diskretisierung wird neben
dieser Diskretisierung auch der NTS-Algorithmus aus Abschnitt 3.2.3 verwendet.
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3.2 Diskretisierungstrategien fiir Kontaktprobleme

Eine Auswertung des Kontakt-Patch-Tests (siehe Abschnitt 3.2.1) fiir verschiedene Kon-
taktdiskretisierungen demonstriert dann in Abschnitt 3.2.7 einige der zuvor erlauterten
Aspekte beztiglich der Genauigkeit der Kontaktspannungsiibertragung.

Wie in Abschnitt 2.4.4 werden alle Kontaktbeziehungen fiir eine als bekannt vorausge-
setzte aktive Kontaktzone ausgewertet, die im Diskreten durch aktive Slave-Kontaktkno-
ten definiert ist. Die Erlauterung der Kontaktdiskretisierungen in den Abschnitten 3.2.2
bis 3.2.5 orientiert sich an der Darstellungsweise, welche in der Literatur tiblicherweise
verwendet wird. Da die Vorzeichenkonventionen fiir Normalklaffung und Kontaktspan-
nung abhangig von der Formulierung der kinematischen und kinetischen Kontaktgrofien
sind, unterscheiden sich die Vorzeichenregelungen teilweise von den Definitionen in Glei-
chung (2.47).

Im Rahmen der Finite-Elemente-Methode wird seit mehr als vier Jahrzehnten intensiv
auf verschiedenen Teilbereichen der Kontaktmechanik geforscht. Aus diesem Grund kén-
nen weder der folgende Uberblick noch die Aufzihlung der zugehérigen Literaturangaben
einen Anspruch auf Vollstandigkeit erheben.

3.2.1 Einfiihrung

Kontaktbedingungen koénnen in einem diskretisierten System mit einer Vielzahl von
Methoden berticksichtigt werden. Beztiglich der kontinuierlichen Formulierung aus Kapi-
tel 2.4 lassen sich die Verfahren anhand der numerischen Behandlung der Kontakt-Inte-
grale in Kollokationsformulierungen und integrale Formulierungen unterteilen. Kolloka-
tionsformulierungen kollokieren die Integrale, d.h. sie erfiillen die eigentlich integrale Be-
dingung punktweise an giinstigen Stellen, in der Regel an den Netzknoten der Slave-Kon-
taktoberflache. Eine entsprechende kontinuumsmechanisch basierte Formulierung wurde
allerdings erst in LAURSEN UND SIMO (1993) vorgestellt. Die meisten in der Vergangen-
heit entwickelten Kollokationsmethoden formulieren die Kontaktbedingungen direkt auf
der Diskretisierungsebene. Integrale Formulierungen werten die Kontaktausdriicke mit
numerischer Integration aus, wobei das Integrationsgebiet haufig in geeignete Unterge-
biete mit glatten Integranden (Segmente)? aufgeteilt wird, siche Abbildung 3.1(a). Eine
alternative Integrationstechnik (FISCHER UND WRIGGERS 2005) verzichtet auf die Ein-
fithrung von Segmenten und integriert iiber komplette Element-Kanten der Slave-Seite
(Slave-Elemente), siche Abbildung 3.1(b). Zur adidquaten Behandlung der nicht glatten
Integranden ist dann eine entsprechende Anzahl von Gaufpunkten notwendig.

Beziiglich ihrer Leistungsfahigkeit kann eine Kontaktdiskretisierung durch ihre Stabili-
tats- und Genauigkeitseigenschaften kategorisiert werden. Stabilitdt bedeutet in diesem

2Von dieser Definition abweichend wird im Rahmen von Kollokationsformulierungen unter dem Begriff
»Segment* in der Regel eine Element-Kante oder -Oberfliche der Master-Seite verstanden.
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(a) Unterteilung in Segment-Integrale (b) Unterteilung in Slave-Element-Integrale

GaufBlpunkt

Master-Element
projizierter Gaufpunkt

Segment

Abbildung 3.1: Verschiedene Méglichkeiten der Kontakt-Integral-Auswertung.

Zusammenhang einerseits, dass das diskretisierte Problem noch eine eindeutige Losung
besitzen muss, andererseits, dass der Algorithmus auch unter groflen Deformationen nu-
merisch stabil bleibt. Die Genauigkeit einer Kontaktformulierung kann anhand der Qua-
litdt bewertet werden, mit welcher der Algorithmus Informationen von der Slave- auf die
Master-Seite tibermittelt. Ein Indikator hierfiir ist wiederum die Qualitit der lokalen
Spannungslosung nahe der Kontaktoberflichen. Je nach Anwendungsbereich oder Simu-
lationsziel konnen zu den oben genannten Anforderungen noch weitere hinzukommen.
Umgekehrt kann ein Algorithmus, welcher beispielsweise Defizite in der lokalen Span-
nungsdarstellung aufweist, fiir eine globale Betrachtung ausreichend gute Ergebnisse
liefern. Trotzdem sind die genannten Punkte als wesentliche Standards zu verstehen,
wenn neue Kontaktformulierungen entwickelt oder bestehende miteinander verglichen
werden. Aus diesem Grund sind die einzelnen Punkte in den folgenden Absétzen noch
etwas detaillierter beschrieben.

Kontaktbeschreibungen werden in der Regel als gemischtes Problem mit Verschiebungen
und Kontaktspannungen als Unbekannte formuliert. Unabhangig davon, ob die Kontakt-
bedingungen mit der Methode der Lagrange’schen Multiplikatoren, der Penalty-Metho-
de oder einer anderen Formulierung umgesetzt werden, muss das resultierende Problem
eine eindeutige Losung besitzen. Diese kann durch die Erfiilllung der Elliptizitéts- und der
Ladyzhenskaya- Babiska-Brezzi- (LBB- ) Bedingung (BABUSKA UND Aziz 1972; BREZzI
1974; LADYZHENSKAYA UND URAL'TSEVA 1968) sichergestellt werden®. Ob die LBB-
Bedingung erfiillt wird oder nicht, hangt vor allem davon ab, ob die Werte der Kontakt-
Integrale bei Netzverfeinerung mit der richtigen Geschwindigkeit gegen den korrekten
Wert konvergieren. Dies wiederum ist abhéngig von der numerischen Behandlung der
Integrale bzw. von der Diskretisierung der Kontaktspannung. Schriankt die Spannungs-
diskretisierung die Verschiebungslosung zu wenig ein, konnen energielose Deformations-

3In der Literatur ist die LBB-Bedingung auch unter den Bezeichnungen BB-Bedingung oder Inf-Sup-
Bedingung bekannt.
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moden verbunden mit raumlich oszillierenden Kontaktspannungen resultieren (siche bei-
spielsweise Abbildung 5.1 in TAYLOR UND PAPADOPOULOS (1991)). Dahingegen fithrt
eine zu restriktive Umsetzung der Kontaktbedingungen auf iibersteife Losungen mit
einem deutlich unterschitzten Verschiebungsfeld (siehe beispielsweise Abbildung 4(c)
in Puso UND LAURSEN (2004a)). In Tabelle 3.1 sind fiir verschiedene Kontaktdiskreti-
sierungen die Ergebnisse einer Untersuchung der LBB-Stabilitat dargestellt. Die Resul-
tate wurden in EL-ABBASI UND BATHE (2001) mithilfe von numerischen Experimenten
oder in WOHLMUTH UND KRAUSE (2003) anhand von mathematischen Untersuchun-
gen ermittelt. Dabei sind die Schlussfolgerungen der numerischen Experimente keine
Beweise im mathematischen Sinne, da sie an ausgewéhlten Problemstellungen durchge-
fiihrt wurden. Die mathematischen Untersuchungen hingegen setzen kleine Deformatio-
nen voraus. Beziiglich einer Problemstellung mit groien Deformationen ist ein positives
Ergebnis somit als Indikator, nicht aber als allgemeingiiltiger Beweis, zu betrachten.

Fiir einen numerisch stabilen Algorithmus sollte sich keine Kontaktgréfie sprunghaft mit
dem Verschiebungsfeld éndern. Einfache Kollokationsformulierungen erfiillen diese An-
forderung im Allgemeinen nicht. Als Folge kann eine schlechte Konvergenz im Rahmen
einer iterativen Gleichungslosung bis hin zur Divergenz auftreten.

Die wichtigste Anforderung an die Informationsiibermittlung einer Kontaktdiskretisie-
rung ist durch den Kontakt-Patch-Test (TAYLOR UND PAPADOPOULOS 1991) formuliert.
Mithilfe des Kontakt-Patch-Tests kann tberpriift werden, ob eine Kontaktdiskretisie-
rung einen konstanten Verzerrungszustand fiir eine allgemeine Vernetzung fehlerfrei von
der Slave- auf die Master-Kontaktoberflache tibertragen kann. Bei elastischen Proble-
men kann dquivalent die Spannungsiibertragung untersucht werden. Wird der Kontakt-
Patch-Test nicht erfillt, werden zusédtzlich zum Diskretisierungsfehler weitere lokale
Fehler in den Spannungsfeldern nahe der Kontaktzone erzeugt, welche sich bei Netz-
verfeinerung nicht automatisch verkleinern (EL-ABBASI UND BATHE 2001). Mithilfe
des Kontakt-Patch-Tests ist in Abschnitt 3.2.7 die Genauigkeit der Spannungstibertra-
gung verschiedener Kontaktdiskretisierungen bewertet. Ein Uberblick zum Abschneiden
weiterer Formulierungen findet sich in Tabelle 3.1.

Am Rand des Kontaktbereichs kénnen eventuell auftretende Spannungsoszillationen
die Qualitat der lokalen Spannungslosung empfindlich beeintrachtigen. Verursacht wer-
den die Oszillationen durch den sprunghaften Ubergang von einem unbelasteten Ober-
flachenabschnitt zu einem durch die Kontaktspannung belasteten Abschnitt. Mit den
Losungsrdumen der FEM kann diese abrupte Spannungsanderung nur dann angemessen
abgebildet werden, wenn der Rand des Kontaktbereichs mit dem Rand eines finiten
Elements zusammenféllt. Ist dies nicht der Fall, wird der Spannungssprung verschmiert
und Oszillationen treten auf. Problematisch ist dieser Effekt vor allem bei finiten Ele-
menten mit hohem Polynomgrad. Da die einzelnen Elemente in der Regel relativ grofie
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Abmessungen besitzen, treten die Oszillationen in einem entsprechend grofien Gebiet
auf. Damit Elemente hoherer Ordnung in diesem Fall weiterhin effektiv eingesetzt wer-
den konnen, sind Modifikationen nétig, siche FRANKE U. A. (2010) und KONYUKHOV
UND SCHWEIZERHOF (2009). Bei Verwendung linearer Elemente kann der Effekt durch
Netzverfeinerung zufriedenstellend begrenzt werden.

Diskretisierungsschema LBB-Bedingung Kontakt-Patch-Test
erfiillt? bestanden?
NTN (lin) ja ja
NTN (quad) (*) (*)
NTS (1p, lin/quad) ja nein
NTS (2p, lin) nein ja
NTS (2p, quad) nein nein
STS (SiMO U. A. 1985) nein ja
STS (PAPADOPOULOS UND TAYLOR 1992) nein ja
STS (EL-ABBASI UND BATHE 2001) ja ja
Dual Mortar (WOHLMUTH UND KRAUSE 2003) ja ja
Bezeichnungen:
NTN: Knoten-zu-Knoten
NTS: Knoten-zu-Segment
STS: Segment-zu-Segment
1p/2p: One-pass-/Two-pass-Algorithmus
lin/quad: Lineare/quadratische Ansétze fiir die Verschiebungen
(*): Ja, falls Eck- auf Eck- und Mittel- auf Mittelknoten, sonst nein
Quellen:
Dual Mortar:  WOHLMUTH UND KRAUSE (2003)
Sonst: EL-ABBASI UND BATHE (2001)

Tabelle 3.1: LBB-Stabilitdt und Erfillung des Kontakt-Patch-Tests.

3.2.2 NTN-Diskretisierung

Frithe Kontaktformulierungen im Rahmen der Finite-Elemente-Methode verwendeten
haufig ,, Knoten-zu-Knoten“-Diskretisierungen (node-to-node — NTN), siehe beispiels-
weise FRANCAVILLA UND ZIENKIEWICZ (1975) und HUGHES U. A. (1976). Als Vor-
aussetzung fiir die Benutzung dieser Methode miissen die Kontaktoberflachen des Slave-
und des Master-Korpers konform diskretisiert werden (siehe Abbildung 3.2). Der An-
wendungsbereich ist anschlieSend auf Probleme mit kleinen Deformationen begrenzt.
Die N'TN-Diskretisierung stellt die Kontaktbedingungen durch eine paarweise Kopplung
der Verschiebungen von je einem Slave-Kontaktknoten [ und einem Master-Kontakt-
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knoten J sicher. Die zugehorigen Knoten-Kopplungskrafte entsprechen dann den Kon-
taktkraften.

Algorithmisch geht die NTN-Formulierung aus der Kollokation der kontinuierlichen Glei-
chungen (2.57) und (2.62) an den ng, aktiven Slave-Kontaktknoten der Kontaktober-
flache hervor:

fCl\}TN
. Nsa Nsa <~ N
/1 te,0gndye =Y midgurAr =Y miAny -(5d3 — 5d})
‘ =1 I=1 (3.5)

Nsa, Nsa,

Ol ol ~ Y g A =Y 0z Army - (83— x) = 0.
I=1 I=1

Ve

Formal entspricht diese Vorgehensweise einer Diskretisierung der Kontaktspannung und
der virtuellen Kontaktspannung mit einer Dirac-Delta Funktion. Der resultierende Kno-
ten-Kontaktkraftvektor £, in Gleichung (3.5) setzt sich somit aus dem skalaren Nor-
malspannungswert z,; multipliziert mit der Bezugsflache A; und der Knoten-Normalen
n; zusammen. Die Knoten-Normale verbindet die Knoten [ und J und kann fiir iden-
tische Knotenpositionen beispielsweise iiber die Normalen der an Knoten I grenzenden
Element-Kanten definiert werden. Abbildung 3.2 zeigt schematisch eine zweidimensio-
nale NTN-Diskretisierung fiir zwei mit bilinearen Q1-Elementen vernetze Korper. Die
Bezugsfliche A entspricht in diesem Fall der Summe der halben Langen der angrenzen-
den Element-Kanten, A; = %(&1 + o).

Abbildung 3.2: NTN-Formulierung mit bilinearen Q1-Elementen.

3.2.3 NTS-Diskretisierung

Da die NTN-Diskretisierung aufgrund der Beschrankung auf konforme Vernetzungen
und kleine Deformationen nur begrenzt einsetzbar ist, entwickelte sich parallel die ,, Kno-
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ten-zu-Segment“-Diskretisierung (node-to-segment — NTS), siehe beispielsweise HUG-
HES U. A. (1977) und HALLQUIST (1979). In der Folgezeit wurden zahlreiche Weiter-
entwicklungen vorgestellt, beispielsweise die Berticksichtigung von Reibung bei Prob-
lemen mit groBen Deformationen (BATHE UND CHAUDHARY 1985), die Behandlung
von zwei- und dreidimensionalen dynamischen Kontaktvorgéingen (HALLQUIST U. A.
1985) oder die konsistente Linearisierung fiir eine Umsetzung mit der Methode der La-
grange’schen Multiplikatoren und der Penalty-Methode (WRIGGERS UND SimMO 1985).
In WRIGGERS U. A. (1990) werden Interface-Gesetze formuliert, welche den Zusammen-
hang zwischen Kontaktspannung und kinematischen Kontaktgroflen aquivalent zu dem
Zusammenhang zwischen Spannung und Verzerrung bei plastischem Materialverhalten
beschreiben. LAURSEN UND SIMO (1993) geben erstmals einen NTS-Algorithmus mit
einer rigorosen kontinuumsmechanischen Herleitung an.

Algorithmisch koppelt die NTS-Formulierung durch Kollokation der Gleichungen (2.57)
und (2.62) an den ng, aktiven Slave-Kontaktknoten je einen Slave-Kontaktknoten [ mit
seinem Projektionspunkt 2" auf der Master-Seite (vgl. Abbildung 3.3). Dieser wird
durch eine Interpolation mit geeigneten Formfunktionen aus den Knotenpositionen des
jeweiligen Master-Elements* ermittelt. Damit resultiert fiir bilineare Q1-Elemente eine
Summe von ng, Ausdriicken, welche jeweils von einem Slave-Kontaktknoten I und zwei
Master-Kontaktknoten J; und Jo abhangen:

Nsa,

Nsa A~ N
[ bt =3 audgudr =3 i d; [501} —(1-€)od3, - gadgg} 1,
Ve =1 I=1

-
- n; od}
=Y wmid; —(1—£)n1 6d?,
I=1 —é n; 5(:]%2
(£577%)" = (BRirs )y 201
Nsa Msa,
/1 Ole, Gn d%l ~ Z 02nr gnr A1 = Z dznr Ap [X} - (1 - f)X?h - fX?]Q} -ny = 0.

(3.6)

é € [0, 1] bezeichnet dabei den Koordinatenwert des Projektionspunkts £*! im Parame-
terraum des Master-Elements, siche Abbildung 3.3. In der Abbildung dargestellt ist ein
sogenannter ,one-pass‘-Algorithmus, bei welchem die Kontaktknoten der Slave-Seite
die Master-Elemente nicht durchdringen diirfen. Die Durchdringung der Slave-Elemente
durch die Master-Kontaktknoten ist hingegen zuléssig.

4In NTS-Veréffentlichungen wird abweichend von der hier verwendeten Definition ein Master-Element
als Segment bezeichnet.

D2



3.2 Diskretisierungstrategien fiir Kontaktprobleme

Element

Master-
Element

Abbildung 3.3: NTS-Formulierung mit bilinearen Q1-Elementen.

Ein NTS one-pass-Algorithmus erfiillt den Kontakt-Patch-Test nicht. Dariiber hinaus
ist die Verschiebungslosung davon abhéngig, welche Seite als Slave und welche als Mas-
ter gewahlt wird. Um diese Defizite zu beheben, wurden sogenannte . two-pass“-For-
mulierungen entwickelt (CRISFIELD 2000; TAYLOR UND PAPADOPOULOS 1991), welche
den NTS-Algorithmus zweimal nacheinander mit zwischenzeitlichem Vertauschen von
Slave- und Master-Seite durchfithren. Als Folge daraus diirfen weder die Slave-Kontakt-
knoten die Master-Elemente noch die Master-Kontaktknoten die Slave-Elemente durch-
dringen. Diese Verschiebungskopplung ist aber meistens zu restriktiv und damit zu steif.
Die resultierenden Verschiebungen sind zu klein (siehe beispielsweise Puso UND LAUR-
SEN (2004a), Abbildung 4(c)). Ein mathematischer Indikator fiir dieses Verhalten ist
das Nichterfiillen der LBB-Bedingung (EL-ABBASI UND BATHE 2001), welches durch li-
near abhangige Kontaktbedingungen ausgelost wird. Fiir lineare Elemente konnen diese
Redundanzen behoben werden (siche beispielsweise CRISFIELD (2000)), fir Elemen-
te hoherer Ordnung im Allgemeinen nicht. Weitere Probleme der N'TS-Diskretisierung
sind mogliche numerische Instabilitdten, welche entstehen kénnen, wenn ein Slave-Kon-
taktknoten sein Master-Element wechselt oder ganz von der Kontaktflache abrutscht
und inaktiv wird. Im ersten Fall &ndert sich die Richtung der Kontaktkraft sprunghaft,
da diese durch die Oberflichen-Normale des Master-Elements definiert ist (siche Abbil-
dung 3.3). Im zweiten Fall sinkt die Kontaktkraft des abgerutschten Knotens schlagartig
von einem endlichen Wert auf null. Als Folge dessen verdndert sich die globale Verteilung
der Kontaktkréfte abrupt. Teilweise konnen solche ungiinstigen Verhaltensweisen ver-

mieden werden, allerdings nur durch numerisch wesentlich komplexere Verfahren (siehe
Abschnitt 3.2.4).

Fiir eine ausfiihrliche Ubersicht zu NTS-Kontaktformulierungen sei auf ZAVARISE UND
DE LORENzIS (2009) verwiesen, welche dariiber hinaus einen modifizierten NTS-Al-
gorithmus vorstellen, der den Kontakt-Patch-Test besteht. Die resultierende Diskre-
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tisierung ist allerdings deutlich komplexer als die in Gleichung (3.6) dargestellte. Im
Gegensatz dazu wird ohne Modifikationen eine relativ einfache Struktur erreicht. So
kann im Zweidimensionalen mit linearen Elementen der Projektionspunkt %>" explizit
bestimmt werden. Auflerdem erleichtert die im Master-Element konstante Normale die
Linearisierung und damit die Implementierung.

3.2.4 Glatte Oberflaichenrepriasentation

Die Kollokation der Kontakt-Integrale an den Slave-Kontaktknoten verbunden mit der
tiblichen facettierten Beschreibung der Master-Oberfliche (sieche Abbildung 3.3) fihrt
zu einer nicht glatten Beschreibung der Kontaktgrofien, wie beispielsweise der Kontakt-
kraft. Insbesondere bei Problemen mit groflen tangentialen Relativverschiebungen kon-
nen daraus die in Abschnitt 3.2.3 beschriebenen numerischen Instabilitdten entstehen.
Motiviert durch diese Problematik wurden Glattungsalgorithmen entwickelt, welche eine
glatte Approximation der facettierten Oberfliache einfithren, mit der eine kontinuierliche
Definition der Kontaktgrofien moglich ist. Im folgenden Abschnitt werden die Umset-
zung sowie Vor- und Nachteile dieses Konzeptes kurz skizziert. Fiir eine ausfiihrliche
Diskussion sei auf die Lehrbiicher von LAURSEN (2003) und WRIGGERS (2001) sowie
die darin angegebene Literatur verwiesen.

Eine a priori glatte Oberflachenbeschreibung kann durch Anwendung des isogeometri-
schen Konzeptes (HUGHES U. A. 2005) erreicht werden, welches Geometrie und Lo-
sungsraume nicht mit Lagrange’schen Polynomen sondern beispielsweise mit NURBS-
(Non-Uniform Rational B-Splines-)basierten Formfunktionen beschreibt. Ein Kontakt-
algorithmus, dem eine isogeometrische Oberflachenbeschreibung zugrunde liegt, besitzt
automatisch die Vorteile eines Glattungsalgorithmus. Im Gegensatz zu diesem ist es
jedoch nicht notwendig, eine zuséatzliche glatte Oberflache einzufiihren.

Wihrend Gléattungsalgorithmen iiberwiegend zur Behebung der numerischen Instabili-
taten einer Kollokationsformulierung eingesetzt werden, stellt das isogeometrische Kon-
zept eine alternative raumliche Diskretisierungsstrategie dar. Insofern unterscheiden sich
beide Konzepte prinzipiell. Angewandt auf Kontaktprobleme ergeben sich aber vergleich-
bare Vorteile, weshalb in diesem Abschnitt beide Ideen nebeneinander genannt werden.

Glattungsalgorithmen

Grundidee eines Glattungsalgorithmus’ ist die Einfiihrung einer zusatzlichen glatten
Geometriebeschreibung. In Verbindung mit einer Kollokationsformulierung stellt diese
zumeist eine geglattete Version der Master-Kontaktoberfliche dar. Somit konnen die
kollokierten Kontaktgroflen, beispielsweise die Normalklaffung und die Kontaktkraft,
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kontinuierlich oder glatt definiert werden. Die geglittete Geometrie muss mindestens
C'-Kontinuitat besitzen und gleichzeitig die urspriingliche Diskretisierung ausreichend
gut approximieren. Letzteres kann mit Funktionen erreicht werden, welche die Netz-
knoten interpolieren oder den Unterschied zwischen facettierter und geglétteter Geome-
trie in einem geeigneten Mafl minimieren. Fiir zweidimensionale Probleme verwenden
beispielsweise PADMANABHAN UND LAURSEN (2001) Splines und Hermite Polynome,
WRIGGERS U. A. (2001) Bézier und Hermite Polynome sowie PIETRZAK (1997) Splines
oder Bézier Polynome. In BELYTSCHKO U. A. (2002) wird eine implizite Glattung vorge-
stellt, welche die KontaktgroBen beziiglich einer geglatteten Geometrie berechnet, ohne
diese vorher explizit zu konstruieren. Fiir allgemeine dreidimensionale Geometrien ist die
Konstruktion gegléitteter Oberflichen wesentlich schwieriger, beispielsweise konnen hier-
zu Gregory Patches verwendet werden (Puso UND LAURSEN 2002). Falls eine Lineari-
sierung der Kontaktgrofien benotigt wird, muss der Zusammenhang zwischen geglatteter
und urspriinglicher Geometrie linearisiert werden. Dadurch erhoht sich zusétzlich der al-
gorithmische Aufwand. Dariiber hinaus kann auch eine glatte Oberflichenbeschreibung
solche Instabilitdten nicht verhindern, die durch ein Abrutschen des Kollokationspunkts
von der Master-Kontaktoberfliche ausgelost werden.

Isogeometrisches Konzept

Im Rahmen der klassischen FEM werden Geometrie und Losungsraume in der Regel
mit C’-kontinuierlichen Lagrange’schen Formfunktionen diskretisiert. Die urspriingliche
Geometrie, welche zumeist glatt mithilfe eines CAD-Programms definiert wurde, wird
hierbei nur angenéhert. Das isogeometrische Konzept (HUGHES U. A. 2005) verwen-
det eine Diskretisierung, die direkt auf den CAD-Daten basiert. Hierzu werden Geo-
metrie und Unbekannte beispielsweise mit NURBS-Formfunktionen approximiert. Ab-
hangig vom Ansatzgrad besitzen diese auch zwischen den Elementen einen glatten Ver-
lauf. Trotz der erhohten Kontinuitit weisen NURBS-Formfunktionen noch immer eine
lokale Trégereigenschaft auf, wodurch die iibliche Bandstruktur der Systemsteifigkeits-
matrix erhalten bleibt. Damit eignet sich das isogeometrische Konzept fiir alle Arten
von Problemen, welche durch nicht glatte Oberflachenbeschreibungen negativ beein-
flusst werden. Erste Anwendungen auf Kontaktprobleme zeigen, dass beispielsweise die
typischen numerischen Instabilitdten einer Kollokationsformulierung bei grofien tangen-
tialen Relativverschiebungen vermieden werden konnen (MATZEN U.A. 2013; TEMI-
ZER U.A. 2011). Auch im Zusammenhang mit einer integralen Kontaktformulierung,
welche die Kontakt-Integrale nicht segmentbasiert auswertet (siche Abbildung 3.1(b)),
stellt eine NURBS-basierte Diskretisierung einen Vorteil dar. Bei solch einer Formulie-
rung rutschen unter tangentialen Relativbewegungen die Integrationspunkte ahnlich den
Slave-Kontaktknoten einer NTS-Formulierung von einem Master-Element auf das nach-
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ste. Aus diesem Grund kann sich eine facettierte Oberflichenbeschreibung negativ auf
die numerische Stabilitit auswirken. Mit einer glatten Oberflachenbeschreibung wird die-
ser Effekt vermieden. NURBS-basierte integrale Kontaktformulierungen finden sich bei-
spielsweise in TEMIZER U. A. (2011), TEMIZER U. A. (2012), DE LORENZIS U. A. (2011),
DE LORENZIS U. A. (2012) oder Lu (2011). Alle genannten Formulierungen werten die
Kontakt-Integrale ohne die Einfiihrung von Segmenten aus.

3.2.5 STS-Diskretisierung

Auch wenn die numerische Stabilitit einer Kollokationsformulierung durch die im vorheri-
gen Abschnitt beschriebenen Glattungsalgorithmen verbessert werden kann, &ndert dies
nichts an den restlichen Problemen wie beispielsweise der ungenauen Spannungsreprasen-
tation. Dariiber hinaus ist die numerische Stabilitdt nicht a priori durch den Basisal-
gorithmus vorhanden, sondern muss erst durch den Glattungsalgorithmus ,erkauft®
werden. Motiviert durch diese Umstédnde entstanden schon frith Verfahren, welche die
Kontakt-Integrale nicht kollokieren sondern mit einer numerischen Integrationsregel
auswerten. Dabei sind die resultierenden Integranden innerhalb einzelner Slave- oder
Master-Elemente nicht glatt, da die Normalklaffung ¢, bzw. die virtuelle Normalklaffung
0g, von den Verschiebungsdiskretisierungen der Slave- und der Master-Seite abhangen.
Damit die Integrale trotzdem exakt ausgewertet werden konnen, wird das Integrationsge-
biet in Segmente mit jeweils glatten Integranden aufgeteilt (sieche Abbildung 3.4, links).
Jedes Segment definiert sich dabei durch den Uberlappungsbereich je eines Slave- und
eines Master-Elements. In der N'T'S-Terminologie werden Slave- und Master-Elemente
als Segmente bezeichnet, wodurch sich der Name ,, Segment-zu-Segment“-Diskretisierung
(segment-to-segment — STS) fir die hier beschriebene Gruppe von Verfahren durchge-
setzt hat. Als Integrationsgebiet kann die Slave-, die Master- oder eine Zwischenfliche
verwendet werden, wobei iiblicherweise die Slave-Flache gewahlt wird. Der erste STS-
Algorithmus wurde von SIMO U. A. (1985) basierend auf einer Perturbed Lagrange’schen
Formulierung vorgestellt. Segmentweise konstante Ansétze fiir die Lagrange’schen Mul-
tiplikatoren fithren auf eine integrale Nichtdurchdringungsbedingung. Die Klaffungsinte-
grale der einzelnen Segmente werden mit der Trapezregel ausgewertet. PAPADOPOULOS
UND TAYLOR (1992) verwenden einen Penalty-basierten Algorithmus mit nichtlinearer
Kinematik, gemitteltem Normalenfeld und quadratischen Elementen. Zur Berechnung
der Segment-Integrale wird die Simpsonregel verwendet. Eine entsprechende dreidimen-
sionale Erweiterung wird in PAPADOPOULOS UND TAYLOR (1993) vorgestellt. ZAVARISE
UND WRIGGERS (1998) préasentieren eine Penalty-Formulierung mit linearen Elemen-
ten, nichtlinearer Kinematik und einer segmentbasierten Integrationsregel mit einer va-
riablen Anzahl an Integrationspunkten. EL-ABBASI UND BATHE (2001) verwenden die
Lagrange’sche Multiplikatoren Methode und vergleichen verschiedene Integrationsregeln
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Master-
Element
@)

@: Aktiver Slave-Kontaktknoten

Abbildung 3.4: STS-Formulierung mit bilinearen Q1-Elementen.

sowie verschiedene Ansatzordnungen fiir die Multiplikatoren. Numerische Untersuchun-
gen zeigen, dass mit einer GauB-Integration auf Segment-Ebene und mit linearen Form-
funktionen die LBB-Bedingung erfiillt ist. Dariiber hinaus wird bei Netzverfeinerung
die optimale Konvergenzrate der Verzerrungsenergie bewahrt. Insofern weist der Kon-
struktionsgedanke dieses Algorithmus’ einige Ideen auf, welche bei der Entwicklung der
Mortar-Methode (siehe Abschnitt 3.2.6) von grundlegender Bedeutung sind.

EL-ABBASI UND BATHE (2001) unterteilen die einzelnen STS-Formulierungen weiter
beziiglich der Auswertung der Segment-Integrale. Die erste Gruppe besteht dabei aus
Verfahren, welche bestimmte Grofien der Kontakt-Integrale an diskreten Punkten messen
und dann interpolieren (PAPADOPOULOS UND TAYLOR 1992, 1993; SIMO U. A. 1985).
Beispielsweise kann die Normalklaffung an den FE-Knoten gemessen und mit geeigneten
Funktionen interpoliert werden. Diese Verfahren bestehen den Kontakt-Patch-Test, er-
filllen die LBB-Bedingung aber nicht (EL-ABBAST UND BATHE 2001). Verfahren der
zweiten Gruppe (EL-ABBASI UND BATHE 2001; ZAVARISE UND WRIGGERS 1998) ver-
wenden bei der Auswertung der Kontakt-Integrale direkt die diskretisierte Geometrie
sowie die diskretisierte Kontaktspannung bzw. die entsprechenden virtuellen Groéflen.
Die Kontaktspannung bzw. die virtuelle Kontaktspannung werden dazu auf globaler
Ebene als Summe tiber die Formfunktionen N} und die zugehérigen Knotenwerte z,
bzw. 6z, x der aktiven Slave-Kontaktknoten ng, diskretisiert (siehe Abbildung 3.4):

te, ~to, = % N}%(ﬁl) Znk = % N}((gl) (mamn)K

i o (37)
Ote, ~0th =Y Ni(6") 0z = Y Ni(¢") (6zm)x.

K=1 K=1

Die Formfunktionen N} (§ 1) und im Folgenden auch N? (ﬁz) sind als Auswertung der
Formfunktionen N{(£%) auf dem Kontaktrand zu verstehen. Die normierten Koordi-
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naten ¢! bzw. &2 beziehen sich jeweils auf den Parameterraum eines Slave- bzw. eines
Master-Elements, siehe auch Abbildung 3.4. Einsetzen der diskretisierten Grofen (3.7)
sowie der diskretisierten Verschiebungen bzw. virtuellen Verschiebungen (3.2); in die
kontinuierlichen Kontakt-Integrale (2.57) und (2.62) liefert die diskretisierte Form der
Kontakt-Integrale:

1 ) I
[Yé le,0gndy, = /ltcn (5u 5u)dfyc

Ve
Nsa N T
~ [ Nizwe | X NFad) - Y Nad3 | dot
Yoo K=1 =1 J=1

J=1

Nsa
— =Y (an)k (Zédl/NlNld L Z(Sd2/N1N2d lh)

C

1 (el g2 1
/%1 Ote, gndy. = /%1 0te, (x X )dfyc
Nsa MNm
~— Y (dmn)g ZXI / NiNpdyth =7 x5 / N N7 dylt
KII J:1 'yl’h

(3.8)

Die Auswertung der Integrale tiber die Formfunktionen erfolgt als Summe tiber die
einzelnen Segment-Beitrage. In Abbildung 3.4 ist beispielhaft der Beitrag eines einzel-
nen Segments dargestellt. Pro Segment sind dabei jeweils acht Integralausdriicke zu
berechnen, da die Formfunktionen beider Slave-Kontaktknoten mit sich selbst und mit
den Formfunktionen der anderen drei Knoten integriert werden miissen. Wird die Inte-
gration iiber die Slave-Seite durchgefiihrt, ist zur Auswertung des zweiten Integrals in
Zeile drei bzw. funf von Gleichung (3.8) an den Integrationspunkten eine Projektion von
der Master- auf die Slave-Seite erforderlich.

Wie schon in Abschnitt 3.2.4 angedeutet, sind neben den hier geschilderten Verfahren
alternative integrale Methoden entstanden, welche auf die Einfithrung von Segmenten
verzichten und die Kontakt-Integrale approximativ berechnen. Auf diese Verfahren wird
am Ende von Abschnitt 3.2.6 im Zusammenhang mit mortarbasierten Kontaktdiskreti-
sierungen aus dem Bereich der Ingenieurliteratur eingegangen.

3.2.6 Mortarbasierte Diskretisierung
Die Mortar-Methode wurde urspriinglich in BERNARDI U. A. (1990) als Kopplungs-

methode zwischen spektralen und finiten Elementen eingefiithrt. In BERNARDI U. A.
(1993, 1994) wurde die Strategie dann im Kontext von Gebietszerlegungsverfahren auf
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die Kopplung von nicht-konformen Finite-Elemente-Diskretisierungen ausgeweitet. Kenn-
zeichnend fiir die Mortar-Methode ist eine integrale Oberflichenkopplung, welche per
Konstruktion die LBB-Bedingung erfiillt und bei Netzverfeinerung zu optimalen raum-
lichen Konvergenzraten fiihrt.

Die Trennlinie zwischen mortarbasierten Kontaktdiskretisierungen und STS-Kontaktal-
gorithmen ist in der Literatur nicht strikt definiert. In dieser Arbeit wird eine Kontaktfor-
mulierung als mortarbasiert bezeichnet, sofern die Diskretisierung der Kontaktintegrale
auf den mathematischen Uberlegungen der Mortar-Methode beruht und die Auswertung
der Integrale mit numerischer Integration erfolgt.

Im Folgenden wird eine kurze Ubersicht zu verschiedenen Algorithmen aus dem Be-
reich der Gebietszerlegung gegeben. Damit soll auf die numerischen Parallelen zwischen
Kopplungsalgorithmen aus den Bereichen Kontaktmechanik und Gebietszerlegung hin-
gewiesen werden. Diese machen Verfahren aus dem einen Fachgebiet auch fir das jeweils
andere interessant. AnschlieBend wird auf die Losbarkeit von Variationsproblemen und
auf die Konvergenz von konformen, nicht-konformen und gemischten Finite-Elemente-
Formulierungen eingegangen. Mit den dabei eingefithrten Beziehungen soll ein prinzi-
pieller Rahmen fiir das Verstandnis der Konstruktionsgrundsétze der Mortar-Methode
geschaffen werden. Darauf folgend sind die verschiedenen Entwicklungsrichtungen inner-
halb der Mortar-Methode skizziert und die Grundlagen der in dieser Arbeit verwendeten
mortarbasierten Kontaktformulierung dargestellt. AbschlieBend wird eine Ubersicht zu
den wichtigsten Entwicklungsrichtungen aus dem Bereich der Ingenieurliteratur gegeben,
insbesondere fiir Probleme mit grofien Deformationen.

Gebietszerlegung und Kopplung von Substrukturen

In der Mathematik und der Mechanik wird unter dem Begriff Gebietszerlegungsverfah-
ren eine Methode verstanden, welche ein diskretes Problem in mehrere Teilprobleme
zerlegt, um die einzelnen Teilprobleme dann moglichst unabhéngig voneinander behan-
deln zu kénnen. Der Informationsaustausch zwischen den einzelnen Teilproblemen muss
dabei durch geeignete Kopplungsverfahren sichergestellt sein. Sind die Teilprobleme mit
Teilgebieten einer rdumlichen Struktur assoziiert, findet der Informationsaustausch an
gemeinsamen physikalischen Oberflichen (Interfaces) statt. Werden zwei Teilgebiete als
materielle Kérper und das zugehorige Interface als Kontaktfliche betrachtet, ist die
Verwandtschaft zu Algorithmen der Kontaktmechanik offensichtlich. Im Vergleich zu
Kontaktproblemen sind die Kopplungsbeziehungen im Interface allerdings in der Regel
zeitlich konstant.

Die Gebietszerlegung kann aus numerischen Griinden erfolgen, beispielsweise um ein
Problem mit parallelen Losungsverfahren behandeln zu kénnen. In solch einem Fall
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resultieren konform vernetzte Teilgebiete, welche knotenbasiert gekoppelt werden kon-
nen. Dies entspricht in der Kontaktmechanik dem NTN-Algorithmus. Durch die un-
abhéngige Verfeinerung verschiedener Diskretisierungen, durch die Kopplung a priori
nicht-konformer Diskretisierungen oder durch die Kopplung unterschiedlicher Diskre-
tisierungsmethoden werden allgemeinere Kopplungsalgorithmen erforderlich. Aquiva-
lent zur Kontaktmechanik kann die Kopplung dabei punktweise oder integral erfol-
gen. Verfahren mit punktuellen Kopplungsbedingungen sind beispielsweise die FETIT-
(Finite Element Tearing and Interconnecting-) Methode (FARHAT 1991) und die LLM-
(Localized Lagrange Multipliers-) Methode (PARK UND FELIPPA 1998, 2000; PARK U. A.
2000, 2002). Integrale Kopplungsbedingungen werden von der Mortar-Methode ver-
wendet (BERNARDI U.A. 1990, 1993, 1994). Jedes dieser drei Verfahren wurde zur
Behandlung von Kontaktproblemen erweitert, siehe beispielsweise DUREISSEIX UND
FARHAT (2001) fiir die FETI-Methode oder REBEL U. A. (2002) und GONZALEZ U. A.
(2006, 2008) fiir den LLM-Algorithmus. Kontaktalgorithmen, welche auf der Mortar-
Methode basieren, werden an entsprechender Stelle in den folgenden Abschnitten vor-
gestellt.

Zur Umsetzung der Kopplungsbedingungen verwenden die FETI- und die LLM-Metho-
de Lagrange’sche Multiplikatoren. Bei der FETI-Methode werden die Diskretisierungen
der Oberflichen direkt mit je einem Multiplikatorenfeld pro Interface gekoppelt. Der
LLM-Algorithmus verwendet zwei unabhéngige Multiplikatorenfelder pro Interface und
koppelt die Diskretisierungen der Oberflichen an einen zuvor eingefithrten Interface-
Rahmen. Dieser besitzt ein eigenes Verschiebungsfeld und wird diskretisierungsabhan-
gig so konstruiert, dass der Kontakt-Patch-Test® erfiillt ist. Da jedes Teilgebiet direkte
Informationen nur mit dem Interface-Rahmen austauscht, nicht aber mit den anderen
Teilgebieten, tragt der Algorithmus die Bezeichnung , Localized“. Innerhalb der Mortar-
Methode haben sich zwei unterschiedliche Verfahren zur Kopplung der Diskretisierungen
entwickelt. In der urspriinglichen Formulierung wird mithilfe der Kopplungsbedingung
der Losungsraum a priori so eingeschrankt, dass ausschlieflich Losungen moglich sind,
welche die Kopplungsbedingung erfiillen. Algorithmisch betrachtet wird hierzu das ur-
spriingliche Verschiebungsfeld auf der Slave-Seite (non-mortar) eines Interfaces statisch
kondensiert und durch ein Verschiebungsfeld ersetzt, das von den Freiheitsgraden der
Master-Seite (mortar) abhéngt. Diese Formulierung fithrt auf ein Minimierungsproblem,
dessen Verschiebungslosung im Interface punktweise Spriinge aufweist, auf Slave- und
Master-Seite aber eine Funktion derselben Freiheitsgrade ist. Da solch eine Losung nicht
im Raum der exakten Losungen liegt, wird das Verfahren als nicht-konform bezeichnet.
Spatere Veroffentlichungen (BEN BELGACEM 1999; WOHLMUTH 1999) tberfiihren die
Mortar-Formulierung auf ein Sattelpunktproblem, welches die Kopplungsbedingungen

SDer Begriff , Kontakt-Patch-Test* wird in dieser Arbeit auch im Zusammenhang mit der Interface-
Kopplung einer Gebietszerlegungsmethode verwendet.
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wiederum mit Lagrange’schen Multiplikatoren sicherstellt. Unabhéngig davon, welche
Formulierung verwendet wird, erfolgt die Diskretisierungskopplung so, dass die rdum-
liche Konvergenzrate des Diskretisierungsfehlers nicht verschlechtert wird. Die hierzu
mafgebenden mathematischen Mafle und Bedingungen werden im folgenden Abschnitt
kurz vorgestellt.

Losbarkeit von Variationsproblemen und Konvergenz von Finite-Elemente-
Formulierungen

Die folgenden Ausfithrungen geben eine kompakte Ubersicht zur Losbarkeit von Vari-
ationsproblemen und zur Konvergenz von konformen, nicht-konformen und gemischten
Finite-Elemente-Formulierungen. Sie sind nicht als vollstdndige und mathematisch rigo-
rose Beschreibung der Themenkomplexe zu betrachten, sondern sollen ein prinzipielles
Verstandnis fiir die Konstruktionsgrundsétze der Mortar-Formulierung ermoglichen. Fiir
eine fundierte und ausfithrliche Darstellung sei auf STRANG UND Fix (1973), BRAESS
(1997) und HUuGHES (2000), fiir eine kompakte, aber dennoch sehr anschauliche Diskus-
sion auf HAUSSER (1996) verwiesen. Die dargestellten Kriterien und Schlussfolgerun-
gen setzen die Existenz von Potentialen voraus und beruhen zumeist auf der Annahme
kleiner Deformationen. Trotzdem kann das Verhalten unter kleinen Deformationen als
Indikator fiir das Verhalten unter grofien Deformationen angesehen werden®.

Konforme Formulierung
Zunachst sei ein Problem in allgemeiner Form durch das kontinuierliche Funktional

1
J(v) = 5 a(v,v) — ¢(v) =min, v € F(Raum der zuldssigen Funktionen) (3.9)

beschrieben, wobei J(v) beispielsweise die potentielle Systemenergie charakterisiert. Das
bilineare Funktional a(v,v) (Bilinearform), welches quadratisch von der Verschiebung
v abhéngt, reprasentiert in diesem Fall die interne Systemenergie. Entsprechend stellt
das linearen Funktional ¢(v) eine Formulierung der externen Systemenergie dar. J(v)
besitzt eine dhnliche Struktur wie das Potential Ilpypg aus Gleichung (2.66). Dieses
berechnet die interne Systemenergie allerdings tiber eine Beziehung, welche in einer
komplexeren Form von der Verschiebung abhéngt als das Funktional a (v, v). Damit das
untersuchte Problem numerisch mit der Methode der finiten Elemente gelost werden
kann, muss das Variationsproblem aus Gleichung (3.9) eine eindeutige Losung besitzen.

6 ... The theoretical basis of the LBB condition, incidentally, has only been developed for linear problems.
Again we have used the ubiquitous practice of applying the results of linear theory to nonlinear problems
when we do not have a nonlinear theory. ...“ (BELYTSCHKO U. A. 2008)
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Diese Anforderung wird erfiillt, wenn die Bilinearform a(v,v) stetig und elliptisch ist:

c||v)|? Vv e F, ¢ >0 (Stetigkeit)
o||v)|? Vv e F, ¢, >0 (Elliptizitit).

a(v,v)

a(v,v)

<
2 (3.10)

Gleichung (3.10) hat folgende anschauliche Bedeutung: Die interne Systemenergie a (v, v)
wird nur dann identisch null, wenn auch das Verschiebungsfeld v verschwindet (Glei-
chung (3.10)5). Werden die Verschiebungen unendlich, resultiert eine unendlich System-
energie. Sind die Verschiebungen dagegen endlich, wird auch die Systemenergie einen
endlichen Wert annehmen (Gleichung (3.10);). Die eingefiihrte Norm ||v|| berechnet sich
hierbei als Integral iiber das betrachtete Gebiet dQ2":

1/2

(3.11)

vl = [ / (;w 3 ;@m)z) a6

Eine Diskretisierung des Funktionals mit der Methode der finiten Elemente bedeutet
mathematisch gesehen lediglich, dass der Funktionenraum der moglichen Losungen von
F auf F® C F eingeschriankt wird. Somit gelten fiir das diskretisierte Funktional diesel-
ben Bedingungen (3.10) wie fir das kontinuierliche. Die im Rahmen dieser Arbeit ein-
gesetzten, voll integrierten Q1-Verschiebungselemente erfiillen in Verbindung mit den
verwendeten hyperelastischen Stoffgesetzen beide Forderungen. Gleichzeitig sind die An-
satzraume der Verschiebungen nach Bezichung (3.2); vollstandig, d.h. sie konnen eine
in jeder Raumrichtung lineare Funktion exakt représentieren. Damit ist sichergestellt,
dass die FE-Losung u® € F" den Approzimationsfehler HV — uhH bei einer konformen
Diskretisierung minimiert:

HV — uhH < inf
vheFh

v—v'|. (3.12)

Dartiber hinaus wird gewéhrleistet, dass der Approximationsfehler bei Netzverfeinerung
mit einer bestimmten Ordnung, der Konvergenzrate, gegen null konvergiert.

Nicht-konforme Formulierung

Ist die Diskretisierung nicht-konform, muss Gleichung (3.10) als Summe iiber die einzel-
nen konform diskretisierten Teilgebiete ausgewertet werden. Ein Integral {iber das kom-
plette Gebiet wiirde Singularitiaten in den Interfaces enthalten. Dies liegt daran, dass
die FE-Losung u® Spriinge in den Interfaces enthilt und somit im Vergleich zu einer
konformen Diskretisierung nicht mehr in einem Teilraum der exakten Losung liegt.

"Mit Ausnahme des aktuellen Abschnitts bezeichnet ||(e)|| die Euklid’sche Norm ||f|| = [ 3, (fi)?] ek

eines Vektors f.
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Zum Approximationsfehler (siehe Gleichung (3.12)) addiert sich aus diesem Grund
ein Konsistenzfehler, so dass eine erweiterte Fehlerschéitzung, bekannt als Lemma von
Strang (STRANG UND F1x 1973), verwendet werden muss:

/sh t- {Vh} dsh

A R M R e S

Approximationsfehler Konsistenzfehler

Der Operator {Vh} definiert dabei den Sprung der Groe v! iiber das Interface S", t den
Cauchy’schen Spannungsvektor und |(e)| den Betrag einer skalaren Grofe (e). Die ver-
wendeten Normen sind, wie oben erwahnt, als Summen der Normen der einzelnen Teilge-
biete auszuwerten. Bei adaquater Interfacebehandlung konvergiert der Diskretisierungs-
fehler ||v — u|| trotz des Konsistenzfehlers mit derselben Ordnung, die mit einer kon-
formen Diskretisierung erzielt werden wiirde. Eine in diesem Sinne adéquate Inter-
facebehandlung bzw. die resultierende Konvergenzordnung des zugehorigen Diskreti-
sierungsfehlers wird im Folgenden als optimal bezeichnet. Fiir die zugrundeliegenden
mathematischen Untersuchungen sei auf STRANG UND Fix (1973), WoHLMUTH (2001)
oder LAURSEN (2003) verwiesen. Im Rahmen nicht-konformer Mortar-Methoden ist
Gleichung (3.13) somit eine mafigebenden Beziehung, um entsprechende optimale Dis-
kretisierungskopplungen zu gestalten.

Gemischte Formulierung

Anstatt die Interface-Kopplungsbedingungen direkt als Anforderung an die Losungs-
rdume der Verschiebungen zu formulieren, kann alternativ eine gemischte Formulie-
rung mit Lagrange’schen Multiplikatoren verwendet werden. In diesem Fall sind die
Losungsrdume der Verschiebungen weiterhin Unterraume der analytischen Losung. Die
Erfiilllung der Kopplungsbedingungen wird durch die Lagrange’schen Multiplikatoren
A € H sichergestellt, wobei ‘H der Raum der zulédssigen Funktionen fiir A bezeichnet.
Physikalisch kann A als Kopplungs- oder Kontaktspannungen identifiziert werden. Das
resultierende gemischte Funktional

J(v,\) = % a(v,v) + b(v,A\) — c(v) = stat (3.14)

reprasentiert ein Sattelpunktproblem, dessen Losung ein Minimum beziiglich der Ver-
schiebung und ein Maximum beziiglich der Kopplungsspannung X\ darstellt. Eine ein-
deutige Losung kann genau dann garantiert werden, wenn weiterhin die Elliptizitatsbe-
dingung

a(v,v) > ci||v|]]* Vv EF* ¢ >0 (3.15)
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und zusétzlich die LBB-Bedingung (BABUSKA UND Aziz 1972; BREzz1 1974; La-
DYZHENSKAYA UND URAL'TSEVA 1968) eingehalten ist:

. [b(v, A)|

AS S L =2 10
Dabei ist die Elliptizitdtsbedingung (3.15) nur fir den Unterraum F* C F zu er-
fullen, der jene v enthalt, welche die Bedingung b(v,A) = 0 erfilllen. ||A| stellt in
Gleichung (3.16) eine geeignete Norm fiir die Kopplungsspannung A dar. Diese kann
beispielsweise durch Integration des Betrags von A iiber die Kopplungsrander definiert
werden. Die Berticksichtigung von Ableitungen ist dabei nicht notwendig, da das ge-
mischte Funktional b(v, A) keine Ableitungen beziiglich A enthélt.

Im Rahmen einer FE-Losung miissen die Konstanten ¢; und ¢y unabhangig von der Dis-
kretisierung sein, damit die zugrundeliegende Formulierung die LBB-Bedingung erfiillt.
Anschaulich fithrt dies auf folgende Anforderungen: Die Kontakt- oder Kopplungsspan-
nung A ist so zu diskretisieren, dass mit A" € H" C H keine energielosen Deformations-
moden entstehen. Ansonsten kénnen Zusténde mit b(v, A) = 0 resultieren, obwohl ||v||
und || A|| ungleich null sind. Gleichzeitig muss eine zu ,steife* Diskretisierung vermieden
werden, da sonst der Arbeitsterm b(v,A) in Relation zu [|v|| ||A|| unverhédltnisméaBig
anwachst. In beiden Féllen lasst sich keine diskretisierungsunabhéngige Konstante co
finden, welche Gleichung (3.16) erfillt.

Mithilfe von ||A|| kann fiir die gemischte Formulierung eine Fehlerschatzung dquivalent
zu Gleichung (3.12) definiert werden. Dabei ist eine entsprechende Abschétzung des
Fehlers von A" zu addieren.

Nicht-konforme positiv definite Mortar-Formulierung

In den ersten Mortar-Formulierungen wird der Raum der moglichen Losungen a priori
so eingeschrankt, dass die Kopplungsbedingungen durch die zulassigen Verschiebungs-
felder erfiillt sind, sieche BERNARDI U. A. (1990, 1993, 1994) im Kontext mit Gebietszer-
legungsverfahren und BEN BELGACEM U. A. (1998) sowie BEN BELGACEM (2000) fiir
Kontaktprobleme. Algorithmisch wird dazu das Verschiebungsfeld der Slave-Seite aus
dem Gleichungssystem kondensiert und durch ein Verschiebungsfeld in Abhéngigkeit
der Master-Freiheitsgrade ersetzt. Hierfiir muss vor der eigentlichen Rechnung in jedem
Interface ein Unterproblem gelost werden, um die Formfunktionen der Master-Freiheits-
grade fiir die Slave-Seite zu konstruieren. Die Konstruktion erfolgt dabei so, dass die
Konvergenzrate des Fehlers in Gleichung (3.13) durch den Konsistenzfehler nicht ver-
schlechtert wird. In diesem Zusammenhang haben BERNARDI U. A. (1990) punktweise
und integrale Kopplungsbedingungen miteinander verglichen. Optimale Konvergenzra-
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ten konnten dabei nur fiir die integrale Kopplung erzielt werden. Dieses Resultat gab den
Ausschlag fiir eine integrale Kopplung im Rahmen der Mortar-Methode. Allerdings fithrt
eine integrale Formulierung dazu, dass die lokale Trégereigenschaft der Formfunktionen
verloren geht. Infolgedessen erstrecken sich die Formfunktion eines Master-Freiheitsgrads
fir die Slave-Seite tiber das komplette jeweilige Interface. Dadurch werden in jedem In-
terface-Punkt Informationen aller Master-Freiheitsgrade des entsprechenden Interfaces
benotigt, was numerisch ungtinstig ist.

Formulierung als Sattelpunktproblem

Neben der urspriinglichen nicht-konformen Formulierung der Mortar-Methode entwi-
ckelte sich alternativ eine Formulierung als Sattelpunktproblem mit Lagrange’schen
Multiplikatoren, siche BEN BELGACEM (1999) sowie WOHLMUTH (1999) und fiir Kon-
taktprobleme beispielsweise HILD (2001) oder BEN BELGACEM UND RENARD (2003).
Die Ansatzraume der Lagrange’schen Multiplikatoren werden dabei so konstruiert, dass
die LBB-Bedingung (3.16) erfiillt ist und die optimale rdumliche Konvergenzordnung
des Diskretisierungsfehlers erhalten bleibt. Dafiir diirfen die Formfunktionen der Multi-
plikatoren maximal den gleichen Polynomgrad aufweisen wie der Verschiebungssprung
im Interface. Dieser besitzt den Polynomgrad der Verschiebungsformfunktionen. Fiir
Kontaktprobleme lésst sich das Feld der Lagrange’schen Multiplikatoren als Kontakt-
spannung identifizieren. Die Anforderungen an die Ansatzrdume der Multiplikatoren
gelten somit fiir die Ansatzraume der Kontaktspannung.

Formulierung als Sattelpunktproblem mit dualen Formfunktionen

Basierend auf der alternativen Formulierung der Mortar-Methode als Sattelpunktpro-
blem wird in WOHLMUTH (2000, 2001) eine weiterentwickelte Diskretisierung mit dualen
Formfunktionen fiir die Lagrange’schen Multiplikatoren vorgestellt. Mithilfe der dualen
Formfunktionen kénnen die Lagrange’schen Multiplikatoren einfach aus dem resultieren-
den Gleichungssystem eliminiert werden, was mit Standard-Formfunktionen algorith-
misch deutlich schwieriger ist. Im Rahmen einer Mortar-Kontaktformulierung kommen
duale Formfunktionen erstmals in WOHLMUTH UND KRAUSE (2003) fiir zweidimen-
sionale reibungsfreie und in HUEBER UND WOHLMUTH (2005) fiir zweidimensionale
reibungsbehaftete Probleme zum Einsatz. FLEMISCH UND WOHLMUTH (2007) erwei-
tern die Methode auf dreidimensionale Kontaktprobleme. Weitere Veroffentlichungen
behandeln dreidimensionalen reibungsbehafteten Kontakt (HUEBER U. A. 2008), dyna-
mischen Kontakt (HAGER U. A. 2008) sowie thermomechanischen Kontakt (HUEBER
UND WoHLMUTH 2009). Die Erweiterung auf Kontaktprobleme mit grofien Deformatio-
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nen wird in HARTMANN U. A. (2007) sowie HARTMANN UND RAMM (2008) vorgestellt,
die konsistente Linearisierung von PopPp U. A. (2009).

Bevor die Idee der dualen Formfunktionen genauer erlautert wird, werden zuerst die
zugehorigen Diskretisierungen der Kontaktspannung (2.61) und der virtuellen Kontakt-
spannung (2.63) in allgemeiner Form angegeben:

te (e 1) == > o (€) 2t

fj: . (3.17)
Ste, ~ ot (61) = > ¢K(El) 0Znk = ) ¢K(€1) (damm)g.

K=1 K=1

In Gleichung (3.17) sind zx € R™i= bzw. dz,x € R™i= die Knotenwerte der Kontakt-
spannung bzw. der virtuellen Kontaktspannung, ¢x die auf der Slave-Seite definierten
dualen Formfunktionen. £' € R(™im~1) gtellt die normierte Element-Koordinate inner-
halb eines Slave-Elements dar. Die Knotenvektoren zx werden ohne eine a priori Auf-
teilung in normale und tangentiale Anteile eingefithrt. Durch die am globalen Koor-
dinatensystem orientierte Definition der einzelnen Komponenten zg; wird spéter im
Rahmen des verwendeten Losungsalgorithmus eine einfache Kondensation der Kontakt-
spannungsknotenwerte ermoglicht, siehe Kapitel 5.3. Aufgrund der unterschiedlichen
Diskretisierung von t. und dt., entsteht ein unsymmetrisches Gleichungssystem, was
die Anforderungen an den Gleichungsloser erhéht. Da die Formulierung aber als Basis
fiir weitere Arbeiten mit reibungsbehaftetem Kontakt dienen soll, dessen Behandlung
ohnehin auf unsymmetrische Systemmatrizen fiithrt, wird dies hier in Kauf genommen.

Mit der Methode der Lagrange’schen Multiplikatoren kann eine exakte Erfiillung der
Kopplungs- oder Kontaktbedingungen gesichert werden. Allerdings sind dafiir zusétz-
liche Unbekannte erforderlich, welche im Allgemeinen die Dimension des resultierenden
Gleichungssystems vergroffern. Die duale Mortar-Methode vermeidet diesen Nachteil,
indem mit der Biorthogonalitatsbedingung (WOHLMUTH 2000, 2001)

o O NFA = by [ NFaolt = 6y D (3.18)
Ve’ Ve’

die Formfunktionen der Multiplikatoren so definiert werden, dass eine einfache Kon-
densation der Multiplikatoren aus dem resultierenden Gleichungssystem moglich ist.
Dartiber hinaus sind die resultierenden Formfunktionen so konstruiert, dass die Erfiil-
lung der LBB-Bedingung (3.16) und die Erhaltung der optimalen raumlichen Konver-
genzraten garantiert sind. Fiir die Rander zweidimensionaler, bilinearer QQ1-Elemente
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3.2 Diskretisierungstrategien fiir Kontaktprobleme

konnen duale Formfunktionen a priori durch

b, = % (1-3¢"), ox, = % (1+3¢") (3.19)

angegeben werden. Die Bezeichnungen K; und K, beziehen sich dabei auf die Knoten
eines linearen, linienférmigen Slave-Elements mit eindimensionalem Parameterraum,
siche Abbildung 3.5. Fiir Elemente hoherer Ordnung sowie fiir allgemeine dreidimen-
sionale Probleme miissen die dualen Formfunktionen deformationsabhéangig konstruiert
werden, siehe beispielsweise FLEMISCH UND WOHLMUTH (2007).

(a) Standard-Formfunktionen* (b) Duale Formfunktionen
1 Q1-Element ¢K1 Q1-Element
NKl ’ 92 s
1 [\\
-1
a: / K¢ N/
> Ky > Ky

K 1 Slave-Element Slave-Element

‘ 1
iy DK,

* Ausgewertet auf dem Kontaktrand

Abbildung 3.5: Standard- und duale Formfunktionen fiir bilineare Q1-Elemente.

Durch Einsetzen der diskretisierten wirklichen und virtuellen Kontaktspannung (3.17),
der dualen Formfunktionen (3.19), der Geometrie (3.1) und der wirklichen und virtu-
ellen Verschiebungen (3.2); in Gleichung (2.57) bzw. Gleichung (2.62) kann jetzt die
diskretisierte virtuelle Kontaktarbeit bzw. die diskretisierte Nichtdurchdringungsbedin-
gung angegeben werden:

My == [ te- (o = ou?)dy! ~ oMt
v
Nsa Ns Mm
=[S ok | S0 NFady - 30 N33 | da
Ve K=1 I=1 J=1
= Y ~(z s [ ot antt =35 a3 [ onen; d,yg,h)
K=1 I=1 1,h J=1 1,h
Ye Ye
ST = / Ste, gudryl = —/ ote, - (Xl —X2) dy! ~ ormdh
¢ e
== > Gamic [ Xxb [ ot =3x8 [ oyl
K=1 =1 1,h J=1 ,Yl,l\

(3.20)
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Summiert wird jeweils tiber alle aktiven Slave-Kontaktknoten ng, oder tiiber alle Slave-
bzw. Master-Kontaktknoten ng bzw. n,,. Die Integrale
D}Sm N 11( d%} a

1,h
Ve

" . (3.21)
M) = L oxNydye

iiber die dualen Formfunktionen ¢x und die Formfunktionen N} bzw. N? der Ver-
schiebungsfelder der Slave- bzw. Master-Seite werden im Folgenden auch als Mortar-In-
tegrale bezeichnet. D% ist ausschlieBlich durch Gréfien der Slave-Seite definiert. Somit
ist eine Aufspaltung in einzelne Segment-Integrale nicht notwendig. Im Gegensatz dazu
integriert M#! Funktionen der Slave-Seite mit Funktionen der Master-Seite. Dadurch
wird eine Projektion der Master-Groflen auf die Slave-Seite erforderlich. Zur exakten
Auswertung von Mt muss die Integration auf Segment-Ebene ausgefithrt werden, siche
Abschnitt 3.3.2.

Zusammenfassend stellt die duale Mortar-Methode eine sehr attraktive Basis fur eine
Kontaktdiskretisierung dar, da die resultierende Formulierung folgende Eigenschaften
besitzt:

e Die Methode ist stabil, da die Raume der Lagrange’schen Multiplikatoren so kon-
struiert sind, dass die LBB-Bedingung erfiillt ist.

e Die Methode erfiillt den Kontakt-Patch-Test. Zusétzlich wird die Erhaltung der
optimalen rdaumlichen Konvergenzraten bei Netzverfeinerung im Vergleich zu einer
entsprechenden konformen Vernetzung garantiert.

e Die Methode ist durch die integrale Formulierung der Kontaktbedingungen nu-
merisch stabil.

e Die Methode erfiillt die integrale Nichtdurchdringungsbedingung exakt, ohne da-
durch das resultierende Gleichungssystem zu vergrofiern.

Punkt eins bis Punkt drei gelten dabei fiir mortarbasierte Kontaktalgorithmen im All-
gemeinen, der vierte Punkt ausschliellich fiir die duale Formulierung. Die numerische
Stabilitat ist vor allem fiir Probleme mit grofien tangentialen Relativverschiebungen von
Bedeutung und durch zahlreiche Verdffentlichungen aus dem Bereich der Ingenieurlite-
ratur belegt. Entsprechende Literaturangaben sind im nachsten Abschnitt aufgefiihrt.

Anmerkung:
Wie schon in Abschnitt 3.2.5 erwéhnt, ist der STS-basierte Kontaktalgorithmus von EL-
ABBASI UND BATHE (2001) so konstruiert, dass mit linearen kontinuierlichen Form-
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funktionen fiir die Lagrange’schen Multiplikatoren die LBB-Bedingung erfiillt ist und
der Kontakt-Patch-Test bestanden wird. Dartiber hinaus zeigen raumliche Konvergenz-
untersuchungen, dass im Vergleich zu Problemen ohne Kontaktbedingungen die optimale
Konvergenzordnung erhalten bleibt. Somit finden sich die Grundideen der Mortar-Me-
thode auch in einigen Algorithmen, welche nicht explizit als mortarbasiert bezeichnet
werden. Umgekehrt wird fiir Mortar-Kontaktalgorithmen gelegentlich der Begriff STS-
basiert benutzt, sofern sie zur Integralauswertung Segmente verwenden.

Umsetzungen und Entwicklungen in der Ingenieurliteratur

Die meisten der bisher genannten Veroffentlichungen zur Mortar-Methode bzw. zur
dualen Mortar-Methode stammen aus dem mathematischen Bereich. Der folgende Ab-
schnitt gibt ergéinzend einen Uberblick zu verschiedenen Weiterentwicklungen aus dem
Bereich der Ingenieurliteratur, vor allem fiir Probleme mit grofien Deformationen.

Eine frithe mortarbasierte Kontaktformulierung wird in MCDEWITT UND LAURSEN
(2000) fiir geometrisch lineare, reibungsbehaftete Kontaktprobleme vorgestellt. Die Kon-
taktbedingungen werden dabei mit der Penalty-Methode umgesetzt. Erste Veroffent-
lichungen fiir grofle Deformationen sind die zweidimensionale reibungsbehaftete For-
mulierung in YANG U.A. (2005) und die dreidimensionalen Formulierungen fiir rei-
bungsfreie (PUuso UND LAURSEN 2004a) und reibungsbehaftete (PUSO UND LAURSEN
2004b) Probleme. Weiterentwicklungen verwenden quadratische Elemente (PUSO U. A.
2008), behandeln Selbstkontaktprobleme (YANG UND LAURSEN 2008a, b) oder 1osen
Kontaktprobleme innerhalb von Struktur-Fluid-Struktur-Konfigurationen (YANG UND
LAURSEN 2009). SANDERS U. A. (2009) verwenden Mortar-Kopplungsbedingungen im
Zusammenhang mit angereicherten Finite-Elemente-Formulierungen (X-FEM). Zur Um-
setzung der Kontaktbedingungen wird in den aufgezdhlten Veroffentlichungen zumeist
die Penalty-Methode benutzt. In YANG UND LAURSEN (2009) kommen daneben auch
duale Formfunktionen zum Einsatz.

Die im letzten Absatz genannten Formulierungen benutzten Segmente zur Auswertung
der Mortar-Integrale. FISCHER UND WRIGGERS (2005) stellen ein alternatives Inte-
grationskonzept vor, welches auf die Einfithrung von Segmenten verzichtet. Die nicht
glatten Mortar-Integrale der Master-Seite werden dann mit einer entsprechend erhohten
Anzahl von GauBpunkten integriert, siehe auch Abbildung 3.1(b). Vorteilhaft an dieser
Idee ist eine algorithmisch vereinfachte Berechnung und Linearisierung der Mortar-Inte-
grale. FISCHER UND WRIGGERS (2005) prasentieren die Formulierung fiir reibungsfreie
Kontaktprobleme in Verbindung mit der Penalty-Methode und der Methode der La-
grange’schen Multiplikatoren. Fiir die Penalty-Methode werden einzelne Slave-Kontakt-
knoten, fiir die Methode der Lagrange’schen Multiplikatoren einzelne Slave-Elemente
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aktiv bzw. inaktiv gesetzt. Eine Erweiterung auf reibungsbehaftete Probleme in Ver-
bindung mit quadratischen Elementen und der Penalty-Methode wird in FISCHER UND
WRIGGERS (2006) vorgestellt. In TUR U. A. (2009) ist das Konzept mit der Methode der
Lagrange’schen Multiplikatoren und einem kontinuierlichen Normalenfeld fiir reibungs-
behaftete Kontaktprobleme umgesetzt, wobei die aktive Kontaktzone jetzt knotenbasiert
ermittelt wird.

Die duale Mortar-Methode wird in HARTMANN U. A. (2007) auf geometrisch nichtlineare
Probleme mit grofien Deformationen erweitert und in HARTMANN UND RAMM (2008)
fir dynamische Kontaktprobleme mit energieerhaltenden Algorithmen kombiniert. In
der vorliegenden Arbeit wird eine Inkonsistenz behoben, welche im Zusammenhang mit
der dualen Mortar-Methode vor allem bei groflen Deformationen am Rand des Kon-
taktbereichs auftreten kann (siche auch CICHOSZ UND BISCHOFF (2011)). Popp U. A.
(2009) prasentieren erstmals eine konsistent linearisierte duale Mortar-Kontaktformulie-
rung mit linearen und quadratischen Elementen fiir zweidimensionale Probleme. Nach-
folgende Veroffentlichungen beschéaftigen sich mit Erweiterungen auf dreidimensionale
Kontaktprobleme (POPP U. A. 2010) sowie auf reibungsbehafteten Kontakt (GITTERLE
U. A. 2010).

Energie-, impuls- und drehimpulserhaltende Kontaktalgorithmen im Zusammenhang mit
der Mortar-Methode sind beispielsweise in HESCH UND BETSCH (2009, 2010) zu finden.

3.2.7 Der Kontakt-Patch-Test

Der Kontakt-Patch-Test wurde in TAYLOR UND PAPADOPOULOS (1991) als numerisches
Experiment zur Bewertung der Spannungsiibertragung zwischen kontaktierenden Kor-
pern vorgestellt. Zur Durchfiihrung des Tests werden zwei kontaktierende Korper so be-
lastet, dass bei korrekter Kontaktspannungsiibertragung ein konstanter Verzerrungszu-
stand resultiert. Anschlieend wird tiberpriift, ob sich dieser unter einer moglichst all-
gemeinen nicht-konformen Vernetzung der Kontaktoberflichen auch wirklich einstellt.
Im folgenden Beispiel wird der Kontakt-Patch-Test in Kombination mit einer NTS-
und zwei verschiedenen Mortar-Diskretisierungen ausgewertet. Dabei verwendet die er-
ste Mortar-Diskretisierung Segmente zur Auswertung der Kontakt-Integrale, wahrend
die zweite darauf verzichtet. Ziel der Untersuchung ist es, die Leistungsfahigkeit der
in dieser Arbeit weiterentwickelten Mortar-Formulierung zu demonstrieren sowie die
charakteristischen Eigenschaften der anderen Formulierungen aufzuzeigen. Des Weite-
ren sollen die Ergebnisse der Formulierungen quantitativ und qualitativ verglichen wer-
den. Zur Durchfithrung der Untersuchung werden Geometrie, Vernetzung, Belastung
und Lagerbedingungen von der in YANG U. A. (2005) vorgestellten Konfiguration tiber-
nommen. Diese ist zusammen mit den Werkstoffkennwerten in Abbildung 3.6 darge-
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stellt. Fir alle Rechnungen wird ein ebener Spannungszustand mit einer konstanten
Dicke von 1mm angenommen. Als Materialmodell kommt das elastische St. Venant-
Kirchhoff’sche Werkstoffgesetz zum Einsatz. Somit resultiert bei einem erfolgreich be-
standenen Test aus dem konstanten Verzerrungsfeld ein konstantes Spannungsfeld. In
den Beschriftungen der Spannungsabbildungen und in den zugehorigen Erlduterungen
im Text wird der Ubersichtlichkeit halber auf den tiblichen Index (e)" zur Kennzeichnung
der Diskretisierungslosung verzichtet.
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Abbildung 3.6: Kontakt-Patch-Test: Problemstellung und Diskretisierung.

Mortar-Berechnung mit Segmentierung

Die erste Berechnung wird mit der in dieser Arbeit weiterentwickelten Formulierung
durchgefiihrt. Diese wertet die Kontakt-Integrale durch Aufteilung in einzelne Segment-
Integrale aus.

Wie zu erwarten, besteht die Formulierung den Kontakt-Patch-Test. Unter der aufge-
brachten Belastung stellt sich ein lineares Verschiebungsfeld mit maximaler vertikaler
Absenkung von 0,050 mm in Punkt () ein, siehe Abbildung 3.7. Daraus resultiert ein kon-
stantes Spannungsfeld in beiden Korpern, wobei die vertikale Komponente der
Cauchy’schen Spannung ooy = —4,995 N/mm? betrigt. Da sich die Cauchy’schen Span-
nung auf die deformierte Konfiguration bezieht, resultiert eine Differenz im Vergleich
zu der aufgebrachten Gleichstreckenlast. Die entsprechende vertikale Komponente des
PK1 Spannungstensors betrigt exakt Py, = —5,000N/mm?. Dem konstanten Span-
nungszustand entsprechend betrégt auch der Kontakt-Normalspannungsverlauf konstant
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(a) Cauchy-Spannung oo (b) Kontakt-Normalspannung #.,
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Abbildung 3.7: Kontakt-Patch-Test: Mortar-Berechnung mit Segmentierung.

te, = —4,995 N/mm?. Die Kontakt-Normalspannung ergibt sich dabei durch Multiplika-
tion der diskretisierten Kontaktspannung aus Gleichung (3.17); mit der Normalen der
Slave-Kontaktoberflache.

Mortar-Berechnung ohne Segmentierung

Fiir einen Vergleich zu den Ergebnissen einer Mortar-Diskretisierung mit Segmentierung
wird die zweite Berechnung mit dem mortarbasierten Kontaktalgorithmus nach Fi1-
SCHER UND WRIGGERS (2005) durchgefiihrt, welcher auf eine Segmentierung verzich-
tet. Anstatt die Kontakt-Integrale in einzelne Segment-Integrale aufzuteilen, integriert
diese Methode die Kontakt-Integrale mit einer variablen Anzahl von Gaufipunkten iiber
komplette Slave-Elemente. Hieraus resultiert gegebenenfalls ein nicht glatter Integrand,
vgl. Abbildung 3.1(b). Die folgenden Auswertungen verwenden zwei, drei oder zehn
Gaufipunkte pro Slave-Element. Betrachtet werden die Energienorm, die vertikale Kom-
ponente der Cauchy’schen Spannung an den Gaulpunkten der Q1-Elemente sowie der
Kontakt-Normalspannungsverlauf. Als Referenz dient die Losung der Mortar-Berech-
nung mit Segmentierung.

Der Fehler der Energienorm ist bereits fir zwei GauBpunkte mit 0,2% sehr gering
und verschwindet fiir zehn GauBpunkte beinahe komplett (0,0002 %). Die Cauchy’schen
Spannungen in den Ql-Elementen weisen bei zwei Gauflpunkten pro Slave-Element
noch relativ grofle Fehler auf. Die maximalen bzw. minimalen Spannungswerte betragen
o9 = —1,3493 N/mm? bzw. 09 = —7,1864 N/mm?, was einem Fehler von 73,0 % bzw.
43,9 % entspricht. Fir drei GauBpunkte sind die Abweichungen mit 4,7 % bzw. 8,8 %
schon deutlich geringer, fiir zehn Gauflpunkte liegen beide Werte unter einem Prozent.
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Abbildung 3.8: Kontakt-Patch-Test: Mortar-Berechnung ohne Segmentierung.

Fir den Kontaktspannungsverlauf gilt Entsprechendes, siehe auch Abbildung 3.8(b).
Sowohl die Verzerrungsenergie als auch die lokale Spannungslosung streben somit bei
einer Erhohung der Anzahl der Gauflpunkte pro Slave-Element gegen die exakte Losung
der Mortar-Methode mit Segmentierung. Vorteilhaft an dieser Formulierung ist insofern
das Vermeiden der numerisch aufwendigen Segmentierung bei gleichzeitig konsistenten
Ergebnissen. Allerdings kann durch die Auswertung der Kontakt-Integrale an festen
Punkten eines Slave-Elements eine Situation entstehen, in welcher Integrationspunk-
te ahnlich einem Slave-Kontaktknoten in einer NTS-Formulierung von einem Master-
Element auf das néchste rutschen. Dies wiederum kann eine Quelle fiir numerische In-
stabilitaten darstellen.

NTS-Berechnung

Zuletzt wird der Kontakt-Patch-Test mit einer NTS-Diskretisierung durchgefiihrt, welche
aus WRIGGERS (2002) iibernommen wurde. Die Berechnung erfolgt mit zwei verschiede-
nen Vernetzungen. Das grobe Netz ist in Abbildung 3.6 dargestellt, das feinere resultiert
aus einer Halbierung der Element-Kantenldngen, siche Abbildung 3.9. Wie zu erwarten
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Abbildung 3.9: Kontakt-Patch-Test: NTS-Berechnung.

besteht die Formulierung den Kontakt-Patch-Test nicht. Der Fehler in der Energienorm
betragt fiir das grobe Netz 2,4 % und verkleinert sich bei Verwendung des feinen Net-
zes auf 0,5 %. Allerdings liegt er in beiden Féllen noch tiber dem Fehler der grobsten
Losung der Mortar-Methode ohne Segmentierung (0,2 %). Die lokalen Spannungsfehler
liegen mit maximalen bzw. minimalen Spannungswerten von oy = 1,3638 N/mm? bzw.
oy = —7,1359 N/mm? an den GauBpunkten der Q1-Elemente fiir das grobe Netz bei
72,7 % bzw. 42,9 %. Somit liegt die Qualitit der Spannungslosung ungefahr im Bereich
der grobsten Losung der Mortar-Methode ohne Segmentierung. Allerdings verkleinern
sich die Spannungsfehler bei Netzverfeinerung nur bedingt. Aufgrund der Verkleinerung
der Elementgrofien treten die fehlerhaften Spannungen zwar in einem kleineren Gebiet
auf, siche Abbildung 3.9(a) rechts, die maximalen Fehler bleiben aber bei Werten von
46,6 % bzw. 48,9 %. Aquivalentes gilt fiir den Kontaktspannungsverlauf, welcher aus den
Kontaktkraften geteilt durch die entsprechende Bezugsfliche A;, siehe hierzu auch Ab-
bildung 3.2, ermittelt wird. Wie der Vergleich zwischen feinem und grobem Netz in

74



3.3 Diskretisierung der Kontaktterme mit der dualen Mortar-Methode

Abbildung 3.9(b) zeigt, treten die maximalen Abweichungen sowie der unregelméafigere
Verlauf nicht bei der groben sondern bei der feinen Diskretisierung auf.

Zusammenfassung

Anhand der untersuchten Problemstellung konnte demonstriert werden, dass die mor-
tarbasierte Kontaktformulierung mit dualen Formfunktionen und segmentbasierter Inte-
gralauswertung den Kontakt-Patch-Test besteht. Fiir die Mortar-Formulierung ohne Seg-
mentierung nach FISCHER UND WRIGGERS (2005) streben sowohl die Verzerrungsener-
gie als auch die lokale Spannungslosung bei einer Erhohung der Anzahl der GauBBpunkte
pro Slave-Element gegen die exakte Losung. Der Kontakt-Patch-Test wird somit eben-
falls bestanden. Die NTS-Formulierung erfiillt den Kontakt-Patch-Test erwartungsgemafl
nicht, bei Netzverfeinerung verbessert sich die lokale Spannungslésung dariiber hinaus
nur geringfiigig.

3.3 Diskretisierung der Kontaktterme mit der dualen
Mortar-Methode

Im vorausgegangenen Abschnitt 3.2 wurden verschiedene Kontaktdiskretisierungsstrate-
gien vorgestellt und miteinander verglichen. Die folgenden Abschnitte 3.3 und 3.4 be-
fassen sich detailliert mit der Kontaktdiskretisierung aus Abschnitt 3.2.6, welche auf der
dualen Mortar-Methode basiert.

Abschnitt 3.3.1 beginnt mit der Herleitung einer kompakten Schreibweise fiir die virtuelle
Kontaktarbeit und die integrale Nichtdurchdringungsbedingung. AnschlieSend ist die
segmentbasierte Auswertung der resultierenden Mortar-Integrale fiir zweidimensionale
Probleme dargestellt (Abschnitt 3.3.2). Die Vorgehensweise fir dreidimensionale Geo-
metrien wird in Abschnitt 3.3.3 nur kurz skizziert, da sich die vorliegende Arbeit aus-
schlieBlich mit zweidimensionalen Untersuchungen beschéftigt.

3.3.1 Virtuelle Kontaktarbeit und Nichtdurchdringungsbedin-
gung

Damit die virtuelle Kontaktarbeit aus Gleichung (3.20) in kompakter Form entsprechend

der Darstellung der internen, externen und kinetischen virtuellen Arbeiten aus Glei-

chung (3.4) angegeben werden kann, wird die Menge aller FE-Knoten in drei Untermen-
gen aufgeteilt: Die Untermenge S beinhaltet alle potentiellen Kontaktknoten der Slave-
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Oberflache, die Untermenge M alle potentiellen Kontaktknoten der Master-Oberflédche
und die Untermenge N alle verbleibenden Knoten. Den Mengen entsprechend wird der
globale Verschiebungsvektor d ebenfalls in die Vektoren d® € Rmim™ dM ¢ Rmdimmm
und dV € R™im™ mit allen Verschiebungen der Knoten von S, M und A aufgeteilt:

dN
d=|gM (3.22)
dS

ny bezeichnet hierbei die Anzahl aller FE-Knoten abziiglich der Kontaktknoten. Eine
aquivalente Aufteilung erfolgt fiir den globalen Vektor dd der virtuellen Verschiebun-
gen. Der globale Vektor z € R™im" fasst die Kontaktspannungsvektoren z; aller Slave-
Kontaktknoten I zusammen. Unter Verwendung der in Gleichung (3.21) eingefiihrten
Definition der Mortar-Integrale werden dann die globalen Mortar-Matrizen
Dg € R(maimns)x(naimns) ypd My € R(Paimns)x(naimmm) dqurch knoten- bzw. knotenpaarzuge-
horige ngim X naim Blocke definiert:

Ds [Kv K] = [ Nll( d’YcLh Indim = D}S(K Indim
% (3.23)
MM [Kv J ] = L ¢KN3 df}/(}’h Indim = M}/(\fll Indim'
Damit lasst sich die diskrete Form der virtuellen Kontaktarbeit in kompakter Schreib-
weise angeben

S = (5d") ' Dyz — (5d%) My Tz
= 6d" B,z (3.24)
= 6dT£,(d),

wobei der Kontaktkraftvektor f. € R™im™ {iber den deformationsabhéngigen Operator
T
B = [0, = My, Ds| 0 € REmm)x(asmm) (3.25)

von den Knotenverschiebungen abhéngt. Die integrale Nichtdurchdringungsbedingung
aus Gleichung (3.20) kann durch Einfithrung der globalen Vektoren ¢z, € R™ und
g, € R™, welche alle virtuellen Kontakt-Normalspannungen und alle integralen Knoten-
klaffungen enthalten, ebenfalls kompakt dargestellt werden:

St = 6z g, (3.26)
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3.3 Diskretisierung der Kontaktterme mit der dualen Mortar-Methode

Ein einzelner Eintrag von g, bezogen auf Knoten [ bestimmt sich dabei mit

gn[ - _n}—DS[Iv ]] X}+n-]r Z MM[]7 J] X?]' (327)
J=1

Semidiskrete Beschreibung des Kontaktproblems

Durch Einsetzen der virtuellen Kontaktarbeit (3.24) in Gleichung (3.3) ist zusammen
mit der diskretisierten Nichtdurchdringungsbedingung (3.26) und den KKT-Bedingun-
gen (2.47) die semidiskrete Formulierung des untersuchten Kontaktproblems vollstandig
beschrieben. Beziehung (3.3) bzw. (3.26) muss fiir beliebige virtuelle Verschiebungen dd
bzw. fiir beliebige virtuelle Kontaktspannungen 0z, erfiillt sein. Damit resultiert insge-
samt der folgende Gleichungssatz:

fuin + fing —foe +£. = 0
Gy = 0 VIeS
> 0 VIeS (3.28)
NEY 0 VIiesS
(z,)1 = 0 VIeS.

Die Kontakt-Normalspannung z,; bzw. die Kontakt-Tangentialspannung (z,); eines
Slave-Kontaktknotens I kann dabei iiber die folgende Vorschrift bestimmt werden:

Znl = Zy-1j

(ZTB)I = Z; Tp;-

(3.29)

75, steht hierbei fiir die Knoten-Tangente (zweidimensionale Probleme) bzw. die Knoten-
Tangenten 75, (dreidimensionale Probleme) des Slave-Kontaktknotens 1.

3.3.2 Auswertung der Mortar-Integrale — zweidimensionaler Fall

Zur exakten numerischen Auswertung der Mortar-Integrale (3.21) wird das Integrations-
gebiet in Segmente aufgeteilt, welche durch einen jeweils glatten Verlauf der Integranden
gekennzeichnet sind. Jedes Segment reprisentiert dabei den Uberlappungsbereich je
eines Slave- und eines Master-Elements. Dieser ist auf der Slave-Seite entweder durch
einen Slave-Kontaktknoten oder die Projektion eines Master-Kontaktknotens, auf der
Master-Seite durch einen Master-Kontaktknoten oder die Projektion eines Slave-Kon-
taktknotens begrenzt, sieche Abbildung 3.1(a). Zur Kennzeichnung der Segmentgrenzen
in den Parameterrdumen der Slave- und Master-Elemente werden die Koordinatenbe-
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3 Raumliche Diskretisierung

zeichnungen & (Segmentbeginn) und & (Segmentende) eingefiihrt. Dies ist in Abbil-
dung 3.10(a) anhand eines einzelnes Segments veranschaulicht, welches auf der linken
Seite durch den Slave-Kontaktknoten 1 bzw. dessen Projektion, auf der rechten Seite
durch den Master-Kontaktknoten 4 bzw. dessen Projektion begrenzt wird. Damit die

(a) Segment-Definition (b) Normalen-Definition

¢1 H@

Abbildung 3.10: Segment- und Normalen-Definition.

Segmente eindeutig bestimmt werden kénnen, muss die Projektion einheitlich definiert
sein und pathologische Falle vermeiden. Hierzu ist entweder ein kontinuierliches Nor-
malenfeld oder die Einfithrung von Fallunterscheidungen notwendig. In der vorliegenden
Arbeit wird auf die in YANG U. A. (2005) vorgestellte Verfahrensweise zuriickgegriffen,
welche ein auf der Slave-Seite definiertes kontinuierliches Normalenfeld verwendet. Die
interpolierte Knoten-Normale

1 L, le
n; = 7 7 <—2 ng + —111@2) (330)
72Ny + 7 Ny Cer Ce

eines Slave-Kontaktknotens I bestimmt sich dabei aus einem gewichteten Durchschnitt
der Normalen n., und n., welche die Normalen der angrenzenden Slave-Elemente
darstellen. ¢,; und /(. bezeichnen die Léangen dieser Slave-Elemente, siehe Abbil-
dung 3.10(b). Die Projektions-Koordinaten &2 (Segmentbeginn) oder & (Segmentende)
eines Slave-Kontaktknotens I auf der Master-Seite konnen durch Losen der Beziehung

(N42X2+N52X§—X}) xn; =0 (3.31)

gewonnen werden (sieche Anhang A.4.2 fiir eine detaillierte Beschreibung). Die Numme-
rierung der Knoten und der Formfunktionen bezieht sich dabei auf ein repriasentatives
Segment, welches in Abbildung 3.10(a) dargestellt ist. Zur Bestimmung der Projektions-
Koordinaten &} bzw. & eines Master-Kontaktknotens J auf der Slave-Seite muss die
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3.3 Diskretisierung der Kontaktterme mit der dualen Mortar-Methode

Beziehung
(N{xi+ Npxy = x3) x (N{ny + Niny) =0 (3.32)
gelost werden, was ebenfalls ausfiihrlicher in Anhang A.4.2 geschildert wird.

Sind die Segment-Koordinaten ermittelt, wird in jedem Segment eine Einheitskoordi-
nate n € [—1, 1] eingefithrt, um die Segment-Integration standardisiert durchfithren zu
konnen. 7 ist iiber die Beziehung

e =5 (1-n)e+ 3 (1+0)8 (3.33)
mit den Koordinaten der Slave- bzw. Master-Element-Parameterrdume verbunden, siehe
Abbildung 3.10(a). Mit Gleichung (3.33) lasst sich dann die Jacobi-Determinante zwi-
schen wahrer Geometrie und Segment-Parameterraum als Produkt der Jacobi-Deter-
minanten zwischen wahrer Geometrie und Slave-Element-Parameterraum und zwischen
Slave-Element- und Segment-Parameterraum darstellen:

a1

T = |G| 55 = 5t (6 - 61) = 76 (6 -62). (3.34)

7

Die Berechnung des Mortar-Integrals (3.21); der Slave-Seite kann ohne eine Aufteilung
in Segment-Integrale erfolgen, da der Integrand in den einzelnen Slave-Elementen eine
glatte Funktion darstellt. Summieren tiiber die ng. Beitrdge der an den Slave-Kontakt-
knoten K angrenzenden Slave-Elemente liefert dann:

Nslele
D}S(K - /111 Nfl(dvcl Z / Nl el
Yo’ aé

(D),

Nslele

Z le. (3.35)

Im Gegensatz zu D%, muss das Mortar-Integral (3.21), der Master-Seite in einzelne
Segment-Beitrige zerlegt werden, da der Integrand in den einzelnen Slave-Elementen
einen nicht glatten Verlauf besitzt:

M = [, oxniants

Nslele Tseg

=2 > / ¢K (§2(77)) e A1)
e=1 m=1 (3.36)

Nslele Tseg  Tlgp

=2 > > (bK( (Mgp ) (f (ngp)) e Wep -

e=1 m=1 gp=1

(M),
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3 Raumliche Diskretisierung

Nseg bezeichnet dabei die Anzahl der Segmente pro Slave-Element, ng, die Anzahl der
Gauflpunkte pro Segment.

3.3.3 Auswertung der Mortar-Integrale — dreidimensionaler Fall

Fiir dreidimensionale Probleme miissen die dualen Basisfunktionen im Allgemeinen geo-
metrieabhangig konstruiert werden, siehe FLEMISCH UND WOHLMUTH (2007)
und HARTMANN U. A. (2007). Eine einfache Darstellung wie die der zweidimensio-
nalen Gleichungen (3.19) ist nur fiir den Sonderfall quadratischer ebener Slave-Elemente
moglich. Die Auswertung der Mortar-Integrale kann aber prinzipiell wie im Zweidimen-
sionalen erfolgen.

Im Rahmen dieser Arbeit wurden ausschlieflich numerischen Experimente und Unter-
suchungen an zweidimensionalen Systemen durchgefithrt. Aus diesem Grund wird die
Vorgehensweise fiir dreidimensionale Probleme im Folgenden nur grob skizziert. Fiir eine
ausfithrliche Beschreibung der Segment-Auswertung im Dreidimensionalen sei auf Puso
UND LAURSEN (2004a), fiir eine allgemeine Definition der dualen Formfunktionen in
dreidimensionalen Problemen auf FLEMISCH UND WOHLMUTH (2007) und HARTMANN
U. A. (2007) verwiesen.

Der Kontaktrand in einer dreidimensionalen Formulierung wird im Allgemeinen durch
eine doppelt gekriimmte Fliche beschrieben, die Slave- und die Master-Elemente wer-
den durch zweidimensionale, im Allgemeinen gekriimmte Element-Oberfléchen représen-
tiert. Eine direkte Projektion zwischen den gekriimmten Element-Oberflachen ist sehr
aufwendig, weswegen meistens die Tangentialebene an den Mittelpunkt des Slave-Ele-
ments zur Berechnung der Kontakt-Integrale verwendet wird. Zur Definition eines Seg-
ments werden zuerst alle Knoten und damit alle Kanten eines Slave- und eines Master-
Elements auf diese Tangentialebene projiziert. Das Segment ist dann durch ein drei-
bis achteckiges Uberschneidungspolygon definiert. Zur Integration wird das Uberschnei-
dungspolygon in entsprechend drei bis acht Dreiecke zerlegt. Das Segment-Integral setzt
sich dann aus den Integralen iiber die einzelnen Dreiecke zusammen. In jedem Dreieck
werden dabei die Werte der Formfunktionen des Slave- und des Master-Elements an
den Gauflpunkten benoétigt. Entsprechende Koordinatentransformationen sind erforder-
lich. Prinzipiell ist es moglich, das Mortar-Integral der Slave-Seite separat auszuwerten.
Allerdings liegen dann die Integrationsfehler zwischen Slave- und Master-Mortar-Inte-
gral in verschiedenen Bereichen.
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3.4 Konsistente Behandlung von Réndern

3.4 Konsistente Behandlung von Randern

In Abschnitt 3.3 wurde die Berechnung der virtuellen Kontaktarbeit und der integralen
Nichtdurchdringungsbedingung mithilfe der Mortar-Integrale D%y und M4 dargestellt.
Die Berechnung der Slave-Integrale D% erfolgt auf Element-Basis, d.h. durch Inte-
gration tber ein oder mehrere komplette Slave-Elemente. Nur bei einer Integration
tiber komplette Slave-Elemente wird die Biorthogonalitdtsbedingung (3.18) zwischen
den Formfunktionen ¢ der Lagrange’schen Multiplikatoren und N} der Verschiebun-
gen des Slave-Kontaktrands erfiillt. Die Erfillung der Biorthogonalitdtsbedingung ist
Voraussetzung dafiir, dass die globale Slave-Mortar-Matrix Dg Diagonalstruktur be-
sitzt. Dies wiederum ist notwendig, damit im Rahmen des Losungsprozesses eine ein-
fache Kondensation der Multiplikatoren moglich ist (siehe Kapitel 5.3). Im Vergleich
zu den Dy weisen die Master-Integrale Mt im Allgemeinen keinen glatten Verlauf
iiber ein Slave-Element auf, weswegen sie segmentweise ausgewertet werden miissen,
siche Abbildung 3.10. Anschlielendes Aufaddieren der einzelnen Segment-Beitrige liefert
den kompletten Anteil des entsprechenden Slave-Elements. Solange sich ein Slave-Ele-
ment komplett in Segmente zerlegen lésst, ist die resultierende Beziehung zwischen
den Slave- und den Master-Mortar-Integralen konsistent. Am Ubergangsbereich zwi-
schen kontaktierenden und nicht kontaktierenden Bereichen des Kontaktrands ist diese
Voraussetzung aber gegebenenfalls nicht mehr erfiillt, siehe Abbildung 3.11. Aufgrund
der daraus resultierenden Unterschiede in den Integrationsgebieten der Slave- und der
Master-Mortar-Integrale entsteht mit den bisherigen Definitionen eine Inkonsistenz. In
Abschnitt 3.4.1 wird dies anhand eines exemplarischen Problems veranschaulicht. An-
schlielend wird in den folgenden Abschnitten 3.4.2 und 3.4.3 eine Losung des Problems
vorgestellt (siehe auch C1CHOSZ UND BISCHOFF (2011)). Nicht vollsténdig in Segmente
zerlegbare Slave-Elemente werden dabei auch als Rand-FElemente bezeichnet.

3.4.1 Problemidentifikation

Anhand eines einfachen Beispiels mit zwei finiten Elementen wird in diesem Abschnitt
die Inkonsistenz zwischen den Slave- und den Master-Mortar-Integralen veranschaulicht
und ihre Auswirkung auf den in Abschnitt 3.3 vorgestellten Algorithmus untersucht. In
der betrachteten Situation bertihren sich ein Slave- und ein Master-Korper entlang ihrer
gemeinsamen Kontaktrédnder, siehe Abbildung 3.11. Fiir beide Korpern ist der Slave-
bzw. der Master-Kontaktrand mit je einem Slave- bzw. Master-Element diskretisiert.
Dabei ragt das Slave-Element ein Stiick weit tiber den eigentlichen Kontaktbereich hin-
aus, so dass es nicht komplett in Segmente zerlegt werden kann. Mit den gewéhlten
Abmessungen werden die Mortar-Integrale und daraus folgend die integralen Knoten-
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%2 2 V
3T g Mortar-Integrale [mm]:
+ Dy o= 1 Dg, = 1
Mt= 0219 M= 0711
) M= 0891 Mgt= —0,081
Integrale Knotenklaffungen [mm?]:
sl gnl = 0734
1 . Gno = —0,74
A
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Abbildung 3.11: Konsistente Behandlung von Réndern: Problemidentifikation.

klaffungen (3.27) berechnet. Des Weiteren wird eine Gleichstreckenlast entsprechend der
Problemstellung des Kontakt-Patch-Tests aufgebracht und die Ubertragung der Kon-
taktspannung untersucht.

Die Auswertung der Slave-Mortar-Integrale D%, erfolgt durch Integration iiber das kom-
plette Slave-Element 1 — 2. Die Master-Mortar-Integrale Mz? sind beziiglich des wirk-
lichen Kontaktbereichs definiert, welcher hier durch ein einzelnes Segment zwischen den
Knoten 1 und 4 représentiert wird. Aufgrund der verschiedenen Bezugsbereiche entsteht
eine Inkonsistenz zwischen den integralen GréBen und die Beziehung DSy = -, Mt
wird nicht mehr erfiillt. Eine Integration von D% iiber den wahren Kontaktbereich
ist ohne Modifikationen aber nicht moglich, da dies zu einer Verletzung der Biortho-
gonalititsbedingung (3.18) und somit auf Terme D9, # 0 fithren wiirde. Aufgrund
der Inkonsistenz zwischen den Slave- und den Master-Mortar-Integralen entstehen un-
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brauchbare Werte der integralen Knotenklaffungen g,;. Mit den berechneten Werten
wird Knoten 1 inaktiv gesetzt, Knoten 2 wird um die scheinbare Durchdringung aus
dem Master-Korper herausgedriickt. Die resultierende Problemstellung ist kinematisch,
eine Gleichungslosung kann damit nicht erfolgen. Zur prinzipiellen Untersuchung der
Kontaktspannungsiibertragung wurden die Knotenklaffungen kiinstlich zu null gesetzt
und eine Losung berechnet. Die resultierenden Kontaktkrifte sind inkorrekt und verlet-
zen die Gleichgewichtsbedingungen in der Kontaktoberfliche. Die einzelnen Zahlenwerte
sind in Abbildung 3.11 dargestellt.

Kontaktbereich

Abbildung 3.12: Definitionen in einem Rand-Element.

3.4.2 Konsistente Formulierung

Die im vorausgegangenen Abschnitt 3.4.1 geschilderte Inkonsistenz zwischen den Slave-
und den Master-Mortar-Integralen in Rand-Elementen wird durch die unterschiedlichen
Integrationsgebiete erzeugt, auf welche sich die D%, und die M beziehen. Ein intui-
tiver Ansatz zur Losung dieser Problematik liegt in der Auswertung der Slave-Mortar-
Integrale D%, auf Segment-Basis. Damit dabei weiterhin die Biorthogonalititsbedin-
gung (3.18) erfiillt werden kann, wird diese nun als Integral iiber den wirklichen Kon-
taktbereich eines Slave-Elements umformuliert:

1

S 1 1 & 1 1
/51 Sx N (Jr) A€ = 65 /g N (Jyer) dev. (3.37)

Dabei bezeichnen die Koordinatenwerte £! und &! Beginn bzw. Ende des Kontaktbereichs

in einem Slave-Element (siehe Abbildung 3.12). Jya = ‘ g—’gll

= %Ee reprasentiert die
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Jacobi-Determinante zwischen aktueller Geometrie und Slave-Element-Parameterraum.
(. ist die Lange des entsprechenden Slave-Elements.

Gleichung (3.37) liefert zwei Bedingungsgleichungen zur Bestimmung der modifizier-
ten dualen Basisfunktionen ¢x innerhalb eines Slave-Elements. Formal kann die dar-
aus resultierende Berechnungsvorschrift in Matrizenschreibweise dargestellt werden, wie
zum Beispiel in HARTMANN U. A. (2007) fiir die allgemeine Bestimmung von dualen
Formfunktionen in dreidimensionalen Systemen. Im Gegensatz zu der dort vorgestellten
Prozedur miissen die zugrundeliegenden Integrale jetzt aber anstatt iiber die komplette
Slave-Element-Fléche iiber den wirklichen Kontaktbereich eines Slave-Elements e aus-
gewertet werden:

2
(bK = Z CLK[NII, a = |:(D}S(K) IQ:| ﬁlgl, a, Ihe € R2X2
=1 ¢

3
fe 1% N1 g (3.38)

mit: (D}S(K)e: B o

(). = 5 [} e

Der modifizierten Definition der dualen Formfunktionen entsprechend werden auch die
Slave-Mortar-Integrale D% anstatt mit Gleichung (3.35) jetzt beziiglich des wirklichen
Kontaktbereichs berechnet:

TNslele
D}S(K = Z (D}S(K)e
e=1
le/2 falls e inneres Element (3.39)

= &t _
e €6/2/ N det = (D}S(K) sonst.
& ¢

Die Auswertung der Master-Mortar-Integrale Mz? erfolgt weiterhin mit Beziehung (3.36).
Allerdings wird der Beitrag

(M]/(\/Jt)m =2 Ok (gl(ngﬁ) N; (§2 (7791)>) xcy Wep (3.40)
gp=1
eines Segments m, welches zu einem Rand-Element gehort, mit den modifizierten dualen
Formfunktionen nach Gleichung (3.38) berechnet.

Durch die modifizierte Definition (3.38) und die modifizierte Berechnung (3.39) sind kon-
sistente Mortar-Integrale und damit physikalisch sinnvolle Knotenklaffungen sowie das
Gleichgewicht in der Kontaktflache sichergestellt. Als Verifikation wird das Problem aus
Abbildung 3.11 ein weiteres Mal untersucht, jetzt allerdings mit modifizierten Mortar-In-
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tegralen, siehe Tabelle 3.2. Die integrierten Klaffungswerte beider Slave-Kontaktknoten
sind identisch null. Die Kontaktkréifte erfiillen das Gleichgewicht in der Kontaktflache.

Mortar-Integrale [mm]

Dg = 0,990
Ds, = 0,810
M = 0,099
Mt = 0,891
M = 0,891
M = -0,081
*Knotenwerte

Kontaktspannung® [N/mm]

21

2

Integrale Klaffung* [mm?]

gnl

gnZ

10,0
10,0

0,0
0,0

Kontaktkréfte [N]

£
2
e
A

9,9
8,1
9,9
8,1

Tabelle 3.2: Problem aus Abbildung 3.11: Erneute Berechnung mit modifizierten Mortar-

Integralen.

3.4.3 Wichtungsprozedur

Eine genauere Untersuchung von Gleichung (3.39) zeigt, dass sich der Betrag von (D‘}";K)

in einem Rand-Element quadratisch mit der Grofle des Kontaktbereichs verkleinert.

Die Ursache hierfiir ist, dass sich einerseits das Integrationsgebiet und andererseits der

Integrand selber verkleinern. Die Kontaktkraft als Integralwert der Kontaktspannung
verkleinert sich ungeféhr linear mit der Grofie des Kontaktbereichs. Abbildung 3.13 ver-

anschaulicht die Ursache fiir dieses Verhalten. Der Beitrag von Slave-Element 1 — 2 zu
den Kontaktkriften f! und f? resultiert aus den Master-Kontaktkriften f° und f!, wo-
bei f! nur einen kleinen Einfluss besitzt. Offensichtlich wird der grofite Anteil von f2

Abbildung 3.13: Verinderung der Kontaktkréifte in einem Rand-Element.
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auf Knoten 2 iibertragen, ein kleiner Anteil aber auch auf Knoten 1. Verkleinert sich
der Kontaktbereich in Element 1 — 2 (hier durch den Parameter o dargestellt), verklei-
nert sich der Hebelarm von f° beziiglich Knoten 2 um denselben Betrag. Auswertung
des Momentengleichgewichts am Knoten 2 zeigt, dass sich f! linear mit « verkleinert.
Infolgedessen vergroflert sich der zugehorige Knotenwert des Lagrange’schen Multiplika-
tors mit dem Faktor 1/a. Durch die Linearisierung des Kontaktkraftvektors (siche Ab-
schnitt 5.2.1) werden die resultierenden groBen Multiplikatorenwerte in die Steifigkeits-
matrix assembliert. Dadurch vergroflert sich deren Konditionszahl drastisch, was die
Konvergenzeigenschaften der iterativen Losungsprozedur deutlich verschlechtert. In ex-
tremen Fallen ist es sogar tiberhaupt nicht mehr moglich, eine konvergente Losung zu
erhalten (siehe Abschnitt 6.2.1). Mit der Einfiihrung von Wichtungsfaktoren fur die
Mortar-Integrale kann diese Problematik einfacher und effektiv behandelt werden. Ele-
mentbezogene Wichtungsfaktoren

) -1
Ky = { “N}(dé] (3.41)

erlauben pro Knoten verschiedene Wichtungen in unterschiedlichen Slave-Elementen,
vergleiche hierzu auch CICHOSZ UND BISCHOFF (2011). Das Integral in Gleichung (3.41)
bezieht sich dabei auf den wirklichen Kontaktbereich eines Rand-Elements e und definiert
den zugehorigen Wichtungsfaktor als Inverse des modifizierten Slave-Mortar-Integrals,
ausgewertet im Parameterraum. Somit besitzen die modifizierten und die nicht modifi-
zierten Anteile der Mortar-Integrale dieselbe Groflenordnung. Elementbezogene Wich-
tungsfaktoren sind algorithmisch sehr effektiv, konnen jedoch in bestimmten Fallen die
Genauigkeit der Kontaktspannungsiibertragung beeintrachtigen. Deswegen werden in
dieser Arbeit alternativ knotenbasierte Wichtungsfaktoren

Nlel -1
o [Z we} (3.42)
e=1

vorgeschlagen (siehe auch Popp U. A. (2013)). Diese sind als Inverse der Summe der
elementbezogenen Integrale aus Gleichung (3.41) definiert und besitzen fiir einen Knoten
K in allen Slave-Elementen den gleichen Betrag. Bei dem in Abbildung 3.12 dargestellten
Fall ist x; aus Betragen zweier Slave-Elemente zu berechnen. Das linke Slave-Element
ist dabei komplett in Segmente zerlegbar (inneres Slave-Element), so dass w, = 1,0 gilt.
Das rechte Slave-Element ist ein Rand-Element, wodurch eine Integralauswertung zur
Berechnung von w, notwendig wird. Abschlieend kénnen mit den Wichtungsfaktoren
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aus Gleichung (3.42) die gewichteten modifizierten Mortar-Integrale angegeben werden:

(Dfm) = Kk (Dfm) (Beitrag eines Slave-Elements e)
N _ (3.43)
(M%)m = KK (M%)m (Beitrag eines Segments m).

3.5 Zusammenfassung

Neben der rdumlichen Diskretisierung der kontaktunabhéngigen Terme wurden in diesem
Kapitel verschiedene Kontaktdiskretisierungen vorgestellt, bewertet und miteinander
verglichen. Ein Schwerpunkt lag dabei auf der Darstellung und Untersuchung der in-
tegralen Kontaktdiskretisierung nach WOHLMUTH UND KRAUSE (2003) und HUEBER
UND WOHLMUTH (2005), welche auf der dualen Mortar-Methode basiert. Durch die
Mortar-Kopplung der Kontaktréander ist diese Kontaktdiskretisierung stabil im Sinne der
LBB-Bedingung (WOHLMUTH 2001). Dartiber hinaus erlauben die dualen Formfunktio-
nen im Rahmen der Gleichungslosung eine einfache Kondensation der Lagrange’schen
Multiplikatoren (HUEBER UND WOHLMUTH 2005; WOHLMUTH UND KRAUSE 2003).
Somit wird einerseits das resultierende Gleichungssystem nicht vergroflert, andererseits
kann die integrale Nichtdurchdringungsbedingung trotzdem exakt erfiillt werden. Die
Leistungsfahigkeit der Kontaktdiskretisierung in puncto Spannungsiibertragung wurde
in Abschnitt 3.2.7 mithilfe des Kontakt-Patch-Tests demonstriert. Vergleichende Berech-
nungen mit alternativen Kontaktdiskretisierungen erzielten maximal gleichwertige Ergeb-
nisse.

Den zweiten Schwerpunkt dieses Kapitels stellte die methodische Untersuchung und
Behebung einer Inkonsistenz dar, welche bei einer raumlichen Kontaktdiskretisierung
mit der dualen Mortar-Methode am Rand des Kontaktbereichs auftreten kann. Ist dort
ein Slave-Element nicht komplett in Segmente zerlegbar (Rand-Element), entstehen fiir
einen betroffenen Slave-Kontaktknoten I inkonsistente Mortar-Integrale:

Dy # > ML (3.44)
J

Eine solche Situation kann fiir kleine Verformungen gegebenenfalls mit einer geschickten
Wahl von Slave- und Master-Seite vermieden werden. Fiir grole Deformationen ist dies
jedoch nicht mehr ohne Weiteres moglich. Damit in allen Féllen konsistente Mortar-
Integrale resultieren, wurde in Gleichung (3.37) die Biorthogonalitatsbedingung (3.18)
auf den wahren Kontaktbereich eines Rand-Elements bezogen. Mit den so definierten
modifizierten dualen Formfunktionen sind die Mortar-Integrale auch in Rand-Elementen
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konsistent:
Dy =" Mt (3.45)
J

Aufgrund der Modifikation (3.45) entstehen fiir sehr kleine Rand-Elemente betragsméafig
sehr kleine Mortar-Integrale und daraus sehr grofle Werte der Lagrange’schen Multiplika-
toren. Damit als Folge keine schlechte Konditionierung des globalen Gleichungssystems
resultiert, wurden in Abschnitt 3.4.3 Wichtungsfaktoren x; entwickelt. Multiplizieren
der gewichteten Mortar-Integrale aus Gleichung (3.45) mit den Wichtungsfaktoren r;
fithrt schliefSlich auf die modifizierten gewichteten Mortar-Integrale:

(D}S(K) = KK (D}S(K) (Beitrag eines Slave-Elements e)

. B (3.46)
(M]/(VJ‘) = Kk (M]/(V})m (Beitrag eines Segments m).
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Zeitliche Diskretisierung

Das folgende Kapitel befasst sich mit der zeitlichen Diskretisierung der semidiskreten
Bewegungsgleichung. Schwerpunktmafig wird der Einfluss von Kontaktereignissen auf
die Eigenschaften der zeitlichen Diskretisierung untersucht. Die zeitliche Diskretisierung
ist dabei mit keiner spezifischen rdumlichen Kontaktdiskretisierung assoziiert. Neben
der dualen Mortar-Methode kommt auch der NTS-Algorithmus zum Einsatz. Die all-
gemeinen Ausfithrungen zu Zeitintegrationsverfahren sind bewusst kompakt gehalten
und sollen keinen Anspruch auf Vollsténdigkeit erheben. Fiir eine ausfiihrliche Beschrei-
bung sei auf das Lehrbuch von ARGYRIS UND MLEJNEK (1988) sowie auf die Arbeit
von KUHL (1996) verwiesen.

In Abschnitt 4.1 werden zunéchst grundlegende Begriffe und Zusammenhénge einge-
fithrt. Anschliefend stellt Abschnitt 4.2 die in dieser Arbeit verwendeten Zeitintegra-
tionsverfahren vor. Die Abschnitte 4.3 bis 4.6 befassen sich mit den Auswirkungen von
Kontakt auf die Eigenschaften der zugrundeliegenden zeitlichen Diskretisierung. Strate-
gien zur Verbesserung des Verhaltens unter Kontakt werden vorgestellt, untersucht und
miteinander verglichen. In Abschnitt 4.7 wird ein neuer Algorithmus fiir die zeitliche
Diskretisierung von Kontaktvorgingen vorgestellt, welcher die negativen Effekte aus
Kontakt minimiert, ohne die Nichtdurchdringungsbedingung zu verletzen. AbschlieBend
sind in Abschnitt 4.8 die wichtigsten Aspekte noch einmal zusammengefasst.

4.1 Einleitung

Im vorangegangenen Kapitel wurde das kontinuierliche Kontaktproblem durch die raum-
liche Diskretisierung mit der Methode der finiten Elemente in eine semidiskrete Be-
wegungsgleichung tiberfiihrt. Fir den statischen Fall kann diese direkt mit einem nu-
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4 Zeitliche Diskretisierung

merischen Verfahren gelost werden. Wird eine dynamische Problemstellung untersucht,
ist zusétzlich eine zeitliche Diskretisierung erforderlich. Dazu wird der betrachtete Zeit-
raum [y, T'] in nr Zeitintervalle [t,, t,11] aufgeteilt. Die diskreten Zeitpunkte ¢, bzw. ¢,
bezeichnen Start- bzw. Endzeitpunkt eines einzelnen Intervalls. Die Differenz zwischen
End- und Startzeitpunkt definiert den Zeitschritt At = ¢,,; — ¢,. Im Rahmen einer
Zeitintegration werden die zeitlich kontinuierlichen Systemgrofien d(t),v(t) und a(t)
durch approximative Verlaufe ersetzt, welche jeweils fiir ein Intervall definiert sind. Die
Approximationen sind im Allgemeinen als Funktion der Systemgréfien zum Zeitpunkt
tni1, als Funktion der Systemgrofien zu davor liegenden Zeitpunkten, als Funktion des
Zeitschritts und ggf. noch als Funktion von zuséatzlichen Parametern formuliert. Durch
die Kombination der zeitlichen Approximationen der Systemgrofien mit der Bewegungs-
gleichung resultiert ein Gleichungssatz, welcher die Bestimmung der Systemgrofien am
Ende des untersuchten Intervalls erlaubt. Die Systemgrofien zu Beginn des Intervalls wer-
den dabei als bekannt vorausgesetzt. Eine sequentielle Losung der Gleichungssysteme
aller nt Intervalle hintereinander liefert dann eine Approximation der kompletten Lo-
sung fir den betrachteten Zeitraum [ty, 7).

Abhéangig davon, ob die Bewegungsgleichung zum Zeitpunkt ¢,, zum Zeitpunkt ¢, oder
zu einem Zwischenzeitpunkt ausgewertet wird, konnen Zeitintegrationsverfahren als ez-
plizit, implizit oder als Kombination von beiden klassifiziert werden. Implizite Verfahren
bendtigen zur Bestimmung der unbekannten Systemgrofien eine Gleichungslosung. Fiir
nichtlineare Systeme ist dazu ein iteratives Verfahren erforderlich. Explizite Algorith-
men konnen die unbekannten Systemgréfien ohne eine Gleichungslosung bestimmen,
falls die Massenmatrix des entsprechenden Verfahrens Diagonalstruktur besitzt. Aller-
dings sind explizite Verfahren nur bedingt stabil. Dies bedeutet, dass in einem nicht
belasteten System die unbekannte Systemantwort am FEnde des Zeitschritts verglichen
mit der bekannten Systemantwort zu Beginn des Zeitschritts iiber alle Grenzen anwach-
sen kann, falls eine kritische Zeitschrittweite tiberschritten wird. Implizite Verfahren
hingegen konnen so konstruiert werden, dass sie fiir lineare Problemstellungen unbedingt
stabil sind. Als Beispiel sei das Newmark-Verfahren (NEWMARK 1959) mit der Parame-
terwahl § = 1/4 und v = 1/2 genannt. Bei unbedingter Stabilitat ist unabhéingig vom
gewahlten Zeitschritt garantiert, dass die gesuchte Systemantwort nicht iiber alle Gren-
zen anwachst. Fiir eine Systemsteifigkeit, welche nicht von der Deformation abhéngt,
lasst sich dies durch eine Entkopplung der Systemgleichungen und eine anschlieSende
Eigenwertuntersuchung zeigen (Kriterium der spektralen Stabilitdt). Die im Folgenden
betrachteten Zeitintegrationsverfahren sind ausnahmslos implizit.

Fiir nichtlineare Systeme kann das Kriterium der spektralen Stabilitdt nicht verwen-
det werden, da die Systemsteifigkeit deformationsabhangig ist. Gut geeignet ist hinge-
gen das Kriterium der energetischen Stabilitidt nach BELYTSCHKO UND SCHOEBERLE
(1975). Dieses definiert ein Zeitintegrationsverfahren genau dann als energetisch stabil,
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4.1 Einleitung

wenn die Veranderung der Systemenergie zwischen zwei Zeitschritten entweder exakt
der Arbeit entspricht, welche von den aufleren Lasten geleistet wird, oder beziiglich
der geleisteten Arbeit dissipativ ist. Eine energetisch stabile Zeitintegration kann fir
nichtlineare Systeme mit drei verschiedenen Ansétzen realisiert werden:

e Verwenden eines Zeitintegrationsverfahrens, welches numerisch Energie dissipiert.

e Verwenden eines Zeitintegrationsverfahrens, welches algorithmisch so konstruiert
ist, dass die Systemenergie exakt erhalten bleibt.

e Kombination eines Zeitintegrationsverfahrens mit einer Zusatzbedingung, welche
die Erhaltung der Systemenergie erzwingt.

Beispielhaft seien als Vertreter der ersten Gruppe der ,Hilber-a“- bzw. JHHT“-Algo-
rithmus (HILBER U. A. 1977) oder die ,Generalized-a Method“ (CHUNG UND HULBERT
1993) genannt. Die kontinuierliche Dissipation der Systemenergie durch Verfahren dieser
Gruppe kann bei der Simulation von Langzeitprozessen allerdings zu einer nicht akzep-
tablen Veranderung der Systemantwort fithren. Verfahren der zweiten Gruppe basieren
auf der ,Energy-Momentum-Method“ (EMM) nach SiMO UND TARNOW (1992). Die
algorithmische Energieerhaltung wird hier durch eine spezielle Konstruktion des Verzer-
rungstensors erreicht. Als ein Verfahren der dritten Gruppe kann beispielsweise die ,,Con-
straint-Energy-Method* (CEM) nach HUGHES U. A. (1978) genannt werden, welche den
Newmark-Algorithmus mit einer Zwangsbedingung zur Energieerhaltung kombiniert.
Eine Erweiterung der ,,Constraint-Energy-Method“ wurde von KUHL UND RAMM (1996)
mit dem ,,Constraint-Energy-Momentum-Algorithm* (CEMA) vorgestellt. Diese verbin-
det die dissipative ,,Generalized-o Method“ mit Zwangsbedingungen zur Erhaltung von
Energie, Impuls und Drehimpuls.

Bei impliziten Verfahren kann die Ermittlung einer stabilen Losung nicht nur durch
den Verlust der energetischen Stabilitat, sondern auch durch ein Konvergenzversagen
der Gleichgewichtsiteration verhindert werden. Dieser Fall tritt auf, wenn hochfrequente
Systemschwingungen aufgrund einer zu grofl gewéhlten Zeitschrittweite nicht mehr abge-
bildet werden konnen. Vor allem, wenn der Algorithmus die hochfrequenten Schwin-
gungsmoden nicht numerisch dissipiert, ist ein entsprechend kleiner Zeitschritt erforder-

lich.

Durch Kontaktvorgange werden die Eigenschaften des zugrundeliegenden Zeitintegra-
tionsverfahrens wesentlich beeinflusst. Verfahren, welche ohne das Auftreten von Kon-
takt energetisch stabil sind, konnen diese Eigenschaft bei Kontaktereignissen verlieren.
Die iiblichen Newmark-Ansatze fir die Systemgrofien fithren bei Kontaktereignissen
zu oszillierenden Geschwindigkeiten und Beschleunigungen der kontaktierenden FE-
Knoten. Aufgrund der oszillierenden Beschleunigungen oszillieren dann auch die Trag-
heitskréafte und als Folge dessen die Kontaktkréfte. Letztlich wird die Strukturantwort
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4 Zeitliche Diskretisierung

des kompletten Systems gestort. Zeitintegrationsverfahren, welche energieerhaltend sind,
verlieren diese Eigenschaft durch Kontaktereignisse.

4.2 Implizite Zeitintegrationsverfahren

Die im Folgenden dargestellten Untersuchungen und Weiterentwicklungen auf dem Ge-
biet der zeitlichen Diskretisierung betrachten ausschlieflich Phénomene, die durch Kon-
taktereignisse verursacht werden. Aus diesem Grund wird in der vorliegenden Arbeit
mit dem Newmark-Verfahren ein moéglichst einfacher Basisalgorithmus verwendet, siehe
Abschnitt 4.2.1. Fiir nichtlineare Probleme ist der Newmark-Algorithmus nur bedingt
energetisch stabil. Die Allgemeinheit der Untersuchungen wird hierdurch jedoch nicht
beeintrichtigt, da die Ubertragung der erzielten Erkenntnisse auf einen unbedingt sta-
bilen Basisalgorithmus nur eine technische Herausforderung darstellt. Neben dem New-
mark-Verfahren kommt vergleichend die ,,Energy-Momentum-Method“ (EMM) zum Ein-
satz, sieche Abschnitt 4.2.2. In Kombination mit der ,Velocity-Update-Method* (siehe Ab-
schnitt 4.6) stellt die ,Energy-Momentum-Method“ bis zum jetzigen Zeitpunkt die
einzige zeitliche Kontaktdiskretisierung dar, welche energetisch stabil und energieerhal-
tend ist, ohne dafiir die Nichtdurchdringungsbedingung verletzen zu miissen.

In den folgenden Untersuchungen und Beispielen wird ausnahmslos eine konstante Zeit-
schrittweite verwendet: At = konstant. Eine Systemgréfie a(t,) zu einem bestimmten
Zeitpunkt ¢, wird in einer vereinfachenden Schreibweise in der Form a,, oder a”, indiziert
mit dem Zéahler des jeweiligen Zeitschritts, dargestellt. Zeitintegrationsverfahren werden
in einer kompakten Ausdrucksweise auch als Integratoren bezeichnet.

4.2.1 Der Newmark-Algorithmus

Fir strukturmechanische Probleme ist der Newmark-Algorithmus (NEWMARK 1959)
eines der wichtigsten und sicher auch eines der am héaufigsten benutzten Zeitintegra-
tionsverfahren. Dartiber hinaus stellt der Newmark-Algorithmus die Basis fiir zahlreiche
weitere Zeitintegrationsverfahren dar, als Beispiele seien der ,HHT“-Algorithmus, die
,Generalized-a Method“, die ,,Energy-Momentum-Method“ oder die ,,Constraint-Ener-
gy-Method“ genannt. Die Grundlage des Verfahrens bilden die Newmark-Approxima-
tionen von Verschiebung und Geschwindigkeit in der Zeit:

Aoy = dy+Atv, + AP {(1 —28)a, +28 an+1]
2 (4.1)

Vg1 = Vv, + At {(1—’7)3714"73%1
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4.2 Implizite Zeitintegrationsverfahren

In den Vektoren v,, bzw. v, € R(raim™) sind dabei alle diskreten Knotengeschwindig-
keiten zu den Zeitpunkten t, bzw. t,,1 zusammengefasst. Die Vektoren fiir Verschiebung
und Beschleunigung stellen diskrete zeitliche Auswertungen der entsprechenden Grofien
aus Gleichung (3.3) dar. Mit den Parametern [ und 7 konnen die Stabilitéts- und
Genauigkeitseigenschaften des Verfahrens gesteuert werden. Durch die Parameterwahl
f = 1/4 und v = 1/2 beispielsweise wird das Verfahren fiir lineare Probleme absolut
stabil und energieerhaltend. Die unbekannte Beschleunigung kann mithilfe von Glei-
chung (4.1); als Funktion der unbekannten Verschiebung ausgedriickt werden:

2

1 Al (1- 25)%]. (4.2)

Apt1 = W [(dn-{-l -d, — Atvn) _

Eine Auswertung der semidiskreten Bewegungsgleichung (3.28); zum Zeitpunkt ¢,
mit anschliefendem Einsetzen des Resultats aus Gleichung (4.2) ergibt die nichtlineare
effektive Strukturgleichung der Newmark-Methode:

1

GAR (dn+1 —-d, - AtVn) ~ L

n+1 n+1 n+1 __
Ml % (1—2ﬁ)an] frHl gl 4 gt — g,

Berechnung der internen Krifte

An dieser Stelle wird die Berechnung des internen Kréftevektors in kompakter Form dar-
gestellt, um einen direkten Vergleich zu der entsprechenden Berechnung mit der , Ener-

gy-Momentum-Method“ zu erméglichen. Die raumliche Komponente k£ des Anteils eines
fn+1

int

Knotens I von aus Gleichung (4.3) berechnet sich dabei tiber die Assemblierung

der Anteile aus den einzelnen Elementen e:

nele 111
fis = ///(NIX lZNJXdJk] 5%5) d1 déades. (4.4)
1-1-1

Summiert wird jeweils nur iiber die GroBlen des zugehorigen Korpers a. Auf den entspre-
chenden Index wurde aus Griinden der Ubersichtlichkeit verzichtet. Aus dem gleichen
Grund wurde auf den Index des Zeitschritts verzichtet. Alle Groflen sind zum Zeitpunkt
t,+1 ausgewertet. Die Spannung 53 wird stark aus dem zugrundeliegenden Werkstoft-
gesetz und der diskretisierten Green-Lagrange’schen Verzerrung berechnet, siehe auch
Gleichung (A.20) fiir eine detaillierte Herleitung der einzelnen Ausdriicke.
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Berechnung der Kontaktkrafte

Der Vektor der Kontaktkrafte berechnet sich aus der verschiebungsabhéangigen Opera-
tormatrix B¢ und dem globalen Vektor z,,; der Kontaktspannung:

fcn+1 — Bc<dn+1> Zn+1. (45)

Die Dimension von z,,; sowie die Dimension und die Berechnung von B¢ héngen dabei
von der verwendeten raumlichen Kontaktdiskretisierung ab. Fiir Mehrkorperkontaktpro-
bleme sind die entsprechenden Beziehungen im Folgenden mit dem NTS-Algorithmus
und der Kontaktdiskretisierung aus Kapitel 3.3, welche auf der dualen Mortar-Methode
basiert, dargestellt. Fiir Einkérperkontakt wird die Kontaktdiskretisierung aus HART-
MANN U. A. (2007) verwendet, die ebenfalls auf der dualen Mortar-Methode beruht.
Definition und Auswertung von B¢ und 2z, sind fiir die verschiedenen Methoden in der
folgenden Gleichung beschrieben. Dabei werden alle Groflen fir ¢ = ¢, ausgewertet:

[U (BCNTS)I]Z —: BYsz, Gl (3.6), zeR™, (NTS)
I=1

(e B, 2z, Gl (3.25), z€R™=m  (Md2)
c = 7 —

.
0,Ds| z = By, z GL (3.25), zeR™»"  (Mdl)

0 c R(ndimns) X(ndim (nn_ns))

(Md1): Mortar dual — 1IKK,  (Md2): Mortar dual — 2KK.

(4.6)

Der skalare Kontakt-Normalspannungswert eines Knotens I berechnet sich ebenfalls
diskretisierungsabhangig tiber die Beziehung

Znr <0 (NTS)
oy = z7-n; >0 (Md2)
Znl = Zj - Ngpg S 0 (Md]')

(Md1): Mortar dual — 1KK, (Md2): Mortar dual — 2KK. (47)

wobei ngs die Normale auf das starre Hindernis (englisch: ,obstacle”) darstellt, siehe
auch Abbildung 4.1.
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dob{ 777777777 T Nobs

Abbildung 4.1: Einkorperkontaktproblem: Veranschaulichung und Bezeichnungen.

Auswertung der Nichtdurchdringungsbedingung

Aquivalent zur Kontaktkraft wird auch die Normalklaffung eines Slave-Kontaktknotens
I in Abhéngigkeit der raumlichen Kontaktdiskretisierung bestimmt:

(x} — (1 — é)x?h — éx?b) -n; >0, GL(3.6), (NTS)

Gt = 9 Gur >0, GL (3.27), (Md2)
X7 " Ngbs + dobs Z 07 (Mdl)
(Md1): Mortar dual — 1KK, (Md2): Mortar dual — 2KK. (48)

Alle Beziehungen sind dabei zum Zeitpunkt %, ausgewertet. dgps stellt fiir den Einkor-
perkontaktfall den Abstand zwischen Ursprung und starrem Hindernis in Richtung von
ngps dar. Fiir die Giiltigkeit der verwendeten Vorzeichendefinition miissen Ursprung und
deformierbarer Korper auf derselben Seite des Hindernisses liegen (siehe Abbildung 4.1).

Anderung der Systemenergie ohne Kontakt

Die Energiebilanz des Newmark-Integrators kann mithilfe der effektiven Strukturglei-
chung (4.3) und den zeitlichen Approximationen von Verschiebung und Geschwindig-
keit (4.1) gewonnen werden. Mit der Parameterwahl 5 = 1/4 and v = 1/2 resultiert
dabei die folgende Beziehung (siehe beispielsweise ARGYRIS UND MLEJNEK (1988)
oder KRENK (2006)), falls keine &uBeren Kraften vorhanden sind:

1 1
5 (vlﬂ MV, — levn> +5 AdT (g, +£07) =0, (4.9)

h
Aekin
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Fiir lineare Probleme entspricht der rechte Term auf der linken Seite von Gleichung (4.9)
exakt der Verdnderung der internen Emergie. Damit entspricht die Veranderung der
kinetischen Energie Aell genau der Verdnderung der internen Energie. Der Algorithmus
ist unbedingt stabil und energieerhaltend. Fiir nichtlineare Probleme héngen die internen
Kréfte nichtlinear von den Verschiebungen ab. Aus diesem Grund stellt der rechte Term
auf der linken Seite von Gleichung (4.9) nur noch eine Approximation der Veranderung
der internen Energie dar. Somit ist der Zuwachs der kinetischen Energie eventuell grofier
als die Verdnderung der internen Energie. Als Folge dessen ist der Algorithmus fir
nichtlineare Probleme nur noch bedingt stabil.

Damit Gleichung (4.9) im Kontext mit der kontinuumsmechanischen Energiebilanz aus
Kapitel 2 besser verstanden und eingeordnet werden kann, wird die kontinuumsmecha-
nische Energiebilanz im folgenden Absatz raumlich diskretisiert und zeitlich integriert.
Die resultierende Beziehung entspricht aufgrund der Approximationen, die im Rahmen
der Diskretisierung gewéhlt werden, exakt der Energiebilanz (4.9).

In abstrakter Form liefert die raumliche Diskretisierung der kontinuierlichen Energiebi-
lanz (2.30) mit anschlieBender Integration tiber das Zeitintervall [t,, t,.1] die folgende
Beziehung:

h

t'n+1 8

/ [aekin<t) + pint(t) = peXt<t>] dt < <617<L1J121 - el?in) + Aelnt = Aeext
ln

(4.10)

Darin bezeichnet das A(e)-Symbol die Differenz einer Grofie zwischen den Zeitpunkten
tne1 und t,: A(e) = (@)1 — (e),. Einsetzen der raumlich diskretisierten Geschwin-
digkeit (3.2)y in die kontinuierliche Formulierung der kinetischen Energie (2.32) und
anschlieSendes Auswerten fiir einen diskreten Zeitpunkt t,,, ergibt die diskrete kineti-
sche Energie eines einzelnen Korpers a:

h 1 Nno Nno o
9 Qa,h (ZN?VTLH)'(ZN& n+1>dQ '

1 A [e% (63 (0% (63 [e%
=35 Z >ovidi vl /Q pi Ni Ny dQg™.

I=1 J=1 0

onltuss) 2 |eia(trs)

a
MI J

(4.11)

Dabei kennzeichnet die Abkiirzung M7, den Eintrag zwischen den Knoten I und J in
der globalen Massenmatrix M. Aufsummieren der beiden Beitrége aus Gleichung (4.11)

96



4.2 Implizite Zeitintegrationsverfahren

liefert die diskrete kinetische Energie fiir das komplette System:

b1

- VM (4.12)

(i) = 3 |t

Die diskrete Anderung der internen Energie im Zeitintervall [tn, tni1] folgt durch die
raumliche Diskretisierung von Gleichung (2.33) édquivalent zu der Vorgehensweise in
Gleichung (3.4); und anschlieBender Integration von ¢, bis #,41:

A~ 3" (A (Ae,)" = i / " ( [ s ng)hdt _ /t (VT ) .
a=1 0 mn

" (4.13)

Durch die Auswertung des letzten Integrals in Gleichung (4.13) mit der Trapezregel
resultiert die approximative Anderung der internen Energie. Dabei wird zusitzlich die
Mittelpunktgeschwindigkeit mit v,y1/» = Ad/At = (d,41 — d,,)/At approximiert und
ein konstanter Zeitschritt vorausgesetzt!:

A%=KWWMMmé%fmmmtmﬁ~Afmtwﬁ

(4.14)

Abschlieflend erfolgt die rdumliche Diskretisierung von Gleichung (2.34) entsprechend
zu der Vorgehensweise in Gleichung (3.4)3. Durch eine Behandlung der resultierenden
Terme Aquivalent zu Gleichung (4.13) und (4.14) ergibt sich die diskrete Anderung der
externen Energie:

Ao ~ A, = = AdT (., +£257). (4.15)

Wird ein linearer Verlauf der externen Lasten im betrachteten Zeitintervall vorausge-
setzt, ist die zeitliche Integration mit der Trapezregel in Gleichung (4.15) exakt.

4.2.2 Die ,,Energy-Momentum-Method*“ (EMM)

Ohne die Beriticksichtigung von Kontaktbedingungen ist die ,Energy-Momentum-Me-
thod“ (SIMO UND TARNOW 1992) ein unbedingt stabiles und energicerhaltendes Zeit-
integrationsverfahren. Sie garantiert diese Eigenschaften durch die Idee der algorithmi-
schen Energieerhaltung. Hierzu wird die Berechnung der internen Kréfte genau so kon-
struiert, dass die Zeitintegration auch fiir Probleme mit grofien Deformationen energie-,

m Rahmen dieser Arbeit wird ausschlielich eine konstante Zeitschrittweite verwendet.
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4 Zeitliche Diskretisierung

impuls- und drehimpulserhaltend ist. Ein Nachteil der Methode ist der numerische
Mehraufwand, der durch die Modifikationen entsteht. Da die Berechnung der internen
Krafte auf Elementebene erfolgt, sind grundlegende Veranderungen der Elementroutinen
inklusive der Spannungsberechnung erforderlich.

Basis fiir die zeitliche Approximation von Verschiebung und Geschwindigkeit sind die
Newmark-Approximationen (4.1), die im Rahmen der ,,Energy-Momentum-Method* mit
der festen Parameterwahl § = 1/4 und v = 1/2 verwendet werden:

1
dn-‘rl = dn + AtVn + _At2 (an + an+1)
) 4 (4.16)
Vprl = V- éAt(an + anﬂ).

Zusatzlich werden die Systemgrofien in der Mitte 7,41/, des Zeitintervalls [tn, tni1] be-
notigt. Diese ergeben sich durch die lineare Interpolation zwischen den Werten der
diskreten Zeitpunkte ¢, und ¢,,1:

dpr12 = % (dn+1 =+ dn)
1

Vat1/2 = 5 (VnJrl + Vn) (417)
1
Antrfz = 5 (an+1 =+ an)-

Auflésen von Gleichung (4.16); nach der unbekannten Beschleunigung a,,; und an-
schliefendes Finsetzen in Gleichung (4.17)3 liefert dann die Beschleunigungen der Mit-
telpunktkonfiguration. Formuliert als Funktion der unbekannten Verschiebung lautet
diese:

2 2
Ant1/2 = A (dn+1 - dn) BN (4.18)

Schlieflich fithrt die Auswertung der semidiskreten Bewegungsgleichung (3.28); fiir den
Zeitpunkt 2,1/, auf die nichtlineare effektive Strukturgleichung der ,Energy-Momen-
tum-Method*:

2

M [A—tz (dns —dy — Atvn)] + fine () — £50 2+ £ (s, 2%°) = 0.

(4.19)

Dabei wurde Gleichung (4.18) verwendet, um die Mittelpunktbeschleunigung a1/, als
Funktion der unbekannten Verschiebung auszudriicken. Die externen Kréfte werden als
unabhéngig von der Deformation vorausgesetzt. Sie ergeben sich ebenfalls tiber eine
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4.2 Implizite Zeitintegrationsverfahren

Mittelung der externen Kréfte an den Intervallgrenzen:

fgil/Q o (fn+1 feT)L(t) (420)

ext

Berechnung der internen Krifte

Im Gegensatz zur Newmark-Methode berechnen sich die internen Kréfte mit den Ver-
schiebungen der Mittelpunktkonfiguration und mit einem modifizierten Spannungsmaf.
Formal folgt die rdumliche Komponente k des Anteils eines Knotens I von fi (dn+1 /2)
aus Gleichung (4.19) wieder aus der Assemblierung der Anteile aus den einzelnen Ele-
menten e:

Nele 1 1 1
it (dngre) = U / / / (NIXL lz Nyx, d”+1/2] gale Ongm) A, A€y des.
-1 -1-1 =

e=1 =

(4.21)

Die Spannung S;lgo ist dabei mit dem Index ()& gekennzeichnet, da sie algorith-
misch so berechnet wird, dass die Entwicklung der Systemenergie exakt den thermo-
dynamischen Prinzipien folgt. Fiir hyperelastische Materialgesetze bedeutet dies, dass
die Verdnderung der kinetischen Energie exakt der Veranderung der internen Energie
mit umgedrehtem Vorzeichen entspricht (siehe auch Gleichung (4.9) fiir den Unterschied
zur Newmark-Methode). Wird das St. Venant-Kirchhoft’sche Materialmodell verwendet,
muss S;lgo dazu mit dem Mittelwert der Verzerrungstensoren der Zeitpunkte ¢, und ¢,.1
ausgewertet werden, anstatt die Verzerrung der Mittelpunktverschiebung d,4/2 zu be-
nutzen (SIMO UND TARNOW 1992). Die Berechnung von S;#° fiir weitere Werkstoffe ist
beispielsweise in GONZALEZ (2000) dargestellt.

Berechnung der Kontaktkrafte

Aquivalent zu der Vorgehensweise in Gleichung (4.6) berechnet sich der Kontaktkraftvek-
tor in Abhéangigkeit der zugrundeliegenden rdumlichen Kontaktdiskretisierung. Aller-
dings werden die einzelnen Terme zu einem anderen Zeitpunkt ausgewertet:

fc (dn+1/2) = B¢ (dn+1/2) Zalgo. (422)

Die Kontaktspannung z*#° berechnet sich als Reaktion auf die algorithmische Umset-

zung der Nichtdurchdringungsbedingung, sieche LAURSEN UND LOVE (2002) fiir ver-
schiedene Moglichkeiten. In dieser Arbeit wird die Nichtdurchdringungsbedingung aus-
schlieBlich mit der Methode der Lagrange’schen Multiplikatoren umgesetzt. z*#° folgt
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4 Zeitliche Diskretisierung

entsprechend dem Vorschlag in LAURSEN UND LOVE (2002) aus der Forderung nach
Nichtdurchdringung fiir den Zeitpunkt ¢,. 1. Eine Auswertung der Nichtdurchdringungs-
bedingung in der Mitte des Zeitintervalls wiirde bei der Initiierung des Kontakts eine un-
physikalische Durchdringung erlauben und anschlieSend zu einer oszillierenden Knoten-
verschiebung fithren.

Anderung der Systemenergie ohne Kontakt

Die Energiebilanz des Algorithmus’ folgt durch Multiplikation der nichtlinearen effek-
tiven Strukturgleichung (4.19) mit dem Verschiebungsinkrement Ad. Ohne das Wirken
von aufleren Kraften entspricht die Veranderung der kinetischen Energie per Konstruk-
tion exakt dem negativen Wert der Verdnderung der internen Energie:

Ad™M lAlt? (dugr —do — Atvn)] +Ad" finy (ds12, 2°) = 0. (4.23)

h
Aegy,

4.2.3 Nomenklatur

An dieser Stelle soll mit Tabelle 4.1 eine Ubersicht zu den im Folgenden verwendeten
Abkitirzungen fiir Zeitintegrationsverfahren sowie deren Modifikationen gegeben werden.
Die jeweiligen Bezeichnungen werden an entsprechender Stelle noch einmal ausfiihrlicher
erlautert.

4.3 Auswirkungen dynamischer Kontaktereignisse:
Referenzbeispiel

Das folgende Beispiel soll die Auswirkungen von dynamischem Kontakt auf ein rdumlich
und zeitlich diskretisiertes System veranschaulichen. Dariiber hinaus wird es als Refe-
renzbeispiel benutzt, um fiir Kontaktprobleme die Wechselwirkung zwischen zeitlicher
Diskretisierung und dynamischer Strukturantwort zu untersuchen. Modifikationen im
Hinblick auf eine bessere Simulation von Kontaktproblemen werden anhand des Refe-
renzbeispiels bewertet.

Bei der Bezeichnung von energetischen Ausdriicken wird im Weiteren auf den Index (e)®
zur Kennzeichnung der Diskretisierungslosung verzichtet. Die interne Energie wird fiir
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Figenschaften Optionale Eigenschaften
e
£ g
x 2 =
. 5 5 -
X 2.8 o g
™ N o) £~
. b= £< % =S
= 2 2T g 3
< R 8 9 =} % Fg
§=y = O & 3 g 5
) Q (5]
0 < — — 80—~
s 7 = = H 2
Newmark nein nein - - -
Newmark-KD  jal nein N-KD-v N-KD-¢? N-KD-ve3
Newmark-KS  ja! ja N-KS-v N-KS-¢e3 N-KS-ve?
EMM jat nein - EMM-VUM* -

Abkiirzungen:
N: Newmark
KD:  Kontakt — dissipativ
KS: Kontakt — stabilisiert
EMM: | Energy-Momentum-Method“
VUM: ,Velocity-Update-Method“

Verweise:
L KANE U. A. (1999)
2DEUFLHARD U. A. (2008)
3 Energie-Korrekturkraft-Algorithmus, sieche Abschnitt 4.7
4 LAURSEN UND LOVE (2002)

Tabelle 4.1: Zeitintegrationsverfahren: Eigenschaften und Bezeichnungen.

das Newmark-Verfahren mit Gleichung (4.14) berechnet, fir die , Energy-Momentum-
Method* gemafl Beziehung (4.23).

4.3.1 Numerischer Versuchsaufbau

In der untersuchten Problemstellung bewegt sich ein deformierbarer Stab mit einer
gleichférmigen Anfangsgeschwindigkeit von vy = 3,0m/s auf ein ebenes starres Hin-
dernis zu. Der Stab ist beschleunigungsfrei, die Geschwindigkeit bis zum Beriihren des
Hindernisses zeitlich konstant. Nach circa 3 -10~* Sekunden ist die urspriingliche Liicke
zwischen Stab und Hindernis geschlossen und der Kontaktvorgang beginnt. In Abbil-
dung 4.2 sind Geometrie, Materialdaten und die Vernetzung mit zehn bilinearen Q1-
Elementen dargestellt. Als Materialgesetz wird das St. Venant-Kirchhoff’sche Material-
modell benutzt. Die untersuchte Problemstellung wurde in dieser oder d&hnlicher Form
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4 Zeitliche Diskretisierung

beispielsweise auch in TAYLOR UND PAPADOPOULOS (1993), ARMERO UND PETOCZ
(1998) oder DOYEN (2010) zur Beurteilung von Diskretisierungsstrategien fiir dynami-
sche Kontaktprobleme benutzt.

Material
v = 3,0m/s Nobs E = 900N/m”

p = 1,0 kg/m®
1 - " v =00

Z Geometrie

# AA Dicke = 0,1m
10 0,001 ’

Léngen in [m]

Abbildung 4.2: Referenzbeispiel: Problemstellung und Diskretisierung.

4.3.2 Referenzlosung

Analytische Losung

Werden eine lineare Kinematik und ein linear elastisches Materialverhalten vorausge-
setzt, ist es moglich, fiir das betrachtete Problem eine analytische Losung zu ermitteln.
Diese ist in Abbildung 4.3 dargestellt. Die zugrundeliegenden Gleichungen sind beispiels-
weise in DOYEN (2010) angegeben. Im folgenden Kapitel wird die analytische Losung
allerdings nicht als Referenz verwendet. Stattdessen wird eine numerische Referenz-
losung erstellt. Dies geschieht einerseits aufgrund der nichtlinearen Kinematik, die die
untersuchten Algorithmen im Gegensatz zu der analytischen Losung benutzen. Bei einer

=3 a2
=5 Z.-5
)
& 4
o 4 r PR
= — €kin -
£l — e 4
3L int g 3k
— €tot =
)
o

[N}
T
1
[N}
T

—_
T
I
—_
T

0 " 1 " 1 " 1 " " "
0 0,2 0,4 0,6 0,8 0 0,2 0,4 0,6 0,8

Zeit [s] Zeit [s]

o

Abbildung 4.3: Analytische Losung: Energie und Kontaktkraft.
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4.3 Auswirkungen dynamischer Kontaktereignisse: Referenzbeispiel

maximalen Verkiirzung des Stabs von 1,0 m entsteht dabei eine zu grofle Diskrepanz zwi-
schen der analytischen und der zu erwartenden numerischen Losung. Andererseits soll
mit den Untersuchungen der Teil des Diskretisierungsfehlers isoliert werden, welcher aus
der numerischen Kontaktbehandlung resultiert. Damit dieser Anteil nicht mit anderen
Effekten aus der rdumlichen oder der zeitlichen Diskretisierung vermischt wird, erscheint
eine numerische Referenzlosung sinnvoller.

Numerische Referenzlosung

Die numerische Referenzlosung simuliert den Zeitraum zwischen Initiieren und Losen
des Kontakts. Dazu werden die Kontaktknoten statisch bestimmt gelagert (siehe Abbil-
dung 4.4). Alle weiteren Knoten erhalten die horizontale Anfangsgeschwindigkeit vy. Als
zeitliche Diskretisierung wird das Newmark-Verfahren mit der Parameterwahl 5 = 1/4
und v = 1/2 sowie einer Zeitschrittweite von At = 1-10"*s verwendet. Die Referenzlo-
sung fiir die Kontaktkraft wird anhand der horizontalen Auflagerreaktionen des Systems
bestimmt, sieche Abbildung 4.4(b). Als rdumliche Diskretisierung werden zehn bilineare
Q1-Elemente benutzt. Nach circa 0,74 Sekunden tritt in den Auflagern eine Zugkraft auf.
Ab diesem Zeitpunkt wird als Referenz der Wert null festgesetzt. Die Referenzlosung
des Energieverlaufs folgt aus einer Berechnung mit 100 bilinearen Q1-Elementen, siehe
Abbildung 4.4(a). Die Losung des groben Netzes ist hier nicht als Referenz geeignet,
da die gelagerten FE-Knoten keine kinetische Energie besitzen. Demzufolge ist die Sys-
temenergie des gelagerten Systems bei grober Vernetzung deutlich kleiner als die des
Referenzbeispiels aus Abbildung 4.2. Da die Energiekurven der numerischen Referenz-

(a) Feines Netz — 100 Elemente (b) Grobes Netz — Zehn Elemente

(O (TTTTTITIIT]

= . 2
'go dé
g 4t 5
: =
£a) ~d
3 £
2
2 -
1F o I — Referenzlésung
Analytische Losung \
0 1 S 1 1 1 1
0 0,2 0,4 0,6 0,8 0 0,2 0,4 0,6 0,8
Zeit [s] Zeit [s]

Abbildung 4.4: Numerische Referenzlosung (farbig) mit Diskretisierung, analytische
Losung (grau).
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4 Zeitliche Diskretisierung

l6sung bei grober bzw. feiner Vernetzung nur einen Unterschied in den Absolutwerten
aufweisen?, sie jedoch nicht in Richtung der Zeitachse gegeneinander verschoben sind,
ist die Verwendung des feinen Netzes konsistent. Ab dem Zeitpunkt, zu dem in den
Auflagern eine Zugkraft auftritt, werden die Energiekurven ,eingefroren“. Somit wird
der jeweils zuletzt berechnete Wert als qualitative Referenz fiir die Zeitspanne nach dem
Losen des Kontakts verwendet.

In den Legenden der folgenden Abbildungen ist die numerische Referenzlosung stets
mit einer Tilde gekennzeichnet. In Abbildung 4.4 ist neben der numerischen Referenz-
l6sung vergleichend die analytische Losung dargestellt (grau, in der Legende mit einem
Uberstrich markiert). Die zeitliche Verschiebung zwischen den Kurven resultiert, wie
bereits angesprochen, aus den unterschiedlichen Kinematiken der analytischen und der
numerischen Losung.

4.3.3 Numerische Losung ohne Modifikation der Kontaktanteile

Im Folgenden wird das Referenzbeispiel mit dem Newmark-Algorithmus aus
Abschnitt 4.2.1 und der ,Energy-Momentum-Method“ aus Abschnitt 4.2.2 gelost. Die
zugrundeliegende Kontaktbehandlung ist in den Gleichungen (4.5) bis (4.7) fir das New-
mark-Verfahren bzw. in Gleichung (4.22) fiir die ,,Energy-Momentum-Method“ darge-
stellt. Alle Berechnungen werden mit einer konstanten Zeitschrittweite von At = 5-1073s
durchgefiihrt. Die detaillierte Analyse der beobachteten Phénomene folgt in den néch-
sten Abschnitten. Zunachst wird die Systemantwort nur qualitativ beschrieben. In den
Abbildungen der Systemenergie und der Kontaktkraft sind die jeweiligen numerischen
Referenzlosungen mit grauen Linien gekennzeichnet. Geschwindigkeit und Beschleuni-
gung der gelagerten FE-Knoten sind in der numerischen Referenzlosung identisch null,
was auch von den Kontaktberechnungen gefordert werden kann. Die Diskontinuitat in
der Geschwindigkeit bzw. die Singularitat in der Beschleunigung bei Initiieren und Losen
und des Kontakts kann mit der numerischen Losung allerdings nur approximativ abge-
bildet werden. Das Auftreten von Oszillationen zu den entsprechenden Zeitpunkten muss
in begrenztem Umfang akzeptiert werden.

Losung mit dem Newmark-Algorithmus

In Abbildung 4.5 sind Energie, Kontaktkraft sowie Geschwindigkeit und Beschleuni-
gung der Kontaktknoten fiir die Losung mit dem Newmark-Verfahren dargestellt. Wie
der Energieverlauf zeigt, wird der Integrator aufgrund der Kontaktereignisse energetisch
instabil. Einer relativ geringen Abnahme der Systemenergie in einigen Zeitschritten steht

2Die Kurve der groben Vernetzung ist nicht dargestellt.
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Abbildung 4.5: Referenzbeispiel: Losung mit dem Newmark-Verfahren.

eine deutliche Zunahme in folgenden Zeitschritten gegeniiber. Der Kontaktkraftverlauf
zeigt ein oszillierendes Verhalten zwischen Zustanden mit bestehendem und Zusténden
mit gelostem Kontakt. In den wenigen Zeitschritten mit bestehendem Kontakt ist der
Absolutwert der Kontaktkraft unphysikalisch hoch. Wie ein Vergleich zwischen Kon-
taktkraftverlauf und Energieverlauf zeigt, steht ein Initiieren bzw. Losen von Kontakt
offenbar in direktem Zusammenhang mit einer Veranderung der Systemenergie. Die Ge-
schwindigkeit und die Beschleunigung zeigen ein oszillierendes Verhalten. Dieses spiegelt
die Bewegung der Kontaktknoten wider, welche aufgrund der Oszillationen zwischen
bestehendem und gelostem Kontakt resultiert. Ein Vergleich der Verlaufe von Beschleu-
nigung und Kontaktkraft zeigt, dass offensichtlich auch eine direkte Verbindung zwischen
den Ausschlagen der Kontaktkraft und den Ausschlagen der Beschleunigung besteht.

Da aufgrund der stark oszillierenden Systemantwort eine Losung mit dem St. Venant-

Kirchhoff’schen Materialgesetz zu sich selbst durchdringenden Elementen fiihrte, ist in
Abbildung 4.5 die Losung mit dem Neo-Hooke’schen Materialmodell dargestellt.
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4 Zeitliche Diskretisierung

Losung mit der ,,Energy-Momentum-Method*

Abbildung 4.6 zeigt die Verlaufe von Energie, Kontaktkraft und Geschwindigkeit und
Beschleunigung der Kontaktknoten fiir eine Berechnung mit der , Energy-Momentum-
Method“. Fiir die Verlaufe von Kontaktkraft und Beschleunigung sind die Werte der
Zeitintervallmitten t,,,/, aufgetragen, da die semidiskrete Bewegungsgleichung jeweils
fir den Zeitpunkt t,,,/2 ausgewertet wird. Der Energieverlauf zeigt, dass die System-
energie in einigen Schritten ab-, aber in keinem Schritt zunimmt. Somit scheint die in
Abschnitt 4.2.2 dargestellte Behandlung der Kontaktkrafte bereits dissipativ zu sein. Die
Oszillationen in der Kontaktkraft sind geringer als bei der Losung mit dem Newmark-
Verfahren. Nach circa 0,2 Sekunden treten keine Oszillationen mehr zwischen bestehen-
den und gelosten Kontaktzustanden auf. Ein Vergleich von Energie- und Kontaktkraft-
verlauf zeigt, dass wie bei der Newmark-Methode eine zeitliche Korrelation zwischen
der Verkleinerung der Systemenergie und den Ausschligen der Kontaktkraft besteht.
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*Werte der Zeitpunkte ¢, /o dargestellt

Abbildung 4.6: Referenzbeispiel: Losung mit der ,,Energy-Momentum-Method*.
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Auch die Verlaufe von Kontaktkraft und Beschleunigung zeigen wieder ein stark zusam-
menhéngendes Verhalten. Der Geschwindigkeitsverlauf zeigt fiir bestehenden Kontakt
Ostzillationen um die exakte Nulllosung.

4.4 Energetische Stabilitat bei Kontaktereignissen

Wie die Auswertung des Referenzbeispiels in Abschnitt 4.3 gezeigt hat, kann sich in einer
numerischen Simulation aufgrund von Kontaktereignissen die Systemenergie vergrofern.
Dadurch wird der zugrundeliegende Integrator energetisch instabil. Bei der Auswertung
mit der , Energy-Momentum-Method* resultierte allerdings keine Vergroflerung der Sys-
temenergie. Der folgende Abschnitt untersucht, warum das Newmark-Verfahren durch
Kontaktereignisse energetisch instabil wird, die ,Energy-Momentum-Method“ jedoch
nicht. Dariiber hinaus wird eine Modifikation vorgestellt, welche auch mit dem New-
mark-Verfahren eine energetisch stabile Behandlung von Kontaktvorgangen ermoglicht.

4.4.1 Energetische Stabilitat des Newmark-Algorithmus’

Ohne die Beriicksichtigung von Kontaktereignissen ist der Newmark-Algorithmus fiir
lineare Probleme mit der Parameterwahl § = 1/4 und v = 1/2 unbedingt stabil und
energieerhaltend, siche Gleichung (4.9). Werden nichtlineare Kontaktprobleme betrach-
tet, liefert eine Auswertung der Energiebilanz mit derselben Parameterwahl (siehe An-
hang A.3.1) die folgende Beziehung fiir die Verdnderung der kinetischen Energie:

Ay =5 (dus —dn)T[— (£ + £ — £2,) — (Fut + £ —fgiil)]

N —

—— % AdT(fiﬁt + fn+1) i % AdT(an + fcn+1) + % AdT(fT)L(t + fn+1) _

int € ext

Aeint Aec Aeext

(4.24)

Wie schon in Abschnitt 4.2.1 angemerkt, bestimmt dabei der Ausdruck Aey,, = Ad" (f "

int

+ fuF 1) die Verdnderung der internen Energie nur ndherungsweise. Die entsprechende

approximative Veranderung der Systemenergie resultiert durch Umformen von Glei-
chung (4.24):

Aegin + Aeint = Aot — Nee. (4.25)
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Im Folgenden wird der Ausdruck Aey, + Aeyy vereinfachend als Verdnderung der Sys-
temenergie bezeichnet. Ist der approximative Charakter des Ausdrucks Aey,; von Be-
deutung, wird gesondert darauf hingewiesen. Fiir den Kontaktterm kann mit Glei-
chung (4.25) folgende Aussage getroffen werden:

Ae. < 0: Der Kontaktterm vergroBert die Systemenergie.
Ae. = 0: Der Kontaktterm verdndert die Systemenergie nicht. (4.26)
Ae. > 0: Der Kontaktterm verkleinert die Systemenergie.

Im Weiteren wird untersucht, in welchen Situationen der Kontaktterm Ae. welches Vor-
zeichen annimmt. Im Hinblick auf eine energetisch stabile Simulation von Kontaktvor-
géngen ist es insbesondere wichtig, wann und warum Falle mit Ae. < 0 auftreten.

Untersuchung des Kontaktterms

Anhand des Referenzbeispiels aus Abschnitt 4.3 wird das Vorzeichen des Ausdrucks Ae,
exemplarisch untersucht. Die entsprechende Situation ist in Abbildung 4.7 dargestellt.
Betrachtet werden drei fiktive Zeitschritte. Im ersten Schritt (n = 0 = n+1 = 1)
bewegt sich der elastische Stab undeformiert und spannungsfrei auf das starre Hindernis
zu. Im Verlauf von Schritt 2 bertihrt der Stab das starre Hindernis, so dass am Ende

Zeitschritt (n +1) =1 Zeitschritt 2 Zeitschritt 3
Nops | f <0
—>—O+——>
Je
v v
—»4—0&%
7 f < 0 v 7
[~ -
- T Adyo Adys
n=>0 n=1 n=2
f=1t+ et 0 < 0 (Druck) 0
fcn 0 0 >0
fr+t 0 > 0 (Gleichgewicht) 0
Ad = dn+1 —d, >0 Ad12 >0 Adgg <0
Ae. 0 > 0 (Verlust) > 0 (Zuwachs)

Abbildung 4.7: Verdnderung der Systemenergie durch Kontaktereignisse.
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des Schritts bereits eine Kontaktkraft wirkt und der Stab deformiert ist. Auf das erste
Element wirkt dabei eine Druckkraft f < 0. Geméaf§ der Vorzeichenkonvention der Bewe-
gungsgleichung folgt daraus f"! > 0, die Kontaktkraft besitzt ein positives Vorzeichen.
Aufgrund der Orientierung der globalen z-Achse besitzt das Verschiebungsinkrement,
welches die Liicke zwischen Stab und Hindernis geschlossen hat, ebenfalls ein positives
Vorzeichen: Adjs > 0. Mit Gleichung (4.24) folgt dann auch fiir den Kontaktterm Ae.
ein positives Vorzeichen, da am Ende von Schritt 1 noch keine Kontaktkraft vorhan-
den war (f" = 0). Der Kontaktterm verkleinert damit bei der Initiierung des Kontakts
die Systemenergie. Am Ende von Schritt 3 ist der Kontakt bereits wieder gelost. Der
Abstand zwischen Stab und Hindernis wéchst an. Demzufolge ist das aktuelle Verschie-
bungsinkrement negativ: Ady3 < 0. Die aktuelle Kontaktkraft ist identisch null, die
Kontaktkraft des vorherigen Zeitschritts (Schritt 2) aber grofier null. Somit resultiert
fiir das aktuelle Ae. ein negatives Vorzeichen. Die Systemenergie wird durch das Losen
des Kontakts vergroflert. Fiir den hier nicht betrachteten Fall des bestehenden Kontakts
iiber zwei Zeitschritte verschwindet das Verschiebungsinkrement, so dass der Kontakt die
Systemenergie nicht verdndert. In kompakter Form kann das Ergebnis der Betrachtung
noch einmal wie folgt zusammengefasst werden:

1
Kontakt wird initiiert: f* =0, f"™#£0 = Ae. = 5 Adfr > 0
1 (4.27)
Kontakt wird gelost: " #0, f"1'=0 = Ae. = 5 Adfr <0

Fiir Mehrkorperkontaktprobleme gelten prinzipiell die gleichen Zusammenhénge wie die
in Abbildung 4.7 oder Gleichung (4.27) dargestellten. So konnte das starre Hindernis aus
Abbildung 4.7 beispielsweise auch als zweiter deformierbarer Kérper betrachtet werden.
Das Vorzeichen der Kontaktkraft wiirde sich in diesem Fall nicht &ndern, da in den kon-
taktierenden finiten Elementen immer noch eine Druckspannung herrscht. Auch fiir das
Vorzeichen des Verschiebungsinkrements bei Initiieren oder Losen von Kontakt gelten
die gleichen Bedingungen. Da das Verschiebungsinkrement aber als Funktion von zwei
oder mehreren FE-Knoten formuliert werden miisste?, ist eine einfache Darstellung wie
in Abbildung 4.7 nicht mehr moglich.

Unter groflen Deformationen ist das dissipative Verhalten bei der Initiierung von Kon-
takt gewissen Beschrénkungen unterworfen. Aus den Betrachtungen in Abbildung 4.7
ist ersichtlich, dass die Giiltigkeit der Vorzeichendefinition in Gleichung (4.27); von der
Relation der Richtungen des Verschiebungsinkrements und der Kontaktkraft abhéngt.
Die Richtung der Kontaktkraft ist wiederum tiber die Normale einer der kontaktieren-
den Oberflachen definiert (in Abbildung 4.7 iiber die Hindernis-Normale). Tritt eine
Situation auf, in welcher sich die kontaktierenden Korper und damit die Oberflachen-

3Eine entsprechende Zerlegung des globalen Ausdrucks Ad" £7*1 ist in Gleichung (4.94) dargestellt.
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4 Zeitliche Diskretisierung

Normalen wéhrend eines Zeitschritts um sehr grofie Winkel verdrehen, ist auch ein
Ae. < 0 moglich. Alternativ formuliert bewegen sich in solch einem Fall die kontak-
tierenden Korper aus Sicht der Oberflaichen-Normalen aufgrund der grofien Rotation
nicht aufeinander zu sondern voneinander weg. Fiir die Formulierung in LAURSEN UND
LOVE (2002)* ist die Beziehung Ae. > 0 beispielsweise auf eine Rotation von maximal
90° wahrend eines Zeitschritts begrenzt. Allerdings ist ein Zeitschritt, welcher Rotationen
dieser Groflenordnung zuldsst, in der Regel ohnehin zu grofl, um das Kontaktverhalten
der betrachteten Korper sinnvoll zu erfassen.

Damit auch fiir Probleme mit groflen Rotationen wéhrend bestehendem Kontakt Ae. = 0
gilt, muss die raumliche Kontaktdiskretisierung die Drehimpulsbilanz erfiillen. Dies ist
beispielsweise bei einer mortarbasierten Kontaktdiskretisierung der Fall, welche die Nicht-
durchdringungsbedingung exakt erfiillt. Im Allgemeinen ist die Erfiilllung der Drehim-
pulshilanz fiir jede rdumliche Kontaktdiskretisierung gesondert zu priifen.

Wird der Kontakt gelost, resultiert auch fiir Einkérperkontaktprobleme mit kleinen De-
formationen im Allgemeinen eine Vergroflerung der Systemenergie, siche Glei-
chung (4.27),. Fir Ein- oder Mehrkérperkontakt mit grofien Deformationen kann kein
besseres Verhalten erwartet werden.

4.4.2 Dissipative Modifikation des Newmark-Algorithmus’

Wie die Untersuchung in Abbildung 4.7 fiir den Einkérperkontaktfall exemplarisch
gezeigt hat, steht der Energiegewinn bei Losen von Kontaktzustianden in direktem
Zusammenhang mit der Abhéngigkeit der Energiebilanz von der Kontaktkraft des letz-
ten Zeitschritts. Diese entsteht aufgrund der Abhéngigkeit der nichtlinearen effektiven
Strukturgleichung (4.3) von der Beschleunigung a,, des letzten Zeitschritts. Eine Auswer-
tung der semidiskreten Bewegungsgleichung (3.28); zum Zeitpunkt ¢, wiederum verdeut-
licht die Abhéngigkeit der Beschleunigung a,, von der Kontaktkraft £

a, = M7 (fl, — 1, — £7). (4.28)

KANE U. A. (1999) schlagen eine additive Aufteilung der Beschleunigung vor, um das
energetisch instabile Verhalten zu korrigieren:

a=a"+4a (4.29)

4Diese Formulierung basiert auf der ,Energy-Momentum-Method* Der angesprochene Effekt ist jedoch
aquivalent.
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4.4 Energetische Stabilitit bei Kontaktereignissen

Der Anteil a™ ergibt sich aus der Differenz von externen und internen Kréften. Die
Beschleunigung a® berechnet sich aus den Kontaktkraften:

aint = M_l fex _fin
(For — £ (4.30)
a® = M_l(—fc).
In den Newmark-Ansétzen (4.1) werden die Kontaktanteile der Beschleunigung durch
die Parameterwahl § = 1/2 und v = 1,0 vollstéandig implizit behandelt. Fiir den Be-
schleunigungsanteil a™ bleiben 3 und v allgemein:

1 - : 1
dupr = do AtV + S AL [(1 —23)all + 28l | + SATa,

o (4.31)
Van = Vot At [(1-9)al 4 aal

+ Ataj ;.

Mit Gleichung (4.30);, ausgewertet fiir den Zeitpunkt t¢,,;, und Beziehung (4.31),
aufgelost nach aj_ |, resultiert dann die folgende Bestimmungsgleichung fir die unbe-
kannten Beschleunigungskomponenten:

att ML (fn+1 - fn+1)

n+1 ext int
i = g (== div) = [(1- 202l + 20,
2

= (dups —du = Atv,) = (1-23)al — 28 M (£251 — £17).

@ ext int
(4.32)

Schliefllich wird die semidiskrete Bewegungsgleichung (3.28); zum Zeitpunkt t,,; aus-
gewertet und die unbekannte Beschleunigung geméaf Gleichung (4.29) aufgeteilt. An-
schlieBendes Einsetzen der Ergebnisse aus Gleichung (4.32) liefert die nichtlineare effek-
tive Strukturgleichung der modifizierten Newmark-Methode (Newmark-KD):

b
BAP

M| e (o = o= Aev,) - g (1 20| g7 - et e =

(4.33)

Fir die Parameterwahl § = 1/4 und v = 1/2 lautet die resultierende Energiebilanz
(siche Anhang A.3.2) letztlich

1 1
A = =5 AdT (5, + £1) — AdTE 42 AdT (£, + 8377, (1.34)
AEint Ae‘(:i) Aeext
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Somit entsteht fiir das Losen von Kontakt keine Vergroflerung der Systemenergie mehr:

Aekin =+ Aeint = Aeext - AdT anJrl- (435)
————
Ael>0

Aus diesem Grund wird das Verfahren hier mit dem Kiirzel ,KD®, welches auf eine
dissipative Behandlung des Kontakts hinweist, abgekiirzt (vgl. Tabelle 4.1).

Losung des Referenzbeispiels mit Newmark-KD

In Abbildung 4.8 sind die Verlaufe von Energie und Kontaktkraft fiir die Losung des
Referenzbeispiels aus Abschnitt 4.3 mit dem Newmark-KD-Algorithmus dargestellt. Im
Gegensatz zu der Berechnung mit dem unmodifizierten Newmark-Verfahren (siehe Ab-
bildung 4.5) zeigt die Newmark-KD-Berechnung ein energetisch stabiles Verhalten. Die
Systemenergie verkleinert sich jeweils bei der Initiierung von Kontakt, vergrofert sich
allerdings nicht wenn der Kontakt wieder gelést wird. Ahnlich der Berechnung mit der
,Energy-Momentum-Method“ (siehe Abbildung 4.6) sind die Oszillationen des Kontakt-
kraftverlaufs gedampft, jedoch immer noch deutlich vorhanden. Geschwindigkeit und
Beschleunigung sind ebenfalls dquivalent zu den Verldufen in Abbildung 4.6 und aus
diesem Grund nicht dargestellt.

= 2 40
g 4 5 fe
~ L ¢
& g
: E
9 N
, 10 f
ﬂllllllvlllll‘w lﬂllﬂ(lﬂ’h\li Ml
0 0 llll" LD
0 02 04 06 08 1 12 0 02 04 06 08 1 12
Zeit [s] Zeit [s]

Abbildung 4.8: Referenzbeispiel: Losung mit dem Newmark-KD-Verfahren.

4.4.3 Energetische Stabilitiat der ,,Energy-Momentum-Method*

Die Energiebilanz der ,,Energy-Momentum-Method* fiir nichtlineare Systeme mit Kon-
taktbedingungen resultiert aus der zugehorigen Strukturgleichung (4.19) durch Multi-
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4.5 Zeitliche Oszillationen der Kontaktkrafte

plikation mit dem Verschiebungsinkrement Ad:
Aey = —Ad" iy (dogr2) = AdT fo(dpije,2™) + AdT £ (4.36)

Wie in der Energiebilanz (4.34) des Newmark-KD-Algorithmus sind auch in der Ener-
giebilanz (4.36) keine Kontaktkréfte eines zuriickliegenden Zeitschritts enthalten. Dies
ist bereits an der effektiven Strukturgleichung (4.19) zu erkennen, da keine Beschleu-
nigungen von zuriickliegenden Zeitschritten enthalten sind. Wird der Kontakt gelost,
ist die Kontaktkraft der Mittelpunktkonfiguration identisch null, da die Kontaktbedin-
gungen fir den Zeitpunkt ¢,,; tUberpriift werden. Damit ist die ,,Energy-Momentum-
Method“ mit der in Abschnitt 4.2.2 dargestellten Kontaktbehandlung energetisch sta-
bil. Abbildung 4.6 zeigt dies exemplarisch durch die Ergebnisse des Referenzbeispiels.
Fiir detaillierte Untersuchungen sei auf LAURSEN UND LOVE (2002) verwiesen.

4.5 Zeitliche Oszillationen der Kontaktkrafte

Im folgenden Abschnitt werden die Ursachen der zeitlichen Oszillationen der Kontakt-
krafte untersucht und moégliche Losungen identifiziert. Der Schwerpunkt liegt dabei auf
einer Idee von DEUFLHARD U. A. (2008). Diese wird erweitert, um sie auf Probleme mit
groflen Deformationen anwenden zu kénnen.

4.5.1 Untersuchung des Phinomens

Zur prinzipiellen Untersuchung des Phanomens werden drei exemplarische Zeitschritte
des Referenzbeispiels aus Abschnitt 4.3 betrachtet, siche Abbildung 4.9. Im Gegensatz
zu der Untersuchung in Abbildung 4.7 sind die Zeitschritte allgemein durch die Indizes
ihrer Endzeitpunkte ¢, 1, t, und ¢,.1 bezeichnet. Fiir n wird dabei kein konkreter Wert
gesetzt, da die allgemeine Darstellung in diesem Fall tibersichtlicher ist.

Auswertung der problembeschreibenden Gleichungen

Die Untersuchung beginnt mit Zeitschritt n — 1. Zu dessen Endzeitpunkt %, ; bewegt
sich der deformierbare Stab unbeschleunigt und mit gleichférmiger Geschwindigkeit auf
das starre Hindernis zu. Zwischen Stab und Hindernis befindet sich zu diesem Zeitpunkt
noch eine Liicke. Am Ende des zweiten Zeitschritts n ist diese Liicke perfekt geschlossen.
Der Stab beriihrt das Hindernis spannungsfrei und undeformiert. Eine Kontaktkraft ist
noch nicht vorhanden: f* = 0. Wahrend des folgenden Zeitschritts n + 1 beginnt sich
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4 Zeitliche Diskretisierung

die Kontaktkraft aufzubauen. Der Stab wird deformiert. Die aktive Kontaktbedingung
erlaubt im Vergleich zum letzten Zeitschritt n keine Veranderung der Verschiebung:

G =0 & duy = da. (4.37)

Durch Einsetzen dieser Bedingung in die Newmark-Approximation (4.1); resultiert dann
mit der Parameterwahl § = 1/4 sowie unter Beachtung von a, = 0 die folgende
Beziehung;:

1
dyy1 = d, + Atv, + 1 At? (an + anﬂ)

1
< dn+1 —d, = At Up + Z AtzanJrl =0. (438)

20 ~————
£0
Auflésen von Gleichung (4.38), liefert die unbekannte Beschleunigung als Funktion der
Geschwindigkeit des letzten Zeitschritts und als Funktion des Zeitschritts selbst:

4,
Upy1 = _A—t (439)

Einsetzen dieses Ergebnisses in die Newmark-Approximation (4.1), fithrt auf den fol-
genden Ausdruck fir die aktuelle Geschwindigkeit:

1
Upt1 = Up + 5 At (an + an-l—l) (440)

=, — 20, = —U,.

SchlieBlich resultiert die aktuelle Kontaktkraft aus einer Auswertung der nichtlinearen
effektiven Strukturgleichung (4.3):

ManJrl 4 n+1 +fcn+1 =0

int
4 Mv, (4.41)
o anJrl - _ iz:rl_'_ At )

Diskussion der Effekte

Damit gleichzeitig die Newmark-Approximation und die Kontaktbedingung erfiillt wer-
den konnen, muss die Beschleunigung a,,; in Gleichung (4.38), den Geschwindigkeits-
term in Abhéngigkeit von v, ausgleichen. Als Resultat strebt die Beschleunigung gegen
unendlich, wenn der Zeitschritt gegen null geht.
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Zeitschritt (n — 1) Zeitschritt (n) Zeitschritt (n+ 1)

T T
7/ 7
Up—1 =10 Unp =V Up4+1 = —vy
an—1 = () an = ant1 = —4v, /At
9n =0 gttt =0
=0 frrl = — et 4 4o, /At

Abbildung 4.9: Entwicklung der Kontaktkraft.

Dieses Verhalten approximiert einerseits die realen Vorgange in der Kontaktoberflache.
Aufgrund der Diskontinuitit in der Geschwindigkeit entsteht dort eine Singularitét in
der Beschleunigung. Andererseits besitzt die reale Kontaktoberfliche aber die Dicke
null und folglich keine Masse. Den Kontaktknoten ist jedoch eine diskrete Knotenmasse
zugeordnet, so dass aus der singuldren Beschleunigung eine unphysikalische singulare
Tréagheitskraft resultiert. Dadurch wiederum entsteht eine unphysikalisch singuldre Kon-
taktkraft, siche Gleichung (4.41).

Gleichung (4.40) zeigt, dass die Geschwindigkeit von Zeitschritt n auf Zeitschritt n+41 bei
gleichem Betrag ihr Vorzeichen wechselt. Wird jetzt noch ein folgender Zeitschritt n 4 2
mit zunéchst als aktiv angenommenen Kontakt betrachtet, resultiert mit Gleichung (4.3)
sowie Gleichung (4.2) die folgende Kontaktkraft:

8 Mwv,
[ = = Mans = —ft? - =" (442)
——
>0

Fiir At — 0 strebt der Trigheitsterm gegen unendlich. Die Kontaktkraft £ wére somit
eine Zugkraft. Folglich muss der Kontakt wieder gelost werden. Da sich die restlichen
Knoten des Stabs aber immer noch auf das starre Hindernis zubewegen, entsteht in einem
der folgenden Zeitschritte erneut Kontakt und das oszillierende Verhalten wiederholt
sich.

Moglichkeiten zur Abhilfe

Im Folgenden werden Verfahren, die zeitliche Oszillationen in den Kontaktkraften ver-
meiden, als Stabilisierung des zugrundeliegenden Integrators bezeichnet. Anhand der
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vorausgegangenen Betrachtungen lassen sich hierzu drei prinzipielle Moglichkeiten iden-
tifizieren:

e Durch eine geeignete Modifikation des Newmark-Integrators kann eine oszillierende
Beschleunigung bzw. ein singularer Beschleunigungswert direkt vermieden werden,
sieche Gleichung (4.38).

e Aus der der singuldren Beschleunigung resultiert keine singuliare Tragheitskraft,
wenn die Masse von den Kontaktknoten entfernt wird, sieche Gleichung (4.41).

e Wird die Geschwindigkeit v,.1 in einer Nachlaufrechnung entsprechend den Kon-
taktbedingungen modifiziert, ergibt sich durch Gleichung (4.41) nur ein einzel-
ner singuldrer Kontaktkraftwert. Die folgenden Werte sind nichtsingulér, da der
Tragheitsterm in Gleichung (4.42) direkt beeinflusst werden kann.

4.5.2 A posteriori Modifikation der Geschwindigkeiten

Zuerst soll die stabilisierende Wirkung einer Geschwindigkeitsmodifikation auf den zeit-
lichen Kontaktkraft-Verlauf untersucht werden. Fir die betrachteten Probleme héngt
die effektive Strukturgleichung nicht von der aktuellen Geschwindigkeit ab. Aus diesem
Grund kann die Geschwindigkeitsmodifikation einfach in einer Nachlaufrechnung aufler-
halb der Gleichgewichtsiteration durchgefiihrt werden. Die entsprechenden Formeln fin-
den sich beispielsweise in DOYEN (2010) und sind im Folgenden fiir das Referenzbeispiel
angegeben. Da die Modifikation in Kombination mit dem Newmark-KD-Algorithmus
aus Abschnitt 4.4.2 dargestellt ist, wird der resultierende Algorithmus hier als New-
mark-KD-v bezeichnet.

Formulierung fiir das Referenzbeispiel (1D)

Fiir das Referenzbeispiel kann eine modifizierte Geschwindigkeit, die den Kontaktbedin-
gungen geniigt, durch die einfache Vorschrift

vl =0 (4.43)

angegeben werden. Durch die Geschwindigkeitsmodifikation wird die kinetische Energie
des Systems um den Betrag

i 1 1 2
Ae((:ll) = 5 MII U?H—l — 5 M][ (U;Lnﬁ(f) (444)
—_—

0
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verkleinert. v, stellt hierbei die unmodifizierte Geschwindigkeit dar, die aus der klas-
sischen Newmark-Approximation (4.40) resultiert. Da die modifizierte Geschwindigkeit
identisch null ist, geht in Gleichung (4.44) die komplette kinetische Energie der Slave-
Kontaktknoten verloren. Die Systemenergie verandert sich dann gemafl der folgenden

Beziehung;:
n+1 1 2
Aein + Ay = Aeext — Ad 1 — B Moy, . (4.45)
| —

Aegi) Aegi)
Anders als der Anteil Ael) verkleinert sich Ael® bei Netzverfeinerung, da sich die
Knotenmassen der Kontaktknoten aufgrund der kleineren Elementgréfien verringern.

Losung des Referenzbeispiels mit Newmark-KD-v

Im Gegensatz zu der Berechnung ohne Geschwindigkeitsmodifikation (siehe Abbil-
dung 4.8) zeigt der Kontaktkraftverlauf bis auf den Ausschlag bei Initiierung des Kon-
takts ein oszillationsfreies Verhalten. Dies ist auch anhand der Energiekurven zu erken-
nen, welche anders als in Abbildung 4.8 schon zu Beginn einen glatten Verlauf aufweisen.
Trotz der Geschwindigkeitsmodifikation ist der Bruttoenergieverlust geringer als ohne
Modifikation, da keine Oszillationen zwischen bestehenden und gelosten Kontaktzustéan-
den auftreten. Allerdings hangt die Qualitdt des erzielten Ergebnisses direkt von der
Qualitat der Geschwindigkeitsmodifikation ab. Diese ist fiir Einkérperkontaktprobleme
sehr einfach zu realisieren, da die Geschwindigkeit der Kontaktknoten in Richtung der
Hindernis-Normale immer identisch null ist.

=g Zo 40
.;:%D . “g — ]fc
=47 Z 30l Je
= pv
2 F P =
- fkin
\ fint 10 1
1F y Ctot
] "/ ] N N 7|7 ] ==|:\ I I I
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0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 0 02 04 06 0,8 1 1,2
Zeit [s] Zeit [s]

Abbildung 4.10: Referenzbeispiel: Losung mit dem Newmark-KD-v-Verfahren.
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4.5.3 Stabilisierung des Integrators durch modifizierten
Pradiktor

Der folgende Abschnitt 4.5.3 widmet sich der Stabilisierung des Newmark-Integrators
durch eine Modifikation des Verschiebungsansatzes nach einer Idee von DEUFLHARD
U. A. (2008). Das Verfahren wird im Weiteren als Newmark-KS-Algorithmus bezeichnet,
da die Modellierung von Kontaktereignissen stabilisiert wird. Als Basis des Verfahrens
dient dabei der Newmark-KD-Algorithmus aus Abschnitt 4.4.2. Verwandte Modifika-
tionen konnen beispielsweise in TAYLOR UND PAPADOPOULOS (1993) oder SOLBERG
UND PAPADOPOULOS (1998) gefunden werden. Das Verfahren nach DEUFLHARD U. A.
(2008) ist im Gegensatz zu den genannten Algorithmen aber rdumlich kontinuierlich
formuliert, wodurch es mit verschiedenen rdumlichen Diskretisierungen bzw. mit ver-
schiedenen raumlichen Kontaktdiskretisierungen kombiniert werden kann. In dieser Ar-
beit wird das Verfahren in Kombination mit einer diagonalisierten Massenmatrix sowie
dem NTS-Algorithmus und der Mortar-Methode als raumliche Kontaktdiskretisierung
verwendet.

Motivation und numerische Umsetzung

Ausgangspunkt der Idee von DEUFLHARD U. A. (2008) ist der zeitliche Verschiebungs-

ansatz (4.31); des Newmark-KD-Integrators. Anstelle des fixen Ausdrucks (d,, + Atv,,)

wird aber jetzt ein modifizierter Verschiebungspradiktor dflf(ll eingefiihrt:

1 ) . 1
d,yy = d5T + §At2 {(1 - 25)3? +20a.,| + §At2 a1 (4.46)

Dieser erfiillt aufgrund seiner Konstruktion automatisch die Nichtdurchdringungsbedin-
gung und ist knotenweise durch die folgende Beziehung definiert:

ared — al 4 Atv! — AL g B¢, nxA 4.47
n+1 n+ Va 2MH Z Ik DK Ak ( . )
K=1

BS, bestimmt sich dabei in Abhéngigkeit der rdumlichen Kontaktdiskretisierung aus
Gleichung (4.6) als Eintrag zwischen den Knoten I und K in der Operatormatrix B°.
Fiir My gilt Aquivalentes beziiglich einer diagonalisierten Formulierung® der Massen-
matrix M aus Gleichung (3.4). Die Multiplikatoren A,k sind den Slave-Kontaktkno-
ten zugeordnet und korrigieren den Verschiebungsprédiktor so, dass dieser die Nicht-
durchdringungsbedingung erfiillt. Hierzu muss vor der Losung der nichtlinearen effekti-
ven Strukturgleichung (,,grofes Kontaktproblem®) ein ,kleines Kontaktproblem* gelost

SEntsprechende Berechnungsvorschriften sind beispielsweise in BELYTSCHKO U. A. (2008) angegeben.
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werden. Die Bezeichnung »kleines Kontaktproblem* soll darauf hinweisen, dass der Ver-
schiebungspradiktor dareed nt1 ausschlieBlich die Verschiebungen der FE-Knoten der Kon-
taktoberflache korrigiert. Das zugehorige Gleichungssystem ist insofern nur fiir diese
Freiheitsgrade und die Multiplikatoren A,k zu formulieren. Entsprechend dem ,, groflen
Kontaktproblem* berechnen sich die Multiplikatoren A, i als Reaktion auf die Nicht-
durchdringungsbedingung, welche jetzt aber nicht mit der aktuellen Verschiebung d,
sondern mit dem Verschiebungspradiktor dflfil ausgewertet wird. Erlaubt sind dabei aus-
schliefSlich Multiplikatoren, welche im , groflen Kontaktproblem® einer Druckspannung
entsprechen wiirden:

InK (dzlfcll) 0
Ak > 0 SYEK €S, (4.48)
Ink (dﬁ‘"f?) Ag = 0

v

Fiir die Auswertung von ¢, sei auf Gleichung (4.8) verwiesen.

Nachdem das ,kleine Kontaktproblem* mithilfe von Gleichung (4.48) gelost ist, bleibt
dessen Resultat dflf(f wahrend der anschliefenden Losung der nichtlinearen effekti-
ven Strukturgleichung unverdndert. Diese folgt aus der semidiskreten Bewegungsglei-
mt

chung (3.28); ausgewertet zum Zeitpunkt t¢,,;, der Beschleunigung a
chung (4.32); und der Beschleunigung a¢_, aus Gleichung (4.46)°:

Y aus Glei-

1

1 1
pred int n+1 n+1 n+1l __
M lm (dn+1 - dn+1) — Qﬁ (1 — 26) ‘| flnt - feXt + ﬁ fC = 0 (449)
Multiplizieren von Gleichung (4.49) mit dem Faktor 23 sowie anschlieBendes Ersetzen

von a,, mithilfe von Gleichung (4.30); liefert eine alternative Darstellungsweise:

2

M| 05| + 0 - 20) 02— 2) 20 ) w2 =0

(4.50)

Fiir das Referenzbeispiel sind die Verschiebungsvektoren d,,,; und dn 1 identisch. Damit
wird eine singuldre oszillierende Beschleunigung vermieden, siehe Gleichung (4.38) und
Gleichung (4.39). In Gleichung (4.50) steht die Kontaktkraft dann im Gleichgewicht mit
einer von 3 abhangigen Kombination der internen und externen Kréfte. Unphysikalische
Tragheitsterme in der Kontaktkraft werden so vermieden. Fir nichtlineare Mehrkorper-
kontaktprobleme sind d,;; und dzﬂfcf im Allgemeinen nicht identisch. Da aber beide

Verschiebungsvektoren die Kontaktbedingungen erfiillen, strebt auch hier eine eventuelle

6Gleichung (4.46) muss zuvor noch nach a,,; aufgeldst werden.

119



4 Zeitliche Diskretisierung

Differenz (dnﬂ — dﬁf‘f) bei einer Verkleinerung des Zeitschritts deutlich schneller gegen
null als der urspriingliche Ausdruck (d, 1 — d, + Atv,) in Gleichung (4.33). Somit
wird auch in diesem Fall eine singulédre Beschleunigung vermieden und ein physikalisch
sinnvoller Kontaktkraftwert erreicht.

Anmerkung zu den Kontaktgeschwindigkeiten
Mit der gangigen Parameterwahl § = 1/4 und v = 1/2 fithrt der Verschiebungsan-
satz (4.46) auf die folgende Gleichung:

Te! 1 in in 1 c
dn+1 - d?ﬂr(li + ZAtQ <ant + athr1> + §At2 Ani1- (451)
Sind d,4; und ¥ identisch, resultiert daraus die Beziehung
]' A int int A c _ 4 2
5 t a, + aAnt + tanJrl = 0, ( D )

welche durch Einsetzen der Geschwindigkeitsapproximation (4.31), fiir aktive Kontakt-
knoten auf den folgenden Zusammenhang fiihrt:

Vil = Vg (4.53)

Die Geschwindigkeit eines kontaktierenden Knotens bleibt somit wahrend des Kontakt-
vorgangs konstant, was einerseits unphysikalisch und andererseits algorithmisch ungtin-
stig ist, vor allem wenn der Kontakt wieder gelost werden muss. Aus diesem Grund
ist eine modifizierte Behandlung der Geschwindigkeiten notwendig, siehe beispielswei-
se KLAPPROTH (2010) oder Abschnitt 4.5.2 bzw. Abschnitt 4.7 fiir Mehrkorperkontakt-
probleme.

Herleitung aus einer Potentialformulierung

Die folgende Herleitung soll in der Notation der vorliegenden Arbeit ergdnzend zu den
Ausfihrungen in DEUFLHARD U. A. (2008) die theoretische Basis der Newmark-KS-For-
mulierung mithilfe einer Potentialformulierung darstellen. Startpunkt der Betrachtung
ist ein zeitlich bereits diskretisiertes, rdumlich aber noch kontinuierliches Problem. Als
zeitliche Diskretisierung werden die Newmark-Approximationen gewéhlt, welche aller-
dings mit einem zunachst unbekannten Verschiebungspréadiktor ulffcll modifiziert sind.
An den Verschiebungspradiktor werden dabei bestimmte Forderungen gestellt. Ziel der
Betrachtung ist es, eine raumlich diskretisierte Version des Verschiebungspradiktors zu

erhalten, welche diese Forderungen erfiillt.
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4.5 Zeitliche Oszillationen der Kontaktkrafte

Die erste Forderung an den Pradiktor lautet, dass ein Verschiebungsfeld, welches mit
den modifizierten Newmark-Ansétzen berechnet wird, die Kontaktbedingungen erfiillen
soll. Formuliert mit der Methode der Lagrange’schen Multiplikatoren ergibt sich das
entsprechende Potential

I (w2t ) = [ A (w2) ot (454)
wobei A, das zugehorige Lagrange’sche Multiplikatorenfeld darstellt. Die zweite Forde-
rung lautet, dass die Korrektur der Newmark-Anséatze zur Erfilllung der ersten Forderung
moglichst gering sein soll. Dies kann konkret durch die Forderung nach Minimierung der
kinetischen Energie

2

epred:Z{/Qa

a=1 0

up e = (ug + At uf;;)] : 5—8;2

up i — (ug + At ug)} ng}
(4.55)

zwischen modifizierten und nicht modifizierten Ansétzen formuliert werden. Die Feld-
groflen in Gleichung (4.55) sind dabei als raumlich kontinuierlich zu verstehen. Kom-
binieren der ersten und der zweiten Forderung fithrt zusammen mit den Definitionen
aus Gleichung (4.54) und Gleichung (4.55) auf das Sattelpunktproblem

Cored + TTPEC L stat. 4.56
p LM

Dessen Variation kann fiir eine als bekannt angenommene Kontaktzone in abstrakter
Schreibweise durch die Beziehung

Sepred + O = 0 (4.57)

angegeben werden. Durch Auswerten der einzelnen Variationen in Gleichung (4.57) re-
sultiert der folgende Gleichungssatz:

2 2%
«, pred P «, pred « (e} «
; {/Q8 suspred. A—to2 u, e — (un +Atun)] dQ2g
red red o
+ A g Aubgn (W) dyt = 0 Voulit e v (4.58)
A O (uds]) dyl = 0 VoA, € M~

Aus der raumlichen Diskretisierung von Gleichung (4.58), folgt mit der diskretisierten
Verschiebung bzw. virtuellen Verschiebung aus Gleichung (3.2) sowie der diskretisierten
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4 Zeitliche Diskretisierung

Kontaktspannung (3.17); die Beziehung

2 N a Mo
S [ S wrsarsy 28 8 g ot - (al s acvd) |
a=1 % o

(4.59)
/vl " Z xng A - (Z NpOdT = 30 N 5d£’;?i”> dytt =o.
) =1 J=1

Dabei sind die Knotenvektoren aus Griinden der Ubersichtlichkeit ohne den Index (e)®
dargestellt. Das Multiplikatorenfeld A,, wird dquivalent zu der Kontaktspannung diskre-
tisiert, da beide Groflen als Reaktion auf die Erfiillung der Nichtdurchdringungsbedin-
gung berechnet werden. Exemplarisch ist in Gleichung (4.59) die Diskretisierung mit der
dualen Mortar-Methode gezeigt. Fiir eine ausfithrlichere Darstellung der Umformungen
in Gleichung (4.59) sei auf die Aquivalenten Umformungen in Gleichung (3.20) verwiesen.
Aus der raumlichen Diskretisierung von Gleichung (4.58), resultiert mit der diskretisier-
ten Verschiebung, der diskretisierten Geometrie (3.1) und der diskretisierten virtuellen
Kontaktspannung (3.17)s die Gleichung

Nsa s
o 2 st - (3 N > )it = o (460
T K=1 I=1
Hierin bezeichnet xﬁfiﬂ die aktuelle Position des Knotens J berechnet mit dem Ver-

schiebungspradiktor dﬁfclu. Mit der Massenmatrix M aus Gleichung (3.4) lasst sich

Gleichung (4.59) kompakt in globaler Schreibweise angeben”:
2

—M
At?

e — (d, + Atvn)} £yt = O, (4.61)

Der Eintrag eines einzelnen Knotens I des globalen Vektors f,.q lautete dabei:
pred - Z BIKnKAnK (462)
K=1

Aufgrund des Operatoreintrags Bf, korrigiert der Verschiebungspradiktor nur die New-
mark-Approximationen von Kontaktknoten. Schliefllich fithrt Gleichung (4.60) auf eine
integrale Nichtdurchdringungsbedingung fiir jeden Slave-Kontaktknoten K:

gurc (A1) > 0. (4.63)

"Vor der Gleichungslésung wird M diagonalisiert.
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4.5 Zeitliche Oszillationen der Kontaktkrafte

Iterative Bestimmung des modifizierten Pradiktors

Die Bestimmungsgleichungen (4.61) und (4.63) fiir d”f{ sind nichtlinear abhangig von
der Menge A C S der momentan aktiv am Kontakt teilnehmenden Slave-Kontaktknoten
sowie von dlffcll selbst. Somit ist fiir die Bestimmung des Verschiebungspradiktors eine
Linearisierung und eine iterative Losung des zugehorigen Gleichungssystems notwendig.
Im Rahmen dieser Arbeit wurde eine konsistente Linearisierung der entsprechenden
Beziehungen erarbeitet. Die zugehorige Prozedur ist im Folgenden schematisch skizziert.

o 0 o
Initialisiere Unbekannte: (dgf?) =d,+Atv,, A°=0

ST . 0 I pred 0
Initialisiere aktive Menge: A" = A(dEH,A)

Iterationsschleife: r = 0, ..., max, (Konvergenz)

irred (el A) it GLL (4.64)
Berechne rechte Seite: N
g4, (d2F1)  mit Gl (4.66)

Berechne effektive Steifigkeitsmatrix:

oIed(drLA) g Of (AT A)

Ko o= = o Mt
o d 2 o a\
o(ar) A o(di)
Spred "
Berechne Verschiebungs- Gpred ._ 0ga, (dn-l-l)
ableitung von g4, : ' 9 (aﬁfii)r

o o T
Berechne Operator B¢ (dﬁf(f) mit Gl. (4.6)

r

I"<pred 103(: " Spred o.pred
Assembliere und 1ose?: eff AdnJrl _ |t
Gpred 0 AA gA,

o r+1 o r o
dpred _ dpred Adpred

Aktualisiere Unbekannte: ( "H) ( n+ 1) T Aadin
AT+1 — A" + AA

Aktualisiere aktive Menge:

o r+1
AT — A(dﬁf?,A) = Ag =0, wenn K ¢ A

o ’{‘-|-1
pred
(dnJrl)

*Vereinfachend erfolgt hier die Darstellung fiir A = S, fiir A # S siehe Kapitel 5

Abbildung 4.11: Struktogramm zur Ermittlung des Verschiebungsprédiktors.
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4 Zeitliche Diskretisierung

Da der Verschiebungspradiktor nur die Newmark-Approximationen der Kontaktknoten
verdndert, wird Gleichung (4.61) fiir eine effiziente Losung entsprechend nur mit dieser
reduzierten Anzahl von ngiy, (ns + ny,) Verschiebungsfreiheitsgraden definiert:

2

f.pred - = I\O/I
At?

et — (d, + At\ofn)] +fq =0 (4.64)

Dabei kennzeichnet das Symbol (e), dass die diagonalisierte Massenmatrix, die Vektoren
der Systemgrofien sowie die Vektoren ¥P*d und %pred fiir die verringerte Anzahl von
Freiheitsgraden formuliert sind. Gleichung (4.63) wird in der Form

gurc (A1) =0 (4.65)

fiir alle Slave-Kontaktknoten K € A gefordert. AnschlieBend werden die Forderungen
aller aktiven Kontaktknoten aus Gleichung (4.65) in einer vektoriellen Forderung

g, (A7) =0, g4, €R™ (4.66)

zusammengefasst. Die iterative Losung des durch Gleichung (4.64) und Gleichung (4.66)
definierten Systems ist in Abbildung 4.11 schematisch skizziert. Fiir eine ausfiihrlichere
Darstellung der allgemeinen Grundlagen sowie fiir eine Erlauterung der Ermittlungs-
strategie der aktiven Menge A sei auf Kapitel 5 verwiesen. Die Dimensionen der in
Abbildung 4.11 eingefiihrten Vektoren und Matrizen sind abhingig von der zugrun-
deliegenden raumlichen Kontaktdiskretisierung. Bei einer Diskretisierung mit der dualen
Mortar-Methode gilt dabei KPF® € Rram (tstmm)xnaim (nstnm) - A Rram®s und GPred e
[R7dimmsaxnaim (%s+7m)  Nicht dargestellt ist die Kondensation der Lagrange’schen Multipli-
katoren. Diese kann einfach durchgefiihrt werden, wenn die Multiplikatoren mit dualen
Formfunktionen diskretisiert sind. Auch hierfiir sei auf Kapitel 5 verwiesen.

Auswertung der Energiebilanz

Mit der Parameterwahl § = 1/4 und v = 1/2 lautet die Energiebilanz fiir den Newmark-
KS-Algorithmus (siche Anhang A.3.2):

.
Aeign + Aein = Ao — AdT £ 4 (dpy — d2FY) Fppea - (4.67)
N—_———
Aegi) Aegiii)

Der Term Aeli) resultiert dabei aus der Modifikation der Newmark-Approximatio-
nen durch den Verschiebungspradiktor. Fiir lineare Probleme ist dieser Term dissipa-
tiv (DEUFLHARD U. A. 2008): Ael) > 0. Fiir nichtlineare Probleme kann dies nicht
mehr garantiert werden. Beinhaltet die Differenz zwischen dem Verschiebungspradiktor
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4.5 Zeitliche Oszillationen der Kontaktkrafte

und der endgiiltigen Losung eine Rotation der Kontaktoberfliche, kann ein Energiezu-
wachs Ael) < 0 resultieren. Da der Verschiebungspridiktor die Starrkdrperrotation
der Kontaktoberflache tiber die Geschwindigkeit des letzten Zeitschritts jedoch relativ
gut abbildet, ist der Anteil Aeli) zumeist klein gegeniiber Ael!). Somit fithrt auch ein
eventuelles Aeli) < 0 in der Regel nicht zu einer Vergroferung der Systemenergie.

Losung des Referenzbeispiels mit Newmark-KS

Die Losung des Referenzbeispiels mit dem Newmark-KS-Verfahren fithrt auf einen Kon-
taktkraftverlauf, welcher exakt der numerischen Referenzlosung entspricht, siehe Ab-
bildung 4.12. Die verbleibenden, leichten Oszillationen werden nicht durch die Kon-
taktbehandlung verursacht. Der Energieverlauf weist einen im Diagramm nicht sicht-
baren Verlust zu Beginn des Kontakts und einen deutlicheren Energieverlust bei Losen
des Kontakts auf. Der Energieverlust bei Losen des Kontakts wird dabei durch die
konstanten Kontaktgeschwindigkeiten verursacht. Diese fithren auch fiir gelosten Kon-
takt zundchst noch zu einer Modifikation der Newmark-Approximationen durch den

Verschiebungspridiktor. Somit resultiert ein Energieverlust durch den Term Ael) aus
Gleichung (4.67).

Die totale Energie der numerischen Referenzlosung ist zu Beginn minimal kleiner als die
Energie der Kontaktberechnung, da die kinetische Energie der gelagerten FE-Knoten im
Vergleich zu der Energie der Kontaktlosung fehlt.

= . Z.5
— ——— T
g 4 i) -4 - fe
= =
3 f_g 3t
2
2 -2
1 -1
0 N 0 1 1 1 1 1 1
0 02 04 06 08 1 12 0 02 04 06 08 1 12
Zeit [s] Zeit [s]

Abbildung 4.12: Referenzbeispiel: Losung mit dem Newmark-KS-Verfahren.

4.5.4 Modifikation der Massenmatrix

Neben der a-posteriori-Modifikation der Geschwindigkeit und der Modifikation des In-
tegrators konnen oszillierende Kontaktkréafte auch durch eine Modifikation der Massen-
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4 Zeitliche Diskretisierung

matrix vermieden werden, siehe beispielsweise KHENOUS U. A. (2006, 2008) oder HAGER
U. A. (2008). In diesem Fall fiithren die Oszillationen der Beschleunigung nicht mehr zu
oszillierenden Tragheitskraften, da die diskreten Punktmassen von den Kontaktknoten
entfernt werden. Somit entstehen auch keine oszillierenden Kontaktkrafte. Allerdings
ist eine derartige Modifikation fiir dinnwandige Strukturen bei gleichzeitigem FErhalt
des Schwerpunkts sowie der Eigenschaften beziiglich der Rotationstrédgheit nur schwer
moglich, da in Dickenrichtung oft nur eine Elementreihe vorhanden ist. Die Untersuchun-
gen in dieser Arbeit erfolgen jedoch im Hinblick auf eine Simulation von diinnwandigen
Strukturen in nachfolgenden Arbeiten. Aus diesem Grund wird eine Modifikation der
Massenmatrix nicht weiter betrachtet.

4.6 Energieerhaltung bei Kontaktereignissen

Die kontinuierliche numerische Dissipation von Systemenergie kann bei der Simulation
von dynamischen Langzeitprozessen zu einer nicht akzeptablen Veranderung der Sys-
temantwort fithren. In diesem Fall werden Algorithmen benétigt, welche nicht nur eine
energetisch stabile, sondern auch eine energieerhaltende Behandlung der Kontaktvor-
génge garantieren. Der folgende Abschnitt befasst sich mit Verfahren, die diese An-
forderungen erfiillen, ohne dafiir eine Verletzung der Nichtdurchdringungsbedingung zu
benutzen. Methoden, deren Umsetzung ausschlieflich durch eine Verletzung der Nicht-
durchdringungsbedingung moglich ist (beispielsweise LAURSEN UND CHAWLA (1997)
oder ARMERO UND PETOCZ (1998)), werden nicht betrachtet. Mit dem Energie-Ko-
rrekturkraft-Verfahren wird zusétzlich ein neuer Algorithmus vorgestellt, welcher eine
in ARMERO UND PETOCZ (1998) présentierte Idee adaptiert und im Hinblick auf eine
exakte Erfilllung der Nichtdurchdringungsbedingung erweitert.

4.6.1 Die ,Velocity-Update-Method“ (VUM)

Die ,Velocity-Update-Method“ wurde von LAURSEN UND LOVE (2002) in Kombination
mit der ,Energy-Momentum-Method* als ein Verfahren zur energieerhaltenden Simu-
lation von Kontaktproblemen vorgestellt. Den Ausgangspunkt des Verfahrens stellt die
zunachst dissipative Behandlung des Kontakts wahrend der Gleichgewichtsiteration dar,
siehe Abschnitt 4.2.2 und Abschnitt 4.4.3. Anschlieend werden in einer Nachlaufrech-
nung die Knotengeschwindigkeiten so korrigiert, dass sich die kinetische Energie um den
Betrag der zuvor dissipierten Energie erhoht.
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4.6 Energieerhaltung bei Kontaktereignissen

Im Rahmen der ,Velocity-Update-Method* wird die aus den Newmark-Approximatio-
nen® (4.16) berechnete Geschwindigkeit v,1 zuerst in v§_, umbenannt und durch ein
Einsetzen von Gleichung (4.16); in Gleichung (4.16), dargestellt:

Vi, = Ait (dugr —dn) = Vo (4.68)

Der Index (e)® soll dabei andeuten, dass die Newmark-Approximationen auf der An-
nahme eines glatten Verlaufs (englisch: ,,smooth“) der Systemgrofien innerhalb des Zeit-
intervalls basieren. Anschliefend wird eine Geschwindigkeitskorrektur v¢ eingefiihrt,

welche zusammen mit v®

».1 eine neue unbekannte Geschwindigkeit v, definiert:

doyr —dy) = Vi + V. (4.69)

S C 2
Vntl = Vg £V = A_t(

Mit Gleichung (4.69) kann das Verschiebungsinkrement Ad = (d,,;; —d,,) zwischen den
diskreten Zeitpunkten ¢, und ¢,,; in Abhéngigkeit der Geschwindigkeiten formuliert
werden:

At
Ad =d,,;—d, = - |:(Vn+1 — VC) + Vn} (4.70)

Multiplizieren der effektiven Strukturgleichung (4.19) mit Ad' fiihrt auf die Energie-
bilanz unter Berticksichtigung der Geschwindigkeitsmodifikation, wobei fiir eine iiber-
sichtlichere Darstellung angenommen wird, dass keine externen Lasten vorhanden sind:

Ad™™ [Ait? (dn+1 _d, — Atvn)] 1+ AdT £, (dnH/Q) +Ad'f, (dn+1/27 zalgo) =0.

Aeint
(4.71)

Mithilfe von Beziehung (4.70) ist es moglich, den Tragheitsterm in Gleichung (4.71)
weiter umzuformen. Hierzu werden Ad" bzw. (d,.; — d,) als Funktion der Geschwin-
digkeiten ausgedriickt:

Ad™M lﬁiﬁ (dnsr —d — Atvn)]
(o) Ml ) )M ()M
= % (Vn+1 — vn)TM (Vn+1 + Vn) — % (VC)TMVC — (Vfﬂ_l)TMVC

Aekin

8Fiir die ,Energy-Momentum-Method“ sind die Newmark-Parameter bereits fest auf 3 = 1/4 und
v =1/2 gesetzt.
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4 Zeitliche Diskretisierung

Einsetzen dieses Resultats in Gleichung (4.71) und Substituieren von v5_; mit Glei-
chung (4.68) fithrt schlieBlich auf eine alternative Darstellung der Energiebilanz:

1 T
Aeyin + Aein — B (VC) Mv*
Aot T (473)
2 c T
- [E (dn1—dn) = vn] Mv* + Ad"f(dys172) = 0.
Kann die Geschwindigkeit v, letztlich energieerhaltend bestimmt werden, muss A et
= 0 gelten. Aus dieser Forderung resultiert mit Beziehung (4.73) eine quadratische Be-
stimmungsgleichung fiir die unbekannte Geschwindigkeitskorrektur:

S [ 2 (- -] My adT () <0 0

Damit die Geschwindigkeitskorrektur nicht den Koérperimpuls verdndert, darf sie an
Knoten, welche keine Kontaktknoten sind, auch keinen Impuls verursachen. Des Wei-
teren miissen sich in der Kontaktoberfliche die Impulse von Slave- und Master-Seite
gegenseitig aufheben. Hierzu werden skalare Impulswerte px eingefiihrt, welche an den
Slave-Kontaktknoten definiert sind. Anschlieend wird der Impuls p; auf einen Knoten
I als Summe aller Impulswerte px multipliziert mit dem jeweiligen Kontaktoperator-
Eintrag B, und der entsprechenden Knoten-Normalen ng festgelegt:

pr = Y Bigngpx = Y Myvs. (4.75)
K=1 J=1

Die skalaren Impulswerte in der Kontaktoberfliche werden dabei wie die Kontaktkréfte
einer reibungsfreien Kontaktformulierung tibertragen. Knoten, welche nicht Teil der Kon-
taktoberflache sind, erhalten keinen Impuls. Mithilfe der zweiten Summe wird in Glei-
chung (4.75) der Zusammenhang zwischen den Knotenimpulsen und den Geschwindig-
keitskorrekturen formuliert. Auflosen dieser Beziehung nach den v und anschliefendes
Einsetzen in Gleichung (4.74) liefert nach einigen Umformungen eine quadratische Be-
stimmungsgleichung fiir die unbekannten Knotenimpulse:

Ns Ng
> <Z (AIJpIpJ) + brpr + 012n1> =0. (4.76)
I=1 \J=1

Hierbei gelten die folgenden Abkiirzungen:

Tin

;Z_ZB / Biy Myt (ny - my) (4.77)

l\DlH
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4.6 Energieerhaltung bei Kontaktereignissen

n 2

b] = Z B;(](——AdK—l—VK) iy (478)
] At

cr = Z B;(]d[( 1y. (479)

K=1

Da Gleichung (4.76) nur eine Bedingung fiir ny unbekannte Knotenimpulse liefert, wird
fiir eine eindeutige Losung jedes einzelne Glied der auleren Summe zu null gesetzt:

s
App} + < Z Apps+ bI) pr + crar = 0. (4.80)
J=1,J#1

By

Pro Knoten sind dann zwei reelle Losungen moglich:

12 _ —Br + \/(31)2 — 4 A (cr )
Py 2A[]

. (4.81)

Physikalisch sinnvoll ist die Losung, welche fir (¢ z,;) — 0 keine Impulskorrektur mehr
vornimmt. In der hier verwendeten Notation besitzt diese Losung das umgekehrte Vor-
zeichen von By:

sign(p;) = —sign (B]). (4.82)

Da die einzelnen Impulswerte voneinander abhéangen, ist eine iterative Losung der Bezie-
hungen (4.80) notwendig. Eine algorithmisch effiziente Umsetzung kann durch eine kon-
sistente Linearisierung des resultierenden Gleichungssystems erzielt werden. Zunéchst
muss dazu pro Knoten jeweils eine der Losungen (4.81) ausgewéhlt werden. Wahrend der
[teration ist deren Giltigkeit mithilfe von Beziehung (4.82) zu tiberpriifen und eventuell
eine Korrektur vorzunehmen. Sind die Knotenimpulse berechnet, bestimmt sich die Ge-
schwindigkeitskorrektur mit Gleichung (4.75).

Losung des Referenzbeispiels mit der ,,Energy-Momentum-Method“-VUM

Wie Abbildung 4.13 zeigt, bleibt die totale Energie durch die Geschwindigkeitskorrektur
mit der ,Velocity-Update-Method“ erhalten. Allerdings weisen der Kontaktkraftverlauf
und daraus resultierend auch der Energieverlauf deutlich starkere Oszillationen auf als
bei einer Losung ohne ,Velocity-Update-Method“, siehe Abbildung 4.6.

In Abbildung 4.14 sind vergleichend der Geschwindigkeitsverlauf einer Berechnung mit
und einer Berechnung ohne ,Velocity-Update-Method® dargestellt. Mit ,Velocity-Up-
date-Method“ sind die Oszillationen im Geschwindigkeitsverlauf deutlich ausgepragter.
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Abbildung 4.13: Referenzbeispiel: Losung mit der ,,Energy-Momentum-Method“-VUM.

Uber die Berechnung der Mittelpunktbeschleunigung (4.18) wirkt sich dies wiederum
direkt auf den Kontaktkraftverlauf aus.

Die starkeren Ostzillationen bei Benutzung der ,Velocity-Update-Method“ kénnen einer-
seits damit erklért werden, dass die Systemenergie erhalten bleibt. Ein numerischer
Dampfungseffekt durch eine Verkleinerung der Energie ist damit nicht vorhanden. Dar-
iiber hinaus erhoht die ,,Velocity-Update-Method* die Geschwindigkeit der Kontaktkno-
ten, wodurch die Oszillationen zuséatzlich vergrofiert werden.
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Abbildung 4.14: Referenzbeispiel: EMM (links) und EMM-VUM (rechts).

4.6.2 Energieerhaltung iiber eine Zwangsbedingung

Ahnlich der Idee der ,Constraint-Energy-Method“ oder des ,Constraint-Energy-Mo-
mentum-Algorithm® konnte die Energieerhaltung auch fiir Kontaktprobleme tiber eine
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4.6 Energieerhaltung bei Kontaktereignissen

zusatzliche globale Zwangsbedingung sichergestellt werden. Diese miisste innerhalb der
Gleichgewichtsiteration die Systemenergie so modifizieren, dass die Energiedissipation
aufgrund von Kontakt durch eine Erhohung der internen und kinetischen Energie aus-
geglichen wird. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde diese Idee jedoch nicht
weiter verfolgt, da beispielsweise die Kombination mit einer Geschwindigkeitsmodifika-
tion wie in Abschnitt 4.5.2 schwierig ist. Die Modifikation der Geschwindigkeit in einer
Nachlaufrechnung wiirde die Systemenergie erneut verandern. Fiir die Ermittlung von
physikalisch sinnvollen Kontaktgeschwindigkeiten oder als stabilisierendes Werkzeug fiir
den Kontaktkraftverlauf ist eine solche Modifikation aber wiinschenswert.

4.6.3 Energie-Korrekturkraft-Verfahren

Wie bereits in Abschnitt 4.6.2 angedeutet, ist es erstrebenswert, eine energieerhaltende
Kontaktbehandlung moéglichst modular mit anderen Methoden zur Verbesserung der
Kontaktmodellierung kombinieren zu kénnen. Mit der ,Velocity-Update-Method® ist
dies nicht ohne Weiteres moglich. Zum Beispiel lasst sich eine Modifikation der Kontakt-
geschwindigkeit im Sinne von Abschnitt 4.5.2 nur schwer mit der Geschwindigkeitskor-
rektur zur Energiemodifikation vereinbaren. Mit dem Energie-Korrekturkraft-Verfahren
wird im folgenden Abschnitt ein neuer Algorithmus vorgestellt, welcher eine modu-
lare Kombination mit verschiedenen in den vorangegangenen Abschnitten beschriebenen
Methoden erlaubt. Im Rahmen dieser Arbeit wird dazu ein Konzept von ARMERO UND
PETOCZ (1998) adaptiert und im Hinblick auf eine exakte Erfiillung der Nichtdurch-
dringungsbedingung erweitert.

Das Energie-Korrekturkraft-Verfahren ist im Weiteren fiir das Referenzbeispiel anhand
des Newmark-KD-Algorithmus’ dargestellt. Der resultierende Algorithmus wird dement-
sprechend als Newmark-K D-e-Algorithmus bezeichnet. Eine allgemeine Formulierung fiir
grofle Deformationen erfolgt in Abschnitt 4.7.

Formulierung fiir das Referenzbeispiel (1D)

GeméB Gleichung (4.34) verdndert sich mit dem Newmark-KD-Algorithmus fiir das
Losen von Kontakt oder wihrend bestehendem Kontakt? die Systemenergie nicht. Der
Energieverlust eines einzelnen Slave-Kontaktknotens bei der Initiierung von Kontakt
kann fiir das Referenzbeispiel durch die Beziehung

AD = (dyes — ) [ (453)

9Bei bestehendem Kontakt diirfen die Kontaktkrifte hierfiir weder den Impuls noch den Drehimpuls
des Gesamtsystems verdndern. Fiir den hier betrachteten Fall sind diese Bedingungen stets erfiillt.
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4 Zeitliche Diskretisierung

angegeben werden. Der Newmark-KD-e-Algorithmus gibt diese dissipierte Energie nicht
im aktuellen Zeitschritt an das System zuriick, sondern speichert Ael) knotenbasiert.
Wird der Kontakt wieder gelost, erfolgt die Riickgabe der gespeicherten Energie mit
einer Energie-Korrekturkraft fo.x,. Die Richtung der Energie-Korrekturkraft ist dabei
durch die aktuelle Oberflichen-Normale definiert. Im Rahmen des betrachteten Refe-
renzbeispiels stellen f..1, und die Oberflichen-Normale n.,s = —1 skalare Grofien dar.
Im Allgemeinen sind beide Groflen vektoriell. Der Betrag Aq., der Energie-Korrek-
turkraft definiert sich in Abhéngigkeit des aktuellen Verschiebungsinkrements und der
gespeicherten Energie Aegi):

Adfenko = Ad (Aenko nobs) = Ae((;i)- (484)
Auflésen von Gleichung (4.84) nach Ay, fithrt dann auf folgende Beziehung:

Ael)

Aen o — .
k Nobs Ad

(4.85)

Algorithmisch bedingt ist Gleichung (4.85) wéhrend des ersten Iterationsschritts nach
Losen des Kontakts singulér. Zur Behebung dieser Problematik kann die Energie-Ko-
rrekturkraft im ersten Iterationsschritt entweder zu null gesetzt oder mithilfe einer
Abschatzung angenédhert werden. Letzteres lasst sich beispielsweise mit der folgenden
Vorgehensweise realisieren: Zunéchst wird mithilfe von Gleichung (4.1); eine grobe Ab-
schatzung d,,, der unbekannten Verschiebung d,,; unter Annahme einer konstanten
Beschleunigung a, 1 = a, getroffen:

- 1
dpi1 = dp + Atov, + 3 At*a,,. (4.86)

Mit den Gleichungen (4.86) und (4.85) konnte bereits jetzt eine Abschétzung fir die
Energie-Korrekturkraft getroffen werden. Da aber einerseits die Beschleunigung als Ko-
effizient des quadratischen Anteils in Gleichung (4.86) nur sehr grob abgeschétzt wird,
andererseits Aen, aufgrund der inversen Beziehung in Gleichung (4.85) sensitiv auf
Verinderungen von Ad reagiert, liefert eine solche Abschitzung oft unbefriedigende
Ergebnisse. Algorithmisch zuverlassiger hat sich eine Abschéatzung tiber folgende Bezie-
hung gezeigt:

Aenko - . (487)

Dabei werden durch die Wurzel Schwankungen in Ad ,, gedampft“, so dass die Grofenord-
nung der Energie-Korrekturkraft fiir kleine Ad nicht vollig iiberschétzt wird. Das Be-
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4.7 Ein stabilisierter energieerhaltender Algorithmus

tragszeichen unter der Wurzel stellt einen positiven Ausdruck sicher, da die Schatzung
Ad theoretisch auch in das starre Hindernis hinein zeigen konnte.

Losung des Referenzbeispiels mit Newmark-KD-e

Abbildung 4.15 zeigt die Ergebnisse des Referenzbeispiels, gelost mit dem Newmark-
KD-e-Verfahren. Bei der Initiierung von Kontakt wird jeweils Energie dissipiert und ge-
speichert, bei Losen des Kontakts wird die Systemenergie wieder auf den urspriinglichen
Wert korrigiert. Wie bei der Berechnung mit der ,Energy-Momentum-Method“-VUM
sind die Oszillationen des Kontaktkraft- sowie des Energieverlaufs verglichen mit der
entsprechenden Berechnung ohne Energieerhaltung deutlich ausgepréagter, siehe Abbil-
dung 4.8. Fiir die Geschwindigkeit gilt Aquivalentes. Der Geschwindigkeitsverlauf ist
nicht dargestellt, da er prinzipiell dem der ,Energy-Momentum-Method“-VUM in Ab-
bildung 4.14 (rechts) entspricht. Als Unterschiede sind etwas geringere Amplituden bei
den Osrzillationen zu nennen (3,5m/s gegeniiber 4,5m/s bei der , Energy-Momentum-
Method“-VUM). Dartiber hinaus weisen sowohl die Kontaktkraft als auch die Geschwin-
digkeit gegen Ende des Kontakts (ab circa 0,6 Sekunden) einen annéhernd oszillations-
freien Verlauf auf.
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Abbildung 4.15: Referenzbeispiel: Losung mit dem Newmark-KD-e-Verfahren.

4.7 Ein stabilisierter energieerhaltender Algorithmus

Im folgenden Abschnitt wird das Energie-Korrekturkraft-Verfahren auf allgemeine Pro-
bleme mit groflen Deformationen erweitert sowie mit dem Newmark-KS-Integrator und
einer Geschwindigkeitsmodifikation zu einem neuen Algorithmus kombiniert. Dieser wird
als Newmark-KS-ve-Algorithmus bezeichnet und soll Kontaktereignisse energieerhaltend
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modellieren, oszillierende Kontaktkrafte vermeiden und physikalisch sinnvolle Kontakt-
geschwindigkeiten sicherstellen. Die Geschwindigkeitsmodifikation erfolgt in dieser Ar-
beit in Kombination mit der NTS-Diskretisierung. Die Kombination mit anderen raum-
lichen Kontaktdiskretisierungen ist aber problemlos moglich.

Wie bereits in Abschnitt 4.5.3 angedeutet, kann aus der Newmark-KS-Stabilisierung the-
oretisch ein Energiezuwachs resultieren. Auch wenn solch ein Verhalten im Rahmen der
Untersuchungen dieser Arbeit nicht beobachtet wurde, kann die Energie-Korrekturkraft
in diesem Fall dissipativ eingesetzt werden.

4.7.1 Strukturgleichung des Newmark-KS-ve-Verfahrens

Basis des Newmark-KS-ve-Verfahrens ist die Stabilisierung des Newmark-Integrators
mit dem Newmark-KS-Algorithmus (Abschnitt 4.5.3). Dieser wiederum beruht auf der
dissipativen Modifikation des Newmark-Integrators mit dem Newmark-KD-Verfahren
(Abschnitt 4.4.2). Die dort eingefithrte Beschleunigungsaufteilung (4.29) wird jetzt zur
Berticksichtigung der Energie-Korrekturkraft modifiziert:

An+1 = aiﬁL +a,, (4.88)

Entsprechend muss auch die semidiskrete Bewegungsgleichung (3.28);, ausgewertet zum

n+1

ko €Tweitert werden:

Zeitpunkt %, 1, um die Energie-Korrekturkraft

M(aint + 5‘5&1) 4 fnl _opntl an+1 + £l — . (489)

n+1 int ext enko

int
n+1
wird, definiert sich die Komponente aj , ; als Reaktion auf die Kontakt- oder die Energie-

Korrekturkraft!o:

Da die Beschleunigungskomponente al™, weiterhin mit Gleichung (4.32); ausgewertet

ayy = M7 (- £ - 1), (4.90)

In der Verschiebungsapproximation (4.46) des Newmark-KS-Verfahren wird den obigen
Uberlegungen folgend der Ausdruck a® 41 durch aj | ersetzt:

re 1 in in 1 =C
dpyy = A+ ZAtQ (ant + anfrl) + éAtZanH. (4.91)

Fiir eine tibersichtliche Darstellung wurden dabei die Newmark-Parameter fest auf die
Werte § = 1/4 und v = 1/2 gesetzt. Auflésen von Gleichung (4.91) nach ag,, und

int

Einsetzen des Resultats in Gleichung (4.89) fithrt dann zusammen mit a;}; aus Glei-

10An einem einzelnen Kontaktknoten wirken beide Krifte nicht gleichzeitig.
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chung (4.32); auf die nichtlineare effektive Strukturgleichung des Newmark-KS-ve-Ver-

fahrens:
4
MlA—tQ (dner — A7) — alnt] () 2 ) = 0. (4.92)
Hierin definiert sich die Energie-Korrekturkraft eines Knotens I iiber folgende Bezie-
hung:
n+1 = c enko)" 1
fenko] - Z (BIKnKAK ) . (493)

K=1

Die Multiplikatoren A% sind dabei den Slave-Kontaktknoten zugeordnet. Die Uber-
tragung der Multiplikatoren geschieht algorithmisch dquivalent zu der Ubertragung der
Kontaktspannung.

4.7.2 Emergieveranderung durch die Kontaktbehandlung

Im Folgenden ist die Berechnung der Energieveranderung durch die Kontaktbehand-
lung fiir den Newmark-KS-ve-Algorithmus dargestellt. Diese setzt sich aus einem An-
teil aufgrund der Newmark-KD-Modifikation, einem Anteil aufgrund der Newmark-KS-
Stabilisierung und einem Anteil aufgrund der Geschwindigkeitsmodifikation zusammen.
Die einzelnen Anteile werden zusétzlich jeweils in die Beitrége der beteiligten Slave-Kon-
taktknoten aufgeteilt, um die Energieveranderung bei Losen des Kontakts knotenbasiert
wieder korrigieren zu konnen.

Energieverianderung durch die Newmark-KD-Modifikation

Die Energieverdnderung aufgrund der Newmark-KD-Modifikation kann durch Auswer-
tung von Gleichung (4.35) ermittelt werden:

Aeéi) _ fn+1 ZAdI f3+1 ZAdJ Z( [KnKan)nJrl

K=1
_ i (nKan)nH_ i (B%(Ad])wrl-
=1

K=

(4.94)

—

Der Anteil eines Slave-Kontaktknotens K ist dabei durch folgende Beziehung definiert:

Acll = (nx k) - 3 (Biead,)"". (4.95)

I=1
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Energieveridnderung durch die Newmark-KS-Stabilisierung

Die Energieverdanderung durch die Newmark-KS-Stabilisierung wird ausgehend von Glei-
chung (4.67) formuliert:

e

Al — (dnﬂ — difcll) fored = z_: ( ntl gﬁn) fpred
_ i (al,, —azed’) - i (Bixnx A )"“ (4.96)
I K=1

sl
Il

n+1

=3 ()0 (B - )

K=1

Der Anteil eines einzelnen Slave-Kontaktknotens K lautet dementsprechend:

n+1

Aeélfl(l = (1[1K/\n}<)wrl i [Bﬁx( n+1 dirf?l) (4.97)

Ermittlung der modifizierten Kontaktgeschwindigkeiten

Durch die Geschwindigkeitsmodifikation soll die Geschwindigkeit der Kontaktknoten so
verdndert werden, dass fiir einen aktiven Kontaktknoten K die Auswertung der Normal-
klaffung (4 8) auf die Bedingung gnK( modK ) = 0 fiithrt. Dabei ist anstatt der Knoten-
position xX, | die modifizierte Geschwindigkeit v0¢¥
Geschwindigkeitsmodifikation jedoch nicht den Koérperimpuls verdndern. Eine Modifika-

einzusetzen. Gleichzeitig soll die

tion, welche diesen Bedingungen gentigt und zusatzlich energetisch dissipativ ist, kann
durch das folgende Gleichungssystem definiert werden!

mod n+l
M<VnJrl — Vn+1) foog =0

(4.98)
gux (V21" ~0 VKeA

Der Beitrag eines einzelnen Knotens I zu f™!! bestimmt sich dabei als Summe iiber die
Beitrage der einzelnen Slave-Kontaktknoten K:

frﬁ:dll = Z Bigng AL . (4.99)
K=1

UFiir eine ausfiihrliche Diskussion im Zusammenhang mit einer &hnlichen Modifikation sei auf SOLBERG
UND PAPADOPOULOS (1998) verwiesen.
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Sind die skalaren Modifikationswerte AY, durch Loésen des Gleichungssystems (4.98)
bekannt, lautet die modifizierte Geschwindigkeit eines Knotens I folgendermaflen:

vl = vl - ML > Bjgng Al (4.100)
I g—1

In Gleichung (4.98) bzw. (4.99) hiangen die Massenmatrix M, der Operatorwert Bf, und
die Knoten-Normale ny ausschlieSlich von den Knotenpositionen aber nicht von den
Knotengeschwindigkeiten ab. Somit ist Gleichungssystem (4.98) linear in den Geschwin-
digkeiten und kann ohne Iteration gelost werden. Da die effektive Strukturgleichung
nicht von der aktuellen Geschwindigkeit abhéngt, kann dies in einer Nachlaufrechnung
geschehen.

Energieverianderung durch die Geschwindigkeitsmodifikation

Die Veranderung der kinetischen Energie aufgrund der Geschwindigkeitsmodifikation
wird zunédchst knotenbasiert fiir alle Kontaktknoten ermittelt. AnschlieBend werden die
einzelnen Anteile mit dem Projektionsoperator B%, den jeweiligen Slave-Kontaktknoten
zugeordnet:

1

Aeld = 5 3 BieMur (Vi vien — Vst Vi), (4.101)

=1
Der Operatorwert BSy stellt dabei eine Normierung des Eintrags BS; eines Knotens [
dar. Normiert wird beziiglich der Summe der Eintriage zwischen Knoten I und allen
aktiven Slave-Kontaktknoten K:
B

Nsa,

> Bik
K=1

B = (4.102)

Wie bereits erwahnt ist diese Definition fiir eine Umsetzung mit dem NTS-Algorithmus
konzipiert.

4.7.3 Bestimmung der Energie-Korrekturkraft

Die Energie-Korrekturkraft soll die im vorausgegangenen Abschnitt 4.7.2 beschriebene
Energieveranderung aufgrund von Kontaktereignissen wieder riickgdngig machen. Dazu
wird zunéchst die globale Energieveranderung durch die Energie-Korrekturkraft berech-
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net und umgeformt:

At = AdTEM = Z Ad; - £l = Z Ad- (BempeAp)"™
. . =t (4.103)
. enko n+ C n+l1
— (nKAK ) . Z (BIKACI]) .
K=1 I=1
Der Anteil eines einzelnen Slave-Kontaktknotens lautet dabei:
Aeamron = (A=) 3 (Byead,)™". (4.104)

I=1

Eine Energiekorrektur Aegox # 0 soll nur dann vorgenommen werden, wenn Slave-
Kontaktknoten K im letzten Zeitschritt aktiv war und wahrend des aktuellen Zeitschritts
inaktiv wird. Ist diese Situation nicht gegeben, gilt A% = 0. Liegt die beschriebene
Situation aber vor, muss mit den Gleichungen (4.95), (4.97) und (4.101) die Energie-
veranderung zwischen dem Zeitschritt, in welchem Knoten K aktiv wurde, und dem

aktuellen Zeitschritt berechnet werden:

Aclit =" (= Acl) — Al + Aell™) = Aeensorc - (4.105)
n=1
Nmax bezeichnet dabei die Spanne der entsprechenden Zeitschritte. Mit Gleichung (4.103)
und dem Resultat aus Gleichung (4.105) kann dann der skalare Energie-Korrekturwert
fiir den aktuellen Zeitschritt bestimmt werden:

Acmko)" T Aeci . 4106
() = o & (sena)” (4.106)

Entsprechend den Ausfiihrungen in Abschnitt 4.6.3 ist auch in Gleichung (4.106) wieder
eine Abschétzung im ersten Iterationsschritt notwendig. Die aktuelle Energie-Korrek-
turkraft kann schlielich mit Gleichung (4.93) bestimmt werden.

Losung des Referenzbeispiels mit Newmark-KS-ve

Abbildung 4.16 zeigt die Losung des Referenzbeispiels mit dem Newmark-KS-ve-Ver-
fahren. Der Kontaktkraft- sowie der Energieverlauf sind frei von Oszillationen. Der
Kontaktkraftverlauf entspricht aufgrund der Newmark-KS-Modifikation exakt der nu-
merischen Referenzlosung. Durch die Geschwindigkeitsmodifikation zeigt sich bei Losen
des Kontakts ein deutlich besseres Verhalten als in der entsprechenden Berechnung ohne
Geschwindigkeitsmodifikation, siehe Abbildung 4.12. Der Energieverlauf zeigt bei der
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Abbildung 4.16: Referenzbeispiel: Losung mit dem Newmark-KS-ve-Verfahren.

Initiierung des Kontakts eine Verkleinerung der Systemenergie aufgrund der Geschwin-
digkeitsmodifikation. Mit der Energie-Korrekturkraft wird die Systemenergie bei Losen
des Kontakts wieder hergestellt.

4.8 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde die zeitliche Diskretisierung der semidiskreten Bewegungs-
gleichung mit dem Newmark-Verfahren und alternativ mit der ,Energy-Momentum-
Method* vorgestellt. Neben der zeitlichen Diskretisierung im Allgemeinen lag der Schwer-
punkt im Speziellen auf der Untersuchung des Einflusses von Kontaktereignissen auf
die zeitliche Diskretisierung sowie auf die Systemantwort des diskretisierten Problems.
Hierzu wurde ein Referenzbeispiel definiert, welches den dynamischen Kontakt zwischen
einem deformierbaren Stab und einem starren Hindernis modelliert. Die Losung mit dem
Newmark-Verfahren fithrte dabei auf Ab- und Zunahmen in der Systemenergie, Oszil-
lationen in der Kontaktkraft, der Geschwindigkeit und der Beschleunigung. In Summe
wurde die Systemenergie deutlich vergrofiert. Eine Diskretisierung mit der ,, Energy-Mo-
mentum-Method“ zeigte ein energetisch stabiles Verhalten, fiihrte aber ebenfalls auf
oszillierende Systemgrofien.

Mithilfe einer prinzipiellen Betrachtung wurde anschliefend untersucht, wann und warum
sich die Systemenergie durch Kontaktereignisse veréindert. Dabei konnte gezeigt wer-
den, dass die ,,Energy-Momentum-Method“ und der Newmark-Integrator bei der Initi-
ierung von Kontakt Energie dissipieren. Durch das Losen des Kontakts wird die Sys-
temenergie mit dem Newmark-Integrator aber wieder vergrofert. Der Grund hierfiir ist
die Kontaktkraft des letzten Zeitschritts, die iiber den Beschleunigungsvektor des letz-
ten Zeitschritts in der Bewegungsgleichung enthalten ist. Durch eine Modifikation des
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Beschleunigungsansatzes nach KANE U. A. (1999) kann dies verhindert und ein dissipa-
tives Verhalten sichergestellt werden. Die Bewegungsgleichung der ,,Energy-Momentum-
Method® enthéalt durch ihre Konstruktion a priori nur den Beschleunigungsvektor des
aktuellen Zeitschritts, wodurch eine dissipative Kontakt-Behandlung sichergestellt ist.

Der darauf folgende Abschnitt beschéaftigte sich mit der Frage, warum die Kontakt-
kraft oszilliert und wie dies verhindert werden kann. Anhand einer schematischen Un-
tersuchung wurde demonstriert, dass die Erfillung der Kontaktbedingungen in Kom-
bination mit einem Integrator wie dem Newmark-Verfahren oder der ,Energy-Momen-
tum-Method“ zu oszillierenden Beschleunigungen an den kontaktierenden Knoten fiihrt.
Infolgedessen resultieren oszillierende Trégheitskrafte, daraus wiederum oszillierende
Kontaktkrafte. Mithilfe des Referenzbeispiels wurde gezeigt, dass eine a posteriori Mo-
difikation der Geschwindigkeit schon eine deutlich stabilisierende Wirkung zeigt. Im
Zeitschritt der Kontaktinitiierung ergibt sich allerdings immer noch eine unphysikalische
Kontaktkraft. Durch eine Modifikation des Integrators kénnen Oszillationen vollsténdig
vermieden werden. Im Rahmen dieser Arbeit wurde dazu die Stabilisierung nach DEUFL-
HARD U. A. (2008) untersucht und auf Probleme mit grofien Deformationen erweitert.
Allerdings fithrt die Stabilisierung auf eine Verédnderung der Energiebilanz. Dadurch
kann bei Problemen mit groflen Deformationen theoretisch ein nicht dissipativer Anteil
in der Energiebilanz entstehen.

In einer weiteren Fragestellung wurde untersucht, wie Kontakt nicht nur energetisch sta-
bil sondern auch energieerhaltend modelliert werden kann. Dabei wurden ausschliellich
Verfahren betrachtet, welche diese Anforderungen erfiillen ohne dafiir eine Verletzung
der Nichtdurchdringungsbedingung zu verwenden. Eine Moglichkeit stellt diesbeziiglich
die ,Velocity-Update-Method“ (LAURSEN UND LOVE 2002) dar, welche in einer Nach-
laufrechnung die kinetische Energie um den Betrag der zuvor dissipierten Energie er-
hoht. Hierzu werden die Knotengeschwindigkeiten entsprechend korrigiert. Infolgedessen
ist eine Kombination mit anderen Methoden zur Verbesserung der Kontaktmodellie-
rung, beispielsweise zur Vermeidung von Oszillationen der Kontaktgeschwindigkeiten,
jedoch nur schwierig zu realisieren. Mit dem Energie-Korrekturkraft-Verfahren wurde
eine neue energieerhaltende Methode vorgestellt. Die durch Kontakt dissipierte Energie
wird hierbei knotenweise gespeichert und bei Losen des Kontakts mithilfe einer Ener-
gie-Korrekturkraft wieder freigesetzt. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde dazu
ein von ARMERO UND PETOCZ (1998) prisentiertes Konzept erweitert, um die Idee
der Energiespeicherung mit einer exakten Erfiillung der Nichtdurchdringungsbedingung
kombinieren zu kénnen. Eine modulare Kombination des Energie-Korrekturkraft-Ver-
fahrens mit anderen Methoden zur verbesserten Modellierung des Kontakts ist einfach
moglich.
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4.8 Zusammenfassung

Zuletzt wurde das Energie-Korrekturkraft-Verfahren in Verbindung mit der Stabilisie-
rung nach DEUFLHARD U. A. (2008) fiir Probleme mit grofien Deformationen formuliert
und mit einer Geschwindigkeitsmodifikation kombiniert. Der resultierende Newmark-
KS-ve-Algorithmus ist energieerhaltend, vermeidet Oszillationen in der Kontaktkraft
und stellt physikalisch sinnvolle Kontaktgeschwindigkeiten sicher. Die einzelnen Strate-
gien sind dabei modular miteinander verkniipft und kénnen unabhéngig voneinander
modifiziert werden, falls dies erwiinscht ist.
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Losung

Das folgende Kapitel widmet sich der Losung der nichtlinearen effektiven Struktur-
gleichung unter Beachtung der momentan aktiven Kontaktbedingungen. Dazu wird in
Abschnitt 5.1 zunéchst eine geeignete Strategie zur Ermittlung der Menge der akti-
ven Slave-Kontaktknoten formuliert. Anschliefend werden in Abschnitt 5.2 die effek-
tive Strukturgleichung, die Kontaktbedingungen wie auch die Menge der aktiven Slave-
Kontaktknoten linearisiert. Die Linearisierung der Kontaktausdriicke ist dabei fir die
raumliche Kontaktdiskretisierung aus Abschnitt 3.3 dargestellt, welche auf der dualen
Mortar-Methode basiert. Fiir die Linearisierung in Kombination mit einer anderen raum-
lichen Kontaktdiskretisierung wird an den entsprechenden Stellen auf die Literatur ver-
wiesen. Mit der linearisierten Formulierung kann das nichtlineare Kontaktproblem dann
in einer iterativen Prozedur gelost werden. Abschnitt 5.3 zeigt, dass es aufgrund der
dualen Formfunktionen einfach moglich ist, die Knotenwerte der Kontaktspannung aus
dem Gleichungssystem zu kondensieren.

5.1 Aktive-Mengen-Strategie

Damit die Ungleichheitsbedingungen (3.28),-(3.28)5 als Gleichheitsbedingungen formu-
liert werden konnen, wird die Menge S aller Slave-Kontaktknoten in die Menge A der
aktiv am Kontakt teilnehmenden Knoten und die Menge Z der inaktiven Knoten mit
S =AUZund ANZT = @ aufgeteilt!. Die Bestimmungsgleichungen fiir A und Z lauten

!Die Menge A wurde bereits in Kapitel 4.5.3 in Zusammenhang mit der iterativen Bestimmung des
Verschiebungspradiktors eingefiihrt.
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5 Losung

dabei folgendermaflen:

An+1 = {]ES’%I—CH§HI>0}
TIpny1 = {165’%1—0n§n1§0}

e e > 0. (5.1)

n+1

Ein Knoten [ ist damit durch eine Klaffung §,; > 0 inaktiv oder wird durch eine
Zugspannung z,; < 0 inaktiv. Demgegentiber wird ein Knoten / durch eine unphysi-
kalische Durchdringung §,; < 0 aktiv bzw. bleibt bei einer Druckspannung z,; > 0
bei gleichzeitigem ¢,; = 0 aktiv. Der Parameter ¢, soll dabei den Unterschied in den
GroBlenordnungen zwischen z,; und §,; korrigieren, um in einer numerischen Berech-
nung verfilschte Ergebnisse aufgrund von Rechenungenauigkeiten zu vermeiden. In-
sofern ist es glinstig, fiir ¢, einen positiven Wert in der Gréfenordnung des E-Moduls
zu wahlen (HUEBER UND WOHLMUTH 2005). Sind mit Gleichung (5.1) die Mengen
A und 7 ermittelt, kann fiir aktive Knoten eine exakte Erfiillung der Nichtdurchdrin-
gungsbedingung und fiir inaktive Knoten eine Kontaktspannung identisch null gefordert
werden:

(gnl)n—i—l = 0 VIe ATH—l

(znl)n—I—l =0 \V/[EITL_H (52)
(zm)fhLl =0 VIiesS.

Aufgrund der reibungsfreien Formulierung verschwinden die tangentialen Kontaktspan-
nungskomponenten auch fiir die aktiven Slave-Kontaktknoten.

Die Ermittlung der aktiven Menge nach Gleichung (5.1) kann auflerhalb der Iterations-
schleife fiir die iibrigen Nichtlinearitaten durch eine zuséatzliche Iterationsschleife erfol-
gen. Die effektive Strukturgleichung wird dann zusammen mit Gleichung (5.2) in einer
inneren Schleife mit festen Mengen A und 7 iterativ gelost. AnschlieBend werden A und
7 in der dufleren Schleife aktualisiert. Falls sich dabei ein Unterschied zu den bisherigen
Mengen A und Z ergibt, folgt ein erneuter Aufruf der inneren Schleife mit den aktua-
lisierten Mengen. Alternativ und algorithmisch effizienter erfolgt die Bestimmung der
aktiven Menge zusammen mit der Gleichgewichtsiteration in einer gemeinsamen Schleife.
Mathematisch motiviert wird diese Strategie durch die Definition einer Funktion, welche
einerseits feststellt, ob ein Slave-Kontaktknoten gemafl Gleichung (5.1) aktiv oder inak-
tiv ist, andererseits je nach Resultat entweder Bedingung (5.2); oder Bedingung (5.2)s
umsetzt. Dem Vorgehen in HUEBER UND WOHLMUTH (2005) oder HINTERMULLER
U. A. (2003) folgend kann dazu die knotenspezifischen Komplementaritatsfunktion C;
(,complementarity-function®) verwendet werden:

C’]<z[,d) = (an)n+1 - max{O,zn[ - cngnl}nﬂ =0VIesS. (5.3)

n+1 '
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5.2 Linearisierung

Ist fir einen Slave-Kontaktknoten I die Differenz (z,; — ¢, §,;) kleiner oder gleich null,
resultiert aus Gleichung (5.3) die Forderung (zu7), ., = 0. Dadurch wird Knoten I im-
plizit der Menge Z aus Gleichung (5.1), zugeordnet. Gleichzeitig wird die entsprechende
Forderung in Gleichung (5.2); umgesetzt. Ist der Ausdruck (z,; — ¢, g,;) grofer null,
verschwinden in Gleichung (5.3) die spannungsabhéngigen Terme und die Bedingung
Go; = 0 resultiert. Somit wird Knoten I der aktiven Menge A aus Gleichung (5.1);
zugeordnet und die zugehorige Vorgabe aus Gleichung (5.2); umgesetzt. Die Komple-
mentaritatsfunktion kann im Gegensatz zu Gleichung (5.1) mit geeigneten Werkzeugen
linearisiert werden (siche Abschnitt 5.2.2). Damit ist die mathematische Grundlage fiir
eine einzige Iterationsschleife zur Behandlung aller Nichtlinearitaten gegeben.

Die in diesem Abschnitt beschriebene Auflosung der Kontakt-Ungleichheitsbedingun-
gen durch die Definition einer aktiven Menge, die sowohl von der Verschiebung als
auch von der Kontaktspannung abhéngt, ist in der Literatur als Primal-Duale Aktive-
Mengen-Strategie bekannt. Fiir eine ausfithrlichere Beschreibung der Hintergriinde sei
beispielsweise auf ALART UND CURNIER (1991), HINTERMULLER U. A. (2003), HUEBER
UND WOHLMUTH (2005) oder CHRISTENSEN U. A. (1998) verwiesen.

5.2 Linearisierung

Bevor im Weiteren auf die Linearisierung der effektiven Strukturgleichung und der Kon-
taktbedingungen eingegangen wird, seien die grundlegenden Gleichungen noch einmal
kompakt zusammengefasst. Die effektive Strukturgleichung wird dazu in Abhéngigkeit
der zeitlichen Diskretisierung durch den Residuumsvektor r definiert?:

i 1 2 n+1

M| 357 (dn+1—dn—mvn)—gan]+fN+fC+ (N)
[ 1 2 ..int n+1

M N (dns1 = dn — Atv,) - Bal ] +fy+ % 7 (N-KD)
1 ST 1

r =4 M AR (dn+1 iﬁ) fa, ] + i+ 25k £ (N-KS)

: 4 Tre 1n n n

M| CHTE t] iR 2(E ) (NKS—e)
i 2 ago

M| s 5 (dnr = do = Atvy) |+ fioan + fo(dgrf2, 2%°)  (EMM).

(5.4)

2Fiir eine statische Losung kann Gleichung (5.4); mit M = 0 verwendet werden.
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5 Losung

Dabei wurden in Gleichung (5.4) die folgenden Abkiirzungen benutzt:

fx = fi?l:_ t- fe?jt_l

fenn = fing (dn+1/2) o (5.5)
~ 1

3 =2 (1-28).

Die Kontaktbedingungen sind definiert durch Gleichung (5.2) oder alternativ durch Glei-
chung (5.3) in Kombination mit Gleichung (5.2)s. Zusammenfassend muss damit die ef-
fektive Strukturgleichung in Kombination mit der Komplementaritéitsfunktion und der
Tangentialbedingung gelost werden:

rn41 0
(gnl)n_H =0 VIe .AnJrl
(mi),,, = 0 VIe€In CI(ZIvd)nH =0Vvies (5.6)
(ZT@>2+1 0 vIesS.

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird in den restlichen Gleichungen dieses Kapitels auf
die Notierung des Zeitschritt-Indexes verzichtet, sofern sich eine Grofle auf den Zeitpunkt
tn11 bezieht.

5.2.1 Linearisierung der effektiven Strukturgleichung

Als Basis fiir eine iterative Losung der nichtlinearen effektiven Strukturgleichung wird
der Residuumsvektor (5.6); in eine mehrdimensionale Taylorreihe entwickelt. Ausgehend
von einer bereits ermittelten Néaherungslosung (d”, z") lautet die Bestimmungsgleichung
fiir die korrekte Losung (d"*,z"™!) dann folgendermaBen:

oo Jir(d", z"
o) £

8r<d”, z”)

0z"
—— —
BC

(dr+1 _ dr) q

+ (z”rl — zr) = 0.

Da der Residuumsvektor linear in der Kontaktspannung ist, entfallen in Gleichung (5.7)
alle partiellen Ableitungen nach z mit einem Index ¢ > 1. Strebt die Differenz Ad =
d""! — d" gegen den Nullvektor, werden alle verschiebungsabhéngigen Terme mit einem
Index ¢ > 1 vernachléssigbar klein gegeniiber den konstanten und linearen Termen.

dr+1

Damit kann eine verbesserte Naherungslosung im Rahmen eines iterativen Lo-
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5.2 Linearisierung

sungsprozesses fir kleine Ad mit der linearen Approximation

ar(dr, ZT)

r<dr+1’zr+1) ~ r(drjzr) + T

Ad+B(d"z") (2" —2") =0 (5.8)
ermittelt werden. Im Gegensatz zum vorangegangenen Kapitel bezeichnet Ad jetzt das
Verschiebungsinkrement zwischen zwei Iterationsschritten und nicht mehr zwischen zwei
Zeitschritten. Im Allgemeinen steht A(e)” fiir die inkrementelle Anderung der GroSe (e)
unter der inkrementellen Verschiebungsénderung Ad: A(e)" = % Ad. Der Zeitschritt
At bezeichnet aber weiterhin die Differenz zwischen den Zeitpunkten ¢,,; und ft,.
Durch Umformen von Gleichung (5.8) resultiert schliefllich ein lineares Gleichungssys-
tem, welches fiir eine Ermittlung der Unbekannten noch durch die Kontaktbedingungen

erganzt werden muss:
ar(d”, ZT)
od"

T Tmod
Keff

rd b B(d ) = [a(@s) B(@a)r| 69

In Abhéngigkeit der zeitlichen Diskretisierung berechnet sich die effektive tangentiale
Steifigkeitsmatrix K7; dabei wie folgt:

ofr(ar)  ofrti(dr,z"
ﬁiﬂ M (;d(r ) T a(dr - ) (N), (N-KD), (N-KS)
n+1( 3r n+1{ ar r il ( ar ,
Kl = é 8f1ngd€d ) R a(ddr 2" | Ot (;d,rAenkO) NS
2 Ofu(dryy ) OF(d],, ) 2")
ae ™M i S (EMM).
(5.10)

Fiir die Bestimmung der Verschiebungsableitung der internen Kréfte in Gleichung (5.10)
sei im Rahmen des Newmark-Verfahrens auf BELYTSCHKO U. A. (2008) und im Rah-
men der , Energy-Momentum-Method* auf SIMO UND TARNOW (1992) oder GONZALEZ
(2000) verwiesen.

In Kombination mit der NTS-Diskretisierung wird die Verschiebungsableitung der Kon-
taktkrifte aus WRIGGERS (2002) tibernommen. Fir Einkoérperkontaktprobleme kommt
die Formulierung aus HARTMANN (2007) zum Einsatz. Bei einer zeitlichen Diskreti-
sierung mit der ,,Energy-Momentum-Method* werden dabei alle verschiebungsabhangi-
gen Operatoren mit dj |, , ausgewertet, andernfalls mit d;,, ;. Fur die rdumliche Kon-
taktdiskretisierung aus Kapitel 3.3, welche auf der dualen Mortar-Methode basiert, sind
die entsprechenden Gleichungen im Folgenden dargestellt.
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5 Losung

Die Verschiebungsableitung der Energie-Korrekturkraft wird mit Gleichung (4.93) und
Gleichung (4.106) bestimmt. Die hierzu erforderlichen Ableitungen der Knoten-Nor-
malen nxg und des Projektionsoperators Bf, konnen aus der Verschiebungsableitung
der Kontaktkraft iibernommen werden.

Inkrementelle Anderung des Kontaktkraftvektors

Mit den Gleichungen (3.24) und (3.25) kann die inkrementelle Anderung des Kontakt-
kraftvektors in kompakter Schreibweise durch die Vektoren f& € Rmm" und fM €
RmMim™n angegeben werden:
T T
AT = A[O, — M, DS] 7't = [o,AfCM,Aff] (5.11)
Die inkrementellen Anderungen AfS bzw. Af* berechnen sich aus der Assemblierung
der einzelnen Anteile Afcse der Slave-Elemente bzw. Afcf‘"’f der Segmente:

r Nglele r r Nslele Tseg r
(af5)" = L_Jl (a£5), (AfM) = L_Jl Ql (A1) (5.12)

Fiir zweidimensionale Probleme wird pro Slave-Element bzw. pro Segment auf jeweils
zwei Slave-Kontaktknoten assembliert, AfS € R* bzw. AfM € R*, siehe auch An-
hang A.4.3. Im Zusammenhang mit dreidimensionalen Problemen sei auf PUso UND
LAURSEN (2004a) oder POPP U. A. (2010) verwiesen. Die zusatzlichen Linearisierungsan-
teile aufgrund der Modifikationen zur konsistenten Behandlung von Réandern aus Ab-
schnitt 3.4 werden in Anhang A.4.4 und Anhang A.4.5 hergeleitet.

5.2.2 Linearisierung der Kontaktbedingungen

In der vorliegenden Arbeit erfolgt die Aktualisierung der aktiven Menge zusammen
mit der Gleichgewichtsiteration in einer gemeinsamen Schleife. Die Linearisierung der
Kontaktbedingungen setzt sich somit aus der Linearisierung der Komplementaritéats-
funktion (5.3) und der Linearisierung der Tangentialbedingungen (5.2); zusammen.

Linearisierung der Komplementaritédtsfunktion
Aufgrund des nicht glatten Verhaltens des max{e}-Operators ist auch die Komplementa-

ritatsfunktion (5.3) nicht glatt und damit nicht an allen Stellen eindeutig differenzierbar.
Aus diesem Grund ist fir die Linearisierung der Komplementaritéitsfunktion zuerst die
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5.2 Linearisierung

Definition einer allgemeinen Ableitung fiir den max{e}-Operator notwendig (HINTER-
MULLER U. A. 2003; HUEBER UND WOHLMUTH 2005):

0 {O wenn 7 < a

f(z) = max{a,z} — %f(:c) = (5.13)

1 sonst

Ist das Argument z wie in Gleichung (5.3) selbst eine Funktion, muss noch die entspre-
chende innere Ableitung berticksichtigt werden. Die Linearisierung von Gleichung (5.3)
fithrt dann unter Beachtung von Gleichung (5.13) fiir einen Slave-Kontaktknoten I auf
das folgende Ergebnis:

(%I_Cngn[)go :>[EI, zr = 0
aq,,(d"
(ot — ) >0 = T€A, 795;(74 ) Ad = g, (@), (5.14)
—
A(d4,),

Dabei wurde in Gleichung (5.14); fiir inaktive Knoten bereits die Tangentialbedingung
(zr,)1 = 0 aus Gleichung (5.2)3 beachtet. Die inkrementelle Anderung A(g} ); der
Normalklaffung fiir aktive Slave-Kontaktknoten ist im Folgenden dargestellt.

Inkrementelle Anderung der Normalklaffung

Wie die Linearisierung der Kontaktkraft wird auch die Linearisierung (5.14), der Nicht-
durchdringungsbedingung in kompakter Matrix-Vektor-Schreibweise formuliert. Dazu
werden zunachst die Normalklaffungswerte (3.26) aller aktiven Slave-Kontaktknoten
im Vektor g4, € R™* zusammengefasst. Mit den Operatoren G‘j € R7sa*(naimns) yypd
G/{! € R™*(mammm) Jautet dessen inkrementelle Anderung dann folgendermafen:

Agl, = Agh, (d°) + Ag? (a°,dM) = GI(d) Ad® + GY(d") AdM.
(5.15)

Der Vektor gl beinhaltet dabei die Anteile der gewichteten Knotenklaffung, welche
ausschlieBlich von den Koordinaten der Slave-Kontaktknoten und den Slave-Mortar-
Matrizen abhingen, siche auch Gleichung (3.27). Damit kann Agly auf Slave-Element-
Basis berechnet werden:

A(gly,) = ngl (2gl)’. (5.16)

Die Assemblierung erfolgt hierbei ausschliellich in den Operator Gj. Entsprechend der
Definition von g enthélt g% die Anteile der gewichteten Knotenklaffung, welche von
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5 Losung

den Koordinaten der Master-Kontaktknoten und den Master-Mortar-Matrizen abhéan-
gen. Aus diesem Grund muss Ag?  auf Segment-Basis berechnet werden:

Nslele Tseg

Algn) = U U (28)" (5.17)
e=1 m=1
Da die Segmente auch Funktionen der Slave-Kontaktknoten sind, erhalten beide Ope-
ratoren Gi und Gﬁ/‘ Eintrédge aus der Ableitung von gin. Wie bei der Kontaktkraft
wird fiir zweidimensionale Probleme pro Slave-Element bzw. pro Segment auf jeweils
zwei Slave-Kontaktknoten assembliert, Ag! € R? bzw. Ag? € R?. Die Berechnung der
entsprechenden Anteile ist in Anhang A.4 dargestellt.

Linearisierung der Tangentialbedingungen

Letztlich fithrt die Linearisierung der tangentialen Bedingungen (5.2)3 fiir zwei- bzw. fiir
dreidimensionale Probleme auf eine Gleichung bzw. auf zwei Gleichungen pro aktivem
Slave-Kontaktknoten:

zy - ATﬁI (d") + (Z?H —zp) - Tﬁ[(dr) = —zp- Tﬁ[(dr)
& 77 Ars,(dY) + 27t T, (d7) =0 (keine Summation tiber 3).
(5.18)

Die Assemblierung der linken Seite von Gleichungen (5.18), fiir alle aktiven Slave-Kon-
taktknoten [ fithrt dann auf eine globale Matrix-Vektor-Beziehung, wobei fiir dreidi-
mensionale Probleme pro Slave-Kontaktknoten jeweils zwei Bedingungen auszuwerten
sind:

Nsa _ r—+1
U (Z? CATh + ozt ’Tgl) = T Ad° + T, (zA) . (5.19)
I

In den Operatoren T 4 € R7(Maim=D)x(Maimns) yo T\ e Ra(aim=1)x(raimns) gind dabei
die Tangentenvektoren bzw. die Verschiebungsableitungen der Tangentenvektoren aller
aktiven Slave-Kontaktknoten zusammengefasst. Der Vektor z#4 € R™im"a heinhaltet die
Kontaktspannungsvektoren aller aktiven Slave-Kontaktknoten.

5.2.3 Matrixformulierung des linearisierten Gleichungssystems

Mit den linearisierten Beziehungen aus Abschnitt 5.2.2 kann die Matrixformulierung des
linearisierten Kontaktproblems schliefSlich durch das folgende Gleichungssystem ausge-
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5.3 Kondensation der Kontaktspannung

drickt werden:

K4V KM KW KM 0 0 AV ] N
~ ~ ~ T T
Kot Kt KGR (M) (M) | | agm i
Ki' K@ K§ K Dp o Ad?
K&V Ki K K& o D3 AdA | T 7 |t
0 0 0 0 I 0 () r1 0
0 GY' GY; G9y 0 0 (zA)”l g4,
0 0 Tiur Taa 0 Ty I | | 0 |

(5.20)

Die Matrizen, Operatoren und Vektoren in Gleichung (5.20) sind dabei blockweise
aufgeteilt. Einzelne Blocke eines Vektors beziehen sich jeweils auf die aktiven Slave-
Kontaktknoten, die inaktiven Slave-Kontaktknoten, die Master-Kontaktknoten oder auf
die verbleibenden Knoten. Einzelne Blocke einer Matrix oder eines Operators sind mit
Bezug auf eine Kombination aus den Knotengruppierungen definiert.

Durch die ersten vier Zeilen des Gleichungssystems (5.20) wird die linearisierte effektive
Strukturgleichung (5.9) reprasentiert. Steifigkeitseintrage, die mit einer Tilde gekenn-
zeichnet sind, erhalten bei der Assemblierung Anteile aus der Verschiebungsableitung
des Kontaktkraftvektors. Die sechste Zeile resultiert mit Gleichung (5.14) und Glei-
chung (5.15) aus der Linearisierung der Nichtdurchdringungsbedingung, die siebte Zeile
mit den Gleichungen (5.18); und (5.19) aus der Linearisierung der Tangentialbedin-
gungen. Zeile fiinf setzt mithilfe der Einheitsmatrix I; € R~ ma)x(ns=ma) die Kon-
taktspannung der inaktiven Slave-Kontaktknoten zu null. Wie schon in Gleichung (5.9)
angedeutet, wird fiir die absolute Kontaktspannung und nicht fiir deren Inkremente
gelost. Dies ist moglich, da das Gleichungssystem linear in der Kontaktspannung ist,
und stellt im Folgenden eine Voraussetzung fiir die Kondensation der Kontaktspannung

dar.

5.3 Kondensation der Kontaktspannung

Aufgrund der exakten Umsetzung der Kontaktbedingungen mit der Lagrange’schen-
Multiplikatoren-Methode enthélt das Gleichungssystem (5.20) neben den Knotenver-
schiebungen auch die Lagrange’schen-Multiplikatoren als Unbekannte. Somit vergroflert
sich infolge der Kontaktbehandlung die Dimension des Gleichungssystems. Wird die
triviale Bedingung fiir die inaktiven Knoten aus dem Gleichungssystem herausgenom-
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5 Losung

men und sequentiell umgesetzt, verandert zudem das verbleibende Gleichungssystem bei
einer Veranderung der aktiven Menge seine Dimension. Insofern ist es erstrebenswert,
die Lagrange’schen-Multiplikatoren aus dem Gleichungssystem herauszukondensieren
und ausschliefSlich fiir die Verschiebungen zu 16sen. Aufgrund der dualen Formfunktio-
nen fiir die Lagrange’schen-Multiplikatoren, welche durch die Biorthogonalitatsbedin-
gung (3.18) definiert sind, besitzt die Slave-Mortar-Matrix Dg Diagonalstruktur. Somit
ist im Gegensatz zu einer Formulierung mit Standard-Formfunktionen eine Kondensa-
tion einfach moglich. Hierzu wird zunéchst die vierte Zeile des Gleichungssystems (5.20)
nach den Knotenwerten der Kontaktspannung aufgelost:

(z4)" = (D) (- rAa - KAAQY - KAV AdM — KA AT - KA AdY).
(5.21)
Anschlielend fithrt ein Einsetzen dieser Beziehung in die zweite und siebte Zeile des Glei-

chungssystems nach einigen Umformungen auf die folgende Matrixformulierung, siehe
auch PopP U. A. (2009) fiir eine ausfithrlichere Darstellung:

- a7

KNV KM KN KA
KAV + MOKAY KYM L MIKAM KMT 4 M KAT KMA 4 M KAA
K& K" Kt K3
0 Gy cs, cs,
| TAKAY TAKG TAKA —Tar  TaKH —Taa |
- - i N 1"
AdN Iod
AdM ot + MLriog
=—| .z
Adz‘ I.mod
Ad'A gAAn
B B L T.Aréod' i
(5.22)
Dabei werden die folgenden Abkiirzungen verwendet:
~ -1 ~ 1
M, = (Dé) M, T4 =Ty (Dé) . (5.23)

Die Kontaktspannung berechnet sich schliefilich nach der iterativen Losung des konden-
sierten Systems (5.22) in einer Nachlaufrechnung mit Beziehung (5.21).

In der mathematischen Literatur sowie in HARTMANN UND RAmM (2008) wird die
Kondensation der Multiplikatoren mit einem Variablentausch des Verschiebungsfelds
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5.4 Kompakte Darstellung des Losungsalgorithmus’

der Slave-Seite gegen die Relativverschiebung zwischen Slave- und Master-Seite kom-
biniert. Damit kann ein 2KK-Problem formal wie ein 1KK-Problem behandelt werden,
was flir geometrisch lineare Probleme die Implementierung erleichtert. Fiir geometrisch
nichtlineare Probleme ist der Variablentausch aber eher von Nachteil, da bei der Lineari-
sierung zuséatzliche Terme entstehen wiirden. Deswegen wird die Kondensation in dieser
Arbeit ohne einen Variablentausch durchgefiihrt.

5.4 Kompakte Darstellung des Losungsalgorithmus’

Abschlieflend ist der gesamte Losungsalgorithmus fiir eine raumliche Kontaktdiskretisie-
rung, die auf der dualen Mortar-Methode basiert, in Abbildung 5.1 noch einmal kom-
pakt zusammengefasst. In Abbildung 5.2 ist die zugehorige Nachlaufrechnung fiir einen
einzelnen Zeitschritt dargestellt.
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5 Losung

Initialisierung: n = 0, Anfangsbedingungen: dg, vg = ag

Initialisiere aktive Menge: Ao, Zp mit Gl. (5.1)

Zeitschrittschleife: n =0, ..., np = T/At

N-KS basierte Zeitintegration?

Ja Nein

Berechne dfﬁfii nach Abbildung 4.11

Iterationsschleife: r =0, ..., max, (Konvergenz)

Energie-Korrekturkraft?

Ja Nein
Schleife tiber alle Slave-Kontaktknoten: K =1, ..., ng
Wenn K€ A, und K€ 7], ;:
Berechne (A}’?ko);H mit Gl. (4.106)
mod (dpt1,2 " mit Gl (5.9
Berechne rechte Seite: od(dn1 rn“) ] (5.9)
g4, (dnt1) mit Gl. (3.26), (3.27)

Berechne effektive Steifigkeitsmatrix: Kgg mit Gl. (5.10)

Berechne Operatoren D5, M, mit Gl. (3.23),
(GS)", (GX) mit GL (5.15), T7, T, mit Gl (5.19)

Assembliere und l6se System (5.22) = Ad

Aktualisiere Verschiebung: d),t} = d},; + Ad

Aktualisiere Kontaktspannung (z;i‘_H)T—H mit Gl (5.21)

Aktualisiere aktive Menge: ALTY, 7011 mit Gl (5.1)

Fiithre Nachlaufrechnung nach Abbildung 5.2 durch
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Abbildung 5.1: Struktogramm des gesamten Losungsalgorithmus’




5.4 Kompakte Darstellung des Losungsalgorithmus’

Energie-Korrekturkraft?

Ja Nein

Schleife iiber alle Slave-Kontaktknoten: K =1, ..., ng

Wenn K€ A, und K€ Z,,,1:
Setze Aeonkox = 0 (mit Gl. (4.104))

Berechne Energiednderung durch Kontakt:

Ael) mit G1. (4.95), Aell mit G1. (4.97)

Aktualisiere Geschwindigkeit und Beschleunigung:

Vp+1  mit GL (4.1)y  (N), Gl (4.31)2 (N-KD/KS), GL. (4.16)2 (EMM)
amy1 mit GL )

Zeitintegration basiert auf N-KD/KS)

(N
a™,  mit GL (
(Zeitintegration basiert auf N-KD)
(
(
(

(
(4.32)
aj; . ; mit GL (4.32)
aj; ; mit Gl (4.46) (Zeitintegration basiert auf N-KS)
aj; ; mit GL (4.90) (Zeitintegration basiert auf N-KD-e)
(4.18)

an+1/2 mit Gl EM )

Geschwindigkeitsmodifikation?

Ja Nein

Berechne modifizierte Geschwindigkeit v°f mit Gl (4.100)
durch Losen des Systems (4.98)

Energie-Korrekturkraft?
Ja Nein

Schleife iiber alle Slave-Kontaktknoten: K =1, ..., ng

Berechne Energiednderung durch v?ffr"li:

Ael) mit Gl (4.101)

int c int zc
V41, ntl /an+1,an+1 /an+17an+1 /an—i—l/Qa
i ii iii d
(AeenkoK)y (Aeéj)()7 (AeéK))7 (AeéK))v (Vrﬁﬁl)

Abbildung 5.2: Struktogramm der Nachlaufrechnung in einem Zeitschritt.
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5 Losung

156



Numerische Experimente —
raumliche Kontaktdiskretisierung

Anhand von numerischen Experimenten wird in diesem Kapitel die raumliche Kontakt-
diskretisierung aus den Kapiteln 3.3 und 3.4 untersucht, welche auf der dualen Mortar-
Methode basiert. Die Betrachtungen sollen einerseits die Stabilitat der Kontaktdiskreti-
sierung unter groflen Deformationen demonstrieren, andererseits die Weiterentwicklung
aus Kapitel 3.4 zur konsistenten Behandlung von Réndern analysieren.

Alle Berechnungen erfolgen statisch nichtlinear mit bilinearen Q1-Elementen. Es wird je-
weils ein ebener Spannungszustand angenommen und ein System mit einer einheitlichen
Dicke von einem Millimeter betrachtet.

6.1 Deformation eines Werkstiicks

In der ersten Untersuchung wird die Verformung eines Werkstiicks durch die inkre-
mentelle Bewegung eines stiftformigen Werkzeugs simuliert. Werkzeug und Werkstiick
sind deformierbar. Das Werkzeug besitzt jedoch einen zehnmal grofSeren E-Modul als das
Werkstiick. Da ein hyperelastisches Materialgesetz verwendet wird, bleiben in der Simu-
lation im Gegensatz zu einem realen Umformprozess keine eingeprigten Deformationen
zuriick. Die Konzeption der Untersuchung ist angelehnt an das sogenannte ,,Ironing prob-
lem“ von YANG U. A. (2005). Durch einen scharfen Knick in der Geometrie des Werk-
stiicks und die mehrfachen Richtungswechsel des Werkzeugs wird die Problemstellung
aber noch komplexer gestaltet. In Abbildung 6.1 sind das System, die Diskretisierung,
die verwendeten Materialparameter sowie die Kontakt- und die Steuerungsdaten dar-
gestellt. Mit den abgebildeten Verschiebungskurven wird dabei in jedem Rechenschritt
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6 Numerische Experimente — raumliche Kontaktdiskretisierung

die Position der oberen Kante des Werkzeugs vorgegeben. Entsprechend den Kurven
bewegt sich das Werkzeug zuerst vertikal nach unten und dann horizontal nach rechts
bis auf Hohe des Knicks im Werkstiick. Anschlieend folgt das Werkzeug der Schrége
des Werkstiicks, bis es schliellich wieder durch eine vertikale Bewegung nach oben aus
dem Werkstiick entfernt wird. Abbildung 6.2 zeigt die Ergebnisse der Untersuchung

2 2 I 2 172 2 172 A
a i a ’ll d
(slave) 4 .
2 7 Material (Neo-Hooke)
(master) 9
71 o Bi= 6896-10°N/mm
. 2 A B> = 68,96 - 10" N/mm?
: O T v = 0,32
/:/:E:j::::::;: FE-Netz
e A 256 Elemente (slave)
EZZ::::::::: 832 Elemente (master)
EEE::::::: Kontaktparameter
SO L e = 10,00 - 103 N/mm?
/ll/ 8 /ll/ 4 /lll
Verschiebungssteuerung Werkzeug (slave) Rechnung
. g 470 Schritte
.00} @ [mm] a1 )
: 0,03 s/Schritt
Léngen in [mm)]
1,007 1,0 78 10,0 day 14,0  Pseudozeit [s]
—0,48 100 | 200 | _ 0 -
140 100 200 { 400 Rechenschritt

Abbildung 6.1: Deformation eines Werkstiicks: Problemstellung und Diskretisierung.

anhand von zehn ausgewiahlten Rechenschritten. Dargestellt sind die Deformation von
Werkstiick und Werkzeug sowie die Kontaktspannung. Der Kontaktspannungsverlauf
entspricht in jedem Schritt dem qualitativ zu erwartenden Verlauf mit einem Maxi-
mum in der Mitte des Werkzeugs und einem Abfall zum Rand der Kontaktzone hin. In
Berechnungsschritt 260 ist ein Ausschlag des Verlaufs in der Werkzeugmitte zu erkennen,
welcher durch den scharfen Knick in der Geometrie des Werkstiicks hervorgerufen wird.
Trotz der groflen tangentialen Relativverschiebungen konnte die aktive Kontaktzone in
allen Berechnungsschritten stabil identifiziert und das resultierende Strukturproblem
mit quadratischer Konvergenz gelost werden.
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6 Numerische Experimente — rdumliche Kontaktdiskretisierung

Die Knotenwerte der Kontaktspannung sind in Abbildung 6.2 mit Standard-Formfunk-
tionen interpoliert. Dies entspricht einer geglatteten Darstellung des ,ségezahn“-ahn-
lichen Verlaufs, der sich bei einer Darstellung mit dualen Formfunktionen zeigen wiirde,
siehe beispielsweise HARTMANN (2007) fiir einen Vergleich beider Varianten. Das Inte-
gral des Kontaktspannungsverlaufs ist bei beiden Interpolationsmoglichkeiten identisch,
was in HUEBER U. A. (2005) zusammen mit weiteren mathematischen Betrachtungen
dargestellt ist.

6.2 Konsistente Behandlung von Randern

Die folgenden zwei Untersuchungen befassen sich mit der Modifikation zur konsistenten
Behandlung von Réndern aus Kapitel 3.4. Anhand einer exemplarischen Betrachtung
wurde dort bereits gezeigt, dass ohne Modifikation keine konsistenten Ergebnisse resul-
tieren, falls Slave-Elemente nicht vollstdndig in Segmente zerlegbar sind. Mit den nu-
merischen Experimenten in diesem Abschnitt soll einerseits die Leistungsfahigkeit der
Modifikation demonstriert werden, andererseits wird die Notwendigkeit der entwickelten
Wichtungsprozedur fiir die modifizierten Mortar-Integrale aufgezeigt.

In beiden Problemstellungen wird das St. Venant-Kirchhoff’sche Materialgesetz verwen-
det, die Wichtung der modifizierten Mortar-Matrizen erfolgt mit den elementbezogenen
Wichtungsfaktoren (vgl. auch CICHOSZ UND BISCHOFF (2011)).

6.2.1 Einfluss kleiner Segmente

Mithilfe einer einfachen Untersuchung soll zunéchst betrachtet werden, welchen Ein-
fluss kleine Segmente auf die Leistungsfahigkeit der modifizierten Berechnung der Mor-
tar-Matrizen in Rand-Elementen haben. Hierfiir wird ein kleiner quadratischer Block
auf einen grofleren rechteckigen gepresst. Abbildung 6.3 zeigt das System, die Diskre-
tisierung, die Belastung und Lagerung sowie die Material- und Kontaktparameter. In
der undeformierten Konfiguration sind die Vernetzungen der Slave- und der Master-
Kontaktoberfliche konform. Wahrend des Belastungsvorgangs, welcher inkrementell in
zehn kraftgesteuerten Berechnungsschritten durchgefiithrt wird, entsteht aufgrund des
Querdehneffekts jedoch eine nicht-konforme Situation mit kleinen Segmenten, siehe Ab-
bildung 6.3. Die Belastung ist dabei so gewéhlt, dass die kleinen Segmente moglichst
lange erhalten bleiben.

Berechnet und betrachtet werden drei verschiedene Konfigurationen der geschilderten
Problemstellung: Zuerst wird der obere Block als Slave-Koérper ausgewahlt, der un-
tere Block als Master-Korper. Mit dieser ,klassischen“ Wahl ist jedes Slave-Element
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6.2 Konsistente Behandlung von Réndern

LF
b
| | 4 Material ,
E = 200N/mm
- . vy = 0,0
e 4 v = 0,3
LF ® LF Belastung
- * ¢ = 5N/mm?
F = 1IN
Kontaktparameter
4 ¢n = 200N/mm?>
Léngen in [mm]
# 3 # 4 # 3 #

Abbildung 6.3: Einfluss kleiner Segmente: Problemstellung und Diskretisierung.

vollstdndig in Segmente zerleghar, so dass keine Rand-Elemente entstehen und keine
Modifikationen notwendig sind. Im Folgenden dient die Losung dieser Konfiguration
als Referenzlosung. In einer zweiten Konfiguration wird die Zuordnung von Slave- und
Master-Seite vertauscht und die Berechnung mit modifizierten Mortar-Matrizen aber
ohne Wichtungsprozedur durchgefiihrt. Schliellich wiederholt die dritte Konfiguration
die Berechnung der zweiten, verwendet im Gegensatz zu dieser aber gewichtete modi-
fizierte Mortar-Matrizen.

Die Endresultate sind fiir alle Berechnungen weitgehend identisch, was in Tabelle 6.1
exemplarisch durch die Endverschiebung von Knoten @) dargestellt ist. Allerdings wirkt
sich die Verwendung der modifizierten Mortar-Matrizen ohne Wichtungsprozedur sehr
negativ auf die Konvergenzeigenschaften in der Gleichgewichtsiteration aus, siehe Ta-
belle 6.2. Dabei ist es fiir die Betragsnorm der Ungleichgewichtskrafte nicht moglich, die
vorgegebene Konvergenzschranke von 1,00e-9 zu unterschreiten. Durch den Einsatz der
Wichtungsprozedur kann dieses Defizit korrigiert und ein deutlich verbessertes Konver-
genzverhalten erzielt werden, welches dquivalent zu dem der Referenzlosung ist. Tabel-
le 6.3 zeigt mit den Konditionszahlen der Systemsteifigkeitsmatrix die Ursachen fiir das

oben: slave oben: master oben: master
unten: master unten: slave unten: slave

(nicht gewichtet)  (gewichtet)
dy [mm]  -4,36811e-02  -4,37600e-02 -4,37596¢-02

Tabelle 6.1: Vertikale Verschiebung des Knotens @.
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6 Numerische Experimente — rdumliche Kontaktdiskretisierung

Lastschritt 1 Lastschritt 2
3 g
— — +— — — — - —
.2 B,E By 8 B,E B,
53 2z B 2z % 5 2z E 2z %
= g E— O 5,_48 = & £ E—‘E
wn © gp U): n 2B 0] t/):
=3 23 4 =) =) = o 4 =
g2 EfE 2% g2 k2 3i:
= o2 B o= 2 o= 52 B o= 2
0,0 0,0* 0,0* 0,0 0,0 0,0

8,17¢-04  1,26e+02  8,38¢-04
580e-09  2,02e+01  2,46e-05
3,57e-12  1,66e+00  1,94e-10

8,12e-04  3,65e+00  §,34e-04
0,71e-09  1,11e-01  5,83e-09
3,29e-12 1,08e-07  3,06e-11

2,60e-02 1,01e-07
4,72e-06 8,11e-08
1,26e-08 9,78e-08
5,10e-08 4,90e-08

0~ o ok w o —~ O | Newton-Schritt
0~ @ ok w o —~ O | Newton-Schritt

2,19e-07 6,96e-08

*Veranderung der aktiven Menge

Tabelle 6.2: Konvergenz der Betragsnorm der Ungleichgewichtskrifte.

schlechte bzw. gute Konvergenzverhalten der ungewichteten bzw. gewichteten Modifika-
tion. Wéahrend die Konditionszahlen fiir die erste und dritte Konfiguration in derselben
Groflenordnung liegen, strebt die Konditionszahl der zweiten Konfiguration gegen einen
um vielfache Grolenordnungen hoheren Wert.

Newton-  oben: slave oben: master oben: master

Schritt unten: master  unten: slave unten: slave
(nicht gewichtet)  (gewichtet)

0 19074 38159,15 38159,15

1 19017 1,702e+16 35888,43

2 19017 4,536e+15 35911,02

3 6,226e+15 35911,07

4 6,475e+15

5

6,478e+15

Tabelle 6.3: Konditionszahl der Steifigkeitsmatrix (erster Lastschritt).
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6.2 Konsistente Behandlung von Réndern

6.2.2 Zwei Kragarme

In einer zweiten Betrachtung soll die modifizierte Berechnung der Mortar-Integrale im
Zusammenhang mit groflen Deformationen untersucht werden. Dartiber hinaus wird die
Auswirkung der Modifikation auf die rdumlichen Konvergenzraten bei Netzverfeine-
rung analysiert. Abbildung 6.4 zeigt die zugehorige Problemstellung, in der sich zwei

(Y s vy y vy vy verrraav vy vy yrrrrrryyyyyy laterial

E = 200N/mm?

) < v = 0,3
Belastung
2 _® ¢ = 0,175N/mm?
# +— 4 Kontaktparameter
28 2 ¢ = 200N /mm>

Léngen in [mm)]

Abbildung 6.4: Zwei Kragarme: Problemstellung und Diskretisierung.

Kragarme mit leicht unterschiedlichen Léngen zunachst entlang einer geraden Linie
bertihren. Weiter dargestellt sind die Diskretisierung mit insgesamt 116 Elementen, die
Belastung und Lagerung sowie die Material- und Kontaktparameter. Berechnet wird
das Problem mit zwei unterschiedlichen Konfigurationen. In Konfiguration (a) werden
der untere Kragarm als Slave- und der obere Kragarm als Master-Korper gewéhlt. In
Konfiguration (b) sind diese Definitionen vertauscht. Die Belastung wird bei beiden
Betrachtungen inkrementell in 175 kraftgesteuerten Berechnungsschritten aufgebracht.
Abbildung 6.5 zeigt die Ergebnisse der Untersuchung in drei reprasentativen Schritten.
Dargestellt sind die Deformation und die Kontaktspannung. Wie anhand der Defor-
mation zu erkennen ist, entstehen unabhéngig von der gewéhlten Konfiguration nicht
vollstédndig in Segmente zerlegbare Slave-Elemente. Fir Konfiguration (b) sind diese von
Beginn der Berechnung bis zu Lastschritt 91 vorhanden, im Fall von Konfiguration (a)
ab Lastschritt 91 bis zum Ende der Berechnung. Somit kann auch eine , geschickte® Wahl

(a) oben: master  (b) oben: slave Prozentualer Unterschied
unten: slave unten: master  (bezogen auf (a))
(gewichtet)
dpy [mm] -2,20318e+-01 -2,20322e4-01 0,018 %
e, [N] 3,604 3,622 0,499 %

dpy: Vertikale Verschiebung des Knotens ®
f te,: Integral der Kontaktspannung

Tabelle 6.4: Vergleich von Verschiebung und Kontaktspannung.
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6 Numerische Experimente — raumliche Kontaktdiskretisierung

der Slave- bzw. der Master-Seite die Notwendigkeit der modifizierten Definition der Mor-
tar-Matrizen am Rand des Kontaktbereichs nicht vermeiden. Der Kontaktspannungsver-

(a) Slave-Kérper unten (b) Slave-Korper oben
5 siave FEHEH
5850 o R o i

Schritt 60

Schritt 120

Schritt 175

Abbildung 6.5: Zwei Kragarme: Deformation und Kontaktspannung.
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6.2 Konsistente Behandlung von Réndern

lauf ist fiir beide Konfigurationen qualitativ gleichwertig!. Da die Slave-Kontaktknoten
und damit die Kontaktbedingungen einmal beziiglich der oberen und einmal beziiglich
der unteren Vernetzung definiert sind, entstehen leicht unterschiedliche Maximalwerte.
Quantitativ werden die Berechnungen in Tabelle 6.4 anhand der vertikalen Verschiebung
von Knoten 8) und anhand des Integrals der Kontaktspannung miteinander verglichen.
In beiden Féllen sind trotz der relativ groben Diskretisierung die Differenzen sehr gering.

Konvergenz der internen Energie bei Netzverfeinerung

Mithilfe des momentan betrachteten Beispiels soll im Folgenden untersucht werden,
welchen Fehler die interne Energie in einer Berechnung mit bzw. ohne Rand-Elemente
aufweist und mit welcher Ordnung dieser Fehler bei Netzverfeinerung konvergiert. Dazu
wird mit sieben verschiedenen Vernetzungen die interne Energie des Deformationszu-
stands nach 91 Lastschritten fiir Konfiguration (a) und Konfiguration (b) ausgewertet.
Die feinste Vernetzung dient dabei in beiden Konfigurationen als Referenzlosung fiir die
Fehlerberechnung. Der Deformationszustand in Lastschritt 91 wird gewahlt, da bis zu
diesem Zeitpunkt in der Berechnung mit Konfiguration (a) keine Rand-Elemente entste-
hen. Somit ist die interne Energie von Konfiguration (a) frei von einer eventuellen Beein-
flussung durch modifizierte Mortar-Matrizen. Tabelle 6.5 zeigt Details zu den verschiede-

Interne Energie Interne Energie Fehler [%]  Fehler [%)]

Netz  nege  h [mm] Konfig. (a) Konfig. (b) Konfig. (a) Konfig. (b)
1 15 3,867 6,26022 6,26399 33,3423 33,3021
2 58 2,000 8,55616 8,55816 8,8956 8,8742
3 116 1,000 9,16569 9,16567 2,4054 2,4055
4 464 0,500 9,33566 9,33564 0,5956 0,5957
5 1856 0,250 9,37735 9,37734 0,1517 0,1517
6 7424 0,125 9,38846 9,38846 0,0334 0,0333
7 29696  0,0625 9,39160 9,39159 - -

Nele :  Elementanzahl
h : Element-Kantenldnge

Tabelle 6.5: Interne Energie und relativer Fehler bei verschiedenen Vernetzungen.

nen Vernetzungen und die Ergebnisse der zugehorigen Berechnungen. Netz 3 entspricht
dabei der rdumlichen Diskretisierung aus Abbildung 6.4. Fiir Netz 1 wird der obere bzw.
der untere Kragarm gleichmaflig in acht bzw. sieben Rechtecke zerlegt, welche jeweils
eine Hohe von zwei Millimetern aufweisen. Alle weiteren Vernetzungen resultieren aus
Netz 3 durch sukzessives Aufteilen eines Elements in vier neue quadratische Elemente

'Fiir die Darstellung der Kontaktspannung in einem Rand-Element miissen die nicht gewichteten
Knotenwerte aus den gewichteten riickgerechnet werden.
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6 Numerische Experimente — rdumliche Kontaktdiskretisierung

100 ;
=, - Konfiguration (a) -—a--
b . Konfiguration (b) ——
=
£ 10 ¢
E‘) o
Z
+~
=
) L
&
0.1 |
0,01 -
0,1 1

Element-Kantenldange h [mm)]

Abbildung 6.6: Konvergenz der internen Energie bei Netzverfeinerung.

bzw. durch sukzessives Zusammenfassen von vier Elementen zu einem neuen quadrati-
schen Element. Die Ergebnisse in Tabelle 6.5 zeigen, dass die interne Energie bzw. der
Fehler in der internen Energie fiir Konfiguration (a) und Konfiguration (b) fast identisch
ist. Die Konvergenzeigenschaften der raumlichen Kontaktdiskretisierung bleiben somit
auch bei Verwendung der modifizierten Mortar-Matrizen erhalten. Abbildung 6.6 zeigt
den Fehler der internen Energie aus Tabelle 6.5 aufgetragen in doppeltlogarithmischem
Mafstab als Konvergenzdiagramm. Fiir beide Konfigurationen weisen die Kurven eine
Steigung im Bereich des optimalen Werts von 2,0 auf.

6.3 Zusammenfassung

Durch numerische Untersuchungen an drei diskreten Systemen wurde in diesem Kapitel
die rdaumliche Kontaktdiskretisierung aus den Kapiteln 3.3 und 3.4 analysiert, welche auf
der dualen Mortar-Methode basiert. Dabei konnte zuerst die Stabilitdt und Leistungs-
fahigkeit der Diskretisierung fiir Problemstellungen mit groflen Deformationen und gro-
Ben tangentialen Relativverschiebungen demonstriert werden. Die anschliefenden Be-
trachtungen beschéftigten sich mit der modifizierten Definition der Mortar-Matrizen
zur konsistenten Behandlung von Réndern. Hierbei wurde zunéachst gezeigt, dass eine
Wichtung der modifizierten Mortar-Matrizen notwendig ist. Ohne Wichtungsprozedur
verursachen kleine Segmente eine erhebliche Vergroflerung der Konditionszahl der Sys-
temsteifigkeitsmatrix. Dadurch werden wiederum die Konvergenzeigenschaften in der
Gleichgewichtsiteration deutlich verschlechtert. Im Weiteren wurde ein Problem mit gro-
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6.3 Zusammenfassung

Ben Deformationen in zwei Berechnungen untersucht. Bis auf die Definition von Slave-
und Master-Seite waren die Randbedingungen der Berechnungen dabei identisch. Ab-
héngig vom betrachteten Deformationszustand musste jeweils in einer Konfiguration
eine Modifikation der Mortar-Matrizen durchgefiithrt werden und in der anderen nicht.
Durch einen Vergleich der Ergebnisse in ausgewahlten Berechnungsschritten konnte die
Aquivalenz der jeweiligen Ergebnisse und somit die Konsistenz der Modifikation gezeigt
werden. Abschliefend wurde anhand der zuletzt beschriebenen Problemstellung die Kon-
vergenz des Fehlers der internen Energie bei Verfeinerung der Vernetzung untersucht.
Dabei konnte gezeigt werden, dass der Fehler auch bei Verwendung der modifizierten
Mortar-Matrizen mit optimaler Ordnung konvergiert.
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Numerische Experimente — zeitliche
Diskretisierung

Als Abschluss der vorliegenden Arbeit werden in diesem Kapitel die Modifikationen der
zeitlichen Diskretisierung aus Kapitel 4 untersucht, welche eine verbesserte Modellierung
von dynamischen Kontaktereignissen ermoglichen.

Fir alle Problemstellungen wird ein ebener Spannungszustand angenommen und ein
System mit einer einheitlichen Dicke von einem Millimeter betrachtet. Die rdumliche
Kontaktdiskretisierung der Mehrkorperkontaktprobleme in den Abschnitten 7.1 und 7.3
erfolgt mit dem NTS-Algorithmus.

7.1 Zwei deformierbare Stabe

In der ersten Problemstellung wird die Kollision von zwei identischen Staben betrach-
tet, welche sich zu Beginn der Berechnung mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten
aufeinander zubewegen. Beide Stabe sind mit jeweils 100 bilinearen Q1-Elementen dis-
kretisiert. Das Problem wird energieerhaltend mit dem Newmark-KS-ve-Verfahren und
vergleichend mit der ,,Energy-Momentum-Method“-VUM berechnet. Abbildung 7.1 zeigt
das System, die Diskretisierung, die Anfangsbedingungen sowie die Material-, Kon-
takt- und Zeitintegrationsparameter. Als Materialmodell kommt das St. Venant-Kirch-
hoff’sche Materialgesetz zum Einsatz.

Die Ergebnisse der Berechnungen sind in den Abbildungen 7.2 und 7.3 dargestellt. Abbil-
dung 7.2 zeigt die Verlaufe von Energie und Kontaktkraft. Anhand der Energiekurven ist
zu erkennen, dass sowohl das Newmark-KS-ve-Verfahren als auch die ,,Energy-Momen-
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7 Numerische Experimente — zeitliche Diskretisierung

(slave) v u2 (master)
1
g 10 0.0005 10 g
Kontaktparameter Material Zeitintegration
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e = 50m/s

Abbildung 7.1: Zwei deformierbare Stéabe: Problemstellung und Diskretisierung.

tum-Method“-VUM die Systemenergie erhalten. Dabei wird mit dem Newmark-KS-ve-
Verfahren die Systemenergie zu Beginn der Berechnung um circa 0,5 % verkleinert. Nach
0,752 Sekunden ist der Kontakt beendet und die Systemenergie vergrofert sich durch
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Abbildung 7.2: Zwei deformierbare Stédbe: Energie und Kontaktkraft.
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7.1 Zwei deformierbare Stabe

die Energie-Korrekturkraft wieder auf den urspriinglichen Wert. Der Kontaktkraftverlauf
zeigt fiir die Berechnung mit der ,, Energy-Momentum-Method“-VUM erwartungsgeméafl
starke Oszillationen, wodurch Oszillationen zwischen gelosten und bestehenden Kon-
taktzustanden entstehen. Diese sind auch auf globaler Ebene durch einen leicht welligen
Verlauf der Energiekurve zu erkennen. Mit dem Newmark-KS-ve-Algorithmus kénnen
Osrzillationen in der Kontaktkraft aufgrund der Stabilisierung nach DEUFLHARD U. A.
(2008) praktisch vollstandig vermieden werden.

In Abbildung 7.3 sind die Deformation und die Geschwindigkeit fiir beide Berechnungen
zu diskreten Zeitpunkten dargestellt. Fiir den Geschwindigkeitsverlauf kann eine ana-
lytische Losung ermittelt werden, siehe beispielsweise LAURSEN UND LOVE (2002). Diese
fordert, dass sich die Stabe nach Losen des Kontakts mit vertauschten Geschwindigkeits-
feldern wieder auseinanderbewegen. Global wird der analytische Geschwindigkeitsver-
lauf durch die Losung beider Verfahren relativ genau erfiillt. Allerdings oszilliert mit

Newmark-KS-ve EMM-VUM
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Abbildung 7.3: Zwei deformierbare Stédbe: Deformation und Geschwindigkeit.

171



7 Numerische Experimente — zeitliche Diskretisierung

der ,Energy-Momentum-Method“-VUM die Geschwindigkeit in der Kontaktoberflache.
Dadurch zeigt auch das globale Geschwindigkeitsfeld ein unruhiges Verhalten, was in
Abbildung 7.3 vor allem zu den Zeitpunkten ¢t = 765 ms und ¢ = 850 ms erkennbar ist.
Insgesamt liegen die Geschwindigkeitswerte zwischen 5,98 m/s und —7,98 m/s. Fiir das
Newmark-KS-ve-Verfahren ist diese Spanne durch die Geschwindigkeitsmodifikation mit
Werten zwischen 4,83 m/s und —6,83 m/s deutlich kleiner.

7.2 Deformierbarer Ring durch starres Rohr

Die zweite Untersuchung simuliert ein Einkoérperkontaktproblem zwischen mehreren
starren Hindernissen und einem deformierbaren Ring. Dieser bewegt sich zunéchst durch
ein starres Rohr und prallt anschliefend auf einer horizontalen Fléiche auf. Diskretisiert
ist der Ring mit 160 bilinearen Q1-Elementen, welche auf zwei Elementreihen in Dick-
enrichtung verteilt sind. Pro Elementreihe sind jeweils 80 Elemente in Umfangrichtung
vorhanden. Als Anfangsbedingung erhélt der Ring eine gleichféormige Geschwindigkeit
v in Richtung des Rohrs. In Abbildung 7.4 sind das System, die Diskretisierung, die
verwendeten Materialparameter sowie die Kontakt- und die Zeitintegrationsdaten dar-
gestellt. Berechnet wird die Problemstellung mit vier verschiedenen Algorithmen: Zuerst
mit dem klassischen Newmark-Verfahren, danach mit einer dissipativen Behandlung des
Kontakts durch das Newmark-KD-Verfahren und anschlieBend energieerhaltend mit dem

Material
— 101l 2
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. g v = 0,0
7‘ _ 3
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- 4 starres Hindernis g [m]

Abbildung 7.4: Deformierbarer Ring durch starres Rohr: Problemstellung und Diskreti-
sierung.
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7.2 Deformierbarer Ring durch starres Rohr

Newmark-KS-ve-Verfahren und der ,,Energy-Momentum-Method“-VUM. Als Material-
modell kommt fiir die Newmark-basierten Algorithmen das Neo-Hooke’sche Materialge-
setz aus Abschnitt 2.1.4 zum Einsatz. Da dessen Implementierung fiir die ,,Energy-
Momentum-Method“-VUM zu aufwendig ist, wird hier das St. Venant-Kirchhoff’sche
Materialgesetz verwendet. Bei maximalen Dehnungen von circa 3% sind die Spannung-
sunterschiede dabei vernachléssigbar. Ziel der Betrachtung ist es, den Einfluss der ver-
schiedenen Kontaktbehandlungen auf die Systemantwort zu untersuchen.

Die Ergebnisse der Berechnungen sind in Abbildung 7.6 anhand der Deformation und
in Abbildung 7.5 durch die Entwicklung der Systemenergie dargestellt. Mit dem klas-
sischen Newmark-Verfahren vergroflert sich die Systemenergie zwischen Beginn der Si-
mulation und dem letzten Kontaktereignis (£ = 49 ms) um circa 300 %. Im Vergleich zu
den anderen Verfahren ergibt sich dadurch ein Deformationsbild mit deutlich steileren
Auf- bzw. Abprallwinkeln des Rings auf die starren Hindernisse. Zudem ist die absolute
Anzahl der Anprallvorgdnge am hochsten. Nach Beendigung des Kontakts tritt zum
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Abbildung 7.5: Deformierbarer Ring durch starres Rohr: Energien.
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7 Numerische Experimente — zeitliche Diskretisierung

(a) Newmark O (Stabilitéatsversagen in Schritt 69)

60

05 - Zeit [ms]

Zeit [ms]

(c) Newmark-KS-ve

Zeit [ms]

(d) EMM-VUM

Zeit [ms]

Abbildung 7.6: Deformierbarer Ring durch starres Rohr: Deformation.
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7.3 Zwei deformierbare Scheiben

Zeitpunkt t = 69 ms ein Stabilitdtsversagen auf, welches durch ein Anwachsen der Sys-
temenergie auf Werte der Gréflenordnung 10e+10 gekennzeichnet ist. Die Verformungen
nehmen entsprechend grofle Werte an. Durch eine Berechnung mit dem Newmark-KD-
Verfahren kann das Stabilitdtsversagen vermieden werden. Allerdings verkleinert sich
die Systemenergie aufgrund der dissipativen Behandlung des Kontakts um circa 33 %. In
der Deformationsabbildung ist dies durch die relativ flachen Abprallwinkel des Rings zu
erkennen, welche auf insgesamt nur zwei Kontaktereignisse innerhalb des Rohrs fiihren.

Bei der Berechnung mit der ,Energy-Momentum-Method“-VUM wird die Systemener-
gie erhalten. Das Deformationsbild innerhalb des Rohrs ist allerdings ahnlich zu dem
des Newmark-KD-Verfahrens. Konsequenterweise gleichen sich wéahrend des betreffen-
den Zeitraums auch die Kurven der internen Energie. Der Grund hierfiir ist, dass mit der
,Velocity-Update-Method“ ausschliellich die kinetische Energie korrigiert wird. Erst in
der zweiten Hélfte des Simulationszeitraums steigt die interne Energie langsam an. Im
Vergleich zu der Newmark-KD-Berechnung ergibt sich dadurch fiir das letzte Kontakter-
eignis ein steilerer Abprallwinkel. Mit dem Newmark-KS-ve-Verfahren wird die System-
energie ebenfalls erhalten. Da die Energieerhaltung aber nicht ausschlieSlich durch eine
Korrektur der kinetischen Energie erfolgt, ist die interne Energie von Beginn an grofier
als bei der ,,Energy-Momentum-Method“-VUM. Das resultierende Deformationsverhal-
ten kann zwischen dem der ,,Energy-Momentum-Method“-VUM und dem des Newmark-
Verfahrens eingeordnet werden. Qualitativ entspricht das Deformationsbild am besten
der physikalisch zu erwartenden Auf- und Abprallbewegung eines elastischen Rings.

7.3 Zwei deformierbare Scheiben

In den Abschnitten 7.1 und 7.2 wurde die Leistungsfahigkeit des Newmark-KS-ve-Ver-
fahrens im Vergleich zu anderen Zeitintegrationsverfahren gezeigt. In der letzten Be-
trachtung soll die allgemeine Anwendbarkeit der Methode im Kontext eines Mehrkor-
perkontaktproblems mit groflen Deformationen demonstriert werden. Dazu wird die Kol-
lision zweier deformierbarer Scheiben simuliert, welche sich zu Beginn der Berechnung
mit entgegengesetzten horizontalen Geschwindigkeiten aufeinander zubewegen. Beide
Scheiben sind mit je 432 bilinearen Q1-Elementen diskretisiert. Abbildung 7.7 zeigt das
System, die Diskretisierung, die Anfangsbedingungen sowie die Material-, Kontakt- und
Zeitintegrationsdaten.

Die Ergebnisse der Berechnung sind in den Abbildungen 7.9 und 7.8 dargestellt. Abbil-
dung 7.9 zeigt die Deformation und die horizontale Komponente der Geschwindigkeits-
felder. Durch die Stabilisierung des Integrators (Newmark-KS-ve) entsteht ein per-
manenter Kontakt ohne Oszillationen zwischen gelosten und bestehenden Kontaktzu-
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7 Numerische Experimente — zeitliche Diskretisierung

Material (Neo-Hooke)
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Abbildung 7.7: Zwei deformierbare Scheiben: Problemstellung und Diskretisierung.

standen. Aufgrund der Geschwindigkeitsmodifikation (Newmark-KS-ve) sind die Ge-
schwindigkeitskomponenten der Kontaktoberflichen in Richtung der Oberflachen-Nor-
malen identisch. Da in der Untersuchung keine grofien tangentialen Relativbewegungen
auftreten, gilt dies auch annéhernd fiir die horizontale Komponente der Geschwindigkei-
ten. Die durch den Kontakt verursachte Diskontinuitat in der Geschwindigkeit breitet
sich in beiden Scheiben sowohl in vertikaler als auch in horizontaler Richtung aus. Dies
kann in Abbildung 7.9 beispielsweise zu den Zeitpunkten ¢ = 375ms oder ¢ = 550 ms
erkannt werden. Infolgedessen entsteht nach der Reflexion der Geschwindigkeitswelle an
den Korperréandern ein diffuses Geschwindigkeitsbild fiir Zeitpunkte mit ¢ > 950 ms. Der

(b) Vergroferung: Energiertickgabe
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Abbildung 7.8: Zwei deformierbare Scheiben: Energien.
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7.3 Zwel deformierbare Scheiben
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Abbildung 7.9: Zwei deformierbare Scheiben: Deformation und Geschwindigkeit.
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7 Numerische Experimente — zeitliche Diskretisierung

Energieverlauf in Abbildung 7.8 zeigt, dass mit der Energie-Korrekturkraft (Newmark-
KS-ve) die Systemenergie exakt erhalten bleibt. Das rechte Diagramm stellt einen ver-
grofferten Ausschnitt des linken Diagramms dar. Zu erkennen ist die Energieriickgabe
fiir den Zeitraum, in welchem der Kontakt wieder gelost wird.

7.4 Zusammenfassung

Anhand von numerischen Experimenten an drei diskreten Systemen wurden in diesem
Kapitel die in Kapitel 4 vorgestellten Verfahren zur verbesserten Modellierung von dy-
namischen Kontaktereignissen analysiert und verglichen. Zuerst wurde mithilfe einer
einfachen Problemstellung die energieerhaltende Modellierung eines Mehrkorperkon-
taktproblems untersucht. Die Auswertungen mit dem in dieser Arbeit entwickelten
Newmark-KS-ve-Verfahren und der ,,Energy-Momentum-Method“-VUM fiihrten zu ver-
gleichbaren globalen Systemantworten. Lokal resultierten aus der Berechnung mit der
,Energy-Momentum-Method“-VUM aber oszillierende Kontaktkrafte und unphysikali-
sche Kontaktgeschwindigkeiten. Durch die Stabilisierung der Zeitintegration und die Ge-
schwindigkeitsmodifikation fithrte das Newmark-KS-ve-Verfahren in diesen Punkten zu
deutlich besseren Resultaten. In einer zweiten Untersuchung wurde ein Kontaktproblem
zwischen einem deformierbaren Ring und mehreren starren Hindernissen mit verschiede-
nen Methoden berechnet. Bei der Berechnung mit dem klassischen Newmark-Verfahren
konnte ein Stabilitdtsversagen beobachtet werden. Durch die dissipative Behandlung des
Kontakts mit dem Newmark-KD-Verfahren wurde dieses vermieden. Die Berechnun-
gen mit dem Newmark-KS-ve-Verfahren und der , Energy-Momentum-Method“-VUM
fithrten auf stabile und energieerhaltende Ergebnisse. Abhéngig von der Entwicklung
der kinetischen und der internen Energie resultierten aus den einzelnen Berechnungen
deutlich verschiedene Bewegungsvorgédnge. Die Auswertung mit der ,Energy-Momen-
tum-Method“-VUM fiihrte auf eine dhnliche Systemantwort wie die Berechnung mit
dem Newmark-KD-Verfahren. Da die Energieerhaltung der ,Velocity-Update-Method*
durch die Erhohung der kinetischen Energie erfolgt, zeigte sich ein Anwachsen der in-
ternen Energie erst verzogert. Somit ergab sich auch im Deformationsverhalten erst mit
Verzogerung ein Unterschied. Mit dem Newmark-KS-ve-Verfahren wird die interne Ener-
gie unmittelbar nach Losen des Kontakts wieder erhoht. Die aus der Berechnung mit dem
Newmark-KS-ve-Verfahren resultierende Deformation entsprach qualitativ am besten
dem physikalisch zu erwartenden Deformationsbild. AbschlieBend wurde in der dritten
Untersuchung die Leistungsfahigkeit des Newmark-KS-ve-Verfahrens fiir Mehrkorper-
kontaktprobleme mit groflen Deformationen demonstriert. Die Gesamtenergie konnte
erhalten werden. Oszillationen zwischen gelosten und bestehenden Kontaktzustéinden
traten nicht auf. Physikalische Kontaktgeschwindigkeiten wurden sichergestellt.
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Zusammenfassung und Ausblick

8.1 Zusammenfassung

Mit dem tibergeordneten Ziel der konsistenten und stabilen Modellierung von Kontakt-
vorgidngen wurden in dieser Arbeit verschiedene Aspekte von raumlichen und zeitlichen
Kontaktdiskretisierungsstrategien untersucht. Den Schwerpunkt des rdumlichen Teils
stellte die Weiterentwicklung der von HARTMANN U. A. (2007) und HARTMANN UND
RAMM (2008) vorgestellten Diskretisierungsstrategie dar, welche auf der dualen Mortar-
Methode basiert. Im zeitlichen Teil wurde zunéachst der Einfluss von Kontaktereignissen
auf die Eigenschaften der dynamischen Strukturantwort analysiert. Aufbauend auf den
Erkenntnissen wurde eine zeitliche Kontaktdiskretisierung entwickelt, welche eine stabile
und energieerhaltende Modellierung von dynamischen Kontaktvorgingen erlaubt.

Bei einer rdumlichen Kontaktdiskretisierung mit der dualen Mortar-Methode kann am
Rand des Kontaktbereichs eine Inkonsistenz zwischen den Mortar-Matrizen entstehen.
Diese Situation tritt dann auf, wenn ein Slave-Element nicht vollstandig von Master-
Elementen bedeckt wird. In speziellen Fallen kann solch eine Konstellation durch eine
geschickte Wahl der Slave-Seite vermieden werden. Fiir Probleme mit grofien Defor-
mationen ist dies im Allgemeinen jedoch nicht mehr méglich. Infolgedessen wird die
Kontaktkraft der betreffenden Knoten fehlerhaft iibertragen, die Werte der Normalklaf-
fung nehmen beliebig grofie Betrdge an. Zur Korrektur der Inkonsistenz wurde in dieser
Arbeit eine modifizierte Definition der Mortar-Matrizen entwickelt. Damit ist in allen
Fallen eine konsistente Ubertragung der Kontaktkraft und eine konsistente Berechnung
der Normalklaffung moglich.

Aufgrund der modifizierten Berechnung der Mortar-Matrizen vergréfiert sich die Kon-
ditionszahl der Systemsteifigkeitsmatrix, wenn sich der Kontaktbereich eines Slave-Ele-
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8 Zusammenfassung und Ausblick

ments verkleinert. Dadurch wiederum resultiert ein deutlich schlechteres Konvergenzver-
halten innerhalb der iterativen Gleichungslosung. Damit diese Problematik vermieden
werden kann, wurde in der vorliegenden Arbeit eine Wichtungsprozedur fiir die modifi-
zierten Mortar-Matrizen entwickelt. Als Ergebnis zeigen weder die Konditionierung noch
das Konvergenzverhalten einen Unterschied zu vergleichbaren Problemen ohne Modifi-
kation.

Dynamische Kontaktvorgange verschlechtern in der Regel die Leistungsfdhigkeit des
verwendeten Zeitintegrationsverfahrens. Im Rahmen dieser Arbeit wurde eine zeitliche
Kontaktdiskretisierung entwickelt, welche durch die modulare Kombination von ver-
schiedenen Korrekturen die grofiten Schwachpunkte vermeidet. Im Gegensatz zu einer
nicht modifizierten Zeitintegration besitzt der resultierende Algorithmus die folgenden
Eigenschaften:

e Nach einer Modifikation von KANE U. A. (1999) ist die Energieverdnderung durch
die Kontaktkrafte dissipativ.

e Ostzillationen in der Kontaktkraft werden durch eine Modifikation des Integrators
vermieden. Hierzu wurde das in DEUFLHARD U. A. (2008) vorgestellte Konzept
auf grofle Deformationen erweitert.

e Durch eine a posteriori Modifikation resultieren physikalisch sinnvolle Kontaktge-
schwindigkeiten, deren Komponenten in Richtung einer diskreten Oberfléchennor-
malen tibereinstimmen.

e Die Systemenergie wird mit dem Energie-Korrekturkraft-Verfahren erhalten.
Dazu wird die dissipierte Energie knotenweise gespeichert und nach Losen des
Kontakts mit einer Energie-Korrekturkraft wieder zurtickgegeben. Damit dieses
Verfahren mit einer exakten Erfiillung der Nichtdurchdringungsbedingung kom-
biniert werden kann, wurde ein von ARMERO UND PETOCZ (1998) prisentiertes
Konzept verallgemeinert.

Der Energie-Korrekturkraft-Algorithmus —stellt neben der Velocity-Update-Me-
thod* (LAURSEN UND LOVE 2002) das einzige Verfahren dar, welches gleichzeitig eine
Erhaltung der Systemenergie und eine exakte Erfillung der Nichtdurchdringungsbedin-
gung ermoglicht. Im Gegensatz zur ,,Velocity-Update-Method“ erfolgt die Riickgabe der
dissipierten Energie jedoch nicht direkt in Form von kinetischer Energie, sondern indi-
rekt iiber eine auflere Kraft. Somit bestimmt die Systemantwort die Verteilung von ki-
netischer und interner Energie. Allerdings ist mit der ,Velocity-Update-Method* der nu-
merische Aufwand geringer, da die Energiekorrektur in einer Nachlaufrechnung durchge-
fithrt wird.
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8.2 Ausblick

8.2 Ausblick

Die Formulierung von konsistenten Mortar-Matrizen fiir dreidimensionale Probleme stellt
eine sinnvolle Erweiterung der in dieser Arbeit entwickelten Modifikation dar. Prinzipiell
lasst sich dazu die Vorgehensweise aus dem Zweidimensionalen iibertragen. Vor allem fiir
Probleme mit mehreren Kontaktzonen resultieren jedoch komplexe geometrische Situa-
tionen. Beispielsweise soll die Modifikation der Mortar-Matrizen nur dann durchgefiihrt
werden, wenn ein Slave-Element nicht vollstandig von Master-Elementen bedeckt ist.
Allerdings weisen auch Abschnitte der aktiven Kontaktflache eine bereichsweise Klaf-
fung auf, da die Nichtdurchdringungsbedingung integral erfiillt wird. Die sorgfaltige
Unterscheidung zwischen diesen beiden Situationen ist im Dreidimensionalen deutlich
schwieriger als fiir zweidimensionale Probleme.

Eine interessante Fragestellung ist sicherlich auch, inwiefern das Konzept der dualen
Formfunktionen mit einer isogeometrischen Geometriebeschreibung kombiniert werden
kann. Die a priori glatte Oberflaichenbeschreibung wiirde einen weiteren Vorteil fiir die
numerische Stabilitdt des resultierenden Verfahrens bedeuten. Allerdings sind Geome-
trie und Verschiebungen im Rahmen des isogeometrischen Konzepts normalerweise mit
deutlich komplexeren Funktionen beschrieben als in Standard-FE-Formulierungen. Aus
diesem Grund wiirde sich auch die Konstruktion der dualen Formfunktionen deutlich
aufwendiger gestalten.

Im Hinblick auf eine allgemeine Anwendbarkeit stellt die Kombination der entwickel-
ten zeitlichen Kontaktbehandlung mit einem energetisch stabilen Basisalgorithmus den
nachsten konsequenten Schritt dar. Denkbar sind Verkniipfungen mit einer dissipativen
Methode wie dem ,Hilber-a“-Algorithmus (HILBER U. A. 1977) oder der ,,Generalized-
a Method“ (CHUNG UND HULBERT 1993). Auch eine Verbindung mit der algorithmisch
energieerhaltenden ,Energy-Momentum-Method“ (S1MO UND TARNOW 1992) kann in
Erwiagung gezogen werden.

Unter groflen Deformationen ist die zusatzliche Energieveranderung durch die Modifika-
tion des Integrators nach DEUFLHARD U. A. (2008) nicht garantiert dissipativ. In einer
weiteren Betrachtung sollte untersucht werden, ob dieser Term in allen Fallen durch
die dissipativen Terme aufgehoben wird. Entsprechend den Ergebnissen ist eine weitere
Modifikation des Verfahrens denkbar.

Im Rahmen der Idee der Energiespeicherung wurde in dieser Arbeit lediglich eine rela-
tiv grobe Abschatzung der Energie-Korrekturkraft wahrend des ersten Iterationsschritts
verwendet. Die Untersuchung von weiteren Moglichkeiten ist hier sinnvoll, um die Ef-
fizienz in der Gleichgewichtsiteration zu steigern.
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Anhang

A.1 Mathematische und mechanische Grundlagen

Rechenregel, giiltig fiir beliebige Vektoren a, b und einen beliebigen Tensor zweiter
Stufe A:

(AT . a) ‘b =a-(A-b), A = A¢;®e;, a=a'e;, b=1b'e;. (A1)

Produktregel fiir den Divergenzoperator:

Div(A-b) = AT : Gradb + Div(AT) - b. (A.2)

Gaufl’scher Integralsatz:

Diva dQ, :/a-ﬁdF
Qo T

(A.3)
DivA d, :/A~ﬁdF.
I

Qo

Partielle Integration (Kombinieren der Beziehungen (A.2) und (A.3); unter Ver-
wendung von Gleichung (A.1), anschlieflendes Substituieren von AT mit P und a
mit du):

P : Grad(du) d = / ju-P-adl — [ du-DivP dQ. (Ad)
r

Qo Qo
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e Indexschreibweise der virtuellen Arbeiten:

SRS = ., out oo x| dg = /Q _pf Sug iy A
0 0

OMpy = | OB :8%d0g = / OB 55 A0 = / OFg Fe 52 d0g
25 Qg Qg

O = [ ou- [pgb Aoy + | out. Iy
0 n

— /ﬂa P2 5ul b A8 + /Fg ug [f5] are.
(A.5)

A.2 Raumliche Diskretisierung

Beziehungen, welche im Zusammenhang mit der Kontaktdiskretisierung stehen, werden
im Folgenden fiir zweidimensionale Probleme angegeben. Alle weiteren Beziehungen sind
allgemeingiiltig ohne eine Festlegung der Dimension formuliert.

A.2.1 Grundlagen

e Komponentendarstellung von Knotenwerten (exemplarisch gezeigt anhand der
Geometrie):

e Abkiirzungen fir Ableitungen:

Nf; = ONp/O& A7)
Npy, = ONf/OX". '

e Jacobi-Matrix zwischen referentieller Geometrie und Element-Parameterraum:

. > ONfXE S NP X, Y NP X
oxen (3 apxq) |0 = o
o _ _\I=1 — | Y Ne X ST Ne Xe S Ne X
o€ DE” 9" 121 1241 ng 1,212 ng 1,213

Nne

Tne Tne
(6% (0% [e% [e% (63 [0
P oNpxn B NpXp B Np X

mit npe: Anzahl der Knoten pro Element

(A.8)
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Jacobi-Determinante zwischen referentieller Geometrie und Element-Parameter-
raum:

(0% . (e}
Jacobi-Determinante zwischen aktueller Geometrie und Segment-Parameterraum
eines Slave-Elements:
¢!

o (A.10)

ox!

- |2

Zur Auswertung von Beziehung (A.10) wird die aktuelle Geometrie in Abhéngigkeit
der Koordinate des Slave-Element-Parameterraums ausgedriickt. Die Koordinate
des Slave-Element-Parameterraums wiederum wird als Funktion der Koordinate
des Segment-Parameterraums formuliert:

x' = Nix; + Npxy = %(1—51)& + l<1+51)X2

2
(A11)
& = %(l—n)fi + %(1+n)€é-

Mithilfe der Beziehungen (A.11) kénnen die einzelnen Ableitungen in Glei-
chung (A.10) berechnet werden:

ox! 1 1 1
2] - 13t - 3y ) o) - 3
o¢ 1 (A.12)
_ 1 1
a—n - 5 (fb - fa) :
Damit resultiert schliefllich folgender Ausdruck fiir Jy,:
— 1 1 1
o = 06 - &), (A.13)

Jacobi-Determinante zwischen aktueller Geometrie und Slave-Element-Parameter-
raum als Resultat aus Gleichung (A.12);:

ox!
8—61 = —Ee. (A14)

Jxer =
o= |5 -3

Ableitung der Ansatzfunktion von Knoten [ nach der referentiellen Geometrie:
~1

Nix, = (Tg) N (A.15)

Jjk
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e Diskretisierter materieller Deformationsgradient (3 x 3 Matrix):

Mne - - Mne - a Tne - a
Nne Z N]7X1d11 Z N]7X1 d]Q Z N]7X1 d].?)
0 Z Nede I=1 I=1 =1
ol aua,h = I I Nne o o Nne o o Nne “ o
F*" = IX b = X b = 121 NLXQ dpy 121 NLXQ d 121 NLXQ drs |.
Nne - o Mne - a Tne - a
121 Ni'x, dpy 121 Ni'x, dfs 121 NP'x, dfs

(A.16)

A.2.2 Virtuelle Arbeiten

Die diskreten virtuellen Arbeiten werden durch Einsetzen der diskretisierten Feldgrofien
(sieche Kapitel 3) in die kontinuierliche Beschreibung der virtuellen Arbeiten berechnet.
Als Ausgangspunkt wurden diese mit Gleichung (A.5) in Indexschreibweise formuliert.

Virtuelle kinetische Arbeit

Die diskrete virtuelle kinetische Arbeit eines einzelnen Korpers B%" lautet:

ah o,h ¢ a,h..ah a,h
o, = /Q an PO ou; " i dSdy
0

= Joon (Z Ny 5df§> : (pé"’h > Ny d?‘) dog™ (A.17)
Q" \1=1 J=1

=3 sdsds / et N NO et
=1 J=1 2
Summieren iiber beide Korper liefert die gesamte diskrete virtuelle kinetische Arbeit:
2 h
Sl = > Ol = 6d"Ma = 6d figy. (A.18)
a=1
Die konsistente Massenmatrix berechnet sich aus Gleichung (A.17) mit der knotenpaar-

zugehorigen Definition von ngy, X ngim Blocken:

Me[1,J]] = /Q P N Ve dOet T

Ndim
0
Nelea L 1 1 W (A 19)
= U [ [ [ (o7 nr 3 55) aggags ags v, -
e=121 71 5
= Mf{] Indim
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Virtuelle interne Arbeit

Mit dem diskretisierten materiellen Deformationsgradienten (A.16) kann die diskreti-
sierte virtuelle interne Arbeit eines einzelnen Korpers B" durch die folgende Beziehung
angegeben werden:

ST = SF" Fet St dag”

int ch,h ij
0 Nne Nne (A.20>
-/ <Z Ny, 5d7k> (Z NS dJk) seaopt
0 I=1

Aufsummieren liefert die gesamte diskretisierte virtuelle interne Arbeit:

2
ST, = S 6Tl = od ™ fiy. (A.21)

a=1

Dabei lautet die rdaumliche Komponente £k des internen Kraftevektors von Knoten I:

Ik
ﬁnt - /Qa’h

0

Nelea P Mo
= L:J/// [NIX<ZNJXdJk>S“ 5] agg deg e

<Z Ny d;*k> et anp™

(A.22)

Virtuelle externe Arbeit

Letztlich berechnet sich die diskrete virtuelle externe Arbeit eines einzelnen Korpers
B*h zu

I = [ 5”‘hbo‘hd9“+/ oug " [ig] dre
- - (A.23)
:/ (Z Naadg>b“d9a +/ <Z N“édg) i) drg.
oy "
Aufsummieren liefert:

2

ST, = S 0Tl = d fuy. (A.24)
a=1
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Die raumliche Komponente k des externen Kraftevektors eines Knotens [ ergibt sich
dabei aus folgender Beziehung:

o= [ et apeptaog + [ Np[is] ars

0

Nelea 1 L 1
a,h ara 1oh 70 a Jea Jea
= U /1/1/1 (Po NI b 0£> Ay déz des (A.25)

Nelea 1 1
q//QWWL&j%mg
e=1 715

+

In Gleichung (A.25) stellt Jye die Jacobi-Determinante zwischen der referentiellen Geo-

metrie der Oberfliche und dem Parameterraum der Oberfliche dar.

A.3 Energiebilanzen

Im Folgenden wird die Energiebilanz des Newmark-Verfahrens unter Berticksichtigung
der Kontaktbedingungen hergeleitet. Anschliefend ist die Ermittlung der Energiebilanz
fiir das Newmark-KD- und das Newmark-KS-Verfahren dargestellt.

Die Differenz zwischen externen und internen Kraften wird in einer vereinfachenden
Schreibweise mit f = f,; — fi,x bezeichnet.

A.3.1 Newmark-Verfahren

In einem ersten Schritt wird die nichtlineare effektive Strukturgleichung (4.3) mithilfe
von Gleichung (4.2) wieder als Funktion der Beschleunigung formuliert. AnschlieBend
kann Gleichung (4.3) fiir die Zeitpunkte ,,1 und ¢, nach der Beschleunigung aufgelost
werden:

an = M £ A, = MU(F - o), (A.26)

Einsetzen der Resultate aus Gleichung (A.26) in die Newmark-Approximation der Ge-
schwindigkeit (4.1), fithrt mit der Parameterwahl v = 1/2 auf die folgende Beziehung:

Vipl = Vi + %AtMl(f” —fr) + %AtMl(f"“ — 7). (A.27)
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A.3 Energiebilanzen

Multiplizieren von Gleichung (A.27) mit 1/2A¢M und anschlieBendes Umstellen, so
dass alle Terme auf der rechten Seite stehen, ergibt dann:

1 AtQ n n AtQ n+1 n+1

§AtM(—vn+1+vn)+T(f —fc)+T(f — 1) = 0. (A.28)
Zusatzlich zu Gleichung (A.28) ist fir die Ermittlung der Energiebilanz eine zweite
Beziehung notwendig. Hierzu wird die Beschleunigung (A.26), in die effektive Struk-
turgleichung (4.3) eingesetzt. Multiplizieren des Resultats mit dem Faktor 3 A#? fiihrt
zusammen mit der Wahl 5 = 1/4 auf den folgenden Ausdruck:

M (dyyr — dy — Atv,) — AT'? (F—£r) - AT'? (F—£1) = 0. (A.29)

Addieren der beiden Gleichungen (A.28) und (A.29) liefert anschlieBend:

1

SAEM( = Vs + Vi) + M(dyyy — dy — Atv,) = 0
2 ) (A.30)
& M(Vipr— Vi) = N M (dnyr — dy — Atvy).

Wird der Term 2Myv,, auf beiden Seiten von Gleichung (A.30), addiert, resultiert daraus:

2

M (Vn+1 — v, + 2vn) = ? M (dnﬂ —-d, — Atv, + Atvn) (A31)
s M (vn+1 + vn) =M (dn+1 - dn).

Im Folgenden werden die Gleichungen (A.30), und (A.31), verwendet, um die Anderung
der kinetischen Energie

1 1

Aeg, = §VZ+1MVH+1 — §V1Mvn = (Vn+1 — Vn)TM<Vn+1 +Vn) (A.32)

DO | —

umzuformen. Hierzu wird in Gleichung (A.32) zuerst der Term (Vn+1 — Vn) mithilfe von
Gleichung (A.30), substituiert, welche dazu mit M~! vormultipliziert werden muss. Im
Anschluss wird der Ausdruck M(vnﬂ + Vn) durch das Resultat aus Gleichung (A.31),
ersetzt:

Ao = 3 (Ao~ dy = Arv) 2 M(dys — d,)
(A.33)
= Ait? (dn+1 — dn)TM(dn—H —-d, — AtVn)-

Die Umformung in der zweiten Zeile von Beziehung (A.33) nutzt dabei aus, dass
die Massenmatrix M symmetrisch ist. Letztlich wird Gleichung (A.29) nach
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M(dnﬂ -d, — Atvn) aufgelost und in die zweite Zeile von Gleichung (A.33) ein-
gesetzt, so dass sich die folgende Beziehung fiir die Anderung der kinetischen Energie
ergibt:

Aeyn, = (dnJrl — dn)T lfn 4t (fcn + fc71+1)‘|

1
2

int ext

= — % AdT (£, + £ ) - % AdT(£7 + £11) + % Ad™ (£, +£25)

Aeing Aec Aeext

(A.34)

A.3.2 Newmark-KD- und Newmark-KS-Verfahren

Die folgenden Beziehungen beschreiben die Ermittlung der Energiebilanzen fiir das New-
mark-KD- und das Newmark-KS-Verfahren. Da viele Beziehungen identisch sind, wer-
den beide Herleitungen gemeinsam dargestellt. Unterschiedliche Gleichungen sind mit
geschweiften Klammern jeweils separat fiir beide Algorithmen angegeben.

Ausgangspunkt der Betrachtungen ist die Beschleunigungsaufteilung des Newmark-KD-
Verfahrens. Der interne Anteil der Beschleunigung (4.30); wird fir die Zeitpunkte ¢,
und ?,,1 ausgewertet, der Kontaktanteil (4.30), fiir den Zeitpunkt ¢,,:

ay’ =M™ (fn)’ ayi, =M™ (fn+1)’ aj =M™ ( B anJrl)' (A.35)

Zusammen mit der Parameterwahl v = 1/2 fithrt ein Einsetzen der Beschleunigun-
gen (A.35) in den Geschwindigkeitsansatz (4.31), auf den folgenden Ausdruck:

Vagl = Vp+ ! At {a;nt + agﬁ& + Atay
% (A.36)
v, + 5 At {M—l (fn) + M—l(fn-i—l)] + AtM_1< o fcn—H)'

Dieser wird mit 1/2 At M multipliziert und so umgestellt, dass alle Terme auf der rechten
Seite stehen:

1 At? Ay AP L
- o =" n =" n =" en o A.
5 DM (=i +va) + = (f )+ . (f ) ;i =o. (A.37)
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Wie fir das Newmark-Verfahren ist zur Ermittlung der Energiebilanz neben Glei-
chung (A.37) noch eine weitere Beziehung notwendig. Dazu wird zunéchst die Beschleu-
nigung (A.35); in die effektive Strukturgleichung (4.33) bzw. (4.49) des Newmark-KD-
bzw. des Newmark-KS-Verfahrens eingesetzt. Multiplizieren des Resultats mit dem Fak-
tor 8 At? fithrt dann zusammen mit der Wahl 3 = 1/4 auf die folgende Beziehung:

(N-KD): M (d41 —d, — Atv, A2 A2 A2
( . ) __tfn__tfn+1+_tfc71+1:0
(N-KS): M (dpy1 — dP51) 4 4 2
(A.38)
Im Anschluss werden die Beziehungen (A.37) und (A.38) addiert:
1
— AtM( — Vo1 +Vn) + M(dn+1 —-d, — Atvn) =0
2 ) (N-KD)
& M(vVay —va) = N M (dpy1 — d, — Atvy)
' t (A.39)
- AtM( — Vpt1 + Vn) + M (dn+1 - dzlf(li) =0
2 ) ) (N-KS)
& M(Vay —va) = N M (dpsr — di5Y).

Durch die Addition des Terms 2Mwv,, resultiert aus den Gleichungen (A.39) jeweils eine
weitere Bedingung:

M (Vn+1 — v, + 2vn2) = Alt M (dnﬂ —-d, — Atv, + Atvn) (NKD)
& M(Vapr +va) = N M (dy — dy)

M (Vn+1 — v, + 2vn2) = Ait M (dnﬂ — dglfli + Atvn) N kS
& M (Vn+1 + Vn) = A_t M (dn+1 — dn) + Atfpred-

(A.40)

Fir das Newmark-KS-Verfahren wurde dabei der Verschiebungspradiktor dﬁrﬁ mit Glei-
chung (4.61) durch einen Ausdruck in Abhéngigkeit von f,..q ersetzt.

Im Folgenden werden die Gleichungen (A.39), und (A.40), verwendet, um die Anderung
der kinetischen Energie (A.32) umzuformen. Hierzu wird in Gleichung (A.32) zuerst der
Term (vnﬂ — Vn) mithilfe von Gleichung (A.39) substituiert, welche dazu mit M~!
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vormultipliziert werden muss. Im Anschluss wird der Ausdruck M(vnﬂ + Vn) durch
das Resultat aus Gleichung (A.40) ersetzt:

1 T 2
= Az (dn+1 - dn) M(dn+1 —d, — Atvn)
Aexn = Alzt (dn+1 - dgf(li)T [Ait M (dn+1 - dn) + Atfpred] (N KS)
NZ] (dn+1 - dn)TM(dnH - dzlfcll) + (d”+1 o diﬁ) Tfpred'
(A.41)

SchlieBlich wird Gleichung (A.29) nach M(dn+1 -d, — Atvn) aufgelost und in die

zweite Zeile von Gleichung (A.41) eingesetzt, so dass fiir die Anderung der kinetischen
Energie folgende Beziehung gilt:

A €kin =

% (dors — o)’ [f" N 2fg+1]

1

(N-KD)
— _éAdT(firIth+fn+1) o AdeCn—I—l + %Ad—r<fe7;t +fn+1)

int ext

Ao = 3 (dunr - dn)T[fwf”“ - 2f:+1] (s = d29)

1 1 ~
= S A8+ ) - AT S AdT(E + 1) (N-KS)
T
+ (dn+1 - dI;LT(li) fp]red-
(A.42)
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A.4 Raumliche Kontaktdiskretisierung mit der
dualen Mortar-Methode

A.4.1 Allgemeines und Festlegungen
Aus Griinden der Ubersichtlichkeit werden abweichend von der Darstellung in den vor-
ausgegangenen Kapiteln die folgenden Vereinbarungen getroffen:

e Die aktuelle Position eines FE-Knotens wird mit den Kleinbuchstaben (z|y|z) ge-
kennzeichnet.

e Auch die rdumlichen Komponenten einer Gréfie (o) werden in der Form (e);,/.
mit Kleinbuchstaben indiziert.

e Ein mit [ bzw. J indizierter FE-Knoten ist ein Slave- bzw. ein Master-Kontakt-
knoten.

e Knoten mit einer konkreten Nummerierung sind Slave-Kontaktknoten, falls die
Ziffern 0,1, 2,3 verwendet werden. Knoten mit den Ziffern 4 oder 5 sind Master-
Kontaktknoten.

Innerhalb eines Slave-Elements sind alle Grofien, welche nicht von der Master-Seite ab-
hangen, eine Funktion von maximal vier Slave-Kontaktknoten. Die Verschiebungen die-
ser Knoten werden im Vektor dgy gesammelt:

do = [Ad, | Ad, | AdL, [ Ad, | Ad, | Ad), [ Ad), | Ad, ] (A43)

Alle GroBen, welche auch Informationen der Master-Seite beinhalten, sind Funktionen
von maximal vier Slave- und zwei Master-Kontaktknoten. Die Verschiebungen dieser
sechs Knoten sind mit dem Vektor dg,, zusammengefasst:

AL A | A2 AL

Die Nummerierung der Knoten ist in Abbildung A.1(a) veranschaulicht.

A.4.2 Segment-Koordinaten

Im Folgenden dargestellt ist die Bestimmung der Segment-Koordinaten ¢1/2 (Segment-
beginn) oder fé/ 2 (Segmentende) fir zweidimensionale Segmente. Die Berechnung der
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Mortar-Integrale erfolgt nach Ermittlung der Segmentgrenzen wie in Abschnitt 3.3 er-
lautert.

Segment-Koordinaten ¢! s, der Slave-Seite

Beginnt und endet ein Segment mit einem Slave-Kontaktknoten (Fall (d) in Abbil-
dung A.1), gelten die Bedingungen &! = —1,0 und & = 1,0. In allen weiteren Féllen
muss mindestens eine Segment-Koordinate durch die Projektion eines Master-Kontakt-
knotens auf die Slave-Seite bestimmt werden. Wird dieser zunéchst allgemein mit x3
bezeichnet, lautet die zugehorige Bestimmungsgleichung folgendermaflen:

7y ) 77
Nl( ;/b) y1i +N2<€;/b) y% - yé x
(A.45)
Ni(&m) | my |+ Na(&i) | 72 0

Fiir eine ebene Problemstellung mit konstantem z-Wert resultiert daraus die Beziehung:

RAGI R A G R A G EE A G

(A.46)
- {Nl (f;/b) v+ No (f;/b) Yy — Z/?]} {Nl (f;/b) Nz + N (fi/b) M2

= 0.

In den Gleichungen (A.45) und (A.46) wurden die folgenden Abkiirzungen verwendet:

N = ! (1 - S;/b)a Ny = ! (1 + f;/b)- (A.47)

2 2
Wird der Segmentbeginn durch einen Master-Kontaktknoten bestimmt, folgt ¢! mit
x% = x2 aus Gleichung (A.46). Dieselbe Vorgehensweise liefert &, falls das Segmentende
durch einen Master-Kontaktknoten bestimmt wird. In diesem Fall muss x% = x} gesetzt
werden.

Segment-Koordinaten &2 /b der Master-Seite

Aquivalent zur Slave-Seite gilt £2 = 1,0 und & = —1,0, falls ein Segment mit einem Mas-
ter-Kontaktknoten beginnt und endet (Fall (c¢) in Abbildung A.1). Ansonsten muss &2
oder &2 durch die Projektion eines Slave-Kontaktknotens auf die Master-Seite bestimmt
werden. Wird dieser zunéchst allgemein mit x} bezeichnet, gilt folgende Bestimmungs-
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gleichung:
Ny (Si/b) vi | + Ns (Si/b) il = |ur| | x || =10]f (A.48)

Bei einer ebenen Problemstellung mit konstantem z-Wert ergibt sich daraus die Glei-

chung
[N4 (fg/b) zi + N (éi/b) 75 — &y | ny — [N4 (fg/b) vi + N5 (fg/b) Ys — Y| =0,
(A.49)
mit den Abkiirzungen
Ny = % (1 - fg/b)a N5 = % (1 + fi/b)- (A.50)

Wird der Segmentbeginn bzw. das Segmentende durch einen Slave-Kontaktknoten be-
stimmt, resultiert £2 bzw. & mit x} = x| bzw. mit x} = xJ aus Gleichung (A.49).

(a) Slave/Master (b) Master/Slave

@ f; 51 §é @
W
@

o
L

&

(c) Master /Master (d) Slave/Slave

&
®
® / /%

1
@ . &
@
' @
e &

1
ga é‘l f%

O__4-——<2) @
2 2
T .
&
(e)/(0): Segmentanfang wird durch (e)-Kontaktknoten bestimmt,

Segmentende wird durch (o)-Kontaktknoten bestimmt;
fur die Platzhalter sind jeweils ,,Slave* oder ,Master“ einzusetzen

Abbildung A.1: Mogliche Segment-Konstellationen.
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A.4.3 Linearisierung in vollstandig segmentierten Slave-
Elementen

In den folgenden Ausfiihrungen wird die Linearisierung in vollstandig segmentierten
Slave-Elementen dargestellt. Die zusétzlichen Linearisierungsanteile in Rand-Elementen
sind in den Abschnitten A.4.4 und A.4.5 dargestellt.

Linearisierung der kontinuierlichen Knoten-Normalen
Die Linearisierung der kontinuierlichen Knoten-Normalen n; wird nur kurz skizziert.
Fiir eine ausfiihrlichere Herleitung sei auf YANG U. A. (2005) verwiesen.

Als erstes werden die nicht normierten Element-Normalen n.; und n., der an den Slave-
Kontaktknoten I grenzenden Slave-Elemente berechnet:

ne =

(vt —wiy) _ lnm 1 Cn, = (vhs — i) _ lnezx 1 (A5

1 1 1 1
—(xI — x[q) Ne1y (le - xI) Ne2y

n. und n. sind auch in Abbildung 3.10 dargestellt. Ausgehend von Gleichung (3.30)
wird n; fir die Linearisierung umgeformt, so dass die gewichtete, aber nicht normierte
Normale

fl[ = Eignel -+ fﬁlneg (A52)
resultiert. Linearisieren liefert:

~ ~ T
Ay = WAl ), | Adfy, | Ady | Ad [ Adlyy, | Adf, | (A.53)

Dabei ist die Matrix W durch folgende Beziehung gegeben:

2”62:13 Ne1y 2nely Ne2y + EiQ
_Qnelx Neoy — giQ _Qnelx ne2y
WT . 2nelz Ne2y — 2”62.73 Ne1y 2nely Ne2y — 2nely Ne2y + Eil - EiQ
B _Qnelx Ne2x + 2nelx Ne2z — gzl + ng _2ne2x nely + 2nelz ne2y
—2Ne1, Ne2y _Znely Ne2y — Eil
2nelx Ne2x + gzl 2ne2x nely

(A.54)
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Skalieren von n; auf Einheitsldnge und anschlieBendes Linearisieren fithrt auf die gesuchte

Beziehung
- T
Ay =4 l”ﬁj” =W {Adb—l)z\Adb—ny‘Ad}z|Ad}y|Adb+1)w‘Ad%f“)y}
(A.55)
mit
wo 1w 1 [ i, i, ]W (A.56)
\/ﬂ (ﬁl . ﬁ1)3 ﬁ[zﬁ]y ﬁjy ﬁ[y . .

Linearisierung der Segment-Koordinaten

Linearisierung der Segment-Koordinaten ¢! i, der Slave-Seite

Beginnt ein Segment mit einem Slave-Kontaktknoten, ist die Linearisierung von £} iden-
tisch null: ¢! = 0. Ansonsten wird sie mithilfe von Gleichung (A.46) anhand der folgenden
Beziehung berechnet:

1 _
A&, = [za + zb] Adgp, (A57)
Zy + Zp, =: Vi.
Hierin sind z, und z;, Zeilen-Vektoren mit jeweils zwolf Eintragen:
‘ 07’ ' fi W+ 1 Wy !
0 KW+ o W
(N1may + Nomay) Ny K Wi+ fo Wos + s Wi + W3
—(Nynyy + Nomg,) Ny AW+ h WYy + s WE + fu W,
(Nl nyy + Ny n2y) Ny f1 W115 + f2 W215 + f3 W123 + f4 W223
7. — i — (N1 115 + Namgg) No o i h W116 + /2 W216 + /3 W124 + fa W224
s 0 0y fs Wi+ fa Was
0 fs Wi + fa Wag
0 0
0 0
—(Niny + Nangy) 0
(Ninig + Nongg) | L 0 i
(A.58)
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In Gleichung (A.58) wurden die folgenden Abkiirzungen verwendet:

N = %(1—53), Ny = %( +&) (A.59)
fio= =N (Mgl +Noys —2), = Ni(Niaf + Noaj — a2)

o= =No(Nigl+ Noys —2),  fi = No(Miaf + Noaj — a2) A
o, = Ny eing, + Noar Tl2z) (Nl Y+ Noyy — y52)

(A.61)

(
+ (N1 Mg + No n2x) (NLgl Y+ No g1 y21)
(N1 g1 Ny + No a1 Tl2y) (Nl 2 + Nz — x52)
- (

Ninyy + Ny ley) (NLgl T+ Ny g1 xgl)

Des Weiteren bezeichnet WOIP den Eintrag [o,p] der Matrix W aus Gleichung (A.56)
berechnet fiir den Slave-Kontaktknoten 1.

Die Berechnung von £! kann dquivalent zu der von £} durchgefiihrt werden:
Afli = V3 Adslm. (A62)

Vektor v, berechnet sich dabei wie Vektor v;. Als einziger Unterschied sind in den Glei-
chungen (A.60) und (A.61) anstatt der Knotenkoordinaten 22, y2 die Koordinaten z3, y3
einzusetzen. Die Eintrége des Master-Kontaktknotens im Vektor z, miissen entsprechend
auf die Positionen neun und zehn geschrieben werden und nicht auf die Positionen elf
und zwolf.

Linearisierung der Segment-Koordinaten ¢? 1, der Master-Seite

Wird das Ende eines Segments durch einen Master-Kontaktknoten bestimmt, ist die
Linearisierung von &2 identisch null: £2 = 0. Ansonsten berechnet sich A&2? mithilfe von
Gleichung (A.49) durch folgende Beziehung:

Afg - |:Za + Zb:| Adslm

Z, + Zy, =: V3.

(A.63)
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A.4 Réaumliche Kontaktdiskretisierung mit der dualen Mortar-Methode

Wie bei der Linearisierung von &l sind z, und z, wieder Zeilen-Vektoren mit jeweils
zwolf Eintrégen

_ -T B o7
0 fi Wi+ fo Way
0 fir Wiy + fo Way
—(n1y) K Wi + o Way
(n12) AW+ LWy,
0 fi Wis + fo Was
1 0 1 fl W116 + f2 W216
a = T " ) =T ) A.64
z Qa 0 Zb Qy, 0 ( )
0 0
(nly) N, 0
—(m1z) Ny 0
(n1y) N 0
__<n1x> N5 i L 0 |
mit
N4:1(1—§2) N. :1(1—%52) (A.65)
2 ajs 5 2 a .
h = —(N4yf+N5y52—y11), L = (N4xf+N5x§—x11) (A.66)
_ 2 2 2 9
Qy = Nyy <N47£2 o + N57§2 IL'S) — Nig <N47£2 n + N57§2 yS) (A67)

A¢&? kann auf dieselbe Art und Weise berechnet werden wie A&2:
Afg = v4;Adgm. (A68)

In den Gleichungen (A.64) bis (A.67) sind dazu alle GroBen des Slave-Kontaktknotens 1
durch die entsprechenden Groflen des Slave-Kontaktknotens 2 zu ersetzen. Im Vektor z,
rutschen die Eintrage des Slave-Kontaktknotens von den Zeilen drei und vier in die
Zeilen fiinf und sechs. Im Vektor z, rutschen alle Eintrdge um zwei Positionen nach
unten.

Linearisierung des Kontaktkraftvektors
Wie in den Gleichungen (5.11) und (5.12) angedeutet, wird der Kontaktkraftvektor f. zur

Berechnung und Linearisierung aufgeteilt. Der Vektor £ sammelt die Kontaktkrifte aller
Slave-Kontaktknoten, der Vektor £ die Kontaktkrifte aller Master-Kontaktknoten.
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Berechnung von Aff
Der Slave-Kontaktkraftvektor £° und seine Linearisierung werden auf Slave-Element-
Basis berechnet. Der Beitrag eines einzelnen Slave-Elements e lautet dabei:

-
= [(08) 2| (05, | (05 2| (05) 2 "
T
AfS = K [Adl, | Ad}, | Ady, | Ad), ]
Kfe € R¥* ist hierin die Kontakt-Steifigkeitsmatrix des Slave-Elements e:
Az —(1 — m1)
L |z (% — n)
KS = Y : AT0
ce 2£e 290 © (x2 — xl) ( )
22y (%2 — 01)

Berechnung von AfM

Im Gegensatz zu ff erfolgt die Berechnung und Linearisierung des Master-Kontaktkraft-

vektors fM auf Segment-Ebene. Der Beitrag eines einzelnen Segments m eines Slave-

Elements bestimmt sich mit folgender Beziehung:

M (M{Z‘)m 21y + (M;}f‘)m@y APM _ (AM{Z‘)m 21y + (AMQ/ZI)mZQy
o (M{g‘)m 210 + (M;}f‘)m 2o ’ o (AM{?)m 210 + (AMZ/?)m 2o
_(M{g‘)m 21y + (M%)m 2y | _(AM{%")m 21y + (AM{%")m 2y |

(A.71)

Der Linearisierung (AM I/}/‘) kann anhand von Gleichung (3.36) ermittelt werden (mit
I'=12und J =45):

Tigp

(an) = > Aok(eom) No(E0m)
T k(€ 0) AN (E () (A.72)
+ oxk(€0m) No(Em) Ay iy
(A.73)
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Auswertung dieser Beziehung (fiir Details siche YANG U. A. (2005)) fithrt auf:

(ami) = g:zgi { %anwgp (1= ngp) br.e1 Ny (€2(gp))
—lﬁewgpcbf( (1)) N (62 (g )}
+ nzl{ JenWap (14 11gp) b1,60 Ny (€(ngy) )
gp +—€e’wgp¢z( (ng0) ) Ny (€3( ngp)}Aﬁb

Tigp

+ 2 { S Wop (1 = Tgp) &1 (§1<779p>) Ny, gQ}Afg
gr=1

_'_ Z { JXW wgp 1 + ngp) (bf <£1<ngp)) NJ7§2}A£S
gp=1
Ngp X% — X%) . (AX% _ AX%) }

+Z{z%@(%MM@%mﬂ&§9v(

1 1 1 1

gp=1 X5 — Xl) : (X2 - Xl)

Einsetzen der Beziehungen (A.57), (A.62), (A.63) und (A.68) in Gleichung (A.74) er-

moglicht es, die obige Gleichung in kompakter Vektor-Schreibweise zu formulieren:

(AMI/}A)m = % [afﬁ])lw +alle Ve + alipsvs + ol va+ ol V5] Adgp,.
" (A.74)
Die insgesamt 20 Vorfaktoren lauten:

ﬁ]) = lewgp [ (gb €a )( 77gp) ¢re Ny — ¢INJ]
allye = iwgp [ (fb &a ) (1 + ’f?gp) ¢rer Ny + @1 NJ}
aliys = éwgpée (fg - f;) (1 - ng) Gr Ny e (A.75)
alins = éwgpée (fg €a ) (1 + TIgp)<Z5INJ £
ol = 3p-vw (6~ &) a1y

Der Vektor v ergibt sich wie folgt:

vs = [0]0] = (22 —a) | = (9 — 1) | (22— @) [ (3. — ) | 0] 0] 0] 0] 0] 0].
(A.76)
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Linearisierung der Normalklaffung

Wie die Kontaktkraft wird auch die Normalklaffung zur Berechnung und Linearisierung
in zwei Anteile zerlegt. Der Vektor g}% beinhaltet dabei die Klaffungsanteile, welche
ausschlieflich von den Slave-Mortar-Matrizen und den Koordinaten der Slave-Kontakt-
knoten abhéngen. Entsprechend sind in g% die Ausdriicke enthalten, welche von den
Master-Mortar-Matrizen und den Koordinaten der Master-Kontaktknoten abhéangen.

Berechnung von g,
Der Slave-Anteil der Normalklaffung wird auf Slave-Element-Basis berechnet. Der Bei-
trag eines einzelnen Slave-Elements e lautet:

Agl = A ~(Di), (e ) . (A.77)

‘ - (Disg)e (7b2z To + Moy y2)
Die Auswertung von Ag! kann wiederum in drei Anteile
Ag, = Ag, + Mg, + Ag (A.78)

zerlegt werden, welche sich wie folgt berechnen:

oo (Df) e (DR)m, 0 0 0 0
Bey =~ {0 0 0 0 (D8)) maw (D5,) may 0 0 Ada
(A.79)
1 100 =z —yuSr wfb oynf 00
Agi“’) T2, lo 0 =102 —yauf2 12102 Y12 0 0] Ady (4.80)
i (Dﬁ)e (W111 m+ Wy Z/l) 0 1
(D B )e (W112 1+ Wiy Z/l) 0
(Dfl)e ( Wisa + Wa yl) <D§S2)e ( Wiz + Wy y2)
- (Dﬂ)e ( Wiz + Wy yl) (D%)e ( Wiz + W y2)
Agi@ o (Dﬂ)e (W115 o + Wy Z/l) (D§2)6(W13$2 + Wi 3/2) Ada. (AS8D)
(Dﬂ)e (W116 21 + W 3/1) (D§S2)e ( B+ Wy 3/2)
0 <D§S2)e ( Wiz + W ?JQ)
I 0 (Dégz)e ( Wiz + Wag ?JQ)
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In Gleichung (A.80) werden dabei die Abkiirzungen

(22 — 1)

(12 — )

Bi = Mg+ nyn 21

(A.82)
Ba = NogTs + Noy o Yor =

verwendet.

Berechnung von g%
Der Master-Anteil der Normalklaffung setzt sich aus den Anteilen der einzelnen Seg-
mente eines Slave-Elements zusammen. Der Beitrag von Segment m lautet dabei:

. (Mﬁ/l) (nm Ty + Ny 3/4) + (Mf}r,/l) (nm Ts + Ny y5)
Agr = A " " " " ) (A.83)
(M24 )m (n2z Ty + Noy Z/4) + (M25 )m (77/215[55 + ngy y5)
Zur Auswertung wird Ag? in drei Anteile
Ag, = Agp,  + Mg+ Ag (A.84)
zerlegt. Diese berechnen sich zu:
Ag2 _ 0 (Mﬁ/l)m Mg (M{Xl)m nly (M{E\’/l)m Mg (Mi/‘:\’/l)m nly Ad
M) 2x8 slm
, (M), mee (M), may (M), ma (M51), oy
(A.85)
| B (M), + B (M),
T ol 1 1T
Wi he + War hy 0
Wis frz + Was fiy 0
W113f1z + W213f1y W121f2x + W221f29
Wiifiz + Warhiy Wi fou + Wop f:
Age = | Ml ol DA R Ady . (A.87)
«© Wishe + Woshy  Wisfoo + Wasfay
Wishe + Washy  Wiihe + Wiy foy
0 WE fow + Wi oy
0 Wit fox + Wat foy
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Dabei werden die folgenden Abkiirzungen benutzt:

Bra = Mz Ty + Niyla he = (M{}f‘)mm - (Mljgl)mx5

Bis = Mpts +myys Sy = (Mljz\fl)m Ya + (Mﬁ/l)m Ys Ore — 0 28
2x8 — cR .

Bos = Nog@a + NoyYs  fo, = (M{Z‘)mm + (M;}f‘)m%

Bas = Moy 5 + Noy s foy = (Méll\l/l)my4 + (M%)m%

(A.88)

Linearisierung der Tangentialbedingungen

Die Linearisierung der Tangentialbedingungen fithrt auf einen Ausdruck, welcher in
zwei Teile zerlegt werden kann (siehe Gleichung (5.19)). Wird die Kontaktspannung aus
dem Gleichungssystem herauskondensiert, muss der zweite Anteil nicht direkt berech-
net werden. Lediglich die Bestimmung der Tangenten an den Slave-Kontaktknoten ist
notwendig. Der erste Anteil wird in einer Schleife tiber die aktiven Slave-Kontaktknoten
berechnet und assembliert. Der Beitrag eines Slave-Kontaktknotens I lautet dabei:

VA A’T Br
= { — [ Wi | Wiy | Wit | Wity | Wi | Wi | 2t | Wi | Wity | W | W | W | W }

' [Ad%l—l)x Ad%]+1)y:| :

Adly_y, ] Adl

Ad}, \ Adly iy,

(A.89)

A.4.4 Zusatzliche Linearisierungsanteile in Rand-Elementen

Linearisierung von ¢! und ¢!

Die Berechnung der Linearisierung Afsl/t kann prinzipiell wie die der Linearisierung
Al s erfolgen:

Ag; ‘71 Aaslm
A¢l = vy Adgn

(A.90)

Mit den Gleichungen (A.57) bis (A.62) berechnen sich die Vektoren vy, vy und Adgy,
aquivalent zu den Vektoren v, vy und Adgy,,. Dabei muss jeweils der Master-Kontakt-
knoten eingesetzt werden, welcher den Kontaktbereich eines Slave-Elements begrenzt.
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Linearisierung der modifizierten Mortar-Matrizen

Linearisierung von (D‘ISI)
(&

Innerhalb eines Rand-Elements e kann der Ausdruck (D}S])e direkt ausgewertet werden:
(), =2 (8 -a - 12(&) +12()")
(5), = (e - g +12(e) - 12(e)").

Die zugehorige Linearisierung berechnet sich in einer Schleife iiber die Gaulpunkte des
Rand-Elements

(A.91)

(AD}SI)E - ii { %an Wep (1 = ngp) Np g1 (él(T]gp)) B iﬁe Wap Nr (fl(ﬁgp)) }Ag;
+ % { %jxn Wgp (1+ 779p) N e (£1<779P)) T iee Wy Nr (fl(ﬁgp))}Agtl
gp=1

. x —xf) - (A - A
+ {lwgpr (&) (& = &) ( n )}

(=) (- x)

(A.92)

mit der Jacobi-Determinante jxn = i(ftl — fsl) l.. In kompakter Vektor-Schreibweise
lautet Gleichung (A.92) wie folgt:

Tlgp B
Z [a?fm vy + (I‘E]Z)Q Vo + &??1)5 V5] Adslm- (A93)

gp=1

(75)

e

Dabei werden die Vorfaktoren

alm = iwgp&[%(ftl _§S1) (1 _77913) Nia _NI]
aline = iwgpge [% (ftl - fsl) (1 + 77gp) Nper + NI} (A.94)
O‘(gfl)s = %& Wyp (ftl - fsl) Ny

verwendet.

Linearisierung von (M]/}/‘)
m

Die Linearisierung A(M I/}/‘) fithrt in Rand-Elementen im Vergleich zu vollstandig seg-
mentierten Elementen auf einen zuséatzlichen Ausdruck:

(A = (AMY) + (ANt (A.95)

m
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Der erste Term (AMI{}") wird weiterhin mit Gleichung (A.73) berechnet, wobei al-

lerdings die modifizierten dualen Formfunktionen ¢; eingesetzt werden miissen. Der
zusétzliche Anteil (AMI/}”‘) beriicksichtigt die Verschiebungsabhéngigkeit der modifi-
zierten dualen Formfunktionen:

(AM#)m = ni_pl {Acg;?dd (51(77913)) Ny (52(7791))) Ixn wgp}- (A.96)

Gleichung (A.96) wird in zwei Schritten ausgewertet: Zuerst erfolgt innerhalb der Slave-
Element-Schleife die Berechnung von ¢4 fiir das aktuelle Slave-Element. Darauf fol-
gend werden in der Schleife iiber die Segmente des Slave-Elements die kompletten Aus-
driicke (AM I/}")m fiir jedes Segment berechnet.

Die Auswertung von Gleichung (3.38) fithrt auf die Bestimmungsgleichung der dualen
Formfunktionen des Slave-Elements e:

i

G2) (M| T detme |y (Ds)  m(DS)

e

]]Q] . (A.97)

Fiir eine tbersichtlichere Darstellung wird bei den einzelnen Komponenten der Matrix
m, auf den Index (e), verzichtet. Linearisierung von Gleichung (A.97) liefert

A 2 add N
o] = dal (A.98)
Ag3 Ny
mit
oz (ADS,) (D5)
A = € __ [ — — A — e — A —
i det m, (det m,)2 (m22 Moz A1 — M1 M2 82
— M2 Mag Aty + My Moy Amm)
iz (ADS)) (D5))
A = — € e = — A — = _ A _
2 det m, i (det m,)? (m12 Mg ST — My Moz A2
— Mg Mia Aoy + Mo My Amm)
mo1 (ADS&) (Dgé)
A = - € € e — A — o — A —
o detm, | (detm,)? (222 Mgy — gy s Ay
— 1y Mag Aty + My Moy Amm)
1 (ADS, Ds,
Ay = ( )e ( )e (77%2 Mot Ay — My My Ay

— 1M1 Mag AMgy + Maq My Amm)-

(A.99)
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Die Linearisierungsanteile (AD}SI) sind dabei durch Gleichung (A.92) gegeben. Lineari-
sierung der Matrix m, fiihrt auf:

B Tlgp 1 - 1
Amu = Z {gjxnwgp (1 —T]gp) (Nj,gl NJ -+ N[ NJ,gl) — Zﬁewgp]\/} NJ}A&Q
gp=1
Tlgp 1 -
+ Z {ngnwgp <1+ngp> (N[,gl NJ + N[NJ’gl) + —EewgpNINJ}Aftl
gp=1

by {iwgpjvf Ny (6 -¢€) e =) - (A - ) }

gp=1 \/(x§ - x%) : (x% — X%)
(A.100)
Eine Darstellung in kompakter Vektor-Schreibweise ist durch die Beziehung
Aty = 3 ol V1 + 0¥ + ff) g vs| A (A.101)
gp=1
mit den Vorfaktoren
» A (s Nra Nj + N; N, N; N
a(]])ml - ngp e §(§t _fs) (1 —ng)( I,er Vg + Ny J,ﬁl) — AV AV
1 1
ol = 7 Wanle [5(@1 — &) (1 +ng) (Nt Ny + NiNjar) + N NJ]
1
ms = ap. Yor (St1 - fs) Ni N;
(A.102)
gegeben.

Modifizierte Linearisierung von Kontaktkraft und Normalklaffung

Bei der Linearisierung der Kontaktkraft und der Normalklaffung miissen in Rand-Ele-
menten die modifizierten Linearisierungen (A.92) bzw. (A.95) der Slave- bzw. Mas-
ter-Mortar-Integrale verwendet werden. Die wichtigsten Anderungen, die sich daraus
ergeben, sind:

e Die Linearisierung des Slave-Kontaktkraftvektors berechnet sich nicht mehr mit
Gleichung (A.69),. Stattdessen wird Gleichung (A.69); mithilfe von Bezie-
hung (A.92) direkt linearisiert.
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e Der Anteil Ag;b) der Linearisierung der Normalklaffung wird nicht mehr mit Glei-
chung (A.80) berechnet, sondern durch den folgenden Ausdruck:

—<AD191)€ (nu T+ My ?J1)

= _ . A.
e(b) B <AD§2)E (Tmaa T o, Z/z) (A.103)

Ansonsten miissen lediglich (ADfl)e durch (Al_)fl)e und (AM Ij}")m durch (AM Ij}")m er-

setzt werden.

A.4.5 Zusatzliche Linearisierungsanteile durch die Wichtungs-
prozedur

Im Folgenden ist die Linearisierung des knotenbasierten Wichtungsfaktors
—1
Kr = [wel + WeQ} (A.104)

aus Gleichung (3.42) dargestellt. Dabei sind el und e2 die an Knoten / grenzenden
Slave-Elemente, siehe auch Abbildung 3.10. Die Faktoren w,; und w. koénnen direkt
angegeben werden:

va = 3 (e - g 1 12(8) - 12(el)’)

(A.105)
Wea = %<5t162 — &, — 1/2 (5362)2 +1/2 (55162)2)'

Die Linearisierung dieser Beziehungen fiihrt auf:

N (1+8,)ag, - (1+6,)ad,+ (1-¢,) e, - (1-€,)ad, .

2
(A.106)
Gleichung (A.106) kann wieder in kompakter Notation formuliert werden
Akr = [atha W'+ afha s | i + [affa 9 + afhe v |dd,  (A107
mit
el Ki 1 el Ki 1
Ak = 5 (1 + fsel)a Yk = ~ 5 (1 + ftel)
e2 Ki 1 €2 Ki 1 (A9
A = 5 (1 - fseg)a A = T3 (1 - fm)-
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Die Linearisierungen der Koordinaten ¢! , und & .  berechnen sich in den Slave-
Elementen el und €2 geméfl Gleichung (A.90). Ist das Slave-Element el bzw. €2 kein
Rand-Element, entfallen die Linearisierungen von 55151 Jter bzw. 55162 Jtea-

Fiir eine Linearisierung der elementbasierten Wichtungsfaktoren sei auf Ci1cHOSZ UND
BISCHOFF (2011) verwiesen.

Modifizierte Linearisierung von Kontaktkraft und Normalklaffung

Aufgrund der Wichtungsprozedur miissen die Mortar-Integrale der betreffenden Slave-
Kontaktknoten mit Gleichung (3.43) berechnet und mit folgender Beziehung linearisiert
werden:

(AD}S})Q = KRy (AD}S[)G + A/{] (D}Sl)e

- _ _ A.109
(ML) = s (AT + Ay (A1) )

Bei der Linearisierung der Kontaktkraft und der Knotenklaffung sind (ADfl) durch
(Abﬁ) und (AMI/}") durch (AMI/}") zu ersetzen.
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Thomas Cichosz

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit verschiedenen Aspekten der Diskretisierung von
Kontaktvorgangen in Raum und Zeit. Im Mittelpunkt der raumlichen Untersuchungen steht
die Verbesserung der am Institut entwickelten mortarbasierten Kontaktformulierung. Diese
verwendet zur Erflllung der Kontaktbedingungen Lagrange'sche Multiplikatoren, welche
mit dualen Formfunktionen diskretisiert sind. Mit der herkdmmlichen Definition der dualen
Formfunktionen kénnen am Rand des Kontaktbereichs inkonsistente Mortar-Matrizen
entstehen. Zur Korrektur dieses Defizits wird eine modifizierte Definition der Mortar-
Matrizen vorgeschlagen, die eine konsistente Berechnung von Kontaktkraft und
Normalklaffung erlaubt. Damit die Modifikation nicht die Konditionierung des Gleichungs-
systems verschlechtert, wird sie zusatzlich mit einer Wichtungsprozedur kombiniert.

Der zweite Schwerpunkt dieser Arbeit liegt in der Entwicklung einer moglichst leistungs-
fahigen zeitlichen Kontaktdiskretisierung. Diese ist mit einer Strategie nach KANE U.A.
energetisch stabil. Durch die Erweiterung eines Konzepts von DEUFLHARD U.A. werden
Oszillationen in der Kontaktkraft vermieden. Die Modifikation der Geschwindigkeit in einer
Nachlaufrechnung stellt physikalisch sinnvolle Kontaktgeschwindigkeiten sicher. Daruber
hinaus wird der Kontakt energieerhaltend modelliert, ohne die Nichtdurchdringungs-
bedingung zu verletzen. Hierzu wird das Energie-Korrekturkraft-Verfahren als Weiter-
entwicklung einer ldee von ARMERO UND PETOCZ formuliert. Im Gegensatz zu alternativen
Verfahren (,Velocity-Update-Method“, LAURSEN UND LOVE) gibt die vorgeschlagene
Methode die dissipierte Energie sowohl in interner als auch in kinetischer Form zurlck.
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