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Die vorliegende Arbeit befasst sich mit verschiedenen Aspekten der Diskretisierung von
Kontaktvorgängen in Raum und Zeit. Im Mittelpunkt der räumlichen Untersuchungen steht
die Verbesserung der am Institut entwickelten mortarbasierten Kontaktformulierung. Diese
verwendet zur Erfüllung der Kontaktbedingungen Lagrange'sche Multiplikatoren, welche
mit dualen Formfunktionen diskretisiert sind. Mit der herkömmlichen Definition der dualen
Formfunktionen können am Rand des Kontaktbereichs inkonsistente Mortar-Matrizen
entstehen. Zur Korrektur dieses Defizits wird eine modifizierte Definition der Mortar-
Matrizen vorgeschlagen, die eine konsistente Berechnung von Kontaktkraft und
Normalklaffung erlaubt. Damit die Modifikation nicht die Konditionierung des Gleichungs-
systems verschlechtert, wird sie zusätzlich mit einer Wichtungsprozedur kombiniert.

Der zweite Schwerpunkt dieser Arbeit liegt in der Entwicklung einer möglichst leistungs-
fähigen zeitlichen Kontaktdiskretisierung. Diese ist mit einer Strategie nach KANE U.A.
energetisch stabil. Durch die Erweiterung eines Konzepts von DEUFLHARD U.A. werden
Oszillationen in der Kontaktkraft vermieden. Die Modifikation der Geschwindigkeit in einer
Nachlaufrechnung stellt physikalisch sinnvolle Kontaktgeschwindigkeiten sicher. Darüber
hinaus wird der Kontakt energieerhaltend modelliert, ohne die Nichtdurchdringungs-
bedingung zu verletzen. Hierzu wird das Energie-Korrekturkraft-Verfahren als Weiter-
entwicklung einer Idee von ARMERO UND PETŐCZ formuliert. Im Gegensatz zu alternativen
Verfahren („Velocity-Update-Method“, LAURSEN UND LOVE) gibt die vorgeschlagene
Methode die dissipierte Energie sowohl in interner als auch in kinetischer Form zurück.
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Kurzfassung

Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit verschiedenen Aspekten der Diskretisierung von
Kontaktvorgängen in Raum und Zeit. Im Hinblick auf eine stabile und konsistente Mo-
dellierung werden bestehende Verfahren verglichen und Verbesserungen erarbeitet.

Schwerpunkt der räumlichen Untersuchungen ist die Weiterentwicklung der in Hart-
mann u. a. (2007) und Hartmann und Ramm (2008) vorgestellten Kontaktdiskreti-
sierung, die auf der dualen Mortar-Methode (Wohlmuth 2000, 2001) basiert. Durch
die Verwendung der Methode der Lagrange’schen Multiplikatoren erfüllt diese Formulie-
rung die Nichtdurchdringungsbedingung exakt. Gleichzeitig erlaubt die Diskretisierung
der Multiplikatoren mit dualen Formfunktionen die einfache Kondensation der zusätz-
lichen Unbekannten aus dem resultierenden Gleichungssystem. Somit wird der übliche
Nachteil der Methode der Lagrange’schen Multiplikatoren vermieden.

Mit der herkömmlichen Definition der dualen Formfunktionen können am Rand des
Kontaktbereichs inkonsistente Mortar-Matrizen entstehen. Als Folge dessen resultieren
unphysikalische Werte für die Knotenklaffung und fehlerhaft übertragene Kontaktkräfte.
Zur Korrektur dieses Verhaltens wird in dieser Arbeit eine modifizierte Definition der
Mortar-Matrizen vorgeschlagen. Damit die Modifikation nicht die Konditionierung des
resultierenden Gleichungssystems verschlechtert, wird zusätzlich eine Wichtungsproze-
dur für die modifizierten Mortar-Matrizen vorgestellt. Als Ergebnis ist in allen Fällen
eine konsistente Übertragung der Kontaktkraft und eine konsistente Berechnung der
Normalklaffung möglich, ohne dabei die Konditionierung zu beeinträchtigen.

Die Betrachtungen zur zeitlichen Diskretisierung analysieren zunächst den Einfluss von
Kontaktereignissen auf die Eigenschaften der dynamischen Strukturantwort. Beruhend
auf den gewonnenen Erkenntnissen wird anschließend eine möglichst optimale zeitliche
Kontaktdiskretisierung formuliert. Diese ist mit einer Strategie nach Kane u. a. (1999)
energetisch stabil. Durch die Erweiterung einer Idee von Deuflhard u. a. (2008) auf
Probleme mit großen Deformationen werden Oszillationen in der Kontaktkraft ver-
mieden. Die Modifikation der Geschwindigkeit in einer Nachlaufrechnung stellt phy-
sikalisch sinnvolle Kontaktgeschwindigkeiten sicher. Darüber hinaus wird der Kontakt
energieerhaltend modelliert, ohne die Nichtdurchdringungsbedingung zu verletzen. Hier-
zu kommt das Energie-Korrekturkraft-Verfahren zum Einsatz, das eine im Rahmen der
vorliegenden Arbeit formulierte Weiterentwicklung des Konzepts von Armero und
Petőcz (1998) darstellt. Außer mit dem präsentierten Verfahren ist eine energieerhal-
tende Kontaktbehandlung bei gleichzeitiger exakter Erfüllung der Nichtdurchdringungs-
bedingung nur mit der „Velocity-Update-Method“ (Laursen und Love 2002) möglich.
Im Gegensatz zu dieser gibt das Energie-Korrekturkraft-Verfahren die dissipierte Ener-
gie jedoch nicht ausschließlich in kinetischer Form zurück. Stattdessen bestimmt die
Systemantwort, wie die Energie-Korrekturkraft die Gesamtenergie vergrößert.

Anhand von numerischen Experimenten werden abschließend die untersuchten Verfahren
bewertet. Zusätzlich wird die Leistungsfähigkeit der entwickelten Methoden demonstriert.
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Abstract

Abstract

The present thesis deals with different aspects of spatial and temporal discretisation
schemes for contact problems. With regard to a stable and consistent modelling existing
approaches are compared and improvements are developed.

Main focus of the spatial investigations is the extension of the contact discretisation
presented in Hartmann et al. (2007) and Hartmann and Ramm (2008), which is
based on the dual mortar method (Wohlmuth 2000, 2001). This formulation fulfils the
non-penetration condition exactly by utilising the Lagrange multiplier method. At the
same time, interpolating the multipliers with dual shape functions allows for an easy
condensation of the additional unknowns from the system of equations. Consequently,
the usual drawback of the Lagrange multiplier method is eliminated.

Using the conventional definition for the dual shape functions inconsistent mortar ma-
trices may occur at the boundary of the contact area. This in turn leads to unphysical
values of the nodal gaps and to an inaccurate transmission of the contact force. To
correct this issue, in the present thesis a modified definition for the mortar matrices
is proposed. Additionally, a weighting procedure for the modified mortar matrices is
presented to avoid ill-conditioning of the stiffness matrix as a corollary of the proposed
modification. Finally, the resulting algorithm allows for a consistent transmission of
the contact force and a consistent calculation of the nodal gaps without affecting the
conditioning.

The studies related to the temporal discretisation firstly analyse the influence of contact
events on the dynamic structural behaviour. Subsequently, based upon the obtained
insight a temporal contact discretisation is formulated with the aim of best possible
performance. The developed algorithm is stable in energy by using a strategy pub-
lished by Kane et al. (1999). Extending an idea of Deuflhard et al. (2008) to
large deformation problems avoids oscillations of the contact force. Physically meaning-
ful contact velocities are obtained by modifying the velocities of the contact nodes in a
postprocessing step. Furthermore, contact events are modelled in a way that conserves
energy without violating the non-penetration condition. For this purpose the Energy
Correction Force Method, developed within the framework of the present study as an
extension of the concept presented in Armero and Petőcz (1998), is employed. Apart
from the presented algorithm, an energy conserving contact modelling exactly satisfy-
ing the non-penetration condition is solely possible by utilising the „Velocity-Update-
Method“ (Laursen and Love 2002). However, in contrast to this approach the Ener-
gy Correction Force Method restores the dissipated energy not exclusively in terms of
kinetic energy. Instead, the structural response decides in which manner the total energy
is increased by the energy correction force.

Finally, numerical experiments are used to assess the investigated algorithms. Addition-
ally, the performance of the developed schemes is demonstrated.
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Festlegungen und
Fachbezeichnungen

Festlegungen

• In dieser Arbeit werden deutsche Fachbegriffe verwendet, sofern deren Gebrauch
in der Fachsprache üblich ist. Falls eine englische Bezeichnung jedoch geläufiger
scheint und ein deutsches Äquivalent eventuell das Verständnis erschweren würde,
kommt ausschließlich der englische Begriff zum Einsatz.

• Vektoren, Matrizen und Tensoren zweiter Stufe sind durch in Fettdruck gesetzte
griechische oder lateinische Buchstaben gekennzeichnet. Skalare Größen werden in
Standardschrift gesetzt. Der Materialtensor wird als einziger Tensor höherer Stufe
mit dem Symbol C dargestellt.

• Die Einstein’sche Summenkonvention gilt im Folgenden ausschließlich für die räum-
lichen Komponenten einer Größe. Alle weiteren Summen sind explizit mit dem
Summensymbol

∑
ausgewiesen.

• Der Index α = 1,2 kennzeichnet innerhalb dieser Arbeit die Zugehörigkeit einer
Größe (•)α zu einem materiellen Körper Bα. Ist eine auf beiden Körpern definierte
Größe ohne Index in der Form (•) angegeben, so ist (•) als Vereinigung
der Teilgrößen zu verstehen: (•) = (•)1 ∪ (•)2.
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1
Einleitung

1.1 Motivation

Bewusst oder unbewusst, Kontaktvorgänge begegnen uns in vielen alltäglichen Situa-
tionen. Die zugrundeliegenden Gesetze erscheinen uns instinktiv logisch. Zwei Körper
können nicht ineinander eindringen. Dieses Prinzip haben wir verinnerlicht, beispiels-
weise wenn wir eine Leiter gegen einen Baum lehnen. Gleichzeitig ist uns in solch einem
Fall bewusst, dass die Leiter bei moderaten Neigungswinkeln stehen bleibt, in ungün-
stigen Fällen aber wegrutschen könnte. Letztlich werden wir uns auf der Leiter stehend
nicht zu weit zurücklehnen, da uns klar ist, dass die Verbindung zwischen Leiter und
Baum keinen Zug übertragen kann.

Ebenso verbreitet wie im Alltag ist Kontakt in numerischen Simulationen von struk-
turmechanischen Problemen. Prominente Beispiele sind Simulationen von Umformpro-
zessen oder Crash-Test-Simulationen. Darüber hinaus sind Kontaktalgorithmen aber
in vielen weiteren Bereichen notwendig, die sich mit der numerischen Simulation von
geometrisch oder materiell nichtlinearen Prozessen beschäftigen. Aus dem Bereich des
Bauingenieurwesens kann beispielsweise die Ermittlung der Momenten-Rotations-Cha-
rakteristik einer geschraubten Balken-Stützen-Verbindung genannt werden. Ohne eine
Modellierung des Kontakts zwischen Schraube und Flansch ist hier keine zuverlässige
Untersuchung möglich. Als Simulationswerkzeug hat sich für die aufgezählten sowie für
weitere strukturmechanische Bereiche überwiegend die Methode der finiten Elemente
durchgesetzt.

Auch wenn die Berücksichtigung von Kontaktbedingungen in vielen numerischen Si-
mulationen eine Notwendigkeit darstellt, so ist die adäquate numerische Simulation von
Kontaktvorgängen keineswegs ein vollständig gelöstes Problem. Dies gilt vor allem dann,
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1 Einleitung

wenn Probleme mit großen Deformationen betrachtet werden. Ein Grund hierfür liegt
in der nicht glatten Natur des Phänomens Kontakt, welches die Randbedingungen der
kontaktierenden Körper sprunghaft verändert. Darüber hinaus stellen die Simulations-
verfahren selbst eine Quelle für mögliche Schwierigkeiten dar. Die numerische Lösung
basiert auf einer räumlichen und zeitlichen Diskretisierung. Hierfür müssen vereinfa-
chende Annahmen getroffen werden. In Kombination mit der nicht glatten Natur des
Kontaktphänomens resultieren dadurch oft unbefriedigende Simulationsresultate, da die
Stärke von FE-Programmen in der effizienten Lösung von glatten Problemstellungen
liegt. Aus diesem Grund ist die Weiterentwicklung von räumlichen und zeitlichen Dis-
kretisierungsstrategien auch heute noch ein wichtiges Forschungsgebiet der numerischen
Strukturmechanik.

1.2 Stand der Technik

Ein numerischer Kontaktalgorithmus lässt sich im Wesentlichen anhand der folgenden
drei Fragestellungen charakterisieren:

• Mit welcher Methode werden die kontinuumsmechanischen Gleichungen so ergänzt,
dass die Kontaktbedingungen eingehalten oder annähernd eingehalten werden?

• Wie erfolgt anschließend die räumliche Diskretisierung der kontinuumsmechani-
schen Kontakt-Integrale?

• Auf welche Art und Weise wird im Falle von dynamischen Problemen die Zeit-
integration modifiziert, um die Kontaktmodellierung zu verbessern?

In den folgenden Absätzen werden für die einzelnen Punkte jeweils verschiedene Mög-
lichkeiten erläutert.

Die Berücksichtigung der Kontaktbedingungen in der kontinuumsmechanischen Beschrei-
bung kann mit unterschiedliche Verfahren erfolgen. Am weitesten verbreitet sind die Me-
thode der Lagrange’schen Multiplikatoren, die Penalty-Methode oder Kombinationen
wie beispielsweise die Augmented Lagrange’sche Formulierung. Mit der Methode der
Lagrange’schen Multiplikatoren können die Kontaktbedingungen exakt berücksichtigt
werden. Allerdings sind dafür zusätzliche Unbekannte notwendig. Die Penalty-Methode
benötigt keine zusätzlichen Unbekannten, erfüllt die Kontaktbedingungen aber nur ap-
proximativ. Unabhängig von der gewählten Methode sind die Zusatzbedingungen so zu
formulieren, dass das resultierende System eine eindeutige Lösung besitzt.

Die räumliche Kontaktdiskretisierung erfolgte im Rahmen der Methode der finiten Ele-
mente zuerst mit sogenannten Kollokationsformulierungen. Diese erfüllen die Kontakt-
bedingungen an ausgewählten Punkten der kontaktierenden Oberflächen. Für Probleme
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mit kleinen Deformationen wurden anfänglich konforme Vernetzungen in Kombina-
tion mit „Knoten-zu-Knoten“-Kontaktformulierungen (Francavilla und Zienkie-

wicz 1975; Hughes u. a. 1976) verwendet. Hierbei werden die einzelnen Knoten der
kontaktierenden Körper paarweise gekoppelt. Kontaktprobleme mit nicht konformen
Vernetzungen oder Kontaktprobleme mit großen Deformationen konnten erstmals mit
dem sogenannten „Knoten-zu-Segment“-Algorithmus simuliert werden. Dieser erzwingt
die Kontaktbedingungen zwischen einem FE-Knoten einer Kontaktoberfläche und dessen
Projektionspunkt auf der Kante oder Oberfläche des kontaktierten Körpers. Frühe For-
mulierungen dieser Methode finden sich beispielsweise in Hughes u. a. (1977)
und Hallquist (1979), Weiterentwicklungen unter anderem in Bathe und Chaud-

hary (1985), Hallquist u. a. (1985), Wriggers und Simo (1985), Wriggers u. a.

(1990) oder Laursen und Simo (1993).

Auch wenn „Knoten-zu-Segment“-Algorithmen viele Kontaktprobleme gelöst haben, so
kann die Verwendung einer Kollokationsdiskretisierung zu Schwierigkeiten in der Si-
mulation führen. Als Beispiele seien die ungenaue Spannungsrepräsentation oder nu-
merische Instabilitäten genannt. Letztere treten vor allem dann auf, wenn sich unter
großen tangentialen Relativverschiebungen eine kollokierte Kontaktgröße sprunghaft än-
dert. Gleitet beispielsweise ein Kollokationspunkt über einen durch die räumliche Dis-
kretisierung erzeugten Oberflächenknick, ändert sich je nach Formulierung die Rich-
tung der Kontaktkraft diskontinuierlich. Dies wiederum kann im Rahmen einer itera-
tiven Lösungsprozedur zu Konvergenzproblemen führen. Durch die Definition einer zu-
sätzlichen geglätteten Oberflächenbeschreibung zur Auswertung der Kontaktbedingun-
gen können solche Instabilitäten teilweise verhindert werden, siehe beispielsweise Pad-

manabhan und Laursen (2001), Wriggers u. a. (2001) oder Puso und Laursen

(2002). Allerdings ist die Konstruktion dieser geglätteten Oberfläche algorithmisch sehr
anspruchsvoll, vor allem für dreidimensionale Probleme. Darüber hinaus muss die Be-
ziehung zwischen facettierter und geglätteter Geometrie für eine implizite Berechnung
linearisiert werden, wodurch der numerische Aufwand zusätzlich steigt.

Aufgrund der Nachteile einer Kollokationsformulierung begann schon früh die Entwick-
lung von Diskretisierungen, welche die Kontaktbedingungen nicht an ausgewählten Punk-
ten sondern in einer integralen Art und Weise erfüllen. Die erste dieser „Segment-zu-
Segment“-Diskretisierungen wurde Mitte der 80er Jahre von Simo u. a. (1985) vorge-
stellt. Weiterentwicklungen auf nichtlineare Probleme mit großen Deformationen sowie
auf dreidimensionale Probleme folgten, siehe beispielsweise Papadopoulos und Tay-

lor (1992, 1993), Zavarise und Wriggers (1998) oder El-Abbasi und Bathe

(2001).

Eine spezielle Klasse von Kontaktdiskretisierungen mit integral formulierten Kontaktbe-
dingungen entstand Mitte der 90er Jahre. Als Basis diente dabei die Mortar-Methode,
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die ursprünglich im Rahmen von Gebietszerlegungsverfahren als Methode zur Kopp-
lung nicht konformer Diskretisierungen entwickelt wurde (Bernardi u. a. 1993, 1994).
Kennzeichnend für die Mortar-Methode ist eine Oberflächenkopplung, welche die Ein-
deutigkeit der Lösung erhält und bei Netzverfeinerung zu optimalen räumlichen Kon-
vergenzraten führt. Mortarbasierte Kontaktformulierungen übernehmen diese Eigen-
schaften durch eine entsprechende Umsetzung der Kontaktbedingungen. Frühe For-
mulierungen für Probleme mit kleinen Deformationen finden sich beispielsweise in Ben

Belgacem u. a. (1998), Ben Belgacem (2000) oder McDewitt und Laursen

(2000). Über die bereits erwähnten Vorteile hinaus vermeidet die integrale Formulierung
der Kontaktbedingungen im Zusammenhang mit großen Deformationen (Fischer und

Wriggers 2005; Puso und Laursen 2004a; Yang u. a. 2005) numerische Instabili-
täten. Neben der üblichen Kombination mit facettierten Oberflächen wurden in jüngster
Zeit auch mortarbasierte Kontaktalgorithmen mit a priori glatten Geometriebeschrei-
bungen veröffentlicht, als Beispiele seien Temizer u. a. (2011); Temizer u. a. (2012),
De Lorenzis u. a. (2011), De Lorenzis u. a. (2012) oder Lu (2011) genannt.

Umgesetzt mit der Methode der Lagrange’schen Multiplikatoren erfüllt eine mortar-
basierte Kontaktdiskretisierung die Kontaktbedingungen exakt. Dafür sind allerdings zu-
sätzliche Unbekannte erforderlich, welche im Allgemeinen das resultierende Gleichungs-
system vergrößern. Werden die Lagrange’schen Multiplikatoren dagegen mit dualen
Formfunktionen (Wohlmuth 2000, 2001) diskretisiert, ist eine einfache Kondensation
der zusätzlichen Unbekannten möglich. So sind die Kontaktbedingungen exakt erfüllt
und der übliche Nachteil der Methode der Lagrange’schen Multiplikatoren wird ver-
mieden. In Wohlmuth und Krause (2003), Hüeber und Wohlmuth (2005) wurde
diese Methode erstmals auf Kontaktprobleme angewandt. Die Erweiterung auf Kontakt-
probleme mit großen Deformationen wurde von Hartmann u. a. (2007), Hartmann

und Ramm (2008) vorgestellt, die konsistente Linearisierung von Popp u. a. (2009).

Für die Simulation von dynamischen Kontaktproblemen ist neben der räumlichen auch
eine zeitliche Diskretisierung erforderlich. Hierzu werden in der nichtlinearen Struktur-
mechanik üblicherweise direkte Zeitintegrationsverfahren verwendet, welche meistens
auf den klassischen Newmark-Ansätzen (Newmark 1959) basieren. Soll die Simula-
tion zuverlässige Ergebnisse liefern, muss der verwendete Integrator energetisch stabil
sein. Nach der Definition von Belytschko und Schoeberle (1975) bedeutet dies,
dass ohne das Einwirken von äußeren Kräften die Energie des Gesamtsystems konstant
bleiben oder abnehmen muss. Durch Kontaktereignisse wird die Systemenergie verän-
dert, so dass sich auch die Eigenschaften des Integrators ändern. Die Initiierung von
Kontakt führt meistens zu einer Verkleinerung der Systemenergie, womit das Kriterium
der energetischen Stabilität nicht verletzt wird (siehe beispielsweise Laursen (2003)).
Sobald die Kontaktbedingungen aber wieder gelöst werden, kann die Verwendung des
klassischen Newmark-Verfahrens zu einem Anstieg der Systemenergie führen (siehe bei-
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spielsweise Armero und Petőcz (1998), Laursen (2003)). Somit geht aufgrund der
Kontaktbedingungen die ursprünglich vorhandene energetische Stabilität des Integrators
verloren. Soll die Simulation auch mit Berücksichtigung der Kontaktbedingungen stabile
Ergebnisse liefern, müssen modifizierte Integratoren verwendet werden. Entsprechende
dissipative Modifikationen finden sich unter anderem in Laursen und Chawla (1997)
oder Kane u. a. (1999).

Als Resultat der räumlichen Diskretisierung werden den Freiheitsgraden des Kontakt-
rands diskrete Knotenmassen zugeordnet, während im Kontinuierlichen der Kontaktrand
die Dicke null besitzt und somit masselos ist. Gleichzeitig werden die Verschiebungen des
Kontaktrands durch die Kontaktbedingungen eingeschränkt, wodurch mit den üblichen
Newmark-Ansätzen oszillierende Knotenbeschleunigungen entstehen. In Kombination
mit den diskreten Knotenmassen oszillieren dadurch wiederum die Trägheitskräfte, über
die Bewegungsgleichung letztendlich die Kontaktkräfte. Als Resultat wird die Struktur-
antwort des kompletten Systems gestört. Die Amplituden der Kontaktspannung sind
eine Funktion der Zeit und besitzen somit keinerlei physikalische Information mehr.
Dieses Problem kann konzeptionell mit zwei verschiedenen Ansätzen verhindert werden.
Khenous u. a. (2006, 2008) und Hager u. a. (2008) entfernen die diskreten Knoten-
massen von den Kontaktfreiheitsgraden. Somit führen die oszillierenden Spannungen
nicht mehr zu oszillierenden Knotenkräften. Taylor und Papadopoulos (1993), Sol-

berg und Papadopoulos (1998) oder Deuflhard u. a. (2008) modifizieren den
Integrator und beheben damit die Ursache der oszillierenden Beschleunigungen.

Bei der Simulation von dynamischen Langzeitvorgängen kann die kontinuierliche Dissi-
pation von Systemenergie zu einer nicht akzeptablen Veränderung der Systemantwort
führen. In diesem Fall muss der Integrator nicht nur energetisch stabil sondern auch
energieerhaltend sein. In Zusammenhang mit Kontaktvorgängen kann Energieerhaltung
durch eine Modifikation der Knotengeschwindigkeiten in einer Nachlaufrechnung erzielt
werden (Laursen und Love 2002). Damit bekommt das System die im aktuellen
Zeitschritt verlorene Gesamtenergie als kinetische Energie wieder zurück. Andere Ver-
fahren (Armero und Petőcz 1998; Laursen und Chawla 1997) benutzen eine
Modifikation der Kontaktbedingungen im Rahmen einer Umsetzung mit der Penalty-
Methode, wodurch die Einhaltung der Kontaktbedingungen abhängig von der zeitlichen
Diskretisierung wird.

In einer kontinuierlichen Beschreibung sind die Geschwindigkeiten zweier kontaktieren-
der Oberflächen in Richtung der Oberflächen-Normalen identisch. Im Rahmen einer
zeitlichen Diskretisierung gilt dies ohne eine gesonderte Behandlung im Allgemeinen
nicht mehr. Darüber hinaus beginnen die Geschwindigkeiten bei Kontakt aufgrund der
Oszillationen in den Beschleunigungen ebenfalls zu oszillieren. Werden für die Berech-
nung der tangentialen Kontaktspannung aber beispielsweise geschwindigkeitsabhängige
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Materialgesetze verwendet, ist eine zuverlässige Geschwindigkeitsberechnung Voraus-
setzung für eine sinnvolle Systemantwort. Modifizierte Geschwindigkeitsansätze, welche
Oszillationen vermeiden und zuverlässige Absolutwerte liefern, finden sich unter an-
derem in Hughes u. a. (1976), Taylor und Papadopoulos (1993), Solberg und

Papadopoulos (1998) oder Armero und Petőcz (1998).

1.3 Zielsetzung

Das erste Ziel dieser Arbeit liegt in der Untersuchung und Weiterentwicklung der am In-
stitut für Baustatik und Baudynamik entwickelten räumlichen Kontaktdiskretisierung,
die auf der dualen Mortar-Methode basiert. Hartmann u. a. (2007) sowie Hart-

mann und Ramm (2008) haben diese Diskretisierung als Erweiterung der Formulie-
rung von Wohlmuth und Krause (2003) und Hüeber und Wohlmuth (2005) auf
Probleme mit großen Deformationen vorgestellt. In der vorliegenden Arbeit soll anhand
numerischer Experimente und theoretischer Betrachtungen untersucht werden, ob die
entwickelte Formulierung auch unter möglichst allgemeinen Bedingungen zwischen den
kontaktierenden Körpern stabil und konsistent ist. Als Beispiel für solch eine Unter-
suchung sei das Vertauschen von Slave- und Master-Seite und die anschließende Bewer-
tung der Ergebnisse genannt. Im Falle von Defiziten ist die Erarbeitung von Verbesserun-
gen vorgesehen.

Der zweite Teil dieser Arbeit befasst sich zunächst mit der Untersuchung verschiedener
Zeitintegrationsverfahren im Hinblick auf das Verhalten unter Kontaktereignissen mit
großen Deformationen. Konkret sollen die betrachteten Algorithmen bezüglich der Punk-
te energetische Stabilität, Oszillationen der Kontaktspannung sowie Energieerhaltung
untersucht und verglichen werden. Zusätzlich wird die Qualität der Geschwindigkeit der
Kontaktknoten betrachtet. In einem zweiten Schritt soll mithilfe der untersuchten Algo-
rithmen eine zeitliche Kontaktdiskretisierung entwickelt werden, welche im Hinblick auf
die untersuchten Punkte ein möglichst optimales Verhalten zeigt. Dabei ist dieses Ziel
ohne eine approximative Erfüllung der Kontaktbedingungen mit der Penalty-Methode
zu erreichen. Das resultierende Verfahren soll außerdem so konstruiert sein, dass eine
spätere Anwendung auf dünnwandige Schalentragwerke möglich ist.

Die beiden in den vorangegangenen Abschnitten beschriebenen Ziele stellen zwei un-
abhängige jeweils in sich abgeschlossene Arbeitskomplexe dar. Dementsprechend wird
einerseits die räumliche Diskretisierung basierend auf der dualen Mortar-Methode mit
keiner speziellen zeitlichen Diskretisierung assoziiert. Andererseits kommt im zweiten
Teil dieser Arbeit neben der dualen Mortar-Methode auch der NTS-Algorithmus als
räumliche Diskretisierung zum Einsatz.
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1.4 Aufbau der Arbeit

Beide Teilziele der vorliegenden Arbeit konzentrieren sich auf die methodische Unter-
suchung und Weiterentwicklung der betrachteten Diskretisierungskonzepte. Die unter-
suchten Systeme sollen so komplex wie nötig, aber gleichzeitig so einfach wie möglich
sein. Aus diesem Grund werden in beiden Themenkomplexen ausschließlich zweidimen-
sionale reibungsfreie Kontaktprobleme betrachtet. Die algorithmische Umsetzung für
dreidimensionale Diskretisierungen ist aber ohne weiteres möglich und stellt lediglich
eine technische Herausforderung dar. Allgemeine Grundlagen für dreidimensionale Pro-
bleme sind an entsprechenden Stellen kompakt skizziert.

Alle im Rahmen dieser Arbeit demonstrierten Weiterentwicklungen bzw. alle für ver-
gleichende numerische Experimente notwendigen Algorithmen wurden entweder in das
institutseigene FE-Programm CCARAT oder in das vom Autor dieser Arbeit entwickelte
FE-Programm MCCT implementiert.

1.4 Aufbau der Arbeit

Als Grundlage für die numerische Behandlung des Kontaktproblems werden in Kapitel 2
zunächst die kontinuumsmechanische Beschreibung der Festkörperdeformation sowie die
der Kontakt-Randbedingungen in starker Form vorgestellt. Anschließend erfolgt mithilfe
der Methode der gewichteten Residuen die Überführung der starken Form in eine schwa-
che Formulierung. Die Behandlung der Kontaktbedingungen erfolgt dabei äquivalent zu
der Behandlung, welche im Rahmen einer Potentialformulierung mit der Methode der
Lagrange’schen Multiplikatoren erzielt wird.

Ausgehend von der schwachen Formulierung folgt in Kapitel 3 die räumliche Diskreti-
sierung der kontaktunabhängigen Terme. Anschließend werden verschiedene Strategien
zur räumlichen Diskretisierung der Kontakt-Integrale vorgestellt und miteinander ver-
glichen. Die auf der dualen Mortar-Methode basierende Kontaktdiskretisierung wird
detailliert erläutert, die Auswertung der entsprechenden Kontakt-Integrale ausführlich
dargestellt. Abschließend folgt die Identifizierung und Untersuchung einer Inkonsistenz.
Eine Modifikation zur Lösung des Problems wird vorgestellt.

Kapitel 4 widmet sich zuerst der zeitlichen Diskretisierung im Allgemeinen. Der Haupt-
teil des Kapitels beschäftigt sich darauf folgend mit den Auswirkungen dynamischer
Kontaktereignisse auf die numerische Simulation. Konkret werden die Aspekte ener-
getische Stabilität, Oszillationen der Kontaktspannung, Energieerhaltung und Qualität
der Kontaktgeschwindigkeiten betrachtet. Anhand eines einfachen Referenzbeispiels wer-
den die einzelnen Phänomene untersucht sowie verschiedene Lösungsansätze bewertet
und verglichen. Abschließend wird eine zeitliche Diskretisierung entwickelt, welche Lö-
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1 Einleitung

sungsansätze für alle vier Punkte kombiniert und dabei eine neue Idee zur Energieer-
haltung verwendet.

In Kapitel 5 ist zunächst die Strategie zur Ermittlung der momentan aktiv am Kontakt
teilnehmenden FE-Knoten dargestellt. Anschließend folgen die Linearisierung des nicht-
linearen globalen Gleichungssystems und eine Matrix-Formulierung der resultierenden
Beziehungen. Abschließend wird die Kondensation der Kontaktspannung im Zusammen-
hang mit der dualen Mortar-Methode erläutert.

Kapitel 6 demonstriert anhand von numerischen Experimenten zuerst die Leistungs-
fähigkeit der dualen Mortar-Methode als räumliche Kontaktdiskretisierung. Darauf fol-
gend wird die Leistungsfähigkeit der in Kapitel 3 präsentierten Modifikation untersucht.

Letztlich werden in Kapitel 7 verschiedene numerische Experimente mit den zeitlichen
Diskretisierungsstrategien aus Kapitel 4 durchgeführt. Damit werden zum einen ver-
schiedene Methoden miteinander verglichen, zum anderen wird die Leistungsfähigkeit
des neu vorgestellten Verfahrens demonstriert.
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2
Kontinuums- und
kontaktmechanische Grundlagen

Als Basis für die numerische Simulation von dynamischen Kontaktvorgängen wird in
diesem Kapitel eine kontinuumsmechanische Beschreibung des zugrundeliegenden Pro-
blems eingeführt. Abschnitt 2.1 charakterisiert zunächst die Festkörperdeformation im
Allgemeinen. Anschließend sind in Abschnitt 2.2 die Restriktionen durch mögliche Kon-
taktbedingungen dargestellt. Die resultierenden Gleichungen beschreiben dann das dy-
namische Kontaktproblem vollständig und in punktweiser Form, siehe Abschnitt 2.3.
Als Grundlage für eine numerische Lösung wird die punktweise Formulierung in Ab-
schnitt 2.4 mit der Methode der gewichteten Residuen in eine integrale Formulierung
überführt. In Abschnitt 2.5 ist vergleichend eine integrale Formulierung basierend auf
einem Variationsprinzip dargestellt. Die Behandlung der Kontaktausdrücke aus Ab-
schnitt 2.4 soll so aus einem anderen Blickwinkel betrachtet sowie mit alternativen
Verfahren verglichen werden. Abschließend sind in Abschnitt 2.6 die wichtigsten Punkte
noch einmal zusammengefasst.

Die im Folgenden eingeführten Gleichungen sollen als Einleitung dienen und eine kon-
sistente Notation innerhalb der Arbeit ermöglichen. Sie stellen keine vollständige Be-
schreibung der zugrundeliegenden Themenkomplexe dar. Für eine ausführliche Darstel-
lung der Kontinuumsmechanik sei auf die Lehrbücher von Holzapfel (2000), Al-

tenbach und Altenbach (1994) und Başar und Weichert (2000) verwiesen. Die
kontinuumsmechanischen Ausführungen in dieser Arbeit orientieren sich des Weiteren
an Ehlers (2005) und den kontinuumsmechanischen Kapiteln in Belytschko u. a.

(2008). Eine umfassende Beschreibung der Kontaktmechanik sowie ein detaillierter Über-
blick zur algorithmischen Behandlung von Kontaktproblemen ist in den Lehrbüchern
von Wriggers (2002) und Laursen (2003) sowie in Wriggers und Zavarise (2004)
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2 Kontinuums- und kontaktmechanische Grundlagen

zu finden. In Willner (2003) werden sowohl die Kontinuums- als auch die Kontakt-
mechanik ausführlich dargestellt.

2.1 Festkörperbeschreibung

Ziel der folgenden kontinuumsmechanischen Beschreibung ist die Formulierung eines
Satzes von Gleichungen, welcher den Bewegungszustand eines materiellen Körpers voll-
ständig charakterisiert. In der vorliegenden Arbeit erfolgt dabei eine Beschränkung auf
rein mechanische Probleme, so dass thermodynamische Effekte vernachlässigt werden.

Im Hinblick auf eine spätere Kontaktbeschreibung (Abschnitt 2.2) sind alle Beziehungen
für zwei materielle Körper Bα mit α = 1, 2 definiert1. Auch bei Kontakt zwischen einer
Vielzahl von deformierbaren Körpern (Mehrkörperkontakt – 2KK ) können die Kontakt-
vorgänge jeweils als paarweiser Kontakt zwischen zwei einzelnen Körpern beschrieben
werden. Der Sonderfall des Kontakts zwischen einem deformierbaren und einem starren
Körper (Einkörperkontakt – 1KK )2 ergibt sich aus der Mehrkörperkontaktformulierung
durch entsprechende Vereinfachungen.

2.1.1 Bewegung

Der Zustand eines materiellen Körpers Bα kann zu jedem Zeitpunkt t eines betrachteten
Zeitraumintervalls [t0,T ] durch die Eigenschaften seiner materiellen Punkte Pα beschrie-
ben werden, welche in den dreidimensionalen Euklid’schen Raum eingebettet sind. Die
Position eines materiellen Punkts zum Zeitpunkt t0 = 0 wird als bekannt angenommen
und durch den Ortsvektor Xα = Xαi ei angegeben. Als Basis dient dabei ein ortsfestes
kartesisches Koordinatensystem mit normierten Basisvektoren ei . Für einen beliebigen
Zeitpunkt t ∈ [t0,T ] wird die aktuelle Position xα von Pα über eine Platzierungsfunktion

Φα in Abhängigkeit der Referenzposition Xα und der Zeit t ausgedrückt:

xα(Xα, t) = Φα(Xα, t) = Φαi (Xα, t)ei . (2.1)

Im Folgenden wird gelegentlich die Bezeichnung Xα nicht nur für die Ortsvektoren der
materiellen Punkte verwendet, sondern vereinfachend auch für die materiellen Punkte
selbst. Die Verschiebung

uα(Xα, t) = Φα(Xα, t)−Xα ≡ xα(Xα, t)−Xα (2.2)

1Für den Index (•)α gilt die Einstein’sche Summenkonvention nicht.
2Ein Einkörper-Kontaktproblem wird in der Literatur häufig auch als Signorini-Problem bezeichnet.
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2.1 Festkörperbeschreibung

eines materiellen Punkts lässt sich aus der Differenz zwischen aktueller und ursprüng-
licher Position ermitteln. Dabei stellt die zweite Differenz in einer vereinfachenden No-
tation den Funktionswert xα = Φα(Xα, t) selbst als Funktion xα(Xα, t) dar. Ein- bzw.
zweimaliges Anwenden der materiellen Zeitableitung auf die Platzierungsfunktion führen
auf Geschwindigkeit bzw. Beschleunigung

u̇α(Xα, t) =
∂Φα

∂t
=
∂uα

∂t

üα(Xα, t) =
∂u̇α

∂t
=
∂2uα

∂t2

(2.3)

eines materiellen Punkts.

Wie in der Festkörpermechanik üblich, wird auch in dieser Arbeit die Lagrange’sche oder
materielle Betrachtungsweise verwendet. Diese beschreibt die Änderung der Körper-
eigenschaften von Bα durch Beobachtung der Änderungen an den materiellen Punkten
des Körpers. Der Begriff „materieller Punkt“ weist in diesem Zusammenhang darauf hin,
dass sich die jeweils beobachteten Stellen oder, alternativ formuliert, die Beobachter
mit dem Material mitbewegen. Im Gegensatz dazu könnten die Beobachter auch fixe
Raumpositionen xα betrachten. Die Änderungen der Körpereigenschaften würde dann
anhand der Eigenschaften der passierenden materiellen Punkte beschrieben. (Euler’sche

Betrachtungsweise). Beide Betrachtungsweisen können anschaulich durch den Verkehrs-
fluss auf einer Straße erläutert werden. In der Lagrange’schen Betrachtungsweise sitzen
die Beobachter in den Fahrzeugen. Damit verändern sich ihre aktuellen Positionen xα,
jedoch nicht ihre „Parkpositionen“ Xα zum Zeitpunkt t0. Jeder Beobachter verfolgt
dabei seine eigene Geschwindigkeit oder weitere Eigenschaften seines eigenen Fahrzeugs.
Dahingegen benützen beispielsweise Verkehrsüberwachungskameras die Euler’sche Be-
trachtungsweise. An jeweils fixen Positionen werden die passierenden Fahrzeuge beo-
bachtet, eventuell wird ihre Geschwindigkeit bestimmt.

Die Anordnung der materiellen Punkte eines Körpers Bα zu einem bestimmten Zeit-
punkt t im räumliche Gebiet Ωαt wird Konfiguration genannt. Zum Zeitpunkt t0 = 0
sind die Positionen aller materiellen Punkte bekannt. Daher wird diese Konfiguration
als Referenzkonfiguration Ωα0 bezeichnet. Die Referenzkonfiguration wird in dieser Ar-
beit als undeformiert und spannungsfrei angenommen. Für einen allgemeinen, gerade
betrachteten Zeitpunkt t wird das augenblicklich eingenommene Körpergebiet Ωαt als
Momentankonfiguration bezeichnet. Die Berandung des Körpergebiets ist in der Refe-
renzkonfiguration durch ∂Ωα0 und in der Momentankonfiguration durch ∂Ωαt gegeben.
Diese Ränder werden weiter unterteilt in einen Dirichlet-Rand Γαd bzw. γαd , einen Neu-

mann-Rand Γαn bzw. γαn und einen Kontaktrand Γαc bzw. γαc . Dabei ist es möglich, auf dem
Dirichlet-Rand Verschiebungen vorzugeben, auf dem Neumann-Rand Oberflächenspan-
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Abbildung 2.1: Materielle Körper, materielle Punkte, Berandung, Spannungsvektoren.

nungen und auf dem Kontaktrand Kontaktbedingungen. Die einzelnen Ränder bedecken
für jeden Zeitpunkt t die komplette Oberfläche von Ωαt , ohne zu überlappen:

γαd ∪ γαn ∪ γαc = ∂Ωαt
γαd ∩ γαn = γαd ∩ γαc = γαn ∩ γαc = ∅

}

∀t ∈ [t0,T ]. (2.4)

In Abbildung 2.1 sind schematisch zwei deformierbare Körper mit ihren Berandungen
in der Referenz- und der Momentankonfiguration dargestellt. Wie in vielen weiteren
Veröffentlichungen aus dem Bereich der Kontaktmechanik werden auch in dieser Ar-
beit die Bezeichnungen Slave bzw. Master für die Körper Ω1 bzw. Ω2 oder mit ihnen
assoziierten Größen verwendet. Im Rahmen der integralen Formulierung des Kontakt-
problems (siehe Abschnitt 2.4) wird der Slave-Körper in der Regel für die Auswertung
der Kontakt-Integrale benutzt.

2.1.2 Kinematik und Verzerrung

Die Definition von geeigneten Deformations- und Verzerrungsmaßen ist notwendig, um
die Bewegung eines materiellen Körpers charakterisieren zu können. Eine wichtige Größe
zur Charakterisierung von Deformationen ist dabei der materielle Deformationsgra-
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2.1 Festkörperbeschreibung

dient Fα. Dieser ist als zweistufiger Tensor über die Beziehung

Fα(Xα, t) =
∂Φα

∂Xα
≡ ∂x

α

∂Xα
(2.5)

als partielle Ableitung der aktuellen Koordinate xα nach der Referenzkoordinate Xα

definiert. Geometrisch interpretiert kann Fα auch als lineare Abbildung eines infinitesi-
malen Linienelements dXα von der Referenz- auf die Momentankonfiguration verstanden
werden

dxα = FαdXα, (2.6)

wobei dxα das deformierte Linienelement in der Momentankonfiguration darstellt. Die
Determinante des materiellen Deformationsgradienten

Jα(Xα, t) = detFα > 0 (2.7)

wird auch Jacobi-Determinante genannt und beschreibt die Transformation eines in-
finitesimalen Volumenelements von der Referenzkonfiguration auf die Momentankonfi-
guration:

dΩαt = JαdΩα0 . (2.8)

In Gleichung (2.7) wurde die Forderung Jα > 0 gestellt, welche wie folgt begründet
werden kann: Die Bewegung und damit Beziehung (2.6) müssen eindeutig invertierbar
sein, was Jα 6= 0 erfordert. Eine Auswertung von Jα zum Zeitpunkt t0 liefert Jα = 1.
Da die Bewegung stetig sein muss, resultiert somit die Forderung Jα > 0. Neben der
Transformation von Linien- und Volumenelementen lässt sich mithilfe von Fα auch die
Transformation von infinitesimalen Flächenelementen darstellen:

dγαnα = detFα (Fα)−T · n̄αdΓα. (2.9)

dΓα bezeichnet dabei ein orientiertes infinitesimales Flächenelement der Referenzkonfi-
guration mit zugehöriger Normale n̄α, dγα das entsprechende infinitesimale Flächenele-
ment der Momentankonfiguration mit zugehöriger Normale nα.

Die Bewegung eines materiellen Körpers setzt sich aus Starrkörperanteilen und Verzer-
rungen zusammen, wobei nur Verzerrungen innere Kräfte hervorrufen. Der Deforma-
tionsgradient Fα beschreibt die vollständige Bewegung abzüglich der Starrkörpertrans-
lationen, weswegen er nicht direkt als Verzerrungsmaß verwendet wird. Er dient aber als
Basis für die Definition von verschiedenen Verzerrungsmaßen, wie dem in dieser Arbeit
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verwendeten Green-Lagrange’schen Verzerrungstensor

Eα(Xα, t) =
1

2

[

(Fα)T · Fα − I
]

=
1

2
(Cα − I). (2.10)

Dabei bezeichnet I den Identitätstensor zweiter Stufe und Cα den rechten Cauchy-

Green’schen Deformationstensor. Eα ist invariant gegenüber Starrkörperverschiebungen
und -verdrehungen und stellt somit ein geeignetes Verzerrungsmaß zur Beschreibung von
großen Deformationen dar.

2.1.3 Spannungsmaße

Spannungen beschreiben den Zusammenhang zwischen inneren und äußeren Kräften
und charakterisieren den durch die Verzerrung hervorgerufenen inneren Beanspruchungs-
zustand. Der wahre Spannungszustand in einem materiellen Punkt lässt sich eindeutig
mit dem symmetrischen Cauchy’schen Spannungstensors σα angeben. Dieser ist durch
das Theorem von Cauchy

tα(xα, t,nα) = σα(xα, t) · nα(xα, t) (2.11)

als Abbildung des Normalenfelds nα einer zugehörigen Schnittfläche γα auf das Cau-

chy’sche Spannungsvektorfeld tα definiert. Dabei sind alle Größen auf die aktuelle Kon-
figuration bezogen. In der Form

dfα(xα, t,nα) = tαdγα (2.12)

beschreibt tα die auf ein infinitesimales Flächenelement dγα der Momentankonfiguration
wirkende Kraft dfα. Bei Bezug auf das zugehörige infinitesimale Flächenelement dΓα der
Referenzkonfiguration ergibt sich die Abbildungsvorschrift

tα
dγα

dΓα
= tα0 = Pα(Xα, t) · n̄α(Xα) (2.13)

für den unsymmetrischen ersten Piola-Kirchhoff’schen (PK1) Spannungstensor Pα. Da
die Asymmetrie von Pα bei einer numerischen Behandlung von Nachteil ist, wird durch
Multiplizieren von Gleichung (2.13) mit (Fα)−1 der symmetrische zweite Piola-Kirch-

hoff’sche (PK2) Spannungstensor Sα definiert:

(Fα)−1 · tα0 = t̄α = Sα(Xα, t) · n̄α. (2.14)

Im Folgenden werden σα und tα zur Beschreibung der Kontaktspannungen verwendet,
Sα und tα0 zur Beschreibung aller weiteren Spannungen. Einsetzen von Beziehung (2.11)
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2.1 Festkörperbeschreibung

in Gleichung (2.14) liefert unter Beachtung der Transformationsvorschrift (2.9) die Be-
ziehung

Sα = Jα (Fα)−1 · σα · (Fα)−T (2.15)

zwischen dem PK2 und dem Cauchy’schen Spannungstensor. In Abbildung 2.1 sind
die verschiedenen Spannungsvektoren tα, tα0 und t̄α dargestellt. Dabei repräsentieren
die in der Referenzkonfiguration abgebildeten Spannungsvektoren nicht den Spannungs-
zustand zum Zeitpunkt t0, sondern sind als transformierte Größen des momentanen
Spannungszustands zu verstehen.

2.1.4 Werkstoffgesetze

Werkstoff- oder Materialgesetze stellen eine Approximation des realen Werkstoffver-
haltens dar. Abhängig von Feldgrößen wie Verzerrung, Temperatur und gegebenen-
falls auch Geschichtsvariablen kann somit eine Spannungsantwort auf die vorhandene
Beanspruchung berechnet werden. In der vorliegenden Arbeit kommen ausschließlich
hyperelastische Materialgesetze zur Anwendung. Diese sind durch die Existenz einer
Verzerrungsenergiefunktion Ψα(Cα) oder wα(Eα) gekennzeichnet, mit der die aktuelle
Spannung eindeutig als Funktion der aktuellen Verzerrung berechnet werden kann:

Sα = 2
∂Ψα(Cα)
∂Cα

=
∂wα(Eα)
∂Eα

. (2.16)

St. Venant-Kirchhoff’sches Material

Das St. Venant-Kirchhoff’sche Materialgesetz ist zur Beschreibung von Deformationen
mit großen Rotationen geeignet, liefert im Druckbereich aber nur bei kleinen Verzerrun-
gen eine realistische Spannungsantwort. Es stellt eine Verallgemeinerung des Hooke’schen
Gesetzes auf einen mehrdimensionalen Spannungs- und Verzerrungszustand dar und
wird über die Verzerrungsenergiefunktion

wαStVK(Eα) = µ(Eα : Eα) +
1

2
λ(trEα)2 (2.17)

charakterisiert. Hierin bezeichnen λ und µ die Lamé-Konstanten. In der Ingenieur-
literatur werden meistens die anschaulicheren Materialkonstanten Elastizitätsmodul E

und Querdehnzahl ν verwendet, welche über die Beziehung

λ =
Eν

(1 + ν)(1− 2ν)
, µ =

E

2(1 + ν)
(2.18)
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aus den Lamé-Konstanten berechnet werden können. Durch Ableitung der Verzerrungs-
energiefunktion wαStVK nach Eα resultiert ein linearer Zusammenhang zwischen den PK2
Spannungen und den Green-Lagrange’schen Verzerrungen

Sα = λtr(Eα)I + 2µEα = C
α : Eα, (2.19)

wobei auch der vierstufige Materialtensor

C
α =
∂2wαStVK

∂Eα∂Eα
, C

α
ĳkl = λδĳδkl + µ(δikδjl + δilδjk) (2.20)

zur Darstellung der Spannungs–Verzerrungs–Beziehung benutzt werden kann.

Neo-Hooke’sches Material

Treten neben großen Rotationen zusätzlich große Verzerrungen im Druckbereich auf,
wird das Materialverhalten durch das St. Venant-Kirchhoff’sche Materialmodell nicht
mehr realistisch beschrieben. Da die Green-Lagrange’schen Verzerrungen Eα für un-
endlich große Kompression gegen einen festen endlichen Wert streben, gilt aufgrund
des linearen Spannungs–Verzerrungs–Zusammenhangs (2.19) Äquivalentes für die PK2
Spannungen Sα. Ein Neo-Hooke’sches Materialgesetz liefert hingegen auch für große
elastische Verzerrungen im Druckbereich eine realistische Spannungsantwort. Für ein
kompressibles Neo-Hooke’sches Materialgesetz kann eine Verzerrungsenergiefunktion bei-
spielsweise mit

ΨαNH(Cα) =
1

2
λ(lnJα)2 − µ lnJα +

1

2
µ(trCα − 3) (2.21)

angegeben werden. Die Ableitung der Verzerrungsenergiefunktion ΨαNH nach Cα liefert
dann den PK2 Spannungstensor

Sα = λlnJα(Cα)−1 + µ
[

I− (Cα)−1
]

. (2.22)

2.1.5 Bilanzgleichungen

Bilanzgleichungen stellen eine mathematische Beschreibung fundamentaler physikali-
scher Gesetze dar und werden in integraler Form für ein ganzes System aufgestellt. Sind
die integrierten Feldgrößen hinreichend glatt, ist die Überführung in eine lokale Form aus
partiellen Differentialgleichungen möglich. Bei den hier betrachteten rein mechanischen
Problemen werden zur Bestimmung der Unbekannten die Massenbilanz, die Impulsbi-
lanz, die Drehimpuls- und die Energiebilanz benötigt.
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Massenbilanz

Die Massenbilanz oder das Prinzip der Massenerhaltung besagt, dass die Masse eines
geschlossenen Systems konstant bleiben muss, solange keine Masse über die Oberfläche
zu- oder abfließt und im Inneren keine Masse produziert wird oder verloren geht. Bei
den im Folgenden untersuchten rein mechanischen Problemen sind diese Bedingungen
erfüllt, so dass die Massenbilanz in lokaler Form mit der partiellen Differentialgleichung

ρ̇α + ραdiv ẋα = 0 (2.23)

angegeben werden kann. Für Festkörperprobleme, die in der Lagrange’schen Betrach-
tungsweise beschrieben sind, vereinfacht sich die Massenbilanz zu einer algebraischen
Gleichung. Diese beschreibt punktweise die Relation

ραJα = ρα0 (2.24)

zwischen der Massendichte ρα0 in der Referenzkonfiguration und der Massendichte ρα in
der aktuellen Konfiguration.

Impulsbilanz

Im Hinblick auf eine spätere numerische Näherungslösung des kontinuierlichen Problems
stellt die Impulsbilanz eine der wichtigsten Grundgleichungen dar. Sie besagt, dass die
zeitliche Änderung des Impulses eines materiellen Körpers der Summe der am Körper
angreifenden Oberflächen- und Volumenlasten entspricht:

∂

∂t

∫

Ωαt

ρα ẋα dΩαt =
∫

γα

tα dγα +
∫

Ωαt

ραbα dΩαt . (2.25)

Dabei repräsentiert bα die auf ein infinitesimales Volumenelement bezogene Volumenkraft.
Zurückziehen der Impulsbilanz (2.25) in die Referenzkonfiguration liefert die Beziehung

∂

∂t

∫

Ωα0

ρα0 ẋα dΩα0 =
∫

Γα

tα0 dΓα +
∫

Ωα0

ρα0 bα dΩα0 , (2.26)

wobei die Massenbilanz (2.24) sowie die Transformationsvorschriften (2.8) und (2.13)
verwendet wurden. Die Auswertung von Beziehung (2.26) ergibt mit Gleichung (2.23)
und einigen elementaren Umformungen schließlich die lokale Form der Impulsbilanz

ρα0 ẍα = DivPα + ρα0 bα, (2.27)
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welche bezüglich eines infinitesimalen Volumenelements der Referenzkonfiguration gültig
ist.

Drehimpulsbilanz

An dieser Stelle wird ohne Angabe einer Herleitung nur kurz das Resultat der Auswer-
tung der Drehimpulsbilanz dargestellt. Aus der Drehimpulsbilanz in ihrer lokalen For-
mulierung folgt die Forderung nach Symmetrie des Cauchy’schen Spannungstensors:

σα = (σα)T. (2.28)

Mit der Transformationsbeziehung (2.15) kann diese Forderung äquivalent für den PK2
Spannungstensor aufgestellt werden:

Sα = (Sα)T. (2.29)

Eine Formulierung der Drehimpulsbilanz mit anschließender Auswertung, welche als
Endresultat auf Gleichung (2.28) führt, ist beispielsweise in Holzapfel (2000) gegeben.

Energiebilanz

Für rein mechanische Probleme stellt die Energiebilanz keine zusätzliche unabhängige
Gleichung dar, sondern ist eine Konsequenz der Impulsbilanz. Damit wird sie automa-
tisch erfüllt, solange die Impulsbilanz erfüllt ist. Im Rahmen einer numerischen Nähe-
rungslösung gilt diese Folgerung allerdings nicht mehr, so dass die Energiebilanz als
Kontrollgleichung für die Qualität bzw. die Stabilität der berechneten Lösung benutzt
werden kann.

Die Energiebilanz sagt aus, dass die Summe der Änderungsraten von kinetischer Energie

ekin und interner mechanischer Energie eint gleich der Rate der äußeren mechanischen

Energie eext sein muss:

∂

∂t
ekin(t) + pint(t) = pext(t). (2.30)

Dabei setzen sich die kinetische Energie ekin sowie die Raten pint und pext von interner
und externer mechanischer Energie aus den jeweiligen Anteilen der einzelnen Körper Bα
zusammen:

ekin(t) =
2∑

α=1

eαkin(t), pint(t) =
2∑

α=1

pαint(t), pext(t) =
2∑

α=1

pαext(t). (2.31)
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2.2 Kontaktbeschreibung

Die kinetische Energie eαkin eines einzelnen Körpers kann durch die Beziehung

eαkin(t) =
1

2

∫

Ωα0

ρα0 vα · vα dΩα0 , (2.32)

die Rate der internen Energie3 eines einzelnen Körpers mithilfe von

pαint(t) =
∫

Ωα0

Sα : Ėα dΩα0 (2.33)

und die Rate der externen Energie eines einzelnen Körpers durch die Beziehung

pαext(t) =
∫

Ωα0

ρα0 bα · vα dΩα0 +
∫

Γα

tα0 · vα dΓα (2.34)

berechnet werden.

2.2 Kontaktbeschreibung

In Abschnitt 2.1 wurde eine allgemeine kontinuumsmechanische Beschreibung einzelner
materieller Körper eingeführt. Eine mögliche Beeinflussung der Körper untereinander
wurde noch nicht beachtet. Aufgabe der Kontaktbeschreibung ist es nun, die Wechsel-
wirkung zwischen interagierenden materiellen Körpern zu formulieren.

Schlüsselaufgabe der Kontaktbeschreibung ist die Verhinderung gegenseitiger Durch-
dringung (Nichtdurchdringungsbedingung). Weiterhin muss sichergestellt sein, dass zwi-
schen kontaktierenden Körpern in Richtung der Oberflächen-Normalen ausschließlich
Druckspannungen herrschen. Im Falle von Adhäsion können auch begrenzt Zugspan-
nungen übertragen werden, was in dieser Arbeit aber ausgeschlossen wird. Für die tan-
gentialen Anteile der Kontaktspannung ist ein geeignetes Reibungsgesetz zu formulieren.
Sind die Reibungseffekte zwischen den Körpern vernachlässigbar klein, können die ent-
sprechenden Anteile im Rahmen einer reibungsfreien Kontaktformulierung vernachläs-
sigt werden. Diese Arbeit beschäftigt sich ausschließlich mit reibungsfreiem Kontakt,
weshalb die Behandlung von reibungsbehaftetem Kontakt im Folgenden nur schema-
tisch skizziert ist. Eine ausführliche Übersicht zur Modellierung von reibungsbehaftetem
Kontakt und entsprechende Algorithmen können beispielsweise in Wriggers (2002)
gefunden werden.

3Für hyperelastische Materialien kann die interne Energie auch direkt durch die Verzerrungsenergiefunk-
tion berechnet werden.
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2 Kontinuums- und kontaktmechanische Grundlagen

Mathematisch betrachtet kann Kontakt als eine bestimmte Klasse von deformationsab-
hängigen Randbedingungen aufgefasst werden, in deren Formulierung sowohl die Span-
nungen als auch die Verschiebungen der Kontaktoberflächen involviert sind. Dement-
sprechend beginnt die Kontaktbeschreibung in Abschnitt 2.2.1 mit der Einführung kine-
matischer Definitionen und Größen. Anschließend folgt die Definition der Kontaktspan-
nung sowie die Verknüpfung der Kontaktspannung mit den kinematischen Größen (Ab-
schnitt 2.2.2). Abschließend werden in Abschnitt 2.2.3 mithilfe der eingeführten Größen
und Verknüpfungen die Kontakt-Randbedingungen formuliert.

2.2.1 Kontaktkinematik

Damit eine kinematische Beschreibung des Kontakts möglich ist, muss zunächst für
jede Stelle x1(X1, t) ∈ γ1

c genau diejenige Stelle x̂2 ∈ γ2
c gefunden werden, welche den

Abstand zwischen x1 und γ2
c minimiert. Hierzu wird meistens eine orthogonale Projektion

x̂2
(

x1
)

= argmin
x2∈γ2

c

∥
∥
∥x1 − x2

∥
∥
∥ (2.35)

benutzt, welche entweder die Normale der Slave- oder die der Master-Seite zur Bestim-
mung des Projektionspunkts x̂2 verwendet4. Im Rahmen der Kontaktformulierung, die
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c
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x̂2
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e3

e3
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|gn|

|gn|

slave

master

(a) Kein Kontakt (b) Durchdringung

Abbildung 2.2: Orthogonale Projektion und Normalklaffung.

4In einer kontinuierlichen Beschreibung sind die Normalen kontaktierender Oberflächen identisch, so
dass beide Formulierungen äquivalent sind. Bei einer numerischen Lösung gilt dies nur noch annähernd.
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2.2 Kontaktbeschreibung

in dieser Arbeit weiterentwickelt wird, kommt die Slave-Normale n1 zum Einsatz (siehe
Abbildung 2.2). Äquivalentes gilt für alle resultierenden kinematischen und kinetischen
Kontaktgrößen in Normalenrichtung.

Für einen festen materiellen Punkt P1 ändert sich der materielle Punkt P̂2, welcher sich
an der aktuellen Projektionsposition x̂2 befindet, mit der Zeit. Aus diesem Grund ist in
Gleichung (2.35) x̂2 als Funktion von x1 formuliert. Die Eigenschaften an der Stelle x̂2

werden jeweils über den dort aktuell befindlichen Punkt P̂2 ausgedrückt: x̂2 = x̂2
(

X̂2, t
)

.

Normalkontakt

Ist für eine Position x1 die Projektionskoordinate x̂2 bestimmt, kann die Normalklaffung

gn

(

x1
)

= −n1 ·
(

x1 − x̂2
)

(2.36)

zwischen x1 und x̂2 berechnet werden. Kontakt herrscht im Falle gn = 0. Zustände mit
einer positiven Klaffung gn > 0 erfordern keine Korrektur durch die Kontaktformulie-
rung. Zustände mit gn < 0 signalisieren eine unphysikalische Durchdringung und müssen
durch die Formulierung verhindert werden (siehe Abbildung 2.2(a) bzw. (b))5.

Tangentialer Kontakt

In tangentialer Richtung muss die Relativbewegung zwischen einer Position x1 und ihrer
aktuellen Projektion x̂2 zunächst mit einer geeigneten Größe charakterisiert werden. Da
sich die Bewegungsrichtung eines materiellen Körpers im Allgemeinen unter großen De-
formationen ändert, ist es sinnvoll hierfür eine Ratenformulierung zu verwenden. Die
tangentiale Relativbewegung wird dann mithilfe der tangentialen Relativgeschwindigkeit

ġτ beschrieben. ġτ soll dabei auch unter großen Rotationen und für eine eventuell nu-
merisch zulässige Penetration gn < 0 objektiv bleiben. Diese Anforderungen werden
durch die Definition von ġτ als zeitliche Änderung der konvektiven Koordinaten ξ̂β des
Projektionspunkts x̂2 bezogen auf die Oberflächentangenten τ β erfüllt6:

ġτ
(

x1
)

= Lv gτ := ˙̂
ξβτ β. (2.37)

Die Oberflächentangenten τ β können als kovariante Basisvektoren eines konvektiven Ko-
ordinatensystems im Projektionspunkt x̂2 über die Ableitung der Position x̂2 nach den
Koordinatenlinien Θβ gewonnen werden (siehe Abbildung 2.3). Berechnungsvorschriften

für ˙̂
ξβ und τ β sind beispielsweise in Wriggers (2002) angegeben.

5Die Vorzeichendefinition gn > 0 für Nichtdurchdringung ist in der Literatur nicht einheitlich.
6Die Definition der objektiven Änderung von gτ wird auch als Lie-Ableitung Lv gτ bezeichnet.
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Ω1
t

Ω2
t

x1

x̂2

(

t1
cσ

)

n
=
(

t1
cσ

)

n
n1

t1
cσ

(

t1
cσ

)

τ

Θ1

Θ2

τ 1

τ 2

ġτ

Abbildung 2.3: Kinematische Kontaktgrößen und Kontaktspannung.

Variation der kinematischen Kontaktgrößen

Im Rahmen einer schwachen Formulierung (siehe Abschnitt 2.4 und Abschnitt 2.5) wer-
den die Variationen der kinematischen Kontaktgrößen bzw. die virtuellen kinematischen
Kontaktgrößen benötigt, d.h. die infinitesimalen Änderungen der Kontaktgrößen bei
infinitesimaler Änderung der Verschiebungsfelder. An dieser Stelle werden nur die End-
resultate dargestellt. Für eine ausführlich Herleitung sei beispielsweise auf Laursen

(2003), Wriggers (2002) oder Willner (2003) verwiesen.

Die Variation der Normalklaffung bestimmt sich mit folgender Beziehung:

δgn

(

x1
)

= −n1 ·
(

δx1 − δx̂2
)

. (2.38)

Die Variation der konvektiven Koordinaten δξ̂β kann äquivalent zur zeitlichen Ableitung
˙̂
ξβ berechnet werden. Oft wird allerdings die vereinfachte Formulierung

δξ̂β = τ β ·
(

δx1 − δx̂2
)

(2.39)

verwendet. Diese setzt eine exakte Erfüllung der Nichtdurchdringungsbedingung voraus
(Laursen 2003). Ist diese Forderung nicht erfüllt, beispielsweise durch eine numerische
Approximation der Nichtdurchdringungsbedingung, bestimmt Beziehung (2.39) die Va-
riation δξ̂β nur annähernd.
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2.2 Kontaktbeschreibung

2.2.2 Kontaktspannung

Da die Kontaktbedingungen mit Bezug auf die aktuelle Konfiguration zu formulieren
sind, wird die Kontaktspannung tαcσ in dieser Arbeit mithilfe von Cauchy’schen Span-
nungsvektoren dargestellt7. Mit Gleichung (2.11) sowie den Spannungstensoren σα der
kontaktierenden Körper und den Normalen nα der Kontaktoberflächen γαc resultieren
dann folgende Beziehungen:

t1
cσ

(

x1
)

= σ1 · n1

t2
cσ

(

x2
)

= σ2 · n2.
(2.40)

Durch Auswertung der Impulsbilanz (2.25) in der gemeinsamen Kontaktoberfläche dγc =
dγ1

c = dγ2
c ergibt sich eine Relation zwischen t1

cσ und t2
cσ , wobei in der masselosen

Kontaktoberfläche keine Trägheitsterme entstehen:

t1
cσ dγ1

c = −t2
cσ dγ2

c . (2.41)

Im Weiteren wird mithilfe dieser Beziehung die Kontaktspannung t2
cσ der Master-Seite

durch die Kontaktspannung t1
cσ der Slave-Seite ersetzt.

Kontakt folgt in Normalen- und in Tangentialrichtung verschiedenen Gesetzesmäßigkei-
ten. Aus diesem Grund ist es algorithmisch sinnvoll, auch den Kontaktspannungsvektor
t1

cσ komponentenweise in einen Anteil
(

t1
cσ

)

n
normal und einen Anteil

(

t1
cσ

)

τ
tangential

zur Kontaktoberfläche aufzuteilen:

t1
cσ =

(

t1
cσ

)

n
−
(

t1
cσ

)

τ
=

(

t1
cσ

)

n
n1 −

(

t1
cσ

)

τ
τ β. (2.42)

Der tangentiale Spannungsvektor
(

t1
cσ

)

τ
ist dabei definiert als Wirkung der Slave- auf die

Master-Seite (siehe Abbildung 2.3), woraus das negative Vorzeichen in Gleichung (2.42)
resultiert. Zur Formulierung von energetischen Beziehungen ist es sinnvoll,

(

t1
cσ

)

τ
anteilig

in Richtung der Oberflächentangenten τ β aufzuteilen, siehe Gleichung (2.42), rechts.

Normalkontakt

Berühren sich die Kontaktoberflächen dγ1
c und dγ2

c , folgt aus der kinematischen Be-
dingung gn = 0 eine Einschränkung der Verschiebungsfelder. In der hier beschriebenen
starken Formulierung resultiert damit automatisch die korrekte Kontakt-Normalspan-

7Die zusätzliche Indizierung der Vektoren tαcσ mit dem Symbol σ soll bereits andeuten, dass die Kon-
taktspannung im Rahmen einer integralen Formulierung (siehe Abschnitt 2.4) auch auf einem anderen
Weg berechnet werden kann.
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2 Kontinuums- und kontaktmechanische Grundlagen

nung
(

t1
cσ

)

n
. Im Rahmen einer integralen Formulierung ist es schwierig, die Bedingung

gn = 0 punktweise zu erfüllen. Die Berechnung der Kontakt-Normalspannung erfolgt
dementsprechend zumeist auf einem anderen Weg. Verschiedene algorithmische Umset-
zungen werden in Abschnitt 2.4.1 vorgestellt.

Reibungsbehafteter tangentialer Kontakt

Damit die tangentiale Kontaktspannung
(

t1
cσ

)

τ
ermittelt werden kann, ist es erforderlich

diese zuvor durch ein Reibungsgesetz mit der tangentialen Relativgeschwindigkeit (2.37)
zu verknüpfen. Im Folgenden sind die hierzu notwendigen Schritte exemplarisch anhand
des Coulomb’schen Reibungsgesetzes dargestellt.

Phänomenologisch kann reibungsbehafteter Kontakt in die Zustände Haften und Glei-

ten eingeteilt werden. Während des Haftzustands sind keine tangentialen Bewegungen
erlaubt:

ġτ = 0 ⇔ gτ = 0. (2.43)

Die tangentiale Kontaktspannung wird als Reaktion auf die Restriktion (2.43) ermittelt
und liegt betragsmäßig unterhalb eines bestimmten Grenzwerts. Dieser berechnet sich
aus dem Absolutwert der aktuellen Kontakt-Normalspannung

(

t1
cσ

)

n
multipliziert mit

dem Reibungskoeffizienten µτ . Sobald der Betrag der tangentialen Kontaktspannung
dem maximal möglichen Wert entspricht, ist die Grenze der Haftreibung erreicht. Dies
kann äquivalent durch den Nullwert der Gleitfunktion

φ
(

t1
cσ

)

=
∥
∥
∥
∥

(

t1
cσ

)

τ

∥
∥
∥
∥ − µτ

∣
∣
∣
∣

(

t1
cσ

)

n

∣
∣
∣
∣ (2.44)

beschrieben werden. Bei einer Weiterbelastung erfolgt der Übergang in den Gleitrei-
bungszustand, welcher eine tangentiale Relativbewegung gτ 6= 0 erlaubt. Die tangentiale
Kontaktspannung kann dann über die Beziehung

(

t1
cσ

)

τ
= µτ

∣
∣
∣
∣

(

t1
cσ

)

n

∣
∣
∣
∣

ġτ
‖ġτ‖

(2.45)

berechnet werden. Dabei besitzen
(

t1
cσ

)

τ
und ġτ aufgrund der Definition in Glei-

chung (2.42) dasselbe Vorzeichen. Mit einer allgemeineren Notation kann Bezie-
hung (2.45) auch in der folgenden Form ausgedrückt werden:

ġτ = γ̇

(

t1
cσ

)

τ∣
∣
∣
∣

(

t1
cσ

)

τ

∣
∣
∣
∣

, γ̇ ≥ 0. (2.46)
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Komplexere Reibungsbeschreibungen berücksichtigen über den einfachen Zusammen-
hang (2.45) hinaus beispielsweise den Einfluss von Geschwindigkeit oder Temperatur
auf den Reibungskoeffizienten µτ . Für eine ausführliche Übersicht zu verschiedenen Rei-
bungsformulierungen sei auf Wriggers (2002) verwiesen.

2.2.3 Kontakt-Randbedingungen

Mithilfe der eingeführten kinematischen und kinetischen Kontaktgrößen können die re-
sultierenden Kontakt-Randbedingungen kompakt in Form der Karush-Kuhn-Tucker-Be-

dingungen (KKT-Bedingungen)8 formuliert werden. Für Normalkontakt lauten diese

gn ≥ 0
(

t1
cσ

)

n
≤ 0

(

t1
cσ

)

n
gn = 0,

(2.47)

wobei Gleichung (2.47)1 gegenseitige Durchdringung verhindert, Gleichung (2.47)2 Zug-
spannungen in der Kontaktfläche ausschließt und Gleichung (2.47)3 Spannungen ungleich
null nur für den Kontaktfall erlaubt.

Die tangentiale Kontaktbeschreibung wird durch äquivalente Bedingungen gesteuert:

φ ≤ 0

ġτ = γ̇

(

t1
cσ

)

τ∣
∣
∣

(

t1
cσ

)

τ

∣
∣
∣

, γ̇ ≥ 0

γ̇ φ = 0.

(2.48)

Dabei beschränkt Gleichung (2.48)1 den Betrag der Tangentialspannungen auf Werte
kleiner oder gleich der Haftspannungsgrenze. Gleichung (2.48)2 stellt sicher, dass die
Tangentialspannung immer entgegen der Bewegungsrichtung9 wirkt. Beziehung (2.48)3

erlaubt im Falle von Haftreibung keine tangentialen Relativverschiebungen.

In dieser Arbeit wird eine reibungsfreie Kontaktformulierung verwendet, so dass anstatt
von Gleichung (2.48) die folgende Beziehung benutzt werden kann:

(

t1
cσ

)

τ
= 0. (2.49)

8Für Normalkontakt werden die KKT-Bedingungen auch Hertz-Signorini-Moreau-Bedingungen genannt.
9Aufgrund der Definition in Gleichung (2.42) besitzen

(
t1

cσ

)

τ
und ġτ trotzdem dasselbe Vorzeichen.
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2.3 Anfangsrandwertproblem der Elastodynamik

Mit der lokalen Form der Impulsbilanz (2.27), der kinematischen Gleichung (2.10) sowie
den Werkstoffgesetzen (2.19) oder (2.22) ist ein System von nichtlinearen gekoppel-
ten partiellen Differentialgleichungen gegeben, welches den Zustand im Inneren der
Körper Bα komplett beschreibt. Ergänzt durch die Kontaktbedingungen (siehe Ab-
schnitt 2.2), die Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen sowie die Anfangsbedin-
gungen, welche Verschiebung und Geschwindigkeit im kompletten Gebiet für den Zeit-
punkt t0 festlegen, ist das Anfangsrandwertproblem der Elastodynamik vollständig be-
schrieben. In Abbildung 2.4 sind alle relevanten Gleichungen noch einmal zusammenge-
fasst. Vorgeschriebene Größen sind dabei mit einem umgedrehten Dachsymbol ˇ(•) ge-
kennzeichnet. Die Kontakt-Randbedingungen in Tangentialrichtung sind sowohl für den
reibungsbehafteten als auch für den reibungsfreien Fall dargestellt. Wie schon in Ab-
schnitt 2.2 erwähnt, wird in dieser Arbeit die reibungsfreie Formulierung verwendet.

Prinzipiell ist es möglich, in einem materiellen Punkt in verschiedenen Raumrichtungen
verschiedene Arten von Randbedingungen vorzuschreiben. Auf eine komponentenweise
Definition der Randbedingungen wird im Folgenden jedoch verzichtet, um eine über-
sichtliche Notation zu bewahren.

2.4 Schwache Form (Entwicklung mit der Methode

der gewichteten Residuen)

Als Basis für eine numerische Lösung des zugrundeliegenden Problems mit der Methode
der finiten Elemente wird die starke Formulierung aus Abschnitt 2.3 in eine schwa-
che Form überführt. Der Ausdruck „schwach“ bedeutet dabei, dass die Problemstellung
nicht mehr punktweise sondern integral für das komplette Definitionsgebiet definiert
ist. Zur Entwicklung einer schwachen Formulierung mittels der Methode der gewichteten

Residuen wird ein ausgewählter Teil der problembeschreibenden Gleichungen als Residu-
um formuliert, mit einer Wichtungsfunktion multipliziert und anschließend über das
jeweilige Definitionsgebiet integriert. Aufgrund dieser Behandlung ist es üblich, die ent-
sprechenden Gleichungen als „schwach erfüllt“ zu bezeichnen. Alle verbleibenden Glei-
chungen werden punktweise in die integrale Formulierung eingesetzt und sind somit
weiterhin „stark erfüllt“.

Die schwache Formulierung ist zunächst äquivalent zur starken Form, die Lösungsräume
von starker und schwacher Form sind identisch. Allerdings stellt die schwache For-
mulierung geringere Anforderungen an die Differenzierbarkeit der Feldgrößen, da be-
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2.4 Schwache Form (Entwicklung mit der Methode der gewichteten Residuen)

Lokale Form der Impulsbilanz

Kinematik: Green-Lagrange’sche Verzerrung

Konstitutive Beziehungen

(St. Venant-Kirchhoff’sches Material)

(Neo-Hooke’sches Material)

Dirichlet-Randbedingungen

Neumann-Randbedingungen

Normalkontakt-Randbedingungen

Tangentialkontakt-Randbedingungen
(reibungsbehaftet)

Tangentialkontakt-Randbedingungen
(reibungsfrei)

Anfangsbedingungen

ρα0 ẍα = DivPα + ρα0 bα

Eα =
1

2

[

(Fα)T · Fα − I
]

Sα = λtr(Eα)I + 2µEα = C
α : Eα

Sα = λlnJα(Cα)−1 + µ
[

I− (Cα)−1
]

uα = ǔα

Pα · n̄α = ťα0

gn
(

t1
cσ

)

n(

t1
cσ

)

n
gn

φ ≤ 0

ġτ = γ̇

(

t1
cσ

)

τ∣
∣
∣

(

t1
cσ

)

τ

∣
∣
∣

, γ̇ ≥ 0

γ̇ φ = 0

(

t1
cσ

)

τ
= 0

uα0 = ǔα0

u̇α0 = ˇ̇uα0

auf γαd × [t0,T ]

auf γαn × [t0,T ]

auf γ1
c × [t0,T ]

auf γ1
c × [t0,T ]

auf γ1
c × [t0,T ]

in Ωα × [t0,T ]

in Ωα0

in Ωα0

=

≥
≤

0

0

0

Abbildung 2.4: Starke Form des elastodynamischen Anfangsrandwertproblems.
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stimmte Gebietsterme mittels partieller Integration umgeformt werden. Im Rahmen
einer numerischen Näherungslösung werden die Wichtungsfunktionen der schwach er-
füllten Gleichungen diskretisiert. Infolgedessen dürfen die schwach erfüllten Beziehungen
einen punktuellen Fehler aufweisen, während die stark erfüllten Gleichungen weiterhin
überall exakt gelten.

Außer der Integrierbarkeit stellt die Methode der gewichteten Residuen keine weiteren
Anforderungen an die beschreibenden Gleichungen. Somit kann sie auch auf dissipa-
tive Prozesse, welche beispielsweise plastisches Materialverhalten oder reibungsbehaftete
Kontaktvorgänge beinhalten, angewendet werden. Als Integrationskonfiguration muss
jeweils die Bezugskonfiguration der zugrundeliegenden Ausdrücke gewählt werden. Eine
Transformation von der Momentan- in die Referenzkonfiguration oder umgekehrt ist aber
problemlos möglich. In der vorliegenden Arbeit werden alle Kontaktterme bezüglich der
aktuellen, alle anderen Ausdrücke bezüglich der Ausgangskonfiguration dargestellt. Dies
erlaubt eine effiziente numerische Umsetzung.

Im Folgenden werden in Abschnitt 2.4.1 zunächst die Spannungsausdrücke auf dem Kon-
taktrand als Residuum formuliert. Anschließend wird mit der resultierenden Beziehung
sowie den Residuen der Impulsbilanz und der Neumann-Randbedingungen eine schwa-
che Formulierung erarbeitet, welche als Prinzip der virtuellen Verschiebungen bekannt
ist (Abschnitt 2.4.2). In Abschnitt 2.4.3 folgt die Herleitung einer schwachen Formulie-
rung der Nichtdurchdringungsbedingung. Zuletzt werden die resultierenden Gleichungen
bzw. Ungleichungen als komplettes Gleichungs- bzw. Ungleichungssystem noch einmal
zusammengefasst (Abschnitt 2.4.4).

2.4.1 Residuum des Gleichgewichts auf dem Kontaktrand

Im Hinblick auf eine Residuumsformulierung des Gleichgewichts auf dem Kontaktrand
erfolgt zuerst die Einführung eines zusätzlichen Kontaktspannungsfelds

tc = tcn − tcτ = tcn n1 − tcτβ
τ β. (2.50)

Anschließend werden mithilfe von tc die Gleichungen (2.40) und (2.41) als Residuen
formuliert:

tc − t1
cσ = tc − σ1 · n1 = 0

−tc − t2
cσ = −tc − σ2 · n2 = 0.

(2.51)

Zur Definition der Kontaktspannung tc existieren verschiedene Verfahren. Im Folgenden
werden die zwei gängigsten Methoden vorgestellt. Weitere Möglichkeiten finden sich
beispielsweise in Wriggers (2002) oder Laursen (2003).
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2.4 Schwache Form (Entwicklung mit der Methode der gewichteten Residuen)

Regularisierung der Kontaktbedingungen

Wird auf die exakte Erfüllung der Nichtdurchdringungsbedingung gn = 0 verzichtet,
kann tcn anhand eines Parameters ǫn (Penalty-Parameter) als Funktion der Durch-
dringungstiefe berechnet werden (Abbildung 2.5(a), Kurve (ii)). Dementsprechend führt
eine Lockerung der Haftbedingung ġτ = 0 auf die tangentiale Spannungskomponente
tcτ , siehe Kurve (ii) in Abbildung 2.5(b). Der Vorteil dieser Regularisierungen liegt
darin, dass tc nicht als zusätzliche Unbekannte eingeführt werden muss. Als Nachteil
ist jedoch die nur approximative Erfüllung der Kontaktbedingungen zu nennen. Für
zufriedenstellende Ergebnisse sind zudem relativ große Penalty-Parameter notwendig,
wodurch wiederum ein schlecht konditioniertes Gleichungssystems entsteht.

tcn tcτ

gn

gτ
ǫn

ǫτ

(i)(i)
(ii)(ii)

(a) Normalkontakt (b) Tangentialkontakt

Abbildung 2.5: KKT-Bedingungen (eindimensionale Veranschaulichung).

Exakte Erfüllung der Kontaktbedingungen

In dieser Arbeit wird die Nichtdurchdringungsbedingung exakt erfüllt (siehe Kurve (i) in
Abbildung 2.5(a)). Damit soll eine unphysikalische Durchdringung sowie eine schlechte
Konditionierung des resultierenden Gleichungssystems vermieden werden. Die Kontakt-
spannung tc wird hierfür als zusätzliche Unbekannte eingeführt. Sie berechnet sich als
Reaktion auf die integral formulierte Nichtdurchdringungsbedingung (Abschnitt 2.4.3).
Die tangentialen Spannungskomponenten tcτβ

werden dabei zu null gesetzt. Im Rahmen
einer reibungsbehafteten Formulierung wäre es möglich, tcτ als Antwort auf die exakte
Einhaltung der Haftbedingung zu bestimmen, siehe Abbildung 2.5(b), Kurve (i).

2.4.2 Prinzip der virtuellen Verschiebungen

Das Prinzip der virtuellen Verschiebungen (PvV) kann durch Anwendung der Metho-
de der gewichteten Residuen auf die lokale Form der Impulsbilanz und die Neumann-
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2 Kontinuums- und kontaktmechanische Grundlagen

Randbedingungen gewonnen werden. Dabei wird die Wichtungsfunktion δuα als virtuel-

le Verschiebung identifiziert, die resultierenden Integralausdrücke δΠαPvV stellen virtuelle

Arbeiten dar. Bei Kontaktproblemen ist zusätzlich die virtuelle Arbeit aus der Kontakt-
spannung zu berücksichtigen. Dazu werden die Gleichungen (2.51)1 und (2.51)2 formell
wie die Spannungsausdrücke auf dem Neumann-Rand behandelt:

δΠPvV(u, δu, tc) =
2∑

α=1

{
∫

Ωα0

δuα ·
[

ρα0 ẍα − DivPα − ρα0 bα
]

dΩα0

−
∫

Γαn

δuα ·
[

ťα0 −Pα · n̄α
]

dΓαn

}

−
∫

γ1
c

δu1 ·
[

tc − σ1 · n1
]

dγ1
c−

∫

γ2
c

δu2 ·
[

− tc − σ2 · n2
]

dγ2
c

= 0 ∀δuα ∈ Vα.

(2.52)

Mithilfe von Beziehung (2.41) ist es möglich, den letzten Ausdruck in Gleichung (2.52)
durch einen Integralausdruck über die Slave-Kontaktoberfläche zu ersetzen:

∫

γ2
c

δu2 ·
[

− tc − σ2 · n2
]

dγ2
c =

∫

γ1
c

δu2 ·
[

− tc + σ1 · n1
]

dγ1
c . (2.53)

Zusätzlich wird der Divergenzterm aus der ersten Zeile von Gleichung (2.52) mittels
partieller Integration umgeformt, wodurch sich der Ableitungsoperator auf die virtuelle
Größe verschiebt. Anschließend wird der Kontaktanteil des Oberflächenintegrals noch in
die aktuelle Konfiguration geschoben:

∫

Ωα0

δuα ·
[

DivPα
]

dΩα0 =
∫

Γα
δuα ·

[

Pα · n̄α
]

dΓα −
∫

Ωα0

Pα : Grad(δuα) dΩα0

=
∫

Γαn

δuα ·
[

Pα · n̄α
]

dΓαn +
∫

γαc

δuα ·
[

σα · nα
]

dγαc

−
∫

Ωα0

(Fα · Sα) : Grad(δuα) dΩα0 .

(2.54)

Äquivalent zur Vorgehensweise in Gleichung (2.53) kann auch in Gleichung (2.54) die
Relation (2.41) zwischen der Slave- und der Master-Kontaktspannung benutzt werden,
um das Integral über die Master-Kontaktoberfläche durch ein Integral über die Slave-
Kontaktoberfläche zu ersetzen:

∫

γ2
c

δu2 ·
[

σ2 · n2
]

dγ2
c =

∫

γ1
c

δu2 ·
[

− σ1 · n1
]

dγ1
c . (2.55)

Schließlich liefert Verwenden der Identität (Fα · Sα) : Grad(δuα) = δEα : Sα in der letz-
ten Zeile von Gleichung (2.54) und anschließendes Einsetzen der Gleichungen (2.54)
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und (2.53) in Gleichung (2.52) den endgültigen virtuellen Arbeitsausdruck:

δΠPvV =
2∑

α=1

{
δΠα,kin

PvV
︷ ︸︸ ︷∫

Ωα0

δuα ·
[

ρα0 ẍα
]

dΩα0 +

δΠα,int
PvV

︷ ︸︸ ︷∫

Ωα0

δEα : Sα dΩα0

−
∫

Ωα0

δuα ·
[

ρα0 bα
]

dΩα0 −
∫

Γαn

δuα · ťα0 dΓαn

}

︸ ︷︷ ︸

−δΠα,ext
PvV

−
∫

γ1
c

(

δu1 − δu2
)

· tc dγ1
c

︸ ︷︷ ︸

δΠc
PvV

= 0 ∀δuα ∈ Vα.
(2.56)

Dabei ist es günstig, die virtuelle Kontaktarbeit noch in einen Normal- und einen Tan-
gentialanteil zu zerlegen:

δΠc
PvV = −

∫

γ1
c

tcnn1 ·
(

δu1 − δu2
)

dγ1
c +

∫

γ1
c

(

tcτβ
τ β
)

·
(

δu1 − δu2
)

dγ1
c

=
∫

γ1
c

tcn δgn dγ1
c +

∫

γ1
c

tcτβ
δξ̂β dγ1

c .
(2.57)

Für reibungsfreien Kontakt verschwindet die virtuelle Arbeit der tangentialen Span-
nungskomponenten, so dass folgende Beziehung resultiert:

δΠc
PvV =

∫

γ1
c

tcn δgn dγ1
c . (2.58)

In Gleichung (2.57) sind zur kompakten Darstellung der resultierenden Terme die Auf-
teilung des Kontaktspannungsvektors aus Gleichung (2.42) und die Variationen der kine-
matischen Kontaktgrößen aus (2.38) und (2.39) verwendet worden. In Beziehung (2.56)
werden Werkstoff- und Kinematikgleichungen sowie die Dirichlet-Randbedingungen wei-
terhin stark erfüllt. Die entsprechenden Beziehungen sind allerdings nicht eingesetzt
worden, um die Darstellung übersichtlich zu halten.

Damit die integralen Ausdrücke (2.56) und (2.57) ohne das Auftreten von Singularitäten
ausgewertet werden können, müssen die Verschiebungsfelder uα quadratintegrierbare
erste Ableitungen besitzen. Gleichzeitig müssen die Verschiebungsfelder die Dirichlet-
Randbedingungen erfüllen:

uα ∈ Uαt Uαt =
{

uα : Ωα0 → R
ndim

∣
∣
∣uα ∈ H1

(

Ωα0
)

,uα = ǔα auf γαd

}

. (2.59)

H1 bezeichnet dabei den Sobolew-Raum von Funktionen mit quadratintegrierbaren er-
sten Ableitungen, ndim die räumliche Dimension des untersuchten Problems. An die
virtuellen Verschiebungen δuα werden bezüglich der Integrierbarkeit äquivalente An-
forderungen gestellt, allerdings müssen die virtuellen Verschiebungen auf dem Verschie-
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bungsrand verschwinden:

δuα ∈ Vα Vα =
{

δuα : Ωα0 → R
ndim

∣
∣
∣δuα ∈ H1

(

Ωα0
)

, δuα = 0 auf γαd

}

. (2.60)

Das Kontaktspannungsfeld tc = tcnn1 darf Diskontinuitäten aufweisen, da in der virtuel-
len Kontaktarbeit (2.57) keine Ableitungen der Kontaktspannung auftreten. Gleichzeitig
muss die auf die Kontaktspannung bezogene KKT-Bedingung (2.47)2 erfüllt sein, da
ausschließlich Druck-Normalspannungen erlaubt sind:

tcn ∈M−n M−n =
{

tcn : Γ1
c → R

−
∣
∣
∣tcn ∈ C−1

(

Γ1
c

)

, tcn ≤ 0
}

. (2.61)

Der Raum C−1 enthält dabei alle skalarwertigen Funktionen, welche punktuelle Diskon-
tinuitäten aufweisen dürfen. Für eine ausführliche Diskussion zur Definition von Funk-
tionenräumen im Allgemeinen bzw. von Funktionenräumen für die hier eingeführten
und weitere Kontaktgrößen sei auf Kikuchi und Oden (1988), Wohlmuth (2001)
und Hughes (2000) verwiesen.

2.4.3 Integrale Nichtdurchdringungsbedingung

Wie die Werkstoff- und die Kinematikgleichung könnte prinzipiell auch die Nichtdurch-
dringungsbedingung (2.47)1 stark als Nebenbedingung in die virtuellen Arbeitsausdrücke
eingesetzt werden. Dafür müssten allerdings auch im Rahmen einer numerischen Lösung
die Verschiebungsfelder der Slave- und der Master-Kontaktoberfläche identische Verläufe
annehmen können, was nur in einigen Sonderfällen möglich ist (beispielsweise „Knoten-
zu-Knoten“-Kontakt, siehe Kapitel 3.2.2). Aus diesem Grund wird die Nichtdurchdrin-
gungsbedingung mit der Methode der gewichteten Residuen als integrale Forderung
formuliert:

δΠnd =
∫

γ1
c

δtcn gn dγ1
c ≥ 0. (2.62)

Als Integrationsgebiet wurde dabei die Slave-Kontaktoberfläche γ1
c gewählt, da die Nor-

malklaffung (2.36) in Abhängigkeit der materiellen Punkte von γ1
c definiert ist. Die

Wichtungsfunktion

δtcn ∈M+
n M+

n =
{

δtcn : Γ1
c → R

+
∣
∣
∣δtcn ∈ C−1

(

Γ1
c

)

, δtcn ≥ 0
}

(2.63)

kann als virtuelle Kontakt-Normalspannung identifiziert werden, da δΠnd einen Ener-
gieausdruck darstellt.
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2.4.4 Gesamtformulierung

Zusammenfassend ist das schwach formulierte Kontaktproblem durch folgende Beschrei-
bung definiert: Finde ein zulässiges Verschiebungsfeld u mit uα ∈ Uαt und ein zulässiges
Kontaktspannungsfeld tc mit tcn ∈M−n so, dass die Beziehungen

δΠPvV =
2∑

α=1

{

δΠα,kin
PvV + δΠα,int

PvV − δΠα,ext
PvV

}

+ δΠc
PvV = 0 ∀δuα ∈ Vα

δΠnd =
∫

γ1
c

δtcn gn dγ1
c ≥ 0 ∀δtcn ∈M+

n

(2.64)

erfüllt sind.

In der Formulierung δΠnd ≥ 0 ist neben der Suche nach der Verschiebungs- und der Kon-
taktspannungslösung implizit auch die Suche nach einer momentan aktiven Kontaktzone
mit gn = 0 und δtcn > 0 bzw. einer inaktiven Kontaktzone mit gn > 0 und δtcn = 0
enthalten. Für Probleme mit großen Deformationen werden diese Schritte normalerweise
innerhalb einer iterativen Prozedur sequentiell behandelt. Zuerst erfolgt die Ermittlung
einer momentan aktiven Kontaktzone. Anschließend kann für die aktive Kontaktzone
das Ungleichungssystem (2.64) als Gleichungssystem

δΠPvV =
2∑

α=1

{

δΠα,kin
PvV + δΠα,int

PvV − δΠα,ext
PvV

}

+ δΠc
PvV = 0 ∀δuα ∈ Vα

δΠnd =
∫

γ1
c

δtcn gn dγ1
c = 0 ∀δtcn ∈M+/−

n

(2.65)

formuliert werden. Im Folgenden wird angenommen, dass die momentan aktive Kon-
taktzone bekannt ist. Entsprechende Algorithmen zur Unterscheidung zwischen aktiven
und inaktiven Kontaktbereichen sind in Kapitel 5.3 dargestellt.

2.5 Potentialformulierung

Alternativ zur Formulierung mit der Methode der gewichteten Residuen kann eine
schwache Form auch mit den Methoden der Variationsrechnung durch die Variation
eines Potentials gewonnen werden. Diese Verfahrensweise ist weniger allgemein als die
Methode der gewichteten Residuen, da sie die Existenz einer Potentialfunktion voraus-
setzt. Dissipative Prozesse, wie beispielsweise reibungsbehafteter Kontakt oder plas-
tische Deformationen, können somit nicht beschrieben werden. Allerdings erlaubt die
Variationsformulierung eine besonders anschauliche Charakterisierung von verschiede-
nen Verfahren zur Berücksichtigung der Kontaktbedingungen. Als Ergänzung und Ver-
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gleich zu der Vorgehensweise in Abschnitt 2.4 wird deswegen im Folgenden eine schwa-
che Formulierung basierend auf einem Variationsprinzip hergeleitet (Abschnitt 2.5.1).
Diese kann anschließend mit verschiedenen Kontaktbehandlungen kombiniert werden
(Abschnitte 2.5.2 bis 2.5.5). Auf die Berücksichtigung von dynamischen Anteilen wird
hierbei verzichtet, da die Formulierung eine ergänzende Betrachtung darstellt und nicht
als Lösungsbasis dienen soll.

2.5.1 Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie

Das Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie (PMPE) besagt, dass das Ver-
schiebungsfeld u, welches den Gleichgewichtszustand definiert, auf eine minimale poten-
tielle Systemenergie führt:

ΠPMPE (u) =
2∑

α=1

{
Πα,int

PMPE
︷ ︸︸ ︷∫

Ωα0

wα(Eα)dΩα0

−
∫

Ωα0

ρα0 bα · uα dΩα0 −
∫

Γαn

ťα0 · uα dΓαn
︸ ︷︷ ︸

−Πα,ext
PMPE

}

= min.
(2.66)

ΠPMPE stellt hierbei die Potentialfunktion des PMPE dar. Die gesuchte Lösungsfunk-
tion u mit uα ∈ Uαt lässt sich durch die Nullstelle der ersten Variation des Potentials
ermitteln:

δΠPMPE (u, δu) =
2∑

α=1

{
δΠα,int

PMPE
︷ ︸︸ ︷∫

Ωα0

δEα : Sα dΩα0

−
∫

Ωα0

ρα0 bα · δuα dΩα0 −
∫

Γαn

ťα0 · δuα dΓαn
︸ ︷︷ ︸

−δΠα,ext
PMPE

}

= 0 ∀δuα ∈ Vα.

(2.67)

Dabei wurde die Beziehung Sα = ∂wα(Eα)/∂Eα aus Gleichung (2.16) berücksichtigt.
Gleichung (2.67) stellt eine integrale Formulierung der statischen Anteile der Impulsbi-
lanz und der Neumann-Randbedingungen dar. Im Rahmen einer Variationsformulierung
werden diese integral erfüllten Beziehungen Euler-Lagrange-Gleichungen genannt. Die
verbleibenden Gleichungen gelten als Nebenbedingungen weiterhin in punktweiser starker
Form. Skalarwertige Funktionen wie die Potentialfunktion des PMPE, deren Argument
ebenfalls eine Funktion ist, werden als Funktionale bezeichnet. Für eine ausführlichere
Einführung in die Themengebiete Variationsmethoden und mechanische Variationsfor-
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mulierungen sei beispielsweise auf Gelfand und Fomin (2000), Oden und Reddy

(1976) oder Washizu (1975) verwiesen.

Mithilfe des PMPE können ausschließlich statische Probleme beschrieben werden. Eine
Verallgemeinerung des PMPE auf dynamische Probleme ist durch das Hamilton’sche

Prinzip gegeben. Wie bereits erwähnt, wird an dieser Stelle auf die Berücksichtigung von
dynamischen Anteilen verzichtet, da die Variationsformulierung nicht als Basis für das
numerische Lösungsverfahren dienen soll. Stattdessen wird sie benutzt, um verschiedene
Methoden zur Berücksichtigung von Kontaktbedingungen vorzustellen. Diese werden
besonders anschaulich durch die Einführung eines zusätzlichen Funktionals Πc berück-
sichtigt. Die Konstruktion von Πc kann mit aus der Optimierungstheorie bekannten
Methoden erfolgen, siehe beispielsweise Luenberger und Ye (2008). Anschließend
liefert die Variation

δΠ = δΠPMPE + δΠc = 0 (2.68)

des gesamten Potentials die gesuchten Lösungsfelder, hier die Verschiebung und gegebe-
nenfalls noch zusätzlich eingeführte Unbekannte. Im Folgenden werden einige der wichtig-
sten und am weitesten verbreiteten Methoden zur Berücksichtigung von Kontaktbedin-
gungen vorgestellt und verglichen. Die Ausführungen orientieren sich an der Darstellung,
die in der Literatur üblich ist. Dadurch resultiert für die Kontaktspannung teilweise eine
andere Vorzeichenkonvention als in Abschnitt 2.4. An entsprechenden Stellen wird hier-
auf hingewiesen. Da eine Herleitung mit der Methode der gewichteten Residuen ebenfalls
möglich wäre, sind die beschriebenen Kontaktbehandlungen nicht auf konservative Pro-
bleme beschränkt.

2.5.2 Methode der Lagrange’schen Multiplikatoren

Die Methode der Lagrange’schen Multiplikatoren überführt ausgewählte Nebenbedingun-
gen einer Potentialformulierung durch Multiplikation mit einem zusätzlichen Unbekann-
tenfeld und anschließender Integration über das Definitionsgebiet in Euler-Lagrange-
Gleichungen. Die zusätzlichen Unbekannten werden dabei als Lagrange’sche Multiplika-

toren bezeichnet. Für Kontaktprobleme stellt die Nichtdurchdringungsbedingung (2.47)1

die entsprechende Nebenbedingung dar. Multiplikation mit dem Lagrange’schen Multi-
plikatorfeld λn und anschließende Integration über den Slave-Kontaktrand führt dann
auf das zugehörige Kontaktpotential

Πc
LM(u, λn) =

∫

γ1
c

λn gn dγ1
c . (2.69)
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Durch die Lagrange’sche Multiplikatoren-Formulierung wird das Minimierungs-
problem (2.66) beschränkt und in das Sattelpunktproblem (Kikuchi und Oden 1988;
Luenberger und Ye 2008)

ΠLM(u, λn) = ΠPMPE +
∫

γ1
c

λn gn dγ1
c = stat (2.70)

überführt. Dies bedeutet, dass der Lösungswert von Gleichung (2.70) ein Minimum
bezüglich der Verschiebungen und ein Maximum bezüglich der Lagrange’schen Mul-
tiplikatoren darstellt. Wie die Variation

δΠc
LM =

∫

γ1
c

[

δλn gn + λnδgn

]

dγ1
c (2.71)

nach den freien Variablen u und λn zeigt, fügt die Lagrange’sche Multiplikatoren-For-
mulierung der ursprünglichen Beziehung (2.67) zwei weitere Terme hinzu, welche hier
für eine als bekannt angenommene aktive Kontaktzone dargestellt sind:

δΠPMPE +
∫

γ1
c

λnδgn dγ1
c = 0 ∀δuα ∈ Vα

∫

γ1
c

δλn gn dγ1
c = 0 ∀δλn ∈M+/−

n .
(2.72)

Der Kontaktausdruck in Gleichung (2.72)1 addiert dabei das Produkt aus Multiplika-
toren und variierter Normalklaffung. Beziehung (2.72)2 stellt eine beschränkende Be-
dingung für die Verschiebungen dar. Ein Vergleich von Beziehung (2.72) mit Glei-
chung (2.65) zeigt die Äquivalenz zwischen der Lagrange’schen Multiplikatoren-Methode
und der Kontaktformulierung, welche in Abschnitt 2.4 mit der Methode der gewichteten
Residuen hergeleitet wurde. Das Multiplikatorenfeld λn kann damit physikalisch als
Normal-Kontaktspannung tcn identifiziert werden. Aufgrund dieser Äquivalenz wird im
Folgenden der Begriff Lagrange’scher Multiplikator gelegentlich auch für die Kontakt-
spannung verwendet.

Frühe Anwendungen der Lagrange’schen Multiplikatoren-Formulierung auf Kontaktpro-
bleme finden sich beispielsweise in Francavilla und Zienkiewicz (1975), Hug-

hes u. a. (1976) und Chan und Tuba (1971). Vorteilhaft an dieser Formulierung
ist die exakte Einhaltung der Nichtdurchdringungsbedingung durch Gleichung (2.72)2.
Nachteilig ist, dass dazu zusätzliche Unbekannte eingeführt werden müssen, welche bei
einer späteren numerischen Lösung die Dimension des Gleichungssystems vergrößern.
Werden dabei nur die aktiven Zwangsbedingungen im Gleichungssystem gelassen, ändert
sich zusätzlich noch die Größe des Systems während der Berechnung, was die numerische
Umsetzung weiter erschwert. Allerdings können diese Nachteile mithilfe einer speziellen
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2.5 Potentialformulierung

Diskretisierung für die Lagrange’schen Multiplikatoren behoben werden, welche in dieser
Arbeit verwendet wird, siehe Kapitel 3.2.6.

2.5.3 Penalty-Methode

Variationsprobleme, die durch Nebenbedingungen beschränkt sind, können mithilfe der
Penalty-Methode in unbeschränkte Probleme überführt werden. Diese erfüllen die Ne-
benbedingungen dann allerdings nur noch annähernd. Hierzu wird das zugrundeliegende
Potential so modifiziert, dass eine Verletzung der Nebenbedingungen zu einer Entfer-
nung von der an das Potential gestellten Forderung führt. Für Kontaktprobleme kann
zum Basispotential (2.66) beispielsweise das Penalty-Potential

Πc
PEN(u) =

1

2

∫

γ1
c

ǫn〈gn〉2 dγ1
c , ǫn ≥ 0 (2.73)

addiert werden, welches ein Verletzen der Nichtdurchdringungsbedingung mit einer Ver-
größerung der Systemenergie bestraft. Der Operator 〈•〉 repräsentiert dabei die Macau-

ley-Klammer, die den positiven Anteil ihres Operanden liefert:

〈x〉 =

{

x für x ≥ 0
0 für x < 0.

(2.74)

Rheologisch entspricht die Behandlung von Kontaktproblemen mit der Penalty-Methode
dem Aktivschalten von Normalkraftfedern in Punkten mit einer Durchdringung, wobei
die Macauley-Klammer die Federn bei einer Klaffung wieder deaktiviert. Algorithmisch
entspricht diese Vorgehensweise einer Regularisierung der KKT-Bedingungen für Nor-
malkontakt, siehe hierzu auch Kurve (ii) in Abbildung 2.5(a), welche das Penalty-Po-
tential aus Gleichung (2.73) charakterisiert.

Die gesuchte Verschiebungslösung wird durch das Minimum der modifizierten Potential-
funktion

ΠPEN(u) = ΠPMPE +
1

2

∫

γ1
c

ǫn〈gn〉2 dγ1
c = min (2.75)

definiert, wobei Πc
PEN das Minimum in Richtung einer annähernd erfüllten Nichtdurch-

dringungsbedingung verschiebt. Die Variation von ΠPEN nach den Verschiebungen

δΠPEN = δΠPMPE +
∫

γ1
c

δgn ǫn〈gn〉 dγ1
c = 0 ∀δuα ∈ Vα (2.76)

zeigt die Unterschiede zur Lagrange’schen Multiplikatoren-Formulierung: Die Kontakt-
Normalspannung wird verschiebungsabhängig über die Approximation tcn = ǫn 〈gn〉 als
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2 Kontinuums- und kontaktmechanische Grundlagen

Funktion der Durchdringung definiert und nicht über ein zusätzliches Unbekanntenfeld
wie in Gleichung (2.72)1 berücksichtigt10. Eine explizite Formulierung der Nichtdurch-
dringungsbedingung wie in Gleichung (2.72)2 ist nicht vorhanden.

Der Vorteil einer Penalty-Formulierung liegt darin, dass bei einer numerischen Lösung
keine zusätzlichen Unbekannten eingeführt werden müssen, da alle Gleichungen als
Funktion der Verschiebungen formuliert sind. Dafür wird die Nichtdurchdringungsbe-
dingung nur annähernd erfüllt. Hierbei ist oft ein relativ großer Penalty-Parameter ǫn
notwendig, um die Bedingung zufriedenstellend zu erfüllen. Dies wiederum führt zu
einer schlechten Konditionszahl des resultierenden Gleichungssystems, was beispielswei-
se die Konvergenzeigenschaften einer iterativen Lösungsprozedur negativ beeinflusst.
Neben vielen anderen haben Curnier und Alart (1988), Hallquist u. a. (1985)
oder Oden (1981) die Penalty-Methode auf Kontaktprobleme angewandt.

2.5.4 Augmented Lagrange’sche Formulierung

Die Augmented Lagrange’sche Formulierung kombiniert Elemente der Lagrange’schen
Multiplikatoren- und der Penalty-Methode. Dementsprechend berücksichtigt sie die Kon-
taktbedingungen über ein gemischtes Funktional11

Πc
AL(u, λn) =

∫

γ1
c

[
1

2ǫn
〈λn + ǫn gn〉2 −

1

2ǫn
λ2

n

]

dγ1
c , (2.77)

welches sowohl ein Lagrange’sches Multiplikatorenfeld λn als auch Terme in Abhängigkeit
eines Penalty-Parameters ǫn enthält. Die Verwendung der Multiplikatoren führt wie bei
einer reinen Lagrange’schen Multiplikatoren-Formulierung auf ein Sattelpunktproblem,
dessen Potential

ΠAL(u, λn) = ΠPMPE +
∫

γ1
c

[
1

2ǫn
〈λn + ǫn gn〉2 −

1

2ǫn
λ2

n

]

dγ1
c = stat (2.78)

für die gesuchte Lösung stationär wird. Die Variation von Gleichung (2.78) nach u und
λn liefert zusammen mit Gleichung (2.67) das Gleichungssystem

δΠPMPE +
∫

γ1
c

〈λn + ǫngn〉δgn dγ1
c = 0 ∀δuα ∈ Vα

1

ǫn

∫

γ1
c

[

〈λn + ǫn gn〉 − λn

]

δλn dγ1
c = 0 ∀δλn ∈M+/−

n ,
(2.79)

wobei die Darstellung wieder für eine als bekannt angenommene, aktive Kontaktzo-
ne erfolgt. Die Lösung von Beziehung (2.79) ist identisch zu der Lösung, die sich bei

10In der hier angegebenen Formulierung gilt tcn
≥ 0.

11Die hier angegebene Formulierung verwendet die Bedingung λn ≥ 0.
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2.5 Potentialformulierung

Verwendung der Methode der Lagrange’schen Multiplikatoren ergibt. Gleichung (2.79)2

führt dabei wie Bedingung (2.72)2 zu einer exakten Erfüllung der Nichtdurchdringungs-
bedingung. Dadurch verschwindet in Gleichung (2.79)1 der Penalty-Term ǫn gn und Be-
ziehung (2.72)1 resultiert. Für eine Klaffung gn 6= 0 sind aber aufgrund des Penalty-
Terms die KKT-Bedingungen differenzierbar (siehe Abbildung 2.5(a)), was die algorith-
mischen Lösungseigenschaften der Kontaktformulierung verbessert. Da die Nichtdurch-
dringung schon durch Gleichung (2.79)2 gewährleistet ist, kann der Penalty-Parameter
relativ klein gewählt werden. Die für eine Penalty-Methode charakteristischen Konditio-
nierungsprobleme können auf diese Weise vermieden werden.

Einige Anwendungen der Augmented Lagrange’schen Methode auf Kontaktprobleme be-
lassen die Lagrange’schen Multiplikatoren im Gleichungssystem und lösen simultan für
u und λn, siehe beispielsweise Heegaard und Curnier (1993). Wie im vorausgegan-
genen Absatz angedeutet, liegt das Ziel dieser Formulierungen darin, eine Lagrange’sche
Multiplikatoren-Formulierung mit algorithmisch verbesserten Lösungseigenschaften zu
bekommen.

Weitaus häufiger wird jedoch eine iterative Lösung verwendet, welche als Uzawa-Algo-

rithmus bekannt ist (siehe beispielsweise Wriggers u. a. (1985), Alart und Curnier

(1991), Simo und Laursen (1992)). Innerhalb der iterativen Prozedur wird jeweils mit
festgehaltenen Multiplikatoren für die unbekannten Verschiebungen gelöst. Anschließend
werden die Multiplikatoren punktweise aktualisiert:

Löse für ur+1 mit festgehaltenem λr
n:

δΠPMPE +
∫

γ1
c

〈

λr
n + ǫn gn

(

ur+1
)〉

δgn dγ1
c = 0

Aktualisiere anschließend die Lagrange’schen Multiplikatoren:

λr+1
n =

〈

λr
n + ǫn gn

(

ur+1
)〉

Aktualisiere: r = r + 1.

(2.80)

Dabei entspricht Beziehung (2.80)1 der Gleichung (2.79)1 mit festgehaltenen Werten
für die Lagrange’schen Multiplikatoren. Die Aktualisierungsvorschrift (2.80)2 stellt eine
diskrete punktweise Form von Gleichung (2.79)2 dar. Auch für diese Formulierung wird
die Nichtdurchdringungsbedingung exakt bzw. bis zur gewünschten Genauigkeit erfüllt.
Im Vergleich zur Lagrange’schen Multiplikatoren-Methode werden dabei keine zusätzli-
chen Unbekannten im Gleichungssytem belassen. Wie bei einer simultanen Lösung kann
der verwendete Penalty-Parameter relativ klein gewählt werden, was Konditionierungs-
probleme vermeidet. Nachteil der Formulierung ist die zusätzliche Iterationsschleife r ,
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2 Kontinuums- und kontaktmechanische Grundlagen

welche ein mehrmaliges Lösen des kompletten nichtlinearen Problems (2.80)1 in jedem
Lastschritt erfordert.

2.5.5 Perturbed Lagrange’sche Formulierung

Wie die Augmented Lagrange’sche Formulierung enthält das Funktional

Πc
PL(u, λn) =

∫

γ1
c

[

λn gn −
1

2ǫn
λ2

n

]

dγ1
c (2.81)

der Perturbed Lagrange’schen Formulierung sowohl Lagrange’sche Multiplikatoren als
auch Penalty-Terme. Die Lösung für Verschiebungen und Lagrange’sche Multiplikatoren
ist durch das Sattelpunktproblem

ΠPL(u, λn) = ΠPMPE +
∫

γ1
c

[

λn gn −
1

2ǫn
λ2

n

]

dγ1
c = stat (2.82)

definiert. Sie kann durch Variation nach den freien Variablen für eine als bekannt
angenommene Kontaktzone mithilfe des Gleichungssystems

δΠPMPE +
∫

γ1
c

λnδgn dγ1
c = 0 ∀δuα ∈ Vα

∫

γ1
c

(

gn −
1

ǫn
λn

)

δλn dγ1
c = 0 ∀δλn ∈M+/−

n ,
(2.83)

ermittelt werden. Da die Variation δλn beliebig ist, gilt mit Gleichung (2.83)2 punkt-
weise die Bedingung λn = ǫn gn, welche eingesetzt in Gleichung (2.83)1 auf die Penalty-
Formulierung (2.76) führt. Alternativ folgt für ǫn →∞ die Lagrange’sche Multiplikato-
ren Formulierung (2.72), siehe auch Wriggers und Simo (1985).

Allerdings können im Rahmen einer numerischen Lösung verschiedene Approximations-
funktionen für u und λn gewählt werden. Der daraus resultierende Algorithmus (Simo

u. a. 1985; Wriggers u. a. 1985) unterscheidet sich von einer reinen Penalty-Formu-
lierung. Diese Flexibilität bietet die Möglichkeit, für eine bestimmte Diskretisierung
bessere Ergebnisse als mit einer reinen Penalty-Formulierung zu erhalten, siehe Wrig-

gers u. a. (1985).

2.6 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde das zu lösende Kontaktproblem kontinuumsmechanisch be-
schrieben, zunächst stark als punktweise Formulierung und anschließend schwach in
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2.6 Zusammenfassung

integraler Form. Die schwache Formulierung der Kontaktbedingungen erfolgte mit der
Methode der gewichteten Residuen. Die zugrundeliegende Behandlung konnte durch den
Vergleich mit einer Potentialformulierung als Methode der Lagrange’schen Multiplika-
toren identifiziert werden. Wie in Abschnitt 2.4.4 erwähnt, sind die Kontakt-Randbe-
dingungen im Folgenden nicht als Ungleichheits- sondern als Gleichheitsbedingungen
formuliert. Dazu wird vorausgesetzt, dass die eigentlich unbekannte aktive Kontaktzone
mit geeigneten Strategien ermittelt werden kann. Der hierzu notwendige Algorithmus
ist in Kapitel 5.1 dargestellt.
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3
Räumliche Diskretisierung

Im vorangegangenen Kapitel wurde das Kontaktproblem zwischen zwei deformierbaren
Körpern kontinuumsmechanisch durch eine partielle Differentialgleichung in Raum und
Zeit beschrieben. Eine analytische Lösung dieser Beziehung ist im Allgemeinen nicht
möglich. Somit wird eine numerische Näherungslösung basierend auf einer räumlichen
und einer zeitlichen Diskretisierung erforderlich. In dieser Arbeit erfolgt die Diskreti-
sierung getrennt zuerst im Raum und anschließend in der Zeit, was in Belytschko

(1983) als Semidiskretisierungstechnik bezeichnet wird. Alternativ kann auch zuerst
in der Zeit und dann im Raum diskretisiert werden, siehe beispielsweise Simo und

Tarnow (1992) oder Deuflhard u. a. (2008). Bei Betrachtung des statischen Son-
derfalls werden die Beschleunigungen als vernachlässigbar klein angenommen, so dass
alle dynamischen Effekte entfallen und eine Lösung bereits nach der räumlichen Diskre-
tisierung erfolgen kann.

Dieses Kapitel widmet sich der Diskretisierung im Raum mit der Finite-Elemente-
Methode (FEM). Grundlegende Konzepte der FEM finden sich in Argyris (1955),
Turner u. a. (1956), Clough (1960) und Zienkiewicz und Cheung (1964). Einen
ausführlichen Überblick zur Entwicklung aus verschiedenen naturwissenschaftlichen
Fachrichtungen heraus geben zum Beispiel Zienkiewicz u. a. (2006). Die im Folgen-
den eingeführten Gleichungen und Konzepte sollen innerhalb der vorliegenden Arbeit
eine konsistente Formulierung ermöglichen, sind aber nicht als umfassende Beschrei-
bung der FEM mit ihren verschiedenen Disziplinen zu verstehen. Hierfür sei auf die
Lehrbücher von Belytschko u. a. (2008), Zienkiewicz u. a. (2006), Hughes (2000)
und Wriggers (2001) sowie auf die Vorlesungsmanuskripte von Ramm (2004, 2005)
und Bischoff (2011) verwiesen.

In den folgenden Abschnitten wird zunächst die räumliche Diskretisierung der Geome-
trie, der kontaktunabhängigen Feldfunktionen und der entsprechenden virtuellen Ar-
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beitsanteile erläutert (Abschnitt 3.1). Anschließend werden verschiedene räumliche Dis-
kretisierungsstrategien für Kontaktprobleme vorgestellt und miteinander verglichen (Ab-
schnitt 3.2). Das Hauptaugenmerk liegt dabei auf mortarbasierten Strategien. Ab-
schnitt 3.3 widmet sich der numerischen Auswertung der Kontaktintegrale, welche aus
einer Diskretisierung mit der dualen Mortar-Methode resultieren. Abschließend ist in
Abschnitt 3.4 eine Weiterentwicklung dieser Diskretisierung beschrieben (siehe auch Ci-

chosz und Bischoff (2011)). Abschnitt 3.5 fasst die wichtigsten Punkte noch einmal
zusammen.

3.1 Diskretisierung der kontaktunabhängigen Terme

3.1.1 Diskretisierung der Feldgrößen

Im Rahmen einer Diskretisierung mit der Methode der finiten Elemente werden zunächst
die Geometrien der betrachteten Körper und die darauf definierten unbekannten Feld-
funktionen approximiert. Die Geometrie wird dazu durch ein Netz aus Linien-, Flächen-

oder Volumenelementen angenähert, welche den Raum ohne Überschneidungen aus-
füllen und an ihren Rändern durch gemeinsame Punkte, Linien oder Flächen verbunden
sind. Die kontinuierlichen Feldfunktionen werden approximiert durch eine Summe von
Knotenwerten multipliziert mit zugehörigen Formfunktionen. Aufgabe der Formfunk-

tionen NαI (ξα), welche zeitlich konstant aber räumlich veränderlich sind, ist hierbei
die Interpolation der Knotenwerte innerhalb einzelner Elemente mittels der normierten
Elementkoordinate ξα ∈ R

ndim. Aufgabe der Netzknoten I , welche an fixen materiellen
Punkten positioniert sind, ist die Repräsentation der Feldfunktionen durch räumlich
fixe aber gegebenenfalls zeitlich veränderliche, diskrete Werte. Die Kompatibilität der
elementweisen Ansätze wird einerseits durch die interpolierende Eigenschaft der Form-
funktionen und andererseits durch die topologische Kopplung benachbarter Elemente
mittels gemeinsamer Randknoten sichergestellt. Im Falle der Geometrieapproximation

Xα≈ Xα,h(ξα) =
nnα∑

I=1

NαI (ξα) XαI nnα : Anzahl der Knoten von Körper α (3.1)

mit diskreten Knotenpositionen XαI ∈ R
ndim bedeutet Kompatibilität, dass kein Teil des

materiellen Körpers doppelt oder überhaupt nicht repräsentiert ist. Für die Integrier-
barkeit der virtuellen Arbeitsausdrücke ist Kompatibilität zwischen einzelnen Elementen
notwendig, da nur so nicht singuläre erste Ableitungen von Geometrie und Feldfunktio-
nen sichergestellt werden können.
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3.1 Diskretisierung der kontaktunabhängigen Terme

Gleichung (3.1) beschreibt die Approximation der kompletten Geometrie eines Körpers α
als globale Summe über alle nnα zugehörigen Netzknoten I . Die Auswertung in einzelnen
Elementen erfolgt allerdings nur als Summe der im Element unterstützten Formfunktio-
nen mit zugehörigen Knotenwerten. Für zweidimensionale, vierknotige Scheibenelemente
(bilineare Q1-Elemente) sind dies beispielsweise vier Formfunktionen mit vier Knoten-
werten. Die Bezeichnung „bilinear“ weist darauf hin, dass sich die einzelnen Formfunk-
tionen NαI (ξα) aus dem Produkt von jeweils zwei Formfunktionen NαI (ξα1 ) bzw. NαI (ξα2 )
zusammensetzen, die einen linearen Verlauf in ξα1 - bzw. ξα2 -Richtung besitzen. Der In-
dex (•)h kennzeichnet approximierte Feldgrößen, wird im Folgenden allerdings nicht für
Größen verwendet, die ohnehin nur in der Diskretisierung vorhanden sind.

Zur Approximation der Unbekanntenfelder werden in der Regel die gleichen Ansätze wie
für die Geometrie gewählt (Isoparametrisches Konzept), ebenso werden üblicherweise
die wirklichen und die virtuellen Feldgrößen mit denselben Formfunktionen diskretisiert
(Bubnov-Galerkin-Verfahren):

uα≈ uα,h(ξα, t) =
nnα∑

I=1

NαI (ξα) dαI (t) δuα≈ δuα,h(ξα) =
nnα∑

I=1

NαI (ξα) δdαI

u̇α≈ u̇α,h(ξα, t) =
nnα∑

I=1

NαI (ξα) vαI (t)

üα≈ üα,h(ξα, t) =
nnα∑

I=1

NαI (ξα) aαI (t).

(3.2)

Entsprechend zu Gleichung (3.1) sind in Gleichung (3.2) die Knotenvektoren dαI , vαI ,
aαI , δd

α
I ∈ R

ndim Träger von diskreten Informationen am Knoten I . Die Knotenwerte dαI ,
vαI und aαI von Verschiebung, Geschwindigkeit und Beschleunigung repräsentieren dabei
noch kontinuierliche Funktionen in der Zeit. Bei statischen Problemen sind Geschwin-
digkeit und Beschleunigung vernachlässigbar klein, die Verschiebung hängt nicht von
der Zeit ab.

3.1.2 Diskretisierung der virtuellen Arbeiten

Die Diskretisierung der virtuellen Arbeiten

δΠPvV ≈ δΠh
PvV =

2∑

α=1

{

δΠ
α,h

kin + δΠ
α,h

int − δΠ
α,h

ext

}

+ δΠh
c = 0 ∀δuα,h (3.3)

erfolgt durch Einsetzen der diskretisierten Feldgrößen (3.1) und (3.2) in die kontinuier-
liche virtuelle Arbeitsgleichung (2.65). Algorithmisch werden die dort angegebenen Ge-
bietsintegrale durch eine Summe von Integralen über jeweils einzelne finite Elemente
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ersetzt. Die Auswertung der Elementintegrale erfolgt dann mithilfe von numerischer In-
tegration. Eine ausführlichere Herleitung und Darstellung der einzelnen Terme findet
sich in Anhang A.2.2. In diesem Abschnitt ist lediglich eine kompakte Darstellung der
Endresultate in Form der diskretisierten kinetischen, internen und externen virtuellen
Arbeiten mit globalen Vektoren und Matrizen angegeben:

δΠh
kin =

2∑

α=1

δΠ
α,h

kin= δdTMa = δdTfkin(d)

δΠh
int =

2∑

α=1

δΠ
α,h

int = δdTfint(d)

δΠh
ext =

2∑

α=1

δΠ
α,h

ext = δdTfext.

(3.4)

Die Vektoren fkin, fint, fkin ∈ R
(ndimnn) fassen dabei alle kinetischen, internen und exter-

nen Knotenkräfte zusammen. In den Vektoren δd,d, a ∈ R
(ndimnn) werden alle virtuellen

und wirklichen Knotenverschiebungen sowie alle Knotenbeschleunigungen gesammelt. nn

steht für die Gesamtsumme aller Netzknoten von Slave- und Master-Seite. Bei der Be-
zeichnung der einzelnen virtuellen Arbeitsanteile wurde auf den Index (•)PvV verzichtet,
um die Notation übersichtlich zu halten. Wie in Gleichung (3.4)1 angedeutet, können die
kinetischen Kräfte in die deformationsunabhängige Massenmatrix M ∈ R

(ndimnn)×(ndimnn)

und den deformationsabhängigen Beschleunigungsvektor a aufgeteilt werden. Der Vektor
der externen Kräfte aus Gleichung (3.4)3 wird in dieser Arbeit als deformationsunabhän-
gig angenommen. Die Diskretisierung der virtuellen Kontaktarbeit ist in Abschnitt 3.3
dargestellt.

3.2 Diskretisierungstrategien für Kontaktprobleme

Der folgende Abschnitt beschreibt die Diskretisierung der Kontaktspannung, der vir-
tuellen Kontaktspannung, der virtuellen Kontaktarbeit und der Nichtdurchdringungs-
bedingung. Abschnitt 3.2.1 beginnt mit der Definition von Kriterien und Merkmalen,
mit denen es möglich ist, Kontaktdiskretisierungen zu bewerten sowie zu kategorisieren.
Anschließend geben die Abschnitte 3.2.2 bis 3.2.5 eine Übersicht zu den gängigsten Dis-
kretisierungsstrategien für Kontaktprobleme. Die einzelnen Strategien werden erläutert
und anhand der in Abschnitt 3.2.1 erläuterten Kriterien untereinander verglichen. In Ab-
schnitt 3.2.6 wird dann die in der vorliegenden Arbeit untersuchte und weiterentwickel-
te Kontaktformulierung beschrieben, welche auf der dualen Mortar-Methode basiert1.

1Zur Demonstration von Weiterentwicklungen im Bereich der zeitlichen Diskretisierung wird neben
dieser Diskretisierung auch der NTS-Algorithmus aus Abschnitt 3.2.3 verwendet.
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Eine Auswertung des Kontakt-Patch-Tests (siehe Abschnitt 3.2.1) für verschiedene Kon-
taktdiskretisierungen demonstriert dann in Abschnitt 3.2.7 einige der zuvor erläuterten
Aspekte bezüglich der Genauigkeit der Kontaktspannungsübertragung.

Wie in Abschnitt 2.4.4 werden alle Kontaktbeziehungen für eine als bekannt vorausge-
setzte aktive Kontaktzone ausgewertet, die im Diskreten durch aktive Slave-Kontaktkno-
ten definiert ist. Die Erläuterung der Kontaktdiskretisierungen in den Abschnitten 3.2.2
bis 3.2.5 orientiert sich an der Darstellungsweise, welche in der Literatur üblicherweise
verwendet wird. Da die Vorzeichenkonventionen für Normalklaffung und Kontaktspan-
nung abhängig von der Formulierung der kinematischen und kinetischen Kontaktgrößen
sind, unterscheiden sich die Vorzeichenregelungen teilweise von den Definitionen in Glei-
chung (2.47).

Im Rahmen der Finite-Elemente-Methode wird seit mehr als vier Jahrzehnten intensiv
auf verschiedenen Teilbereichen der Kontaktmechanik geforscht. Aus diesem Grund kön-
nen weder der folgende Überblick noch die Aufzählung der zugehörigen Literaturangaben
einen Anspruch auf Vollständigkeit erheben.

3.2.1 Einführung

Kontaktbedingungen können in einem diskretisierten System mit einer Vielzahl von
Methoden berücksichtigt werden. Bezüglich der kontinuierlichen Formulierung aus Kapi-
tel 2.4 lassen sich die Verfahren anhand der numerischen Behandlung der Kontakt-Inte-
grale in Kollokationsformulierungen und integrale Formulierungen unterteilen. Kolloka-

tionsformulierungen kollokieren die Integrale, d.h. sie erfüllen die eigentlich integrale Be-
dingung punktweise an günstigen Stellen, in der Regel an den Netzknoten der Slave-Kon-
taktoberfläche. Eine entsprechende kontinuumsmechanisch basierte Formulierung wurde
allerdings erst in Laursen und Simo (1993) vorgestellt. Die meisten in der Vergangen-
heit entwickelten Kollokationsmethoden formulieren die Kontaktbedingungen direkt auf
der Diskretisierungsebene. Integrale Formulierungen werten die Kontaktausdrücke mit
numerischer Integration aus, wobei das Integrationsgebiet häufig in geeignete Unterge-
biete mit glatten Integranden (Segmente)2 aufgeteilt wird, siehe Abbildung 3.1(a). Eine
alternative Integrationstechnik (Fischer und Wriggers 2005) verzichtet auf die Ein-
führung von Segmenten und integriert über komplette Element-Kanten der Slave-Seite
(Slave-Elemente), siehe Abbildung 3.1(b). Zur adäquaten Behandlung der nicht glatten
Integranden ist dann eine entsprechende Anzahl von Gaußpunkten notwendig.

Bezüglich ihrer Leistungsfähigkeit kann eine Kontaktdiskretisierung durch ihre Stabili-
täts- und Genauigkeitseigenschaften kategorisiert werden. Stabilität bedeutet in diesem

2Von dieser Definition abweichend wird im Rahmen von Kollokationsformulierungen unter dem Begriff
„Segment“ in der Regel eine Element-Kante oder -Oberfläche der Master-Seite verstanden.
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Abbildung 3.1: Verschiedene Möglichkeiten der Kontakt-Integral-Auswertung.

Zusammenhang einerseits, dass das diskretisierte Problem noch eine eindeutige Lösung
besitzen muss, andererseits, dass der Algorithmus auch unter großen Deformationen nu-
merisch stabil bleibt. Die Genauigkeit einer Kontaktformulierung kann anhand der Qua-
lität bewertet werden, mit welcher der Algorithmus Informationen von der Slave- auf die
Master-Seite übermittelt. Ein Indikator hierfür ist wiederum die Qualität der lokalen
Spannungslösung nahe der Kontaktoberflächen. Je nach Anwendungsbereich oder Simu-
lationsziel können zu den oben genannten Anforderungen noch weitere hinzukommen.
Umgekehrt kann ein Algorithmus, welcher beispielsweise Defizite in der lokalen Span-
nungsdarstellung aufweist, für eine globale Betrachtung ausreichend gute Ergebnisse
liefern. Trotzdem sind die genannten Punkte als wesentliche Standards zu verstehen,
wenn neue Kontaktformulierungen entwickelt oder bestehende miteinander verglichen
werden. Aus diesem Grund sind die einzelnen Punkte in den folgenden Absätzen noch
etwas detaillierter beschrieben.

Kontaktbeschreibungen werden in der Regel als gemischtes Problem mit Verschiebungen
und Kontaktspannungen als Unbekannte formuliert. Unabhängig davon, ob die Kontakt-
bedingungen mit der Methode der Lagrange’schen Multiplikatoren, der Penalty-Metho-
de oder einer anderen Formulierung umgesetzt werden, muss das resultierende Problem
eine eindeutige Lösung besitzen. Diese kann durch die Erfüllung der Elliptizitäts- und der
Ladyzhenskaya-Babǔska-Brezzi-(LBB-)Bedingung (Babǔska und Aziz 1972; Brezzi

1974; Ladyzhenskaya und Ural’tseva 1968) sichergestellt werden3. Ob die LBB-
Bedingung erfüllt wird oder nicht, hängt vor allem davon ab, ob die Werte der Kontakt-
Integrale bei Netzverfeinerung mit der richtigen Geschwindigkeit gegen den korrekten
Wert konvergieren. Dies wiederum ist abhängig von der numerischen Behandlung der
Integrale bzw. von der Diskretisierung der Kontaktspannung. Schränkt die Spannungs-
diskretisierung die Verschiebungslösung zu wenig ein, können energielose Deformations-

3In der Literatur ist die LBB-Bedingung auch unter den Bezeichnungen BB-Bedingung oder Inf-Sup-
Bedingung bekannt.
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moden verbunden mit räumlich oszillierenden Kontaktspannungen resultieren (siehe bei-
spielsweise Abbildung 5.1 in Taylor und Papadopoulos (1991)). Dahingegen führt
eine zu restriktive Umsetzung der Kontaktbedingungen auf übersteife Lösungen mit
einem deutlich unterschätzten Verschiebungsfeld (siehe beispielsweise Abbildung 4(c)
in Puso und Laursen (2004a)). In Tabelle 3.1 sind für verschiedene Kontaktdiskreti-
sierungen die Ergebnisse einer Untersuchung der LBB-Stabilität dargestellt. Die Resul-
tate wurden in El-Abbasi und Bathe (2001) mithilfe von numerischen Experimenten
oder in Wohlmuth und Krause (2003) anhand von mathematischen Untersuchun-
gen ermittelt. Dabei sind die Schlussfolgerungen der numerischen Experimente keine
Beweise im mathematischen Sinne, da sie an ausgewählten Problemstellungen durchge-
führt wurden. Die mathematischen Untersuchungen hingegen setzen kleine Deformatio-
nen voraus. Bezüglich einer Problemstellung mit großen Deformationen ist ein positives
Ergebnis somit als Indikator, nicht aber als allgemeingültiger Beweis, zu betrachten.

Für einen numerisch stabilen Algorithmus sollte sich keine Kontaktgröße sprunghaft mit
dem Verschiebungsfeld ändern. Einfache Kollokationsformulierungen erfüllen diese An-
forderung im Allgemeinen nicht. Als Folge kann eine schlechte Konvergenz im Rahmen
einer iterativen Gleichungslösung bis hin zur Divergenz auftreten.

Die wichtigste Anforderung an die Informationsübermittlung einer Kontaktdiskretisie-
rung ist durch den Kontakt-Patch-Test (Taylor und Papadopoulos 1991) formuliert.
Mithilfe des Kontakt-Patch-Tests kann überprüft werden, ob eine Kontaktdiskretisie-
rung einen konstanten Verzerrungszustand für eine allgemeine Vernetzung fehlerfrei von
der Slave- auf die Master-Kontaktoberfläche übertragen kann. Bei elastischen Proble-
men kann äquivalent die Spannungsübertragung untersucht werden. Wird der Kontakt-
Patch-Test nicht erfüllt, werden zusätzlich zum Diskretisierungsfehler weitere lokale
Fehler in den Spannungsfeldern nahe der Kontaktzone erzeugt, welche sich bei Netz-
verfeinerung nicht automatisch verkleinern (El-Abbasi und Bathe 2001). Mithilfe
des Kontakt-Patch-Tests ist in Abschnitt 3.2.7 die Genauigkeit der Spannungsübertra-
gung verschiedener Kontaktdiskretisierungen bewertet. Ein Überblick zum Abschneiden
weiterer Formulierungen findet sich in Tabelle 3.1.

Am Rand des Kontaktbereichs können eventuell auftretende Spannungsoszillationen
die Qualität der lokalen Spannungslösung empfindlich beeinträchtigen. Verursacht wer-
den die Oszillationen durch den sprunghaften Übergang von einem unbelasteten Ober-
flächenabschnitt zu einem durch die Kontaktspannung belasteten Abschnitt. Mit den
Lösungsräumen der FEM kann diese abrupte Spannungsänderung nur dann angemessen
abgebildet werden, wenn der Rand des Kontaktbereichs mit dem Rand eines finiten
Elements zusammenfällt. Ist dies nicht der Fall, wird der Spannungssprung verschmiert
und Oszillationen treten auf. Problematisch ist dieser Effekt vor allem bei finiten Ele-
menten mit hohem Polynomgrad. Da die einzelnen Elemente in der Regel relativ große
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Abmessungen besitzen, treten die Oszillationen in einem entsprechend großen Gebiet
auf. Damit Elemente höherer Ordnung in diesem Fall weiterhin effektiv eingesetzt wer-
den können, sind Modifikationen nötig, siehe Franke u. a. (2010) und Konyukhov

und Schweizerhof (2009). Bei Verwendung linearer Elemente kann der Effekt durch
Netzverfeinerung zufriedenstellend begrenzt werden.

Diskretisierungsschema LBB-Bedingung Kontakt-Patch-Test
erfüllt? bestanden?

NTN (lin) ja ja
NTN (quad) (*) (*)

NTS (1p, lin/quad) ja nein
NTS (2p, lin) nein ja
NTS (2p, quad) nein nein

STS (Simo u. a. 1985) nein ja
STS (Papadopoulos und Taylor 1992) nein ja
STS (El-Abbasi und Bathe 2001) ja ja
Dual Mortar (Wohlmuth und Krause 2003) ja ja

Bezeichnungen:
NTN: Knoten-zu-Knoten
NTS: Knoten-zu-Segment
STS: Segment-zu-Segment
1p/2p: One-pass-/Two-pass-Algorithmus
lin/quad: Lineare/quadratische Ansätze für die Verschiebungen
(*): Ja, falls Eck- auf Eck- und Mittel- auf Mittelknoten, sonst nein

Quellen:
Dual Mortar: Wohlmuth und Krause (2003)
Sonst: El-Abbasi und Bathe (2001)

Tabelle 3.1: LBB-Stabilität und Erfüllung des Kontakt-Patch-Tests.

3.2.2 NTN-Diskretisierung

Frühe Kontaktformulierungen im Rahmen der Finite-Elemente-Methode verwendeten
häufig „Knoten-zu-Knoten“-Diskretisierungen (node-to-node – NTN), siehe beispiels-
weise Francavilla und Zienkiewicz (1975) und Hughes u. a. (1976). Als Vor-
aussetzung für die Benutzung dieser Methode müssen die Kontaktoberflächen des Slave-
und des Master-Körpers konform diskretisiert werden (siehe Abbildung 3.2). Der An-
wendungsbereich ist anschließend auf Probleme mit kleinen Deformationen begrenzt.
Die NTN-Diskretisierung stellt die Kontaktbedingungen durch eine paarweise Kopplung
der Verschiebungen von je einem Slave-Kontaktknoten I und einem Master-Kontakt-
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knoten J sicher. Die zugehörigen Knoten-Kopplungskräfte entsprechen dann den Kon-
taktkräften.

Algorithmisch geht die NTN-Formulierung aus der Kollokation der kontinuierlichen Glei-
chungen (2.57) und (2.62) an den nsa aktiven Slave-Kontaktknoten der Kontaktober-
fläche hervor:

∫

γ1
c

tcn δgn dγ1
c ≈

nsa∑

I=1

znI δgnI AI =
nsa∑

I=1

f
NTN
cI

︷ ︸︸ ︷

znI AI n̄I ·
(

δd̂2
J − δd1

I

)

∫

γ1
c

δtcn gn dγ1
c ≈

nsa∑

I=1

δznI gnI AI =
nsa∑

I=1

δznI AI n̄I ·
(

x̂2
J − x1

I

)

= 0.

(3.5)

Formal entspricht diese Vorgehensweise einer Diskretisierung der Kontaktspannung und
der virtuellen Kontaktspannung mit einer Dirac-Delta Funktion. Der resultierende Kno-
ten-Kontaktkraftvektor fNTN

cI in Gleichung (3.5) setzt sich somit aus dem skalaren Nor-
malspannungswert znI multipliziert mit der Bezugsfläche AI und der Knoten-Normalen
n̄I zusammen. Die Knoten-Normale verbindet die Knoten I und J und kann für iden-
tische Knotenpositionen beispielsweise über die Normalen der an Knoten I grenzenden
Element-Kanten definiert werden. Abbildung 3.2 zeigt schematisch eine zweidimensio-
nale NTN-Diskretisierung für zwei mit bilinearen Q1-Elementen vernetze Körper. Die
Bezugsfläche AI entspricht in diesem Fall der Summe der halben Längen der angrenzen-
den Element-Kanten, AI = 1

2
(ℓe1 + ℓe2).

Ω1,h
0

Ω2,h
0

I
I

J
J

n̄I
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ℓe1

ℓe2
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c
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c

Abbildung 3.2: NTN-Formulierung mit bilinearen Q1-Elementen.

3.2.3 NTS-Diskretisierung

Da die NTN-Diskretisierung aufgrund der Beschränkung auf konforme Vernetzungen
und kleine Deformationen nur begrenzt einsetzbar ist, entwickelte sich parallel die „Kno-
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ten-zu-Segment“-Diskretisierung (node-to-segment – NTS), siehe beispielsweise Hug-

hes u. a. (1977) und Hallquist (1979). In der Folgezeit wurden zahlreiche Weiter-
entwicklungen vorgestellt, beispielsweise die Berücksichtigung von Reibung bei Prob-
lemen mit großen Deformationen (Bathe und Chaudhary 1985), die Behandlung
von zwei- und dreidimensionalen dynamischen Kontaktvorgängen (Hallquist u. a.

1985) oder die konsistente Linearisierung für eine Umsetzung mit der Methode der La-
grange’schen Multiplikatoren und der Penalty-Methode (Wriggers und Simo 1985).
In Wriggers u. a. (1990) werden Interface-Gesetze formuliert, welche den Zusammen-
hang zwischen Kontaktspannung und kinematischen Kontaktgrößen äquivalent zu dem
Zusammenhang zwischen Spannung und Verzerrung bei plastischem Materialverhalten
beschreiben. Laursen und Simo (1993) geben erstmals einen NTS-Algorithmus mit
einer rigorosen kontinuumsmechanischen Herleitung an.

Algorithmisch koppelt die NTS-Formulierung durch Kollokation der Gleichungen (2.57)
und (2.62) an den nsa aktiven Slave-Kontaktknoten je einen Slave-Kontaktknoten I mit
seinem Projektionspunkt x̂2,h auf der Master-Seite (vgl. Abbildung 3.3). Dieser wird
durch eine Interpolation mit geeigneten Formfunktionen aus den Knotenpositionen des
jeweiligen Master-Elements4 ermittelt. Damit resultiert für bilineare Q1-Elemente eine
Summe von nsa Ausdrücken, welche jeweils von einem Slave-Kontaktknoten I und zwei
Master-Kontaktknoten J1 und J2 abhängen:
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(3.6)

ξ̂ ∈ [0, 1] bezeichnet dabei den Koordinatenwert des Projektionspunkts x̂2,h im Parame-
terraum des Master-Elements, siehe Abbildung 3.3. In der Abbildung dargestellt ist ein
sogenannter „one-pass“-Algorithmus, bei welchem die Kontaktknoten der Slave-Seite
die Master-Elemente nicht durchdringen dürfen. Die Durchdringung der Slave-Elemente
durch die Master-Kontaktknoten ist hingegen zulässig.

4In NTS-Veröffentlichungen wird abweichend von der hier verwendeten Definition ein Master-Element
als Segment bezeichnet.
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Abbildung 3.3: NTS-Formulierung mit bilinearen Q1-Elementen.

Ein NTS one-pass-Algorithmus erfüllt den Kontakt-Patch-Test nicht. Darüber hinaus
ist die Verschiebungslösung davon abhängig, welche Seite als Slave und welche als Mas-
ter gewählt wird. Um diese Defizite zu beheben, wurden sogenannte „two-pass“-For-
mulierungen entwickelt (Crisfield 2000; Taylor und Papadopoulos 1991), welche
den NTS-Algorithmus zweimal nacheinander mit zwischenzeitlichem Vertauschen von
Slave- und Master-Seite durchführen. Als Folge daraus dürfen weder die Slave-Kontakt-
knoten die Master-Elemente noch die Master-Kontaktknoten die Slave-Elemente durch-
dringen. Diese Verschiebungskopplung ist aber meistens zu restriktiv und damit zu steif.
Die resultierenden Verschiebungen sind zu klein (siehe beispielsweise Puso und Laur-

sen (2004a), Abbildung 4(c)). Ein mathematischer Indikator für dieses Verhalten ist
das Nichterfüllen der LBB-Bedingung (El-Abbasi und Bathe 2001), welches durch li-
near abhängige Kontaktbedingungen ausgelöst wird. Für lineare Elemente können diese
Redundanzen behoben werden (siehe beispielsweise Crisfield (2000)), für Elemen-
te höherer Ordnung im Allgemeinen nicht. Weitere Probleme der NTS-Diskretisierung
sind mögliche numerische Instabilitäten, welche entstehen können, wenn ein Slave-Kon-
taktknoten sein Master-Element wechselt oder ganz von der Kontaktfläche abrutscht
und inaktiv wird. Im ersten Fall ändert sich die Richtung der Kontaktkraft sprunghaft,
da diese durch die Oberflächen-Normale des Master-Elements definiert ist (siehe Abbil-
dung 3.3). Im zweiten Fall sinkt die Kontaktkraft des abgerutschten Knotens schlagartig
von einem endlichen Wert auf null. Als Folge dessen verändert sich die globale Verteilung
der Kontaktkräfte abrupt. Teilweise können solche ungünstigen Verhaltensweisen ver-
mieden werden, allerdings nur durch numerisch wesentlich komplexere Verfahren (siehe
Abschnitt 3.2.4).

Für eine ausführliche Übersicht zu NTS-Kontaktformulierungen sei auf Zavarise und

De Lorenzis (2009) verwiesen, welche darüber hinaus einen modifizierten NTS-Al-
gorithmus vorstellen, der den Kontakt-Patch-Test besteht. Die resultierende Diskre-
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tisierung ist allerdings deutlich komplexer als die in Gleichung (3.6) dargestellte. Im
Gegensatz dazu wird ohne Modifikationen eine relativ einfache Struktur erreicht. So
kann im Zweidimensionalen mit linearen Elementen der Projektionspunkt x̂2,h explizit
bestimmt werden. Außerdem erleichtert die im Master-Element konstante Normale die
Linearisierung und damit die Implementierung.

3.2.4 Glatte Oberflächenrepräsentation

Die Kollokation der Kontakt-Integrale an den Slave-Kontaktknoten verbunden mit der
üblichen facettierten Beschreibung der Master-Oberfläche (siehe Abbildung 3.3) führt
zu einer nicht glatten Beschreibung der Kontaktgrößen, wie beispielsweise der Kontakt-
kraft. Insbesondere bei Problemen mit großen tangentialen Relativverschiebungen kön-
nen daraus die in Abschnitt 3.2.3 beschriebenen numerischen Instabilitäten entstehen.
Motiviert durch diese Problematik wurden Glättungsalgorithmen entwickelt, welche eine
glatte Approximation der facettierten Oberfläche einführen, mit der eine kontinuierliche
Definition der Kontaktgrößen möglich ist. Im folgenden Abschnitt werden die Umset-
zung sowie Vor- und Nachteile dieses Konzeptes kurz skizziert. Für eine ausführliche
Diskussion sei auf die Lehrbücher von Laursen (2003) und Wriggers (2001) sowie
die darin angegebene Literatur verwiesen.

Eine a priori glatte Oberflächenbeschreibung kann durch Anwendung des isogeometri-
schen Konzeptes (Hughes u. a. 2005) erreicht werden, welches Geometrie und Lö-
sungsräume nicht mit Lagrange’schen Polynomen sondern beispielsweise mit NURBS-
(Non-Uniform Rational B-Splines-)basierten Formfunktionen beschreibt. Ein Kontakt-
algorithmus, dem eine isogeometrische Oberflächenbeschreibung zugrunde liegt, besitzt
automatisch die Vorteile eines Glättungsalgorithmus. Im Gegensatz zu diesem ist es
jedoch nicht notwendig, eine zusätzliche glatte Oberfläche einzuführen.

Während Glättungsalgorithmen überwiegend zur Behebung der numerischen Instabili-
täten einer Kollokationsformulierung eingesetzt werden, stellt das isogeometrische Kon-
zept eine alternative räumliche Diskretisierungsstrategie dar. Insofern unterscheiden sich
beide Konzepte prinzipiell. Angewandt auf Kontaktprobleme ergeben sich aber vergleich-
bare Vorteile, weshalb in diesem Abschnitt beide Ideen nebeneinander genannt werden.

Glättungsalgorithmen

Grundidee eines Glättungsalgorithmus’ ist die Einführung einer zusätzlichen glatten
Geometriebeschreibung. In Verbindung mit einer Kollokationsformulierung stellt diese
zumeist eine geglättete Version der Master-Kontaktoberfläche dar. Somit können die
kollokierten Kontaktgrößen, beispielsweise die Normalklaffung und die Kontaktkraft,
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kontinuierlich oder glatt definiert werden. Die geglättete Geometrie muss mindestens
C 1-Kontinuität besitzen und gleichzeitig die ursprüngliche Diskretisierung ausreichend
gut approximieren. Letzteres kann mit Funktionen erreicht werden, welche die Netz-
knoten interpolieren oder den Unterschied zwischen facettierter und geglätteter Geome-
trie in einem geeigneten Maß minimieren. Für zweidimensionale Probleme verwenden
beispielsweise Padmanabhan und Laursen (2001) Splines und Hermite Polynome,
Wriggers u. a. (2001) Bézier und Hermite Polynome sowie Pietrzak (1997) Splines
oder Bézier Polynome. In Belytschko u. a. (2002) wird eine implizite Glättung vorge-
stellt, welche die Kontaktgrößen bezüglich einer geglätteten Geometrie berechnet, ohne
diese vorher explizit zu konstruieren. Für allgemeine dreidimensionale Geometrien ist die
Konstruktion geglätteter Oberflächen wesentlich schwieriger, beispielsweise können hier-
zu Gregory Patches verwendet werden (Puso und Laursen 2002). Falls eine Lineari-
sierung der Kontaktgrößen benötigt wird, muss der Zusammenhang zwischen geglätteter
und ursprünglicher Geometrie linearisiert werden. Dadurch erhöht sich zusätzlich der al-
gorithmische Aufwand. Darüber hinaus kann auch eine glatte Oberflächenbeschreibung
solche Instabilitäten nicht verhindern, die durch ein Abrutschen des Kollokationspunkts
von der Master-Kontaktoberfläche ausgelöst werden.

Isogeometrisches Konzept

Im Rahmen der klassischen FEM werden Geometrie und Lösungsräume in der Regel
mit C 0-kontinuierlichen Lagrange’schen Formfunktionen diskretisiert. Die ursprüngliche
Geometrie, welche zumeist glatt mithilfe eines CAD-Programms definiert wurde, wird
hierbei nur angenähert. Das isogeometrische Konzept (Hughes u. a. 2005) verwen-
det eine Diskretisierung, die direkt auf den CAD-Daten basiert. Hierzu werden Geo-
metrie und Unbekannte beispielsweise mit NURBS-Formfunktionen approximiert. Ab-
hängig vom Ansatzgrad besitzen diese auch zwischen den Elementen einen glatten Ver-
lauf. Trotz der erhöhten Kontinuität weisen NURBS-Formfunktionen noch immer eine
lokale Trägereigenschaft auf, wodurch die übliche Bandstruktur der Systemsteifigkeits-
matrix erhalten bleibt. Damit eignet sich das isogeometrische Konzept für alle Arten
von Problemen, welche durch nicht glatte Oberflächenbeschreibungen negativ beein-
flusst werden. Erste Anwendungen auf Kontaktprobleme zeigen, dass beispielsweise die
typischen numerischen Instabilitäten einer Kollokationsformulierung bei großen tangen-
tialen Relativverschiebungen vermieden werden können (Matzen u. a. 2013; Temi-

zer u. a. 2011). Auch im Zusammenhang mit einer integralen Kontaktformulierung,
welche die Kontakt-Integrale nicht segmentbasiert auswertet (siehe Abbildung 3.1(b)),
stellt eine NURBS-basierte Diskretisierung einen Vorteil dar. Bei solch einer Formulie-
rung rutschen unter tangentialen Relativbewegungen die Integrationspunkte ähnlich den
Slave-Kontaktknoten einer NTS-Formulierung von einem Master-Element auf das näch-
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ste. Aus diesem Grund kann sich eine facettierte Oberflächenbeschreibung negativ auf
die numerische Stabilität auswirken. Mit einer glatten Oberflächenbeschreibung wird die-
ser Effekt vermieden. NURBS-basierte integrale Kontaktformulierungen finden sich bei-
spielsweise in Temizer u. a. (2011), Temizer u. a. (2012), De Lorenzis u. a. (2011),
De Lorenzis u. a. (2012) oder Lu (2011). Alle genannten Formulierungen werten die
Kontakt-Integrale ohne die Einführung von Segmenten aus.

3.2.5 STS-Diskretisierung

Auch wenn die numerische Stabilität einer Kollokationsformulierung durch die im vorheri-
gen Abschnitt beschriebenen Glättungsalgorithmen verbessert werden kann, ändert dies
nichts an den restlichen Problemen wie beispielsweise der ungenauen Spannungsrepräsen-
tation. Darüber hinaus ist die numerische Stabilität nicht a priori durch den Basisal-
gorithmus vorhanden, sondern muss erst durch den Glättungsalgorithmus „erkauft“
werden. Motiviert durch diese Umstände entstanden schon früh Verfahren, welche die
Kontakt-Integrale nicht kollokieren sondern mit einer numerischen Integrationsregel
auswerten. Dabei sind die resultierenden Integranden innerhalb einzelner Slave- oder
Master-Elemente nicht glatt, da die Normalklaffung gn bzw. die virtuelle Normalklaffung
δgn von den Verschiebungsdiskretisierungen der Slave- und der Master-Seite abhängen.
Damit die Integrale trotzdem exakt ausgewertet werden können, wird das Integrationsge-
biet in Segmente mit jeweils glatten Integranden aufgeteilt (siehe Abbildung 3.4, links).
Jedes Segment definiert sich dabei durch den Überlappungsbereich je eines Slave- und
eines Master-Elements. In der NTS-Terminologie werden Slave- und Master-Elemente
als Segmente bezeichnet, wodurch sich der Name „Segment-zu-Segment“-Diskretisierung
(segment-to-segment – STS) für die hier beschriebene Gruppe von Verfahren durchge-
setzt hat. Als Integrationsgebiet kann die Slave-, die Master- oder eine Zwischenfläche
verwendet werden, wobei üblicherweise die Slave-Fläche gewählt wird. Der erste STS-
Algorithmus wurde von Simo u. a. (1985) basierend auf einer Perturbed Lagrange’schen
Formulierung vorgestellt. Segmentweise konstante Ansätze für die Lagrange’schen Mul-
tiplikatoren führen auf eine integrale Nichtdurchdringungsbedingung. Die Klaffungsinte-
grale der einzelnen Segmente werden mit der Trapezregel ausgewertet. Papadopoulos

und Taylor (1992) verwenden einen Penalty-basierten Algorithmus mit nichtlinearer
Kinematik, gemitteltem Normalenfeld und quadratischen Elementen. Zur Berechnung
der Segment-Integrale wird die Simpsonregel verwendet. Eine entsprechende dreidimen-
sionale Erweiterung wird in Papadopoulos und Taylor (1993) vorgestellt. Zavarise

und Wriggers (1998) präsentieren eine Penalty-Formulierung mit linearen Elemen-
ten, nichtlinearer Kinematik und einer segmentbasierten Integrationsregel mit einer va-
riablen Anzahl an Integrationspunkten. El-Abbasi und Bathe (2001) verwenden die
Lagrange’sche Multiplikatoren Methode und vergleichen verschiedene Integrationsregeln
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Abbildung 3.4: STS-Formulierung mit bilinearen Q1-Elementen.

sowie verschiedene Ansatzordnungen für die Multiplikatoren. Numerische Untersuchun-
gen zeigen, dass mit einer Gauß-Integration auf Segment-Ebene und mit linearen Form-
funktionen die LBB-Bedingung erfüllt ist. Darüber hinaus wird bei Netzverfeinerung
die optimale Konvergenzrate der Verzerrungsenergie bewahrt. Insofern weist der Kon-
struktionsgedanke dieses Algorithmus’ einige Ideen auf, welche bei der Entwicklung der
Mortar-Methode (siehe Abschnitt 3.2.6) von grundlegender Bedeutung sind.

El-Abbasi und Bathe (2001) unterteilen die einzelnen STS-Formulierungen weiter
bezüglich der Auswertung der Segment-Integrale. Die erste Gruppe besteht dabei aus
Verfahren, welche bestimmte Größen der Kontakt-Integrale an diskreten Punkten messen
und dann interpolieren (Papadopoulos und Taylor 1992, 1993; Simo u. a. 1985).
Beispielsweise kann die Normalklaffung an den FE-Knoten gemessen und mit geeigneten
Funktionen interpoliert werden. Diese Verfahren bestehen den Kontakt-Patch-Test, er-
füllen die LBB-Bedingung aber nicht (El-Abbasi und Bathe 2001). Verfahren der
zweiten Gruppe (El-Abbasi und Bathe 2001; Zavarise und Wriggers 1998) ver-
wenden bei der Auswertung der Kontakt-Integrale direkt die diskretisierte Geometrie
sowie die diskretisierte Kontaktspannung bzw. die entsprechenden virtuellen Größen.
Die Kontaktspannung bzw. die virtuelle Kontaktspannung werden dazu auf globaler
Ebene als Summe über die Formfunktionen N 1

I und die zugehörigen Knotenwerte znK

bzw. δznK der aktiven Slave-Kontaktknoten nsa diskretisiert (siehe Abbildung 3.4):

tcn ≈ th
cn

=
nsa∑

K=1

N 1
K

(

ξ1
)

znK =
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K=1

N 1
K

(

ξ1
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(zn n)K
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cn

=
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K=1

N 1
K

(
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(3.7)

Die Formfunktionen N 1
I

(

ξ1
)

und im Folgenden auch N 2
I

(

ξ2
)

sind als Auswertung der
Formfunktionen NαI (ξα) auf dem Kontaktrand zu verstehen. Die normierten Koordi-
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naten ξ1 bzw. ξ2 beziehen sich jeweils auf den Parameterraum eines Slave- bzw. eines
Master-Elements, siehe auch Abbildung 3.4. Einsetzen der diskretisierten Größen (3.7)
sowie der diskretisierten Verschiebungen bzw. virtuellen Verschiebungen (3.2)1 in die
kontinuierlichen Kontakt-Integrale (2.57) und (2.62) liefert die diskretisierte Form der
Kontakt-Integrale:

∫
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(3.8)

Die Auswertung der Integrale über die Formfunktionen erfolgt als Summe über die
einzelnen Segment-Beiträge. In Abbildung 3.4 ist beispielhaft der Beitrag eines einzel-
nen Segments dargestellt. Pro Segment sind dabei jeweils acht Integralausdrücke zu
berechnen, da die Formfunktionen beider Slave-Kontaktknoten mit sich selbst und mit
den Formfunktionen der anderen drei Knoten integriert werden müssen. Wird die Inte-
gration über die Slave-Seite durchgeführt, ist zur Auswertung des zweiten Integrals in
Zeile drei bzw. fünf von Gleichung (3.8) an den Integrationspunkten eine Projektion von
der Master- auf die Slave-Seite erforderlich.

Wie schon in Abschnitt 3.2.4 angedeutet, sind neben den hier geschilderten Verfahren
alternative integrale Methoden entstanden, welche auf die Einführung von Segmenten
verzichten und die Kontakt-Integrale approximativ berechnen. Auf diese Verfahren wird
am Ende von Abschnitt 3.2.6 im Zusammenhang mit mortarbasierten Kontaktdiskreti-
sierungen aus dem Bereich der Ingenieurliteratur eingegangen.

3.2.6 Mortarbasierte Diskretisierung

Die Mortar-Methode wurde ursprünglich in Bernardi u. a. (1990) als Kopplungs-
methode zwischen spektralen und finiten Elementen eingeführt. In Bernardi u. a.

(1993, 1994) wurde die Strategie dann im Kontext von Gebietszerlegungsverfahren auf
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die Kopplung von nicht-konformen Finite-Elemente-Diskretisierungen ausgeweitet. Kenn-
zeichnend für die Mortar-Methode ist eine integrale Oberflächenkopplung, welche per
Konstruktion die LBB-Bedingung erfüllt und bei Netzverfeinerung zu optimalen räum-
lichen Konvergenzraten führt.

Die Trennlinie zwischen mortarbasierten Kontaktdiskretisierungen und STS-Kontaktal-
gorithmen ist in der Literatur nicht strikt definiert. In dieser Arbeit wird eine Kontaktfor-
mulierung als mortarbasiert bezeichnet, sofern die Diskretisierung der Kontaktintegrale
auf den mathematischen Überlegungen der Mortar-Methode beruht und die Auswertung
der Integrale mit numerischer Integration erfolgt.

Im Folgenden wird eine kurze Übersicht zu verschiedenen Algorithmen aus dem Be-
reich der Gebietszerlegung gegeben. Damit soll auf die numerischen Parallelen zwischen
Kopplungsalgorithmen aus den Bereichen Kontaktmechanik und Gebietszerlegung hin-
gewiesen werden. Diese machen Verfahren aus dem einen Fachgebiet auch für das jeweils
andere interessant. Anschließend wird auf die Lösbarkeit von Variationsproblemen und
auf die Konvergenz von konformen, nicht-konformen und gemischten Finite-Elemente-
Formulierungen eingegangen. Mit den dabei eingeführten Beziehungen soll ein prinzi-
pieller Rahmen für das Verständnis der Konstruktionsgrundsätze der Mortar-Methode
geschaffen werden. Darauf folgend sind die verschiedenen Entwicklungsrichtungen inner-
halb der Mortar-Methode skizziert und die Grundlagen der in dieser Arbeit verwendeten
mortarbasierten Kontaktformulierung dargestellt. Abschließend wird eine Übersicht zu
den wichtigsten Entwicklungsrichtungen aus dem Bereich der Ingenieurliteratur gegeben,
insbesondere für Probleme mit großen Deformationen.

Gebietszerlegung und Kopplung von Substrukturen

In der Mathematik und der Mechanik wird unter dem Begriff Gebietszerlegungsverfah-

ren eine Methode verstanden, welche ein diskretes Problem in mehrere Teilprobleme
zerlegt, um die einzelnen Teilprobleme dann möglichst unabhängig voneinander behan-
deln zu können. Der Informationsaustausch zwischen den einzelnen Teilproblemen muss
dabei durch geeignete Kopplungsverfahren sichergestellt sein. Sind die Teilprobleme mit
Teilgebieten einer räumlichen Struktur assoziiert, findet der Informationsaustausch an
gemeinsamen physikalischen Oberflächen (Interfaces) statt. Werden zwei Teilgebiete als
materielle Körper und das zugehörige Interface als Kontaktfläche betrachtet, ist die
Verwandtschaft zu Algorithmen der Kontaktmechanik offensichtlich. Im Vergleich zu
Kontaktproblemen sind die Kopplungsbeziehungen im Interface allerdings in der Regel
zeitlich konstant.

Die Gebietszerlegung kann aus numerischen Gründen erfolgen, beispielsweise um ein
Problem mit parallelen Lösungsverfahren behandeln zu können. In solch einem Fall
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resultieren konform vernetzte Teilgebiete, welche knotenbasiert gekoppelt werden kön-
nen. Dies entspricht in der Kontaktmechanik dem NTN-Algorithmus. Durch die un-
abhängige Verfeinerung verschiedener Diskretisierungen, durch die Kopplung a priori
nicht-konformer Diskretisierungen oder durch die Kopplung unterschiedlicher Diskre-
tisierungsmethoden werden allgemeinere Kopplungsalgorithmen erforderlich. Äquiva-
lent zur Kontaktmechanik kann die Kopplung dabei punktweise oder integral erfol-
gen. Verfahren mit punktuellen Kopplungsbedingungen sind beispielsweise die FETI-
(Finite Element Tearing and Interconnecting-)Methode (Farhat 1991) und die LLM-
(Localized Lagrange Multipliers-)Methode (Park und Felippa 1998, 2000; Park u. a.

2000, 2002). Integrale Kopplungsbedingungen werden von der Mortar-Methode ver-
wendet (Bernardi u. a. 1990, 1993, 1994). Jedes dieser drei Verfahren wurde zur
Behandlung von Kontaktproblemen erweitert, siehe beispielsweise Dureisseix und

Farhat (2001) für die FETI-Methode oder Rebel u. a. (2002) und González u. a.

(2006, 2008) für den LLM-Algorithmus. Kontaktalgorithmen, welche auf der Mortar-
Methode basieren, werden an entsprechender Stelle in den folgenden Abschnitten vor-
gestellt.

Zur Umsetzung der Kopplungsbedingungen verwenden die FETI- und die LLM-Metho-
de Lagrange’sche Multiplikatoren. Bei der FETI-Methode werden die Diskretisierungen
der Oberflächen direkt mit je einem Multiplikatorenfeld pro Interface gekoppelt. Der
LLM-Algorithmus verwendet zwei unabhängige Multiplikatorenfelder pro Interface und
koppelt die Diskretisierungen der Oberflächen an einen zuvor eingeführten Interface-
Rahmen. Dieser besitzt ein eigenes Verschiebungsfeld und wird diskretisierungsabhän-
gig so konstruiert, dass der Kontakt-Patch-Test5 erfüllt ist. Da jedes Teilgebiet direkte
Informationen nur mit dem Interface-Rahmen austauscht, nicht aber mit den anderen
Teilgebieten, trägt der Algorithmus die Bezeichnung „Localized“. Innerhalb der Mortar-
Methode haben sich zwei unterschiedliche Verfahren zur Kopplung der Diskretisierungen
entwickelt. In der ursprünglichen Formulierung wird mithilfe der Kopplungsbedingung
der Lösungsraum a priori so eingeschränkt, dass ausschließlich Lösungen möglich sind,
welche die Kopplungsbedingung erfüllen. Algorithmisch betrachtet wird hierzu das ur-
sprüngliche Verschiebungsfeld auf der Slave-Seite (non-mortar) eines Interfaces statisch
kondensiert und durch ein Verschiebungsfeld ersetzt, das von den Freiheitsgraden der
Master-Seite (mortar) abhängt. Diese Formulierung führt auf ein Minimierungsproblem,
dessen Verschiebungslösung im Interface punktweise Sprünge aufweist, auf Slave- und
Master-Seite aber eine Funktion derselben Freiheitsgrade ist. Da solch eine Lösung nicht
im Raum der exakten Lösungen liegt, wird das Verfahren als nicht-konform bezeichnet.
Spätere Veröffentlichungen (Ben Belgacem 1999; Wohlmuth 1999) überführen die
Mortar-Formulierung auf ein Sattelpunktproblem, welches die Kopplungsbedingungen

5Der Begriff „Kontakt-Patch-Test“ wird in dieser Arbeit auch im Zusammenhang mit der Interface-
Kopplung einer Gebietszerlegungsmethode verwendet.
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wiederum mit Lagrange’schen Multiplikatoren sicherstellt. Unabhängig davon, welche
Formulierung verwendet wird, erfolgt die Diskretisierungskopplung so, dass die räum-
liche Konvergenzrate des Diskretisierungsfehlers nicht verschlechtert wird. Die hierzu
maßgebenden mathematischen Maße und Bedingungen werden im folgenden Abschnitt
kurz vorgestellt.

Lösbarkeit von Variationsproblemen und Konvergenz von Finite-Elemente-
Formulierungen

Die folgenden Ausführungen geben eine kompakte Übersicht zur Lösbarkeit von Vari-
ationsproblemen und zur Konvergenz von konformen, nicht-konformen und gemischten
Finite-Elemente-Formulierungen. Sie sind nicht als vollständige und mathematisch rigo-
rose Beschreibung der Themenkomplexe zu betrachten, sondern sollen ein prinzipielles
Verständnis für die Konstruktionsgrundsätze der Mortar-Formulierung ermöglichen. Für
eine fundierte und ausführliche Darstellung sei auf Strang und Fix (1973), Braess

(1997) und Hughes (2000), für eine kompakte, aber dennoch sehr anschauliche Diskus-
sion auf Haußer (1996) verwiesen. Die dargestellten Kriterien und Schlussfolgerun-
gen setzen die Existenz von Potentialen voraus und beruhen zumeist auf der Annahme
kleiner Deformationen. Trotzdem kann das Verhalten unter kleinen Deformationen als
Indikator für das Verhalten unter großen Deformationen angesehen werden6.

Konforme Formulierung
Zunächst sei ein Problem in allgemeiner Form durch das kontinuierliche Funktional

J (v) =
1

2
a (v,v)− c (v) = min, v ∈ F (Raum der zulässigen Funktionen) (3.9)

beschrieben, wobei J (v) beispielsweise die potentielle Systemenergie charakterisiert. Das
bilineare Funktional a (v,v) (Bilinearform), welches quadratisch von der Verschiebung
v abhängt, repräsentiert in diesem Fall die interne Systemenergie. Entsprechend stellt
das linearen Funktional c (v) eine Formulierung der externen Systemenergie dar. J (v)
besitzt eine ähnliche Struktur wie das Potential ΠPMPE aus Gleichung (2.66). Dieses
berechnet die interne Systemenergie allerdings über eine Beziehung, welche in einer
komplexeren Form von der Verschiebung abhängt als das Funktional a (v,v). Damit das
untersuchte Problem numerisch mit der Methode der finiten Elemente gelöst werden
kann, muss das Variationsproblem aus Gleichung (3.9) eine eindeutige Lösung besitzen.

6„... The theoretical basis of the LBB condition, incidentally, has only been developed for linear problems.
Again we have used the ubiquitous practice of applying the results of linear theory to nonlinear problems
when we do not have a nonlinear theory. ...“ (Belytschko u. a. 2008)
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Diese Anforderung wird erfüllt, wenn die Bilinearform a (v,v) stetig und elliptisch ist:

a (v,v) ≤ c1‖v‖2 ∀v ∈ F , c1 > 0 (Stetigkeit)

a (v,v) ≥ c2‖v‖2 ∀v ∈ F , c2 > 0 (Elliptizität).
(3.10)

Gleichung (3.10) hat folgende anschauliche Bedeutung: Die interne Systemenergie a (v,v)
wird nur dann identisch null, wenn auch das Verschiebungsfeld v verschwindet (Glei-
chung (3.10)2). Werden die Verschiebungen unendlich, resultiert eine unendlich System-
energie. Sind die Verschiebungen dagegen endlich, wird auch die Systemenergie einen
endlichen Wert annehmen (Gleichung (3.10)1). Die eingeführte Norm ‖v‖ berechnet sich
hierbei als Integral über das betrachtete Gebiet dΩ7:

‖v‖ =





∫
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(
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(vi)
2 +
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i

∑
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2

)

dΩ





1/2

. (3.11)

Eine Diskretisierung des Funktionals mit der Methode der finiten Elemente bedeutet
mathematisch gesehen lediglich, dass der Funktionenraum der möglichen Lösungen von
F auf Fh ⊆ F eingeschränkt wird. Somit gelten für das diskretisierte Funktional diesel-
ben Bedingungen (3.10) wie für das kontinuierliche. Die im Rahmen dieser Arbeit ein-
gesetzten, voll integrierten Q1-Verschiebungselemente erfüllen in Verbindung mit den
verwendeten hyperelastischen Stoffgesetzen beide Forderungen. Gleichzeitig sind die An-
satzräume der Verschiebungen nach Beziehung (3.2)1 vollständig, d.h. sie können eine
in jeder Raumrichtung lineare Funktion exakt repräsentieren. Damit ist sichergestellt,
dass die FE-Lösung uh ∈ Fh den Approximationsfehler

∥
∥
∥v − uh

∥
∥
∥ bei einer konformen

Diskretisierung minimiert:

∥
∥
∥v− uh

∥
∥
∥ ≤ inf

vh∈Fh

∥
∥
∥v− vh

∥
∥
∥. (3.12)

Darüber hinaus wird gewährleistet, dass der Approximationsfehler bei Netzverfeinerung
mit einer bestimmten Ordnung, der Konvergenzrate, gegen null konvergiert.

Nicht-konforme Formulierung
Ist die Diskretisierung nicht-konform, muss Gleichung (3.10) als Summe über die einzel-
nen konform diskretisierten Teilgebiete ausgewertet werden. Ein Integral über das kom-
plette Gebiet würde Singularitäten in den Interfaces enthalten. Dies liegt daran, dass
die FE-Lösung uh Sprünge in den Interfaces enthält und somit im Vergleich zu einer
konformen Diskretisierung nicht mehr in einem Teilraum der exakten Lösung liegt.

7Mit Ausnahme des aktuellen Abschnitts bezeichnet ‖(•)‖ die Euklid’sche Norm ‖f‖ =
[∑

i (fi)2
]1/2

eines Vektors f .
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Zum Approximationsfehler (siehe Gleichung (3.12)) addiert sich aus diesem Grund
ein Konsistenzfehler, so dass eine erweiterte Fehlerschätzung, bekannt als Lemma von

Strang (Strang und Fix 1973), verwendet werden muss:

∥
∥
∥v− uh

∥
∥
∥ ≤ inf
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∥
∥
∥v− vh

∥
∥
∥

︸ ︷︷ ︸
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+ sup
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∣
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t ·
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∣
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‖vh‖
︸ ︷︷ ︸

Konsistenzfehler

. (3.13)

Der Operator
[

vh
]

definiert dabei den Sprung der Größe vh über das Interface Sh, t den
Cauchy’schen Spannungsvektor und |(•)| den Betrag einer skalaren Größe (•). Die ver-
wendeten Normen sind, wie oben erwähnt, als Summen der Normen der einzelnen Teilge-
biete auszuwerten. Bei adäquater Interfacebehandlung konvergiert der Diskretisierungs-
fehler ‖v − uh‖ trotz des Konsistenzfehlers mit derselben Ordnung, die mit einer kon-
formen Diskretisierung erzielt werden würde. Eine in diesem Sinne adäquate Inter-
facebehandlung bzw. die resultierende Konvergenzordnung des zugehörigen Diskreti-
sierungsfehlers wird im Folgenden als optimal bezeichnet. Für die zugrundeliegenden
mathematischen Untersuchungen sei auf Strang und Fix (1973), Wohlmuth (2001)
oder Laursen (2003) verwiesen. Im Rahmen nicht-konformer Mortar-Methoden ist
Gleichung (3.13) somit eine maßgebenden Beziehung, um entsprechende optimale Dis-
kretisierungskopplungen zu gestalten.

Gemischte Formulierung
Anstatt die Interface-Kopplungsbedingungen direkt als Anforderung an die Lösungs-
räume der Verschiebungen zu formulieren, kann alternativ eine gemischte Formulie-
rung mit Lagrange’schen Multiplikatoren verwendet werden. In diesem Fall sind die
Lösungsräume der Verschiebungen weiterhin Unterräume der analytischen Lösung. Die
Erfüllung der Kopplungsbedingungen wird durch die Lagrange’schen Multiplikatoren
λ ∈ H sichergestellt, wobei H der Raum der zulässigen Funktionen für λ bezeichnet.
Physikalisch kann λ als Kopplungs- oder Kontaktspannungen identifiziert werden. Das
resultierende gemischte Funktional

J̃ (v,λ) =
1

2
a (v,v) + b(v,λ)− c (v)

!
= stat (3.14)

repräsentiert ein Sattelpunktproblem, dessen Lösung ein Minimum bezüglich der Ver-
schiebung und ein Maximum bezüglich der Kopplungsspannung λ darstellt. Eine ein-
deutige Lösung kann genau dann garantiert werden, wenn weiterhin die Elliptizitätsbe-
dingung

a (v,v) ≥ c1‖v‖2 ∀v ∈ F∗, c1 > 0 (3.15)
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und zusätzlich die LBB-Bedingung (Babǔska und Aziz 1972; Brezzi 1974; La-

dyzhenskaya und Ural’tseva 1968) eingehalten ist:

inf
λ∈H

sup
v∈F

|b(v,λ)|
‖v‖ ‖λ‖ ≥ c2 > 0. (3.16)

Dabei ist die Elliptizitätsbedingung (3.15) nur für den Unterraum F∗ ⊆ F zu er-
füllen, der jene v enthält, welche die Bedingung b(v,λ) = 0 erfüllen. ‖λ‖ stellt in
Gleichung (3.16) eine geeignete Norm für die Kopplungsspannung λ dar. Diese kann
beispielsweise durch Integration des Betrags von λ über die Kopplungsränder definiert
werden. Die Berücksichtigung von Ableitungen ist dabei nicht notwendig, da das ge-
mischte Funktional b(v,λ) keine Ableitungen bezüglich λ enthält.

Im Rahmen einer FE-Lösung müssen die Konstanten c1 und c2 unabhängig von der Dis-
kretisierung sein, damit die zugrundeliegende Formulierung die LBB-Bedingung erfüllt.
Anschaulich führt dies auf folgende Anforderungen: Die Kontakt- oder Kopplungsspan-
nung λ ist so zu diskretisieren, dass mit λh ∈ Hh ⊆ H keine energielosen Deformations-
moden entstehen. Ansonsten können Zustände mit b(v,λ) = 0 resultieren, obwohl ‖v‖
und ‖λ‖ ungleich null sind. Gleichzeitig muss eine zu „steife“ Diskretisierung vermieden
werden, da sonst der Arbeitsterm b(v,λ) in Relation zu ‖v‖ ‖λ‖ unverhältnismäßig
anwächst. In beiden Fällen lässt sich keine diskretisierungsunabhängige Konstante c2

finden, welche Gleichung (3.16) erfüllt.

Mithilfe von ‖λ‖ kann für die gemischte Formulierung eine Fehlerschätzung äquivalent
zu Gleichung (3.12) definiert werden. Dabei ist eine entsprechende Abschätzung des
Fehlers von λh zu addieren.

Nicht-konforme positiv definite Mortar-Formulierung

In den ersten Mortar-Formulierungen wird der Raum der möglichen Lösungen a priori
so eingeschränkt, dass die Kopplungsbedingungen durch die zulässigen Verschiebungs-
felder erfüllt sind, siehe Bernardi u. a. (1990, 1993, 1994) im Kontext mit Gebietszer-
legungsverfahren und Ben Belgacem u. a. (1998) sowie Ben Belgacem (2000) für
Kontaktprobleme. Algorithmisch wird dazu das Verschiebungsfeld der Slave-Seite aus
dem Gleichungssystem kondensiert und durch ein Verschiebungsfeld in Abhängigkeit
der Master-Freiheitsgrade ersetzt. Hierfür muss vor der eigentlichen Rechnung in jedem
Interface ein Unterproblem gelöst werden, um die Formfunktionen der Master-Freiheits-
grade für die Slave-Seite zu konstruieren. Die Konstruktion erfolgt dabei so, dass die
Konvergenzrate des Fehlers in Gleichung (3.13) durch den Konsistenzfehler nicht ver-
schlechtert wird. In diesem Zusammenhang haben Bernardi u. a. (1990) punktweise
und integrale Kopplungsbedingungen miteinander verglichen. Optimale Konvergenzra-
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ten konnten dabei nur für die integrale Kopplung erzielt werden. Dieses Resultat gab den
Ausschlag für eine integrale Kopplung im Rahmen der Mortar-Methode. Allerdings führt
eine integrale Formulierung dazu, dass die lokale Trägereigenschaft der Formfunktionen
verloren geht. Infolgedessen erstrecken sich die Formfunktion eines Master-Freiheitsgrads
für die Slave-Seite über das komplette jeweilige Interface. Dadurch werden in jedem In-
terface-Punkt Informationen aller Master-Freiheitsgrade des entsprechenden Interfaces
benötigt, was numerisch ungünstig ist.

Formulierung als Sattelpunktproblem

Neben der ursprünglichen nicht-konformen Formulierung der Mortar-Methode entwi-
ckelte sich alternativ eine Formulierung als Sattelpunktproblem mit Lagrange’schen
Multiplikatoren, siehe Ben Belgacem (1999) sowie Wohlmuth (1999) und für Kon-
taktprobleme beispielsweise Hild (2001) oder Ben Belgacem und Renard (2003).
Die Ansatzräume der Lagrange’schen Multiplikatoren werden dabei so konstruiert, dass
die LBB-Bedingung (3.16) erfüllt ist und die optimale räumliche Konvergenzordnung
des Diskretisierungsfehlers erhalten bleibt. Dafür dürfen die Formfunktionen der Multi-
plikatoren maximal den gleichen Polynomgrad aufweisen wie der Verschiebungssprung
im Interface. Dieser besitzt den Polynomgrad der Verschiebungsformfunktionen. Für
Kontaktprobleme lässt sich das Feld der Lagrange’schen Multiplikatoren als Kontakt-
spannung identifizieren. Die Anforderungen an die Ansatzräume der Multiplikatoren
gelten somit für die Ansatzräume der Kontaktspannung.

Formulierung als Sattelpunktproblem mit dualen Formfunktionen

Basierend auf der alternativen Formulierung der Mortar-Methode als Sattelpunktpro-
blem wird in Wohlmuth (2000, 2001) eine weiterentwickelte Diskretisierung mit dualen
Formfunktionen für die Lagrange’schen Multiplikatoren vorgestellt. Mithilfe der dualen
Formfunktionen können die Lagrange’schen Multiplikatoren einfach aus dem resultieren-
den Gleichungssystem eliminiert werden, was mit Standard-Formfunktionen algorith-
misch deutlich schwieriger ist. Im Rahmen einer Mortar-Kontaktformulierung kommen
duale Formfunktionen erstmals in Wohlmuth und Krause (2003) für zweidimen-
sionale reibungsfreie und in Hüeber und Wohlmuth (2005) für zweidimensionale
reibungsbehaftete Probleme zum Einsatz. Flemisch und Wohlmuth (2007) erwei-
tern die Methode auf dreidimensionale Kontaktprobleme. Weitere Veröffentlichungen
behandeln dreidimensionalen reibungsbehafteten Kontakt (Hüeber u. a. 2008), dyna-
mischen Kontakt (Hager u. a. 2008) sowie thermomechanischen Kontakt (Hüeber

und Wohlmuth 2009). Die Erweiterung auf Kontaktprobleme mit großen Deformatio-
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nen wird in Hartmann u. a. (2007) sowie Hartmann und Ramm (2008) vorgestellt,
die konsistente Linearisierung von Popp u. a. (2009).

Bevor die Idee der dualen Formfunktionen genauer erläutert wird, werden zuerst die
zugehörigen Diskretisierungen der Kontaktspannung (2.61) und der virtuellen Kontakt-
spannung (2.63) in allgemeiner Form angegeben:

tc ≈ th
c

(

ξ1, t
)

= −
nsa∑

K=1

φK

(

ξ1
)

zK(t)

δtcn ≈ δth
cn

(

ξ1
)

=
nsa∑

K=1

φK

(

ξ1
)

δznK =
nsa∑

K=1

φK

(

ξ1
)

(δzn n)K .

(3.17)

In Gleichung (3.17) sind zK ∈ Rndim bzw. δznK ∈ Rndim die Knotenwerte der Kontakt-
spannung bzw. der virtuellen Kontaktspannung, φK die auf der Slave-Seite definierten
dualen Formfunktionen. ξ1 ∈ R

(ndim−1) stellt die normierte Element-Koordinate inner-
halb eines Slave-Elements dar. Die Knotenvektoren zK werden ohne eine a priori Auf-
teilung in normale und tangentiale Anteile eingeführt. Durch die am globalen Koor-
dinatensystem orientierte Definition der einzelnen Komponenten zKi wird später im
Rahmen des verwendeten Lösungsalgorithmus eine einfache Kondensation der Kontakt-
spannungsknotenwerte ermöglicht, siehe Kapitel 5.3. Aufgrund der unterschiedlichen
Diskretisierung von tc und δtcn entsteht ein unsymmetrisches Gleichungssystem, was
die Anforderungen an den Gleichungslöser erhöht. Da die Formulierung aber als Basis
für weitere Arbeiten mit reibungsbehaftetem Kontakt dienen soll, dessen Behandlung
ohnehin auf unsymmetrische Systemmatrizen führt, wird dies hier in Kauf genommen.

Mit der Methode der Lagrange’schen Multiplikatoren kann eine exakte Erfüllung der
Kopplungs- oder Kontaktbedingungen gesichert werden. Allerdings sind dafür zusätz-
liche Unbekannte erforderlich, welche im Allgemeinen die Dimension des resultierenden
Gleichungssystems vergrößern. Die duale Mortar-Methode vermeidet diesen Nachteil,
indem mit der Biorthogonalitätsbedingung (Wohlmuth 2000, 2001)

∫

γ1,h
c

φK N 1
I dγ1,h

c = δKI

∫

γ1,h
c

N 1
I dγ1,h

c =: δKI DSII (3.18)

die Formfunktionen der Multiplikatoren so definiert werden, dass eine einfache Kon-
densation der Multiplikatoren aus dem resultierenden Gleichungssystem möglich ist.
Darüber hinaus sind die resultierenden Formfunktionen so konstruiert, dass die Erfül-
lung der LBB-Bedingung (3.16) und die Erhaltung der optimalen räumlichen Konver-
genzraten garantiert sind. Für die Ränder zweidimensionaler, bilinearer Q1-Elemente
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können duale Formfunktionen a priori durch

φK1 =
1

2

(

1− 3ξ1
)

, φK2 =
1

2

(

1 + 3ξ1
)

(3.19)

angegeben werden. Die Bezeichnungen K1 und K2 beziehen sich dabei auf die Knoten
eines linearen, linienförmigen Slave-Elements mit eindimensionalem Parameterraum,
siehe Abbildung 3.5. Für Elemente höherer Ordnung sowie für allgemeine dreidimen-
sionale Probleme müssen die dualen Formfunktionen deformationsabhängig konstruiert
werden, siehe beispielsweise Flemisch und Wohlmuth (2007).

K1

K1

K2K2

-1

2
1

ξ1 ξ1

N 1
K1

N 1
K2

φK1

φK2

(a) Standard-Formfunktionen∗ (b) Duale Formfunktionen

Q1-ElementQ1-Element

Slave-ElementSlave-Element

∗Ausgewertet auf dem Kontaktrand

Abbildung 3.5: Standard- und duale Formfunktionen für bilineare Q1-Elemente.

Durch Einsetzen der diskretisierten wirklichen und virtuellen Kontaktspannung (3.17),
der dualen Formfunktionen (3.19), der Geometrie (3.1) und der wirklichen und virtu-
ellen Verschiebungen (3.2)1 in Gleichung (2.57) bzw. Gleichung (2.62) kann jetzt die
diskretisierte virtuelle Kontaktarbeit bzw. die diskretisierte Nichtdurchdringungsbedin-
gung angegeben werden:
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Summiert wird jeweils über alle aktiven Slave-Kontaktknoten nsa oder über alle Slave-
bzw. Master-Kontaktknoten ns bzw. nm. Die Integrale

DSKK :=
∫

γ1,h
c

N 1
K dγ1,h

c

MMKJ :=
∫

γ1,h
c

φKN 2
J dγ1,h

c

(3.21)

über die dualen Formfunktionen φK und die Formfunktionen N 1
I bzw. N 2

J der Ver-
schiebungsfelder der Slave- bzw. Master-Seite werden im Folgenden auch als Mortar-In-
tegrale bezeichnet. DSKK ist ausschließlich durch Größen der Slave-Seite definiert. Somit
ist eine Aufspaltung in einzelne Segment-Integrale nicht notwendig. Im Gegensatz dazu
integriert MMKJ Funktionen der Slave-Seite mit Funktionen der Master-Seite. Dadurch
wird eine Projektion der Master-Größen auf die Slave-Seite erforderlich. Zur exakten
Auswertung von MMKJ muss die Integration auf Segment-Ebene ausgeführt werden, siehe
Abschnitt 3.3.2.

Zusammenfassend stellt die duale Mortar-Methode eine sehr attraktive Basis für eine
Kontaktdiskretisierung dar, da die resultierende Formulierung folgende Eigenschaften
besitzt:

• Die Methode ist stabil, da die Räume der Lagrange’schen Multiplikatoren so kon-
struiert sind, dass die LBB-Bedingung erfüllt ist.

• Die Methode erfüllt den Kontakt-Patch-Test. Zusätzlich wird die Erhaltung der
optimalen räumlichen Konvergenzraten bei Netzverfeinerung im Vergleich zu einer
entsprechenden konformen Vernetzung garantiert.

• Die Methode ist durch die integrale Formulierung der Kontaktbedingungen nu-
merisch stabil.

• Die Methode erfüllt die integrale Nichtdurchdringungsbedingung exakt, ohne da-
durch das resultierende Gleichungssystem zu vergrößern.

Punkt eins bis Punkt drei gelten dabei für mortarbasierte Kontaktalgorithmen im All-
gemeinen, der vierte Punkt ausschließlich für die duale Formulierung. Die numerische
Stabilität ist vor allem für Probleme mit großen tangentialen Relativverschiebungen von
Bedeutung und durch zahlreiche Veröffentlichungen aus dem Bereich der Ingenieurlite-
ratur belegt. Entsprechende Literaturangaben sind im nächsten Abschnitt aufgeführt.

Anmerkung:
Wie schon in Abschnitt 3.2.5 erwähnt, ist der STS-basierte Kontaktalgorithmus von El-

Abbasi und Bathe (2001) so konstruiert, dass mit linearen kontinuierlichen Form-
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funktionen für die Lagrange’schen Multiplikatoren die LBB-Bedingung erfüllt ist und
der Kontakt-Patch-Test bestanden wird. Darüber hinaus zeigen räumliche Konvergenz-
untersuchungen, dass im Vergleich zu Problemen ohne Kontaktbedingungen die optimale
Konvergenzordnung erhalten bleibt. Somit finden sich die Grundideen der Mortar-Me-
thode auch in einigen Algorithmen, welche nicht explizit als mortarbasiert bezeichnet
werden. Umgekehrt wird für Mortar-Kontaktalgorithmen gelegentlich der Begriff STS-
basiert benutzt, sofern sie zur Integralauswertung Segmente verwenden.

Umsetzungen und Entwicklungen in der Ingenieurliteratur

Die meisten der bisher genannten Veröffentlichungen zur Mortar-Methode bzw. zur
dualen Mortar-Methode stammen aus dem mathematischen Bereich. Der folgende Ab-
schnitt gibt ergänzend einen Überblick zu verschiedenen Weiterentwicklungen aus dem
Bereich der Ingenieurliteratur, vor allem für Probleme mit großen Deformationen.

Eine frühe mortarbasierte Kontaktformulierung wird in McDewitt und Laursen

(2000) für geometrisch lineare, reibungsbehaftete Kontaktprobleme vorgestellt. Die Kon-
taktbedingungen werden dabei mit der Penalty-Methode umgesetzt. Erste Veröffent-
lichungen für große Deformationen sind die zweidimensionale reibungsbehaftete For-
mulierung in Yang u. a. (2005) und die dreidimensionalen Formulierungen für rei-
bungsfreie (Puso und Laursen 2004a) und reibungsbehaftete (Puso und Laursen

2004b) Probleme. Weiterentwicklungen verwenden quadratische Elemente (Puso u. a.

2008), behandeln Selbstkontaktprobleme (Yang und Laursen 2008a, b) oder lösen
Kontaktprobleme innerhalb von Struktur-Fluid-Struktur-Konfigurationen (Yang und

Laursen 2009). Sanders u. a. (2009) verwenden Mortar-Kopplungsbedingungen im
Zusammenhang mit angereicherten Finite-Elemente-Formulierungen (X-FEM). Zur Um-
setzung der Kontaktbedingungen wird in den aufgezählten Veröffentlichungen zumeist
die Penalty-Methode benutzt. In Yang und Laursen (2009) kommen daneben auch
duale Formfunktionen zum Einsatz.

Die im letzten Absatz genannten Formulierungen benutzten Segmente zur Auswertung
der Mortar-Integrale. Fischer und Wriggers (2005) stellen ein alternatives Inte-
grationskonzept vor, welches auf die Einführung von Segmenten verzichtet. Die nicht
glatten Mortar-Integrale der Master-Seite werden dann mit einer entsprechend erhöhten
Anzahl von Gaußpunkten integriert, siehe auch Abbildung 3.1(b). Vorteilhaft an dieser
Idee ist eine algorithmisch vereinfachte Berechnung und Linearisierung der Mortar-Inte-
grale. Fischer und Wriggers (2005) präsentieren die Formulierung für reibungsfreie
Kontaktprobleme in Verbindung mit der Penalty-Methode und der Methode der La-
grange’schen Multiplikatoren. Für die Penalty-Methode werden einzelne Slave-Kontakt-
knoten, für die Methode der Lagrange’schen Multiplikatoren einzelne Slave-Elemente
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aktiv bzw. inaktiv gesetzt. Eine Erweiterung auf reibungsbehaftete Probleme in Ver-
bindung mit quadratischen Elementen und der Penalty-Methode wird in Fischer und

Wriggers (2006) vorgestellt. In Tur u. a. (2009) ist das Konzept mit der Methode der
Lagrange’schen Multiplikatoren und einem kontinuierlichen Normalenfeld für reibungs-
behaftete Kontaktprobleme umgesetzt, wobei die aktive Kontaktzone jetzt knotenbasiert
ermittelt wird.

Die duale Mortar-Methode wird in Hartmann u. a. (2007) auf geometrisch nichtlineare
Probleme mit großen Deformationen erweitert und in Hartmann und Ramm (2008)
für dynamische Kontaktprobleme mit energieerhaltenden Algorithmen kombiniert. In
der vorliegenden Arbeit wird eine Inkonsistenz behoben, welche im Zusammenhang mit
der dualen Mortar-Methode vor allem bei großen Deformationen am Rand des Kon-
taktbereichs auftreten kann (siehe auch Cichosz und Bischoff (2011)). Popp u. a.

(2009) präsentieren erstmals eine konsistent linearisierte duale Mortar-Kontaktformulie-
rung mit linearen und quadratischen Elementen für zweidimensionale Probleme. Nach-
folgende Veröffentlichungen beschäftigen sich mit Erweiterungen auf dreidimensionale
Kontaktprobleme (Popp u. a. 2010) sowie auf reibungsbehafteten Kontakt (Gitterle

u. a. 2010).

Energie-, impuls- und drehimpulserhaltende Kontaktalgorithmen im Zusammenhang mit
der Mortar-Methode sind beispielsweise in Hesch und Betsch (2009, 2010) zu finden.

3.2.7 Der Kontakt-Patch-Test

Der Kontakt-Patch-Test wurde in Taylor und Papadopoulos (1991) als numerisches
Experiment zur Bewertung der Spannungsübertragung zwischen kontaktierenden Kör-
pern vorgestellt. Zur Durchführung des Tests werden zwei kontaktierende Körper so be-
lastet, dass bei korrekter Kontaktspannungsübertragung ein konstanter Verzerrungszu-
stand resultiert. Anschließend wird überprüft, ob sich dieser unter einer möglichst all-
gemeinen nicht-konformen Vernetzung der Kontaktoberflächen auch wirklich einstellt.
Im folgenden Beispiel wird der Kontakt-Patch-Test in Kombination mit einer NTS-
und zwei verschiedenen Mortar-Diskretisierungen ausgewertet. Dabei verwendet die er-
ste Mortar-Diskretisierung Segmente zur Auswertung der Kontakt-Integrale, während
die zweite darauf verzichtet. Ziel der Untersuchung ist es, die Leistungsfähigkeit der
in dieser Arbeit weiterentwickelten Mortar-Formulierung zu demonstrieren sowie die
charakteristischen Eigenschaften der anderen Formulierungen aufzuzeigen. Des Weite-
ren sollen die Ergebnisse der Formulierungen quantitativ und qualitativ verglichen wer-
den. Zur Durchführung der Untersuchung werden Geometrie, Vernetzung, Belastung
und Lagerbedingungen von der in Yang u. a. (2005) vorgestellten Konfiguration über-
nommen. Diese ist zusammen mit den Werkstoffkennwerten in Abbildung 3.6 darge-
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stellt. Für alle Rechnungen wird ein ebener Spannungszustand mit einer konstanten
Dicke von 1 mm angenommen. Als Materialmodell kommt das elastische St. Venant-
Kirchhoff’sche Werkstoffgesetz zum Einsatz. Somit resultiert bei einem erfolgreich be-
standenen Test aus dem konstanten Verzerrungsfeld ein konstantes Spannungsfeld. In
den Beschriftungen der Spannungsabbildungen und in den zugehörigen Erläuterungen
im Text wird der Übersichtlichkeit halber auf den üblichen Index (•)h zur Kennzeichnung
der Diskretisierungslösung verzichtet.
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Abbildung 3.6: Kontakt-Patch-Test: Problemstellung und Diskretisierung.

Mortar-Berechnung mit Segmentierung

Die erste Berechnung wird mit der in dieser Arbeit weiterentwickelten Formulierung
durchgeführt. Diese wertet die Kontakt-Integrale durch Aufteilung in einzelne Segment-
Integrale aus.

Wie zu erwarten, besteht die Formulierung den Kontakt-Patch-Test. Unter der aufge-
brachten Belastung stellt sich ein lineares Verschiebungsfeld mit maximaler vertikaler
Absenkung von 0,050 mm in Punkt A© ein, siehe Abbildung 3.7. Daraus resultiert ein kon-
stantes Spannungsfeld in beiden Körpern, wobei die vertikale Komponente der
Cauchy’schen Spannung σ22 = −4,995 N/mm2 beträgt. Da sich die Cauchy’schen Span-
nung auf die deformierte Konfiguration bezieht, resultiert eine Differenz im Vergleich
zu der aufgebrachten Gleichstreckenlast. Die entsprechende vertikale Komponente des
PK1 Spannungstensors beträgt exakt P22 = −5,000 N/mm2. Dem konstanten Span-
nungszustand entsprechend beträgt auch der Kontakt-Normalspannungsverlauf konstant
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(a) Cauchy-Spannung σ22 (b) Kontakt-Normalspannung tcn

[N/mm2]

x2

x1

Abbildung 3.7: Kontakt-Patch-Test: Mortar-Berechnung mit Segmentierung.

tcn = −4,995 N/mm2. Die Kontakt-Normalspannung ergibt sich dabei durch Multiplika-
tion der diskretisierten Kontaktspannung aus Gleichung (3.17)1 mit der Normalen der
Slave-Kontaktoberfläche.

Mortar-Berechnung ohne Segmentierung

Für einen Vergleich zu den Ergebnissen einer Mortar-Diskretisierung mit Segmentierung
wird die zweite Berechnung mit dem mortarbasierten Kontaktalgorithmus nach Fi-

scher und Wriggers (2005) durchgeführt, welcher auf eine Segmentierung verzich-
tet. Anstatt die Kontakt-Integrale in einzelne Segment-Integrale aufzuteilen, integriert
diese Methode die Kontakt-Integrale mit einer variablen Anzahl von Gaußpunkten über
komplette Slave-Elemente. Hieraus resultiert gegebenenfalls ein nicht glatter Integrand,
vgl. Abbildung 3.1(b). Die folgenden Auswertungen verwenden zwei, drei oder zehn
Gaußpunkte pro Slave-Element. Betrachtet werden die Energienorm, die vertikale Kom-
ponente der Cauchy’schen Spannung an den Gaußpunkten der Q1-Elemente sowie der
Kontakt-Normalspannungsverlauf. Als Referenz dient die Lösung der Mortar-Berech-
nung mit Segmentierung.

Der Fehler der Energienorm ist bereits für zwei Gaußpunkte mit 0,2 % sehr gering
und verschwindet für zehn Gaußpunkte beinahe komplett (0,0002 %). Die Cauchy’schen
Spannungen in den Q1-Elementen weisen bei zwei Gaußpunkten pro Slave-Element
noch relativ große Fehler auf. Die maximalen bzw. minimalen Spannungswerte betragen
σ22 = −1,3493 N/mm2 bzw. σ22 = −7,1864 N/mm2, was einem Fehler von 73,0 % bzw.
43,9 % entspricht. Für drei Gaußpunkte sind die Abweichungen mit 4,7 % bzw. 8,8 %
schon deutlich geringer, für zehn Gaußpunkte liegen beide Werte unter einem Prozent.

72



3.2 Diskretisierungstrategien für Kontaktprobleme

(a) Cauchy-Spannung σ22

(b) Kontakt-Normalspannung tcn

2 Gaußpunkte

2 Gaußpunkte

3 Gaußpunkte
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10 Gaußpunkte

10 Gaußpunkte

[N/mm2]

[N/mm2]

x2

x1

Abbildung 3.8: Kontakt-Patch-Test: Mortar-Berechnung ohne Segmentierung.

Für den Kontaktspannungsverlauf gilt Entsprechendes, siehe auch Abbildung 3.8(b).
Sowohl die Verzerrungsenergie als auch die lokale Spannungslösung streben somit bei
einer Erhöhung der Anzahl der Gaußpunkte pro Slave-Element gegen die exakte Lösung
der Mortar-Methode mit Segmentierung. Vorteilhaft an dieser Formulierung ist insofern
das Vermeiden der numerisch aufwendigen Segmentierung bei gleichzeitig konsistenten
Ergebnissen. Allerdings kann durch die Auswertung der Kontakt-Integrale an festen
Punkten eines Slave-Elements eine Situation entstehen, in welcher Integrationspunk-
te ähnlich einem Slave-Kontaktknoten in einer NTS-Formulierung von einem Master-
Element auf das nächste rutschen. Dies wiederum kann eine Quelle für numerische In-
stabilitäten darstellen.

NTS-Berechnung

Zuletzt wird der Kontakt-Patch-Test mit einer NTS-Diskretisierung durchgeführt, welche
aus Wriggers (2002) übernommen wurde. Die Berechnung erfolgt mit zwei verschiede-
nen Vernetzungen. Das grobe Netz ist in Abbildung 3.6 dargestellt, das feinere resultiert
aus einer Halbierung der Element-Kantenlängen, siehe Abbildung 3.9. Wie zu erwarten
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(a) Cauchy-Spannung σ22

(b) Kontakt-Normalspannung tcn

[N/mm2]

[N/mm2]

x2

x1

Abbildung 3.9: Kontakt-Patch-Test: NTS-Berechnung.

besteht die Formulierung den Kontakt-Patch-Test nicht. Der Fehler in der Energienorm
beträgt für das grobe Netz 2,4 % und verkleinert sich bei Verwendung des feinen Net-
zes auf 0,5 %. Allerdings liegt er in beiden Fällen noch über dem Fehler der gröbsten
Lösung der Mortar-Methode ohne Segmentierung (0,2 %). Die lokalen Spannungsfehler
liegen mit maximalen bzw. minimalen Spannungswerten von σ22 = 1,3638 N/mm2 bzw.
σ22 = −7,1359 N/mm2 an den Gaußpunkten der Q1-Elemente für das grobe Netz bei
72,7 % bzw. 42,9 %. Somit liegt die Qualität der Spannungslösung ungefähr im Bereich
der gröbsten Lösung der Mortar-Methode ohne Segmentierung. Allerdings verkleinern
sich die Spannungsfehler bei Netzverfeinerung nur bedingt. Aufgrund der Verkleinerung
der Elementgrößen treten die fehlerhaften Spannungen zwar in einem kleineren Gebiet
auf, siehe Abbildung 3.9(a) rechts, die maximalen Fehler bleiben aber bei Werten von
46,6 % bzw. 48,9 %. Äquivalentes gilt für den Kontaktspannungsverlauf, welcher aus den
Kontaktkräften geteilt durch die entsprechende Bezugsfläche AI , siehe hierzu auch Ab-
bildung 3.2, ermittelt wird. Wie der Vergleich zwischen feinem und grobem Netz in
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Abbildung 3.9(b) zeigt, treten die maximalen Abweichungen sowie der unregelmäßigere
Verlauf nicht bei der groben sondern bei der feinen Diskretisierung auf.

Zusammenfassung

Anhand der untersuchten Problemstellung konnte demonstriert werden, dass die mor-
tarbasierte Kontaktformulierung mit dualen Formfunktionen und segmentbasierter Inte-
gralauswertung den Kontakt-Patch-Test besteht. Für die Mortar-Formulierung ohne Seg-
mentierung nach Fischer und Wriggers (2005) streben sowohl die Verzerrungsener-
gie als auch die lokale Spannungslösung bei einer Erhöhung der Anzahl der Gaußpunkte
pro Slave-Element gegen die exakte Lösung. Der Kontakt-Patch-Test wird somit eben-
falls bestanden. Die NTS-Formulierung erfüllt den Kontakt-Patch-Test erwartungsgemäß
nicht, bei Netzverfeinerung verbessert sich die lokale Spannungslösung darüber hinaus
nur geringfügig.

3.3 Diskretisierung der Kontaktterme mit der dualen

Mortar-Methode

Im vorausgegangenen Abschnitt 3.2 wurden verschiedene Kontaktdiskretisierungsstrate-
gien vorgestellt und miteinander verglichen. Die folgenden Abschnitte 3.3 und 3.4 be-
fassen sich detailliert mit der Kontaktdiskretisierung aus Abschnitt 3.2.6, welche auf der
dualen Mortar-Methode basiert.

Abschnitt 3.3.1 beginnt mit der Herleitung einer kompakten Schreibweise für die virtuelle
Kontaktarbeit und die integrale Nichtdurchdringungsbedingung. Anschließend ist die
segmentbasierte Auswertung der resultierenden Mortar-Integrale für zweidimensionale
Probleme dargestellt (Abschnitt 3.3.2). Die Vorgehensweise für dreidimensionale Geo-
metrien wird in Abschnitt 3.3.3 nur kurz skizziert, da sich die vorliegende Arbeit aus-
schließlich mit zweidimensionalen Untersuchungen beschäftigt.

3.3.1 Virtuelle Kontaktarbeit und Nichtdurchdringungsbedin-
gung

Damit die virtuelle Kontaktarbeit aus Gleichung (3.20) in kompakter Form entsprechend
der Darstellung der internen, externen und kinetischen virtuellen Arbeiten aus Glei-
chung (3.4) angegeben werden kann, wird die Menge aller FE-Knoten in drei Untermen-
gen aufgeteilt: Die Untermenge S beinhaltet alle potentiellen Kontaktknoten der Slave-

75



3 Räumliche Diskretisierung

Oberfläche, die UntermengeM alle potentiellen Kontaktknoten der Master-Oberfläche
und die Untermenge N alle verbleibenden Knoten. Den Mengen entsprechend wird der
globale Verschiebungsvektor d ebenfalls in die Vektoren dS ∈ R

ndimns, dM ∈ R
ndimnm

und dN ∈ Rndimnr mit allen Verschiebungen der Knoten von S,M und N aufgeteilt:

d =








dN

dM

dS








(3.22)

nr bezeichnet hierbei die Anzahl aller FE-Knoten abzüglich der Kontaktknoten. Eine
äquivalente Aufteilung erfolgt für den globalen Vektor δd der virtuellen Verschiebun-
gen. Der globale Vektor z ∈ Rndimns fasst die Kontaktspannungsvektoren zI aller Slave-
Kontaktknoten I zusammen. Unter Verwendung der in Gleichung (3.21) eingeführten
Definition der Mortar-Integrale werden dann die globalen Mortar-Matrizen
DS ∈ R

(ndimns)×(ndimns) und MM ∈ R
(ndimns)×(ndimnm) durch knoten- bzw. knotenpaarzuge-

hörige ndim × ndim Blöcke definiert:

DS [K ,K ] =
∫

γ1,h
c

N 1
K dγ1,h

c Indim
= DSKK Indim

MM [K , J ] =
∫

γ1,h
c

φKN 2
J dγ1,h

c Indim
= MMKJ Indim

.
(3.23)

Damit lässt sich die diskrete Form der virtuellen Kontaktarbeit in kompakter Schreib-
weise angeben

δΠh
c =

(

δd1
)

T

DS z−
(

δd2
)

T

MM
Tz

= δdT Bc
Md2 z

= δdT fc(d),

(3.24)

wobei der Kontaktkraftvektor fc ∈ Rndimnn über den deformationsabhängigen Operator

Bc
Md2 =

[

0, −MM, DS
]

T

, 0 ∈ R
(ndimns)×(ndimnr) (3.25)

von den Knotenverschiebungen abhängt. Die integrale Nichtdurchdringungsbedingung
aus Gleichung (3.20) kann durch Einführung der globalen Vektoren δzn ∈ R

ns und
g̃n ∈ Rns , welche alle virtuellen Kontakt-Normalspannungen und alle integralen Knoten-
klaffungen enthalten, ebenfalls kompakt dargestellt werden:

δΠnd,h = δzT

n g̃n. (3.26)
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Ein einzelner Eintrag von g̃n bezogen auf Knoten I bestimmt sich dabei mit

g̃nI = −nT

I DS [I , I ] x1
I + nT

I

nm∑

J=1

MM[I , J ] x2
J . (3.27)

Semidiskrete Beschreibung des Kontaktproblems

Durch Einsetzen der virtuellen Kontaktarbeit (3.24) in Gleichung (3.3) ist zusammen
mit der diskretisierten Nichtdurchdringungsbedingung (3.26) und den KKT-Bedingun-
gen (2.47) die semidiskrete Formulierung des untersuchten Kontaktproblems vollständig
beschrieben. Beziehung (3.3) bzw. (3.26) muss für beliebige virtuelle Verschiebungen δd
bzw. für beliebige virtuelle Kontaktspannungen δzn erfüllt sein. Damit resultiert insge-
samt der folgende Gleichungssatz:

fkin + fint − fext + fc = 0

g̃nI ≥ 0 ∀ I ∈ S
znI ≥ 0 ∀ I ∈ S

g̃nI znI = 0 ∀ I ∈ S
(zτβ)I = 0 ∀ I ∈ S.

(3.28)

Die Kontakt-Normalspannung znI bzw. die Kontakt-Tangentialspannung (zτβ)I eines
Slave-Kontaktknotens I kann dabei über die folgende Vorschrift bestimmt werden:

znI = zI · nI

(zτβ)I = zI · τ βI
.

(3.29)

τ βI
steht hierbei für die Knoten-Tangente (zweidimensionale Probleme) bzw. die Knoten-

Tangenten τ βI
(dreidimensionale Probleme) des Slave-Kontaktknotens I .

3.3.2 Auswertung der Mortar-Integrale – zweidimensionaler Fall

Zur exakten numerischen Auswertung der Mortar-Integrale (3.21) wird das Integrations-
gebiet in Segmente aufgeteilt, welche durch einen jeweils glatten Verlauf der Integranden
gekennzeichnet sind. Jedes Segment repräsentiert dabei den Überlappungsbereich je
eines Slave- und eines Master-Elements. Dieser ist auf der Slave-Seite entweder durch
einen Slave-Kontaktknoten oder die Projektion eines Master-Kontaktknotens, auf der
Master-Seite durch einen Master-Kontaktknoten oder die Projektion eines Slave-Kon-
taktknotens begrenzt, siehe Abbildung 3.1(a). Zur Kennzeichnung der Segmentgrenzen
in den Parameterräumen der Slave- und Master-Elemente werden die Koordinatenbe-
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zeichnungen ξαa (Segmentbeginn) und ξαb (Segmentende) eingeführt. Dies ist in Abbil-
dung 3.10(a) anhand eines einzelnes Segments veranschaulicht, welches auf der linken
Seite durch den Slave-Kontaktknoten 1 bzw. dessen Projektion, auf der rechten Seite
durch den Master-Kontaktknoten 4 bzw. dessen Projektion begrenzt wird. Damit die

(a) Segment-Definition (b) Normalen-Definition

Ω1,h
0

1

2

45

I
Gauß-
punkt

η

ξ1

ξ2

ξ1a
ξ1b

ξ2a
ξ2b

ne1 ne2

ℓe1

ℓe2

nI

φ1 φ2

N1

N4

N2

N5

Abbildung 3.10: Segment- und Normalen-Definition.

Segmente eindeutig bestimmt werden können, muss die Projektion einheitlich definiert
sein und pathologische Fälle vermeiden. Hierzu ist entweder ein kontinuierliches Nor-
malenfeld oder die Einführung von Fallunterscheidungen notwendig. In der vorliegenden
Arbeit wird auf die in Yang u. a. (2005) vorgestellte Verfahrensweise zurückgegriffen,
welche ein auf der Slave-Seite definiertes kontinuierliches Normalenfeld verwendet. Die
interpolierte Knoten-Normale

nI =
1

∥
∥
∥
ℓe2

ℓe1
ne1 + ℓe1

ℓe2
ne2

∥
∥
∥

(

ℓe2

ℓe1
ne1 +

ℓe1

ℓe2
ne2

)

(3.30)

eines Slave-Kontaktknotens I bestimmt sich dabei aus einem gewichteten Durchschnitt
der Normalen ne1 und ne2, welche die Normalen der angrenzenden Slave-Elemente
darstellen. ℓe1 und ℓe2 bezeichnen die Längen dieser Slave-Elemente, siehe Abbil-
dung 3.10(b). Die Projektions-Koordinaten ξ2a (Segmentbeginn) oder ξ2b (Segmentende)
eines Slave-Kontaktknotens I auf der Master-Seite können durch Lösen der Beziehung

(

N 2
4 x2

4 + N 2
5 x2

5 − x1
I

)

× nI = 0 (3.31)

gewonnen werden (siehe Anhang A.4.2 für eine detaillierte Beschreibung). Die Numme-
rierung der Knoten und der Formfunktionen bezieht sich dabei auf ein repräsentatives
Segment, welches in Abbildung 3.10(a) dargestellt ist. Zur Bestimmung der Projektions-
Koordinaten ξ1a bzw. ξ1b eines Master-Kontaktknotens J auf der Slave-Seite muss die
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Beziehung

(

N 1
1 x1

1 + N 1
2 x1

2 − x2
J

)

×
(

N 1
1 n1 + N 1

2 n2

)

= 0 (3.32)

gelöst werden, was ebenfalls ausführlicher in Anhang A.4.2 geschildert wird.

Sind die Segment-Koordinaten ermittelt, wird in jedem Segment eine Einheitskoordi-
nate η ∈ [−1, 1] eingeführt, um die Segment-Integration standardisiert durchführen zu
können. η ist über die Beziehung

ξα =
1

2

(

1− η
)

ξαa +
1

2

(

1 + η
)

ξαb (3.33)

mit den Koordinaten der Slave- bzw. Master-Element-Parameterräume verbunden, siehe
Abbildung 3.10(a). Mit Gleichung (3.33) lässt sich dann die Jacobi-Determinante zwi-
schen wahrer Geometrie und Segment-Parameterraum als Produkt der Jacobi-Deter-
minanten zwischen wahrer Geometrie und Slave-Element-Parameterraum und zwischen
Slave-Element- und Segment-Parameterraum darstellen:

Jxη =

∥
∥
∥
∥
∥

∂x1

∂ξ1

∥
∥
∥
∥
∥

∂ξ1

∂η
=

1

2
ℓe

1

2

(

ξ1b − ξ1a
)

=
1

4
ℓe
(

ξ1b − ξ1a
)

. (3.34)

Die Berechnung des Mortar-Integrals (3.21)1 der Slave-Seite kann ohne eine Aufteilung
in Segment-Integrale erfolgen, da der Integrand in den einzelnen Slave-Elementen eine
glatte Funktion darstellt. Summieren über die nslele Beiträge der an den Slave-Kontakt-
knoten K angrenzenden Slave-Elemente liefert dann:

DSKK =
∫

γ1,h
c

N 1
K dγ1,h

c =
nslele∑

e=1

∫ 1

−1
N 1

K

∥
∥
∥
∥
∥

∂x
∂ξ1

∥
∥
∥
∥
∥

dξ1

︸ ︷︷ ︸

(DSKK)
e

=
1

2

nslele∑

e=1

ℓe. (3.35)

Im Gegensatz zu DSKK muss das Mortar-Integral (3.21)2 der Master-Seite in einzelne
Segment-Beiträge zerlegt werden, da der Integrand in den einzelnen Slave-Elementen
einen nicht glatten Verlauf besitzt:

MMKJ =
∫

γ1,h
c

φKN 2
J dγ1,h

c

=
nslele∑

e=1

nseg∑

m=1

∫ 1

−1
φK

(

ξ1(η)
)

N 2
J

(

ξ2(η)
)

Jxη dη

=
nslele∑

e=1

nseg
∑

m=1

ngp
∑

gp=1

φK

(

ξ1(ηgp)
)

N 2
J

(

ξ2(ηgp)
)

Jxη wgp

︸ ︷︷ ︸

(MMKJ)
m

.

(3.36)
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nseg bezeichnet dabei die Anzahl der Segmente pro Slave-Element, ngp die Anzahl der
Gaußpunkte pro Segment.

3.3.3 Auswertung der Mortar-Integrale – dreidimensionaler Fall

Für dreidimensionale Probleme müssen die dualen Basisfunktionen im Allgemeinen geo-
metrieabhängig konstruiert werden, siehe Flemisch und Wohlmuth (2007)
und Hartmann u. a. (2007). Eine einfache Darstellung wie die der zweidimensio-
nalen Gleichungen (3.19) ist nur für den Sonderfall quadratischer ebener Slave-Elemente
möglich. Die Auswertung der Mortar-Integrale kann aber prinzipiell wie im Zweidimen-
sionalen erfolgen.

Im Rahmen dieser Arbeit wurden ausschließlich numerischen Experimente und Unter-
suchungen an zweidimensionalen Systemen durchgeführt. Aus diesem Grund wird die
Vorgehensweise für dreidimensionale Probleme im Folgenden nur grob skizziert. Für eine
ausführliche Beschreibung der Segment-Auswertung im Dreidimensionalen sei auf Puso

und Laursen (2004a), für eine allgemeine Definition der dualen Formfunktionen in
dreidimensionalen Problemen auf Flemisch und Wohlmuth (2007) und Hartmann

u. a. (2007) verwiesen.

Der Kontaktrand in einer dreidimensionalen Formulierung wird im Allgemeinen durch
eine doppelt gekrümmte Fläche beschrieben, die Slave- und die Master-Elemente wer-
den durch zweidimensionale, im Allgemeinen gekrümmte Element-Oberflächen repräsen-
tiert. Eine direkte Projektion zwischen den gekrümmten Element-Oberflächen ist sehr
aufwendig, weswegen meistens die Tangentialebene an den Mittelpunkt des Slave-Ele-
ments zur Berechnung der Kontakt-Integrale verwendet wird. Zur Definition eines Seg-
ments werden zuerst alle Knoten und damit alle Kanten eines Slave- und eines Master-
Elements auf diese Tangentialebene projiziert. Das Segment ist dann durch ein drei-
bis achteckiges Überschneidungspolygon definiert. Zur Integration wird das Überschnei-
dungspolygon in entsprechend drei bis acht Dreiecke zerlegt. Das Segment-Integral setzt
sich dann aus den Integralen über die einzelnen Dreiecke zusammen. In jedem Dreieck
werden dabei die Werte der Formfunktionen des Slave- und des Master-Elements an
den Gaußpunkten benötigt. Entsprechende Koordinatentransformationen sind erforder-
lich. Prinzipiell ist es möglich, das Mortar-Integral der Slave-Seite separat auszuwerten.
Allerdings liegen dann die Integrationsfehler zwischen Slave- und Master-Mortar-Inte-
gral in verschiedenen Bereichen.
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3.4 Konsistente Behandlung von Rändern

In Abschnitt 3.3 wurde die Berechnung der virtuellen Kontaktarbeit und der integralen
Nichtdurchdringungsbedingung mithilfe der Mortar-Integrale DSKK und MMKJ dargestellt.
Die Berechnung der Slave-Integrale DSKK erfolgt auf Element-Basis, d.h. durch Inte-
gration über ein oder mehrere komplette Slave-Elemente. Nur bei einer Integration
über komplette Slave-Elemente wird die Biorthogonalitätsbedingung (3.18) zwischen
den Formfunktionen φK der Lagrange’schen Multiplikatoren und N 1

I der Verschiebun-
gen des Slave-Kontaktrands erfüllt. Die Erfüllung der Biorthogonalitätsbedingung ist
Voraussetzung dafür, dass die globale Slave-Mortar-Matrix DS Diagonalstruktur be-
sitzt. Dies wiederum ist notwendig, damit im Rahmen des Lösungsprozesses eine ein-
fache Kondensation der Multiplikatoren möglich ist (siehe Kapitel 5.3). Im Vergleich
zu den DSKK weisen die Master-Integrale MMKJ im Allgemeinen keinen glatten Verlauf
über ein Slave-Element auf, weswegen sie segmentweise ausgewertet werden müssen,
siehe Abbildung 3.10. Anschließendes Aufaddieren der einzelnen Segment-Beiträge liefert
den kompletten Anteil des entsprechenden Slave-Elements. Solange sich ein Slave-Ele-
ment komplett in Segmente zerlegen lässt, ist die resultierende Beziehung zwischen
den Slave- und den Master-Mortar-Integralen konsistent. Am Übergangsbereich zwi-
schen kontaktierenden und nicht kontaktierenden Bereichen des Kontaktrands ist diese
Voraussetzung aber gegebenenfalls nicht mehr erfüllt, siehe Abbildung 3.11. Aufgrund
der daraus resultierenden Unterschiede in den Integrationsgebieten der Slave- und der
Master-Mortar-Integrale entsteht mit den bisherigen Definitionen eine Inkonsistenz. In
Abschnitt 3.4.1 wird dies anhand eines exemplarischen Problems veranschaulicht. An-
schließend wird in den folgenden Abschnitten 3.4.2 und 3.4.3 eine Lösung des Problems
vorgestellt (siehe auch Cichosz und Bischoff (2011)). Nicht vollständig in Segmente
zerlegbare Slave-Elemente werden dabei auch als Rand-Elemente bezeichnet.

3.4.1 Problemidentifikation

Anhand eines einfachen Beispiels mit zwei finiten Elementen wird in diesem Abschnitt
die Inkonsistenz zwischen den Slave- und den Master-Mortar-Integralen veranschaulicht
und ihre Auswirkung auf den in Abschnitt 3.3 vorgestellten Algorithmus untersucht. In
der betrachteten Situation berühren sich ein Slave- und ein Master-Körper entlang ihrer
gemeinsamen Kontaktränder, siehe Abbildung 3.11. Für beide Körpern ist der Slave-
bzw. der Master-Kontaktrand mit je einem Slave- bzw. Master-Element diskretisiert.
Dabei ragt das Slave-Element ein Stück weit über den eigentlichen Kontaktbereich hin-
aus, so dass es nicht komplett in Segmente zerlegt werden kann. Mit den gewählten
Abmessungen werden die Mortar-Integrale und daraus folgend die integralen Knoten-
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Abbildung 3.11: Konsistente Behandlung von Rändern: Problemidentifikation.

klaffungen (3.27) berechnet. Des Weiteren wird eine Gleichstreckenlast entsprechend der
Problemstellung des Kontakt-Patch-Tests aufgebracht und die Übertragung der Kon-
taktspannung untersucht.

Die Auswertung der Slave-Mortar-Integrale DSKK erfolgt durch Integration über das kom-
plette Slave-Element 1 − 2. Die Master-Mortar-Integrale MMKJ sind bezüglich des wirk-
lichen Kontaktbereichs definiert, welcher hier durch ein einzelnes Segment zwischen den
Knoten 1 und 4 repräsentiert wird. Aufgrund der verschiedenen Bezugsbereiche entsteht
eine Inkonsistenz zwischen den integralen Größen und die Beziehung DSKK =

∑

J MMKJ

wird nicht mehr erfüllt. Eine Integration von DSKK über den wahren Kontaktbereich
ist ohne Modifikationen aber nicht möglich, da dies zu einer Verletzung der Biortho-
gonalitätsbedingung (3.18) und somit auf Terme DSKJ 6= 0 führen würde. Aufgrund
der Inkonsistenz zwischen den Slave- und den Master-Mortar-Integralen entstehen un-
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3.4 Konsistente Behandlung von Rändern

brauchbare Werte der integralen Knotenklaffungen g̃nI . Mit den berechneten Werten
wird Knoten 1 inaktiv gesetzt, Knoten 2 wird um die scheinbare Durchdringung aus
dem Master-Körper herausgedrückt. Die resultierende Problemstellung ist kinematisch,
eine Gleichungslösung kann damit nicht erfolgen. Zur prinzipiellen Untersuchung der
Kontaktspannungsübertragung wurden die Knotenklaffungen künstlich zu null gesetzt
und eine Lösung berechnet. Die resultierenden Kontaktkräfte sind inkorrekt und verlet-
zen die Gleichgewichtsbedingungen in der Kontaktoberfläche. Die einzelnen Zahlenwerte
sind in Abbildung 3.11 dargestellt.

Ω1,h
0

Ω2,h
0

ξ1a
ξ1b

ξ2a
ξ2b

ξ1s

ξ1t

η
1

2

45

n1

n2

Kontaktbereich

Abbildung 3.12: Definitionen in einem Rand-Element.

3.4.2 Konsistente Formulierung

Die im vorausgegangenen Abschnitt 3.4.1 geschilderte Inkonsistenz zwischen den Slave-
und den Master-Mortar-Integralen in Rand-Elementen wird durch die unterschiedlichen
Integrationsgebiete erzeugt, auf welche sich die DSKK und die MMKJ beziehen. Ein intui-
tiver Ansatz zur Lösung dieser Problematik liegt in der Auswertung der Slave-Mortar-
Integrale DSKK auf Segment-Basis. Damit dabei weiterhin die Biorthogonalitätsbedin-
gung (3.18) erfüllt werden kann, wird diese nun als Integral über den wirklichen Kon-
taktbereich eines Slave-Elements umformuliert:

∫ ξ1t

ξ1s

φ̄KN 1
I (Jxξ1) dξ1 = δKI

∫ ξ1t

ξ1s

N 1
I (Jxξ1) dξ1. (3.37)

Dabei bezeichnen die Koordinatenwerte ξ1s und ξ1t Beginn bzw. Ende des Kontaktbereichs
in einem Slave-Element (siehe Abbildung 3.12). Jxξ1 =

∥
∥
∥
∂x1

∂ξ1

∥
∥
∥ = 1

2
ℓe repräsentiert die
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3 Räumliche Diskretisierung

Jacobi-Determinante zwischen aktueller Geometrie und Slave-Element-Parameterraum.
ℓe ist die Länge des entsprechenden Slave-Elements.

Gleichung (3.37) liefert zwei Bedingungsgleichungen zur Bestimmung der modifizier-
ten dualen Basisfunktionen φ̄K innerhalb eines Slave-Elements. Formal kann die dar-
aus resultierende Berechnungsvorschrift in Matrizenschreibweise dargestellt werden, wie
zum Beispiel in Hartmann u. a. (2007) für die allgemeine Bestimmung von dualen
Formfunktionen in dreidimensionalen Systemen. Im Gegensatz zu der dort vorgestellten
Prozedur müssen die zugrundeliegenden Integrale jetzt aber anstatt über die komplette
Slave-Element-Fläche über den wirklichen Kontaktbereich eines Slave-Elements e aus-
gewertet werden:

φ̄K =
2∑

I=1

aKI N 1
I , a =

[(

D̄SKK

)

e
I2

]

m̄−1
e , a, m̄e ∈ R

2×2

mit :
(

D̄SKK

)

e
=
ℓe
2

∫ ξ1t

ξ1s

N 1
K dξ1

(

m̄KJ

)

e
=
ℓe
2

∫ ξ1t

ξ1s

N 1
K N 1

J dξ1.

(3.38)

Der modifizierten Definition der dualen Formfunktionen entsprechend werden auch die
Slave-Mortar-Integrale DSKK anstatt mit Gleichung (3.35) jetzt bezüglich des wirklichen
Kontaktbereichs berechnet:

DSKK =
nslele∑

e=1

(

DSKK

)

e

mit :
(

DSKK

)

e
=







ℓe/2 falls e inneres Element

ℓe/2
∫ ξ1t

ξ1s

N 1
K dξ1 =

(

D̄SKK

)

e
sonst.

(3.39)

Die Auswertung der Master-Mortar-Integrale MMKJ erfolgt weiterhin mit Beziehung (3.36).
Allerdings wird der Beitrag

(

M̄MKJ

)

m
=

ngp
∑

gp=1

φ̄K

(

ξ1(ηgp)
)

N 2
J

(

ξ2(ηgp)
)

Jxη wgp (3.40)

eines Segments m, welches zu einem Rand-Element gehört, mit den modifizierten dualen
Formfunktionen nach Gleichung (3.38) berechnet.

Durch die modifizierte Definition (3.38) und die modifizierte Berechnung (3.39) sind kon-
sistente Mortar-Integrale und damit physikalisch sinnvolle Knotenklaffungen sowie das
Gleichgewicht in der Kontaktfläche sichergestellt. Als Verifikation wird das Problem aus
Abbildung 3.11 ein weiteres Mal untersucht, jetzt allerdings mit modifizierten Mortar-In-
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3.4 Konsistente Behandlung von Rändern

tegralen, siehe Tabelle 3.2. Die integrierten Klaffungswerte beider Slave-Kontaktknoten
sind identisch null. Die Kontaktkräfte erfüllen das Gleichgewicht in der Kontaktfläche.

Mortar-Integrale [mm]
D̄S11 = 0,990

D̄S22 = 0,810

M̄M14 = 0,099

M̄M24 = 0,891

M̄M15 = 0,891

M̄M25 = -0,081

∗Knotenwerte

Kontaktspannung∗ [N/mm]
z̄1 = 10,0

z̄2 = 10,0

Integrale Klaffung∗ [mm2]
g̃n1 = 0,0

g̃n2 = 0,0

Kontaktkräfte [N]

f 1
c = 9,9

f 2
c = 8,1

f 4
c = 9,9

f 5
c = 8,1

Tabelle 3.2: Problem aus Abbildung 3.11: Erneute Berechnung mit modifizierten Mortar-
Integralen.

3.4.3 Wichtungsprozedur

Eine genauere Untersuchung von Gleichung (3.39) zeigt, dass sich der Betrag von
(

DSKK

)

e

in einem Rand-Element quadratisch mit der Größe des Kontaktbereichs verkleinert.
Die Ursache hierfür ist, dass sich einerseits das Integrationsgebiet und andererseits der
Integrand selber verkleinern. Die Kontaktkraft als Integralwert der Kontaktspannung
verkleinert sich ungefähr linear mit der Größe des Kontaktbereichs. Abbildung 3.13 ver-
anschaulicht die Ursache für dieses Verhalten. Der Beitrag von Slave-Element 1− 2 zu
den Kontaktkräften f 1

c und f 2
c resultiert aus den Master-Kontaktkräften f 5

c und f 4
c , wo-

bei f 4
c nur einen kleinen Einfluss besitzt. Offensichtlich wird der größte Anteil von f 5

c

Ω1,h
0

Ω2,h
0

1 2

45

f 1
c f 2

c

f 5
c f 4

c

ℓe
αℓe

Abbildung 3.13: Veränderung der Kontaktkräfte in einem Rand-Element.
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3 Räumliche Diskretisierung

auf Knoten 2 übertragen, ein kleiner Anteil aber auch auf Knoten 1. Verkleinert sich
der Kontaktbereich in Element 1− 2 (hier durch den Parameter α dargestellt), verklei-
nert sich der Hebelarm von f 5

c bezüglich Knoten 2 um denselben Betrag. Auswertung
des Momentengleichgewichts am Knoten 2 zeigt, dass sich f 1

c linear mit α verkleinert.
Infolgedessen vergrößert sich der zugehörige Knotenwert des Lagrange’schen Multiplika-
tors mit dem Faktor 1/α. Durch die Linearisierung des Kontaktkraftvektors (siehe Ab-
schnitt 5.2.1) werden die resultierenden großen Multiplikatorenwerte in die Steifigkeits-
matrix assembliert. Dadurch vergrößert sich deren Konditionszahl drastisch, was die
Konvergenzeigenschaften der iterativen Lösungsprozedur deutlich verschlechtert. In ex-
tremen Fällen ist es sogar überhaupt nicht mehr möglich, eine konvergente Lösung zu
erhalten (siehe Abschnitt 6.2.1). Mit der Einführung von Wichtungsfaktoren für die
Mortar-Integrale kann diese Problematik einfacher und effektiv behandelt werden. Ele-
mentbezogene Wichtungsfaktoren

κK =





∫ ξ1t

ξ1s

N 1
K dξ1

︸ ︷︷ ︸

ωe





−1

(3.41)

erlauben pro Knoten verschiedene Wichtungen in unterschiedlichen Slave-Elementen,
vergleiche hierzu auch Cichosz und Bischoff (2011). Das Integral in Gleichung (3.41)
bezieht sich dabei auf den wirklichen Kontaktbereich eines Rand-Elements e und definiert
den zugehörigen Wichtungsfaktor als Inverse des modifizierten Slave-Mortar-Integrals,
ausgewertet im Parameterraum. Somit besitzen die modifizierten und die nicht modifi-
zierten Anteile der Mortar-Integrale dieselbe Größenordnung. Elementbezogene Wich-
tungsfaktoren sind algorithmisch sehr effektiv, können jedoch in bestimmten Fällen die
Genauigkeit der Kontaktspannungsübertragung beeinträchtigen. Deswegen werden in
dieser Arbeit alternativ knotenbasierte Wichtungsfaktoren

κK =





nslele∑

e=1

ωe





−1

(3.42)

vorgeschlagen (siehe auch Popp u. a. (2013)). Diese sind als Inverse der Summe der
elementbezogenen Integrale aus Gleichung (3.41) definiert und besitzen für einen Knoten
K in allen Slave-Elementen den gleichen Betrag. Bei dem in Abbildung 3.12 dargestellten
Fall ist κ1 aus Beträgen zweier Slave-Elemente zu berechnen. Das linke Slave-Element
ist dabei komplett in Segmente zerlegbar (inneres Slave-Element), so dass ωe = 1,0 gilt.
Das rechte Slave-Element ist ein Rand-Element, wodurch eine Integralauswertung zur
Berechnung von ωe notwendig wird. Abschließend können mit den Wichtungsfaktoren
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3.5 Zusammenfassung

aus Gleichung (3.42) die gewichteten modifizierten Mortar-Integrale angegeben werden:

(

D̃SKK

)

e
= κK

(

D̄SKK

)

e
(Beitrag eines Slave-Elements e)

(

M̃MKJ

)

m
= κK

(

M̄MKJ

)

m
(Beitrag eines Segments m).

(3.43)

3.5 Zusammenfassung

Neben der räumlichen Diskretisierung der kontaktunabhängigen Terme wurden in diesem
Kapitel verschiedene Kontaktdiskretisierungen vorgestellt, bewertet und miteinander
verglichen. Ein Schwerpunkt lag dabei auf der Darstellung und Untersuchung der in-
tegralen Kontaktdiskretisierung nach Wohlmuth und Krause (2003) und Hüeber

und Wohlmuth (2005), welche auf der dualen Mortar-Methode basiert. Durch die
Mortar-Kopplung der Kontaktränder ist diese Kontaktdiskretisierung stabil im Sinne der
LBB-Bedingung (Wohlmuth 2001). Darüber hinaus erlauben die dualen Formfunktio-
nen im Rahmen der Gleichungslösung eine einfache Kondensation der Lagrange’schen
Multiplikatoren (Hüeber und Wohlmuth 2005; Wohlmuth und Krause 2003).
Somit wird einerseits das resultierende Gleichungssystem nicht vergrößert, andererseits
kann die integrale Nichtdurchdringungsbedingung trotzdem exakt erfüllt werden. Die
Leistungsfähigkeit der Kontaktdiskretisierung in puncto Spannungsübertragung wurde
in Abschnitt 3.2.7 mithilfe des Kontakt-Patch-Tests demonstriert. Vergleichende Berech-
nungen mit alternativen Kontaktdiskretisierungen erzielten maximal gleichwertige Ergeb-
nisse.

Den zweiten Schwerpunkt dieses Kapitels stellte die methodische Untersuchung und
Behebung einer Inkonsistenz dar, welche bei einer räumlichen Kontaktdiskretisierung
mit der dualen Mortar-Methode am Rand des Kontaktbereichs auftreten kann. Ist dort
ein Slave-Element nicht komplett in Segmente zerlegbar (Rand-Element), entstehen für
einen betroffenen Slave-Kontaktknoten I inkonsistente Mortar-Integrale:

DSII 6=
∑

J

MMĲ . (3.44)

Eine solche Situation kann für kleine Verformungen gegebenenfalls mit einer geschickten
Wahl von Slave- und Master-Seite vermieden werden. Für große Deformationen ist dies
jedoch nicht mehr ohne Weiteres möglich. Damit in allen Fällen konsistente Mortar-
Integrale resultieren, wurde in Gleichung (3.37) die Biorthogonalitätsbedingung (3.18)
auf den wahren Kontaktbereich eines Rand-Elements bezogen. Mit den so definierten
modifizierten dualen Formfunktionen sind die Mortar-Integrale auch in Rand-Elementen
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3 Räumliche Diskretisierung

konsistent:

D̄SII =
∑

J

M̄MĲ . (3.45)

Aufgrund der Modifikation (3.45) entstehen für sehr kleine Rand-Elemente betragsmäßig
sehr kleine Mortar-Integrale und daraus sehr große Werte der Lagrange’schen Multiplika-
toren. Damit als Folge keine schlechte Konditionierung des globalen Gleichungssystems
resultiert, wurden in Abschnitt 3.4.3 Wichtungsfaktoren κI entwickelt. Multiplizieren
der gewichteten Mortar-Integrale aus Gleichung (3.45) mit den Wichtungsfaktoren κI

führt schließlich auf die modifizierten gewichteten Mortar-Integrale:

(

D̃SKK

)

e
= κK

(

D̄SKK

)

e
(Beitrag eines Slave-Elements e)

(

M̃MKJ

)

m
= κK

(

M̄MKJ

)

m
(Beitrag eines Segments m).

(3.46)
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4
Zeitliche Diskretisierung

Das folgende Kapitel befasst sich mit der zeitlichen Diskretisierung der semidiskreten
Bewegungsgleichung. Schwerpunktmäßig wird der Einfluss von Kontaktereignissen auf
die Eigenschaften der zeitlichen Diskretisierung untersucht. Die zeitliche Diskretisierung
ist dabei mit keiner spezifischen räumlichen Kontaktdiskretisierung assoziiert. Neben
der dualen Mortar-Methode kommt auch der NTS-Algorithmus zum Einsatz. Die all-
gemeinen Ausführungen zu Zeitintegrationsverfahren sind bewusst kompakt gehalten
und sollen keinen Anspruch auf Vollständigkeit erheben. Für eine ausführliche Beschrei-
bung sei auf das Lehrbuch von Argyris und Mlejnek (1988) sowie auf die Arbeit
von Kuhl (1996) verwiesen.

In Abschnitt 4.1 werden zunächst grundlegende Begriffe und Zusammenhänge einge-
führt. Anschließend stellt Abschnitt 4.2 die in dieser Arbeit verwendeten Zeitintegra-
tionsverfahren vor. Die Abschnitte 4.3 bis 4.6 befassen sich mit den Auswirkungen von
Kontakt auf die Eigenschaften der zugrundeliegenden zeitlichen Diskretisierung. Strate-
gien zur Verbesserung des Verhaltens unter Kontakt werden vorgestellt, untersucht und
miteinander verglichen. In Abschnitt 4.7 wird ein neuer Algorithmus für die zeitliche
Diskretisierung von Kontaktvorgängen vorgestellt, welcher die negativen Effekte aus
Kontakt minimiert, ohne die Nichtdurchdringungsbedingung zu verletzen. Abschließend
sind in Abschnitt 4.8 die wichtigsten Aspekte noch einmal zusammengefasst.

4.1 Einleitung

Im vorangegangenen Kapitel wurde das kontinuierliche Kontaktproblem durch die räum-
liche Diskretisierung mit der Methode der finiten Elemente in eine semidiskrete Be-
wegungsgleichung überführt. Für den statischen Fall kann diese direkt mit einem nu-
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4 Zeitliche Diskretisierung

merischen Verfahren gelöst werden. Wird eine dynamische Problemstellung untersucht,
ist zusätzlich eine zeitliche Diskretisierung erforderlich. Dazu wird der betrachtete Zeit-
raum [t0,T ] in nT Zeitintervalle [tn, tn+1] aufgeteilt. Die diskreten Zeitpunkte tn bzw. tn+1

bezeichnen Start- bzw. Endzeitpunkt eines einzelnen Intervalls. Die Differenz zwischen
End- und Startzeitpunkt definiert den Zeitschritt ∆t = tn+1 − tn. Im Rahmen einer
Zeitintegration werden die zeitlich kontinuierlichen Systemgrößen d(t),v(t) und a(t)
durch approximative Verläufe ersetzt, welche jeweils für ein Intervall definiert sind. Die
Approximationen sind im Allgemeinen als Funktion der Systemgrößen zum Zeitpunkt
tn+1, als Funktion der Systemgrößen zu davor liegenden Zeitpunkten, als Funktion des
Zeitschritts und ggf. noch als Funktion von zusätzlichen Parametern formuliert. Durch
die Kombination der zeitlichen Approximationen der Systemgrößen mit der Bewegungs-
gleichung resultiert ein Gleichungssatz, welcher die Bestimmung der Systemgrößen am
Ende des untersuchten Intervalls erlaubt. Die Systemgrößen zu Beginn des Intervalls wer-
den dabei als bekannt vorausgesetzt. Eine sequentielle Lösung der Gleichungssysteme
aller nT Intervalle hintereinander liefert dann eine Approximation der kompletten Lö-
sung für den betrachteten Zeitraum [t0,T ].

Abhängig davon, ob die Bewegungsgleichung zum Zeitpunkt tn, zum Zeitpunkt tn+1 oder
zu einem Zwischenzeitpunkt ausgewertet wird, können Zeitintegrationsverfahren als ex-

plizit, implizit oder als Kombination von beiden klassifiziert werden. Implizite Verfahren
benötigen zur Bestimmung der unbekannten Systemgrößen eine Gleichungslösung. Für
nichtlineare Systeme ist dazu ein iteratives Verfahren erforderlich. Explizite Algorith-
men können die unbekannten Systemgrößen ohne eine Gleichungslösung bestimmen,
falls die Massenmatrix des entsprechenden Verfahrens Diagonalstruktur besitzt. Aller-
dings sind explizite Verfahren nur bedingt stabil. Dies bedeutet, dass in einem nicht
belasteten System die unbekannte Systemantwort am Ende des Zeitschritts verglichen
mit der bekannten Systemantwort zu Beginn des Zeitschritts über alle Grenzen anwach-
sen kann, falls eine kritische Zeitschrittweite überschritten wird. Implizite Verfahren
hingegen können so konstruiert werden, dass sie für lineare Problemstellungen unbedingt
stabil sind. Als Beispiel sei das Newmark-Verfahren (Newmark 1959) mit der Parame-
terwahl β = 1/4 und γ = 1/2 genannt. Bei unbedingter Stabilität ist unabhängig vom
gewählten Zeitschritt garantiert, dass die gesuchte Systemantwort nicht über alle Gren-
zen anwächst. Für eine Systemsteifigkeit, welche nicht von der Deformation abhängt,
lässt sich dies durch eine Entkopplung der Systemgleichungen und eine anschließende
Eigenwertuntersuchung zeigen (Kriterium der spektralen Stabilität). Die im Folgenden
betrachteten Zeitintegrationsverfahren sind ausnahmslos implizit.

Für nichtlineare Systeme kann das Kriterium der spektralen Stabilität nicht verwen-
det werden, da die Systemsteifigkeit deformationsabhängig ist. Gut geeignet ist hinge-
gen das Kriterium der energetischen Stabilität nach Belytschko und Schoeberle

(1975). Dieses definiert ein Zeitintegrationsverfahren genau dann als energetisch stabil,
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4.1 Einleitung

wenn die Veränderung der Systemenergie zwischen zwei Zeitschritten entweder exakt
der Arbeit entspricht, welche von den äußeren Lasten geleistet wird, oder bezüglich
der geleisteten Arbeit dissipativ ist. Eine energetisch stabile Zeitintegration kann für
nichtlineare Systeme mit drei verschiedenen Ansätzen realisiert werden:

• Verwenden eines Zeitintegrationsverfahrens, welches numerisch Energie dissipiert.

• Verwenden eines Zeitintegrationsverfahrens, welches algorithmisch so konstruiert
ist, dass die Systemenergie exakt erhalten bleibt.

• Kombination eines Zeitintegrationsverfahrens mit einer Zusatzbedingung, welche
die Erhaltung der Systemenergie erzwingt.

Beispielhaft seien als Vertreter der ersten Gruppe der „Hilber-α“- bzw. „HHT“-Algo-
rithmus (Hilber u. a. 1977) oder die „Generalized-α Method“ (Chung und Hulbert

1993) genannt. Die kontinuierliche Dissipation der Systemenergie durch Verfahren dieser
Gruppe kann bei der Simulation von Langzeitprozessen allerdings zu einer nicht akzep-
tablen Veränderung der Systemantwort führen. Verfahren der zweiten Gruppe basieren
auf der „Energy-Momentum-Method“ (EMM) nach Simo und Tarnow (1992). Die
algorithmische Energieerhaltung wird hier durch eine spezielle Konstruktion des Verzer-
rungstensors erreicht. Als ein Verfahren der dritten Gruppe kann beispielsweise die „Con-
straint-Energy-Method“ (CEM) nach Hughes u. a. (1978) genannt werden, welche den
Newmark-Algorithmus mit einer Zwangsbedingung zur Energieerhaltung kombiniert.
Eine Erweiterung der „Constraint-Energy-Method“ wurde von Kuhl und Ramm (1996)
mit dem „Constraint-Energy-Momentum-Algorithm“ (CEMA) vorgestellt. Diese verbin-
det die dissipative „Generalized-α Method“ mit Zwangsbedingungen zur Erhaltung von
Energie, Impuls und Drehimpuls.

Bei impliziten Verfahren kann die Ermittlung einer stabilen Lösung nicht nur durch
den Verlust der energetischen Stabilität, sondern auch durch ein Konvergenzversagen
der Gleichgewichtsiteration verhindert werden. Dieser Fall tritt auf, wenn hochfrequente
Systemschwingungen aufgrund einer zu groß gewählten Zeitschrittweite nicht mehr abge-
bildet werden können. Vor allem, wenn der Algorithmus die hochfrequenten Schwin-
gungsmoden nicht numerisch dissipiert, ist ein entsprechend kleiner Zeitschritt erforder-
lich.

Durch Kontaktvorgänge werden die Eigenschaften des zugrundeliegenden Zeitintegra-
tionsverfahrens wesentlich beeinflusst. Verfahren, welche ohne das Auftreten von Kon-
takt energetisch stabil sind, können diese Eigenschaft bei Kontaktereignissen verlieren.
Die üblichen Newmark-Ansätze für die Systemgrößen führen bei Kontaktereignissen
zu oszillierenden Geschwindigkeiten und Beschleunigungen der kontaktierenden FE-
Knoten. Aufgrund der oszillierenden Beschleunigungen oszillieren dann auch die Träg-
heitskräfte und als Folge dessen die Kontaktkräfte. Letztlich wird die Strukturantwort
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4 Zeitliche Diskretisierung

des kompletten Systems gestört. Zeitintegrationsverfahren, welche energieerhaltend sind,
verlieren diese Eigenschaft durch Kontaktereignisse.

4.2 Implizite Zeitintegrationsverfahren

Die im Folgenden dargestellten Untersuchungen und Weiterentwicklungen auf dem Ge-
biet der zeitlichen Diskretisierung betrachten ausschließlich Phänomene, die durch Kon-
taktereignisse verursacht werden. Aus diesem Grund wird in der vorliegenden Arbeit
mit dem Newmark-Verfahren ein möglichst einfacher Basisalgorithmus verwendet, siehe
Abschnitt 4.2.1. Für nichtlineare Probleme ist der Newmark-Algorithmus nur bedingt
energetisch stabil. Die Allgemeinheit der Untersuchungen wird hierdurch jedoch nicht
beeinträchtigt, da die Übertragung der erzielten Erkenntnisse auf einen unbedingt sta-
bilen Basisalgorithmus nur eine technische Herausforderung darstellt. Neben dem New-
mark-Verfahren kommt vergleichend die „Energy-Momentum-Method“ (EMM) zum Ein-
satz, siehe Abschnitt 4.2.2. In Kombination mit der „Velocity-Update-Method“ (siehe Ab-
schnitt 4.6) stellt die „Energy-Momentum-Method“ bis zum jetzigen Zeitpunkt die
einzige zeitliche Kontaktdiskretisierung dar, welche energetisch stabil und energieerhal-
tend ist, ohne dafür die Nichtdurchdringungsbedingung verletzen zu müssen.

In den folgenden Untersuchungen und Beispielen wird ausnahmslos eine konstante Zeit-
schrittweite verwendet: ∆t = konstant. Eine Systemgröße a (tn) zu einem bestimmten
Zeitpunkt tn wird in einer vereinfachenden Schreibweise in der Form an oder an, indiziert
mit dem Zähler des jeweiligen Zeitschritts, dargestellt. Zeitintegrationsverfahren werden
in einer kompakten Ausdrucksweise auch als Integratoren bezeichnet.

4.2.1 Der Newmark-Algorithmus

Für strukturmechanische Probleme ist der Newmark-Algorithmus (Newmark 1959)
eines der wichtigsten und sicher auch eines der am häufigsten benutzten Zeitintegra-
tionsverfahren. Darüber hinaus stellt der Newmark-Algorithmus die Basis für zahlreiche
weitere Zeitintegrationsverfahren dar, als Beispiele seien der „HHT“-Algorithmus, die
„Generalized-α Method“, die „Energy-Momentum-Method“ oder die „Constraint-Ener-
gy-Method“ genannt. Die Grundlage des Verfahrens bilden die Newmark-Approxima-
tionen von Verschiebung und Geschwindigkeit in der Zeit:

dn+1 = dn + ∆t vn +
1

2
∆t2

[(

1− 2β
)

an + 2β an+1

]

vn+1 = vn + ∆t
[(

1− γ
)

an + γan+1

]

.
(4.1)
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4.2 Implizite Zeitintegrationsverfahren

In den Vektoren vn bzw. vn+1 ∈ R(ndimnn) sind dabei alle diskreten Knotengeschwindig-
keiten zu den Zeitpunkten tn bzw. tn+1 zusammengefasst. Die Vektoren für Verschiebung
und Beschleunigung stellen diskrete zeitliche Auswertungen der entsprechenden Größen
aus Gleichung (3.3) dar. Mit den Parametern β und γ können die Stabilitäts- und
Genauigkeitseigenschaften des Verfahrens gesteuert werden. Durch die Parameterwahl
β = 1/4 und γ = 1/2 beispielsweise wird das Verfahren für lineare Probleme absolut
stabil und energieerhaltend. Die unbekannte Beschleunigung kann mithilfe von Glei-
chung (4.1)1 als Funktion der unbekannten Verschiebung ausgedrückt werden:

an+1 =
1

β∆t2

[
(

dn+1 − dn −∆t vn

)

− ∆t2

2

(

1− 2β
)

an

]

. (4.2)

Eine Auswertung der semidiskreten Bewegungsgleichung (3.28)1 zum Zeitpunkt tn+1

mit anschließendem Einsetzen des Resultats aus Gleichung (4.2) ergibt die nichtlineare
effektive Strukturgleichung der Newmark-Methode:

M

[

1

β∆t2

(

dn+1 − dn −∆t vn

)

− 1

2β

(

1− 2β
)

an

]

+ fn+1
int − fn+1

ext + fn+1
c = 0.

(4.3)

Berechnung der internen Kräfte

An dieser Stelle wird die Berechnung des internen Kräftevektors in kompakter Form dar-
gestellt, um einen direkten Vergleich zu der entsprechenden Berechnung mit der „Ener-
gy-Momentum-Method“ zu ermöglichen. Die räumliche Komponente k des Anteils eines
Knotens I von fn+1

int aus Gleichung (4.3) berechnet sich dabei über die Assemblierung
der Anteile aus den einzelnen Elementen e:

f Ik
int =

nele⋃

e=1

1∫

−1

1∫

−1

1∫

−1



NI ,Xi

[
nn∑

J=1

NJ ,Xj
dJk

]

Sh
ĳ J

0ξ



dξ1 dξ2 dξ3. (4.4)

Summiert wird jeweils nur über die Größen des zugehörigen Körpers α. Auf den entspre-
chenden Index wurde aus Gründen der Übersichtlichkeit verzichtet. Aus dem gleichen
Grund wurde auf den Index des Zeitschritts verzichtet. Alle Größen sind zum Zeitpunkt
tn+1 ausgewertet. Die Spannung Sh

ĳ wird stark aus dem zugrundeliegenden Werkstoff-
gesetz und der diskretisierten Green-Lagrange’schen Verzerrung berechnet, siehe auch
Gleichung (A.20) für eine detaillierte Herleitung der einzelnen Ausdrücke.
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4 Zeitliche Diskretisierung

Berechnung der Kontaktkräfte

Der Vektor der Kontaktkräfte berechnet sich aus der verschiebungsabhängigen Opera-
tormatrix Bc und dem globalen Vektor zn+1 der Kontaktspannung:

fn+1
c = Bc(dn+1) zn+1. (4.5)

Die Dimension von zn+1 sowie die Dimension und die Berechnung von Bc hängen dabei
von der verwendeten räumlichen Kontaktdiskretisierung ab. Für Mehrkörperkontaktpro-
bleme sind die entsprechenden Beziehungen im Folgenden mit dem NTS-Algorithmus
und der Kontaktdiskretisierung aus Kapitel 3.3, welche auf der dualen Mortar-Methode
basiert, dargestellt. Für Einkörperkontakt wird die Kontaktdiskretisierung aus Hart-

mann u. a. (2007) verwendet, die ebenfalls auf der dualen Mortar-Methode beruht.
Definition und Auswertung von Bc und zn+1 sind für die verschiedenen Methoden in der
folgenden Gleichung beschrieben. Dabei werden alle Größen für t = tn+1 ausgewertet:

fc = Bc z =







[ nsa⋃

I=1

(

Bc
NTS

)

I

]

z =: Bc
NTS z, Gl. (3.6), z ∈ R

ns , (NTS)

Bc
Md2 z, Gl. (3.25), z ∈ R

ndimns , (Md2)
[

0,DS
]

T

z =: Bc
Md1 z, Gl. (3.25), z ∈ R

ndimns , (Md1)

0 ∈ R(ndimns)×(ndim (nn−ns))

(Md1): Mortar dual – 1KK, (Md2): Mortar dual – 2KK.

(4.6)

Der skalare Kontakt-Normalspannungswert eines Knotens I berechnet sich ebenfalls
diskretisierungsabhängig über die Beziehung

znI ≤ 0 (NTS)

znI = zI · nI ≥ 0 (Md2)

znI = zI · nobs ≤ 0 (Md1)

(Md1): Mortar dual – 1KK, (Md2): Mortar dual – 2KK. (4.7)

wobei nobs die Normale auf das starre Hindernis (englisch: „obstacle“) darstellt, siehe
auch Abbildung 4.1.

94



4.2 Implizite Zeitintegrationsverfahren

Ω1,h
0

x2

x1
nobsdobs

Abbildung 4.1: Einkörperkontaktproblem: Veranschaulichung und Bezeichnungen.

Auswertung der Nichtdurchdringungsbedingung

Äquivalent zur Kontaktkraft wird auch die Normalklaffung eines Slave-Kontaktknotens
I in Abhängigkeit der räumlichen Kontaktdiskretisierung bestimmt:

gnI =







(

x1
I −

(

1− ξ̂
)

x2
J1
− ξ̂ x2

J2

)

· nI ≥ 0, Gl. (3.6), (NTS)

g̃nI ≥ 0, Gl. (3.27), (Md2)

xI · nobs + dobs ≥ 0, (Md1)

(Md1): Mortar dual – 1KK, (Md2): Mortar dual – 2KK. (4.8)

Alle Beziehungen sind dabei zum Zeitpunkt tn+1 ausgewertet. dobs stellt für den Einkör-
perkontaktfall den Abstand zwischen Ursprung und starrem Hindernis in Richtung von
nobs dar. Für die Gültigkeit der verwendeten Vorzeichendefinition müssen Ursprung und
deformierbarer Körper auf derselben Seite des Hindernisses liegen (siehe Abbildung 4.1).

Änderung der Systemenergie ohne Kontakt

Die Energiebilanz des Newmark-Integrators kann mithilfe der effektiven Strukturglei-
chung (4.3) und den zeitlichen Approximationen von Verschiebung und Geschwindig-
keit (4.1) gewonnen werden. Mit der Parameterwahl β = 1/4 and γ = 1/2 resultiert
dabei die folgende Beziehung (siehe beispielsweise Argyris und Mlejnek (1988)
oder Krenk (2006)), falls keine äußeren Kräften vorhanden sind:

1

2

(

vT

n+1 Mvn+1 − vT

n Mvn

)

︸ ︷︷ ︸

∆eh
kin

+
1

2
∆dT

(

fn
int + fn+1

int

)

= 0. (4.9)
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4 Zeitliche Diskretisierung

Für lineare Probleme entspricht der rechte Term auf der linken Seite von Gleichung (4.9)
exakt der Veränderung der internen Energie. Damit entspricht die Veränderung der
kinetischen Energie ∆eh

kin genau der Veränderung der internen Energie. Der Algorithmus
ist unbedingt stabil und energieerhaltend. Für nichtlineare Probleme hängen die internen
Kräfte nichtlinear von den Verschiebungen ab. Aus diesem Grund stellt der rechte Term
auf der linken Seite von Gleichung (4.9) nur noch eine Approximation der Veränderung
der internen Energie dar. Somit ist der Zuwachs der kinetischen Energie eventuell größer
als die Veränderung der internen Energie. Als Folge dessen ist der Algorithmus für
nichtlineare Probleme nur noch bedingt stabil.

Damit Gleichung (4.9) im Kontext mit der kontinuumsmechanischen Energiebilanz aus
Kapitel 2 besser verstanden und eingeordnet werden kann, wird die kontinuumsmecha-
nische Energiebilanz im folgenden Absatz räumlich diskretisiert und zeitlich integriert.
Die resultierende Beziehung entspricht aufgrund der Approximationen, die im Rahmen
der Diskretisierung gewählt werden, exakt der Energiebilanz (4.9).

In abstrakter Form liefert die räumliche Diskretisierung der kontinuierlichen Energiebi-
lanz (2.30) mit anschließender Integration über das Zeitintervall [tn, tn+1] die folgende
Beziehung:

∫ tn+1

tn

[

∂

∂t
ekin(t) + pint(t) = pext(t)

]h

dt ⇔
(

en+1
kin − en

kin

)h

+ ∆eh
int = ∆eh

ext.

(4.10)

Darin bezeichnet das ∆(•)-Symbol die Differenz einer Größe zwischen den Zeitpunkten
tn+1 und tn : ∆(•) = (•)n+1 − (•)n. Einsetzen der räumlich diskretisierten Geschwin-
digkeit (3.2)2 in die kontinuierliche Formulierung der kinetischen Energie (2.32) und
anschließendes Auswerten für einen diskreten Zeitpunkt tn+1 ergibt die diskrete kineti-
sche Energie eines einzelnen Körpers α:

eαkin(tn+1) ≈
[

eαkin(tn+1)
]h

=
1

2

∫

Ωα,h0

ρα0

(
nnα∑

I=1

NαI vI , α
n+1

)

·
(

nnα∑

J=1

NαJ vJ , α
n+1

)

dΩα,h0

=
1

2

nnα∑

I=1

nnα∑

J=1

vI , α
n+1 · vJ , α

n+1

∫

Ωα,h0

ρα0 NαI NαJ dΩα,h0

︸ ︷︷ ︸

Mα
Ĳ

.

(4.11)

Dabei kennzeichnet die Abkürzung MαĲ den Eintrag zwischen den Knoten I und J in
der globalen Massenmatrix M. Aufsummieren der beiden Beiträge aus Gleichung (4.11)
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4.2 Implizite Zeitintegrationsverfahren

liefert die diskrete kinetische Energie für das komplette System:

(

en+1
kin

)h
=

2∑

α=1

[

eαkin(tn+1)
]h

=
1

2
vT

n+1 Mvn+1. (4.12)

Die diskrete Änderung der internen Energie im Zeitintervall [tn, tn+1] folgt durch die
räumliche Diskretisierung von Gleichung (2.33) äquivalent zu der Vorgehensweise in
Gleichung (3.4)2 und anschließender Integration von tn bis tn+1:

∆eint ≈
2∑

α=1

(

∆eαint

)h
=

2∑

α=1

∫ tn+1

tn

( ∫

Ωα0

Sα : Ėα dΩα0

)h

dt =
∫ tn+1

tn

(

vT fint

)

dt.

(4.13)

Durch die Auswertung des letzten Integrals in Gleichung (4.13) mit der Trapezregel
resultiert die approximative Änderung der internen Energie. Dabei wird zusätzlich die
Mittelpunktgeschwindigkeit mit vn+1/2 = ∆d/∆t = (dn+1 − dn)/∆t approximiert und
ein konstanter Zeitschritt vorausgesetzt1:

∆eh
int =

∫ tn+1

tn

(

vT fint

)

dt ≈ ∆tn+1/2

2
vT

n+1/2

(

fn
int + fn+1

int

)

≈ 1

2
∆dT

(

fn
int + fn+1

int

)

.

(4.14)

Abschließend erfolgt die räumliche Diskretisierung von Gleichung (2.34) entsprechend
zu der Vorgehensweise in Gleichung (3.4)3. Durch eine Behandlung der resultierenden
Terme äquivalent zu Gleichung (4.13) und (4.14) ergibt sich die diskrete Änderung der
externen Energie:

∆eext ≈ ∆eh
ext =

1

2
∆dT

(

fn
ext + fn+1

ext

)

. (4.15)

Wird ein linearer Verlauf der externen Lasten im betrachteten Zeitintervall vorausge-
setzt, ist die zeitliche Integration mit der Trapezregel in Gleichung (4.15) exakt.

4.2.2 Die „Energy-Momentum-Method“ (EMM)

Ohne die Berücksichtigung von Kontaktbedingungen ist die „Energy-Momentum-Me-
thod“ (Simo und Tarnow 1992) ein unbedingt stabiles und energieerhaltendes Zeit-
integrationsverfahren. Sie garantiert diese Eigenschaften durch die Idee der algorithmi-
schen Energieerhaltung. Hierzu wird die Berechnung der internen Kräfte genau so kon-
struiert, dass die Zeitintegration auch für Probleme mit großen Deformationen energie-,

1Im Rahmen dieser Arbeit wird ausschließlich eine konstante Zeitschrittweite verwendet.
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4 Zeitliche Diskretisierung

impuls- und drehimpulserhaltend ist. Ein Nachteil der Methode ist der numerische
Mehraufwand, der durch die Modifikationen entsteht. Da die Berechnung der internen
Kräfte auf Elementebene erfolgt, sind grundlegende Veränderungen der Elementroutinen
inklusive der Spannungsberechnung erforderlich.

Basis für die zeitliche Approximation von Verschiebung und Geschwindigkeit sind die
Newmark-Approximationen (4.1), die im Rahmen der „Energy-Momentum-Method“ mit
der festen Parameterwahl β = 1/4 und γ = 1/2 verwendet werden:

dn+1 = dn + ∆t vn +
1

4
∆t2

(

an + an+1

)

vn+1 = vn +
1

2
∆t
(

an + an+1

)

.
(4.16)

Zusätzlich werden die Systemgrößen in der Mitte tn+1/2 des Zeitintervalls [tn, tn+1] be-
nötigt. Diese ergeben sich durch die lineare Interpolation zwischen den Werten der
diskreten Zeitpunkte tn und tn+1:

dn+1/2 =
1

2

(

dn+1 + dn

)

vn+1/2 =
1

2

(

vn+1 + vn

)

an+1/2 =
1

2

(

an+1 + an

)

.

(4.17)

Auflösen von Gleichung (4.16)1 nach der unbekannten Beschleunigung an+1 und an-
schließendes Einsetzen in Gleichung (4.17)3 liefert dann die Beschleunigungen der Mit-
telpunktkonfiguration. Formuliert als Funktion der unbekannten Verschiebung lautet
diese:

an+1/2 =
2

∆t2

(

dn+1 − dn

)

− 2

∆t
vn. (4.18)

Schließlich führt die Auswertung der semidiskreten Bewegungsgleichung (3.28)1 für den
Zeitpunkt tn+1/2 auf die nichtlineare effektive Strukturgleichung der „Energy-Momen-
tum-Method“:

M

[

2

∆t2

(

dn+1 − dn −∆t vn

)
]

+ fint

(

dn+1/2

)

− fn+1/2
ext + fc

(

dn+1/2, z
algo
)

= 0.

(4.19)

Dabei wurde Gleichung (4.18) verwendet, um die Mittelpunktbeschleunigung an+1/2 als
Funktion der unbekannten Verschiebung auszudrücken. Die externen Kräfte werden als
unabhängig von der Deformation vorausgesetzt. Sie ergeben sich ebenfalls über eine
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4.2 Implizite Zeitintegrationsverfahren

Mittelung der externen Kräfte an den Intervallgrenzen:

fn+1/2
ext =

1

2

(

fn+1
ext + fn

ext

)

. (4.20)

Berechnung der internen Kräfte

Im Gegensatz zur Newmark-Methode berechnen sich die internen Kräfte mit den Ver-
schiebungen der Mittelpunktkonfiguration und mit einem modifizierten Spannungsmaß.
Formal folgt die räumliche Komponente k des Anteils eines Knotens I von fint

(

dn+1/2

)

aus Gleichung (4.19) wieder aus der Assemblierung der Anteile aus den einzelnen Ele-
menten e:

f Ik
int

(

dn+1/2

)

=
nele⋃

e=1

1∫

−1

1∫

−1

1∫

−1



NI ,Xi

[
nn∑

J=1

NJ ,Xj
d

n+1/2
Jk

]

Salgo
ĳ J

n+1/2

0ξ



dξ1 dξ2 dξ3.

(4.21)

Die Spannung Salgo
ĳ ist dabei mit dem Index (•)algo gekennzeichnet, da sie algorith-

misch so berechnet wird, dass die Entwicklung der Systemenergie exakt den thermo-
dynamischen Prinzipien folgt. Für hyperelastische Materialgesetze bedeutet dies, dass
die Veränderung der kinetischen Energie exakt der Veränderung der internen Energie
mit umgedrehtem Vorzeichen entspricht (siehe auch Gleichung (4.9) für den Unterschied
zur Newmark-Methode). Wird das St. Venant-Kirchhoff’sche Materialmodell verwendet,
muss Salgo

ĳ dazu mit dem Mittelwert der Verzerrungstensoren der Zeitpunkte tn und tn+1

ausgewertet werden, anstatt die Verzerrung der Mittelpunktverschiebung dn+1/2 zu be-
nutzen (Simo und Tarnow 1992). Die Berechnung von Salgo

ĳ für weitere Werkstoffe ist
beispielsweise in Gonzalez (2000) dargestellt.

Berechnung der Kontaktkräfte

Äquivalent zu der Vorgehensweise in Gleichung (4.6) berechnet sich der Kontaktkraftvek-
tor in Abhängigkeit der zugrundeliegenden räumlichen Kontaktdiskretisierung. Aller-
dings werden die einzelnen Terme zu einem anderen Zeitpunkt ausgewertet:

fc

(

dn+1/2

)

= Bc
(

dn+1/2

)

zalgo. (4.22)

Die Kontaktspannung zalgo berechnet sich als Reaktion auf die algorithmische Umset-
zung der Nichtdurchdringungsbedingung, siehe Laursen und Love (2002) für ver-
schiedene Möglichkeiten. In dieser Arbeit wird die Nichtdurchdringungsbedingung aus-
schließlich mit der Methode der Lagrange’schen Multiplikatoren umgesetzt. zalgo folgt
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4 Zeitliche Diskretisierung

entsprechend dem Vorschlag in Laursen und Love (2002) aus der Forderung nach
Nichtdurchdringung für den Zeitpunkt tn+1. Eine Auswertung der Nichtdurchdringungs-
bedingung in der Mitte des Zeitintervalls würde bei der Initiierung des Kontakts eine un-
physikalische Durchdringung erlauben und anschließend zu einer oszillierenden Knoten-
verschiebung führen.

Änderung der Systemenergie ohne Kontakt

Die Energiebilanz des Algorithmus’ folgt durch Multiplikation der nichtlinearen effek-
tiven Strukturgleichung (4.19) mit dem Verschiebungsinkrement ∆d. Ohne das Wirken
von äußeren Kräften entspricht die Veränderung der kinetischen Energie per Konstruk-
tion exakt dem negativen Wert der Veränderung der internen Energie:

∆dT M

[

2

∆t2

(

dn+1 − dn −∆t vn

)
]

︸ ︷︷ ︸

∆eh
kin

+∆dT fint

(

dn+1/2, z
algo
)

= 0. (4.23)

4.2.3 Nomenklatur

An dieser Stelle soll mit Tabelle 4.1 eine Übersicht zu den im Folgenden verwendeten
Abkürzungen für Zeitintegrationsverfahren sowie deren Modifikationen gegeben werden.
Die jeweiligen Bezeichnungen werden an entsprechender Stelle noch einmal ausführlicher
erläutert.

4.3 Auswirkungen dynamischer Kontaktereignisse:

Referenzbeispiel

Das folgende Beispiel soll die Auswirkungen von dynamischem Kontakt auf ein räumlich
und zeitlich diskretisiertes System veranschaulichen. Darüber hinaus wird es als Refe-
renzbeispiel benutzt, um für Kontaktprobleme die Wechselwirkung zwischen zeitlicher
Diskretisierung und dynamischer Strukturantwort zu untersuchen. Modifikationen im
Hinblick auf eine bessere Simulation von Kontaktproblemen werden anhand des Refe-
renzbeispiels bewertet.

Bei der Bezeichnung von energetischen Ausdrücken wird im Weiteren auf den Index (•)h

zur Kennzeichnung der Diskretisierungslösung verzichtet. Die interne Energie wird für
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4.3 Auswirkungen dynamischer Kontaktereignisse: Referenzbeispiel

Eigenschaften Optionale Eigenschaften

di
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f c
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(b
)

E
ne

rg
ie

er
ha

lt
en

d

E
ig

en
sc

ha
ft

en
(a

)
un

d
(b

)

Newmark nein nein - - -

Newmark-KD ja1 nein N-KD-v N-KD-e3 N-KD-ve3

Newmark-KS ja1 ja N-KS-v N-KS-e3 N-KS-ve3

EMM ja4 nein - EMM-VUM4 -

Abkürzungen:
N: Newmark
KD: Kontakt – dissipativ
KS: Kontakt – stabilisiert
EMM: „Energy-Momentum-Method“
VUM: „Velocity-Update-Method“

Verweise:
1 Kane u. a. (1999)
2 Deuflhard u. a. (2008)
3 Energie-Korrekturkraft-Algorithmus, siehe Abschnitt 4.7
4 Laursen und Love (2002)

Tabelle 4.1: Zeitintegrationsverfahren: Eigenschaften und Bezeichnungen.

das Newmark-Verfahren mit Gleichung (4.14) berechnet, für die „Energy-Momentum-
Method“ gemäß Beziehung (4.23).

4.3.1 Numerischer Versuchsaufbau

In der untersuchten Problemstellung bewegt sich ein deformierbarer Stab mit einer
gleichförmigen Anfangsgeschwindigkeit von v0 = 3,0 m/s auf ein ebenes starres Hin-
dernis zu. Der Stab ist beschleunigungsfrei, die Geschwindigkeit bis zum Berühren des
Hindernisses zeitlich konstant. Nach circa 3 · 10−4 Sekunden ist die ursprüngliche Lücke
zwischen Stab und Hindernis geschlossen und der Kontaktvorgang beginnt. In Abbil-
dung 4.2 sind Geometrie, Materialdaten und die Vernetzung mit zehn bilinearen Q1-
Elementen dargestellt. Als Materialgesetz wird das St. Venant-Kirchhoff’sche Material-
modell benutzt. Die untersuchte Problemstellung wurde in dieser oder ähnlicher Form
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4 Zeitliche Diskretisierung

beispielsweise auch in Taylor und Papadopoulos (1993), Armero und Petőcz

(1998) oder Doyen (2010) zur Beurteilung von Diskretisierungsstrategien für dynami-
sche Kontaktprobleme benutzt.

Material

Geometrie

Längen in [m]

Enobs

ν

ρ =
=

=

=

900 N/m2

1,0 kg/m3

0,0

Dicke 0,1m

v0 = 3,0 m/s

1

10 0,001

Abbildung 4.2: Referenzbeispiel: Problemstellung und Diskretisierung.

4.3.2 Referenzlösung

Analytische Lösung

Werden eine lineare Kinematik und ein linear elastisches Materialverhalten vorausge-
setzt, ist es möglich, für das betrachtete Problem eine analytische Lösung zu ermitteln.
Diese ist in Abbildung 4.3 dargestellt. Die zugrundeliegenden Gleichungen sind beispiels-
weise in Doyen (2010) angegeben. Im folgenden Kapitel wird die analytische Lösung
allerdings nicht als Referenz verwendet. Stattdessen wird eine numerische Referenz-
lösung erstellt. Dies geschieht einerseits aufgrund der nichtlinearen Kinematik, die die
untersuchten Algorithmen im Gegensatz zu der analytischen Lösung benutzen. Bei einer
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Abbildung 4.3: Analytische Lösung: Energie und Kontaktkraft.
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maximalen Verkürzung des Stabs von 1,0 m entsteht dabei eine zu große Diskrepanz zwi-
schen der analytischen und der zu erwartenden numerischen Lösung. Andererseits soll
mit den Untersuchungen der Teil des Diskretisierungsfehlers isoliert werden, welcher aus
der numerischen Kontaktbehandlung resultiert. Damit dieser Anteil nicht mit anderen
Effekten aus der räumlichen oder der zeitlichen Diskretisierung vermischt wird, erscheint
eine numerische Referenzlösung sinnvoller.

Numerische Referenzlösung

Die numerische Referenzlösung simuliert den Zeitraum zwischen Initiieren und Lösen
des Kontakts. Dazu werden die Kontaktknoten statisch bestimmt gelagert (siehe Abbil-
dung 4.4). Alle weiteren Knoten erhalten die horizontale Anfangsgeschwindigkeit v0. Als
zeitliche Diskretisierung wird das Newmark-Verfahren mit der Parameterwahl β = 1/4
und γ = 1/2 sowie einer Zeitschrittweite von ∆t = 1 · 10−4 s verwendet. Die Referenzlö-
sung für die Kontaktkraft wird anhand der horizontalen Auflagerreaktionen des Systems
bestimmt, siehe Abbildung 4.4(b). Als räumliche Diskretisierung werden zehn bilineare
Q1-Elemente benutzt. Nach circa 0,74 Sekunden tritt in den Auflagern eine Zugkraft auf.
Ab diesem Zeitpunkt wird als Referenz der Wert null festgesetzt. Die Referenzlösung
des Energieverlaufs folgt aus einer Berechnung mit 100 bilinearen Q1-Elementen, siehe
Abbildung 4.4(a). Die Lösung des groben Netzes ist hier nicht als Referenz geeignet,
da die gelagerten FE-Knoten keine kinetische Energie besitzen. Demzufolge ist die Sys-
temenergie des gelagerten Systems bei grober Vernetzung deutlich kleiner als die des
Referenzbeispiels aus Abbildung 4.2. Da die Energiekurven der numerischen Referenz-

(a) Feines Netz – 100 Elemente (b) Grobes Netz – Zehn Elemente
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Abbildung 4.4: Numerische Referenzlösung (farbig) mit Diskretisierung, analytische
Lösung (grau).
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lösung bei grober bzw. feiner Vernetzung nur einen Unterschied in den Absolutwerten
aufweisen2, sie jedoch nicht in Richtung der Zeitachse gegeneinander verschoben sind,
ist die Verwendung des feinen Netzes konsistent. Ab dem Zeitpunkt, zu dem in den
Auflagern eine Zugkraft auftritt, werden die Energiekurven „eingefroren“. Somit wird
der jeweils zuletzt berechnete Wert als qualitative Referenz für die Zeitspanne nach dem
Lösen des Kontakts verwendet.

In den Legenden der folgenden Abbildungen ist die numerische Referenzlösung stets
mit einer Tilde gekennzeichnet. In Abbildung 4.4 ist neben der numerischen Referenz-
lösung vergleichend die analytische Lösung dargestellt (grau, in der Legende mit einem
Überstrich markiert). Die zeitliche Verschiebung zwischen den Kurven resultiert, wie
bereits angesprochen, aus den unterschiedlichen Kinematiken der analytischen und der
numerischen Lösung.

4.3.3 Numerische Lösung ohne Modifikation der Kontaktanteile

Im Folgenden wird das Referenzbeispiel mit dem Newmark-Algorithmus aus
Abschnitt 4.2.1 und der „Energy-Momentum-Method“ aus Abschnitt 4.2.2 gelöst. Die
zugrundeliegende Kontaktbehandlung ist in den Gleichungen (4.5) bis (4.7) für das New-
mark-Verfahren bzw. in Gleichung (4.22) für die „Energy-Momentum-Method“ darge-
stellt. Alle Berechnungen werden mit einer konstanten Zeitschrittweite von ∆t = 5·10−3 s
durchgeführt. Die detaillierte Analyse der beobachteten Phänomene folgt in den näch-
sten Abschnitten. Zunächst wird die Systemantwort nur qualitativ beschrieben. In den
Abbildungen der Systemenergie und der Kontaktkraft sind die jeweiligen numerischen
Referenzlösungen mit grauen Linien gekennzeichnet. Geschwindigkeit und Beschleuni-
gung der gelagerten FE-Knoten sind in der numerischen Referenzlösung identisch null,
was auch von den Kontaktberechnungen gefordert werden kann. Die Diskontinuität in
der Geschwindigkeit bzw. die Singularität in der Beschleunigung bei Initiieren und Lösen
und des Kontakts kann mit der numerischen Lösung allerdings nur approximativ abge-
bildet werden. Das Auftreten von Oszillationen zu den entsprechenden Zeitpunkten muss
in begrenztem Umfang akzeptiert werden.

Lösung mit dem Newmark-Algorithmus

In Abbildung 4.5 sind Energie, Kontaktkraft sowie Geschwindigkeit und Beschleuni-
gung der Kontaktknoten für die Lösung mit dem Newmark-Verfahren dargestellt. Wie
der Energieverlauf zeigt, wird der Integrator aufgrund der Kontaktereignisse energetisch
instabil. Einer relativ geringen Abnahme der Systemenergie in einigen Zeitschritten steht

2Die Kurve der groben Vernetzung ist nicht dargestellt.
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Abbildung 4.5: Referenzbeispiel: Lösung mit dem Newmark-Verfahren.

eine deutliche Zunahme in folgenden Zeitschritten gegenüber. Der Kontaktkraftverlauf
zeigt ein oszillierendes Verhalten zwischen Zuständen mit bestehendem und Zuständen
mit gelöstem Kontakt. In den wenigen Zeitschritten mit bestehendem Kontakt ist der
Absolutwert der Kontaktkraft unphysikalisch hoch. Wie ein Vergleich zwischen Kon-
taktkraftverlauf und Energieverlauf zeigt, steht ein Initiieren bzw. Lösen von Kontakt
offenbar in direktem Zusammenhang mit einer Veränderung der Systemenergie. Die Ge-
schwindigkeit und die Beschleunigung zeigen ein oszillierendes Verhalten. Dieses spiegelt
die Bewegung der Kontaktknoten wider, welche aufgrund der Oszillationen zwischen
bestehendem und gelöstem Kontakt resultiert. Ein Vergleich der Verläufe von Beschleu-
nigung und Kontaktkraft zeigt, dass offensichtlich auch eine direkte Verbindung zwischen
den Ausschlägen der Kontaktkraft und den Ausschlägen der Beschleunigung besteht.

Da aufgrund der stark oszillierenden Systemantwort eine Lösung mit dem St. Venant-
Kirchhoff’schen Materialgesetz zu sich selbst durchdringenden Elementen führte, ist in
Abbildung 4.5 die Lösung mit dem Neo-Hooke’schen Materialmodell dargestellt.
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4 Zeitliche Diskretisierung

Lösung mit der „Energy-Momentum-Method“

Abbildung 4.6 zeigt die Verläufe von Energie, Kontaktkraft und Geschwindigkeit und
Beschleunigung der Kontaktknoten für eine Berechnung mit der „Energy-Momentum-
Method“. Für die Verläufe von Kontaktkraft und Beschleunigung sind die Werte der
Zeitintervallmitten tn+1/2 aufgetragen, da die semidiskrete Bewegungsgleichung jeweils
für den Zeitpunkt tn+1/2 ausgewertet wird. Der Energieverlauf zeigt, dass die System-
energie in einigen Schritten ab-, aber in keinem Schritt zunimmt. Somit scheint die in
Abschnitt 4.2.2 dargestellte Behandlung der Kontaktkräfte bereits dissipativ zu sein. Die
Oszillationen in der Kontaktkraft sind geringer als bei der Lösung mit dem Newmark-
Verfahren. Nach circa 0,2 Sekunden treten keine Oszillationen mehr zwischen bestehen-
den und gelösten Kontaktzuständen auf. Ein Vergleich von Energie- und Kontaktkraft-
verlauf zeigt, dass wie bei der Newmark-Methode eine zeitliche Korrelation zwischen
der Verkleinerung der Systemenergie und den Ausschlägen der Kontaktkraft besteht.
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Abbildung 4.6: Referenzbeispiel: Lösung mit der „Energy-Momentum-Method“.
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Auch die Verläufe von Kontaktkraft und Beschleunigung zeigen wieder ein stark zusam-
menhängendes Verhalten. Der Geschwindigkeitsverlauf zeigt für bestehenden Kontakt
Oszillationen um die exakte Nulllösung.

4.4 Energetische Stabilität bei Kontaktereignissen

Wie die Auswertung des Referenzbeispiels in Abschnitt 4.3 gezeigt hat, kann sich in einer
numerischen Simulation aufgrund von Kontaktereignissen die Systemenergie vergrößern.
Dadurch wird der zugrundeliegende Integrator energetisch instabil. Bei der Auswertung
mit der „Energy-Momentum-Method“ resultierte allerdings keine Vergrößerung der Sys-
temenergie. Der folgende Abschnitt untersucht, warum das Newmark-Verfahren durch
Kontaktereignisse energetisch instabil wird, die „Energy-Momentum-Method“ jedoch
nicht. Darüber hinaus wird eine Modifikation vorgestellt, welche auch mit dem New-
mark-Verfahren eine energetisch stabile Behandlung von Kontaktvorgängen ermöglicht.

4.4.1 Energetische Stabilität des Newmark-Algorithmus’

Ohne die Berücksichtigung von Kontaktereignissen ist der Newmark-Algorithmus für
lineare Probleme mit der Parameterwahl β = 1/4 und γ = 1/2 unbedingt stabil und
energieerhaltend, siehe Gleichung (4.9). Werden nichtlineare Kontaktprobleme betrach-
tet, liefert eine Auswertung der Energiebilanz mit derselben Parameterwahl (siehe An-
hang A.3.1) die folgende Beziehung für die Veränderung der kinetischen Energie:

∆ekin =
1

2

(

dn+1 − dn

)
T

[

−
(

fn
int + fn

c − fn
ext

)

−
(

fn+1
int + fn+1

c − fn+1
ext

)
]

= − 1

2
∆dT

(

fn
int + fn+1

int

)

︸ ︷︷ ︸

∆eint

− 1

2
∆dT

(

fn
c + fn+1

c

)

︸ ︷︷ ︸

∆ec

+
1

2
∆dT

(

fn
ext + fn+1

ext

)

︸ ︷︷ ︸

∆eext

.

(4.24)

Wie schon in Abschnitt 4.2.1 angemerkt, bestimmt dabei der Ausdruck ∆eint = ∆dT
(

fn
int

+ fn+1
int

)

die Veränderung der internen Energie nur näherungsweise. Die entsprechende
approximative Veränderung der Systemenergie resultiert durch Umformen von Glei-
chung (4.24):

∆ekin + ∆eint = ∆eext −∆ec. (4.25)
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Im Folgenden wird der Ausdruck ∆ekin + ∆eint vereinfachend als Veränderung der Sys-
temenergie bezeichnet. Ist der approximative Charakter des Ausdrucks ∆eint von Be-
deutung, wird gesondert darauf hingewiesen. Für den Kontaktterm kann mit Glei-
chung (4.25) folgende Aussage getroffen werden:

∆ec < 0: Der Kontaktterm vergrößert die Systemenergie.

∆ec = 0: Der Kontaktterm verändert die Systemenergie nicht.

∆ec > 0: Der Kontaktterm verkleinert die Systemenergie.

(4.26)

Im Weiteren wird untersucht, in welchen Situationen der Kontaktterm ∆ec welches Vor-
zeichen annimmt. Im Hinblick auf eine energetisch stabile Simulation von Kontaktvor-
gängen ist es insbesondere wichtig, wann und warum Fälle mit ∆ec < 0 auftreten.

Untersuchung des Kontaktterms

Anhand des Referenzbeispiels aus Abschnitt 4.3 wird das Vorzeichen des Ausdrucks ∆ec

exemplarisch untersucht. Die entsprechende Situation ist in Abbildung 4.7 dargestellt.
Betrachtet werden drei fiktive Zeitschritte. Im ersten Schritt (n = 0 ⇒ n + 1 = 1)
bewegt sich der elastische Stab undeformiert und spannungsfrei auf das starre Hindernis
zu. Im Verlauf von Schritt 2 berührt der Stab das starre Hindernis, so dass am Ende

Zeitschritt (n + 1) = 1 Zeitschritt 2 Zeitschritt 3

n = 0 n = 1 n = 2
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Abbildung 4.7: Veränderung der Systemenergie durch Kontaktereignisse.
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des Schritts bereits eine Kontaktkraft wirkt und der Stab deformiert ist. Auf das erste
Element wirkt dabei eine Druckkraft f < 0. Gemäß der Vorzeichenkonvention der Bewe-
gungsgleichung folgt daraus f n+1

c > 0, die Kontaktkraft besitzt ein positives Vorzeichen.
Aufgrund der Orientierung der globalen x-Achse besitzt das Verschiebungsinkrement,
welches die Lücke zwischen Stab und Hindernis geschlossen hat, ebenfalls ein positives
Vorzeichen: ∆d12 > 0. Mit Gleichung (4.24) folgt dann auch für den Kontaktterm ∆ec

ein positives Vorzeichen, da am Ende von Schritt 1 noch keine Kontaktkraft vorhan-
den war (f n

c = 0). Der Kontaktterm verkleinert damit bei der Initiierung des Kontakts
die Systemenergie. Am Ende von Schritt 3 ist der Kontakt bereits wieder gelöst. Der
Abstand zwischen Stab und Hindernis wächst an. Demzufolge ist das aktuelle Verschie-
bungsinkrement negativ: ∆d23 < 0. Die aktuelle Kontaktkraft ist identisch null, die
Kontaktkraft des vorherigen Zeitschritts (Schritt 2) aber größer null. Somit resultiert
für das aktuelle ∆ec ein negatives Vorzeichen. Die Systemenergie wird durch das Lösen
des Kontakts vergrößert. Für den hier nicht betrachteten Fall des bestehenden Kontakts
über zwei Zeitschritte verschwindet das Verschiebungsinkrement, so dass der Kontakt die
Systemenergie nicht verändert. In kompakter Form kann das Ergebnis der Betrachtung
noch einmal wie folgt zusammengefasst werden:

Kontakt wird initiiert: f n
c = 0, f n+1

c 6= 0 ⇒ ∆ec =
1

2
∆d f n+1

c ≥ 0

Kontakt wird gelöst: f n
c 6= 0, f n+1

c = 0 ⇒ ∆ec =
1

2
∆d f n

c ≤ 0
(4.27)

Für Mehrkörperkontaktprobleme gelten prinzipiell die gleichen Zusammenhänge wie die
in Abbildung 4.7 oder Gleichung (4.27) dargestellten. So könnte das starre Hindernis aus
Abbildung 4.7 beispielsweise auch als zweiter deformierbarer Körper betrachtet werden.
Das Vorzeichen der Kontaktkraft würde sich in diesem Fall nicht ändern, da in den kon-
taktierenden finiten Elementen immer noch eine Druckspannung herrscht. Auch für das
Vorzeichen des Verschiebungsinkrements bei Initiieren oder Lösen von Kontakt gelten
die gleichen Bedingungen. Da das Verschiebungsinkrement aber als Funktion von zwei
oder mehreren FE-Knoten formuliert werden müsste3, ist eine einfache Darstellung wie
in Abbildung 4.7 nicht mehr möglich.

Unter großen Deformationen ist das dissipative Verhalten bei der Initiierung von Kon-
takt gewissen Beschränkungen unterworfen. Aus den Betrachtungen in Abbildung 4.7
ist ersichtlich, dass die Gültigkeit der Vorzeichendefinition in Gleichung (4.27)1 von der
Relation der Richtungen des Verschiebungsinkrements und der Kontaktkraft abhängt.
Die Richtung der Kontaktkraft ist wiederum über die Normale einer der kontaktieren-
den Oberflächen definiert (in Abbildung 4.7 über die Hindernis-Normale). Tritt eine
Situation auf, in welcher sich die kontaktierenden Körper und damit die Oberflächen-

3Eine entsprechende Zerlegung des globalen Ausdrucks ∆dT fn+1
c ist in Gleichung (4.94) dargestellt.
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Normalen während eines Zeitschritts um sehr große Winkel verdrehen, ist auch ein
∆ec < 0 möglich. Alternativ formuliert bewegen sich in solch einem Fall die kontak-
tierenden Körper aus Sicht der Oberflächen-Normalen aufgrund der großen Rotation
nicht aufeinander zu sondern voneinander weg. Für die Formulierung in Laursen und

Love (2002)4 ist die Beziehung ∆ec ≥ 0 beispielsweise auf eine Rotation von maximal
90◦ während eines Zeitschritts begrenzt. Allerdings ist ein Zeitschritt, welcher Rotationen
dieser Größenordnung zulässt, in der Regel ohnehin zu groß, um das Kontaktverhalten
der betrachteten Körper sinnvoll zu erfassen.

Damit auch für Probleme mit großen Rotationen während bestehendem Kontakt ∆ec = 0
gilt, muss die räumliche Kontaktdiskretisierung die Drehimpulsbilanz erfüllen. Dies ist
beispielsweise bei einer mortarbasierten Kontaktdiskretisierung der Fall, welche die Nicht-
durchdringungsbedingung exakt erfüllt. Im Allgemeinen ist die Erfüllung der Drehim-
pulsbilanz für jede räumliche Kontaktdiskretisierung gesondert zu prüfen.

Wird der Kontakt gelöst, resultiert auch für Einkörperkontaktprobleme mit kleinen De-
formationen im Allgemeinen eine Vergrößerung der Systemenergie, siehe Glei-
chung (4.27)2. Für Ein- oder Mehrkörperkontakt mit großen Deformationen kann kein
besseres Verhalten erwartet werden.

4.4.2 Dissipative Modifikation des Newmark-Algorithmus’

Wie die Untersuchung in Abbildung 4.7 für den Einkörperkontaktfall exemplarisch
gezeigt hat, steht der Energiegewinn bei Lösen von Kontaktzuständen in direktem
Zusammenhang mit der Abhängigkeit der Energiebilanz von der Kontaktkraft des letz-
ten Zeitschritts. Diese entsteht aufgrund der Abhängigkeit der nichtlinearen effektiven
Strukturgleichung (4.3) von der Beschleunigung an des letzten Zeitschritts. Eine Auswer-
tung der semidiskreten Bewegungsgleichung (3.28)1 zum Zeitpunkt tn wiederum verdeut-
licht die Abhängigkeit der Beschleunigung an von der Kontaktkraft fn

c :

an = M−1
(

fn
ext − fn

int − fn
c

)

. (4.28)

Kane u. a. (1999) schlagen eine additive Aufteilung der Beschleunigung vor, um das
energetisch instabile Verhalten zu korrigieren:

a = aint + ac (4.29)

4Diese Formulierung basiert auf der „Energy-Momentum-Method“. Der angesprochene Effekt ist jedoch
äquivalent.
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Der Anteil aint ergibt sich aus der Differenz von externen und internen Kräften. Die
Beschleunigung ac berechnet sich aus den Kontaktkräften:

aint = M−1
(

fext − fint

)

ac = M−1
(

− fc

)

.
(4.30)

In den Newmark-Ansätzen (4.1) werden die Kontaktanteile der Beschleunigung durch
die Parameterwahl β = 1/2 und γ = 1,0 vollständig implizit behandelt. Für den Be-
schleunigungsanteil aint bleiben β und γ allgemein:

dn+1 = dn + ∆t vn +
1

2
∆t2

[(

1− 2β
)

aint
n + 2β aint

n+1

]

+
1

2
∆t2 ac

n+1

vn+1 = vn + ∆t
[(

1− γ
)

aint
n + γaint

n+1

]

+ ∆t ac
n+1.

(4.31)

Mit Gleichung (4.30)1, ausgewertet für den Zeitpunkt tn+1, und Beziehung (4.31)1,
aufgelöst nach ac

n+1, resultiert dann die folgende Bestimmungsgleichung für die unbe-
kannten Beschleunigungskomponenten:

aint
n+1 = M−1

(

fn+1
ext − fn+1

int

)

ac
n+1 =

2

∆t2

(

dn+1 − dn −∆t vn

)

−
[(

1− 2β
)

aint
n + 2β aint

n+1

]

=
2

∆t2

(

dn+1 − dn −∆t vn

)

−
(

1− 2β
)

aint
n − 2βM−1

(

fn+1
ext − fn+1

int

)

.

(4.32)

Schließlich wird die semidiskrete Bewegungsgleichung (3.28)1 zum Zeitpunkt tn+1 aus-
gewertet und die unbekannte Beschleunigung gemäß Gleichung (4.29) aufgeteilt. An-
schließendes Einsetzen der Ergebnisse aus Gleichung (4.32) liefert die nichtlineare effek-
tive Strukturgleichung der modifizierten Newmark-Methode (Newmark-KD):

M

[

1

β∆t2

(

dn+1 − dn −∆t vn

)

− 1

2β

(

1− 2β
)

aint
n

]

+ fn+1
int − fn+1

ext +
1

2β
fn+1
c = 0.

(4.33)

Für die Parameterwahl β = 1/4 und γ = 1/2 lautet die resultierende Energiebilanz
(siehe Anhang A.3.2) letztlich

∆ekin = − 1

2
∆dT

(

fn
int + fn+1

int

)

︸ ︷︷ ︸

∆eint

−∆dT fn+1
c

︸ ︷︷ ︸

∆e
(i)
c

+
1

2
∆dT

(

fn
ext + fn+1

ext

)

︸ ︷︷ ︸

∆eext

. (4.34)
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Somit entsteht für das Lösen von Kontakt keine Vergrößerung der Systemenergie mehr:

∆ekin + ∆eint = ∆eext −∆dT fn+1
c

︸ ︷︷ ︸

∆e
(i)
c ≥0

. (4.35)

Aus diesem Grund wird das Verfahren hier mit dem Kürzel „KD“, welches auf eine
dissipative Behandlung des Kontakts hinweist, abgekürzt (vgl. Tabelle 4.1).

Lösung des Referenzbeispiels mit Newmark-KD

In Abbildung 4.8 sind die Verläufe von Energie und Kontaktkraft für die Lösung des
Referenzbeispiels aus Abschnitt 4.3 mit dem Newmark-KD-Algorithmus dargestellt. Im
Gegensatz zu der Berechnung mit dem unmodifizierten Newmark-Verfahren (siehe Ab-
bildung 4.5) zeigt die Newmark-KD-Berechnung ein energetisch stabiles Verhalten. Die
Systemenergie verkleinert sich jeweils bei der Initiierung von Kontakt, vergrößert sich
allerdings nicht wenn der Kontakt wieder gelöst wird. Ähnlich der Berechnung mit der
„Energy-Momentum-Method“ (siehe Abbildung 4.6) sind die Oszillationen des Kontakt-
kraftverlaufs gedämpft, jedoch immer noch deutlich vorhanden. Geschwindigkeit und
Beschleunigung sind ebenfalls äquivalent zu den Verläufen in Abbildung 4.6 und aus
diesem Grund nicht dargestellt.
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Abbildung 4.8: Referenzbeispiel: Lösung mit dem Newmark-KD-Verfahren.

4.4.3 Energetische Stabilität der „Energy-Momentum-Method“

Die Energiebilanz der „Energy-Momentum-Method“ für nichtlineare Systeme mit Kon-
taktbedingungen resultiert aus der zugehörigen Strukturgleichung (4.19) durch Multi-
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plikation mit dem Verschiebungsinkrement ∆d:

∆ekin = −∆dT fint

(

dn+1/2

)

−∆dT fc

(

dn+1/2, z
algo
)

+ ∆dT fn+1/2
ext . (4.36)

Wie in der Energiebilanz (4.34) des Newmark-KD-Algorithmus sind auch in der Ener-
giebilanz (4.36) keine Kontaktkräfte eines zurückliegenden Zeitschritts enthalten. Dies
ist bereits an der effektiven Strukturgleichung (4.19) zu erkennen, da keine Beschleu-
nigungen von zurückliegenden Zeitschritten enthalten sind. Wird der Kontakt gelöst,
ist die Kontaktkraft der Mittelpunktkonfiguration identisch null, da die Kontaktbedin-
gungen für den Zeitpunkt tn+1 überprüft werden. Damit ist die „Energy-Momentum-
Method“ mit der in Abschnitt 4.2.2 dargestellten Kontaktbehandlung energetisch sta-
bil. Abbildung 4.6 zeigt dies exemplarisch durch die Ergebnisse des Referenzbeispiels.
Für detaillierte Untersuchungen sei auf Laursen und Love (2002) verwiesen.

4.5 Zeitliche Oszillationen der Kontaktkräfte

Im folgenden Abschnitt werden die Ursachen der zeitlichen Oszillationen der Kontakt-
kräfte untersucht und mögliche Lösungen identifiziert. Der Schwerpunkt liegt dabei auf
einer Idee von Deuflhard u. a. (2008). Diese wird erweitert, um sie auf Probleme mit
großen Deformationen anwenden zu können.

4.5.1 Untersuchung des Phänomens

Zur prinzipiellen Untersuchung des Phänomens werden drei exemplarische Zeitschritte
des Referenzbeispiels aus Abschnitt 4.3 betrachtet, siehe Abbildung 4.9. Im Gegensatz
zu der Untersuchung in Abbildung 4.7 sind die Zeitschritte allgemein durch die Indizes
ihrer Endzeitpunkte tn−1, tn und tn+1 bezeichnet. Für n wird dabei kein konkreter Wert
gesetzt, da die allgemeine Darstellung in diesem Fall übersichtlicher ist.

Auswertung der problembeschreibenden Gleichungen

Die Untersuchung beginnt mit Zeitschritt n − 1. Zu dessen Endzeitpunkt tn−1 bewegt
sich der deformierbare Stab unbeschleunigt und mit gleichförmiger Geschwindigkeit auf
das starre Hindernis zu. Zwischen Stab und Hindernis befindet sich zu diesem Zeitpunkt
noch eine Lücke. Am Ende des zweiten Zeitschritts n ist diese Lücke perfekt geschlossen.
Der Stab berührt das Hindernis spannungsfrei und undeformiert. Eine Kontaktkraft ist
noch nicht vorhanden: f n

c = 0. Während des folgenden Zeitschritts n + 1 beginnt sich

113



4 Zeitliche Diskretisierung

die Kontaktkraft aufzubauen. Der Stab wird deformiert. Die aktive Kontaktbedingung
erlaubt im Vergleich zum letzten Zeitschritt n keine Veränderung der Verschiebung:

gn+1
n

!
= 0 ⇔ dn+1 = dn. (4.37)

Durch Einsetzen dieser Bedingung in die Newmark-Approximation (4.1)1 resultiert dann
mit der Parameterwahl β = 1/4 sowie unter Beachtung von an = 0 die folgende
Beziehung:

dn+1 = dn + ∆t vn +
1

4
∆t2

(

an + an+1

)

⇔ dn+1 − dn = ∆t vn
︸ ︷︷ ︸

6=0

+
1

4
∆t2an+1

︸ ︷︷ ︸

6=0

= 0.
(4.38)

Auflösen von Gleichung (4.38)2 liefert die unbekannte Beschleunigung als Funktion der
Geschwindigkeit des letzten Zeitschritts und als Funktion des Zeitschritts selbst:

an+1 = − 4vn

∆t
. (4.39)

Einsetzen dieses Ergebnisses in die Newmark-Approximation (4.1)2 führt auf den fol-
genden Ausdruck für die aktuelle Geschwindigkeit:

vn+1 = vn +
1

2
∆t

(

an + an+1

)

= vn − 2vn = −vn.
(4.40)

Schließlich resultiert die aktuelle Kontaktkraft aus einer Auswertung der nichtlinearen
effektiven Strukturgleichung (4.3):

Man+1 + f n+1
int + f n+1

c = 0

⇔ f n+1
c = −f n+1

int +
4Mvn

∆t
.

(4.41)

Diskussion der Effekte

Damit gleichzeitig die Newmark-Approximation und die Kontaktbedingung erfüllt wer-
den können, muss die Beschleunigung an+1 in Gleichung (4.38)2 den Geschwindigkeits-
term in Abhängigkeit von vn ausgleichen. Als Resultat strebt die Beschleunigung gegen
unendlich, wenn der Zeitschritt gegen null geht.
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Zeitschritt (n − 1) Zeitschritt (n) Zeitschritt (n + 1)

vn−1

an−1

= v

= 0

vn

an

gn
n

f n
c

= v

= 0

= 0

= 0

vn+1

an+1

gn+1
n

f n+1
c

= −vn

= −4vn/∆t

= 0

= −f n+1
int + 4vn/∆t

vv

Abbildung 4.9: Entwicklung der Kontaktkraft.

Dieses Verhalten approximiert einerseits die realen Vorgänge in der Kontaktoberfläche.
Aufgrund der Diskontinuität in der Geschwindigkeit entsteht dort eine Singularität in
der Beschleunigung. Andererseits besitzt die reale Kontaktoberfläche aber die Dicke
null und folglich keine Masse. Den Kontaktknoten ist jedoch eine diskrete Knotenmasse
zugeordnet, so dass aus der singulären Beschleunigung eine unphysikalische singuläre
Trägheitskraft resultiert. Dadurch wiederum entsteht eine unphysikalisch singuläre Kon-
taktkraft, siehe Gleichung (4.41).

Gleichung (4.40) zeigt, dass die Geschwindigkeit von Zeitschritt n auf Zeitschritt n+1 bei
gleichem Betrag ihr Vorzeichen wechselt. Wird jetzt noch ein folgender Zeitschritt n + 2
mit zunächst als aktiv angenommenen Kontakt betrachtet, resultiert mit Gleichung (4.3)
sowie Gleichung (4.2) die folgende Kontaktkraft:

f n+2
c = −f n+2

int −M an+2 = −f n+2
int

︸ ︷︷ ︸

>0

− 8Mvn

∆t
. (4.42)

Für ∆t → 0 strebt der Trägheitsterm gegen unendlich. Die Kontaktkraft f n+2
c wäre somit

eine Zugkraft. Folglich muss der Kontakt wieder gelöst werden. Da sich die restlichen
Knoten des Stabs aber immer noch auf das starre Hindernis zubewegen, entsteht in einem
der folgenden Zeitschritte erneut Kontakt und das oszillierende Verhalten wiederholt
sich.

Möglichkeiten zur Abhilfe

Im Folgenden werden Verfahren, die zeitliche Oszillationen in den Kontaktkräften ver-
meiden, als Stabilisierung des zugrundeliegenden Integrators bezeichnet. Anhand der

115



4 Zeitliche Diskretisierung

vorausgegangenen Betrachtungen lassen sich hierzu drei prinzipielle Möglichkeiten iden-
tifizieren:

• Durch eine geeignete Modifikation des Newmark-Integrators kann eine oszillierende
Beschleunigung bzw. ein singulärer Beschleunigungswert direkt vermieden werden,
siehe Gleichung (4.38).

• Aus der der singulären Beschleunigung resultiert keine singuläre Trägheitskraft,
wenn die Masse von den Kontaktknoten entfernt wird, siehe Gleichung (4.41).

• Wird die Geschwindigkeit vn+1 in einer Nachlaufrechnung entsprechend den Kon-
taktbedingungen modifiziert, ergibt sich durch Gleichung (4.41) nur ein einzel-
ner singulärer Kontaktkraftwert. Die folgenden Werte sind nichtsingulär, da der
Trägheitsterm in Gleichung (4.42) direkt beeinflusst werden kann.

4.5.2 A posteriori Modifikation der Geschwindigkeiten

Zuerst soll die stabilisierende Wirkung einer Geschwindigkeitsmodifikation auf den zeit-
lichen Kontaktkraft-Verlauf untersucht werden. Für die betrachteten Probleme hängt
die effektive Strukturgleichung nicht von der aktuellen Geschwindigkeit ab. Aus diesem
Grund kann die Geschwindigkeitsmodifikation einfach in einer Nachlaufrechnung außer-
halb der Gleichgewichtsiteration durchgeführt werden. Die entsprechenden Formeln fin-
den sich beispielsweise in Doyen (2010) und sind im Folgenden für das Referenzbeispiel
angegeben. Da die Modifikation in Kombination mit dem Newmark-KD-Algorithmus
aus Abschnitt 4.4.2 dargestellt ist, wird der resultierende Algorithmus hier als New-

mark-KD-v bezeichnet.

Formulierung für das Referenzbeispiel (1D)

Für das Referenzbeispiel kann eine modifizierte Geschwindigkeit, die den Kontaktbedin-
gungen genügt, durch die einfache Vorschrift

vmod
n+1 = 0 (4.43)

angegeben werden. Durch die Geschwindigkeitsmodifikation wird die kinetische Energie
des Systems um den Betrag

∆e(ii)
c =

1

2
MII v2

n+1 −
1

2
MII

(

vmod
n+1

)2

︸ ︷︷ ︸

0

(4.44)
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verkleinert. vn+1 stellt hierbei die unmodifizierte Geschwindigkeit dar, die aus der klas-
sischen Newmark-Approximation (4.40) resultiert. Da die modifizierte Geschwindigkeit
identisch null ist, geht in Gleichung (4.44) die komplette kinetische Energie der Slave-
Kontaktknoten verloren. Die Systemenergie verändert sich dann gemäß der folgenden
Beziehung:

∆ekin + ∆eint = ∆eext −∆d f n+1
c

︸ ︷︷ ︸

∆e
(i)
c

− 1

2
MII v2

n+1
︸ ︷︷ ︸

∆e
(ii)
c

. (4.45)

Anders als der Anteil ∆e(i)
c verkleinert sich ∆e(ii)

c bei Netzverfeinerung, da sich die
Knotenmassen der Kontaktknoten aufgrund der kleineren Elementgrößen verringern.

Lösung des Referenzbeispiels mit Newmark-KD-v

Im Gegensatz zu der Berechnung ohne Geschwindigkeitsmodifikation (siehe Abbil-
dung 4.8) zeigt der Kontaktkraftverlauf bis auf den Ausschlag bei Initiierung des Kon-
takts ein oszillationsfreies Verhalten. Dies ist auch anhand der Energiekurven zu erken-
nen, welche anders als in Abbildung 4.8 schon zu Beginn einen glatten Verlauf aufweisen.
Trotz der Geschwindigkeitsmodifikation ist der Bruttoenergieverlust geringer als ohne
Modifikation, da keine Oszillationen zwischen bestehenden und gelösten Kontaktzustän-
den auftreten. Allerdings hängt die Qualität des erzielten Ergebnisses direkt von der
Qualität der Geschwindigkeitsmodifikation ab. Diese ist für Einkörperkontaktprobleme
sehr einfach zu realisieren, da die Geschwindigkeit der Kontaktknoten in Richtung der
Hindernis-Normale immer identisch null ist.
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ẽkin

etot

eint

ekin

Zeit [s]

E
ne

rg
ie

[J
]

1,210,80,60,40,20

5

4

3

2

1

0

f̃c

fc

Zeit [s]

K
on

ta
kt

kr
af

t
[N

]

1,210,80,60,40,20
0

-10

-20

-30

-40

Abbildung 4.10: Referenzbeispiel: Lösung mit dem Newmark-KD-v-Verfahren.
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4.5.3 Stabilisierung des Integrators durch modifizierten
Prädiktor

Der folgende Abschnitt 4.5.3 widmet sich der Stabilisierung des Newmark-Integrators
durch eine Modifikation des Verschiebungsansatzes nach einer Idee von Deuflhard

u. a. (2008). Das Verfahren wird im Weiteren als Newmark-KS -Algorithmus bezeichnet,
da die Modellierung von Kontaktereignissen stabilisiert wird. Als Basis des Verfahrens
dient dabei der Newmark-KD-Algorithmus aus Abschnitt 4.4.2. Verwandte Modifika-
tionen können beispielsweise in Taylor und Papadopoulos (1993) oder Solberg

und Papadopoulos (1998) gefunden werden. Das Verfahren nach Deuflhard u. a.

(2008) ist im Gegensatz zu den genannten Algorithmen aber räumlich kontinuierlich
formuliert, wodurch es mit verschiedenen räumlichen Diskretisierungen bzw. mit ver-
schiedenen räumlichen Kontaktdiskretisierungen kombiniert werden kann. In dieser Ar-
beit wird das Verfahren in Kombination mit einer diagonalisierten Massenmatrix sowie
dem NTS-Algorithmus und der Mortar-Methode als räumliche Kontaktdiskretisierung
verwendet.

Motivation und numerische Umsetzung

Ausgangspunkt der Idee von Deuflhard u. a. (2008) ist der zeitliche Verschiebungs-
ansatz (4.31)1 des Newmark-KD-Integrators. Anstelle des fixen Ausdrucks (dn + ∆t vn)
wird aber jetzt ein modifizierter Verschiebungsprädiktor dpred

n+1 eingeführt:

dn+1 = dpred
n+1 +

1

2
∆t2

[(

1− 2β
)

aint
n + 2β aint

n+1

]

+
1

2
∆t2 ac

n+1. (4.46)

Dieser erfüllt aufgrund seiner Konstruktion automatisch die Nichtdurchdringungsbedin-
gung und ist knotenweise durch die folgende Beziehung definiert:

dpredI
n+1 = dI

n + ∆t vI
n −

∆t2

2MII

ns∑

K=1

Bc
IK nK ΛnK . (4.47)

Bc
IK bestimmt sich dabei in Abhängigkeit der räumlichen Kontaktdiskretisierung aus

Gleichung (4.6) als Eintrag zwischen den Knoten I und K in der Operatormatrix Bc.
Für MII gilt Äquivalentes bezüglich einer diagonalisierten Formulierung5 der Massen-
matrix M aus Gleichung (3.4). Die Multiplikatoren ΛnK sind den Slave-Kontaktkno-
ten zugeordnet und korrigieren den Verschiebungsprädiktor so, dass dieser die Nicht-
durchdringungsbedingung erfüllt. Hierzu muss vor der Lösung der nichtlinearen effekti-
ven Strukturgleichung („großes Kontaktproblem“) ein „kleines Kontaktproblem“ gelöst

5Entsprechende Berechnungsvorschriften sind beispielsweise in Belytschko u. a. (2008) angegeben.
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werden. Die Bezeichnung „kleines Kontaktproblem“ soll darauf hinweisen, dass der Ver-
schiebungsprädiktor dpred

n+1 ausschließlich die Verschiebungen der FE-Knoten der Kon-
taktoberfläche korrigiert. Das zugehörige Gleichungssystem ist insofern nur für diese
Freiheitsgrade und die Multiplikatoren ΛnK zu formulieren. Entsprechend dem „großen
Kontaktproblem“ berechnen sich die Multiplikatoren ΛnK als Reaktion auf die Nicht-
durchdringungsbedingung, welche jetzt aber nicht mit der aktuellen Verschiebung dn+1

sondern mit dem Verschiebungsprädiktor dpred
n+1 ausgewertet wird. Erlaubt sind dabei aus-

schließlich Multiplikatoren, welche im „großen Kontaktproblem“ einer Druckspannung
entsprechen würden:

gnK

(

dpred
n+1

)

≥ 0

ΛnK ≥ 0

gnK

(

dpred
n+1

)

ΛnK = 0







∀K ∈ S. (4.48)

Für die Auswertung von gnK sei auf Gleichung (4.8) verwiesen.

Nachdem das „kleine Kontaktproblem“ mithilfe von Gleichung (4.48) gelöst ist, bleibt
dessen Resultat dpred

n+1 während der anschließenden Lösung der nichtlinearen effekti-
ven Strukturgleichung unverändert. Diese folgt aus der semidiskreten Bewegungsglei-
chung (3.28)1 ausgewertet zum Zeitpunkt tn+1, der Beschleunigung aint

n+1 aus Glei-
chung (4.32)1 und der Beschleunigung ac

n+1 aus Gleichung (4.46)6:

M

[

1

β∆t2

(

dn+1 − dpred
n+1

)

− 1

2β

(

1− 2β
)

aint
n

]

+ fn+1
int − fn+1

ext +
1

2β
fn+1
c = 0. (4.49)

Multiplizieren von Gleichung (4.49) mit dem Faktor 2β sowie anschließendes Ersetzen
von an mithilfe von Gleichung (4.30)1 liefert eine alternative Darstellungsweise:

M

[

2

∆t2

(

dn+1 − dpred
n+1

)
]

+
(

1− 2β
)(

fn
int − fn

ext

)

+ 2β
(

fn+1
int − fn+1

ext

)

+ fn+1
c = 0.

(4.50)

Für das Referenzbeispiel sind die Verschiebungsvektoren dn+1 und dpred
n+1 identisch. Damit

wird eine singuläre oszillierende Beschleunigung vermieden, siehe Gleichung (4.38) und
Gleichung (4.39). In Gleichung (4.50) steht die Kontaktkraft dann im Gleichgewicht mit
einer von β abhängigen Kombination der internen und externen Kräfte. Unphysikalische
Trägheitsterme in der Kontaktkraft werden so vermieden. Für nichtlineare Mehrkörper-
kontaktprobleme sind dn+1 und dpred

n+1 im Allgemeinen nicht identisch. Da aber beide
Verschiebungsvektoren die Kontaktbedingungen erfüllen, strebt auch hier eine eventuelle

6Gleichung (4.46) muss zuvor noch nach ac
n+1 aufgelöst werden.
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Differenz
(

dn+1−dpred
n+1

)

bei einer Verkleinerung des Zeitschritts deutlich schneller gegen
null als der ursprüngliche Ausdruck (dn+1 − dn + ∆t vn) in Gleichung (4.33). Somit
wird auch in diesem Fall eine singuläre Beschleunigung vermieden und ein physikalisch
sinnvoller Kontaktkraftwert erreicht.

Anmerkung zu den Kontaktgeschwindigkeiten
Mit der gängigen Parameterwahl β = 1/4 und γ = 1/2 führt der Verschiebungsan-
satz (4.46) auf die folgende Gleichung:

dn+1 = dpred
n+1 +

1

4
∆t2

(

aint
n + aint

n+1

)

+
1

2
∆t2 ac

n+1. (4.51)

Sind dn+1 und dpred
n+1 identisch, resultiert daraus die Beziehung

1

2
∆t
(

aint
n + aint

n+1

)

+ ∆t ac
n+1 = 0, (4.52)

welche durch Einsetzen der Geschwindigkeitsapproximation (4.31)2 für aktive Kontakt-
knoten auf den folgenden Zusammenhang führt:

vn+1 = vn (4.53)

Die Geschwindigkeit eines kontaktierenden Knotens bleibt somit während des Kontakt-
vorgangs konstant, was einerseits unphysikalisch und andererseits algorithmisch ungün-
stig ist, vor allem wenn der Kontakt wieder gelöst werden muss. Aus diesem Grund
ist eine modifizierte Behandlung der Geschwindigkeiten notwendig, siehe beispielswei-
se Klapproth (2010) oder Abschnitt 4.5.2 bzw. Abschnitt 4.7 für Mehrkörperkontakt-
probleme.

Herleitung aus einer Potentialformulierung

Die folgende Herleitung soll in der Notation der vorliegenden Arbeit ergänzend zu den
Ausführungen in Deuflhard u. a. (2008) die theoretische Basis der Newmark-KS-For-
mulierung mithilfe einer Potentialformulierung darstellen. Startpunkt der Betrachtung
ist ein zeitlich bereits diskretisiertes, räumlich aber noch kontinuierliches Problem. Als
zeitliche Diskretisierung werden die Newmark-Approximationen gewählt, welche aller-
dings mit einem zunächst unbekannten Verschiebungsprädiktor upred

n+1 modifiziert sind.
An den Verschiebungsprädiktor werden dabei bestimmte Forderungen gestellt. Ziel der
Betrachtung ist es, eine räumlich diskretisierte Version des Verschiebungsprädiktors zu
erhalten, welche diese Forderungen erfüllt.
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Die erste Forderung an den Prädiktor lautet, dass ein Verschiebungsfeld, welches mit
den modifizierten Newmark-Ansätzen berechnet wird, die Kontaktbedingungen erfüllen
soll. Formuliert mit der Methode der Lagrange’schen Multiplikatoren ergibt sich das
entsprechende Potential

Πpred
LM

(

upred
n+1,Λn

)

=
∫

γ1
c

Λn gn

(

upred
n+1

)

dγ1
c , (4.54)

wobei Λn das zugehörige Lagrange’sche Multiplikatorenfeld darstellt. Die zweite Forde-
rung lautet, dass die Korrektur der Newmark-Ansätze zur Erfüllung der ersten Forderung
möglichst gering sein soll. Dies kann konkret durch die Forderung nach Minimierung der
kinetischen Energie

epred =
2∑

α=1







∫

Ωα0

[

uα, pred
n+1 −

(

uαn + ∆t u̇αn
)]

· ρ
α
0

∆t2

[

uα, pred
n+1 −

(

uαn + ∆t u̇αn
)]

dΩα0







(4.55)

zwischen modifizierten und nicht modifizierten Ansätzen formuliert werden. Die Feld-
größen in Gleichung (4.55) sind dabei als räumlich kontinuierlich zu verstehen. Kom-
binieren der ersten und der zweiten Forderung führt zusammen mit den Definitionen
aus Gleichung (4.54) und Gleichung (4.55) auf das Sattelpunktproblem

epred + Πpred
LM

!
= stat. (4.56)

Dessen Variation kann für eine als bekannt angenommene Kontaktzone in abstrakter
Schreibweise durch die Beziehung

δepred + δΠpred
LM = 0 (4.57)

angegeben werden. Durch Auswerten der einzelnen Variationen in Gleichung (4.57) re-
sultiert der folgende Gleichungssatz:

2∑

α=1







∫

Ωα0

δuα, pred
n+1 ·

2ρα0
∆t2

[

uα, pred
n+1 −

(

uαn + ∆t u̇αn
)]

dΩα0







+
∫

γ1
c

Λnδgn

(

upred
n+1

)

dγ1
c = 0 ∀δupred

n+1 ∈ Vα

∫

γ1
c

δΛn gn

(

upred
n+1

)

dγ1
c = 0 ∀δΛn ∈M+/−

n .

(4.58)

Aus der räumlichen Diskretisierung von Gleichung (4.58)1 folgt mit der diskretisierten
Verschiebung bzw. virtuellen Verschiebung aus Gleichung (3.2) sowie der diskretisierten
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Kontaktspannung (3.17)1 die Beziehung

2∑

α=1







∫

Ωα,h0

nnα∑

I=1

NαI δd
predI
n+1 ·

2ρα0
∆t2

nnα∑

J=1

NαJ

[

dpredJ
n+1 −

(

dJ
n + ∆t vJ

n

)]

dΩα,h0







+
∫

γ1,h
c

nsa∑

K=1

φK nK ΛnK ·
(

ns∑

I=1

N 1
I δd

predI
n+1 −

nm∑

J=1

N 2
J δd

predJ
n+1

)

dγ1,h
c = 0.

(4.59)

Dabei sind die Knotenvektoren aus Gründen der Übersichtlichkeit ohne den Index (•)α
dargestellt. Das Multiplikatorenfeld Λn wird äquivalent zu der Kontaktspannung diskre-
tisiert, da beide Größen als Reaktion auf die Erfüllung der Nichtdurchdringungsbedin-
gung berechnet werden. Exemplarisch ist in Gleichung (4.59) die Diskretisierung mit der
dualen Mortar-Methode gezeigt. Für eine ausführlichere Darstellung der Umformungen
in Gleichung (4.59) sei auf die äquivalenten Umformungen in Gleichung (3.20) verwiesen.
Aus der räumlichen Diskretisierung von Gleichung (4.58)2 resultiert mit der diskretisier-
ten Verschiebung, der diskretisierten Geometrie (3.1) und der diskretisierten virtuellen
Kontaktspannung (3.17)2 die Gleichung

−
∫

γ1,h
c

nsa∑

K=1

φK nK δΛnK ·
(

ns∑

I=1

N 1
I xpredI

n+1 −
nm∑

J=1

N 2
J xpredJ

n+1

)

dγ1,h
c = 0. (4.60)

Hierin bezeichnet xpredJ
n+1 die aktuelle Position des Knotens J berechnet mit dem Ver-

schiebungsprädiktor dpredJ
n+1 . Mit der Massenmatrix M aus Gleichung (3.4) lässt sich

Gleichung (4.59) kompakt in globaler Schreibweise angeben7:

2

∆t2
M
[

dpred
n+1 −

(

dn + ∆t vn

)]

+ fpred = 0. (4.61)

Der Eintrag eines einzelnen Knotens I des globalen Vektors fpred lautete dabei:

f I
pred =

ns∑

K=1

Bc
IK nK ΛnK . (4.62)

Aufgrund des Operatoreintrags Bc
IK korrigiert der Verschiebungsprädiktor nur die New-

mark-Approximationen von Kontaktknoten. Schließlich führt Gleichung (4.60) auf eine
integrale Nichtdurchdringungsbedingung für jeden Slave-Kontaktknoten K :

gnK

(

dpred
n+1

)

≥ 0. (4.63)

7Vor der Gleichungslösung wird M diagonalisiert.
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Iterative Bestimmung des modifizierten Prädiktors

Die Bestimmungsgleichungen (4.61) und (4.63) für dpred
n+1 sind nichtlinear abhängig von

der Menge A ⊆ S der momentan aktiv am Kontakt teilnehmenden Slave-Kontaktknoten
sowie von dpred

n+1 selbst. Somit ist für die Bestimmung des Verschiebungsprädiktors eine
Linearisierung und eine iterative Lösung des zugehörigen Gleichungssystems notwendig.
Im Rahmen dieser Arbeit wurde eine konsistente Linearisierung der entsprechenden
Beziehungen erarbeitet. Die zugehörige Prozedur ist im Folgenden schematisch skizziert.

Initialisiere Unbekannte:
(

d
◦pred

n+1

)0
= d

◦

n + ∆t v
◦

n , Λ0 = 0

Initialisiere aktive Menge: A0 = A
(

d
◦pred

n+1 ,Λ
)0

Iterationsschleife: r = 0, ...,maxr (Konvergenz)

Berechne rechte Seite:
r
◦pred

(

d
◦pred

n+1 ,Λ
)r

mit Gl. (4.64)

gAn

(

d
◦

pred
n+1

)r

mit Gl. (4.66)

Berechne effektive Steifigkeitsmatrix:

K
◦ pred

eff :=
∂r
◦pred

(

d
◦

pred
n+1 ,Λ

)r

∂
(

d
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n+1

)r =
2

∆t2
M
◦

+
∂ f
◦

pred

(

d
◦

pred
n+1 ,Λ

)r

∂
(

d
◦pred

n+1

)r

Berechne Verschiebungs-
ableitung von gAn :

Gpred :=
∂gAn

(

d
◦pred

n+1

)r

∂
(

d
◦pred

n+1

)r

Berechne Operator B
◦

c
(

d
◦pred

n+1

)r

mit Gl. (4.6)

Assembliere und lösea:

[

K
◦ pred

eff B
◦

c

Gpred 0

]r [

∆d
◦pred

n+1

∆Λ

]

= −
[

r
◦pred

gAn

]r

Aktualisiere Unbekannte:

(

d
◦pred

n+1

)r+1
=
(

d
◦pred

n+1

)r

+ ∆d
◦pred

n+1

Λr+1 = Λr + ∆Λ

Aktualisiere aktive Menge:

Ar+1 = A
(

d
◦pred

n+1 ,Λ
)r+1

⇒ ΛK = 0, wenn K 6∈ A
(

d
◦pred

n+1

)r+1

aVereinfachend erfolgt hier die Darstellung für A = S, für A 6= S siehe Kapitel 5

Abbildung 4.11: Struktogramm zur Ermittlung des Verschiebungsprädiktors.
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Da der Verschiebungsprädiktor nur die Newmark-Approximationen der Kontaktknoten
verändert, wird Gleichung (4.61) für eine effiziente Lösung entsprechend nur mit dieser
reduzierten Anzahl von ndim (ns + nm) Verschiebungsfreiheitsgraden definiert:

r◦pred =
2

∆t2
M
◦
[

d
◦pred

n+1 −
(

d
◦

n + ∆t v◦n

)]

+ f
◦

pred = 0. (4.64)

Dabei kennzeichnet das Symbol (•)◦ , dass die diagonalisierte Massenmatrix, die Vektoren
der Systemgrößen sowie die Vektoren r◦pred und f

◦

pred für die verringerte Anzahl von
Freiheitsgraden formuliert sind. Gleichung (4.63) wird in der Form

gnK

(

d
◦pred

n+1

)

= 0 (4.65)

für alle Slave-Kontaktknoten K ∈ A gefordert. Anschließend werden die Forderungen
aller aktiven Kontaktknoten aus Gleichung (4.65) in einer vektoriellen Forderung

gAn

(

d
◦pred

n+1

)

= 0, gAn ∈ R
nsa (4.66)

zusammengefasst. Die iterative Lösung des durch Gleichung (4.64) und Gleichung (4.66)
definierten Systems ist in Abbildung 4.11 schematisch skizziert. Für eine ausführlichere
Darstellung der allgemeinen Grundlagen sowie für eine Erläuterung der Ermittlungs-
strategie der aktiven Menge A sei auf Kapitel 5 verwiesen. Die Dimensionen der in
Abbildung 4.11 eingeführten Vektoren und Matrizen sind abhängig von der zugrun-
deliegenden räumlichen Kontaktdiskretisierung. Bei einer Diskretisierung mit der dualen
Mortar-Methode gilt dabei Kpred

eff ∈ Rndim (ns+nm)×ndim (ns+nm), Λ ∈ Rndimns und Gpred ∈
Rndimnsa×ndim (ns+nm). Nicht dargestellt ist die Kondensation der Lagrange’schen Multipli-
katoren. Diese kann einfach durchgeführt werden, wenn die Multiplikatoren mit dualen
Formfunktionen diskretisiert sind. Auch hierfür sei auf Kapitel 5 verwiesen.

Auswertung der Energiebilanz

Mit der Parameterwahl β = 1/4 und γ = 1/2 lautet die Energiebilanz für den Newmark-
KS-Algorithmus (siehe Anhang A.3.2):

∆ekin + ∆eint = ∆eext −∆dT fn+1
c

︸ ︷︷ ︸

∆e
(i)
c

+
(

dn+1 − dpred
n+1

)T

fpred
︸ ︷︷ ︸

∆e
(iii)
c

. (4.67)

Der Term ∆e(iii)
c resultiert dabei aus der Modifikation der Newmark-Approximatio-

nen durch den Verschiebungsprädiktor. Für lineare Probleme ist dieser Term dissipa-
tiv (Deuflhard u. a. 2008): ∆e(iii)

c ≥ 0. Für nichtlineare Probleme kann dies nicht
mehr garantiert werden. Beinhaltet die Differenz zwischen dem Verschiebungsprädiktor
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4.5 Zeitliche Oszillationen der Kontaktkräfte

und der endgültigen Lösung eine Rotation der Kontaktoberfläche, kann ein Energiezu-
wachs ∆e(iii)

c < 0 resultieren. Da der Verschiebungsprädiktor die Starrkörperrotation
der Kontaktoberfläche über die Geschwindigkeit des letzten Zeitschritts jedoch relativ
gut abbildet, ist der Anteil ∆e(iii)

c zumeist klein gegenüber ∆e(i)
c . Somit führt auch ein

eventuelles ∆e(iii)
c < 0 in der Regel nicht zu einer Vergrößerung der Systemenergie.

Lösung des Referenzbeispiels mit Newmark-KS

Die Lösung des Referenzbeispiels mit dem Newmark-KS-Verfahren führt auf einen Kon-
taktkraftverlauf, welcher exakt der numerischen Referenzlösung entspricht, siehe Ab-
bildung 4.12. Die verbleibenden, leichten Oszillationen werden nicht durch die Kon-
taktbehandlung verursacht. Der Energieverlauf weist einen im Diagramm nicht sicht-
baren Verlust zu Beginn des Kontakts und einen deutlicheren Energieverlust bei Lösen
des Kontakts auf. Der Energieverlust bei Lösen des Kontakts wird dabei durch die
konstanten Kontaktgeschwindigkeiten verursacht. Diese führen auch für gelösten Kon-
takt zunächst noch zu einer Modifikation der Newmark-Approximationen durch den
Verschiebungsprädiktor. Somit resultiert ein Energieverlust durch den Term ∆e(iii)

c aus
Gleichung (4.67).

Die totale Energie der numerischen Referenzlösung ist zu Beginn minimal kleiner als die
Energie der Kontaktberechnung, da die kinetische Energie der gelagerten FE-Knoten im
Vergleich zu der Energie der Kontaktlösung fehlt.
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Abbildung 4.12: Referenzbeispiel: Lösung mit dem Newmark-KS-Verfahren.

4.5.4 Modifikation der Massenmatrix

Neben der a-posteriori-Modifikation der Geschwindigkeit und der Modifikation des In-
tegrators können oszillierende Kontaktkräfte auch durch eine Modifikation der Massen-
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4 Zeitliche Diskretisierung

matrix vermieden werden, siehe beispielsweise Khenous u. a. (2006, 2008) oder Hager

u. a. (2008). In diesem Fall führen die Oszillationen der Beschleunigung nicht mehr zu
oszillierenden Trägheitskräften, da die diskreten Punktmassen von den Kontaktknoten
entfernt werden. Somit entstehen auch keine oszillierenden Kontaktkräfte. Allerdings
ist eine derartige Modifikation für dünnwandige Strukturen bei gleichzeitigem Erhalt
des Schwerpunkts sowie der Eigenschaften bezüglich der Rotationsträgheit nur schwer
möglich, da in Dickenrichtung oft nur eine Elementreihe vorhanden ist. Die Untersuchun-
gen in dieser Arbeit erfolgen jedoch im Hinblick auf eine Simulation von dünnwandigen
Strukturen in nachfolgenden Arbeiten. Aus diesem Grund wird eine Modifikation der
Massenmatrix nicht weiter betrachtet.

4.6 Energieerhaltung bei Kontaktereignissen

Die kontinuierliche numerische Dissipation von Systemenergie kann bei der Simulation
von dynamischen Langzeitprozessen zu einer nicht akzeptablen Veränderung der Sys-
temantwort führen. In diesem Fall werden Algorithmen benötigt, welche nicht nur eine
energetisch stabile, sondern auch eine energieerhaltende Behandlung der Kontaktvor-
gänge garantieren. Der folgende Abschnitt befasst sich mit Verfahren, die diese An-
forderungen erfüllen, ohne dafür eine Verletzung der Nichtdurchdringungsbedingung zu
benutzen. Methoden, deren Umsetzung ausschließlich durch eine Verletzung der Nicht-
durchdringungsbedingung möglich ist (beispielsweise Laursen und Chawla (1997)
oder Armero und Petőcz (1998)), werden nicht betrachtet. Mit dem Energie-Ko-
rrekturkraft-Verfahren wird zusätzlich ein neuer Algorithmus vorgestellt, welcher eine
in Armero und Petőcz (1998) präsentierte Idee adaptiert und im Hinblick auf eine
exakte Erfüllung der Nichtdurchdringungsbedingung erweitert.

4.6.1 Die „Velocity-Update-Method“ (VUM)

Die „Velocity-Update-Method“ wurde von Laursen und Love (2002) in Kombination
mit der „Energy-Momentum-Method“ als ein Verfahren zur energieerhaltenden Simu-
lation von Kontaktproblemen vorgestellt. Den Ausgangspunkt des Verfahrens stellt die
zunächst dissipative Behandlung des Kontakts während der Gleichgewichtsiteration dar,
siehe Abschnitt 4.2.2 und Abschnitt 4.4.3. Anschließend werden in einer Nachlaufrech-
nung die Knotengeschwindigkeiten so korrigiert, dass sich die kinetische Energie um den
Betrag der zuvor dissipierten Energie erhöht.
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Im Rahmen der „Velocity-Update-Method“ wird die aus den Newmark-Approximatio-
nen8 (4.16) berechnete Geschwindigkeit vn+1 zuerst in vs

n+1 umbenannt und durch ein
Einsetzen von Gleichung (4.16)1 in Gleichung (4.16)2 dargestellt:

vs
n+1 =

2

∆t

(

dn+1 − dn

)

− vn. (4.68)

Der Index (•)s soll dabei andeuten, dass die Newmark-Approximationen auf der An-
nahme eines glatten Verlaufs (englisch: „smooth“) der Systemgrößen innerhalb des Zeit-
intervalls basieren. Anschließend wird eine Geschwindigkeitskorrektur vc eingeführt,
welche zusammen mit vs

n+1 eine neue unbekannte Geschwindigkeit vn+1 definiert:

vn+1 = vs
n+1 + vc =

2

∆t

(

dn+1 − dn

)

− vn + vc. (4.69)

Mit Gleichung (4.69) kann das Verschiebungsinkrement ∆d = (dn+1−dn) zwischen den
diskreten Zeitpunkten tn und tn+1 in Abhängigkeit der Geschwindigkeiten formuliert
werden:

∆d = dn+1 − dn =
∆t

2

[(

vn+1 − vc
)

+ vn

]

. (4.70)

Multiplizieren der effektiven Strukturgleichung (4.19) mit ∆dT führt auf die Energie-
bilanz unter Berücksichtigung der Geschwindigkeitsmodifikation, wobei für eine über-
sichtlichere Darstellung angenommen wird, dass keine externen Lasten vorhanden sind:

∆dTM

[

2

∆t2

(

dn+1 − dn −∆t vn

)
]

+ ∆dT fint

(

dn+1/2

)

︸ ︷︷ ︸

∆eint

+∆dT fc

(

dn+1/2, z
algo
)

= 0.

(4.71)

Mithilfe von Beziehung (4.70) ist es möglich, den Trägheitsterm in Gleichung (4.71)
weiter umzuformen. Hierzu werden ∆dT bzw. (dn+1 − dn) als Funktion der Geschwin-
digkeiten ausgedrückt:

∆dT M

[

2

∆t2

(

dn+1 − dn −∆t vn

)
]

=
1

2

(

vn+1 − vn

)
T

M
(

vn+1 + vn

)

+
1

2

(

vc
)

T

Mvc −
(

vn+1

)
T

Mvc

=
1

2

(

vn+1 − vn

)
T

M
(

vn+1 + vn

)

︸ ︷︷ ︸

∆ekin

− 1

2

(

vc
)

T

Mvc −
(

vs
n+1

)
T

Mvc.

(4.72)

8Für die „Energy-Momentum-Method“ sind die Newmark-Parameter bereits fest auf β = 1/4 und
γ = 1/2 gesetzt.
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Einsetzen dieses Resultats in Gleichung (4.71) und Substituieren von vs
n+1 mit Glei-

chung (4.68) führt schließlich auf eine alternative Darstellung der Energiebilanz:

∆ekin + ∆eint
︸ ︷︷ ︸

∆etot

− 1

2

(

vc
)

T

Mvc

−
[

2

∆t

(

dn+1 − dn

)

− vn

]
T

Mvc + ∆dT fc

(

dn+1/2

)

= 0.

(4.73)

Kann die Geschwindigkeit vn+1 letztlich energieerhaltend bestimmt werden, muss ∆etot

= 0 gelten. Aus dieser Forderung resultiert mit Beziehung (4.73) eine quadratische Be-
stimmungsgleichung für die unbekannte Geschwindigkeitskorrektur:

1

2

(

vc
)

T

Mvc +

[

2

∆t

(

dn+1 − dn

)

− vn

]
T

Mvc −∆dT fc

(

dn+1/2

)

= 0. (4.74)

Damit die Geschwindigkeitskorrektur nicht den Körperimpuls verändert, darf sie an
Knoten, welche keine Kontaktknoten sind, auch keinen Impuls verursachen. Des Wei-
teren müssen sich in der Kontaktoberfläche die Impulse von Slave- und Master-Seite
gegenseitig aufheben. Hierzu werden skalare Impulswerte pK eingeführt, welche an den
Slave-Kontaktknoten definiert sind. Anschließend wird der Impuls pI auf einen Knoten
I als Summe aller Impulswerte pK multipliziert mit dem jeweiligen Kontaktoperator-
Eintrag Bc

IK und der entsprechenden Knoten-Normalen nK festgelegt:

pI =
ns∑

K=1

Bc
IK nK pK =

nn∑

J=1

MĲ vc
J . (4.75)

Die skalaren Impulswerte in der Kontaktoberfläche werden dabei wie die Kontaktkräfte
einer reibungsfreien Kontaktformulierung übertragen. Knoten, welche nicht Teil der Kon-
taktoberfläche sind, erhalten keinen Impuls. Mithilfe der zweiten Summe wird in Glei-
chung (4.75) der Zusammenhang zwischen den Knotenimpulsen und den Geschwindig-
keitskorrekturen formuliert. Auflösen dieser Beziehung nach den vc

J und anschließendes
Einsetzen in Gleichung (4.74) liefert nach einigen Umformungen eine quadratische Be-
stimmungsgleichung für die unbekannten Knotenimpulse:

ns∑

I=1

(
ns∑

J=1

(

AĲ pI pJ

)

+ bI pI + cI znI

)

= 0. (4.76)

Hierbei gelten die folgenden Abkürzungen:

AĲ = − 1

2

nn∑

K=1

nn∑

L=1

Bc
KI Bc

LJ M−1
KL

(

nI · nJ

)

(4.77)

128



4.6 Energieerhaltung bei Kontaktereignissen

bI =
nn∑

K=1

Bc
KI

(

− 2

∆t
∆dK + vK

)

· nI (4.78)

cI =
nn∑

K=1

Bc
KI dK · nI . (4.79)

Da Gleichung (4.76) nur eine Bedingung für ns unbekannte Knotenimpulse liefert, wird
für eine eindeutige Lösung jedes einzelne Glied der äußeren Summe zu null gesetzt:

AII p2
I +

(
ns∑

J=1,J 6=I

AĲ pJ + bI

)

︸ ︷︷ ︸

BI

pI + cI znI = 0. (4.80)

Pro Knoten sind dann zwei reelle Lösungen möglich:

p
1/2
I =

−BI ±
√

(BI )2 − 4AII (cI znI )

2AII

. (4.81)

Physikalisch sinnvoll ist die Lösung, welche für (cI znI )→ 0 keine Impulskorrektur mehr
vornimmt. In der hier verwendeten Notation besitzt diese Lösung das umgekehrte Vor-
zeichen von BI :

sign(pI ) = − sign
(

BI

)

. (4.82)

Da die einzelnen Impulswerte voneinander abhängen, ist eine iterative Lösung der Bezie-
hungen (4.80) notwendig. Eine algorithmisch effiziente Umsetzung kann durch eine kon-
sistente Linearisierung des resultierenden Gleichungssystems erzielt werden. Zunächst
muss dazu pro Knoten jeweils eine der Lösungen (4.81) ausgewählt werden. Während der
Iteration ist deren Gültigkeit mithilfe von Beziehung (4.82) zu überprüfen und eventuell
eine Korrektur vorzunehmen. Sind die Knotenimpulse berechnet, bestimmt sich die Ge-
schwindigkeitskorrektur mit Gleichung (4.75).

Lösung des Referenzbeispiels mit der „Energy-Momentum-Method“-VUM

Wie Abbildung 4.13 zeigt, bleibt die totale Energie durch die Geschwindigkeitskorrektur
mit der „Velocity-Update-Method“ erhalten. Allerdings weisen der Kontaktkraftverlauf
und daraus resultierend auch der Energieverlauf deutlich stärkere Oszillationen auf als
bei einer Lösung ohne „Velocity-Update-Method“, siehe Abbildung 4.6.

In Abbildung 4.14 sind vergleichend der Geschwindigkeitsverlauf einer Berechnung mit
und einer Berechnung ohne „Velocity-Update-Method“ dargestellt. Mit „Velocity-Up-
date-Method“ sind die Oszillationen im Geschwindigkeitsverlauf deutlich ausgeprägter.
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Abbildung 4.13: Referenzbeispiel: Lösung mit der „Energy-Momentum-Method“-VUM.

Über die Berechnung der Mittelpunktbeschleunigung (4.18) wirkt sich dies wiederum
direkt auf den Kontaktkraftverlauf aus.

Die stärkeren Oszillationen bei Benutzung der „Velocity-Update-Method“ können einer-
seits damit erklärt werden, dass die Systemenergie erhalten bleibt. Ein numerischer
Dämpfungseffekt durch eine Verkleinerung der Energie ist damit nicht vorhanden. Dar-
über hinaus erhöht die „Velocity-Update-Method“ die Geschwindigkeit der Kontaktkno-
ten, wodurch die Oszillationen zusätzlich vergrößert werden.
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Abbildung 4.14: Referenzbeispiel: EMM (links) und EMM-VUM (rechts).

4.6.2 Energieerhaltung über eine Zwangsbedingung

Ähnlich der Idee der „Constraint-Energy-Method“ oder des „Constraint-Energy-Mo-
mentum-Algorithm“ könnte die Energieerhaltung auch für Kontaktprobleme über eine
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zusätzliche globale Zwangsbedingung sichergestellt werden. Diese müsste innerhalb der
Gleichgewichtsiteration die Systemenergie so modifizieren, dass die Energiedissipation
aufgrund von Kontakt durch eine Erhöhung der internen und kinetischen Energie aus-
geglichen wird. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde diese Idee jedoch nicht
weiter verfolgt, da beispielsweise die Kombination mit einer Geschwindigkeitsmodifika-
tion wie in Abschnitt 4.5.2 schwierig ist. Die Modifikation der Geschwindigkeit in einer
Nachlaufrechnung würde die Systemenergie erneut verändern. Für die Ermittlung von
physikalisch sinnvollen Kontaktgeschwindigkeiten oder als stabilisierendes Werkzeug für
den Kontaktkraftverlauf ist eine solche Modifikation aber wünschenswert.

4.6.3 Energie-Korrekturkraft-Verfahren

Wie bereits in Abschnitt 4.6.2 angedeutet, ist es erstrebenswert, eine energieerhaltende
Kontaktbehandlung möglichst modular mit anderen Methoden zur Verbesserung der
Kontaktmodellierung kombinieren zu können. Mit der „Velocity-Update-Method“ ist
dies nicht ohne Weiteres möglich. Zum Beispiel lässt sich eine Modifikation der Kontakt-
geschwindigkeit im Sinne von Abschnitt 4.5.2 nur schwer mit der Geschwindigkeitskor-
rektur zur Energiemodifikation vereinbaren. Mit dem Energie-Korrekturkraft-Verfahren
wird im folgenden Abschnitt ein neuer Algorithmus vorgestellt, welcher eine modu-
lare Kombination mit verschiedenen in den vorangegangenen Abschnitten beschriebenen
Methoden erlaubt. Im Rahmen dieser Arbeit wird dazu ein Konzept von Armero und

Petőcz (1998) adaptiert und im Hinblick auf eine exakte Erfüllung der Nichtdurch-
dringungsbedingung erweitert.

Das Energie-Korrekturkraft-Verfahren ist im Weiteren für das Referenzbeispiel anhand
des Newmark-KD-Algorithmus’ dargestellt. Der resultierende Algorithmus wird dement-
sprechend als Newmark-KD-e-Algorithmus bezeichnet. Eine allgemeine Formulierung für
große Deformationen erfolgt in Abschnitt 4.7.

Formulierung für das Referenzbeispiel (1D)

Gemäß Gleichung (4.34) verändert sich mit dem Newmark-KD-Algorithmus für das
Lösen von Kontakt oder während bestehendem Kontakt9 die Systemenergie nicht. Der
Energieverlust eines einzelnen Slave-Kontaktknotens bei der Initiierung von Kontakt
kann für das Referenzbeispiel durch die Beziehung

∆e(i)
c =

(

dn+1 − dn

)

f n+1
c (4.83)

9Bei bestehendem Kontakt dürfen die Kontaktkräfte hierfür weder den Impuls noch den Drehimpuls
des Gesamtsystems verändern. Für den hier betrachteten Fall sind diese Bedingungen stets erfüllt.
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angegeben werden. Der Newmark-KD-e-Algorithmus gibt diese dissipierte Energie nicht
im aktuellen Zeitschritt an das System zurück, sondern speichert ∆e(i)

c knotenbasiert.
Wird der Kontakt wieder gelöst, erfolgt die Rückgabe der gespeicherten Energie mit
einer Energie-Korrekturkraft fenko. Die Richtung der Energie-Korrekturkraft ist dabei
durch die aktuelle Oberflächen-Normale definiert. Im Rahmen des betrachteten Refe-
renzbeispiels stellen fenko und die Oberflächen-Normale nobs = −1 skalare Größen dar.
Im Allgemeinen sind beide Größen vektoriell. Der Betrag Λenko der Energie-Korrek-
turkraft definiert sich in Abhängigkeit des aktuellen Verschiebungsinkrements und der
gespeicherten Energie ∆e(i)

c :

∆d fenko = ∆d
(

Λenko nobs

)

:= ∆e(i)
c . (4.84)

Auflösen von Gleichung (4.84) nach Λenko führt dann auf folgende Beziehung:

Λenko =
∆e(i)

c

nobs ∆d
. (4.85)

Algorithmisch bedingt ist Gleichung (4.85) während des ersten Iterationsschritts nach
Lösen des Kontakts singulär. Zur Behebung dieser Problematik kann die Energie-Ko-
rrekturkraft im ersten Iterationsschritt entweder zu null gesetzt oder mithilfe einer
Abschätzung angenähert werden. Letzteres lässt sich beispielsweise mit der folgenden
Vorgehensweise realisieren: Zunächst wird mithilfe von Gleichung (4.1)1 eine grobe Ab-
schätzung d̃n+1 der unbekannten Verschiebung dn+1 unter Annahme einer konstanten
Beschleunigung an+1 = an getroffen:

d̃n+1 = dn + ∆t vn +
1

2
∆t2 an. (4.86)

Mit den Gleichungen (4.86) und (4.85) könnte bereits jetzt eine Abschätzung für die
Energie-Korrekturkraft getroffen werden. Da aber einerseits die Beschleunigung als Ko-
effizient des quadratischen Anteils in Gleichung (4.86) nur sehr grob abgeschätzt wird,
andererseits Λenko aufgrund der inversen Beziehung in Gleichung (4.85) sensitiv auf
Veränderungen von ∆d reagiert, liefert eine solche Abschätzung oft unbefriedigende
Ergebnisse. Algorithmisch zuverlässiger hat sich eine Abschätzung über folgende Bezie-
hung gezeigt:

Λ̃enko =

√
√
√
√
√

∥
∥
∥
∥
∥
∥

∆e
(i)
c

nobs ∆d̃

∥
∥
∥
∥
∥
∥

. (4.87)

Dabei werden durch die Wurzel Schwankungen in ∆d̃ „gedämpft“, so dass die Größenord-
nung der Energie-Korrekturkraft für kleine ∆d̃ nicht völlig überschätzt wird. Das Be-
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tragszeichen unter der Wurzel stellt einen positiven Ausdruck sicher, da die Schätzung
∆d̃ theoretisch auch in das starre Hindernis hinein zeigen könnte.

Lösung des Referenzbeispiels mit Newmark-KD-e

Abbildung 4.15 zeigt die Ergebnisse des Referenzbeispiels, gelöst mit dem Newmark-
KD-e-Verfahren. Bei der Initiierung von Kontakt wird jeweils Energie dissipiert und ge-
speichert, bei Lösen des Kontakts wird die Systemenergie wieder auf den ursprünglichen
Wert korrigiert. Wie bei der Berechnung mit der „Energy-Momentum-Method“-VUM
sind die Oszillationen des Kontaktkraft- sowie des Energieverlaufs verglichen mit der
entsprechenden Berechnung ohne Energieerhaltung deutlich ausgeprägter, siehe Abbil-
dung 4.8. Für die Geschwindigkeit gilt Äquivalentes. Der Geschwindigkeitsverlauf ist
nicht dargestellt, da er prinzipiell dem der „Energy-Momentum-Method“-VUM in Ab-
bildung 4.14 (rechts) entspricht. Als Unterschiede sind etwas geringere Amplituden bei
den Oszillationen zu nennen (3,5 m/s gegenüber 4,5 m/s bei der „Energy-Momentum-
Method“-VUM). Darüber hinaus weisen sowohl die Kontaktkraft als auch die Geschwin-
digkeit gegen Ende des Kontakts (ab circa 0,6 Sekunden) einen annähernd oszillations-
freien Verlauf auf.
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Abbildung 4.15: Referenzbeispiel: Lösung mit dem Newmark-KD-e-Verfahren.

4.7 Ein stabilisierter energieerhaltender Algorithmus

Im folgenden Abschnitt wird das Energie-Korrekturkraft-Verfahren auf allgemeine Pro-
bleme mit großen Deformationen erweitert sowie mit dem Newmark-KS-Integrator und
einer Geschwindigkeitsmodifikation zu einem neuen Algorithmus kombiniert. Dieser wird
als Newmark-KS-ve-Algorithmus bezeichnet und soll Kontaktereignisse energieerhaltend
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modellieren, oszillierende Kontaktkräfte vermeiden und physikalisch sinnvolle Kontakt-
geschwindigkeiten sicherstellen. Die Geschwindigkeitsmodifikation erfolgt in dieser Ar-
beit in Kombination mit der NTS-Diskretisierung. Die Kombination mit anderen räum-
lichen Kontaktdiskretisierungen ist aber problemlos möglich.

Wie bereits in Abschnitt 4.5.3 angedeutet, kann aus der Newmark-KS-Stabilisierung the-
oretisch ein Energiezuwachs resultieren. Auch wenn solch ein Verhalten im Rahmen der
Untersuchungen dieser Arbeit nicht beobachtet wurde, kann die Energie-Korrekturkraft
in diesem Fall dissipativ eingesetzt werden.

4.7.1 Strukturgleichung des Newmark-KS-ve-Verfahrens

Basis des Newmark-KS-ve-Verfahrens ist die Stabilisierung des Newmark-Integrators
mit dem Newmark-KS-Algorithmus (Abschnitt 4.5.3). Dieser wiederum beruht auf der
dissipativen Modifikation des Newmark-Integrators mit dem Newmark-KD-Verfahren
(Abschnitt 4.4.2). Die dort eingeführte Beschleunigungsaufteilung (4.29) wird jetzt zur
Berücksichtigung der Energie-Korrekturkraft modifiziert:

an+1 = aint
n+1 + āc

n+1. (4.88)

Entsprechend muss auch die semidiskrete Bewegungsgleichung (3.28)1, ausgewertet zum
Zeitpunkt tn+1, um die Energie-Korrekturkraft fn+1

enko erweitert werden:

M
(

aint
n+1 + āc

n+1

)

+ fn+1
int − fn+1

ext + fn+1
c + fn+1

enko = 0. (4.89)

Da die Beschleunigungskomponente aint
n+1 weiterhin mit Gleichung (4.32)1 ausgewertet

wird, definiert sich die Komponente āc
n+1 als Reaktion auf die Kontakt- oder die Energie-

Korrekturkraft10:

āc
n+1 = M−1

(

− fn+1
c − fn+1

enko

)

. (4.90)

In der Verschiebungsapproximation (4.46) des Newmark-KS-Verfahren wird den obigen
Überlegungen folgend der Ausdruck ac

n+1 durch āc
n+1 ersetzt:

dn+1 = dpred
n+1 +

1

4
∆t2

(

aint
n + aint

n+1

)

+
1

2
∆t2 āc

n+1. (4.91)

Für eine übersichtliche Darstellung wurden dabei die Newmark-Parameter fest auf die
Werte β = 1/4 und γ = 1/2 gesetzt. Auflösen von Gleichung (4.91) nach āc

n+1 und
Einsetzen des Resultats in Gleichung (4.89) führt dann zusammen mit aint

n+1 aus Glei-

10An einem einzelnen Kontaktknoten wirken beide Kräfte nicht gleichzeitig.
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chung (4.32)1 auf die nichtlineare effektive Strukturgleichung des Newmark-KS-ve-Ver-
fahrens:

M

[

4

∆t2

(

dn+1 − dpred
n+1

)

− aint
n

]

+
(

fn+1
int − fn+1

ext

)

+ 2
(

fn+1
c + fn+1

enko

)

= 0. (4.92)

Hierin definiert sich die Energie-Korrekturkraft eines Knotens I über folgende Bezie-
hung:

fn+1
enkoI =

ns∑

K=1

(

Bc
IK nK Λenko

K

)n+1
. (4.93)

Die Multiplikatoren Λenko
K sind dabei den Slave-Kontaktknoten zugeordnet. Die Über-

tragung der Multiplikatoren geschieht algorithmisch äquivalent zu der Übertragung der
Kontaktspannung.

4.7.2 Energieveränderung durch die Kontaktbehandlung

Im Folgenden ist die Berechnung der Energieveränderung durch die Kontaktbehand-
lung für den Newmark-KS-ve-Algorithmus dargestellt. Diese setzt sich aus einem An-
teil aufgrund der Newmark-KD-Modifikation, einem Anteil aufgrund der Newmark-KS-
Stabilisierung und einem Anteil aufgrund der Geschwindigkeitsmodifikation zusammen.
Die einzelnen Anteile werden zusätzlich jeweils in die Beiträge der beteiligten Slave-Kon-
taktknoten aufgeteilt, um die Energieveränderung bei Lösen des Kontakts knotenbasiert
wieder korrigieren zu können.

Energieveränderung durch die Newmark-KD-Modifikation

Die Energieveränderung aufgrund der Newmark-KD-Modifikation kann durch Auswer-
tung von Gleichung (4.35) ermittelt werden:

∆e(i)
c = ∆dT fn+1

c =
nc∑

I=1

∆dI · fn+1
cI =

nc∑

I=1

∆dI ·
ns∑

K=1

(

Bc
IK nK znK

)n+1

=
ns∑

K=1

(

nK znK

)n+1 ·
nc∑

I=1

(

Bc
IK ∆dI

)n+1
.

(4.94)

Der Anteil eines Slave-Kontaktknotens K ist dabei durch folgende Beziehung definiert:

∆e
(i)
cK =

(

nK znK

)n+1 ·
nc∑

I=1

(

Bc
IK ∆dI

)n+1
. (4.95)
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Energieveränderung durch die Newmark-KS-Stabilisierung

Die Energieveränderung durch die Newmark-KS-Stabilisierung wird ausgehend von Glei-
chung (4.67) formuliert:

∆e(iii)
c =

(

dn+1 − dpred
n+1

)T

fpred =
nc∑

I=1

(

dI
n+1 − dpredI

n+1

)

· f I
pred

=
nc∑

I=1

(

dI
n+1 − dpredI

n+1

)

·
ns∑

K=1

(

Bc
IK nK ΛnK

)n+1

=
ns∑

K=1

(

nK ΛnK

)n+1 ·
nc∑

I=1

[

Bc
IK

(

dI
n+1 − dpredI

n+1

)]n+1

.

(4.96)

Der Anteil eines einzelnen Slave-Kontaktknotens K lautet dementsprechend:

∆e
(iii)
cK =

(

nK ΛnK

)n+1 ·
nc∑

I=1

[

Bc
IK

(

dI
n+1 − dpredI

n+1

)]n+1

. (4.97)

Ermittlung der modifizierten Kontaktgeschwindigkeiten

Durch die Geschwindigkeitsmodifikation soll die Geschwindigkeit der Kontaktknoten so
verändert werden, dass für einen aktiven Kontaktknoten K die Auswertung der Normal-
klaffung (4.8) auf die Bedingung gnK

(

vmodK
n+1

)

= 0 führt. Dabei ist anstatt der Knoten-
position xK

n+1 die modifizierte Geschwindigkeit vmodK
n+1 einzusetzen. Gleichzeitig soll die

Geschwindigkeitsmodifikation jedoch nicht den Körperimpuls verändern. Eine Modifika-
tion, welche diesen Bedingungen genügt und zusätzlich energetisch dissipativ ist, kann
durch das folgende Gleichungssystem definiert werden11:

M
(

vmod
n+1 − vn+1

)

+ fn+1
mod = 0

gnK

(

vmodK
n+1

)

= 0 ∀K ∈ A.
(4.98)

Der Beitrag eines einzelnen Knotens I zu fn+1
mod bestimmt sich dabei als Summe über die

Beiträge der einzelnen Slave-Kontaktknoten K :

fn+1
modI =

ns∑

K=1

Bc
IK nK Λv

nK . (4.99)

11Für eine ausführliche Diskussion im Zusammenhang mit einer ähnlichen Modifikation sei auf Solberg
und Papadopoulos (1998) verwiesen.
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Sind die skalaren Modifikationswerte Λv
nK durch Lösen des Gleichungssystems (4.98)

bekannt, lautet die modifizierte Geschwindigkeit eines Knotens I folgendermaßen:

vmodI
n+1 = vI

n+1 −
1

MII

ns∑

K=1

Bc
IK nK Λv

nK . (4.100)

In Gleichung (4.98) bzw. (4.99) hängen die Massenmatrix M, der Operatorwert Bc
IK und

die Knoten-Normale nK ausschließlich von den Knotenpositionen aber nicht von den
Knotengeschwindigkeiten ab. Somit ist Gleichungssystem (4.98) linear in den Geschwin-
digkeiten und kann ohne Iteration gelöst werden. Da die effektive Strukturgleichung
nicht von der aktuellen Geschwindigkeit abhängt, kann dies in einer Nachlaufrechnung
geschehen.

Energieveränderung durch die Geschwindigkeitsmodifikation

Die Veränderung der kinetischen Energie aufgrund der Geschwindigkeitsmodifikation
wird zunächst knotenbasiert für alle Kontaktknoten ermittelt. Anschließend werden die
einzelnen Anteile mit dem Projektionsoperator B̄c

IK den jeweiligen Slave-Kontaktknoten
zugeordnet:

∆e
(ii)
cK =

1

2

nc∑

I=1

B̄c
IK MII

(

vI
n+1 · vI

n+1 − vmodI
n+1 · vmodI

n+1

)

. (4.101)

Der Operatorwert B̄c
IK stellt dabei eine Normierung des Eintrags Bc

IK eines Knotens I

dar. Normiert wird bezüglich der Summe der Einträge zwischen Knoten I und allen
aktiven Slave-Kontaktknoten K :

B̄c
IK =

Bc
IK

nsa∑

K=1

Bc
IK

. (4.102)

Wie bereits erwähnt ist diese Definition für eine Umsetzung mit dem NTS-Algorithmus
konzipiert.

4.7.3 Bestimmung der Energie-Korrekturkraft

Die Energie-Korrekturkraft soll die im vorausgegangenen Abschnitt 4.7.2 beschriebene
Energieveränderung aufgrund von Kontaktereignissen wieder rückgängig machen. Dazu
wird zunächst die globale Energieveränderung durch die Energie-Korrekturkraft berech-
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net und umgeformt:

∆eenko = ∆dT fn+1
enko =

nc∑

I=1

∆dI · fn+1
enkoI =

nc∑

I=1

∆dI ·
ns∑

K=1

(

Bc
IK nK Λenko

K

)n+1

=
ns∑

K=1

(

nK Λenko
K

)n+1 ·
nc∑

I=1

(

Bc
IK ∆dI

)n+1
.

(4.103)

Der Anteil eines einzelnen Slave-Kontaktknotens lautet dabei:

∆eenkoK =
(

nK Λenko
K

)n+1 ·
nc∑

I=1

(

Bc
IK ∆dI

)n+1
. (4.104)

Eine Energiekorrektur ∆eenkoK 6= 0 soll nur dann vorgenommen werden, wenn Slave-
Kontaktknoten K im letzten Zeitschritt aktiv war und während des aktuellen Zeitschritts
inaktiv wird. Ist diese Situation nicht gegeben, gilt Λenko

K = 0. Liegt die beschriebene
Situation aber vor, muss mit den Gleichungen (4.95), (4.97) und (4.101) die Energie-
veränderung zwischen dem Zeitschritt, in welchem Knoten K aktiv wurde, und dem
aktuellen Zeitschritt berechnet werden:

∆etot
cK =

nmax∑

n=1

(

−∆e
n(i)
cK −∆e

n(ii)
cK + ∆e

n(iii)
cK

)
!

= ∆eenkoK . (4.105)

nmax bezeichnet dabei die Spanne der entsprechenden Zeitschritte. Mit Gleichung (4.103)
und dem Resultat aus Gleichung (4.105) kann dann der skalare Energie-Korrekturwert
für den aktuellen Zeitschritt bestimmt werden:

(

Λenko
K

)n+1
=

∆etot
cK

nn+1
K ·

nc∑

I=1

(

Bc
IK ∆dI

)n+1
. (4.106)

Entsprechend den Ausführungen in Abschnitt 4.6.3 ist auch in Gleichung (4.106) wieder
eine Abschätzung im ersten Iterationsschritt notwendig. Die aktuelle Energie-Korrek-
turkraft kann schließlich mit Gleichung (4.93) bestimmt werden.

Lösung des Referenzbeispiels mit Newmark-KS-ve

Abbildung 4.16 zeigt die Lösung des Referenzbeispiels mit dem Newmark-KS-ve-Ver-
fahren. Der Kontaktkraft- sowie der Energieverlauf sind frei von Oszillationen. Der
Kontaktkraftverlauf entspricht aufgrund der Newmark-KS-Modifikation exakt der nu-
merischen Referenzlösung. Durch die Geschwindigkeitsmodifikation zeigt sich bei Lösen
des Kontakts ein deutlich besseres Verhalten als in der entsprechenden Berechnung ohne
Geschwindigkeitsmodifikation, siehe Abbildung 4.12. Der Energieverlauf zeigt bei der
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Abbildung 4.16: Referenzbeispiel: Lösung mit dem Newmark-KS-ve-Verfahren.

Initiierung des Kontakts eine Verkleinerung der Systemenergie aufgrund der Geschwin-
digkeitsmodifikation. Mit der Energie-Korrekturkraft wird die Systemenergie bei Lösen
des Kontakts wieder hergestellt.

4.8 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde die zeitliche Diskretisierung der semidiskreten Bewegungs-
gleichung mit dem Newmark-Verfahren und alternativ mit der „Energy-Momentum-
Method“ vorgestellt. Neben der zeitlichen Diskretisierung im Allgemeinen lag der Schwer-
punkt im Speziellen auf der Untersuchung des Einflusses von Kontaktereignissen auf
die zeitliche Diskretisierung sowie auf die Systemantwort des diskretisierten Problems.
Hierzu wurde ein Referenzbeispiel definiert, welches den dynamischen Kontakt zwischen
einem deformierbaren Stab und einem starren Hindernis modelliert. Die Lösung mit dem
Newmark-Verfahren führte dabei auf Ab- und Zunahmen in der Systemenergie, Oszil-
lationen in der Kontaktkraft, der Geschwindigkeit und der Beschleunigung. In Summe
wurde die Systemenergie deutlich vergrößert. Eine Diskretisierung mit der „Energy-Mo-
mentum-Method“ zeigte ein energetisch stabiles Verhalten, führte aber ebenfalls auf
oszillierende Systemgrößen.

Mithilfe einer prinzipiellen Betrachtung wurde anschließend untersucht, wann und warum
sich die Systemenergie durch Kontaktereignisse verändert. Dabei konnte gezeigt wer-
den, dass die „Energy-Momentum-Method“ und der Newmark-Integrator bei der Initi-
ierung von Kontakt Energie dissipieren. Durch das Lösen des Kontakts wird die Sys-
temenergie mit dem Newmark-Integrator aber wieder vergrößert. Der Grund hierfür ist
die Kontaktkraft des letzten Zeitschritts, die über den Beschleunigungsvektor des letz-
ten Zeitschritts in der Bewegungsgleichung enthalten ist. Durch eine Modifikation des
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4 Zeitliche Diskretisierung

Beschleunigungsansatzes nach Kane u. a. (1999) kann dies verhindert und ein dissipa-
tives Verhalten sichergestellt werden. Die Bewegungsgleichung der „Energy-Momentum-
Method“ enthält durch ihre Konstruktion a priori nur den Beschleunigungsvektor des
aktuellen Zeitschritts, wodurch eine dissipative Kontakt-Behandlung sichergestellt ist.

Der darauf folgende Abschnitt beschäftigte sich mit der Frage, warum die Kontakt-
kraft oszilliert und wie dies verhindert werden kann. Anhand einer schematischen Un-
tersuchung wurde demonstriert, dass die Erfüllung der Kontaktbedingungen in Kom-
bination mit einem Integrator wie dem Newmark-Verfahren oder der „Energy-Momen-
tum-Method“ zu oszillierenden Beschleunigungen an den kontaktierenden Knoten führt.
Infolgedessen resultieren oszillierende Trägheitskräfte, daraus wiederum oszillierende
Kontaktkräfte. Mithilfe des Referenzbeispiels wurde gezeigt, dass eine a posteriori Mo-
difikation der Geschwindigkeit schon eine deutlich stabilisierende Wirkung zeigt. Im
Zeitschritt der Kontaktinitiierung ergibt sich allerdings immer noch eine unphysikalische
Kontaktkraft. Durch eine Modifikation des Integrators können Oszillationen vollständig
vermieden werden. Im Rahmen dieser Arbeit wurde dazu die Stabilisierung nach Deufl-

hard u. a. (2008) untersucht und auf Probleme mit großen Deformationen erweitert.
Allerdings führt die Stabilisierung auf eine Veränderung der Energiebilanz. Dadurch
kann bei Problemen mit großen Deformationen theoretisch ein nicht dissipativer Anteil
in der Energiebilanz entstehen.

In einer weiteren Fragestellung wurde untersucht, wie Kontakt nicht nur energetisch sta-
bil sondern auch energieerhaltend modelliert werden kann. Dabei wurden ausschließlich
Verfahren betrachtet, welche diese Anforderungen erfüllen ohne dafür eine Verletzung
der Nichtdurchdringungsbedingung zu verwenden. Eine Möglichkeit stellt diesbezüglich
die „Velocity-Update-Method“ (Laursen und Love 2002) dar, welche in einer Nach-
laufrechnung die kinetische Energie um den Betrag der zuvor dissipierten Energie er-
höht. Hierzu werden die Knotengeschwindigkeiten entsprechend korrigiert. Infolgedessen
ist eine Kombination mit anderen Methoden zur Verbesserung der Kontaktmodellie-
rung, beispielsweise zur Vermeidung von Oszillationen der Kontaktgeschwindigkeiten,
jedoch nur schwierig zu realisieren. Mit dem Energie-Korrekturkraft-Verfahren wurde
eine neue energieerhaltende Methode vorgestellt. Die durch Kontakt dissipierte Energie
wird hierbei knotenweise gespeichert und bei Lösen des Kontakts mithilfe einer Ener-
gie-Korrekturkraft wieder freigesetzt. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde dazu
ein von Armero und Petőcz (1998) präsentiertes Konzept erweitert, um die Idee
der Energiespeicherung mit einer exakten Erfüllung der Nichtdurchdringungsbedingung
kombinieren zu können. Eine modulare Kombination des Energie-Korrekturkraft-Ver-
fahrens mit anderen Methoden zur verbesserten Modellierung des Kontakts ist einfach
möglich.
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4.8 Zusammenfassung

Zuletzt wurde das Energie-Korrekturkraft-Verfahren in Verbindung mit der Stabilisie-
rung nach Deuflhard u. a. (2008) für Probleme mit großen Deformationen formuliert
und mit einer Geschwindigkeitsmodifikation kombiniert. Der resultierende Newmark-
KS-ve-Algorithmus ist energieerhaltend, vermeidet Oszillationen in der Kontaktkraft
und stellt physikalisch sinnvolle Kontaktgeschwindigkeiten sicher. Die einzelnen Strate-
gien sind dabei modular miteinander verknüpft und können unabhängig voneinander
modifiziert werden, falls dies erwünscht ist.
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5
Lösung

Das folgende Kapitel widmet sich der Lösung der nichtlinearen effektiven Struktur-
gleichung unter Beachtung der momentan aktiven Kontaktbedingungen. Dazu wird in
Abschnitt 5.1 zunächst eine geeignete Strategie zur Ermittlung der Menge der akti-
ven Slave-Kontaktknoten formuliert. Anschließend werden in Abschnitt 5.2 die effek-
tive Strukturgleichung, die Kontaktbedingungen wie auch die Menge der aktiven Slave-
Kontaktknoten linearisiert. Die Linearisierung der Kontaktausdrücke ist dabei für die
räumliche Kontaktdiskretisierung aus Abschnitt 3.3 dargestellt, welche auf der dualen
Mortar-Methode basiert. Für die Linearisierung in Kombination mit einer anderen räum-
lichen Kontaktdiskretisierung wird an den entsprechenden Stellen auf die Literatur ver-
wiesen. Mit der linearisierten Formulierung kann das nichtlineare Kontaktproblem dann
in einer iterativen Prozedur gelöst werden. Abschnitt 5.3 zeigt, dass es aufgrund der
dualen Formfunktionen einfach möglich ist, die Knotenwerte der Kontaktspannung aus
dem Gleichungssystem zu kondensieren.

5.1 Aktive-Mengen-Strategie

Damit die Ungleichheitsbedingungen (3.28)2-(3.28)5 als Gleichheitsbedingungen formu-
liert werden können, wird die Menge S aller Slave-Kontaktknoten in die Menge A der
aktiv am Kontakt teilnehmenden Knoten und die Menge I der inaktiven Knoten mit
S = A∪ I und A∩ I = ∅ aufgeteilt1. Die Bestimmungsgleichungen für A und I lauten

1Die Menge A wurde bereits in Kapitel 4.5.3 in Zusammenhang mit der iterativen Bestimmung des
Verschiebungsprädiktors eingeführt.
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dabei folgendermaßen:

An+1 :=
{

I ∈ S
∣
∣
∣ znI − cn g̃nI > 0

}

n+1

In+1 :=
{

I ∈ S
∣
∣
∣ znI − cn g̃nI ≤ 0

}

n+1

, cn > 0. (5.1)

Ein Knoten I ist damit durch eine Klaffung g̃nI ≥ 0 inaktiv oder wird durch eine
Zugspannung znI ≤ 0 inaktiv. Demgegenüber wird ein Knoten I durch eine unphysi-
kalische Durchdringung g̃nI < 0 aktiv bzw. bleibt bei einer Druckspannung znI ≥ 0
bei gleichzeitigem g̃nI = 0 aktiv. Der Parameter cn soll dabei den Unterschied in den
Größenordnungen zwischen znI und g̃nI korrigieren, um in einer numerischen Berech-
nung verfälschte Ergebnisse aufgrund von Rechenungenauigkeiten zu vermeiden. In-
sofern ist es günstig, für cn einen positiven Wert in der Größenordnung des E-Moduls
zu wählen (Hüeber und Wohlmuth 2005). Sind mit Gleichung (5.1) die Mengen
A und I ermittelt, kann für aktive Knoten eine exakte Erfüllung der Nichtdurchdrin-
gungsbedingung und für inaktive Knoten eine Kontaktspannung identisch null gefordert
werden:

(g̃nI )
n+1

= 0 ∀ I ∈ An+1

(znI )
n+1

= 0 ∀ I ∈ In+1

(zτβ)
I

n+1
= 0 ∀ I ∈ S.

(5.2)

Aufgrund der reibungsfreien Formulierung verschwinden die tangentialen Kontaktspan-
nungskomponenten auch für die aktiven Slave-Kontaktknoten.

Die Ermittlung der aktiven Menge nach Gleichung (5.1) kann außerhalb der Iterations-
schleife für die übrigen Nichtlinearitäten durch eine zusätzliche Iterationsschleife erfol-
gen. Die effektive Strukturgleichung wird dann zusammen mit Gleichung (5.2) in einer
inneren Schleife mit festen Mengen A und I iterativ gelöst. Anschließend werden A und
I in der äußeren Schleife aktualisiert. Falls sich dabei ein Unterschied zu den bisherigen
Mengen A und I ergibt, folgt ein erneuter Aufruf der inneren Schleife mit den aktua-
lisierten Mengen. Alternativ und algorithmisch effizienter erfolgt die Bestimmung der
aktiven Menge zusammen mit der Gleichgewichtsiteration in einer gemeinsamen Schleife.
Mathematisch motiviert wird diese Strategie durch die Definition einer Funktion, welche
einerseits feststellt, ob ein Slave-Kontaktknoten gemäß Gleichung (5.1) aktiv oder inak-
tiv ist, andererseits je nach Resultat entweder Bedingung (5.2)1 oder Bedingung (5.2)2

umsetzt. Dem Vorgehen in Hüeber und Wohlmuth (2005) oder Hintermüller

u. a. (2003) folgend kann dazu die knotenspezifischen Komplementaritätsfunktion CI

(„complementarity-function“) verwendet werden:

CI

(

zI ,d
)

n+1
:= (znI )

n+1
− max

{

0, znI − cn g̃nI

}

n+1
= 0 ∀I ∈ S. (5.3)

144



5.2 Linearisierung

Ist für einen Slave-Kontaktknoten I die Differenz (znI − cn g̃nI ) kleiner oder gleich null,
resultiert aus Gleichung (5.3) die Forderung (znI )n+1

= 0. Dadurch wird Knoten I im-
plizit der Menge I aus Gleichung (5.1)2 zugeordnet. Gleichzeitig wird die entsprechende
Forderung in Gleichung (5.2)2 umgesetzt. Ist der Ausdruck (znI − cn g̃nI ) größer null,
verschwinden in Gleichung (5.3) die spannungsabhängigen Terme und die Bedingung
g̃nI = 0 resultiert. Somit wird Knoten I der aktiven Menge A aus Gleichung (5.1)1

zugeordnet und die zugehörige Vorgabe aus Gleichung (5.2)1 umgesetzt. Die Komple-
mentaritätsfunktion kann im Gegensatz zu Gleichung (5.1) mit geeigneten Werkzeugen
linearisiert werden (siehe Abschnitt 5.2.2). Damit ist die mathematische Grundlage für
eine einzige Iterationsschleife zur Behandlung aller Nichtlinearitäten gegeben.

Die in diesem Abschnitt beschriebene Auflösung der Kontakt-Ungleichheitsbedingun-
gen durch die Definition einer aktiven Menge, die sowohl von der Verschiebung als
auch von der Kontaktspannung abhängt, ist in der Literatur als Primal-Duale Aktive-

Mengen-Strategie bekannt. Für eine ausführlichere Beschreibung der Hintergründe sei
beispielsweise auf Alart und Curnier (1991), Hintermüller u. a. (2003), Hüeber

und Wohlmuth (2005) oder Christensen u. a. (1998) verwiesen.

5.2 Linearisierung

Bevor im Weiteren auf die Linearisierung der effektiven Strukturgleichung und der Kon-
taktbedingungen eingegangen wird, seien die grundlegenden Gleichungen noch einmal
kompakt zusammengefasst. Die effektive Strukturgleichung wird dazu in Abhängigkeit
der zeitlichen Diskretisierung durch den Residuumsvektor r definiert2:

rn+1 =







M

[

1

β∆t2

(

dn+1 − dn −∆t vn

)

− β̃ an

]

+ fN + fn+1
c (N)

M

[

1

β∆t2

(

dn+1 − dn −∆t vn

)

− β̃ aint
n

]

+ fN +
1

2β
fn+1
c (N–KD)

M

[

1

β∆t2

(

dn+1 − dpred
n+1

)

− β̃ aint
n

]

+ fN +
1

2β
fn+1
c (N–KS)

M

[

4

∆t2

(

dn+1 − dpred
n+1

)

− aint
n

]

+ fN + 2
(

fn+1
c + fn+1

enko

)

(N–KS–e)

M

[

2

∆t2

(

dn+1 − dn −∆t vn

)
]

+ fEMM + fc

(

dn+1/2, z
algo
)

(EMM).

(5.4)

2Für eine statische Lösung kann Gleichung (5.4)1 mit M = 0 verwendet werden.
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Dabei wurden in Gleichung (5.4) die folgenden Abkürzungen benutzt:

fN = fn+1
int − fn+1

ext

fEMM = fint

(

dn+1/2

)

− fn+1/2
ext

β̃ =
1

2β

(

1− 2β
)

.

(5.5)

Die Kontaktbedingungen sind definiert durch Gleichung (5.2) oder alternativ durch Glei-
chung (5.3) in Kombination mit Gleichung (5.2)3. Zusammenfassend muss damit die ef-
fektive Strukturgleichung in Kombination mit der Komplementaritätsfunktion und der
Tangentialbedingung gelöst werden:

rn+1 = 0

(g̃nI )
n+1

= 0 ∀ I ∈ An+1

(znI )
n+1

= 0 ∀ I ∈ In+1

(zτβ)
I

n+1
= 0 ∀ I ∈ S.






CI

(

zI ,d
)

n+1
= 0 ∀I ∈ S (5.6)

Aus Gründen der Übersichtlichkeit wird in den restlichen Gleichungen dieses Kapitels auf
die Notierung des Zeitschritt-Indexes verzichtet, sofern sich eine Größe auf den Zeitpunkt
tn+1 bezieht.

5.2.1 Linearisierung der effektiven Strukturgleichung

Als Basis für eine iterative Lösung der nichtlinearen effektiven Strukturgleichung wird
der Residuumsvektor (5.6)1 in eine mehrdimensionale Taylorreihe entwickelt. Ausgehend
von einer bereits ermittelten Näherungslösung (dr , zr) lautet die Bestimmungsgleichung
für die korrekte Lösung (dr+1, zr+1) dann folgendermaßen:

r
(

dr+1, zr+1
)

= r
(

dr , zr
)

+
∞∑

q=1

∂q r
(

dr , zr
)

(

∂dr
)q

q!

(

dr+1 − dr
)q

+
∂r
(

dr , zr
)

∂zr

︸ ︷︷ ︸

Bc

(

zr+1 − zr
)

= 0.

(5.7)

Da der Residuumsvektor linear in der Kontaktspannung ist, entfallen in Gleichung (5.7)
alle partiellen Ableitungen nach z mit einem Index q > 1. Strebt die Differenz ∆d =
dr+1 − dr gegen den Nullvektor, werden alle verschiebungsabhängigen Terme mit einem
Index q > 1 vernachlässigbar klein gegenüber den konstanten und linearen Termen.
Damit kann eine verbesserte Näherungslösung dr+1 im Rahmen eines iterativen Lö-

146



5.2 Linearisierung

sungsprozesses für kleine ∆d mit der linearen Approximation

r
(

dr+1, zr+1
)

≈ r
(

dr , zr
)

+
∂r
(

dr , zr
)

∂dr ∆d + Bc
(

dr , zr
)(

zr+1 − zr
)

= 0 (5.8)

ermittelt werden. Im Gegensatz zum vorangegangenen Kapitel bezeichnet ∆d jetzt das
Verschiebungsinkrement zwischen zwei Iterationsschritten und nicht mehr zwischen zwei
Zeitschritten. Im Allgemeinen steht ∆(•)r für die inkrementelle Änderung der Größe (•)
unter der inkrementellen Verschiebungsänderung ∆d: ∆(•)r = ∂ (•)r

∂dr ∆d. Der Zeitschritt
∆t bezeichnet aber weiterhin die Differenz zwischen den Zeitpunkten tn+1 und tn .
Durch Umformen von Gleichung (5.8) resultiert schließlich ein lineares Gleichungssys-
tem, welches für eine Ermittlung der Unbekannten noch durch die Kontaktbedingungen
ergänzt werden muss:

∂r
(

dr , zr
)

∂dr

︸ ︷︷ ︸

Kr
eff

∆d + Bc
(

dr , zr
)

zr+1 = −
[

r
(

dr , zr
)

−Bc
(

dr , zr
)

zr

︸ ︷︷ ︸

rmod

]

. (5.9)

In Abhängigkeit der zeitlichen Diskretisierung berechnet sich die effektive tangentiale
Steifigkeitsmatrix Kr

eff dabei wie folgt:

Kr
eff =







1

β∆t2
M +

∂ fn+1
int

(

dr
)

∂dr +
∂ fn+1

c

(

dr , zr
)

∂dr (N), (N–KD), (N–KS)

4

∆t2
M +

∂ fn+1
int

(

dr
)

∂dr +
∂ fn+1

c

(

dr , zr
)

∂dr +
∂ fn+1

enko

(

dr ,Λr
enko

)

∂dr (N–KS–e)

2

∆t2
M +

∂ fint

(

dr
n+1/2

)

∂dr +
∂ fc

(

dr
n+1/2, z

algor
)

∂dr (EMM).

(5.10)

Für die Bestimmung der Verschiebungsableitung der internen Kräfte in Gleichung (5.10)
sei im Rahmen des Newmark-Verfahrens auf Belytschko u. a. (2008) und im Rah-
men der „Energy-Momentum-Method“ auf Simo und Tarnow (1992) oder Gonzalez

(2000) verwiesen.

In Kombination mit der NTS-Diskretisierung wird die Verschiebungsableitung der Kon-
taktkräfte aus Wriggers (2002) übernommen. Für Einkörperkontaktprobleme kommt
die Formulierung aus Hartmann (2007) zum Einsatz. Bei einer zeitlichen Diskreti-
sierung mit der „Energy-Momentum-Method“ werden dabei alle verschiebungsabhängi-
gen Operatoren mit dr

n+1/2 ausgewertet, andernfalls mit dr
n+1. Für die räumliche Kon-

taktdiskretisierung aus Kapitel 3.3, welche auf der dualen Mortar-Methode basiert, sind
die entsprechenden Gleichungen im Folgenden dargestellt.
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Die Verschiebungsableitung der Energie-Korrekturkraft wird mit Gleichung (4.93) und
Gleichung (4.106) bestimmt. Die hierzu erforderlichen Ableitungen der Knoten-Nor-
malen nK und des Projektionsoperators Bc

IK können aus der Verschiebungsableitung
der Kontaktkraft übernommen werden.

Inkrementelle Änderung des Kontaktkraftvektors

Mit den Gleichungen (3.24) und (3.25) kann die inkrementelle Änderung des Kontakt-
kraftvektors in kompakter Schreibweise durch die Vektoren fSc ∈ Rndimns und fMc ∈
Rndimnm angegeben werden:

∆f r
c = ∆

[

0, −MM, DS
]T

r
zr+1 =

[

0,∆fMc ,∆fSc
]T

r
. (5.11)

Die inkrementellen Änderungen ∆fSc bzw. ∆fMc berechnen sich aus der Assemblierung
der einzelnen Anteile ∆fSce

der Slave-Elemente bzw. ∆fMcm
der Segmente:

(

∆fSc
)r

=
nslele⋃

e=1

(

∆fSce

)r
,

(

∆fMc
)r

=
nslele⋃

e=1

nseg
⋃

m=1

(

∆fMcm

)r
. (5.12)

Für zweidimensionale Probleme wird pro Slave-Element bzw. pro Segment auf jeweils
zwei Slave-Kontaktknoten assembliert, ∆fSce

∈ R4 bzw. ∆fMcm
∈ R4, siehe auch An-

hang A.4.3. Im Zusammenhang mit dreidimensionalen Problemen sei auf Puso und

Laursen (2004a) oder Popp u. a. (2010) verwiesen. Die zusätzlichen Linearisierungsan-
teile aufgrund der Modifikationen zur konsistenten Behandlung von Rändern aus Ab-
schnitt 3.4 werden in Anhang A.4.4 und Anhang A.4.5 hergeleitet.

5.2.2 Linearisierung der Kontaktbedingungen

In der vorliegenden Arbeit erfolgt die Aktualisierung der aktiven Menge zusammen
mit der Gleichgewichtsiteration in einer gemeinsamen Schleife. Die Linearisierung der
Kontaktbedingungen setzt sich somit aus der Linearisierung der Komplementaritäts-
funktion (5.3) und der Linearisierung der Tangentialbedingungen (5.2)3 zusammen.

Linearisierung der Komplementaritätsfunktion

Aufgrund des nicht glatten Verhaltens des max{•}-Operators ist auch die Komplementa-
ritätsfunktion (5.3) nicht glatt und damit nicht an allen Stellen eindeutig differenzierbar.
Aus diesem Grund ist für die Linearisierung der Komplementaritätsfunktion zuerst die
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5.2 Linearisierung

Definition einer allgemeinen Ableitung für den max{•}-Operator notwendig (Hinter-

müller u. a. 2003; Hüeber und Wohlmuth 2005):

f (x) = max{a, x} −→ ∂

∂ x
f (x) =

{

0 wenn x ≤ a

1 sonst
. (5.13)

Ist das Argument x wie in Gleichung (5.3) selbst eine Funktion, muss noch die entspre-
chende innere Ableitung berücksichtigt werden. Die Linearisierung von Gleichung (5.3)
führt dann unter Beachtung von Gleichung (5.13) für einen Slave-Kontaktknoten I auf
das folgende Ergebnis:

(znI − cn g̃nI ) ≤ 0 ⇒ I ∈ I, zI = 0

(znI − cn g̃nI ) > 0 ⇒ I ∈ A, ∂ g̃nI (dr)

∂dr ∆d
︸ ︷︷ ︸

∆(g̃ r
An

)
I

= −g̃nI (dr). (5.14)

Dabei wurde in Gleichung (5.14)1 für inaktive Knoten bereits die Tangentialbedingung
(zτβ)I = 0 aus Gleichung (5.2)3 beachtet. Die inkrementelle Änderung ∆(g̃ r

An
)I der

Normalklaffung für aktive Slave-Kontaktknoten ist im Folgenden dargestellt.

Inkrementelle Änderung der Normalklaffung

Wie die Linearisierung der Kontaktkraft wird auch die Linearisierung (5.14)2 der Nicht-
durchdringungsbedingung in kompakter Matrix-Vektor-Schreibweise formuliert. Dazu
werden zunächst die Normalklaffungswerte (3.26) aller aktiven Slave-Kontaktknoten
im Vektor g̃An ∈ Rnsa zusammengefasst. Mit den Operatoren GSA ∈ R

nsa×(ndimns) und
GMA ∈ R

nsa×(ndimnm) lautet dessen inkrementelle Änderung dann folgendermaßen:

∆g̃r
An

= ∆g̃1
An

(

dS
)r

+ ∆g̃2
An

(

dS ,dM
)r

= GSA(dr) ∆dS + GMA (dr) ∆dM.

(5.15)

Der Vektor g̃1
An

beinhaltet dabei die Anteile der gewichteten Knotenklaffung, welche
ausschließlich von den Koordinaten der Slave-Kontaktknoten und den Slave-Mortar-
Matrizen abhängen, siehe auch Gleichung (3.27). Damit kann ∆g̃1

An
auf Slave-Element-

Basis berechnet werden:

∆
(

g̃1
An

)r
=

nslele⋃

e=1

(

∆g̃1
e

)r
. (5.16)

Die Assemblierung erfolgt hierbei ausschließlich in den Operator GSA. Entsprechend der
Definition von g̃1

An
enthält g̃2

An
die Anteile der gewichteten Knotenklaffung, welche von
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5 Lösung

den Koordinaten der Master-Kontaktknoten und den Master-Mortar-Matrizen abhän-
gen. Aus diesem Grund muss ∆g̃2

An
auf Segment-Basis berechnet werden:

∆
(

g̃2
An

)r
=

nslele⋃

e=1

nseg⋃

m=1

(

∆g̃2
m

)r
. (5.17)

Da die Segmente auch Funktionen der Slave-Kontaktknoten sind, erhalten beide Ope-
ratoren GSA und GMA Einträge aus der Ableitung von g̃2

An
. Wie bei der Kontaktkraft

wird für zweidimensionale Probleme pro Slave-Element bzw. pro Segment auf jeweils
zwei Slave-Kontaktknoten assembliert, ∆g̃1

e ∈ R2 bzw. ∆g̃2
m ∈ R2. Die Berechnung der

entsprechenden Anteile ist in Anhang A.4 dargestellt.

Linearisierung der Tangentialbedingungen

Letztlich führt die Linearisierung der tangentialen Bedingungen (5.2)3 für zwei- bzw. für
dreidimensionale Probleme auf eine Gleichung bzw. auf zwei Gleichungen pro aktivem
Slave-Kontaktknoten:

zr
I ·∆τ βI

(dr) + (zr+1
I − zr

I ) · τ βI
(dr) = −zr

I · τ βI
(dr)

⇔ zr
I ·∆τ βI

(dr) + zr+1
I · τ βI

(dr) = 0 (keine Summation über β).

(5.18)

Die Assemblierung der linken Seite von Gleichungen (5.18)2 für alle aktiven Slave-Kon-
taktknoten I führt dann auf eine globale Matrix-Vektor-Beziehung, wobei für dreidi-
mensionale Probleme pro Slave-Kontaktknoten jeweils zwei Bedingungen auszuwerten
sind:

nsa⋃

I

(

zr
I ·∆τ r

βI
+ zr+1

I · τ r
βI

)

= T̄r
A∆dS + Tr

A

(

zA
)r+1
. (5.19)

In den Operatoren TA ∈ R
nsa(ndim−1)×(ndimns) bzw. T̄A ∈ R

nsa(ndim−1)×(ndimns) sind dabei
die Tangentenvektoren bzw. die Verschiebungsableitungen der Tangentenvektoren aller
aktiven Slave-Kontaktknoten zusammengefasst. Der Vektor zA ∈ Rndimnsa beinhaltet die
Kontaktspannungsvektoren aller aktiven Slave-Kontaktknoten.

5.2.3 Matrixformulierung des linearisierten Gleichungssystems

Mit den linearisierten Beziehungen aus Abschnitt 5.2.2 kann die Matrixformulierung des
linearisierten Kontaktproblems schließlich durch das folgende Gleichungssystem ausge-
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drückt werden:























KNNeff KNMeff KNIeff KNAeff 0 0

KMNeff K̃MMeff K̃MIeff K̃MAeff

(

−MI
M

)
T
(

−MA
M

)
T

KINeff KIMeff K̃IIeff K̃IAeff DIS 0

KANeff KAMeff K̃AIeff K̃AAeff 0 DAS

0 0 0 0 II 0

0 GMA GSAI GSAA 0 0

0 0 T̄AI T̄AA 0 TA
























r




















∆dN

∆dM

∆dI

∆dA
(

zI
)r+1

(

zA
)r+1





















= −






















rNmod

rMmod

rImod

rAmod

0

g̃An

0






















r

.

(5.20)

Die Matrizen, Operatoren und Vektoren in Gleichung (5.20) sind dabei blockweise
aufgeteilt. Einzelne Blöcke eines Vektors beziehen sich jeweils auf die aktiven Slave-
Kontaktknoten, die inaktiven Slave-Kontaktknoten, die Master-Kontaktknoten oder auf
die verbleibenden Knoten. Einzelne Blöcke einer Matrix oder eines Operators sind mit
Bezug auf eine Kombination aus den Knotengruppierungen definiert.

Durch die ersten vier Zeilen des Gleichungssystems (5.20) wird die linearisierte effektive
Strukturgleichung (5.9) repräsentiert. Steifigkeitseinträge, die mit einer Tilde gekenn-
zeichnet sind, erhalten bei der Assemblierung Anteile aus der Verschiebungsableitung
des Kontaktkraftvektors. Die sechste Zeile resultiert mit Gleichung (5.14) und Glei-
chung (5.15) aus der Linearisierung der Nichtdurchdringungsbedingung, die siebte Zeile
mit den Gleichungen (5.18)2 und (5.19) aus der Linearisierung der Tangentialbedin-
gungen. Zeile fünf setzt mithilfe der Einheitsmatrix II ∈ R(ns−nsa)×(ns−nsa) die Kon-
taktspannung der inaktiven Slave-Kontaktknoten zu null. Wie schon in Gleichung (5.9)
angedeutet, wird für die absolute Kontaktspannung und nicht für deren Inkremente
gelöst. Dies ist möglich, da das Gleichungssystem linear in der Kontaktspannung ist,
und stellt im Folgenden eine Voraussetzung für die Kondensation der Kontaktspannung
dar.

5.3 Kondensation der Kontaktspannung

Aufgrund der exakten Umsetzung der Kontaktbedingungen mit der Lagrange’schen-
Multiplikatoren-Methode enthält das Gleichungssystem (5.20) neben den Knotenver-
schiebungen auch die Lagrange’schen-Multiplikatoren als Unbekannte. Somit vergrößert
sich infolge der Kontaktbehandlung die Dimension des Gleichungssystems. Wird die
triviale Bedingung für die inaktiven Knoten aus dem Gleichungssystem herausgenom-
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5 Lösung

men und sequentiell umgesetzt, verändert zudem das verbleibende Gleichungssystem bei
einer Veränderung der aktiven Menge seine Dimension. Insofern ist es erstrebenswert,
die Lagrange’schen-Multiplikatoren aus dem Gleichungssystem herauszukondensieren
und ausschließlich für die Verschiebungen zu lösen. Aufgrund der dualen Formfunktio-
nen für die Lagrange’schen-Multiplikatoren, welche durch die Biorthogonalitätsbedin-
gung (3.18) definiert sind, besitzt die Slave-Mortar-Matrix DS Diagonalstruktur. Somit
ist im Gegensatz zu einer Formulierung mit Standard-Formfunktionen eine Kondensa-
tion einfach möglich. Hierzu wird zunächst die vierte Zeile des Gleichungssystems (5.20)
nach den Knotenwerten der Kontaktspannung aufgelöst:

(

zA
)r+1

=
(

DAS
)−1(− rAmod −KANeff ∆dN −KAMeff ∆dM − K̃AIeff ∆dI − K̃AAeff ∆dA

)

.

(5.21)

Anschließend führt ein Einsetzen dieser Beziehung in die zweite und siebte Zeile des Glei-
chungssystems nach einigen Umformungen auf die folgende Matrixformulierung, siehe
auch Popp u. a. (2009) für eine ausführlichere Darstellung:
















KNNeff KNMeff KNIeff KNAeff

KMNeff + M̂T

AKANeff K̃MMeff + M̂T

AKAMeff K̃MIeff + M̂T

AKAIeff K̃MAeff + M̂T

AKAAeff

KINeff KIMeff K̃IIeff K̃IAeff

0 GMA GSAI GSAA

T̂AKANeff T̂AKAMeff T̂AKAIeff − T̄AI T̂AKAAeff − T̄AA
















r

. . .













∆dN

∆dM

∆dI

∆dA













= −
















rNmod

rMmod + M̂T

ArAmod

rImod

g̃An

T̂ArAmod.
















r

.

(5.22)

Dabei werden die folgenden Abkürzungen verwendet:

M̂A =
(

DAS
)−1

MA
M, T̂A = TA

(

DAS
)−1
. (5.23)

Die Kontaktspannung berechnet sich schließlich nach der iterativen Lösung des konden-
sierten Systems (5.22) in einer Nachlaufrechnung mit Beziehung (5.21).

In der mathematischen Literatur sowie in Hartmann und Ramm (2008) wird die
Kondensation der Multiplikatoren mit einem Variablentausch des Verschiebungsfelds
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der Slave-Seite gegen die Relativverschiebung zwischen Slave- und Master-Seite kom-
biniert. Damit kann ein 2KK-Problem formal wie ein 1KK-Problem behandelt werden,
was für geometrisch lineare Probleme die Implementierung erleichtert. Für geometrisch
nichtlineare Probleme ist der Variablentausch aber eher von Nachteil, da bei der Lineari-
sierung zusätzliche Terme entstehen würden. Deswegen wird die Kondensation in dieser
Arbeit ohne einen Variablentausch durchgeführt.

5.4 Kompakte Darstellung des Lösungsalgorithmus’

Abschließend ist der gesamte Lösungsalgorithmus für eine räumliche Kontaktdiskretisie-
rung, die auf der dualen Mortar-Methode basiert, in Abbildung 5.1 noch einmal kom-
pakt zusammengefasst. In Abbildung 5.2 ist die zugehörige Nachlaufrechnung für einen
einzelnen Zeitschritt dargestellt.
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5 Lösung

Initialisierung: n = 0, Anfangsbedingungen: d0,v0 ⇒ a0

Initialisiere aktive Menge: A0,I0 mit Gl. (5.1)

Zeitschrittschleife: n = 0, . . . ,nT = T/∆t

N–KS basierte Zeitintegration?

Ja Nein

Berechne d
pred
n+1 nach Abbildung 4.11

Iterationsschleife: r = 0, . . . ,maxr (Konvergenz)

Energie-Korrekturkraft?

Ja Nein

Schleife über alle Slave-Kontaktknoten: K = 1, ...,ns

Wenn K ∈ An und K ∈ Ir
n+1:

Berechne
(
Λenko

K

)r

n+1
mit Gl. (4.106)

Berechne rechte Seite:
rmod

(
dn+1, zn+1

)r mit Gl. (5.9)

g̃An

(
dn+1

)r mit Gl. (3.26), (3.27)

Berechne effektive Steifigkeitsmatrix: Kr
eff mit Gl. (5.10)

Berechne Operatoren Dr
S ,M

r
M mit Gl. (3.23),

(

GSA
)r
,
(

GMA
)r mit Gl. (5.15), T̄r

A,T
r
A mit Gl. (5.19)

Assembliere und löse System (5.22) ⇒ ∆d

Aktualisiere Verschiebung: dr+1
n+1 = dr

n+1 + ∆d

Aktualisiere Kontaktspannung
(
zAn+1

)r+1 mit Gl. (5.21)

Aktualisiere aktive Menge: Ar+1
n+1, Ir+1

n+1 mit Gl. (5.1)

Führe Nachlaufrechnung nach Abbildung 5.2 durch

Abbildung 5.1: Struktogramm des gesamten Lösungsalgorithmus’.
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Energie-Korrekturkraft?

Ja Nein

Schleife über alle Slave-Kontaktknoten: K = 1, . . . ,ns

Wenn K ∈ An und K ∈ In+1:

Setze ∆eenkoK = 0 (mit Gl. (4.104))

Berechne Energieänderung durch Kontakt:

∆e(i)
cK mit Gl. (4.95), ∆e(iii)

cK mit Gl. (4.97)

Aktualisiere Geschwindigkeit und Beschleunigung:

vn+1 mit Gl. (4.1)2 (N), Gl. (4.31)2 (N-KD/KS), Gl. (4.16)2 (EMM)

an+1 mit Gl. (4.2) (N)

aint
n+1 mit Gl. (4.32)1 (Zeitintegration basiert auf N-KD/KS)

ac
n+1 mit Gl. (4.32)2 (Zeitintegration basiert auf N-KD)

ac
n+1 mit Gl. (4.46) (Zeitintegration basiert auf N-KS)

āc
n+1 mit Gl. (4.90) (Zeitintegration basiert auf N-KD-e)

an+1/2 mit Gl. (4.18) (EMM)

Geschwindigkeitsmodifikation?

Ja Nein

Berechne modifizierte Geschwindigkeit vmod
n+1 mit Gl. (4.100)

durch Lösen des Systems (4.98)

Energie-Korrekturkraft?

Ja Nein

Schleife über alle Slave-Kontaktknoten: K = 1, ...,ns

Berechne Energieänderung durch vmod
n+1:

∆e(ii)
cK mit Gl. (4.101)

vn+1, an+1 / aint
n+1,a

c
n+1 / aint

n+1, ā
c
n+1 / an+1/2,

(

∆eenkoK

)

,
(

∆e(i)
cK

)

,
(

∆e(ii)
cK

)

,
(

∆e(iii)
cK

)

,
(

vmod
n+1

)

Abbildung 5.2: Struktogramm der Nachlaufrechnung in einem Zeitschritt.
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6
Numerische Experimente –
räumliche Kontaktdiskretisierung

Anhand von numerischen Experimenten wird in diesem Kapitel die räumliche Kontakt-
diskretisierung aus den Kapiteln 3.3 und 3.4 untersucht, welche auf der dualen Mortar-
Methode basiert. Die Betrachtungen sollen einerseits die Stabilität der Kontaktdiskreti-
sierung unter großen Deformationen demonstrieren, andererseits die Weiterentwicklung
aus Kapitel 3.4 zur konsistenten Behandlung von Rändern analysieren.

Alle Berechnungen erfolgen statisch nichtlinear mit bilinearen Q1-Elementen. Es wird je-
weils ein ebener Spannungszustand angenommen und ein System mit einer einheitlichen
Dicke von einem Millimeter betrachtet.

6.1 Deformation eines Werkstücks

In der ersten Untersuchung wird die Verformung eines Werkstücks durch die inkre-
mentelle Bewegung eines stiftförmigen Werkzeugs simuliert. Werkzeug und Werkstück
sind deformierbar. Das Werkzeug besitzt jedoch einen zehnmal größeren E-Modul als das
Werkstück. Da ein hyperelastisches Materialgesetz verwendet wird, bleiben in der Simu-
lation im Gegensatz zu einem realen Umformprozess keine eingeprägten Deformationen
zurück. Die Konzeption der Untersuchung ist angelehnt an das sogenannte „Ironing prob-
lem“ von Yang u. a. (2005). Durch einen scharfen Knick in der Geometrie des Werk-
stücks und die mehrfachen Richtungswechsel des Werkzeugs wird die Problemstellung
aber noch komplexer gestaltet. In Abbildung 6.1 sind das System, die Diskretisierung,
die verwendeten Materialparameter sowie die Kontakt- und die Steuerungsdaten dar-
gestellt. Mit den abgebildeten Verschiebungskurven wird dabei in jedem Rechenschritt
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6 Numerische Experimente – räumliche Kontaktdiskretisierung

die Position der oberen Kante des Werkzeugs vorgegeben. Entsprechend den Kurven
bewegt sich das Werkzeug zuerst vertikal nach unten und dann horizontal nach rechts
bis auf Höhe des Knicks im Werkstück. Anschließend folgt das Werkzeug der Schräge
des Werkstücks, bis es schließlich wieder durch eine vertikale Bewegung nach oben aus
dem Werkstück entfernt wird. Abbildung 6.2 zeigt die Ergebnisse der Untersuchung

Material (Neo-Hooke)

Kontaktparameter

Verschiebungssteuerung Werkzeug (slave)

Längen in [mm]

Rechnung

FE-Netz

Pseudozeit [s]

Rechenschritt

d̂ [mm]

d̂

d̂x1

d̂x2

E1

E2

(master)

(slave)

ν

=

=
=

=

68,96 · 108 N/mm2

68,96 · 107 N/mm2

0,32

cn 10,00 · 108 N/mm2

470 Schritte
0,03 s/Schritt

256 Elemente (slave)
832 Elemente (master)

0,2

4

4

4

2

8

222

2

1,0 7,8 10,0 14,0

100 200
300

400

8,00

1,00

−0,48
−1,40

x2

x1

Abbildung 6.1: Deformation eines Werkstücks: Problemstellung und Diskretisierung.

anhand von zehn ausgewählten Rechenschritten. Dargestellt sind die Deformation von
Werkstück und Werkzeug sowie die Kontaktspannung. Der Kontaktspannungsverlauf
entspricht in jedem Schritt dem qualitativ zu erwartenden Verlauf mit einem Maxi-
mum in der Mitte des Werkzeugs und einem Abfall zum Rand der Kontaktzone hin. In
Berechnungsschritt 260 ist ein Ausschlag des Verlaufs in der Werkzeugmitte zu erkennen,
welcher durch den scharfen Knick in der Geometrie des Werkstücks hervorgerufen wird.
Trotz der großen tangentialen Relativverschiebungen konnte die aktive Kontaktzone in
allen Berechnungsschritten stabil identifiziert und das resultierende Strukturproblem
mit quadratischer Konvergenz gelöst werden.
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6.1 Deformation eines Werkstücks

Ausgangskonfiguration Schritt 22

Schritt 33 Schritt 100

Schritt 190 Schritt 260

Schritt 300 Schritt 340

Schritt 400 Schritt 466

K
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n
ta

k
ts

p
a

n
n

u
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g

[N/mm2]

Abbildung 6.2: Deformation eines Werkstücks: Deformation und Kontaktspannung.
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Die Knotenwerte der Kontaktspannung sind in Abbildung 6.2 mit Standard-Formfunk-
tionen interpoliert. Dies entspricht einer geglätteten Darstellung des „sägezahn“-ähn-
lichen Verlaufs, der sich bei einer Darstellung mit dualen Formfunktionen zeigen würde,
siehe beispielsweise Hartmann (2007) für einen Vergleich beider Varianten. Das Inte-
gral des Kontaktspannungsverlaufs ist bei beiden Interpolationsmöglichkeiten identisch,
was in Hüeber u. a. (2005) zusammen mit weiteren mathematischen Betrachtungen
dargestellt ist.

6.2 Konsistente Behandlung von Rändern

Die folgenden zwei Untersuchungen befassen sich mit der Modifikation zur konsistenten
Behandlung von Rändern aus Kapitel 3.4. Anhand einer exemplarischen Betrachtung
wurde dort bereits gezeigt, dass ohne Modifikation keine konsistenten Ergebnisse resul-
tieren, falls Slave-Elemente nicht vollständig in Segmente zerlegbar sind. Mit den nu-
merischen Experimenten in diesem Abschnitt soll einerseits die Leistungsfähigkeit der
Modifikation demonstriert werden, andererseits wird die Notwendigkeit der entwickelten
Wichtungsprozedur für die modifizierten Mortar-Integrale aufgezeigt.

In beiden Problemstellungen wird das St. Venant-Kirchhoff’sche Materialgesetz verwen-
det, die Wichtung der modifizierten Mortar-Matrizen erfolgt mit den elementbezogenen
Wichtungsfaktoren (vgl. auch Cichosz und Bischoff (2011)).

6.2.1 Einfluss kleiner Segmente

Mithilfe einer einfachen Untersuchung soll zunächst betrachtet werden, welchen Ein-
fluss kleine Segmente auf die Leistungsfähigkeit der modifizierten Berechnung der Mor-
tar-Matrizen in Rand-Elementen haben. Hierfür wird ein kleiner quadratischer Block
auf einen größeren rechteckigen gepresst. Abbildung 6.3 zeigt das System, die Diskre-
tisierung, die Belastung und Lagerung sowie die Material- und Kontaktparameter. In
der undeformierten Konfiguration sind die Vernetzungen der Slave- und der Master-
Kontaktoberfläche konform. Während des Belastungsvorgangs, welcher inkrementell in
zehn kraftgesteuerten Berechnungsschritten durchgeführt wird, entsteht aufgrund des
Querdehneffekts jedoch eine nicht-konforme Situation mit kleinen Segmenten, siehe Ab-
bildung 6.3. Die Belastung ist dabei so gewählt, dass die kleinen Segmente möglichst
lange erhalten bleiben.

Berechnet und betrachtet werden drei verschiedene Konfigurationen der geschilderten
Problemstellung: Zuerst wird der obere Block als Slave-Körper ausgewählt, der un-
tere Block als Master-Körper. Mit dieser „klassischen“ Wahl ist jedes Slave-Element

160



6.2 Konsistente Behandlung von Rändern

Material

Belastung

Längen in [mm]

E

ν1

ν1

ν2

ν2

=
=
=

=

=
=

200 N/mm2

0,0
0,3

q

q

F

F F

F

5N/mm2

1N

A©

4

4

4

3 3

deformierter Zustand

cn

Kontaktparameter
200 N/mm2

Abbildung 6.3: Einfluss kleiner Segmente: Problemstellung und Diskretisierung.

vollständig in Segmente zerlegbar, so dass keine Rand-Elemente entstehen und keine
Modifikationen notwendig sind. Im Folgenden dient die Lösung dieser Konfiguration
als Referenzlösung. In einer zweiten Konfiguration wird die Zuordnung von Slave- und
Master-Seite vertauscht und die Berechnung mit modifizierten Mortar-Matrizen aber
ohne Wichtungsprozedur durchgeführt. Schließlich wiederholt die dritte Konfiguration
die Berechnung der zweiten, verwendet im Gegensatz zu dieser aber gewichtete modi-
fizierte Mortar-Matrizen.

Die Endresultate sind für alle Berechnungen weitgehend identisch, was in Tabelle 6.1
exemplarisch durch die Endverschiebung von Knoten A© dargestellt ist. Allerdings wirkt
sich die Verwendung der modifizierten Mortar-Matrizen ohne Wichtungsprozedur sehr
negativ auf die Konvergenzeigenschaften in der Gleichgewichtsiteration aus, siehe Ta-
belle 6.2. Dabei ist es für die Betragsnorm der Ungleichgewichtskräfte nicht möglich, die
vorgegebene Konvergenzschranke von 1,00e-9 zu unterschreiten. Durch den Einsatz der
Wichtungsprozedur kann dieses Defizit korrigiert und ein deutlich verbessertes Konver-
genzverhalten erzielt werden, welches äquivalent zu dem der Referenzlösung ist. Tabel-
le 6.3 zeigt mit den Konditionszahlen der Systemsteifigkeitsmatrix die Ursachen für das

oben: slave oben: master oben: master
unten: master unten: slave unten: slave

(nicht gewichtet) (gewichtet)

dAv [mm] -4,36811e-02 -4,37600e-02 -4,37596e-02

Tabelle 6.1: Vertikale Verschiebung des Knotens A©.
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Tabelle 6.2: Konvergenz der Betragsnorm der Ungleichgewichtskräfte.

schlechte bzw. gute Konvergenzverhalten der ungewichteten bzw. gewichteten Modifika-
tion. Während die Konditionszahlen für die erste und dritte Konfiguration in derselben
Größenordnung liegen, strebt die Konditionszahl der zweiten Konfiguration gegen einen
um vielfache Größenordnungen höheren Wert.

Newton- oben: slave oben: master oben: master
Schritt unten: master unten: slave unten: slave

(nicht gewichtet) (gewichtet)

0 19074 38159,15 38159,15
1 19017 1,702e+16 35888,43
2 19017 4,536e+15 35911,02
3 6,226e+15 35911,07
4 6,475e+15
5 6,478e+15

...

Tabelle 6.3: Konditionszahl der Steifigkeitsmatrix (erster Lastschritt).
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6.2 Konsistente Behandlung von Rändern

6.2.2 Zwei Kragarme

In einer zweiten Betrachtung soll die modifizierte Berechnung der Mortar-Integrale im
Zusammenhang mit großen Deformationen untersucht werden. Darüber hinaus wird die
Auswirkung der Modifikation auf die räumlichen Konvergenzraten bei Netzverfeine-
rung analysiert. Abbildung 6.4 zeigt die zugehörige Problemstellung, in der sich zwei

Material
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=

=
= 200 N/mm2
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q 0,175N/mm2B©

28 2

2

2

cn

Kontaktparameter
200 N/mm2

Abbildung 6.4: Zwei Kragarme: Problemstellung und Diskretisierung.

Kragarme mit leicht unterschiedlichen Längen zunächst entlang einer geraden Linie
berühren. Weiter dargestellt sind die Diskretisierung mit insgesamt 116 Elementen, die
Belastung und Lagerung sowie die Material- und Kontaktparameter. Berechnet wird
das Problem mit zwei unterschiedlichen Konfigurationen. In Konfiguration (a) werden
der untere Kragarm als Slave- und der obere Kragarm als Master-Körper gewählt. In
Konfiguration (b) sind diese Definitionen vertauscht. Die Belastung wird bei beiden
Betrachtungen inkrementell in 175 kraftgesteuerten Berechnungsschritten aufgebracht.
Abbildung 6.5 zeigt die Ergebnisse der Untersuchung in drei repräsentativen Schritten.
Dargestellt sind die Deformation und die Kontaktspannung. Wie anhand der Defor-
mation zu erkennen ist, entstehen unabhängig von der gewählten Konfiguration nicht
vollständig in Segmente zerlegbare Slave-Elemente. Für Konfiguration (b) sind diese von
Beginn der Berechnung bis zu Lastschritt 91 vorhanden, im Fall von Konfiguration (a)
ab Lastschritt 91 bis zum Ende der Berechnung. Somit kann auch eine „geschickte“ Wahl

(a) oben: master (b) oben: slave Prozentualer Unterschied
unten: slave unten: master (bezogen auf (a))

(gewichtet)

dBv [mm] -2,20318e+01 -2,20322e+01 0,018 %
∫
tcn [N] -3,604 -3,622 0,499 %

dBv: Vertikale Verschiebung des Knotens B©
∫

tcn
: Integral der Kontaktspannung

Tabelle 6.4: Vergleich von Verschiebung und Kontaktspannung.
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der Slave- bzw. der Master-Seite die Notwendigkeit der modifizierten Definition der Mor-
tar-Matrizen am Rand des Kontaktbereichs nicht vermeiden. Der Kontaktspannungsver-
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Abbildung 6.5: Zwei Kragarme: Deformation und Kontaktspannung.
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6.2 Konsistente Behandlung von Rändern

lauf ist für beide Konfigurationen qualitativ gleichwertig1. Da die Slave-Kontaktknoten
und damit die Kontaktbedingungen einmal bezüglich der oberen und einmal bezüglich
der unteren Vernetzung definiert sind, entstehen leicht unterschiedliche Maximalwerte.
Quantitativ werden die Berechnungen in Tabelle 6.4 anhand der vertikalen Verschiebung
von Knoten B© und anhand des Integrals der Kontaktspannung miteinander verglichen.
In beiden Fällen sind trotz der relativ groben Diskretisierung die Differenzen sehr gering.

Konvergenz der internen Energie bei Netzverfeinerung

Mithilfe des momentan betrachteten Beispiels soll im Folgenden untersucht werden,
welchen Fehler die interne Energie in einer Berechnung mit bzw. ohne Rand-Elemente
aufweist und mit welcher Ordnung dieser Fehler bei Netzverfeinerung konvergiert. Dazu
wird mit sieben verschiedenen Vernetzungen die interne Energie des Deformationszu-
stands nach 91 Lastschritten für Konfiguration (a) und Konfiguration (b) ausgewertet.
Die feinste Vernetzung dient dabei in beiden Konfigurationen als Referenzlösung für die
Fehlerberechnung. Der Deformationszustand in Lastschritt 91 wird gewählt, da bis zu
diesem Zeitpunkt in der Berechnung mit Konfiguration (a) keine Rand-Elemente entste-
hen. Somit ist die interne Energie von Konfiguration (a) frei von einer eventuellen Beein-
flussung durch modifizierte Mortar-Matrizen. Tabelle 6.5 zeigt Details zu den verschiede-

Interne Energie Interne Energie Fehler [%] Fehler [%]
Netz nele h [mm] Konfig. (a) Konfig. (b) Konfig. (a) Konfig. (b)

1 15 3,867 6,26022 6,26399 33,3423 33,3021
2 58 2,000 8,55616 8,55816 8,8956 8,8742
3 116 1,000 9,16569 9,16567 2,4054 2,4055
4 464 0,500 9,33566 9,33564 0,5956 0,5957
5 1856 0,250 9,37735 9,37734 0,1517 0,1517
6 7424 0,125 9,38846 9,38846 0,0334 0,0333
7 29696 0,0625 9,39160 9,39159 – –

nele : Elementanzahl
h : Element-Kantenlänge

Tabelle 6.5: Interne Energie und relativer Fehler bei verschiedenen Vernetzungen.

nen Vernetzungen und die Ergebnisse der zugehörigen Berechnungen. Netz 3 entspricht
dabei der räumlichen Diskretisierung aus Abbildung 6.4. Für Netz 1 wird der obere bzw.
der untere Kragarm gleichmäßig in acht bzw. sieben Rechtecke zerlegt, welche jeweils
eine Höhe von zwei Millimetern aufweisen. Alle weiteren Vernetzungen resultieren aus
Netz 3 durch sukzessives Aufteilen eines Elements in vier neue quadratische Elemente

1Für die Darstellung der Kontaktspannung in einem Rand-Element müssen die nicht gewichteten
Knotenwerte aus den gewichteten rückgerechnet werden.
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Abbildung 6.6: Konvergenz der internen Energie bei Netzverfeinerung.

bzw. durch sukzessives Zusammenfassen von vier Elementen zu einem neuen quadrati-
schen Element. Die Ergebnisse in Tabelle 6.5 zeigen, dass die interne Energie bzw. der
Fehler in der internen Energie für Konfiguration (a) und Konfiguration (b) fast identisch
ist. Die Konvergenzeigenschaften der räumlichen Kontaktdiskretisierung bleiben somit
auch bei Verwendung der modifizierten Mortar-Matrizen erhalten. Abbildung 6.6 zeigt
den Fehler der internen Energie aus Tabelle 6.5 aufgetragen in doppeltlogarithmischem
Maßstab als Konvergenzdiagramm. Für beide Konfigurationen weisen die Kurven eine
Steigung im Bereich des optimalen Werts von 2,0 auf.

6.3 Zusammenfassung

Durch numerische Untersuchungen an drei diskreten Systemen wurde in diesem Kapitel
die räumliche Kontaktdiskretisierung aus den Kapiteln 3.3 und 3.4 analysiert, welche auf
der dualen Mortar-Methode basiert. Dabei konnte zuerst die Stabilität und Leistungs-
fähigkeit der Diskretisierung für Problemstellungen mit großen Deformationen und gro-
ßen tangentialen Relativverschiebungen demonstriert werden. Die anschließenden Be-
trachtungen beschäftigten sich mit der modifizierten Definition der Mortar-Matrizen
zur konsistenten Behandlung von Rändern. Hierbei wurde zunächst gezeigt, dass eine
Wichtung der modifizierten Mortar-Matrizen notwendig ist. Ohne Wichtungsprozedur
verursachen kleine Segmente eine erhebliche Vergrößerung der Konditionszahl der Sys-
temsteifigkeitsmatrix. Dadurch werden wiederum die Konvergenzeigenschaften in der
Gleichgewichtsiteration deutlich verschlechtert. Im Weiteren wurde ein Problem mit gro-
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ßen Deformationen in zwei Berechnungen untersucht. Bis auf die Definition von Slave-
und Master-Seite waren die Randbedingungen der Berechnungen dabei identisch. Ab-
hängig vom betrachteten Deformationszustand musste jeweils in einer Konfiguration
eine Modifikation der Mortar-Matrizen durchgeführt werden und in der anderen nicht.
Durch einen Vergleich der Ergebnisse in ausgewählten Berechnungsschritten konnte die
Äquivalenz der jeweiligen Ergebnisse und somit die Konsistenz der Modifikation gezeigt
werden. Abschließend wurde anhand der zuletzt beschriebenen Problemstellung die Kon-
vergenz des Fehlers der internen Energie bei Verfeinerung der Vernetzung untersucht.
Dabei konnte gezeigt werden, dass der Fehler auch bei Verwendung der modifizierten
Mortar-Matrizen mit optimaler Ordnung konvergiert.
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7
Numerische Experimente – zeitliche
Diskretisierung

Als Abschluss der vorliegenden Arbeit werden in diesem Kapitel die Modifikationen der
zeitlichen Diskretisierung aus Kapitel 4 untersucht, welche eine verbesserte Modellierung
von dynamischen Kontaktereignissen ermöglichen.

Für alle Problemstellungen wird ein ebener Spannungszustand angenommen und ein
System mit einer einheitlichen Dicke von einem Millimeter betrachtet. Die räumliche
Kontaktdiskretisierung der Mehrkörperkontaktprobleme in den Abschnitten 7.1 und 7.3
erfolgt mit dem NTS-Algorithmus.

7.1 Zwei deformierbare Stäbe

In der ersten Problemstellung wird die Kollision von zwei identischen Stäben betrach-
tet, welche sich zu Beginn der Berechnung mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten
aufeinander zubewegen. Beide Stäbe sind mit jeweils 100 bilinearen Q1-Elementen dis-
kretisiert. Das Problem wird energieerhaltend mit dem Newmark-KS-ve-Verfahren und
vergleichend mit der „Energy-Momentum-Method“-VUM berechnet. Abbildung 7.1 zeigt
das System, die Diskretisierung, die Anfangsbedingungen sowie die Material-, Kon-
takt- und Zeitintegrationsparameter. Als Materialmodell kommt das St. Venant-Kirch-
hoff’sche Materialgesetz zum Einsatz.

Die Ergebnisse der Berechnungen sind in den Abbildungen 7.2 und 7.3 dargestellt. Abbil-
dung 7.2 zeigt die Verläufe von Energie und Kontaktkraft. Anhand der Energiekurven ist
zu erkennen, dass sowohl das Newmark-KS-ve-Verfahren als auch die „Energy-Momen-

169



7 Numerische Experimente – zeitliche Diskretisierung

MaterialKontaktparameter

Längen in [m]

Zeitintegration

Anfangsgeschwindigkeit

E

ν

ρ

=
=

=

=
=

= 900 N/m2

0,0
1,0 kg/m3

cn 900 N/m2 850 Zeitschritte
∆t = 0,001 s

v1
0 v2

0

v1
0

v2
0

3,0 m/s

5,0 m/s

(slave) (master)

10 100,0005

1

Abbildung 7.1: Zwei deformierbare Stäbe: Problemstellung und Diskretisierung.

tum-Method“-VUM die Systemenergie erhalten. Dabei wird mit dem Newmark-KS-ve-
Verfahren die Systemenergie zu Beginn der Berechnung um circa 0,5 % verkleinert. Nach
0,752 Sekunden ist der Kontakt beendet und die Systemenergie vergrößert sich durch
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Abbildung 7.2: Zwei deformierbare Stäbe: Energie und Kontaktkraft.
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7.1 Zwei deformierbare Stäbe

die Energie-Korrekturkraft wieder auf den ursprünglichen Wert. Der Kontaktkraftverlauf
zeigt für die Berechnung mit der „Energy-Momentum-Method“-VUM erwartungsgemäß
starke Oszillationen, wodurch Oszillationen zwischen gelösten und bestehenden Kon-
taktzuständen entstehen. Diese sind auch auf globaler Ebene durch einen leicht welligen
Verlauf der Energiekurve zu erkennen. Mit dem Newmark-KS-ve-Algorithmus können
Oszillationen in der Kontaktkraft aufgrund der Stabilisierung nach Deuflhard u. a.

(2008) praktisch vollständig vermieden werden.

In Abbildung 7.3 sind die Deformation und die Geschwindigkeit für beide Berechnungen
zu diskreten Zeitpunkten dargestellt. Für den Geschwindigkeitsverlauf kann eine ana-
lytische Lösung ermittelt werden, siehe beispielsweise Laursen und Love (2002). Diese
fordert, dass sich die Stäbe nach Lösen des Kontakts mit vertauschten Geschwindigkeits-
feldern wieder auseinanderbewegen. Global wird der analytische Geschwindigkeitsver-
lauf durch die Lösung beider Verfahren relativ genau erfüllt. Allerdings oszilliert mit

Newmark-KS-ve EMM-VUM

t = 0 ms

t = 10 ms

t = 208 ms

t = 372 ms

t = 480 ms

t = 600 ms

t = 718 ms
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Abbildung 7.3: Zwei deformierbare Stäbe: Deformation und Geschwindigkeit.
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der „Energy-Momentum-Method“-VUM die Geschwindigkeit in der Kontaktoberfläche.
Dadurch zeigt auch das globale Geschwindigkeitsfeld ein unruhiges Verhalten, was in
Abbildung 7.3 vor allem zu den Zeitpunkten t = 765 ms und t = 850 ms erkennbar ist.
Insgesamt liegen die Geschwindigkeitswerte zwischen 5,98 m/s und −7,98 m/s. Für das
Newmark-KS-ve-Verfahren ist diese Spanne durch die Geschwindigkeitsmodifikation mit
Werten zwischen 4,83 m/s und −6,83 m/s deutlich kleiner.

7.2 Deformierbarer Ring durch starres Rohr

Die zweite Untersuchung simuliert ein Einkörperkontaktproblem zwischen mehreren
starren Hindernissen und einem deformierbaren Ring. Dieser bewegt sich zunächst durch
ein starres Rohr und prallt anschließend auf einer horizontalen Fläche auf. Diskretisiert
ist der Ring mit 160 bilinearen Q1-Elementen, welche auf zwei Elementreihen in Dick-
enrichtung verteilt sind. Pro Elementreihe sind jeweils 80 Elemente in Umfangrichtung
vorhanden. Als Anfangsbedingung erhält der Ring eine gleichförmige Geschwindigkeit
v0 in Richtung des Rohrs. In Abbildung 7.4 sind das System, die Diskretisierung, die
verwendeten Materialparameter sowie die Kontakt- und die Zeitintegrationsdaten dar-
gestellt. Berechnet wird die Problemstellung mit vier verschiedenen Algorithmen: Zuerst
mit dem klassischen Newmark-Verfahren, danach mit einer dissipativen Behandlung des
Kontakts durch das Newmark-KD-Verfahren und anschließend energieerhaltend mit dem
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Abbildung 7.4: Deformierbarer Ring durch starres Rohr: Problemstellung und Diskreti-
sierung.
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7.2 Deformierbarer Ring durch starres Rohr

Newmark-KS-ve-Verfahren und der „Energy-Momentum-Method“-VUM. Als Material-
modell kommt für die Newmark-basierten Algorithmen das Neo-Hooke’sche Materialge-
setz aus Abschnitt 2.1.4 zum Einsatz. Da dessen Implementierung für die „Energy-
Momentum-Method“-VUM zu aufwendig ist, wird hier das St. Venant-Kirchhoff’sche
Materialgesetz verwendet. Bei maximalen Dehnungen von circa 3% sind die Spannung-
sunterschiede dabei vernachlässigbar. Ziel der Betrachtung ist es, den Einfluss der ver-
schiedenen Kontaktbehandlungen auf die Systemantwort zu untersuchen.

Die Ergebnisse der Berechnungen sind in Abbildung 7.6 anhand der Deformation und
in Abbildung 7.5 durch die Entwicklung der Systemenergie dargestellt. Mit dem klas-
sischen Newmark-Verfahren vergrößert sich die Systemenergie zwischen Beginn der Si-
mulation und dem letzten Kontaktereignis (t = 49 ms) um circa 300 %. Im Vergleich zu
den anderen Verfahren ergibt sich dadurch ein Deformationsbild mit deutlich steileren
Auf- bzw. Abprallwinkeln des Rings auf die starren Hindernisse. Zudem ist die absolute
Anzahl der Anprallvorgänge am höchsten. Nach Beendigung des Kontakts tritt zum
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Abbildung 7.5: Deformierbarer Ring durch starres Rohr: Energien.
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Abbildung 7.6: Deformierbarer Ring durch starres Rohr: Deformation.
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7.3 Zwei deformierbare Scheiben

Zeitpunkt t = 69 ms ein Stabilitätsversagen auf, welches durch ein Anwachsen der Sys-
temenergie auf Werte der Größenordnung 10e+10 gekennzeichnet ist. Die Verformungen
nehmen entsprechend große Werte an. Durch eine Berechnung mit dem Newmark-KD-
Verfahren kann das Stabilitätsversagen vermieden werden. Allerdings verkleinert sich
die Systemenergie aufgrund der dissipativen Behandlung des Kontakts um circa 33 %. In
der Deformationsabbildung ist dies durch die relativ flachen Abprallwinkel des Rings zu
erkennen, welche auf insgesamt nur zwei Kontaktereignisse innerhalb des Rohrs führen.

Bei der Berechnung mit der „Energy-Momentum-Method“-VUM wird die Systemener-
gie erhalten. Das Deformationsbild innerhalb des Rohrs ist allerdings ähnlich zu dem
des Newmark-KD-Verfahrens. Konsequenterweise gleichen sich während des betreffen-
den Zeitraums auch die Kurven der internen Energie. Der Grund hierfür ist, dass mit der
„Velocity-Update-Method“ ausschließlich die kinetische Energie korrigiert wird. Erst in
der zweiten Hälfte des Simulationszeitraums steigt die interne Energie langsam an. Im
Vergleich zu der Newmark-KD-Berechnung ergibt sich dadurch für das letzte Kontakter-
eignis ein steilerer Abprallwinkel. Mit dem Newmark-KS-ve-Verfahren wird die System-
energie ebenfalls erhalten. Da die Energieerhaltung aber nicht ausschließlich durch eine
Korrektur der kinetischen Energie erfolgt, ist die interne Energie von Beginn an größer
als bei der „Energy-Momentum-Method“-VUM. Das resultierende Deformationsverhal-
ten kann zwischen dem der „Energy-Momentum-Method“-VUM und dem des Newmark-
Verfahrens eingeordnet werden. Qualitativ entspricht das Deformationsbild am besten
der physikalisch zu erwartenden Auf- und Abprallbewegung eines elastischen Rings.

7.3 Zwei deformierbare Scheiben

In den Abschnitten 7.1 und 7.2 wurde die Leistungsfähigkeit des Newmark-KS-ve-Ver-
fahrens im Vergleich zu anderen Zeitintegrationsverfahren gezeigt. In der letzten Be-
trachtung soll die allgemeine Anwendbarkeit der Methode im Kontext eines Mehrkör-
perkontaktproblems mit großen Deformationen demonstriert werden. Dazu wird die Kol-
lision zweier deformierbarer Scheiben simuliert, welche sich zu Beginn der Berechnung
mit entgegengesetzten horizontalen Geschwindigkeiten aufeinander zubewegen. Beide
Scheiben sind mit je 432 bilinearen Q1-Elementen diskretisiert. Abbildung 7.7 zeigt das
System, die Diskretisierung, die Anfangsbedingungen sowie die Material-, Kontakt- und
Zeitintegrationsdaten.

Die Ergebnisse der Berechnung sind in den Abbildungen 7.9 und 7.8 dargestellt. Abbil-
dung 7.9 zeigt die Deformation und die horizontale Komponente der Geschwindigkeits-
felder. Durch die Stabilisierung des Integrators (Newmark-KS-ve) entsteht ein per-
manenter Kontakt ohne Oszillationen zwischen gelösten und bestehenden Kontaktzu-
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Abbildung 7.7: Zwei deformierbare Scheiben: Problemstellung und Diskretisierung.

ständen. Aufgrund der Geschwindigkeitsmodifikation (Newmark-KS-ve) sind die Ge-
schwindigkeitskomponenten der Kontaktoberflächen in Richtung der Oberflächen-Nor-
malen identisch. Da in der Untersuchung keine großen tangentialen Relativbewegungen
auftreten, gilt dies auch annähernd für die horizontale Komponente der Geschwindigkei-
ten. Die durch den Kontakt verursachte Diskontinuität in der Geschwindigkeit breitet
sich in beiden Scheiben sowohl in vertikaler als auch in horizontaler Richtung aus. Dies
kann in Abbildung 7.9 beispielsweise zu den Zeitpunkten t = 375 ms oder t = 550 ms
erkannt werden. Infolgedessen entsteht nach der Reflexion der Geschwindigkeitswelle an
den Körperrändern ein diffuses Geschwindigkeitsbild für Zeitpunkte mit t > 950 ms. Der
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Abbildung 7.8: Zwei deformierbare Scheiben: Energien.
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7.3 Zwei deformierbare Scheiben
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Abbildung 7.9: Zwei deformierbare Scheiben: Deformation und Geschwindigkeit.
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7 Numerische Experimente – zeitliche Diskretisierung

Energieverlauf in Abbildung 7.8 zeigt, dass mit der Energie-Korrekturkraft (Newmark-
KS-ve) die Systemenergie exakt erhalten bleibt. Das rechte Diagramm stellt einen ver-
größerten Ausschnitt des linken Diagramms dar. Zu erkennen ist die Energierückgabe
für den Zeitraum, in welchem der Kontakt wieder gelöst wird.

7.4 Zusammenfassung

Anhand von numerischen Experimenten an drei diskreten Systemen wurden in diesem
Kapitel die in Kapitel 4 vorgestellten Verfahren zur verbesserten Modellierung von dy-
namischen Kontaktereignissen analysiert und verglichen. Zuerst wurde mithilfe einer
einfachen Problemstellung die energieerhaltende Modellierung eines Mehrkörperkon-
taktproblems untersucht. Die Auswertungen mit dem in dieser Arbeit entwickelten
Newmark-KS-ve-Verfahren und der „Energy-Momentum-Method“-VUM führten zu ver-
gleichbaren globalen Systemantworten. Lokal resultierten aus der Berechnung mit der
„Energy-Momentum-Method“-VUM aber oszillierende Kontaktkräfte und unphysikali-
sche Kontaktgeschwindigkeiten. Durch die Stabilisierung der Zeitintegration und die Ge-
schwindigkeitsmodifikation führte das Newmark-KS-ve-Verfahren in diesen Punkten zu
deutlich besseren Resultaten. In einer zweiten Untersuchung wurde ein Kontaktproblem
zwischen einem deformierbaren Ring und mehreren starren Hindernissen mit verschiede-
nen Methoden berechnet. Bei der Berechnung mit dem klassischen Newmark-Verfahren
konnte ein Stabilitätsversagen beobachtet werden. Durch die dissipative Behandlung des
Kontakts mit dem Newmark-KD-Verfahren wurde dieses vermieden. Die Berechnun-
gen mit dem Newmark-KS-ve-Verfahren und der „Energy-Momentum-Method“-VUM
führten auf stabile und energieerhaltende Ergebnisse. Abhängig von der Entwicklung
der kinetischen und der internen Energie resultierten aus den einzelnen Berechnungen
deutlich verschiedene Bewegungsvorgänge. Die Auswertung mit der „Energy-Momen-
tum-Method“-VUM führte auf eine ähnliche Systemantwort wie die Berechnung mit
dem Newmark-KD-Verfahren. Da die Energieerhaltung der „Velocity-Update-Method“
durch die Erhöhung der kinetischen Energie erfolgt, zeigte sich ein Anwachsen der in-
ternen Energie erst verzögert. Somit ergab sich auch im Deformationsverhalten erst mit
Verzögerung ein Unterschied. Mit dem Newmark-KS-ve-Verfahren wird die interne Ener-
gie unmittelbar nach Lösen des Kontakts wieder erhöht. Die aus der Berechnung mit dem
Newmark-KS-ve-Verfahren resultierende Deformation entsprach qualitativ am besten
dem physikalisch zu erwartenden Deformationsbild. Abschließend wurde in der dritten
Untersuchung die Leistungsfähigkeit des Newmark-KS-ve-Verfahrens für Mehrkörper-
kontaktprobleme mit großen Deformationen demonstriert. Die Gesamtenergie konnte
erhalten werden. Oszillationen zwischen gelösten und bestehenden Kontaktzuständen
traten nicht auf. Physikalische Kontaktgeschwindigkeiten wurden sichergestellt.
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8
Zusammenfassung und Ausblick

8.1 Zusammenfassung

Mit dem übergeordneten Ziel der konsistenten und stabilen Modellierung von Kontakt-
vorgängen wurden in dieser Arbeit verschiedene Aspekte von räumlichen und zeitlichen
Kontaktdiskretisierungsstrategien untersucht. Den Schwerpunkt des räumlichen Teils
stellte die Weiterentwicklung der von Hartmann u. a. (2007) und Hartmann und

Ramm (2008) vorgestellten Diskretisierungsstrategie dar, welche auf der dualen Mortar-
Methode basiert. Im zeitlichen Teil wurde zunächst der Einfluss von Kontaktereignissen
auf die Eigenschaften der dynamischen Strukturantwort analysiert. Aufbauend auf den
Erkenntnissen wurde eine zeitliche Kontaktdiskretisierung entwickelt, welche eine stabile
und energieerhaltende Modellierung von dynamischen Kontaktvorgängen erlaubt.

Bei einer räumlichen Kontaktdiskretisierung mit der dualen Mortar-Methode kann am
Rand des Kontaktbereichs eine Inkonsistenz zwischen den Mortar-Matrizen entstehen.
Diese Situation tritt dann auf, wenn ein Slave-Element nicht vollständig von Master-
Elementen bedeckt wird. In speziellen Fällen kann solch eine Konstellation durch eine
geschickte Wahl der Slave-Seite vermieden werden. Für Probleme mit großen Defor-
mationen ist dies im Allgemeinen jedoch nicht mehr möglich. Infolgedessen wird die
Kontaktkraft der betreffenden Knoten fehlerhaft übertragen, die Werte der Normalklaf-
fung nehmen beliebig große Beträge an. Zur Korrektur der Inkonsistenz wurde in dieser
Arbeit eine modifizierte Definition der Mortar-Matrizen entwickelt. Damit ist in allen
Fällen eine konsistente Übertragung der Kontaktkraft und eine konsistente Berechnung
der Normalklaffung möglich.

Aufgrund der modifizierten Berechnung der Mortar-Matrizen vergrößert sich die Kon-
ditionszahl der Systemsteifigkeitsmatrix, wenn sich der Kontaktbereich eines Slave-Ele-
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8 Zusammenfassung und Ausblick

ments verkleinert. Dadurch wiederum resultiert ein deutlich schlechteres Konvergenzver-
halten innerhalb der iterativen Gleichungslösung. Damit diese Problematik vermieden
werden kann, wurde in der vorliegenden Arbeit eine Wichtungsprozedur für die modifi-
zierten Mortar-Matrizen entwickelt. Als Ergebnis zeigen weder die Konditionierung noch
das Konvergenzverhalten einen Unterschied zu vergleichbaren Problemen ohne Modifi-
kation.

Dynamische Kontaktvorgänge verschlechtern in der Regel die Leistungsfähigkeit des
verwendeten Zeitintegrationsverfahrens. Im Rahmen dieser Arbeit wurde eine zeitliche
Kontaktdiskretisierung entwickelt, welche durch die modulare Kombination von ver-
schiedenen Korrekturen die größten Schwachpunkte vermeidet. Im Gegensatz zu einer
nicht modifizierten Zeitintegration besitzt der resultierende Algorithmus die folgenden
Eigenschaften:

• Nach einer Modifikation von Kane u. a. (1999) ist die Energieveränderung durch
die Kontaktkräfte dissipativ.

• Oszillationen in der Kontaktkraft werden durch eine Modifikation des Integrators
vermieden. Hierzu wurde das in Deuflhard u. a. (2008) vorgestellte Konzept
auf große Deformationen erweitert.

• Durch eine a posteriori Modifikation resultieren physikalisch sinnvolle Kontaktge-
schwindigkeiten, deren Komponenten in Richtung einer diskreten Oberflächennor-
malen übereinstimmen.

• Die Systemenergie wird mit dem Energie-Korrekturkraft-Verfahren erhalten.
Dazu wird die dissipierte Energie knotenweise gespeichert und nach Lösen des
Kontakts mit einer Energie-Korrekturkraft wieder zurückgegeben. Damit dieses
Verfahren mit einer exakten Erfüllung der Nichtdurchdringungsbedingung kom-
biniert werden kann, wurde ein von Armero und Petőcz (1998) präsentiertes
Konzept verallgemeinert.

Der Energie-Korrekturkraft-Algorithmus stellt neben der „Velocity-Update-Me-
thod“ (Laursen und Love 2002) das einzige Verfahren dar, welches gleichzeitig eine
Erhaltung der Systemenergie und eine exakte Erfüllung der Nichtdurchdringungsbedin-
gung ermöglicht. Im Gegensatz zur „Velocity-Update-Method“ erfolgt die Rückgabe der
dissipierten Energie jedoch nicht direkt in Form von kinetischer Energie, sondern indi-
rekt über eine äußere Kraft. Somit bestimmt die Systemantwort die Verteilung von ki-
netischer und interner Energie. Allerdings ist mit der „Velocity-Update-Method“ der nu-
merische Aufwand geringer, da die Energiekorrektur in einer Nachlaufrechnung durchge-
führt wird.
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8.2 Ausblick

8.2 Ausblick

Die Formulierung von konsistenten Mortar-Matrizen für dreidimensionale Probleme stellt
eine sinnvolle Erweiterung der in dieser Arbeit entwickelten Modifikation dar. Prinzipiell
lässt sich dazu die Vorgehensweise aus dem Zweidimensionalen übertragen. Vor allem für
Probleme mit mehreren Kontaktzonen resultieren jedoch komplexe geometrische Situa-
tionen. Beispielsweise soll die Modifikation der Mortar-Matrizen nur dann durchgeführt
werden, wenn ein Slave-Element nicht vollständig von Master-Elementen bedeckt ist.
Allerdings weisen auch Abschnitte der aktiven Kontaktfläche eine bereichsweise Klaf-
fung auf, da die Nichtdurchdringungsbedingung integral erfüllt wird. Die sorgfältige
Unterscheidung zwischen diesen beiden Situationen ist im Dreidimensionalen deutlich
schwieriger als für zweidimensionale Probleme.

Eine interessante Fragestellung ist sicherlich auch, inwiefern das Konzept der dualen
Formfunktionen mit einer isogeometrischen Geometriebeschreibung kombiniert werden
kann. Die a priori glatte Oberflächenbeschreibung würde einen weiteren Vorteil für die
numerische Stabilität des resultierenden Verfahrens bedeuten. Allerdings sind Geome-
trie und Verschiebungen im Rahmen des isogeometrischen Konzepts normalerweise mit
deutlich komplexeren Funktionen beschrieben als in Standard-FE-Formulierungen. Aus
diesem Grund würde sich auch die Konstruktion der dualen Formfunktionen deutlich
aufwendiger gestalten.

Im Hinblick auf eine allgemeine Anwendbarkeit stellt die Kombination der entwickel-
ten zeitlichen Kontaktbehandlung mit einem energetisch stabilen Basisalgorithmus den
nächsten konsequenten Schritt dar. Denkbar sind Verknüpfungen mit einer dissipativen
Methode wie dem „Hilber-α“-Algorithmus (Hilber u. a. 1977) oder der „Generalized-
α Method“ (Chung und Hulbert 1993). Auch eine Verbindung mit der algorithmisch
energieerhaltenden „Energy-Momentum-Method“ (Simo und Tarnow 1992) kann in
Erwägung gezogen werden.

Unter großen Deformationen ist die zusätzliche Energieveränderung durch die Modifika-
tion des Integrators nach Deuflhard u. a. (2008) nicht garantiert dissipativ. In einer
weiteren Betrachtung sollte untersucht werden, ob dieser Term in allen Fällen durch
die dissipativen Terme aufgehoben wird. Entsprechend den Ergebnissen ist eine weitere
Modifikation des Verfahrens denkbar.

Im Rahmen der Idee der Energiespeicherung wurde in dieser Arbeit lediglich eine rela-
tiv grobe Abschätzung der Energie-Korrekturkraft während des ersten Iterationsschritts
verwendet. Die Untersuchung von weiteren Möglichkeiten ist hier sinnvoll, um die Ef-
fizienz in der Gleichgewichtsiteration zu steigern.
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A
Anhang

A.1 Mathematische und mechanische Grundlagen

• Rechenregel, gültig für beliebige Vektoren a,b und einen beliebigen Tensor zweiter
Stufe A:

(

AT · a
)

· b = a · (A · b), A = Aĳ ei ⊗ ej , a = ai ei , b = bi ei . (A.1)

• Produktregel für den Divergenzoperator:

Div(A · b) = AT : Grad b + Div
(

AT
)

· b. (A.2)

• Gauß’scher Integralsatz:

∫

Ω0

Diva dΩ0 =
∫

Γ
a · n̄ dΓ

∫

Ω0

DivA dΩ0 =
∫

Γ
A · n̄ dΓ.

(A.3)

• Partielle Integration (Kombinieren der Beziehungen (A.2) und (A.3)1 unter Ver-
wendung von Gleichung (A.1), anschließendes Substituieren von AT mit P und a
mit δu):

∫

Ω0

P : Grad(δu) dΩ0 =
∫

Γ
δu ·P · n̄ dΓ−

∫

Ω0

δu ·Div P dΩ0. (A.4)
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• Indexschreibweise der virtuellen Arbeiten:

δΠα,kin
PvV =

∫

Ωα0

δuα ·
[

ρα0 ẍα
]

dΩα0 =
∫

Ωα0

ρα0 δu
α
i ẍαi dΩα0

δΠα,int
PvV =

∫

Ωα0

δEα : Sα dΩα0 =
∫

Ωα0

δEαĳ Sαĳ dΩα0 =
∫

Ωα0

δFαki F
α
kj Sαĳ dΩα0

δΠα,ext
PvV =

∫

Ωα0

δuα ·
[

ρα0 bα
]

dΩα0 +
∫

Γαn

δuα · t̂α0 dΓαn

=
∫

Ωα0

ρα0 δu
α
i bαi dΩα0 +

∫

Γαn

δuαi
[

t̂ α0
]

i
dΓαn .

(A.5)

A.2 Räumliche Diskretisierung

Beziehungen, welche im Zusammenhang mit der Kontaktdiskretisierung stehen, werden
im Folgenden für zweidimensionale Probleme angegeben. Alle weiteren Beziehungen sind
allgemeingültig ohne eine Festlegung der Dimension formuliert.

A.2.1 Grundlagen

• Komponentendarstellung von Knotenwerten (exemplarisch gezeigt anhand der
Geometrie):

XαI = XαIj ej . (A.6)

• Abkürzungen für Ableitungen:

NαI ,j = ∂NαI /∂ξ
α
j

NαI ,Xj
= ∂NαI /∂X

α,h
j .

(A.7)

• Jacobi-Matrix zwischen referentieller Geometrie und Element-Parameterraum:

Jα
0ξ =

∂Xα,h

∂ξα
=
∂
(

nne∑

I=1
NαI XαI

)

∂ξα
=












nne∑

I=1
NαI ,1XαI1

nne∑

I=1
NαI ,1 XαI2

nne∑

I=1
NαI ,1 XαI3

nne∑

I=1
NαI ,2 XαI1

nne∑

I=1
NαI ,2 XαI2

nne∑

I=1
NαI ,2 XαI3

nne∑

I=1
NαI ,3 XαI1

nne∑

I=1
NαI ,3 XαI2

nne∑

I=1
NαI ,3 XαI3












.

mit nne: Anzahl der Knoten pro Element

(A.8)
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• Jacobi-Determinante zwischen referentieller Geometrie und Element-Parameter-
raum:

Jα
0ξ = detJα

0ξ. (A.9)

• Jacobi-Determinante zwischen aktueller Geometrie und Segment-Parameterraum
eines Slave-Elements:

Jxη =

∥
∥
∥
∥
∥

∂x1

∂ξ1

∥
∥
∥
∥
∥

∂ξ1

∂η
. (A.10)

Zur Auswertung von Beziehung (A.10) wird die aktuelle Geometrie in Abhängigkeit
der Koordinate des Slave-Element-Parameterraums ausgedrückt. Die Koordinate
des Slave-Element-Parameterraums wiederum wird als Funktion der Koordinate
des Segment-Parameterraums formuliert:

x1 = N1 x1 + N2 x2 =
1

2

(

1− ξ1
)

x1 +
1

2

(

1 + ξ1
)

x2

ξ1 =
1

2

(

1− η
)

ξ1a +
1

2

(

1 + η
)

ξ1b.
(A.11)

Mithilfe der Beziehungen (A.11) können die einzelnen Ableitungen in Glei-
chung (A.10) berechnet werden:

∥
∥
∥
∥
∥

∂x1

∂ξ1

∥
∥
∥
∥
∥

=
∥
∥
∥
∥

1

2

(

x2 − x1

)
∥
∥
∥
∥ =

1

2

√
(

x2 − x1

)

·
(

x2 − x1

)

=
1

2
ℓe

∂ξ1

∂η
=

1

2

(

ξ1b − ξ1a
)

.

(A.12)

Damit resultiert schließlich folgender Ausdruck für Jxη:

Jxη =
1

4
ℓe
(

ξ1b − ξ1a
)

. (A.13)

• Jacobi-Determinante zwischen aktueller Geometrie und Slave-Element-Parameter-
raum als Resultat aus Gleichung (A.12)1:

Jxξ1 =

∥
∥
∥
∥
∥

∂x1

∂ξ1

∥
∥
∥
∥
∥

=
1

2
ℓe. (A.14)

• Ableitung der Ansatzfunktion von Knoten I nach der referentiellen Geometrie:

NαI ,Xj
=
(

Jα
0ξ

)−1

jk

NαI ,k . (A.15)

185



A Anhang

• Diskretisierter materieller Deformationsgradient (3× 3 Matrix):

Fα,h =
∂uα,h

∂Xα,h
=
∂
(

nne∑

I=1
NαI dαI

)

∂Xα,h
=












nne∑

I=1
NαI ,X1

dαI1

nne∑

I=1
NαI ,X1

dαI2

nne∑

I=1
NαI ,X1

dαI3

nne∑

I=1
NαI ,X2

dαI1

nne∑

I=1
NαI ,X2

dαI2

nne∑

I=1
NαI ,X2

dαI3

nne∑

I=1
NαI ,X3

dαI1

nne∑

I=1
NαI ,X3

dαI2

nne∑

I=1
NαI ,X3

dαI3












.

(A.16)

A.2.2 Virtuelle Arbeiten

Die diskreten virtuellen Arbeiten werden durch Einsetzen der diskretisierten Feldgrößen
(siehe Kapitel 3) in die kontinuierliche Beschreibung der virtuellen Arbeiten berechnet.
Als Ausgangspunkt wurden diese mit Gleichung (A.5) in Indexschreibweise formuliert.

Virtuelle kinetische Arbeit

Die diskrete virtuelle kinetische Arbeit eines einzelnen Körpers Bα,h lautet:

δΠ
α,h

kin =
∫

Ωα,h0

ρα,h0 δu
α,h
i üα,hi dΩα,h0

=
∫

Ωα,h0

(
nnα∑

I=1

NαI δd
α
Ii

)

·
(

ρα,h0

nnα∑

J=1

NαJ d̈ αJi

)

dΩα,h0

=
nnα∑

I=1

nnα∑

J=1

δdαIi d̈
α
Ji

∫

Ωα,h0

ρα,h0 NαI NαJ dΩα,h0 .

(A.17)

Summieren über beide Körper liefert die gesamte diskrete virtuelle kinetische Arbeit:

δΠh
kin =

2∑

α=1

δΠ
α,h

kin = δdT Ma = δdT fkin. (A.18)

Die konsistente Massenmatrix berechnet sich aus Gleichung (A.17) mit der knotenpaar-
zugehörigen Definition von ndim × ndim Blöcken:

Mα [I , J ] =
∫

Ωα,h0

ρα,h0 NαI NαJ dΩα,h0 Indim

=
neleα⋃

e=1

1∫

−1

1∫

−1

1∫

−1

(

ρα,h0 NαI NαJ Jα
0ξ

)

dξα1 dξα2 dξα3 Indim

= MαĲ Indim
.

(A.19)
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A.2 Räumliche Diskretisierung

Virtuelle interne Arbeit

Mit dem diskretisierten materiellen Deformationsgradienten (A.16) kann die diskreti-
sierte virtuelle interne Arbeit eines einzelnen Körpers Bα,h durch die folgende Beziehung
angegeben werden:

δΠ
α,h

int =
∫

Ωα,h0

δFα,hki Fα,hkj Sα,hĳ dΩα,h0

=
∫

Ωα,h0

(
nnα∑

I=1

NαI ,Xi
δdαIk

)(
nnα∑

J=1

NαJ ,Xj
dαJk

)

Sα,hĳ dΩα,h0 .
(A.20)

Aufsummieren liefert die gesamte diskretisierte virtuelle interne Arbeit:

δΠh
int =

2∑

α=1

δΠ
α,h

int = δdT fint. (A.21)

Dabei lautet die räumliche Komponente k des internen Kräftevektors von Knoten I :

f Ik
int =

∫

Ωα,h0

NαI ,Xi

(
nnα∑

J=1

NαJ ,Xj
dαJk

)

Sα,hĳ dΩα,h0

=
neleα⋃

e=1

1∫

−1

1∫

−1

1∫

−1

[

NαI ,Xi

(
nnα∑

J=1

NαJ ,Xj
dαJk

)

Sα,hĳ Jα
0ξ

]

dξα1 dξα2 dξα3 .

(A.22)

Virtuelle externe Arbeit

Letztlich berechnet sich die diskrete virtuelle externe Arbeit eines einzelnen Körpers
Bα,h zu:

δΠ
α,h

ext =
∫

Ωα0

ρα,h0 δu
α,h
i bα,hi dΩα0 +

∫

Γαn

δuα,hi

[

t̂ α0
]

i
dΓαn

=
∫

Ωα0

ρα,h0

(
nnα∑

I=1

NαI δd
α
Ii

)

bα,hi dΩα0 +
∫

Γαn

(
nnα∑

I=1

NαI δd
α
Ii

)
[

t̂ α0
]

i
dΓαn .

(A.23)

Aufsummieren liefert:

δΠh
ext =

2∑

α=1

δΠ
α,h

ext = δdT fext. (A.24)
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Die räumliche Komponente k des externen Kräftevektors eines Knotens I ergibt sich
dabei aus folgender Beziehung:

f Ii
ext =

∫

Ωα0

ρα,h0 NαI bα,hk dΩα0 +
∫

Γαn

NαI
[

t̂ α0
]

k
dΓαn

=
neleα⋃

e=1

1∫

−1

1∫

−1

1∫

−1

(

ρα,h0 NαI bα,hk Jα
0ξ

)

dξα1 dξα2 dξα3

+
neleα⋃

e=1

1∫

−1

1∫

−1

(

NαI
[

t̂ α0
]

k
Jα

0ξ
s

)

dξα1 dξα2 .

(A.25)

In Gleichung (A.25) stellt Jα
0ξ

s

die Jacobi-Determinante zwischen der referentiellen Geo-

metrie der Oberfläche und dem Parameterraum der Oberfläche dar.

A.3 Energiebilanzen

Im Folgenden wird die Energiebilanz des Newmark-Verfahrens unter Berücksichtigung
der Kontaktbedingungen hergeleitet. Anschließend ist die Ermittlung der Energiebilanz
für das Newmark-KD- und das Newmark-KS-Verfahren dargestellt.

Die Differenz zwischen externen und internen Kräften wird in einer vereinfachenden
Schreibweise mit f = fext − fint bezeichnet.

A.3.1 Newmark-Verfahren

In einem ersten Schritt wird die nichtlineare effektive Strukturgleichung (4.3) mithilfe
von Gleichung (4.2) wieder als Funktion der Beschleunigung formuliert. Anschließend
kann Gleichung (4.3) für die Zeitpunkte tn+1 und tn nach der Beschleunigung aufgelöst
werden:

an+1 = M−1
(

fn+1 − fn+1
c

)

, an = M−1
(

fn − fn
c

)

. (A.26)

Einsetzen der Resultate aus Gleichung (A.26) in die Newmark-Approximation der Ge-
schwindigkeit (4.1)2 führt mit der Parameterwahl γ = 1/2 auf die folgende Beziehung:

vn+1 = vn +
1

2
∆t M−1

(

fn − fn
c

)

+
1

2
∆t M−1

(

fn+1 − fn+1
c

)

. (A.27)
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A.3 Energiebilanzen

Multiplizieren von Gleichung (A.27) mit 1/2 ∆t M und anschließendes Umstellen, so
dass alle Terme auf der rechten Seite stehen, ergibt dann:

1

2
∆t M(−vn+1 + vn) +

∆t2

4

(

fn − fn
c

)

+
∆t2

4

(

fn+1 − fn+1
c

)

= 0. (A.28)

Zusätzlich zu Gleichung (A.28) ist für die Ermittlung der Energiebilanz eine zweite
Beziehung notwendig. Hierzu wird die Beschleunigung (A.26)2 in die effektive Struk-
turgleichung (4.3) eingesetzt. Multiplizieren des Resultats mit dem Faktor β∆t2 führt
zusammen mit der Wahl β = 1/4 auf den folgenden Ausdruck:

M
(

dn+1 − dn −∆t vn

)

− ∆t2

4

(

f − fn
c

)

− ∆t2

4

(

f − fn+1
c

)

= 0. (A.29)

Addieren der beiden Gleichungen (A.28) und (A.29) liefert anschließend:

1

2
∆t M

(

− vn+1 + vn

)

+ M
(

dn+1 − dn −∆t vn

)

= 0

⇔ M
(

vn+1 − vn

)

=
2

∆t
M
(

dn+1 − dn −∆t vn

)

.
(A.30)

Wird der Term 2Mvn auf beiden Seiten von Gleichung (A.30)2 addiert, resultiert daraus:

M
(

vn+1 − vn + 2vn

)

=
2

∆t
M
(

dn+1 − dn −∆t vn + ∆t vn

)

⇔ M
(

vn+1 + vn

)

=
2

∆t
M
(

dn+1 − dn

)

.

(A.31)

Im Folgenden werden die Gleichungen (A.30)2 und (A.31)2 verwendet, um die Änderung
der kinetischen Energie

∆ekin =
1

2
vT

n+1 Mvn+1 −
1

2
vT

n Mvn =
1

2

(

vn+1 − vn

)
T

M
(

vn+1 + vn

)

(A.32)

umzuformen. Hierzu wird in Gleichung (A.32) zuerst der Term
(

vn+1 − vn

)

mithilfe von
Gleichung (A.30)2 substituiert, welche dazu mit M−1 vormultipliziert werden muss. Im
Anschluss wird der Ausdruck M

(

vn+1 + vn

)

durch das Resultat aus Gleichung (A.31)2

ersetzt:

∆ekin =
1

∆t

(

dn+1 − dn −∆t vn

)
T 2

∆t
M
(

dn+1 − dn

)

=
2

∆t2

(

dn+1 − dn

)
T

M
(

dn+1 − dn −∆t vn

)

.

(A.33)

Die Umformung in der zweiten Zeile von Beziehung (A.33) nutzt dabei aus, dass
die Massenmatrix M symmetrisch ist. Letztlich wird Gleichung (A.29) nach
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M
(

dn+1 − dn − ∆t vn

)

aufgelöst und in die zweite Zeile von Gleichung (A.33) ein-

gesetzt, so dass sich die folgende Beziehung für die Änderung der kinetischen Energie
ergibt:

∆ekin =
1

2

(

dn+1 − dn

)
T

[

fn + fn+1 −
(

fn
c + fn+1

c

)
]

= − 1

2
∆dT

(

fn
int + fn+1

int

)

︸ ︷︷ ︸

∆eint

− 1

2
∆dT

(

fn
c + fn+1

c

)

︸ ︷︷ ︸

∆ec

+
1

2
∆dT

(

fn
ext + fn+1

ext

)

︸ ︷︷ ︸

∆eext

.

(A.34)

A.3.2 Newmark-KD- und Newmark-KS-Verfahren

Die folgenden Beziehungen beschreiben die Ermittlung der Energiebilanzen für das New-
mark-KD- und das Newmark-KS-Verfahren. Da viele Beziehungen identisch sind, wer-
den beide Herleitungen gemeinsam dargestellt. Unterschiedliche Gleichungen sind mit
geschweiften Klammern jeweils separat für beide Algorithmen angegeben.

Ausgangspunkt der Betrachtungen ist die Beschleunigungsaufteilung des Newmark-KD-
Verfahrens. Der interne Anteil der Beschleunigung (4.30)1 wird für die Zeitpunkte tn

und tn+1 ausgewertet, der Kontaktanteil (4.30)2 für den Zeitpunkt tn+1:

aint
n = M−1

(

fn
)

, aint
n+1 = M−1

(

fn+1
)

, ac
n+1 = M−1

(

− fn+1
c

)

. (A.35)

Zusammen mit der Parameterwahl γ = 1/2 führt ein Einsetzen der Beschleunigun-
gen (A.35) in den Geschwindigkeitsansatz (4.31)2 auf den folgenden Ausdruck:

vn+1 = vn +
1

2
∆t

[

aint
n + aint

n+1

]

+ ∆t ac
n+1

= vn +
1

2
∆t

[

M−1
(

fn
)

+ M−1
(

fn+1
)]

+ ∆t M−1
(

− fn+1
c

)

.
(A.36)

Dieser wird mit 1/2 ∆t M multipliziert und so umgestellt, dass alle Terme auf der rechten
Seite stehen:

1

2
∆t M(−vn+1 + vn) +

∆t2

4

(

fn
)

+
∆t2

4

(

fn+1
)

− ∆t2

2
fn+1
c = 0. (A.37)
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A.3 Energiebilanzen

Wie für das Newmark-Verfahren ist zur Ermittlung der Energiebilanz neben Glei-
chung (A.37) noch eine weitere Beziehung notwendig. Dazu wird zunächst die Beschleu-
nigung (A.35)1 in die effektive Strukturgleichung (4.33) bzw. (4.49) des Newmark-KD-
bzw. des Newmark-KS-Verfahrens eingesetzt. Multiplizieren des Resultats mit dem Fak-
tor β∆t2 führt dann zusammen mit der Wahl β = 1/4 auf die folgende Beziehung:

(N–KD): M
(

dn+1 − dn −∆t vn

)

(N–KS): M
(

dn+1 − dpred
n+1

)







− ∆t2

4
fn − ∆t2

4
fn+1 +

∆t2

2
fn+1
c = 0.

(A.38)

Im Anschluss werden die Beziehungen (A.37) und (A.38) addiert:

1

2
∆t M

(

− vn+1 + vn

)

+ M
(

dn+1 − dn −∆t vn

)

= 0

⇔ M
(

vn+1 − vn

)

=
2

∆t
M
(

dn+1 − dn −∆t vn

)







(N–KD)

1

2
∆t M

(

− vn+1 + vn

)

+ M
(

dn+1 − dpred
n+1

)

= 0

⇔ M
(

vn+1 − vn

)

=
2

∆t
M
(

dn+1 − dpred
n+1

)

.







(N–KS)

(A.39)

Durch die Addition des Terms 2Mvn resultiert aus den Gleichungen (A.39) jeweils eine
weitere Bedingung:

M
(

vn+1 − vn + 2vn

)

=
2

∆t
M
(

dn+1 − dn −∆t vn + ∆t vn

)

⇔ M
(

vn+1 + vn

)

=
2

∆t
M
(

dn+1 − dn

)







(N–KD)

M
(

vn+1 − vn + 2vn

)

=
2

∆t
M
(

dn+1 − dpred
n+1 + ∆t vn

)

⇔ M
(

vn+1 + vn

)

=
2

∆t
M
(

dn+1 − dn

)

+ ∆t fpred.







(N–KS)

(A.40)

Für das Newmark-KS-Verfahren wurde dabei der Verschiebungsprädiktor dpred
n+1 mit Glei-

chung (4.61) durch einen Ausdruck in Abhängigkeit von fpred ersetzt.

Im Folgenden werden die Gleichungen (A.39)2 und (A.40)2 verwendet, um die Änderung
der kinetischen Energie (A.32) umzuformen. Hierzu wird in Gleichung (A.32) zuerst der
Term

(

vn+1 − vn

)

mithilfe von Gleichung (A.39) substituiert, welche dazu mit M−1

191



A Anhang

vormultipliziert werden muss. Im Anschluss wird der Ausdruck M
(

vn+1 + vn

)

durch
das Resultat aus Gleichung (A.40) ersetzt:

∆ekin =
1

∆t

(

dn+1 − dn −∆t vn

)
T 2

∆t
M
(

dn+1 − dn

)

=
2

∆t2

(

dn+1 − dn

)
T

M
(

dn+1 − dn −∆t vn

)







(N–KD)

∆ekin =
1

∆t

(

dn+1 − dpred
n+1

)
T

[

2

∆t
M
(

dn+1 − dn

)

+ ∆t fpred

]

=
2

∆t2

(

dn+1 − dn

)
T

M
(

dn+1 − dpred
n+1

)

+
(

dn+1 − dpred
n+1

)
Tfpred.







(N–KS)

(A.41)

Schließlich wird Gleichung (A.29) nach M
(

dn+1 − dn − ∆t vn

)

aufgelöst und in die

zweite Zeile von Gleichung (A.41) eingesetzt, so dass für die Änderung der kinetischen
Energie folgende Beziehung gilt:

∆ekin =
1

2

(

dn+1 − dn

)
T

[

fn + fn+1 − 2fn+1
c

]

= − 1

2
∆dT

(

fn
int + fn+1

int

)

− ∆dT fn+1
c +

1

2
∆dT

(

fn
ext + fn+1

ext

)







(N–KD)

∆ekin =
1

2

(

dn+1 − dn

)
T

[

fn + fn+1 − 2fn+1
c

]

+
(

dn+1 − dpred
n+1

)
T

fpred

= − 1

2
∆dT

(

fn
int + fn+1

int

)

− ∆dT fn+1
c +

1

2
∆dT

(

fn
ext + fn+1

ext

)

+
(

dn+1 − dpred
n+1

)
T

fpred.







(N–KS)

(A.42)
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A.4 Räumliche Kontaktdiskretisierung mit der dualen Mortar-Methode

A.4 Räumliche Kontaktdiskretisierung mit der

dualen Mortar-Methode

A.4.1 Allgemeines und Festlegungen

Aus Gründen der Übersichtlichkeit werden abweichend von der Darstellung in den vor-
ausgegangenen Kapiteln die folgenden Vereinbarungen getroffen:

• Die aktuelle Position eines FE-Knotens wird mit den Kleinbuchstaben (x|y|z) ge-
kennzeichnet.

• Auch die räumlichen Komponenten einer Größe (•) werden in der Form (•)x/y/z

mit Kleinbuchstaben indiziert.

• Ein mit I bzw. J indizierter FE-Knoten ist ein Slave- bzw. ein Master-Kontakt-
knoten.

• Knoten mit einer konkreten Nummerierung sind Slave-Kontaktknoten, falls die
Ziffern 0, 1, 2, 3 verwendet werden. Knoten mit den Ziffern 4 oder 5 sind Master-
Kontaktknoten.

Innerhalb eines Slave-Elements sind alle Größen, welche nicht von der Master-Seite ab-
hängen, eine Funktion von maximal vier Slave-Kontaktknoten. Die Verschiebungen die-
ser Knoten werden im Vektor dsl gesammelt:

dsl =
[

∆d1
0x |∆d1

0y |∆d1
1x |∆d1

1y |∆d1
2x |∆d1

2y |∆d1
3x |∆d1

3y

]
T

. (A.43)

Alle Größen, welche auch Informationen der Master-Seite beinhalten, sind Funktionen
von maximal vier Slave- und zwei Master-Kontaktknoten. Die Verschiebungen dieser
sechs Knoten sind mit dem Vektor dslm zusammengefasst:

dslm =
[

∆d1
0x |∆d1

0y |∆d1
1x |∆d1

1y |∆d1
2x |∆d1

2y |∆d1
3x |∆d1

3y | . . .

. . . ∆d2
4x |∆d2

4y |∆d2
5x |∆d2

5y

]
T

.
(A.44)

Die Nummerierung der Knoten ist in Abbildung A.1(a) veranschaulicht.

A.4.2 Segment-Koordinaten

Im Folgenden dargestellt ist die Bestimmung der Segment-Koordinaten ξ1/2a (Segment-
beginn) oder ξ1/2b (Segmentende) für zweidimensionale Segmente. Die Berechnung der
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Mortar-Integrale erfolgt nach Ermittlung der Segmentgrenzen wie in Abschnitt 3.3 er-
läutert.

Segment-Koordinaten ξ1a/b der Slave-Seite

Beginnt und endet ein Segment mit einem Slave-Kontaktknoten (Fall (d) in Abbil-
dung A.1), gelten die Bedingungen ξ1a = −1,0 und ξ1b = 1,0. In allen weiteren Fällen
muss mindestens eine Segment-Koordinate durch die Projektion eines Master-Kontakt-
knotens auf die Slave-Seite bestimmt werden. Wird dieser zunächst allgemein mit x2

J

bezeichnet, lautet die zugehörige Bestimmungsgleichung folgendermaßen:






N1

(

ξ1a/b
)







x1
1

y1
1

z1
1







+ N2

(

ξ1a/b
)







x1
2

y1
2

z1
2






−







x2
J

y2
J

z2
J












×

. . .







N1

(

ξ1a/b
)







n1x

n1y

n1z







+ N2

(

ξ1a/b
)







n2x

n2y

n2z













=







0
0
0






.

(A.45)

Für eine ebene Problemstellung mit konstantem z-Wert resultiert daraus die Beziehung:

[

N1

(

ξ1a/b
)

x1
1 + N2

(

ξ1a/b
)

x1
2 − x2

J

][

N1

(

ξ1a/b
)

n1y + N2

(

ξ1a/b
)

n2y

]

−
[

N1

(

ξ1a/b
)

y1
1 + N2

(

ξ1a/b
)

y1
2 − y2

J

][

N1

(

ξ1a/b
)

n1x + N2

(

ξ1a/b
)

n2x

]

= 0.
(A.46)

In den Gleichungen (A.45) und (A.46) wurden die folgenden Abkürzungen verwendet:

N1 =
1

2

(

1− ξ1a/b
)

, N2 =
1

2

(

1 + ξ1a/b
)

. (A.47)

Wird der Segmentbeginn durch einen Master-Kontaktknoten bestimmt, folgt ξ1a mit
x2

J = x2
5 aus Gleichung (A.46). Dieselbe Vorgehensweise liefert ξ1b, falls das Segmentende

durch einen Master-Kontaktknoten bestimmt wird. In diesem Fall muss x2
J = x2

4 gesetzt
werden.

Segment-Koordinaten ξ2a/b der Master-Seite

Äquivalent zur Slave-Seite gilt ξ2a = 1,0 und ξ2b = −1,0, falls ein Segment mit einem Mas-
ter-Kontaktknoten beginnt und endet (Fall (c) in Abbildung A.1). Ansonsten muss ξ2a
oder ξ2b durch die Projektion eines Slave-Kontaktknotens auf die Master-Seite bestimmt
werden. Wird dieser zunächst allgemein mit x1

I bezeichnet, gilt folgende Bestimmungs-
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gleichung:






N4

(

ξ2a/b
)







x2
4

y2
4

z2
4







+ N5

(

ξ2a/b
)







x2
5

y2
5

z2
5






−







x1
I

y1
I

z1
I












×







nIx

nIy

nIz







=







0
0
0






. (A.48)

Bei einer ebenen Problemstellung mit konstantem z-Wert ergibt sich daraus die Glei-
chung

[

N4

(

ξ2a/b
)

x2
4 + N5

(

ξ2a/b
)

x2
5 − x1

I

]

nIy −
[

N4

(

ξ2a/b
)

y2
4 + N5

(

ξ2a/b
)

y2
5 − y1

I

]

nIx = 0,

(A.49)

mit den Abkürzungen

N4 =
1

2

(

1− ξ2a/b
)

, N5 =
1

2

(

1 + ξ2a/b
)

. (A.50)

Wird der Segmentbeginn bzw. das Segmentende durch einen Slave-Kontaktknoten be-
stimmt, resultiert ξ2a bzw. ξ2b mit x1

I = x1
1 bzw. mit x1

I = x1
2 aus Gleichung (A.49).

(a) Slave/Master (b) Master/Slave

(c) Master/Master (d) Slave/Slave

(•)/(◦): Segmentanfang wird durch (•)-Kontaktknoten bestimmt,
Segmentende wird durch (◦)-Kontaktknoten bestimmt;

für die Platzhalter sind jeweils „Slave“ oder „Master“ einzusetzen

11

1
1

22

2
2

0 3

44

44

55

55

ξ1ξ1

ξ1ξ1

ξ2ξ2

ξ2ξ2

ξ1aξ1a

ξ1a
ξ1a

ξ1b
ξ1b

ξ1b
ξ1b

ξ2a
ξ2a

ξ2a
ξ2a

ξ2bξ2b

ξ2b
ξ2b

Abbildung A.1: Mögliche Segment-Konstellationen.
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A.4.3 Linearisierung in vollständig segmentierten Slave-
Elementen

In den folgenden Ausführungen wird die Linearisierung in vollständig segmentierten
Slave-Elementen dargestellt. Die zusätzlichen Linearisierungsanteile in Rand-Elementen
sind in den Abschnitten A.4.4 und A.4.5 dargestellt.

Linearisierung der kontinuierlichen Knoten-Normalen

Die Linearisierung der kontinuierlichen Knoten-Normalen nI wird nur kurz skizziert.
Für eine ausführlichere Herleitung sei auf Yang u. a. (2005) verwiesen.

Als erstes werden die nicht normierten Element-Normalen ne1 und ne2 der an den Slave-
Kontaktknoten I grenzenden Slave-Elemente berechnet:

ne1 =






(

y1
I − y1

I−1

)

−
(

x1
I − x1

I−1

)




 =

[

ne1x

ne1y

]

, ne2 =






(

y1
I+1 − y1

I

)

−
(

x1
I+1 − x1

I

)




 =

[

ne2x

ne2y

]

. (A.51)

ne1 und ne2 sind auch in Abbildung 3.10 dargestellt. Ausgehend von Gleichung (3.30)
wird nI für die Linearisierung umgeformt, so dass die gewichtete, aber nicht normierte
Normale

ñI = ℓ2e2 ne1 + ℓ2e1 ne2 (A.52)

resultiert. Linearisieren liefert:

∆ñI = Ŵ
[

∆d1
(I−1)x |∆d1

(I−1)y |∆d1
Ix |∆d1

Iy |∆d1
(I+1)x |∆d1

(I+1)y

]
T

. (A.53)

Dabei ist die Matrix Ŵ durch folgende Beziehung gegeben:

ŴT =

















2ne2x ne1y 2ne1y ne2y + ℓ2e2

−2ne1x ne2x − ℓ2e2 −2ne1x ne2y

2ne1x ne2y − 2ne2x ne1y 2ne1y ne2y − 2ne1y ne2y + ℓ2e1 − ℓ2e2

−2ne1x ne2x + 2ne1x ne2x − ℓ2e1 + ℓ2e2 −2ne2x ne1y + 2ne1x ne2y

−2ne1x ne2y −2ne1y ne2y − ℓ2e1

2ne1x ne2x + ℓ2e1 2ne2x ne1y

















.

(A.54)
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Skalieren von ñI auf Einheitslänge und anschließendes Linearisieren führt auf die gesuchte
Beziehung

∆nI = ∆

[

ñI

‖ñI‖

]

= W
[

∆d1
(I−1)x |∆d1

(I−1)y |∆d1
Ix |∆d1

Iy |∆d1
(I+1)x |∆d1

(I+1)y

]T

(A.55)

mit

W =
1√

ñI · ñI

Ŵ − 1
√

(ñI · ñI )3

[

ñIx
ñIx

ñIx
ñIy

ñIx
ñIy

ñIy
ñIy

]

Ŵ. (A.56)

Linearisierung der Segment-Koordinaten

Linearisierung der Segment-Koordinaten ξ1a/b der Slave-Seite
Beginnt ein Segment mit einem Slave-Kontaktknoten, ist die Linearisierung von ξ1a iden-
tisch null: ξ1a = 0. Ansonsten wird sie mithilfe von Gleichung (A.46) anhand der folgenden
Beziehung berechnet:

∆ξ1a =
[

za + zb

]

∆dslm

za + zb =: v1.
(A.57)

Hierin sind za und zb Zeilen-Vektoren mit jeweils zwölf Einträgen:

za =
1

αz































0
0

(N1 n1y + N2 n2y)N1

−(N1 n1x + N2 n2x)N1

(N1 n1y + N2 n2y)N2

−(N1 n1x + N2 n2x)N2

0
0
0
0

−(N1 n1y + N2 n2y)

(N1 n1x + N2 n2x)































T

, zb =
1

αz































f1 W 1
11 + f2 W 1

21

f1 W 1
12 + f2 W 1

22

f1 W 1
13 + f2 W 1

23 + f3 W 2
11 + f4 W 2

21

f1 W 1
14 + f2 W 1

24 + f3 W 2
12 + f4 W 2

22

f1 W 1
15 + f2 W 1

25 + f3 W 2
13 + f4 W 2

23

f1 W 1
16 + f2 W 1

26 + f3 W 2
14 + f4 W 2

24

f3 W 2
15 + f4 W 2

25

f3 W 2
16 + f4 W 2

26

0
0
0
0































T

.

(A.58)
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In Gleichung (A.58) wurden die folgenden Abkürzungen verwendet:

N1 =
1

2

(

1− ξ1a
)

, N2 =
1

2

(

1 + ξ1a
)

(A.59)

f1 = −N1

(

N1 y1
1 + N2 y1

2 − y2
5

)

, f2 = N1

(

N1 x1
1 + N2 x1

2 − x2
5

)

f3 = −N2

(

N1 y1
1 + N2 y1

2 − y2
5

)

, f4 = N2

(

N1 x1
1 + N2 x1

2 − x2
5

) (A.60)

αz =
(

N1, ξ1 n1x + N2, ξ1 n2x

)(

N1 y1
1 + N2 y1

2 − y2
5

)

+
(

N1 n1x + N2 n2x

)(

N1, ξ1 y1
1 + N2, ξ1 y1

2

)

−
(

N1, ξ1 n1y + N2, ξ1 n2y

)(

N1 x1
1 + N2 x1

2 − x2
5

)

−
(

N1 n1y + N2 n2y

)(

N1, ξ1 x1
1 + N2, ξ1 x1

2

)

.

(A.61)

Des Weiteren bezeichnet W I
op den Eintrag [o,p] der Matrix W aus Gleichung (A.56)

berechnet für den Slave-Kontaktknoten I .

Die Berechnung von ξ1a kann äquivalent zu der von ξ1a durchgeführt werden:

∆ξ1b = v2 ∆dslm. (A.62)

Vektor v2 berechnet sich dabei wie Vektor v1. Als einziger Unterschied sind in den Glei-
chungen (A.60) und (A.61) anstatt der Knotenkoordinaten x2

5 , y
2
5 die Koordinaten x2

4 , y
2
4

einzusetzen. Die Einträge des Master-Kontaktknotens im Vektor za müssen entsprechend
auf die Positionen neun und zehn geschrieben werden und nicht auf die Positionen elf
und zwölf.

Linearisierung der Segment-Koordinaten ξ2a/b der Master-Seite
Wird das Ende eines Segments durch einen Master-Kontaktknoten bestimmt, ist die
Linearisierung von ξ2a identisch null: ξ2a = 0. Ansonsten berechnet sich ∆ξ2a mithilfe von
Gleichung (A.49) durch folgende Beziehung:

∆ξ2a =
[

za + zb

]

∆dslm

za + zb =: v3.
(A.63)
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Wie bei der Linearisierung von ξ1a sind za und zb wieder Zeilen-Vektoren mit jeweils
zwölf Einträgen

za = − 1

αz































0
0

−(n1y)

(n1x)
0
0
0
0

(n1y)N4

−(n1x)N4

(n1y)N5

−(n1x)N5































T

, zb = − 1

αz































f1 W 1
11 + f2 W 1

21

f1 W 1
12 + f2 W 1

22

f1 W 1
13 + f2 W 1

23

f1 W 1
14 + f2 W 1

24

f1 W 1
15 + f2 W 1

25

f1 W 1
16 + f2 W 1

26

0
0
0
0
0
0































T

, (A.64)

mit

N4 =
1

2

(

1− ξ2a
)

, N5 =
1

2

(

1 + ξ2a
)

(A.65)

f1 = −
(

N4 y2
4 + N5 y2

5 − y1
1

)

, f2 =
(

N4 x2
4 + N5 x2

5 − x1
1

)

(A.66)

αz = n1y

(

N4, ξ2 x2
4 + N5, ξ2 x2

5

)

− n1x

(

N4, ξ2 y2
4 + N5, ξ2 y2

5

)

. (A.67)

∆ξ2b kann auf dieselbe Art und Weise berechnet werden wie ∆ξ2a :

∆ξ2b = v4 ∆dslm. (A.68)

In den Gleichungen (A.64) bis (A.67) sind dazu alle Größen des Slave-Kontaktknotens 1
durch die entsprechenden Größen des Slave-Kontaktknotens 2 zu ersetzen. Im Vektor za

rutschen die Einträge des Slave-Kontaktknotens von den Zeilen drei und vier in die
Zeilen fünf und sechs. Im Vektor zb rutschen alle Einträge um zwei Positionen nach
unten.

Linearisierung des Kontaktkraftvektors

Wie in den Gleichungen (5.11) und (5.12) angedeutet, wird der Kontaktkraftvektor fc zur
Berechnung und Linearisierung aufgeteilt. Der Vektor fSc sammelt die Kontaktkräfte aller
Slave-Kontaktknoten, der Vektor fMc die Kontaktkräfte aller Master-Kontaktknoten.
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Berechnung von ∆fSc
Der Slave-Kontaktkraftvektor fSc und seine Linearisierung werden auf Slave-Element-
Basis berechnet. Der Beitrag eines einzelnen Slave-Elements e lautet dabei:

fSce
=
[(

DS11

)

e
z1x

∣
∣
∣
∣

(

DS11

)

e
z1y

∣
∣
∣
∣

(

DS22

)

e
z2x

∣
∣
∣
∣

(

DS22

)

e
z2y

]
T

∆fSce
= KSce

[

∆d1
1x |∆d1

1y |∆d1
2x |∆d1

2y

]
T

.

(A.69)

KSce
∈ R

4×4 ist hierin die Kontakt-Steifigkeitsmatrix des Slave-Elements e:

KSce
=

1

2ℓe









z1x

z1y

z2x

z2y









⊗









−(x2 − x1)
−(y2 − y1)

(x2 − x1)
(y2 − y1)









. (A.70)

Berechnung von ∆fMc
Im Gegensatz zu fSc erfolgt die Berechnung und Linearisierung des Master-Kontaktkraft-
vektors fMc auf Segment-Ebene. Der Beitrag eines einzelnen Segments m eines Slave-
Elements bestimmt sich mit folgender Beziehung:

fMcm
= −













(

MM14

)

m
z1x +

(

MM24

)

m
z2x

(

MM14

)

m
z1y +

(

MM24

)

m
z2y

(

MM15

)

m
z1x +

(

MM25

)

m
z2x

(

MM15

)

m
z1y +

(

MM25

)

m
z2y













, ∆fMcm
= −













(

∆MM14

)

m
z1x +

(

∆MM24

)

m
z2x

(

∆MM14

)

m
z1y +

(

∆MM24

)

m
z2y

(

∆MM15

)

m
z1x +

(

∆MM25

)

m
z2x

(

∆MM15

)

m
z1y +

(

∆MM25

)

m
z2y













.

(A.71)

Der Linearisierung
(

∆MMĲ
)

m
kann anhand von Gleichung (3.36) ermittelt werden (mit

I = 1,2 und J = 4,5):

(

∆MMĲ
)

m
=

ngp
∑

gp=1

{

∆φK

(

ξ1(ηgp)
)

NJ

(

ξ2(ηgp)
)

Jxη

+ φK

(

ξ1(ηgp)
)

∆NJ

(

ξ2(ηgp)
)

Jxη

+ φK

(

ξ1(ηgp)
)

NJ

(

ξ2(ηgp)
)

∆Jxη

}

wgp.

(A.72)

(A.73)
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Auswertung dieser Beziehung (für Details siehe Yang u. a. (2005)) führt auf:

(

∆MMĲ
)

m
=

ngp∑

gp=1

{

1

2
Jxηwgp (1− ηgp) φI , ξ1 NJ

(

ξ2(ηgp)
)

−1

4
ℓe wgpφI

(

ξ1(ηgp)
)

NJ

(

ξ2(ηgp)
)
}

∆ξ1a

+
ngp
∑

gp=1

{

1

2
Jxηwgp (1 + ηgp)φI , ξ1 NJ

(

ξ2(ηgp)
)

+
1

4
ℓe wgpφI

(

ξ1(ηgp)
)

NJ

(

ξ2(ηgp)
)
}

∆ξ1b

+
ngp
∑

gp=1

{

1

2
Jxηwgp (1− ηgp) φI

(

ξ1(ηgp)
)

NJ , ξ2

}

∆ξ2a

+
ngp
∑

gp=1

{

1

2
Jxηwgp (1 + ηgp) φI

(

ξ1(ηgp)
)

NJ , ξ2

}

∆ξ2b

+
ngp
∑

gp=1







1

4
wgpφI

(

ξ1(ηgp)
)

NJ

(

ξ2(ηgp)
) (

ξ1b − ξ1a
)

(

x1
2 − x1

1

)

·
(

∆x1
2 −∆x1

1

)

√
(

x1
2 − x1

1

)

·
(

x1
2 − x1

1

)






.

Einsetzen der Beziehungen (A.57), (A.62), (A.63) und (A.68) in Gleichung (A.74) er-
möglicht es, die obige Gleichung in kompakter Vektor-Schreibweise zu formulieren:

(

∆MMĲ
)

m
=

ngp∑

gp=1

[

αgp

(Ĳ)1 v1 + αgp

(Ĳ)2 v2 + αgp

(Ĳ)3 v3 + αgp

(Ĳ)4 v4 + αgp

(Ĳ)5 v5

]

∆dslm.

(A.74)

Die insgesamt 20 Vorfaktoren lauten:

αgp

(Ĳ)1 =
1

4
wgp ℓe

[
1

2

(

ξ1b − ξ1a
)(

1− ηgp

)

φI , ξ1 NJ − φI NJ

]

αgp

(Ĳ)2 =
1

4
wgp ℓe

[
1

2

(

ξ1b − ξ1a
)(

1 + ηgp

)

φI , ξ1 NJ + φI NJ

]

αgp

(Ĳ)3 =
1

8
wgp ℓe

(

ξ1b − ξ1a
)(

1− ηgp

)

φI NJ , ξ2

αgp

(Ĳ)4 =
1

8
wgp ℓe

(

ξ1b − ξ1a
)(

1 + ηgp

)

φI NJ , ξ2

αgp

(Ĳ)5 =
1

4ℓe
wgp

(

ξ1b − ξ1a
)

φI NJ .

(A.75)

Der Vektor v5 ergibt sich wie folgt:

v5 =
[

0
∣
∣
∣ 0
∣
∣
∣ − (x2 − x1)

∣
∣
∣ − (y2 − y1)

∣
∣
∣ (x2 − x1)

∣
∣
∣ (y2 − y1)

∣
∣
∣ 0
∣
∣
∣ 0
∣
∣
∣ 0
∣
∣
∣ 0
∣
∣
∣ 0
∣
∣
∣ 0
]

.

(A.76)
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Linearisierung der Normalklaffung

Wie die Kontaktkraft wird auch die Normalklaffung zur Berechnung und Linearisierung
in zwei Anteile zerlegt. Der Vektor g̃1

An
beinhaltet dabei die Klaffungsanteile, welche

ausschließlich von den Slave-Mortar-Matrizen und den Koordinaten der Slave-Kontakt-
knoten abhängen. Entsprechend sind in g̃2

An
die Ausdrücke enthalten, welche von den

Master-Mortar-Matrizen und den Koordinaten der Master-Kontaktknoten abhängen.

Berechnung von g̃1
An

Der Slave-Anteil der Normalklaffung wird auf Slave-Element-Basis berechnet. Der Bei-
trag eines einzelnen Slave-Elements e lautet:

∆g̃1
e = ∆






−
(

DS11

)

e

(

n1x x1 + n1y y1

)

−
(

DS22

)

e

(

n2x x2 + n2y y2

)




. (A.77)

Die Auswertung von ∆g̃1
e kann wiederum in drei Anteile

∆g̃1
e = ∆g̃1

e(a)
+ ∆g̃1

e(b)
+ ∆g̃1

e(c)
(A.78)

zerlegt werden, welche sich wie folgt berechnen:

∆g̃1
e(a)

= −



0 0

(

DS11

)

e
n1x

(

DS11

)

e
n1y 0 0 0 0

0 0 0 0
(

DS22

)

e
n2x

(

DS22

)

e
n2y 0 0



∆dsl

(A.79)

∆g̃1
e(b)

= − 1

2ℓe

[

0 0 −x21β1 −y21β1 x21β1 y21β1 0 0

0 0 −x21β2 −y21β2 x21β2 y21β2 0 0

]

∆dsl (A.80)

∆g̃1
e(c)

= −



























(

DS11

)

e

(

W 1
11 x1 + W 1

21 y1

)

0
(

DS11

)

e

(

W 1
12 x1 + W 1

22 y1

)

0
(

DS11

)

e

(

W 1
13 x1 + W 1

23 y1

) (

DS22

)

e

(

W 2
11 x2 + W 1

21 y2

)

(

DS11

)

e

(

W 1
14 x1 + W 1

24 y1

) (

DS22

)

e

(

W 2
12 x2 + W 1

22 y2

)

(

DS11

)

e

(

W 1
15 x1 + W 1

25 y1

) (

DS22

)

e

(

W 2
13 x2 + W 1

23 y2

)

(

DS11

)

e

(

W 1
16 x1 + W 1

26 y1

) (

DS22

)

e

(

W 2
14 x2 + W 1

24 y2

)

0
(

DS22

)

e

(

W 2
15 x2 + W 1

25 y2

)

0
(

DS22

)

e

(

W 2
16 x2 + W 1

26 y2

)



























T

∆dsl . (A.81)
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In Gleichung (A.80) werden dabei die Abkürzungen

β1 = n1x x1 + n1y y1

β2 = n2x x2 + n2y y2

x21 = (x2 − x1)

y21 = (y2 − y1)
(A.82)

verwendet.

Berechnung von g̃2
An

Der Master-Anteil der Normalklaffung setzt sich aus den Anteilen der einzelnen Seg-
mente eines Slave-Elements zusammen. Der Beitrag von Segment m lautet dabei:

∆g̃2
m = ∆






(

MM14

)

m

(

n1x x4 + n1y y4

)

+
(

MM15

)

m

(

n1x x5 + n1y y5

)

(

MM24

)

m

(

n2x x4 + n2y y4

)

+
(

MM25

)

m

(

n2x x5 + n2y y5

)




. (A.83)

Zur Auswertung wird ∆g̃2
m in drei Anteile

∆g̃2
m = ∆g̃2

m(a)
+ ∆g̃2

m(b)
+ ∆g̃2

m(c)
(A.84)

zerlegt. Diese berechnen sich zu:

∆g̃2
m(a)

=



 02×8

(

MM14

)

m
n1x

(

MM14

)

m
n1y

(

MM15

)

m
n1x

(

MM15

)

m
n1y

(

MM24

)

m
n2x

(

MM24

)

m
n2y

(

MM25

)

m
n2x

(

MM25

)

m
n2y



∆dslm

(A.85)

∆g̃2
m(b)

=






β14

(

∆MM14

)

m
+ β15

(

∆MM15

)

m

β24

(

∆MM24

)

m
+ β25

(

∆MM25

)

m




 (A.86)

∆g̃2
m(c)

=
























W 1
11 f1x + W 1

21 f1y 0

W 1
12 f1x + W 1

22 f1y 0

W 1
13 f1x + W 1

23 f1y W 2
11 f2x + W 2

21 f2y

W 1
14 f1x + W 1

24 f1y W 2
12 f2x + W 2

22 f2y

W 1
15 f1x + W 1

25 f1y W 2
13 f2x + W 2

23 f2y

W 1
16 f1x + W 1

26 f1y W 2
14 f2x + W 2

24 f2y

0 W 2
15 f2x + W 2

25 f2y

0 W 2
16 f2x + W 2

26 f2y
























T

∆dsl . (A.87)
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Dabei werden die folgenden Abkürzungen benutzt:

β14 = n1x x4 + n1y y4

β15 = n1x x5 + n1y y5

β24 = n2x x4 + n2y y4

β25 = n2x x5 + n2y y5

f1x =
(

MM14

)

m
x4 +

(

MM15

)

m
x5

f1y =
(

MM14

)

m
y4 +

(

MM15

)

m
y5

f2x =
(

MM24

)

m
x4 +

(

MM25

)

m
x5

f2y =
(

MM24

)

m
y4 +

(

MM25

)

m
y5

02×8 = 0 ∈ R
2×8 .

(A.88)

Linearisierung der Tangentialbedingungen

Die Linearisierung der Tangentialbedingungen führt auf einen Ausdruck, welcher in
zwei Teile zerlegt werden kann (siehe Gleichung (5.19)). Wird die Kontaktspannung aus
dem Gleichungssystem herauskondensiert, muss der zweite Anteil nicht direkt berech-
net werden. Lediglich die Bestimmung der Tangenten an den Slave-Kontaktknoten ist
notwendig. Der erste Anteil wird in einer Schleife über die aktiven Slave-Kontaktknoten
berechnet und assembliert. Der Beitrag eines Slave-Kontaktknotens I lautet dabei:

zI ·∆τ βI

=
{

−
[

W I
21

∣
∣
∣W I

22

∣
∣
∣W I

23

∣
∣
∣W I

24

∣
∣
∣W I

25

∣
∣
∣W I

26

]

zIx+
[

W I
11

∣
∣
∣W I

12

∣
∣
∣W I

13

∣
∣
∣W I

14

∣
∣
∣W I

15

∣
∣
∣W I

16

]

zIy

}

·
[

∆d1
(I−1)x

∣
∣
∣∆d1

(I−1)y

∣
∣
∣∆d1

Ix

∣
∣
∣∆d1

Iy

∣
∣
∣∆d1

(I+1)x

∣
∣
∣∆d1

(I+1)y

]

.

(A.89)

A.4.4 Zusätzliche Linearisierungsanteile in Rand-Elementen

Linearisierung von ξ1s und ξ1t

Die Berechnung der Linearisierung ∆ξ1s/t kann prinzipiell wie die der Linearisierung
∆ξ1a/b erfolgen:

∆ξ1s = v̄1 ∆d̄slm

∆ξ1t = v̄2 ∆d̄slm

(A.90)

Mit den Gleichungen (A.57) bis (A.62) berechnen sich die Vektoren v̄1, v̄2 und ∆d̄slm

äquivalent zu den Vektoren v1,v2 und ∆dslm. Dabei muss jeweils der Master-Kontakt-
knoten eingesetzt werden, welcher den Kontaktbereich eines Slave-Elements begrenzt.
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Linearisierung der modifizierten Mortar-Matrizen

Linearisierung von
(

D̄SII
)

e

Innerhalb eines Rand-Elements e kann der Ausdruck
(

D̄SII
)

e
direkt ausgewertet werden:

(

D̄S11

)

e
=
ℓe
4

(

ξ1t − ξ1s − 1/2
(

ξ1t
)2

+ 1/2
(

ξ1s
)2
)

(

D̄S22

)

e
=
ℓe
4

(

ξ1t − ξ1s + 1/2
(

ξ1t
)2 − 1/2

(

ξ1s
)2
)

.

(A.91)

Die zugehörige Linearisierung berechnet sich in einer Schleife über die Gaußpunkte des
Rand-Elements

(

∆D̄SII
)

e
=

ngp
∑

gp=1

{

1

2
J̄ xηwgp (1− ηgp) NI , ξ1

(

ξ1(ηgp)
)

− 1

4
ℓe wgp NI

(

ξ1(ηgp)
)
}

∆ξ1s

+
ngp∑

gp=1

{

1

2
J̄ xηwgp (1 + ηgp) NI , ξ1

(

ξ1(ηgp)
)

+
1

4
ℓe wgp NI

(

ξ1(ηgp)
)
}

∆ξ1t

+
ngp∑

gp=1







1

4
wgp NI

(

ξ1(ηgp)
) (

ξ1t − ξ1s
)

(

x1
2 − x1

1

)

·
(

∆x1
2 −∆x1

1

)

√
(

x1
2 − x1

1

)

·
(

x1
2 − x1

1

)






,

(A.92)

mit der Jacobi-Determinante J̄ xη = 1
4

(

ξ1t − ξ1s
)

ℓe. In kompakter Vektor-Schreibweise
lautet Gleichung (A.92) wie folgt:

(

∆D̄SII
)

e
=

ngp
∑

gp=1

[

αgp

(II)1 v̄1 + αgp

(II)2 v̄2 + αgp

(II)5 v5

]

∆d̄slm. (A.93)

Dabei werden die Vorfaktoren

αgp

(II)1 =
1

4
wgp ℓe

[
1

2

(

ξ1t − ξ1s
)(

1− ηgp

)

NI , ξ1 −NI

]

αgp

(II)2 =
1

4
wgp ℓe

[ 1

2

(

ξ1t − ξ1s
)(

1 + ηgp

)

NI , ξ1 + NI

]

αgp

(II)5 =
1

4ℓe
wgp

(

ξ1t − ξ1s
)

NI

(A.94)

verwendet.

Linearisierung von
(

M̄MĲ
)

m

Die Linearisierung ∆
(

M̄MĲ
)

m
führt in Rand-Elementen im Vergleich zu vollständig seg-

mentierten Elementen auf einen zusätzlichen Ausdruck:

(

∆M̄MĲ
)

m
=
(

∆MMĲ
)

m
+
(

∆M̌MĲ
)

m
. (A.95)
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Der erste Term
(

∆MMĲ
)

m
wird weiterhin mit Gleichung (A.73) berechnet, wobei al-

lerdings die modifizierten dualen Formfunktionen φ̄I eingesetzt werden müssen. Der
zusätzliche Anteil

(

∆M̌MĲ
)

m
berücksichtigt die Verschiebungsabhängigkeit der modifi-

zierten dualen Formfunktionen:

(

∆M̌MĲ
)

m
=

ngp∑

gp=1

{

∆φ̄ add
K

(

ξ1(ηgp)
)

NJ

(

ξ2(ηgp)
)

Jxη wgp

}

. (A.96)

Gleichung (A.96) wird in zwei Schritten ausgewertet: Zuerst erfolgt innerhalb der Slave-
Element-Schleife die Berechnung von φ̄ add

K für das aktuelle Slave-Element. Darauf fol-
gend werden in der Schleife über die Segmente des Slave-Elements die kompletten Aus-
drücke

(

∆M̌MĲ
)

m
für jedes Segment berechnet.

Die Auswertung von Gleichung (3.38) führt auf die Bestimmungsgleichung der dualen
Formfunktionen des Slave-Elements e:




φ̄1

φ̄2



 = a




N1

N2



 =
1

det m̄e







m̄22

(

D̄S11

)

e
−m̄12

(

D̄S11

)

e

−m̄21

(

D̄S22

)

e
m̄22

(

D̄S22

)

e










N1

N2



 . (A.97)

Für eine übersichtlichere Darstellung wird bei den einzelnen Komponenten der Matrix
m̄e auf den Index (•)e verzichtet. Linearisierung von Gleichung (A.97) liefert




∆φ̄ add

1

∆φ̄ add
2



 = ∆a




N1

N2



 , (A.98)

mit

∆a11 =
m̄22

(

∆D̄S11

)

e

det m̄e

−
(

D̄S11

)

e

(det m̄e)2

(

m̄22 m̄22 ∆m̄11 − m̄21 m̄22 ∆m̄12

−m̄12 m̄22 ∆m̄21 + m̄12 m̄21 ∆m̄22

)

∆a12 = −
m̄12

(

∆D̄S11

)

e

det m̄e

+

(

D̄S11

)

e

(det m̄e)2

(

m̄12 m̄22 ∆m̄11 − m̄11 m̄22 ∆m̄12

−m̄12 m̄12 ∆m̄21 + m̄12 m̄11 ∆m̄22

)

∆a21 = −
m̄21

(

∆D̄S22

)

e

det m̄e

+

(

D̄S22

)

e

(det m̄e)2

(

m̄21 m̄22 ∆m̄11 − m̄21 m̄21 ∆m̄12

−m̄11 m̄22 ∆m̄21 + m̄11 m̄21 ∆m̄22

)

∆a22 =
m̄11

(

∆D̄S22

)

e

det m̄e

−
(

D̄S22

)

e

(det m̄e)2

(

m̄12 m̄21 ∆m̄11 − m̄11 m̄21 ∆m̄12

−m̄11 m̄12 ∆m̄21 + m̄11 m̄11 ∆m̄22

)

.

(A.99)
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Die Linearisierungsanteile
(

∆D̄SII
)

e
sind dabei durch Gleichung (A.92) gegeben. Lineari-

sierung der Matrix m̄e führt auf:

∆m̄Ĳ =
ngp∑

gp=1

{

1

2
J̄ xηwgp (1− ηgp)

(

NI , ξ1 NJ + NI NJ , ξ1

)

− 1

4
ℓe wgp NI NJ

}

∆ξ1s

+
ngp
∑

gp=1

{

1

2
J̄ xηwgp (1 + ηgp)

(

NI , ξ1 NJ + NI NJ , ξ1

)

+
1

4
ℓe wgp NI NJ

}

∆ξ1t

+
ngp∑

gp=1







1

4
wgp NI NJ

(

ξ1t − ξ1s
)

(

x1
2 − x1

1

)

·
(

∆x1
2 −∆x1

1

)

√
(

x1
2 − x1

1

)

·
(

x1
2 − x1

1

)






.

(A.100)

Eine Darstellung in kompakter Vektor-Schreibweise ist durch die Beziehung

∆m̄Ĳ =
ngp
∑

gp=1

[

αgp

(Ĳ)m1 v̄1 + αgp

(Ĳ)m2 v̄2 + αgp

(Ĳ)m5 v5

]

∆d̄slm (A.101)

mit den Vorfaktoren

αgp

(Ĳ)m1 =
1

4
wgp ℓe

[
1

2

(

ξ1t − ξ1s
)(

1− ηgp

)(

NI , ξ1 NJ + NI NJ , ξ1

)

− NI NJ

]

αgp

(Ĳ)m2 =
1

4
wgp ℓe

[
1

2

(

ξ1t − ξ1s
)(

1 + ηgp

)(

NI , ξ1 NJ + NI NJ , ξ1

)

+ NI NJ

]

αgp

(Ĳ)m5 =
1

4ℓe
wgp

(

ξ1t − ξ1s
)

NI NJ

(A.102)

gegeben.

Modifizierte Linearisierung von Kontaktkraft und Normalklaffung

Bei der Linearisierung der Kontaktkraft und der Normalklaffung müssen in Rand-Ele-
menten die modifizierten Linearisierungen (A.92) bzw. (A.95) der Slave- bzw. Mas-
ter-Mortar-Integrale verwendet werden. Die wichtigsten Änderungen, die sich daraus
ergeben, sind:

• Die Linearisierung des Slave-Kontaktkraftvektors berechnet sich nicht mehr mit
Gleichung (A.69)2. Stattdessen wird Gleichung (A.69)1 mithilfe von Bezie-
hung (A.92) direkt linearisiert.
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• Der Anteil ∆g̃1
e(b)

der Linearisierung der Normalklaffung wird nicht mehr mit Glei-
chung (A.80) berechnet, sondern durch den folgenden Ausdruck:

∆g̃1
e(b)

= ∆






−
(

∆D̄S11

)

e

(

n1x x1 + n1y y1

)

−
(

∆D̄S22

)

e

(

n2x x2 + n2y y2

)




. (A.103)

Ansonsten müssen lediglich
(

∆DS11

)

e
durch

(

∆D̄S11

)

e
und

(

∆MMĲ
)

m
durch

(

∆M̄MĲ
)

m
er-

setzt werden.

A.4.5 Zusätzliche Linearisierungsanteile durch die Wichtungs-
prozedur

Im Folgenden ist die Linearisierung des knotenbasierten Wichtungsfaktors

κI =
[

ωe1 + ωe2

]−1
(A.104)

aus Gleichung (3.42) dargestellt. Dabei sind e1 und e2 die an Knoten I grenzenden
Slave-Elemente, siehe auch Abbildung 3.10. Die Faktoren ωe1 und ωe2 können direkt
angegeben werden:

ωe1 =
1

2

(

ξ1te1
− ξ1se1

+ 1/2
(

ξ1te1

)2 − 1/2
(

ξ1se1

)2
)

ωe2 =
1

2

(

ξ1te2
− ξ1se2

− 1/2
(

ξ1te2

)2
+ 1/2

(

ξ1se2

)2
)

.

(A.105)

Die Linearisierung dieser Beziehungen führt auf:

∆κI =
κ2

I

2

[(

1 + ξ1se1

)

∆ξ1se1
−
(

1 + ξ1te1

)

∆ξ1te1
+
(

1− ξ1se2

)

∆ξ1se2
−
(

1− ξ1te2

)

∆ξ1te2

]

.

(A.106)

Gleichung (A.106) kann wieder in kompakter Notation formuliert werden

∆κI =
[

αe1
(I)k1 v̄e1

1 + αe1
(I)k2 v̄e1

2

]

d̄e1
slm +

[

αe2
(I)k1 v̄e2

1 + αe2
(I)k2 v̄e2

2

]

d̄e2
slm, (A.107)

mit

αe1
(I)k1 =

κ2
I

2

(

1 + ξ1se1

)

, αe1
(I)k2 = −κ

2
I

2

(

1 + ξ1te1

)

αe2
(I)k1 =
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I

2

(
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)

, αe2
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2
I

2

(

1− ξ1te2

)

.
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A.4 Räumliche Kontaktdiskretisierung mit der dualen Mortar-Methode

Die Linearisierungen der Koordinaten ξ1se1/te1
und ξ1se2/te2

berechnen sich in den Slave-
Elementen e1 und e2 gemäß Gleichung (A.90). Ist das Slave-Element e1 bzw. e2 kein
Rand-Element, entfallen die Linearisierungen von ξ1se1/te1

bzw. ξ1se2/te2
.

Für eine Linearisierung der elementbasierten Wichtungsfaktoren sei auf Cichosz und

Bischoff (2011) verwiesen.

Modifizierte Linearisierung von Kontaktkraft und Normalklaffung

Aufgrund der Wichtungsprozedur müssen die Mortar-Integrale der betreffenden Slave-
Kontaktknoten mit Gleichung (3.43) berechnet und mit folgender Beziehung linearisiert
werden:

(

∆D̃SII
)

e
= κI

(

∆D̄SII
)

e
+ ∆κI

(

D̄SII
)

e
(

∆M̃MĲ
)

m
= κI

(

∆M̄MĲ
)

m
+ ∆κI

(

M̄MĲ
)

m
.

(A.109)

Bei der Linearisierung der Kontaktkraft und der Knotenklaffung sind
(

∆D̄S11

)

e
durch

(

∆D̃S11

)

e
und

(

∆M̄MĲ
)

m
durch

(

∆M̃MĲ
)

m
zu ersetzen.
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Die vorliegende Arbeit befasst sich mit verschiedenen Aspekten der Diskretisierung von
Kontaktvorgängen in Raum und Zeit. Im Mittelpunkt der räumlichen Untersuchungen steht
die Verbesserung der am Institut entwickelten mortarbasierten Kontaktformulierung. Diese
verwendet zur Erfüllung der Kontaktbedingungen Lagrange'sche Multiplikatoren, welche
mit dualen Formfunktionen diskretisiert sind. Mit der herkömmlichen Definition der dualen
Formfunktionen können am Rand des Kontaktbereichs inkonsistente Mortar-Matrizen
entstehen. Zur Korrektur dieses Defizits wird eine modifizierte Definition der Mortar-
Matrizen vorgeschlagen, die eine konsistente Berechnung von Kontaktkraft und
Normalklaffung erlaubt. Damit die Modifikation nicht die Konditionierung des Gleichungs-
systems verschlechtert, wird sie zusätzlich mit einer Wichtungsprozedur kombiniert.

Der zweite Schwerpunkt dieser Arbeit liegt in der Entwicklung einer möglichst leistungs-
fähigen zeitlichen Kontaktdiskretisierung. Diese ist mit einer Strategie nach KANE U.A.
energetisch stabil. Durch die Erweiterung eines Konzepts von DEUFLHARD U.A. werden
Oszillationen in der Kontaktkraft vermieden. Die Modifikation der Geschwindigkeit in einer
Nachlaufrechnung stellt physikalisch sinnvolle Kontaktgeschwindigkeiten sicher. Darüber
hinaus wird der Kontakt energieerhaltend modelliert, ohne die Nichtdurchdringungs-
bedingung zu verletzen. Hierzu wird das Energie-Korrekturkraft-Verfahren als Weiter-
entwicklung einer Idee von ARMERO UND PETŐCZ formuliert. Im Gegensatz zu alternativen
Verfahren („Velocity-Update-Method“, LAURSEN UND LOVE) gibt die vorgeschlagene
Methode die dissipierte Energie sowohl in interner als auch in kinetischer Form zurück.
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