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Zusammenfassung

Die klassische Plattentheorie von Kirchhoff fiihrt zu einer Differential-
gleichung vierter Ordnung fir die Plattendurchbiegung, mit der nur
zweivondrei Randbedingungen erfiillbar sind, Diesen Mangel vermei-
det die Plattentheorie von Reissner. Die hierbei entstehenden Diffe-
rentialgleichungen vierter und zweiter Ordnung werden zusammenge -
stellt, Durch Verwendung des Funktionals von Hellinger - Reissner
gelingt es, gemischte finite Elemente fiir alle auftretenden Freiwerte
nachder Reissnerschen Theorie anzugeben, Elemente mit linearen baw.
quadratischen Ansétzen fiir die Verschiebungs - und Kraftgrofen werden
entwickelt. Die Auswirkungen der gemischten Ans#tze auf die Glei-

chungsauflésung und den Rechenablauf insgesamt werden diskutiert,

Auf ausgewdhlte Plattentragwerke wird das beschriebene Rechenmodell
angewendet und den Ergebnissen nach Kirchhoff gegeniibergestellt,

Dabeisind aufgrund der bei Reissner genauer beschreibbaren Randbe-
dingungen hauptsidchlich in den Randzonen zum Teil erhebliche Unter-
schiede zur klassischen Losung festzustellen, besonders bei Querkrif-
tenund Drillmomenten. Neben den verschiedenen Lagerungsarten (frei
drehbar, eingespannt und frei) werden zwischengestiitzte Platten und
die lber Eck auskragende Platte unter konstanter Flichenlast unter-
sucht, AuBlerdem wird die Wirkung von randnahen Einzellasten be-

trachtet.

Summary

The classicalplate theory leads to a differential equation of the fourth
order for w with which only two of the three boundary conditions can

be satisfied. This is avoided by Reissner’s plate theory.

By usingthe Hellinger-Reissner functional itis possible to give mixed
finite elements for all occurring variables according to Reissner’s
theory. Elements are developed with linear and quadratic polynomals

for displacements and forces.
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Special plates are analysed and compared with the classical solution,
As aresultthere are partly considerable differences from the classical
solution mainly near the boundaries especially with lateral forces and
twisting moments. Plates with various boundary conditions, interme-
diately supported plates and a plate cantilevering out over a corner
are analysed under uniform loading. In addition to this single loads

near the boundaries are examined.
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Bezeichnungen

E [N /m® ] BElastizititsmodul

& (1] Querkontraktionszahl

h [m] Plattendicke

K [ kNm] Plattensteifigkeit; K = B h® /(12 (1-u®))

6 [kN/m®] eingeprigte Oberflichenlast

X [m] Kartesische Koordinaten

i, j Zeiger, der die Werte i = 1, 2 und 3 an-
nehmen kann. Bei doppelt vorkommenden
Zeigern soll nach der Summenkonvention
lber i summiert werden.

a, B Zeiger, der die Werte o = 1, 2 annehmen
kann.

n, t Zeiger, die ein rechtwinkliges Koordina-
tensystem normal und tangential zu einem
‘Rand definieren,

6ij 1furi=j
0 fir i¢j

eij Verzerrungstensor

W [m] Plattendurchbiegung in x3~Richtung

B, [1] mittlere Neigung der urspriinglichen
Mittelflachennormalen

g [1/m®] Krimmung

cﬁn [1/m] mittlere Randverdrehung normal zum
Rand

c?ot [1/m] mittlere Randverdrehung in Randrichtung

Oij Spannungstensor

m e [ kNm /m] Biegemoment

q, [kN/m] Querkraft

M [ kNm/m] eingeprigtes Moment

l\A/lnt [ kNm /xma] eingeprégtes Drillmoment

Q [kN/m] eingeprigte Querkraft

P

konstante Vollast
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Lagerungssymbole:

|

~ 11 ~

Laplace-Operator A = 3% /ale + 37 /?Bxg2
Potential der inneren Krifte
Potential der dufleren Krifte
Komplementidrpotential der inneren Krifte
Komplementdrpotential der dullerenKriéfte

Matrix

Vektor

frei verdrehbar gelagerter Rand
eingespannter Rand

freier Rand

Symmetrierand

Kraft

Moment als Rechtsschraube
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1. Einleitung

Plattentragwerke als Sonderform der Flidchentragwerke lassen sich,
ausgehend vonder klassischen Plattentheorie nach Kirchhoff, durch eine
Vielzahl numerischer Lésungsmethoden berechnen., Die klassische
Plattentheorie fithrt zu einer partiellen Differentialgleichung 4. Ordnung
filr die Durchbiegung w. Damit sind fiir jeden Rand nur zwei Randbedin-
gungen vorschreibbar. Zur Befriedigung aller drei zu fordernder Rand-
bedingungen werden vereinfachende Annahmen getroffen, die nicht im-
mer befriedigende Aussagen erlauben, Da die klassische Theorie auch
nur Aussagen fir dinne Platten liefert, wurden verschirfte Theorien
entwickelt, Hier ist vor allen Dingen die Theorie von Reissner [ 1] zu
nennen, Durch Fallenlassen der Bernoulli-Hypothese II, nach der die
Normale nach der Verformung senkrecht auf der Mittelfldche steht,
kann die Querschubverzerrung eingefithrt und damit die Querkraftver-
formung im Mittel besser erfaft werden. Nun ist die Erfillung aller
Krafterandbedingungen méglich., Da die Querzusammendriickung berick-
sichtigt werden kann, ist diese Theorie auch auf maBig dicke Platten
anwendbar. Daneben haben Kromm [3], Fersht [6] und eine Reihe
weiterer Autoren [5], [ 7] an verbesserten Berechnungsansitzen gear-

beitet.

Zur Berechnung von Flichentragwerken sind Niherungsmethoden ent-
standen, die sich nach den Ausgangspunkten fiir verschiedene Losungs-
strategien in Gruppen zusammenfassen lassen, Die partielle Differen-
tialgleichung, deren Randbedingungen zu befriedigen sind, wird meist

in ein System von algebraischen Gleichungen umgewandelt. Die Varia-
tionsrechnung fithrt zu einer Extremalforderung mit Nebenbedingungen
an die wéhlbaren Losungsansétze., Mechanische Modelle erlauben die

Diskretisierung in einfach beschreibbare Teilbereiche oder Elemente.
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Rechenmodell als Naherungsverfahren zur Berechnung von Flachentragwerken

l l !

Diffe i ich iati
f erenhotg!em ung Vo.mc lonsrechnung Mechanisches Modell
mit Randbedingungen mit Nebenbedingungen
Differenzenverf. Galerki Ritz Artgleiche Gesamt —
Kollokation arerkin Trefftz E lemente modell
Ges.~ Teil~ Ges.- Teil-
gebiet gebiet gebiet gebiet

1

Gemischte /Hybride /Span- Verschiebungsansatze
nungsansdtze fir FE. far FE.

Bild 11 Ubersicht Uber die Naherungsverfahren fir Fldchentragwerke

Unter den vielen Ndherungsverfahren hat sich die Finite-Element-Methode
als Untergruppe der Ritzschen Methode mit einfachen bereichsweisen An-
sitzen durchgesetzt, Dies ist besonders auf die allgemeine Beschreibbar-

keit unterschiedlicher Geometrien zuriickzufilhren (siehe Bild 1. 1),

Mit der Binfiihrung einfacher Verschiebungsansétze endlicher Teilbe-
reiche als mechanisches Modell durch Turner u.a. [11] zur Beschrei-
bung des Verformungsverhaltens begann die Entwicklung der Finite-
Element- Methode als Verschiebungsmethode. Durch die Erweiterung
des Prinzips vom Min.der pot. Fnergie in Form der Ritzschen Methode
auf bereichsweise Ansitze konnten rein mathematische Modelle in die
Finite - BElement- Methode eingefihrt werden., Durch Verallgemeinerung
des Prinzips durch Reissner [12], Herrmann [9], Washizu [14],
Prager [ 13] und Bufler [15] wurde es moglich, auBer Verschiebungs-
ansitzen auch Ansétze fiir die Spannungen als unabhéngige Grofien in

die Variétionsrechnung einzufithren. Je nach Wahl der unabhingigen
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Freiwerte konnen hybride Elemente (Verschiebungsansédtze im Feld und
Spannungsansédtze am Rand), gemischte Elemente (Verschiebungs- und
Spannungsansédtze im Feld) oder Spannungsansitze (Spannungsanséize im
Feld) entwickelt werden, Hier sind die Arbeiten von Herrmann [10],

Visser [25] und Wunderlich [ 16] zu nennen.

In dieser Arbeit werden die Ausgangsgleichungen der Reissnerschen
Plattentheorie zusammengestellt; auf den Unterschied zu Kirchhoff wird

hingewiesen.

Ausgehend vom Prinzip Hellinger-Reissner wird ein voll vertrégliches
gemischtes finites Element mit Ansétzen fir die Verschiebungsgrofien w,
ISX und ﬁy und die Schnittgrofien A qy, m, mxy' und my angegeben.
Neben linearen werden auch quadratische Polynome angewendet.

Mit diesem Losungsalgorithmus werden ausgewéhlte Plattentragwerke
behandelt, Dabei soll das Tragverhalten dieser Platten den Ergebnissen
der Kirchhoffschen Theorie gegeniibergestellt werden., Es sind besonders
solche Platten interessant, deren Randbedingungen nach der klassischen
Losung unbefriedigend beschrieben werden. AuBerdem wird auf das Pro-
blem der Singularitit der Biegemomente an Unterstiitzungsrindern ein-

gegangen.
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2, Gleichungen der Reissnerschen Plattentheorie

In den folgenden Abschnitten soll bei der Herleitung der Reissnerschen
Theorie die Summenkonvention gelten, nach der Uber gleiche Zeiger i, j,
die Werte 1 bis 3 und die Zeiger o, B, die die Werte 1 oder 2 annehmen
kdnnen, zu summieren ist. AuBlerdem soll die Ableitung verkiirzt ge-
schriebenwerden, z. B. aui/axj = ui, .. Bei den Randgréfen auftretende

Richtungen werden mit n, = cos (n, Xi) als Komponenten in Normalen-

richtung definiert,

2.1 Die Grundgleichungen der Platte

Ineiner Zusammenfassung werdendie Ausgangsgleichungen der Reissner-
schen Plattentheorie hergeleitet. Diese verschérfte Theorie wurde von
Reissner in [1j und [ 2] angegeben und von Girkmann [21] und anderen
(57, [25] tbersichtlich dargestellt. Gegeniiber der klassischen Theorie
fir Plattentragwerke nach Kirchhoff werden hier in den Annahmen fol-

gende Erweiterungen zugelassen:

Bei den Verformungen sind neben der Durchbiegung w die Ver-
drehungen der Plattennormalen ISOL zugelassen, Damit wird die

Querschubsteifigkeit der Platte bericksichtigt,

Diesen Verschiebungsgrofien stehen Spannungen gegeniber, die
neben der x- und y-Richtung (o, o_  und o__) auch die z-Rich-
xx’ Xy yy
tung (0., o undo ) erfassen. Uber die Verliufe der Span-
xz’ Tyz ZZ

nungen in z-Richtung miissen Annahmen getroffen werden.

Ausgehend vonden erweiterten Annahmen fiir die kinematischen Zusam-
menhénge und den vorgegebenen Spannungsverldufen fiir die statischen
Bedingungen wird ein lineares Werkstoffgesetz eingeftihrt. Damit kon-
nen die Differentialgleichungen zur Bestimmung der unbekannten Ver-

schiebungsgroflen und der Schnittkrdfte aufgestellt werden.
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Xq=X
h

w Vertikaler Verschiebungszustand

B, Horizontaler Verschiebungszustand

Bild 2.1 VerschiebungsgroRen

Mit den VerschiebungsgroéBfen der Plattenmittelfldche

ao( (K/f/t/é/ Z/

"

Z/ﬂ( /XM ”eL) (&7)

W [X,)/\’MZ)= 0()(1//{/6)

lauten die

4

Vs

kinematischen Feldgleichungen

(/A/,/J*//J,«/ =0

/4);“ +/p{/ =0 (2.2)
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und die Randbedingungen

- 4 =0
%u_%%-:o (Z'S)
VA A

Die Verschiebungsgriflen w und Bcc stellen mittlere GréBen am betrach-
teten Elementrand dar, Werden die Grofien ﬁcc aber als Uber die Quer-
schnittshohe linear verteilt vorgegeben (die Normale bleibt gerade), so

ergeben sich die hier beschriebenen Ergebnisse,
Statik:

Die Schnittgréfen der Platte werden durch Integration der Spannungen

liber die Plattendicke ermittelt.

.
”{ =
2/ -&/2 & ot

%
Lo -

/4/L (27‘)
Um das Gleichgewicht am Elementrand zu erfiillen, miissen die Bezie-

bes 42

~ &7

hungen fiir das Gleichgewicht gelten zwischen den Plattenschnitigréfen

und der Belastung:

P ™ By =0 a
ZK/(-/-/g = 0 . (2.4)

Die Randbedingungen sind bei vorgegebenen Randkriften:

Uaw = MM = ©

A
m%f _/71({4 = 0 (2.7)
o @00
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L

Bild 2.2 SchnittgroBen und Betastung

Spannungsverteilung:

Uber die Spannungsverldufe, die die Schnittgrofen definieren, miissen
Annahmen getroffen werden, um die in z-Richtung verédnderlichen Groéfen
ausdriicken zu konnen in den Schnittgrofen der Mittelfidche . Auller den
geradlinig verlaufenden Biegespannungen Gxx’ ny und ny sind die Span-
nungen ¢_ , Gyz und I festzulegen. Aus Gleichgewichtsgriinden miissen
die Schubspannungen Oonz wie beim Balken quadratisch liber die Hohe ver-
teilt sein, wihrend die Krafteinleitung der Oberflichenlast p (x,y, h/2)
fuir S, analog zur Scheibentheorie einen kubischen Verlauf der Spannun-

gen erfordert.

z2 et X

Xz

L : XX

/ Oy

y g, /6/ Oy
yy
z

Bild 2.3 Spannungen
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Durch die in (Bild 2. 3) getroffenen Annahmen werden die Spannungen
in Abhéngigkeit von z wie folgt festgelegt:
12
G

7 B T

Ous = 2« M,(/L #z") (2.8)

b,, = p 2153 (K + 347~ 42°).

Werkstoffgesetz:

Wird linear elastisches Werkstoffverhalten vorausgesetzt, sind Span-
nungen und Verzerrungen direkt proportional. Es gilt das dreidimen-

sionale Werkstoffgesetz:

;= F (6 —dy i Sei ). (2.9)

Dabeim zweidimensionalen Tragwerk Platte nur die finf Verzerrungen
€0 und €43 in die Betrachtungeingehen, mufl mit Hilfe des Werkstoff-
gesetzes ein Zusammenhang zwischen den tber die Hoéhe verteilten
Spannungen und den Schnittgréflen gefunden werden, Reissner setzt
dazu unter Ausnutzung des Werkstoffgesetzes die Forménderungsar-
beiten der Schnittmomente lings der gemittelten Schnittverdrehungen
als duBeren Anteil gleich den Spannungen lings der Dehnungen als in-
neren Anteil, Dabei sind die Spannungsverliufe liber z nach den Defini-

tionsgleichungen (2. 8) einzufiihren.

x 4
Tap Yap " /.4/2 ben % i
A rhn _ * Vel
E Janw A {6:/3 J«ﬂ o “) £
pl A ¢ _‘”Lr N
TE Jarn Z’é:/;_{aﬁ tich (f:/sé;( ‘%/3 t 6:’/! 4:5)6(2
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In derselben Weise 148t sich auch die Querkraft errechnen:

¥ % Z[Mac)
?Kﬂ% - C/J/a bes bus e = /m s
L(1#4) é

l = (A ) == 57 F (o)

Durch Umformen der gewonnenen Beziehungen (2.10) und (2. 11) kdnnen

b

die Schnittgréfen in Abhingigkeit der eingefithrten Verzerrungsgrolen

angegeben werden:

1 A (C .
)y ]

75("‘:/(/(“(’/5{/%%—# b ) (¢.12)

Werden diese SchnittgréRenbeziehungen (2. 12) mit den Aussagen fur die
Verzerrungen (2.10) und (2, 11) zusammengefliigt, lassen sich die Mo-

mente in Abhédngigkeit von w und q, angeben.

¢t A
Uy =K (it plogs) * 5 e~ = /9

A0 f=ph

¢, g
gy =K gy )t S ey L e15)

. ¢
:—/(, /4‘@/4}/,{/7 +;0‘(%677A73,k

Werden die Schnittgréfenbeziehungen (2. 12) in die statischen Gleichge-
wichtsbedingungen (2. 7) eingesetzt, so ergibt sich eine Differentialglei-
chung 4. Ordnung fiir w. Das Ergebnis wird auch als ""gebogener Platten-

zustand'' oder als vertikaler Verschiebungszustand bezeichnet.
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Zur Beschreibung des Zusammenhangs der Querneigungen koénnen die
Gleichungen fir die Querkrifte (2. 12) in die Gleichgewichtsbedingung

(2. 6) eingefithrt werden. Mit dem Ansatz

7 ‘
¥ o= Z(ﬂk/\y"ﬂy/k} (¢.15)
wird eine Differentialgleichung 2. Ordnung als weitere Bestimmungs-
gleichung gewonnen, Sie beschreibt den sogenannten "horizontalen Ver-
schiebu.ngszustand", mit dem die Querschubverzerrungen ermittelt

werden,

R A

Die beiden Differentialgleichungen (2. 14) und (2. 16) ermdglichen es,

(2.16)

an den Réndern auBler den Bedingungen zur Bestimmung der drei Mo-

mentengrofien auch diejenigen der zwel Querkréifte zu befriedigen.

Werden diese Ergebnisse der Reissnerschen Theorie den Lidsungen der
klassischen Biegetheorie nach Kirchhoff gegeniibergestellt, mufl beachtet
werden, daB dort die Querschubverzerrungen unberiicksichtigt bleiben.

Mit der Annahmie

U = fox (e1)

entfillt die Differentialaussage fiir die Normalenverdrehung (2. 15); von
den sechs Randbedingungen kénnen nur noch vier erfillt werden, wo-
durch die Einfiihrung der Ersatzquerkraft erforderlich wird. In der
Ersatzquerkraft werden die Randquerkrifte und das Randdrillmoment
zusammengefalt, AuBerdem vereinfacht sich die Bipotentialgleichung

(2. 14) um den zweiten Summanden auf der rechten Gleichungsseite.
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2.2 Das Prinzip von Hellinger - Reissner

Ausgangspunkt ist das Gesamtpotential der Kréfte am Korper. Fir ein
lineares Werkstoffgesetz wird das Prinzip von Hellinger - Reissner an-
gegeben, Hier folgt die Darstellung im wesentlichen den Verosffentlichun-
gen von Bufler [15] und Wunderlich [17). Durch Einfihrung festgelegter
Spannungsverldufe am betrachteten Plattentragwerk und Integration tber
die Plattendicke 146t sich das Prinzip von Hellinger - Reissner auf die
Mittelfldiche bezogen angeben, Dabel ist der EinfluB der Querkraftver-
formung ebenso eingeschlossen wie derjenige der Querzusammendritk-

kung.

Daneben soll die Vereinfachung durch Vernachldssigung der Querzusam-
mendriickung, wie sie von Bolle [ 7] angegeben wurde, und die Vernach-
lassigung der Querkraftverformung im Abschnitt 3.2 eingefiihrt werden,

Die dabei entstehenden Beziehungen werden zusammenfassend angegeben,

-

Bei elastischem Werkstoff wird die Existenz eines Potentials vorausge-
setzt. Die Verschiebungen sollen klein sein, Die Spannungen und die
Dehnungen sind in kartesischen Koordinaten X, %, und Xgq definiert.
Fir die Spannungen und die Dehnungen gilt folgender Zusammenhang:

€=0)
1

= ()
lii

QO
[

LY
AL

-n(l)

[E=Ee)

0 1

Bild 2.4 Spannungs - Dehnungsbeziehung

(1)

Wird das auf die Volumeneinheit bezogene innere Potential 7"’ ange-

geben, so gilt die Gleichung:

. (z)_

F= [ 6, (8)8¢, =o/5;(fa) & o (2.0
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Bei Voraussetzung eines Werkstoffs mit linearem Zusammenhang zwi-
schenden Spannungen und den Dehnungen kann aufsummiert werden zum

Potential der inneren Krifte:

(z) /;gﬂ)g/ﬂ,/ ec & é(/fa/fy//,_/ /%/(y (2.7

In gleicher Weise 148t sich das innere bezogene Komplementirpotential

~ ()

errechnen:

e g & - - !

FO- ep(@)5, - [ 0160y 44 @
o g

Wird auchhier ein Werkstoff mit linearer Spannungs-Dehnungsbeziehung

zugrunde gelegt, ist das innere Komplementidrpotential:

17
oty /4/é€ 7 Gae /f V' ’V/g/é o b bV ()
(a)

//

Das Potentialder auﬁeren Krafte T ergibt sich aus den vorgegebenen

Belastungen:
@l Y /71 ] éue
a =-~0/ﬂ% DAY Rty ke (1)

Sind die 83 eingeprigte Randspannungen, die mit dem Richtungscosinus
nj multipliziert Spannungen senkrecht zur betrachteten Oberfliche erge-

ben, ist das Potential der dufleren Krifte:

(e 1 e )

7 1) _ fzf«/%/r_//ﬁ. a, A - /g;/._ 2, A P4 (2.23)
v v 4

Das Oberflichenintegral erstreckt sich tiber Flichen Op’ aufdenen Rand-
spannungen vorgegeben sind, In &hnlicher Weise 148t sich das bezogene

dulere Komplementérpotential formulieren:
,(4/ //% O()ﬂ (¢4

Da die Variation der eingeprigten Krifte p; ~ ﬁi verschwindet, liefern
nur die Randspannungen lings vorgegebener Verschiebungsgréfien Bei-
tréige zum &uBleren Erginzungspotential, Das Oberfldchenintegral er-
streckt sich hier nur tber Flichen Ou’ auf denen die ﬁi vorgeschrieben

sind,
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Z

T JEDd =0 [ by A7 (2.28)
v u

Mit diesen Potentialausdriicken 148t sich das Prinzip vom Stationfdrwert
der gesamten potentiellen Energie aus dem Prinzip der virtuellen Ver-

riickungen herleiten:
) @) . oy
Tewg) = /T @AV [T cu) 4 — [Tt 2.6€)
v v

Bei diesem gebundenen Variationsproblem sind an die Freiwerte u und €
Anforderungen zu stellen, Als Nebenbedingungen miissen die Verschie-
bungsgréfen u die Randbedingungen erfilllen und die Verzerrungsgroflen

miissen den kinematischen Feldgleichungen geniigen, Um auch Spannungs -
grofen als freie Parameter in den Potentialausdruck aufzunehmen, wird
mit der Legendreschen Transformation das Komplementdrpotential ein-

gefihrt.

h

&) <7/ ~
5 57 by ey v ¢ 3G = 56 &if (e

/?*/l} + /2:[5) - QZ/

Sy * c (.28
Die bei Ausfithrung der Integration entstehende Konstante C wird zu Null
gesetzt und auBerdem ist die Ableitbarkeit der Spannungen aus dem

inneren Potential und der Verzerrungen aus dem inneren Komplementér-
potential vorausgesetzt, Durch Einsetzen der Bedingung (2.28) in den

Potentialausdruck der Gesamtenergie entsteht das Funktional:

FPlac £) = /é;;é&j-. A - /55‘7(9///+ f/z-("/(%///ﬂ» st
v v v (&.67/

Das aus dem Prinzip vom Stationdrwert des Gesamtpotentials hergeleitete
Funktional ist wie dieses den statischen Gleichungen &quivalent, Damit
werden die statischen Feldgleichungen direkt erfillt. Nebenbedingungen
dieses Potentialausdrucks sind die vorgegebenen Randverschiebungen

und die kinematischen Feldgleichungen. Von den Nebenbedingungen kann
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das Variationsproblem nachder Lagrangeschen Multiplikatorenmethode

befreit werden, Durch Hinzunahme der kinematischen Feldgleichungen
? - o -

7 //“a,/ # /“/,L) - 5@“ =0

und den Verschiebungsrandbedingungen

[ -2

zum Funktional (2.29) mit den Spannungen als Lagrange-Faktoren ent-
steht das Prinzip von Hellinger-Reissner. Dieses Funktional ist frei

in u und o.

Z(ﬂ/@)=}// &/(/(/ﬂ +/6(/',&)//"

[ F)ar + ST ea) -

v v
(i) 65 AT Shioudr(250)
7

“
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3. Das Reissner-Funktional flir bereichsweise Ansétze

Funktionale fir bereichsweise Ansitze wurden von verschiedenen Au-
toren [12] bis [18] hergeleitet, In der Arbeit von Riehle [19] findet
sich dazu eine ausfiihrliche Diskussion, Fir das Funktional Hellinger-
Reissner (2. 30) werden in diesem Abschnitt die Erweiterungen flir be-
reichsweise Verschiebungs- und Spannungsansétze angegeben, wie sie

auch in [ 19] zu finden sind.

3.1 Hellinger-Reissner fiir bereichsweise Ansétze

Die im Funktional (2, 30) eingefilhrten Spannungsfreiwerte sind im Anteil
der inneren Komplementérenergie enthalten, Diese Spannungen milssen
fir das zweidimensionale Tragwerk Platte ersetzt werden durch die ein-
geflihrtenSchnittgrofen. Dies entspricht einer Aufsummierung der Form-
#nderungsarbeit Gber die Tragwerkshshe. Dazuwirdindas Potential der

inneren BErginzungsarbeit (2.21) das Werkstoffgesetz (2. 9) eingefithrt:

-5 e b G

44

’// ”“‘g AT WA L

7 & a5 w w o e (3.1)

In diesen Potentialausdruck werden die Definitionsgleichungen der
Spannungen (2, B) eingegeben, Wird die Integration iber die Plattendicke
ausgefihrt, ist das Funktional nur noch abhidngig von den an der Mittel-

fliche angreifenden Schnittgrofien m . und Ay

ofy

/{»e/sa ‘%*W%,i(?/g—fm %/3}%/—“ (3.2)

Der Nachgiebigkeitstensor D wird durch Integration der Gleichung (3.1)

bei vorgegebenen Spannungsansitzen (2, 8) bestimmt,

601+ o
Jgrs = TEw (ey G5 7 g % ';;;Ja/s%

|

)

J _ LA é*c")
was/f S&a P
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R
Jus = 5k (33)

Mit dem Potential (3. 2), den Verschiebungsbeziehungen (2. 1), den kine-
matischen Feldgleichungen (2, 2) und den Schnittgrofen (2. 4) ergibt sich
das Funktional von Hellinger-Reissner mit den Freiwerten w, f&a, m, .
und qon'

¢ - ;/M”ﬁ 5/[/’(%//5*/%«/’{’5;/% //f« 4 /(//«) AL
/ , 1
_z_,/\%ﬁ/a g /“J,J/F'Z//\c//a’éé/é ?“7/5“/;’5/1*5 e
F
/Rt —E///fw;@ iyt B)
v/

;/{(ﬂ—%t)ﬂr% 7’"%—7;) G, f/ér—@‘l/%‘fq’( sttt (3.4)

Bei der Anwendung dieses Funktionals in der Methode der gemischten
finiten Blemente werden bereichsweise Ansédtze flir die Freiwerte w,

Bon’ Tog
jedes einzelne Element. Durch Aufsummieren aller Elementanteile

und Qg gemacht, Damit entsteht ein Potentialausdruck fiir

wird das gesamte Funktional gebildet. Neben den globalen Randbe-
dingungen ergeben sich zwischen den einzelnen finiten Elementen

Ubergangsbedingungen.

Element k ) Element |

ST

t

Bild 3.1 Verschiebungs - und Schnittgrofien am Elementrand
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Fiir die kinematischen Gleichungen mufl zusdtzlich an jedem Element-

rand gelten:

é/faqfﬁ=

/542/5«“
/fL‘J */fh =0

Als statische Ubergangsbedingungen ergeben sich:

1

o
o (8.5)

# -
/61,(,1 - e(,{/( = 0
+
- = 3.6
%/ct '&/(é o ( )

ﬁf i ﬁ: =0

Wird das Funktional (3. 4) als Summe aller k finiten Elemente formuliert,
so ergeben sich auBer den Nebenbedingungen des Gesamtansatzes auch
die kinematischen (3.5) und die statischen (3. 6) Ubergangsbedingungen.
AuBerdem werden durch die Summenbildung liber bereichsweise Ansétze
die statischen Gleichungen nurmehr im Mittel erfiilit. Von diesen Neben-
bedingungen kann das Variationsproblem befreit werden, wenn diese Be-
dingungen nach der Lagrangeschen Multiplikatorenmethode mit Faktoren
hinzugenommen werden. Diese Lagrange-Faktoren ergeben sich dann
als die jeweilig dazugehdrigen Verformungs- oder Spannungsgrofien,
Wird dies mit den Ubergangsbedingungen (3.5) und (3. 6) durchgefiihrt,

so entsteht dag erweiterte Funktional von Hellinger-Reissner:

E@ = %5/“{’%Z/K/g"//sf/gﬁ,X)Q/F*F//ZV//%%@K/%F—/%QMF
F
s s T e e 5T
R—f «3 “en /dd/r

S e, g e [ Rl
5 %

/0
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_Z//ﬂ,? - Py) My IR ;u/% - )y, o8

-[(w-5) g, L

&4’ ' + - + -
S (=m0 ) 8 SO 1) O e
(i) § (4, 0 80) 45§ — Sfatimdr (3.7)

S

Soll das Funktional einen Stationfirwert annehmen, muB die erste Varia-

tion verschwinden, Dabei ist zu beachten, daB sowohl die Verschiebungs

groflen w und ﬁoc als auch die Schnitigrofien m . und a4, Freiwerte darstel-

len und variiert werden milssen.
5 = 2 [ s S ) ¥ 0 [ 1) S A
ff[{(/fw * ) I A 1///5« *ix )00 AP
“Ff ﬂm{é mac/f(ﬁ'”/J Ar ”F/ ‘pxu/s o ;;?/5 at |
_/5/ ‘743 f?é\mﬂf( A
r
;{/mm - M:m)é;gn a7 ;/(ﬂlnt M) J% AT
(g, - d)dwal
4o
U g ) I db [l ) Im, AL <[ (- i) I, A
b L Bue
_5/(/;,4/5”')55/%;‘ mﬂ;)ﬂ’S .5/%‘24/5 J(ﬁz«"; - Mk;//S
S(5-0) $8(8 #3145
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+$/[“t;/: -, )é (5(/{7{)/5 ’;/(M:t ——m;e)gcf(/:f*-ﬂe—)pﬁ
/(527 )7 S () 45 = 0 (58)
S

3.2 Vereinfachende Annahmen beim Reissner-Funktional

Wird im Ansatz der Reissnerschen Theorie, wie dies von Bolle [ 7] an-
gegeben wurde, der Elastizitdtsmodul EZ = oo gesetzt und damit die

Querzusammendrickung vernachldssigt, verschwindet die Dehnung €y
Die vorgegebene Oberflichenlast f) mufl als eine so iber die Hohe z

verteilte Volumenkraft k eingefiihrt werden, daf auch die Spannung O ys
Null wird., Nur so 146t sich das statische Gleichgewicht (2.6) erfiillen.
Damit entfdllt im Ausdruck der inneren Ergénzungsarbeit der Term
k-caﬂ-ozz inder Gleichung (3. 1), undes vereinfacht sich der Potential-

ausdruck (3, 4) um den letzten Summanden, Im entstehenden Gleichungs-

system ist die Lastspalte nur im Bereich der Verschiebungsfreiwerte

besetzt,

Eine andere Moglichkeit der Vereinfachung besteht in der Einschrin-
kung der Freiwerte, Soll die Beriicksichtigung der Querkré&fte und der
Randneigungen vernachldssigt werden, so kann ein Funktional fir die
diinne Platte nach der klassischen Biegetheorie abgeleitet werden. Es

gilt dann die Gleichung (2. 17) fir die Normalenverdrehung.

Aus Gleichgewichtsgrinden wird die Einftihrung der Kirchhoffschen

Ersatzquerkraft erforderlich:

V= Gt Mg, (5.9)
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Es entsteht das Funktional fir diinne Platten:

. P _
¥ F/pam & 4 6,'://@(/3” g 5 A

(3.1)

("%

o P A = i, Vur] o8 = Cane)
F
Ay Z

3.3 Formulierung in Matrizenschreibweise

Beim Ubergang von den Verschiebungs - und Schnitigrofen zu Parameter-
ansdtzen wird aus dem Variationsproblem ein einfaches  Minimum-

problem, das durch partielle Differentiation nach den Parametern geldst
werden kann, Ausgangspunkt ist das Funktional (3.7), wobel verein-
fachend von die Ubergangsbedingungen befriedigenden Ansétzen ausge-
gangen werden soll, Dies muB, wie Riehle [19] beschrieben hat, ledig-
lich von einem der Ansétze der zugeordneten Verschiebungs- und Kraft-
groflen erfiillt werden, Fir die spétere Rechnung wird die Matrizendar-

stellung gewidhlt, wie sie auch von Wunderlich in [ 16] eingefiihrt wurde.

Mit dem Vektor der Schnittkréfte:

fx
3 = f,ﬁ (3.1)

3%
MK@

“
99 |,
dem Vektor der Verzerrungen:

’-ﬂk g .
Lyt 4y
€ = A (3.1)

Ag 7/ x

ﬂ?{j 4
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und der Nachgiebigkeitsmatrix, die die Werkstoffbeziehungen enthé&lt

12 (144 )/545 0 o 0 o
0 #tw)/SEE o ° o
n ~ 0 0 7/ E 0 Rea /i€ | (1)
0 P ) a“/ff@//ﬁf 0
0 0 '/Z(a/ﬂ"[ 0 7 /4$£
g
g
n,= % C«/a;(é (31%)
R M /5¢€E

kann das Funktional von Hellinger-Reissner in Matrizendarstellung an-
gegeben werden.

= r A A .
R Z[f{48+ R N N AR

kF
r A A S

_j{ >4 - 3T -yj 0/,@} e SEFPOUGY (3.18)
R

Werden im Funktional zur Diskretisierung der Freiwerte Produktan-
sédtze gewdhlt, kann auf Elementebene integriert werden. Fiir die Ver-
schiebungsparameter # und die Parameter der Schnittgréfen 4.,

die nicht voneinander abhingen, wird:
5 TL 7 7> A o 74 ;A "
Z’/‘Q[’-‘e G-A N s N-9P-55-9 )|~k (37%)

Soll das Funktional einen Stationdrwert annehmen, milssen nach dem
Fundamentallemma der Variationsrechnung bei beliebiger Variation
der Freiwerte die Integrale verschwinden. Bei den gewéhlten Produkt-
ansétzen fihrt die Variation zu einer partiellen Differentiation nach
den Parametern. Dabei mufl R nach den Verschiebungsgréflen und den
Kraftgrofen abgeleitet werden, wodurch zwei Gleichungssysteme flr

k Elemente entstehen.,
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(317)

i

€

Damit lautet das Gleichungssystem zur Bestimmung der unbekannten

Freiwerte % und 4,

L's, -p -5 1~
l } ° (318)

2
&
IR A AT

In Matrizenform zusammengestellt entsteht das Gleichungssystem der

Elementfreiwerte:

Z E N+V“,o | (3.49)
%

aem P5

Durch Aufsummierung aller k Elemente, entsprechend dem vorgegebe-
nen Zusammenhang untereinander, entsteht das globale Gleichungssy-
stem aller Freiwerte. Dieser sogenannte Zusammenbau ist Teil eines
finiten Elementprogramms, das sich von Programmen fiir reine Ver-
schiebungsansétze im Aufbau nicht wesentlich unterscheidet. Der Un-

terschied beschrinkt sich auf zwei Dinge:

Zum einen ist das nach dem Zusammenbau aller Elemente zu
lésende Gleichungssystem nicht positiv definit. Da das Gesamt-
system aber symmetrisch ist, kann ein modifiziertes Cholesky-

Verfahren zur Ldsung angewendet werden.

Zum andern entfallt die bei den Verschiebungsansétzen notwen-
dige Riickrechnung der Spannungen aus den jetzt bekannten Ver-

schiebungen, Die Spannungsgrofen errechnen sich mit gemischten
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Ansétzendirekt beider Gleichungsaufldsung, Dadie Rilckrechnung
auf Elementebene oder global erfolgen kann (bei Berechnung der
Spannungen an globalen Schnitten verbessert sich die Genauigkeit),

entstehen unterschiedlich aufwendige Programme.

Durch die Nullmatrix auf der Diagonalen, wie aus Gleichung (3.18) zu
ersehen, sind an die Parameter der zu wihlenden Ansétze Forderungen
zu stellen, wenn das Gleichungssystem losbar sein soll, Danach muf
die Gesamtanzahl der Ansatzparameter der SchnittgrdBen nach dem Zu-
sammenbau und der Berilicksichtigung der homogenen Randbedingungen
grofer sein als die der Verschiebungsgréfien, Damit ist aber eine Vor-
weglosung der ersten Gleichung in (3. 18) nach den SchnittgréBen nicht

moglich, da & nicht invertierbar ist.

M Vin
S5 MV S Sy
A &
&7 H :
0 N
i b

Bild 3.2 Globales Gleichungssystem

Es bieten sich daher bei der Losung des Gleichungssystems zwei ver-

schiedene Wege an:

1. Eg werden zuerst die SchnittgréBen aller Elemente nacheinander
angeordnet und danach folgen elementweise die Verschiebungs-
grofen (Bild 3.2 links). Es entsteht in # eine voll besetzte
Diagonalmatrix mit Bandstruktur, die durch geschickte Nume-
rierung der Knoten bzw, Elemente beeinflufit werden kann. In
{ jedoch wird eine zur Hauptdiagonalen parallele Nebendiago-
nale in Bandform erzeugt, so daf der gewonnene Vorteil zum

grofBBen Teil wieder verschwindet.
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2. Die Schnittgroflen und die Verschiebungsgrofien eines Elementes
werden zusammengefalt und damit die globale Gleichungsmatrix
gebildet (Bild 3. 2rechts). Es entsteht auch bei diesem Vorgehen
eine Bandstruktur, wobei aber hier die Diagonale mit Nullen

durchsetzt ist.

Werdenbeide Lidsungsstrategien verglichen, so zeigt sich, daB die zwei-
te Moglichkeit vorzuziehen ist, da die verteilt auf die Diagonalen auf-
tretenden Nullen bei Anwendung des Cholesky-Verfahrens numerisch
giinstiger sind. Zudem sollte aus Griinden der Rechenzeit ein block-

strukturierter Gleichungsaufloser eingesetzt werden,
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4. Finite Elemente mit gemischten Ansétzen

4.1 Elementmatrizen

Werden in der finiten Element-Methode Ansétze fiir ein Verschiebungs-
modell gemacht, so sind an sie Anforderungen bei der Auswahl zu stel-
len. Ublicherweise werden Ansitze in Form von Polynomen gewéhlt, die
zuliéissig, vollsténdig und voneinander unabhingig sein miissen. Neben
diesen Bedingungen koénnen die wéhlbaren Ansétze weileren von den
Nebenbedingungen des benutzten Funktionals her begriindeten Einschréin-
kungen unterworfen werden, Fir Platten mit Schubverformung wurden
Blemente fur Verschiebungsansétze von verschiedenen Autoren [ 28],

[30], [31] und [33] angegeben,

Bei gemischten Ans#tzen, bei denen im Gebiet flir die Verschiebungs-
grofen und die Kraftgrdfien voneinander unabhéingige Ansétze gewdhlt
werden, gelten die beschriebenen Bedingungen in gleicher Weise. Vom
zugrunde gelegten Funktional hingt es ab, welche Freiwerte bei den
Verschiebungsgrofien und welche dazugehdrigen Kraftgroflen eingeflihrt
werdenkodnnen, Dabei erhoht sich die Gesamtanzahl der Freiwerte zum
einen durch die Hinzunahme weiterer Verschiebungs- oder Kraftgrofien
zum Funktional und zum andern durch die Ordnung der zu wihlenden
Polynomansitze. AuBler diesen Gesichtspunkten haben die Nebenbedin-
gungen des Ausgangsfunktionals EinfluBl auf die wéhlbare Ansatzordnung.
Beim erweiterten Funktional von Hellinger-Reissner (3.7)beispielsweise,
beidem alle Nebenbedingungen mit Lagrange-Faktoren in das Funktional
aufgenommen wurden, sind schon elementweise konstante Ansétze mog-
lich, Dagegen fordern die kinematischen Nebenbedingungen beim Funk-
tional (3.4) wenigstens lineare Ansétze fir die Durchbiegungen und die
Verdrehungen der Normalen, um die am Elementrand auftretenden Ver-
schiebungsbedingungen erfiillen zu kénnen. Durch die Kopplung der bei-
den GroBengruppen treten im Funktional nur erste Ableitungen bei den
Verschiebungsgrofien auf, so daB fiir die entsprechenden Kraftgrofien
nur konstante Ans#tze notwendig sind. Mitentscheidendfiirdie Gute eines
gemischten Elementes ist die entsprechende Zuordnung der Polynomord-
nungen der Verschiebungs- oder KraftgriBenansidtze. Dies wurde von

Visser [ 26], Tahiani [38] und Riehle [19] ausfiihrlich dargestellt.
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Gemischte finite Elemente fiir die Platte mit Berlicksichtigung der Schub-
verzerrung wurden von Visser [26] und Riehle [19] fir die Freiwerte
Durchbiegung und Momente sowie von Wunderlich [16] , Hofbauer [ 23]
und Chatterjee /Setlur [ 34] auch fir die Querneigungen und die Quer-
krifte entwickelt, Diese Elemente benutzen alle die von Bolle [ 7] ange-

gebene Niherung fiir die z-Richtung (siehe Abschnitt 3. 2).

Ausgangspunkt fir die in dieser Arbeit dargestelliten gemischten finiten
Elemente ist das Funktional R inGleichung (3. 4) fiir die exakte Reissner-
sche Theorie. Fir alle Freiwerte werden lineare und quadratische An-
sdtze gemacht, um die zu erwartenden stark verénderlichen Verldufe
{lr die SchnittgroBen befriedigend beschreiben zu kénnen., Der iibersicht-
lichen Darstellung wegen soll hier der lineare Ansatz dargestellt wer-

den:

(9 frtegg) 1) = 4 GET 44 5 45 ey

Mit diesem Ansatzpolynom kénnen die Matrizenausdricke der Ausgangs-
gleichung (3. 19) elementweise errechnet werden. Die Integration tber

die Fléche wird auf Elementebene fir den gewshlten Ansatz ausgefihrt,
wodurch die Elementnachgiebigkeitsmatrix # und die ''Lagrange-Ma-
trix" £ des Elementes entsteht. Die Aufsummierung aller Elemente in

der globalen Gleichungsmatrix geschieht durch den Zusammenbau,

y
4 3 4 7 3
O
N 8 9 6
: T
0
O -
1 2 X 1 5 2
| Qsly .
[ 1

Bild 41 Elementgeometrie fir linearen und quadratischen Ansatz
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I"ar das Rechteckelement, wie es im (Bild 4. 1) dargestellt ist, wird
der Schnittkraftvektor 4, der gewihlten Knotenschnitigréfen durch

die Polynomkonstanten ausgedriickt.

3. = C, e, | (4.2)
(9, 1 [1 000 T Te,]
@1 410 0 0 -
Mg 40 00 gu
M sy A0 00 c,f
Wy g 1000 €5

1a 0 0 o
g‘“ /a9 0 €4
ye £
M'Xlx 14 0 0 ,c;
Myye, 412 0 © <y
My | 71a 0o 2a
2ys 1a ¢ ab Lt
?vs 14 b af '541.
Mixs 7 a éd“ (13
A 1 a b ak oo
My 12 ¢ab| | s
?‘le- 140 60 €18
Lyy 40 40 Loy
My 10 60 Cag
My AL 0 . L1
oy 40 %0 |¢
L™y L 1 L2

Fiir die Schnittgrofien gilt mit dem Ansatz (4. 1) der Zusammenhang

- e, (+.3)

damit kénnen die Schnittgrofen 4 elementbezogen angegeben werden:
~7
s - C C.a. (#4)

Die Nachgiebigkeitsmatrix # nach Gleichung (3.19) kann durch Inte-

gration des Gleichungsterms o’u 4 in (3.15) gewonnen werden.
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Loab .
N =C, J[Cn C ddyC.

(+5)
Ax AL Ay Ap
B 55 By B4
Cu 7 o 78 b o
Jec Y Iy 45
Ex 6 L 6 Ky 66 £p
A As At
b 84 by
Cu  /x P G
I Y Jr
£x B 5 br 4y
Ax ff/f
B f/ﬁ
\&mmeﬁm (x 7« G 53
ber F=6 Jx ﬂ/J(
: bx A CA LA
f
A
Cx 7
Ix
£x
€= a6/ k= 1L(120)/566 - 8 F o= —/6(4/541 - &
b= @b/d ¢ = 12/64° -£
V= 4/ J= tulrru )R

Die Verknipfung der Spannungen mit den Dehnungen liber die innere

Ergéinzungsenergie durch Gleichung (2. 28) und die Einfihrung der Deh-

nungsbeziehungen mit Lagrange-Faktoren filhrt zur Matrix L . Mit

dem Vektor der Knotenverschiebungsgridfen
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7 - C,¢c (46)
_Wa ] —4 oo ] "ﬂz;
/oxq A0 00 €
vt 40 00 £
Wy 4 A 00 Loy
Bxe Afa oo Lo
y2 | 14 00 . f.}_i
e 1a ¢af Lar
/s 14 4 af L
/43 S abab| | Ly
W o fo 40 'd.!o
By 14 6 o L3
LAy 1L 706 0| |y,

und den Verschiebungsansétzen

v
Y x
r = o= C € (#7)
i
Ay
ergeben sich die Verschiebungsgroflen des Potentialausdrucks, darge-

stellt in den Verschiebungsgréfen der Elementknoten:

-1
v -CC, 0 (#8)

Diese Verschiebungen lassen sich mit der Zuordnungsmatrix AW als

Matrix der Dehnungsgréfen darstellen:

Py T

. ﬁg *’U,g -7

£ - ﬁ,x = A,,'C”‘Cc,,‘?l& (47)
é%,j f/’g,%
Byy

Die Matrix £ in der Gleichung (3.19) wird in derselben Weise wie die
Nachgiebigkeitsmatrix A durch Integration des entsprechenden Glei-

chungssummanden {iber die Elementfldche errechnet.
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A
In dhnlicher Weise 148t sich auch die Matrix A/ , die den Einfluf} der

Oberflichenbelastung auf die Spannungen in x- und y-Richtung zusam-
menfaft, durch Aufsummierender Produkte der entsprechenden Schnitt-
grofen (4.4) mit der Last p errechnen, wobei das Werkstoffgesetz

nach Gleichung (3. 14) zu bericksichtigen ist.

p -7 A 7 A
N=Co)fCompp % | (+10)

ik = Jabpp JIOEG

O™ Qo oo O OO |[OR QO

1w

Diese Matrix erscheint in der Lastspalte in den m Zeilen der Schnitt-
groflien, Wird mit der vereinfachten Reissnerschen Theorie gerechnet,
wirdalso, wie zuvor beschrieben, die Belastung tiber die Querschnitts-
héhe verteilt angenommen, dafl keine Spannung Gzz entsteht, entf&allt
diese Matrix. Es erscheint auf der Lastspalte kein Wert in den m Zei-

len der Schnittgrofen.

Mit der Arbeit der duferen Krifte wird die Belastung erfafit, Fir den
Lastfallder eingeprégten Flidchenlast p entsteht mit den Verschiebungs-

grofen (4. 1) folgende Bestimmungsgleichung:

P=c.fclpaa (1)
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) k= abply

QQ@QQ@QQ&QQ&J

7

Diese Matrixistdie eigentliche Lastspalte und besetzt die n Gleichungs-
zeilen der Verschiebungsgrofen im Gesamigleichungssystem. In &hnli-
cher Weise werden auch die eingepriigten Schr:ittkréifte oder vorgegebenen
Randbedingungen zu den Matrizen § und ¥ zusammengefaft und der

Gesamtlastspalte im Bereich der Verschiebungsgréfien oder der Schnitt-

gréBen hinzugefiigt,
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4.2 Randbedingungen

Nach der Kirchhoffschen Theorie, bei der keine Querkraftverformung
beriicksichtigt wird, kann das Verschwinden des Drillmomentes oder
der Querkraft je fir sich am Rand nicht gefordert werden. Bei der
Reissnerschen Theorie dagegen kénnen die tatséchlichen Randbedin-

gungen direkt vorgegeben werden.

Reissner Kirchhoff
frei drehbare w =0 w =0
Lagerung My =0 mp =0

My = 0

w =0 w =0
eingespannter Rand Pn = wn=0

my=0

qn = G, =0
freier Rand my =0 m, =0

M= 0

Fiir die frei drehbare Lagerung benutzen Salerno/Goldberg [ 20] unddie
Autoren [ 9], [28], [30], [31] und[33] fiir Elemente mit Verschiebungs-

ansitzen die Randbedingungen w=0, w, =0, m = 0 und erhalten dadurch

t
Drillmomente am Rand, die jedoch nicht auftreten diirfen. Dies filhrt zu
einer Unterschitzung der Durchbiegung und zu einem falschen Drillmo-

mentenverlauf,

Als Einspannung sind senkrecht zum Rand drei Einspannzusténde denk-
bar, die zu unterschiedlichen Durchbiegungen filhren, Die Einspannung
ist dadurch gekennzeichnet, dafl Auflagermomente einé Randneigung
behindern., Nach der klassischen Theorie hat der vertikale Verschie-
bungszustand w (Bild 2.1) an der Stelle der Einspannung eine horizon-

tale Tangente.
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Us/g}'%-:a

Diesem Zustand wird der horizontale Verschiebungszustand ﬁq tber-
lagert, der am betrachteten Rand zwei Freiwerte aufweist, Wird von
einem Plattentragwerk ausgegangen, dessen Ober- und Unterseite an
der Einspannstelle gegeneinander unverschieblich sind, missen die

Verdrehungen ISn und f&t zu Null gefordert werden,

ot N

W {n=0)=0 w,(n=0]40 w,,(n=0) =0
B, n=0)=0 B, (n=0) =0 B, (n=0) 40

Bild 4.2 Mégliche Einspannzustdnde

Durch das Vorschreiben der Querneigung der arspriinglichen Normalen
in Randrichtung fSt = 0, wie sie sich bei Kirchhoff zwangsweise ergibt,
wird eine Drillmomenteneinspannung bewirkt. Bei Festlegung der Quer-
neigung senkrecht zum Rand fSn = 0 ergibt sich eine Auswirkung auf die
Momente an einer Gber Eck Lagerung. Werden zum Beispiel die Rand-
eingpannmomente m betrachtet, haben diese entsprechend der end-
lichen Krimmung [ eine endliche Grofe. Direkt an einem Eckpunkt
eines senkrecht dazu weiterfiihrenden Randes ist das zugehtrige [ 0.
Der Krimmungsverlauf macht einen Sprung, wodurch das Eckmoment
singuldr wird.

Werden jedoch die horizontalen Verschiebungen und damit die Quer-

neigungen zugelassen (die Oberflichenverschiebungen u und v sind er-

heblich kleiner als w), ergibt sich das Drillmoment rnxy langs des
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Randes zuNull und die Eckmomente einer Uber Eck auskragenden Platte
werden endlich, In der Momentenbestimmungsgleichung (2, 12) werden
die bei der Kirchhoffschen Beschreibung enthaltenen Krimmungen "
und Ky durch die Anderung der Normalenneigung B(x ermittelt. Neben

dem fir diese Betrachtung unerheblichen Anteil, der mitder Belastungp
verkniipft ist, sind auflerdem die Querneigungen Bn enthalten, Werden
die Querneigungen nicht behindert (Bn und Bt # 0), so lassen sich die
Momente als endliche Werte errechnen. Ausschlaggebend fir die Bin-
spannung wird damit aber die Grée von fSn, also die Beschreibung des

eingespannten Plattenteils und dessen Querschubsteifigkeit.

Bei der hier verwendeten gemischten finiten Element-Methode kann nur
Bn = 0 direkt gefordert werden. Fir die Beschreibung w 0 0 muf} eine
annédhernde experimentelle Losung benutzt werden. Dies wird durch Fort-

fihrung der Platte in die Einspannung hinein erreicht.

4.3 Genauigkeitsvergleich

Zum Vergleich der Losungen des beschriebenen gemischten Elementes
mit den Ergebnissen der Reissnerschen Plattentheorie sind nur wenige
Piattenbeispiele verflighar. Die bekannten Ergebnisse wurden meist
durch Ansatz von (trigonometrischen) Reihen zur Losung der Differen-
tialgleichungen (2.15) und (2.16) gewonnen. In der Arbeit von Salerno
und Goldberg [20] ist eine exakte Loésung fiir die Durchbiegung in Feld-
mitte angegeben. Diese Ergebnisse sind fir @ = 0 errechnet. Fir die
Schnittgrofen sind bei Girkmann [21] Werte der Randquerkraft bei
Armahme einer Belastung als Sinushalbwelle, und bei Kromm [ 4] Er-
gebnisse einer gegeniliber Reissner etwas erweiterten Theorie vorhan-
den, Bei Pryor, Barker und Frederick [33] sind Ergebnisse eines
Verschiebungsmodells nach Reissner fiir Gleichlast vorhanden. Fiir
ein Plattenseitenverhiltnis &X/&y =3/2, h/&X = 0,1667 und W = 0 hat
Hofbauer [23] Querkrifte und Drillmomente mit gemischten finiten

Elementen errechnet,

Der Genauigkeitsvergleich wird in der Regel an einzelnen Verschie-

bungs - oder Kraftgréoflen an ausgewéhlten Punkten durchgefithrt. Dabei


ibbaf
Textfeld


- 50 -

ist besonders bei stark ver#inderlichem Verlauf der Grofen von Inter-
esse, ob sich die Knotenwerte dem exakten Brgebnis ndhern oder ob
vielmehr eine ausgleichende mittlere Linie genauere Werte liefert, Die
Erfahrung hat gezeigt, daB die Knotenergebnisse in der Summe gegen
die wahre Lésung streben, Einzelwerte pendeln dagegen, besonders bei
den Schnittgréfen, um die wahre Ldsung, so daf die Beurteilung des

Gesamtverlaufs einer Grofe aussagekriftiger erscheint.

Fin weiterer Gesichtspunkt bei der Beurteilung gemischter finiter Ble-
mente ist die Art der Konvergenz der gewshlten Freiwerte. Bei den
iiblicherweise verwendeten Verschiebungsansétzen stellt das verwen-
dete Prinzip der virtuellen Arbeiten eine obere Schranke fir die Stei-
figkeit des mechanischen Modells dar. Die Ergebnisse der Verschie-
bungsgroBen nihern sich bei diesen zu steifen Systemen der wahren
Losung daher bei gleichmiBiger Verdichtung des Elementnetzes von

unten,

Bei nicht konformen Anséitzen, d.h. bei Elementen, deren Verschie-
bungs groBenverliufe Knicke oder Springe zum Nachbarelement auf-
weisen, wird die Steifigkeit zu klein angesetzt und damit sind die dar-

aus errechneten Verschiebungen groBer als die wahre Liosung.

Bei den gemischten Elementmodellen wird von Funktionalen ausgegan-
gen, die sich durch Verallgemeinerung aus dem Prinzip vom Mini-
mum des Gesamtpotentials herleiten lassen. Das Funktional besitzt nur
einen Stationdrwert und Gber die Art der Konvergenz kann nichts Allge-
meingiiltiges ausgesagt werden. Die Verschiebungsgrofen lassen sich
im gewihlten Beispiel nur in Verbindung mit den Schnittgrofien bestim-
men, die Gréfengruppen beeinflussen sich also gegenseitig, Brfahrun-
gen zeigen jedoch, daf sich die Verschiebungsgrofen anders verhalten
als die Kraftgréfien, Wahrend sich die Durchbiegung w der Platte mo-
noton von oben der wahren Losung ndhert, kann eine dhnliche obere
oder untere Schranke fir die SchnittgroBen nicht festgestellt werden.
Vielmehr nihern sich deren Ergebnisse héufig alternierend dem End-

wert,
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Bild 4.3 Ergebnisverbesserung durch Elementverdichtung

Dabei mufl allerdings, wenn Konvergenz vorliegt, der Betrag der Dif-
ferenz zweier aufeinanderfolgender Ergebnisse mit wachsender Unbe-
kanntenanzahl kleiner werden, Die Konvergenz auch dieser gemischten
Elementansitze gilt als gesichert (siehe Kikucki/Ando[41], Johnsonl[ 42)

u.a.), sollim Rahmendieser Arbeit jedoch nicht weiter verfolgt werden.

Die Ergebnisse des gemischten Elements mit linearem Ansatz sollen in
Bild 4.3 mit Lésungen von Deshmukh und Archer [22] (ermittelt mit der
Methode der gewichteten Reste) und der Losung von Salerno und Gold-
berg [ 20] (Ansatz trigonometrischer Reihen) verglichen werden, Die
Losung von Salerno und Goldberg ist nur bedingt vergleichbar, da hier
M = 0 fir den Werkstoff und.fiir die Randbedingungen w = 0, Bt =0,

m = 0 gewihlt wurde.

Neben der Beobachtung einzelner Ergebniswerte gibt auch die Kenntnis
des Gesamtverlaufs der Groflen Aufschlufl iiber deren Genauigkeit. Da
die gemischten Elementansétze im allgemeinen langsamer und damit
schlechter konvergieren als vergleichbare Verschiebungsansétze, ist
auf die Elementeinteilung bei Verfeinerung des Rasters besonderer
Wert zu legen. Da als Ergebnis der Reissnerschen Theorie die Quer-

krédfte und auch die Drillmomente in einer schmalen Randzone stark
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ansteigen oder abfallen, mufl diese Zone besonders berticksichtigt

werden,
a ty/l
'] N
S e /1
0 1
1. 152 - h/1=0.05
w =067
ay=a-pl
p = konst.
ol ) n [4]
05
exakter Verlauf
<16 Elemente je Plattenvierte
\
0 \
\ 9 Elemente
b‘“ — P
= ~*—“£n44
| =0"y/1

01 02 03 0.4

Bild 4.4 Querkraftverlauf

Es ist eine Elementverdichtung zum Rand hin unumgénglich, jedoch darf
dabei kein zu groBes Seitenverhilinis der Elemente (langer zu kurzer
Elementseite) entstehen, Auch sollte das Verhiltnis groBtes zu klein-
stem Element gewissen Einschrinkungen unterworfen werden (< 5),
um nicht Zonen im Gesamtgebiet zu erzeugen, deren kinematische Eigen-
schaften mit kleinen Elementen wesentlich anders (weicher) beschrieben
werden als Zonen mit grofien Elementen. Werden hier grobe Fehler ge-
macht, so zeigt sich in den Ergebnissen eine gewisse Unruhe (Zickzack-

verlauf) bei den Schnittgrofen, die in der Regel um die richtigen Werte
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pendeln. Bei gemischten finiten Elementen machen sich Fehler in der
Elementeinteilung stdrker bemerkbar als bei reinen Verschiebungsan-

sédtzen,

4.4 Vergleich mit anderen Elementmethoden

Bin Vergleich zwischen den verschiedenen Elementmethoden, also der
Verschiebungs-, Spannungs- oder der gemischten Methode, ist schwer
zu fihren. Beim hier interessierenden Vergleich zwischen der hiufig
angewendeten Verschiebungsmethode und der gemischten Methode am
Beispiel der Reissnerschen Plattentheorie bietet sich zuerst ein Ge-
nauigkeitsvergleich der Ergebnisse bei gleicher Unbekanntenanzahl an.
Da bei der gemischten Methode durch die erforderlichen Ansétze fiir
Verschiebungsgrofien und Spannungsgrofien schon vom Verfahren her
mehr Unbekannte pro Element vorhanden sind, entsteht bei gleicher
Elementzahl ein groBeres Gleichungssystem. Als Frgebnis der Glei-
chungsauflésung konnen direkt nur die Verschiebungsgrofen verglichen
werden, wogegen die Spannungsgrofien bel reinen Verschiebungsansét-
zen erst Uber eine Rickrechnung gewonnen werden kénnen, Da aber die
Spannungsermittlung aus einem vorgegebenen Verschiebungsfeld nach
unterschiedlichen Rechenmodellen durchgefiihrt werden kann, die zu
unterschiedlich genauen Ergebnissen fithren, ist ein Vergleich der Ver-

schiebungen allein nicht aussagekréftig.

Bei der Anwendung der Reissnerschen Theorie, bei-der starke Span-
nungskonzentrationen in den Randzonen auftreten, mu8 ein Vergleich
gerade dieser RandgréBfen AufschluB iber die Genauigkeit geben. Da
aber bei Verschiebunigsmodellen Spannungsaussagen nur aus den Rand-
verschiebungen fir Elementinnenpunkte (Mitte oder Integrationspunkte)
errechnet werden, ist eine Extrapolation der Randwerte notwendig.
Wegen dieser Unischerheit kann flir die Kraftgrofen am Plattenrand

kein exakter Vergleich gefiihrt werden,
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Bild 4.5 Vergleich verschiedener Elemente

Da die Rickrechnung der Spannungen aus den Verschiebungen je nach
benutzter Lissungsmethode zu unterschiedlich groBen Rechenprogrammen
fithrt, miifte eine Kontrolle zum Beispiel auch der verbrauchten Rechen-
zelt mit durchgefiihrt werden. Leider wird die Rechenzeit aber wesent-
lich durch eine Reihe von Faktoren beeinflufit. Zum einen ist die Quali-
tét des benutzten Rahmenprogramms mit den wesentlichen Teilen Eingabe,
Zusammenbau, Gleichungsaufldsung und Ausgabe zu berlicksichtigen, zum
andern sind die Méglichkeiten und die Ausnutzung der beniitzten elektroni-
schen Datenverarbeitungsanlage ausschlaggebend. Diese beiden Parame-
ter sind nicht voneinander unabh#ngig, vielmehr durchmischt sich die
Leistungsféhigkeit des Programms mit der sinnvollen Ausnutzung der
Maschinenmoglichkeiten. Neben der Anlagenausnutzung ist die MefgroBe
Rechenzeit durch den gebotenen Komfort des finiten Element-Programms

bei der Ein- und Ausgabe beeinflufit,

Da diese Kennwerte mit den beschriebenen schwer faBlbaren Parametern
behaftet sind, ist ein Vergleich der Rechenzeit fragwiirdig und soll nur

am Rande vermerkt werden.
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5. Auswirkungen der Reissnerschen Theorie auf ausgewéhlte

Plattentragwerke

In diesem Abschnitt sollen die grundsétzlichen Auswirkungen dieser ge-
naueren Theorie auf Verschiebungs~ und SchnittgroBen an ausgewé&hiten

Plattenbeispielen untersucht und zusammengestellt werden,

Die nach der Theorie von Reissner gewonnenen Differentialgleichungen
vierter und zweiter Ordnung (2. 14) und (2. 15) ermoéglichen die Erfillung
aller durch die Lagerungsart vorgegebenen Randbedingungen. Im Gegen-
satz dazu sind nach der klassischen Theorie, die auf eine Differential-
gleichung vierter Ordnung fithrt, am Rand nur zwei Bedingungen frei,
Durch die Einfiihrung der Ersatzquerkraft q kénnen die Randdrillmo-
mente m. und die Randquerkrifte qn zusammengefalt werden, so daf
die zwel Krifterandbedingungen nidherungsweise erfillt werden kénnen.
Naturgemidf werden sich daher die Ergebnisse der Querkrifte und der
mit ihnen verkniipften Drillmomente nach der klassischen Theorie am
meisten von der genaueren Losung nach Reissner unterscheiden, Dies

trifft besonders auf den Randbereich der Platte zu,

An Platten mit verschiedenen Lagerungsbedingungen sollen die Unter-
schiede aufgezeigt werden, Belastung ist die konstante Flichenlast, je-
doch sollen auch Einzellasten untersucht werden. Fiir ausgewéhlte Bei-
spiele sind die Verliufe der Durchbiegung w, der Querkrifte a4, und qy
sowie die Momente m_, my und m im Anhang aufgetragen. Diese Ver-
liufe wurden als Ergebnis der finiten Elementrechnung direkt vom Rech-

ner erstellt und gezeichnet.

5.1 Der frei drehbare Rand

Fir die klassische Losung konnen von den Randbedingungen (4.12) nur
die Bedingungen w = 0 und m = 0 direkt gefordert werden. Mittelbar

ist jedoch auch w , = 0, da die Durchbiegung w am ganzen Rand Null

,t
ist, Demgegeniiber konnen jetzt neben der Durchbiegung w beide aus

der Gleichgewichtsbetrachtung am Rand sich ergebenden Schnittkraftbe-

dingungen m = 0 und mo, = 0 eingefiithrt werden. Eine Verdrehung


ibbaf
Textfeld


- 56 -

® der Normalen kann sich einstellen, da auBler der Durchbiegungsab-

leitung w n auch die Schiebung fSn eingeht,

Flr Beispiel 1, der allseitig frei drehbar gelagerten Quadratplatte,

sind die Durchbiegungen im Verlauf dhnlich zur Liésung nach der klas-
sischen Theorie. Durch die genauere Beschreibung der Randbedingun-
gen ist jedoch der Betrag der Mittendurchbiegung schon fir diinne
Platten (h/4 = 0, 05) um etwa 10 % grofer, Mit zunehmender Platten-
dicke macht sich die beriicksichtigte Querschubverformung bemerkbar
und es steigt auch der dimensionslose Vergleichswert fir die Durch-
biegung an (bei h/4 = 0,3 auf 50 %). Wird die Belastung als Oberflichen-
last eingeleitet, ist eine weitere, durch die Spannungen Gzz hervorge-

rufene Vergrdferung in geringem Mafe zu verzeichnen.

y/1
a B 1 1
\ 5
#
\ .
3 ,,’ 0 et e /1
\. w exakt,’/ - ‘
-010 \ B b h=0167
b, P /’/’/V w=apl/Eh
\' //' % vereinfacht 9 =[3<p12
! \ /_,// m, =apl
005] errt S D e e
—0.05? N s 05 o [64]
0042 | .
!1 T~
i
" [ h/t
01 02 03 0.4

Bild 5.1 Abhdngigkeit der Groflen vom Verhdltnis h/l

Das Biegemoment, das im wesentlichen durch die Krimmung infolge
der auch bei Kirchhoff giiltigen Differentialgleichung fir w (2. 14) be-
schrieben wird, hat einen der bekannten L&sung dhnlichen Verlauf,

Das Mittenmoment weist aber einen um rund 5 % groferen Betrag
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auf, der bel steigendem Dickenverhdlinis h/¢ nur unwesentlich gréfier

wird,

Auffdllig an den Momenten m und my nach der Reissnerschen Theorie
ist der Verlauf dieser GroBen im Eckbereich, Hier tritt eine Vorzei-
chenumkehr und eine Momentenspitze auf. Diese Besonderheit ist
darauf zurickzufithren, daf in der Momentenbeziehung auier der Kriim-
mung noch die Querkraftableitung und die Belastung p auftreten, jeweils

mit Faktoren versehen.

Nach Gleichung (2. 13) gilt fiir das Moment m

{( dC c“ 1
Uem R Copr Bgg) 5 B =

Wéhrend die Kriimmungen zum Rand hin stetig kleiner werden, #dndert
sich die Querkraft lings x am Rand erheblich. Der Anteil aus 6, der
mit U behaftet ist, hat keine wesentliche Auswirkung., Der Zusatz
aus der Querkraf‘tanderung wird im Eckbereich, da die Kritmmung

hier klein ist, fir das Moment bestimmend.

o 'y/l
1
0.04
_h/1=05 o 1~
r - it
yd N W= 0167
0.02 # ~ my=apl?
/ AN
7/ Y
b / B
/ h/1=0.05 \
N7 7 AN
N \\j
. . . . . |
0 05 i

Bild 5.2 Momentenverlauf my,, am Rand
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In diesem Zusammenhang mufl zusétzlich festgestellt werden, daB die
Momente im gesamten Randbereich bei der Kirchhoffschen Theorie

falsch beschrieben werden, Dort wird aus der Durchbiegung w = 0 ldngs
des ganzen Randes die Krlmmung # = 0 und somit verschwinden auch
die Momente. Durchdie Zulassung der Normalenverdrehung wird tatséch-
lich aber auch entlang des Lagers ein Moment m, entstehen, das mit
zunehmender Dicke grofer wird. Bei Platten mit einem Dickenverh&lt-

nis von h/4 =0, 3 sind es schon 44 % des maximalen Feldmomentes.

Der Querkraftverlauf stimmt im Platteninnern weitgehend mit den klas-
sischen Werten iberein. Lediglich im Randbereich ist eine Abweichung
der Ergebnisse feststellbar. Die Differentialgleichung 2. Ordnung fiir
den horizontalen Verschiebungszustand (2, 16) 148t die richtige Beschrei-
bung auch der Kraftrandbedingungen zu, wodurch der Querkraft- und der
Drillmomentenverlauf genauer beschrieben werden. Die Querkraft a9,
sndert im unmittelbaren Randbereich bei y = + 0,45 4 ihr Vorzeichen
und erreicht bei diinnen Platten etwa den 5-fachen negativen Wert der
Querkraft qdy in Randmitte bei x = - /2. Die dabei am Rand x = ~ 4/2
entstehende aufsummierte negative Querkraft entspricht etwa der bel
der Kirchhoffschen Theorie eingefiihrten Ersatzeckkraft, Fir dicke Plat-
ten, also bei groBer werdendem Verhiltnis h/4 veréndert sich der Ver-
lauf der Querkraft erheblich, Die Querkraft in der Plattenecke hat sich
bei h/4 = 0,3 schon auf rund 1/5 der Querkraft dinner Platten verklei-
nert. Dagegen bleibt die Querkraft a, in Randmitte bei x = 4/2 fur alle
Dicken nahezu gleich der Stiitzkraft nach Kirchhoff (Bild 5. 3).

Durchdie Kraftrandbedingungen wird das Verschwinden der Drillmomente
am Rand gefordert. Dies bewirkt, dafl mxy im Randbereichauf Null abf&llt,
wihrend im Platteninnern annihernd die klassische Lésung vorliegt. Das
Maximum der Drillmomente liegt bei dinnen Plattenetwa 0,07 £ vom Rand
entfernt und ist etwa 5 % kleiner als das Eckdrillmoment nach Kirchhoff,
Fiir groBer werdendes h/t wandert der Ort des Extremwerts von mxy

vom Rand weg und verkleinert sich (bei h/¢ = 0,3 um 1/3 gegeniiber

h/t = 0, 05).
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Bild 5.3 Verlauf von qxund mxyder allseitig verdrehbar gelagerten Quadratplatte

5.2 Der eingespannte Rand

Die eingespannte Quadratplatte (Beispiel 2) liefert nach der Reissnerschen
Theorie flir alle interessierenden Grofen (Durchbiegung, Querkréfte und
Momente) im Verlauf und Betrag annshernd die gleichen Ergebnisse, wie
sie nach der klassischen Theorie bekannt sind. Fir die jeweiligen Grofit-
werte liegen die Unterschiede unter 3 %, sind also unbedeutend. Lediglich
im Randbereich sind bei den dort auftretenden geringen Betriigen groflere
Abweichungen vorhanden, Hierbei wurde die Einspannung durch w = 0,

¢ =0 und m_, = 0 beschrieben,
n nt

Wird die Einspannung nur durch eine Verdrehbehinderung w _ = 0 (siehe
Bild 4. 2) beschrieben, kann dies nur mittelbar durch die Foétfiihrung der
Platte in die Einspannung hinein erfolgen. Durch diese Beschreibung ist
es moglich, Randspannungen wirklichkeitsnah tiber die Querschubverzer-
rungen in das Auflager abzuleiten, Dabel ist ein gentigend breiter Platten-
streifen (Breite > Plattendicke) vertikalunverschieblich zulagern, um die

Querschubsteiﬁgkeit richtig zu erfassen.
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Wird die erste Lésung (w = 0, @ = 0, m = 0) mit den Ergebnissen ver-

glichen, die bei dieser Verdrehbehinderuntg (W’ n 0) entstehen, sind flir
die Durchbiegungen w, bedingt durch die Nachgiebigkeit der Einspannung,
groflere Werte zu erwarten, Die Mittendurchbiegung beispielsweise ist
rund 10 % groBer als mit Verdrehbehinderung oder nach der Kirchhoff-
schen Theorie. Das FEinspannmoment wird dadurch um etwa 5 % kleiner.
Die durch die Verletzung der Randbedingungen begangene Ungenauigkeit

wirkt sich bei dieser Lagerung nicht wesentlich aus, da die Forderung

mm = (0 mittelbar dber w nt = 0 erfillt werden kann,

3

5.3 Der freie Rand

Die Bedingungen des freien Randes fordern das Verschwinden aller aus
dem Rand austretenden KraftgréBfen (siehe Gleichung (4. 14)). An die Ver-
formungsgrofien werden keine Bedingungen gestellt, Demgegeniiber kin-
nen nach der klassischen Theorie nur das Randmoment m und eine wei-
tere Kraftgréfe zu Null gefordert werden, Durch die Verknlpfung der
Querkraft und des Drillmoments in der Ersatzquerkraft ist dies fiur ﬁn
moglich.

Um die Auswirkungen der genaueren Betrachtungsweise deutlich zu ma-
chen, sollen die Schnittkraftverldufe, insbesondere der Querkraft- und
der Drillmomentenverlauf an freien Réndern untersucht werden., Da
freie Rinder nur in Kombination mit anderen Lagerungsarten bei Platten

vorkommen, ‘werden stellvertretend folgende Plattentypen ausgewé&hlt:

freier Rand/gelenkige L.

 —

SRRSO Bt 3 EEPGE— i E

freler Rand/Einspannung

|
I
I

______ B [ I | N
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Die Auswahl wird so getroffen, daB der freie Rand an einer einachsig
tragenden Platte und neben einem Zwischenzustand auch an einer sym-

metrisch zweiachsig spannenden Platte auftritt.

Beispiel 3

(Gegeniiberliegend frei, gegeniiberliegend drehbar gelagert)

Im Innenbereich der Platte stimmen die Durchbiegungen und die Schnitt-
grofen mit den bekannten Ldsungen gut Uberein. Das Tragverhalten ist
dem des stellvertretenden Balkens dhnlich (qX nahezu linear, m quadra-
tisch verteilt) mit Ausnahme der Verknipfung der Biegemomente m

und my iber die Querkontraktionszahl u,

Lediglich im Randbereich der Platte ergeben sich wesentliche Verénde-
rungen bei den Schnittgréfien, Im Verlauf von 9, léings des Auflagers
zeigt sich die zu erwartende Konzentration der Auflagerkrifte an der
Ecke. Hier steigt die Auflagerkraft in einem schmalen Bereich von

0, 04 £ auf den Faktor 6 gegeniiber der Losung des Balkens an.

a ry/l
1 SO
b e e d e /]
35305 0 1
Ww=01867
h/1=0.05
Qe =a-pl
2

—_

\

L [ L L 1 /l
05 1Y

Bild 5.4 Randquerkraft q,
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Die Eckquerkraft wird im Verlauf des freien Randes von der Platten-
mitte aus nahezu linear ansteigend erreicht, so dafl am gesamten freien
Rand eine VergroBerung der Querkraft um etwa den Faktor 6 gegeniiber

der linearen Verteilung des entsprechenden Balkens auftritt,

In Querrichtung dazu ist die Querkraft qy im gesamten Plattenbereich,
wie zu erwarten, sehr klein, Der Groftwert betrigt nur etwa 12 % der
mittleren Randquerkraft qX. Nur im Auflagerbereich wird der zu er-
wartende Anstieg des Querkraftverlaufs 9 des entsprechenden Navier-
Randes wegen Q- 0 fiir den senkrecht dazu verlaufenden freien Rand
veridndert. Die Randquerkraft q steigt von der Plattenmitte nahezu
linear bis zum Auflagerende an}lrmd springt dann auf den Wert Null.

Dies wirkt sich ebenfalls nur auf eine schmale Randzone (0, 04 1) aus.

y/|
J

-l’ \\\ 1-—-»)(/‘

N B
AN

004
AN

i \\\ {1 =0.167
N\

h/l=0.05
-002 N

Myy =01.13l2

0.02

. 1 L L /l
g 05 7

Bild 5.5 Drillmomentenverlauf mxyim Schnitt x=0.04 |

Beim Drillmomentenverlauf mxy ergibt sich ein &hnlicher Verlauf wie
bei der allseitig frei drehbar gelagerten Platte (Beispiel 1). Bedingt
durch die geringere Verdrillung im Randbereich durch die ermoglichte

Durchsenkung am freien Rand sind die Drillmomente nur etwa 56 % des
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Betrages der Vergleichslésung, Der freie Rand bewirkt jedoch ein Ver-
schiebendes Maximums zum Rand hin, so daB nahezu ein Sprung auf den
Wert Nullerfolgt, Zum Auflagerrand hin entspricht der Verlauf dem der

Vergleichslésung.

Beispiel 4

(Einseitig frei, dreiseitig drehbar gelagert)

Der Verlauf der Querkraft qX am freien Rand entspricht dem des Bei-
spiels 3, jedoch sind die Betrdge durch den zusétzlichen Lagerrand
insgesamt kleiner. Das Drillmoment mxy dagegen ist, bedingt durch

die stdrkere Verdrillung infolge der zusétzlichen Unterstitzung, umn
ein Drittel grofler als beim Beispiel 3 und liegt somit zwischen der Lo~
sung zweiseitige und allseitige Lagerung, Werden die Ergebnisse der Lo-
sung nach der Kirchhoffschen Theorie gegeniibergestellt, so ergeben

sich einige deutliche Unterschiede.

Fir die Randquerkraft q, am frei drehbar gelagerten Rand wird die Er-
satzquerkraft 9 und die Eckkraft R eingeflihrt, um die Randbedingungen
und das Gleichgewicht befriedigen zu koénnen. Im Vergleich dazu ent-
stehen bei der genaueren Berechnung Randquerkrifte qt, die vor allen

Dingen entlang des freien Randes nicht erfaflt werden.

a ) y/\
5 05
4.21
R x /1
0 1

\ u =0.167

o h/1 =005

q, =apt
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-186Y /1
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Bild 56 Randquerkraft
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Diese Randquerkrifte werden anndhernd linear bis zum Eckwert

qX = 4,21 pl in einer schmalen Randzone aufgebaut. Dies fihrt zur fal-
schen Beurteilung der Querkraft am gesamten freien Rand in einem
Streifen der Breite 0,02 4, Wird diese Querkraft entlang des Lagerran-
des bei x = 0 verfolgt (Bild 5. 6), wird deutlich, daf die klassische Li&-
sung die Querkraft im Mittelteil Uberschétzt (maximal bis zum 1, 6-fa-
chen Wert). Dagegen entspricht die Eckkraft R etwa der aufsummierten

Querkraft im HEckbereich,

Durchdie Verkniipfung der Krimmung mit dem Einfluf des Querkraftzu-
wachses bei Reissner ist im Bereich kleiner Neigungsénderungen die
grofle Querkraftinderung ausschlaggebend, wogegen der zusitzlich auf-
tretende EinfluB der Belastung von untergeordneter Bedeutung ist. Da-
durch steigt das Moment zum Rand hin noch einmal an auf etwa den

halben Mittelwert mx.

y/1
o o
0057 L
005 (005~ X/l
/‘/ NN\ [ B
y 4 \\ I =0.167
/ , h/t = 005
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[44]
o/ . ' ; . . P

0 05 1

Bild 57 Momentenverlauf m, am freien Rand
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Beispiel 5

(Uber Eck frei, Gber Eck drehbar gelagert)

Die bisher beobachteten Besonderheiten bei den Schnittkraftverlufen sind
auch hier giltig, jedoch verstdrkt sich die Konzentration der Kréfte zu
den Auflagern hin. Die Eckquerkraft am Auflagerende ist mit qX = 10,5 pl
um den Faktor 20 grofler als die Querkraft im Mittelbereich des unter-
stitzten Randes. Bei der zweiseitig gelagerten Platte Beispiel 3 ist der
Vergleichswert 7. Im Verlauf des freien Randes ist die Querkraft a, flir

alle betrachteten Beispiele #hnlich. Die Querkraft qX nimmt linear zu,
wogegen sie am gegeniiberliegenden Auflager etwa konstant mit dem Wert

qX = 6,7 pb verteilt ist.
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Bild 5.8 Querkraft q, am freien Rand
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Das Drillmoment mxy’ das ftir alle Rénder verschwinden mufl, ist ent-
sprechend der gleichsinnigen Verdrillung der gesamten Platte an allen
Punktennegativ. Zur freien Ecke hin nimmt das Drillmoment etwa linear

auf Nullab, wihrend senkrecht zu den Réndern nahezu ein Sprung auf Null

erfolgt.
a
r
-02 A\\
Ly ’ \
(/1 Y o)
X
it = 0167
h/l = 0.067
Bild.5.9 Drillmomentenverlauf my M= apl?

Bei der Kombination des freien Randes mit der Einspannung soll als
Randbedingung fiir die Einspannung die Verdrehung der Normalen be-
hindert sein. An den selben Lagerungsféllen wie zuvor werden die sich

ergebenden Unterschiede zur klassischen Lésung dargestellt,
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Beispiel 6
(Gegenlberliegend frei, gegeniiberliegend eingespannt)

Wie beider entsprechenden drehbar gelagerten Platte stimmen die Durch-
biegungen und die Biegemomente mitder klassischen Losung gut tiberein.
Nur fir die Querkréfte und die Drillmomente sind Unterschiede im Bereich
des freien Randes und vor allen Dingen im Eckbereich zu beobachten. In
Tragrichtung verlduft die Querkraft 94, im Platteninnern wie auch beim
Balken nahezu linear. An der Fcke dagegen entsteht als Lagerkraft eine

Zugkraft (qX = - 1,48 pd in der Ecke).

y/
a N
— 1——«-x/\
1
/Q\ u=03
i e h/l=0.05
Ay =apl
0
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Bild 5.10 Querkraftverlauf q,

Wie auch beim Beispiel 3 sind die Querkrifte qX am freien Rand in einem
schmalen Bereich wesentlich gréfler als im Innenbereich. Es ergibt ‘sich,
bedingt durch die Eckzugkraft, ein anderer Verlauf in der Randzone als

bei der frei aufgelagerten Platte.
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a 1Ty/l
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Bild 5.11 Querkraftverlauf g, am freien Rand

Die Querkraft qy, also die Querkraft senkrecht zum freien Rand und zur
Tragrichtung hat nahezuim gesamten Plattenbereich unbedeutende kleine
Werte. Lediglichim Eckbereichder Platte entsteht eine erhebliche Spitze
(das etwa 2, 3-fache der durchschnittlichen Lagerkraft), Diese GroéRe tritt
im unmittelbaren Eckbereich auf und baut sich entlang des Auflagerrandes

in einem Bereich von 0,1 £ auf Null ab.

Ahnlich wie die Querkraft qy ist auch das Drillmoment mxy klein (maxi-
mal 15 % des groften Drillmomentes der Navier-gelagertenQuadratplatte),
Die Groftwerte treten nur in einer schmalen Randzone (0, 05 &) entlang
des freien Randes auf. Hier bewirkt der freie Rand in seiner unmittel-
baren Umgebung, daf die sonst in y-Richtung gleichbleibend gekriimmte

Biegefldche eine Verdrillung erfédhrt.
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Beispiel 7

(Binseitig frei, dreiseitig eingespannt)

Die grundsétzlichen Aussagender eingespannten Platte (Bild 6) sind auch
bei dieser Lagerungsart giiltig. Die zum freien Rand parallele Einspan-
nungals zusétzlicher Lagerung verkleinert die Betrédge der Durchbiegung
und der Querkrifte. Lediglich das Drillmoment wird, entsprechend der
auftretenden Verdrillung, im Betrag grofer (14 % groBer als bei der ein-

gespannten Quadratplatte) und ist iiber die gesamte Platte verteilt.

Im Vergleich zur klassischen Lésung [ 44] sind einige bemerkenswerte
Anderungen in den SchnittgroBenverliufen festzustellen, Dies gilt im
besonderen MaBe fir die Querkrifte, wihrend die Biegemomente im
wesentlichen dieselben Ergebnisse liefern. Die Querkrifte q, entlang
des Lagerrandes weisen nach Kirchhoff eine deutliche Spitze auf, was
nach der Reissner-Losung bei Annahme der unverdrehten Normalen
(cpn = 0) nicht der Fall ist; die Querkraft nimmt im Bereich des freien

Randes stark ab.
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Bild 512 Querkraftverlauf q,
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Am freien Rand ist der Groftwert der Querkraft mit q = 1,0 pt etwa
in den Drittelspunkten erreicht und wirkt sich, wie auchbei den vorigen

Beispielen beobachtet, nur in einer schmalen Randzone aus.

Beispiel §

(Uber Eck frei, tber Eck eingespannt)

Beidieser eingespannten Kragplatte konzentrieren sich die beobachteten
Besonderheiten auf den Eckbereich zwischen freiem Rand und der Fin-
spannung sowie entlang des freien Randes selbst, An der auskragenden
Ecke dagegen entstehen keine Schnittgrofen, was aus Gleichgewichts-
grinden auch gefordert ist. Besonders die Querkrifte weisen einen
stark veranderlichen Verlauf an den Réndern auf. Vergleicht man den
Querkraftverlauf qX am Rand und in der Mitte, so wird dies besonders

deutlich,

2.96

W= 0167
h/l=0.05

q, =qpl

ol47)
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--150
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Bild 5.13 Querkraftverlauf q, an verschiedenen Schnitten
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Wird diesen Ergebnissen die Losung nach Riehle und Stein [ 47] gegen-
tibergestellt, sind deutliche Unterschiede erkennbar. Dies ist auf die

falsche Beschreibung der Randbedingungen bei Kirchhoff zurlckzufiihren,

Die Biegemomente m und my werden nach der Kirchhoffschen Theorie
im wesentlichen richtig beschrieben, Abweichungen liegen unter 5 % und
sind somit in vielen praktischen Féllen vernachléssigbar, Beim Drillmo-
ment mxy ist zu beachten, daf die Gleichgewichisforderung m, = 0 am
freien Rand nach der klassischen Theorie nicht berlicksichtigt werden
kann. Die dadurch entstehenden Drillmomente werden im gesamten Be-
reich um bis zu 10 % iiberschétzt. Dagegen fallen die Drillmomente tat-
sdchlich am freien Rand in einer schmalen Zone (0,01 4) auf Null ab,

Am Mittelschnitt soll dies gezeigt werden.

a
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Bild 5.14 Drillmomentenverlauf Myy
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Zusammenfassend 146t sich an den gewéhlten Beispielen zeigen, daf
am freien Rand erhebliche Anderungen im Schnittkraftverlauf gegeniiber
der klassischen Losung auftreten, Bei den Querkriften entstehen in einer
schmalen Zone (< 0,1 4) Spitzenwerte, die die Querkrifte im Inneren je
nach Lagerungsart weit Ubersteigen, Jedoch klingen diese Randwerte
gsehr schnell ab, so dafl sich im Innenbereich der Platte die Werte nach
der Kirchhoffschen Lidsung einstellen, Die Aufnahme der Querkréfte
lings des freien Randes am Auflager fiilhrt zu einer Spannungskonzentra-
tion an der Kcke. Je nach Lagerungsart des Unterstiitzungsrandes ent-
stehen hohe Druckkréfte (bei drehbarer Lagerung) oder Zugkréfte (bei

der Einspannung).

Bei den Drillmomenten mxy konnen die geforderten Randbedingungen
mxy = 0 nach der Reissnerschen Theorie erfiillt werden. Dies bedingt
einen Drillmomentenverlauf, bei dem die Werte am Rand steil auf Null
abfallen. Dagegen stimmen die Biegemomente mit der klassischen L&~

sung gut liberein.

5.4 Platten mit Zwischenunterstiitzung

Aus den Ergebnissen der zuvor betrachteten Plattentragwerke wird deut-
lich, daf die verfeinerte Theorie vor allen Dingen in den Randzonen der
Platten von der klassischen Beschreibung abweicht. Dies riihrt her aus
dem Mangel dieser Theorie, die Randbedingungen und hier sind es be-
sonders die Querkrifte, nicht exakt befriedigen zu kénnen. Daher sollen
in diesem Abschnitt liber Zwischenunterstlitzungen durchlaufende Platten
betrachtet werden im Hinblick auf die bekannten Ergebnisse der Kirchhoff-

schen Theorie., Dies soll exemplarisch geschehen an drei Beispielen:

einer in Tragrichtung

verlaufenden Unterstiitzung,

P
s« + e ¢ o
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einer senkrecht

zur Tragrichtung

verlaufenden
unterbrochenen

Unterstiitzung

e com e o+ o a0+ i s & o+
NP NS P ——

und einer

unterbrochenen

7% o 6 @ 0 60 0 o
s o © o o & w0

Randstitzung.

Beispiel 9

(Uber Zwischenlager durchlaufend)

Flir das darzustellende Zwischenauflager wurde eine endliche Lager-
breite (0, 018 ¢) angenommen. Die sich dabel ergebenden Durchbiegungen
und Momentenverldufe sind durch die Kirchhoffsche Theorie ausreichend
genau angegeben. Der begangene Fehler liegt bei 1 %. Die Auflagerlést,
die sich aus dem Querkraftsprung am lager errechnen 1aBt, stimmt mit
der Vergleichldsung gut Gberein, Lediglich in der Eckzone zwischen La-
ger und Plattenrand treten, dhnlich wie in Beispiel 1, geringe abhebende

Auflagerkrifte auf.

Fur die Querkraft am Rand ergibt sich ebenfalls eine abhebende Kraft
in der Umgebung des Zwischenlagers, Der Groftwert betrdgt 58 % der

Randquerkraft im unbeeinfluften Bereich.
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(Unterbrochenes Zwischenlager)

Als Beispiel wird eine mittengestiitzte Platte mit einer Offnung von 1/3 ¢
gewdhlt, Der flir die Bemessung interessierende Momentenverlauf hat bei
der Berechnungnach Kirchhoff am Ende des Zwischenauflagers einen sin-
guldren Wert, Wie in Abschnitt 4,2 beschrieben, geht beim Ansatz von
Reissner lber die Normalenverdrehung auch die Gleitung in die Momen-
tenbestimmungsgleichung (2. 12) ein, Dadurch bleibt der Momentenverlauf

endlich.

Das Moment m entlang des Mittenauflagers zeigt den erwarteten konti-
nuierlichen Verlauf. Die am Unterstitzungsende auftretende Momenten-
spitze, die im wesentlichen durch die Plattenkrimmung entsteht, wird
entlang der Mittelstiitze durch die Gleitung der Platte abgebaut. Der End-
wertdes Biegemomentes im ungestdrten Bereich entspricht dem i -fachen
Biegemoment in Querrichtung. Fir u = 0 mufl der Endwert m = 0 sein,

da Kriimmung und Gleitung Null sind.
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In den Vergleich dazu sollen Ergebnisse nach der Kirchhoffschen Theo-
rie gestellt werden. Es stehen Werte von Zophel [ 45] zur Verfiigung,
bei denen die unterbrochene Mittenstitzung durch aneinander gereihte
Einzelstiitzen dargestellt wurde. Der Offnungsbereich ist dort aller-
dings 0,4 4. Die extrapolierten Vergleichswerte stimmen in der Off-
nungsmitte nahezu iberein, sind am Auflagerende jedoch nur 60 % der
dargestellten Losung. Dies ist hauptséchlich in der groferen Auflager-
breite (0,05 4 zu 0,0167 L) und einer Ausrundung der Vergleichsldésung

, sowie im Materialkennwert u = 0 begrindet.

Das Moment my senkrecht zur Zwischenunterstitzung vergroBert sich
im Verlauf der Mittelstiitze zum Lagerungsende hin um 60 %, bautsich
aber senkrecht dazu in Tragrichtung schnell wieder ab. Dies entspricht
annidhernd dem in [ 45] angegebenen Verlauf, jedoch ist die Tragwirkung
des Plattenteils zwischen den Lagerenden bei Bericksichtigung der
Schubverformung kleiner. Das negative Moment ist in Offnungsmitte
nur 38 % des Stiitzmomentes der durchlaufenden Mittelstiitze und damit

rund 20 % kleiner als nach [45].
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Fir die Bemessung sind neben den Momenten auch die Querkrifte im
Bereich des Auflagerendes fiir den Nachweis gegen Durchstanzen von
Bedeutung., An den Querkraftverldufen ist zu erkennen, daB sich die
Kréfte am Ende des Zwischenlagers konzentrieren. Die Auflagerkrifte
der Plattenrénder sind nur unwesentlich von der Offnung des Mittenla-
gers beeinfluflt, Die Lagerkraft vergrdfert sich lediglich um 9 %, Da-
gegen wird entlang der Mittenunterstitzung eine Querkraftspitze fiir qy
ermittelt, die am Auflagerende den 6, 2-fachen Wert der mittleren

Querkraft aufweist (siehe Bild 5. 18).

Entsprechendes gilt auch flir die Querkraft o im Bereich der Offnung.
Hier konzentrieren sich die Krifte auf einen Bereich am Auflagerende
mit dem Radius 0,1 4. Der sonstige Plattenbereich bis auf die Offnung

selbst ist in seinem Querkraftverlauf durch die Offnung kaum gestort,
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Beispiel 11

(Unterbrochene Randstlitzung)

Dieses Plattentragwerk unterscheidet sich vom Beispiel 10 nur in der
Formulierung der Randbedingungen lings des unterbrochenen Lagers.
Filr den freien Rand gilt, das Moment m sowie die Querkraft qn mis -
sen verschwinden, dagegen gelten beim Zwischenlager die Symmetrie-
bedingungen ®, = 0 und die Querkraft a, springt durch Null. Der wesent-
liche Unterschied liegt also in der Verdrehbehinderung der Platte am
Zwischenauflager, Die fehlende Randunterstiitzung wird durch einen

randtrégerartigen Plattenstreifen in Randrichtung abgefangen,

Der Verlauf der Querkrifte a4 und qy entspricht anndhernd dem der

Platte mit unterbrochener Zwischenstiitzung, jedoch klingt die Stdrung
am Auflagerende schneller ab. Der Groftwert der Querkraft qX ist 50 %
und fiir qy 38 % groBer als beim Beispiel 10 der durchlaufenden Platte.
Die Werte werden durch Annahme einer realistischen Auflagerbreite

anstelle der Schneidenlagerung wesentlich verkleinert.

Werden die Momente mit den Ldsungen von Stiglat und Wippel in [ 46]
verglichen, ist im Platieninneren eine befriedigende Ubereinstimmung
festzustellen. Nur im Bereich des Auflagerendes sind die hier fiir
Schneidenlagerungerrechneten Werte nur ca. 25 % der Losung nachder

Kirchhoffschen Theorie, Hier trégt die Platte parallel zum Lager mit.
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Zusammenfassend 148t sich fir die Beispiele 9 bis 11 feststellen, dafl
fir den gesamten Platteninnenbereich, mit Ausnahme der Umgebung
des Unterstitzungsendes, eine gute Ubereinstimmung mit den Ergeb-
nissen nach der klassischen Theorie gegeben ist. Das Moment am
Unterstiitzungsende 148t sich, wie gezeigt, nach Reissner als endlichen
Wert errechnen, ist jedoch wesentlich von den vorgegebenen Auflager-
breiten abhingig. Das Einspannmoment in Offnungsrichiung, iber des-
sen Verlauf bei Kirchhoff nichts ausgesagt werden kann, baut sich in
Lagerrichtung tiber die Anderung der Normalenneigung bis in eine Ent-

fernung von etwa 0,3 4 vom Auflagerende ab.

Der Einfluf der unterbrochenen Stiitzung konzentriert sich im Verlauf

der Querkrifie wesentlich stirker als bei den Momenten auf einen engen
Bereichumdas Lagerende. Dieser etwa kreisférmige Bereich hat einen
Radius von 0,1 4, Die GroBtwerte der Querkrifte sind von der Auflager-

breite wesentlich abhingig.

5.5 Platte mit Einzelstiitzung

Das in der Praxis hdufig vorkommende System der auf Einzelstiitzen ge-
lagerten Pilzdecke soll im Hinblick auf die Schnittgréfenkonzentration
am Stiitzenrand untersucht werden. Als System wird das Innenfeld dieses

Plattentyps mit einer Stiitzenbreite b von 0, 125 L gewéhlt,

Y
e 1
! i
! i
I a2 i
! i
! i
i

Die nach derk Theorie nach Kirchhoff unendlich grolen Momente an der
Stlitzenecke ergeben sich bei dem hier gewihlten Rechenmodell nicht,

Fir den Querkraftverlauf q, im Stiitzenbereich zeigt sich deutlich eine
Konzentrationder Krifte an der Ecke, Der Querkraftsprung am Stlitzen-

rand ist an der Ecke um den Faktor 3 grofer als in Stiitzenmitte.
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Aus dem Querkraftsprung ergibt sich eine Lagerkraft und damit eine
Auflagerung am Stitzenrand, Die Stiitze kénnte demnach ndherungs-
weise durchein Linienlager entlang des Stiitzenrandes ersetzt werden.
Der Innenbereich der Stitze beteiligt sich an der Lagerkraft nur un-
wesentlich, Dieses Ergebnis wird durch modellstatische Untersuchun-
gen filr Pilzdecken aus Beton bestatigt. Hiernach erfolgt eine Abstiit-
zung der Platte im wesentlichen nur am Stitzenrand, wihrend sich die
innere Stltzfliche durch die Nachgiebigkeit des Plattenquerschnitts
auf Schub der Kraftaufnahme entzieht. Am Beispiel des Schnittes in
der Stlitzenmitte und am Stiitzenrand wird dieses Tragverhalten deut-
lich.
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Bild 5.21 Querkraft q,

Die an den Plattenbeispielen des Abschnitis 5.4 gemachten Beobach-
tungen bei den Momentenverldufen sind auch bei dieser auf einer
Quadratstiitze lagernden Pilzdecke festzustellen, Die Momente an
der Stiitzenecke haben endliche Werte und werden im Stitzenbereich

in der Platte fortgeleitet. Dies wird durch die Querschubsteifigkeit
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der Platte erméglicht, Es baut sich die Randneigung an der Stiitze, aus-
gehend von den Symmetrielinien in der Stlitzenmitte (cpn = (), linear zu-
nehmend auf. Aus diesem Neigungszuwachs errechnet sich die Krimmung
am Rand. Damit ist der Kriimmungsverlauf der gesamten Platte stetig

und die Momentenwerte endlich.

Die Beriicksichtigung der Gleitung bewirkt auBerdem einen Ausgleich
der Momente am Stittzenrand, Durch den Abbau des Spitzenwertes fir
das Eckmoment steigt das Moment in der Stiltzenmitte an. Das in Trag-
richtung wirkende Stitzmoment ist an der Ecke um 40 % grofer als in
Stiitzenmitte, Im Vergleich zur Ldsung nach Kirchhoff, wie sie in der
Arbeit von Riehle und Stein [47] angegeben ist, weichen die Momenten-
betrige nur im Stiitzenbereich ab. Die Spitzenwerte an der Stlitzenecke

werden auf Kosten der Momente am inneren Stiitzenrand verkleinert.
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Zur Stiitzenecke hin weicht die Richtung der Hauptmomente stark von
den gewihlten Koordinatenrichtungen ab. Dadurch missen die Drillmo-

mente ihre GroStwerte auf der Diagonalen haben. Im Verlauf der
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Diagonalen wechseln die im Feld an der Unterseite der Platte Zug er-
zeugenden Hauptmomente durch die Einspannwirkung im Stiitzenbereich
ihr Vorzeichen. Das Drillmoment mxy adndert das Vorzeichen und ein
weiterer Extremwert wird ber der Stiitze erreicht. Am Stlitzenrand
entsteht durch die weiterfithrende Platte eine gewisse Verdrehbehinde-
rung der Querschnittsnormalen und dadurch Drillmomente. Diese wer-
den bis zur Stiitzenmitte (Symmetrielinie) abgebaut. Am Verlauf des
Drillmomentes ldngs der Diagonalen lassen sich diese Grofitwerte ab-
1esen.
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Das zur Beschreibungdieser Lagerung ebenfalls denkbare System einer
Platte, die léngs des Stltzenrandes eingespannt gebalten wird, liefert
unbefriedigende Ergebnisse. Fir die Einspannung muf die Behinderung
der Verdrehung der Querschnittsnormalen fSn = 0 gefordert werden.
Dies bewirkt am senkrecht dazu verlaufenden Stittzenrand einen sprung-
haften Anstieg fiir (Sn an der Ecke. Dadurch entsteht ein Kriimmungs -
sprung, wie dies beider klassischen Theorie ebenfalls der Fall ist. Die
Eckmomente werden singuldr. Nur wenn die Verdrehung der Querschnitts -
normalen ermoglicht wird, kann die Gleitfdhigkeit der Platte aktiviert
und eine Berechnung nach der Reissnerschen Theorie wirklichkeitsnah

durchgefiihrt werden.

5.6 Uber Eck auskragende Platte

Abnlich wie bei der Platte auf Einzelstiitzen werden die Momente bei
der Uber Eck auskragenden Platte nachder klassischen Theorie an der

Ecke unendlich grof.

Diese Singularitit ist bedingt durch den Krimmungsverlauf an der Ecke
des einspannenden Randes. Nach Kirchhoff wird das Biegemoment fiir

W = 0 errechnet:
#, = Koty

Die Krlimmung ty in Tragrichtung hat entlang des ungestdrten Einspann-
randes, bedingt durchdie Kragwirkung, elnenendlichen Wert. Durch die
Konzentrationder Spannungenim Eckbereich durch den zweiachsig aus-
kragenden Plattenteil steigt die Krimmung zur Ecke hin an und hat un-
mittelbar neben der Ecke ihren Groftwert, Fur die Ecke selbst mufi,
wegen des senkrecht dazu weiterfihrenden unterstiitzten Randes (die
Durchbiegung w ist in n-Richtung gleich Null), die Durchbiegungsénde-
rung und damit auch die Krlimmung " verschwinden, Dies fiihrt bei

Flachentragwerken zur Singularitdt fir die Momente,

Nachder Reissnerschen Theorie wird die Kriimmung entsprechend der

Gleichung (2.2) aus der Anderung der Normalenneigung Bn ermittelt,
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Damit lautet die entsprechende Bestimmungsgleichung fiir das Moment

vereinfacht:

P
&‘t;/(‘ﬂtz,« - 17)

Neben der aus der Normalenneigung berechneten Kritmmung tritt der fir
diese Betrachtung unerhebliche Term L-p auf, der die Einleitung der Be-
lastung als Oberflichenlast beriicksichtigt, Die Berilicksichtigung der
Gleitféhigkeit des Plattenquerschnitts ergibt im gesamten Randbereich
eine stetig verteilte Neigungsénderung Bn,n und damit stetig verteilte
Kriimmungen, Daraus errechnen sich an allen Punkten endliche Mo~

mente,

Bei Annahme einer Randeinspannung, die eine Verdrehung der urspring-
lichen Querschnittsnormalen zuldfBt (siehe Bild 4.2 rechts), wird das

endliche Randeinspannmoment durch die Querschubverzerrungder Platte
in die Einspannung fortgeleitet. Wird die Normalenneigung Bn langs der
Einspannung behindert (cpn = 0), tritt bei diesem Ansatz ebenfalls ein

singulires Eckmoment auf,

Durch die verdrehte Querschnittsnormale wird eine Anfangsverdrehung
an der Iiinspannstelle bewirkt. Dadurch werden die Durchbiegungen
rund 17 % grofler als bei unverdrehbarem Rand. Die maximale Durch-

biegung an der auskragenden Ecke betrigt w = 5 pt* /Eh®,

Den mit der Randbedingung W’n = 0 ermittelten Ergebnissen soll der
Momentenverlauf gegentibergestellt werden, wie er von Ludwig [49]

nachder Kirchhoffschen Theorie bei ndherungsweiser Berilicksichtigung
der Schubverzerrung ermittelt wurde, Zur Losung wurde ein modifi-
ziertes Differenzenverfahren mit der Rasterweite von X = 1 /6 gewihlt.
Der Momentenverlauf nach Reissner stimmt im gesamten Bereich der

tiber Eck auskragenden Platte gut mit den Werten nach Ludwig tberein.
Lediglich an der Ecke sind hier um 18 % gréBere Einspannmomente als
bei der Vergleichsldésung vorhanden. Dies ist auf das dort benutzte

relativ grobe Raster beim Differenzenverfahren zuriickzufiihren, wo-

mit solche Spitzenwerte schlechter dargestellt werden kodnnen.
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Die Querkrafte, die im Kragbereich der Platte linear ansteigen, kon-
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der Tcke einen Sprung im Querkraftverlauf. Entlang des Randes wird
diese Eckquerkraft in einer Entfernung von x = 0, 15 4 wieder auf Null

abgebaut, Am Schnitt y = 0 wird dies deutlich.

Fir diese Plattentragwerke mufl zusammenfassend festgestellt werden,
dafl die Querschubverzerrung der Platte fir den Kraftverlauf von Be-
deutung ist. Wird die elastische Eigenschaft des dreidimensionalen
Tragwerks Platte auf ein zweidimensionales Ersatztragwerk reduziert,
wie dies zur Entwicklung einer vereinfachenden Theorie notwendig ist,
entstehen naturgemif Niherungsldsungen. Bedingt durch die Abmessun-
gen der Plattentragwerke ist die Reduktion auf ein zweidimensionales
Tragwerk (Mittelfldche) gerechtfertigt. Kirchhoff hat nur die Durchbie-
gung der Plattenmittelfliche, als der wesentlichen elastischen Verfor-
mungsféhigkeit der Platte, erfaft. Jedoch machen sich Vernachléssi-
gungen von elastischen Eigenschaften in der Plattenebene je nach der
Verformungsféhigkeit des Tragwerks in den Ergebnissen bemerkbar,
Reissner hat nun, ausgehend von den moglichen Verformungen in der
Plattenebene, eine Erweiterung zugelassen, Dies wurde mit den hori-
zontalen Verschiebungen, ausgedriickt durch die Rotation der urspriing-
lichen Querschnittsnormalen, eingefiihrt. So zeigt sich, daB Spannungs-
konzentrationen tber die ermdglichte Querschubverformung abgebaut
werden., Der Querschnitt entzieht sich durch Nachgiebigkeit an der
Kraftaufnahme. In Bereichen verteilter Spannungen, wie dies im Innen-
bereich von Platten der Fall ist, spielt die gegeniiber der Biegeverfor-
mung wesentlich kleinere Querschubverformung eine untergeordnete

Rolle, Hier sind die Ergebnisse der Kirchhoffschen Theorie zutreffend.

5.6 Randnahe Lasten

Die zuvor untersuchten Plattentragwerke wurden durch konstante Fld-
chenlast beansprucht. Um auch den Einflufl von Einzelkréften auf die
SchnittgrdBen, insbesondere auf die Querkrifte, zu erfassen, sollen
randnah aufgebrachte Lasten betrachtet werden. Hier sind besonders
die Randquerkréfte und damit die Verteilung der Auflagerkréfte von

Interesse. Da beim Reissnerschen Ansatz keine Punktlasten md&glich
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und diese auch nicht wirklichkeitsnah sind, soll die Belastung durch
eine quadratische Lastfliche mit konstanter Verteilung und der Ausdeh-
nung b = 0,1 4 dargestellt werden. Diese Last wirkt mit verénderlichem
Abstand Vg auf den Plattenstreifen, um Beeinflussungen durch die quer
zur Lastrichtung verlaufenden Plattenrdnder auszuschliefen. Folgende

Randbedingungen sollen angenommen werden:
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An der Lastabtragung dieser konzentrierten Last beteiligt sich nur ein
schmaler Plattenstreifen. In Randrichtung ist die Querkraft qy, also
die Querkraftin Tragrichtung, in einem Abstand x/4 = 0,1 fiir eine Last
mit dem Randabstand ys//c = 0,05 nur noch rund 20 % der maximalen
Randkraft. Die Beeinflussung quer zur Tragrichtiung ist gering. Auch
hier beteiligt sichnur ein schmaler Plattenstreifen an der Lastabiragung.
Bei groBer werdendem Randabstand der Last wird der Groftwert der

Randquerkraft und damit der Lagerkraft kleiner. Demgegeniiber beteiligt
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sich ein breiterer Streifen an der Lastabtragung. Bei einem Randab-
stand der Last von ys/)& = 0,2 betrédgt die Lagerkraft im Abstand
X/)C = 0,3 noch 20 % der maximalen Auflagerkraft, Am Verlauf der
Randquerkraft qy 1la8t sich die EinfluBlbreite einer konzentrierten

Last abhingig vom Randabstand deutlich ablesen.

Fir verénderliche Lastabstéinde vom Lagerrand sind die Grofitwerte
der Lagerdriicke im (Bild 5.27) angegeben. Als Lagerung wurde der
frei verdrehbare Rand und die Einspannung gewihlt, Hier ergibt ein
Vergleich mit der Lésung nach der Kirchhoffschen Theorie eine teil-
weise befriedigende Ubereinstimmung. Eisenbiegler hat in [ 48] Quer-
krifte randnaher Lasten angegeben. Diese Losung wurde mit Hilfe
der Operatorenrechnung ermittelt. Bei der frei drehbaren Lage-
rung konzentriert sich durch die berticksichtigte Schubweichheit der
Platte bei Reissner die Lagerkraft in Lastmitte stdrker als in der
zum Vergleich herangezogenen Liésung. Beim eingespannten Beispiel
dagegen weist die Vergleichslosung 18 bis 30 % grofere Werte auf.
Dies ist auf die falsche Beschreibung der Randbedingung zuriickzu-
filhren. Durch die feilweise Drilleinspannung der Kirchhoffschen
Platte zieht der lastnahe Rand die Kréafte auf sich und damit werden

die Lagerkréifte zu grofl ermittelt,

Ty/l
a ].__«_A_.O__J—
[7.70la [V =0.0 B oy 1
h/1=0.2 P }
I max = a-p/1 a4 § __} x/|
5 s.oa.\ 0 1
553 o Randb. a
== e
;5314\ | oRandb, ¢ 481 ; ® g
] ! |
\ G m— g !
L e
N\ |
- ¢ 4[306]
\
N
2 NG <
i NS
: /
0 02 %

Bild 5.27 Maximale Randquerkraft dy
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Die randnahen Lasten verursachen auf der gegeniiberliegenden Lager-
seite nur sehr geringe Krifte. Bei einem Lastabstand von yS //L =0, 05,
die Last grenzt direkt an den Rand, betrigt der Groftwert der Rand-
querkraft nur 1 % derjenigen der belasteten Seite. Beil ys/& = 0,2 ver-
grofert sich der Einflu wesentlich. Hier betrégt der Groftwert der
abliegenden Lagerkraft 13 % der Kraft des lastnahen Randes. Am Ver-
lauf der Querkrifte qX in Lastmitte fiir einen Randabstand ys//p =0,1

soll dies dargestellt werden.

/1
a ) s ¥
¥ Ib
Ys
I /1
0 .74
2 2.20 o] 1
= 0167
r / h/L=0.2
012 b = 01
0 ye /=01
g, =Pl
-2
i +3.27
35 d
0 ' ' T

Bild 5.28 Querkraft dy

Diese Auflagerkrifte wurden am Beispiel einer méfig dicken Platte
h/4 = 0,2 errechnet. Bei diinneren Platien mit dem Dickenverhélinis
n/4 = 0,05 bewirktdie grofiere Verformbarkeit der Platte eine Konzen-
tration der Auflagerkraft im Bereich der randnahen Last. Bei der frei
drehbaren Lagerung steigt der Groftwert maximal um 11 % und bei der

Einspannung maximal um 20 %.
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Auch auf die anderen Schnittgrfen hat die Anderung des Dickenverh&lt-
nisses keinen wesentlichen Einfluf, Nur die bezogene Durchbiegung
WEw Ehs/p{/" wird kleiner, entsprechend der im Abschnitt 5.1 gemach-
ten Erfahrungen. Fir den frei drehbaren Rand sind es fir h/4 = 0, 05

rund 40 % gegeniiber der méRig dicken Platte,
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6, Zusammenfassung und SchluBfolgerungen

Die zur Berechnung von Plattenverformungen und Schnittgréfen ange-
wandte klassische Theorie von Kirchhoff fihrt auf eine Differentialglei-
chung 4. Ordnungfir die Durchbiegung w. Zur Beschreibung der Rand-
bedingungen stehendemnachzwei Freiwerte zur Verfiigung, Damit las-
sen sichaberdie je drei zu fordernden Randbedingungen nicht befriedi-
gen. Die Einfithrung der BErsatzquerkraft am Rand wird erforderlich,

in der die Querkraft und das Drillmoment zusammengefaflt werden.

Diesen Mangel vermeidet die Theorie von Reissner. Neben der Durch-
biegung w werden auch die Verdrehungen der urspriinglichen Mittel-
flichennormalenals Verschiebungsfreiwerte zugelassen. Damit werden
die elastischen Figenschaften in x- und y-Richtung als Querschubver-
formung in die Schnittkraftermittlung eingeflihrt. Der EinfluB} der
z-Richtung wird nur insoweit bericksichtigt, als zu den zugelassenen
Verformungen konsistente Spannungsverldufe vorgegeben werden, Die
mathematische Behandlung der dabei entstehenden Differentialgleichun-

gen 4. und 2. Ordnung ist aufwendig.

Zur numerischen Behandlung bieten sich verschiedene, auch bei der
klassischen Theorie angewandte Verfahren an., Besonders wegen der
Anwendbarkeit fiir wechselnde Geometrien wird in dieser Arbeit das
Verfahren der finiten Elemente gewé&hlt, Die Ublicherweise bevorzug-
ten Verschiebungsansétze liefern fiir ausgewihlte Rasterpunkte Ver-
schiebungsgrofen, Mit diesen werden in einem weiteren Rechenschritt,
der sogenannten‘ Rickrechnung, die Schnittgrofen ermittelf, Die so
berechneten Schnittgréfien sind wesentlich ungenauer als die Verschie-
bungsgroéfen. Als weiterer Nachteil zeigt sich, daf die Randbedingungen
nur fiir die VerschiebungsgréBen, nicht aber fir die SchnittgréBen ‘ge—

fordert werden koénnen,

Indieser Arbeit werden daher finite Elemente mit gemischien Ansétzen
verwendet, Ausgehend vom Funktional Hellinger - Reissner werden
gleichzeitig fur die VerschiebungsgroBenund die Schnittgrofen Ansétze

gemacht, Damitistdie Moglichkeit gegeben, alle Randbedingungendirekt
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in die Rechnung aufzunehmen. Als Ansétze werden im Element linear

oder quadratisch verteilte Freiwerte gew&hlt,

Die Vergleichbarkeit von Elementen mit Verschiebungsansétzen und sol-
chen mit gemischten Freiwerten ist nur bedingt gegeben. Neben der zu
fordernden Genauigkeit spielt der Aufwandsvergleich eine wichtige Rolle.
Wesentliche Parameter sind die unterschiedliche Unbekanntenanzahl

sowie die bei Verschiebungsansétzen erforderliche Riickrechnung.

Mit den gewéhlten gemischten finiten Elementen wird eine Reihe ausge-
wéhlter Plattentragwerke untersucht. Es werden hierfir, ausgehend von
der Kenntnis des Tragverhaltens nach der genaueren Theorie von Reissner,
Vergleiche zu Ergebnissen nach der Theorie von Kirchhoff angestellt,
Nebenden verschiedenen Lagerungsarten (frei drehbar, eingespannt und
frei) werden die zwischengestiitzten Platten und die iiber Eck auskra-
gende Platte unter konstanter Fldchenlast untersucht. Auferdem kwir'd

die Wirkung von randnahen Einzellasten betrachtet.

Die Reissnersche Theorie ermdglicht im Gegensatz zur klassischen
Losung die Erfillung aller Kréfterandbedingungen, Beim frei drehbaren
Rand entstehen als wesentlicher Unterschied ineiner Randzone der Breite
0,1 4 in Randrichtung wirkende Querkréfte, die bei diinnen Platten bis
zum flinffachen Wert der Querkraft senkrecht zum Rand ansteigen. Ahn-
liches gilt auch fiir den freien Rand, wogegen sich beim eingespannten
Rand keine wesentlichen Unterschiede zur klassischen Theorie ergeben.
Die Kombination des freien Randes mit dem frei drehbaren Rand fihrt
zur Konzentration der Querkraft auf den Eckbereich. Die Auflagerkraft
erhoht sich, je nach Art der librigen Lagerung, auf das 7- bis 20-fache
der Lagerkraft im Mittelbereich. Das bedingt eine, entlang des freien
Randes zunehmende, in Randrichtung wirkende Querkraft, die in einem
Streifender Breite 0,1 4 wirkt. Tritt der freie Rand zusammen mit der
Einspannung auf, entstehtim Eckbereich eine Zugkraft, die sich entlang
der Rinder schnell abbaut. Die Querkrifte sind dadurch entlang des
freien Randes nur etwa halb so grofl wie bei den entsprechenden verdreh-
bar gelagerten Platten, Entlang des freien Randes und des verdrehbar

gelagerten Randes sind somit, besonders beihochbelastéten Betonplatten,
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die Schubspannungen zu beachten, Im Platteninnern ist die Ubereinstim-
mung, abgesehenvonder durch die Schubverformung herrihrenden gro-
Beren Nachgiebigkeit, mit den klassischen Ergebnissen befriedigend.

(Abweichungenbeiden Momenten und Durchbiegungen bleiben unter 10 %.)

Das Problem der Zwischenunterstiitzung mit Winden oder Einzelstlitzen
fithrt bei Kirchhoff durch die sprunghafte Anderung der Krimmung am
Unterstiitzungsrand zu Singularitdten., Dies ist dadurch bedingt, dafl in
dieser Theorie nur die Querverschiebung w und die daraus abgeleitete
Krimmung n zur Abtragung der Kréfte zugelassen sind. Durch die Ein-
filhrung der Querschnittsverdrehung wird die Verformungsmoglichkeit
in der Plattenebene mit zur Kraftfortleitung herangezogen. Aus der
Querverschiebung (Krimmung) der Platte entstehende Spannungskonzen-
trationen an Unterstitzungsréindern werden nach der genaueren Theorie
iber die Verdrehung der urspriinglichen Querschnittsnormalen (Schie-
bung) abgebaut. Es entstehen am Unterstitzungsrand stetige Krlimmun-
gen und somit Uberall endliche Momente, Hier ermoglicht die Reissner-
sche Theorie eine wirklichkeitsnihere Berechnung der Plattenschnitt-

grofen.

Bei der iiber Eck auskragenden Platte ist nach Kirchhoff eine dhnliche
Konzentration der Spannungen an der licke zu beobachten. Dabei kenn-
zeichnen festgelegte Randverschiebungsgroéfien die Einspannung, Wird
die Einspannung jedoch wirklichkeitsnah beschrieben durch Fortfihrung
der Platte in den Auflagerbereich hinein, konnen bei Anwendung der
genaueren Betrachtungsweise Randspannungen durch die Schubverzer-
rungen der Platte weitergeleitet werden., Die jetzt endlichen Eingpann-
momente bauen sich im Einspannbereich auf kurzer Entfernung (~ Plat-

tendicke) ab,

Fir diese Plattentragwerke Uber Zwischenunterstiitzungen oder Uber
Ecklagerung zeigen sich die Grenzen der klassischen Theorie. Die
durch Beschrédnkung der tats#ichlichen Plattenverzerrungen nur auf die
Querverschiebung entstehenden Spannungsspitzen sind nicht wirklich-
keitsnah. Hier kann der Kraftverlauf nur unter EinschluBl auch der Ver-

schiebungsmoglichkeiten in der Plattenebene genauer beschriebenwerden,
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Abweichungen von der klassischen Lésung treten bei den Schnittgrofen
im Bereich der Unterstiitzung auf, wihrend fiir den Innenbereich etwa die

klassischen Werte ermittelt werden.

Im Hinblick auf die bei der klassischen Theorie gemachte Niherung bei
den Randquerkriften wird, neben der Wirkung von Flidchenlasten, auch
der Einfluff randnaher Einzellasten (Rechtecklast) auf die Lagerkrifte
untersucht, I'lir die frei drehbare Lagerung bewirkt die erweiterte Nach-
glebigkeit der Platte eine Konzentration der Randquerkraft auf den Last-
einleitungsbereich. Es entstehen grofere maximale Randquerkrifte als
nach der klassischen Theorie. Dagegen breitet sich die Einzellast ent-
lang des eingespannten Randes durch die zugelassene Schubverzerrung
weiter aus, wogegen ohne zugelassene Schubverzerrung Drillmomente
entlang des Einspannrandes entstehen. Die maximale Auflagerkraft ist
rund 1/4 kleiner als nach Kirchhoff und nahezu unabhéngig vom Dickenver-

hidltnis der Platte.

Fir ausgewéhlte Plattentragwerke unter den vorgegebenen Lasten zeigt
die genauere Beschreibung des Verformungsverhaltens vor allen Dingen
fur die Querkrifte und die Drillmomente Unterschiede zu den klassischen
Ergebnissen, Dies gilt inbesonderem Mafe in der Umgebung von Réndern,
Unstetigkeiteninder Lagerung oder bei konzentrierten Lasten, wihrend
im Platteninnenbereich eine befriedigende Ubereinstimmung mit Kirchhoff-
schen Wertenvorliegt. Zur Ermittlung dieser genaueren Schnittkraftver-
ldufe stellendie benutzten gemischten finiten Elemente einen gut einsatz-

fahigen Losungsalgorithmus dar,
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Anhang

Die hier zusammengestellten ausgewéhlten Plattenbeispiele zeigen die

Ergebnisse der Reissnerschen Theorie. Fiir den Lastfall Gleichflichen-
last p und beiden letzten beiden Platten fir den Lastfall Einzellast P = pb?®
sind die Ergebnisverldufe in Abhingigkeit von o in folgender Zusammen-

stellung aufgetragen:

Durchbiegung w = o pt*/Eh® (a-PL? /ER®)
Querkraft a, = a-pt (o P/2)
Querkraft g = a-pl (o -P/L)
Biegemoment m = a-pt® (o P)
Drillmoment mey o-pt® (o - P)
Biegemoment m = a-pt? (o P)
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