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ZUSAMMENFASSUNG

Die vorliegende Arbeit befafit sich mit adaptiven Methoden im Rahmen von Finite
Element Berechnungen. Gesucht werden FE-Netze, die mit vergleichsweise wenigen
Freiheitsgraden ausgesprochen genaue Berechnungsergebnisse von Flichentragwerken
ermdglichen. Zur Bewiltigung dieser Aufgabe sind, neben den herkdmmlichen Finite
Element Algorithmen, Verfahren zur Ermittlung von Qualititskriterien fiir FB-Diskreti-
sierungen und Strategien zur Optimierung der FE-Netze erforderlich.

Aus der Vielzahl der in der Literatur verfiigbaren unterschiedlichen adaptiven Verfahren
werden einige ausgewdhlt und vorgestellt. Auf dieser Basis entsteht eine neue Strategie
fur die adaptive Generierung weitgehend idealer FE-Netze. Schwerpunkt dieser
Strategie ist ein Netzgenerator nach der ,,Advancing Front Method“, welcher automa-
tisch adaptive FE-Netze nach den Vorgaben aus der Fehlerabschitzung erzeugt. Das
adaptive Gesamtkonzept unter Einbindung der Neuentwicklungen wird in den Kapiteln
2 - 4 dargestellt. Anschauliche Beispiele liefert Abschnitt 5.

Praxisnahe Tragwerksanalysen enthalten hiufig mehrere Lastfille. Der Finsatz eines
adaptiven Konzepts ist jedoch nur dann sinnvoll, wenn diese darin ausreichend
beriicksichtigt werden kénnen. Deshalb werden unterschiedliche Methoden zur Integra-
tion mehrerer Lastfille diskutiert.
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Abstract

In the present thesis adaptive methods in finite element analyses are developed and
investigated. The objective is to obtain finitc element meshes with a relatively low
number of degrees of freedom and a high accuracy for the results of plate and shell
structures. For that strategies are used calculating the quality of the finite element
discretisation and optimizing the mesh, along with the standard finite element
algorithms.

Out of the variety of published different adaptive strategies some were selected and are
introduced. On this basis a new procedure is developed handling the adaptive generation
of almost ideal finite element meshes. A mesh generator of the advancing front method
typeis the core of this strategy generating adaptive refined FE-meshes on results of the
error estimation. Chapter 2 - 4 presents the adaptive concept including the new
development. Chapter 5 displays expressive examples.

For the design of real world structures several loadcases have to be examined. This means
that the acceptance of an adaptive concept is only guarantied if all loadcases are
considered. Therefore some strategies are discussed in order to integrate a variety of
different loadcases.
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Bezeichnungen, Symbole

Bezeichnungen

© Unter der Netzgenerierungsstrategie wird die Generierung eines neuen adaptiven
FE-Netzes in jedem adaptiven Iterationsschritt verstanden. Dies steht im
Gegensatz zur Elementunterteilungssirategie, bei der ein urspriingliches FE-Netz
hierarchisch adaptiv unterteilt wird.

® CARAT (Computer Aided Research Analysis Tool) ist ein FE-Programmsystem,
das am Institut fiir Baustatik zur Implementierung von Algorithmen fiir lineare,
nichtlineare und dynamische Tragwerksanalysen entwickelt wurde.

Symbole

A Kopplungsmatrix zwischen abhéngigen und unabhingigen Knotenfreiheits-
graden

B B-Operator

B Differentialoperator erster Ordnung

K Systemsteifigkeitsmatrix

K, Elementsteifigkeitsmatrix

C Materialtensor

C Konstante

N Ansatzfunktionen

P Lastvektor

4 Volumenkrafte

p Ansatzordnung der Formfunktionen

u Verschiebungen

€ Dehnungen

g Spannungen

U Verschiebungen aus einer FE-Berechnung

€ Dehnungen aus einer FE-Berechnung

9y Spannungen aus einer FE-Berechnung
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1 EINLEITUNG

1.1 Motivation

In den beiden letzten Jahrzehnten stieg die Leistungsfahigkeit der Computer sprunghaft
an. Numerische Problemstellungen, welche noch vor wenigen Jahren teurer GroBrech-
ner bedurften, kénnen heute bereits weitgehend auf Standard Personal Computern
bearbeitet werden. Geringfiigig zeitversetzt zu dieser rasanten Verbesserung der
Hardware erfreut sich die leistungsfihige und anwenderfreundliche Computersoftware
einer groBen Nachfrage.

Parallel dazu hat sich die Finite Elemente Methode (FE-Methode) in vielen Bereichen
der Ingenieurwissenschaften als ein hiufig verwendetes Berechnungsverfahren zur
effizienten Losung strukturmechanischer Problemsteliungen durchgesetzt. Plattenpro-
gramme auf der Basis der finiten Elemente gehoren fiir den konstruktiven Ingenieurbau
lingst zur Standardausriistung. Dartberhinaus finden dort in immer komplexer
werdenden Problemstellungen zunehmend Scheiben- und Faltwerkprogramme Anwen-
dungen.

Die einfache Bedienbarkeit moderner FE-Programme, kombiniert mit sicheren
Benutzerfihrungen einerseits, sowie iibersichtliche grafische Ausgabeméglichkeiten
geglatteter Ergebniswerte andererseits, suggerieren dem ungeiibten Anwender eine
exakte Losung seiner Problemstellungen, Tatsichlich ist die FE-Methode ein Nihe-
rungsverfahren zur numerischen Losung partieller Differentialgleichungen [11,43,86].
Die Qualitdt der Losung wird wesentlich durch die Art und die Beschaffenheit der
verwendeten finiten Elemente beeinfluBt. Selbst der geiibte Benutzer gerit trotz der
vielen grafischen Kontrollméglichkeiten moderner FE-Programme in Gefahr, bei der
Berechnung komplexer Systeme - beispiclsweise die dreidimensionale Erfassung eines
Bauwerks - mit finiten Elementen, den Uberblick iiber die Qualitit der Ergebnisse an
den einzelnen Tragwerksteilen zu verlieren. Wird die Diskretisierung an entscheidenden
Stellen des Tragwerks zu grob gewahlt, besteht die Gefahr, wesentliche Tragwerksein-
flisse zu tibersehen. Dagegen fiihrt eine zu fein gewihlte Diskretisierung zu unwirt-
schaftlich langen Rechenzeiten.

Im Zuge der erweiterten Anwendung von linearen FE-Methoden fiir komplexe
Tragwerke erweist sich die manuelle Generierung geeigneter Netze, verglichen zur
eigentlichen Berechnungsdauer, als sehr zeitintensiv. Neuere Entwicklungen der
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grafikunterstiitzten Eingabe von Geometrie- und Topologiedaten stellen dem Anwender
bereits viele Hilfsmittel zur Verfiigung, verlangen jedoch immer noch ein hohes Mafl an
Anwendereingriffen. Effiziente Algorithmen zur automatischen Netzgenerierung,
speziell von Viereckselementen, sind deshalb sehr gefragt.

1.2 Zielsetzung und Gliederung

Adaptive Methoden unterstiitzen den Anwender in der Suche nach einer geeigneten
Diskretisierung eines Tragwerks. In Abhéngigkeit von den Ergebnissen aus einer
Fehlerabschitzung an einem Startnetz, spiiren sie automatisch zu grob diskretisierte
Stellen des Tragwerks auf und verdichten dort gezielt das FE-Netz. Fortschrittlichere
adaptive Konzepte steuern gleichfalls eine Vergroberung an zu fein diskretisierten
Orten. Das Auffinden eines geeigneten adaptiven FE-Netzes stellt im wesentlichen ein
Optimierungsproblem dar [26,46], mit der Zielfunktion

,,Minimiere den Diskretisierungsfehler in einer gewdhlten Norm*
und der Nebenbedingung
»Erzeuge cin FE-Netz mit moglichst wenigen Freiheitsgraden®,

Aufgrund der Komplexizitit der Aufgabenstellung findet keine direkte Losung des
Optimierungsproblems statt. Vielmehr wird eine iterative Verbesserung einer als
Startnetz vorgegebenen Diskretisierung angestrebt. Aus Griinden der Wirtschaftlichkeit
wird die Iteration unmittelbar nach dem Unterschreiten eines benutzerdefinierten
Diskretisierungsfehlers abgebrochen.

Diese Arbeitverfolgt das Ziel, ein weitgehend automatisiertes adaptives Gesamtkonzept
fiir die lineare Berechnung von Flichentragwerken mit finiten Elementen auszuarbei-
ten. Die Ergebnisse sind in das am Institut fir Baustatik der Universitit Stuttgart
entwickelte Programmsystem CARAT integriert. Bild 1.1 zeigt ein Ubersichtsdiagramm
der implementierten Verfahren. L

Das Herz eines adaptiven Konzepts sind die Verfahren zur Fehlerabschitzung. Es
existieren zwei unterschiedliche Arten der Fehlerbestimmung:

® A priori Kriterien ergeben sich aus geometrischen Uberlegungen, ohne die
Kenntnis der Ergebnisse einer FE-Analyse. Verzerrungskriterien definieren die
Abweichung der Elementgestalt von einer Idealform. Approximationskriterien
bestimmen die Qualitit der Diskretisierung entlang gekriimmter Rinder und
Schalenflichen.

14
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@ A posteriori Kriterien schitzen den Diskretisierungsfehler aus den Ergebnissen
einer FE-Berechnung ab. Die Genauigkeit der Fehlerabschitzung ist dabei
wesentlich hoher als durch a priori Kriterien.

Die a priori Kriterien finden eine sinnvolle Anwendung in der Beurteilung einzelner
Elemente. Riickschhisse auf das Losungsverhalten des gesamten FE-Netzes gestalten
sich aufgrund fehlender Untersuchungsergebnisse als schwierig. Eine unzureichende
Approximation gekriimmter Gebietsrdnder oder Schalenflichen 1aBt sich durch
adaptive Verfeinerungen verbessern. Verzerrte Elemente bediirfen einer aufwendigen
_ Netzglattung, welche die Qualitit der Nachbarelemente in den Verbesserungsprozef
miteinbezieht.

Die aus der a posteriori Fehlerabschétzung resultierenden Ergebnisse dienen als Basis
fiir eine Vielzahl unterschiedlicher Strategien zur Verbesserung der Diskretisierung. Die
herkommliche Elementunterteilungsstrategie (h-Version) unterteilt die Elemente mit
den groBten Fehleranteilen, wihrend die r-Version Knotenpunkte in die Richtung grof3er
Fehler ,verschiebt®, so daB die Elemente an diesen Orten verkleinert werden. In
seltenen Fallen kann auch eine Kombination der beiden Versionen (rh-Version) von
Vorteil sein. In der Netzgenerierungsstrategie findet man die Vorteile der h- und der
r-Version vereint, ohne deren wesentliche Nachteile zu erhalten. Als Kernstiick dieser
Strategie ist jedoch ein zuverlissiger automatischer Netzgenerator erforderlich.

Fir diese Aufgabe wurde mit Freem ein leistungsfahiger Netzgenerator fiir Dreiecks-und
Viereckselemente auf der Basis der Advancing Front Method [49,60] entwickelt. Er
reduziert die sonst ibliche aufwendige Eingabe der Geometrie-, Topologie- und
Lastdaten zur Definition eines geeigneten FE-Netzes auf die Beschreibung der
Geometrieberandungen und die Deklaration der Lasten. Zur Generierung von
FE-Netzen fiir rdumlich gekrimmte Tragwerke sind zusatzliche Angaben iber die
Geometrie der Flichen im Raum erforderlich. Freem erzeugt in jedem Iterationsschritt
ein vollkommen neues adaptiv verfeinertes FE-Netz unter Berticksichtigung der
Elementdichtefunktion, welche wihrend der Fehlerabschitzung der aktuellen Diskreti-
sierung hergeleitet wird,

Im Anschluf an die adaptive Verfeinerung wird eine erneute FE-Analyse durchgefiihrt.
Der iterative ProzeB wird solange wiederholt, bis der erwiinschte Diskretisierungsfehler
erreicht, oder ein weiteres Abbruchkriterium, wie die maximale Anzahl an Iterations-
schritten, Elementen, Freiheitsgraden u.4., iberschritten ist.

Kapitel 2 befaBt sich ausfiihrlich mit den Methoden zur Fehlerabschitzung. Nach einer
kurzen Einfiihrung in mégliche Fehlerarten werden unterschiedliche Fehlerdefinitionen

16



vorgestellt. Ein Uberblick iiber géngige a priori Kriterien beschreibt die Stirken und
Schwiéchen der Fehlerabschitzung ohne Kenntnis der eigentlichen Losung. Abschlie-
Bend wird nach einer kurzen Einfilhrung in bekannte Verfeinerungsindikatoren und
Fehlerestimatoren ein einfacher heuristischer Verfeinerungsindikator anhand des
Knotengleichgewichts vorgestellt.

Kapitel 3 beschreibt die adaptiven Methoden. Nach einem allgemeinen Uberblick wird
die Elementunterteilungsstrategie (h-Version) ausfihrlich erldutert. BEin weiterer
Abschnitt widmet sich der r-Version und beschreibt mégliche Anwendungsbereiche
dieses Verfahrens. Alternativ zur herkémmlichen Elementunterteilungsstrategie oder
einer Kombination aus r- und h-Version wird mit der Netzgenerierungsstrategie ein
leistungsfahiges Werkzeug vorgestellt, das in jedem adaptiven Iterationsschritt ein vollig
neues adaptiv verfeinertes FE-Netz aus den Vorgaben der Fehlerabschitzung generiert.
Die wesentliche Grundlage dieser Strategie ist ein automatischer Netzgenerator.

Kapitel 4 befafit sich mit der automatischen Generierung von FE-Netzen. Im ersten
Abschnitt werden die wichtigsten Netzgeneratoren erdrtert. Neben der Vorgehensweise
zeigen sich die Stirken und Schwichen der unterschiedlichen Methoden. Mit dem
Netzgenerator Freem wird ein automatischer Generator aus der Klasse der Advancing
Front Method vorgestellt, der sowohl homogene, als auch adaptive Dreiecks- und
Vierecksnetze fiir ebene und rumlich gekriimmte Tragwerke erzeugt. Auflerdem wird
eine Strategie zur Verminderung von verzerrten Elementen auf gekriimmten Fldchen
erlautert.

Kapitel 5 zeigt Anwendungen der adaptiven Methoden aus den Bereichen der Scheiben,
Platten und Schalen. Neben der Darstellung des Gesamtkonzepts werden die Element-
unterteilungsstrategie und Netzgenerierungsstrategie kritisch erértert. Einige grund-
sdtzliche Bemerkungen tiber die Vergleichbarkeit der Methoden schlieBen dieses
Kapitel.

Kapitel 6 beschreibt Méglichkeiten zur Behandlung mehrerer Lastfille mit adaptiven
Methoden. Neben der Definition von maBgeschneiderten FE-Netzen fiir jeden Lastfall
wird ein Verfahren vorgestellt, das ein gemeinsames adaptives FE-Netz fiir alle
gegebenen Lastfille erzeugt.

Der Gedanke liegt nahe, mit dem automatischen adaptiven Konzept sei ein Werkzeug
geschaffen, das eine korrekte Losung beinahe beliebiger Problemstellungen aus dem
Bereich der Strukturmechanik garantiere. Fiir einzelne Fille trifft diese Annahme
sicherlich zu. Es bleibt jedoch zu bedenken, daB auch dieses Werkzeug bestimmten
Annahmen unterliegt. Eingabeparameter beeinflussen das Ergebnis dabei nicht
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unwesentlich. Diese Methode ist also nicht als ein Expertensystem gedacht, welches
Mingel im mechanischen Hintergrundwissen eines Anwenders ausgleicht, sondern es
soll lediglich zur Unterstiitzung des erfahrenen Konstrukteurs dienen.

18



2 FEHLERABSCHATZUNG

2.1 Fehlerarten

Die Methode der finiten Elemente spiegelt nicht das exakte Verhalten eines realen
Tragwerks wider. Vielmehr werden auf cinem langen Weg iiber Modellierung und
Diskretisierung, bis hin zur Losung eines Problems, signifikante Vereinfachungen
getroffen. Dabei sind im wesentlichen drei Fehlerarten zu beobachten:

Wirme Schnee Gebrauchslast

5:;3 v ] Eigengewicht
Wind

reales Tragwerk

Modellierung;:
homogener Werkstoff
lineares Materialgesetz

vereinfachte Abmessungen,

Lagerungen, Belastungen

Diskretisierung

Bild 2.1: Beschreibung der Fehlereinfliisse
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& Modellierungsfehler :

Der Modellierungsfehler resultiert aus der notwendigen Vereinfachung durch die
Wahl eines mechanischen Modells (Entscheidung zur Problemdimension, Wahl
der Materialparameter, Definition der Lasten, Abmessungen und Lagerbedingun-
gen) zur angenaherten Beschreibung wesentlicher physikalischer Zusténde realer
Tragwerke. Dabei miissen haufig aus Griinden der Berechenbarkeit des Modells
deutliche Vereinfachungen gegeniiber der Wirklichkeit getroffen werden. Die
geeignete Modellbildung erfordert ein hohes Maf} an Erfahrung und Wissen tiber
die verwendete Methode. Riickschliisse auf den Modellierungsfehler sind im
wesentlichen nur durch Modellversuche und Beobachtung der Wirklichkeit zu
erzielen, die jedoch ebenfalls fehlerbehaftet sind. In den folgenden Betrachtungen
soll der Modellierungsfehler nicht weiter verfolgt werden; das gewéhlte mechani-
sche Modell sei also der Startpunkt weiterer Uberlegungen.

® Diskretisierungsfehler

Dieser Fehler ist bedingt durch eine geniherte Losung des mechanischen Modells.
Insbesondere die Wahl der Elementansitze, die Approximation der Geometrie
und die Form und Anzahl der verwendeten finiten Elemente sind verantwortlich
fiir die GroBe des Diskretisierungsfehlers. Es ist das Ziel der adaptiven Methoden,
diesen Fehler unter der Berticksichtigung wirtschaftlicher Uberlegungen zu
minimieren. Etwaige Modellierungsfehler kdnnen durch adaptive Methoden nicht
korrigiert werden. Wird beispielsweise in der Modellbildung ein linear elastisches
Materialverhalten angenommen, gelten Singularititen an einspringenden Ecken
als korrekt, obwohl im realen Tragwerk an diesen Stellen keine Singularitéten
auftreten. Die adaptiven Methoden versuchen deshalb folgerichtig an diesen
Stellen Netzverdichtungen zu bewirken, um die Singularititen weitestgehend
approximieren zu kénnen.

® Numerische Fehler

In dieser Gruppe sind die Fehler zusammengefafit, welche sich aus der endlichen
Stellenanzahl zur Darstellung reeller Zahlen im Computef ergeben. Numerische
Operationen ziehen sowohl Abschneide-, -als auch Rundungsfehler nach sich,
welche jedoch durch die Wahl geeigneter Algorithmen deutlich vermindert werden
koénnen. Mit dem Binzug der 8 Byte Wortlinge (ca. 14-16 giiltige Ziffern) fiir reelle
Zahlen in Finite Elemente Programmen ist die Bedeutung dieser Fehler etwas in
den Hintergrund getreten.
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2.2 Fehlerdefinition

Ist die exakte Losung eines Problems bekannt, kann der wahre Fehlere einer Berechnung
ermittelt werden:

e = exakte Losung — gendherte Losung

In dieser Arbeit wird die exakte Losung des mechanischen Modells als wafre Losung
bezeichnet (u,0). Das Ergebnis aus einer Berechnung mit finiten Elementen (up,,0) stellt
eine gendherte Losungsfunktion dar. Dieses Ergebnis beinhaltet sowohl Diskretisie-
rungs-, als auch numerische Fehler. Damit lautet die Definition des wahren Fehlers:

ey =u-—u, bzw ez=0 -0y

Haufig ist es sinnvoll, den Fehler aus Griinden der Vergleichbarkeit mit anderen
Problemen durch die wahre Losung zu skalieren. Man spricht dann von einem wakhren
relativen Fehler:

u—u 0~
rel ey = ——2b  bow  rele, = h
123 u a

2.1)

In den meisten praktischen Fillen ist die exakte Losung eines Problems unbekannt, und
damit auch der wahre Fehler e. Die Fehlerberechnung hat dann eine méglichst gute
Abschitzung der Fehlerfunktion e aus berechenbaren Grofen zum Ziel. Kann ein
mathematischer Beweis erbracht werden, daB ein gefundener Fehlerwert 1 eine Norm
der Fehlerfunktion beschrinkt, so daf

Cip = |le]| = Cy (2.2)

ist, so bezeichnet man v als Fehlerestimator. C; und Cj sind positive Konstanten, die
~ unabhiingig von dem gewihlten FE-Netz und den Materialparametern sind. Der
Fehlerestimator wird als asymptotisch exakt bezeichnet, falls sich nbei einer Verfeinerung
des FE-Netzes an den exakten Fehler || ¢ | annihert:

Ul
0= =1 2.3)
el
B heiBt nach Babuska et al. [7] efficiency index. Ein Fehlerestimator ist eine globale

NetzgroBe, die aus der Summe der Quadrate der Elementanteile berechnet werden
kann:

(2.4)
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A wird als Fehlerindikator bezeichnet. Die Fehlerindikatoren schétzen den Verlauf des
ausgewihlten Fehlers tiber das gesamte Gebiet. Sie sind die maﬁgebenden Faktoren zur
Steuerung einer Netzverfeinerung, oder dienen als Ausgangswerte zur Berechnung der
Elementdichtefunktion fiir die adaptive Netzgenerierung.

Fir heuristische Verfahren zur Fehlerabschitzung ist es héufig nicht moglich, die
Ungleichung (2.2) zu zeigen, es kann jedoch sehr wohl eine Grofie b berechnet werden,
welche die Verteilung eines Fehlers beschreibt. A wird dann als Verfeinerungsindikator
bezeichnet, weil zwar die ermittelte GroRe des Gesamtfehlers deutlich vom wirklichen
Fehler abweichen, jedoch eine adaptive Netzverfeinerung gesteuert werden kann.,

Der zur Abschitzung des Fehlers erforderliche Ubergang auf integrale GroBen
verhindert im allgemeinen eine punktweise Fehlerdefinition wie in Gleichung (2.1),
welche im ersten Augenblick als vorteilhaft erscheinen mag. Der Anwender ist haufig
daran interessiert, wie weit beispielsweise eine ermittelte Spannungsfunktion an einer
bestimmten Stelle vom wahren Spannungsverlauf abweicht. Zur automatischen Steue-
rung adaptiver Methoden sind lokale Fehlerkriterien jedoch ungeeignet, da die Frage
nach geeigneten Orten zur Fehlerdefinition beantwortet werden muB. So ist beispiels-
weise der lokale Fehler an einspringenden Ecken in den Spannungen unendlich,
wogegen der Gesamtfehler des Tragwerks durchaus akzeptabel sein kann. Deshalb ist es
vorteilhaft, den Fehler in einer geeigneten Norm zu definieren.

Eine Diskretisierung wird als ausreichend gut erachtet, wenn der relative Gesamtfehler
des Tragwerks kleiner ist als ein vorgegebener Fehlerwert 7. Fiir praxisnahe Beispiele
zeigt sich im allgemeinen eine Fehlerschranke von 5% als eine akzeptable GroBe.
Natiirlich sind noch weitere Abbruchschranken zu definieren, falls ein vorgegebener
Fehlerwert nicht erreicht werden kann. So ist es-oftmals zweckmaBig, die CPU-Zeit, die
Anzahl an Tterationsschritten, Knoten, Elementen oder Elementunterteilungen zu
beschrianken, um beispielsweise zu klar definierten Kosten die bestmdgliche Diskretisie-
rung eines Problems zu erhalten. Haufig gestaltet sich eine Kombination aus mehreren
Abbruchschranken als sinnvoll.

2.3 Raume und Normen

Die Bestimmung aussagekriftiger Punkte zur Beschreibung des Fehlers entfallt, wenn
das Integral der Fehlerfunktion iiber das Gebiet beriicksichtigt wird. Diese Betrach-
tungsweise filhrt unmittelbar zu dem Begriff von integralen Normen. Die Norm einer
Funktion wird aus der jeweiligen Definition des Raumes abgeleitet, in dem die Funktion
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enthalten ist (Funktionenraum). Zur Klassifizierung werden die Funktionen beziiglich
ihrer Stetigkeitseigenschaften (C™-Raum) und der Eigenschaften ihrer Ableitungen
(H™-Raum) untersucht. Uber einem Gebiet Q stetige Funktionen bilden den Raum
CY(Q). Ist eine Funktion u und deren Ableitungen bis zur Ordnung n stetig, gehort die
Funktion zum Raum C*(Q). Der Raum C" ist ein Unterraum zu 9, Allgemein kann
folgende Beziehung angegeben werden:

Crc el fiir positive n

Die meisten finiten Elemente verwenden Ansatzfunktionen der Klasse CYQ), also
stetige Funktionen.

Fiir die Fehlerbeschreibung ist die Kenntnis der GroBe einer Funktion (bzw. eines
Vektors) erforderlich. ||. | wird als Normenfunktion und || v || als Norm des Vektors v
bezeichnet. Der Raum, in dem eine Norm definiert ist, heil3t normierter Raum. Von einer
Norm sind folgende Eigenschaften zu erfiillen:

va)  Ju 20 ,und
lull = 0eu=0 positiv definit
b  faul = |a] Ju]
c) lw+vl] = Jul + |v] Dreiecksungleichung
Vektornormen

Fir Vektoren im R" sind die folgenden Normen gebriuchlich:

luly = ju| + fugl + o+ |ug| (Betragsnorm)
flaf, = \/lullz + o lug|? o+ fun|? (Quadratnorm)
fuleo = k]glﬂlxﬂ [ | (Maximumnorm)

Die Indizierung obiger Normen ist nicht zufallig. Vektornormen kénnen folgenderma-
Ben allgemein geschrieben werden:

1
lelo = [ugl? + Jupl? + o+ Jual?P (1 p < )
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Aus dieser allgemeinen Beschreibung wird deutlich, warum die Maximumnorm mit dem
Index o geschrieben wird. Fiir p — % wird das Maximalglied dominant, es folgt:

tim ul, = Mer i
p—o k_l,”ﬂ

Wie fiir die Vektoren, kénnen auch in Funktionenrdumen unterschiedliche Normen
definiert werden. Fiir stetige Funktionen ist die Verwendung einer Maximumnorm
denkbar, welche den Betrag des maximalen Funktionswerts wiedergibt. Diese Norm ist
jedoch zur Beschreibung des Diskretisierungsfehlers von finiten Elementen wenig
hilfreich, da sie selbst fiir zulassige Diskretisierungen von Problemen mit Singularititen
einen unendlich groBen Fehlerwert widerspiegelt [65].

L,-Norm

Eine brauchbare Norm fiir eine Funktion u ist die L-Norm. Sie entspricht dem inneren
Produkt der Funktion.

luly = ( j wd)
2

Alle beziiglich det Lp-Norm beschrinkten Funktionen bilden den Raum Lj. Man
bezeichnet diese Funktionen als quadratintegrierbar. Eine Funktion u in L hat folgende
Eigenschaft:

( f w2yt <
Q2

Der Raum L, stellt geringere Anforderungen an eine Funktion als 9, So sind iiber die
Elementrinder unstetige Dehnungsfunktionen der finiten Elemente nicht mehr in o,
jedoch quadratintegrierbar, also im Raum L enthalten.

Energienorm

Die Energienorm ist ein fiir finite Elemente sehr hiufig verwendetes FehlermaB.

luls = ( f oTeday 25)
2
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Die Energienorm erscheint den Ingenieuren als ein natiirliches, da mechanisch
anschauliches Fehlermaf.

Sobolev-Norm

Der Sobolev-Raum H" stellt eine allgemeinere Klasse zur Definition einer Funktion dar
als die C" Klasse. H" ist ein erweiterter linearer Funktionenraum.

Eine Funktion u ist ein Element von HY(R2), wenn u und alle seine partiellen Ableitungen bis
zu der Ordnung n (n>0) quadratintegrierbar sind (Ly(2) ) [21].

Aus obiger Definition folgt sofort die Beziehung des Sobolev-Raums zum L,-Raum:
Ly@) = H@©Q)
Fiir die Sobolev-Réume untereinander existiert folgende Ordnung:
H C H™! ¢ ... ¢ H! C H? fiir positive n

Der Abstand zweier Funktionen im HY(Q) ist durch die H™-Norm definiert. Folglich ist
der Abstand zwischen einer Funktion 1 e HY zu einer weiteren Funktion v H™:

['u = v |ls. Fiir den eindimensionalen Fall schreibt sich die n-te Sobolev-Norm wie folgt:

Buls = Jlwld + 1w 2 + .+ [a® 2
luly = | u™ llo wird als die n-te Seminorm der Sobolev-Norm bezeichnet.

Aquivalenz von Normen

Haufig erscheint es aufgrund einer mechanischen Interpretationsmoglichkeit vorteil-
haft, den Unterschied zweier Funktionen in ciner anderen als der Sobolev-Norm zu
messen. Dazu miissen sich die Werte der vergleichbaren Normen innerhalb vorgegebe-
ner Schranken entsprechen.

Zwei Normen werden als dquivalent bezeichnet, wenn zwei positive Konstanten C; und
C,, existieren, so daB fiir alle Funktionen u des Raums gilt:

Colelle = -0 = Coll - lle

Es kann unter bestimmten Voraussetzungen gezeigt werden, daB die Sobolev-Norm zu
ihrer Seminorm und zur Energienorm dquivalent ist [41,65]. Die Energienorm darf also
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fiir viele Anwendungen der Finite Elemente Methoden als gleichwertiges Fehlermal zur
Sobolev-Norm verwendet werden.

2.4 A priori Kriterien

A priori Kriterien geben dem Anwender Aufschliisse iiber die Qualitét der verwendeten
Diskretisierung, ohne eine FE-Berechnung durchzufiihren. Sie stiitzen sich wesentlich
auf geometrische Gegebenheiten, wie die Elementgestalt oder die Giite der Approxima-
tion von Gebietsrandern und -flichen. Aus der Literatur ist eine Vielzahl von a priori
Kriterien bekannt {1,11,17,33,43,53,75,76]. Haufe [33] gibt eine Ubersicht iiber die
verbreitetsten Kriterien. A priori Untersuchungen kénnen drei unterschiedliche
Aufgabenbereiche zugeordnet werden:

Durch Uberlegungen iiber theoretische Eigenschaften der verwendeten finiten Ele-
mente konnen bereits im Vorfeld einer FE-Analyse unzulissige Elementgeometrien
oder Elementiiberginge lokalisiert und gegebenenfalls korrigiert werden, die beim
Aufstellen der Elementmatrizen zu Programmabbriichen oder zumindest zu lokal
unzureichenden Ergebnissen fithren wiirden.

Die Qualitit der Ergebnisse aus FE-Berechnungen wird wesentlich durch die Gestalt der
verwendeten Elemente mitbeeinfluBt. Gestaltskriterien versuchen die Berechnungsqua-
litit anhand der Elementverzerrungen vorherzusagen. Die ermittelten Werte resultieren
héufig aus einer linearen Interpolation zwischen der unbrauchbaren und der ausgezeich-
neten Elementgeometrie, unabhingig von den verwendeten Elementtypen.

Approximationskriterien ermitteln die Abweichungen der Elementrinder von Geome-
trierdndern und der Elementflichen von Geometrieflichen. Durch eine Skalierung
dieser Betrige auf die Elementgrofie erhilt man normierte Approximationsmafle.

Riickschliisse von der Geometrie auf die tatsichliche Qualitit einer Diskretisierung und
die zu erwartende Genauigkeit der Ergebnisse sind problemabhéngig. Sie bediirfen einer
groBen Erfahrung mit der verwendeten Methode. In der automatischen Ermittlung von
Qualitatskriterien kommen vor allem heuristische Uberlegungen zum Einsatz, hiufig
ohne Beriicksichtigung der eingesetzten Elementformulierungen. A priori Kriterien
bieten deshalb lediglich eine Hilfestellung bei der Beurteilung eines FE-Netzes.
Aussagen dartiber, ob die gewéhlte Anzahl an Freiheitsgraden gentigt, eine Problemstel-
lung ausreichend genau zu beschreiben, kénnen a priori nicht getroffen werden.
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2.4.1 Zulissigkeit von Elementgeometrien und Elementiibergéingen

Die Beurteilung der Zuldssigkeit von finiten Elementen beziiglich ihrer Form gestaltet
sich vergleichsweise einfach. Ebenso ist die erforderliche Kompatibilititsbedingung
benachbarter Elemente an den Elementrindern (hdufig C% gut iberpriifbar. Zwei
Elemente gelten als korrekt miteinander verbunden, wenn die benachbarten Rinder
durch eine identische Geometriebeschreibung definiert sind, so daB keine Uberschnei-
dungen oder klaffenden Fugen zwischen den Nachbarelementen auftreten kénnen. In
Bild 2.2 sind unzuléssige Elementverbindungen dargestellt. Bild 2.2¢ zeigt zwar eine im
allgemeinen unzulassige Elementverbindung, sie wird jedoch in Kombination mit
adaptiven Methoden durch geeignete Vorschriften der Knotenkopplung bereinigt
(Abschnitt 3.2.2), ‘

b)

Bild 2.2: Unzulissige Verbindungen benachbarter Elemente

Das Aufstellen der Elementmatrizen von finiten Elementen wird im allgemeinen durch
effiziente numerische Integrationstechniken begleitet, welche lediglich fiir vergleichs-
weise einfache Geometrien anwendbar sind. Fiir isoparametrische Elemente sind durch
die Parameterrdume einfache lokale Geometrien (Quadrat, gleichseitiges/rechtwinkli-
ges Dreieck) definiert, in welchen die Ansatzfunktionen und deren Ableitungen in
dimensionslosen Einheitskoordinaten vorliegen. Die Elementmatrizen werden in den
Parameterrdumen: aufgestellt und anschlieBend auf die realen FElementbereiche
abgebildet. Ein Element wird als unzulissig bezeichnet, wenn es so starke Verzerrungen
aufweist, daf die Abbildung des Parameterraums auf das reale Element nicht eindeutig
ist. Fiir eindeutige Abbildungen gilt das Element als zulassig.

Nachfolgend werden wesentliche Kriterien vorgestellt, welche zulassige Elemente
erfiillen milssen (weitere Informationen dariiber sind in [1,17,33,43,53,75] zu finden):
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® Mehrere Elementknoten diirfen sich nicht an einem gemeinsamen geometrischen
Ort befinden (Bild 2.3a).

® Kein Eckknoten darf auf der Geraden durch zwei weitere Eckknoten liegen.

® Die Seitenmittenknoten quadratischer Elemente miissen innerhalb des Intervalls

[%l ; %l] der Elementseite plaziert sein (Bild 2.3¢). Liegen die Knoten auf den

Viertelspunkten, ist die Jakobi-Matrix dort singuldr.
¢ Die lokale Numerierung der Knoten muB jim mathematisch positiven Umlaufsinn

erfolgen. Eine Verletzung dieser Bedingung, vor allem eine willkijrliche Numerie-
rung der Knoten fithrt zu unzulissigen Abbildungen.

o Die wahren Elementinnenwinkel o (Winkel zwischen den Tangenten an die
Berandungen im Knotenpunkt) diirfen nichtkleiner als 0° und nicht groBer als 180°
sein (Bild 2.3b).

Dreieckselemente

Viereckselemente

Bild 2.3: Beispiele fiir unzulissige Elementgeometrien
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Die angefithrten' Kriterien stellen absolute Grenzwerte fir die Zulassigkeit der
Elementgeometrien dar, bei deren Uberschreiten in der Regel numerische Probleme
wihrend des Aufstellens der Elementmatrizen auftreten. Bereits mit weitaus geringeren,
als den oben beschriebenen Elementverzerrungen kann die Ergebnisqualitit der
Elemente unzureichend sein. Es ist deshalb erforderlich, heuristische Kriterien zu
definieren, die einen AbriB iiber die zu erwartende Losungsqualitiit bereits bei geringen
Elementdeformationen widerspiegeln.

2.4.2 Gestaltskriterien

Aus der Literatur sind viele Qualititskriterien fiir Dreiecks- und Viereckselemente
bekannt, die vergleichsweise einfach in bestehende Programme implementiert werden
koénnen [17,43,53,62,75,76]. Wird ein QualititsmaB nur aus einem Geometriekriterium
hergeleitet, ist der Aussagegehalt des MaBes als gering einzustufen, da unterschiedliche
Elementverzerrungen, wie beispielsweise Trapez- oder Rautenformen, die ein deutlich
differenziertes Elementverhalten erwarten lassen, als vollig gleichwertig wiedergegeben
werden.

Robinson [75] beschreibt fundamentale Qualititskriterien fiir Rechteckselemente, die
durch lineare Uberlagerung unterschiedlichste Elementdeformationen detailliert erfas-
sen konnen (Bild 2.4):

® Das Seitenverhiltnis (aspect ratio) benachbarter Elementkanten spiegelt wider,
wie diinn ein Element ist und solite moglichst Eins sein.

@ Die ebenen Verzerrungen (skewness) ergeben bei Vierecken parallelogrammartig
verformte Elemente. Diese Verzerrungen bewirken bei sehr vielen Elementtypen
lediglich einen geringen Fehler.

© Trapezformig verzerrte Elemente verhalten sich meist sehr viel schlechter als
unverzerrte Elemente. Deshalb erscheint die Trapezform (taper) als ein bedeuten-
des Qualitatskriterium.

@ Bei Schalenflachen ist die Verwindung eines Elements (warpage) ein weiteres
Qualitatskriterium.

® Hoherwertige Elemente (in besonderem MaBe die Elemente der Serendipity-Fa-
milie) zeigen deutliche Qualititseinbufen bei der Abweichung der Seitenmitten-
knoten von der Verbindungsgeraden der zugeh6rigen Eckknoten (offset).

Robinson erarbeitete fiir viele dieser Qualititskriterien Definitionen zur Bestimmung
von Fehlerwerten. Diese Kriterien konnen entsprechend ihrer Bedeutung fiir das
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Bild 2.4: Kriterien nach Robinson [75]
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Elementverhalten unterschiedlich gewichtet werden. Hiufig reagieren Elemente mit
linearen Ansdtzen empfindlicher auf Verzerrungen als Elemente mit hoherwertigen
Verschiebungsansitzen. Parallelogrammartig verformte Elemente zeigen oft nur geringe
EinbuBen in der Ergebnisqualitit, ebenso wie das Seitenverhltnis in gewissen Grenzen
als unwesentlich erachtet werden darf. Auf Abweichungen der Seitenmittenknoten von
der geraden Verbindung der Eckknoten reagieren Serendipity Elemente heftiger als
beispielsweise Elemente mit einer Lagrangeformulierung [48].

Wird ein hoher Verzerrungsgrad einzelner Elemente signalisiert, kann durch geeignete
Netzglattungsalgorithmen eine Verbesserung dieser Elemente angestrebt werden.
Netzverfeinerungen sind ungeeignet eine Gestaltverbesserung zu bewirken, da die
Unterteilung verzerrter Elemente ebenfalls verzerrte Elemente nach sich zieht. Ist das
FE-Netz durch einen automatischen Netzgenerator erzeugt, kann eine erneute
Netzgenerierung mit leicht modifizierten Elementdichteparametern ein verbessertes
Gesamtnetz erzeugen.

2.43 Approximationskriterien

Neben den Qualitdtskriterien fiir Elementdeformationen sind auch quantitative
Aussagen {iber die Giite der Approximation gekriimmter Gebietsréinder oder Schalen-
{lachen von Bedeutung. Diese Merkmale seien hier als Approximationskriterien
bezeichnet. Bis heute gibt es keine eindeutigen Regeln zur Diskretisierung von
Schalenflichen oder von gekriimmten Réindern.

Baumann [11] definiert drei Approximationskriterien fiir vierknotige Elemente:

e dic Abweichung des Elementmittelpunkts von der wahren Schalenfliche bezogen
auf die Elementliange

® dic Differenz der Randkantenmittelpunkte zur wahren Randgeometrie bezogen
auf die halbe Kantenlinge

® die Abweichung des Normalenvektors an den Elementknoten vom Normalenvek-
tor auf die Schalenfliche

Diese Kriterien sind prézise, jedoch vergleichsweise unhandlich, da sie die exakte
Geometriebeschreibung an beliebigen Stellen erfordern. Haufe [33] definiert verein-
fachte Approximationskriterien, welche keine Kenntnis der tatsichlichen Geometriebe-
schreibung erfordern:

® die Abweichungen der Normalenvektoren an den Knotenpunkten zwischen
benachbarten Elementen fiir Elemente mit linearen Ansatzfunktionen (Bild 2.5a)
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e die auf die ElementgroBe bezogenen normalen Abweichungen des Elementmit-
tenknotens von einer idealisierten Elementfliche als Kriterium zur Approximation
der Schalenfliche und, die auf die halben Kantenldngen bezogenen Abweichungen
der Seitenmittenknoten in Richtung der lokalen Koordinaten zur Verbindungsge-
raden der Eckknoten fiir Elemente mit quadratischen Ansatzfunktionen
(Bild 2.5b).

Eine Verbesserung der Approximation der exakten Geometrie ist, im Gegensatz zu einer
schlechten Elementform, durch Verdichten der finiten Elemente einfach realisierbar.

Qg

a) lineare Elementansitze

b) quadratische Elementansitze

Bild 2.5: Approximationskriterien fiir finite Elemente

2.4.4 GesamtmaB zur Beurteilung der Elementqunalitit

Die Frage nach einem charakteristischen a priori MaB zur Beurteilung der Qualitit eines
finiten Elements gerit schwierig. Aus einer Auswahl unterschiedlicher Kriterien gilt es
diejenigen auszufiltern, weiche einen maBgebenden EinfluB auf die Elementqualitét
bewirken. Diese Kriterien sollten auf einen gemeinsamen Wertebereich skaliert werden
(beispielsweise erhilt jedes Kriterium den Wert 0 fiir das optimale Elementverhalten
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und den Wert 1 fiir Unzuldssigkeit). Qualititskriterien innerhalb des Wertebereichs
werden durch lineare Interpolation ermittelt.

Ein bisher ungeldstes Problem besteht in einer sinnvollen Gewichtung der unterschiedli-
chen Kriterien zu einem Qualitétsmaf3. Dazu miissen Erfahrungen iiber das Elementver-
halten des jeweiligen Elementtyps integriert werden.

Ein geeignetes Gesamtmaf zur Beurteilung der Elementqualitit kann aus der Summe
der Quadrate aller Einzelkritericn definiert werden [33]:

n
- 1 2
n= /EZEi
i=1

Dabei ist n die Anzahl der beriicksichtigten Einzelkriterien. Weitere GesamtmaBe sind
bei Baumann {11] und Jiidt [43] vorgestellt.

2.5 A posteriori Fehlerabschitzung

Oftmals ist der Benutzer eines FE-Programms daran interessiert, wie gut die
entsprechende Differentialgleichung seiner mechanischen Problemstellung gelost wird.
Eine Antwort darauf kann nur a posteriori gegeben werden, nachdem die FE-Analyse
tatsachlich durchgefiihrt wurde. Ist die exakte Losung eines Problems bekannt, kann der
Fehler e einer Berechnung mit finiten Elementen einfach ermittelt werden (Ab-
schnitt 2.2):

e =u—u e =0-0,

Dabei sind u/e die exakten Verschiebungen/Spannungen und /0, dic aus der
FE-Berechnung erhaltenen Werte. Die exakte Losung ist jedoch in der Regel unbekannt,
so daB der Fehler moglichst genau abgeschitzt werden muB. In der Literatur ist eine
Vielzahl unterschiedlicher Verfahren zu diesem Themenbereich vorhanden [beispiels-
weise 1,7,8,11,37,45,62,88,101,102]. Hier seien nur die zwei bekanntesten beschricben.
AnschlieBend wird ein heuristischer Verfeinerungsindikator vorgestellt.
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2.5.1 Verfeinérungsindikator nach Zienkiewicz, Zhu (Z?)

Die Energienorm des Fehlers || ¢ | fir linear elastische Problemstellungen ist gegeben
durch

lel? = J(a - 0,)'C™ V(o ~ 0,)d02.
2

Da die exakten Spannungen ¢ normalerweise unbekannt sind, werden sie durch
verbesserte Spannungen o" aus einer Spannungsglattung ersetzt. Bs gibt eine Vielzahl an
Maglichkeiten zur Spannungsglittung sowohl auf lokaler, als auch auf globaler Basis.
Neben der reinen arithmetischen Mittelbildung der Spannungswerte an den Knoten-
punkten sind die Ly-Projektion und die Spannungsglittung tber superkonvergente
Punkte am weitesten verbreitet. Beispielhaft sei hier auf die Publikationen von Hinton,
Campbell [36] und Zienkiewicz, Zhu [102] verwiesen. Der Verfeinerungsindikator
ermittelt sich nun aus der Energienorm der Differenz der verbesserten Spannungen zu
den Spannungen aus der FE-Lésung:

/1% = J(a* - ah)TC'l(o* — 0,)d; (2.6)
2

Dieser Verfeinerungsindikator ist verhiltnism#8ig unproblematisch in jedes existierende
FE-Programm zu implementieren. Da sich finite Elemente, die auf Verschiebungsansat-
zen basieren und korrekt integriert sind, zu steif verhalten, wird 0" in der Regel
unterschitzt, und damit ist auch A; kleiner als der wirkliche Fehler. Zur Verbesserung des
Fehlerwerts ermittelten Zienkiewicz und Zhu [101] heuristische Korrekturfaktoren fiir
unterschiedliche Verschiebungselemente. Rank et al. [70] konnten nachweisen, da8 sich
der Verfeinerungsindikator nach Z?2 fiir Elemente mit linearen Ansatzfunktionen nur
durch einen Faktor C vom nachfolgend vorgestellten residualen Fehlerestimator
(Abschnitt 2.5.2) unterscheidet. Fiir Elemente mit quadratischen Ansatzfunktionen
neigt er jedoch noch deutlicher dazu, den wahren Fehler zu unterschitzen.
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Bei Schalenelementen ist es empfehlenswert, die Energienorm des Fehlers aus den
SchnittgroBen zu ermitteln [37], da diese ein integrales MaB der Spannungen iber die
Elementdicke beinhalten:

A= I[(M* - M)TC (M ~ M)
&

+(Q" - 07 Q" - )

+ (N = NYIC YN ~ N, (2.7)

Cy,Cs und Cp, sind die Materialmatrizen fiir Biegemoment, Querkraft und Normalkraft.
Hinton et al. [37] vernachléssigen den Querkraftanteil. Auch in der vortiegenden Arbeit
wird dieser Anteil aus folgenden Griinden nicht beriicksichtigt:

@ Finite Elemente approximieren im allgemeinen die Querkrifte schlechter als die
Momente. Daraus resultiert eine Dominanz des Querkraftfehleranteils, vor allem
im Auflagerbereich.

® Bei schubweichen Formulierungen treten an freien oder einfach gelagerten
Réndern (“soft support”) hohe Spannungsgradienten (“boundary layer effect”),
vor allem in den Querkriften auf [82].

® In Bereichen von Gebietslagerkanten und Lasteinleitungen treten Querkraft-
spriinge auf, die nicht geglittet werden diirfen.

Die Lokalsysteme zweier benachbarter Schalenelemente sind an einem gemeinsamen
* Knoten im allgemeinen nicht kompatibel. Damit die SchnittgroBen an den Knotenpunk-
ten geglittet werden konnen, miissen sie zuerst auf ein gemeinsames Koordinatensystem
transformiert werden. Rust[76] definiert dazu ein knotenbezogenes Koordinatensystem.
In dieser Arbeit werden die SchnittgréBen auf das globale Koordinatensystem
transformiert:

Ay = e'ey
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Die Transformationsmatrix Aj, enthilt die Richtungskosinus zwischen den Basisvekto-
ren des lokalen und globalen Koordinatensystems.

My py = ApAigM' s Nipg = ApAjgN' 1y

Die geglitteten SchnittgroBen ergeben sich in dieser Arbeit aus der Mittelwertbildung
der ElementschnittgroBen an den Knotenpunkten:

n n
=1 _1
’—ﬁz hij i'"ﬁz hij

Die an den Gauflpunkten berechneten SchnittgroBen miissen auf die Knotenpunkte
iibertragen werden. Meistens werden sie im lokalen System (also entlang der
Schalenfliche) extrapoliert. In dieser Arbeit ist eine Extrapolation der an den
GauBpunkten auf das globale Koordinatensystem transformierten Schnittgrofen
entlang der Schalenfliche realisiert. Fiir allgemeine Elementgeometrien ergeben die
beiden Extrapolationen unterschiedliche Ergebnisse. Die folgenden beiden Beispiele
sollen das unterschiedliche Extrapolationsverhalten veranschaulichen. Die Normal-und
Querkrafte sind an den Drittelspunkten gegeben. Die lokalen und globalen Schnittkrafte
werden ohne Beriicksichtigung der Belastung im Lokalsystem des Elements linear auf
die Elementrandpunkte extrapoliert.

Beispiel 1: N und Q in den Drittelspunkten gegeben:
3 = _ P
N(a=%)=—‘/:;P Nl@=3) =5
=0y = P =T f3
Q((I 6) 2 Q(a = '3‘ = - 7?
Ir |
lineare Extrapolation auf die Elementrinder
lokal global
NO) = 1,232 N = 0,13p NO) =P N =0
Q) = -0,137 Q) = -1,23P Q(0) =0 Q) = -P
Fehler ca. 20% Fehler 0%

In Beispiel 1 liefert die lineare Extrapolation der globalen Schnittgréfien die exakten
Ergebnisse an den Knotenpunkten, da die Belastung ebenfalls global orientiert ist.
Dagegen beinhaltet die Extrapolation der lokalen SchnittgroBen einen Fehler von 20%.
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Beispiel 2: N und Q gegeben:

—p
PR N = pR = konst.
p R
Q 0 = Kkonst.
Ol

o

lineare Extrapolation auf die Elementrander

lokal global
N(©) = pR N(—’ZE) = pR N@©) = 1,23pR N(g-) = 1,23pR
Q) =0 Q(g) =0 Q(0) = 0,13pR Q(g) = 0,13pR
Fehler 0% Fehler ca. 20%

In Beispiel 2 ist das Resultat genau umgekehrt. Grundsitzlich enthalten beide
Extrapolationstechniken Fehler, weil sie das Gleichgewicht nicht beriicksichtigen. Obige
Beispiele stellen jedoch Extremfille dar, da die Kriimmung von finiten Elementen im
Regelfall deutlich geringer ist. Die aus der Extrapolation resultierenden Fehler sind
deshalb im allgemeinen ebenfalls geringer.

2.5.2 Fehlerestimator nach Babuska, Rheinboldt, Miller

Babuska et al. [5,6,7] entwickelten einen Fehlerindikator, welcher ausschlieSlich aus
bekannten GroBen ermittelt wird:

A} = n? j(Luh = p) (Lu;, — p)d@; + f"(gh)TJ(ah)dri
& it

Der Fehlerindikator bestcht zum einen aus einem residualen Anteil (Luy, - p) durch das
nicht erfiillte statische Gleichgewicht innerhalb des Elements. L ist ein linearer
Differentialoperator, p stellt die gegebene Volumenbelastung dar und wy, ist die Losung
aus der FE-Berechnung. Der zweite Anteil des Fehlerindikators ergibt sich durch
Spannungsspriinge J(o, ) an den Elementkanten aus nichterfiillten Kontinuititsansitzen
der Spannungen tiber benachbarte Elementkanten. Der Gesamtfehler wird nach
Gleichung (2.4) berechnet.

Durch eine geeignete Skalierung der Fehlerindikatoren (A2 = bA?) kann unter

bestimmten Voraussetzungen ein asymptotisch exakter Fehlerestimator gewonnen

37


ibbaf
Textfeld


werden [65]. Babuska und Rheinboldt [7] ermitteln den Skalierungsfaktor im eindimen-
sionalen Fall fiir dquidistante Knotenpunktabstinde aus einer Eigenwertanalyse zu

b = ;c%a-' Dabei ist a der zugehorige Wert auf der Hauptdiagonalen der Materialmatrix.

Kelly et al. [45] geben diesen Faktor ndherungsweise als b = T%E an. Fiir zweidimensio-
nale Probleme wird der Faktor halbiert. Hoherwertige Polynomansitze werden durch
den Faktor p beriicksichtigt (p entspricht der Ordnung der verwendeten Elementan-
satze), so dafi sich nach Kelly et al. [45] fiir allgemeine zweidimensionale Problemstellun-

1

gen der Faktorzu b = Zapa

ergibt.

Der residuale Fehlerestimator liefert einen oberen und unteren Grenzwert fiir den
wahren Fehler in der Energienorm nach Ungleichung (2.2). Er steht damit auf
mathematisch fundierten Beinen. Die Implementierung ist jedoch aufwendiger als fiir
den Glittungsindikator nach Z2 (Abschnitt 2.5.1). Solange lineare Elementansitze
verwendet werden, reicht es naherungsweise aus, nur den Spannungssprunganteil zu
verwenden, da der Residuenanteil Luy - p konstant ist. Fir hdherwertige Elementansitze
dagegen liefert der Residuenanteil einen wesentlichen Beitrag zum Fehlerwert.

2.53 Verfeinerungsindikator nach dem Knotengleichgewicht

In Erginzung zu oben vorgestellten Verfahren der a posteriori Fehlerabschatzung wird
ein anschauliches ,,Fehlerkriterium® vorgestellt, das ein mogliches Gleichgewicht an den
Knotenpunkten iberpriift. Das Verfahren wurde fiir rechteckige Scheibenelemente
implementiert.

Die fiktiven Knotenkrifte S eines Elements errechnen sich fiir ein linear elastisches
Materialgesetz ohne Beriicksichtigung von Verformungslastfallen und eingeprigten
Spannungen durch die Multiplikation der lokalen Elementsteifigkeitsmatrix ke mit dem
Knotenverschiebungsvektor u:

S = keu ' (2.8)

S hat fiir Scheibenelemente zwei Kraftkomponenten (Sy,Sy), fiir Plattenelemente eine
Kraftkomponente und zwei Momentenkomponenten (Sy,My,My) und fiir Schalenele-
mente tritt eine Kombination aus Scheiben- und Plattenkomponenten auf.

Die Knotenverschiebungen u werden aus der Losung eines globalen linearen Glei-
chungssystems aus generalisierten Knotengleichgewichten in Abhéngigkeit von externen
Lastvektoren gefunden. Die Knotenkrifte S sind fur die Tragwerksanalyse zundchst
wenig aussagekraftig, erfilllen jedoch ein Gleichgewicht an jedem Knoten (gin
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s/'\s
> 85 +P=0

Bild 2.6: Gleichgewicht der Knotenkrifte

Gleichgewicht deshalb, weil sie aus gensherten Steifigkeiten ermittelt werden und nicht
das Gleichgewicht der wirklichen Steifigkeiten darstellen)

> 85 +P=0 (2.9)

P ist der Lastvektor.

Fehlerabschitzung

Die bei einer FE-Analyse herkémmlich durch Differentiation der Verschiebungen
berechneten Spannungen o, werden entlang der Elementkanten zu genidherten
Knotenkriften Sy, integriert (Bild 2.7).

8, = j NTnTo,) dr
A

N.. Formfunktionen entlang des
Randes

Sy .. fiktive Knotenkrifte, aus den
gendherten FE-Spannungen

hn

errechnet

Bild 2.7: Spannungen und Knotenkrifte

8 = f N'(n"0y) dr (210)
A

Als Formfunktionen N sollen die iiblichen Ansatzfunktionen fiir die Verschiebungen
gewahlt werden. Die aus den geniiherten FE-Spannungen ermittelten Knotenkrifte
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erfiillen das Gleichgewicht nicht exakt. Es kann eine Fehlerknotenkraft R an jedem
ungelagerten Systemknotenpunkt errechnet werden:

K
R = ZShj+P (2.11)

Jj=1

- K sind alle an den Knoten angeschlossenen Elemente. Die Fehlerknotenkraft stellt ein
lokales FehlermaB dar. Im folgenden wird eine integrale Grofie des Fehlers angestrebt,
welche unabhingig von der Geometrie und der Materialbeschreibung besser vergleich-
bare Ergebnisse liefert. Deshalb wird die Fehlerkraft R naherungsweise auf alle, an
einem Knoten angeschlossenen Elemente entsprechend deren Volumenverhaltnissen
aufgeteilt [64]:

V.
R, = V—’; (2.12)

Dabei ist Vp; der Volumenanteil eines Elements und Vi die Summe aller Elementvolu-
menanteile des Knotens. Diese Aufteilung der Fehlerkraft R wird an jedem Knoten
durchgefiihrt. Der Verfeinerungsindikator kann nun fiir jedes Element i lokal ermittelt
werden. Die an den Elementknoten diskret gegebenen Fehlerkrafte R; werden liber das
Element addiert und beziiglich der Energie normiert:

IEL 1

EL

2 2 2 _ _C 2

A= bzRi T pa tzRf (2.13)
j=1 j=1

Der Vorfaktor b resultiert aus der Bestrebung, den Verfeinerungsindikator unabhéngig
von-den konkreten Werten der Scheibendicke und der Materialparameter zu definieren.
Dabei wird eine Anpassung der Einheiten beziiglich der Forménderungsenergie
vorgenommen.

Folgende Abkiirzungen werden verwendet:
a Hauptdiagonalelement der Materialmatrix
p Ordnung des Elementansatzgrades zur besseren Abschatzung des wahren Fehlers
in Anlehnung an Kelly et al. [45]
¢t Elementdicke
IEL Anzahl der Knoten pro Element

C Konstante (anhand der untersuchten Beispiele ndherungsweise % =C=s %—ft‘ir den
eindimensionalen Fallund C = %fiir Scheibenelemente)
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Kurze Herleitung

Die statische Gleichung fiir die Elastizititstheorie lautet
T .
Bo+p =0
mit den vorgegebenen Randspannungen
t =t auf T ;  mit dem Spannungsvektor ¢ = n7p

B ist ein Differentialoperator erster Ordnung, t sind Kanten- und P Gebictslasten.
Durch die Multiplikation der gegebenen Gleichungen mit einer beliebigen Testfunktion
ou und der anschlicBenden Integration erhélt man

j SuTB o + p Yo + f SuT( ~ nToydl = 0 . (2.14)
r

Dabei wird gefordert, daB jede der beiden Eulergleichungen erfiillt ist. Das Einfithren
von Verschiebungsformfunktionen N, welche lediglich Uber bestimmte Bereiche des
Gebiets (Elemente) Giiltigkeit besitzen, fithrt zur Diskretisierung des Problems:

u = N

> oa” f N'(n"g) dr - > ou” J NT@B' ) d@ -
L 2
> oa’ f N dr - sal f NTp de =0 (2.15)
I; @2

i

Schneidet man ein Element aus einem FE-Netz heraus, ergibt sich far den ersten
Gebietsterm in Gleichung (2.14) unter Anwendung des GauBschen Integralsatzes

j oulB 0d = f Sul(nTo)dl’ ~ J (Bow)odg2 .
2, i, 4

Die Diskretisierung fiihrt zu dem folgenden Gleichgewicht zwischen der Elementsteifig-
keitsmatrix ke und den Element- und Randspannungen:

kit = f N(n"a,) dr - f NT(E'0,) a2 @16)
i, 2
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Die Summe der Elementsteifigkeitsmatrizen (Zusammenbau zur Systemsteifigkeitsma-
trix K mit der direkten Steifigkeitsmethode) steht ihrerseits mit den duBeren Lasten P des
gesamten Tragwerks im Gleichgewicht:

Ki =P = Z JNT?dI‘ + Z JNT,? aQ (2.17)

Einsetzen der Gleichung (2.16) in Gleichung (2.17) fithrt zu einer Gleichgewichtsbedin-
gung zwischen den Element- und Randspannungen und der &ufleren Belastung eines
Systems:

> J NT(Toy) ar - > J N@B'o,) d2 = > J NTEdl + J NTp de  (2.18)

5 (o] T £

Die Gleichung (2.18) zeigt die diskretisierte Version von Gleichung (2.15). Allerdings
erfiillen die aus der Diskretisierung entstandenen Spannungen oy, die Eulergleichungen
nicht mehr einzeln. Nach Gleichung (2.18) stehen die gesamten Gebietsanteile (£€2) mit
den Knoten- und Randanteilen (ZI') im Gleichgewicht. Bezeichnet man die Residuen
aus oy, fiir die Randterme mit Ry und fiir die Gebietsterme mit Ry,

Sh .
> JNT(nTah) ar-> jNT? dr = R, # 0 (2.19)
i, f,
> J NT(BTah) aQ + > J NTp d2 = R, # 0 (2.20)
& I ‘

i i

so folgt aus Gleichung (2.18) Ry —Ry=0. Damit reicht es aus, lediglich Gleichung (2.19)
zur Bestimmung der Knotenfehler R auszuwerten. In dieser Gleichung sind die iiber
GL (2.10) definierten fiktiven Knotenkrifte Sy erkennbar; somit ist der Zusammenhang
mit dem oben vorgeschlagenen Vorgehen hergeleitet. Die Energienorm des Elementfeh-
lers e = u - uy, berechnet sich wie folgt:

2 IEL
teli? = [ederan = Samm
2 =1
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Da die Fehlerfunktion e unbekannt ist, wird die Energienorm durch die Ly-Norm
niherungsweise abgeschiitzt, es ergibt sich Gleichung (2.13)

, I c B
= NeTp o
el = Z{ej R; ~paz>:1Rj :
j= j=

2.5.4 Beispiele

Im folgenden wird an zwei Scheibenproblemen die Leistungsfahigkeit der beschriebenen
a posteriori Verfahren zur Fehlerabschitzung demonstriert. Beide Problemstellungen,
aus der linearen Elastizititstheorie stammend, werden durch achtknotige unterinte-
grierte Scheibenelemente diskretisiert. Fir finite Elemente mit quadratischen Ansatz-
funktionen ist im allgemeinen vom Verfeinerungsindikator nach Zienkiewicz-Zhu [101]
keine allzu groBe Effizienz zu erwarten, da in den Beispielen zur Ermittlung der
verbesserten Spanmungen nur eine Mittelbildung aus den Spannungen an den Knoten-
punkten durchgefiihrt wird.

Beispiel Kragscheibe

Als erstes Beispiel dient eine Kragscheibe mit einem Seiten- Léngenverhiltnis von 10:1,
welche am lagerabgewandten Ende durch eine vertikale Einheitslast beansprucht ist
(Bild 2.8). Die Dicke der Kragscheibe ist 1,0, der Elastizititsmodul betragt 100.000 und
die Querdehnzahl 0,3. Am linken Ende der Scheibe wird eine starre Einspannung
angenommen. Die Scheibe wird durch 40 (Fall a) und 160 (Fall b) achtknotige
unterintegrierte Verschicbungselemente diskretisiert. Im Anschiuf an eine FE-Berech-
nung wird der Fehler a posteriori in der Energienorm abgeschitzt.

Aufgrund der geometrischen Verhiltnisse wire die Balkentheorie zur Ermittlung einer
Vergleichsidsung zuléssig. Bei den hier zu erwartenden geringen Fehlerwerten und der
damit grofen erforderlichen Genauigkeiten der Referenzlésung wird jedoch zur
Gewahrleistung identischer Randbedingungen, eine FE-Lésung mit einer sehr feinen
Diskretisierung als Referenzldsung zur Berechnung der Tragwerksenergie eingesetzt.
Die Energienorm der Lésung (Gleichung (2.5)) ergibt sich zu 0,2007. In Bild 2.8 sind die
ermittelten Gebietsfehlerwerte der unterschiedlichen Methoden in der Energienorm (v,
Gleichung (2.4)), und die daraus resultierenden prozentualen Fehlerwerte 1, entspre-
chend Gleichung (2.1) dargestellt. Aus dem Verhiltnis des abgeschitzten zum ,,exakten®
Fehler folgt der Effektivitatsindex ® (Gleichung (2.3)).

Erwartungsgemal unterschétzt der Verfeinerungsindikator nach Zienkiewicz-Zhu den
Fehler bei Elementen mit quadratischen Ansatzfunktionen betrichtlich. Die beiden
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|74
A

10

von Mises Vergleichspannungen:

Ergebnisse fiir 40 Elemente (achtknotig, unterintegriert)

1

v =03
E = 100.000

(= 1.15e+00|
8.49E400
1586401
2.326401
3.05E+08
3.79E401
f 4.526401
5.25E401
5.99E401

sexakt® z2 Gleichgewicht|  Babuska
N[ %] 4,80 1,72 3,14 3,59
| ul? 0,040280 0,040188 0,040188 0,040188
2 1,1952010 3,97330107 5,1941¢10°5
S} 0,36 0,65 0,75
Ergebnisse fiir 160 Elemente (achtknotig, unterintegriert)
sexakt” z?2 Gleichgewicht| Babuska
N[ %] 3,75 0,83 1,78 2,09
lul?® | 0,040280 0,040224 0,040224 0,040224
2 0,2792¢10° | 1,2767010° | 1,7558¢107
C) 0,22 0,47 0,56

Bild 2.8: Kragtréger unter Einzellast
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anderen Verfahren liegen deutlich niher an der richtigen Losung. Dennoch gibt er die
Fehlerverteilung ebenso wie die beiden anderen Verfahren korrekt wieder. Der
allgemeine Abfall des Effektivitiitsindexes fitr die feinere der beiden Diskretisierungen
ist eher zufillig. Asymptotische Konvergenzen sind sicherlich erst bei wesentlich
feineren Diskretisierungen zu beobachten.

Beispiel L-formige Scheibe

Als zweites Beispiel wird der Diskretisierungsfehler einer L-formigen Scheibe abge-
schitzt. Die Scheibe ist an zwei AuBenseiten verschieblich gelagert und wird an einer
dritten Seite durch eine Gleichstreckenlast der GroBe 1,0 beansprucht. Gago et al. [29]
geben die ,exakte“ Energienorm der Scheibe aus einer FE-Analyse mit einem sehr
feinen Netz mit 5,58 an. Fir die in Bild 2.9 dargestellte Diskretisierung mit 48
achtknotigen, unterintegrierten Verschiebungselementen resultiert ein ,,exakter” relati-
ver Gesamtfehler von 7,76%.

Alle drei Verfahren zur Fehlerabschitzung erzielen ein ahnliches Ergebnis, das in etwa
bei zwei Dritteln des exakten Fehlers liegt. Die verhéltnismaBig gute Abschitzung des
Verfeinerungsindikators nach Zienkiewicz-Zhu iiberrascht etwas.

Bewertung

Die beiden Beispiele verdeutlichen, daB die Verfahren zur Fehlerabschitzung im
allgemeinen keine exakten Fehlerwerte wiedergeben konnen. Der Effektivititsindex
zwischen 0,22 und 0,77 in den beiden Beispielen veranschaulicht den groBen Spielraum
in der Fehlerabschatzung. Dieses Resultat sollte jedoch nicht tiberbewertet werden. In
vielen Féllen erwartet der Anwender von der Methode der finiten Elemente, daB sie
einen brauchbaren Gleichgewichtszustand als Losung seiner Problemstellung findet. Die
Verfahren zur Fehlerabschatzung geben in erster Linie einen Hinweis auf die Glattheit
der erhaltenen Losung (Diskrepanz des Ubergangs des Spannungsverlaufes zwischen
den Elementgrenzen zur stetigen Losung). Resultiert also ein geringer Fehlerwert aus
einer Fehlerabschitzung, so ist die erhaltene Losung verhiltnismaBig glatt und stellt fiir
eine nicht zu grobe Diskretisierung sicherlich eine brauchbare Losung (ein geeignetes
Gleichgewicht) dar.
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von Mises Vergleichspannungen

1,0 Querdehnzahl v
1,0 Scheibendicke d

0,0
0,1

il
1t

Elastizitiitsmodul E

i

Gleichstreckenlast q

Il

Ergebnisse fiir 48 Scheibenelemente (achtknotig, unterintegriert)

sexakt” | Z? Gleichgewicht| Babuska
niwl| 776 5,19 4,94 5,99
lu?| 31,1364 30,9489 30,9489 30,9489
T]2 0,08357 0,07582 0,06839
(<] 0,67 0,64 0,77

Bild 2.9: L-férmige Scheibe
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'3 NETZADAPTION

3.1 Allgemeiner Uberblick

Von der Netzadaption erwartet man ein an die geometrischen und lastspezifischen
Besonderheiten speziell angepaBtes FE-Netz, dessen Fehler, in einer Norm ermittelt,
sinen benutzerdefinierten Wert unterschreitet. Die Ermittlung der Diskretisierungsfeh-
ler ist in Abschnitt 2 erldutert. Dartiberhinaus sollte die Netzadaption auch Gebiete
beriicksichtigen, welche fiir den Anwender von besonderem Interesse sind. Das kénnen
zum Beispiel Detailprobleme in einer ansonsten sehr groBen Struktur sein, die durch ein
gleichméBiges FE-Netz nicht erkennbar sind.

Ein entscheidender Vorteil eines adaptiven FE-Netzes gegeniiber einem homogenen
Netz liegt nach Rank [65] in der ausgesprochenen Wirtschaftlichkeit der Berechnungen
von Detailproblemen, da lediglich an den mechanisch erforderlichen Orten zusitzliche
Freiheitsgrade definiert werden. In der Regel beginnt ein adaptiver Berechnungszyklus
mit einem groben Startnetz, das solange adaptiv verbessert wird, bis eine geforderte
Fehlerschranke unterschritten ist. Fir begrenzten Computerspeicherplatz oder be-
grenzte Rechenzeit kann eine bestmdgliche Diskretisierung eines Problems gefunden
werden.

3.1.1 Adaptive Methoden

In den letzten beiden Jahrzehnten wurden mehrere adaptive Methoden entwickelt, um
die Diskretisierung einer Struktur mit finiten Elementen bei ungentigenden Ergebnissen
zu verbessern. Die h- und p-Verfeinerungen [z.B. 4,12,40,65,101] erreichen eine
verbesserte Approximation des Berechnungsmodells durch eine Erhohung der Freiheits-
grade. Die r-Version [24,26,58] vergleichmiBigt den Diskretisierungsfehler durch
Verindern der Knotenpositionen ohne die Anzahl der Freiheitsgrade zu erhdhen. Eine
jungere Entwicklung ist die d-Version [88,90], die in der Lage ist, die Dimension einer
Diskretisierung (Balkenmodell —+ Scheibenmodell — Volumenmodell) zu verandern.
Oftmals erscheinen auch Kombinationen unterschiedlicher adaptiver Methoden geeig-
net, die Vorteile der einzelnen Verfahren zu unterstreichen und Nachteile zu
unterdriicken. Erwahnt sei hier die hp-Version, die ebenso wie die p-Version eine
ausgezeichnete Konvergenzrate besitzt, jedoch deren Nachteil, ein Oszillieren der
Spannungsergebnisse an Singularitéten bei héherwertigen Ansatzfunktionen, weitge-
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hend unterdriickt. Die s-Version stellt ebenso eine Kombination aus der h- und der
p-Version dar. Dabei wird entweder nach Rank [66] ein Grundgitter nach der p-Version
erzeugt und an ausgewihlten Bereichen ein lokales Gitter nach der h-Version
hierarchisch iiberlagert, oder das globale Gitter ist nach der h-Version gebildet und wird
durch ein p-adaptives Gitter {iberlagert (Fish [28]).

Im folgenden werden die h- und r-Versionen detailliert erlautert und in der Kombination
eine Erweiterung der Verfahren vorgestellt. Die weiteren adaptiven Verfahren sollen
unerwihnt bleiben, da sie im Rahmen dieser Arbeit nicht ausfithrlich untersucht wurden.

3.1.2 Konvergenzrate bei Netzverfeinerungen

Die Ansatzfunktionen der finiten Elemente stellen eine Approximation an den Verlauf
der wahren Verschiebungsfunktionen dar. Je kleiner die finiten Elemente werden, desto
kleiner wird der Approximationsbereich einer Ansatzfunktion. Die Annéherung an die
wirkliche Losung wird besser. Fiir eine Elementgrofe h~0 konvergiert das Ergebnis zur
exakten Losung (eventuell auftretende numerische Probleme seien hier nicht beriick-
sichtigt). Fir Spezialfille kann die wahre Losung bereits durch wenige Elemente
beschrieben werden, falls die Formfunktionen der Elemente den wirklichen Verschie-
bungsverlauf beschreiben kdnnen. Die Konvergenzordnung der h-Version kann abge-
schatzt werden, indem die exakte Losung an einer beliebigen Stelle durch ein Taylor
Polynom dargestellt wird [100]:

uy) = D s Gy — 0’0 = ¥ G1)
sf=0

Ein finites Element der Ansatzordnung p kann dieses Polynom bis zur Ordnung p exakt
beschreiben. Der Fehlerin den Verschiebungen u ergibt sich dann fir eine Elementgrofie
hzur Ordnung O(hP*1), Der Fehler in den Spannungen, wie auch in der Energienorm, ist
von der Ordnung O(hP) [100]. Demnach wiirde sich der Fehler in der Energienorm fiir
lineare Elementansitze bei einer Halbierung der Elementgrofie halbieren, der Fehler in
den Verschiebungen wiirde sogar auf ein Viertel des urspriinglichen Wertes reduziert.
Fiir praxisnahe Beispiele, deren Losungen héufig nicht glatt sind, erscheint diese
Konvergenzordnung als zu optimistisch. Nach Babuska, Szabo [8] kann das Maf} der
Konvergenzgeschwindigkeit der Losung aus folgender Gleichung ermittelt werden:

lu ~u,|lp=< C DOF =™l [ u ], (3.2)

| — u,, ||, stellt die Energienorm des Fehlers dar. Die Sobolev-Norm | 2 l| g5+ I8t ein
MaB fiir die Glattheit der Losung. Cist eine von u und DOF (Anzahl der Freiheitsgrade)
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unabhéngige Konstante, § ist ein Glattheitsparameter, der von Babuska, Szabo [8] fiir
praktische Beispiele im Bereich 0,5 < 8 =< 1,0 angegeben wird. Zienkiewicz, Taylor
{100] beziffern B zu 0,5 fiir geschlossene Risse und zu 0,71 fiir 90° Ecken bei
Elastizititsproblemen. p ist die Ordnung der Ansatzfunktionen. Aus Gleichung (3.2)
folgt eine maximale Konvergenzordnung von O(DOF “%mi"(ﬂp)) oder O(h min(ﬂx”)), wenn
die Anzahl der Freiheitsgrade als ndherungsweise indirekt proportional zur Element-
groBe h? angesehen wird [100]. Man mu8 sich dariiber im Klaren sein, daf} die realistische
Konvergenzordnung fiir Bereiche mit ausgepriigten Singularititen deutlich unter der
optimalen Ordnung von O(hP) liegen kann.

3.1.3 Elementverfeinerungskriterium

Eine homogene Netzverdichtung kann den Diskretisicrungsfehler einer FE-Analyse fiir
glatte Losungen deutlich vermindern. Werden jedoch sehr hohe Genauigkeiten,
beispiclsweise in den Spannungen gefordert, ist aufgrund oben genannter Konvergenz-
rate die Leistungsfihigkeit des eingesetzten Rechners schnell erreicht. Besser ist es, das
FE-Netz nur an den Stellen zu verdichten, wo der Diskretisierungsfehler grofB ist. An
Orten geringen Diskretisierungsfehlers bedarf es in der Regel keiner weiteren
Verfeinerung.

Die Entscheidung, welche Elemente verfeinert werden sollen, hingt wesentlich von der
maximal erwiinschten Anzahl an adaptiven Iterationszyklen und Freiheitsgraden ab.
Wird beispielsweise in jedem Iterationsschritt nur das Element mit dem héchsten Fehler
unterteilt, entstehen wenig unnétige Freiheitsgrade. Die Anzahl der Iterationen und
damit der Rechenanfwand ist jedoch sehr groB. Ahnlich unwirtschaftlich ist es, alle
Elemente zu verfeinern (homogene Verfeinerung). Eine sinnvolle Auswahl ergibt sich,
wenn ein gewisser Prozentsatz aller Elemente mit den groften Fehlern in jedem
adaptiven Iterationsschritt verfeinert wird [76]. Zienkiewicz et al. [100,101] entwickelten
ein anschauliches Verfeinerungskriterium aus der Forderung einer gleichmaBigen
Fehlerverteilung tiber das gesamte Gebiet: Jedes Element, dessen Fehlernorm grofer ist
als der durchschnittliche geforderte Elementfehler &, wird verfeinert,

(3.3)

Der durchschnittliche Elementfehler in Gleichung (3.3) errechnet sich aus der
Annahme, daf} sich ein konstanter Fehler tiber die Elemente einstellt. Bugeda und Oniate
[19] schlagen dagegen vor, bei der Berechnung von #die Relation der Elementflichen
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zur Gesamtfliache Q zu beriicksichtigen, um einen konstanten Fehler pro Einheitsfliche

zu erhalten:
o 2,
A= =7|ul /—5’ (34

Die Gleichungen (3.3) und (3.4) entsprechen sich fiir homogene Netze. Aus dem
Verhiltnis des tatsichlichen zum mittleren Elementfehler ergibt sich ein Elementverfei-
nerungskriterium:

A,
§i =7 (35)

Fiir & = 1istdie ElementgroBe optimal. Ein Element sollte fir §; > 1verfeinertund
konnte fiir & < 1 vergrébert werden. Je grofier der Verfeinerungsindikator ist, desto
groBer ist auch der Elementfehler und desto stirker solite das Element verfeinert
werden. Diese Forderung fiihrt in den ersten Iterationsschritten, bei welchen der
Diskretisierungsfehler noch bedeutend gréfer ist als der erwiinschte Fehler, zu einer
groBen Anzahl an verfeinerten Elementen. Mit zunehmender Iterationszahl und
geringer werdender Differenz des tatsichlichen zum geforderten Fehler, wird der Anteil
der verfeinerten Elemente an der Gesamtheit der Elemente reduziert.

Fiir praktische Beispiele erweist es sich héufig als Vorteil, die Elemente erst ab einem
Faktor & > 1,3 zu unterteilen, um die Anzahl der neu entstehenden Elemente zu
verringern. Der Faktor begriindet sich im wesentlichen darin, daf3 bei einer Elementun-
terteilungsstrategie die geforderte Elementgrofe nur sehr ungenau verwirklicht werden
kann. Ein Element wird entweder unterteilt und damit seine Fliche bei Vierecken
geviertelt, oder eswird nicht unterteilt. Im Falle einer Verfeinerung werden Forderungen
etwa nach einer geringfiigigen Verkleinerung der Ausgangsfliche deutlich iibererfiillt,
was in einem kleineren Elementfehler resultiert. Aus der Verfeinerung aller Elemente,
deren Verfeinerungskriterium groBer ist als 1,0, folgt ein Gesamtfehler, der wesentlich
unter dem geforderten Fehler liegen kann. Die Berechnung wiirde unwirtschaftlich.

Eine verbesserte ElementgroBe kann aus der Annahme der in Abschnitt 3.1.2
hergeleiteten Konvergenzordnung ermittelt werden [19,100]:

—_—t
h?eu = Ei min(fp) h?” (3.6)
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3.2 Elementunterteilungsstrategie (h-Version)

Die Elementunterteilungsstrategie wird gerne in adaptiven Methoden eingesetzt.
Elementunterteilungen an Orten grofer Fehler liefern notwendige neue Freiheitsgrade.
Dadie h-Verfeinerung keine Verdnderungen der Elementansatzordnung vornimmt, sind
keine Eingriffe in Elementunterprogramme erforderlich.

Viereckselemente, die nach Gleichung (3.5) zur Unterteilung gekennzeichnet sind,
werden in vier neue Viereckselemente unterteilt (Bild 3.4). Dabei wird die erforderliche
Stetigkeit der Elementiiberginge (meist C%) zwischen verfeinerten und unverfeinerten
Elementen verletzt. Wird ein Element unterteilt, dessen Nachbarelement unverfeinert
bleibt, entstehen Knoten entlang der gemeinsamen Elementkante, welche nicht Teil des
Nachbarelements sind. Bleibt der Effekt unberiicksichtigt, werden kiinstliche Risse in
das System cingebracht, welche die Genauigkeit der Losung an dieser Stelle negativ
beeinflussen kénnen. Durch die Verwendung kompatibler Elementunterteilungen
kénnte dieser negative Effekt vermieden werden (Bild 3.1). Nachteilig ist jedoch die
Halbierung der Kantenwinkel, welche zu schlechten Elementen fithrt. Wie in Bild 3.1
erkennbar ist, werden die Elemente bereits bei einer weiteren Unterteilung unbrauchbar
(siche auch Rank [65]). Inkompatible Elementunterteilungen liefern dagegen gute
Elementformen. Es entstehen jedoch inkonsistente Knoten, die zu eliminieren sind. Das
ist fiir Dreieckselemente lokal durch Unterteilen des entsprechenden Nachbarelements
zu erreichen (Bild 3.2). Werden in einem Vierecksnetz im AnschluB an die Verfeinerung
zusitzlich Dreiecke akzeptiert, konnen die inkonsistenten Knoten ebenfalls durch das
Unterteilen nur eines Nachbarelements eliminiert werden. Plank [61] beschreibt
Strategien, welche den Anteil an Dreiecken in einem Vierecksnetz reduzieren. Ist
allerdings ein reines Vierecksnetz gefordert, geniigt eine Unterteilung der unmittelbaren
Nachbarelemente nur dann, wenn die zu verfeinernden Elemente in neun neue
Elemente unterteilt werden. Eine solch starke Verfeinerung ist jedoch aufgrund der
groBen Anzahl an neuen Freiheitsgraden und der resultierenden Differenz der
ElementgroBen an Ubergangsbereichen nicht witnschenswert. Durch die Generierung
geeigneter Ubergangselementpatche oder die geometrische Kopplung kénnen inkonsi-
stente Knoten ohne Verzicht auf ein reines Vierecksnetz beseitigt werden.

3.2.1 ﬂbergangselementpatche
Ubergangselementpatche sind geeignet, inkonsistente Knoten durch weitere Element-

unterteilungen miteinander zu verbinden oder auf einen Gebietsrand zu iibertragen
(Bild 3.4a). Obwohl die Generierung von viereckigen Ubergangselementen mittlerweile
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—» 1 | —»

Ausgangselement Verfeinerung weitere Elementverfeinerung

Bild 3.1: Kompatible Elementunterteilung nach Rank {65]

b —p
nach Plank [61]

ﬁ& - 4@ -~
aus Rank [65]

Bild 3.2: Stetige Elementunterteilungen

b - - -

Bild 3.3: Unstetige Flementunterteilung nach Rust [76]
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als Standard betrachtet werden kann, gestaltet sie sich nicht als trivial, da viele
Fallunterscheidungen beriicksichtigt werden miissen. Lésungen dazu sind in
[10,23,38,61,76] beschrieben. Eine iiber die Forderung aus der Elementverfeinerung
hinausreichende Erhéhung der Freiheitsgrade ist dabei unumgiénglich. Ferner entstehen
verzerrte Elemente in den Ubergangsbereichen, welche negative Einfliisse auf das
Losungsverhalten erwarten lassen. Diese Vermutung kann jedoch aus folgenden
Griinden nicht bestétigt werden:

® Im Verhiltnis zur Gesamtzahl der Elemente sind im allgemeinen wenige
Ubergangselemente auf dem Gitter vorhanden.

@ Das schlechte Elementverhalten wird weitgehend kompensiert, indem die Uber-
gangselemente in Bereichen angesiedelt sind, in welchen bereits groflere Elemente
ein ausreichendes Lésungsverhalten zeigen wiirden. Diese Elemente sind also
unnétigerweise klein.

. Generieren von
Ubergangselementen m

zu verfeinerndes ]
Element inkonsistente Knoten ]

HA :

Koppeln der inkonsistenten
Knoten an die Nachbarknoten

Bild 3.4: Elementunterteilung in CARAT

Das in dieser Arbeit implementierte Verfahren zur Generierung der Ubergangsele-
mente orientiert sich an oben erwihnten Publikationen. Dariiberhinaus werden die
Ubergangselemente eines vorangegangenen adaptiven Iterationsschritts vor einer
erneuten Elementunterteilung geldscht, da sie Bereiche bedecken, die keiner Verfeine-
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rung bedurften. Die Verfeinerungsinformation der Elemente wird auf deren Mutterele-
mente iibertragen. Im Anschluf§ an die Elementunterteilung werden alle entstandenen
inkonsistenten Knoten durch die Bildung neuer Ubergangselemente beseitigt. Dieses
Vorgehen vermeidet eine automatische Umwandlung der Ubergangselemente in regulér
verfeinerte Elemente bei der Entstehung eines neuen Verfeinerungsbereiches in bisher
unverfeinerten Zonen, oder die alternativ dazu zwangsldufig entstehende weitere
Unterteilung verzerrter Ubergangselemente.

Zur Veranschaulichung der Methode sind in Bild 3.5 das Startnetz und verschiedene
endgiiltige FE-Netze eines Rohres dargestellt. Die Berechnung erfolgt unter Ausniitzung
der Symmetrien am Viertelsystem. Bild 3.5a zeigt das endgiiltige adaptive FE-Netz der
Elementunterteilungsstrategie mit Ubergangselementen an den Kontaktbereichen
zwischen verfeinerten und unverfeinerten Elementen. Bild 3.5b zeigt das endgiiltige
FE-Netz aus der Eliminierung der inkonsistenten Knotenfreiheitsgrade durch eine
geometrische Kopplung an deren benachbarte Knoten.

3.2.2 Gekoppelte Freiheitsgrade

Alternativ zur Generierung von Ubergangselementen konnen die inkonsistenten
Knotenfreiheitsgrade (Knoten 3 in Bild 3.4b) geometrisch auf die Randfunktion des
unverfeinerten Nachbarelements gezwungen werden. Fir lineare Elemente in Bild 3.4
ergibt sich folgende Beziehung:

Uz = %(ul + uy) (3.7)

Der Verschiebungsverlauf innerhalb des verfeinerten Elements ist zwar abschnittsweise
linear, jedoch durch das unverfeinerte Nachbarelement beschrankt. Gleichung (3.7)
stellt eine zusitzliche Bedingung an den Verschiebungsfreiheitsgrad uz dar, welche vorab
erfillt werden kann, entweder an der Systemsteifigkeitsmatrix oder bereits wihrend der
Elementformulierung, alternativ direkt oder durch eine Penalty Methode.

Nach Carey und Oden [21] kann eine Kopplungsmatrix A hergeleitet werden, die das
Verhiltnis aller Freiheitsgrade zu den unabhingigen Freiheitsgraden beschreibt.
Gleichung (3.7) etwas umgeformt:

[_% _% 1]{%%} =0 (3.8)



I) Ausgangsnetz fiir die Elementunterteilungsstrategie

1A AR RARARRRRARE

System mit Belastung Verformte Struktur
(Berechnung am Viertelsystem) (iiberhohte Darstellung)

IT) endgiiltige FE-Netze fiir einen geforderten Fehler kleiner 5% in der Energienorm

! [] HHH ]
JZS ] |
Wi
a) Ubergangselemente b) gekoppelte Freiheits- ¢) Netzgenerierung
277 Elemente grade 170 Elemente 113 Elemente

Bild 3.5: Adaptive Berechnung eines Rohrs (Scheibenproblem)
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Auf Systemebene wird fiir die Summe aller inkonsistenten Knoten aus Gleichung (3.8)
die Restriktionsmatrix C definiert:

Cu =0 (3.9)

C hat die Dimension mxn; m ist die Anzahl der abhéngigen und n die Anzahl aller
Freiheitsgrade. Spaltet man C auf in einen Anteil der abhangigen Freiheitsgrade (Cy, uy)
und einen Anteil der unabhéngigen Freiheitsgrade (Cy, wp), folgt aus Gleichung (3.9):

= [c, ) [Z;] =0 (3.10)

Nach kurzen Umformungen erhilt man die Kopplungsmatrix A, die das Verhiltnis aller
Freiheitsgrade zu den unabhéngigen Freiheitsgraden beschreibt:

uy -C e
u = [“2] = [ 7 2],,2 = Auy (3.11)

I ist die Einheitsmatrix. Fiir unser lineares Beispiel hat A folgendes Aussehen:

(84 ' om

u o= A 1 53

sSEw
WD
.
|

Die inkonsistenten Knotenfreiheitsgrade werden durch die Multiplikation der Kopp-
lungsmatrix A mit der Systemsteifigkeitsmatrix K kondensiert. Die potentielle Energie
sei folgendermaBen definiert:

() = %uTKu - TP - min (3.13)

Einsetzen der Gleichung (3.12) in Gleichung (3.13) fiihrt zu einer Reduktion des
Systems:

) = %ugATMuz - ugATP
3.14)
L (
= iuerTuz - ulP

Durch Vormultiplikation der Transponierten von A wird die Steifigkeitsmatrix wieder
symmetrisiert. Allerdings muf8 der Lastvektor P ebenfalls mit AT vormultipliziert
werden.

K = ATK4 und P = A’P (3.15)

56



Die Kondensation an der Systemsteifigkeitsmatrix hat den Vorteil, daf} keine Eingriffe in
die Elementunterprogramme nétig sind. Im Gegenzug miissen jedoch auf globaler
Ebene Informationen iiber die Elementformulierung, insbesondere bei der Verwendung
von Lokalsystemen, gegeben sein. Weitere Probleme treten in Form einer kompakten
Speichertechnik, wie zum Beispiel die Skyline Technik der Systemsteifigkeitsmatrix auf,
da durch die Kopplungsbeziehung zusitzliche Nebendiagonalwerte aktiviert werden.
Das muf} bereits bei der Definition der Steifigkeitsmatrix berticksichtigt werden. Ein
weiterer Nachteil, der in der erforderlichen CPU-Zeit fiir die Multiplikation der groBen
Matrizen A und K liegt, kann durch die Verwendung einer zeigerorientierten
Speichertechnik [15] fiir die Kopplungsmatrix A deutlich abgeschwicht werden,

Eine weitere Verringerung des Aufwands ist durch die Verwendung von Penalty Methoden
erreichbar. Dabei wird das Funktional (3.13) um einen zusatzlichen Term erweitert [21]:

() = Ju'Ku — u"P + LiuTcTcu (3.16)

Die Anwendung des Funktionals (3.16) auf das Stationérproblem 0/7 = 0 fithrt zum
erweiterten Gleichungssystem:

K+1C"Cu = P (3.17)

Fiir unser lineares Beispiel in Bild 3.4b ergibt sich folgende Penalty Matrix, welche zur
Systemsteifigkeitsmatrix addiert wird. Die Matrix ist auch bei Kikuchi und Torigaki [46]

beschrieben:
1 1 =27 uy
1 1 =2] |4 (3.18)
-2 -2 4 [”3]

Theoretisch wird fiir A — « die Restriktion aus Gleichung (3.7) exakt erfiillt. In der
Praxis sollte 4 zur Vermeidung numerischer Probleme nicht zu grof} gewihlt werden.
Carey [21] schldgt vor, 2 = 10% zu wihlen, wobei d die halbe Anzahl der Stellen der
Rechnergenauigkeit fiir Real-Werte darstellt. In praktischen Anwendungen erscheint es
sinnvoll, 4 an dem jeweiligen Hauptdiagonalwert der Steifigkeitsmatrix zu orientieren.
Fir durchgefithrte Scheibenbeispiele, die keinen reprasentativen Charakter besitzen
konnen, reichte es aus, den Faktor mit 100 - 1000 zu wihlen, um die inkonsistenten
Freiheitsgrade an ihre Nachbarknoten zu koppeln. Auch fiir Platten wurden damit gute
Ergebnisse erzielt.

icleu = 4
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Alternativ zu einer Reduktion der Systemsteifigkeitsmatrix kann es vorteilhaft sein, die
inkonsistenten Knoten bereits auf Elementebene zu eliminieren. Rust [76] erldutert
ausfiihrlich zwei unterschiedliche Verfahren dazu.

Mit Hilfe der gekoppelten Freiheitsgrade wird die Anzahl der Unbekannten gegeniiber
einer Generierung von Ubergangselementen stark vermindert. Dabei findet eine
Qualititsverminderung der verfeinerten Elemente in Ubergangsbereichen statt. Das
Lésungsverhalten der verfeinerten Elemente gleicht dem der unverfeinerten Nachbare-
lemente entlang der gemeinsamen Kante. Meist wird jedoch gerade von Elementen in
Ubergangsbereichen keine allzu groBe Reduktion der ElementgroBe gegeniiber den
Grundelementen erwartet. Eine Verringerung der Elementqualitit kann deshalb in der
Regel als unwesentlich erachtet werden. Zur gegebenenfalls nétigen Vermeidung dieses
Effekts beschreibt Rust [76] ein Verfahren, welches das unverfeinerte Nachbarelement
eines inkonsistenten Knotens halbiert, so daf eine kompatible Kante entsteht. Der
inkonsistente Knoten tritt dann erst im Nachbarelement auf, dessen Fliche nicht
reduziert werden miiite (Bild 3.3).

3.2.3 Vergroberung von Elementen

Bereits verfeinerte Elemente weisen manchmal nach mehreren adaptiven Iterations-
schritten ein sehr niedriges Verfeinerungskriterium nach Gleichung (3.5) aus (§; < 1).
Zur Reduktion der Anzahl an Freiheitsgraden und damit zur Beschleunigung der
Berechnung kénnen diese Elemente wieder vergrobert werden. Beilinearen Analysen ist
eine Elementvergroberung im allgemeinen nicht notwendig. Im Rahmen von nichtlinea-
ren Tragwerksanalysen, wo Spannungsumlagerungen regelméBig auftreten, konnen sich
Verfeinerungszonen mit zunehmender Anzahl adaptiver Iterationsschritte deutlich
veridndern. Hier ist eine betriachtliche Rechenzeitersparnis durch Elementvergrobe-
rungen zu erreichen.

Die vorliegende Arbeit beschrinkt sich zwar auf lineare Tragwerksanalysen, trotzdem
soll hier ein mogliches Verfahren zur Elementvergroberung beschrieben werden:

Zur Vermeidung zyklischer Verfeinerungs-, bzw. Vergroberungsaktivititen eines Ele-
ments, ist es fiir praktische Berechnungen sinnvoll, das Element nicht bereits fiir ein
Verfeinerungskriterium &; < 1 zu vergrobern, sondern erst dann, wenn im Anschiuf3 an
die Vergroberung ein Kriterium &; < 1 erwartet werden kann. Bei einer Vergroberung
verdoppelt sich die charakteristische Lange eines Elements:

hpe = 2h{" (3.19)
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Setzt man Gleichung (3.19) in Gleichung (3.6) zur Ermittlung einer verbesserten
Elementgrofe ein, erhilt man eine Bedingung fiir die Vergréberung eines Elements:

& < 2minGs) (3.20)

Eine Vergroberung sollte nur dann durchgefithrt werden, wenn alle vier Elemente, die
urspriinglich aus der Verfeinerung eines Elements entstanden waren, die Unglei-
chung (3.20) erfiillen. Zur Verminderung des Organisationsaufwands einer Elementver-
groberung empfiehlt es sich, die vergréberten Elemente mit ihren Knoten nicht
tatséchlich zu Ischen, sondern lediglich als ,,nicht aktiv“ zu kennzeichnen. Das ehemals
deaktivierte Mutterelement kann wieder reaktiviert werden. Dieses Vorgehen benétigt
zwar etwas erhohten Speicherplatz fiir die Vorhaltung nicht aktiver Knoten und
Elemente. Dies erscheint jedoch vertretbar gegentber dem Rechenaufwand, der fiir
alternativ dazu durchgefiihrte Datenverlagerungen zur Freisetzung des Speicherplatzes
der geldschten Elemente und Knoten erforderlich wiire.

3.2.4 Reduktion der Anzahl adaptiver Iterationen

Vor allem wihrend der ersten Iterationsschritte einer adaptiven Analyse errechnen sich
groBe Verfeinerungsindikatoren aus einem hohen Diskretisierungsfehler. Durch eine
einfache Elementunterteilung ist fiir lincare Elemente maximal eine Halbierung des
Fehlers in der Energienorm zu erwarten. Der Gedanke liegt nahe, ein Element mit
groBem Fehler mehrmals zu unterteilen, ohne eine zeitaufwendige FE-Analyse und
Fehlerabschétzung im AnschluB an jede Verfeinerung durchfithren zu miissen. Aus
Gleichung (3.6) 148t sich die Anzahl der benétigten Elementunterteilungen leicht
abschitzen. Der adaptive Elementunterteilungsalgorithmus kann ohne Unterbrechung
mehrmals durchlaufen werden. In jedem Schritt wird ein Element maximal einmal
unterteilt und das Elementverfeinerungskriterium entsprechend der durchgefiihrten
Verfeinerung korrigiert. Die maximale Anzahl der Verfeinerungsschritte n ergibt sich
unter Zuhilfenahme von Gleichung (3.6) zu

_ In(é)
"~ min(p,f)In(2)

Fir praktische Beispiele ist es jedoch nicht ratsam, mehr als zwei oder drei

(3.21)

Elementunterteilungen tatsichlich durchzufiihren. Da die Fehlerabschitzung gerade in
den ersten adaptiven Schritten mit grobem Startnetz ausgesprochen ungenau ist, kann
das entstehende FE-Netz an unwesentlichen Stellen verfeinert werden, Aufgrund der
schnellen Konvergenz dieses Verfahrens ist s hiufig nicht mehr méglich, entstandene
Fehler in den verbleibenden Iterationsschritten zu beheben.
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Dasbeschriebene Vorgehen ist geeignet, die Anzahl der adaptiven Iterationsschritte und
damit die Anzahl der FE-Berechnungen zu senken. Dieser Vorteil wird durch eine
erhohte Zahl an Freiheitsgraden in der Analyse erkauft, da durch die vorgestellte
Methode der Mehrfachverfeinerungen in jedem adaptiven Iterationsschritt alle Ele-
mente unterteilt werden, die ein gemeinsames Mutterelement besitzen. Die Elementun-
terteitung kann durch eine Interpolation der innerhalb der Elemente konstanten
Verfeinerungsindikatoren gezielter gesteuert werden. Baumann [11] beschreibt dazu ein
Verfahren.

3.2.5 Besonderheiten fiir Schalentragwerke

Bei der Verfeinerung gekriimmter Schalenelemente darf die Position der neu entstande-
nen Knoten im allgemeinen nicht aus einer einfachen Interpolation der Koordinaten der
Eckknoten bestimmt werden. Vielmehr sollten die Knoten auf der tatsichlichen
Schalenfliche positioniert sein. In dieser Arbeit wird die Schalenflidche mit Hilfe von
Design Elementen approximiert (Abschnitt 4.1.1): Die Knotenpunkte werden im
Parameterraum der Design Elemente definiert und anschlieBend auf die Schalenfliche
transformiert. Dabei wird sichergestellt, da alle neuen FE-Knoten auf der Schalenfli-
che zu liegen kommen. Mit zunehmender Verfeinerung wird automatisch eine
verbesserte Approximation der Schalengeometrie erreicht.

Werden durch die adaptive Verfeinerung entstandene inkonsistente Knoten geometrisch
an ihre Nachbarknoten gekoppelt, muB dafiir Sorge getragen werden, dafl diese Knoten
nicht auf der Schalenfliiche zu liegen kommen, damit Inkompatibilitaten der verfeiner-
ten Elemente mit ihren unverfeinerten Nachbarelementen vermieden werden. Die
Koordinaten dieser Knotenpunkte werden durch eine Interpolation der Elementeck-
punkte ermittelt. Bild 3.6 verdeutlicht das Vorgehen am Beispiel linearer Elemente.

3.2.6 TFolgerung

Ein wichtiger Grund fir die weite Verbreitung der Elementunterteilungsstrategie liegt in
der einfachen Implementierung dieser Methode in Standard FE-Programme. Aufgrund
der relativ groBen Robustheit des Algorithmus wird die Strategie, trotz einer vergleichs-
weise niedrigen Konvergenzgeschwindigkeit beim Auftreten von Singularititen, gerne
eingesetzt.

Sie verhalt sich jedoch trige in der Realisierung geforderter ElementgroBen, da sie
lediglich Elemente vierteln oder unverdndert beibehalten kann. Sind nur geringfiigige
Elementverkleinerungen erforderlich, wird die Elementunterteilungsstrategie ein zu

60



Schalenfliche

zu verfeinerndes Element

finite Elemente mit bilinearen
Ansatzgraden

Die Verformungen des Knotens 3 wird an
die Verformungen der Knoten 1 und 2 ge-
koppelt. Es ist deshalb wichtig, daB Kno-
ten 3 nicht auf der Schalenfliche, sondern
auf der Geraden 1 - 2 positioniert wird.

Bild 3.6: Positionierung inkompatibler Knoten bei Schalen

feines Netz erzeugen, falls nicht durch heuristische Verfahren, wie ein Erhéhen der
Verfeinerungsschranke iiber den theoretischen Wert hinaus, gegengesteuert wird.

3.3 r-Version

Das Ziel der r-Version ist die Verbesserung der Ergebnisse aus einer FE- -Analyse durch
eine gute Wahl der Position aller Netzknoten. In einem Startnetz gegebene Knoten-
punkte werden ,,verschoben®, so daf die Netzdichte in Bereichen groBer Gradienten der
Spannungen hoher ist als in den anderen Bereichen. Dabei wird keine Erhéhung der
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Anzahl an Freiheitsgraden vorgenommen. Die Wahl der Knotenpositionen kann nach
Diaz et al. [26] als ein Optimierungsproblem betrachtet werden:

Geht man davon aus, daB das Ergebnis einer FE-Analyse eine obere Schranke der
potentiellen Energie IT darstellt, so lautet das Optimierungsproblem unter Annahme
einer konstanten Anzahl von Freiheitsgraden: Finde die Position der Knoten, so daB die
potentielle Energie des Tragwerks II(x, u,(x)) unter Beriicksichtigung der Randbedin-
gungen minimal wird. Der komplexe Zusammenhang zwischen den Koordinaten x und
der FE-Losung macht die formelle Behandlung dieses Problems eher unmdoglich. Aus
diesemn Grund wurde eine Reihe heuristischer Ansitze erarbeitet. Diaz et al. [26] leiteten
aus obigem Optimierungsproblem eine einfache Gleichung her, mit der iterativ die
vorhandene Netzgeometrie verbessert wird. Oden et al. [58] wiesen nach, daB das
Verhaltnis der Fehlerindikatoren zu den Blementvolumen fiir ein optimales FE-Netz
konstant sein muB. Aus dieser Voraussetzung wurde ein Verfahren zur ,, Verschiebung”
der Knotenpunkte entwickelt [26,58]:

IEL

>

=1
x§+1 - !

IEL
-
i=1

(3.22)

Dabeisind x, die zu bestimmenden Koordinaten des Knotensn, IEL ist die Anzahl deran
den Knoten n angeschlossenen Elemente, y; sind die Koordinaten des Elementschwer-
punkts, n; ist der Elementfehler und A; die Elementflache. Durch die Skalierung des
Elementfehlers n; mit dem Inversen der Elementfliche A; bleibt die Position des Knoten
n fiir konstante Elementfehler trotz unterschiedlicher GroBe der angeschlossenen
Elemente erhalten.

Die 1-Version bewirkt im allgemeinen keine wesentliche Verringerung des Gesamtfeh-
lers, da sie keine neuen Freiheitsgrade einfiihrt. Problemstellungen mit ausgeprégten
Singularitéiten stellen kein geeignetes Einsatzgebiet der r-Version dar. Die Elemente im
Einzugsbereich der Singularititen werden rapide verkleinert. Im ungiinstigen Fall, d.h.
einem schlechten Verhalten der dabei entstehenden verzerrten Elemente, kann der
Gesamtfehler sogar ansteigen. In Bild 3.7 sind einige Iterationsschritte einer adaptiven
Berechnung nach der r-Version am Beispiel einer Scheibe mit ausgepragter Singularitit
dargestellt. Der geschétzte relative Gesamtfehler in der Energienorm (aus Glei-
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Bild 3.7: r-Adaption einer Scheibe mit Singularitit

chung (2.13)) kann dabei nach sechs Iterationsschritten von 16,3% auf 5,4% gesenkt
werden.

Eine elegantere Einsatzméglichkeit der r-Adaption ist fiir Probleme ohne ausgeprigte
Singularitdten gegeben. In Bild 3.8a ist das Startnetz einer Kuppel fitr den Lastfall
~konzentrierte Lasteinleitung am oberen Kuppelrand* dargestellt. Die Kuppel ist
tangential gelagert. Die Diskretisierung erfolgt mit neunknotigen vollintegrierten
Schalenelementen am Viertelsystem der Kuppel. Durch Umverteilung der Elementfl-
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chen kann der geschiitzte relative Gesamtfehler in der Energienorm, ohne Einfithren
zusatzlicher Freiheitsgrade, von 3,6% auf 0,9% gesenkt werden (Bild 3.8b).

///// \\\ /I/ /’, \‘\ \\ 3

y. //// // \ \\ \\\ \\
V//S S EERRARN \x

T \\\\\\ // LN

T BB

a) Startnetz b) FE-Netz nach 6 Iterationen
gesch. rel. Fehler 3,6% gesch. rel. Fehler 0,9%

-~

Bild 3.8: r-Version an einem Schalenproblem mit glatter Ldsung

Vorteile der r-Version sind eine einfache Implementierung des Verfahrens in Computer-
programme. Da die Anzahl der Knoten und die Topologie wihrend der Berechnung nicht
verandert werden, ist der Speicherbedarf statisch. Das erleichtert ebenfalls eine
Parallelisierung dieser Methode [54]. Als Nachteil kann gesehen werden, daf der Fehler
durch die unverinderliche Anzahl an Freiheitsgraden héufig nicht auf ein gefordertes
MaB gesenkt werden kann. Probleme ergeben sich auch an Lasteinleitungsstellen und
Auflagerungen, deren Positionen nicht mit den FE-Knotenkoordinaten verandert
werden diirfen. Ein weiteres Problem stellt sich durch eine aus der r-Version
resultierende Verzerrung der finiten Elemente ein, die bekanntermafen ein schlechteres
Verhalten aufweisen als unverzerrte Elemente. Da bei der r-Version, im Falle
auftretender Singularititen, beinahe alle Elemente im Laufe der adaptiven Iterationen
mehr oder minder stark verzerrt werden, kann sich trotz verbesserter Elementgrofe eine
Erhohung des Fehlers durch ein schlechteres Elementverhalten ergeben. Dieses
Problem ist durch den Einsatz verzerrungsunanfilliger Elemente zu beheben. Vor allem
aufgrund der beschréinkten Anzahl an Freiheitsgraden kann die r-Version fiir allgemeine
Problemstellungen nur als Ergdnzung zu einer h- oder p-Version betrachtet werden.

3.4 rh-Version
Eine detaillierte, problemangepaBte Steuerung der Adaptivitiit 1aBt sich durch die
Vereinigung der h-und der r-Version finden. Zur Kombination der Vorteile aus der r-und

h-Adaption, ndmlich die prizise Verwirklichung einer vorgegebenen Elementgrofie
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Bild 3.9: rh-Adaption einer Scheibe mit Singularitat

durch die r- und eine deutliche Verringerung des Gesamtfehlers durch die h-Version,
wurde ein Verfahren implementiert, das beide Versionen verkniipft (rh-Adaptivitit). Es
fithrt solange die r-Version aus, bis sich keine weitere Senkung des relativen Fehlers
erzielen l4Bt. AnschlieBend werden die Elemente mit groBen Fehlern unterteilt
(h-Version), und obiger ProzeB beginnt von neuem. Die adaptive Iteration wird solange
durchgefiihrt, bis der erwiinschte Fehler unterschritten oder ein anderes Abbruchkrite-
rium erreicht ist. In Bild 3.9 wird die rh-Adaption auf das in Abschnitt 3.3 beschriebene
Scheibenbeispiel angewandt. Die durchgefiihrte h-Verfeinerung im fiinften Iterations-
schritt fithrt zu einer deutlichen Verminderung des Gesamtfehlers. Dagegen wird die
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Singularitit im Punkt A (Bild 3.9) durch die r-Version deutlicher herausgearbeitet als bei
einer Bearbeitung mit der reinen h-Version.

Die rh-Version ermoglicht eine verhaltnismaBig genau steuerbare Elementdichtevertei-
lung iiber das gesamte Gebiet. Durch das gezielte Hinzufiigen weiterer Freiheitsgrade
wird der Gesamtfehler deutlich abgesenkt. Fiir Strukturen mit ausgepragten Singulariti-
ten resultieren aufgrund einer starken Elementverdichtung an den Singularitaten stark
verzerrte Elemente, die im allgemeinen ein weit unterdurchschnittliches Losungsverhal-
ten zeigen [2,48). Hiufig wird eine Qualititsverbesserung aus der Vermehrung der
Freiheitsgrade durch eine Qualititsverminderung aus der Verschlechterung der Ele-
mentgeometrien iiberlagert. Dieser Nachteil konnte durch den Einsatz verzerrungsun-
anfilliger Elemente reduziert werden. Die rh-Version benotigt fir Strukturen mit
Singularititen wesentlich mehr adaptive Yterationsschritte als die h-Version, um einen
vorgegebenen Gesamtfehler zu unterschreiten. Eine Reduzierung der bendtigten
Iterationen wiire durch eine simultane r- und h-Version in jedem adaptiven Iterations-
schritt denkbar.

Folgende Besonderheiten der 1- oder rh-Version sind bei einer Implementierung zu
beriicksichtigen:

Schalenprobleme

Beim Einsatz der r- oder rh-Version fiir Schalenprobleme werden die Knotenkoordina-
ten im Parameterraum der Design Elemente definiert, welche zur geometrischen
Beschreibung der Schale dienen (Abschnitt 4.1.1). Damit die wahren geometrischen
Verhiltnisse in die Ermittlung der Knotenkoordinaten einfliefen, werden die wirklichen
Elementflichen auf der Schalenfliche in Gleichung (3.22) beriicksichtigt, wogegen die
Elementmittenkoordinaten im Parameterraum definiert sind. Dieses Vorgehen erhoht
einerseits den Arbeitsaufwand innerhalb eines Iterationszyklus, da zur Berechnung der
veranderten Elementflachen des zu diesem Knoten gehdrigen Patch die Knotenkoordi-
naten unmittelbar im Anschluf} an die ,Verschiebung® auf die Schalenfliche transfor-
miert werden miissen, vermindert jedoch andererseits durch eine zutreffendere
Bestimmung der Knotenpositionen die Anzahl der Iterationsschritte. Fir kleinere
Abbildungsfehler der Design Elemente kdnnen die Elementflachen im Parameterraum
ermittelt werden. '

Hoherwertige Elemente

Fiir hoherwertige Elemente werden nur die Koordinaten der Eckknoten nach Glei-
chung (3.22) verbessert. Die Mittelknoten im Gebietsinneren ergeben sich aus einer
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linearen Interpolation der Eckknoten im Anschlu8 an die 1-Adaption. Dieses Vorgehen
beinhaltet zwei wesentliche Vorteile:

® Das Verhalten héherwertiger Elemente ist besser, wenn die Seitenmittenknoten
die Verbindungsgerade ihrer Eckknoten mittig teilen [48].

® Die benétigte Rechenzeit fiir die r-Adaption ist deutlich geringer als bej der
Beriicksichtigung aller Knoten.

Gebietsrand-, Last- und Lagerknoten

Randknoten diirfen nur tangential zum Gebietsrand verschoben werden, damit keine
Verdnderung der Strukturgeometrie auftritt. Fir gekriimmte Rénder ist eine vom
FE-Netz unabhingige Randbeschreibung notwendig. Durch den Einsatz der Design
Elemente wird diese Voraussetaung automatisch erfiillt. Gebietseckknoten und singulér
gelagerte Knoten dirfen nicht verschoben werden. Ebenso darf die Position von
Knotenpunkten, an die eine Einzeliast angreift, oder die den End- oder Anfangspunkt
einer Kantenlast beschreiben, nicht verindert werden. Das kann im allgemeinen nach
mehreren Iterationsschritten zu starken Verzerrungen der an solchen Knoten ange-
schlossenen Elemente fiihren, da das FE-Netz unter diesen Knoten , hindurchwandert*.
Folgender Weg wird zur Vermeidung dieses Problems am Beispiel einer Einzellast
vorgeschlagen:

@ Die Koordinaten des Lastangriffspunkts werden separat abgespeichert.

® Im Anschlul an die Berechnung aller Knotenkoordinaten wird der Knoten
ermittelt, der dem Lastangriffspunkt am nachsten liegt.

® Die Knotenkoordinaten werden durch die Koordinaten des Lastangriffspunkts
iberschrieben. Bei grofien Abweichungen miissen gegebenenfalls auch die
Nachbarknoten geringfiigig korrigiert werden, um die Elementverzerrungen zu
verringern.

® Der Lastvektor wird angepaft.

3.5 Netzgenerierungsstrategie
FaBt man die wesentlichen Vor- und Nachteile der bisher beschriebenen Strategien
zusammen, ergibt sich die Darstellung in Bild 3.10: Die rh-Version vereinigt die Vorteile

der Elementunterteilungsstrategie, ndmlich eine deutliche Fehlerverminderung, mit den
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Vorteilen der r-Version, einer prazisen Steuerung der Elementgrofen in Abhingigkeit
der Ergebnisse aus der Fehlerabschitzung. Die Kombination der beiden Verfahren
entspricht im wesentlichen einer Geometricoptimierung im Anschlu} an einen
adaptiven Elementunterteilungsschritt. Leider entpuppt sich der wesentliche Nachteil
der r-Version, ein schiechtes Elementverhalten aufgrund der entstehenden verzerrten
Elemente, auch bei der rh-Version fiir Strukturen mit ausgepragten Singularititen als
dominierend. Dieser Nachteil ist durch geeignete Mafinahmen zur Optimierung der
Netztopologie zu vermeiden.

Eine gezielte Netzgenerierung in jedem adaptiven Iterationsschritt beinhaltet die
Vorteile der rh-Version ohne deren wesentlichen Nachteil aufzuweisen. Die Netzgene-
rierungsstrategie erzeugt.das neue FE-Netz unter dem Aspekt moglichst verzerrungsar-
mer Elemente. Das maRgebende Werkzeug dafiir ist ein effizienter vollautomatischer
Netzgenerator, welcher adaptive FE-Netze prizise nach den Vorstellungen aus der
Fehlerabschatzung bildet. Dazu muB ihm neben den Eingabedaten zur Beschreibung der
Geometrie, Lagerung und Belastung an jeder Stelle der Struktur die gewiinschte
Elementdichte bereitgestellt werden. Sie wird am momentan aktuellen FE-Netz aus
Gleichung (3.6) berechnet und an den Knotenpunkten als diskrete Elementdichtefunk-
tion gespeichert. Diese Daten werden dem verwendeten Netzgenerator Freem (Ab-
schnitt 4.2) als Hintergrundnetz (Abschnitt 4.2.6) zur Verfiigung gestellt.

Das Startnetz einer adaptiven Berechnung besteht in der Regel aus einem groben
homogenen FE-Netz. Injedem Iterationsschritt wird im Anschluf an die Strukturanalyse
und der darauf folgenden Fehlerermittlung am FE-Netz des aktuellen Iterationsschritts
die gewiinschte Elementdichteinformation fiir ein verbessertes Netz ermittelt. Der
Netzgenerator Freem erzeugt ein neues Netz, inklusive Last- und Lagerbedingungen,
unabhingig von der Topologie des aktuellen FE-Netzes. Im Anschlufl daran kdnnen
Daten des aktuellen FE-Netzes, welche fiir die weitere Berechnung der Struktur
notwendig sind, auf das neue Netz iibertragen werden. In Bild 3.5¢ ist das Ergebnis der
Netzgenerierungsstrategie fiir ein belastetes Rohr dargestellt. Die adaptive Netzgenerie-
rung bietet eine Anzahl von Vorteilen gegeniiber der adaptiven Netzverfeinerung:

® genaue Realisierung der gewiinschten Elementdichteverteilung in jedem Iterati-
onsschritt und damit schnelle Konvergenz (bei den meisten Beispielrechnungen
sind drei Iterationsschritte ausreichend)

e topologische Unabhingigkeit des FE-Netzes vom vorangegangenen Netz; mogli-
che schlechte Elementformen eines adaptiven Iterationsschritts sind in den
folgenden Schritten in der Regel nicht mehr vorhanden
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Elementunterteilungsstrategie (h-Version) r-Version

+ deutliche Fehlerverminderung + ElementgroBen prizise steuerbar
© Abhingigkeit vom Startnetz - geringe Fehlerverminderung
- ElementgroBen ungenau realisierbar - schlechtes Elementverhalten

durch verzerrte Elemente !

Geometrieoptimierung /

rh-Version

+ ElementgroBen prizise steuerbar
deutliche Fehlerverminderung
o Abhingigkeit vom Startnetz
- schlechtes Elementverhalten durch verzerrte Elemente !

Optimieren der Netztopologie

Netzgenerierungsstrategie

ElementgroBen prizise steuerbar
deutliche Fehlerverminderung
Unabhingigkeit vom Startnetz
geringfligig verzerrte Elemente

o ° + +

Bild 3.10: Adaptive Strategien

® injedes FE-Programm einfach zu implementieren, da keine inkonsistenten Knoten
entstchen kénnen (gegebenenfalls ist nur ein einfacher Datenaustausch iiber eine
Schnittstelle durchzufithren)

® im allgemeinen Vermeiden stark verzerrter Ubergangselemente
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e breites Einsatzspektrum, vor allem in Verbindung von Aufgabenstellungen mit sich
indernden Strukturrdndern, wie Formgebungsprozesse, Formoptimierung oder
Strukturoptimierung

Als wesentliche Nachteile dieses Verfahrens sind folgende Punkte anzuzeigen:

@ aufgrund der zufélligen Netzbildung ist im allgemeinen keine Vorhersage tiber den
Konvergenzverlauf einer adaptiven Berechnung moglich

e die Netzgenerierung nimmt haufig mehr CPU-Zeit in Anspruch als eine Element-
unterteilung

Erste vergleichende Untersuchungen der Netzgenerierungs- und der Elementuntertei-
lungsstrategie wurden 1993 von Zhu et al. [97] an einem Scheibenproblem (kurzer
Kragtrager) durchgefiihrt. Das Ergebnis zeigte einen leichten Vorteil der Netzgenerie-
rungsstrategie beziiglich der Anzahl an Iterationsschritten, es wurde jedoch eine groBere
Anzahl an Elementen generiert. Da bei einer a posteriori Fehleranalyse fiir jeden
einzelnen Iterationsschritt eine FE-Berechnung notig ist, ergab sich bei diesem Beispiel
ein Vorsprung der Netzgenerierungsstrategie. Dagegen beansprucht diese Strategie
einen erhohten Rechenaufwand bei der Erzeugung eines neuen FE-Netzes in jedem
adaptiven Iterationsschritt, verglichen mit der verhaltnismaBig einfachen Elementunter-
teilung. Werden allerdings bei der Elementunterteilung Ubergangselemente verwendet,
steigt der Aufwand auch dort an. CPU-Vergleiche erschienen in der Publikation von Zhu
et al. [97] aufgrund erheblich unterschiedlicher Daten- und Programmstrukturen der
beiden Strategien als nicht sinnvoll.

Vergleiche, insbesondere zwischen der Elementunterteilungs- und der Netzgenerie-
rungsstrategie, kénnen auch in dieser Arbeit aufgrund der Vielzahl an Steuerparametern
beider Strategien keinem absoluten Anspruch geniigen. Deshalb werden beide
Strategien im wesentlichen vorgestellt und deren Vor- bzw. Nachteile dargelegt.

3.6 Steuerung der Adaptivitit

Alle beschriebenen Strategien lassen sich vergleichsweise einfach in herkoémmliche
Finite Element Programme integrieren. Bild 3.11 zeigt eine schematische Darstellung
der Implementierung adaptiver Strategien in das Programmsystem CARAT in Verbin-
dung mit a posteriori Fehlerabschétzungen.

Ist die Adaptivitit wihrend eines Programmlaufs aktiviert, wird im Anschluf3 an die
FE-Analyse auf die Unterprogramme zur Bestimmung des Diskretisierungsfehlers
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Bild 3.11: Diagramm der adaptiven Strategien in CARAT
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verzweigt (Abschnitt 2.5). Falls der ermittelte Fehlerwert in einer vorgegebenen Norm,
meist die Energienorm, kleiner ist als ein benutzerdefinierter Wert, sind keine adaptiven
Netzverfeinerungen erforderlich. Das Programm wird reguldr zu Ende gefihrt. Die
adaptiven Unterprogramme werden ebenfalls verlassen, sofern ein weiteres Abbruchkri-
terium, wie beispielsweise das Uberschreiten der maximal moglichen adaptiven
Iterationen, Knoten, Elemente oder der CPU-Zeit, erfilllt ist.

Andernfalls werden die Verfeinerungskriterien nach Gleichung (3.5) berechnet und
Elemente mit zu groBen Fehlerwerten gekennzeichnet. Diese Elemente miissen
verkleinert werden. Der Benutzer kann bei der Eingabe definieren, welche der oben
beschriebenen adaptiven Strategien ausgefilhrt werden sollen. Dabei kann er bestim-
men, ob nur eine Strategie tiber alle Iterationsschritte ausgefithrt werden soll, oder er
erlaubt den Wechsel zwischen den unterschiedlichen Strategien. Beispielsweise kann der
Benutzer fiir ein paar Iterationsschritte die r-Version und die {ibrigen Iterationen die
h-Version fiir die laufende adaptive Berechnung auswihlen. Beliebige Vorgaben sind
moglich. Allérdings istbeider Netzgenerieruﬁgsstrategie eine Kombination mit anderen
Strategien, aufgrund ihrer Unabhangigkeit vom FE-Netz des vorangegangenen Iterati-
onsschritts, wenig sinnvoll und wird deshalb dem Benutzer untersagt.

Die Fliche von Schalentragwerken ist in CARAT durch Makroelemente definiert
(Abschnitt 4.1.1). Alle Netzverdnderungen der adaptiven Unterprogramme fiir Schalen
werden auf den Parameterflichen der Makroelemente durchgefithrt. AnschlieBend
werden alle neu gebildeten Knoten, oder Knoten, deren Koordinaten durch die r-Version
verandert wurden, auf die Schalenfliche projiziert.

Im AnschluB an die adaptiven Strategien wird die FE-Analyse mit dem verbesserten Netz
erneut gestartet. Der adaptive Iterationszyklus wird so oft wiederholt, bis ein
Abbruchkriterium erfiillt ist.
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4 AUTOMATISCHE NETZGENERIERUNG

Die erweiterte Anwendung der FE-Methoden fiir immer komplexere Tragwerkstruktu-
ren erfordert Verfahren zur automatischen Netzgenerierung, da eine manuelle Eingabe
der FE-Netze sehr zeitintensiv ist. Eine weitere Motivation fiir den Einsatz eines
automatischen Netzgenerators ist in der Verwendung der Netzgenerierungsstrategie
(Abschnitt 3.5) zu schen. Diese leistungsfihige adaptive Strategie bendtigt einen
Netzgenerator, der neben homogenen FE-Netzen auch spezielle adaptive Netze aus den
Vorgaben der Fehlerabschatzung erzeugen kann. Die gewiinschte Elementdichtevertei-
lung wird diskret an den Knotenpunkten eines unabhingigen Hintergrundnetzes
(Abschnitt 4.2.6) definiert.

Effiziente Algorithmen, speziell zur Generierung reiner Vierecksnetze, sind diinn
geséht. In den folgenden Abschnitten werden héiufig verwendete Netzgeneratoren
eingefiihrt und auf ihre Bignung beziiglich oben genannter Problemstellung untersucht.
Anschlieffend wird mit Freem ein speziell auf die N etzgenerierungsstrategie zugeschnit-
tener automatischer Netzgenerator vorgestellt.

4.1 Bekannte Verfahren zur Netzgenerierung

Ho-Le [39] gibt einen detaillierteren Uberblick iiber dic vor 1988 entwickelten
Netzgenerierungsverfahren, sowohl fiir ebene, als auch fiir raumliche Strukturen.
Gerade in den letzten Jahren wurden jedoch auf dem Gebiet der Netzgenerierung groRe
Fortschritte erzielt, wenngleich viele altere Methoden auch heute noch eine Daseinsbe-
rechtigung besitzen. Aufgrund der Vielzahl unterschiedlicher Netzgenerierungsverfah-
ren, wiirde eine Erorterung aller verfiigbaren Methoden den hier gesteckten Rahmen
sprengen. Aus der Menge werden nachfolgend nur ein paar ausgewihlte Verfahren zur
Netzgenerierung von Flichentragwerken vorgestellt, die einen unmittelbaren EinfluB
auf diese Arbeit haben. Netzgenerierungstechniken fiir Volumenelemente blejben im
folgenden unerwihnt.

Die meisten Verfahren lassen sich nach Jidt [43] in vier Gruppen einordnen: Die
Abbildungs- und Triangulationsmethoden sind frithe Vertreter der Netzgenerierungsver-
fahren und werden bis zum heutigen Tag schr haufig eingesetzt. Die Gitternetzmethoden,
die ein vorgegebenes Gitter als Schablone iiber das Gebiet legen, welches an den
Gebietsrandern angepaBt werden muB, werden aufgrund einer iberschaubaren Daten-
und Programmstruktur mittlerweile in kommerziellen Programmen verwendet. Die
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Dekompositionsmethoden, welche ein gegebenes Gebiet schrittweise unterteilen, sind
sehr leistungsfihig und sicherlich sehr zukunftstrachtig.

4.1.1 Die Abbildungsmethode

Die Entwicklung der Abbildungsmethode findet ihren Ursprung bei Zienkiewicz und
Phillips [99]. Sie verwendeten die aus dem isoparametrischen Elementkonzept abgelei-
teten biquadratischen Serendipity-Formfunktionen als formbeschreibende Funktionen
zur Interpolation der Netzknotenpunkte. Spater folgten noch viele Erweiterungen [15].
Die Abbildungsmethode findet einen weiten kommerziellen Einsatz in der Generierung
von FE-Netzen. Die zu vernetzende Struktur wird durch einfach zusammenhingende,
konvexe Untergebiete, wie z.B. Dreiecke oder Vierecke, approximiert. In Abgrenzung
zu Verfahren der finiten Elemente erhalten diese parametrisierten Untergebiete
Bezeichnungen wie z.B. Design Elemente [15] oder Super Elemente [17]. Das FE-Netz
wird auf den Parameterebenen der Design Elemente durch vorgegebene Unterteilungen
entlang der Gebietsrdnder generiert. Bine anschlieBende Transformation der Netzkno-
tenpunkte auf die Strukturoberflache schlieBt den Generierungsproze$ ab (Bild 4.1b).

Da die Generierung der Knoten und Elemente nicht auf der wahren Fliche, sondern auf
der Parameterebene der Design Elemente stattfindet, konnen beinahe beliebige
gekriimmte Flichen mit sehr geringem Aufwand vernetzt werden, sofern die Geometrie
durch die Design Elemente ausreichend genau beschrieben werden kann. In den letzten
Jahren entstanden vicle unterschiedliche Typen von Design Elementen zur Erfiillung
verschiedenartigster Geometrieanforderungen (wie z.B. Lagrange~, Coons- und Bézier-
Elemente), die hier nicht im einzelnen beschrieben werden sollen. Jiidt [43]. und
Bletzinger [15] geben in ihren Publikationen einen ausfithrlichen Uberblick dariiber. Die
Approximationseigenschaften der Design Elemente an die wahre Geometrie sind im
wesentlichen von der Art und Anzahl der verwendeten Stiitzstellen abhingig.

Die Abbildungsmethode sicherte sich ihre weite kommerzielle, Verbreitung vor allem
durch ihre hohe Robustheit und eine beinahe unbeschrinkte Einsatzmoglichkeit,
besonders fiir riumlich gekriimmte Flichen. Die Genauigkeit der Approximation kann
durch eine Verkleinerung der Design Elemente beliebig gesteigert werden, was jedoch
einen erhohten Eingabeaufwand nach sich zieht. Ein wesentlicher Nachteil der Methode
liegt in der manuellen Unterteilung des zu vernetzenden Gebiets in einfache Untergebie-
te. Die Abbildungsmethode ist in ihrer momentanen Verbreitung filr die Generierung
beliebiger adaptiver FE-Netze ungeeignet, da in der Regel gegeniiberliegende Design
Kanten durch eine gleiche Anzahl von Knotenpunkten unterteilt werden miissen.
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Bild 4.1: Netzgenerierung durch die Abbildungsmethode
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4.1.2 Die Triangulationsmethode

Die Triangulationsmethode zahit zu den altesten Netzgenerierungsverfahren. Sie wurde
noch bis vor wenigen Jahren héufig eingesetzt. Die Netzgenerierung besteht aus zwel
unabhingigen Schritten: Erzeugen der Knotenpunkte und Generieren der Elementtopo-
logie.

Schritt 1: Erzeugen der Knoten

Die ersten Netzgeneratoren erforderten eine manuelle Eingabe der Knotenpunkte.
Cavendish [22] verdffentlichte 1974 ein Verfahren, das die Knotenpunkte nach einem
Zufallsprinzip generiert. Das Gebiet wird in mehrere Bereiche unterschiedlicher
Netzdichteanforderungen unterteilt. Jeder Bereich wird in ein Quadratraster aufgeteilt.
In jedem Quadrat wird ein Knotenpunkt zufillig generiert. Ist der Knoten nicht zuldssig,
das bedeutet, ist der Abstand des Knotens zum Rand oder zu einem Nachbarknoten
kleiner als ein Rasterquadrat, wird er verworfen und ein neuer Knoten generiert. Nach
einer vorgegebenen Anzahl unzuléssiger Versuche in einem Rasterquadrat wird die
Generierung abgebrochen und im nichsten Quadrat fortgesetzt.

Lo [49] zieht imaginire parallele Linien durch das Gebiet. Der Abstand der Linien
entspricht der gewiinschten Elementgrofie. Auf diesen Linien werden die Knotenpunkte
ebenfalls im Abstand der gewiinschten ElementgroBe generiert. Knotenpunkte, die zu
nahe am Gebietsrand liegen, werden ausgerichtet oder eliminiext. Auch dieses Verfahren
eignet sich zur Generierung von Knotenpunkten mit unterschiedlichen Abstinden
zueinander, also zur Erzeugung adaptiver FE-Netze.

Schritt 2: Generieren der Topologie

Im zweiten Schritt werden die Knoten zu Dreiecken verbunden. Die Generierung der
Elementtopologie ist nicht trivial, da sich die Elemente weder iiberschneiden diirfen,
noch Lacher entstehen diirfen. Ferner sollten die Dreiecke moglichst gleichseitig sein. In
der Literatur sind mehrere Methoden zur Topologiegenerierung beschrieben. Ho-Le
[39] gibt einen guten Uberblick iiber die unterschiedlichen Methoden. Das am hiufigsten
verwendete Verfahren zur Erzeugung der Elementtopologie ist die Delaunay Triangula-
tion-(Bild 4.2).

Die Delaunay Triangulation [16,31,50,85,92,93] maximiert die Summe der kleinsten
Winkel der Dreiecke, das bedeutet, daB schmale Dreiecke weitgehend vermieden
werden. Das Verfahren bildet die Elemente unter der Voraussetzung, daf3 sich innerhalb
des Umkreises eines Elements keine weiteren, als die Elementknoten befinden diirfen.
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Generieren der Knoten Delaunay Triangulation mit Voronoi Polygonen

Bild 4.2: Die Triangulationsmethode

Zuerst wird ein Voronoi Diagramm fiir die gegebenen Knoten erstellt. Jedem Knoten P;
wird ein Gebiet zugewiesen, innerhalb dessen jeder Punkt zum Knoten P; einen
geringeren Abstand besitzt als zu jedem anderen Knoten P; (graue Flache in Bild 4.2).
Die Zerlegung des gesamten Gebiets fithrt zu nicht iiberlappenden, das gesamte Gebiet
bedeckenden Flichen (auch Dirichlet Gebiete), deren Réinder durch konvexe Polygone
beschrieben werden. Die Gesamtheit der Polygone Vi nennt man auch Voronoi
Diagramm. Die mathematische Definition lautet:

Vo= [Vi,i=1N] wobei V, = [xe®: |y~ Py < =P Vi i),

Im Zweidimensionalen trennt jede Polygonkante zwei unmittelbar benachbarte Knoten
mittig, orthogonal zu deren Verbindungslinie.

Im Anschluf} an die Erstellung des Voronoi Diagramms werden alle Knotenpaare, die
sich ein Polygonsegment teilen, durch eine Gerade verbunden (gestrichelte Linie in
Bild 4.2). Das Resultat ist ein vollstandiges Dreiecksnetz iiber das gesamte Gebiet.

Bei der Implementierung der Delaunay Triangulation sind auch einzelne Problemfille zu
berticksichtigen. Liegen beispielsweise vier oder mehr Knoten auf einem Kreis, so
tiberlappen sich zwei oder mehr Eckpunkte des Voronoi Polygons. Die Linge der
Polygonkante ist Null. Es kann keine Aussage iiber deren Senkrechte, also der
Verbindung von zwei Knoten gemacht werden (Bild 4.3). Einspringende Ecken stellen
eine weitere Schwierigkeit fiir die Delaunay Triangulation dar. Ist der Abstand dreier
Randknoten minimal, mufl darauf geachtet werden, daB Elemente ausschlieBlich
innerhalb des Gebiets gebildet werden diirfen.
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Bild 4.3: eindeutige und nicht eindeutige Voronoi Polygone

Die Delaunay Triangulation ist eine schnelle und effiziente Methode, um fiir gegebene
Knotenpunkte ein bestmogliches Dreiecksgitter zu erzeugen. Sie ist auf n Dimensionen
erweiterbar. Fiir nahere Informationen zu effizienten Algorithmen siche [92,16,31].
Interessante Erweiterungen des Verfahrens sind bei Sloan [85] und Lo [50] beschrieben.
Bis heute gibt es jedoch keine Verfahren zur unmittelbaren Generierung von
Vierecksnetzen nach dieser Strategie.

Lo [49] publizierte 1985 ein alternatives Verfahren zur Delaunay Triangulation, welches
im Anschlu an die Generierung der Knotenpunkte aus den Verbindungskanten aller
Randknoten eine Generierungsfront bildet, die als aktive Front bezeichnet wird. Zu jeder
Kante auf der Generierungsfront wird nach einem geeigneten Knoten innerhalb des
Gebiets gesucht, um das bestmégliche Dreieck zu bilden. Ist ein Dreieck generiert, wird
die dazugehorige Kante aus der Generierungsfront entfernt. Die beiden anderen Kanten
des neu gebildeten Elements werden in die aktive Front aufgenommen, sofern ein
weiteres Dreieck daran angeschlossen werden darf. Die Vernetzung des Gebiets ist dann
abgeschlossen, wenn keine freien Knoten mehr existieren und die Generierungsfront
leer ist. Dieses Verfahren dient als eine Basis fiir den in Abschnitt 4.2 besprochenen
Netzgenerator Freem nach der Advancing Front Method.

4.1.3 Die Gitternetzmethode

Die Gitternetzimethode zeichnet sich durch ihre Einfachheit und die Qualitdt der
Elemente iiber weite Bereiche des Gebiets aus. Vor allem in der Generierung von
Viereckselementen wird die Gitternetzmethode gerne eingesetzt. Beispielhaft seien hier
Veroffentlichungen von Lo und Lau [52], Schneiders et al. [79] und Jidt [43] genannt.
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Bild 4.4: Plattenbeispiele mit der Gitternetzmethode

Uber das gesamte zu vernetzende Gebiet wird die Schablone eines Dreiecks- oder
Vierecksnetzes gelegt. Elemente, die auBerhalb des Gebiets liegen, werden eliminiert.
Von einem Gebietsrand durchfahrene Elemente werden so ausgerichtet oder verdndert,
daB zuldssige Elemente entstehen. Wie in Bild 4.4a erkennbar, ist es sehr aufwendig, in
den Randbereichen reine Viereckselemente zu generieren. Deshalb erzeugen Lo und
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Lau [52] grundsatzlich Dreiecke als Randelemente, wihrend Schneiders et al. {79] dort
ebenfalls Viereckselemente generieren.

Die Gitternetzmethode ist ein schnelles Verfahren und liefert sehr gute Ergebnisse im
Gebietsinneren (Bild 4.4). Aufgrund der erforderlichen Randanpassungen sind gerade
die Randelemente, welche im allgemeinen zur Bestimmung von Lagerkréften eine grof3e
Bedeutung haben, meist von geringer Qualitat (Netzglittungsmethoden fithren zu einer
unwesentlichen Verbesserung). Ein weiterer Nachteil der Gitternetzmethode besteht in
der starren Unterteilung des Elementrasters. Adaptive Netze konnen nur sehr
beschrinkt generiert werden. Diesen Nachteil beseitigten Yerry und Shephard [96] mit
der Modified Quadtree Method.

Das Verfahren wurde bereits 1983 von Yerry und Shephard [96] eingefithrt und 1987
grundlegend verbessert [9]. Es erzeugt Dreiecksnetze, gemischte Netze oder reine
Vierecksnetze. Lokale Elementverdichtungen sind ebenfalls méglich. Ein groBer Vorteil
dieser Methode besteht in einer verhaltnismiBig einfachen Erweiterung fiir rdumliche
FE-Netze (Octree Method).

Die Modified Quadtree Method ist von dem aus der Informatik bekannten Quadiree zur
Organisation von Daten abgeleitet (Bild 4.5). Der PR-Quadtree (P=Point, R=Region)
nach Samet [77] ist eine geeignete Methode zur Verwaltung von Netz- und Flachenele-
menten in ebenen Gebieten: Zur Verwaltung einzelner Knotenpunkte wird ein Quadrat
gebildet, welches das gesamte Suchgebiet beinhaitet. Befinden sich mehrere Knoten-
punkte innerhalb dieses Quadrats, wird es in vier gleich groBe Quadrate unterteilt. Die
Unterteilung setzt sich rekursiv so lange fort, bis sich in jedem Quadrat nur noch ein
Knotenpunkt befindet. Das kann bei kleinen Abstinden benachbarter Punkte zu vielen
Unterteilungen fiihren.

Die Modified Quadtree Method von Shephard et al. [9,96] dient nicht zur Verwaltung von
Knotenpunkten, sondern zur Unterteilung eines beliebigen Gebiets in ein geordnetes
Raster aus Quadraten unterschiedlicher GréBe. Dieses Raster kann mit relativ geringem
Aufwand in ein Dreiecks- oder Vierecksnetz umgewandelt werden. Der Benutzer
definiert die Tiefe des Baums, und damit die Grofie der Elemente, durch Elementdich-
teangaben auf den Randsegmenten und durch Verfeinerungspunkte im Gebietsinneren.
Die Netzgenerierung durchliuft folgende Phasen (Bild 4.6): Zuerst werden Quadrate,
welche ein Randsegment enthalten, bis zur gewiinschten Feinheit unterteilt. Anschlie-
Bend werden die Quadrate im Inneren des Gebiets so lange geviertelt, bis sich zwei
benachbarte Quadrate maximal um eine Unterteilungsstufe unterscheiden. An benut-
zerdefinierten Verfeinerungspunkten wird bis zum gewiinschten ‘Grad verfeinert
(weitere Unterteilung der Quadrate). Die Teile der Randquadrate, die {iber den
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Gebietsrand reichen, werden abgeschnitten (Bild 4.6b). Die Knotenpunkte des FE-Net-
zes ergeben sich aus den Eckknoten der Quadrate und aus den Schnittpunkten der
Gebietsrander mit den Quadratkanten. Nach dem Glitten des Quadtrees und der
Elimination kleiner Segmente im Randbereich, welche zu unverhaltnismafig kleinen
Elementen fithren wiirden, wird die Topologie erstellt (Bild 4.6¢). Die Ubergangsqua-
drate werden nach einem vorgegebenen Elementmuster unterteilt. Die restlichen
Quadrate werden bestmoglich in die geforderten Elemente umgewandelt. Um ein reines
Vierecksnetz zu erhalten, werden vor allem im Randbereich vereinzelt auftretende
Dreiecke mit Vierecken zu Fiinfecken verkniipft und anschieBend in fiinf Vierecke
unterteilt. Ist das nicht moglich, wird ein Dreieck in drei Vierecke unterteiit. Aus
Kompatibilitatsgriinden ist in beiden Fillen ein anschlieendes Vierteln aller Vierecke
erforderlich. ‘

Die Modified Quadtree Method von Shephard et al. [96,9] eignet sich hervorragend zur
automatischen Vernetzung beliebiger Gebiete. Ihre Stirke liegt im Erstellen von
homogenen Dreiecks- oder Vierecksnetzen. Sollen benachbarte Gebiete stark unter-
schiedlich groBe Elemente enthalten (starke Graduierung des FE-Netzes), erscheint
diese Methode als schwerfillig, da sich benachbarte Quadrate aufgrund der Topologie-
generierungsvorschrift maximal um eine Unterteilungsstufe unterscheiden diirfen.
Ramakrishanan et al. [63] erlauben einen beliebig: groBen Ubergang zwischen
benachbarten Quadraten. Allerdings konnen fiir diese Ubergangselemente keine
starren Elementunterteilungsraster vorgegeben werden, sondern jedes Ubergangsele-
ment wird mit Hilfe der Delaunay Triangulation in Dreieckselemente unterteilt.

4.1.4 Die Dekompositionsmethode

Unter dieser Uberschrift sind im Detail sehr unterschiedliche Verfahren zusammenge-
faBt. In der Grundstruktur ist jedoch allen Verfahren gemeinsam, da8 sie ein gegebenes
Gebiet schrittweise zerlegen. )

Eine frithe Entwicklung dieses Verfahrens ist die Fortlaufende Gebietsunterteilung [20]
(Bild 4.7): Das Gebiet wird zuerst manuell oder automatisch in konvexe Untergebiete
unterteilt. Nachdem die Knotenpunkte entlang der Rinder generiert sind, wird das
Gebiet ungefihr in der Mitte der langsten Achse unterteilt. Dadurch entsteht ein neuer
Gebietsrand, auf dem ebenfalls Knoten generiert werden. Die Gebietsunterteilung und
Knotengenerierung entlang der neu entstandenen Rénder werden solange rekursiv
fortgesetzt, bis nur noch dreiknotige Dreiecke vorhanden sind. Rank et al. [69,81] griffen
diesen Gedanken auf und entwickelten einen Netzgenerator fir adaptive Dreiecks- und
Vierecksnetze.
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Bild 4.7:  Gebietszerlegung nach Bykat [20] Bild 4.8: Advancing Front Method
und Rank [69,81] nach Tracy [91]

Eine jiingere Entwicklung ist die Advancing Front Method, die eine simultane Bildung der
Knoten und Elemente erlaubt. Dabei kann jedes neu entstehende Element sofort auf
Qualitatskriterien (Abschnitt 2.4) berpriift werden. Ist die Qualitit des Elements
ungentigend, wird es zusammen mit einem eventuell gleichzeitig generierten Knoten
verworfen. Ein neuer Versuch, ein ausreichend gutes Element zu erzeugen, kann
unternommen werden. Die meisten Vertreter dieser Gruppe generieren zuerst die
Knotenpunkte entlang der Gebietsrander. Die Verbindungskanten benachbarter Kno-
ten bilden ein geschlossenes Polygon, hiufig als aktive Front bezeichnet. Die Elementbil-
dung wird entlang der akfiven Front in das Gebieisinnere verlagert. Nach jedem
generierten Element wird die aktive Front so angepafit, daf sich darauf nur solche
Elementkanten befinden,’an welche ein weiteres Element angeschlossen werden darf.
Die aktive Front wandert also wihrend der Netzgenerierung in das Gebietsinnere.

Tracy [91] ist ein frither Vertreter dieser Methode. Nachdem die erste aktive Front
gebildet ist, werden alle Scheitelwinkel der aktiven Front, welche kleiner als 90° sind,
durch Dreiecksbildung entfernt (Fall a in Bild 4.8). Scheitelwinkel kleiner als 180°
werden dann durch Bilden von zwei Dreiecken unter Einfiigen eines neuen Knotens
entfernt (Fall b in Bild 4.8). Die beiden Schritte werden so lange wiederholt, bis nur noch
drei Knoten auf der akriven Front existieren, die zu einem letzten Dreieck fithren. Im
Anschlu8} an die Netzgenerierung kann eine Relaxation des Elementnetzes (Netzglit-
tung) durchgefiihrt werden. Nichtkonvexe Gebiete miissen vorab in konvexe Gebiete
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unterteilt werden. Deljouie-Rakhshandeh [25] fithrte eine Netzglittung, zur Steigerung
der Qualitit der Dreiecke, bereits wiihrend der eigentlichen Netzgenerierung entlang
der aktiven Front durch. Xie und Ramaekers [95] erweiterten die Methode auf
nichtkonvexe Gebiete und Viereckselemente.

Obige Verfahren liefern zufriedenstellende Ergebnisse. Die ElementgroBe im Gebiets-
inneren ist durch die Unterteilung der Randkanten definiert. Als ein Nachteil erscheint
die groRe Anzahl an Winkelberechnungen entlang der aktiven Front. Die oft starren
Winkelgrenzwerte fithren zu einer geringen Flexibilitit in den Entscheidungen tiber die

Gebietsunterteilungen.

aktive Front

inaktive
Elementkante
a) zu vernetzendes Gebiet  b) erste aktive Fronten c) fortschreitende
Netzgenerierung

Bild 4.9: Die Advancing Front Method nach Peraire et al. [60] .

Peraire et al. [60] entwickelten einen Netzgenerator fiir Dreieckselemente, der Elemente
an beliebigen Elementkanten der aktiven Front generieren kann (Bild 4.9). Ein Dreieck
ist durch ein aktives Frontelement und einen Knoten im Gebietsinneren definiert. Dieser
Knoten wird entweder neu erzeugt, oder er befindet sich bereits auf der aktiven Front, so
daB die Dreiecksbildung zu einem bestmoglichen Element fiihrt. Eine weitere
wesentliche Neuentwicklung ist die Verwendung eines Hintergrundnetzes, welches das
gesamte Gebiet iiberdeckt und als Trager der Elementdichteinformation dient. Mit
einem Hintergrundnetz ist es moglich, die Generierung adaptiv verfeinerter Netze
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detailliert zu steuern, da die Elementdichteinformation an jeder Stelle des Gebiets (auch
auf den Réndern) durch eine lineare Interpolation aus den Knotenwerten des
Hintergrundnetzes ermittelt werden kann,

Zhu und Zienkiewicz [98] erweiterten 1991 diese Methode auf ein Verfahren zur
Generierung von Viereckselementen. Sie setzten voraus, daf ein reines Vierecksnetz
gebildet werden kann, sofern der randbeschreibende Polygonzug in eine gerade Anzahl
Elemente unterteilbar ist. Ein shnliches Verfahren wurde von Blacker [14] 1991 zur
Erzeugung von reinen Vierecksnetzen publiziert.

Netzgeneratoren auf der Grundlage der Advancing Front Method zeigen eine groBe
Flexibilitdt in der Anwendung. Besonders die Methoden nach Peraire [60] haben
aufgrund weniger Fallunterscheidungen und der Verwendung eines Hintergrundnetzes
zur Elementdichtesteuerung ein breites Einsatzspektrum. Sie eignen sich ausgezeichnet
zur automatischen Vernetzung beliebiger ebener Strukturen. Zur Generierung aus-
schlieBlich homogener Netze, fiir die kein Hintergrundnetz erforderlich ist, sind diese
Methoden allerdings etwas aufwendig. Adaptiv verfeinerte Netze konnen jedoch
detailliert an die Wiinsche des Anwenders oder an die Vorgaben aus Geometrie und
Belastung angepafit werden.
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4.2 Netzgenerator Freem

Von den beschriebenen Methoden zur Generierung von FE-Netzen erscheint die
Advancing Front Method am geeignetsten fiir einen Einsatz in der Netzgenerierungsstra-
tegie (Abschnitt 3.5). Insbesondere die Methode nach Peraire et al. [60] stellt ein
modernes, flexibles Werkzeug, speziell zur Generierung adaptiver Dreiecksnetze, dar.
Eine Brweiterung der Advancing Front Method auf dreidimensionale Tragwerke
erscheint durchfiihrbar.

Randsegmentknoten Randsegment

Umlgufsinh : ‘4

Bild 4.10: Definition der Gebietsrinder

Der im folgenden vorgestellte Netzgenerator Freem nach der Advancing Front Method
basiert auf den Arbeiten von Peraire et al. [60] und Lo [49]. Er ist geeignet, homogene
und adaptiv verfeinerte FE-Netze fiir beliebige Gebiete zu generieren. Zusammen mit
der Abbildungsmethode (Abschnitt 4.1.1) kénnen auch Faltwerke und Schalen vernetzt
werden. Die zu vernetzende Struktur ist durch eine geschlossene, im Gegenuhrzeiger-
sinn orientierte Umrandung definiert, die beispielsweise aus linearen, quadratischen und
kubischen Segmenten besteht. Aussparungen und Lagerkanten innerhalb des Gebiets
werden durch weitere unabhingige Segmentketten, welche im Uhrzeigersinn orientiert
sind, vorgegeben (Bild 4.10). Alternativ dazu kann der Anwender vorhandene Ausspa-
rungen in den randbeschreibenden Segmentzug integrieren. In einem solchen Fall ergibt
sich eine Verringerung der Rechenzeit, denn sofern nur ein einziger Segmentzug zu
Beginn der Netzgenerierung definiert ist, mu wihrend der gesamten Bearbeitungs-
phase immer nur die eine aktive Front nach geeigneten Knotenpunkten durchsucht
werden, von welcher aus ein Element gebildet werden soll. Sind Aussparungen und
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Lagerkanten unabhingig vom Gebietsrand definiert, miissen wihrend des Generie-
rungsprozesses zusitzlich alle anderen aktiven Fronten auf erlaubte verwendbare
Knoten untersucht werden. Die benutzerdefinierten Verbindungskanten zwischen den
Aussparungen und dem Gebietsrand sind allerdings im endgiiltigen Netz sichtbar, da sie
als zu erhaltende Rénder interpretiert werden, auf denen gegebenenfalls Lasten oder
Lagerbedingungen definiert werden kénnen.

Neben den Gebietsberandungen sollte der Benutzer zusitzliche Angaben iiber die
GréfBe und die Art der finiten Elemente machen. Ferner kann er den Gebieten
unterschiedliche Material- und Querschnittseigenschaften zuweisen, welche auf die
generierten finiten Elemente itbertragen werden. Die Beschreibung belasteter oder
gelagerter Teilgebiete und Gebietskanten runden dic Fingabedaten fiir den N etzgenera-
tor ab.

4.2.1 Ebene Dreiecksnetze

4.2.1.1 Generieren der Randknoten

Vor der Generierung der Elemente werden die Randknoten auf den Gebietsrindern
erzeugt. Zunichst wird jeweils ein Knoten an jedem Randsegmentende definiert.
AnschlieBend werden die Randsegmente durch weitere Knotenpunkte unterteilt, Die
Anzahl der generierten Knotenpunkte ist abhiéingig von der gewiinschten ElementgroBe,
welche durch eine Elementdichtefunktion definiert ist (Abschnitt 4.2.6).

Fiir homogene FE-Netze (konstante Elementdichtefunktion) ist es leicht, die endgiiltige
Position der Randknoten zu bestimmen. Aus der bekannten Kantenlange und der
gewiinschten Elementgrofe wird die Anzahl der zu generierenden Knoten durch eine
einfache Division bestimmt. Dabei ist zu beachten, daB die resultierende Anzahl
ganzzahlig sein muB:

Anz. Randknoten := MAX |2 ; RUNDE M +1
gew. Elementlinge (.1

Damit die Knoten am Ende des Generierungsprozesses gleichmaBig iiber die Randkan-
ten verteilt sind, wird die gewiinschte Elementgréfe korrigiert. Die wahre Elementlinge
ergibt sich zu

. L Kantenlinge
wahre Elementlinge : = Tz Rondlonoton =1 - (4.2)
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gewiinschte
Elementlinge

Rand

a) Schnitt durch ein Hintergrundnetz mit Elementdichtefunktion entlang einer
Randkante; Stiitzstellen der diskreten Funktion an den Knotenpunkten

O-8————® 88 —6—86—6—8
P I —
e . & & — 86889

¢) Korrektur der Randknotenposition durch Skalierung der Elementkantenlédnge

Bild 4.11: Positionieren der Randknoten fiir adaptive Netze

Fiir adaptive Netze gestaltet sich die Generierung der Randknoten aufwendiger
(Bild 4.11). Damit die Elementdichtefunktion bei der Knotendefinition ausreichend
genau berticksichtigt werden kann, wird ein iteratives Vorgehen zur Positionierung der
Randknoten eingefithrt. Ausgehend von der Kantenseite, an welcher das kleinste
Element gebildet werden soll, werden sukzessive Randknoten definiert. Der Abstand
eines Knotens zu seinem Nachbarn ergibt sich aus dem Wert der Elementdichtefunktion
an der Position des Nachbarknotens (Bild 4.11b). Damit der letzte Randknoten exakt auf
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das Kantenende zu liegen kommt, werden alle Knotenabstiinde entsprechend skaliert
(Bild 4.11c).

4.2.1.2 Bilden der Dreiecke

Die ersten aktiven Fronten ergeben sich aus den Verbindungskanten benachbarter
Randknoten. Ein Element kann nur von diesen Verbindungskanten (aktive Kanten) aus
gebildet werden. Umgekehrt kénnen nur Elementkanten, an die ein neues N achbarele-
ment angeschlossen werden darf, als aktive Kanten bezeichnet werden. Mitvoranschrei-
tender Elementgenerierung werden die aktiven Fronten sukzessive in das Innere des
Gebiets verlagert, da Elementkanten, die obiges Kriterium nicht mehr erfiillen,
inaktiviert werden. Ihre Zuordnung zu eciner aktiven Front wird geloscht. Die
Elementgenerierung wird solange durchgefiihrt, bis keine aktive Kante mehr existiert. In
Bild 4.9b entstehen im Anschluff an die Generierung der Randknotenpunkte zwej
unabhiingige aktive Fronten. Durch die Generierung der Dreiecke ,wandern® die
aktiven Fronten in das Innere des Gebiets (Bild 4.9¢).

a) Generieren eines Knotens
_Nitx h/gh"h
- )

X3

2 Iy
Yty 3 —x
Vs = + R
3573 7 "I,

h.. gewiinschte Elementlinge

b) Suche eines Knotens

Bedingungen:

Pe{2,ng, A (v1p ¥ viplez > 0}
vi2 .. Vektor 1,2

vp .. Vektor 1,P

¢, .. Einheitsnormalenvektor

Bild 4.12: Generieren eines Knotens

Ein Dreieck ist durch ein aktives Frontelement (Kante 1,2 in Bild 4.12) und einen Knoten
im Gebietsinneren (Knoten 3 in Bild 4.12) definiert. Dieser Knoten, dessen Koordinaten
so errechnet werden, daP ein gleichseitiges Dreieck fiir homogene Netze und ein
gleichschenkliges Dreieck fiir adaptive Netze gebildet werden konnte, sei hier als
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optimaler Punkt bezeichnet. Das aktive Frontelement wird fiir ein homogenes Dreiecks-
netz meist willkiirlich aus allen Fronten bestimmt. Fiir adaptive Netze erhilt daskiirzeste
aktive Frontelement den Vorzug. Dazu wird die lineare aktive Kantenliste vollstéandig
durchsucht (linearer Zeitaufwand). Die Suche ist notwendig, damit die kleinsten
Dreiecke zuerst entstehen. Werden die grofen Elemente zuerst gebildet, wiirden diese,
aufgrund der groferen Flichentoleranzen, fiir kleine Dreiecke vorgesehene Bereiche
ganz oder teilweise in Besitz nehmen. Das Resultat wiren schlecht proportionierte
FE-Netze. Ehe das Dreieck tatsichlich erzeugt wird, muf seine Zulassigkeit Uberpriift

bestehende neue

aktive Front Knotenlage
optimaler Knoten Py 3
neue \

aktive Front |

Umlaufsinn
der aktiven Front

) 1. aktuelle LKaIlte‘ :

bestehende
aktive Front

Py
neue
aktive Front

(=

c) 1 aktuele Kante 2 o
Bild 4.13: Bestimmung des geeignetsten Dreiecks

werden. Treten keine Uberschneidungen der Dreieckskanten mit bereits generierten
Dreiecken auf und ist der Abstand des optimalen Knotens zu jedem Knoten aller aktiven
Fronten ausreichend groB, ist das neue Dreieck zuldssig und wird gebildet. Dieser
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benutzerdefinierbare Mindestabstand zu den aktiven Fronten st notwendig, damit auch
ein anschlieBendes Element, welches in diesem Bereich gebildet wird, gute Proportionen
aufweist. Ist das Dreieck jedoch nach obigen Kriterien unzuléssig (z. B. die Uberschnei-
dung in Bild 4.13a und Bild 4.13c, oder ein geringer Abstand des optimalen Knotens zuy
einem existierenden Knotenpunkt auf einer aktiven Front in Bild 4.15a), wird der
»optimale Knoten“ verworfen und der Knoten auf der aktiven Front ermittelt, der die
Bildung des bestméglichen Dreiecks erlaubt (Bild 4.13b,d und Bild 4.15b). Als geeignete
Knoten P kommen nur diejenigen in Betracht, die sich innerhalb eines Suchkreises 4
um den optimalen Knoten befinden. Der Radius 1; des Kreises wird beispielsweise mit
dem 1,5-fachen Wert der Kantenldnge 153 des Dreiecks gewdhlt. Die Menge der
mdglichen Punkte P wird weiter eingeschrinkt, indem sie zugleich innerhalb eines
Kreises Q3 um den Mittelpunkt der aktuellen Kante liegen sollen. Hierdurch werden zu
langgestreckte Elemente vermieden. Zusitzlich werden rechts von der aktuellen Kante
gelegene Knoten nicht beriicksichtigt. Mathematisch muf ein Knoten demnach folgende
Bedingung nach Bild 4.12 erfiillen:

P e {Ql n &, A vy % viple, > 0} 4.3)

Erfillen mehrere Knoten die Bedingung (4.3), wird in der Regel der Knoten ausgewihlt,
der am néchsten zur aktuellen Kante liegt (Bild 4.13b). In seltenen Fillen fiihrt der Punkt
Py aufgrund ungiinstiger Geometrieverhiltnisse zu einem unbrauchbaren Element
(Bild 4.13c). Dann ist der Knoten P, der Nachbarkante zur aktuellen Kante auszuwihlen
(Bild 4.13d). Dieser Fall wird durch die Kontrolle des Umlaufsinns eines Dreiecks aus
den beiden Knoten der Nachbarkante und dem optimalen Punkt erkannt (Dreieck P, 1,
P, in Bild 4.13¢). Ist der Umlaufsinn mathematisch positiv ([v P X Vp 2,,0]ez > 0),s0liegt
der Punkt P, innerhalb des zuldssigen Gebiets. Andernfalls treten ﬁberschneidungen
auf.

Zur Verbesserung der Elementqualitit wird die Lage des gefundenen Knotens durch
eine gewichtete Mittelbildung mit dem optimalen Knoten P, modifiziert (z. B. Bild 4.13b,
P1—Py’):

P,-P
Py =P 42l (4.4)

P, sind die Koordinaten des optimalen Knotens und n die Anzahl der an den Knoten Py
angeschlossenen Elemente, einschlieBlich des neuen Elements. Aus diesem Knoten Py

und der aktuellen Kante wird das Dreieck gebildet.
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4.2.1.3 Aktualisieren der aktiven Front

Die aktive Front wird an die veranderte Geometrie angepaBt, indem die Kanten des
neuen Dreiecks, anwelche ein weiteres Dreieck angefiigt werden darf, in die aktive Liste
aufgenommen und die anderen Kanten des Dreiecks gegebenenfalls aus der aktiven
Liste eliminiert werden. Fir den Fall, daB wihrend der Dreiecksbildung keine
Alternative zum optimalen Knoten gefunden wird, erhoht sich dic Anzahl der aktiven
Frontelemente um Eins (Bild 4.14). Die momentan aktuelle Kante wird aus der Front
eliminiert, dagegen entstehen durch die Drejecksbildung zwei neue Frontelemente.
Werden geeignete Knotenpunkte auf einer aktiven Front zur Bildung des Dreiecks
gefunden, erhoht sich ebenfalls haufig die Anzahl der Frontelemente (Bild 4.13a). Einzig
der Fall, daB der ausgewihlte Knotenpunkt P zu einer Nachbarkante der aktiven Kante
gehort, fithrt zu einer Reduktion der aktiven Frontelemente (Bild 4.13c). Ist ein
Knotenpunkt auf der aktiven Front ausgewihlt, der nicht durch ein bereits bestehendes
Frontelement an den Knoten 1 oder 2 angeschlossen ist, verbindet das neue Element zwei
ehemals geometrisch getrennte Elementbereiche (Briickenbildung in Bild 4.15). Daraus
resultiert eine Aufspaltung der einen aktiven Front in zwei neuc Fronten, welche
getrennt verwaltet werden miissen.

Suchkreisradius r

optimaler
Punkt

neue aktive neue aktive

Kante Kante
—p

—p B—

aktuelle Kante

Bild 4.14: Erzeugen eines Dreiecks aus der aktuellen Kante und dem optimalen Knoten

Mit voranschreitender Netzgenerierung konnen durch Briickenbildung eine Vielzahl
unabhingiger Fronten neu entstehen. Auch die Anzahl der Frontelemente verandert sich
stindig. Der gesamte Datenbestand der aktiven Frontelemente ist einer starken
Anderungsdynamik aus Einfigen und Loschen unterworfen. Programmtechnisch
kénnen die Frontelemente deshalb nicht in starr dimensionierten Feldern vorgehalten
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Bild 4.15: Zeigertechnik zur Verwaltung der aktiven Front


ibbaf
Textfeld


werden, und die Elementdaten sollten aufgrund des groBen Rechenzeitbedarfs fiir
Datenshifts im allgemeinen nicht sequentiell (physikalische Nachbarschaft der Daten)
abgespeichert werden. Zur Erlangung einer grof3en Flexibilitit werden die Daten fiir die
aktive Front in einer doppelt verketteten zirkularen Liste [57] vorgehalten. Dabei sind fiir
jedes Frontelement zusitzlich zu den Kantendaten in zwei Zeigerelementen die
Positionen der Daten der Nachbarkanten gespeichert. Ist ein bestimmtes Element einer
aktiven Front gefunden, kénnen mit Hilfe der Zeiger beide Nachbarelemente
unmittelbar lokalisiert werden. In Bild 4.15¢,d ist die Speichertechnik fiir das Beispiel
aus Bild4.15a,b dargestellt. Die betroffenen Kanten der aktiven Front sind durch
Buchstaben von a bis u bezeichnet. In Bild 4.15¢ und d deuten Pfeile die Nachbarschafts-
beziehungen der aktiven Frontelemente an. Wird eine aktive Front durch Briickenbil-
dung in zwei neue Fronten unterteilt (Bild 4.15b), muf lediglich der Speicherplatz fiir ein
neues Frontelement bereitgestellt werden (Element u in Bild 4.15b und d). Die
Aufspaltung der aktiven Front in zwei unabhéngige Fronten erfordert nur eine Anderung
der Verweise auf die Nachbarschaftsbeziehungen. Physikalische Datenshifts sind nicht
erforderlich. Die aktuelle Kante i wird aus der aktiven Front eliminiert, da an sie kein
weiteres Dreieck angelagert werden darf. Der Listeniplatz der aktuellen Kante wird dem
zweiten neu entstehenden Frontelement zugewiesen. Die beiden neuen Frontelemente
werden durch Verinderungen der Nachbarschaftsbezichungen (Zeiger) logistisch in ihre
jeweilige aktive Front eingefiigt. Die Kanten k und b werden durch die neu entstandene
Kante u nachbarschaftlich verbunden, ebenso die Kanten ¢ und h durch die veranderte
Kante i. Physikalische Datenshifts sind nicht erforderlich. Da keine Anker fiir die
verketteten Listen verwendet werden, welche auf ein Startelement zeigen, ist die
mogliche Anzahl der aktiven Fronten unbegrenzt. ‘

In Bild 4.16 wird ein Dreiecksnetz fiir die in Bild 4.10 definierte Deckenplatte generiert.
Die Gebiete sind durch drei geschlossene Polygonziige definiert. Nach der Bildung der
Randknoten (a) werden die Elemente vom Rand aus in das Innere des Gebiets
vorangetrieben (b). Dabei wird jeweils das Element mit der kiirzesten Basislange l1.2
erzeugt, so daB sich die Neubildung von Elementen meistens in gewissen Bereichen
konzentriert. Wahrend der Netzgenerierung entstehen eine Vielzahl neuer Fronten
(c,d). Nachdem alle Fronten leer sind, ist das endgiiltige FE-Netz erzeugt (¢).
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4.2.2 Ebene Vierecksnetze

Vierecksnetze werden Dreiecksnetzen zur Berechnung von strukturmechanischen
Problemen aufgrund des besseren Losungsverhaltens der finiten Elemente vorgezogen.
Alierdings ist die Generierung reiner Vierecksnetze problematischer, da Vierecke
wesentlich schwieriger an beliebige Geometrien angepaBt werden kénnen als Dreiecke.

Das folgende Vorgehen basiert auf der Dreiecksnetzgenerierung nach der Advancing
Front Method aus Abschnitt 4.2.1. Dabei wird ein Viereck aus zwei sukzessiv generierten
Dreiecken gebildet. Diese Dreiecke sind im Gegensatz zu Abschnitt 4.2.1 nicht
gleichseitig, sondern moglichst rechtwinklig. Im Idealfall ergeben zwei rechtwinklige
Dreiecke ein Quadrat, zwei gleichseitige Dreiecke dagegen ergeben immer ein
verzerrtes Viereck. ‘

Folgende Teilschritte werden bei der Generierung eines Vierecks durchgefiihrt (siche
auch Bild 4.18a; die Generierungsvorschriften fiir die beiden Dreiecke sind in Bild 4.17
dargestellt):

o Erzeugen eines ersten rechtwinkligen Dreiecks

o ‘Generieren eines zweiten rechtwinkligen Dreiecks an der langsten freien Kante des
1. Dreijecks

e Verkniipfen der beiden Dreiecke zu einem Viereck

1. Element: Xy=x,—h Xz_.lw_.yi
12

Xy — Xy
112

y3 =y +h

T tas 297

- 2. Flement: Xy = —Hm 5 ]
23
Yatys 2% X
Y4 = D) +h [

h.. gewiinschte Elementldnge

Bild 4.17: Generierungsvorschriften fiir Viereckselemente

Ungliicklicherweise ist die Generierung zweier zusammenhéngender Dreiecke nicht
immer méoglich. Bei einspringenden Ecken, oder dem Anschluf an bereits vorhandene
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Bild 4.18: Generieren von Viereckselementen
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Elemente, kann mdoglicherweise das zweite Dreieck nicht generiert werden. Deshalb
bleiben vereinzelte Dreiecke iibrig (Bild 4.18a).

Um ein reines Vierecksnetz zu erhalten, werden nach Bachmann et al. [9] und Rank et al.
[69] alle Dreiecke in drei Vierecke unterteilt. Aus Kompatibilititsgriinden miissen dann
alle generierten Vierecke in vier Vierecke unterteilt werden. Es entsteht ein Netz, das
ausschlieflich aus Viereckselementen besteht (Bild 4.18b). Eine Verbesserung der
Elementqualitét ist nach Bachmann et al. [9] zu erwarten, wenn ein einzelnes Dreieck
mit einem Viereck zu einem Fiinfeck zusammengefafit wird, welches anschlieBend,
sofern es konvex berandet ist, in fiinf Vierecke unterteilt wird. Dieses Verfahren ergibt im

-allgemeinen bessere Viereckselemente als eine getrennte Unterteilung der Vierecke und
Dreiecke. Damit alle Elemente im Anschluf an die Elementunterteilung die gewiinschte
GroBe besitzen, werden die Vierecke im ersten Schritt entsprechend gréfler generiert,
was den positiven Nebeneffekt hat, dal zun4chst nur ungefhr ein Viertel der bendtigten
Elemente gebildet werden miissen.

T

8
IENRNNEN]

1137

N2

AENERN]
T
T
]
i

Bild 4.19: Beispiele von Deckenplatten

Zu oben erlauterter Unterteilungsmethode seien Alternativen erwihnt, deren Einsatz-
breite jedoch im aligemeinen beschrankter und deren Anwendung teilweise wesentlich
komplizierter ist. Johnston et al. [42] versuchen isolierte Dreiecke zu eliminieren, indem
sie auf einer Dreiecksseite einen zusétzlichen Knoten erzeugen, welcher nach auBen
gezogen wird, Der inkonsistente Knoten wird iiber benachbarte Vierecke bis zum
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Bild 4.20: Netzgenerierung nach der Advancing Front Method in CARAT
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nichstgelegenen Dreieck (oder Rand) gefiihrt, welches dadurch ebenfails zum Viereck
wird. Schreiber [80] geht dhnlich vor. Durch einen Optimierungsprozef strebt er eine
Minimierung der zu durchfahrenden Vierecke an. Zhu et al. [98] versuchen sicherzustel-
len, daB im ersten Schritt keine Dreiecke entstehen. Theoretisch ist das immer dann
moglich, wenn die Gebietskanten in eine gerade Anzahl von Elementkanten unterteilt
werden.

In Bild 4.19 sind FE-Netze praxisnaher Plattenbeispicle dargestellt. Bild 4.20 zeigt
schematisch die Vorgehensweise von Freem zur Generierung von Dreiecks- und
Vierecksnetzen in der Implementierung des Programmsystems CARAT.

Obwohl der beschriebene Netzgenerator in der Regel gute Vierecksnetze liefert, ist es
dennoch moglich, daB selbst fiir orthogonal berandete Gebiete keine strukturierten
Gitter erzeugt werden koénnen. Die Linge der Ausgangskante 1-2 in Bild 4.12 kann
withrend der Generierung eines Vierecks nicht immer gewahrt bleiben, weil die bereits
vorhandenen Knotenabstinde auf den Rindern nicht exakt der gewiinschten Element-
groBe entsprechen. Das ist jedoch fiir die Erzeugung quadratischer Elemente unabding-
bar. Die Anzahl der generierten Randknoten ist vorab gut bestimmbar. Die Abstande
zwischen diesen Knoten werden so angepaBt, daB auf jedes Kantenende ein Knoten zu
liegen kommt (Bild 4.11). Da jedoch die Geometrieverhiltnisse im Inneren des Gebiets
wihrend der Netzgenerierung, also die Form und Ausbreitungsrichtung der aktiven
Fronten, nicht vorab bestimmt werden kann, ist eine konkrete Vorhersage iiber die
Positionierung der innenliegenden Knoten nicht moglich. Das schlieBt eine Elementgro-
Benkorrektur im Inneren des Gebiets aus. Als Folge daraus kann die ElementgroBe
entlang des Randes und im Gebietsinneren, selbst bei einer homogenen Elementdichte-
verteilung, inkompatibel sein. Somit entstehen in diesen Zonen verzerrte Ubergangsele-
mente. Allerdings ist durch die geeignete Wahl des Elementdichtefaktors bei der
Generierung homogener FE-Netze meist ein Gitter ohne Ubergangselemente zu
erreichen. Die erwihnte Korrektur entlang des Randes entfallt dabei. Hierauf
ausgerichtete Automatismen wiren grundsitzlich denkbar, sie sind jedoch wegen der
vorrangigen Anwendung von Freem fiir adaptiv verfeinerte FE-Netze nicht implemen-
tiert.

4.2.3 Netzglattung

Unter dem Begriff Netzglattung versteht man eine Verbesserung der Elementgestalt
durch eine geeignete Korrektur der Koordinaten einzelner Knotenpunkte. Meist werden
iterative Netzglattungsverfahren eingesetzt, vereinzelt existieren auch Optimierungsver-
fahren. Im allgemeinen Liefert der Netzgenerator Freem FE-Netze mit wohlproportio-
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nierten Elementen. Vor allem bei Viereckselementen 148t sich jedoch durch eine
Nachbehandlung eine weitere Verbesserung der Elementform erreichen. In Freem
kommen nachfolgend beschriebene Gléttungsverfahren zum Einsatz,

Laplace-Gliittung und isoparametrische Glittung

Die Laplace-Glattung ist eines der Glattungsverfahren mit der groBten Verbreitung, Das
Verfahren ist bei Herrmann [34], Cavendish {22] und vielen weiteren beschrieben. Die
Laplace-Glattung ,riickt einen Knoten k in den Mittelpunkt aller unmittelbar
angeschlossenen Elemente (Bild 4.21a).

1.2 1,
3] 112 |3
5 3 .
1 1
2 2
1 6 2
3

Bild 4.21: Laplace- und isoparametrische Glittung fiir Drei- und Vierecke
Die klassische Gleichung der Laplace-Glittung lautet:
1 n
X =5 Z(xj1 + sz) 4.5)
j=1

n ist die Anzahl der unmittelbar an den Knoten k angeschlossenen Elemente.
Gleichung (4.5) wird sukzessive fiir alle Gebietsinnenknoten angewandt. Durch eine
mehrmalige Wiederholung wird eine Verbesserung der Elementformen angestrebt.

Die isoparametrische Glittung, ebenfalls ein iteratives Verfahren, zielt auf eine
Verbesserung von Viereckselementen (Bild 4.21b).

n
=1 .
Xy = ﬁz(le + X5 - X) (4.6)
=

Gleichung (4.6) resultiert aus der Interpretation der vier grau unterlegten Elemente in
Bild 4.21b als ein achtknotiges Serendipity Element. Die verbesserten Koordinaten fiir
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den Knoten k ergeben sich durch die Interpolation der Elementknotenkoordinaten fiir
die Stelle u=v=0, Durch explizites Ausschreiben der Formfunktionen und die Anderung
der Summation iiber die an k angrenzenden Elemente (streng genommen n=4) folgt
Gleichung (4.6). Fiir Dreiecke entspricht die isoparametrische Glattung der Laplace-
Glattung.

Herrmann [34] entwickelte folgende Gleichung (4.7), um ein gewichtetes Mittel aus der
Laplace-Glattung und der isoparametrischen Gléttung zu erreichen:

n
=l N +xy - owx;
X = n@2 - W)j;(le + *p2 wx)3) 4.7)

w ist ein Wichtungsfaktor, der beliebige Werte zwischenQund 1 (0 < w < 1) annchmen
darf. Fir w = 1 wird die isoparametrische Netzglittung durchgefiihrt, fir w = 0
dagegen die Laplaceglattung. Fiir Werte zwischen 0 und 1 (0 < w < 1) kann ein
beliebiges Mittel aus beiden Netzglattungsverfahren erreicht werden.

Modifizierte Laplace-Glittung

Dieses Verfahren, publiziest von Sezer und Zeid [83] (dhnlich bei Bremer [17]),
beinhaltet geringfiigige Veranderungen gegeniiber der herkémmlichen Laplace-Glat-
tung. Der aktuelle Knoten k wird in das Zentrum der Mittelpunkte der angeschlossenen
Elemente ,geriickt“. Zusitzlich finden die unterschiedlichen Elementflichen eine
Beriicksichtigung. Die Iteration erzeugt Elemente mit dhnlichen Flécheninhalten.

n
> % 4
L=t
X = n
A;
=1

2,

(4.8)

Dabei sind xy die verbesserten Koordinaten des Knoten k, x sind die Elementschwer-
punkte, A; sind die Fléchen der Elemente und n ist die Anzahl der unmittelbar an den
Knoten k angeschlossenen Elemente.

Modifizierte Laplace-Glittung unter Beriicksichtigung der Elementdichteverteilung
Die bisher vorgestellten Netzglittungsverfahren fithren zu einer VergleichmiaBigung der

Elementflichen. Dasist jedoch fiir adaptive FE-Netze nicht gewollt. Vielmehr sollen die
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gewinschten ElementgroBenunterschiede beibehalten werden. Die Berticksichtigung
der angestrebten Elementgroen hj wahrend der Netzglattung fithrt zum BErhalt der
adaptiven Netzstruktur. ’

(4.9)

Anwendung der Verfahren

Die Laplace- und die isoparametrische Glittung liefern meist brauchbare Ergebnisse fiir
Dreiecke und Vierecke. Allerdings ,,verschieben® beide Verfahren die Knoten, chne die
resultierenden Elementformen zu beriicksichtigen. An einspringenden Ecken kénnen
dadurch unbrauchbare Elemente erst entstehen. Eine Verbesserung der Elementformen
istbei diesen Verfahren eher zufillig. Ausfiihrlichere Informationen dariiber konnen bei
Bremer [17] und Jiidt {43] nachgelesen werden.

Die modifizierte Laplace-Glittung ist fiir Drei- und Viereckselemente gleichermafen
geeignet. Auch sie beriicksichtigt die entstehenden Elementformen nicht, Allerdings
erzielt sie hiufig bessere Ergebnisse als die Laplace- oder isoparametrische Glattung,
Die Miteinbeziehung der gewiinschten ElementgroBen ist zur Glittung adaptiver
FE-Netze unumginglich.

In der Anwendung der modifizierten Laplace-Glattung wird, ahnlich zu Bremer [17], die
Qualitdt des Elementpatches aus allen, an den Knoten k unmittelbar angeschlossenen
Elementen nach a priori Kriterien (Abschnitt 2.4) vor und im Anschluf an die
Knotenverschiebung ermittelt. Wiirde das Verfahren zu einer Verschlechterung der
Patchqualitét fithren, so wird die urspriingliche Knotenposition beibehalten.

4.2.4 Elemente mit Ansiitzen hiherer Ordnung

Elemente mit hoherwertigen Ansatzfunktionen zeichnen sich durch ein verbessertes
Elementverhalten gegeniiber solchen mit linearen Ansatzfunktionen aus. Haufigwerden
Elemente mit quadratischen, selten Elemente mit kubischen Ansatzfunktionen einge-
setzt. Mitzunehmender Polynomordnung der Formfunktionen erhéht sich die erforderli-
che Rechenzeit zum Aufstellen der Elementsteifigkeitsmatrizen, da bei der Integration
mehr Gauflpunkte ausgewertet werden miissen als bei gleich groBen Elementen mit
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niederwertigen Ansétzen. Auch die Rechenzeit zum Losen der Systemsteifigkeitsmatrix
steigt aufgrund der groBeren Bandbreite durch hoherwertige Ansatzfunktionen an.
Allerdings sind wesentlich weniger hoherwertige Elemente erforderlich, um ein Problem
mit der entsprechenden Genauigkeit von Elementen mit linearen Ansatzfunktionen zu
losen.

bilinear biquadratisch bikubisch

¢
[
®
@

4
[
@
@

Bild 4.22: Verfiigbare Elementtypen in Freem

Sind einmal Elemente mit linearen Ansatzordnungen generiert, ist die Umwandlung in
Elemente hoherer Ordnung vergleichsweise einfach. In Bild 4.22 ist die Palette der vom
Netzgenerator Freem zur Verfugung gestellten Elemente dargestellt. Hoherwertige
Elemente ergeben sich durch Einfiigen von Zwischenknoten entlang der Elementrénder.
Gegebenenfalls miissen zusitzlich Knotenpuﬂkte im Inneren eines Elements generiert
werden. Die genauen Positionen dieser Innenknoten erhdlt man fiir Vierecke durch
Transformationen der entsprechenden Koordinaten aus den Lokalsystemen gleichwerti-
ger Serendipity Elemente auf die Elementflachen. Beispielsweise ergibt sich die Position
des Elementmittenknotens eines neunknotigen Lagrange Elements aus den Koordina-
ten des Mittelpunkts (u=v=0) des zugehdrigen achtknotigen Serendipity Elements.

Elementrandknotenpunkte entlang gekrimmter Gebietsrander werden nicht auf die
Gerade aus den benachbarten Eckknotenpunkten positioniert, sondern auf den
zugehorigen Gebietsrand projiziert. Zwar verringert sich dadurch die Qualitit dieses
Elements, die Approximation der Gebietsrénder, und damit des mechanischen Modells,
wird jedoch deutlich verbessert.
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4.2.5 FE-Netze fiir Schalen und Faltwerke

Finite Element Netze fiir rdumliche Flichentragwerke erfordern einen groBeren
Eingabeaufwand als fiir ebene Strukturen. Zusitzlich zu den Daten fiir die Gebietsran-
der sind Informationen iiber die Flichengeometrie des Tragwerks erforderlich. Zur
Beschreibung einer méglichst breiten Vielfalt von Tragwerken eignen sich explizit
beschreibbare Schalengeometrien, wie beispielsweise Kugel, Kegel und Zylinder nur
ungeniigend. Allgemeine raumliche Flichentragwerke konnen jedoch gut durch die
Werkzeuge der Abbildungsmethode (Abschnitt 4.1.1) beschrieben werden. Lagrange-,
Bézier- und Coonsflichen stehen dafiir in CARAT zur Verfiigung [15]. Die FE-Netze
werden in den Parameterrdumen der Design Elemente generiert und anschliefend mit
Hilfe deren Transformationsvorschriften auf die Schalenfliche projiziert.

Als Parameterflichen sind Einheitsquadrate oder Einheitsdreiecke iiblich [15,17]. Far
diese einfachen geometrischen Flichen kénnen ohne groferen Aufwand strukturierte
Gitter generiert werden. Durch eine Transformation der Knotenikoordinaten auf die
Schalenfliche ist im allgemeinen eine homogene Diskretisierung erreichbar. Zur
. Generierung beliebiger adaptiver FE-Netze ist die Abbildungsmethode jedoch aufgrund
der starr vorgegebenen Elementunterteilungsraster ungeeignet. Dieser Nachteil kann
durch ein Zusammenwirken der Abbildungsmethode mit einem automatischen Netzge-
nerator fiir ebene Tragwerke, welcher geeignet ist adaptiv verfeinerte Netze zu erzeugen,
aufgehoben werden.

4.2.5.1 Automatische Netzgenerierung auf Parameterflichen

In dieser Arbeit wird die Abbildungsmethode mit dem automatischen Netzgenerator
Freem (Abschnitt 4.2.1) zur Generierung adaptiv verfeinerter FE-Netze fiir Schalen
kombiniert. Freem generiert im ebenen Parameterraum eines Design Elements ein
homogenes oder adaptives FE-Netz. AnschlieBend werden' die generierten Knoten-
punkte mit Hilfe der Transformationsvorschrift des Design Elements auf die Schalenfla-
che abgebildet.

Freem bietet jedoch zusammen mit der Abbildungsmethode noch weitere Moéglichkeiten.
Im Gegensatz zur reinen Abbildungsmethode ist es nicht mehr erforderlich, die gesamte
Parameterfliche zu vernetzen. Der automatische Netzgenerator kann ein FE-Netz fiir
beliebige Ausschnitte der Parameterfliche erzeugen. In Bild 4.23 ist das Vorgehen
dargestellt. In diesem Beispiel ist ein Design Element zur Beschreibung der Schalenfla-
chengeometrie ausreichend. Im Parameterraum kénnen Gebietsaussparungen und
-rdnder durch Beschreiben von Randsegmenten in die Netzgenerierung integriert
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Bild 4.23: Netzgenerierung auf der Parameterflache einer Schale

werden. Der automatische Netzgenerator erzeugt ein Netz im Parameterraum unter
Beriicksichtigung der zusétzlich definierten Réinder und Aussparungen, welches
anschlieBend auf die Schalenflache transformiert wird. Es entsteht eine freie, automa-
tisch vernetzte Schale, deren Oberfliche nur durch ein, die gesamte Geometrie
beschreibendes Design Element definiert ist. Fiir anspruchsvollere Geometrien sind
auch mehrere zusammenhéingende flichenbeschreibende Design Elemente vorstellbar.
Ist die Oberflaichengeometrie jedoch durch mehrere Design Elemente zu approximie-
ren, bleiben die Rénder der Design Elemente auch im endgiiltigen FE-Netz erhalten, da
der Netzgenerator FE-Netze nur lokal auf der Parameterfliache der Design Elemente
erzeugt und keine elementiibergreifenden Zusammenhénge erkennen kann. Eine
Beseitigung dieser Einschrinkung wird von Rank et al, [68] vorgeschlagen. Durch ein
abschlieBendes Glatten des FE-Netzes auf der Schalenfliche werden die Design
Elementrander verwischt.

Neben der Generierung allgemeiner adaptiver FE-Netze fiir Schalen, kann Freem
eingesetzt werden, um Netze fiir Design Ubergangselemente zu erzeugen. Damit entfllt
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Design Elemente mit gewiinschten generiertes FE-Netz
Kantenunterteilungen

Bild 4.24: Freivernetzte Elemente als Design Ubergangselemente

die strenge Beschrinkung der Abbildungsmethode, daB gegeniiberliegende Kanten
gleich unterteilt werden miissen. Bei der Verfeinerung eines Design Elements miissen
somit nicht mehr alle benachbarten Elemente mitverfeinert werden. Der Netzgenerator
erzeugt ein moglichst homogenes unstrukturiertes Gitter aufgrund vorgegebener
Randknoten zur Schaffung eines Ubergangsbereiches zwischen feinen und groben
Design Elementen (Bild 4.24). Design Elemente, fiir dic ein strukturiertes Gitter
generiert werden kann (gleiche Unterteilung gegeniiberliegender Kanten, weifle
Elemente in Bild 4.24), werden herkémmlich unterteilt. Fiir alle anderen Design
Elemente (grau hinterlegte Elemente in Bild 4.24) wird mit Hilfe des Netzgenerators fitr
ebene Gebiete ein unstrukturiertes FE-Netz in deren Parameterriumen erzeugt.

4.2.,52 Verringerung der Elementverzerrungen

Die Abbildungsmethode liefert im allgemeinen sehr gute Ergebnisse, falls die
tatséchliche Form der Design Elemente mit der Geometrie der Parameterfliche
weitgehend iibereinstimmt.

Die Netzgenerierung im Parameterraum darf jedoch nicht, zumindest fiir deutlich
deformierte Design Elemente, unabhingig von der Abbildung der Elemente auf die
Schalenflache durchgefiihrt werden, da optimale Elemente in der Ebene durch die
Transformation auf die Schalenfliche unerwiinscht verzerrt werden kénnen. Eine
Netzgenerierung ohne Information der tatsichlichen Schalengeometrie liefert design-
dhnliche finite Elemente, welche fiir stark verzerrte Design Elemente sogar unbrauchbar
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Bild 4.25: Generieren unzulissiger FE-Elemente durch verzerrtes Design Element
(ebenes Beispiel)

sein kénnen (Bild 4.25a). Auch eine starke riumliche Uberhohung der Design Elemente
kann zu verzerrten finiten Elementen fithren. Die unerwiinschten Elementverzerrungen
konnen jedoch bereits wahrend der Netzgenerierung beriicksichtigt und gegebenenfalls
korrigiert werden (Bild 4.25b). Die Elemente werden dann im Parameterraum unter
dem Aspekt generiert, daB auf der Schalenfliche weitgehend optimale Dreiecks- und
Viereckselemente entstehen. Zur Korrektur der Verzerrungen ist es jedoch notwendig,
im Parameterraum Informationen der Schalengeometrie zu besitzen.

Grundsatzlich sind zwei gestaltsindernde Anteile, nimlich die Verzerrung und die
Dehnung zu unterscheiden, welche nach einer Transformation der Elemente auf die
Schalenflache auftreten. Will man wahrend der Netzgenerierung die spitere Element-
form optimieren, muf man beide Anteile bertcksichtigen. Die angestrebte lokale
Elementkorrektur im Parameterraum la8t sich nur mit einem Netzgenerator fir
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unstrukturierte FE-Netze verwirklichen. Deshalb wird der in Abschnitt 4.2.1 beschrie-
bene Netzgenerator Freem als ein geeignetes Werkzeug dafiir angesehen. Freem
erfordert zuldssige Elemente nach Abschnitt 2.4, sowoh! im Parameterraum, als auch auf
der Schalenfliche. Deshalb konnen nur kleine Abbildungsverzerrungen der Design
Elemente korrigiert werden. Es bleibt noch zu betonen, da$ nicht fiir alle Geometrien
vollig verzerrungsfreie FE-Netze erzeugt werden kénnen. Die Elementkorrektur ist fiir
abwickelbare Flichen vergleichsweise einfach zu steuern. -Fir nichtabwickelbare
Flichen dagegen kann im allgemeinen kein unverzerrtes Gitter gefunden werden. Es
wird deshalb lediglich angestrebt, ein weitgehend verzerrungsfreies FE-Netz zu
generieren.

Nachfolgend wird eine konkret auf den Netzgenerator Freem zugeschnittene Problemls-
sung vorgestellt [71]. Ein weiteres Verfahren wurde von Rank et al, [68] publiziert. Die
Autoren schneiden verzerrte Elementpatche auf, fiigen zusitzliche Knoten ein und
generieren anschlieBend mit Hilfe der Delaunay Triangulation (Abschnitt 4.1.2) lokal
verbesserte Elementtopologien. Dagegen fiihrt Hansbo [32] im Parameterraum eine
Laplacegiittung unter Beriicksichtigung der tatséichlichen Schalengeometrie durch.

\z n
E x(u,v) = ZNi(u,v) x;
ey i=1
-l e e L - - u
. &
: uv .. lokale Koordinaten (Parameterraum)
5 n .. Anzahl der Kontrollknoten
N; .. Formfunktionen
Xi .. Koordinaten der Makroelementknoten

Bild 4.26: Parameterfliche und Schale
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Grundiagen zur Differentialgeometrie

In Bild 4.26 ist die Abbildung eines Punktes mit den lokalen Koordinaten u,v auf die
Schalenfliche dargestellt. Die Koordinaten z und v sind krummlinig. An jedem Punkt
x(u,v) konnen die kovarianten Basisvektoren x,, und x,, errechnet werden, welche eine
Tangentialebene an die gekriimmte Fliche definieren.

Gleichung (4.10) stellt die Transformationsgleichung eines im Parameterraum gegebe-
nen Punkts auf die Schalenflache dar.

x(u,v) = 2 Ni(u,v)x; (4.10)
Die Tangentenrichtungsvektoren (kovarianten Basen) ergeben sich zu
3 N, ‘(u, v)
By = 3 =i

ax _ ON(u,v) .
E(u,v)—z X = Ky

Die kovarianten Basisvektoren bilden die Spalten der Funktionalmatrix J (bei finiten
Elementen auch Jakobi-Matrix genannt):

J) = 5, 8 = [ru s x] (4.11)

Ein Normalenvektor auf diese Tangentialebene in x(,v) ist durch das Vektorprodukt
definiert.

n(u,v) = x,, (U, v) X x,,(14,)

Aufgrund der linearen Unabhéngigkeit von u und v ist an jeder Stelle der Flache ein
Normalenvektor definiert. Der Einheitsnormalenvektor wird auch als Flichennormalen-
vektor oder Normalenvektor der Fliche bezeichnet:

X, (U, v) X x,,(,v)
| %, (1, v) X x, (1, v)|

nt(u,v) =

Die erste Grundform der Flichentheorie folgt aus oben angegebener Funktionalmatrix

Juv):

GGu,v) = [Zi §;§] = Jwv) J(wv) (412)
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Der Metriktensor ist symmetrisch und hat fiir die Langen- und Winkelbestimmungen
eine grofle Bedeutung.

Die Emheltsbasxsvektoren | T | und 7= | PN , lassen sich mit dieser Beschreibung einfach

ermitteln, da die Linge der Basisvektoren in der ersten Grundform direkt gegeben sind:

x| = @;und |, | = @

Der zwischen den Basisvektoren eingeschlossene Winkel o kann aus folgenden
Beziehungen ermittelt werden:

812 821 812 : 812 821
cosq = = und sing = [1 - 242221
81 &n /g11 £ 811 82

Der Inhalt eines Flachenstiicks O = J f dA ergibt sich mit Hilfe des Flichendifferen-

tials zu

0 = ff,/gn 8n ~ 81 Eppdudy = IJ(IGI)% dudv

Aus Griinden der Vollstandigkeit sei noch erwihnt, daf mit der zweiten Grundform der
Fliichentheorie D(u,v) Aussagen iiber die Krimmungseigenschaften der Schalenfliche
getroffen werden kénnen:

)T wy) (1)L )
D >
() = n+(u,v)m(u, V) n+(u,V)—gv—“§(u, v)

Korrektur der Elementgeometrie

Durch die Transformation der Knotenpunkte vom Parameterraum auf die Schalenfliche
verandert sich in der Regel der Abstand der Punkte zueinander. Ein beliebiger, im
Parameterraum definierter Vektor aP(u,v) geht in einen Vektor a(uy) auf der
Tangentialebene an die Schalenfliche im Punkt x(u,v) iiber. Ebenso wird ein Vektor
bP(u,v) durch die Transformationin den Vektor b(z, v) iberfithrt, Ein beliebiges Dreieck
ist durch die Angabe der beiden Vektoren a und b eindeutig definiert (Bild 4.27).
Bild 4.28 zeigt die Definition eines Vierecks aus den beiden Vektoren entsprechend der
Elementgenerierung von Freem (Abschnitt 4.2.2)
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Dreieck im Parameterraum Dreieck auf der Schalenfliche

Bild 4.27: Definition eines Dreiecks aus zwei Vektoren, a und b

1. Schritt
-
x(u,v)
2. Schritt N
b .,
oo i
_a , "
Dreieck im Parameterraum Dreieck auf der Schalenflidche

Bild 4.28: Definition eines Vierecks aus den Vektoren a und b

Die Problemstellung der Elementkorrektur 148t sich auf die Frage reduzieren, wie
miissen die Vektoren aPund b? beschaffen sein, damit sich auf der Tangentialebene an die
Schalenfliche ein gleichschenkliges Dreieck (fiir allgemeine adaptive FE-Netze) mit
einer definierten Hohe ergibt. Aufgrund der Netzgenerierungstechnik von Freem ist der
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Vektor aP bereits vorgegeben. (Abschnitt4.2.1: Freem generiert die Elemente sukzessive,
dabei werden neue FElemente an aktiven Frontelementen, d.h. freie Kanten bereits
vorhandener Elemente, erzeugt. a? ist ein solches aktives Frontelement.) Die Aufgabe
lautet also b? so zu definieren, daf ein gleichschenkliges Dreieck auf der Tangential-
ebene an die Schalenfliche entsteht. Die Hohe des Dreiecks ist durch eine Konstante k
gegeben, die aus der Netzdichteverteilung ermittelt wird. Folgende zwei Bedingungen
lassen sich formulieren:

alb =0 (4.13)
8] = kja| (4.14)

Die Vektoren aP und bP mit dem Ursprung u,v lassen sich im Parameterraum in je zwei
achsenparallele Vektoren zerlegen

a? = que, + ae,

b = bue, + be,
e, und e, sind die Einheitsnormalenvektoren in Richtung u und v.

Eine Transformation der Vektoren aP und bP auf die Tangentialflache im Punkt x(w,v) der
Schalenfliche ergibt:

a(u, V) Say + gf = auly +aky = lay 5 a) J

bu,v) = "’xb + b, = byey + by = [bus b J

Der Vektor a ist aus oben genannten Griinden vorgegeben, somit bleiben als
Unbekannte by und by, tibrig. Setzt man b in Gleichung (4.13) ein, so folgt:

aTx,ubu + aTx,vbv =0 (415)
Fiir die Losung lassen sich zwei Fille unterscheiden:

Fall1, a’x,, = 0
Gleichung (4.15) ergibt umgeformt

aly,,

by = - by~
u VaTx,u

(4.16)

Einsetzen der Gleichung (4.16) in die Gleichung (4.14) fiihrt zu:

kia]

wa = X,y

b, ==

a’x,, I
a’x,,
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Fiir b erhilt man zwei Losungen. Da fiir den Netzgenerator Freem ein mathematisch
positiver Umlaufsinn vorgegeben ist, ergibt sich die passende Losung aus der
zusitzlichen Bedingung & X a > 0.

Fall 2, a’x,, = O
In diesem Fall folgt aus Gleichung (4.13):

b, =0 fir a'x,, =0

Das ist jedoch immer erfilit, da a, x,; und x,y koplanar sind. Eingesetzt in Gleichung
(4.14) ergibt sich by:

b, =+

l;‘/’m |

N

Fiir einen vorgegebenen Vektor a kann daql/it an jeder Stelle der zugehérige Vektor b

gefunden werden, so daB sich auf der Sc})éﬂe ein gleichschenkliges (fir k = /@’75 ein
gleichseitiges) Dreieck ergibt. Da jedoch die Tangentialebene an die Schalenfliche als
Grundlage fiir obige Herleitqu v;rwendet wird, stellt das Ergebnis lediglich eine
Niherungslosung dar. Verglifc‘ﬁé‘ﬁwfnit den Toleranzen der Netzgenerierung, sind die
Abweichungen hier im allgemeinen gering.

Bild 4.29 und Bild 4.30 zeigen mit Viereckselementen vernetzte Schalen. Im Fall a
(unkorrigiertes FE-Netz) werden in den Parameterrdumen optimale FE-Netze gene-
riert. Bei der Abbildung auf die Schalenfliche entstehen verzerrte Elemente. Im Fall b
(korrigiertes FE-Netz) werden die FE-Netze im Parameterraum korrigiert, so daf3 auf
den Schalenflichen wohlproportionierte Elemente entstehen.

Der Bogen in Bild 4.29 ist eine abwickelbare Fliche. Hier treten keine verzerrten
Elemente im eigentlichen Sinn auf, sondern lediglich gedehnte Elemente. Ein Erzielen
optimaler Elementgeometrien ist deshalb grundsitzlich moglich. Die vorhandenen
UnregelmifBigkeiten im Netz (Bild 4.29b) erkldren sich aus der in Abschnitt 4.2.2
beschricbenen lokalen Elementbildung des Netzgenerators. Dagegen handelt es sich bei
der allgemeinen Schale in Bild 4.30 um eine nicht abwickelbare Fliche. Deshalb sind
einzelne verzerrte Ubergangselemente unvermeidlich.

Der optimale Punkt in der Dreiecksbildung (Abschnitt 4.2.1) errechnet sich im

T . o .

Parameterraum aus (u,v)  + bP. Oft befinden sich in unmittelbarer Nachbarschaft
dieses Punkts bereits generierte Knotenpunkte. Aus Griinden der Elementtopologie
muB der Algorithmus entscheiden, ob das Dreieck anstatt mit dem optimalen Punkt
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Parameterraum Schalenfliche ’ Parameterraum Schalenfliche
a) unkorrigiertes FE-Netz b) korrigiertes FE-Netz

Bild 4.29: Parabolische Bogenschale
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Bild 4.30: Allgemeine Schale
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besser mit einem dieser bereits existierenden Knoten gebildet werden soll. Wie in
Abschnitt 4.2.1 beschrieben, werden dazu alle, in einem Suchkreis mit dem Radius » um
den optimalen Punkt licgenden Knotenpunkte als geeignete Ersatzknoten in Betracht
gezogen.

optimaler Punkt

P.

optimaler Punkt

+ Suchellipse
‘ | Suchkreis

/ —ip

/ Suchkreis,
nur im
Parameterraum
Parameterraum Schalenflache

Bild 4.31: Suche der Nachbarpunkte mittels Suchkreis

Bei der Netzerzeugung auf der Parameterebene darf im allgemeinen kein Suchkreis
verwendet werden, da das Verhiltnis der Knotenabstdnde im Parameterraum sehr
unterschiedlich zu dem wirklichen Verhaltnis der Abstinde der einzelnen Knoten ist.
Das Bild 4.31 zeigt ein Dreieck, einmal im Parameterraum und auf der Schalenfldche.
Benachbart befindet sich ein Punkt PP — P. Es steht die Entscheidung an, ob Punkt P
anstelle des optimalen Punkts zur Dreiecksbildung verwendet werden soll. Ein auf der
Schale um den optimalen Punkt gelegter Suchkreis beinhaltet Punkt P nicht mehr. Punkt
P kiime nicht als Alternative zum optimalen Punkt in Betracht. Im Parameterraum
jedoch; wo die Entscheidung tatsichlich getroffen wird, kann sich der Punkt PP sehr wohl
innerhalb des Suchkreises befinden und wiirde deshalb als Auswahlmoglichkeit fiir den
optimalen Punkt in Erwagung gezogen. Aufgrund der unterschiedlichen Langenabbil-
dungen eines Vektors im Parameterraum und auf der Schalenfliche muB aus diesem
Grund eine Suchellipse zum Auffinden benachbarter Knotenpunkte verwendet werden.
Dazu wird eine Transformationsmatrix Tp im Punkt v generiert, die den Suchkreis auf
der Tangentialebene niherungsweise auf eine Suchellipse im Parameterraum abbildet.
Tp beinhaltet die Komponenten der kovarianten Basisvektoren x,, und x,,. Jeder
Richtungsvektor £, ausgehend vom optimalen Punkt zu einem Knotenpunkt PP wird mit
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der Transformationsmatrix Tp multipliziert. Der wirkliche Abstand zwischen dem
optimalen Punktund dem Knotenpunkt Pwird aus der Lénge des transformierten Vektors
fnéherungsweise ermittelt und fiir die weiteren Untersuchungen betrachtet,

Die genaherte Transformationsmatrix Tp leitet sich von der ersten Grundform der
Flichentheorie G aus Gleichung (4.12) ab [55]:

T = Gu,v)* = Tﬁ%‘ﬁ G+ (/IeDh n

List die Einheitsmatrix. Die ‘Transformationsvorschrift lautet:

Sf= TD fp
Die oben beschriebene Transformationsvorschrift beriicksichtigt die Dehnungsinderun-

gen und die Verzerrungen lediglich am Punkt %(u,v). Es handelt sich daher fiir
gekriimmte Flichen um eine Naherung,

4.2.6 Generierung adaptiver FE-Netze

Der Netzgenerator Freem nach der Advancing Front Method jst aufgrund der auf lokale
Gegebenheiten konzipierten Elementbildung gut geeignet, adaptive FE-Netze zu
erzeugen. Elementdichtefunktionen, die aus der Fehlerabschitzung abgeleitet werden
(Abschnitt 3.1.3), definieren die erforderlichen ElementgroBen im gesamten Gebiet. Als
Tréger dieser Information dient ein Hintergrundnetz, hnlich einem FE-Netz, auf dessen
Knotenpunkten die Werte der Elementdichtefunktion diskret vorliegen. Durch lineare
Interpolationen der Knotenwerte ist die Elementdichteinformation an jeder Stelle
verfiigbar. Zur Steuerung der ElementgroBe bei der Generierung homogener FE-Netze
geniigt ein einziges, das gesamte Gebiet iiberdeckendes Hintergrundelement. Fiir
adaptive Netze kann eine Vielzahl der bilinearen Hintergrundelemente erforderlich
sein. Es ist dabei wesentlich, da das Hintergrundnetz alle Teile des Gebiets iiberdeckt.
Als Hintergrundelemente sind Dreiecke und Vierecke gleichermaBen geeignet, wenn-
gleich die Unterschiede in der Interpolation der Stitzstelleninformation dieser
Elemente zu beriicksichtigen 'sind. Die Interpolationsvorschrift der Hintergrundele-
mente entspricht der Vorschrift ‘finiter Elemente. Die erforderliche Elementgréfe h
ergibt sich am Punkt P(u,v) als

h(w,v) = 3 Ny, v)h; .

Bild 4.32a zeigt die gegebenen Randsegmente fiir einen Schraubenschliissel und das
zugehorige Hintergrundnetz, bestehend aus einem vierknotigen Element, welches die
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Hintergrundnetzes
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¢) zwei dreieckige Hintergrundelemente zur Beschreibung der Elementgrofien

Bild 4.32: Hintergrundnetz zur Steuerung der Elementdichte
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gesamte Struktur bedeckt. Die Elementdichte kann an jedem beliebigen Punkt des
Gebiets durch eine lineare Interpolation der Knotenwerte des Hintergrundelements
ermittelt werden, falls die lokalen Koordinaten des Punkts auf dem Hintergrundelement
bekannt sind. Bild 4.32b zeigt das adaptive Vierecksnetz des Schraubenschliissels, Zu
dessen Generierung lediglich das eine Hintergrundelement aus Bild 4.32a erforderlich
ist. Der Knoten 2 des Hintergrundelements beinhaltet dabei einen wesentlich groBeren
Elementdichtewert als die anderen Knoten. In Bild 4.32¢ sind zwei stark abgestufte
adaptive FE-Netze dargestellt. Zur Steuerung der Elementgrofen sind lediglich zwei
Dreiecke als Hintergrundelemente erforderlich. Die Elementdichte ist an den vier
Knotenpunkten definiert. Dabei sind die Elementdichtewerte der Knoten 1 und 3
wesentlich groBer als die Werte der beiden anderen Knoten. Wiirde man fiir das
Hintergrundnetz anstatt der beiden Dreieckselemente ein Viereckselement zur Interpo-
lation derselben Knotenwerte verwenden, erhielte man, aufgrund der unterschiedlichen
Definition der Interpolationsfunktion entlang der Diagonalen von Vierecken, vollig
unterschiedliche FE-Netze.

4.2.6.1 Suche des passenden Hintergrundelements

Adaptive Rechenprogramme erfordern prizise abgestufte FE-Netze. Deshalb stellen sic
detaillierte Elementdichteinformationen auf feinen unstrukturierten Hintergrundnet-
zen mit vielen Elementen zur Verfiigung. In der Regel wird die Elementdichteinforma-
tion auf den Knotenpunkten des FE-Netzes des vorangegangenen Iterationsschritts
gespeichert. Wihrend der Netzgenerierung wird die Elementdichte fiir jeden neu
erzeugten Knotenpunkt P ermittelt. Dazu muB bestimmt werden, auf welchem
Hintergrundelement dieser Punkt liegt. Eine groBe Anzahl Hintergrundelemente fithrt
jedoch zu einem zeitraubenden Auffinden des fiir den Punkt P zustindigen Hintergrund-
elements. Zur Beschleunigung der Suche erscheint der Einsatz hierarchischer Speicher-
techniken, wie die Quadtree-Method [17] oder k-d-Baumstruktur [13] moglich. Sie
arbeiten sehr effizient, bergen jedoch den Nachteil, da zu Beginn der Netzgenerierung
ein Datenbaum aus allen Knotenpunkten des Hintergrundnetzes erstellt werden muf.
Die gerichtete Suche [60] dagegen bendtigt keine Sortierung der Daten vorab. Sie
erfordert lediglich ein Feld zur Speicherung der Knoten-Elementbezichung des
Hintergrundnetzes.

Der Name gerichtete Suche resultiert aus der Methodik dieses Verfahrens. Ausgehend
von einem beliebigen Hintergrundelement wihlt es zielgerichtet diejenigen Hinter-
grundelemente zur weiteren Untersuchung aus, welche in Richtung des Knotens P liegen
(Bild 4.33). Folgende Bearbeitungsschritte werden durchgefiihrt: Die gerichtete Suche
ermittelt, ob sich der Knoten Py innerhalb eines ausgewihlten Hintergrundelements Hy

119


ibbaf
Textfeld


( Q4 H‘l :%@ nach 3 Schritten @ | Hy | H;
¥ 17 —» L

Knoten Py ¢ © @ an 4@ | He
®

Bild 4.33: gerichtete Suche nach dem passenden Hintergrundelement

Suchrichtung

Knotene 4— ’ aktuelles Hintergrundelement

Bild 4.34: Grenzen bei der gerichteten Suche

gekriimmter Gebietsrand

Hintergrundnetz aus
FE-Elementen des
vorhergehenden
Iterationsschritts

Knoten auflerhalb
des Hintergrundnetzes

Bild 4.35: Punkte auferhalb des Hintergrundnetzes
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befindet. Als erstes Hintergrundelement Hj wird das ausgewdhlt, welches den zuvor
generierten Knotenpunkt P, enthalt, Liegt der Knoten Py innerhalb des Hintergrundele-
ments Hy, ist das zustindige Element bereits gefunden. Liegt er jedoch auflerhalb, wird
das in Richtung des Knoten P; liegende Nachbarelement H, als neues temporires
Hintergrundelement ausgewahlt. Nun beginnt die Uberpr(ifung von neuem, bis das zum
Knoten P passende Hintergrundelement gefunden ist. Die gerichtete Suche benotigt in
der Regel nur wenige Iterationen, da die neuen Knoten Py oftmals in unmittetbarer
Nachbarschaft zu den zuvor generierten Knoten P, und somit auf dem ausgewihlten
oder einem benachbarten Hintergrundelement liegen.

Die Entschel ung, ob ein Knoten innerhalb eines Hintergrundelements liegt, wird
folgendermaBen gefillt: Fiir jede Kante des untersuchten Hintergrundelements wird der
Umlaufsinn des Dreiecks ermittelt, welches sich aus der Kante 1, 2 und dem Knoten P in
Bild 4.33 ergibt:

o= (v Xviple;

Ist der Umlaufsinn mit auch nur einer Elementkante mathematisch negativ, liegt der
Knoten auBerhalb des Hintergrundelements. Das dieser Kante benachbarte Element
wird als neues aktives Hintergrundelement ausgewdhlt. Ist der Umlaufsinn mit allen
Kanten positiv, liegt der Knoten innerhalb des Elements. In Bild 4.33 wird fiir den 2.
Schritt zuféllig das linke Nachbarelement H; des schraffiert dérgsstellten Elements
ausgewidhlt, da die linke Kante mit dem Knoten P; ein Dreieck mit negativem
Umlaufsinn bildet. Ebensogut kdnnte das darunterliegende Flement H, als niichstes
Element ausgewihlt werden.

In seltenen Fillen fiihrt dieses Verfahren nicht zum richtigen Hintergrundelement. Wie
inBild 4.34 dargestellt, kann bei Aussparungen innerhalb des Hintergrundnetzes der Fall
auftreten, daf das aktuell gewihlte Hintergrundelement kein Nachbarelement in
Richtung des Knotens besitzt. Dann muB die gerichtete Suche abgebrochen und ein
anderes Startelement gcwiihlt'werdeh, oder es werden alle Elemente des Hintergrund-
netzes untersucht. Dieser Fall tritt bei der Generierung eines adaptiv verfeinerten
FE-Netzes fiir ein Gebiet mit Aussparungen auf, wenn das FE-Netz des vorangegange-
nen adaptiven Iterationsschritts, welches diese Aussparungen aufweist, zum Hinter-
grundnetz wird.

Eine weitere zu beriicksichtigende Besonderheit in Verbindung mit der Netzgenerie-
rungsstrategie ergibt sich durch eine verbesserte Approximation gekriimmter Rinder.
Dabei kann der Fall auftreten, daB ein neu generierter Knoten geringfiigig auerhalb des
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Startnetz. Die nach der Elastizitatstheorie an den Singularitéten vorliegenden unendlich
groBen Momente werden mittels der verfeinerten Elemente besser angendhert. Ein
Effekt, der in der Baupraxis aufgrund eines plastischen Verhaltens realer Werkstoffe in
diesen Zonen hiufig als nachteilig bewertet wird. Tatsdchlich resultiert jedoch durch die
verbesserte Diskretisierung eine Anndherung der Ergebnisse an die Erfordernisse der
Elastizitatstheorie. Fiir eine realitdtsnihere Ermittlung des Strukturverhaltens ist ein
Wechsel des Modells, nimlich der Einsatz einer materiell nichtlinearen Werkstoftbe-
schreibung, erforderlich.

5.3 Schalenbeispiel

Schalentragwerke stellen eine besondere Art von Bauwerken dar. Gut geplant,
verbinden sie ein minimales Konstruktionsgewicht mit der Fahigkeit, grofie Lasten
abzutragen. Kann dabei ein reiner Membranzustand erreicht werden, entstehen dulerst
grazile Schalenbauwerke mit groen Spannweiten. Schalen sind jedoch kaum geeignet,
konzentrierte Lasten aufzunehmen, da sie aufgrund der groBen Schiankheit nur ein
geringes Widerstandsmoment besitzen. Deshalb ist bei der Konstruktion von Schalen
darauf zu achten, die Form und Lagerung so zu wihlen, dafl Biegezusténde weitgehend
vermieden werden.

In Bild 5.18a ist das Drahtmodell einer Schale dargestellt. Die 0,04m dicke Schale hat an
ihrem Mittelpunkt einen maximalen Stich von 3,00m. Ihre grofite Spannweite betrégt
12,00m. Die Lagerung erfolgt tangential an den SchalenfiiBen. Alle weiteren Schalenrén-
der sind frei verschieblich.

Fiir die adaptive Vergleichsberechnung wird das Eigengewicht der Schale als mafigeben-
der Lastfall ausgewahlt. Das spezifische Gewicht betrigt 24kN/m?, der Elastizititsmodul
34.000MN/m?, und die Querdehnzahl wird mit 0,20 angenommen.

Die Berechnung erfolgt mit neunknotigen vollintegrierten Schalenelementen am
Viertelsystem der Schale. Die Ergebnisqualitat wird nach Gleichung (2.7) abgeschitzt.
Die adaptive Berechnung ist beendet, sobald der relative Gesamtfehler den Wertvon 5%
unterschreitet.

In Bild 5.18b ist das beiden Strategien gemeinsame symmetrisch ergénzte Startnetz
dargestellt. Die Diskretisierung wird mit 51 Elementen fiir ein Schalenviertel grob
gewihlt. Dementsprechend verwundert der abgeschitzte relative Gesamtfehler von
19,34% in der Energienorm kaum.
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a) Geometriemodell der Schale

b) Startnetz der Schale

Bild 5.18: Geometriemodell und Startnetz der Schale fiir beide Strategien

Die Netzgenerierungsstrategie erreicht nach nur einem weiteren Netzgenerierungs-
schritt mit insgesamt 291 Elementen bereits einen geschétzten relativen Fehler von
4,46%. Lediglich einen Iterationsschritt spiter, also nach insgesamt drei Iterationen
unterschreitet der Diskretisierungsfehler der Elementunterteilungsstrategie mit 412
Elementen und einem Fehler von 4,71% die geforderte 5% Fehlerhirde. Die
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Bild 5.19: Iterationsverldufe und endgiiltige FE-Netze
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a) Startnetz [MN/m?]

0.00E+00
2.86E-01
5. ME-01
8.57E-01
1.14E+00
1. 43E+00
L. 71E+00
2.00E+00
3.11E+00

b) Endgiiltiges FE-Netz [MN/m?]

0.00E+00
2.86E-01
5.71E-01
8.57E-01
1.14E+00
1. 43E-+00
1. 71E+00
2.00E+00
4.96E+00

Bild 5.20: Von Mises Vergleichspannungen an der Schalenoberseite (ungeglittet)
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Iterationsverldufe beider Strategien sind in Bild 5.19 zu sehen. Die verhiltnismafig
groBe Anzahl an Elementen bei der Elementunterteilungsstrategie folgt, ebenso wie in
den beiden vorangegangenen Beispielen, aus dem Einsatz von Ubergangselementen zur
Elimination inkonsistenter Knoten.

Beide Strategien zeigen im Scheitelbereich der Schale keine Verfeinerung. Die
Netzgenerierungsstrategie (Bild 5.19b) realisiert sogar eine geringe Elementvergrofie-
rung im Scheitelbereich der Schale. Von dort verringert sich die Elementgrofe
kontinuierlich bis zum Sockelbereich. Beide Strategien (Bild 5.19a,b) diskretisieren
benachbarte Schalenbeine unterschiedlich. Dies resultiert zum einen aus der bereits im
Startnetz unterschiedlichen Diskretisierung der benachbarten Beine (beeinfluit vor
allem das Ergebnis der Elementunterteilungsstrategie). Zum anderen ist die Geometrie
der benachbarten Schalenbeine leicht voneinander verschieden, so dafl die Lasten
ungleich auf die einzelnen Beine verteilt werden.

In Bild 5.20 sind die ungeglétteten von Mises Vergleichspannungen an der Schalenober-
seite, sowohl des Startnetzes (Bild 5.20a), als auch des endgiiltigen FE-Netzes der
Elementunterteilungsstrategie (Bild 5.20b) dargestellt. Deutlich sind Spannungskon-
zentrationen im Sockelbereich der Schale zu erkennen. Die beiden Bilder sind zwar
qualitativim wesentlichen vergleichbar, die Spannungsverliufe geben jedoch fiir den Fall
des endgiiltigen FE-Netzes ein deutlich glatteres und teilweise detaillierteres Bild des
Spannungsverlaufs, vor allem im Sockelbereich der Schale, wieder.

5.4 Wertung

Die vorangegangenen Beispiele zeigen Anwendungen fiir adaptive Methoden aus dem
Scheiben-, Platten- und Schalenbereich. Zum Einsatz kommen sowohl die weitverbrei-
tete Elementunterteilungsstrategie mit Ubergangselementen oder gekoppelten Knoten-
freiheitsgraden zur Beseitigung inkonsistenter Knoten, wie auch die erst in jiingerer Zeit
entwickelte Netzgenerierungsstrategie, die mit Hilfe eines automatischen Netzgenera-
tors in jedem Iterationsschritt ein neues adaptives FE-Netz nach den Vorgaben aus der
Fehlerabschétzung erzeugt.

Alswesentliche VergleichsmaBstibe dienen die Anzahl der Elemente und die Anzahl der
adaptiven Iterationsschritte, welche die Strategien benétigen, um einen vorgegebenen
relativen Diskretisierungsfehler zu unterschreiten. Bendtigte Computerrechenzeiten
bleiben dabei ebenso unberiicksichtigt, wie der unterschiedliche Eingabeaufwand zur
Erstellung des Startnetzes. Die Computerzeit wird wesentlich durch die Effizienz des
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Programmcodes beeinfluft und ist deshalb nicht objektiv vergleichbar. Dem geringen
Eingabeaufwand des automatischen Netzgenerators Freem fiir ebene Tragwerke steht
mit Design ein komplexes Werkzeug zur Generierung von FE-Netzen vor allem fiir
Schalen gegentiber, das den Anwendungsfall der ebenen Tragwerke lediglich als einen
Spezialfall betrachtet. Fiir rdumlich gekriimmte Tragwerke greift Freem auf die
Abbildungsmethode zur Darstellung der Schalenfliche zuriick (Abschnitt 4.2.5).

Die Resultate der beiden Strategien lassen sich wie folgt zusammenfassen:

® Die Netzgenerierungsstrategic benotigt in der Regel eine geringere Anzahl an
adaptiven Iterationsschritten als die Elementunterteilungsstrategie um einen
vorgegebenen Diskretisierungsfehler zu unterschreiten. Eine withrend der Fehler-
abschéitzung ermittelte ,,optimale” ElementgroBe wird detailgenau realisiert. Im
Gegensatz dazu beinhaltet die Elementunterteilungsstrategie lediglich die Mog-
lichkeit, ein Element zu unterteilen oder die Elementfliche unverindert beizube-
halten. Ermittelte ,optimale ElementgréBen konnen nur grob angenihert
werden, was eine groflere Anzahl adaptiver Iterationsschritte nach sich zieht.

® Sind die verwendeten finiten Elemente verzerrungsanfillig, ergeben sich in der
Netzgenerierungsstrategie mehr Freiheitsgrade als in der Elementunterteilungs-
strategie (insbesondere bei gekoppelten Knotenfreiheitsgraden). In der Regel ist
eine grofe Anzahl von Elementen eines adaptiven FE-Netzes nach der Netzgene-
rierungsstrategie schwach verzerrt. Dagegen produziert die Elementunterteilungs-
strategie im allgemeinen lediglich verzerrte Ubergangselemente, welche den
Diskretisierungsfehler kaum nachteilig beeinflussen, da sie nur dort auftreten, wo
urspriinglich keine Verfeinerung gewiinscht ist.

® Zwischen der Qualitit des endgiiltigen FE-Netzes der Elementunterteilungsstrate-
gie und der Qualitiit des Startnetzes besteht ein unmittelbarer Zusammenhang,
Vorhandene Elementgeometrien kénnen wihrend der adaptiven Iteration nicht
verdndert werden. Bei der Netzgenerierungsstrategie ist die Netztopologie
unabhéngig vom FE-Netz des vorangegangenen Iterationsschritts.

e Ubergangselemente zur Beseitigung inkonsistenter Knoten bei der Elementunter-
teilungsstrategie reduzieren den Diskretisierungsfehler nur unwesentlich. Die
Anzahl an Freiheitsgraden steigt dagegen betrichtlich gegeniiber einer Knoten-
kopplung.

Beide Strategien liefern bei obigen Beispielen brauchbare Ergebnisse. Welcher der
beiden letztendlich der Vorzug gebiihrt, hiingt von der konkreten Anwendung, dem
eingesetzten FE-Programm und den subjektiven Wiinschen des Anwenders ab. Die
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Ergebnisse der beiden Strategien differieren bei keinem der vorgesteliten Beispiele
wesentlich voneinander, Das Konvergenzverhalten sowohl der Elementunterteilungs-
strategie, als auch der Netzgenerierungsstrategie, basieren auf einer Fehlerverminde-
rung durch das Einbringen zusétzlicher Freiheitsgrade in das System. Die Konvergenzor-
dung beider Strategien wird nach Gleichung (3.2) bestimmt. Lediglich die
Konvergenzgeschwindigkeit kann im Einzelfall variieren.

Wesentlicher, als die Wahl der Strategie ist es, die grundsétzliche Bedeutung des
Einsatzes von adaptiven Methoden zu betonen. In Bild 5.21 sind drei FE-Netze
dargestellt, deren geschitzter relativer Fehler nach Gleichung (2.6) bei etwa 2% liegt.
Das homogen verfeinerte FE-Netz benotigt 768 Elemente (6336 Freiheitsgrade),
wihrend das adaptive FE-Netz mit einer Verfeinerungsschranke von &;=1,0 nach
Gleichung (3.5) lediglich 136 Elemente (1154 Freiheitsgrade) enthilt. Die geschétzten
relativen Fehler sind mit 1,98% fiir das homogene Netz und 2,01% fiir das adaptiv
verfeinerte FE-Netz annihernd gleich.

Setzt man die Rechenzeit iiberschlagsweise nur in Abhéngigkeit der Freiheitsgrade n mit
dem Faktor n("3) fiir durchschnittliche direkte Gleichungslser an, so ergibt sich eine
53-fach groBere Rechenzeit des homogenen FE-Netzes zum gleichwertigen adaptiven
Netz. Selbstverstindlich muf davon die Zeit abgezogen werden, welche durch die
adaptive Iterationsschleife und die mehrmalige Berechnung des adaptiven FE-Netzes
hinzukommt. Dennoch ist ein deutlicher Rechenzeitgewinn der adaptiven Methoden zu
verzeichnen.

Adaptive Methoden erreichen, aufgrund der vergleichsweise wenigen Freiheitsgrade,
speicherplatzbedingte Beschrankungen der Programme weit weniger hiufig als homo-
gene Verfeinerungsmethoden. Sie erméglichen deshalb fiir komplexe Strukturen oftmals
als einziges Verfahren eine Lsung mit grofer Genauigkeit.

Das dritte Netz in Bild 5.21c verdeutlicht den natiirfichen Spielraum, welcher in den
adaptiven Methoden enthalten ist. Mit nur 88 Elementen erzielt dieses FE-Netz einen
relativen Fehler von 1,80%. Dieses Netz ergibt sich fiir eine Verfeinerungsschranke von
E;=7,0 nach Gleichung (3.5). Der Unterschied von 48 Elementen zwischen dem
ausgefeilten Ergebnis und dem Standardfall der Elementunterteilungsstrategie ist zwar
deutlich, jedoch verglichen zu oben beschricbenem homogenen FE-Netz fiir dieses
Beispiel bedeutungslos.
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Bild 5.21: Vergleich eines homogen verfeinerten Netzes mit adaptiven FE-Netzen
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6 ADAPTIVE BERECHNUNGEN UND MEHRERE
LASTFALLE

6.1 Allgemeines

Adaptiven Methoden gebiihrt zur Berechnung von Tragwerken mit finiten Elementen fiir
grofBe Genauigkeiten in der Losung der Vorzug gegeniiber Berechnungen mit sehr feinen
homogenen Netzen. Ein Grund fiir den zdgerlichen Einzug dieser Methoden zur Analyse
baupraktischer Problemstellungen ist sicherlich die bis dato fehlende Option zur
Behandlung der allgemein iiblichen Vielzahl unterschiedlicher Lastfille. Ein fertiges, '
adaptiv generiertes FE-Netz ist spezialisiert auf dic jeweilige Lastfallkombination unter
der es ermittelt wird. Fiir andere Lastfallkombinationen an abweichenden Lastangriff-
sorten fillt die Ergebnisqualitit des Netzes im allgemeinen deutlich ab.

Die Losung dieses Problems liegt jedoch nahe: Warum nicht alle Einzellastfille bereits
bei der Generierung eines adaptiven FE-Netzes beriicksichtigen? Sind die adaptiven
Netze optimal fiir jeden einzelnen Lastfall, so ist ebenfalls die Qualitit der Lastfallkom-
binationen aufgrund der Méglichkeit zur Superposition der SchnittgroBen in der linearen
Elastizitdtstheorie ausreichend [73,78].

In Bild 6.1 sind drei Méglichkeiten dargestellt, eine Anzahl von Einzellastfillen bereits
bei der iterativen Generierung des adaptiven FE-Netzes zu beriicksichtigen. Definiert
man ein duBerst feines homogenes FE-Netz (Bild 6.1a), muB kein Gedanke an adaptive
Methoden verschwendet werden. Fir kleine Probleme ist diese Vorgehensweise
durchaus sinnvoll. Die Kapazititsgrenze eines Computers ist jedoch mit feinen
homogenen Diskretisicrungen schnell erreicht. Abhilfe schaffen die adaptiven Metho-
den. Eine Verringerung des Rechenzeitbedarfs und eine Erweiterung der berechenbaren
ProblemgréBe ist zu erreichen, indem fiir jeden Lastfall ein mafgeschneidertes adaptives
FE-Netz generiert wird (Bild 6.1b). Die Ergebnisse konnen auf ein, allen Lastfillen
gemeinsames Gitter zur Weiterverarbeitung tibertragen werden. Der Rechenzeitbedarf
wird noch weiter reduziert, wenn ein gemeinsames adaptives FE-Netz fiir alle Lastfille
generiert wird. Dabej ist jedoch zu beachten, daB jeder Lastfall explizit bei der
Netzgenerierung beriicksichtigt werden muB (Bild 6.1c).

Werden dagegen alle Lastfille zu einem »Netzdimensionierungslastfall“ superponiert,
entstehen haufig FE-Netze, die fiir einzelne Lastfille nur geringe Qualititen besitzen
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d) Einheitliches Netz aus
superponiertem Last-
fall (im allgemeinen
nicht zuléssig)

¢) Auswahl eines Verfei-
nerungsindikators aus
allen Einzellastfallen.

HH
b) Jedem Lastfall ein ei- u +++
genes Netz. Ubergabe
der Exrgebnisse an ein g
gemeinsames Grund- .
gitter. TH
iiiian

a) Sehr feines homogenes
Netz.

Rechenzeit

Bild 6.1: Behandlung mehrerer Lastfille
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(Bild 6.1d). Diese Vorgehensweise liefert ausschlieBlich dann brauchbare Ergebnisse,
wenn sich die einzelnen Lastfille in ihrer Wirkung unterstitzen. Beliebige Lastfallkom-
binationen konnen sich gegenseitig aufheben, oder zumindest in ihrer Wirkung
beeintrachtigen. Dies fithrt zu einem verdnderten Tragverhalten der Struktur gegeniiber
dem Auftreten einzelner Lastfille.

6.2 Generieren eines mafigeschneiderten FE-Netzes fiir Jjeden
Lastfall

Fiir jeden Lastfall wird ein maBgeschneidertes FE-Netz erzeugt. Die Ergebnisse aus der
adaptiven Berechnung werden auf ein, allen Lastfillen gemeinsames Grundgitter
ibertragen. Dort kénnen sie ausgewertet und weiterverarbeitet werden (Bild 6.1b). Das
Verfahren ist verhéltnismaBig einfach in ein bestehendes Finite Element Programm zu
implementieren, sofern dic Lastfille sukzessive abgearbeitet werden. Innerhalb einer
grofien Lastfallschleife laufen die bekannten adaptiven Methoden fiir nur einen Lastfall
ab. Am Ende jedes adaptiven Iterationszykluses miissen die Ergebnisse auf ein
benutzerdefiniertes homogenes Referenzgitter durch geeignete Interpolationen der
Ergebnisse ibertragen werden (Abschnitt 4.2.6).

Das Vorgehen garantiert fir jeden Lastfall die geforderte Ergebnisqualitit. Jedes
einzelne Netz besitzt wesentlich weniger Freiheitsgrade als ein gleichwertiges homoge-
nes FE-Netz. Das kann, insbesondere bei komplexen Tragwerken, fiir die Berechenbar-
keit eines Systems entscheidend sein.

Als nachteilig erweist sich die Abhéngigkeit des Rechenzeitbedarfs von der Anzahl der
Lastfélle, da fiir jeden Lastfall in jedem adaptiven Iterationsschritt die Systemsteifig-
keitsmatrix erstellt und invertiert werden muB. Ein zusitzlicher Invertierungsaufwand
fallt nur bei der Verwendung von direkten Gleichungsiésern an, da iterative Gleichungs-
[6ser grundsitzlich die Steifigkeitsmatrix fiir jeden Lastfall invertieren. Hinzu kommt ein
organisatorischer Aufwand in der Bereithaltung mehrerer FE-Netze. Fiir kleinere
Systeme und viele Lastfélle wird dieses Vorgehen deshalb keine wesentliche Zeiterspar-
nis gegeniiber der Berechnung mit einem gleichwertigen homogenen FE-Netz erzielen.

6.3 Auswabhl eines Verfeinerungsindikators aus allen Einzel-
lastfillen

Erzeugt man nur ein gemeinsames adaptives FE-Netz, beriicksichtigt jedoch jeden
einzelnen Lastfall, so erhalt man ein fiir alle Lastfille gleichermaBen zulassiges FE-Netz
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Ausgangsnetz

Berechnen der Verfeinerungsindika-
toren aller Lastfélle fiir den aktuellen

Tterationsschritt
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resultierendes
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Bild 6.2: Erzeugen eines gemeinsamen FE-Netzes
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(Bild 6.1¢c). Dazu wird in jedem adaptiven Iterationsschritt an dem gemeinsamen
FE-Netz eine Fehlerabschatzung fiir jeden Lastfall durchgefiihrt. Das endgiiltige Netz ist
gefunden, wenn die Ergebnisqualitit fiir jeden Lastfall ausreicht. Andernfalls mu8 ein
feineres FE-Netz gebildet werden (Bild 6.2). Es ist naheliegend, zur Ermittlung des
maBgebenden Verfeinerungsindikators eines Elements den Maximalwert der Verfeine-
rungsindikatoren aller Lastfille aus Gleichung (3.5) zu definieren:

Git= MAX(E, 15 &5 s Eitn) (6.1)

Der Maximalwert der Verfeinerungsindikatoren garantiert die Beriicksichtigung jedes
Lastfalls, da der Indikator immer dann den Grenzwert zur Verfeinerung iibersteigt, wenn
auch nur ein Lastfall dies fordert. Sind fiir ein Tragwerk mehrere Lastfille definiert,
reicht es hiiufig aus, besonders beim Einsatz der Elementunterteilungsstrategie, den
Mittelwert der Verfeinerungsindikatoren als mafgebenden Indikator zu bestimmen:

n
D i)
/=1

Ei e i (62)
Die Berechnung nach Gleichung (6.2) kann folgendermaBen begriindet werden:

& Ein FE-Netz mit einer gewissen Ergebnisqualitit fiir einen Lastfall ist nicht das
einzig mégliche, sondern lediglich ein mdgliches Netz dieser Qualitit. Wird also ein
FE-Netz an einer Stelle aufgrund der Forderung des Lastfalls x verdichtet, erhoht
sich haufig die Qualitit des Ergebnisses fiir einen Lastfall y, der an jener Stelle
keine Verdichtung fordert.

@ Die Elementunterteilungsstrategie reduziert die Fliche der verfeinerten Elemente
genau auf ein Viertel der urspriinglichen Elementfliche. Meist geniigte jedoch eine
kleinere Flachenverringerung, um den Elementfehler auf das gewiinschte MaB zu
vermindern. Ist das bei vielen Elementen eines FE-Netzes der Fall, fithrt die
herkdmmliche Verfeinerung zu einer unwirtschaftlichen Unterschreitung des
geforderten Gesamtfehlers. Die Mittelwertbildung der Verfeinerungsindikatoren
bei mehreren Lastfillen mindert diesen negativen Effekt.

Meist bendtigt das Vorgehen nach Gleichung (6.2) eine groBere Anzahl an adaptiven
Iterationsschritten. Das endgiiltige FE-Netz beinhaltet jedoch héufig weniger Elemente
als beim Vorgehen nach Gleichung (6.1). Fir die Elementunterteilungsstrategie stellt es
eine ernst zu nehmende Alternative zur Maximalwertbildung dar. Beim Einsatz der
Netzgenerierungsstrategie, welche geforderte Elementgrofen ausgesprochen flexibel
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i Startnetz mit Lagerung

654 Elemente

331 Elemente

816 Elemente

MaBgeschneiderte FE-Netze
fiir die einzelnen Lastfille
(belastetes Gebiet schattiert dargestellt)

Ein FE-Netz, gleicher-
maBen geeignet fiir alle
drei Lastfalle

(1212 Elemente)

Bild 6.3: Adaptive Berechnung einer Deckenplatte
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realisiert, empfiehlt sich jedoch die theoretisch fundiertere Methode der Maximalwert-
bildung.

Im aflgemeinen darf davon ausgegangen werden, daf} ein fiir alle Lastfille geeignetes
FE-Netz mehr Elemente beinhaltet als spezielle, fiir jeweils einen Lastfall zugeschnit-
tene Netze (Abschnitt 6.2), Elementverfeinerungszonen werden jedoch nicht nurvon der
Last, sondern auch wesentlich von der Geometrie der Struktur und den Lagerbedingun-
gen beeinfluBt, Deshalb ergeben sich fiir unterschiedliche Lastfille oftmals shnliche
FE-Netze. Ein kombiniertes FE-Netz aus allen Lastfillen enthilt in vielen der
untersuchten Beispielen haufig nur eine unwesentlich hohere Anzahl an Elementen, als
die auf lediglich einen Lastfall spezialisierten Netze (Bild 6.3 und Bild 6.4).

Fir die Deckenplatte in Bild 6.3 sind drei Lastfille definiert. Im oberen Teil der
Abbildung wird fiir jeden Lastfall (das belastete Gebiet ist schattiert dargestellt) ein
separates FE-Netz erzeugt. Das im unteren Teil von Bild 6.3 dargestellte FE-Netz ist fiir
alle drei Lastfille gleichermaBen geeignet. Es wird unter der Auswahl des maximalen
Verfeinerungsindikators in jedem lterationsschritt erzeugt. Trotzdem enthalt es mit 1212
Elementen nicht allzuviele Elemente mehr, als das dichteste der maBgeschneiderten
Netze fir jeden einzelnen Lastfall (654, 331 und 816 Elemente). Werden alle Lastfille
simultan auf das System aufgebracht (homogene Belastung), entstehen fiir dieses
Beispiel etwa gleich viele Elemente, wie im kombinierten FE-Netz (Bild 6.3).

In Bild 6.4 ist der Ralimen einer Zuschauertribiine zu erkennen. Das Gesamttragwerk ist
an der Unterseite gleichmaBig gelagert. Exemplarisch sind sechs mogliche Lastfalle
definiert. Die Tribiine ist durch neunknotige, vollintegrierte Scheibenelemente diskreti-
siert und wird adaptiv mit Hilfe der Netzgenerierungsstrategie berechnet. Auch in
diesem Beispiel enthlt das fiir alle Lastfille giiltige FE-Netz (Bild 6.4g) nicht wesentlich
mehr Elemente, als das feinste Netz fiir nur einen Lastfall (Bild 6.4f).

Die entscheidenden Vorteile dieses Verfahrens lassen sich wie folgt zusammenfassen:

® Esmuf nur ein FE-Netz erzeugt und damit in jedem adaptiven Iterationsschritt fiir
alle Lastfille nur eine Steifigkeitsmatrix erstellt und dreieckszerlegt werden
(direkter Gleichungsloser). Lediglich bei der Riickrechnung sind alle Lastfille
einzubeziehen, Da das gemeinsame Netz nur unwesentlich mehr Elemente enthilt
als FE-Netze fiir einzelne Lastfille, ergibt sich im allgemeinen ein Rechenzeitge-
winn gegeniiber der Verwendung von mehreren adaptiven FE-Netzen.

® Die nicht zu unterschitzende Gefahr einer Verwechslung der Netze ist ausge-
schlossen, weil das FE-Netz fir alle Lastfalle gleichermaBen zuléssig ist. Die
Ergebnisqualitit ist trotzdem fiir jeden einzelnen Lastfall sichergestelit.
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Bild 6.4: Adaptive Berechnung einer Tribiine unter sechs Lastféllen a) - f).

Gemeinsames Netz fiir alle Lastfille g).
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Fiir Lastfallkombinationen, die sich in ihrer Wirkung aufheben, werden vereinzelt
héhere prozentuale Fehlerwerte festgestellt als fiir die einzelnen Lastfille. Bei der
Kombination sich in ihrer Wirkung aufhebender Lastfille, kann das Tragverhalten cines
Systems deutlich unterschiedlich zum Tragverhalten bei einzelnen Lastfillen sein. Die
Krafte der kombinierten Lastfille ,schlieBen sich kurz*, groBteils ohne iiber die Auflager
abgetragen zu werden. Tragwerksteile, die auf der Wirkungslinie der Lastfille liegen und
bei der Berticksichtigung der einzelnen Lastfille von geringer Bedeutung sind, kénnen
einen relativen Anstieg des Fehlers verzeichnen. Im gesamten Tragwerk wird dagegen
aufgrund des ,Kréftekurzschlufes“ eine vergleichsweise geringe Tragwerksenergie
aktiviert, so daB das Verhiltnis aus Fehlerenergie und Tragwerksenergie groB werden
kann. Absolut betrachtet, sind jedoch bei allen untersuchten Beispielen sowohl die
Fehlerenergie, als auch die Tragwerksenergie klein gegeniiber den aktivierten Energien
der Einzellastfalle. Ebenso sind die zugehdrigen Spannungen, absolut gesehen, sehr
gering, so daf} der grofiere relative Fehler als bedeutungslos erscheint.
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7 ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

Aus mehreren Bausteinen, welche in den einzelnen Abschnitten beschrieben werden,
wird ein weitgehend automatisiertes Gesamtkonzept der h- und r-Version zur Berech-
nungvon Flachentragwerken zusammengefiigt. Bs 148t sich in der vorliegenden Form mit
geringem Aufwand in bestehende Finite Element Programme integrieren.

Fehlerkriterien stellen ein Standbein adaptiver Methoden dar. Man unterscheidet a
priori Kriterien, welche auf geometrischen Uberlegungen basieren, und a posteriori
Kriterien, die aus Informationen iiber die Berechnungsergebnisse gewonnen werden. A
priori Kriterien vermitteln ein unscharfes Bild von der Qualitit einer Diskretisierung.
Quantitative Aussagen iiber die Auswirkungen einzelner verzerrter Elemente auf das
Losungsverhalten des gesamten FE-Netzes konnen aufgrund fehlender Untersuchungs-
ergebnisse nur ungenau getroffen werden. Dasselbe gilt fiir Aussagen iiber die Giite einer
Approximation gekriimmter Rénder und Flachen mit finiten Elementen. Vor einem
* sinnvollen Einsatz von a priori Kriterien in praxisorientierten Anwendungen sind
deshalb weitere Untersuchungen beziiglich des tatsachlichen Losungsverhaltens von
FE-Netzen fiir unterschiedliche Strukturen erforderlich. A posteriori Fehlerkriterien
beinhalten eine wesentlich detailliertere Aussagekraft. Der erforderliche numerische
Aufwand zur Gewinnung dieser Kriterien ist jedoch groBer als fiir a priori Kriterien. An
zwei Beispiclen werden drei unterschiedliche Verfahren zur a posteriori Fehlerabschit-
zung untersucht, Dabei zeigt der residuale Fehlerestimator erwartungsgemi8 die besten
Ergebnisse. Dennoch eignet sich der wesentlich einfacher zu implementierende
Glittungsindikator gut zur Steuerung adaptiver Verfeinerungen. Auch er zeigt in den
beschriebenen Beispielen brauchbare Leistungen. Ein heuristischer Verfeinerungsindi-
kator nach dem Knotengleichgewicht liefert ebenfalls gute Ergebnisse in den Testbei-
spielen. Sie liegen in der Regel zwischen den Ergebnissen der beiden anderen Verfahren.

Strategien zur Netzverdichtung stellen das zweite Standbein adaptiver Methoden dar.
Neben der iiblichen hierarchischen adaptiven Netzverfeinerung (Elementunterteilungs-
strategie), steht mit der Netzgenerierungsstrategie ein leistungsfahiges Werkzeug fiir
adaptive Methoden zur Verfiigung. Dabei wird in jedem adaptiven Iterationsschritt ein
vollig neues FE-Netz generiert. Der erforderliche automatische Netzgenerator ist aus
der Klasse der Advancing Front Method. Er benétigt nur wenige Eingabeparameter zur
Generierung von homogenen Dreiecks- oder Vierecksnetzen. Adaptive Netze werden
detailgenau aus den Elementdichteinformationen eines Hintergrundnetzes generiert.
Im allgemeinen dient das FE-Netz des vorangegangenen adaptiven Iterationsschritts als
aktuelles Hintergrundnetz. Die Netzgenerierungsstrategie erzeugt nach nur wenigen
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Hintergrundnetzes liegt (Bild 4.35). Er wird dem am niichsten liegenden Hintergrunde-
lement zugeordnet. Die Elementdichtewerte werden zu dem Knoten extrapoliert.

4.2.6.2 Ermitteln der lokalen Koordinaten eines Punkts

Ist das passende Hintergrundelement gefunden, miissen die lokalen Koordinaten (u,v)
des Knotens P in diesem Element ermittelt werden (inverse Parametrisierung). Fiir die
Hintergrundelemente ist die Interpolationsfunktion durch folgende Beschreibung
gegeben:

x(u,v) = ZN,-(u,V)x,- 4.17)

Leider ist die Gleichung (4.17) im allgemeinen nicht umkehrbar, so daB fiir gegebene
globale Koordinaten x die lokalen Koordinaten mit Ausnahme der linearen Elemente
nicht direkt ermittelt werden konnen. Im allgemeinen miissen Naherungsmethoden
eingesetzt werden, um die gewiinschten Koordinaten zu erhalten.

Im folgenden wird die inverse Parametrisierung fiir das dreiknotige Dreieck und das
vierknotige Viereck ausfiihrlich beschrieben. Fir hoherwertige Elemente werden aus
Griinden der Vollstindigkeit einige in der Literatur veréffentlichte Naherungsmethoden
angefiihrt.

Lineares Dreieck

Fiir das lineare Dreieck mit drei Knotenstittzwerten 1aBt sich Gleichung (4.17)
ausfiihrlich schreiben:

x(@w,v) = (1 ~u—vxy +uxy +vx;
ZusammengefaBt nach u und v erhélt man
(kg —xu + (x5 —x)v = x—x; (4.18)

Das Gleichungssystem (4.18) kann im Zweidimensionalen (x=(x,y)) eindeutig gelost
werden:

o _ Ty +xpys Fyx T Xy - Xy — Xy
XYy F XYyt X3 XYy T XY T XY,

- =YX Fxy, Fyx Xy — Xy — Xy
= Xgy3 F Ay F XYyt XYy — XY T Xy
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Lineares Viereck

Fiir das ebene bilineare Viereck ist eine Invertierung der Gleichung (4.17) ebenfalls
analytisch moglich. Wenn man Gleichung (4.17) ausfiihrlich schreibt und nach u und v
sortiert, erhilt man folgendes Gleichungssystem:

Dy + Dyyv + Dyu + Dyuv =

I
<

(4.19)

Dy, + Dyv + Dyu + Dyuy =

i
=

(4.20)

wobei Dy, =Xy +x, +x3+ x4~ 4y, Dy, =Yy, tysty, -4y
) Dyy = yi+y-y3 -y
Dy = x; =~ x5 = x5 +x,, Dy =yi=y=y3+y,
Dy =X =Xy +x3~x Dy =y1=y+y3-y

Dy = x +xy ~x9—x,

Das Auflésen der Gleichung (4.20) nach u und Einsetzen in die Gleichung (4.19) fithrt zu
einem quadratischen Gleichungssystem

AV?+ By +C =0 fir Dy +Dgy =0
wobel

A = DypDy ~DyDy,
B = DDy + DDy — DyyDyy ~ DyyDyy
C = DDy ~ DD,

i

Von den mdglichen Losungen vy 5 ist diejenige zutreffend, welche im zuldssigen Bereich
(-1=vs=1)liegt.

Héherwertige ebene Elemente

Die lokalen Koordinaten (u,v) sind bei hoherwertigen Elementansitzen nur numerisch
bestimmbar. Eine iterative Losung nach Newton-Raphson werden von Elwi et al. {27]
und Werkle et al. [94] vorgeschlagen. Als Startwert fiir die lokalen Koordinaten kann das
Ergebnis des linearen Elements eingesetzt werden. Die verbesserten Koordinaten
ergeben sich zu

[g}[rwl] _ {l‘f}{n] B [J["]]_T(x _ ZNL["] x,-) .
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Murti und Valliappan [56] beschreiben ein eindimensionales Iterationsverfahren fiir
ebene Elemente mit bilinearen bis biquadratischen Ansatzfunktionen. Bei dem
Verfahren wird eine Gerade auf der kartesischen Fliche von einem Eckknoten zur
gegeniiberliegenden Seite durch den Punkt P gelegt. Die Gerade wird fiir biquadratische
Elemente im Parameterraum als eine Parabel abgebildet, welche ebenfalls durch den
Punkt P gehen muB. Die lokalen Koordinaten des Punkts P werden mit Hilfe der
Bisektionsmethode entlang der Geraden ermittelt.

Elwi und Hrudey [27] beschreiben ein Integrationsverfahren im Parameterraum entlang
einer Verbindungslinie zwischen einem Punkt mit bekannten Koordinaten (z.B. u=v=0)
und dem Punkt P, fiir den die lokalen Koordinaten unbekannt sind. Es ergibt sich ein
System von zwei Differentialgleichungen erster Ordnung, welches, als Anfangswertpro-
blem behandelt, mit Hilfe eines auf dem Runge-Kutta-Verfahren basierenden Standard-
algorithmus geldst werden kann.
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5 ANWEN DUN GEN ADAPTIVER METHODEN

Im folgenden werden die in den vorangegangenen Abschnitten vorgestellten-adaptiven
Verfahren an drei ausgewihlten Beispielen vorgefiihrt und besprochen. Bild 5.1
verdeutlicht anhand eines vereinfachten Schemas die Iterationsfolge der eingesetzten
adaptiven Strategien. In allen Beispielen gilt das Interesse der Untersuchungen nicht
dem Modellierungsfehler. Das Ziel der vorgestellten adaptiven Verfahren ist die
Abschitzung des Diskretisicrungsfehlers zusammen mit den numerischen Fehlern einer
Berechnung mit finiten Elementen.

Makroelemente I bberﬂﬁchg_nbes.ghrei
Belastung, Ele- Eingabe ] pPung, Gebietsrinder
mentunterteilungen Bﬁ?ﬁﬁ?ﬁ;rgﬁumfgt‘
) Freem und
Abbildungsmethode ——H FE-Analyse Ji——— Abbildungsmethode
ﬂ
I Fehlerabschétzung l
Generieren der .
. ~ Ausgabe
Ubergangselemente Abbruch 5 G
Koppeln der Kno- : der Ergebnisse
tenfreiheitsgrade fnein
[ Verfeinerungskriterien J I ENDE I
Vierteln der . Berechnen der
Elemente mit Netzgenératg Elementdichte-
groflem Fehler verteilung

Bild 5.1: Vereinfachtes Schema eines adaptiven Berechnungsablaufs

Die erste Berechnung erfolgt jeweils an einem grob diskretisierten Startnetz. Ist der
Fehler, beispielsweise in der Energienorm nach Zienkiewicz - Zhu (Gleichung (2.6)),
geringer als ein geforderter Fehler von 5%, so ist der Rechenlauf nach Ausgabe der
Ergebnisse beendet. Andernfalls werden Verfeinerungskriterien berechnet. Sie definie-
ren, welche Elemente zu verfeinern oder zu vergrobern sind. In Abhingigkeit von der
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gewiihlten Strategie werden entweder die vorhandenen Elemente mit zu groBem Fehler
unterteilt (Elementunterteilungsstrategie, Bild 5.1 linke Seite und Abschnitt 3.2), oder
ein vollig neues FE-Netz automatisch nach den Vorgaben aus der Fehlerermittlung
generiert (Netzgenerierungsstrategie, Bild 5.1 rechte Seite und Abschnitt 3.5).

5.1 Scheibenbeispiel

Situation

In Bild 5.2 ist ein Ausschnitt eines mehrstockigen, in eine Béschung eingefiigten
Lagergebaudes dargestellt. Zur Aussteifung des Gebéudes gegen grofie Horizontalla-
sten aus der bis zu 14m hohen Boschung dienen Wandscheiben.

Erddruck

5,70

6,18

17,60

Bild 5.2: Ausschnittskizze eines mehrstockigen Lagergebaudes

Nach der Fertigstellung des Gebiudes werden die Erddrucklasten durch die seitliche
Hallenwand gesammelt und itber die Decken auf die aussteifenden Scheiben aufge-
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bracht. Ein grofer Anteil der Erddrucklast wird durch den auskragenden Teil der
Scheibe aufgenommen. Einen weiteren Teil leitet die UntergeschoBdecke als verteilte
Horizontalbelastung in die Oberkanten der Scheiben ein. Zwei groBe Offnungen, die
Gabelstablern einen uneingeschrinkten Bewegungsspielraum sichern sollen, beein-
trichtigen den KraftfluB in das Fundament. Der untere Tail der Erddrucklast wird durch
die Bodenplatte direkt {iber die Fundamente abgetragen. Firr detailliertere Informatio-
nen siehe Gerlinger {30].

Die aussteifenden Wandscheiben, deren Tragsicherheit im Rahmen der baustatischen
Berechnungen von besonderem Interesse war, erscheinen als geeignetes Beispiel, die in
Abschnitt 3 vorgestellten adaptiven Strategien niher zu untersuchen.

Modellierung

Fiir die adaptiven Untersuchungen wird eine Wandscheibe der Hallenkonstruktion
isoliert betrachtet (Bild 5.3). Die Dicke wird fiir die Scheibe, wie auch fiir die
Fundamente und Stiitzen konstant mit 0,4m angenommen. Die Lagerung erfolgt
unverschieblich iiber die gesamte Linge des Fundaments.

10MN
2MN
10MN |l
03MNm (| 103
0,60x0,40 | | .
£0,20
L L) | L L L L

oA A * AKX "

2,80 0,90 4,00 4,40 4,00 0,90 2,80

Bild 5.3: System und Belastung der aussteifenden Scheibe

In Bild5.4 sind diec Geometriemodelle fiir CARAT Design und CARAT Freem
dargestellt. Das Modell des Netzgenerators Freem (Bild 5.4b) erfordert lediglich die
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Beschreibung der Geometrierdnder. Die starr mit der Hallenscheibe verbundenen
Stiitzen und Fundamente werden getrennt modelliert, um unterschiedliche Bauteil-
dicken realisieren zu konnen. Das Design Modell (Bild 5.4a) erfordert dariiber hinaus
die Definition von vierseitigen Untergebieten (Design Elemente), in denen finite
Elemente durch Unterteilen der Randkanten generiert werden.

a) Design Modell b) Freem Modell
36 Design Elemente 8 Gebiete

Bild 5.4: Geometriemodelle der aussteifenden Scheibe

Die Berechnung der Wand erfolgt nach der Scheibentheorie. Da fiir diese Untersuchun-
gen das Verhalten der adaptiven Strategien primdr ist, wird ein lineares Materialgesetz
verwendet, Der Elastizitatsmodul betragt 30.000 MN/m?, die Querdehnzahl wird mit 0,2
angenommen.

Als Lastfall fiir die Untersuchungen werden die Vertikallasten aus den oberen
Stockwerken konzentriert in die Stiitzen iibertragen. Ein Teil der Erddruckbelastung
wird durch die Kellerdecke als gleichmiBig verteilte Last an der Oberseite der Scheibe,
zusammen mit den vertikalen Lasten dieses Stockwerks, eingeleitet. Am auskragenden
Teil der Scheibe werden die Horizontallasten aus dem Erddruck konzentriert aufge-
bracht (Bild 5.3). Einfachheitshalber sind alle Lasten bereits bei der Berechnung mit
einem Sicherheitswert beaufschlagt.

Diskretisierung

Die Berechnung der Struktur erfolgt mit achtknotigen unterintegrierten Verschie-
bungselementen. Die Ergebnisqualitit wird nach Zienkiewicz, Zhu (Gleichung (2.6))
abgeschitzt. Die verbesserten Spannungen ergeben sich aus einer einfachen Mittelbil-
dung der Spannungen an den Knoten. Dieses Verfahren ist gut geeignet, den adaptiven
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Algorithmus zu steuern, wénngleich erwartet werden darf, daB der wahre Fehler vor
allem fiir Elemente mit quadratischen Ansatzfunktionen unterschitzt wird (Ab-
schnitt 2.5.4).

Als Abbruchschranke ist ein maximaler relativer Gebietsfehler in der Energienorm von
5% vorgegeben. Wird dieser Wert unterschritten, ist der Programmlauf beendet.
Andernfalls muf das FE-Netz adaptiv verfeinert oder anhand der ermittelten Datenneu
generiert werden.

Das Startnetz der Scheibe (Bild 5.5) enthiilt fiir die Elementunterteilungsstrategie 164
und fiir die Netzgenerierungsstrategic 178 Elemente. Die verzerrten Elemente im
Fundamentbereich sind unvermeidlich, da die Eckknoten eines Gebietes im benachbar-
ten, groBeren Gebiet als Festknoten beachtet werden miissen. Im AnschluB an die
obligatorische Elementunterteilung zur Sicherstellung reiner Vierecksnetze (Ab-
schnitt 4.2.2) entstehen selbst an den kiirzesten Gebietskanten grundsitzlich zwei
Elemente.

a) Elementunterteilungsstrategie b) Netzgenerierungsstrategie
(aus Design Modell) (aus Freem Modell)
L] [ [ 117 NENRN
P 1 [ (N LTI
[ | . LT ] % A} L7 /ﬁ
l | - LT :|| AN NV AV ATY LT 7 777277

Bild 5.5: Startnetz der Elementunterteilungs- und Netzgenerierungsstrategie

Ergebnisse

Fur die beiden Startnetze ergibt sich ein, verglichen mit der Elementanzahl, dquivalenter
prozeatualer Fehler von etwa 12%, gemessen in der Energienorm. Hohe Elementfehler-
werte resultieren vor allem an den Orten der Spannungsspitzen, namlich an den linken
oberen Ecken der Scheibenaussparungen und an der Ubergangszone des Kragtrigers in
die Scheibe (Bild 5.6b)
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a) Vergleichspannungen
(ungeglattet)

0.00E+00

6.00£+00

1.20E+401

1806401

2 40E401

3.00E+04

3.976+01

b) abgeschitzte Fehlerverteilung
in der Energienorm (gegléttet)

8.11E-05

2.10£-03

4. 11E-03

6.126-03

; 8.13£-03

1.04E-02

1.226-02

Bild 5.6: Vergleichspannungen und abgeschatzte Fehlerverteilung des Startnetzes

Die Vergleichspannungen sind fiir beide Diskretisierungen gleichwertig. Reprisentativ
ist in Bild 5.6a ein Spannungsplot der Elementunterteilungsstrategie dargestellt. Die
Spannungen werden verhéltnisméBig grob wiedergegeben. Vor allem in der Néhe der
Singularititen sind groffe Unterschiede in den Spannungswerten benachbarter Elemente
zu erkennen. Der SchluB auf die groBeren Elementfehler an diesen Orten fallt leicht. Die
maximalen Vergleichspannungen liegen bei 39,7 MN/m?2. Bereiche mit Spannungswer-
ten grofer als 30 MN/m? sind nur lokal zu finden. ’
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Da der abgeschitzte Gesamtfehler mit 12% deutlich groBer ist als die geforderten 5%,
miissen beide Strategien lokale Netzverdichtungen durchfiihren. Die Elementuntertei-
lungsstrategie viertelt dazu Elemente mit zu groBem Fehler. Werden an den Ubergingen
zwischen verfeinerten und unverfeinerten Elementen Ubergangselementpatche gene-
riert, konvergiert der Algorithmus nach insgesamt vier Iterationsschritten mit einem
Fehlerwert von 4,24% (Bild 5.7). Das endgiiltige FE-Netz besteht aus 887 Elementen.
Koppelt man dagegen die inkonsistenten Knoten an dic unverfeinerten Nachbarele-
mente, so sind keine Ubergangselemiente erforderlich (Abschnitt 3.2.2). In diesem Fall
benotigt die Elementunterteilungsstrategie lediglich 485 Elemente um einen geschitz-
ten Fehler von 4,85% zu erlangen. Die Anzah! der adaptiven Iterationsschritte bleibt
jedoch gleich. Sie wird unter anderem dadurch bestimmt, wie exakt die aus der
Fehlerabschétzung ermittelten SollelementgroBen tatsichlich erreicht werden kénnen,
Wird ein Element unterteilt, so ist die entsprechende Elementfliche genau ein Viertel
der Ursprungsfliche. Davon abweichende GroBen sind mit der Elementunterteilungs-
strategie nicht realisierbar.

Wie in Bild 5.7 deutlich erkennbar ist, benotigt die Elementunterteilungsstrategie mit
gekoppelten Knoten die wenigsten Elemente um einen geforderten Gesamtfehler von
5% zu unterschreiten. Das ist zum einen darin begriindet, daB hier ausschlieBlich
rechteckige Elemente vorliegen, die ein optimales Elementverhalten zeigen. Zum
anderen werden viele Elemente dadurch eingespart, daf} die erforderliche Kontinuitit
der Verschiebungen an den Ubergangsbereichen von verfeinerten zu unverfeinerten
Elementen durch Kopplungsbedingungen kiinstlich sichergestellt sind. Diese sind
allerdings, aufgrund benétigter Elementinformationen fiir die Kondensation der
globalen Steifigkeitsmatrix, nicht ganz unproblematisch in jedes Programm zu imple-
mentieren (Abschnitt 3.2.2).

Die Elementunterteilungsstrategie mit Ubergangselementen zeigt durchaus das gleiche
Verhalten wie obiges Verfahren. Sie benotigt lediglich eine giroBere Anzahl an
Elementen in jedem adaptiven Iterationsschritt. Dabei liegen die Fehlerniveaus der
beiden - Verfahren ungefahr auf gleicher Hohe. Es ist leicht zu ‘erkennen, daB die
Ubergangselemente, die bekanntermaBen nur dazu dienen, die Kontinuitit zwischen
verfeinerten und unverfeinerten Elementen sicherzustellen, kaum einen EinfluB auf den
Gesamtfehler ausiiben, da dabei nur jene Elemente unterteilt werden, welche nach den
Ergebnissen aus der Fehlerabschitzung nicht zu unterteilen wiren.

Der Konvergenzverlauf der Netzgenerierungsstrategie liegt zwischen den beiden
anderen. Sie bendtigt lediglich drei adaptive Iterationsschritte, um mit 675 Elementen
einen geschitzten Fehler von 4,74% zu erreichen. Die verhdltnismaBig groBe Anzahl an
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Bild 5.7: Konvergenzdiagramm der adaptiven Berechnungen

Elementen 148t sich durch die Anfalligkeit achtknotiger Verschiebungselemente gegen
Elementverzerrungen erkliren [48]. Es ist nicht eindeutig feststellbar, ob die Reduktion
der Iterationsschritte den Mehrbedarf an Rechenzeit durch die groere Anzahl an
Elementen gegeniiber der Elementunterteilungsstrategie mit gekoppelten Knoten ganz
zu kompensieren vermag. Die Netzgenerierungsstrategie ist jedoch durch ihre Flexibili-
tét in der Lage, geforderte Elementgrofien sehr detailliert zu realisieren. Hinzu kommt
eine Korrekturmoglichkeit vorangegangener Iterationsschritte: Werden in einem
adaptiven Iterationsschritt Elemente kleiner als erforderlich generiert, wird dieser
Fehler bereits im darauf folgenden Iterationsschritt beseitigt.

Das Bild 5.8 zeigt die endgiiltigen FE-Netze der Elementunterteilungs- und der
Netzgenerierungsstrategie. In Bild 5.9a sind die Vergleichspannungen und die Fehler-
verteilung des letzten Iterationsschritts der Elementunterteilungsstrategie dargestellt.
Der Spannungsverlauf iiber die Scheibe ist wesentlich glatter als im ersten Iterations-
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a) Elementunterteilungskstrategie b) Netzgenerierungsstrategie

887 Elemente - 675 Elemente
4,24% Fehler 4,74% Fehler
N e 1]
Y e
m i
f
] ‘1
=N -]

Bild 5.8: Endgiiltige Netze der Elementunterteilungs- und Netzgenerierungsstrategie

a) Vergleichspannungen
(ungeglattet)

0.00E+0¢
6.00E+00
1. 20E+01
1.80E+01
2.40E+01

3.00E+01

1. 05E+02

b) abgeschatate Fehlerverteilung
in der Energienorm (geglittet)

Bild 5.9: Vergleichspannungen und gesch. Fehlerverteilung des endgiiltigen FE-Netzes
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schritt (Bild 5.6a). Die Bereiche mit hohen Spannungen sind vergleichsweise kleiner,
wenngleich die maximale Vergleichspannung deutlich ansteigt. Dieser Effekt erklért sich
aus der wesentlich feineren Diskretisierung an den Singularititen.

Die Verteilung des Fehlers iiber die Scheibe (Bild 5.9b) ist im endgiiltigen FE-Netz
auBerordentlich homogen. Lediglich an den Singularitéten sind duflerst lokal Spitzen-
werte des Fehlers erkennbar. Doch selbst diese Maximalwerte sind kleiner als die
Maximalwerte des Ausgangsnetzes (Bild 5.6b), was in den kleineren Elementflichen des
endgiiltigen FE-Netzes begriindet ist.

5.2 Plattenbeispiel

Als zweites Beispiel wird eine einfache Deckenplatte untersucht. In Bild 5.10 ist das
statische System der Platte dargestellt. Die Lagerung erfolgt iiber die dick eingezeichne-
ten Wiinde. Die Dicke der Platte betrigt 0,20m. Als Belastung fiir die nachfolgenden
Vergleichsberechnungen wird das Eigengewicht der Platte (25kN/m?) und eine
gleichmiBig verteilte Verkehrslast von SkN/m? angenommen.

) 420 5,60 1,20
) I I
1,90
545
2,10
’lll fll' ﬂL 'lL
1,45 4,50 8,00

Bild 5.10: Statisches System der Platte
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Die lineare "Elastizititstheorie dient als Grundlage fiirr die Untersuchungen. Der
Elastizitdtsmodul betrégt 34.000 MN/m?, die Querdehnzahl wird mit 0,2 angenommen.

a) Geometriemodelle der Platte

r

r

Design Modell (17 Design Elemente) Freem Modell (4 Gebiete)

b) Startnetze der Platte

1A . .
A
\

|
|
|

Elementunterteilungsstrategie Netzgenerierungsstrategie

Bild 5.11: Geometriemodelle und Startnetze der Platte

Die Berechnung der Platte erfolgt mit neunknotigen vollintegrierten Schalenelementen,
deren Freiheitsgrade in der Plattenebene unterdriickt sind. Nach Untersuchungen, z.B.
von Lee und Bathe [48], zeigen neunknotige Verschiebungselemente ein besseres
Elementverhalten bei verzerrten Elementgeometrien, als die im vorhergehenden
Beispiel verwendeten achtknotigen Elemente. Es darf deshalb ein geringerer negativer

Einfluf des Elementverhaltens auf die Wahl der verwendeten adaptiven Generierungs-
strategie erwartet werden.
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Die Ergebnisqualitit wird nach Gleichung (2.7) ohne Beriicksichtigung der Querkrifte
abgeschiitzt. Die verbesserten Schnittkrafte werden durch eine einfache Mittelbildung
an den Knotenpunkten gewonnen. Der Rechenlauf ist beendet, sobald der relative
Gesamtfehler den Wert von 5% unterschreitet.

InBild 5.11 sind die Geometriemodelle und die Startnetze fiir die Elementunterteilungs-
strategie mit 165 und die Netzgenerierungsstrategic mit 141 Elementen dargestellt.
Entsprechend der verhaltnismaBig groben Diskretisierung der Netzgenerierungsstrate-
gie ergibt sich fiir das Startnetz mit 15,23% ein geringfiigig hoherer relativer Fehler,
gemessen in der Energienorm, als fiir die Elementunterteilungsstrategie (14,93%). Da
der abgeschiatzte Fehler bei allen Strategien deutlich tiber den geforderten 5% liegt, sind
adaptive Iterationen erforderlich.

gesch. rel. Fehler n, [%]

16
Elementunterteilungsstrategie
(Ubergangselemente)
12+
84 . .
Netzgenerierungsstrategie
—
Elementunterteilungsstrategie
(Kopplung inkonsistenter Knoten)
130 390 780 1300 2000
Elemente

Bild 5.12: Konvergenzdiagramm der adaptiven Plattenberechnungen

In Bild 5.12 sind die Konvergenzverlaufe im doppelt logarithmischen Mafistab darge-
stellt. Die Netzgenerierungsstrategie erzielt nach insgesamt drei Iterationsschritten mit
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1139 Elementen einen geschitzten relativen Fehler von 4,48%. Nur wenig mehr
Elemente (1215 Elemente) benétigt die Elementunterteilungsstrategie mit gekoppelten
Freiheitsgraden, um einen geschitzten relativen Fehler von 4,51% zu erzielen,
Allerdings sind dafiir insgesamt vier adaptive Iterationsschritte erforderlich. Betricht-
lich mehr Elemente (1917 Elemente) sind erforderlich, wenn die bei der adaptiven
Elementunterteilung entstehenden inkonsistenten Knoten durch Ubergangselemente
eliminiert werden.

Wie bereits im vorangegangenen Scheibenbeispiel, ist auch hier im Plattenbeispiel
anhand der gleichen Fehlerniveaus der beiden Elementunterteilungsstrategien in jedem
Iterationsschritt deutlich zu erkennen, da die Ubergangselemente nur einen geringfigi-
gen Einfluf auf die Verringerun'g des Fehlers ausiiben. Sie bewirken jedoch eine
wesentliche Erhdhung der Anzahl an Freiheitsgraden. In Bild 5.13 sind die endgiltigen
FE-Netze gegeniibergestellt. Die Verfeinerungszonen in den Bereichen der Singularita-
ten sind bei allen Strategien in etwa gleich gut realisiert. Bei der Netzgenerierungsstrate-
gie kann die kontinuierliche Vergroierung der Elemente ausgehend von den Singulariti-
ten zu den AuBenbereichen der Platte hin gut wahrgenommen werden. Die
Elementunterteilungsstrategie beinhaltet diese Moglichkeit nicht. Hier sind Spriinge in
der Elementgréfe unvermeidlich.

In Bild 5.14 ist die verformte Platte gezeigt. Es ist gut zu erkennen, wie sich die Platte auf
den als starr angenommenen Winden entlang der Aussparungen abstiitzt. In den
Bereichen der Auskragungen treten grofe Verformungen auf. Die maximale Durchbie-
gung der Platte betrigt 3,65mm.

In Bild 5.15 ist der absolute Fehler in der Energienorm des Startnetzes und des
endgiiltigen FE-Netzes der Elementunterteilungsstrategie dargestellt. Auch in diesem
Beispiel ist der maximale Fehler des endgiiltigen FE-Netzes betrichtlich geringer als der
maximale Fehler des Startnetzes. Der Fehlerverlauf des endgiiltigen Netzes ist sehr
homogen. Die grofiten Fehlerwerte liegen in den Bereichen der Singularititen, also an
den Stellen, an denen auch die grofiten Momente auftreten.

In Bild 5.16sind die ungeglitteten Momentenverliufe des Ausgangsnetzes der Element-
unterteilungsstrategie dargestellt. In den Bereichen der Singularititen treten aufgrund
der groben Diskretisierung grofie Momentenspriinge auf. Véllig unterschiedlich dazu
zeigen sich die Momentenverldufe des endgiiltigen FE-Netzes als auBerordentlich glatt
(Bild 5.17), wenngleich sich der prinzipielle Verlauf der Momente im Startnetz nicht
auBerordentlich vom endgiiltigen Verlauf unterscheidet. Die Schnittkraftspriinge an den
Elementkanten sind aﬁfgrund kleiner Elemente in diesen Bereichen vernachldssigbar
gering. Die Momente erreichen dagegen wesentlich groBere Maximalwerte als im
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Bild 5.13: Endgiiltige Netze der Elementunterteilungs- und Netzgenerierungsstrategie
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Bild 5.14: Verformte Platte (400-fach iiberh¢hte Darstellung)

max u = 3,65mm

a) Startnetz der Elementunterteilungsstrategie
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b) endgiiltiges FE-Netz

3.90E-07
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Bild 5.15: Geschitzte absolute Fehlerwerte in der Energienorm (geglittet)
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a) My [MNm/m]
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Bild 5.16: Momentenverliufe am Startnetz der Elementunterteilungsstrategie
(ungeglattet)
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a) Myx [MNny/m]
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Bild 5.17: Momentenverldufe am endgiiltigen Netz der Elementunterteilungsstrategie
(ungeglattet)
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Startnetz. Die nach der Elastizitatstheorie an den Singularitéten vorliegenden unendlich
groBen Momente werden mittels der verfeinerten Elemente besser angendhert. Ein
Effekt, der in der Baupraxis aufgrund eines plastischen Verhaltens realer Werkstoffe in
diesen Zonen hiufig als nachteilig bewertet wird. Tatsdchlich resultiert jedoch durch die
verbesserte Diskretisierung eine Anndherung der Ergebnisse an die Erfordernisse der
Elastizitatstheorie. Fiir eine realitdtsnihere Ermittlung des Strukturverhaltens ist ein
Wechsel des Modells, nimlich der Einsatz einer materiell nichtlinearen Werkstoftbe-
schreibung, erforderlich.

5.3 Schalenbeispiel

Schalentragwerke stellen eine besondere Art von Bauwerken dar. Gut geplant,
verbinden sie ein minimales Konstruktionsgewicht mit der Fahigkeit, grofie Lasten
abzutragen. Kann dabei ein reiner Membranzustand erreicht werden, entstehen dulerst
grazile Schalenbauwerke mit groen Spannweiten. Schalen sind jedoch kaum geeignet,
konzentrierte Lasten aufzunehmen, da sie aufgrund der groBen Schiankheit nur ein
geringes Widerstandsmoment besitzen. Deshalb ist bei der Konstruktion von Schalen
darauf zu achten, die Form und Lagerung so zu wihlen, dafl Biegezusténde weitgehend
vermieden werden.

In Bild 5.18a ist das Drahtmodell einer Schale dargestellt. Die 0,04m dicke Schale hat an
ihrem Mittelpunkt einen maximalen Stich von 3,00m. Ihre grofite Spannweite betrégt
12,00m. Die Lagerung erfolgt tangential an den SchalenfiiBen. Alle weiteren Schalenrén-
der sind frei verschieblich.

Fiir die adaptive Vergleichsberechnung wird das Eigengewicht der Schale als mafigeben-
der Lastfall ausgewahlt. Das spezifische Gewicht betrigt 24kN/m?, der Elastizititsmodul
34.000MN/m?, und die Querdehnzahl wird mit 0,20 angenommen.

Die Berechnung erfolgt mit neunknotigen vollintegrierten Schalenelementen am
Viertelsystem der Schale. Die Ergebnisqualitat wird nach Gleichung (2.7) abgeschitzt.
Die adaptive Berechnung ist beendet, sobald der relative Gesamtfehler den Wertvon 5%
unterschreitet.

In Bild 5.18b ist das beiden Strategien gemeinsame symmetrisch ergénzte Startnetz
dargestellt. Die Diskretisierung wird mit 51 Elementen fiir ein Schalenviertel grob
gewihlt. Dementsprechend verwundert der abgeschitzte relative Gesamtfehler von
19,34% in der Energienorm kaum.
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a) Geometriemodell der Schale

b) Startnetz der Schale

Bild 5.18: Geometriemodell und Startnetz der Schale fiir beide Strategien

Die Netzgenerierungsstrategie erreicht nach nur einem weiteren Netzgenerierungs-
schritt mit insgesamt 291 Elementen bereits einen geschétzten relativen Fehler von
4,46%. Lediglich einen Iterationsschritt spiter, also nach insgesamt drei Iterationen
unterschreitet der Diskretisierungsfehler der Elementunterteilungsstrategie mit 412
Elementen und einem Fehler von 4,71% die geforderte 5% Fehlerhirde. Die
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a) Startnetz [MN/m?]

0.00E+00
2.86E-01
5. ME-01
8.57E-01
1.14E+00
1. 43E+00
L. 71E+00
2.00E+00
3.11E+00

b) Endgiiltiges FE-Netz [MN/m?]

0.00E+00
2.86E-01
5.71E-01
8.57E-01
1.14E+00
1. 43E-+00
1. 71E+00
2.00E+00
4.96E+00

Bild 5.20: Von Mises Vergleichspannungen an der Schalenoberseite (ungeglittet)
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Iterationsverldufe beider Strategien sind in Bild 5.19 zu sehen. Die verhiltnismafig
groBe Anzahl an Elementen bei der Elementunterteilungsstrategie folgt, ebenso wie in
den beiden vorangegangenen Beispielen, aus dem Einsatz von Ubergangselementen zur
Elimination inkonsistenter Knoten.

Beide Strategien zeigen im Scheitelbereich der Schale keine Verfeinerung. Die
Netzgenerierungsstrategie (Bild 5.19b) realisiert sogar eine geringe Elementvergrofie-
rung im Scheitelbereich der Schale. Von dort verringert sich die Elementgrofe
kontinuierlich bis zum Sockelbereich. Beide Strategien (Bild 5.19a,b) diskretisieren
benachbarte Schalenbeine unterschiedlich. Dies resultiert zum einen aus der bereits im
Startnetz unterschiedlichen Diskretisierung der benachbarten Beine (beeinfluit vor
allem das Ergebnis der Elementunterteilungsstrategie). Zum anderen ist die Geometrie
der benachbarten Schalenbeine leicht voneinander verschieden, so dafl die Lasten
ungleich auf die einzelnen Beine verteilt werden.

In Bild 5.20 sind die ungeglétteten von Mises Vergleichspannungen an der Schalenober-
seite, sowohl des Startnetzes (Bild 5.20a), als auch des endgiiltigen FE-Netzes der
Elementunterteilungsstrategie (Bild 5.20b) dargestellt. Deutlich sind Spannungskon-
zentrationen im Sockelbereich der Schale zu erkennen. Die beiden Bilder sind zwar
qualitativim wesentlichen vergleichbar, die Spannungsverliufe geben jedoch fiir den Fall
des endgiiltigen FE-Netzes ein deutlich glatteres und teilweise detaillierteres Bild des
Spannungsverlaufs, vor allem im Sockelbereich der Schale, wieder.

5.4 Wertung

Die vorangegangenen Beispiele zeigen Anwendungen fiir adaptive Methoden aus dem
Scheiben-, Platten- und Schalenbereich. Zum Einsatz kommen sowohl die weitverbrei-
tete Elementunterteilungsstrategie mit Ubergangselementen oder gekoppelten Knoten-
freiheitsgraden zur Beseitigung inkonsistenter Knoten, wie auch die erst in jiingerer Zeit
entwickelte Netzgenerierungsstrategie, die mit Hilfe eines automatischen Netzgenera-
tors in jedem Iterationsschritt ein neues adaptives FE-Netz nach den Vorgaben aus der
Fehlerabschétzung erzeugt.

Alswesentliche VergleichsmaBstibe dienen die Anzahl der Elemente und die Anzahl der
adaptiven Iterationsschritte, welche die Strategien benétigen, um einen vorgegebenen
relativen Diskretisierungsfehler zu unterschreiten. Bendtigte Computerrechenzeiten
bleiben dabei ebenso unberiicksichtigt, wie der unterschiedliche Eingabeaufwand zur
Erstellung des Startnetzes. Die Computerzeit wird wesentlich durch die Effizienz des
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Programmcodes beeinfluft und ist deshalb nicht objektiv vergleichbar. Dem geringen
Eingabeaufwand des automatischen Netzgenerators Freem fiir ebene Tragwerke steht
mit Design ein komplexes Werkzeug zur Generierung von FE-Netzen vor allem fiir
Schalen gegentiber, das den Anwendungsfall der ebenen Tragwerke lediglich als einen
Spezialfall betrachtet. Fiir rdumlich gekriimmte Tragwerke greift Freem auf die
Abbildungsmethode zur Darstellung der Schalenfliche zuriick (Abschnitt 4.2.5).

Die Resultate der beiden Strategien lassen sich wie folgt zusammenfassen:

® Die Netzgenerierungsstrategic benotigt in der Regel eine geringere Anzahl an
adaptiven Iterationsschritten als die Elementunterteilungsstrategie um einen
vorgegebenen Diskretisierungsfehler zu unterschreiten. Eine withrend der Fehler-
abschéitzung ermittelte ,,optimale” ElementgroBe wird detailgenau realisiert. Im
Gegensatz dazu beinhaltet die Elementunterteilungsstrategie lediglich die Mog-
lichkeit, ein Element zu unterteilen oder die Elementfliche unverindert beizube-
halten. Ermittelte ,optimale ElementgréBen konnen nur grob angenihert
werden, was eine groflere Anzahl adaptiver Iterationsschritte nach sich zieht.

® Sind die verwendeten finiten Elemente verzerrungsanfillig, ergeben sich in der
Netzgenerierungsstrategie mehr Freiheitsgrade als in der Elementunterteilungs-
strategie (insbesondere bei gekoppelten Knotenfreiheitsgraden). In der Regel ist
eine grofe Anzahl von Elementen eines adaptiven FE-Netzes nach der Netzgene-
rierungsstrategie schwach verzerrt. Dagegen produziert die Elementunterteilungs-
strategie im allgemeinen lediglich verzerrte Ubergangselemente, welche den
Diskretisierungsfehler kaum nachteilig beeinflussen, da sie nur dort auftreten, wo
urspriinglich keine Verfeinerung gewiinscht ist.

® Zwischen der Qualitit des endgiiltigen FE-Netzes der Elementunterteilungsstrate-
gie und der Qualitiit des Startnetzes besteht ein unmittelbarer Zusammenhang,
Vorhandene Elementgeometrien kénnen wihrend der adaptiven Iteration nicht
verdndert werden. Bei der Netzgenerierungsstrategie ist die Netztopologie
unabhéngig vom FE-Netz des vorangegangenen Iterationsschritts.

e Ubergangselemente zur Beseitigung inkonsistenter Knoten bei der Elementunter-
teilungsstrategie reduzieren den Diskretisierungsfehler nur unwesentlich. Die
Anzahl an Freiheitsgraden steigt dagegen betrichtlich gegeniiber einer Knoten-
kopplung.

Beide Strategien liefern bei obigen Beispielen brauchbare Ergebnisse. Welcher der
beiden letztendlich der Vorzug gebiihrt, hiingt von der konkreten Anwendung, dem
eingesetzten FE-Programm und den subjektiven Wiinschen des Anwenders ab. Die
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Ergebnisse der beiden Strategien differieren bei keinem der vorgesteliten Beispiele
wesentlich voneinander, Das Konvergenzverhalten sowohl der Elementunterteilungs-
strategie, als auch der Netzgenerierungsstrategie, basieren auf einer Fehlerverminde-
rung durch das Einbringen zusétzlicher Freiheitsgrade in das System. Die Konvergenzor-
dung beider Strategien wird nach Gleichung (3.2) bestimmt. Lediglich die
Konvergenzgeschwindigkeit kann im Einzelfall variieren.

Wesentlicher, als die Wahl der Strategie ist es, die grundsétzliche Bedeutung des
Einsatzes von adaptiven Methoden zu betonen. In Bild 5.21 sind drei FE-Netze
dargestellt, deren geschitzter relativer Fehler nach Gleichung (2.6) bei etwa 2% liegt.
Das homogen verfeinerte FE-Netz benotigt 768 Elemente (6336 Freiheitsgrade),
wihrend das adaptive FE-Netz mit einer Verfeinerungsschranke von &;=1,0 nach
Gleichung (3.5) lediglich 136 Elemente (1154 Freiheitsgrade) enthilt. Die geschétzten
relativen Fehler sind mit 1,98% fiir das homogene Netz und 2,01% fiir das adaptiv
verfeinerte FE-Netz annihernd gleich.

Setzt man die Rechenzeit iiberschlagsweise nur in Abhéngigkeit der Freiheitsgrade n mit
dem Faktor n("3) fiir durchschnittliche direkte Gleichungslser an, so ergibt sich eine
53-fach groBere Rechenzeit des homogenen FE-Netzes zum gleichwertigen adaptiven
Netz. Selbstverstindlich muf davon die Zeit abgezogen werden, welche durch die
adaptive Iterationsschleife und die mehrmalige Berechnung des adaptiven FE-Netzes
hinzukommt. Dennoch ist ein deutlicher Rechenzeitgewinn der adaptiven Methoden zu
verzeichnen.

Adaptive Methoden erreichen, aufgrund der vergleichsweise wenigen Freiheitsgrade,
speicherplatzbedingte Beschrankungen der Programme weit weniger hiufig als homo-
gene Verfeinerungsmethoden. Sie erméglichen deshalb fiir komplexe Strukturen oftmals
als einziges Verfahren eine Lsung mit grofer Genauigkeit.

Das dritte Netz in Bild 5.21c verdeutlicht den natiirfichen Spielraum, welcher in den
adaptiven Methoden enthalten ist. Mit nur 88 Elementen erzielt dieses FE-Netz einen
relativen Fehler von 1,80%. Dieses Netz ergibt sich fiir eine Verfeinerungsschranke von
E;=7,0 nach Gleichung (3.5). Der Unterschied von 48 Elementen zwischen dem
ausgefeilten Ergebnis und dem Standardfall der Elementunterteilungsstrategie ist zwar
deutlich, jedoch verglichen zu oben beschricbenem homogenen FE-Netz fiir dieses
Beispiel bedeutungslos.
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Startnetz:

Elastizititsmodul E = 1,0

Gleichstreckenlast qg=1,0
Querdehnzahl v = 0,0
IX Scheibendicke d = 0,1
05 7
gesch. rel. Fehler n,
7,84
6,54
5,24
3,94
2,64
b) )
c) )
1,3 L ey
10 100 800
adaptiver Iterationsverlauf Elemente
Ei= 0,0 Ei= 10 &=70
n,=1,98 - Me=2,01 ] ne=1,80
768 Elemente 111 136 Elemente 88 Elemente
i :
I S T T ‘
=t
a) b) )

Bild 5.21: Vergleich eines homogen verfeinerten Netzes mit adaptiven FE-Netzen
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6 ADAPTIVE BERECHNUNGEN UND MEHRERE
LASTFALLE

6.1 Allgemeines

Adaptiven Methoden gebiihrt zur Berechnung von Tragwerken mit finiten Elementen fiir
grofBe Genauigkeiten in der Losung der Vorzug gegeniiber Berechnungen mit sehr feinen
homogenen Netzen. Ein Grund fiir den zdgerlichen Einzug dieser Methoden zur Analyse
baupraktischer Problemstellungen ist sicherlich die bis dato fehlende Option zur
Behandlung der allgemein iiblichen Vielzahl unterschiedlicher Lastfille. Ein fertiges, '
adaptiv generiertes FE-Netz ist spezialisiert auf dic jeweilige Lastfallkombination unter
der es ermittelt wird. Fiir andere Lastfallkombinationen an abweichenden Lastangriff-
sorten fillt die Ergebnisqualitit des Netzes im allgemeinen deutlich ab.

Die Losung dieses Problems liegt jedoch nahe: Warum nicht alle Einzellastfille bereits
bei der Generierung eines adaptiven FE-Netzes beriicksichtigen? Sind die adaptiven
Netze optimal fiir jeden einzelnen Lastfall, so ist ebenfalls die Qualitit der Lastfallkom-
binationen aufgrund der Méglichkeit zur Superposition der SchnittgroBen in der linearen
Elastizitdtstheorie ausreichend [73,78].

In Bild 6.1 sind drei Méglichkeiten dargestellt, eine Anzahl von Einzellastfillen bereits
bei der iterativen Generierung des adaptiven FE-Netzes zu beriicksichtigen. Definiert
man ein duBerst feines homogenes FE-Netz (Bild 6.1a), muB kein Gedanke an adaptive
Methoden verschwendet werden. Fir kleine Probleme ist diese Vorgehensweise
durchaus sinnvoll. Die Kapazititsgrenze eines Computers ist jedoch mit feinen
homogenen Diskretisicrungen schnell erreicht. Abhilfe schaffen die adaptiven Metho-
den. Eine Verringerung des Rechenzeitbedarfs und eine Erweiterung der berechenbaren
ProblemgréBe ist zu erreichen, indem fiir jeden Lastfall ein mafgeschneidertes adaptives
FE-Netz generiert wird (Bild 6.1b). Die Ergebnisse konnen auf ein, allen Lastfillen
gemeinsames Gitter zur Weiterverarbeitung tibertragen werden. Der Rechenzeitbedarf
wird noch weiter reduziert, wenn ein gemeinsames adaptives FE-Netz fiir alle Lastfille
generiert wird. Dabej ist jedoch zu beachten, daB jeder Lastfall explizit bei der
Netzgenerierung beriicksichtigt werden muB (Bild 6.1c).

Werden dagegen alle Lastfille zu einem »Netzdimensionierungslastfall“ superponiert,
entstehen haufig FE-Netze, die fiir einzelne Lastfille nur geringe Qualititen besitzen
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d) Einheitliches Netz aus
superponiertem Last-
fall (im allgemeinen
nicht zuléssig)

¢) Auswahl eines Verfei-
nerungsindikators aus
allen Einzellastfallen.

HH
b) Jedem Lastfall ein ei- u +++
genes Netz. Ubergabe
der Exrgebnisse an ein g
gemeinsames Grund- .
gitter. TH
iiiian

a) Sehr feines homogenes
Netz.

Rechenzeit

Bild 6.1: Behandlung mehrerer Lastfille

152

H
HEHH

I

*

- i

HN

i i

FH

FH H
n
FEEH

T s

HH

+...

+.._

FFH T

FEEH HHH



ibbaf
Textfeld


(Bild 6.1d). Diese Vorgehensweise liefert ausschlieBlich dann brauchbare Ergebnisse,
wenn sich die einzelnen Lastfille in ihrer Wirkung unterstitzen. Beliebige Lastfallkom-
binationen konnen sich gegenseitig aufheben, oder zumindest in ihrer Wirkung
beeintrachtigen. Dies fithrt zu einem verdnderten Tragverhalten der Struktur gegeniiber
dem Auftreten einzelner Lastfille.

6.2 Generieren eines mafigeschneiderten FE-Netzes fiir Jjeden
Lastfall

Fiir jeden Lastfall wird ein maBgeschneidertes FE-Netz erzeugt. Die Ergebnisse aus der
adaptiven Berechnung werden auf ein, allen Lastfillen gemeinsames Grundgitter
ibertragen. Dort kénnen sie ausgewertet und weiterverarbeitet werden (Bild 6.1b). Das
Verfahren ist verhéltnismaBig einfach in ein bestehendes Finite Element Programm zu
implementieren, sofern dic Lastfille sukzessive abgearbeitet werden. Innerhalb einer
grofien Lastfallschleife laufen die bekannten adaptiven Methoden fiir nur einen Lastfall
ab. Am Ende jedes adaptiven Iterationszykluses miissen die Ergebnisse auf ein
benutzerdefiniertes homogenes Referenzgitter durch geeignete Interpolationen der
Ergebnisse ibertragen werden (Abschnitt 4.2.6).

Das Vorgehen garantiert fir jeden Lastfall die geforderte Ergebnisqualitit. Jedes
einzelne Netz besitzt wesentlich weniger Freiheitsgrade als ein gleichwertiges homoge-
nes FE-Netz. Das kann, insbesondere bei komplexen Tragwerken, fiir die Berechenbar-
keit eines Systems entscheidend sein.

Als nachteilig erweist sich die Abhéngigkeit des Rechenzeitbedarfs von der Anzahl der
Lastfélle, da fiir jeden Lastfall in jedem adaptiven Iterationsschritt die Systemsteifig-
keitsmatrix erstellt und invertiert werden muB. Ein zusitzlicher Invertierungsaufwand
fallt nur bei der Verwendung von direkten Gleichungsiésern an, da iterative Gleichungs-
[6ser grundsitzlich die Steifigkeitsmatrix fiir jeden Lastfall invertieren. Hinzu kommt ein
organisatorischer Aufwand in der Bereithaltung mehrerer FE-Netze. Fiir kleinere
Systeme und viele Lastfélle wird dieses Vorgehen deshalb keine wesentliche Zeiterspar-
nis gegeniiber der Berechnung mit einem gleichwertigen homogenen FE-Netz erzielen.

6.3 Auswabhl eines Verfeinerungsindikators aus allen Einzel-
lastfillen

Erzeugt man nur ein gemeinsames adaptives FE-Netz, beriicksichtigt jedoch jeden
einzelnen Lastfall, so erhalt man ein fiir alle Lastfille gleichermaBen zulassiges FE-Netz
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Ausgangsnetz

Berechnen der Verfeinerungsindika-
toren aller Lastfélle fiir den aktuellen

Tterationsschritt
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Maximalwert Durchschnittswert
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resultierendes

FE-Netz T

Bild 6.2: Erzeugen eines gemeinsamen FE-Netzes
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(Bild 6.1¢c). Dazu wird in jedem adaptiven Iterationsschritt an dem gemeinsamen
FE-Netz eine Fehlerabschatzung fiir jeden Lastfall durchgefiihrt. Das endgiiltige Netz ist
gefunden, wenn die Ergebnisqualitit fiir jeden Lastfall ausreicht. Andernfalls mu8 ein
feineres FE-Netz gebildet werden (Bild 6.2). Es ist naheliegend, zur Ermittlung des
maBgebenden Verfeinerungsindikators eines Elements den Maximalwert der Verfeine-
rungsindikatoren aller Lastfille aus Gleichung (3.5) zu definieren:

Git= MAX(E, 15 &5 s Eitn) (6.1)

Der Maximalwert der Verfeinerungsindikatoren garantiert die Beriicksichtigung jedes
Lastfalls, da der Indikator immer dann den Grenzwert zur Verfeinerung iibersteigt, wenn
auch nur ein Lastfall dies fordert. Sind fiir ein Tragwerk mehrere Lastfille definiert,
reicht es hiiufig aus, besonders beim Einsatz der Elementunterteilungsstrategie, den
Mittelwert der Verfeinerungsindikatoren als mafgebenden Indikator zu bestimmen:

n
D i)
/=1

Ei e i (62)
Die Berechnung nach Gleichung (6.2) kann folgendermaBen begriindet werden:

& Ein FE-Netz mit einer gewissen Ergebnisqualitit fiir einen Lastfall ist nicht das
einzig mégliche, sondern lediglich ein mdgliches Netz dieser Qualitit. Wird also ein
FE-Netz an einer Stelle aufgrund der Forderung des Lastfalls x verdichtet, erhoht
sich haufig die Qualitit des Ergebnisses fiir einen Lastfall y, der an jener Stelle
keine Verdichtung fordert.

@ Die Elementunterteilungsstrategie reduziert die Fliche der verfeinerten Elemente
genau auf ein Viertel der urspriinglichen Elementfliche. Meist geniigte jedoch eine
kleinere Flachenverringerung, um den Elementfehler auf das gewiinschte MaB zu
vermindern. Ist das bei vielen Elementen eines FE-Netzes der Fall, fithrt die
herkdmmliche Verfeinerung zu einer unwirtschaftlichen Unterschreitung des
geforderten Gesamtfehlers. Die Mittelwertbildung der Verfeinerungsindikatoren
bei mehreren Lastfillen mindert diesen negativen Effekt.

Meist bendtigt das Vorgehen nach Gleichung (6.2) eine groBere Anzahl an adaptiven
Iterationsschritten. Das endgiiltige FE-Netz beinhaltet jedoch héufig weniger Elemente
als beim Vorgehen nach Gleichung (6.1). Fir die Elementunterteilungsstrategie stellt es
eine ernst zu nehmende Alternative zur Maximalwertbildung dar. Beim Einsatz der
Netzgenerierungsstrategie, welche geforderte Elementgrofen ausgesprochen flexibel
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i Startnetz mit Lagerung

654 Elemente

331 Elemente

816 Elemente

MaBgeschneiderte FE-Netze
fiir die einzelnen Lastfille
(belastetes Gebiet schattiert dargestellt)

Ein FE-Netz, gleicher-
maBen geeignet fiir alle
drei Lastfalle

(1212 Elemente)

Bild 6.3: Adaptive Berechnung einer Deckenplatte
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realisiert, empfiehlt sich jedoch die theoretisch fundiertere Methode der Maximalwert-
bildung.

Im aflgemeinen darf davon ausgegangen werden, daf} ein fiir alle Lastfille geeignetes
FE-Netz mehr Elemente beinhaltet als spezielle, fiir jeweils einen Lastfall zugeschnit-
tene Netze (Abschnitt 6.2), Elementverfeinerungszonen werden jedoch nicht nurvon der
Last, sondern auch wesentlich von der Geometrie der Struktur und den Lagerbedingun-
gen beeinfluBt, Deshalb ergeben sich fiir unterschiedliche Lastfille oftmals shnliche
FE-Netze. Ein kombiniertes FE-Netz aus allen Lastfillen enthilt in vielen der
untersuchten Beispielen haufig nur eine unwesentlich hohere Anzahl an Elementen, als
die auf lediglich einen Lastfall spezialisierten Netze (Bild 6.3 und Bild 6.4).

Fir die Deckenplatte in Bild 6.3 sind drei Lastfille definiert. Im oberen Teil der
Abbildung wird fiir jeden Lastfall (das belastete Gebiet ist schattiert dargestellt) ein
separates FE-Netz erzeugt. Das im unteren Teil von Bild 6.3 dargestellte FE-Netz ist fiir
alle drei Lastfille gleichermaBen geeignet. Es wird unter der Auswahl des maximalen
Verfeinerungsindikators in jedem lterationsschritt erzeugt. Trotzdem enthalt es mit 1212
Elementen nicht allzuviele Elemente mehr, als das dichteste der maBgeschneiderten
Netze fir jeden einzelnen Lastfall (654, 331 und 816 Elemente). Werden alle Lastfille
simultan auf das System aufgebracht (homogene Belastung), entstehen fiir dieses
Beispiel etwa gleich viele Elemente, wie im kombinierten FE-Netz (Bild 6.3).

In Bild 6.4 ist der Ralimen einer Zuschauertribiine zu erkennen. Das Gesamttragwerk ist
an der Unterseite gleichmaBig gelagert. Exemplarisch sind sechs mogliche Lastfalle
definiert. Die Tribiine ist durch neunknotige, vollintegrierte Scheibenelemente diskreti-
siert und wird adaptiv mit Hilfe der Netzgenerierungsstrategie berechnet. Auch in
diesem Beispiel enthlt das fiir alle Lastfille giiltige FE-Netz (Bild 6.4g) nicht wesentlich
mehr Elemente, als das feinste Netz fiir nur einen Lastfall (Bild 6.4f).

Die entscheidenden Vorteile dieses Verfahrens lassen sich wie folgt zusammenfassen:

® Esmuf nur ein FE-Netz erzeugt und damit in jedem adaptiven Iterationsschritt fiir
alle Lastfille nur eine Steifigkeitsmatrix erstellt und dreieckszerlegt werden
(direkter Gleichungsloser). Lediglich bei der Riickrechnung sind alle Lastfille
einzubeziehen, Da das gemeinsame Netz nur unwesentlich mehr Elemente enthilt
als FE-Netze fiir einzelne Lastfille, ergibt sich im allgemeinen ein Rechenzeitge-
winn gegeniiber der Verwendung von mehreren adaptiven FE-Netzen.

® Die nicht zu unterschitzende Gefahr einer Verwechslung der Netze ist ausge-
schlossen, weil das FE-Netz fir alle Lastfalle gleichermaBen zuléssig ist. Die
Ergebnisqualitit ist trotzdem fiir jeden einzelnen Lastfall sichergestelit.
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Bild 6.4: Adaptive Berechnung einer Tribiine unter sechs Lastféllen a) - f).

Gemeinsames Netz fiir alle Lastfille g).
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Fiir Lastfallkombinationen, die sich in ihrer Wirkung aufheben, werden vereinzelt
héhere prozentuale Fehlerwerte festgestellt als fiir die einzelnen Lastfille. Bei der
Kombination sich in ihrer Wirkung aufhebender Lastfille, kann das Tragverhalten cines
Systems deutlich unterschiedlich zum Tragverhalten bei einzelnen Lastfillen sein. Die
Krafte der kombinierten Lastfille ,schlieBen sich kurz*, groBteils ohne iiber die Auflager
abgetragen zu werden. Tragwerksteile, die auf der Wirkungslinie der Lastfille liegen und
bei der Berticksichtigung der einzelnen Lastfille von geringer Bedeutung sind, kénnen
einen relativen Anstieg des Fehlers verzeichnen. Im gesamten Tragwerk wird dagegen
aufgrund des ,Kréftekurzschlufes“ eine vergleichsweise geringe Tragwerksenergie
aktiviert, so daB das Verhiltnis aus Fehlerenergie und Tragwerksenergie groB werden
kann. Absolut betrachtet, sind jedoch bei allen untersuchten Beispielen sowohl die
Fehlerenergie, als auch die Tragwerksenergie klein gegeniiber den aktivierten Energien
der Einzellastfalle. Ebenso sind die zugehdrigen Spannungen, absolut gesehen, sehr
gering, so daf} der grofiere relative Fehler als bedeutungslos erscheint.
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7 ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

Aus mehreren Bausteinen, welche in den einzelnen Abschnitten beschrieben werden,
wird ein weitgehend automatisiertes Gesamtkonzept der h- und r-Version zur Berech-
nungvon Flachentragwerken zusammengefiigt. Bs 148t sich in der vorliegenden Form mit
geringem Aufwand in bestehende Finite Element Programme integrieren.

Fehlerkriterien stellen ein Standbein adaptiver Methoden dar. Man unterscheidet a
priori Kriterien, welche auf geometrischen Uberlegungen basieren, und a posteriori
Kriterien, die aus Informationen iiber die Berechnungsergebnisse gewonnen werden. A
priori Kriterien vermitteln ein unscharfes Bild von der Qualitit einer Diskretisierung.
Quantitative Aussagen iiber die Auswirkungen einzelner verzerrter Elemente auf das
Losungsverhalten des gesamten FE-Netzes konnen aufgrund fehlender Untersuchungs-
ergebnisse nur ungenau getroffen werden. Dasselbe gilt fiir Aussagen iiber die Giite einer
Approximation gekriimmter Rénder und Flachen mit finiten Elementen. Vor einem
* sinnvollen Einsatz von a priori Kriterien in praxisorientierten Anwendungen sind
deshalb weitere Untersuchungen beziiglich des tatsachlichen Losungsverhaltens von
FE-Netzen fiir unterschiedliche Strukturen erforderlich. A posteriori Fehlerkriterien
beinhalten eine wesentlich detailliertere Aussagekraft. Der erforderliche numerische
Aufwand zur Gewinnung dieser Kriterien ist jedoch groBer als fiir a priori Kriterien. An
zwei Beispiclen werden drei unterschiedliche Verfahren zur a posteriori Fehlerabschit-
zung untersucht, Dabei zeigt der residuale Fehlerestimator erwartungsgemi8 die besten
Ergebnisse. Dennoch eignet sich der wesentlich einfacher zu implementierende
Glittungsindikator gut zur Steuerung adaptiver Verfeinerungen. Auch er zeigt in den
beschriebenen Beispielen brauchbare Leistungen. Ein heuristischer Verfeinerungsindi-
kator nach dem Knotengleichgewicht liefert ebenfalls gute Ergebnisse in den Testbei-
spielen. Sie liegen in der Regel zwischen den Ergebnissen der beiden anderen Verfahren.

Strategien zur Netzverdichtung stellen das zweite Standbein adaptiver Methoden dar.
Neben der iiblichen hierarchischen adaptiven Netzverfeinerung (Elementunterteilungs-
strategie), steht mit der Netzgenerierungsstrategie ein leistungsfahiges Werkzeug fiir
adaptive Methoden zur Verfiigung. Dabei wird in jedem adaptiven Iterationsschritt ein
vollig neues FE-Netz generiert. Der erforderliche automatische Netzgenerator ist aus
der Klasse der Advancing Front Method. Er benétigt nur wenige Eingabeparameter zur
Generierung von homogenen Dreiecks- oder Vierecksnetzen. Adaptive Netze werden
detailgenau aus den Elementdichteinformationen eines Hintergrundnetzes generiert.
Im allgemeinen dient das FE-Netz des vorangegangenen adaptiven Iterationsschritts als
aktuelles Hintergrundnetz. Die Netzgenerierungsstrategie erzeugt nach nur wenigen
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Iterationsschritten ein adaptives FE-Netz mit einem gewiinschten Diskretisierungsfeh-
ler. Durchschnittlich konvergiert sie einen Iterationsschritt friiher als die Elementunter-
teilungsstrategie.

Der Einsatz adaptiver Methoden in der Baupraxis erfordert die Integration mehrerer
Lastfalle in das beschriebene Konzept. In Abhéngigkeit von der Anzaht der Lastfalle und
der Art des verwendeten Gleichungsldsers, ist die Verwendung unterschiedlicher
Strategien sinnvoll. MaBgeschneiderte FE-Netze konnen ohne zusatzliche Uberlegun-
gen fiir jeden Lastfall generiert werden. Die Resultate werden auf ein gemeinsames
Referenzgitter iibertragen. Von dort sind sie verhiltnismaBig einfach zu superponieren
und weiter zu verarbeiten, Der Einsatz dieses Verfahrens ist sinnvoll, wenn nur wenige
Lastfille auf ein System aufgebracht werden, da fiir jeden Lastfall in jedem adaptiven
Tterationsschritt eine Steifigkeitsmatrix erstellt und invertiert werden muf, Allgemeiner
in der Anwendung, ist die Generierung eines adaptiven FE-Netzes, welches fiir jeden
Lastfall zuverldssige Ergebnisqualititen garantiert. Dies wird durch eine Auswahl der
Verfeinerungsindikatoren aus allen Lastfallen erreicht. Wie die Beispiele zeigen, enthalt
das adaptive FE-Netz, nach dieser Strategie erzeugt, nicht wesentlich mehr Elemente als
maBgeschneiderte FE-Netze. Die beschriebenen Ergebnisse beziehen sich auf den
{iblichen Einsatzvon direkten Gleichungslosern. Die Verwendung iterativer Losungsver-
fahren konnte cine Verschiebung der Resultate zu Gunsten maBgeschneiderter
FE-Netze bewirken, da diese generell fiir jeden Lastfall die Steifigkeitsmatrix invertie-
ren.

Dasvorgestellte adaptive Konzept ist geeignet, FE-Diskretisierungen einer gewiinschten
Genauigkeit zu erstellen, ohne einen iiber die Erstellung der Eingabedaten hinausrei-
chenden Anwendereingriff zu bedingen. Dennoch sei vor dem Glauben gewarnt, mit
diesem Konzept liege ein Expertensystem vor, welches den konstruktiven Ingenieur
ersetze. Gerade die Wahl eines geeigneten mechanischen Modells fiir die Analyse mit
finiten Elementen und die korrekte Interpretation der gewonnenen Resultate, sind die
Crux in der Beurteilung einer Tragwerksanalyse. Diese Entscheidungen kann von einem
adaptiven Konzept nur vorbereitet, aber nicht getroffen werden. Dariiberhinaus
bediirfen fiir zukiinftige Arbeiten folgende Problembereiche genauerer Untersuchun-
gen:

® Die Genauigkeit der Fehlervorhersage aus a prioti Kriterien sollte verbessert
werden. Insbesondere die Pragestellung des Verhaltens willkiirlich verzerrter
Elemente in unstrukturierten FE-Netzen ist bis heute nicht erforscht.

e Die durchgefithrte Verfeinerung an Singularititen erscheint aus praxisnaher
Sichtweise als unsinnig, da sie tatsichlich durch plastische Umlagerungen
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vermieden werden. Die verwendete Elastizitatstheorie beinhaltet jedoch Singula-
ritdten. Eine Verbesserung der Ergebnisse zieht deshalb das »Herausarbeiten“
dieser Singularititen folgerichtig nach sich. Bs wire zu priifen, inwieweit
heuristische Methoden, welche eine Verfeinerung bei Uberschreiten vorgegebener
Spannungswerte unterbinden, sinnvoll eingesetzt werden konnen.

Eine Erweiterung der vorgestellten Methoden, insbesondere der Fehlerabschiit-
zung, auf geometrische sowie materielle Nichtlinearitit ist wiinschenswert.

163


ibbaf
Textfeld


164



ibbaf
Textfeld


(10]

(1]

[12]

[13]

LITERATUR

AKIN J. E., (1994) “Finite Elements for Analysis and Design”, Academic Press,
Harcourt Brace & Company, Publishers.

ANDELFINGER U, (1991) ,,Untersuchung zur Zuverlassigkeit hybrid-gemischter
Finiter Elemente fiir Flichentragwerke®, Bericht Nr. 13 am Institut fiir Baustatik der
Universitdt Stuttgart.

ARGYRIS J. H, WiLLam K. J,, (1974) “Some considerations for the evaluation of
finite element models”, Nuclear Eng. Design, Vol. 28, S. 76-96.

Bapuska I, ELMaN H. C, (1993) “Performance of the h-p version of the finite
element method with various elements”, Int. J Num. Meth. Engng., Vol. 36
S. 2503-2523.

Bauska I, MILLER A, (1981) “A posteriori error estimates and adaptive
techniques for the finite element method”, University of Maryland, Inst. for Physics,
Sci. and Tech., Tech. Note BN-968.

BABUSKA L, MILLER A, (1984) “The post processing approach in the finite element
method: Part IIT a-posteriori error estimates and adaptive mesh selection”, Int. J.
Num. Meth. Engng. Vol. 20, S. 2311-2324.

BABUSKA 1, RHEINBOLDT W. C,, (1978) “A-posteriori error estimates for the finite
element method”, Int. J. Num. Meth. Engng., Vol. 12, S. 1597-1615.

BaBuska 1, SzABO B, (1982) “On the rates of convergence of the finite element
method”, Int. J. Num. Meth. Engng., Vol. 18, S. 323-341.

BAEHMANN P. L, WiTTCHEN S. L., SHEPHARD M. S, GRICEK. R, YERRY ML A, (1987)
“Robust, geometrically based, automatic two dimensional mesh generation”, Int.
J. Num. Meth. Engng., Vol. 24, S. 1043-1078.

BAUMANN M, (1989) ,, Adaptive Verbesserung von Finite Element Netzen unter
Verwendung von Fehlerindikatoren®, Diplomarbeit, Institut fiir Baustatik der
Universitit Karlsruhe.

BAUMANN M, (1994) ,Adaptive Finite Elemente Konzepte zur Analyse von
Schalentragwerken®, Schriftenreihe Heft 13 am Institut fiir Baustatik der Universitit
Karlsruhe.

BELLMANNJ., (1987) ,,Hierarchische Finite-Element-Ansatze und adaptive Metho-
den fiir Scheiben- und Plattenprobleme, Mitteilungen aus dem Institut fiir
Bauingenieurwesen I der TU Miinchen, Heft 21.

BeNTLEY J. L. (1979) “Multidimensional Binary Search Trees in Database
Applications”, IEEE Transactions on Sofiware Engng., Vol. SE-5, Nr. 4 S. 333-340.

165


ibbaf
Textfeld


(14]

{15]

[16]

(17]

[20]

(21}

[22]

(23]

[26]

[27]

(28]

(29]

Bracker T. D, STEPHENSON M., B, (1991) “Paving: a new approach to automated
quadrilateral mesh generation”, Int. J. Num. Meth. Engng., Vol. 32, S. 811-847.
BLETZINGER K-U, (1990) ,,Formoptimierung von Flichentragwerken®, Bericht
Nr. 11 am Institut fiir Baustatik der Universitiit Stuttgart.

BOWYER A, (1981) “Computing Dirichlet tessellations”, Comput. J., Vol. 24 Nr.2,
S. 162-166.

BREMER C, (1986) ,,Algorithmen zum effizienten Einsatz der Finite-Element-Me-
thode®, Bericht Nr. 86-48 am Institut fiir Statik der Technischen Universitit
Braunschweig.

BronsTEIN 1. N, SEMENDIAJEW K. A, (1979) ,Taschenbuch der Mathematik®,
Nachdruck der 20. Auflage, Verlag Harri Deutsch.

Bucepa G, ONate E., (1994) “Adaptive techniques for elliptic problems”,
CIVIL-COMP Ltd, Edinburgh, Scotland, S. T7-84.

BYKAT A., (1983) “Design of recursive, shape controlling mesh generator”, Ins. J.
Num. Meth. Engng., Vol. 19, S. 1375-1390.

Carey G. F, OpeN J. T, (1984) “Finite elements computational aspects”,
Prentice-Hall, Inc., Englewood Cliffs, New Jersey, 111

CavenpisH J. C., (1974) “Automatic Triangulation of Arbitrary Planar Domains for
the FE-Method”, Int. J. Num. Meth. Engng., Vol. 8, S. 679-696.

CHENG E, JAROMCZYK J. W, LIN J-R,, CHANG S.-S, Lu J.-Y, (1989) “A parallel mesh
generation algorithm based on the vertex label assignment scheme”, Int. J. Num.
Meth. Engng., Vol. 28, S. 1429-1448.

Cook R. D, AvrasHt J, (1992) “Error estimation and adaptive meshing for
vibration problems”, Computers & Structures, Vol. 44 Nr. 3, S. 619-626.
DELIOUIE-RAKHSHANDEH K, (1990) “An Approach to the Generation of Triangular
Grids possessing few Obtuse Triangles”, Int. J. Num. Meth. Engng., Vol. 29,
S. 1299-1321.

Diaz A. R, Kikucti N, TayLor J. E,, (1983) “A method of grid optimization for
finite element methods”, Comp. Meth. Appl. Mech. Engng., Vol. 41, S. 29-45.
EwwI A. E, HrRupey T. M., (1989) “Finite element method for curved embedded
reinforcement”, J. Engng. Mech., Vol. 115, Nr. 4, 8. 740-754.

Fist J, (1992) “The s-version of the finite element method”, Computers &
Structures, Vol. 43, Nr. 3, S, 539-547.

Gaco J. P. bE 8. R, Kewry D. W, Zienkiewicz O. C,, (1983) “A posteriori error
analysis and adaptive processes in the finite element method: Part II - adaptive
mesh refinement”, Int_. J. Num. Meth. Engng., Vol. 19, S. 1621-1656.

166


ibbaf
Textfeld


[30]

(31]

(32]

[33]

(34]

[35]

[36]

(37]

(38]

(39]

[40]

(41]

(42]

[43]

[44]

GERLINGER T, (1993) , Tragverhalten einer hochbeanspruchten Wandscheibe aus
Stahlbeton®, Diplomarbeit, Institut fiir Baustatik der Universitit Stuttgart,

GREEN P. J, SiBsoN R, (1978) “Computing Dirichlet tessellations i in the plane”,
Comput J., Vol 21 Nr.2, S. 168-173.

Hansgo P, (1995) “Generalized Lapacian smoothing of unstructured grids”, Com.
Num. Meth. Engng., Vol. 11, S. 455-464.

HAUFE A, (1995) ,,A-priori Fehlerabschitzung bei finiten Elementen®, Diplomar-
beit, Institut fitr Baustatik der Universitit Stuttgart,

HEerRrRMANN L. R, '(1976) “Lapacian-isoparametric grid generation scheme”,
Journal of the Engineering Mechanics Division AS CE, Vol. 102, Nr. EM35, S. 749-756.

HErRMANN L. R, (1976) “Improved Stress Calculation for Simple Quadrilateral
Elements”, Computers & Structures, Vol, 6, S. 141-148.

HintoN E, CampBeLL J. S, (1974) “Local and global smoothing of discontinuous
Finite Element functions using a least squares method”, Int. J. Num. Meth. Engng.,
Vol. §, S. 461-480.

HINTON E, Ozakca M, RAON. V. R.. . (1990) “Adaptive analysis of thin shells using
facet elements” Umverszty College of Swansea, CR/950/90,

Hoporoasa L, (1992) ,Adaptive Verfeinerung von FE-Netzen nach der h-Me-
thode*, Diplomarbeit, Institut fiir Baustatik der Universitit Stuttgart.

Ho-Le K, (1988) “Finite element mesh generation methodes: a review and
classification”, Computer Aided Design, Vol. 20, S. 27-38.

Horzer S, RANK E., WERNER H,, (1990) “An implementation of the hp-Version of
the Finite-Element method for Reissner-Mindlin plate problems”, Inz. J. Num.
Meth. Engng., Vol. 30, S. 459-471.

Hucnes T J. R, (1992) “The finite element method”, Prentice-Hall International,
Inc.

JOHNSTON B. P, SuLLIVAN J, M. KwasNIK A, (1991) “Automatic conversion of

triangular clement meshes to quadrllateral elements”, Int. J. Num, Meth. Engng.,
Vol. 31, S. 67-84.

JUpT B, (1992) ,,Geometrische und topologische Modellierung fiir Finite-Elemen-
te-Analysen®, Dissertation im Fachbereich Bauwesen der Universitit - Gesamthoch-
schule - Essen.

KALIAKIN V. N, (1992) “A simple Coordinate Determination - Scheme for
two-dimensional Mesh Generation”, Computers & Structures, Vol. 43, S. 505-516.

167


ibbaf
Textfeld


[43]

[46]

[47]

(48]

[49]

[50]

(52]

53]

[54]

(55]

[56]

(57]

(58]

KeLry D. W, DE J. P, Gaco S. R, Zienkiewicz O. C, BABUSKa I, (1983) “A
posteriori error analysis and adaptive processes in the finite element method: Part [
- error analysis”, Int. J. Num. Meth. Engng., Vol. 19, S. 1593-1619.

Kixuchi N, Torigak! T, (1993) “Adaptive finite element Methods in computer
aided engineering”, in "Advanced Techniques in the Optimum Design of Struc-
tures”, Computational Mechancs Publications, S. 55-107.

KLoun C, (1982) ,Alternative Spannungsberechnung in Finite-Element Verschie-
bungsmodellen®, Bericht Nr. F 82/2 am Institut der Mechanik der Universitit
Hannover.

LEE N.-S., BATHE K.-J, (1993) “Effects of element distortions on the performance
of isoparametric elements”, Int. J. Num. Meth. Engng., Vol. 36, S. 3553-3576.

LoS.H, (1985) “A new mesh generation scheme for arbitrary planar domains”, Inz.
J. Num. Meth. Engng., Vol. 21, S. 1403-1426.

Lo S. H, (1989) “Delaunay triangulation of non-convex planar domains”, Int. J.
Num. Meth. Engng., Vol. 28, S. 2695-2707. '

Lo S. H, (1989) “Generation quadrilateral elements on plane and over curved
surfaces”, Computers & Structures, Vol. 31, Nr. 3, S. 421-426.

Lo S.H, Lau T S, (1991) “Generation of quadrilateral elements over irregular
domains”, Computational Mechanics, Cheung, Lee & Leung (eds), S. 1309-1314.

LoS.H,Lee C. K, (1994) “Generation of gradation meshes by the background grid
technique”, Computers & Structures, Vol. 50, Nr.1, S. 21-32.

MiuteLLo C, (1991) “Application of parametrized variational principles in the
finite element method”, Ph. D. Thesis, College of Engineering, University of Colorado.

MOLLER P, HansBo P, (1995) “On Advancing Front Mesh Generation in three
dimensions”, Int. J. Num. Meth. Engng., Vol. 38, S. 3551-3569.

MURTI V, VALLIAPPAN S, (1986) “Numerical inverse isoparametric mapping in
remeshing and nodal quantity contouring”, Computers & Structures, Vol. 22, Nr. 6,
S.1011-1021.

NEUREITHER M, (1990) ,Modellierung geometrisch-topologischer Daten zur
Beschreibung und Berechnung netzartiger und flaichenhafter Strukturen®, Diss. am
Inst. fiir Anwend. der Geod. im Bauw., Universitdt Stutigart.

ObeNJ. T, STrROUBOULIS T, DEVLOO P, (1986) “Adaptive finite element methods for
the analysis of inviscid compressible flow: Part I. Fast refinement/ unrefinement
and moving mesh methods for unstructured meshes”, Comp. Meth. appl. Mech.
Engng., Vol. 59, S. 327-362.

168


ibbaf
Textfeld


[59j

(60]

(64]

65]

PARTHASARATHY V.N,, KODIYALAM S, (1991) “A constrained optimization approach
to finite element mesh smoothing”, Finite Elements in Analysis and Design., Vol. 9,
S. 309-320.

PERAIRE J, VAHDATI M, MoRrGaN K, ZIENKIEWICZ O. Z. (1987) “Adaptive
Remeshing for Compressible Flow Computations”, J. Comp. Phys., Vol. 72,
S. 449-466.

PLANK L, (1990) ,Netzadaption und Mehrgitterverfahren fiir die numerische
Behandlung von Faltwerken*, Forschungs- und Seminarbericht aus dem Bereich der

Mechanik der Universitit Hannover, Bericht-Nr. F 90/3.

PLANK L., STEIN E, BISHOFF D, (1990) “Accuracy and adaptivity in the numerical
analysis of thin-walled structures”, Comp. Meth. appl. Mech. Engng., Vol. 82,
S. 223-256.

RAMAKRISHNAN C. V., RAMAKRISHNAN S, KUMAR A, BHATTACHARYA M., (1992) “An
integrated approach for automated generation of two/three dimensional finite
element grids using spatial occupancy enumeration and Delaunay triangulation”,
Int. J. Num. Meth. Engng., Vol. 34, S. 1035-1050,

RamMM E., REHLEN,, (1994) ,, Verfeinerungsindikator aus dem Ungleichgewicht der
Knotenkrifte, Mitteilung des Institut fiir Baustatik der Universitit Stuttgart, 11/94.

Rank E., (1985) ,, A-posteriori-Fehlerabschitzungen und adaptive Netzverfeine-
rung fiir Finite-Element- und Randintegralelement-Methoden®, Mitteilungen aus
dem Institut fiir Bauingenieurwesen I der TU Miinchen, Heft 16.

RANK B, KRAUSE R, (1994) “A multiscale finite-clement-method”, CIVIL-COMP
Ltd. Edinburgh, Scotland, S. 69-75.

RANK E., RUCKER M., SCHWEINGRUBER M., (1 994) ,,Automatische Generierung von
Finite-Element-Netzen, Bauingenieur 69, S. 373-379.

RaNk E, RUCKER M., SCHWEINGRUBER M., (1995) “Automatic mesh generation for
plates and shells”, Tagungsbeitrag zu VI. International Conference on Computing in
Civil and Building Engineering, S. 617-622.

RANK E., SCHWEINGRUBER M., SOMMER M., (1993} “Adaptive Mesh Generation and
Transformation of Triangular to Quadrilateral Meshes”, Com. Num. Meth. Engng.,
Vol. 9, S. 121-129.

RaNk E, Zienkiewicz O. C,, (1987) “A simple error estimator in the finite element
method”, Com. Num. Meth. Engng., Vol. 3, S. 243-249,

REHLE N, Ramum E, (1994) , Netzgenerierung auf Parameterflichen®, Mitteilung
des Institut fiir Baustatik der Universitiit Stuttgart, 1/94.

169


ibbaf
Textfeld


(72]

(73]

(74]

[75]

[76]

{771

(78]

(79

(80]

[81]

(82]

(83]

(84]
(8]

(86]

RenLe N, RAMM E,, (1995) ,,Generieren von FE-Netzen fiir ebene und gekriimmte
Flichentragwerke®, Bauingenieur 70, S. 357-364.

ReHLE N, Ramm E., (1995) ,, Adaptive Vernetzung bei mehreren Lastfillen®,
Tagungsbeitrag zu Finite Elemente in der Baupraxis, Ernst & Sohn, S. 337-347.
REHLE N, Ramm E, (1995) “Is Adaptivity applicable for several Loadcases”,
Tagungsbeitrag zu V1. International Conference on Computing in Civil and Building
Engineering, A. A. Balkema, S. 595-602.

RoBinsoN T, (1988) “Distortion measures for quadrilaterals with curved bound-
aries”, Finite Elements in Analysis and Design, Vol. 4, S. 115-131.

RusT W, (1991) ,,Mehrgitterverfahren und Netzadaption fiir lineare und nichtli-
neare statische Finite-Elemente-Berechnungen von Flichentragwerken®, For-

schungs- und Seminarbericht aus dem Bereich der Mechanik der Universitdt Hannover,
Bericht-Nr. F 91/2.

SAMET H, (1984) “The Quadtree and related hierarchical data structures”,
Computing Surveys, Vol. 16 Nr. 2, S. 187-260.

SCHLEUPEN A, (1995) , Tragwerksanalyse mit adaptiven FE-Netzen fiir mehrere
Lastfalle®, Diplomarbeit, Institut fiir Baustatik der Universitit Stutigart.
SCHNEIDERS R, OBERSCHELP W, Kopr R, BECKER M., (1992) “New and Effective
Remeshing Dcheme for the Simulation of Metal Forming Processes”, Engineering
with Computers, Vol. 8, S. 163-176.

ScHREIBER R,, (1995) , Kombinatorisch optimierte Konstruktion fast-reguldrer
Polygonnetze®, Dissertation Mathematisches Institut A der Universitdit Stutigart.
SCHWEINGRUBER M., RANK E., (1992) “Adaptive Mesh Generation for Triangular or
Quadrilateral Blements”, Numerical Methods in Engineering *92 Ch. Hirsch et al,
Elsevier Science Publishers B. V., S. 9-15.

SELMAN A, HINTON E.,, ATAMAZ-S1BAI W, (1990) “Edge effects in Mindlin-Reissner
plates using adaptive mesh refinement”, Eng. Comput., Vol. 7, S. 217-226.

SezerR L., ZED I, (1991) “Automatic quadrilateral/ triangular freeform mesh
Generation for planar Regions”, Int. J. Num. Meth. Engng., Vol. 32, 8. 1441-1483.
SiEnz I. (1992) “NeGe”, Reference Manual, University of Swansea, Version 1.58
SLOAN S. W, (1993) “A fast algorithm for generating constrained Delaunay
triangulations”, Computers & Structures, Vol. 47 Nr. 3, S. 441-450.

STEIN E,, (1978) ,,Kriterien fiir Finite-Element-Programme aus der Sicht prifféhi-
ger statischer Berechnungen®, Finite Elemente in der Baupraxis, Verlag Ernst & Sohn,
Berlin, 139-148.

170


ibbaf
Textfeld


[88]

(89]

[90]

[91]

[92]

(93]

[94]

[95]

[96]

[97)

(98]

[99]

StEIN E., AHMAD R, (1974) “On the stress computation in finite element models
based upon displacement approximations”, Comp. Meth. Appl. Mech. Engng,
Vol. 4, S. 81-96.

StEIN E., OHNIMUS S, SEIFERT B, MAHNKEN R, (1994) ,, Adaptive Finite-Element
Diskretisicrungen von Flichentragwerken®, Bauingenieur 69, 53-62.

StEIN E, RUST W, (1991) “Mesh adaptations for linear 2D finite-element
diskretizations in structural mechanics, especially in thin shell analysis”, J. Comp.
appl. Math., Vol. 36, S. 107-129.

STEIN E, Rust W, Onnmus S, (1992) “h- and d-adaptive FE methods for
two-dimensional structural problems including post-buckling of shells”, Comp.
Meth. Appl. Mech. Engng., Vol. 101, S. 315-354.

Tracy E'T, (1977) “Graphical pre- and post-processor for two-dimensional finite
element method programs”, Proc. SIGGRAPH ’77, Vol. 11 Nr. 2, S. 8-12.

Watson D. F, (1981) “Computing the n-dimensional Delaunay tessellation with
application to Voronoi polygons”, Comput. J, Vol. 24 Nr. 2, 8. 167-172.
WEATHERILL N. P, (1988) “A method for generating irregular computational grids
in multiply connected planar domains”, Int. J. Num. Meth, Fluids., Vol. 8,S. 181-197.
WERKLE H, GoNG D, (1993) ,, CAD-unterstiitzte Generierung ebener Finite-Ele-
ment-Netze auf der Grundlage von Makroelementen®, Bauingenieur, Vol. 68,
S. 351-358.

XIE G, RAMAEKERS J. A. H.,, (1994) “Graded mesh generation and transformation”,
Int. J. Num. Meth. Engng.,, Vol. 29, S. 1299-1321.

YERRY M. A, SHEPHARD M. S, (1983) “A modified Quadtree Approach to finite
element mesh generation”, IEEE Computer Graphics and Applications, Vol.3Nr. 1,
S. 39-46.

Znu J. Z, HintoN E,, ZiEnkiewicz O. C, (1993) “Mesh enrichment against mesh
regeneration using quadrilateral elements”, Com. Num. Meth. Engng, Vol. 9,
S. 547-554.

Znu J. Z, Zienkiewicz O. C, HintoN B, Wu T, (1991) “A new approach to the
development of automatic quadrilateral mesh generation”, Int. J. Num. Meth.
Engng., Vol. 32, S. 849-866.

ZIENKIEWICZ O. C,, PHILLIPS D. V, (1971) “An automatic mesh generation scheme
for plane and curved surfaces by ’isoparametric’ coordinates”, Int. J. Num. Meth.
Engng., Vol. 3, S. 519-528.

[100] Zenkiewicz O. C, TayLor R. L, (1989) “The finite element method”, Mc Graw

Hill, 1, IL

171


ibbaf
Textfeld


[101] Zienkiewicz O. C, Znu J. Z, (1987) “A Simple Error Estimator and Adaptive
Procedure for Practical Engineering Analysis”, Int. J. Num. Meth. Engng., Vol. 24,
S. 337-357.

[102] Zienxiewicz O. C, Znu J. Z., (1992) “The superconvergent patch recovery and
a-posteriori error estimates. Part I: the recovery technique”, Int. J. Num. Meth.
Engng., Vol. 33, S. 1331-1364.

[103] ZiMMERMANN E, (1993) , A-posteriori Fehlerabschitzung von Berechnungen mit
finiten Elementen®, Diplomarbeit, Institut fiir Baustatik der Universitit Stuttgart.

172


ibbaf
Textfeld


Lebenslauf von Norbert Rehle

26. September 1962

1968 - 1973

1973 - 1982

26. Juni 1982
1982 - 1984

1984 - 1990

1988 - 1989

26. September 1990

Nov. 1990 - Dez. 1995

geboren in Tiirkheim (Unterallgiu),
als Sohn von Alois Rehle und dessen Ehefrau
Ingeburg Rehle geb. Schmeckenbecher

Grundschule Tirkheim

Besuch des Johann-Michael-Sailer Gymnasiums in
Dillingen/Donau

Abitur
zweijahriger Wehrdienst bei der Bundeswehr

Studium des Fachs Bauingenieurwesen an der
Universitat Stuttgart

zweisemestriges Auslandsstudium an der University
of Calgary in Kanada

Abschlufl Diplom-Ingenieur

wissenschaftlicher Mitarbeiter am Institut fiir
Baustatik der Universitit Stuttgart

173


ibbaf
Textfeld


Folgende Berichte sind bereits erschienen:

74-1

742

75—~1

752

75-3

76—-1

76-2

77-1

78~1

79-1

79—-2

79~-3

80~1

80-2

M. Becker, J. Biihler, G. Lang-Lendorff, K. Papailiou, J. M. Sittele:
Kontaktkurs EDV im konstruktiven Ingenicurbau.

G. Werner:

Experimentelle und theoretische Untersuchungen zur Ermittlung des Trag-
verhaltens biege- und verdrehbeanspruchter Stibe mit I-Querschnitt.

K. Tompert:

Berechnung kreiszylindrischer Silos auf elastischer Unterlage.

W. Riehle:

Studie tiber verallgemeinerte Variationsfunktionale und ihre Anwendung
bei der Methode der finiten Plattenelemente.

G. Miiller, R. W. Rembold, J. M. Sittele, K. H. Schweizerhof, W. Wissmann:
Platten-Theorie, Berechnung, Bemessung. Teil L.

G. Miiller:

Numerische Behandlung der Kirchhoffschen und Reissnerschen Plattent-
heorie nach einer diskretisierten und erweiterten Trefftz-Methode.

E. A. Castrillén O.:

Beitrag zur Berechnung langer diinnwandiger dreizelliger Triiger unter Be-
riicksichtigung der Profilverformung.

W. Block, G. Eisenbiegler, R. D. Kugler, H. Lieb, G. Miiller, J. Miiller,
K.-H. Reineck, J. Schlaich, K. H. Schweizerhof, F. Seible:

Platten-Theorie, Berechnung, Bemessung. Teil II.

E. Ramm:

Geometrisch nichtlineare Elastostatik und finite Elemente.

B.-M, Sulke:

Berechnung dtinnwandiger prismatischer Faltwerke mit verformbarem
mehrzelligen Querschnitt.

F. Fujii:

Anwendung der Methode der finiten Elemente auf die Berechnung von
Stahlbetonplatten.

B. Brendel:
Geometrisch nichtlineare Elastostabilitit.

H. G. Berg:
Tragverhalten und Formfindung versteifter Kuppelschalen iiber quadrati-
schem Grundrif auf Einzelstiitzen.

E. W. Bornscheuer, B. Brendel, L. Hifner, E. Ramm, J. M. Sittele:
Fallstudien zu Schalentragwerken (in englischer Sprache).

R. L. Del Gaizo:

Liegende zylindrische Behilter und Rohre auf Sattellagern endlicher Breite.

R. W. Rembold:
Beitrag zum Tragverhalten ausgewihlter Plattentragwerke unter Bertick-



80-3

82-1

82-2

82~3

1 (1983)

2 (1983)

3 (1983)

4 (1984)

5 (1985)

6 (1987)

7 (1987)

8 (1988)

9 (1989)

10 (1989)

sichtigung der Reissnerschen Theorie und der Methode der gemischten fini-
ten Elemente.

J. M. Séttele:
Ein finites Elementkonzept zur Berechnung von Platten und Schalen bei
stofflicher und geometrischer Nichtlinearitit.

L. Héfner:
EinfluB einer Rundschweiinaht auf die Stabilitit und Traglast des axialbela-
steten Kreiszylinders.

K. Schweizerhof:
Nichtlineare Berechnung von Tragwerken unter verformungsabhingiger
Belastung mit finiten Elementen,

H.-P. Andri:
Zum Tragverhalten des Auflagerbereichs von Flachdecken.

P. Osterrieder:
Traglastberechnung von raumlichen Stabwerken bei groen Verformungen
mit finiten Elementen.

T. A. Kompfner:
Ein finites Elementmodell filr die geometrisch und physikalisch nichtlineare
Berechnung von Stahlbetonschalen.

A. Diack:
Beitrag zur Stabilitat diskret lingsversteifter Kreiszylinderschalen unter
Axialdruck.

A. Burmeister, F. W. Bornscheuer, E. Ramm:
Traglasten von Kugelbehiltern mit Stutzen und Formabweichungen unter
Innendruck und Stiitzenlangskraft.

H. Stegmiiller:
Grenzlastberechnungen fliissigkeitsgefillter Schalen mit ,,degenerierten®
Schalenelementen.

A. Burmeister:
Dynamische Stabilitit nach der Methode der finiten Elemente mit Anwen-
dungen auf Kugelschalen.

G. Kammler:

Ein finites Elementmodell zur Berechnung von Trégern und Stiitzen mit of-
fenem, diinnwandigem Querschnitt unter Beriicksichtigung der Interaktion
zwischen globalem und lokalem Versagen.

A. Matzenmiller:

Ein rationales Losungskonzept fiir geometrisch und physikalisch nichtli-
neare Strukturberechnungen.

D. Tao:

Die Technik der reduzierten Basis bei nichtlinearen finiten Element-Be-
rechnungen.

K. Weimar:

Ein nichtlineares Balkenelement mit Anwendung als Lingsstreifen axialbe-
lasteter Kreiszylinder.



11 (1990)
12 (1990)

13 (1991)
14 (1992)

15 (1992)

16 (1994)

17 (1994)

18 (1995)

19 (1995)

K.-U. Bletzinger:
Formoptimierung von Flachentragwerken.

S. Kimmich:
Strukturoptimierung und Sensibilititsanalyse mit finiten Elementen.

U. Andelfinger:

Untersuchungen zur Zuverlassigkeit hybrid-gemischter finiter Elemente fiir
Flichentragwerke.

N. Biichter:

Zusammenfithrung von Degenerationskonzept und Schalentheorie bei end-
lichen Rotationen.

Th. J. Hofmann:

Beitrag zur verfeinerten Balkentheorie.

D. Roehi:

Zur Berechnung von grofien elastoplastischen Deformationen bei Flachen-
tragwerken und Kontinua.

R. Reitinger: )

Stabilitat und Optimierung imperfektionsempfindlicher Tragwerke.

R. Suanno:

Ein dreidimensionales Simulationsmodell fiir Stahlbeton mit Plastizitéit und
Schédigung.

M. Braun:
Nichtlineare Analysen von geschichteten, elastischen Flachentragwerken.





