Universitat  Stuttgart

/& Institut fir Baustatik

Prof. Dr.-Ing. E. Ramm

43(2004)

Effiziente Losungsstrategien in der
nichtlinearen Schalenmechanik

Michael Gee

Michael Gee










Effiziente Losungsstrategien in der
nichtlinearen Schalenmechanik

von

Michael Gee

Bericht Nr. 43 (2004)
Institut fur Baustatik der Universitat Stuttgart
Professor Dr.-Ing. E. Ramm
Stuttgart 2004



AP

© Michael Gee

Berichte kdnnen bezogen werden uber:
Institut fir Baustatik

Universitat Stuttgart

Pfaffenwaldring 7

D-70550 Stuttgart

Tel.: 0711 /6 8561 23

Fax: 07 11 /6 8561 30
http://lwww.uni-stuttgart.de/ibs/



Effiziente Losungsstrategien in der
nichtlinearen Schalenmechanik

Von der Fakultat Bau— und Umweltwissenschaften
der Universitat Stuttgart zur Erlangung der Wirde eines Doktors der
Ingenieurwissenschaften (Dr.-Ing.) genehmigte Abhandlung

vorgelegt von
Michael Gee

aus Esslingen am Neckar

Hauptberichter: Prof. Dr.-Ing. Dr.—Ing. E.h. Dr. h.c. Ekkehard Ramm

Mitberichter: 0. Univ.—Prof. Dipl.—Ing. Dr. Ulrich Langer
Mitberichter: Prof. Dr.-Ing. Wolfgang A. Wall
Tag der mundlichen Prifung: 22. Juli 2004

Institut fur Baustatik der Universitat Stuttgart
Stuttgart 2004






Zusammenfassung

Numerische und algorithmische Aspekte der Berechnung diinnwandiger Schalentragwerke mit
der Methode der Finiten Elemente werden hier diskutiert. Dabei liegt das Augenmerk auf der
Auswahl und Gestaltung von Methoden, die eine effiziente Behandlung der aus der 7-Parame-
ter—Schalenformulierung von Bichter und Ramm (1992) resultierenden Gleichungen auf Paral-
lelrechnern erlauben. Hierzu werden parallele iterative Losungsstrategien im Rahmen eines
neuen Softwarekonzepts eingesetzt, deren Effizienz jedoch maRRgeblich von der den Gleichun-
gen zugrundeliegenden Mechanik der Schalentragwerke beeinflusst wird.

Mit finiten Elementen diskretisierte Schalen fihren zu schlecht konditionierten Gleichungs-
systemen, was an die Vorkonditionierung der iterativen Losung besondere Herausforderungen
stellt. Die Konditionierung der Gleichungssysteme verschlechtert sich zusatzlich, wenn wie bei
der genannten Schalenformulierung die Dickenéanderung der Schale bertucksichtigt wird und die
Parametrisierung der Schalenrotationen und der Dicken&nderung Uber Differenzverschiebungen
zwischen Schalenober— und Mittelflache erfolgt.

Es wird eine Vorkonditionierungsstrategie vorgestellt, die zwei Ansatze miteinander kombi-
niert. Der erste Ansatz ist eine mechanisch motivierte Verbesserung der Konditionierung der
Elementmatrizen durch eine Skalierung des Schalendirektors. Hierdurch wird die aus der Para-
metrisierung resultierende zusatzliche Verschlechterung der Kondition behoben. Der zweite An-
satz ist eine parallele semi—algebraische Aggregations—Multigrid—\Vorkonditionierung auf der
Basis Uberlappender Gebietszerlegung nach Vanek et al. (2001). Dabei werden sogenannte dis-
junkte Aggregate aus Knotenbl6cken der Systemmatrix gebildet, die auf gréberen Leveln wie-
derum durch einen Knotenblock reprasentiert werden. Die Methode erlaubt den Verzicht auf
Grobdiskretisierungen und konstruiert die Transferoperatoren zwischen den Leveln auf der Ba-
sis der Starrkdrpermoden der ungelagerten Struktur.

Die Berucksichtigung der Schalendickenanderung erlaubt die Modellierung von Kontaktneben-
bedingungen fur die Schalenoberflachen. Aufbauend auf der in Laursen (2002) gegebenen kon-
tinuumsmechanische Kontaktbehandlung wird eine Knoten—Segment-—Diskretisierung des
(Selbst—)Kontakts fur die Schalenformulierung bei grol3en Deformationen und Reibung gege-
ben. Die notige Regularisierung der Kontaktnebenbedingungen wird mit der Methode der Aug-
mented-Lagrange—Multiplikatoren realisiert. Fur die Kontaktsuche wird ein mehrphasiges
Konzept vorgeschlagen, das einerseits von der Annahme der Diinnwandigkeit der Strukturen zur
Effizienzsteigerung Gebrauch macht, aber auch die aus der Dinnwandigkeit resultierenden be-
sonderen Schwierigkeiten bertucksichtigt.

Eine Reihe numerischer Beispiele demonstriert die Anwendbarkeit und Leistungsfahigkeit der
behandelten und vorgestellten Ansatze.



Abstract

Numerical and algorithmic aspects of simulating the behaviour of thin—walled shell structures
using finite element methods are discussed. Attention is focussed upon choice and layout of
methods allowing for an efficient treatment of equations resulting from the 7—parameter shell
model by Blchter and Ramm (1992) applying parallel computers. Parallel iterative solution
methods are considered in a software framework proposed here. However, their efficiency is sig-
nificantly influenced by the underlying mechanics of the shell structures.

Shells discretised by finite elements result in ill-conditioned systems of equations and therefore
pose a great challenge to the preconditioner of the iterative solver. With the shell model men-
tioned above the situation further deteriorates, as the thickness change of the shell is taken into
account and the parametrisation of rotations and thickness change is done by relative displace-
ments between the upper— and the mid—surface of the shell.

A preconditioner is presented combining two approaches in a parallel, domain decomposition
based framework. The first approach is a mechanically motivated improvement of the condition-
ing of the resulting element matrices by scaling the director field of the shell. By this the extra
ill-conditioning from the above mentioned parametrisation can be removed. The second ap-
proach is a semi—algebraic multigrid preconditioner based on Smoothed Aggregation following
Vanek et al. (2002). Disjoint so—called aggregates of nodal blocks of the system matrix are
formed which then can be represented on a coarser level by a single nodal block. The method
abandons the need for explicit coarse discretisations and constructs interlevel transfer operators
upon the rigid body modes of the unconstrained structure.

Consideration of thickness change in the shell formulation allows for contact constraints on the
shell surfaces. Based on the continuum contact framework in Laursen (2002), a node—to—seg-
ment discretisation of (self-)contact for the 7—parameter shell model including finite deforma-
tions and friction is presented. The required regularisation of contact constraints is done by aug-
mented Lagrangean multipliers. A multi-phase concept for the contact search algorithms is
proposed that makes use of the slenderness assumption of the structure to improve efficiency but
also considers the challenges resulting from this property.

A series of numerical examples demonstrates the applicability and effectiveness of the consid-
ered approaches.
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1 Einfiihrung

1.1 Motivation und Ziele der Arbeit

Dunnwandige, flachige Korper, bei denen eine der drei raumlichen Ausdehnungen viel kleiner
ist als die beiden anderen, sind ein in der Natur und in vielen Bereichen der Technik ausgespro-
chen haufig vorkommendes Konstruktionselement. So ist es nicht verwunderlich, dass die Be-
muhungen, das Tragverhalten von Schalenkonstruktionen zu analysieren und zu verstehen,
schon vor Hunderten von Jahren einsetzten (Benvenuto (1991)).

Garten—Center bei Paris, Heinz Isler, 19

-

Rosenblite ' Bogensttzlinie, J. Bernoulli, 1704

Abb. 1.1: Schalen in Natur und Technik
Aufgrund ihres hohen Verhaltnisses von Steifigkeit zu Eigengewicht kdnnen dinnwandige

Schalenstrukturen au3ergewohnliche Tragwerkseigenschaften aufweisen. Auf der anderen Seite
zeigen sie jedoch wiederum auch eine gro3e Empfindlichkeit gegentber Imperfektionen der
Geometrie oder ungeeigneter Arten von Belastung. Sie finden in einer Vielzahl von Disziplinen
wie dem Maschinenbau, dem Bauwesen, der Luft— und Raumfahrttechnik oder der Medizintech-
nik ihre Anwendung. Entsprechend grof} ist auch heute das Interesse an Berechnungsmethoden
zur Erforschung des Trag—und Versagensverhaltens, zur Dimensionierung und Optimierung und
zur Unterstltzung des Entwurfs geeigneter Schalenkonstruktionen.



Spricht man von Berechnungsmethoden, so impliziert dies heutzutage automatisch den Einsatz
von Simulationsmodellen und Computern sowie die Entwicklung und Anwendung geeigneter
numerischer Verfahren und Algorithmen wie beispielsweise der Methode der Finiten Elemente.

Dabei treiben die Entwicklungen aus dem Bereich der mathematischen Modellierung physikali-
scher und technischer Fragestellungen einerseits und dem Bereich der Informatik und Compu-
tertechnik andererseits sich gegenseitig auf erfrischende Weise an. Die Verfuigbarkeit immer lei-
stungsfahigerer Computer weckt den Wunsch nach der Berechnung immer komplexerer
Fragestellungen bei gleichzeitiger Erhéhung der Approximationsqualitét. Beispiele hierfur sind
Mehrfeldsimulationen wie beispielsweise die Fluid—Struktur—Interaktion, Optimierungspro-
bleme oder die Berucksichtigung geometrisch oder materiell nichtlinearer Effekte. Diese An-
wendungen wiederum sind auch immer Triebfeder fur die Konstruktion noch leistungsfahigerer
Computer, zum Beispiel von Parallelrechnern mit einigen bis zu sehr vielen Prozessoren.

Im Bereich der Schalenmodellierung erlauben Modelle, deren Kinematik eine Dickenanderung
des Schalenkérpers beinhaltet, eine effiziente ndherungsweise Berucksichtigung dreidimensio-
naler Effekte und die Anwendung unmodifizierter dreidimensionaler Stoffgesetze. Die Model-
lierung von Schalen mit anisotropem, nichtlinearem Materialverhalten beispielsweise von be-
wehrtem Beton oder faserverstarktem Kunststoff, die Betrachtung von Delamination von
geschichteten Strukturen oder die Verwendung solcher Schalenmodelle in der oberflachenge-
koppelten Fluid—Struktur—Interaktion sind Forschungsbereiche, die sich die Vorteile einer sol-
chen dreidimensionalen Schalenformulierung zu Nutze machen. Fur die auch dieser Arbeit zu-
grundeliegende 7—Parameter Schalenformulierung, die auf Blchter und Ramm (1992) und
Blchter et al. (1994) zuriickgeht, sind solche Anwendungen (ohne Anspruch auf Vollstandig-
keit) in Braun (1995), Haufe (2001), Hérmann (2002) und Mok (2001) beschrieben.

Fur komplexe Simulationen mit feinen Diskretisierungen und entsprechend hohem Rechenauf-
wand ist der Einsatz effizienter Losungsstrategien unter Verwendung von Parallelrechnern un-
vermeidlich. In dieser Arbeit wird hierzu ein Softwarekonzept auf der Basis von Gebietszerle-
gungsmethoden vorgeschlagen, das die bendétigte Flexibilitat aufweist, um Anwendungen wie
beispielsweise dreidimensionale Fluid—Struktur—Interaktion einfach umzusetzen, das jedoch
auch eine hohe Losungsgeschwindigkeit durch Losungsstategien bietet, die speziell fir eine par-
allele Bearbeitung durch mehrere Prozesse geeignet sind.

Ein Hauptaugenmerk gilt dabei der wiederholten parallelen Losung grol3er linearer Gleichungs-
systeme, wie sie aus der Diskretisierung von Schalen mit Finiten Elementen auf der Basis der
erwdhnten Schalenformulierung resultieren. Die Charakteristik dieser Gleichungssysteme ist
gepragt von den grofRen Steifigkeitsunterschieden zwischen den Biege—, Membran, Querschub—
und Dickenanderungsanteilen an einer Deformation. Dies fuihrtim Falle sehr schlanker Struktu-
ren zu einer ausgesprochen schlechten Konditionierung der resultierenden Gleichungssysteme,



was deren Losung mit fur die Parallelisierung gut geeigneten iterativen Lésungsmethoden er-
schwert. Nach einer detaillierten Analyse der Grunde fur diese schlechte Konditionierung wer-
den daher hier Losungsansatze angeboten, die diese schlechte Konditionierung verbessern be-
ziehungsweise eine iterative Losung effizient moglich machen. Dabei werden Kenntnisse Uber
die dem Gleichungssystem zugrundeliegende Physik (im speziellen die Eigenschaft der
Schlankheit der Korper) mit Wissen um die verwendeten Diskretisierungs— und Parametrisie-
rungsstrategien und aktuellste Methoden der Vorkonditionierung von Gleichungssystemen auf
der Basis von algebraischen Mehrgittermethoden miteinander kombiniert. Die Problematik, die
sich dabei speziell aus der Parallelitat und der zu ihrer Realisierung verwendeten Gebietszerle
gung ergibt, wird dafir in einem gesonderten Kapitel diskutiert.

Ein weiterer hier betrachteter Punkt ist die Behandlung von Kontaktphdnomenen, wie sie bei
grol3en Deformationen dinnwandiger Korper auftreten kénnen. Es wird eine Kontaktdiskreti-
sierung fur die dreidimensionale Schalenformulierung unter Berticksichtigung von Reibungsef-
fekten und gro3en Deformationen vorgestellt und in den Rahmen einer impliziten Zeitintegra-
tion eingebettet. Der verwendete kontinuumsmechanische Kontaktansatz folgt dabei den
Arbeiten von Laursen (1992) und (2002). Fir die Kontaktformulierung selbst als auch fur die
parallelen Kontaktsuchalgorithmen resultieren aus der Schlankheit der Strukturen wiederum be-
sondere zusatzliche Anforderungen aber auch Vorteile, die hier diskutiert werden. Beispiels-
weise wird gezeigt, dass einettelflachenorientiertdeschreibung schlanker Korper, wie sie

von der verwendeten dreidimensionalen Schalenformulierung vorgenommen wird, die Formu-
lierung der Kontaktrandbedingungen flr &ehalenoberflachesehr gut unterstttzt und dar-
tberhinaus in den Suchalgorithmen zu erheblichen Rechenzeiteinsparungen genutzt werden
kann.

1.2 Ubersicht

Im folgenden wird eine kapitelweise Ubersicht tiber den Aufbau dieser Arbeit gegeben.

In Kapitel 2wird in Kirze auf die kontinuumsmechanischen Grundlagen, auf das verwendete
Schalenmodell sowie auf die zum Einsatz kommende Zeitintegration eingegangen. Die Ausfih-
rungen beschranken sich dabei auf Inhalte, die zum Verstandnis der vorliegenden Arbeit notig
sind, Verweise auf vorausgehende und weiterfihrende Literatur werden gegeben.

Kapitel 3beschreibt das im Rahmen dieser Arbeit entstandene Softwarekonzept und stellt die
zur Umsetzung von Mehrfeldproblemen nétigen geometrischen Datenstrukturen und Datento-
pologien vor. Die Modellierung von Mehrfeldproblemen selbst ist dabei nicht Gegenstand dieser
Arbeit. Die hier betrachtete Schalenformulierung und das Softwarekonzept finden jedoch An-
wendung im Rahmen von Fluid—Struktur—Interaktionsproblemen (Ramm und Wall (2003), Mok



(2001)). Einige Aspekte des Konzepts werden herausgegriffen und vorgestellt. Einfiihrende
Worte zu parallelen Programmiermodellen, die Beschreibung von verteilten und dynamischen
Speicherformaten fir grof3e und diinnbesetzte Matrizen und Vektoren sowie die Realisierung der
Parallelitat auf der Basis von Daten— und Gebietszerlegung werden gegeben.

Parallele Algorithmen werden Kapitel 4behandelt. Nachdem die Problematik der Kommuni-
kation beim parallelen Rechnen anhand des einfachen Beispiels einer verteilten Matrix—Vektor—
Multiplikation eingefihrt wurde, werden parallele direkte und iterative Methoden zur Losung
linearer Gleichungssysteme kurz genannt. Danach wird ein Vergleich von Vorkonditionierungs-
methoden fir Schalenstrukturen angestellt, die zusammen mit Uberlappenden Gebietszerle-
gungsmethoden im Rahmen der Multilevelvorkonditionierung in Kap. 6 verwendet werden.

Kapitel 5beschaftigt sich mit den Ursachen schlechter Konditionierung von Gleichungssyste-
men der verwendeten dreidimensionalen Schalenformulierung. Es wird gezeigt, dass diese
schlechte Konditionierung zum Teil auf die Wahl der Parametrisierung der Schalenrotationen
und Schalendickenéanderung zurickzufihren ist. Durch diese Parametrisierung mittels Mittel-
flachen—und Differenzverschiebungen, die ansonsten erhebliche Vorteile birgt, entsteht eine be-
sondere Abhéngigkeit der Konditionierung von der Schlankheit der Struktur, wie sie bei klassi-
schen’ Schalenformulierungen mit Rotationsfreiheitsgraden und ohne Berlcksichtigung der
Dickenanderung nicht auftritt. Es wird eine Skalierung der Schalendicke vorgestellt, die diese
Abhé&ngigkeit beseitigt und die Konditionierung der resultierenden Gleichungssysteme erheb-
lich verbessert. Dabei wird Wert darauf gelegt, dass diese Skalierung neutraler Natur ist, sich also
auch im Falle geometrischer und materieller Nichtlinearitat, hybrider Elementformulierung und
Dynamik nicht auf die erzielten Ergebnisse auswirkt. Dieser sogen@kalierter—Direktor—
Ansatz(scaled director conditioning), der direkt in die Schalenformulierung eingebracht wird,
kann daher als reine Vorkonditionierung betrachtet werden. Anhand von Beispielen werden die
Auswirkungen auf das Losungsverhalten iterativer Gleichungsloser diskutiert.

Dadie in Kap. 4 und 5 vorgestellten Vorkonditionierungsstrategien ihrer Natur nach nicht in der
Lage sindlangwelligeAnteile der Losung der Gleichungssysteme effizient zu ermitteln, werden

sie inKapitel 6mit einer algebraischen Multilevel-Gebietszerlegungsvorkonditionierung kom-
biniert. Das aus der Literatur entnommene Verfahren des sogenannten Aggregations—Multigrid
ist speziell daftir entworfen, die Ermittlung langwelliger Losungsanteile effizient zu beschleuni-
gen. Anders als klassische geometrische Multilevel-Methoden, kommt das Verfahren mit dem
linearen Gleichungssystem selbst und einigen zusatzlichen Informationen der bestehenden Dis-
kretisierung und der zugrundeliegenden Schalenmechanik aus. Es benétigt daher keine Hierar-
chie zusatzlicher unterschiedlich grober Diskretisierungen des Problems. Die Methode des Ag-
gregations—Multigrid wird fur die dreidimensionale Schalenformulierung adaptiert sowie eine
iIm Rahmen dieser Arbeit entwickelte Variante des Aggregations—Multigrid vorgestellt. Anhand



von Beispielen wird die I6sungsbeschleunigende Wirkung demonstriert, sowie die Kombinier-
barkeit mit dem Skalierungsansatz aus Kap. 5 gezeigt.

Kapitel 7hat eine Kontaktformulierung fir die dreidimensionale Schalenformulierung zum In-
halt. Nachdem die kontinuumsmechanischen kinematischen und statischen Kontaktbedingun-
gen fur grol3e Deformationen gegeben sind, wird auf die Regularisierung der Reibkontaktun-
gleichheitsnebenbedingungen mittels sogenannter Augmented-Lagrange—Multiplikatoren
eingegangen. Diese ermdglicht die Erfullung der Kontaktbedingungen mit hoher Genauigkeit,
was im Rahmen des Kontakts diinnwandiger Korper von besonderer Bedeutung ist.

Es erfolgt die Linearisierung der dieserart regularisierten Kontaktgleichungen, die Diskretisie-
rung des Reibkontakts fur dreidimensionale, bilineare Schalenelemente sowie die Einbettung in
den Kontext einer impliziten Zeitintegration. AnschlieRend wird auf die Kontaktsuchalgorith-
men eingegangen, die hier speziell fur eine Anwendung bei schlanken Strukturen entworfen
wurden. An Beispielen wird Kontakt und Selbstkontakt schlanker Korper bei groRen Deforma-
tionen gezeigt.

Die Arbeit schlief3t irKapitel 8mit einigen abschlielienden Bemerkungen und einem Ausblick
auf kiinftige Forschungsmaglichkeiten, sofern dieser nicht schon in den einzelnen Kapiteln ge-
geben wurde. IMnhangfinden sich Ausfiihrungen zu den Losungs— und Vorkonditionierungs-
methoden sowie zum Kontakt, deren Kenntnis zum vertieften Verstandnis oder Anwendung der
Inhalte dieser Arbeit notig ist.



2 Kontinuumsmechanik und Schalenmodell

Im Rahmen dieses Kapitels wird eine kurze Einfuhrung in die Kontinuumsmechanik nur in so-

weit gegeben, wie sie als Bereitstellung der Grundlagen flir die weiteren Kapitel sowie als Ein-
fuhrung der Bezeichnungen bendtigt wird. Weiter wird die in dieser Arbeit fast ausschliel3lich

verwendete Schalenformulierung und deren Umsetzung in eine Finite Element—Formulierung
vorgestellt, sowie die dynamischen Grundlagen fir eine nichtlineare Schalentheorie unter Ver-
wendung eines impliziten Zeitintegrationsansatzes gegeben.

Die Ausfuihrungen sind sicherlich zu knapp gehalten, um einen umfassenden Einblick in die
Schalenformulierung als auch in die Strukturdynamik zu gewéhren. Darum wird an jeweils geei-
gneter Stelle auf weiterfihrende und dieser Arbeit vorausgegangene Literatur verwiesen.

2.1 Kontinuumsmechanische Grundlagen

2.1.1 Differentialgeometrie

Um den Schalenkoérper im dreidimensionalen Euklidschen Raum beschreiben zu kénnen, wird
ein krummliniges, konvektives Koordinatensystéheingefiihrt, das als fest mit dem materi-
ellen Korper verbunden gedacht wird (Abb. 2.1). Durch die Einfihrung zweier Konfigurationen
ist es mdglich, die Bewegung eines materiellen Punktes und die (grof3e) Deformation des Kor-
pers in diesem krummlinigen Koordinatensystem eindeutig zu beschreiben.

93\ Referenzkonfiguration

Y N Momentankonfiguration

I

Abb. 2.1: Geometrie und Kinematik in krummlinigen Koordinaten
In derReferenzkonfiguratigrdie hier gleichzeitig die undeformierte Konfiguration darstellen

soll, ist ein Materiepunkt durch seinen Ortsvek(#', 62, 63) beschrieben. In déomentan-



konfigurationnimmt dieser Punkt die Lag&6?, 62, 6) ein. Im Folgenden werden GroRRen, die
sich auf die Momentankonfiguration beziehen, mit Querstrichen gekennzeichnet.

Es gilt weiter in diesem Kapitel 2 die Summationskonvention tber gleiche Indizes. Lateinische
Indizes nehmen dabei Werte von 1 bis 3 an, griechische Indizes die Werte 1 und 2.

Die Basisvektoren des krummlinigen Koordinatensyst#rder Referenz— und Momentankon-
figuration lauten dann:

9 T
0 = 157 g =2 2.1)
oX i [
mit
X=X+U. (2.3)

Der zugehorige Einheitstensor (auch Metriktensor oder Metrik genannt) im Koordinatensystem
6' ist in seiner ko— und kontravarianten Darstellung:

9=0;0®d=0"9g®g, 9=0"'9. ¢gi=g-g. (2.4)

Die Metrik gin der Momentankonfiguration ergibt sich hierzu analog aus den Basisvegtoren
Weil die ko— und kontravarianten Basisvektoren zueinander senkrecht stehen

ergibt sich die fur die Auswertung von Energieausdriicken wichtige Unabhangigkeit des Skalar-
produktes zweier Tensordf) S von der Metrik:

E:sS=E 9 , E=Ed®d , S=9g®g. (2.6)

Mit den Ortsvektoren der materiellen Punkte in zwei Konfigurationen und den Basisvektoren
der krummlinigen Koordinatensysteme in beiden Konfigurationen sind alle Gré3en gegeben, die
zu einer Beschreibung der Deformation und Bewegung des Korpers ben6tigt werden (Basar und
Kratzig (1985)).

2.1.2 Kinematik und verwendete Verzerrungsmalie

Dermaterielle Deformationsgradiemtist als lineare Abbildung eines Linienelementes der Re-
ferenzkonfiguration auf das entsprechende Linienelement in der Momentankonfiguration defi-
niert. Dies ist gleichbedeutend mit einer Abbildung der im vorangegangenen Kapitel eingeftihr-
ten Referenzbasisvektorgnauf die Basisvektoreg; der Momentankonfiguration:

X _ 90X 0X
9 =29 “ax 201 -G (2.7)



F ist ein unsymmetrischer Tensor zweiter Stufe
_ 0X _ j T _ OX _ i
F_ax_gi®g : F—ax—g@)g’j;ﬁF, (2.8)
der den gesamten Bewegungsvorgang beschreibt und aufgrund der in der Bewegung enthaltenen
Starrkorperanteile nicht als Verzerrungsmal3 herangezogen werden kann. Es wird daher als wei-
teres Verzerrungsmald dBreen—Lagrange—Verzerrungemgefuhrt:

E=Eg®d=5FF-g =309 ded. (29)
Der objektive Green—Lagrange—\Verzerrungstensor ist symmetrisch und als Verzerrungsmal3 in
der Beschreibung grof3er Deformationen geeignet.
Gl. (2.9) stellt die kinematische Feldgleichung der Elastodynamik dar. Sie ist eine der drei Ge-
bietsgleichungen, die zusammen mit den Rand— und Anfangsbedingungen das Anfangsrand-

wertproblem der Elastodynamik beschreiben. Fur eine ausfuhrlichere Betrachtung dieses und
weiterer Verzerrungsmal3e sei auf Mang und Hofstetter (2000) und Holzapfel (2000) verwiesen.

2.1.3 Bewegungsgleichung und Spannungsmal3e

Uber den Impulserhaltungssatz lasst sichakale Impulsbilanoder auctErste Cauchysche
Bewegungsgleichurangeben. Sie stellt die lokale, punktweise Form des dynamischen Gleich-
gewichts des Korpers dar und ist die zweite Gebietsgleichung der Elastodynamik:

ou=dvP+pb in QXx][0T]. (2.10)
Hierin ist ¢ die Dichte des Korpers in der undeformierten Referenzkonfiguratidar \olu-
menkraftvektor pro Masseneinheit uRdder (unsymmetrisché&rste Piola—Kirchhoff—Span-
nungstenso(PK1)

P = Pij o} () g] , (211)

der die aktuelle Kraft auf ein Flachenelement der Referenzkonfiguration bezieht.

Die aus der Unsymmetrie vdn resultierenden Nachteile bei einer numerischen Umsetzung
werden durch die Definition desveiten Piola—Kirchhoff-Spannungstens(@®&?2) S vermie-

den. Dieser steht Uber den Deformationsgradienten mit dem PK1-Spannungstensor in Bezie-
hung:

S=F‘1-P=§jgi®gj - P=F-S. (2.12)

Der Zweite Piola—Kirchhoff-Spannungstensor bezieht sowohl die Kraft als auch die Flache auf
die Referenzkonfiguration und ist das zum Green—Lagrange Verzerrungdteasergetisch
konjugierte Spannungsmal3. Mit Gl. (2.12) lautet die Bewegungsgleichung Gl. (2.10) dann

oli=dv(F-S)+ob in QxI[0T], (2.13)

womit die zweite Feldgleichung des Anfangsrandwertproblems gegeben ist.



2.1.4 Materialgesetz

Das Materialgesetz setzt die kinematischen Gréf3en mit den Spannungsgrof3en in Beziehung. Bei
der hier gewahlten Betrachtungsweise, bei der sich alle Gré3en auf die undeformierte Referenz-
konfiguration beziehen, sind dies die Green—Lagrange Verzerrlhged die Zweiten Piola—
Kirchhoff Spannungeis.

Postuliert man die Existenz einer VerzerrungsenergiefunkitJ{E) mit Potentialcharakter
(Holzapfel (2000)), so ergibt sich der Materialtensor, der hieCrb&zeichnet wird, zu:

_ aZ\Nint(E)
Q - aET . (2.14)

Bei dem linearei®t. Venant—KirchhofMaterialgesetz bildef einen linearen Zusammenhang
zwischen Spannungen und Verzerrungen und ist auf kleine Verzerrungen beschrankt:

S=C:E , C=C"gRg®y®g . (2.15)

Unter Annahme isotropen Materialverhaltens und der Bertcksichtigung der Symmetée von
und S genugen die als Lamé—Konstanten bekannten zwei Materialparamatet ., zur Be-
schreibung des Materialverhaltens:

cik = 4, gl g¥ +ﬂL(9ik g + g gki) , (2.16)
_ Ev - _E
MEATE=) C M T IEE)

E ist hierin der E-Modul und die Querdehn— oder Poissonzahl. Das Materialgesetz stellt die
dritte der bendétigten Feldgleichungen dar.

2.1.5 Anfangsrandwertproblem der Elastodynamik

Basierend auf den Feldgleichungen Gl. (2.3), (2.9), (2.13) und (2.15) kann nun zusammen mit
den noch fehlenden Anfangs— und Randbedingungesiatieeoderlokale Formdes Anfangs-
randwertproblems in Abb. 2.2 zusammengefasst werden. Es stellt ein System nichtlinearer, ge-
koppelter partieller hyperbolischer Differentialgleichungen mit den zugehdrigen Randbedin-
gungen dar. Die Randbedingungen auf dem Gebietgrand{2 setzen sich zusammen aus den
Dirichlet-Randbedingungen alify mit vorgeschriebenen, unter Umstéanden zeitlich veranderli-
chen Verschiebungemy und den Neumann—Randbedingungengymit vorgeschriebenem
Spannungsvektat.

Dabei gilt, dass auf einem Teilrand des Gebietes jeweils nur eine der Randbedingungen gegeben
sein darf:



Im Rahmen der in Kap. 7 vorgestellten Kontaktformulierung wird noch eine weitere Randbedin-
gungl ;. der Kontaktflachen vof® eingefiihrt, die an dieser Stelle jedoch noch nicht bertcksich-
tigt werden soll.
* Dynamik — Erste Cauchysche Bewegungsgleichung
oli=div(F-S)+pob in x][0,T]

» Kinematik — Green—Lagrange—Verzerrungen

E=3(FF-g)=5(0-g)dod

» Material — konstitutive Beziehung (hier exemplarisch St. Venant—Kirchhoff)

S=C:E
* Dirichlet—-Randbedingung * Neumann—Randbedingung
u=up auf IpXx][0,T] t=1ty auf I'yXx][0,T]

* Anfangsbedingungen
u=ug ; U=uUg in Q2 beit =20

Abb. 2.2: Starke Form des Anfangsrandwertproblems

2.1.6 Schwache Form

Die Losung des Anfangsrandwertproblems Abb. 2.2 mit der Methode der Finiten Elemente er-
fordert eine Darstellung der Gleichungen im integralen Sinne.

Hier wird die schwache Form in aller Kiirze mittels Beszips der virtuellen Verschiebungen
gezeigt. Dieses Prinzip besagt, dass die bei einer gedachten (virtuellen) Verschiebung des Sy-
stems aus seiner Gleichgewichtslage heraus verrichtete Arbeit aller inneren und aul3eren Krafte
gleich Nullist. Die virtuellen Verschiebungen entsprechen der Variation der Verschieldungen

sind infinitesimal klein, erflllen die Dirichlet—Randbedingungen und sind ansonsten jedoch be-
liebig. Mit ihnen und der aus ihnen abgeleiteten Variation der Verzerruigyererden die Be-
wegungsgleichung und die Neumann—Randbedingungen in integraler Form erfullt:

fgu-éudQ+J6E:SdQ— JtN-éu ary — j@b-éudQ=0. (2.18)
I'y

Die ubrigen Feldgleichungen sowie die Dirichlet-Randbedingungen bleiben in ihrer starken,
punktweisen Form gegeben.
Die in dieser Arbeit hauptsachlich verwendete Schalenformulierung basiert jedoch auf einer ver-
allgemeinerung des obigen Prinzips. Dazu wird ein Mehrfeldfunktional verwendet, dass neben
den Verschiebungen als freie Variablen noch von den Verschiebungen unabhéngige Verzerrun-
gen einflhrt.
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2.2 7—Parameter—Schalenformulierung und raumliche Diskretisierung

In dieser Arbeit wird fast ausschlief3lich eine dreidimensionale Schalenformulierung verwendet,
die auf Arbeiten von Bluchter und Ramm (1992) und Buichter, Ramm und Roehl (1994) basiert
und in Bischoff und Ramm (1997) und (2000) sowie Bischoff (1999) detailliert analysiert wird.
Es wird daher hier in die Schalenformulierung nur in soweit eingefiihrt, als dies zum Verstandnis
der vorliegenden Arbeit notwendig ist.

Es handelt sich bei dieser sogenanmeRarameter—Schalenformulierunign eine Formulie-

rung auf der Basis einer Reissner—Mindlin Kinematik, die um die Dicken&nderung der Schale
erweitert wurde. Die entscheidende Eigenschaft dieser Formulierung ist, dass — im Gegensatz
zu konventionellen Schalentheorien — durch die Berticksichtigung der Schalendickené&nderung
der vollstandige dreidimensionale Verzerrungs— und Spannungszustand bericksichtigt wird und
somit eine Verwendung unmodifizierter dreidimensionaler Stoffgesetze moglich ist.

Um eine flr Biegung asymptotisch korrekte dreidimensionale Formulierung zu erhalten, muss
im allgemeinen Fall einer von Null verschiedenen Querkontraktionszahl die Schalendickenver-
zerrungEg, in Schalendickenrichtung mindestens linear veranderlich sein. Dies kann durch die
Wabhl eines Uber die Dicke quadratischen Ansatzes fur die Querverschiebung oder — wie hier —
mit einem linearen Verschiebungsfeld und einer zuséatzlichen, von den Verschiebungen unabhan-
gigen linear verlaufenden Verzerrulﬁg3 erreicht werden. Diese von den Verschiebungen unab-
hangige Verzerrungskomponente wird tiber ein Mehrfeldfunktional eingebracht. Dazu wird die
erstmalig in Simo und Rifai (1990a) genanatganced Assumed StraifEAS—-) Methode ver-
wendet, die auf einem modifizierten Funktional von Hu—Washizu basiert. Das Konzept wurde
in der hier verwendeten Form von Blchter und Ramm (1992) auf nichtlineare Probleme erwei-
tert und ist die Basis fir diese im folgenden kurz zusammengefasste Schalenformulierung.
Die Deformation der Schalennormalen (Direktor) wird in dieser Formulierung tber drei Diffe-
renzverschiebungen zwischen der Schalennormalen in der Referenz— und der Momentankonfi-
guration parametrisiert, was im Vergleich zu einer Parametrisierung mittels Rotationstensor und
Rotationsfreiheitsgraden zu einer erheblichen Vereinfachung bei der Formulierung fir endliche
Rotationen, bei der Variation und Linearisierung sowie der Zeitableitung fuhrt.

Diese Wahl der Parametrisierung fiihrt jedoch zu einer sehr ungiinstigen Abhangigkeit der Kon-
ditionierung der resultierenden Steifigkeits— und Massenmatrizen von der Schalendicke in ei-
nem Ausmal3, wie sie bei Rotationsformulierungen nicht gegeben ist (Simo et al. (1990b)). Diese
Problematik wird in Kap. 5 eingehender studiert und eine Losung dieses Problems geschildert.

2.2.1 Variationelle Basis — modifiziertes Prinzip von Hu—Washizu

Ausgangspunkt fur die 7—Parameter—Schalenformulierung ist nun nicht das Prinzip der virtuel-
len Verschiebungen GI. (2.18), sondern das sogenammidizierte Funktional von Hu—-Was-

hizu Es bildet die Grundlage der EAS—Methode, wie sie erstmalig fur lineare Probleme von
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Simo und Rifai (1990a) eingefuhrt und von Buchter und Ramm (1992) und Buichter et al. (1994)
fur eine nichtlineare Schalenformulierung angewandt wurde.

Die freien Variablen des Funktionals sind die Verschiebungaawie die von den Verschiebun-

gen unabhangigen zusatzlichen Verzerrungen

E=E;ad®dd, (2.19)

die zusammen mit den direkt von den Verschiebungen abhangigen Verzefeingerden Ver-
zerrungstensor bilden:

E=E'+E. (2.20)
Fur den Verlauf der Verschiebungen und zuséatzlichen Verzerrungen in Schalendickenrichtung

werden nun Annahmen getroffen, die als 'Semidiskretisierung’ in Schalendickenrichtung be-
zeichnet werden konnen.

2.2.2  Semidiskretisierung in Dickenrichtung und kinematische Variablen

Zunachst werden die kovarianten Basisvektages krummlinigen Koordinatensystems auf

der Schalenmittelflach@® = 0 bestimmt (Abb. 2.3).

Diese ergeben sich aus den Richtungsableitungen der Ortsvektoren der Schalenmittelflachen-
punkte in der Referenz— und Momentankonfiguration:

aaz%:raa, aa=%=r,a- (221)

Der Schalendirektoioder kurzDirektor ag steht in der Referenzkonfiguration senkrecht zur

Schalenebene, zeigt von der Schalenmittel- zur Schalenoberflache und hat somit die Lange der
halben Schalendickg 2:

a, X a
a3_t 1 2

Die Punkte des Schalenkérpers kdnnen dann in ihrer jeweiligen Konfiguration durch die Orts-
vektoren der Schalenmittelflache und den Direktor beschrieben werden

X =r+ 0%, x=r+0%;,, 6e[-11], (2.23)

und die beiden Konfigurationen stehen Gber den Vektor der Schalenmittelflachenverschiebun-
genvsowie die Differenzverschiebungerdes Direktors zueinander in eindeutiger Beziehung:

F=r+v, ag=a;+w, (2.24)

X=@+Vv)+6%ag+w), 63c[-11]. (2.25)
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Das Verschiebungsfelddes Schalenkdrpers Gl. (2.3) ergibt sich aus den Schalenmittelflachen-
verschiebungewr und den Differenzverschiebungerzu:

u=v+6w, 63e€[-1,1]. (2.26)

Die Verschiebung wird somit durch die sechs Komponentewwodw beschrieben, die 7-Pa-
rameter—Formulierung hat somit zunéchst sechs Freiheitsgrade. Man beachte, dass das Verschie-
bungsfeld tiber den Ansatz Gl. (2.26) tber die Schalendicke als linear veranderlich angesetzt ist,

was auch den Begriff 'Semidiskretisierung’ in Dickenrichtung gepréagt hat.
Referenzkonfiguration

Momentankonfiguration

Abb. 2.3:  Kinematik der 7—Parameter Schalenformulierung
Die Basisvektoren des krummlinigen Koordinatensystems in einem beliebigen Punkt des Scha-

lenkdrpers Gl. (2.1) und (2.2) lassen sich nun durch die GroRen der Schalenmittelflache Gl.
(2.21) und (2.22) ausdriicken:

_ o 3033 _ 3
ga—w‘l‘ew—aﬁ(‘l‘ea&a, (227)
0; = a3, (2.28)
_ oar 3833 _ 3
GQ—W+OW—HG+OE3QZ, (2.29)
g; = az . (2.30)

Aus den Verschiebungen Gl. (2.26) ergibt sich eine Gber die Schalendicke konstante Normalver-
zerrungEj, in Dickenrichtung. Der Kopfzeiger [ soll die Abhéngigkeit von den Verschie-
bungen anzeigen.

Wie eingangs erwahnt ist dies jedoch fiir ein asymptotisch korrektes Modell nicht ausreichend
und fahrt bei von Null verschiedener Querkontraktionszahl zu einer kiinstlichen 'Versteifung’,
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dem sogenannten Poisson—Dickenlocking (Bischoff (1999)). Diese entsteht, da im Biegefall in
Querrichtung aus der Querkontraktion Gber die Dicke linear verlaufende Quernormalspannun-
gen auftreten, deren energetisch konjugierte linear verlaufenden Normalverzerrungen jedoch in
der Kinematik nicht enthalten sind. Der Effekt tuttabh&ngigron der Feinheit einer Diskreti-
sierung auf und fuhrt dazu, dass bei gegen Null tendierender Schalendicke die Losung nicht der
kontinuierlichen Schalentheorie entspricht, dass heif3t nicht asymptotisch richtig ist. Die ge-
samten Quernormalverzerrungen lauten somit

Egs = Ej5 + Es3 (2.31)

worin Ez5 den siebten Freiheitsgrad der 7-Parameter—Schalenformulierung darstellt. Die Kom-
ponenten des Green—Lagrangeschen Verzerrungstensors setzen sich demnach aus einem von den
Verschiebungen abhangigen und einem unabhangigen Anteil zusammen:

Ej = %(gi "G — 9 gj) ~aj + %ﬁ}f . Ez3=Bas, (2.32)

E=EY+E. (2.32)
a;; bezeichnen hierin Uber die Schalendicke konstghtend ,333 linear verlaufende Anteile.
Die in Gl. (2.32) links noch enthaltenen quadratischen Anteile E8kdnnen unter gewissen
Annahmen zur Schalenschlankheit vernachlassigt werden (Buchter et al. (1994)).

Die einzelnen kinematischen Variablen in Abhangigkeit von den Basisvektoren der Schalenmit-
telflache sind:

aly = %(aa - A aﬁ) , (2.33)

op = %(aa "83p + 8383, ~8q 83~ 8 asa) ) (2.34)
aly =580 3~ au - ag) (2.35)

03 = %(a:m dz — 8z, a3) 1 (2.36)
agg = %(33 ‘a3~ 8- ag) (2.37)
B3z =0, (2.38)
Bas = Eg (2.39)

2.2.3 Dickenintegration des Stoffgesetzes und der Spannungen

Nachdem die Verzerrungen Gl. (2.32) vollstandig in Grol3en der Schalenmittelflache ausdrick-
bar sind (Gl. (2.33)—(2.39)), erfolgt nun die fur die vollstandige Dimensionsreduktion des Scha-
lenkorpers notige Reduktion der Spannungen und des Werkstoffgesetzes auf die
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Schalenmittelflache durch eine Vorabintegration dieser Gré3en in Schalendickenrichtung:
1
J(-)dv= I J(-)ﬁd03 dA . (2.40)
% Ao —1
Hierin istV das Volumen vo® und A die Mittelflache des Schalenkdrpers (Abb. 2.3). Der Be-
trag des sogenannt&chalenshifterg: in Gl. (2.40) ergibt sich aus

dv _ (91 X 9p) - gg) d63 db? do*  ((91 X 9p) - Ga)

A = . X o] 067 dB1 =l % do = do® . (2.41)
Die Integration der Spannung&wu KraftgroRen ist
1 1
= J Sided, mi= J g 63% 4 003 (2.42)
-1 -1

und die der Materialtangentezum Werkstofftensor der Schalenformulieruddautet:
1
DI = J @'lk' u dod | ne{0,1,2} . (2.43)
-1

n“ undn®3 sind Membran— und Querkréfte, die aus den tiber die Schalendicke konstanten Span-
nungsanteilen resultierem®® sind Momente aus der Integration der linear veranderlicher Span-
nungskomponenten. Fir eine ausfihrliche Diskussion der Bedeutung der weiteren Kraftgrof3en
(n33 m33 m*3) wird auf Bischoff (1999) und Bischoff und Ramm (2000) verwiesen.

Der Werkstofftensor der Schdlesetzt die kinematischen Variablen mit den Kraftgrof3en in Be-
ziehung. Unter der Annahme eines linearen Materialverhaltens gilt dann:

ikl ik
Dy D3

ikl ukl
D

nij a KI

ﬁkl

Hiermit sind alle Grof3en gegeben, um den Verzerrungsenergieausdruck im modifizierten Funk-
tional von Hu—Washizu als Integral Gber die Schalenmittelflache auszuwerten:

(2.44)

mil

\% A A

2.2.4  Variation und rdumliche Diskretisierung
Ausgangspunkt der raumlichen Diskretisierung ist die Variation des modifizierten Funktionals
von Hu-Washizu.
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Auf die Herleitung der Variation der Mittelflachenbasisvektayejundda; sowie der Variation
der Verzerrungen

OE = OEY + OE (2.46)

wird hier nicht naher eingegangen. Diese kdnnen detailliert dem Anhang in Bischoff (1999) ent-
nommen werden. Gleiches gilt fuir die Variation des Funktionals von Hu—Washizu:

ormed = I§:6E+S“:5E“ dv+fg - du dv

—[Qb-éu dv — ItN-éu dAy=0. (2.47)
% Ay
Der Schalenkoérper wird nun in eine endliche Anzabhl finiter Teilgebiete zerlegt und diskretisiert.
Die Diskretisierung muss an dieser Stelle nur noch tber die Schalenmittelflache durchgefihrt
werden, da der Verschiebungsansatz in Schalendickenrichtung vorab bestimmt und die Integra-
tion der Spannungen und des Stoffgesetzes lber die Schalendicke bereits erfolgt ist.

Fur die kontinuierlichen freien Variablen in Gl. (2.47) werden elementweise Ansatzfunktionen
eingefuhrt:

vy = NV wy, = Npw"
n=1,., N
ovy, = Npov" | ow;, = Npow" (2.48)
Eh = Mnﬂm y 6E~h = I\?Irréam , m = 1,,N(ell y

wobeiN, € H! (Sobolev—Raum der quadratintegrierbaren Funktionen mit quadratintegrierba-
ren ersten Ableitungen) die tblichen an den Elementiibergangen stetigen Finite Element—An-
satzfunktionen sind und', w"undév", ow" diskrete Knotenwerte de}lﬁ'd Knoten eines Fini-

ten Elements darstellen. Die raumliche Diskretisierung der Geschwindigkeiten und
Beschleunigungen erfolgt konform zu den in Gl. (2.48) angegebenen Ansétzen der Verschie-
bungsgroRerM, € L, (Sobolev—Raum der quadratintegrierbaren Funktionen) sind die an den
Elementtbergangen nicht zwingend stetigen EAS—Ansatzfunktionen fur die elementweise defi-
nierten Verzerrungsparametef. Die Ansatzordnungen v, undM, sind nicht voneinander
unabhangig; eine ausfuhrliche Diskussion der mdglichen Kombinationen wird beispielsweise in
Bischoff (1999) gegeben.
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Fasst man dielﬁ'dVerschiebungsfreiheitsgradéundw” und dieNg' Verzerrungsfreiheitsgrade
a™ eines Elementes zu Vektoren

-
dT = [ VIT WAT V2T 2T . yNe T WNg'dT] (2.49)

T=[ab a? aNz-;']T (2.50)

zusammen und verwendet eine matrizielle Darstellung der Elementansatze aus Gl. (2.48)

Vh

d, = =Nd , 6d,=Nod , E,=Ma, (2.51)

Wh
so ergibt sich mit der Variation der Verzerrungen
6Eﬁ = EH,d 6d , 6Eh = Eh,a 5(1 , (252)

fur ein Finites Element nach Gl. (2.47) nun:

orrmodel = gt j o NTN dA® od  + J Sh Eng dA% 6a + J SH Ep 4 dA® 6d
Ael Ael Ael
— ~ ~ —

-

= fdYYd) = fiN(q) = fint(q)

— JQbNdAe'+thNdAN 0d=0.
Ael AN

S~ I

— fext (2.53)

Sh undS, sind hierin Vektoren der approximierten,Zpund E, energetisch konjugierten stati-
schen Variablen. Aus Gl. (2.53) folgen die inneren Kraft8hals nichtlineare Funktionen der
Verschiebungsgrofien. Nach der zeitlichen Diskretisierung mit einem impliziten Zeitintegrati-
onsansatz erfolgt daher eine Linearisierung und iterative L6sung mit einem Newton—Iterations-
verfahren.

2.3  Zeitdiskretisierung

Ziel der Zeitintegration ist es, Ansatze fur die Verschiebungen, Geschwindigkeiten und Be-
schleunigungen zu wahlen, die eine Losung des rdumlich bereits diskretisierten Gleichungssy-
stems GI. (2.53) zu diskreten Zeitpunkten erlaubt und als priméare Unbekannte lediglich die Kno-
tenwerte der VerschiebungsgroRen verwendet. Dabei resultieren aus der nichtlinearen
Strukturdynamik spezielle Anforderungen an die Zeitintegration hinsichtlich der Stabilitat und
Genauigkeit des Verfahrens. Wéahrend fur lineare strukturdynamische Probleme implizite, unbe-
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dingt stabile Zeitintegrationsverfahren wie die Verfahren der 'Newmark—Familie’ (Newmark
(1959)) schon seit geraumer Zeit existieren, sind unbedingt stabile Zeitintegrationsmethoden fur
die nichtlineare Strukturdynamik Gegenstand aktueller Forschung (Chung und Hulbert (1993),
Simo und Tarnow (1994), Armero und Pet6cz (1998), Armero und Romero (1999), Kuhl und
Ramm (1999) und (2000) und weitere). Da eine umfassende Diskussion moglicher Zeitintegrati-
onsmethoden an dieser Stelle nicht gegeben werden kann, erfolgt eine Konzentration auf das in
dieser Arbeit ausschlief3lich verwendete sogenannte Generalivedahren (Chung und Hul-

bert (1993)), in der Formulierung, wie sie in Crisfield (1997) gegeben wird. Das Generalized—
Verfahren basiert auf den Newmark—-Ansatzen in einem Zeitinterftallt, ] mit

At =t 1 —tq

dn+1 = dn + At dn +At2((% - IB) dn + ﬂ dn+1) ’
(2.54)

dn+1 = dn + At((l_j/) dn + 'y dn+1)
und fahrt zwei weitere Parameten, a; ein, mit deren Hilfe sich die numerische Dissipation

hochfrequenter Schwingungsanteile bei gleichzeitiger minimaler Dissipation der niederfre-
quenten Anteile steuern lasst, indem im Zeitinterfallt,, , ;] interpoliert wird:

dn+0¢rn = (1-am dn+1 +am th

C.|n+ozf = (l_af) dn+1 T ag dn |
(2.55)
fn = (1—ay) )+ a1

P, = (1—ay) 1%, + ag 19

Setzt man die Newmark—Ansatze Gl. (2.54) und die Ansatze Gl. (2.55) in Gl. (2.53) ein, so erhalt
man nach einigen Umformungen und rfift(d,a) = f"(d) + f"(a) das dynamische Gleich-
gewicht als nichtlineare Funktion der Freiheitsgrade:

F(d,,pan,,) = (1—af) fint (d,a) + a; fiM'(d,a) — (1—af) fext _ g fex

n+1

l-a 1-a l-a --
+M |:ﬂAt2m(dn+l_dn) - ﬁAtmdn ( 2,8 m_l)dn:| =0.
(2.56)
Zur Losung von Gl. (2.56) mussen die in den kinematischen Variablen nichtlinearen inneren
Krafte f"(d, ) linearisiert werden. Diese Linearisierung sowie die Kondensation der Verzer-

rungsfreiheitsgrade auf Elementebene werden im folgenden Kap. 2.4 gezeigt.
Die Kombination der Newmark—Paramefeundy in Gl. (2.54) und der Interpolationsparame-
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teramunda;in Gl. (2.55) bestimmen das Maf3 an numerischer Dissipation des Zeitintegrations-
algorithmus.

Bezeichnet man mp .. € [0, 1] den Spektralradius des Verfahrens (siehe auch Kuhl (1996)),
so ergeben sich aus der Wahl eipesdiese vier Parameter zu:

Mit p» = listdas Verfahren dissipationsfrei aber im nichtlinearen Fall nicht stabil. Bei einer
Wahl von p . € [0.85,0.95]erhalt man ein Mal} an numerischer Dissipation in den hohen
Schwingungsmoden, das zur Stabilisierung aller in dieser Arbeit gezeigten dynamischen Bei-
spiele ausreichend war.

2.4  Linearisierung und effektive dynamische Strukturgleichung

Als letzter Schritt verbleibt die Linearisierung der inneren Krﬁiﬂfpl in Gl. (2.56) mittels einer
nach dem linearen Term abgebrochenen Taylorreihenentwicklung:

ofint(d, a) ofint(d, a)
od n(dn+l_ d“) + da

Hierin ist mit Gl. (2.53) und nach Bischoff (1999)

fint(d,a) = fif(d,a) +

+

(@ 1—an) . (258)

n

ofint(d, L
a(d g T [ Efaa Sh+ Ehg Shg dA” + I Ene Shg dA® (2.59)
Ael Ael
K7 LT
und
int ~ ~
d (9(2,a) - IEﬁ,d Sﬁ,a dAel + JEh,a Sh,a dAel . (2-60)
" Ael Ael
L D

Die tangentielle Steifigkeitsmatrix der Verschiebungsfreiheitsgrade bestehen aus Anfangs—, ma-
terieller und geometrischer Steifigkeitsmatrix ist dann

KY= | BT DB dA® + J By St dA® | (2.61)
Ael Ael

LTundL sind Kopplungsmatrizen urid die sogenannte Verzerrungsmatrix:

LT=II\7ITDBdAe', L=JBTDI\7IdAe', (2.62)

Ael Ael
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D= JI\?IT D M dA® . (2.63)
Ael

Die Vektoren der inneren Krafte sind

fit'd) = f Efg ShdA?,  fii(e) = I Epg Sy dA® . (2.64)
Ael Ael
Da die Interpolation der Verzerrungsfreiheitsgragédeziehungsweiséa Uber die Element-
grenzen nicht stetig sein muss, lassen sich diese auf Elementebene kondensieren:

Kr=(K4—LD-WT) , fit=(ft-LD-tf). (2.65)
Gl. (2.56) kann nun mit einem Newton—Verfahren mit Iterationsz&iteriert werden
Kﬁ:ﬂ(dﬁﬂ’aﬁﬂ) Ad = — F(df, a5, ) (2.66)
da = — D7 (fi 4+ L Ad) (2.66)
dith = o, + 40
k+1 _ .k
anil = Qnia + da
ke—k+ 1,

bis eine vom Anwender definierte Genauigkeit erreicht ist. Die Aktualisierung der Verzerrungs-
freiheitsgrade Gl. (2.6¢)erfolgt dabei auf Elementebene. Die effektive Steifigkeitsmatrix
I%?:H in Gl. (2.66) lautet unter Verwendung der Linearisierung der inneren Krafte Gl. (2.58)
—(2.63) und der Gleichungen fiur die Kondensation der freien Verzerrungsvariablen Gl. (2.65):

A l-a s
eff m
Kenst [ BAt2 M (1 af) KT““] ' (2.67)

Eine Angabe des Gesamtalgorithmus flr eine Implementierung findet sich bei Mok (2001).
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3 Softwareentwurf

3.1 EinfUhrung

Die Entwicklungen im Bereich der zur Verfligung stehenden Simulationsmethoden, das Bestre-

ben diese weiter zu entwickeln, als auch der Wunsch und die Notwendigkeit von der Leistungsfa-

higkeit der aktuell zur Verfiigung stehenden Hardware Gebrauch zu machen, stellen hohe Anfor-
derungen an ein Softwarekonzept. Einige wesentliche Anforderungen seien hier genannt, ohne
Anspruch auf Vollstandigkeit zu erheben:

* Eine hohe Laufgeschwindigkeit auf verschiedenen Computer— und Prozessorty-
pen, gemessen in der durchschnittlichen Anzahl an Gleitkommazahl- und Ganz-
zahloperationen pro ZeiteinhkiHierin ist bereits die Notwendigkeit enthalten,
dass das Softwarekonzept eine parallele Abarbeitung auf Hardware mit mehreren
bis zu sehr vielen Prozessoren unterstitzt.

* Ein hohes Mal3 an Flexibilitat des Softwarekonzeptes beztglich der zur Anwen-
dung kommenden Methoden zur Beschreibung, Diskretisierung und Losung von
kontinuumsmechanischen Fragestellungen. Als Beispiele kbnnen hier adaptive
Diskretisierung, nichtkonforme Diskretisierungen, explizite und implizite Metho-
den der Zeitintegration, die Integration Uber zeitlich veranderliche Gebiete mit
veranderlichen Randbedingungen, Form— oder Topologieoptimierungsprobleme
und die Behandlung von oberflachen— oder volumengekoppelten Mehrfeldpro-
blemen genannt werden.

» Die Simulationssoftware soll speziell im Bereich der Forschung leicht um neue
Anséatze zu erweitern sein und dies mit Hilfsmitteln zur Fehlersuche und Evalua-
tion, sowie mit der Bereitstellung von modularen 'Bausteinen’ erleichtern, mit de-
ren Hilfe neue Algorithmen zusammengesetzt werden kdénnen.

» Das Softwarekonzept muss auf Programmiersprachen und Bibliotheken basieren,
von denen man auch bei rasant fortschreitenden Entwicklungen im Bereich der
Hard— und Software erwarten kann, dass sie innerhalb der geplanten Nutzungs-
dauer der Software zur Verfiigung stehen und auch auf kommenden Hardwarege-
nerationen tber diesen Zeitraum effizient genutzt werden koénnen.

1. Gemeint ist hier die real verstreichende Zeit ("wall-clock time”), im Gegensatz zu der ebenfalls
haufig in der Literatur verwendeten rechnerischen Prozessorzeit ("CPU-time”"), die die Dauer
der exklusiven Nutzung eines Prozessors durch einen Vorgang misst.
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Leider ist dieser Anforderungskatalog nicht widerspruchsfrei. So ist zum Beispiel der Wunsch
nach gut verstandlichen, hochorganisierten, flexiblen und leicht zu erweiternden Datenstruktu-
ren in gewissem Umfang ein Widerspruch zur anzustrebenden hohen Laufgeschwindigkeit der
Simulationssoftware, da hierfir wiederum Daten in moglichst einfacher Form — wie zum Bei-
spiel in eindimensionalen Feldern des gleichen Datentyps — vorgehalten werden sollten. Einige
wesentliche Punkte aus dem Softwarekonzept CCARAT, das im Rahmen dieser Arbeit geschaf-
fen wurde, werden hier im folgenden beschrieben.

Anmerkung: CCARATIst das Forschungsprogramm des Instituts fur Baustatik an der Universitat
Stuttgart, das als Nachfolger des Programms CARAT entwickelt wurde. Die im Pro-
gramm CARAT vorhandenen Methoden und Algorithmen wurden weitestgehend tber-
nommen, wohingegen die Datenstrukturen und deren Verwaltung neu angelegt wurden.
Im Gegensatz zum Vorlaufer CARAT ist CCARAT als parallele Software entworfen wor-
den, so dass alle mit der Parallelitat von CCARAT zusammenhangenden Aspekte Neuim-
plementierungen sind.

Da hier keine vollstandige Programmbeschreibung erfolgen soll und kann, werden einige we-
sentliche Besonderheiten der Software herausgegriffen und néher erlautert. Insbesondere wird
auf das verwendete Parallelisierungskonzept, die Datenstrukturen fir Mehrfeldprobleme und
verteilte diinnbesetzte Matrizen eingegangen. So weit als moglich werden keine programmier-
sprachenspezifischen Ausdriicke verwendet, wobei an geeigneter Stelle zum besseren Verstand-
nis einige Begriffe der Informatik erklart werden mussen. Die in diesem Abschnitt beschriebe-
nen Entwurfskonzepte beziehen sich nicht nur auf die in dieser Arbeit behandelten
Problemkreise, sondern sind weiter gefalit und erfassen beispielweise auch Mehrfeldprobleme
und Aufgaben der Strukturoptimierung.

3.2 Kommunikationsmodelle flr paralleles Rechnen

Es existieren eine Reihe von Programmiermodellen fur parallele Software, wovon sich im spe-
ziellen OpenMP (OpenMulti Processing) und MPI(Message &ssing hterface) zu Standards
mit hoher Verbreitung entwickelt haben.

2. OpenMP ist ein nicht genormter Industriestandard der von einigen grof3en Hard— und Softwareher-
stellern gemeinsam entwickelt wurde und daher eine grof3e Verbreitung gefunden hat.
Der Standard wird von der OpenMP Architecture Revue Board (ARB) verwaltet
(http://openmp.org).

3. MPI ist ein nicht genormter Industriestandard, der vom Message Passing Interface Forum verwal-
tet wird. In diesem Forum finden sich Vertreter von Hard— und Softwareherstellern sowie Anwen-
dern wie Vertreter von Rechenzentren und Universitaten.
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3.2.1  Open Multi Processing (OpenMP)

Bei OpenMP wird die Parallelitat Gber explizit im Programmtext einzufiigende Anweisungen
realisiert, wobei Daten im Arbeitsspeicher zwischen den Prozessen nicht ausgetauscht werden
brauchen, da diese fir alle Prozesse gemeinsam vorliegen. Der gesamte, der parallelen Simula-
tion zur Verfligung stehende Arbeitsspeicher, ist fur alle Prozesse vollstandig 'sichtbar’ und ver-
fugt Uber eine prozessubergreifende, einheitliche Speicheradressierung.

Anmerkung: Man sprichtin diesem Fall strenggenommen nicht von unabhangigen Prozessen sondern
von sogenannten 'leightweight processes’, threads’, oder tasks’. Die strenge Definition
eines Prozesses beinhaltet einen von einem Prozess alleinig genutzten Speicheradress-
raum.

Diese sehr elegante Art der Parallelisierung mit OpenMP bringt einige Vorteile mit sich. So ist
es verhaltnismalig einfach, ein bestehendes sequentielles Programm mittels OpenMP zu paral-
lelisieren, da die Datenverwaltung nicht zwingend verandert werden muss, sondern nur die An-
weisungen fur die parallele Abarbeitung von Operationen eingefligt werden missen. Auch die
Zugriffsgeschwindigkeit eines Prozesses auf den gesamten Datenbestand ist hier vergleichs-
weise hoch. Es hat jedoch den entscheidenden Nachteil, dass eine mittels OpenMP parallelisierte
Software nur auf Hardware eingesetzt werden kann, bei welcher alle Prozessoren auf einen ge-
meinsamen Arbeitsspeicher mit einem einheitlichen Adressraum zugreifen konnen (Abb. 3.1a)).
Dies stellt eine erhebliche Einschrankung in der Auswahl der Hardware dar.

a) b) /1 Knoten / 1 Computer

1 Prozessor

Speichernetzwerk

Speichereinheit| ( Speichereinheit

Speichereinheit ( Speichereinheit

Speichereinheit ( Speichereinheit

Abb. 3.1: Hardwarearchitekturen mit a) gemeinsamem Arbeitsspeicher
b) verteiltem Arbeitsspeicher

3.2.2 Message Passing Interface (MPI)

Auch bei einer Parallelisierung mit Hilfe von MPI (Message Passing Interface Forum (1995))
werden Kommunikationsanweisungen im Programmtext eingefligt . Anders als bei OpenMP ist
der Arbeitsspeicher und dessen Adressierung fiir die Prozesse nicht einheitlich (es handelt sich
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daher um eigenstandige Prozesse im strengen Sinne), so dass ein Prozess nicht direkten Zugriff
auf Daten hat, die sich im Speicher eines anderen Prozesses befinden. Der Austausch von Daten
unter den Prozessen muss explizit iber Kommunikationsanweisungen erfolgen. Die Parallelisie-
rung eines Programmes mittels MPI ist daher aufwendiger und komplizierter. Auch liegt die
Kommunikationsgeschwindigkeit von MPI in der Regel unter der Datenzugriffsgeschwindig-
keit wie sie mit OpenMP erreicht werden kann. Dies erfordert eine andere Wahl des algorithmi-
schen Parallelisierungskonzepts, auf das in diesem und im Kapitel 4 noch genauer eingegangen
wird. Der grof3e Vorteil einer Verwendung von MPI ist die hohe Flexibilitat in der Auswahl der
Hardware. Anwendungen unter MPI kénnen auf Hardware mit verteiltem oder gemeinsamem
Arbeitsspeicher (Abb. 3.1a) und b) ), sowie auf so genannten Clustern von Computern, die Uber
ein Netzwerk verbunden sind, betrieben werden.

Die erzielbare Laufgeschwindigkeit eines parallelen Programms wird wesentlich beeinflusst
durch die Art und Weise, wie die Kommunikation vom Entwickler realisiert, sowie wie sie in
die Algorithmen eingebettet wird. Geschieht dies sorgfaltig, so muss die gegentuber OpenMP
langsamere Kommunikation kein Nachteil sein. Es besteht zum Beispiel bei MPI die grundsatz-
liche Mdglichkeit, Kommunikation unter Prozessen mit Rechenoperationen zeitlich zu Uberla-
gern. Ist dies aus algorithmischer Sicht maéglich, so lasst sich mittels dieser Uberlagerung ein
GroRteil der Kommunikationszeiten 'verstecken’. Ein Beispiel fur eine solche Uberlagerung
wird in Kap. 4.2 naher erlautert. Gleichzeitig ist natirlich die Auswahl von Algorithmen (sofern
eine Wahlmaglichkeit besteht) vom Kriterium der Parallelisierbarkeit und der Méglichkeit zur
Uberlagerung von Kommunikation gepragt.

Vor allem aufgrund der hohen Flexibilitdt und der Verfligbarkeit von Hardware, auf welcher
MPI-Anwendungen eingesetzt werden kénnen, wurde die Parallelitaét von CCARAT mit MPI
realisiert.

OpenMP und MPI kénnen auch vorteilhaft miteinander kombiniert werden. Dies ist jedoch nur
fur ganz bestimmte Hardware sinnvoll, die eine Kombination aus der in Abb. 3.1a) und b) be-
schriebenen darstellt, und soll daher hier nicht weiter erlautert werden.

3.3 Datenstrukturen fur parallele Simulation von Mehrfeldproblemen

3.3.1 Begriffsdefinitionen

Ohne auf eine spezifische Programmiersprache naher einzugehen, ist es zum Verstandnis des
Softwarekonzeptes in diesem Kapitel notig, einige verwendete Begriffe ndher zu bestimmen:

Datenstruktur
Die Datenstruktur eines Programms beschreibt die Organisationsweise, in der alle benotigten In-
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formationen abgespeichert sind. Im Falle eines parallelen Programms auf Basis von MPI gehort
hierzu auch die Art der Verteilung der Informationen tber die Arbeitsspeicher der einzelnen Pro-
zesse.

Zeigervariable, oder kurz: Zeiger

Eine Zeigervariable ist eine Variable, die eine hexadezimale Speicheradresse im Arbeitsspeicher
enthalf. In einem Zeiger lasst sich die Adresse einer anderen Variablen oder die Startadresse ei-
nes Feldes von Variablen festhalten. Der Inhalt der Variablen, deren Adresse im Zeiger gespei-
chert ist, kann tber den Zeiger gelesen und modifiziert werden. Zeigervariablen kénnen auch

die Adresse anderer Zeigervariablen enthalten. Sie sind hier ein wesentliches Element des Ent-
wurfs der Datenstrukturen.

Zusammengesetzter Variablentyp, oder kurz: Struktur

Einige Programmiersprachen bieten die Moglichkeit, aus bestehenden Variablentypen neue, so-
genannte zusammengesetzte Variablentypen oder Strukturen zu erstellen (Abb. 3.2). Es kdnnen
dann Variablen (und Felder von Variablen) dieses neuen Strukturtyps definiert werden. Der mog-
liche Inhalt einer Struktur beschrénkt sich nicht auf Fundamentaldatentypen wie nattrliche oder
reelle Zahlen. Auch andere Strukturen, Zeigervariablen und Datenfelder kénnen Bestandteil ei-
ner Struktur sein. Um im weiteren Verlauf des Kapitels 3 Strukturtypen im Text hervorzuheben,
werden si&kursiv gesetzt.

Typ FE_KNOTEN

{

Knoten—ID id
Prozessnummer p
Koordinaten X[3]
FeldgréRen uf...]
Elementzeiger el...]
}

Abb. 3.2: Zusammengesetzter Variablentyp (Struktur) am Beispiel 'FE—Knoten’

3.3.2 Geometriebeschreibung bei Mehrfeldproblemen

Kern der Datenstrukturen eines Finite—Element—Programmsystems ist die Beschreibung der
Geometrie, deren Diskretisierung sowie der unterschiedlichen Arten von Randbedingungen.
Der Softwareentwurf CCARAT verwendet zurzeit die kommerzielle, jedoch im besonderen Maf3
auf Bedurfnisse der Forschung zugeschnittene graphische Oberflache GID (CIMNE (2003)) zur
Erzeugung der Geometrie, zur Generierung von Diskretisierungen sowie zur Eingabe aller wei-
teren fur die Simulation notwendigen Parameter. Die mittels GID eingegebene Geometriebe-
schreibung, die Diskretisierung und sonstige Simulationsparameter werden von GID in eine

4. Nicht alle Programmiersprachen bieten Zeigervariablen. Zeigervariablen sind Bestandteil von C,
C++, Fortran90 und Fortran95, jedoch zum Beispiel nicht von Fortran77.
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Textdatei geschrieben, die wiederum von CCARAT eingelesen wird. Eine interaktive Eingabe
direkt in das Programm CCARAT ist im Regelfall nicht notig und nicht vorgesehen, da Hochst-
leistungsrechner (vor allem an Rechenzentren) haufig keine direkte Interaktion mit dem laufen-
den Programm erlauben. Die Textdatei, die alle relevanten Angaben zum Problem enthalt, wird
von einem der Prozesse vom Speichermedium in den Arbeitsspeicher gelesen und an alle ande-
ren Prozesse kommuniziert. Die Auswertung der Datei, die dann im Arbeitsspeicher jedes Pro-
zesses vorliegt, und der Aufbau der Datenstruktur erfolgt dann parallel. Daher findet kein gleich-
zeitiger Zugriff aller Prozesse auf das Speichermedium statt. Zusatzlich ist das 'Lesen’ im
Arbeitsspeicher bedeutend schneller als der Zugriff auf ein externes Speichermedium. Die aus
dieser Eingabeinformation generierte Datenstruktur folgt in ihrer Organisation drei wesentli-
chen Grundséatzen:

* Einzelne geometrische Objekte der Geometriebeschreibung und der Diskretisie-
rungen sind hierarchisch miteinander verknupft. Dies wird im folgenden noch néa-
her erlautert.

» Es erfolgt eine Trennung der Datensétze in Geometriebeschreibung mit Randbe-
dingungen einerseits und Diskretisierungen andererseits. Zwischen der Geome-
triebeschreibung und den Diskretisierungen nétige Beziige werden bei Bedarf ge-
neriert und konnen wieder aufgelost werden. Dies hat den Zweck, die
geometrische Problembeschreibung unabhéngig von der Diskretisierung der Ge-
biete zu halten, um eine adaptive Diskretisierung oder die Verwendung mehrerer
Diskretisierungen einfach realisieren zu kénnen.

* Bei Mehrfeldproblemen werden Diskretisierungen und weitere Simulationspara-
meter (wie z.B. Parameter der Zeitintegration) nach physikalischen Feldern ge-
trennt gehalten, die Geometriebeschreibung des Gesamtproblems jedoch liegt ge-
schlossen vor.

Diese auf den ersten Blick wenig anschaulichen Grundsétze lassen sich anhand eines einfachen
Modell — Mehrfeldproblems leichter verstandlich machen. Abb. 3.3 skizziert ein zweidimensio-
nales, oberflachen— und volumengekoppeltes Fluid—Struktur—Interaktionsproblem, das mit ei-
nem partitionierten Loésungsansatz fur die Fluid—Struktur—Wechselwirkung und einem ALE-
Ansatz (Arbitrary Lagrangean Eulerian) fir die Fluidlésung auf einem zeitlich veranderlichen
Gebiet geldst werden soll. Obwohl das Modellproblem zur besseren Visualisierung hier zweidi-
mensional gewahlt wird, erstreckt sich die Logik der Datenstrukturen analog auf dreidimensio-
nale Probleme. Flr eine detailliertere Beschreibung der Fluid—Struktur—Interaktion sowie der
Fluid— und ALE—Formulierung selbst wird auf die Arbeiten von Wall (1999) und Mok (2001)
verwiesen.
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Das resultierende Dreifeldproblem (Fluidldsung auf teilweise bewegtem Netz, ALE—Netzbewe-
gung, Strukturldsung) dient als Demonstrationsobjekt zur Veranschaulichung der entwickelten
Datenstrukturen. Die Geometriebeschreibung setzt sich aus den geometrischen Baadteinen
men Flache Linie undPunktzusammen. Diese Bausteine sind als Strukturen realisiert (siehe
Kap. 3.3.1).
i (e —T -
Vewid | £ Fuid |
— | |
|
|

| ‘QALE

-
| .Q |
Struktur

Abb. 3.3: Modellproblem: Kanalstromung tber elastisches Hindernis

Die Verknupfung der einzelnen geometrischen Bausteine erfolgt tiber in ihren Strukturen enthal-
tene Zeiger. Hierbei wird eine Hierarchie der geometrischen Bausteine nach ihrer Komplexitat
verwendet. Das einfachstes Objekt istPlenkt gefolgt vorLinie, Flacheund schlief3lich/olu-

men Der Begriff Hierarchie bedeutet dann, dass jeweils ein Baustein Uber Zeiger mit den ihn
definierenden nachst—einfacheren als auch mit den durch ihn definierten nachst—-komplexeren
Bausteinen verknupft ist.

2 Fluid
I'p
: i ;
ﬁww.w _w%
FKoppIung
I'p
LpLE I'y

%<><>—<>«>o<x>/['\<>«>o <)—(>—<H>§

Kopplung

QStruktur FKoppIung

Zeigervariablen
——C=

Abb. 3.4: Datenstruktur der Geometriebeschreibung — raumliche Darstellung
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Angewandt auf das Modellproblem aus Abb. 3.3 ergibt sich der in Abb. 3.4 und Abb. 3.5 schema-
tisch dargestellte Aufbau. Abb. 3.4 zeigt eine raumliche Darstellung der Verkniipfung der einzel-
nen geometrischen Objekte. Die Beziehungen zwischen den geometrischen Objekten unter-
schiedlicher physikalischer Felder existieren in Form von Kopplungsrandbedingungen
Tk oppiung: Abb. 3.5 zeigt die gleiche Datenstruktur des Modellproblems symbolisch als Daten-
satze im Speicher eines Prozesses. In einer Ubergeordneten Srdtnetriesind die Anzah-

len der geometrischen Strukturen gespeichert, sowie Vektor€udkte Linien, Flachenund
Volumenverankert. Die einzelne Vektorkomponente beschreibt einen geometrischen Baustein
und enthalt dariber hinaus Zeigervariablen zur hierarchischen Verknipfung sowie zum ’Anhan-
gen’ aller vorkommenden Arten von Randbedingungen.

Darstellung exemplarisch fir: Zeigervariablen
Flache2 Linie9 Punkt9 ——
4<>
Punkt 9
Anzabhl Linien: 3
Linienzeiger |

I [ I [
Vektor der Punkte
Anzahl Randbed.: 0 | | | | __|

Randbed. Zeiger—

Geometrie

Anzahl Punkte: 2( Punktbeschreibung .
Linie 9

Punktzeiger——
Anzahl Linien: 21 E\ Anzahl Punkte: 2
Linienzeiger—— T Punktzeiger -

Anzahl Flachen: 4 Anzahl Flachen: 2

=

Vektor der Linien

Flachenzeiger

Flachenzeiger I I

Anzahl Volumen: 0 Anzahl Randbed.: 1

Volumenzeiger—> [ Randbed. Zeiger—>
Linienbeschreibung

Flache 2 %7

Anzahl Linien: 8 Randbedingung
Linienzeiger FD

Anzahl Volumen: 0

\Volumenzeiger —¢
Anzahl Randbed.:0
Randbed.—Zeiger—>

Vektor der Flachen

Flachenbeschreibung

Abb. 3.5: Datenstruktur der Geometriebeschreibung — schematische Darstellung
Die gesamte Topologie kann bei dreidimensionalen und geometrisch anspruchsvollen Proble-

men eine sehr hohe Komplexitadt annehmen.
Problemstellungen, bei denen viel auf die Geometriebeschreibung zugegriffen und/oder diese
modifiziert wird, wie zum Beispiel Fluid—Struktur—Interaktions—Simulationen, Formoptimie-
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rung, Adaptivitat oder Remeshing und geometrische Mehrgittermethoden, bietet diese Form der
Datenhaltung ein hohes Mal? an Flexibilitdt und Effizienz. Beispielsweise steht fiir eine Neuver-
netzung eines (Teil-)Gebiets eine geschlossene Beschreibung des Gebietes samt Randbedingun-
gen in einfacher Form zur Verfigung.

3.3.3  Datenstrukturen der Diskretisierung von Mehrfeldproblemen

Die Datenstruktur fur die Diskretisierung folgt in wesentlichen Punkten einem &hnlichen Kon-
zept wie die im vorangegangenen Kapitel beschriebene Datenstruktur der Geometriebeschrei-
bung. Sie unterscheidet sich jedoch von dieser in einigen Punkten:

» Die Diskretisierungen der einzelnen physikalischen Felder sind voneinander ge-
trennt.

* Es konnen fur jedes Teilgebiet eines physikalischen Feldes mehrere Diskretisie-
rungen vorgehalten werden

» Die Datenstruktur der Diskretisierung beinhaltet keine Randbedingungen.

* AulRRer den die Geometrie der Diskretisierung beschreibenden Strukturen gibt es
noch die abstrakten StrukturBmites ElementindKnoten

Um die Strukturen der Diskretisierung von denen der Geometriebeschreibung zu unterscheiden,
werden erstere jetzt a¥volumen DFlache DLinie undDPunktbezeichnetStruktursteht

fur Diskretisierungs—Struktur). Aus Grinden der Speichereffizienz sind diese Strukturen in ih-
rem Inhalt auf das noétigste reduziert, da sie in Abhangigkeit der Grol3e der Diskretisierung in
sehr groR3er Anzahl gespeichert werden mussen (Abb. 3.6).

DLinie

DFl&che / Finites Element

DPunkt / Knoten

Zeigervariablen
——C=

e

Abb. 3.6: Datenstruktur der Diskretisierungsbeschreibung — raumliche Darstellung
Dies bedeutet, dass geometriebeschreibende Daten nicht redundant in verschiedenen Strukturty-

pen gehalten werden. Sind beispielsweise die Punktkoordinaten in der Shkhktgegeben,
SO genugt zur Beschreibung eirBLinie mit quadratischem Verlauf die Kenntnis dreier
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DPunke. Die Knotenkoordinaten selbst werden daher irDdénie nicht gespeichert.

Die beiden zusatzlichen abstrakten StrukturtyeotenundFinites Elemensind mit den ihnen
entsprechenden geometrischen Strukturtypen verknipft. Die StRikites Elemenkann mit
einerDVolumenr-, DFlachen- oderDLinien-Struktur verknipft sein, die Struktdnotennur

mit einemDPunkt Die zwei abstrakten Strukturtypen beinhalten die gesamten Informationen,
die im Rahmen der Rechnung in einem Finiten Element bzw. an einem Knoten anfallen. So wer-
den imKnotendie ermittelten diskreten Knotenwerte diskreter Feldgréf3en gespeichert. Die
StrukturFinites Elemenénthalt neben seinen Topologiezeigern Angaben tber den Typ des Ele-
ments, den Typ der Diskretisierung und den Typ des verwendeten Materials. Uber einen speziel-
len 'Steckplatz’ in der Struktufinites Elemenkoénnen formulierungsspezifische Elementauf-
satze eingeflugt werden. So dient die im gesamten Mehrfeldproblem einheitliche Flinitear
Elemeninittels dieses Aufsatzes fiir jeden beliebigen Formulierungstyp. Der formulierungsspe-
zifische Elementaufsatz enthélt die notwendigen spezifischen Datensatze, die Sinitasir
Elementur den ’kleinsten gemeinsamen Nenner’ an Daten aller Formulierungen. Dieser be-
steht im Wesentlichen aus der geometrischen Topologie, dem Verweis auf ein Materialgesetz so-
wie einem Verweis auf den Typ der Ansatzfunktionen. Die Einheitlichkeit der Struluniess
ElemenundKnotenfir alle Elementformulierungen ermdglicht eine gro3e Rationalisierung bei
den Algorithmen. Bei der programmtechnischen Umsetzung kann fir alle Problemarten auf ge-
meinsame Routinen zuriickgegriffen werden. Dies sind zum Beispiel Steuerroutinen der Gebiet-
sintegration, der Assemblierung von Elementmatrizen sowie Suchalgorithmen oder Routinen
zur Mehrfeldkopplung.

Fir jedes physikalische Feld wird der Datensatz in einer Striktdivorgehalten (Abb. 3.7).

Diese kann mehrere unterschiedliche Diskretisierungen des gleichen Gebietes enthalten. Sie ent-
halt Gberdies Verweise auf die in diesem Feld zum Einsatz kommenden Methoden und deren
Steuerparameter.

Zeitintegration | | Diskretisierung 1
— N Vektoren der Strukturen:
Gleichungsloser |Knoten
Pfadverfolgung | DPUNKie ; |
T ‘ A ) _
| DLinien A |
| DFlachen b K |
(]
| Finite Elemente J_|

Abb. 3.7: Datenstruktur der Diskretisierungsbeschreibung (schematische Darstellung)
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Die in Abb. 3.8 dargestellte Moglichkeit, mehrere Diskretisierungen fir ein und denselben Kor-
per vorhalten zu kdnnen, kann beispielsweise Anwendung finden in geometrischen Mehrgitter-
methoden, bei Adaptivitat oder Remeshing.

c :
% Feld 1: Q) g Geometrie ‘
[ Diskretisierung 1 Punkte
E ||:|| [ ] o | é [ ‘
© : : | Linien ‘
o) i i T |
% _ | Flachen v |
QlFeld2: Q, ¢
E Diskretisierung 1
[ ] A EA
I L— A
Feld 3: @
ootruktur = -
- — andbedingungen
E O Diskretisierung 1 | gunge
| ] 2 i
) i
‘»
o
2 | Diskretisierung 2
D C——1
C—
o C——1
% ———
5 | Diskretisierung 3 o= |
kv ‘
[}
>

Abb. 3.8: Uberblick tiber die geometrischen Datenstrukturen fiir Mehrfeldprobleme
Alle vorhandenen Diskretisierungen ’kennen’ tiber Zeigervariablen ihre entsprechenden Bau-

steine der Geometriebeschreibung (Abb. 3.8). Auf diese Weise ist es mdglich, alle Randbedin-
gungen bei der Geometriebeschreibung anzusiedeln. Die Randbedingungen sind somit geome-
trisch eindeutig und brauchen beispielsweise bei einem Diskretisierungswechsel nicht
Ubertragen werden.

Es soll nochmals betont werden, dass die Datenstrukturen hier exemplarisch an einem zweidi-
mensionalen Mehrfeldbeispiel gezeigt wurden, jedoch im allgemeinen Fall weder auf diesen
Problemtyp noch auf zweidimensionale Probleme beschrankt sind.

3.3.4  Datenstrukturen fur Parallelitat

Die parallele Abarbeitung von Rechenaufgaben stellt eigene Anforderungen an die Organisation

von Daten im Arbeitsspeicher. Das in Kap. 3.2.2 vorgestellte MPI erzeugt eine Afaai-

einander unabhangig laufender Prozesse mit einem jeweils eigenen Arbeitsspeicherbereich, auf
den durch die jeweils anderen Prozesse nicht direkt zugegriffen werden kann. Fir alle Hardware-

plattformen ist davon auszugehen, dass die Kommunikationsgeschwindigkeit unter den Prozes-
sen auf einer deutlich gro3eren Zeitskala anzuordnen ist als die Rechengeschwindigkeit des Ein-
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zelprozesses. Dies spielt sowohl beim Entwurf der parallelen Algorithmen (siehe auch Kap. 4),
als auch beim Entwurf der Datenstrukturen eine pragende Rolle. Fir die Datenstrukturen lassen
sich demnach einige Grundséatze nennen:

» DieArtder Verteilung der Daten auf die einzelnen Prozesse sollte auf die anzuwen-
denden Methoden und Algorithmen abgestimmt sein.

* Die zu speichernden Daten sollten wie die Rechenbelastung gleichmafiig tber die
Prozessoren verteilt sein.

» Ein Parallelisierungskonzept, das einen tibergeordneten Prozess (auf dem in erster
Linie organisatorische Aufgaben wahrgenommen werden) und mehrere unterge-
ordnete Prozesse (die die eigentliche Rechenarbeit verrichten) vorsieht, sollte ver-
mieden werden. Dies fuhrt schon bei einer kleinen Anzahl beteiligter Prozesse zu
Kommunikationsengpassen und damit zu erheblichen Effizienzverlusten. Organi-
satorische Aufgaben sollten unter Prozessen dezentral und arbeitsteilig oder red-
undant durchgefihrt werden.

» Die Vorhaltung von in die geometrischen Datenstrukturen eingebetteten Informa-
tionen zur Art der Verteilung der Datensatze steigert die Effizienz des Programms
und erleichtert die Programmentwicklung.

e Fur die Effizienz kann es von grol3em Vorteil sein, Daten redundant auf allen Pro-
zessen zu speichern. Dies bedeutet, dass ein bestimmter Datensatz gleichzeitig in
identischer Form im Arbeitsspeicher jedes Prozesses vorliegt und daher nicht
kommuniziert werden muss.

Es wird hier von einem sogenannten grobgranularen Parallelisierungsansatz ausgegangen. Die
Aufteilung der Rechenarbeit auf einzelne Prozesse erfolgt dabei in moglichst grof3en Einheiten
von Anweisungen und Rechen2eDamit wird angestrebt, dass Kommunikation méglichst sel-

ten und in verhaltnismanig grof3en Datenpaketen stattfindet. Die Wahl eines solchen grobgranu-
laren Ansatzes entspricht den beschriebenen Kommunikationscharakeristika von MPI. Zudem
stehen mit den diversen Gebietszerlegungsmethoden (siehe auch Kap. 4.5 und 6) eine Reihe von
bereits weit entwickelten Methoden zur Verfligung, um diese Form der Parallelitat zu realisieren.
Um eine begriffliche Verwirrung zu vermeiden, wird hier im weiteren in Bezug auf die Daten-
strukturen von Datenzerlegungs— und nicht von Gebietszerlegungsverfahren gesprochen.

5. Eine Definition von ’parallel granularity’ nach Free Online Dictionary of Computing (wom-
bat.doc.ic.ac.uk/foldoc/) ist: 'The size of the units of code under consideration in the context
of parallelism. “fine grain parallelism” means individual tasks are relatively small in terms of
code size and execution time, “coarse grain” means the opposite.’
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Die Datenzerlegung wird mit Hilfe der Programmbibliothek 'Metis’ von Karypis und Kumar
(1998) durchgefuhrt. Die Diskretisierung eines Gebietes wird hierbei als ungerichteter Graph
aus Knoten und Kanten interpretiert, wobei jeder Diskretisierungsknoten einen Graphenknoten
darstellt und diejenigen Graphenknoten tber eine Kante miteinander verbunden sind, die an ei-
nem gemeinsamen Finiten Element anliegen.

Prozess 1 Zeigervariablen = |
Vektor der Partitionen
Partition 1 Partition 2 Partition 3
y ) 0

QFIuid QALE QStruktur
Feld 1 ; Diskretisierung 1 Feld 2 ; Diskretisierung 1 Feld 3 ; Diskretisierung 1
Prozess 2
Vektor der Partitionen
Partition 1 Partition 2 Partition 3

T i

QFIuid 'QALE 'QStruktur

Feld 1 ; Diskretisierung 1 Feld 2 ; Diskretisierung 1 Feld 3 ; Diskretisierung 1
Prozess 3
Vektor der Partitionen

Partition 1 Partition 2 Partition 3

\/

QFIuid ‘QALE ‘QStruktur

Feld 1 ; Diskretisierung 1 Feld 2 ; Diskretisierung 1 Feld 3 ; Diskretisierung 1

Abb. 3.9: Diskretisierungen dreier physikalischer Felder und deren Partitionen auf
drei Prozessen (schematische Darstellung)
Dieser Graph wird dann iN” méglichst gleichgroRe Teile unterteilt, wobei die Anzahl der

durchtrennten Kanten minimal sein soll. Es handelt sich hierbei um ein Optimierungsproblem,
woflr 'Metis’ effiziente Algorithmen zur Verfigung stellt, die jedoch an dieser Stelle nicht naher
erlautert werden.

Anmerkung: Der ungerichtete Graph einer Diskretisierung entspricht der symmetrischen Belegungs-
struktur der aus der Finite Elemente Diskretisierung resultierenden dinnbesetzten Sy-
stemmatrizen. Ein Knoten des Graphen entspricht dabei einem Hauptdiagonaleintrag
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der Systemmatrix, wahrend die Existenz eines von Null verschiedenen Nebendiagona-
leintrages eine Kante reprasentiert. Da dieser Zusammenhang fir alle Freiheitsgrade
eines Diskretisierungsknotens gleich ist, gentigt es zur Ermittlung des Graphen, je einen
Freiheitsgrad pro Knoten zu betrachten. Zur Darstellung von Graphen kénnen somit
die gleichen Kompressionsspeicherformate fiir diinnbesetzte Matrizen verwendet wer-
den, wie sie zur Speicherung der diinnbesetzten Systemmatrizen eingesetzt werden.

Aus der Graphpartitionierung lasst sich sowohl eine Uberlappende als auch eine nichttberlap-
pende Datenzerlegung ableiten. Da in dieser Arbeit nur Uberlappende Gebietszerlegungsverfah-
ren zur parallelen Losung innerhalb eines Feldes ausfuhrlich behandelt werden, beschrankt sich
die Beschreibung der Datenstruktur hier auf die Uberlappende Datenzerlegung.

Jeder Prozess besitzt neben der vollstandigen Beschreibung der Geometrie den Vektor physikali-
scherFelderder LangeNg. Fir das Fluid—Struktur—Interaktions—Modellproblem Abb. 3.3 ist

Ng =3 . Innerhalb eines physikalischen Feldes wiederum ist ein Vektor der NapgkerDis-
kretisierungerdieses Feldes verankert (Abb. 3.8). Ein Prozess hat somit eine vollstéandige Be-
schreibung alleNg X Npg Diskretisierungen

Zu jeder eigenstandigdbiskretisierunggehort je eindlartition auf jedem Prozess. Wird das
Modellproblem beispielsweise mit drei Prozessen bearbeitet, so ergibt sich die in Abb. 3.9 sche-
matisch dargestellte Partitionierung der Diskretisierungen der einzelnen physikalischen Felder.
Die StrukturPartition dient als Argument fur den Aufruf der parallelen Gebietsintegration und
der Assemblierung von Elementmatrizen und —vektoren zu verteilten Systemmatrizen und —vek-
toren.

Partition von Prozess 1 mit zugehdrigen

K . .
" Knoten ¢ ) und zu integrierenden Elementen
K
Kk
/7 il
x Element(::| werden auf beiden Prozessen
integriert, Assemblierung jedoch anteilig
N * auf eigene Knotens( )
>k
K
k| ok
o Partition von Prozess 2 mit zugehdrigen
K Knoten ¢ ) und zu integrierenden Elementen

Abb. 3.10: Uberlappende Gebietsintegration und parallele Assemblierung
Im Falle einer tiberlappenden Datenzerlegung mit einer Uberlappungsbreite von einer Elemen-

treihe kann jedelKnoteneiner Diskretisierung genau einem Prozess zugeordnet werden (Abb.
3.10). Die zugehorigRartition auf diesem Prozess besitzt Zeigervariablen fir alle Knoten die-
ser Partition. Dartberhinaus finden sich in@artition Zeiger fur dig=initen Elementedie an
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diese Knoten angrenzen. Mimiten Elementsind im Uberlappungsbereich Bestandteil mehre-

rer Partitionen und werden dort redundant bearbeitet. Bei der parallelen Assemblierung von Ele-
mentmatrizen und —vektoren von Elementen aus dem Uberlappungsbereich beriicksichtigen die
Prozesse nur die Knoten, die zur eigeipartition gehoren. An einer Modelldiskretisierung wird

dies in Abb. 3.10 fir zwei Prozesse veranschaulicht.

Es handelt sich bei diesem Vorgang noch nicht um ein Gebietszerlegungsverfahren im klassi-
schem Sinne, sondern um eine reine Datenzerlegung. Die assemblierten Systemmatrizen und
Vektoren sind vollstandig und entsprechen denen einer sequentiellen Integration und Assemblie-
rung. Lediglich die Speicherung erfolgt verteilt Gber mehrere Prozesse. Dies ermdglicht eine
vollstdndig kommunikationsfreie Gebietsintegration und Assemblierung zu dem Preis, dass Ele-
mente der Uberlappungsbereiche redundant integriert werden.

3.4 Verteilte dinnbesetzte Matrizen

Fur dunnbesetzte, symmetrische und unsymmetrische Matrizen (Abb. 3.11) existiert eine grol3e
Auswahl unterschiedlicher Speicherformate (Saad (1994), Saad (1996)), wovon einige auch fur
die verteilte Speicherung von Matrizen geeignet sind. Die Belegungsstruktur mit von Null ver-
schiedenen Werten einer diinnbesetzten Systemmatrix (Steifigkeits— oder Massenmatrix) ist bei
einer feststehenden Diskretisierung gegeben, so dass bendgtigter Speicherplatz in einem Kom-
pressionsspeicherformat vorab vorgehalten werden kann.

Matrix 'Rohr25980’
Speicherung auf 8 Prozessen
Zeilen und Spalten: 149 808
Nichtnulleintrage: 6 949 728

Abb. 3.11: Belegungsdiagramm ('Speichermaske’) einer verteilten diinnbesetzten Matrix
mit von Null verschiedenen Werten

35



Im Kontext der impliziten Kontaktformulierung in Kap. 7, bei den Mehrlevelverfahren in Kap.

6, aber auch bei anderen Problemstellungen wie adaptiver Diskretisierung, Remeshing oder dy-

namischer Lastbalancierung zwischen Prozessen tritt das Problem auf, dass die Belegungsstruk-
tur der dinnbesetzten Systemmatrizen nicht vorab bestimmt werden kann. Es kann daher also
keine passende 'Speichermaske’ fiir diese vorgehalten werden. In diesem Fall ist es nétig, diese
Speichermaske effizient anpassen zu konnen.

Hier soll auf zwei Speicherformate eingegangen werden, die sich einerseits fir eine verteilte
Speicherung als auch zur adaptiven GrofRenanpassung eignen. Dies sind das 'Distributed Com-
pressed Sparse Row Format’ (DCSR) und das 'Distributed Orthogonal Linked List Format’
(DOLL).

3.4.1 'Distributed Compressed Sparse Row’ Format (DCSR)

Die Zeilen— und Spaltendimension einer Ma#isollen mitN' und N/ bezeichnet werdemN'-”

ist die Anzahl Zeilen vorA, die auf ProzesB gespeichert sindN"? ist die Anzahl aller von
Null verschiedenen Eintrage der auf ProZeggespeicherteN'F Zeilen vonA. Die Zeilenindi-

zes dieseN'P Zeilen eines Prozess@smiissen dabei aufsteigend, jedoch nicht notwendiger-
weise zusammenhangend sein.

Das DCSR-Format besteht aus drei sogenannten Indexvek@teia” und ja” der Langen
NP N'P+1 undN"2P, sowie aus dem WertevektaP der LangeN"%F auf jedem Prozess.

Die Belegung der einzelnen Vektoren bei einer Speicherurg§asf3 Prozessen wird anhand
eines Beispiels in Abb. 3.12 gezeigt. In dem Beispiel wird angenommen, dass die vollstandige
Belegungsstruktur voA nicht vorab bekannt ist und daher fiir die Dimen$itf’ der Vektoren

ja” und a® nur eine Schatzuny"?" vorliegt.
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a) zeilenweise verteilte MatriAN*N N=5 N =6

j— Prozess

1. 2. 0.0. 0.0. 1
3. 4.0 5 0.0 2

A5 = OMGITENON0] Kl
0.0. 2
9.2. 3

0. 0. 5. 6.
0. 0. 0. 0.
b) DCSR- Format exemplarisch fiir Prozess=P1 ( NP =2, N2P = 10)

P _ Zeilenindizes i der Zeilen,
Ha [1 3} die auf Prozess P = 1 gespeichert sind

a” = [0][0] 1. 2..0,/0] 6. 7. 8-9] NichtnulleintrageA; (zeilenweise)

] 1 7 Spaltenindex j vor; in a’
Lt 252 3 4 5] (-1 fur freien Speicherplatz)

[
o

Il
NN

ia” = [1 5 7} ia(i) ist Beginn von Zeile i ir"und ja”
(1 ) unbenutzter Speicherplatz

Abb. 3.12: Adaptives 'Distributed Compressed Sparse Row’ Speicherformat (DCSR)

In jaP unda®in Abb. 3.12 ist fur alle Zeilen voA noch unbenutzter Speicherplatz vorhanden
(Jede Zeile hat eine gewisse 'Ellbogenfreiheit’). Somit konnen weitere von Null verschiedene
Eintrdge hinzugefiigt werden, ohne die Vektojah unda” in ihrer Lange zu &ndern. Dieses
Hinzufligen von Eintrdgen geschieht mittels Assemblierungsroutinen, die anhand der Index-
werte in jaP solchen freien Speicherplatz erkennen und gegebenenfalls verwenden. Ist kein
freier Speicherplatz fir einen weiteren Eintrag vorhanden (Die 'Ellbogenfreiheit’ der Zeile ist
aufgebraucht), so missen die VektojaRunda® vergroRert und deren Inhalt entsprechend ver-
schoben werden, um neuen freien Speicherplatz in den Zeile zu erhalten.

Im Gegensatz zu anderen zeilenorientierten Speicherformaten (wie zum Beispiel dem '"Modi-
fled—Sparse—Row—Format’ bei Tuminaro et al. (1999)) eignet es sich auch fur nichtquadratische
dunnbesetzte Matrizen, wie sie bei der Multilevelvorkonditionierung in Kap. 6 benétigt werden.
Zur Effizienzsteigerung paralleler Algorithmen wie etwa einer parallelen iterativen Gleichungs-
|6sung kbnnen an die Zeilennumerierung weitere Anforderungen gestellt werden. Eine sinnvolle
Zeilennumerierung vom etwa ist, dass alle Zeilen, die auf einem Progegsspeichert sind
kontinuierlich aufsteigend sind, wobei zuerst diejenigen Zeitgspeichert werden, die aus-
schlie3lich sogenannte ’Innerprozess—Nebendiagonaleintrage’ enthalten. Dies sind Eintrage
mit Indexpaarungen , i,j = 1,...,N, bei denen sowohl Zeileals auch Zeilg auf dem glei-

chen Prozess liegen. Nach diesen folgen dann diejenigen Zeilen, die auch 'Interprozess—Neben-
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diagonaleintrage’ enthalten. Bei diesen liegen Zeilend j auf verschiedenen Prozessen. In
parallelen Algorithmen wie beispielsweise einem parallelen Matrix—\Vektor—Produkt (Kap. 4.2)
ist somit vorab bekannt, welche Zeilen kommunikationsfrei und welche nur kommunikationsbe-
haftet bearbeitet werden kdnnen. Das DCSR-Speicherformat ist mit seiner Zeilensortierung in
erster Linie fur iterative Methoden entworfen und wird im Rahmen dieser Arbeit fur die multile-
velvorkonditionierte iterative Losung linearer Gleichungssysteme verwendet (Kap. 6).

3.4.2 'Distributed Orthogonal Linked List’ Format (DOLL)

Das DOLL—Format beruht auf dem in Eberhard (2000) beschriebenen Orthogonal-Linked—
List—-Format (OLL). Es verwendet zusammengesetzte Datentypen (Strukturen) und Zeigerva-
riablen und erstellt aus diesen eine zweidimensionale Datenstruktur, in der die von Null verschie-
denen Eintrage einer diinnbesetzten Matrix gespeichert sind (Abb. 3.13a)). Fur jeden von Null
verschiedenen We#; wird eine StruktukVertangelegt, dié\; selbst, seine Indizesind j so-

wie zwei Zeigervariablen enthalt (Abb. 3.13b) ).

Mittels dieser Zeigervariablen wird in Zeilen— und Spaltenrichtung eine verkettete Liste aufge-
baut. Jeder Proze®s= 1,...,N” halt zwei Vektoren von Zeigervariablér® und jcPder Lan-

genN' und N als Schatzungen der Dimensioriénund Nl von A. Diese Vektoren dienen als
Anfang fur die verketteten Listen der einzelnen Eintrage.

a) Matrix A b) Struktur "Wert
] — I?rozess

Spaltenzeiger
1.2 0.0 0.0 1 | Zeilenzeiger
+/3.4. 0.5 0.0 2

AS6 = 0.6.7.8090 1
Fr | v
0./2. 5. 6. 0.0, 2 ‘ Eintrag
0. 0.0.0 9.2 3 Index j
Index i
c¢) Hinzufligen vorA\4, auf Prozess P=2
<P
JC ‘ L] [ o | [ ° ° °
irP = =
o
o[ 2| 1] 3. [e|ef| 2] 2] 4. |e|e | 2| 4| 5.|e|e
o B X $
o= X v 4| 3| 5.[e|ef>{ 4] 4] 6. |o]|e
) 4|2 sz °l° iz il
g j‘z _ | neuer EintragA,,

Abb. 3.13: Adaptives 'Distributed Othogonal Linked List’ Speicherformat (DOLL)
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Soll ein neuer Wergy; = 0in A hinzugefugt werden, so wird eine neue Struktiertin der
verketteten Liste der Zeilieerzeugt und Gber die Zeigervariablen der Zeile eingebunden. Dann
werden die Zeigervariablen der Spglesmgepasst (Abb. 3.13c) ). Die Matrix ist tiber die Redefi-
nition der Lange der Vektoren® und jc® in ihrer GréRe variabel.

Der wesentliche Vorteil dieser zweidimensional verketteten Liste ist die Moglichkeit, an einem
beliebigen Ort inA einen neuen Eintrag hinzufiigen oder I6schen zu kdnnen, ohne dass bereits
vorhandene Eintrage verschoben oder kopiert werden mussten. Auch ist der Zugriff auf einzelne
Spalten und Zeilen gleichermalRen direkt moglich, so dass sich dieses Speicherformatim Gegen-
satz zum DCSR-Format auch fur direkte Gleichungslésungsalgorithmen, sowie fur Vorkondi-
tionierungen auf der Basis von unvollstandigen Faktorisierungen (siehe auch Kap. 4) eignet
(Saad (1996)). Wesentlicher Nachteil dieses Speicherformats ist, dass Algorithmen, die mit zu-
sammengesetzten Variablentypen (hier der Strukken) operieren, vom Compiler nur sehr
schlecht auf Geschwindigkeit optimiert werden kénnen (Kuster (2001)). Das Speicherformat
wurde fur die Multilevel-Gebietszerlegungsmethoden in Kap. 6 versuchsweise eingesetzt, wo-
bei sich bezuglich der Laufgeschwindigkeit das DCSR—Format aus Kap. 3.4.1 als Gberlegen her-
ausstellte. Diese Beobachtung deckt sich mit der Aussage von Saad (1996), dass das bei den di-
rekten Losungsalgorithmen weit verbreitete OLL—Format inzwischen vermehrt von anderen
Speicherformaten abgeldst wird, die in der Speichermaske der Matrix zeilen— oder spaltenweise
eine gewisse Menge Speicherplatz als 'Ellbogenfreiheit’ vorhalten. Das DOLL-Format eignet
sich sehr gut fur die Assemblierung von Systemmatrizen, wenn deren Belegung und/oder die
Anzahl der Freiheitsgrade im System nicht vorab bekannt sind, wie dies zum Beispiel im Falle
von Kontakt (Kap. 7) oder diskreter Rimodellierung (El Amin (2003)) auftritt. Vor der Losung
eines linearen Gleichungssystems #ils Koeffizientenmatrix sollte diese jedoch auf ein an-
deres, im Sinne der Informatik 'schnelleres’ Speicherformat Ubertragen werden.
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4 Parallele Algorithmen und Vorkonditionierung

'If it takes one man one minute to dig a post-hole
then sixty men can dig it in a second.’
frei nach Amdahls Gesetz, Free On-line Dictionary of Computing (FOLDOC)

Das obenstehende Zitat veranschaulicht auf sehr elegante Weise die Schwierigkeiten einer koo-
perativen, beziehungsweise parallelen Problembearbeitung. Amdahls Gesetz (Amdahl (1967))
Uber die parallele Bearbeitung von Aufgaben besagt: WEffmit 0 < a9 < 1 derjenige
Anteil einer Rechenaufgabe ist, der nur sequentiell ausgefiihrt werden kanntiad{3.den-
jenigen Anteil darstellt, der parallelisierbar ist, so ist die durch den Einsat¥/Brozessen
maximal erzielbare Beschleunigung (speedup):
1
aseq (4.2)

1_
aSed + (T

Diese Beschleunigung muss jedoch als ein idealer Grenzwert betrachtet werden, bleibenin (4.1)
doch Kosten der Kommunikation und der Organisation der Parallelitdt unbertcksichtigt, die bei
einer sequentiellen Problembearbeitung nicht anfallen.

Die H6he der Kommunikations— und Organisationskosten wird von dem zu parallelisierenden
Algorithmus gepragt und verhalt sich im allgemeinen weder in der Anzahl der Prozesse, der Pro-
blemgrél3e oder dem Verhaltnis Prozessanzahl zu Problemgréf3e linear: Man kann vermutlich zu
zweit ein Pfostenloch schneller graben als alleine, mit sechzig Beteiligten (hohe Prozessanzahl
bei kleiner Problemgr63e) wird man wohl eher eine verlangerte Bearbeitungszeit erzielen (in-
folge uferloser Organisations— und Kommunikationskosten im Verhaltnis zur Problemgrol3e).

4.1 EinfUhrung

Nachdem im vorangegangenen Kapitel Aspekte der Datenstrukturen diskutiert wurden, werden
hier ausgewahlte Algorithmen angesprochen, wie sie im Rahmen eines parallelen Finite Ele-
ment—Programmes benutzt werden. Einige der grundlegenden und wesentlichen 'Schliisselalgo-
rithmen’ eines solchen Programmes sind:

» parallele iterative oder direkte Gleichungslosung fiir dinnbesetzte lineare Glei-
chungssysteme (Kap. 4.3.1 und 4.3.3)

» parallele und sequentielle Vorkonditionierung fur die iterative Gleichungslosung
(Kap. 4.4 und 6)

* parallele Eigenwertanalyse fur diinnbesetzte verteilte Matrizen

» paralleles Matrix—Vektor—Produkt fiir verteilte Vektoren und Matrizen (Kap. 4.2)
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e inneres Produkt verteilter Vektoren
e Addition verteilter Vektoren
 Normen verteilter Vektoren und Matrizen

» Graphpartitionierung, Datenzerlegung sowie Gebietsintegration und parallele As-
semblierung von Elementmatrizen und —vektoren zu verteilten Systemmatrizen
und Vektoren (Kap. 3.3.4)

Diese Liste kann naturlich leicht um komplexere Algorithmen wie beispielsweise Suchalgorith-
men, Neuvernetzung, dynamische Lastbalancierung und vieles mehr erweitert werden. Da eine
Beschreibung aller Punkte nicht die Intention dieser Arbeit ist, wird hier nur auf einen Teil dieser
'Schlisselalgorithmen’ eingegangen. Die grundsatzlichen Wesenszlge eines parallelen Algo-
rithmus werden am Beispiel des parallelen Matrix—Vektor—Produkts in Kap. 4.2 demonstriert.
Daher wird auf die Abhandlung der (einfacheren) Algorithmen fir das innere Vektorprodukt,
die Vektoraddition oder die Bildung von Normen verzichtet.

Auf eine Behandlung von Eigenwertldsungsmethoden wird zugunsten der ausfuhrlichen Dis-
kussion von Vorkonditionierungstechniken fiir dinnwandige Strukturen bei iterativen Glei-
chungslosern verzichtet. Uber die direkten Gleichungslésungsmethoden wird in Kap. 4.3.1 ein
Uberblick gegeben.

4.2 Paralleles Matrix—Vektor—Produkt

Das Produkt
f=Ad (4.2)

einer quadratischen diinnbesetzten Ma&ie RN*N und eines Vektord € RN soll verteilt

mit NP Prozessen ausgefiihrt werdénsei eine unsymmetrische Matrix, wobei davon ausge-
gangen werden soll, dass die Belegungsstru#y) mit von Null verschiedenen Werten sym-
metrisch ist. Jeder Prozes= 1,...,NP halt nach Abb. 4.NX Zeilen, so dass

NP
N= > NK. (4.3)
K=1

Weiter sollen Indizeg j = 1,...,N globale (prozessiubergreifende) Zeilen— und Spaltenindizes
von A bezeichnen, unif sei ein Vektor der LangeX, der die globalen Zeilenindizéderjeni-

gen Zeilen enthalt, die auf Prozdsgespeichert sind.

Mit (-),, | = 1,...,N€ werden lokale Zeilenindizes bezeichnet, so dass gilt:

i =ilC. (4.4)
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Derjenige Teil vonA, der auf Prozesk gespeichert ist, wird miaK bezeichnetAX hat dem-
nachNX Zeilen undN Spalten. Die diinnbesetzte Maté® enthalt EintrageAf™, bei denen
sowohli als auchj Zeilen vonAK sind, fur die demnach gilt

it i=ir Il € [ 1, NKY (4.5)

und EintrageA,*fP, bei denen Zeilé auf Prozes& und Zeilej auf Prozes® gespeichert ist:

Cd=i 0 e[ L NS E [ L NP (4.6)

Hier erfolgt die Sortierung der Zeilen auf jedem Prozess beginnenNﬁereilen, die aus-

schlieBlich Eintragd enthalten, gefolgt voN}; Zeilen, in denen auch Eintragé® vorkom-
men. Die Gesamtanzahl an Zeilen des ProzdsmsdannNK + Nf = NK.

Anmerkung: Dies ist naturlich nur eine von mdglichen Sortierungen. Sie besitzt den Vorteil, dass die
'kommunikationsbehafteten’ Zeilen explizit bekannt sind und die ’kommunikations-
freien’ Zeilen aufeinanderfolgend sind. Dies bringt Vorteile bei der Umsetzung von Ge-
bietszerlegungsmethoden nach Kap. 4.5 mit sich. Der enthaltene Nachteil ist, dass die
resultierende Bandbreite der Matrix nicht optimal ist.

Die Vektorend und f in Gl. (4.2) bestehen aus Teilvektordfiund fX der LangerNK, so dass
deren Zeilennummerierung und Verteilung Uber die Prozesse derjenigérevaspricht. Abb.
4.1 zeigt das Produkt Gl. (4.2) mit einer exemplarischen Belegung ausfuhrlich.

Prozess

ST mmemimen o el

22 pA22

0 0 AZAZO 0 0 0
0 AGABAZO AGO 0 ‘,\iﬁ,,, ,‘?'2,,
33 533 3
L s _ 00 0 0AZARO 0 0 d
31 32 A33 A33 3P 3
0 As 0 AggAgsAg 0 o Aen || 9r
””””””””””””” T WE
1 0 0 00 0 0 0 ANV ANN g

NP1 NP2 NP3 NPNP NPNP NP
0 AR O A0 A O - AN(N 1) A L dr

Abb. 4.1: exemplarische Zeilensortierung fur ein paralleles Matrix—Vektor—Produkt

Das Matrix—Vektor—Produkt lasst sich nun in drei Phasen aufteilen. Zuerst kommuniziert ein
Prozes«K seinen TeiI—Vektod? der Langel\l'; an den Prozed®, sofern dieser irA” Eintrage
AP enthalt. Die Dauer dieser Kommunikation kann mit MPI mit der zweiten Phase tiberlagert
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werden, wenn das Versenden \dﬁ'vor Beginn der zweiten Phase beginnt. In der zweiten Phase
werden alle Multiplikationen

ZAKK dK ) | =|:< ’ I :1,.--,NK ’ K=17’NP (47)

ausgefuhrt, da diese ohne Kommunikation unter den Prozessen mdglich sind.

Der Empfang vord¥ als d”< durch Prozes® und die Multiplikationen
fP e P + ZAPK dPK =i, = NP+ 1L NP P K =1, N (48)

folgen dann als letzte Phase. Der VeldBr K auf Prozes$ hat die LangeN. In ihn werden
alle zu empfangenden (Teil-)Vektorei** , K = 1,...,.NP, K = P der LangenN¥ ent-
sprechend der globalen Zeilenindizierurgnsortiert.

Anmerkung: Der Vektord”—K auf dem empfangenden ProzBsst diinnbesetzt. In einer Implemen-
tierung wird er daher in einem Kompressionsspeicherformat angelegt, das nur die von
Null verschiedenen Eintrdge aufnimmt. In dieses Speicherformat, das hier nicht weiter
beschrieben wird, werden von Prozess P die Werte des von Prozess K empfangenen Vek-
tors d7K einsortiert.

Handelt es sich bei der Matr&xum eine Systemmatrix, die aus eiiberlappendeDatenzerle-

gung einer Diskretisierung resultiert (exemplarisciNfi= 3 in Abb. 4.2a)), so entspricht die
Verteilung ihrer Zeilen der Verteilung von Knotenfreiheitsgraden dieser Diskretisierung tiber die
Prozesse. Eintragt” und AT auf Prozes& undP resultieren aus Elementen der Diskretisie-
rungim Uberlappungsberelch von Teilgebieten auf ProzéésedP . Im Matrix—\ektor—Pro-

dukt fuhren diese Eintrage zu einer Kommunikationsnotwendigkeit zwischen Prozessen, die ei-
nen gemeinsamen Uberlappungsbereich teilen. Abb. 4.2b) zeigt schematisch die zugehorige
Belegungsstruktur voi, Abb. 4.2c) den Anteil des Produkts, der kommunikationsfrei ausge-
fuhrt werden kann (Gl. (4.7)). Die Multiplikation der ’Interprozessor—Nebendiagonaleintrage’
AL mit den kommunizierten Wertedf ™ (GI. (4.8)) ist in Abb. 4.2d) dargestellt.
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a) Uberlappende Datenzerlegung der Diskretisierung

-
ard
Y ayd
- Prozess 3
e
= o
"""" Prozess 2
Prozess 1
b) Belegung und Verteilung voh und d c) lokale Multiplikation Gl. (4.7)
Prozess . - a I
||
df
Prozess f2) = >
d
r
d3
Prozess f3 I3
d
L L4 L1 L IR

d) lokale Multiplikation Gl. (4.8) nach Kommunikation vaR=* und dk~"

I 0 o |
Prozess 1068 ©fF% | wo » »
[ | .! dr dr
0 0
Prozess 2| 2| < | f2| 4 [ 7T »
0 d3
"""""""""""" 0 0
Prozess 3| f3 £3 »
ds 0

Prozess1 Prozess?2 Prozess 3

Abb. 4.2: Matrix—Vektor—Produkt und zugrundeliegende Datenzerlegung einer
Diskretisierung auf N= 3 Prozessen
4.3 Parallele Losung linearer Gleichungssysteme
Methoden zur Losung linearer Gleichungssysteme (LGS) der Form
Ad=f , AeRrN*N dfeRN (4.9)

werden in der Regel in direkte und iterative Losungsmethoden unterschieden. Hierbei zahlen zu
den direkten Methoden diejenigen, bei denen der numerische Aufwand bei gegebener Bele-
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gungsstruktur und Dimension der Matixvorab bekannt ist. Der Archetyp der direkten L6-
sungsmethoden ist d&aussche Eliminationsverfahresiehe zum Beispiel Quarteroni et al.
(2000). Neben diesem gehéren zu den direkten Losungsverfahren verschiedene Arten multipli-
kativer Zerlegungen (Faktorisierungen) vAnDer numerische Aufwand einer Faktorisierung

wird im wesentlichen durch das spezifische Verfahren, die Grol3e sowie die Belegungsstruktur
und Bandbreite der Koeffizientenmatrix bestimmt.

Die iterativen Methoden hingegen ermitteln von einer gegebenen Schéfawomyl ausgehend

eine Folge von lterierted, die gegen die Losung konvergiert. Der Losungsprozess endet,
wenn eine vom Anwender definierte Fehlerschranke erreicht ist. Der Aufwand hangt hierbei im
wesentlichen von der GroRe und Belegungsstruktur, der Qualitat der Schdtzowie der
Konvergenzrate des Verfahrens ab, die wiederum wesentlich von den Charakteristika der Koeffi-
zientenmatrixA beeinflusst wird. Als Archetyp iterativer Methoden kanrRighardson—Itera-

tion angesehen werden (Hackbusch (1993)).

Die Klassifizierung in direkte und iterative Losungsmethoden ist im allgemeinen wenig prazise.
So ist es bei jungeren Losungsansatzen langst zu einer Durchmischung iterativer und direkter
Methoden gekommen (Li und Demmel (1999)).

Bei vielen Implementierungen direkter Losungsmethoden ist die Mdglichkeit der iterativen Ver-
besserung (iterative refinement) der Lésung gegeben, um wahrend des Losungsvorgangs ent-
standene Rundungsfehler aus der Lésung zu eliminieren. Diese lasst sich formal als Richardson
Iteration mit einer direkten Losungsmethode als Vorkonditionierung beschreiben (Quarteroni et
al. (2000), Li und Demmel (1999)).

Andersherum werden iterative Methoden zur Konvergenzbeschleunigung in der Regel vorkon-
ditioniert, wozu héaufig die direkte LOsung eines dem ursprunglichen Gleichungssystem ahnli-
chen herangezogen wird.

Im folgenden wird ein kurzer Uberblick tiber gangige Lésungsmethoden gegeben, wobei im Be-
sonderen auf die parallele Umsetzbarkeit der einzelnen Algorithmen eingegangen wird.

4.3.1 Direkte Gleichungslésung

Direkte Losungsmethoden basieren in der Regel auf einer multiplikativen Zerlegung der Matrix
A in Matrixfaktoren. Ein wichtiger Vertreter dieser Gruppe von Gleichungsldsern ist die soge-
nannte LU—-Zerlegung. Sie erzeugt eine multiplikative Zerlegung

A=LU, (4.10)

bei derL eine untere Dreiecksmatrix (nur von Null verschiedene Eintrage unterhalb und auf der
Hauptdiagonalen) und eine obere Dreiecksmatrix (nur Nichtnulleintrage oberhalb und auf der

Hauptdiagonalen) darstellt. Um diese Zerlegung durchzufiihren, existieren eine Reihe unter-
schiedlicher Algorithmen. Der wohl bekannteste ist die sogenannte Croutsche LU-Faktorisie-
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rung (Press et al. (1992), van Duin (1998)), deren Basisalgorithmus im Anhang A1l angegeben
ist.

Fur eine stabile Implementierung ist es jedoch zwingend erforderlich, eine Pivotisierungsstrate-
gie in den Algorithmus zu integrieren. Tritt wahrend des Faktorisierungsprozesses ein Hauptdia-
gonalelement (Pivotelemerit); auf, das einen Wert Null oder nahe bei Null annimmt, so wird
durch Zeilentausch (partial pivoting) oder Zeilen— und Spaltentausch (full pivoting) ein neues
PivotelementJ;; bestimmt, um die Faktorisierung fortsetzen zu kénnen. Dies passiert infolge
von Rundungsfehlern und kommt im besonderen bei Matrizen mit schlechter Kondition vor.
Existiert fur das LGS GlI. (4.9) eine eindeutige L6sdngo findet sich durch Pivotisierung fur

jede Spalte vorA ein solches Pivotelement.

Ist A eine diinnbesetzte Matrix mit Bandstruktur und wird die sogenannte Bandbrdifeomit
zeichnet, so sind alle Eintragg = Oflr |i — j| > b,. Die Bandmatrix enthalt dann neben der
Hauptdiagonalen maxima&b, Nebendiagonalen. Diese Bandstruktur der Matrix bleibt bei ei-
ner LU-Faktorisierung in den Faktorerund U erhalten. Fur diesen Fall beziffern Golub und

Van Loan (1986) die Anzahl Operationen der LU-Faktorisierung mit:

Nby + NBZ — 3b3 —2b3 , by <N. (4.11)

Dies ist aquivalent zur Anzahl Operationen einer Band—Gauss—Elimination (Hackbusch (1993),
Golub und Van Loan (1986)) und deutlich weniger ald\tig3 Operationen, die fiir die Faktori-
sierung einer vollbesetzten Matrix mit dieser Methode nétig sind. Wéahrend der Faktorisierung
werden alle Nebendiagonaleintrage innerhalb der Bandbreite einer Spalte mit Werten
Lj ,U;j = Obelegt. Dies bezeichnet manfélsin, der in Abhangigkeit votb, zu einem hohen
Speicherbedarf fur die Matrixfaktoren und zu Rechenoperationen nach Gl. (4.11) fuhrt. Da eine
Pivotisierung von Zeilen und/oder Spalten die urspringliche Bandstruktur stort, besteht eine der
Hauptherausforderungen beim Entwurf schneller direkter Gleichungsléser darin, eine Pivotisie-
rungsstrategie zu wahlen, die einen stabilen Fortschritt der Faktorisierung gewéhrleistet und da-
bei die urspringliche Bandbreite der Matrix moglichst wenig aufweitet.

Nach erfolgter Faktorisierung wird das LGS dann in zwei Schritten geldst. Zuerst wird

Ld = f (4.12)
und anschlieRend

ud = d (4.13)
gelost. Beide Algorithmen finden sich in Anhang Al.

Neben der LU-Faktorisierung existieren eine Reihe weiterer multiplikativer Zerlegungen. Dies
sind im einzelnen die LDU—-Faktorisierung fiir unsymmetrische Matrizen, sowie die-Eak-
torisierung und die LI-Faktorisierung (die auch Cholesky—Faktorisierung genannt wird) fiir
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positiv definite symmetrische Matrizen. Fir eine Beschreibung dieser Algorithmen sowie eine
Analyse der bendtigten Anzahlen an Operationen soll hier jedoch nur auf die Literatur verwiesen
werden (Bathe (2002), Golub und Van Loan (1986), Quarteroni et al. (2000), Press et al. (1992),
Hackbusch (1993), van Duin (1998)).

4.3.2 Parallele direkte Gleichungslosung

Wahrend parallele Faktorisierungsalgorithmen fur dichtbesetzte Matrizen flir Mehrprozessor-
rechner mit gemeinsamem Arbeitsspeicher (shared memory) schon eine Weile existieren, waren
laut Duff und van der Vorst (1999) die ersten Versuche der Parallelisierung von Faktorisierungen
dunnbesetzter, grol3er Matrizen bei verteiltem Arbeitsspeicher (distributed memory) eher wenig
effizient.

Mittlerweile gibt es jedoch eine Reihe an parallelen direkten Ldsern, die auch auf Mehrprozes-
sorrechnern mit verteiltem Arbeitsspeicher hohe Losungsgeschwindigkeiten erzielen. Zu nen-
nen waren hier neben anderen 'SPOOLES’ von Ashcraft et al. (1999), ' MUMPS’ von Amestoy
et al. (2003) sowie 'SuperLU_Dist’ von Li und Demmel (1999). Einen Uberblick tiber die Ent-
wicklungen im Bereich der Parallelisierung direkter Losungsmethoden liefern Duff und van der
Vorst (1999).

Der entscheidende Vorteil und das Hauptanwendungsgebiet dieser direkten Loésungsverfahren
liegt bei linearen Gleichungssystemen mit einer sehr schlechten Kondition, da sie verhaltnisma-
3ig unempfindlich gegentber der Konditionierung der Koeffizientenmatrix sind, sofern sie eine
iterative Verbesserung der Losung vorsehen. So zeigen Liund Demmel (1999) Beispiele mit Ma-
trizen mit Konditionszahleg(A) < 100" mit ihrem Gleichungsléser 'SuperLU_Dist’.

Der Nachteil der direkten Methoden ist die im Vergleich zu den iterativen Methoden (Kap. 4.3.3)
geringe erzielbare Beschleunigung (speed—up) durch Parallelisierung, wenn die Gleichungslo-
sung auf verhaltnismafig viele Prozesse aufgeteilt werden soll. Aus den in Amestoy et al. (2001)
und (2003) beschriebenen numerischen Beispielen mit deren Loserbibliothek '"MUMPS’ geht
hervor, dass sich bei konstant gehaltener Matrixgré3e eine ungefahre Halbierung der Lésungs-
zeit bei einer Verdoppelung der Anzahl der Prozesse nur bis zu einer Anzahl von vier bis acht
Prozessen erzielen lasst. Bei mehr beteiligten Prozessen féllt der Zeitgewinn deutlich niedriger
aus. Ab 32 Prozessen kann durch Hinzunahme weiterer Prozesse kein Zeitgewinn mehr gezeigt
werden.

Abb. 4.3 zeigt absolute Zeiten fur die Losung eines LGS mit dem Gleichungsloser 'SPOOLES’
mit iterativer Verbesserung in Abhangigkeit von der Anzahl der beteiligten Prozesse. Das Glei-
chungssystenRohr25980resultiert aus einer Berechnung eines Rohres mit hybriden Finiten
Elementen der 7-Parameter—Schalenformulierung. Es handelt sich hierbei um das Gleichungs-
system des Beispiels in Kap. 6.6.1. Es Kat 149 808Unbekannte undN"?= 6949 728 von
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Null verschiedene Eintrage. Es kann davon ausgegangen werden, dass es sich um ein ausgespro-
chen schlecht konditioniertes Gleichungssystem handelt. Stabilitdtsprobleme bei der Faktorisie-
rung traten jedoch nicht auf. Die angegebenen Zeiten wurden auf einem Mehrprozessorrechner
NEC Express5800/1160Xa mit Intel-Itanium1-800MHz Prozessoren gemessen. In Abb. 4.3 ist
gut erkennbar, dass die parallele Beschleunigung fir hdhere Anzahlen an beteiligten Prozessen
deutlich hinter dem theoretischen Optimum zurtickbleibt. Diese Beobachtung deckt sich gut mit
den Angaben von Amestoy et al. (2001) und (2003) fiir deren Gleichungsloser 'MUMPS’ fur
andere Beispiele vergleichbarer Grolie.

190 _ _ _
|_— optimale Beschleunigung bei

1504 / konstanter Problemgro3e nach
Zeit T [s] Amdahls Gesetz:

110
T(NP=1
T(NP) — ( Np )
704
30-

1 2 3 4 5 6
NP Prozesse

Abb. 4.3: Skalierung der Loserzeit von 'SPOOLES'’ fiir Gleichungssystem 'Rohrkreuzung’
bei unterschiedlicher Prozessanzahl

Die parallelen direkten Losungsmethoden stellen vor allem im Hinblick auf sehr schlecht kondi-
tionierte Gleichungssysteme eine Alternative dar, mit der auch verhaltnismafig grof3e Probleme
in vertretbarer Zeit gelést werden konnen. Die erzielbare parallele Beschleunigung hinkt jedoch
zumindest derzeit derjenigen der iterativen Verfahren hinterher. Dies ist neben der — unter gewis-
sen Umstanden —wesentlich hoheren Geschwindigkeit der iterativen Gleichungsloser eine Moti-
vation dafur, auch im Falle von schlecht konditionierten Gleichungssystemen iterative Metho-
den einsetzen zu wollen.

4.3.3 lIterative Gleichungslésung

Als ein Beispiel fur ein Iterationsverfahren zur Losung eines linearen Gleichungssystems (Gl.
(4.9)) wurde bereits diRichardson—Iteratiorerwéahnt. Bei dieser wird ausgehend von einer
Schatzungl® die Lésung in einer Folge von Iteriertdfidurch

dFl = d<+ T (f — AdY) (4.14)
beziehungsweise

dFl = (1 =T AJd<+ T f (4.15)
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angenahertl ist hierin eine Einheitsmatrix, die formal die Konsistenz der physikalischen Ein-
heiten gewahrleistet. Die Losudgles LGS gilt als hinreichend gut approximiert, wenn ein vom
Anwender definiertes Konvergenzkriterium erfullt ist.

Die Vektoren
K= (f-Ad) , é&=d-d (4.16)

werden als Residuum beziehungsweise Fehler im Iterationsdcbeiteichnet.

Die Iteration konvergiert, wenn und nur wenn der Spektralradidsr Matrix (I — A) in Gl.

(4.15) kleiner ist als Eins. Die Konvergenzgeschwindigkeit der Richardson—Iteration kann ver-
bessert werden, indem man das LGS von links mit der Invésereiner symmetrischen Ma-

trix vormultipliziert:

M~IAd=M"1. (4.17)
Die Iterationsvorschrift der vorkonditionierten Richardson-Iteration lautet dann

dFl = (1 = M~ tA)d + MY (4.18)
beziehungsweise:

dktl = gk + M-Ik, (4.19)
M ~1wird als Vorkonditionierungsmatrix bezeichnet, auf die im folgenden noch naher einge-

gangen wird.

Anmerkung 1: Neben der genannten Vorkonditionierung des LGS mittels einer Multiplikation des LGS
mit M ~tvon links existiert noch die Mdglichkeit einer beidseitigen Vorkonditionierung

mit zwei Vorkonditionierungsmatrizewi i . und M o .

M-LAMZL d=M-Lf @ d=MzZL d,

links rechts links rechts

sowie eine Vorkonditionierung von rechts

AM=L d=f : d=M2L d.

rechts rechts

Anmerkung 2: Es gibt in der Literatur keine Einigkeit, & oder deren Inversé/ ~* als Vorkonditio-
nierungsmatrix bezeichnet wird. In dieser Arbeit wird der Begriff Vorkonditionierungs-
matrix fiir die Inverse ~! verwendet.

Zusatzlich kann ein skalarBelaxationsparametes, in die Iterationsvorschrift Gl. (4.18) ein-
gefuhrt werden. Es ergibt sich

dt = (I — o MTIA)d + o, M7 (4.20)
beziehungsweise

dtl=dk+ o, M7, (4.21)
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Der Klammerausdruck in Gl. (4.20) wird als Iterationsmatrix
Gl MY = (I — o, M7IA (4.22)

bezeichnet. Je nachdem,@bvom Iterationsschritt unabhéngig oder abhéngig ist, unterschei-

det man in eine stationare oder instationare Richardson Iteration.

Eine Konvergenz der Iterationsvorschrift ist garantiert, wenn und nur pn < 1.

Abhéngig von der Wahl der Vorkonditionierung und des Relaxationsparameters ergeben sich Va-
rianten der Richardson-Iteration, die zum Teil als eigene Iterationsverfahren bekannt sind. Ei-
nige Beispiele fur solche Iterationsverfahren sind:

» Direkte Losung mit iterativer Verbesserung (siehe auch Kap. 4.3.1):

M= (LU)™" ; o =1 = konstant (4.23)

Wird eine Faktorisierund = LU im Rahmen endlicher Genauigkeit ausgefthrt,
kumulieren sich Rundungsfehler in den Matrixfaktoren. Zum Teil wird zur Ver-
meidung von Bandbreite—stdrender Pivotisierung absichtlich ein fehlerbehaftetes
Pivotelement eingebracht. Verwendet man diese fehlerbehafteten Matrixfaktoren
im Rahmen einer Richardson Iteration, so wird dies als iterative Verbesserung (ite-
rative refinement) eines direkten Losungsverfahrens bezeichnet. In der Regel sind
nur sehr wenige Iterationen notwendig, um eine hohe Genauigkeit der Lésung zu
erzielen, da die Vorkonditionierung der Inversén! = A~! sehr nahe kommt.

» Jacobi-lteration (Anhang A2.1):
M;l=D"!=(diag( A))""' ; = 1= konstant (4.24)
* Gauss-Seidel-Iteration (Anhang A2.2):
Mgd=D+L)"" ; o =1=konstant (4.25)
Hierin istD = diag( A) undL der streng untere Dreieckanteil vén

e Symmetrische—Gauss—Seidel-Iteration (Anhang A2.3):

Made=(D+L) ™D (D+U)™" ; o=1= konstant (4.26)

Hierin ist D die Diagonale und. und U sind der streng untere beziehungsweise
streng obere Dreieckanteil vaha

* Blockvarianten der Iterationsverfahren
Die bisher genannten Iterationsverfahren werden auch als sogenannte punktweise
Methoden bezeichnet. Koeffizientenmatrizen, die auf einer Diskretisierung mit Fi-
niten Elementen beruhen, haben jedoch eine Blockstruktur, wenn jewdil&tie
Unbekannten eines Knotens zusammengefasst werden. Eine solche Blockmatrix
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AM*Mhat BlockdimensioneM x Maus BlockemA; i,j = 1,...,M. Nebendia-
gonalblocke sind dani\; € R"™™M i = j, Hauptdiagonalblocked; € 1iR"*"

sind quadratis¢h Die Blockstruktur kann bei der Konstruktion der Vorkonditio-
nierung berucksichtigt werden. So lautet exemplarisch die Vorkonditionierungs-
matrix der Block—Jacobi-Iteration:

Mgt = D1 = (blockdiagA))™! ; @ = 1 = konstant . (4.27)
An die Stelle der Invertierung der Hauptdiagonaleintrigétritt somit die Inver-
tierung der Hauptdiagonalblockl *".

Eine Beschreibung weiterer Blockvarianten findet man bei Barrett et al. (2002)
und Hackbusch (1993). Blockvarianten von lIterationsverfahren zeichnen sich

durch eine effizientere Implementierbarkeit und durch unter Umsténden verbes-
serte Konvergenzgeschwindigkeit aus.

* Relaxierte stationare Iterationsverfahren
Von den erwahnten Jacobi und Gauss Seidel Verfahren existieren tiber—und unter-
relaxierte Varianten, die mittels eines Relaxationsparametefs= 1 ,
w, = o = Konstanteine hohere Konvergenzgeschwindigkeit erzielen. Die Wahl
eines optimalen Relaxationsparameters ist im allgemeinen aufwendig (Mok
(2001), Quarteroni et al. (2000)) und wird hier nicht weiter behandelt.

Die bisher erwéhnten stationaren lterationsverfahren verwenden einen konstanten Relaxations-
parameter. Neben diesen gibt es die Gruppe der nichtlinearen und instationaren Iterationsverfah-
ren, die in jedem Schritt einen optimalen Relaxationsparamgtend eine SuchrichtungpX
ermitteln. Ein wichtiger Vertreter dieser Gruppe von Verfahren ist das konjugierte Gradienten-
verfahren (©njugate_Gadient method oder kurz CG—Verfahren) von Hestenes und Stiefel
(1952). Gl. (4.21) kann man allgemeiner ausdricken als

dtl = dk + o, p¥. (4.28)
Fihrt man als HilfsgroRe das vorkonditionierte Residatimit
X =MLk (4.29)

ein, so ermittelt sich der aktuelle Relaxationsparanagteowie die SuchrichtungXbeim CG—
Verfahren (Gl. (A.11)) zu:

6. Bei Dirichlet—-Randbedingungen einzelner Knotenfreiheitsgrade sind deren vorgeschriebene L6-
sungswerte bekannt. Es wird hier davon ausgegangen, dass solche Freiheitsgrade aus dem Glei-
chungssystem vorab eliminiert worden sind. Die Zeilen— und Spaltendimension der zu dem Kno-
ten gehdrenden Blockzeile und —spalte verringert sich um die Anzahl seiner Freiheitsgrade mit
vorgeschriebenen Werten. Sind die Werte aller Freiheitsgrade eines Knotens als Randbedingung
vorgeschrieben, entféllt die zugehorige Blockzeile und —spalte ganz.
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_ _(p9Trk
Cl)k = W y (430)_|_

k_ ok (29T Apk-t pk-1

D= 2 T (DT Apk1 . =2 (4.30)

Eine detaillierte Beschreibung des CG—Verfahrens findet sich beispielsweise in Quarteroni et al.
(2000). Das vorkonditionierte CG—Verfahren konvergiert superlinear. Die Energienorm des
FehlerseX = Arkim Iterationsschritk ist
| €fla= Cill € lla - (4.31)
Hierin ist C, der Konvergenzfaktor, flr den gilt:
k
cM~1A) -1

Cy =2 , C=z0 Vk , ImC=0. (4.32)
M~1A) + 1 ks o

Gl. (4.32) ist eine obere Schranke fur den Konvergenzfaktor, die maf3geblich von der Konditi-
onszahlc der vorkonditionierten Koeffizientenmatrix beeinfluf3t ist (van der Sluis und van der
Vorst (1986)). Um sich die Eignung dieser Verfahren fur eine parallele Umsetzung anzuschauen,
wird hier stellvertretend fur alle vorkonditionierten Iterationsverfahren das CG—\Verfahren be-
trachtet. Das CG—\Verfahren bendtigt in der verwendeten Implementierung (Anhang A2.4, Gl.
(A.12)) in einem lterationsschrikifolgende grundlegende Operationen:

* Ein Matrix—\Vektor—Produkty = Ap

« Die Anwendung einer Vorkonditionierung auf einen Vektee M ~1r

« Zwei innere Produktezund p'q

» Drei Vektoradditionerd <~ d +w p, r<—r —w q sowie p<=z+ 8 p

Zunachst benotigt man eine parallele Implementierung des in Gl. (4.30) enthaltenen Matrix—
Vektor—Produktes, beispielweise wie in Kap. 4.2 beschrieben. Die inneren Produkte kdnnen mit
wenig Kommunikation parallel ausgefuihrt werden, die Addition verteilter Vektoren kann kom-
munikationsfrei implementiert werden, sofern der skalare Faktor redundant auf allen Prozessen
vorliegt. Die Aufmerksamkeit richtet sich somit auf eine parallele Umsetzung der Vorkonditio-
nierung Gl. (4.29). Weitere parallele Implementierungsvarianten kbnnen Barrett et al. (2002)
und Douglas et al. (2003) entnommen werden.
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4.4 Basismethoden zur Vorkonditionierung
Drei Designkriterien existieren fur eine parallele Vorkonditionierung:
« M ~1soll die Breite des Eigenwertspektrums vdmeduzieren:
c(M~1 A)< c(A) (4.33)

« Die Konstruktion vonM ~1 und deren Anwendung auf einen Vektor sollte mdg-
lichst preiswert sein

« Die Konstruktion und Anwendung vavl ~ ! sollte gut parallelisierbar sein

Anmerkung: Die triviale WahIM ~1 = A~! stellt nach dem ersten genannten Designkriterium eine
optimale Vorkonditionierung dar, die jedoch aufgrund des zweiten und dritten Kriteri-
ums nicht sinnvoll ist.

Die theoretischen Grundlagen fur den Entwurf optimaler Vorkonditionierungen sind derzeit

noch nicht voll gegeben und die Konstruktion auch 'nur’ guter Vorkonditionierungen alles an-

dere als trivial (Quarteroni et al. (2000)). Es ist daher wie bereits erwahnt eine anerkannte und
weit verbreitete 'Daumenregel’, dabs~! eine gute Vorkonditionierung ist, wem# =~ 1A der

Einheitsmatrixl méglichst nahe kommt und das Spektrum der EigenwertéNokA eng be-

grenzt ist. Aufgrund der numerischen Kosten der Vorkonditionierung (in der Konstruktion der

Vorkonditionierungsmatrix, in der Anwendung der Vorkonditionierung auf einen Vektor und in

Form von Speicherplatz), muss sie so konstruiert werden, dass die erzielte Konvergenzbeschleu-

nigung diese Kosten amortisiert.

Im Falle der parallelen Vorkonditionierung muss zusétzlich zwischen der 'sequentiellen’ Effi-

zienz und der erzielbaren Beschleunigung durch Parallelisierung unterschieden werden. Viele

der ’klassischen’ Vorkonditionierungstechniken haben eine grol3e sequentielle Komponente, die
sich im Sinne von Amdahls Gesetz negativ auf die Beschleunigung durch Parallelisierung aus-
wirkt. Einige gangige Basisvorkonditionierungsmethoden werden im Anhang A3 etwas naher
erlautert.

4.4.1 Vergleich von Basisvorkonditionierungen anhand eines Schalenbeispiels

Zwei Basisverfahren der Vorkonditionierung werden anhand des in Abb. 4.4a) dargestellten Bei-
spiels verglichen. Hierbei soll insbesondere die Eignung (bzw. Nichteignung) fiir Gleichungssy-
steme der 7—-Parameter—Schalenformulierung an einem maglichst einfachen Beispiel untersucht
werden. Es handelt sich dabei um einen Kragarm, der mit einer Flachenlast auf der Schalenmit-
telflache belastet wird. Es wird ein St. Venant—Kirchhoff-Materialgesetz verwendet sowie eine
Kinematik mit kleinen Verzerrungen angenommen. Die Deformation des Kragarms ist in Abb.
4.4b) dargestellt. Der Kragarm wird mit 18@ bilinearen hybriden Elementen diskretisiert.

Die Dickenédnderung an der Einspannung ist nicht festgehalten. Das resultierende Gleichungssy-
stem hat 2404 Unbekannte.
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a) Geometrie und Belastung [mm

b) deformierte Struktur

Material :
StVenant Kirchhoff

E=2110-"
y =03 mn

Abb. 4.4: Kragarm unter Flachenlast

Die Basisverfahren zur Vorkonditionierung verhalten sich, wie aus der Literatur bekannt, in Ab-
hangigkeit von deFehlerart sehr unterschiedlich. Dieser Umstand wird hier fir die aus der
7—Parameter Schalenformulierung resultierenden Gleichungssysteme néher untersucht. Es wird
eine Startschatzungdf der Verschiebungen erzeugt, die einen vorab definierten Fehler enthélt.
Zu diesem Zweck werden Fehler

ev,(Xn ,Aw) = av35in(%xn)
W
’ n= 11-'-1Nnd (4.34)

ew, (Xn Aw) = ansin(ﬁxn)
Aw

mit der Wellenlangé.,, und der Amplitudea,, beziehungsweisa,,, in Abhangigkeit der Kno-
tenkoorinaterx, eingefuhrt. Beey,(Xn ,4w) handelt sich um einen in der x-Achse sinusférmig
verlaufenden diskreten Fehler, der jedoch nur auf die z—Komponente der Mittelflachenverschie-
bungv, aufgebracht wird. Analog iy, (X, ,Aw) Nur in der x-Komponente der Differenzver-
schiebung der Schalenober— zur Schalenmittelflachenthalten.

54



Anmerkung: Die Vorgabe eines Fehlees= d° — d ist natiirlich nur méglich, wenn die Lésung
bekannt ist. Die Lésung wurde daher hier vorab mit Maschinengenauigkeit ermittelt. Al-
ternativ hatte auch das homogene (unbelastete) ProBlesn= 0 bei von Null ver-
schiedener Startschatzun = e betrachtet werden kénnen.

Die Fehleramplituden werden zu

ay, = % mr?x(vg) = 38.7 mm

= maxwj) = 0.64 mm
n

,n=1...Nyg . (4.35)
an

gewahlt. Die Knotenfehlervektoresy, und ey, der DimensiorN sind dann:

el(iw) =0 0 e(Xy.Aw) 0 0 0;",0 0 &, Aw) 0 0 0,
, N = 1""’Nnd
&) =0 0 0 ew(5,Aw) 0 0;" ,0 0 O8w(n Aw) O O;e

Freiheitsgrade des Knoteh Freiheitsgrade des Knoten n (4.36)

Vier verschiedene Startschatzung®nwverden verwendet. Es wird jeweils ein langwelliger und
ein kurzwelliger Fehler in der z—Mittelflachenverschiebungs— und der x—Differenzverschie-
bungskomponente betrachtet:

A9 = d + &,(Aw = 500Y) (4.37)
A9 oz = d + ew,(Aw = 510%) (4.38)
A9 ang = d + &y = 210%) (4.39)
A2 lang = d + 6w (Aw = 2010%) . (4.40)

Abb. 4.5a) zeigt die Lésurdy die Startschatzungel sind in Abb. 4.5b) — 4.5e) als Deformatio-

nen des Kragarms dargestellt. Die betrachteten Knotenfreiheitsgradéw, sind beide an der
auftretenden Biegedeformation beteiligt und tber die Krimmungen und Querschubverzerrun-
gen gekoppelt. Obwohl in den verwendeten Startvektoi‘?\gplang/ wrz Peziehungsweise
d\(/)vl,lang/ wrJEWeils nur ein Fehler in einem der beiden Freiheitsgrade aufgebracht wird, und

in dem anderen Freiheitsgrad die LOsung gegeben ist, bleibt diese nicht erhalten. Es entstehen
Fehlere,, beziehungsweise,, infolge eines eingebrachten Fehlegg(x, ,4w) beziehungs-

weiseey,(X, ,Aw). Die angewendeten Vorkonditionierungsmethoden sind:

*  p=Schritt symmetrische Gauss Seidel-Vorkonditionierung ( $I5S(
mit p =5, 20, 10Q0wie in Anhang A3.2 beschrieben

* Unvollstandige Faktorisierungs—Vorkonditionierung ( Il@y§ mitp = 0, 1,wie
in Anhang A3.3 beschrieben
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a) Losung
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z
L [mm]
X

b) Startschatzung mit kurzwelligem Fehler in- Kittelflachenverschiebung

. ey, (X, Ay = 5010

0 500 1000

¢) Startschatzung mit langwelligem Fehler in-Mittelflachenverschiebung

ey, (X, Ay = 2010
75

07/’—\
75 ‘ ¢
0 500 1000

. ew, (X, hw=5010")

-1 : X
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(3x Uberhohte Darstellung)
€) Startschatzung mit langwelligem Fehler in-Differenzverschiebung

dO
, .
@\ | (6 by =2010%)
0

-1 ‘ X
0 500 1000

(3x Uberhohte Darstellung)

Abb. 4.5: fehlerbehaftete Startschatzung@als Deformationen des Kragarms
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Zusatzlich wird vor der Anwendung der Vorkonditionierung eine symmetrische Skalierung des
Gleichungssystems (Kap. A3.1, Gl. (A.14)) vorgenommen.

In den Abbildungen 4.6 — 4.9 ist auf der linken Seite jeweils der Fejjlien Freiheitsgrad/y,

auf der rechten Seite der Fehégy, im Freiheitsgradv, aufgetragen.

a) p—Schritt symmetrische Gauss—Seidel-Vorkonditionierung SGS(p)

ey, (X, Ay =510 ew, infolge &,,(X, hw)
5 10

7

-7 : X
0 500 1000 0 500 1000
b) unvollstandige Faktorisierung—\Vorkonditionierung ILU(p)
, ev,(X, hw=5010" 0 ew, infolge &,(x, hw)
/ —e
0 v/\v/\v/\vr\vr\vr\vf\v/\v/\vr\vr\vf\vf\vf\vf\vf\vf\vr\v — p:O
— p:l
-75 . -10 X
0 500 1000 0 500 1000

Abb. 4.6: kurzwelliger Fehler in z—Mittelflachenverschiebungen nach Abb. 4.5b)

a) p—Schritt symmetrische Gauss—Seidel-Vorkonditionierung SGS(p)

. ey, infolge &y, (X, Aw) . ew, (X, hy=>5010")
—e
: %%%%W}%% oMM -+ —p=s
T ===,
-1 X -1 X
0 500 1000 0 500 1000

b) unvollstandige Faktorisierung—\Vorkonditionierung ILU(p)
ey, infolge &y, (X, hw) ew, (X, hy="5[10%)
1 1

o ML =
| wvwwwvwwwvhvﬁ@ =5

0 500 1000 0 500 1000

Abb. 4.7: kurzwelliger Fehler in x—Differenzverschiebungen nach Abb. 4.5d)
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Fur die Qualitat der Vorkonditionierung ist neben der betragsmalfigen Reduktion des Fehlers vor
allem die Fahigkeit zur Eliminierung kurzwelliger Fehleranteile von Bedeutung. Diese spieltim
Hinblick auf die in Kap. 6 vorgestellte Multilevelvorkonditionierung eine bedeutende Rolle.

In Abb. 4.6 sind verbleibende Fehlerverlaufe nach der Anwendung der Vorkonditionierungsver-
fahren fir die Startschéltzumlﬁ3 kurz dargestellt. Die SGS(p)—Vorkonditionierung (Abb. 4.6a))
reduziert den Fehler betragsmaliig deutlich, ein glatter verbleibender Fehlerverlauf wird jedoch
erst annahernd bei= 100 Iterationen erreicht. Die ILU(p)—Vorkonditionierung (Abb. 4.6b))
zeigt eine gute Fehlerreduktion it Ound erzielt mip = 1 einen 'glatten’ verbleibenden Feh-

ler in v5 sowie eine sehr gute Naherung der Lésung,in

In Abb. 4.7 werden diese Vorkonditionierungen d@dlf wrz@ngewendet. Auch hier breitet sich

der eingebrachte Fehler erwartungsgemaR in den Freiheitggeads. Das Verhalten gleicht
demjenigen aus Abb. 4.6. Aufgrund der Fehlerausbreitung scheint es von untergeordneter Be-
deutung, in welchen Freiheitsgrad der Fehler initial eingebracht wurde.

Bei vorgegebenem langwelligen Fehler ist das Verhalten grundlegend anders. In Abb. 4.8 wird
mit d83 lang ein langwelliger Fehler in der z—Mittelflachenverschiebuggingebracht. Auch

hier breitet sich der Fehler erwartungsgemaf in den Freiheitsgtadein aus. Die betragsma-
Rige Fehlerreduktionistin diesem Fall jedoch sowohl bei der SGS(p)—\Vorkonditionierung (Abb.
4.8a)) als auch bei ILU(0)-Vorkonditionierung sehr schlecht. Lediglich die ILU(1)-Vorkondi-

tionierung (Abb. 4.8b)) ist in der Lage den Fehler Uberzeugend zu reduzieren.

Wird der langwellige Fehler mittet‘:gvl lang in der Differenzverschiebung, eingebracht (Abb.

4.9), so ist auch hier die Fehlerausbreitung in den Knotenfreiheiteghakein zu beobachten.

Allen untersuchten Methoden gelingt es dabei problemlos, den Fehler in der Differenzverschie-
bungw;, zu reduzieren. Der ausgebreitete Fehler im Knotenfreiheitsgraatd hingegen wie-

der nur von der ILU(1)-Vorkonditionierung gut erfasst.

Fasst man die Ergebnisse ﬂ& lang und d\?vl lang in Abb. 4.8 und 4.9 zusammen, so lasst sich
sagen, dass vor allem ein langwelliger Fehler in der Mittelflachenverschiepdeg Vorkondi-
tionierungsmethoden 'Probleme bereitet’. Die einzige Vorkonditionierung, die diese Fehlerart

hier gut reduziert ist die ILU(1)-Vorkonditionierung.
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a) p—Schritt symmetrische Gauss—Seidel-Vorkonditionierung SGS(p)

ey, (X, hy = 310%) ew, infolge (X, Aw)
75 1
/\ —r
— p=5
0 0 P
/ p:20
— p=100
-75 X -1 X
0 500 1000 0 500 1000
b) unvollstandige Faktorisierung—\Vorkonditionierung ILU(p)
ey, (X, Ay =300 ew, infolge &,(X, hw)
5 1
—_—e
0 0 —_— p:O
P/ —p=1
-75 X -1 X
0 500 1000 0 500 1000

Abb. 4.8: langwelliger Fehler in z—Mittelflachenverschiebungen nach Abb. 4.5c)
a) p—Schritt symmetrische Gauss—Seidel-Vorkonditionierung SGS(p)

ey, infolge &y, (X, hw) ew, (X, Ay = 2(10°)
1 1
— p=5
0 0 P
p=20
— p=100
-1 X -1 X
0 500 1000 0 500 1000

b) unvollstandige Faktorisierung—\Vorkonditionierung ILU(p)
ey, infolge &y, (X, hw) ew, (X, by = 2[10%)
1 1

J// -
0 0 —p:O

‘\
— p: 1
-1 X -1 X
0 500 1000 0 500 1000

Abb. 4.9: langwelliger Fehler in x—Differenzverschiebungen nach Abb. 4.5e)

Kurzwellige Fehler in den Differenz— als auch in den Mittelflachenverschiebungen sowie lang-
wellige Fehler in der Differenzverschiebung werden gut erfasst. Die symmetrische Gauss Sei-
del-Vorkonditionierung glattet kurzwellige Fehleranteile, ist jedoch kaum in der Lage, langwel-
lige Fehler zu reduzieren. Dieses Verhalten ist aus der Literatur bekannt und tritt in dieser Form
bei allen Vorkonditionierungen auf der Basis additiver Zerlegung der Koeffizientenmatrix auf
(Jacobi— und Gauss Seidel-verwandte Vorkonditionierungen). Aus diesem Grund werden sie
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auch als Glatter bezeichnet. Ein verbessertes Verhalten kann fiir Blockvarianten dieser Metho-
den erwartet werden, welche im Rahmen dieser Arbeit jedoch nicht untersucht wurden.

Die ILU(p)—Vorkonditionierung zeigt fip > 0neben guten Glattungseigenschaften auch eine
verhaltnismanRig gute betragsmaiige Reduktion langwelliger Fehler.

In diesem Vergleich wurden die numerischen Kosten der einzelnen Vorkonditionierungsmetho-
den nicht betrachtet, obwohl sie natirlich eine wichtige Rolle spielen. Die Angabe von Vorkon-
ditionierungszeiten hat hier jedoch aus zwei Griinden nur geringe Aussagekraft. Zum einen Ver-
halten sich die ILU(p)—Vorkonditionierungskosten nicht linear mit der Grél3e des Problems, so
dass die bei diesem kleinen Beispiel ermittelten Zeiten nicht tibertragbar sind. Zum anderen sind
die Vorkonditionierungskosten nicht unabhangig von der erzielten Verbesserung des Konver-
genzfaktors Gl. (4.31) zu sehen. Diese wird jedoch auch mal3geblich von der Kondition der
Koeffizientenmatrix beeinflusst (siehe auch Kap. 4.3.3, GI. (4.31) und (4.32)) und ist damit bei-
spielabhangig.

4.5 Uberlappende Gebietszerlegungsmethoden als Vorkonditionierung

Es werden Uberlappende Gebietszerlegungsmethoden vorgestellt, die in besonderem Mal3e zur
Konstruktion paralleler Vorkonditionierungen geeignet sind. Der Klassifikation von Smith et al.
(1996), Quarteroni und Valli (1999) und Mok (2001) folgend, lassen sich Gebietszerlegungsme-
thoden in sogenannte tUberlappende und nicht tiberlappende einerseits, und duale und gemischte
Gebietszerlegungsmethoden andererseits unterscheiden. Erstere werdenSulostralktur—

oder Schurkomplementmethodbezeichnet, wahrend zweitere in der RegeBalswarzsche
Gebietszerlegungs— methodeereichnet werden. Die dualen und gemischten Methoden geho-
ren vom geometrischen Standpunkt aus zu den nicht tberlappenden Verfahren. Sie verwenden
jedoch als Losungsvariablen auf einem Teilgebietskopplungsrand zusatzlich zu den primaren
Variablen noch die energetisch konjugierten Grof3en (gemischte Methoden) beziehungsweise
sind ausschlief3lich in diesen formuliert (duale Methoden).

Die Substrukturmethoden fur die Gebietszerlegung wurden von Mok (2001) bei oberflachenge-
koppelten Fluid—Struktur—Interaktionsproblemen fur den Fall zweier Teilgebiete untersucht. In
der vorliegenden Arbeit liegt das Augenmerk jedoch nicht auf der Verwendung der Gebietszerle-
gung in der Kopplung unterschiedlicher physikalischer Felder (beispielweise in der Fluid—
Struktur—Interaktion), sondern auf der effizienten parallelen Losung der linearen Gleichungssy-
steme nichtlinearer Strukturprobleme. Eine Beschrankung der Formulierung auf zwei
Teilgebiete kann daher hier nicht erfolgen, da sich die Anzahl der Teilgebiete nach der Anzahl
der verwendeten Prozesse richtet.

Es erfolgt eine Konzentration auf die Uberlappenden Schwarzschen Gebietszerlegungsmetho-
den. Diese bestechen in ihrer Basisformulierung durch ihre Schlichtheit und sehr gute Parallel-
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isierbarkeit fur viele Teilgebiete. Zusatzlich bieten sie ein gutes Fundament zur Konstruktion so-
genannter Multilevelvorkonditionierungen, wie sie in Kap. 6 diskutiert werden. Fir eine
Ubersicht tiber die nichtiiberlappenden Substruktur— oder Schurkomplementmethoden sowie
die dualen Methoden, die ebenfalls zu Parallelisierungszwecken eingesetzt werden kdnnen, sei
auf die Veroffentlichungen von Quarteroni und Valli (1999), Smith et al. (1996), Le Tallec
(1994), Wohlmuth (2001), Douglas et al. (2003), Fragakis und Papadrakakis (2003) und Mok
(2001) verwiesen.

45.1 Alternierende Schwarzsche Gebietszerlegung

Der Mathematiker H.A. Schwarz stellte 1870 sein "alternirendes Verfahren” vor zum Beweis der
Existenz harmonischer Funktionen in kompliziert berandeten Gehégtdre sich als Vereini-

gung zweier einfacher, tUberlappender Gehigfeind 2, darstellen lassen (Schwarz (1870)).

Er verwendete dazu nachstehende Abb. 4.10, die hier zur Begriffsdefinition dienen soll.

Q" =0,nNQ, =0

Abb. 4.10: Schwarzsche uberlappende Gebietszerlegung
Verallgemeinert auf mehr als zwei Teilgebiete sei ein Gebienterteilt inN® iberlappende

Teilgebiete®; :
Q= e. (4.41)

082 sei der Rand vof? und 0£2; der Rand des Teilgebiet), wobei alle Gebiete nicht ihre Ran-

der enthalten. Weiter s derjenige Teil vom Ranak2;, der innerhalb vo liegt. Der restliche

Rand wird mitaQ2; \ I'; bezeichnet.

Anmerkung: Im weiteren Verlauf dieser Arbeit werden tatséchliche Dirichlet—-Randbedingungen auf
02, \ I'; als ’'physikalische’ Randbedingungen bezeichnet. Dirichlet-Randbedingun-

gen von Teilgebieten, die im Rahmen von Gebietszerlegungsmethoden eingefuhrt wer-
den, werden hingegen als 'kunstliche’ Dirichlet-Randbedingungen bezeichnet.
Auf einem gegebenen Gebi@t dass hier exemplarischNf = 2 tiberlappende Teilgebie€,
und 2, zerlegt wird, soll ein beliebiges lineares elliptisches Randwertproblem geldst werden:
Ju = f in Q
(4.42)
u=up aufa .

Gegeben sei eine Schéitzuug2 zumindest auf dem Ranfl;. Mit dem Iterationszahler
k= 1,2,.. lautet das alternierende Schwarzsche Verfahren dann:
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Lose fur ué: : Lose flr u:

k K
2ufs = f in Q, dufe = f in Q,
ufr=up aufaR \ Iy uz=up aufa,\ I,  (4.43)
ufr=u’ auf I ulz=u’r  aufr,
Ke—k+ 1

In jedem Halbschritt wird also ein Teilproblem mit den physikalischen Dirichlet—-Randbedin-
gungen aub®2 und kinstlichen Dirichlet-Randbedingungen Bufdie auf der jeweils vorher-
gehenden naherungsweisen Losung beruhen, gelost.

4.5.2 Multiplikative—Schwarzsche—Gebietszerlegung (MSM)

Die alternierende Schwarzsche Gebietszerlegung wird nun zur Lésung des linearen Gleichungs-
systemsAd = f herangezogen. Es wird direkt die Formulierung als Vorkonditionierung gege-
ben, da es als solche hierim Rahmen des CG—Verfahrens eingesetzt wird. Eine Schwarzsche Ge-
bietszerlegungsvorkonditionierung entspricht dann einem lIterationsschritt in Gl. (4.43) mit
einer Startschatzunggz = 0.

Der Vorkonditionierungsschritt des CG—Verfahrens (Anhang A2.4, Gl. (A.11)) lautet im Iterati-
onsschrittk :

Z¢ = Mgy Ty - (4.44)

Mg,j ist die Vorkonditionierung auf der Basis Schwarzscher GebietszerlegiNigiiberlap-

pende Teilgebiete, ist der Vektor der residuellen Krafte upgier Vektor des vorkonditionier-

ten Residuums im CG-lterationsschkitAuf die Angabe des Iterationszahléraird im wei-

teren der Einfachheit halber verzichtet. Um die Notation der Formulierung moglichst
ubersichtlich zu halten, wird weiter angenommen, dass alle physikalischen Dirichlet-Randbe-
dingungendp, auf die rechte Seite des Gleichungssystémis= f gebracht wurden:

fef—Ardp. (4.45)

Ferner seie@" sowieQih Diskretisierungen vo® und€; . Da im weiteren ausschlief3lich dis-
kretisierte Gebiete betrachtet werden, wird ohne Verwechslungsgefahr auf den Koqu)ﬂger
verzichtet.
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a) Teilgebiete und deren Randbedingunge) Bezeichnung der Unbekannten

C, o L] ]

/> kiinstliche Dirichlet-Randbedingungen

Abb. 4.11: Gebietszerlegung mit Uberlappungsbreite von einer Elementreihe
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Betragt bei einer flachenhaften Diskretisierung die Breite des Uberlappungsbereiches der Teil-
gebiete genau eine Elementreihe, so kann der Vektor der Unbekaante®!. (4.44) wie folgt
partitioniert werden:

ZT = { Z|Ql ZI{—%li ZIQZ Z-Qz ii ZQNF’ Z'I?NP} . (446)

r I

Hierin werden mit(-)lgi GroRRen eines Teilgebiets bezeichnet, die nicht auf einem kinstlichen
Gebietsrand Iieger(.-)?2i bezeichnet dann diejenigen Unbekannten, die mit Knoten assoziiert
sind, die in@, auf einem kunstlichen Teilgebietsrafiéines mit2; tberlappenden Teilgebietes

Q; , ] = iliegen. Abb. 4.11 veranschaulicht dies fur die zweidimensionale Diskretisierung aus
Abb. 4.2a) fir eine Aufteilung in drei Teilgebiete.

Die zugehdrige Partitionierung der Koeffizientenmatrix nimmt dann folgende Gestalt an:

AQy A2 \
A”11 Alrll‘ |
| \
Q. AQ Q Q
At AR R A pf | p%e| Afs
| AL22 pS224 —_—t
A il |r} _ Agﬂl A922} A2 (4.47)
Q) A2, AQ Q :
AHZ“lAnZZ Anél ArE S *‘ T }* o
fffff e Azl A%32 | AS¢s3
Qus AQ
} } Ay Alr33 , | |
Q. Q) AQs A0
I A An% Ane A |

Hierin sind BlockeintrageA®i mit inneren Freiheitsgraden eines Teilgebigtassoziiert, Ne-
bendiagonaleintragA®i ,i = j resultieren aus dem Uberlappungsbereich zweier Teilgebiete
Q;und Q.

Anmerkung: Man beachte, dass dies der Datenzerlegung aus Kap. 3.3.4 entspricht. Die im folgenden
erlauterten Methoden werden anhand der in Gl. (4.46), (4.47) und Abb. 4.11 exemplari-
schen Partitionierung mit einer Uberlappungsbreite von einer Elementreihe gezeigt.
Dies schrankt jedoch keineswegs die Verwendung groRerer Uberlappungsbreiten ein.

An dieser Stelle soll eine Notation eingefuhrt werden, die ausgesprochen nutzlich ist und im wei-

teren Verlauf der Arbeit noch intensiv verwendet wiRf: € RN %N sei eine rechteckige Ma-

trix, Nist die Anzahl der Zeilen und Spalten vanndN*i die Anzahl der Unbekannten in Teil-

gebiet2;. Ferner ist:

2

722

zQi=RQiz=[091 0% ... |9i... oﬂﬂ 2 =[ ] ,i=1,...NP . (4.48)

Z.QNF’
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Es sindo? € RN*N% i = j Nullmatrizen und @ € BRN“*N° die Einheitsmatrix.
R% heiRtRestriktionsmatrixoder kurzZRestriktion da sie angewandt auf einen Vektor der Kno-
tenwerte des Gleichungssystems Gl. (4.44) diejenigen eines Teilgabieted.

Anmerkung: Bei anderer Sortierung der Unbekannten als in Gl. (4.46) ergibt sich eine Permutation
von R® mit Nullspalten fiir Freiheitsgrade, die nicht 24 gehéren.

Die Transponierte
T
P2 — (Rgi) ,i=1,...NP (4.49)

wird Prolongationsmatrixoder kurZProlongationgenannt. Angewandt auf den Teilgebietsvek-
tor z% ergibt sich:

NP
z= > (P4 7). (4.50)

i=1
Den mit einem Teilgebie®; assoziierten Teil der Koeffizientenmatrix erhalt man dann mit:
‘Qii 'Qii
A AT

A% = R? A P9 = o o | i=1,...,NP. (4.51)
A A
I T

Ist A symmetrisch und positiv definit, so ist ausifi symmetrisch und positiv definit.
An dieser Stelle soll noch die sogenanfgdgebietskorrektur
-1 -1
B? = P9 (A%) R% =P% (R? AP?) R, B%e VN i=1.. N (452
eingefihrt werden.

Angewandt auf einen Vektar restriktiertB? diesen auf einen Teilgebietsvektdt, 16st fiir
ri mit der Teilgebietskoeffizientenmatri&®i und prolongiert die Lésung zuriick auf einen
Vektor 2% der DimensiorN:

Restriktion des Residuums % =R%r, reRrN, r% e p\V
Teilgebietslosung 72 = (AQ")_l iQi 2% e p\°
Prolongation: 7% = p2 lei 72 ¢ gN
Teilgebietskorrektur =9 — B9 r&i (4.53)
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Mit einem Startvektog, = 0 lautet dieMultiplikative—Schwarzsche—Gebietszerleguins—
konditionierung (MSM) inNP Teilschritten dann:

z, =725+ B% (r—Az) =B%r

z, =z, +B% (r-Az, )
o W (4.54)

z2=2, ,+B% (r—-~Az, ).

NP NP

Setzt man die Teilschritte der Vorkonditionierung Gl. (4.54) ineinander ein, so erhalt man nach
einigen Umformungen eine geschlossene Darstellung:

Mdy = A‘l[l — (1 - ABw)(1 = ABZw-1) ... (1 —AB2||I —ABgl)] . (455)

Auf dieser Darstellung begriindet sich auch die Namensgebung Multipliksatwearzsche Ge-
bietszerlegung.

Anmerkung: In einer Implementierung werden die Matriz@fli, P%i und B nicht explizit aufge-
stellt, sondern jeweils nur deren Anwendung auf einen Vektor bestimmt.

Es kann gezeigt werden, dass die Multiplikative Schwarzsche Gebietszerlegung eine Verallge-
meinerung der Gauss Seidel-Vorkonditionierung ist (Smith et al. (1996)): Fiur den Sonderfall
zweier TeilgebietdN” = 2 folgt aus GI. (4.55) mit Gl. (4.52) die Matrixdarstellung:

et o

— (Agzz) - lAgzl(AQn) -t (Agzz)

-1

Mysm = (4.56)

-1

Die Gauss—Seidel-Vorkonditionierungsmatrix Gl. (4.25) fur eine nichtsingulare Koeffizienten-
matrix A € R?*? lautet:
-1
A, O At 0
Mgd = = . (4.57)
Az Ag - ALAGALY A

Die Analogie zwischen Gl. (4.56) und Gl. (4.57) ist deutlich sichtbar. Wie die Gauss— Seidel-
Vorkonditionierung ist die MSM-Vorkonditionierung nicht symmetrisch und nicht unabhéngig
von der Numerierung der Teilgebiete, so dass sie in dieser Form nicht innerhalb des CG-\erfah-
rens verwendet werden kann.

In Analogie zur symmetrischen Gauss—Seidel-Vorkonditionierung lasst sich eine symmetrische
MSM-Vorkonditionierung (SMSM) erstellen, indem man in Gl. (4.54)M&feilschritten wei-
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tereNP Teilschritte in umgekehrter Reihenfolge der Teilgebiete hinzufligizWt0 lautet die
SMSM-Vorkonditionierung:

z, =2z,+B%(r—Agz)=B%r

z, =2z, +B%(r—-Az,)

2NP . 2NP 2NP

Zp, =2Zp ,+B% - (r—A Zp , )

2NP 2NP 2NP
z,  =2zp, +BY (r—Azp,) (4.58)
2 2NP 2NP

Zp,, =2 +B% -y (r—Az)
NP 2 2

2NP

ZZNP—l = ZzNP—z + BQZ ( r—A Zzﬁ )

2NP 2NP 2NP
Z zzzNP—1+Bgl(r_AzzNP—1)'
2NP 2NP

Die SMSM-Vorkonditionierung kann fur das CG-Verfahren verwendet werden. Eine parallele
Implementierung der MSM— oder der SMSM—Vorkonditionierung ist nicht ohne weiteres mog-
lich, da zur Berechnung einer Teilgebietslosung die jeweils vorhergehenden Teilgebietslésungen
vorliegen mussen. Mittels einer sogenannten 'Mehrfarben’-Multiplikativen—Schwarzschen—
Gebietszerlegung (Multicolour Multiplicative Schwarz Method) lasst sich bei einer Zerlegung

in hinreichend viele Teilgebiete eine parallele Abarbeitung realisieren. Dabei wird jeweils einer
Gruppe von Teilgebieten, die untereinander nicht Gberlappen, eine 'Farbe’ zugeordnet. Alle
Teilgebiete einer Farbe kénnen dann parallel bearbeitet werden, da ihre kiinstlichen Randbedin-
gungen in Gl. (4.54) beziehungsweise (4.58) unabhangig voneinander sind. Eine detailliertere
Erlauterung dieser Mehrfarben—Parallelisierung findet man fur die MSM—Vorkonditionierung

in Smith et al. (1996) und Quarteroni und Valli (1999), Algorithmen zur Mehrfarbenindexierung
von Teilgebieten und Gleichungssystemen und deren Anwendung werden in Saad (1996) gege-
ben.

4.5.3 Additive-Schwarzsche—Gebietszerlegung (ASM)

Einfacher als die in vorigem Kapitel genannte Einftihrung einer Mehrfarben—Gebietszerlegung
ist es, bei der Teilgebietskorrektur &&f nicht auf die Lésung aus Teilgebi_ , aufzubauen,
sondern jeweils nur den Startwegt=0 in allen Teilgebieten zu verwenden. Diese von Dryja
und Widlund (1987) vorgeschlagene Modifikation fuihrt die Multiplikative Schwarzsche Ge-
bietszerlegung Gl. (4.54) Uber in

NP NP
z=17+ > (BY (r—Az))=>(B%r). (4.59)
i=1 i=1
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DieseAdditive Schwarzsch&orkonditionierung (ASM) lautet somit:
NP
My, = Z B2 (4.60)
i=1

Wie bei der Analogie zwischen der MSM-Vorkonditionierung und dem Gauss Seidel-Iterati-
onsverfahren existiert hier eine Analogie zwischen der ASM—\Vorkonditionierung und der Ja-
cobi—Vorkonditionierung. Im Falle voNP = 2 Teilgebieten isMA‘SlMin Matrixdarstellung:

sy o

I (4.61)
o (s

-1

NSV
Die Jacobi—Vorkonditionierungsmatrix Gl. (4.24) fur eine nichtsingulare Koeffizientenmatrix
A € R?*? Jautet zum Vergleich:

-1
A, O At O
M—l= = . (462)
’ 0 Ay 0 Az_zl

Die ASM-Vorkonditionierung kann direkt parallelisiert werden, alle Teilgebietslosungen in Gl.
(4.59) sind voneinander unabhéngig durchfihrbar. Zudem ist Gl. (4.60) symmetrisch und kann
somit direkt als Vorkonditionierung im CG—\Verfahren verwendet werden.

45.4  Schwarzsche Gebietszerlegung mit unvollstdndiger Losung der Teilgebiete

Es st sinnvoll und effizient in einer Formulierung als Vorkonditionierung anstatt der Teilgebiets-
korrektur Gl. (4.52) nur eine ndherungsweise Korrektur (eine Vorkonditionierung) der Teilge-
biete vorzunehmen. Fuhrt man hierzu teédgebietsvorkonditionierung

-1 -1
(MQH) ~ (AQH) ,i=1,...NP (4.63)
ein, so lautet der unvollstandige Korrekturoperator aus Gl. (4.52) nun:

52 — p2, (MQH)‘lRQi ~ B2 = p2 (Agii)_lszi Ci=1,.. NP, (4.64)

-1
Als TeilgebietsvorkonditionierunéMQii) konnen samtliche sequentiellen und symmetri-
schen Basisverfahren der Vorkonditionierung herangezogen werden.
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455 Konvergenzverhalten Schwarzscher Gebietszerlegungsvorkonditionierung

Fur das ASM-vorkonditionierte CG—Verfahren gilt nach GI. (4.31) und (4.32) im Iterations-
schrittk :

k
-1 _
k c(MASM A) 1 O
[d—df,< 2 [d° —d], - (4.65)
c(lvl A) +1

-1
ASM
Bezeichnet man mh den Knotenabstand der Diskretisierung, ifhiden Durchmesser der Teil-
gebieteund midH , 0 < & < 1die Breite der Uberlappung benachbarter Teilgebiete, so kann
die Kondition abgeschéatzt werden zu
- 1

o(MadyA) < Coaz (4.66)

worin C eine Konstante ist, die vohabhangt (Dryja und Widlund (1994), Quarteroni und Valli

(1999)). Weiter lassen sich folgende Aussagen treffen, die das Konvergenzverhalten beschreiben
(Smith et al. (1996)):

» Die Anzahl der benétigten CG-lIterationen wéachst .1
» Die Anzahl bendtigter Iterationen wachst mit der Anzahl der Teilgebiete.

« Ist die UberlappungsbreiteH proportional zuH gehalten und wird eine Teilge-
bietskorrektur nach Gl. (4.52) verwendet, so ist die Anzahl benétigter CG—lItera-
tionen unabhangig voh und H/h beschréankt.

« Die Konvergenz ist schlecht fiir kleine Uberlappungsbreltenverbessert sich
jedoch mit zunehmender Uberlappung rasch.

» Die Anzahl benétigter CG—lterationen ist bei der ASM—Vorkonditionierung unge-
fahr doppelt so hoch wie bei der MSM-Variante.

Die in Kap. 4.5.2 und 4.5.3 gezeigte Analogie der Schwarzschen Gebietszerlegung zur Gauss—
Seidel- beziehungsweise Jacobi—Vorkonditionierungen zeigt sich auch im Konvergenzverhal-
ten. Jacobi—und Gauss—Seidel-Vorkonditionierungen erfassen Fehler, die bezogen auf den Kno-
tenabstanch als langwellig gelten kdnnen, nur sehr schlecht. Analog ist bei der ASM—- und
MSM-Vorkonditionierung die Fehlerreduktion von im Verhéltnis zur Teilgebietsabmestung
langwelligen Fehleranteilen bei kleinen Uberlappungsbreiten gering.

Um dieses Verhalten zu demonstrieren, wird das Beispiel des Kragarms aus Abb. 4.4 aufgegrif-
fen. Der Kragarm wird in zwei bis vier Teilgebiete mit einer Uberlappungsbreite von einer Ele-
mentreihe unterteilt (Abb. 4.12a)—c)). Es wird eine ASM-Vorkonditionierung mit unvollstandi-
ger Teilgebietsloésung Gl. (4.64) verwendet.
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Als Teilgebietsvorkonditionierung wird eine ILU(1)—Faktorisierung eingesetzt:

-1

(Mszn)‘l _ ('V'fi"ua)) Ci=1....NP. (4.67)

Als Startschatzung wird der mit einem langwelligen Fehler in der z—Mittelflachenverschiebung
behaftete Vektord83 lang AUS Gl. (4.39) vorgegeben. Abb. 4.12 zeigt den verbleibenden Fehler
nacheiner ASM—-ILU(1)-Vorkonditionierung fur die drei verschiedenen Teilgebietsaufteilun-
gen.

Der Fehler am Ort der kiinstlichen Dirichlet—-Randbedingungen der Teilgebiete wird nicht redu-
ziert und bleibt daher auch innerhalb der Teilgebiete erhalten. Am deutlichsten ist dies im Teilge-
biet am freien Ende des Kragarms in Abb. 4.12a)—c) zu erkennen.

Vor allem furr eine grof3e Anzahl an Teilgebieten ergibt sich so eine unbefriedigende Qualitat der
ASM-Vorkonditionierung.

Der entscheidende Vorteil der ASM-Vorkonditionierung liegt darin, dass die Teilgebietslosun-
gen parallel und kommunikationsfrei erstellt werden kénnen. Hinzu kommt, dass die Anzahl der
bendtigten Operationen bei einer ILU-Faktorisierung mit der Grof3e des Gleichungssystems
tiberlinear anwéchst. Es wird daher firr die ILU-FaktorisierungerNVaBldcken der Koeffi-
zientenmatrix bei geringer Uberlappungsbreite insgesamt weniger Zeit benétigt als fur eine un-
vollstandige Faktorisierung des Gesamtgleichungssystems. Dieser als 'Divide and Conquer’—
Effekt bezeichnete Umstand flhrt zusammen mit der sehr guten Parallelisierbarkeit der
ASM-Methode dazu, dass die durch Parallelisierung erzielbare Beschleunigung des einzelnen
Vorkonditionierungsschrittes im Vergleich zur sequentiellen ILU-Vorkonditionierung tiberopti-
mal im Sinne von Amdahls Gesetz GlI. (4.1) ist.
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a) Zwei Teilgebiete
Gebietsaufteilung

[mn]

verbleibender Fehlee nach Vorkonditionierung

|

ev,(X, Ay = 3010
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ev,
0
ey, nach Vorkonditionierung
-75 X
0 500 1000

b) Drei Teilgebiete
Gebietsaufteilung

verbleibender Fehlee nach Vorkonditionierung

| e

ev,(X, hy = 310%)

75
0
év, nach Vorkonditionierung
-75 X
0 500 1000

c) Vier Teilgebiete
Gebietsaufteilung

N

verbleibender Fehlee nach Vorkonditionierung

§_,.,n.=-m-=-—
- ev,(X, Ay =300
0
ey, hach Vorkonditionierung
-75 X
0 500 1000

Abb. 4.12: Fehlerverlaufe nach ASM—ILU(1) Vorkonditionierung

Die Schwarzsche Gebietszerlegung bildet daher eine sehr gute Ausgangsbasis zur Konstruktion
einer parallelen Vorkonditionierung. Es muss jedoch ein Weg gefunden werden, die beschrie-
bene 'Schwache’ in der Reduktion des Fehlers auf den kiinstlichen Teilgebietsrandern zu beseiti-
gen.
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Man kann sich hierzu folgende Umstéande zunutze machen:

» Der Ansatz der Schwarzschen Gebietszerlegung ist nicht beschrankt auf konforme
Diskretisierungen.

« Eskonnen beliebig viele Teilgebiete mit einer beliebigen Uberlappungsbreite ver-
wendet werden, sofern die Mindestuiberlappungen eingehalten sind. Einzelne Teil-
gebiete kdnnen jedoch vollstandig andere Teilgebiete tberlagern.

» Der Fehleranteil, der nicht oder sehr schlecht erfasst wird, ist langwellig bezlglich
des Knotenabstandésind der Teilgebietsabmessudgind besitzt nur einen ge-
ringen oder keinen raumlichen Gradienten.

» Dieser Fehleranteil kann mit guter Genauigkeit auf einer wesentlich gréberen Dis-
kretisierung approximiert werden.

Fugt man daher zu den tiberlappenden Teilgebieten weitere hinzu, die mit einer gréberen Diskre-
tisierung das Gesamtgebiet umfassen, so sind auf disbgitterndie problematischen lang-
welligen Fehlerkomponente gut zu approximieren und effizient mit wenigen Unbekannten zu
korrigieren. Wird eine solch@robgitterkorrektuim Rahmen von Gebietszerlegungsmethoden
verwendet, so spricht man vbhultilevel-Gebietszerlegungn Kap. 6 wird eine solche Multile-
velvorkonditionierung fur dinnwandige Schalenstrukturen erlautert, die auf den Gberlappenden
Schwarzschen Gebietszerlegungsmethoden aufbaut.
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5 Skalierter—Direktor—Ansatz fur die 7—-Parameter—
Schalenformulierung

51 Die Konditionierung bei dinnwandigen Strukturen

Eines der grof3en Probleme in der Modellierung dinnwandiger Strukturen ist die ausgesprochen
schlechte Konditionierung der resultierenden Steifigkeitsmatrizen in Abhéngigkeit der Schlank-
heit der Struktur. Das Ausmalf} der Schlechtkonditionierung ist vom Typ der verwendeten For-
mulierung abhangig. Um einen ersten Einblick in die Problematik zu geben, wird die in Abb.
5.1 dargestellte Quadratplatte der Di¢keit 10 X 10 Elementen verschiedener Formulierun-

gen diskretisiert und eine Eigenwertanalyse der resultierenden Steifigkeitsmatrizen vorgenom-
men. Es wird ein St.Venant—Kirchhoff-Materialgesetz it 1-10° undv = 0.0 verwen-

det.

H=20

v

\\\
A
N
ASNNNN

* t=0.002

Abb. 5.1: dinne Quadratplatte
Die im Folgenden verglichenen Formulierungen sind:

» Die in dieser Arbeit verwendefe-Parameter—Schalenformulierurfiap. 2.2)
mit einer Parametrisierung des Verschiebungsfeldes mittels dreier Mittelflachen-
verschiebungen und drei Differenzvektorkomponenten des Schalendirektors. Der
siebte Freiheitsgrad ist die Uber den EAS—Ansatz eingebrachte, linear Uber die
Dicke verlaufende Verzerrurigy,. Diese Formulierung wird im Weiteren kurz als
7—PM (7—Parameter—Mdell) bezeichnet.

* Eine ’klassische’ Schalenformulierung mit einer Reissner—Mindlin Kinematik
und einer Parametrisierung des Verschiebungsfeldes mittels dreier Mittelflachen-
verschiebungen und zwei Rotationsfreiheitsgraden am Knoten (Naghdi (1972)).
Diese 5—Parameter—Schalenformulierurzginhaltet im Gegensatz zum 7-PM
keine Kinematik, die eine Dicken&nderung der Schale bertcksichtigt. Sie wird hier
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kurz als5—PM (5-Parameter—Mdell) bezeichnet, da dieses Modell 5 kinemati-
sche Freiheitsgrade besitzt.

* Eine der vorbeschriebenen 5—PM Schalenformulierung entsprechende Formulie-
rung, die jedoch eine Parametrisierung des Verschiebungsfeldes mittels dreier Mit-
telflachenverschiebungen und zwei Differenzvektorverschiebungen anstatt Rota-
tionsfreiheitsgraden besitzt. Dieses Modell beinhaltet ebenfalls keine
Dickenanderung der Schale und wird hier kursalBMD (fir 5-Parameter—M\-
dell mit Differenzvektor) bezeichnet.

» Eine Diskretisierung mit trilinearen Kontinuumselementen, im weiteren kurz als
Solidbezeichnet.

Far alle Formulierungen werden hier aus Griinden der Vergleichbarkeit bi— beziehungsweise tri-
lineare verschiebungsbasierte Finite Elemente ohne jegliche Verbesserung des mechanischen
Verhaltens durch hybride Anséatze oder spezielle Integrations— oder Interpolationsverfahren be-
nutzt. Auf den Einfluss solcher Ansatze wird jedoch in Kap. 5.3 gesondert eingegangen.
Der im 7-PM zusatzlich zu den Verschiebungsfreiheitsgraden mit der EAS—Methode einge-
brachte siebte Verzerrungsfreiheitsgrad wird hier als Bestandteil der Formulierung und nicht als
'Elementverbesserung’ betrachtet. Die spektralen Konditionszahlen
_ Amax{K)

c(K) = m (5.1)
der resultierenden Steifigkeitsmatrizen sind in Abhangigkeit von der Schlahkhieler Qua-
dratplatte fur die einzelnen Formulierungen in Abb. 5.2 dargestellt.

1Q c() 3 Verschiebungen
10 7—PM| 3 Differenzverschiebungen
1 Verzerrung

10°-

108- 5—PMD< 3 Verschiebungen

2 Differenzverschiebungen

™~

7
10°5 Solid ( 2 x 3 Verschiebungen
106
3 Verschiebung
10°- 5_PM< 2 Rotationen
10 % X%
H/t

1035 | | : : / :

1-10t 2-10t 2-10° 2-10° 1-10* 2-10%

Abb. 5.2: Entwicklung der spektralen Konditionszahl mit der Schlankheit der
Quadratplatte fur unterschiedliche Formulierungen
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Wahrend die Konditionszahl der Steifigkeitsmatrix der 5—-Parameter—Formulierung mit Rota-
tionsfreiheitsgraden verhaltnismaRig unempfindlich beztglich einer zunehmenden Schlankheit
reagiert, weisen alle Formulierungen, die auf einer Parametrisierung mit Verschiebungen und
Differenzverschiebungen basieren, einen extremen Anstieg der Konditionszahlen auf.

Die Tatsache, dass die einzelnen betrachteten Modelle unterschiedliche Kinematiken aufweisen
(mit/ohne Dickenanderung, mit Uber die Dicke linearen/konstanten VerzerrigganDik-
kenrichtung), ist nicht der einzige Grund fur dieses unterschiedliche Verhalten in der Konditio-
nierung. Die Modelle 5-PM und 5-PMD besitzen in diesem Beispiel eine identische Kinematik
bei lediglich verschiedener Parametrisierung des Verschiebungsfeldes, ihr Verhalten ist in der
Konditionierung der resultierenden Matrizen jedoch sehr unterschiedlich. Es ist daher offen-
sichtlich, dass der Wahl der Parametrisierung eine entscheidende Rolle fur die Abhangigkeit der
Konditionierung von der Schlankheit zukommt.

Fur eine festgehaltene Schalenquerschnittsrotatienkonstant ist bei einer Parametrisierung

mit Differenzverschiebungen der Betrag der Differenzverschiebungen von der Dicke der Schale
abhangig und wird umso kleiner, je dinner die Schale ist (Abb. 5.3). Im Gegensatz hierzu ist die
Darstellung der gleichen Querschnittsrotation mit Rotationsfreiheitsgraden naturgemalf dicken-
unabhangig.

Differenzverschiebungen

0 > W > W —o0
— —
w
a a
3 3 W
a
p 3 az w
| aztA as
t | ? t—0

¢v = ) v = ¢v = konstant

Abb. 5.3:  Abh&ngigkeit der Parametrisierung von der Schalendicke t

Rotationen

Wahlt man nun wie in der 7—Parameter—Schalenformulierung die Komponenteral®pri-

mare Unbekannte, so fuhrt dies mit zunehmender Schlankheit der Struktur zu einem betragsma-
Bigen Anwachsen der mit diesen Unbekannten assoziierten Steifigkeiten, was zu der im Ver-

gleich zum klassischen 5—-Parameter—Modell mit Rotationsfreiheitsgraden besonders schlechten
Konditionierung der Systemsteifigkeitsmatrix fihrt.

75



Dieser Umstand ist in der Literatur hinlanglich bekannt und dient teilweise als Argument dafr,
dass eine solche Parametrisierung — bei all ihren sonstigen Vorteilen wie der einfachen singulari-
tatenfreien Darstellung endlicher Rotationen (Blchter (1992)) und der deutlich vereinfachten
Variation, Linearisierung und Zeitableitung — nicht gewahlt wird (Simo et al. (1990b)).

108

7-PM(c = 2.22:10')

AN
Solid ( ¢ = 9.10-10%)

5-PM ¢ = 2.28 10" )

10_4 T T T T T T
0 100 200 300 400 500 600 700

Abb. 5.4: Eigenwertspektren verschiedener Formulierungen

Es soll betont werden, dass dinnwandige Strukturen, auch wenn sie mit einer klassischen 5-Pa-
rameter—Schalenformulierung modelliert werden, aufgrund der grossen Steifigkeitsunter-
schiede zwischen Biege—, Membran— und Schubanteilen bereits recht schlecht konditionierte
Steifigkeitsmatrizen ergeben. Die hier diskutierte Schlechtkonditionierung durch die Parametri-
sierung mit Differenzverschiebungen ist daherzalsatzliché/erschlechterung zu begreifen.

Um einen tieferen Einblick in die Problematik zu erhalten, werden in Abb. 5.4 fur die Quadrat-
platte aus Abb. 5.1 mit einer extremen Schlankheithgh= 1-10* die Eigenwertspektren

der Steifigkeitsmatrizen bei einer Modellierung mit der 7—Parameter—Formulierung, mit der
klassischen 5—Parameter Formulierung und mit Kontinuumselementen dargestellt.

Man erkennt einen charakteristischen Sprung im Eigenwertspektrum des 7—PM und der Solid—
Diskretisierung, der beim 5—PM nicht vorkommt. Weiter kann man feststellen, dass die Verwen-
dung der Differenzverschiebungen beim 7-PM im Vergleich zur Solid—Diskretisierung mit sei-
nen totalen Verschiebungen keine wesentliche zusétzliche Verschlechterung der Kondition
ergibt. Auch die Uber den siebten Verzerrungsfreiheitsgrad eingebrachte linear iber die Schalen-
dicke verlaufende Verzerrurig,, scheint keinen besonderen Einfluss auf die Konditionierung

im Vergleich zur Solid—Diskretisierung mit konstantem Verlauf g zu haben. Um den
Sprung im Eigenwertspektrum des 7—PM besser deuten zu kénnen, sind in Abb. 5.5 ausgewahlte
Eigenformen der Quadratplatte rhift = 1-10* visualisiert und mit inrem jeweiligen Eigen-

wert im Spektrum assoziiert.
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Abb. 5.5: Spektrum und ausgewahlte Eigenformen fiir die 7-Parameter—Formulierung

Die niedrigsten Eigenwerte gehdéren demnach erwartungsgemalf zu den Biegemoden, gefolgt
von den Membranzustanden, die im Spektrum bis vor dem Sprung angesiedelt sind. Die Moden
oberhalb des Sprungs sind Querschubzustande, und am oberen Ende des Spektrums befinden
sich die Moden der Dickendnderung. Dies bestatigt die bereits gedusserte Erwartung, dass die
schlechte Konditionierung des 7—PM durch die hohen Steifigkeiten in den an Schub— und Dik-
kenanderungsmoden besonders beteiligten Differenzverschiebungsfreiheitsgraden verursacht
wird. Um die Konditionierung zu verbessern, mussen daher diese Skalenunterschiede in den
Steifigkeiten verringert und ihre 'unheilvolle’ Abhangigkeit von der Schlankheit der Schale be-
hoben werden.

Dies kann durch die Verwendung eines in seiner Lange skalierten Schalendirektors erfolgen.
Dieser bereits in Gee et al. (2004), Ramm et al. (2003) und Wall et al. (2000) vorgestellte Ansatz
namensSkalierter Direktor AnsatScaled Drector Gnditioning (SDC)) entkoppelt den Betrag

der Differenzverschiebungen von der Schalendicke und ermdglicht so eine mit einer 5-Parame-
ter—Schalenformulierung mit Rotationsfreiheitsgraden vergleichbare Konditionierung der re-
sultierenden Steifigkeitsmatrizen. Dabei werden alle mit der Parametrisierung durch Differenz-
verschiebungen verbundenen Vorteile — wie die einfache Darstellung gro3er Rotationen —
beibehalten. Lassen sich die Differenzverschiebungen in Flachenrichtung noch durch Rotatio-
nen ersetzen, gibt es jedoch fiir die Dicken&dnderung keine entsprechende Alternative.
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5.2 Skalierter—Direktor—Ansatz (SDC)

Die Skalenunterschiede in den Steifigkeiten der Differenzverschiebungen zu den Mittelflachen-
verschiebungen werden durch eine Skalierung des Direktorfeldes, wie in Abb. 5.6 dargestellt,
angeglichen.

| 6°

Referenzkonfiguration

Momentankonfiguration

i1
Abb. 5.6: Kinematik der 7—Parameter Schalenformulierung mit skaliertem Direktor

An den physikalischen Eigenschaften der Schalenformulierung soll durch die Skalierung nichts
verandert werden. Hierzu wird der Skalierungsfaki@onsistent in die Formulierung eingear-
beitet. Die L6sung wird dann anstatt in unskalierten diskreten Verschiebungen der Mittelflache
v und Differenzverschiebungem in skalierten Verschiebungenund w® bestimmt. Die ur-
springlichen Differenzverschiebungerassen sich zu jedem Zeitpunkt aus den skalierten Ver-
schiebungem® riickrechnen.

Die Wahl des Skalierungsfaktogsergibt sich aus der Elementgeometrie. Da die Kondition fur
Elemente, deren Abmessungen in den drei Raumdimensionen ungefahr gleich sind, optimal ist,
wird der Skalierungsfaktor so gewahlt, dass die skalierte Dicke des Schalenelements den Ele-
mentabmessungdnin der Schalenebene entspricht:

Cag = (5.2)

NI
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5.2.1  Modifizierte Basisvektoren, Kinematik und algorithmische Verzerrungen

Im weiteren Verlauf dieses Kapitels 5 nehmen griechische Indizes die Werte 1 und 2 an, lateini-
sche die Werte 1 bis 3. Zusatzlich gilt die Einsteinsche Summationskonvention (Summation tiber
gleiche Indizes).

Der Skalierungsfakto€ wird Giber die Basisvektoren der konvektiven Koordinaten der Schalen-
mittelflache in der Referenzkonfiguration eingebracht und modifiziert nur den Basisagktor

in Dickenrichtung der Schale:
=, =0 C_el@X®
Die Basisvektoren in der Momentankonfiguration ergeben sich mit den skalierten Differenzver-
schiebungen nach Abb. 5.6 zu:
a=re , a=a5+w. (5.4)
Die Basisvektoremy® und g des Schalenkorpers werden mit Hilfe dieser modifizierten Basis-
vektoren der Schalenmittelflache ausgedruckt:
63 e

0o =8+ 83, O5=a;,
(5.5)

03
ga=aa+€a(33a ggzag

Dabei wird darauf geachtet, dass wiederumgumndg; eine Skalierung erfahren. Aus den mo-
difizierten Basisvektoren des Schalenkérpers ergeben sich algorithmischeGreen—La-
grange—\Verzerrungen:

C_puey ¢ - ,C4 1 g3p0C

B = ol o o of)

B = EC ) = (.9

(5.6)

C _puC L FC _ AC . uwC L 1. e . C 3 3¢
Ess = B33t Ejz=a5-w + 5w W+ 6% B3,

a% undﬁEI sind Uber die Schalendicke konstante und linear verlaufende Verzerrungskomponen-
ten. Diese algorithmischen Verzerrungen werden im B—Operator zur Erstellung der skalierten
tangentiellen Steifigkeitsmatrix und zur Berechnung der algorithmischen konsistenten inneren
Knotenkrafte verwendet. Die tatsachlichen Green—Lagrange—\Verzerrungen kénnen aus den be-
kannten, unmodifizierten Basisvektoren und den zugehdorigen Metriken ermittelt werden.

5.2.2  Modifizierte Integration, tangentielle Steifigkeit und innere Krafte
Bis jetzt wurden algorithmische Verzerrungen ermittelt, die sich auf die skalierte Schalendicke
und skalierte Schalenbasisvektoren und —metriken bezogen haben. Es missen sich nun auch die
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Materialtangent€€’™ und die Zweiten Piola—Kirchhoff—Spannung@nauf die skalierte Basis
beziehen. Hierzu wird mit beiden Tensoren eine entsprechende Tensortransformation

CME = biL blE bEC by CmnPa (5.7)
und
SI€ = pf b€ gmn (5.8)
durchgefuhrt, mib}e als Transformation zwischen unskalierten und skalierten Basisvektoren:
_ 1 00
of =bg . b = 010 (5.9)
0 0 ¢

Wird ein St.Venant—Kirchhoff—Materialgesetz verwendet, so lasst sich die Materialtangente mit
den Lamé—Konstanten aus Gl. (2.16) direkt in @eskalierten BasegiG aufstellen:

CiKe =3 gi€ghe 4y ( gkC gl + glc ghc) . (5.10)
Die algorithmischen Zweiten Piola—Kirchhoff=Spannungen folgen dann aus:

S¢ =CC:E®. (5.11)

Auf diese Weise kdnnen fur den materiell linearen Fall die Transformationen Gl. (5.7) und (5.8)
eingespart werden. Wird ein nichtlineares Materialgesetz verwendet, so wird dieses haufig nicht
in konvektiven Schalenkoordinaten aufgestellt und die resultierende algorithmische Material-
tangente sowie die Spannungen mussen daher in Schalenbasen transformiert werden. Bei An-
wendung der SDC—-Vorkonditionierung kann dann eine Transformation direkt@r-dkalierte
Basissystengie erfolgen, so dass auch hier keine zusatzlichen Tensortransformationen Gl. (5.7)
—(5.9) nétig werden. Gl. (5.7) — (5.9) kommen daher nur bei direkt in konvektiven Schalenbasen
g; formulierten nichtlinearen Materialgesetzen zur Anwendung. Es muss selbstverstandlich dar-
auf geachtet werden, dass die Eingangsgrof3en der jeweiligen Materialformulierung keine
C—skalierten algorithmischen, sondern tatsachliche Werte darstellen.

Bei der Vorabintegration des Stoffgesetzes und der Integration der Spannungen tber die Scha-
lendicke darf dann nur die unskalierte Dicke der Schale bertcksichtigt werden. Es muss daher
der unmodifizierte Schalenshiftaraus Gl. (2.41) verwendet werden:

1
(91 X 92) - 9§
A _ . A /\_l 1 2 3
“1

\% A
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Fur die Vorabintegration des Stoffgesetzes gilt dann fur die Uber die Schalendicke konstanten,
linearen und quadratischen Anteile

1
DikC — j (cuk'G )ﬂ 3, ne{0,1,2}, (5.13)
-1

so im Falle eines linearen Materialgesetzes fur die algorithmischen Spannungsresultierenden
und Verzerrungen folgt:
ije ijki € myijkl € e
Ly Dy "D | e (5.14)

ijc ijkl € Myijkl € e
m D 1 D > K

Hierin sindn © und m’ € algorithmische SchnittgréBen und, und B¢ die iiber die Schalen-
dicke konstanten und linear veranderlichen algorithmischen Verzerrungskomponenten aus Gl.
(5.6). Liegt kein lineares Materialverhalten vor, so erhalt man die algorithmischen Schnittgré3en

aus:
1 1
je _ ic A mic= |2 g
n J SICh dg® Je
1 1

5.2.3 Inkrementelle L6sung

(5.15)

r\.)l-—r
=
S

w

Nach der Variation, Linearisierung und Diskretisierung des der 7—Parameter Schalenformulie-
rung zugrundeliegenden modifizierten Hu-Washizu—Funktionals (Kap. 2.2) folgt das Glei-
chungssystem fur das SDC—skalierte Verschiebungs— und Verzerrungsinkrement flr eine stati-
sche Betrachtung:

KS LeT) | Ad® f f€
= — . 5.16
LS D¢ ||4a® 0 f¢ 519

Hierin ist die aus Anfangs—, materieller und geometrischer Steifigkeitsmatrix bestehende SDC—
vorkonditionierte tangentielle Steifigkeitsmatrix

K_Grz JBGT DG BG dAe|+ IBer Sﬁe dAeI ' (517)
Ael Ael

B€ist die SDC-modifizierte B-Operatormatrix ubd das SDC-modifizierte vorabintegrierte
Stoffgesetz der Schale in Matrizenschreibweise.
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L®T und L® sind SDC—modifizierte Kopplungsmatrizen ubd die SDC—vorkonditionierte
Verzerrungsmatrix (siehe auch Kap. 2.4):

LGT — J‘MGT DG BG dAel
A (5.18)
LG — rBGT DG MG dAel
AJeI
D¢ = J( MET D¢ M€ dae . (5.19)
Ael
Die Vektoren der SDC—-skalierten inneren Krafte ergeben sich zu:
fintC _ JEE% Sﬁe dAe ’ fintC _ Eﬁ,a Sﬁ dae . (5.20)

Ael Ael
Die inkrementellen zusétzlichen EAS—Verzerrunghtf® kdnnen auf Elementebene konden-

siert werden, so dass das Elementgleichungssystem nunmehr in skalierten inkrementellen Ver-
schiebungen formuliert werden kann:

_ —

KE Ad® = f _fc

(K§ = LT DE" L) Ad® = f— finC 4 L €T pe* finC (5.21)
— g

Nach der Lésung von Gl. (5.21) firr die skalierten Verschiebudgtrkann der Skalierungsfak-
tor C mit

Av Av
Ad = = (5.22)

zum Zwecke der Ergebnisausgabe und Visualisierung entfernt werden.
Die vorab tiber die Schalendicke integrierte Materialtang@htend der B-Operatd®® in Gl.
(5.17) — (5.19) werden nun hinsichtlich ihrer Skalierung@genauer betrachtet.
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Die Skalierungsfaktoren der Koeffizienten der Materialtangente in Matrixschreibweise lauten:

aqq Ao 13 U2 Q23 Q33 f11 P12 Pz Pao Pos 533
éDlllléDlllZ éD(') é(.) é(.) é(.) é(.) é(.) é(-) é(-) é(‘) é(‘)
Gz oo Lo Lo Lo Lo Lo Lo Lo Lo Lo

5DV 40 50 S0 50 50 50 G0 S0 50
50 &0 S0 50 HO 50 H0 S0 50

50 G50 S0 50 H0 50 50 &0
I &0 %o %o %(—) %(-) %(-) %(-)
50 50 50 B0 S0 50

symmetrisch 50 50 S0 50 &0
&0 50 &0 &0

50 50 HO

&0 250

250

(5.23)

Die entsprechenden EintraBd< wurden zur Abkiirzung mit)( ersetzt. In Gl. (5.23) sieht man
die Verteilung der Skalierungsfaktoreén % , k € {0...6}, die sich aus der Darstellung der
MaterialtangenteC in skalierten Schalenkoordinaten sowie durch die Dickenintegration Gl.
(5.13) ergibt.

Die im tangentiellen B—Operat®® enthaltenen Skalierungsfaktoréh, | € {0, 1} sind in

Gl. (5.24) dargestellt. Die iB® nicht enthaltenen Verzerrung€@3werden mitC! skaliert. Mit

Gl. (5.17)und (5.21) folgt, dass die Eintrage der tangentiellen Steifigkeitsrh%]'jrmit Skalie-
rungsfaktorero(1) fur Steifigkeiten der Mittelflachenverschiebungefl,/C) fur Nebendiago-
nalterme zwischen Mittelflachenverschiebungen und Differenzverschiebungen pbXé)

fur Steifigkeiten der Differenzverschiebungen skaliert werden.
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Vi Vo V3 Wi W2 W3

1(+) 1(+) 1(+) 0 0 0 | ap

1(+) 1(+) 1(+) 0 0 0 | ap

c() c() c() 1() 1(+) 1¢) | ags

1(+) 1(+) 1(+) 0 0 0 | ayy

c(-) c(-) c(+) 1(+) 1(+) 1¢) | ass
0 0 0 C(-) C(+) C(+) | agg

c(+) c(+) c(+) 1(+) 1(+) 1() | Bu
c(+) c(+) c(+) 1(+) 1(+) 1) | a2

0 0 0 C(-) C(+) C(*)| Pis
C(+) C(-) C(+) 1(+) 1(+) 1) | Ba
0 0 C(-) C(+) C() | Bas
0 0 0 0 0o | B
ﬁ33(5.24)

5.3  Auswirkungen von SDC auf die Konditionierung

Das Beispiel der Quadratplatte aus Abb. 5.1 wird hier nochmals aufgegriffen. In Abb. 5.7 werden
die Konditionszahlen der Platte fir die 7-Parameter—Schalenformulierung ohne

c(K)

1012

10°-

108+

1074

106+

10°4 5-PM

10%- ~_ & ¥ 3

7-PM° r/t

103 | | | | | |

1-10t 2-10t 2-10° 2-10° 1-10* 2-10*

Abb. 5.7: Entwicklung der spektralen Konditionszahl mit der Schlankheit der
Quadratplatte bei SDC—Vorkonditionierung

SDC-Vorkonditionierung (7—PM), mit SDC—Vorkonditionierung mit optimalem Skalierungs-
faktor (7—-PM) und die klassische Schalenformulierung (5-PM) in Abhéngigkeit der Schlank-
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heit verglichen. Das Verhalten des 7-P#&htspricht nun demjenigen der klassischen Schalen-
formulierung 5-PM, da dessen Parametrisierung mit skalierten Differenzverschietwingen

nun von der Schalendicke unabhangig ist. Abb. 5.8 zeigt die Eigenwertspektren der Quadrat-
platte mitH/t = 1-10* des urspriinglichen 7-PM, des SDC—-vorkonditionierten 7 eival

zu Vergleichszwecken der klassischen Schalenformulierung 5—-PM. Es kann eine gute Uberein-
stimmung der Spektren des 7-PMhd des 5-PM beobachtet werden. Die SDC—Skalierung
schliesst den Sprung zwischen den Membran— und den Schub— und Dickenmoden der 7—Para-
meter—Formulierung. Im Vergleich zum 5-PM hat das 7$@M oberen Ende des Spektrums

noch die mit der Schalendickenanderung assoziierten Eigenwerte, die im 5—-PM aufgrund der
fehlenden Dickenanderung nicht enthalten sind.

108

A

1064

10*

10%

10°1

7-PM( ¢ = 2.22:10%)

7-PM( ¢ = 2.36-10%)

5-PM ¢ = 2.28-10%)

1074 : . : . . .
0 100 200 300 400 500 600 700

Abb. 5.8: Eigenwertspektrum bei SDC—Vorkonditionierung

Das Argument, dass eine Parametrisierung mit Differenzverschiebungen aufgrund der gegen-
Uber einer Parametrisierung mit Rotationsfreiheitsgraden erheblich schlechteren Kondition
nicht verwendet werden kann (Simo et al. (1990b)), kann durch den vorgestellten Skalierten—Di-
rektor—Ansatz entkraftet werden. Neben den bereits genannten Vorteilen einer Differenzvektor—
formulierung, ist sie damit in der Konditionierung der resultierenden Steifigkeitsmatrizen mit
einer klassischen Schalenformulierung konkurrenzfahig.

Es soll nochmals betont werden, dass im statischen Fall der SDC—Ansatz keinerlei Veranderung
an der Losung verursacht. Nach Ruckrechnung der Verschiebungskomponenten Gl. (5.22) ergibt
sich auch im geometrisch und/oder materiell nichtlinearen statischen Fall die zur 7-PM ohne
Skalierung identische Ldsung.

Einige zusatzliche Bemerkungen zur SDC-Formulierung sowie zu den gezeigten Eigenwert-
spektren und Konditionszahlen sind noch hinzuzuftgen:

» Die Kondition der 7-Parameter—Schalenformulierung wird durch SDC erheblich verbessert
und auf das Niveau von Schalenformulierungen mit Rotationsfreiheitsgraden gebracht. Dies be-
deutet jedoch nicht, dass es sich bei den resultierenden Steifigkeitsmatrizen um bereits wohl—
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konditionierte Gleichungssysteme handelt. Konditionszahlen im Bereich wot0* sowohl

fur das 5-PM als auch das 7-P{Abb. 5.8) miissen als ausgesprochen hoch angesehen werden.
Die Konditionierung verschlechtert sich massiv weiter, wenn im Gegensatz zu den flr die Qua-
dratplatte verwendeten verschiebungsbasierten bilinearen Elementen, (deutlich Gberlegene) hy-
bride Elemente auf der Basis von zum Beispiel EAShéBced Asumed Bain (Simo und Rifali
(1990a))) oder ANS (8sumed Mdtural_Srain (Bathe und Dvorkin (1985))) verwendet werden.

Die in der Diskretisierung mit bilinearen Verschiebungselementen enthaltenen Lockingeffekte
(hier vor allem Querschub—, Schub— und volumetrisches Locking) sind 'kiinstliche’ Versteifun-
gen, die das untere Ende des Eigenwertspektrums stark anheben und sich so auf die Konditionie-
rung positiv auswirken.

Fur die Quadratplatte aus Abb. 5.1 wird dies fur die SDC—konditionierte 7—Parameter Formulie-
rung in Abb. 5.9 verdeutlicht. Dort ist das Eigenwertspektrum einer Diskretisierung mit hybri-
den Elementen gegeben, die eine Anreicherung der Ansatze fir die (Uber die Schalendicke kon-
stanten) Membranverzerrungen,, a,», a,,9egen Schub—und volumetrisches Locking, sowie
eine ANS—Interpolation der Querschubverzerrungen gegen Querschublocking verwenden.
Durch den Wegfall dieser Lockingphdnomene fallen die mit den Biege— und Membranmoden
assoziierten Eigenwerte am unteren Ende des Spektrums sehr viel niedriger aus — entsprechend
verschlechtert sich hierdurch die Konditionierung. Der in Abb. 5.9 sichtbare Sprung im Eigen-
wertspektrum liegt zwischen den Biege— und den Membranmoden und entsprichticlather
demjenigen in Abb. 5.8, der dort fur das 7-PM ohne SDC zwischen den Membran— und den
Querschubmoden auftritt.

10° :

14 \ -
10° | |
1072 .

7—-PM® (Verschiebungselement)

10_4: c = 2.36-10*
10-5. 7—PM° mit (EAS/ANS)

| | c=71210°
10—8¥ ‘

! i
0 100! 200 300 400 500 600 700

Biegemode#w— | — Membran—/Schub—/Dickenanderungsmoden

Abb. 5.9: Einfluld hybrider Elementformulierungen auf die Konditionierung

Der Sprung in Abb. 5.8 ist in Abb. 5.9 aufgrund des SDC—Ansatzes gar nicht enthalten.
Die Steifigkeitsmatrix des 7—PWmit hybriden Elementen hat somit eine Konditionszahl von

86



c = 7.12-10% im Vergleich zum 7-PM mit hybriden Elementen (ohne Darstellung in Abb.
5.9), fur die sictc = 5.83- 10%° ergibt.

» Die Umsetzung von SDC fir ein Schalenelement mit EAS wurde in Kap. 5.2 bereits gezeigt,
die gleichzeitige Verwendung von SDC und einem ANS—Ansatz ist direkt ohne erganzende
MalRnahmen moglich.

« Ist die Diskretisierung so gewahlt, dass der Knotenabstand in der Schalenebene der Element-
dicke entspricht oder sogar niedriger ist (also bei sehr feinen Diskretisierungen oder entspre-
chend dicken Schalen), so ergibt sich nach Gl. (5.2) der triviale Skalierungsfaktdr, eine
Verbesserung der Konditionierung kann mit dem SDC—Ansatz dann nicht erreicht werden. Bei
Diskretisierungen mit inhomogener Netzdichte ist die Wahl eines optimalen Skalierungsfaktors

C fur alle Elemente nicht moglich. Nach Gl. (5.2) soll die skalierte Direktorlange dem halben
Knotenabstand in der Schalenebene entsprechen. Numerische Experimente zeigen jedoch, dass
die Wahl des Skalierungsfaktors passend firmititere Elementabmessung immer noch deut-

liche Vorteile gegenuber einer Berechnung ohne SDC bringen kann.

» Ein wesentlicher Vorteil des SDC—Ansatzes sind die geringen numerischen Kosten. Nur im
Sonderfall eines in konvektiven Schalenkoordinaten formulierten nichtlinearen Materialgeset-
zes steigt der Aufwand in Form der Tensortransformationen Gl. (5.7) — (5.9) an.

» Es wurde bereits erwahnt, dass im nichtlineatatischerfall die SDC—-Vorkonditionierung

an den Ergebnissen keinerlei Veranderung hervorruft — die Mechanik bleibt unverandert und der
SDC-Ansatz kann berechtigt als reine Vorkonditionierung bezeichnet werden. Im dynamischen
Fall soll dies auch gelten — die SDC-Vorkonditionierung darf die Eigenfrequenzen und somit
die Losung nicht verandern. Auf die Ermittlung der entsprechenden SDC—-vorkonditionierten
Massenmatrix wird im folgenden Kapitel 5.4 eingegangen.

Die Auswirkung des SDC-Ansatzes auf die Konvergenzgeschwindigkeit iterativer Lésungsal-
gorithmen wird anhand von numerischen Beispielen in Kap. 5.5 gezeigt. In Kap 6.5 wird auf die
Kombination des SDC—Ansatzes mit einer algebraischen Multilevel-Vorkonditionierung einge-

gangen, bevor in Kap. 6.6.2 die Konvergenzbeschleunigung durch eine kombinierte SDC/Mul-
tilevelvorkonditionierung an einem Beispiel demonstriert wird.

5.4  Einfluss des SDC-Ansatzes in der Dynamik

Die Losung eines statisch betrachteten Problems mit SDC ist nach Riuckrechnung Gl. (5.22) un-
verandert. Um dies auch im dynamischen Fall zu gewahrleisten, muss der Skalierungsfaktor

in die Massenmatrix des Systems konsistent eingebracht werden. Dies bedeutet, dass zwar die
skalierte Parametrisierung verwendet wird, der virtuelle Energieausdruck jedoch wie im stati-
schen Fall unverandert bleibt. Dieses Vorgehen wird hier ausfihrlich anhand des Tragheitsterms
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des variierten Funktionals beschrieben, da aufgrund dessen Einfachkeit das Vorgehen sehr gut
veranschaulicht werden kann.

Der Tragheitsterm der Variation des modifizierten Hu—Washizu—Funktionals Gl. (2.47) lautet
fur den Schalenkdrper:

OITHOdNN = J o X-duu dod dA . (5.25)
A B
Mit der skalierten Parametrisierung der Variation der Verschiebungen und der zweiten Zeitablei-
tung des Ortsvektors

3 3
5u=év+%6we , X—x+u—v+% (5.26)

folgt flr ein Element mit Schalenmittelflacig:
moddynel _
Ol

2
J (v - 6v)jg udo3 + (V-ow® + w@-av)[g%s ©do3+ (W - owo) JQ(%EB) i dos dA®.

Ael 03 03 03
- - « y
Pronst P|(,3n Pguad (5.27)
Pronst Pins PguaaSind Abkiirzungen fir iber die Schalendicke integrierte konstante, lineare

und quadratische Anteile, in die der Skalierungsfaktor Gl. (5.27) infolge Gl. (5.26) eingeht.
Nach der Ublichen Diskretisierung der Variation der Verschiebungen und der zweiten Zeitablei-
tung des Ortsvektors mit den Finite—Elemente—Ansatzfunktionen

OV, = NnovDy , Owf = Npowh§ v, = Nohy o W = Nawh§ (5.28)

mit Summation Uber die Anzahl Knoten eines Finiten Elemantesl, ... ,N‘nf'dund den diskre-
ten Knotenwertedvi, , owh$ , vn,, Wh{ ist die Massenmatrix:

moddynel _
517HW
Nel, Nel Nel, Nel (
Z z OVng Vi kaonst NnNm dAg + z Z owng Vnmd Pin NnNm dA
n=1m=1 n=1m=1
el Ael
Nﬁ' Ne' Nﬁ' Nel (
> Z VARV J G NN dAg + > Z OWN$ wmne 'y P ag NoNm dA,
n=1m=1 n=1m=1
Ael Ael
— CT pC AC
= od" M§ dS, (5.29)

Hierin sindédgI und dgl Vektoren der Knotenwerte am Element.
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Um die Konsistenz der Skalierung zu zeigen, wird nun das dynamische Eigenwertproblem
(KS — 026 M% ¢ =0 , ¢¢=0 (5.30)
beziehungsweise
Kr—w’M)gp=0, ¢ =0 (5.31)

fur die Quadratplatte aus Abb. 5.1 mit und ohne SDC geldst und die Spektren der Eigenwerte
w? w?¢ in Abb. 5.10a) Uberlagert.

a) dynamisches Eigenwertspektrum

0 er————————————————— 1
10702 — o |
_ \

(o = 7.8:1079) |
10%6 }
10121 . |
SDC /kein SDC }

10— l
\ \ \

10* +®nebenstehend \
} } vergroRert } }

_
0 70 140 210 280 350 420 490 560 630 0O 10 20 30 40 50 60 70

b) Eigenwertspektrum der effektiven Steifigkeitsma([ﬁ% -2 ¢ =0
107,

Z’| N
KE = 2-M€ + 1k¢
106 - Tooae 21
mit At = 0.05
10°
o=17810°

101,

10—3 i

0 70 140 210 280 350 420 490 560 630

Abb. 5.10: dynamisches Eigenwertspektrum und Eigenwertspektrum der effektiven
Steifigkeitsmatrix der Quadratplatte mib/ineSDC

Bis auf die in Abb. 5.10a) rechts erkennbaren leichten Abweichungen, die auf Rundungsfehler
in der Eigenwertanalyse zurtickgefiihrt werden konnen (die Breite des Spektrums lbersteigt die
Rechengenauigkeit deutlich), entspricht das dynamische Eigenwertspektrum mit SDC—-Vorkon-
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ditionierung demjenigen ohne SDC.
Das Eigenwertspektrum aus

(KS—21)¢¢=0,¢=0 (5.32)

der zugehdrigen SDC—vorkonditioniertefiektivenSteifigkeitsmatrix Gl. (2.67) der General-
ized-e Zeitintegration (Chung und Hulbert (1993))

1 - am
pAt?

K$ = m¢ + (1 - ap KE (5.33)

ist fir am = a; = 0.5, B = 0.25 in Abb. 5.10b) dargestellt und mit dem entsprechenden
Spektrum ohne SDC verglichen. Deutlich ist zu erkennen, dass das Spektrum der effektiven Stei-
figkeitsmatrix analog zum statischen Fall von der SDC—Vorkonditionierung profitiert, indem
der Sprung zwischen den Membran— und den Querschub— und Dickenmoden verschwindet.
Auch bei dynamischen Simulationen ist somit der SDC—-Ansatz eine reine Vorkonditionierung,
die die spektralen Eigenschaften des resultierenden linearen Gleichungssystems verbessert,
ohne jedoch das Ergebnis zu modifizieren.

5.5 Beispiele

55.1 Wabenstruktur

Anhand der in Abb. 5.11 dargestellten Wabenstruktur wird der Einfluss der SDC—Methode auf
das iterative Losungsverhalten gezeigt. Die Wabe wird durch eine vorgeschriebene Verschie-
bung zusammengedriickt. Es werden (hybride) bilineare Elemente der 7—Parameter—Schalen-
formulierung mit einer EAS—Anreicherung der Membranverzerrungen und einer ANS—Interpo-
lation der Querschubverzerrungen verwendet. Die Lésung wird mit dem Generalized—
Zeitintegrationsverfahren mit 500 Zeitschritten bestimmt. Als Loser des linearen Gleichungssy-
stems mit 56952 Unbekannten innerhalb der Newton—Gleichgewichtsiteration wird das parallele
vorkonditionierte CG—Verfahren der 'AZTEC'-Bibliothek (Tuminaro et al. (1999)) verwendet.

Sechs Kombinationen von Vorkonditionierungen werden getestet und jeweils die Anzahl der be-
notigten Iterationen zum Erreichen des (von 'AZTEC’ vorgegebenen) Abbruchkriteriums

| r],< 10~% sowie die benétigte Lésungszeit des CG-Verfahrens tiber die gesamte Simulation
summiert (Abb. 5.12).
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Geometrie und Randbedingungen undeformierte Struktur

ST
SEEEEET,
LA LLD

Material : Belastung
StVenant- Kirchhoff dp
E = 2.06 102N 0.6

m

m frd
[m] 2.0 0 me 0.05

At =1-10"%s

Abb. 5.11: Geometrie, Randbedingungen, Material und Belastung
Die sechs verwendeten Kombinationen von Vorkonditionierungen sind:

SDC-Vorkonditionierung (optimaler Skalierungsfaktor@st= 50)
symmetrische Skalierung (Anhang A3.1)

SDC und symmetrische Skalierung

ASM-ILU(0)-Vorkonditionierung (Kap. 4.5.4) mit vier Teilgebieten

SDC und ASM-ILU(0)-Vorkonditionierung

SDC und symmetrische Skalierung und ASM—-ILU(0)-Vorkonditionierung

In Abb. 5.12 lasst sich die Effizienz der SDC—-Vorkonditionierung deutlich erkennen. Da SDC
im Losungsprozess selbst keine Kosten verursacht, ist die Reduktion der Lésungszeit proportio-
nal zur Abnahme der Iterationsanzahl. Zusatzliche symmetrische Skalierung (Abb. 5.12(c)) ver-
ringert die Iterationszeiten weiter und stellt die flr dieses Beispiel schnellste Variante dar.

Die Varianten mit einer ASM-ILU(0)—Vorkonditionierung (Abb. 5.12(d) und (e)) fihren zwar

zu sehr niedrigen Iterationsanzahlen, die numerisch relativ teure Ermittlung und Anwendung der
ILU-Faktoren lasst die absoluten Losungszeiten jedoch hinter denen der sehr preiswerten Va-
rianten Abb. 5.12(a) und (c) zurtickbleiben. Der Grund hierfir ist, dass langwellige Biegemoden

im Spektrum der Wabenstruktur kaum enthalten sind. Sind solche langwelligen Biegemoden
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vorhanden, so ist der Einsatz von aufwendigeren Vorkonditionierungen wie 1LU sinnvoll. Ein
solches Beispiel wird in Kap. 6.6.2 gezeigt, wo der SDC—Ansatz mit Vorkonditionierungen auf
der Basis von Ein— und Multilevel-Gebietszerlegungen kombiniert wird.

t [CPU-h] 6-10°- CG-lterationen
20r 5-10°
15+ 4-10°
10 3-10°
2-10°
i 1-10°
@ () () @ () @ () () @ (e (®
(@ SsDC (d) ASM-ILU(0)
(b) Symmetrische Skalierung (e) SDC/ASM-ILU(0)

(c) SDC/Symmetrische Skalierung () SDC/Symm. Skalierung / ASM-ILU(0)

Abb. 5.12: Summierte Gleichungslosungszeiten und Iterationsanzahlen

5.5.2  Durchschlagen eines Kreiszylindersegments

a) f

5
N
kompressibles Ogden Material Belastung
X a; =13  p, = 6.310° N/m? fIMN]
a, =50  pp=12-10° N/m? 50
as= —2.0 uz= —0.1-10° N/m? ~t[md
v = 0.49 o = 2-10° kg/m® 200 300

At = 1ms
Abb. 5.13: Durchschlagen eines hyperelastischen Kreiszylindersegments
In Abb. 5.13 ist ein dynamisches Durchschlagproblem eines Kreiszylindersegments dargestellt,
die Geometrie und Randbedingungen wurden Kuhl (1996) entnommen. Es wird ein kompressi-
bles Ogden—Material (Ogden (1984), Holzapfel (2000)) sowie das Generalizettintegrati-
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onsverfahren verwendet. Es wird eine grobe Diskretisierung mit 16 hybriden bilinearen Schale-
nelementen gewahlt. Dies gewahrleistet, dass die einzelnen Elemente ausreichend schlank sind
um den Effekt der SDC—Vorkonditionierung studieren zu konnen, und es ermdglicht eine dis-
sipationsfreie und trotzdem stabile Zeitintegration Uber den kurzen betrachteten Zeitraum von
300ms. Die dissipationsfreie Zeitintegration erlaubt den direkten Vergleich der Strukturantwort
bei einer Simulation mit und ohne SDC-Vorkonditionierung im gesamten Spektrum der in der
Strukturantwort enthaltenen Moden. Des Weiteren ist aufgrund der Grobheit der Diskretisierung
die Losung der linearisierten Gleichungssysteme mit dem CG—Verfahnevorkonditionie-

rung zu Vergleichszwecken maéglich.

a) identischer Zeit—Verschiebungsverlauf des Lastangriffspunktesna®DC

0, 0,
V3 V3
-0,5 -0,5-
-1,0- -1,6-
-1.5 SDC -1.53  kein SDC
-2 1 I I 1 I t[mg -2 I I 1 I 1 t[mg

0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300

b) Anzahlen bendétigter CG—lIterationen mitheSDC

1250 CG-lterationen

1000

750 kein SDC

500

SDC CG-Aufrufe
0 1 I 1 1

0 250 500 750 1000
Abb. 5.14: Verschiebung des Lastangriffspunktes und Anzahl der CG—lIterationen

Als Konvergenzkriterium des CG-Verfahrens wufde|, < 10~ °von der verwendeten Loser-
bibliothek ’AZTEC’ vorgegeben. Als Konvergenzkriterium der Newton—Iteration wird eine um
die SDC—-Skalierung bereinigte,ENorm der residuellen Verschiebungen verwendet.

In Abb. 5.14a) ist die vertikale Verschiebung des Lastangriffspunktes Uber die Zeit dargestellt.
Abb. 5.14a) links zeigt den Verlauf der Vertikalverschiebung des Lastangriffspunktes mit SDC,
auf der rechten Seite ist der Verschiebungsverlauf ohne SDC-Vorkonditionierung dargestellt.
Die Verlaufe sind im Rahmen der Rechengenauigkeit identisch, die SDC-Vorkonditionierung
modifiziert das dynamische Strukturverhalten nicht. Abb. 5.14b) zeigt die Anzahlen der beno-
tigten CG—lterationen der einzelnen Newton—Schritte Uber den betrachteten Zeitraum. Die mit
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SDC erzielte Reduzierung der Iterationen (und der hierzu proportionalen Verringerungen der
Ldsungszeiten) ist deutlich erkennbar.

5.5.3  Rohr unter Gleichgewichtslastgruppe

Als drittes dynamisches Beispiel wird das Beulen eines diinnen Rohres unter einer Gleichge-
wichtsgruppe aus Flachenlasten untersucht. Da an diesem Beispiel auch die Kombination aus
SDC- und Multigrid—Vorkonditionierung demonstriert wird, wird es in Kap. 6.6.2 gezeigt,
nachdem in Kap. 6.5 die fur diese kombinierte Vorkonditionierung nétigen Anpassungen der
Multigrid—Vorkonditionierung behandelt wurden.
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6 Multigrid—Vorkonditionierung

'So, what else can go wrong with AMG? — Ouch! Thin body elasticity!
Van Emden Henson's Algebraic Multigrid Tutorial,

Copper Mountain Conference on Multigrid Methods, Colorado 1999.
www.mgnet.org/mgnet—tuts.html

In der wohl ersten Publikation zu Multigrid—Losungsmethoden fuhrte Fedorenko (1964) fur die
Losung der Warmeleitungsgleichung auf einem Einheitsquadrat mit der Methode der Finiten
Differenzen eine zweite, grobere Diskretisierung zur Konvergenzbeschleunigung ein. Er konnte
zeigen, dass mit seiner Methode die bendtige Anzahl Operationen zur Erreichung einer fixen Ge-
nauigkeito(N) betragt. Bis heute gibt es keine anderen Losungsmethoden, die eine solche Ord-
nung aufweisen konnen. Die Aufmerksamkeit, die den Multigrid—Methoden speziell im Bereich
der Losung partieller Differentialgleichungen zukommt, ist daher seit Mitte der 1970er Jahre ex-
ponentiell gestiegen. Erste Beitrage, die groRe Beachtung gefunden haben, waren beispielsweise
Brandt (1977) und Hackbusch (1976). Die Publikationen zum Thema sind heute kaum mehr
Uberschaubar. Darum sollen hier lediglich einige grundlegende Werke wie Hackbusch (1985),
Wesseling (1992), Briggs (2000), Braess (1995), McCormick (1986) genannt, sowie auf weiter-
fuhrende Quellen darin verwiesen werden.

Multigrid— beziehungsweise Multilevel-Methoden werden Ublicherweise in zwei Klassen un-
terschieden. Dies sind zum einen die ’klassischggmetrischeMultigrid—Methoden und
zum anderen die sogenanntdgebraischerMultigrid—Methoden.

Die geometrischen Multigrid—Methoden verwenden neben einer gegebenen raumlichen Fein-
diskretisierung eine oder mehrere zusatzliche Grobdiskretisierungen. Ein solcher Ansatz wird
im folgenden Kap. 6.1 zur Einfiihrung in die Thematik verwendet. Einen Uberblick Giber geome-
trische Multigrid—-Methoden findet man in Wesseling (1992), Bramble (1994) und Hackbusch
(1985). Als Einfuihrung sind auch Briggs et al. (2000), Smith et al. (1996), Adams (1998), (2000)
und (2002), Go (1999) sowie Brezina (1997a) geeignet.

Algebraische Multigrid—Methoden sind erstmals Anfang der 1980er Jahre aufgetreten (friihe
Veroffentlichungen sind Brandt et al. (1982), Ruge (1986), Ruge und Stiben (1986)). In der
strengen Begriffsdefinition verwenden diese neben der Systemmatrix auf der Basis der Feindis-
kretisierung keinerlei zusatzliche geometrische Informationen zur Konstruktion von Groble-
veln. Eine gute Einfiihrung findet man bei Wagner (1998) und Briggs et al. (2000), einen Uber-
blick Uber algebraische Multigrid—-Methoden geben Briggs (2000), Wagner (1998), Brezina
(1997a), Go (1999) und Stiben (2001).

Als semi—algebraisché&nsatze werden Methoden bezeichnet, die keine expliziten geometri-
schen Grobgitter verwenden oder erzeugen, bei denen jedoch neben der Koeffizientenmatrix
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selbst auch die Geometrie der Feindiskretisierung in die Konstruktion der Multigrid—Vorkondi-
tionierung eingeht. Zu dieser Klasse gehoren auch die ab Kap. 6.4 vorgestellten Varianten des
Aggregations—Multigrid nach Braess (1995) und Vanek et al. (1996), Brezina und Vanek
(1997b), Mandel et al. (1999), Vanek et al. (1999) und (2001) und Fish et al. (1997).

6.1 EinfUhrung

6.1.1 Glatte Fehleranteile

Es soll ein Fehleg wie in Abb. 6.1 schematisch dargestellt, betrachtet werden, der tber ein Teil-
gebiet; C & konstant ist.

€

Q

Qi
Abb. 6.1. konstanter Fehler in einem Teilgebiet
Dieser Fehlerverlauf impliziert, dass sichikeine physikalischen Dirichlet—Randbedingun-

gen befinden, da an ihnen der Fehler definitionsgemar’ Null ist.
Bei KoeffizientenmatrizerA, die aus einer Finite—Elemente—Diskretisierung einer elliptischen
Differentialgleichung resultieren, ist die Zeilensumme

N
Z Apg = 0, (6.1)
q=1

wenn Zeilep zu einem Freiheitsgrad eines Knotens einer Diskretisierunggemaort, der nicht

in unmittelbarer topologischer Nachbarschaft zu einem physikalischen Dirichlet—Rand liegt.
Dies ist fur alle Unbekannten innerhalb des Teilgebi€teegeben. Eine ASM-Teilgebietskor-
rektur auf(2; des glatten Fehlemslautet dann:

70.'

0 -1
7 = (A%) Ag. (6.2)
0

. 0
Das ProduktA e hierin ist aufgrund Gl. (6.1) Null fir alle Unbekannten des Teilgebiefes
A%i g% =0. (6.3)
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Eine ASM-Teilgebietskorrektur kann somit konstante Fehleranteile auch bei vollstéandiger Teil-
gebietslosung nicht reduzieren:

7% = 0 fir & = konstant inQ, . (6.4)

Dementsprechend werden auch Fehleranteile mit geringem r&dumlichen Gradienten nur sehr
schlecht reduziert. Solche Fehleranteile konnegedsnetrisch glatbezeichnet werden. Eine
detailliertere Diskussion geometrisch glatter Fehler an einem Modellproblem findet man in
Hackbusch (1985) und Briggs (2000).

Neben dieser geometrisch motivierten Betrachtung glatter Fehleranteile kann auch eine rein al-
gebraische Betrachtung der 'Glattheit’ von Fehlerkomponente erfolgen. Wie bereits in Kap.
4.4.1 gezeigt, kbnnen Vorkonditionierungen auf der Basis additiver Zerlegung der Koeffizien-
tenmatrix (Jacobi— und Gauss—Seidel- verwandte Methoden sowie Schwarzsche Gebietszerle-
gungen) kurzwellige Fehleranteile leicht eliminieren, wahrend langwellige Fehleranteile kaum
reduziert werden. Man kann daher einen Fehler als glatt bezeichnen, wenn eine Iteration mit ei-
ner solchen Vorkonditionierung nur noch eine geringe oder keine Reduktion des Fehlers erzielt.
Die Fehlerentwicklung bei einer stationaren, vorkonditionierten Richardson—Iteration Gl. (4.18)
Ist:

el = (1 = M~ 1Ak . (6.5)

Langsam konvergierendalgebraisch glatté-ehleranteilee andern sich nicht oder kaum wah-
rend der Iteration:

e=(-M"1A) e, (6.6)
beziehungsweise

o=MlAe. (6.7)
Die Aussagen Gl. (6.6) und (6.7) sind aquivalent zu

lela=]( = M7A) e, . (6.8)
beziehungsweise
IM~1A g|[,= 0. (6.9)
Fir beliebigeM ~1 muss daheA & = 0 gelten, woraus folgt:
0O=Ac® (6.10)
= 0=¢Ae (6.10)
= 0=|efa (6.10p

Es sind also vor allem die niedrig—energetischen Fehleranteile, die mit den Ublichen Vorkondi-
tionierungsmethoden nur schwer reduziert werden konnen. Gl. {@liEdx als algebraische
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Auffassung von Glattheit. Man beachte, dass sich diese von einer geometrischen Auffassung von
Glattheit unterscheiden kann. Bei grof3en betragsmafligen Spriingen in den Koeffizienten von
A (zum Beispiel durch Anisotropie, Lokalisierungsphdnomenen oder Strukturen, die aus wei-
chen/diinnen und steifen/dicken Bauteilen bestehen) kann ein Fehler, der nach Gla(6.10)
algebraisch glatt gilt, geometrisch betrachtet durchaus kurzwellig sein. Ein solches Modellbei-
spiel wird in Briggs (2000) gegeben.

6.1.2 Einfaches Beispiel

Es wird das Beispiel des Kragarms aus Abb. 4.4 erneut aufgegriffen, um die Wirkungsweise von
Multilevel-Methoden zu erlautern. Diesmal wird fur die iterative Losung ein Startvd%tor
vorgegeben, der in der z—Komponente der Mittelflachenverschiebung einen Fehler

a
~e=Xn + @,SiN 2ty ) | %y < 250 mm
250 Aw
ev,(Xn ,Aw) = n=1,.,Nyg
a, + azsin(%xn) , Xn > 250 mm (6.11)
w
mit Wellenlange und Amplituden
Aw = 500! : a; = % maxvy) = 77.4mm ; a, = % maxVy) = 38.7mm (6.12)
n n

enthalt. Mit dem Fehlervektor nach Gl. (4.36)gibt sich der Startvektor zu

d), =d+e,. (6.13)

Der Fehlere,, im Startvektor ist in Abb. 6.2a) als Deformation des Kragarms visualisiert. Er
setzt sich aus einer kurzwelligen und einer abschnittsweise linearen und konstanten Fehlerkom-
ponente zusammen. Nach den Ausfihrungen in Kap. 4.5.5 wird erwartet, dass die kurzwellige
Fehlerkomponente leicht mit einer Gebietszerlegungsvorkonditionierung reduziert werden
kann, wahrend der lineare und vor allem der konstant verlaufende Fehleranteil nur langsam redu-
ziert wird.

Zusatzlich zu der bereits in Kap. 4.4.1, Abb. 4.4 verwendeten Diskretisierung, die hier als 'feine’
DiskretisierungQ(O) bezeichnet werden soll, wird eine zweite, 'grobe’ Diskretisierm”(\g mit
SteifigkeitsmatrixA(l)eingefi]hrt (Abb. 6.2b)). Im Weiteren bezeichnet ein Index in Klammern
(-)(|) oder(')(') GroRen, die mit einer Diskretisieruiy, assoziiert sind.

Auf 20 wird nun eine ASM—\Vorkonditionierung (Kap. 4.5.3) mit den in Abb. 6.2b) dargestell-

ten drei Teilgebiete® oy , i = 1,2, 3durchgefihrt:

1 _Mm=1_ 0 _m=1 0
Zioy = Mojasm o) = M(O)ASM( fo) = A st) : (6.14)
Als Teilgebietslosung wird eine unvollstandige Faktorisiemn[gﬁ(l) verwendet. Der nach der
Vorkonditionierung verbleibende Fehkg(%) istin Abb. 6.3a) als Deformation des Kragarms dar-
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gestellt, der geometrisch glatte Fehleranteil bleibt dabei weitestgehend erhalten, der hochfre-
guente Fehleranteil wird annéhernd vollstandig eliminiert.

a) Fehler e,, des Startvektors

"
b) feine Diskretisierung (2404 Unbekannte) und grobe Diskretisierung (62 Unbekannte)
feine Diskretisierung? o, und Teilgebiete

y AN
L X
grobe DiskretisierungQ(l)

y | | | | |
X 9(1)1

2on 202 20y

Abb. 6.2: Initialer Fehler und Fein— und Grobdiskretisierung des Kragarms

In £2 ), stellt sich ein naherungsweise lineareig), und<2 ;; ein annahernd konstanter ver-
bleibender Fehlerverlauf ein.

Dieser verbleibende Fehle}o) (Abb. 6.3a)) kann aufgrund seiner Glattheit mit einer weniger
feinen Diskretisierun@(l) gut approximiert werden. Die Grobdiskretisiermg) (Abb. 6.2b))

wird nun im Rahmen der Schwarzschen Gebietszerlegung als weiteres tiberlappendes Teilgebiet
eingefuhrt. Anders als die Teilgebiete v, umfasst ;) das Gesamtsystem.

Man beachte, dafs(l) keine konforme Vergroberung der Diskretisieer@) darstellt. Die zu

£2 (1) gehdrende Restriktionsmatrix, die einen Vektor diskreter Knotenwert@ypauf €2 4
abbildet, wird in Analogie zu Gl. (4.48) als Restriktia%g € RNw*No pezeichnet. Sie enthélt

hier jedoch als Zeilen die an den Knotenpunkten&gy) ausgewerteten Finite—Element—An-
satzfunktionen der Elemente vh,). R%% ist daher eine lineare Interpolation, welche die wohl
einfachste Moglichkeit der Konstruktion eines Transferoperators zwischen nichkonformen Dis-
kretisierungen darstellt.

Restriktiert man das nach der Feingittervorkonditionierung Gl. (6.14) verbleibende Residuum
r(lo) = To) ~ Ao z(lo) aqu(l), so erhalt man:

1 _ p@ 1 _
) R(O) ro) - (6.15)

Der zugehdrige Fehl«s%l) istin Abb. 6.3b) dargestellt. Die Korrektur auf der groben Diskretisie-

rung wird nun ebenfalls mit einer ILU(1)-Vorkonditionierung vorgenommen:
Za) = Mwiu ") - (6.16)
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a) Fehler e(lo) nach ASM-ILU(1)— Vorkonditionierung
, wﬁ
L x

b) Fehler e(ll) ( Projektion von Fehlere(lo) auf Q5y)

X
c) Fehler e(zl) auf €27y nach ILU1)— Vorkonditionierung
X
d) Fehler e(zo) auf ) nach Grobgitterkorrektur
Z A\
X
250x uberhohte D

X
Abb. 6.3: Fehlerverlaufe nach Fein— und Grobgittervorkonditionierung
In Abb. 6.3c) ist der Fehlee(zl) auf® 4, nach dieseGrobgitterkorrekturvisualisiert. Der lang-

wellige Fehleranteil ist beinahe vollstandig eliminiert. Mittels der Prolongationsmatrix

ames S e TR T

a

2 .
Selung Vot

]
1 — 1) .
P (R(O)) (6.17)

wird die Grobgitterkorrektuz(zl) im Sinne einer Schwarzschen Teilgebietskorrektur zurtick auf
20 projiziert:
_ 2 _ 1) 52 )

z =74 = 7+ P{ Zyy - (6.18)
Es verbleibt der in Abb. 6.3d) dargestellte Fehlerverlauf. Deutlich ist zu erkennen, dass der li-
neare und konstante Fehleranteil durch die Uberlagerung der Grobgitterkorrektur beinahe voll-
standig beseitigt wird. Eine solcMehrgitter—oderMultilevel-Vorkonditionierungst somit in
der Lage, problematische glatte, langwellige Fehleranteile wirkungsvoll zu reduzieren.

Die hier am Beispiel des Kragarms durchgefiihrte Zweilevel-Vorkonditionierung ist formal eine
uberlappende Multiplikative—Schwarzsche—Gebietszerlegung mit nichtkonformen Diskretisie-
rungens2 g und Q1) und unvollstandiger Teilgebietslésung fur diese beiden Teilgebiete. Die
Teilgebietslosung VOR (g wurde naherungsweise mit einer ASM—Vorkonditionierung erstellt,
wahrend fur das Teilgebiél(l) eine Naherungslésung mit einer ILU(1)—-Vorkonditionierung er-
mittelt wurde.
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Die Teilgebietslésung auﬂ(l) sorgt hier mit verhaltnisméafig niedrigem Aufwand fir eine Art
‘globalen Blick’ auf die Lésung, der auf der feinen Diskretisierung nur mit deutlich hdherem
Aufwand erzielt werden kann.

Bei grofReren Diskretisierungen und komplexeren Geometrien kann eine Hierarchie mehrerer
Groblevel verwendet werden, was zu den im folgenden behaniultelevel-undMultigrid—
Vorkonditionierungsmethoden fuhrt.

6.2 Multilevel-Schwarzsche—Gebietszerlegungsmethoden

6.2.1 Bezeichnungen

L sei die Anzahl der verwendeten zusatzlichen L@/(gj | = 1,...L ohne die urspringliche,
feine Diskretisierung?(o) selbst, so dass sich insgesamtl Level ergeben. Ein in Klammern
stehender Inde(<-)(|) kennzeichnet GroRRen, die sich auf ein Ldvell = 0,...,L beziehen.

Anmerkung: Der Ausdruck 'Level’ wird hier der Bezeichnung 'Gitter’ oder 'Diskretisierung’ vorge-
zogen, da im weiteren Verlauf von Kap. 6 noch Ansatze vorgestellt werden, die eine alge-
braische Multilevel-Vorkonditionierung erméglichen, ohne dass Grobdiskretisierungen
explizit erstellt werden.

Mit Rg) € RNo>*Ne-1 | = 1,... Lwird die Restriktionsmatrix bezeichnet, die diskrete Kno-

tenwerte von Leve®?, _,, auf das nachst grébere Leye}, abbildet. Die Prolongationsmatrix
(0 0) ! 0]
— Ng_pxN
Pi—1y = (R(|—1)) . Pilgy € B0 (6.19)

vollzieht die Abbildung in umgekehrter Richtung.

Anmerkung: PE:) ) und R(') ,, Sind Prolongationen und Restriktionen zwischewelnQ_,) und
2)- Diese smd nicht mit den Teilgebietsprolongationen und restnkUBFferR

Ol
nerhalbeines Level2 ,, zu verwechseln.

Im Folgenden werden Restriktions— und Prolongationsmatri?%h 1 und P (0) 1) far

| = 1,...,Lvorlaufig als gegeben angenommen. Auf deren Konstruktion wird ab Kap. 6.3 ein-
gegangen.

Wird die (effektive) Steifigkeitsmatrix durch

Ag = RE) b Au-) PE) pr =1L (6.20)

gewonnen, so spricht man von einem Galerkin—Ansatz (Smith et al. (1996)). Dieser macht die
Integration und Assemblierung der effektiven SteifiglAa(i; auf.Q(,) Uberflissig zu dem Preis,

dass mit Gl. (6.20) ein unter Umstanden sehr grolRes, diinnbesetztes doppeltes Matrix—Matrix—
Produkt fir jedes Leve® j, ausgeflihrt werden muss. Der Galerkin—Ansatz der Groblevel-Stei-
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figkeitsmatrizen entbindet jedoch von der Notwendigkeit, den Grobleveln eine regulare Finite—
Element-Diskretisierung zugrunde zu legen.

6.2.2  Multilevel-Additive—Schwarzsche—Gebietszerlegung (MASM)

Die wohl einfachste Multilevel-Vorkonditionierung ist die Multilevel-Additive—Schwarzsche—
Gebietszerlegung (MASM). Sie wird hier behandelt, da sich an ihr sehr einfach der Zusammen-
hang zwischen Gebietszerlegungs— und Multigrid—-Methoden demonstrieren l&asst. Die von
Dryja und Widlund (1991) vorgestellte MASM-Methode stellt eine allgemeine Basis einiger ak-
tuell gebrauchlicher Multilevel-Vorkonditionierungstechniken wie der BPX-Vorkonditionie-
rung (Bramble et al. (1990)), der Multilevel-Diagonalskalierung (Zhang (1991)), sowie der
Hierarchische—Basen—Vorkonditionierung (Yserentant (1986a) und (1986b)) dar und ist somit
von aktueller Bedeutung.

Die Einlevel-ASM—Vorkonditionierung lautet nach Gl. (4.60) mit Gl. (4.64):

No -1
-1 = ‘Qi ‘Qii ‘Qi 21
M jasm = 1P(0) (M(O)) Ro - (6.21)
| =
Hierin sei (M(%i Yy~ l=( A(Qoii) )~ eine beliebige sequentielle symmetrische Basisvorkondi-

tionierung und\I(PO) die Anzahl Teilgebiete vof .

Man erhéalt eine Zweilevel-ASM—Vorkonditionierung durch Hinzuftigen einer Groblevelkor-
rektur im Sinne der ASM—-Gebietszerlegung mit einem weiteren ’Teilge!@@t’mit Koeffi-
zientenmatrixA

P
© -1
~1 =1) = g Qi Qj @ O Azl RO .
Mowasu (-=1) £ (P(O) (M(o)) R(O)) *Po Ao Ro (6:22)

Da A ;) € RNo*Nw verhaltnismaBig groR sein kann, wqu)l wiederum durch eine Zweile-
vel-ASM-Vorkonditionierung mit Grobleve® ,y und KoeffizientenmatrixA ,y angenahert:

A(_1)1 =~ M(?L):ILVIASM (L=1) . (6.23)

Einsetzen von Gl. (6.23) in (6.22) ergibt die Dreilevel-ASM—Vorkonditionierung:

NP
© -1
~1 = = Q; Q5 2
Mohmen L=2) = > (P(O) (M (0)) R(O)) (6.24)

NP
(1) -1
1) 2n (M2m)  R2n @ a-1 r® | RO
+PY 2 (P(l) (M(l) ) R(l)) Py A Ry | Ro -

m=1
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Die Naherung Gl. (6.23) lasst sich rekursiv A](E)l in GI. (6.24) und so fort wiederholen, bis
ein grobstes LevesD(L) mit der zugehdrigen Koeffizientenmatrl-x(L) erreicht ist, das fur eine
effiziente direkte L6sung klein genug ist.

Die rekursive Form der MASM—-\Vorkonditionierung nhitGroblevel ist dann:

Myisy (L& 29

(6.25)
Chaly
T (6.25)
— L
v = REL)—l) fL-1)
(|) -1 o
2 = ZP(D( (|)) R(,)' ry VI1=0..L-1 (6.25)
20 = A0 "V (6.25)
L
Z-1 <= Ze-n + Pgy 2
: (6.25)

Z0) <

1
Zo) + P} Z)

k

In GI. (6.25) wird das Residuumzunéchst auf alle Groblevel abgebildet. Alle Teilgebietskor-
rekturenz auf allen Leveln Gl. (6.25und (6.253 kbnnen dann kommunikationslos parallel be-
stimmt werden. Danach werden die Teilgebietskorrekturen der einzelnen Groblevel auf das fein-
ste Level prolongiert. Die Restriktionen der Residuen Gl. (6.@5) die Prolongationen der
Korrekturen Gl. (6.25)sind rekursiv und missen daher sequentiell durchgefihrt werden.

Anmerkung:

Fur die MASM-Vorkonditionierung existiert auch eine geschlossene Darstellung, die
eine parallele Durchfiihrung der Restriktionen und Prolongationen erlaubt. Diese erfor-
dert jedoch die explizite Bildung von zusammengesetzten Restriktionen

RI-1D .. .RA R v | = 1,...L,

) = RO
R R (1-2) o O

©) (-1) (6.26)

sowie der Prolongationeﬁ(') = RE'&T, die eine direkte Abbildung zwischen dem fein-
sten Level? q und jedem groberen Lev@l(l) darstellen. Die Produkte Gl. (6.26) sind
jedoch fur eine Implementierung ungeeignet. Die geschlossene Darstellung

No
0 p< oL 2 R0 6.27
Z;) ,ZP(O) P(l) (M(l)) R(|) R(O) ( )

Mpasy (L) =
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die mit GI. (6.26) aus (6.25) abgeleitet werden kann, dient lediglich als Nachweis, dass
es sich bei der rekursiven Form Gl. (6.25) tatsachlich um eine Additive—Schwarzsche—
Gebietszerlegung nach Gl. (4.60) handelt (Smith et al. (1996)).
Die eingangs erwéhnte Multilevel-Diagonalskalierung, die BPX—Vorkonditionierung und die
Hierarchische—Basen—Vorkonditionierung ergeben sich aus Gl. (6.25) mit einer speziellen Wahl
der Teilgebiete2?); , | = 0,....L, i = 1,...,Nf|’). Fur die Formulierung und einen Vergleich
dieser Vorkonditionierungen sowie die zugehoérigen Konvergenzanalysen wird auf Zhang
(1991) und Smith et al. (1996) verwiesen.

6.2.3  Symmetrische Multilevel-MSM-Vorkonditionierung — Multigrid
Fur eine parallele Umsetzung kann naheliegenderweise die Anzahl der Teilgk%;idﬂae Fein-
diskretisierung® ) der Anzahl der beteiligten Prozed$@ entsprechend gewéhlt werden:

P _ NP
NP = NP | (6.28)

Diese Wahl gewahrleistet eine maximale Teilgebietsgrof3e (und entsprechende Konvergenzei-
genschaften nach Gl. (4.66)). Die Anzhl'(ﬂ der Teilgebiete der GroblerI(D istdann sinnvol-
lerweise maximal so grol3 wie die Anzahl der Teilgebiete der Feindiskretisierung:

Ny = Ngg =N, I=1...L. (6.29)

Dies bedeutet, dass die Teilgebietskorrekturen Gl. (6L2f) (6.25) jeweils parallel innerhalb

eines Levels durchgefihrt werden kdnnen, die einzelnen Level jedoch sequentiell bearbeitet
werden. In Gl. (6.25)ist der IndexX somit sequentiell und der Indegarallel. Werden die Gro-
blevelkorrekturen der einzelnen Le\{% ohnehin sequentiell ausgefiihrt, so kann fur diese an-
statt einer Additiv—Schwarzschen— eine Multiplikativ—-Schwarzsche Formulierung — mit den
besseren Konvergenzeigenschaften — verwendet werden. Die Parallelitat wird dann mit dem
ASM-Ansatz innerhalb der einzelnen Level eingebracht.

Da auch in diesem Fall die Vorkonditionierung im Rahmen eines CG-\Verfahrens verwendet
werden soll, wird die symmetrische Form der rekursiven Multilevel-Multiplikativen—Schwarz-
schen Gebietszerlegung (SMSM) verwendet, die in der Literatur in diesem Kontext auch als
Multigrid (MG) bezeichnet wird.

Im Rahmen von Multigrid—-Methoden werden unvollstéandige L(‘jsumgg)ﬁ auf den Leveln

2, 1=0,...,.L =1 verwendet, deren primare Aufgabe nicht die Fehlerreduktion sondern die
Fehlerglattung ist, um eine gute Approximation des verbleibenden Fehlers auf dem nachst—gro-
beren Level zu gewahrleisten. Man spricht daher in diesem Kontext g)&rals einenGlatter
(smoother) anstatt einer Vorkonditionierung. Die eigentliche betragsmalfiige Fehlerreduktion er-
folgt auf dem grébsten Level (bei deutlich weniger Unbekannten und folglich stark reduziertem
Aufwand) durch eine vollstdndige Losung mittels beispielsweise einer direkten Lésungsme-
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thode. MitM (l‘)jSMaIs Glatter auf Leve® , lautet die aus der symmetrisierten MSM—Vorkondi-
tionierung Gl. (4.58) abgeleitete MG—Vorkonditionierung mit ASM—Glattern:

Myd (L rZ9 - (6.30)
g < rK
©)

_ -1
Zg) = M ojasm ()

_ p@ _
fa) = REO§ (r(O) Aw) 2(0)) (6.30)
Z1) = Mgasm Fw) (6.30),
_ p(L B
= R, (r(L—l) AL-1) Z(L—l))
Z = A(I__)l "y (6.30)
L
Z-1<Z-n+ PPy 2
Zi-1y< Z-1) + M2 pasm (r(L—l) —Aw-1 Z(L—l))
1
Zo) < Zo) + P 2 (6.30),
Z0) < Zo) + M(gjasm (r(O) — A 2(0)) (6.30)

k

Zy < MGV(A(|) ,r(,))

Wenn ein gréberes Levef?, ;, existiert
Zp) = Mpasm ")

foy < oy = An Z

- I+1 I+1 I+1
244 1) MGV(REI) ) Ay Pgl) ) REI) )r(|))

- I+1
z0y < 75 + P{7 7949

Foy < oy = Aw Z
| 20 < 25 + Mgasm ")

sonst
_ -1
|20 = ApTo

Abb. 6.4: rekursive Funktion der Multigrid—Vorkonditionierung mit ASM-Glattung
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Die Implementierung der MG—Vorkonditionierung erfolgt als rekursiv sich selbst rufende Funk-

Diese Form wird auch aM-Zyklus—Multigridbezeichnet. Abb. 6.5 zeigt schematisch die Re-
striktions—, Prolongations— und Glattungsschritte.

Level
— M (_O):,L’-\SM RO P M (6)1Aslv| 0 (fein)

L ©) 0) ‘
M jasm 1
|
|
|

L—1

L (grob)

Abb. 6.5: V-Zyklus—Multigrid—\orkonditionierung
Bis jetzt wurden die InterIeveI—Transferoperath%Pl pyund Pg)_ s gegeben angenommen.

Deren Konstruktion wird im folgenden behandelt.

6.3  Geometrischer Multigrid bei unstrukturierten Diskretisierungen

Bei geometrischen Mehrgittermethoden im Falle estreikturiertenFeindiskretisierung ist die
Ermittlung von Grobdiskretisierungen als konforme Vergroberung einer gegebenen Feindiskre-
tisierung einfach durchzufuhren. Hier soll jedoch keine Beschrankung auf solche strukturierten
Diskretisierungen erfolgen. Die betrachteten Schalendiskretisierungen sind potentiell unstruk-
turiert, von komplexer Geometrie und komplexen Randbedingungen und haben unter Umstan-
den eine inhomogene Netzdichte. Eine konforme Vergroberung der bestehenden Feindiskretisie-
rung ist daher im allgemeinen Fall nicht méglich.

Eine Moglichkeit ist die Generierung der Grobgitter durch das Finite—Element—Programm be-
ziehungsweise durch den Anwender (vorausgesetzt dieser ist willens dies zu tun). Die zugehori-
gen Grobgittersteifigkeitsmatrizen kdnnen dann wahlweise durch Integration und Assemblie-
rung der Grobgitter—Elemente oder als Galerkin—Grobgittersteifigkeiten Gl. (6.23) erstellt
werden. Dies fuhrt jedoch zu einer engen Verflechtung des Gleichungslésungsalgorithmus mit
dem restlichen Finite—Element—Programm, was im Sinne eines modularen Programmaufbaus
nicht wiinschenswert ist. Auch héngt die Qualitat der Vorkonditionierung von der Qualitat und
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GrolR3e der Grobgitter ab, weswegen deren Generierung nicht dem Zufall — also dem Anwender
— Uberlassen werden sollte. Geometrische Zwei— und Mehrgittermethoden mit dieserart gene-
rierten Diskretisierungen werden beispielsweise in Dracopoulos und Crisfield (1995), fur nicht-
lineare Probleme in Fish et al. (1995), sowie fur Schalenprobleme in Fish et al. (1996) verwen-
det.

Eine zweite Mdglichkeit ist die Generierung der Grobgitter durch den Losungsalgorithmus
selbst. Adams (1998) beschreibt ein Verfahren, bei der aus der Feindiskretisierung Knoten aus-
gewahlt werden, die ein sogenanniésximal Independent S&¥IS) darstellen (siehe auch

Saad (1996)).

Diskretisierung zugehdriger Knotengraph und Knoten

Abb. 6.6: Diskretisierung, Knotengraph und Maximal Independent Set

Betrachtet man den zur Feindiskretisierung gehdrigen Knotengraphen, so ist ein MIS eine Unter-
menge von Knoten des Graphen, die nicht untereinander Uber eine Kante verbunden sind (Abb.
6.6) und die nicht durch Hinzufligen weiterer Knoten vergrof3ert werden kann. Die Knoten des
MIS dienen dann bei Adams (1998) als Knotenpunkte einer Grobgittervernetzung.

Ist eine Grobdiskretisierung gefunden, so ist die wohl einfachste Konstruktion der Restriktion
R( 1 die auf der Basis der Finite—Element-Ansatzfunktionen der Grobdiskretisierung. Sei
NJ.E'eJr 10 die mit einem Grobgitterknotgff + 1) assoziierte Ansatzfunktion auf dem Gebiet des
Grobgitterelementeg!* 1 und i!) ein Knoten der Feindiskretisierung, der éfi*?1) liegt.
N{*+2)(6¢) ist Uiblicherweise in normierten Elementkoordinateh < 0. < 1gegeben. Der mit
Knoten j!* D undi®) assoziierte KnotenblocR;; in Rg:)“) hat die Dimensioﬂhl‘j?f X N‘(’lcfl),

wobei der Einfachheit halber angenommen werden soll, dass die Art und Anzahl der Freiheits-
grade am Knoten auf allen Gittern gleich isf°f = Ndof = Ndof  Der Blockbeitrag des Kno-

) (1+1)°
tensi®) zu Knotenj(+1)in der Restriktion ergibt sich dann nhials Einheitsmatrix zu:

Rg:);l) _ Nj(|e+1)(ge(i(l))) |, | & RNOXN® (6.31)

Abb. 6.7 zeigt dies am ebenen Beispiel eines gekrimmten Balkens, der mit linearen Elementen
diskretisiert ist.
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a) gekrimmter Balken, Diskretisierungen

ﬁ(') o+1)

N(e(i )

0

-

7.

b) Restriktion Knoten [
_ . | — )
NEGO) .
RG&D= | NE) | ¥} Knoten f+9
NEe(M)) AN

Abb. 6.7: gekrimmter Balken — Restriktion aus Grobgitteransatzfunktionen

Die Berucksichtigung der Dirichlet-Randbedingungen in der Restriktionsmatrix erfordert zu-
satzliche Uberlegungen, auf die hier nicht weiter eingegangen wird.

Die Auswertung der Grobgitter—Ansatzfunktionen an den Orten der Feingitterknoten ist bei
dreidimensionalen, dinnwandigen und gekrimmten Strukturen aufwendig:

» Eswird ein Suchalgorithmus benétigt, der zu einem gegebenen Grobgitterelement
die darin enthaltenen Feingitterknoten bestimmt (Fish et al. (1996)).
Im Kontext der Kontaktformulierung fiir Schalen werden solche Suchalgorithmen
in Kap. 7.9 behandelt.

* In der Regel ist der Diskretisierungsfehler in der Geometriebeschreibung durch
das Fein—und Grobgitter unterschiedlich, so dass gegebenenfalls eine Art raumli-
che Projektion der Feingitterknoten auf die Elemente des Grobgitters durchgefiihrt
werden muss (Abb. 6.7a)).

« Die Koordinaterd«(i)(x)) des Feingitterknotens im normierten Elementkoordi-
natensystem muassen Uber eine Invertierung der Elementansatzfunktionen
NS*l)(Oe) ermittelt werden. Diese Invertierung fihrt zu einem mindestens qua-
dratischen Gleichungssystem #ii")), das am einfachsten mit einer Newton—lIte-
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ration geldst wird. Im Kontext der Kontaktformulierung fur Schalen wird eine sol-
che Invertierung in Kap. 7.9.3 behandelt.

Wegen der Neuvernetzung der Struktur zur Grobagitterkonstruktion bei komplizierten Geome-
trien, der aufwendigen Konstruktion der Restriktionsmatrix und dem Verlust eines modularen
Programmaufbaus wurde ein geometrischer Multigrid—Ansatz in dieser Arbeit nicht weiter ver-
folgt. Geometrische Multigrid—Methoden fur Schalenprobleme findet man beispielsweise in
Adams (1998) und (2000), Fish et al. (1995) und (1996).

6.4  Aggregations—Multigrid

Aufgrund der vorbeschriebenen Schwierigkeiten bei der Erstellung von Grobdiskretisierungen
bei komplexen Geometrien und Randbedingungen sollen Multilevel-Prinzipien ohne explizite
Grobdiskretisierungen angewandt werden. Fir die hier behandelten strukturdynamischen Pro-
bleme bietet sich ein algebraischer Multigrid—Ansatz auf der Basis von Aggregationsmethoden
an (Braess (1995)). Es werden dabei Indizes des linearen Gleichungssystems zu zusammenhan-
genden sogenannté&ggregatenzusammengefasst, wobei je ein Aggregat auf dem algebra-
ischen Groblevel wiederum durch einen Index reprasentiert wird. Die Interpolation zwischen ei-
nem Index des Groblevels und den Indizes des zugrundeliegenden Aggregates erfolgt mittels
Grobgitteransatzfunktionen, in deren Konstruktion die Geometrie der Feindiskretisierung in
Form von Knotenkoordinaten eingeht.

Der verwendete Ansatz basiert im Wesentlichen auf dem sogen&mtmthed Aggregation
Multigrid (SAMG) von Vanek, Brezina und Mandel (Vanek et al. (1996), (1999) und (2001),
Brezina (1997a) und Mandel et al. (1999)). In der Formulierung wird davon ausgegangen, dass
der Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems ein System gekoppelter elliptischer Differen-
tialgleichungen zugrundeliegt. In der Strukturmechanik bedeutet dies, dass von einer statischen
Problembetrachtung ausgegangen wird, bei der Starrkérperanteile an der Deformation keinen
Beitrag zur Energienorm bezlglich der Koeffizientenmatrix liefern. Brezina und Vanek (1997b)
zeigen jedoch die Anwendbarkeit auch auf andere Klassen von zugrundeliegenden Differential-
gleichungen, weshalb der SAMG-Ansatz hier auch fur strukturdynamische Probleme verwen-
det wird, bei denen Starrkdrperanteile an einer Deformation (aufgrund der auftretenden Trag-
heitskrafte) nicht energiefrei sind.

Die Bestandteile des Smoothed-Aggregation—Multigrid werden in Kap. 6.4.1 anhand eines sehr
einfachen eindimensionalen Modellproblems erlautert. In Kap. 6.4.2 wird die parallele Bildung
der Aggregate behandelt, bevor in Kap. 6.4.3 die parallele Form des Smoothed—Aggregation—
Multigrid fur die 7—Parameter—Schalenformulierung angegeben wird. In Kap. 6.4.4 wird eine
Variante des Ansatzes vorgestellt, die im Rahmen dieser Arbeit entwickelt wurde. In Kap. 6.5
werden die nétigen Modifikationen am SAMG—-Ansatz zur Kombination mit dem SDC—-Ansatz
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aus Kap. 5 vorgestellt, bevor anhand von Beispielen in Kap. 6.6 die erzielten Konvergenzsteige-
rungen und verbesserten Losungszeiten gezeigt werden.

Im Ausblick Kap. 6.7 werden Varianten und Erganzungen des Aggregation—Multigrid aus der
Literatur, die flr eine Anwendung auf Schalenprobleme geeignet scheinen, genannt und kurz
erlautert.

6.4.1 Eindimensionales Modellproblem

Eine Einfuhrung in die Grundziige des Smoothed—Aggregation—Multigrid wird anhand des in
Abb. 6.8a) dargestellten eindimensionalen Modellproblems gegeben. Es handelt sich dabei um
einen statisch betrachteten linear elastischen Dehnstab, déPhnit 12 ungelagerten Knoten

mit je einem Freiheitsgrad urlrdxgl)) = 12 Elementen der Landediskretisiert ist und am freien

Ende durch eine EinzellaBtbelastet wird. Man beachte, dass bei diesem eindimensionalen Fall
die Anzahl der Freiheitsgrade mit der Anzahl der Knoten Ubereinstimmt:

0) _ 0
NO) = NO) . (6.32)

Zunachst wird die Konstruktion der Prolongations— und Restriktionsmatrizen fiir ein algebra-
isches Groblevdl =1 gezeigt, bevor die Verallgemeinerung fiir eine hohere Anzahl an Groble-
veln gegeben wird. Es wird jedoch darauf geachtet, dass die verwendete Notation nicht auf den
eindimensionalen Sonderfall beschrankt ist, sondern fur die im Anschluss diskutierten dreidi-
mensionalen Schalenprobleme Giltigkeit besitzt.

Mit E als E-Modul A als Stabquerschnittsflache undls Elementlange ergibt sich die Steifig-
keitsmatrix Ay € EN*N® des Systems zu:

2 -1
-1 21
A -1 2-1
Ag = = 1 2-1 , Apg) € B2 (6.33)
-1 2-1
-1 2-1

-1 1
Der diskretisierte Dehnstab(o) ist so gelagert, dasﬁs(o) positiv—definit ist, wobei hier —um den
Blick auf die Methode nicht zu verstellen — vorerst die Randbedingungen nicht nédher betrachtet

werden sollen.
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Abb. 6.8: eindimensionales Modellproblem — Aggregate und Ansatzfunktionen
Das lineare Gleichungssystem auf dem feinen Lﬁ(@llautet:
0) — £(O N©) x N© 0) £(0 N(©)
Ag dO =10 Ay e rN>NT g0 0 e N, (6.34)
beziehungsweise
Ag €9 =r@ €00 g gN» (6.35)

Gl. (6.34) und (6.35) stellen mef®) = d©@ —d©Opej einem Startvektat®® = 0fiir die itera-
tive Losung identische Gleichungssysteme dar. Das diskrete Verschiebuug’éfﬂltﬂdem Le-
vel Qg ist:

N©)
— 0) _ 0 0
u=u®=>NOdO, (6.36)
i=1
mit
N©
{N(o)} nd
b=
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als in Abb. 6.8a) dargestellte lineare Interpolationsfunktionen der diskreten Knotedlg?/)erte
Ist die Ordnung der Ansatzfunktionen bekannt (hier lineare Ansatze), so lassen sich diese tUber
ihre Stutzstellen und somit als Vektoriff) € RN reprasentieren:

NOT= (02001000 . 1=1..NO NO €N (637)

Knoten i
Es werden nuiN'Y sogenannte Aggregate

N@
(0)
{Ai(”]i(l): 1

wie in Abb. 6.8b) dargestellt, eingefiihrt. Ein Aggreglaligg ist dabei eine disjunkte Gruppie-
rung von Knoteri© des LevelQ(O). Aggregate uberlappen einander somit nicht, sondern sind
jeweils durch ein Finites Element voneinander getrennt. Die Ermittlung der Aggregate wird de-
taillierter in Kap. 6.4.2 behandelt. Jeder Knot@hgehort zu genau einem Aggregéf ). Ein
AggregatA 9 wird dann auf dem nachst-groberen Legl durch einen Knoteif!) reprasen-

i@
tiert (Vanek et al. (2001)):

i<1>©A§gg i = 1,...,N(n1d> . (6.38)

Wichtig ist, dass mit den Aggregaten keine geometrischen Informationen verknipft sind, diese
sind ausschlief3lich eine Gruppierung von IndizesA(@,s] anders als im vorliegenden Beispiel
suggeriert wird.
Betrachtet man nun die in Abb. 6.8b) dargestellten Ansatzfunktionen

{qul)} NG

b li=1

fiir AggregateAi(fB beziehungsweise Knotéft), so lautet das diskrete Verschiebungstefd
auf €2 4y

N®)

RN (1 (1) 4L
U=yl = > NOdw. (6.39)
i=1

Die vektorielle Reprasentation dieser Ansatzfunktionen ist konform zu Gl. (6.37):

N@T = [0 . 01110-.- o} Ci=1,..NY N® e N (6.40)
[
0
A

Die VektorenIQIi(l) bilden die Spalten der — vorlaufigen — Prolongationsmél%ke RN XN

51 — | @O N L. Q@
Py = NP NP - R, (6.41)
Die dieserart konstruierte Prolongatié%g besitzt bereits eine fundamentale Eigenschaft: Sie

istin der Lage, alle unter Missachtung der Dirichlet—-Randbedingungen moglichen Starrkdrper-
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bewegungen des Korpers exakt auf das nachst—grobere Level abzubilden. Das Modellproblem
des Dehnstabs aus Abb. 6.8a) besitzt als einzigen Starrkérpebflbeeii N die Translation
entlang der Stabachse:

b(10)T: [1_._1} — 1T (6.42)

Dieser lasst sich mit den Ansatzfunktioriﬁlﬁ) exakt darstellen, und ist somit mit Gl. (6.41) im
Bildbereich vorisg(l)g enthalten. Die Starrkérpermoden, die in der Multigrid—Literatur auch allge-
meinerkonstante Funktionegenannt werden, stellen diejenigen Funktionen mit der niedrigst—
maoglichen Energie dar. Missachtet man den Einfluss der Dirichlet-Randbedingung, so gilt fir
den Starrkdrpermode{”) hier:

A bP =0, [bD] ag =0 (6.43)
A?O) ist hierin die semipositiv—definite Steifigkeitsmatrix des ungelagerten Dehnstabes.
Da nach den Ausfihrungen in Kap. 6.1.1 und 6.1.2 vor allem die algebraisch glatten, niedrig—
energetischen Fehleranteile durch die Groblevelkorrektur behoben werden sollen, ist es eine
zwingende Minimalanforderung an die Prolongaﬁﬁ, dasslle Starrkdrpermoden eines Sy-

stems im Bildbereich der Prolongation enthalten sind.

Definition: Der Bildbereich ranggP™ ") einer Matrix ist definiert als:
rang¢ P™" ) ={ ye R™|y = Pxfirx € R"} .

Was hier am Beispiel des Dehnstabs mit einem Starrkérperbi@(mzeigt wurde, lasst sich
fur beliebige Korper indt3 verallgemeinern. Ein solcher Korper besitzin= 6 linear unab-
héangige Starrkérpermodént?) € RN (3 Translationen und 3 Rotationen entlang und um or-
thogonale Raumachsen). Diese Moden werden in Vanek et al. (2001) zu ei@gy; assoziier-

ten MatrixB©@ € RNO*™mzysammengefas®(? reprasentiert dann den sogenanitemel

der mit dem ungelagerten Korper assoziierten Steifigkeitsm%i)x

) = 0
rangeéB ) kerne(A(O)) . (6.44)
Definition: Der KernelkernelA" ") einer Matrix ist definiert als:
kerne[ A" ) ={ x ER"|Ax =0} .
Ist eine MatrixA"*" nicht singular, so gilt:
kerne[ A"™*") = {0} und rbm = dim(kerne(A)) = 0 .
Die Minimalanforderung an die Prolongation lasst sich dann schreiben als:
0)) — 0 0 0 (1
range(B( )) = spar{ b® b . bfbin] C range(PEog) . (6.45)
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Fur das eindimensionale Modellproblem Abb. 6.8ajdst = 1, die einzige auftretende Starr-
korperbewegung des ungelagerten Stabes ist die Translation entlang der Sﬂa@hc&rsist
somit hier

BOT = [1...1} =17, (6.46)

und nach Gl. (6.45) qilt:

rang¢B®) = spaf | 1} C range{lé’%g) = spaf - - 3. (6.47)

TR R RRRRRR P
OO0 0000 RRE---
OO0 O0ORRPRRLROOO" "
PR RPOO0OO0OO0OO0O" "

Man beachte, dass die Spaltenvektoren%ﬁeweils den Starrkérpermode eines ungelagerten
AggregatesAi(gg darstellen. Gl. (6.45) kann somit aggregatweise erfllt V\ierden.

Bis jetzt wurde erreicht, dass die konstanten Fehleranteile im BiIdbereileF?g;g)gter Prolon-

gation enthalten sind und daher auf dem Groblevel abgebildet werden kénnen. Zur Konstruktion
einer guten Groblevelkorrektur ist dies allein jedoch nicht ausreichend, da auch langwellige Feh-
leranteile mit einem gewissen Gradienten nach Kap. 6.1.1, Gl. {@i&dyig—energetisch sind

und von der Groblevelkorrektur erfasst werden sollen und nicht nur die Starrkérpermoden. Die
bisher eingefiihrte abschnittsweise konstante Interpolation in Abb. 6.8b) ist hierfir jedoch nicht
geeignet (Stiiben (2001)). Nimmt man fir das Modellprobeiyih = 1, die Belastung zu

P = 1sowie eine Startschatzurd) = 0an, so ergibt sich der in Abb. 6.9a) dargestellte linear
verlaufende, geometrisch glatte und niedrig—energetische EERIEiihrt man fir diesen Feh-

ler eine Grobgitterkorrektur

e® g0 _ 50) 6.48)
durch, mit

©0) — p() (p@)T 5(1) _1“(1)T

27 =Po (P(O) Ao P(O)) Po Ao » (6.49)

so stellt man fest, dass der Gradient #8hzwischen den Aggregaten dem Gradienten des ur-
sprunglichen Fehlers wie gewtiinscht entspricht, aufgrund der konstanten Ansatze innerhalb der
Aggregate die Korrektur betragsmafiig jedoch weit hinter dem urspringlichen Fehler zuriick-
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bleibt und dadurch ein erheblicher Fehlerang®ll— 2©) nach der Korrektur im System ver-
bleibt (Abb. 6.9a)).

a)
(0) _
el e
o0 _ 50)
50) 12
%(—%/—Z °
}1
4 4 4 4 4 . 4 . 4 . . . 4 . 4 > - -
\ ==
P=1
°) EA_, EA, .

Abb. 6.9: unzureichende Approximation linearer Fehlerverlaufe durch abschnittsweise
konstante Ansatzfunktionen auf dem Groblevel
Die 'Knicke’ im Verlauf vone©® — 20 kénnen effizient durch eine Nachglattung auf dem feinen
Level entfernt werden, der niedrig—energetische glatte Anteil bleibt jedoch erhalten. Bei einer
Vergréberung VO ) ZU£2 7y Um den Faktor Drei (drei Knoten bilden ein Aggregat) entspricht
die Korrektur nur einem Drittel des vorhandenen Fehlers, die 'durchschnittliche Steigung’ von
79 ist um diesen Faktor Drei zu gering. Entsprechend besser (respektive schlechter) fallt die
Korrektur bei kleineren (respektive grél3eren) Aggregaten aus.
Fur dieses Ph&dnomen kann eine noch anschaulichere Deutung gegeben werden. Betrachtet man
das Groblevelsystetﬁ(l) wie in Abb. 6.9b) dargestellt als Stab, der im Bereich der Aggregate
eine unendliche Dehnsteifigkeit besitzt (d.h. die Verschiebung innerhalb des Aggregates muss
konstant verlaufen), und belastet diesen mit der gleichen Beldtend wie das urspriingliche
System@ g, SO stellt sich als Losung ein Verschiebungsverlauf ein, der der Groblevelkorrektur
70) entspricht. Das Groblevelproblem

50T S5\ A1) — BT
(ch); Ao Pgog) 2 = PEoi Ao (6.50)

ist somit aufgrund der dehnstarren Anteile um genau den Faktor Drei zu steif.
Braess (1995) schlagt hierfir eine einfache Skalierung der Steifigkeiten des Groblevelproblems
vor:

15h 50 - pT
EA(l) 20 = Pgog A0)C0) - (6.51)
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mit § = 3 flr das Modellproblem. Bei strukturierten Diskretisierungen konstanter Netzdichte
und ebenfalls strukturierten Aggregaten konstanter Gréf3e kann mit dieser Skalierung eine opti-
male Korrektur erreicht werden. Im allgemeineren Fall beliebiger unstrukturierter Diskretisie-
rung mit stark unterschiedlicher Netzdichte ergeben sich keine strukturierten Aggregate kon-
stanter Gré3e und die Wahl eines idealen Fal@éssnur schwer moglich (Stiiben (2001)). Es
wird daher der Ansatz von Vanek et al. (1996) verfolgt, der eine Glattung der abschnittsweise
konstanten Grobgitteransatze mittels einer gedampften Jacobi—Glattung vorsieht:
| _ _ -1 (1 —
PEI)_l) = (lg-y— @ Myt gy Ag_yy) Pa)_l) , I=1,...L. (6.52)
Angewandt auf das Modellproblem ergeben sichanit 2/3 undM g = diag(A(o)) die in
Abb. 6.8c) dargestellten Ansatzfunktionen
N@
{N(l)} nd
ti=1

Die zugehdrige endgtiltige Prolongation lautet dann:

(-D)® i@ (+1)®

23 o0 0 1
1 0 0 A0
2/3 1/3 0 |
1/3 2/3 0 ]
.0 1 0 ... JL(O)
P% = 0 2/3 1/3 e (6.53)
0 1/3 2/3 7
0 0 1 )
0 0 2/3 A 10
0 0 1/3 i

Wiederholt man mit der derart geglatteten Prolongation, die neben konstanten Funktionen (Fein-
levelvektoren) nun auch lineare Funktionen exakt abbilden kann, die Groblevelkorrektur aus
Abb. 6.9a), so ergibt sich die in Abb. 6.10 dargestellte, bis auf die Randstérungen optimale Kor-
rektur Z©). Der Dampfungsparameterin Gl. (6.52) bestimmt die Gestalt der Ansatzfunktionen

und liefert mitw = 2/3 die flr das Modellproblem optimalen Ansétﬁi@) in Abb. 6.8c). Im
allgemeinen Fall ist die Wahl van nicht einfach, eine von Mandel et al. (1999) angegebene
Heuristik zur Wahl des Dampfungsparameters ist:

_3 T -1
0== T~ Ima{ M7 A) . (6.54)
Fur eine Anzahl an Grobleveln > 1 muss das bis hier gezeigte Vorgehen erweitert werden.
Es wird nun ein weiteres Groble\@h), | = 2hinzugeflugt, um die Formulierung im Falle meh-

rerer Groblevel zu zeigen.
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Hierzu werden Aggregate
NO
{A(l _ 1)] nd
{0) =1

wie in Abb. 6.8d) dargestellt, gebildet, und eine sogenannte zusammengesetzte vorlaufige Pro-

longation

50) — p() p@  p) 5() N© x NO
I:)(0) I:)(0) I3(1) "'P(|—1) ' P(o) S (6.55)

wird eingefiihrt. Dieser stellt eine Abbildung von jedem Grobl&ygl, | > 1auf das feine Le-
vel 29 dar. FUrlf’g'g) wird analog zu Gl. (6.45) gefordert, dass die Starrkérpermoden (konstante
Funktionen) exakt abgebildet werden kénnen:

rangeéB(O)) C range{ﬁgg)) . (6.56)
el e T
(0)
10.8 12
®> — -
—
P=1

Abb. 6.10: Approximation linearer Fehlerverlaufe durch geglattete
Groblevelansatzfunktionen
Die zusammengesetzte Prolongat®f. braucht jedoch nicht explizit ermittelt werden. Viel-

mehr werden Prolongationef?ﬂ)_ ,und MatrizenB() konstruiert, so dass gilt:

1-1) _ p( I _
B(I-1) = P§|)—1) B® , I=1,...L. (6.57)

Ist Gl. (6.57) fur alle Level erfillt, so gilt auch Gl. (6.56), was sich durch Einsetzen der Rekursion
Gl. (6.57) in (6.56) zeigen lasst. Bezeichnet man numﬁ)ﬁtl) die Anzahl der Freiheitsgrade,
die mit einem Aggregazti(' ~1assoziiert sind, und nimmt nur aus Griinden der einfacheren Dar-

0]
stellung an, dass die Numerierung der Freiheitsgrade innerhalb der Aggregate kontinuierlich ist,

so lasst siclB!~ 1 in N) aggregatweise Blt'jckBi(L)‘ D e gy "x ™M zerlegen:
(1-1)
Bj
(-1
BI-1 = 2 (6.58)
-1
Bh,”
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Jeder BIocIBi(L)‘ Dist mit einem Aggregazti(ll)‘ D assoziiert. Mittels einer modifizierten Gram—

Schmidt—Orthogonalisierung (auf die ndher in Kap. 6.4.3 eingegangen wird) wird eine Basis

Qi(!,)‘ D der BlbckeBi(L)‘ D erstellt:

Bi(L)—l) — Ql(gl)—l) UI(L)—l) 1 Bi(ll)_l)’ QI(:D— 1) c Rni('a;l)x rbm ’ Ul(zl)—l) c Rrbmx rbm ] (659)

Die rbm Spaltenvektoren VOQi(:n_ 1 sind eine orthonormierte Basis der Spaltenvektoren von
B(, ), und U( Y ist eine quadratische obere Dreieckmatrix. Die vorlaufige Prolongation

ISS)_ ) und Matrix B" ergeben sich dann a@ " und U{~ mit

5 _ ; -1
Pi-1) = b'°°kd'a€(Qi(a> )) (6.60)

0= 0)
i0 1,...NO

als diinnbesetzte Matrix mit Hauptdiagonalblbc@h‘ Dund

(1-1)
Ul

ul-1
BO =] 2 . (6.61)

-1
Uiy,

Gl. (6.57) in ausgeschriebener Form ist somit:

Bg!—l) Qg_l) Ug!—l)

-1

B(-1 Q! ug Y

_ : (6.62)
ul-1)
N

-1 -1
, %y

Die dieserart konstruierten vorlaufigen Prolongatiol%%h ) und MatrizenB() erfiillen dem-

nach Gl. (6.57) und somit auch Gl. (6.56). Die Schritte GI. (6.58) — (6.61) kbnnen dann fur das
nachst—grébere Levek— | + 1 wiederholt werden. Die endgultigen Prolongatioﬁﬁh 1) €

geben sich wiederum durch die Glattung GlI. (6.52).
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Veranschaulicht wird dieses Prozedere anhand des Modellproblems. Nach Gl. (6.46) war
B® = 1, und die Zerlegung iN() = 4 aggregatweise Bldcldéi(gz € R3* Inach GI. (6.58)
Ist:

1
1| 40
BO 1 !
! 1
B() 1 JL(ZO)
g _ | | _ | L (6.63)
B(©) 1
3 1 "4%0)
B % o
1 AP
1

Die modifizierte Gram—Schmidt—Orthogonalisierung Gl. (6.59) der Bld&f&éist in diesem
Falle mitrbm = 1 trivial und ergibt:

1/3 [/‘3}
BO = QQ Ul = /i3 L i0=1,..4 . (6.64)
1/3

Die vorlaufige Prolongatiorﬁ’% und Matrix B® lauten dann nach Gl. (6.60) und (6.61):

1/3
1/3
1/3
QO J1/3 v |3
QO Y3 u® J3
pL) — 2 _ 1/3 B = 2= (6.65)
© QU 1/3 ' uoe 3
QO o uo |3
4 1/3 4
1/3
1/3
1/3

Die endgiiltige Prolongatioﬁ%g ergibt sich durch die Glattung Gl. (6.52).
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Mit den in Abb. 6.8d) dargesteliteM{2) Aggregaten4 () werden nun die Schritte GI. (6.58) bis

i@

(6.61) fiir IS% und B® wiederholt. Die aggregatweise Aufteilung vBf) aus Gl. (6.65) ist

3
/3 A
BM /3
B®) = - , (6.66)
3
B(21) \/— .,4,(21)
/3
die Gram—-Schmidt—Orthogonalisierung der BI(‘jB% liefert
12 /6]
1) _ AL D) — :
Bi((zz - Qi((zg Ui((zz - 1/2 , |(2) = 1, 2 y (667)
und die vorlaufige Prolongatiolﬁ% und Matrix B® sind dann:
1/2
1 1
R 12 upy Ve
B = _ . B@ = - - (6.68)
QW 1/2 uw 6
1/2

Die endgiiltige Prolongatioﬁ% ergibt sich wiederum au%gg durch Glattung Gl. (6.52).
Der Vorgang kénnte durch erneute Aggregation der Aggreglé@)moch ein weiteres Mal zur
Generierung eines LeveB(S) wiederholt werden, was hier jedoch nicht mehr explizit gezeigt
wird.

Mit den Prolongationeﬁ’E:)_ 1 | = 1,...,2und den Restriktionen als deren Transponierte lie-
gen alle Bestandteile einer 3—Level-Multigrid—Vorkonditionierung nach Kap. 6.2.3 nun vor.
Nachdem im folgenden Kapitel detailliert auf die bisher nicht behandelte Bildung der Aggregate
eingegangen wird, folgt in Kap. 6.4.3 die Anwendung des Smoothed—Aggregation—Multigrid
auf die 7-Parameter—Schalenformulierung. Dort wird auch auf die bisher vernachlassigte Be-
trachtung physikalischer Dirichlet—Randbedingungen sowie auf die Parallelisierung der Multi-

grid—Vorkonditionierung eingegangen.

6.4.2 Parallele Bildung der Aggregate

Da auf den gréberen Levem(D , | > 0 keine Diskretisierung als Trager geometrischer In-
formationen vorliegt, mussen die bendtigten Aggregate anhand der BelegungsS(jfur
| =0,...,Lvon A(,) ermittelt werden.
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ResultiertA gy aus einer Diskretisierung mit Schalenelementen, so ist

Ag) € RN N (6.69)
eine dunnbesetzte Blockmatrix aus Knotenblécken

Ay € RNTNT i =1, NO) (6.70)

wobeiN%' < 6 die Anzahl der Freiheitsgrade (3 Mittelflachenverschiebungen und 3 Differenz-
verschiebungen) eines Knotens darstellt. Die Dimension der Knotenbldcke kann aufgrund vorab
eliminierter Gleichungen physikalischer Dirichlet—-Randbedingungen auch kleimt°als 6

sein. Hauptdiagonalblocke sind dann quadratisblﬂéf(x NidO’), Nebendiagonalblocke recht-
eckige (NI° x NJ.dOf ,i # j) Teilmatrizen. Bei der Bildung der Aggregate sollen jeweils alle Un-
bekannten eines Knotens demselben Aggregat zugewiesen werden. Es gentigt daher, die Block-
struktur der Koeffizientenmatrix mit Blockindizeg = 1,... ,Nﬂ?}I zu betrachten.

In dieser Arbeit erfolgt eine Beschrankung auf vierknotige bilineare Schalenelemente. Das Vor-
gehen ist fur dreiknotige Elemente identisch, Elemente mit hdheren Interpolationsansatzen und
Mittelknoten bediirfen gesonderter Uberlegungen, auf die hier nicht eingegangen wird.

Ziel ist es, anhand der Blockmatrix disjunkte Aggreg&%n aus Knotenindizes" zu bilden,

die dann auf dem néchstgroberen Level durch einen Kibtéhreprasentiert werden. Dabei

sind folgende Grundsatze zu beachten:

« Jeder Knoten!) muss zu genau einem Aggregal)  gehoren.

jU+1)

» Ein Aggregat soll mdglichst einen Durchmesser von drei Knoten in jeder raumli-
chen Dimension aufweisen, im Falle der Schalendiskretisierung also neun Knoten
umfassen (Vanek et al. (2001)).

» Alle Aggregate sollen mdglichst gleich viele Knoten enthalten und geometrisch
interpretiert eine gedrungene Gestalt aufweisen.

Fur strukturierte Diskretisierungen sind solche optimalen Aggregate schematisch in Abb. 6.11
dargestellt.

Abb. 6.11: Aggregate optimaler Gestalt und GroR3e
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Bei unstrukturierten Netzen kdnnen solche optimalen Aggregate nur naherungsweise erreicht
werden, ein solcher Fall ist in Abb. 6.12 fir eine unstrukturierte Diskretisierung einer Halbkugel
beispielhaft gegeben.

Abb. 6.12: Aggregate bei unstrukturierter Diskretisierung einer Halbkugel
Der verwendete parallele Aggregationsalgorithmus folgt im wesentlichen der in Tuminaro und

Tong (2000) beschriebenen ’entkoppelten Aggregation’. Hierbei werden die Knotenindizes
i©,i = 1,... NO des feinsten Levels gemaR der vorliegenden Gebietszerlegun@ydn
TeiIgebieteQ(kO) k = 1,...,NPauf die Prozesse verteilt. Die Anzahl der Teilgebiete stimmt da-
bei mit der Anzahl der Prozesse Uberein und sei auf jedem Level gleich:

N(PI) = NP = konstant, | = 0,...,L . (6.71)

Es ergibt sich fur jeden Prozessine ListeHg) der Knotenindizes seines Teilgebieﬂ%? ;
k
O =1i0 () - P _
HY {. € Qf } k=1,..NP, 1 =0,...L. (6.72)

Man beachte, dass Knotenindiz€s € H{) Blockzeilen— und —Spaltenindizes v@(ﬁ)kk dar-
k

stellen. Zusétzlich benétigt man noch die Definition der direkten Nachbarseti&l eines

Knotensi(®:

a(i0) = ({0 A= 0]u[i0) . i0,j0 € HY (6.73)

Diese Nachbarschaft uitY beinhaltet alle Knoteji", die miti() einen von Null verschiedenen
Nebendiagonalblocld; teilen, einschlief3lich des Knoteif8 selbst. Geometrisch betrachtet
sind dies alle Knotef®), die tiber ein gemeinsames Finites Element mit Knid¥ererbunden
sind. Der Aggregationsalgorithmus ist in Abb. 6.13 angegeben.

Die Teilgebietsaufteilung des feinsten Levels wird vom Algorithmus respektiert, dass heif3t auf
allen groberen Leveln liegt die gleiche Gebietszerlegung vor wie auf dem feinsten Level. Dies
ist zwar nachteilig fur die Konvergenz, fiihrt jedoch zu einem deutlich reduzierten Kommunika-
tionsaufwand bei der Prolongation, Restriktion und der Bildung der Grobgitterkoeffizientenma-
trizen. Fur das grobste Level ist dieser Umstand nicht von Bedeutung, da dort keine Vorkonditio-
nierung, sondern eine direkte parallele Losung vorgenommen wird.
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Der Aggregationsalgorithmus verwendet neben der Einteilung in Knotenblécke keinerlei wei-
tere Diskretisierungsinformation und ist daher auf jedem Level anwendbar. Auf den Grobleveln
2y .1 > 0 wird derselbe Algorithmus zur Aggregation der 'Knoten" wiederholt, die bereits
Aggregate reprasentieren.

Gegeben:

Prozess k, Level I,

i i ixAL O =10 0]
Tellgebletsmatrle(I)kk, HQk { iV e Qk } ,
Knoten ) = —1 , i+ =1

Aggregation :

1) Wenni® = —1 wahlei® € HO
k

0 — p({0) € HO
2) A sp(l )e HO

j1+1)

0 HO \ A0
3 HY < H)

j(+1)
4)  wennHY = {0} Ende
k

5)  Wenn mdglich wahle
0 e 340, ))

e Ho - 1
2l i0 ¢ (a0
. j1+1)
sonsti() = —1

i(1+1) _j0+1) 4 1

6)  Gehe zul)

Abb. 6.13: parallele Aggregation und geometrische Veranschaulichung

Tuminaro und Tong (2000) beschreiben neben dieser entkoppelten Aggregation zwei weitere

parallele Aggregationsstrategien, bei denen teilgebietstibergreifend Aggregate gebildet werden.
Dabei wird auf jedem Level eine eigene Gebietszerlegung vorgenommen, die jedoch nicht mit

derjenigen des feinsten Levels tGbereinstimmen muss. Die Kommunikationsmenge und der par-
allele Organisationsaufwand liegt bei diesem Vorgehen jedoch deutlich héher, so dass eine deut-
liche Verbesserung des Konvergenzfaktors erzielt werden muss, um diesen zusatzlichen numeri-
schen Aufwand zu amortisieren.
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6.4.3 Smoothed—-Aggregation—Multigrid fur die 7—Parameter—Schalenformulierung
Um das in Kap. 6.4.1 anhand eines Modellproblems eingeftihrte Vorgehen der Bildung von Re-
striktions— und Prolongationsmatrizen auf die 7-Parameter—Schalenformulierung anzuwenden,
mussen nur einige wenige Erganzungen vorgenommen werden.
Wesentliche Neuerung ist jetzt die knotenblockweise Betrachtung der Matrizen aufgrund der bis
zu sechs Freiheitsgradl?Ofeines Schalenknotens, die Definition des Bildbereiches @ﬁﬁ’@)e
(Gl. (6.45)) der exakt auf den Grobleveln abzubildenden Funktionét?jisowie die Behand-
lung der physikalischen Dirichlet—-Randbedingungen.
In Kap. 6.4.1 wurde die MatriB(® € RN®*Mm eingefiihrt. Diese dient der Spezifikation der
Starrkdérpermoden au ), die auf den groberen Leveln exakt abgebildet werden sollen:

rangdB©) = spaf 6O bO .. bO | CrangdPY), 1=1...L  (674)
mit Gl. (6.55) als:

ng) = Pg(l)g ng ...Pg>_1) L l=1,...L. (6.75)

Gl. (6.74) wird erfullt durch simultane Konstruktion von vorlaufigen Prolongatiéﬂé_q) und
MatrizenB(), so dass nach Gl. (6.57) gilt:

1-1) _ B( I _
BI"D =p0 BO , I=1..L. (6.76)

Zunachst wird die Ermittlung voB© und ﬁ%g fiir die 7—Parameter—Schalenformulierung ge-
zeigt, bevor die Verallgemeinerung fiir Matrizef und Prolongationeﬁ’g)_ ,, der Groblevel
behandelt wird.

Im 13 gibt es nurrbm = 6 Starrkérpermodeiy, . Die Spaltenvektoreh® von BO bilden

eine diskrete Basis fur diese Moden. Diese sind drei orthogonale Translationen sowie drei Rota-
tionen um orthogonale, raumfeste Achsen in einem beliebigen Bezugspunkt

B© wird partitioniert inN©) KnotenblockmatrizerBi(gz e pNxbm mjt NP als Anzahl der
Unbekannten eines Knoteif$):

©)
B 1

B©) .
BO) — 2 BO) g pN*>mbm () = 1,....NO. (6.77)

v Pio

B©)
N

0)
nd
Die Zeilen eines einzelnen Knotenblocﬁ% entsprechen den Unbekannten

dT=[v w ]T = Vi v, vh oW ow,wh ]T (6.78)

des Knotens(©® und die Spalten den einzelnen Starrkérpermoden.
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Diese Spalten des Knotenblodklg’)sind Knotenverschiebungél, die aus einer infinitesima-

len Einheitsverschiebung beziehungsweise infinitesimal kleinen Einheitsrotation als Starrkor-
permodebp, fiir den Knoten aufgebracht werden. Mt = [ X9 %9 %3 ] als beliebigen Bezugs-
punkt undx'T = [ X X, x'3] als Koordinaten des Knoten®) auf der Schalenmittelflache
sowiea} = [ a3 a3 a3 ] als dessen Direktor der Lange ergibt sich der zu KnotefP) geho-

rige KnotenblockBi(gz zZu:

o 1 0 _Xi's + X3 0 Xy — Xq
O 0 1 X, — X X, + X 0
BO = 2 72 t,t ) : (6.79)
! O 0 O 0 az —aj
0 0 O —a3 0 a3
O 0 O a3 —aj 0

Die Herleitung dieser diskreten Reprasentation der Moden ist exemplarisch fur derbMode
(Translation entlang deéf—Achse, erste Spalte in Gl. (6.79)) ujdRotation um die;—Achse,
letzte Spalte in GI. (6.79)) in Abb. 6.14 veranschaulicht.

a) b, : Translation in ¥ — Richtung b) bg: Rotation um x— Achse
&
w=0

g (bs=1)
ag

=
(o}
el
I
=3
I
O OO OOk
x
X
Ko™
L
x>
N
O
o=
Il
=3
Il
|
wmlx) o

Abb. 6.14: Ermittlung der Starrkdérpermoden fir die 7-Parameter—Schalenformulierung
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Die KnotenblbckeBi(gg e RN*™m werden entsprechend der gebildeten Aggregzai@,

D=1 .. ,Nf}lg zusammengefasst Nﬁ} BIockmatrizenBi(gz :

0 0 0)
Bg_(l)) ‘Ag_ )\ Bl(O)
0) 0) BO
g0 _ | P | 2 20 BO) € Rixrom (6.80)
BO | L0 '
) - B

Hierin ist die Dimensiom©® die Anzahl der Freiheitsgrade auf dem Aggreg%. In Gl. (6.80)

i@
sind beispielhaft 9 Knoteif® zu einem Aggregat zusammengefasst, was jedoch nicht zwingend

der Fall sein muss.

Es wird nun nach GlI. (6.59) eine orthogonale Bé}lﬁfﬂ%der StarrkérpermodeB(®) jedes Aggre-

i@

gatsAi(gz mittels einer modifizierten Gram—-Schmidt—Orthogonalisierung (Abb. 6.17) bestimmt:

0) — OO O 0) OO © x rb 0 bmx b
Bl = Qu Ui+ BRH Q) € Rho™™™, u) & momxom (6.81)

Die Bildbereiche vorBi(ggunin(ggsind identisch und fiir die nach Gl. (6.60) aus den Blockmatri-

zen Qi(gg zusammengesetzte vorlaufige Prolongation

P — blockdia( _(0>)
© i<1>=1,..-N§ S (6.82)
gilt mit
0
QY
Q
Q¥ =11 (6.83)
0
Q‘N()d)

und Gl. (6.56) somit

rangéB(o)) = rangeéQ(O)) C range{ls%g) . (6.84)
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Gl. (6.76) lautet dann ausfuhrlich:

0 ©)

B (1<1)) Ql(l’ U (1?1))
0 0 (0)

By o) U

' - ' ul-1

Bﬂ)g Q% NO) (6.85)
) - 5(1) (1)

B P ©) B

Die Grobgitterknoteri® kénnen dann wiederum zu Aggregatdf ), i@ =1, N®zu.

2) !

sammengefasst werden, womit sich Btfddie MatrixB® und ProlongatiorﬁA’% durch erneute

Anwendung von Gl. (6.81)—(6.85) ergeben. Fur drei Level und einer exemplarischenAggrega-
tion bei einer Gebietszerlegung vy, in zwei Teilgebiete2® und @) ist die parallele Bil-
dung der Matrize8(~9, PO) | = 1,2in Abb. 6.15 schematisch zusammengestellt.

(-1y
Die endgultigen Prolongationen ergeben sich durch Glattung Gl. (6.52).
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a) Knotenblocke der Starrkérpermoden nach Gl. (6.79):
-8
I

B©
b) Prolongation FA’E%; und BY von Q) :

©) o) =
Bio (%o a3 %) = | BG)

Knoten (9=1,...,36

-2 2 -5,
B© u©
1 1)
54| i | 140 | BO | | Q0 54
©) 10 10 1) 7C)
BQ 2(1)
) vl
U1o © | B o -
: A 2(1) 2(1) 0
BO 20) uo
o “l ey [
BO = |——— = .- | —_——- - - | =
BYS
: 0 0
o | (45| % %
BZ7
B(ZOB) (0) (0)
® | |80 ]
B36
0 = B(1) @)
B P(O) B
¢) Prolongation P@ und B@ von @, :
9 ) @
6. 6, .6
6
12 AW 12 __._ I
sw— | |8 ) NS | B e8] ¢ i
o)
I “ 22
22
B = p(2) B

()

2
of)
Abb. 6.15: parallele Bildung der vorlaufigen Prolongationen (schematische Darstellung)
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Es muss nun noch die Behandlung der Dirichlet—-Randbedingungen und die modifizierte Gram—
Schmidt-Orthogonalisierung genauer betrachtet werden. Dabei wird davon ausgegangen, dass
Gleichungen gelagerter Freiheitsgrade vorab aus dem Gleichungs#ygieler Feinleveldis-
kretisierungQ(O) nach Gl. (4.45) eliminiert wurden. Die Anzahl der Unbekannten (und zugeho-
rigen Gleichungen) eines Knoterl® kann somiiNiOIOf < 6 betragen. Bei der Aufstellung der
Repréasentation der Starrkérpermod&® wird dem Rechnung getragen, indem aus dem zu
Knoteni(® gehtrigen KnotenblocR() & RN**mmgia zu den gelagerten Freiheitsgraden von

i(® gehérenden Zeilen entfernt werden. Gl. (6.86) zeigt dies fiir einen Knoten mit Lagerbedin-

gungv, = 0 (Mittelflachenverschiebung in Richtung dgrAchse):

b, b, b, b, b b
1 0 O 0 Xo— X3 =X+ X | vy
0 0 1 xX,—% —X+% 0 V3

Bg=]0 0 0 0 a3 - a3 W, (6.86)
0O 0 O —a3 0 a3 W,
0 0 O a3 —a3 0 Wy

Wird nun ein Aggregatzt((l) aus Knoten mit solchen Lagerbedingungen gebildet, so reduziert
sich entsprechend die Zeilendimensiop, des mit diesem Aggregat assoziierten Blocks

B(fg € R"®*™Myvon B©). Die Spaltenvektorehi von B(gzsmd dann nicht mehr notwendi-
gerweise linear unabhangig. Dies tritt genau dann auf, wenn die Lagerungétfg}aggregler-

ten Knoten dergestalt ist, dass eine oder mehrere Starrkérperbewegungen des Aggregats voll-

standig behindert sind.
bs* * bs

0, 4 ) b, =0

9(1)3 bg »a» b3 +$<>
b b,=0

b6 =0 A0

1 4 i
2(1)
e Bezugspunkk

Abb. 6.16: Ubergang von Lagerbedlngungen auf Groblevel (exemplarisch)

Das um eine oder mehrere Starrkérperbewegungen 'beraubte’ Aggregat hat auf diese Weise die
Lagerbedingungen der ihm zugrundeliegenden Knoten dbernommen. Abb. 6.16 zeigt dies
exemplarisch fiir ein Aggregat(©), das aufgrund der Randbedingungen el Lagerbedin-

1@y’
gungenby'*=0, b/"=0 undb/:=0 erhalt.
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Fur den Fall, dass die Spaltbﬁ von B((l) nicht linear unabhangig sind, ist die Konstruktion
einer orthogonalen Bas@i(gg von Bi(gg (Gl. (6.81)) nicht méglich. Wahrend der Gram-—
Schmidt—Orthogonalisierung treten entweder Nullspaf@en, = O flr jeden festgehaltenen
Modemauf, oder es sind nicht orthogonalisierbare Nullspalten von vornheﬁﬁﬁ anthalten.

mGramSchmidB ,, rbm, Q , U )
k=1

SolangeU,, = 0

U= V(B Bl

WennU,, =0

| ke—k+1
sonst

B k
B.
| Wenn k = rbm Ende

Fur j = k+ 1 bis rbm
Fir i = 1bisj—-1

{ Uj<(B.. B,
B. < B. -V

ij

)
B.j

Uj < (B*JvB*J

Wenn UJ-j >0

| e
E 0oy
Q<B4

Abb. 6.17: modifizierte Gram—Schmidt—Orthogonalisierung

Es wird daher die in Abb. 6.17 angegebene modifizierte Gram—Schmidt—Orthogonalisierung
verwendet, die solche Nullspalten bertcksichtigt. Die resultierenden Nullspa@@p fdhren

nach Gl. (6.85) zu Nullspalten in der Prolonga : Pn und somit zu Nullspalten und —zeilen

in der GrobgitterkoeffizientenmatriR ;, = REI) WP 1)PE|) - Durch Entfernen dieser Null-
spalten und —zeilen VoA ;) wird diese positiv—definit. Durch die entsprechenden Nulleintrage
auf der Hauptdiagonalen vdd,,, gehen die Lagerbedingungen mit Gl. (6.85) auch auf das

nachst—grébere Level tUber.
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6.4.4  Geometrische Ermittlung der Starrkdrpermoden der Groblevel

Es wird nun eine im Rahmen dieser Arbeit entwickelte Variante des Smoothed-Aggregation—
Multigrid vorgestellt, die ohne die verhaltnismalfiig teure Gram—Schmidt—Orthogonalisierung
auskommt. Hierzu soll nun mit jedem Grobgitterknaitéhvon 2, der ein Aggregauti(!l)‘ 1
reprasentiert, ein geometrischer ®ft assoziiert werden. Dieser wird als geometrisches Mittel

aller Knoteni(~Hvon A( Y gewahit:

N D N (6.87)
nd i0-vEAlD
mit N-4, als Anzahl Knoteri¢ =% im Aggregauti(!l)‘ 1). Die Starrkérpermoden des Aggregats
werden nun beziglich des Bezugspunkiesaufgestellt. Auf dem Feinleve?  gilt fiir einen

KnotenblockBi(gg von B analog zu Gl. (6.79) mig als Schalendirektor im Knoted:

Knoten %)
< >
Vi Vo V3 b, ?i, ?i,
1 0 o 0 N SR
0 1 0 —xX+x 0 X~ %,
0 0 1 X7-—x —x4x® 0 V.
558? = o o0 o 2 0 ? ' 23 ! 22 * % Knoten (@
3 —d3 Wy
o 0 0 -a 0 a3 W,
O 0 O a3 —al 0 "y (6.88)
i2
i1
. 0
I3 Ai(a?

Abb. 6.18: Feinlevelaggregat und Groblevelknoten mit Rotationsfreiheitsgraden
Man kann demnach die Freiheitsgrade des Grobgitterkndferim Punktx'” mit den drei

Translationen und den drei Rotationen um die Achsen des kartesischen Koordinatensystems
identifizieren. Abb. 6.18 veranschaulicht dies geometrisch. Bis hier ist das Vorgehen mit demje-
nigen nach Vanek et al. (2001) identisch. Auf die Ermittlung einer orthogonalerQ%sjsn
Bi(ggnach Gl. (6.81) wird jetzt jedoch verzichtet. Vielmehr werden die aggregatweisen Blockma-

trizen Bfﬁ} selbst verwendet, um die vorlaufige Prolongaﬁé@ zu erstellen:

PW = plockdia (B_(O)) _
© i(1)=1,,,_N(g i@ (6.89)
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Da ein expliziter geometrischer Ort fir jeden 'Groblevelknoten’ vorliegt, lasst sich die Kon-
struktion der vorlaufigen Prolongationen auf den Groble@dgl, | > 0 nach der gleichen

Logik wie auf(2 ) vornehmen. Es ist jedoch zu beachten, dass die Knotenfreiheitsgrade eines
Groblevel&2;, nun keine Mittelflachen— und Differenzvektorverschiebungen sind, sondern die
Translationen und Rotationen beztiglich kartesischer Achsen. Demnach ergibt sich ein Knoten-
block BI(L)) von BY) nun zu:

Knoten (1) = 1. 1-1
- —
Vi Va2 V3 i, ?i, P,
1 0 0 O Xgl) _ Xi3(|+1) _Xgl) + Xi2(l+1) Vl \
0 1 0 —Xi?fl) + Xi?le) 0 Xil(l) _ Xil(Hl) V2
0 0 1 Xi(') . Xi(l+1) _Xi(l) + Xj(lJrl) 0 v
B'(!')) - © P >\ Knoten M
0 0 0 1 0 0 b,
0 0 0 0 1 0 b,
0 0 0 0 0 1 x) (6.90)

Abb. 6.19 veranschaulicht dies an einem 'Aggregat aus Aggregaten’.

Abb. 6.19: Groblevelaggregat auf2,, und repasentierender Knoten at#;, ), | > 0
Die Prolongation zwische@(|+1) und.Q(,) folgt analog zu Gl. (6.89)

FA>8)+1) = blockdiag (Bi(L)H)) L l=1,...,L-1. (6.91)
i('+1)=1,---Nﬂ;l)

Die endgultigen Prolongationen erhalt man wiederum durch Glattung der Prolongation.

Fur diese auf Anschauung basierende Variante des Aggregation—Multigrid fehlen natirlich die
Konvergenzanalysen, wie sie fur den Smoothed—Aggregation—Multigrid in Kap. 6.4.3 von Va-
nek et al. (2001) gegeben werden. Auch kann gezeigt werden, dass im Falle einer nicht ge-
krimmten Struktur (dass heif3t einer Platte oder Scheibe) das Vorgehen identisch ist mit demjeni-
gen aus Kap. 6.4.3. Bei gekrimmten Strukturen entsteht ein Fehler in der
Geometriebeschreibung in Gl. (6.87), der zu einer von der Krimmung der Aggregate abhangi-
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gen Fehlerin den in GI. (6.90) angesetzten Starrkdrpermoden der Groblevel fihrt. Die numeri-
schen Beispiele in Kap. 6.6 zeigen jedoch ein gleichwertiges Verhalten der beiden Varianten.

6.4.5 Auswirkungen der Prolongationsglattung auf die parallele Implementierung

Die Prolongationsgléattung Gl. (6.52) fuihrt zu einer deutlich verbesserten Konvergenz des Multi-
grid—Algorithmus. Sie verursacht jedoch auch eine Vergrol3erung des Supports der Groblevelan-
satzfunktionen und dadurch eine Erhdhung der numerischen Kosten. Um dies zu veranschauli-
chen wird das eindimensionale Modellproblem aus Kap. 6.4.1, Abb. 6.8 erneut aufgegriffen.
Abb. 6.20a) zeigt die ungeglatteten aggregatweise konstanten Ansatzfunktionen eines Groble-
vels (deren diskrete Reprasentation die Spalterigvbimlen) und schematisch die zugehdrige
Prolongatioris bei einer exemplarischen Aufteilung der Struktur in zwei Teilgebiete/Prozesse.
Die Speicherung der dinnbesetzten Prolongation erfolgt hier in dem in Kap. 3.4.1 beschriebenen
DCSR-Speicherformat verteilt Uber die einzelnen Prozesse.

a) Support ungeglatteter Groblevelansatzfunktionen und ungeglattete Prolongation

Ai-q
| N : |
|
\ \ \k \ A
i Py Y | Py = .
Q: H—s —le——— p A .
Ajq Aj : Ajy1 —_— I
Teilgebiet?,, | Teilgebiet2,, Aiyq Q22

R —
Q:%@c v s ' ° 39% P=|... el A,

i
Ai_q A, I A ___E____QQ
. . l__ . . Qo

Teilgebiet2,, | Teilgebiet2,, Aiyq

Abb. 6.20: Vergro3erung des Support der Groblevelansatzfunktionen durch Prolongations—
glattung und resultierende Uberlappung der Prolongation auch tber
Teilgebietsgrenzen hlnweg (schematische Darstellung)

Bei der Anwendung der Prolongatlﬁ’memehungswelse der RestriktiBn= PT auf einen ver-
teilten Vektorr beziehungsweiseim Multigrid—Algorithmus Gl. (6.30) ist keine Kommunika-
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tion unter den Prozessen erforderlich. Durch die Prolongationsglattung erhalt man die in Abb.
6.20b) schematisch dargestellte BelegungsstruktuiPvalird diese gegléattete Prolongation/
Restriktion auf einen verteilten Vektor angewandt, so ist aufgrund der Uberlappung uber die
Teilgebietsgrenzen hinweg eine Kommunikation unter Prozessen benachbarter Teilgebiete n6-
tig. Zusatzlich erhoht sich der Prolongations— und Restriktionsaufwand insgesamt durch die
dichtere Belegung voR undR. Eine geglattete Prolongation fihrt dadurch auch zu zusatzlichen
Kosten und Kommunikationen bei der Bildung der Galerkin—Groblevelsteifigkeitsmatrizen
Ay = RE:)_ N Pg:)_ y 2u dichter besetzten Groblevelsteifigkeitsmatrizen und somit zu
erheblichen Mehrkosten in der Vorkonditionierung (Fehlerglattung) beziehungsweise direkten
Ldsung auf den Grobleveln.

Diese 'Verteuerung’ eines Multigrid—\Vorkonditionierungsschrittes muss Uber die bessere Kon-
vergenz und die dadurch insgesamt geringere Anzahl an V-Zyklen amortisiert werden, was je-
doch bei nicht optimaler Wahl des Dampfungsparametedgr Prolongationsglattung nicht
selbstverstandlich ist. Es muss noch erwahnt werden, dass hier auch die Qualitat der parallelen
Implementierung einen entscheidenden Einfluss darauf hat, ob eine Beschleunigung des L06-
sungsprozesses durch Prolongationsglattung erzielt wird.

6.5 Kombinierte SDC- / AMG—Vorkonditionierung

Der SDC-Ansatz aus Kap. 5 lasst sich vorteilhaft und einfach mit der hier vorgestellten Multi-
grid—Vorkonditionierung kombinieren. Hierzu muss lediglich die Reprasentation der Starrkor-
permoderB© auf dem feinen Leve!l?(o) angepasst werden.

Mit x als Bezugspunkt und dem skalierten Direla%r= Cagam Knotenx gilt fuir einen Kno-

tenblockBi(g?G nach Gl. (6.79) beziehungsweise (6.88) dann:

Knoten (1)
— —
Vi V2 V3 i, Pi, i,
j©) A i(0) A
0 1 0 —x5 +% 0 X =R |V,
0 0 1 X7-% —x?+X 0 v
Bi((%?e = 2 2 b . ) ° ) Knoten (0
0O 0 O —cad 0 cal w5
0 0 0 a3 —caj 0 ws ) (6.92)

Die MatrizenB®",| > 0 werden, wie in Kap. 6.4.3 oder Kap. 6.4.4 beschrieben, ohne jegliche
Modifikation ermittelt.

134



Die Groblevelprobleme haben aufgrund ihrer Parametrisierung mit Verschiebungen und Rota-
tionen auch ohne eine Kombination mit SDC nicht die (zusatzliche) Empfindlichkeit beziglich
der Schlankheit der Struktur, wie sie fur die Differenzvektorformulierung in Kap. 5 diskutiert
wurde. Das Eigenwertspektrum der Grobgittersteifigkeitsmatrizen ist daher demjenigen einer
klassischen 5—Parameter—Schalenformulierung mit Rotationsfreiheitsgraden ahnlich und im all-
gemeinen daher deutlich besser konditioniert als das Feinlevelproblem.

Aufgrund dieser Parametrisierung der Groblevelprobleme mit Rotationsfreiheitsgraden andert
sich an den Groblevelsteifigkeitsmatrizen durch eine Kombination mit SDC mittels Gl. (6.92)
nichts.

a) ohne SDC{=1) b) mit SDC ¢=1000)
108 108
: Ai A Level O:
10° 1 Level O: 10° - c(Ag) = 2.36-10%
107 | c(Ag) = 2.2210"9 107 -
10~ L 10~ 4 ﬁ”//_f/-
10_3 | | | | I 10_ | | | | I
0 150 300 450 600 0 150 300 450 600
10° A; Level 1: 10° Ai Level 1:
10° - c(Ay)) = 8.6310° 10° A c(Ay)) = 8.6310°
10% - 10% -
10~ 4 K//// 10~ - K////
10_3 T T T ! 10_3 T T T !
0 50 100 150 0 50 100 150
10° A Level 2: 10° - A; Level 2:
10° - c(Ap) = 2.99-10° 10° - c(Ap) = 2.99-10°
102 - 10% -
10~ 4 ////// 107% //////
10_3‘ T T T ! 10_3‘ T T T !
0 15 30 45 0 15 30 45
10° - A Level 3: 10° - A; Level 3:
10° | C(Ag) = 1.46-10° 10° - C(Ag) = 1.46-10°
10% A //// 10% - ////
1071 107+
i [
10_3‘ T T T T T T 10_3' T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 1

Abb. 6.21: Eigenwertspektren der Grobgittersteifigkeitsmatrizen mit und ohne
Kombination mit SDC fur Quadratplatte aus Abb. 5.1

Um dies zu demonstrieren, soll das Beispiel der Quadratplatte aus Kap. 5.1, Abb. 5.1 und Abb.
5.4 aufgegriffen werden. Es werden sowohl fiir die unmodifizierte als auch fur die SDC—vorkon-

135



ditionierte Feinlevel-Steifigkeitsmatrix mit 682 Unbekannten drei Groblevelprobleme mit 192,
48 und 12 Unbekannten nach Kap. 6.4.4 mit geglatteten Prolongationen erzeugt. Die Eigenwert-
spektren der Fein— und Groblevelsteifigkeitsmatrizen sind in Abb. 6.21 angegeben.

Die Kontraktion des Eigenwertspektrums und die Reduktion der Konditionszahl der Feinlevel-
steifigkeitsmatrix durch SDC wurde bereits in Abb. 5.8 gezeigt und diskutiert. Die Groblevel-
spektren sind mit und ohne Kombination mit SDC identisch und entsprechen im Bereich der
langwelligen Biege— und Membranmoden dem Feinlevelspektrum sehr gut. In Abb. 6.22 wur-
den die Eigenwertspektren der Feinlevelsteifigkeitsmatrix (Level 0) mit denjenigen der ersten
Groblevelsteifigkeitsmatrix (Level 1) Gibereinandergelegt. Man erkennt in Abb. 6.22b) deutlich
die gute spektrale Ubereinstimmung der SDC—vorkonditionierten Feinlevelmatrix und der
durch SDC géanzlich unbeeinfluten Groblevelsteifigkeit.

Werden SDC- und AMG-Vorkonditionierung kombiniert, so kann ein besseres Glattungsver-
halten auf dem Feinlevel erwartet werden.

a) ohne SDC{=1)

b) mit SDC ¢=1000)
108

108 T pr
10° 1 Level 0 10° 1
102 Level 1 107 - Level 0 3
o 08— Level 1

_al 100 150 | 10-3 100 150 i
10 0 156 3‘00‘ 450 | 500 0 150 300 450 600

Abb. 6.22: Eigenwertspektren der Level 0 und Level 1 Steifigkeitsmatrix fur Quadratplatte
aus Abb. 5.1

Die in Kap. 5.5 gezeigte Reduktion der Iterations— und Loserzeiten durch SDC dirfte daher in
Kombination mit der AMG-Vorkonditionierung relativ gesehen geringer ausfallen, was an ei-
nem Beispiel in Kap. 6.6.2 demonstriert wird.

6.6 Beispiele

6.6.1 Rohrkreuzung

Es soll zuné&chst der Einfluss der parallelen Multigrid—Vorkonditionierung auf das Konvergenz-
verhalten des CG—Verfahrens gezeigt werden. Dazu wird die in Abb. 6.23a) dargestellte Rohr-
kreuzung betrachtet. Die Geometrie des Beispiels ist Alefeld et al. (1997) entnommen. Der obere
und untere Flansch der Rohrkreuzung ist unverschieblich gelagert, wahrend der rechte und linke
Flansch durch eine Flachenlast, wie in Abb. 6.23a) dargestellt, belastet wird. Es wird eine geo-
metrisch nichtlineare, dynamische Berechnung mit dem GeneraliZsitintegrationsverfah-

ren (Chung und Hulbert (1993), Kuhl (1996)) und einer Newton—Raphson Gleichgewichtsitera-
tion durchgefuhrt, bei der die Belastung (Abb. 6.23b)) linear gesteigert wird.
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Abb. 6.23: Rohrkreuzung: Geometrie, Material und Belastung, betrachtete Konfiguration

Vereinfachend wird ein lineares Materialverhalten angenommen, obwohl die auftretenden Ver-
zerrungen bei einem Stahlwerkstoff die Verwendung eines Plastizitatsgesetzes fur grol3e Verzer-
rungen erforderlich machen wurden.

Bei einem Lastniveau voh = 60 N/mn? tritt Beulen auf, was eine Anpassung der Zeitschritt-
gréRe aufdt = 2-10~2 erforderlich macht. Die Rechnung wurde zweimal mit den in Abb.
6.24 dargestellten Diskretisierungen "Rohr13440’ mit 13440 Elementen und 'Rohr25080’ mit
25080 Elementen durchgefuhrt. Es wurden in beiden Fallen hybride, bilineare Schalenelemente
der 7-Parameter—Schalenformulierung verwendet, die einen ANS—Ansatz (Bathe und Dvorkin
(1985)) zur Interpolation der Querschubverzerrungen verwenden.

Es wird jetzt das lineare Gleichungssystem im Prediktor—Schritt des Newton—Raphson—Verfah-
rens zum Zeitpunkt = 1.06s (Abb. 6.23c)) betrachtet, das mit einem vorkonditionierten CG—
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Verfahren gelost wird. Drei verschiedene parallele Vorkonditionierungen werden fir beide Dis-
kretisierungen und unterschiedliche Prozessanzahlen getestet.

'Rohr13440’: 13440 Elemente 'Rohr25080': 25080 Elemente
8014 Unbekannte 149808 nbekannte

Abb. 6.24: Diskretisierungen der Rohrkreuzung

Es handelt sich bei den Vorkonditionierungen um:

* V-Zyklus—Smoothed—-Aggregation—Multigrid mit vier Leveln nach Kap. 6.4.3.
Es wird eine Additiv—Schwarzsche—-Glattung auf allen Leveln (mit Ausnahme des
grobsten Levels) verwendet. Als Teilgebietsglatter wird eine ILU(1)-Faktorisie-
rung eingesetzt. Auf dem grébsten Gitter wird das Gleichungssystem direkt gelost.
Die Vorkonditionierung wird einmal mit ungeglatteten Prolongatiomes Q in
Gl. (6.52)) und mit geglatteten Prolongationen£ 0.65 angesetzt. Diese bei-
den Vorkonditionierungsvarianten werden im weiteren mit 'SAMG(4¥ O
und 'SAMG(4)lw = 0.65 bezeichnet.

* V-Zyklus—Smoothed-Aggregation—Multigrid mit vier Leveln nach Kap. 6.4.4
mit geometrischer Ermittlung der Starrkérpermoden auf den Grobleveln. Alle
weiteren Parameter sind mit denen der vorhergehenden Variante identisch. Diese
beiden Varianten werden mit' GAMG(4)/= 0 und 'GAMG(4)/ = 0.65 be-
zeichnet.

» Aus Vergleichsgriinden wird noch eine einfache Einlevel-Additiv—Schwarzsche—
Vorkonditionierung (Kap. 4.5.3) angewandt. Als Teilgebietsvorkonditionierung
wird ebenfalls eine ILU(1)-Faktorisierung verwendet. Diese Variante wird im fol-
genden mit '’ASM-ILU(1)’ bezeichnet.

In Abb. 6.25 ist fur die Diskretisierung 'Rohr13440’ die Abnahme des vorkonditionierten Resi-
duums fir die verschiedenen Vorkonditionierungen aufgetragen. Es wird eine Gebietszerlegung
mit 8, 12 und 16 Teilgebieten betrachtet. Deutlich erkennbar ist die wesentlich bessere Konver-
genz der Multigrid—vorkonditionierten Losungen im Vergleich zur ASM—ILU(1)-Variante.
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8 Teilgebiete (z,r) Konvergenzkriterium /(z,r) < 10~°

10-°

52 20 CG-lterationen
0 5567 100 200 300

12 Teilgebiete

70 236 CG-lterationen

0 76 85100 200 300
16 Teilgebiete

350
107 120 215, CG-lterationer]
0 100 170 200 300

= GAMG4)/w =0 SAMG4)/w =0

= GAMG(4)/»» = 0.65 === SAMG4)/w =0.65
= ASM-ILU(1)

Abb. 6.25: Konvergenz der iterativen Losung bei Diskretisierung 'Rohr13440’

Im Falle der Gebietszerlegung in 8 und 12 Teilgebiete sind unter den beiden Multigrid—Varianten
'SAMG(4)’ und 'GAMG(4)’ jeweils mit und ohne Prolongationsglattung keine entscheidenden
Unterschiede zu erkennen.

Bei der Einteilung in 16 Teilgebiete schneiden die Varianten ohne Prolongationsglattung besser
ab als diejenigen mit geglatteten Prolongationen. Dieses Verhalten steht im Widerspruch zur
Theorie, nach der die Konvergenz bei Verwendung von mit optimalgeglatteten Prolonga-

tionen deutlich besser ausfallen muss. Fir dieses Verhalten kann folgende Erklarung gegeben
werden: Form und Gro3e der Aggregate und der optimale Dampfungsparandgedie Ge-

stalt der Groblevelansatzfunktionen maf3geblich beeinflusst, sind eng miteinander verknipfte,
sensitive Parameter. Der Dampfungsparametel0.65 wurde experimentell anhand einer se-
guentiellen Parameterstudie (also ohne Unterteilung in Teilgebiete) gewahlt. Dabei entstehen
aufgrund der fehlenden Beschrankung durch Teilgebietsgrenzen mehr Aggregate mit optimaler
Form und GroRRe. Durch die Einfuhrung der Teilgebietsgrenzen — die bei der Bildung der Aggre-
gate respektiert werden — entstehen mehr Aggregate entlang der Teilgebietsgrenzen, die bezlg-
lich Grof3e und Form vom 9—knotigen, gedrungenem Optimum abweichen. Das Zusammentref-
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fen von 'minderwertigen’ Aggregaten entlang Teilgebietsgrenzen, eines fir diese Aggregate
ungeeigneten Dampfungsparameterand eine unter Umst&nden unginstige Teilgebietsgeo-
metrie konnen die Konvergenzgeschwindigkeit erheblich mindern.

In Abb. 6.26 sind die Konvergenzgeschwindigkeiten bei der Losung der annahernd doppelt so
feinen Diskretisierung 'Rohr25080’ mit 12, 16 und 32 Teilgebieten dargestellt. Die Anzahl der
bendtigten CG—lterationen bei der ASM-ILU(1)—-Vorkonditionierung liegt aufgrund der groR3e-
ren Anzahl an Teilgebieten und Unbekannten und der geringeren relativen Uberlappungsbreite
der Teilgebiete erwartungsgemal’ hoher als bei 'Rohr13440’ in Abb. 6.25.

12 Teilgebiete (z,r) Konvergenzkriterium /(z,r) < 10~°

1073
1075/
—7

107 1886

1079 .

464 520 ‘123 | CG—Iterla 1

— 0 400 800 1200 1600
16 Teilgebiete @n
10—3 R

10~°
1077
1079

143 CG-lterati

- 049 61 400 860 1200 1600
32 Teilgebiete 1)
10_3— N
1075
10~ 7] 1307
1079} .
68 7071 CG-—lterationen
0 51 400 800 1200 1600
= GAMG(4)/w =0 SAMGQ4)/w =0

= GAMG(4)/w = 0.65 === SAMG4)/w =0.65
= ASM-ILU(1)

Abb. 6.26: Konvergenz der iterativen Losung bei Diskretisierung 'Rohr25080’

Vergleicht man die Ergebnisse in Abb. 6.25 und 6.26, so erkennt man, dass fur das doppelt so
grof3e LGS aus 'Rohr25080’ nicht wesentlich mehr — bei einer Aufteilung in 32 Teilgebiete sogar
weniger — Iterationen benotigt werden wie fur das LGS aus 'Rohr13440'. Auch zeigt sich in Abb.
6.26 die erwartete Verbesserung der Konvergenzgeschwindigkeit durch Prolongationsglattung
deutlich.
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Es muss jedoch erwdhnt werden, dass geglattete Prolongationen zu wesentlich dichter besetzten
Groblevelkoeffizientenmatrizen (und dadurch erh6htem Glattungs— und Lésungsaufwand auf
den groben Leveln) und zu mehr Operationen und Kommunikationen in der parallelen Restrik-
tion und Prolongation des Residuums und der Korrektur fihren, so dass ein Vorkonditionie-
rungszyklus mit Prolongationsglattung numerisch bedeutend teurer ist als mit ungeglatteten Pro-
longationen. Die Gesamtlosungszeit reduziert sich durch Prolongationsglattung daher nicht in
dem Ausmal3, wie es die verbesserte Konvergenz vermuten lasst. Losungszeiten konnen fir die-
ses Beispiel nicht angegeben werden, da eine alleinige Nutzung eines ausreichend grol3en Mehr-
prozessorrechners und somit eine sinnvolle Zeitmessung nicht maglich war.

6.6.2  Rohr unter Gleichgewichtslastgruppe

Das in Abb. 6.27 dargestellte dinne Rohr wird mit einer Gleichgewichtsgruppe aus Flachenla-
sten an den Enden und in der Mitte belastet. Es werden 3000 hybride bilineare Schalenelemente
mit ANS—Interpolation der Querschubverzerrungen verwendet, was zu einem Feinlevelglei-
chungssystem mit 18174 Unbekannten fuhrt. Der Betrag der Flachenlast wird dynamisch in 22
Zeitschritten gesteigert, bis ein "Versagen’ des Rohrs durch Knicken auftritt.

StVenant Kirchhoff
E = 2.06 104N
m
vy = 0.3
_ kg
m

24
t[10~ 49

Abb. 6.27: Geometrie, Belastung und Deformation
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Es wurde das Generalizetl-Zeitintegrationsverfahren mit einer Newton—Raphson Gleichge-
wichtsiteration verwendet. Als Gleichungsloser fur das LGS wird ein paralleles vorkonditionier-
tes CG—Verfahren mit vier Prozessen mit folgenden zwei Arten von Vorkonditionierungen unter-
sucht:

» V-Zyklus—Aggregations—Multigrid mit vier Leveln nach Kap. 6.4.4 mit geometri-
scher Ermittlung der Starrkérpermoden auf den Grobleveln und ungeglatteten
Prolongationen (hier bezeichnet als 'GAMG(4)’). Als Glatter wird eine ASM—
ILU(1)-Vorkonditionierung eingesetzt, das Gleichungssystem des grobsten Git-
ters wird direkt geldst.

* Einlevel-Additiv—Schwarz—Vorkonditionierung mit ILU(1)—Vorkonditionierung
auf den Teilgebieten (hier bezeichnet als '"ASM—ILU(1)").

Die Simulation wird mit beiden Varianten sowohl in Kombination mit einer SDC—-Vorkonditio-
nierung (Kap. 5) als auch ohne durchgefuhrt. Der optimale SDC—Skalierungsfaktor (Gl. (5.2))
ergibt sich aufgrund der Elementabmessunge@ zu 100,

In Abb. 6.28 sind fur die vier verschiedenen Kombinationen ASM—ILU(1)-Vorkonditionierung
mit/ohne SDC und GAMG(4)-Vorkonditionierung mit/ohne SDC die Anzahlen der benétigten
CG-lterationen und CG-lterationszeiten Uber alle Gleichungslosungsaufrufe der Simulation
dargestellt.

In den Varianten mit SDC—Vorkonditionierung schlégt sich die Kontraktion des Eigenwertspek-
trums der Koeffizientenmatrix deutlich als Reduktion der Anzahl der bendtigten Iterationen nie-
der (Abb. 6.28a) und 6.28Db)). Diese Ersparnis durch SDC geht direkt auch auf die Losungszeiten
Uber, da die SDC—Formulierung im Lésungsprozess selbst keinerlei zusétzliche numerische Ko-
sten verursacht. Gleichzeitig werden durch SDC insgesamt weniger Newton—Iterationen beno-
tigt (Im Gesamtverlauf der Simulation 61 Newton—Schritte anstatt 100 Newton—Schritte ohne
SDC). Der positive Einfluss der SDC—Vorkonditionierung auch auf die Konvergenz der New-
ton—Iteration im Zeitschritt ist damit sehr deutlich und nicht auf eine Skalierung des Abbruchkri-
teriums (Lb—Norm der residuellen Verschiebungen) der Newton—Iteration zurtickzufiihren, da
dieses mit um den SDC-Skalierungsfaktdoereinigten Grof3en ausgewertet wurde.

Anmerkung: Bei der Auswertung des Konvergenzkriteriums der CG—Itera\fm wurde der
SDC-Skalierungsfaktor ebenfalls herausgerechnet, so dass die in Abb. 6.28 gegebenen
Iterationszahlen sich jeweils auf die gleiche Genauigkeit der Losung des linearen Glei-
chungssystems beziehen.

Die Reduktion der Iterationszahl und Lésungszeit durch SDC fallt in der Kombination mit der

GAMG(4)-Vorkonditionierung wie erwartet geringer aus (Abb. 6.28b)) als bei Kombination mit

der Einlevel-Vorkonditionierung (Abb. 6.28a)). Dies ist — wie in Kap. 6.5 bereits angemerkt —

darauf zuruckzufuhren, dass die Unbekannten der verwendeten Groblevel physikalisch Ver-

142



schiebungen und Rotationen entsprechen, die Groblevelkoeffizientenmatrizen also den fir die
rein verschiebungsbasierte Parametrisierung charakteristischen Sprung im Eigenwertspektrum
nicht aufweisen. Die GAMG(4)—-Vorkonditionierung allein reduziert die Iterationszeit um unge-
fahr ein Drittel (Abb. 6.28 rechts, graue Kurven), in Kombination mit SDC kann zwar eine Re-
duktion der Anzahl der Iterationen beobachtet werden (Abb. 6.28 links, schwarze Kurven), je-
doch keine sehr deutliche Reduktion der Lésungszeit (Abb. 6.28 rechts, schwarze Kurven). Das
Feinlevelgleichungssystem wird durch den SDC—-Ansatz bereits so 'gutartig’, dass die zur
ASM-ILU(1)-Variante relativ hdheren GAMG(4)-Vorkonditionierungskosten in diesem Bei-
spiel nicht zu einer erheblichen Verkirzung der Losungszeiten fuhren.

a) ASM-ILU(1)—-Vorkonditionierung mithineSDC
CG-lterationen CG-lterationszeit [s]

1
300~ 8
200 kein SDC o kein SDC
4

- MWWVVVVVVVVVVVVVWVY

1OOMNWVWVVVWVWSV\[/)V(\%V 2r SDC
0 1 I I 0 | 1 1
0 25 50 75 100 0 25 50 75 100
CG-Aufrufe CG-Aufrufe

b) GAMG(4)—Vorkonditionierung mit ASM—ILU(1)-Glattungen ofiit’eSDC

CG-lterationen

CG-lterationszeit [s]

1
300- g
kein SDC
200 6-
kein SDC 4
100-
W%W 2 e SDC
0 ' i ' 0 w w '
0 25 50 75 100 0 25 50 75 100
CG-Aufrufe CG-Aufrufe

Abb. 6.28: Rohr unter Gleichgewichtslastgruppe: Anzahlen CG-lterationen und

6.7

Iterationszeiten

Ausblick

Naturlich sind einige weitere Erganzungen, Erweiterungen und Untersuchungen des hier be-
schriebenen Smoothed-Aggregation—Multigrid fur die 7—Parameter—Schalenformulierung
wunschenswert, die im Rahmen dieser Arbeit nicht umgesetzt wurden:

Eine Erweiterung des MG-Ansatzes auf anisotropes Materialverhalten, bezie-
hungsweise eine Verbesserung der Bildung der Aggregate und der Prolongations-
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glattung im Falle von Beul- und Faltenbildung. Aggregate sollen so gebildet wer-
den, dass 'steife’ finite Elemente in Aggregaten und 'weiche’ Elemente zwischen
den Aggregaten zu liegen kommen. Liegt anisotropes Verhalten vor, so kann dieses
weiter bei der Glattung der Prolongation vorteilhaft berticksichtigt werden.

« Fur die verwendete ASM-Glattung ware es interessant, die Uberlappungsbreiten
der Teilgebiete auf den einzelnen Leveln variieren zu konnen.

* Neben der hauptsachlich verwendeten ILU(1)-Glattung sollten parallele Block—
Gauss—Seidel-Glatter in Betracht gezogen werden. Diese kdnnen bei hinreichend
groR3er Anzahl Teilgebiete auf einem Mehrfarben—Prinzip oder aber auf einem ge-
mischten Jacobi/Gauss—Seidel Ansatz beruhen.

* Indieser Arbeit wurde grundsatzlich davon ausgegangen, dass ein Teilgebiet eines
Level mit genau einem Prozess assoziiert ist. Es ist jedoch denkbar, dass Gruppen
von Prozessen ein — entsprechend grol3es — Teilgebiet bearbeiten. Die Anzahl der
Teilgebiete ist dann relativ geringer, was wiederum ein besseres Konvergenzver-
halten verspricht. Eine Teilgebietskorrektur auf einem Level kann von einer
Gruppe von Prozessen beispielsweise mit einer parallelen ILU-Faktorisierung
vorgenommen werden. Ein solcher Ansatz scheint auch vor allem fur die Behand-
lung extrem grof3er Probleme mit sehr vielen Prozessen geeignet.

» Esist mittlerweile ein 'Werkzeugkasten’ an parallelen Multigrid— und Aggregati-
onsalgorithmen namens ‘"ML’ erschienen (Tong und Tuminaro (2000), Tuminaro
et al. (2002)), der bei der Entwicklung der parallelen Multigrid—\Vorkonditionie-
rung im Programm CCARAT des Instituts fur Baustatik noch nicht vorlag. Durch
Uberarbeitung der bestehenden Implementierung und Verwendung einzelner Mo-
dule von'ML ist die Effizienz der vorliegenden Implementierung in CCARAT si-
cherlich weiter zu steigern.

Neben dem verfolgten Smoothed—Aggregation—Multigrid—Ansatz gibt es eine Reihe weiterer
Entwicklungen und Varianten, die vielversprechende Ansatze fur Schalenprobleme darstellen.
Drei solche Ansatze sollen daher hier kurz beschrieben werden.

6.7.1 Generalized Aggregation Multigrid nach Fish und Belsky (1997)

Fish und Belsky (1997) stellen ei@e&neralized Aggregation Multigrigenannte Variante vor.
Bei dieser wird davon ausgegangen, dass die Elementsteifigkeitsmaigzemicht assem-
blierter Form, sowie eine Assemblierungsvorschrift vorliegen.
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Die Elementmatrizen werden dann zu disjunkten Blockmatizguler Aggregate assembliert
und eine Eigenwertanalyse dieser aggregatweisen Blockmatrizen durchgefihrt:

A ¢,=4,D,0, . D, =dagA) . (6.93)

Sind A¢ (tangentielle) Steifigkeitsmatrizen, so sind die sechs niedrigsten Eigenwerte einer
Blockmatrix A , Null und die zugehdrigen Eigenvektoren spannen den Kernel (die Starrkorper-
moden) vonA , auf. Die zu den niedrigsten= 6 Eigenwerten gehérenden Eigenvektoren bil-

den die Spalten der Prolongation, so dass ein Aggregat auf dem nachst groberen Level durch ei-
nen Knoten miin Freiheitsgraden reprasentiert wird. Dabei kann die Approximationsgute des
Groblevel Uber die Anzalm der beriicksichtigten Moden eines Aggregats adaptiv und lokal an-
gepasst werden, indem eine Schweligefiniert wird und alle Eigenformen mit Eigenwerten

A < yin der Prolongation berticksichtigt werden. Hierbei miissen mindestens jedoch die sechs
niedrigsten Eigenformen enthalten sein, da sie den Starrkdrpermoden entsprechen. Ein Vorteil
dieses Ansatzes ist, dass die Reprasentation der Starrkdrpermoden der Feinlevelsteifigkeitsma-
trix nicht vom Anwender gegeben werden muss. Es ist also keinerlei Kenntnis tber die zugrun-
deliegende Geometrie oder die verwendeten Finiten Elemente nétig. Ein weiterer Vorteil liegt
in der beschriebenen lokalen adaptiven Anpassung der Anz#dl berticksichtigten Aggre-
gatsmoden. Nachteilig fir einen modularen Programmaufbau ist, dass die Elementmatrizen in
nicht—assemblierter Form vorliegen missen. Aus diesem Grund wurde der Ansatz in dieser Ar-
beit nicht weiterverfolgt.

6.7.2  Energieoptimierung von Grobgitteransatzfunktionen nach Mandel et al. (1999)

In Mandel et al. (1999) wird eine weitere Variante des Aggregation—Multigrid vorgeschlagen.
Anstatt die Prolongationen, deren Spalten auch hier eine diskrete Reprasentation der Starrkor-
permoden darstellen, mittels einer gedampften Jacobi—Glattung mit heuristisch gewahltem
Dampfungsparameterzu glatten, werden die ungeglatteten Grobgitteransatzfunktionen (Spal-
ten der Prolongation) mit einem Optimierungsalgorithmus verbessert. Als Zielfunktion wird die
Energie der Groblevelansatzfunktionen minimiert, als Randbedingung wird gefordert, dass
kerne(A) C rangdP) weiterhin gilt und die diinnbesetzte Belegungstruktur Rogrhalten

bleibt. Mandel et al. (1999) geben fur dieses Optimierungsproblem Sensitivitaten an und ver-
wenden als Optimierungsalgorithmus die dem CG—\Verfahren verwandte Methode des steilsten
Abstiegs.

Interessant ist, dass laut Mandel et al. (1999) die nach einem Optimierungsschritt resultierende
Prolongation mit dew—Jacobi—gegléatteten Prolongation bei optimadeidentisch ist. Einige
wenige weitere Optimierungsschritte verbessern die Approximationseigenschaften zusatzlich.
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6.7.3  Generalized—Global-Basis—Multigrid (GGB) nach Waisman et al. (2003)

Waisman, Fish, Tuminaro und Shadid haben ihren Generalized Global Basis Multigrid (GGB)
genannten Ansatz fir unsymmetrische und/oder indefinite Gleichungssysteme entwickelt. Er
lasst sich jedoch auch auf die hier betrachteten positiv—definiten, symmetrischen Probleme vor-
teilhaft anwenden.

Die Iterationsmatrix einer vorkonditionierten Iteration lautet nach Gl. (4.22)

GM™Y) = (I -M~1A). (6.94)

Hierin kannM ~ eine beliebige, zum Beispiel auf Multigrid— und Gebietszerlegungsprinzipien
basierende Vorkonditionierung darstellen. Die Iteration konvergiert, wenn und nur wenn der
Spektralradiuso(G) kleiner ist als Eins, was bei indefiniten Gleichungssystemen, wie sie bei
Waisman et al. betrachtet werden, nicht der Fall ist. Eine Eigenwertanalyse der Iterationsmatrix

(G-A1)p=0,¢=0 (6.95)

liefert diejenigen Modew, zu Eigenwertent|| > 1, die nicht konvergent sind. Aus diesen Ei-
genformen wird dann eine Prolongatidrgebildet, deren Bildbereich den Raum der nicht kon-
vergenten Moden aufspannt. M#t lasst sich eine GGB-Groblevelkorrektur bilden. Diese
GGB-Groblevelkorrektur wird mit der urspriingliche Vorkonditionierivig * als Vor— und
Nachglattung kombiniert, so dass sich fir die GGB-Iterationsmatrix

Gaes = (I — M—lA)(| - q)(diTAq))_lq)TA)(l - M~1A) (6.96)

ergibt. Das Eigenwertproblem Gl. (6.95) ist im Allgemeinen unsymmetrisch, grof3 und diinnbe-
setzt. Es wird bei Waisman et al. mit einem iterativen TFQMR—-Eigenwertloser (Freund et al.
(1993)) daher nur fur die Eigenwertd > 1 gelost. Man beachte, dass die Ma@iricht expli-

zit gebildet werden kann, weni ~! eine Multigrid—Vorkonditionierung darstellt. In der
TFQMR-Eigenwertldsung benétigt man jedoch lediglich die Anwendun@\auf einen Itera-
tionsvektor.

Bei den hier betrachteten positiv—definiten und symmetrischen Problemen sind alle Eigenwerte
der Iterationsmatrixz kleiner als Eins und eine Eigenwertanalyse Gl. (6.95) liefert schnell kon-
vergente Moden (nahe bei Null liegende Eigenwerte) und langsam konvergente Moden (nahe
bei Eins liegende Eigenwerte). Die langsam konvergenten Moden der nahe bei Eins liegenden
Eigenwerte vorG sind demnach diejenigen, die vivii : nur unzureichend erfasst werden. Zur
Beschleunigung der Konvergenz solcher Moden lasst sich dann, wie beschrieben, eine GGB-
Groblevelkorrektur einfuihren.
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7 Schalenkontakt bei gro3en Deformationen

’(...) contact and frictional problems are difficult to solve
since they are highly nonlinear and unsmooth,
and the machinations to treat them are not always aesthetically pleasing.’
T.A. Laursen in: 'Computational Contact and Impact Mechanics’, Springer Verlag

7.1 Kontaktrandbedingungen

In vielen dynamischen Systemen kommt es vor, dass ein Korper die Oberflache eines weiteren
Korpers berihrt (Zweikdrperkontakt) oder sich so verformt, dass Teile eines Kdrpers sich berih-
ren (Selbstkontakt). Speziell bei der Modellierung und Simulation von Problemen mit grol3en
Deformationen ist die Berilicksichtigung des (Selbst—)Kontakts haufig von grof3er Bedeutung,
wie zum Beispiel in Crashsimulationen oder in der Umformtechnik.

Zahnrader

Abb. 7.1: Beispiele fur (Selbst—)Kontaktprobleme
Unabhangig von der Annahme grof3er oder lediglich infinitesimal kleiner Deformationen sind

Kontaktprobleme ihrer Natur nach nichtlineare Phanomene. Dies ist auf die mit dem Kontakt
einhergehende Anderung der Randbedingungen zuriickzufiihren. Wo beispielsweise vor dem
Auftreten eines Kontakts Spannungsrandbedingud@egalten, tritt im Kontaktfall die kine-
matische Randbedingur@ der Inpenetrabilitdt sowie etwaiges Auftreten von Reibkraften ein
(Abb. 7.2).

Kontakt beinhaltet demnach die Ermittlung einer urspringlich unbekannten Kontakfflache

die Verhinderung der Uberlappung der kontaktierenden Korper durch geeignete kinematische
Zwangsbedingungen sowie die Berlcksichtigung der Kontaktdruckspannungen sowie eventuell
auftretender Reibspannung im (dynamischen) Gleichgewicht des Systems.

Aus mathematischer Sicht stellt Kontakt eine variationelle Ungleichheitsnebenbedingung dar,
beider der Losungsraum als auch der Raum der Testfunktionen durch die Kontaktrandbedingung
(die wiederum von der Losung abhangt) beschréankt wird (Kikuchi und Oden (1988)). Die beson-
deren Schwierigkeiten der Behandlung solcher Randbedingungen im Vergleich zu einfachen
Neumann- oder Dirichlet-Randbedingungen werden im Laufe dieses Kapitels deutlich.
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Es ist nicht Ziel dieser Arbeit den Stand der Forschung bei der Kontaktformulierung umfassend
wiederzugeben. Vielmehr soll hier einer der wesentlichen Vorteile der dreidimensionalen Scha-
lenformulierung aus Kap. 2.2 angewandt werden, der darin besteht, dass trotz einer mittelfl&a-
chenorientierten Beschreibung des Schalenkoérpers aufgrund der in der Schalenkinematik ent-
haltenen Dickendnderung solch komplexe Randbedingungen wie Kontakt fir die
Schalenoberflachen problemlos und effizient modelliert werden kdnnen — eine Méglichkeit, die
bei klassischen Schalentheorien ohne Dickenanderung nicht gegeben ist.

a) Randbedingungen vor Kontakt b) Randbedingungen wahrend Kontakt
I'y I'p I'p
\ I'y
u(t)
—

Abb. 7.2: Von der Deformation abhangige Anderung der Randbedingungen bei Kontakt

Ein weiterer Schwerpunkt hier ist die effiziente Gestaltung der Suchalgorithmen fur den
(Selbst—)Kontakt im Kontext dinnwandiger Strukturen bei grof3en Deformationen. Auf die Pro-
bleme aber auch Vorteile, die sich bei Verwendung der 7-Parameter—Schalenformulierung far
diese dunnwandige Strukturen ergeben, wird besonders eingegangen.

Die verwendete (kontinuumsmechanische) Kontaktformulierung folgt in wesentlichen Punkten
den Ausfuhrungen fur grofRe Deformationen mit Beachtung der Reibung in Laursen (1992) und
(2002). Das Besondere des in Laursen (1992) erstmals gegebenen Ansatzes ist, dass nicht nur
die (lokale) starke und die schwache Form der Kontaktrandbedingungen fir grol3e Deformatio-
nen als Kontinuumsformulierung gegeben werden. Auch die Linearisierung der virtuellen Kon-
taktarbeit erfolgt grof3tenteils noch im raumlichen Kontinuum. Dieser Umstand erleichtert die
Anwendung auf unterschiedliche Typen von Finiten Elementen (wie hier solchen der 7—Parame-
ter—Schalenformulierung) im Rahmen einer impliziten Zeitintegration ungemein.

Anmerkung: Ublicherweise wird die virtuelle Arbeit des Kontakts erst in diskretisierter Form lineari-
siert (zum Beispiel in Parisch (1989) fir eine Diskretisierung mit trilinearen Kon-
tinuumselementen), was eine Ubertragung der resultierenden Ausdriicke auf andere
Arten der Diskretisierung erschwert. Ein Vergleich der resultierenden Kontaktsteifig-
keitsmatrizen der beiden Ansétze zeigt, dass zumindest unter Verwendung linearer An-
satzfunktionen die Vorgehensweise nach Laursen (1992) in den identischen Ausdriicken
miindet wie eine Linearisierung der bereits diskretisierten Arbeitsausdriicke nach Pa-
risch (1989).
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7.1.1 Begriffsdefinitionen und Parametrisierung

Abb. 7.3 zeigt schematisch einen Kontakt zweier K6gpét und 212, Der Index in eckigen
Klammern( - )[a],a = 1, 2 dient der Unterscheidung der Korper und der mit ihnen assoziierten
GroRen. Weiter sollen die materiellen Punkte ¥H und 21 in der Referenzkonfiguration

mit x beziehungsweisg bezeichnet werden, in der Momentankonfiguration nehmen diese die
Positionerx beziehungsweisgein. Die Bewegungen der Korper von der Referenz—in die Mo-
mentankonfiguration zu einem Zeitpurtldind:

x=x+ull | yg=y+uf. (7.1)

Mit I'“l wird derjenige Teil vom Rand va@“l in der Referenzkonfiguration bezeichnet, der

alle kontaktierenden Punkte in der Momentankonfiguration einschliesst. Entsprechend der ein-
gefuhrten Systematik werden die Kontaktrander in der Momentankonfiguratiod_"@’élge-

nannt. Eine Uberlappung vaf{®! mit den Dirichlet— und Neumann—-Randdi§! , 1] wird

dabei zu allen Zeitpunkten ausgeschlossen. Um die Kontaktrandbedingungen auch im Falle gro-
Rer Deformationen objektiv formulieren zu kdnnen, ist es praktisch, ein konvektives Koordina-
tensystemiﬁ,ﬂ = 1, 2 einzufuihren, das als fest mit den Kontaktoberflachen verbunden ge-
dacht werden kann (Abb. 7.4).

Referenzkonfiguration Momentankonfiguration

o ol

[i’\”‘g[l] o a

. Kontaktflache

[2]
t

Abb. 7.3: Kontaktproblem
Die Abbildung der Kontaktflache im Parameterragifi aufF[Ca] zu einem Zeitpunktsei dann:

Tl = el Al (7.2)

Die Beschreibung der Lage eines materiellen Purikt€s, £2,t ) auf der Kontaktflache kann
dann durch

y = wiAE) (7.3)

erfolgen.
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Referenzkonfiguration Momentankonfiguration

~

olll

Al2l

Abb. 7.4. Parametrisierung der Kontaktoberflachen

7.1.2  Kontaktrandbedingung in Normalenrichtung und Inpenetrabilitat

Die Kontaktrandbedingungen kénnen rdumlich in solche normal und tangential zur Kontaktfla-
che aufgespalten werden, wovon in diesem Kapitel zunachst die Bedingungen in Normalenrich-
tung behandelt werden. Diese gewahrleisten die sogenapeteetrabilitidtder kontaktieren-

den Korper, die besagt, dass zwei Kdrper sich zur selben Zeit nicht am selben Ort befinden
konnen. Zusatzlich beinhaltet die Normalkontaktrandbedingung, dass zwischen kontaktieren-
den Oberflachen ausschlief3lich Druckspannungen tibertragen werden. Eine Adh&sion zwischen
den kontaktierenden Kérpern wird ausgeschlossen. Im folgenden soll den weit verbreiteten Be-
zeichnungen in der Literatur (Laursen (2002) und Wriggers (2002)) fo@éhis sogenannte

Slave-, I'?l alsMasteseite des Kontaktproblems bezeichnet werden. Die Normalkontaktrand-
bedingungen werden dann vollstandig in Gré3en der Slavdﬂtgiwsgedrijckt.

Anmerkung: Im Rahmen der Kontinuumsformulierung des Kontaktproblems spielt die Wahl der Ma-
ster— und Slaveseite keine Rolle und ist jederzeit vertauschbar. Nach der spéater einge-
fuhrten Diskretisierung mittels Finiten Elementen gilt die Vertauschbarkeit jedoch nicht
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mehr uneingeschrankt in dem Sinne, dass die Wahl der Slave— und Masterseite die Er-
gebnisse beeinflussen kann.

Hierzu wird zunéchst fir jeden Punkt € I"E] der Masterseite ein Projektionspunkt
y(x, 1) € I"[CZ] bestimmt, so dass der Abstand zwiscRemd y minimal ist:

Y1) = min | X(x.1) — v, 1) | (7.4)
yergl

§ist somit eine orthogonale Projektion (closest point projectiony\mnfl_“[cz] in der Momen-
tankonfiguration (Abb. 7.4 rechts), urx, t) ist dessen Lage in der Referenzkonfiguration.

a) kein Kontakt g < 0 b) Kontakt: g = 0
ol
T (Slave X 't (Slave

QP X

Abb. 7.5: orthogonale Projektion und Klaffung (zweidimensionale Darstellung)
Die sogenanntKlaffungsfunktioroder kurzKlaffungg(x, t), mit deren Hilfe die Geometrie der

Normalkontaktrandbedingung beschrieben wird, lautet dann

90,8 = — v (X0 B) — JE,0,0)) (7.5)

mit v als auswartsgerichtete normierte Normalel_a‘ﬂfin f/

Die orthogonale Projektion Gl. (7.4) sowie die Klaffung Gl. (7.5) sind in Abb. 7.5 an einem zwei-
dimensionalen Schnitt dargestellt. Die Klaffuy(g, t) ist nach GlI. (7.5) ein vorzeichenbehafte-

tes Skalar. Fur eine negative Klaffung liegt kein Kontakt vor (Abb. 7.5a), fir eine positive Klaf-
fung eine (unzuldssige) Penetration der beiden Korper (Abb. 7.5b). Die kinematische
Normalkontaktrandbedingung kann daher als Ungleichheitsnebenbedingung

a(x,t) = 0 (7.6)

formuliert werden.

7.1.3  Normalkontaktkraft
Die zur geometrischen Ungleichheitsnebenbedingung der Klaffung Gl. (7.6) komplementére
GroRe ist die Kontaktkraft im Punkte 7'2:

tltl = Pl(x, 1) - ny(x) , (7.7)
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mit P als Erstem Piola—Kirchhoff-Spannungstensor og(@) als auswartsgerichtete Normale
in X in der Referenzkonfiguration. Diese wird in Komponenten aufgespalten

thl =ty v -ty (7.8)

so dasdy den Kontaktdruck in Richtung der Normatenles Projektionspunktefz(x, t) in der
Momentankonfiguration unt eine Projektion auf die tangentielle Ebend_“ghin f/(x, t) dar-
stellt (Abb. 7.6).

Kontaktflache

Abb. 7.6: Aufteilung der Kontaktkraft in Normalen— und Tangentialrichtung
Da v als auswartsgerichtete Normale ai_’@] definiert wurde, haty als Druckkraft positives

\orzeichen.

Anmerkung: Der Aufspaltung Gl. (7.8) liegt die Annahme zugrunde, dass wenn die zwei Oberflachen
I und 72 sich im Punkk in Kontakt befinden, die Normale allf! dem negativen
der Normalerw auf I'?l entspricht.

7.1.4  Kuhn-Tucker—Bedingungen des Normalkontakts

Mit der Definition der Klaffung Gl. (7.6) und der Aufteilung der Kontaktkrafte Gl. (7.8) lassen
sich die sogenanntéuhn—Tucker Bedingungéir die Ungleichheitsnebenbedingung des Nor-
malkontakts angeben:

g(x,t) = 0 (7.9%
ty=0 (7.9
ty 9(x,t) = 0 (7.9%

Gl. (7.9} stellt die geometrische Inpenetrabilitdtsbedingung dar, Gl(@i®Bedingung, dass

nur Drucknormalkontaktkrafte auftreten konnen und Gl. §d@ Bedingung, dass die Normal-
kontaktkrafte von Null verschieden sind, wenn und nur wenn Kontakt herrscht, dass heisst die
Klaffung zu Null wird. Die Kuhn—Tucker Bedingungen sind in Abb. 7.7 graphisch als Beziehung
zwischen der Klaffung und der Normalkontaktkraft, dargestellt.

Fur die mathematische Formulierung ist dabei von besonderer Schwierigkeit, dass die Bezie-
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hung Abb. 7.7 im Kontaktfaly = 0 mehrdeutig, unstetig und daher nicht differenzierbar ist.
Es wird daher eine Regularisierung bendtigt, auf die in Kap. 7.3 nach der Einfihrung der schwa-
chen Form der Kontaktrandbedingung eingegangen wird.

ntN

=g

Abb. 7.7: graphische Darstellung der Kuhn—Tucker Bedingungen des Normalkontakts

7.1.5 Kontaktrandbedingung in Tangentialrichtung

Die in Kap. 7.1.1 eingefuhrte Parametrisierung der Kontaktoberflachen und die orthogonale
Projektion Gl. (7.4) werden in gleicher Weise flr die Beschreibung der Kinematik fur reibungs-
behafteten Kontakt verwendet. Dabei wird in dieser Arbeit nur die verhaltnismalfig einfache
Coulombsche Reiburgetrachtet, wobei die Formulierung leicht auf andere Reibgesetze (Wrig-
gers (2002)) Ubertragen werden kann.

Um die Bewegung eines Punktess 'l tiber die Oberflach&[] zu beschreiben, werden Ba-
sisvektoren

Ty = qf@(é(x,t)) =9 . 7= qf{j‘g(é(x,t)) =95 . f=12 (7.10)

in der Referenz— und Momentankonfiguration eingefuhrt (Abb. 7.8). Diese sind jedoch nicht fest
mit der Oberfléchel"[-:z] verbunden, sondern stellen die Basisvektoren im Projektionspunkt
J(x, t) beziehungsweisg(x, t) dar. Wenn der Punkt sich bewegt, 'gleiten’ sie somit wie sein
'Schatten’ Uiber die Oberflachd?], selbst wenn der Kérp&2[?! mit Oberflache 2! unbewegt

bleibt. Dadurch, dass die Basisvektor%mé(x, t)) mit einem bestimmten materiellen Pumkt
assoziiert sind und sich durch dessen orthogonale Projekiioder Momentankonfiguration
ergeben, variieren sie sowohl infolge einer Deformation des Slavek@&érds auch infolge

einer relativen Bewegung der Projektigfx, t) von x infolge der Verschiebungen von

Im weiteren Verlauf dieses Kapitels 7 gilt die Summation Uber gleiche Indizes, wobei griechische
Indizesa, 8,y die Werte 1 und 2 annehmen.

Der zu den Basisvektoreg (§A(x, t)) zugehdrige Einheitstensor (Metrik) im Koordinatensystem
&'ist in seiner ko— und kontravarianten Darstellung:

r=raﬁr“®rﬂ=r“ﬁra®rﬁ L Teg=Ta Ty 1% = g2 . f (7.11)

Analog ergibt sich die Metrikaus den Basisvektore‘rg beziehungsweis# in der Momentan-
konfiguration. Die fur die Ermittlung der Reibkrafte maf3gebliche kinematische Grol3e ist die
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relative Geschwindigkeit zwischen dem Puxkind seiner Projektiogi(x, t) auf]“[cz]. Um diese

zu ermitteln, wird die Zeitableitung des relativen Ortsvektors zwisgpet) und seiner Projek-

tion §(§/(x, t), t) bendtigt. Es wird dazu vorausgesetzt, dass der Kontakt wahrend des Reibvorgan-
ges erhalten bleibt, die Klaffurggsich also nicht verandert. Fir die Klaffungsrate gilt demnach

g=0, (7.12)
und die relative Geschwindigkeit folgt aus Gl. (7.12) mit GI. (7.5):

Az - 9, 0,0] = 0 . (7.13)
Referenzkonfiguration Momentankonfiguration
X1
\
\
gZ
El

Al2] &t

Abb. 7.8: konvektive Basisvektoren im Projektionspunkt
Mit Hilfe der Kettenregel erhalt man:

UMMD—BQTX—W%D%WQM)=O (7.14)

-
ully(x, 1)) FI
= ul(x,t) - uBEx, 0,0 = FRA(Gx,)

Die Relativgeschwindigkeit Gl. (7.14) wird mit Hilfe der konvektiven Basisvektoren als kon-
vektive Relativgeschwindigkeit in der Referenzkonfiguration ausgedrickt:

w=%mm»=?mo%. (7.15)

Mit 7, = F{Z] 7; ergibt sich die Relativgeschwindigkeit in der Momentankonfiguration zu:

W=F9%mm»=?mn%. (7.16)
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7.1.6  Tangentialkontaktkraft
Mit der in Gl. (7.8) bereits eingefuhrten Aufteilung der Kontaktkraft in eine normale und eine
tangentielle Komponente wird nun die tangentielle Kontaktkraft (Reibkraft)

tr(x, 1) = — t(x, 1) + ty v (7.17)

komponentenweise in den konvektiven ko— und kontravarianten Basisvektoren der Momentan-
konfiguration ausgedruckt:

trfx,t) =t @ =t 7, . (7.18)

Mit der Relativgeschwindigkeit und der Reibkraft in der Darstellung im konvektiven Koordina-
tensystem sind alle Gré3en gegeben, um das Coulombsche Reibgesetz aufstellen zu kénnen.

7.1.7 Coulombsche Reibung

Die Coulombsche Reibung wird mit Hilfe der Relativgeschwindigike{Gl. (7.16)), der Reib-

kraft t; (Gl. (7.18)) sowie des Reibungskoeffizienterder die Rauheit der Oberflachenpaarung
charakterisiert (Reibungskoeffizienten fur einige Materialpaarungen finden sich beispielsweise
in Wriggers (2002)), und der Normalkontaktkrgftaufgestellt, fur die wiederum die Kuhn-
Tucker—Bedingungen Gl. (7.9) gelten:

P(tr,ty) = tr] —uty <0 (7.19)
ot .

Vp=yp—— , y=0 (7.19)
| tr

y® =0 (7.19%

Gl. (7.19) besagt, dass der Betrag der tangentiellen Reibkrafte stets kleiner sein muss als die mit
dem Reibungskoeffizienten multiplizierte Normalkontaktkraft. Die zweite Bedingung Gl.
(7.19) bedeutet, dass die Relativgeschwindigkeit entgegen der Reibkraft gerichtet ist oder den
Wert Null annimmt, wenn keine Reibkraft auftritt. Die dritte Bedingung Gl. (7i$8¢ine Kon-
tinuitatsbedingung, die besagt, dass Gleiten nur auftritt, Weph= uty gilt, der Betrag der
Reibkraft also die Grenze zwischen Haftreibung und Gleitreibung erreicht.

Anmerkung: Es existiert eine in Abb. 7.9 erkennbare Analogie zwischen der Coulombschen Reibung
und einem nicht—assoziierten Plastizitatsgesetz mit ideal starr—plastischem Material-
verhalten. Das Coulombsche Gesetz Gl. (7.&8)spricht dabei einer FlieRflache mit
uty als FlieBspannung, Gl. (7.3¥ntspricht der FlieBregel mjtals sogenanntem pla-
stischen Multiplikator, und Gl. (7.19%tellt eine Konsistenzbedingung dar. Diese Analo-
gie wird bei der algorithmischen Umsetzung des Rickprojektionsalgorithmus fir die
Reibkrafte und der zeitlichen Diskretisierung der Gleitgeschwindigkeit noch ausgenutzt
werden.

Analog zu den Kuhn—-Tucker—Bedingungen des Normalkontakts wird fur die Coulombsche Rei-
bung eine graphische Interpretation in Abb. 7.9 gegeben.
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Gleitreibung

Haftreibung

Haftreibung

‘Gleitreibung

Abb. 7.9: Coulombsche Reibung — eindimensionale Darstellung
Wie bei den Normalkontaktbedingungen GI. (7.9) tritt auch hier die Schwierigkeit der Unstetig-

keit und Mehrdeutigkeit in der Beziehung zwischen Reibkraft und Relativgeschwindigkeit auf,
auf die in Kap. 7.3 né&her eingegangen wird.
Mit Hilfe von Gl. (7.16) und GI. (7.18)

vT = é\ﬂ fﬁ = éa faﬂ fﬁ ) tT = tTa T¢ = tTa faﬁ fﬂ (720)

lassen sich die Gleichungen (7.19) der Coulombschen Reibung komponentenweise im konvekti-
ven Koordinatensyste angeben:

1
Dty ty) = (tTa 7o tTﬂ)z —uty<0, (7.21)
; {
Ty =y —4— , 7=0, (7.21)
(tTﬁ Ty tTy>
y® = 0. (7.21)

7.2 Schwache Form der Kontaktrandbedingungen

Fur die Umsetzung mit Finiten Elementen werden die gegebenen, punktweise zu erfiillenden
Kontaktbedingungen nun mittels eines Galerkin—Ansatzes in eine variationelle Formulierung

eingebracht. Da es sich sowohl beim Normal- als auch beim tangentiellen Kontakt um nichtli-

neare Beziehungen handelt, wird anschliel3end eine Linearisierung der virtuellen Arbeit des
Kontakts vorgenommen, die eine iterative Losung mit einer Newton—Iteration im Rahmen eines
Zeitintegrationsalgorithmus (Kap. 2) erlaubt.

Das Besondere des hier verfolgten und erstmals von Laursen (1992) vorgestellten Vorgehens ge-
genuber friheren Kontaktformulierungen fir grol3e Deformationen (Wriggers und Simo (1985),
Parisch (1989), Wriggers et al. (1990)) ist, dass die Linearisierung beinahe vollstandig im Rah-
men der Kontinuumsformulierung gegeben wird, bevor eine rdumliche Diskretisierung mit
zwei— oder dreidimensionalen Finiten Elementen eines bestimmten Typs durchgefihrt wird.
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Dies erméglicht die einfache Anwendung der Formulierung auf beliebige Arten von Diskretisie-
rungen, so auch auf die hier betrachtete 7—Parameter—Schalenformulierung.

7.2.1  Virtuelle Arbeit des Kontakts

Ausgangspunkt ist die Variation des modifizierten Funktionals von Hu—Washizu Gl. (2.47), dem
ein Term fir die virtuelle Arbeit der Kontaktkréafte an den Kontaktfladi&rund 7'l hinzuge-

fugt wird:

2
SIS + o1 + orP) = orrfgd— > | 4 - oul dre =0 . (7.22)
a=1
e

Erzwingt man punktweise das Gleichgewicht fur die Kontaktspannungen der kontaktierenden
Oberflachen

t2H(x) drtdl = — tl(x) drtt! | (7.23)

so lassen sich die beiden Integrale in Gl. (7.22) zu einem einzigen uber eine Flache zusammen-
fassen:

SM(u,0u) = — J t - (ouB(x) — oulBg(x)) ) dr . (7.24)
s
Gl. (7.24) lasst sich nun durch eine Variation der im vorigen Kapitel 7.1 eingefiihrten kinemati-

schen Kontaktgro3en der Klaffuggind des Projektionspunktes im Parameterréaosdrik-
ken. Dabei wird von der Gateaux—Ableitung

O(Yw) = gl I+ nou] (7.25)
.-

Gebrauch gemacht.
Die Variationdg der Klaffung ergibt sich aus Gl. (7.5) ohne Angabe der Herleitung zu

6g = — v - (6ulE) — dulPlgx)) ) - (7.26)

FUr6§ erfolgt eine Variation der orthogonalen Projektion Gl. (7.4), aus der sich der Projektions-
punkt y(x, t) ergibt. Die orthogonale Projektion beinhaltet, dass die auswartsgerichtete Normale
v normal zu den kovarianten Basisvektorgim Projektionspunkﬁ(x, t) sein muss (Abb. 7.5):

(X060 = 9900 ) -7 = O . (7.27)
Die Variation von Gl. (7.27) ergibt

(7up + 0 74088 = (0UHIX) = OUPIG(X)) - 7w = g v - UL (), (7.28)
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mit Ky =V " Typ als Krimmung der Kontaktfléckﬁz] im Punkt§(x, t). Bei genauer Erfll-
lung der Inpenetrabilitatsbedingugg= 0 vereinfacht sich dieser Ausdruck zu:

088 = 7 - (ul(x) — SuPH(x))) . (7.29)

Fur eine ausfuhrliche Herleitung hiervon sei auf Laursen (2002) verwiesen. Mit Hilfe der Aus-
dricke furdg undoé und einer Aufteilung der virtuellen Kontaktarbeit Gl. (7.24) in Komponen-
ten normal und tangential zur Kontaktflache folgt:

SI4u,du) = — [ (tyy =t 7)(OuDX) — oull(§(x) ) dI = J t\0g + tr, 08 dr .
Il i (7.30)

In GI. (7.30) wurde von der Bedingurgg= 0 und daher von Gl. (7.29) Gebrauch gemacht. In
der algorithmischen Umsetzung wird die exakte Erfullung der Inpenetrabilitdtsbedingung durch
eine — noch nicht eingefuhrte — Regularisierung der Kuhn—Tucker Bedingungen jedoch verletzt;
es wird daher hier angenommen, dass diese Verletzung ausreichend klein sei.

7.3 Regularisierung der Kontaktrandbedingungen

Da die Kuhn—Tucker—-Bedingungen fir den Normalkontakt Gl. (7.9) und das Coulombsche
Reibgesetz Gl. (7.19) mehrdeutig und nicht differenzierbar sind, muss eine Form der Regulari-
sierung eingebracht werden, bevor eine Linearisierung von Gl. (7.30) vorgenommen werden
kann.

Fur eine solche Regularisierung sind in der Literatur im wesentlichen drei Techniken bekannt.
Sie kann Uber die Einfuhrung von ’'Straftermen’ in Gl. (7.30) fur die Verletzung der Ungleich-
heitsnebenbedingungen erfolgen (die sogendPatalty—Methodg Uber die Einfihrung von
Lagrange—Multiplikatoren fur die Normal— und Tangentialkrafte (Wriggers (2002)) oder mittels
Augmented Lagrange—Multiplikatoren (Augmented Lagrange multipliers).

Hier wird eine Regularisierung mitteAaigmented—Lagrange—Multiplikatoreerwendet. Um

diese zu erlautern, muss jedoch zunachst die Penalty—Methode betrachtet werden, da sie inner-
halb der Augmented—-Lagrange—Formulierung verwendet wird.

7.3.1  Penalty—Regularisierung
In der Penalty—Formulierung werden im Ausdruck fir die virtuelle Arbeit des Kontakts

0l1(u,ou) = J tnOg + ty, 08¢ dI’ (7.31)
Iy
Verletzungen der Ungleichheitsnebenbedingungen Gl. (7.9) und (7.19) mit Straftermen belegt.
Es wird zunachst der Normalkontakt und dessen Inpenetrabilitatsbedingung betrachtet. Die In-
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penetrabilitdtsbedingung besagt, dass die Klaffung in der Definition Gl. (7.5) nicht positiv wer-
den darf:

g(x,t) =0 . (7.32)
Fur den Fall positiver Klaffung (Uberlappung der Kérper) wird die Normalkontaktkraft zu
tN = EN <g> (733)

gewabhlt.<- > ist hierin die sogenannte Macauley—Klammer, die den Wert ihres Operanden lie-
fert, wenn dieser positiv ist und sonst Null ergibt, eQast der sogenannte Penalty—Parameter.

Diese Wahl furt, fuhrt zu der in Abb. 7.10a) dargestellten Beziehung zwischen der Normalkon-
taktkraft und der Klaffung. Sie ist eindeutig aber nach wie vor an der §tell® unstetig. Man

kann erkennen, dass die penalty—regularisierte Normalkontakt—Klaffungs—Beziehung bei
ey — t+ o gegen die exakte Beziehung Abb. 7.7 strebt. Die Unstetigkeit im Ursgreng

spielt in der algorithmischen Umsetzung keine Rolle, da dieser Punkt nie genau erzielt wird.

a) Normalkontakt b) Coulombsche Reibung
ty t
Uty - -
N Haftreibung
i’
Haftreibung

Abb. 7.10: Penalty Regularisierung der Ungleicheitsnebenbedingungen des Kontakts
Nachteilig an der Penalty—Formulierung ist die fehlende Motivation fir die Wahl des Penalty—

Parameters. Eine hoher Penalty—Parameter fiihrt zu geringeren Uberlappungen, jedoch auch zu
einer schlechteren Konditionierung der resultierenden Kontaktsteifigkeitsmatrizen.

Fur die Coulombsche Reibung, die in Gl. (7.19) in Ratenform formuliert ist, bietet es sich an,
die Penalty—Regularisierung mittels einer Reibkraftrate und eines tangentiellen Penalty—Para-
meterse; einzubringen:

In = €N <0>,

1

@(tt)—(t Tﬁt )Z—ut <0
T *N Ta 3 N = ’
(7.34)

: _ 2 . t .

(tTﬂ By tTy>2

159



Der einzige Unterschied zur nicht-regularisierten Form GlI. (7.19) liegt darin, dass die Differenz
zwischen der totalen Gleitrag und der plastischen Gleitrate

— A - tToc
Takl = 7 — 3 (7.35)
(tTﬁ wr tTy)

mit dem Penalty—Parametef bestraft wird.

Die Reibkraftrate wird aus Griinden der Objektivitat mittels einer Lie—Zeitableitung bezliglich
des Geschwindigkeitsfeldes?! der Kontaktflachd 2! bestimmt:

Ly tr = tr, T (7.36)

Fur den Beweis der Objektivitat sei hier auf Laursen (2002) verwiesen, Details zur Lie—Zeitab-
leitung findet man beispielsweise in Holzapfel (2000). Die regularisierte Form des Reibgesetzes
ist in Abb. 7.10b) zweidimensional veranschaulicht. &> + o erhalt man wiederum die
unregularisierte Form des Coulombschen Reibgesetzes Abb. 7.9. Im Bereich der Haftreibung
wird eine (kleine) elastische Deformation zugelassen, wodurch die Beziehung zwischen der
Reibkraft und dem Reibweg nun eindeutig ist. Die Analogie zu einem elasto—plastischen Mate-
rialverhalten wird deutlich und erlaubt die Anwendung numerischer Integrationsverfahren, wie
sie in der elasto—plastischen Materialmodellierung verwendet werden (Giannakopoulos (1989)).
Wie beim Normalkontakt besteht der hauptsachliche Nachteil dieses Ansatzes in der willktrli-
chen Wahl des Penalty—Parameteysind der schlechten Konditionierung der resultierenden
Steifigkeitsmatrizen fur grol3e, beziehungsweise in verhaltnismalig grof3en elastischen De-
formationen im Falle des Haftens bei kleinem

7.3.2 Augmented-Lagrange—Regularisierung

Bei einer Regularisierung mittels sogenannter Augmented—Lagrange—Multiplikatoren werden
far die Normalkontaktkrafty und die Reibkrafté;,, unabhangige Variablety und 1+, einge-
fuhrt und diese mit der Penalty—Methode aus Kap. 7.3.1 kombiniert:

5HC(U,(3U,/1N,/1TG) = thég + tTaaéa dr y
e

tTa = ;LTa + €T faﬂ(gﬂ — gg) ,

mit den bereits in Gl. (7.19) angegebenen Bedingungety, fur

160



1

2
Pty ty) = (tTa 7 tTﬂ) —uty=0,

_ 4 . t : 7.38
Taﬁ§€=y¢% , v=0, (7.38)
| (tTﬁ Py tTy>
y® =0,
und den Bedingungen flr die Lagrange—Multiplikatoren:
g=<0,
An =0,
}'N g =0 y
PlAr,Ay) = (/lTa i ATﬂ)z —uiy=0, (7.39)
A , A
Tﬁ5ﬁ=3’/1 Ta ;. 7, =0,
(Agp 7 27,

Die exakte Erfullung des Coulombschen Reibgesetzes erfé?dertga, was durch die Lésung

von Gl. (7.39) flrdy, A1 undy, erzielt wird. In diesem Fall wird der Penalty—Beitrag zu den
Kontaktkraftenty undty, in Gl. (7.37) zu Null und die Kontaktkrafte entsprechen genau den
Lagrange Multiplikatoren. Zur Ermittlung der Lagrange—Multiplikatoren wird ein Iterations-
schema verwendet, auf dass in Kap. 7.8 nach der Diskretisierung detaillierter eingegangen wird.
Dabei werden in einem iterativen Prozess die Lagrange—Multiplikatoren mit Hilfe des Penalty—
Beitrags zu den Kontaktkraften in Gl. (7.37) aktualisiert.

7.4  Linearisierung

Fur die Einbettung der Kontaktformulierung in die implizite Zeitintegration aus Kap. 2.3 mussen
die Kontaktintegrale in der schwachen (und regularisierten) Form linearisiert werddeal$/it
Iterationszahler einer Newton—Iteration lautet die linearisierte virtuelle Kontaktarbeit:

LIN OIT(uk ou) = OIT(uf,ou) + ASI(uk du) ,

ASIT(uk du) = d OIT(uk + nAdu,du) , (7.40)
d’? n=0

uktl = uk + Au .

Da in Gl. (7.30) die Integration tUber die Kontaktflache in der Referenzkonfiguration erfolgt,
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ist lediglich der Integrand von den Verschiebungen abhangig und fihrt auf:

ASTT Uy, 0U) = f A(tNég + tTaaéa) dr = J Atydg + tAdg + tr A0E: + Aty 08¢ dI .
i i (7.41)
Fur die Linearisierung des Normalkontakts folgt dgtaus Gl. (7.26),65“ aus Gl. (7.29) und

A8 = - (Au(x) — AuPIH(x)) ) |

. (7.42)
Ag = —v - (4ull(x) — AuBI(0) )
nach einer recht betrachtlichen Menge Algebradfity dg):
Aty 6g) = Atydg + t\ddg
= t\0g 49
(7.43)

rtyg v (ol + 108 ) v - (aufl + 7, 48]
+ ty OEP v -Au,/[f] + ty AEP v - 5u,}32] +ty v fﬁ,aéfﬁ AE®

ty resultiert hierin aus der Regularisierung in Kap. 7.3. Eine Herleitung von Gl. (7.43) wird auch
in der Originalliteratur (Laursen (1992)) nicht gegeben, sie findet sich jedoch in ausfihrlicher
Form bei Ozdemir (2003).

Far den TermTaAééa in Gl. (7.41) ergibt siclt;, aus der Regularisierung Kap. 7.3 uahd&A“
implizit aus

75 4088 = — 7, uA () 48 — 7, - AuA () o0&
— (fa Ty, QY faﬁy> OB AEa
_ oEP 7y (Au,gz] ©) + Tuy Ag“y) — AEP 7y (6u,g2] ) + Tuy 65?)
- g (0BG 48 + auBG) 08|
+ (Ul —ouPi)) - (4B G) + 7y 4E7)
+ (Au[ll(x)—A u[21(§/)) : (5u,[f] ) + Tay 65”) , (7.44)
mit
Tup = (Tup + O %4s) = (Tup + 97 Tp) - (7.45)

Eine ausfuhrliche Herleitung findet sich wiederum bei Ozdemir (2003).
Fir den letzten Termlt;, 06 der Linearisierung Gl. (7.41) muss zunéchst die Zeitintegration
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des Reibgesetzes eingefuhrt werden. Er wird daher nach deren Einfihrung in Kap. 7.6 angege-
ben. Es bleibt noch zu betonen, dass bisher weder in zeitlicher noch in raumlicher Hinsicht ein-
schrankende Annahmen gemacht wurden. Die bis hier gegebene Formulierung istinklusive ihrer
Linearisierung daher offen fir jegliche Form der raumlichen Diskretisierung und die Anwen-
dung eines geeigneten Zeitintegrationsverfahrens. Wie bereits erwahnt ist lediglich die Lineari-
sierung der Reibkrafte ohne eine Festlegung auf ein bestimmtes Integrationsverfahren fur die in
Ratenform formulierte Coulombsche Reibung nicht mdglich, da die hieraus resultierende algo-
rithmische Reibtangente von der Art der zeitlichen Diskretisierung abhangt.

7.5 Raumliche Diskretisierung des Kontakts

In diesem Kapitel wird die raumliche Diskretisierung der schwachen Form und ihrer Linearisie-
rung unter Verwendung von Finiten Elementen auf der Basis der 7—Parameter Schalenformulie-
rung durchgefuhrt. Dabei erfolgt eine Beschrankung auf vierknotige Finite Elemente mit linea-
ren Interpolationsfunktionen und die Wahl einer sogenardrieten—Segmenbiskretisierung
des Kontakts (node to segment contact), die in Abb. 7.11 anhand eines zweidimensionalen
Schnittes schematisch fir die Schale dargestellt ist. Wichtig dabei ist, dass die gesamte Kontaki-
formulierung lediglich von der Geometriebeschreibung und der Deformation der Kontaktober-
flachen abhangt, die Deformation der Schalenkérper im Inneren sowie die verwendeten Materia-
lien der Korper spielen dabei keine Rolle.
Die Diskretisierung der Geometrie und der Deformation der Schalenoberflache ist zum Teil Gber
die Semidiskretisierung in Dickenrichtung aus Kap. 2.2.2 gegeben. Das diskretisierte Verschie-
bungsfeld der kontaktierenden Schalenoberflache lautet mit bilinearen Lagrange—Ansatzfunk-
tionen dadurch:

Nel=4

uldl©%,6% = > Ny(0%62)(viy + 63wy , 61,62 € [1,-1], 6% =1,-1. (7.46)

n=1
Fire® = 1 erhalt man das Verschiebungsfeld der Schalenoberseite udl mit— 1 das Ver-
schiebungsfeld fiir die Schalenunterseite (Abb. 7.11, siehe auch Kap. 2.2.2, Abf). rR).
hier im Gegensatz zur Einfihrung der Schalenformulierung in Kap. 2 Elementkoordinaten. Die
Diskretisierung der Testfunktioneul! erfolgt analog zu Gl. (7.46).

Bei der Knoten—Segment Diskretisierung des Kontakts werden die Kontaktbeziehungen zwi-
schen einem diskreten Knoten der Slave—Kontaktflache und einem Oberflachensegment der Ma-
sterseite aufgestellt, dass einem Finiten Element mit hier bilinearer Interpolation der Geometrie
entspricht (Abb. 7.11). Dies ist die wohl einfachste und numerisch preiswerteste Méglichkeit ei-
ner Kontaktdiskretisierung. Sie fuhrt in vielen Anwendungsbereichen zu einer brauchbaren glo-
balen Lésung, ist jedoch aufgrund d&¥kontinuierlichen Interpolation der Kontaktflachen
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nicht geeignet, lokale Kontaktphanomene wie beispielsweise Kontaktpressungsverteilungen zu
untersuchen. Es soll zusatzlich angemerkt werden, dass diese Art der Kontaktdiskretisierung ei-
nen Patch—Test fur Kontakt, bei dem eine konstante Kontaktspannung in der Fuge auch bei
nicht—konformer Diskretisierung der kontaktierenden Koérper erzielt werden kbnnen muss, nicht
erfiillt. Dieser Ansatz liefert eine gute globale Lésung, ergibt jedoch aufgrund def-anti-
nuierlichen Interpolation der Kontaktflachen eine recht ungenaue Approximation der Kontakt-
pressungsverteilung in der Kontaktfuge.

Schalenmittelflachg¢9®=0) Schalenunterseité®= —1)

Slaveknoten

SchalenuntersethQ3 -1)

Abb. 7.11: Knoten—Segment Diskretisierung des Kontakts bei Finiten Schalenelementen
Neben dieser Form der Kontaktdiskretisierung existieren eine Reihe weiterer Mdglichkeiten,

von denen hier ohne nahere Ausfiihrungen noch der Knoten—Knoten—Kontakt und der Segment—
Segment Kontakt sowie sogenanateooth contaet~ormulierungen erwéhnt werden sollen,

bei denen eine glat@—kontinuierliche Interpolation zumindest der Masterseite beispielsweise
mittels kubischer Hermitescher Polynome oder kubischer Bezier—Interpolation (Wriggers
(2002)) erfolgt. Erwahnt werden sollen noch die Kontaktdiskretisierungen auf der Basis soge-
nannter Mortar—Methoden (McDevitt und Laursen (2000), Puso und Laursen (2003), Wohlmuth
(2001)), deren Entwicklung im Falle dreidimensionaler Strukturen und grofR3er Deformationen
Gegenstand aktueller Forschungen ist.

Die diskrete Form des Kontaktintegrals Gl. (7.30) kann als Summe der Integrale Uber einzelne
Segmente voiH " ausgedriickt werden:

Nel!

SI(up, dup) = Z jthég +th 6&““ dr . (7.47)
n=1
I

Mittels einer numerischen Integration mif Integrationspunkten je Segment in den Oggen
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mit Wichtungsfaktoremw, flihrt das Kontaktintegral auf:

Ne! Nip R
ST up, dup) = Z[Z(ta(sk)agh@k) + 10, 605G, J(sk)] L (148)
n=1lk=1

J(&) ist hierin die Jacobi—-Determinante der Abbildung zwischen dem Paramete}taurd
der wirklichen Geometrie und ergibt sich aus

JE) =9.) x g8) | (7.49)

mit g,(&,) als kovariante Basisvektoren der Schalenoberfl&H&im Integrationspunkg, der
Schalenoberflache. Diese lassen sich mit der Semidiskretisierung der Schale in Dickenrichtung
(Kapitel 2.2.2) durch die Basisvektoren der Schalenmittelflache im entsprechenden Schalenmit-
telflachenorty, ausdriicken:

04(0) = a,(0) + 6%a5,0) , 6= (0169 €1, -1 , 0¥=1-1. (7.50)

Schalenmittelflache

Kontaktoberflachel 14"

(Darstellung fur Schalenoberseit#® =1,
fir Schalenunterseité®= —1 entsprechend

Abb. 7.12: Lokalkoordinatensysteme der diskreten Ober— und Mittelflache der Schale

Der Zusammenhang zwischen den Elementkoordinaten der kontaktierenden Schalenoberfla-
chen&“ und den ihnen entsprechenden Elementkoordinaten der Schalenmitteffféishin

Abb. 7.12 veranschaulicht.

Wie in Gl. (7.47) zu erkennen, wird das Kontaktintegral Uber die SIave—Kontaktﬂ&xyhaus-
gewertet. Die Lage der Integrationspunkte wird identisch zu der Lage der Slave—Knoten auf
ri1h gewahlt (Knotenintegration odendal quadratur so dass sich fir die Koordinatég
beziehungsweise deren Mittelflachen—Entsprechuidgemd deren Gewichte,

0, =& = -1,-1 , 0,=& = 1,1 |,
toot S (7.51)

0;=6;=11, 0,=§,=1,-1 , w=1,k=1,..,4
ergibt. Die Jacobi—Determinante Gl. (7.49) enthalt dann Beitrage von allen an den Integrations-

punkt/Slaveknoten angrenzenden Segmenten, was in Abb. 7.13 dargestellt ist.
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Integrationspunkt / Slaveknoten

J4(&)

[1]h
Iy

Abb. 7.13: Knotenintegration des Kontaktintegrals — Auswertung der Jacobi—-Determinante

7.6  Zeitliche Diskretisierung der Reibung

Zur Einbettung des Kontakts in die in Kap. 2.3 vorgestellte Generatizégitintegration wer-
den die in einem Zeitintervalt, t,,, ;] interpolierten Kontaktkrafte

fc

n+1-a;

= (1=ay) 18,4 + a 15 (7.52)
dem dynamischen Gleichgewicht Gl. (2.56) hinzugeftigt:

j int
Mdn—i—l—am + fn+1—af

+ f¢ — fext =0. (7.53)

n+1-a; n+1-a;

7.6.1 Zeitintegration des Reibgesetzes (Penalty—regularisierte Variante)

Zur Berechnung vori® _ , in Gl. (7.52) muss eine Zeitintegration des in Ratenform gegebenen
Coulombschen Reibungsgesetzes Gl. (7.34) vorgenommen werden. Die Anwendung einer back-
ward—Euler—Integration auf Gl. (7.34) liefert:

D1 =l trnpall —# typy1 =0,

_ o o . tT 1 .
Yan+1 = tan + 6T<raﬂ(5ﬁ+l - Eﬁ) - yﬁ) , 720, (7.54)
an

7’¢n+1 =0.

Gl. (7.54) operiert ausschlief3lich mit Verschiebungen als Unbekannten und die Aktualisierung
der Reibkrafte erfolgt in Abhangigkeit der kinematischen Gragn zur Berechnung von

tynsq SOWiE vOnE?  — &,

7.6.2  Rickprojektionsalgorithmus fur Haft— und Gleitreibung
Gl. (7.54) wird gelost, indem ein Prediktor—Korrektor—Verfahren angewendet wird, wie es bei
elasto—plastischer Materialmodellierung gebrauchlich ist.
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Zunachst erfolgt ein Prediktor—Schritt, in dem von einem Haftreibungszustand ausgegangen
wird:

tns1 = €nOnsa) o

s = tran+ er Tl - 8 (755)

PPEt = P || = utr g -

AnschlieRend erfolgt die Uberpriifung der Gleitbedingung und im Falle einer Verletzung die
Ruckprojektion (Korrektor) (siehe auch Abb. 7.14):

tpred Wenno Pred < 0 (Hafter) ,
an+1 = tpred (7.56)
an R
uty ”“W sonst (Gleiten) .
Tn+l
Abb. 7.14 veranschaulicht sehr gut die nicht—assoziierte Natur der Ruckprojektion.
Pradiktor
tN ,
A
Haften K
\ e t pred
Gleite £ trnt1 tTn+1

Korrektor (Ruckprojektioh
1/u

:tT

Abb. 7.14: Graphische Darstellung des Pradiktor—Korrektor Algorithmus
(zweidimensionale Darstellung)
Die Ruckprojektion erfolgt parallel zur Gleit— und Reibkraftebene, die physikalisch nicht sinn-

volle und daher fehlende Normalkomponente in der Ruckprojektion fiihrt zur dieser Nichtasso-
ziiertheit, die sich dann auch als Unsymmetrie in der resultierenden Reibsteifigkeitsmatrix aus-
drickt.

7.6.3 Linearisierung der Reibkrafte

Die Linearisierung der Reibkontaktkréafte Kap. 7.4 kann nun mit dem vorliegenden algorithmi-
schen Reibgesetz Gl. (7.55) und (7.56) vervollstandigt werden. Fir den in Kap. 7.4 noch fehlen-
den Term

f Aty 08¢ dI

g
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folgt 650‘ aus GI. (7.29) mit der Abktrzung

tpred

_ __Tn+1l
aT = ” t pred || (7.57)

Tn+1

nach einigen Operationen fidity, . ;:

Tan+1

AtPred = €T(Taﬂ AEP + 7,5, A&Y(EEH 17 fﬁ)> (Haften)

AtTa n+1 = //tth+l (7.58)

d
u ey H(Q) r, 49 + || t pred ”At‘l%rfwl(ag - ﬂﬁr ”Ta)
Tn+1

ity 7 (AUBE) + 75, 48 )l 7, (Gleien

Hierin ist 6§ das Kronecker—Symbol, urid - ) ist die Heaviside—Funktion, die den Wert Eins
fur einen positiven Operanden liefert und ansonsten Null ist. Fur eine detaillierte Herleitung von
Gl. (7.58) wird auf Ozdemir (2003) verwiesen.

7.7 Matrizenformulierung

Fur die Verwendung des Kontakts mit der in Kap. 7.5 eingefuihrten Knoten—Segment-Diskreti-
sierung im Rahmen der 7—Parameter—Schalenformulierung missen Matrizen— und Vektornota-
tionen entwickelt werden, die die Beschreibung der kontaktierenden Schalenoberflachen und
deren Deformation Uiber die Schalenmittelflache und einen Direktor, beziehungsweise tber Mit-
telflachen— und Differenzverschiebungen der Schale berticksichtigen. Die geometrischen Kon-
taktbedingungen wie Inpenetrabilitat und die Kontaktkrafte sollen in der gegebenen Form fur
die Ober— und Unterseite der Schale gelten.

Die Knoten—Segment-Diskretisierung des Kontakts nimmt dann unter Annahme der hier aus-
schlie3lich betrachteten vierknotigen, bilinearen Schalenelemente die in Abb. 7.15 dargestellte
Gestalt an.

Konsistent mit der in Kap. 7.5 eingefiihrten numerischen Integration, bei der die Integrations-
punkte mit den Slaveknoten identisch sind, werden Vektdgedd. und Ad. fir die Kontakt-

gruppe bestehend aus den Freiheitsgraden der vier Knoten des Kontaktsegments der Masterseite
und den Freiheitsgraden des kontaktierenden Slaveknotens/Integrationspunkts eingefihrt:

dl = VT Wit V[12]T W[12]T V[22]T W[22]T VEZ]T WE))Z]T V£12]T W£12]T

ol = SVIITOWHIT GV SWiAT GVIAT ST OVEAIT SWiZIT svi2IT owiT || (7.59)

T | A TAGILT AV2IT AA2IT AT Awd2]T AURIT AwI2IT A2l And2]T]
Ade = Avgh Awgt AVEE AW AVED Aws S AV AW AviEt AwgE
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Diese Vektoren enthalten die Knotenwerte der Schalenfreiheitsgrade der am Kontakt beteiligten
Knoten (Abb. 7.15).

T3 (Slavg

2 (Maste)

Abb. 7.15: Knoten—-Segment—Kontakt bei bilinearen Elementen auf der Basis der
7—Parameter—Schalenformulierung

Da der Kontakt sowohl auf der Schalenober— als auch auf der Schalenunterseite des Master— und
des Slavekorpers erfolgen kann, muss zusétzlich fur beide Schalenkdrper eine Unterscheidung
fur die diskreten Felder der Ober— oder Unterseite eingefiihrt werden.

Dies geschieht mit einer zu den Vektodel und 4d.; passenden Fallunterscheidungsmatjx

die fur die Differenzvektorfreiheitsgrade die Dickenordinate¥it! = 1, -1 und

63 = 1, —1 des am Kontakt beteiligten Slaveknotens und der Knoten des Mastersegments
enthalt:

1 )
p3(1] 1
1= 1
1
9321 0 | 1
1 T+ 1 ]
0 = 6312 ) 93 —| 11 (7.60)
1 +1
0 9312] L .
1 .
9312 932 = +1
- - | + 1]
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®od:. und@A4d. sind nun Knotenwerte fur die Variation und das Inkrement der Oberflachenver-
schiebungen in allen denkbaren Kontaktkombinationen:

e Gl (7.60) mite3 = 1 und 63! = 1 fiir einen Kontakt
Slave—Schalenoberseite — Master—Schalenoberseite

e Gl (7.60) mite = 1 und 632! = —1 fiir einen Kontakt
Slave—Schalenoberseite — Master—Schalenunterseite

e Gl (7.60) mite* = —1und63?! = 1 fiir einen Kontakt
Slave—Schalenunterseite — Master—Schalenoberseite

e Gl (7.60) mite* = —1unde3?! = —1 fiir einen Kontakt
Slave—-Schalenunterseite — Master—Schalenunterseite

Setzen wir fir den Moment voraus, dass der Projektionsélbdqnehungsweise seine Schalen-
mittelfléchenentsprechurfgsowie die auswartsgerichtete Normale in diesem Pubkkannt

seien (deren Ermittlung folgt im Rahmen der Kontaktsuche Kap. 7.9), so folgen die Normal—
und Reibkontaktkrafte aus

OIT(de,000) = | tydgh + tr, 069N dI' = 0dlOT | ty N + t;;DS + t;,DS dI' , (7.61)
['[Cl]h ]"[cl]h

und die Steifigkeitsmatrizen des Normal— und Tangentialkontakts mit Gl. (7.43), GI. (7.44) und
Gl. (7.58) zu:

ASIT(de, 6dg) = A(tNég + tTaaéa) dr = odl @7 | K+ KSdI @ Ade . (7.62)
riun i

Die VektorenN®und D, sowie die Ausdriicke fir die Steifigkeitsmatriz€f und K$ werden
aufgrund ihrer Lange im Anhang A4 angegeben.

7.8  Algorithmische Augmented—-Lagrange—Regularisierung

Wie bereits erwahnt, ist die Penalty—Regularisierung bei endlichen Penalty—Parayatein

et hichtin der Lage, die Ungleichheitsnebenbedingungen des Normal— und Reibkontakts exakt
zu erfullen. Die Wahl sehr grol3er Werte fir die Penalty—Parameter wiederum fiihrt zu einer
schlechten Konditionierung der resultierenden Steifigkeitsmatrizen. Zudem ist der Betrag der
Penalty—Parameter physikalisch nicht zu motivieren und das Ausmal3 der tolerierbaren Ver-
letzung der Ungleichheitsnebenbedingungen problemabhangig.

Im Rahmen des Kontakts sehr diinner Strukturen kommt dem noch eine besondere Bedeutung
zu, da Verletzungen der Inpenetrabilitatsbedingung (Uberlappungen der kontaktierenden Kor-
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per) in Relation zur Korperdicke klein sein missen, da es sonst leicht zur vollstandigen Durch-
dringung der Korper kommt, was zu erheblichen Schwierigkeiten im Rahmen der Kontaktsu-
chalgorithmen fuhrt.

Die Augmented—Lagrange—Regularisierung ist (neben der Einfiihrung von Lagrange—Multipli-
katoren als zusatzliche primare Variablen) eine Moéglichkeit, die Kontaktbedingungen mit einer
beliebigen, nur durch die Rechengenauigkeit beschrankten Genauigkeit zu erfullen, weshalb sie
hier fur dinne Schalen eingesetzt wird.

Fur die Augmented—-Lagrange—Regularisierung (Kap. 7.3.2) muss ein Losungsalgorithmus zur
Bestimmung der Lagrange—Multiplikatoren eingefuihrt werden. Hierzu wird der sogenannte
Uzawa—Algorithmuserwendet. Ausgangspunkt ist die zeitlich diskretisierte Form der Bedin-
gungen GI. (7.39) fur die Lagrange—Multiplikatoren:

Oh+1 =0, A1 =20, Anns19r42 =0, (7.63)
¢</1Ta n+1’/1Nn+1) =0, (7.63)
N N . l .
Tap (%réﬁ) =7 7320, (7.63%
(}“Tﬂnﬂ 2 lTyn+l)
yl¢(’1Ta n+1'/1Nn+1) =0. (7.63)

Die Lagrange—Multiplikatoren werden dann durch eine Iteration mit IterationsZélesge-
drickt:

k+1 _ [7k k
ANni1 = <}“Nn+1 + eNgn+1> (7.64)
R R kel
k+1 _ 1k = k . n+
Atane1 = Mant1 + €1|To8 (§ﬁ+1_§g) — Vi : : (7.64)
k+1 =By gk+1
(iT/—;n+1 > AT;_n—i-l)

Zur Aktualisierung vom,,, ; wird demnach wie bei der Penalty—Regularisierung die Bestra-
fung einer Uberlappung verwendet, die tangentiellen Lagrange—Multiplikateren, werden

mit einer Bestrafung des Residuums von Gl. (3 @Rjualisiert.

Exemplarisch ist die inkrementelle Verbesserung der Lagrange—Multiplikatorég, fur in
Normalenrichtung des Kontakts in Abb. 7.16 graphisch dargestellt. Man erkennt, dass mit zu-
nehmender Anzahl an lterationkder Lagrange—Multiplikatoi K 1 Sich dem genauen Wert

Nn+
rasch nahert, wobei gleichzeitig die Uberlappgligegen Null strebt.
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ANn+1

(L6sung mit
Penalty—Regularisierung)

AQ=0 '

> g

Abb. 7.16: Uzawa—Algorithmus

Zur Anwendung der Augmented—Lagrange—Regularisierung sind an der gegebenen Formulie-
rung mit Penalty—Regularisierung kaum Anderungen an den Kontaktkraften und den Kontakt-
steifigkeitsmatrizen notig. Die Ermittlung der Kontaktkrafte lautet nun im Gegensatz zu Gl.
(7.55) und (7.56):

K K K
Nn+1 = <}“Nn+1 + ENgn+1> :

d k k - a
(0l = A0+ er Tl 80X, — ).

1)) pred k _ ” tpred k”

n+1 Tn+l Tn+1 ' (7.65)
pred k pred k
Yan+1 Wenno Pk < 0 (Hafter) |
k —
tTa n+1 — t_lpred k1
k _Tan+1 .
AN [LPredk] sonst (Gleiten) .
Tn+1l

Fur die Linearisierung der Kontaktkréafte und die resultierenden Steifigkeitsmatrizen muss in Gl.
(7.43) lediglich der Ausdruck fiulty ersetzt werden durch:

Aty = A(A + e\g) = H(AK + e\g) ey 49 . (7.66)

Der Effekt hiervon ist einfach: Jedes Vorkommen der Heaviside—Furtk{mrin den Kontakt-
steifigkeitsmatrizen wird ersetzt durbf(/lh + en0). Dies bedeutet, dass die Entscheidung, ob
Kontakt herrscht, nun nicht mehr anhand des geometrischen Kriteriums der Uberlappung, son-
dern anhand der aktuellen Normalkontaktkrafte getroffen wird. Dies verhindert eine ’Instabili-
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tat’ in der Gleichgewichtsiteration, die bei einer geometrischen Entscheidung auftfg) i
Erreichen sehr kleiner Klaffungen= 0 dazu fuhrt, dass die Gleichgewichtsiteration zwischen
den Zustanden "Kontakt” und "kein Kontakt” alterniert und somit kein Gleichgewicht erreicht
wird.

Ein Schema fur den Gesamtalgorithmus der Augmented—-Lagrange—Iteration im Rahmen der
Generalizede Zeitintegration findet sich im Anhang A4.2.

7.9 Kontaktsuche

Bis hier wurde vorausgesetzt, dass die rAumliche Konfiguration der Kontaktgruppe, bestehend
aus einem Slave—Knoten/Integrationspunkt und einem Segment der Masteroberflache, bekannt
ist. Sieht man von den Sonderfallen einer rein zweidimensionalen Situation sowie der Beschran-
kung auf infinitesimale Deformationen ab, so verursacht das Auffinden dieser Kontaktgruppen
einen Uberwiegenden Anteil am numerischen Aufwand des Kontakts.

Zusatzliche Anforderungen an die Kontaktsuche entstehen aus der Schlankheit der Schalen-
strukturen, aus der Realisierung von 'Selbstkontakt’, bei dem entfernte Teile desselben Korpers
sich beriihren, sowie aus der parallelen Abarbeitung der Suchalgorithmen als auch der parallelen
Ermittlung der Kontaktkrafte und —Steifigkeiten.

Die im Rahmen dieser Arbeit entwickelte Kontaktsuche beinhaltet:

» Kontakt zwischen Schalenober— und Unterseiten in beliebiger Kombination ohne
die explizite Definition einer Slave— und Masterseite durch den Anwender, so dass
Selbstkontakt moglich ist

* Gleichzeitiger Kontakt auf der Schalenober— und Unterseite

» Die Ermittlung der Geschichtsvariablen des Reibkontakts mit einer Naherung fur
den Fall, dass Reibung tber die Grenzen eines Kontaktsegments hinweg stattfindet

» Die Detektion spezieller 'pathologischer Falle’, die aus der Schlankheit der be-
trachteten Strukturen resultieren, mittels Geschichtsvariablen der Kontaktsuche

» Effiziente raumliche Suchalgorithmen, die sich den auftretenden grof3en Deforma-
tionen anpassen

» Parallele Abarbeitung der Kontaktsuche und parallele Ermittlung der Kontakt-
krafte— und Steifigkeiten im Rahmen der Parallelitat auf der Basis von Gebietszer-
legung

Auf die parallele Umsetzung der Kontaktsuche wird hieraus Platzgrinden nicht eingegangen,
die Behandlung der Geschichtsvariablen des Reibkontakts erfolgt analog zu den Ausfiihrungen
in Laursen (2002). Es wird der Suchalgorithmus dargestellt, sowie einige fur die Kontaktsuche

problematische Falle diskutiert, die sich aus der Dunnwandigkeit der Strukturen ergeben.
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Das zu behandelnde Suchproblem besagt: Finde fur jeden Schalen—Slavekieotdiskreti-
sierten Struktur einen Projektionspuifkin konvektiven Elementkoordinaten auf einem Scha-
lenelement, so dass nach Gl. (7.5) fir die Klaffugailt

4
ol = [=v(6) - [(rs + 6°Maz) — > N&O)(rhy + 632, )| = min , 6%, % = 1, -1 .
i=1
Slaveknoter Projektionspunkt

Schalenoberflache Schalenoberflache

Hierin sindrs und ag, Mittelflachenkoordinaten und Direktor des Schalen—SIavekm)telﬁ
sind bilineare Ansatzfunktionen des (unbekannten) Elemeénted r',, und agm sind Knoten-
werte der Schalenmittelflachenkoordinaten und Direktoren der vier Knote@(&bb. 7.17).

Element "e(unbekannt

Abb. 7.17: Suchproblem des Schalenkontakts

Sind Elemeng und Lokalkoordinaten des Projektionspunléeis e gefunden, so erlaubt das
Vorzeichen vorg nach Gl. (7.6) die Entscheidung, ob Kontakt vorliegt oder nicht.

Aus Gl. (7.67) wird bereits ersichtlich, dass es in Abhangigkeit¥8h = 1, — 1 fiir die Scha-
lenober— und Unterseite an einem Slaveknatgleichzeitig zwei unterschiedliche Losungen
geben kann (Abb. 7.18), der Slaveknoten demnach mit seiner Schalenober— und Unterseite mit
zwei verschiedenen Masterelementen kontaktieren kénnen muss.
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Bei Beriicksichtigung von SelbstkontaktjesierKnoten einer Diskretisierung ein Slaveknoten
undjedesElement ein potentielles Kontaktsegment. Die direkte Auswertung von Gl. (7.67) in
allen moglichen Knoten/Segment—Paarungen ist aus Aufwandsgriinden nicht mdglich.

Die Suche wird daher in drei aufeinanderfolgende Phasen eingeteilt, beginnend mit einer groben
Vorauswabhl der potentiellen Kontaktmdoglichkeiten und folgender allmahlicher Verfeinerung bis
hin zur Ermittlung des Projektionspunk@s’n einem bestimmten Element. Dabei kommen in

den einzelnen Suchphasen unterschiedliche Suchalgorithmen und geometrische Annahmen zum
Einsatz, die im folgenden gezeigt werden.

Element’g

Element’g

Abb. 7.18: gleichzeitiger Kontakt der Schalenober— und Unterseite an einem Slaveknoten s

7.9.1  Grobsuche: Bucket—Sort Algorithmus fiir Schalenmittelflachenkoordinaten

Eine erste Einengung der potentiellen Kontaktmaoglichkeiten eines Slavekaatedsit dem
sogenannteBucket—Sort—Algorithmusorgenommen, wie er in Benson und Hallquist (1990)

fur Schalenprobleme angewandt wird.

Aufgrund der Annahme, dass hier ausschlief3lich dinnwandige Strukturen betrachtet werden,
bei denen die Schalendicke im Verhaltnis zu den Gesamtkdrperabmessungen klein ist, werden
in dieser Suchphase nur Mittelflachenkoordinaten der Schalenknoten betrachtet.

Ziel des Bucket—Sort Algorithmus ist es, zu einem Slavekn®tne beschrankte Anzahl an
Masterknoterm, zu finden, die in der Momentankonfiguration raumlich in der Nahesvign

gen. Die an diese Masterknoten anliegenden Finiten Elemente stellen dann potentielle Kontakt-
segmente dar.

Hierzu wird ein die Gesamtstruktur umhillender Quader geschaffen, der in einzelne Sektoren
unterteilt wird. Abb. 7.19 zeigt dies aus Anschaulichkeitsgriinden im zweidimensionalen Fall.
Die GroRRe und damit die Anzahl der Sektoren richtet sich nach den Abmessungen des grof3ten
Elements der Diskretisierung (Benson und Hallquist (1990)).
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Abb. 7.19: Bucket-Sort Algorithmus (zweidimensionale Darstellung)

3 2 1| = topologische Nachbarn

Alle Knoten werden nach ihrer Lage in der Momentankonfiguration in ihre jeweiligen Sektoren
einsortiert. Dabei '’kennt’ sowohl der Knoten seinen Sektor, als auch ein Sektor die momentan
in ihm befindlichen Knoten.

Anmerkung: Wenn im Laufe einer Deformation die Struktur den sie umhtllenden Quader verlasst,
missen die Geometrie der Suchsektoren angepasst und die Schalenknoten neu in die Sek-
toren einsortiert werden.

Da die Sektoren ein kartesisches, strukturiertes Gitter darstellen, sind Gber die in Abb. 7.19 ange-
deutete Indizierung der Sektoren und die Anzahl der Sektoren in jeder raumlichen Richtung auch
die Nachbarschaftsbeziehungen unter den Sektoren kostengiinstig zu berechnen. Die Gruppe der
Masterknotenm; in enger Nachbarschaft zum Slaveknademd dann alle Knoten, die sich im
gleichen Sektor wis befinden oder in einem angrenzendem Sektor liegen. Von dieser Gruppe
der benachbarten Masterknoten werden jedoch topologishenachbarte Masterknoten aus-
geschlossen, da die an diese Knoten anliegenden Elemente keine sinnvollen potentiellen Kon-
taktsegmente fur den Slaveknotedarstellen. Ist die Gruppe der benachbarten Masterknoten

m; gefunden, so folgt eine Verfeinerung der Kontaktsuche.

7.9.2 Nahester Masterknoten und Ubergang auf die Schalenoberflachen

Es erfolgt nun der Ubergang von einer reinen Mittelflachenbetrachtung der Schale auf die Scha-
lenoberflachen. Fur die Ober— und Unterseite der Schale am Slave&motdmus der Gruppe

der ermittelten Nachbarknoten jeweils derjenige Knoten mit der kiirzesten Distanz zwischen
den Oberflachen bestimmt.
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7 \‘ _
Abb. 7.20: naheste Nachbarn fur Schalenoberflachen eines Slaveknoten s

In Abb. 7.20 ist dies exemplarisch fur die Schalenunterseite am SlavekhdtrKnotenml,
fur die Schalenoberseite am Slaveknag@ergibt sich der Knotemy.

Abb. 7.21: orthogonale Projektion auf an naheste Nachbarknoten anliegende Elemente
Anschlieend wird eine orthogonale Projektion der Pugktend s° aufalle an ihre nahesten

Masterknotermj undm$ angrenzenden Schalenelementoberflachen (Abb. 7.21) vorgenommen.
Diese Projektion stellt die letzte Phase der Kontaktsuche dar und ist im folgenden Kapitel 7.9.3
beschrieben. Dabei werden die Elementkoordin@ties Projektionspunktes bezlglich des Ele-
mentkoordinatensystentd bestimmit. Liegﬁ innerhalb des Elementes

01,02 [-1,1] , (7.68)

undist der zugehdrige Betrag der Klaffujggnach Gl. (7.67) der kleinste aus allen Projektionen,
die Gl. (7.68) erfiillen, so ist das passende Master—Kontaktel&mnemt Slaveknotes" bezie-
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hungsweise® gefunden. Das Ergebnis der Suche ist fir das zweidimensionale Beispiel aus den
Abbildungen 7.19-7.21 Abb. 7.22 zu entnehmen.

ol

Abb. 7.22: Projektionspunkte und Kontaktsegmente fir einen Schalen—Slaveknoten
Diese Ermittlung der Elementkoordinat#im Elementeaus der orthogonalen Projektion stellt

den letzten und aufwendigsten Schritt der Kontaktsuche dar.

7.9.3  Orthogonale Projektion und Lokalkoordinaten des Projektionspunktes
Die Elementkoordinatefides Projektionspunktes des SlaveknosmsElemeneergeben sich
nach Abb. 7.17 aus der Orthogonalitatsbedingung fur die auswartsgerichtete N(Qé)'vami
den Basisvektoreﬁa(é) im Projektionspunkt
4
Fo(0) = |(rs + 03Wag) — > N&O)(rin + 03, )| - 74(0) = 0, 031,632 = 1, -1,
i=1

- (7.69)
g v(0)
mit den kovarianten Basisvektoren der Elementoberflache:
4
7(0) = > NE@O)(rin + 0% ), 6% =1,-1. (7.70)
i=1

Die Werte31] 6321 = + 1 liegen hier aufgrund der Uberlegungen im vorangegangenem Kap.
7.9.2 bereits fest.

Gl. (7.69) stellt fur bilineare Ansatzfunktion ein nichtlineares Gleichungssystem flr die
Unbekannter®?, #2 dar. Dieses wird am einfachsten mittels einer Newton—lIteration gelost:

aFy | ¢
968

A0k = —Fk | gl =gk 4 A% k<—k+ 1. (7.71)
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Die Linearisierung vorEX(6) in GI. (7.71) ist mit Gl. (7.69) und (7.70) einfach durchzufiihren
und wird daher nicht explizit angegeben. Als Startwert der Iteration eignet sich der Ursprung des
Elementkoordinatensystems. Konvergiert die Iteration gegen ein Weréé'péére [1, —1],

so liegt der gesuchte Projektionspunkt innerhalb des betrachteten Elements (Abb. 7.22).

7.9.4  Zwei ausgewahlte 'pathologische’ Falle der Kontaktsuche

Von den (vielen) in der Kontaktsuche méglichen problematischen geometrischen Konfiguratio-
nen sollen zwei herausgegriffen werden, die aus der Schlankheit der betrachteten Schalen resul-
tieren.

Dies ist zum einen die Moglichkeit der 'Durchwanderung’ von Koérpern innerhalb eines Zeitin-
krements (Abb. 7.23).

tn

gn <0
(kein Kontak}

s
N*+1(Kontaky

Abb. 7.23: 'Durchwanderung’ — Kontaktdetektion Gber Geschichtsvariablen

Aufgrund der Schlankheit ist es mdglich, dass ein (Teil-)Kdrper innerhalb eines Zeitinkrements
eine unzulassige vollstdndige Durchwanderung eines anderen (Teil-)Korpers vornimmt. Da auf-
grund der Kontaktsuche keine Beschrankung der Zeitschrittweite erfolgen soll, so muss eine sol-
che Durchwanderung vom Kontaktsuchalgorithmus bemerkt und verhindert werden konnen. Da
die Lage des Knotes jedoch zu beiden Zeitpunktépundt, , ; geometrisch zuldssig ist (es

liegt keine Penetration vor), kann dies nur durch einen Vergleich der beiden Konfigurationen er-
folgen. Dieser wird mit Hilfe von Geschichtsvariablen fir die orthogonale Projektion einer jeden
Ober—und Unterseite eines Slaveknotens angestellt. Fur die in Abb. 7.23 dargestellte Projektion
von sf zum Zeitpunkt, wird die Klaffungg, < 0 und die aktuelle Projektionsoberflache des
Elemente€gespeichert. Die orthogonale Projektion zum Zeitptinkt kann dann mit derjeni-

gen des letzten Zeitschrittgsverglichen werden. Projiziert Slaveknots§eur Zeitt, , ; 'von

der anderen Seite’ auf das gleiche Element, so liegt eine Durchwanderung vor. Durch Annahme
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einer positiven Klaffung,,, ; > 0, wie in Abb. 7.23 dargestellt, wird diese dann als Penetration
behandelt.

gu<o0
(kein Kontakt da |g° > [g“))

°<0
(Kontak)

Abb. 7.24: gleichzeitige Penetration der Schalenober— und Unterseite

Eine weitere Problematik, die aus der Schlankheit der Korper resultiert, ist in Abb. 7.24 veran-
schaulicht. Dringen von einem Slaveknoten sowohl dessen Ober— als auch dessen Unterseite in
ein Masterelemergein, so darf nur Kontakt zwischen den einander zugewandten Seiten der bei-
den Korper angesetzt werden.

Um diese Konfiguration richtig zu behandeln wird daher das jeweils%ond s* kontaktierte
Schalensegment verglichen. Kontaktieren sove8lals auchs! das gleiche Segment, so wird
Kontakt nur fur diejenige Seits® oders" angesetzt, deren Klaffung den groReren Betrag auf-
weist (In Abb. 7.24 ist dies®).

Neben den geschilderten Fallen existieren eine ganz Reihe weiterer geometrischer Konfiguratio-
nen, die fur die Kontaktentscheidung gesondert behandelt werden missen, aber nicht unbedingt
aus der Schlankheit der Korper resultieren. Fur weitere Ausfihrungen zur Kontaktsuche sei da-
her auf Laursen (2002) und Benson und Hallquist (1990) verwiesen.

7.10 Beispiele

7.10.1 Beulen eines axial gestauchten Kreiszylinders mit Selbstkontakt

Das Beispiel geht auf Versuche mit axial gestauchten Kreiszylindern von Esslinger und Geiger
(1975) zurlck. Es handelt sich um den in Abb. 7.25 dargestellten Zylinder aus M)fPardieIie

in einer dynamischen Simulation durch eine linear gesteigerte Verschiebungsvorgabe des oberen
Zylinderrandes zusammengedruckt wird. Der Zylinder ist an beiden Enden eingespannt, die
Dickenanderung der Schale an der Stelle der Einspannung ist jedoch nicht gehalten. Die Rech-
nung wurde mit 2100 bilinearen hybriden Schalenelementen durchgefuhrt.
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Abb. 7.25: Geometrie, Material und Belastung
Fur den Kontakt wurde die Reibung vernachlassigt, es wurde eine Augmented—-Lagrange—Regu-

larisierung eingesetzt, die mit drei Iterationen des Uzawa—Algorithmus (Kap. 7.8 und Anhang
A4.2) keine nennenswerten Uberlappungen des Korpers ergab.

Aufgrund des hochdynamischen Einspringens und Wechsels der Beulmoden war eine wieder-
holte Zeitschrittweitenanpassung notwendig. Abb. 7.26 zeigt Momentaufnahmen aus der De-
formationsgeschichte. Deutlich erkennbar ist der Wechsel zwischen unterschiedlichen Beulmo-
den und der Selbstkontakt der Beulen bei zunehmender Deformation. Die in Abb. 7.26 teilweise
erkennbaren scharfen Kanten in der Struktur sind auf die doch verhéltnismafig grobe Diskreti-
sierung zurtckzufiuhren.
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dp = 34.0 mm

dp = 78.0 mm
Abb. 7.26: Deformation und Selbstkontakt

7.10.2 Aufprall einer Kugel auf ein Kreiszylindersegment

Das zweite Beispiel zeigt den Aufprall einer Hohlkugel auf ein Kreiszylindersegment. Die Geo-
metrie, Randbedingungen und Belastung sind in Abb. 7.27 dargestellt, es wurde flir beide Korper
ein hyperelastisches Ogden—Materialgesetz (Ogden (1984), Holzapfel (2000)) verwendet. Die
Hohlkugel wird durch eine Flachenlaktauf ihrer gesamten Schalenmittelflache in Richtung

des Kreiszylindersegments beschleunigt. Zwei einander entgegengerichtete Flachéplasten
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—fyauf den beiden Kugelhélften verursachen eine Rotation der Kugel wAdiese im Ku-
gelschwerpunkt. Alle Lasten werden als kurzer Impuls vor dem Kontakt aufgebracht, die Bela-
stungsgeschichte ist in Abb. 7.27 angegeben. Das Zylindersegment ist entlang seiner nicht ge-
krimmten Rander iz—Richtung gehalten und in dery-Ebene verschieblich.

kompressibles Ogden Material
a, = 1.3 u, = 6.3-1071 N/mn?
a, =5.0 U, = 1.2:1073 N/mn?
az= —20 uz= —0.1-10"1 N/mn?
v = 0.49 0 = 5-107% kg/mn?

Belastung
[N/mn]
fy=4.0
fz= 28 t [S]
0.020.04

Kontakt:

Augmented- Lagrange— Regularisierung
mit 3 Iterationen des Uzawa Algorithmus
. 60° 1000 Reibungskoeffiziemt = 0.8

Abb. 7.27: Geometrie, Material und Belastung
Beim Auftreffen der Kugel verformt sich in erster Linie das 'weichere’ Zylindersegment. Abb.

7.28 zeigt Momentaufnahmen der Deformation. Das Zylindersegment 'schmiegt’ sich dabei an
die Kugel an und wird infolge der Reibung mit der aufgrund der L&stem diez—Achse rotie-

renden Kugel leicht um die-Achse verdreht. Die Augmented—-Lagrange—Regularisierung des
Kontakts mit 3 Iterationen des Uzawa—Algorithmus zur Bestimmung der Lagrange—Multiplika-
toren garantiert auch hier die hinreichend genaue Erfullung der Kontakt—Inpenetrabilitatsbedin-
gung, so dass es trotz der hohen Schlankheit von Kugel und Zylindersegment nicht zu unerlaub-
ten Durchdringungen der Kérperoberflachen kommt.

Die in Kap. 7.9 skizzierte Kontaktsuche ermittelte alle Kontakte trotz der grof3en Verschiebun-
gen und der unstrukturierten Diskretisierung der Kugel zuverlassig. Die die Gesamtstruktur um-
hillenden Suchsektoren des Bucket—Sort—Algorithmus aus Kap. 7.9.1 werden adaptiv der ak-
tuellen Geometrie des Problems angepasst, sobald die deformierte Struktur nicht mehr
vollstandig innerhalb der Sektoren liegt.
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t =0.141s t= 0.150s t=0.164s

Abb. 7.28: Momentaufnahmen der Deformation
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8 Zusammenfassung und Ausblick

Das im Rahmen dieser Arbeit entstandene Konzept zum Simulationsprogramm CCARAT ist
eine Umgebung zur Behandlung von volumen— und oberflachengekoppelten Mehrfeldproble-
men auf Parallelrechnern. Verteilte Datenstrukturen sowie parallele Algorithmen, wie beispiels-
weise parallele Loser fur lineare Gleichungssysteme, sind dabei in einem Gesamtkonzept auf der
Basis von Gebietszerlegungsmethoden integriert. Dieser 'grobgranulare’ Parallelisierungsan-
satz gewahrleistet die Anwendbarkeit des Programms auch auf Parallelrechnern mit verteiltem
Arbeitsspeicher.

Die im sequentiellen Vorgdngerprogramm CARAT vorhandenen Finite—Element—Implementie-
rungen fur diverse Typen von Struktur— und Fluid—Elementen sowie Methoden zur Pfadverfol-
gung, Zeitintegration und Fluid—Struktur—Interaktion wurden dann von der Forschergruppe am
Institut fur Baustatik in die neue parallele Umgebung tbersetzt.

Fur sehr grol3e Probleme und den Einsatz von Parallelrechnern eignen sich iterative Methoden
zur wiederholten Losung der resultierenden linearen Gleichungssysteme aufgrund ihrer Paral-
lelisierungseigenschaften, des Rechenaufwandes und der Speicherkosten besser als direkte Lo-
sungsmethoden.

Dabei stellt die in dieser Arbeit schwerpunktmalig betrachtete dreidimensionale 7—Parameter—
Schalenformulierung nach Buchter und Ramm (1992) besondere Herausforderungen in dem
Sinne, dass die resultierenden (effektiven) Steifigkeitsmatrizen sehr schlecht konditioniert sind.
Dies hat bekanntermaf3en Auswirkungen auf die Effizienz und Anwendbarkeit iterativer Loser.
Es wird gezeigt, dass die schlechte Konditionierung zum Teil eine Folge der Schlankheit von
Schalenstrukturen ist und daher unabhangig von der Wahl der Formulierung auftritt. Bei der er-
wahnten dreidimensionalen Schalenformulierung tritt infolge der (ansonsten sehr vorteilhaften)
Parametrisierung von Rotationen Uber Differenzverschiebungen und die Berlcksichtigung der
Dickenanderung in der Schalenkinematik eine zusatzliche Abhangigkeit der Konditionierung
von der Schlankheit auf, die diese drastisch weiter verschlechtert.

Durch die Einfuihrung eines Skalierungsfaktors fur die Schalendicke (Skalierter Direktor Ansatz
(SDCQ)) konnte diese zusatzliche schlechte Konditionierung der 7—Parameter—Schalenformulie-
rung gegenuber einer Formulierung mit Rotationsfreiheitsgraden und ohne Dickendnderung be-
hoben werden. Dabei ist diese Skalierung der Schalendicke neutraler Natur und nimmt auch bei
Anwendung von Zeitintegrationsverfahren, der Berucksichtigung gro3er Deformationen sowie
der Anwendung hybrider Elementformulierungen auf der Basis der EAS— und ANS—Methode
(Simo und Rifai (1990a), Bathe und Dvorkin (1985)) keinen Einfluss auf die Ergebnisse. Die
Skalierung fuhrt bei vernachlassigbar kleinen numerischen Kosten zu einem deutlich beschleu-
nigten Konvergenzverhalten bei der iterativen Losung der resultierenden Gleichungssysteme.
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Der Skalierungsfaktor des SDC—-Ansatzes ist im Rahmen dieser Arbeit fir die Gesamtstruktur
konstant gehalten. Um die Anwendbarkeit des Ansatzes auf Strukturen mit variierender Dicke
und/oder Diskretisierungen mit stark unterschiedlicher Netzdichte zu verbessern, ware es win-
schenswert, die Skalierung als raumlich veranderliche Feldgréf3e einzuftihren. Die Einbettung
des Skalierungsfaktors in die zugrundeliegende Schalenformulierung musste hierzu entspre-
chend angepasst werden.

Der Gedanke der Reparametrisierung des Verschiebungsfeldes lasst sich auch auf andere Arten
der Diskretisierung Ubertragen. Wie in Kap 5, Abb. 5.4 gezeigt, zeigen Diskretisierungen schlan-
ker Strukturen mit Kontinuumselementen die gleiche nachteilige Abhangigkeit der Konditionie-
rung von der Strukturschlankheit wie eine Schalenformulierung mit Differenzfreiheitsgraden.
Wird ein dinnwandiger Korper mit beispielsweise trilinearen Kontinuumselementen diskreti-
siert, so lasst sich anhand der Elementgeometrie die Schlankheit und damit die 'Dickenrichtung’
leicht feststellen. Uber eine rein algorithmische Modifikation der Knotenkoordinaten und damit
der Elementgeometrie kann das Verschiebungsfeld analog zum Vorgehen fir die 7-Parameter—
Schalenformulierung in Kap 5 reparametrisiert und somit auch in diesem Fall eine Verbesserung
der Konditionierung der resultierenden Gleichungssysteme erzielt werden

Die Anwendung des Skalierter—Direktor—Ansatzes allein genigt jedoch zur effizienten iterati-
ven Gleichungslésung von Schalenproblemen nicht. Er wird daher mit einer Multigrid—Vorkon-
ditionierung kombiniert, die speziell langwellige, niedrig—energetische Fehleranteile im L6-
sungsprozess eliminiert. Die hierzu angewendete Smoothed Aggregation Multigrid—Methode
(Vanek, Mandel und Brezina (1996), (1999) und (2001)) erlaubt die Konstruktion von Prolonga-
tionen und Restriktionen zwischen Leveln auf der Basis der Feinlevelsystemmatrix und der Fein-
leveldiskretisierung. Die aufwéndige Generierung von Grobdiskretisierungen kann dadurch ent-
fallen. Knotenblécke (mit bis zu sechs Schalenfreiheitsgraden) der Feinlevelsystemmatrix
werden zu disjunkten, sogenannten Aggregaten zusammengefasst, die wiederum auf dem
nachst—gréberen Level durch einen Knotenblock mit sechs Freiheitsgraden reprasentiert wer-
den. Die bendtigten Prolongationsmatrizen auf allen Leveln werden so konstruiert, dass ihr Bild-
bereich die (theoretischen) Starrkdrpermoden der Struktur und somit die problematischen nied-
rigst—energetischen Losungsanteile enthalt. Die Notwendigkeit einer zusatzlichen Glattung der
Prolongationen wird anschaulich an einem Modellproblem erlautert sowie der Effekt der Smoo-
thed Aggregation Multigrid—\Vorkonditionierung anhand von Schalenbeispielen demonstriert.
Wie in Kap. 6.7 bereits ausgefuhrt, ist die Erganzung des in dieser Arbeit dargestellten Ansatzes
um einige weitere Punkte winschenswert. Bei der Bildung der Aggregate ist die Berticksichtung
von Anisotropien infolge anisotropen Materialverhaltens und geometrisch nichtlinearer Effekte
(Beulen) empfehlenswert. Die Anwendung paralleler, knotenblockorientierter Glattungsalgo-
rithmen wie Mehrfarben—Block—Gauss—Seidel, die Variation der Uberlappungsbreiten der Ad-
ditiv—Schwarzschen Gebietszerlegung sowie das Zusammenfassen mehrerer Teilgebiete zu gro-
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Beren Einheiten auf den groberen Leveln bieten Potential zur weiteren Effizienzsteigerung.
Die (unaufwendige) Erweiterung der hier auf die 7—Parameter—Schalenformulierung be-
schrankten Ermittlung der Starrkérpermoden auf andere Diskretisierungsarten und Diskretisie-
rungen mit gemischten Elementtypen erweitert die Einsatzmdglichkeiten des hier gezeigten
Multilevel-Ansatzes. Mdglicher Gegenstand zukunftiger Forschung ist ferner die adaptive An-
passung der Multilevel-L6sung der linearen Gleichungssysteme aufgrund von Informationen,
die der Newton—lIteration des Gleichgewichts, der verwendeten Pfadverfolgung oder Zeitinte-
gration entnommen werden kénnen. Eine adaptive Wiederverwendung der Groblevel-System-
matrizen in aufeinanderfolgenden Losungen, die adaptive Qualitatsanpassung des Transfers
zwischen Leveln und der eingesetzten Glattungsalgorithmen und die Variation der Levelanzahl
sind hier denkbar. Eine Komination oder Erweiterung des Smoothed Aggregation Multigrid um
die in den Kapiteln 6.7.1 bis 6.7.3 kurz diskutierten Ansatze und Methoden sind weitere vielver-
sprechende Entwicklungsmaoglichkeiten.

Es wurde ferner eine Kontaktdiskretisierung fur die 7—Parameter—Schalenformulierung vorge-
stellt. Sie basiert auf einer kontinuumsmechanischen Kontaktformulierung fur grof3e Deforma-
tionen unter Beriicksichtigung von Reibung von Laursen (1992) und (2002), bei der eine Linea-
risierung der kinematischen Kontaktgréf3en im kontinuierlichen Rahmen gegeben wird, und die
daher fur eine Ubertragung auf diverse Arten von Diskretisierungen sehr geeignet ist. Lediglich
die Linearisierung der Reibkrafte muss zur Bestimmung der Reibsteifigkeiten nach Einfihrung
einer backward—Euler—Zeitintegration fur das verwendete Coulombsche Reibgesetz erfolgen.
Die in der Schalenkinematik enthaltene Dickenanderung ist dabei eine Notwendigkeit zur Dis-
kretisierung von Kontaktbedingungen fir die Schalenoberflachen. Die mittelflachenorientierte
Beschreibung der Schalengeometrie und —deformation erfordert die ebenfalls mittelflacheno-
rientierte Beschreibung der Kontaktkinematik fiir die Schalenoberflachen. Eine einfache M6g-
lichkeit der Realisierung des beliebigen Kontakts zwischen Schalenober— und Unterseiten mit-
tels einer Fallunterscheidungsmatrix und der Semidiskretisierung des Schalenkérpers in
Dickenrichtung wird dazu eingefiihrt. Die (restliche) rAumliche Diskretisierung erfolgt dann mit
einem Knoten—Segment—Ansatz mit bilinearer Interpolation der Kontaktoberflachen und einer
Knotenpunktintegration (nodal quadrature) der virtuellen Kontaktarbeit. Dieser Ansatz liefert
eine gute globale Lésung, ergibt jedoch aufgrund de€Rdkontinuierlichen Interpolation der
Kontaktflachen eine recht ungenaue Approximation der Kontaktpressungsverteilung in der
Kontaktfuge. Fur Anwendungen, bei denen der Glattheit der in Kontakt befindlichen Oberfla-
chen eine besondere Bedeutung zukommt (beispielsweise Walzprozesse oder einige Anwendun-
gen der Umformtechnik), ist eine Erweiterung auf édekontinuierliche Kontaktdiskretisie-

rung (Wriggers (2002)) empfehlenswert. Solch eine 'glatte’ Kontaktformulierung kann auch auf
der Basis von Mortar—-Methoden erfolgen, bei denen die geometrische Inpenetrabilitatsbedin-
gung in schwacher Form erfillt wird. Fir dreidimensionale Probleme bei Berlcksichtigung gro-
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Rer Deformationen ist dies Gegenstand aktueller Forschungen (McDevitt und Laursen (2000),
Puso und Laursen (2003)).

Fur die Kontaktsuchalgorithmen wird vorteilhaft von der Annahme der Schlankheit der betrach-
teten Korper und der mittelflachenorientierten Geometriebeschreibung der Momentankonfigu-
ration Gebrauch gemacht.

Die Suche nach allen auftretenden Kontakten ist in mehrere Phasen aufgegliedert, wobei zu-
nachst eine grobe Vorauswahl moglicher Kontaktpaarungen mittels eines Bucket—Sort—Algo-
rithmus nach Benson und Hallquist (1990) vorgenommen wird. In dieser Phase gentigt aufgrund
der Schlankheit der Korper die Betrachtung der Mittelflache anstatt der Oberflachen. Nachdem
so eine starke Einschrankung moglicher Kontaktpaarungen erzielt ist, folgt in der darauffolgen-
den feineren und aufwandigeren Suchphase der Ubergang auf die beiden Schalenoberflachen.
Die Ermittlung der Kontaktklaffungen und etwaigen unzulassigen Durchdringungen von Ober-
flachen muss somit nur fiir eine bereits stark eingeschréankte Anzahl an Mdglichkeiten vorge-
nommen werden. Hierzu wird eine orthogonale Projektion eines potentiell kontaktierenden
(Oberflachen—-)Knotens auf eine Schalenelementoberflache vorgenommen. Dabei ist die Ermitt-
lung des Projektionspunktes in den Lokalkoordinaten der Mittelflache des Schalenelementes er-
forderlich. Die Projektion fuhrt auf ein nichtlineares Gleichungssystem fiir die Lokalkoordina-
ten des Projektionspunktes, das mit einer Newton—Iteration und der hierzu ndétigen
Linearisierung der Orthogonalitatsbedingung der Projektion gelost wird.

Aus der Schlankheit der Korper resultieren jedoch auch problematische geometrische Konfi-
gurationen fur die Kontaktsuche, wie beispielsweise die Mdglichkeit der vollstandigen Durch-
wanderung eines Schalenkorpers durch einen anderen innerhalb eines Zeitinkrements. Soll aus
der Kontaktsuche keine zusatzliche Einschrankung der verwendeten Zeitschrittweite resultie-
ren, so kdnnen zur Detektion solcher Falle Geschichtsvariablen der Kontaktsuche eingefuhrt
werden, die einen Vergleich der Momentankonfiguration mit derjenigen des letzten Zeitschritts
erlauben. Mit diesem Vergleich lassen sich mit hoher Zuverlassigkeit Durchwanderungen und
einige weitere problematische Konfigurationen detektieren und richtig behandeln. Kontakt und
Selbstkontakt von Schalenoberflachen bei Berticksichtigung von Reibung wird abschlie3end an-
hand zweier Beispiele, bei denen schlanke Strukturen grof3e Deformationen erfahren, demon-
striert.
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Anhang

Al Direkte Losungsverfahren (LU-Faktorisierung)

Al.1 Vorwartseinsetzen

L € RN*NmitL; = 0 V i isteine untere Dreiecksmatrix. Man erhélt die Ldsﬁldgs Glei-
chungssystemsa = f durch:

(A.1)

Al.2 RuUckwartseinsetzen

U e RN*Nmit U; = 0 V i istein obere Dreiecksmatrix. Man erhélt die Losdntgs Glei-
chungssystemeld = d durch:

dN
d =17
N UNN
A.2
A N (A.2)
d =UL” d, — Z U; d i =N-1,N-2,...,1
j=i+1

Al1.3 LU-Faktorisierung nach Crout
Die Faktorisierung einer quadratischen Matii eine untere Dreiecksmatiixund eine obere
DreiecksmatrixU , so dass gilt

A=1LU (A.3)
erfolgt in zwei Schritten. Zunachst werden die Hauptdiagonalwerte

Li=1 i=1,.N (A.4)
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gesetzt. Die eigentliche Faktorisierung erfolgt dann spaltenweise:

For Spalte j= 1,...,N

i—-1
UiizAij_ZLik Ug » 1=12..]
k=1 (A5)

j—1
_1 S
Lj = U_H[Aij - kZlUik ij] , i=j+1j+2,...,N

wpbei firi,j =1 der Summenterm in den Ausdricken Null ergibt. Es gentigt den Algorithmus
fur zwei Spalten zu verfolgen, um festzustellen, dass alle bendtigten Terme auf der rechten Seite
zum Zeitpunkt ihrer Verwendung bereits existieren. Die LU—Faktorisierung findet auf dem
Speicherplatz vorh statt. Wertel; Uberschreibey; furi > j, WerteU;; iberschreibed; fur

I < . WerteL; werden nicht gespeichert.

A2  Einige iterative Lésungsverfahren fir lineare Gleichungssysteme

A2.1 Jacobi-lterationsverfahren

WahltmanM ~1 = D=1 = (diagl A )) ! so lautet die Jacobi—Iteration mit Iterationszékler
d“*1 = (I - DA)d+ D, (A.6)

beziehungsweise:

N

k+1 — 1 ¢ _ Ak Co_

d A_ii[fi _ZA” dj] , i=1,...N. (A7)
=1

jZi
Die Konvergenz ist nur garantiert, weArund (2D — A) positiv definit sind, dass heiBtstrikt
diagonal dominant ist.

A2.2 Gauss—Seidel-lterationsverfahren

WahltmarM ~1 = (D + L)_lmitD = diag A ) undL als strikt unteren Dreiecksanteil von
A, so lautet die lterationsvorschrift des Gauss—Seidel-Verfahrens

dl= (1 =D+ L) tA)d“+ (D + L)Y, (A.8)
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beziehungsweise:

i-1 N
dk+1 = Ai” f, — ;Au dtt — j=iZ+1Aij d| . i=1..N. (A.9)
Es handelt sich um ein sogenanntes Einzelschrittverfahren (Hackbusch (1993)): Die Berechnung
von di** hangt direkt von den bereits berechneten Wetfért , j = 1,...,i — 1 ab.

Werted}“rl , I =1,...,N konnen daher nicht ohne weiteres simultan berechnet werden. Das
Verfahren ist daher fur eine einfache Parallelisierung nur bedingt geeignet. Zuséatzlich ist
M~1=(D+ L)_lnicht symmetrisch, das Verfahren stellt somit keine symmetrische Vorkon-
ditionierung dar.

A2.3 Symmetrisches Gauss—Seidel-Iterationsverfahren

Das Gauss—Seidel-Iterationsverfahren kann symmetrisiert werden, indem man auf einen Durch-
gang der Gauss—Seidel-Iteration einen weiteren folgen lasst, bei der jedoch die Zeilen in umge-
kehrter Reihenfolge behandelt werden:

i—1 N
k+2 _ 1 |¢ _ kel ) -
G A [f' j;A” d > A dj] , i=1,...N,

j=i+1

(A.10)

i—1 N
d!‘+l=Ai”[fi—ZAij drt- > A dJ!H%] o= N
=1

j=i+1
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A2.4  Vorkonditioniertes konjugiertes Gradientenverfahren (CG—\Verfahren)

Die Iterationsvorschrift des parallelen CG—Verfahrens istin (A.11) zusammengefasst, die in die-
ser Arbeit mehrheitlich verwendete Implementierung nach Barrett et al. ist in Gl. (A.12) gege-
ben.M ist hierin eine symmetrische Vorkonditionierung.

Gegeben sed® , r9=f - Ad?, 2 =M"4%0, p0 =20,
Der lterationsschritt k lautet dann

o = P9I
< (P TAR
dk+1 — dk + W, pk
K+l = rk— o, Apk (A.11)

K+l — -1kl

_ (Zk+1)T Apk
P = (PYT Apk

k+1 _ k+1 k
Pt =" =B p

Gegeben sei eine Schatzudg r = f — Ad , sowie Vektorem,z q
und Skalarew, B, v, V2

Fur k =0,1,2,..

z=M"1r

y1 =1z

Wennk = 0

p=2z

Sonst
B = 71 (A.12)
Y2

| pP<z+pp
q = Ap

Y1

pTq
d<d+ wp
r<r — g

Prife y z'r < e

Yo =71
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A3  Basisvorkonditionierungsverfahren

A3.1 Skalierung des linearen Gleichungssystems

Existieren unter den Koeffizientely; der Matrix A gro3e betragsmafige Unterschiede, so ist

es sinnvoll, das Gleichungssystem vor der Lésung zu skalieren. Bei Schalenproblemen resultie-
ren solche Skalenunterschiede in der Systemmatrix aus der unterschiedlichen physikalischen
Bedeutung der Freiheitsgrade eines Knotens.

Eine Skalierung kann durch Multiplikation von links mit einer nicht—singularen Diagonalmatrix

D vorgenommen werden, so dass das skalierte Gleichungssystem die Form

DAd = Df (A.13)
annimmt. Es sed; , die Zeilei undA ,; die Spaltej von A. WerteD;; , i = 1,...,Nwerden
so gewahlt, dass die Zeilennormieh; ., |« , i = 1,...,Ndicht beieinander liegen. Die Sym-

metrie des Gleichungssystems geht bei dieser Zeilenskalierung (row scaling) jedoch verloren.
Muss die Symmetrie des Gleichungssystems erhalten bleiben (zum Beispiel wenn zur Glei-
chungslésung das CG—Verfahren verwendet werden soll), so kann eine Zeilen— und Spaltenska-
lierung (symmetric scaling) mittels zweier nicht—singularer DiagonalmatBzes D, = D
vorgenommen werden:

D,AD,d=D,f ; d=D,d. (A.14)

Nach Ferencz und Hughes (1998) ist fur die KoeffizienterDvbei strukturmechanischen Pro-
blemen eine gangige und gute Wahl:

Dy = A, i=1..N. (A.15)

Die (numerisch preiswerte) Skalierung sollte fiir Gleichungssysteme mit Unbekannten unter-
schiedlicher physikalischer Einheit auf jeden Fall durchgefihrt werden.
Fur eine detailliertere Abschatzung der Rundungsfehlerreduktion siehe Golub et al. (1986).

A3.2 Vorkonditionierung auf der Basis additiver Matrixzerlegung

Aus einer additiven Zerlegung = L + D + U der Koeffizientenmatrix in einen streng un-
teren und streng oberen Dreiecksarltaiind U sowie einen Diagonalantdil = diag(A) wur-

den in Kap. 4.3.3 Vorkonditionierungsmatrizen fir vorkonditionierte stationdre Richardson
Iterationen (Gl. (4.18)) gebildet.
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Hierbei ist
M;l=D"1= (diagA)) ', (A.16)

Mgds=(D+L) 'D(D+U)"", (A.17)

die Vorkonditionierung der Jacobi-Iteration beziehungsweise der symmetrischen Gauss—Sei-
del-lIteration, die als eigenstandige Iterationsverfahren in Anhang A2 aufgefuhrt sind. Fihrt man
eine solche Iteration nicht bis zur Erfillung eines Konvergenzkriteriums durch, sondern limitiert
die Anzahlp der Iterationen, so kann man diese Iterationsverfahren wiederum als Vorkonditio-
nierung fur das CG—Verfahren verwenden. Man spricht danpv8ohritt Jacobi—Vorkonditio-
nierung beziehungsweige-Schritt symmetrische Gauss—Seidel-Vorkonditionierung, die als
M7 (p) respektiveMS‘Glép) bezeichnet werden sollen. Die Vorkonditionierung Gl. (4.29) ist
dann:

z=M"Lpr . (A.18)
Exemplarisch lautet dig—-Schritt Jacobi—Vorkonditionierung:

Myip): 2= (I -DtA)Xt+D r , k=1..p ,2%=0. (Al9)
Fur p = 1 geht Gl. (A.19) in die Form Gl. (A.16) Uber.

Vorkonditionierungen auf der Basis additiver Zerlegung der Koeffizientenmatrix sind verhalt-
nismafig einfach umzusetzen, preiswert in der Anwendung und bendtigen sehr wenig Speicher-
platz. Die erzielte Konvergenzbeschleunigung ist jedoch eher gering, wie in Kap. 4.4.1 gezeigt
wird.

A3.3 Vorkonditionierung auf der Basis multiplikativer Matrixzerlegung

In Kap. 4.3.1 wird als direkte Gleichungsldsung die LU—-Faktorisierung erwéahnt, die eine multi-
plikative Zerlegung der Koeffizientenmatrix

A = LU , A nichtsinguléar (A.20)

vornimmt, worinL undU untere und obere Dreiecksmatrizen sind. Eine Vorkonditionierung auf
dieser Basis ermittelt Faktorénund U, welche Naherungen der vollstandigen Faktdremd

U darstellen. Diesanvollstandigel U-Faktorisierung wird als ILU-Zerlegung (vanclom-
plete LU bezeichnet. Die ILU-Vorkonditionierungsmatrix lautet:

Mid = (C0) = Uyt = At (A.21)

Die FaktorenL und U werden so bestimmt, dass sie Beschrankungen hinsichtlich einer Bele-
gungsstrukturs(l:), S(U) mit von Null verschiedenen Eintragen erfillen.
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Die Belegungstruktu einer Matrix A ist:
s(A)={(i,j)|Aij =0 ,i,] =1,...,N}. (A.22)

Die Vorgabe vor§(L) undU) begrenzt den erforderlichen Speicherplatz sowie die Anzahl der
Operationen bei der Anwendung der Vorkonditionierung Gl. (A.21) auf einen Vektor nach Gl.
(4.12) und (4.13).

Die Existenz einer unvollstadndigen Faktorisierung bei vorgegebener Belegungsstruktur ist im
allgemeinen nicht garantiértSie muss daher durch geeignete MaRnahmen stabilisiert werden.
Dies geschieht zum einen durch Pivotisierung aber auch durch Regularisierung (Barrett (2002),
Manteuffel (1980)).

Die Bandbreiteb, von A bleibt bei dewollstandigenFaktorisierung in den Matrixfaktoren

und U erhalten. Innerhalb dieser Bandbreite enthalten diese jedoch im Vergledchuzitzli-

che von Null verschiedene Eintrage, die als sogenafiliter bezeichnet werden.

Fur die Belegungsstruktur der Matrixfaktoren gilt demnach:

SL)ugU) > SA) . (A.23)

Fir die Restriktion der Belegungsstruk&t.), S(U) derunvollstéandigerFaktoren und die Be-
grenzung deéll-in gibt es (neben unzahligen Variationen) zwei Hauptstrategien, die als ILUT—
und als ILUp)—Faktorisierung bezeichnet werden (Axelsson (1994), Saad (1996)):

ILUT—Faktorisierung:

Beider ILUT—Faktorisierung (vomtomplete Lfactorization with Tireshold) werden Koeffi-
zienten der Matrixfaktoreh undU aufgrund ihres Betrages beibehalten oder zu Null gesetzt.
Es wird eine Schranke > 0 definiert, so dass Werlg; , U; mit

ILjl <e 5 Ujl<e ,ij=1,..N ,i=]j, (A.24)

wahrend der Faktorisierung vernachlassigt werdesullte vor einer solchen schrankenkontrol-
lierten unvollstandigen Faktorisierung skaliert werden (Anhang A3.1), da sonst die Wahl einer
geeigneten Schranke nicht moéglich ist. Fur die in dieser Arbeit betrachteten Gleichungssysteme
mit Unbekannten unterschiedlicher physikalischer Bedeutung ist die ILUT—Faktorisierung eher
nicht geeignet, da sie (trotz Skalierung des Gleichungssystems) systematisch die Eintrage ver-
nachlassigt, die physikalisch bedingt betragsmalfiig klein sind, wahrend Eintréage, die physika-

7. Die Existenz einer unvollstandigen Faktorisierung auf einer fir die Matrixfaktoren vorgegebenen
Belegungsstruktu§ (die die Diagonale enthalt) wurde von Meijering und van der Vorst (1977)
fir M—Matrizen bewiesen. Eine MatriX ist eine M—Matrix, wenrA nicht-singular undAy|
<0Vi=j.Diese Eigenschaft ist bei den in dieser Arbeit vorkommenden Systemmatrizen jedoch
nicht gegeben.
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lisch bedingt grol3 sind, bei der Faktorisierung bertcksichtigt werden. Die resultierende Vorkon-
ditionierung ist dann zwischen den einzelnen Freiheitsgraden von unausgewogener Qualitat.

ILU(p)—Faktorisierung:

Bei der ILU(p)—Faktorisierung werden strukturelle Vorgaben #l_f) und S(U) gemacht, die
unabhangig vom Betrag der Koeffizienten sind. Sie ist fir Gleichungssysteme mit Unbekannten
unterschiedlicher physikalischer Natur daher besser geeignet als die ILUT—Faktorisierung.

Bei der ILUQ)—-Faktorisierung ist

S<I:ILU(O)) US(UILU(O)) = SA), (A.25)

jeglicherfill-in auf3erhalb der Belegungstruktur vAmwird vernachlassigt. Die Belegungstruk-
tur des Produktes der beiden I\/Iatrixfaktol':%(o) undU,LU(O) istgrof3er als die Belegungstruk-
tur von A und dient als Vorgabe fir die ILU{-Faktorisierung:

S(I:ILU(l)) US(UILU(l)) = S(I:ILU(O) UILU(O)) > SA) . (A.26)
Allgemein ergibt sich fur die ILUf)—Zerlegung:
S<|:||_U(p+1))US<U|LU(p+1)) = S<EILU(p) lj||_U(p)> : (A.27)

Dieser Zusammenhang ist fpr= 0, 1, 2in Abb. A.1 schematisch veranschaulicht.

ILU(O0) : YLitu) U HYiue) = SA)

ILU(L) : S(I:lLU(l)) u S(UlLU(l)) = S(I:ILU(O) Lj|LU(o)) .

ILU(2) :#Eu_u(z)) U #UILU(?_)) = #E”-U(l) O”-U(l))

Abb. A.1: Belegungsstrukturen bei ILU(p), p<3 Faktorisierung (Darstellung schematisch)
Fur grol3ep geht die Belegungsstruktur der Matrixfaktoren in diejenige einer vollstandigen LU-

Faktorisierung uber. Fur eine Implementierung der fh)Uaktorisierung ist es nicht nétig, die
Belegungsstruktur aus der Rekursion Gl. (A.27) zu ermitteln. Fur gegebene Beglungd
festeg lasst sich(I:|LU(p)) undS(U|LU(p)) tber eine sogenannte Levelfunktion direkt bestim-
men (Saad (1996), Quarteroni et al. (2000)). Der Algorithmus demp)EBaktorisierung mit
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Levelfunktion nach Quarteroni et al. (2000) wird im folgenden naher erlautert:

Die FaktorenL und U Uberschreiben die MatribAN*N | Ferner sei fiir jedes Indexpaar
I,] = 1,...,N die Levelfunktionle(i, j) definiert.

Der Ausgangswert der Levelfunktionen sei

. 0 fur alle Ay = O oderi =j,
lev(i,j) =

(A.28)
© sonst
Die zeilenweise ILU§)—Faktorisierung ist dann:
Liizl |=1,,N
Fari = 2,...,N
Fiork=1,...,i—1
Wenn leV(i,k) < p
A
A, «— K
ik Akk
Firj=k+1,...,N
(A.29)

Aj < Ay = A Ay
Wenn A; = 0
| lev(ii) = min( lev(i,j) , lev(i, k) + lev(k,j) + 1)

Farj =1,...,N
Wenn levi,j) > p

Aij =O

Wahrend der Uberschreibenden Faktorisierung Gl. (A.29) wird die Levelfunktion eines Index-
paares uber

lev(i,j) = min( lev(i,j) , leui, k) + levk,j) + 1) (A.30)
aktualisiert. Sindhy undAy; von Null verschiedene Werte der urspriinglichen Matiiso ha-
ben sie den Levelfunktionswdew(i, k) = levk,j) = 0. Nach GlI. (A.30) wird einem von Null
verschiedenerfill-in—WertA; dann der Levelfunktionswelg\(i, j) = 1zugeordnet. Wertay;
mit lev(i,j) > pwerden nach vollstandiger Faktorisierung der ZealeNull angenommen. Der
Wert der Levelfunktioriew(i, j) eines Eintrages;; kann im Laufe der Faktorisierung nur abneh-
men. EintrageA; mit einem Levelfunktionswerew(i,j) = 0 (Nicht-Null Eintrage der ur-
springlichen MatrixA ) behalten diesen Wert wahrend des gesamten Faktorisierungsprozesses.

Anmerkung: Sowohl bei der ILUT- als auch der ILU(p)—Faktorisierung ist eine Aussage Uber die
Menge des bendotigten Speicherplatzes im voraus nicht moglich, so dass eine dynamische
Speicherverwaltung der diinnbesetzten Matrizen nétig ist. Bei der ILU(p)—Faktorisie-
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rung kann jedoch eine symbolische Faktorisierung nur unter Berticksichtigung der Le-
velfunktion durchgefihrt werden. Danach erfolgt die eigentliche Faktorisierung mit der
dann bekannten Belegungsstruktur und bekanntem Speicherbedarf der unvollstandigen
Matrixfaktoren.

Eine detailliertere Behandlung dieser und weiterer Arten unvollstandiger Faktorisierungen fir
symmetrische und unsymmetrische Koeffizientenmatrizen findet man bei Barrett et al. (2002),
Chow (1997), Quarteroni et al. (2000) und Saad ((1996).

A3.4 Sonstige Basisvorkonditionierungen

Neben den beschriebenen Vorkonditionierungen auf der Basis additiver und multiplikativer Zer-
legung der Koeffizientenmatrix gibt es eine Reihe weiterer Techniken, die aus Platzgriinden je-
doch nicht behandelt werden. Genannt werden sollen jedoch noch die Gruppe der sogenannten
Approximate—Inverse—\Vorkonditionierungen (Benzi (1993) und Benzi und Tuma (1999)), die
'Element—by—Element’—Vorkonditionierung von Ferencz und Hughes (1998) sowie die Gruppe
der sogenannten Polynom-Vorkonditionierungen, fur die auf Papadrakakis (1997) und Saad
(1996) verwiesen wird.
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A4 Kontakt fur die 7—Parameter Schalenformulierung

A4.1 Kontaktkrafte und —Steifigkeitsmatrizen

Die nachstehenden Vektoren und Matrizen beziehen sich auf eine Knoten—Segment-Diskretisie-
rung des Kontakts mit bilinearen, vierknotigen Schalenelementen der 7—Parameter Schalenfor-
mulierung, wie sie in Abb. 7.15 dargestellt ist. Die angegebenen Vektoren und Matrizen finden
sich groRRtenteils in abgewandelter Schreibweise auch in Laursen (2002) fur eine Diskretisierung
mit trilinearen Kontinuumselementen.

Die Kontaktgruppe besteht aus einem Slave—Knoten/Integrationspunkt und den vier Knoten des
Master—Segments. Die Knotenwerte der Verschiebungsgrof3en der Kontaktgruppe in Vektor-
form sind:

dl = VT WiIT V[12]T W[12]T V[22]T W[22]T V[32]T W[32]T V£12]T WEZ]T ’

odl =/ SVITOWIT SVAIT SWAT GV SwiIT SVAIT SWAT GVAT swidT| | (A.31)

T_i 11T 1T 2]T 2]T 2]T 21T 2]T 2]T 2]T 2]T
AdL = AVTTAWHT AVIEIT AWEIT AVEIT AWEIT AVEIT AWEIT AVEIT AWEIT)

Die Matrix @ beinhaltet die Fallunterscheidung nach Ober— und Unterseitenkontakt der Schale
auf der Slave— und Masterseite:

1 ~
93111 1
321 0 L 1
1 T+ 1 ]
0 = 0321 : 3 — 11 (A.32)
1 +1
0 9312] - .
i1 .
9312 932l = + 1
B . L + 1
Die vektorielle Darstellung voig undééa,a = 1,2 in Gl. (7.61) lautet:
i v i i 0 i i T, |
v 0 fa
cC — A c _— A c _— AL
N“= Ny | Ne= N @) v Te T N 7 (A.33)
7_N4(0) v | 7_N4.(1(0) v | 7_N4(0) fa7
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mit den Basisvektoren der Masterkontaktoberflache im Projektionsﬁunkt

7.(0) = a,(0) + 63%a, @)

und

Top = (faﬁ +9 Kaﬁ) = (faﬁ +gv- fa.ﬂ) ,

DS = Gogry 72dTs + NG —7afT5 + O\

c _ 1
D2_de(f)[

—7pq(TS + gNS) + 744(TS + gNg)] .

(A.34)

(A.35)

(A.36)

Fur die Steifigkeitsmatrizen des Normal— und Tangentialkontakts miussen einige weitere Hilfs-

vektoren definiert werden:
NG = N§ - (7.40) - v) D ,
Ng = Ng - (1_'2,1(0) * v> Di y

und

tpred

— Tn+1
TN
n+1

in ko— und kontravarianter Darstellung, sowie

. 0 -
0 0

—Ny40) 7, —Ny,5(0) v

Top = =Ny 7| Nap = =N 0) v

~N,4(0) 7 —N,,5(0) v

N 0) 7o =N, 0) v

Tar=Ta — (fl,z(o) ' fa) D3,
Toz = Tao = (72,1(0) ' fa) DI,
115 = 15 — (7, 40) - w7) DS,

115 = 15 — (7,,40) - w7) DS .
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|~ Ny, (6) 77

(A.37)
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(A.40)



Die Steifigkeitsmatrix des Normalkontakts, in GI. (7.62) ergibt sich dann zu:
K§ = tyy NONCT (A.41)
+ tog(FHINGNET + TRNSNGT + 72INNST + 722NGNGT)
+ to — DINST— DINST—N$DST— N§DST)
+tq v - (7, DSDST + 7,, DSDY) .
Die ReibsteifigkeitsmatriX$ setzt sich zusammen aus:
KS = (try7 1 + trgf 2KS + (g7 22 + tyy7 22K + KHaW/Glel (A.42)
Die einzelnen Anteile sind:
Kt = T§,DST + T§,DST + DSTS] + DSTS, (A.43)
- (r12" 7)(D§D5" + DEDS)
+ T$,DST + TS,DST + DSTS] + DSTS]
+ gINEDST + DENEE) — NNGT - NGN°T
- TEFTe, + 7127S) | — T2, + 7227, )
— (717G, + 72T TST — (72475, + 72275, TS,

K$ = T$,DST + TS,DST + DSTS] + DSTS), (A.44)
— (112~ 7,)(D§DST + DD
+ TS,DST + TS,DST + DSTS), + DSTSS
+ g(NS,DST + DINST) — NONST — NSNCT
- TS, + leTZZ) — TYTTS, + TZZTgZ)
— (178, + TUAT,TST — (724TS, + 72275, TS,

und mit den weiteren Abkirzungen

g7 = 9ﬁ+1 —0h . K1 =TT (A.45)
die Haft—Reibsteifigkeitsmatrix
KHaft — ¢71 DSDST + 71,(DSDST + DIDST) + 7,,D5DST (A.46)
+ K110F DSDYT + (Zchg% + ’Cng%)DngT

+ (207,93 + 107,04 )DSDST + xe,0% DSOS
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und die Gleit—Reibsteifigkeitsmatrix

K§®' = — ueyH(g)(r D + 77,D§NT (A-47)

eT/utN {
| tpred]|

(1 T ”Tl)(fll + KTlgT) w5 ”Tl(flz + 267,97 + KTlg%')] D$DS
+ (1 ”Tz)(flz + 207,9% + K719t ) ”%ﬂT T11 + 107 ] DSDE’
(1 7r1)(T1 + om0t + K120F) —WFry(T2p + K707 ] DIDST
_(1_7IT ”Tz)(fzz + KTZQT)_JT':IL' JTTz(le + 267,07 + KTZQT)] DSDS™}

1 crycT 1 crycT 2 crycT 2 crycT
— pty( ey DSHST + ko DSST + g DYST + i DSIST) .

Alle angegebenen GrofRen gehen von der Penalty—Regularisierung (Kap. 7.3.1) der Kuhn—Tuk-
ker Bedingungen des Normalkontakts sowie der Coulombschen Reibung aus.

A4.2

Schema der Augmented—Lagrange—Regularisierung im Rahmen der
Generalized-a Zeitintegration

Fur die Regularisierung mit der Methode der Augmented-Lagrange—Multiplikatoren im Rah-
men der Generalized—Zeitintegration lasst sich fur ein Zeitintervt), t,, | ;] folgendes drei-
teilige Schema anwenden:
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1. Schritt: Initialisierungsphase
Als Prediktor der Lagrange—Multiplikatoren werden die Werte des letzten Zeits-

chritts gewabhlt:

A1 =4nn o+ A 1 =Awgn . k=0. (A.48)

2. Schritt: L6sungsphase

Ldse fur die Versc:hiebungeziﬁJrl in derk-ten Augmentierungsiteration mit fest-
gehaltenen Multiplikatorevl Nn+ 1 und }“Tan+1 das dynamische Gleichgewicht

M1, + fbaog, + fraog ~ fif1oe = 0 (A49)
mit
Pr g = (1=ay) 1y + a f8 (A.50)



und f-_ , aus der Integration und Assemblierung der Kontaktkrafte, die sich aus
folgenden Beziehungen ergeben:

K _ [k K
tNn+1 = <’1Nn+1 + 6Ngn+1> ,

k

K _ 1k = Bk £ - Tan+1
Gant1 = j’Ta ne1l T €T Top (§ﬁ+1_§ﬁ) -7 < 1|’ (A.51)
3 .
(tk 7P7 tK )
Tpn+1 Tyn+1

q)(t'kran+1’tll§1n+1) <=0, =0, 7(p<t‘|?an+1’thn+1) =0.

Verwende hierzu die Kontaktsteifigkeitsmatrizen aus Anhang A4.1, in denen je-
doch der TermH(g) durchH(LY, + e\Q) ersetzt wird.

3. Schritt: Aktualisierungsphase
Aktualisierung die Lagrange—Multiplikatoren:

/’{k-f-l — tk

K+1  _ k
NN+ 1 Aans1 = Yansrr Kek+1. (A.52)

Nn+1 Tan+1

Wiederhole die Schritte 2 und 3 fiir eine fixe Anzahl an Iterationen (in numerischen
Versuchen hat sick < 3 als ausreichend herausgestellt) oder bis alle Klaffungen
g eine vorgegebene Toleranz unterschreiten.
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