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Einleditung

Die finite Elementmethode ("Finite element method", hier kurz
Elementmethode genannt), die urspringlich fir die Berechnungen
der Flugzeugkonstruktionen entwickelt wurde, hat in den letzten
Jahren fir die im Bauwesen auftretenden Schnittkraft-Berechnun=
gen-der Stab- und Fldchentragwerke Anwendung gefunden. Sie bie-
tet die Mdglichkeit einer allgemeinen Formulierung der Aufgabe
in Matrizenschreibweise. Die gleichzeitige Entwicklung der gros-
sen und schnellen Rechenmaschinen ermdglicht die Anwendung der
Elementmethode fir praktische Aufgaben.

Die vorliegende Arbeit untersucht die vorhandenen Methoden, die
sich in groBer Zahl im Schrifttum finden. Zum Uberblick werden
diese Methoden je nach der Grundannahme in drei Gruppen einge-
teilt und die sich dabei ergebenden Ungenauigkeiten besprochen.

Vorschlige zur Verfeinerung der Elementmethode werden gemacht.
Als Anwendungsbeispiel wird eine schiefwinklige Parallelogramm-
platte ausgewihlt, beil der die Berechnung der Schnittgréhen gros-
sere Schwierigkeiten bereitet als z.B. bei einer rechtwinkligen
Platte. Zunichst wird die Steifigkeitsmatrix eines Parallelo-
grammelements zur Herstellung einer Beziehung zwischen den Eck-
verschiebungen und den entsprechenden Eckkriften berechnet. Hier-
zu wird zunichst die konventionelle Methode (Methode I) angewandt,
ndmlich die Verwendung eines Polynomansatzes fir die Biegefliche
in schiefen Koordinaten. Die einzelnen Elemente werden dann zu-
sammengesetzt, wobei die Verschiebungs- und Gleichgewichtsbedin-
gungen nur an den Verknlpfungspunkten (Eckpunkten) genau erfillt
sind.

AnschlieBend werden die Ans#tze filr die Biegefliche eines Elements
50 ausgewdhlt, daB die vollsténdige geometrische Kontinuitit lings
der Rinder der Elemente beim Zusammenbau erfillt ist (Methode II).
Dazu werden die kubischen Hermiteschen Polynome nach Schaefer [13]
angewandt, die pro Elementecke U Verschiebungsgrtfen einschlief~
lich der Verwindung beinhalten. Diese Polynome bedingen demnach
16 Freiheitsgrade eines Elements, wihrend die urspriingliche Ele~
mentmethode entsprechend den 3 Kraftgrdfen an einem Knotenpunkt
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aur 12 Freiheitsgrade zul#ft. Die Anwendung des Prinzips von Mini=-
mum des Gesamtpotentials auf ein Einzelelement reduziert die Zahl
der Freiheitsgrade [14] auf 12 und fihrt zur Elementssteifigkeits~
matrix der Ordnung 12. Will man dagegen die 16 Freiheitsgrade be-
lassen, so hat man den Ritz-Prozef global auf die Gegamtplatte an-
guwenden und kommt damit zum Schaeferschen Verfahren der bereich-

weise angegebenen Ansatzfunktionen mit geometrischer Kontinuitit.
Dieses Verfahren hat formale Analogien zur Elementmethode [ 15]
und fihrt zu Matrizen der Ordnung 16, die als modifizierte Stei-
figkeitsmatrizen bezeichnet werden (Methode II).

Um die Genauigkeit dieser Methode II zu untersuchen, wurden die
Rechenprogramme in ALGOL 6o fiir die beiden Ldsungswege (Methode I-
und II) geschrieben und eine grofe Anzahl von Beispielen auf der
Reechenmaschine TR-4 der Universitit Stuttgart durchgerechnet,
Hierzu wurden die Beispiele in 3 Gruppen eingeteilt: eins, um

die Konvergenzfrage bei der Methode II zu studieren, eine zweite,
um die Methode I mit der Methode II zu vergleichen. Mit der drit-
ten Gruppe wurde schlieBlich die Genauigkeit der Methode II im
Vergleich zu den bekannten experimentellen [16, 19, 20, 21] Er-
gebnissen untersucht.

Ferner wurde eine punktgelagerte schiefwinklige Platte aus Alu-
minium auf modellstatischem Wege untersucht. Die Modellmessungen
wurden mit Hilfe des Autokollimationsfernrohrs und der MeBuhr
durchgefiihrt. Verschiebungen des Modells werden mit den Ergeb=-
nissen nach Methode II verglichen.
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1. Uberblick lUber die bekannten Elementmethoden
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Im letzten Jahrzehnt wurde eine groBe Anzahl von Arbeiten auf dem
Gebiet der Elementmethoden verdffentlicht. Das Interesse an den
Elementmethoden entspringt hauptsichlich dem Wunsch, mdglichst
allgemeine Berechnungsmethoden bei Verwendung von groken und
schnellen Rechenmaschinen zu entwickeln.

Zundchst werden die wichtigsten Arbeiten lber Plattenbiegung be-
sprochen., Es erscheint sinnvoll, die Entwicklung der Methoden
nicht in zeitlicher Folge darzustellen, sondern sie nach den zu-
grunde liegenden Prinzipien zu gliedern.

Der Grundgedanke der Elementmethode besteht darin, das kontinuier-
liche System in eine groke Anzahl von Elementen zu zerlegen und
den Spannungs- und Verschiebungszustand jedes Elements zu unter=
suchen. In diesem Zusammenhang ist erwinscht, die folgenden Be-
dingungen mdglichst gut zu erfilllen:

1. Die Biegefliche des idealisierten System soll die tatsichliche
Plattenbiegung annshern, und bei weiterer Verfeinerung des
Elementsystems soll Konvergenz eintreten.

2. Die Randverschiebungsgréfen (Durchsenkungen, Neigungswinkel)
der Elemente sollen stetig ineinander Ubergehen (geometrische
Vertriglichkeit).

3. Die Kontinuit#dt der Spannungen zwischen den Elementen soll vor-
handen sein.

4. Aus Grinden des Rechenaufwandes soll das idealisierte Systen
aus einer mdglichst kleinen Zahl von Elementen bestehen, und
es sollen wenige Grundtypen von Elementen verwendet werden.

Mit der Elementmethode ist es nicht m8glich, alle oben angegebenen
Forderungen zu erfiillen. Normalerweise kénnen die Vertriglichkeits-
bedingungen der Verschiebungsgrdfen an den Knotenpunkten leicht
erfillt werden. Hierzu wihlt man einen Polynomansatz fir die
Biegefléche eines Elements mit den Knotenverschiebungsgrdfen als
den unbekannten Parametern. Die Vertriglichkeit der Verschiebungs~
grofen léngs der Elementkanten wird hierbei nur teilweise erreicht.



- 19 =

Um Beziehungen zwischen den Eckverschiebungen und den entsprechen-
den Eckkriften zu ermitteln, kann man das Prinzip vom Minimum der
potentiellen Energie auf ein Element anwenden, wobei das innere
Potential in den Verzerrungen ausgedriickt wird, Damit sind die
Eckkrifte im Gleichgewicht mit den Randschnittgrdfen und der Be-
lastung.

Beim Zusammenbau der Elemente werden die unbekannten Knotenver-
schiebungen mit Hilfe der Gleichgewichts~ und Kontinuitdtsbedin-
gungen berechnet. Aus den Knotenverschiebungen sind die Verzerrun-
gen und schlieflich die Spannungen in jedem Element ermittelbar.
Dieg Verfahren liefert aber nicht die Spannungskontinuitit zwi-
schen den Elementen. Die Erfillung der Gleichgewichtsbedingungen
an den Knotenpunkten garantiert nur das Gleichgewlcht des Gesamb-
systems. Um die Spannungskontinuitit zwischen den Elementen zu
erreichen, kann man anstelle der Annahme einer Biegefliche von
den Polynomansitzen fir die Spannungen im Element ausgehen. Dazu
verwendet man das Prinzip vom Minimum der Komplimentidrenergie,
wobei das innere Potential des Elements in den Spannungsgrifen
ausgedrickt wird.

Um die Kontinuitdt sowohl der Spannungen als auch der Verschie~
bungen zwischen den Elementen zu erreichen, kann man das innere
Potential der Platte als die Summe der einzelnen Elementpotentia-
le, ausgedriickt in Verzerrungen, und der Arbeit der Elementrand-
schnittgréfen ausdriicken. Damit werden die Vertriglichkeitsbedin-~
gungen lings der Elementrinder nidherungsweise erfiullt. Hierbei
werden die Ans#tze flUr die Biegefliche und fir die Randschnitt-
grofen angenommen.

Anhand der hier erwihnten drei Berechnungswege zur Ermittlung der
Steifigkeitsmatrizen erkennt man, da® die bekannten Elementmetho-
den in die folgenden drei Gruppen gegliedert werden kdnnen:

1. Annahme der Biegefliche des Elements

2. Annahme der Elementrandschnittkrifte und Randverschiebungen

3. Annahme der Biegefliche und der Randschnittkrifte des
Plattenelements.
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Im Jahr 1956 wurde eine allgemeine Methode von Turner, Clough,
Martin und Topp [1] vorgeschlagen, die als Basis zur weiteren
Entwicklung diente. Hierin werden die Steifigkeitsmatrizen von
rechteckigen und dreieckigen Scheibenelementen hergeleitet. Der
Aufsatz zeigt einen fir die Rechenmaschine geelgneten Weg, die
Gesamtsteifigkeitsmatrix [EJ durch aufeinander folgende Addition
der einzelnen transformierten Steifigkeitsmatrizen der Elemente
zZu ermitteln. ’

- Nooopld i i
[£] =5 [e"1 (k] (el (1.1)
i=1
wobei N die Zahl der Plattenelemente ist.

Die Anwendung dieses Verfahrens auf die Plattenbiegung wurde von
Melosh [ 2], [ 3] und Zienkiewicz [ 4] kurz danach durchgefiihrt.
Hierzu wird fir die Biegefliche ein Polynomansatz verwendet,

und die Kontinuititsbedingungen der Verschiebungen werden an den
Knotenpunkten erfiillt. Der Polynomansatz in kartesischen Koordi~
naten fir das rechteckige Element mit Eckverschiebungen als den
Unbekannten nach Melosh lautet (Bild 1.1)

b

Bild 1.1: Rechteckiges Element
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2w = Xy {20x ¥ - X Y)Wy - b XX

(ug + Wy) = B XYL (w4 Wi)} + XY

{2 XYy - xpym) Wy + 4 mep(wé * W)

- bY ¥ (W - We)} + XY {2 Xy, -

Y X)Wy v B X X (W= wg)
R S ST w3)} + XY {2 (XY,

- XmYp) Wu -4 prm (WA - wu) +

WYY, ) (1.2)
worin

Xp = (2x + a)/a, X, = (2x - a)/a,

Yp = (2y + b)/p, Y, = (2y = b)/b

Der Polynomansatz flir die Biegefliche des rechteckigen Platten~
’ elements mit den unbekannten Konstanten {a} nach Zienkiewicsz
lautet

(Bild 1.1)

- 2 2
WoEoay b ayX +agy 4 ayx® +oagxy +oagy

3 2 2 3 3
| *agxT 4 agx’y + agxy® 4+ a,gy° + agxy

+ aizxy3 : (1.3)

Die unbekannten Konstanten {a} sind mit den Knotenverschiebungen
{W} durch eine Transformationsmatrix verknipft. Inzwischen wurde
von Argyris [ 5] eine neue M8glichkeit zur Ermittlung der Steifig-
keitsmatrix vorgeschlagen. Statt der Wahl eines Polynoms zur Be-
schreibung der Elementsverschiebung werden die sog. natilrlichen
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Verzerrungszustinde des Elements angenommen. Die resultierende
Durchbiegung eines schiefwinkligen Plattenelements, die aus den

12 unabhlngigen natilrlichen Verschiebungszustinden besteht, lau-
tet nach Superposition (Bild 1.2)

g
A S—
1
e~
Bild 1.2: Schiefwinkliges Element
I Y BT 92 1w2_z.21 . @ 2 4¥2)7 a 2 4.2
W= [a2-4tt] e 32 (60 -dy ]Méi [gﬁaz“'g”)]**é“[n(bbzl’ )]
+ 95 [71(02~4§2)(3b2-4n2) ] + %6 {§(b2~4n2)(§a2~4§2)]
16 ab? 16 ba’
, a7 [Eﬂ(az-«éiz)(3b2w4nz)]+ g | £ (b2- 4P} 3a? ~4E2) |
8 at b3 8 blas
1
*ag‘f';gf* Qp 7+ Ay "%* * 012“}'

(1.4)
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Ausgehend von den angenommenen Formen der Verschiebungen wird
zunidchst die sog. natilrliche Steifigkeitsmatrix und schlieflich
die Steifigkeitsmatrix eines Elements berechnet. Mit der allge-
meinen Formulierung lassen sich die Steifigkeitsmatrizen der
Elemente verschiedener Formen ermitteln. Ein &hnliches Verfah-
ren wurde von Ramstad [6] fir das schiefwinklige Element vor-
gelegt, in dem die Grundformen der Verschiebungen angenommen
werden. Der Ausdruck der Biegefliche nach Ramstad lautet (Bild
1.2) ‘

_oay 482-q? as n(log -a?)

W=7 [ a } t }

. S3 ’5(452-8)]“@:_4 [ En(4E% c?)]
2 L 1 L a?b

as [ 4m2-b2 ag E(zmz b?)

*Z L7®p } Y| }
[ n(4m2 -b2 L b?

C g [ e [2ER]

4agkn , Zapf , 291
ab a b

(1.5)

Herleitung der Steifigkeitsmatrix eines Plattenelements bei

Annahme einer Biegefléche

Es gibt zwel Verfahren,die Steifigkeitsmatrix herzuleiten. Im
folgenden wird {iber die Ermittlung der Steifigkeitsmatrix mit
Hilfe virtueller Verschiebungen berichtet. Die ausfihrliche Be-
handlung zur Ermittlung der Steifigkeitsmatrix nach dem
Castiglianoschen Satz findet sich in den Kapiteln 2 und 3, in
denen die Durchfilhrung am schiefwinkligen Element dargestellt
wird.

Bild 1.3 zeigt ein aus dem kontinuierlichen System herausge-
schnittenes finites Element mit den wirklichen Rand- und Fl&chen=
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lasten, Die Schnittkrifte an den Schnitten 1-2, 2~3 usw. des
Elements sind die Krdfte, die von benachbarten Elementen auf

PEEE

N mh
g,

Bild 1.3: Aus der Platte herausgeschnittenes
Element mit den wirklichen Rand-
und Flichenlasten

das Element 1-2-3~4 ausgelibt werden. Sie wirken also nun mit
der HuBeren Belastung als duBere Lasten am Element. Das Element
mit nur Ecklasten, die das Gleichgewicht mit den Lasten aus dem
Bild 1.3 herstellen, wird im Bild 1.4 gezeigt. Zu den Ecklasten
zugehbrige Eckverschiebungen des Elements werden in Bild 1.5
gezeligt.
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Q3
R{s) R(3)

R R(2)

1 2‘ $ ;‘E:"
‘\M”"| {\M"]

g 0 ¢ (2)
Mi) M2)

frem—— @ —

Bild 1.4: Plattenelement mit statisch Hquivalenten
fiktiven Eckkréften

Bild 1.5: Positive Richtungen der Verschiebungen
Perspektivische Darstellung
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Der Ansatz fir die Biegefliche lautet:

we=i{v (E,n)}T{a} . (1.6)

wobel {a} die Spaltenmatrix der unbekannten Konstanten ist.Durch Ein
setzen der Koordinaten der Eckpunkte in den Ansatz der Biegefliche
erhdlt man eine Verknilpfung zwischen { W} und {a} s

also {W}= [B]{a} (1.7)
und W = { ¥ (&,n) }T[ B}l { w} (1.8)

Die Krimmungen in kartesischen Koordinaten )Ck werden aus G1.(1.7)
ermittelt

X j=[r1ls]{a]}
=(21[s1[a] {w}, (1.9)

wobed,

Qr
B

O

=

L ey =

J

2y

axady

W

Der Index k bedeutet Darstellung in kartesischen Koordinaten.
Die Matrix[ 7] ermdglicht die Transformation zwischen kartesi~
schen und schiefwinkligen Koordinaten. Die Matrix [ S] verknipft
die Krlmmungen in schiefwinkligen Koordinaten und die unbekannten
Konstanten {a},

Mit dem Hookeschen Werkstoffgesetz erhilt man die Schnittmomente
naeh der Kirchhoffschen Theorie zu:

{m} = KfH]{X:'k} , (1.10)
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wobel
g = E0’ 5 und {m} = $§
12 (1~p%) Wiy
oder
(my= ®k[m)[rI[s)[BI*{w} (1.11)

Nach dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen wird eine beliebi-
ge virtuelle Eckverschiebung 6{W}) an beiden Elementen eingeleitet
und die virtuelle Arbeit verglichen. Daraus folgt:

T
s({w}) {r} = [a({%k}T){m} aa (1.12)
A

Die Arbeit der physikalisch eingeprigten HuBeren Last ¢ w%rd
nicht beriicksichtigt, weil q durch Elementecklasten (mgﬁ%ﬁiﬁi-)
ersetzt werden kann. Diese HuBeren Lasten werden erst beim Zu-
sammenbau erfapft und hierbei durch Einzelkrifte in den Knoten-
punkten ersetzt. Die Oberflichenkrifte g , die sich mit dem An-
satz w fir die Biegefliche aus KAA w = q ergeben, sofern w nicht
die homogene Plattengleichung erfiillt, haben Eckkrifte {ﬁ} zZur
Folge, die im Vektor {F} in Gl. (1.12) enthalten sind. Aus
Gl. (1.8) und (1.9) sind die virtuellen Verschiebungen und Krim-
mungen darstellbar alsg:

T -1
s )= {vem} [B] s (w})

und

-1
6 ({x, Y =[rilsllBl s ({w}) (1.13)

Durch Einsetzen von Gl. (1.13) in (1.12) ergibt sich:

T
s ( {u}) {r}

ader

[ ({W}T) f[Bm:lJT[S]T[ Tﬁ‘{m} da (1.14)
A

{r}- f[B”le[s]T[ T]T{m} dA (1.15)
A
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Durch Einsetzen von Gl. (1.11) in Gl. (1.15) erhilt man:
T T T
{r} = x{u} fEB““J [s) L) [E)TIs)B™'] an (1.16:
A

Die Elementsteifigkeitsmatrix wird also

. N T T _
Ced= 570 (s 1 e T L aapeasyre ] an (1

Die Untersuchungen iiber die mégliche Spannungskontinuitit zwischen
Elementen wurden von De Veubeke [ 7 ] eingeleitet. Er stellte den
Unterschied zwischen den Verfahren unter Berlcksichtigung der sog.
"Verschiebungsmodelle" und der Spannungsmodelle" dar. Pian {81
wendete dieses Prinzip zur Berechnung der Steifigkeitsmatrix eines
rechteckigen Scheibenelements an. Severn und Taylor [ 9] erweiter=~
ten das Verfahren auf die rechteckige Biegeplatte. Fir die an den
Réndern wirkenden Spannungen lauten die angenommenen Polynoman-
sltze

- 2 2

o, = (a1 toasx + agy + ayx® + agxy + agy ) 8z/h

g = (a, + agX+ a.y + a x° 4 a,.Xy + a y2) 8z/h

y 7 8 9 10 11 12
= ( 2 2y 8a/ 8

Txy = ‘a1} toagx o+ a5y *oagext o+ apqXy + asgy ) 8z/h (1.18)
- - L2

T,y © (a19 *aggx + aaly) (1-4 gz /h2)

T = (Bh, + anaX + a,,y) (1= zg/ 2)

Zy 22 23 24 h

Also wird {o} ={P] { a} angenommern, wobei {o} die Spaltenmatrix
der Spannungsgrdfen ist. AuBer der Annahme der Spannungsgrdfen
werden die Randverschiebungen {u} des Elements angenommen, z.B,
fir den Rand 1-2 des Elements (Bild 1.5)
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weiy (=368 v 280 v, 362 -2 8%) v Wy (-8 + 282 -8?)

v (£2 . g3
W (& )
Wi W

w _ 6 _ 2 "1l 2 - 2
;g—g(wl Wo) (E=€7) + —= (1-4E + 38%) + = (~28 + 3E8%)

Ww: W
ow . 4 - 2
Er i A T
also

{u} = (p]{w} (1.19)

Herleitung der Steifigkeitsmatrix eines Elements bei Annahme der

Spannungsgréfen und der Randverschiebungen

Das Gesamtpotential eines Elements ist

T =z U-W (1.20)

wobel U das Potential der inneren Krifte und W die potentielle
Energie der HuBeren Kridfte ist.

Durch Einsetzen der Beziehung zwischen den Spannungs- und Ver-
zerrungsgrofen (gemds { €} =[n7 { G}) erhilt man:

U= 1/2 f{o’}T[n]{«} aa (1.21)
A

Die Annahme flr die Spannungsgrdfen lautet:

{o}=1r] {a} (1.22)
Die Randschnittkrifte {s} kénnen in {a} ausgedrickt werden

{s}= [R] {a} (1.23)

Durch Einsetzen von Gl. (1.19), G1. (4.21) und Gl. (1.23) in
Gl. (1.20) ergibt sich das Gesamtpotential

- 1/2f{a}T[PJT[n][P]{a} aa
A T
-{a}(rR1 [ L] {W} (1.24)
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Die Minimalbedingungen filhren zu

{ff} {0} = (r) (ni(®) {a} -0 r1°C Llw (1.25)

Daraus folgt:
- T Z=1 T
{a} [[PJ tn]CPl] (R [L]{w} (1.26)

Durch Einsetzen von {a} in U folgt:

U = .% f {W}T [['RJ T[L]JT ((P]T[ n)[ijl([R]T[L]J{W} dA (1.27)
U ausgedriickt in {Wk } lautet:

U = K/2 f{%k}T[HJ {%k} aa (1.28)
A

Durch Einsetzen von G1. (1.10) und G1. (1.17) in GL. (1.28) folgt:

Uz% {w}T[kJ fu} (1.29)

Durch den Verglelch zwischen den Gl. (1.27) und Gl. (1.29) ergibt
sich die Steifigkeitsmatrix zu:

p r -1 '
[k] = Af [[R'_]T [L]]'D[[ij[nj[P]J [[RJE[LJJ aa (1.30)

Im Abschnitt 1.2.1 Gl. (1.8) werden die Biegeflichen der einzelnen
Elemente mit den Knotenverschiebungen als den unbekannten Parame-
tern angenommen,

we {o(gm ) el {w}
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Daraus folgt die Beziehung {F)} = [k] {W] , die fir jedes einzel-
ne Element gilt. Mit Hilfe der Gleichgewichts- und Knotenkonti-
nuititsbedingungen ergibt sich eine Beziehung zwischen den Knoten-
lasten und Knotenverschiebungen

(Fl = (k] (W}, (1.31)

die sich ilber die gesamte Platte erstreckt und zu einem linearen
Gleichungssystem fihrt. Dies kann man auch nach dem Ritzschen
Verfahren formulieren. Bei dem Ublichen Ritz~Prozef erstrecken
sich die Ansatzfunktionen, im Gegensatz zur Elementmethode, Uber
den Bereich der ganzen Platte. R.E. Jones [10] verwendete beim
Ritzschen Verfahren Ansatzfunktionen, die sich nur {iber den Be-
reich der einzelnen Elemente erstrecken. Er gab eine allgemei-

ne Formulierung des Potentials der Platte analog zur Element-
methode an. Sein hier gekiirzt wiedergegebenees Funktional lautet:

N .
T = 2:1 u' . fa(wl-wu)ds ¢fB(w‘I—w'lI) ds + {?}T{W}
= 5

(1.32)
ot
Kante zwischen den Elementen, (wI~— WII),(W'I - w'II) ist die
Differenz der Verschiebungen bzw. der Querneigungen lings des

ist das Potential der inneren Krifte des Elements i, s ist die

Randes s zwischen den Elementen I und I1I,
¢, B sind die Kraftgrdhen entsprechend den Verschiebungen.

Das zweite und das dritte Glied in G1. (1.32) liefern die erfor-
derliche Xontinuitdt zwischen den Elementen. Dieses Verfahren
wurde von Herrmann [12] weiter entwickelt. Ausgehend von der
Reissnerschen Variationsgleichung {11],in der die Momente m s
m, m

y Xy
variiert werden, hat Herrmann flir den Fall der reinen Platten-

, die Schubkrifte Qx’ Qy und Verschiebungen u, v, w

biegung eine vereinfachte Variationsgleichung angegeben. Fiir die
variierten Funktionen m my, mxy und w werden Ritzansidtze im
betrachteten Plattenbereich eingefithrt. Das Variationsprinzip

liefert ein lineares Gleichungssystem fiUr die Ritzkonstanten.
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Dies fiuhrt zur Anwendung der Hermiteschen Polynome, die sich iiber
den Elementbereich erstrecken (siehe auch [13]) Da die Kontinui-
tdt zwischen den Elementen dann villig erfillt wird, reduziert
sich die G1. (1.32) zu:

N, T
o= szl + {F}{#} (1.33)
=1

Durch die Variation von T fihrt die GI. (1.32) zur Beziehung
{F} :(:E]{ W} wie bei der G1l. (1.3%1). Die Herleitung der modi-
fizierten Steifigkeitsmatrizen unter Verwendung von Hermiteschen
Polynomen wird im 2. und 3. Kapitel ausfilhrlich angegeben.
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2, Finite Elemente nach Methode 1% und Methode 1I*

Aus den im letzten Kapitel erwihnten drei Verfahren wird das
erste, nidmlich die Annahme der Blegefliche, gewidhlt, um dieses
weiter zu verfeinern. Das Elementsystem wird so idealisiert, das
die gewidhlte Biegefl#che eine gute Annidherung der tatséchlichen
Plattenbiegefliche darstellt, sowie daf die geometrischen Kon-
tinuitdtsbedingungen lings des ganzen Randes erfiillt werden.
Hierzu widhlt man eine Ansatzfunktion fir die Biegefl#che eines
Elements. Bei den Verfahren der ersten und zweiten Gruppe wird
die Kontinuitidt der Verschiebungen hauptsichlich nur an den Ver-
knipfungspunkten erfillt (Methode I). Im folgenden wird eine LO-
sung angestrebt, bei der die vollstindige Kontinuitdt der Ver-
schiebungen und der Neigungen lings der Rinder erfillt wird
(Methode II).

Um einen Vergleich zwischen den beiden Methoden machen zu kbnnen,
werden die beiden L&sungen ausfiihrlich angegeben.

e em e oo S o o K o i 5 o 0 o 4 150 S8 A D o S e i o s S i ek A e o 2 v e e e s € o e > 23 S i e e S0 S e Ak 0 26 0 8

ot o s Gr0 033 S e 45 e 3 oy 0 i e S e i e e e e o s £ i S S

Es wird ein Polynomansatz in £ und n mit 12 Termen in schiefwink-
ligen Koordinaten fir die Biegefliche des Elements gewdhlt. Die
Anzahl der unabhingigen Verschiebungsgrtfen an jeder Ecke des
Elements ist 3, ndmlich W, W' und W*'. Zur Vereinfachung werden
dimensionslose Koordinaten £/a und n/b benutzt (siehe Bild

1.4 und 1.5).

= aq £ g2 n3 12 g3 g3 2
W—Cl1~a—3~+02—-'2—+03—b“3‘+04“b7+0 + Qg aba"‘a']%zg

g1? £ 1 4
+C18‘—CI-5'§-+09 EE+G]OE—+GI1.E+G12

oder w= {¢(£,1)]) {a] (2.1)

+) Die BElementmethode bei der nur die Kontinuitidt der Verschie-
bungen nicht aber die Kontinuitédt der Querneigungen lings der

Rinder erfiillt ist, wird abkilrzend als Methode I bezeichnet. Die

Die Elementmethode bei der die Kontinuitit der Verschiebungen
und der Querneigungen lings der Rénder erfiillt ist, wird als

Methode II bezeichnet.
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Die Beziehungen zwischen den schiefwinkligen und kartesischen
Koordinaten nach Bild 1.4 lauten:

€ = x-ycotd
1 = Ysing
also
ﬁiL = Jﬁ&.
9x2 9g2
(2.2)
2
Sw o 2y B
dy2 T Ot %3 e aga71 i% 82
und

dx 9y

_agAL [ R— Cot(b gggﬂé + m_l_.. __agﬁl_.

- $iN® By dy

G1l. (2.2) in Matrizenschreibweise lautet

{nk} = [ﬁ] {”s} ’ (2.3)

wobei
Ay A
032 ag?
) 2
= X =
{Kk} 6)’2 ? {MS} 81|2
ﬁ%u Jiﬂm
oxdy g
F i o] 0]
und [T] = | cot?¢ + ——1—2— ~2c0te
sin‘e sing
~coto 0+ si1r1¢
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Die zweiten Ableitungen von w = { g (&,n) }T {a} nach £ und n
sind die Krlimmungen in den schiefen Koordinaten, die in Gl. (2.4)
in Matrizenschreibweise angegeben sind:

{ xg}=[51{a}

Aus Gl. (2.4) und (2.3) erhilt man die Krimmungen in kartesischen
Koordinaten, die in Matrigzenschreibweise in Gl. (2.5) angegeben
sind:

{ "} =171081{a}

Aus dem Hookeschen Werkstoffgesetz und den Kirchhoffschen Annahmen
erhdlt man die Schnittmomente zu:

m = =X .?_2_!’. + W Ei"l
* 0x° 8y°
X ye.
m,o = =K EEE QEE
¥ ay2 U2
2
= -k (1-w 237w
xy %5V
oder {m}: - K[HJ{XKj (2.6)
wobei m, 1w 0
{m}= m, und [H] = ¥ 1 o

mxy o o (1-u)
Mit GL. (1.28) lautet das Potential U der inneren Krifte eines
Plattenelements, ausgedriickt in den Krilmmungen { xk}

U o= gfﬂ?@k}T[ B} ox

Nun wird U in schiefwinklige Koordinaten transformiert. Daraus
folgt:

l."0-
U = 7 sin Q’f[{a}T[SJTETJT[HJ{TMs]{a} dean

(2.9)
Die Matrizen [S1T (T1T(H] und £ S1TrTItCHTs]

= [C] werden auf der Seite 37 und 38 angegeben.
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I (684 6 c2E)
a

a%—(ﬁpszg+6c2§ )

.61‘.3_[-12(1-u)sc§]

517(252 +2pc?)
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a‘.z.[»l.(l—u)SC]

6

6y i
B3 By 0
+21 + 2 0
B Yyl
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a3b

1 2
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1 2
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Nach der Integration jedes Elements der Matrix [ C] erhdlt man eine
Matrix, die auf der Seite Y40 angegeben ist.

purch Einsetzen der Koordinaten der Eckpunkte in G1l. (2.1) und in
die Ableitungen ( a %? und b %ﬁ) der Gl. (2.1) erhdlt man die Eck=
verschiebungen als Funktionen der unbekannten Konstanten {a}_

Also {w} = [B1{a} (2.10)

Matrix [B] wird in G1. (2.11) angegeben.
Durch Einsetzen von Gl. (2.11) in Gl. (2.9) erh#dlt man

. K T o=1oT -1,
v —'Zngab[{WHB 1 f[Leis J{W}] (2.12)
Durch Einsetzen von [B“1]T-U[CJ.[ 7Y = (k)
in Gl. (2.12) erhdlt man

U { w}T[kJ{w} (2.13)

= X
25220
Matrizenmultiplikationen CBni]?ff[C]{B-lj
werden mit Hilfe der Rechenmaschine durchgefihrt (siehe Anhang A:
Programm zur Berechnung der Matrix [ k] eines Parallelogrammele-
ments nach Methode I).

o o e e L e e i i o a2 e i i e s i e B W S S D

Im vorigen Abschnitt wurde ein Polynomansatz in & und n fir die
Biegefliiche eines Plattenelements verwendet. Die dabei entstehen~
de geometrische Kontinuit#dt zwischen den Elementen wird nun unter-
sucht.

Bild 2.1 zeigt einen Zusammenbau von 4 Elementen mit ihren eigenen
Koordinatensystemen,
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Bild 2.1 : Zusammenbau von U4 Elementen mit
lokalen Koordinatensystemen

Fir das Element I nehmen wir den Polynomansatz fiir die Biege-
fldche nach Gl. (2.1) an. Der Verlauf der Durchsenkung des Ran-
des U~5 wird also

- 3
oder w = A1 £ + A, & + A3 £+ Au (2.16
Die erste Ableitung nach £ liefert

w'=3A1£2+2A2£+A (2.17

3

Nun betrachten wir das Element III und den Rand §-5 mit den
Achsen n1£2



_q-)l_

Der Polynomansatz fir die Biegefliche lautet:

3 2 3 2
web, 5= 4+ b, & o+ b, A o+ b, N
1 a} 2 a2 3 b} y b2
3 3 2
+ by £3n + b £n3 + b, Ezn
a“’b ab a’b
+ b 5«-"—2-+ b, & 4+ p, L o+ p,, =
8 2 9 ab 10 b i1 a
ab
+ by, (2.18)
purchsenkung des Randes 4-5 wird also
3 2
=p &7 & L.
W b1“3 t by 2 o+ byy 2+ Dby,
a a
oder =B, E°+ B, E° + B, E+ B (2.19)
1 2 3 ! ¢
Die erste Ableitung nach & liefert:
2
¥ =
W 3 816 + 2 82 £ + B3 (2.20)

Um die 4 Unbekannten Ay
schiebungsgréfen am Ende des Randes 4-5.

""‘AM zu bestimmen, braucht man 4 Ver-

Die 4 Eckverschiebungen Wys W'u, W5 und W'5 sind vorhanden und
also k¥nnen die Unbekannten A1""'Au in Wu.....Wé ausgedrilckt
werden.

Die gleichen Uberlegungen gelten fir den Rand 4-5 des Elements
III. Da die Eckverschiebungen und ihre Ableitungen Wu, Wﬂ, w5,
Wé fiir die beiden benachbarten Elemente gleich sind, ist der
Ubergang der Durchbiegung und der Neigung in Richtung & des Ran-
des U~5 stetig.

Die Ableitung der Gl. (2.16) nach n fir den Rand 4-~5 des Ele~
ments I lautet:
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ow . 3a3 2a) ais 8¢
TR % W 85 e e 4 + —
an [} b adp a
2 a.& a
g 9 10
tag ;5 * 2ag é% e oty
oder = ¢ £3 + ¢ 62 + ¢, £+ ¢ (2.21)
1 2 3 4 :

Um die vier unbekannten Konstanten zu bestimmen, braucht man wie~
der vier Eckverschiebungen. Da nur zwei Neigungen WA und Wé an den
Enden des Randes 4-5 vorhanden sind, verliuft die Querneigung zwi~

schen zwei Elementen nicht stetig.

Die verschiedenen Mdglichkeiten zur Erzielung der vollen geometri-
schen Kontinuitit, nimlich die Kontinuitit der Verschiebungen und
Neigungen zwischen den Elementen, werden im folgenden diskutiert.

Annahme eines linearen Verlaufs der Querneigung:

Vier Verschiebungsgrdfen sind fiir die Enden 4 und 5 des Randes
4-5 bekannt. Also kann man geméB Gl. (2.16) einen Polynomsatz mit
vier unbekannten Konstanten fir den Rand annehmen:

3 2
+ oAy 5 4 A3 £+ Ay (2.22)

Weil nur zwei Randbedingungen in der Querrichtung bekannt sind,
kann man eine lineare Funktion mit zwei unbekannten Konstanten
annehmen, also

W' o= A5 £+ Ag (2.23)

Nach Einsetzen der Eckverschiebungen in Gl. (2.22) und Gl. (2.23)
ergibt sich
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woswy (1388280 v w362 -2 89

vawp g+ 26 -6 4 aw (67 - Y
whos 2 Gy s owg) (B -85+ wp (1= bg 3 Ed)

+wl (=26 + 389
w' o= Wi (1 - &) + wé 13 (2.24)

Es kdnnen vier Ans#tze in der Art von Gl. (2.24) fir alle vier
Rénder hergeleitet werden. Solche Formen der Randverschiebungen
wurden von Severn und Taylor[‘9] angewandt. Jedoch ist 3%;%
mit dieser Behandlung nicht eindeutig ermittelbar, weil keine
einzelne Funktion flir die gesamte Biegefliche des Elements be-

schrieben werden Kann.

Die Gleichung (2.21) lautet:
38 Cy

Setzt man auler den zwel vorhandenen Bedingungen fir die Quer-
neigungen auch W' 'qbagan an den Ecken gleich null, dann
kann die Vertriglichkeit der w, w' und w' erfiillt werden, je-
doch ergibt sich damit eine Ungenauigkeit wegen der Voraussetzung

'e

w)
Diese Uberlegungen fihren schlieBlich zur Beriicksichtigung von
W'® als einer unabhingigen Variablen neben W, W' und W°. Es ist
dann mdglich, einen Ansatz mit 16 hermiteschen Polynomen fiir die
Biegefléche eines Parallelogrammelements zu finden, der dem An=-
satz entspricht, den Schaefer (13] fir ein Rechteckelement im
Zusammenhang mit der L®sung des Randwertproblems unter Verwendung
des Ritzschen Verfahrens angegeben hat.

Durch die Verwendung der hermiteschen Polynome héherer Ordnung
kann auch die Kontinuitdt der Kriimmungen (w", w’') gesichert
werden. Jedoch vergréRert sich der Rechenaufwand dadurch erheblich.
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Der Ansatz flUr die Biegefliche mit 16 hermiteschen Polynomen

lautet: A
1 . 3 i I Je
W Wl Wy 3 W3, W3,W3, Wy

2 B S I o 1y
RVANCS —2(~§~)+(~0-)] 2 = 3

@Y - 260 F e

3 2 ]
(572 ()
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Abklirzend lautet dieser Ansatz

i=
oder in Matrizenschreibweise

w o= {te atn) (]

~2 &7 43y

RECGURE LS

2@+ 3k }
L

<1L> §) ]
3 2
5 - <—{1;)

(2.25)
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wobel die Spaltenmatrix der Eckverschiebungen {w*} lautet:
Wy

1
awj

bw1

«}_ |abw!®
befe i

abwh‘

Aus Gl. (2.25) erkennt man, dal

r 3 2 7]

fe) = HE) - fe) = e = 208 - 3R

I TN

e =4© =G0 =fge) = | G -2+ |
M 2

f(€) = £(g) = fg(g) =, (€) = - 2(%)3+ 3 (%—) |

¥ §_3 E~2 7

fe(g) = fs(g) = f1o(g) = f12(§) = (Cl) - ("G) |

(1) = o) =Gl =aeln) = | 2P-3@Ret |

9y (p) = goln) =dgim) =Ggln) = b 5 i

- )

a3n) = 9,00 = 9y =gg) = | Y- 2 e () |

() = Gm) = G2 (M) =gy, (1) = “—z<~3~>3+3<ﬂ—>2ﬂ

9gn) = Ggn) =Gyt =Gyl = b b’

PIRS BE S R

i) = Gpln) = gyeln) = Gggln) = | (5 5 |

Die 16 Polynome in & und n kommen also nur in 4 verschiedenen ¥
men vor,
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Die durch Verwendung dieses Ansatzes entstehende geometrische Kon-
tinuitdt zwischen den Elementen wird fir das Beispiel nach Bild
2,1 geprift. Der Verlauf der Durchbiegung des Randes k-5 fir das
Element I lautet nach der Gl. (2.25):

i

wo= Wo fglE) + Wi fig(E) + W, fa(E)+ W, §,(E)

We fie (E) + W f(E) + W, £, (E) + W, F,(E)

(2.26)
Aus Gl. (2.26) ergibt sich w' zu:
L W WL L () WLEL(E) e W, (E) + W) L (E)
W“'a"'g““ssg*seg*“z.x W T
(2.27)

Der Verlauf der Querneigung am Rand 4~5 lautet aus Gl. (2.25)

=
]
I
n

[ W5 (B )+ WE £i2(E) + W, fi5(E)+ W, 1(E) ] T/

[Wefs(8)+ WEEG(E) + W, £, (8)+ W, £,(8) ] /b
: (2.28)

Die Ausdriicke der Verschiebungsgrdfen fir den Rand 4-5 des Ele-
ments III sind:

S W, £ (E) e W, f Wqfs(E) Wefg(E)
w L FCE) + W £ (8) + Wofo(E) Wefg(E (2.29)

W= W, £ (E)+ W, F5(E)+ Wy (E)+ W, fg(E) 2509
W= [ Wity (B)+ Wi, (E)+ Wit (B)+ Wei(8)] b

= [ W F(E) + WiE (E)+ Wik (£)+ WEt.(E)] Vb
[Wf (B) + Wi, (E)+ Wifg () Wi f(E) ] (2.31)
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Die rechten Seiten der Gl. (2.26) und Gl. (2.29) sind identisch.
Die Verschiebung w lings der Kante zwischen den Elementen I und
III ist also stetig. Analog bemerkt man aus Gl. (2.27 und 2.30)
und Gl. (2.28 und 2.31), daB w' und w’ zwischen den Elementen I
und III stetig sind.

Die Annahme der Biegefliche lautet:
(GL. 2.25)

we {r@) s}

Die Herleitung des Potentials U vereinfacht sich, weil keine
Transformationsmatrix [B] wie in Gl. (2.11) in der Berechnung
vorkommt. Die Biegefliche wird direkt in den Eckverschiebungen
und ihren Ableitungen ausgedriickt und damit sind die Elemente
der Matrix [k+] einfacher ermittelbar.

Wie bel der Methode I werden die Verzerrungsgrdfen in schiefen
Koordinaten und dann in kartesischen Koordinaten (Gl. (2.32) und
(2.33)) ausgedrilckt.

Also {%}=[s"] {wt}
und Xk}=[T][s*]{w+}

Analog Gl. (2.12) schreibt man

ve = [ e v
ba.
wobeif/[c*J /[[s*JT[TJT[HJ[T][s*] d&dn

Qo
Die Matrizen [S*] und [T]fS+] sind in G1l. (2.32) und (2.33) an-
gegeben.
Die Matrizenmuliiplikation [S+)T [T]T [H] erfolgt wie bei der
Methode I. Sie wird auf Seite 52 angegeben.

Die bei der Methode I verwendeten Bezeichnungen werden in der
Methode II mit + bezeichnet.
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pus den Matrizen [s*] T[Tj* [H] und [T[s*] ergibt sich ein Ele-
ment C+ik der Matrix EC+J. ct wird in @l. (2.34) angegeben.

ik
b a
+ = K " i
¢kt abs? // {[fi () £ (©) g5 () gy (n>]
o o
Phy | T 1 ©) g () g ()]

-2c f; (&) £y (&) g; (n) g (n)}
"y [0 5 (©) g g, ()]

;) g, (n)]
e a8 ®) 1) g () gy (n?J

£5 () £ (0) g5 (n) gt ()]

£, (&) £ (8) g5 (n) 8 (n)]

[
[
[
[
[
|
[

. (&) £, (&) g; (n) By (n)] } d&dn

Hierbei ist


ibbaf
Textfeld


-~ 5l .

Nach Umordnung 148t sich C;k, wie folgt, ausdricken:

Cj = g‘t’,‘('gé“ {Pik}T [01{a,} (2.35)

Hierbei sind

(1000000070
O-2¢c « & . ot
O'-v+A1 e
O~ =20 1t
O - for om0
0 S
0 m2C
0 )
Offi(g) f(E) deg fg'i‘(v]) gln) dy
jfi'(é) flg) dg jg}ﬁ)) gi(m dy
gqfi”(g) fk(g)dg jygi(n) g"'((.ﬂ)d-n
Ob
gfﬁ(g) fil(g) dg ggg#n) gln) d
Pl ff-’( ) f(g)d (1) g(y)d
EPACR o, - | Lo s
o/gf#z) fk(g)dg ’ fgm) gl ) d
0
dfﬁ(é) filg)dg JFQRn) gln)dy
6]
O/Gf{%) filg)de jggm g (n) dn
quf{'(g) flpdg f@i(w g 1) doq
O

In {p; .} und {Q;,, } nehmen i und x die Werte 1 bis 16 an.

Also sind 256 Spaltenmatrizen von{ P} oder { Q } zu berechnen.

Die 16 Funktionen £;(E) und 9; (n) kommen aber nur in 4 ver-
schiedenen Formen vor. Dies folgt aus der Eigenschaft der hermi-
teschen Polynome. Dies beschrinkt die Zahl der untereinander ver-
schiedenen Matrizen {P} oder {Q}aur 16 ({Pl} bis {P, ] und
{Ql} bis {Qis})' In der Tabelle (2.1) ist angegeben, wie die
Elemente Cik mit Hilfe dieser Spaltenmatrizen {Pn} und {Qn}
berechnet werden kdnnen. Damit zeigt die Tabelle auch die Zu-
ordnung zwischen den {Pik} und {Pnj bzw. {Qik} und {Q }. Ferner
kann man feststellen, daB eine Beziehung zwischen den Spalten-
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matrizen {Pn} und {Qn} besteht, da die Formen der Polynome fi{f) und
gi(n) gleich sind, d.h. es geniigt f, £' und f" zu berechnen.

In Tabelle (2.2) Seite %Z werdenagie Inte§rale der Produkte zwi-
schen £, £' und £" ( °ff«f' R off'f" R aff" £) fir vier verschie-
dene Funktionen angegeben. Sie gelten auch fir g (n), wenn a durch
b ersetzt wird. Mit Hilfe der Tabelle (2.1) werden 16 Spaltenma-
trizen {P} ausgerechnet, die auf der Seite 58 angegeben werden.

Es ist glnstiger, die in den Spaltenmatrizen {P} und {Q} erschei-
nenden Seitenlingen a bzw. b aus den Matrizen zu nehmen und zu-
sammen mit dem Faktor a.b der Gl. (2.35) in p (= a/b) auszudriicken.
Die Elemente der Spaltenmatrizen auf der Seite 58 sind also feste
Zahlen.

-

Man ermittelt die Spaltenmatrizen {Q} mit Hilfe folgender Ver-
knlipfung zwischen {Pn} und {Qn}.

{ P”i} ) {-ino-i}

z.B. + 13/35 + 12
- 1/2 0
- 6/5 - 6/5
- 1/2 0
{p}= + 6/g und {Ql} = |+ 6/g
© - 1/,
- 85 - 6/,
o] - 1/2
+ 12 + 13/35
Durch Einsetzen von { P} und {Q %und[ D] in der Gl. (2.35) erhilt
man die Matrix [ k%), ¢~ die auf Seite 59 angegeben wird.

Die Elemente der Matrixlik*] werden programmiert. Die vom Computer
berechneten Werte der Matrix [k+] sind noch mit K/sin3¢ zu multi-
plizieren (siehe Anhang B: Programm-Protokoll zur Berechnung der
Matrix [ k*] nach Methode II).
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o) {d | {0sd | {2} [ {2} |{%s} | {70} [ {73
i3 11 2. 13 _a 13 1 13
Y35 | Y30 | Y76 720 105 | * 136 o | v 35
I O T O ! 1 - 2 1 1
5 0 5 | Y 15 0 o w |t 3
- 8. 1], 8 R -2 [+ _1 1 - 8
5 15 5 16 15 0 350 5
- 1 1 1 - 1 s 1 1
2|t |t 3 10 O 1+ 15 % |t 3
6 1. 6 1 2 | .1 1 6
R I T 5 | Y1 | *1E 7% | * 35
- I T 1
0 1 o |+ 1 : 1 3 0
S T U & A ] - 1 -2 {, 1 1 . 6
5 10 5 10 15 10 30 5
- - 2 1
0 + 1 Q 1 5 + 1 5 0
+ 12 + 6 - 12 + 6 + 4 - 6 2 + 12
B} | {Pao} [{Paa} |{Paz} |{Pa3} [{Pau} {F15} [ {16}
SRS N P S P & A I T R R R A1
310 05 |* 710 70 |t 6 | T 1506 155 | = 210
- 3 1 1 R T S S i
10 S L vo B A B I v 16 % |t 10
1l _ 2 |. 11 6 O 1 11
M ol 4 ("5 |*Y 16 ©|* |t 10
1 1 1 1 1 '
Y10 -1 |- F |- %t ™| i)
S N - I S N S T R N I T O |
0| * 15 0 5 0 6 50 10
1 1
1]+ 5 + 1 0 + 1 - 1 5 + 1
ul_ 2 |2, s Ao oA, A, 1
YT |t 3 10 0 |Y |t 10
1 - 1.
+ 11 + 5 1 [¢] 1 + 1 + 5 1
- 61+ U + 6 - 12 - 6 + 6 + 2 |- 6

Spaltenmatrizen {Pi}bis {P16}
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3, Zusammenbau der Elemente und die Programmierung

Im vorigen Kapitel wurden die Matrizen [k7] und [k+] berechnet.
pamit ist es méglich, das innere Potential U eines Plattenele-
ments gemifp

U = 2s};ab (Wi L ka{w}

oder s ? {w*}T [k+]{w+§ auszudrilcken,
2s”ab

Nun wird der Zusammenbau von Elementen betrachtet, die miteinan-
der an den XKnotenpunkten verknlpft sind. Bel der Methode I wird
die Kontinuitit der vertikalen Verschiebungen zwischen den Ele-
menten gesichert. Die vollstdndige Kontinuit#t (Verschiebungen
und Neigungen) ist bei der Methode II zu erwarten. Die Problem-
stellung des Zusammenbaus wird anhand des Beispiels einer Platte
besprochen, die aus vier Elementen besteht (Bild 3.1 a).

{f 8 9
iy ii///// N
S 1 15 6
/\ AN
A I £ 1
5
1 2 3A E

l L4

a3

Bl et

a

Le

Bild 3.1 a: Zusammenbau der vier Elemente mit Knotenlasten
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In Bild 3.1 b werden die am Knotenpunkt 5 auftretenden Huberen
Lasten und die an den Elementecken wirkenden fiktiven Eckkrifte
gezelgt. Unter "Lasten" sind die vertikalen #duReren Kridfte und
die &duReren Momente zu verstehen. {F}und {W} sind die Spalten-
matrizen der an den Knotenpunkten auftretenden HuBeren Lasten
bzw. der Knotenverschiebungen. Das Ziel ist, eine Beziehung
zwischen {ﬁ} und {W} zu gewinnen oder - mit anderen Worten =~
die Gesamtsteifigkeitsmatrix [k] zu ermitteln.

Im Zusammenhang mit der Gesamtsteifigkeitsmatrix werden folgende
Spaltenmatrizen eingefiihrt: (siehe Bild 3.1 a fir die Numerie-
rung der Knotenpunkte).

Bild 3.1 b: KuRere Lasten und die inneren Elementeckkrafte
am Knotenpunkt 5
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1-2-5-4

1
Awl o=
12,
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Der Strich (z.B. bei F, W) bezeichnet die HuBeren Knotenlasten
bzw. die Knotenverschiebungen. Die Plattenelementecken werden i
Klammern bezeichnet (z.B. bei R(i)’ w(i) und die flatfenknoten-
punkte werden ohne Klammern bezeichnet (z.B. bei Rl’ Wl)' Der
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spaltenvektor mit Stern (z.B. bei w*, F¥) vezeichnet den verall-
gemeinerten Spaltenvektor der Verschiebungen bzw. der Eckkrifte
eines Plattenelements nach Methode II.

Die Spaltenmatrix‘{w+} enthilt auBer den Verschiebungen (w, w'
und w') auch w'°’.

Epenso enth#lt die Spaltenmatrix {F } auber den Eckkrdften
3 n =
(R, M* , M ) Terme wie Xq ® (SWIT), Xy = (awé ) usw.

Transformation in globale Koordinaten:

Aus Bild 3.1 a erkennt man, da® die Reihenfolge der Numerierung
filr das Element und fir den Zusammenbau nicht gleich ist. FiUr
die Programmierung ist es glnstig, wenn man alle Gréfen in glei-
cher Form ausdriickt. Die Transformation der Matrix {F} des Ele-
ments i in globale Koordinaten {Fa}i erfolgt mit der Transfor-
mationsmatrix { ¢ J.

{Fa }i = [oF 3t QF}J‘ (bei Methode I)
27,1 27,12 12,1

{Fé}i - [T {F+}i (bei Methode II)
36:1 36,16 16,1

Zur Ermittlung der Matrix [c¢] gilt die folgende Regel:

Soll ein Element lder Matrix {F}l in ein Element m der Matrix {Féﬂ
ilbergehen, dann ist ¢ [1,m] = 1, die restlichen Elemente der
1~ten Zeile sind null. In jeder Zeile steht also ein Element 1.

Fir das Beispiel aus Bild 3.1 hat die Matrix [¢] , also die Ord-
nung 12 x 27 {(bei Methode I) oder 16 x 36 (bei Methode II).

Die Kontinuititsbedingungen W(S) = W%g) W%§§ = W%g) ] w usw.

kann auch mit Hilfe der Matrix {c ]in Matrizenschreibweise aus-
gedrickt werden:

{(W}T =reat {V)
oder (3.2)
{W+}I [c+JI {W+}
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Bei der Formulierung eines Problems nach der Elementmethode ver-
sucht man, das ganze Verfahren in Matrizenschreibweise darzustel-
len, weil diese fir die Programmierung besonders geeignet ist.
Wie im Abschnitt 1.2.3 erwdhnt, kann man die Steifigkeitsmatri=~
zen nach dem Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie mit
Hilfe der Variation des Gesambtpotentials der Platte ermitteln.
Dieser Weg eignet sich besonders bei den Fdllen, in denen die
Spaltenmatrix der Eckverschiebungen auBer W, W', W° auch h&here
Ableitungen von w enthdlt. Bei der Methode II gibt es an jedem
Knotenpunkt vier Unbekannte (W , W', W°, W"). Von den nach dem
Ritzschen Verfahren an jedem Knotenpunkt sich ergebenden 4 Glei~
chungen entsprechen 3 den Knotengleichgewichtsbedingungen der
elgentlichen Elementmethode [15]. Ausgehend vom Gesamtpotential P
der Platte wird zundchst das lineare Gleichungssystem mit den
Enotenverschiebungen als Unbekannten ermittelt. Anschliefend wer-
den die modifizierten Steifigkeitsmatrizen dargestellt.

Fir die Platte aus Bild 3.1 wird nun das Gesambtpotential berech-
net:

hd § IT Ixx v - P P - m
* = U" + U + U + U + lel + lei + lel + sz2 + cvvoea
-,
ceeee ¥ Mgug (3.3)

Da die Kontinuit#t der Verschiebungen und Neigungen lings der
Elementrinder bei der Methode II v8llig erfillt wird, kann das
innere Potential der Platte als die Summe der einzelnen Element-
potentiale Ut ausgedriickt werden.

Bei der Methode I sind die Unterschiede der Querneigungen zwi-
schen den Elementen mdglich. Daher kann das Gesamtpotential als
die Summe der einzelnen Potentiale der Elemente nicht ausgedrilckt
werden.
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purch Einsetzen von G1. (2.13) in 61. (3.3) folgt:

(B bl ) oy e

283ab i<l

¥ o=

purch Einsetzen von Gl. (3.2) in (3.4) folgt:

. zsgab {W’} T {g [c+’l‘]i [k+:]i [c*ji} {W} (3.5)
o}

Nun wird ¥ nach {hﬁ+} differenziert

..“0;1 - .,.@if_t_m = Q
aﬁﬁ“ av% sooecans
. . R . . 9%
Man schreibt in Matrizenschrelbweise i {0}
) a{VV+%61 3.1

Insgesamt flr 9 Knotenpunkte +

oJ36,1 ﬁ-—‘é’m[%”f}i [k"]i[c*]i} @+ (s, ©©

s~ ab I:I 16 36

e i R R L N Ll m T A e e MR TS T ST @ w em e

Nach dem Castiglianoschen Satz sind die partiellen Ableitungen
des Potentials nach den Verschiebungsgréfen gleich den zugehdri-
gen Kraftgrdfen., Damit erhilt man fir die Kraftgrdfen an den
Elementecken:

-V ad_ . ué By .
dw, = Regy s ad w) M(l)/g’ baw, = M?l)/g usw.

+>Fﬁr die A?leitung einer quadratischen Form A nach einem
Vektor {Ct gilt:
{ mit A = {C}T [i{c} , wovbei [i]=[] "

%‘é‘} =2 [M] {c}.
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Bei der Methode I wird also

1Y)
a7 17 bios

wobel { ¥ }

12,1

Bei der Methode 1l schreibt man

Nach Gl. (2.13) ist:

U

w3 e

Daraus folgt mit Gl. (3.7)

28 ab

{F*} I [x*]{w*

X4 fab

analog

g
Mi/a

1/5

v e o

Xu/;b

'}

}

(3.7)
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pie Gleichgewichts~ und Kontinultédtsbedingungen werden nun auf den
Knotenpunkten erfilllt. Die Vorzeichendefinition wird in Bild 3.1 b
gezelgh.

Die Gleichgewichtsbedingungen am Knotenpunkt 5:

iI III v

= I

Ry * Rigy * Ry * Ry * Rg) =0

=g €1 EIT EIII, EIV . (3.8)
Mg+ Mgy + Mgy + Mig)™ Mig, =0

&1 nI niI nIII, NIV B

Mg o+ Mgy + Mgy + Megy™+ Mg =0

Entsprechende Gleichungen gelten fir die Ubrigen Knotenpunkte.

Die Kontinuitit der Verschiebungen und ihrer Ableitungen am
Knotenpunkt 5:

.
- N I I . L Iv
Wg = Wgy B W5y T Wy F¥(x)
“ I _ ., IT° _ _,IIT _ ., IV
Wy W5y T Wis) T Wi5)© = Wig)
. 1 ‘ - v > (3.9)
Wi R W(g)y T W(5) T ¥(5) = VW)
“ie LI L W IT o JIIT LIV
5T R Wiy G W(5) W) f (s )

Entsprechende Gleichungen gelten fir die Ubrigen Knotenpunkte.
In der Matrizenschreibweise wird also
a1 L + .1 =

{v’} =" ] {w}

Eine zusitzliche Gleichung in ¥ wird eingefihrt
I II I1X v
& : 4 = o
X(5y * X5y *X5y *¥5) =0 (3.10)

Sehreibt man die G1. (3.8) und Gl. (3.10) zusammen in Matrizen-
schreibweise fir alle Knotenpunkte, dann wird

{F+}36’1 + {Fé}iﬁ,l N SRR 0 il O AT B CIEY
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Die G1. (3.1) lautet

+ i = + T i + i
{FG}36,1 Le ]36,16 {7} 16,1

Aus Gl. (3.7) und Gl. (2.13) folgt flir das Element I

I I
= (3.12)
{F+ } i sgab [k+ ] { w+ } ’

Durch Einsetzen von Gl. (3.12) in G1l. (3.1) ergibt sich zu:

Aus Gl. (3.9) wird {W*} I guren {§+} in Gl. (3.13) ersetzt,
also

{Fé il = -%—- [*TIT [ty T (o] I{ ﬁ’*} (3.14)

s-ab

Durch Einsetzen von Gl. (3.14) in Gl. (3.11) folgt:

s . .
Ly PRI S DY Ol I € 36 {w"}! -{o} (3.15:
: s”ab | i1 6,1 76,1
36,36
Die G1. (3.15) und Gl. (3.6) sind identisch.
Man schreibt die Gl. (3.15) abkirzend wie folgt:

{F5,0 =l ke 56 1W)s6,1 o (3.16

wobei Matrix [ k¥] den Zusammenhang zwischen den verallgemeinerte
Spaltenmatrizen der Knotenlasten und Knotenverschiebungen dar-
stellt. Die Matrix [k'] wird also die verallgemeinerte Gesamt-
steifigkeitsmatrix genannt.

Man erkennt aus Gl. (3.15), daB die Matrix [&*] durch die Summe
der transformierten Elementsteifigkeitsmatrizen gebildet ist.
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Die Beziehuhg zwischen der Spaltenmatrix der Huberen Lasten {ﬁ+}
und der Spaltenmatrix der Knotenverschiebungen {W+} ist aus

¢l. (3.16) bekannt. Durch die Lagerung werden einige Verschie-
pungen verhindert, die in Gl. (3.16) zu null gesetzt werden.

¢l. (3.16) 14Rt sich nach Umordnung wie folgt ausdriicken:

=4 . =4 Cort -4
Fq = kg 1K Wy
=+ i -+ -4
F2 = k3 ku 0
daraus folgt
=4 . - -
{71} - [&;] lel} (3.18)

1} und iﬁlf die reduzierten Spaltenmatrizen sind und

{E;}die reduzierte Gesamtsteifigkeitsmatrix ist.

wobed {F+ N

Durch Streichen der Spalten und Zeilen, die den Knotenverschie-
bungen entsprechen, die gleich null sind, wird die reduzierte
Matrix [k} ] ermittelt.

R a m R R DR R S e mh e b o 20 o e e e o e i 0 S s i B o e e o 9 B 8

Fir den Zusammenbau der Plattenelemente werden Rechenprogramme

in ALGOL 60 aufgestellt. Sie milssen die Speichermdglichkeiten

der TR-U Rechenanlage der Universitit Stuttgart berficksichtigen.
Je nach der Zahl der Elemente und der Unbekannten (3 oder 4 pro
Knotenpunkt filr Methode I oder Methode II) #ndert sich die Ord-
nung der [E+J Matrix, z.B. ein Zusammenbau von 6 x 12 Platten-
elementen (mit 91 Knotenpunkten) fihrt nach Methode II zu einer
(364 x 364) Matrix. Anordnung und Numerierung der Plattenelemente
folgt aus Bild 3.2. Die direkte Summierung nach Gl. (3.15) eig-
net sich nicht fir die Benlitzung der Rechenanlage TR-U4, da die
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Kernspeicherkapazitit fir das vorliegende Problem zu klein ist.

Die Ausgangsgleichung fir die Programmierung der Gesamtsteifig-
keitsmatrix ist:

{7} -4 ﬁte”}icx*f[c*li] {w}
=1

i [ 2T

Fir den Fall von 6 x 12 Plattenelementen nach Bild 3.2 wird die
Gesamtsteifigkeitsmatrix

(i . oo i i
k . K + + +
]364,3614 s2ab 121[0 J;su,wck J16,16[c J16:,364

Man erkennt dabeil, daB die Gesamtsteifigkeitsmatrix in zwel
Schritten gebildet wird:

1. Die Bildung der transformierten Steifigkeitsmatrizen
einzelner Elemente gemip

i i i i
(k6] = |Ce™1 [e'17 [e']
364,364 16,16

und .
" . . . 4 o1
2., die Summierung der Matrizen CkG 1T -

Die Numerierung der Elemente und der Knotenpunkte ist im Bild 3.2
angegeben. Am Beispiel des Plattenelements 1 (i = 1) erkennt man,
daR von den 364 Spalten der Matrix £c+]1 nur 36 Spalten Elemente
ungleich null enthalten. Im Hinblick auf die begrenzte Kernspei-
cherkapazitit elektronischer Rechenanlagen ist es von Vorteil,

die Matrix [c+li 4in Untermatrizen der Ordnung 16 x 36 zu unber-
teilen. Die gléizhen Uberlegungen gelten filr die Matrix [cT+:]%64
Nach dieser Unterteilung in Untermatrizen erkennt man, daf der ’
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Anteil des Elements 1 [ké ]1 an der Gesamtsteifigkeitsmatrix
nur in den ersten 36 Zeilen und Spalten Elemente ungleich null
enthdlt. Es ist also vorteilhaft, die Matrlx(ka] s> entsprechend
der Matrix [c 1 » in Untermatrizen aufzutellen. Im folgenden
zelgt sich, dag fir die Matrizen|c* ][c*T]'und [k ] der Ubrigen
Plattenelemente die gleiche Unterteilung geeignet ist.

Das Blld 3.3 zelgt diese Unterteilung der Matrizen [c J ’
[e*T9Y una [kG 1% . Die Untermatrizen der Matrix [kG] die
fir jedes Plattenelement i Nullmatrizen 31nd werden nlcht nume-
riert. Die ibrigen Untermatrlzen von [kG ] werden als [pm]
bezeichnet. Die Matrix [c l ist im Bild 3.3 in 11 Untermatri-

zen —‘[cz ]1 bis [bloj der Ordnung 16 x 36 und eine Matrix
[011]1 der Ordnung 16 x UY-unterteilt. Entsprechend wird die
Matrix [c i auch in 11 Untermatrizen unterteilt. Bei der
Bildung der Matrix EKGJ erkennt man nun, daf nur die Unter-
matrizen [c+ » £c+ r 1 und [Pi] belegt sind. Bei einigen

Plattenelementen kommt es vor, daB diejenigen Spalten der Ma=-
trix [c J16 ,364 die ‘eins! enthalten, in aufeinander folgen-
den zwei Untermatrlzen liegen; z.B. flir das Plattenelement 2
(Bild 3.2) liegen die 'eins? enthaltenden Spalten zwischen der
5. und 40. Spalte der Matrix [¢*)] (d.h. innerhalb der Un-
termatrizen [c; J2 und [c; ]2 Es ist deshalb erforderlich,
Kernspelcherplatze fur zwel aufeinander folgende Untermatrizen
ch ] und [c£+1] » flir die entsprechenden zwei Untermatrizen

[c+T ] 1 [c!+1 und vier Untermatrizen [P; ]l . [P;+1]1 ,

i i . . . + 41
(Pm+2] und [Pm+3] zu reservieren, um die Matrix [kG J
des Plattenelements™ i berechnen zu kénnen.

Un die Summierung der Matrizen [k ]. mit Hilfe der Rechenanlage
durchfiihren zu kdnnen, muf man wissen, welche Untermatrizen [P
fiir die Matrix [kG_] bendtigt werden. Man erkennt nach Bild
3.2, daB flir die P}attenelem?nte i=1 b@s 9 nur die Untermatri-
zen [P ]1, (2} 1, 2 1% unda [P ] belegt werden (siche
Bild 3.3). Man geht nun so vor, daB man im Kernspeicher Platz

fir vier Matrizen [Pi] [PEJ [P 7] und [PM] reserviert und in
diesen Matrizen die Anteile der elnzelnen Plattenelemente

(i = 1 bis 9) aufsummiert. AnschlieRend werden diese vier Unter-
matrizen auf dem Magnetband auvgespeichert. Aus Bild 3.3 ersieht

i
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plattenelemenb{ e 1016 ~omdie 25 = 31 oo 4147 —mnpet 566 2 —sbea— 72 ]
gruppen botre §- @ —teems— 17 - 24, oo 3240 el 4,855 ~aba— §3-7 1 o]
36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 4

16 {7 i) Jles ] [lea) lles] les] [les ) Jleid[les)

16 7 N[k*c}.]i [k sk cq kel lleegf | [egf ke fkeey]
o 14
[Po] | [Po] | [Pn]

3% |lcd] [R) | [Rs) | [R]

36 ] | [Rs] |[Re] | [P]

36 [T [Re] | [Re]|[Ro)

3% |l ] (]| [Ba] |[Psa]

38 |[c]] [Pl | [R5 ]| [Pos)

3% |[cd] [Bo]|[Bs] | [Bsl

4 [led ] [Pio] | [Py ]

5 364 -

Bild 3.3: Schema fiUr den schrlttwelsen Aufbau der
Gesamtsteifigkeitsmatrix [k'] fir den
Zusammenbau von 6x12 Plattenelementen
nach Methode II
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man, da® auch die Ubrigen Plattenelemente in Gruppen eingeteilt
werden kdnnen, die jeweils nur vier Untermatrizen [P;;}, [P;+1],
[P;+2-1und (P;*3] bendtigen und die deshalb in gleicher Weise —
wie die Plattenelemente 1 bis 9-behandelt werden. Einige in der
Diagonale der Matrix [k+J liegende Untermatrizen [P;:]werden von
zwel Plattenelementgruppen bendtigt und mlissen daher beim zweiten
Mal zuerst vom Band abgerufen werden.

Die bisherigen Betrachtungen galten flr den Fall von 6 x 12 Plat-

tenelementen, wobei die Zahl der Plattenelemente in Richtung & 6

war. Um eine verdnderliche Zahl von Plattenelementen in Richtung &
beriicksichtigen zu kdnnen, wird ein Parameter G eingefiihrt und

wie folgt definiert:

G = 12 - Zahl der Plattenelemente in Richtung &

Die Plattenelementgruppen, die zu einem bestimmten Paar von Unter-
. + + " . oo . R

matrlzen‘:cé J,[cﬁf4] gehtren, bel denen einige Elemente ungleich

null sind, hingen von diesem Parameter G ab. Die Tabelle 3.1

zeigt die Unterteilung der Plattenelemente fir G = 2, 3, ky, 5 und

6. Die Anzahl der Zeilen der Matrix [c{] ist dann S = 60 «yN-G.

Um die reduzierte Matrix fEIJ zu ermitteln, werden im Falle von
6-12 Elementen die 31 Untermatrizen (36 x 36) [Pm] nacheinander
vom Band aufgerufen und die nicht bendtigten Spalten und entspre-
chenden Zeilen null gesetzt. Um das Reduzieren mit Hilfe der
Rechenanlage durchfilhren zu kdnnen, werden die Knotenpunkte des
Elementsystems (Bild 3.2) in 11 Gruppen {Zahl der Knotenpunkte

in jeder Gruppe wird gleich die Zahl der Spalten in Untermatrizen
[c;] siehe Bild 3.3) eingeteilt. Die auf diese Weise reduzierten

Untermatrizen werden wieder auf dem Band abgespeichert.

3.5 LOsung des linearen Gleichungssystems

Die Zahl der endgliltigen Gleichungen bei der Elementmethode ist
normalerweise so groB, daB die Ldsung eine besondere Behandlung
bendtigt. Je nach der Anzahl der Elemente, dem Verfahren (Metho-
de I, II) und der zu null gesetzten Verschiebungen fihrt das
Problem zu einem linearen Gleichungssystem verschiedener Gréfe.
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pDie Losung wird durch die Verwendung der Computerbibliotheks-
prozedur "Grogle" durchgefiihrt.

Die Prozedur bendtigt zwei Binder und erfordert die Eingabe der
Elemente der reduzierten Matrix[:ﬁi ]in einer bestimmten Reihen-
folge. Zu diesem Zweck wird eine zusitzliche Eingabeprozedur ge-
schrieben, welche die Elemente der Matrix[:i;:]aus den 31 redu-
zierten Bldcken zeilenweise anordnet. Aus der L¥sung des Glei~
chungssystems ergeben sich die Werte der Elemente der reduzier-
ten Spaltenmatrix {ﬁ;} .

Durch Einzufligen der "Nullverschiebungen" an den entsprechenden
Stellen erhilt man die vollsténdige Spaltenmatrix der Knoten-
verschiebungen {W+}~

3.6 Berechnung der Hauptmomente

Aus der Spaltgnmatrix {ﬁ+} werden die Eckverschiebungen eines
Elements { W' }1 bestimmt. Mit Hilfe der Gl. (2.33) sind die
Krimmungen in kartesischen Koordinaten (gemdf {Xk} = [TJ[S+] {w*})
ermittelbar. Aus den Krimmungen kénnen die Biegemomente in kar-
tesischen Koordinaten unter Verwendung von Gl. (2.6)
({m}=-x[H] {%,}) ermittelt werden.

Die Verwendung der Hermiteschen Polynome ermbglicht es, die Mo-
mente direkt in kartesischen Koordinaten zu ermitteln. Bei der
Methode I mu® man die Spaltenmatrix der Konstanten {a}»fﬁr jedes
Element zuerst berechnen.

Filr einen zahlenmifigen Vergleich der Ergebnisse sind die Haupt~-
momente von besonderem Interesse. Ihre Berechnung wird daher in
die Programme einbezogen. Ein Plattenelement ist in Bild 3.4
durch die Punkte i, 2, 3, 4 festgelegt. Die Koordinaten der
Ecken 1, 2, 3 und 4 mit Ursprung in 1 sind:
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Punkt [ n 1
1 0 0
4 3
2 a o]
3 a b
Q
4 0 b
1 2 ¢~g
|- a -

Bild 3.4: Ein Plattenelement

Nach Gl. (2.32) erhilt man fiir die Ecke 1

Fw . 6W . 6w, _ 4wia _ 2wh.a
0g? a? a2 a? a?
3%w . 6wy . Bw, _ 4wi-b _ 2wj-b
a2 b2 b2 Y b2

3w _ Wwi-ab
Ed ab

(33

(3.19)

Es ist dabei zu beachten, daR die Spaltenmatrix der Eckverschie-
bungen {w*} in dem Ansatz flir die Biegefliche nach Gl. (2.25) die
Verschiebungen in der Form w, aw', bw', abw'® enthalten.

Unter Verwendung von Gl. (2.2) werden die Krilmmungen in kartesi~-
sche Koordinaten transformiert.

Diervon der Rechenmaschine angegebenen Verschiebungen sind noch mit
dem Faktor sin3 g 12 (1 =~ uz) zu multiplizieren, um die wirk-

E h3
lichen Verschiebungen des idealisierten Systems zu erhalten.
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8_3_\'_{ =—6w1+6‘w2_14w'1 _2wé
3x2 a2 a2 a a
2 6 (w, + w,)
Lyi:cot ¢[——-—————1-2—-——2-—-3(2wi+wé)}
3y a
2_coté 1 . .6 .
sing W o ¥ sin§¢ [ b2 (w1 Wu)
2 . .
5 (2 wy +wp)
2
9w _ .6 ~ _2
sxy - oot { 2 1y W) (2w + wé’]
1]
W
-
+ SIns (3.20)

Nach Gleichung (2.6) ergeben sich die Momente zu:
m=—-—6—(w-w)-3(2w'+w')+ cot2¢
X z W 2 a 1 2/ T H

6 2 cotb ',
(-;—é(w1+w2)-a(2w'1+wé)) -2 3% W

3

1 6 2 . . E h
+ - = (W, = W ) - = (2 w, +w ) B e
sin2¢ ( pe 1 4 o 1 4 )H12(1~u2)

=
'

i

v -[cot;2 ¢<— -% (wi + w2) -

(2 w} + w'))
a 1 2

2 cot & ', 1 ( 6 2 . . )
- . W + - o (w -~ W ).- p= (2w + W )
sin ¢ sin2¢ b2 1 b b 1 )

7

- B e
a® as @ . & 12(1-4°)
= | (1=-y) -cot [ (w, = W,)- 2 (2 wl + wl)

m o 2 1 2’7 a 1 2

w;_' E h3
+
Sl“‘*’} 12(1-2) (3.21)
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1T

Die Hauptmomente MI und M™" sind nach Bild 3.5

. 2, 2
I 1 Myt m,, - \/(mx my) + 4 m.y
2

) 2 m,
und tan 2 ¢ = o (3.22)
Xy

frens
Bild 3.5

Analog lassen sich die Ausdrileke fir die Hauptmomente am Punkt 2
(8 =a, n = 0), Punkt 3 (£ = @, N = b) und am Punkt 4 (§ = O,n = b)
mit Hilfe von Gl. (2.32), (2.2), (2.6) und (3.22) herleiten.

Bei den Elementmethoden wird nur die Kontinuitédt der Verschiebun=
gen an den Knotenpunkten gesichert. Unterschiede in den Krimmun=
gen an den Knotenpunkten sind jedoch zu erwarten, d.h., die an
einem Knotenpunkt berechneten vier Werte des Moments k&nnen unter-
schiedlich sein. Bei solchen Fillen nimmt man den Mittelwert der
Momente (mx bzw. my s mxy)’ dann werden die Hauptmomente nach Gl.
(3.22) perechnet.

Filr das Beispiel aus Bild 3.1 bedeutet es, daf flir den Knoten-
punkt 5

I II IIT Iv
M, (5) F M, (5) t By, (5) * Ty, (5)

X,5 i
I II III v
mo_ o= ovs(5) TNy () Y My sy Yy (s)
y.5 " 0
I II IIx v
m = oxya(5)F Pxy, (5)F Pyyi(5)t May,(5)
XYs5 I , (3.23)
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Nach GLl. (3.22)

j 2
= Tx5 T Ty5 \/(mx,S Mys) 4 Myyys
5 2 2
2
i . Txes t Ty, \/(mx,B st Myys
5 2 2
2 m
und tan 2 ¢ gz 322 (3.24)
35 mx’ my’5

Um die Hauptmomente mit Hilfe der Rechenanlage zu berechnen, soll
das Programm so aufgebaut werden, da® die Rechenanlage fiir jeden

Knotenpunkt die entsprechenden Plattenelemente wdhlt und die Be~-

rechnungen nach Gl, (3.22) und (3.23) durchfiihrt (siehe Anhang C:
Programm zur Berechnung der Biegemomente).

a2 s 0 s e o 6 o o A e e B . e i i i B 0 i e e P T s i e B Y i 0 S A e M A e i R e

Das Zusammenbauprogramm (Anhang E) geht stets von 108 (9 x 12)
Plattenelementen aus, sieht jedoch die M&glichkeit vor, die Zahl
der Elemente zu variieren (Plattenelemente in Richtung £ € 9 und
in Richtung n € 12). Durch die Kapazitit des Kernspeichers der
TR-4 wird die Zahl der Elemente in einer Richtung £ zu neun be-
schrinkt. Hierzu werden die folgenden Grdfen definiert (siehe
Bild 3.2 und 3.3 und Anhang E).

Im Programm ver-
wendete Bezeich~

nungen
1. Gesamtzahl der Elemente EL
2. Anzahl der Plattenelemente in

Richtung & 12 - G
3, Anzahl der Untermatrizen der Matrix

[Ce*] (siehe Bild 3.2) 1 -
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Die zu je zwei Untermatrizen

(c; + cz s cg + c; usw.) gehdrenden
Plattenelemente (siehe Bild 3.2) [ZAHL]
Die Verteilung der Plattenelemente

filr G = 6, 5, 4, 3, 2 wird in

Tabelle 3.1 angegeben.

Die Knotenpunkte des Elementsystems

werden in 11 Gruppen eingeteilt

(siehe Bild 3.2) Zahl der Knoten-

verschiebungen in jeder Gruppe von

Knotenpunkten, die ungleich null

sind. N[N [2],.. N [T
Geometrie und Querdehnungszahl

der Platte Lx, Ly, M, E

4

Die verhinderten und die unverhinderten
Knotenverschiebungen werden als null
bzw. als eins angegeben. WE [IJ

An den Knotenpunkten auftretende

dubere Lasten Bf1]
Das Programm liefert die Knotenverschiebungen
(W, W'y w' und w" ), die Biegemomente an den
Elementecken und die Hauptmomente an den
Knotenpunkten.
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g=2|e=31G=U4] G=5]0a=
ZAHL [0,1] 1 1 1 1 1
ZAHL [0,2] 13 12 11 10 9
ZAHL {1,1] 14 13 12 11 10
ZAHL [1,2] 25 23 21 19 16
ZAHL [2,1] 26 24 22 20 17
ZAHL [2,2] 37 34 31 28 2k
ZAHL [3,1) 38 35 32 29 25
ZAHL [3,2] 49 45 40 36 31
ZAHL [4,1] 50 ue i1 37 32
ZAHL [4,2] 60 55 50 U5 4o
ZAHL [5,1] 61 56 51 L6 N1
ZAHL [5,2] 72 66 60 54 b7
zaHL (6,1] 73 67 61 55 L8
ZAHL [6,2] 84 77 70 63 55
ZAHL [7,1] 85 78 71 64 56
728HL [7,2] 96 88 80 71 62
ZAHL [8,1] 97 89 81 72 63
7AHL [8,2] 108 99 89 80 71
ZAHL [9,1] 109 100 90 81 72
ZAHL [9,2) 120 108 96 84 72

Tabelle 3.1: Werte der Elemente der Matrix[ZAHﬂ]in :
Abhingigkeit von G (G = 12 =~ Zahl der
Plattenelemente in Richtung &). Diese
7ahlen werden vom Programm als Eingabe
angefordert.
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Aus Gl. (3.21) erkennt man, daf die Plattenmomente von den Kno-
tenverschiebungen abhingig sind. Es wird also sinnvoll sein, das
Elementsystem in einem bestimmten Bereich zu verfeinern, in dem

M

/
R B

Bild 3.6

die Anderungen der Verschiebungen verhiltnismifig grof sind., An
den Kanten zwischen zwel ungleichen Elementen wird jedoch die
Kontinuitit der Verschiebungen nicht gesichert. Die Verfeinerung
erfordert Anderungen im Rechenprogramm, weil die Matrizen fkf)
der Elemente nicht mehr gleich sind. Zur Verfeinerung werden die
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Elemente nach Bild 3.6 in vier Typen eingeteilt. Ohne Beachtung
der Folge der Elemente wird die Berechnung von E[}+TJl[k+}l [c+]l
filr die Elemente eines Typs zusammen durchgefihrt.

Tpitt eine gleichmiBig verteilte Last ¢ auf, verteilt man sie auf
die Knotenpunkte des Elementsystems als direkte Knotenlasten ge-
mid R = (qab sincﬁ)/h. Um die einheitliche Herleitung im Rahmen
der Elementmethode durchzufilhren, kann man die gleichméfig ver-
teilte Last q in 12 (bei Methode I) oder 16 (bei Methode II)
Ecklasten wie folgt transformieren.

Die Transformation wird auf zwel Wegen durchgefihrt:

1. Unter Betrachtung eines Plattenelements wie im Ab-
schnitt 1.2.1

und 2. unter Betrachtung der Gesamtplatte wie im Abschnitt
3.,2.1

In der Gl. (1.12)werden die physikalisch ausgeprédgten HuBeren .
Lasten q nicht beriicksichtigt. Die modifizierten Ecklasten {F+§l
des Elements i, die die Lasten ¢ ersetzen, kdnnen mit Hilfe des
Prinzips der virtuellen Verschiebungen in Erweiterung der Gl.(1.12)
ermittelt werden.

Um die dquivalenten Ecklasten {F+y zu ermitteln, betrachtet man
zwel Elemente: Das erste Element mit der wirklichen gleichmiBig
verteilten Last q und das zweite mit den entsprechenden Hquiva-
lenten BEcklasten. Nach dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen
wird eine beliebige virtuelle Eckverschiebung § {W+} an beiden
Elementen eingeleitet und die virtuellen Arbeiten verglichen.
Daraus folgt:
T i b a
(1 ){F} = sine [ a6 0 agan (3.25)

6 °
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Durch Einsetzen von

T

son =s () {r@em)

1]

in Gl. (3.25) folgt:

i

s (u*} T){ﬁ*}

"

T ba
qrsing + 6({w'} )fﬂf(&)g(n) atdn  (3.26)
° o

oder

: a
{§+} L = g*sing lj'{ £ (8) & (n)} d&dn (3.27)
° 16.1

Man erkennt aus Gl. (3.27), dah nun die zur Eckverwindung (W')
entsprechende Hubere Last ermittelt werden kann.

In der Gl. (3.3) werden die HuBeren Lasten als reine Knotenlasten
angenommen. Die Beziehung zwischen den gleichmiBig verteilten
duleren Lasten q und den Knotenlasten {F+} kann mit Hilfe des
Prinzips der virtuellen Verschiebungen hergeleitet werden. Man
betrachtet die aus 4 Elementen bestehende Platte nach Bild (3.1a).

T

v N i
s ({W*} WF) =1 Ub[q-a (w) dc’,dn} (3.28)
i=1 8¢

Durch Einsetzen von T

we () {f(g) g ()}

und

{ w+} =[°+J {W+} folgt:
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) ba
T i T i/ i
s ({1} H{F"} - s({7*}) Sasingfe* ]'f/{f(g) g (n) } agdn) (3.29)
iT1 =,
Nach Gl. (3.11) und (3.1) folgt:

v ;I i i
{F) =1 {F} =1 ([c*T] {F)) (3.30)

I i=T

Durch Einsetzen von Gl. (3.30) in Gl. (3.29) ergibt sich zu:

o IV i i p IV Tib,1
AT (E™I{F}) = s((7"})) (q.sm[c*_]f)/{f(g)g(ngagdm
i=I i=1 oo
oder
. b,
1
{ F+} =z q.s5ing { j];(ﬁ)g (n) dEdn‘} (3.31)
16,1 24

16,1

Man erkennt, dag die Gl. (3.27) und (3.31) gleich sind.

Die auf diese Weise ermittelten 16 Ecklasten 51 bis Flﬁ werden
im folgenden angegeben.
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Modifizierte Ecklasten entsprechend der gleichverteilten Last ¢

268 382 [2n3_ 392
L‘03 02 +1 _b‘3“ “@ +1_

_-—m

i
o
—n

g sing dg dy =qab gin¢

g o I
. g3 2 £ 03 2 7 .
F2=§(§%—?~—§§+i 2~ 30 41| qsine dg dy =99 sing
g3 La a aj|L b b N 2%
g3 2 T 43 2 .7
= 2 3 1 20° .7 :
F:?? e SR e - = 4| g osing dE dy =qab gy
37, B @ T[T 0 T £ dn e sin¢
- ™ ¢3 2 g1 43 2 4]
F = ?E %— -?:»§2 +& —1’1§~—~2—12+l gsine dg dq =qab sind
oo LA a a. | __b b bm 1igbf
™ g3 270 293 3942
F :fi‘ 25 3871 210 3y | qing de dy =qab gy
57393 o3 a2 |l 03 b2 6 A =300 sing
= [ g2 232, ] g '
F o= ) Y = =% +1 | a8inedgdy =-9ab ging
6 66 L a as 1L b b . 24
. r 3 27 43 2 7 .
F,= §§ «2—§+~3~§- ~3-‘3—-2112+IL gsingdgdn = qab ging
38 L a ac U b b b o
™ 3 270 .3 2 N
E g £ . £ Ao 200 o} g singdgdy =-gab sin
8 So«c@ a2 || b3 b2 b | : T ¢
T 27 293 342 7]
g 2 3& PA NN i -
F o= § A S -5k q sind dgdy = gab .
9 So L a3 a2 | b3 b2 = sing
[ 3 27770 2q3 392 )
F o= SS £ & ~210 200 | g sine dE d= -qab .
10 L asd al 1L b3 [ivi | T sin¢
= (283, 321 22 22 | qq
o - -
3 2 7] 3 2
F. = £ B . gsinddédn=qab .,
12 S § | 03 02 4L b3 t)2 i m Sln¢
- T 543 2 :
Fiy= §§ %-?’-3-— 3-52«2+1 -23 + —3121 gsinedgdy=qab
353 La a 4L b b | e sing
E - §§ [ e 2g2, 2] [_2_13+ -3-12] q sinedg dq=qab 4
4™ ¥3 Lad a2 a | b3 b2 Tl
_ Moe3 382 ] 3 2 ‘
F15= §§ ._§. 38 + 9 { ‘?,3 - ~:g—2- gsinddg dn=-9ab ging
5o La” d . 2t
E = t§§ j}_gg2+_§_ -—13— - —32- gsinddgdn=~-qab .
87 JJdlad a2 a b3 B2 ~ag e
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Die Anderungen in den Ergebnissen, die sich aus der Verwendung
direkter und modifizierter Knotenlasten und aus der Verfeinerung
des Elementsystems nach Abschnitt 3.8 ergeben, wurden in einem
Rechenbeispiel untersucht. Die Ergebnisse dieses Beispiels wer-
den in der Tabelle 4.13 angegeben.
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4, Rechenbeispiele

In den Rechenbeispielen werden folgende Fragen untersucht:

1. Die Konvergenz der Methode II

2. Vergleich der Ergebnisse nach Methode I und Methode 11

3. Vergleich der Resultate nach Methode II mit den Ergeb-
nissen friiherer Arbeiten [67], [16], (18], [19], [20], [21].

Insgesamt wurden 18 Beispiele auf der Rechenanlage durchgerechnet.
Die Programme sind so geschrieben, daB in einem Rechenablauf die
Ergebnisse bis zu den Hauptmomenten ermittelt werden kdnnen. Das
Programm verlangt folgende Eingabewerte:

Gesamtzahl der Elemente

Zahl der Elemente in Richtung &

Linge und Breite der Platte (Lg’ Ln)

Querdehnungszahl (u)

Winkel zwischen den Seiten (9)

Zahl der Gleichungen nach Einsetzen der Randbedingungen
Knoten mit zu null gesetzten Verschiebungen
Knotenlasten

Elastizitidtsmodul E und Plattendicke h werden bel der Berechnung
mit dem Computer nicht bendtigt. Uber die Art der Computereingabe
wird im Abschnitt 3.7 ausfibrlich berichtet.

4.2 Die_ Konvergenzuntersuchungen bei der Methode II

o o e acn i 2 o s i i G e e 0 o i o o B O s e 0 o 5 BN e s 0 o 0 T o e G i 0 e 0 i e

Bei der Konvergenzuntersuchung treten die folgenden Fragen auf:

1. Ist bei wachsender Anzahl der Elemente eine Konvergenz der
Ergebnisse gegen einen Grenzwert festzustellen?

2, Ist die Konvergenz gut oder schlecht?
3, Stimmt der Grenzwert mit der wahren Ldsung iberein?

0ft kommt es vor, daB eine Ldsung sehr langsam konvergiert. AuBer-
dem ist es mdglich, da® die Ergebnisse nicht gegen die wahre L&-
sung konvergieren. Da die Methode II eine #quivalente Formulierung
des Ritz-Prozesses ist, wobei das Gesamtpotential der Platte in
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den Knotenverschiebungen ausgedriickt wird, kann man die Konvergenz
zur wahren Ldsung erwarten. Bei der Methode I jedoch kann wegen
der Unstetigkeit der Querneigungen die Konvergenz zur wahren L-
sung nicht gewdhrleistet werden.

Im folgenden soll an Rechenbeispielen die Konvergenz bei Methode II
untersucht werden. Da bei Methoden I und II das Gesamtpotential,
dessen Minimum gesucht wird, in den Knotenverschiebungen ausge-
driickt wird, ist es naheliegend, die Konvergenz der Verschiebungs-
groben zu untersuchen.

Es wird eine rhombusférmige Platte (nach Bild 4,1) unter gleich-
mifig verteilter Last ¢ berechnet. Als ein Grenzfall wird auch
eine rechtwinklige Platte betrachtet. Die Eingabewerte der Bei-
spiele sind in Tabelle 4.1 angegeben. Die Platte wurde in gleich-
grobe Elenente eingeteilt und direkte Knotenlasten gemd8

R =3 ab_sing

Beispiel | Zahl EL der| L L, u ¢ | a
Blemente | (yqy | (M) (Grad)|(Mp/m?)
1 36 ( 6x6) 5,0 | 5,0 | 0,30 | 45 | 2,83
2 54 ( 6x9) | 5,0 | 5,0 | 0,30 45 | 2,83
3 72 ( 6x12)| 5,0 | 5,0 | 0,30 | 45 | 2,83
ST S Gl B B e P
5 54 ( 6x9) | 5,0 | 5,0 | 0,30 | 90 [ 2,83
6 72 ( 6x12) | 5,0 | 5,0 { 0,30 90 | 2,83
7 288 (12x28){ 5,0 | 5,0 [ 0,30 90 | 2,83

Tabelle 4.1

angenommen. Die Konvergenz wird nicht in Plattenmitte, sondern

an 6 aequidistanten Punkten untersucht, deren Lage aus Bild 4.2
hervorgeht. Einzelheiten ilber den Konvergenzverlauf werden in den
Tabellen 4.2 und 4.3 und in den Kurven Bild 4.2 und 4.3 angegeben.
Die entsprechenden Ergebnisse filr die rechtwinklige Platte sind
in den Tabellen 4.4 und 4.5 angegeben.

Die in den Tabellen 4.2 bis 4.5 angegebenen Werte gind mit §i%ji
zu multiplizieren, um die wirklichen Verschiebungen zu erhalten.
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Zan 1\ unkb

der a b c d e £ g

Element
36 +22,9831+420,218 +17,860(+16,533 +16,667|+19,140 +25,468
54 +23,678{+20,T49 +18,242+16,812 +16,946}+19,657 +26,2404
72 +23,996|+20,998] +18,428|+16,954|+17,096|+19,898]+26,608

L
Tabelle 4.2: Vertikale Verschiebung an der Gerade n= ??

bel

der Methode II (siehe Bild 4.2)

zanl Punkt]

der a b ¢ d e by g

Elemente
36 -3,267 | ~3,232 | 2,314 | =0,799 | +1,255 | +5,140] +5,942
54 ~3,458 | 3,416 | -2,471 | 0,872} +1,375 +5,4491+10,260
72 -%,541 | ~3,496 | -2,540 | -0,908 +1,443 | 45,588 |+10,407

Tabelle 4.3: Die

beil

L
Neigung (w') an der Geraden n = 7%
der Methode II (siehe Bild 4.3)



ibbaf
Textfeld


- 93 -

18,50 ¢
Punkt ©
18,00
1750 36 54 72
17,00+
Punkt d
16,501
1600 36 54 72
17,254
16,75 W’*
16,2
52 36 54 72
20[00’"
19,501 Punkt f
19,00
I 36 54 72
3 \
g 26207 Punkt g
2
& 25701
£
Y
A 2520 Anzahl der Elemente
' 36 54 72

"
Bild #4.2: Abhiéngigkeit der / /

Vergchiebungswerte VI

(w) von der Anzahl BN
der i'latten- N R TBREdTeTr Zu
elemente bei der X 45:,g
Methode II

>

1
{

Lg Bl
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-300 ~,
200 " Punktc
~1,00
000 36 54 72
-1,50
~-100 Punkt d
[
=050 36 5% 72
1
2,001
1[50_ Punkt e
-
100 36 54 72
6,00}
550+ Punkt f
500 36 54 72
10/50' ‘ “
B
Punkt g
10,001
g‘ /
g Anzahl der Elemente
nza er emen
z 9,
950 36 54 72

Bild 4.3 Abhingigkeit der Neigungswerie (w')

von der Anzahl der Plattenelemente
bei der Methodell
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zanl Punkt
der a b c a e
Elemente
36 +14,693 | 414,090 | +13,926 | +14,004 | +14,693
54 +1h, 884 | +14,268 | +14,095 | +14,268 | +14,884
72 +14,983 | +14,7%61 | +14,186 | +14,361 | +14,983
288 +15,005 | +14,408 | +14,240 | +14,408 | 415,005
Ln
Tabelle 4.4: Durchsenkung W an der Geraden n = =3
gahl Punkt
der a' b! ¢! ar ef
Elemente
36 +16,919 | +16,224 | +16,029 | +16,224 | +16,919
72 +17,245 | +16,526 | +16,323 | +16,526 | +17,245
288 +17,268 | +16,579 | +16,384 | +16,579 | +17,268
L
Tabelle 4.5: Durchsenkung W an der Geraden n = 7;
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Aus den Tabellen 4.2 bis 4.5 erkennt man, daB die zunehmende Zahl
der Elemente zur Konvergenz der Verschiebungen flihrt. Aus Tabelle
4,2 erkennt man, daR die Zunahme der Durchsenkung an der Linie

n = Lp/3 bel Anderung der Zahl der Elemente von 36 auf 54 zwi-
schen 3,03 % und 1,68 % betrigt. Dieser Prozentsatz nimmt in der
Nihe der freien Rinder zu. Bel weiterer Verfeinerung auf 72 Elee
mente nimmt die Durchsenkung zwischen 1,34 % und 0,845 % zu. Die
Zunahme ist also am Rand grdpfer als in der Mitte. Aus TaEelle 4,3
folgt, daB die Zunahme der Neigung %% in der Linie p ="3ﬂ bei
Anderung der Zahl der Elemente von 36 auf 54 zwischen 9,8 % und
3,2 % betridgt. Bel weiterer Verfeinerung auf 72 Elemente nehmen
die Neigungen zwischen 4,94 % und 1,43 % zu. Ahnliches folgt aus
den Tabellen 4.4 und 4.5.

e ot e B 2 5 i e o com i ek o iy e i o o e e i M s o S s e s s S e e i ok S e 0 S i e Bh e B e G

Das Beispiel aus Abschnitt 4.2 wird nach Methode I mit 36,54

und 72 Elementen nach Programm Anhang D gerechnet. In diesem Fall
gelten auch die Eingabewerte von Tabelle 4.1. Die sich ergebenden
Verschiebungen fir die Fille von 36, 54 und 72 Elementen sind in
den Tabellen 4.6 und 4.7 angegeben. Der Vergleich wird in Bild 4.4
und Bild 4.5 gezeigt.

Die Tabellen 4.6 und 4.7 zeigen die Tendenz zur Konvergenz wie
bei der Methode II. Aus dem Vergleich zwischen den Tabellen 4.2,
4,3 und Tabellen 4.6 und 4.7 erkennt man, dap die Werte der Ver-
schiebungen bei der Methode I kleiner sind als die entsprechenden
Werte bei der Methode II. Die Ergebnisse mit 72 Elementen nach
Methode I und die entsprechenden Werte mit 36 Elementen nach
Methode II sind etwa gleich. Dies erkennt man auch im folgenden
Abschnitt, in dem die Werte der Hauptmomente verglichen werden.
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zahl Punkt
der a b ¢ d e £ g
Elemente
36 +22,316 |+19,582 [+17,310 {+16,108 {416,299 |+18,535 | +24,247
54 +23,011[+20,152{+17,735(+16,381 |+16,557 419,022 (+25,100
72 +23,316|+20,402(417,932|+16,518 |+16,686|+19,255] +25, 465
Tabelle 4.6: Vertikale Verschiebung an der Geradenn = 5
bei der Methode I (siehe Bild 4.4)
Zahl Punkt
der a b c d e £ g
Elemente
36 =3,229 | ~3,189 | ~2,154 | -0, 714 +1,303 | +4,366 | +9,361
54 =3,408 | -3,318 | -2,366 | -0,816 | +1,369 | +4,882 |+9,686
72 =3,484 | -3,373 1 =2,441 | ~0,869 [ +1,417 | +5,058 |+9,823
L
Tabelle 4,7: Die Neigung (w') an der Geraden n T%

bei der Methode I (siehe Bild 4.5)
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Acht Beispiele wurden untersucht. Die Variationen in den folgenden
Parametern werden berlcksichtigt:

1. Randbedingungen
2. Geometrie der Platte (LE’ Ln,¢)
3, Art und Lage der Last

Die Eingabewerte der Beispiele werden in Tabelle 4,8 angegeben.

k_m“wwﬂw—_w 284 em ——”—”~W'*ﬂ

Bila 4.6: Beispiel Nr. 11
Koordinaten der Punkte sind in Tabelle 4.9
angegeben,

Knorr [19] hat eine Platte unter Einzellast am freien Rand ex-
perimentell mit Hilfe schiefer Durchstrahlung untersucht. Diese
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Platte wurde nach Methode II berechnet. Sie wurde in (8x12) Ele-
mente eingeteilt. Die 16 untersuchten Punkte gehen aus Bild 4.6
hervor. Der Vergleiéh zwischen den Hauptmomenten ist in Tabelle
4,9 angegeben. Die in Klammern stehenden Werte sind die Versuchs~
ergebnisse.

Die Durchsenkung und die Hauptmomente in Plattenmitte werden ver-
glichen. Die untersuchten Platten werden in Bild 4.7, 4.8 und

4.9 gezeigt und die Ergebnisse sind in Tabelle 4.10 zusammenge-
stellt.(Giencke [22] hat die Platten (Beispiel 13, 14) mit einem
Kraftgrifenverfahren berechnet, wobei er sowohl Parallelogramm=-
elemente als auch Rechteckelemente in Kombination mit Dreieck-
elementen verwendet hat). Die Platten wurden in 8x12 (fir Beispiel
Nr. 12) und 9x9 (fir Beispiel 13, 14) Elemente eingeteilt.

Es wurde eine schiefwinklige Platte nach Bild 4.1 mit gleichmiRig
verteilter Last untersucht. Der Winkel zwischen den Seiten wurde
von 30° bis 90° in den Schritten 30, 45, 60 und 90 variiert. Zur
L&sung nach Methode II wurde die Platte in 72 Elemente (6x12) ein-
geteillt, wobel in Randnihe das Elementsystem nach Bild 3.6 ver-
feinert wurde. Die untersuchten Punkte gehen aus Bild 4.1 hervor.
Der Vergleich zwischen den Hauptmomenten nach Methode II, Ramstad
{61 und Homberg [16] ist in den Bildern 4.10 bis 4.13 angegeben.
Die Abweichungen zwischen den Ergebnissen (MI, mtl in den auf der
Linie n= > liegenden Punkten) nach Methode IXI und den Modell=-
messungen nach Homberg sind in der Tabelle 4.11 angegeben.

Aus den Tabellen 4.9 und 4.10 erkennt man, daB die Ergebnisse nach
Methode II mit den Ergebnissen nach Robinson, Knorr, Rushton und
Morley gut lbereinstimmen. Aus den Bildern 4.10 bis 4.12 erkennt
man, dak die Ergebnisse nach Methode II zwischen den Modell-Ergeb-
nissen [Homberg) und den Ergebnissen nach Methode I [Ramstadt]
liegen. Aus dem Bild 4.13 erkennt man, da® die Werte der Haupt-
momente in der stumpfen Ecke nach Methode I und II von den Modell-
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Bild 4.7: Beispiel Nr. 12
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Bild 4.8: Beispiel Nr., 13
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Bild 4.9: Beispiel Nr. 14
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Punkt|{ Koordinaten MI MII
S e V2 ELVE R S i)
2 3Ly 1goLn g;—;gg) (:ﬁ:gg)
S| Bere 2| 52980, C1123)
4 The g5In 2 (g;gﬁ) (ZS:§3>
| Fesee Inyy | 39.10, 1380)
6 Thg ygsIny3 (12;33) <I§:38>
N I SV I (-10700)
8 3L 7851 /6 (52289 (-15250)
9 b yyoIn g <§§;§8) (~Ig:88)
| tere B | 1h23, 3300)
S e YRV (-12:55)
12| Sleygedlngs | 19,92, (“12200)
13| By 2y | 2531 Cia5h)
14 Lo rgs Ay (gg;éé‘) <1§3:§3>
B | Ty SIngg | 13,60, (52225)
16 Lg yys 100,45 (};;Sg) (Z§§:§3>

Tabelle L4.9: Hauptmomente zu Beispiel Nr. 11
Die Werte in Klammern sind die Ergebnisse
aus schiefer Durchstrahlung [19]
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Beispiel|Durchsenkung in MI in Platten- MII in Platten~
Nr. Plattenmitte mitte mitte
0,265 0,412 0,275
12 [0,248] [0, 351] [0,254]
13 2,26 2,30 1,53
(2,36) (2,24) (1,53)
m 0,913 1,92 0,96
<0,965> <L, 92> £0,98>

Tabelle U4.10: Durchsenkungen und Hauptmomente in
Plattenmitte flir die Beispiele
Nr. 12, 13, 14

L ] Versuche nach Robinson [21]
( )  Versuche nach Rushton [20]
< > Differenzenverfahren nach Morley [18]

Die in der Tabelle gegebenen Durchsenkungswerte sind

3 » o oas ] I .
durch Eh J12(1-u?) 24 dividieren, um die wirklichen
Durichsenkungen zu erhalten.
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I om0 L] L]
M* = ning Lﬂ 8ind

Mf!i.'ll

B
10° 20° }0"/ Z4L0° 50° 60° 70° 80° 90° ¢
-

—mem—  Yarguchgergebnisse nach
Homberg [16]

D e Ergebnisse bei der Methode
II (72 Elemente)

————— Ergebnisse bei der Methode I

nach Ramstad [6](144 Elemente)

Bild 4.10: Hauptmomente am Punkt D 3
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ni, n2
« 0,100+
+ 0,050 +
IT _ oot sT b
M 3 N,°q LE Ln sin¢
30°
- Versuchsergebnisse nach
Homberg [
- 0,020
e o e Ergebnisse bei der

Methode II (72 Elemente)

——— e Ergebnisse bei der
Methode I nach Ramstad [6]

(144 Elemente)

e =
Teé L S

Bild 4.11: Hauptmomente am Punkt R3
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MI = N9 Lgbysing

10° 20° 30"~ 40° 50° 60° 70° 80° 80°

Versucheergebnisse nach
Vi Homberg [1

~~~~~ Ergebnisse bei der Methode II
(72 Elemente)

_____ Ergebnisse bei[ der Methode 1
nach Ramstad (6] (144 Elemente)

Bild 4.12: Hauptmomente am Punkt V3
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Ny M2
mt = n,+qeL, L * sine
1 &€
- 0,081
— T T T \\-.\\\\
. 0,051 — I
\‘\
20° 30° 60° 50° ¢
\.
T e e
//
//
- 0(05“‘ //
11 . er er s o2
M = Ny'q LE Ln sin?d
—— Versuchsergebnisse nach
Homberg h
~-w=-~ Ergebnisse bei der Methode II
(72 Elemente)
————— Ergebnisse be er Methode I
nach Ramstad [6] (144 Elemente
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wd
/ =Ty
g
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Bild 4.13%: Hauptmomente am Punkt St
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@°  Punkt mt pem)  mt pem)
90° R 3 (6,578) (0,385)
[6,575) [0,375)
(6,22) (1,42)
b3 [6,08] [1,40]
(6,31) (1,14)
V3 [6,25] [1,10]
60° (5,55) (0,021)
RS [5,70] [0,10]
(5,64) (0,96)
b3 [5,50] [0,80]
(5,69) (0,69)
V3 [5,63] [0,70]
45° (4,47) (~0,22)
R 3 (4,39 {-0,37"
(4,59] [-o0,04]
(4,89) (0,33)
{14,85) (0,10
D3 [4,85] [0,25]
(4,93) (0,17)
{4,81> <0,10>
V3 [4,91] [0,25]
30° (3,41) (0,221)
R 3 (3,35] [0,225)
(3,60) (~0,61)
D3 [4,00] [-0,60]
(3,94) (=0,52)
V3 [4,10] [-0,35]

Tabelle 4.11: Hauptmomente zu den Beispielen 15 bis 18
(Bild 4.1) an der Geraden n= Ln/2

Ergebnisse nach Methode II mit verfeinertem Elementsystem
(6x12) nach Bild 3.6 und den modifizierten Knotenlasten
nach Abs. 3.9

Versuchsergebnisse nach Homberg [16]

Ergebnisse nach Methode II mit gleichen Elementen (6x12)
und den direkten Knotenlasten
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ergebnissen abweichen. Es ist bekannt, daB die nach analytischen
Verfahren im Rahmen der Kirchhoffschen Theorie berechneten Werte
der Momente in der stumpfen Ecke von den Modellmessungen abwei-

chen [18]. Die hier entwickelten Elementmethoden gehen ebenfalls
von der Kirchhoffschen Plattentheorie aus.

Auferdem sei bemerkt, da® die Ansitze flr die Biegefliche nach
Methode I oder II (Gl. 2.1 und 2.25) die homogene Plattenglei-
chung

4 I 2 b
1 9 3w 2 4 cot ¢ ]
—y [ — + ——E] 4-[ Tt = ] kil

=

sin ¢ g

4 cot¢ 2w . 2ty
sin’ ¢ 3£79m 3EQY°

nicht erfillen.

(4.1)

i
o

Die zus#tzlichen Ungenauigkeiten der Elementmethode beruhen auf
dem Ersetzen der Linienlagerung durch Einzelstitzungen an den
Knotenpunkten und dem Ersetzen der gleichmiéfig verteilten Be-
lastung durch Knotenlasten.
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5. Experimentelle Untersuchung einer schiefwinkligen Platte

Im vierten Kapitel wurden einige Zahlenbeispiele nach Methode II
durchgerechnet und die Ergebnisse mit den verschiedenen friheren
Arbeiten verglichen. Der Vergleich war hauptsichlich zwischen den
Momenten méglich. Die Plattenridnder waren entweder liniengelagert
oder frei. Im durchgefiihrten Experiment wurde eine Parallelogramm-
platte aus Aluminium (65,64 cm x 65,64 cm, 3 mm dick) mit einem
Winkel von 45° untersucht (Bild 5.1), die auf einzelnen Stitzun-
gen gelagert war. Die Einzellasten (R, Mg, ") wurden an den ge-
wihlten Punkten angebracht, deren Verschiebungen (W, W', w°) di-
rekt gemessen werden konnten.

Normalerweise miRt man Durchsenkungen (w) und die Dehnungen um
das Verhalten eines Modells zu bestimmen. Die dazu verwendbaren
MeBverfahren sind also besser entwickelt als die fir Neigungs-
messungen. Sie miissen zudem noch an den Punkten durchgefilhrt
werden, an denen vertikale Lasten oder Momente eingreifen. Es
muRte deshalb eine Vorrichtung gewdhlt werden, die es gestattet,
auch an den Lasteinleitungsstellen den Neigungswinkel zu messen.
Die verwendete Methode erforderte die Messung von Winkel 5;1/20.

5.1 Lagerungen

Es wurden Lagerbdcke nach Bild 5.2 verwendet, die in der Hhe mit
einem Gewinde verstellbar waren. Sie wurden mit Schraubzwingen
an den Trigern befestigt. Die Platte wurde durch zwel Muttern

und einen Gewindestift mit den Lagern verbunden. Die Lagervor-
richtung erfilllte also die Lagerbedingungen w = w' = ¥" = 0 an
den gewdhlten Punkten.

Die Belastungsvorrichtung (Bild 5.3) muB es ermdglichen, zwel
Spiegel und eine MeBuhr am belasteten Punkt zu montieren. Die
Gewichte hingen an einem Biligel, der an der Laststelle eingehingt
war. Mit Hilfe eines PreRluftzylinders und des Steuergerites wur-
den die Be- und Entlastungen durchgefithrt. Um die Momentenbelastung
anzubringen wurde an der Laststelle eine Gewindestange in ein Loch
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—5mm ¢ Gewindestift
(3 mm dicke Al-Platte
: 5
=

£ - |

——-——Auflager

--Schraubzwinge

Stahltrdger (Hohl-

kasten )

Bild 5.2: Auflager-Einrichtung


ibbaf
Textfeld


- 115 =~

@wMeBuhr

rBelastungstgel

W \i\mlﬂ

i

Modell - Platte-

~Gewicht

' Steuergertit
PreBluftzylinder ———
© o

Bild 5.3: Einrichtung fir die Vertikallast

~——30% 30x30mm polierte Stahlwiirfel
N

N Autokollimationsfernrohr j

Bild 5.4: Vorrichtung zur Neigungsmessung
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eingeschraubt, an deren Enden (unter und Uber der Platte) hori-
zontal verlaufende Seile ein Kriftepaar einleiteten. Die Seile
wurden Uber Rollen durch Gewichte belastet.

Die Durchsenkungen wurden an einer MeBuhr und die Neigungen an
einem Autokollimationsfernrohr {171 abgelesen. Im Fernrohr be-
finden sich eine Lichtquelle, ein Strichkreuz und eine Skala. Als
Spiegel wurde ein polierter Wirfel verwendet, der an der MeBstelle
stand. Der vom Spiegel reflektierte Lichtstrahl gab die Anderung
der Neigung an der MeRstelle an, Bild 5.4 zeigt die MeBeinrich-
tung fir das Fernrohr. Um die Neigungen in zwei Richtungen zu
messen, wurden zwel Spiegel benutzt. Sie standen auf einer Platte,
die von der Modellplatte durch eine Unterlagscheibe getrennt und
nur an der Mefistelle mit ihr verschraubt war. Das Fernrohr war be-
weglich auf einem Stativ befestigt.

Die Platte war an & Punkten gelagert (Bild 5.1). Die Punkte 2 und
3 (Mitte des Randes und die stumpfe Ecke) sind frei. Sechs Last-
fille wurden untersucht.

Lastfall
R2 = 1
w6
M2 = 1
=g
M
N 2
M2 z 1
R3 = 1
whn
Ma
we .
M3 1
L .
M3 1
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Fir jeden Lastfall wurden die resultierenden Verschiebungen

(W, W', W) an den Punkten (2 und 3) abgelesen. Die Verschiebun-
gen infolge einer Einheitslast oder eines Einheitsmomentes wur-
den aus den Messungen berechnet. Die MeBgenauigkeit wurde mit

Hilfe des Betti-Maxwellschen Satzes liberprift. Danach gilt:

- - - ] -1 > -
( Rm )(wm infolge Mg) = ( Mg ) < W, infolge ﬂn)

Die Ubereinstimmung der Modellmessungen mit diesem Satz hingt
von den Messungen mit Fernrohr und MeBuhr, den Belastungsein-
richtungen fir die vertikale Last und Momente, sowie von der
Erfillung der Voraussetzungen fir die Glltigkeit des Betti-Max-
wellschen Satzes ab.

Der Vergleich der Arbeitsprodukte ergab Unterschiede von 1 bis
8 %. Die auf modellstatischem Wege ermittelten Verschiebungen
sind in Tabelle 5.1 in Klammern angegeben. Der Elastizit&ts-
modul E = 779 600 kg/cm? fir die Modellplatte wurde mit Hilfe
eines Zugversuchs festgestellt.

Zum Vergleich wurde die analytische Ldsung nach Methode II ver-

wendet. Die Platte wurde in 64 (8x8) Elemente eingeteilt. Die
fir die Lastfalle R, = 1, S = 1. M) =1, Ry =1, WS =4,

Mg = 1 ermittelten Verschiebungen (w, w' und w*) werden in der
Tabelle 5.1 angegeben. In Klammern stehen die Ergebnisse aus dem
Versuch. Man erkennt aus der Tabelle 5.1 eine gute Ubereinstim-

mung zwischen den beiden Ergebnissen.

i
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- -t - - - -
Last- L Vo o W3 Wy Y3
fall (em) (cm)
B o= 1] 050674 0,000944 -0,00199 0,0473 ~0,00133% -0,00243
2
(0,0675) (0,00123) (-0,00158) (0,0465) (~-0,00121) (=-0,00232)
§t = ¢ | ©,000944 0,000314 0,000192 0,00246 -0,0000536 =0,000112
2
(0,00142) (0,000366) (0,000212) (0,00281) (-0,0000564)(~0,000124)
0 o= 1| -0,00199  0,000192  0,000347  0,000220 0,0000060  0,0000075
2
(-0,00160) (0,000221) (0,0003%69) (0,000246) 0,0000084 (0,0000074
- 0,0473 0,00246 0,000220 0,1134 0,00028 ~0,00363
Ry = 1
3 (0,05086) (0,00242) (0,000200) (0,1105) (0,00043) (~0,00323)
& = 1| ~0,00133 -0,0000536 0,0000060 0,00028 0,000465 0,000330
3
(-0,00141) €0,0000533)(0,0000098)(0,00037) (0,000426) (0,000288)
ME = 1| ~0,00243 =-0,000112  0,0000075 -0,00363 0,000330 0,000452
(=0,00264)(~0,000125) (0,0000064)-0,00375) (0,000298) (0,000521)

Tabelle 5.1: Vergleich zwischen den Modellmessungen
und den Ergebnissen nach Methode II
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Zusammenfassung

Die Elementmethode ist ein Naherungsverfahren, in dem

die Platte aus vielen einzelnen finiten Elementen zu-
sammengesetzt wird., Der Grad der Anndherung hidngt von

der Zahl der Elemente, der Wahl der Biegefldche der
Elemente und der Art der Verbindung zwischen den Elementen
ab. Bel Erzielung der vollstdndigen Kontinuitédt der
Verschiebungen zwischen den Elementen stellt die Element-
methode eine dquivalente Formulierung des Problems vom
Minimum des Gesawmtpotentials dar,

Aus den im 1. Kapitel zusammengefassten drei Gruppen von
ilementmethoden wurde eine Kombination von erster und
dritter Gruppe, ndmlich das Problem der vollstdndigen
Verschiebungskontinuitdt zwischen den Elementen in der
vorliegenden Arbeit behandelt. In diesem Zusammenhang
warde eine verallgemeinerte Steifigkeitsmatrix entwickelt,
welche die vollstdndige Kontinuitdt der Verschiebungen
und Neigungen ldngs der Kanten der Elemente gewdhrleistet.
(Methode II). Die verbesserte Steifigkeitsmatrix wuxrde

in schiefwinkligen Koordinaten fiir ein schiefwinkliges
Plattenelement hergeleitet, um sie bei den schiefwink-
ligen Platten anwenden zu kOnnen. Als Grenzfall ist die
Erweiterung auf rechtwinklige Platten moglich.

Durch die Verwendung von Hermiteschen Polynomen redu-
ziert sich die Transformationsmatrix zun einer Einheits-
matrix, Deswegen ist es mbglich, die Steifigkeitsmatrix
[kf]mit Hilfe der angegebenen Tabellen in einfacher Weise
zu ermitteln., Die schrittweise Bildung der Gesamtsteifig-
keitsmatrix( k+j ermdglicht ein grosses Elementsystenm,
mit Hilfe von Rechenmaschinen mit Magnetbdndern und ver-
hiltnismissig kleiner Speicherkapazitdt berechnen zu

konnen.

Um den Vergleich zwischen der ilethode II und der kon-
ventionellen iMethode (Methode I) machen zu konnen, wurde
die Methode I auf schiefwinklige Platten angewandt. Im
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Rabmen der untersuchten Beispiele erkennt man, dass im
Vergleich mit der Methode I die Methode II eine geringere
Zahl von Plattenelementen benstigt,um die gleiche Ge~
nauigkeit der Verschiebungen zu erzielen, Ausser dieser
Verbesserung ist die dabei folgende Stetigkeit der Ver-
schiebungen von griosserer Bedeutung. Denn damit wird

die durch Verwendung der Elementmethode entstehende
Ungenaulgkeit verkleinert.

Die Elementmethode stellt im Rahmen der Kirchhoffhchen
Théorie ein gilinstiges Verfahren zur statischen Berechnung
von Plattenproblemen dar. Die Genauigkeit der Methode
hingt jedoch von der Geometrie des Tragwerks, der Bela-
stungsart, den Randbedingungen, den Formen und der Zahl
von Plattenelementen und der Wahl der Steifigkeitsmatrix
(k, k+) ab, Mit der Vergrosserung der Zahl von Elementen
kann der Fehlereinfluss der Steifigkeitsmatrizen vermindert
werden., Man nimmt dann aber den grossen Rechenaufwand in
Kauf. Aus den untersuchten Beispielen erkennt man, dass
mit einer begrenzten Zahl von Elementen (z.B., 6 x 12,

9 x9, 8x 8, 8x12) unter Verwendung von verbesserten
Steifigkeitsmatrizen der Elemente befriedigende Ergeb-
nisse erzielt werden konnen,
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Anhang A

Programm zur Berechnung der Steifigkeitsmatrix eines Parallelo-

grammelements nach Methode I

ADIVE WAS PRODUCED
ENTRY INTO THE TEMPORARY [ IBRARY

ALCOR TR4 (2 MY 11, ALUG 68 » - MODE é

CPROCEDURE YSTETMA(X, YoM, EpHo MAMU , MAMUAT ) §
'R:AL'XiYDMlEi

PARRAY ' H}

PRQCEDURE YMAMY S

fPROCEDURE *MAMUATS

fBEGIN'

*PRUCEDUREYADIVBC(ALB,CLEPS,SING): )
FYALUE'EPS  *REAL TEPS; "ARRAY YA, B, CJLABEL'SING:'CODE"}
TREAL'"WalaVeS:s

VINTEGER®],K3

PARRAY'B,C, 0, AR AE[1:12,1012)5
V::anxwx=v~Y;L:=M~SIN(E)~SIN(E)*COS(E)uCOS(E)l
St1=1+COS(EY*COG(E) nMxSINCEYRSIN(E S

VEORSL 24 STEP Y LV UNTIL Y12 N0 SFORIK = tSTEPY 4 TUNTIL 12 DO
BlTsKIs=CITak1gsts

TEORTI =1 STERYLTUNTIL L2700

FEORYK IS4 GTEP LY UNTIL Y1200

ABIT,K)saAp(].Klt20;

YEORYT =4 8TEPY L UNTIL Y42 DOYABI 1132
8[1.111:thln;ill:nBt3.913=8[12»91x=7X5
Bld4,11)13B(7,111:5B(6+9)18B819,9) 154X}
Bl1,10):2B814,181:3802,9188B(5,9) 18-y,
BL7,10):aB1im.10)1=6808,9112B8141,9)134Y}
Bl1,9)1=B(7,9133XxY;

Bl4,9)i=0({0,9):izaXxY}
B(2,81:=8(%,8)1=B18,8)¢=2B{11,8)1=W}
Bl1,8)138010,8)1a=X*xNiB(4,8]12B(7.,8)1aXxl;
Bl3:.813=28l0,8)122%XxYiR[6,8)13B[12,8)i8~2uXnY;

B(3p71:=BL6.71i=8t9.71:=8!12.7):av;
BlLe7112R1407)i7=VxYiBUI7,7102B{18,7)t2Vxy}
BU2,7)3=8(8e7 11528 XxY3BIB,7)45B11:7)5mednXxY;
Bl2,6)52BI8,6)i5B1,3]113B[4,3) 12 MWuY]}
BIBs6)1=B{11,61:=R(7,31:=B110,3)18Wxy}
9(1:6]828[706]:*X“W“Yiniﬁuﬁl8*9[10563!“ mAuUxY}
BI3,6)3=B[12,6):8=3xWxX3Bl6:6] 18B(9,6)4u3xWrX;
BI3:51t=B(42,531=8(1,4753B110,1)3m~XnV}
BI6,511=819,5)1=R[4,1)13B[7,1])858XnV;
Bl1e518=B17,5)3aVaXxYIBI4,5)82B(10,5)8-Yn)XrY;
BI2:,515=28(5,5] e-~3xva$B[8451:=8t11.5)i=5~VXY3
Bll1s4)t38(4.4)§2817,413=B(10,4)33W}
Bl3s4)128(6+4)35n2xYiBIVs4)aBI12,4)182xY}
BI3:3)8=B1a,31520(9:3115R012,30123xu}
Bi4,21t2B8(4,2)1=B(752)02B(10,21 12V}
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BIns,2183B(11,2)3=-2xX3B(5%,2)13Bl8,2)t22uX}
Blos1li=Bis,1)i=B8(8,1)13Bl11,1)123xV;
Bi1,121:15812,141:58(3,10)3=814,12)12R[5,11)121}
Bl6,101:8B17,12):5B[8,441189,10)sB(10,1218=1;
Bi11,113358(12,168)1213
Clis11834B8uVxXuYif{7,1)38032xVuXnYuCOSIEYS
Cine2)12346uXuY 05,2 ta=06xVrXRYXCOS(EYS
Cloe2)1zalgnryxXsCOSCE)ICI9,2) 12-16xXxYxCOSCE)S
Cl5,51 124 6uVnWuXaYa(72uVuyrXxYr§)/5}
ClOos6)saBuixynynSICI7,7] 1B (32uVuXnYxS)/3a(16xWuYxX)/3}
CIAs7 3R =32 XuWxYxCOSCE))/Bu(I2uYuyxXuCOSIE)) /33
Cl3:3)1=48xWuYuXiCldar4)ingpuyuy]
Cls6)1=(72uXaWuiRYnG) /B4 60 Y xWRXxY]
ClBsB)8a(IprunXnYuS)/Inl(lbxVuXnY)/3;
Clo,9)t=gxXuyng}

ClBa118516uVuXuYnl3C(4,2) gutouXuyx];
Ci7,3)3246uXuWuYxl}
ClBy)3)t2a3onyawnY*COSCE)IGIB,4) 15164y uyxXxCOS(E)}
Cloed) el puXxWxYsCOS(E)ICI9,4)1e"16xXnYCOS(E)S
ClAasBlszBuyxyuxuYx(2xL4S)JC{9,5] 138xVYnXnYsS;

VFORY 4= "STEPIL ' UNTILY129D0 'FOR'K &1 *STEPTLYUNTIL Y1200
ClI.Kli=ClK,113

ADIVB(AB,B,AE»n"8sSINGYS

MAMUAT(AE,CsD) ¥

MAMUCDS AE + M) 3

'"GOTO'RENGS

SINGs '

PRINT(*(IMATRIX B SINGULAER*) ')}

RES

YEND? S
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Anhang B

Programm zur Berechnung der Steifigkeitsmatrix eines Parallelo-

grammelements nach Methode I1

ALCOR TR4 23 MV 11. AUG 48 , MODE 6 -
:PRUCEDURE'STEfMA(X:Y:M;E.H)i'REAL'X.Y;M.E)'ARRAY'H;

BEGINY
PREAL' P AWBCoNsFaGr0adsNyLeQeRY? INTEGER® [, K1 }
PiaX/YIAtEMRSIN(E)*SINCE)«COS(EI»COS(EYIBIR1+00S(EIBOS(EMxSINCE) »
SINCE)SC1apape{/(PxP) ;D1 aBs6uAIF 154xC0S(E)«(P+1/P)/1B3G1RARS
Ni=COSCEI"{P/3e1/P)/B30t2C0SCE)/PILIsCOSCEInCPel/(3xP))/BIJsaPx
COS(E) }Qy=PxPsRIsL/(PxP)}
HI1s4112H{6,8)§2H[9,9) 43 H(13.13Jl“l56*0/35t72*?l253
H{2,114= H16,5) 1= HI40,978mNE44,13)3013220/210478xR/35+438D/50}
Hi321)1eH{7.5) 2 HIL11.9)108 H(15:131.=7BkQ/35*132~R1216*121D/551
HE4r1)3mn{42,9]8241%C/354P (Bt nA)/BGIHIS, L1 38HI13,9]18408%
Q/70-1564R/35=724G/255HI6,1)18H{14,9]18456%0/420078¥R/ 38012564561
Hi7o1102 HEL5,8123(54uQ-44xR) /70025 )~12xD/B05H(B,1112 H{46,914%
=(39xQ=66%R)/21CGeD/50~ PIH{9,1)18H[13,8)i5n188%C/780794G/2%)
H£1G.1)'z HI9,3) 312 (+26n0»B4%R)/70-12xG/50-2%05H {11,115 HI9,3)

2(54%Q+26uR)/7071L2xG/B0Hs ZnJ}Htl?oil:HM[9:41'3»78uC/420*ﬁ/56*FJ
H(13 1)112H19,5):(~156u054nR}/38-72xG/253H (14,1115 HIO,6]:=
(=44%Qe54xR) 276~12xD/5G+2u0iM 45,4118 M{S, 7] HI43,3)38HI14,5]
12(78x%Q3~ 13!R)185*12*G/50!H[1611]!" Hi44,313= HIL1,6112H[9,8]:s
(66%0~39uRY/218+D/50~FiHI2 2 18HI40,10)1812%Q/105+52:R/35224%G/750
pH[S:Z]x*H(linloJx=66KG/210-Fw(8#61xA)lSﬁ;H[4»21“ﬁ Hi{12,40113
HIBr6) 1= M{16,14]13240/35222uR/ALBB2u0/783HI5,2) 18 HIL3,408)5
39xQ/185=78%R #35=12%G/50FH16,2]15H{{4;,10)15(~FnQs26xR)I/35-124G/156
PHI7,213=H15,{0118(39uQn 66-R)/210 DASB-FIHIB,2) 38 HIL6,18113
“6x0/140+22%R/210=D/150-NIH[18,2] 15 (4x0+18%R) /761 2xG/ 158507
H{11,2)1sH{10, 3)1:278x0420~0/50=F 12,2018 HILO,4)3am6u0/148
26xR/420=G/150aNHI13,2] 80 Hi10:5) 12 (~444Qe54%R)/T0-12xD450-2%0}
H(14:2]:=H[10:63 5x120Q/405¢86 R/ 7624462753 H[15:2) 17 H{$3,4]
15 HI12,8)18M0§8,7)1:12(86uQ~398R)/210D/50F3H{16,2)18 HI14,4]38
H[l?;él:z H[10 Bliz(6%0-13xR}/105+4x03/156)

H{3s318=H{g1, 111'=52x0/350¢2uﬂ/105*24~r/75 JIHI4,3)18 HIL2,14)
32 H{8,7]1aH{16,15]1=22%0/40524R/352uD/755H(5,3}t= HI18,11]18
27xQ/35-139%R/21072%J=6xD/25iHI6.3) sukitdsqr)im(n 39x0*66wR)/216+D
/51*F:H(7a3]z-H[iS:ll]’-(iB'@ ABR)/35=24nG/753H{8:,3183 HI16,11)
Z=“(13"0'6~R)/105*4HG/15GJH(11a3]!=(18%Q¢6KR)/70*12x0/15GWJ)H[12:3
Tim HI11,433526%Q/42061R/4487G/1508L JHEAB:3113H141,7118{26%Q~3
*RY/35-12%G/1503H116,3) 15 H{41,8):822%0/216-6%R/146-D/150» Ls
H[4»4J:'HCB'81;—H(12n121laH(16:163z=4lC/103*8!G/2255H(5o4)
HI13,12115¢39%0=66%R)/240eF=N/B50:H16,4)18HI14,12) 38~ 6"0[160¢R
%224218~D
F1504NHI7,418m HI15, 121 18(43%0=6xR)/10%5-4xG/150iH(B, 4] 18H16,14
2):%-4%Q0/140+2%R/ 165~ 4'G/450)H(12n41z=~C/7ﬁ~G/45&¢F/123Ht15 4)s
HI12+7)§%32x0/216" 6%RZ14B7N/L50%LJHI16,4)15HI12,8):22x0/10574%R
£140=4%G/480HIB,5) 15HIL16,13) 180 (11%A+R)/58-66%C/2100F}
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HI149%5)3% HI1306118(26102848R)/70-125G6/%0+2503M (15,
S)1a H{13,7]12¢54n0+26xR) /760l 2uG/58428J1H15,6]):2H(14,7180-78
XC/4200G/50 Fikl606])38H[14,14)1842xQ/105u52xR/35424xG/75403H[7,6
1=HI16,14)13=46%C/2107Fr(Bepl2A)/BOINHI14:6 15(61Q+18%R)/70+12%G/15

8

+0;H{16,51{2H(13,8):a78xC/4208°0/56+F1H116.6)15 H(14,8)28w6xQ
/140-26%R/420-G/158-NIH[7,7)18HI15,18)12(52x0+4xR)/350J+B4xG/75)
H{15,71:8¢1BxQabxR) /70012067450 HI16,7] 15 HI15,8):2%2620/420
6%xR/140- »G/158IH[16,8)182C/70=F/12+G/450;
H{6+5)12aH16,5)5HI10,9)1rel 10,91 H 11,918 ~H(11,0])3
H{12,7)tami (42,713 H(15,13)18eH {15,131
H{14:9)18=M[14,9)3H{1549) 122N {15,9)iH 9,21 13~H[9:2]}
Hi9s3)tcmHl9,315H(9,6)12=HI9,615HI9,7]18~HI9,7]s
H{13:3)ta=u{13,310H014,;3)1own{14,3)5H{%1.6)2~H[11,6]}
Hi12,10) 82K 12,10):H(16,44) 158oH{16,14)3K(13,10])3~H[13,40
13HI1621011==H116,1013HIL0,4) 18K (10,4)5H{10,513=2-H[18.5
J3u013,4)5m=HI43,4)iHI12,5)18-H[12,5)3H{44,4)15"H[14,4)
IHI10:8)13aWl10sB) IHIL2, 2110 Hl12,44) K18, 7)1=aH(8,7]]}
HI13,21)18ak 118,23 )5HI46, 810 08~HIL8, 41 HIL1,4] 052K 11,4)
FHI13,8) 8501481 3HI44,12)18HT{14,12)0HI15,22)8=~H[15,12
T3HI14,5)88=H (44,81 5HIL3,7)inrHI43.713HI14,8)381H(14,8)

}

HI16,7)t8»W(46,7))

YTFOR'I1ey *STEP L UNTILY16 DO IFOR K12 *STEPY 1 UNTIL 46" DOHIT K] j8H]
Kells

TFORYKI=2'GTEP Y4 UNTILYL4IDOYIFOR T84 STEP L UNTIL 16'DOY
LISTISEETISNT SET Y

TFOR'K123 ' STEP P4 UNTIL Y4B DOVIFOR 1 3ag 'STEP YL ' UNTIL 16°D0O"
HIT s KIESHIT KINY;
TFORYKIS4'STEPI4YUNTIL Y16 tNOIFOR 12 tSTEP L UNTIL 16 DO
H{loKIS=H{TsK)uXxY;

YFORYKIZ2'STEP Y4 ' UNTILY44DOYIFOR 1 2oL 'STEP L UNTIL16°DO"*
HIK ) T1EsH{K, T uX;
TFORIKE=3'STEPY4 UNTIL Y ABIDOI'FORY T3 STER L UNTIL 16 DO
HlKe I s=HIK,[1nY]

TFORYK =4 T STEP Y4 UNTILYL6DOY 'FOR 1384 STEP 4 UNTIL 16°D0O!
HIKs1)8mmIKs P TuXuY;

PFORY 1= GTEPYL UNTIL L6 D0 FOR'KIs4 *STEPYL'UNTIL46°D0O!
HITaKIsaH{ToKIZ{XRY )3

YEND?
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Anhang C

Programm zur Berechnung der Biegemomente aus den

" Knotenverschiebungen fﬁ}

ALCUR TR4 (2 MV 14, AUG 68 , -MODE @8
'PROCEDUREYBIEGEMOMENT (X YoM sE2WELBM MAMU)

YREAL'X,YsM)E3 ARRAY THEL ,BMI 'PROCEDURE tHAMU
’BLhIN"lNThGER'IS'ARRAY MLaM2s M3 M4 ML, M22,M33,M44, M111:M222'
M333,M444 (413, 4121] 1 ARRAYIKG,ST(133,113)]
K0f1»111-11K0(1»21:=K0t1:5)G'KO(3;21:=ﬂi
K0{2,1):8COSCEIXCOSCE)Z(SIN(EI*SINCEY)
KO[2,21 134 /(SINCE)«SINCEY ) KO[2,3)1s72x00S(E)/(SINCE)*SINCEY)S
K0{5.11.=ncos<z)/51N<E);Kots.31am1/st(E);
STIL,1)385T(2,2112438Tl1.2388ST {2,211 18M;
ST{1+3):88T(2,%)¢5STI3,4)188T(3,2)1¢2838T13,3):22x(1"M);

Mi01s1) 26w (eWEL L1  LISWELLBad ] )/ (XnX)o2nl=2xWEL[22 ] WEL[G,
L1)/XiMLT2,8) mbx(~ NELIlalJ*WEL[iS,ii)/(YnY)+2~( n2eWEL[323)"
WEL

{15:1))/YIMLL3, 1Jt-wELt4.1lt

MAMU(KO,M1,M44y sMAMU(ST , M11.M111)3 )
M211,1)tabu{WELIL 1) mHELTS, 4] )/ (XnX)a@u¢WEL[2,1])+2xWEL[6,31))
/X3

Mata,1l--a-( NEL[5:1]*WELl9a13)/(Y!Y)*E*( “DXWEL [ 7,4 ] =HELL11,1]
)

/Y; M2[3.1)|=WEL£8n1J$

MAMU(CKO, M2, M22) 3 MAMU(ST, M22,M222)3

M3f1:1]:=6~( WEL (9. 11*NEL!13.1])/(X*X)wex(2~WEu(10a1!*NEL(14n1

} .
)(KlMS[Z.i]::6n(WEL[5411"NELE9|11)/(Y'Y)tEN(WEL(7n1]*2~NEL(114

1
1)/7YsM313,4)12WEL 12,13

MAMUCKO M3, M33) s MAMUCST, M33,M333)3
M4[1;11.abm(NEh(9:1]*N?L[l301l)/(XnX)*Zl( WEL[10,41=2%WEL {141
|
Y/XIMAT12,01326u(WELILs{InHELTET0) ) (YY) )e2u(WELI3,11+2xUELILS
ol

11/7Y3M403,4113WEL L1610

MAMUCKO, M4,Ma4) IMAMU(ST, M44,M444)

TEORY = 1STERPYLYUNTIL Y3 DO

'"BEGIN' ,

BMI1 ’11zsziiltl,llx(SlN(E)!SIN(E)lSIN(E)
BMI3eT 1) ta=M22201, 115 ¢SIN(EYRSIN(EYxSINCED
BMI6#1,1)32M3Z3L], 1) 5(SINCEYSSINCEYxSIN(E)
BMI9+1,1158~M4441], 11 (SINLEY¥SIN(E)=SIN(E)
TEND' S ‘
FFOR'I3=a ' STEPIZ UNTILYO'DO'BMIZ#1,1133(BM[3+],11)/2)
YENDY
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