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Zusammenfassung

Die anhand der Strukturoptimierung generierten Tragwerke sind beziiglich den getrof-
fenen Annahmen fiir den Optimierungsprozess optimal. Aus diesem Grund miissen alle
diejenigen Effekte im Optimierungsprozess aufgenommen werden, welche einen bedeuten-
den Einfluss auf das Ergebnis haben kénnen.

Mit der Beriicksichtigung einer nichtlinearen Kinematik konnen zwei Phédnomene beschrie-
ben werden. Zum einen ist es die nichtlineare Beziehung zwischen Einwirkung und Struk-
turantwort. Zum anderen konnen kritische Punkte einer Struktur bestimmt werden. Ein
Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit ist die Annahme von groien Verschiebungen bei der
Topologicoptimierung. Auf der Basis der nichtlinearen Kinematik kénnen verschiedene
Steifigkeitskriterien entwickelt werden. Fiir die materielle Topologieoptimierung wird ein
Vorschlag unterbreitet, anhand dessen lokale Entwurfskriterien ohne explizite Abhéngig-
keit zu den Entwurfsvariablen beriicksichtigt werden kénnen.

Zur Generierung von flexiblen Strukturen werden zwei Problemstellungen untersucht. Bei
den Transport-Mechanismen ist das Ziel, die Aktuatorleistung so gut wie méglich auf
ein Werkstiick zu {ibertragen. Es wird gezeigt, dass die Erweiterung auf eine nichtli-
neare Kinematik zu einem besseren Verhiltnis zwischen Aktuatorleistung und der im
Werkstiick gespeicherten Dehnungsenergie fithrt. Auf der gleichen Annahme werden Pfad-
verfolgungsmechanismen entworfen, welche einer gekriimmten Bahn folgen kénnen. Zur
Erzielung einer moglichst eindeutigen Materialverteilung im Entwurfsraum werden ver-
schiedene Steifigkeitskriterien, welche den Kontakt mit dem Werkstiick approximativ be-
schreiben, diskutiert.

Um Strukturen zu generieren, welche fiir ein vorgegebenes Sicherheitsniveau kein Instabi-
litdtsverhalten aufzeigen, werden kritische Lasten anhand zweier verschiedener Verfahren
ermittelt. Eine Abschétzung der kritischen Laststufe erfolgt durch eine lineare Eigenwert-
analyse und wird als Nebenbedingung in das Optimierungsproblem eingearbeitet. Um
auch bei nichtlinearem Vorbeulverhalten eine gute Vorhersage zu erhalten werden in ei-
nem néchsten Schritt kritische Punkte direkt mit einem erweiterten System berechnet.
Hierdurch kann auch die Antwort imperfekter Strukturen beriicksichtigt werden, wobei
diese in der Regel ein stark nichtlineares Vorbeulverhalten aufweisen. Anhand der vorge-
stellten Verfahren werden ebenfalls maigebende Imperfektionsformen generiert.

Die nichtlinearen Optimierungsaufgaben werden unter Zuhilfenahme gradientenbasier-
ter Verfahren gelost. Fiir alle Fragestellungen werden die Sensitivitdten auf Basis des
adjungierten Ansatzes hergeleitet. Zur effizienten Losung der Entwurfsaufgaben werden
Anmerkungen zur Nutzung der Potentialeigenschaft gemacht. Anhand von ausgewéhlten
Beispielen werden die vorgestellten Entwurfsaufgaben und die algorithmische Umsetzung
verifiziert.



Abstract

Structures generated by structural optimization are optimal with regard to the assumpti-
ons made for the optimization process. Therefore, all effects that could have a significant
influence on the result have to be included in the optimization process.

Taking non-linear kinematics into consideration, two phenomena can be described. First-
ly, the non-linear relation between effect and structural response. Secondly, critical points
of a structure can be determined. A main focus of this thesis is the assumption of large
displacements in topology optimization. Several stiffness criteria can be developed on the
basis of the non-linear kinematics. For material topology optimization a proposal is made
that allows local design criteria to be taken into consideration without explicit dependen-
cy on the design variables.

In order to generate flexible structures two types of the problem will be investigated. For
transport mechanisms, the object is to transfer the actuator power in the best way as
possible to a work piece. It is shown that the enhancement towards non-linear kinematics
yields a better relationship between the actuator power and the strain energy stored in
the work piece. Based on the same assumption path tracing mechanisms are designed,
which can follow a curved path. To achieve the clearest possible material distribution in
the design space, various stiffness criteria are discussed that describe approximately the
contact of actuator and work piece.

To create structures that do not show unstable behavior for a prescribed safety level, criti-
cal loads are determined using two different methods. The critical load level is estimated
by a linear eigenvalue analysis and is incorporated into the optimization problem as a
constraint. In the next step, critical points are calculated directly with an extended sy-
stem in order to obtain a good prediction even for non-linear pre-buckling behavior. This
also allows taking into consideration the response of imperfect structures, which generally
show a strong non-linear pre-buckling behavior. The method presented is also utilized to
generate the decisive imperfection shape.

Non-linear optimization problems are solved using gradient-based methods. For all pro-
blems the sensitivities are determined on the basis of the adjoint approach. Further more,
the use of potential character in finding efficient solutions to the design problems are
commented. Finally, the design cases presented and the algorithmic implementation are
verified by selected examples.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

Die klassische Vorgehensweise des Ingenieurs ist die Analyse eines am ‘Reifibrett’ ent-
worfenen Tragwerks. Ein erster Entwurf beruht auf dem Wissen und der Erfahrung des
Konstrukteurs. Der anschlieBend von Hand betriebene, iterative Prozess zur Verbesserung
des Entwurfes wird in der Regel so lange wiederholt, bis ein sicheres und nicht wesentlich
iiberdimensioniertes Tragwerk entwickelt ist. Heute begrenzt meist die zur Entwicklung
eines Bauteils vorgesehene Zeit die weitere Verbesserung einer Struktur.
Optimierungslaufe, ob manuell oder automatisiert, verfolgen im Wesentlichen zwei unter-
schiedliche Ziele. Eines davon ist die Entwicklung wirtschaftlicherer Losungen bei gleicher
Qualitét. Dazu gehoren z. B. Strukturen mit geringerem Materialaufwand oder reduzierten
Entwicklungskosten fiir vergleichbare Produkte. Die andere Motivation ist die Verschie-
bung der Grenzen beziiglich der technischen Realisierbarkeit, was sich durch das Bestreben
des menschlichen Tuns nach ‘héher, schneller und weiter’ begriindet.

Die Natur zeigt deutlich, wie Konstruktionen aus organischen Materialien der unterwor-
fenen Beanspruchung angepasst sind. Sehr anschaulich verdeutlicht dies z. B., wie in Ab-
bildung zu sehen, die Ausbildung von Knochenmaterial. Das linke Bild zeigt anhand
eines Rontgenbildes die Dichteverteilung der Knochenbélkchen eines Oberschenkelhalses.
Das rechte Bild verdeutlicht anhand des Spannungsfeldes den am Kraftfluss orientierten
Aufbau des Knochens. Bemerkenswert ist weiterhin, dass Tragwerke der Natur sich in-
nerhalb ihres Lebenszyklus an verdnderte Lebenssituationen anpassen. Dieses Prinzip der
Selbststeuerung des Wachstums zeigt sich deutlich bei Bdumen, welche sich z. B. nach
Erdrutschungen durch entsprechendes Wachstum wieder aufrichten konnen.

Diese dynamische Anpassungsfihigkeit an verdanderte Randbedingungen ist fiir technische
Konstruktionen aus anorganischen Baustoffen noch recht selten, aber das Prinzip ‘Form
folgt Kraft’ fordert innovatives Denken. In der klassischen Vorgehensweise des Ingenieurs
wird, wie bereits oben erwiahnt, der Entwurf so lange modifiziert, bis er den Vorgaben,
wie z. B. zulédssigen Spannungen und Verschiebungen, geniigt. Hier folgt also die Kraft der
Form. Auf dem Umkehrprinzip, wie es in der Natur zu beobachten ist, baut die Struktur-
optimierung auf. Dabei wird der Aufbau eines Tragwerks gesucht, welcher unter Vorgabe
von Randbedingungen die Aufgabenstellung optimal erfiillt.

Erste Bestrebungen in diese Richtung stammen von GALILEO GALILEIL, der bereits im
17. Jahrhundert das Gewicht eines Kragbalkens minimierte. Dabei wurde die Form dem
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Biegemomentenverlauf angepasst (SzZABO [130]). Die Basis der mathematischen Optimie-
rung wurde jedoch erst mit der Einfiihrung der Differential- und Integralrechnung von
LeiBN1Z und NEWTON Ende des 17. Jahrhunderts geschaffen. Hierdurch war die Suche
nach einer Extremalstelle einer Funktion 16sbar geworden. In der Folge beschéftigten sich
weitere namhafte Wissenschaftler wie BERNOULLI, EULER und LAGRANGE mit verschie-
denen Fragestellungen der Strukturoptimierung. Als Schwerpunkt dieser Untersuchungen
galt dabei die Verifikation mechanischer Gesetze.

Um 1870 wurde von MAXWELL [83] erstmals versucht, die Ansétze des Umkehrprinzips
in der Strukturoptimierung fiir den Entwurf von Tragwerken einzufiihren. Ziele der Un-
tersuchung waren rein zug- oder druckbeanspruchte Fachwerkstrukturen mit minimalem
Gewicht bei Begrenzung der zuléssigen Spannungen. Ergebnis seiner Untersuchungen war,
dass der notwendige Materialaufwand unabhéngig von dem strukturellen Aufbau bei vor-
definierten, dufleren Belastungen ist (WIEDEMANN [138]). Anfang des 20. Jahrhunderts
erweiterte MICHELL [85] die Arbeiten von MAXWELL auf allgemeine Fachwerke. In der
Arbeit von MICHELL sind die notwendigen Bedingungen fiir gewichtsoptimale Tragwer-
ke angegeben. Die MICHELL-Strukturen bestehen aus einem unendlich feinen Netz von
orthogonalen Stében, welche an den Trajektorien eines kontinuierlichen Tragwerks aus-
gerichtet sind. Diese fiir begrenzte Spannungen gewichtsoptimale Strukturen sind durch
ihre Komplexitéat nicht praktikabel, doch dienen sie noch heute als Referenzlésungen. Erst
Ende der 50er-Jahre des letzten Jahrhunderts wurde von HEMP (1958) und spéter von
Cox (1965), PRAGER (1967) und RozvANY (1977) die Arbeit MICHELLs fortgefiithrt und
verallgemeinert. Die Losungen beruhten weiterhin auf analytischen Zugédngen und blieben
deshalb auf Fach- und Stabtragwerke beschréinkt.

Wie in vielen Disziplinen brachten die auftkommenden Computer den Durchbruch bei der
Bearbeitung allgemeiner Optimierungsprobleme. Nun war der Weg offen alle, fiir eine
Strukturoptimierung notwendigen Analysen approximativ bzw. numerisch zu l6sen. Fiir
die Strukturanalyse setzte sich die Methode der finiten Elemente durch, welche auf lokalen
RiTz-Ansétzen beruht. Die Steigerung der Leistungsfahigkeit von Optimierungsalgorith-
men und der geometrischen Beschreibung der Tragwerke mittels ‘Computer Aided Design’
(CAD) erméglichte den Durchbruch der Strukturoptimierung. Anfénglich konzentrierte

Rontgenbild eines Schenkelhalses
des Oberschenkelknochens "

Spannungsfelder eines Modells \

visualisiert durch polarisiertes Licht

Abbildung 1.1: Beispiel eines Wechselspiels zwischen Form und Kraft in der Natur anhand
eines Oberschenkelknochens
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sich die wissenschaftliche Arbeit auf die Optimierung von topologisch bekannten Fach-
und Stabtragwerken. Spéter wurden die Formoptimierungsprobleme auf kontinuierliche
Systeme wie Platten und Schalen sowie um mechanisch anspruchsvollere Fragestellungen
erweitert.

Erst Ende der 80er-Jahre wurde die Suche nach topologisch unbekannten Tragwerken
durch die richtungsweisende Arbeit von BENDS@E und KIKUCHI [12] wieder aufgenom-
men. Die Geometrie eines kontinuierlichen Tragwerks wird durch die Materialverteilung in
einem Entwurfsraum beschrieben. Zur Steuerung der Materialverteilung wird ein poroses
Materialmodell eingefiihrt. Durch die Anlagerung von Material in Bereichen mit hoher
Beanspruchung bildet sich, wie beim Knochen in Abbildung sichtbar, ein Traggeriist
aus.

Bereits die von MICHELL entworfenen Tragwerke zeigen eine hohe Spezialisierung. Die
Empfindlichkeit derartiger Tragwerke gegeniiber einer geringen Parametervariation, wie
z.B. eine Imperfektion der Belastung oder Lagerung, ist enorm. Diesen Effekt zeigen
ebenfalls numerisch generierte Entwiirfe. Auf diesen Sachverhalt hat THOMPSON [131] in
einer Abhandlung mit dem Titel: ‘Optimization as a generator of structural instability’
hingewiesen, in der er vor der Imperfektionsempfindlichkeit hoch spezialisierter Tragwerke
warnt. Die Schlussfolgerung aus dieser berechtigten Kritik kann nur die Erweiterung der
Optimierungsaufgaben auf alle relevanten mechanischen Aspekte sein.

1.2 Zielsetzung

Ziel dieser Arbeit ist es, geometrisch nichtlineare Effekte bereits in dem Optimierungs-
prozess zu beriicksichtigen. Dadurch wird bei der Generierung von Tragwerken eine Stei-
gerung der Aussagekraft erreicht. Insbesondere mit der Beriicksichtigung des Instabi-
litdtsphdnomens wird versucht, den Einwand von THOMPSON [131] zu widerlegen, dass
die Optimierung generell ein Generator empfindlicher Tragwerke ist.

Die einzelnen Schwerpunkte dieser Arbeit sind:

— Die Beriicksichtigung einer nichtlinearen Kinematik bei der Topologieoptimierung. Un-
ter der Annahme einer linearen Theorie haben sich fiir die Steifigkeitsoptimierung ver-
schiedene Begriffe eingebiirgert. Die Zielkriterien unterscheiden sich lediglich um einen
vom Lastniveau unabhéngigen Faktor. Aus diesem Grund generieren alle Ansétze iden-
tische Ergebnisse. Wird nun eine nichtlineare Kinematik beriicksichtigt, so sind ver-
schiedene Kriterien definierbar, welche unterschiedliche Tragwerke generieren. Neben
den verschiedenen Entwurfskriterien spielt das Lastniveau, durch das nichtlineare Ver-
halten zwischen Last und Verschiebung, eine bedeutende Rolle.

— Die Generierung von flexiblen Mikrostrukturen. Hier zeigt sich, dass sich die Aussa-
gekraft durch die Beriicksichtigung der geometrischen Nichtlinearitéit deutlich steigern
ldsst. Die an sich kinematischen Strukturen, die auf der Basis einer linearen Theorie
generiert werden, neigen vor Erreichen ihrer geplanten Enddeformation zum Blockie-
ren. Weiterhin besteht die Moglichkeit der Bahnkontrolle von ausgewihlten Teilen einer
Struktur. Hierdurch konnen z. B. Greifkonstruktionen mit einem prézise vordefinierten
Bewegungsablauf erzeugt werden.
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— Der dritte Schwerpunkt ist die Generierung von Tragwerken, bei denen das Instabilitéts-
problem bereits im Optimierungsprozess beriicksichtigt wird. Das Instabilitétsproblem
wird zuerst auf der Basis einer linearen Vorbeulanalyse untersucht. Zur Steigerung der
Genauigkeit wird anschliefend eine vollsténdig geometrisch nichtlineare Analyse vor-
genommen. Bei diesem Verfahren lasst sich sehr gut das Verhalten des imperfekten
Tragwerks beriicksichtigen. Ein letzter Aspekt dieses Schwerpunktes ist die Suche nach
der Imperfektionsform, welche zur kleinsten Instabilitéitslast unter Vorgabe einer geo-
metrischen Imperfektionsamplitude fiihrt.

Abbildung (1.2 zeigt anhand anschaulicher Beispiele den Einfluss der geometrischen Nicht-
linearitét im Optimierungsprozess fiir den ersten und den dritten Schwerpunkt. Die oberen
beiden Tragwerke zeigen diesen Einfluss bei der Generierung von steifen Strukturen. Die
Auswirkung unter Beriicksichtigung des Instabilitdtsproblems wird anhand der beiden
unteren Tragwerke verdeutlicht.

Fiir die in dieser Arbeit gezeigten Beispiele wurden ausschliellich finite Schalenelemente
verwendet, um die Verschiebungen aus der Tragwerksebene beriicksichtigen zu konnen.
Hierdurch lassen sich deutliche Unterschiede zwischen einer membranorientierten und ei-
ner biegeorientierten Abtragungsweise herauskristallisieren. Weiterhin zeigen gekriimmte
Schalen zum Teil eine erhebliche Imperfektionsempfindlichkeit.

Biegeplatte ‘Hangematte’

/

Berticksichtigung der geometrischen Nichtlinearitéat

>

Beriicksichtigung des Instabilitdtsphanomens (Knicken)

%

Sprengwerk Héngewerk

Abbildung 1.2: Beriicksichtigung des nichtlinearen Strukturverhaltens in der Optimierung
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Anmerkung:

Die in dieser Arbeit entwickelten Verfahren und Algorithmen wurden im Programm
CARAT [28] implementiert. Dieses Programmsystem wurde am Institut fiir Baustatik
der Universitéit Stuttgart entwickelt. Dabei wurden insbesondere die Anforderungen der
Strukturoptimierung bei der Entwicklung berticksichtigt (BLETZINGER [18], BLETZINGER
ET AL. [20], KIMMICH [65], REITINGER [102], MAUTE [78], SCHWARZ [116]).

1.3 Gliederung

Im Folgenden wird die Gliederung dieser Arbeit beschrieben.

In Kapitel 2 werden zuerst die fiir einen Optimierungsprozess notwendigen Grundbaustei-
ne erlautert. Dabei steht das Zusammenspiel der Modelle der drei beteiligten Teildiszipli-
nen im Vordergrund: Das Optimierungsmodell (das eigentliche Problem wird mathema-
tisch abstrahiert), das Entwurfsmodell (Parametrisierung der Entwurfsaufgabe) und das
Analysemodell (Strukturanalyse mittels FEM).

Eine kurze anschauliche Beschreibung der mit der geometrischen Nichtlinearitat verbun-
denen Phianomene enthélt Kapitel 3. Diese Phdnomene bilden die Grundlage fiir die im
Weiteren definierten Entwurfskriterien der Strukturoptimierung.

Die verwendeten mechanischen Grundlagen und die auf der Basis der Finiten Element
Methode entstehenden Algorithmen werden im Kapitel 4 behandelt. Dazu gehoren neben
den Prozeduren zur Ermittlung des nichtlinearen Last—Verschiebungs—Pfades die Algo-
rithmen, welche das Aufsuchen von Instabilitédtspunkten ermoglichen.

Die Art der Parametrisierung bei der Form- und Topologieoptimierung wird in Kapitel 5
beschrieben. Fiir die Topologieoptimierung werden verschiedene Materialmodelle vorge-
stellt und deren Vor- und Nachteile diskutiert. Das in dieser Arbeit verwendete Material-
modell wird begriindet. Des Weiteren werden verschiedene Arten der Parametrisierung
bei der Formoptimierung kurz vorgestellt.

Um den Optimierungsprozess mit gradientenbasierten Optimierungsverfahren vorantrei-
ben zu konnen, benétigt man eine Sensitivitdtsanalyse. Die Basis der Sensitivitdtsana-
lyse bilden die in Kapitel |4 angegebenen mechanischen Grundlagen. Die Bausteine der
Sensitivitdtsanalyse, welche sich fiir verschiedene Fragestellungen wiederholen, werden in
Kapitel 6 angegeben.

Wie die einzelnen Grundbausteine zusammengefiigt werden, ist Teil der folgenden Kapi-
tel, in denen die Schwerpunkte dieser Arbeit behandelt werden. Kapitel |7 befasst sich mit
der Erweiterung der klassischen materiellen Topologieoptimierung. Zuerst steht die Frage
nach der Definition und dem Einfluss verschiedener Steifigkeitskriterien im Vordergrund.
Weiterhin wird die Auswirkung unterschiedlicher Belastungsstufen auf die Generierung
von Tragwerken dargestellt. Ein weiterer Punkt untersucht den Einfluss lokaler Entwurfs-
kriterien in der Topologieoptimierung. Zur Sicherstellung sinnvoller Optimierungsergeb-
nisse wird eine einfache Ergénzung zur klassischen Vorgehensweise vorgestellt. Verifiziert
wird dies anhand von Verschiebungsnebenbedingungen.

Die Steuerung des Deformationsprozesses von Mikrostrukturen wird in Kapitel 8 beschrie-
ben. Dabei stehen zwei unterschiedliche Typen von Entwurfsaufgaben zur Diskussion. Der
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erste Ansatz befasst sich mit dem Entwurf von Strukturen, welche die geleistete Arbeit
eines Antriebs moglichst effizient auf ein Werkstiick iibertragen sollen. Die zweite Aufgabe
dient der Generierung von Systemen, welche kinematisch einer vorgegebenen Bahn folgen
sollen und dann bei Kontakt mit einem Werkstiick die zum Greifen notige Steifigkeit auf-
weisen.

Der Einfluss von Instabilitdtsphinomenen bei der Generierung von Tragwerken ist Thema
des/9lten Kapitels. Neben der klassischen linearen Vorbeulanalyse kommt eine vollsténdige
geometrisch nichtlineare Strukturberechnung zum Einsatz. Die Suche nach der mafligeben-
den Imperfektionsform fiir eine vorgegebene Struktur bildet den Abschluss dieses Kapitels.
Diese Umkehrung des gewohnlichen Vorgehens, bei der die Form vorgegeben wird, lasst
sich ebenfalls mit Hilfe der Strukturoptimierung beantworten.

Abschlielend werden in Kapitel |10 die wichtigsten Erkenntnisse dieser Arbeit zusammen-
gefasst. Es folgt eine Bewertung der Ergebnisse und ein Ausblick auf mogliche weitere
Entwicklungen.

Der fiir diese Arbeit wichtige Sachverhalt der Imperfektionsempfindlichkeit wird in An-
hang A hergeleitet. Anhang B enthilt den fiir den Entwurf von Mikrostrukturen wichtigen
Ansatz eines hyperelastischen Materials.



Kapitel 2

Konzept der Strukturoptimierung

2.1 Einleitung

Ziel jeder wirtschaftlichen Planung in den verschiedenen Wissenschaftsgebieten ist es, eine
bessere Losung mit geringerem Zeitaufwand zu erarbeiten. Zwar unterscheiden sich die
verschiedenen Anwendungsgebiete in ihren konkreten Zielen, doch die Vorgehensweisen
und Methodiken sind verwandt.

Ziel der Strukturoptimierung ist die Generierung von ‘ausgereiften’ Tragwerken, welche
die vorgegebenen Kriterien erfiillen. Diese Kriterien sind in der Regel von geometrischer
oder mechanischer Natur. Der weitere wesentliche Aspekt der Herstellungskosten kann nur
approximativ in den Optimierungsprozess eingehen, da die Ermittlung dieser Grofie nur
bedingt an die Geometrie gekniipft werden kann. Der Einfluss des Herstellungsverfahrens,
der Stiickzahlen oder auch der anfallenden Lohnkosten sind in diesem frithen Stadium
der Produktentwicklung noch schwer mathematisch zu quantifizieren. Aus diesem Grund
konzentrieren sich bis heute die Forschungsschwerpunkte auf die geometrischen und me-
chanischen Gréflen. Typische geometrische Fragestellungen sind z. B. das Strukturvolumen
bzw. das Gewicht. Die Bandbreite der mechanischen Entwurfskriterien ist grofS. Neben der
klassischen Fragestellung zur Einhaltung von Verschiebungen werden Spannungskriterien
beispielsweise von KIMMICH [65] und DUYSINX & BENDS@E [36] behandelt. Die Bertick-
sichtigung von Eigenfrequenzen untersuchen OLHOFF [90] und Diaz & KIKUCHI [34].
MEYER [84] beschiftigt sich mit der Erweiterung auf nichtlineare dynamische Probleme.
Das Problem der Stabilitét ist z. B. in REITINGER & RAMM [104] und NEVES ET AL. [8§]
beschrieben. FORYS [43] untersucht die dynamische Stabilitdt. Die Auswirkung elasto—
plastischer Materialeigenschaften werden unter anderem in den Arbeiten von BENDSQE
& SOKOLOWSKI [15], YUGE & KikucHI [143], MAUTE ET AL. [82] und SCHWARZ ET AL.
[117] beriicksichtigt. BARTHOLD [5] behandelt den Einfluss hyperelastischer Materialien.
Diesen Sachverhalt in Kombination mit Kontaktproblemen untersucht die Arbeit von Kim
ET AL. [64]. MAUTE ET AL. [79] beschéftigt sich mit dem gekoppelten Problem der Fluid—
Struktur—Interaktion. Die Kopplung mehrerer physikalischer Felder fiir den Entwurf von
Antrieben ist in SIGMUND [123] beschrieben.

Unabhéngig von der zu untersuchenden Fragestellung ist in der Regel die Definition le-
diglich eines Kriteriums nicht ausreichend. So wiirde z. B. die Aufgabe mit minimalem
Gewicht zu einer nicht existierenden Struktur fiithren, was natiirlich fiir eine tatséchliche
Belastung nicht méglich ist. Ein Optimierungsproblem ist erst dann sinnvoll gestellt, wenn
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verschiedene Kriterien die Bandbreite der Losungen begrenzen oder sich sogar widerspre-
chen. So kann z. B. bei der Suche nach einer moglichst leichten Struktur die Begrenzung
der Spannungen und/oder der Verschiebungen zweckméBig sein. Das Ziel bzw. die Ziel-
funktion ist also eine Gewichtsminimierung unter Beriicksichtigung der Spannungs- und
der Verschiebungsnebenbedingungen. Fiir das Optimierungsproblem an sich ist es unbe-
deutend, welches der Entwurfskriterien als Zielfunktion definiert wird und welches als
Nebenbedingung.

Es soll an dieser Stelle angemerkt werden, dass das Gleichgewicht der Struktur ebenfalls
als Nebenbedingung in das Optimierungsproblem eingehen kann. In der vorliegenden Ar-
beit wird immer davon ausgegangen, dass der Gleichgewichtszustand a priori erfiillt ist
und dadurch nicht im Optimierungsproblem auftaucht.

Die Strukturoptimierung kann in verschiedene Teildisziplinen unterteilt werden (siche Ab-
bildung2.1). Die Topologieoptimierung ermdéglicht den allgemeinsten Zugang. Bei diesem
Zugang steht der topologische Aufbau der Struktur im Vordergrund, d.h. die Frage wel-
che der materiellen Punkte eine Nachbarschaftsbeziehung miteinander eingehen. Dadurch
wird die Generierung des prinzipiellen Aufbaus von Tragwerken zur Hauptaufgabe. Auf
einer bereits topologisch bekannten Struktur baut die Formoptimierung auf. Ziel dieser
Disziplin ist die detaillierte Formgebung der Oberfliachen einer Struktur. Ein Sonderfall der
Formoptimierung ist die Querschnittsoptimierung. Die Formbeschreibung reduziert sich
dabei auf die Querschnittsabmessungen der einzelnen Tragglieder. Eine weitere Teildiszi-
plin der Strukturoptimierung ist die Materialoptimierung, welche den materiellen Aufbau
untersucht. Hier stehen z. B. die Orientierung von Fasern in verstiarkten Materialien, aber
auch die Suche eines mikroskopischen Aufbaus zur Erzielung definierter, makroskopischer
Materialeigenschaften im Vordergrund. Die Ansétze der drei voran beschriebenen Teildis-
ziplinen werden je nach Anforderung beim Entwurf des Materialaufbaus verwendet.

In den wenigsten Fillen kann eine geschlossene Losung fiir die verschiedenen Optimie-
rungsprobleme angegeben werden. Um mit Hilfe von numerischen Verfahren Losungen
fiir beliebige Fragestellungen erzielen zu koénnen, werden die Gréflen des Optimierungs-

Topologie- Form- Bemessungs-/ Querschnitts- — Material-
optimierung optimierung optimierung optimierung
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Abbildung 2.1: Teildisziplinen der Strukturoptimierung aus RAMM ET AL. [99]




2.1. EINLEITUNG 9

problems diskretisiert:
5(x)~s"(x,s) (2.1)

wobei s ein Satz von Parametern ist, welcher die Gestalt § anhand von Funktionen s”

im Raum (& € R*) approximiert. Die freien Parameter, die in dem Vektor s eingetragen
sind, werden im Folgenden Entwurfsvariablen genannt.

Die im Optimierungsmodell zusammengefassten Entwurfskriterien (Zielfunktion f(s) und
Nebenbedingungen g (s) und h (s)) bilden das mathematisch abstrakt formulierte Opti-
mierungsproblem. Zur Bestimmung der von der Strukturantwort abhéngigen Entwurfskri-
terien bedarf es eines Analyseverfahrens. Da fiir die Berechnung von Strukturantworten in
den seltensten Féllen eine geschlossene Losung vorliegt, werden auch diese, wie das Opti-
mierungsproblem, diskretisiert. In dieser Arbeit kommt die Methode der finiten Elemente
zum Einsatz, bei der die Verschiebungen % approximiert werden:

i (z) ~ u" (z, u) (2.2)

Die diskreten Verschiebungen sind in dem Vektor w zusammengefasst.

Die drei Sdulen Optimierungs-, Entwurfs- und Analysemodell bilden das Gesamtmodell
der Strukturoptimierung (ESCHENAUER [37]). Da die Funktionsverldufe der Entwurfskri-
terien beziiglich der Entwurfsvariablen hochgradig nichtlinear sind, muss das in Abbildung
2.2 dargestellte Verfahren mehrmals durchlaufen werden. Zu Beginn des Iterationspro-
zesses erfolgt fiir einen Ausgangsentwurf eine Strukturanalyse des diskretisierten Optimie-
rungsproblems. Anhand der Ergebnisse des Analysemodells (Strukturantwort) werden die
Entwurfskriterien (Zielfunktion und Nebenbedingungen) ausgewertet. Nach Beurteilung
der Qualitdt des Entwurfes benétigen gradientenbasierende Optimierungsstrategien die
Sensitivitéitsinformation der Entwurfskriterien beziiglich jeder Entwurfsvariablen. Diese
Gradienteninformation wird innerhalb des Analysemodells berechnet. Mit der Informati-
on der Entwurfskriterien und der Gradienten kann nun ein modifizierter Satz von Ent-
wurfsvariablen bestimmt werden. Dieser verbesserte Entwurf wird wiederum analysiert

Variationelle Formulierung des Entwurfsproblems
F f(8),9(5) h(s) _‘
Diskretisierung der Diskretisierung der
Entwurfsfunktion Strukturanalyse
v v
Entwurfsmodell R Analysemodell
s"(z, s) - u" (z, u)
Variation Bestimmung
des Entwurfes der Gradienten
Optimierungsmodell
f(s),g(s) h(s)

Abbildung 2.2: Modellierung des diskretisierten Optimierungsproblems
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und ausgewertet. Die Prozedur wird solange durchlaufen, bis eine ausreichende Konver-
genz erzielt wurde.

Der modulare Aufbau des Verfahrens erlaubt eine Anwendung fiir die unterschiedlichsten
Aufgabenstellungen. Die Moglichkeiten sind unter anderem in ESCHENAUER ET AL. [40],
BLETZINGER [18], KiMMICH [65], BARTHOLD [5] und MAUTE [78] beschrieben. In den
letzten Jahren sind weitere Lehrbiicher zu dieser Problematik erschienen: ESCHENAUER
& OLHOFF [39], KIRSCH [66], HAFTKA ET AL.[50], ROZVANY [110], wobei die Liste keinen
Anspruch auf Vollstédndigkeit hat.

Im Folgenden werden die Grundlagen der einzelnen Saulen der Strukturoptimierung néher
erldutert.

2.2 Optimierungsmodell

Das Optimierungsmodell ist eine mathematisch abstrakte Formulierung der Entwurfsauf-
gabe. Im Regelfall beschrinkt man sich darauf, das Optimierungsproblem als Minimie-
rungsaufgabe zu formulieren:

min f(s) 5 f(s)eR (2.3)

Eine Maximierungsaufgabe kann durch die Skalierung mit -1’ in eine Minimierungsaufga-
be iiberfiihrt werden. Nebenbedingungen treten in den Optimierungsproblemen als Gleich-
heits- oder Ungleichheitsnebenbedingungen auf:

h(s)=0 ; h(s)eR™ -
0

;o g(s)eR™

wobei nj, die Anzahl der Gleichheits- und n, die Anzahl der Ungleichheitsnebenbedin-
gungen sind. Wird ein Optimierungsproblem ohne Nebenbedingungen formuliert, so spricht
man von einem unbeschrankten, anderenfalls von einem beschrankten Problem. Weiterhin
kann es sinnvoll sein, den Wertebereich der Entwurfsvariablen, welche in einem Vektor
zusammengefasst sind, zu begrenzen:

s=| : ;s <s <s (2.5)

wobei s; die unteren Restriktionen und s; die oberen Restriktionen sind.

Sind die Entwurfskriterien (2.3) und (2.4) von s linear abhéngig, so spricht man von
einem linearen Programm, anderenfalls von einem nichtlinearen Programm. Die in die-
ser Arbeit behandelte Problematik z&hlt zu der kontinuierlich nichtlinear beschriankten
Aufgabenstellung.
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Notwendige und hinreichende Optimalitidtsbedingungen

Zur effizienten Losung wird das beschrankte Optimierungsproblem in ein quasi—unbe-
schriinktes Problem anhand der LAGRANGE-Funktion iiberfiihrt:

Ls,m,v)=f(s)+n"h(s)+~"g(s) (2.6)

Die LAGRANGE-Multiplikatoren n € IR™ und v € IR™ werden auch ‘duale’ Variablen
genannt. Der Losungspunkt ist dadurch definiert, dass die LAGRANGE-Funktion beziiglich
der ‘primalen’ Variablen s minimal und beziiglich der dualen Variablen 17 und v maximal
wird (Sattelpunkt):

L(s*,n,v) < L(s",n",v") < L(s.,n",7") (2.7)

wobei (-)* die Losung kennzeichnet. Die notwendigen Bedingungen (siehe KUHN-TUCKER
[72]) fiir einen Sattelpunkt ergeben sich aus den partiellen Ableitungen der LAGRANGE—
Funktion nach den primalen und dualen Variablen:

VsL(s*,n*,v*) = Vsf(s*)+n" Vsh(s*)+~" Vsg(s*) = 0

VnL(s*,n*,v*) = h(s*
mL(s*,n",~") (s%) (2.8)
ViVL(s %, y*) = ) gi(s”) =0

mit v > 0

Die Zusatzbedingung ~;* > 0 der Gleichung (2.8.) verhindert, dass nicht-optimale Lo-
sungen die KUHN-TUCKER-Bedingung erfiillen. Gleichung (2.8,) kann dahingehend geo-
metrisch interpretiert werden, dass der negative Gradient der Zielfunktion im Optimum
gleich der Linearkombination der aktiven Nebenbedingungen ist:

—Vsf(s) = n' Vsh(s") +~" Vg (s") (2.9)

Die dualen Variablen n und ~ sind nur dann eindeutig bestimmbar, wenn die Gradienten
Vsh und Vsg unabhingig voneinander sind. Die LAGRANGE-Multiplikatoren 1 und ~
konnen im Optimum als Gradient der Zielfunktion beziiglich der zugehorigen Nebenbe-
dingung gedeutet werden (siehe z. B. WELL [136]).

Fiir ein lokales Minimum ist die hinreichende Bedingung, dass die LAGRANGE-Funktion
beziiglich der Entwurfsvariablen (primale Variablen) in einer endlich kleinen Umgebung
des Losungspunktes konvex ist. Dies ist gleichbedeutend mit der Forderung, dass fiir
zweifach stetig differenzierbare Funktionen f(s), h(s) und g (s) die HESSE-Matrix der
LAGRANGE-Funktion positiv definit sein muss:

v ViLv >0 ; v ={v €eR™|v #0} (2.10)

Ist die LAGRANGE-Funktion im gesamten Losungsraum beziiglich der primalen Variabeln
konvex, so liegt ein globales Optimum vor.
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Entwurfskriterien

Der in der Einleitung erlduterte modulare Aufbau erlaubt eine vielfdltige Anwendung des
Verfahrens. So kénnen verschiedene Entwurfskriterien — dieser Begriff wird im Weiteren
als Sammelbezeichnung fiir Zielfunktion und Nebenbedingungen verwendet — Eingang fin-
den.

In den meisten Fiéllen handelt es sich bei der Strukturoptimierung um mechanische bzw.
geometrische Entwurfskriterien. Typische Vertreter von mechanischen Kriterien sind z. B.
Spannungen und Verschiebungen, aber auch kritische Laststeigerungsfaktoren. Das Struk-
turgewicht und das -volumen sind dagegen typische geometrische Entwurfskriterien.

Fiir die mechanischen Entwurfskriterien besteht die Moglichkeit weiterer Unterscheidun-
gen. So sind z. B. Spannungen lokale Gréfien, da sie sich auf einen im Tragwerk definierten
Punkt beziehen. Dagegen sind Eigenfrequenzen oder kritische Laststeigerungsfaktoren glo-
bale Kriterien (Strukturverhalten des Gesamttragwerks). Es wird von integralen Kriterien
gesprochen, wenn lokale Gréflen iiber Linien, Fldchen oder Volumen aufintegriert werden.
Typische Kriterien hierfiir sind die Dehnungsenergie und der Spannungsausgleich.

Die Beriicksichtigung mehrerer Zielfunktionen ist Thema der Mehrkriterienoptimierung.
Dabei wird der skalarwertige Zielfunktionswert (2.3) auf einen Vektor f(s) € IR" er-
weitert. Die Forderung, dass jede Komponente des Zielfunktionsvektors minimal wird, ist
nur bei speziell geformten Losungsraumen moglich (siehe Teilbild a. der Abbildung 2.3).
In den meisten Féllen ist dies zu restriktiv.

Aus diesem Grund hat sich fiir die Mehrkriterienoptimierung die Definition des sogenann-
ten EDGEWORTH-PARETO-Optimums (EP-Optimum) etabliert. EP-Punkte sind dadurch
definiert, dass eine Modifikation des Satzes der Entwurfsvariablen zwar eine Verbesserung
einer Zielfunktionskomponente zur Folge hat, dies aber gleichzeitig eine Verschlechterung
von mindestens einer anderen Komponente mit sich bringt. Fiir Zielfunktionen die sich
widersprechen gibt es deshalb unendlich viele EDGEWORTH-PARETO-Punkte (siehe Teil-
bild b. der Abbildung 2.3).

Um eine eindeutige Losung zu erhalten kénnen die verschiedenen Zielfunktionen anhand
einer Norm zu einer skalarwertigen Ersatzgrofie f € IR zusammengefasst werden. Unter
anderem werden folgende Verfahren angewendet:

ny
— Wichtungsmethode: f= Z w; fi ;o ow; >0 (2.11)
i=1
nf 1/p
— Distanzmethode: f= (Z |fi — ﬁ|”>  1<p< (2.12)
i=1
| i
— GERMEIER-Methode: f=-In (Z ebw f”) ; p>0 (2.13)
p i=1

Die Wichtungsmethode, wie sie im Teilbild c. der Abbildung [2.3] dargestellt ist, kommt
aufgrund der einfach abschétzbaren Wichtungsparameter w; héufig zum Einsatz. Nur in
seltenen Féllen liegt die Losung auferhalb des EP-Raums (Steuerung durch Wahl der
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N~
a. fi(s*) < fi(s) b. EP-Optimum  c¢. Wichtungsmethode d. Distanzmethode

Abbildung 2.3: Mehrkriterienoptimierung aus MAUTE [78§]

Wichtungsparameter). Fiir die Distanzmethode (siehe Teilbild d. der Abbildung 2.3)) ist
die Wahl der Parameter wesentlich schwieriger. Dadurch steigt die Gefahr, dass der ge-
fundene Punkt keine EP-Losung ist.

Bei der GERMEIER-Methode werden die ny Zielfunktionen unter Zuhilfenahme der KREIS-
SELMEIER-STEINHAUSER—Funktion zu einem Zielfunktionswert f zusammengefasst. Der
Parameter p steuert dabei die ‘Eintauchtiefe’ der einhiillenden Funktion (sieche Abbildung
2.4). Zu numerischen Problemen kann es kommen, wenn fiir p ein zu grofier Wert vorge-
geben wurde.

Ein typischer Anwendungsfall fiir die Mehrkriterienoptimierung sind die min—max— bzw.
max—min—Probleme. Dazu gehort unter anderem die Maximierung des kleinsten Eigen-
werts (Eigenfrequenzen oder kritische Laststeigerungsfaktoren). Bei derartigen Fragestel-
lungen erméglicht die Verwendung der Einhiillenden f in der Regel einen guten Konver-
genzverlauf des Optimierungsproblems. Es soll an dieser Stelle angemerkt werden, dass
zur Gradientenbildung der KREISSELMEIER-STEINHAUSER-Funktion die Ableitungen al-
ler ny Zielfunktionen notwendig sind. Zur Berechnung der notwendigen Richtungsablei-
tungen mehrfacher Eigenwerte sei auf HAUG ET AL. [52] oder LUND [75] verwiesen.

2.3 Optimierungsalgorithmen

Zur Losung der in s nichtlinearen KUHN-TUCKER-Bedingungen stehen verschie-
dene iterative Verfahren bereit. Eine ausfiihrliche Darstellung der unterschiedlichen Stra-
tegien enthalten die Arbeiten von GILL ET AL. [47], LUENBERGER [74], ARORA [4] und
BLETZINGER [18]. Im Weiteren werden die gingigen Verfahren kurz erlautert, ohne dabei
einen Anspruch auf Vollstédndigkeit zu erheben. Diese Teildisziplin der Strukturoptimie-

NS
y p  Steuerungsparameter
fiir die ‘Eintauchtiefe’

Abbildung 2.4: GERMEIER-Methode
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rung ist ein eigensténdiger Wissenschaftszweig und wird besonders von Mathematikern
vorangetrieben.

Die verschiedenen Optimierungsstrategien konnen in zwei Hauptgruppen aufgeteilt wer-
den. Verfahren, welche ohne Sensitivitdten auskommen, sind z.B. das Monte-Carlo—
Verfahren oder die Evolutionsstrategie. Das Monte-Carlo—Verfahren wahlt einen Satz
von Entwurfsvariablen rein zuféllig. Dadurch findet dieses Verfahren zwar das globale
Optimum, aber die extrem hohen numerischen Kosten beschrdnken den Einsatzbereich.
Die Evolutionsstrategie baut auf der Theorie von DARWIN auf. Dieses Verfahren, welches
durch die Schritte Mutation, Selektion und Rekombination eine Geschwindigkeitssteige-
rung gegeniiber dem Monte—Carlo—Verfahren ermoglicht, ist z. B. in RECHENBERG [100)]
nédher erldutert.

Gradientenbasierte Optimierungsalgorithmen koénnen in weitere Untergruppen aufgeteilt
werden. Zu der Gruppe der ‘Mathematischen Programmierung’ (MP) gehoren unter an-
derem die Verfahren der Suchmethoden und der konjugierten Gradienten. Die derzeitig
bedeutungsvollsten Verfahren sind allerdings die LAGRANGE— bzw. die Approximations—
Methoden. Zu den LAGRANGE—Verfahren gehoren z. B. die Methoden der ‘Sequentiellen
Linearen Programmierung’ (SLP) und der ‘Sequentiellen Quadratischen Programmierung’
(SQP). Die SQP erhélt gewohnlich aufgrund der hoheren Konvergenzgeschwindigkeit den
Vorzug gegeniiber der SLP. Der in dieser Arbeit verwendete SQP-Algorithmus stammt
von SCHITTKOWSKI [114] und wurde hauptséchlich bei Formoptimierungsproblemen ein-
gesetzt.

Fiir die Approximationsverfahren haben sich die Methode der bewegten Asymptoten (‘Me-
thod of Moving Asymptotes’, MMA) von SVANBERG [128] und die ‘Sequentielle Konvexe
Programmierung’ (SCP) etabliert. Dabei stellt die MMA eine Sonderform des SCP dar.
Fiir den SCP-Algorithmus sind insbesondere die Arbeiten von FLEURY & BRAIBANT [42]
sowie von ZILLOBER [148], [149] zu erwdhnen. Der Algorithmus von ZILLOBER wurde in
dieser Arbeit erfolgreich in der Topologieoptimierung mit mehreren Nebenbedingungen
eingesetzt.

Eine weitere Untergruppe der gradientenbasierten Optimierungsalgorithmen sind die Ver-
fahren der Optimalitéatskriterien (OC). Dabei konnen nach KIRSCH [66] diese in physika-
lisch intuitive und mathematische Verfahren unterteilt werden. Ein bekannter Vertreter
der physikalisch intuitiven Verfahren ist das ‘Fully Stressed Design’. In der Regel wird das
tatséichliche Optimum mit derartigen Kriterien nicht gefunden. Bei den mathematischen
Verfahren wird dagegen die KUHN-TUCKER-Bedingung direkt gelost. Ein effizienter Al-
gorithmus stammt von MAUTE [78] und wurde in dieser Arbeit mit einer modifizierten
Schrittweitenbegrenzung erfolgreich fiir die Topologieoptimierung mit Gleichheitsneben-
bedingungen eingesetzt.

Des Weiteren besteht die Moglichkeit, die gradientenlosen Verfahren mit den gradienten-
behafteten Verfahren zu kombinieren. Bei der ‘Response Surface Methodology’ (RSM)
wird eine polynomiale Ersatzfunktion fiir die Entwurfskriterien anhand diskreter Stiitz-
stellen entwickelt. Jede Stiitzstelle bedarf einer Strukturanalyse. Die Suche nach der Mini-
malstelle dieser Ersatzfunktionen kann anhand von gradientenbasierten Optimierungsstra-
tegien erfolgen. Die Sensitivitdten miissen nur beziiglich der approximierten Funktionen
gebildet werden. Der numerische Aufwand wird bei diesem Verfahren von der Berech-
nung der Sensitivitdten des eigentlichen mechanischen Problems auf die Bestimmung der
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Ersatzfunktion verlagert. MYERS & MONTGOMERY [87] geben einen generellen Uberblick.

2.4 Entwurfsmodell

Das Entwurfsmodell ist das Bindeglied zwischen dem mathematisch abstrakten Optimie-
rungsmodell und dem zu optimierenden Tragwerk. In dem Optimierungsmodell ist die
Struktur in ihrem topologischen und gestalterischen Aufbau parametrisch beschrieben.
Ein Teil dieser Parameter werden fiir den Optimierungslauf in den Vektor der Entwurfs-
variablen s eingetragen.

Auf die prinzipiellen Unterschiede der vier Teildisziplinen der Strukturoptimierung (Topo-
logie-, Form-, Querschnitts- und Materialoptimierung, siche Abbildung 2.1) wurde bereits
in der Einleitung dieses Kapitels eingegangen. Zur Gestaltsbeschreibung von Tragwerken
sind zwei unterschiedliche Zugéinge bekannt. Mit dem kontinuierlichen Ansatz wird der
Raum der Materie, welcher die Struktur bildet, anhand der Berandung (Kanten und
Fldchen) eindeutig beschrieben. Dadurch kann jedem materiellen Punkt zu jeder Zeit
k im Entwurfsprozess eindeutig ein Ort im X € IR® zugeteilt werden. Die Verdnde-
rung des Ortes eines materiellen Punktes wird durch eine Abbildungsfunktion x (X , k)
beschrieben. Diese Betrachtungsweise nach LAGRANGE ist dquivalent zu der des Deforma-
tionsprozesses in der Strukturmechanik und ermoglicht ‘nur’ rdumlich und zeitlich stetige
Abbildungsfunktionen. Dadurch sind lediglich topologische Abbildungen innerhalb des
Entwurfsprozesses moglich (siehe Abbildung [2.5). Diese Reduktion der Formvielfalt ist
bei der Problembeschreibung mit einer geringeren Anzahl von Parametern verbunden,
welche die Oberflache beschreiben. Verschiedene Methoden der Oberflachenbeschreibung
und deren Modifikationen im Entwurfsprozess werden in Abschnitt (5.2 beschrieben.
Damit sich wiahrend des Entwurfsprozesses die Nachbarschaftsbeziehung zweier materiel-
ler Punkte &ndern kann, muss die rdumliche Abbildungsfunktion jederzeit Unstetigkeiten
zulassen. Folglich ist es erforderlich, dass jeder materielle Punkt eine eigene Abbildungs-
funktion besitzt. Dies fithrt zu einer EULER-Formulierung. Das Tragwerk ist nun durch
die Definition des Materials fiir einen rdumlichen Punkt anhand der Indikatorfunktion y

Abbildung ohne Verédnderung
der Topologie

Abbildung mit Verdanderung
der Topologie
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bestimmt:
1 — Material

0 —  kein Material (2.14)

X (X ) k) = {
Durch diese rdaumliche Formulierung sind Abbildungen mit veranderlicher Topologie mog-
lich (siche rechtes Bild der Abbildung 2.5)).
Aus der grofleren Entwurfsvielfalt folgt eine erhohte Anzahl von Entwurfsvariablen. In
Kombination mit der Methode der finiten Elemente (Analysemodell) besitzen die mate-
riellen Punkte eines finiten Elementes in der Regel gleiche Indikatorfunktionen. Dadurch
bestimmt die Netzfeinheit die Anzahl der Entwurfsvariablen.

2.5 Analysemodell

Zur Auswertung der mechanisch orientierten Entwurfskriterien (siehe Abschnitt und
deren Sensitivitdten beziiglich der Entwurfsvariablen ist eine Analyse des Tragwerks er-
forderlich. Wie bei der reinen Strukturanalyse ist ein dem Problem angepasstes mecha-
nisches Modell (z. B. Balken, Scheiben oder Volumenmodell) zu wéhlen. Weiterhin ist zu
definieren, welche physikalischen Effekte in der Strukturberechnung Beriicksichtigung fin-
den sollen (z.B. linear oder nichtlinear, statisch oder dynamisch). Die Strukturantwort
wird in der Regel mit einem Diskretisierungsverfahren (z. B. FEM oder BEM) numerisch
approximiert. Anhand der Ergebnisse konnen die Entwurfskriterien ausgewertet werden.
Auf der Basis des Analysemodells werden in Abhéngigkeit der Problemklasse die Sensiti-
vitdten der mechanisch orientierten Entwurfskriterien simultan oder im Nachlauf zu der
Strukturanalyse bestimmt. Fiir Probleme mit Potentialcharakter ist es moglich, an die
Strukturanalyse eine Sensitivitdtsanalyse anzuschlielen.

In der vorliegenden Arbeit werden die Strukturantworten unter Zuhilfenahme der Finiten
Element Methode berechnet. Die dafiir notwendigen Grundlagen sind in Kapitel |4 darge-
stellt. Die Arbeit beschrénkt sich auf Probleme mit Potentialcharakter. Folglich konnte auf
eine inkrementelle Sensitivitdtsanalyse verzichtet werden, wie sie bei dynamischen (z. B.
MEYER [84]) oder elasto—plastischen Problemen (z. B. SCHWARZ [116]) notwendig ist. Bei
einer inkrementellen Sensitivitdtsanalyse werden die Gradienteninformationen beziiglich
benachbarter Gleichgewichtspunkte nach jeder Gleichgewichtsiteration bestimmt und auf-
summiert. Dadurch erhélt man die Sensitivitétswerte zwischen Referenz- und Momentan-
konfiguration. Lediglich fiir die in Kapitel 8 beschriebenen Mikrostrukturen ist eine si-
multane Sensitivitdtsanalyse zweckméfig. Bei der simultanen Sensitivitdtsanalyse werden
die Gradienten beziiglich der Referenzkonfiguration nach jeder Gleichgewichtsiteration
berechnet. Die Grundlagen der Sensitivitatsanalyse werden in Kapitel 6 und in den Ab-
schnitten der verschiedenen Problemstellungen erlautert.



Kapitel 3

Strukturverhalten bei nichtlinearer
Kinematik

Ziel dieses Kapitels ist die Beschreibung des Strukturverhaltens unter Beriicksichtigung
der geometrischen Nichtlinearitdt. Weiterhin dient es der Begriffsdefinition und bildet die
Basis fiir die im Weiteren definierten Entwurfskriterien.

In den folgenden zwei Abschnitten wird auf die beiden Phénomene eingegangen, welche
durch die Beriicksichtigung einer nichtlinearen Kinematik beschreibbar werden. Dies ist
zum einen die nichtlineare Beziehung zwischen Einwirkung und Strukturantwort und zum
anderen das Erreichen von kritischen Zustdnden. Bei dem Problem kritischer Punkte
handelt es sich um ein Mehrdeutigkeitsproblem, d. h. fiir ein Lastniveau gibt es mehrere
Gleichgewichtszustande.

3.1 Nichtlineare Strukturantwort

Mit den Verfahren, die in Abschnitt 4.3.1 erldutert werden, kénnen fiir diskrete Last-
stufen eindeutige Verschiebungszustinde berechnet werden. Dadurch lassen sich Last—
Verschiebungs—Diagramme fiir einzelne Verschiebungskomponenten angeben. Die Ein-
deutigkeit eines Verschiebungszustandes kann nur dann gewéhrleistet werden, wenn das
Strukturverhalten Potentialcharakter aufzeigt und keine kritischen Punkte fiir den unter-
suchten Belastungsbereich auftreten. Fiir Fragestellungen, die kein Potential aufweisen,
ist die Eindeutigkeit nur dann gegeben, wenn die Belastungsgeschichte bekannt ist.

Im Weiteren werden verschiedene Verhaltensweisen an Beispielen verdeutlicht, ohne dabei
detailliert auf die gewahlten Groflen einzugehen. Manche Strukturen versteifen sich durch
die Deformation. Zur Veranschaulichung dient Beispiel 1 der Abbildung 3.1, eine kreisrun-
de Platte mit einer flichigen Belastung. Die Abtragung der Belastung erfolgt anfanglich
iiber Biegung. Aufgrund der zunehmenden Deformation #ndert sich das Verhalten in ei-
ne membranorientierte Abtragungsart (‘Hangematte’). Dadurch reduziert sich fiir eine
Laststeigerung AX die zusétzliche Verschiebung in Plattenmitte Awu; bei anwachsender
Deformation (sieche Last—Verschiebungs-Diagramm).

Der inverse Effekt kann bei einem Zylindersegment mit mittiger Linienbelastung, siehe
Beispiel 2 der Abbildung (3.1, festgestellt werden. Hier verliert die Schale aufgrund der
Deformation an Konstruktionshche. Die dadurch abnehmende Biegesteifigkeit des Trag-
werks fiithrt zu einem iiberproportionalen Verschiebungszuwachs. Dies zeigt das Last—

17
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Abbildung 3.1: Spannungsprobleme und deren Last—Verschiebungs—Charakteristiken
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Verschiebungs—Diagramm in Abbildung (3.1 fiir die vertikale Verschiebung im Systemmit-
telpunkt.

Neben dem rein iiber- bzw. unterproportionalen Zuwachs der Verschiebungen sind auch
Mischformen bekannt. Ein derartiges Verhalten zeigt Beispiel 3 der Abbildung ei-
ne Platte mit einer in Dickenrichtung exzentrischen Linienlast. Das seitliche Ausweichen
der Platte aufgrund der exzentrischen Lasteinleitung wird durch die Druckbeanspruchung
iiberproportional gesteigert. Wie bei dem ersten Beispiel versteift sich anschlieBend das
System bei anwachsender Deformation durch die gréfler werdende Konstruktionshohe.
Besonders das dritte Beispiel zeigt, dass unterschiedliche Punkte eines Tragwerks génzlich
verschiedene Charakteristiken aufweisen kénnen. So zeigt die Verschiebung des belasteten
Randes keinen Kriimmungswechsel im Last—Verschiebungs-Diagramm auf.

3.2 Kritische Punkte und Imperfektionsverhalten

In den Ingenieuranwendungen erhalten kritische Punkte aufgrund ihrer zum Teil katastro-
phalen Auswirkungen besondere Aufmerksamkeit. Fiir dieses Phénomen sind verschiede-
ne Definitionen bekannt. Die dynamische Stabilitdt nach LIAPUNOV ist wie folgt definiert
(siche THOMPSON & HUNT [132]):

— Der Zustand ist stabil, wenn fiir alle Zeiten alle dynamischen Bewegungen in der Um-
gebung einer statischen Gleichgewichtslage bleiben.

— Wenn zusétzlich alle Bewegungen zum statischen Gleichgewichtspunkt in einer unbe-
stimmten Zeit zuriickkehren, wird die Gleichgewichtslage als asymptotisch stabil be-
zeichnet.

— Der Zustand ist instabil, wenn durch eine beliebige dynamische Bewegung die Umge-
bung einer statischen Gleichgewichtslage verlassen wird.

Die urspriingliche Definition von LIAPUNOV wurde durch den zweiten Punkt von THOMP-
SON & HUNT ergénzt. Dies ermdglicht die Diskussion iiber Systeme mit geringer Dampfung.
EULER definiert im Gegensatz dazu die statische Stabilitdt wie folgt:

— Gibt es fiir ein gleiches Lastniveau zwei Gleichgewichtslagen in infinitesimaler Nachbar-
schaft, so ist die Stabilitéitsgrenze erreicht.

Derartige kritische Punkte kénnen mathematisch durch einen Rangabfall der tangentialen
Steifigkeitsmatrix charakterisiert werden (siche Abschnitt [4.3.2). Grundsétzlich werden
die zwei Gruppen ‘Durchschlagen” und ‘Verzweigen’ unterschieden. Im Weiteren werden
die verschiedenen Versagensarten anhand von Beispielen diskutiert, ohne dabei auf die
GroBlenverhéltnisse detailliert einzugehen.

Bei dem Durchschlagen eines Systems tritt bei Erreichen der Grenzbelastung ein dyna-
misches Verhalten auf. In einer verschiebungsgesteuerten Versuchsanlage kann dagegen ein
Abfallen der Belastung im Nachbeulbereich beobachtet werden. Ein derartiges Verhalten
zeigen z. B. flache Kreishogen (siehe Beispiel 1 in Abbildung/3.2)). Nach dem Durchschlagen
der Struktur kann die Last wieder deutlich gesteigert werden, da aus dem Druckgewdlbe
eine Hangekonstruktion wird. Bei diesem Zustand wurde die Pfadverfolgung abgebro-
chen (gekennzeichnet durch A und im Weiteren mit ‘BZE’). Die Lastverschiebungscha-
rakteristik ist im linken Diagramm dargestellt. Bei derartigen Strukturen iiberschétzt
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Abbildung 3.2: Kritische Punkte und deren Imperfektionscharakteristiken (Bild 1)
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Abbildung 3.3: Kritische Punkte und deren Imperfektionscharakteristiken (Bild 2)
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das Ergebnis der linearen Vorbeulanalyse)c\ (ndheres siehe Abschnitt [4.3.2) in der Re-
gel deutlich den tatséchlichen kritischen Laststeigerungsfaktor (gekennzeichnet durch o
im Last—Verschiebungsdiagramm). Wird nun eine geometrisch imperfekte Struktur un-
tersucht, wobei hier die Imperfektionsform affin zur Beulform gew&hlt wurde, spielt das
Vorzeichen der Amplitude ( eine deutliche Rolle. So senkt eine positive Imperfektions-
amplitude das kritische Lastniveau (gekennzeichnet durch 0J), wihrend ein negatives ¢
dieses erhoht (gekennzeichnet durch ¢). Diese Imperfektionscharakteristik ist im rechten
Diagramm dargestellt.

Bei Verzweigungsproblemen kann am kritischen Punkt der primére Belastungspfad ver-
lassen und auf einen sekundéren Ast abgezweigt werden. Die Gruppe der Verzweigungs-
probleme kann in weitere Untergruppen gegliedert werden. Dabei spielt die Symmetrie
bzw. die Asymmetrie der Struktur eine Rolle. Asymmetrische Verzweigungspunkte treten
z. B. bei axial belasteten Zylindersegmenten auf (siehe Beispiel 2 in Abbildung 3.2). Bei
einer Lastkontrolle wiirde, wie bereits beim Durchschlagen, ein dynamischer Prozess ent-
stehen. Je nach Vorzeichen der Imperfektionsamplitude hat hier das imperfekte System
einen Durchschlagspunkt oder keinen keinen kritischen Punkt mehr. Dies verdeutlicht
das rechte Imperfektions—Diagramm mit lediglich einem Ast fiir ( > 0. Durch das lineare
Verhalten der perfekten Struktur kann bei diesem Beispiel die lineare Vorbeulanalyse das
kritische Lastniveau gut abschétzen. Fiir das imperfekte Tragwerk, mit seinem nichtlinea-
ren Vorbeulverhalten, trifft dies allerdings nicht mehr zu.

Die symmetrischen Verzweigungspunkte kénnen in stabil und instabil aufgeteilt werden.
Systeme mit instabilen Verzweigungspunkten zeigen unter Beriicksichtigung geometrischer
Imperfektionen (affin zur Beulform) einen Durchschlagspunkt auf. Die Imperfektionscha-
rakteristik ist symmetrisch zu ¢ = 0. Ein dafiir typisches System ist der poltreu belastete
Stab (siehe Beispiel 3 in Abbildung3.3)). Fiir die Abschétzung der kritischen Last anhand
einer linearen Vorbeulanalyse gilt fiir dieses Beispiel das Analoge wie fiir das Beispiel 2.
Die Last-Verschiebungskurven ermdoglichen die Erlauterung des Begriffs Singulérpfad. Die
gestrichelten Linien zeigen Last-Verschiebungs-Beziehungen fiir verschiedene Imperfekti-
onsamplituden. Die Verbindungslinie der Instabilitdtspunkte wird als Singulédrpfad be-
zeichnet.

Neben dem symmetrisch instabilen ist noch das symmetrisch stabile Verzweigen bekannt.
Bei derartigen Problemen ist der Instabilitdtspunkt isoliert, d.h. ein Stabilitdtsproblem
tritt lediglich fiir perfekte Systeme auf. Der klassische Vertreter dieses Problems ist der
eingespannte Stab.

Fiir Systeme mit Verzweigungspunkten gilt unter der Annahme einer zur Beulform af-
finen geometrischen Imperfektionsform, dass der Gradient der kritischen Last A beziiglich
¢ nach KOITER [71] folgende Eigenschaft aufzeigt:

d\¢

d—C =0 — — 00 (31)

Da die geometrische Modifikation in der Formoptimierung gleichbedeutend einer geome-
trischen Imperfektion ist, kann dieser Fall ebenfalls bei der Gradientenbildung beziiglich
der Entwurfsvariablen auftreten (siehe z.B. REITINGER [103]). Abhilfe kann mit einer
veranderten Parametrisierung der Entwurfsaufgabe geschaffen werden. Zur Herleitung

von Gleichung (3.1) sei auf Anhang|A verwiesen.



Kapitel 4

Grundlagen der nichtlinearen
Strukturanalyse

In Abschnitt 2.5 wurde die Notwendigkeit einer Strukturanalyse zur Bestimmung mechani-
scher Entwurfskriterien erlautert. Dieses Kapitel widmet sich der Analyse von Tragwerken
unter Beriicksichtigung der geometrischen Nichtlinearitdat. Die fiir die Optimierung not-
wendige Gradienteninformation der mechanischen Entwurfskriterien beziiglich der Ent-
wurfsvariablen baut auf den in diesem Kapitel dargestellten Grundlagen auf.

Auf der Basis einer kurzen Zusammenfassung der kontinuumsmechanischen Grundlagen
wird im Weiteren die schwache Formulierung des Gleichgewichts angegeben. Die anschlie-
Bende Diskretisierung anhand der Finiten Element Methode (FEM) erméglicht die Struk-
turanalyse beliebiger Tragwerke.

Zur Vertiefung der mechanischen Grundlagen sei z. B. auf die Werke von ALTENBACH &
ALTENBACH [1], BETTEN [17], MALVERN [77] und STEIN & BARTHOLD [126] verwiesen.
Zum Verstandnis des mathematischen Hintergrundes der Methode der finiten Elemente
sind unter anderem die Biicher von ARGYRIS & MLEJINEK (3|, BATHE [6], HUGHES [56]
und ZIENKIEWICZ & TAYLOR [147] empfehlenswert.

4.1 Grundlagen der Kontinuumsmechanik

In diesem Abschnitt wird eine kurze Zusammenfassung der im Weiteren benétigten Grund-
lagen der Kontinuumsmechanik angegeben. Es werden lediglich die Bereiche dargestellt,
welche fiir die Problemklasse der geometrischen Nichtlinearitét notwendig sind, d. h., dass
von einer nichtlinearen Beziehung zwischen Verschiebungen und Verzerrungen und einer
linearen Beziehung zwischen Spannungen und Verzerrungen ausgegangen wird. Weiterhin
beschrénken sich die Erldauterungen auf kleine Verzerrungen.

4.1.1 Kinematik

In der Festkorpermechanik ist die LAGRANGEsche Betrachtungsweise, auch unter der ma-
teriellen oder referenzbezogenen Betrachtungsweise bekannt, zweckméflig. Die folgende
numerische Umsetzung kann in eine ‘totale’ bzw. ‘fortschreitende’ Formulierung unter-
schieden werden. Hier wird lediglich auf die ‘totale LAGRANGEsche Betrachtungsweise’

23
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(TL) eingegangen, bei der sich die kinematischen Groéflen auf die undeformierte Referenz-
konfiguration beziehen.

Die Bewegung eines materiellen Korpers wird durch die Bewegung seiner materiellen
Punkte beschrieben. Jeder dieser materiellen Punkte wird durch einen Ortsvektor x (t)
in einem raumfesten Koordinatensystem identifiziert (siehe Abbildung [4.1). Die Lage in
der Referenzkonfiguration (¢t = 0) wird mit X bezeichnet. Jeder Punkt kann anhand sei-
ner Abbildungsfunktion xy von der Referenz- in die Momentankonfiguration abgebildet

werden:

Folglich ergibt sich fiir die Verschiebung @ zur Zeit ¢:

u =x — X =xy(X,t) - X (4.2)

v

Die Kennzeichnung (*) verdeutlicht, dass es sich um Groflen des kontinuierlichen Problems
handelt. Fiir den hier untersuchten Fall ist unter der Zeit ¢ die Parametrisierung des
Deformationsprozesses und nicht die physikalische Gréfle zu verstehen. Die Differentiation
des Ortsvektors der Momentankonfiguration nach der Referenzkonfiguration fiithrt auf den
materiellen Deformationsgradienten:

ox o , o ox .

wobei I der zweistufige Identitétstensor ist. Auf der Basis von F kann nun der GREEN—
LAGRANGE—Verzerrungstensor E definiert werden:

E=—(FF-I) (4.4)

Mit Gleichung (4.3},) kann der Verzerrungstensor (4.4) auch direkt mit den Verschiebungs-
ableitungen dargestellt werden:

1
E= é(vaa + (Vxi)T + (Vyid)T vXa) (4.5)
Dieser in den Verschiebungen @ nichtlineare Verzerrungstensor ist objektiv, d.h. fiir

Starrkorperbewegungen ist E =o0.

Momentankonfiguration

Referenzkonfiguration

Abbildung 4.1: Kinematik des Kontinuums
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Nach Gleichung (4.3},) bildet der Deformationsgradient ein infinitesimales Linienelement
dX der Referenzkonfiguration in das Linienelement dx der Momentankonfiguration ab.
Fiir die Transformation eines Flachenelementes kann folgendes gezeigt werden:

da = detF F ' dA (4.6)

Fiir ein Volumenelement gilt:

dv = detF dV (4.7)

4.1.2 Spannungen

Zur Herleitung des zweiten P1IOLA-KIRCHHOFFschen—Spannungstensors S wird ein Span-
nungsvektor £ in der Momentankonfiguration definiert:

t=6n (4.8)

In der nach CAUCHY benannten Gleichung (4.8) ist n die Normale einer nach dem Eu-
LERschen Schnittprinzip erzeugten ‘inneren Flache’ in der Momentankonfiguration. Unter
Anwendung der Gleichung (4.3,) auf den Spannungsvektor £ kann mit Hilfe der NAN-
soNschen Formel (4.6) folgendes definiert werden:

v} 9] v —1 v —T

S =detF F ¢ F (4.9)
Uber die Spannungsleistung kann gezeigt werden, dass der zweite P1oLA-KIRCHHOFFsche
Spannungstensor S die arbeitskonjungierte Grofle zu dem GREEN-LAGRANGEschen—
Verzerrungstensor E ist.

4.1.3 Werkstoff

Neben der Definition der Kinematik und der Spannungen sind konstitutive Gleichun-
gen, welche diese beiden Grofien miteinander in Beziehung setzen, notwendig. Fiir den in
dieser Arbeit verwendete hyperelastischen Werkstoff wird zur Herleitung von einer volu-
menspezifischen Verzerrungsenergie Wy ausgegangen. Das ST.VENANT-KIRCHHOFFsche—
Material, welches fiir die Beschreibung von Problemen mit grofien Verschiebungen, aber
kleinen Verzerrungen geeignet ist, setzt den GREEN-LAGRANGEschen—Verzerrungstensor
und den zweiten PIOLA-KIRCHHOFFschen—Spannungstensor in Beziehung.

Die volumenspezifische Verzerrungsenergie Wy fiir das ST. VENANT-KIRCHHOFFsche—
Material lautet:

1 y y
Wy = §A(trE)2 + p(tr E?) (4.10)

Dabei sind A und p die beiden LAMEschen Konstanten. Der Spannungstensor ergibt sich
durch Ableitung der Gleichung (4.10) nach dem Verzerrungstensor zu:

S = VgWs = A(E)1 + 2pE (4.11)

Die erneute Ableitung des Spannungstensors S nach den Verzerrungen liefert den vier-
stufigen Materialtensor C':

C =VgS =)1®1 +2ul (4.12)
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Gleichung (4.12) verdeutlicht, dass das ST.VENANT-KIRCHHOFFsche-Material unabhén-
gig vom Deformationsgrad ist. Die Umrechnung der LAMEschen Konstanten in die geldu-
figen Groflen E (Elastizitdtsmodul) und v (Querdehnzahl) und die Darstellung von C' in
Matrizenschreibweise kénnen z. B. STEIN & BARTHOLD [126] entnommen werden.

4.2 Gleichgewichtsaussage

In diesem Abschnitt wird die Methode der finiten Elemente (FEM) zur Bestimmung
des Gleichgewichtszustandes in kurzer Form eingefiihrt. Basis dafiir bilden die in Ab-
schnitt [4.1 aufgezeigten Grundlagen der Kontinuumsmechanik. Die folgende Darstellung
beschrénkt sich auf die LAGRANGEsche Betrachtungsweise mit der energetischen Paarung
des zweiten P1OLA-KIRCHHOFFschen—Spannungstensors und dem GREEN-LAGRANGE-
schen—Verzerrungstensor.

4.2.1 Prinzip der virtuellen Verschiebungen

Das ‘Prinzip der virtuellen Verschiebungen’ (PvV) bildet die Grundlage fiir den verschie-
bungsbasierenden Finiten Element Ansatz. Dieses Prinzip sagt aus, dass fiir einen im
Gleichgewicht befindlichen Kérper die innere virtuelle Arbeit §T " infolge virtueller Ver-
schiebungen du gleich der dueren virtuellen Arbeit §We** ist (‘schwache Form der Gleich-
gewichtsaussage’):

/5E§dV=/6ﬁ5dV+/6ﬁfdAt (4.13)
4 PN Ar ,
5Wint 5‘/{;@:&?

Dabei ist zu beachten, dass die virtuellen Verschiebungen den homogenen DIRICHLET—
Randbedingungen geniigen miissen. In Gleichung (4.13) sind 6 E die den 4 zugehdrigen
virtuellen Verzerrungen. Weiterhin ist b die eingeprigte Volumenbelastung und £ die
aufgebrachte Oberflachenbelastung. Fiir die spétere numerische Behandlung dieser in
nichtlinearen Gleichung werden die Belastungen b und t in eine Grundlast und in einen
gemeinsamen Laststeigerungsfaktor A aufgeteilt:

b =A-b ; T =\t (4.14)

Der Laststeigerungsfaktor A kann bei der Integration vor das Integral gezogen werden.
Unter Zuhilfenahme der Gleichungen (4.3) und (4.4) kénnen die virtuellen GREEN-LA-
GRANGEschen—Verzerrungen wie folgt dargestellt werden:

v v

SE = -(6F F + F' 6F) mit 0F =Vxou (4.15)

DO | —

Dabei ist zu beachten, dass 6E eine Funktion der tatsichlichen Verschiebungen % und
der virtuellen Verschiebungen du ist.
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4.2.2 Linearisierung des Prinzips der virtuellen Verschiebungen
in diskretisierter Form

Die Ableitungen der Gleichgewichtsaussage nach den Verschiebungen treten in dieser
Arbeit héufig auf. Sie sind neben der Gleichgewichtsiteration anhand des NEWTON—
RAPHSON-Verfahrens ebenfalls bei der Bestimmung von Sensitivitdten mechanischer Gré-
Ben erforderlich. An dieser Stelle soll, vorgreifend auf die folgenden Abschnitte und Ka-
pitel, die erste und zweite Ableitung der inneren virtuellen Arbeiten (4.13) angegeben
werden.

Da im Weiteren Schalenelemente verwendet werden, entstehen gegeniiber der Herleitung
von klassischen Kontinuumselementen zusétzliche Terme. Dieser Unterschied beruht auf
der Interpolation des Verschiebungsfeldes anhand von Rotationsfreiheitsgraden. Die dafiir
notwendigen trigonometrischen Funktionen sind beliebig oft differenzierbar. Aus diesem
Grund muss bei derartigen Elementen vor der Ableitung diskretisiert werden. Dieser Sach-
verhalt wurde von FREY & CESCOTTO [44] und SURANA [127] erkannt. Die zusétzlichen
Terme sind unter anderem in RAMM & MATZENMILLER [98] angegeben.

Die folgende Ableitung beschriankt sich auf die Materialfunktion (4.12). Bei der Verwen-
dung nichtlinearer Materialien ist die Deformationsabhéngigkeit des Materialtensors bei
der Linearisierung zu beriicksichtigen.

Fiir die Formulierung des diskreten Problems werden die kontinuierlichen Verschiebungen
@ und deren Variation du anhand von Ansatzfunktionen elementweise approximiert:

(x)~u"(z,u) ; du(x)~ou"(x, du) (4.16)

Die diskreten Knotenverschiebungen sind in dem Vektor u zusammengefasst. Eine unter-
schiedliche Kennzeichnung von den Vektoren der Systemfreiheitsgrade und der Element-
freiheitsgrade findet aus Griinden der Ubersichtlichkeit nicht statt. Desweiteren werden
die approximierten Gréfien (-)" nicht mehr besonders gekennzeichnet. In diskretisierter
Form geht Gleichung (4.15) dann iiber in:

SE =WE éu == (F"WF + YWF"F )ou (4.17)

N+~

Im Weiteren wird die Matrizenschreibweise der Finiten Element Methode eingefiihrt. Die
entstehenden Integralgleichungen werden auf Elementebene im Parameterraum (2 ausge-
wertet (siche z. B. ZIENKIEWICZ & TAYLOR [147]). Die Abbildungen zwischen Parame-
terraum und physikalischem Raum erfolgt anhand der JACOBI-Matrix J . Die Integration
iiber das Elementvolumen dv kann wie folgt umgeschrieben werden:

dv = |J | dO (4.18)

Der Zusammenbau (‘Assemblierung’) der Elementmatrizen zu den Systemmatrizen wird
im Weiteren mit A symbolisiert. Die internen diskretisierten Knotenkrifte R des Systems
konnen, unter Beriicksichtigung von Gleichung (4.17), aus den internen virtuellen Arbeiten
hergeleitet werden:

R = A/BTFTS’ |J | dQ (4.19)
Q
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Bei dieser Herleitung wurde bereits die Symmetrieeigenschaften von E und S beriicksich-
tigt. Die Matrix S enthilt die aktuellen zweiten ProLa-KIRCHHOFFschen—Spannungen
S in einer speziellen Anordnung. Die Ableitung des Deformationsgradienten F' nach den
Verschiebungen w enthélt die Matrix B, wobei diese die Verzerrungs—Verschiebungs—
Matrix der linearen Theorie ist.

Mit den Gleichungen (4.14) und (4.19) kann die Gleichgewichtsbedingung des Systems
wie folgt dargestellt werden:

Gu,\)=R(u)— AP =0 (4.20)

wobei P der duflere Belastungsvektor und A der Laststeigerungsfaktor ist.
Die Ableitung der internen Kréfte (4.19) nach den Verschiebungen fiihrt auf die Definition
der tangentialen Steifigkeitsmatrix:

WwR = Kr = A[/BTFTC F B |J|dQ+

. /
V

/BTS B yJ|dQ+/S FN yJ|dQ] (4.21)

K! K
S und F' enthalten die gleichen Eintréage wie S bzw. F', lediglich in unterschiedlicher
Anordnung. Die Matrix IN beinhaltet die zweite Ableitung des Deformationsgradienten
nach den diskreten Knotenvariablen w. Die einzelnen Matrizen fiir das in dieser Arbeit
verwendete Schalenelement kénnen den Arbeiten von RAMM [96] bzw. RAMM & MAT-
ZENMILLER [98] entnommen werden.
Der erste Anteil K., der Gleichung (4.21) umfasst die aus der linearen Thoerie bekann-
te elastische Steifigkeitsmatrix K, und die Anfangsverschiebungs—Steifigkeitsmatrix K, .
Die Anfangsverschiebungsmatrix K, kann wie folgt bestimmt werden:

K, = K., — K. (4.22)

K gI wird als Anfangsspannungsmatrix bzw. als geometrische Steifigkeitsmatrix bezeichnet.
Der letzte Integralausdruck der Gleichung (4.21) kommt nur bei Elementformulierungen
mit Rotationsfreiheitsgraden vor und ist unter dem Namen der zweiten geometrischen
Steifigkeitsmatrix bekannt.

Die erneute Richtungsableitung der tangentialen Steifigkeitsmatrix nach den Verschiebun-
gen tritt an mehreren Stellen in dieser Arbeit auf. Eine Matrizendarstellung erfolgt erst
im Zusammenhang mit der Sensitivitdtsanalyse (siehe Abschnitt[6.3.2). Wie in der Arbeit
von REITINGER [102] wird fiir die Algorithmen der Strukturanalyse, welche in Abschnitt
4.3 naher erlautert werden, auf eine numerische Differentiation zuriickgegriffen. Basierend
auf der tangentialen Steifigkeitsmatrix (4.21)) folgt:

Vuu [KT nl}ng = %[KT (@ +€"71)]”b (4.23)

e=0
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=l [Kr (@ + en) — Kr (@), (4.24)
~ [ @+ en) - K @)]m, (4.25)

wobei @ die Stelle ist, an der die Ableitung ausgewertet werden soll. m; und 7, sind
Platzhalter fiir unterschiedliche mechanische Gréflen. So entspricht z. B. bei dem ‘erwei-
terten System’ (n#heres siehe Abschnitt 4.3.2) 1, dem Singularitatsvektor und n, den
inkrementellen Verschiebungen.

4.3 Pfadverfolgung und Stabilitdtsberechnung

In Kapitel 3 wurde bereits anschaulich gezeigt, welche Phéanomene durch die Beriicksichti-
gung der geometrischen Nichtlinearitat untersucht werden kénnen. Im Folgenden werden
die zur Strukturanalyse notwendigen Algorithmen vorgestellt. Die Algorithmen der Pfad-
verfolgung und deren verschiedenen Steuerungen werden in Abschnitt [4.3.1 erlautert. Zur
Berechnung kritischer Punkte werden zwei Moglichkeiten vorgestellt. Uber eine beglei-
tende Figenwertanalyse kann die Laststufe des singuldren Punktes abgeschétzt werden.
Weiterhin wird zur exakten Bestimmung des kritischen Punktes das Losungsverfahren des
‘erweiterten Systems’ beschrieben. Dieses Verfahren ist im Englischen unter dem Namen
‘extended system’ bekannt und wird in Abschnitt 4.3.2 eingefiihrt.

4.3.1 Pfadverfolgung

Zur Bestimmung des Gleichgewichts zwischen der &ufleren Belastung und den internen
Kréaften ist aufgrund des nichtlinearen Verhaltens ein iterativer Losungsalgorithmus not-
wendig. Fiir die Losung dieser Probleme wird héufig das NEWTON-RAPHSON—Verfahren
verwendet, welches in der Umgebung des Losungspunktes eine quadratische Konvergenz
besitzt. Die Berechnung der Losung erfolgt anhand eines Pradiktorschrittes mit anschlie-
Benden Korrektorschritten. Die im Folgenden erlduterten Begriffe sind skizzenhaft in Ab-
bildung 4.2 dargestellt.

At «—o Pridiktor
/'\ o—»e  Korrektor
@ @ 5 \y . Gleichgewichtspunkt
T ® Durchschlagspunkt
AAp, Aup, m Wendepunkt
i @ @ Laststeuerung
@ Verschiebungssteuerung
> U @ Bogenlangenverfahren

Abbildung 4.2: Pfadverfolgungsstrategien
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Ausgangspunkt fiir die Herleitung eines Iterationsschemas bildet die Gleichgewichtsbe-
dingung (4.20):
Gu,\) =R(u) — A\-P =0 (4.26)

Zur Bestimmung eindeutiger Deformationszustéande wird eine Nebenbedingung eingefiihrt:
clu, \) =0 (4.27)

Fiir Gleichung (4.27) sind unterschiedliche Kriterien bekannt. Wird ein Gleichgewichts-
punkt auf einer vorgeschriebenen Laststufe A\ gesucht, so definiert sich Gleichung (4.27)
zu:

c=A—-A=0 (4.28)

Die Vorgabe eines Lastniveaus ist nur dann erfolgreich, wenn fiir dieses ein Gleichge-
wichtspunkt existiert. Ist dies, wie z.B. bei Erreichen eines Durchschlagspunktes (siehe
Abschnitt (3.2) und Abbildung/4.2) nicht gegeben, versagt dieses Kriterium. Wird dagegen
eine Verschiebungssteuerung gewéahlt:

bei der die Verschiebung eines Freiheitsgrades u; wihrend der Gleichgewichtsiteration
konstant gehalten wird, konnen Durchschlagspunkte iiberwunden werden. Weist der kon-
trollierte Last—Verschiebungspfad einen Umkehrpunkt auf, versagt ebenfalls die Verschie-
bungskontrolle. Aus diesem Grund wurde u.a. von WEMPNER [137], RIks [105], [106],
RAMM [97] und CRISFIELD [33] eine Bogenldngengleichung vorgeschlagen:

c=lu —alP+ (A - X —s=0 mit 0<¢<o (4.30)

Mit (%) sind die Grofien des zuletzt berechneten Gleichgewichtspunktes gekennzeichnet.
Da in Gleichung (4.30) unterschiedliche GroBen verkniipft sind, wird der Laststeigerungs-
parameter durch v skaliert. Fiir ¢» — oo geht die Nebenbedingung in die der Lastkontrolle
(4.28) iiber. Fiir ¢ — 0 entsteht eine Verschiebungssteuerung in normierter Form.

Die konsistente Linearisierung der um eine der Nebenbedingungen (4.28)—(4.30) erweiter-
ten Gleichgewichtsaussage (4.26) fithrt zum Iterationsschema:

G(u, \ 0 : Ky —-P Au G
(. A | _ i, ! - - (4.31)
clu, \) 0 Vuc Ve AN c

wobei Awu die inkrementellen Verschiebungen und A\ der Zuwachs des Laststeigerungs-
faktors ist. Diese beiden unbekannten Groflen werden je nach Speichertechnik des Glei-
chungslosers nicht direkt, sondern anhand einer Partitionierungsmethode gelost. Die neuen
Verschiebungen u,,.; und der neue Laststeigerungsfaktor A, 1 werden wie folgt bestimmt:

U1 =W, + Au ; A1 = Ay + AN (4.32)

Dieser Prozess wird solange durchlaufen, bis die Ungleichgewichtskréifte G einen Grenz-
wert unterschreiten. Eine ausfiihrlichere Beschreibung dieser Thematik kann z. B. BATHE
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[6], WAGNER [135] oder REITINGER [102] entnommen werden.

Fiir die in dieser Arbeit untersuchten Fragestellungen der Strukturoptimierung kommen
alle drei Steuerungsverfahren zum Einsatz. Insbesondere bei Beriicksichtigung der Sta-
bilitatskriterien sind Wechsel der Steuerungsverfahren innerhalb einer Strukturanalyse
sinnvoll und zum Teil auch notwendig.

4.3.2 Bestimmung kritischer Punkte

In Abschnitt [3.2 wurde das Phidnomen singulidrer Punkte anhand von Beispielen veran-
schaulicht. Im Weiteren werden zwei verschiedene Verfahren zur Bestimmung der kriti-
schen Laststufen und der dazugehorigen Beulformen vorgestellt. Das erste Verfahren der
begleitenden Eigenwertanalyse ermoglicht lediglich eine Abschéitzung der Laststufe, bei
der ein kritischer Zustand auftritt. Die Giite der Abschétzung héngt dabei wesentlich von
dem Grad der strukturellen Nichtlinearitdt des Vorbeulverhaltens ab. Mégliche verschie-
dene Definitionen werden im Folgenden angesprochen.

Zur exakten Bestimmung des kritischen Punktes wurde ein weiteres Verfahren entwickelt,
bei dem die Gleichgewichtsaussage (4.26) um ein Singularitétskriterium erweitert wird.
Eine Einfithrung folgt auf die der linearen Eigenwertanalyse.

Lineare Eigenwertanalyse

Eine Eigenwertanalyse ermdglicht es von einem beliebigen Lastniveau A das tatséchliche
kritische Lastniveau \ auf einen Wert )\l abzuschétzen. Der kritische Punkt ist durch
Kr vy = 0 bzw. detKpr = 0 definiert. Um eine Eigenwertformulierung zu erhalten,
wird die erste Definition verwendet. Dabei wird K+ durch zwei Anteile ersetzt, wobei der
zweite proportional mit einem Faktor \; (Eigenwert) gesteigert wird. Daraus sind z. B.
folgende Eigenwertformulierungen konstruierbar:

(Kr + AI)g = 0
(KT + XZKQ)Q/)Z. S
(Ko + AEG )y = 0
(K. +AKy)$ = 0

Die einzelnen Steifigkeitsmatrizen sind in Abschnitt|4.2.2 beschrieben. Zusétzlich gilt hier,
dass die Matrizen K gI und KgH zu K, zusammengefasst werden. Die von den Verschie-
bungen abhéngigen Steifigkeitsmatrizen K, und K, werden mit den Verschiebungsgréfien
der Laststufe \ ausgewertet.

Die Eigenwertformulierung (4.33) enthélt mit der Einheitsmatrix I keine Steifigkeitsan-
teile in dem zu steigernden Anteil. Dadurch ist die mechanische Aussagekraft dieser For-
mulierung begrenzt. Durch die Diagonalform von I kénnen allerdings sehr kostengiinstige
Eigenwertloser (z. B. inverse Iteration) zum Einsatz kommen. Eine Steigerung der Aussa-
gekraft gelingt, wenn der zu steigernde Anteil Steifigkeiten der Struktur enthélt.

Bei Eigenwertformulierungen vom Typ (4.33) bzw. (4.34) ist der Eigenwert A = 0, falls
die Auswertung auf dem tatséchlichen, kritischen Lastniveau A erfolgt. Eine Auswertung
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unterhalb des kritischen Punktes fiihrt zu einem positiven ansonsten zu einem negativen
Wert. Durch diesen Sachverhalt lésst sich das kritische Niveau wie folgt abschétzen:

Fiir Formulierungen bei denen der erste Term nicht K7 ist (siehe Gleichung (4.35) und
(4.36)) erhélt man fiir eine Auswertung auf der kritischen LasEstufeA den Eigenwert \; = 1,
entsprechend A\; > 1 fiir eine Auswertung unterhalb und \; < 1 fiir eine Auswertung

oberhalb von \. Eine Abschétzung von A\ ist moglich anhand:
o= A A (4.38)

Zur Losung von Eigenwertproblemen stehen verschiedene Verfahren zur Verfiigung. Einen
Uberblick dariiber bietet das Standardwerk von BATHE [6]. Die Eigenwertanalysen der
in dem folgenden Kapitel gezeigten Beispiele wurden mit einem Unterraum-Iterationsver-
fahren durchgefiihrt.

Direkte Berechnung von kritischen Punkten

Durch die bereits erlauterten Eigenwertanalysen kéonnen kritische Punkte nur ndherungs-
weise bestimmt werden. Analog zu dem Iterationsschema zur Verfolgung des Gleichge-
wichtspfades nach Abschnitt 4.3.1 wurden Verfahren entwickelt, welche eine direkte Be-
rechnung von kritischen Punkten erméglichen. Derartige Formulierungen werden in der
mathematischen Literatur seit den 70er Jahren des letzten Jahrhunderts diskutiert (siehe
u.a. KEENER & KELLER [60], SEYDEL [118], MOORE & SPENCE [86]). Die Anwendung
auf beliebige Systeme im Zusammenspiel mit der Methode der finiten Elemente sind von
der Ingenieurseite her u.a. die Arbeiten von WRIGGERS ET AL. [140], WRIGGERS & SI-
MO [139], WAGNER [135] und REITINGER [102] zu erwahnen.

Zur Entwicklung eines Iterationsschemas wird die Gleichgewichtsbedingung (4.26) um
ein Singularitatskriterium erweitert. In den Arbeiten von WAGNER [135] und PLANINC
& SAJE [94] wird gezeigt, dass bei der Verwendung des Kriteriums detKr = 0 im zu-
gehorigen Iterationsschema so viele rechte Seiten geldst werden miissen, wie unbekannte
Systemfreiheitsgrade vorhanden sind. Aus diesem Grund eignet sich dieses Kriterium im
Zusammenspiel mit der Methode der finiten Elemente nur bedingt.

Aufbauend auf der Arbeit von WAGNER [135] wurde u.a. von REITINGER [102] die Be-
dingung Kr¢ = 0 zur Herleitung eines Iterationsschemas verwendet, wobei ¢ der
Singularitétsvektor ist. Im Weiteren soll das in dieser Arbeit verwendete Verfahren kurz
erlautert werden.

Unter Berticksichtigung einer Nebenbedingung kann ein erweitertes System mit der Be-
dingung K1 ¢ = 0 wie folgt definiert werden:

G(u, )\ 0
Kr(u, Ve | = |0 (4.39)
l(¢) 0
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Die zusitzliche Nebenbedingung (4.39.) ist notwendig, um die triviale Losung der Glei-
chung (4.39},) auszuschlieBen. Eine Moglichkeit ist die Vorgabe eines Werts fiir die eu-
klidische Norm des Singularitéatsvektors (I(¢) = ||@¢|| —1 = 0). Durch den Satz von
Gleichungen (4.39) konnen einfache singulédre Punkte bestimmt werden. Das Iterations-
schema erhélt man anhand der Linearisierung des Gleichungssystems (4.39):

Vu(Kr¢) Kr O Agp | = — | Kr¢ (4.40)
0 V¢l 0 AN l

wobei hier bereits die Annahme einer verformungsunabhéngigen Belastung eingearbeitet
wurde. Wie bei der Gleichgewichtsiteration findet auch hier aus Griinden der Speicher-
technik eine Losung anhand einer Partitionierungstechnik statt. Die Reihenfolge der Ope-
rationen soll in kurzer Form dargestellt werden und kann ausfiihrlicher z. B. REITINGER
[102] entnommen werden:

Aup = K;'P | Aug = —-K;'G

App = —Ki' [Vu(Kr @) Aup] Apg = —K7i' [Vu(Kr ¢) Aug]
T
¢ Agp

Mt = Ay 4+ AN
Unpt1 = Up + AN - A’U,p + A’UG
Pni1 = Pnt+ AXN-APp + Agg

In die Bestimmungsgleichung fiir A\ des Partitionierungsschemas (4.41) wurde die oben
genannte Nebenbedingung bereits eingearbeitet. Zudem ist n der Index fiir die Iterations-
schleife.

Gelangt man anhand des Iterationsprozesses auf den singuldren Punkt, so ist eine Inver-
tierung bzw. Faktorisierung von Kp zur Losung der unbekannten GroBlen Awup, Agp,
Aug und A¢ nicht mehr moglich. Dadurch wird bei der Annéherung an den kritischen
Punkt das Konvergenzverhalten des Verfahrens gestort. Dies kann bis zur Divergenz des
Verfahrens fithren. Um diesem Sachverhalt zu begegnen, wurden verschiedene Penalty—
Formulierungen entwickelt. Im Folgenden wird die in dieser Arbeit verwendete und von
REITINGER [102] vorgestellte Formulierung niher erlautert.

Unter Zuhilfenahme einer Penalty—Formulierung wird nicht mehr der kritische Punkt
direkt, sondern ein Gleichgewichtspunkt in der Nachbarschaft berechnet. Dafiir wird
die Bedingung fiir den singuldren Punkt (K7 ¢ = 0) modifiziert. Zur Herleitung ei-
nes Iterationsschemas wird nach REITINGER [102] K7 der Gleichung (4.39,) mit dem
skalierten Dyadenprodukt ¢ - ¢ ¢’ addiert. Die Nebenbedingung lautet fiir diesen Fall
I(¢p) = ¢"¢ — 1 = 0. Nach der Linearisierung der modifizierten Gleichungen wird
wiederum die Partitionierungstechnik zur Bestimmung der Losung angewendet. Der Be-
trag des Faktors ¢ steuert dabei den Abstand zwischen dem kritischen Punkt und dem
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berechneten Gleichgewichtspunkt. Das Vorzeichen von ¢ bestimmt, ob sich der Gleichge-
wichtspunkt vor (¢ > 0) oder nach (¢ < 0) dem singuldren Punkt befindet.

Um die Konvergenzeigenschaften des Iterationsschemas (4.41) zu verbessern, kann es sinn-
voll sein, einen geeigneten Startvektor fiir ¢ zu wihlen. Eine von WAGNER [135] und
REITINGER [102] vorgeschlagene Vorgehensweise ist den Startvektor fiir ¢ mittels dem
speziellen Eigenwertproblem (4.33) zu berechnen. Zwar widerspricht diese Vorgehensweise
dem Ansatz des erweiterten Systems, den Singularitéitsvektor ¢ simultan mitzuberechnen,
aber es kann zum Teil eine reduzierte Gesamtberechnungszeit durch die hohere Konver-
genzgeschwindigkeit des erweiterten Systems erzielt werden. Weiterhin wird die Stabilitét
des Verfahrens deutlich gesteigert. Zum einen wird die Gefahr der Divergenz verringert
und zum anderen kann in der Regel ein Konvergieren zu einem benachbarten kritischen
Punkt vermieden werden.

Mit bekanntem Singularitdtsvektor kénnen Durchschlags- von Verzweigungspunkten un-
terschieden werden:

=0 : Verzweigungspunkt
&' P BHNESD (4.42)
# 0 : Durchschlagspunkt

Die unterschiedliche Bezeichnung fiir ¢ nach Gleichung (4.33)—(4.36) und ¢, der an sich
gleichen mechanischen Gréfien, wurde zur Unterscheidung der Bestimmungsweise gewéhlt.
Insbesondere bei der Sensitivitdtsanalyse der kritischen Punkte, auf die ndher in Kapitel 9
eingegangen wird, ist dies zweckméfig.



Kapitel 5

Grundlagen der Topologie- und
Formoptimierung

Dieses Kapitel dient der Grundlagenbeschreibung einzelner Teildisziplinen der Struktur-
optimierung. Die Darstellung erfolgt in einem kurzen Abriss, da die in dieser Arbeit un-
tersuchte Thematik auf bereits geschaffene Grundlagen aufbaut.

Der erste Abschnitt dieses Kapitels geht auf die Topologieoptimierung ein. Diese Teildis-
ziplin der Strukturoptimierung eignet sich im Besonderen fiir die Generierung der prinzi-
piellen Gestalt eines Tragwerks. Neben den bekannten Ansétzen wird detaillierter auf die
verbreitete materielle Topologieoptimierung eingegangen. Weiterhin werden verschiedene
Materialdefinitionen erldutert und das hier gewéhlte Modell begriindet. Fiir eine detail-
lierte Beschreibung sei auf die Arbeiten von BENDS@E & MOTA SOARES [13], BENDSGE
[10], ESCHENAUER & OLHOFF [39] sowie MAUTE [78] verwiesen. Insbesondere auf die
Arbeit von MAUTE wurde im Bereich der materiellen Topologieoptimierung aufgebaut.
In dem darauf folgenden Abschnitt werden die notwendigen Grundlagen der Formopti-
mierung erldutert. Die Formoptimierung dient in dieser Arbeit dem Feintuning der aus
der Topologieoptimierung gewonnenen Tragwerke. Die eingesetzten Verfahren zur Be-
stimmung der Geometrieinderung werden in den grundlegenden Ziigen erklart. Fiir eine
ausfiihrlichere Beschreibung sei an dieser Stelle auf die Arbeiten von IMAM [57], BRAI-
BANT & FLEURY [22], BARTHOLD [5] und BLETZINGER [18] verwiesen. Die hier ange-
wandten Grundlagen der Formoptimierung stammen von BLETZINGER.

Historisch gesehen sind die Formoptimierungsansétze vor denen der Topologieoptimierung
angesiedelt. Diese beiden Teildisziplinen werden in diesem Kapitel, allerdings in der fiir
den Entwurf eines Tragwerks sinnvollen Reihenfolge, erlautert.

5.1 Topologieoptimierung

Die Topologieoptimierung ist zur Zeit der allgemeinste Losungsansatz zur Generierung
von Tragwerken. Dabei steht im Gegensatz zur Formoptimierung nicht die detaillierte
Bestimmung der Geometrie jedes einzelnen Tragwerkselementes im Vordergrund, sondern
der prinzipielle topologische Aufbau. Hierunter wird die Anordnung und Verbindung ein-
zelner Tragwerkselemente (Nachbarschaftsbeziehung) verstanden.

Fiir die Topologieoptimierung ist ein geometrischer und ein materieller Ansatz bekannt.

35
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Die Gruppe der materiellen Topologieoptimierung kann in diskret bzw. kontinuierlich un-
terschieden werden (siche Abbildung!5.1). Bei dem materiellen diskreten Ansatz erfolgt die
Optimierung auf Basis von diskreten Stab- und Balkenelementen. Die besondere Bedeu-
tung dieser ‘Layout’-Optimierung liegt in der analytischen Losbarkeit. Die ersten Arbeiten
stammen von MAXWELL [83] und MICHELL [85]. Beide beschiftigten sich mit dem grund-
legenden Tragwerksaufbau bei minimalem Materialeinsatz. Der Ansatz der anfdnglichen
quasi—kontinuierlichen Stabverteilung (‘structural universe’) im Entwurfsraum fithrt zu
einem orthogonalen Gitter. Diese Strukturen, auch MICHELL-Strukturen genannt, sind
lediglich fiir einen Lastfall optimal und kénnen nur fiir wenige Sonderfille gelost werden.
Weiterhin besteht die Einschrénkung, dass die Knoten keinen wesentlichen Einfluss auf
das mechanische Verhalten haben diirfen, was gleichbedeutend zu der Aussage ist, dass
die Stablédngen deutlich grofier sein miissen als die Querschnittsabmessungen. Die Ansétze
wurden von Cox [32], HEMP [53] sowie PRAGER & ROZVANY [95] weiterverfolgt und sind
in ROZVANY ET AL. [111] zusammengefasst beschrieben.

In der geometrischen Topologieoptimierung wird ein Zweischrittverfahren eingesetzt. Der
erste Schritt hat die Aufgabe einer Neupositionierung von Léchern. In dem folgenden
Schritt wird die Suche nach der optimalen Geometrie der eingefiigten Locher anhand der
Formoptimierung (n#heres sieche Abschnitt 5.2) bewerkstelligt. Dieser Vorgang wird so
lange wiederholt, bis die Zielfunktion nicht mehr verbessert werden kann. Fiir die Po-
sitionierung der Locher schligt ROSEN & GROSSE [108] heuristisch die Lage geringer
Vergleichsspannungen vor. Dagegen positionieren ESCHENAUER ET AL. [38] und SCHU-
MACHER [115] die neuen Locher, in diesen Arbeiten auch ‘bubble’ genannt, unter Beriick-
sichtigung der Sensitivitat der Zielfunktion in Abhéngigkeit der Lochgrofle. Durch das
ST. VENANT-Prinzip ist gewéhrleistet, dass die Modifikation anhand der Locher ledig-
lich lokale Auswirkungen auf das mechanische Verhalten hat. Die geometrischen Ansétze
haben den Vorteil, dass die Geometrie des optimierten Tragwerks, wie bei der Formopti-
mierung, anhand weniger Entwurfsvariablen sehr gut beschrieben werden. Nachteilig ist,

a. Geometrisch (‘bubble-Methode’)
' “bubble’ > D v

b. Materiell diskret

c. Materiell kontinuierlich T a EeRent

Abbildung 5.1: Geometrische und materielle Methoden der Topologieoptimierung (aus
MAUTE [78])



5.1. TOPOLOGIEOPTIMIERUNG 37

dass das Einfiigen von Lochern, eine topologische Verdnderung mit sich bringt, welche
nicht differenzierbar und irreversibel ist. Dadurch ist das Schlieffen eines Loches nicht
mehr moglich.

Aus diesem Grund haben sich fiir allgemeine Problemstellungen die materiellen kontinu-
ierlichen Ansétze in der Topologieoptimierung durchgesetzt. Die Idee dieser Vorgehenswei-
se ist, das Optimierungsproblem als Materialverteilungsproblem in einem vorgegebenen
Entwurfsraum zu formulieren (EULER-Formulierung). Rossow & TAYLOR [109] mach-
ten einen ersten Ansatz anhand einer Dickenoptimierung von Scheibenproblemen. Die
Interpretation der generierten Dickenverteilung erwies sich fiir die Definition eines topolo-
gischen neuen Tragwerks als problematisch. Einen analogen Ansatz wihlte OLHOFF [90]
bei der Optimierung von KIRCHHOFF—Platten beziiglich Eigenfrequenzen. In dieser Arbeit
stellte sich die von der Feinheit der Diskretisierung abhéngige Losung heraus, wobei mit
anwachsender Anzahl von finiten Elementen die Zahl der generierten Strukturelemente
wuchs. Aus diesem Sachverhalt wurde von CHENG & OLHOFF [29] auf eine im Optimum
unendlich fein gegliederte Struktur geschlossen. Diese numerische Instabilitét infolge des
‘0-1" Integer—Problems begriindet sich in der Unlosbarkeit des nicht—konvexen Optimie-
rungsproblems. Die auftretenden oszillierenden Strukturverschiebungen weisen auf einen
Aufbau mit unbegrenzter Anzahl von Poren hin. KOHN & STRANG zeigen in Thren Ar-
beiten [69] und [70] eine Losung durch die Verbindung dreier Disziplinen auf:

— Strukturoptimierung
— Relaxation von nicht—konvexen Funktionalen
— Homogenisierung von Mikrostrukturen

Durch die Einfithrung poroser Werkstoffgesetze kann das Problem der oszillierenden Ver-
schiebungen behoben werden. Mit der Homogenisierung von Mikrostrukturen werden die
stark oszillierenden mikroskopischen Verschiebungen auf der makroskopischen Ebene ge-
mittelt. Das urspriingliche ‘0-1" Integer—Problem wird durch die Definition pordser Ma-
terialien in ein kontinuierliches iiberfiihrt:

0<p(X)<po (5.1)

wobei der Index ‘0’ das isotrope homogene Grundmaterial kennzeichnet.

Die Relaxation des Problems erfolgt durch die Erweiterung des Verschiebungsfeldes an-
hand des pordsen Materials. Der zu definierende Materialtensor C (X , p) beschreibt die
makroskopischen Eigenschaften des porosen Materials. Die mathematischen Bedingungen
an den Materialtensor, welche zur Relaxation des Problems fiihren, sind in KOHN &
STRANG [70] aufgefiihrt.

Die Materialien bzw. Mikrostrukturen, welche diese Bedingungen erfiillen, werden als op-
timal bezeichnet. Der bekannteste Vertreter dieser optimalen Materialien ist das ‘Rank-—n’
Laminat. Dabei handelt es sich um ein periodisch aufgebautes ‘mathematisches” Modell
mit n Ebenen. Jede dieser Ebenen enthélt jeweils einen Bereich aus homogenem und he-
terogenem Werkstoff. Der heterogene Teil wird auf einer feineren Skala beschrieben. Diese
Skala besteht ebenfalls aus einem Bereich mit homogenem und einem mit heterogenem
Werkstoff. Die Ebene mit der feinsten Skala besteht aus zwei homogenen isotropen Mate-
rialien unterschiedlicher Eigenschaften. Eines der beiden Materialien hat eine annéhernde
‘Null-Steifigkeit’. Die Abbildung der Eigenschaften der feineren Skala auf eine grébere
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erfolgt anhand der Homogenisierung. Je nach Anzahl der Ebenen kénnen die Optimie-
rungsprobleme vollstdandig gelost werden. Ein Rank-2 Laminat, welches einem orthogo-
nalen Netz von Fasern (— keine Schubsteifigkeit) entspricht, erfiillt die Bedingungen fiir
2-dimensionale Probleme bei Beanspruchung lediglich eines Lastfalles (siehe MICHELL—
Strukturen). Dieses Material wird z. B. von KOHN & STRANG [70] und BENDSQE [9] in der
Topologieoptimierung eingesetzt. Steigt die Dimension des Problems und/oder mehrfache
Lastfélle sollen beriicksichtigt werden, so muss die Anzahl der Ebenen erhoht werden. Fiir
3—dimensionale Strukturen unter Beriicksichtigung mehrerer Lastfélle sind sechs Ebenen
notwendig (siehe z. B. OLHOFF ET AL. [92]). Dieses Materialmodell, welches im Wesentli-
chen ein mathematisches Werkzeug ist, tendiert im Optimum zu grolen pordsen Bereichen
und erschwert somit die ingenieurméflige Umsetzung in reale Strukturen.
Aus diesem Grund wurden neben den optimalen Materialmodellen ebenfalls suboptimale
entwickelt. Diese relaxieren das Problem nicht mehr vollstdndig, ermdoglichen dafiir eine
Umsetzung in ein aus isotropem homogenem Material bestehendes Tragwerk. Die subopti-
malen Materialmodelle werden in mikro— und makroskopische Ansétze unterschieden. Der
bekannteste Vertreter der mikroskopischen Materialmodelle ist das ‘mikro—hole’-Modell
von BENDS@E & KIKUCHI [12]. Bei diesem numerisch zu homogenisierenden Material-
modell sind die beiden Abmessungen des Rechteckloches und der Winkel zur raumlichen
Orientierung die Entwurfsvariablen (gilt fiir 2-dimensionale Fille). Mit der Wahl eines
makroskopischen Ansatzes entfiallt der Aufwand der Homogenisierung.
RINGERTZ [107] und BENDS@E ET AL. [11] unterbreiten den Vorschlag die Komponenten
des Werkstofftensors, unter Beriicksichtigung der notwendigen positiven Definitheit, di-
rekt als Entwurfsvariablen zu verwenden. Der Bezug zum Materialaufwand wird anhand
von Invarianten des Werkstofftensors gelost. Nachteil dieses Verfahrens ist die Umsetzung
eines generierten, makroskopischen Werkstofftensors in ein realistisches Material. Somit
dient dieser Ansatz zur Generierung von Referenzlosungen.
Den einfachsten Zugang bieten die ingenieurméfig definierten, makroskopischen Werk-
stoffgesetze. Der verbreiteste Vertreter dieser Gruppe stammt von BENDS@E [9]. Das unter
dem Namen SIMP (‘Solid Isotropic Microstructure with Penalty for intermediate densi-
ty’) bekannte Werkstoffmodell verbindet den Elastizitdtsmodul direkt mit der relativen
Dichte p/po:

E:E[)(pﬁ)B mit 0<p<py ; B>1 (5.2)

0

wobei (3 den Grad der Nichtlinearitét steuert. Ey ist der Elastizitdtsmodul des Vollmateri-
als. Der Funktionsverlauf fiir verschiedene 3’s ist in Abbildung 5.2 dargestellt. Da lediglich
der Elastizitdtsmodul an die Dichte gekoppelt wird ist der effektive Werkstofftensor ein
skalierter Werkstofftensor des Vollmaterials:

P\?
Cip) = (&) G (5.3)
Po
Bei diesem Ansatz bilden die Dichten p jedes finiten Elementes die Entwurfsvariablen.
Diese sind in dem Vektor der Entwurfsvariablen s zusammengefasst. Von ZHOU & R0Oz-
VANY [145] sowie von ROZVANY ET AL. [113] wird diese Vorgehensweise als Penalty—
Formulierung, wie sie auch fiir ganzzahlige Optimierungsaufgaben verwendet wird, ver-
standen. In der Regel wird der Parameter 3 im Optimierungsverlauf konstant gehalten.
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Dagegen wird bei SIGMUND [119] sowie bei SWAN ET AL. [129] zur Reduktion der Netz-
abhéngigkeit der Penalty-Parameter im Optimierungsverlauf gesteigert. Darauf wird im
Folgenden niher eingegangen. In der Arbeit von BENDS@E & SIGMUND [14] wird gezeigt,
dass porose Zwischenstufen auf der makroskopischen Ebene physikalisch interpretiert wer-
den konnen. Bei Einhaltung gewisser Grenzen fiir 3 ist es moglich eine eindeutige Mate-
rialverteilungen auf der mikroskopischen Ebene zu finden, welche durch Homogenisierung
den Eigenschaften von C'(p) auf makroskopischer Ebene entsprechen.

Den beiden Vorteilen des SIMP—Ansatzes, die einfache Implementierung in ein beste-
hendes FE-Paket und die Reduktion der Entwurfsvariablen, steht die Netzabhéngigkeit
gegeniiber. Dies ist fiir eine Quadratscheibe, unter Beriicksichtigung einer nichtlinearen Ki-
nematik, mit der Zielfunktion ‘Minimierung der Dehnungsenergie’ (siehe Gleichung (7.2))
und mit einer vorgegebenen Masse in der linken Seite der Abbildung|5.3/dargestellt. Ohne
Stabilisierung nimmt die Feingliedrigkeit der Struktur in Abhéngigkeit von der anwach-
senden Netzfeinheit zu. Dies gilt neben dem SIMP-Ansatz auch fiir alle anderen subop-
timalen Werkstoffmodelle. Zur Behebung dieses Defekts ist eine zusétzliche Mafinahme
der Berandungsbegrenzung der Struktur notwendig. Die Umfangsmethode nach HABER
ET AL.[48], [49] fiihrt die Nebenbedingung der Seminorm der Dichteverteilung explizit ein.

In dieser Arbeit kommt die von MAUTE [78] leicht modifizierte Variante der Filtermetho-
de von SIGMUND [119] zum Einsatz. Die Netzabhéngigkeit wird bei dieser Vorgehensweise
implizit durch einen Gléattungsoperator behoben. Fiir die Zielfunktion ‘Minimierung der
Dehnungsenergie’ (7.2) fiir eine vorgeschriebene Laststufe A kann das Optimierungspro-
blem bei einer konstanten Masse m wie folgt formuliert werden:

min n:;j [Hz'(f\?,j)] mit  fy ; = %/ETC E |J|d; ; E =E(a())
- 9 (5.4)
Z[/puycm} =0

=1 Q

wobei der Operator H; wie folgt definiert ist:

< ;[ _ (2 _Tij/f)kf\lj7j i Tij § T
Z Hij " 0 i Tij > T
Hi =21 — mit (5.5)
ZHU ]l_} _ (2—le/f)k W Tz‘jgf
! " 0 Y Ty > 7
I 1.0 >
N — =10 E; p: aktuelle Werte
0 A
0.5 1 . / 2 — /=15 Ey, po:  Werte des Vollmaterials
1 . Y (=25
00 L2l — -~ p B: Penalty—Faktor
0.0 0.5 1.0 po

Abbildung 5.2: Steifigkeits—Dichte-Funktion fiir den SIMP—-Ansatz



40 KAPITEL 5. GRUNDLAGEN DER TOPOLOGIE- UND FORMOPTIMIERUNG

In die Glattung werden die 7 umliegenden Elemente des Elementes ¢, welche innerhalb
des Radius 7 liegen, einbezogen. r;; ist der Mittelpunktsabstand der Elemente und £ ein
Wichtungsfaktor. Mit abnehmendem Radius 7 und/oder & verliert der Glattungsoperator
an Einfluss. In SIGMUND [119] ist die Wirksamkeit fiir den SIMP-Ansatz und in MAUTE
[78] fiir das in MAUTE & RaMM [80] vorgestellte makroskopisch orthotrope Werkstoffmo-
dell, unter Beriicksichtigung einer linearen Kinematik, veranschaulicht. Die linken, unteren
Bilder der Abbildung |5.3| zeigen die Wirksamkeit der Glattung. Fiir beide untersuchten
Netzfeinheiten werden unter Verwendung der Filtermethode topologisch identische Trag-
werke generiert.

In dieser Arbeit kommt ausschlieBlich das SIMP—Werkstoffmodell zum Einsatz, da sich
dieses Modell gut mit der geometrischen Nichtlinearitéit verbinden léasst. Bei zu homoge-
nisierenden mikroskopischen Materialmodellen miisste ansonsten der Einfluss mikrosko-
pischer Instabilitatsprobleme auf der makroskopischen Ebene beriicksichtigt werden. Die
Beriicksichtigung dieses Effekts hat eine deutliche Steigerung des numerischen Aufwandes
zur Folge. Derartige Fragestellungen werden z. B. in den Arbeiten von GEYMONAT ET AL.
[46] und NEVES ET AL. [89] untersucht.

Neben der Netzabhingigkeit von suboptimalen Werkstoffmodellen kann fiir alle Modelle
ein weiterer Defekt auftreten. Es handelt sich dabei um schachbrettartige Dichtevertei-
lungen (‘Checkerboard’~Moden). Diese treten dann auf, wenn die Ansatzfunktionen fiir
die Verschiebungen der finiten Elemente nicht zu denen der Dichte passen. Ein Beispiel

Materialdaten: E-Modul 210000N/mm?
Querdehnzahl 0.3 T t =9
Masse 25 %
Belastung;: AP = 1200N SlVA é
Glattungsparameter: Radius 7 5.0 mm i
Exponent & 2.0
Abhéngigkeit Netzfeinheit ‘Schachbrett’

8—knotig; 2x2 integriert
4-knotig; 2x2 integriert

mit Stabilisierung ohne Stabilisierung

Abbildung 5.3: Stabilisierung suboptimaler Werkstoffmodelle mit der Filtermethode
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ist mit dem rechten, oberen Bild der Abbildung 5.3 angegeben. Falls bei den Verschie-
bungen eine zweifach hohere Ordnung als bei der Dichteverteilung vorliegt, werden keine
Moden generiert (siehe BENDS@E [10]). Diesen Zusammenhang verdeutlichen die linken
Strukturen der Abbildung5.3/anhand derer die Abhéngigkeit von der Netzfeinheit gezeigt
wurde. Daraus folgt, dass bei konstanter Dichte im finiten Element mindestens quadrati-
sche Ansatzfunktionen fiir die Verschiebungen notwendig sind, um ein numerisch stabiles
Ergebnis zu erhalten. DiAz & SIGMUND [35] zeigen anschaulich, dass fiir bilineare Ver-
schiebungsansétze in Kombination mit konstanten Dichten die Energie geringer als jene
optimaler Mikrostrukturen ist. In dem rechten unteren Bild der Abbildung 5.3 ist die
Wirkungsweise des oben erlduterten Glattungsoperators (5.4) dargestellt. Einen detail-
lierteren Uberblick iiber die verschiedenen Verfahren und Strategien zur Vermeidung der
numerischen Probleme enthélt die Verdffentlichung von SIGMUND & PETERSSON [125]. In
dieser Arbeit wird der Glattungsoperator bei der Steifigkeitsoptimierung (sieche Abschnitt
7.1) und bei dem Entwurf von flexiblen Mikrostrukturen (siehe Kapitel [8) eingesetzt.

5.2 Formoptimierung

Unter Formoptimierung versteht man die Suche nach einer Strukturberandung, welche fiir
2—dimensionale Probleme aus Kanten und fiir 3—dimensionale Probleme aus Oberflachen
besteht, bei der die gewiinschten Struktureigenschaften optimal sind. Da in dieser Teildis-
ziplin der Strukturoptimierung der topologische Aufbau unveréanderlich ist, ist es sinnvoll
die Formoptimierung auf Basis einer Struktur zu starten, welche anhand der Topologie-
optimierung generiert wurde.

Die eigentliche Variationsaufgabe der Formoptimierung kann fiir beliebige Aufgabenstel-
lungen kaum geschlossen gelost werden. Artverwandt zum klassischen Ansatz der Methode
der finiten Elemente (z. B. Approximation des Verschiebungsfeldes) wird die Berandung
anhand von Funktionen und deren Stiitzstellen approximiert und das Variationsproblem
in eine Parameteroptimierungsaufgabe iiberfiihrt. Je nach Feinheit der Parametrisierung
strebt die Losung des Optimierungsproblems gegen die Losung des Variationsproblems.
Die Feinheit kann dabei p— bzw. h-adaptiv (Steigerung des Grades der Formfunktionen
bzw. der Anzahl der Teilabschnitte) gesteigert werden. Die Koordinatenwerte der diskre-
ten unabhéngigen Stiitzstellen, welche die Entwurfsvariablen sind, werden in dem Vektor
s zusammengefasst. Fiir das Auffinden einer Losung muss die Unabhéngigkeit jeder Ent-
wurfsvariablen sichergestellt sein.

Bei dem Zusammenspiel mit der Finiten Element Methode ist ein naheliegender Lésungs-
weg die Parametrisierung des Optimierungsproblems direkt mit der Lage der FE-Knoten
zu formulieren. Diese von ZIENKIEWICZ & CAMPBELL [146] vorgeschlagene und an die
von Fachwerkstrukturen angelehnte Vorgehensweise hat wesentliche Nachteile. Zum einen
besteht die Gefahr, dass etwaige ‘Defekte’ der finiten Elementformulierung (z. B. Locking)
das Optimierungsergebnis stark beeinflussen. Ein typisches Beispiel dafiir ist die Gene-
rierung von Zick—Zack—Réndern bei der Steifigkeitsoptimierung von Scheibenproblemen
aufgrund der Schubversteifung verzerrter Elemente (siche z. B. KIKUCHI ET AL. [63] oder
HAFTKA ET AL. [50]). Ein anderes Problem ist die Parametrisierung der Konstruktion
in einem CAD-System mit einer anschlieSenden NC-orientierten Produktion. Sollen an-
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hand der Formoptimierung grofle Modifikationen an den Réndern vorgenommen werden,
so miissen im Inneren der Struktur weitere Knoten fiir die Netzverschiebung variabel sein.
Dadurch steigt die Anzahl der Entwurfsvariablen stark an, und zudem tritt der Effekt der
Zick—Zack-Rénder ebenfalls im Inneren der Struktur auf.

Eine Losung dieser Probleme ist die Verkniipfung der einzelnen Knotenverschiebungen zu
strukturiibergreifenden Forménderungen. Diese konnen weiterhin mechanisch orientiert
und auf der Basis des zur Strukturanalyse notwendigen FE-Modells definiert werden. Die-
se auf Deformationen basierende Ansitze werden oft als ‘natiirliche’ Entwurfsgeschwin-
digkeitsfelder bezeichnet. So wurde z.B. von BELEGUNDU & RAJAN [8] bzw. ZHANG
& BELEGUNDU [144] die Deformation infolge fiktiver Lasten, unter der Annahme eines
linearen Strukturverhaltens, als Entwurfsgeschwindigkeitsfelder verwendet. Die Entwurfs-
variablen sind hier die Lastgréfien der einzelnen Lastfille. Statt der zusétzlichen, fiktiven
NEuMANN-Randbedingungen kénnen, wie z. B. von CHOI & CHANG [30] vorgeschlagen,
DiricHLET-Randbedingungen verwendet werden. Folglich sind die Groflen der Verschie-
bungen die Entwurfsvariablen. Ein weiterer, mechanisch orientierter Ansatz stammt von
TORTORELLI [133], der die Deformationen anhand thermischer Einwirkungen als Ent-
wurfsgeschwindigkeitsfelder interpretiert. Anforderungen an die Glattheit der Berandung
der optimierten Struktur kénnen bei diesem Verfahren allerdings nur bedingt befriedigt
werden. Eine Verbesserung der Glattheit gelingt anhand der Verwendung von Eigenfor-
men. Dieses kénnen dynamische Moden sowie Beulformen sein. Der letzte Vorschlag fin-
det in dieser Arbeit bei der Suche der mafigebenden geometrischen Imperfektionsform
Verwendung (siche Abschnitt[9.3). Durch die Orthogonalitit der Eigenformen ist die Un-
abhéngigkeit der einzelnen Entwurfsgeschwindigkeitsfelder gewéhrleistet.

Das Berechnungsmodell fiir die natiirlichen Entwurfsgeschwindigkeitsfelder kann sich ge-
geniiber dem eigentlichen, mechanischen Problem in den Randbedingungen unterscheiden
(siehe Abbildung5.4). So werden Berandungen, welche fiir den Entwurfsprozess nicht va-
riabel sind, anhand zusétzlicher DIRICHLET-Randbedingungen fixiert. Dagegen werden

Randbedingungen des
Analysemodells
(mit FEM diskretisiert) P

1

1
11
|

1
11
W
1\

By

Bestimmungsart der
Entwurfsgeschwindigkeitsfelder
bei verédnderten Randbedingungen

[T]]

Abbildung 5.4: Forménderung auf der Basis natiirlicher Entwurfsgeschwindigkeitsfelder
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Lagerbedingungen, welche fiir den Entwurfsprozess variabel sind, bei der Bestimmung
der Entwurfsgeschwindigkeitsfelder freigegeben. Soll die geometrische Modifikation der zu
optimierenden Struktur nur gering sein, reicht fiir den Entwurfsprozess lediglich die Be-
stimmung der Entwurfsgeschwindigkeitsfelder im Voraus aus. Bei grofleren Netzverschie-
bungen sollten die Entwurfsgeschwindigkeitsfelder auf der Basis der aktuellen Geometrie
des Analysemodells bestimmt werden (symbolisiert durch «— in Abbildung [5.4). Zwar
kann anhand dieser Art von natiirlichen Entwurfsgeschwindigkeitsfelder eine glatte Beran-
dung an der optimierten Struktur erzielt werden, aber eine Uberfithrung der generierten
Struktur in ein CAD-Modell ist weiterhin problematisch.

Dieser Nachteil wird durch Verwendung einer Formbeschreibung mittels der Methode
des ‘Computer Aided Geometric Design’ (CAGD) behoben. Dieser zur CAD-Technik
verwandte Ansatz ermoglicht die Geometriebeschreibung anhand weniger Parameter (sie-
he FAUX & PRATT [41] und BOHM ET AL. [21]). Die Geometrie der gesamten Struktur
wird dabei in Teilbereiche, sogenannte ‘Design—Elemente’, aufgeteilt. Der Aufbau dieser
Design—FElemente ist hierarchisch, d. h. dass mit definierten Knoten und der Wahl von An-
satzfunktionen Kanten definiert werden konnen (z. B. LAGRANGE, Splines bzw. Spiralen,
siche Abbildung5.5). Aufbauend auf diesen Kanten erfolgt die Beschreibung von Fliachen
(z. B. LAGRANGE, COONS bzw. BEZIER) wiederum mit entsprechenden Ansatzfunktionen.
Fiir den Fall der Volumenbeschreibung besteht eine dquivalente Vorgehensweise. Der Ein-
satz dieses Verfahrens in der Formbeschreibung und die daraus ableitbaren Entwurfsge-
schwindigkeitsfelder sind auf IMAM [57] zuriickzufiihren. In diesem Zusammenhang sind
weiterhin die Arbeiten von BRAIBANT & FLEURY [22] bzw. BENNETT & BOTKIN [16] zu
erwéahnen.

Durch den hierarchischen Aufbau der Design-Elemente ist die Parametrisierung der Geo-
metrie lediglich mit den Koordinaten der Kontroll-Knoten moglich. Die Lage der Knoten
des strukturiert vernetzten FE-Modells (Analysemodell) werden anhand der formbeschrei-
benden Funktionen der Design—Elemente berechnet.

1-D Kurven—Elemente ¢ e R o Kontroll-Knoten
LAGRANGE Splines Kreise, Spiralen
===

¥ \

2 '

d\ \&\‘_d// |
linear quadratisch kubisch BEZIER B-Spline o
2-D Flachen—Elemente ¢ € R? o Kontroll-Knoten
LAGRANGE CoONs BEZIER

| I:I | D

< O 5 A

Abbildung 5.5: Aufbau der Design-Elemente aus BLETZINGER [18] bzw. BLETZINGER
ET AL. [19]
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Nachteil dieses Verfahrens ist, dass bei beliebig komplexen Geometrien die Definition
der Design—Elemente im Inneren des Gebietes sehr kostspielig werden kann. Dabei ist
in der Regel eine Beschreibung des Randes bzw. der Oberflache fiir die Definition der
Geometrie ausreichend. Folgt man dieser Strategie, so liegen keine Ansatzfunktionen zur
Geometriebeschreibung des innenliegenden Gebietes mehr vor. Bei einer derartigen Geo-
metriebeschreibung ist der Einsatz eines Freivernetzers notwendig. Der in dieser Arbeit
fiir 2-dimensionale Problemstellungen verwendete Vernetzer wurde von REHLE [101] ent-
wickelt und beruht auf der ‘advancing front’~Methode. Anhand der mathematischen Be-
schreibung sind die Entwurfsgeschwindigkeitsfelder lediglich auf der Berandung definiert.
Da im Gebietsinneren keine formbeschreibende Funktion mehr definiert ist, schlagt MAU-
TE [78] zur Bestimmung der Entwurfsgeschwindigkeitsfelder im Inneren des Gebietes ei-
ne modifizierte LAPLACE-Glattung vor. Dieser iterative Prozess fiir das Gebietsinnere
wird so oft durchlaufen, bis die Anderung aufeinanderfolgender Glittungsschritte einen
Schwellenwert unterschreitet. Nachteil dieses Verfahrens ist, dass jede Entwurfsvariable
das gesamte Gebiet modifiziert. Dies kann den numerischen Aufwand bei dem expliziten
Anteil der Sensitivitdtsanalyse steigern (ndheres siehe Abschnitt 6.4).



Kapitel 6

Grundelemente der
Sensitivitidtsanalyse

Um den Optimierungsprozess vorantreiben zu konnen, bendtigen gradientenbasierte Opti-
mierungsstrategien die Sensitivitdtswerte aller Entwurfskriterien beziiglich der Entwurfs-
variablen s. Wie bereits in Kapitel |5 beschrieben, kann zwischen mechanischen und
geometrischen Entwurfskriterien unterschieden werden. Nach der Einleitung werden die
Grundelemente, welche die Basis fiir die Hauptkapitel [7-19] bilden, bereitgestellt. In Ab-
schnitt [6.2 werden die prinzipiellen Strategien angesprochen und die fiir diese Arbeit
getroffene Wahl begriindet. Die Grundbausteine der diskreten Sensitivitdtsanalyse sind in
Abschnitt 6.3 angegeben. Im letzten Abschnitt dieses Kapitels wird noch kurz auf einige
Aspekte beziiglich des numerischen Aufwandes eingegangen.

6.1 Einleitung

In der Strukturoptimierung spielt die Sensitivitdtsanalyse eine bedeutende Rolle. Sie gibt
Aufschluss iiber die Empfindlichkeit der beriicksichtigten Entwurfskriterien beziiglich der
Parametern (Entwurfsvariablen). Dabei ist neben der qualitativen auch eine quantitati-
ve Aussage moglich. Je nach Fragestellung sind verschiedene Entwurfsvariablen definiert.
Fiir die in dieser Arbeit untersuchte Form- und Topologieoptimierung wurden die ver-
schiedenen Entwurfsvariablen in Kapitel |5 beschrieben.

Die Sensitivitdtsanalyse ist heute nicht nur eine Teildisziplin der Strukturoptimierung,
sondern auch eigener Bestandteil vieler, verschiedener Fachgebiete. Aus diesem Grund
kann heute die Sensitivitdtsanalyse als eigensténdige Disziplin verstanden werden. Insbe-
sondere die Arbeiten von HAUG ET AL. [52], HAFTKA ET AL. [50] und KLEIBER ET AL.
[67] unterstreichen dies.

So bendtigt man z. B. die Sensitivitdtsanalyse weiterhin bei sogenannten inversen Proble-
men. Dies kann unter anderem die Fragestellung nach der einwirkenden Belastung sein,
wobei Deformationen und/oder Spannungen als bekannt gelten. Derartige Probleme wer-
den in der Regel mit einem ‘least—square’-Verfahren gelost. Nicht immer sind Probleme
dieser Art eindeutig losbar (siehe z. B. TORTORELLI [134]). Ein analoges Problem stellt
die Parameteridentifikation dar, bei der z. B. Materialparameter anhand von Versuchser-
gebnissen in ihrer Grofle bestimmt werden sollen (siehe z. B. MAHNKEN [76]).

45
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In der Strukturoptimierung besitzt die Sensitivitdtsanalyse eine ausschlaggebende Rolle
und kann wesentlich die Kosten eines Optimierungslaufes bestimmen. Zwei Kriterien sind
dabei von grofler Bedeutung. Namlich die Zeit, die tatséchlich fiir eine Sensitivitdatsanalyse
aufgewendet wird und die Genauigkeit der berechneten Gradienten. Letzteres beeinflusst
den moglichen Fortschritt im Optimierungsalgorithmus und dadurch die Anzahl der ins-
gesamt notwendigen Optimierungsschritte. Auf der einen Seite kénnen Anteile eines Sen-
sitivitdtswertes sehr kostspielig in der Ermittlung sein, ohne den absoluten Wert deutlich
zu verdndern. Andererseits konnen schlechte Gradienteninformationen die Optimierungs-
strategie in eine falsche Suchrichtung leiten. Welche Anteile einer Sensitivitidtsanalyse die
Dominanten sind, ist nicht immer eindeutig vorherzusagen.

Allgemein kann gesagt werden, dass je komplexer und aufwendiger die Strukturanaly-
se ist, desto grofler ist der numerische Aufwand fiir die Sensitivitdtsanalyse. So ist z. B.
die Gradientenbestimmung fiir linear elastische Probleme deutlich giinstiger, als jene bei
Crash—Untersuchungen (geometrisch und materiell nichtlinear, Kontakt und Dynamik).
Der am einfachsten zu realisierende Ansatz ist die numerische Differentiation. Dabei ste-
hen der einfachen Implementierung hohe Rechenzeiten gegeniiber. Die analytische Sen-
sitivitdtsanalyse hat den Vorteil der numerischen Effizienz, doch benoétigt sie den Zu-
gang zum Analysecode. Die semi-analytische Vorgehensweise hat als Basis die analytische
Sensitivitdtsanalyse und berechnet die einzelnen Bausteine auf Elementebene numerisch.
Dadurch unterscheidet sich die semi-analytische von der analytischen Vorgehensweise le-
diglich in der Implementierung.

Ein weiteres Unterscheidungsmerkmal in der analytischen Sensitivitdtsanalyse ist die Rei-
henfolge der Auswertung der zu berechnenden Komponenten. Es wird ein adjungierter und
ein direkter Ansatz unterschieden. Detaillierter wird darauf in Abschnitt [6.2.2] eingegan-
gen. Mit der Beriicksichtigung von Nichtlinearitéten in der Strukturantwort ergibt sich ein
weiteres Unterscheidungsmerkmal. Die in dieser Arbeit untersuchte Problemklasse besitzt
Potentialcharakter. Dadurch ist eine inkrementelle Sensitivitdtsanalyse, wie z. B. bei der
Beriicksichtigung der Plastizitdt (siehe z. B. KLEIBER ET AL. [68], SCHWARZ [116]), nicht
notwendig.

6.2 Typen von Sensitivitdtsanalysen

Die Bestimmung der Gradienten kann auf unterschiedliche Weise erfolgen. In diesem Ab-
schnitt werden zuerst die géngigen Verfahren kurz erldutert, um anschliefSend die in dieser
Arbeit bevorzugte Variante zu begriinden.

6.2.1 Numerische Differentiation

Der einfachste Zugang zur Bestimmung von Gradienten ermoglicht das numerische Dif-
ferenzenverfahren. Dieses Verfahren beruht auf einer abgebrochenen TAYLOR—Reihenent-
wicklung:

f(s +As) = f(s)+ Vsf(s) As + % VZf(s) (As)?* + Rest (6.1)

f(s —As) = f(s)— Vsf(s) As + %vﬁ £(s) (As)? + Rest (6.2)
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Das Vorwiértsdifferenzenverfahren kann aus Gleichung (6.1) hergeleitet werden:

f(s +As) — f(s)
|As]]

Vs f(s) (6.3)

Analoges Vorgehen bei Gleichung (6.2) fithrt zu dem Riickwartsdifferenzenverfahren:

f(s) — f(s —As)
|As]]

Vsf(s) = (6.4)
Da beide Verfahren lediglich das erste Reihenglied beriicksichtigen, sind diese von erster
Ordnung genau. Um die Qualitdat der berechneten Gradienten auf die zweite Ordnung zu
steigern, kann das zentrale Differenzenverfahren, welches aus der Subtraktion der Glei-

chung (6.2)) von (6.1) folgt, verwendet werden:

f(s +As) — f(s — As)
2-[As]

Vs f(s) (6.5)
Der Wegfall der analytischen Berechnung der Gradienten wird bei diesen Verfahren durch
die mehrfache Strukturanalyse erkauft. Dies bedeutet, dass fiir das Vorwérts- sowie Riick-
wirtsdifferenzenverfahren ng + 1 Strukturanalysen notwendig sind, wobei ng die Anzahl
der Entwurfskriterien ist. Fiir das zentrale Differenzenverfahren steigert sich die Zahl der
Analysen sogar auf 2 -ng + 1.

Ein weiteres Problem stellt der Betrag der Storung As dar. Bei zu kleinen Werten kénnen
Rundungs- bzw. Konditionierungsfehler auftreten. Bei zu groflen Storwerten erhélt man
nicht mehr die ‘Neigung der Tangente’, sondern einer ‘Sekante’.

Zur Absicherung der Herleitung und Implementierung der im Folgenden beschriebenen
analytisch bestimmten Gradienten dient oft die numerische Differentiation. Hierzu wird
die Grofle des Storparameters solange angepasst bis eine Konvergenz fiir die gewiinschte
Genauigkeit des Sensitivitéitswertes eintritt.

6.2.2 Analytische Differentiation

Die Nachteile der numerischen Differentiation kénnen mit der analytischen Sensitivitéts-
analyse behoben werden. Dabei werden die Sensitivitdten der Entwurfskriterien analytisch
hergeleitet und implementiert. Zwar benétigt die Implementierung einen Zugang zum Pro-
grammcode des Analyseprogramms, doch die Effizienzsteigerung ermoglicht haufig eine
Anwendung.

Fiir die Herleitung der Gradienten gibt es verschiedene Zugénge. Es kann einerseits von
dem kontinuierlichen Problem (4.13) oder andererseits von den bereits diskretisierten
Gleichungen (4.19) ausgegangen werden. Die erste Variante ist unter dem Namen varia-
tionelle Sensitivitidtsanalyse bekannt und ist z. B. in den Arbeiten von HAuG & CEA [51],
HAFTKA ET AL. [50] und KLEIBER ET AL. [67] beschrieben. Der Vorteil dieser Vorgehens-
weise ist, dass die Sensitivitdten aller mechanischen Gréflen separat vorliegen. Dies hat
bei verschiedenen Fragestellungen, wie z. B. bei der Beriicksichtigung der Plastizitét (sie-
he z.B. SCHWARZ ET AL. [117]), grofie Vorteile bei der Herleitung. Nach der Ableitung
der variationellen Gleichungen werden diese konform zur Methode der Strukturanalyse
diskretisiert.
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Die diskrete Sensitivititsanalyse startet von den bereits diskretisierten Gleichungen. Ist
eine direkte Sensitivitdtsanalyse praktikabel, so erlaubt sie in der Regel eine kompak-
tere Darstellungsweise der Herleitung. Es soll an dieser Stelle angemerkt sein, dass beide
Zugénge identische Ergebnisse liefern, wenn die gleichen Voraussetzungen gelten. Fiir die
Problemstellungen dieser Arbeit hat sich die diskrete Sensitivitéitsanalyse bewihrt.
Prinzipiell kann die Ableitung der mechanischen Entwurfskriterien in zwei Anteile aufge-
spalten werden:

Vsf =V f + Vuf Vsu (6.6)

Der erste Anteil enthélt die von den Entwurfsvariablen explizit abhéngigen Anteile, der
zweite enthilt jene, welche implizit von der Strukturantwort « abhéngig sind. Diese impli-
zite Abhéngigkeit entsteht durch die Anderung der Strukturantwort bei der Modifikation
des Entwurfes.

Diskrete, direkte Sensitivitdtsanalyse

Wird der Weg der direkten Sensitivitdtsanalyse eingeschlagen, so wird zuerst die dis-
kretisierte Gleichgewichtsbedingung (4.20) abgeleitet:

VER + VR Vst —A\VEP =0 — Veu =K, (A\VIP —VZR) (6.7

. 7

Vv N~
K Ppseudo
T

Es wurde davon ausgegangen, dass der Lastvektor P unabhéngig von der Verschie-
bung und der Laststeigerungsfaktor A\ unabhiingig von den Entwurfsvariablen ist. Diese
Unabhéngigkeit des Laststeigerungsfaktors ist im Weiteren mit (*) gekennzeichnet. Die
Auflésung der abgeleiteten Gleichgewichtsbedingung (6.7,) nach Vs@ fiihrt formal zu ei-
ner analogen Gleichung wie sie bei der Gleichgewichtsiteration auftritt (siche Abschnitt
4.3.1). Aus diesem Grund wird die rechte Seite der Gleichung (6.7,) auch als ‘pseudo’
Lastvektor bezeichnet. Mit nun bekanntem Vs@ kann Gleichung (6.6) ausgewertet wer-
den:

Vs = Vit f + Vuf [y P (6.8)

Diskrete, adjungierte Sensitivitdtsanalyse

Fiir den adjungierten Ansatz wird von einem modifizierten Entwurfskriterium aus ge-
startet:

fzf—uT[R —XP] (6.9)

Der Vektor der LAGRANGE-Multiplikatoren p, auch adjungierte Variablen genannt, ver-
jiingt den Nullvektor der Gleichgewichtsaussage (4.20) auf eine skalarwertige Grofe. Der
entstandene Nullterm wird vom Zielfunktionswert subtrahiert. Die Ableitung des modifi-
zierten Entwurfskriteriums (6.9) nach s mit anschliefender Ordnung der Komponenten



6.2. TYPEN VON SENSITIVITATSANALYSEN 49
fiihrt zu:

Vof = Vi + [Vuf — " Ka| V@ + p" [AVEP — ViR (6.10)

~~
Ppseudo

Der adjungierte Vektor ist zwar von s abhéngig, Vsp muss aber nicht ermittelt werden,
da er mit der Gleichung des erfiillten Gleichgewichts verjiingt wurde. Der wesentliche
Unterschied zur direkten Vorgehensweise ist, dass bei der adjungierten Sensitivitdtsana-
lyse die Bestimmung von Vsu entfillt. Dies wird durch eine entsprechende Wahl von p
erreicht:

p =K' [Vuf] (6.11)

wobei die Symmetrieeigenschaften von K7 ausgenutzt werden. Durch die Wahl von g
nach Gleichung (6.11) reduziert sich Gleichung (6.10) auf die rein expliziten Anteile:

Vsf = Vi'f+u" [ \Vs"P — ViR | (6.12)
Ppseudo

Vergleich der beiden Ansétze

Der wesentliche Unterschied beider Zugénge, direkt bzw. adjungiert, liegt in der Reihenfol-
ge der Operationen. Bei der direkten Sensitivitdtsanalyse ist fiir jede Entwurfsvariable die
Losung fiir den ‘pseudo’ Lastvektor zu bestimmen. Da nach der Strukturanalyse die Stei-
figkeitsmatrix bereits faktorisiert ist, entsteht lediglich der Zusatzaufwand des Vorwéarts—
Riickwarts—Einsetzens. Fiir den adjungierten Zugang miissen diese Operationen fiir jedes
Entwurfskriterium ausgefithrt werden. Je nach Verhéltnis der Anzahl von den Entwurfs-
variablen n, zu den Entwurfskriterien (n;+n, +ny,) ist eine der beiden Vorgehensweisen
kostengiinstiger:

iy { >1 — adjungierte Sensitivitdtsanalyse (6.13)

ng+ny+mn, | <1 — direkte Sensitivitdtsanalyse

Vergleicht man die Bestimmungsgleichungen der direkten Sensitivitdtsanalyse (Gleichun-
gen (6.6) und (6.7,)) mit denen der adjungierten Vorgehensweise (Gleichungen (6.11) und
(6.12)), fallt fir die letzte Form die strikte Trennung zwischen impliziten und expliziten
Gradientenanteilen auf. Je nachdem, wie der Algorithmus implementiert ist, kénnen dar-
aus unterschiedliche Berechnungszeiten entstehen. Dabei ist immer zu beachten, welche
Anteile einer Sensitivitéitsanalyse identisch sind und ob eine Speicherung der Datenmenge
moglich ist. Je nach Implementierung werden dadurch die Grenzen der Gleichung (6.13)
verschoben. Weitere Anmerkungen zur Effizienz in der Sensitivitdtsanalyse enthélt Ab-
schnitt[6.4. Die im Weiteren diskutierten Sensitivitéitsanalysen basieren auf der adjungier-
ten Vorgehensweise, da in der Regel die Zahl der Entwurfsvariablen gegeniiber der Zahl
der Entwurfskriterien dominiert.
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6.3 Grundbausteine der diskreten Sensitivitdtsana-
lyse

In den folgenden Kapitel 7-9 werden fiir die einzelnen Fragestellungen die Sensitivitatsana-
lysen in einer kompakten Darstellung angegeben. Es treten wiederholt gleiche bzw. dhn-
liche Bausteine auf. Im Folgenden werden die einzelnen Elemente einer Sensitivititsana-
lyse angegeben. Dabei wird die Darstellung auf die Grofien beschrénkt, welche sich durch
Beriicksichtigung der nichtlinearen Kinematik gegeniiber der linearen Theorie &ndern.
Dies sind im Wesentlichen die internen Kréfte und die tangentiale Steifigkeitsmatrix.
Wie bereits in Abschnitt 6.2.2 dargestellt, besitzen mechanische Grofien explizite und im-
plizite Abhéangigkeiten von den Entwurfsvariablen s. In Abschnitt [6.3.1 werden fiir die
oben erwahnten mechanischen Groflen die expliziten Ableitungen vorgestellt. Die impli-
ziten Ableitungen sind Thema des Abschnitts 6.3.2.

Bei den expliziten Ableitungen wird in die Typen der verschiedenen Optimierungsdis-
ziplinen unterschieden. So sind es bei der Formoptimierung die rdumlichen Lagen der
FE-Knoten und bei der Topologieoptimierung die Parameter, welche den Materialtensor
beeinflussen. Dagegen haben die impliziten Ableitungen keine von der Optimierungsdis-
ziplin abhéngigen Besonderheiten.

Die folgende Darstellung ist nicht auf eine spezielle Elementformulierung ausgerichtet.
Doch sind die Erweiterungen, welche durch Verwendung von Rotationsfreiheitsgraden
(Balken- bzw. Schalenelemente) entstehen, beriicksichtigt.

6.3.1 Explizite Ableitungen

Im Wesentlichen sind die Ableitungen des internen Kraftvektors (4.19) und die Anteile
der tangentialen Steifigkeitsmatrix (4.21) von Bedeutung. Wie bereits erwéhnt sind fiir
die einzelnen Teildisziplinen der Strukturoptimierung die Komponenten nach verschie-
denen Groflen abzuleiten. Ableitungen, welche sowohl fiir Form- als auch fiir Topologie-
optimierungsprobleme vorkommen, besitzen im Folgenden keine Kennzeichnung. Anteile,
welche lediglich bei der Formoptimierung auftreten, werden dagegen mit einem einfachen
Unterstrich gekennzeichnet. Dagegen sind diejenigen Anteile, welche nur bei der Topolo-
gieoptimierung relevant sind mit einem doppelten Unterstrich hervorgehoben.

Die explizite Ableitung des internen Kraftvektors (4.19) nach den Entwurfsvariablen folgt
unter Beriicksichtigung von Gleichung (4.18) aus der Anwendung der Kettenregel:

VPR = A (/VS“BTFTS‘ |J| dQ + /BT VEFT S |J| dQ
Q

+ /BTFT verS || dQ + /BTFTS' V| J| dQ) (6.14)
Q Q

Der B -Operator enthélt die Ableitungen der Ansatzfunktionen und ist dadurch von der
Form des Elementes abhéngig. Die explizite Geometrie-Abhéngigkeit von F' entsteht da-
durch, dass sich fiir festgehaltene Verschiebungen mit verdnderlicher Geometrie der Defor-
mationsgradient dndert. Die Spannungen S héngen einerseits direkt von dem Material-
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tensor und andererseits iiber die Verzerrungsdefinition (4.4) vom Deformationsgradienten
ab:

Ves = %v;fc <FTF - I) + %C (V;‘”FTF + FTVeF ) (6.15)

Dadurch ist der dritte Anteil der Gleichung (6.14) sowohl fiir Form- als auch fiir Topo-
logieoptimierungsprobleme ungleich null. Fiir die JAcOBI-Determinante |J | besteht nur
eine Abhéngigkeit von der Geometrie.

Analog zu Gleichung (6.14) kann die explizite Abhéngigkeit der tangentialen Steifigkeits-
matrix (4.21) von den Entwurfsvariablen wie folgt angeben werden:

V&Kry = A </V§$BTFTC F B |J| dQ + /BTv;ﬂEFTC F B |J| dQ
Q

+ /BTFTVS“C F B |J| dQ + /BTFTC V&F B |J| d
Q Q

+ /BTFTC F VB |J| dQ + /BTFTC F B V{|J| dQ
Q Q

+ /VS“BTS B |J| dQ + /BTVS“S B |J| d
Q Q

+ /BTS VB |J| dQ + /BTS B V|| dQ
Q Q

v [veS§ F N |J|d0 + /STv;IF N |J| d©

Q

_|_

D[ O—

S§'F VEN |J]d + /S*TF N Ve |J| dQ) (6.16)
Q

Gegeniiber Gleichung (6.14) tritt in Gleichung (6.16) auch der weitere Term V§*N auf.
NN enthalt die zweite Ableitung des Deformationsgradienten und ist dadurch nur von der
Geometrie abhingig.

6.3.2 Implizite Ableitungen

Wie in der Einfiihrung zu diesem Abschnitt bereits erlautert, treten die im Folgenden
aufgefithrten, impliziten Ableitungen anhand der Abhéngigkeit der Strukturantwort von
den Entwurfsvariablen auf. Da in dieser Arbeit von verschiebungsunabhéngigen Lasten
ausgegangen wird, sind lediglich die Ableitungen des internen Kraftvektors (4.19) und der
tangentialen Steifigkeitsmatrix (4.21) nach den Verschiebungen von Interesse.

In Abschnitt 4.2.2 wurde bereits gezeigt, dass die Ableitung des internen Kraftvektors
nach den Verschiebungen zu der tangentialen Steifigkeitsmatrix fiihrt:
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die somit bereits vorliegt.
Die Ableitung von K7 nach den Verschiebungsgréfien kann in die einzelnen Komponenten,
welche bereits in Abschnitt 4.2.2 eingefiihrt wurden, aufgespalten werden:

Durch die Unabhéngigkeit der elastischen Steifigkeitsmatrix K. von den Verschiebungen
verschwindet deren Ableitung nach w . Die einzelnen Komponenten der Gleichung (6.18)
lassen sich anhand der Kettenregel wie folgt bestimmen:

uK, = A (/VUBTFTC F B |J|dQ + /BTVUFTC’ F B |J| dQ
Q Q

+ /BTFTC Y F B |J|dQ| + /BTFTC F YWB |J| dQ)
Q Q

(6.19)
WK, = A (/VuBTS B |J| dQ + /BTVUS B |J| d
Q Q
+ /BTS VuB |J| dQ) (6.20)
Q
VuK! = A </VuS‘Tﬁ‘ N |J| dQ + /S‘Tvuﬁ N |J| dQ
Q Q
+ /STF VuN |J| dQ) (6.21)
Q

Die in den Gleichungen (6.19) — (6.21) eingerahmten Terme treten lediglich dann auf, wenn
die Elementformulierung keine Rotationsfreiheitsgrade besitzt. Die einzelnen Matrizenbe-
zeichnungen wurden hier konform zu der diskretisierten, tangentialen Steifigkeitsmatrix
(4.21) gewéhlt. Es soll noch Angemerkt werden ,dass in den Gleichungen (6.19) — (6.21)
VuF und B bzw. Vi B und IN identische Anteile, aber in unterschiedlicher Anordnung
enthalten.

Die in Gleichungen (6.20) und (6.21) enthaltene Ableitung der Spannung nach den Ver-
schiebungen kann wie folgt bestimmt werden:

VuS = C<VuFTF + FTVF ) (6.22)

N =

Hierbei wird davon ausgegangen, dass das Material unabhéngig vom Deformationsgradient
ist. Ist dies nicht der Fall, muss dies in den Gleichungen (6.19)-(6.22) beriicksichtigt

werden.
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6.4 Anmerkungen zu den Kosten einer Sensitivitits-
analyse

In diesem Abschnitt sollen noch einige Ergédnzungen zu den Kosten, die bei der Sensiti-
vitdtsanalyse anfallen, gemacht werden. Dabei werden neben den Unterschieden zwischen
der materiellen Topologieoptimierung und der Formoptimierung auch verschiedene Aus-
wertungsstrategien angesprochen.

Die in Abschnitt 6.3.1 dargestellten expliziten Sensitivitdtsanteile miissen lediglich fiir
die finiten Elemente berechnet werden, auf die die Entwurfsvariable einen Einfluss hat.
Weiterhin spielt der bereits erlauterte Unterschied in den Integrationsanteilen, diese sind
in den Gleichungen (6.14) bzw. (6.16) durch die verschiedenen Unterstreichungen gekenn-
zeichnet, eine bedeutende Rolle.

Bei der materiellen Topologieoptimierung hat jede Entwurfsvariable Einfluss auf nur ein fi-
nites Element. Folglich entspricht der numerische Aufwand zur Bestimmung des expliziten
Anteils einer Entwurfsvariablen maximal dem einer Integration der Gleichung (6.14) bzw.
(6.16) iiber das Elementvolumen. Fiir Formoptimierungsprobleme, die auf dem CAGD-
Konzept aufbauen, ist fiir jede Entwurfsvariable iiber das Teilgebiet zu integrieren, auf
welches sie Einfluss hat. Dadurch sind die Kosten, welche fiir eine Entwurfsvariable an-
fallen, deutlich hoher als bei der Topologieoptimierung. Wird lediglich die Geometrie des
Randes bzw. der Oberflache der Struktur anhand von Design—Elementen parametrisiert,
ist eine Freivernetzung des gesamten Gebietes notwendig. Dies hat zur Folge, dass jede
Entwurfsvariable Einfluss auf jedes finite Element hat. Dadurch wird der numerische Auf-
wand fiir eine Entwurfsvariable gegeniiber dem bei Verwendung des CAGD-Konzeptes
erhoht. Der Unterschied der Integrationsgebiete l&sst sich vergleichen mit dem der Fini-
ten Element Methode und der Randelementmethode.

Gegeniiber den expliziten sind die impliziten Anteile der Sensitivitédtsanalyse unabhéngig
von den Entwurfsvariablen und eine Auswertung muss immer iiber die gesamte Struktur
erfolgen. Die Anteile mit der Form V4 K1 7, sind besonders teure Komponenten einer
Sensitivitdtsanalyse, wobei hier m); ein Platzhalter fiir verschiedene, mechanische Gréfien
ist. So sind z. B. in der Sensitivitdtsanalyse fiir kritische Laststufen der Vektor m; gleich
der Beulform ¢ zu setzen (siche Abschnitt 9.2.1). Aquivalente Sensitivititsanteile treten
in dieser Arbeit unter anderem in der Steifigkeitsoptimierung (siche Abschnitt|7.1.2) und
bei dem Entwurf von Mikrostrukturen (sieche Abschnitt [8.2.2) auf. Bei der Auswertung
konnen zwei verschiedene Wege eingeschlagen werden. Zum einen ist die partielle Ablei-
tung von K1 nach allen Verschiebungen mit anschlieender Verjiingung mit den Vektoren
1, moglich, zum anderen kann die Ableitung von Kr in die Richtungen von n, erfolgen.
Da die Bestimmung dieser Anteile auf Elementebene erfolgt, ist die bevorzugte Vorge-
hensweise davon abhéngig, ob die Anzahl der Elementfreiheitsgrade oder die Anzahl der
Vektoren m; geringer ist.
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Kapitel 7

Erweiterungen der klassischen
Topologieoptimierung

Aufbauend auf die in Kapitel |2/ bis|6 vorgestellten Grundlagen werden in den folgenden
Abschnitten verschiedene Entwurfskriterien eingefiihrt. Ein wesentliches Ziel ist es, den
Einfluss der geometrischen Nichtlinearitét bei der Generierung von Tragwerken bei der To-
pologieoptimierung herauszuarbeiten. Abschnitt (7.1 beschéftigt sich mit der Steifigkeits-
optimierung. Durch die Erweiterung auf die nichtlineare Kinematik konnen verschiedene
Entwurfskriterien entwickelt werden. Inwiefern lokale Entwurfskriterien in dem Topolo-
gieoptimierungsprozess moglich sind, ist Thema des Abschnitts|7.2l Diese Thematik wird
in Zusammenhang mit Verschiebungsnebenbedingungen untersucht.

7.1 Strukturen maximaler Steifigkeit

Strukturen maximaler Steifigkeit bei vorgegebener Masse stellt eines der meist diskutier-
ten Probleme in der Topologieoptimierung dar. Derzeitig beinhalten die meisten Veroffent-
lichungen Ergebnisse, die auf einer geometrisch und materiell linearen Theorie basieren.
Das Buch von Bendsge [10] enthélt fiir derartige Fragestellungen ein ausfiihrliches Litera-
turverzeichnis. Mit der geometrischen Nichtlinearitat beschéftigten sich die Arbeiten von
JOoG [58], BRUNS & TORTORELLI [24], BUHL ET AL.[27], KEMMLER ET AL. [61] und GEA
& Luo [45]. Im Folgenden werden die moglichen unterschiedlichen Steifigkeitskriterien
zur Erzielung unterschiedlicher Strukturcharakteristiken diskutiert. Dies erfolgt auf der
Basis des Kapitels 3, in dem die moglichen Last—Verschiebungs—Charakteristiken erlautert
wurden. Der anschlieende Abschnitt befasst sich mit der Sensitivitéitsanalyse der defi-
nierten Entwurfskriterien. Die folgenden Beispiele untermauern die vorgestellten Ansétze
und Strategien.

7.1.1 Definition verschiedener Entwurfskriterien

Wird der Strukturanalyse eine lineare Theorie zugrunde gelegt, so charakterisiert die im
System gespeicherte Dehnungsenergie sowohl den inneren Spannungs—Dehnungszustand
als auch die dufleren Verformungen. Deshalb bedarf es keiner Unterscheidung zwischen
den verschiedenen Steifigkeitskriterien. Unter Beachtung der geometrischen Nichtlineari-
tat konnen dagegen mehrere, unabhingige Steifigkeitskriterien definiert werden. Dies

%)
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héngt im Wesentlichen von den verschiedenen Last—Verschiebungs-Charakteristiken un-
terschiedlicher Strukturen ab. In Abschnitt 3.1 wurde bereits anhand anschaulicher Bei-
spiele auf die Unterschiede eingegangen. Wesentliches Merkmal ist dabei der Zuwachs der
Verschiebungen (unterproportional bzw. iiberproportional) infolge einer Laststeigerung.
Aufbauend auf Abschnitt (3.1 konnen folgende Entwurfskriterien fiir eine vorgegebene
Laststufe A definiert werden:

— Minimierung der Komplementérarbeit:
A
fo= /PTU(A) dA (7.1)
0

— Minimierung der Dehnungsenergie bei linearem Materialverhalten (ST.VENANT-KIRCH-
HOFF):

Nele Nele

1 — T = 1 —T —
fq,zzi/ES]ﬂdQ = Z§/E C E |J| dQ (7.2)
=1 Q =1 Q
mit E = E(a(ﬁ))

— Maximierung der Steigung in einem Last—Verschiebungs—Diagramm (End-Steifigkeit):

mit |[L] =1 , Krv = AP und Kr :KT<’EL(5\))

Zur Verdeutlichung der Wirkungsweisen sind mogliche Last—Verschiebungs-Diagramme
in Abbildung 7.1 dargestellt. Das Entwurfskriterium (7.1) fithrt zu Strukturen, welche
anfianglich eine hohe Steifigkeit aufweisen und bei zunehmender Deformation an Steifigkeit
verlieren. Ein derartiges Verhalten zeigt unter anderem das Beispiel 2 der Abbildung 3.1.
Dagegen wird das Kriterium Minimierung der Dehnungsenergie (7.2) eher Strukturen
mit ansteigender Steifigkeit generieren (vgl. Beispiel 1 der Abbildung 3.1). Da dieses
Entwurfskriterium eine integrale Aussage ist, besteht kein direkter Zusammenhang zu der
Steifigkeit einer bestimmten Laststufe. Dies ermoglicht das Kriterium der End—Steifigkeit
(7.3) fiir eine Verschiebungskomponente v;. Diese Grofie wird anhand eines Filtervektors
I, aus dem Verschiebungsvektor v herausgefiltert. Der Verschiebungsvektor v ist dabei
iiber die tangentiale Steifigkeitsmatrix Kp des Lastniveaus A mit der Belastung AP
verbunden. Wobei v ein skalierter Vektor der Pradiktorverschiebung Awu p, der Laststufe
A ist (siehe Abschnitt 4.3.1).

Gegeniiber der Komplementérarbeit (7.1) kénnen die Dehnungsenergie (7.2), im Falle des
hier vorausgesetzten linear elastischen Materialverhaltens und die End-Steifigkeit (7.3)
ohne vollstindiges Wissen der Last—Verschiebungs—Pfade ausgewertet werden. Fiir die
Dehnungsenergie gilt dies ebenfalls bei Beriicksichtigung nichtlinearer Materialien, solange
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der Materialtensor auf der Basis einer volumenspezifischen Verzerrungsenergie abgeleitet
werden kann (hyperelastische Materialien).

In der Arbeit von BUHL ET AL. [27] ist neben der numerischen Auswertung (Trapezregel)
der Gleichung (7.1)) ein weiteres vereinfachtes Entwurfskriterium angegeben. Unter dem
Namen ‘End-Compliance’ wird die Minimierung der Verschiebung auf dem vorgegebenen
Lastniveau A definiert:

fec=APT@ ; mita =a (\) (7.4)

Trotz verwandter Namensgebungen sind die Entwurfskriterien ‘Komplementéararbeit’ (7.1)
und ‘End-Komplementérarbeit’ (7.4) als eigensténdig zu betrachten.

Inwiefern die oben genannten Entwurfskriterien zu unterschiedlichen Optimierungser-
gebnissen fiihren, ist im Wesentlichen von der Vielfalt moglicher Last—Deformations—
Charakteristiken abhéngig. Welches Entwurfskriterium im konkreten Anwendungsfall zu
bevorzugen ist, hingt vom gewiinschten Charakter der Struktur ab. Da das Kriterium
Komplementérarbeit (7.1) neben der teuren integralen Auswertung auch zu Strukturen
mit geringer ‘End-Steifigkeit’ fithren kann, wird auf dieses Kriterium im Weiteren nicht
néher eingegangen.

lineare Kinematik nichtlineare Kinematik
\P \P
urspriinglich
u u
AP \P \P \P
optimiert
Iy
|
u u u u
Zielfunktion %; %; ®; @ @ @
: min fo
% S f Komplementéir—
: min )
Zielfunktionstyp: s 'Y arbeit
@: min f,
s Dehnungsenergie
@: r%in fec

Abbildung 7.1: Unterschiede der Steifigkeitskriterien beider Theorien
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Bei Vorgabe einer konstanten Masse im Entwurfsraum gestalten sich die Optimierungs-
probleme folgendermaflen:

Héin fq mit q=V, v, EC

nz [/p\J\ dﬂ] =0 (7.5)

i=1 Q

0 < s <s < gy

7.1.2 Sensitivitidtsanalyse der Steifigkeitskriterien

Im Folgenden wird die Herleitung der Sensitivitéten fiir die Entwurfskriterien Dehnungs-
energie (7.2), End-Komplementérarbeit (7.4) sowie End-Steifigkeit (7.3) beziiglich der
Entwurfsvariablen s anhand einer adjungierten Vorgehensweise dargestellt. Da die bei-
den zuerst genannten Kriterien bei der Sensitivitédtsanalyse (SA) einige Gemeinsamkeiten
besitzen, findet ihre Herleitung zusammen statt.

SA fiir die Entwurfskriterien Dehnungsenergie und End—Komplementirarbeit

Ausgangspunkt ist die bereits in Kapitel [6.2.2) aufgefiihrte prinzipielle Vorgehensweise
der adjungierten Sensitivitdtsanalyse. Die beiden Gleichungen (7.2) und (7.4) werden um
das Skalarprodukt der Gleichgewichtsbedingung (4.26) mit dem Vektor der LAGRANGE—
Multiplikatoren g erweitert. Ist das Gleichgewicht erfiillt, so werden die Entwurfskriterien
betragsméfig nicht verdndert. Die um den Nullterm erweiterten Gleichungen sind im
Folgenden mit f bezeichnet:

nelel _r _
Z,;ig/ECEUMQ _,LT[R—XP] (7.6)

A\PT @ =0

fo.pc =

Die totale Ableitung der Gleichung (7.6) nach dem Satz der Entwurfsvariablen s ergibt:

Nele 1 _ _ B
[5 vee | ETC B |J| dQ] + AP Vsa

VSf\I/,EC' = i=1 o

T [I_{T Vs@ +V"R ~AVs P
AVsP'@ + AP Vsu

(7.7)
wobei die Sensitivitdt des LAGRANGE-Vektors bei Erfiillung des Gleichgewichts nicht
zu ermitteln ist. In Gleichung (7.7)) ist bereits der Sachverhalt eingearbeitet, dass die
Ableitung der Dehnungsenergie nach den Verschiebungen @ der #ufieren Belastung AP
entspricht. Weiterhin ist mit Gleichung (6.17) die Ableitung der internen Krifte R nach
den Verschiebungen @ gleich der tangentialen Steifigkeitsmatrix Kp. Werden die Anteile

der Gleichung (7.7), welche Vs4 enthalten zusammengefasst, ldsst sich bei entsprechender
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Wahl des LAGRANGE-Vektors die Bestimmung der Verschiebungssensitivitdten vermei-
den:

Nele 1

~ v E'C E |J| dO
Vs fupc = = 2

J —u" ViR -AVsP |- T Ky — P |Vsa

-~

AVsP" @

(7.8)

Unter Beachtung der Symmetrieeigenschaften der Tangentensteifigkeitsmatrix (Kp =

I_(:,T ) erfordert das fiir beide Entwurfskriterien identische, adjungierte Problem lediglich
ein weiteres Losen der bekannten rechten Seite:

pw = AK'P (7.9)

Mit nun bekanntem g reduziert sich Gleichung (7.8) auf:

Nele 1

i v |E'C E |J| d9
VSf\II,EC = =1 2

J oyt [v;wR . XVSP] (7.10)

AVs Pl @

Die expliziten Ableitungen der Gleichung (7.10) konnen dem Abschnitt[6.3.1 entnommen
werden. Falls der Strukturanalyse lediglich eine lineare Theorie zugrunde gelegt wird,
ginge die Tangentensteifigkeitsmatrix K in die der linear elastischen Matrix K, iiber
und folglich wére u = @ . Fiir diesen Fall besteht der weitere Zusammenhang:

Nele
SN Vs [ETC E |J]d2 = uT VIR (7.11)
=1 Q

Unter Beriicksichtigung von Gleichung (7.11) geht Gleichung (7.10) in das bekannte selbst-
adjungierte Problem iiber:

Vs fo.pc =

1 exr il n Ay T —
_EVS E C E |J|dQ + ANVsP' u ( bei linearem )
Q

_ - Strukturverhalten
—a" V&' R + 2-AVsP'a
(7.12)
Die daraus folgende Beziechung Vs fze = 2- Vs fy liisst sich ebenfalls anschaulich aus dem
entsprechenden Last—Verschiebungs—Diagramm der Abbildung 7.1 ableiten (fo = fy —

fre=2fo=2"fu).

SA fiir das Entwurfskriterium End—Steifigkeit

Die adjungierte Sensitivitédtsanalyse kann nur dann sinnvoll zum Einsatz kommen, wenn
fiir die Entwurfsaufgabe keine direkte Information iiber die Gradienten aller Verschie-
bungen benétigt werden. Fiir das Kriterium End—Steifigkeit (7.3) kann jedoch eine adjun-
gierte SA zweckméfig sein, da lediglich die Sensitivitdt einer Verschiebungskomponente
und nicht die des gesamten Verschiebungsfeldes benotigt wird. Zur Ermittlung der ge-
suchten Gradienten einer einzigen Verschiebungskomponente beziiglich s wird zuerst die
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Bestimmungsgleichung fiir ¥ mit einem LAGRANGE-Vektor fi verjiingt. Die nun skalar-
wertige Grofle wird mit dem Skalarprodukt, bestehend aus einem weiteren LAGRANGE—
Vektor p und der erfiillten Gleichgewichtsbedingung (4.26), erweitert:

ﬁT[KTu—XP}—uT[R—XP}:O (7.13)
=0 =0

Unter Beriicksichtigung der beiden Nullterme ist die totale Ableitung nach den Entwurfs-
variablen s:

i’ | VuKr Vst v +VERr v + Ky Vs — wsp} -
7.14

T [R’T Vs + V'R — XVSP} ~0

Isoliert man zuerst den Term (ﬂT K V3u> und separiert weiterhin die Anteile mit V@

so erhalt man:

i Ky Vev = @l [X VP — VeKrp u} 4T [V;”JR _ AVsP
(7.15)

_[PTV’U,KT 174 —MT _@}VS’E

=0

Wird unter Beriicksichtigung der Symmetrieeigenschaften von Ky der Vektor fi wie folgt
bestimmt:

Krp =1, = p=K,1I (7.16)

kann mit bekanntem g der zweite LAGRANGE-Vektor g so ermittelt werden, dass der
dritte Klammerausdruck von Gleichung (7.15) einen Nullvektor ergibt:

p =K' [ﬁT VuKr v (7.17)

Gegeniiber der rechten Seite der Gleichung (7.165) benotigt der adjungierte Lastvektor
der Gleichung (7.17) eine Integration auf Elementebene. Abschnitt 6.3.2 enthélt detailliert
die implizite Ableitung der tangentialen Steifigkeitsmatrix. Zur effektiven Auswertung des
Klammerausdrucks der Gleichungen (7.17) sei auf Abschnitt 6.4 verwiesen. Unter Verwen-
dung von Gleichung (7.16) und (7.17) reduziert sich Gleichung (7.15), bei Beachtung von
v; = I' v = ; (siche Gleichung (7.3)), auf den gesuchten Gradient der Verschiebungs-
komponente:

Vsf, = Vs = i [x VP — VEK; v} 4T [v;wR - XVSP] (7.18)

Gleichung (7.18)) enthélt nur noch explizite Ableitungen, welche in einem Zuge bestimmt
werden konnen und in Abschnitt [6.3.1 beschrieben sind.
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7.1.3 Algorithmische Umsetzung

In diesem Abschnitt wird auf die Besonderheiten der in dieser Arbeit vorausgesetzten Po-
tentialeigenschaft der Strukturantwort und deren moglichen Nutzen bei der Reduzierung
der Rechenzeit des Entwurfsprozesses eingegangen. Ein derartiges Strukturverhalten hat
die positive Eigenschaft, dass unterhalb des kritischen Punktes jeder Laststufe genau ein
Verschiebungszustand zugewiesen werden kann. Zur Erweiterung um kritische Laststufen
wird auf Kapitel |9/ verwiesen. Durch die Wegunabhéngigkeit derartiger Probleme ist eine
inkrementelle Sensitivitdtsanalyse, welche die komplette Pfadinformation benétigt, nicht
notwendig. Beschrénkt man sich im Weiteren auf Entwurfskriterien, denen zur Auswer-
tung lediglich die Information eines Gleichgewichtspunktes ausreichen (siehe Gleichungen
(7.2) bis (7.4)), ist eine vollsténdige, inkrementelle Berechnung des Last—Verschiebungs—
Pfades nach der Modifikation der Entwurfsvariablen nicht notwendig. Hier wird vorge-
schlagen, das nicht vorhandene Gleichgewicht G, welches durch die verédnderten Steifig-
keiten der Struktur des Optimierungsschrittes k+ 1 bei festgehaltenem Verschiebungsfeld
des Schrittes k entsteht:

G = R<3k+1, ) — )\P 7é 0 (719)

anhand einer Korrektoriteration wiederherzustellen. Um fiir diese Vorgehensweise inner-
halb des Konvergenzradius zu liegen, kann es erforderlich sein, die Verdnderung der Ent-
wurfsvariablen zu limitieren. Um dies zu erreichen, werden zwei Strategien untersucht.
Die erste sichert die Konvergenz des Gleichgewichtsproblems anhand einer Reduzierung
der Modifikation der Entwurfsvariablen seitens der Optimierungsstrategie. Die weitere
Moglichkeit besteht darin, dass bei Divergenz mit dem neuen Satz von Entwurfsvariablen
mit einem zuerst reduzierten Schritt von s = (sk+1 + s;) ein Gleichgewichtspunkt
ermittelt wird, bevor dies fiir die Entwurfsvarlablen des Schrittes k£ + 1 erfolgt. Die Wahl
der zum Einsatz kommenden Strategie ist fiir die gesamte Rechenzeit unbedeutend, da in
der Regel nur die ersten Optimierungsschritte fiir die Konvergenz kritisch sind.

An dieser Stelle wird angemerkt, dass bei Verwendung der direkten Sensitivitdtsanalyse
fiir die Korrektoriteration die Ermittlung eines verbesserten Startpunktes moglich ist.
Werden die Sensitivitdten der Verschiebungen beziiglich aller Entwurfsvariablen abge-
speichert, kann @, der Gleichung (7.19) durch:

Tt = (vsak>T<sk+1 - sk> + G (7.20)

ersetzt werden.

7.1.4 Beispiel 1: Ein einfiihrendes, analytisches Beispiel

Bevor auf numerische Untersuchungen eingegangen wird, sollen anhand eines einfachen
und {iberschaubaren Beispiels die wesentlichen Unterschiede der zugrunde gelegten Kine-
matik aufgezeigt werden. Zur Untersuchung dient das Beispiel zweier gekoppelter Fach-
werkstiabe, wie sie in Abbildung (7.2 dargestellt sind. Die Struktur ist an beiden Enden
unverschieblich gelagert. Am mittleren Knoten, welcher vertikal gelagert ist, greift eine
horizontale Last P an. Fiir beide Stébe sind die Dehnsteifigkeiten £'A; 5 die Entwurfsvaria-
blen. Weiterhin erfolgt die Optimierung unter Beriicksichtigung einer konstanten Summe
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beider Dehnsteifigkeiten (EA; = EA-(1—s); EAy; = EA-s). Die lineare Abhéngigkeit
zwischen den Dehnsteifigkeiten und der Entwurfsvariable s wurde gewé&hlt, um im Wei-
teren den Effekt der nichtlinearen Kinematik deutlicher herauszuarbeiten. Da die beiden
Félle Querschnittsoptimierung (A variabel) und materielle Topologieoptimierung (F va-
riabel) hier dquivalent sind, wurde die Dehnsteifigkeit als EntwurfsgroBe deklariert.

Um fiir den Fall der nichtlinearen Kinematik die beschreibenden Gleichungen in ihrer
Komplexitét, aber nicht in ihrer allgemein giiltigen Aussage zu reduzieren, werden Werte
fiir die Dehnsteifigkeit (FA = 1) und fiir die Lange der Fachwerkstébe in der Referenz-
konfiguration (I = 1) vorgegeben.

Fiir den Fall, dass dem Entwurfsprozess eine lineare Kinematik zugrunde liegt, ist die
Verschiebung des mittleren Knotens unter einer Belastung von P = 0.05:

Plo
_ —0 21
U i3 0.05 (7.21)

und dadurch unabhéngig von s. Hierdurch ist die im System gespeicherte Dehnungsenergie
Wy, fiir alle Entwiirfe gleich:

1 . 1
U, = —P>’—— = 0.0012 .22

Verwendet man in der Untersuchung die nichtlineare Kinematik des GREEN-LAGRANGE-
schen—Verzerrungstensors, so ergeben sich diese in Abhéngigkeit der Verschiebung v zu:

w1 u? w1 u?
Fi=—+—-— bzw. FEFy=——+ - — 7.23
T e Y BT Ta (7.23)

In Kombination mit dem zweiten P1I0LA-KIRCHHOFFschen—-Spannungstensor kénnen hier-
aus die Stabkréfte wie folgt bestimmt werden:

EA
F = l—3u(2-l3+3-lou+u2)(1—s)
0 (7.24)
EA 9 9
F, = l—3u(2-lo—1-lou—u)s
0

Unter Berticksichtigung der Gleichgewichtsbedingung am mittleren Knoten (P = F} —
F, = 0.05) und den oben angegebenen Werten ist in dem linken Diagramm der Abbil-
dung|7.3 die Losung der in u kubischen und in s linearen Gleichung:

1 1
u + 3-u2(§ — s) + §u3 = 0.05 (7.25)
- Entwurfsfille: li Ki tik
A @ é @ A ntwurisralle: mmeare mmematl

nichtlineare Kinematik
ly —> Dehnsteifigkeiten: Stab (): FA - (1 — s)
= Stab @: EA - s

l24>

Abbildung 7.2: Systembeschreibung des Beispiels 1
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grafisch dargestellt. Durch Einsetzen der Losung von Gleichung (7.25) in die folgenden
Gleichungen fiir die Dehnungsenergie der beiden Stébe:

1 1 2 1 1 2
an¢,1=§'(1—3)'<u+§u2) ‘I/nzz‘,2=§'8'<—u+—u2>

Vo = (‘I’nli,l + ‘I’nuz)

kénnen die Graphen fiir die Dehnungsenergien der Einzelstdbe und deren Summe gezeich-
net werden (siehe rechtes Diagramm der Abbildung 7.3). Zum Vergleich ist ebenfalls die
konstante Groéfle der linearen Kinematik eingetragen.

Bemerkenswert ist, dass bei gleicher Dehnsteifigkeit £'A der beiden Stibe (FA; = EAy —
s = 0.5) die gespeicherte Dehnungsenergie im System und die Verschiebung des mittleren
Knotens fiir die lineare und nichtlineare Kinematik nahezu gleich sind. Grund dafiir ist,
dass die quadratischen Anteile der Grofle u der Gleichung (7.25) bei s = 0.5 verschwin-
den und dadurch der lineare Anteil noch dominanter wird. Zudem ist auffallend, dass
in dem rechten Druckstab die Dehnungsenergie U, fiir s = 0.5 geringer ist, als jene U,
in der linken Zugstrebe. Aber der Funktionsverlauf der im System gespeicherten Deh-
nungsenergie Wy, fillt, wenn die Dehnsteifigkeit des Druckstabes reduziert wird (s — 0).
Dies ist gleichbedeutend mit der Erhéhung der Dehnungsenergie in der Zugstrebe. Dieser
Zusammenhang lédsst sich auf den Sachverhalt zuriickfithren, dass in dem Druckstab im
Gegensatz zur Zugstrebe der quadratische Anteil von w in den Verzerrungen ein unter-
schiedliches Vorzeichen wie der lineare Anteil hat (siehe Gleichung (7.23)).

Wire die Zielfunktion der Entwurfsaufgabe die End-Komplementérarbeit, so wiirde das
Optimierungsergebnis dem der Minimierung der Dehnungsenergie entsprechen. Zusam-
menfassend lésst sich sagen, dass unter Verwendung einer nichtlinearen Kinematik mit
den energetisch konjungierten Groflen der GREEN-LAGRANGEschen—Verzerrungen und
den zweiten P1OLA-KIRCHHOFFschen—Spannungen bei diesen Zielkriterien Zugkonstruk-
tionen gegeniiber Druckkonstruktionen bevorzugt werden.

Inwieweit die oben vorgestellten Entwurfskriterien bei allgemeinen Aufgabenstellungen
Unterschiede aufzeigen, wird in weiteren numerischen Beispielen untersucht.

U U
I - | _——
0.06 1 | 0.0010 - e
0.05 — — — — T -
0.04 : 0.0005 | W, : 0,
T T T T ! T T T T 0-0000 T T T T ! T T T T
0.0 0.5 1.0 s 0.0 0.5 1.0 s
— — lineare Kinematik ——— nichtlineare Kinematik

Abbildung 7.3: Verschiebungen und Dehnungsenergien in Abhéngigkeit der Entwurfsva-
riable s des Beipiels 1
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7.1.5 Beispiel 2: Beriicksichtigung geometrisch nichtlinearer Ef-
fekte

Dieses Beispiel soll aufbauend auf das vorangegangene Beispiel verdeutlichen, welchen
Einfluss die Beriicksichtigung der nichtlinearen gegeniiber der linearen Kinematik auf
allgemeine Optimierungsergebnisse haben kann. Im Weiteren wird auf die Auswirkung
unterschiedlicher Laststufen im Falle eines nichtlinearen Strukturverhaltens eingegangen.
Als Zielfunktion dient hier die Minimierung der Dehnungsenergie (vgl. Gleichung (7.2))
bei vorgegebener Masse.

In Abbildung|7.4/sind fiir eine quadratische Platte mit steifem, aufien liegendem Rahmen
die Materialdaten, die Geometrie und die unterschiedlichen Laststufen fiir die Topolo-
gieoptimierung angegeben. Aus Griinden der Symmetrie fand die Strukturanalyse am
Viertelsystem statt. Das Entwurfsgebiet der Platte ist mit 900 und der auflen liegende
Rahmen mit 124, 8knotigen, isoparametrischen, unterintegrierten Schalenelementen dis-
kretisiert. Das Plattentragwerk ist vertikal an der Verbindung zwischen Entwurfsraum
und dem umgebenden Rahmen gelagert. Die duflere Belastung greift im Zentrum der
Struktur an. Die Dichten der finiten Elemente, welche die Entwurfsvariablen darstellen,
sind derart gekoppelt, dass die Diagonalen der Platte weitere Symmetrieachsen sind.
Die Auswirkung der geometrischen Nichtlinearitit und die der unterschiedlichen Laststu-
fen ist in Abbildung 7.5 verdeutlicht. Dabei konnen die generierten Strukturen in zwei
Gruppen zusammengefasst werden. Die erste Gruppe, zu der das lineare und das fiir das
geringe Lastniveau 4 x 10 N optimierte Tragwerk gehort, tragt die Belastung direkt zu
den Lagern. Die Torsionssteifigkeit des aulen liegenden Rahmens wird zur Einspannung
der inneren Struktur herangezogen. Zu der zweiten Gruppe gehoren die Tragwerke, wel-
che unter Beriicksichtigung der nichtlinearen Kinematik ab dem Lastniveau 4 x 100 N
generiert wurden. Diese Strukturen nutzen im Gegensatz zu denen der ersten Gruppe den
Rahmen als Druckring. Dadurch ist bei diesen Strukturen der Wechsel von einer biege-
zu einer membranorientierten Abtragungsweise mit zunehmender Deformation wesent-
lich ausgeprégter. In Abbildung (7.6 ist dieser Sachverhalt exemplarisch fiir das lineare
und fiir das mit dem Lastniveau 4 x 500 N entworfene Tragwerk dargestellt. Gezeigt sind
auf Basis einer geometrisch nichtlinearen Strukturanalyse die Vergleichsspannungen der
Mittelfliche und der Oberseite beider Strukturen fiir zwei unterschiedliche Laststufen.

Materialdaten: E-Modul 21000 N/mm?
Querdehnzahl 0.3
Penalty—Faktor 5 4.0

Entwurfsraum

Rahmen

Masse 30 %

Geometrie: Plattendicke t =2 mm
Platte 120 x 120 mm N
Rahmen 5 X 5 mm

Lastflache 12 x 12 mm /

Entwurfsfialle: lineare Kinematik -
nichtlineare Kinematik AP = 4 x [10 /100 /500 /2000 N]

/
—
N

Abbildung 7.4: Geometrie, Lasten und Materialdaten des Beispiels 2
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lineare
Kinematik

nichtlineare
Kinematik

4 x 500 N

4 x 2000 N

Abbildung 7.5: Generierte Strukturen des Beispiels 2

Der linear ermittelte Entwurf zeigt selbst bei einer Belastung von 500 N auf ein Viertel
des Systems keine nennenswerten Spannungen in der mittleren Ebene. Die Bereiche mit
groflen Spannungen an der Oberseite verdeutlichen die biegeorientierte Abtragungsweise.
Die nichtlinear optimierte Struktur weist derartige Bereiche lediglich an den Ubergéingen
der einzelnen Tragwerkselemente auf. Fiir die geringe Laststufe zeigt dagegen die linear
entworfene Struktur aufgrund der kiirzeren Spannweite einen giinstigeren Spannungsver-
lauf. In den Diagrammen der Abbildung 7.6 ist die Dehnungsenergie, welche hier als
Zielfunktion diente, die vertikale Verschiebung an der Lasteinleitungsstelle (up) und die
horizontale Verschiebung der Rahmenmitte (ug) bei anwachsender Belastung dargestellt.
Nur fiir sehr kleine Lastniveaus zeigt die linear optimierte Struktur eine bessere Cha-
rakteristik auf. Bei steigender Belastung féllt der Unterschied am deutlichsten bei der
horizontalen Verschiebung der Rahmenmitte (ug) aus.

7.1.6 Beispiel 3: Vergleich der unterschiedlichen Steifigkeitskri-
terien

Beispiel 3 widmet sich den Wirkungsweisen der unterschiedlichen Steifigkeitskriterien. Die
in Abschnitt [7.1.1 aufgestellte Behauptung, dass die genannten Entwurfskriterien zu un-
terschiedlichen Topologien fiithren, soll im Weiteren verifiziert werden.

Abbildung 7.7 zeigt fiir ein T-Profil die Materialdaten, die Geometrie und die Belastung.
An der Stirnseite des Profils ist der Obergurt vertikal starr und horizontal federnd gelagert.
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Abbildung 7.6: Vergleich zweier Strukturen des Beispiels 2 (Viertel-System)

Die nichtlineare Charakteristik der kontinuierlich angeordneten, voneinander unabhéngig
wirkenden Federn ist in dem Diagramm der Abbildung 7.7 gezeigt. Die Feder gewinnt
ab einer Deformation von 1 mm deutlich an Steifigkeit. Um die Existenz der Gradienten

Entwurfsfille: p Federkennlinie Federsystem
End-Komplementérarbeit o 15 | [N/mm)]
Dehnungsenergie 1. 10° / D, UM
End-Steifigkeit 0 [mm)
0
Materialdaten:
E-Modul 21000 N/mm?
Querdehnzahl 0.3
Penalty-Faktor 3 2.5
Masse 30 %
Lastresultierende: AP = 32000 N
Lastflache: 8 x 8mm

Abbildung 7.7: Materialdaten, Geometrie und Lasten des Beispiels 3
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der Strukturantwort beziiglich der Entwurfsvariablen s fiir alle Deformationszustinde
zu gewihrleisten, muss die Ableitung der Federkennlinie stetig sein (Ubergangsbereich
bei circa 1 mm ist ausgerundet). Dazu wurde, wie der Federsystemskizze zu entnehmen
ist, ein vertikales Federelement in das System eingebaut. Da kein Stabilitdtsversagen
beriicksichtigt wird, kann die Analyse am Viertelsystem erfolgen. Zur Diskretisierung des
Entwurfsraums wurden 1500, 4-knotige, isoparametrische, vollintegrierte Schalenelemente
verwendet. Das Federsystem benétigte 30 Elemente gleichen Typs. Es wird ein orthotro-
pes Materialmodell mit einem Schubmodul von null verwendet. Der Obergurt des Ent-
wurfsraums und das Federsystem sind lediglich in Strukturléngsrichtung gekoppelt. Zur
Vermeidung von ‘Checkerboard’'-Moden, die aufgrund der bilinearen Ansatzfunktionen
auftreten konnen, wird die in MAUTE [78] beschriebene, modifizierte Filtermethode von
SIGMUND [119] verwendet.

Abbildung|7.8|zeigt die generierten Strukturen fiir die Zielfunktionen End-Komplementéar-
arbeit, Dehnungsenergie und End—Steifigkeit bei vorgegebener Masse. Die Komponente
v; des zuletzt genannten Entwurfskriteriums ist hier die vertikale Verschiebung des Last-
einleitungszentrums.

Jede Struktur weist fiir das Entwurfskriterium, fiir welches es optimiert wurde, den besten
Funktionswert auf. Dies zeigt das A—up—Diagramm fiir die Struktur, welche mit der Ziel-
funktion End—Komplementérarbeit generiert wurde. Entsprechend enthélt die Struktur,
auf der Basis der Zielfunktion Dehnungsenergie, den geringsten Anteil an gespeicherter

End-Komplementérarbeit Dehnungsenergie End-Steifigkeit

Funktionswert End-Steifigkeit

40.27 % 92.94 % 100.00 %
A A A
| a4 , // , ~
— / — —

.01 / X 1.0 J 10} ‘ A
0.5 | /7 0.5 / 0.5 - |

_ / 8 / b —
0.0 ¥~ [ 00 kl—==2"[mm] 0.0 L=z lmm]

0 2-10* Energie 0 1 2 3 up 00 04 08 1.2 ugy

Abbildung 7.8: Generierte Strukturen des Beispiels 3 und deren Vergleich
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Energie im System. Die Funktionswerte der End—Steifigkeit v; sind als skalierte Kehrwerte
angegeben. Diese sind dquivalent zu den Steigungen der Last—Verschiebungs—Linien im A—
up —Diagramm bei der Laststufe A. Die Skalierung fand beziiglich der GroBe der Struktur
‘End-Steifigkeit’ statt. Den etwas hoheren Funktionswert des Tragwerks ‘End—Steifigkeit’
gegeniiber ‘Dehnungsenergie’ ist vermutlich auf die vertikale Mittelstiitze zuriickzufiihren.
Die Struktur generiert mit der Zielfunktion End-Komplementérarbeit ist gegeniiber den
beiden anderen Tragwerken im topologischen Aufbau géinzlich verschieden. Dies lisst sich
dadurch begriinden, dass eine betrachtliche Deformation der Lasteinleitungsstelle notwen-
dig ist, bis die Federn nennenswert zur Lastabtragung beitragen. Da die Kriterien Deh-
nungsenergie und End-Steifigkeit keine direkte Information iiber den Deformationsgrad
enthalten, besteht die Moglichkeit die Federn zu aktivieren. Die fiir die Dehnungsenergie
optimierte Struktur zeigt eine deutliche Verjiingung der Zugdiagonalen am Ubergang zum
Untergurt auf. Grund hierfiir ist die Reduzierung der ‘Biegebeanspruchung’ am genannten
Ubergangsbereich.

Weiterhin fillt bei den Funktionsverldufen der Dehnungsenergien auf, dass fiir kleine Last-
stufen (A < 0.35) die Struktur ‘End-Komplementéararbeit’ den geringsten Wert aufweist.
Die beiden anderen Tragwerke zeigen durch die Aktivierung der Federsteifigkeit einen
anndhernd bilinearen Last—Verschiebungscharakter auf. Die im Verhéltnis zur Struktur
hohe Federsteifigkeit verursacht in dem A\—upy—Diagramm, ab einer Verschiebung von cir-
ca 1 mm, fast vertikale Verldufe. Das Last—Verschiebungsverhalten der Struktur, welches
fiir eine minimale vertikale Verschiebung an der Lasteinleitungsstelle optimiert wurde, ist
im angegebenen Bereich fast linear.

7.1.7 Beispiel 4: Strukturen mit stark nichtlinearem Verhalten

Die vorangegangenen Beispiele haben gezeigt, dass die zugrunde gelegte Kinematik und
die unterschiedlichen Steifigkeitskriterien einen Einfluss auf die Optimierungsergebnis-
se haben. Dieses Beispiel 4 widmet sich der moglichen Generierung von anfianglich quasi
kinematischen Strukturen. Damit ist der Sachverhalt gemeint, dass die entworfenen Struk-
turen bei kleiner Belastung zuerst grofie Deformationen erleiden, um im Weiteren dann
in eine steifere Konfiguration zu gelangen. Derartige Struktureigenschaften sind dement-
sprechend nur moglich, wenn der Strukturanalyse wéhrend des Optimierungsprozesses
eine nichtlineare Kinematik zugrunde gelegt wird.

Die Materialdaten, die Geometrie und die Belastung einer quadratischen Platte mit ei-
ner mittigen Aussparung konnen der Abbildung [7.9 entnommen werden. Die Struktur
ist an den vier Innenecken der Aussparung belastet und mit acht kurzen Linienlagern
mit einer Lénge von 20 mm vertikal unterstiitzt. Ein Viertel des Entwurfsraums ist mit
551, 8knotigen, isoparametrischen, unterintegrierten Schalenelementen diskretisiert. Die
Dichten der finiten Elemente (Entwurfsvariablen) sind derart gekoppelt, dass die Diago-
nalen der Platte weitere Symmetrieachsen sind.

Im Weiteren werden zwei Optimierungsergebnisse miteinander verglichen. Der einen Ent-
wurfsaufgabe lag eine lineare und der anderen eine nichtlineare Kinematik zugrunde. Das
Ziel beider Fille ist die Minimierung der End—Komplementérarbeit bei vorgegebener Mas-
se. Die generierten Topologien sind in Abbildung 7.10 aufgezeigt. Die nichtlinear optimier-
te Struktur nutzt im Gegensatz zur linear ermittelten Struktur nicht die Eckauflager und
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Materialdaten: E-Modul 210000 N/mm? P
Querdehnzahl 0.3 % . mm
Penalty-Faktor g8 4.0
Masse 20 % A % 110/7 &

“

Geometrie: Platte 260 x 260 mm % A
Dicke t = dmm & @ /
Aussparung 110 x 110 mm 260
Lastflachen 10 x 10 mm 4 /

Entwurfsfalle: lineare Kinematik o<'
nichtlineare Kinematik AP = 4 x 8000 N

Abbildung 7.9: Materialdaten, Geometrie und Lasten des Beispiels 4

besitzt acht ‘Quasi-Gelenke’. Die materielle Topologicoptimierung ist nicht in der Lage
ein echtes Gelenk zu produzieren; da aber die Einschniirung in Kombination mit porésen
Elementen eine dhnliche Wirkungsweise besitzt, dient hier der Begriff ‘Quasi—Gelenk’ zur
Charakterisierung. Zur Quantifizierung der unterschiedlichen mechanischen Verhaltens-
weisen sind fiir beide Topologien die nichtlinearen Strukturantworten in Abbildung [7.11
dargestellt. Die drei Diagramme zeigen die vertikale Verschiebung unter der Last (up),
die vertikale Verschiebung der ‘Quasi—Gelenke’ (ug) und die horizontale Verschiebung
der mittleren Lager (uy). Weiterhin enthédlt Abbildung [7.11 die nichtlinear optimierte
Struktur in ihrer deformierten Lage. Die gelagerten, auflen liegenden Strukturelemente
gelangen durch den Deformationsprozess von der horizontalen Referenzkonfiguration in
eine anndhernd vertikale Lage. Der rechtwinklig zum Rand vorhandene Abstand zwischen
Gelenk und genutztem Lager bestimmt das Mafi der Spannweitenverkiirzung. Die Ab-
senkung, welche mit der Spannweitenreduzierung einhergeht, kann durch Verringerung
der elastischen Deformation der inneren Strukturelemente mehr als ausgeglichen wer-
den. Dieser Sachverhalt ist ebenfalls schematisch fiir einen dquivalenten 1-D Fall in der
Prinzipskizze der Abbildung [7.11 dargestellt. Durch die Exzentrizitdt der Lastangriffs-
fliche zu einer gedachten Verbindungslinie diagonal benachbarter ‘Quasi—Gelenke’, ist
der angeordnete innenliegende Zugring erforderlich. Diese Beanspruchung wird durch die

Entwurf mit linearer Kinematik Entwurf mit nichtlinearer Kinematik

Abbildung 7.10: Generierte Strukturen des Beispiels 4
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= 30 {fmm] deformierte Struktur
2 20 (Entwurf mit nichtlinearer Kinematik)
2 10 gedachte N
S o0 t Verbindungslinie - N T
0 4000 AP [N] . |-
2 — - - S AN \
E 15 [mm] - ~ UG\ ~
5 10 h ~
S SO S
o O t \ T
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0 4000 AP [N
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Entwurf: l
nichtlineare Kinematik p p
— — lineare Kinematik

Abbildung 7.11: Strukturverhalten der Tragwerke des Beispiels 4

grofere Deformation der Lastangriffsflichen (up) gegeniiber den ‘Quasi-Gelenken’ (u¢)
(siehe Diagramme in Abbildung[7.11) aktiviert. Der aus Griinden des Gleichgewichts not-
wendige Druckring wird durch die belasteten Strukturelemente in Kombination mit den
gelagerten Tragwerksteilen ausgebildet.

Zwar zeigt die nichtlinear optimierte Struktur fiir das vorgegebene Lastniveau einen et-
was besseren Zielfunktionswert (vertikale Verschiebung unter der Last, siehe up-AP —
Diagramm der Abbildung[7.11) als das linear generierte Tragwerk, doch die erzielte Cha-
rakteristik ist zu hinterfragen (anfangliche Weichheit, Lagerverschiebung uy,). Ein Versuch
die horizontalen Verschiebungen der mittleren Lager durch eine Verschiebungsnebenbe-
dingung (Thema des folgenden Abschnitts [7.2) zu restringieren scheiterte, da der einge-
setzte Optimierungsalgorithmus SQP keine Losung zur Einhaltung der anfanglich stark
verletzten Nebenbedingung fand.

7.2 Lokale Entwurfskriterien in der Topologieopti-
mierung

Die Begrenzung von Verschiebungsgrofien gehort zu den meist verwendeten Entwurfskri-
terien in der Strukturoptimierung. So stellen diese neben vielen weiteren lokalen Ent-
wurfskriterien in der Form— und Querschnittsoptimierung kein wesentliches Problem dar.
Dagegen bedarf es in der materiellen Topologieoptimierung einer weiteren Uberlegung.
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Grund hierfiir ist die mégliche Definition einer lokalen Entwurfsgréfie im endgiiltigen hoch-
pordsen Bereich (siche Abbildung|7.12). In diesen Bereichen wird das FE-Netz weiterhin
deformiert. Im Nachlauf der Topologieoptimierung werden die hochporésen Bereiche der
Struktur nicht mehr zugewiesen. Deshalb miissen derartige Entwurfskriterien im Falle
einer Beriicksichtigung als Nebenbedingung im hochporosen Bereich immer erfiillt sein,
auch wenn die zu kontrollierende Verschiebungskomponente durch die Deformation des
FE—-Netzes dies nicht gewéhrleistet. Sind sie dagegen Bestandteil der Zielfunktion diirfen
sie zu dieser keinen Beitrag leisten. Diese Zusatzbedingung ist in der Form— und Quer-
schnittsoptimierung durch die LAGRANGEsche—Betrachtungsweise nicht notwendig, da der
gesamte diskretisierte Bereich immer Bestandteil der Struktur ist. Der Unterschied zur
EuLERschen—Betrachtungsweise, welche der materiellen Topologieoptimierung zugrunde
liegt, wurde bereits in Abschnitt 2.4 erlautert.

7.2.1 Verschiebungsnebenbedingungen in der Topologieoptimie-
rung

Die in DuysINX & BENDS@E [36], YANG & CHEN [141] sowie MAUTE [78] untersuch-
ten Spannungsnebenbedingungen fiir die materielle Topologieoptimierung unterscheiden
sich gegeniiber Verschiebungsnebenbedingungen in einem wesentlichen Sachverhalt. Durch
die explizite Abhéngigkeit der Spannungen S von dem Materialtensor C(p) ist fiir
C(p) — 0 ebenfalls S — 0 gewéhrleistet. Hierdurch blenden sich Spannungskriteri-
en eigenstdndig aus der Entwurfsaufgabe aus. Fiir eine Verschiebungskomponente besteht
diese explizite Abhéngigkeit zu den Entwurfsvariablen der materiellen Topologieoptimie-
rung nicht. Um diese Abhéngigkeit auch fiir Verschiebungen sicherzustellen, werden modi-
fizierte Verschiebungskomponenten eines Knotens r in die Entwurfsaufgabe eingebracht:

Dichteverteilung im Entwurfsraum Deformation des FE—Netzes

v
Verschiebungsnebenbedingung

Abbildung 7.12: Problemstellung von lokalen Entwurfskriterien in der Topologieoptimie-
rung
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Dabei sollte v, wie folgt definiert sein:

0 : (pmax - pl) =0 . .
Vo = mit  Puax = max(p;] , i = 1, nee (7.28)
I (pmax — p') >0

wobei p' die untere Restriktion der Dichten p; der n.. angrenzenden Elemente ist. Zur
Verdeutlichung der Situation sei auf Abbildung 7.13| verwiesen.

Kommen gradientenbasierte Optimierungsstrategien zum Einsatz, ist fiir v, anstelle der
Gleichung (7.28) eine mindestens C'-kontinuierliche Ersatzgleichung erforderlich. Zur Si-
cherstellung einer monoton wachsenden Funktion besteht eine weitere Anforderung an
den Wertebereich der differenzierten Funktion:

0<Vp(v) <oco fiir pl <p<p (7.29)

Um diese Anforderungen zu gewéhrleisten, wird eine Funktion fiir v, wie folgt definiert:
Yu = —Fuln (e"‘1 + e‘”) mit ;= —"25, ay = —— (7.30)

wobei (3, ein Faktor mit dem Wertebereich 0 < 3, < 1 ist. Da der ‘max—Operator’
der Gleichung (7.28) ebenfalls keine stetige Ableitung beziiglich der Entwurfsvariablen
ermoglicht, wird in Gleichung (7.30) eine mittlere Dichte p,, der am Knoten r anliegenden
nee finiten Elemente eingefiihrt:

1 Nele ol
B = Pi = P (7.31)

u Al
nelej:1pj Pj

i ¢ 4 4 L > nee angrenzende Elemente

@ Knoten r mit

Verschiebungsnebenbedingung

Abbildung 7.13: Definition von angrenzenden Elementen fiir Verschiebungsnebenbedin-
gungen
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Die Funktionsverldufe von ~, sind fiir verschiedene (3,—Werte in dem Diagramm der Ab-
bildung|7.14 dargestellt. Zum Vergleich enthélt dieses Diagramm ebenfalls den Funktions-
verlauf des SIMP-Ansatzes (5.2). Fiir 5, — 0 gehen die Funktionswerte =, der Gleichung
(7.30) trotz Mittelung der Dichten (7.31) in Gleichung (7.28) iiber. Bei der Wahl von £,
sollte folgendes beachtet werden. Kleine /3, fiihren in einem groflen Bereich zu Vﬁm% — 0
(siehe Abbildung|7.14). Folglich wird im Optimierungsprozess erst fiir sehr kleine mittlere
Dichten (7.31) der explizite Einfluss der Entwurfsvariablen zu den modifizierten Verschie-
bungen relevant. Fiir 3, = 1 ist v, (pm = 1) = 0.3. Zu grofie Werte fiir 3, fiithren also
zur Aufweichung der Verschiebungsnebenbedingung. Vergleichsrechnungen haben gezeigt,
dass der in Abbildung [7.14 angegebene Wertebereich fiir 3, (0.15 < 3, < 0.30) im Zu-
sammenspiel mit dem SIMP-Ansatz sinnvoll ist.

Zur Beschreibung des Optimierungsproblems wird das der reinen Steifigkeitsoptimie-
rung (7.5) um die Anzahl der zu beriicksichtigten Verschiebungsnebenbedingungen n,
erweitert:

r%in fq mit q=V, v, EC

Nele
[/p\J|dQ]—m:0 S w @ <0,i=1,...,n,  (7.32)

i=1

0 < s, <s < gy

7.2.2 Sensitivitidtsanalyse von Verschiebungsgrofien

In Abschnitt [7.1.2 wurde bereits auf die Sensitivitéitsanalyse von Verschiebungsgréfien
eingegangen. Die Grundidee des Filtervektors I, der Gleichung (7.3) und die prinzipielle
Vorgehensweise der adjungierten Sensitivitdtsanalyse finden hier wiederum Eingang:

Gw=I"a — puf [R . XP} (7.33)

Us

Mit @ wurde bereits der Vektor der diskreten Verschiebungen und mit R — AP die
erfiillte Gleichgewichtsbedingung (4.26) auf der vorgeschriebenen Laststufe A eingefiihrt.
Die Gleichung (7.33) unterscheidet sich zur Ausgangsgleichung fiir die Gradientenbe-
stimmung des Entwurfskriteriums End-Komplementéararbeit (7.6) lediglich in den Vekto-

Bepp 1 2=
T Ey ! B —0.30 / Faktor zur Modifikation der
fu =0.30 / Verschiebungen [, (/)]
Gy = 0.15_~ -
e eff (P
0 __—Sp=20 — —  SIMP-Ansatz [To <%>}

0 L 2
Po

Abbildung 7.14: Funktionsverlauf fiir Modifikationsfaktor 5, und SIMP—-Ansatz
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ren I,, und AP . Dadurch kann der Gradient der Verschiebung in Anlehnung an Glei-
chung (7.10) direkt angegeben werden:

Veit; = — 7 [v;ffR — /_\VSP] mit g, = K1, (7.34)

wobei bei der Uberfithrung der Gleichung (7.6) in (7.34) bereits die Unabhiingigkeit des
Filter—Vektors I,,, von den Entwurfsvariablen beriicksichtigt wurde.

Lage der Berechnung eine lineare Theorie zugrunde, so ginge die tangentiale Steifigkeits-
matrix K7 in die linear elastische Steifigkeitsmatrix K, iiber und folglich wiirde der
LAGRANGE—-Vektor p; die diskreten Groflen der Einflussfunktion der Verschiebung w; re-
préasentieren.

Die Ermittlung der Sensitivitdt der modifizierten Verschiebungskomponente (7.27) folgt
aus der Aquivalenz von u; = u;:

Vsﬂi = VS'[LZ * Yu + ﬂl : Vsem’}/u (735)

Nur fiir die Dichten (Entwurfsvariablen) der angrenzenden n.. Elemente des Knotens r
ist der zweite Teil der Gleichung (7.35) nicht null. Die Bildung der Ableitung V§®~,, bringt
keine Probleme mit sich und wird aus diesem Grund hier nicht dargestellt.

7.2.3 Beispiel 5: Vermeidung der Kollision zweier Bauteile

Anhand dieses Beispiels wird verdeutlicht, welche unbefriedigende Ergebnisse entstehen
kénnen, wenn Verschiebungsnebenbedingungen in der herkémmlichen Art und Weise in
dem Topologieoptimierungsprozess eingearbeitet werden. Diesem Ergebnis wird die positi-
ve Auswirkung der modifizierten Verschiebungsnebenbedingung (7.27) gegeniibergestellt.
Die Idee der Aufgabenstellung ist die Optimierung des in Abbildung [7.15 dargestellten
Scheibentragwerks, welches nicht in Beriihrung mit dem benachbarten Bauteil kommen
darf. Als Zielfunktion dient in dieser Entwurfsaufgabe die Minimierung der Dehnungs-
energie.

Die zu optimierende Struktur ist horizontal an dem oberen Ende und unverschieblich am
unteren Ende der linken Stirnseite gehalten. An der Unterseite der Kragarmspitze und an
dem &duferen Drittelspunkt greifen Lasten an. Die Belastung an der Kragarmspitze ist da-
bei doppelt so grofl wie am Drittelspunkt. In direkter Nachbarschaft der Lastangriffsstelle
im Drittelspunkt liegt das nicht zu beriithrende Bauteil in einem vertikalen Abstand von
2.5mm. Die Struktur wurde mit 2250, 4-knotigen, 2 x 2 integrierten Scheibenelementen
diskretisiert. Weiterhin liegt ein ebener Spannungszustand vor. Die zuléssige Gesamtmas-
se betrigt 35 % der maximal moglichen Masse im Entwurfsgebiet.

Insgesamt fanden drei Untersuchungen statt. System 1 dient hier unter Vernachléssigung
des Kollisionsproblems (keine Verschiebungsnebenbedingungen) dem Vergleich der beiden
anderen Systeme. Das zweite Optimierungsproblem (System 2) beriicksichtigt aufgrund
herkémmlicher Verschiebungsnebenbedingungen (keine Modifikation mittels v, ) die Kol-
lision. Hierzu wurden sechs Nebenbedingungen an den FE-Knoten der 1. Reihe (siehe an-
gedeutetes FE-Netz in Abbildung7.15) definiert. Gegeniiber System 2 sind bei System 3
fiir die Verschiebungsnebenbedingungen die modifizierten Verschiebungen eingesetzt. Der
Faktor (3, der Gleichung (7.30) wurde hier zu 0.2 gewéhlt. Da im Voraus die zu erwartende
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Deformation der Struktur nicht bekannt ist, wurde an weiteren FE-Knoten der 2. Reihe
Nebenbedingungen definiert. Bei der Bestimmung der zulédssigen Deformationsgréfie ging
hier der Abstand zur Unterkante der Struktur ein. Allen drei Untersuchungen wurde eine
nichtlineare Kinematik zugrunde gelegt. Aus Griinden der niedrigen Ansatzfunktionen
der finiten Elemente wurden die Sensitivitdten der Zielfunktion und die der Verschie-
bungsnebenbedingungen anhand der von MAUTE [78] und SIGMUND [119] beschriebenen
Filtermethode geglattet.

Die Topologien der Systeme 1 bis 3 sind in der undeformierten sowie in der unskalier-
ten deformierten Lage in Abbildung 7.16 visualisiert. Durch die fehlende Information
wahrend des Optimierungsprozesses kollidiert bzw. iiberlappt das System 1 bei Aufbrin-
gung der vorgeschriebenen Laststufe A = 1.0 das benachbarte Bauteil. Wird nun durch
gewohnliche Verschiebungsnebenbedingungen das Kollisionsproblem in den Entwurfspro-
zess eingearbeitet, entsteht eine Struktur, welche gerade das benachbarte Bauteil nicht
beriihrt. Hierzu wurde bei System 2 der Untergurt im Kollisionsgebiet in zwei Einzelstre-
ben aufgeteilt. Die untere der beiden Streben ist in ihrer Dichteverteilung so ausgefiihrt,
dass sie durch ihre exzentrische Belastung beziiglich der dariiberliegenden Strebe eine
Aufwirtsbewegung vollzieht. Die modifizierten Verschiebungsnebenbedingungen des Sy-
stems 3 16st die Problematik durch die Aussparung von Material. Die Grofie der finiten
Elemente steuert dabei die Dimension der Aussparung. Durch die entstehenden Abtriebs-
krifte der geknickten Untergurte links vom Kollisionsbereich besitzen die Systeme 2 & 3
weitere Zugstreben, welche wiederum Druckstiitzen zwischen den beiden Auflagerberei-
chen zur Folge haben.

Die Modifikation der Topologie des Systems 3 gegeniiber System 1 hat lediglich eine ge-
ringe Auswirkung auf die Dehnungsenergie (sieche Abbildung[7.16). Hingegen wichst fiir
System 3 die Zielfunktion um circa 15 % gegeniiber System 1 an. Die Grofie der Dehnungs-
energie sowie die Komplexitdt des strukturellen Aufbaus des Systems 2 zeigen deutlich,
welche Auswirkungen die Einbindung von klassischen Verschiebungsnebenbedingungen
auf die Topologie haben kann. Welcher Typ von Nebenbedingung im Optimierungspro-

Materialdaten:

E-Modul 210000 N/mm? |

Querdehnzahl 0.3

Penalty-Faktor g 2.0-3.0

Masse 35 % 9 Reih 100
Geometrie: 10 : el. €

Scheibe 250 x 100 mm 1. Reihe

t = 5mm . w - W

Lagerhhe 10 mm benachbartes Bauteil AP 2PV 25

Lénge Linienlast 10mm «—— % l % [ —>
Grundlast: P = 24kN < 250 >

Entwurfsfille: immer nichtlineare Kinematik
System 1: ohne Verschiebungsnebenbedingungen
System 2: mit Verschiebungsnebenbedingungen
System 3: mit modifizierten Verschiebungsnebenbedingungen

Abbildung 7.15: Materialdaten, Geometrie und Lasten des Beispiels 5
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blem sinnvoll ist, hingt vom Einzelfall ab und bedarf im Zweifelsfall vergleichender Un-
tersuchungen.

Anmerkungen zur Generierung der Tragwerke

An dieser Stelle soll ergénzend erwihnt werden, dass bei der Generierung von System 2
gegeniiber den anderen beiden Entwurfsaufgaben die Masse wahrend des Optimierungs-
prozesses nicht konstant gehalten wurde. Hier war eine Ungleichheitsnebenbedingung der
maximalen Masse in Kombination mit einer Startmasse von 100 % notwendig, da sonst
die anfangliche extreme Verletzung der Verschiebungsnebenbedingungen fiir die Optimie-
rungsstrategie, hier SCP, ein uniiberwindbares Problem darstellt. Die Verschiebung der
Struktur bei 100 % Materialfiillung auf der Hohe des benachbarten Bauteils liegt mit circa
2.3mm leicht unterhalb des vorgegebenen Abstandes von 2.5mm. Die anfingliche Ver-

undeformierte deformierte Energie
Strukturen :> Strukturen [kNem]

System 1

33.12

System 3

29.21

Abbildung 7.16: Generierte Strukturen des Beispiels 5 in ihrer undeformierten sowie de-
formierten Lage
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letzung der Massennebenbedingung ist fiir den Optimierungsalgorithmus kein Problem.
Durch die Kopplung der Verschiebungen mit den Dichten der umliegenden finiten Elemen-
te (siche Gleichung (7.27)) sind fiir System 3 die Nebenbedingungen, trotz anfénglicher
grofler Strukturdeformation, durch Herausnahme der Masse in den entsprechenden Ele-
menten einfach zu erfiillen. Aus diesem Grund war hier eine Optimierung mit konstanter
Masse moglich. Bei dieser Problemstellung hat sich ebenfalls bei weiteren numerischen
Untersuchungen gezeigt, dass die mechanischen Entwurfskriterien auch im Falle von hoch-
wertigeren Ansatzfunktionen der finiten Elemente mit der Filtermethode zu glétten sind.
Dies begriindet sich darin, dass ein anfanglicher Ausbau des Materials in den umliegenden
finiten Elementen des kontrollierten FE-Knotens zur ziigigen Erfiillung der Verschiebungs-
nebenbedingungen von allein nicht reversibel ist. Diesem Problem des lokalen Optimums
kann wirkungsvoll durch Glattung der Sensitivitdten begegnet werden.

7.2.4 Beispiel 6: Gleichméflige Pressung in Lagerfugen

Dieses Beispiel widmet sich der moglichen Kontrolle von Pressungen elastischer Lager
anhand von Verschiebungsnebenbedingungen. Die Arbeit von MAUTE [78] enthélt ein
Beispiel, bei dem die Beriicksichtigung von Spannungskriterien einen wesentlichen Ein-
fluss auf den topologischen Aufbau einer abschnittsweise gelagerten Wandscheibe hat.
Angelehnt an dieses Beispiel sind in Abbildung [7.17 fiir eine wandartige Struktur die
Materialdaten, die Geometrie, die Belastung und zwei verschiedene Entwurfsaufgaben
dargestellt. Die Wandscheibe wird mit zwei kurzen Streckenlasten mit einer Lastbreite
von 0.2m belastet und ist an mehreren Stellen vertikal durch Federn unterstiitzt. Diese
Federn werden als Kontinuum anhand eines orthotropen Materials mit vernachlassigbarer
Schubsteifigkeit modelliert. Ziel der beiden Entwurfsaufgaben ist jeweils die Minimierung
der Dehnungsenergie (ermittelt anhand einer linearen Kinematik) unter Vorgabe einer
konstanten Masse im Entwurfsraum. Fiir die erste Aufgabe sind die Auflager eindeutig
definiert. Bei der zweiten Entwurfsaufgabe ist die Steifigkeitsverteilung der dufleren Lager

Materialdaten des Entwurfsraums: “ )’( “

E-Modul Ey 290000 kN /m?
Penalty-Faktor 5 2.0 - 3.5
Querdehnzahl 0.2

Masse 30 % ‘ 3.0
Materialdaten der Federn: ‘

E—Modul EF() 100000 kN/m2

mit Lénge 1.0m |

Penalty-Faktor 3 1.05 — 1.90 z £z EEE
Penalty—Faktor £, 0.30 —0.20 02 02 18 04 1.3 1.5
vordefinierte Lager % 0.6

mit Masse 100% < 6.0 >
Spielraum variabler Lager § Entwurf mit Entwurf mit

mit Masse 26.66 % vordefinierten Lagern  variablen Lagern

Abbildung 7.17: Materialdaten, Geometrie und Lasten des Beispiels 6
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ebenfalls Bestandteil des Optimierungsproblems. Um hier eine eindeutige Lagerausbil-
dung zu erhalten, findet eine Bestrafung des E-Moduls Fry des orthotropen Materials
anhand des SIMP—Ansatzes statt. Ein verwandter Ansatz enthélt die Arbeit von BUHL
[26]. Dort werden die Knoten anhand einzelner Federn gelagert. Die Bestimmung der ef-
fektiven Federsteifigkeiten ist dquivalent zu dem des SIMP—Ansatzes. In der Arbeit von
BuHL wird aber lediglich die Lage und nicht die zugehorige Lagerpressung untersucht.
In beiden untersuchten Fillen ist die Summe der Steifigkeiten aller elastischen Lager
identisch. Zur Regulierung der Pressungsverteilung wird die vertikale Verschiebung der
Auflagerfedern auf 5% iiber den gemittelten Verschiebungen (ohne Beriicksichtigung der
Bestrafung des orthotropen Materials) durch Nebenbedingungen beschrankt.

Die Hélfte der Struktur ist mit 900, 8-knotigen, unterintegrierten Scheibenelementen dis-
kretisiert. Das Material ist im Entwurfsraum isotrop. Weiterhin wird ein ebener Span-
nungszustand angenommen. Zur Diskretisierung der elastischen Lager kommen bei der
ersten Entwurfsaufgabe 6 und bei der zweiten 17 Scheibenelemente gleichen Typs zum
Einsatz. Wie bereits oben erwihnt, werden unter Zuhilfenahme eines orthotropen Mate-
rials mit sehr geringer Schubsteifigkeit die entkoppelten Federn modelliert. Der Entwurfs-
raum ist mit den elastischen Lagern lediglich in vertikaler Richtung gekoppelt.

Zur Stabilisierung der Entwurfsaufgabe werden die Verschiebungen der Federn mit dem
Faktor ~, der Gleichung (7.27) fiir die Verschiebungsnebenbedingungen modifiziert. Zur
Bestimmung der mittleren Dichte p,, nach Gleichung (7.31) werden lediglich die Dichten

vordefinierte Lager variable Lager

ohne NB

mit NB

Abbildung 7.18: Generierte Strukturen des Beispiels 6
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der benachbarten Elemente des Entwurfsraums einbezogen. Die Modifikation der Verschie-
bungen ist prinzipiell nicht notwendig, doch sie erméglicht der Optimierungsstrategie (hier
SQP) eine anfinglich einfache Erfiillung der Nebenbedingungen durch Herausnahme von
Material an den Auflagern. Weiterhin wurden zur Stabilisierung des Entwurfsprozesses
die Penalty—Faktoren fiir die E-Module des Entwurfsraums und die der Federn sowie 3,
sukzessive im voranschreitenden Optimierungsprozess verschérft.

Der Einfluss der Nebenbedingungen beider Entwurfsaufgaben ist in Abbildung|7.18 darge-
stellt. Fiir das System mit fixen Lagern, jedoch ohne Nebenbedingungen, werden zwei von-
einander unabhéngige Sprengwerke generiert. Durch die fehlende Einbindung der dufleren,
elastischen Lager iibernehmen die eins weiter nach innen liegenden Federn den wesentli-
chen Teil der Belastung. Bei Beriicksichtigung der Verschiebungsnebenbedingungen wer-
den dagegen alle Lager in das System eingebunden. Die Pressung des inneren schmalen
Lagers ist dabei auf den maximal zuléssigen Wert (5% tiber dem gemittelten Wert) aus-
genutzt.

Sind die d&uBleren Auflagerfedern ebenfalls variabel, entsteht ohne Nebenbedingungen eine
topologisch dquivalente Struktur zu der Variante mit festen Lagern. Dabei werden die
in ihrer Lage variablen Federn an die innere Grenze des vorgegebenen Spielraums (siehe
Abbildung [7.17) platziert. Dies gilt weiterhin fiir den Fall, dass die Nebenbedingungen
Bestandteil der Optimierungsaufgabe sind. Um die geforderte gleichméfige Pressung zu
bewerkstelligen, wird die Unterspannung der entkoppelten Sprengwerke zur Erzielung ei-
ner Durchlaufwirkung nach oben verschoben und die Steifigkeit der beiden inneren Druck-
diagonalen erhoht.

Die erzielten Dehnungsenergien, welche ebenfalls in Abbildung|7.18 angegeben sind, spie-
geln das Mafl der Einschrankungen durch die Nebenbedingungen wider.
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Kapitel 8

Generierung von flexiblen
Strukturen

Nachdem im vorangegangenen Kapitel 7 Erweiterungen fiir die klassischen Anwendungen
der Topologieoptimierung und die Auswirkung geometrisch nichtlinearer Effekte verdeut-
licht wurden, wird nun der Entwurf von flexiblen Strukturen, im Weiteren auch Mechanis-
mus genannt, diskutiert. Ein Mechanismus ist im technischen Bereich nach BROCKHAUS
folgendermaflen definiert: ‘Mechanismus: das Zusammenwirken der mechanischen Teile
einer Maschine oder eines Werkes’. Der in der englischen Sprache fiir nachfolgende Fra-
gestellungen verwendete Begriff ‘compliant mechanism’ verdeutlicht, dass es sich hier nicht
um die bekannten Mechanismen handelt, bei denen die mechanischen Teile durch Bolzen
verbunden sind, sondern um Strukturen, die ihre Beweglichkeit durch die Flexibilitéit der
einzelnen Strukturkomponenten erhalten.

Einen moglichen Zugang zur Generierung von flexiblen Mechanismen ist in der Arbeit von
HoweLL & MIDHA [55] fiir ein Mehrschrittverfahren beschrieben. Im ersten Schritt wird
der Entwurf eines Starrkérpermechanismus um Gelenkfedern erweitert. Im endgiiltigen
Schritt wird dieser so genannte ‘Pseudo—Starrkérpermechanismus’ in einen flexiblen Me-
chanismus iiberfithrt. Bei diesem sind die einzelnen mechanischen Teile und deren Uber-
gange anhand von Balkenelementen diskretisiert. In allen Schritten finden Optimierungs-
schritte statt, wobei die Entwurfsvariablen Winkel benachbarter Bauteile und deren Ab-
messungen sind.

Die Methode der Topologieoptimierung bietet eine weitere Moglichkeit flexible Struk-
turen zu generieren. Eine erste Untersuchung erfolgte von ANANTHASURESH ET AL. [2]
anhand der Zielfunktion die ‘Minimierung der Dehnungsenergie’. Die Arbeit von YIN &
ANANTHASURESH [142] nimmt diesen Ansatz als Grundlage und erweitert ihn auf die Ver-
wendung mehrerer Materialien. In den Arbeiten von LARSEN ET AL. [73] sowie SIGMUND
[121] wurde der Sachverhalt zwischen geometrischer und mechanischer Ubersetzung in die
Zielfunktion aufgenommen. Auf diese beiden Begriffe wird in Abschnitt [8.1.1 noch néher
eingegangen.

In der Veroffentlichung von BRUNS & TORTORELLI [24] sowie PEDERSEN ET AL. [93]
wird bei der Optimierung von Mechanismen zusétzlich die geometrische Nichtlinearitéat
beriicksichtigt. SIGMUND [120] stellt die Generierung von thermisch betriebenen Me-
chanismen vor. Die Erweiterung auf elektro-thermo—mechanische Antriebe ist in seinen
Veroffentlichungen [122] und [123] fiir ‘Ein-Material-" bzw. in [124] fiir ‘Zwei-Material-

81
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Strukturen’ enthalten. In den Arbeiten [123] und [124] sind ebenfalls geometrisch nichtli-
neare Effekte wiahrend des Entwurfes berticksichtigt. Diese Art des Antriebs findet haupt-
séchlich bei ‘Micro-Electro-Mechanical-Systems’ (MEMS) Anwendung.

Zwei unterschiedliche Optimierungsprobleme werden in dieser Arbeit ndher betrachtet.
Das erste beschéftigt sich mit Strukturen, welche die aufgewendete Arbeit eines mecha-
nischen Antriebs (Aktuator) moglichst effektiv auf ein Werkstiick iibertréigt. Die Steifig-
keit dieses Werkstiickes wird hier durch eine lineare Feder représentiert. Da es sich um
den Transport von erbrachter Arbeit seitens des Aktuators zu dem Werkstiick handelt,
soll dieses Entwurfsproblem mit dem Namen ‘Transport—Mechanismus’ verbunden wer-
den. Dabei liegt ein weiteres Augenmerk auf dem Einfluss der linearen bzw. nichtlinearen
Kinematik.

Motiviert durch das Beispiel des Abschnitts|7.1.7, bei dem eher unfreiwillig eine anfanglich
quasi—kinematische Struktur generiert wurde, ist das Ziel der zweiten Entwurfsaufgabe,
den Deformationsprozess einer Struktur zu kontrollieren. Insbesondere die Beriicksichti-
gung der geometrischen Nichtlinearitéit ermoglicht den Entwurf von Mechanismen, welche
beliebigen, also auch gekriimmten Bahnen folgen konnen. Zur Erzielung moglichst ein-
deutiger Materialverteilungen werden zusatzliche Entwurfskriterien diskutiert.

In den nachfolgenden Abschnitten werden fiir die beiden oben erlauterten Optimierungs-
aufgaben die Zielfunktionen und Nebenbedingungen eingefiihrt und diskutiert. Anhand
von Beispielen wird die Tauglichkeit der Kriterien verifiziert. In einem abschlieBenden Ab-
schnitt wird auf die Hintergriinde beobachteter numerischer Probleme und einem Losungs-
vorschlag eingegangen.

8.1 Entwurf von Transport—Mechanismen

Bei diesem Typ von Entwurfsaufgabe handelt es sich um den ‘Transport von Arbeit” von
einer Eingabestelle (Aktuator) zu einer Ausgabestelle (Werkstiick, hier im Weiteren eine
lineare Feder mit der Steifigkeit k) mit moglichst geringem ‘Verlust’. Der Begriff ‘Ver-
lust’ ist hier nicht im Sinne von Dissipation zu verstehen, sondern als eine Speicherung
in Form von Dehnungsenergie in der fiir den Transport notwendigen Struktur. Die Ent-
wurfsaufgabe ist zur Verdeutlichung in Abbildung 8.1 skizziert.

Nach einer Diskussion moglicher Entwurfskriterien und der Formulierung der Sensiti-
vitdtsanalyse findet eine Verifizierung des vorgestellten Entwurfsproblems anhand eines
Verschiebungs-Inverter-Mechanismus statt.

8.1.1 Entwurfskriterien

Im Weiteren wird die Formulierung des Optimierungsproblems behandelt. Wiirde die Ziel-
funktion, fiir das in Abbildung8.1/dargestellte System, die Maximierung der in der linea-
ren Feder gespeicherten Energie Wy, sein, wire eine Richtungsvorgabe der Verschiebung
uy nur durch eine Nebenbedingung moglich. Aus diesem Grund wird die Verschiebung
uy maximiert, indem die Differenzverschiebung zu einem in keinem Fall erreichbaren
Verschiebungswert %y, minimiert wird:

1 1 ..
max Uy = max (5 Ry - uw) = max (5 kw - u%,v> — nin (uw — uW> (8.1)
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Wie dieses Ziel erreicht werden kann, soll zunéchst auf der Basis eines linearen Struktur-
verhaltens diskutiert werden. Bei dieser Annahme ist die geleistete Arbeit des Aktuators:

A
\IIAZQPA‘UA (82)

und mit der im System gespeicherten Dehnungsenergie ¥, folgt:
Yy =V, + Uy = Uy =V, — Y, (83)

Dadurch l&sst sich die Aussage von Gleichung (8.1) unter Beriicksichtigung des negativen
Vorzeichens von V¥, wie folgt umformulieren:

max Uy = max Wy — r%in = (8.4)

Fiir die weitere Herleitung wird folgender Zusammenhang benétigt. Fiir einen Starrkorper-
mechanismus ist die gespeicherte Dehnungsenergie U.; = 0. Daraus folgt mit Gleichung
(8.4), dass die Arbeit des Aktuators gleich der gespeicherten Energie im Werkstiick ist.
Dadurch lédsst sich unter Zuhilfenahme von Gleichung (8.1) und (8.2) folgender Zusam-
menhang zwischen geometrischer und mechanischer Ubersetzung angeben:

(i) = (&)
o U (55)
geometrische Ubersetzung mechanische Ubersetzung

Das in Gleichung (8.5) angegebene Verhiltnis stellt folglich einen oberen Grenzwert dar
und kann von elastischen bzw. flexiblen Mechanismen niemals erreicht werden. Aufgrund
der Annahme in Gleichung (8.2) gilt die GesetzméBigkeit von Gleichung nur fiir
lineare Last—Verschiebungs-Beziehungen.

Fiir die Generierung von flexiblen Mechanismen kann die Losung der mit Gleichung (8.4)
beschriebenen Entwurfsaufgabe nicht darin liegen, die Arbeit des Aktuators ¥ 4 zu maxi-
mieren, da beliebig grofie Krifte und/oder Verschiebungen von Aktuatoren in der Regel
nicht erbracht werden koénnen. Fiir die nun folgende Diskussion ist es von grofler Bedeu-
tung, dass die Deformation der Struktur in die beiden Anteile Starrkérperbewegung und

AP, Aktuator

undeformierte Struktur

deformierte Struktur

Werkstiick

Abbildung 8.1: Prinzipskizze des Entwurfsproblems von Transport—Mechanismen
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Dehnung aufteilbar ist. Lediglich die Dehnungen liefern einen Beitrag fiir den Energie-
anteil U,;. Wiirde fiir die Entwurfsaufgabe am Aktuator eine Last \ - P4 vorgegeben, so
konnte folglich anhand grofler Verschiebungen am Aktuatorangriffspunkt die erbrachte
Arbeit maximiert werden, ohne dabei zwangslaufig einen groflen Wert fiir W, zu erhalten
(kleine Aktuatorkraft — geringe Spannungen; kleine Aktuatorkraft bei grofer Aktuator-
verschiebung — grofes Wy ). Aus diesem Grund wurde in PEDERSEN ET AL. [93] bei
vorgegebener Last die Verschiebung des Aktuators anhand einer Nebenbedingung limi-
tiert.
Wird fiir den Aktuator nicht eine Last, sondern eine Verschiebung 4 vorgegeben, kann
die Leistung des Aktuators nur durch Erhohung der Aktuatorkraft erfolgen. Dies ist al-
lerdings nur dann moglich, wenn das Werkstiick in Kombination mit der Struktur einen
Widerstand aufweist. Die reine Erhohung des Strukturwiderstandes ist fiir die Entwurfs-
aufgabe der Gleichung (8.4) nicht sinnvoll, da die erbrachte Arbeit des Aktuators aufgrund
der erhéhten Dehnungsenergie nicht die Auslenkung der Feder (Werkstiick) maximiert.
Hierdurch wichst die notwendige Kraft des Aktuators zur Erzielung der vorgeschriebenen
Verschiebung 4 4 nicht {iber alle Mafle, sondern nur solange bis die Steigerung der Aktua-
torarbeit nicht komplett in Dehnungsenergie umgewandelt ist. Deshalb wird im Weiteren
die Entwurfsaufgabe (8.4) unter Vorgabe der Aktuatorverschiebung @4 und der Masse m
der Struktur bearbeitet, da prinzipiell keine zusétzliche mechanische Nebenbedingung not-
wendig ist. Sollte sich nach einem Optimierungslauf herausstellen, dass der vorgesehene
Aktuator die Leistung nicht erbringt, kann das Optimierungsproblem um eine Begren-
zung der Aktuatorlast erweitert werden. Die Deformationsgrofle des Werkstiickes héngt
von dem Verhiltnis der Federsteifigkeit zu der moglichen Struktursteifigkeit ab, da dieses
die Verteilung der Aktuatorleistung auf die beiden Komponenten ‘Struktur’ und ‘Feder’
steuert.
Liegt dem Entwurfsprozess eine nichtlineare Kinematik zugrunde, verliert die lineare Be-
ziehung zwischen Last und Verschiebung der Gleichung (8.2) an Giiltigkeit und muss in
der allgemeinen Form aufgestellt werden:
Ua
v, = / Aw) - Py du (2.6)
0

Die prinzipielle Aussage der vorangegangenen Diskussion bei Vorgabe der Auslenkung des
Aktuators auf den Wert 44 gilt jedoch weiterhin. Die Giiltigkeit der Beziehung zwischen
geometrischer und mechanischer Ubersetzung der Gleichung (8.5) ist im Falle einer nicht-
linearen Kinematik lediglich fiir die Umgebung der undeformierten Konfiguration giiltig.
Damit ldsst sich das Optimierungsproblem unter Beschrinkung einer maximal mdéglichen
Masse wie folgt formulieren:

r%in <1VJ,W — UW)

nz_: [/puy dQ} —m <0 (8.7)

0 < s <s < gy

Warum sich fiir diesen Typ von Optimierungsproblem eine Ungleichheitsnebenbedingung
fiir die Masse eher eignet als die iibliche Gleichheitsnebenbedingung, ist in dem Beispiel
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des Abschnitts[8.1.4 erlautert. Die Entwurfsvariablen s sind hier die Dichten der finiten
Elemente (Topologieoptimierung).

8.1.2 Sensitivititsanalyse

Das einzige mechanische Kriterium der im vorangegangenen Abschnitt erlauterten Ent-
wurfsaufgabe ist die Verschiebung uy, an der Ausgabestelle. In Abschnitt [7.2.2] wurde
bereits die Sensitivitdtsanalyse fiir Verschiebungsgrofien einer im Entwurfsprozess kon-
stanten Laststufe erlautert. Darauf aufbauend werden die notwendigen Erweiterungen
angegeben, wenn statt einer Last eine Verschiebung wihrend des Entwurfsprozesses kon-
stant ist. Mit dem bereits eingefiihrten Vektor I,,, zur Herausfilterung der Verschiebungs-
grofle u; (1 = A, W) aus dem Vektor der diskreten Verschiebungen @ (die Kennzeichnung
(%) verdeutlicht die Beziehung zu einem vorgeschriebenen Verschiebungsniveau eines kon-
trollierten Knotens) gestaltet sich Gleichung (7.33) wie folgt:

i = I7 @ — pf [R . ;\PA] (8.8)
=0

wobei A Py die aufgebrachte Last am Aktuator ist. Unter Beriicksichtigung der nun
verénderlichen Laststufe des Aktuators ergibt sich die totale Ableitung der Gleichung

(8.8) zu:
Vsii; = I Vsa — pf [KT Vsl + VIR — VS;\PA] (8.9)

Der Vektor von LAGRANGE-Multiplikatoren g, wird genutzt, um die Ermittlung der
Sensitivitat des Verschiebungsvektors zu vermeiden:

Veit; = —pl [v;xR . VSS\PA} mit = Ky I, (8.10)

Fiir die Bestimmung der Sensitivitéit des von den Entwurfsvariablen abhéngigen Lastni-
veaus A wird fiir @; der Gleichung (8.10) die im Entwurfsprozess konstante Aktuatorver-
schiebung u 4 eingesetzt und anschliefend nach der gesuchten Sensitivitit des Lastniveaus
A aufgelost:

Vsiia = 0 = —pl [VS@“"‘R _ VSXP}
) mit p, = Ky I, (8.11)
N N —1
Vsh = ul VR [ug P]

Mit nun bekanntem VsA kann die Gleichung (8.10) zur Ermittlung des Gradienten der
Ausgabeverschiebung uy, verwendet werden:

(8.12)

Vst = — b [v;mR - VSXP} mit gy = Ko I,
Da die adjungierten Lastvektoren I, ,, direkt vorliegen und die Vektorprodukte ul P
und gk, P nach dem Lésen der beiden rechten Seiten der Gleichungen (8.11) und (8.12)
auf Strukturebene erfolgen, ist lediglich einmal die Ableitung Vse””R auf Elementebene zu
bestimmen. Die notwendigen Skalar— und Vektorprodukte zur Bestimmung von VsA und
Vst konnen nun hintereinander auf Elementebene erfolgen.



86 KAPITEL 8. GENERIERUNG VON FLEXIBLEN STRUKTUREN

8.1.3 Algorithmische Umsetzung

Wie bereits in Abschnitt 7.1.3 beschrieben, ist auch hier eine Reduzierung der Rechenzeit
moglich, indem nach der Aktualisierung der Entwurfsvariablen keine vollstédndige Pfad-
analyse erfolgt. Die Ungleichgewichtskréfte, welche durch die Entwurfsvariablen des Op-
timierungsschrittes k 4+ 1 bei festgehaltenem Verschiebungsfeld des Schrittes k entstehen,
werden fiir die vorgegebene Verschiebung des Aktuatorpunktes anhand der Korrektor-

iteration wieder ausgeglichen. Treten Konvergenzprobleme auf, so ist, wie in Abschnitt
7.1.3 erldutert, ein Zwischenschritt fiir die Modifikation der Entwurfsvariablen moglich.
Fiihrt dies ebenfalls nicht zum FErfolg, findet eine Neuberechnung des Pfades statt. Die
Schrittweitensteuerung fiir die vollstandige Pfadanalyse erfolgt in diesem Fall aus Griinden
der Effizienz adaptiv, da sich das Strukturverhalten wéhrend des Entwurfsprozesses stark
andert. Diese komplette Neuanalyse war in den untersuchten Beispielen nur fiir wenige
Optimierungsschritte notwendig.

Es treten dann Konvergenzprobleme auf, wenn sich in der Struktur ‘Quasi—Gelenke” aus-
bilden. Der Begriff ‘Quasi—Gelenk’ wird im Weiteren dafiir verwendet, wenn zwei stei-
fe finite Elemente {iber ihre Eckknoten verbunden sind und die weiche Umgebung eine
Flexibilitit der Struktur erméglicht. Die Charakterisierung ‘Quasi’ dient der Kennzeich-
nung, da der kontinuierliche Ansatz der materiellen Topologieoptimierung die Ausbildung
von Gelenken nicht beinhaltet. Die Ursachen der Konvergenzprobleme und ein méglicher
Losungsvorschlag sind detailliert in Abschnitt 8.3/ beschrieben. Die Diskussion erfolgt dort
unabhéngig vom Typ der Entwurfsaufgabe, da die Konvergenzprobleme in der vorliegen-
den Arbeit sowohl fiir Transport— als auch bei Pfadverfolgungsmechanismen auftraten.

8.1.4 Beispiel 7: Verschiebungs—Inverter—-Mechanismus

Die in Abschnitt 8.1.1 erlduterte Entwurfsaufgabe, die Verschiebung an der Ausgabestelle
bei vorgegebener Aktuatorverschiebung zu maximieren, wird anhand der in Abbildung
8.2 gezeigten Struktur untersucht. Neben der Geometrie sind die Materialdaten angege-
ben. Diese sind der Arbeit von PEDERSEN ET AL. [93] entnommen. Im Folgenden werden
vier Systeme untersucht. Ziel aller Entwurfsaufgaben ist die Maximierung der Federdeh-
nung fiir eine vorgegebene Aktuatorverschiebung von 7.5 um. Bei System 1 liegt dem
Entwurfsprozess eine lineare Strukturanalyse zugrunde. Die Steifigkeit der Feder betrigt
kw = 4-107° N/pum. System 2 wird gegeniiber dem ersten Optimierungsproblem um eine
nichtlineare Kinematik erweitert. Fiir System 3 und System 4 wurde gegeniiber den ersten
beiden Problemstellungen die Federsteifigkeit um das 10fache auf ky = 4 - 107 N/um
angehoben. Beim Entwurf liegt dem System 3 eine lineare und dem System 4 eine nichtli-
neare Kinematik zugrunde. Die Untersuchungen mit hoheren Federsteifigkeiten dienen der
Herausarbeitung des Einflusses der Federsteifigkeit im Verhéltnis zur moglichen Struktur-
steifigkeit.

Aus Symmetriegriinden fand die Analyse am halben System statt. Mit 4014, 4-knotigen,
isoparametrischen, 2 x 2 integrierten Scheibenelementen wurde der Entwurfsraum dis-
kretisiert. Zudem wurde von einem ebenen Spannungszustand ausgegangen. Da bilineare
Ansatzfunktionen fiir die Verschiebungen der finiten Elemente gewéhlt wurden, fand ei-
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ne Glattung der Zielfunktion statt (siehe Abschnitt . Die Bereiche an den Auflagern,
am Aktuator und an der Ausgabestelle waren unverdnderlich. Dies hat sich fiir den Ent-
wurfsprozess als giinstig erwiesen, da in den ersten Optimierungsschritten an diesen Stellen
die anfénglich sehr hohen Sensitivitdten zu dominant gewesen wéren. Insbesondere in der
Umgebung des Aktuator- und des Federangriffspunktes wiirde sich die Steifigkeit sofort
stark reduzieren. Weiterhin hat es sich fiir die ersten Optimierungsschritte als giinstig
erwiesen, die Masse nicht konstant, sondern variabel anhand einer Ungleichheitsneben-
bedingung mit vorgegebener Maximalmasse zu definieren. Dadurch wird der Optimie-
rungsstrategie die Moglichkeit gegeben durch anféangliche Herausnahme von Material die
Flexibilitat der Struktur zu erhchen.

Die generierten Strukturen der beiden ersten Entwurfsaufgaben sind in ihrer undefor-
mierten und deformierten Lage in Abbildung (8.3 dargestellt. Die verschiedenen Konfi-
gurationen des Systems 1 sind mit () und die des Systems 2 mit A gekennzeichnet.
System 1 erzielt auf der Basis der linearen Theorie bei einer Aktuatorverschiebung von
ug = T7.5um die Ausgabeverschiebung uy = 80.55 um. Damit ist die geometrische
Ubersetzung 10.74. Wird in einer Nachlaufuntersuchung die geometrische Nichtlinea-
ritdt berticksichtigt, so ‘blockiert’ der Mechanismus bei einer Aktuatorauslenkung von
ug ~ 4.0 um (siche das durch @ gekennzeichnete Bild in Abbildung [8.3). Der Begriff
blockieren wird fiir den Sachverhalt verwendet, dass die oberen Streben bei uy ~ 20.0 um
eine horizontale Lage einnehmen und dadurch die vertikale Relativverschiebung der bei-
den Strebenenden nicht gesteigert werden kann. Durch weiteres Ausfahren des Aktuators
ldsst sich zwar die Ausgabeverschiebung rechnerisch steigern, doch die groflen Deforma-
tionen in Teilbereichen der Struktur, sind beziiglich der Ertragbarkeit seitens des Ma-
terials zu hinterfragen (siehe das durch @ gekennzeichnete Bild in Abbildung 8.3). Es
soll hier angemerkt werden, dass es sich bei dem Ausweichen der Druckstreben nicht um
ein Stabilitdtsphénomen, sondern um ein Spannungs- bzw. Steifigkeitsproblem handelt
(detKr > 0 fir 0 < uy < 7.5um). Das Verhalten zwischen Ein- und Ausgabeverschie-
bung ist in dem oberen Diagramm dargestellt. Wird im Optimierungsprozess nun das

Material:  E-Modul 0.18 N/um? i
Penalty Faktor 8 3.0 v
Masse 20 %
Geometrie:  Struktur 300 x 300 pum
Dicke 7 pum
Aktuator:  Verschiebungsvorgabe 114 = 7.5 um 300
Entwurfsfille:

System 1: lineare Kinematik, ky = 4- 1075 N/um

System 2: nichtlin. Kinematik, ky = 4-107° N/um
System 3: lineare Kinematik, ky = 4-107* N/um = ? - Py
System 4: nichtlin. Kinematik, ky = 4-107* N/um

« 300 »

Abbildung 8.2: Materialdaten, Geometrie und Entwurfsfélle des Beispiels 7
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nichtlineare Strukturverhalten beriicksichtigt, ergibt sich eine verdnderte Struktur (sie-
he das durch A\ gekennzeichnete Bild in Abbildung 8.3)). Die anfingliche geometrische
Ubersetzung ist mit 3.74 deutlich unter der des linear optimierten Tragwerkes, doch die
Struktur des Systems 2 blockiert nicht bis zu der vorgegebenen Aktuatorverschiebung
us = 7.5 um. Die erzielte Ausgabeverschiebung ist mit uy = 44.29 um deutlich hoher
als die des optimierten linearen Systems 1. Die Aktuatorkraft iiber die Aktuatorverschie-
bung ist fiir beide Systeme im unteren, mittleren Diagramm aufgetragen. Dabei steigt fiir
System 1 gegeniiber System 2 die Antriebskraft wesentlich schneller an. In den beiden
auferen Diagrammen sind fiir beide Strukturen die verschiedenen Arbeitsanteile iiber die
Aktuatorverschiebung u 4 aufgetragen. Dabei ist auffallend, dass fiir System 1 die Deh-
nungsenergie ziigig ansteigt. Bei dem direkten Vergleich der Diagramme beider Systeme
sind die unterschiedlichen Skalen zu beachten. Bei System 2 ist erst ab us ~ 6.5 um ein

System 2

Arbeitsanteile [V pm] Aktuatorkraft [N] Arbeitsanteile [V pm]
| 2 |
v
0.3 006- @ (2 | 0.06 4
\1,2
0.2 0.04- A 0.04 W
0.1 Y 0.02- 0.02-
0.0+ 0.00 | T | 0.00-
0 2 4 wuylum] 0 2 4 wuylpum] 0 2 4 wuylpum]

Abbildung 8.3: Ergebnisse fiir System 1 & 2 des Beispiels 7 und deren geometrisch nicht-
lineare Verhaltensweisen
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sichtbarer Anteil der geleisteten Arbeit des Aktuators als Dehnungsenergie in der Struk-
tur gespeichert.

Die generierten Strukturen mit erhchten Federsteifigkeiten sind in Abbildung 8.4 darge-
stellt. Die Ergebnisse des Systems 3 sind mit () und die von System 4 mit A gekennzeich-
net. Die Unterschiede sind, wie erwartet, fiir System 3 & 4 wesentlich geringer als die bei
System 1 & 2. Der linear optimierte Mechanismus blockiert bei der Aktuatorverschiebung
ug = 7.5 um noch nicht und erreicht eine Ausgabeverschiebung von 26.11 um (siehe obe-
res Diagramm und Bild gekennzeichnet mit @) Der nichtlinear optimierte Mechanismus
erzielt zwar nur einen unwesentlich héheren Wert (uy = 26.75 um), doch ist dieser noch
deutlich von einer Blockierung entfernt (siehe Bild gekennzeichnet mit A) Die steilere
Stellung der oberen Streben bei vorgeschriebener Aktuatorverschiebung wirkt sich auf die
Aktuatorkraft positiv aus (siehe mittlere Spalte, unteres Diagramm in Abbildung [8.4).
Die Auswirkung auf die verschiedenen Arbeitsanteile sind in den beiden &ufleren Dia-

System 3 System 4

4
Arbeitsanteile [V pm] Aktuatorkraft [N] Arbeitsanteile [V pm]
| g |
3
0.3 ¥a N 0.091 @ o 4
021 g3 Ya 0.06- 0.10-
W

0.1- 0.03- A\ | 0.05
0.0+ 0.00 | | | 0.00-

0 2 4 wuylpum] 0 2 4 wuylum] 0 2 4 wuylpum]

Abbildung 8.4: Ergebnisse fiir System 3 & 4 des Beispiels 7 und deren geometrisch nicht-
lineare Verhaltensweisen
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grammen dargestellt. Die gespeicherte Energie in der Feder ist fiir beide Entwurfsfélle
zwar anndhernd gleich, doch die geleisteten Arbeiten der Aktuatoren unterscheiden sich
deutlich.

Die vorgestellten Untersuchungen zeigen eindrucksvoll, dass bei vorgegebener Aktuator-
verschiebung die Aktuatorkraft zur Steigerung der geleisteten Arbeit nicht iiber alle Mafle
wéchst. Vielmehr zeigen insbesondere die nichtlinear optimierten Strukturen einen sehr
geringen Anteil an gespeicherter Dehnungsenergie. Hierdurch kommt man dem Ideal ei-
nes Starrkorpermechanismus sehr nahe. Vergleicht man die Entwurfsaufgaben beziiglich
der Federsteifigkeit, so fillt auf, dass die Beriicksichtigung der geometrischen Nicht-
linearitdt umso relevanter wird je flexibler das Werkstiick ist. Dieser Sachverhalt be-
ruht darauf, dass groflere Verschiebungen an der Ausgabestelle moglich sind. Vor allem
durch die Beriicksichtigung des tatséchlich vorhandenen hochgradig nichtlinearen Last—
Verschiebungs—Verhaltens im Entwurfsprozess kann ein frithzeitiges Blockieren des Me-
chanismus vermieden werden.

Die ‘Quasi-Gelenke’ zweier benachbarter Bauteile, welche grofle Winkelverédnderungen
vollbringen miissen, werden immer durch zwei finite Elemente iiber Eck ausgebildet. Ins-
besondere die niedrig gewéhlten Ansatzfunktionen der Elemente begiinstigen diese Be-
strebung. Die tatséchlich vorhandene Beanspruchung in diesen Regionen ist dadurch nur
unbefriedigend abgebildet. Zur Detaillierung der flexiblen Ubergangsbereiche wire eine
Formoptimierung unter Beriicksichtigung des tatsédchlichen Materialverhaltens bei grofien
Verzerrungen notwendig.

8.2 Entwurf von Pfadverfolgungsmechanismen

Im vorangegangenen Abschnitt stand die Maximierung einer Ausgabeverschiebung bzw.
die Maximierung der gespeicherten Dehnungsenergie in einem Werkstiick zur Diskussi-
on. Im Weiteren wird zur Generierung von Pfadverfolgungsmechanismen eine mégliche
Entwurfsformulierung untersucht. Dabei steht die Einhaltung einer vorgegebenen Bahn
im Vordergrund. Nach der Erorterung weiterer relevanter Entwurfskriterien zur Erzie-
lung moglichst eindeutiger ‘0—1" Materialverteilungen wird auf die Sensitivitdtsanalyse
und auf algorithmische Aspekte eingegangen. Anhand eines Greifmechanismus findet die
Verifikation statt.

8.2.1 Entwurfskriterien

An Pfadverfolgungsmechanismen wird die Anforderung gestellt, dass die Deformation re-
levanter, ausgewéhlter Stellen einem vorgeschriebenen Pfad folgen. Tritt der Mechanismus
nach einer vorgegebenen Deformation in Kontakt mit einem Werkstiick, soll die Struktur
weiterhin Steifigkeit aufweisen. Dadurch kénnen Krifte vom Aktuator auf das Werkstiick
iibertragen werden. Zur Sicherstellung einer ausreichenden Flexibilitdt des Mechanismus
wird die Aktuatorkraft limitiert.

Im Folgenden wird zur Generierung derartiger Mechanismen auf die verschiedenen Ent-
wurfskriterien im Detail eingegangen.
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Kontrolle der Deformation

Der Kontrolle des vorgeschriebenen Deformationsverhaltens kommt im Entwurfsprozess
eine bedeutende Rolle zu. Deswegen wird fiir verschiedene diskrete Aktuatorverschiebun-
gen die Lage der zu kontrollierenden Punkte im Raum berechnet. Dieser Sachverhalt ist
in Abbildung [8.5 skizziert. Anschlieend findet eine Abstandsberechnung zwischen der
vorgegebenen Solllage und der vorhandenen Istlage fiir verschiedene Aktuatorstellungen
statt.

Neben der in PEDERSEN ET AL. [93] vorgestellten Kontrolle beziiglich der Fixpunkte
wurden, wie bereits in HOCHHOLDINGER [54] beschrieben, weitere Abstandskriterien im-
plementiert. In Abbildung 8.6 ist fiir den 2-D Fall der Sachverhalt fiir einen Fixpunkt,
eine Linie, einen Kreisbogen und fiir eine Relativverschiebung verdeutlicht. Wegen des
begrenzten Definitionsbereichs findet fiir Linien und Kreisbégen eine Unterscheidung des
Abstandes zwischen den Endpunkten und dem Normalenabstand statt. Der kleinste Ab-
stand ist im Weiteren mafigebend. Wird ein Linienzug definiert, entfallen die Abstands-
berechnungen zu den inneren Knoten. Die Beriicksichtigung von Linien ermoglicht ge-
geniiber den Fixpunkten der Optimierungsstrategie eine groflere Freiheit beim Entwurf
des Mechanismus. Dies gilt ebenfalls fiir das Kriterium der Relativverschiebung. Hier wird
nicht mehr wie bei den vorangegangenen Abstandskriterien die Einhaltung beziiglich einer
Raumkoordinate gefordert, sondern die relative Verschiebung zweier Knoten. Dies kann
insbesondere dann von Interesse sein, wenn die relative Lage zweier Punkte untereinander
fiir den Entwurf von groflerer Bedeutung ist, als jene der absoluten Lage. Ein typisches
Beispiel ist die Kontrolle der Parallelverschiebung von Greifbacken.

Wie die einzelnen Abstandsbetrige |d| in die Definition des Optimierungsproblem einge-
hen ist weiter unten beschrieben.

Steifigkeitskriterien

Die alleinige Kontrolle der Strukturdeformation ist fiir einen Pfadverfolgungsmechanis-
mus mit klarer und steifer ‘0-1" Materialverteilung nicht ausreichend. Dieser Sachverhalt
kann an zwei topologisch und geometrisch dquivalenten, aber in den Dehnsteifigkeiten der

Aktuator

undeformierte Struktur
deformierte Struktur bei ua,

deformierte Struktur bei w4 o

kontrollierter Punkt

Abbildung 8.5: Prinzipskizze des Deformationsverhaltens fiir Pfadverfolgungsmechanis-
men
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« Solllage K ’ [0(2 ﬁ
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Fixpunkt Linie Kreisbogen Relativverschiebung

Abbildung 8.6: Abstandskriterien zwischen Ist— und Solllage

Stdabe unterschiedlichen Mechanismen verdeutlicht werden. Beide Strukturen beschreiben
durch ihre statische Unterbestimmtheit die gleiche Bahn, doch bei Kontakt mit einem
Werkstiick spielt die Steifigkeit eine wesentliche Rolle fiir das mechanische Verhalten. Im
Weiteren wird die Beriihrung des Mechanismus mit dem Werkstiick nicht ‘exakt’ anhand
eines Kontaktalgorithmus gelost, sondern approximativ durch gewichtete Lastfille (siehe
Abbildung 8.7). Dazu werden am Angriffspunkt des Aktuators und am Strukturelement
des Mechanismus, bei dem der Kontakt mit dem Werkstiick vorgesehen ist, Krifte (k4P
bzw. kw Py ) mit noch zu definiernder Grofle aufgebracht. Dabei ist zu beachten, dass
die Position der Greifbacke bei der Kontakt erwartet wird, lediglich Bestandteil der oben
erlauterten Deformationskontrolle ist. Dies hat zur Folge, dass die vorgestellten Steifig-
keitskriterien an den vorgegebenen Aktuatorstellungen ausgewertet werden und nicht,
wenn die Greifbacke die Kontakt—Position einnimmt. Hierdurch ist zwar die Wirklich-
keit nur vereinfacht abgebildet, doch diese Vorgehensweise ermoglicht die Auswertung des
Steifigkeitskriteriums fiir jeden Optimierungsschritt.

Zur Erzielung klarer und steifer ‘0-1" Dichteverteilungen werden verschiedene Entwurfs-
kriterien diskutiert. Prinzipiell kann die Aussage gemacht werden, dass fiir Steifigkeitskri-
terien immer ein Bezug zwischen Kraft und Verschiebung hergestellt werden muss. Zur
vereinfachten Simulation des Kontaktproblems werden im Weiteren gewichtete Lastfille

Problemstellung Kontrolle der Deformation Kontaktproblem
(approximative Losung)
D rw Pw
—— E—
APy KkaPa

Abbildung 8.7: Vorgehensweise beim Greifen eines Werkstiickes
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an der Angriffsstelle des Aktuators (P4) und das mit dem Werkstiick in Kontakt tretende
Strukturteil (Py/) superponiert. Die Ermittlung der Verschiebungen beider Lastfille be-
rubt auf einer linearen Abbildung anhand der tangentialen Steifigkeitsmatrix K, wobei
K eine Funktion der Verschiebungen @ ist und @ zu der vorgegebenen Aktuatorver-
schiebung korrespondiert. Durch die Annahme der Superponierung kann es sich nur um
infinitesimale Verschiebungen handeln. Aus diesem Grund werden diese Verschiebungen
als v bezeichnet und sind strikt von denen der Pfadverfolgung @ zu unterscheiden. Zur
Bestimmung der Verschiebungen v ist es notwendig, dass Ky regulir ist. Da der Ansatz
des Entwurfes auf einem kontinuierlichen Problem beruht (kein Starrkérpermechanismus)
ist dies sichergestellt. Die infinitesimalen Verschiebungen der beiden Lastfille konnen wie
folgt berechnet werden:

Verschiebungen Verschiebungen
aus Aktuatorkraft aus Kontaktkraft am Werkstiick
~ —1 ~ —1 8.13
I/A:KT Py VW:KT Py, ( )

mit KT = KT ('&, 5\)

Die in der folgenden Diskussion benétigten Verschiebungskomponenten werden anhand
von Filtervektoren, wie bereits in Abschnitt[7.1.1 vorgestellt, aus den Losungen der Glei-
chung (8.13) ermittelt:

Verschiebungen Verschiebungen
am Aktuator am Werkstiick

8.14

Lastfall P4 v = I} vy vy = IL vy (8.14)
Lastfall Py VW= I} vy vy = Iy vy

Bei den Verschiebungskomponenten v kennzeichnet der untere Index den Ort der Ver-
schiebung und der obere Index den Ort der Belastung. Zur Realisierung der folgenden
Entwurfskriterien werden Laststeigerungsfaktoren s fiir beide Lastfille eingefiihrt.

Ein mogliches Entwurfskriterium, welches bereits bei HOCHHOLDINGER [54] vorgeschlagen
wurde, ist in Abbildung 8.8/ unter dem Namen ‘Steifigkeitskriterium 1’ dargestellt. Hierbei
handelt es sich um die Minimierung der Verschiebung am Aktuatorpunkt v, unter der
Annahme eines starren Werkstiickes. Fiir dieses Entwurfskriterium wird der Laststeige-
rungsfaktor Ky = 1.0 gesetzt. Zur Ermittlung der ‘Null-Verschiebung’ an der Stelle des
erwarteten Kontakts mit dem Werkstiick wird P4 mit einem Laststeigerungsfaktor x4
skaliert:

W
_hw

v o= kA Uiy F Uy =0 = Ry = mit ky = 1.0 (8.15)

A
Uy

Mit nun bekanntem Laststeigerungsfaktor x4 kann die zu minimierende Verschiebung am
Aktuatorpunkt ermittelt werden:

$f =lval=lra-vi + vy | (8.16)
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Alternativ zu der Annahme von Gleichung (8.15) kénnte sy, variabel definiert werden.
Mit nun vorgegebenem k4 lassen sich die Gleichungen (8.15) und (8.16) folgendermaflen
umschreiben:

A
U =lval=|vi +rw-v} | mit mW:—Z—VVg;M:Lo (8.17)
w

Dabei ist ky der Gleichung (8.17) der Kehrwert von k4 der Gleichung (8.15). Folglich
unterscheiden sich die Zielfunktionswerte der Gleichungen (8.16) und (8.17,) lediglich um
den Quotienten dieser beiden Laststeigerungsfaktoren. Zwar ist fiir das Optimierungser-
gebnis die absolute Last auf der Basis einer linearen Abschétzung der Strukturantwort
ohne Auswirkung (siehe Erlduterungen des Abschnitts 7.1), aber es ist von grofer Wichtig-
keit, dass der Laststeigerungsfaktor x4, und nicht sy eine Funktion der Entwurfsvariablen
ist. Ansonsten konnte eine Struktur entstehen, welche keine Verbindung zwischen Aktua-
tor und Werkstiick besitzt. Dies wird deutlich, da es sich bei dem Steifigkeitskriterium
der Gleichung (8.17,) im Gegensatz zu dem der Gleichung (8.16) um die Simulation einer
Lagerung und nicht um eine Belastung seitens des Werkstiickes handelt. Aufgrund der
Betragsstriche sind die Entwurfskriterien (8.16) und (8.17,) unabhéngig von der Bela-
stungsrichtung des Werkstiickes. Dadurch konnen mit den Steifigkeitskriterien 1a und 1b
nicht direkt kontrolliert werden, ob durch ein weiteres Ausfahren des Aktuators eine ‘rech-
nerische’ Zug- oder Druckkraft in der Kontaktflache entsteht. Indirekt ist eine Druckkraft
allerdings iiber die Kontrolle der Deformation sichergestellt.

Angelehnt an die in Abschnitt 8.1 vorgestellten Entwurfskriterien zur Generierung von
Transport—Mechanismen werden im Folgenden zwei weitere Kriterien aufgezeigt. Diese
unterscheiden sich in der Annahme der Werkstiicksteifigkeit. Fiir das ‘Steifigkeitskriteri-
um 2’; welches ebenfalls in Abbildung 8.8 angegeben ist, wird das Werkstiick als starr
angenommen. Durch die gemeinsame Annahme der starren Werkstiicke gilt die linke
Prinzipskizze der Abbildung (8.8 fiir die ‘Steifigkeitskriterien 1 & 2’. Der folgenden Idee
liegt die Maximierung der auf das Werkstiick wirkenden Kraft bei einer Einheitsverschie-

‘Steifigkeitskriterium 1 & 2’

‘Steifigkeitskriterium 3’

Aktuator
RA - PA

N _ AN
\ undeformierte Struktur
Deformation bei Kontakt

zusatzliche infinit. Deformation

kw - Pw = kw - kw - vw

Abbildung 8.8: Prinzipskizze der Steifigkeitskriterien fiir Pfadverfolgungsmechanismen
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bung am Aktuatorpunkt zugrunde. Dazu wird der Laststeigerungsfaktor des Aktuators in
Kka = ka-kw aufgeteilt, wobei ky der Laststeigerungsfaktor des Werkstiicklastfalles ist. So-
mit ergibt sich der Laststeigerungsfaktor <4 durch die Bedingung der Null-Verschiebung
am Werkstiick zu:

wy = HW</%A-VVA; + VXVV> —0 = = —Z—VX (8.18)
\—/_/ 1%.%
=0

Mit der Bedingung der Einheitsverschiebung am Aktuator v, = 1.0 kann nun ky, ermit-
telt werden:

1

- 8.19
/%A~UAA + VXV ( )

Iiw</%A'l/£+l/K/>:1 — gf:—f{w:

Es ist noch anzumerken, dass dieses Kriterium vorzeichenbehaftet ist und die Gleichungen
(8.18) und (8.19) auf den angegebenen Richtungen der Abbildung 8.8 beruhen.

Das ‘Steifigkeitskriterium 3’, welches in der rechten Prinzipskizze der Abbildung dar-
gestellt ist, beriicksichtigt nun die Flexibilitdt des Werkstiickes approximativ durch eine
Feder mit der Steifigkeit ky,. Die Vorgehensweise der Herleitung des Entwurfskriteriums
ist dquivalent zu der des zweiten Kriteriums. Gleichung (8.18) erweitert sich auf:

w P 'k’_l
pw (Fa-vib + 0l + Pu ki) =0 = fa = AT IW R (g o)
. -~ 7/ VW
=0

und die Bestimmungsgleichung fiir den Laststeigerungsfaktor xy, infolge der Einheitsver-
schiebung am Aktuator ist wiederum:

3 1

RW<I%A'V2+I/K/>:1 — 3= -k = — (8.21)

Ra - VAA + VK/
Auch dieses Problem ist wie das vorherige vorzeichenbehaftet. Dieses Kriterium ist iden-
tisch dem des Transport—Mechanismus und die Nachgiebigkeit der Feder steuert die geo-
metrische Ubersetzung (siehe Gleichung (8.5)).

Die Ziele und die Annahmen der einzelnen Steifigkeitskriterien sind zur Ubersicht in der

Tabelle zusammengefasst.

Kontrolle der Aktuatorlast

Im Gegensatz zu den in Abschnitt [8.1 diskutierten Transport—Mechanismen ist hier prin-
zipiell eine Einbindung der zur Bewegung des Mechanismus notwendigen Aktuatorlast in

Kriterium Ziel Annahme Werkstiick
sf min. Aktuatorverschiebung | Einheitsbelastung Werkstiick starr
of min. Aktuatorverschiebung | Einheitsbelastung Aktuator starr
if max. Kontaktkraft Einheitsverschiebung Aktuator starr
3 max. Kontaktkraft Einheitsverschiebung Aktuator | flexibel

Tabelle 8.1: Zusammenfassung der Steifigkeitskriterien
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den Entwurfsprozess notwendig. Dies begriindet sich dadurch, dass in dem Entwurfskrite-
rium der Pfadverfolgung keine Aussage iiber die in der Struktur gespeicherten Dehnungs-
energie enthalten ist. Um eine ausreichende Flexibilitdt des Mechanismus zu gewéhrleisten
wird die notwendige Aktuatorlast zur Verfolgung des vorgeschriebenen Pfades in den Ent-
wurfsprozess mit eingearbeitet. Der Betrag des Laststeigerungsfaktors der Aktuatorlast A
wird fiir den letzten Verschiebungsschritt ng auf den Wert A beschrénkt.

Definition des Optimierungsproblems

Die vorangegangenen drei unterschiedlichen Kriterien zur Generierung von Pfadverfol-
gungsmechanismen miissen nun zu einem Optimierungsproblem zusammengefasst werden.
Hierbei stellt sich die Frage, welche Kriterien als Zielfunktion und welche als Nebenbe-
dingung eingearbeitet werden. Da iiber die Erreichbarkeit der Solldeformation einzelner
Stellen des Mechanismus kaum eine Aussage getroffen werden kann, ist es sinnvoll dieses
Kriterium der Zielfunktion zuzuweisen. Dazu werden die Summen der Abstandsbetrige
|d| der zu kontrollierenden Knoten zu ihren Solllagen zu einem Wert fd zusammengefasst:

fd = i %( dOé; : |d;‘> (8.22)

i=1 j=1

wobei ¢ hier der Summationsindex iiber alle Aktuatorstellungen n; ist. Der Index j ist
eine fortlaufende Nummer fiir alle zu kontrollierende Abstéinde n); der Aktuatorstellung
1. Mit den Parametern da; besteht die Moglichkeit der Wichtung einzelner Komponenten
untereinander. Hierdurch kann die bevorzugte Einhaltung relevanter Solllagen erzielt wer-
den. Gleichung (8.22) stellt dabei die Wichtungsmethode der Mehrkriterienoptimierung,
wie sie in Abschnitt 2.2 bereits beschrieben wurde, dar.

Wie bei der Deformationskontrolle ist bei den Steifigkeitskriterien eine Aussage iiber die
Erreichbarkeit kaum moglich. Aus dieser Uberlegung heraus ist es sinnvoll, diese beiden
Anteile zu einer skalarwertigen Zielfunktion zu vereinigen. Da es sich bei der Pfad- und
Steifigkeitskontrolle um Groflen handelt, welche sich im Optimierungsverlauf unterschied-
lich verhalten, scheint eine Gewichtung anhand der GERMEIER—Methode (siche Abschnitt
2.2) zweckméfig. Diese Art der Wichtungsmethode hat den Vorteil, dass sie dem Wunsch
einer anfinglichen Ubergewichtung der Bahnkontrolle entgegenkommt. Durch die Betrags-
funktion der Gleichung (8.22) ist der Wertebereich fiir f; auf positive Werte beschrankt.
Dies gilt allerdings nicht fiir die ‘Steifigkeitskriterien 2 & 3’. Damit sich ihre Anteile fg
am Zielfunktionswert bei Erhohung der Struktursteifigkeit nicht auf null reduzieren, ist
ein Verschieben (§a;) mit gleichzeitigem Skalieren (§a;) der einzelnen Steifigkeitswerte
4f] notwendig;

Fs = dai+ Zal-iff i g=1la,10,2,3 (8.23)
i=1 j=1

mit den Gewichtungsfaktoren éaé. > 0; goz; >0

wobei hier j der Summationsindex iiber alle Steifigkeitskriterien der Aktuatorstellung ¢
ist.
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Unter der Beriicksichtigung einer maximal zulédssigen Masse im Entwurfsraum und den
Zielfunktionsanteilen f; und fg gestaltet sich das Optimierungsproblem folgendermafien:

1 - .
r%in —1In (ep'fd + ep'f5> mit 0 <p <
p

. pl I dQf —m <0 5 A, = A <0 (8.24)
=1
= oQ

0 < s, <s < gy

Die Begriindung fiir die Wahl einer Massen—Ungleichheitsnebenbedingung wird in dem
Beispiel des Abschnitts[8.2.4] gegeben.

8.2.2 Sensitivitidtsanalyse

In dem vorangegangenen Abschnitt wurden die Entwurfskriterien fiir Pfadverfolgungs-
mechanismen vorgestellt. Das Kriterium der Bahnabweichung enthélt lediglich Verschie-
bungskomponenten der endlichen Verschiebungen @ . Dadurch ist die zugehorige Sensiti-
vitdtsanalyse mit der fur Transport—-Mechanismen identisch (siche Abschnitt 8.1.2). Da
bei der Bestimmung der Bahnabweichungsgradienten unter Vorgabe einer Aktuatorver-
schiebung die Sensitivitat des Laststeigerungsfaktors )\ ebenfalls bekannt sein muss, wird
im Weiteren nur auf die Sensitivitdtsanalyse der Steifigkeitskriterien eingegangen.

Sensitivititsanalyse der Steifigkeitskriterien

Die drei vorgestellten Steifigkeitskriterien beruhen auf Verschiebungsgréfien zweier Lastfal-
le, welche durch die lineare Abbildung der tangentialen Steifigkeitsmatrix K des Verschie-
bungszustandes @ ermittelt wurden. Hierdurch ist die folgende Herleitung der Sensitivitét
der Verschiebungen v mit der des Kriteriums ‘End—Steifigkeit’ des Abschnitts 7.1.2 ver-
wandt. Unterschiedlich ist lediglich das von den Entwurfsvariablen abhéngige Lastniveau
A. Zur Bestimmung dieser Abhéngigkeit wird, wie in Abschnitt/8.1.2, die Verschiebung des
Aktuatorknotens wiahrend des Optimierungsprozesses als konstante Grofie eingearbeitet.
Ausgehend von der folgenden Gleichung:

il [ Krv — PZ-} — [R - XPA] =0 (8.25)
—_—— —_——
ist die Sensitivitdt der einzelnen Verschiebungskomponenten 1/; (mit i = A, W und

j = A, W) der beiden Lastvektoren Py und Pyy:
Vs = — i’ V& Ky v + plb [v;f”R — Vsh PA] (8.26)

Die unbekannten Groflen der Gleichung (8.26) sind wie folgt zu bestimmen:

A1

n = K; I, (8.27)
A1 ~
p; = Ky [IJ@T Vu K Vj} (8.28)

~

R -1
Vsh = Af ViR [l Pa (8.29)
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Die Gleichungen (8.27) bis sind in der angegebenen Reihenfolge auszuwerten. Auf-
grund identischer expliziter Ableitungen ist es sinnvoll, fiir die Gleichungen (8.26]) und
(8.29) die einzelnen Komponenten simultan auszuwerten.

Da die Bestimmung der Sensitivitéiten der einzelnen Steifigkeitskriterien (siche Gleichun-
gen (8.15) bis (8.21)) keine Probleme aufwerfen, wird auf deren Darstellung verzichtet.

8.2.3 Algorithmische Umsetzung

Gegeniiber der algorithmischen Umsetzung der Transport—Mechanismen (siche Abschnitt
8.1.3) erfordert hier die Bahnkontrolle eine vollstdndige Neuanalyse der Struktur nach der
Modifikation des Entwurfs. Prinzipiell wiren zwei verschiedene Strategien denkbar. Erste-
re wiirde auf der Basis von gespeicherten Verschiebungsfeldern die Ungleichgewichtskréfte,
welche durch neue Steifigkeitsverhéltnisse entstehen, wieder ausgleichen. Fiir den Entwurf
von Pfadverfolgungsmechanismen wurde allerdings als zweiter Vorschlag eine vollstandi-
ge Neuanalyse der Struktur gewéhlt. Dies beruht auf den Erfahrungen, welche bei den
Transport—Mechanismen gewonnen wurden. Wie bereits in Abschnitt 8.1.3 erldutert wur-
de, treten bei der Ausbildung von Gelenken Probleme bei der Gleichgewichtsiteration auf.
Nahere Angaben konnen dem Abschnitt [8.3 entnommen werden.

8.2.4 Beispiel 8: Greifmechanismus

Anhand eines Greifmechanismus, der zwei unterschiedlich groffe quadratische Werkstiicke
exakt greifen soll, wird das Verfahren der Bahnkontrolle verifiziert. Die strukturelle Si-
tuation ist in Abbildung|8.9 angegeben. Die vorgegebene Bahn kann der Detailskizze ent-
nommen werden. Die Sollbahn ist durch einen Viertelkreis (VK) mit einer anschliefenden
Geraden vorgegeben. Diese Gerade ist in zwei Linien (G1 & G2) unterteilt, um die Fix-
punkte bei erwartetem Kontakt mit den Werkstiicken einzuarbeiten. Zur Bahnkontrolle
der Greifbacken werden fiir sechs gleiche Verschiebungsschritte a 1 ym am Aktuatorpunkt
@ verschiedene Deformationen vorgeschrieben. Abbildung(8.9 enthélt die Liste der Soll-
lagen, welche die obere Ecke der Greifbacke in Abhéngigkeit der Aktuatorposition @
einnehmen soll. Zur Sicherstellung einer vertikalen Position der Greifbacken wird bei den
Verschiebungsschritten, bei denen der Kontakt erwartet wird, eine horizontale Relativver-
schiebung zwischen oberer und unterer innerer Ecke der Backen eingearbeitet. Die Wich-
tungsfaktoren 4o fiir die Abweichungen von der Solllage (siche Gleichungen (8.22)) sind
fiir den Viertelkreis und fiir die Geraden 1.0 . Um den Kontakt mit den Werkstiicken bei
entsprechender Vorgabe der Aktuatorposition zu gewéhrleisten, wird diese Abweichung
von der Solllage mit dem Faktor 10.0 gewichtet. Die héchste Gewichtung von 20.0 fiir die
vertikale Position der Backen bei erwartetem Kontakt wurde gewéhlt, um sicherzustellen,
dass die Werkstiicke nicht nur punktuell gegriffen werden.

In einer Voruntersuchung wurden die verschiedenen Steifigkeitskriterien des Abschnitts
8.2.1 ohne Bahnoptimierung in der undeformierten Konfiguration untersucht. Die Be-
schreibung der Ergebnisse und die Wahl des Kriteriums fiir den zu optimierenden Greif-
mechanismus erfolgt nach der Problembeschreibung.

Zur Sicherstellung der ausreichenden Flexibilitédt des zu generierenden Mechanismus wird
die Antriebskraft des Aktuators auf einen Wert von 4.5 - 1073 N anhand einer Ungleich-
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Material: E-Modul
Penalty—Faktor
Masse

Geometrie: Struktur
Maulbreite

Schritte a 1 um

Detail Maul: VK

Bahnkontrolle:
Verschiebungsschritt 1:
Verschiebungsschritt 2:
Verschiebungsschritt 3:
Verschiebungsschritt 4:
Verschiebungsschritt 5:
Verschiebungsschritt 6:

grofles Werkstiick 62 x 62 pum
kleines Werkstiick 44 x 44 um
Versatz Werkstiicke 3.6 um -

Aktuator: 6 verschiebungskontrollierte

Sollbahn von auflen nach innen:

0.21 N/um? I

3 35
23 %

400 x 400 um 400
98 um

1o

am Aktuator @ 400

Gl G2 kleines Werkstiick

olo X 3.6

«~ 44,

grofles Werkstiick
-« 062

- Viertelkreis (VK)

- Gerade 1 (G1)

- Kontakt mit groflem Werkstiick (KG)
- Gerade 2 (G2)

- Kontakt mit kleinem Werkstiick (KK)

VK mit ja =1.0

VK oder G1 mit 4o = 1.0

G1 mit 4o = 1.0

KG mit jo = 10.0 und Backe vertikal mit ;oo = 20.0
G2 mit g = 1.0

KK mit za = 10.0 und Backe vertikal mit zo = 20.0

Abbildung 8.9: Materialdaten, Geometrie und vorgegebene Bahn des Beispiels 8
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heitsnebenbedingung beschrankt.

Fiir den Entwurfsraum werden fiir das halbe System 3715, 4-knotige, 2 x 2 integrierte
Scheibenelemente verwendet. Die Bereiche der Auflager und des Aktuators sind nicht
variabel definiert. Dies hat sich in Vergleichsrechnungen als giinstig erwiesen, da die
anfdngliche Auseinanderbewegung der Backen und die zu hohe Aktuatorlast bei homoge-
ner Dichteverteilung im Entwurfsraum zu einer ziigigen Entnahme des Materials in diesen
Bereichen fiihrte. Insbesondere die komplette Entnahme des Materials in der Umgebung
des Aktuatorangriffspunktes hat eine anndhernde Null-Deformation der Backen zur Folge
und kann zu einer Stagnation im Entwurfprozess fiihren (lokales Optimum). Durch den
nicht variablen Bereich findet in den ersten Optimierungsschritten lediglich eine Entnah-
me oberhalb des Aktuatorpunktes statt und die entstehende Struktur schlieit seitlich an
den fixen Bereich an.

Die Masse im Entwurfsraum ist auf 23 % der maximal moglichen beschrinkt. Fiir die
anfinglich hohere Gewichtung der Bahnkontrolle hat sich gezeigt, dass eine Entnahme
der Masse im Entwurfsraum fiir den Optimierungsprozess giinstig ist. Aus diesem Grund
wurde die fiir den Entwurf zur Verfiigung stehende Masse anhand einer Ungleichheitsne-
benbedingung restringiert. Fiir den Wiedereinbau der zulédssigen Masse ist das im Laufe
des Optimierungsprozesses dominanter werdende Steifigkeitskriterium verantwortlich.
Bevor auf die Generierung des Pfadverfolgungsmechanismus eingegangen wird, soll zu-
erst qualitativ eine Untersuchung der unterschiedlichen Steifigkeitskriterien erfolgen. In
Abbildung 8.10 sind fiir die drei Steifigkeitskriterien des Abschnitts 8.2.1 die generierten
Topologien dargestellt, wobei zusétzlich beim ersten Steifigkeitskriterium zwischen Glei-
chung (8.16) (Kriterium 1la) und Gleichung (8.17) (Kriterium 1b) unterschieden wird.
Die Optimierung fand in der undeformierten Lage statt, d. h. die tangentiale Steifigkeits-
matrix der Gleichung (8.13) reduziert sich auf den linear elastischen Anteil. Die bei-
den oberen Strukturen wurden mit dem ‘Steifigkeitskriterium 1’ ermittelt, wobei fiir das
linke System der Laststeigerungsfaktor des Aktuators und fiir das rechte System der
des Werkstiickes variabel war. Mit verdnderlicher Werkstiicklast wird eine unbrauchba-
re Struktur entwickelt, die keine Verbindung zwischen Aktuator und Werkstiick mehr
aufweist. Die oben aufgefithrten Erlduterungen des Abschnitts 8.2.1 zur Wahl des va-
riablen Laststeigerungsfaktors sind dadurch verifiziert. Die beiden unteren Strukturen
entstanden anhand der ‘Steifigkeitskriterien 2 & 3’. Die Zielfunktion fiir beide Entwiirfe
ist die Maximierung der Kontaktkraft zwischen Werkstiick und Greifbacken. Diese beiden
Strukturen unterscheiden sich zwar in ihrem topologischen Aufbau, aber beide Tragwer-
ke iiben eine Druckkraft auf das Werkstiick aus. Durch die beriicksichtigte Flexibilitat
des Werkstiickes bei dem ‘Steifigkeitskriterium 3’, reprasentiert durch eine Feder mit der
Steifigkeit k, = 2.1-107N/um, besitzt diese Struktur ausgepriigte ‘Gelenk-Bereiche’.
Durch diese Bereiche wird die zur Stauchung der Feder notwendige Flexibilitét erzielt.
Ein weiterer, interessanter Aspekt fillt bei dem Vergleich der generierten Entwiirfe auf.
Werden fiir die Entwiirfe der Kriterien 2 & 3 die Bahnbewegungen untersucht, so bewegen
sich diese bereits in die richtige Richtung. Fiir den Entwurf des ‘Steifigkeitskriteriums 1a’
ist dies allerdings nicht zutreffend (Zug). Zur Verdeutlichung dieses Sachverhaltes sind die
Kraftvektoren Py und By in Abbildung/8.10 dargestellt.

Zur Generierung des Pfadverfolgungsmechanismus wird, aufbauend auf der vorangegange-
nen Untersuchung, das ‘Steifigkeitskriterium 2’ zur Erzielung klarer ‘0-1" Materialvertei-
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lungen verwendet. Die Auswertung dieses Kriteriums erfogt in den Verschiebungsschritten
4 und 6 (erwarteter Kontakt mit Werkstiicken). Der entwickelte Mechanismus ist in Ab-
bildung 8.11| dargestellt. Weiterhin sind die deformierten Strukturen beim tatséichlichen
Kontakt mit dem grofien bzw. dem kleinen Werkstiick angegeben. In den drei Diagrammen
ist das Deformationsverhalten der linken Backe mit ihrem Sollverhalten verglichen. Durch
die geringe Gewichtung der Bahnabweichung bei den ersten drei Verschiebungsschritten
fallen die Absténde zum Viertelkreis und zur ersten Geraden deutlich aus. Die horizonta-
le Verschiebung der Backe ist geringer als vorgegeben. Dadurch wird eine etwas groflere
Aktuatorverschiebung zum Greifen der Werkstiicke benétigt. Das untere Diagramm zeigt
die horizontale Differenzverschiebung von der oberen und der unteren Ecke der Backe in
Abhéngigkeit zur horizontalen Verschiebung der oberen Ecke. Die hochste Gewichtung
dieser Entwurfskomponente zeigt deutlich seine Wirkung, denn die Backe bewegt sich in
einer annéhernd vertikalen Position.

Es soll noch angemerkt werden, dass fiir dieses Beispiel eine Zweischritt—Strategie fiir
das Optimierungsproblem notwendig war. In dem ersten Schritt war das Optimierungs-
problem identisch zu dem der Gleichung (8.24). Bei einem Zielfunktionswert der Bahn-
abweichung von circa 0.2 traten Oszillationen bei der Modifikation der Entwurfsvaria-
blen auf. Ein Wert von f; = 0.2 ist bereits unter Beriicksichtigung der oben genannten
Wichtungsfaktoren ein sehr geringer Wert. Die Oszillation im Entwurfsprozess beruht

Steifigkeitskriterien :

‘Kriterium 1a’

Gleichung (8.16)

‘Kriterium 1b’
Gleichung (8.17)

‘Kriterium 2’
Gleichung (8.19)

‘Kriterium 3’
Gleichung (8.21)

$PA

Abbildung 8.10: Generierte Struktur fiir die unterschiedlichen Steifigkeitskriterien des
Beispiels 8
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Topologie des Greifmechanismus Deformation bei Kontakt mit grofem Klotz

v
4+
L //
20/
H
0 1 1 1 1 1
0 1020 wug [pm)]
v
4r
e
2+ // Deformation bei Kontakt mit kleinem Klotz
H
0 1 1 1 1 1
0 10 20 uG) [um] —— ——  DBahnlinie der Solldeformation
uD - UG [pm] + Solldeformation bei

erwartetem Kontakt mit Klotzen

oo f\
00F——————= ——  Bahnlinie der Istdeformation

-0.1F

Lo X Istdeformation bei
0 10 20 u@ [im] erwartetem Kontakt mit Klotzen

Abbildung 8.11: Generierte Struktur und deren Deformationsverhalten des Beispiels 8
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auf unterschiedlichen Vorzeichen der Gradienten der Zielfunktionsanteile, welche sich im
Extremfall sogar gegenseitig autheben konnen. In dem zweiten Schritt wurde zur Infor-
mationsanreicherung fiir die Optimierungsstrategie die Bahnabweichung im Weiteren als
Ungleichheitsnebenbedingung beriicksichtigt. Der zulédssige Maximalwert der Abweichung
wurde, unter Beriicksichtigung der oben stehenden Wichtungsfaktoren, auf einen Wert
von 0.25 gesetzt. Mit dieser zusétzlichen Information konnte eine relativ deutliche ‘0-1’
Materialverteilung erzielt werden. Die lediglich geringfiigige Verschlechterung der Bahn-
abweichung bei der zweiten Entwurfsphase begriindet sich dadurch, dass fiir den Idealfall
eines Starrkorpermechanismus die beschriebene Bahn unabhéingig von der Steifigkeit der
Struktur ist. Ob diese Zweischritt—Strategie prinzipiell fiir diese Art von Optimierungs-
problemen notwendig ist, miissten weitere numerische Untersuchungen zeigen.

In einer Nachlaufanalyse wurde untersucht, wie sensitiv die Aktuatorkraft zur Deforma-
tion des Mechanismus in Bezug zu dem Penalty-Faktor des SIMP-Ansatzes ist. Dazu
wurde fiir die generierte Struktur der Penalty—Faktor von 3.5 auf 2.5 reduziert. Es ergab
sich daraus ein Anstieg der maximalen Aktuatorkraft um circa 45%. Dieser deutliche An-
stieg begriindet sich in der relativ hohen Steifigkeit der pordsen Bereiche im Verhéltnis zu
der fast kinematischen Struktur. Weiterhin ist, wie bereits in dem Beispiel des Abschnitts
8.1.4 erlautert, das mechanische Verhalten der flexiblen Ubergangsbereiche zwischen den
steifen Strukturelementen nur unzureichend erfasst. Diese beiden Sachverhalte verdeutli-
chen die Parameterempfindlichkeit des Problems und machen die Vorgabe einer maximal
zuldssigen Antriebskraft nur sehr schwer moglich. Aus diesem Grund sollte die Neben-
bedingung der Antriebskraft in der Entwurfsphase der materiellen Topologieoptimierung
lediglich als Hilfsmittel gesehen werden, um Entwiirfe zu generieren, welche Stellen mit
sinnvollen Einschniirungen enthalten.

Wie bei den Transport-Mechanismen traten Probleme bei der Gleichgewichtsiteration
auf. Den Hintergrund dieses Problems und ein moéglicher Losungsvorschlag enthélt der
folgende Abschnitt.

8.3 Konvergenzprobleme bei der Gleichgewichtsite-
ration

Dieser Abschnitt zeigt den Hintergrund fiir die aufgetretenen Konvergenzprobleme bei der
Gleichgewichtsiteration der vorangegangenen Beispiele auf. Weiterhin wird ein moglicher
Losungsvorschlag, welcher erfolgreich bei den Beispielen der Abschnitte 8.1.4 und 8.2.4
angewendet wurde, angegeben. Da die folgenden Probleme bei beiden vorangegangenen
Entwurfsaufgaben auftraten, sollen sie an dieser Stelle unabhéngig vom Optimierungspro-
blem diskutiert werden.

Schlechtes Konvergenzverhalten, aber auch Divergenz, tritt immer dann auf, wenn Ele-
mente mit sehr geringer Steifigkeit von Elementen mit deutlich héherer Steifigkeit um-
geben sind. Unter Verwendung des ST. VENANT-KIRCHHOFFschen—Materialgesetzes in
Kombination mit den GREEN—LAGRANGEsche—Verzerrungen strebt die im Element ge-
speicherte Dehnungsenergie nicht gegen unendlich fiir detF — 0 (ein Volumenelement
wird auf ‘Nullvolumen’ komprimiert, siche Gleichung (4.7)). Aufgrund dieser Tatsache ist
es wihrend des Iterationsprozesses numerisch moglich, Elemente mit negativer Determi-
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nante des Deformationsgradienten zu erhalten. Dieser Sachverhalt ist in Abbildung [8.12
fiir einen Zwischenzustand des Entwurfsprozesses fiir den in Abschnitt 8.2.4 beschriebenen
Greifmechanismus dargestellt. Die gestrichelte Linie in der Detailzeichnung der Dichte-
verteilung markiert die Elemente, welche wahrend des Deformationsprozesses ‘negatives
Volumen’ erhalten. Das linke FE-Netz in Abbildung 8.12| verdeutlicht diesen Effekt. Ein
Indikator fiir diesen Sachverhalt ist, dass die tangentiale Steifigkeitsmatrix eine negative
Determinante hat.

Es soll an dieser Stelle nochmals darauf hingewiesen werden, dass das ST. VENANT—
KIRCHHOFFsche-Material nicht zur Beschreibung grofler Verzerrungen geeignet ist (siehe
Abschnitt'4.1.3). Zur Vermeidung derartiger Probleme wird die volumenspezifische Verzer-
rungsenergiefunktion Wy fiir das ST.VENANT-KIRCHHOFFsche-Material (4.10) kiinstlich
nur fiir den Optimierungsprozess um den Term (detF')™" erweitert:

1 1
Wg = ——— |=AtrE)? tr £2 .
S = ey | E) FurE?) (530

ST.VENANT — KIRCHHOFF

Neben A und p ist n ein weiterer Materialparameter. Eine detaillierte Herleitung des dar-
aus folgendenWerkstoﬁtensors ist in Anhang/B/gegeben. Unter Verwendung des Werkstof-
fes auf der Basis von Gleichung (8.30) wird die ‘Uberlappung’ von Elementen vermieden
und eine deutlich bessere Konvergenz erzielt. Den Effekt dieser Erweiterung von Wy zeigt
das rechte FE-Netz in Abbildung [8.12.

Dichteverteilung

Netzdeformation bei Verwendung des

linearen Materials nichtlinearen Materials

T

Abbildung 8.12: Ursache der Konvergenzprobleme bei der Gleichgewichtsiteration
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Die Unterschiede zwischen den beiden Werkstoffen (W{ nach Gleichung (4.10) und Wif
nach Gleichung (8.30)) werden im Weiteren noch analytisch anhand eines Wiirfels mit
der Kantenlidnge a aufgezeigt (siehe Abbildung(8.13). Der Wiirfel wird unter Behinderung
der Querdehnung einaxial gedehnt und gestaucht. Die beschreibenden Gleichungen fiir
diesen Fall konnen der Abbildung/8.13 entnommen werden. Weiterhin sind die Funktions-
verldufe zur Verdeutlichung zweier, wichtiger Erkenntnisse grafisch dargestellt. Zum einen
zeigt das bereits erwithnte Verhalten der Dehnungsenergie, dass fiir detF' — 0 Wi gegen
unendlich strebt. Zum anderen ist fiir den Entwurf von Mikrostrukturen von Bedeutung,
dass sich die Energieverldufe in der Umgebung des dehnungslosen Zustandes gleichen.
Dadurch ist sichergestellt, dass der Einfluss des Materialparameters n fiir den Entwurf
unbedeutend ist.

In PEDERSEN ET AL.[93] werden dquivalente Probleme fiir das Mechanismendesign ange-
sprochen. Dort werden die Freiheitsgrade, welche nur von hochporésen Elementen umge-
ben sind, aus dem Konvergenzkriterium herausgenommen. Dieser Losungsvorschlag konn-
te hier leider nicht erfolgreich eingesetzt werden. Ein wesentliches Problem dieses Verfah-
rens stellt die Vorgabe des Grenzwerts dar. Weiterhin ist der Fall von einem hochpordsen
Element zwischen angrenzenden steifen Elementen, wie sie besonders bei Gelenken auftre-
ten, nicht abgedeckt. In BRUNS & TORTORELLI [24] und BUHL ET AL.[27] wurden bereits
fiir die Steifigkeitsoptimierung von Scheiben, unter Beriicksichtigung der geometrischen
Nichtlinearitéit, Konvergenzprobleme festgestellt. BRUNS & TORTORELLI benutzen eben-
falls ein hyperelastisches Materialgesetz zur Behebung dieses Problems. In der Arbeit von
BUHL ET AL.[27], die sich mit der Steifigkeitsoptimierung unter Beriicksichtigung der geo-
metrischen Nichtlinearitdt beschéftigt, ist der gleiche Ansatz wie bei PEDERSEN ET AL.
[93] zu finden. Warum in der vorliegenden Arbeit derartige Konvergenzprobleme bei der
Steifigkeitsoptimierung nicht auftraten, mag am Typ des mechanischen Modells (Schale
bzw. Platte statt Scheibe) und an der Belastungshohe liegen.

1 u 1u*\2
* W () (35
@\ S 2_+H a+2a2
i _wi. (1 E>_”
“ G
st&—i—ﬁ}
A | Wi mit n =15
“a 2.0 - W mit n = 0.5
Z, W v=w=0,u=1u |
T 1.0 -
./YZ,U i
\x,u 0.0 ‘ | ‘ u
a

—1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0

Abbildung 8.13: Verzerrungsenergieverlauf fiir unterschiedliche hyperelastische Werkstoffe
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Kapitel 9

Stabilitidtskriterien in der
Strukturoptimierung

Dieses Kapitel widmet sich der Beriicksichtigung von Stabilitétskriterien in der Struktur-
optimierung. Im Zusammenhang mit der Formoptimierung wird diese Problematik seit
langerer Zeit diskutiert. Fiir diese Fragestellungen sind unter anderem die Arbeiten KHOT
ET AL. [62], KAMAT & RUANGSILASINGHA [59], BECKER [7] und REITINGER & RAMM
[104] zu erwdhnen. Die Berechnungen der kritischen Punkte fanden sowohl anhand einer
linearen Vorbeulanalyse als auch anhand einer vollstindig nichtlinearen Strukturanalyse
statt. Weiterhin wurden die Stabilitédtskriterien in das Optimierungsproblem als Zielfunk-
tion oder Nebenbedingung eingearbeitet. Die Arbeit von REITINGER & RAMM ist insofern
hervorzuheben, da sie neben einer vollstdndig nichtlinearen Strukturanalyse ebenfalls die
Problematik der Imperfektionsempfindlichkeit im Optimierungsprozess beriicksichtigt.
In der Topologieoptimierung sind dagegen nur wenige Arbeiten bekannt, die sich mit dieser
Fragestellung beschéftigen. In NEVES ET AL. [88] und MAUTE [78] wird die Maximierung
der kleinsten Instabilitétslast auf der Basis einer linearen Vorbeulanalyse diskutiert. Die
Arbeit von BRUNS ET AL. [23] untersucht die Fragestellung, inwiefern Strukturen mit ge-
wollten Durchschlagspunkten generiert werden kénnen. In BUHL ET AL. [27] und BRUNS
& TORTORELLI [25] wird gezeigt, dass durch Steifigkeitsoptimierung indirekt Strukturen
ohne Instabilitdtsproblem generiert werden kénnen. Dies trifft allerdings nur fiir Durch-
schlagsprobleme zu.

Im Folgenden werden verschiedene Fragestellungen untersucht. Abschnitt 9.1 behandelt
den Einfluss von Stabilitdtsnebenbedingungen. Die Bestimmung des Instabilitdtspunktes
findet anhand einer linearen Vorbeulanalyse statt. Weiterhin steht ein Ansatz zur Diskus-
sion, wie bei der materiellen Topologieoptimierung den lokalen Beulmoden in hochpordsen
Bereichen begegnet werden kann.

In Abschnitt 9.2 wird auf die Erweiterung einer geometrisch nichtlinearen Strukturanalyse
eingegangen. In diesem Zusammenhang wird die Auswirkung geometrischer Imperfektio-
nen untersucht. Die Suche nach der mafigebenden Imperfektionsform behandelt der letzte
Abschnitt 9.3 dieses Kapitels. Da das Thema nicht zu den klassischen Fragestellungen der
Strukturoptimierung gehort, wird es in einem separaten Abschnitt behandelt.
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9.1 Kritische Punkte bestimmt durch eine Eigenwert-
analyse

Gegeniiber der Formoptimierung gibt es nur wenige Arbeiten, welche sich mit dem Pro-
blem des Stabilitdtsphdnomens in der materiellen Topologieoptimierung befassen. Die
Beriicksichtigung dieses Phdnomens bei dem prinzipiellen Entwurf eines Tragwerks ist
von grofler Bedeutung. Da vor allem die Topologieoptimierung oft ein Generator von
schlanken Stabwerksstrukturen ist, sollte die Gefahr des Knickens bzw. Beulens im Ent-
wurf Beriicksichtigung finden. Derzeitig liegen lediglich die Arbeiten von NEVES ET AL.
[88] und MAUTE [78] vor, die sich mit dieser Fragestellung in der materiellen Topolo-
gieoptimierung beschéftigten. Ziel beider Arbeiten war die Maximierung der kleinsten
kritischen Last bei vorgegebener Masse im Entwurfsraum. Die zu optimierenden Bereiche
dienten dabei im Wesentlichen nicht der Lastabtragung, sondern lediglich der Aussteifung
der Struktur. In der Arbeit von MAUTE wird erwéhnt, dass eine Maximierung der klein-
sten kritischen Last fiir Strukturen ohne festes vorgegebenes Traggeriist nicht erfolgreich
ist. Numerische Untersuchungen zeigten, dass bei derartigen Optimierungsproblemen die
erzielten Ergebnisse oft hohe Anteile hochpordser Bereiche aufweisen. Aus diesem Grund
steht hier bei der Anwendung nicht die Maximierung des kritischen Lastniveaus im Vor-
dergrund. Da die Steifigkeitskriterien, wie sie bereits in Kapitel 7/ diskutiert wurden, zu
interpretierbaren ‘0—1" Ergebnissen fiihren, wird das Instabilitdtsverhalten im Optimie-
rungsproblem mit zusétzlichen ny, Nebenbedingungen beriicksichtigt:

min
yin fu

Nele ~
Z[/p|J|dQ}—m:0 N —A<0,i=1,...,n (9.1)
=1
0 < s, <s < gy
wobei hier fy nach Gleichung (7.2) auf der Basis einer linearen Kinematik ausgewertet

c

wird. Die Laststufe bei der Instabilitéit eintritt ()\;), wird anhand einer noch zu definie-
renden Eigenwertanalyse und einer zugehorigen Abschitzung nach Gleichung (4.37) bzw.
(4.38) berechnet und gegen den Laststeigerungsfaktor/cl abgesichert. Die Beriicksichtigung
mehrerer Eigenwerte ist sinnvoll, da es ansonsten zu oszillierenden Beulmoden wéahrend
des Optimierungsprozesses kommen kann.

Im Weiteren wird auf die Sensitivitédtsanalyse kurz eingegangen. AnschlieBend wird ein
Losungsvorschlag zur Vermeidung von Beulmoden in hochportsen Bereichen aufgezeigt.
Ein abschliefendes Beispiel zeigt die Wirkungsweise der Stabilitdtsnebenbedingungen in
der Strukturoptimierung.

9.1.1 Sensitivitidtsanalyse einfacher kritischer Punkte

Auf der Basis einer linearen Theorie ldsst sich folgendes Eigenwertproblem aus der For-
mulierung (4.35) bzw. (4.36) ableiten:

[Ke + A Kg} o, =0 (9.2)
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Dabei ist, wie bereits in Abschnitt [4.2.2] erwéhnt, K, die linear elastische und K, die
geometrische Steifigkeitsmatrix. Der Anteil der zweiten geometrischen Steifigkeitsmatrix
K gH (4.21) ist in K, nicht enthalten, da hier lediglich kleine Deformationen beriicksichtigt
werden. Wahrend K, nur explizit von den Entwurfsvariablen s abhéngt, ist K, zusétzlich
eine Funktion von den diskreten Verschiebungen u , die aus der linearen Theorie bestimmt
werden:

u = AK,'P mit A\ =10 (9.3)
Durch die Definition A = 1 in Gleichung (9.3) entsprechen die abgeschiitzten kritischen

Laststufen \; nach Gleichung (4.38) den Eigenwerten ); nach Gleichung (9.2).

Die Ausgangsgleichung fiir die adjungierte Sensitivitédtsanalyse ergibt sich durch Vormul-
tiplikation der Gleichung (9.2) mit den Eigenformen W; und der anschliefenden Erwei-
terung um das Produkt von LAGRANGE-Multiplikatoren g mit der linearen Gleichge-
wichtsaussage (9.3):

xI/T[K v S\iKg]\Ili . [Ke u — P] — 0 (9.4)
_6_/

Durch die Kontraktion der Gleichung (9.2) mit ¥; kann die Ermittlung der Sensitivitét

der Eigenformen vermieden werden. Mit Hilfe des Vektors von LAGRANGE-Multiplikato-

ren kann analog zu Abschnitt [7.1.2, die Bestimmung des Gradienten der Verschiebungen

vermieden werden. Die totale Ableitung der Gleichung (9.4) nach den Entwurfsvariablen
ist:

U [V K, + VoA K+ M VK| W - uT VK u - VP |+
[Xi\l:ng\I:i UK. }vsu ~ 0 (9.5)
e

Die Sensitivitit der Eigenwerte \; erhilt man durch Umformung der Gleichung (9.5):
Yok = 0T [VEK, + ), v;ng} o7 4 pT [VS‘”KE u — V;””P] (9.6)
wobei der Vektor von LAGRANGE-Multiplikatoren wie folgt zu bestimmen ist:
o= N\K! [\Il}’ WK, \1:} (9.7)
und zusétzlich die Bedingung:
V'K, U =1 (9.8)
erfiillt sein muss. Dies gelingt durch entsprechende Skalierung des Eigenvektors. Es ist
noch anzumerken, dass die Gleichungen (9.6)-(9.8) nur fiir einfache Eigenwerte giiltig

sind. Da im Weiteren die Instabilitédtslaststufen als Nebenbedingungen in das Optimie-
rungsproblem eingehen, ist die Gefahr mehrfacher Eigenwerte sehr gering.

9.1.2 Beulmoden in hochporosen Bereichen bei der materiellen
Topologieoptimierung
In den Arbeiten ROZVANY ET AL. [111] sowie ROZVANY und ZHOU [112] wurde auf einen

Effekt bei der Querschnittsoptimierung von Fachwerken hingewiesen, bei dem die Re-
duzierung der Abmessungen einzelner Stibe zu deren Instabilitdt fithrt. Dies begriindet
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sich dadurch, dass sich die Biegesteifigkeit bei kleiner werdenden Abmessungen schneller
reduziert als die Dehnsteifigkeit. Hierdurch kann eine Reduzierung der Querschnittsab-
messungen auf eine untere Restriktion unmoglich werden. Bei der materiellen Topologie-
optimierung treten dquivalente Probleme auf. Aus diesem Grund wurde zur Vermeidung
dieser ‘kiinstlichen’ Instabilititen fiir die materielle Topologieoptimierung von Scheiben-
problemen von NEVES ET AL. [88] und spéter von MAUTE [78] die geometrische Stei-
figkeitsmatrix unterhalb eines zu definierenden Schwellenwerts der Dichte py,, zu null
gesetzt. In der weiteren Arbeit von NEVES ET AL. [89], welche sich mit dem Beulen von
periodischen Mikrostrukturen beschéftigt, kommt ebenfalls diese Idee zum Einsatz. Nach-
teil dieses Verfahrens ist, dass durch die nicht differenzierbare Stelle bei py;,, Oszillationen
im Optimierungsverlauf auftreten kénnen.

Werden anhand von Schalen- bzw. Faltwerkselementen die Beulmoden aus der Struktur-
ebene heraus beriicksichtigt, so konnen mit Hilfe ‘geschichteter’ Penalty—Faktoren der-
artige Eigenformen in hochportsen Bereichen vermieden werden. Unter dem Begriff ‘ge-
schichtet’” wird hier verstanden, dass die gesamte Dicke in drei Bereiche aufgeteilt wird.
Die &ufleren beiden Schichten erhalten zur Bestimmung des effektiven E-Moduls einen ei-
genen Penalty—Faktor (. Die Dichten sind fiir alle Schichten gleich. Ist der Penalty—Faktor
in den beiden dufleren Schichten geringer als jener im Kernbereich des Querschnitts, so
ergibt sich bei Herausnahme des Materials eine schnellere Reduktion der Dehnsteifigkeit
als die der Biegesteifigkeit. Da die fiir die geometrische Steifigkeitsmatrix mafigebende
Membrankraft von der Dehnsteifigkeit abhéngt und zum anderen das Beulversagen von
dem Biegewiderstand abhéngt, konnen lokale Beulmoden in hochporésen Bereichen ver-
mieden werden.

Zur Verdeutlichung der Wirkungsweise der ‘geschichteten’ Penalty—Faktoren dienen im
folgenden zwei akademische Beispiele. Der erste Fall ist ein analytisches Beispiel und zeigt
die prinzipielle Problematik auf. Der zweite Fall zeigt die untersuchten Effekte anhand
eines iibersichtlichen, numerischen Beispiels. In Abbildung 9.1 ist eine ebene Zweistabkon-
struktion dargestellt, anhand der das Problem analytisch veranschaulicht wird. Fiir den in
der Strukturebene beulgefdhrdeten rechten Druckstab sind die Schichten der unterschied-
lichen Penalty—Faktoren iibereinander angeordnet. Die einzige verdnderliche Gréfe ist die
Dichte des rechten Druckstabes py. Fiir die anderen Gréflen sind zur Vereinfachung der
beschreibenden Strukturgleichung Zahlenwerte vorgegeben.

Die Beziehung zwischen der Druckkraft in der rechten Strebe und der Dichte 70! ist:

0.2/)@5 + 0.8/)%
Ny = :
® 1+0200 +080%

(9.9)

Fiir den kleinsten positiven kritischen Laststeigerungsfaktor ergibt sich fiir dieses System
die Beziehung:

b2, (0.488pé1> + 0.512;)@2))(1 + 0.2pg1> + U.Sp%)
N 3 (0.2[6 + O.8pé2>) P

(9.10)
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AP N Aufbau: Parameter:
AN 5 AN o AN .1 =100 b =1.00
1
\, t; =0.10 t=0.80
Eo, t, b Euppit, b t2
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Abbildung 9.1: Wirkungsweise der geschichteten Penalty—Faktoren in der materiellen To-
pologieoptimierung

Im Falle gleicher Penalty—Faktoren kann ein Grenzwert fiir A ungleich null bestimmt wer-
den: )
¢ 25
lim A==

Die unteren Diagramme der Abbildung 9.1 zeigen die ausgewerteten Gleichungen (9.9) und
(9.10) fiir unterschiedliche Kombinationen von Penalty—Faktoren. Diese Kombinationen
wurden so gew#hlt, dass durch die Ahnlichkeit der Beziehung zwischen N@ und 70 alle
drei Fille vergleichbar werden (siehe linkes Diagramm). Fiir den Fall identischer Penalty—
Faktoren (8; = (2 = 1.8) — dies entspricht dem homogenen bzw. traditionellen Fall —
reduziert sich der kritische Laststeigerungsfaktor kontinuierlich mit der Herausnahme des
Materials. Die Losung ohne Steifigkeit der rechten Druckstrebe (p® = () ist in diesem
System nicht enthalten (siehe Gleichung (9.10)). Ein System ohne rechte Druckstiitze
hingegen wiirde kein Stabilitdtsproblem fiir positive Laststeigerungswerte aufzeigen, was
gleichbedeutend mit \ = oo ist. Dieser Sachverhalt ist als singuléres Optimumﬁ bekannt
und kann durch numerische Optimierungsstrategien nicht gefunden werden. Nur eine Un-
tersuchung mit verédnderter Topologie der Struktur wiirde hier Aufschluss geben.

Wird nun eine Schichtung der Penalty—Faktoren 3 vorgenommen, so verdeutlicht das rech-
te Diagramm der Abbildung (9.1, dass die urspriinglich ‘unendlich schmale Nische’ fiir A\
mit PG — 0 aufgeweitet werden kann (Regularisierung des Problems). Der Minimalwert

von A und dessen Lage ist nun durch die Wahl von 3; und (3; kontrollierbar. Hier gilt, dass
fir groBer werdende Unterschiede der Penalty—Faktoren $; und 3, sich der Minimalwert

fiir )C\ erhoht.

'Ein singuldres Optimum ist dadurch gekennzeichnet, dass der Losungsraum in der Umgebung der
Losung eingeschrénkt ist, d. h. der vorhandene Unterraum ist kleiner als der, der durch die Entwurfsva-
riablen aufgespannt ist.
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Aus den Diagrammen der Abbildung (9.1 kann nun fiir verschiedene Entwurfsaufgaben
das Verhalten eines moglichen Optimierungslaufes abgeleitet werden. Wiirde als Zielfunk-
tion die Maximierung der kleinsten kritischen Last definiert werden, so ergébe sich fiir
gleiche Penalty—Faktoren PR = 1.0 und fiir abgestufte Penalty—Faktoren wiirde 70 auf
die untere Restriktion gesetzt werden. Wére die Zielfunktion z. B. die Masse der gesam-
ten Struktur und als Ungleichheitsnebenbedingung kédme die kleinste kritische Last zum
Einsatz, so wiirde fiir gleiche Penalty—Faktoren die Losung ein ‘pordser’ Stab sein. Fiir
abgestufte Penalty—Faktoren konnte wiederum 70 auf die untere Restriktion gesetzt wer-
den.

Nach dem vorangegangenen, analytischen Beispiel wird der Ansatz ‘geschichteter’ Penalty—
Faktoren an einem weiteren numerischen Beispiel getestet. Auf der linken Seite der Ab-
bildung[9.2/ist das Tragwerk mit den zugehorigen Parametern dargestellt. Dabei handelt
es sich um zwei Stiitzen, die anhand eines gemeinsamen Stempels belastet werden. Die
rechte der beiden Stiitzen ist am Fuflpunkt eingespannt. Das Prinzip des Schichtenaufbaus
und die Definition der Faktoren #; und (5 konnen der Abbildung 9.2 entnommen werden.
‘System 1’ hat einen homogenen und ‘System 2’ einen geschichteten Aufbau der Penalty—
Faktoren. Zur Vergleichbarkeit der Entwiirfe wurden fiir System 2 die Penalty—Faktoren
so gewahlt, dass sich jeweils die zwei ersten Eigenwerte der Ausgangsstrukturen beider
Systeme gleichen (A} ~ A2 und A} ~ \2).

Dieses akademische Beispiel ermdglicht sehr anschaulich, die unterschiedlichen Wirkungs-

Parameter: Aufbau:
[ =500 b =10.00 — Y System 1 (51 /(2 = 3.0/3.0)
1
t1 =0.5 t2=5.0 to Dichte Beulmode 1 ~ Beulmode 2
Ey=1000.0 P=800.0 t . . . .
[ | [ |
ﬁl 52 1 | 1 |
AP
T | | B/ Ba
l = 50310
i — 1.8/45

System 2 (1 /02 = 1.8/4.5)
Dichte Beulmode 1 Beulmode 2

pT

2.0
1.0

0.0 T T T T T
1 10 20 Iterationen

Abbildung 9.2: Numerisches Beispiel zur Verifizierung geschichteter Penalty—Faktoren
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weisen der Ansétze darzustellen. Das zur Verfiigung stehende Material erlaube lediglich
die Ausbildung einer Stiitze mit Vollmaterial (Masse = 50%, fiir den Entwurf konstant).
Bei der Strukturanalyse werden nur die Beulmoden in der Ebene untersucht. Das Ziel
der Optimierung ist die Maximierung des kleinsten Eigenwerts. Insgesamt wurden die
zwei kleinsten Eigenwerte berechnet und anhand der GERMEIER-Methode (2.13) (p = 5,
wy; = we = 1) zu einer skalarwertigen Zielfunktion zusammengefasst.

Auf der rechten Seite in Abbildung 9.2 sind die generierten Strukturen dargestellt. Fiir
das System 1, welches einen homogenen Aufbau (8; = ;) hat, bricht die Optimierungs-
strategie bei einem Tragwerk mit pordsen Stiitzen ab. Die Losung (siehe Diagramm in
Abbildung[9.2) konvergierte ziigig gegen den ersten Instabilitétspunkt bei A} = 0.972 und
den zweiten von A} = 1.045 . Mit den geschichteten Penalty-Faktoren (System 2) wird
nun eine eindeutige Materialverteilung erzielt. Die voll ausgebildete, eingespannte Stiitze
versagt bei einem Laststeigerungsfaktor von A\? = 1.702. Dagegen beult die hochpordse
Stiitze erst bei einem Lastwert von A3 = 2.454 und blendet sich dadurch eigenstindig
aus dem Optimierungsproblem aus. Dadurch wird die tatséchliche und intuitiv erwartete
Losung gefunden.

Anmerkungen zur Optimierung von Eigenfrequenzen

Ein artverwandtes Problem tritt bei der Optimierung von Eigenfrequenzen auf, wie sie
z.B. in D1Az und KikucHI [34], BENDS@E und KikucHI [12] oder MAUTE [78] unter-
sucht wurden. In diesem Fall ist der Effekt von Eigenformen in hochporésen Bereichen
noch deutlicher als bei der Beriicksichtigung des Beulphédnomens im Optimierungsprozess.
Dies beruht auf dem Sachverhalt, dass fiir Eigenwerte die Masse (ermittelt iiber die Dich-
te) nicht durch Faktoren bestraft wird. Hingegen sind bei Stabilitdtsuntersuchungen die
Spannungen an die Steifigkeiten gekoppelt, welche wiederum eine Funktion der bestraften
Dichten sind.

9.1.3 Beispiel 9: Beriicksichtigung von Stabilitdtsnebenbedin-
gungen

Ziel dieser Untersuchung ist es den Einfluss von Stabilitdtsnebenbedingungen bei der
Steifigkeitsoptimierung aufzuzeigen. Die Material- und Geometriedaten sowie die Last-
angaben sind fiir einen wandartigen Trager in Abbildung 9.3 dargestellt. Die Struktur
ist an den Stirnseiten eingespannt. Weitere Lager befinden sich an der Stelle der kurzen
Linienlast in beiden horizontalen Richtungen. Dieses Scheibenproblem wurde bereits von
MAUTE [78] und SCHWARZ [116] auf die Maximierung der Duktilitdt hin optimiert. Hier
finden im Weiteren Untersuchungen fiir drei unterschiedliche Systeme statt. System 1 ist
die klassische Aufgabenstellung der Topologieoptimierung. Unter Vorgabe der Masse wird
die steifste Struktur unter Vernachlissigung des Stabilitdtsphdnomens wahrend des Op-
timierungsprozesses ermittelt. Die Aufgabenstellung des Systems 2 ist gegeniiber System
1 um die Begrenzung positiver kritischer Lastniveaus von A 4+ = 1.2 erweitert. Zusétzlich
zu System 2 enthélt System 3 die Mindestanforderung an negative Instabilitdtsniveaus
(kritische Laststufe bei Lastumkehr, [A,| > 1.2). Wegen der zugrunde gelegten linearen
Kinematik ist die Lastrichtung fiir die Auswertung der Zielfunktion sowie der Neben-
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Materialdaten: E-Modul 3.0 - 10"kN/m?
Querdehnzahl 0.0

5.0

Masse 25 %
Geometrie: Scheibe 20.0 x 5.0 m
t=0.20m
Lénge Linienlast 0.20 m
Belastung: Grundlast P= 8400kN

Lastniveau Zielf. X\ = 1.0
Entwurfsfialle: System 1: ohne Beulnebenbedingung

System 2: mit Beulnebenbedingung /3 L >1.2

System 3: mit Beulnebenbedingungen |/li] >1.2

geschichtete Penalty—Faktoren 3: ¢, =10% £, =1.5—25
ty =80% P2 =25-—3.5

Abbildung 9.3: Geometrie, Lasten und Materialdaten des Beispiels 9

bedingungen ohne Belang. Um ein Oszillieren der Beulform der betragsméfig kleinsten
Eigenwerte zu vermeiden, wurden die vier kleinsten positiven kritischen Laststufen fiir Sy-
stem 2 bzw. jeweils die drei betragsméflig kleinsten positiven sowie negativen Lastniveaus
fiir System 3 im Optimierungsprozess beriicksichtigt. Zum effektiven Auffinden der fiir
die Nebenbedingungen mafigebenden Eigenwerte wurde ein Suchalgorithmus, gekoppelt
an den verwendeten Sub—Space-Eigenwertloser, implementiert.

Aus Symmetriegriinden fand die Optimierung am halben System statt. Die dadurch
entstehende Einschrankung auf symmetrische Beulformen erwies sich im Nachlauf als
zuléssig. Die Beulform des betragsméafig kleinsten Eigenwertes ist symmetrisch.

Fiir den hier beschriebenen Fall, bei dem die Instabilitédt der Struktur als Nebenbedingung
in den Entwurfsprozess eingeht, ist es sinnvoll, die Penalty—Faktoren innerhalb des Opti-
mierungslaufs zu staffeln. Hierdurch kann der Startentwurf mit anfénglich geringen Wer-
ten fiir die Penalty—Faktoren im zulédssigen Bereich des Entwurfsraums platziert werden
(groBere Steifigkeit — grofiere kritische Last). Die im Optimierungsprozess anwachsenden
Penalty—Faktoren sorgen fiir die gewiinschte deutliche ‘0-1" Verteilung des Materials.
Fiir die Topologieoptimierung kamen fiir das halbe System 800, 8—knotige, isoparametri-
sche, unterintegrierte Schalenelemente zum Einsatz. Mit den links angeordneten Bildern
der Abbildung [9.4] sind die generierten Topologien der Systeme 1-3 dargestellt. Unter
Vernachlassigung von Stabilitdtskriterien wurde mit System 1 eine Struktur entwickelt,
welche die Belastung iiber lange Druckstreben zu den Auflagern abtrégt. Die im Nachlauf
ermittelten betragsméfig kleinsten positiven und negativen Eigenwerte sowie der Wert
der Zielfunktion sind in der Tabelle der Abbildung 9.4 angegeben. Der kleinste positive
kritische Laststeigerungsfaktor liegt mit ca. 1.0 unterhalb dem fiir System 2 und 3 ge-
fordertem Wert. Die Erweiterung auf System 2 fithrt zu einer Hingestruktur mit einem
eingehaltenen kritischen positiven Lastniveau. Durch die Biege— und Torsionssteifigkeit
der Unterspannung ist eine resultierende Auflagerkraft oberhalb des Lastangriffspunktes
moglich (Problem des poltreu belasteten Stabes, siehe auch Abbildung 9.9). Fiir eine
Lastumkehr wére fiir dieses Tragwerk allerdings bereits ab einem Lastniveau von 0.85 ein
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Formoptimierung

Topologieoptimierung

R

System 1

System 2 @

System 3 @

Topologieoptimierung Formoptimierung

System 1 | Dehnungsenergie 84.94 kNm 63.74 kNm

mind, 0.99 1.02

max_ —2.45 —7.07
System 2 | Dehnungsenergie 88.40 kNm T1.18 kNm

mini, 2.25 2.41

maxA_ —0.85 ~1.01
System 3 | Dehnungsenergie 94.21 kNm 63.52 kNm

min}, 1.38 1.91

maxA_ —1.28 —2.13

Abbildung 9.4: Generierte Strukturen des Beispiels 9 und deren Vergleich
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kritischer Zustand erreicht. Die generierte Topologie des Systems 3 ist eine Kombination
der Ergebnisse von 1 und 2. Die fiir beide Lastrichtungen stabilisierende Wirkung der
sich kreuzenden Zug— und Druckstreben bewirkt die Einhaltung der geforderten Stabi-
litdtsniveaus. Zwar sind in keinem der drei Félle die Nebenbedingungen fiir die kritischen
Lastniveaus im Optimum aktiv, doch ihre Beriicksichtigung wéhrend des Optimierungs-
prozesses bewirkt die Topologieinderung. Der Vergleich der Dehnungsenergien zeigt, dass
die vorgegebenen Begrenzungen der kritischen Lastniveaus sich negativ auf den Zielfunk-
tionswert auswirken.

Eine anschlieende Formoptimierung soll die tatséchliche Leistungsfahigkeit der anhand
der Topologieoptimierung generierten Strukturen aufzeigen. Ein automatisiertes Verfah-
ren, wie es von MAUTE & RaAMM [81] zur Uberfithrung von Topologieoptimierungser-
gebnissen in ein CAGD orientiertes Formoptimierungsmodell vorgestellt wurde, wird hier
nicht angewendet, da die Art und Weise der Parametrisierung schwer zu kontrollieren
ist. Hier wird ein analoges Verfahren zu OLHOFF ET AL. [91] eingesetzt, bei dem auf ei-
ne nichtadaptive Topologieoptimierung eine Formoptimierung folgt. Die Strukturen der
anschlieBenden Feinjustierung anhand einer Formoptimierung sind mit den rechten Bil-
dern der Abbildung 9.4 dargestellt. Das halbe System 1 wurde dabei mit 6 BEZIER—
Splines und 4 linearen LAGRANGE-Interpolationen parametrisiert. Die Ubergéinge be-
nachbarter BEZIER-Splines sind dabei C'-kontinuierlich. Insgesamt wurden von den 22
Design-Knoten 28 Bewegungsmoglichkeiten in der Tragwerksebene variabel definiert. Die
Freivernetzung der durch die Design—Kanten beschriebenen Fléache erfolgte anhand der
in REHLE [101] erlduterten ‘advancing front’-Methode. Das halbe System wurde anhand
598, 8-knotigen, isoparametrischen, unterintegrierten Schalenelemente diskretisiert. Zwar
konnte fiir die formoptimierte Struktur die Dehnungsenergie gegeniiber der Topologieopti-
mierung deutlich gesenkt werden, doch die Stabilitétskriterien sind weiterhin nicht aktiv.
Fiir System 2 erfolgte die Parametrisierung des Optimierungsproblems und die Vernetzung
der Struktur anhand der oben genannten Vorgehensweise. Die Beschreibung der Beran-
dung erfolgte mittels 8 BEZIER-Splines und 7 linearen LAGRANGE-Interpolationen sowie
3 BEzZIER-Splines fiir die Aufficherung der Druckstrebe. Die Anzahl der unabhingigen
Optimierungsvariablen ist 50 und die der eingesetzten finiten Elemente 688. Wie bereits
in System 1 konnte die Zielfunktion deutlich verbessert werden. Dies ist im Wesentlichen
auf die groflere Untergurthohe zuriickzufithren. Die Dimensionen der Auffacherung und
der Aussparung am Endauflager wurden gegeniiber denen der Topologieoptimierung ver-
grofert.

Die Parametrisierung des Systems 3 fiir die Formoptimierung erfolgte anhand 19 BEZIER—
Splines und 7 linearen LAGRANGE-Interpolationen. Hieraus ergaben sich dann 80 un-
abhéngige Entwurfsvariablen. Die Diskretisierung erfolgte mittels 916 finiten Schalenele-
menten. Trotz der schlank wirkenden Streben werden fiir System 3 ebenfalls die geforder-
ten Stabilitatskriterien durch die Kreuzung von Zug— und Druckstreben erfiillt. Die extrem
diinnen Streben, welche die beiden duflersten kleinen Locher an der Lasteinleitungsstelle
voneinander trennen, kénnen allerdings in ihrer mechanischen Relevanz angezweifelt wer-
den.

Bei dem Vergleich, der in der Tabelle der Abbildung 9.4 aufgefiihrten mechanischen Kenn-
grofien der sechs untersuchten Strukturen, fillt die Dehnungsenergie des formoptimierten
Systems 3 aus der erwarteten Reihenfolge. Das fiir die Topologieoptimierung verwendete
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Material (SIMP—Ansatz, vgl. Abschnitt [5.1) ist sub-optimal und neigt zur Konzentration
des zur Verfiigung stehenden Materials auf wenige Strukturelemente. Da die Nebenbedin-
gungen der dritten Entwurfsaufgabe eine aufgelostere Struktur erzwingen, wie sie ebenfalls
unter Verwendung des optimalen ‘rank-n Laminates’ entstehen wiirde, ist in der Formop-
timierung diese iiberdurchschnittliche Verbesserung gegeniiber der Topologiecoptimierung
moglich.

9.2 Kritische Punkte beil nichtlinearen Strukturana-
lysen

Im vorangegangenen Abschnitt 9.1 wurde bereits auf die Beriicksichtigung des Instabi-
litdtsproblems im Optimierungsprozess eingegangen. In diesem Abschnitt wird die Erwei-
terung anhand einer exakten Stabilitdtsuntersuchung aufgezeigt. Das ‘erweiterte System’,
wie es in Abschnitt 4.3.2 beschrieben wurde, findet hier Anwendung. Dadurch ist eine
aussagekriftige Bestimmung des kritischen Lastniveaus ebenfalls bei einem nichtlinearen
Vorbeulverhalten moglich. Diese Verhaltensmuster zeigen im Weiteren insbesondere geo-
metrisch imperfekte Tragwerke.

Auf die Problematik von Beulmoden in hochporésen Bereichen wurde bereits im vor-
angegangenen Abschnitt eingegangen. Das dort beschriebene Verfahren zur Vermeidung
derartiger Probleme wird auch hier eingesetzt. Des Weiteren wird wie in dem voran-
gegangenen Abschnitt nur auf Fragestellungen mit Instabilitétsnebenbedingungen einge-
gangen, da nur dadurch Optimierungsprobleme ohne feste Tragstrukturen aussagekriftige
Ergebnisse liefern. Die kleinste kritische Last der perfekten Struktur AP wird anhand des
‘erweiterten Systems’ direkt berechnet. Von dieser Laststufe aus werden hohere kriti-
sche Punkte \; anhand der Eigenwertanalyse (4.36) in Kombination mit dem Kriterium
(4.38) abgeschiitzt und gegen den Laststeigerungsfaktor/i abgesichert. Dadurch kénnen
fiir die perfekte Struktur Oszillationen der Beulmoden, zugehérig zum kleinsten kritischen
Laststeigerungsfaktor, innerhalb des Optimierungsprozesses vermieden werden. Fiir das
imperfekte Tragwerk wird dagegen lediglich die kleinste kritische Last A’ berechnet. Eine
Absicherung gegen hohere Instabilitétslasten, wie es fiir die perfekte Struktur erfolgt, wird
nicht angestellt, da in der Regel imperfekte Tragwerke durch die geometrische Imperfek-
tionsform weniger kritische Punkte aufweisen. Das Optimierungsproblem lésst sich dann
wie folgt darstellen:

Héin fq mit q =V, v, EC

Nele
Z[/p|.f| dQ] =0 (9.12)
=1 Q

WoX<0 ;o Mod<0 o A-A<0.i=1..m,

0 < s <s < gy

Die Definitionen der Steifigkeitskriterien kénnen Abschnitt [7.1.1 entnommen werden.

Im Folgenden wird auf die verschiedenen Méglichkeiten der Sensitivitidtsanalyse von kriti-
schen Laststeigerungsfaktoren eingegangen. Weiterhin lésst sich die Wahl der Eigenwert-
formulierung anhand der Sensitivitdtsanalyse begriinden. Ein anschlieender Abschnitt
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beschéftigt sich mit der Umsetzung des notwendigen Algorithmus zur Bestimmung aller
mechanischen Groflen des Optimierungsproblems. Ein weiteres Beispiel, bei dem das Im-
perfektionsverhalten eine wichtige Rolle spielt, dient der Verifizierung des vorgestellten
Verfahrens.

9.2.1 Sensitivitit einfacher kritischer Punkte und Eigenwerte

Fiir die Sensitivitidtsanalyse von einfachen kritischen Lastfaktoren sind zwei verschiedene
Vorgehensweisen, je nach Typ des kritischen Punktes, moglich. Der erste Typ ist sowohl
fiir Verzweigungs— als auch fiir Durchschlagspunkte zuléssig. Fiir Durchschlagspunkte ist
des Weiteren eine selbstadjungierte Vorgehensweise moglich. Mit Gleichung (4.42) ist ein
mathematisches Unterscheidungskriterium zwischen beiden Versagensmechanismen gege-
ben. Im Weiteren wird dann auf die Sensitivitdtsanalyse der Imperfektionsform und der
Eigenwerte, bestimmt anhand des Eigenwertproblems (4.36), eingegangen. Inwiefern die
Sensitivitatsgleichungen direkt bestimmter kritischer Punkte mit denen von Eigenwerten
iibereinstimmen, ist die letzte Fragestellung dieses Abschnitts. Im Folgenden wird bei der
Herleitung der Sensitivitéten nicht unterschieden, ob es sich um den kritischen Punkt des
perfekten oder imperfekten Tragwerks handelt. Davon ausgenommen ist die Ableitung
der Imperfektionsform.

Allgemeine Sensitivitédtsanalyse einfacher kritischer Punkte

Zur Ermittlung der Gradienten eines kritischen Laststeigerungsfaktors A beziiglich der
Entwurfsvariablen kann wie bei den erweiterten Systemen (siche Abschnitt von ver-
schiedenen Formulierungen ausgegangen werden. Zuerst soll auf der Basis von I%T ¢ =0
die Bestimmungsgleichung fiir den Gradienten der kritischen Laststufe beziiglich der Ent-
wurfsvariablen erfolgen. Anschlieend erfolgt die Diskussion auf der Grundlage des De-
terminantenkriteriums.

Wie in den vorangegangenen adjungierten Sensitivitdtsanalysen wird die Ausgangsglei-
chung wiederum mit der erfiillten Gleichgewichtsbedingung (4.26) erweitert:

T _CT c _c‘ _
o7 Kr ¢ —ja [R 0)\ P] 0 (9.13)
=0 =

wobei hier () den Bezug zu dem kritischen Lastniveau kennzeichnet. Durch die Verjiin-
gung des Instabilitatskriteriums mit dem Singularitédtsvektor lasst sich unter Beriicksichti-
gung der Symmetrie von Kr die Bestimmung dieser Sensitivitdt vermeiden. Die Vorge-
hensweise der hier aufgezeigten Gradientenbestimmung ist analog zu denen der voran-
gegangenen und wird aus diesem Grund kurz gehalten. Nach der totalen Ableitung der
Gleichung (9.13) wird der adjungierte LAGRANGE-Vektor fi verwendet, um die Bestim-
mung des Gradienten der Verschiebungen zu vermeiden. Die Sensitivitdt des kritischen
Laststeigerungsfaktors ergibt sich zu:

Vs = —[¢T VeKr ¢ — fil (v;xé Y v;wp)} 5" P! (9.14)
wobei (1 folgendermafien zu bestimmen ist:

= Ki' [0 Vukr ¢ (9.15)
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Zur effektiven Auswertung des Klammerausdruckes der Gleichung (9.15) sei auf Abschnitt
6.4 verwiesen. Weiterhin muss beachtet werden, dass Gleichung (9.15) nur dann ausgewer-
tet werden kann, wenn der instabile Punkt nicht exakt bestimmt wurde, sondern unter
Verwendung einer Penalty—Formulierung (siehe Abschnitt [4.3.2) lediglich ein Gleichge-
wichtspunkt in der Nachbarschaft des singuldren Punktes bestimmt wurde.

Wird nun das Instabilitatskriterium von Gleichung (9.13) gegen das des Determinanten-
kriteriums ausgetauscht, so ist die Ausgangsgleichung fiir die Sensitivitdtsanalyse:

detKy —g" | R —\-P| =0 (9.16)
—— T
=0 =

Im Weiteren soll nur die totale Ableitung des ersten Terms nach den Entwurfsvariablen
untersucht werden:

Vsdet Ky = Viydet Ky Vst + V<tdet Ky (9.17)
Daraus kann der erste Term z. B. nach CIARLET [31] wie folgt bestimmt werden:
Vudet Ky Vst = det Ky tr[kgl (vu Kr vsﬂﬂ (9.18)

Neben dem Sachverhalt, dass Vsu fiir das Losen des adjungierten Problems nicht aus
der Spurfunktion herauslosbar ist, ist selbst fiir eine direkte Sensitivitdtsanalyse die Aus-
gangsgleichung (9.16) nicht geeignet, da fiir jede Entwurfsvariable so viel rechte Seiten wie
Systemfreiheitsgrade zu 16sen sind (Operation innerhalb der eckigen Klammer). Analoge
Probleme treten, wie bereits in Abschnitt [4.3.2 beschrieben, bei der Formulierung eines
erweiterten Systems zur Berechnung von singuldren Punkten auf. Es soll hier noch ange-
merkt werden, dass die Wahl der Formulierung des erweiterten Systems nicht mit der der
Sensitivitdtsanalyse iibereinstimmen muss, da alle Instabilitdtskriterien in ihrer Aussage
dquivalent sind.

Sensitivitidtsanalyse einfacher Durchschlagspunkte

Im Gegensatz zur vorangegangenen allgemeinen Herleitung ist fiir Durchschlagspunkte
eine effizientere Gradientenbestimmung moglich. Ausgegangen wird von folgender Glei-
chung:

C

qu[R —)C\~P]:O (9.19)
0
und damit ist die totale Ableitung:

¢ |Kr Vsti + VSR — Vs\ - P —\-V&¥P| =0 (9.20)

Bei der Betrachtung der Gleichung (9.20) fillt auf, dass der erste Term ¢ Kr =0 gleich
der Bedingung fiir einen kritischen Punkt ist und deshalb die Sensitivitdt des Verschie-
bungsvektors nicht bestimmt werden muss. Dadurch kann anhand der Gleichung (9.20)
die Sensitivitat des kritischen Laststeigerungsfaktors direkt ermittelt werden:

-1

Vsh = ¢ [VER —i.v;xp] (6" P] (9.21)
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Da hier durch das Vektorprodukt von Singularitéits- und Lastvektor dividiert wird, ist
Gleichung (9.21) nur fiir Durchschlagspunkte definiert, da fiir Verzweigungspunkte nach
Gleichung (4.42) dieses Produkt null ergibt.

Sensitivititsanalyse geometrischer Imperfektionsformen

Die oben stehenden und erlduterten Sensitivitdtsanalysen gelten uneingeschrinkt fiir die
Ermittlung der Gradienten kritischer Laststufen perfekter Tragwerke. Fiir imperfekte
Strukturen sind die genannten Bestimmungsgleichungen nur dann exakt, wenn die Im-
perfektionsform unabhéngig von den Entwurfsvariablen ist. Ist die angenommene Imper-
fektionsform z. B. affin zur Beulform der kleinsten kritischen Last der perfekten Struktur

des aktuellen Entwurfes, so entstehen weitere implizite Abhéngigkeiten von Ic{} und I%i,
welche folglich zu weiteren Termen (z. B. in der Gleichung (9.14)) fiithren:

K. = Ky, s, ¢’ V.o Kb Vs
7 T B ) o Nl W 022
R = R'(u, s, ¢") — V¢pRl Vs p?

Der zusétzliche obere Index ¢ symbolisiert hier den Bezug zu der imperfekten Struktur.
Zur Unterscheidung zum perfekten Tragwerk erfolgt dort im Weiteren eine Kennzeich-
nung mit dem Index p. Stellvertretend fiir beliebige Beulformen, welche als geometrische
Imperfektion genutzt werden kénnen, wird die Sensitivitdt des Singularitdatsvektors der
perfekten Struktur beziiglich der Entwurfsvariablen bestimmt.

Bei der Ausgangsgleichung (9.13), bei der die Bestimmung von der skalarwertigen Grofle
Vs/c\p erfolgte, wurde das Instabilitdtskriterium I%; ¢” mit dem Singularitéitsvektor ¢’
verjiingt, um die Bestimmung von Vs¢@” zu vermeiden. Zur Berechnung des Gradienten
von ¢”, welcher im Gegensatz zu VS)C\” vektorwertig ist, kann nun nicht mehr das Skalar-
produkt des LAGRANGE-Multiplikator—Vektors und der Gleichgewichtsbedingung an die
Ausgangsgleichung K;i @" angehingt werden. Die Ableitung von Kgﬁ ¢” = 0 nach den
Entwurfsvariablen s und das anschliefende Auflésen nach Vs@” liefert:

Vsg? = —(f{;i) B [v;xkg; ¢p] . (f(;)_l [vuf{; & vsf&p] (9.23)

Der fiir eine adjungierte Sensitivitdtsanalyse unerwiinschte Term Vsu? der Gleichung
(9.23) kann zwar durch die Ableitung des Gleichgewichts am kritischen Punkt mit an-
schlieBendem Auflosen nach Vsit?  ersetzt werden:

[9 -1 C 9 c
Vstt? = <K§> [— VERP + VNP + AP V&P (9.24)

doch eine Aufspaltung der entstehenden Gleichungen in rein implizite und explizite Antei-
le, wie es fiir die effektive adjungierte Vorgehensweise notwendig ist, gelingt nicht. Dadurch
entspricht der numerische Aufwand zur Auswertung der Gleichungen (9.23) und (9.24)
dem einer direkten Vorgehensweise.

Aus diesem Grund soll im Weiteren untersucht werden, welchen Einfluss die Beriicksichti-
gung der Komponenten der Gleichung (9.22) auf die Bestimmung von VS/CV hat. Dazu
werden die Sensitivititen von \¢ eines eingespannten flachen Parabelbogens, wie er in
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Abbildung (9.5 dargestellt ist, einmal mit und einmal ohne Beriicksichtigung der oben ge-
nannten Sensitivitdtsanteile ermittelt. Weiterhin enthélt diese Abbildung die Material-,
Geometrie- und Lastdaten des mit 20, 8-knotigen, isoparametrischen Schalenelementen
untersuchten Beispiels. Bei der Beriicksichtung einer geometrischen Imperfektion, welche
affin zur Beulform der perfekten Struktur ist, sinkt der kritische Laststeigerungsfaktor
von 0.942 auf 0.892 bei einer Imperfektionsamplitude von 10 mm.

Analysiert wird der Einfluss bei der Querschnitts-, Form- sowie Dichtevariation. Fiir die
beiden ersten Disziplinen wird das Designkonzept, wie es in Abschnitt 5.2 beschrieben
wurde, verwendet. Weiterhin werden fiir jede Teildisziplin zwei Variablen untersucht. Bei
der Querschnittsvariation ist es zum einen die Schalendicke am Scheitel des Bogens (s1)
sowie die Dicke am rechten Kampfer (sq). Die Formvariable ist die Scheitelhéhe (s3) sowie
die vertikale Position des rechten Kampfers (s4). Bei der Dichtevariation wird die Sensi-
tivitdt der kritischen Lasten beziiglich der Dichten (unter Annahme des SIMP-Ansatzes)
fiir je ein finites Element am Scheitel (s5) bzw. Kdmpfer (sg) ermittelt (dunkelgraue Ele-
mente).

In der unten stehenden Tabelle der Abbildung 9.5 sind die Sensitivitaten der sechs oben
erlauterten Variablen angegeben. Dabei wurden hier die Sensitivitdten numerisch er-
mittelt. Um die Giite dieser Werte zu verifizieren, wurden die analytisch bestimmten
GréBen VsV und Vihi (unter Vernachlissigung des Anteils Vs@”) ebenfalls angegeben.
Mit Ausnahme der Dichtevariation des Kémpferelementes (sg) liegen die Fehler der Sen-
sitivitdtswerte von Vg A bei Vernachlassigung des Anteils Vs¢” im Promillebereich. Dem
relativ hohen Fehler von VSGS\i bei Vernachléssigung von Vsz¢” steht absolut gesehen im
Verhéltnis zu V555\i ein geringer Wert gegeniiber.

Sensitivititsanalyse einfacher Eigenwerte

In der Einleitung dieses Abschnitts wurde dargelegt, warum es fiir den Entwurfspro-
zess sinnvoll ist, hohere kritische Laststeigerungswerte anhand einer Eigenwertanalyse ab-
zuschitzen. Neben der Darstellung der Sensitivitédtsgleichungen steht hier die Begriindung
der Wahl der Eigenwertformulierung mit im Vordergrund. Im Vergleich zur Ausgangsglei-
chung (9.13) wird fiir die Sensitivitdtsanalyse von direkt ermittelten kritischen Punkten
hier die gewéhlte Eigenwertformulierung eingesetzt:

¥ | K. + A I%ug} P, — ﬁf[l% —i-P} =0 (9.25)
N - v
0 0

Dabei wurde angenommen, dass das Lastniveau, von welchem das Eigenwertproblem aus
formuliert wird, dem des kleinsten kritischen Wertes entspricht. Es soll hier angemerkt
sein, dass dies nicht zwingend notwendig ist.

Wie in den vorangegangenen Abschnitten erfolgt zuerst die totale Ableitung der Aus-
gangsgleichung (9.25) nach der gleichen Systematik. Wie bei den vorher bereits erlauterten
adjungierten Sensitivititsanalysen kann mit dem Vektor der LAGRANGE-Multiplikatoren
die Bestimmung von Vsu vermieden werden. Nach der Durchfithrung dieser Operation
erhiilt man die Sensitivitit des Eigenwerts \;:

Ve = —[z/f (V;””Ke Y v;zf(ugﬂi - ﬁZ.T(v;xfz VP —i-v;wp)] (9.26)
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Materialdaten: 82,4
E-Modul 1 x 107 kN/m? 513 524
Querdehnzahl 0.2 T A oL3

/ L)
Penalty—Faktor 5 3.0 .
Masse 100 % ™ 55 %6
’ AP

Geometrie: 0.5 /
Spannweite 5.00m i 50
Stich 0.50m '

Querschnitt 0.20 x 0.10m

Grund-Belastung: P = 750.0kN/m

Strukturverhalten: — Durchschlagen des Bogens bei AP = 0.942 bzw. \i = (.892

Imperfektion: Beulform der perfekten Struktur skaliert auf 10 mm Amplitude

Entwurfsvariablen:

51 Sc}leltel > Dickenoptimierung iiber Designkonzept
S9 Kampfer
53 Sc}ﬂeltel > Formoptimierung iiber Designkonzept
S4 Kéampfer
S5 Scheitel > . .
Topol
s Kampfer opologieoptimierung
Art der SA Vs \P Vs\' ohne Vs¢?| Ve\' mit Vsgp? | Fehler V\'
analytisch 21.6557 20.5844 - -

s
! numerisch 21.6571 20.5857 20.6263 0.197 %

analytisch 2.5373 2.3687 - -

s
* | numerisch 2.5361 2.3678 2.3677 0.002 %

analytisch 2.0346 2.0295 - -

s
’ numerisch 2.0345 2.0295 2.0221 0.366 %

analytisch -1.0173 -1.0147 - -

s
" | numerisch 1.0173 1.0147 1.0104 0.426 %

analytisch 0.2442 0.2354 - -

s
" | numerisch 0.2442 0.2354 0.2365 0.465 %

analytisch 0.0456 0.0371 - -

s
® | numerisch 0.0456 0.0371 0.0346 7.428 %

Abbildung 9.5: Fehler der Sensitivitiat der kritischen Laststufe des imperfekten Tragwerks
unter Vernachldssigung der Abhéngigkeit von der variablen Imperfektionsform.
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unter Beriicksichtigung von skalierten Eigenvektoren:
Y Ky ¢, = 1 (9.27)

und der Losung des adjungierten Lastvektors:

w = :\z I%fl ¢z’T Vuf{ug P (9.28)
= VuKr

Bei dem Vergleich der Gleichung (9.28) mit (9.15) féllt auf, dass sich die beiden adjun-
gierten Lastvektoren durch die von w unabhéngige elastische Steifigkeitsmatrix gleichen.
Hierauf begriindet sich die Entscheidung der gewéhlten Eigenwertformulierung, da diese
anhand gleicher Routinen erfolgen kann.

Damit kann die Sensitivitdt der abgeschétzten hoheren kritischen Lastniveaus, unter
Beriicksichtigung von Gleichung (4.38), wie folgt bestimmt werden:

¢

Vshi = Vshi A + A; - Vih (9.29)

Eine numerisch etwas effizientere Formulierung lasst sich durch folgenden Gedankengang
erreichen. Wie bei der Sensitivitéitsanalyse fiir Eigenwerte nach Abschnitt(9.1.1/ wiirde von
einem von s unabhéngigen Lastwert aus das Eigenwertproblem gelost werden. Da dieses
Lastniveau beliebig wéhlbar ist, kann die Eigenwertformulierung weiterhin auf der kriti-
schen Laststufe A ausgewertet werden. Wird nun gedanklich fiir die Sensitivitétsanalyseﬁ\
fixiert, reduziert sich Gleichung (9.26) um den Anteil mit Vs\:

Vshi = =[] (ViU + N VET Ky ) — A (ViR — M- V5P )| (9.30)
und folglich Gleichung (9.29) auf:
Vshi = Vaki -A (9.31)

wobei weiterhin fiir die Auswertung von Gleichung (9.30) die Bedingung (9.27) und £,
nach Gleichung (9.29) beachtet werden miissen. Da der Wert Vs bei der Berechnung von
Vs\; bereits vorliegt, reduziert sich der Aufwand lediglich um das Vektorprodukt i’ P.
Der Unterschied zu der vorangegangenen Strategie ist in Bezug auf den Gesamtaufwand
unbedeutend.

Im Folgenden wird gezeigt, wie es bei den beiden Bestimmungsgleichungen der Sensiti-
vitdten fiir Eigenwerte (9.26) und den direkt ermittelten kritischen Laststufen (9.14) zu
der unterschiedlichen Gestalt kommt und fiir welchen Fall sie ineinander iibergehen.

Vergleich der Sensitivitidtsanalyse einfacher Eigenwerte und direkt bestimmter
kritischer Lastniveaus und deren Uberfiihrung

Um den Hintergrund der unterschiedlichen Bestimmungsgleichungen fiir die Sensitivitéts-
analysen der mechanisch verwandten Gréfien darzulegen, wird zuerst der Fall der Uberein-
stimmung dargestellt. Entspricht der Laststeigerungsfaktor von dem aus das Eigenwert-
problem gelost wird, dem des kleinsten kritischen Lastniveaus, so ist der kleinste positive
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Eigenwert A, = 1. Erfolgt dies fiir alle Entwiirfe, so ist der Gradient dieses Bigenwerts
gleich null. Wird dieser Zusammenhang in Gleichung (9.26) eingearbeitet, so ist die Ska-
lierung des mafigebenden Eigenvektors nach Gleichung (9.28) hinfillig, und Gleichung
(9.26) lasst sich wie folgt umformulieren:

sk = 0 = —[zplT (V;””Ke + v;mf{ugﬂl - ;{(v;fz% VAP —i.v;xp)] (9.32)

Das Auflosen dieser Bestimmungsgleichung nach der unbekannten Vs\ liefert mit dem
Zusammenhang V§&"Kr = V§*K, + V5K, :

1

Veh = vl Vi'Kr ¢ - il (VR - A-VP)| [ P (9.33)
Dadurch, dass der Singularitétsvektor ein Vielfaches des Eigenvektors 1p; ist und unter
Beachtung der Ubereinstimmung der adjungierten Probleme (9.15) und (9.28) ist Glei-
chung (9.33) dquivalent zu (9.14). Eine Ubereinstimmung liegt also dann vor, wenn das
Lastniveau auf dem das Eigenwertproblem ausgewertet wird, bereits das kritische Niveau
ist. Die Unterschiede beruhen folglich auf den unterschiedlichen Lastniveaus der Gleichge-
wichtsbedingungen und der Abschétzung kritischer Laststeigerungsfaktoren anhand von
Eigenwertformulierungen.

Es soll hier noch angemerkt sein, dass dieser Zusammenhang unabhéngig von dem gewéhl-
ten Eigenwertproblem ist und ebenfalls fiir Formulierungen des folgenden Typs zutrifft:

Kr + A fcug] P =0 (9.34)

Hier ist zu beachten, dass fiir eine Auswertung an dem kleinsten kritischen Punkt \; = 0
ist.

9.2.2 Algorithmische Umsetzung

Bei der algorithmischen Umsetzung des Optimierungsproblems (9.12)) sind mehrere Aspek-
te zu beriicksichtigen. Die strategische Vorgehensweise ist in Abbildung(9.6 skizziert. Zur
Auswertung des Steifigkeitskriteriums muss die Strukturantwort fiir ein definiertes Last-
niveau berechnet werden. Dies wird am effektivsten anhand einer Lastkontrolle (siehe
Abschnitt [4.3.1) bewerkstelligt. Um fiir das erweiterte System (siche Abschnitt [4.3.2)
einen moglichst guten Startwert zu erhalten, wird der Last—Verschiebungs-Pfad bis in
die Néhe des ersten kritischen Punktes verfolgt. In das Verfahren des erweiterten Systems
wird nach Passierung des kritischen Lastniveaus eingestiegen. Wann dies der Fall ist, kann
anhand der Anzahl der negativen Pivot—Elemente nach der Faktorisierung von Kp fest-
gestellt werden. Dies ist gleichbedeutend mit einem Vorzeichenwechsel von detK; . Da
im Voraus nicht bekannt ist, ob es sich um einen Verzweigungs- oder Durchschlagspunkt
handeln wird, ist eine Anndherung mit dem Bogenldngenverfahren zweckméflig. Nach der
Bestimmung dieses untersten kritischen Punktes kénnen hohere Instabilitdtspunkte an-
hand einer Eigenwertanalyse abgeschétzt werden.

Fiir die Sensitivitdtsanalyse aller Entwurfskriterien ist es von Vorteil, die Losungen der
adjungierten Lastvektoren simultan zur Strukturanalyse zu berechnen. Bei einer Sensiti-
vitdtsanalyse nach der vollstdndigen Strukturanalyse wire ansonsten fiir jedes adjungierte
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Problem wiederum die tangentiale Steifigkeitsmatrix fiir den entsprechenden Verschie-
bungszustand aufzustellen und zu faktorisieren (siehe Gleichungen (9.15) und (9.28)). Da
sich zum Teil die Bausteine des expliziten Sensitivitdtsanteils gleichen, konnen sie ko-
stengiinstig im Anschluss der vollstdndigen Strukturanalyse bestimmt werden. Die strikte
Trennung zwischen impliziten und expliziten Anteilen in der adjungierten Sensitivitéts-
analyse kommt dem hier vorgestellten Algorithmus entgegen.

Mit den Sensitivitdten wird ein neuer Satz von Entwurfsvariablen bestimmt. Wie be-
reits bei der algorithmischen Umsetzung der Steifigkeitsoptimierung kann der Potential-
charakter fiir die Bestimmung der neuen gesuchten Punkte ausgenutzt werden. Fiir das
Steifigkeitskriterium erfolgt dies analog nach Abschnitt 7.1.3 mittels eines Korrektor-
schrittes zum Ausgleich der Ungleichgewichtskrifte infolge neuer Entwurfsvariablen und
altem Verschiebungsfeld. Ahnliches ist zweckméfBig fiir den kleinsten kritischen Laststei-
gerungsfaktor. Das neue zu erwartende kritische Niveau 5\2 kann wie folgt approximiert
werden:

¢ c T ¢
Mo =M +4- [52 - 81} Vs (9.35)

wobei ¢ ein Korrekturparameter ist, welcher besonders fiir Durchschlagspunkte bedeutend
ist. Da ein Gleichgewichtspunkt lastkontrolliert auf dem neuen Last—Verschiebungs—Pfad
gesucht wird, wird von einer Existenz dieses Punktes ausgegangen. Um dies sicherzustellen
sollten folgende Grenzen fiir 6 beachtet werden:

T >0 : <0
5 — 5] W (9.36)
<0 : 6>0

Bei der Korrektoriteration zur Bestimmung des neuen Gleichgewichtspunktes in der Nach-
barschaft von 5\2 sind die Ungleichgewichtskrafte infolge eines modifizierten Entwurfes und
einem neuen Laststeigerungswert in Kombination mit den Verschiebungen des alten Ent-
wurfes auszugleichen. Eine direkte Berechnung mittels dem erweiterten System erwies sich

A A ®  Laststufe Zielfunktion
)y o+ Entwurf 2~ e Kkleinste kritische Last
¢ \
AL - . o approximierte hohere
)C\2 1 . T i kritische Last
§\2 1 --)0\1

) (\* Bogenlangekontrolle
Aot - 2

—> Lastkontrolle

Entwurf 1

(‘ erweitertes System

\)
c

Abbildung 9.6: Algorithmische Umsetzung bei Beriicksichtigung von Stabilitdtsnebenbe-
dingungen
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nicht als numerisch stabil. Analog zu der Berechnung des kleinsten kritischen Punktes der
perfekten Struktur erfolgt die Berechnung der neuen kritischen Laststufe des imperfekten
Tragwerks. Dies ist nicht in Abbildung 9.6/ dargestellt.

Fiir die Topologieoptimierung ist anzumerken, dass ein erster Entwurf es ermdéglichen
muss, alle mechanischen Entwurfskriterien auszuwerten (z. B. kein Durchschlagspunkt un-
terhalb von ). Aus diesem Grund wurden die PenaltyFaktoren zur Bestrafung porésen
Materials im Optimierungsverlauf gestaffelt. Sollte dies nicht ausreichen, ist die Massen-
gleichheitsbedingung des Optimierungsproblems (9.12) in eine Ungleichheitsbedingung
abzuindern. Dies erlaubt dann, wie im Beispiel des Abschnitts 7.2.3, mit einer anfanglich
verletzten Massennebenbedigung zu starten. Die daraus resultierende hohere Steifigkeit
erlaubt eine Auswertung der mechanischen Entwurfskriterien.

Die folgenden Anmerkungen beziehen sich lediglich auf den Einsatz des erweiterten Sy-
stems im Zusammenspiel mit der Topologieoptimierung, weshalb sie in Zusammenhang
mit den Anmerkungen des Abschnitts 4.3.2 zu verstehen sind. Wie dort bereits erwahnt
wurde, kann die Bestimmung eines Startvektors fiir das erweiterte System vorteilhaft sein.
Dazu eignet sich die Eigenwertformulierung (K + M\ )1 = 0 (siche Gleichung (4.33))
nicht mehr. Dies liegt daran, dass bei dieser Formulierung keine Unterscheidung zwischen
der ‘quasi’ Singularitdt von K infolge sehr geringer Steifigkeit in hochpordsen Bereichen
und dem Instabilitdtsphéanomen infolge Druckspannungen moglich ist. Weiterhin muss bei
der numerischen Differentiation nach Gleichung (4.25) beachtet werden, dass die grofien
Steifigkeitsunterschiede innerhalb K7 in Kombination mit einem festen Stérungsparame-
ter € fiir alle finiten Elemente zu numerischen Schwierigkeiten fithren kann. Da die Stei-
figkeiten der hochporosen Bereiche einen geringen Einfluss auf das globale Tragverhalten
haben, werden fiir die numerische Differentiation (4.25) die Verschiebungskomponenten
von ¢ in diesen Bereichen zu null gesetzt.

9.2.3 Beispiel 10: Einfluss der Imperfektion

Zur Verdeutlichung des Einflusses der Imperfektionsempfindlichkeit wird das Beispiel
des Abschnitts [9.1.3 in modifizierter Form nochmals aufgegriffen. Die Beschreibung der
Struktur enthélt Abbildung 9.7. Wesentlicher Unterschied zur Struktur des Beispiels in
Abschnitt 9.1.3] ist die Einfiihrung einer horizontalen gefederten Lagerung am Lastan-
griffspunkt. Fiir die Topologieoptimierung wurde das halbe System mit 800, 8-knotigen,
isoparametrischen Schalenelementen diskretisiert. Durch die Wahl des Elementtyps wird
die Beriicksichtigung von Beulmoden aus der Ebene ermoglicht.

Insgesamt werden drei Entwurfsfille untersucht, wobei das Ziel immer die Minimierung
der Dehnungsenergie fiir eine vorgegebene Masse ist. Das erste System, welches identisch
zum System 1 des Abschnitts [9.1.3]ist, beinhaltet lediglich eine lineare Kinematik. Die
Erweiterung zum System 2 ist die nichtlineare Kinematik sowie die Beriicksichtigung der
kritischen Last fiir das perfekte Tragwerk. Gegeniiber System 2 wird System 3 um die
Nebenbedingung einer Stabilitétslast fiir das imperfekte Tragwerk ergénzt. Imperfekti-
onsform ist hierbei der skalierte Singularitédtsvektor der perfekten Struktur.

Die anhand der materiellen Topologieoptimierung generierten Strukturen sind auf der
linken Seite der Abbildung 9.8 dargestellt. Wie bereits im Beispiel des Abschnitts 9.1.3
fithrt die Beriicksichtigung einer Stabilitdtsnebenbedingung von einem Sprengwerk zu ei-
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Materialdaten: E-Modul 3.0 - 10"kN/m? )
Querdehnzahl 0.0 5.0
Masse 25 % ¢

Federkonstante: 8.0-10°kN/m

Geometrie: Scheibe 20.0 x 5.0 m
t =0.25m
Lange Linienlast 0.20 m

Belastung;: Grundlast P = 8500kN
Lastniveau Zielf. A =1.0

Entwurfsfille:  alle Systeme: Zielfunktion fy, Vorgabe der Masse
System 1: ohne Stabilitédtsnebenbedingung, lineare Kinematik

System 2: perfekte Struktur, krit. Last N >14
System 3: perfekte & imperfekte Struktur 5\_1’“ >1.4

Imperfektion:  Form affin zur perfekten Beulform
Amplitude 0.075m

geschichtete Penalty—Faktoren 8: ¢, =10% (£, =15-25
ty = 80% [y =2.5—3.5

Abbildung 9.7: Geometrie, Lasten und Materialdaten des Beispiels 10

ner unterspannten Konstruktion. Das Strukturverhalten des Systems 2 weist zwar fiir
das perfekte Tragwerk keinen Instabilitdtspunkt unterhalb des geforderten Werts von
N> 14 auf, doch eine nachtragliche Analyse der imperfekten Struktur zeigt einen kri-
tischen Lastwert von 1.31. Wird nun das Stabilitédtsverhalten der imperfekten Struktur
im Entwurfsprozess beriicksichtigt, so wird die erweiterte Aufgabe wesentlich durch einen
tieferliegenden Anschlusspunkt der Zugdiagonalen an der Lagerstelle gelost. Die erzielten
Werte, welche auf einer nichtlinearen Strukturanalyse basieren, sind fiir die Zielfunktionen
und fiir die kritischen Laststeigerungsfaktoren in der Tabelle der Abbildung 9.8 aufgeli-
stet. Auffallend ist, dass die definierten Instabilitdtsnebenbedingungen der Systeme 2 und
3 fiir die endgiiltigen Strukturen nicht aktiv sind. Dies lésst sich aus der Abhéngigkeit der
kritischen Last beziiglich der Lagerungshohe der Zugdiagonalen zuriickfiihren. Dieses in
der Stabilitédtslehre bekannte Phénomen des poltreu belasteten Stabes ist in Abbildung
9.9 skizziert (Einfluss der Stablédnge auf den P-A-Effekt). Die in diesem Beispiel vorhan-
dene elastische Lagerung des belasteten Knotens fiihrt dazu, dass selbst kiirzere Zug— als
Druckstébe zu einem Stabilitéitsproblem fiihren. Gegeniiber der gelenkigen Stabstruktur
der Abbildung 9.9 weist die hier untersuchte Struktur weiterhin Torsions— und Biegestei-
figkeiten der einzelnen Strukturelemente auf. Die zu grob gewéhlte Diskretisierung ldsst
aktive Instabilitdtsnebenbedingungen nicht zu (hohe Empfindlichkeit der kritischen Last
beziiglich der Lagerungshohe).

Aus diesem Grund wurde eine anschlieBende Formoptimierung gemacht. Die aus der To-
pologieoptimierung ableitbaren Berandungen wurden anhand von linearen LAGRANGE—



128 KAPITEL 9. STABILITATSKRITERIEN IN DER STRUKTUROPTIMIERUNG

Topologieoptimierung :> Formoptimierung

System 1

System 2 %

System 3
Topologieoptimierung Formoptimierung

System 1 | Dehnungsenergie 84.94kNm 63.74kNm

AP 0.99 1.01

i - -
System 2 | Dehnungsenergie 88.08 kN m 70.04 kNm

z 1.45 1.40

X 1.31 1.27
System 3 | Dehnungsenergie 97.57TkNm 75.90 kNm

z 1.75 1.52

X 1.57 1.40

Abbildung 9.8: Generierte Strukturen des Beispiels 10 und deren Vergleich
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und kubischen BEZIER-Kanten diskretisiert. System 1 ist identisch zu dem des Abschnitts
9.1.3. Fiir System 2 wurden 36 und fiir System 3 31 unabhéngige Entwurfsvariablen fiir
das halbe Tragwerk definiert. Neben einer deutlichen Verbesserung der Zielfunktionen
wurde jeweils eine Stabilitdtsnebenbedingung im Optimum aktiv. Diese Strukturparame-
ter sind in der rechten Spalte der Tabelle in Abbildung aufgefiithrt, wobei die angege-
benen Groflen auf einer nichtlinearen Strukturanalyse basieren.

In Abbildung 9.10/ sind die nichtlinear berechneten Strukturverhalten der formoptimier-
ten Strukturen detaillierter dargestellt. Hier fanden die Untersuchungen am Gesamtsy-
stem statt. Alle drei Systeme weisen fiir die perfekten Tragwerke lineare Vorbeulbereiche
auf. System 1 besitzt einen stabilen Verzweigungspunkt, bei dem die beiden Druckstre-
ben antisymmetrisch ausknicken. Wird diese Beulform als Imperfektion aufgebracht, so
ergibt sich fiir diese Struktur kein Instabilitdtsproblem mehr. Demgegeniiber zeigen die
beiden unterspannten Tragwerke einen instabilen Verzweigungspunkt. Die Versagensform
ist dabei ein gegenseitiges horizontales Ausweichen der Lasteinleitungsstelle und des Un-
tergurtes. Die imperfekten Tragwerke zeigen gegeniiber den perfekten den bereits oben
erwahnten Abfall der kritischen Last.

Abschlieflend soll zu diesem Beispiel bemerkt werden, dass der strukturelle Unterschied
zwischen dem System 2 und 3 gering ist. Hintergrund ist der durch Abbildung9.9/erlauter-
te Sachverhalt der groflen Sensitivitit von \ beziiglich der Hohe der Lagerpunkte. Dass
das imperfekte System 1 kein Instabilitdtsverhalten aufweist, liegt an der Wahl bzw. an
der hier getroffenen Definition der Imperfektionsform. Die Suche nach der mafigebenden
Imperfektionsform kann ebenfalls anhand von Optimierungsstrategien gefunden werden.
Diese Fragestellung ist Inhalt des folgenden Abschnitts 9.3.

9.3 Generierung geometrischer Imperfektionsformen

Anhand des Beispiels in Abschnitt 9.2.3 wurde ersichtlich wie hilfreich die Generierung
mafgebender geometrischer Imperfektionsformen sein konnte. In der Arbeit von REITIN-
GER [102] wurden Formoptimierungsprobleme untersucht, welche die Maximierung der
kleinsten kritischen Laststufe zum Ziel hatten. Weiterhin wurde von REITINGER das per-
fekte sowie das imperfekte Tragwerk im Optimierungsprozess beriicksichtigt. Die dort
gewihlte geometrische Imperfektionsform war, wie auch im Beispiel des Abschnitts 9.2.3]
affin zur Beulform des perfekten Systems. Dem Optimierungsprozess folgte eine manuelle
Suche nach der mafigebenden Imperfektionsform fiir die kleinste kritische Last. Dieses

N A— % . e — 0
Ve = WPE S _ AP 25
stabil indifferent labil

Abbildung 9.9: Stabilitdtsphdnomen des poltreu belasteten Stabes
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System 1 System 2 System 3

—— perfekte Struktur — — imperfekte Struktur
1.6 - 1.6 - 1.6 1\ uy
1.2 1.2 1.2 \\\\\ //
0.4 0.4 0.4 \
- - — m)
0,0 T T T I T T T 0,0 T T T T T T T T 0.0 T T T T T T T T
—08—-04 0.0 04 0.8 -12 —-06 00 04 -12 —-06 00 04

Abbildung 9.10: Last—Verschiebungsdiagramme der formoptimierten Strukturen des Bei-
spiels 10 im Vergleich

Problem kann ebenfalls als Optimierungsaufgabe formuliert werden. Das folgende Ziel ist
die Minimierung der kritischen Last unter Vorgabe einer maximalen Imperfektionsampli-
tude ¢:
r%in [min )\}
G—C<0,i=1,...,n (9.37)
0 < s <s < gy

Die Formulierung des Optimierungsproblems stellt wie die Bereitstellung der Sensiti-
vitdten und der algorithmischen Umsetzung mit dem Wissen des Abschnitts (9.2 kein
neues Problem dar. Zu klédren gilt noch die Wahl der Entwurfsparameter. Die Definition
von Entwurfsgeschwindigkeitsfeldern mittels des CAGD-Konzeptes (siehe Abschnitt 5.2)
erscheint hier nicht sinnvoll, da die mathematische Geometriebeschreibung die notwendige
Formvielfalt nicht zulédsst. Die grofite Vielfalt wird dem Optimierungsproblem gewéhrt,
wenn jeder einzelne FE-Knoten in seiner Lage optimiert wird. Werden die theoretischen
Ergebnisse der Imperfektionsempfindlichkeit beachtet (siehe Abschnitt [3.2 und Anhang
'A) so lassen diese den Schluss zu, dass sich Beulmoden sehr gut als Entwurfsgeschwin-
digkeitsfelder eignen konnen. Dabei handelt es sich nach Abschnitt (5.2 um natiirliche
Entwurfsgeschwindigkeitsfelder. Im folgenden Beispiel wird numerisch die Wirkungsweise
verschiedener Entwurfsgeschwindigkeitsfelder untersucht.

9.3.1 Beispiel 11: Ermittlung mafigebender Imperfektionsform

Fiir ein flaches Zylindersegment, wie es in Abbildung(9.11 dargestellt ist, werden die vor-
angegangenen Ausfiithrungen diskutiert. Die Wahl auf diesen Typ von Struktur fiel aus
Griinden der bekannten hohen Imperfektionsempfindlichkeit, wie sie bereits anhand des
Beispiels 2 der Abbildung 3.2 verdeutlicht wurde. Die folgende erste Untersuchung wid-
met sich der Suche nach der mafigebenden Imperfektionsform bei Vorgabe einer maximal



9.3. GENERIERUNG GEOMETRISCHER IMPERFEKTIONSFORMEN 131

zuldssigen Imperfektionsamplitude. Dabei steht insbesondere die Wahl der Parametrisie-
rung fiir das Optimierungsproblem im Vordergrund. Die dann anschliefende Untersuchung
hat zum Ziel, das Problem der maximal sinnvollen geometrischen Imperfektion aufzuzei-
gen. Dabei handelt es sich um das Auffinden der Sprungstelle der min-min—Funktion
(9.37,) der kleinsten kritischen Last. Diese Sprungstelle tritt genau dann ein, wenn die
Maximalstelle des Last—Verschiebungs—Pfades (Durchschlagspunkt) in einen Sattelpunkt
iibergeht.

Die gesamte Struktur ist mit 225, 8—knotigen, isoparametrischen, unterintegrierten Scha-
lenelementen diskretisiert. Die Rénder sind normal zur Zylinderfliche gelagert. Drei wei-
tere Freiheitsgrade wurden zur Vermeidung eines kinematischen Systems festgehalten. Die
gekriimmten Rénder sind mit einer konstanten Streckenlast belastet.

In Abbildung 9.12 ist der Vergleich der Systemantwort der perfekten Struktur und einer
geometrisch imperfekten Struktur veranschaulicht. Die Imperfektionsform ist dabei affin
zur ersten Beulform des perfekten Systems (siehe Bild in Abbildung9.12). Die maximale
Imperfektionsamplitude betrdgt 10 mm, dies entspricht [ /300. Der Laststeigerungsfak-
tor von 1.169 des perfekten Systems reduziert sich auf 0.548 fiir das imperfekte System.
Das linke Diagramm der Abbildung |9.12 zeigt fiir beide Strukturen die horizontale De-
formation des Scheitelpunktes des gekriimmten Randes iiber den Laststeigerungsfaktor.
Das rechte Diagramm enthélt die Information fiir die vertikale Verschiebung des Struk-
turzentrums. Der asymmetrische Verzweigungspunkt der perfekten Struktur geht fiir das
imperfekte Tragwerk in einen Durchschlagspunkt iiber.

Auf der Basis dieser Untersuchungen soll im Weiteren die Suche nach der mafigebenden
geometrischen Imperfektionsform erfolgen. Dazu werden im ersten Schritt (System 1) die
Koordinaten sémtlicher nicht gelagerten FE-Knoten variabel definiert. Hierdurch ist die
grofitmogliche Formvielfalt gegeben. Um die Anzahl der Entwurfsvariablen zu reduzie-
ren, ohne dabei wesentlich die Losung zu beeintréichtigen, werden die Bewegungsrichtun-
gen der FE-Knoten auf die Richtung normal zum Zylindersegment eingeschrénkt. Damit
hat das Problem 616 Formoptimierungsvariablen. Die Reglementierung der vorgegebe-
nen maximalen Imperfektionsamplitude von 10 mm wird anhand von Restriktionen der
Entwurfsvariablen vorgenommen. Durch die Freigabe aller FE-Knoten im Optimierungs-
prozess wiirde eine erste Modifikation im Entwurf affin zur ersten Beulform generiert

Materialdaten:

E-Modul 2.1-10% N/m?

Querdehnzahl 0.3
Geometrie:

Zylindersegment 3.0 x 3.0m

Dicke t = 30mm

Radius r = 8.594m

Offnungswinkel — 20° T

/7

Linienlast: p = 5400kN/m W

Abbildung 9.11: Materialdaten, Geometrie und Belastung des Beispiels 11
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Beulform — — perfekte Struktur imperfekte Struktur
(¢ = 10mm)
A A
2.00- " 2.00+ N
1.504 - — 5P — 1.169 1.50- R \\
1.00- /V' B 1.00- j\
0.50+ \A - 0548 0504 N
0.00 | | | 0.00 | | |
0 5 10 wug [mm] =20 0 wuy [mm)]

Abbildung 9.12: Strukturverhalten des perfekten und geometrisch imperfekten Tragwerks
des Beispiels 11

werden. Dies fiihrt, wie in Anhang (A gezeigt, zu VS)C\ = —o00. Zur Vermeidung nume-
rischer Schwierigkeiten wurde einer der mittleren FE-Knoten auf die untere Restrikti-
on gesetzt. Die generierte Form des Systems 1 ist in Abbildung [9.13 im Vergleich zur
perfekten Struktur dargestellt. Die Modifikation beziiglich der perfekten Struktur wur-
de dabei Tfach iiberskaliert; es entsteht ein hochwelliges Imperfektionsmuster. In grofien
Teilen der Struktur stofen die Eckknoten der finiten Elemente an die obere und die Kan-
tenmittenknoten an die untere Restriktion an. Diese Reduktion der Membransteifigkeit
fithrt zur Konzentration der fiir die Durchleitung notwendigen Membrankréfte auf schma-
le Bereiche. Dadurch kann der kleinste kritische Laststeigerungsfaktor auf 0.424 reduziert
werden, doch inwiefern die generierte Imperfektionsform mit einer moglichen gemessenen
Form iibereinstimmen kann, ist sehr fraglich. Aus diesem Grund und mit dem Wissen von
Anhang Al finden weitere Untersuchungen auf der Basis von Eigenformen als Entwurfsge-
schwindigkeitsfelder statt.

Um im Weiteren ebenfalls die Empfindlichkeit der Struktur gegeniiber der Imperfektion
der Lagerungsgeometrie beriicksichtigen zu konnen werden fiir drei verschiedene Rand-
bedingungen Eigenformen bestimmt (sieche Abbildung [9.14). Die erste Randbedingung

imperfekte Struktur — — perfekte Struktur
(Imp.-Form 7fach tiberskaliert)

imperfekte Struktur

A A
2.00 - 2.00+

P \
—

1504 -~ \w — 1169 | 1504  fp >

N\
1.00%/0320‘424 1.00- i’iﬁ\

0.50+ — 0.50+ N 2
O-OO T T T O-OO T 1 T
0 5 10 wg[mm] —20 0 wuy [mm)]

Abbildung 9.13: Vergleich des Strukturverhaltens des Systems 1 und das des perfekten
Systems des Beispiels 11
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entspricht der des Optimierungsproblems. Hierfiir wurden die ersten 15 Eigenformen er-
mittelt (siche Abbildung 9.14, Randbedingung 1). Fiir die zweite Eigenwertanalyse wa-
ren lediglich die DIRICHLET-Randbedingungen am gekriimmten Rand vorhanden. Die
NEuMANN-Randbedingungen entsprechen dem eigentlichen Problem. Die Eigenformen
der fiinf kleinsten Eigenwerte sind in Abbildung [9.14, Randbedingung 2 dargestellt. Die
fortlaufende Nummerierung wurde aufgrund der spédteren Verwendung als Entwurfsge-
schwindigkeitsfelder gewéhlt. Gegeniiber der ersten Eigenwertformulierung wurden fiir den
dritten Fall lediglich die DIRICHLET-Randbedingung des geraden Randes beriicksichtigt.
Wiederum wurden die Eigenformen der fiinf kleinsten Eigenwerte bestimmt (siehe Abbil-
dung[9.14, Randbedingung 3). Die maximale Amplitude aller dargestellten Eigenformen
ist auf einen gleichen Wert skaliert. Fiir die folgenden Entwurfsaufgaben ist dieser Wert
gleich eins.

Fir die Entwurfsaufgabe des Systems 2 (Randbedingungen entsprechen der perfekten
Ausgangsstruktur) wurden die ersten sieben Eigenformen der Abbildung[9.14]zur Modifi-
kation der Geometrie verwendet. Da die Einhaltung der vorgegebenen Maximalamplitude
der Imperfektionsform hier nicht mehr anhand von Restriktionen erfolgen kann (Extrem-
stellen der einzelnen Eigenformen nicht am gleichen Ort), wurden an 306 FE-Knoten 612
Nebenbedingungen definiert. Diese Nebenbedingungen kontrollieren das Mafl der geome-
trischen Imperfektionsform. Da die Forménderung der 1. Entwurfsvariable affin zu dem
Beulmode des perfekten Systems ist, wurde zur Vermeidung von Vsl)c\p = —00 von ei-
ner imperfekten Struktur aus das Optimierungsproblem gestartet. Die Imperfektionsform
des Startentwurfes entsprach der der 1. Entwurfsvariablen. Der gewéahlte Wert von 0.005
entspricht dabei einer Imperfektionsamplitude von 5 mm. Das Ergebnis des Optimierungs-
problems ist in Abbildung [9.15 angegeben. Die 1. Entwurfsvariable wurde auf den Wert
0.01 gesetzt. Die Werte der weiteren Entwurfsvariablen sind mit zwei Zehnerpotenzen
kleiner und fiir die Imperfektionsform unbedeutend. Die kleinste kritische Last entspricht
dadurch der der urspriinglich imperfekt untersuchten Struktur.

Gegeniiber System 2 wurde fiir System 3 die ersten 15 Eigenformen im Optimierungs-
problem beriicksichtigt. An der Imperfektionsform ist nun neben der 1. Eigenform die
11. ebenfalls beteiligt. Die Werte der Entwurfsvariablen kénnen der Abbildung 9.15/ ent-
nommen werden. Dadurch sinkt der kleinste kritische Laststeigerungsfaktor von 0.548 des
Systems 2 auf 0.525 des Systems 3. Dies zeigt, dass zwar die 1. Eigenform weiterhin die
dominante ist (siehe dazu Anhang A), aber fiir eine vorgegebene Imperfektionsamplitude
die Beteiligung hoherer Moden zur weiteren Reduzierung von \ fithren kénnen.

Wird anhand aller 25 ermittelten Eigenformen ebenfalls die geometrische Modifikation
der gelagerten Rénder zugelassen, so ist gegeniiber System 2 & 3 eine deutliche Verrin-
gerung der mafigebenden kritischen Last auf 0.356 moglich. Die im Wesentlichen akti-
vierten Moden und deren Variablenwerte zur Bildung der Imperfektionsform ist in der
rechten Auflistung der Abbildung 9.15 angegeben. Zum Vergleich sind alle drei imper-
fekten Strukturen mit 15facher Uberskalierung der Imperfektionsform in Abbildung[9.15
dargestellt. Eine gemeinsame Charakteristik aller aktivierten Eigenformen ist, dass sie,
wie die Struktur, doppelt symmetrisch sind. Die beiden Diagramme dieser Abbildung zei-
gen die Last-Verschiebungskurven der Komponenten ur und wuy im Vergleich. Auffallend
ist, dass die Strukturen mit den hoéheren kritischen Lasten einen ausgepréigteren Abfall
von A im Nachbeulbereich aufzeigen.
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Abbildung 9.14: Eigenformen des Beispiels 11 fiir drei verschiedenen Randbedingungen,
welche als Entwurfsgeschwindigkeitsfelder verwendet werden
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Dieser Zusammenhang zwischen Hohe des kritischen Lastniveaus und des Nachbeulver-
haltens wirft die Frage nach einer maximal sinnvollen Imperfektion auf. Auf Basis dieser
Uberlegung wird nun die Fragestellung des Systems 4 dahin gehend vereinfacht, dass die
Nebenbedingungen zur Reglementierung der Imperfektionsamplitude entfallen. Abbildung
9.16 zeigt die Losung dieser Entwurfsaufgabe als System 5. Die kritische Laststufe liegt
nun bei 0.248. Die Variablenwerte der iiberlagerten Eigenformen zur Bildung der Imper-
fektionsform sind in der Tabelle der Abbildung 9.16 gegeben. Dadurch ergibt sich eine
maximale Imperfektionsabweichung von 21.4 mm. Im Gegensatz zu System 4 wurden fiir
System 5 anstatt 6 lediglich 3 Eigenformen zur Bildung der Imperfektionsform verwendet.
Diese 3 Eigenformen sind jeweils die ersten symmetrischen Beulformen der drei verschie-
denen Randbedingungen (siehe Abbildung9.14). In den Diagrammen ist der Vergleich der
Last—Verschiebungskurven fiir ugz und wuy zwischen der perfekten Struktur und System 5
angegeben. Fiir System 5 sind die Aste der Last—Verschiebungskurven nach Erreichen des
kritischen Punktes nahezu horizontal bevor sie wiederum ansteigen. Der Gleichgewichts-
pfad des Systems 5 hat eine weitere kritische Laststufe bei 1.433 (in den Diagrammen
der Abbildung9.16 nicht dargestellt). Bei geringer Steigerung der Imperfektionsamplitu-
de wiirde der kritische Punkt bei ;\’5 = 0.248 verschwinden und auf einen Wert in der
Néhe von 1.433 anwachsen. Hierdurch ist ersichtlich, dass es fiir diese Entwurfsaufgabe
von grofler Bedeutung ist, dass die eingesetzte Optimierungsstrategie eine ‘Line—Search’

Imperfekte Strukturen (Imperfektionsform 15fach iiberskaliert)
===
System 2 System 3 System 4
‘ Imperfektionsform ‘ ‘ Imperfektionsform ‘ Imperfektionsform
‘ 0.0100- 1.EF ‘ 0.0095- 1.EF 0.0041- 1.EF-0.0145- 4.EF
+0.0022-11. EF -0.0028- 9. EF+0.0042-11.EF
+0.0097 - 17. EF+0.0099 - 22. EF
A . A
5 = 0.548
0501 /AN N =052 0.50
0.257 Ay = 0.356 0.25
0.00 T T T 0.00 : L !
0.0 25 50 wug[mm] 0 40 80 wy [mm]

Abbildung 9.15: Ergebnisse des Beispiels 11 in Abhéngigkeit der Parametrisierung fiir eine
vorgegebene Imperfektionsamplitude
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‘ Imperfektionsform ‘ (Imp.-Form — — perfekte Struktur
0.0210- 1.EF Tfach tiberskaliert) imperfekte Struktur
-0.0155-17. EF A
+0.0172-22. EF 5.00. s
1.50- \P 1.169 1.50- )C\p \\
0.50- — —  0.50- \l>’>/
0.00 T T T 0.00 T I T
0 10 ug [mm] —20 0 wuy [mm)]

Abbildung 9.16: Kleinste imperfekte Stabilitidtslast Systems 5 in Abhéangigkeit beriick-
sichtigter Eigenformen des Beispiels 11

Technologie besitzt, da die min—min—Zielfunktion des Optimierungsproblems (9.37,) eine
Sprungfunktion beziiglich der Entwurfsvariablen aufweist.

Zusammenfassend ist festzustellen, dass sich Eigenformen sehr gut zur Definition von geo-
metrischen Imperfektionen eignen. Die Dominanz der ersten Eigenform des eigentlichen
Problems fallt wie erwartet deutlich aus. Werden zusétzliche Imperfektionen der Lager
beriicksichtigt, wird sich dies ebenfalls auf die kritische Last auswirken. Aus dem Vergleich
des Systems 4 mit dem System 5 kann weiterhin gefolgert werden, dass die mafigebende
Imperfektionsform auch eine Funktion der Imperfektionsamplitude ist.



Kapitel 10

Bewertung und Ausblick

10.1 Zusammenfassung und Bewertung

Mit den Verfahren der Strukturoptimierung erhélt der Konstrukteur ein Hilfsmittel, wel-
ches ihm gegeniiber der konventionellen Vorgehensweise erlaubt, in kiirzerer Zeit bessere
Tragwerke zu entwickeln. Mit der Topologieoptimierung ist es moéglich den prinzipiellen
Aufbau einer Struktur zu generieren. Dadurch eignet sich dieses Verfahren besonders fiir
die ersten Entwurfsstudien. Die Formoptimierung ermdoglicht auf der Grundlage einer to-
pologisch bekannten Struktur die Feinjustierung. Hier steht die detaillierte Beschreibung
der Geometrie im Vordergrund.

Die Verfahren der Strukturoptimierung konnen nur dann aussagekriftige Ergebnisse lie-
fern, wenn die wesentlichen Effekte der Problemstellung wahrend des Optimierungsprozes-
ses beriicksichtigt werden. Daraus folgt, dass fiir einen erfolgreichen Einsatz die Wirklich-
keitsndhe des Analysemodells eine zentrale Bedeutung besitzt. Gegeniiber der konventio-
nellen Vorgehensweise muss bei dem Einsatz der Strukturoptimierung beachtet werden,
dass die Ergebnisse beziiglich der berticksichtigten Entwurfskriterien und der mechani-
schen Formulierung ‘optimal’ sind. Dies birgt die Gefahr, dass der generierte Entwurf
bei Vernachlissigung eines wesentlichen Aspekts unbrauchbar ist. Beim Aufbau des Ana-
lysemodells muss deshalb auf die Wahl des mechanischen Modells, die Qualitidt des zur
Berechnung notwendigen Diskretisierungsverfahrens und die zugrunde gelegte Mechanik
geachtet werden. Mit der Methode der finiten Elemente steht heute ein fiir viele Fra-
gestellungen ausgereiftes Verfahren zur Verfiigung. In der Strukturanalyse konnen unter
anderem geometrisch und physikalisch nichtlineare Effekte beriicksichtigt werden.

Die vorliegende Arbeit hat sich im Wesentlichen auf Problemstellungen konzentriert, bei
denen die geometrische Nichtlinearitit von grofler Bedeutung ist. Auf der Basis einer nicht-
linearen Kinematik kann das nichtlineare Last—Verschiebungs-Verhalten von Strukturen
analysiert werden. Weiterhin besteht die Moglichkeit, die Laststufe, bei der das Tragwerk
instabil wird, exakt zu berechnen. Einer anschaulichen Beschreibung dieser Phdnomene
folgte in dieser Arbeit eine kurze Einfithrung in die benttigte Mechanik und die zur Ana-
lyse notwendigen Algorithmen.

Durch die Beriicksichtigung einer nichtlinearen Kinematik verliert das Steifigkeitskriteri-
um der linearen Theorie an Eindeutigkeit. Aus diesem Grund wurden verschiedene Steifig-
keitskriterien definiert und anhand vergleichender numerischer Beispiele untersucht. Die
unterschiedlichen Kriterien zeigen deutlich ihre Wirkung in der Topologieoptimierung.

137
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Neben den Kriterien besitzt die fiir den Optimierungslauf definierte Laststufe einen deut-
lichen Einfluss. Sind fiir ein Tragwerk die Randbedingungen relativ eindeutig, lassen sich
Strukturen generieren, welche ihrer Situation optimal angepasst sind. Allerdings besteht
auch die Gefahr, dass die Ergebnisse zwar beziiglich ihrer Zielfunktion optimal sind, aber
die Strukturantwort, dargestellt durch die Last—Verschiebungs—Charakteristiken, nicht be-
friedigend ist. Eine generierte Struktur kann ein anfénglich quasi-kinematisches Verhalten
aufzeigen, bevor es bei groflerer Deformation in eine steife Konfiguration gelangt.

Im Anschluss an die Steifigkeitsoptimierung wurde auf einen weiteren Aspekt bei der To-
pologieoptimierung eingegangen. Aufgrund der EULERschen—Betrachtungsweise (Materi-
alfluss durch das Entwurfsgebiet) sind bei der Beriicksichtigung lokaler Entwurfskriterien
weitere Uberlegungen notwendig. Es wurde ein einfacher Ansatz vorgestellt, bei dem durch
Kopplung der lokalen Entwurfskriterien mit den Dichten der umliegenden finiten Elemen-
te eine explizite Abhéngigkeit zu den Entwurfsvariablen entsteht. Dadurch kénnen auch
solche Entwurfskriterien erfolgreich in der Topologieoptimierung beriicksichtigt werden,
welche keine explizite Abhéngigkeit zu den Entwurfsvariablen haben. Anhand von Ver-
schiebungsnebenbedingungen wurde dies verifiziert. Die Erweiterung zeigt deutlich ihre
Wirkung, wodurch die Aussagekraft des untersuchten Beispiels gesteigert werden konnte.
Das Beispiel der Steifigkeitsoptimierung, welches anfénglich kinematisch ist, motivier-
te die Fragestellung nach der gezielten Kontrolle von Deformationsprozessen. Derarti-
ge Fragestellungen sind insbesondere bei dem Entwurf von Mikrostrukturen relevant.
Fiir diesen Typ von Aufgabe wurden zwei Problemstellungen untersucht. Eine Frage-
stellung beschéaftigt sich mit dem Entwurf von Systemen, welche mit moglichst hohem
Wirkungsgrad die Kraft eines Aktuators auf ein Werkstiick iibertragen. Die Flexibilitéat
des Werkstiickes steuert dabei die Beweglichkeit der Struktur. Entwiirfe auf der Basis einer
linearen Kinematik zeigen bei einer anschliefenden nichtlinearen Analyse ein friithzeitiges
Blockieren. Dies kann durch die Beriicksichtigung des tatséchlichen Verhaltens im Ent-
wurfsprozess vermieden werden.

Neben der generellen Beweglichkeit stand bei den Pfadverfolgungsmechanismen die Kon-
trolle des Deformationsverhaltens ausgewéhlter Systempunkte im Vordergrund. Weitere
Kriterien wurden zur Sicherstellung einer moglichst eindeutigen Materialverteilung ein-
gefithrt. Der Kontakt mit einem Werkstiick wurde anhand gewichteter und superposi-
tionierter Lastfille approximiert. Anhand des vorgestellten Beispiels wurde die generel-
le Tauglichkeit der Optimierungsformulierung verifiziert. Die Einstellung der einzelnen
Wichtungsfaktoren der Entwurfskriterien zur Bildung einer skalarwertigen Zielfunktion
erwies sich als sensitiv.

Bei beiden Mikrostruktur-Entwurfsaufgaben traten anfanglich Probleme in der Gleich-
gewichtsiteration auf. Diese beruhen darauf, dass das ST. VENANT-KIRCHHOFFsche—
Materialgesetz nicht zur Beschreibung grofler Verzerrungen geeignet ist. Diese treten zwar
nur in den an sich uninteressanten hochportsen Bereichen auf, doch fiihrten sie aufgrund
der Probleme bei der Gleichgewichtsiteration zum Abbruch des Optimierungsprozesses.
Anhand einer modifizierten hyperelastischen Materialformulierung konnte dieses Problem
behoben werden.

Ein weiteres Phdnomen, welches durch die Berticksichtigung einer nichtlinearen Kinematik
beschreibbar wird, ist das der Instabilitét. Zuerst wurden zwei Aspekte auf der Grundlage
einer linearen Vorbeulanalyse untersucht. Zur Losung des bereits bekannten Problems der
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lokalen Beulmoden in hochporésen Bereichen wurde ein Vorschlag gemacht. Der Ansatz
umfasst die Definition unterschiedlicher Penalty—Faktoren {iber die Dicke des Tragwerks
und ist fiir Platten- sowie Scheibenprobleme anwendbar, bei denen die Beulmoden aus
der Strukturebene dominieren. Wird das Entwurfskriterium der Instabilitéit als Nebenbe-
dingung in das Optimierungsproblem mit aufgenommen, kénnen auch Strukturen ohne
festes Traggeriist optimiert werden. Als Zielfunktion kann hier ein Steifigkeitskriterium
dienen. Die Topologieoptimierung ist fiir derartige Fragestellungen lediglich in der Lage,
einen prinzipiellen Strukturaufbau zu generieren. Unter Zuhilfenahme einer anschlieflen-
den Formoptimierung konnte fiir die gleiche Optimierungsaufgabe eine Struktur, bei der
die Instabilitdtsnebenbedingung im Optimum aktiv ist, gefunden werden.

Anhand des ‘erweiterten Systems’ besteht die Moglichkeit, kritische Laststeigerungsfak-
toren bei einem nichtlinearen Vorbeulverhalten exakt zu bestimmen. Auf der Basis dieses
Verfahrens wurde insbesondere die Empfindlichkeit gegeniiber geometrischen Imperfektio-
nen untersucht. Die Aspekte, welche bereits bei der Beriicksichtigung des Instabilitédtspro-
blems anhand einer linearen Vorbeulanalyse erortert wurden (lokale Beulmoden und kein
festes Traggeriist), fanden hier wiederum Eingang. Die Topologieoptimierung erwies sich
erneut lediglich in der Lage, den prinzipiellen Aufbau der Struktur zu generieren. Auch
hier konnten anhand der Formoptimierung Strukturen, bei denen eine Stabilitdtsnebenbe-
dingung im Optimum aktiv ist, gefunden werden. Insgesamt erwies sich die Kombination
von dem erweiterten System und der Topologieoptimierung als sehr empfindlich. Grund
hierfiir sind die groflen Verdnderungen des Strukturcharakters innerhalb eines Optimie-
rungslaufs. Insbesondere das Verschwinden und Auftauchen neuer Instabilitatspunkte be-
reitet algorithmische Probleme. Die Beriicksichtigung hoherer, kritischer Punkte, ermittelt
anhand einer Eigenwertanalyse, stabilisieren den Algorithmus zwar, aber die Robustheit
wie bei der Formoptimierung konnte nicht erreicht werden.

Bei den Beispielen der vorangegangenen Fragestellung wurde a priori davon ausgegan-
gen, dass die maflgebende Imperfektionsform affin zur Beulform des perfekten Systems
ist. Inwiefern dies zutrifft war die abschliefende Fragestellung der vorliegenden Arbeit.
Auf der Basis der Imperfektionsempfindlichkeit wurden insbesondere die Auswirkungen
von Modifikationen affin zu den Beulformen der perfekten Struktur untersucht. Eine wei-
tere Fragestellung war der Einfluss der geometrischen Lagerimperfektion. Dazu wurden
Beulformen zur Modifikation der Strukturgeometrie verwendet, welche auf der Basis einer
Struktur mit verdnderten DIRICHLET-Randbedingungen bestimmt wurden. Bei Beriick-
sichtigung der Beulformen, welche zu dem eigentlichen, perfekten System gehéren, konnte
die Dominanz der ersten Eigenform bei Vorgabe einer maximal zuldssigen Imperfektions-
amplitude bestétigt werden. Durch die Verwendung von Beulformen, welche anhand modi-
fizierter Randbedingungen berechnet wurden, konnte die kritische Last nochmals deutlich
gesenkt werden. Dies bestétigt den groflen Einfluss einer moglichen Lagerimperfektionen.
Wie in der vorangegangenen Untersuchung erwies sich der vorgestellte Algorithmus fiir
Formoptimierungsprobleme als robust.



140 KAPITEL 10. BEWERTUNG UND AUSBLICK

10.2 Fazit und Ausblick

Insgesamt konnte gezeigt werden, dass der Einfluss der geometrischen Nichtlinearitét be-
deutend auf den Entwurf von Tragwerken ist. Insbesondere bei der Topologieoptimie-
rung waren die Auswirkungen durch die Generierung von teilweise topologisch verschie-
denen Tragwerken am auffilligsten. Aber erst anhand der Formoptimierung gelingt es,
ein beziiglich der Entwurfskriterien ausgereiftes Tragwerk zu generieren.

Zur weiteren Steigerung der Aussagekraft der Ergebnisse wéren Ergdnzungen zu den
vorgestellten Optimierungsproblemen denkbar. Vor allem weitere mechanische Problem-
klassen verdienen, in einem moglichen Zusammenhang mit Mikrostrukturen, Beachtung.
Anhand einer realistischen Analyse des Kontaktes von Struktur und Werkstiick gelange
eine Qualitatssteigerung der Ergebnisse. Darauf aufbauend kénnte wiederum eine Stabi-
litdtsanalyse erfolgen. Zur besseren Beschreibung der flexiblen Ubergangsbereiche wiiren
Materialmodelle, welche grofle Verzerrungen beschreiben kénnen, notwendig. Dies trifft im
Besonderen fiir eine mogliche Formoptimierung zu. Ein weiteres interessantes Gebiet ist
die Kopplung von mehreren physikalischen Problemklassen, wie sie z. B. bei den ‘MEMS’
auftreten. Alle diese Problemklassen sind natiirlich auch fiir andere Anwendungsgebiete
von groflem Interesse.

Die mechanisch komplexeren Fragestellungen erfordern in Zukunft numerisch ausgereiftere
Verfahren. Insbesondere die Parallelisierung der Algorithmen wird erst weitere Schritte
mehr akzeptablen Berechnungszeiten ermdoglichen. Bei der zukiinftigen Entwicklung von
Algorithmen sollte ebenfalls die Robustheit mehr im Vordergrund stehen.
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Anhang A

Herleitung der
Imperfektionsempfindlichkeit

In Abschnitt 3.2 wurde auf das Stabilitdts- und Imperfektionsverhalten eingegangen. Im
Folgenden wird die Herleitung fiir die Imperfektionsempfindlichkeit (Gleichung (3.1)) ge-
zeigt. Die geometrische Imperfektion § wird in eine normierte Imperfektionsform § und
einem Amplitudenparameter ¢ aufgeteilt:

5 =(3 (A1)

Basis der Herleitung ist die Beschreibung des singuldren Punktes eines geometrisch imper-
fekten Tragwerks anhand des Imperfektionsparameters ¢ bezogen auf den Instabilitéts-
punkt des perfekten Systems:

G (@(0,A©0).(0) =

: c ’ (A.2)
K (1 (0). M) () ¢(0) = 0

Die Kurve, welche die singuldren Punkte miteinander verbindet, wird als Singularpfad
bezeichnet (siehe Beispiel 3 der Abbildung [3.3)). Die notwendige erste Ableitung fiir eine
asymptotische Ndherung von Gleichung (A.2) nach dem Imperfektionsparameter ¢ an der
Stelle ¢ = 0 ist:

C Kr VCUC V@\P + CVS G s 0 (A3)
[vuKT Vi +Vs Krd|¢ + Kr V¢ = 0

In den Gleichungen (A.3) wurde bereits davon ausgegangen, dass die Belastung un-
abhéngig von den Verschiebungen ist. Die Kontraktion der Gleichung (A.3,) mit dem
Singularitédtsvektor ¢ liefert:

¢" Ky Vit — VA ¢"P +¢"V5 G 5 =0
=0 = 0: Verzweigungspunkt (A.4)

# 0 : Durchschlagspunkt
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Fiir den Fall eines Durchschlagspunktes kann die Imperfektionsempfindlichkeit direkt aus
Gleichung (A.4) gewonnen werden:

&'Vs G 3
' P
Falls das perfekte System einen Verzweigungspunkt aufweist, sind zwei Fille zu unter-
scheiden. Besitzt weiterhin das imperfekte Tragwerk einen Verzweigungspunkt, so ist die

Ableitung von G nach der Imperfektion orthogonal zu ¢ . Dann kann Gleichung (A.3})
in partitionierter Form wie folgt gelost werden:

Ve = (A.5)

) Alp = K;'P
Vet = VoA Adip + Adic mit . (A.6)
Nig = - K;'|Vs G 3|

Wurde der singuldre Punkt unter Zuhilfenahme eines Penalty—Verfahrens, wie es in Ab-
schnitt [4.3.2 beschrieben wurde, bestimmt, so ist die fast singulédre Steifigkeitsmatrix Kr
noch faktorisierbar. Wird Gleichung (A.6) in die mit ¢ verjiingte Form von Gleichung
(A.3}) eingesetzt, so ergibt sich fiir diesen Fall die Imperfektionsempfindlichkeit zu:
¢"Vu Kr ¢ Nic + ¢"Vs Kr 3 ¢

¢ Vu Kr ¢ Adip

VA = — (A.7)
Diese Gleichung ist auch dann anwendbar, falls das perfekte System einen Durchschlags-
punkt aufweist. Die Losung von Gleichung (A.7) entspricht der von Gleichung (9.14),
wenn die Imperfektionsform als Entwurfsgeschwindigkeitsfeld interpretiert wird. Dabei
ist zu beachten, dass im Zusammenhang zur Sensitivitdtsanalyse Gleichung (A.7) einer
direkten und (9.14) einer adjungierten Vorgehensweise entspricht.

Geht der Verzweigungspunkt des perfekten Systems bei Beriicksichtigung der Imperfek-
tion in einen Durchschlagspunkt tiber, verschwindet der letzte Term in Gleichung (A.4)
nicht (siche REITINGER & RAMM [103]). Dies tritt dann ein, falls die Imperfektionsform
affin zum Singularitdtsvektor ¢ ist. Die Herleitung der Imperfektionsempfindlichkeit er-
folgt unter Zuhilfenahme eines Pfadparameters r. Die Gleichungen (A.2) lassen sich dann
wie folgt darstellen:

é(a(r),i(r),c(r)) ~ 0
K (i (r), Ar).((r)) ¢ () = 0

Mit dem Parameter r kann nun neben \ und 4 auch die Imperfektionsamplitude ¢ anhand
einer TAYLORreihe am kritischen Punkt entwickelt werden:

(A.8)

. R S v W VR | v WAV I
¢ = u + VuAr + %Vﬁﬁ Ar? + ... (A.9)
¢ =0 + Vi(Ar + IN2(CAr? 4+ .
Die erste Ableitung von (A.8)) nach dem Pfadparameter r ist:
Kr Vi —VAP +V5G 3 Vi( = 0

C C C (Alo)
Y Kr Vi + Vs Kr & Vrg]q’) v Kr Vi = 0
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Unter Beriicksichtigung folgender Sachverhalte fiir einen Verzweigungspunkt und einer
Imperfektionsform affin zu ¢:

Kr¢p =0 , ¢"P =0 und ¢"'VsG 8§ #0 (A.11)

folgt:
Vir( =0 (A.12)

Gleichungen (A.10) reduziert sich unter Beriicksichtigung von Gleichung (A.12) auf:

IC{T VT’LCL - VT)C\P = 0

) ] (A.13)
Vu KT Vr'&ﬁb + KT Vr¢ == O
Mit:
Vit = Adip i\ + ¢ (A.14)

lasst sich eine Losung fiir Gleichung (A.13,) angeben. Aup kann dabei nach Gleichung
(A.6) bestimmt werden. Um die Losung des Gradienten von A nach dem Pfadparameter
zu erhalten wird Gleichung (A.14) in die mit ¢ verjiingte Gleichung (A.13;) eingesetzt:

&' Kr ¢ ¢

VTX - — p
¢" Kr Adip ¢

(A.15)

Die zweite Ableitung von (A.8,) nach r unter Beriicksichtigung von Gleichung (A.12) ist:
VuKr Vit Vit + Kr V4 — P VA+ Vs G 8 V2 =0 (A.16)
Unter Zuhilfenahme der Kontraktion dieser Gleichung mit ¢ erhélt man:

&7 Yy Kr Vi Vi

Vi = - : (A17)
¢'Vs G 3
Da Aup die Tangente an den Primérpfad beschreibt, gilt:
Adp = W& — KpAip = Kp Wi = P (A.18)
Ableitung von Gleichung (A.18) nach dem Lastparameter X liefert:
Vu Kr V\i VWi + Kp Vi =0 (A.19)

Aus der anschliefenden Kontraktion mit ¢ lésst sich dann folgende Beziehung ableiten:
" Vi Kr VWi Wi = ¢ Vi Kp Atip Aip = 0 (A.20)

Unter Beriicksichtigung von Gleichung (A.20), dem Zusammenhang fiir Aup nach Glei-
chung (A.6) und der Bedingung fiir Verzweigungspunkte (¢° P = 0) kann Gleichung
(A.17) umgeformt werden in:

¢ " uKr ¢ ¢
&' Vs G 8

V3 = (A.21)
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Um die Imperfektionsempfindlichkeit fiir diesen Fall anzugeben, werden die Terme von
Gleichung (A.9.) bis zum zweiten Reihenglied beriicksichtigt. Unter Beachtung von Glei-

chung (A.12) und (A.21) folgt:

2¢ 29" Vs G 3¢
Ar — _ A.22
' \/Vv?C & VuKr ¢ & 2

Im Weiteren wird Gleichung (A.9,) bis zum ersten Reihenglied beriicksichtigt:
X=X - VAAr (A.23)

Einsetzen von Ar und Gleichung (A.15) in Gleichung (A.23) liefert dann:

20" VuKr ¢ ¢ | [¢" VG 8] ¢

T 2
(6" Vukr Aup ¢ |

X = (A.24)

Gleichung (A.24) entspricht der Gleichung nach KOITER und beweist den Zusammenhang,
welcher in Abschnitt 3.2 angegeben wurde:

A\

d_C‘co - —0 (A.25)



Anhang B

Herleitung eines hyperelastischen
Materials

In Abschnitt 8.3 wurde fiir den Mechanismenentwurf ein nichtlineares Materialgesetz ein-
gefiihrt, da bei derartigen Optimierungsaufgaben Konvergenzprobleme auftraten. Um die-
ses Problem zu beheben wurde ein Materialmodell verwendet, bei dem die volumenspezi-
fische Verzerrungsenergie Wy fiir det F' — 0 gegen oo strebt. Dies ist bei Verwendung des
linear elastischen ST. VENANT-KIRCHHOFFschen—Materialgeseztes in Kombination mit
den GREEN—LAGRANGEschen—Verzerrungen nicht gegeben. Hierdurch kann es aufgrund
der groflen Deformationen des FE-Netzes in Gebieten mit geringen, aber stark unter-
schiedlichen Steifigkeiten zur ‘Lokalisierung’ der Verzerrungen kommen. Dies geht soweit,
dass einzelne Elemente bzw. Elementreihen ‘negatives Volumen’ (detF < 0) erhalten (sie-
he Abbildung8.12). Damit ist die Aussagekraft der Optimierungsergebnisse gefahrdet.
Eine Abhilfe kann auch nicht durch die Verwendung der EULER—ALMANSI-Verzerrungen
in Kombination mit dem ST. VENANT-KIRCHHOFFschen—Material erzielt werden. Zwar
strebt in dieser Kombination die Energie fiir det /' — 0 gegen oo, doch die zugehorige Inte-
gration der Elementsteifigkeitsmatrizen in der deformierten Lage (Updated—-LAGRANGE)
fiihrt zu Problemen. Dies beruht im Wesentlichen auf der schlechten Abbildung des Pa-
rameterraums in den physikalischen Raum anhand der JACOBI-Determinante. Mit der so
berechneten Steifigkeitsmatrix trat in Vergleichsrechnungen ein sehr schlechtes Konver-
genzverhalten bei der Gleichgewichtsiteration auf.
Aus diesem Grund wird ein hyperelastisches Materialgesetz definiert, welches durch die
folgende volumenspezifische Verzerrungsenergie Wy definiert ist:
1 1 9 9
Ws = et Py \ig(trE) + p(tr E )/ (B.1)
ST. VENANT- KIRCHHOFF

wobei E der GREEN—LAGRANGEsche—Verzerrungstensor und ), p die LAME-Parameter
fiir das Verhalten in der Umgebung der verzerrungsfreien Referenz_konﬁguration sind. Mit
dem Parameter n kann der Grad der materiellen Nichtlinearitét gesteuert werden. Der An-
teil in der eckigen Klammer der Gleichung (B.1) entspricht der volumenspezifischen Ver-
zerrungsenergie des ST. VENANT-KIRCHHOFFschen—Materials. Da det F' die dritte Inva-
riante des Deformationsgradienten ist, ist die materielle Objektivitiat gewéhrleistet (siehe
z.B. CIARLET [31]). Aufgrund des Zusammenhangs, dass der 2. PIOLA-KIRCHHOFFsche—~
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Spannungstensor S die erste und der vierstufige tangentiale Materialtensor C' die zweite
Ableitung der Energiefunktion nach den Verzerrungen sind, wird zur einfachen Herlei-
tung dieser GroBen die Determinante des Deformationsgradienten F' in Abhéngigkeit des
GREEN-LAGRANGE-Verzerrungstensors E ausgedriickt:

N

<det F)_l - (det(2E + I)>_ (B.2)

Damit lésst sich Gleichung (B.1) wie folgt umschreiben:

1

Ws = (det(2B + I))_Qn[%g(trE)Q + (i E?)] (B.3)

Hieraus ergibt sich dann durch partielle Ableitung nach dem GREEN—LAGRANGEschen—
Verzerrungstensor der 2. PIOLA-KIRCHHOFFsche-Spannungstensor in Indexschreibweise:

i=—-n A
S; n A 9B,

5 AQ + A;in [A (Ell + E22 + E33) 52’]’ + QHEU (B4)

und durch erneute partielle Ableitung der Gleichung (B.4) erhalten wir den Materialtensor
der Referenzkonfiguration:

1 1 —1ln—2 8141 8141 1 —1ln1 (92141
Cimw = (=n*+=n) A Ay — —n Ay ————
L L T oM AR R ow o
1 —=n—1 8141 B5
—3" A 9E, [A (Ev1 + Eay + Es3) 045 + QgEij} (B.5)
1 _1lp1 0A _l,
——n A’ g [A(Ell+E22+E33)5kl+2MEkl} + A 7 A
2 8EU -
Die in den Gleichungen (B.4) und (B.5) verwendeten Abkiirzungen sind:
A = (det(2E + I))
1
Ay = [§A(trE)2 + g(trEQ)] (B.6)

Ay = A1@1 +2p1]

wobei alle Gréflen in den eckigen Klammern identisch zu denen des linear elastischen
ST.VENANT-KIRCHHOFFschen—Materials sind.
Die Ableitung der Determinante des Deformationsgradienten nach den Komponenten des
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GREEN-LAGRANGEschen—Verzerrungstensors ergeben sich zu:

0A
L = 8EnEsy + 4(FE9 + Es3) + 2 — 8FEy B3y

04,
= 8FE1 Es3 + 4(Ey + Es3) + 2 — 8E13E3

0E5

0A,

= 8E1 Ey + 4(Eyy + Exn) + 2 — 8E15 By
Ok (B.7)

0A;

= 8FE31 Fyy —4FEy —8Ey E
Bl 31 Lo23 21 21 £33
0A;

= 8Fy FE3y — 4F3 — 8FE51 E
OF. 21 £32 31 31 L2
0A,

= 8F31 F19s — 4F3 — 8FE3 F
Dy 31 L2 32 32 £o11

Die Ableitungen der Gleichung (B.6,) nach den Komponeneten Es, F3; und Ejy sind
entsprechend denen nach Ej5, Ej3 und Es3. Aus Griinden der Symmetrie von S und C
sind sie hier nicht dargestellt.

Fiir den tangentialen Materialtensor der Referenzkonfiguration werden die erneuten Ablei-
tungen der Gréflen der Gleichung (B.7) nach den Komponenten des GREEN-LAGRANGE-
schen—Verzerrungstensors benotigt:

92A 0% A

OEFL angg = 8Fy +4 ToRYTon 3;333 = 8Fyp+4
82141 82141

- - _8E _— = SE 4

OF)1 OFss 52 O0F 0Fs3 w (B.8)
62141 82141

I Y _9 R E

8E22 8E13 31 8E33 8E12 2
0% A,

YA §E

OF 19 0Eqs 8 a1

Wegen der Stetigkeit der Ableitungen gilt der Vertauschungssatz nach SCHWARZ. Alle
noch nicht aufgefiihrten zweiten Ableitungen sind identisch null.
Da der 2. P1oLA-KIRCHHOFFsche-Spannungstensor (B.4) nichtlinear vom GREEN-LA-
GRANGEschen—Verzerrungstensors abhéngt, muss im Falle eines ebenen Spannungszustan-
des die Bedingung:

513 = Sgg = 533 =0 (Bg)

iterativ ermittelt werden. Auf die exakte Ermittlung dieser Groflen wurde bei dem Me-
chanismenentwurf verzichtet, da die endgiiltigen Systeme nur Verzerrungen in den hoch-
porosen und fiir das globale Verhalten uninteressante Bereiche aufweisen. Um in der
verzerrungsfreien Umgebung ‘exakt’ zu bleiben, werden fiir diesen Fall die rechteckigen
Klammerausdriicke der Gleichungen (B.4) — (B.6) durch die bekannten Gréfien des ebenen
Spannungszustandes ersetzt.
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