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1. Einleitung

Torsionsbeanspruchte Tréger werden vielfach mit einem geschlos-
senen Querschnitt (Kastenguerschnitt) ausgefiihrt. Technische,
wirtschaftliche oder &sthetische Gesichtspunkte erfordern dem-
gegeniber aber hiuflg eine Ausfihrung mit noch zusftzlich of=-
fenen Profilteilen. Diese Tragwerke werden bisher entweder nach
der Wolbkrafttorsion oder nach der Faltwerkstheorie berechnet,
je nachdem, ob der Querschnitt durch entsprechend dicht angeord-
nete Querschotte in seiner Form erhalten bleibt oder sich ver-
formen kanne

Die klassische Theorie der Wolbkrafttorsion [1] betrachtet Tri-
ger, bel denen die aus den "primiren" Schubspannungen der rei-

nen Torsion herriihrenden Verwdlbungen (Verformungen in Stab-
léngsachse) behindert werden. Diles bedeutet, daf Normalspannun-
gen entstehen., Es wird vorausgesetzt, dak der Querschnitt in
selner Form erhalten bleibt und dap die Verformungen aus den
"sekunddren" Schubspannungen vernachlissigt werden, d.h., aus

d en Schubspannungen, die mit den sich in Stabléngsrichtung
dndernden Wiolbnormalspannungen im Gleichgewilecht stehen.

Die letztere Einschrinkung wurde fir offene Querschnitte von
Heilig [3] aufgehoben, wobel sich zelpgte, daB deren EinfluB bel
diinnwandigen, offenen Profilen von nur geringer Bedeutung ist.
Dagegen ist bel geschlossenen Querschnitten der Einflufl aus der
Verformung durch die sekundéren Schubspannungen bei der Wolb=-
kraftberechnung zu bericksichtigen, wie Heilig {4}, Benscoter
{57, Umanskij und Dshanelidze - Panovko (in [6]) gezeigt haben.

Der Einfluf der Profilverformung wird wesentlich, wenn keine oder

nur wenige Queraussteifungen vorhanden sind, was aus technischen
und wirtschaftlichen Griinden oft noétig ist.

Bel der Faltwerkstheorie wird ein nicht ausgesteifter Querschnitt

betrachtet. Die Profilverformung bewirkt Durchbiegungen der elin-
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zelnen Querschnittskanten und dadurch Normalspannungen. Auch bei
der Faltwerkstheorie lassen sich vereinfachende Annahmen treffen,
die einerseits zwar den Umfang, andererseits aber auch die Genau-
igkeit und damit den Bereich der Anwendbarkeit dieser Berechnungs-
methode vor allem auf Torsionsprobleme einschrinken.

So geht die Faltwerkstheorie im allgemeinen vom "Gelenkwerk" aus.
Da dieses mit der Wirklichkeit nur bei entsprechenden Querschnitts-
abmessungen iibereinstimmt, wird durch die Annahme von biegesteifen
Kanten eine wesentliche Verbesserung erzielt. Das Berechnungsver-
fahren fir Faltwerke nach [7] beruht auf der KraftgréBenmethode.
Demgegeniiber verwendet W. S, Wlassow [8] eine Art Formédnderungs~
gréfienmethode und berlicksichtigt dabei auch die im allgemeinen
vernachlissigten Schubverformungen. Diese Methode erweiterte La-
cher [9] fur Triger mit.in regelmidligen Abstidnden angeordneten
Schotten,allerdings nur fiir Querbelastung. An einem einfach sym=-
metrischen geschlossen - offenen Querschnitt zeigt er den Einfluf
von Querschotten auf die Spannungen und Verformungen unter symme-
trischer Gleichstreckenlast,

Dabrowski behandelt in [10] ebenfalls Kastentriger mlt verformba-
rem bilegestelfem Querschnitt unter Torsionsbelastung als Faltwerk.
Aber erst in [1ﬂ berlicksichtigt er auch die Schubverformungen, wo-
nit eine Gegenlberstellung mit der Wolbkrafttorsion sinnvoll wird.
Allerdings behandelt er nur geschlossene Kastenquerschnitte ohne
auskragende Konsolen.

In dieser Arbeit sollen nun verformbare biegesteife Rechteckka-
stenprofile mit auskragenden Gurten untersucht werden, Zur Lésung
dieser Aufgabe wird ein #hnlicher Weg wie in [11] beschritten.
Zundchst wird der starre Querschnitt betrachtet, dem die volle
Torsionsbelastung zugewiesen wird., Die dabei entstehenden Normal=
und Schubspannungen werden nach der verfeinerten Theorie der W&lb~
krafttorsion ermittelt. Sodann wird die Verformbarkeit des Quex~-
schnitts wiederhergestellt., Auf das Faltwerk wirken somit nur

noch die profilverformenden Krdfte, die sich im Querschnitt das
Gleichgewicht halten., Die Faltwerksberechnung hat also im Rahmen
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dieser Arbeit nur noch diesen profilverformenden Lastfall zu er-

fassen.

Die sich lings des Trigers dndernden Schubspannungen aus Wolbkraft-
torsion wirken nach Wiederherstellung der Verformbarkeit des Quer=
schnitts profilverformend, d.h, belastend auf das Faltwerk. Zur
Ermittlung dieser profilverformenden Wirkung der Wolbkrafttorsion
ist eine im deutschen Schrifttum nicht Ubliche Aufteilung des Tor-
sionsschubflusses bei Querschnitten mit einem geschlossenen Teil
erforderlich., Es wird deshalb einleitend eine kurze Darstellung

der Theorie der Wolbkrafttorsion gegeben, wobei vor allem dieser

Unterschied gezeigt werden wird.

Es werden am Beispiel des Einfeldtrigers mit LEndquerschotten, be-
lastet durch ein Einzeltorsionsmoment in Feldmitte, folgende zwei
filr die Praxis wichtige Fille betrachtet:

I, Kein zusidtzliches Schott liber die ganze Linge des Stabes,

II. hur ein zusitzliches starres Schott in Feldmitte (Lastquer-
schnitt),

Die Beschridnkung auf diesen Lastfall rechtfertigt sich aus der
Tatsache, daB die Normalspannungen infolge Torsion meistens die
Bedeutung von Nebenspannungen gegeniiber den Biegespannungen ha-
ben und deshalb dieser fiir die Torsion unglnstigste Fall fir die
Beurteilung bei der Dimensionierung ausreicht.

Den theoretischen Ergebnissen werden experimentell ermittelte Wer-
te gegenilbergestellt, Dabei wurden die Querschnitte so gewidhlt,
dafl sie den im Stahlbeton~- und Spannbetonbau Ublichen entsprechen.
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2. Koordinatensystem und Vorzeichenkonvention

Fir die <Stabliéngsrichtung wird die x-Achse verwendet. Aus der
Forderung, daf das x-y=-z = Koordinatensystem ein Rechtssystem
ist, entsteht die in Bild 2.1 festgelegte Zuordnung. Die posi-
tive Umfahrungskoordinate s verliuft im geschlossenen Kasten
entgegen dem Uhrzeigersinn, in den offenen Teilen verliduft sie
vom Kasten nach aufen. Es wird immer das positive Schnittufer
betrachtet,

Spannungskomponenten sind positiv, wenn sie in Flichen mit po-
sitiver Fléchennormalen in eine positive Achsrichtung zeigen.

= XU

positives Drehmoment 2
positiver Drehrichtung ¢

a.) Koordinatensystem

t dx
LSt ds *r-t - Tidx /G-STV
t
s
5
(6;+Q§ds)t dx__ .~ : l os,
O e (’rwg—'gds) tdx (""”g% do)tds R 3% dx)t ds

b) positive Schnittkrdfte am Element

Bild 21 Koordinatensystem und Vorzeichenkonvention


ibbaf
Textfeld


- 17 -

Der torsionsbeanspruchte Stab wird entsprechend [2] dargestellt
(siehe Bild 2.2).

3 | by
L - { - ;_**, l -
IIIEFI
(IS \MH‘I_—EJHMLDMT Flich
-

«My §

Bild 2.2 Systemskizze des behandelten Lastfalls
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3. Reine Torsion

3+1 Schubspannungsverlauf

Reine Torsion liegt dann vor, wenn ein Balken mit konstantem
Querschnitt, dessen Enden sich frei verwdlben kénnen, durch
zwel Endtorsionsmomente beansprucht wird. Im Rahmen dieser Ar-
beit 5011 ein geschlossen - offener Querschnitt betrachtet wer-
den, wobel die einzelnen Querschnittsscheiben jeweils konstante
Dicke haben.

Der Schubspannungsverlauf infolge reiner Torsion kann besonders
anschaulich mit Hilfe des Prandtl'schen Seifenhautgleichnisses
gezelgt werden (s. z.B. [12] ). Die Neigung der unter Innendruck
(¢ Torsionsbeanspruchung) stehenden Membran ent spricht der Schub~
spannung. Bel Hohlquerschnitten gillt, daB die innere Begrenzung
eine Niveaulinie der Membran darstellt und daf der Hohlraum durch
eine starre, zur Querschnittsebene parallelen Fliche Uberspannt
ist.

Plr dinnwandige Kastenquerschnitte, wie sie im Stahlbau Ublich
sind, wird im allgemeinen mit der durchschnittlichen Schubspane
nung gerechnet, die proportional der Neigung der Membran Uber der
Mittellinie des Scheibenelementes i1st. Dies bedeutet einen Uber
die Scheibendicke konstanten Schubfluf: T = Tt = const,

Bel nicht mehr "dinnwandigen" Querschnitten wird sich aber die
Membran unter dem gleichmébigen Druck dehnen, so daB eine unter-
schiedliche Neigung, also eine andere Schubspannung im Innen -~
bzw. Auenrand entsteht. Diese zusitzliche Uber die Scheiben~
dicke linear veridnderliche Schubspannung ergibt sich aus der
Uberlagerung der Eigentorsionssteifigkeit der einzelnen Quer-
schnittsscheiben mit der Torsionsstelfigkelt des geschlossenen
Tells. Dlese Tatsache 1st weniger von Bedeutung bei der theore-
tischen Behandlung der in der Einleitung erlduterten Aufgaben-
stellung als vielmehr fUr die nachfolgende experimentelle Span=-
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nﬁngsanalyse. Sie zwingt zum beidseltigen Messen der Schubspan=-
nungen, um aus dem Mittelwert den konstanten Schubfluf zu er-

halten.

Im weiteren wird nun zur Vereinfachung der Uber die Wanddicke
konstante Schubflufl als Bredt'scher (Index B) und der {iber die
Wanddicke verdnderliche Schubfluf als St.Venant®scher Schubflub
(Index V) bezeichnet., Ein #uferes Torsionsmoment vertellt sich
entsprechend dem Verh#dltnis von St.Venant'scher zu Bredt'scher

Torsionssteifigkelt iliber den Querschnitt [13].

My = Mg + My
In Jv
= == 4+ M )
MT ‘jT T e (5“1"“1-)
nit MT = Torsionsschnittmomenbl
JB =  Bredt!sches
UV =  St.Venant'®sches Torsilonstrigheitsmoment
UT ;UB+3V = pesamtes

Die Anteile des Torsionstrigheitsmomentes ergeben sich in bekann-

ter Welse zu

2
. 4 Py
Js = N ; (3.1-2)
ot
'2 el ‘3 .
Jv = jg"%;,s;to (3.24-3)
mit F = der von der Kontur,d.h. der Mittellinie des ge-

schlossenen Querschnittsteils umschlossenen Flé=-
che
= Bredt'sche Fliche = HBhe x Breite beim Rechteck=

kasten,
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845 ti = den Abmessungen der einzelnen Querschnittsschei-
ben,
Q = elnem Formbeiwert, der im allgemeinen gleich Eins

gesetzt werden kann (s. z.B. [12]),
= Summe nur Uber den geschlossenen Kasten und

=  Summe Uber den gesambten Querschnitt .

™~

Der Bredt'sche Antell ergibt im Bereich des Kastens eilnen kon-
stanten Schubfluf, der auf die Scheibendicke bezogen folgende
Schubspannungen liefert:

4 My JB
v = Ms 2rRt  Jy 2Rt (3.1-4)
G
3t
Jz 2 Fy
nit lP:L - 2Fg : = g : (3.1~5)
)

Der St.Venant'sche Anteil liefert Uber die Dicke der einzelnen
Querschnittsscheiben linear ver#nderliche Schubspannungen, die
an den Oberfléichen folgenden Wert annehmen:

: .

T

Die gesamte Schubspannung an den Oberflichen der Winde ist dem-

nach
ly
T = M:,TT ( _txrft) )

(3.1-7)
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wobel flr die offenen Teile Wy gleich Null zu setzen ist. Bei
(3.1-7) kann gegebenenfalls fir die im Spannbetonbau {blichen
Querschnitte JT z JB gesetzt werden, wogegen bei der ¢rtlichen
Spannungsermittlung die St.Venant'sche Schubspannung, vor allem
wenn einzelne Telle des Querschnitts dicker sind als die {ibri-
gen, nicht mehr vernachlédssigt werden kann, wie folgendes Bei~-
spiel zeigt (s. Bild 3.1).

Es wird ein geschlossener Kasten mit % = 3 und tv = B und

3
- . Db
to = tu =15 betrachtet.

Mit den Querschnittskonstanten

OF, = 2.2.b = 6.1° Yy R
B~ trEem T und T “""(‘3'6‘1'3'7 11
ergibt sich fir die ;&‘ fachen Schubspannungen
T
Jr 3>, b + .
: . - = - (30 I 367
im Steg: T M. C 76 3 = 575 (3 ),
Bredt St.Venant
2
in den Platten: o Sr _70b7 b b (400 * 11) ,
M. “11b 10 110

Bredt St.Venant

bzw. fir das gesamte Torsionstrigheitsmoment

4 4
36_?_1 + ?z(ﬁi " l?...) = 0571 54(0,95 + 0,0S>‘

Bredt St.Venant
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Bild 31 Verteilung der Schub=
spannungen aus reiner Torsion
mit Prandtl’schem Membran =

gleichnis

A i
‘ﬂ'ﬂm l Ta=z1;t \
P! f
™ |
Ty +— !
L’F",L 1% -
T w
Tt
T B
Tt '
T Ty

Bild 3.2 Detail A von Bild 3.1
Uberlagerung des Bredt schen
und St.-Venant schen Schub -
flusses
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Fiir einen Kasten mit konstanter Dicke gilt, wile sich leicht zei-
gen 1asst [12], T/1y = F/R,
mit F = t}jS; = gesamte Querschnittsfléche.

K

Es sel noch bemerkt, daB die Verbindungslinie der T zweler gegen-
iiberliegender Seiten nur dann durch ’L“a bzw, ’t’i geht, wenn der
geschlossene Querschnitt ein Quadrat oder ein Kreilsring mit kon-
stanter Wandstirke ist (Bild 3.3). Beim Rechteck mit konstanter
Wandstérke stimmt das schon nicht mehr.

Bild 3.3 Schubspannungen aus reiner Torsion
bei quadratischen Hohlkasten mit
konstanter Wandstérke
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3.2 Verformungen

Die Gleitung in der Profilmittellinie 1st im offenen Tell gleich
Null, im geschlossenen

wobei i = Gleltung,
G = Schubmodul ,
u = Axialverschiebung (Bild 2.1),
v = Tangentialverschiebung (Bild 2.1) 1ist.

v ergibt sich fir den geschlossenen Tell zu
v o= vixs) = n(s) @(x) (3.2-2)

mit r. = Abstand der Drehachse von der Tangente an
den betrachteten Punkt (s. Bild 3.4) und,

1 = Drehwinkel .

Bild 3.4 Allgemeiner einzelliger
Querschnitt

Aus (3.2-1) folgt

) _ T3 dg
35 & " tax (3,2-3)

bzw. nach Integration entlang s
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s S
T ’
u(xs) = u + f 2ds - @ [rds . (3.2-1)

wird Uber den geschlossenen Querschnitt integriert, so ergibt
sich, da dann wieder u = U, sein mul ,

@gdszgléﬁds .

Mit (3.1-2) und (3.1-4) und unter Berickslchtigung von

@rt dg = 2Fy erhdlt man fir die Verwindung

s
= d o
g - *Sgﬁ_i _ Ms ki
§ s & Gy
_ Mg _ M+
G:]B . G3Jy . (3.2=5)

Nun wird die Eilnheitsverwdlbung w (s) definiert als die negative
Verwdlbung u pro Einheit der Funktion I/Q(x),die die Abhingigkeit
der VerwSlbung von der Lingskoordinate x beschreibt: w = —I;—j—L bzw.

w o= - Fwo o

(3.2-6)
Bel reiner Torsion ist z/q gleich der Verwindung & /:
w = — &?/(,u . (3-2'7)
Hieraus ergibt sich
v F Qw
(LY, = - .2-8
By g 5¢ - (3.2-8)

Hach (3.2-3) ist

o = oot T
29—: - 8 (Y:l- g?/vG> .
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Flir u folgt daraus nach Integration
- B
U= u, - @ j( - G) ds . (3.2-9)

Da nach einmaligem Umfahren des geschlossenen Teils u seinen Aus-
gangswert wieder erreichen muf, d.h. u = u_ wird, gilt

o]
LBJC ols
Gras - BLg oo

und damit

:t/Bt §§d5 (vgl.(3.1=5))
- = = . vgl. (3ele
¢'G $ &=

Somit ergibt sich aus (3.2-7) und (3.2=9)

w o= W, + fs(v;~ -i__lm/i) os (3.2-10)
bzw,

%‘;4 = - %‘i . (3.2-11)
Flir offene Teile des Querschnitts ist wegen T , = O auch

B
WI = 0 zu setzen,
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4, Wolbkrafttorsion (starrer Querschnitt)

4,1 Allgemelines

pa im Rahmen dieser Arbeit bei der Untersuchung der Profilverfor-
mung torsionsbeanspruchter Kastentriger die Wolbkrafttorsion mit-
perticksichtigt werden soll, wird in diesem Abschnitt eine kurze
Darstellung der Theorie der Wolbkrafttorsion gegeben. Dabel wer-
den, sowelt mdglich, die Grdfen mit I indiziert, die beim Falt-
werk entsprechend auftreten und dort mit II bezeichnet werden.

Die in Bild 2.1 gestrichelt eingetragenen GS~Spannungen werden
entsprechend der Stabtheorie vernachlédssigt. Fir die Gleichge-
wichtsbilanz in s-Richtung bleiben also noch dle in x-Richtung
sich dndernden Schubkrifte Ubrig. Da die dem Schnittmoment das
Gleichgewicht haltenden Bredt'schen Schubspannungen T, bel dem
hier untersuchten Lastfall nicht von x abhingig sind, kann f{ir
9% der zusitzliche Anteil aus TI infolge Wolbbehinderung gesetzt

X
werden:

t ST dxds = tggi dxds = %13 dxdls .
Diese Krifte missen von dem als starr angenommenen Kastenquerschnitt
aufgenommen werden. Wird der Querschnitt durch Schotte ausgesteift,
werden dilese Krifte ummittelbar in die als starr angenommenen Schot-
te eingeleitet. Die in der Wand 1 wirkende Schottkraft Pl,i ergibt
sich zu

oT;
-l (h.2-1)

N
i

Diese Krifte der Einzelscheiben stehen in sich am Gesamtquerschnitt
im Gleichgewicht, wie noch gezeigt werden wird. Ist das Kastenpro-
£il biegeweich und in eingelnen Abschnitten oder lber die ganze Lén-
ge nicht durch Querschotte ausgesteift, so wirken diese Krifte als
Belastung auf den in diesem Bereich als Faltwerk wirkenden Quer-
sehnitt. Dies wird in Abschnitt 6 behandelt.
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h,2 Verteilung der Normal- und Schubspannungen Uber den

Querschnitt

Bei der Wo&lbkrafttorsion wird angenommen, dal sich dle Normal-
spannungen und die Verwdlbungen ebenso Uber den Querschnitt ver-
dndern wie die VerwOlbungen bei reiner Torsion. Es gilt also
(3.2-6) mit

u(X,S> = - J(><> ("JI(5> o (U,2~2)

Hierbel und im folgenden ist w, die auf den Schubmittelpunkt

I
bezogene Einheitsverwdlbung, d.h., es wird im zweimal orthogo-
nalisierten Hauptsystem gearbeitet (vgl. [1]).

Die Wdlbnormalspannungen ergeben sich aus der bekannten Bezle-

hung
au E
G - AX
mit dem Elastizititsmodul E
zZu )
/
Gy = - E vg W, . (4,2=3)

Mit dem W&lbtrigheltsmoment der Wolbkrafttorsion
2
J. = [wldF
T
F
erglibt sich

/
B, = (6w, dF - -ET5, (4.2-4)
E

BI ist das Wolbbimoment aus Wolbkrafttorsion (= Wdlbverdrehmo-
mentenintegral nach [1] ). Im Unterschied zu einem Biegemoment,
das sich als Kr#ftepaar deuten 1#Rt, stellt das Bimoment eln
Momentenpaar dar. Dies ist eine Gleichgewichtsgruppe (W81bgrupe=

pe) der inneren Krifte.
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iir die Normalspannungen l&#sst sich mit (4.2-3) und (4.2-4) auch

schreiben
Gz, = o owx (4.2-5)
B Bz
mit - = R .

Diesen Léngsspannungen sind aus Gleichgewichtsgriinden Schubspan-
nungen zugeordnet (Bild 2.1):

06z N oL o
O x DN
o8; OTs
. It = = O 4, 2-6
bzw 5x + 5% ( )
mit T = T,t = Schubfluf aus Wolbkrafttorsion ,

Durch Integration ergibt sich

—_ %, — B
II = TI!D - j axI tds = lz,o - I SI_ (4e2-7)

mit S = jwr dF

SI ist das statlsche WOlbmoment der Wolbkrafttorsion. Da, wie in
Abschnitt 4.1 erliutert, der dem Schnittmoment zugeordnete Schube-

flub TM = 'E’Mot schon abgespalten ist, darf aus TI kein Drehmoment

mehr resultieren. TI 0 ergibt sich somit aus der Bedingung
»

(Tonds - O . (h.2-8)
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Aus (4.2-7) ergibt sich

?

B:
T, $rds = = [S.nds
! x
und damit
B !
T = =55 0N (4.2-9)
mit jsr v, ds
- BT
o & rds ) (4.2-10)

(4.,2-9) in (4.2-7) eingesetzt ergibt

B.
T;: = o :]1: (SI“ ¢1> . (h.2-11)

Der gesamte Schubflub setzt sich nun aus T; und dem Schubfluf Ty
aus dem Schnittmoment MT’ das hier ganz der Bredt'schen Torsionse
steifigkelt zugewilesen wird (JV 2 0), zusammen {(vgl, 3.1-4):

T = Ta =+ T

% - _}:%_ (S:-%:) . (.2-12)

In (4,2-12) ist also der gesambte Schubfluf T aufgeteilt in Ty
(mit é TMrtds = MT) und TI (mit ! Tlrtds = 0). Diese Aufteilung
des Schubflusses ist nur beil Querschnitten mit einem geschlosse-

nen Anteil mdglich. Da T,, im geschlossenen Bereich konstant und

%
in den offenen Teilen Null ist, kann fir g—; in (4,2-1) g{i

gesetzt werdens.
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Die den Querschnitt in seiner Ebene beanspruchenden Krifte lau=-
ten also '

P

s

]

oT:
dx j 5}(—‘ ds, (4.2-1a)

Wird die Querschnittsform durch entsprechend dicht angeordnete
Schotte gewdhrleistet, kann mit dx = Ax = Querschottabstand die
Beanspruchung eines Schottes berechnet werden. Mit (4.2-11) epr-
gibt sich

P, =-Ox ;E;x J(SI—QSI) ds . (4,2-13)

¢

I

Fir einenRechteckkasten sind in Bild 4.1 die Kraftrichtungen fir
die einzelnen Winde eingetragen. Wird der Triger durch ein Ein=-
zeltorsionsmoment in Feldmitte belastet, so ergibt sich die
Querschottbeanspruchung entsprechend Bild 4.4.

Nun 1&aft sich das Schnittmoment MT aber auch aufteillen, analog zur
klassischen Theorie fiir offene Profile, in ein primires Schnittmo-
ment MP und ein sekundéres Schnittmoment MS’ wobei sich hier MP
aus dem Bredt'schen Antell My p und dem St Venant *schen Anteil

bl
AP,V zusammensetzt:

MT = M,+ Mg = (MEB + MP,V> + Mg . (ho2-14)

Entsprechend wird der Uber die Scheibendicke konstante Schubfluf T
aufgeteilt:

T-TeTe

Die Antelle des Schnittmomentes ergeben sich durch Multiplikation
der Schubflufanteile mit rtds und Integration liber s:

@TPy;ds= Mes

j"[;r*ds=MSEBI-

¥
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Wird nun MP v vernachlissigt (JV = 0), 188t sich mit
5

’

P4T = P4RB * hﬂs und EL = hﬂs

aus (4.2-~12) fir den gesambten Schubfluf schreiben:

Mes Ms Ms
= L —2 - S, -
T 2K 2F I, (s QDI)
Me, M
= 2;‘;8 - 3; (S: - qbs) (b,2«15)
J
mit ¢5 = (bI + é}l—; . (u.2"16)

Fir (4.2-15) kann, wenn man (3.1~1) auf M, anwendet und (3.1=-5) be
riicksichtigt, geschrileben werden

™M M
T = UTP qjj: - ":‘j;é (SI - dD\S) o (4,2~15a)
In [1] wurde g direkt aus der Beziehung
o6 o .
axt ~ 55 =0

abgeleitet, die identisch ist mit (4.2-6), da sich T; und Tq nur
durch eine additive Konstante unterscheidet. Filr TS ergibt sich
entsprechend (4,2-7):

S (ho2-17)

woraus sich Ts aus der Kontinuit&tsbedingung

e

$ s - $rcs = 0

durch ds B; ds
TS,O —-Z-— - 3; ¢ SI +
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“ T;o = BI (DS
:SI

$s. ¢
d) = a 3
S 93§§

mit
(4,2-16a)

ergibt.

Es 1ldsst sich nachweisen, daf (4.2-16) unter Beriicksichtigung
von (4.2.10) mit (4.2-16a) ilbereinstimmt.
Flir TS l4sst sich nun zusammenfassen

B’
To = = 5 (S:-@). (h.2-18)

Fiir die Uber die Dicke der Querschnittsscheiben konstant ver-

teilten Schubspannungen ergibt sich aus (4.2-12)

/
ved e g g (S, (h.2-19)
wobel hier die lber dle Wanddicke ver&dnderlichen Schubspannungen
nicht erfasst werden kénnen. Aus (4.2-15a) lidsst sich dagegen
mit der entsprechend angewandten Gleichung (3.1-7) flr die
Schubspannungen an den Oberflichen der Querschnittsscheiben
schreiben:

M L& + M
Te = 5 ( Fet) - gt (S bs),  (4.2-20)

:
'y / -
worin Mg = By ist,

Diese Gleichung kann nun auch auf rein offene Querschnitte an-
gewendet werden mit ¢ _ = Y. = 0 und Jy = Jy.

In Bild 4.1 sind fir elnen Rechteckkasten mit konstanter Wand-
dicke die Normalspannungsverteilung, der Verlauf des Uber die

elnzelnen Schelbendicken konstanten Schubflusses sowie die die
Schotte beanspruchenden Krifte dargestellt.
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Bild 4.9 Rechteckkasten {t = const) mit VYerlauf der
Normalspannungen, des Schubflusses und
der profilverformenden Kréfte bei positi-
ven SchnittgréBen aus Wélbkrafttorsion
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4,3 Differentialgleichung der WOlbkrafttorsion

Im Gegensatz zur klassischen Theorie der Wolbkrafttorsion soll
nun die Verformung aus den sekundéren Schubspannungen E-—-E nitbe-
ricksichtigt werden. Dabei stimmt die Wolbfunktion ¥ nicht mehr
mit der Anderung des Drehwinkels iUberein, d.h. X + @ ’.

Dies wird im folgenden gezelgt.

Aus Bild 4.2 ergibt sich fir den offenen Bereich (in Analogie
zur Schubverformung des Biegebalkens)

Biegebalken J8lbkrafttorsion

avo= (F 47, ) dx av = (X +9v) dx =7, dg
A = v/ X + ¥ ’
% + I v x + =T ®
-du = (® = 7,) ds -du = (&"?2>ds

du _ _x = du . _ = —

I X+ ds L

= - = o . dv du = =X o - du !
gs = Bt T Hxt e s = Ot Je= g5t v 9
.(192 e L. .__Q.._. ..d..l.l. = o /._ _ﬁ‘i__

ds V- 5aw) d&s ° T (8- g
mit v bzw. Vg = Schubverteilungszahl .

Hierbel gelten folgende Analogilen:

v' 2 @’
&K 4+ X 2 &; 7-
t
= A i
4 - %
Q = Ms
Y G 2 GJ+

|
O ™
1>
IR
x
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b, im geschlossenen Bereich

Bild 4.2. Verschiebungen und VYerforrmungen eines
Elementes in einer Tangentialebene x-s
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Mit @ - Ms  ~ 8 als wolbfunkbion (4.3-1)
ergibt sich

u:——szv;o/s=~zﬂwx . (4.3-2)

Wird ein Element des geschlossenen Querschnittstells betrachtet,
muf noch die Verzerrung des Elements aus der Bredt'schen Schub-
spannung mitberiicksichtigt werden, wodurch sich

w o= - J/()’; ___l:fi) ds (4.3-3)
ergibt, was sich aus Bild 4.3b ableiten 14sst.

In der klassischen Theorie der Wolbkrafttorsion lautet nach [1]
die Differentialgleichung

EJ. A

"

- GISH = My (4.34)

/
wobei R = 94 gesetzt wird.

Bel der Beriicksichtigung der Verformungen aus den sekundéren
Schubspannungen lautet die Differentialgleichung mit den hier
verwendeten Bezeichnungen folgendermalen (siehe Anhang (A, 3.1»:

FI. 8" —x GI 8 = -x M, (4.3-5)

mit X als Schubverformungsfaktor der Wolbkrafttorsion. Dieser
wurde bisher 1im Schrifttum auf verschiedene Art mit unterschied-
lichem Ergebnis bestimmt (s. Anhang A).

Zwischen ¢ undzﬂ findet sich folgende Beziehung (vgl. Anhang
(A. 2.10) bzw. (A. 2.8)):

’ My
@ = xf 4 (1) &7 (4.3-6)
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bl Losung der Differentialgleichung der Wolbkrafttorsion

Die allgemeine LOsung der Differentialgleichung (4.3-5) findet
sich mehrfach im angegebenen Schrifttum (z.B. [3], [6] ). Es
sel deshalb nur kurz aul den hier betrachteten Lastfall, Einzel-
torsionsmoment in Feldmitte (s. Bild 2.2), eingegangen.
(4.3-5) lidsst sich umformen in
/" 2 MT I, ha
L A - e M (4. 4-1)
mit
EJ, . (hohap)
Die LUsung aus dem homogenen und partikuliren Anteil lautet
% 5o M -
I = A, Cosh A x + A, Sinh Ay x -é_j: (Coshiyx-1) (h,4-3)
T

Der Drehwinkel ¢ ergibt sich durch Integration aus (4.3-6) mit
(4.8-3) =zu

C\Q"”‘"‘/%C—: (A‘ﬂ Sinh Jdpx + A, Cosh}rx> + K:,;
My

X - _ My —e) M
2, G Smhdrxk)chijqh(/l K>G:37x

0]

it

%C; (A—A Sink Az x + /‘3:2 Cosh .)IX> + 2(3

My X .
* s, (x X, Sirb Ax) (U b

Hun werden die beiden Gleichungen fir pg und @ dimensionsgleich
geschrieben :
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GIr g = ,\Txe (A, Sinhdzx + A, Coshdgx)+ Ay + M € ( ‘fe SinhA;),

GI, X0 = A, Coshdyx + A, Sink Az x — M.,é(CoshAIx—4>.,

Letztere nach x differenziert und in (4.2-2) eingesetzt ergibt
fir das Bimoment

4 ET ’
= I T 4,45
BI = E:TIZ/Q = 2 GIITv(je ( 5)

= - ‘/{;ie (A1 Sinh A x+ A, Cosh Ay x - M, € SihhalIX> .

Flir den hier betrachteten Lastfall lauten die Randbedingungen

1.) x=0: A =0 (Symmetrie!)
2.) x = & By = 0 (Membran!) (4, 8-6)
3.) x= € © =0 (Gabellagerung!)
So folgt aus 1.) A, = 0,
aus 2.) 0 = - 25 (A, Cosh € — M, € Sinh A €)
Sinh A €
Ay =M€ i e
xK L .
aus 3.) 0 = A, ‘/Y:—é (osh A € + Az + MT€(’1—jr~e Smhﬁr@

.S . x .
A3 =M, ¢ (ﬂ Sinh Jre +1 —‘)—I—? S»nhvlre)

--M,e .

Fir das Bimoment der Wolbkrafttorsion ergibt dies aus (U4, U4=5)

2 Simh A€ Coshdr X = Sinhdrx Cosh Az €
B’f:_i:e_mfe( Cosh Az @ )

xX M Sinh Az (€»x)
‘AI T COS") v\:@ .
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Flr den hier betrachteten Lastfall (s. Bild 2.2) ist

e
und sonit
B = x M Sinh Az (?ox) (4, 4-7)
z 2\/)1 COSh\/lre
bzw, Bx/ = M, = —x M Cosh Az (€-x) (4, 48)

2 Coshdy €

X M
e — e 2

ey M SinhAif
23; Coshxl

B, — Flache
f
M ® 'XT._M;
2 |
i ailllll Hf y 2 +
[ Vg7 ==
Bxff""% les M, =- M
Rk M, @ T2
NP L
M, — Flache

Bid 4.3 By~ und M; - Fldche
Lastfall: M in Feldmitte
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In Bild 4.3 ist die charakteristische Verteilung des Bimomentes
aus Wolbkrafttorsion und die Aufteilung des Schnittmomentes in
MP und MS dargestellt. Bild 4.4 zeilgt die Beanspruchung der Schot-
te infolge der sich in Stablingsrichtung dndernden Schubkrifte.

59
2 e e _+_ e —

Querkraftfidche
fiir eine Kastenwand i

3
- Pl,o z- 2 le,ods
i

21’—‘ds

\I\\/&/\'p\‘r;i‘ax
T TS

Belastung fir die
Querschotte

Bild 4.4 Querkraftfliche einer Kastenwand
und die sich daraus ergebende Schott~
belastung infolge Wislbkraftorsion

Lasttall: M in Feldmitte


ibbaf
Textfeld


- 42 .

5. Betrachtung zur Faltwerkstheorie (Gelenkwerk) ohne Beriick-

sichtigung der Schubverformung

Bel nicht ausgesteiften Profilen werden Torsionsprobleme vielfach
mit Hilfe der Faltwerkstheorie behandelt (s. z.B. [14 ). Fir die
hier betrachteten Kastenquerschnitte soll nun aber an Hand eines
Belspiels der wesentliche Unterschied zwischen den beiden Theo-
rien: Faltwerk (chne Schubverformung) - Wolbkrafttorsion gezeligt
werden.

Es wird ein doppe lsymmetrischer Kasten mit konstanter Wandstiirke
und einem Seitenverhdltnis von a/b % 1 betrachtet (Bild 5.1).
Der Querschnitt ist also nicht wodlbfrei. Die Belastung des Trie-
gers sel eln Uber die Stablingsachse beliebig verteiltes Torsi-
onsmoment m.

Folgende, nur fir diesen Abschnitt geltende Bezelchnungen werden
verwendet :

Z T
A 4 D O

T % i ;‘_F
1 o H3 . o

Bild 5.1
hi = a bzw. b = HShe der Scheibe 1
t = konstante Wandst#rke
Fi = hi « t = Querschnittsfléche der Scheibe i
W= hizo t/6 = Widerstandsmoment der Scheibe 1
T = Kantenschubkraft
Moi = Schnittmoment MO der losgetrennten Scheibe i
M, = Moi - hi = Schnittmoment in der Scheibe i im Gelenk-
werk
G, = My 7/ Wy =  HNormalspannung in der Kante K in x-~Rich-

tung
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pas Torsionsmoment M wird nun durch zwel verschiedene, statisch
aber gleilchwertige Lastgruppen aufgebracht:

) . i ] . = I
Fall a: Moment aufgetellt in ein Kréftepaar: m = T 2 (Bild 5.2)

m m
a 4 a
A D %
i 3 )
ﬁ_ Bild 5.2 Fall a
B 2 C
a

Aus Symmetriegrinden ist TA = TB = TC = TD = T

Aus der Dreischilbegleichung (vgl. [14] ) ergibt sich fir den
Schubfluf in Kante A folgende Beziehung:

1,2 .2 .1y o g (Mx Me«)
Tlgrergr5) -2 W) so
Da Moh = 0 1st, wird
a 1 _ 2 Men
3T (£ +5) = % i (5.1a)
und o
T = b(a+b) o1
(5.2a)
Flir die Schelbenmomente ergibt sich
e b
M, = Mgy -bT = Mo ("— ;;*5)= Mo a+b 2
. - (5.32)
[22 [oA
M, = T =Moo ;o = Mo B any.
Die Spannung in Kante A i1st demnach
M, E/’_t# Moy b6 Moq

CAT W W, T et CbGs) (544
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Fall b: Moment aufgeteilt in 2 Kri&ftepaare: m = %— . a + %‘—5 « b

(Bild 5.3)
m m
2a 4 2a [p

A m %

1 32b o

c. 1 Bild 5.3 Fall b
B 2 m
a 2b

Motr m 2a [0 d .
— = = ist
Moa 2b m b

o1 M
37’(%—»——;:):% C/\l/dwka 1)(5113)

b ba
Mon (E_Z s

T y  (5.2p)
6(E+2)
MO"
T = 3
Flir die Scheibenmomente ergibf sich
b
M4 = Mo—l - bT = Mo, (/,‘— E)
(5.3b)
oL (o3
M, = Mo —al = M 1?‘5’)
Die Spannung in Kante A ist also
M.,
(S = - = _.y.ff = O . (5.4b)

A Wa We
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Um nun Fall b in Fall a zu Uberfihren, sind diesem noch folgende
Krédftepaare zu Uberlagern:

Fall c: Belastung durch 2 Kriftepaare, die in sich im Gleichge-
raz. .t
wicht stehen (Bild 5.4).

LN .
20 4 2a |p
A m
1 2b_o
o
B

L Bild 54 Fallc
2 mn
L.

Aus Gleichung (5.1a) ergibt sich, da nun

[28]

ﬁgﬁi = - i§~ ist,

fir den Kantenschub

a-b

T = M o4 Eme) - (5.2¢)
Die Scheilbenmomente ergeben sich zu

ab b
M, = Mo, bT = M., (1_c<+b> = 2Mon 3B »
(5.3¢)
a  ala-b)y_ «’b

My = Mog-aT = Mo (CF-Eaig)) =~ 2Me Brny

Die Spannung in Kante A ist hier
- M4 . ML\‘ - MO1
6—;\ = - __‘W,I = E = - 12 b'f(a+b) s (5,1-50)

Diese Spannung ist nun genauso groR wie die in Fall a, da M01 hier
mur die HElfte von dem in Fall a ist.
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M M M M
M 2a 2a 2a 2a
T M '
a = 2b ¢ //
+ -
M
N — M
Fait a = Fall b + Fall ¢
Biid 5.5 Aufteilung eines Kriftepaares
fiir die Faltwerksberechnung
M
26 L bR
. B il
7 T y — T_M__
ig Za l x 2a ° R T
R o v i
— a M i
b b

Bid 5.6 Aufteilung eines &Gufleren Momentes
oder Krédftepaares,das Gber ein Schott
eingeleitet wird (Wélbkrafttorsion )
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Aus dem Beispiel zeigt sich nun folgendes (Bild 5.5): Nur der
profilverformende Lastfall ¢ llefert Normalspannungen nach der
Faltwerkstheorie. Bel Fall b entstehen keine Faltwerksspannun-
gen, und der Querschnitt bleibt damit erhalten, sofern die Schub-
verformungen nicht mitbericksichtigt werden. Wie in Abschnitt 3
gezelgt wurde, verdreht sich aber ein entsprechend Fall b auf
Torsion beanspruchter Querschnitt durch die Verformungen infol=-
ge der Schubspannungen aus reiner Torsion. Ist der Querschnitt
nicht wilbfrel, so entstehen infolge Wdlbbehinderung zusftzliche
Normalspannungen und sekundfre Schubspannungen und damit verbun-
dene Verformungen entsprechend Abschnitt 4. Das heipft: Die Falt-
werkstheorie ohne Beriicksichti-

gung der Schubverformungen er- ,,/’/jw

fapt nur profilverformende Krife //,//'//

te entsprechend Bild 5.7 und kein Pt

Torsionsmoment. Diese Krifte ste= e

hen in sich im Gleichgewicht und

bewirken keine Lagerreaktion. Bild 5.7 Profilverformende
Belastung

Im Rahmen dieser Arbeit soll mit

Hilfe der Faltwerkstheorie weiterhin auch nur die profilverfor-
mende Belastung erfaBt werden. Die Belastung Pq bzw. PI’ die in
der WOlbkrafttorsion den Schotten zugewiesen wird, muB nun dem

in Wirklichkeit als steifknotiges Faltwerk wirkenden Querschnitts-
rahmen zugewiesen werden. Dabel milssen aber nun konsequenterweise
bel der Faltwerksberechnung die Schubverformungen mitberiicksich=-
tigt werden. Die Richtung und Grépbe dieser zusédtzlichen Krifte
héngt auBer von der HuBeren Belastung auch von der Querschnitts-

form ab. So sind die Krifte P. in Bild 5.6 bei einem wSlbfreien

I
Querschnitt gleich Null. Bel einem Kasten konstanter Wandstirke
mit % < 1 verlaufen sie in umgekehrter Richtung als in Bild 5.6

dargestellt.
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6. Torsion des nicht ausgesteiften Querschnitts

6.1 Verteilung der Normal- und Schubspannungen iiber den Quer~

schpitt beim Faltwerk unter profilverformender Belastung

Die in der Wolbkrafttheorie enthaltene Bedingung} dafl der Quer-
schnitt in seiner Form erhalten bleibt, wird nun aufgehoben, dohgy
es wird ein steifknotiges Faltwerk betrachtet, wobei die Schub-
verformungen mitberiicksichtigt werden, da aufer den in Abschnitt
5 unter Fall c¢ behandelten Krdftegruppen (Bild 5.5¢) auch noch
die profilverformenden Krdfte aus Wolbkrafttorsion (s. Bild 4 und
5.,6) von der Querbiegesteifigkeit des Kastens aufgenommen werden
missen,

z
$
Jos Bo= Kga  — -wﬂ
_— s
¢ I T R
tyb- | pe — l - TI R —_— l - y
| | p
- - L s
é! L
o a ]
- a,zoya —————]

Bild 6.1 Allgemeine Form des behandelten einfach-

symmetrischen, geschlossen - offenen Querschnitts
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Den aus den Durchbiegungen der einzelnen Querschnittsscheiben

sich ergebenden Lingsspannungen ist fiir den ganzen Querschnitt
petrachtet keine Normalkraft bzw. kein Biegemoment zugeordnet,
Sie missen deshalb in sich im Gleichgewicht sein, d.h, ein Bi~
moment erzeugen,

Es werden geschlossen -~ offene einfachsymmetrische Querschnit-
te entsprechend Bild 6.1 behandelt.

Die Normalspannungen in s-Richtung werden entsprechend der Theo-
rie der Wolbkrafttorsion (s. Abschnitt 4,1) vernachlissigt. Die
St. Venant'sche Torsionssteifigkeit (GJV) der CEinzelscheiben
bleibt unberticksichtigt, Es wird vorausgesetzt, daB die Quer-
schnitte der einzelnen Scheiben eben bleiben, Da die offenen
Querschnittsteile in der Verlidngerung einer Kastenwand verlau-
fen, missen sie zusammen mit dieser als eine Scheibe betrachtet
werden, da sonst keine Eindeutigkeit fiir die Annahme der Span=-
nungsverteilung méglich ist,

Bezliglich des Koordinatensystems und der Vorzeichenkonvention sei
auf Abschnitt 2 verwiesen, FlUr die beim Faltwerk neu einzufithren-
den Bezeichnungen, die denen aus der Wélbkrafttorsion (s. Abschnitt
4) entsprechen, wird der Index II verwendet.

Es wird in diesem Abschnitt die in D1] beschriebene Methode ange-
wendet. Sie wird in mancher Hinsicht modifiziert und erweitert.

S0 wird hier die in Lingsrichtung wirkende Normalspannung &7 ent-
sprechend (4.2-3)als Produkt einer Funktion fII [kp/cm{] und einer
Eirheitsverw&lbung Wy [cm J ausgedriickt:

(x.8) = fo (x) oy (s) . (6.1-1)
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Dadurch wird es moglich, die Analogie der hier auf den Rechteck~
kasten mit Konsolen erweiterten Querschnittswerte und -funktio-
nen zu denen aus der Wolbkrafttorsion zu zeigen. Fiir den Quer-
schnitt nach Bild 6.1 ist die normiertecuII-Funktion in Bild
v.2a dargestellt, Sie ist im allgemeinen Fall nicht mehr affin
zurcuI-Funktion wie beim Sonderfall des Kastens ohne Konsolen,
Dadurch werden weitere Modifikationen gegeniiber [11] erforder-
lich,

Wegen der zur z-Achse symmetrischen Querschnittsform und antime-
trischen Belastung sowie wegen den Bedingungen !6k2cﬂz=j6&dF:=O

F
mufl Wiy antimetrisch sein, Aus der Bedingung fei ydF = 0O
folgt das Verhidltnis ﬁ, das zwischen “ﬁI,B und “ﬁI,A besteht:
¥
w o, + 3
ﬁ —LB = (6,1-2)
Wy A oy + 3
mit
* 3 C{\to
o = O, 3
° " bt,
(6,1=3)
* 3 Qtw
= X B
Oy w btv
und
Ay
o(o == ‘““"a )
(6.1-4)
Clig
Ve = e .
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Den Léngsspannungen sind aus Gleichgewichtsgriinden Schubspannun=-
gen zugeordnet (vgl, Bild 2,1):

t QDG'K dxcds + t %E dsdx = O.b (6.1-5)
x

Hieraus folgt durch Integration und nach Einsetzen von Gleichung
(6.1~1) fiir den Schubfluf

TIE = T’:ut‘t = 7 fzx:/ (S:u: - d)ﬁ:) (6. 1-6)

mit Sy = [w, dF (6.1-7)
J Sy dls

und bp = W (6.1-8)

als Integrationskonstante, die sich aus der Bedingung eines ver-
schwindenden Torsionsschnittmomentes

Fj'];:[nols=0

ergibt, SII ist das statische W&lbmoment des Faltwerks.

Fiir den Querschnitt nach Bild 6.1 gilt die in Bild 6.2.b dar-
gestellte Verteilung von (SII - ¢)II)’ die nach (6.1-6) proportio~

nal zur Verteilung des Schubflusses ist.
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a.) Normierte Einheitsverwélbung 1((35“ infolge Profilverformung
IR e E—
5 -
3
‘qﬁ\‘ 0 n e :\
~l9
sofo , (g.4p) Br-ol g L BFR . iog B oLy Fu
T +{5-48) B % B 2 1 7 (1~28) ? %0 3
o2 -1 B_n E otd- 1 B o2 g Eu
oy Be(5-4R) 3o, B 5t 10| 758 B -(1-2B) 3 -o B 35
o] o -1
foto  © 3 bot AR
{oto- 1){ Jaxgrl) _ ey 1) (30eye 1)
16 oo Fo 8 16 ot AR
(s-4mf -« BH |y ~i2m) D-oin B
F, 2 Fy
- |- Ly
{(1-5R) 3% % f ?
, . 1S- o)
b.) Querschnittsfunktion ~¢;
et WY
- sy e

f

= somnsniny

e ——

- ve—

¢) Richtungssinn des Schubflusses Ty= —fy (Sy— &)

Bitd 6.2 Querschittsfunktionen des Faltwerks
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6.2 Ableitung dexr Differentialgleichung des biegesteifen Falt~

werks mit Berlcksichtigung der Schubverformung unter profil-

verformender Belastung

Als charakteristische CGriéfe fir die Querschnittsverformung wird
der Winkel 7 verwendet, der sich aus der Verdrehung der oberen
Querschnittsscheibe gegeniiber der vertikalen Stegscheibe ergibt
(s, Bild 6.3):

A A (6.2-1)

Bild 6.3 Komponenten . der Verschiebung und des
positiven Verformungswinkels
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Die Verschiebungen v, ug bzw, u, lassen sich nun unter Beriicksich~-
tigung der Schubverformung durch fII ausdriicken,

So gilt z.,B., fur die Stegscheibe (vgl. Anhang B):

v e - Mo + a1 _aﬂb
EJ, GF, Ox

i _ET, E)Qb)
- E3, (rﬂb GF, Ox

Wb My E:Tb aQb>
Ejb Wb Giwb ax

mit jb - {;—fv 5 ;
b -
2 F W, 2+
b L Vb v
\/\/b = Z%v
We o 2
F. - bt I b

Nun werden Mb und Qb durch fjausgedriickt:

(IQHLA/+/“hLB])£&
2

,(‘)JIA)(/I“"B'
___;_Z__P_)_ }VE % )

M, - W, -

Q, = [Tpds = - ' [ (S, - ) cls ,
b b

oQy fi”]'(Si - ¢yp) ds



w 5B e

Dies in Gleichung fiir v'' eingesetzt ergibt

Vo= ““[ﬁfwm@ e — (- Z(i f(S ~ &) ds) !’mﬂ]

lwy ol (+R)] o E j(sn Oy )cls u_l
T TTEb “w[ fo = (-ar Ayl >[

Analoge Beziehungen lassen sich nun fir u, und u, herleiten.
Zusammengefasst lauten sie:

" leg, il 143 "
A (fy A b ) @
u, = — %'ﬂ“ Z (h -4 L)oo

J(Sl—(blt) ds

Gt, (142 ) | Wy al
E S (Sp - Py) ds

- — Lo P (6.2-3)
;%D G(‘to 20(0 IO‘)JT,A’
e S (Sz-Py)els
Ry =~ Gt, 20, 3] wp 4l ’

die den Anteil der Schubverformung zu den Cesamtverformungen
ausdriicken.
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Nun wird (6.2-1). zweimal differenziert und (6.2~2) eingesetzt:

) u "
" 2bv’ 4 cue + au,

J = ab

c T g-(il;@o——c}l—sz—gm—él (fﬂ? - @v ﬂmu)

2] [ g
- 22 (f - hef) (6.2-0)

ZBwIA _
2Rl (f - 4

() g r[ B, lmal(BotBRu) J
~  Eab = - 27 2(1+3) | wxal ){;f

4(”*@)}“’{11,11/ B /@v + go'*ﬁﬁu ”]
= Eab [f]f_ 2(,“_[3) (/I B+ %, ) Fﬂ_ .

. _ ab
Mit yooo= SR (6.2-5)
. rB%
und t = ??fﬁ) (”’ +[3 4 ) (6.2-6)

ldasst sich fir (6,2-4) schreiben

J‘” - {C‘J.‘D’Al (f‘m - &f ) (6.2-7)

worin k den Beitrag der Schubverformung zum Verformungswinkel g
ausdrickt,
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Aus (6,2~3) ergibt sich fir den Ausdruck éﬁéﬁ@«“
in (6.2-6) unter Bericksichtigung von v
6 -0 an [T - f Tt
A, w

bw. [ (S Bp)els [ (Sa- @, ) ds

wnd M= 0, dh  bfT ds = « [T, ds
Ao b

bzw. b[(syv QSI) ds = C{[ (SJI a ®1T> ols ]

wobei kv nach (6,2-3a) sich zu

b* 3+2(1>(:+ D(U*)-# A(O*o(u*
B, = T (1m) S (6.2-9)

ergibt., Hierin ist (1 + u) = %(—3 und a die Querdehnungszahl,
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Nach der geometrischen Beziehung fir Fy (6.2-1) wird nun die Ab-
hidngigkeit des Winkels 2 von den profilverformenden Kridften und
der Profilsteifigkeit betrachtet.

Ein aus dem Triger herausgeschnittener Querrahmen von der Linge
dx wird durch die Differenzen der Schubkrifte, die in sich im
Gleichgewicht stehen, verformt., Ihre positive Richtung wird nun
entsprechend dem positiven Verformungswinkel definiert (s. Bild
6.4). Dies bedeutet gegeniber dem positiv definierten Schubfluf
eine Umkehrung des Vorzeichens in der oberen und unteren Platte.
Es gilt also

und Rb =Pb = Roa = ao(x{ (;)77- s (6.,2-10)
b
= — Bbdx [})Q;(T'ds

Bild 6.4 Querrahmen von der Ldnge dx
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Der Verformungswinkel p ergibt sich nun aus einer einfachen
Rahmenrechnung (wobei hier die Schubverformung vernachlissigt

wird):
_ . P> (6.,2-11)
A EJn
~ 24 J
mit Je = ‘?bv . (6.2-12)
EJy ist die Rahmensteifigkeit des Kastens.,
Dabei ist
:re"’ju_
) 2§ -3 5
04 o+ Tu L6 b ToJu
J. RN
mit fﬁ
12(1-u?) .

Der SchubfluB T in (6.2-10) setzt sich aus TII entsprechend
(6.,1<6)und TI aus Wolbkrafttorsion (vgl. (4.2-9)) zusammen. Beide

liefern einen Anteil zum Verformungswinkel T

/Pv,][ 3 =3 9"& CL " /
= ! = =% ds = - —= - s .
J‘]I E:(E Ejp 4 Dx S EJ? fl ; (SJI (Z§I>C s
(6.2-13)

Die in der Wolbkrafttorsion den Querschotten zugewiesenen Krifte
(vgl. Bild 4.5) mlssen nun ebenfalls von der Rahmensteifigkeit
des Querschnitts aufgenommen werden und liefern somit einen An-

teil zu T

o Pt Ie o oo 2 p [(S,-0) s,
XI = E_JR = E:(Q !ax S Ejre ’)p:: bj( r I)

(6.2~-14)
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Mit Wr = - af (S~ dy)ds (a)
b
(6.2-15)
und We = - @ bf (S - de} ols (b)
ergibt sich aus (6.2-13) und (6.2-14):
W "
I= = gk (a)
(6.2-16)
- We p" _ Pr
J= = EJ, o= EJ, (b)
e ot oW p o B
mit P = Ifl MR = Wélbbelastung . (6.2-17)

Differenziert man (4,4-7) zweimal nach x, erh#ilt man fiir den hier
betrachteten Lastfall
H

BI = l/Xj:'BI

und kann damit auch schreiben :

oo daWep (6.2-18)

Wirkt aufler oder statt dem hier betrachteten Einzelmoment in Feld-
mitte noch ein iiber die Trigerlinge verteiltes Torsionsmoment m,
so wird dieses ebenfalls entsprechend Bild 5.5 aufgeteilt in einen
verdrehenden Teil und einen profilverformenden Teil m/2. Letzterer
ist eine zus#dtzliche Wolbbelastung und bewirkt den Winkel

m/2
m = . 5.2-19
J = (6.2-19)
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Der Gesamtwinkel setzt sich also folgendermafen zusammen:

T = e +fz * O
_ W ’P /Pr*Jf m/2
EJ, = EJg . (6.2-20)

Nun wird 7 zweimal nach x differenziert :

i \A/:u: ,pI + n,,,/2 "
= - 6.2-2
J Edy b (= TEdx ) ' ( R
Daraus folgt
x EJR " Ps v m/z) .
f = e - (_--__~ , (6.2-22)

Dies in die zweimal nach x differenzierte Gleichung (6.2-7) ein-
gesetzt ergibt

= 'er,Al "o EJr /wlrlAl n
= Tl N =

bz . (6,2-23)

Wenn man nun noch fII durch T entsprechend Gleichung(6.2—20)
ausdriickt

N * m
EJr ( Pr + /z>
= _k = = 6.,2-24
fe =0 v ( )
und in (6,2-23) einsetzt, ergibt sich

® _ _ EJr|Wal (P + 2) 10l
EYy W Z EW¥y W

" w "
2 t;;fc:/qii_ ' B I]E—Wi_:?i (e + ). (6,2-25)
= M W
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Nach einer Umformung folgt daraus die endgliltige Differential-
gleichung des Faltwerks unter profilverformender Belastung.
(6.2-26)

® 5, EJe ' . EJ A i ’
7y Edg 3‘4“’53: J = Eﬁ;ﬂ*§+%0"ﬁ(ﬁg+%®]

mit Ir = Y% M‘wu’j, (6.2-27)
Sgp- ol (Sp- /
Ly Ll B, O b
(REN g4l

JII ist das Wolbtridgheitsmoment des Faltwerks
(vgl, die analoge Beziehung in der Wolbkrafttorsion entsprechend
(Aa2“3))»

EJ, = Rahmensteifigkeit des Kastens

und EJII = Wolbsteifigkeit des Faltwerks
4 (6,2-29)
Mit . = Edr ldasst sich fiir (6.2-26) schreiben :
r = 4ET, sst sich fir . en:
(6.2-30)

7 - wrdy v adly - E%r; [Crrs 2)- k(pr 2) ]

Die Differntialgleichung entspricht in ihrer Form ganz der Diffe-
rentialgleichung des elastisch gebetteten Balkens, bei dem die
Schubverformung mitberiicksichtigt wurde, Die Analogie hierzu ist
im Anhang B dargestellt. Die Funktion fII erhdlt man aus (6,2-7)
und (6,2-20) durch Eliminieren von g o Multipliziert mit WII wird
sie als Bimoment des Faltwerks bezeichnet:

By = Wafx = ~EJpp" + BET y - R(pS+ ). (6.2-31)
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Fiur die Faltwerksspannung ergibt sich mit (6,1~1)

Bax

&y = fpwp = —E wg
I

WII unterscheidet sich von JII nur durch einen konstanten Faktor
{siehe 6,2-27).

Dexr fir die Berechnung von “AII erforderliche Steifigkeitswert
EJI1 ergibt sich aus dem Produkt der Gleichungen (6.2-5) und

{6.2-15)2

Fiir den Querschnitt nach Bild 6.1 errechnet sich

We _ ab e [ 3+2 (" O(u*)‘fkgku*] (6.2-32)
Josg o) 122 v 3+ 06, 7
#
ab 3+ Xy
%f“ T GraFe ol (6.2-33)
und somit
g - «E g gr2(xleod) 4 Xk ] (6.2-34)
I 48 v 6+ (0(0”4» Dq/“) N

Die Querbiegemomente verlaufen im geschlossenen Kasten entspre-
chend Bild 6.3, Die Eckmomente ergeben sich aus der Rahmenrech-
mang f£dr (6.2-11) zu

mSIA %&l (4 + ?2) }
(6,2-35)
EJ -
ms,B = 4723" </' ?2>
Ju
mit 1 - N
¢z = e B Ju
T+ \f + & = -—j-:—

Ihr Verlauf ist in Bild 6.5 dargestellt.
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Bild 8.5 Querbiegemomente

Es sei noch darauf hingewiesen, daB infolge der Schubverformung

der Drehwinkel des Faltwerks auch bei nur profilverformender Be-
lastung von Null verschieden ist,wie im folgenden gezeigt werden
wird, Der Drehwinkel des Faltwerks ergibt sich zu (vgl. Bild 6.3)

S ES | A (2v Uede) v Ut
Gy = 2 T2 o b a 2b ’

(6.2-36)

Dies zweimal differenziert ergibt mit (6,2=2) nach kurzer Zwi-
schenrechnung

"

RTA
G = o (Bocfh -8 - RR)
bzw, mit (6,2~5)

H
"o yzz leI,Al

£, Ro+B R
% = F v, 2757@(”*@'7“)'
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Z#hler und Nenner mit WII multipliziert ergibt unter Beriicksich~
tigung von (6.2-27) und (6,2-31)

i Blt ’gv %o+8gu
% = gm wm (P TR (02731

Durch Umformen erh#ilt man daraus

" _ Bn: .
Qr = SEy. £ (6.2-38)
5 k. t, t.
mit ko= [1 - 5%‘; T, T e )J , (6.2-39)

Diese Verdrehung ist gegeniber der Verdrehung aus Torsion im all~-
gemeinen zu vernachlidssigen.,
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6.3 Losung der vollstindigen Differentialgleichung des biegesteif

fen Faltwerks unter profilverformender Belastung

6.3.1 Einfeldtridger belastet durch ein in Feldmitte in den Stegen

wirkendes Kriftepaar (Fall I)

Fir den hier betrachteten Lastfall, Einzeltorsionsmoment M in
Feldmitte, ist m = 0, so daB Gleichung (6.2-30) lautet:

" “ ” * w
3’12”*43“{1:3 + 4dg gy = E%;c (P —%"p:) (6.3,1-1)

W

bzw. mit 70; = Jj »lo;‘ nach Gleichung (6,2,1-8) und (4.4-7)

™ 4 " 4 79: 2
— 4.6 N = =2 (1 HA (6.3.1=-2)
f I&, + :/lII E:}JL ( I)

mit k)tII entsprechend Gleichung (6.2-29)
und )“I entsprechend Gleichung (4.4-2).

Die Loésung der homogenen Gleichung lautet
Thore = G, Sinh A x sin, x + C, Coshd,xcosd,x+

(6.3.1-3)
+ Cg Sinhud, x cosd, x + C, Coshu,xsind, x

7

wobei ‘A,, = '/\JI \//""D( 2 ‘/12 = ‘/11 Vﬂ—(x (6.3'.1-4)
und X = ﬁ‘/zz

Fir die in dieser Arbeit untersuchten Querschnitte ist o< stets <1,
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Fir die partikuldre Losung findet sich

Tpart = % % (6.3.1-5)
mit
¢ = 4(¢1K) (7*‘@1) (6.3.1-6)

Somit ergibt sich fiir den Winkel a‘= 5rhom + aApart

= C, Sinhd,x simd, x + C, Coshd, x cosd,x +
0 2 2 2
(6.3.1=7)
S Pr

+ C Sinh x (f’uvl x + C, Coshu, x S, X +/’+g =

Die Konstanten C1 + Cy ergeben sich aus den Randbedingungen.
Hierzu ist fiir den Schnitt x = O noch folgende Betrachtung er-
forderlich.

Im Schnitt x = O wirkt das als “Gesamtwolblast" P* bezeichnete
profilverformende Moment, wenn das #ullere Krdftepaar entsprechend
Bild 5.5 aufgeteilt wird, mit

* M M M -
P =Zb = z—a = 3 . (6.3,1-8)

Die dazugehdrige "Wolbquerkraft' lautet

~ P ™M
Q. = -3 el

(6.3.1-9)

Diese teilt sich folgendermafien auf (vgl. Bild 4.4):

* * M
Qy = Qzo* Qp, = O‘bﬁ;oc’s + C‘bf"’},ods = -7z
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Der Anteil der Wolbkrafttorsion wird nun umgeformt mit (4.2-11):

@:o _ afTIbds . Bro o [(SI*CD::) ds . (6.3,1-10)
! b ’ j.:l: b
!
Mit By o 3us Bild 4,3 ergibt sich
L]
* M x M
Ol = 3% abf(sruqbz)o/s - - e (6.3.1-11)
af(sr'(b:)ds W
mit &€ = -2 £ X =2 ="K . (6.3.1-12)

7, &2

Somit verbleit flir die Faltwerkswirkung

3¢

M
Qp, = — 4 (1-8) (6.3.1-13)
womit die Bedingung
®
M P
Q) = &, +Q, = G c (6.3.1-14)

erfiullt ist,

Der Einflufl der Wélbkrafttorsion, der durch den Kennwert &€ aus-
gedriickt wird, kann je nach Querschnittsform sowohl negativ als
auch positiv sein.
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pie Randbedingungen ergeben sich aus der Analogie zum elastisch

gebetteten Balken (vgl. Anhang B) zu

1) x-0. RQ, - EY y = —&%4(4—5) )

2) By -~ Elhp '+ AEL - kel e —g (1e),
(6.3,1-15)

3) X=€ a’\ = O 5

4) B, = "E:IIJ“Jr«}%ElTRg’-'gPI":O-

Nach Einsetzen des Winkels » und seiner Ableitungen nach Glei-
chung (6.3.1=7) erhilt man fir die Konstanten:

C - - M\/L]I (:532 K’I _(:EqKZ
7 4EJ‘R quo(l

NLAI @4K4+ g&kk

Co = 4ET, e ?
(6.3.1=16)
C3 _ Mt/lzr; K«s""j’(z'. 3
GET T+
M‘)I KA—KZ

G T 4ET, T
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mit folgenden Abkiirzungen:

1=

kel . 252 " Czcz b £l 5252 + CZCZ
(6.3.1-17)
I+ AFo
. ST e
* G%s? 4 (P2 ’ z S+ Ce?
wobei
S = Snmhd  , C = Coshd,f ,
s = snd,f | c = cosd,?
und mit
- g
Koooo= - e s
(6.3.1-18)
e i
Kz = 2 (’l—e) - & TQ— Z—Iz_- R

Flir den maximalen Verformungswinkel 2 in x = 0 ergibt sich:

- Mt)ni (;(7,,1‘(4’*'&9;"(& + € \&- _Q— Svhh/lrp
o 4ET, Varm Az 18 Cosh ), € y

(6.3.1-19)
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6.3.2 Unendlich langer Trédger, belastet durch ein lotrecht in

den Stegen wirkendes Kriiftepaar (Fall I)

Fir A € % 3 und “{116 & 3 kénnen fir y,B; und By die Aus-
dricke verwendet werden, die fiir einen unendlich langen Triger
gelten.

Ab AIIC ¥ 3 wird
9, = @, =@ =@ =1,

wie sich aus einer Grenzbetrachtung aus den Formeln (6.3.,1-18)
ergibt. Damit wird

¢, - -G - ) (6.3.2-1)

Ab “\16 S 3 wird aus (4.4-7)

M ~ A%
BI = 2‘/1: e (a)
bzw. N (6.3,2-2)
B/ = - X %1 e— = . (b)

T

Somit ergibt sich unter Beriicksichtigung von Gleichung (6.2-18)

W x A A
P = T 5= Me T (6.3.2-3)

bzw, mit Gleichung (6.3.1-12)

* g M (6.3.2-4)



ibbaf
Textfeld


-2 -

Der Verformungswinkel wird damit

Mjll: e—¢11x (”K«*kz

= FET, e " == 2
L Mds S SArx (6.3.2-5)
4EJ, S

Fir das Faltwerksbimoment gilt (6.2-29)

B, = -EJ g‘" + RESy - P 5
M X f K (1420) - K, 2
- . 2 cos A x - (6.3.2-5)
BI Ay € YT+ cos * 7

| k(rze) i 4) LM e o
Va-s 4z g

Die Gesamtspannung setzt sich nun aus den beiden Anteilen

aus
Wolbkrafttorsion und Profilverformung zusammen:
6 = € o+ 67 = flwp + g,
B. By
= == + =E -
G NA Wy Wa T (6.3.2-7)

x x
. 2. (6,3,2-2) .
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purch Differenzieren erhdlt man

' M oA, -k, .
BIL = — T (4 x ( K1 cos )\2)( + —’T\/f:(—_?{ Sln«lzx)
LM e oA
G Gig © . (6.3.2-8)

T=T,* TI + TII

zusammen (nach (4.2-10) und (6,1-6) mit WIIfiI= BII'):

’

M, . Br
T - = - g (Sl—d>z> v (Sp-®x) . (6.3,2-9)

s

6.3.3 Unendlich langer Triger, belastet durch ein {iber ein Schott

eingeleitetes Torsionsmoment (Fall 11)

In der Praxis wird man nun, soweit dies mdglich ist, im Lastquer-
schnitt ein Schott anordnen. Dies bedeutet aber, dafB hierfiir nur
die Wolbkrafttorsion Lingsspannungen liefern wiirde, die klassi=-
sche Faltwerkstheorie ohne Berticksichtigung der Schubverformung
dagegen nicht (vgl. Abschnitt 5, Fall b). Da nun aber der iubrige
Querschnitt nicht ausgesteift ist, kann sich in diesem Bereich
der Querschnitt verformen. Dieser EinfluB soll nun im weiteren
mit Hilfe der dargestellten Methode untersucht werden,
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Den Losungsansatz fiir das Faltwerk (6.3.1-7) formen wir nun um zu

a’ = e"/hx (Cﬂkcos‘/lzx + Cz*s:n./?zx> +

*

4¢/\ X " * S 7
e’ ( C Aox+ Gy sindyx)+ Iz
. ( Cs cosdyx» Clsin ‘-) S EJg (6.3.3-1)

Da wir einen unendlich langen Triger betrachten wollen, ergibt
sich aus X->oo t =0 '

Somit lautet der Ldsungsansatz

< € \/}II:/’ e*%]rx
g T 4EY,

7- oA (Cf_coswlax . ) s.mzlzx) + . (6.3.3-2)

Die Konstanten ergeben sich aus den Randbedingungen fiir x = O
(vgl. (6.3.1-15)):

1) x =0 : gy =0,

, (6,3,3-3)
2) ELy'= B [-ELy"+ £ (35 =21 )],
Zu
* o 5 Ar M
c, = - oo & iES,
(6.3.3-4)
\/)»IM *
G- fiEs, K
i -)(_ 1 ,),r_ LP>(&+9(/’+°<) ,9 re——y
mt K e (T g )L s


ibbaf
Textfeld


- 75 =
somit ldsst sich fiir . schreiben:

A M [ A% S * i >
7 - £ itT e (- e cos A, x + K Tsindd,x
.8 «)rx] .

+ 1*3'6 . (6,3,3-6)

Fiir das Bimoment des Faltwerks ergibt sich durch Einsetzten von T

und seiner Ableitungen in (6.2-31)

Bzz:,_g_’\ie-/hx \/\I {(1’( +L( (x)\glm./

! L ek . eM
+ (Kz*+ K, ﬁ—mz)cosﬂzx] *Q,]I e

mit

Kﬂx_ s [,’Auzf[XJ,_(’l-&P?‘/l)\//l————‘(/Hzx)]

g
K- g {1Auz,_m +A,# (1+ aua,)yi%?%ﬁ};;;} > (643.3-8)

RYe

K- a2 <

3 Ar w (1+26) (14 g)

Durch Differenzieren erhidlt man

B, - g ez e [V (k)

e AT K] ik w [V (K] -7 (0030309)

— % M g A
+ \/7+‘>< KZJ costx} + el vee e i
Fiir die Normalspannungen und den Schubflull gelten die Gleichungen
(6:3.2=7) und (6.3.2-9) mit Byy und BII' nach (6.3.3-7) und
(6.3:3-9). '
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6.3.4 Sonderfall des doppelsymmetrischen Rechteckkastens ohne

Konsolen

Fiir doppelsymmetrische Querschnitte ohne Konsolen hat Dabrowski
in 11 gezeigt, daB,wenn ;11 mit 2, nach (A.3-4) ermittelt
wird,

1 R
foo= = ist (6.3.4-1)
und damit (6.3.1-5) und (6.3,1-6) zu Null wird, d.h,

S = Jpt = O . (6.3.4-2)

Damit verschwindet auch die rechte Seite der Differentialglei-
chung (6.3.1-1),

Flr den Einfluf der Wolbkrafttorsion, der durch & ausgedriickt
wird, ergibt sich

bt,
1 ”‘atV
£ = -«———E;T- = <3, (6.3.4-3)
1+ ===
at,

d.h, je nachdem, ob bto gréfer oder kleiner als at, ist, wird
e & O (siehe Bild 6,6) .

Fur Fall I ergibt sich mit (6.3.,1-18)

K, = 1,

=~
i

201 -€) .

Somit wird das Bimoment des Faltwerks aus (6.3,2-6)

M - AL x 1+ 2xE 1-20<€E .
B, = —— e SPEXE o AL X - —EXE gind x ) -
* 8y Vo z V- & ‘
~ EM - Aex (6.3.4-4)
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Fir die Spannung ldsst sich zusammenfassen

B B
T Wy 02 TG
= Rt { -_,\/f_ e“-/)qX( 1+ 2 € cos A xhjjﬁ_é_ ol x> ~
Wr [ 84y v 27 e
_eMwmx -Aix xMwy A (6.3.4-5)
4 Wi 2A; I

bDa nach Gleichung(6°3°1-12) & = 2 Wr ¢ ist und bei geschlos~
x

senen Kasten ohne Konsolen wegen der Affinitdt der Spannungsver-
WI — WJZ
w

teilung aus Profilverformung und Wolbkrafttorsion =

s

ist, heben sich die beiden letzten Summanden gegenseitig auf,
und es bleibt

. oy M A x [ 1+2xE 1-Zoce
Wy o= V%m{) = e 42k coshﬂzx - Sy sim o, x 5
™ 8 Ay Ve Y1-o
(6.3,4=6)

was mit dem Ergebnis in [}ﬂ {ibereinstimmt., Nur bei diesem Son-
derfall des Rechteckkastens ohne Konsolen lassen sich also die
beiden Bimomente zu einem zusammenfassen: B = BI + BII = WIIfh

Die zus#tzliche Verdrehung infolge Profilverformung ergibt sich
aus (6.2-38). Nach einer Zwischenrechnung findet sich flir dop-
pel-symmetrische Kasten ohne Konsolen:

g - ek

und mit (6.2-29) und (6.3.1-4)

" BII
$r - E

I
X
m

£ R

2ETy Ede *o
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Wird nun auflerdem der Einflufl der Schubspannung auf die Profil-
verformung vernachlidssigt, so ergibt sich mit o = 0 und

A=A =“/lII
sowie K1 = 1 und K2 =0

fir das Bimoment des Faltwerks aus (6.3,2-10)

M -
B. - o Az (cosdyx - s.mAIx). (6.3.4-7)

Die dazugehérige Differentialgleichung lautet
(mit £ = p; = 0 in Gleichung (6.3.1-1))

7T+ 4y - 0. (6.3.4-8)

Dies ist die homogene Differentialgleichung eines biegesteifen
Faltwerks, wie sie sich aus der klassischen Faltwerkstheorie bei
Vernachlidssigung der Schubverformung ergibt.

Wird fur Fall II in Abschnitt 6.3.3 ebenfalls ein doppelsymmetri~
scher Kasten ohne Konsolen betrachtet, so wird mit ¢ =0

K' = K. - 0
2
K, . Az x® .
3 4%3;; - (1+2)
und damit
_ &M “a? Az " Irory -
BE N 8Ax  Vi-x'(1+2x) /TJ?': ((XSI ¥+ V1w (05‘/)2)()
L
- :;4 e ¥ (6.3.4-9)

. . As
Weiter wird &JI

= %Xf:’l, und es ergibt sich

2
pig

Wrf - B,+ B, - EM o iftex (coswlz'x**‘ be sm/lzx) )

2/1][ (1+ ZN) -2

(6.3,4-10)
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wirde hier nun der Einfluf der Schubverformung vernachlidssigt,
so wiirde mit £ == 0 auch das Bimoment und damit die Nor-

malspannungen verschwinden, Dies widre wiederum der Fall der klas-
sischen Faltwerkstheorie,

Quadrat: a=b

t. to o

Tv<1 —t—v=1 tv>1

£€=>0 € =0 € <0
(wolbfrei)

b b b
Chal Clal a !
¢ = 0 € =0 &£ =<

(wolbtrei)

Bild 6.6 EinfluB der Wolbkrafttorsion auf die Profilverfor-
mung am Beispiel doppel-symmetrischer Kastenprofile
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7. Praktische Berechnung der Querschnittskennwerte und der Span-

nungsverteilunge

Die Querschnittskennwerte der Faltwerksberechnung sind fir den bee
trachteten Querschnitt (s. Bild 6.1) in allgemeiner Form in Ab-
schnitt 6 angegeben. Dariiber hinaus sind aber noch die Querschnitts.
kennwerte der Wdlbkrafttorsion erforderlich. Deren Berechnung kann
grundsétzlich nach Eﬂ mit der Erginzung fir den Schubverformungs-
faktor nach [lﬂ durchgefiihrt werden. Fiir das Aufstellen von Pro=
grammen fir elektronische Rechenanlagen eignet sich aber besser die
Darstellung nach @].

Dile Kennwerte der Wslbkrafttorsion miissen nun allerdings noch er-
g8nzt werden im Hinblick auf die profilverformenden Krifte, die
Uber den Vert & in die Gleichungen von Abschnitt 6 elngehen.,

Nach (6.3.1-12) ist

worin nach Gleichung (6.2-15)

We == [ (S, = @) ds = b (s -B)ds =bf(81.—051) ols

CLO QLL

ist. Hierbei ist nun zu beachten, daB nach (4.2-16) fiir

J
b, = b - >F

B

einzusetzen ist.

Obwohl fiir WI nur ein Integral, z.B. iiber die Stegwand, ndtig
wire, empfiehlt es sich iiber den gesamten Querschnitt zu inte-
grieren, womit eine gute Kontrolle der Rechnung mit Hilfe der
Gleichgewichtsbedingungen méglich ist.
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wird der Schubverformungsfaktor >x nicht nach Heilig, sondern
nach Umanskij/Benscoter bestimmt, so ergeben sich fiir doppel -
symmetrische Kastenquerschnitte ohne offene Teile relativ ein-
fache Ausdriicke fiir & und x (siehe (6.3.4~3)).

Tm Rahmen dieser Arbeit wurden zwei Algol-Programme aufgestellt.
Das eine liefert fiir einen allgemeinen einzelligen Viereckkasten
mit einem offenen Element an
jeder Fcke (s. Bild 7.1) die
Querschnittswerte aus Wolb-
krafttorsion (bis einschlief-
lich f(SI - ¢I)ds) sowie die
Spannungen fiir den hier behan-
delten ILastfall fiir einen Stab
endlicher lédnge, wie sie sich
aus der Beriicksichtigung der
verschiedenen Schubverfor-

mungsfaktoren X ergeben.
Als Eingabedaten werden nur

Bild 71

die geometrischen Querschnitts—
werte und die Stablinge bend-
tigt.

Das andere Programm liefert fiir ein nicht ausgesteiftes Profil
nach Bild 6.1 die Querschnittswerte flir Profilverformung so-
wie die Spannungen fiir den hier behandelten Lastfall fir einen
unendlich langen Balken. Als Eingabedaten sind auBer den geome-
trischen GroBen noch die Querschnittswerte WI’ JI und x aus
Wolbkrafttorsion erforderlich sowie w, und (SI - ¢I) fiir die
Punkte, fir die die Spannungsverteilung Uber die Stablidngsach~—
se ermittelt werden soll. Samtliche numerischen Rechnungen wur-
den auf dem TR4-Rechner des Recheninstituts der Technischen
Hochschule Stuttgart durchgefihrt.
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8. Theoretische Ergebnisse

8.1 Untersuchte Querschnittsformen

Insgesamt wurden 3 Querschnittsformen untersucht, deren Abmessun-~
gen in Bild 8.1 dargestellt sind. Ausgehend von einem nicht wélbe
freien Rechteckhohlkasten (Modell 1) wurden die beiden anderen
Profile so gewdhlt, daB die an den Kanten des Kastens angeschlog=-
senen offenen Teile einerseits einen groflen, andererseits einen
kleinen Anteil zu den Wolbsteifigkeiten EJI und EJII liefern (bei
gleichbleibender Torsionssteifigkeit GJB und Rahmensteifigkeit
EJR). So wurde fiir Modell 2 die Form eines Doppel-T-Trigers ge-
wdhlt mit dem Hohlkasten als Steg und filir Modell 3 ein im Brik-
kenbau liblicher Kastentridger mit auskragenden Gehwegkonsolen. RMir
diese Querschnitte sind in Bild 8.2 die den Normal—~ bzw. Schub-
spannungen aus Wolbkrafttorsion proportionalen orthogonalisierten
Querschnittsfunktionen Wy (SI «<bs) baw. (SI - ¢I) sowie die
fir die Querschottbeanspruchung bzw. Profilverformung maBgeben-
den Integrale iiber die einzelnen Querschnittsscheiben‘_{( I—d&)ds
dargestellt. In Tabelle 1 sind die Querschnittswerte sowie die
Werte x und ulI entsprechend den verschiedenen Theorien zusammen—
gestellt.

In Bild 8.7 sind demgegeniiber die den Normal- bzw. Schubspannun~
gen aus Profilverformung proportionalen normierten Querschnitts—~
funktionen wn/!wmAJ und (81q —(DII)/laiAldargestellt, und zwar
fir eine einen positiven Verformungswinkel bewirkende Krdaftegrup-
Pe. In Tabelle 2 sind die Querschnittswerte fir das Faltwerk un-
ter profilverformender Beanspruchung und die Konstanten fiir den
hier untersuchten Lastfall zusammengefalt. Flir die Konstanten er-
h8lt man fiir dasselbe Modell unterschiedliche Werte, abhidngig von
der jeweiligen Theorie, nach der die Wolbkraftverechnung durchge-
fihrt wurde. So wurden die Werte entsprechend den Theorien von
Heilig und Benscoter/Umanskij angegeben. AuBerdem wurden die Kon-—
stanten berechnet ohne Beriicksichtigung der Wolbkrafttorsion

(& =0). Dies entspricht dem reinen Verformungslastfall unter Be-

ricksichtigung der Schubdeformation.


ibbaf
Textfeld


- 83 -

w0
&
(@]
v |
063 7’ 063) |- Modell 1
gl 2 (Araldit p=0,39)
T * 0(0: D(U= 1
10,00
| F
o™
g,T 03511, _.|[035
Q
o-c
=,
‘Bl Modell 2
et (Araldit p=0,39)
l 1 0(o= O(u: 4,008
T L
L — ]01027,_” el
- 17,80 - —
3 ]
060 1 0,60 1
—and ——— — I.O_
p— &
3 | |
1 Modell 3
= 1000 e (Plexiglas 31=0,34)
MaBe in cm % =178, oCy=1

Bild 81 Untersuchte Querschnittsformen
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Bild 8.3 Querschnittsfunktionen aus Profilverformung



ibbaf
Textfeld

ibbaf
Textfeld


..87...

BUNWI0IBAI0Ld 1N} USJUDISUOY PUN 3}JaMSRIUYDISISNY Z'gp)

M.r_oo.q_m‘_owv
0 0 0 0 £671°0 1 0 0 f@mg
S€800 | ZSE00- 79000 1870°0 | Z0S00| ZEO001| £LE00D- v78°0 | €140 | 89400 | L7400 ) 17400 | 965'EL| G009S | 15900} 7e9'ee | "Isusg —
61L00 | 78000| 81000 | 70800 61500 | Z6660! 21000 | 1290 Sin
UOoIS 10}
0 0 0 0 z79°0 L 0 0 -YoqI0M
auyo
§975'0 | 70S00 | 80Z00 | S09S°0 | 1€8Z't | L600' | 10100 | 7460~ z€£00 | £970°0 | 21260 (520700 | 562'861]€0.089 | 51400 | Gz8Liz| "asueg
€S€S°0 | %L000 | 0S000 ; 98750 : 90SZ'L | €Z001| ¥Z000 | 1760~ Bijian Z
01510}
. -3 0J 0
0 0 0 0 | 08910 { 0 0 xwmmw;
9£L00 0 ¢ S€LQD | 65920 | 0 8LL'0-| 07800 | S0600 | S7L00 |1EL80C | €L4'6|T9L0E | SLLOD ! %v8'6 | "Isusg MI
|
. , . . : L
9€90'0 | L7500 | Z€10D | S8L'D | 92920 €5001! 26000 | 1850~ H yooy |
Uo1510)
0 0 0 0 06710 ! 0 0 DDAQI0M
auyo
9€L0°0 0 o 9€L0°0 | 1E€0T 1 0 8LL°0 | 0780°0 | SO60C| SYL0UD|1€L800| €446 | Z9L'0E | S1£00| vyv8's | "asueg —
] somb |
9€90°0 | L9500 | ZEI0D| S811°0 7SE00 | LY660| 26000, 18S oy
t i i 11 [ l i 1 w2/ wo/y i wafi LW TR 2 un yopy
£ oy b * Y ' 3 3 | VY o | By y | U | ¥ | [Tel ) wosio yepoy
* * * * T | HDGIOM



ibbaf
Textfeld


- 88 -

8.2 Léngsverteilung der Bimomente, deren Ableitungen und des

Verformungswinkels

Flir den behandelten Lastfall wurden die charakteristischen Funk-
tionen fir einen nach beiden Seiten unendlich langen Stab mit
einem HuBeren Torsionsmoment von 100 cmkp berechnet. Die Werte
wurden in Abhingigkeit von x/€ entlang der positiven x-Achse
aufgetragen. Flir ¢ wurden 60 cm gewdhlt, was der halben Lénge
der Versuchsmodelle entsprach.

Die Bilder 8.4 und 8.5 zeigen die Verteilung des Bimomentes BI
bzw. dessen Ableitung Bi, wobei die klassische Theorie der Wolb-
krafttorsion den verfeinerten Theorien mit Berlicksichtigung der
Verformungen infolge der sekundiren Schubspannungen nach Heilig
bzw. nach Benscoter/Umansli gegeniibergestellt wurde. Der Unter-
schied ergibt sich aus den verschiedenen »x-Werten, die uber~k
das Abklingverhalten der Kurven beeinflussen. AuBerdem ist der
maximale Wert an der Momenteneinleitungsstelle nach den verfei-
nerten Theorien kleiner als nach der klassischen Theorie. Dieser
Unterschied geht bei BI mit ~yx und bei Bi mit > ein. So ist der
EinfluB der Verformungen der sekundiren Schubspannungen (vgl.
Tab. 1) bei geschlossenen Hohlkasten (Modell 1) bzw. bei ge-
schlossen—offenen Querschnitten, deren offene Teile nur einen
geringen Anteil zum Jy liefern (Modell 3), relativ groB. Profile
entsprechend Modell 2 verhalten sich dagegen dhnlich wie offene
Querschnitte, d.h: geringer BinfluB der sekundiren Schubverfor-
mung und langsameres Abklingen der Wolbkrafttorsion. Die »x-Wer—
te nach Hellig sind im allgemeinen etwas kleiner als die nach
Benscoter/Umanskij.

In den Bildern 8.6 und 8.7 sind die Bimomente B bzw. deren Ab-

leitungen BiI aus Profilverformung filr 4 e n %gll dargestellt,
daB das positive Drehmoment iiber ein in Richtung der Stegschei-
ben lotrecht wirkendes Kréftepaar eingeleitet wird und somit
positiv gerichtete Verformungskriafte auf den Kasten wirken

(Fall I). Der WolbkrafteinfluB wurde mit den Werten fiir x und A
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nach Benscoter/Umanskij ermittelt. Diesen Funktionen wurden je=-
ne aus der reinen Profilverformung (unter Beriicksichtigung des
gchubverformungseinflusses) mit €= 0 gegeniibergestellt.,

11 und BiI fir d en Fall, daB

das Torsionsmoment iber ein Querschott eingetragen wird, der Ka-

Die Bilder 8.8 und 8.9 zeigen B

stentriger im iibrigen Bereich aber unausgesteift ist (Fall II).
Der WolbkrafteinfluB wurde ebenfalls nach Benscoter/Umanski j
ermittelt.

Vergleicht man nun BI und BII’ so sieht man aus deren Verlauf
einen wesentlichen Unterschied zwischen Wolbkrafttorsion und
Profilverformung. Wiahrend BI entsprechend einer é-Funktion mebr
oder weniger schnell auf Null abklingt, &ndert BII zundchst das
Vorzeichen und schwingt sich dann erst allm8hlich auf Null ein.

Fiir die Beanspruchung in Querrichtung ist die maBgebende Funk—
tion des EJwaachen Verformungswinkels p in Bild 8.10 fiir den
unausgesteiften Querschnitt und in Bild 8.11 fir den Fall, daf
das Torsionsmoment iliber ein Querschott eingeleitet wird, darge-
stellt. Der Verformungswinkel pr ist proportional den Quermo-
menten ng . p und ng g in den Kanten (Rahmenecken) des geschlosse-
nen Kastens (siehe (6.2-32)). Wdhrend j beim unsusgesteiften
Querschnitt sein Maximum unter der Last hat, wobeil zu beachten
ist, daB dort wegen der Beriicksichtigung der Schubverformung

g‘é + 0 ist, verlduft z bein zweiten Fall von Null an in der
ausgesteiften Iasteinleitungsstelle iiber ein Maximum, das aller-
dings wesentlich kleiner ist als beim unausgesteiften Quer-
schnitt.
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Bild 8.4 Bimoment BI aus Wolbkrafttorsion ( starrer Querschnitt)
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8.3 Ldngsverteilung der Normalspannungen

Die Bimomente allein stellen noch kein MaB fiir die Beanspruchung
des Balkens dar. Ein solches erreicht man erst durch die Dar-
stellung der Spannungsverteilung. Die Normalspannungen lassen
sich nun analog zur Biegetheorie, in der

Biegemoment

T TTdgheitsmoment ~ Faserabstand

G

gilt, ermitteln aus

B, By
3T T, Yo

Da nun aber die w;- bzw. die W, =Verteilung liber den Querschnitt
im allgemeinen nicht affin zueinander ist (vergl.Bild 8.2 und 8.3%)
und BI und BII einen unterschiedlichen ldngsverlauf haben, ergibt
sich fiir jede Querschnittsfaser auch eine qualitativ andere Span-~
nungsverteilung entlang des Stabes. Nur beim Sonderfall das dop~-
pel-symmetrischen Rechteckkastens (Modell 1) sind die beiden
Querschnittsfunktionen Wy und Wyr affin. Hier 1st also der Normai-
spannungsverlauf in einer Kante des Querschnitts charakteristisch
fir den gesamten Querschnitt.

So wurde in Bild 8.12 der Spannungsverlauf in Kante B fiir Modell 1
dargestellt, wobei vor allem der Unterschied gezeigt werden soll,
der sich ergibt, wenn der Trdger bei nicht ausgesteiftem Profil
dber die hohe Achse (&< O) oder aber flach liegend (&> 0) be-
ansprucht wird. Bin Vergleich mit den Spannungsfunktionen, wie
sie sich aus der Wolbkrafttorsion bzw. aus der reinen Profilver—
formung ergeben, die ebenfalls im Bild 8.12 dargestellt sind,
zeigt deutlich die gegenseitige Beeinflussung bzw. Uberlagerung
von Wolbkrafttorsion und Profilverformung bei nur teilweise oder
tUberhaupt nicht ausgesteiften Querschnitten. Bei einem w&lbfreien
Querschnitt ( € = 0) wiirden die in Bild 8.12 mit 3 bezeichneten
Kurven mit 4 zusammenfallen sowie die Kurven 1 und 2 verschwin-

den.
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9. Experimentelle Spannungsanalyse

9.1 Versuchsprogramm

Die experimentelle Spannungsanalyse wurde mit Hilfe von elektri-
schen DehnmeBstreifen (DMS) durchgefiihrt. Als Modellwerkstoff
wurde fir Modell 1 und 2 Araldit, fiir Modell 3 Plexiglas verwen-
det. Die ILiénge der Modelle betrug jeweils 2 x 60 = 120 cm. Fir
den Iastfall " Torsionsmoment M in Feldmitte" wurde folgendes

Versuchsprogramm durchgefithrts

Fall I (ohne Queraussteifung) : Modell 1 und 3
Fall IT (mit Schott in Feldmitte): Modell 1, 2 und 3 *)

In Bild 9.1 ist die Versuchsanordnung der Momenteneinleitung so-
wie die Ausfiihrung der Endquerschotte am Modell 3 dargestellt.
Bild 9.2 zeigt die Systemskizze der Versuchsbalken. Der E-Modul
wurde unmittelbar am Modell durch einen Biegeversuch ermittelt.

I

t M = 100 cmkp

?7 |

= 50 cmkp | g
i T»» X
L*l:ﬁOcm ——wmle—— [ =60 cm “4

M
2

Fatl I und 11

Bild 9.2 Systemskizze

#) Die experimentellen Untersuchungen am Modell 3 wurden von Herrn
cand.ing. H. Ralszadeh im Rahmen einer Diplomarbelt durchgefihrt.
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9.2 Versuchsdurchflihrung und ~auswertung

An einem Modell wurden bis zu 100 MeBpunkte untersucht. Um den voll«
stdndigen Spannungszustand zu erfassen, waren diese gréftenteils
mit DMB3-Rosetten (5 mm-ileBbasis) beklebt. Die Durchfiihrung eines
solchen Mefprogramms war nur méglich durch die Verwendﬁng elner
automatischen MeBanlage, die in [16] beschrieben ist. Damit wurde
Jede MeBstelle bel Unter- und Oberlast abgetastet und die MeBwer-
te unmittelbar auf Lochstreifen gestanzt. Zur Erhdhung der Genau-
igkeit wurde viermal periodisch be- und entlastet. Der eigentli-
che Mefwert ergab sich durch Mittelbildung aus den vier Differengz-
werten. Dles erfolgte liber eine elektronische Rechenanlage. Hier-
filr sowle flr dile vollstindige Auswertung der gemessenen Dehnungen
wurde ein Algol-Programm erstellt, Damit liefen sich aus den Dehw~
nungen die Koordinatenspannungen ermitteln, Diese wiederum konnten
einerselts in Hauptspannungen und deren Richtungen, andererselts
in Plattenmomente und Scheibenkrifte umgerechnet werden, da die
einzelnen Querschnittsscheiben beidseiltig mit Rosetten beklebt wa-
ren. Diese Rechnungen wurden ebenfalls auf dem TR 4~Rechner des
Recheninstitutes der TH Stuttgart durchgefihrt.

9.3 Versuchsergebnisse

In den folgenden Bildern 9.4 - 9.11 sind die fir die Kanten der
Querschnitte errechneten Normalspannungen (Gk) bzw. Querblegemomen=
te (ms) den gemessenen gegeniibergestellt., Der experimentelle Vert
erglbt sich aus elner Extrapolation vom eigentlichen MeBpunkt zur
Jewelligen Kante unter Annahme einer linearen Spannungsverteilung
(s. Bild 9.3). In den Bildern fir die Quermomente mg sind auch die
experimentellen Werte fir die Plattenmomente in Léngsrichtung (mx)
eingetragen, die sich aus den unterschiedlichen Gk—Spannungen auf
der Aufen- und Innenseite des Kastens ergeben. Diese Léngsmomente
in den Wandscheiben ergeben sich aus der Querdehnungsbehinderung.
Die damit verbundene erhdhte Quersteifigkeit des Kastens wurde in
der Herleltung der Differentialgleichung nur annihernd in (6.2-12)
durch den Faktor 1/(17p2) erfaft. Die m, -Momente lassen sich n&he=~
rungsweise aus den/g-fachen m ~Momenten (m i ) errechnen, wie
in [1ﬂ vorgeschlagen und auch hier wieder durch die Versuche be=-
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DMS-Rosette f
—\_ e — e DMS-Einzelstreifen
[ e Dt e
T [
I
=t

I

. ! ’ extrapolierter Wert

,i | /)\]< fir die Kante
[ L// MeBwert

Bild 9.3 Beispiel eines volibesetzten Melflquerschnitts

stitigt wurde.

In diesem Zusammenhang sel auf dle experimentelle Untersuchung
eines unausgesteiften Rechteckkastens mit konstanter Wandstirke
hingewlesen, iber die in [ﬁi] berichtet wird. Der dort untersuch-
te Lastfall entspricht dem hier betrachteten Fall I. Bel dem Ver-
gleich mit der Theorie nach Wlassow scheint aber dort der Einfluf
der Wslbkrafttorsion, der iUber die Randbedingung eingeht, nicht be-
riicksichtigt worden zu sein. AuBerdem geht nicht klar hervor, ob
bel der dort angewaridten Mefmethode (Johansson=~Extensometer) der
Kasten stets in der gleichen Richtung verformt wurde. Die dort ge-
messenen Gk-Spannungen sind kleiner als dle fir relne Profilverfor-
mung errechneten. Dies wiirde mit der hler dargestellten Theorie
Ubereinstimmen, sofern die Kr#fte iiber die hohe Achse eingeléitet
wurden.

Abschliepend ist in den Bildern 9.12 - 9.13 der in der Mitte der
Kastenwinde vorhandene iiber die Wanddicke konstante Schubfluf dar-
gestellt. Der rechnerische Grenzwert am Balkenende erglbt siech,
wenn JV vernachllssigt wird, zu

M,
. . .. Mo . kp
Te =Ty o, " "7, " " tom:

Bel dem in den Bildern eingetragenen Grenzwert 1st JV mitberick-
slchtigt.
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Bild 9.7 Modell 3, Fall 1 : Normalspannungen in den Punkten A,B und C
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9.4 Diskussion der Versuchsergebnisse und Hinweise fiir die

Praxis

Wie die theoretischen Ldsungen gezeigt haben, handelt es sich

bei den durchgefilhrten Untersuchungen um verhdltnismdBig kom-

plizierte Spannungszustinde, die vom Lasteintragungsquerschnitt

an im allgemeinen rasch abklingen. Dies ist bel dem Vergleich

von den rechnerischen mit den experimentellen Werten 2zu beriick-

sichtigen. AuBerdem sei noch auf folgende Unterschiede hinge-

wiesens

1.

3

Die Theorie setzt fir die Profilverformung eine Kraftein-
leitung voraus, die einer parabolischen SchubfluBverteilung
in der jeweiligen Scheibe entspricht. AuBlerdem soll das Tor-
sionsmoment iitber einen konstanten Schubflufl eingeleitet wer-
den. Dies lésst sich im Versuch, vor allem bei Pall I, nicht
verwirklichen und beeinfluB+t somit die Spannungsverteilung
im Bereich der Krafteinleitung.

In der Theorie fir die Profilverformung wurde die Platten=—
steifigkeit der Kastenwinde in Idngsrichtung nur nidherungs-
weise erfasst und deren Bigendrillsteifigkelt ganz vernach-
lassigt.

Die den experimentellen Werten gegeniibergestellten theoreti-
schen Kurven sind fiir einen unendlich langen Trédger gerech-
net und bis x/€ = 1, mit € = 60 cm (halbe Tridgerlinge), auf-
getragen. Daraus folgt, daB am Trigerende teilwelse (vor al-
lem bel Modell 2 mit JL116292,5) die einzelnen rechnerischen
Werte noch nicht voll abgeklungen sind.

Bei dem infolge des Schotts wesentlich steiferen Fall IT sind
die zusdtzlichen Spannungen aus Wolbbehinderung und Profil-
verformung um ein mehrfaches kleiner als beli Fall T (siehe
z.B. Bild 8.12). Da beim Versuch neben diesen Zusatzspannun-
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gen auch die bei beiden PFidllen gleich groBen primidren Tor-
sionsschubspannungen an den Endschotten mitbestimmend waren
bei der Wahl der LastgroBe, ergaben sich die bei beiden PFil-
len auf ein Moment von 100 cmkp bezogenen experimentellen
Werte bei Pall II aus wesentlich kleineren Dehnungen. Dadurch
geht ein absoluter Fehler im einzelnen MeBwert prozentual
hoher ein.

Berticksicht man diese Unterschiede in der theoretischen und ex—
perimentellen Spannungsanalyse, so 188t sich aus dem Vergleich
der Ergebnisse eine Ubereinstimmung feststellen, die die Brauch-
barkeit der Berechnungsmethode fiir derartige in der Praxis auf-
tretende Pdlle geniigend bestdtigt. Dafiir ist vor allem der maxi-
male Wert unter der Last und das charakteristische Abklingver-
halten des jeweiligen Spannungswertes maBgebend.

Inwieweit es nun in der Praxis ndtig sein wird, derartige Span-
nungszustidnde im einzelnen zu untersuchen, hidngt von verschiede~
nen Faktoren ab. Dabei ist grundsdtzlich zu Uberlegen, in welchem
Verhdltnis die Spannungen aus Torsion zu denen aus Biegung vor-
aussichtlich stehen werden.

So wird im Brickenbau bel geraden Trégern mit symmetrischen Quer-
schnitten die Torsionsbeanspruchung hauptsichlich durch aufermit-
tige Verkehrslasten p hervorgerufen. ks ist also zuerst festzu-
stellen, wle sich die Biegespannungen infolge p (Gb) zu denen in-
folge sténdiger Last (&) verhalten. Bei gleicher Spannwelte,
glelchem Materialaufwand und gleicher Materialausnutzung wird das
Verhiltnis von Gb/Gé bel einem hohen Triger grodfer seln als beil
einem flachen., Flr die zus#tzlichen Torsionsspannungen ist aber
nicht die Verkehrslast p an sich, sondern deren Abstand von der
Symmetrieachse maBgebend. Dieser wiederum wird bei flachen Tri-
gern grifer sein kdnnen als bei hohen. Es ist also nicht méglich,
von dieser Betrachtungswelse her allgemeingilltige Aussagén Zu ma-
chen.


ibbaf
Textfeld


- 116 -

Grundsitzlich kann man sagen: Handelt es sich um einen nicht aus-~
gesteiften Querschnitt (Fall I), wird man die Profilverformung
stets berilicksichtigen miissen, schon allein deswegen, um die Bean-—
spruchung des Kastens in Querrichtung erfassen zu kinnen. Dabei
kann bel entsprechend langen Trigern mit geschlossenen Kasten-
querschnitten ohne Konsolen der BinfluB der Schubverformungen und
damit der BEinfluB der Wolbkrafttorsion im allgemeinen vernachlids-
sigt werden, d.h. #=o = £ = 6 = 0 (vgl. Bild 8.12, Kurven 3
gehen Uber in 4). Die Schubspannungen selbst infolge reiner Tor-
slon, die flr das Gleichgewicht maBgebend sind, sind damit natiir-

lich nicht verschwunden,

Ist ein derartiger Kastentridger im lastquerschnitt durch ein
Schott ausgesteift, kann der EinfluB der Schubverformungen auf
die Spannungsverteilung ebenfalls unberiicksichtigt bleiben, wo=-
raus G, = G, = 0 folgt. Die damit vernachlissigten Normal- und
Schubspannungen sind wesentlich kleiner als die flir einen starren
Querschnitt nach der Theorie der Wolbkrafttorsion berechneten
(vgl. Bild 8.12, Kurven 1 und 2, und Bild 9.13), die im allgemei-
nen bisher schon als vernachlidssighar galten. Andererseits ist
aber gerade fir derartige Kastenprofile, sofern sie doppel~sym—
metrisch sind, eine Berechnung mit sdmtlichen hier untersuchten
Binflissen sehr einfach durchzufiihren, wie sich aus Abschnitt
6.%.4 ergibt.
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Bei geschlossen-offenen Profilen liegt der Fall komplizierter. Ist
der Querschnitt mit Konsolen entsprechend Modell 3 ausgebildet, d.
h., die offenen Teille liefern einen geringen Beitrag zur Wolbstei=-
figkelt, so kOnnen im allgemeinen die gleichen Vereinfachungen ge-
troffen werden wie flir reine Kastenprofile. Bei Querschnitten, de-
ren offene Teile dagegen einen grofen Einfluf auf die Wolbsteifig-
keit haben, wie z.B. bei Modell 2, ist die Wolbkrafttorsion und
deren Einfluf auf die Profilverformung im allgemeinen nicht mehr
zu vernachléssigen.

10. Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit werden Hohlkastentriger mit Konsolen,
d.h. Tréager mit geschlossen~offenem Querschnitt, mit verformbarem
biegesteifem Profil fir den Fall untersucht, daB ein Einzeltorsi-
onsmoment in Feldmitte angreift. Wiahrend im Stahlbau der Quer-
schnitt im allgemeinen durch einen engen Schottabstand in seiner
Form gehalten wird, werden im Stahlbeton-— und Spannbetonbau meist
nur wenige oder gar keine Schotte im Feld angeordnet, so daB die
duReren Krifte nicht nur Uber Wolbkrafttorslon, sondern vielmehr
Uber Querbiegung, hier mit Profilverformung bezeichnet, abgetra-

gen werden.

In dieser Arbeit wird von einem Faltwerksansatz ausgegangen, wobeil
die Schubverformungen mitberticksichtigt werden. Dem Faltwerk werden
aber nur die profilverformenden Krifte zugewlesen, wihrend das Tor-
sionsschnittmoment von vornherein abgespalten wird und mit Hilfe
der Theorie der Wolbkrafttorsion berechnet wird. Auf das Faltwerk
wirken dann noch als zus#tzliche profilverformende Belastung die
sich in Stablidngsrichtung &ndernden Schubkrifte aus der W8lbkraft-
torsion. Da flr deren Berechnung nur die verfeinerten Theorilen der
Wolbkrafttorsion, welche die Verformungen aus den Wdlbschubspannun-
gen mitberiicksichtigen, in Frage kommen, wird einleitend bzw. im
Anhang eine kurze Darstellung dieser Theorien gegeben, da sie nur
teilwelse im deutschsprachigen Schrifttum zu finden sind.
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Gegeniiber den im allgemeinen fir die Bemessung maBgebenden Biege~
spannungen haben die Normalspannungeﬁ aus Wolbkrafttorsion und
Profilverformung nur die Bedeutung von Nebenspannungen. Da sie
auBerdem von der Lasteintragungsstelle an im allgemeinen rasch
abklingen, wird die ILdsung der charakteristischen Differential-
gleichung, die in geschlossener Form fir den Balken mit endlicher
Tinge angegeben werden kann, nur fir den nach beiden Seiten unend-
lich langen Balken weiter untersucht. Die Ergebnisse konnen fir
die in der Praxis vorliegenden Verhdlinisse im allgemeinen ohne

Iinschrinkung angewandt werden.

In der Arbeit wird unterschieden zwischen Lasteintragung unmittel-
bar iiber den unausgesteiften Querschnitt oder liber ein starres
Querschott, wodurch der Querschnitt unter der Last in seiner Form
erhalten bleibt. Durch Grenzbetrachtungen lassen sich die Losungen
dieser beiden Fdlle auf die Theorie des auf reine Profilverformung
beanspruchten PFaltwerks bzw. auf die Theorie der Wolbkrafttorsion
zurickfilhren.

AbschlieBend werden die theoretischen krgebnisse experimentellen
Werten gegeniibergestellt. Es werden drei charakteristische Quer-—
‘schnittsformen untersucht. Der Vergleich zeigt die Richtigkeit
der in der Theorie getroffenen Annahmen.
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Anhang

A Ableitung der Differentialgleichung dexr Wolbkrafttorsion

A.1 Ableitung der DGl, nach Heilig [4] (vgl, auch 15])

Aus Gleichung (4,3-1) ergibt sich

o = A+ A (Ac1-1)

M
A= =,
VACHE

wobei LQS der Anteil der Schubverformung zur Verwindung g' ist.
Die Wolbschubsteifigkeit (® Schubsteifigkeit in der Biegetheorie)
= v G Jg wird in der klassischen Theorie als unendlich grof
betrachtet.,

5

mit

Nun wird der Formbeiwert 1/v als energetisches Mittel bestimmt.
Dies geschieht durch Vergleich der Formidnderungsarbeit - dAi’
welche die ungleichmifig {iber den Querschnitt verteilten Schub-
spannungen am Volumenelement dF dx leisten, mit der Hufleren
Arbeit dAa’ die von je zwei virtuellen sekundidren Torsionsmomen-
ten MS an den Enden des betrachteten Stabelementes von der Linge
dx an dem iiber den gesamten Querschnitt konstant angenommenen

Verwindungsanteil J@ geleistet wird.

~dA; - ng'l’ dy dF cdx — ff v B arax

FoT
(A.1=2)
1 2
- e qu; dF dx
dA, = stoaﬁso/x = yGJT/Jé oo, dx
Iy 2
2 (A, 1-3)
- 2 Ms gy
2 vG3, ’
dA,; + A, = @) (A.1-4)
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, U ) . s
Nach Gleichung (4.2-15) ist mit BI' = MS und T T F
Ms
Ty, = — jx-t ( SI - ®S) 4
T eingesetzt in (A,1-4) ergibt
4 I S d))z ds
-— = - + . (A.1-5)
v 32 Ff (S ot

Die Gleichungen fur die einzelnen Schnittkrdfte lauten zusammen-
gefallt mit (4.,2-1), (A.1-1) und - entsprechend angewandt - (3.2-5):

BI = “EJI ?/(‘: B (a)

Mpg = GJIp¢’ (b)
Mp = GJrg) (A.1-6)

Mgy = GIg (c)

Me = vG3 (g-f), (@)

Das gesamte Torsionsschnittmoment ergibt sich demnach zu
My = Ma+ Mg = (4+v) GIr g = vGT, K. (A.1-7)

Hieraus wird

o' - M- R (A.1-8)
< (1rv) G, A

bzw, mit x, = 1?; und f+yv = b 1& : (A.1=9)
+ A
M K
’ ” My .
@' = (1-.) ezt Y (A.1-10)
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m
X 4 My %hiT

ERERE

M, - Bild A.1 Stabelement
.

= dx e

Aus der Gleichgewichtsbedingung (Bild A.1)

'

M + m = O (A 1=11)

+

und der Beziehung BI' = MS ergibt sich mit (A,1-6) und (A,1-7)

ein Differentialgleichungssystem mit @ und K

(1+v) GT, " - RCI S (S (Au1-12)

~EJI?}ZN~—VG:KT§7/+VGJTVQ/: o . (Au1-13)
Nun wird (A,1-13) differenziert

- E:(IJW~vGJTg>” + vGIS - O . (A1-14)
(Av1-12) und (A.1-14) addiert ergibt

n

- EJ. LS+ GI e = - m (A.1-15)

]

Wird nun (A.1-1) differenziert und fir Ms' Bf’ die zweimal dif-
ferenzierte Gleichung (A.1-6a) eingesetzt, ergibt sich die Bezie-

hung zwischen @ und ¥ :

f "

E?” — U()l-}— Ms - J’ -+ BI

vGI, rGJ,

p EJ, bg} "

auﬁGﬁi . (A.1-16)
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Dies in (A.1=15) eingesetzt ergibt
] < 9 . EZ 0" _
E’JIZ/Q - GJTVQ + Y

Durch Zusammenfassen erhilt man

(3 + 1) B " G

I
3

und daraus die endgiiltige Differentialgleichung

i

- GIr o’ _ m (A 1-17)
A x, EUIJ - X Eg

Mit (A.1-6a) lidsst sich auch schreiben

" GJ+
—_ a2 - - X, M, -
B, x, ERA B, , (A.1-18)

A.2 Ableitung der DGl, nach Umanskij [6]

Die schon bei der reinen Torsion verwendete allgemeine Beziehung
{3.2-3) gilt auch bei der W8lbkrafttorsion

Ju T ! -

3 = = - rTe (A.2-1)
bei sich hier nun T aus 7T, + T: zusammensetzt., Mit (4.2-10)
gibt sich

au M. BI/ S Cb 4

gy — - — .

ds 2R Gt GJ,t (S:-®:) - %y

5 (4,2-2) erhilt man

BI/ - E:ZI 7/%7 "

J

Su _ Me , E (So®) pr
os 2R Gt t G t A kg
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Diese Gleichung wird iiber den geschlossenen Querschnitt integriert,

wobei zu beachten ist, daB § =L ols = 0 wird:
ds E ds " ‘
RE L ES B PR 0
Multipliziert mit %Fﬁf; ergibt sich
t
2F ds o” ~ A2-2)
M. 9502 $ (S, -b) L0 -G’ =0,
Mit der Kontinuit#tsbedingung \@T} cls = 0 lisst sich nach eini-
ger Zwischenrechnung (s. [6]) nachweisen, daf
2% y ols
P (S b)) £ =y P -B) T (a2-n)

'(}')ds

ist. Somit ergibt sich aus (A.2-2)

=N £ - GIg @' = — My | (A.2-4)

Nun wird der Zusammenhang zwischen dem gesamten SchubfluR und
dem Torsionsschnittmoment betrachtet:

Mo = [ Twds = [vndF (A.2-5)
F F

wobei sich das Integral iber den gesamten geschlossen-offenen
Querschnitt erstrecken muf,

Aus der allgemein giiltigen Beziehung (vgl. (3.2-1))
au aV)
T = G ( 55 -+ 5x
ergibt sich mit (4.2-2) und (3.2-2)
a&) ‘
T = G ( LQ “"”E +h® )

und daraus mit (3,2-11)

v oo G[-Fln- E)rng] .
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Dieser Ausdruck wird nun in die Gleichgewichtsbedingung (A.2-5)
eingesetzt:

M, - G -8 ( urdF 4 §nds) +g>'Fj>;zdpJ '

Hieraus ergibt sich unter Beriicksichtigung von (3,1-5) und mit

J. = nEeF = zentrales Trégheitsmoment (A.2-6)
F
M. = G [-vQ (Je-Jg) + o 3cj . (A.2-7)
J,
Mit o= 1 - FP (A.2-8)

ergibt sich nach kurzer Umformung aus (A.2-7) (vgl. (A.1-10)

e My Av2-9
¢ =(4“Ks)@‘;§; + e, A ( )
Hiermit lésst sich nun in (A,2-4) gﬁ durch 2f ausdriicken:
~ M
ET b = (1-0,) M, - G, 5 = - M,

Durch Differenzieren und Multiplizieren mit E%?' ergibt sich
x

hieraus die endgiiltige Differentialgleichung

7/Q i B - G:rB 0()/ - <

m p
s BT s B . (A,2-10)

Diese Gleichung entspricht in ihrer Form ganz der unter A,1 abe
geleiteten Gleichung (A,1=14), Sie unterscheidet sich nur inm
Schubverformungsfaktor x wund im JT, das hier gleich JB ist,
Der Ubergang zur klassischen Theorie erfolgt hier mit f%? = 0,
womit X = 1 wird,
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A3 Vergleich der verschiedenen Theorien fiir die Ableitung der

Differentialgleichung der Wolbkrafttorsion

Durch Integration lé4sst sich aus (A.1-17) bzw. (A.2~10) mit Hilfe
von (A.,1-11) die allgemeine Form der Differentialgleichung der
Wolbkrafttorsion finden:

FJ, 2¢ L xGT S =~ M, (A.3-1)

Hierin ist nach Heilig [4] entsprechend (A.1-9) mit (A.1-5) fir x

jz_
Y o= x P (A.3=2)
3"n" [j(\gzvd%) ?+:T:]

F

Zu setzen,

Wird nun hier und in(A,3-1) flir Querschnitte mit einem geschlosse-
nen Teil Jp = Jg o * JV % Jy angenommen, so erhilt man mit (4.2-13)

und s
4 Fg
Js = §i’;
-+
2
J
X, = N - 2 os
JB I(sr‘(bz) T
3

bzw., nach einiger Zwischenrechnung

j f(sl'—(b_t) :F—
=X L e (A.3=3)

2F [(S-G ) R

¥, =

Dies entspricht dem Schubverformungsfaktor nach Dsanelidze-Panovko
(siehe in [6]). Es wird also dabei der St.Venant'sche Anteil im

JT vernachldssigt. Liegt dagegen ein rein offener Querschnitt mit
It
fluf der sekundidren Schubspannungen beriicksichtigen.

= Jv vor, so ldsst sich nur nach (A.3-2) der Verformungsein-
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Benscoter [5] und Umanskij (in [6]) fanden entsprechend (A,2-7)
fir x

e . 4 . 3 (A, 3-4)

3 Je

mit Je = fAﬁfzdF = zentrales Trigheitsmoment,
F

Hierzu gehért in (A.3-1) ebenfalls JT = J

B
Der Unterschied in der Ableitung der Differentialgleichung liegt
darin, daf in Abschnitt A.1 die Vertrdglichkeitsbedingung (A.1-4)
nur im Mittel, die Gleichgewichtsbedingung (A.1-7) aber streng
erfiillt wird., Dagegen werden in Abschnitt A.2 die Vertréglich-~
keitsbedingung (A.2-1) fiir jedes Element und die Gleichgewichts~
bedingung (A.2-5) nur im Mittel erfiillt {vgl., Zuschrift zu [4]),
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B, Die Differentialgleichung des elastisch gebetteten Balkens

unter Berilicksichtigung der Schubverformung

Die Durchbiegung y eines Balkens setzt sich aus der Biegeverfor-
nung yy und der Schubverformung y, zusammen. Zwischen diesen Ver-
formungsanteilen bestehen folgende bekannte Beziehungen zwischen
dem Schnittmoment M und der Querkraft Q

i M

yM = — —E-:j ) (B"1)
' B Xg Q

Ya N GF . (B=2)

x ist dabei die Schubverteilungszahl, mit welcher der Tatsache
Rechnung getragen wird, daf die Schubspannung und damit die Glei-
tung ungleichmiflig Uber den Querschnitt verteilt ist, Sie 1dBt
sich aus der Bedingung ermitteln, dafl an einem Balkenelement dx
die Querkraft Q mit dem Mittelwert der Forminderung dieselbe
Formdnderungsarbeit liefert, die sich auch durch Integration liber
die Arbeit der Schubspannungen in den einzelnen Raumelementen des
Balkenelementes ergibt,

Die beiden Verformungsanteile liberlagern sich gegenseitig zu

" " M x, OR
\/=>’M+>/cz”=”“—“—Ej +GFSE)—><_' (B=3)

Nach zweimaliger Differentiation ergibt sich

3
w 1 O'M s I Q (B-4)
7T EoE T EF o

Aus der Gleichgewichtsbedingung erhédlt man (s, Bild B.1)

M
SS T o —arPy,
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q{x)
i M
M i by M+ Bx dx
_Ag,%ﬁ_ ,ﬁ__._j N ey
2Q
Q Q#axdx
y pix)
dx e
Bild B.1 Stabelement
bzw. nach zweimaligem Differenzieren
3
Q_Q _ _ " - "
S 9 P
Eingesetzt in (B-4) ergibt dies:
e _ o A K gy Xs B-5
Y = E597 EFP " 9 e P - (8=5)

Wird fir die elastische Lagerung eine proportionale Abhingigkeit
von p und y angenommen, so gilt:

P o= Kgy

mit KB = Bettungsziffer.
Wird p in (B-5) eingesetzt erh#lt man

o™ i, Ky " Ky 1 _EJ #
yroge v g2y = g (ageed).eo

Fir die endgiiltige Differentialgleichung lisst sich schreiben:

hia by K Ky _ 1 _ . " (B-7)
YT ES Y Y Eg = "E‘Ex‘(c’ g‘°’>
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. EJ
mit "%5 = “G‘—r_;_‘“ WC (B-8)
Die SchnittgréBen ergeben sich aus (B-3) zu
" EJ 0Q
M= = BEJy  +% oF ax
= - EJy" + A (- a+)
=~ ETy" o+ B Kyy - Bq
(B-9)
Mo.q- - ETy "+ AKyy' - R (B-10)

Fir den Lastfall Einzellast P in Feldmitte und gleichmiRig ver-
teilte Last q (Bild B.2) werden nun die Randbedingungen formu-

liert. P

q

HENEEN

AR
SRR

Bild B.2 Lastfall: P in Feldmitte + const g

Dabei ist zu beachten, dafl wegen der Beriucksichtigung der Schub-
verformung die Biegelinie im Symmetrieschnitt (x = 0) einen
Knick hat, d.h,
, xs &
Yo = GF
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Somit gilt fir die Randbedingungen:

) xe0: By - AQ, = — &

" ’ . =
20) Q, = ~EIy"« BKey. - hg' = L
3,) x = €: Y, = Is)
4,) ™M = -»E:Iyg”+@sl’<3ye_£$q= 0

Die analogen Beziehungen in Abschnitt 6 lauten:

EJ 2 Edy

Ke A EJ,

A, a R

q 2 AR

Y 2 A

M & By

Q 2 By

Hi-a=2aq,

E3 .

ID"—' e
ii>
&
=
»
N
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flir Grundbau und Bodenmechanik der
TH Minchen

Berufliche Titigkeit:

1960 Versuchsingenlieur an der Staatlichen
Materialprifungsanstalt an der TH
Stuttgart

1960 - 1965 wissenschaftlicher Mitarbeilter,

ab 1965 wissenschaftlicher Assistent am Insti-

tut flr Spannungsoptik und Modellmes-
sungen (seit 1967 Institut filr Modell-
statik) der TH Stuttgart





