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1. Einleitung

Bei der Untersuchung von Platten mit dem Differenzenverfahren werden
meist Formeln verwendet, die den Bipotentialoperator an einem betrachte -
ten Punkt durch die Funktionswerte an benachbarten Punkten angendhert dar-
stellen [1], [2], [8], [4]. In[5) und [ 6] werden sehr genaue Mehr-
stellenformeln fiir den Bipotentialoperator angegeben, Damit wird ein lineares
Gleichungssystem fir die Funktionswerte - also die Plattendurchbiegungen -
anden Punkten des gewdhlten Gitters gewonnen., Besondere Schwierigkeiten

bereitet dabei die Darstellung der statischen Randbedingungen.

Dieser Weg ist vor allem zur Ermittlung von Einfluflichen geeignet, da in
diesem Fall die Durchbiegungen unmittelbar gesucht sind. Soll der Verlauf
der Schnittkrifte in der Platte fir einen Lastfall ermittelt werden, dann wer-
den die zweiten bzw. dritten Ableitungen der Durchbiegung bendétigt. Die er-
forderlichen numerischen Differentiationen bewirken, dafi die praktisch wich-
tigen Schnittkrifte mit einem merklich gréferen Fehler behaftet sind als die

Durchbiegungen.

In[7], [8] wirddie Differentialgleichung der Platte aufgespalten in zwei Dif-
ferentialgleichungen zweiter Ordnung fir die Durchbiegung und die Summe der
Krimmungen. Mit Hilfe von Differenzenformeln lassensich zwei gleich aufge-
baute Gleichungssysteme filr die Durchbiegung und die Krimmungssumme al-
ler Gitterpunkte aufstellen. Fir die rundum frei drehbar gelagerte Platte ist
das Gleichungssystem fiir die Krimmungssumme unabhéngig von den Durch-

biegungen.

Da die Differentialausdriicke somit nur von zweiter Ordnung sind, ist die
Darstellung durch Differenzenformel# recht einfach. Beim Zerlegen der
Krimmungssumme in die beiden Krimmungen tritt jedoch ein wesentlicher

Genauigkeitsverlust ein.

]
Fir die beiden Plattenkrtimmungen in Gitterrichtung wird in [ 20 ] ein Glei-
chungssystem aufgestellt. An jedem Gitterpunkt wird fir diese beiden Unbe-

kannten mit dem Prinzip der virtuellen Arbeiten eine Gleichgewichts- und
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eine Vertréaglichkeitsbedingung formuliert, Die beiden Gleichungen lassen
sich auch mit Mehrstellenformeln gewinnen. Bei der Darstellung der Rand-
bedingungen erweist sich die Anwendung des Prinzips der virtuellen Arbei-
ten als sehr vorteilhaft., Wegen der Dualitdt zwischen Platte und Scheibe

werden mit dem gleichen Verfahren in [20] auch Scheiben behandelt.

In der vorliegenden Arbeit wird ein lineares Gleichungssystem fiir die Plat-
tenkriimmungen in Gitterrichtung aufgestellt, Mit einem zweiten Gleichungs-
system wird aus den Krimmungen die Plattenverwindung berechnet. Beide
Systeme werden mit Hilfe von Differenzen- bzw. Mehrstellenformeln gewon-
nen, wobeil teilweise die in der Baustatik {iblichen W - Gewichte verwendet

werden.

Es werden isotrope Platten mit konstanter und mit verédnderlicher Dicke so-

wie orthotrope Platten mit konstanten Steifigkeiten behandelt.
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2. Die isotrope Platte mit konstanter Dicke

2.1 Differentialgleichung der Platte

Mit der Bezeichnungsweise in [9] werden die Schnittkrifte der Platte unmit-

telbar angegeben. In Bild 2.1 sind die positiven GroBen am Plattenelement

eingetragen.
2 2
Biegemoment my =~K (37\'}/ + g—y\%/ ) (2.1)
) _ CD'w
Drillmoment Myy = = (4 —/u) K %oy (2.2)
Querkraft gx = -K aa(gw) (2.3)
Ersatzscherkraft Ix = gx * —%—m—"—y
3w 3w
=—K[§-x—3— +(2—/‘)5>T—972] (2.4)
2
Dabei gilt: A = 32, + a\;
My, Ay und qy ergeben sich durch Vertauschen von X und vy in (2.1), (2.3)
und (2. 4).
ol x
RE
h I
2 !
e
| A m
e b | W
X | .
‘/'/ir— —= 1' U et S ol
! —../ | ] 1 gy * _91 dx
vy 7 N
Z+ my a dy l/ mx ’amx dx
m ¢ "mi—a\, dy N e \ L
G+ 87 3y |7
V4 Bild 2.1
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Mit Gleichung (2. 3) ergibt sich aus der Gleichgewichtsbedingung fir die
Kréfte in Zz - Richtung die Differentialgleichung der Platte:

AL W :_E_ 2. 5)

Mit den Abklirzungen

— ’82w X \ _ 2)2w
X = Dx?2 ) / T 9y2 (2.6 a,b)
erhidlt die Plattengleichung die Form:
- B
a(X+Y) = & (2.7)

Gleichung (2. 7) beinhaltet das Gleichgewicht am Plattenelement unter Be-
riicksichtigung der in der Kirchhoffschen Plattentheorie tblichen Voraus-

setzungen.

Zur Darstellung des Operators A werden in Abschnitt 8.1 verschiedene

Differenzen- und Mehrstellenformeln angegeben. Sie werden zur Formulie-
rung von Gleichung (2. 7) an allen Gitterpunkten im Platteninneren verwendet.
An jedem inneren Gitterpunkt steht damit die erste Gleichung in den Platten-

kriimmungen zur Verfiigung.
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2.2 Durchbiegung und Randneigung eines aus der Platte herausgeschnittenen

Streifens

Aus der Platte sei lings einer Gitterlinie y= const, ein Streifen der Breite 1
herausgeschnitten, Einschlief8lich der Randpunkte enthalte er (m+4) Gitter-

punkte in gleichem Abstand Ay . Die Randbedingungen seien allgemeiner Art,

frme e X

o 1 2 ... e M L 2 md om

Mt Al L Al A L Aol A

Bild 2.3

Nach der Mohrschen Analogie ergibt sich die Biegelinie eines Balkens auf zwei
starren Lagern als Momentenfliche infolge der Belastung des Balkens mit der
Krimmungsfliche. Allgemeine Randbedingungen werden durch eine gerade

SchluBlinie beriicksichtigt,

Bei der rechnerischen Durchfihrung werden in der Baustatik meist die soge-
nannten "W - Gewichte verwendet, Diese sind die Knotenlasten, die infolge in-

direkter Belastung des Balkens durch die Krimmungsfliche auftreten,
Am Plattenstreifen nach Bild 2. 3 ergibt sich mit Hilfe der Parabelformel das
W - Gewicht in Punkt j zu:

oA .
W= = 3 (X 10X+ X)) (2.8)

Pir die W - Gewichte in den Randpunkterm gilt:
Wo == 2% (7% +6X, - X, )
W, =- _%\ﬁg (.Xm—2+6xm—4+?xm ) (2. 9a,b)
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Die Durchbiegung des Plattenstreifens an einem beliebigen Gitterpunkt i er-

gibt sich zu:

.- , -4
w, = —-)\i-<(4~;‘;)-j§jxj o 3 (m-PX

. i=t
4 L i
o ((A-d X+ X, - %))
+Wo (1= 3) + W, e
(2.10)
Diese Gleichung 148t sich auch ohne statische Uberlegungen mit folgender Mehr -
stellenformel aufstellen:
>\2
—- T AY. S =
V\g_,' 2VV] +\/\/j+4 Vil (Xj_1+/’OXj+Xj+4) (0]
Diese Formel wird sukzessiv an den Punkten 1 bis (m - 1) angewendet. Wenn
diese (m - 1) Beziehungen so kombiniert werden, daB alle Durchbiegungen

auller Wy, , W, und W, entfallen, ergibt sich Gleichung (2.10).

Fiir die Randneigungen des Plattenstreifens gilt:

- Wa = W,
W, + -————Q)\X

= R (F U+ X, - X,) + WA (2.11)

X

,-.\
Uiy
1
~—
je]
i

o) - -
(DLXV)M :_Wn+XV_QT\ML1

SR (KO T, ¢ P et 212

Durch Gleichung (2.10) wird eine numerische zweifache Integration durchge-
flihrt. Das erste nicht verschwindende Glied der Taylorentwicklung in (2, 10)ist
die vierte Ableitung der Kriimmung des Plattenstreifens. Inden Gleichungen (2. 11)
und (2.12) ist der Taylorabgleich um eine Ordnung niedriger als in (2.10), da

die W'~ Gewichte in den Randpunkten keinen symmetrischen Aufbau haben.
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Bei der Platte kreuzen sich in jedem Gitterpunkt eine Gerade X = const.
und eine Gerade y=‘ const. Fir beide kann Gleichung (2. 10) aufgestellt
werden, Die Durchbiegung des Gitterpunktes wird so einmal durch die
Krimmungen X lings der Linie y= const., und einmal durch die Kriim-
mungen Y ldngs x= const. dargestellt, (Von den Randdurchbiegungen
sel hier einmal abgesehen.) Durch Gleichsetzen beider Durchbiegungs -
werte entsteht die zweite Gleichung in den Plattenkrimmungen, Diese
Gleichung erfiillt die Kontinuitit in den Durchbiegungen der Plattenmit-
telfliche. Sie ist daher die Vertréglichkeitsbedingung flir die unbekann-
ten Krimmungen Xund Y. Im folgenden wird sie als Tréigerrostbedingung
bezeichnet, weilsie an einem Trigerrost,"dessen Systemlinien die Gitter-

linien sind, aufgestellt wird.
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2.3 Zerlegung polygonal begrenzter Platten in zwei Grundformen

In der vorliegenden Arbeit wird ein rechtwinkliges Maschengitter verwendet.
Da die Randbedingungen an Gitterpunkten forrhulier‘t werden miissen, kann
nicht jede polygonal begrenzte Plaite behandelt werden, Es mufl moéglich sein,
das Plattenfeld ineinige wenige Rechtecke und rechtwinklige Dreiecke zu zer-
legen, deren Maschengitter an den 'N#hten' zueinander passen miissen.

Bild 2.4 zeigt diese Zerlegung und die Maschengitter fiir vier Plattenformen.

A

Bild 2.4

Wegen der groflen Anzahl von Unbekannten, die bei der Berechnung auftreten,
empfiehlt es sich, das Gleichungssystem durch eine elektronische Rechenanla-
ge aufstellen und auflésen zu lassen. Dazu wird die Berechnung zuriickgefiihrt
auf die Behandlung zweier Grundformen: Rechteck und rechtwinkliges Dreieck
mit allgemeinen Randbedingungen. Die tatséchliche Platte wird aus den Grund-
formen zusammengesetzt. Dabei muf entlang der *Néhte’ ( -~----- Bild 2.4)

die Kontinuitdt in Schnittkréften und Verformungen erfiillt werden.
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Formulierung der Trégerrostbedingung fiir die beiden Grundformen

2.4

2.4.1 Rechteck mit allgemeinen Randbedingungen

SO ¢ .

bzzd

ik

Ok

On,

(0

in

77777

Bild 2.5
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Als Unbekannte des Gleichungssystems sollen neben den Kriimmungen X
bzw. Y nur die Durchbiegungen der Plattenecken auftreten. Daher miissen
in den Gleichungen (2. 10), (2. 11) und (2. 12) die Randdurchbiegungen elimi-

niert werden.

In Bild 2.5 a ist eine Rechteckplatte mit den Bezeichnungen des Maschen-
gitters dargestellt. Es wird ein beliebiger Gitterpunkt (k im Plattenfeld
betrachtet, Seine Durchbiegung v, wird mit Hilfe von Gleichung (2.10)

an dem Trigerrost nach Bild 2.5 b ermittelt.

2 Py & oot
Y N (TR ) S i+ o) X
+:I%(M_%)xok + ka = Xik))

i
m
S-S gy K
Tl Ny A jro)'oj"h
55 (45 Yoo + % You "yok])
: k-4 K
~Ea2 s ((1-5) 2 iyt
| 25 (8 Yo + W
+(4‘7in“)‘(("“%)woo +%W0nJ
*w '(("“ﬁ/‘)Wmo*’%WmJ (2.13)

Es werden folgende Spaltenvektoren eingefihri:

4_4_.(4_%) «— erstes Element
4 {1-8)
2:(1-8)
;
a-(1-&)-4 w— (a+ 1)-tes Element
{F b} = %‘(b’a_’])
i £ (b-a~2)
'
22
21
& B o (b + 1)-tes Element (2.14)

Dabei folgt aus (2.13) fir {Fo.‘b}: O<a<bund b 22 . Durch die zusitzliche
Bedingung {E,.b} = 0 fir a =0 und a=h lassen sich die Durchbiegungen

von Innen- und Randpunkten mit der gleichen Formel darstellen.
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Qo ymo
X4o Va4
XZO- \/oz
{Xu,b} = ) { yo,'b} =
Xo-2)a Yao-2)
b-~1)oy o (b-1) 15
bo yob (. )

Durch Einfilhren dieser Vektoren in Gleichung (2. 13) ergibt sich:
2 T
\’\/Lk = - )\x ! {Fi’m} {Xk‘m}
. T L2 T
—(4"5%'1) )\; {Fk,n§ {\/O,n } ~N'L;l >\y '{Fk,ng {Ym,n}
=) ((1-B) vy, + £ w,

)
vt (5 Wao + 5w (2. 16)

Analog ergibt sich an dem Trégerrost nach Bild 2
Wik =~ )‘; ‘ {Fk,n}T{yi."}
MBI (Fnd {Xom] = 5 A (Bl 1]
(15 ((4-5) Wp + 5 Wino)

K . .
tw -[(4"#’)W0n +'l-"';l' Wmn]

.5 ¢ die Beziehung:

(2.1m)

Durch Gleichsetzen der beiden Werte fiir W, nach (2.16) und (2.17) entsteht

Ax );

die Trigerrostbedingung fiir die Rechteckplatte. Mit der Abklirzung: 9 =(x/

erhéilt sie die Form:

9 {FL,m}T' ('{Xk,m} + (4"%) {Xo,m} t % {Xn‘m} J
{Fnl  (Yind = - &) Yon] =& [Yn] ) = 0

(2.18)
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In dieser Gleichung treten die Durchbiegungen der Plattenecken nicht mehr

auf.

Mit Hilfe der Gleichungen (2. 11) und (2. 12) 148t sich die Randneigung der
Platte ausdriicken. Dabei ergibt sich —%\f am Tréigerrost nach Bild 2.5 b
und %—‘3‘ am Tragerrost nach Bild 2.5 ¢, Mit den vereinbarten Vektoren

gilt zum Beispiel fir %\ﬁ‘/ im Punkt Ok:

= 2 (7 Xou +6 Xy~ Xo )

- AxC {F4,m§T {Xk,mg

5\,3\7/)01& =

-
+)\>(gm' {ka} .({quz—{ymm}]
WI)\ E (WH'IO WOO) +“k_(wmmgwon)}
(2.19 a)
und im Punkt mk:
(g}/‘ymk = ( m2)k+6x(m 4)k+7xml<)

+)\ ~{Em_4))m} {Xk‘m}
t hcgm Rl (%03 = 1Yl
+ mx.((/l——,'f;)(wmo ~Wpo) *+ % (Wi "Wo,.))

(2.19 b)
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2.4.2 Rechtwinkliges Dreieck mit allgemeinen Randbedingungen

Bild 2.6
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Als Unbekannte des Gleichungssystems erscheinen neben den Kriimmungen X

und Y auch die Durchbiegungen der Plattenecken und entlang dem ’schiefen’

Rand die Krimmungen in Randrichtung.

In Bild 2.6 a ist eine rechtwinklige Dreieckplatte dargestellt, Es wird ein be-
liebiger Gitterpunkt ik im Plattenfeld betrachtet. Seine Durchbiegung W
wird mit Hilfe von Gleichung (2. 10) an dem Trigerrost nach Bild 2.6 b er~

mittelt,
Mit 2
. O°w
T = ot2 (2.20)~
ergibt sich
2 R =< (o meket .
Wik = -*)\x '((4*@) lzg j'XSk"‘ ok FZL (m—k»;%Xlk

y ,
"'E[M_m)xok + ETL:TZ ><(m Kk Xik J)

N £ 3y A B mep
+4‘%(“r§)%o*%yo YOKJ)

- mLk)‘tz((/'“g)gJ"nm»j)fﬁ% E; = oy
(-5 To + 5 Tou = Tewion) )

ekl Wt W tE w,

(2.21)

Die Kriimmungen T ldngs des 'schiefen’ Randes werden ebenfalls zu einem
Vektor zusammengefaft,
Tmo

Tim-1)4
Tem-22

TZ (m~2)
Tim-1 :
(2.22)

om


ibbaf
Textfeld


_2['_._.

Mit den vereinbarten Vektoren erhilt Gleichung (2.21) die Form:

T
Wik T T >\2 {FL (m~ k)} {Xk,(m~k)}
_( "“k {kaz yOm}
- FTLIR"'}‘t Fkrn§ {T}?m}
m-1-K

L
TR W Y E Wi +l71ki YWom (2.23

Analog ergibt sich an dem Trigerrost nach Bild 2.6 c die Beziehung:
Wik =~ )‘yl '{Fk,(m-L)}T { \/L,(m~L)}
~EIN R 1 X}
mk )‘f ' {5m-i),m§T{TR,mg

motok L k ,
+ Woo * # W T Wom (2,24

Wegen der Bedingung {Fa,b} =0 fir 0=0 und o=b gelten die Glei-~
chungen (2.23) und (2. 24} auch fir die Durchbiegungen eines Randpunktes.

Durch Gleichsetzen der beiden Werte fiir Wi nach (2.23) und (2.24) an
jedem Innenpunkt des Plattenfeldes entsteht die Triagerrostbedingung fiir

die rechtwinklige Dreieckplatte.

-9 {Ft(m—k) {Xk J{m- k} +9Q (4"m mt) { X g
+ {Fk(m—q} i Lt~ L)E ( ){ kh’\ {y }
T

+ (ge) (-5 L .
(9 4)( z z i [Flm-b),m} ] g (2'25)

Auch hier entfallen die Durchbiegungen der Plattenecker.
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Die Randneigung %X;‘/ bzw. —a—\f/"— wird an dem Tréagerrost nach Bild 2.6 b

bzw. ¢ mit Hilfe der Gleichungen (2.11) und (2.12) ermittelt. Es ergibt
sich zum Beispiel fiir Ba% im Punkt Ok :

(%%"{)OK = - %4’." (7 Xokt 6 X~ Xai)
T
Ax {F'f,(m—k)g {Xk,cm-k)} :
)\X §?1n_,,:|'<') iFk'm}T‘({yO’mz - (9+4) {T-R’m})

4
t wmax (Wio = Woo)

!

+

(2.26 a)

und im Punkt (m-k)k:

(%%)(m—k)k: + %‘:’ (= Xmei-2c ¥ € Xpense-trk * 7 Xmotoone)
: T
* A Wneiey, et 31X ametr3
M g (Rl (Dl = (g44) 1T, 1)
4
+

FD\_,( (Wmo_ WOO)

(2.26 b)

Hierbei gilt: k<m~1 . Auf die Punkte nahe der spitzen Ecke wird bei der

Formulierung der Randbedingungen in Abschnitt 5 eingegangen,
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3. Die isotrope Platte mit veridnderlicher Dicke

3.1 Abschnittsweise konstante Plattendicke

Es wird angenommen, daB eine sprunghafte Anderung der Plattendicke
symmetrisch zur Plattenmittelfliche auftritt, AuBerdem soll die Anderung

nur entlang gerader Linien in der XY - Ebene erfolgen.

Die Platte wird lidngs dieser Linien in Plattenfelder mit konstanter Dicke

zerlegt, Filir diese Plattenfelder gelten die in Abschnitt 2 aufgestellten Glei-
chungen, Die Zerlegungist erforderlich, da entlang der Unstetigkeit der Plat-
tendicke in einer Krlmmung, einem Biegemoment und dem Drillmoment
Sprungstellen auftreten. Diese werden in den Ubergangsbedingungen beim

Zusammensetzen der Plattenfelder beriicksichtigt.
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3.2 Stetige Anderung der Plattendicke

Fir die Plattensteifigkeit gilt: K = K(x,y) . Die Differentialgleichung
der Platte ist [10] entnommen. Sie lautet mit den hier verwendeten Bezeich-
nungen:

KAAwW + 2 26 20@w) | 2_9_K_,3(Aw)

X OX a\/
aZ 32W az 87_
+ Z)xKZ'(%xl + 55 ) 'ayz ( a:v’i
*w -
+ 2(4-p) axay axoy =~ P (3.1)
Fiir die Schnittkrifte gilt:
2w
Biegemoment m, = ~-K- ( Sxl +/u ’a\/2 ) (3.2)
Drillmoment Myy = - (4~ Iu)K ’c)x’ay (3.3)
P 2
Querkraft Ay = '-K"‘é(%w‘) - (axz "a"’z'a\}/v)
iy 2K az ,
(=) %y a?;b“‘y (3.4)
3 3
Ersatzscherkraft qx = ~K(—a~—\'\3/~ + (2—/_4) 58;-%\;72)
aZ
Bxl TMD vZ )
’aZ.
—2(4—,4;) 55 %y (3.5)

Die Wirkung der Schnittkrafte ist aus Blld 2.1 ersichtlich.

Als Unbekannte des Gleichungssystems werden hier nicht die Krimmungen un-
mittelbar, sondern die mit einem Steifigkeitsverh&ltnis multiplizierten Krim-

mungen gewihlt., Es werden eingefthrt:

K 2w * K Pw
Sl T A R '

K. ist dabei eine Vergleichssteifigkeit. Fir das Steifigkeitsverhiltnis wirddie

Abkilirzung s = {% eingefihrt.
14
* *wy * Iw
X =5 Ox2 ) Y = s 'ayl (3.6)
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Léngs des ’'schiefen’ Randes werden die Krimmungen selbst als Unbe-

kannte beibehalten.

_ D*w
T = 332 (3.7)

Mit (3. 6) erhiltdie Differentialgleichung der Platte die einfachere Form:

Kea O Y™ - d (B v* + T8 x%)

_ 2K . Drw -
t2(4 /“)axay Ox Ay = P (3.8)

Diese Gleichung enthilt neben den Krliimmungen noch die Plattenverwin-

dung als weitere Unbekannte. Fiir den im Bauwesen héufig auftretenden

2
Fall aaxa}f/ = 0 entfdllt der Term mit der Verwindung., Dieser Fall

tritt z. B. auf, wenn die Plattendicke in x- oder Y- Richtung konstant
bleibt und sichnur in der anderen Richtung &ndert. Aus Schalungsgriinden

ist das im Betonbau die Regel. Mit dieser Einschrinkung erhilt Glei-

chung (3. 8) die Form:

* # - 2 2, *
AXTHYT) - TH (SR Y8 XN - B

(3.9)

Gleichung (3. 9) wird durch Differenzen- bzw. Mehrstellenformeln ange-
néhert dargestellt, Diese sind in Abschnitt 8.1 angegeben. An jedem
inneren Gitterpunkt steht damit die erste Gleichung in den Plattenkrim-

mungen zur Verfigung.

Die Formulierung der Trigerrostbedingung kann von Abschnitt 2 iiber-
nommen werden, Die Platte wird wieder in die beiden Grundformen:
Rechteck und rechtwinkliges Dreieck zerlegt. Die dafir aufgestellten
Gleichungen (2.13) - (2.26) bleiben giiltig, miissen aber auf die neuen

Unbekannten umgeschrieben werden.



_29—

Das geschieht (iber die Beziehungen:

*

Xoa 7 Soa Yoo /Sa0

o S, Xxﬁ /304

20 b /s
Xa /S0 02 [/ V02

{Xﬂ.b} N ] {yapz ®

x * '
X(g-z)o/ Sto-2)o1 Y:*(b-ﬂ/ Satw2)
X1/ S0 X,;b—ﬂ/ Sotio-4)
Xba /Sea Yoo/ Sab

(3.10).

Durch Einfihren von (3. 10) in (2. 18) bzw. (2,25) kann die zweite Gleichung
pro Gitterpunkt aufgestellt werden.
Damit stehen an jedem inneren Gitterpunkt zwei Gleichungen in den mit dem

Steifigkeitsverhélthis multiplizierten Krimmungen zur Verfiigung.
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4. Die orthotrope Platte

Die in [9] angegebene Differentialgleichung der orthotropen Platte mit kon-

stanten Steifigkeiten (Huber - Gleichung) lautet:
N
O 'w A w
Ky S5+ 2H 53285+ K, 3% aytr = p (4.1)

Filir die Schnittkrifte gilt:

Biegemoment m, = - K, ( %1;\'\7} +/u\/ ‘%‘z“;vg‘ ) (4.2)
Drillmoment My = = 2C 32—2%%; (4.3)
Querkraft Qx = -K, 5% axg (Kx/uy+2C) axa\/ (4.4)
Ersatzscherkraft dy = ~Kx [%é%‘ +( &R—— ) axa\, J (4.5)

ZwischendenKonstanten besteht der Zusammenhang: 2H = Kx/‘"y‘ny/{’lx+4-C

Anstelle der Huber-Gleichung (4. 1) kann auch die in [1 1] angegebene Differen-
tialgleichung als Ausgangspunkt genommen werden. In dieser Gleichung wird
die sogenannte effektive Drillsteifigkeit 2H durch die Ersatzsteifigkeit 2 H*
ersetzt, H*wix‘d an der wirklichen orthotropen Platte ermittelt, ohne daf die
Bteifigkeiten in Lings- und Querrichtung ‘verschmiert’ werden., Gegeniiber
Huber édndern sich fir die weitere Rechnung nur die Konstanten in den Glei-

chungen (4.2) - (4. 5), wobei mx\/:# Myx wird.

Als Unbekannte werden eingefithrt:
o] D%

X = Kx' 9;\7{

0 22w i
Y= Ky 0 T = 5%
Y °ovy?% ot (4. 6)

Mit der Abklrzung: ¢ = T(% erhdlt die Differentialgleichung der
x

orthotropen Platte die Form:

2 32 o) 2 D2 0
(2 redp) X’ + (Fzrega)Y’ =p (4.7

In Abschnitt 8 wird diese Gleichung mit Hilfe einer Differenzenformel darge-

stellt, Damit entsteht die erste Gleichung fiir jeden inneren Gitterpunkt,
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Die Formulierung der Trigerrostbedingung kann von Abschnitt 2 ibernommen

werden., Die Einfiihrung der neuen Unbekannten geschieht mit den Beziehungen

1 Q 4 0
L= o X . Vo= Aoy
L = & X 7 Y Ky ik (4.8)
Durch Einfiihren von (4. 8) in (2. 18) bzw. (2.25) kann die zweite Gleichung pro
Gitterpunkt aufgestellt werden.
Damit stehen an jedem inneren Gitterpunkt zwei Gleichungen in den mit der

Plattensteifigkeit multiplizierten Kriimmungen zur Verfligung,
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5, Formulierung der Randbedingungen

Es werden nacheinander die Randbedingungen fiir die drei behandelten Plat-
tenarten untersucht. Anschliefend werden die Verhéltnisse in den Platten-

ecken betrachtet.

5.1 Randbedingungen der isotropen Platte mit konstanter Dicke

5.1.1 Rand X= const.

(f (y) sei eine beliebige stetige Funktion. )

v o= d7f

oy (5.1)

Dann gilt:

Die Durchbiegungen und die Krimmungen Y léngs des Randes sind damit fir

die Berechnung bekannte GrofBen.

Die Randneigung wird mit Hilfe der Gleichungen (2. 11) und (2. 12) dargestellt,
Flr die Rénder x=0 und x =1, ist die Neigung der Rechteckplatte mit (2.19)
und die Neigung der rechtwinkligen Dreieckplatte mit (2.26) angegeben.

Fur den Punkt O(m-4) der Dreieckplatte nach Bild 2. 6 wird eine Sonderfor-
mel benétigt. Das W - Gewicht kann hier nur mit der Trapezformel ermittelt

werden.

(a

ow = - A Wagn-1) = Woem-4)
ax)O(m~4) = 7 (2 Xyt Xyogy) + 2 N

= (5.2)
Nach Elimination der Durchbiegungen mit Gleichung (2.23) folgt:
(%g)om-ﬂ: - %‘ (2 Xgn-1yt Xacmn-1y) |
TR 3 ($Y ] - (g +4) 1T, 1)

4
+ m—_Ax-(Wmo_ Woo)
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Randbedingung  my = f(y) ¢

Durch Einfiihren von2. 6) in (2. 1) ergibt sich:
my = ~K{(X+uVY) (5. 4)

L#ngs des Randes wird daher gefordert:

X+pmY :“%ﬁ (5. 5)

Durch Einfithren von (2. 6) in (2. 4) ergibt sich:

5 = - X Y

gy =K (82 +w 3) (5. 6)
Diese Bedingung wird mit Hilfe einer in [12] angegebenen Differenzenformel

durch die Kriimmungen X und Y dargestellt,
Rand x=0 :  (J,)ox =f§(x[3XOK—4X4k+X2k

2= p) (Yo =4 Ve + YY) -
Rand x=l 0 G =25 (Kwae = X + 3¥omi

(2~ Y (Vi ™ 4 Yooy 3 ymk()g. 8)

Das Restglied beginnt hier mit den finften Ableitungen der Durchbiegung.

Fir den Punkt O(m-41) der Dreieckplatte nach Bild 2. 6 wird eine Sonder-
formel benstigt. Mit einer Differenzenformel aus [12], deren Restglied be-

reits mit den vierten Ableitungen der Durchbiegung beginnt, ergibt sich:

= . K
(8 owm1y = e ( Xotm=1" Kggmeny *(27M) (\/OLm—ﬂ"\/fﬂm-"))J (5. 9)

Ein Rand Y = const. wird nicht gesondert untersucht, da nur die Formeln

fir den Rand X = const. sinngemiB umzuéndern sind.
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5.1.2 ‘*Schiefer’ Rand N = const.

X = ncosP —1t-sin

, (5.10a,b)
y = nsin? +tocosf
t Sh=cos?  BE=-sin¥
(5.11a-d)
Y %}g= sin ¥ ;%—%’dcos‘{’

Bild 5,1
Damit ergibt sich fur die Ableitungen der Durchbiegung:

%nﬂ=%{lcosq’ +%\:7\LSLI’I‘P

(5.12a,b)

%—\g == 2 sinp 4 %X),LCOS‘P

2 2. 2.

%;V%/ = %;;\Q:/ cos’ P +3—a;aviy25in\PcosLP + a;;; sin? P

2 2 . 2 . 2

3%’{ = %x%é sin2¢ -5%‘\353 2sin cos? + aay"{ cos™ P (5.13a-c)

2w _ (. D 2% . 2w 2 -2

SyE = (-4 + T,\% Y sin® cosyd  + Sx oy (cos’¥~sin?¥)

3 3 3

%_nVBV_ = —%)—("%’- cos’ ¢ +§;zlg;; 3 sin P cos ¢

3 3
+§X—§’\—/z 3sin'P os? + —ayyv‘é- sin P
3 3 i 3 . 5.14a,b
E%E\Af/z = %;‘gi sin?P cos P+ 53;3%\/_\/_ (-25in? oY +sin>Y) ( )
DBW .2 3 3w _. 2
+ 3%y (-2sin' ¥ cosP +cos®¢) + O sin'f cos’ P

Dabei gilt: sin ¥ = A cos P = DY (5.15)
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Wiein Abschnitt 5. 1. 1 werden auch hier die Kriimmungen T lings des Ran-
des in einer Vorberechnung ermittelt und als bekannte GroéBen in das Glei-

chungssystem eingefihrt.

gL = 5——3‘;‘/ cos ¥ + -3—-3";,’ sin P (5.12a)

Die beiden Neigungen %\,’(y- und aa—\';,/' lagssen sich mit Hilfe von (2.11) bzw.
(2.12) darstellen. Als Beispiel ist %‘f‘ an einem Punkt des 'schiefen’ Ran-
des mit (2.26 b) angegeben.

Fir %{l im Punkt 4(m-1)und %-\;’}’- im Punkt (m-4)4 gilt eine Sonderformel
analog Gleichung (5. 3).

2 ,
In dieser Gleichung muf %ﬁ durch die Kriimmungen X ,Y und T ausge-
drickt werden., Aus den Gleichungen (5. 13 a, b) folgt:

Pw - Dy w _ 2w
Saf = St 5E T Ser

X +Y -7

#

Lings des Randes gilt daher:
X +Y -U-m)T = - i) (5.16)

— >° 3
G = K (5% + @2t )
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Nach Einfiihren von (5. 14) folgt:

= w Dw o3 >
I = K (0‘4 ox3 0025y Y q3§x’c‘)’\;z toay, a\;Ni )
- X 2 ) 2
= -K(a, & +a2% +a, 3L *04‘9%3(5.17)
mit a, = cos“P(4+(4—/u)s'mz‘P)

a, = sin¥ (4 + (4'/(/1)(4'3C052(P)]
ag = cos® (4 + U-p) (4-35in?))

o = sin® (14 (4-p) cos®¥ )

In Gleichung (5. 17) werden die zur Darstellung von qx verwendeten Diffe-
renzenformeln eingefiihrt. Fir den beliebigen Punkt ik auf dem ’schiefen’

Rand der Dreieckplatte ergibt sich:

- . _K _ )
()i = =28 (3% = 5 Nt * Keioape) &, +(3 Vi # Yone* Yioays ) 013)
- TKX'Y(( 3k~ 4 Xt X)) 0+ (3 Ve 4 Vit Yegeny) )

(5.18)

Fir die Punkte (m-1)1 wund 4(m-1) miissen Sonderformeln analog (5. 9)

verwendet werden.
— __K _ . — .
(qn)cm-a)»f zxx((Bx(m~4)4 4 Xemearit X(m-m) o+ (Y LR Xm-3)4) °‘3)

- —)%,[(X(mdM—X(m-ﬂo)' ay t (xnvm‘\/(m-no)‘ 04)
(5.19a,
(qn)mm_,q)= ”%((X«m-ﬂ'xo(m-ﬂ)'qzy + (y4(m-4)“%(m-4))‘0‘3j

- QKXy((?’ X1(m-17 4 XA(m-zi" X4lm-3)) Oy * (3 Z(m_474\[1(m_2)+ Yf tm‘Z))‘qJ

Liéngs des 'schiefen’ Randes treten in jedem Gitterpunkt drei unbekannte Kri
mungen X ,Y undT auf, Daher muB dort eine weitere Bedingung formuliert
werden. Dazu dient Gleichung (5.12 b):

—_%Yt‘/ = "_ﬂ%x sin P +_ra\;v cos ¥ (6.121,
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Die Neigung %VTV 148t sich auch durch Anwenden einer Differenzenformel
1sngs des ’schiefen’ Randes darstellen. Daraus folgt fiir den beliebigen

Punkt ik auf dem ’schiefen’ Rand der Dreieckplatte:

= A - + M (-
ot )Lk T 2h (W(i—4)(k+4) W(L+4)(k-4)) f2 ( T(L-H(RH) +.,—(“(4§,‘k§6)))

Das Restglied beginnt mit den flinften Ableitungen der Durchbiegung.

purch Kombination von (5. 12 b) und (5.20) entsteht die gesuchte zusétzliche

Gleichung fiir Punkt ik des 'schiefen’ Randes:

_ dw ow 4 —
M ox ot )\y oy 2 (W(iv4)(k+4) W(i+4)(l<—4))
2
AL (_
* 77 G Tomaen * Tamoen )

(5.21)

Die Neigungen %va und %\-;"- lassensich mit Hilfe von (2, 11) bzw. (2.12) dar-

stellen. Als Beispiel ist QW 44 einem Punkt des *schiefen’ Randes mit(2.26 b)

ox
angegeben. Fir g—\;}/ im Punkt 4{(m-4)und g—\;f im Punkt (m-1)1 muB eine Glei-

chung analog (5.3) verwendet werden. Die Durchbiegungen in (5.21) werden

durch (2.23) bzw. (2.24) ausgedriickt.
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5.2 Randbedingungen der isotropen Platte mit verdnderlicher Dicke

Es wird nur die Platte mit stetig verdnderlicher Dicke betrachtet. Fiir ab-

schnittsweise konstante Plattendicke gilt Abschnitt 5. 1 ebenfalls.

Rand x = comst. :

Beziiglich der Randbedingungen w=f,(y), %V;:‘ =1,(y) und m,=f,ly) kann auf
Abschnitt 5.1, 1 verwiesen werden. Es mufl nur beachtet werden, da8 hier
als Unbekannte die mit dem Steifigkeitsverhdltnis multiplizierten Kriimmun-

gen auftreten, d. h. es muB Gleichung (3. 10) eingearbeitet werden,

Randbedingung =Ty

g =K (B 4 (2o r-gi)

2
~SK (TS r ) S22 SEZE ()

Gegentliber der Ersatzscherkraft der Platte mit konstanter Dicke sind die bei-
denletzten Terme hinzugekommen, Wihrend der erste Zusatzterm einfach zu
beriicksichtigen ist, erfordert der zweite eine sehr kompliziert aufgebaute

Formel. Da angenommen werden darf, daf beide Terme nur Korrekturgliede:
sind, werden sie hier vernachlissigt., Damit kénnen die Gleichungen {5.7) ~

(5. 9) unter Beriicksichtigung von (3. 10) zur angensherten Darstellung von S
verwendet werden. Der Einfluf dieser Vernachldssigung muB jedoch an Zahle

beispielen tiberprift werden,

Wie am Rand X = const. wird die Darstellung der Randbedingungen von Ab-
schnitt 5, 1. 2 tbernommen, wobei Gleichung (3.10) beriicksichtigt werden mus8

Die Unbekannten T sind dabei nicht mit dem Steifigkeitsverhiltnis behaftet.
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5.3 Randbedingungen der orthotropen Platte

Fir den Rand X = const. kann in allen Féllen und fiir den Rand N = const,
peziiglich der Randbedingungen in den Verformungen auf Abschnitt 5,1 ver-
wiesen werden. In die Formeln miissen nur die Konstanten der orthotropen
platte nach den Gleichungen (4.2) - (4. 5) eingefithrt werden. AuBerdem mufl
Gleichung (4. 8) beriicksichtigt werden, da die mit der Steifigkeit multiplizier-

ten Kriimmungen als Unbekannte auftreten.

purch Gleichgewichtsbetrachtung an einem dreieckigen Plattenelement mit

den Randern x, Yy bzw. n = const. ergeben sich die Beziehungen:

my cos P +my, st + (mxy+ myx) sin? cos

my =
My =~ (M= my) sinPeosP + My cos™ P = Myx sin? P (5.22a-c)
Qp © 9y, cos +q, sin?

Mit den Gleichungen (5. 13) und (4.2), (4. 3) ergibt sich fur das Biegemoment:
a?, Lo
m, = S (" K, cos’P — (Ky pay+2C) sin” P ]
l\
+ 2y [* Ky sin’f — (Kx/uyirlﬁ) cos®P J

ayz
2. -
5 -2c
N o 2 2
Mt X%= K, =X , Y o= Ky%\% , T-= %‘-’%’- 146t sich die Rand-
bedingung m,, = f(1) darstellen in der Form:
o
X%, +Y'by, +T by = f() (5.23)
mit b, = - cos*P - .Kx%x_’f_{"_: sin® ¥
X
b,= - sinty - Kopiy #2C cos? P

l<\/

b,= 2C
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Zur Ermittlung der Ersatzscherkraft wird Gleichung (5.22 b) fir das Drill-

moment M, mit (5.13) umgeformt und nach t abgeleitet,

. Dmy

Ga 7 G * T

G, ° %":}/ (= Ky 4+ sir?P) + Ky iy sin ‘PJ cos ¥
+£3:V5’y[(b< — Ky piy + 4C ) cos”P ~K\//ux-1rC) sin
+aa3g; [(K\, X/uy+1+C)s'm2\P ”K,(/MY*QCJ cos'f
+_a%,§ [ Ky (4+cos?P) + Ky My cosZLFJ sin ¥

0
Mit den Unbekannten X', Y® und T ergibt sich:

2y’ ohag
3 9% TG 3y

s
t
4]
BN
Y
X
+
e
+
[e]

(5.24

mit <y = [ (1+sin”P) +—‘4/ux sia ‘f’] s P
[(4—J£f<i;_—)cos ¥ —%—K X:lfcj sin
(4,‘&9:1&'}(;;:&) sin?y - _Kz,&}(y\_/]‘_ig_] cos P

m
5
B
/'“\h

~(1+cos?P)+ R?/A\/ cosz‘Fj sin P

Damit kann die Randbedingung = f(t) mit Hilfe der Gleichung (5. 18) und

(5.19) formuliert werden. Es miissen nur die Konstanten g anstelle der

Werte —K'qj eingefiihrt werden.
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5, 4 Untersuchung der Plattenecken

5.4,1 Rechtwinklige Plattenecke

In einer rechtwinkligen Plattenecke treten bei der Berechnung im allgemei-
nen Fall drei Unbekannte des Gleichungssystems auf: die beiden Kriimmun-
gen X, VY und die Durchbiegung. Eg kénnen fiir den Eckpunkt daher auch nur
drei Gleichungen formuliert werden, obwohl theoretisch vier Bedingungen
(zwelvon jedem Rand) zu erfiillen sind. Bei elastischer Lagerung oder freien
Rrandern mufl auBerdem noch eine Bedingung fiir das Drillmoment eingehalten
werden. Die Ursache dieser Schwierigkeitist die Vernachldssigung der Schub-

verzerrungen in der Kirchhoffschen Plattentheorie.

Es wird unterschieden in wesentliche und unwesentliche Randbedingungen,
wobei als wesentlich fiir die Kriimmungen die Bedingungen beziiglich Rand~
neigung und Randmoment angesehen werden. Bedingungen beziiglich der Er-
satzscherkraft werden als unwesentlich betrachtet und im Eckpunkt nicht be-
riicksichtigt, Die wesentlichen Randbedingungen im Eckpunkt ergeben zwei

Gleichungen, die den beiden unbekannten Kriimmungen zugeordnet sind.

Der dritten Unbekannten, der Eckdurchbiegung, entspricht eine Gleichung
beziglich der im FEckpunkt auftretenden Einzelkraft., Diese ist proportional

dem Drillmoment.

Die Verwindung des Eckpunktes wird ermittelt, indem die Randneigung in ei-
ner Richtung nach der zweiten abgeleitet wird. Dazu wird eine Differenzen-

“formel aus [12] verwendet.

[ = In Bild 5. 1 ist eine rechtwinklige Plattenecke
i 00 10 20
l dargestellt, Die Verwindung soll im Punkt 00
| Ay durch Ableiten von %\’7‘/ nachy ermittelt wer-
Vool ¢ 2o de
Yy n.
A __?%La _ A _(_=zr2w dw ow
o2l 1 2 v (bx 'y)OO_Z)\Y( 305500t 4 (5304 _(Dx)ozj
o (5.25a)
At A

Das Restglied beginnt mit den vierten Ableitun-

Bild 5.1 gen der Durchbiegung.
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Fir relativ genaue Rechnungen ist das Restglied in Formel (5.25 a) zu groB.
Ihre Anwendung ist nur bei Rechnungen mit grobem Raster zweckmdBig, Fi-
ne Differenzenformel, deren Restglied mit den sechsten Ableitungen der

Durchbiegung beginnt, lautet:
2

(55500 = 7%, (25 (3050+ 48 By~ 36 (300,
+16 (395 3 (304 )

(5.25 b)

Die im Eckpunkt auftretende Einzelkraft A ist gleich dem doppelten Drillmo-

ment.

2
Ay = -2(4-,«4)K-(§;§§)00 (5.28)

Die Richtung der Einzelkraft ergibt sich aus den Drillmomenten nach Bild 2.1,

Bei der orthotropen Platte tritt 2C an die Stelle von (-m)K,

Fir jede rechtwinklige Ecke mit unbekannter Durchbiegung besteht eine Be-
dingung fir die Eckkraft A, die mit Hilfe von (5.25) und (5. 26) aufgestellt

wird.
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5.4.2 Spitzwinklige Plattenecke

Wie in der rechtwinkligen Plattenecke treten auch hier mehr Bedingungen
als Unbekannte auf. In [13] wird gezeigt, daB dariiber hinaus in nicht recht-
winkligen Plattenecken bel starr eingespannten, frei drehbar gelagerten
oder freien Réndern immer die Verwindung zu Null wird., Die Erfiilllung
dieser Bedingung kann bei einer Plattenberechnung nach dem Differenzen-~
verfahren zu einer Verfilschung der Ergebnisse filhren. Die Durchbiegung
hatinder Ndhe des Eckpunktes einensehr komplizierten Verlauf., Eine wirk-
lichkeitsnahe Darstellung mit einfachen, stetigen Funktionen ist unter Erfiil-
lung aller Randbedingungen unmdoglich, Daher wird nur bei zwei freien oder
zwel elastisch gelagerten Réndern eine Bedingung an die Verwindung gestellf,
um der Einzelkraft in der Ecke Rechnung zu tragen, Bei allen anderen Rén-

dern werden nur zwei Bedingungen in den Krimmungen erfiillt,

Unabhédngig vom Berechnungsverfahren macht sich in nicht rechtwinkligen
Ecken die Vernachlissigung der Schubverzerrungen stark bemerkbar. In [14]
wird an einem Beispiel gezeigt, daB die Erfiillung aller Randbedingungen in
nicht rechtwinkligen Ecken falsche Ergebnisse bewirkt. Es werden dort die
gleichseitige Polygonplatte mit vielen Ecken und die Kreisplatte einander ge-
geniibergestellt, Die aufgezeigten Widerspriiche lassen sich im Rahmen der
Kirchhoffschen Plattentheorie teilwelse beheben, wenn bei der Polygonplatte

nicht alle Randbedingungen erfiillt werden,

—- N0 W0 mD In Bild 5.2 ist die spitzwink-
J/ e X lige Ecke m0 einer Dreieck~
S o
e \\ platte dargestellt. Fiirdie Ein-
H n
e ¥ ] zelkraft inder Plattenecke gilt:
Y
A Ao = My + My
kY
& AT, Fiir die isotrope Platte folgt
i~1)(k+1) mit (5.13):
A.o= ~U-p) Kot ® (Y-T)

7 Bild 5.2 (5.27)
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Fir die orthotrope Platte ergibt sich mit (5,22 b):
Myx*Mng = = (m=my) sin'® cos P + (mx\/+mw) cos” P
Durch Einfithren von (4.2), (4. 3) und (5. 13) gilt damit fiir die Einzelkraft:
A X° sin P cos P (/1—5#%)
~Y° sin¥ cos (’PW)

mo

+T cot # - 2C (5.28)

AuBerdem mufl noch die zusétzliche Gleichung fiir die Kriimmung T im
Eckpunkt formuliert werden, Hierzu wird der Zusammenhang zwischen

2.
der Verwindung =% und den Krimmungen X, Y, T verwendet.
g 9xot g
w . _Pw .2 2 2 2w
5F 2sin? 2 sm‘P+—5\—‘/A2‘ s -~ SS1F

- X - SinzLP + Y 'COSZKP - T (5.29)

1t

i

2w .
575E 2sn'

2 2
Zudem ergibt sich 5—% entsprechend (5. 25) als die Ableitung von %

nach t.

2
Durch Gleichsetzen beider Darstellungen von 52-);5\%/: entsteht die gesuchte

zuséitzliche Gleichung im Eckpunkt mO,

Im Eckpunkt Om gelten vollig analog aufgebaute Beziehungen.
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5.4.3 Einspringende Ecke

In einer einspringenden Ecke, an der starr eingespannte oder frei dreh-
bar gelagerte Rinder zusammenstoflien, sind die Kritmmungen lings der
beiden Randlinien im Eckpunkt selbst gleich Null und unmittelbar daneben
in der Platte sehr groB. Bei zwei freien Réndern gilt das gleiche fir die

Randbiegemomente,

Da mit der Differenzenrechnung diese sprunghafte Anderung nicht erfafit
werden kann, werden die beiden Kriimmungen bzw. die Randbiegemomente
in der Ecke nicht gleich Null gesetzt, Daflir wird gefordert, daf im Eck-

punkt die Plattenneigungen in Richtung der beiden Rinder stetig sind.

Wenn die Eckdurchbiegung unbekannt ist, mufl wie zuvor in den Abschnitten

5.4.1 und 2 noch eine Bedingung fiir die Verwindung aufgestellt werden.
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6. Formulierung der Ubergangsbedingungen

6.1 Ubergang zwischen zwei Plattenfeldern

Bei der Berechnung wird die Platte in die beiden Grundformen: Rechteck
und rechtwinkliges Dreieck zerlegt. Beim Zusammenbau dieser Platten-

felder mufl Kontinuitdt in den Verformungen und den Schnittkriften erfiillt

werden,

r—-~~ e X

i ... s )0 In Bild 6. 1 ist eine Trapezplatte dar-

Pl gestellt, die zur Berechnung in ein

i Rechteck und ein Dreieck zerlegt wird.
S Léngs der Linie mO-mn  miissen
O-- pad n die Ubergangsbedingungen formuliert

Rild 6. 1 werden. Dabei wird das rechteckige

Plattenfeld mit der Hochzahl (1) und

das dreieckige mit (2) gekennzeichnet.

Durch Gleichsetzen der Krimmungen X ;Y lings der *Naht’ und der Durch-
biegungen in mO ,mn fiir beide Plattenfelder wird Kontinuitdt in Durch-
biegung und Biegemoment erreicht.Fiir die Plattenneigung quer zur 'Naht’ wird mit

(2.11), (2.12) bzw. (5. 3) die Bedingung: (%}y)m = (%%)(Z) in jedem Punkt mk

gefordert. Im Eckpunkt mn wird (%va @ mit (5. 12 b) durch %\;(_M und '%L
dargestellt., AuBerdem muf Kontinuitét im Verlauf der Ersatzscherkraft er-
fillt werden. Diese Bedingung: (§,)" = (§,)>  wird mit Hilfe von (5.7) -
(5. 9) aufgestellt.

)(2)

Im Eckpunkt mmn kann (G[X nicht unmittelpar angeschrieben werden. Die

Ableitungen nach x miissen durch solche nach t und Yy ersetzt werden, Mitdem

Zusammenhang:
4 o oex ) 2x . _ A
x=vyet¥-tgoe y"“’t(‘o,e«t‘ Sin ¢

148t sich die Ersatzscherkraft angeben als:

= )
9y = —ELLI’(]TP[% cos P - -’g% +(2~/u)'(—a-¥ cos‘?—%%/)) (6. 1)
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Mit einer Differenzenformel ergibt sich daraus:

_ @ K

(le)mn W ( (3 an—lrxmmﬁ‘fr X mn-2) )
- ( 3 xmn“["'x(-'nw)(n—ﬁ+ X(mu)(m—z,) )
03 Yena =4 Yooty T Y a2y 11 (27p10)

~(3 Yon “4\/(m+'1)(w-4)+ Xmﬂ)(m—?) )'(27“) ) (6.2)

Fiir die isotrope Platte verédnderlicher Dicke ist diese Bedingung nur eine
Niherung. Bel der orthotropen Platte treten in (6. 1), (6.2) andere Konstan-

ten, aber die gleichen Ableitungsgrofen auf.

Bei der isotropen Platte mit abschnitisweise konstanter Plattendicke bewirkt
die unterschiedliche Steifigkeit beider Plattenfelder einen Sprung im Biege-

moment m im Drillmoment tn und der Krimmung X . Lings der’Naht’
xy g

y ¢
X = const, gilt:

w (2)
mx = my

( )(4) ~ )(2)
Fiir die Kriimmungen X und Y gelten daher die Ubergangsbedingungen:
) 2)

Y =Y =Y (6.3)

KW @@ - (K- KDy (6. 4)

Die anderen Ubergangsbedingungen gelten auch hier.
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6.2 TUbergang zwischen Platte und Randtriger

Wenn die Platte an einen elastischen Randtriager anschlieBt, treten auBer

den Schnittmomenten auch Normalkrifte in der Platte auf. Diese Scheiben-
wirkung entfdllt nur dann, wenn die Schwerlinie des Trigers in Hohe der
Plattenmittelfléiche liegt. Die Beriicksichtigung der Scheibenwirkung ist er-
forderlich, da durch sie die Plattenbiegemomente quer zum Rand vergréBert
werden. Wie in [I] gezeigt wird, 148t sich das Tragverhalten durch Annahme
einer *mitwirkenden Plattenbreite’ fiir praktische Fille ausreichend genauer-
fassen. Der Néherungswert fir die *mitwirkende Plattenbreite’ kann [15] oder
der dort angegebenen Literatur entnommen werden. Damit ergibt sich eine

ideelle Biegesteifigkeit EJ" des Randtrigers.

Die Formulierung der Ubergangsbedingungen geschieht an einem Rand x = Ly
Der Randtrdger habe iliber die gesamte Linge den gleichen Querschnitt, Das
Plattenbiegemoment my lings des Randes wirkt auf den Triger als Torsions -
momentenbelastung. Bei Annahme reiner St. Venantscher Torsion ergibt sich

die Bedingung:
a‘y_\ﬁ 22y _
K (5x o ’E)\/?-) - +63~r Dxay

AuBlerdem wirkt die Ersatzscherkraft der Platte als Querbelastung auf den

Tréiger.
KDY o B - - £33

Durch Einfithren von (2. 6) erhalten die Ubergangsbedingungen die Form:
X+/uY+GK3T-—g¥ = 0 (6. 5)

K v - R 3z = (6. 6)

Mit Differenzenformeln aus [12] ergibt sich fiir den beliebigen Punkt mk :

il

K * M Yok +-GWJIT1X§( (-2 ™4 Yo ¥ 3 Vi) = 0 (6.7)
_)Zm( Ximzyk = 4 Xmemrie 3 Kic )
B35 Y o =4 Yiae 3 Yok )+ (270

£)
XK S (ym(k—/l) "2V * \/h1(k14) ) =0 (6.8)
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Die Restglieder in (6. 7) und (6. 8) beginnen mit den fiinften Ableitungen der
Durchbiegung. Die Gleichungen gelten auch flir die isotrope Platte verdn-
derlicher Dicke und fiir die orthotrope Platte. Bei verinderlicher Platten-
dicke ist (6. 8) nur eine Ndherung.

Am Rand vy = const. gelten vollig analoge Beziehungen, Die Kontinuitdtsbe-
dingungen am ’schiefen’ Rand 1 = const. ergeben sich unter Berilicksichti~
gung der Gleichungen (5. 13) und (5. 14).

Die Ubergangsbedingungen werden auch bendtigt, wenn die Platte im Feld
durch einen Unterzug verstarkt ist. Zur Berechnung wird die Platte entlang
des Unterzugs aufgeschnitten. AnschlieBend mufl sowohl zwischen den Plat-

tenfeldern als auch zwischen Platte und Unterzug Kontinuitét erfiillt werden,

Plattenecke, in der zwei elastische Randirdger zusammentreffen:

Fiir die Momente wird Gleichung (6.7) in den beiden Richtungen senkrecht
zu den Réandern angesetzt. AuBerdem mufl die in der Plattenecke auftreten-
de Einzelkraft A vondenbeiden Randtrigern aufgenommen werden. Die Ein-
zelkraft A ist daher gleich der Differenz der Eckquerkréfte in den Randtré-
gern. Bei gleichem Querschnitt beider Tréger gilt fir den Eckpunkt m0 der
Rechteckplatte nach Bild 2. 5:

3. 3
Ao = +EI (534 - &%) (6. 9)
= ax B
tEY (5% oy )

Mit einer Differenzenformel aus [12] ergibt sich:

-4+ EJ (L
A —4‘—2*(}\’(()((

mo -4 X

+ 3 %m0 )

m-230 (m-1)0

+'§:/ (3\/m0 - 4ym'1 + \/mz) ) (6- 10)
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Das Restglied beginnt mit den finften Ableitungen der Durchbiegung. Fir
den Eckpunkt m0 der Dreieckplatte nach Bild 2, 6 . ergibt sich auf gleiche
Axrt:

.
Ao = +E3 (DY - 2w
=+E3 (5% - &)
Ao =+ 5 [’%{(X(m-zw ~ 4 Xi-1y0* 3 Ximo )
3 (3T0 =4 Tonotyt + Toneara) ) (6.11)

Die Einzelkraft A,,, wird entsprechend Gleichung (5.26) bzw. (5.28)
ermittelt und mit (6.10) bzw,. (6. 11) gleichgesetzt.
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7. Ermittlung der Plattenverwindung

Wenn die Kriimmungen der Platte in jedem Gitterpunkt bekannt sind, 148¢
sich die Verwindung nur am ’schiefen’ Rand unmittelbar angeben. Aus

Gleichung (5. 13) folgt:

a’l K 2. L2 D2 2 o2
S 2sin®Pcos? = 32¥ sin’f + 5 cosT P -

Y

Mit der Abklirzung

_ D*w
= 5% (7.1
ergibt sich:
2Z = Xtan¥ + Yoot - T ;;,.T@iggtp (7.2)

Die Verwindung in einer rechtwinkligen Plattenecke wird nach Gleichung (5. 25)

berechnet.

An allen anderen Gitterpunkten erfolgt die Ermittlung von Z iber die Bezie-

hungen:
2F . X . 2Z . Y 7 3
% oy ) oy - Ix (7.3)
Dazu wird die Differentialbeziehung 3, = oY zwischen zwei Funktionen

f(x,y) und glx,y) durch einen Zusammenhang zwischen den Funktionswer-

ten f und g an benachbarten Gitterpunkten angenéhert dargestellt.

>< Bild 7.1 zeigt einen Ausschnitt

des Maschengitters mit dem belie-

bigen Innenpunkt tk , Mit einer

.}k Mehrstellenformel wird fiir jede

Ny der drei Gitterlinien vy = const.

eine Beziehung zwischen { und

L ol ol %§ und fiir jede der drei Gitter-
v |

Ax Ax

linien x= const. eine Beziehung

Bild 7.1 zwischen g und %—3 aufgestellt,
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Aus einer Linearkombination dieser sechs Beziehungen lassen sich mit
Hilfe der Differentialbeziehungen %f;; = %\9/- die ersten Ableitungen eli-
minieren, Damit entsteht der gesuchte Zusammenhang zwischen den
Funktionswerten f und g , der die Differentialbeziehung angendhert dar-

stellt.

Mit anderen Mehrstellenformeln wird analog die gleiche Differentialbezie-

hung flir einen Randpunkt des Gitters dargestellt.
Die so aufgestellten Formeln sind in Abschnitt 8,2 angegeben.

Beim Aufstellen des Gleichungssystems muB von beiden Differentialbezie-
hungen (7. 3) ausgegangen werden, dasonst einlinear abhéngiges Gleichungs-
system entsteht. Dabeikann z, B. die erste Beziehung an allen Innenpunkten

des Gitters und die zweite an allen Randpunkten verwendet werden,
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8. Zusammenstellung der erforderlichen zweidimensionalen Differenzen-

formeln

Die Formeln werden als sogenannte Differenzensterne entsprechend Bild

8.1 dargestellt. Der Koeffizient der Entwicklungsstelle ist jeweils unter-
strichen, Die Ordnung des ersten nicht abgeglichenen Gliedes der Taylor-
entwicklung ist angegeben. R(Aj) bedeutet, daB der erste Term des Rest-

gliedes aus den | -ten Ableitungen der Unbekannten X,V bzw. f ,g be-

steht,
S . S
T T 3 2
- g = (%)
Ay
...... Y D ¢
Ny |
!
i
Y
Bild 8.1

8.1 Differenzenformeln zur Darstellung der Differentialgleichung der

Platte

Bei der Herleitung der Formeln wurde von den in [16] angegebenen Koeffi-
zienten der Taylorentwicklung Gebrauch gemacht.

Die Wahl der zu verwendenden Formel richtet sich vor allem nach der
Plattenbelastung, Die genaueren Formeln sind nur zweckmifig, wenn ein

stetiger Verlauf der Belastung vorliegt.

Das Differenzenverfahren bringt ganz allgemein nur dann befriedigende Er-
gebnisse, wenndie Plattenbelastung iiber einen gréferen Bereich der Platte
verteilt ist. Bei Punkt- und Streckenlasten sowie Flichenlasten geringer
Ausdehnung miissendie Unstetigkeiten durch eine Partikularlésung der Plat-
tengleichung erfafit werden. Mit dem Differenzenverfahren werden dann die

Randbedingungen erfiillt.
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AXHY) = E

+9
+4 -2 (1+¢) +1
te

~(1+Q)  +2(1-5¢) ~(4+9)

+2(9-5) +20(4+0) +2(¢-5)
~(14Q) +2(4-5g) ~(41+¢)

+

+ +1 + 8 +

+ 4

s (X +Y)

(X+Y)

(2.7)

=0 + R(AM)

= 0+ R()\®)
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Formel (C)

—4 — Ay -
-4 +20 - 4 X +Y)
-4 -l -~
+4 +1 +1
N oo
+41 + 82 + 5 K
+4 +1 +1
I
3 A Ap L g e RrO®)
40 K
()
ist [12] entnommen. Sie gilt nur fiir A, = Ay = A
~(1+Q) +2(4-5¢) ~(1+¢Q)}
+2(g-5) +20(1+g) +2(g-5) S 60 (X +Y)
- (1+Q) +2 (1-5¢) —(4+g)
5+3g 3036—;29 5+3¢
86-6g LIS go-6g P
5+3¢ 3036—-9?'9 5+3g
3 )
+418 0 -18 " Ax % 5%
3 4 29p
A K 2y
6 9 (X+Y 8
0 + 3x, g 2)—&%34 + R\ (D)
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*

ATy = B A ZR Y 38X (3. 9)
In einer Vorberechnung mufl der Ausdruck A(X*WLY*) an jedem Gitterpunkt
aufgestellt werden, Das Steifigkeitsverhiltnis & ‘«”% ist in der Regel als
Funktion von x und y gegeben. Daraus miissen die Werte 4§ ) 85;% und

"2; : %2:/% flir jeden Gitterpunkt ermittelt werden, Wenn der Steifigkeitsver-
lauf nur in diskreten Punkten vorliegt, ist dazu eine numerische Differentia-

tion erforderlich,

*
Mit den GréBen A (X +\/*) kann Formel (A) oder (B) an jedem Gitterpunkt
* *
angewendet werden., Es muB dort nur% durch A{X +Y") ersetztwerden. Das
Restglied der Formelnbezieht sichdann auf die Ableitungen der Unbekannten x*

und V’f

2 o 2 2 o
(§—X2+c—a%:z)>< +(Sa;2 *C%z)y =P (4.7)

e

+4 —2(1+cq)  +A4 - X

+aQ

te

+ +c -2 (c+g) +cC =Y

*te
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8,2 Differenzenformeln zur Ermittlung der Plattenverwindung

%;f‘ = %—3* mit =fx,y) ; g=9x,y)
+ 1 0 -1
+ 4 0 -l - f
+1 0 -1
-1 -4 -1
+ 0 0 0 gvg = 0 + RO
+1 +4 +1 (F)
+ 9 0 -9
+54 0 ~ 54 - f
+27 0 -27
- 10 -4 -10
- 9  -36 -9
+ " S gVg = 0 + RO
+ 48  +72  +18
+ 1 + 4 + 1 @
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-4,5 0 -15
-15 0 -4,5 $ f
-4 =~ 4 -1
+ . = 3
+ A1 + 4 + 1 9\@— 0+ RN
(H)

Formel (F) gilt fiir Innenpunkte des Gitters. An Randpunkten und Gitter-
punkten nahe des 'schiefen’ Randes wird Formel (G) oder (H) verwendet,

Die Anwendung von (H) ist nur bei grobem Raster sinnvoll,


ibbaf
Textfeld


- 59~

9. Zahlenbeispiele

9.1 Rechteckplaiten unter konstanter Querlast

Es werden zwei Rechteckplatten mit dem Seitenverhéltnis 2 : 1 unter gleich-

méaBig verteilter Vollbelastung p untersucht. Die Randbedingungen sind:

=t o e e =
| Fall A Fall B A
~ Yy /
7. 7 777777777777
alle vier Rénder frei drehbar drei Riander eingespannt,
gelagert ein Rand frei

Fall A ist duBerst ’gutmiitig’, wéhrend bei Fall B die Biegefldche einen
relativ komplizierten Verlauf hat. Die Genauigkeit der Ergebnisse ist in
beiden Fillen etwa gleich, wenn die Rasterweiten )\x s >\7 bei B halb so

grofl wie bei A gewidhlt werden.

Durch Verfeinern des Maschengitiers soll die Wirkungsweise des Verfah-

rens gezeigt werden. Es werden folgende Rasterteilungen verwendet:

o 2L o
Raster 1:
T -
L X - L
_L y 2
Raster 2:
- = L
M= Ay =T
Raster 3:
- 2L
MEA T
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Anzahl der unbekannten Krimmungen X bzw. Y bei Ausnutzung der Sym-

metrie von Platte und Belastung:

Raster Fall A Fall B
4 2 6
2 4 10
3 16 36

Zur Darstellung der Plattengleichung (2. 7) wird Differenzenstern (B) ver~

wendet, Zum Aufstellen der Trigerrostbedingung (2. 18) werden die bend~

tigten Vektoren { F;b} vorberechnet. Bei Raster 1istein Vektor, bei Rastér 2
)

sind drei und bei Raster 3 sechs Vektoren erforderlich.

Es werden die (40 FKF’-)' fachen Werte der Kriimmungen und der Verwindung
angegeben und mit den Ergebnissen von [17] verglichen. Fiir die folgende
Darstellung gilt:

— ... Ergebnis aus Raster 3

... Ergebnig aus [17]

{(—)
(-——-] ... Ergebnis aus Raster 2
{—>

... Ergebnis aus Raster 1

Fall A:
fe 2L gl
T e
V), : 0,235 074
L (0,235) (0 474) - 10 XK. X
©,239) (0,479 pl*
0,240
k3
0,736 0,964
(0,736) __1(0,96%) —n K.
(0,739) (0,964 1o pl? Y
0,960>
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~2,93 (+ o,qe)
(=292) ___ _(xo0Q94)
16299 7 T G4,09
N<2,47> $rd, 08>
Y -1,28 +0,45
A(=1,2%) (+0,44) —10 K .
161,33) G 0,51) Oz
A&4,03> &+ 0,52>
7
A ; > v
b 21 »
g T T T T T T T T T T 7
7
;.
;’7 +0,40 2
(+0,41) / K
(- 0,08) m40 oz Y
f & 0,43 .
7
7 -2,05
4 (-2,03) e
PTITT . TT7 7777 [—2,06] 7 s 77
& 1,885

Die Plattenverwindung wird hier nur fiir Fall A angegeben, da fiir Fall B

keine Vergleichswerte in [17] angegeben sind.
Aus den Kriimmungen X , Y infolge Raster 3 wird mit Formel (5.25 b) die
Verwindung Zoo im Platteneckpunkt berechnet:

Z =

- pl?
0o 0,0658 7

Fiir die Verwindung an den anderen Gitterpunkten wird ein Gleichungssystem

aufgestellt. Dabei wird in allen Randpunkten —aa—é = % mit Formel (G) und
in den Innenpunkten %% = %Z: mit Formel (F) dargestellt,
| A S i
0425 0248 l/Symm. -Achsen 4o K . Z
o26) ko219 | pL?
0,656 o342 |
(0,664)

Die Vergleichswerte in ( ) sind [17] entnommen.
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Die Ersatzscherkraft, also die Auflagerkraft lings der Rénder, 148t sich
mit (5.7) bzw. (5.8) berechnen. In der Mitte des kurzen Randes ergibt
sich §, =053 pl und in der Mitte des langen Randeé ay =052pl.
Die in [17] angegebenen Werte sind qu = O,SB)OL bzw. Z]y = 05h2 pl_ .
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9.2 Dreieckplatte unter konstanter Querlast

Es wird ein gleichseitiges Dreieck mit frei drehbar gelagerten Rindern
unter gleichmiBiger Vollbelastung p untersucht, Die exakte Losung fir

diesen Fall ist in [18] angegeben.

Wegen Symmetrie kann die Untersuchung auf die Hélfte der Platte be-

schrankt werden.

00 40 20 30 40

T T | S To50
A / i ‘\_
k2 1 34 /' ! ~ n
/
a 22 !’
Ax2_ A
g=(5) =3
o Symm, -Achse
K

Bild 9.1

In Bild 9.1 ist die betrachtete Plattenhidlfte mit dem gewéhlten Raster dar-
gestellt, Die Randbedingungen lauten

fiir die Symmetrieachse X = const. %% =0 , Gy =0
fir den Rand y= const. . X =0 , Y =0
fiir den ’schiefen’ Rand n = const. : X+Y =0 , T.=0

AuBerdem gilt am ’schiefen’ Rand die zusétzliche Gleichung

Ow  _ 2w aw =
—5t——®xsm‘P * Sy cos = 0

Nach Beriicksichtigung der Randbedingungen, die direkte Aussagen iiber X,

Y oder T machen, verbleiben 15 unbekannte Kriimmungen.
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Zur Darstellung der Plattengleichung (2.7) wird Differenzenstern (A) ver-
wendet, Fiirdie Trdgerrostbedingung (2.25) miissen hier vier verschiedene

Vektoren i Ebz vorberechnet werden,
H

Wegen des sehr groben Rasters ist die Darstellung der Randbedingungen in
den Punkten 03, 13 und 31 nahe der spitzen Ecken von grofem EinfluB., Bei
Verwendung von (5. 9) fir q, in 03 ergeben sich vollig unbefriedigende Er-
gebnisse, Mit Hilfe der Gleichgewichisbedingungen wurde daher eine Formel
hergeleitet, deren Restglied mit den fiinften Ableitungen der Durchbiegung

beginnt. Als Differenzenstern geschrieben lautet diese Formel:

(22 2 |- (X+2-wY) +2 -2 %

+1
4 ENE 2 s ruXx)) = 0
| 1 (9.1)

Die Faktoren der Entwicklungsstelle sind jeweils unterstrichen.

Die so ermittelten Kriimmungen sind jedoch in der Nihe der spitzen Ecken
noch mit sehr groBem Fehler behaftet. Die Ursache dafiir ist die relativ
ungenaue Darstellung der Randneigung durch Gleichung (5. 3). Diese Glei~

chung wird tir 3% in 03 und 13 und fir %‘g‘ in 31 benstigt.

Eine wesentliche Verbesserung wird durch folgende Annahme erreicht: Im
Eckbereich ergebe sich die zweite Ableitung von X bzw. Y léngs der Winkel-
halbierenden als arithmetisches Mittel aus den zweiten Ableitungen von X
bzw. Y léngs der beiden Randlinien. Damit wird ein angendherter paraboli-

scher Verlauf von X bzw. Y lings 03 - 13 bzw. 30 - 31 angesetzt.

Die Plattenverwindung Z in den Punkten 31, 22, 13 des ’schiefen’ Randes

wird mit Gleichung (7.2) ermittelt, Fir die Verwindung in den anderen
Punkten wird ein Gleichungssystem aufgestellt. Dabei wird in den Punkten
10, 20, 11 von der Beziehung 2& = %é und in 30, 21, 12von 3% = 2
ausgegangen. In Punkt 11 wird Formel (F) und in den anderen Punkten

Formel (H) verwendet,
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Fiir die folgende Darstellung der Ergebnisse gilt:

Ergebnis unter Verwendung der verbesserten Dar-
stellung der Randneigungen und von (9. 1) flir 'c']x nahe

der spitzen Ecken
(—) ... Werte aus [18]

[—“J ... Ergebnis unter Verwendung von (5. 3} fiir die Randnei-~

gungen und von (9.1) fur Elx nahe der spitzen Ecken

(nur fir die Krimmungen angegeben)

3 .
Die Zahlenwerte bedeuten die (= 212 'P—‘f,z)— fachen Kriimmungen bzw.

Verwindungen,

Der grofte Fehler in den Kriimmungen tritt an Punkt 22 auf. Innerhalb der
zwei Maschen 13-22-31 verlaufen die Zahlenwerte von + 40,5 auf - 40,5,
Die Symmetriebedingung: X,5= Y5 =0 wurdenichtin die Rechnung ein-

gefiihrt, um eine weitere Kontrolle fiir die Genauigkeit zu erhalten.
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=
| |
i i
v 50 409 9,7 425 1 70,6 67, 428
506) (40,5) |(101) (-40,5) (#0,9) [(6%,5) [(5%%) (40,5)
L5440 [64443 L1102 (-55,8) ]_(70,7) (6%,3) J(8%, (55,8)
1 B30 | 612 49 , 284 24,0 ~4,
(81,0) {(60,8) (o) (2%0) [(203) | A o)
q 632 e |/ tha lodey (625 [/ cam

——— g

30,5 46,6 437
292)  (46.8) (4o q)

23,4 374 24,6
23.4) 351) (23, 4)

~22,4
(-234)

3K
~2:12 po2 Z
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9.3 In ihrer Ebene gedriickte Platten

Es wird eine Platte konstanter Dicke betrachtet, die auBer Querbelastung
noch Randlasten in Plattenebene erhilt, Die Stiitzung der Platte soll Ver-
schiebungen des Randes parallel zur Plattenmittelfldche nicht behindern.
Bei kleinen Durchbiegungen darf angenommen werden, daf die Durchbie-
gung keinen EinfluB auf den Scheibenspannungszustand hat. Die zugehdrige

verallgemeinerte Plattengleichung ist in [9] angegeben.

= P .22 .
Kasw = p +n, 5% * 2Ny, % + ny

o)
F

N, ., N, , N, sind die Schnittkrifte aus dem Scheibenspannungszustand.

Y 7

Fir den Fall: an

Verfahren behandelt werden. Der Sonderfall: p = 0 gilt fir Beulen der
Platte.

= 0 kann diese Differentialgleichung mit dem gezeigten

Es wird der folgende einfache Stabilitdtsfall untersucht:

LUDTTHHE - n,)

g

e

= Ny TNy

(T -y

e 2L N

Alle Rénder sind frei drehbar gelagert. Die Randdruckkrifte —nx,"ny sind

gleichméBig verteilt. Es wird die Beullast ermittelt fir n, = n,, und fur

ny = 0 . Die exakien Werte sind in [19] angegeben.
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Die Plattengleichung lautet hier:

dw >
Kraaw = n,- 585 + ny'%ﬁ
KAX+Y)= n,- X + ny Y
: N s ;
Mit " K ergibt sich:

AX+Y) = = (X +8¥y)

Es wird ein Maschengitter mit )‘x = >‘y = % gewdhlt, Das zugehorige
Gleichungssystem enth&lt sechs Unbekannte, Der Eigenwert n ist aber nur
in den drei Gleichungen vertreten, die sich aus der Plattengleichung (hier

mit Differenzenstern (B) dargestellt) ergeben,

Ny = Ny Ny = Q
WARY: Art der Lz Art der
) Knick - ) Knick -
berechnet | aus [19] | figur berechnet| aus [19]|figur
Erster (krit.) 5.2 2= i
Eigenwert 3,05 76T = 3,08 | symm. 10,0 i 9,9 | antim.
Zweiter 42 . VETECE 16
Eigenwert 5,00 71" = 4,94 | antim, M7 _(4277) M,6|symm.
Dritter 1342 (5 1) 45
Eigenwert 779 76T =802 | symm. 14,9 (4 ) 4 lsymm.

Die Angabe tiber die Art der Knickfigur gilt flir die Symmetrieeigenschaft

beziiglich einer Parallelen zur v - Achse durch die Plattenmitte.

Die zum Eigenwert zugehérige Beullast ergibt sich zu:

“n,= K-n ; Ny = Ny bzw, n, = O
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10, Zusammenfassung und Diskussion

In der vorliegenden Arbeit werden isotrope Platten mit konstanter und mit
verénderlicher Dicke sowie orthotrope Platten mit konstanten Steifigkeiten
behandelt., Untersucht werden polygonal begrenzte Platten mit beliebigen
Randbedingungen. Es wird das Differenzen- bzw. Mehrstellenverfahren an-
gewendet, wobei von einem rechtwinkligen Maschengitter ausgegangen wird.
Als Unbekannte werden die beiden Plattenkrimmungen in Gitterrichtung ein-

geflihrt,

An jedem Innenpunkt des Gitters werden die folgenden beiden Gleichungen

formuliert:

Die Differentialgleichung der Platte, also das Gleichgewicht am Plattenele-
ment, wirdindenbeidenKriimmungen ausgedriickt und durch eine Mehrstel-

lenformel angenshert dargestellt,

Die Kontinuitit der Biegefliche wird an einem Tragerrost formuliert, dessen
Systemlinien mit dem gewihlten Maschengitter zusammenfallen. Diese Ver-
traglichkeitsbedingung fiir die Plattenkriimmungen wird - im Hinblick auf die
Darstellung der Randneigung - mit Hilfe von ‘W - Gewichten aufgestellt. Sie
sind ein Sonderfall des Mehrstellenverfahrens und haben fir den Bauingenieur

den Vorteil der Anschaulichkeit,
Fiir die Darstellung der Randbedingungen in den Plattenkriimmungen gilt:

Aussagen tiber den Verlauf der Randdurchbiegung oder das Randbiegemoment
lassen sich unmittelbar in den Kriimmungen der Randpunkte ausdricken.
Die Plattenneigung normal zum Rand wird durch W - Gewichte und die Er-

satzscherkraft durch eine Differenzenformel dargestellt.

AuBler den Kriimmungen in Gitterrichtung treten im allgemeinen Fall die
Durchbiegungen der Plattenecken und die Kriimmungen lings eines ’schiefen’
Randes als weitere Unbekannte auf. Die zugehdrigen Gleichungen werden
wie die Randbedingungen mit Hilfe von Differenzenformeln bzw. W - Ge-

wichten aufgestellt,
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Nach der Berechnung der Kriimmungen wird die Verwindung der Platte
ermittelt. Die Differentialbeziehungen zwischen den Kriimmungen und
der Verwindung werden mit Hilfe von Mehrstellenformeln beschrieben.
Damit wird ein lineares Gleichungssystem fiir die Verwindung an den

Gitterpunkten aufgestellt.

Querkraft und Ersatzscherkraft ergeben sich durch einmalige numeri-

sche Differentiation, wobei ein geringfiigiger Genauigkeitsverlust auftritt.

Mit dem gezeigten Verfahren wird der Verlauf der SchnittgréBen infolge
vorgegebener Lastfille ermittelt, Zum Aufstellen von Einflufiflichen ist

dieser Weg ungeeignet,

An jedem Innenpunkt des Gitters treten zwei Unbekannte - die Plattenkrim-
mungen - auf. Beider liblichen Anwendung des Differenzenverfahrens wird
nur eine Unbekannte - die Durchbiegung - benétigt. Mit den Plattenkriim-
mungen ist aber die zu behandelnde Differentialgleichung nur von zweiter
Ordnung. Daher liefert schon ein relativ grobes Gitter brauchbare Ergeb-

nisse,

Eine veridnderliche Dicke bei isotropen Platten bringt nur geringfiigigen

Mehraufwand gegeniliber konstanter Dicke. Die zur Berechnung notwendige
2

Voraussetzung fa%Ki/= 0 fir die Plattensteifigkeit K ist im Bauwesen in

der Regel erfiillt.
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