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Kurzfassung

Diese Arbeit befaBt sich mit der Modellierung und Berechnung von abschnittsweise
regelméaBigen Hochhaustragwerken. Ziel ist die Entwicklung von effizienten Makro-
elementen, die insbesondere im Bereich der Tragwerksplanung eine der Aufgaben-
stellung gerechtwerdende, numerische Berechnung mit Hilfe der Finite—Elemente—
Methode und eine praxisorientierte Ergebnisauswertung erlauben.

Die RegelmaBigkeit im Tragwerksaufbau erméglicht hierflir die Berechnung an
Ersatzsystemen, so daB sich das Hochhaustragwerk aus kontinuierlichen Scheiben
zusammensetzt. Durch sinnvolle, d.h. wirklichkeitsnahe Ansétze bezlglich der
Verschiebungsverlaufe im  Tragwerksquerschnitt werden  “Verallgemeinerte
Querschnittswerte” hergeleitet, so daB sich das rdumliche Problem auf eine
eindimensionale Betrachtungsweise reduzieren 14Bt. Eine Diskretisierung der
Verformungen entlang der "Stabachse” fuhrt schlieBlich auf die Steifigkeitsmatrix von
entsprechenden Verallgemeinerten Balkenelementen (Makroelemente).

Im Vergleich zu klassischen Balken— und Scheibenelementen ist so eine wesentlich
effizientere Modellierung und Berechnung mdglich, da spezielle, flir Hochhaustrag-
werke charakteristische Eigenschaften bereits im Ansatz berlicksichtigt werden.

Insbesondere die einfache Ergebnisauswertung erméglicht eine Beurteilung der
Tragwerksqualitdt und eine sinnvolle Variation der Systemparameter. Hierzu werden
auch Einflisse aus Theorie Il. Ordnung im Sinne der DIN 1045 in Form von Abtriebs-
kraften naherungsweise bericksichtigt. Aussagen beziiglich des Schwingungs-
verhaltens bzw. der Schwingungsanfélligkeit im Rahmen der DIN 1055 sind ebenfalls
mdglich.

Die erarbeitete Ldsungsstrategie wurde in dem Computerprogramm HIGH—RISE
realisiert.



Abstract

This paper deals with the modeling and the calculation of sectionally regular high—rise
structures. The aim is to develop efficient macro—elements. Especially in structural de-
sign these will allow for a numericai calculation which, by using the finite—element—
method, will meet the requirements and permit a practice—orientated evaluation of the
results.

Due to the structure’s regularity substitute systems may be used for the calculation and
therefore the high—rise structure consists of continuous wall panels. Reasonable, i. e.
realistic approaches with respect to the course of deformation in the structure’s cross—
section "generalized cross—section values” are derived, reducing the three—dimen-
sional problem to a one—dimensional reflection. The discretization of the deformation
along the "bar center line” finally leads to the stiffness—matrix of the respective
generalized beam element (macro—element).

This permits a more efficient modeling and calculation compared to the classical
beam - and wall—elements, because the special characteristics for the high —rise struc-
tures were taken into consideration from the beginning.

Especiaily the simple interpretation of the results allows a review of the structure’s qual-
ity and sensible variation of the system parameters. This also considers the influence
of second—order effects according to DIN 1045 approximately with horicontal forces.
Statements for the vibration behaviour resp. the vibration sensitivity according to DIN
1055 are possible.

The described solution method is realized in the computer program HIGH-RISE.
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1. Einleitung

1.1 Motivation

Bei Hochhaustragwerken setzen sich diinnwandige, schlanke Flachenelemente und
aus Stabelementen zusammengesetzte, in ihrer Struktur jedoch ebenfalls flichenartige
Stockwerkrahmen, zu dreidimensionalen und i. d. R. hochgradig statisch unbestimm-
ten Systemen zusammen. Die Erarbeitung einer wirtschaftlichen, zweckmaBigen,
sicheren und ésthetisch befriedigenden Konstruktion ist Hauptaufgabe des planenden
Ingenieurs, der innerhalb der Entwurfsphase ein hinsichtlich der Entwurfsparameter
optimiertes Tragwerkskonzept festlegt. Wichtig ist daher, ein fir den EntwurfsprozeB
geeignetes Werkzeug bereitzustellen, mit dem eine globale Strukturanalyse und die
Abschétzung der Auswirkungen von Entwurfsentscheidungen in kurzer Zeit moglich
sind. Die aus einer Strukturanalyse hervorgehenden Berechnungsergebnisse
ermoglichen RuckschlUsse auf die Tragwerksgualitat und geben Ansatzméglichkeiten
fur ein eventuell verbessertes Tragwerkskonzept. Da sich mit zunehmender Bauwerks-
héhe die Horizontalbelastung als konzeptbestimmende Einwirkung erweist, ist die
Berechnung des aussteifenden Systems Schwerpunkt dieser Arbeit.

Die statische und dynamische Analyse von Hochhaustragwerken wird (heute)
sinnvollerweise mit Rechenanlagen bei Anwendung von geeigneten, numerischen
Methoden, beispielsweise der Finite— Elemente —-Methode (FEM), durchgefiihrt. Dabei
istder Diskretisierungs— und Berechnungsaufwand, selbst bei Ausnutzung von oftmals
vorhandenen Symmetrien im Tragwerksaufbau, i.d.R. sehr groB. Eine methodisch
vereinfachte Losungsstrategie, insbesondere fir abschnittsweise regelmaBige
Strukturen, ist mit Hilfe der Substrukturtechnik (Przemieniecki (1968), Song (1993),
Wilson (1974)) méglich, die durch "statische Kondensation” von inneren System-
freiheitsgraden sogenannte "Makro—" oder "Superelemente” erzeugt. Eine fiir die Auf-
gabenstellung im Bereich der Tragwerksplanung erforderliche einfache Variation der
Systemparameter wird auf diese Weise allerdings erschwert, da nach jeder Anderung
im System die Makroelemente neu erzeugt werden miissen. Ein weiterer Nachteil dieser
Lésungsstrategie ist, daB weitere mdgliche und das Rechenmodell vereinfachende
Annahmen im Lésungsansatz nicht ausgenutzt werden. Zum Beispiel kénnen die bei
der Abtragung horizontaler Lasten Ublicherweise als dehnstarr und biegeweich ange-
sehenen, die Querschnittsform erhaltenden Deckenscheiben nur durch eine entspre-
chend aufwendige Modellierung bzw. durch eine Kopplung von geometrisch abhéngi-
gen Freiheitsgraden erfaft werden.

Durch eine "geometrische Kondensation” von geometrisch abhéngigen System-
freiheitsgraden kann bei der Berechnung von Hochhaustragwerken die Zahl der zu
bestimmenden, unbekannten VerschiebungsgréBen wesentlich reduziert werden. Die



nichtlineare Verteilung der Stielnormalkréfte im Querschnitt von querbelasteten
einzelnen Stockwerkrahmen oder aus Stockwerkrahmen zusammengesetzten Hohl-
késten und der in diesem Zusammenhang auftretende "Shear—Lag—Effekt”’ sind
bekannt (Kristek (1991) und (1993), Rovnak (1996), Singh (1994)). Die daraus
abgeleitete "Wéibfunktion” wird beispielsweise bei der "Finite — Story—Method” (Pekau
(1995), (1996)) zur Reduzierung des zu lésenden Gleichungssystems herangezogen,
wobei abhéngige Freiheitsgrade durch geometrische Kondensation eliminiert werden.
Nachteil dabei ist jedoch, daB die Systemsteifigkeitsmatrix zunéchst in vollem Umfang
vorliegen muB. Eine Diskretisierung des Systems entlang der Gebaudelangsachse ist
durch die Anzahl der Geschosse auf3erdem vorgegeben. Damit erweist sich auch diese
Methode als wenig effizient, da sie lediglich fir die Berechnung, jedoch nicht fiir die
Modellierung der Struktur, eine Vereinfachung darstellt.

1.2 Zielsetzung und Grundgedanke der Arbeit

Eine Modellierung und numerische Berechnung der Struktur mit klassischen Finiten
Elementen (Stab— und Flachenelemente) erweist sichi.d.R. als sehr aufwendig, so daB
eine Strukturanalyse mit entsprechend effizienteren Elementen angestrebt wird. Ziel
dieser Arbeit ist daher die Erarbeitung eines leistungsfahigen Konzepts fur die
Modellierung und computerunterstiitzte Berechnung von abschnittsweise regeiméaBig
aufgebauten Hochhaustragwerken auf der Basis der Finite—Elemente—Methode, das
die speziellen, u. a. auch die oben genannten Eigenschaften von Hochhaustragwerken
bereits im Ansatz berGcksichtigt.

Rechenmodell
N "Verallgemeinerter Balken”
Qg QQ
N Qgpolg Q%ﬂ
Qg g ) -

EE Q E Q N Dgﬂg Balkenquerschnitt
QElQ 9 S
RIS I T e
flﬂ « y

VI ﬂ}/fZ/,

Bild 1.1: Beispiel eines Hochhaustragwerks und Rechenmodell
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Ausgehend von einem kontinuierlichen Ersatzsystem wird das Tragwerk aufgrund sei-
ner Schlankheit durch Zusammenfassen aller aussteifenden Bauteile makroskopisch
als Balken betrachtet (Bild 1.1), der allerdings, entsprechend der "Verallgemeinerten
Technischen Biegetheorie” von Schardt (1989), "Veraligemeinerte Querschnittswerte”
besitzt, aus denen sich im Sonderfall auch die Querschnittswerte (Querschnittsflache
A, Flachentragheitsmomente I, und I, Deviationsmoment 1, Torsionstragheitsmo-
ment Iy, Wolbwiderstand ly) der klassischen Biegetheorie herleiten lassen. Das Trag—
und Verformungsverhalten der aussteifenden Bauteile und die Kopplung der Freiheits-
grade in der Ebene der dehnstarren Deckenscheiben wird hierbei durch entsprechende
"Koordinatenfunktionen” bereits im L&sungsansatz berlicksichtigt.

Die Berechnung am kontinuierlichen Ersatzsystem setzt allerdings voraus, daB regel-
maBige, sich aus Stielen und Riegeln zusammensetzende Stockwerkrahmen
makroskopisch als kontinuierliche Scheiben mit mechanisch &quivalenten
Eigenschaften betrachtet werden. Die eine Biegung oder Torsion begleitende
Querschnittsverwdibung (Bild 1.2) kann so durch den kontinuierlichen Verlauf der
Vertikalverschiebungen aller Querschnittspunkte mit Hilfe von entsprechenden
Wélbfunktionen beschrieben werden.

Der Verallgemeinerte Balken wird schlieBlich fir eine numerische Berechnung im Sinne
der FEM mit (Verallgemeinerten—) Finiten—Balkenelementen diskretisiert, mit deren
Hilfe eine effizientere, der Problemstellung gerechtwerdende Modellierung und Struk-
turanalyse durchgefihrt werden kann.

Biegung Torsion

Bild 1.2: Querschnittsverwélbung eines Hohlkastens aus Stockwerkrahmen
(nichtquadratische Querschnittsform)

Entsprechend dieser offensichtlich naheliegenden Betrachtungsweise, 148t sich das
Verformungsverhaiten der Struktur mit relativ wenigen, die Biegung (um die globale y—
bzw. z—Achse) und die Torsion (um die x—Achse) erfassenden Freiheitsgraden global
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beschreiben. Sie sind Ausgangspunki fiir die Festlegung der Hauptentwurfsparameter
(z.B. Querschnitte der Riegel und Stiele, Dicke der Wandscheiben, Anordnung der
aussteifenden Bauteile im GrundriB) einschlieBlich ihrer Optimierung.

Im Hinblick auf die Aufgabenstellung im Rahmen der Tragwerksplanung soll die
vorliegende Arbeit auch dazu beitragen, ein Verstandnis fir Hochhaustragwerke,
insbesondere flr die aussteifenden Tragwerkselemente hinsichtlich ihres wesenthchen
Trag— und Verformungsverhaltens, zu ermdglichen.

1.3 Literaturschau

Im folgenden wird auf Veréffentlichungen, die einen Beitrag zum Verstandnis des Trag-
verhaltens von Hochhausstrukturen bzw. der tragenden Bauteile liefern und damit in
direktern Zusammenhang mit dieser Arbeit stehen, kurz eingegangen. Aus der Vielzahl
der erschienerien Arbeiten kann dabei jedoch nur ein kleiner Teil herausgegnﬁen
werden.

Fir die erste Auswahl geeigneter, aussteifender Bauteile fir Stahibetonhochhéuser
werden beispielsweise von Blttner und Hampe (1985) und Kénig (1990) Entwurfshilfen
bereitgestellt. Fir eine Vordimensionierung der Bauteile lassen sich Verformungs— und
Schnittgré8en néherungsweise auch analytisch berechnen. Der regelmaBige Aufbau
von Hochhaustragwerken ermdglicht hierfir vereinfachte Modelibetrachtungen an
kontinuierlichen Ersatzsystemen. Hochhaustragwerke werden dann vereinfacht als im
Fundament oder Kellerkasten eingespannte Kragbalken betrachtet.

Berechnungsmethoden auf der Basis eines linear—elastischen Werkstoffes fiir reine
Scheibensysteme bieten u. a. Stiller (1961 und 1965), Beck und Schéafer (1967),
Rosman (1967 und 1968) und Schrefler (1971) an. Grundidee dieser Berechnungs-
methoden ist, alle Einzeltragglieder zu einem "Gesamtstab” zusammenzufassen. Ros-
man betrachtet die Einzelstabe dabei als Gelenkfaltwerke, wahrend seine Kollegen dem
Einzelstab die Gblichen Querschnittswerte des raumlichen Balkens zuweisen. Aufgrund
des affinen Verformungsverhaltens der Einzelstabe ergeben sich daraus einfach ver-
standliche Gleichungen fir Biegung und Torsion zur Ermittlung des Lastverteilungs-
schlissels im Querschnitt. Um geschlossene Losungen, beispielsweise in Form von
Differentialgleichungen zu erhalten, sind allerdings auch hier eine Reihe von ideali-
sierenden Annahmen erforderlich, wodurch die Anwendungsmdglichkeiten dieser
Berechnungsmethoden zwangslaufig stark eingeschrinkt sind. Anderungen im
Querschnittsaufbau oder der Querschnittswerte entlang der Gebaudeiéngsachse,
kénnen i.d.R. nicht erfaBt werden. Die "Einzelstabe” zeigen dann bei gleichartiger
Lasteinwirkung affines Verformungsverhalten.

Einvereinfachtes nichtlinear —elastisches Werkstoffverhalten wird flir Scheibensysteme
von Obst (1974) und Ambos (1977) bei der Ermittlung der Lastverteilung im Tragwerks-
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querschnitt berticksichtigt. Da sich die schlanken Scheiben vereinfacht wie Balken
behandeln lassen, kann fGr den bemessenen Scheibenquerschnitt eine bilineare
Momenten~Krlimmungs—Beziehung hergeleitet werden. Das System wird in
Langsrichtung diskretisiert, und die sich wéhrend der Belastung &ndernden
Querschnittswerte werden elementweise berlicksichtigt. Bei der auf Matrizen-
operationen basierenden, iterativen Losungsmethoden werden auch Einfliisse aus
Theorie Il. Ordnung in Form einer gleichméaBig verteilten, fiktiven Abtriebskraft naher-
ungsweise bericksichtigt.

Eine analytische Berechnung aussteifender Bauteile von Scheibensystemen nach
Theorie Il. Ordnung flihren u. a. Beck und Kénig (1967, 1968) an ebenen Systemen
durch. Der EinfluB der "gehaltenen Bauteile” auf die Beanspruchung der "haltenden
Bauteile” wird hierbei in Form von horizontalen Haltekraften berdcksichtigt. Diese
lassen sich durch ein aus den einwirkenden Vertikallasten bei horizontaler Ausbiegung
entstehendes Zusatzmoment ermitteln. Fey (1966) ber{icksichtigt bei ebenen Rahmen-
systemen die Einflisse aus Theorie Il. Ordnung ebenfalls durch eine entsprechende
Querbelastung. Vereinfachend setzt auch er dabei eine linear verlaufende Biegelinie an.

Die analytische Ldsung des, flir einen allgemeinen raumlichen Belastungs— und
Verformungszustand von Scheibensystemen, entstehenden Systems gekoppelier
Differentialgleichungen mitverénderlichen Koeffizienten (Stabkrafte) beschreiben Reeh
(1970) und Brandt (1976). Eine Entkopplung von Biegung und Torsion ist bei reinen
Scheibensystemen grundsétzlich mdéglich, wenn als Bezugspunkt der Schubmittel-
punkt des Systems gewahlt wird. Brandt leitet in diesem Zusammenhang auch eine
Labilitétszah| zur Beurteilung der Gebaudestabilitat fir Torsionsbeanspruchung nach
DIN 1045 her.

Allgemeine aus Rahmen und Scheiben zusammengesetzte Aussteifungssysteme
lassen sich beispielsweise mit den Methoden von Schafer (1969), Coull und Wahab
(19983), Sternik und Gluck (1993) sowie Hénderkamp (1995) analytisch berechnen. Um
eine geschlossene Formulierung in Form einer Differentialgleichung zu erhalten, wird
ger Berechnung ein kontinuierliches Ersatzsystem bei unveranderlichen Querschnitts-
werten zugrunde gelegt.

Anhand eines Biege—Tosionsstabes, bei dem alle aussteifenden Bauteile zusammen-
gefaBt werden, fihrt Luz (1981) dynamische Berechnungen an Hochhaustragwerken
durch. Die Querverschiebungen und die Querschnittsverdrehung fiir den raumlichen
Balken werden dabei durch ein Differentialgleichungssystem beschrieben. Die Qualitat
seiner Rechenmodelle, bei denen Wandscheiben und Rahmensysteme erfaBt werden
kdnnen, vergleicht er mit MeBwerten, die fiir ein bestimmtes Bauwerk (MPA—Hochhaus
der Universitét Stuttgart) experimentell ermittelt wurden.
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Eine analytische Berechnung von gegliederten Scheiben beschreibt Beck bereits
(1962). Zur Berechnung mehrfeldriger Windrahmen eignet sich die von Eisert (1967)
und Beck (1971) erarbeitete Methode. Besonders zu erwdhnen sind die zahlreichen
Arbeiten von Rosman (z.B. (1964) bis (1993)), die wesentlich zum Verstindnis fir das
Trag— und Verformungsverhalten verschiedener Tragwerkselemente beitragen.

Die auf Matrizenoperationen basierende Methode von Becker (1974) befaBt sich mit der
Berechnung von gegliederten Hochhauskernen, wobei er "Veraligemeinerte
Querschnittswerte” analog zur "Verallgemeinerten Technischen Biegetheorie” (VTB)
von Schardt (1989) herleitet. Er zeigtan einem Berechnungsbeispiel, daB fir allgemeine
Hochhauskerne der Schubmittelpunkt als Querschnittswert nicht vorliegt, da Wand-
scheiben und gegliederte Scheiben bzw. Rahmensysteme bei gleicher Lasteinwirkung
ein anderes Trag— und Verformungsverhalten aufweisen. Eine Entkopplung von Bie-
gung und Torsion ist deshalb auch nicht ohne weiteres méglich. Den Grundgedanken
der VTB greift auch Liphardt (1977) fir seine Berechnungsmethode von symmetri-
schen, aus Wandscheiben und Hohik&sten aus Rahmen zusammengesetzien Tragwer-
ken aufund leitet fur die Biegebeanspruchung die Differentialgleichung des ebenen Er-
satzsystems her.

Schardt (1989) bemerkt, daB seine Verallgemeinerte Biegetheorie auf die gleichen An-
séatze zurlickgeht wie das "Stabschalenmodell” von Vlasov (1964). Die Stabschalenmo-
delle zur Berechnung dinnwandiger, prismatischer Stabe aus dem Bereich des Schiff-
baus, Briickenbaus und allgemeinen Stahlbaus werden ausfhrlich von Altenbach und
Kissing (1994) beschrieben. Durch Annahmen Uber Verformungsvertéaufe innerhalb des
Tragwerkquerschnitts a8t sich das rdumliche Problem in eine eindimensionale Be-
trachtung an einem "Verallgemeinerten Balken” Gberflihren. Um zu einer der Balken-
theorie analogen Darstellung zu kommen, werden alle ZustandsgréBen durch einen
Produktansatz ausgedrlckt. Basierend auf diesem wesentlichen Ansatzpunkt entwik-
kelten Liphardt und Franzmann (1989) das Computerprogramm HHAUS zur Berech-
nung von Hochhaustragwerken. Die Diskretisierung wird allerdings nur innerhalb des
Tragwerkquerschnitts, nicht aber entlang der Balkenachse durchgefiihrt (semi—dis-
kret). Die Verschiebungsverlaufe in Langsrichtung werden fiir das allgemeine rdumliche
Problem durch ein System gekoppelter Differentialgleichungen beschrieben. Deshalb
besteht auch hier die einschrinkende Annahme, daB sich das Tragwerk ausschlieBlich
aus prismatischen Faltwerken zusammensetzt.

Die Berechnung von stabartigen Strukturen prismatischer Faltwerke, insbesondere aus
dem Bereich des Briickenbaus, wird bei der *Finite — Strip—Method” durch Unterteilung
in einzelne, systemlange Streifen erméglicht. Cheung (1976) wahlt fir die einzelnen
Streifen an bestimmte Randbedingungen gebundene Ansatzfunktionen fir die Ver-
schiebungsvertaufe in Richtung der Stabachse. Flrr die Verschiebungsverldufe inner-
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halb der Randquerschnitte werden Ansatzfunktionen im Sinne der Finiten Elemente ge-
wahit und die kontinuierlichen Verschiebungsverlaufe so in Abhéngigkeit diskreter
Knotenverschiebungen und gewdhlter interpolationsfunktionen ausgedriickt. Die Aus-
wertung des aus dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen erhaltenen Volumen-
integrals flhrt schiieBlich auf die Steifigkeitsmatrix des Systems. Damit sind allerdings
ebenfalls nur spezielle, an bestimmte Randbedingungen gebundene Probleme I6sbar.

Durch die Einarbeitung von aligemeinen Rand— bzw. Ubergangsbedingungen (Ein~
heitsverformungszusténde) in die Losung eines Differentialgleichungssystems gelingt
s du Preez (1972), die Steifigkeitsmatrix eines "Finiten Streifenelements” herzulsiten,
so daf auch Uber mehrere Felder durchlaufende Tragwerke berechnet werden kénnen.
Zur Reduktion der partiellen Differentiaigleichungen in ein System gewdhnlicher
Differentiaigleichungen greift er dabei auf das Verfahren von Kantorovich (1956) fiir die
Ldésung von allgemeinen Variationproblemen bei Funktionalen mit mehreren
unabhéngigen Variablen zurlick. Auf dem dabel zugrundegelegten Produktansatz filr
die Verschiebungsverldufe im Tragwerksquerschnitt basieren auch die "Verallgemei-
nerte Biegetheorie” von Schardt (1989) und das Stabschalenmodell von Viasov (1964).

1.4 Ubersicht (iber die vorliegende Arbeit

Aufgrund der genannten Einschrankungen beziiglich der Anwendungsméglichkeiten
der bestehenden analytischen und numerischen Methoden flr die Berechnung
allgemeiner Hochhaustragwerke, wird eine Losungsstrategie auf der Basis der Finite—
Elemente—Methode erarbeitet, die zur Berechnung von abschnittsweise kontinuier-
lichen Tragwerken geeignet ist. Die Grundidee, viele Einzelstabe zu einem Gesamtstab
zusammenzufassen, wird hier beibehalten. Die Rosman’sche Betrachtungsweise der
Einzelstabe als Gelenkfaltwerke wird hier aufgegriffen und analog zur Verallgemeiner-
ten Biegetheorie von Schardt in Form von entsprechenden Koordinatenfunktionen er-
faBt. Als Erweiterung der Methode werden auch ebene Rahmensysteme, aufgrund ihrer
ﬂéchenart’igen Struktur, als kontinuierliche Scheiben mit entsprechenden mechani-
schen Eigenschaften betrachtet. Eine Diskretisierung des Verallgemeinerten Balkens
in Langsrichtung erlaubt eine Tragwerksberechnung im Sinne der FEM.

In Abschnitt 2 dieses Beitrags werden zunachst Grundlagen erarbeitet, die fiir eine
wirklichkeitsnahe Modellbildung und die Interpretation der Berechnungsergebnisse
erforderlich sind. Dabei wird insbesondere auf das Trag— und Verformungsverhalten
von Rahmensystemen und gemischten Scheibe—-Rahmen—Systemen eingegangen.
Der in diesem Zusammenhang auftretende "Shear—Lag— Effekt” wird erlautert.

Da sich die Berechnung von abschnittsweise regelméaBigen Systemen auf der Grund-
lage von abschnittsweise kontinuierlichen Ersatzsystemen als zweckméBig erweist,
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wird dieses mechanisch dquivalente Ersatzsystem in Abschnitt 3 hergeleitet, AuBerdem
wird in diesem Zusammenhang auch die Riegelwirkung der Deckenplatten untersucht.

Die analytische Berechnung von gemischten Scheiben—Rahmen—Systemen wird in
Abschnitt 4 beschrieben. Analytische Berechnungsmethoden obliegen zwar den
bekannten Einschranken bezhglich ihrer Anwendungsmaglichkeit, sie leisten jedoch in
der Entwurfsphase, bei der ndherungsweisen Berechnung der Verformungs— und
SchnittgréBen, oftmals wertvolle Dienste.

In Abschnitt 5 werden die mechanischen Beziehungen fiir eindimensionale "Verallge-
meinerte—Finite—Balkenelemente” d.h. Balkenelemente mit "Verallgemeinerten Quer-
schnittswerten” hergeleitet.

Insbesondere bei hohen und weichen Tragwerken ist die Berﬂcksichtiguhg der
Einflisse aus Theorie Il. Ordnung auf das Trag— und Verformungsverhalten des
Systems aus Sicherheitsgrinden oftmals erforderlich. Fur eine entsprechende Berech-
nung werden in Abschnitt 6 die aus der Vertikallast resultierenden, fiktiven "Abtriebs-
krafte” in Form einer Horizontalbelastung erfaBt.

Bei der statischen Analyse von Hochhaustragwerken werden Windlasten auf nicht
schwingungsanféllige Bauwerke (nach DIN 1055/4) i. d. R. als statische Lasten
angesetzt. Die dynamische Wirkung des Windes ist bekannt (z.B. Kénig (1970) und
(1972)) und 148t sich nach Schlaich (1966) mit Hilfe eines dynamischen VergroBerungs-
faktors bericksichtigen. Dafir ist zunédchst eine Abschatzung des Schwingungs-
verhaltens erforderlich. Die sich fir den Verallgemeinerten Balken ergebenden
mechanischen Zusammenhénge werden in Abschnitt 7 hergeleitet. Mit den aus der
analytischen Berechnung gemischter Scheiben—Rahmen-—Systeme gewonnenen
Erkenntnissen ist eine Berechnung der ersten Eigenfrequenz méglich.

In Abschnitt 8 erlauterte Berechnungsbeispiele bilden den Abschluf der Arbeit.
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2. Grundlagen
2.1 Trag— und Verformungsverhalten von Rahmensystemen

Die aus der duBeren Belastung resultierenden SchnittgréBen im gesamten Rahmen-
guerschnitt, eine Querkraft Q(x) und ein Biegemoment M(x), lassen sich durch einfache
Gleichgewichtsbetrachtungen bestimmen. Unter der Annahme einer nahezu starren
"VerdUlbelung” der Stiele durch die biegesteifen Riegel, bewirkt der Abtrag der Quer-
kraft durch seitliches Ausbiegen der flexiblen Stiele eine "Schubverformung” des
Systems, wéhrend das Biegemoment eine "Biegeverformung” infolge Dehnung und
Stauchung der Stiele hervorruft (Bild 2.1). In der Verformungsfigur eines Rahmens
finden sich damit grundsatzlich beide Anteile, wobei sich entweder der Biege~ oder der
Schubanteil starker bemerkbar machen kann. Dies trifft grundsétzlich auch auf das Ver-
formungsverhalten von gegliederten Scheiben zu. Es kann das kontinuierliche Ersatz-
modell eines biege— und schubweichen Balkens (bzw. Scheibe) hergeleitet werden
(z.B. Stafford Smith (1981) oder Schmidts (1996)), der das Trag— und Verformungs-
verhalten des regeiméBigen Stockwerkrahmens beschreibt. Die Systemverformung
wird dann durch die mittlere Biegelinie der Stiele beschrieben, wenn man von den leicht
oszillierenden Stielen absieht.

—
X
zZ

NN

Lt 4 b3 1]

N

Biegeverformung Schubverformung

Bild 2.1: Verformungsanteile eines Stockwerkrahmens
und des entsprechenden kontinuierlichen Ersatzsystems

Einige Berechnungsbeispiele sollen das Trag— und Verformungsverhalten von Stock-
werkrahmen anhand der Verformungsfiguren infolge einer Gleichlast p veranschau-
lichen (Bild 2.2). Die Berechnungen wurden mit Hilfe eines Finite—Elemente—
Programms durchgefihrt.



Die Tragheitsmomente von Stiel (Is) und Riegel (Ig) sind bei den berechneten
Beispielen gleich groB gewahlt worden (Stahlprofil HE~M240). Die Rahmen sind H=90
mhoch, und die Hohe eines Geschosses betragt h=3 m. Die Breite eines Feldes betragt
b=3 m bzw. b=9 m, n ist die Anzahi der Felder. Die Stiele sind an den Lagerknoten im
FuBpunkt starr eingespannt.

Bei Variation des Stielabstandes bzw. der Riegelldnge b, zeigt sich beim einfeldrigen
Stockwerkrahmen ein Ubergang von der reinen Biegeverformung zur reinen Schubver-
formung. Bei einer Feldbreite von b=3,0 m stellt sich eine Biegelinie ein, die wesentlich
durch die Dehnung bzw. Stauchung der Stiefe gepragt wird (Bild 2.2a), der Biegeanteil
dominiert. Bei zunehmender Riegellange wird der EinfluB der Riegel aufgrund deren
abnehmender Steifigkeit geringer, eine starre Verdlbelung der Stiele durch die Riegel
kann deshalb nicht mehr angenommen werden. Die Biegelinie gieicht dann derjenigen
eines drenfedergelagerten oder schubweichen Balkens (Bild 2.2b).

WP — Wendepunkt in der Biegelinie

Bild 2.2: Biegelinien verschiedener regelméaBiger Stockwerkrahmen

Dieser Ubergang von Biege— zu Schubverformung zeigt sich auch bei mehrfeldrigen
Stockwerkrahmen mit einer gré8er werdenden Anzahl von Feldern. Dargestelit sind die
sich einstellenden Systemverformungen bei n=3 (Bild 2.2c) und n=10 (Bild 2.2d)
Feldern. Mit zunehmendem Abstand n - b der duBeren Randstiele erhéht sich die Biege-
steifigkeit Elgs des Systems wesentlich. Bei der Schubsteifigkeit GAgs hingegen
werden die Anteile aus den einzelnen Stielen lediglich aufaddiert (vgl. Bild 2.1).
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Die Biegelinien von Stockwerkrahmen (und gegliederten Scheiben) weisen in ihrem
Verlauf grundsétzlich einen Wendepunkt (WP, maximale Querschnittsverdrehung) auf.
Dieser liegt bei dominierender Biegeverformung im oberen Systembereich und bei do-
minierender Schubverformung in der Nahe des FuBpunktes.

- \
VEVESS
Vo In/lg=1
_ R/ls=
08 viH) : b=3,0m
ool L AR
V<§) /
0,4 S
L v(—g)
0,21 ]
0 ; ‘,‘IR/‘IS:1ﬂ n
0 5 10 15 20 25 30 b 123 456 7 8 910

Bild 2.3; Ergebnisse einer Rahmenserie

Es soll gezeigt werden, daB bereits einfache Uberlegungen an Ersatzmodellen eine
qualitative Aussage fir einen Tragwerksentwurf zulassen:

Betrachtet man beispielsweise den Verlauf der bezogenen Kopfverschiebung v(H) bei
Veranderung der Schiankheit H/b (Bild 2.3), so ergibt sich flr dieses (!) Beispiel eine
maximale Systemsteifigkeit (kleinste Verschiebung) bei einer Schlankheit H/b~~15.
Dies kann durch eine Berechnung am kontinuierlichen Ersatzsystem einfach nachge-
wiesen werden.

In der Literatur (z.B. Stafford Smith und Coull (1991)) wird die Ersatzschubsteifigkeit des
Rahmens mit:

g N n+1 %%
GAQ(S =12 R'ﬁ (21)
(n+ 1) +ng

angegeben (Herleitung in Abschnitt 3.3). Flr einen einfeldrigen Rahmen (n=1) ergibt
sich daraus die Bestimmungsgleichung:

21,1
GAgs = 12 E - RS

h 2T, b+ 14 h (22)
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Die Ersatzbiegesteifigkeit (N&herung):
2
Elers = EAG 5 (2.3)

des einfeldrigen Stockwerkrahmens, die sich unter der Annahme einer starren
Verdlibelung aus den Stielquerschnittsfléichen Ag und deren Abstand b bestimmit, steigt
dagegen mit dem Stielabstand b quadratisch an. Die sich aus Biege— und Schubanteil
zusammensetzende Kopfausienkung ist:

H?2 2
VH) = v(H) + vg(H) = B (G/lers +y Elers) (2.4)

Nach Einsetzen der Beziehungen (2.2) und (2.3) in (2.4) ergibt sich mitIg=Ig=Iund aus
der Forderung fir einen Minimalwert:

vH) _ o _hpH J?__H_(H) (2.5)

eine Systemschlankheit:

Ho /hH FAs _ ,
5_\/_6_;‘153_-1‘2_ (vgl. Bild 2.3)

Erhéht man dagegen ausgehend von einem Einfeldrahmen die Anzahl der Felder (Bild
2.3) bei gleichbleibender Feldbreite b, so kann man erkennen, daB die gréBte Steifig-
keitserhdhung (Steigung der Kurve) durch Hinzufligen von lediglich einem weiteren
Feld (n=1-» n=2) erzielt wird. Dies ist im wesentlichen auf die nunmehr 4—fach héhere
Biegesteifigkeit und der damit geringen Biegeverformung zurlickzufiinren. Die Steifig-
keitserhéhungen durch Hinzufigen weiterer Felder sind weitaus geringer, da sich, wie
bereits erwahnt, die Anteile aus den Stielen bei der Schubsteifigkeit des Systems
lediglich aufaddieren. Die aus (2.1) abgeleitete Beziehung:

EI nin+1)m

I I
GAers = 12 h—zs k mit: k = und: B = n-hﬁ (2.6)

n+1)+nmn b

zeigt fir n>5 naherungsweise einen linearen Zusammenhang zwischen dem
Verhéltniswert n und dem Steifigkeitsfaktor k (Bild 2.4). AuBerdem ist es offensichtlich
sinnvoll, die Riegelsteifigkeit In/b gréBer zu wahlen als die Steifigkeit Ig/h der Stiele
(n>1), um eine héhere Schubsteifigkeit zu erreichen.
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Gleichung (2.6) 148t jedoch erkennen, daB mit gréBeren n—Werten nicht mehr viel zu
erreichen ist. Insbesondere beim Entwurf von Rahmensystemen ist eine Abschétzung
des Verformungsverhaltens durch die Ermittiung der Kopfauslenkung mit Hilfe des
Ersatzsystems sicherlich sinnvoll.

k 10 — . .
9l | _—n=10| flrn—sow:
5 ///—"" n=8 | k=n+1
7- /
61 / L] . ———n=6
54
4- . t— n=4
Biid 2.4: 3 // _
e oLy ———n=2
Steifigkeitsfaktor k in ’ /:________,_____,_.__ n=1
Abhéngigkeit von N Zml 0

dem Verhdltniswertn, 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Anwendungsbeispiel:

Nach Bild 2.4 ergibt sich flr ein Stockwerkrahmen mit 10 Feldern (Bild 2.5) und einem
Systemwert n=1,0 ein Steifigkeitsfaktor k=5 flr die Ermittlung der Ersatzschubsteifig-
keit nach Gleichung (2.6). Bei gleicher Steifigkeit Is/h der Stiele erhalt man den gleichen
Steifigkeitsfaktor k fir einen Stockwerkrahmen mit nur 6 Feldern und einem Systemwert
n*zs,o. Soll zusétzlich die Gesamtbreite B des Systems in beiden Fillen gleich sein,
so ist nach Beziehung (2.6) fiir den gréBeren Systemwert n* ein 5—mal groéBeres
Flachentragheitsmoment I erforderlich. Entscheidend fir die Wahl des "besseren”
Systems wird hier, abgesehen von architektonischen und nutzungsbedingten Rahmen-
bedingungen, auch eine Gegenlberstellung der Material— und Montagekosten sein.

n=10, B, k=5 n=6, B, k=5

[ M)
UJ!D

=
It
o>

B B

Bild 2.5: Entwurfsbeispiele flr Stockwerkrahmen
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2.2 Normalkraftverteilung in den Stielen von mehrfeldrigen Stockwerkrahmen

Bei der Untersuchung des Trag— und Verformungsverhaltens von Stockwerkrahmen
im vorangegangenen Abschnitt hat sich gezeigt, daB die "Verwdlbung” des Rahmen-
querschnitts (kontinuierlich verlaufende Langsdehnungen der Rahmenstiele) nicht-
linear verlauft (Bild 2.2d). Dieser Sachverhalt ist auch bei der Balkenbiegung bekannt
und widerspricht der Bernoulli—Hypothese vom Ebenbleiben der Querschnitte; er war
Motivation fir eine verfeinerte Balkentheorie von Hofmann (1992). Die Ursache wird fr
mehrfeldrige Stockwerkrahmen im folgenden erldutert.

Die Normalkréafte in den (n+1) Stielen eines n—feldrigen Stockwerkrahmens sind offen-
sichtlich auf entsprechende Querkréafte in den Riegeln zuriickzufihren. Das Trag-
verhalten hinsichtlich des aus der auBeren Belastung resultierenden Moments
(Biegeanteil) kann deshalb anschaulich am Modell eines regelmaBigen Durchlauf-
tragers gezeigt werden, der die Riegelreihe im Stockwerk j reprasentiert (Bild 2.6).

Annahme: EAg=«

Biegelinie
ot Tl t

Normalkraftverlauf in den ’ Zug

Lagern (Stielen),
1. Anteil aus Knotenverdrehung

Druck

Bild 2.6: Riegelreihe als Durchlauftrager (EAg= )

Nimmt man an, daf sich alle Stiel—Riegel Knoten gleich verdrehen, so sind die dadurch
entstehenden Querkréafte in allen Riegeln gleich groB. Die Stiele lassen sich unter der
Annahme unendlich groBer Dehnsteifigkeiten EAg durch vertikal unverschiebliche La-
ger ersetzen. Bei gleicher Verdrehung der Knoten entfallen dann auf die inneren Stiele
(Lager) keine KraftgréBen, und das durch die &uBere Belastung entstehende Biegemo-
ment im Rahmenquerschnitt wird lediglich von einem Kréaftepaar, d.h. einer Zug~ bzw.
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Druckkraft in den Randstielen, aufgenommen. Zur Erfassung des Biegeanteils an der
Gesamtverformung kann in diesem Fall eine Ersatzbiegesteifigkeit:

nb)2
EIBI’S = EAS LE')—- (2‘7)
(vgl. (2.3)) ermitteit werden.
Annahme: EAS¢ ® J
Stiele werden durch j-1
flexible Federn ersetzt. L : .

2. Anteil: Die aus Knotenverdrehung entstehenden Krafte (1. Anteil) erzeugen
Knotenverschiebungen im StockwerK |)

Biegelinie Normalkraftverlauf in den
Lagern (Stielen),
D — — — — 2. Anteil 1.+2. Anteil
Druck ‘ @

]
2ug f h l/zug | W4 I\E .
l ¥ @ Druck \]

3. Anteil aus Knotenverschiebung Stockwerke@ bis @

Biegelinie Normalkraftverlauf in den
Lagern (Stielen),

Bild 2.7: Riegelreihen als flexibel gelagerte Durchlaufirager (EAg = «)

Ein die Wirklichkeit besser abbildendes Modell ist der Durchlauftrager mit flexibler
Lagerung der Knoten (Bild 2.7). Die Randstiele "entziehen sich” dann teilweise der Last,
und durch die nun auftretenden L&ngsdehnung werden auch die benachbarten Lager
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beansprucht, so daB sich der dargestellte nichtlineare Normalkraftverlauf in den Stielen
des Rahmenquerschnitts einstelit. Dieser zweite Anteil wird mit dem ersten {iberlagert.
Insgesamt stellt sich dann eine Normalkraftverteilung im Rahmenquerschnitt ein, bei
der die Randstiele am stérksten beansprucht werden, so daB die Beziehung (2.7) fir
eine Naherungsbetrachtung ihre Gltigkeit behalt, da die Lagerkrafte (Normalkrafte in
den Stielen) von auBen nach innen sehr schnell abklingen.

Durch die Verformung der unter der j—ten liegenden, insgesamt j—1 Riegelreihen stellt
sich noch ein weiterer Effekt ein, der durch die Vertikalverschiebung der Knoten einen
zusétzlichen EinfluB auf die Normalkréfte in den Lagern austibt (Bild 2.7). Dieser dritte
Anteilistin der untersten Riegelreine nicht vorhanden und nimmt nach oben mit der Ent-
fernung von der Einspannung zu. Er kann unter Umsténden ingesamt so groB werden,
daB sich bei hohen Rahmensystemen im oberen Bereich das Vorzeichen und auch der
qualitative Verlauf der Normalkrafte in den Randstielen andern.

]

S . Normalkraftverteilung [kN]
: in den Stielen

X=75m, £=5/6
48 37

4

N Y A O O A A

—l

Systemwer?e: Stiel, Riegel: HE—M240 x=0,£~0
H=90,0 m 948
h=3,0m 283 |
b=3.0m 146 73 31 0
p=10,0 kN/m
n=10

1]

| —
[
o

b

antisymmetrisch

Bild 2.8:
Berechnungsbeispiel eines mehrfeldrigen Stockwerkrahmens unter Gleichiast

Die durch die Knotenverschiebung hervorgerufene Biegelinie (Bild 2.7) zeigt jedoch,
daB der zweite und dritte Anteil nur in den duBeren Randstielen zu anderen Vorzeichen
fahrt. Die relativen Vertikalverschiebungen der Riegelendknoten und damit auch die
Querkréfte in den Riegeln nehmen von auBen nach innen ab. Da an den gemeinsamen
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Knoten lediglich die Differenz der Riegelquerkrafte von den Lagern aufgenommen wird,
muB damit bereits im zweiten Stiel eine, im Vergleich zum Randstiel, im Vorzeichen un-
terschiedliche Normalkraft (Zug +, Druck —) vorhanden sein.

Der beschriebene Sachverhalt zeigt sich fur ein Berechnungsbeispiel eines Stockwerk-
rahmens bei der Normalkraftverteilung in den Stielen (Bild 2.8).

Es sei erganzend darauf hingewiesen, daB die maximale Riegelbeanspruchung nicht
in dem Querschnitt mit maximaler Knotenverdrehung (WP in Bild 2.2) sondern ein bis
zwei Stockwerke darunter zu finden ist, da durch die Relativverschiebung der Riegel-
endknoten infolge Stieldehnungen bzw. —stauchungen die SchnittgréBen in den
Riegeln abgebaut werden.

S—Rahmen
™ e c
.0 f [}
£ . S
LI ol £
— f — @
< ; o
Tial ] o

S—-Rahmen

|
nb

Bild 2.9:
Tragwirkung der F— und S—-Rahmen beim Hohlkasten aus Stockwerkranmen

2.3 Tragverhalten von Hohlkésten aus Stockwerkrahmen

Perforierte Hohlkasten setzen sich aus mehreren, miteinander “schubsteif” ver-
bundenen Stockwerkrahmen zusammen. Dabei werden die in Lastrichtung wirkenden
Rahmen als S—Rahmen ("Steg”—Rahmen) und die rechtwinklig zur Lastrichtung
angeordneten Rahmen, entsprechend ihrer Wirkungsweise, als F—Rahmen
("Flansch”—Rahmen) bezeichnet (Bild 2.9). Nur die Dehnungen der duBeren Stiele
bewirken, daB sich aus Kontinuitatsgrinden auch die F—Rahmen an der Lastabtragung
des aus der duBeren Belastung resultierenden Biegemoments beteiligen. Die F—Rah-

25



men erhthen aufgrund ihrer "Flanschwirkung” die Biegesteifigkeit des Systems
erheblich. Zwischen S- und F—Rahmen werden Schubkréafte in Form von Riegel-
querkraften {ibertragen, die zu einer "Entlastung” der S—Rahmen flihren (Bild 2.9). Ein
Berechnungsbeispiel soll die Tragwirkung von Hohlkdsten aus Stockwerkrahmen
verdeutlichen.

Ein symmetrischer Hohlkasten setzt sich aus regeiméBigen Stockwerkrahmen nach
Bild 2.8 zusammen. Die verhaltnisméaBig geringe Torsionssteifigkeit der Riegel und die
"Plattentragwirkung” der F—Rahmen haben einen unwesentlichen EinfluB auf das Trag-
verhalten und werden vernachléssigt. Die auf die Flache der F—Rahmen wirkende Last
wird deshalb jeweils zur Halfte (p=10 kN/m) auf die beiden S—Rahmen verteilt (vgl. Bild
2.8). Die mit einem Finite —Elemente—Programm ermittelten Berechnungsergebnisse
zeigen, dafB bei den resultierenden Querverschiebungen kein entscheidender EinfluB
aus den F—Rahmen zu erwarten ist (Bild 2.10), da nur der ohnehin geringere Biegean-
teil reduziert wird. Der Schubanteil der Biegelinie kann dabei auch mit dem Ersatz-
modell eines schubweichen Balkens mit der Ersatzschubsteifigkeit GAgs nach
Gleichung (2.1) mit groBer Genauigkeit ermittelt werden.

v[m] vim]

Schubanteil (nur S—Rahmen)

\

e

Biegeanteil ohne F—Rahmen
mit F—Rahmen
0,04 e

——
. —
P
—
e

6 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
Bild 2.10: Biegelinie eines Hohlkastens aus Stockwerkrahmen

Die Verteilung der Stielnormalkréfte (Bild 2.11) im Hohlkastenquerschnitt weicht, wie
bereits bei einem einzelnen, mehrfeldrigen Stockwerkrahmen gezeigt, von den
Ergebnissen der Technischen Biegelehre ab. Die Ursache hierflir wurde erlautert.

Im Querschnitt £=0 zeigen die Normalkréfte im Eckbereich einen starken Anstieg und
sind damit dort wesentlich gréBer als im Innenbereich. Im Querschnitt £=5/6 hat sich
der EinfluB aus den Knotenverformungen (L&ngsdehnungen der Stiele) der darunter-
liegenden Stockwerke bereits so stark ausgewirkt, daB sich die qualitative
Beanspruchung der Eckstiele gedndert hat (Zug — Druck). In Abhangigkeit von dem
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qualitativen Verlauf der Normalspannungen in den F—Rahmen werden “positive shear
lag” ~~(dieser stellt sich aufgrund der Wélbbehinderung insbesondere im FuB-

punktbereich ein) und "negative shearlag” ~ unterschieden. Der (positive) Shear—
Lag—Effekt ist auch bei Plattenbalken oder Stahlprofilen aus dem Problem der "mittra-
genden Breite” bekannt.

Querschnitt x=90m 70 A

(&=1) —Druck

2 S-Rahmen

75m A

Querschnitt x=
7
(E=5/6) _D?S’ck
S—Rahmen
m 0

+Zug
Querschnitt x=0 ~Druck
S—Rahmen

100 235 672
31 37 56

Bild 2.11:
Normalkraftverteilung [kN] in den Stielen der S— und F—Rahmen
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3. Modelibildung
3.1 Der Berechnung zugrunde gelegte Annahmen

Beziiglich des Berechnungsziels, die Dimensionierung und Bemessung der aussteifen-
denundtragenden Bauteile, unterscheiden sich die zugrundegelegten Rechenmodelle
fur Tragwerksberechnungen bei einwirkenden Horizontallasten und Vertikallasten unter
der Voraussetzung kleiner Verschiebungen (Theorie |. Ordnung). So wird beispiels-
weise die Plattenwirkung der GeschoBdecken beim Abtrag horizontaler Windlasten,
unter der Annahme eines vernachléassigbaren Einflusses auf das Tragverhalten der
Struktur, haufig nicht berlicksichtigt. Fir symmetrische Tragwerke kann dann ein
ebenes Ersatzsystem zugrunde gelegt werden, bei dem die Deckenscheiben durch
dehnstarre, gelenkig angeschlossene Stdbe ersetzt werden (Bild 3.1). Hingegen
werden bei der Abtragung der Vertikallasten aus Eigengewicht und Verkehr die
vertikalen Tragglieder als vertikal unverschiebliche Lager idealisiert. Einfliisse aus den
Langsdehnungen der Stiele werden damit vernachidssigt.

Rechenmodell [
zur Bemessung der
aussteifenden Bauteile
flr Horizontallasten

Ansicht
I I Rechenmodell
zur Bemessung der Deckenplatten
. fur Vertikallasten
GrundriB

Bild 3.1: Beispiel eines symmetrischen Tragwerks und der Berechnung
zugrundegelegte Rechenmodelle
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Der vorliegende Beitrag befaBt sich schwerpunktmaBig mit der Aussteifung von
Hochh&usern gegen horizontale Lasten aus Wind und Erdbeben, da sich diese
Einflisse flr die Tragwerke von hohen Bauwerken als konzeptbestimmend erweisen.
Der Strukturanalyse von Hochhaustragwerken werden dabei die nachfolgend aufge-
flhrten Annahmen zugrunde gelegt. lhre Berechtigung ist jedoch im Einzelfall kritisch
Zu bewerten.

Annahmen:

1
Das Tragwerk setzt sich aus beliebig angeordneten, diinnen Scheiben zusammen.
Dabei werden aufgrund ihrer flachenhaften und regelméaBigen Struktur auch Stock-

werkrahmen als kontinuierliche, schubweiche Scheiben betrachtet.

2.

Die GeschoBhoéhe ist abschnittsweise konstant.

3.
1.d.R. wird von einem starren Griindungskérper ausgegangen, so daB alle aussteifen-
den Bauteile als starr eingespannt betrachtet werden. Ndherungsweise wird der Einflu

aus einer flexiblen Lagerung in Form von Federn erfaBt.

4.

Die Deckenscheiben haben beim Abtrag horizontaler Lasten im wesentlichen eine last-
verteilende Funktion und werden deshalb als dehnstarr angenommen. Damit werden
auch alle in der Ebene der Deckenscheibe angeordneten horizontalen Tragglieder (z.B.
Riegel bei Rahmen und gegliederten Scheiben) als dehnstarr angesehen. Die Quer-

schnittskontur des Tragwerks bleibt so erhalten, eine Profilverformung findet nicht statt.

5.

Eine Plattentragwirkung bzw. Riegelwirkung der Deckenplatten wird beim Abtrag hori-
zontaler Lasten i.d.R. vernachléssigt. Die Deckenplatten sind gelenkig an den ausstei-
fenden Bauteilen angeschlossen. Eine Riegelwirkung der Deckenplatte kann im Einzel-

fall, beispielsweise bei kleinem Stlitzenraster, berucksichtigt werden.

6.
Die aussteifenden Bauteile, Rahmen und Scheiben, haben ihre wesentliche Tragwir-
kung in der "Scheibenebene”. Die Plattentragwirkung und die Eigentorsionsteifigkeit

GIt werden bei Einzelscheiben vernachléssigt.

7.

Die Schubverformungen werden bei einzelnen Rahmenstielen und Riegeln ver-
nachléssigt.
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8.
Die Tragwerke sind nicht schwingungsanféllig. Der Wind wird als statische Last an-
gesetzt. Die dynamische Wirkung des Windes wird in Form eines dynamischen Last-

faktors berticksichtigt.

9.

Die auftretenden Verformungen sind klein. Das Gleichgewicht wird am unverformien
System formuliert (Theorie I. Ordnung). Einflisse aus Theorie Il. Ordnung werden in
Form einer zusétzlichen, aus der Querbiegung resultierenden Abtriebskraft ndherungs-

weise berlcksichtigt.

10.
Der Werkstoff verhalt sich linear elastisch. Das Superpositionsprinzip ist gultig.

Lastrichtung

) (o2 O
pur} - N
Lastrichtung —+—+—

Bild 3.2: Beispiele zur Riegelwirkung der Deckenplatte
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3.2 Riegelwirkung der Deckenplatte

Beim Abtrag horizontaler Lasten werden die Deckenplatten i.d.R. als biegeweich ange-
sehen, ihre vergleichsweise geringe Biegesteifigkeit damit vernachléssigt (Annahme 5
Abschnitt 3.1). Bei geringen Spannweiten, z.B. bei Flachdecken oder hintereinander-
liegenden Wandscheiben kénnen sich bei konstruktiv biegesteif ausgebildeten
Anschlissen von Stielen und Riegeln, aufgrund der entstehenden Riegelwirkung, in
Lastrichtung wirkende Rahmensysteme bzw. gegliederte Scheiben ausbilden (Bild
3.2). Die Riegelwirkung der Deckenplatte wird durch einen Ersatzriegel der Breite bg
(mitwirkende Breite) und der Hohe d erfaBt. Eine Abschéatzung der GréBenordnung die-
ser Riegelwirkung kann mit dem Systemwert k nach Bild 2.4 und der Beziehung (2.6)
durchgefuhrt werden. Bei der Modellbildung muB dieser Sachverhalt dann gegeben-
falls bericksichtigt werden, um das Trag— und Verformungsverhalten des Tragwerks
wirklichkeitsnah abzubilden.

Experimentelle Untersuchungen beziiglich der Riegelwirkung von Deckenplatten
wurden von Barnard/Schwaighofer (1967) und Schwaighofer/Collins (1977) durchge-
fihrt. Die Ergebnisse von numerischen Berechnungen der wirksamen Riegelbreite wur-
den dariiberhinaus von Qadeer (1969) und Coull (1983) in Form einer Parameterstudie
durchgefliihrt und in Form von Diagrammen aufbereitet.

Die wirksame Riegelbreite bg (mitwirkende Breite der Deckenplatte) wird fiir den Fall
ermittelt, daB sich die Querschnitte der Einzelscheiben (Stiele) gleich verdrehen. Es
wird weiterhin angenommen, daB die Scheibenquerschnitte eben bieiben. Infolge einer
Verdrehung der Scheibenquerschnitte um den Betrag ®=1 entsteht im Querschnitt ein
resultierendes Moment:

\ \ | !
| | € | by |
1 s
\

¢ =1 \ | 6 EI
m M = (é’a)? (tn + by)? 3.1)

| I \ \
| I [ \

Dabei ist Elg die unbekannte Biegesteifigkeit des Ersatzriegels. Die Biegesteifigkeit der
Deckenplatte (Breite 1) ist:

E dd
K= = 3.2
12 (1=v9 (32)
Es wird das dimensionslose Ma8 fir die Riegelwirkung der Deckenplatte:
=M (3.3)
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eingefiihrt. Eine mit Hilfe eines Finite—Elemente—Programms durchgefithrte Para-
meterstudie istin Form eines Diagramms aufbereitet (Bild 3.3), aus dem der Steifigkeits-
wert % in Abhangigkeit von dem Systemwert {g /A abgelesen werden kann. Dieser
wurde far verschiedene Systemparameter €, by und Plattendicken d ermittelt. Mit
(8.3) wird durch Einsetzen der Beziehungen (3.1) und (3.2) sowie einem wirksamen
Flachentragheitsmoment:

be d8
T (3.4)
des aquivalenten Ersatzriegels ein Verhaltniswert:
bg © €3
5= R (3.5)

6 B (¢q + by) (1 - v2)

ermittelt (Bild 3.3). Aus diesem wird in Abhéngigkeit von €r /A fiir verschiedene B/A die
wirksame Plattenbreite bg bestimmt. Der Verlauf von bg/B zeigt, daB sich ab einem

Verhdltnis g /by >2 (d.h. €g /A>0,5) nicht mehr viel &ndert, die wirksame Breite by
der Deckenplatte damit begrenztist. Die Werte fir den Verhéltniswert bg/B und das Stei-
figkeitsverhdltnis » verandern sich auBerdem bei variablem Systemparameter by nur
geringflgig. Das Diagramm ist damit aligemein anwendbar.

100
bt
% ol |1
1
\\ iR % A
\: [ I
. |
‘\ 9<—~B—>\ bg b
\ %:1,0 : ~E
B.ozs \ 1 1
AT N
10 \\ — 8 — 10
N B-oos,
N A
. - 0.6
/, \’/ §:0'75 05
AR 5 0.4
pd /////)-—*-"‘"_’ a=1o g
/ / P - 0.3
/] / ™~ 0.2
—_————
7 be/B
— bg
1 : / . : : ; . : . - 0.1 eR
0 61 02 03 04 05 06 07 08 09 1,0 —A‘

Bild 3.3: Verhéltniswert bg/B, (v=0,2 , by=0)
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3.3 Das kontinuierliche Ersatzsystem

Das Tragwerk eines Hochhauses setzt sich im wesentlichen aus Einzelscheiben, zu Fait-
werken zusammengeflgten Scheiben und in ihrer Struktur scheibenartigen Rahmen-
systemen zusammen. Die Betrachtung als kontinuierliche Scheibe setzt bei geglieder-
ten Scheiben und Stockwerkrahmen allerdings eine RegelméaBigkeit in deren Aufbau
voraus, die in der Regel auch gegeben ist.

Durch die Vielzahl horizontaler Verbindungselemente (Riegel, Deckenscheiben) mit
abschnittsweise gleichen Querschnittswerten werden diese bei gegliederten Scheiben,
hinsichtlich ihrer Wirkungsweise, in Form von mechanisch &quivalenten Lamellen tiber
die Hohe h eines Geschosses "verschmiert” (Bild 3.4). Die diskreten Riegelquerkrafte
werden infolgedessen durch kontinuierliche Querkraftverlaufe q(x) in den Lamellen
bzw. einen entsprechenden Schubspannungsverlauft=q(x)/te in einer schubweichen
Scheibe ersetzt, d.h. einer Scheibe, die nur Schubspannungen tibertragen kann. Eine
Ubertragung von Normalspannungen quer zu den Lamellenlangsachsen ist offen-
sichtlich nicht méglich. Dieses Ersatzsystem wurde bereits von Viasov (1965) zur analy-
tischen Berechnung von offenen, mit regelmaBig angeordneten Bindeblechen
zusétzlich versteiften Stahlprofilen angesetzt.

Dar(berhinaus werden bei Stockwerkrahmen bei einer gréBeren Anzahl von Feldern
(z.B. n>5) auch die Stielquerschnittsflachen Ag in Form von vertikalen Lamellen {iber
die Breite der Scheibe verschmiert (Bild 3.4). Diese Lamellen kénnen im Rahmenquer-
schnitt wiederum nur Normalspannungen oy, jedoch keine Schubspannungen ibertra-
gen. Es wird angenommen, daB bei regeiméaBigen Stockwerkrahmen die Feldbreite b
und die Stielquerschnitte Ag Uber die gesamte Rahmenbreite konstant sind. Die
kontinuierlichen Ersatzsysteme haben eine Scheibendicke t fir die Erfassung der
Biegeverformung aus der Abtragung des resultierenden Biegemoments und eine Dicke
ters flr die Erfassung des Schubanteils aus der Abtragung der resultierenden Querkratft.

Die aussteifenden Bauteile und ihre entsprechenden kontinuierlichen Ersatzsysteme
sind in Bild 3.4 dargestellt. Es lassen sich somit drei (kontinuierliche —) Scheibentypen
unterscheiden:

Wandscheiben
schubweiche Scheiben

schubweiche Scheiben mit regelméBig angeordneten Punktquerschnitten

Das Ersatzsystem flir den einfeldrigen Stockwerkrahmen ist eigentlich ein gemischtes,
kontinuierlich~diskretes System. Allerdings wird sich zeigen (Abschn. 5), daB diese
"Stérung” in der Kontinuitat in der vorgeschlagenen Berechnungsmethode einfach
berlicksichtigt werden kann.
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Diskretes System

l kontinuierliches Ersatzsystem

T
b

- Stiele

mit Ag

5

v fp=b

~

n=feldriger Stot

tkrahmmen

El
Elx = ¢

bzw.

Schubweiche Scheibe mit 1y
und Punktquerschnitten
mit Querschnittsflache Ag

As

ters

Lamellen mitp

/ ‘

| Wandseheibe - schubwsiche Scheibe ~ iwaanSQheibe

schubweiche Scheibe
mit Dicke terg

e
(8]

* schubweiche Scheibe

ters

Bild 3.4: Diskretes System und kontinuierliches Ersatzsystem

34




Fir den n—feldrigen Stockwerkrahmen ist bei einer kieineren Anzahl von Feldern
(beispielsweise n < 5) ebenfalls eine Modellierung als schubweiche Scheibe mit Punkt-
querschnitten méglich (Bild 3.5). Bei einer gréBeren Anzahl von Feldern (beispielsweise
n>5) werden die Stiele sinnvollerweise, wie bereits beschrieben, in Form von Stiellamel-
len Gber die gesamte Breite des Rahmens verschmiert (Bild 3.4).

j

V,E
: 57
]

/

]

/.

0

N
\T\

EOCD0OD

§
/

As

L.

P [

Bild 3.5: Stockwerkrahmen (n=4) als kontinuierliche, schubweiche Scheibe
mit Punktquerschnitten (Typ 3)

Ermittlung der Dicke t,,s der mechanisch dquivalenten, schubweichen Scheibe:

Die Biegelinie des Systems soll, unter Vernachlassigung der oszillierenden Stiele, durch
die Verschiebungen der Stiel—Riegel—Knoten global erfaBt werden (vgl. Bild 2.1, 2.2).
Fir die Ermittlung der Scheibendicke tqs Wird angenommen, daB die oszillierenden
Biegelinien der Stiele einen Wendepunkt in halber GeschoBhéhe aufweisen. Im
diskreten System A (Bild 3.6) ist ein Riegel durch die Nachgiebigkeit der Stiele flexibel
eingespannt, wahrend im kontinuierlichen Ersatzsystem B diese Flexibilitit nicht erfast
wird. Die Lamellen miissen offensichtlich (iber Drehfedern an den Scheiben flexibel
angeschlossen werden; das Ersatzsystem wére sonst zu steif,

Dabei besteht jedoch ein wesentlicher Unterschied zwischen gegliederten Scheiben
und Stockwerkrahmen (Bild 3.7) in Bezug auf die Lage des AnschiuBpunktes. Bei
gegliederten Scheiben erfolgt der flexible AnschluB der stabférmigen Riegel an den
Réndern der Scheiben, bei Stockwerkrahmen hingegen werden die Stiele ebenfalls als
stabférmige Bauteile betrachtet; der AnschluB erfolgt hier in ”Scheibenmitte”.

Die Berechnung der Federsteifigkeiten c,, c,, wird an einem vereinfachten statischen
Hilfssystem durchgefiihrt. Betrachtet wird dazu ein Abschnitt der Lange h (Bild 3.6). Fur
den allgemeinen Fall werden starre Bereiche an den Riegelendknoten mit B11, Biaund
eine reduzierte Stielldnge h(1—By) beriicksichtigt. Biegemoment und Querkraft infolge
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einerrelativen Lagerverschiebung Av=1 miissen in den diskreten Riegeln des Systems
Abzw.inden (ber die Abschnittslange h aufsummierten Lamellen des Systems B gleich
groB sein. Der EinfluB aus den Stieldehnungen wird vernachlassigt. Das System wird
mit dem KraftgréBenverfahren der Baustatik (siehe z.B. Hees (1988)) berechnet, wobei
die Randmomente (Schnittmomente) My und M, als unbekannte GréBen angesetzt
werden.

Diskretes System A Kontinuierliches Ersatzsystem B

le
[

Elg: diskrete Biegesteifigkeit des Riegels Ely : differentielle Biegesteifigkeit

Bild 3.6: Statisches Hilfssystem einer gegliederten Scheibe
im Verformungslastfall Av=1

gegliederte Scheibe Rahmen

Bild 3.7: AnschluB der Lamellen
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Lastzustand Mq=1 Lastzustand Mo=1

Bild 3.8: Diskontinuitdten §; im Nullzustand und in den Einheitslastzustanden

Die im wirklichen Verformungszustand und in den einzelnen Lastzustdnden ent-

stehenden Diskontinuitaten &; sind in Bild 3.8 dargestellt. Das zu ldsende Gleichungs-
system flr das System A hat die Form:

8y1 By M, d49
= - (3.6)

O By M, d29

A
Fa X = -F
mit den AbkUrzungen:
81 = -y = 8y =~ - [1 + —P1_| . av 3.7)
h (2 - )
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sowie:

_b _h_ .
81 = ger; * (281) + 45+ (1B E, T EL

(1 + ) (75 )
_ b h . (183 . s o
dpp = 6EI, (2B + 12 { B2)° El, ¥ EL, (3.8)

(1 2) (#)
25, \[-s,
812:12?51 (2-61) = 75 - (16 ], *
. (1 ¥ <zﬁ—'51)) ((zﬁ-E»)

ET,

Aus der Bedingungsgleichung (3.6) ergibt sich fir die unbekannten Biegemomente:

My , ” 8y (842 + )
X = =-Fy -Fg= aéﬁ
M, 8o (845 + 841)

Analog zu (3.8) werden die Flexibilitaten & fur das Ersatzsystem B ermittelt. Einsetzen
von My, Mz nach (8.9) fiir System A in die Bedingungsgleichung fiir System B:

b (s 1 b
sEr, &P o Tz e, (2B M 8
= - (3.10)
b b__. (o 1 -
e (@B ser, PR | | M %

B

liefert die entsprechenden Federsteifigkeiten fiir den AnschiuB der Lamellen:
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M,

KNm
Ca = — [ } 3.11a)
f hdy+ & (2B) My +iM,) LT
bzw.:
M, [kNm]
¢, = - (3.11b)
©T hgg + 2 (2-,) (My+ M) LM

In

Bei der Berechnung gegliederter Scheiben ist mit EIy o/h > Elg/(Ig) jedoch die
vereinfachende Annahme eines biegesteifen Anschlusses (c,=cp= ) zwischen
Scheiben und Riegel oftmals gerechtfertigt.

Far den einfeldrigen Stockwerkrahmen ist mit B11=B12=0 (AnschluB nach Bild 3.7):

_ 12 EI, 1

. B 12 E12 . 1
T The (- py? -

h2  (1-By°

bzw.: Cy

8.12)

b b
By } +— Bi25
2 2

Bild 3.9: Lamelle im Verformungszustand u und v’

Betrachtet wird nun eine einzelne Lamelle (Bild 3.9) im dargestellten Verformungs-
zustand. Bei der Ausbiegung gegliederter Scheiben und Stockwerkrahmen werden die
einzelnen Lamellen durch die differentielle Verdrehung v’ der Endknoten sowie einer
differentiellen relativen Langsverschiebung u beansprucht. FUr die Differentiation wird
dabei folgende Vereinbarung getroffen:

M_y  und: Ny (3.13)
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Die in einer einzelnen Lamelie entstehende Querkraft g bzw. die Gber eine Dicke tgs
konstant verlaufende Schubspannung ist:

T o= = (3.14)

Hingegen gilt mit Hooke’schem Material allgemein fir die Schubspannung T in einer
Scheibe die Beziehung:

t=G-y =6 (X+ ) -G (us0) + Vi) (3.15)

Nach (3.14) missen lediglich die unbekannten Momente m, und mj, an den Rand-
knoten einer einzelnen Lamelle im dargestellten Verformungszustand ermittelt werden.
Gleichsetzen der Beziehungen (3.14) und (3.15) liefert die Scheibendicke tgrs. Eine
Berechnung des statisch unbestimmten Systems mit dem KraftgroBenverfahren der
Baustatik liefert die Bedingungsgleichung:

B4 P Ma —u-v
= - (3.16)
81 O mp, a+ v
Mit den Abkirzungen:
hb _hb
611 6 EI <2 [51) ’ 612 = 621 12 EL. EI (2 B )
und: 8.17)
_hb 1
b2 = 5 = (-B,) + e vgl. (3.10)

Mit Hilfe der Beziehung (3.16) und Gleichsetzen von (3.14) und (3.15) ergibt sich dann
fir die Dicke tg,s die Bestimmungsgleichung:

1 8+ 0 +28,

t =
TGl by Oy - 0,

(3.18)
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Die Bestimmungsgleichung (3.18) ist aligemein fiir einfeldrige Rahmen anwendbar. Ein
gelenkiger AnschluB von Riegel und Stielen wiirde allerdings eine Scheibendicke tors =0
ergeben. Das Modell der schubweichen Scheibe wird fiir diesen Sonderfall trotzdem
herangezogen, wenn mindestens ein Endknoten der Stiele an einer starren Scheibe
biegesteif angeschlossen ist, Die dquivalente Scheibendicke ergibt sich dann aus den

Querbiegungen der Stiele. Die Lange der Stiele ¢ ist dabei ein Vielfaches von der
Geschofhéhe h. Es gilt:

n+ 1) 12 EI
¢ teors = ——(G . nb) 7 2 (3.19)
n+1) 3 EI
¢ tos = (G : nb) 7 s (3.20)

Dabeiist n die Anzahl der Felder. Die Gleichungen (3.19) und (3.20) lassen sich einfach
dadurch herleiten, indem die durch die relative Querverschiebung entstehenden Quer-
krafte in den Stielen und im Ersatzsystem einer schubweichen Scheibe gleichgesetzt
werden.

Wird filr gegliederte Scheiben naherungsweise c,=cp= und B1=B,=0 (b = €R)
gesetzt, so erhélt man dadurch anstelle von (3.18) die Beziehung:

P - it G =—£EF__
ters“126 ez mit: G 50 ) (8.21)

Fur regelmaBige Stockwerkrahmen mit konstanter Feldbreite b soll EI;=EI,=EIg sein.
Aus der Bestimmungsgleichung (3.18) ergibt sich dann, unter der zusatzlichen An-
nahme, daB sich alle Stiel-Riegel—Knoten einer Riegelreihe gleich verdrehen, nach ei-
nigen Umformungen eine aquivalente Scheibendicke:
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E. 1 n(n+1) Iz I
tye = 12 E . : ,
ors G hnb M+ bLinhT (3.22)

Der EinfluB aus den Stieldehnungen ist dabei vernachlassigt (U = 0) . Das effektive
Tragheitsmoment Is* 14Bt sich aus der Beziehung (3.12) herleiten. Da der AnschiuB-
punkt Riegel und Stiel bei den Stockwerkrahmen in "Scheibenmitte” gelegt wird (vgl.
Bild 3.7), muB analog dazu auch ein effektives Tragheitsmoment Ig"* ermittelt werden,
das die starren Bereiche im Riegel berlicksichtigt.

Damit gilt:

X 1 . I
I = —FR—  und: If=—3 _ (3.23)

(1-%) (1)

Zur Erfassung der Biegeverformung von mehrfeldrigen Stockwerkrahmen werden die
Stielé in ihrer Wirkungsweise ebenfalls durch eine kontinuierliche Scheibe ersetzt (vgl.
Bild 3.4). Die Dicke dieser Wandscheibe ist:
N+ 1) Ag
t = — (3.24)
Dabei ist Ag; die Querschnittsfldche der Stiele unter der Annahme, daB diese bei allen
Stielen gieich ist.

Far bewehrte Scheibenquerschnitte wird in Abhangigkeit von einem angenommenen,
Uber die Breite b konstanten geometrischen Bewehrungsgrades:

AStahI
= Sanl (3.25)
ABeton

und unter der Annahme eines starren Verbunds zwischen Stah! und Beton die
verschmierte Bewehrung in eine &quivalente Betonfliche umgerechnet werden. Filr die
effektive Scheibendicke ergibt sich dann die Beziehung:

(1 + u:smhl)

Beton

BT (3.26)

tgg =t
Far den gerissenen Beton wird im Zustand II mit einem abgeminderten Elastizitats-
modul Eg gerechnet. Vom Zustand I kann ausgegangen werden, wenn in Stahlbeton-
wandscheiben unter Gebrauchslasten die groBte Biegezugspannung oyon = Bws/10
bleibt (nach DIN 1045). Dabei ist jedoch zu beachten, daB im Gebrauchszustand Biege-
zugspannungen aufgrund des Eigengewichts und der Verkehrslasten i.d.R. iberdr{ickt
werden.
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4 Analytische Berechnung von allgemeinen Systemen durch
Zusammenfassen aller aussteifenden Bauteile (Einzelstibe)
zu einem Gesamtstab

4.1 Tragverhalten und Mechanik der aussteifenden Bauteile (Einzelstabe)

Fir eine analytische Berechnung von Hochhaustragwerken wird die vereinfachende
Annahme getroffen, daB sich das System ausschlieBlich aus schlanken, biegeweichen
Scheiben und schubweichen Stockwerkrahmen zusammensetzt. Bei gegliederten
Scheiben, die aufgrund ihres Trag— und Verformungsverhaltens als "Mittelding” von
Scheibe und Rahmen zu verstehen sind, dominiert aufgrund der Schlankheit des Bau-
teils i.d.R. die Biegeverformung, so daf sie ebenfalls als biegeweiche Stabe behandelt
werden,

Die wesentlichen Trag— und Verformungseigenschaften von Scheiben (bzw. Biegebal-
ken) und Rahmen unterscheiden sich grundsatzlich voneinander (Bild 4.1). Das Trag-
verhalten der schlanken Scheiben bedarf keiner weiteren Erklarung, da sie sich wie
Biegebalken behandeln lassen. Bei Stockwerkrahmen zeigt sich bei vernachlaBigtem
EinfluB aus den Stieldehnungen ein Verformungsverhalten, das wesentlich durch das
seitliche Ausbiegen der Stiele gepragtist (vgl. Abschnitt 2.1). Das aus der &uBeren Bela-
stung resultierende Biegemoment wird ndherungsweise einem entsprechenden Krafte-
paar in den Querschnitten der Randstiele zugewiesen (vgl Abschnitt. 2.2).

p(x)

N

| = !—"w

= % GAers,
¥ ‘

0k

| | !

L] Y’ |/ I g

Bild 4.1: Verformungsverhalten von Scheibe und Rahmen, Ersatzsysteme

Fur n—feldrige Stockwerkrahmen wird ein schubweicher (ebener) Ersatzstab mit der
aus (3.22) abgeleiteten Schubsteifigkeit:

Ll
GAgs = 12 E "0 Vg h 4.1)
o h (n+1)§+nBl -
h b

gewahlt.
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Fur den raumlichen, biegeweichen Einzelstab (Index b) mit beliebigem Querschnitt
gelten die bekannten Beziehungen zwischen Schnittkraften und Verschiebungen:

. - A
Q. EL,; EI; Vyi
= — (a)
c‘)b,y,i EL, EIyz,i Vzi
- - 4L (4.2)
B B 7] Oy,
Mb,x,i:|: Gly; - Ely; NG (b)
- L - X1

Dabei sind Biegung und Torsion entkoppelt, wenn fir die Belastung der Schubmittel-
punkt des Einzelstabes als Bezugspunkt vorliegt. In (4.2) sind Elyj, ET,;, El, ;, Gly;,
Ely; die globalen Querschnittswerte des Einzelstabes i (Bild 4.2).

Flir einen schubweichen Einzelstab (Index S) gelten die Beziehungen:

Qs 2 sinp;cosy;  cos?y, | | vy,

= GAers,i (4.3)
Qg sin?y, siny,cosy; | | vy,
Mg, =0

§,X,1

Dabei ist Y; ( <11/2) der Neigungswinkel der Wirkungslinie des Rahmens gegeniiber der
globalenz—Achse (Bild 4.2). Stockwerkrahmen wirken unabhéngig voneinander, da sie
im Vergleich zu Faltwerken aus Wandscheiben keine Schubkrafte bzw. Biegemomente
an gemeinsamen Kanten Ubertragen kénnen. Werden mehrere Rahmen zusammenge-
faBt, so ergeben sich die Beziehungen analog zu (4.3) durch additive Uberlagerung.

Yis Vy,i

YiVy

Bild 4.2: Lage der Einzelstibe bzgl. des globalen Koordinatensystems
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4.2 Zusammenfassen der Einzelstabe zum Gesamtstab

Aufgrund der dehnstarren Deckenscheiben sind die Querverschiebungen der Einzel-
querschnitte miteinander gekoppelt. Bezliglich eines beliebigen Bezugspunktes B
gelten die folgenden Beziehungen zwischen den Verschiebungen des Einzelstabes
und den Verschiebungen des Gesamtstabes:

<
|

- Oz

i

Vo =V + Oy y,

Setzt man die Beziehung (4.4) in (4.2) bzw. (4.3) ein, so erhélt man mit den Gleich-
gewichtsbeziehungen:

Qy = ZQy,i b Q= 2% und: - My = z(Mx,i + Qi - Qy,izi) (4.5)

fdr den Querschnitt des Gesamtstabes den resultierenden SchnittgréBenanteil in alten
biegeweichen Einzelstdben des Gesamtstabes in Form eines Systems gekoppelter
Differentialgieichungen:

| |
93 3
”ZEIyzu 3@ | -2 L, P 2 (Bl 2) X8
| |
FE
} :‘Z(Ely.i yi) e
Qpz | [T Ve T T T T Ty T vy
3 93 93
> EL,, 2 DD EL 25 L (e, 7) 2
_ 1 gx3 | vzt gx3 2T ax8
Qb,y _ | i o \ (46)
M ; }—Z<EIV2*‘ y,) ax3 ©
bx] b e Fm X
33 I 93
"‘zElyz,i Yi 5;5 : “ZEIy,i Yi 53 4‘ ZGIb,TI X
| 33 | 33
+ZEIZ, ,83 :JrZEImzim | - Ely I5
Die Wélbsteifigkeit dieses Teilsystems ist dabei:
Ely = > (Ely, + El,; y2 + EL, 22— 2 E_, y, 7 @7
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Fir den Anteil in allen schubweichen Einzelstdben ergibt sich analog dazu:.

> GA;siny,cos ;% ‘\ > GA; cos?y, 53)? : D GA [y;cos?y, -
| |
- % I ~ zginy;cosy; ) o 2
Qs,z “““““““““ "’lf ___________ :‘ ************ Vy
ol > GA, siny, L :ZGAi siny, cosy, %: >'GA, (y;sini;cosp; - )
sy { I - z;sin?y,) ix z
___________ O S R
M i 9 S]
L0 [ Saay (yisinwcosw; - > GAfy;cos®y; - R L
| |
. 9 , 9
- z,sin?y; )% : ~ z;siny;cos; | o l |
(4.8)
mit der Torsionssteifigkeit der schubweichen Einzelstébe:
Gl = > GAgg, - (v? cos?y, + 22 siny; - 2.y, z; siny, cosy) (4.9)

Flr die St—Venanische Torsionssteifigkeit des Gesamtquerschnitts ergibt sich die Be-
ziehung:

Gy = > Gl r; + Glgp (4.10)

Nach Differentiation und additivem Uberlagern der Beziehungen (4.6) und (4.8) erhalt
man das in den Verschiebungen gekoppelte Differentialgleichungssystem flr allge-
meine rdumliche Systeme in der Form:

1

Tg V"' - Tg V' = p(x) (4.11)

Das Differentialgleichungssytem (4.11) 148t sich entkoppeln, indem die Eigenwerte der
homogenen Form bestimmt werden (siehe z.B. ZurmUhi (1984)). Mit deren Hilfe lassen
sich die Eigenvektoren ermitteln, die in der (3x3) Matrix ® zusammengefaBt werden. Mit
der Transformation:
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V=09V (4.12)

auf die neuen, dem System eigenen Hauptachsen und Linksmultiplikation mit ®T ergibt
sich fir das System gekoppelter Differentialgleichungen nunmehr ein System ent-
koppelter Gleichungen:

T T, @ TR Tg @ Vo p(x) (4.13)
mit den Forderungen:
@' Ty ® = 1 = Diag (1) (4.14)
und:
®T Tg ® = A2 = Diag () (4.15)
Mit (4.14) und (4.15) kann die Beziehung:
OTTg®=1-22=0T Ty & 22 (4.16)
bzw. das allgemeine Eigenwertproblem;
(Tg#2-Tg) @ =0 @.17)
hergeleitet werden. Als nichttriviale Lésungen erhalt man aus der Bedingung:

det (Tg A2-Tg) = 0 (4.18)

die drei Eigenwerte A; bzw. durch Einsetzen der Eigenwerte in (4.17) die Matrix ® der
Eigenvektoren ®;.

Mit den Lésungen der entkoppelten Differentialgleichungen (4.13) sind mit Hilfe der Be-
ziehung (4.12) auch die Verschiebungsverlaufe V bekannt,
Ein Berechnungsbeispiel ist in Abschnitt 8 dieses Beitrags gegeben.
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4.3 Belastung des Gesamtstabes

Als Bezugspunkt (Langsachse x des Gesamtstabes) wird ein beliebiger Querschnitts-
punkt B festgelegt (Bild 4.3). Die auf die Geb&udehille wirkende &uBere Horizontal-
belastung p,(xy) [kN/m?], und py(x,z) [kN/m2] wird umgeformt, in eine Belastung
Pr2(X) [KN/m] und pgy(x} [kN/m} durch den Bezugspunkt und eine zusatzliche Bean-
spruchung durch ein Torsionsmoment mp y(x) [kNm/m] :

pB,y(X) = pr(x! Z) dZ
B2)

pg,X) = J Pz(x,y) dy (4.19)
)

By
my(x) = jpz(xn y) y dy - py(x,z) z dz
®

) (B2

Windlasten wy, w, werden i.d.R. als konstant tiber die Querschnittsbreite angesetzt. In
diesem Fall ergibt sich anstelle von (4.19) der Belastungsvekior:
B, wy
pe) = | Byw, (4.20)

mr mit: my = 3(w, Bj-w, BZ)

1
2

mr

— B

Bild 4.3: Windlasten auf die &uBere Fassade eines Hochhauses und
Belastung des Gesamtstabes
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Nach DIN 1055 ddrfen Windlasten nur bei nicht schwingungsanfélligen Bauwerken als
statische Lasten angesetzt werden. Dazu muB das Schwingungsverhalten anhand der
Eigenfrequenz f der ersten Eigenschwingung beurteilt werden (Bild 4.4). Eine
N&herungsberechnung dazu wird in Abschnitt 7 dieses Beitrags beschrieben.

Es stellt sich die Frage nach der alternativen Vorgehensweise fir den Fall, daB das Bau-
werk nach DIN 1055 als schwingungsanfallig einzustufen ist. Nach Schlaich (1966) wird
der Staudruck in einen statischen Anteil und einen dynamischen Anteil im Verhaltnis
0,4/0,6 aufgespalten. Fur den statischen Ersatzstaudruck wird in Abhangigkeit von dem
Logarithmischen Dampfungsdekrement § (Verhaltnis zweier aufeinander folgender
Amplituden) und der Schwingungsdauer T der ersten Eigenschwingung ein VergréBe-
rungsfaktor n=(0,4+0,6 1) ermittelt, der die dynamische Wirkung des Windes
bericksichtigt. Dazu wird aus Bild 4.5 ein Faktor n’ abgelesen.

Far die Stadt Frankfurt liegt ersatzweise ein ErganzungserlaB zur DIN 1055 "Windlasten
bei hohen Hochhausern in Frankfurt am Main” vor. Die Staudruckverteilung wird dabei
mit einem Boenreaktionsfaktor beaufschlagt, der zusétzlich von einem Gelandefaktor,
einem Béengrundanteil und einem Béenenergiefaktor abhéngt. Beispielsweise wurde
fiir das Commerzbank—Hochhaus in Frankfurt/Main ein Boenreaktionsfaktor von 1,97
ermittelt (Ladberg (1996)), der die stat. Windlasten nach DIN praktisch verdoppelt.

H’ n d =
rSOO ” f3,6 0
e L 0.001
450 |- P H = H[ R 3,2 / 0.008
- /// 0.01
400 — 28 //
‘ \ I ’ ' // s 0.02
350 — 2.4 f 0.04
Nicht / /// ’
300 schwingungsanfillig 2,0 / / ? 8:82
250 1,6 /A// Af;’ 0211
200 12/
150 0,8
100 0,4 T=1
, ’ f
5oL > 0
0 0102030405060,7 0 2 4 6 8 10 12
cog. |6 —= T [s€eC
=t /5% [sec]
Bild 4.4: Bild 4.5:
Kriterium fir die Schwingunganfalligkeit Faktor n zur Ermittlung der statischen
von Bauwerken (aus DIN 1055 T.4) Ersatzlast (nach Schiaich (1966))
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4.4 Sonderfall:
Systeme mit affinem Verformungsverhalten der Einzelstdbe

Allgemein sind raumliche Probleme dadurch charakterisiert, daB Gleichgewichtin drei,
voneinander unabhangigen Ebenen zu erfillen ist. Betrachtet man einen beliebigen
Querschnitt x in der y—z—Ebene des Tragwerks, so lassen sich die aussteifenden
Bauteile durch elastische Federn der Steifigkeit k;(x) ersetzen (Bild 4.6). Dabeiistes un-
erheblich, ob das so entstandene System statisch bestimmt ist. Setzt sich das System
aus Einzelstaben zusammen, die sich bei gleichartiger Last affin zueinander verformen
(d.h. nur biegeweiche oder nur schubweiche Einzelstdbe), so hat nur die Decken-
scheibe im Querschnitt der angreifenden Einzellasten Py und P, die Aufgabe, diese
Krafte zu den aussteifenden Bauteilen weiterzuleiten. Die anderen Deckenscheiben be-
teiligen sich nicht an der Lastabtragung; eine "Lastumlagerung” findet nicht statt.

Aufgrund des affinen Verformungsverhaltens der Einzelscheiben gilt in jedem Quer-
schnitt des Gesamtstabes die Beziehung:

ky 9
- = konst. und: e = konst. (4.21)
> k00 K00

( i)

k; 3 EL, 3 EIy,i
| e kyy ==z~ baw. k= —03 (4.22)

: ki GA, GA,,
T o 8=1 kyi=—x— bzw. Kk =—x (4.23)

Eine Entkopplung von Biegung und Torsion ist aufgrund der Beziehung (4.21) (und nur
deshalb) méglich, da als Bezugspunkt der Schubmittelpunkt (Drillruhepunkt) D als
Querschnittswert herangezogen werden kann; eine Kraft , deren Wirkungslinie durch
diesen Punkt geht, erzeugt nach Definition keine Querschnittsverdrehung (bzw.: bei rei-
ner Torsion verdreht sich der Querschnitt um diesen Punkt)
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Lage des Schubmittelpunkts D (Drillruhepunkt):

Eine Last P, durch D im Querschnitt x erzeugt It. Definition nur eine Translation Vy(X) in
z—Richtung. Da sich damit auch alle Einzelstabe um v,(x) verschieben, kann dieses
System mit einer Parallelschaltung von Federn verglichen werden. Die Last verteilt sich
damit auf die Einzelscheiben im Verhalinis der Einzelsteifigkeiten zur Gesamtsteifigkeit:

P, = < p, (4.24)
Z kz,i

Momentengleichgewicht beziiglich eines beliebigen Querschnittpunkies B liefert die
Beziehung fiir die y—Koordinate des Drillruhepunkts:

o = 2PV 2k XL (4.25)
Pz Z Kz Z Ly

-

y B Grundrig Ky z(¥)

|| Einzelstabe

Bild 4.6 : Lage des Drillruhepunites im Querschnitt

Dabei ist y; bzw. z; die Lage des Schwerpunkts des Einzelstabes.
Analog hierzu erhalt man flr eine Last Py:

_ 2.PyiZ _ D ki % _ Dl %
P Py >k >,

(4.26)

Setzt sich ein Tragwerk hingegen ausschlieBlich aus schubweichen Einzelstaben zu-
sammen, so erhalt man analog zu (4.25) und (4.26) die Beziehungen:
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GA, V. GA, 7
o 28 (4.27) und: z —@ (4.28)

Yo = S GA,, 0 = S GA,,

Entkopplung von Biegung und Torsion:
Wird als Bezugspunkt der Drillruhepunkt D festgelegt, gelten fir die einzelnen Koeffi-
zienten in (4.6) und (4.8) die Beziehungen:

> (Bl z) (Bl i) =0
- S(EL, z,) + > (Bl i) =0

(4.29)°
bzw.: ZGAi (yi cos?y, -2, siny; cosy;)= 0

> GA(y; siny; cost; -z sin?y;) =0

Dadurch entkoppelt sich das Differentialgleichungssystem (4.6) bzw. (4.8) bezlglich
Biegung und Torsion. Firr die reine Biegebeanspruchung ergeben sich beispielsweise
fiir den biegeweichen Einzelstab die aus (4.2) abgeleiteten Beziehungen zwischen Ver-
schiebungen und Biegemomenten:

_ 1 yz,i y,i yi (4 30)
| T ~12 )
Vi E (IY»i L Iyz.i) -1, “Iyz,i szi
bzw. fur den aus biegeweichen Einzelstdben zusammengesetzten Gesamtstab:
vy 1 Iy Iy My
= —— 4.31)
p 12 (
v, ElyL-15) | o, .| | M,

wobei:
Iy = EIy’i : I, = ZIZJ : Iy, = ZIVZJ (4.32)

My bzw. M; ist das aus der 4uBeren Belastung resultierende Biegemoment im Trag-
werksquerschnitt. Analog hierzu erhdlt man die Beziehungen firr den aus schubweichen
Einzelstdben zusammengesetzten Gesamtstab.
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Fur die Verteilung des resultierenden Biegemoments auf die Querschnitte der Einiel—
stédbe erhilt man aus den Beziehungen {4.2), (4.30) und (4.31) die Bestimmungsglei-
chungen fiir die Momentenverteilung:

My, 1 “El, -EL, I, 1] [ M
= T2 4.33
M, Edy I - 1) El,  EL,, I | | M (4.33)

Ist diese bekannt, so kann dber die Beziehung (4.30) oder (4.31) der Verlauf der
Krimmungen, bzw. durch Integration von (4.30) oder (4.31), der Verlauf der Ver-
schiebungen vy, und v, ermittelt werden.

4.5 Sonderfall: Symmetrische Systeme
Biegebeanspruchung symmetrischer Systeme:

Flir symmetrische Systeme kann bei symmetrischer Lasteinwirkung ein ebenes Ersatz-
system zugrunde gelegt werden (Bild 4.7), da sich Biegung und Torsion voneinander
entkoppeln. Eine analytische Betrachtung des Problems wird am kontinuierlichen
Ersatzsystem durchgefiihrt. Dabei werden alle biegeweichen Einzelstabe durch Addi-
tion der Einzelsteifigkeiten zusammengefaBt. Ebenso werden auch alle schubweichen
Einzelstabe zusammengefaft.

El = > EI
X)

p( GAys = Z GAers,i

Bild 4.7: Wechselwirkung beim ebenen Wandscheibe—-Rahmen—System

Durch eine Gleichgewichtsbetrachtung im Systemquerschnitt ergibt sich mit Hilfe der
Differentialgleichungen fir den biegeweichen Balken:

EL- vV = p(x) - n(x) (4.34)
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bzw. fiir das schubweiche Ersatzsystem des Rahmens:
~GAgrs " V' = N(X) (4.35)
durch deren Addition, die Differentialgleichung flir die Biegelinie des Gesamtsystems:

¥ X GA
V-af-v = P_é_ll mit: @§ = g (4.36)

Diese hat prinzipiell den gleichen Aufbau wie die eines drehfedergelagerten Balkens.
Die Lésung der Differentialgleichung (4.36) hat die allgemeine Form:

v(x) = vp + Cy + Cx + Gy coshlonX) + G, sinh(ox) (4.37)

mit dem lastabhéngigen Partikularanteil vp,. Dieser ist:

bei einer Gleichlast bei einer Dreieckslast
Po ’ Po
Po 2 Po 3
= - - X 4.38 [ . 4.3
T E o (.39 %= "gEan © *%

E | £

Die Werte fiir die Konstanten C; lassen sich mit den statischen und geometrischen Rand-
bedingungen des Kragbalkens bestimmen:

1.An der Stelle x=H ist keine resultierende Querkraft vorhanden:

"

v'(H) - o2 v(H) =0 -G, =

- vp(H) (4.40)

2.An der Stelle x=0 ist keine Querschnittsverdrehung méglich:

: vp'(H)  vp(H)
V() =0 = Cy =+ ‘&V (4.41)
&y

3.In der Wandscheibe ist an der Stelle x=H kein Biegemoment vorhanden:
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vp(H)

1 . o > Cp = e
ElviH =0 37 742 coshloyH)

~ G, tanh(a,H) (4.42)
4. An der Stelle x=0 ist keine Horizontalverschiebung maglich:

V(O) =0 - C1 _ Vp(H)

= m + C4 tanh(ayH) (4.43)

Analog hierzu erhélt man fir eine am Kopfende angreifende Einzellast mit den ent-
sprechenden Randbedingungen die Konstanten:

-__P __P
Cy = = O‘\s/ tanh(a,,H) , C, =i 0‘\2/ ,
(4.44)
P
Cy;=-C und: C, =~
3 1 4 El ava

Die Funktion fir den Normatkraftverlauf n(x) in den Koppelstaben kann mit Hilfe von
(4.35) und (4.37) bestimmt werden, Damit ist;

() =~ GAgs (Vp(X) + Cy of cosh(ayx) + C, a2 sinhonx)) (4.45)

Die resultierende Querkraft wird an der Einspannung (x=0) volistdndig von der
Wandscheibe aufgenommen, da dort v'(0)=y(0)=0. Am Kopfende (Querschnitt x=H)
wirkt deshalb eine singuldre Normalkraft:

H
N* =—jn(x) dx
0

i

GAers (Vp(H) - vp(0) + Cy ay (cosh(oyH) - 1) + C4 aysinhloH))  (4.46)

Setzt man die Beziehungen (4.40) bis (4.43) fur die Konstanten C; in Gleichung (4.37)
ein, so erhalt man im Falle einer Gleichiast py und nach einigen Umformungen die
Beziehung fiir die horizontale Ausbiegung des Systems:
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Po H* H4

V(E) = 8 EI l'(1 po(aVH E) (447)
mit der Abkiirzung:
g (ayH) sinh(a,H) + 1
Kipo = (aVH)4[( cosh(oyH) ) (coshiayHE) - 1) -
o) sinhlee,H) + (e H) (5 - -12—;;2)] (4.48)
wobei: & = ﬁ

Nach Differentiation des Ausdrucks (4.47) wird fir den Querkraftverlauf:
QuE) = pyg H - szpo(aVH,E) (4.49)

und den Momentenverlauf:

2
Mp(€) = —5—  Kgp,(WH, ) (4.50)

eine Funktion:

1 [ ((av H) sinh(ayH) + 1

Kap, = T Soshla ) ) sinh(ayHE) — (o H) cosh(aVHE)] (@.51)

bzw.:

stpo = —

5 [((av H) sinh(ayH) + 1

(ay W cosh(ayH) ) cosh(ayHE) - (ayH) sinh(ayHE) - 1]

(4.52)

ermittelt. Analog dazu werden die Funktionen fr eine Dreieckslast hergeleitet. Die
Verlaufe von Kq(E), Kz (€) und Kg(E) fur Gleichlast und Dreieckslast sind in den Bildern
A—01 bis A—04 im Anhang dargestellt. Die Verlaufe von Ky (H), Ko(H) und K3(0) zeigt
Bild A=05. Dabei zeigt sich Ky (aH, H) als ”lastunabhanglgerSystemwert" Dieser Sach-
verhalt ist einfach zu erkléaren:
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Die Funktion K spiegelt den qualitativen Verlauf der Biegelinie wieder. Bei einem biege-
weichen Balken wére dies nach analytischer Lésung fiir eine Gleichlast eine Parabel
4—ter Ordnung, bzw. eine Parabel 5—ter Ordnung filr eine Dreiecklast. Bei sinem
schubweichen Balken dagegen entspricht die Biegelinie einer quadratischen Parabel
fr eine Gleichlast, bzw. einer kubischen Parabel fir eine Dreieckslast. GroBere Unter-
schiede im Funktionsverlauf zeigen sich deshalb erst bei der dritten Ableitung von Ky,
bei den Querkraftverlaufen.

Fur uberwiegend durch Schub geprdgtes Verformungsverhalten wird anstelle von
(4.47) sinnvollerweise die Beziehung:

2 Hy2 )
Ve = 2peiers' [(_a%r)” Ktpo(“vH’@} = 2 GAgy KiploHB (459)

angesetzt, da die Funktionswerte von Ky sehr klein werden. Die Verléufe der entspre-
chenden Funktionen K; sind ebenfalls im Anhang dargestellt.

Zusammenfassend kann das Tragverhalten des Scheibe—Rahmen Systems ver-
einfacht so beschrieben werden, daB der Rahmen die Scheibe im oberen Bereich stiitzt
und diese Stltzkréfte im unteren Bereich an die dort steifere biegewsiche Scheibe
abgibt (vgl. Verlauf von K»).

Torsionsbeanspruchung symmetrischer Systeme:

Auch bei symmetrischen Systemen ist eine Torsionsbeanspruchung des Tragwerks,
beispielsweise durch ausmittige Windlasten, zu untersuchen. Die Differentialgleichung:

Ely OV - GI; ® = m; (4.54)

hat prinzipiell den gleichen Aufbau wie die Differentialgleichung (4.36) fiir den Fall der
Biegebeanspruchung. In (4.54) ist Ely die auf den Drillrunepunkt bezogene Wélbstei-
figkeit des Tragwerkquerschnitts nach Gleichung (4.7) und Gl die St. Venantsche Tor-
sionssteifigkeit nach (4.10).

Fir die Differentialgleichung (4.54) ergibt sich die Lésung analog zu (4.36):

O(x) = Op(x) + Cy + C, x + C5 cosh(agx) + C, sinh(ogx) (4.55)
GL
e 2 _ v
mit:  ag = El,
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Die Partikularlésung ist abhéngig von der Torsionsbelastung mt(x). Sie kann analog zu
den Beziehungen (4.37) und (4.38) ermittelt werden. Fir ein Torsionsmoment
my=Kkonst. ergibt sich beispielsweise der Partikularanteil:

O, = -

X2 (4.56)

(vgl. (4.38)) Mit den Randbedingungen fir den Kragtrager:

1. El, ®'(H) - GI; ®'(H) = 0,

(4.57)

erhalt man flir die Konstanten C; bei einer gleichmaBigen Torsionsbeanspruchung my=
konst. folgende Bestimmungsgleichungen:

My

i IS— tanh
Cs Gl; a2 cosh(aH) + CatanhlagH)
_meH
" e (4.58)
Cs = -Gy
C
Co=-g2

Eingesetzt in (4.55) ergibt sich nach einigen Umformungen fir den Verlauf der Quer-
schnittsverdrehung:

H4
0®) = g KileeH D (4.59)

Der Faktor K4 kann fir eine Gleichlast mr=konst. (mit a=a0g) ebenfalls Bild A~01 im
Anhang entnommen werden. Fir eine Dreieckslast gilt analog die Beziehung aus Bild
A—03. Entsprechend gelten die Funktion K; bei schubweichen Systemen.
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Bei der Lastabtragung infolge Torsionsbeanspruchung entsteht am freien Ende, analog
zur singuldren Normalkraft N* bei Biegebeanspruchgr)g, ein singulares Torsions-
moment Mt". Bei der Wélbkrafttorsion (aligemeiner Falrlrfépaltet sich das Torsions-
moment in einen Priméaranteil My, und einen Sekundéranteil M auf. So ergibt sich fur
den Verlauf des sekundaren Torsionsmoments:

Mg = My H - KylagH, &) (4.60)

Der Systemparameter Kj kann (mit a=0g) Bild A—02 bzw. A—04 entnommen werden.
Das priméare Torsionsmoment ist:

My =me H- (1 -E-K,) (4.61)
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[ Scheibentragwirkung ]

Gelenkkette

Bild 5.1: Prismatisches Faltwerk

5. Finite Balkenelemente mit verallgemeinerten Querschnitiswerten
("Verallgemeinerte —Finite— Balkenelemente”)

5.1 Reduktion durch Reihenentwicklung

Das in Abschnitt 3 aufgestelite, kontinuierliche Ersatzsystem eines Hochhaustragwerks
setzt sich aus einzelnen und zu Faltwerken zusammengeschlossenen Scheiben mit ab-
schnittsweise konstanten Querschnittswerten zusammen. Das Tragwerk wird aller-
dings nicht kontinuierlich dargestellt, sondern entsprechend der Finite—-Elemente—
Methode in einzelne Bereiche endlicher GréBe unterteilt. Die Einzelscheiben haben

dann eine Lange ¢ = H , eine Breite b; und eine Dicke ; (Bild 5.1). An den gemeinsa-
men Kanten kdnnen analog zur Rosman’schen Betrachtungsweise (Rosman (1967))
eines Gelenkfaltwerks nur Schubkréfte zwischen den Scheiben Gbertragen werden. Die
Piattentragwirkung wird vernachlassigt (my=0), bzw. aufgrund der dehnstarren Dek-
kenscheiben nicht aktiviert (mys=0). Neben dem globalen Koordinatensystem (x, y, z)
wird ein lokales Elementkoordinatensystem (x, s;, ;) eingeflihrt, die lokalen Verschie-
bungen der Mittelflichen sind u;(x, s;), vi(x, s} und w;(x, s;). Aufgrund ihrer Schiankheit
werden derartige Faltwerke auch als "Stabschalen” bezeichnet, da sie Querlasten
analog zur Balkentheorie in Form von Biegemomenten (Uber den Querschnitt auf-
integrierte Normalspannungen o) und Querkréften (Uber den Querschnitt aufintegrierte
Schubspannungen 1) abtragen.
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Ausgehend vom Prinzip der virtuellen Verschiebungen (Pv.V.) ist die virtuelle Arbeit der
inneren Kréfte eines aus insgesamt M Einzelscheiben zusamr%engesetzten Systems:

M
6wint = _Z jaET o dVl = — f@ET o dV (51)

i=1
o @

Dabei ist o der Spannungsvektor und & derVektor der Verzerrungen mit:

Og €s

¢ =| Ox und € = | €x (5.2)
Txs Yxs

Mit der Werkstoffbeziehung fir Hooke'sches Material o = C + €  ergibt sich fir (5.1):

dwint = _ j 3" C e dV (5.3)
)

Die Scheiben sind dinn, so daB ein ebener Spannungszustand vorausgesetzt werden
kann. Bei isotropem Materialverhalten hat die Materialmatrix dann die Form:

E Ev
1-v2 1 -2
Ev E
= 4
c 1—v2 1 -2 (64)
. _ E
0 0 G mit: ———————-*2(1+V)

Aufgrund der dehnstarren Deckenscheiben ist eine Verzerrung in Querrichtung nicht
mdglich (es=0). Dies ist zwar nur in diskreten Querschnitten der Fall (Bild 5.1); aufgrund
der Vielzahl der vorhandenen Deckenscheiben wird diese Annahme jedoch in allen
Querschnitten zugrundegelegt. Damit reduzieren sich die Matrizen zu:

E u’

LS 0 Oy €

1-v2 0= T oe= = (5.5)
0 G Txs Yxs u+v
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Spannungen in Querrichtung werden Uber die Beziehung og=vo, ermittelt und
naherungsweise entlang der gesamten Gebaudelangsachse, d.h. auch in Bereichen
ohne Querdehnungsbehinderung (zwischen den GeschoBdecken), angesetzt.

Grundgedanke bei der Verallgemeinerten Biegetheorie von Schardt fir die Ableitung
eines eindimensionalen Balkenmodells ist die Methode von Kantorovich (1956) far die
L.ésung von allgemeinen Variationproblemen bei Funktionalen mit mehreren, unabhén-
gigen Variablen. Der qualitative Verlauf der Verschiebungen u(x,s), v(x,s) und w(x,s) im
Querschnitt einer Einzelscheibe oder des gesamiten Tragwerks wird durch einen Pro-
duktansatz mit Hilfe gewéhiter Interpolationsfunktionen fi(s), gi(s) und 9k(s) mit:0 <
j = Jbzw.: 0 = k = Knaherungsweise beschrieben. Dadurch wird hier Gber einen Rei-
henansatz eine Variablentrennung bei den Verschiebungen in s und x vorgenommen.
Es sind:

u(,s) = > fi(s) - U0 ;  v(x,s) = > 9ls) Vi = > 98) + Vi
() {K) ()

bzw.:

ux,s) = 1(s) - UK ; vix,s) =@7(s) " V() ;5 wlxs) = éT(S) “V(x) (5.6)

mit den Vektoren:

£T(s) =| f,(8), fals), ... Fy(8)]| ;
) = | 01(8), 9506, - - 0kl i 8O = | Guls) ol6)s - - - Gl |
Ul = U009, Uy, . - Uys)| Vi) = Vi), Vo), .. . Viis)

Dabei werden die Funktionen Uj(x), Vi(x) als "Verallgemeinerte Verschiebungen” be-
zeichnet. Die Funktionen fi(s), gk(s) und §k(s) sind "Verallgemeinerte Koordinaten-
funktionen”. Die Verallgemeinerten Verschiebungen Vi (x) gelten dabei fir die Reihen-
entwicklung der Verschiebungsfelder v(x,s) und w(x,s), da diese fir den allgemeinen
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raumlichen Verformungszustand, aufgrund der anfangs getroffenen Annahme dehn-
starrer Deckenscheiben, miteinander gekoppelt sind.

Fir die Spannungsverldufe im Querschnitt erhdlt man mit den Ansétzen (5.6) die
Bestimmungsgleichungen:

= (5.7)

it f=df .y 2 du
mlt.f—dS,U—d

Far (5.3) ergibt sich durch Einsetzen von (5.5) und den Verschiebungsansétzen (5.6)
die%eziehung:

~BWint = j jﬁeTCedA dx =
(H)(A)

, , .T
va—zauT ff-deAde+ G sUT ff-fdA U dx +

(H) (A) (H) (A)
. , .T
+3 | aour f-gTdAde+%feévT jg-fdA U dx +
(H) L(A) (H) (A)

_|_
N
ey

G ovT [ g g7 dA| V' dx (5.8)
L (A)

I

Dabei ist A die Querschnittsfliche des Tragwerkquerschnitts in der globalen y—z
Ebene, die sich aus der Summation der Querschnittsfiachen A; der Einzelscheiben
ergibt. Es werden folgende Abkirzungen fiir die in den eckigen Klammern stehenden
Integrale eingeflhrt:
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A= Jf-deA : B=| |i-1 dA|:
A

L(A) LA)

(5.9)
C-= Jf-gTdA; D= Jg-gTdA
L(A) (A)

Fiir die virtuelle Arbeit der inneren Krfte des nunmehr "Verallgemeinerten Balkens”
ergibt sich fur (5.8) nach Einsetzen der Abkurzungen (5.9):

~SWint = JT:EV—Z-éu'TAU'dX—F JG'6UTBde+ JG~6UTCV'dx+
(H) (H) (H)

+ JG~6V'TCTde+ JG-&V'TDV'dx (5.10)
(H) (M

Die Matrizen A, B, C und D sind die Matrizen der Verallgemeinerten Querschnittswerte.

Fiir den einfachen Sonderfali eines auf Biegung beanspruchten, ebenen Balkens mit
Rechteckquerschnitt werden die in Bild 5.2 dargesteliten lokalen (d.h. auf das lokale
Koordinatensystem bezogene) Ansatzfunktion f und g fur den Verlauf der sich ein-
stellenden Querschnittsverschiebung gewahit. Als Veraligemeinerte Verschiebungen
werden hier die Querschnittsverdrehung U um die lokale r—Achse des Balken-
querschnitts und die Verschiebung Vin die lokale s—Richtung gewahit. AuBerdem wird
vereinfachend die Bernoulli—Hypothese der ebenbleibenden Querschnitte zugrunde-
gelegt. Durch Auswertung der Integrale (5.9) erhalt man mit:

A= J'f-?TdA =L192‘i=1,r und: B=C=D=bt=A

(A)

fur die (Jokalen) Verallgemeinerten Querschnittswerte mechanisch deutbare Quer-
schnittswerte (Flachentragheitsmoment I, Querschnittsflache A) fur die Biegung und
den Schub eines ebenen Balkens.
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b
r o 2
' LY =
s

Bild 5.2: Verallgemeinerte Koordinatenfunktionen f und g (lokal)
fur die Biegung eines ebenen Balkens

5.2 Wahl der Ansatzfunktionen

Von den gewahlten Ansatzfunktionen wird lediglich gefordert, daB sie

* geometrisch vertraglich sind,

* linear unabhangig sind,

* den Verformungszustand ( lastfallabhéngig ) vollstandig beschreiben kénnen.

Dartiberhinaus sind die Ansatziunktionen prinzipiell frei wahibar. Mit der Bernoulli—
Annahme ebenbleibender Querschnitte kénnen beispielsweise fir einen einfachsym-
metrischen, gegliederten Hochhauskern die in Bild 5.3 dargesteliten Querschnittsfunk-
tionen flr Verschiebungen in bzw. aus der Querschnittsebene aufgestellt werden.

Die Einzelscheiben sind dabei durch zwei Querschnittsknoten o begrenzt. Die diskreten
Riegel werden durch eine kontinuierliche schubweiche Scheibe mit der Dicke ters
ersetzt. Die Verschiebungsfunktionen gy (s) und @k(s) beschreiben firr den allgemeinen
réumlichen Verschiebungszustand die drei Bewegungsmadglichkeiten (— K=38) einer
starren Deckenscheibe in ihrer Ebene. Fur die Verdrehung ©=1 um die Stabachse wird
ein beliebiger Bezugspunkt B gewéhlt. Nur fir den Sonderfall eines doppelt—sym-
metrischen Systems kann als Bezugspunkt der Schubmittelpunkt bzw. Drillruhepunkt
des Systemquerschnitts gewahlt werden, so daB sich Biege— und Torsionsbean-
spruchung voneinander entkoppeln lassen.
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Verschiebungen v und w in der:Querschnitisebene

Einzelscheibe

Typ

Einzelscheibe

Typ

Ansicht

Bild 5.3: Einheitsverschiebungszustdnde am Beispiel eines
gegliederten Hohlkastenquerschnitts
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Mit den Funktionen f, werden mégliche Langsverschiebungszustinde vorgegeben. Sie
beschreiben die sich einstellende Querschnittsverwslbung, wenn ein oder mehrere
Querschnittsknoten um den Betrag U=1 verrtickt werden. Insgesamt miissen sie die
durch Biegung oder Torsion hervorgerufene Querschnittsverwélbung beschreiben
kdnnen. Durch eine Linearkombination U=Uq+Uz=Uz~Us—Us~Ug wird beispiels-
weise die Biegung um eine durch den Flachenschwerpunkt gehende Parallele zur
globalen y—Achse dargestellt. Bei einfachen Querschnittsformen lassen sich durch
solche Kombinationen von Einheitsverriickungszustanden mechanisch deutbare
Verformungszusténde ansetzen (vgl. Biid 5.2).

Fir eine numerische Umsetzung der beschriebenen Methode ist es erforderlich, die
Ansatzfunktionen eindeutig festzulegen. Um aligemeingiiltige, fir beliebige Systeme
anwendbare, mechanische Beziehungen herzuleiten, werden die Ansatzfunktionen fir
die Einzelscheiben deshalb zunéchst auf lokaler Ebene gewahlt. Der Zusammenbau
zum System erfolgt dann nach einer Koordinatentransformation im Sinne der Finite—
Etemente—Methode Uber eine logische Zuordnung von Freiheitsgraden.

Fir die Einzelscheibe werden einheitlich, d.h. fur alle Scheibentypen die in Bild 5.4
angegebenen (lokalen) Verallgemeinerten Koordinatenfunktionen (ber die Breite b
bzw. nb der Scheibe angesetzt. Durch eine Linearkombination von ¥ und ¥, ist damit
die Balkenldésung darstellbar. Mit f3 wird fiir querbeanspruchte Wandscheiben der aus
dem nichtlinearen Verlauf der Schubspannungen resultierende, kubische Anteil der
Querschnittsverwdibung erfaBt (Hofmann (1992)). Insbesondere fiir Stockwerkrahmen
sind mit den Funktionen f; und 75 die zusétzlichen, nichtlinearen Wélbanteile bertick-
sichtigt (vgl. Abschn. 2.3).

Da sich die Wirkung einer Einzelscheibe auf die Scheibenwirkung beschrankt, wird als
Verallgemeinerte Verschiebung V die Verschiebung in Scheibenebene (lokale s—Rich-
tung) gewanlt. Es genlgt deshalb der Ansatz von nur einer Verallgemeinerten Koor-
dinatenfunktion g. Bei gegliederten Scheiben werden fiir die kontinuierliche schub-
weiche Scheibe (Typ [2)) die Funktionen f3 und 4 jedoch nicht angesetzt, da diese Form
der Querschnittsverwdlbung bei fehiender Ubertragungsmdglichkeit von Normal-
spannungen nicht méglich ist.
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fo=1- 13
g=1
oo 1
=1
?3=:°’-6/-—§(1—3t;2)
?4=ig-c2

Bild 5.4: Lokale Koordinatenfunktionen ¥, und g (lokal) fir Wand— und

Rahmenscheiben
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5.3 Die Matrizen der Verallgemeinerten Querschnittswerte

Die Integrale in (5.9) werden mit den gewdéhlten Ansatzfunktionen vorab ausgewertet,
Die Matrizen A;, B;, C; und D; der lokalen Verallgemeinerten Querschnittswerte der
Einzelscheiben (vgl. Bild 3.4) haben dann fiir Wandscheiben (Typ M) die Form:

- . - -
11 .8 3 -
3 6 10 8 ! ! 0 0
i /B8 3
A = 3 1 8 |t B = R
18 0 108 0
35 5
9 36
L 14 - L 5 J
r -
-1
— 1 .
C = t D,=bt
0
0
Wandscheibe (Typ (1))

Fir den Scheibentyp (Ersatzsystem fiir die Riegelreihe bei einer gegliederten
Scheibe) gilt die Einschréankung, da8 keine Normalspannungen Ubertragen werden
kdnnen. Aus den Bestimmungsgleichungen (5.7) flr die Spannungen und den Bezie-
hungen (5.9) wird ersichtlich, daB damit auch keine Veraligemeinerten Querschnitts-
werte A; vorhanden sind. Zusatzlich werden die Funktionen fa, f4 nicht angesetzt. Die
Matrizen der Verallgemeinerten Querschnittswerte haben dann die Form:

>l
It
wi
il
g
w

ol
I
=

i tors = eR ters

schubweiche Scheibe fur gegl. Scheibe
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Allgemein lassen sich Gber die Scheibenbreite regelméBig angeordnete Punkiquer-
schnitte fiir den Scheibentyp [@ einfach berlicksichtigen. Die Funktionswerte der Stutz-
stellen sind Tabelie 5.1 zu entnehmen. Durch einen Vergleich der einzelinen Komponen-
ten fir die Matrix A kann gezeigt werden, daB bei n>5 die Stielquerschnittsflachen
naherungsweise (iber die Breite der Scheibe verschmiert werden kénnen (Vergleich flr
n=6: Ay1=2,527 - Agt (punktweise) <> A1=2,333 - Agt (verschmiert)).

Fur einen n—feldrigen Stockwerkrahmen ergeben sich die Matrizen der Querschnitt-
swerte in der Form:

1
11 .8 3
3 6 10 8
_ T _ i1 B 3
A = A f T A = 3 10 8 n+1) A
i S i S
n+1) . 18 4 N
firn=<5 35 firn > 5
9
L 14
1 -1 0 0 ] -1
_ 10 0 | tes _ 1 _
B = ——e——B C = ters D =n b ters
108 0 n 0
> 36
L 5 L 0

n-feldriger Stockwerkrahmen (Typ bzw. []+2]) |

Die Matrizen der Einzelscheiben werden zu den symmetrischen Systemmatrizen A, B,
D und der nicht—symmetrischen Mairix C zusammengebaut und beinhalten dann alle
Informationen (Verallgemeinerte Querschnittswerte), die den Querschnittsaufbau, d.h.
die Anordnung und Ausrichtung der Einzelscheiben betreffen. Beim Zusammenbau
werden geometrische Abhangigkeiten (Identitaten) von Verallgemeinerten Verschie-
bungen U; in Form einer Zuordnungsmatrix Zy beriicksichtigt. Da diese Matrix i.a. mit
sehr vielen Nullen belegt ist, ist es einfacher die einzelnen Anteile analog zur Direkten
Steifigkeitsmethode direkt in die Matrix hinein zu addieren. Es gilt:

UE) =2, U@ (5.11)
LT S -
mit: U'(8) = [Uy; Upy Uy Usq | Uip Unp Ugp Ugp |- -+ [Usp Upm U U4,M]
und dem durch die Identititen reduzierten Vektor U(E).
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i % T3 [/
n=1 L 0 - -
0 1 - -
1 0 0 0
n=2 0.5 0.5 0 1
0 1 0 0
1 0 0 0
n=3 0.667 | 0.333 | —0.7698| 0.963
0.333 | 0.667 0.7698 | 0.963
0 1 0 0
1 0 0 0
0.75 0.25 —0.9743 | 0.875
n=4 05 0.5 0 1
0.25 0.75 0.9743| 0.875
0 1 0 0
1 0 0 0
0.8 0.2 -0.9977| 0.784
h=5 0.6 0.4 —0.4988 | 0.992
0.4 0.6 0.4988| 0.992
0.2 0.8 0.9977| 0.784
0 1 0 0
1 0 0 0
0.833 | 0.167 —-0.9623 | 0.7037
0.667 | 0.333 | —0.7698| 0.9630
e 05 | 05 0 1
0.333 | 0.667 0.7698 | 0.9630
0.167 | 0.833 0.9623 | 0.7037
0 1 0 0

Tabelle 5.1: Funktionswerte bei variabler Anzahl von Feldern

71




Da die Querverschiebung V der Scheibenguerschnitte in der lokalen s—Richtung aus-
gedrlickt werden, wird eine Transformation in die giobalen Richtungen durchgeflhrt.
Die Wirkungsrichtung einer Einzelscheibe ist gegentiber der globalen z—Richtung um
den Winkel g; geneigt (Bild 5.5). Fir die Beziehung zwischen der lokalen Verschiebung
¥, und den globalen Verallgemeinerten Verschiebungen V4, Vo und Vg gilt die Bezie-
hung:

Vi®) = Rl - V() (65:12)
mit: R;=| cosy; und  V(§) =| V2
G Vs

Dabei ist ¢; der senkrechte Abstand des Drehpunktes B zur Wirkungsrichtung der
Scheibe. Mit: '

g, Vi® = G Rl - V() (5.13)
91
af wobei:  g;=| U»
93

erhalt man die globalen Ansatzfunktionen g fur die Verschiebung einer Scheibe in
ihrer Ebene. Sie beschreiben die Verschiebungsverlaufe im Querschnitt infolge einer
Einheitsverschiebung Vy=vy=1 bzw. Vo=v;=1 bzw. einer Einheitsverdrehung des
Tragwerkquerschnifts V3=0,=1.

Bild 5.5: Lage einer Einzelscheibe im globalen Koordinatensystem
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Fur die Matrizen der globalen Verallgemeinerten Querschnittswerte eines M-~
Scheibensystems erhalt man so die Beziehungen:

A=2Z1 R z, ; B=2] B 2, ;
(5.14)
C=2) CRT; D=)> R DRl
mit: A=Diag [A, A, ... A ;

B = Diag [B, B, ... By] ; R]
R;
C=Diag [C, C, ... Cy] ; und: RT =
R},

Dabei sind A, B und € Diagonalmatrizen und R die Transformationsmatrix vom Format
(M, 3).

5.4 Scheiben mit gekriimmten Querschnitten

Flr Einzelstdbe mit gerader Stabachse und gekrimmten Querschnitten (Bild 5.6)
werden flir die Verlaufe der Verallgemeinerten Verschiebungen U und V ebenfalls die
Ansatzfunktionen nach Bild 5.4 gewahlt. Die Krimmung des Querschnitts wird dabei
als konstant angenommen (Kreisringstlick). Der Winkel ¥* (Bogenman) entspricht dem
Offnungswinkel des Kreisringsticks, mit y* wird die Orientierung festgelegt.

Setzt man néherungsweise ebenbleibende Querschnitte voraus, so muB auch fir eine
Wandscheibe mit Kreisringquerschnitt die globale Biegung um eine beliebige Achse
unter dieser Voraussetzung darstellbar sein (Bild 5.7). Mitden gewéhlten, lokalen Verall-
gemeinerten Koordinatenfunktionen ist dies allerdings nicht méglich, so daB eine ent-
sprechende, feine Elementierung im Querschnitt erforderlich ist, Es git:

C=agr = T (5.15)

Da die Plattentragwirkung d.h. die Biegesteifigkeit Elgs der Einzelscheiben um die
"schwache Achse” auBerdem vernachlsigt wurde, ist es erforderlich, den Winkel ¥*
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s0 zu begrenzen, daB diese Annahme noch gerechtfertigt ist. Der Winkel wird aus die-
sem Grund auf W ,=11/4 begrenzt, da der Flachenschwerpunkt bei den Ublichen
Scheibendicken dann innerhalb der Querschnittsfldche liegt.

Bild 5.7:
Querschnittsverwolbung eines dinn—
wandigen Kreisringprofils infolge Biegung

Zwischen den Winkeln besteht nach Bild 5.6 die Beziehung:

Y=g - (5.16)

Die Ansatzfunktionen ; (lokal) und g; (global) werden mit (5.15) in Abhangigkeit von
dem Winkel ¥ ausgedrickt. Dabei kann der zur Beschreibung des Verdrehfreiheits-
grades V3 erforderliche, senkrechte Abstand c; eines beliebigen Bezugspunktes B von
der Tangente, ausgehend von der Tangentengleichung in der Hesse’schen Normal-
form:

y cosy, + Zsiny; + R, = 0 5.17)
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durch Einsetzen der Koordinaten yg und zg des Bezugspunktes ermittelt werden. Damit
ist:

ci(y) =| Vg; cOSY; + Zg; sinyp; + R, (5.18)
Nach (5.15) gilt auBerdem:

R v
ds; = Ry d¥ = — ot

Damit ergeben sich fir die Ansatzfunktionen nach Bild 5.4 bzw. deren Ableitungen
folgende Beziehungen:

5 2oty of
fi=g 1-9 N E TR R AW
1 ) f - 1
hi=z (1+0 27 R W
(5.19a)
?3I=g~\/§C(1“§2) : ?3=Ff{p§f (1-3¢%
fa=1- 10 o= B 1
und:
94,0 = —Sm(w* - ‘2*' C)
* ‘II*
90,0 = cos(w - —zl E;) (5.19b)

ga,i(C) = ¢i(0) =

< - Y P
Vi cos(mp =5 l) + Zp; S'“(U) oy C) + R,

Die Matrizen A und B der Verallgemeinerten Querschitiswerte haben dann die dem
Scheibentyp entsprechende Form nach Abschnitt 5.3 mit:

b bzw. {5 = R oy Scheibentyp und (gegl. Scheibe)
bzw.: nb=RWY fir Scheibentyp und [7] (Stockwerkrahmen)
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Die Integralauswertung fir die Matrizen € und D ist etwas aufwendiger und wird sinn-
vollerweise rechnerunterstitzt durchgefuhrt.

5.5 Herleitung der Elementsteifigkeitsmatrix des
Veraligemeinerten Finiten Balkenelements

Entsprechend der Finite—Elemente—Methode werden Geometrie und Verformungen
an diskreten Punkten definiert, der Verlauf mit Interpolationsfunktionen angenéahert.
Ausgehend von Beziehung (5.10) wird ein Ansatz flir die Veraligemeinerten Verschie-
bungen U(x) und V(x) in Richtung der Stabachse gewahit. Dabei werden fiir die Langs—
und die Querverschiebungen die gleichen Interpolationsfunktionen L(E) gewéhit, die
das kontinuierliche Verschiebungsfeld u damit elementweise (N=Anzahl der Element-
knoten) durch diskrete Knotenwerte vg annéhern. In allgemeiner Form ist:

u= L vg (5.20)
Dabei ist u der Vektor der Verallgemeinerten Verschiebungen:

U@

V(5

und vg der Vektor der diskreten Knotenverschiebungen:

= [UTVTup v g

Die Matrix der Interpolationsfunktionen hat den Aufbau:
=[]

mit: LU=[L1 O)Lzoi...

und: Ly =[0 L,
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Verschiebungsverlauf

linear (N=2) % | Li-a, ek
quadratisch (N=3) 4——*————# be=ay, +a,  E+ag, &

ure

i
o
e

I

I
4
[T253

I

X

kubisch (N=4) &—e—eo—o | L =a +a, E+ay E2+a,  E3

Tabelle 5.2: Ansatzfunktionen L, fur Verschiebungsverlaufe U(E) bzw. V(E)

Da die Verschiebungsfunktionen (vgl. (5.8)) nur inihrer ersten Ableitung berlicksichtigt
werden, ist fur die Verschiebungen selbst nur ein linearer Ansatz erforderlich. An den
Elementgrenzen ist damit ein stetiger Ubergang fiir die Verschiebungen gewdhrleistet
(CO— Stetigkeit). Die allgemeinen Ansatzfunktionen sind der Tabelle 5.2 zu entnehmen.
Die Werte fir o, mit 1 = j,r = N bestimmen sich aus der Bedingung, daB nur der
Funktionswert von L; den Wert 1 annimmt und sich fir die anderen Funktionen der Wert
0 ergibt. Beispielsweise erhdlt man so fir einen quadratischen Ansatz (N=3) die
Lagrange’schen—Interpolationspolynome:

1&@ @ #1
L@ =1-85+22 L) =d5-482 L9 --c+22 (521

Setzt man die Verschiebungsansatze (5.20) in (5.10) ein, so erhait man fiir die virtuelle
Arbeit der inneren Kréfte den Ausdruck:

1 1 1

~dWint = gy T 7 (Evz) I LyALydE + Ge J LiBLydg v + SV|G f Ly CTLydE v +
0 0 0

1 1
+ ovl|G f L{CLudE |vg -+ ovi S f LTDLydE [ve mtLl =9k (522
0 0
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Das einer Gleichgewichtsaussage &quivalente Prinzip der virtuellen Verriickungen:
W = dwint 4+ dwext = (5.23)

mit der virtuellen Arbeit der inneren (W) bzw. der auBeren Krafte (SWext) flihrt mit
Svez£0 auf das System der statischen Gleichungen:

kK -vg=p (5.24)

Dabei ist p der sich aus der auBeren Belastung mit dem gewéhlten Verschiebungsan-
satz ergebende globale konsistente Lastvektor (— Abschn. 5.6). Die aus (5.22) abgelei-
tete Elementsteifigkeitsmatrix k fir ein N—knotiges Element hat die allgemeine Form:

kit Kiz .. kay
K k2

k= . (5.25)
(3 kNN

mit den Untermatrizen:

1 1 1
E_A J LiL.dE + G¢B J LLdE  GC f LLodE
0 0

2(1-v?d)
0

(5.26)

1 1
acT f L Sp f Ll
0 0

Die in (5.26) enthaltenen Integrale werden ausgewertet und kénnen Tabelle 5.3 entnom-
men werden. Die Elementierung in Richtung der Stabachse héngt im wesentlichen ab
von der "Qualitat” der Balkenelemente. Im Bereich von Querschnittspriingen muB bei
Verwendung zweiknotiger Elemente, um den Effekt der "Lastumlagerung” zu erfassen,
entsprechend fein diskretisiert werden (siehe Berechnungsbeispiele in Abschn. 10).
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Zweiknotenelement
1
f L Ls dE
0
r 1 2
s
i 1
15 1%
1 1
1215 | 3

Dreiknotenelement

F 1 N 1 T
fLr Le dE jl_r Ls dE
0 0 ]
r 1 2 3 3
s
2 | 1 _1 1 1
1 15 | 15 | 730 L 2 6
18] 1 2 2
2 15 | 15| 75 2 3 -3
Lg L L] 2 3 (-1 21
|80 | 18] 15] L~ 1 6] 3] 2|
, N=4
Vierknotenelement  @-—g——g——g
1 1
JL, Ls dE 100 f L dE
0 0
r 1 2 3 4 r 1 2 3 4 r 1 2 3 4
s s s
11 762 589 -214 113[ 1| _1|_57 20 Y A | 37 |_ 189 27 _ 13
2 80 16 | ~ 80 16 |~ 40 20| ~ 40
2| 589] 386| -482 —214ll 2] 57 o |-8 [ 3 2 |-189 54| 20 27
| 8| | 80| T ||| % 51 40 20
3 |-214| -482| 386 s589| 3(_8 | 81 0 (-571 3| 27 _297| 54| 189
10| 8 80 20 |~ 40 5 |7 40
- z i3] 57| 21 13| 2z _189| a7
L4 118) -214] 589 762 L4 80 | 70 80 z | 41" 5%

Tabelle 5.3: Integrale der Ansatzfunktionen
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Die Elementsteifigkeitsmatrizen k werden nach der Direkten Steifigkeitsmethode mit
Hilfe einer logischen Zuordnung der Freiheitsgrade zur Systemsteifigkeitsmatrix K zu-
sammengesetzt. Das zu 18sende Gleichungssystem:

K-v=P (5.27)

liefert die unbekannten Knotenverschiebungen v und damit auch die Verallgemeinerten
Verschiebungen U und V in den diskreten Elementquerschnitten. Bel der Lésung von
(5.27) ist es sinnvoll, die fiir eine Beschreibung des Trag— und Verformungsverhaltens
des Balkens unwesentlichen Freiheitsgrade U durch statische Kondensation (z.B.
Wilson (1874)) vorab zu eliminieren.

Durch Riickrechnung lassen sich mit Hilfe der Gleichungen (6.7), (5.11), (5.12) und
(5.20) die Spannungsverlaufe in den diskreten Scheibenquerschnitten ermitteln:

E, T .
ox(E s = P 2z, Ly(®) vg
N

x@g=a-fZL-yTwu
5181 5 i ylut9 v| Ve

(5.28)

Dabei ist allerdings zu beachten, daB bei Rahmensystemen, bei denen die Stiele in
Form vertikaler Lamellen Gber die Breite des Rahmens verschmiert wurden, zwischen
den einzelnen Lamellen keine Schubspannungen ibertragen werden kénnen. Damit
entfallt der unterstrichene Anteil bei den Schubspannungen.

5.6 Der konsistente Lastvektor
5.6.1 Allgemeine Herleitung

Der Elementlastvektor p soll zunachst allgemein, d.h fir eine beliebige Belastung, her-
geleitet werden. Die Einzelscheiben werden dabei, wie in Bild 5.8 dargestellt, in ihrer
Wirkungsebene und auch senkrecht dazu befastet. Die Verteilung der Uber die Decken-
platten in die vertikalen, aussteifenden Bauteile eingeleiteten Vertikallasten px(x,s;) aus
Verkehr und Eigengewichtist vorab durch eine entsprechende Plattenberechnung (vgl.
Bild 3.1) zu ermitteln.

Die virtuelle Arbeit der AuBeren Kréfte eines M—Scheiben—Systems ist:
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M
swext — z:(SWjext = j P, du dx ds + f P, Ov dx ds + f G dw dx ds

i=1

' (H3 b)) (H3 b)) (1Y

b)  (5.29)

Da die Einzelscheibe auch quer zu ihrer Wirkungsrichtung belastet sein kann, miissen
neben den Ansatzfunktionen g; fiir die Verschiebungen in der Scheibenebene auch Ver-
allgemeinerte Koordinatenfunktionen fiir die Querverschiebungen angesetzt werden.
Mit den auf das globale Koordinatensystem bezogenen Verallgemeinerten Verschie-
bungen Vy, Vo und Va ergeben sich die in Bild (6.9) angegebenen, globalen Ansatzfunk-
tionen flir den Verlauf der Querverschiebungen.

Bild 5.8:  Einzelscheibe mit Belastung und aquivalente Belastung des
Verallgemeinerten Balkens

Mit den Verschiebungsansétzen nach (6.6) und den Beziehungen (5.11) und (5.12)
erhalt man durch Einsetzen fir (5.29) den Ausdruck:

SWOH = f (PU 2y 8U) o + f (py 8V) ax (5:30)
(H) (H)

mit den Verallgemeinerten Belastungen der Einzelscheiben:
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By = [ Pus Puz - - - Pum ]

Py =D PUs
)
wobei:
Py = Ifi(si) Pyix:s;) ds (5.31)
®)
und: Py1,i(%)
Pv(x) = J R; G Dgilxs) ds + Jéi(si) T, (xs) ds = | Pyp (X (5.32)
® ®) Bya, ()

mit: é:r = [ @1,1 ézi ésvi]

Dabei ist g; der Vektor der globalen Verallgemeinerten Koordinatenfunktionen far die
Querverschiebungen nach Bild 5.9.

<J %4@ v L

v S')>/ ’ RN
D z ' ,
W
1
A N . és,i =
9y = COSY; Opi = SINY; yp Siny; - z cosy; _% 5

s, C

Bild 5.9:
Verallgemeinerte Koordinatenfunktionen Qkyi(global) flir eine Einzelscheibe
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Fir ebene Scheiben werden die Integrale in (5.31) und (6.32) fur eine allgemeine
Trapezlast:

pls) = po + (p1_po) g (5.34)
~bj~

undden globalen Ansatzfunktionen gi (nach 5.13) bzw. Qj nach Bild 5.9 vorab ausgewer-
tet:

P -

1
&b (200 + py)
%bi (Po + 2p,)
fi(s) Pyilx s) ds = 3 ; (5.35)
®) Tﬁbl (p1*p0)
3
ghi (1 + po) J
=siny,
jRi [of ﬁsyi(xl $) ds = ‘12‘bi (po + p1) Cos 1y, ; (5.36)
(b) G
[- %bi (Po + p4) cosy
—;—bi (Po + pq) siny,
a(s) G, () ds = (5.37)

b, , b,
B | Ypi SN = zp cosy; — 5| (2 py + py) +

b ) b;
+ 5 | Yo, Siny; - z,; cosy, + 5 (oo + 2 p1)J
Fir den aus (5.30) abgeleiteten konsistenten Lastvektor eines Verallgemeinerten

Balkenelements ergibt sich mit dem Verschiebungsansatz (5.20):

1 1

p=pU+pv=€fLapUd§+€fL\1;pvd§ (5.39)
0 0
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Die Integrale werden flr eine allgemeine Trapezlast p(x) ausgewetrtet. Es ergibt sich flr
das

p(X)
P1 1 1
; 0 o8 po)
Zweiknotenelement. g——————@ 1 2 2 3
~€- (5.39)
p(x)
Bo :ﬂ Py 0
B P=| 4| pogt| 2 (M“po)é
Dreiknotenelement. &——m7m—&——e 1
- (5.40)

px) 1
0 = nt
' [ ~ P 3 Pog *| 36 Py p0)120
Vierknotenelement: e———=e&———e—@
- 1 13 (5.41)

5.6.2 (statische) Windlasten

Filr eine Tragwerksberechnung infolge horizontaler Windlasten wy, und w,, die i.d.R. als
konstant Uber die Querschnittsbreite angesetzt werden, gestaltet sich die Ermittiung
der Veraligemeinerten Belastungsfunktionen wesentlich einfacher. Belastungs-
funktionen fiir die Beanspruchung der Einzelscheiben liegen auerdem nicht vor,
sondern sind vielmehr Berechnungsziel einer statischen Analyse. Die Lasten wirken
dabei auf die Gebaudehuile und werden Uber die Deckenscheiben zu den Tragwerks-
elementen geleitet. Wird diese Gebaudehille auBerdem nichttragend ausgebildet, so
kénnen die Integrale (5.32) in dieser Form nicht ausgewertet werden, da diese Bauteile
nicht Bestanditeil des Tragwerks sind. Die Belastungsfunktionen py haben flr den Fall
konstanter Windiasten die nach Abschn. 4.3 (vgl. (4.20) hergeleitete Form.

Py (%) B, Wy
py() = | Pva® | =| Byw, (5.42)
PysX) mr mit: my = %(wZ B2 - wy BZ)

Der Lastvektor wird dann analog zu Gleichung (5.39), (5.40) oder (5.41) aufgestelit.
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5.6.3 Erwelterung der Modellgleichungen flr Temperaturbelastung

Nach DIN 1045 miissen Temperaturlasten beriicksichtigt werden, "wenn dadurch die
SchnittgréBen wesentlich und unglinstig beeinfluft werden’. Eine entsprechende
Quantifizierung der zusatzlich entstehenden SchnittgréBen ist verstandlicherweise erst
nach einer statischen Analyse méglich.

Hohe Temperaturénderungen entstehen beispielsweise durch einen Brand in einem
begrenzten Abschnitt innerhalb des Gebaudes. Die Auswirkungen auf die Gebrauchs-
fahigkeit und die Verdnderung des Tragverhaitens bei Ausfall einzelner Bauteile infolge
Temperaturlasten missen untersucht und gegebenfalls bei der Wahl des Tragwerks-
konzepts oder durch konstruktive MaSnahmen (Brandschutz) berlicksichtigt werden,
Temperaturunterschiede bestehen grundsatzlich auch zZwischen auBenliegenden, der
Witterung ausgesetzten Randelementen und Bauteiten in den kiimatisierten Innen-
raumen. Insbesondere in den oberen Geschossen sind die auftretenden Verformungen
bei der konstruktiven Ausbildung der Trennwinde und der Deckenlagerung zu bertick-
sichtigen (siehe z.B. Hock (19886)).

Im einfachsten Fall soll sin stationéres Temperaturfeld (X, 8)) in die Strukturanalyse ein-
bezogen werden. Es sol| auBerdem angenommen werden, daB sich die Temperaturen
gleichmaBig Uber die Wanddicke ti verteilen. Die thermischen Anfangsdehnungen
(Membranzustand) ergeben sich dann zu:

ethem glherm oy B, s) (5.43)

Sie werden mit den elastischen Anteilen Gberlagert, Dabei st ar ein konstanter und
richtungsunabhéngigerTemperaturausdehnungskoefﬁzient (Warmedehnzahl). Fiir die
Verzerrung in X=Richtung gilt dann mit (5.43) die Beziehung:

— y2 A
ex = €f + efhom (1 - ox> +ap § = 2 (5.44)

Die virtuelle Arbeit der inneren Krafte ist nach Beziehung (5.1):

M
) féeT odv, = - j@eT odV=- f(aex Ox + 8y 1) AV (5.45)
i=1

W) V) )

Fir die Léngsnormalspannungen ergibt sich aus (5.44) die Bestimmungsgleichung:
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- {_E E
Ox = (m’g €x — Y O ﬁ) (5.46)

Mit dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen:
_swint = gwyext (5.47)

und Einsetzen von (5.46) in (5.45) kann der zusétzliche Anteil aus der Temperatur-
belastung auch auf die Lastseite gebracht werden. Danach ergibt sich der Arbeitsanteil
der Langsbelastung (vgl. (5.29)) in erweiterter Form zu:

SWEH = j B, (x,5) duxs) dxds + f fﬁ ar 00" dV (5 4g)

{(H, > b)) i\

Der erste Anteil in dem Elementiastvektor (5.38) hat dann die Form:

1 1
Py=1¢ J L] py d& + J Ly Py, d& mit: Py = Zy Pus (5.49)

0

S, R, S =T
wobei: Py = [ Pues Pusz - - Puam |

Pusi = 75 ot Jf(si) B(x,5) ds
®

AbschlieBende Bemerkung:
Die in diesem Abschnitt hergeleitete LOsungsstrategie wurde in dem Computer-
programm HIGH~RISE realisiert (Schmidts (1997)).
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5.7 Elastische Lagerung der aussteifenden Bauteile

Eine anfangs getroffene Annahme war, daB die aussteifenden Bauteile im Griindungs-
kérper starr eingespannt sind. Diese Annahme ist bei der Ermittlung der Lastverteilung
von Horizontaliasten im Tragwerksquerschnitt der aufgehenden Konstruktion i.d.R.
auch gerechtfertigt. Bei den Verformungen wird eine Baugrund —Bauwerk Interaktion
vereinfacht so berlicksichtigt, daB das Bauwerk infolge Setzungen lediglich eine Starr-
kérperverdrehung ausfilhrt (makroskopische Betrachtung). Fiir das Beispiel eines
Hochhauskerns sind die entsprechenden Verformungsanteile in Bild 5.10 dargestellt.

Verformungen infolge
Ausbiegung FuBpunktverdrehung

v

Bild 5.10: Verformungsanteile am Beispiel eines Hochhauskerns

Bei dem zugrundegelegten Baugrundmodell geht man davon aus, daB die durch
Setzungen entstehenden Bodenpressungen proportional zu den entsprechenden
Setzungen verlaufen (Winkier—Modell). Als Proportionalitatsfaktor dient hierbei die
Bettungsziffer ¢ [kN/m8] (Bettungsmodul). Netzel (1972) weist ausdrtcklich darauf hin,
daB der Bettungsmodul keine von der Bodenart abhéngige MaterialkenngroBe ist, son-
dern vielmehr von der Belastungsart, den Abmessungen der Griindungsfiache und den
Bodenkennwerten abhangt.

Es wird weiterhin angenommen, -daB das aus der Belastung resultierende Biegemo-
ment Mg néherungsweise eine lineare Spannungsverteilung in der Griindungssohle be-
wirkt, Der aus dem passiven Erddruck auf die einbindenden Seitenwénde resultierende
Anteil wird hier vernachlassigt. Fur die Verdrehung im FuBpunkt ergibt sich dann mit der
Beziehung:

87



o=C"W (5.50)

die Bestimmungsgleichung:

L 551
CPO_b1bgc ( )

Aus dieser Schiefstellung resultieren Abtriebskréfte, die nach den Zusammenhangen
aus Abschnitt 6 in Form einer Gieichtast:

Ve (H)
AQyyy = 9 '—““*TH;J.; =g Qg (5.52)

berticksichtigt werden.

Fir eine moglichst genaue Berechnung von Spannungs— und Setzungsverteilungen
in der Grindungssohle ist das zugrundegelegte Bodenmodeli sicherlich von ent-
scheidender Bedeutung fir die zu erwartende Qualitat der Ergebnisse. Beispielsweise
ist beim Betiungsmodulverfahren (Winkler—Modell), bei dem der Baugrund durch
ungekoppelte Federn ersetzt wird, die Ausbildung einer Setzungsmulde infolge einer
auf die Baugrundoberflache wirkenden Einzellast nicht méglich. Das Steifemodul-
verfahren oder Steifezahlverfahren, das von einem elastisch—isotropen Halbraum
ausgeht, liefert hingegen flir Béden ohne Kohasion (Reibungsgesetz nach Coulomb)
unbrauchbare Ergebnisse. Die gleiche Schwéache besitzt auch das Modell von Paster-
nak (z.B. in Cook (1983)), da es die ungekoppelien Federn mit Hilfe eines
schubweichen Mediums miteinander koppelt (2—Parameter Modell). Hetenyi (z.B. in
Valsangkar (1988)) hingegen geht in seiner Modelivorstetlung von einem biegeweichen
Medium aus; eine Modellvorsteliung, die insbesondere fr Boden ohne bzw. mit gerin-
ger Kohésion geeignet ist.

Es stellt sich nun die Frage, weiche Auswirkungen die Einspannung der aussteifenden
Bauteile in einen nicht—starren Grindungskaorper und bei zusatzlicher Wechselwirkung
mit dem Baugrund auf das Tragverhalten der aufgehenden Konstruktion hat (mikro-
skopische Betrachtung). Die sicherlich einfachste Méglichkeit, eine elastische Bettung
2u modellieren, ist die Lagerung der Batteile Uber diskrete Federn (Nadjai (1996), Staf-
ford Smith (1991)). In der Literatur konnten allerdings keine Aussagen zur Quantifizie-
rung der Federsteifigkeiten gefunden werden. Es ist auBerdem zu bedenken, daB die
Federn miteinander gekoppelt sind. Die Steifigkeiten der Ersatzfedern sind, wie auch
der Bettungsmodul, abhéngig von den Bodenverhéltnissen, der Grindungsart (Einzel-
fundament, Bodenplatte, Pfahigrindung) und den Abmessungen der Grlndung. Eine
realistische Ermittiung dieser Steifigkeiten ist nur Uber eine aufwendige Modellierung
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und Berechnung des gesamten, rdumlichen Grindungskérpers, einschlieBlich des
Baugrunds, méglich. Der Aufwand erscheint im Rahmen der Aufgabensteliung und im
Hinblick auf die getroffenen Annahmen (Abschn. 3.1) auBerdem ais nicht gerechtfertigt.

Die makroskopische Betrachtungsweise hat damit den wesentlichen Vorteil, daB Aus-
sagen bezliglich der Bettungsziffer flir verschiedene Bodenarten nach Durchfiihrung
eines Lastplattenversuchs méglich sind.

Das Beispiel zweier, in der Ebene gekoppelter Scheiben mit gemeinsamer Griindung
(Bild 5.11) wurde mit Hilfe eines Finite~ Elemente Programms berechnet. Der Baugrund
wurde dabei in Form von Scheibenelementen mit verschiedenen Steifigkeiten ¢ model-
liert und die Momentenverldufe fir verschiedene "Plattendicken” d ermittelt. Die
Momentenverlaufe in den Einzelscheiben zeigen, daB sich bis unmittelbar vor der
Anderung der Steifigkeitsverhaltnisse im Grandungsbereich das resultierende Biege-
moment im Verhélinis der Steifigkeiten aufteilt. Im FuBpunktquerschnitt teilt sich das
Biegemoment im Verhélinis der dort herrschenden Steifigkeitsverteilung neu auf
("Lastumlagerung”), der Ubergang ist kontinuierlich. Die Ausdehnung des
"Stbrbereichs” ist abhangig vom Abstand h der durch dehnstarre Pendelstabe er-
setzten Deckenscheiben. In Analogie zu den Abklingzahlen (Verhaltnisse aufeinander-
folgender Stitzmomente) beim Durchlauftréger wird dieser Bereich auf insgesamt 3h
begrenzt (Weitere Berechnungsbeispiele haben diesen Wert bestatigt).

Bild 5.11: gekoppelté Wandscheiben mit flexibler Lagerung
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5.8 Diskontinuitaten im Tragwerksaufbau

Die in Abschnitt 4 beschriebene analytische Methode basiert auf der Annahme eines
kontinuierlichen Systems. Die in vorigen Abschnitt erarbeitete numerische Berechnung
bietet allerdings fiir eine Tragwerksanalyse nicht nur den Vorteil einer einfachen Model-
lierung und Berechnung, die Erfassung von UnregeiméBigkeiten bezliglich des Trag-
werkaufbaus ist auBerdem méglich. Einschrankend muB jedoch gesagt werden, daB
sich die UnregelméaBigkeiten auf einige wenige Anderungen in den Querschnittswerten
der aussteifenden Bauteile und im Aufbau des Tragwerkquerschnitts beschranken soll-
ten, da sonst der Vorteil dieser Methode gegenliber der Berechnung mit Hilfe von "klas-
sischen” Balken— und Scheibenelementen nicht mehr gegeben ist.

=0
Anderung der Scheibendicke t Anderung der Scheibenbreite b

Bild 5.12

Anderungen beziiglich der Scheibendicke t (Bild 5.12) bereiten keine weiteren
Schwieigkeiten, da die Verallgemeinerten Freiheitsgrade (vgl. Abschnitt 5.2) der beiden
Scheiben in jedem Fall kompatibel sind. Bei Anderungen in der Scheibenbreite wird die
Kontinuitat dadurch wieder hergestellt, indem die breitere Scheibe in zwei, miteinander
schubsteif verbundene Einzelscheiben unterteilt wird. Die andere Scheibe wird miteiner
gedachten Scheibe der Dicke t=0 verbunden. Damit ist sichergestelt, daB die Matrizen
A, B, C der Verallgemeinerten Querschnittswerie die gleiche Dimension haben und die
Steifigkeiten der entsprechenden Veraligemeinerten Freiheitsgrade damit auch Giberla-
gert werden kénnen. Ein Wechsel von Scheibentyp [1] oder [3] zu einer Scheibe des
Typs [2] kann ebenfalls erfaft werden. Dabei ist allerdings beim Zusammenbau der Ele-
mentmatrizen zu beachten, daB die Matrizen der angrenzenden Elemente unterschied-
liche Dimensionen aufweisen (vgl. Abschnitt 5.3).
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6. Berechnung der Abtriebskrafte nach Theorie II. Ordnung
6.1 Biegebeanspruchung

Eine anfangs getroffene Annahme war, dag Tragwerksberechnungen fir Horizontal—
und Vertikailasten getrennt durchgefiihrt werden kénnen. Bei groBer Nachgiebigkeit
der haltenden Bauteile gegentiber horizontaler Querlasten muB die Forméanderung bei
der Ermittlung der SchnittgréBen aus Sicherheitsgriinden allerdings beriicksichtigt
werden. Nach Empfehiung von Beck und KOnig (1967) sollte der EinfluB aus der Theorie
Il. Ordnung auf die SchnittgréBen berlicksichtigt werden, wenn sich dadurch die
SchnittgréBen um mehr als 10% andern. Ausgedrlickt wird diese Forderung in Form
einer Labilitdtszahl A (in der Literatur o), die auch in der DIN 1045/15.8.1 als Beur-
teilungskriterium fir die Gebaudestabilitét verankert ist. Danach besteht fiir ein Bauwerk
mit mehr als 4 Geschossen (ein Hochhaus hat Ht. Def. mindestens 10 Stockwerke) die
Forderung:

_y. /9H . _n. /9H
ky =H EL, < 0,6 bzw.: Ay = H EL < 0,6 6.1)

In Gleichung (6.1) ist H die Bauwerkshéhe und g eine aus der konstarten Massenver-
teilung resultierende Vertikallast. Ely bzw. ET, ist die Summe der Biegesteifigkeiten aller
vertikalen, aussteifenden Bauteile fiir Biegung um die y~ (inxz—Ebene) bzw. z—Achse
(in xy—Ebene). Der Grenzwert der Labilitétszahl wird unter der Annahme einer linearen
Biegelinie flr den Fall einer Gleichlast pg hergeleitet:

In Abschnitt 4.5 wurde flrr die Biegelinie infolge Gleichlast die Bestimmungsgleichung
(4.47) hergeleitet. Dabei ist Ky=1 fiir aH=0. Unter der idealisierende Annahme einer
linear verlaufenden Biegelinie ergibt sich daraus bei Ber{icksichtigung der Einflisse aus
Theorie II. Ordnung die Gleichung in erweiterter Eorm:

(Po + Adyyy) H* " ()
Vi) =g — mit Aggyy =g - (62)
_ Po H* 1
bzw. umgeformt: Vo) =& F'Q‘E) (6.3)
: XS

Dabei ist Aqry, die aus den Vertikallasten (g{x)=konst.) resultierende "Abtriebskraft”
infolge der Querbiegung des Systems.
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Aus der oben genannten Forderung  vrp << 1,10vry,  folgt aus Gleichung (8.3) die
Bedingung:
[
gHe
(1~ %8)

Da der Nachweis im Grenzzustand der Tragfahigkeit zu flhren ist, wird das resultie-
rende Gesamtgewicht des Gebaudes mit dem Sicherheitsbeiwert 1,75 multipliziert. Es
wird angenommen, daB aus der Querbelastung resultierende Biegezugspannungen
durch das Eigengewicht itberdriickt werden. Fir Gleichung (6.4) ergibt sich damit:

<1,10 (6.4)

T« 1L R - T T -
A =H T = JT 78 (1 1Y1O)—O,64~0,6 (6.5)

Die DIN 1045 empfiehit fir den Fall, daB die Forderung (6.1) nicht erfllt ist eine
rechnerisch zu beriicksichtigende Lotabweichung mit vy, ji(H)=H/200, mitder ein aqui-
valenter Lastfall naherungsweise mit Hilfe der Gleichung (6.2) ermittelt werden kann.
Der Schwachpunkt dieser Vorgehensweise, wie auch des Beurteilungskriteriums (6.1),
liegt sicherlich in der Annahme einer linearen Biegelinie. Die sich unter dem EinfluB der
Theorie Il. Ordnung ergebenden mechanischen Zusammenhange werden deshalb her-
geleitet:

Fir die aus der Querbiegung hervorgerufene Transversalkraft Vi i erhalt man aus der
Gleichgewichtsbetrachtung an einem infinitesimal kleinen Abschnitt der Lange dx (Bild
6.1) fur kleine Winkel die Beziehung:

’

Vg = Qg = NE) -V ) (6.6)
Auf den Index Th.ll bei den Verschiebungen v wird in den folgenden Ausfuhrungen ver-
zichtet. Mit der Differentialgleichung flr die Biegelinie des Ersatzsystems nach Theorie
|. Ordnung (vgl. Abschn. 4.5):
Q= - EIV" + GAV bzw.: po = ELVV — GA V' 6.7)
erhalt man aus einer Gleichgewichtsbetrachtung:

dV = —p, dx . (6.8)

und den Beziehungen (6.6) und (6.7) die Differentialgleichung fir die Biegelinie nach
Theorie 1l. Ordnung:
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EL V() - GA V') - [N© v©)] = py 69)

Ineinem regeimaBig aufgebauten Tragwerk kann der Verlaufder aus dem Eigengewicht
resultierenden Normalkraft aufgrund der Uberwiegend gleichmaBigen Massenver-
teilung (m=konst.) als linear angenommen werden, so daB in (6.1) gH das Gesamtge-
wicht des Geb&udes einschlieBlich der Ausbaulasten und statischen Nutzlasten dar-
stelit. Mit der Beziehung:

NE) = - g H (1-€) (6.10)

wird die Differentialgleichung (6.9) bei Anwendung der Produktregel umgeschrieben:

2
WE) - of Ve - [%,% vE - (&) a-9 v”(&)] -2 e

. _ GA
mit: a\% “EL

Dabei ist A die Stabkennzahl bzw. Labilitatszahl nach Gleichung (6.1).

Bild 6.1: Abtriebskrafte Agry j; infolge Querbiegung v

Fur die Losung der nichtlinearen Differentiaigleichung (6.9) bringt man den Zusatzterm
aus Th.lI.O. auf die rechte Seite. Dadurch ergibt sich die Beziehung:

ELVV(E) - GAV'(E) = polE) + Adpyy (6.12)
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I 2
mit Adp® = [N@ V@) = & [&l—i ve - () 09 v”(&)] (619

Der Einflu aus Theorie li. Ordnung wird dadurch in Form einer horizontalen Ersatzlast
berticksichtigt. Sie reprasentiert die durch die horizontale Ausbiegung hervorge-
rufenen, fiktiven Abtriebskréafte.

Beziglich des Belastungsbildes wird angenommen, daB das qualitative Belastungsbild
bei Uberlagerung von pg und Agrwy im wesentlichen dem Verlauf von po, d.h einer
Gleichlast bzw. einer Dreieckslast, entspricht. Da in (6.13) die zweite Ableitung der Ver-
schiebung eingeht und ein Vergleich der Funktionen Kz flir Gleich— und Dreieckslast
nur geringe Unterschiede zeigt (vgl. Anhang A—-02 und A—04), ist diese Annahme
durchaus gerechtfertigt. Mit (6.1) und (6.10) ergibt sich fir Gleichung (6.13):

~ . ~ V” (1 ME 1 V’
Ay = gH - v(H) - BE) mit:  B(E) = - l:( V(")D i q (6.14)

Der Verlauf der Funktionﬁis‘t in Abhangigkeit von dem Systemparameter ayH und der
Belastungsart in den Bildern 6.2 und 6.3 dargestelit. Ein Vergleich zeigt, daB sich die
unterschiedliche Belastungsart nur im Bereich der Einspannung auf den Verlauf der
Lastfunktion Agyy  auswirkt.

Die Querlast Aqyny erzeugt keine Lagerreaktion, d.h. keine Querkraft an der Ein-
spannung des Kragtragers, da sie lediglich als Ersatzlast fiir die Ermittlung der Zusatz-
momente dient. Somit gilt aus Gleichgewichtsgrinden die Bedingungsgleichung:

IAth.n dx =0 (6.15)
(H)

Diese Forderung wird von den Lastfunktionen Aqyy, i erfallt,

Geht man vereinfacht davon aus, daB die Biegelinie linear verlauft, so erhalt man nach
(6.13) fiIr die zusdtzlich anzusetzende Gleichlast die Bestimmungsgleichung:

Aty = 5 - V(H) (6.16)
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L 'l E— H
-3l o2 = GAgrs
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—4 . . . L L .
0 0,2 0,4 0,6 0,8

Bild 6.2: Funktion B(E) zur Bestimmung der Lastfunktion Agrp ) fir Gleichlast

2
Gy

- GAers
El

|
o®

Bild 6.3:

0.4

0,6

0,8

Funktion B(§) zur Bestimmung der Lastfunktion Acry, y; fir Dreieckslast
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Im FuBpunkt des Systems ist dann eine entgegenwirkende Einzellast anzusetzen um
die Forderung (6.15) zu erfutlen. Fiir das zusatzliche Biegemoment an der Einspannung
ergibt sich dann die Beziehung:

AMqyy = % ©gH - v(H) (6.17)

Im Stahlbau (z.B. Petersen (1982)) wird die Querverschiebung v deshalb auch als "elas-
tischer Hebelarm” bezeichnet, der iterativ ermittelt wird. Aus den Belastungsfunktionen
nach Bild 6.2 (po=konst.), fur die beiden Grenzfalle ndherungsweise ermittelten Ein-
spannmomente, ergeben sich folgende Bestimmungsgleichungen:

aH — o oH - Oj
Po Al Biegelinie Po Biegelinie
] IR |
/ S |
/ ] W/
/ . |
|
|

|
\
I
|
|
|
|
I
|
I

- / Y . /
IV L —\
Z4
Aty = 45 V(H) (19 H2 B(©)
AMpyyE = 0,aH — ) =2 gH - v(H) | AMyp (= 0,0H —0) = LgH- v
>3 gH v <% gH v

Eine Abschatzung der Zusatzbelastung aus einer angenommenen linearen Biegelinie
fiihrt bei vernachldssigten Krimmungsanteilen damit stets zu ungenauen Ergebnissen;
eine wesentliche Unterschatzung des Einflusses aus Theorie Il. Ordnung bei atH-
und eine Uberschatzung bei aH->0.

Um vorab zu prifen, ob durch den EinfiuB aus Th. Il Ordnung die SchnittgréBen
wesentlich beeinfiuit werden, wird die Kopfauslenkung v(H) mit Hilfe der in Abschnitt
4.1 hergeleiteten Beziehungen fur aligemeine, gemischte Tragwerkssysteme in
Abhangigkeit von dem Systemparameter oH ermittelt. Es wird emphohlen, die
Belastungsbilder mit Hilfe der Gleichung (6.14) naherungsweise aufzustelien. Nur ein
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qualitativer und quantitativer Vergleich der Zusatzbelastung zeigt, ob eine genauere
Tragwerksberechnung nach Th. 11.O. erforderlich ist. AuBerdem ist aus dem Bela-
stungsbild ersichtlich, ob eine Néherung in Form einer Glsichlast nach Gleichung (6.16)
zulassig ist.

Ist eine genauere Berechnung aus Sicherheitsgrinden erforderlich, so wird diese i.d.R.
rechnerunterstitzt durchgefiihrt. Als Startwert fir die Iteration (Gesamtschrittiteration)
wird die nach Theorie . Ordnung ermittelte Kopfauslenkung zur Berechnung einer Last-
funktion Agpny nach (6.14) herangezogen. Mit dieser Zusatzbelastung wird die
Kopfauslenkung erneut ermittelt. Der lterationsprozess nach Bild 6.4 wird abgebro-
chen, wenn die Verschiebungsénderung:

AV iH) = vi(H) = vi_4(H) < AV(H) (6.18)

in einem lterationsschritt i einen gewahiten Grenzwert AV unterschreitet.

r &uBere Last Avyp iH) T

D 0 - | g

e~

&
5
Q
~7
&
&
S

. Kopfverschiebung
Vo (H) Ve (H) v(H)

Al

Biild 6.4:
Ablauf der Iteration Ay
bei Korrektur der Lastseite
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6.2 Torsionsbeanspruchung

Filr allgemeine raumliche Scheibensysteme wird von Brandt (1976) eine zusétzliche
Labilitatszahi fiir Torsionsbeanspruchung zur Beurteilung des Rotationseinflusses aus
Theorie Il. Ordnung angegeben. Jedoch besteht auch hier die Schwierigkeit einer
allgemeinen Anwendungsmaglichkeit auf beliebige Tragwerksysteme, da er seine Zu-
sammenhange ausschlieBlich fir Scheibensysteme herleitet.

2]
j
[
// — B = 3 % /
/._‘ o] r_ T m .
! \—@P’l// ﬁ c Abtriebskraft (lokal):
“ s 5
Deckenscheibe | g 2 r
| é g é Q=P -0y
x=H I /§ é 5 Torsionsmoment (global):
! g 2F g
o
____~,_70 g AMymy = Q- v
 —

Bild 6.4: Wirkung einer exzentrischen Einzellast bei Querschnittsverdrehung

Fir eine numerische Berechnung nach Theorie Il. Ordnung mit Hilfe des Verallge-
meinerten Balkens, soll als Erweiterung von (6.14) der Lastvektor:

Ay thy

AlQpay = | Ay (6.19)

AMiyp gy,

aufgestellt werden. Die drei globalen Freiheitsgrade der Deckenscheiben und der Last-
vektor nach (5.32), (5.42) waren dabei auf einen beliebigen Bezugspunkt B im Quer-
schnitt bzw. eine durch diesen Punkt gehende, senkrechte Achse bezogen. Eine be-
zuglich dieser Drehachse exzentrisch angreifende Einzellast P bewirkt damit aufgrund
der hervorgerufenen Abtriebskraft Qryy (vgl. Abschn. 6.1) auch ein Torsionsmoment
AM.y (Bild 6.4).

Die Last P entspricht dabei dem Lastanteil aus dem Eigengewicht der Deckenplatten
einschlieBlich statischer Nutzlasten und des aussteifenden Bauteils. Im kontinuierlichen
Ersatzsystem werden diese diskreten Kréfte, bei einer angenommenen konstanten
Massenverteilung, durch eine kontinuierfiche Belastung g(x)[kN/m]=konst. ersetzt.
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Die aus dem Einflu der Theorie Il. Ordnung resultierenden Ersatzlasten Adth i (Ab-
triebskréfte) bewirken damit auch eine zuséatzliche Torsionsbeanspruchung My, des
Tragwerks beziglich der Drehachse durch den Pkt. B.

- d
9 = Ygeton * By Bz i

Verteilungsfaktoren v; fiir

g=konst. [kN/m]

aus Eigengewicht gp der Deckenplat-
ten und den aussteifenden Bauteilen
im Abschnitt der Lange h:

y1=0,15

Y2=0,15

y3=0,60

Y4=0,10

2y=1,0

Y1, Y2

Bild 6.5: Beispiel filr die Lastverteilung auf die einzelnen Bauteile eines Tragwerks

Die Verteilung der resultierenden Vertikallasten auf die einzelnen Bauteile wird Gber
Lastverteilungsfaktoren y; geschétzt oder mit Hilfe einer Plattenberechnung vorab
ermittelt. Die vertikalen Tragglieder werden dabei naherungsweise durch vertikal unver-
schiebliche Lager ersetzt (vgl. Bild (3.1). Es wird auBerdem angenommen, daB die Last-
verteilung in allen Querschnitten eines Abschnitts gleich ist. Beispielsweise tbernimmt
der Kern (Bauteil [3]) in dem in Bild 6.5, im GrundriB dargestelitenTragwerk ndherungs-
weise 60% (y3=0,60) der gesamten Vertikallasten. Es ist zu beachten, daB hier alie verti-
kalen und damit auch nicht~aussteifende, stitzende Bauteile (z.B. Einzelstiitzen und
Stutzenreihen) zu berlicksichtigen sind.

Das aus der Translation der Deckenscheiben in y— und z—Richtung und aus der Ver-
drehung hervorgerufene zusétzliche Torsionsmoment nach Th. Ii. Ordnung ist:
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AMyypy = quTh.ll,i e mit: = ‘/Yiz + 22 (6.20)

Mit der Beziehung (6.14) fir den Verlauf der Abtriebskrafte Agrny und der geo-
metrischen Beziehung:

Vg lagH, H) = OagH, H) - 1, mit. a2 = o (6.21)
w
erhalt man flir das Torsionsmoment die Bestimmungsgleichung:
AMpgnn = GH > v, (¥2 + 22) - ©(aeH, H) - BlagH,B) (6.22)
mit:
BlagH, &) = - @%EZT_%@—)] | (6.23)

Fir den Verlauf der Verdrehungen gelten ebenfalls die Zusammenhange nach
Abschnitt 4.5. Somit kann die Funktion (6.23) flir den Verlauf der Verdrehung aus den
Bildern (6.2) bzw, (6.3) ermittelt werden. Die Komponenten des Lastvektors (6.19)
ergeben sich dann zu:

AQy gy = gH - [Vv(“‘/ H, H) “V H.8) ZY - OlagH, H) - é(%H’E)]

Ay = oM [ValaH ) - Bl H.®) + vy, - OlagH H) - BlaghB)] | (6:24)

Ay = gH - 3y (v + 2) - OlagH,H) - B(O‘@H'E)

Da in allgemeinen Tragwerken Biegung und Torsion miteinander gekoppelt sind (vgl.
Abschnitt 4.1), sind- die Verschiebungen und die Verdrehung in (6.25) iterativ zu
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ermitteln (vgl. Bild 6.4). Als Startwert fir die lteration werden auch hier die Kopfiver-
schiebungen vyt (H), vz 1H,(H) und O (H) aus der Berechnung nach TH. I. O.
zugrundegelegt. Ein Abbruchkriterium fiir die lteration wird analog zu (6.18) formuliert.

6.3 Diskretisierung der Abtriebskrafte

tm Rahmen einer numerischen Berechnung werden die kontinuierlichen Abtriebskrafte
aus dem EinfluB der Theorie Il. Ordnung in Form diskreter Einzellasten angesetzt. Es
wird davon ausgegangen, daB die Normalkraft im Verallgemeinerten~Balkenelement
linear und kontinuierlich verlauft:

NE) = Ny + AN - £ (6.25) -] |

Ausgehend von (6.13) bzw. (6.20) und (6.21) erhalt man die Beziehungen:

’

Ama®) = [N @] = Ny + aN g+ AN

'

A,z = [NE) vz(E)]' = (Ng + AN E) v; + éé’\l 2 (6.26)
Amrra® = v 2 NG 0'@)] = Sy, 12 [N+ AN g) 0 + AN o]

Entsprechend der Methode der Finiten Elemente wird ein Ansatz (vgl. Abschnitt 5.5) flr
die Verschiebungen nach (5.20), beispielsweise fiir vy, eingebracht:

vy€) = LE) - vy (6.27)

Fdr den Lastvektor Py erhalt man damit analog zu (5.38) mit (6.26) und (6.27) die allge-
meine Bestimmungsgleichung:

Py = j(NO 7L+ ANE LT L+ AN o7 L’) dx vy (6.28)
(¢) ‘
Da in (6.26) bzw. (6.28) die zweiten Ableitungen eingehen, ist fiir die Verschiebungen

mindestens ein quadratischer Ansatz erforderlich. Allerdings wird auch mit einem linea-
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ren Ansatz bei feiner Elementierung des Systems der Fehler (Krimmungsanteil)
entsprechend kiein,

Fiir ein zweiknotiges Element ergibt sich bei einem linearen Verschiebungsansatz der
Lastvektor:

1170y
2 2 AN
Py= 1 ] A (6.29)
32| Y
Fir ein dreiknotiges Element (quadratischer Verschiebungsansatz) ist:
2 _4 2 12 1
3 3 3 Viy 2 3 6 Viy
_| 8 _18 8 M ] 2 _8 AN
Py=| 3 3 3 Voy| % 3 3 2 Voy| ¢
2 _4 2| |V 5 2, 7 Vay
3 3 3 6 6
(6.30)
Fur ein vierknotiges Element hat der Lastvektor die Form:
[ 2z st 81 27
8 8 8 8 Viy
81 243 243 81|,
P 8 8 8 8 2 Ny
Y| 81 243 243 81 Vay | €
8 8 8 8 Vay
2z 8 8 2
L 8 8 8 _
17 st 3 18
40 80 8 80
V1,y
s 27 27 _39
80 8 80 40 Vo,
+ Y1 aN (6.31)
3 297 _297 3 Vay | ¢
8 80 40 80 v
4!y
_67 141 _393 89
80 40 80 40 |

Analog dazu werden die Lastvektoren P, und My hergeleitet.
Mit Gleichung (6.13) und (6.26) kénnen Einzellasten nicht erfaBt werden, da eine konti-
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nulerliche Massenverteilung bzw. Normalkraftverlauf angenommen wurde. Im System
angreifende vertikale Einzellasten werden durch horizontale, in der Wirkung aquiva-
lente diskrete Einzelkrafte erfaft:

I

7. Erweiterung der Modeligieichungen fiir Eigenwertuntersuchung
und dynamische Strukturanalyse mittels Ersatzkraftverfahren

7.1 Ailgemeine Herleitung der Grundgleichungen

Die Grundgleichungen fr den Veraligemeinerten Balken werden nach dem Prinzip von
d’Alembert aus dem dynamischen Gleichgewicht hergeleitet. Bei der virtuellen Arbeit
der duBeren Kréfte werden die virtuellen Arbeiten der Tragheitskrafte zusétzlich bertick-
sichtigt. Fir einen momentanen, zum Zeitpunkt t betrachteten Bewegungszustand
eines allgemeinen mechanischen Systems erhalt man ausgehend vom Prinzip der
virtuellen Verschiebungen (Pv.V.) die erweiterte Bedingungsgleichung:

SWint 4+ swext o switrdg = g (7.1)

mit den virtuellen Arbeiten der Tragheitskréfte:

. " 2 2,
~dWhdg = Zawgfag =p f %t-} dv dA dx + p f %g dw dA dx (7.2)

M (V) ¥

der vertikalen Aussteifungselemente. Dabei ist p [ kN/m3 - s?/m] die Dichte des
Materials. Sind aussteifende Bauteile mit unterschiedlicher Dichte im System vorhan-
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den, so werden die Integrale entsprechend aufgespaiten. In dem Ausdruck (7.2)
werden in, und auch quer zur Wirkungsrichtung der Einzelscheiben entstehende Trag-
heitskréfte beriicksichtigt. Vertikale Beschleunigungen werden hier vernachléssigt.

Elir die Verschiebungen v und w gelten analog die Produktansatze nach (5.6). Die Ver-
allgemeinerten Verschiebungen V sind allerdings auch zeitabhéngig, d.h. abhéngig
von dem momentan betrachteten Zeitpunkt t. Durch Einsetzen von (5.6) erhalt man flr
(7.2) den Ausdruck:

—3Wrég = [ Jg g dA| OV dx + Jait%vajg»gTdA 8V dx
(H) (H) (A) (7.3)

Durch Auswerten der in den eckigen Klammern stehenden Integrale, ergebensich dann
mit den globalen Koordinatenfunktionen nach (5.13) bzw. Bild (5.9) die Matrizen:

M:ZDMJ:Q [g«gTdA =ZptibiRiRr
0]

(1

(A)
(7.4)
~ « n AT
Dy = > Dy =9 g-g dA
W (A)
mit den einzeinen Komponenten der Matrix Dy ; :
Du1i = 0 4 by sin®y; Duitz2 = Duzi = =P Y by simy; cosy;

Duia = Dmas = —P 1 bj ¢ sing; Dyze = P 4 by cos®y; ;

2
Dpos = Dpap =P t; b; ¢; cosy, und: Dy =p Y b; ¢

FAY
sowie den Komponenten der Matrix Dy ; :
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D1y = P t b cos?y, ; Dy12 = Dyay = p b by simp; cosy;

~ ~ .1 : . | .

Du,1s = Dugr = 5 0§ b; cosy; - (ypsiny; - zpcosy;) ;

Dmze = 0t by sin®y; 5 Dy = Dya =% Pt by siny; - (ypsiny, - zpcosy; )

- ‘ 2
und: Dy = p b by (ypsiny, — z,cosy)

In einem diskreten Querschnitt konzentrierte Einzeimassen M; [kN - s2/m] werden in
Form einer Matrix ﬁi erfaBt. Die einzelnen Komponenten der Matrix entsprechen
diskreten Kréften bzw. Torsionsmomenten, die infolge einer Einheitsbeschleunigung,
entsprechend den globalen Verschiebungen V4, V,, Vg, hervorgerufen werden (Bild
7.1). Damit ist fir eine Einzelmasse:

10 “Zp,i
M, = 1 Yumi M, (7.5)
Vi + Zmy

Der wesentliche Masseanteil eines Bauwerks ist sicherlich aus dem Eigengewicht der
Uber die GeschoBhdhe h verschmierten Deckenscheiben zu erwarten. Es ist jedoch zu
berdcksichtigen, daf auch vertikale statische Nutzlasten p, in aquivalente Massen um-

zurechnen sind.

bo

b1 V3
W

Zp;

B,

| B,

Bild 7.1: Einzelne Deckenscheibe mit Einzelmasse M;",
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Schneidet man ein Masseteilchen:

1 X Px
dm—h (p d+9,81) dy dz (7.6)

aus der Deckenscheibe heraus, so kann dafiir analog zu (7.5) eine differentielle Mas-

senmatrix:
1 0 Z
dm = 1 y dm (7.7)
y2 + 22

aufgestellt werden. Mit (7.6) und Integration Gber die gesamte Flache einer rechtek-
kigen Deckenscheibe erhdlt man daraus die symmetrische Matrix:

Dy O D13
f)M = jdm dy dz = BM,zz l5M,zs (7.8)
(B,) (B2 =
DM,33

mit den Abkdrzungen:

A N By B, b
Dmi1 = Dmaze = = (P'd+9'§1>

. a2 - a2
_ 2 . p
Dumis =~ (p d+g 3X1>

(7.9)

. b2 - b2
72 1 . Px
Puzs = ~5 (p d+ 9,81)

oo = o [ (03 - 03) B+ (a2 - o) By] (- ¢ + 555)

Die Matrix BM erfaBt damit die (iber die GeschoBhohe h verteilten Tragheitskréfte, die
durch Translation bzw. Rotation einer Deckenscheibe der Dicke d hervorgerufen wer-
den. o
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Ist das globale Koordinatensystem um den Winkel Y verdreht, so erhalt man infolge
Koordinatentransformation die Beziehung:

cosy  siny O
Dy = ij -] =sinyp cosy Q
0 0 0

Wirde man die Gesamtmasse der Deckenscheibe auf einen einzigen Punkt in
Scheibenmitte konzentrieren, so ware der Faktor fUr5M|33 nicht 1/3 sondern 1/4. Fiir
beliebige, komplexe Querschnittsformen wird empfohlen das Integral (7.8) ndherungs-
weise durch Addition von Teilflachen auszuwerten.,

Durch Einsetzen des Produktansatzes nach (5.20) fur den Verlauf der Verallge-
meinerten Verschiebungen entlang der Stabachse erhétt man aus (7.3) flrein Einzelele-
ment den Ausdruck:

£

W9 = %22_6‘,5 f Ly’ (DM + Dy + BM) dLy dx %ZEVE (7.10)

0

Die daraus abgeleitete Massenmatrix m eines N—Knotenelements hat die allgemeine
Form:

myq myy ... myN
mj, my
m= . (7.11)
T
MiN MmN
mit den Untermatrizen:
0 0

Ms = o ! ) y _(712)
0 (DM + Dy + DM) €JLr Ls d& + 57 | wobei: W, = S"HI,
©
o}
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mit dem Kronecker—Symbol:
1 r=s
of = flr (7.13)

Analog zu (5.27) erhalt man mit dem Zusammenbau der Elementmatrizen entsprech-
end den Regeln der Direkten Steifigkeitsmethode die Bewegungsgleichung fir das
System:

M (gév) +Kv = P() (7.14)

In diesem Systém gewdhnlicher Differentialgleichungen ist M die Massenmatrix, K die
Steifigkeitsmatrix und v(t) der Vektor der zeitabhangigen Verallgemeinerten Knoten-
verschiebungen. P ist der zeitabhangige Lastvektor.

Mit dem Ansatz einer harmonischen Funktion fur die Zeitabhdngigkeit der Eigen-
schwingung ist: ‘

v(x,1) = ¥(x) (Asinwt + Bcoswt) (7.15)

und:

V(X 1) = - 02 ¥(x) (Asinot + Beosot) = - ©? vix,t) (7.16)

Dabei beschreibt v(x) die Schwingungsform, die normiert mit ®(x) bezeichnet wird.
Setzt man (7.16) in (7.14) ein, so erhalt man fOr die homogene Form des Differential-
gleichungystems (P(t)=0):

M o?v+Kv=(K-0?M)V (Asinot + Beosat) = 0 (7.17)
und fiir beliebige t das allgemeine Eigenwertprobiem:
(K - 0 M)V =0 (7.18)

In (7.18) ist v(x) der Vektor der Knotenverschiebungen und w die Kreisfrequenz der
Eigenschwingung. Nichttriviale Losungen filr (7.18) ergeben sich aus der Bedingung:

det|K - A M| =0 mit: A = 0 = 4 n? 2 (7.19)
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Hieraus lassen sich sémtliche Eigenwerte ); bzw. die Eigenkreisfrequenzen w; ermittein.
Interessant sind dabei im wesentlichen die niederfrequenten Eigenformen, da sie das
Schwingungsverhalten des Systems mit guter Naherung beschreiben kénnen. Durch
Einsetzen der ermittelten Werte w; in Gleichung (7.18), werden die Vektoren v; derent-
sprechenden Eigenschwingungsform bestimmt. Sinnvollerweise wird sine Normierung
bezliglich der maximalen Ordinate V; max vorgenommen. Die normierten Eigenvektoren
werden in der Modalmatrix @ zusammengefaBt;

® = [, ,B,, ... D, mit @, = ¥,

(7.20)

H

Bild 7.2: Grundschwingung eines Kragtragers, &quivalenter Einmassenschwinger

Die Eigenvektoren sind orthogonal beziiglich der Steifigkeitsmatrix und der Massenma-
trix. Damit ist:

M =e™TM o (7.21)
die Diagonalmatrix der modalen Massen M;”". Entsprechend erhalt man mit;
K'=2dTKa® (7.22)

die Diagonalmatrix mit den modalen Steifigkeiten K;* der aquivalenten Einmassen-
schwinger mit der modalen Masse M;" (Bild 7.2). Die bei der Schwingung entstehenden
SchnitigréBen lassen sich beispielsweise mit Hilfe einer modalen Analyse berechnen.
Beziglich der theoretischen Grundlagen sei an dieser Stelle auch auf die Literatur ver-
wiesen. Die mechanischen Zusammenhénge in der Dynamik und wirksame MaBnah-
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men zur Erdbebensicherung von Hochbauten werden beispielsweise von Muller und
Keintzel (1984), Waller (1989) oder Bachmann (1995) ausfuhrlich diskutiert.

Mit Hilfe der ermittelten Eigenformen werden nach DIN 4149 horizontale "Erdbeben—
Ersatzkrafte” ermittelt:

. L
Hey = M iy 0 =M @ = S, (7.23)

1 a,l
I

|

=

Diese erméglichen Uber eine statische Analyse dann die Berechnung von Bemessungs-
schnittgroBen. Der Lastvektor Hg; gibt dabei die Verteilung der Tragheitskrafte wieder,
die sich fir die Eigenform ®; einstellt. In (7.23) ist:

Li=® M1 (7.24)

der Beteiligungsfaktor der Massen. In Abhangigkeit von der Gebaudecharakteristik
(Bauwerksklasse), der Erdbebenzone und einem Baugrundfaktor wird anhand eines
normierten Antwortspektrums der DIN 4149 der Spektraiwert S, der Beschleunigung
in Abhéngigkeit von der Schwingungsdauer T; ermittelt.

7.2 Grundschwingungen symmetrischer Systeme

Zur Beurteilung des Schwingungsverhaltens, insbesondere der Schwingungsanfallig-
keit von Bauwerken nach DIN 1055, ist es erforderlich, die Eigenfrequenz der Grund-
schwingung zu ermitteln. Diese soll hier nicht auf numerischem Wege, sondern mit Hilfe
vereinfachender Modellvorstellungen analytisch ermittelt werden.

in der Literatur diskutierte Beispiele (z.B. Peckau (1995), McCallen (1994), Swaddi-
wudhipong (1986)) haben gezeigt, daB die ersten drei Eigenschwingungen symmetri-
scher Systeme den Eigenschwingungen des Kragtrégers entsprechen (Bild 7.3).
Symmetrische Tragwerke haben zusétzlich den Vorteil, daB sich Biegebeanspruchung
und Torsionsbeanspruchung entkoppeln lassen, da der Schubmittelpunkt als Quer-
schnittswert festliegt. Die Symmetrieeigenschaft bezieht sich sowohl auf das Tragwerk
und auf die Massenverteilung, so daB der Schubmittelpunkt gleichzeitig auch
Massenschwerpunkt ist. FUr die Biegung kénnen dann zwei voneinander unabhéngige
ebene Ersatzsysteme gewdhlt werden.

Infolge RiBbildung muB bei allen Betrachtungen mit einer effektiven Steifigkeit gerech-
net werden. Bachmann (1995) gibt daflr Abminderungsfaktoren an, die sich flir Beton
abhéngig vom aussteifenden Bauteil zwischen 0,50 und 0,70 bewegen. Bei den folgen-
den Ausfahrungen wird auf den Index "eff” bei der Angabe von effektiven Biegesteifig-
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keiten Elg von Wandscheiben bzw. Ersatzsteifigkeiten GAgrs off YON Rahmensystemen
verzichtet.

Bild 7.3: Erste Eigenschwingungsformen regelmaBiger, symmetrischer Tragwerke

Fur raumliche, beziiglich der Steifigkeits— und Mass’enverteilung im Grundri3 symme-
trische Systeme wird angenommen, daB sich die ersten drei Eigenschwingungsformen
mit den Verschiebungen Vy(H), Vo(H) bzw. der Verdrehung Va(H) des Kopfendes be-
schreiben lassen (Bitd 7.3). In Abschnitt 4.5 hat sich auBerdem gezeigt, daB der qualita-
tive Verlauf der Biegelinie bei verteilten Lasten po(x), und damit auch fir verteilte Trag-
heitskréfte, in erster Linie von dem Systemwert (aH) abhéngt. Da auch die ersten beiden
Ableitungen der Funktion Ky fiir Gleichlast und Dreiecklast qualitativ nahezu gleiche
Verlaufe aufweisen (vgl. Bild A—02 und A—04 im Anhang) werden hier ndherungsweise
die Funktionen K; bzw. Ky flir Gleichlast angesetzt. Zur Ermittlung der zu diesen
Grundschwingungen konsistenten Massen wird deshalb ein Produktansatz der Form:

VE Y = ®(E) - V() mit: § = X (7.25)

fir die Verallgemeinerten Verschiebungen V; gewahlt, wobei:

A (I)(Otvyg) 0 0
V({t) = Vs und:  @E) = Pt 0
V3 q’(“@%)

- K1vp(aViH'E) . K1,;:)(0LViHrz§)
- KiplovH, 1) K ployH, 1)

mit  ®(ayH,§) (7.26)
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Fiir die normierten Formfunktionen ®(aH,&) ergibt sich am Kopfende der Funktionswert
o (ay;H)=1. Fiir die virtuelle Arbeit der Tragheitskréfte erhalt man mit dem Ansatz (7.25)
analog zu (7.10) den Ausdruck:

1
oW = sy i j ®7(e) (DM + Dy, + 6M) ®(E) BV dx (7.27)

0

Dabei ist dann:

1 . Mv1 0 0
M = H thT(E) (DM + D, + DM) ®(E) dt = Myz O (7.28)
) Mys

die Diagonalmatrix der modalen Massen der ersten Eigenschwingungsformen des
Systems.

Geht man davon aus, daB die Komponenten der Diagonalmatrizen Dy, BM, EM Uber
die gesamte Bauwerkshohe konstant sind, so kann das Integral (7.28) flr verschiedene
Systemwerte aH ausgewertet werden (Bild 7.5). Dabei zeigt sich, daB fir Uberwiegend
durch Biegung gepragtes Verformungsverhalten (aH — 0) im Vergleich zu Systemen
mit Gberwiegend durch Schub geprégtem Verformungsverhalten (aH — «) die modale
Masse gerade halb so groB ist.

Die virtuelle Arbeit der Schnittkrafte in den biege— und schubweichen Einzelstdben ist
mit den Beziehungen aus Abschnitt 4.1:

H H
SWiNt = JEIZ V, 8V dx + J GAyers V4 8V dx +
o} 0
H ) H
+ J El, V, V3 dx + j GAgers Vp OVa dx +
0 0

H H
+ [ Ely, Va 8V3 dx + jGIT Vg 8V3 dx (7.29)
0 [}

mitt  Ely = > El,; EL = Y EL;; Gl nach (4.9), (4.10); El, nach (4.7)
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Mit dem Ansatz (7.25) 1aBt sich daraus bei konstanten Querschnittswerten die Matrix der
modalen (d.h. diesen Eigenformen entsprechenden) Steifigkeiten herleiten:

] E, 0 o | GAyers 0 0
K'=H IQUT EIy 0 <I)”d§ +H | ®T GAzers 0 (I)IdE
H Ely 8 Gl; (7.30)

Die in (7.30) bendtigten Integrale werden ausgewertet und sind in Abhéngigkeit von aH
in Bild 7.5 dargestellt. FUr die Diagonalmatrix A der ersten Eigenwerte der ersten Ei-
genschwingungen erhélt man die Bestimmungsgleichungen:

Avi 0 0 K 9 9
— v
A=K M = A 0 | = 5— 0 (7.31)
V2
Ava %
©
’
0,50 —
2 .
j > 0,45 //—
0 - /
0,40 -
ose ]
030 //
0,25
0,20 : < . ayH
0 5 10 15 20
1 1,30 P—
H f@lz dg - /
1,25
0 L
120 5 /
o /
11 : : : ayH
0 5 10 15 20

Bild 7.5: Integralwerte in Abhangigkeit von aH
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zu Bild 7.5: Integralwerte in Abhéngigkeit von oH
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8. Berechnungsbeispiele

B-01

Symmetrisches Tragwerk, analytische Berechnung
B-02

Symmetrisches Tragwerk, numerische Berechnung
B-03

Nicht-symmetrisches Tragwerk, analytische Berechnung
B-04

Nicht—symmetrisches Tragwerk, numerische Berechnung
B--05

Gegliederter Hohlkasten, numerische Berechnung
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B—01 symmetrischer Hohlkasten aus Stockwerkrahmen mit innerem Kern,
Analytische Berechnung

Das in Bild 8.1 im GrundriB dargestelite Hochhaustragwerk wird infolge ausmittiger
Windlasten auf Biegung und Torsion beansprucht. Dabei wird eine maximale Ausmitte
mit e=0,2 - B=6,0 m angesetzt. Die Windlast w,=50 kN/m ergibt sich aus der additiven
Wirkung von Druck und Sog nach DIN 1055 Teil 4. Aufgrund der Symmetrie-
eigenschaften sind Biegung und Torsion entkoppelt, da als Bezugspunkt der Schub-
mittelpunkt (Drilirunepunkt) D im Querschnitt festliegt.

Fur eine Vordimensionierung der Bauteile und die Beurteilung der Qualitat des vorlie-
genden Tragwerkkonzepts wird die Verteilung der Last auf die aussteifenden Bauteile
und die daraus resultierenden SchnittgréBen ermittelt. Einfllisse aus Theorie ll. Ord-
nung sollen, wenn nach DIN 1045 erforderlich, berlcksichtigt werden. Es wird auBer-
dem Uberpriift, ob das Bauwerk nach DIN 1055 als schwingungsanféllig einzustufen ist.

Grundri Systemwerte:
S N— T Bauwerkshohe: H =80m
n som I g Mittlere
o ; : 2y, 2 GeschoBhéhe: h =3,50m
50 kN/m__t:_ ___I . QW . F w5 GeschoBdecken: d = 0,25 m
:>e ) ‘ I 2 Wandscheiben:
{ b |-$a—| " clrln Breite 6,0m
e=60m [ .. 1.2fn.1. S i Dicke  0,35m
— B=101x 30m— E—Modul 3,4-107 kN/m?2
Stockwerkrahmen:
ly,vy Feldbreite 3,0m
Anzahl Feider n = 10
Querschnitte HE-M240
E~Modul 2,1-108 kN/m?

Bild 8.1: Bekechnungsbeispiel B--01

Fir den Stockwerkrahmen wird zunachst ein kontinuierliches Ersatzsystem in Form
einer schubweichen Scheibe ermittelt. Einfliisse aus den Stieldehnungen werden im
Rahmen der Aufgabenstellung vernachlassigt. Mit den nach Gleichung (3.23) ermit-
telten effektiven Tragheitsmomenten:
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x Ig _ 2,429 - 104

1§ = 5 = 3,00 107
—- 0,27
(-8 (1-%F)
. 1 . 104
und: =R 24291070 5 00g. 404

(-8 (-9

ergibt sich fUr die Ersatzschubsteifigkeit mit Beziehung (3.22):

_ s Came .1 10(10 + 1) » 3,223 - 3,09 e
GAers = Gnbters = 122,10 - 10 3,50 (10 +1)-3,0 3,09+ 10- 3,5 - 3,223 10
= 3,673 - 10% kN

(Annahme: Beton im Zustand [) Die Biegesteifigkeit einer einzelnen Wandscheibe ist:

10,35 - 6°

Elg = (8,40 - 107) - =5

= 2,142 - 108 kNm?

Daraus ergibt sich ein Systemwert fir die Biegung:

2 GAgrs
2 El,

aH = H = 3,31

Aus Bild A—05 wird damit ein Faktor  Kq{ayH, H)~ 0,21  ermittelt. Fir die Kopfaus-
lenkung ergibt sich daraus:

- 50 - 804 . -
. K1(OLVH) = m 0,20 = 0,126 m

Das aus der ausmittigen Windlast resultierende Torsionsmoment ist:
- kN _ kNm
my = 50 37 - 6,0 m = 300 ==

Die Kernzone seizt sich aus Einzelscheiben zusammen, deren Eigentorsionssteifigkeit
Gl vernachlassigt wird. Die Wolbsteifigkeit Ely der Kernzone ist nach Gleichung (4.7):

Ely = 4 (2,142 - 10°) - 6,02 = 3,08 - 10" kNm*

Der quadratische Hohlkasten aus Stockwerkrahmen ist wolbfrei. Es ergeben sich des-
halb bei reiner Torsionsbeanspruchung keine Normatlkrafte in den Stielquerschnitten.
Fir den Hohlkasten wird eine St. Venantsche Torsionsteifigkeit nach (4.9) ermittelt:

Gl; = 4 - 3,673 - 10° - 15,02 = 3,306 - 10% kNm?

117



Daraus ergibt sich fir die Torsionsbeanspruchung ein Systemwert:

[GI;
O(.GH = _E‘T\;V— H = 8, 29

Aus Bild A—05 kann ein Faktor K{(agH, H)~ 0,78 abgelesen werden. Die Verdrehung
des Querschnitts am Kopfende ist

my H2 _ 300 802 "
®(H) = 5 GIT : K1(OLH,H) = m - 0,78 = 2,26 - 10

Die Berechnungsergebnisse sind fir Biegung und Torsion in Bild 8.2 dargestellt. Der
Verlauf des priméaren und des sekundéren Torsionsmoments My, und My wird mit den
Gleichungen (4.59) und (4.60) ermittelt. Daraus ist ersichtlich, daB die Kernzone unmit-
telbar am FuBpunkt das resultierende Torsionsmoment aufgrund der Verwélbungsbe-
hinderung alleine abtragt.

. ] Biegung

16] 10 K, (oH, 8) ‘/
1,44

12] 4 vie) = B KM B

AYSAN KofoH, )
'r~ \/ Ks(oH, &) Querm(€) = p H - KaloyH, &)

4 H2
-2, s Mian(®) = 25+ Ko(eu,§)
=0,4-14— . . .

N\ KeleH B Torsion

1 [ oy _ My HY
0 K,(ak}>‘< 0©) = ggr,  KOHH
e
02
< T My = my H o (1= & = K)

1-EK,

o
S
: i
-

Mz = mp H - Ky(agH, §)

0,4y T T

o 02 04 06 08 106

Bild 8.2: Verformungs— und SchnittgréBenverldufe
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Aus dem Momentenverlauf in den Wandscheiben wird im FuBpunktquerschnitt eine
Normalspannung:

pH2 6 kN
K = 1,655

ermittelt.

Flr die Beurteilung des Schwingungsverhaltens des Systems kann man davon aus-
gehen, daB die Deckenplatten den groBten Anteil an der Gesamimasse des Bauwerks
besitzen. Die Verkehrslasten werden mit 2,0 kN/m? angesetzt. Fiir die tiber die Héhe
gleichméBig verteilte Masse MV=EM,11 ergibt sich aus Gleichung (7.9):

~ B, B 2
Dug1 = = Z(p-d px)=216,35mN§n7

h 9,81

Mit aVH¥3,31 erhéalt man fur die Integralwerte nach Bild 7.5:

1 1 1
fq)z dg = 0,33 ; H2[®'2d§=1,15 : H4f<1>”2 dt = 7,9
0 0

Mit der modalen Steifigkeit nach (7.30):

7,9 05 1:18

=2 108 22 = kN
Ky=2-2142-10° 25+ 2-3,673 - 5 = 17170 73

ist der erste Eigenwert der ersten Translationsschwingung:

Mit der Beziehung (7.9) ist die auf den Drillruhepunkt bezogene Masse:

Px . 404 2
981) 3,24 - 10* kNs

Dyas = 31—h [ (b3-b%) B, + (ad-af) By](

Fir die Rotationsschwingung erhédlt man aus Bild 7.5 fir die Integralwerte mit
apH=8,29:

1 1 1
Jcpz dg = 0,44 szcp’? dg = 1,21 ; H4Jq>”?d§=zo
0 0
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Mit der modalen Steifigkeit nach (7.30):

- .qgt0 . 20 408 . 121 _ . 108
Ky = 3,08 - 10 805 + 3,306 - 10 80 6,210
ist der Eigenwert der ersten Rotationsschwingung:
Ky _ 6,2 108 B
Mo = Mg 0,44 3,24 10%-80 5,44

Fur die Eigenfrequenz der ersten Eigenschwingung ergibt sich dann:

f= /-=028] ->T=363s

Die Schwingungsanfalligkeit des Bauwerks wird nach DIN 1055 bewertet. Mit dem an-
genommenen mittleren  Logarithmischen Dampfungsdekrement 8=0,02 fur
geschweiBte Stahlkonstruktionen ist:

— 1
= 0,1255

Mit einer auf die Schlankheit des Bauwerks bezogenen Hohe:

H = —H_ = 186,8m

H
Hiq

20

ergibt sich nach DIN 1055 (Bild 4.4), daB das Bauwerk als schwingungsanféllig
eingestuft werden muB. Nach Schlaich (1966) wird der Staudruck in einen statischen
Anteil und einen dynamischen Anteil im Verhaltnis 0,4/0,6 aufgespalten. Fir den
statischen Ersatzstaudruck wird in Abhéngigkeit von einem Logarithmischen
Dampfungsdekrement und der Schwingungsdauer T ein VergréBerungsfaktor
nN=(0,4+0,6-11)=1,78 ermittelt, der die dynamische Wirkung des Windes
berticksichtigt. Dabei wurde aus der Grafik in Bild 4.5 ein Wert n =2,3 abgelesen.

Mit der Labilitatszahl nach (6.1) fur den Fall der Biegung:

-n. /9H e, /By .80 -
M=H- 5 80 \/DMM 9,81 55 g5 = 16 > 0,60

muB der EinfluB aus Theorie Il. Ordnung beriicksichtigt werden. In dem Berechnungs-
beispiel soll dieser EinfluB naherungsweise durch eine Gleichlast erfat werden.

Nach Gleichung (6.17) ist:
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9,81 D
AClTh,n,o = % Vo loH, H) = *—-‘—80M'11 - 0,126 = 3,342 }%

Die sich daraus ergebende Kopfausienkung ist:

3,34

Daraus wird mit Gleichung (6.17) eine neue Last:

9,81 D
Admn i = ——gg - (1,067 - 0,126) = 3,566 KN

und eine neue Kopfauslenkung:

3,57
VTh'”,2(aVH, H) = Vo1 (1 + "‘5'-—0—‘-) = 1,071 - Vrht

Die sich daraus ergebende Zusatzbelastung ist:

9,81 D
Adrnz = —gg0 - (1,071 - 0,126) = 3,579 KN

Sie bewirkt, verglichen mit dem letzten lterationsschritt, praktisch keine Anderung mehr,

so daB die lteration abgebrochen wird. Der EinfluB aus Theorie Il Ordnung betragt etwa
7%.
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B-02 Symmetrischer Hohlkasten aus Stockwerkrahmen mit innerem Kern,
numerische Berechnung
J U

@l o Efs
l K Z,V2
Sy JF_ELE S
S Im

5

Bild 8.3: Festlegung der lokalen Koordinatensysteme L AL

Das Berechnungsbeispiel B—01 wird mit Hilfe der erarbeiteten LOsungsstrategie nume-
risch berechnet. Der Eingabedatensatz ist in Bild 8.4 dargestelit.

Da aufgrund der biegeweichen Deckenplatten die Matrizen A, B und C von dem
auBeren Hohlkasten und der inneren Kernzone voneinander entkoppelt sind, kénnen
die Steifigkeitsmatrizen fur die Teilsysteme "Kernzone” und "Hohlkasten aus Stock-
werkrahmen” jeweils getrennt aufgestelit und durch statische Kondensation reduziert
werden. Die auf die Verallgemeinerten Verschiebungen V reduzierten Steifigkeitsmatri-
zen werden dann additiv Gberlagert.

Zur Verdeutlichung soll gezeigt werden, wie die Steifigkeitsmatrix flir den duBeren Hohl-
kasten aus Stockwerkrahmen aufgestellt wird. Die Festlegung der lokalen Koordinaten-
systeme und die Diskretisierung im Querschnittist in Bild 8.3 ersichtlich. Fir die Stock-
werkrahmen wird mit Gleichung (3.22) eine mechanisch aquivalente, schubweiche
Scheibe mit der Dicke:

1 nin+1) IgIg

. =1 .10
G hnb Ml bGenng  voeieTm

T E
mit G =3 w
eingefiihrt, wobei eine Querdehnzahl v=0,30 gewahlt wurde. Zusétzlich konnen auch
die Stiele Gber die Breite der Scheibe verschmiert werden (vgl. Bild 3.4). Die Dicke der
kontinuierlichen Wandscheibe (Typ 3]) ist:

n Ag

S = 5,667 - 10° m
nb

t =
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INPUT

Projekiname: B—02
Systemdaten:
Héhe des Bauwerks 80,0
Anzahl der Stockwerke 23
Héhe der Einzelgeschosse 3,50
Anzaht der Querschnittsknoten 12
Anzah! der Tellsysteme 2
Anzahl der Einzelscheiben 8
Anzahl der Scheibentypen 2
Anzahl der Materialtypen 2
Anzahl der Lastfélle 1
Anzaht der Elemente 10
Elementansatz (2=linear, 3=quadratisch) 2
Querschnitisknoten:
Kn. Nr. y—Koor. z—Koor.
1 15,0 15,0
2 -15,0 15,0
3 -15,0 -15,0
4 15,0 -15,0
5 3,0 6,0
8 -3,0 6,0
7 -6,0 3,0
8 -6,0 -3,0
9 ~-3,0 ~6,0
10 3,0 -6,0
11 6,0 -3,0
12 6,0 3,0
Materialdaten:
Nr. Bezeichnung E—Modul Querdehnzahl
1 B-35 34000000 0,2
2 ST-52 210000000 0.3
Einzelscheiben:
Nr.  Kni Kn.k Breite Typ R1 R2 R3 Mat
1 1 2 30,0 241 -1,0 0,0 15,0 2
2 2 3 30,0 2.1 0,0 -1,0 15,0 2
3 3 4 30,0 21 10 0,0 15,0 2
4 4 1 30,0 2.1 0,0 1,0 15,0 2
5 5 6 6,0 1.1 -1,0 0,0 6,0 1
6 7 8 6,0 14 0,0 -1,0 6,0 1
7 9 10 6,0 1.1 1,0 0,0 6,0 1
8 iR 12 6,0 11 0,0 10 6,0 1
Scheibendicke:
Nr. t/n b betat beta2 |—Stiel I—Riegel AS
1.1 0,35
2.1 10 3,0 0,09 0,0771  0,2429-10% 0,2429-10% 0,02
Teilsysteme:
T—01 Hohlkasten 4 1 2 3 4
location 1 2 3 4

2 5 6 7

5 8 9 10

8 1 1 12
T—02 Kernzone 4 5 6 7 8
location 1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15 16

Belastung:
Lastfall py pz mt Faktor
1 0,0 50,0 300,0 1,0
END OF INPUT

Bild 8.4: Eingabedatensatz flir das Programm HIGH—RISE (Beispiel B—02)
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Es ergeben sich die Elementmatrizen fiir den Scheibentyp 3 entsprechend Abschnitt

6.3. Mit den Elementmatrizen:
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2-10 0 00 0-10 0 0 0 1 1 0
20 0 ~-10 0 00 0 00 11 0
lgﬁo 00 0 00 0 00 0 0 o

35_6 00 0 00 0 00 0 0 o
2 0 0-1 0 0 0 0 -1 -1 0
108 0 00 0 00 ; 0 0 o0
5

B= 3 0 0 0 0 0 n_Bters§ C=| 0 o o]ftes
5
2 0 0 0 0 1 -1 0
1%0 0 0 0 0 0
3_5600 0 0 o
%80 o 0 0
36
I 2 [0 0o o
und:
[—1 015,0]
R1
-1 1 0 ~15
D=> R DRl =455-10° | o o0 0 |+
Nbtere 150] |-15 0 225

0 —1 15,0] |: 1 0 15,o:|
R3
0

0 0 0
+4,55-103 -1 -1/ 0 1 -15 |+ 4,55.10%-| 0 00 0 |+

1504 0 -15 225 150]1 15 o0 225
o 1 15,0]
R4
0 0 0 0 2 0 o
+4,55-103 . 1 0 1 15 =455-10%.1 0 2 o
1501 0 15 225 0 0 900

Die Teilsysteme "Hohlkasten aus Stockwerkrahmen” und "Kernzone” sollen in Langs-
richtung mitinsgesamt 10 bzw. 50 zweiknotigen Elementen (Bild 8.5) diskretisiert wer-
den. Fur die Elementsteifigkeitsmatrix ergibt sich mit den Beziehungen (5.25) und (5.26)
der Aufbau:
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Der Zusammenbau der Elementmatrizen zur Systemsteifigkeitsmatrix erfolgt ent-
sprechend der Direkten Steifigkeitsmethode. Nach dem Umsortieren der Freiheits-
grade hat die Systemsteifigkeitsmatrix den schematischen Aufbau:
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mit den Abkirzungen:

E ___E 1
Kitab = g9 * 3 JGB . K = AT 5GB

Kie = —2GC  und Kyyg= Sp



Statische Kondensation der Verallgemeinerten Freiheitsgrade U liefert die reduzierte
Steifigkeitsmatrix des Teilsystems "Hohlkasten aus Stockwerkrahmen”, Analog dazu
wird die reduzierte Steifigkeitsmairix des Teilsystems "Kernzone” aufgestellt. Mit der
durch Uberlagerung erhaitenen Systemsteifigkeitsmatrix (Format 30x30 bei 10 Elemen-
ten) wird die in Bild 8.5 dargestellte Biegelinie flr die Biegebeanspruchung ermittelt. Ein
Vergleich der Kopfverschlebung mit der analytischen Berechnung zeigt, daB durch die
Vernachléssigung der Stueldehnungen das System etwas zu steif ist.

Die Riickrechnung liefert Hr jedes Tellsystem ("Hohlkasten ‘aus Rahmen” bzw. "Kern-
zone”) die Verallgemeinerten Versch|ebungen U. Mit den Beziehungen (5.28) werden
die Normalspannungen an diskreten Querschnittspunkten bzw. deren Verlaufe inner-
halb der Querschnitte ermittelt (Bild 8.6). Dargestelit sind die aufgrund des "Shear—
Lag—Effekts” zu erwartenden nichtlinearen Normalspannungsverléiufe in den Quer-
schnitten des &uBeren Hohlkastens (Bild 8.7). Eine Vergleichsberechnung, bei
detaillierter Modellierung mit Hilfe von Balken— und Scheibenelementen, unterstreicht
die Effizienz der hier vorgeschlagenen Lésungsstrategie.

p=50kN/m v £=1,0 0.1426m
] 4
] O ‘ |
7] 0,9 |
|—m] 4 —
- 0,84
= 4 Diskretisierung
0,7y mit 10
L mit 50 ,
[ Elementen,
0.6; entspricht detaillierter
3 FE—Berechnung
=X .
“H 0,5¢
0,4+
- 0,3
1 I | / e SyStem
m—— L S innere Kernzone
. 0,2 allein, ohne
/ Hohlkasten
Hohikasten aus
0,1, Stockwerkrahmen allein
' —— mitEAg=w
Bild 8.5: o, T MitBAs#e | ym)
Biegelinie im Lastfall Biegung 0 0,1 0,2 0,3 0,4
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£ =1,0 E =1,
L \ . Q
0,9} l _..el \‘\ 0,9} I ......I
0,8 — 0,8 ez
0,7} 0,7t
Diskretisierung Diskretisierung
o6t ———— mit 10 Elementen 0,6-“__. mit 10 Elementen /
mit 50 Elementen mit 50 Elementen
[ — -— detaillierte [~ « — detallierte
0,5+ FE—Berechnung 0,5t FE-—Berechnun, /
0,4
0,31
0,2
0,1+
kN1 /! kN
Oy} =5 o
1 X[sz] 0! / L L L L L X sz
-2 -15 -1,0 -05 00 -35 =25 ~15 -05
Bild 8.6: Verlauf der geglatteten Normalspannungen bei 10 bzw. 50 Elementen
mit linearen Verschiebungsanséatzen im Lastfall Biegung
S—Rahmen F—Rahmen
. £=0
0,060 =X
§ H
—3,389 ,_/I I\_/I
£E=10,3
l/r 0,155
—2,236
L— 0,196
-0,791
'\ . /’;—\\‘ : E = 1
0,008 —0,0068
Bild 8.7: Normalspannungsverlauf im Querschnitt der S— und F—Rahmen

fir den Lastfall Biegung (Diskr. mit 50 Elementen)
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E =10

£ =1,0
0,9+ 0,9+
0,8- 0,8¢
0,7+ 0,7¢
0,6t 0,6+
0,5+ 0,5
| Diskretisierung |
14" r
o4r \\i it 10 |
\ mit 50
0,3r \  Elementen, 0,3
L \\ entspricht detaillierter L
0,2 \F\E—Berechnung 0.2l
0,1+ 0,1+
0 L L i 1 s L L O 0 ( L ! L ' L 1 h N\
-2000—-1500—-1000 —-500 O s —-1000 1000 2000 3000 4000 Qs

Bild 8.8:  geglattete Querkraftverlaufe in den Teilsystemnen (nur Biegung)

Die Rander der Wandscheiben sind aufgrund des nichtlinearen (kubischen) Verschie-
bungsansatzes schubspannungsfrei. Die Schubspannungen werden Uber den Quer-
schnitt der Teilsysteme integriert, die daraus resultierenden Querkraftverlaufe sind in
Bild 8.8 dargestelit. Vergleichsberechnungen, bei einer detaillierten Modellierung mit
Balken~ und Scheibenelementen (FE—Programm TRIMAS), bestétigen diese Ergeb-
nisse. Da die Schubspannungen im Querschnitt der S—Rahmen innerhalb des Ele-
ments konstant verlaufen (vgl. (5.28)), werden die linear verlaufenden Schubspannun-
gen in den Querschnitten der Kernzone Uber das Element gegléttet (nicht an den
gemeinsamen Knoten). Die ermittelten Querkraftvertaufe in den Teilsystemen zeigen,
daB bei grober Elementierung ein linearer Verschiebungsansatz die "Lastumlagerung”
im Bereich des Wendepunkts der Biegelinie nicht genau genug erfassen kann.

Eine Diskretisierung mitzweiknotigen Elementen und den damit zusammenhangenden
linearen Verschiebungsansétzen erfordert bekanntermaBen eine entsprechend feine
Elementeinteilung, um brauchbare Ergebnisse zu erhalten, insbesondere fir die
Schnittgré8en, da hier die Ableitungen der Verschiebungsansétze eingehen.
Vergleichsrechnungen mit unterschiedlicher Elementierung haben gezeigt, daB bei
einer Diskretisierung des Systems mit 50 zweiknotigen Elementen, der zu erwartende
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Fehler fir die Normalspannungen im FuBpunkt der Wandscheibe bei etwa 10% liegt
(Vergleich mit analytischer Lésung).

Infolge der Torsionsbeanspruchung ergeben sich die in Bild 8.9 dargesteliten Verlaufe
flir die Querschnittsverdrehung bzw. den Verlauf von primarem und sekundarem
Torsionsmoment. Auch hier zeigt sich, daB eine grobe Diskretisierung die Verschiebun-
gen zwar sehr gut wiedergeben kann, bei den SchnittgréBen ergeben sich dagegen im
Bereich von Lastumlagerungen die zu erwartenden Ungenauigkeiten.

Die analytische Berechnung des Tragwerks (B—01) hat anhand der Labilittszahl
gezeigt, daB der EinfluB aus Theorie ll. Ordnung zu berlcksichtigen ist. Nach Gleichung
(6.26) ergibt sich fir die Biegebeanspruchung des Tragwerks mit einem linearen
Elementansatz fir die Veschiebungen die Gleichlast im Element mit der Bestimmungs-
gleichung:

Adm( = [N@)"'@T = (N + AN E) V' + AN V' = AN - %ﬂ

Der Verlauf der elementweise konstanten Abtriebskrafte Agrh  und der lterationsverlauf
bei den Verschiebungen sind in Bild 8.10 fir eine Diskretisierung in Langsrichtung mit
10 Verallgemeinerten—Balkenelementen dargestelit.

my=50kN/m-6,0m =T /
| 9 /
0,8+ /I
F /
‘ 0,7t /
| -
0,6j //
’ Grundriss: 0,5 /
) /
‘ ;_\ 0,4~ //
- L
. /
‘ I __I 0’3_ // Diskretisierung
g 1 02 4 mit 10
; L/ mit 50
0,1+ Elementen
ot
o 1 2 3
Bild 8.9a: O(E) x10™3

Verlauf der Querschnittsverdrehung bei Torsionsbeanspruchung
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£ =1,0
0,9t
0,8}
0,7}
0,6
0,5y
0,4+
0,3
0,2t
0,1+

, . My
0 10000 20000
Bild 8.9b:
Verlauf des primaren
Torsionsmoments My,
3. lteratior ]
|
Néherung !
nach B—-01 \\I
2. lteration- }
|
1. lteration™
|
|
|
|
Th.1. 0! ' ] - Y
1 1,02 1,04 1,06 1,08 1,10

Vit =Y Vihi

Bild 8.10:
EinfluB aus Theorie Il. Ordnung,
Verlauf der Abtriebskréfte, Iterationsverlauf
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B-03 Nicht—symmetrisches Tragwerk aus Stockwerkrahmen und
Wandscheiben, analytische Berechnung

(8] (o] [10] [1]

7

10 o (5] s

3,5 2,5 zZyv
PRt e =

35 = B 25

1,0 KD 7] w— (4]

Schubmittelpkt. des

: . ‘ ‘ | O El,—Systems
40 40 40 40740 40 40 40 (O GA-Systems

YiVy
40,0 kN/m

Systemwerte:
Bauwerkshohe: H= 48 m
GeschoBhdéhe: h= 30m

GeschoBdecken: d= 0,25m Querschnittswerte:

Wandscheiben: 1= 0,20m Innenstiitzen A=0,25257 m2,

Scheibe 1,4: b=7,0 m Ig=5,3158-10"3 m*

Scheibe 2,3: b=4,0m AuBenstiitzen A=0,17859 m2,

Scheibe 5,6: b=5,0m I5=2,6579-10~3m*

Stockwerkrahmen: Riegel Ir=1,8985-10"3m?*
Feldbreite 4,5m E—Modul E=2,0-107 kN/m2
Anzahl Felder n=2 Querdehnzahl v=0,20

Bild 8.11: Berechnungsbeispiel B-03

Das Berechnungsbeispiel eines nicht—-symmetrischen Hochhaustragwerks wurde
erstmals von Gluck (1970) bearbeitet. Allerdings wird auch bei seiner analytischen Me-
thode der EinfluB aus den Stieldehnungen auf das Trag— und Verformungsverhalten
nicht beriicksichtigt (EAgiiei= o). Dadurch sind (ber die Matrix Tg alle biegeweichen
Wandscheiben und (iber Tg alle schubweichen Rahmenscheiben jeweils zu einem Teil-
system zusammengefaBt.

Das Gebaude besitzt eine Héhe von 48m bei einer Anzahl von 16 Stockwerken. Unter
der Annahme gerissener Betonquerschnitte, wird mit einem effektiven E—Modul von
2,0+ 107 kN/mZ2 gerechnet. Die resultierende, sich aus Druck— und Sogwirkung zusam-
mensetzende Windlast betragt 40,0 kN/m. Die Abmessungen und die Systemwerte sind
der Abbildung 8.11 zu entnehmen.
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Fir die schubweiche Ersatzscheibe der Stockwerkrahmen (Scheiben 7 bis 11) ergibt
sich mit den wirksamen Tragheitsmomenten fur Stiel und Riegel nach (3.23):

I
[~ —2 =85 <4544
(1-B2)° (1_%_%)3
und: Iﬁz_.__Ln—z_i__:1’42.IR

eine Ersatzsteifigkeit der schubweichen Scheiben mit Hiife von (3.22):

£ n(n+1)Ig I3
= bt = "o =3
GAgrs = G n bty = 12 h nFNBLinhT 78525 kN

Dabei wird ein mittleres Tragheitsmoment der Stiele von Ig=3,544 - 10~3 m#4 angesetzt,
das sich aus der Summe der Einzelwerte, dividiert durch die Anzahl der Stiele, ergibt.

Die Torsionssteifigkeiten Gly; und Ely; der Einzelscheiben werden vernachlassigt.
Nach Gleichung (4.7) ist die Wolbsteifigkeit des Systems:

Ely = Z(Ely,i yE + EL, Z?) = 1,213 - 10" kNm*
Fur die Torsionssteifigkeit ergibt sich nach den Gleichungen (4.9) und (4.10):

Gl = > GAy; - 22 = 1,696 - 108 kNm?

Mit den Beziehungen (4.6) und (4.8) erhéalt man die Systemmatrizen:

0 4,267 - 107 0 0 0 0

Tg=[3,12-108 0 4,159-10°| und: Tg=|3,926-10° O 7,853 - 10°

4,159 - 10° 0 1,213 . 10! 7,853 -10%° 0 1,696 - 108

Aufgrund der vorhandenen Symmetrie bezlglich der z—Achse ist die erste der beiden
Differentialgleichungen entkoppelt. Da keine Belastung in dieser Richtung vorhanden
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ist, ist die Verschiebung in z—Richtung Null. Das reduzierte Problem stellt sich damit
folgendermaBen dar:

i

Tg V' '-Tg V' = pX =

1

3,12- 108 4,159 - 10%| | vy 3,926 - 10° 7,853 - 108 | | vy —40

e

4,159 - 10° 1,213 - 10"} | Oy 7,853 - 10° 1,696 - 108 | | O ~640
Mit Hilfe der Beziehung (4.18) erhalt man fir die Eigenwerte des Differentialgleichungs-
systems:

32 =1,54-10"* und: 23=1,56-10"°

Einsetzen der Eigenwerte in (4.17) und Anpassen an die Bedingungen (4.14) und (4.15)
liefert die Eigenvektoren:

1,0 1 1,0 1

®, = =l ind: @, = S N—
. 8 . 9
-0,0478 v1,9802 - 10 0,07032 Jy1,494 - 10

Das System entkoppelter Differentialgleichungen hat nach Beziehung (4.13) die Form:
PTT, 0V -0TTg@V =7 p(x) =
10 0 || 1,544 -10% 0 " -6,82- 107 | p1

o 10| 0 1,563 1073 o 2,2 1078 P2
V2 Vo

Mit den in Abschnitt 4.5 hergeleiteten Zusammenhéngen werden mit:
a,H=xnH=0,596 und: a,H=2»:iH=1,898
Vi A
die Faktoren:
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Ki{ogH) = 0,87 und: iK,(ogH) = 0,42
2
aus dem Bild A—05 im Anhang abgelesen. Daraus ergeben sich die Verschiebungen:

. He
Gy(H) = BL2 Ko H ) = — 398,7

. _py HA

und: Up(H) = =2 - Ky, H,H) = ~ 613, 1

Mit der Beziehung (4.12) werden schlieBlich die Verschiebung bzw. die Verdrehung am
Kopfende ermittelt:

vy(H) - 0,044

Ox(H) 2,49 - 107

Die Verschiebungsverlaufe sind in Bild 8.12 dargestellt. Mit den Zusammenhéangen aus
Abschnitt 4 lassen sich auch die SchnittgroBen in den Einzelscheiben ermitteln. Bei-
spielsweise ergibt sich fir die Querkraft (nicht dargestelit) in den Wandscheiben:

~

Qy = [EL, ELz|® -V

Y Z| Z,Im

‘wobei:

i
~

Vi) =p; H- Kz(“gﬁ:%)

Y

U2 §) = pp H - Kylag H,Y)

Ein Vergleich mit den Berechnungsergebnissen aus einer detaillierten FE—Berechnung
(Programm TRIMAS) zeigt bei der Lastverteilung im Querschnitt eine gute Ubereinstim-
mung mit den Ergebnissen aus der analytischen Berechnung. Die analytische Lésung
zeigt sich beziglich den Querverschiebungen allerdings etwas zu steif, da die Flexibili-
tdten aus den Stieldehnungen nicht beriicksichtigt wurden. Die Querschnitts-
verdrehungen sind deshalb auch zu groB.
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0,2t f — analytische
L Berechnung
0,1 —~—— detaillierte
FE—Berechnung
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QlkN]

—-500 500 1500

Bild 8.12: Berechnungsergebnisse
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B—-04 Nicht-symmetrisches Tragwerk aus Stockwerkrahmen und
Wandscheiben, numerische Berechnung

1,0 e

35 ‘ _I <l } 25 ZVy
3,5 mf [25
1,0 1 (7] De———

40 40 40 40740 40 40 40
Ly,vy
Systemwerte: 40,0 kN/m

Bauwerkshéhe: H= 48 m
GeschoBhoéhe: h= 3,0m

Geschof3decken: d= 0,25m Querschnittswerte:

Wandscheiben: t= 0,20m Innenstitzen A=0,25257 m2,

Scheibe 1,4: b=7,0m Ig=5,3158-10"3 m4

Scheibe 2,3: b=4,0 m AuBenstiitzen A=0,17859 m2,

Scheibe 5,6: b=5,0 m 15=2,6579-103m*

Stockwerkrahmen: Riegel Ir=1,8985-10"3m4
Feldbreite 4,5m E—Modui E=2,0-107 kN/m?2
Anzahl Felder n=2 Querdehnzahl v=0,20

Bild 8.13: Berechnungsbeispiel B—04

Fir die numerische Berechnung des Tragwerks (Bild 8.13) werden die Stockwerkrah-
men (Scheibentyp [3}) und die Wandscheiben jeweils zu einem Teilsystem zusammen-
gefaBt. Sinnvoll ist diese Vorgehensweise allein deshalb, da bei bekannter Lasteinwir-
kung auf das gesamte Teilsystem aufgrund der Affinitét im Verformungsverhalten der
Einzelscheiben auch die Lastverteilung auf die Einzelscheiben bekanntist. Analog dazu
werden auch alle biegeweichen Wandscheiben zu einem Teilsystem zusammengefaBt.
Der Schubanteil an der Gesamtverformung wird bei den Wandscheiben zwar berlick-
sichtigt, wird sich aber sicherlich unerheblich auf die Lastverteilung auswirken.

Flr die schubweiche Ersatzscheibe der Stockwerkrahmen ergibt sich mit den wirksa-
men Tragheitsmomenten fir Stiel und Riegel nach (3.23):
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| I I I
p=—2=—3 =153 Ig und: Ix=—F—=—>R <1421

) () (-5

eine Ersatzdicke nach (3.22) mit:

tos = 1,047 - 1078 m

Dabei wird ein mittleres Tragheitsmoment der Stiele von Is=3,544 - 103 m* angesetzt,
das sich aus der Summe der Einzelwerte, dividiert durch die Anzahi der Stiele, ergibt.

Fur die numerische Berechnung werden dreiknotige Elemente mit quadratischem Ver-
schiebungsansatz gewahlt. Das Tragwerk wird mit 10 Elementen diskretisiert. Fir die
Steifigkeitsmatrix der Balkenelemente ergibt sich der Aufbau:

(7 _E a4l B_E a4l 1_E ol i
5 At lge | 3@ArT ) 2g¢| 3t -lac
+%G€B: raes - aes |
~~~~~~~ ] N Rt B R
76 _2 T 1.88G 1 ] 186
:350 aer 1830 tee | 1S
f f
16 _E | 8 _E |
3 W Mt 3 79 | 2g¢
8 } 1 | 3
I S tis SR ]
k= l 16 @ 26cr | BG
| 370D -
|
7 __E I
s AT gz GcC
1
2
S tw%E
I
| G
| 3¢ D

Fiir die Stockwerkrahmen (Scheibentyp [3], n<5) ergibt sich die Matrix A der Verallge-
meinerten Querschnittswerte zu:

0,24173 006314 0 0,12628
024173 0 0,12628

o 0
0,25257

m2

A= ZASt,f(g)fT(g) =
©)

Fir den Aufbau der Systemsteifigkeitsmatrix erhélt man mit den Abkirzungen:
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Ki1,a0 =-§ €(15/2) A+rZGeB | ST 3 5(15,2) A+ 115 Ge B,
Kisan =5 7 A~ 35 OB kezan = % vy At 15 GC B
Kipo = -3 GC kipe=2GC | Kipe =3 GC

k11,d=%%D ' k12,d=”%%D’ k13,d=%%D' k22,d='1§§%n

nach Umsortieren der Freiheitsgrade die Form: K=
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e U B o N s O Y N
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e e e e e e — e ——t B R e e it

e g e e T e e e I e e andC R

S
| 211,08 12,0 ¥13,ab|
112,25 K2z, 28] K1z,

;
naaatad T
. LT ek L0 0 Feed
{ [ | l [ I I | 1 T T 1 [ [ | ] I I
I i e e B e e e B I e e B e
" T R O VO HS U A O i L U N R N NS N I
| | | | | | | | | K13, ] K120 | 2011,0] *12,0]Ke3,0 | | | | |
A U N O 7 oo v S B S
R R R A I R P L e A e e
Y (S U N NN EN R I A L LMo Mz Poe ] ]
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|

k13,4 l K120 r"‘n 4 ¥z,
\ == :
| | | ktzu] k22,0

Ein Vergleich mit der analytischen Berechnung (B—083) zeigt eine gute Ubereinstim-
mung bei den Verschiebungen des Kopfquerschnitts. Da dort die Einfliisse aus den
Stieldehnungen allerdings vernachléssigt wurden, ist das Rechenmodell der analyti-
schen Lésung etwas zu stef. Vergleichsrechnungen mit einer feineren Elementierung
(50 Elemente) zeigten Abweichungen um maximal 5% bei der Lastverteilung Q. In Bild
8.14 sind die Biegelinie und der Verlauf der Querschnittsverdrehung dargestellt. Eine
Vernachlassigung der Flexibilitdten (EAg= =) aus den Stieldehriungen hat in diesem
Beispiel einen wesentlichen EinfluB auf die Verformungen und auf die Verteilung des re-
sultierenden Torsionsmoments M, bzw. der Querkraft Q im Querschnitt des Tragwerks
(Abweichungen ca 20%). Ein Vergleich mit den Ergebnissen aus einer detaillierten FE—
Berechnung (vgl. Bild 8.12) unterstreicht die Qualitat des Rechenmodelis.
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Bild 8.14: Berechnungsergebnisse:
Verschiebung in y—Richtung, Querschnittsverdrehung, Aufteilung des
Torsionsmoments, Aufteilung der resultierenden Querkraft
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B-—05 Gegliederter Hohlkasten, numerische Berechnung
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Bild 8.15: Berechnungsbeispiel eines gegliederten Hohlkastens

Ein 15—-geschossiges Hochhaus (Bild 8.15) ist mit einem einzelnen zentrisch angeord-
neten Kern ausgesteift. Die vertikalen Stiitzen werden dabei zur Aussteifung des Bau-
werks gegen horizontale Lasten nicht herangezogen. Die Riegel werden in ihrer Wir-
kungsweise durch eine kontinuierliche schubweiche Scheibe (Typ [2}) ersetzt. Flr die
Dicke der schubweichen Ersatzscheibe ergibt sich aus der Beziehung (3.21) mit
v=0,20:

tes = 0,076 - t

Die Beziehungen (3.11) ergeben einen nahezu biegesteifen AnschiuB fir die Riegel
(ca= cp=). Der Hochhauskern wird mit insgesamt 10 dreiknotigen Elementen
(quadratischer Verschiebungsansatz) diskretisiert. Vergleichsrechnungen mit einer
feineren Elementierung ergaben Abweichungen bei den Normalspannungen um
maximal 5%, so daf} diese Elementierung als angemessen erscheint.

In den Bildern (8.16a) bis (8.16e) sind dié Verformungsverldufe, die Lage des Drillruhe-
punkts und die Spannungsverlaufe dargestelit. Dabei zeigt sich, daB die Normalspan-
nungen innerhalb der Einzelscheiben nahezu linear verlaufen. Der EinfluB aus den nicht-
linearen Anteilen (Koordinatenfunktionen f3 und ;) macht sich bei den Wandscheiben
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praktisch nicht bemerkbar. Die Zugspannungen im Kernquerschnitt werden durch die
Vertikallasten aus dem Eigengewicht der Deckenplatten (berdrickt.

Die Lage des Drillruhepunkts yy wurde ermittelt, indem das System mit einem konstan-
ten Torsionsmoment my(X) beansprucht wurde. Die bezogene Lage des Drillruhe-
punkts ergibt sich dann aus der Beziehung:

Ym Vg

o T eb

Die Ergebnisse zeigen, daB die Annahme eines geschiossenen oder offenen Quer-
schnitts keinesfalls gerechtfertigt wére. Eine so durchgeflihrte Naherungsberechnung
fihrt mit Sicherheit zu einer falschen Abbildung des Trag— und Verformungsverhalten.
Der Schubmittelpunkt kann als Querschnittswert nicht herangezogen werden, so daB
Biege— und Torsionsbeanspruchung immer miteinander gekoppelt sind. Aufgrund des
unterschiedlichen Trag~ und Verformungsverhalten von Wandscheiben und geglieder-
ten Scheiben liegt der Drillruhepunkt auf einer raumlich gekrimmten Achse.

Die diskreten Riegelquerkréfte werden vereinfacht (iber die Beziehung:
QR(X) = TR(X) “h e

ermittelt. Die maximale Riegelquerkraft findet sich im 4. und 5. Stockwerk:

Qpmax = 0,49 - 3,50 - (0,076 - 0,30) - 10% = 390 kN

Eine’Vergleichsberechnung mit Hilfe eines Finite—Elemente Programms (TRIMAS) lie-
fert eine maximale Querkraft Qg max=350 kN im 4 Riegel. Das sich aus der Querkraft
ergebende maximale Biegemoment in diesem Riegel betragt:

Mamax = 5 * Qrmax * éa = 585 KNm

Dieses fuhrt auf eine Biegedruckspannung im Riegel von o max=M/W=1,17 KN/cm?2.
Die mit einem FE—Programm bei Verwendung von Scheibenelementen durchgeflhrte
Rechnung zeigtim Vergleich, daB die gegliederte Scheibe etwas zu steif ist, so daB die
Lage des Schubmittelpunkts nicht richtig erfaBt wird (Bild 8.16¢). Dies ist offensichtlich
darauf zuriickzufiihren, daB bei der Ermittlung der Ersatzdicke te der EinfluB aus den
Stieldehnungen und des flexiblen Anschlusses vernachléssigt wurden. Als Folge davon
ist auch die Torsionsbeanspruchung aufgrund des zu kieinen Hebelarms zu kiein. Die
Spannungsverteilung im Querschnitt wird dagegen sehr gut wiedergegeben (Bild 8.16
d,e). i
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9. SchiuBbemerkung

Ziel dieser Arbeit war die Entwicklung einer Losungsstrategie, die hinsichtlich der
Modellierung und der Berechnung von regelméaBigen Hochhaustragwerken sowie der
Ergebnisauswertung eine wesentliche Vereinfachung gegentiber der "klassischen”
Finite—Elemente~Methode (bei Verwendung von Balken— und Scheibenelementen)
darstellt. Das in seinem Aufbau regelmaBige Tragwerk wird dabei durch Zusammenfas-
sen aller aussteifenden Bauteile, in Anlehnung an die "Verallgemeinerte Technische Bie-
getheorie” (VTB) von Schardt, als Verallgemeinerter Balken betrachtet.

Wirklichkeitsnahe Ansétze bezliglich der Verschiebungsverldufe im Querschnitt, die
sich wesentlich an dem Trag— und Verformungsverhalten der aussteifenden Bauteile
orientieren, erméglichen die Herleitung von "Veraligemeinerten Querschnittswerten”.
Eine Kopplung von abhéngigen Freiheitsgraden wird in Form von Verallgemeinerten
Koordinatenfunktionen bereits im Ansatz erfaBt. Dabei werden auch ebene, in inrem
Aufbau regelmaBige Stockwerkrahmen als kontinuierliche Scheiben betrachtet.

Die Herleitung kontinuierlicher Ersatzsysteme bietet insbesondere fiir regelmaBige
Rahmentragwerke und gegliederte Scheiben den Vorteil, eine "freie”, d.h. von der Ge-
schofBzahl und ~hohe unabhéngige Diskretisierung des Tragwerks in seiner Langs-
achse vornehmen zu kénnen. Berechnungsbeispiele unterstreichen die Fffizienz der
dargestellten L.dsungsstrategie. Diese zeigt sich insbesondere in der einfachen Model-
lierung des Tragwerks, da Informationen, die den Querschnittsaufbau betreffen, hierbei
ausreichen. Einfliisse aus Theorie ll. Ordnung werden in Form von "Abtriebskraften”
berucksichtigt.

Der EinfluB des nichtlinearen Materialverhaltens des Werkstoffes "Stahlbeton” auf das
Tragverhalten der aussteifenden Bauteile wurde in dieser Arbeit nicht diskutiert und
liefert sicherlich Ansétze flr weitere Arbeiten.

Die in dieser Arbeit hergeleitete L dsungsstrategie wurde in dem Computerprogramm
HIGH—RISE realisiert.
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Name:
Geburtsdatum:
Eltern:

1970 — 1974
1974 — 1980
1980 — 1983
Juni 1983
1983 — 1984
1985 — 1992
Mérz 1992
1992 — 1997

Lebenslauf

Helmut Schmidts
19.02.1964 in Lahr/Schw.
Erhard und Hermine Schmidts, geb. Tontsch

Besuch der Friedrich—Grundschule in Lahr
Besuch des Max—Planck Gymnasiums in Lahr
Besuch des Technischen Gymnasiums in Lahr
Abitur

Grundwehrdienst

Studium an der Universitat Stuttgart,
Fachrichtung: Bauingenieurwesen (konstruktiv)

AbschluB3 Diplom —Ingenieur

Wissenschaftlicher Mitarbeiter am Institut fir Baustatik
der Universitat Stuttgart



Folgende Berichte sind bereits erschienen:

74-1

74-3

74-4

751

75-2

75-3

761

76—-2

771

79~-1

79-2

79-3

80-1

80—-2

M. Becker, J. Biihler, G. Lang—Lendorff, K. Papailiou, J. M. Sittele:
Kontaktkurs EDV im konstruktiven Ingenieurbau.

G. Werner: ‘

Experimentelle und theorstische Untersuchungen zur Ermittiung des Trag-
verhaltens biege— und verdrehbeanspruchter Stabe mit |—Querschnitt.

K. Tompert:
Berechnung kreiszylindrischer Silos auf elastischer Unterlage.
W. Riehle:

Studie (ber verallgemeinerte Variationsfunktionale und ihre Anwendung
bei der Methode der finiten Plattenelemente.

G. Miiller, R. W. Rembold, J. M. Sittele, K. H. Schweizerhof, W. Wiss-
mann:

Platten—Theorie, Berechnung, Bemessung. Teil 1.

G. Miiller;

Numerische Behandlung der Kirchhofischen und Reissnerschen
Plattentheorie nach einer diskretisierten und erweiterten Trefftz—Methode.

E. A. Castrillon O.:

.Beitrag zur Berechnung langer dinnwandiger dreizelliger Triger unter

Berlcksichtigung der Profilverformung.

W. Block, G. Eisenbiegler, R. D. Kugler, H. Lieb, G, Miiller, J. Mller,
K.—H. Reineck, J. Schlaich, K. H. Schweizerhof, F. Seible:
Platten—Theorie, Berechnung, Bemessung. Teil II.

E. Ramm: :

Geometrisch nichtlineare Elastostatik und finite Elemente.

B.—M. Sulke:

Berechnung dlinnwandiger prismatischer Faltwerke mit verformbarem
mehrzelligen Querschnitt.

F. Fujii:

Anwendung der Methode der finiten Elemente auf die Berechnung von
Stahlbetonplatten.

B. Brendel:
Geometrisch nichtlineare Elastostabilitat.

H. G. Berg:
Tragverhalten und Formfindung versteifter Kuppelschalen iiber quadrati-
schem GrundriB auf Einzelstitzen.

F. W. Bornscheuer, B. Brendel, L. Hafner, E. Ramm, J. M. Sattele:
Fallstudien zu Schalentiragwerken (in englischer Sprache).

R. 1. Del Gaizo:
Liegende zylindrische Behalter und Rohre auf Sattellagern endlicher Breite.

R. W. Rembold:
Beitrag zum Tragverhalten ausgewdhiter Plattentragwerke unter
Berdicksichtigung der Reissnerschen Theorie und der Methode der

gemischten finiten Elemente.



80-3

82-1

82-3

1 (1983)

2 (1983)

3 (1983)

4 (1984)

5 (1985)

6 (1987)

7 (1987)

8 (1988)

9 (1989)

10 (1989)

11 (1990)

12 (1990)

J. M. Séttele:
Ein finites Elementkonzept zur Berechnung von Platten und Schalen bei
stofflicher und geometrischer Nichtlinearitat.

L. Héafner:
EinfluB einer RundschweiBnaht auf die Stabilitdt und Traglast des
axialbelasteten Kreiszylinders.

K. Schweizerhof: '
Nichtlineare Berechnung von Tragwerken unter verformungsabhéngiger
Belastung mit finiten Elementen.

H.—P. Andra:
Zum Tragverhalten des Auflagerbereichs von Flachdecken.

P. Osterrieder:
Traglastberechnung von raumlichen Stabwerken bei groBen Verformungen
mit finiten Elementen.

T. A. Kompfner:

Ein finites Elementmodell fiir die geometrisch und physikalisch nichtlineare
Berechnung von Stahlbetonschalen.

A. Diack:

Beitrag zur Stabilitt diskret langsversteifter Kreiszylinderschalen unter
Axialdruck.

A. Burmeister, F. W. Bornscheuer, E. Ramm:
Traglasten von Kugelbehéitern mit Stiitzen und Formabweichungen unter
Innendruck und Stitzenlangskraft. '

H. Stegmiiiller:
Grenzlastberechnungen flussigkeitsgeflllter Schalen mit "degenerierten”
Schalenelementen.

A. Burmeister:
Dynamische Stabilitdt nach der Methode der finiten Elemente mit Anwen-
dungen auf Kugelschalen.

G. Kammler:

Ein. finites Elementmodell zur Berechnung von Tragern und Stiitzen mit
offenem, dinnwandigem Querschnitt unter Ber(icksichtigung der
Interaktion zwischen globalem und lokalem Versagen.

A, Matzenmiller:

Ein rationales Ldsungskonzept flr geometrisch und physikalisch
nichtlineare Strukturberechnungen.

D. Tao:

Die Technik der reduzierten Basis bei nichtlinearen finiten Element—Be-

: rechnungen.

K. Weimar:
Ein nichtlineares Balkenelement mit Anwendung als Langsstreifen
axialbelasteter Kreiszylinder.

K.—U. Bletzinger:

Formoptimierung von Flachentragwerken.

8. Kimmich:

Strukturoptimierung und Sensibilitatsanalyse mit finiten Elementen.



13 (1991)

14 (1992)

15 (1992)

16 (1994)

17 (1994)

18 (1995)

19 (1995)

20 (1996)

21 (1996)

22 (1996)

U. Andelfinger:

Untersuchungen zur Zuverléssigkeit hybrid—gemischter finiter Elemente
fir Flachentragwerke.

N. Blichter:

Zusammenflhrung von Degenerationskonzept und Schalentheorie bei
endlichen Rotationen.

Th. J. Hofmann:

Beitrag zur vetfeinerten Balkentheorie.

D. Roehil:

Zur Berechnung von groBen elastoplastischen Deformationen bei Flachen-
tragwerken und Kontinua.

R. Reitinger:

Stabilitét und Optimierung imperfektiohsempfindlicher Tragwerke.

R. Suanno:

Ein dreidimensionales Simulationsmodell flir Stahlbeton mit Plastizitat und
Schadigung.

M.Braun:

Nichtlineare Analysen von geschichteten, elastischen Flachentragwerken.
N. Rehle:

Adaptive Finite Element Verfahren bei der Analyse von Flachentragwerken.
C. HauBer:

Effiziente Dreieckselemente flr Flachentragwerke.

D. Kuhl:

Stabile Zeitintegrationsalgorithmen in der nichilinearen Elastodynamik
diinnwandiger Tragwerke





