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Alle Zeichen sind im Text erldutert. Die wichtigsten unter

ihnen werden im folgenden nochmals angegeben, und zwar in

der Reihenfolge wie sie im Text auftreten.
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e

dik

P ik

(cm)
(cm)
(cm)
(cm)
(cm)
(cm)
(1)

(1)

(cm)
(cm)
(1)
(1)

(kp/cm’)

Kartesische Koordinaten

Einheitsvektoren

Glttervektoren

Ortsvektor im unverformten Zustand

Ortsvektor im verformten Zustand

Unverformtes Linienelement

Verformtes Linienelement

Lagrange'scher Verzerrungstensor

Verzerrungen in der linearen Elasti-
zitdtstheorie

Verschiebungsvektor

Verschiebungskomponenten

Kroneckersymbol

Rotationswinkel der Fasern

Vektor der Volumenkr&fte pro Volumen-—
einheit des unverformten Kontinuums
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E (kp/cmz) Vektor der Fldchenkrdfte pro
Flidcheneinheit der Oberfldche
des unverformten Kontinuums

5(0) (kp/cmz) Vorspannvektoren vor der Ver-
: formung
Eii(o) (kp/cmz) Vorspannvektoren nach der Ver-
- formung
g (kp secz/cm4) Spezifische Dichte des unver-
formten Kontinuums
Bk (cm/sec2) Beschleunigungskomponenten
Elk (kp/cmz) Kappus'scher Spannungstensor 1)

Ejklm (kp/cmz) Allgemeiner LClastizitdtstensor

n (cm) Einheitsvektor senkrecht zur
Fléche

W (kp/cmz) Elastisches Potential pro
Volumeneinheit

Sl (cmz) Teiloberfldche mit dynamischen
Randbedingungen

S, (cmz) Teiloberfliche mit geometrischen
Randbedingungen

B (cm/secz) Beschleunigungsvektor

Rj (kp) Verallgemeinerte Krédfte

9y (cm) Lagrange'sche Koordinaten

L (kp cm) Lagrange'sche Funktion

l)Er wird h#ufig in der Literatur Piola-Kirchhoff'scher Spannungs-

tensor 2. Art genannt.
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{c))
W (kp cm) Das gesamte elastische Potential
(Vs)
W (kp cm) Das elastische Potential infolge
Vorspannung
* ¥ &)
W (kp cm) W =W+ W(VS)
t (sec) Zeit
T (kp cm) Kinetische Energie
* Jkim 2 . . -
E (kp sec/cm™) Allgemeiner Viskositdtstensor
(MD) . o
Dj (kp) Allgemeine Materialddmpfung
(UD) ; .
Dj (kp) Allgemeine Umgebungsdédnpfung
ug (cm) Verschiebung des Knotenpunktes n
in Richtung der lokalen Koordi-
nate j
h (cm) Dicke des Membranelements
SE (cmz) Fldche eines unverformten finiten
Dreieckelements
VO (cm3) Volumen eines unverformten finiten
Dreieckelements
E (kp/cmz) Elastizitdtsmodul
v (1) Querdehnzahl
2
M oM (kp sec”/cm) Massen-Matrix
Rg (kp) Fiktive Kraft am Knotenpunkt n

in Richtung der lokalen Koordinate j
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Ajk (1) Transformationsmatrix
Gg (cm) Verschiebung des Knotenpunktes n

in Richtung der globalen Koordinate j

RJ (kp) Fiktive Kraft am Knotenpunkt n in
Richtung der globalen Koordinate j

K. (kp/cm) Geometrische Steifigkeitsmatrix
(VA) ) o .

Kp (kp/cm) Verschiebungsabhidngige elastische
Steifigkeitsmatrix

Ko (kp/cm) Elastische Steifigkeitsmatrix

K (kp/cm) K= X.+ Kp

J (kp/cm) Jacobi-Matrix, tangentielle Steifig-
keitsmatrix

W Vektor der Hermite'schen Interpola-
tionspolynome flir die Verschiebungen

gf Vektor der Hermite'schen Interpola-

tionspolynome fiir die Kréfte
abkiirzende Schreibweisen

Oy, ()

i

() a“( )

AC) Finites Inkrement der GrdBe ( )
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Abkiirzungen hdufig auftretender Begriffe

FEM Methode der finiten Elemente

AGS Algebraisches Gleichungssystem

DGS Differentialgleichungssystem

GSM Geometrische Steifigkeitsmatrix
ESM , Elastische Steifigkeitsmatrix

RKM Runge"KuttawMethode.

HIP Hermite'sches Interpolationspolynom
Summenkonvention

Es wird lber alle Indizes summiert, die in einem Produkt zwel-

mal wvorkommen.

Wenn nicht anders angegeben, laufen die lateinischen Indizes

von 1 bis 3 und die griechischen Indizes von 1 bis 2.
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1. Einleitung

In der letzten Zeit sind zugbeanspruchte Konstruktionen wie
Hdngeddcher, Zelte und Seilnetze in der Baupraxis wegen ihrer
Zweckmdfigkeit und Wirtschaftlichkeit vorgedrungen. Diese
Konstruktionen zeichnen sich besonders durch ihre Leichtigkeit
und ihre Anpassungsfdhigkeit an gewlinschte Formen und Stiitzungen
aus. Ihr Eigengewicht ist verh&dltnisméfig klein gegeniliber den
auftretenden dynamischen Windlasten. GemdB der Beanspruchung
der meist vorgespannten Netze oder Membrane ist bei der Kon-
struktion der Bauelemente die Dehnsteifigkeit ausschlaggebend.
Die Biegesteifigkeit ist demgegeniiber klein. Hierdurch ist
einerseits die Gesamtkonstruktion zu groBen Deformationen fé&hig,
vor allem auch bei lokal konzentrierten Lasten, andererseits
entsteht eine Verformungsempfindlichkeit gegeniiber lokalen
periodischen Lasten. In vielen Fdllen ist auch die teilweise
oder v6llige Schubweichheit fiir das Verformungsvermdgen win-'
schenswert. Eine unter Umstdnden vorhandene zu groBe Schub-
steifigkeit bei kleiner Festigkeit kann bei groBSen Verschie-

bungen zu Bauschdden filihren.

Die architektonisch erwlinschte Form ist die Geometrie der Kon-
struktion unter der Wirkung der statischen Lasten; diese Form
wird mit Hilfe von Vorspannungen erreicht. Um den Effekt der
Vorspannung auf die anderen Lastf8lle zu beschreiben, ist die
Anwendung der Theorie 2. Ordnung notwendig, denn dieser Effekt
ist nichtlinearer Natur (keine lineare Superponierbarkeit); in
vielen Fdllen héngt sogar das Erreichen einer stabilen Gleich-
gewichtslage primdr von einer Gleichgewichtsbetrachtung am ver-
formten System ab. Die Vorspannung solcher Konstruktionen dient
~auch weiteren Zwecken, ndmlich um Faltenbildung der Membrane
und Erschlaffen der Seile ganz zu vermeiden, oder geniigend klein
zu halten und auferdem um unzulissig grofe Schwingungen zu ver-—
hindern. Es sind in Rezug auf die Cr&Be der Schwingungen und
ihre Folgen vier Aspekte zu beachten:

1. Auftreten von Bauschdden an Bedachungselementen oder Einbauten,

die auf Grund eines geringeren Verformungsvermdgens als das
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der Hauptkonstruktion an den Verbindungsstellen oder inner-
halb dieser Bauteile versagen.

2. Versagen von Teilen der Hauptkonstruktion infolge Spannungs-
konzentrationen und damit Uberbeanspruchungen. Diese Ver-

sagensursache ist im allgemeinen weniger zu befiirchten.

3. Psychologische Wirkungen auf den Benutzer oder Besucher.
Es k&nnen Angstgefithle aber auch St&rungen durch akustische
Nebeneffekte, etwa beim Flattern, entstehen.

4. Beeintrdchtigung der Nutzungsfidhigkeit, z.B. durch Bewegung

der Luftmasse in einem v8llig umschlossenen Raum.

Infolgedessen besteht ein groBes Interesse, den Effekt des Vor-
spanngrades als wichtigen Faktor zur Verminderung der Deforma-
tionen infolge Schwingungen zu untersuchen. Aus Mangel an Kennt-
nissen auf diesem Gebiet muBte man bisjetzt mit liberhdhten Wind-
driicken als zusdtzliche statische Lasten rechnen und hat damit
wahrscheinlich wesentlich hbhere Vorspannkrédfte benutzt als

es bel genauerer dynamischer Analyse notwendig gewesen wdre.
Wegen des nichtlinearen Verformungsverhaltens solcher Konstruk-
tionen (verschiebungsabhidngige Steifigkeit!) ist ihr Schwingungs-
verhalten nichtlinear; folglich besitzen ihre Schwingungen - auch
bei harmonisch-periodischen Lasten - weder harmonischen noch i.a.
periodischen Verlauf.

Die meisten klassischen Arbeiten iiber nichtlineare Schwingungen
behandeln Ein- und Zwei-Massenschwinger, zum Beispiel [1] . Vor
kurzem sind mehrere Arbeiten erschienen, in denen das Schwingungs-—
problem der Seilnetze linearislert wird; hierbeil werden kleine
Schwingungen um die Gleichgewichtslage angenommen, z.B. in l?} ’
D] ’ [{] . Flir diesen Fall bekommt man durch das Diskretisieren
mit Hilfe der FEMl) ein lineares gewShnliches DGSl). In [EJ sind
Versuchsergebnisse von Seilnetzschwingungen mitgeteilt. Schleyer
[ﬁ] und Mgllman l}] geben theoretische Grundlagen zur dynamischen
Untersuchung von Sellnetzen an.

1) Siehe Abklirzungsverzeilchnis S. 22,
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Das allgemein nichtlineare Schwingungsproblem (groBe Schwin-
gungen um die Gleichgewichtslage) blieb, besonders fiir Membrane,
praktisch unerforscht. Fiir dieses Problem bekommt man durch
Diskretisieren der Fldche mit Hilfe der FEM ein nichtlineares
gewthnliches DGS in den Knotenverschiebungen.

In der vorliegenden Arbeit werden die Vorspannungen schon von
Anfang an in den Bewegungsgleichungen des infinitesimalen Teil-
chens berilicksichtigt. Ausgangspunkt ist der Lagrange'sche Ver-
zerrungstensor als nichtlineare Abhdngigkeit zwischen den Ver-
schiebungsableitungen und den Verzerrungen. Aufgrund der Varia~
tionsprinzipe der Mechanik werden die Lagrange'schen Bewegungs-
gleichungen des Kontinuums mit Berlicksichtigung der Vorspannungen
aufgestellt. Mit Hilfe der FEM, d.h. unter Verwendung bereichs-
weiser Parameteransdtze fir die Verschiebungen, lassen sich die
Verschiebungen in den Lagrange'schen Bewegungsgleichungen durch
die Knotenpunktverschiebungen ersetzen. Dadurch erhdlt man die
Bewegungsgleichungen als nichtlineares gewdhnliches DGS 2. Ord-
nung. Zur Integration dieser Bewegungsgleichungen werden fol-
gende Mbglichkeiten vergleichend diskutiert:

a) Algebraisierung des nichtlinearen DGS durch die Anwendung
des Ritz'schen Verfahrens mit Hermiteschen Interpolations-
polynomen in der Zeit. Flir jeden Zeitschritt erh&lt man ein
nichtlineares AGS. Wegen der schwer zu berechnenden auf-
tretenden Integrale iliber die Zeit ist diese Methode wenig
geeignet.

b) Das gesamte elastische Potential wird innerhalb jedes Zeit-
schrittes durch eine Taylor-Reihe angendhert. Hierin berilick-
sichtigt man nur die ersten drei Terme (einschlieflich des
quadratischen Gliedes). Mit Hilfe der unter a) genannten
Ritz'schen Methode erhdlt man fiir jeden Zeitschritt ein
lineares AGS. Auf Grund der neu entstandenen Geometrie
miissen die Koeffizienten dieses AGS nach jedem Iterations-
schritt neu berechnet werden. Der Nachteil dieser Methode
besteht darin, da8 man durch Erh&hen des Grades der benutzten

Hermiteschen Interpolationspolynome nicht entsprechend den

Zeitschritt vergr&fern kann. Die N&herung, nach der das gesamte
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elastische Potential innerhalb des Zeitelements nur gquadra-
tisch von den Verschiebungen abhingt (damit kubische und
biquadratische Terme der potentiellen Energie wvernachléssigt),
macht die Vergr&Berung des Zeitschritts nur beschré@nkt m8g-
lich. Man muB also beli stark nichtlinearen Systemen mit

sehr kleinen Zeitelementen rechnen.

c)4Die Methode von Runge-Kutta-Fehlberg, mit den flir DGS
2. Ordnung von FEHLBERG [?é] gegebenen vereinfachten
Transformationen bietet diese Methode einige Vorteile. Man
kann ihre Genauigkeit beliebig steigern bzw. die Zeit-
schritte vergrdB8ern, indem man den Grad der totalen Diffe~-
rentiationen des DGS erhSht. Die totale Differentiation
des vorliegenden DGS ist recht einfach. Beli dieser Methode
ist eine automatische Schrittweitensteuerung mdglich.

Weiterhin werden die Einfliisse des Vorspanngrades, der Form der
Konstruktion, der Randbedingungen und der N&herung des Schwin-
gungsproblems durch kleine Amplituden um die Gleichgewichtslage
auf das Schwingungsverhalten im Rahmen der Rechenbelspiele un-
tersucht.
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2. Grundgleichungen der geometrisch nichtlinearen
Elastizitdtstheorie

Eine ausfithrliche Darstellung dieser Theorie findet man in [8],
[9] und in besonders griindlicher Form bei ERINGEN [iq].
Weiterhin gibt BOHM [il] eine einfache Formulierung dieser

Theorie in krummlinigen Koordinaten an.

In der vorliegenden Arbeit soll die Vorspannung berilick-
sichtigt werden. Es wird eine Lagrange'sche Darstellung in
kartesischen Koordinaten gewdhlt.

2.1 Analyse des Verschiebungs- und Verzerrungszustandes

(xl, x2, x3) ist ein kartesisches Koordinatensystemn, siehe

Bild 2.1; 5(0) ist der Ortsvektor des Punktes P(O) im verform-
ten Kdrper zum Zeitpunkt t(o). P(O) ist der Mittelpunkt eines
rechteckigen Parallelpipeds, von dem ein Achtel im Bild 2.1
dargestellt ist.

Fiir die Einheitsvektoren g, gilt:

(o)
Dy _ . @ _

>

Zum Zeitpunkt "t" hat sich der Punkt P(O)

schoben, der zugehdrige Ortsvektor ist r. Die Einheitsvektoren

zum Punkt P ver—

95 gehen durch die Verformung in die schiefwinkligen Gitter-—
vektoren G, tiber.

Flir sie gilt:

G. =— =1V. (2.2)
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Man erhdlt den Metriktensor:

G. =G;- G; (2.3)

Die Komponenten des Tensors Gij bestimmen die Verformung des
infinitesimalen Parallelepipeds mit der Seitenlénge 2 ax™
Bild 2.1, zum Zeitpunkt t.

14

*
-\.
34
3 .
0 81 T
o
\ P
\9 e\%f?/z ¢~
_SJY \ ¥\ X
S
LN
1272 2V
R __(/I
A d.dix?)
dx3 0
3 |

X

Bild 2.1: Ein Achtel des infinitesimalen Parallel-
epipeds vor und nach der Verformung.
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Der Lagrange'sche (Greene'sche) Verzerrungstensor ist

folgendermafen definiert:
=41 - =
ek = 7 Ok ij) €k (2.4)

Ansich enthdlt ij alle Angaben {iber die Verformung eines
Teilchens, ejk erlaubt jedoch eine einfachere Formulierung
der Theorie.

Die tensorellen Eigenschaften wvon ejk wurden z.B. von
KAPPUS [8] erldutert.

Der Zusammenhang zwischen den Komponenten von ejk und den

Ingenieur-Verzerrungen Ejk ist im folgenden dargestellt:

ds(o) soll ein Linienelement in Richtung 9, vor der Ver-

formung sein.

as (©) = dxlgl ; (ds(o))2 = (dxl)2
Nach der Verformung gilt:
ds = ax'g, ; (as)? = 6, (axH?
€4y = dsd;(gi(m =Ye, -1 (2.5)
Aus Gl. (2.4) erhdlt man:
G11 = 2ell + 1
Damit wird aus G1l., (2.5):
en = €5, % 3 831 (2.6)
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sondern in

e, bzw. 811 sind nicht in Richtung von ds(o),

Richtung von dem Gittervektoren G, gemessen. Man bekommt fir
die Verzerrungen in Richtung der unverformten Faser ds(o)
kompliziertere Ausdrlicke, die flir die Darstellung der Ver-

formungen wenig geeignet sind; vergleiche auch [é].

Bei kleinen Dehnungen gij werden nur die linearen Glieder
berlicksichtigt: eijgg E th Bei einem zuldssigen Fehler in
den Verzerrungen von 1 % ist diese Ndherung mdglich bis

Die Verzerrungen E:ij bilden im allgemeinen keinen Tensor [Q].

Um den Verzerrungstensor als Funktion der Verschiebungsab-

leitungen schreiben zu kdnnen, filhrt man gemdf Bild 2.1 den

(o)

Verschiebungsvektor u des Punktes P ein.

E E= E(O) 4= E (2.7)
i

2=

Einsetzen von Gl. (2.7) in (2.2) ergibt

k. k
&5 = (Jj o) gy (2.8)

Mit (2.4) ist dann

s

] k i i
(uj,k Uy b Uy ) = ey (2.9)

DN

ejk
ejk stellt die Verzerrungen des Kontinuums in einem Punkt fir
groBe Verschiebungen und groBe Dehnungen ohne jegliche Ndherung
dar, wie z.B. KAUDERER [}ﬂ durch Reihenentwicklung eines ver-

formten Linienelementes gezeigt hat.

Nun soll noch die Starrkdrperdrehung des Parallelepipeds um die
Bezugsachsen ermittelt werden. Die mittlere Rotation aller

Fasern an einem Punkt P(O) ist siehe [9].
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2(uk -uy)
V(1+ Wi )+ uy)- 2 (Ul + ul,

an‘aajk = s-'f_qnjﬂ‘(a.

(2.10)

Die Komponenten Eij stellen eine antimetrische Matrix dar.
Eij,iSt der mittlere Drehtensor der Fasern des Parallel-
epipeds um die Koordinate senkrecht zu der Ebene j-k mit
dem Pol "P".

Wenn die Verschiebungsableitungen sehr klein gegen eins sind,
dann ist +awn ?jk = ?jk und Gl. (2.10) wird zu

-1 .3 _ .k ]
Sf]k - 2 (ulk ulj) ’
dies ist die Rotation bei der linearen Theorie.

Man erkennt aus Gl. (2.10), daB die mittlere Rotation nur in
dem Fall verschwindet, wenn die Verschiebungen von einem Poten-
tial T ableitbar sind, wenn also gilt:

Dieses Potential hat in der Elastizitdts-
uk = W}k . theorie keine praktische Bedeutung und darf
nicht mit dem elastischen Potential verwechselt werden.

2.2 Die Bewegungsgleichungen flir ein infinitesimales Parallel-
epiped bei Berlicksichtigung von Vorspannungen

Es wird wieder nur ein Achtel des infinitesimalen Parallel-
epipeds betrachtet Bild 2.2. Im Ausgangszustand des Kontinuums
herrscht die Vorspannung 6\2(") .

Als Ausgangsgeometrie des Systems wird die Geometrie im Vor-
spannzustand angenommen, d.h. alle Verschiebungen, die zu dem

Spannungsfeld _6__3_(°> gehSren, sind Null.
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— gdx‘dx dx;a”fi
<537+ <53>d><
<&
Mit: <§4> - —54dxldx3+§‘:§.0)c\xldx3

Bild 2.2
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1()
In Bild 2.2 sind die inneren Kréafte @V. und die Volumen-
krafte E(O) eines Achtels des Parallelepipeds vor der Ver-
formung eingetragen. Es wird angenommen, daf die Vorspannungen
durch ein system— bzw. verschiebungsunabhdngiges Kriftefeld
verursacht sind. Dieses Feld setzt sich aus Flachenkréften:ffo)

und Volumenkrdften 5(0)'zusammen.

Die Gleichgewichtsbedingung - VOIr einer Bewegung - zum Zeitpunkt
t(o) lautet dann:

K (o)
& +30) =6 (2.11)
2V, kT I / .

'E(O) ist die Volumenkraft pro Volumeneinheit fiir den Fall Vor-

s

sapnnung allein, wobei

K (o) .
Gy = 6 kIO o (2.12)

= -—:] N

Tm Bild 2.2 sind Kridfte aus Vorspannundg, die inneren Krédfte
volumen—- und Trigheitskrédfte eincetragen, die die Beweaunda
verursacht haben.

Die Newton'sche Bewegungsgleichung lautet dann:

K K (0) — — (o) dL
éSIK + ﬁihﬁ,x *’fZ'*JE - ? Eﬁ? = 0 (2.13)

P und ? sind die Volumenkraft bzw. die Masse pro Volumenein-

sy

heit des unverformten KOrpers.

2
d"r . .

5 ist die substantielle Beschleunigung, die nicht mit der
dt 2

lokalen Beschleunigung

“; zu verwechseln ist; vergleiche

dazu [20_] .
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Weiterhin sind

§:.@ - 6“(0) Qa (2.14)

die unter Beachtung der Gleichgewichtsbedingungen transformier-
ten Vorspannungen nach der Verformung des Systems (Transformation
auf die verformte Metrik).

Vergleicht man (2.12) und (2.14), dann stellt man fest, daB
sich die Vorspannung infolge der Verschiebung von _~59>

in _6:;@ getdndert hat. Die Ursache hierfiir ist, daB durch die
Verschiebung ein neues Tragsystem entstanden ist, das unter dem

5(0) = (0)

Einfluf von den konstant gebliebenen Krédften und F

K (o) K (o) —
statt év. die Vorspannungen §N-<° hat.
Man kann sich diese Anderung aus dem folgenden Beispiel klar

machen:

Bild 2.3 a ist ein statisches System unter dem EinfluSB von‘F,
L] -
die Vorspannung in dem Element AB ist & 81 .

Wir nehmen an, daB das System durch zusdtzliche Kraft- und
Wirmefelder in das System Bild 2.3 b iibergeht.

Es ist ersichtlich, daf die Spannung in AB infolge:i durch den
Vektor 6“@1 dargestellt wird.

— dx’ =
91 X4 E- A |X|ng'1__¢B —E
el " ? 35%h
av % v a
oA i E
% |
2 G/ b

Bild 2.3
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Setzt man Gl. (2.8) in (2.14), so erhdlt man

k(o) kg (o) L L
v, =6 (c(z +U"3)gi

et

eskj(b)

. kg (o) b
3 + 6 Ui 3

K K (o) K4 (o) i.
N.(°>== §V. o+ 6 3 u‘g %L (2.15)

Mit (2.11) und (2.15) wird aus (2.13)

K4 (o) ( . 2
.§¢KK +<5 : utgga)m TP - §3‘ﬁ =0 (2.16)

(es wird tiber k, j, i summiert).

Gleichung (2.16) ist vom Werkstoffgesetz unabhdngig, flir ihre

Losung ist jedoch die Annahme eines solchen notwendig.

Man definiert die Spannungen nach Bild 2.4, so daB sie mit den

Verzerrungen e, ein Potential bilden kdnnen, siehe Abschnitt 2.5

J
K4
§k - 6 j gj (2.17)
Mit '_;:5_ ="f>kgk
und éi;‘ = qu
g dtz g Sk

erhdlt man aus (2.16) die skalaren Bewegungsgleichungen des

Parallelepipeds unter Berlicksichtigung der Vorspannung:

(cf; + u,;- ) Ei‘j + (5"’}@ u'.(g‘),i+ﬁK-— g B“- 0
it

(2.18)

(es wird iber i, j summiert)
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Der unterstrichene Term in Gl. (2.18) stellt die Kopplung zwischen
Anfangs- und Endzustand dar. Es ist damit einleuchtend, dafB das
Superpositionsprinzip seine Giiltigkeit verloren hat. Aus der dy-
namischen Gleichgewichtsbedingung fiir die Drehungen und unter der
Vernachldssigung der rotatorischen Tr&gheit kann man die Symmetrie

des Spannungstengors beweisen, d.h.
ke Ky
= 0’ (2.19)

Solange keine Volumen—Momente und/oder Momentenspannungen
vorhanden sind, ist diese Symmetrie auch im Falle einer
Bewegung gewdhrleistet [Kg .

Bild 2.4: Definition der Spannuvngen

Die Transformationseigenschaften von 6 k3 sind in [8]
1)

besprochen. Die 6 k3 werden auch Kappus-Spannungeii’genannt;
sie beschreiben den Spannungszustand mit Hilfe der verformten

Basisvektoren und beziehen ihn auf die unverformten Flichen.

Die Komponenten des Tensors E.kj sind keine physikalischen
Spannungen im Punkt P, sondern mathematische GrdB8en, womit
die nichtlineare Theorie in einfacher Form darstellbar ist.
Flir die Beanspruchungen auf die verformte und unverformte
Fliche siehe [9].

2.3 Transformation des Spannungstensors bei Berlicksichtigung
von Vorspannung

Mit Gl. (2.16) und nach Bild 2.5 ergibt das Gleichagewicht
am infinitesimalen Tetraeder:

1) Piola~Kirchhoff'scher Spannungstensor 2. Art
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FdA

'(§‘+5‘£(°)uii g.t) ( ‘i_";fl_’.‘3>

Bild 2.5: Gleichgewicht an einem Tetraeder

FdA = (5" + 6"y (dxzd" ) +
+(§2 + 515‘(0) u.f}f%_-.i)(dxb %’-‘-1 ) +
+(§3 + 6 33(") i,} g )(dx1 dx’ (2.20)

iy =1,2,3
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Daraus folgt:
F “—‘-(gi'ﬂ)éﬂ +5K3(°>Ufj gt(gk'ﬁ)
- (ger2) (6% + 697l e) e

N ist der Einheitsvektor normal zu Fldche dA.
Mit
F = Fjgj (2.22)

und aus Gl. (2.8), (2.17) und (2.22) bekommt man Gl. (2.21)

in skalarer Form:

: | ki, (L L kg (o) L (2.23)
F'=(%K'ﬂ)[5 (df +uwig)+ 6 “'2]
(es wird Uber k, j summiert).

2.4 Das Elastizitdtsgesetz

Fiir die lineare Theorie findet man in [}é] eine allgemeine

Form des Werkstoffgesetzes.

Angesichts der komplizierten Formeln fiir "Ingenieur-Verzerrungen"
und "Ingenieur-Spannungen" bei Systemen mit geometrischer
Nichtlinearitdt ist es fiir die Vereinfachung des Problems ent-
scheidend wichtig, das Werkstoffgesetz als Beziehung zwischen
mathematisch geeigneten GrdBen, ndmlich dem Kappus 'schen
Spannungstensor 6 Ik und dem Lagrange'schen Verzerrungstensor

e zu wdahlen.

jk
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vVoraussetzung dafir ist, das8 die Spannungen Cyjk durch Funktio-
nen der Verzerrungen ejk ausgedriickt werden kdnnen;

d.h.

ik o ik
0} = 0" (ell’ 612, el3’ © e & p 633) (2.24)

7ur Vereinfachung wird angenommen, daB wéhrend der Verformung kei-

ne Temperaturidnderung auftritt; d.h. die Formdnderung sei isotherm.
Gl. (2.24) in Potenzen von eij dargestellt ergibt

(hShere Terme sind nicht

jk _ Likim
= E €im ©dn mdglich!)

- , pikimdn

im

Man steht nun vor einer mdglichen Einschrédnkung, ndmlich: sind
die GrdB8en von ©im klein genug gegeniliber "eins", dann kann man
den zweiten Term der rechten Seite vernachldssigen, und damit
bleibt eine lineare Beziehung zwischen G’jk und €im’ die nur im
Falle kleiner Verzerrungen anwendbar ist. Wenn dagegen die Ver-
zerrungen grof sind, miissen nichtlineare Terme von €im berlick~-

sichtigt werden.

Es ist zu bemerken, daB in der geometrischen Nichtlinearitdt -
Verschiebungs- Verzerrungsbeziehungen - keine Einschrénkung, we-
der fiir Verschiebungs- noch flir Verzerrungsgr&Ben, gemacht wurden.
Im Gegensatz hierzu wird im Sinne der gestellten Aufgabe eine phy-
sikalische Linearitdt vorausgesetzt.

Damit ist:

6‘jk _ Ejkim o (2.25)
im
jkim . : " . repomme
E ist der allgemeine Elastizititstensor, der strenggenommen
vom Temperaturzustand des Kontinuums abhdngt [é] . Er hat imadrei”

dimensionalen Kontimuum 81 Gr&Ben und fir zweidimensionalegKon'

struktionen (Membrane und dhnliches) 16 Gr&Ben.
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Wegen der Symmetrie der beiden Tensoren E:W:und.eimwerden die

16 auf 9 GrofRen reduziert.

Wenn man weiterhin die Existenz eines elastischen Potentials
voraussetzt - diese Frage wird spdter ausfilhrlich behandelt -

reduzieren sich die 9 auf 6 GrdBen.

Diese 6 GrdBen sind im Falle allgemein anisotroper Membrane
tatsdchlich voneinander unabhdngig und miissen entsprechend
angegeben werden. Ist die Membran isotrop, so hat der Werkstoff
iberall Symmetrieebenen, und die Elastizitdtskonstanten sind
von der Wahl des Koordinatensystems unabhdngig. Damit gehen

die 6 Konstanten in 2 unabhingige Konstanten Uber, ndmlich die
Lamé ~ Konstanten [1:%] , [léﬂ .

Es ist erwdhnenswert, daB die lineare Beziehung (2.25) zwischen
den Ingenieurdehnungen und Ingenieurspannungen ein {iberlineares
Materialgesetz darstellt [15] . Das wird aus folgendem deutlich.

Aus (2.6) folgt fiir einachsige Beanspruchung:

|

e = Ell (1-+E;l}

und mit
Ti _ 511 (1 +€11)’

wobei die Spannung 3;11 auf die unverformte Fl&che bezogen ist;
daraus folgt:

Ell

11 _ 1111
’3‘ = | 611 (1+Ell) (1 + =5=).

Die Verzerrungen in den Richtungen G, und G5 sind:
€2 =~ Y e

€45 = - v”ell; Yy’ ist die Querdehnzahl,
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davon ist:

11 .
F—22=€33=‘1*"/1‘“2”"“511 1+ == .

Die auf die verformte Fliche bezogene Spannung ist:

11

1 (v) _ T ; sing,, =1
3‘ To(1 + 622) (1 + 833) Sin‘f’23 2

¥_23 ist der Winkel

zwischen G2 und G3

Tll (v) _ elt'te,, o+ Eqg) @+ '%‘)

1 -2V E (1+6%,1)

L

3’11 (v) ist die Spannung bezogen auf die verformte Fldche und

hat als Funktion von E 11 einen iberlinearen Verlauf.

2.5. Zur Existenzfrage eines elastischen Potentials:

Die mathematische Potentialtheorie findet man z.B. in [}ﬂ .
Danach ist das hier interessierende elastische Potential unter
der Kategorie des Newton'schen Potentials eingeordnet.

Als Definition gilt:

Das bezogene elastische PotentialVJ - wenn es existiert - ist
die Arbeit, die aufgewendet werden mufi, um eine Volumeneinheit
des Kontinuums vom unverzerrten in den verzerrten Zustand zu
iiberfilhren. Seine GrdBe ist immer positiv, weil der verzerrungs-
lose Zustand eine stabile Gleichgewichtslage darstellt. Es ist
eine ZustandsgrdBe, die nur von den Endverzerrungen abhdngt

und deren partielle Differentiation nach den Verzerrungen ergibt:

W 5K (2.26)
ey
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Die Existenz eines elastischen Potentials nach der vorherigen
Definition ist an eine Reihe von Voraussetzungen gekniipft. Die-
se werden hier in Hauptziigen erl&dutert. Weitere Einzelheiten iiber
die Verformung des Kontinuums findet man in [}é] .

2.5.1. Zustand - Voraussetungen:

Wenn alle anderen Bedincungen fiir die Existenz eines Potentials
erfiillt sind, kann dieses Potential nur dann existieren, wenn

die Verformung entweder isentrop oder isotherm verl&uft.

Um dies zu erkliren, benutzt man den ersten und zweiten Haupt-

satz der Wirmetheorie.

Aus dem ersten Satz kann man fiir eine Volumeneinheit ableiten:

du-dW+ 40 .27

dllist der Zuwachs der inneren Energie

dWist der Zuwachs der Formdnderungsenergie

d& ist der Zuwachs der Wdrmeenergie

J bedeutet, daB JWund d& DifferentialgrdBfen sind, sie bilden

aber i.a kein vollstdndiges Differential.

Zur Vereinfachung wird keine kinetische Energie und keine weitere

Energiezufihhrung (z.B. mechanische Energie) berlicksichtigt.

Die innere Energie(J ist eine Zustandsgrdfe, die von den End-
verformungen und der Temperatur des Elements abhédngt. Physika-
lisch ausgedriickt ist (| eine eindeutige Zustandsfunktion, die
von der Hauptlage der Molekiile unter den molekularen Kraften

und der kinetischen Energie der Molekiile um ihre Hauptlage ab-
héngt [17] .

Fiir umkehrbare Prozesse der Termodynamik gilt weiterhin:

dQ- Qdg (2.28)
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e ist die absolute Temperatur des Elementes und S ist die
spezifische Entropie.

Einsetzen von Gl. (2.28) in (2.27) ergibt:
dW=al - 9as

dW =al - a(@s) + sag (2.29)

Es werden die beiden Fdlle untersucht:

a) 4Q = o, d.h. isentrope Forminderung, dann ist:

adw = al (2.30)

damit ist dW=dW ein vollstindices Differential und W
existiert.

b) 46 = o, d.h. isotherme Formdnderuna, dann ist:
dW=all - 8 s) (2.31)

Die rechte Seite ist ein vollstdndiges Differential; damit
ist die Existenz von\d gewdhrleistet. Im Gegensatz zu den
Fdllen a) und b) ist die rechte Seite von Gl. (2.29) in

ihrer allgemeinen Form kein vollsté&ndiges Differential.

Die praktischen Aufgaben sind in Wirklichkeit weder isentrop
noch isotherm, sondern gemischt. Trotzdem wird fiir die lang-
same Verformung (bei Aufbringen von statischen Lasten und #hn-
lichem) isothermes Verhalten und fiir kleine und schnelle Ver-

formungen (z.B. Schwingungen) isentropes Verhalten angenommen.

2.5.2 Physikalische Voraussetzungen

Das elastische Potential sei eine eindeutige Zustandgr®Be in

Abhédngigkeit von den Endverzerrungen und damit unabhingig vom
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Weg und der Art der Verformung.

Flir eine Volumeneinheit lautet das spezifische Potential
eﬂ,ed'l eqs'. e

\4/=(d\«l=ff Edkdei‘( (2.32)

0,0,0...
Es sei ein eindeutiges Integral.

Diese Eigenschaft ist von der Struktur der o“jk abhdngiqg.
G“Jk mufl eine eindeutige endliche Funktion von ejk sein,
d.h. '

jk
5 3k - F ey

wobei yﬂ(ejk) eine eindeutige Funktion der Verzerrungen ist;

sie kann nichtlinear sein.

Die Eindeutigkeit von §V(ejk) ist nur bei vollkommen elasti-
schen Stoffen gesichert; solche Medien ergeben bei Belastung
und Entlastung dieselben Verformungslinien Bild 2.6 a). Da-

gegen stellt Bild 2.6 b) eine nicht eindeutige und nicht um-
kehrbare Verformung dar.

&4 64

N

/;/

=1 =
a) vollkommen elastische b) nicht elastische Verformung
Verformung nicht umkehrbarer Prozess

umkehrbarer Prozess

Bild 2.6: Elastische und nicht elastische Verformungen
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Ein vollkommen elastisches Verhalten ist bei einigen Bau-~-
stoffen, z.B. Stahl, mit sehr guter Ndherung vorhanden, d.h.
die Material-Ddmpfung ist sehr gering.

Dies bedeutet, daB die Reibungsenergie infolge von dissipativen
(nicht konservativen) inneren Krédften im Vergleich mit der Form-
dnderungsenergie der konservativen inneren Krédfte vernachldssigt
wird, z.B. [ﬂ .

Flir einen allgemeinen anisotropen Stoff hdngt das élastische
Potential von den 6 Verzerrungsgrdfen ejk bzw. von den 3 Haupt-
verzerrungsgrdfen €yr €5, €5 und ihren 3 Winkeln zu dem Koordi-
natensystem ab. Bei isotropem Material sind die Winkel belanglos.
Damit ist W eine Zustandsgr&Be der Hauptverzerrungen oder der

Verzerrungsinvarianten

W=W (el, e e3) oder W=W (Il’ Iz, 13) ’

d.h. eine gegeniiber Drehtransformationen invariante Funktion der
Hauptverzerrungen.

Il’ 12, I3 sind die Verzerrungsinvarianten.

2.5,3 Mathematische Voraussetzungen

Die Eindeutigkeit des Integrals (2.32) fordert, daf die Funk-
tion Eakdejk ein vollstindiges Differential ist, d.h. die
Spannungen die partiellen Ableitungen des spezifischen Poten-

tials nach den VerzerrungsgrdBen sind

oW _ pix
éea-k

Diese Forderung ist also ein Bestandteil der Definition eines
elastischen Potentials (2.26). Fiir die Bildung des Potentials
ist damit die Wahl eines geeigneten Tensorenpaares entschei-
dend. In der vorliegenden Arbeit werden der Lagrange-Green'sche
Verzerrungstensor ejk und der Kappus'sche Spannungstensoravjk
als abhdnglge Gr&Ben des elastischen Potentials eingeflihrt. Die
Zuldssigkeit wird im folgenden bewiesen.
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Das direkte Krdftegleichgewicht an einem infinitesimalen
Parallelepiped ergibt sich aus Gl. (2.18) - zur Vereinfachung

ohne Trdgheits- und Vorspannkrdfte - zu
L4 - K
[(J3 +u 5"]+p -0 (2.33)
/i

Die Minimalbedingung flir das gesamte Potential sowie das
Prinzip der virtuellen Verschiebungen fiihren zu der Be-

dingungsgleichung (vergleiche auch [iél)

[[IdW «[[fp-du +[[E-du -0
v vV S

mit

=¥ (e

11 €127 e 33)

Aus Gl. (2.9) ergibt sich:
k .
=W (u'i) 7 (k, i =1, 2, 3)

mit der Variation

Sw = au Ju

Partielles Integrieren unter Anwendung des GauBschen Integral-
satzes liefert

~([[w =fff(§-k\f/'—“<)”cfuk-—~£f§-¥? Ju*
v % '

Einsetzen in Gl. (2.34) ergibt

0 [(5m), P J‘”W Pl ) -0
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Wegen der Willkilir der Juk muf gelten

oW =%
( €;:;£f>li " ¥> (3

und
— N o) .
F [ = auf der Oberfldche S
ou X
i
Nun gilt

oW oW _é_g_ﬂ

e
=4

K K
Bu,l aeq au'L

Beim Einsetzen von Gl. (2.9) ist dann:

2w _ W dli(uhruicunum]

:BLLE' :Delri 25‘wa
AW ([ (¥ <) oW
S - (I w5,

v

Einfithren in Gl. (2.35) liefert:

{:( Cr; + LL,: ) é?ﬁ#: + ﬁik = C)
L it

(2.35)

(2.35a)

(2.36)

Dies sind aus dem Prinzip der virtuellen Arbeiten abgeleitete

Gleichgewichtsbedingungen; sie miissen mit Gl. (2.33) identisch

sein, dann ist

oW _ g

29211
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Damit ist die mathematische Forderung in Gl. (2.26) bewiesen
und man kann aus den beiden Tensoren ejk und 5 ik das elasti-
sche Potential bilden; dies ist in der nichtlinearen Theorie

nicht selbstverstdandlich.

In dhnlicher Weise kann man feststellen, ob andere Tensorpaare
von Spannungen und Verzerrundgen flir das Bilden eines elasti-

schen Potentials geeignet sind, siehe hierzu [?é].

Gl. (2.26) ist - unter der Voraussetzung, daB ein elastisches
Potential vorliegt - die allgemeinste Form der Beziehung

zwischen Verzerrungen und Spannungen.

Die Art dieser Beziehung hdngt von der Struktur des elasti-
schen Potentials ab. Sie ist fundamentaler als das Werkstoff-

gesetz.

Aus Gl. (2.26) folgt:

Y - Y - 1

-3

BeLjaekm Oe m ae.’.j

(2.37)

Gl. (2.37) gibt i.a. 15 zusdtzliche Beziehungen zwischen den
Komponenten des Elastizitdtstensors E:Jkim und reduziert damit
seine unabhidngigen GrdBen von 36 auf 21 bzw. bei einem zwei-

dimensionalen Kontinuum von 9 auf 6, siehe Abschnitt 2.4.
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3. Grundgleichungen der Dynamik

3.1 Prinzip der virtuellen Arbeit

Im Rahmen der Statik lautet das Prinzip:

Fiir ein im Gleichgewicht befindliches System muf die virtuelle
Arbeit aller inneren und duBeren Krédfte fir ein beliebiges aber
umkehrbares virtuelles Verschiebungsfeld, das mit den kinema-
tischen Bindungen vertriglich ist, verschwinden. Es gilt all-
gemein unabhdngig von der Art des Gleichgewichts (stabil; in-
stabil), dem Werkstoffgesetz und dem geometrischen Verhalten

des Systems (linear; nichtlinear).

Die virtuelle Arbeit der Auflagerkrifte ist immer Null, weil

keine Wege vorhanden sind.

Fiir ein elastisches Kontinuum im einfachen, statischen Be-

lastungsfall kann man das Prinzip folgendermaBen angeben:

-[”(ﬁ}ik'kﬁ)"{.‘idv*ff(f‘E)'JL_L_ dS =0 6.1
S

\Y%
1

Wobei die Oberfléche des Kontinuums S1 + 52 ist., Auf S1
gelten dynamische, auf S2 geometrische Randbedingungen.

Mit dem Prinzip der virtuellen Arbeit ist die direkte statische
Gleichgewichtsaussage, die das Nullwerden eines resultierenden
Kraftvektors fordert, in das Nullsetzen einer skalaren GrdfRe,
namlich der virtuellen Arbeit (skalares Produkt zweier Vektoren,

"Rraft ¢ Weg") verwandelt.

Dem Sinne nach tauchen in (3.1) nur die Krédfte auf, die virtuelle

Arbeit leisten, bzw. virtuelle Verschiebungen erfahren.

Fs leuchtet ein, daf fiir ein gebundenes System die Methode der

virtuellen Arbeit zweierlei Vorteile bietet:
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a) Solche Krédfte, die bestimmte kinematische Bindungen aufrecht
erhalten (z.B. Auflagerkrdfte) sind von vorne herein
eliminiert. Diese Vereinfachung hdngt wesentlich von der

Wahl des virtuellen Verschiebungsfeldes ab.

b) Man arbeitet mit skalaren Gr&B8en (Arbeiten), die vom
Koordinaten-System unabhéngig sind. Dieser Vorteil wird
ersichtlich, wenn ausgehend von P, d. v. A, das Variations-
prinzip der Dynamik von Hamilton dargestellt wird. Dagegen
bietet die direkte Anwendung des P. d. v. A. flir ein freies
Krdftesystem, beil dem auch die inneren Krédfte berlicksich-
tigt werden sollen, keinen echten Vorteil [ii], denn in
Ermangelung der Bindungen ist Jjede virtuelle Verschiebungcfg
v81lig willkiirlich. Deshalb kann die Integration in (3.1)
nur dann null sein, wenn die Koeffizienten der crg_einzeln
verschwinden. Dies ergibt die wohlbekannten Newtonrn'schen

Bewegungsgleichungen.

3.2 D'Alembert'sches Prinzip - Frweiterung des Prinzips der
virtuellen Arbeit auf der Dynamik

Ausgehend vom Grundaxiom der Dynamik von Newton

Masse X Beschleunigung = bewegende Kraft

hat D'Alembert das dynamische Gleichgewicht eines Systems

mathematisch formuliert.

Die Newton'sche Gleichung (3.2) ist eine vektorielle Bewegungs-
gleichung, die mit den weiteren Newton'schen Gesetzen die Grund-
lage der vektoriellen Mechanik darstellt. Gl. (3.2) fordert
kein Verschwinden wie es in der Statik iiblich ist, éondern
stellt einen Vergleich zwischen zwei Vektoren dar; ndmlich den
Kraftvektor P und einen Vektor MB, der die MaBeinheilt einer
Kraft hat.
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Wenn man schreibt:

P~ MB =0 (3.3)
und nimmt -MB = H als Kraft an, so ist dies mathematisch zu-
ldssig, solange H ein Vektor ist und die MaBeinheit einer
Kraft besitzt. H wird die Tragheitskraft genannt. Sie ist
charakteristisch fiir die Masse, weil sie sich iiberall be-
findet wo sich Massen in Beschleunigung befinden.

Aus (3.3) folgt dann

P+H=o0 (3.4)

Gl. (3.4) ist mathematisch eine Gleichgewichtsgleichung, die
sich auch fiir komplexe in Bewegung befindlicher Systeme ver-
allgemeinern 1l&B8t. Man kann aus (3.4) dem ersten Tell des

D'Alembert'schen Prinzips folgendermaBen formulieren:

"Jedes Krdftesystem ist im Gleichgewicht, wenn man zu den
bewegenden Kréften die Trégheitskrdfte addiert."

Das D'Alembert'sche Prinzip wandelt das dynamische Problem
formal in ein statisches Problem um, indem man die Bewegung

des Systems zunichst einmal "vergift" und die Betrachtung auf
das formale Gleichgewicht der eingeprégten Kréfte, der Auflager—
und der Trigheitskrdfte konzentriert.

Diese Betrachtungsweise ermdglicht es, alle im Bereich der
Statik gliltigen Kriterien fiir im Gleichgewicht befindliche
Krifte auf die Krifte der Dynamik zu {libertragen.

Damit hat man nicht die Dynamik durch die Methoden der Statik
bewdltigt, sondern man kann die Grundgleichungen der Dynamik
durch vom Ursprung her statische Uberlegungen herleiten.

Der zweite Teil des D'Alembert'schen Prinzips besteht darin,

daB man das Prinzip der virtuellen Arbeit - zundchst als Aussage
fiir das statische Gleichgewicht - in Gl. (3.4) auf die Dynamik
erweitert.
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Es besagt:

"Die virtuelle Arbeit von inneren, &duBeren und Trigheitskriften
eines sich in Bewegung befindlichen Systems fiir ein beliebiges
umkehrbares Verschiebungsfeld, das mit den kinematischen Bindungen
vertrdglich ist, muB verschwinden".

Auch hier gilt: Die virtuelle Arbeit der Auflagerkréfte fiir ein
mit den kinematischen Bindungen vertrigliches virtuelles Ver-
schiebungsfeld ist immer null.

Folglich kann man (3.1) fiir die Dynamik folgendermafen schreiben:

"fﬁ(ﬁfk + _F_) +b)-J_L;_ dV+”(E -F)-dJuds - 01)(3,5)
V S,

wobel h die Trdgheitskraft fiir die Volumeneinheit des unver-

formten Kbrpers ist.
Gl. (3.5) betrachtet einen bestimmten Zeitpunkt der Bewegung.

Weiterhin ergeben sich fiir das "Erzeugen" eines virtuellen Ver-
schiebungsfelds wdhrend der Bewegung keine Bedenken. Solange
die virtuelle Verrilickung geometrisch m8glich sein muB, aber
nur ein rein mathematisches Experiment ist, kann man sich wohl
vorstellen, daB ein dynamisches System zu einem bestimmten
Zeitpunkt ein virtuelles Verschiebungsfeld erfihrt.

Die virtuelle Verschiebung geschieht bei konstanter Zeit, d.h.
mit unendlich groBer Geschwindigkeit; dies aber stdrt die

echte Dynamik des Systems auf keinen Fall, denn in diesem Moment
wird nur das Auftreten der virtuellen Verriickungen beriicksich-
tigt; weitere Gr&Ben (etwa Geschwindigkeit und Beschleunigung)
tauchen in der Rechnung nicht auf.

Mit der Erweiterung auf die Dynamik ist das Prinzip der virtuellen
Arbeit das allgemeinste Gleichgewichtsprinzip der Mechanik. Seine
allgemeine Formulierung stammt von JOHANN BERNOULLI (1717),

siehe z.B. [20] .

1) Diese Form ist in [?f] verwendet worden. Das Prinzip wird auch
oft nach der Durchfiihrung der Teilintegration geschrieben.
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Seine D'Alembert'sche Form stellt die Grundlage flir die funda-

mentalen Variationsprinzipien‘der Me¥thanik dar. So sind die
Prinzipien von Euler, Ladrange, Jacobi und Hamilton nur eine
andere mathematische Formulierung des D'Alembert'schen
Prinzips EZi] .

3.3 Hamilton'sches Prinzip

Um das D'Alembert'sche Prinzip, das fiir einen bestimmten
Zeitpunkt gilt, in ein Integralprinzip oder Variations-—
prinzip, in dem der Bewegungsvorgang als Ganzes berlicksich-
tigt wird, zu Uberfilihren, benutzt man den Hamilton-Formalis-—

mus.

Der Hamilton-Formalismus wird hier abstrakt in allgemeiner
Form dargestellt, und zwar zur Vereinfachung flir ein Massen-
punktsystem (keine Forminderungsenergie vorhanden!), um die

verschiedenen Aspekte dieses Voraehens zu zeigen.

Die eingeprdgten Krdfte sollen ein Potential besitzen. Hier
handelt es sich um ein Newton'sches Potential [i@ . Dies be-
dingt das Verschwinden der Rotation der Kréfte; d.h.

R _ oR;
99  99i

und die allgemeinen Koordinaten sind

= () wobei Ry, q, die allgemeinen Krifte

Man betrachtet ein System mit endlich vielen Freiheitsgraden n,
die durch die Koordinaten des n-dimensionalen Raumes ausge-
driickt sind.

Die allgemeine Form des Potentials der juBeren Krdfte (auch
Arbeitsfunktion genannt) ist

U=U(qi;q'i; t) (3.6)
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cqi,q'i sind die allgemeinen Koordinaten bzw. Geschwindigkeiten.
Die potentielle Energie des Systems hat gemdf Definition die Form

(21]
C{L - U (3.7)
Bql
Die generalisierten (allgemeinen) Krdfte sind [?g
R - ol _ d ol (3.8)

Wenn U von den Geschwindigkeiten q; nicht abhéngt, so gilt

V= ~-U (3.9)
und

.U

L EDQi (3.10)

Fir U wird gemdB (3.6) die 1. Variation gebildet

N " a9
u
g—%uquL +c(l:l’t (%’ELJ%) "i’ 'ga:)cqu
Fu-[28 - @+ £ B85

Mit (3.8) ist dann

JU - R th d (S: Jql) (3.11)
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Bei der Variation der Koordinaten q,; bleibt die Zeit konstant,

da sie eine unabhdngige Variable ist,

Das D'Alembert'sche Prinzip besagt flir ein Massenpunktsystem
im n-dimensionalen Raum:

L = |R: _d .. q cf = (3.12)

[ L d{<ML3q3)] qL O
Voraussetzung fiir (3.12) ist: Die kinetische Enercie T hingt
nicht von den Koordinaten Ji ab.

Die Komponenten Mij ersetzen die Masse im n-dimensionalen Raum;
ihre Werte werden spdter erldutert.

Durch Einfithren der allgemeinen Koordinaten ist die Bewegung
eines Massenpunktsystems in die Bewegung eines einzigen Massen-

punktes im n-dimensionalen Raum transformiert.

de_ist nicht die Variation des Funktionals L , sondern eine
allgemeine VariationsgréBe.

Gl. (3.12) ist fiir jeden Zeitpunkt gliltig, folglich gilt auch
t

fa‘L dt = r['RL - (MLQ C|.3'>]' ch.Lcl’t = (0.(3.13)

tq
Integration ilber die Zeit von Gl. (3.11) liefert

[®.dq.at - fcruat Ll—t S d9u)dt

t,
t, t, U J tz
. X = UCHZ e B . (3.14)
‘( Ridqdt = d [qu qL}
undtq By ' t1

{
el
&la
N
=
AN
S
[a %3
S’
Py
(]
|
TR
.
Tl
~
=
PN
0
CLV
L
\/
Q-
'—,—
-+

+ f‘maj q'éj‘:lz (da.)dt
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t, t,
cl . _ .
ty
4 .
+ J{: M%qa. q; dt 3:1%)
Y,
Aus Gl. (3.13), (3.14) und (3.15) folgt (3.1?)
t ta L
v . dU :
t, te - £,

Der Term (% Mij q; q;)'ist die kinetische Energie des Massen-
punktsystems. Er lautet in kartesischen XKoordinaten fiir N Massen,

die sich von einander unabhidngig bewegen

NV .
A - 2
T=-L 7% MK (PK) (3.17)
K=A4
mit
’ r?a Vi :
Fems 9i
29,
dann ist
A
y e 9% o o
T '—"Z: 2 MK——"’""’“" 9.9,
k=1 /aqi Dq'} d
Der Vergleich mit (3.16) ergibt
N
4 - K<
o 99; 99;
Setzt man die Lagrange'sche Funktion
L=U+T ‘ (3.18)
1 . .
mit T =35 M35959; (3.19)
in Gl. (3.16) ein dann erh&lt man
ta U t,
J[Ldt - —-—-:ch; "'Nia‘q'crqt] =0
QBCH. 3 t
v (3.20)
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Wie man aus diesen Ausfilhrungen erkennt, besteht keine Ein-
schrinkung fiir die Gliltigkeit von Gl. (3.20), allerdings nur
dann, wenn die eingeprigten Krifte ein Potential besitzen; d.h.
monogenetische Kr#fte sind, wie es hdufig in der Literatur ge-
nannt wird.

Die Bezeichnung "monogenetische Kr&fte" wird sehr oft mit "kon-
servativen Krdften" verwechselt. Es gibt ndmlich Krédfte, die ein
zeitabhingiges Potential Gl. (3.6) besitzen (z. B. dynamische
Krifte); diese Krifte erfiillen aber auf keinen Fall das Prinzip
der Erhaltung der Energie. Deshalb ist es sinnvoll, die beiden
folgenden Definitionen zu treffen:

Monogenetische Krdfte sind Kr&fte, die von einem Potential U

- auch Arbeitsfunktion genannt - ableitbar sind, dieses Potential
kann zeitabhingig sein, d.h. nach der folgenden Definition nicht
konservativ. Ihre allgemeinste Form ist Gl. (3.8).

Konservative Kréfte sind Krédfte, die im Sinne der Erhaltung
der Energie des Systems konservativ sind, d.h. sie verursachen
kein zeitabhidngiges Zufiihren oder Vernichten der Energie des
Systems,

Um die Lagrange'schen Bewegungsgleichunogen herzuleiten, wird
die Variation der allgemeinen Koordinaten an den Grenzen der

Zeitspanne null gesetzt, d.h.

cqu(t“) = qu, (t,) =0 (3.21)

Damit beschridnkt man die zur Konkurenz 2zugelassenen Funktionen
mit den Funktionen auf die Bahnen, die die beiden Punkte t
t2 passieren, Bild 3,1.

ll

Damit ergibt sich aus Gl. (3.20)

J(L(q”qL I-t)cH:-=O (3.22)
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Die Bedingungen filir Gl. (3,22)
sind die Euler-Lagrange'schen
Differentialgleichungen:

d (2L)_2L _ g oo
dt “egq; 9q.

N e e o

l:l’ 2, oo.'n
Bild 3.1: wirkliche Bewegung
-=--= migliche virtuelle
Bewegung

Die Gl. (3.23) werden in der Mechanik Lagrange'sche Bewegungs-
gleichungen zweiter Art genannt. Diese Gleichungen sind auch
durch rein algebraische Behandlung der Newton'schen zweiten
Bewegungsgleichung ableitbar [?i]. Bedingungen filir die Existenz
eines ersten Integrals der Lagrange'schen Bewegungsgleichungen

fir konservative und nicht konservative Systeme findet man

in [23].

Zur Erlduterung des Prinzips von der Erhaltung der Energie

nimmt man an, daB die Variation des Lagrange'schen Funktionals

mit seiner Anderung innerhalb eines Zeitinfinitesimals dt

Ubereinstimmt. Geometrisch bedeutet dies die Verschiebung der
qi-Kurve parallel zu t—Achse um dt Bild 3.2.

In diesem Fall leuchtet es qi?
ein, daB die Variation an
den Ré&ndern der Zeitspanne
unvermeidlich ist.

Mit L = L (qjj qij t) ist L h t
2L - oL DL
C”__:—————:-CIC' -——»—-—“dql-{--—-—-—-d‘l’. (3.24)
qu - BQL ot
Bild 3.2: wirkliche Bahn
~== yarilerte Bahn
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und

dL BLS. BLJ (3.25)
g, 1t o,

Fiir eri = dc‘i und cgq.i = dqi, wie in Bild 3.2 erldutert,
ist

JL=dL ——%—t— ct (3.26)
Fihrt man (3.26) in (3.20) ein, so erhdlt man
t, tq t,
gctLaa-f( oL o) dt - { q, +Nléqq} dt=0
t, q ty)]
und nach Umformung
t, t t2
ELI-:. b oL Jt - ] dt =(
‘(dt d JLBL [B q. MLJC’I
1

t, t,

Wegen der Willkiir der parallelen Verschiebung dt (siehe Bild 3.2)
ist dies nur méglich wenn gilt

t, t,
db gt _ (2L - +M.. -0
tq t, t,
d.h. tL t,
U o ] ] (.?;E_dt
[L 99’ Wo-zl t
L t, t,
Mit (3.7), (3.18) ist
o tzsL
T - oL dt
[ [+ \/:] = ( 73*~<3 (3.27)
tq t,

Gl. (3.27) stellt die allgemeine Energiegleichung eines sich in
Bewegung befindlichen Systems dar.

Das Prinzip der Erhaltung der Energie ist ein Spezialfall der
Gl. (3.27), das eintrifft, wenn die Lagrange'sche Funktion L
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nicht explizit zeitabhdngig ist,

d.h.
b _ o
ot

Einsetzen in Gl. (3.27) ergibt:

[T * i]:i =0 (3.28)

Wegen der Willklir der Grenzen tl und t2 bedeutet dies, daB die
gesamte Energie (T + V) konstant ist wdhrend des Fortschreitens
der Bewegung. Nur die Krédfte eines Systems, die Gl. (3.28) ge-
wdhrleisten, werden in dieser Arbeit konservative Krédfte ge-
nannt; im Gegensatz dazu werden die Krdfte, die ein Potential

besitzen, monogenetisch genannt.

3.4 Hamilton-Formalismus und Lagrange'sche Bewegungsgleichungen
fir das Kontinuum

Es wird ein schwingendes Kontinuum unter dem EinfluB wvon
Volumenkrdften und eingeprédgten Krédften auf der Teilober-
flédche Sl (dynamische Randbedingungen auf Sl) betrachtet.

Auf der Teiloberfléche 82 gelten geometrische Randbedingungen.
Das Kontinuum unterliegt im Anfangszustand einem Vorspannzu-

stand.

Mit Gl. (2.16) lautet dann das Prinzip von D'Alembert zu einem
bestimmten Zeitpunkt "t":

..HT[Q: + (5Ké(°)u,;- 3_L),K+E—yj% ‘J_L_l_dV+
v

(3.29)

+j((f"f)'cﬁ}; ds =0
S

o‘
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Das Zeichen "." so0ll ein skalares Produkt bedeuten. Der zweite
Term in (3.29) stellt die dynamischen Randbedingungen auf derx

Teiloberfldche S1 dar.

Teilintegration ergibt

[[[5.5 Suav- [, 8" dudS [[5"(Su), 4

\%4 S1+ Sz V

und

'"m[(';wu;%M‘JMV“W% (57 wip)gurJu ds 4
V I g (6,

Davon ist

"‘“;H-‘??t*( 590 9.), dudV - m Ju), dV
+§H<€K&mu~tg> % (JKA.)‘KCJV -

H (%K *)(E N EKa(O) Lfé% )'é——‘ﬁdg

S, +5
2
Mit Gl. (2. 21) und Jﬁ = o auf der Teiloberfldche S, ergibt

sich, weil das virtuelle Verschiebungsfeld mit den geometri-

schen Randbedingungen vertridglich sein soll

SIS AR (ESCORSE
gl "“")‘)at( u),  aV -
V

(6
J(E.ch\g (3.30)
S5


VIKA
Text Box

VIKA
Text Box

VIKA
Text Box


il i
ot o
o ol
a1
ad. o . .
a, O
@ =
r x
~—” X

(Ju = g'(. c[eké (3.31)

(siehe Gl. (2.4))
¥3(0) i

und 6 Wi G (JL_A_)/‘L: (;Ki(o)u.i'é 9, - CYG.l:
_pHO L{,ég.'JKJK'*uIK)%"\]

°) |
6% 0 9 (G- 6900, du .
- ng | Ju
(o) 4 O :
"2 :3 ___ (J <_ Ka ° uL/a' :K)

Einsetzen von (3.30), (3.31), (3.32) in (3.29) ergibt (3.32)
fy SKaJaKSdV%UJ( Ka(o) L ;LK>CN+

V

+th§;’£ Ju V- mp Ju dV- ”F JudS -0

(3.33)
(3. 33) iiber die Zeltspanne ot = t, - ty

und setzt voraus, daB Anfangs— und Endverschiebungsfeld bekannt
sind, d.h. rf_q(tl) = crg_(tz) = 0, weiterhin 5__1;_ = (51__{
ty

( L] 61 ey av Sﬁé (46970505 ) v

t,  V

+”H§é Ju dV"JHE'JE* dV-fs{E'JgdS]dt-——o

v 1

Nun integriert man Gl.
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Man definiert die kinetische Energie des Kontinuums mit:

T- [[fzs (&) av

Es soll ein elastisches Potential nach Abschnitt (2.5)
existieren mit

i
W= 1 S”g %e“?} dvV (3.36)
@) Vq
dW - S”E ée'\cg dV
\'4 "
W = .4?: 36‘(3 (3.37)
Gmi_; EKJLM e (2.25)

(¢)
W ist das gesamte elastische Potential des Systems, W das

Eaal
bezogene elastische Potential und W ist das gesamte Potential
einschlieBlich Beriicksichtigung der Vorspannung.

«
W o= W)+ w(Vs) (3.38)

Ka'(o) L L v
wobei wVS) = 1 X” 5 u.u. dv. (3.38a)

Ia /K
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Einflihren von (3.35), (3.36) und (3.38) in (3.34) liefert
indgﬁltige

§ . e

[[o7- dW «[[[p-dudv. [[E-Juds]de -0
i B 51— (3.39)
Gl. (3.39) stellt den allgemeinen Hamilton-Formalismus fir

ein Kontinuum dar.

Um die Lagrange'schen Bewegungsgleichungen zu erhalten, ist
ein Diskretisieren des Kontinuums notwendig; denn sie sind
eine endliche Anzahl von Differentialgleichungen, die der
Anzahl der Freiheitsgrade des Systems entsprechen.

Ein schwingendes Flichentragwerk (z.B. eine Membran) hat

i.a. unendlich viele Freiheitsgrade. Angen&dhert durch Diskreti-
sieren (z.B. mit der Ritz-, Galerkin- oder FEM) werden nur

"n" gewdhlte Freiheitsgrade beriicksichtigt [}é]. Diese "n"
Freiheitsgrade gelten auch als Koordinaten eines n-dimensionalen
Raumes, in dem sich das ganze System als ein Massenpunkt bewegt. Als
Nullpunkt dieses Raumes wird die Geometrie des unverformten

Tragwerks gewdhlt.

Die Bewegung eines beliebigen Punktes des XKontinuums ist
i.a. durch die Zeit "t" und die "n" FreiheitsgradeC‘j (3 =1,
2, +..; n) beschreibbar, d.h.

K K/ _
W =W (qq /q7_, ---- .y qv\, t) (3.40)
Die substantielle Ableitung nach der Zeit und die Variation

ind '4 ‘
. duK__BUt q'. +BU~K (3.41)
dt qu Y Dt

Ju";éu“
Bqé

j=ll 2’ Ono,n

Sa,
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Man definiert die Lagrange'sche Funktion:

L=1-~W* (3.42)

Die kinetische Energie T ist hier wegen der expliziten Ab-
hdngigkeit der Verschiebungskomponenten uk von der Zeit in
(3.40) nicht mehr eine quadratische Form, sondern ein allge-
meines Polynom zweiten Grades in den Geschwindigkeiten q}.

L ist ein? Funktion der Freiheitsgrade qj’ der Geschwindig-
keiten cqj und der Zeit (solange u  von der Zeit explizit
abhingt). Damit ist das System im Sinne der Erhaltung der
Energie (siehe 3.3) nicht konservativ.

Aus (3.42) ist dann
t,

[[sT-dw ) at - Itﬂ_ dt

+, 1

ta
Bl A
fe]

tq

Mit Jq(tb_;ng (t)=0

ergibt sich daraus

f‘ﬂ' ot = “dt (BL> B%] 99; °F

t,
weiter wird gesetzt

m?‘@d“ﬂﬁi@d&*zﬁg s

S
VG VI T o

mit

Ry = m'ﬁ“g; dv+jf”“§:: 48 (.45
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R ist die allgemeine Kraft, siehe auch Gl. (3,8), (3.,10);
sie kann zeitabhéngig sein. Dadurch sind s&@mtliche Volumen-
und eingeprédgten Kr&dfte des Kontinuums durch die allgemeine

Kraft R mit "n" Komponenten dargestellt.

Einfuhren von (3.42), (3.43) und (3.44) in (3.39) ergibt

& [dt (gcl{a) ’aqa - R, ]gc\ dt =0 (3.46)

Die GrSBen A}1j in (3.46) sind beliebig und voneinander un-
abhéngiqg, dann muB fiir jeden Zeitpunkt gelten

< .@__l:.) _2L -R., =0 (3.47)
dt \'oqj ”aqa

Die Differentialgleichungen (3.47) sind die Lagrange'schen
Bewegungsgleichungen fiir ein Kontinuum. Sie sind in der Form
nicht anders als (3.23) flir ein Massenpunktsystem. Dies

kommt daher, daf durch das Diskretisieren des Kontinuums in
etwa ein Ersatzsystem von Massenpunkten entstand, in dem die

Massenpunkte miteinander durch "Fldchenfedern" verbunden sind.

Der Term Rj geht in Gl. (2.47) ein, weil man die Lagrancge'sche
Funktion in (3.42) anders als in (3.18"' definiert hat. Aller-
dings stellt (3.47) eine allgemeinere Formulierung dar, denn

die eingeprédgten Krdfte brauchen nicht monogen zu sein.

3.5 Zur Erfassung der Ddmpfung

3.5.1 Materialddmpfung

Im Falle eines Kontinuums stellt das Vorhandensein der dissi-
pativen inneren Kré&fte (s. Abschnitt 2.5.2), auch innere Reibung
genannt, den Effekt der Materialdémpfung dar. Infolgedessen wird
ein Teil der kinetischen Energie in Wdrme umgewandelt und danit
die Existenz eines elastischen Potentials nur angenshert gewdhr-
leistet. Diese N&herung kann teilweise korrigiert werden, wenn
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man ein viskoelastisches Stoffgesetz zugrunde legt [?i]. Zur
Vereinfachung wird hier ein lineares viskoelastisches Stoffge-

setz angenommen. Damit wird statt Gl, (2.25) Folagendes gelten:

5 ik _ pikim ey +*Ejkim éim (3.48)
mit
Ejkim ist der Elastizitétstensor
*bjkim ist der Viskositdtstensor
é;m istkder Tensor der Verzerrungsgeschwindigkeiten

Folglich gilt anstelle der auf Seite 63 aufgefilhrten Gleichun-
gen Folgendes:

kiji
j[& g €im k3 av (3.§6)

&) v .
$9- ([ # e, e av
\Y

G)
w =]

Noj

= 1 kiim /
W = 3 E ©im ekj | (3.37)
Gl. (3.39) bekommt als Zusatzterm stellvertretend fiir die

Viskositdt:
t

i HH*EKM €im O €y, IV ot
ty V

mit der Abkiirzung

(e den o = D da;, o

m Kb &
\Y
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wobei
(M D) X_Kbim o Q€ N
Dé - SH t € Bc\j C (3.50)

ist. \/

3.5.2 Dadmpfung des umgebenden Mediums

Sie entsteht aus der viskosen Wirkung der zum schwingenden
System gehdrenden Umgebung (z.B. Luft).

Die Ddmpfung wird proportional zu der Geschwindigkeitskompo-
nente, die senkrecht zu der &uBeren Fldche stehtl)angenommen;
d.h. die Bewegung parallel zu der &uBeren Fl&che erfdhrt keine
Dampfung. Weiterhin wird der Energieverlust und damit die
Didmpfung infolge von Wirbeln an R&ndern und Kanten nicht be-

rlicksichtigt.

Folaglich kann man bei linearer Démpfung folgenden Zusatzterm
zur Gl. (3.29) addieren:

“"C'(u,”( ‘9 >d“ Ju'ds

(es w1rd ber K = 1, 2, 3 summiert)

C(UD) ist eine physikalische Konstante, die von den Eigen~-
schaften der Oberfld&che und der Umgenung abhidngt. In Gl. (3.39)
ist dann der Zusatzterm vorhanden:

fz IJC'I(UD)('ﬂ'%ﬂ)':"j:l";‘,.u‘qf Ju“dSdt (3.51)

4

mit 1 K " D(UD)J
ﬂc(w)(’l‘%_x)("af)a(“ JdS = Dw <am

woggi (252
(uDd) B ?_._\:E. s
D ’Q (UD)(n dx (a% q3 ‘*)th c(3 53)

1
(es wird tber K =1, 2, 3, =1, 2, ..., n summiert)

1) Zur Vereinfachung wird hier die unverformte Fliche zugrunde
gelegt.
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Mit Gl. (3.49) und (3.52) nehmen die Lagrange'schen Be-
wegungsgleichungen (3.47) folgende Gestalt an:

d /oLy 9L o, . |
Jt ;SEG) Bqé Ra Dz o, (3.54)

wobel

(XD)

D, = D§MD) + Dj die allgemeine Ddmpfung ist.

J

Der Vorteil liegt darin, daB damit die D&mpfung nun von der
Viskositdt des Werkstoffs und der Ausgangsgeometrie des
Systems abhdngt. Die Gl. (3.54) ist Ausgangspunkt flir die
linearen Ansédtze im Rahmen der FEM. Eine numerische Unter-
suchung, die im Rahmen dieser Arbeit nicht durchgefithrt wird,
und Vergleiche mit Versuchsergebnissen bzw. mit anderen
Methoden sind fiir die Bestdtigung dieser Vorgehensweise
notwendig.

3.6 Der Fall kleiner Schwingungen um eine Gleichgewichtslage

Man erhdlt eine erhebliche Vereinfachung der Gl. (3.47), wenn
die Amplituden der Schwingungen - um die Gleichgewichtslage mit
grofen statischen Verschiebungen - klein sind; man beschrinkt
sich hier zur Vereinfachung auf den Fall, daf die Verschiebun-
gen uX Gl. (3.40) von der Zeit nicht explizit abhidngen. Das

ist der Ubliche Fall im Bauwesen. Allerdings kann man im Prinzip
den nicht konservativen Fall dhnlich behandeln. Damit ist die
kinetische Energie T eine quadratische Form der allgemeinen
Geschwindigkeiten.q}, und W¥ (siehe Gl. (3.3') hingt nur von
den allgemeinen Koordinaten qj ab., Damit ergibt sich aus

Gl. (3.47):

C!(BT> M,Ra

| = 4+ — = 0 (3.55)
dt Bq(‘- &qj
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Als Nullpunkt der allgemeinen Koordinaten wird die Gleichge-

wichtslage angenommen. Man entwickelt das gesamte Potential
*

W = W*( or ey n) in eine Taylorsche Reihe:

%9; +

ll

2% 1 /3%W
W= w(su Al Bcl Zt) dv +3 (’qubqi

+ Terme in hbherer Ordnung vonc:li (3.56)

Die unterstrichenen Terme sind die kleinen Amplituden um die
Gleichgewichtslage.

Die Kennzeichnung (st) bedeutet den Wert des Ausdrucks im
statischen Gleichgewicht.

Im statischen Gleichgewicht gilt aus Gl. (3.47):

Ol (st R.. 0
- - 2(%) -
aq}
d.h.
.a ) - Rg (st) = = O (3.57)
9; /(%)

Aus (3.56) ist:

* W* W
aw'_ (2 (S e
EN?j ‘qg (st) L ) Gﬁ)

(es wird Uiber 1 =1, 2, ..., n summiert)

mit (3.57)
QW™ R . oW ) .
oW 4 22— q. +

Einsetzen in Gl. (3.55) ergibt:

()R] 0, Ry - R - O
— ] Y= q. + - -
dt Bq) 5‘?;3% () 3 (kD )

(3.58)
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% bjk‘qgtik ist eine homogene positiv definite quadra-
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tische Form der allgemeinen Geschwindigkeiten. Im allge-

meinen Riemannschen Raum (n-dimensionaler Raum mit allgemein
krummlinigen Koordinaten) sind die Koeffizienten bjk von den
Koord%naten abhdngig, aber fir kleine Amplituden.qj werden
die bJk konstant angenommen. Damit ist der Fehler in T von
der Ordnung (q: qi)‘

Gl.

M ..

bVMc:f;

1

(58) liefert damit das folgende lineare DGS:

2., 4lﬂ.. A4 12 1
+b4qL+.,_ +b qh-\- OLq1+OLq1+-~-+Qqh+Q1(s,L)—Q,=O

@
L3

. (3.59)
na .. hn | ni na nn _
*bgiter-ab g 40 g0 g, v Gyt Rn, Ry, 0

Man kann weiterhin das DGS (3.59) vereinfachen, indem man es

durch die Normalkoordinaten ausdriickt. Durch die Hauptachsen-

transformation zweier OQuadratischer Formen kenn man T und W

in eine diagonale Form bringen, d.h.

b

ik

= ajk = O wenn j # k

Damit wird (3.59) auf folgende Form transformiert:

33 A 33
b .+ .+ R, - = °
qj a q] 5(st.) R, o (3.60)

Das DGS (3.60) ist linear und nicht mehr gekoppelt; seine

Ldsung durch Fourieransitze erhdlt man in bekannter Weise [éi].


VIKA
Text Box

VIKA
Text Box


- 72 -

4. Anwendung der Methode der finiten Elemente

4.1 Allgemeines

Die Methode der finiten Elemente, auf die Kontinuumsmechanik
angewandt, besteht in der Erstellung von zwel der gestellten
physikalischen Aufgabe m8glichst gut angepaBten Modellen. Das
erste ist das mechanische Modell, in dem man die Geometrie und
damit auch das Tragverhalten und die Belastung des Systems ide-
alisiert bzw. annihert. Das zweite Modell ist das mathematische,
in dem man durch Ansidtze (meistens Hermite'sche oder Lagrange'sche
Interpolationspolynome) den Verlauf der Zustandsqgrbfen, z.B. pri-
mir der Verschiebungen, bereichsweise anndhert.

Das mathmatische Modell wurde im Rahmen der Variationsmethoden
zum erstenmal von RITZ ]}dﬂ vorgeschlagen. Der Verlauf des
Verschiebungsfeldes des gesamten Tragwerks wird dabei durch
Parameteransitze (meistens mit Polynomen) angendhert, der die
geometrischen Randbedingungen und die geometrischen Feld-
gleichungen erfiillt. Das Variationsfunktional ergibt sich damit
in Abhingigkeit von den freien Parametern des Ansatzes. Die
natiirlichen Bedingungen der Variationsaussage sind die statischen
Rand- und Feldgleichungen, die im Mittel erfiillt werden.
Weiterhin hat RITZ in seinem Originalaufsatz [3@] die Anwendung
dieses Vorgehens bereichsweise angedeutet; in diesem Fall
miissen die Ansitze auch die geometrischen Ubergangsbedingungen
a priori erfiillen. Wegen der damaligen primitiven Rechenhilfs-
mittel wurde diese Erweiterung der Ritz'schen Methode nicht
praktisch angewandt.

Ein mechanisches Modell filr die Platte in Form eines Trdger-
rosts wurde in [?i] 1940 angeceben. Im Sinne der heutigen
Methode der finiten Elemente wurde zum erstenmal ini [32] ein
Modell mechanischer Natur aus rein ingenieurmdfigen Uber-
legungen entwickelt.

In den letzten Jahren sind sehr viele Beitr#gel zur Methode
der finiten Elemente erschienen. Der Aufsatz von MULLER [35
bringt eine knappe ErlHduterung der Methode und ihre Anwendung
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sowle umfassende Schrifttumsangaben. Die Blicher [34] und [éﬁ] |
bringen eine Ubersicht llber die Anwendung der Methode in Theo-
rie und Praxis.

Der theoretische Hintergrund der Methode ist als Anwendung der
Variationsprinzipe der Mechanik weitgehend gekldrt, siehe

z.B. [56] und [37] . Aus der Sicht der numerischen Mathematik
ist die FEM im engeren Sinne in ihrer urspriinglichen Form als
reine Verschiebungsmethode als Ritz'sches Verfahren mit bereichs-
weisen Ansdtzen zu verstehen. Damit und durch weitere Entwicklun-
gen der FEM (z.B. gemischte Ansdtze) hat man die Hauptnachteile
der klassischen Ritzmethode beseitigt, nidmlich: das Erfassen un-
regelmdBiger Geometrien und Randbedingungen bei strenger Erfiil-
lung der geometrischen Rand- und Ubergangsbedingungen einerseits
und zusdtzlich das Problem vollst&ndiger Funktionensysteme fiir die
Ansdtze. Ein verallgemeinertes Variationsprinzip fiir zusammenhdn-
gende Bereiche mit Unstetigkeiten findet man z.B. in [}8] und fir
die Platte mit gleichzeitigen Diskontinuitédten der Verschiebungen
und Schnittgr&Ben in [39].

Fiir zweidimensionale Flichentragwerke ist im Rahmen des mechani-
schen Modells die zweidimensionale Idealisierung (Viereck-
elemente, Dreieckelemente) und die eindimensionale Idealisierung
(finite Streifenelemente) der Geometrie mdglich. Die zweldimen=-
sionale Idealisierung ermdglicht bei der Statik eine volle
Algebraisierung der Differentialgleichungen; man bekommt ein
System von algebraischen Gleichungen, die zu 18sen sind. Da-
gegen bekommt man bei Sreifenelementen ein gewbhnliches DGS
(teilweise Algebraisierung) [}40] ’ E‘SB] .

Bei der Wahl der Ansitze (mathematisches Modell) hat man eine
Reihe von Eigenschaften zu beachten. Die wichtigsten sind Voll-
stindigkeit, Symmetrie, Drehinvarianz und Konformitdt, die in
[41] erldutert sind. Diese Forderungen konnen im allgemeinen
nicht gleichzeitig erfilllt werden. Inwieweit sie {iberganaen
werden k®nnen, ist eine Frage der Konvergenz und des Gesamtauf-
wands flir die jewellige Aufgabe. In [37] stellt OLIVEIRA fest,
daB bei einem vollstdndigen Ansatz die energetische Konvergenz
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mit Verdichtung der Elemente auf jeden Fall erreicht werden
kann. Die anderen Eigenschaften f&rdern zwar die Genauigkeit der
Ergebnisse bzw. die Schnelligkeit der Konvergenz, aber die
energetische Konvergenz als solche wird durch ihr Fehlen nicht
prinzipiell gehindert. Im Hinblick auf den Gesamtaufwand
empfiehlt es sich, mit einfachen Ansitzen und enger Teilung

statt mit komplizierten Ansidtzen und grober Teilung zu arbei-
ten; vergleiche [4'5] und Ell] .

4.2 Methode der finiten Elemente im Bereich der geometrisch
nichtlinearen Aufgaben

Hier wird nicht der Stand des Schrifttums auf diesem Gebiet
im einzelnen besprochen, sondern es werden nur die Haupt-
richtungen in der theoretischen Formulierung und prakti=-
schen LOsung solcher Aufgaben erliutert. In [}é] und [;i]
findet man eine zusammengefaBte Diskussion der Literatur.
ODEN gibt in [57] eine allgemeine Theorie der FEM bei nicht-
linearen Effekten mit umfassenden Literaturangaben.

Auf dem Gebiet der Statik und der Stabilit&dtsuntersuchung
wurde hauptsédchlich die Methode der Lastinkremente angewandt,
z.B. [45], [46] und [43]. Man stellt zwei Steifigkeits-
matrizen, die elastische und die geometrische Steifigkeits-
matrix, auf; letztere wird auch Steifigkeit der Anfangsspan-
nungen genannt l}i]. Die elastische Steifigkeitsmatrix ist
in Wirklichkeit der lineare Teil der nichtlinearen Beziehung
zwischen Krdften und Verschiebungen bei geometrisch nicht-
linearen Systemen; sie ist nichts anderes als die normale
Steifigkeitsmatrix im linearen Fall, jedoch wird sie nach
jedem Schritt fiir die augenblickliche Geometrie neu aufgestellt;

d.h. man nimmt, wie in Bild 4.1 dargestellt, eine stufenwei-

se Anderung der Steifigkeit an.
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Bild 4.1: Gendherter und wirklicher
Steifigkeitsverlauf

Die geometrische Steifigkeitsmatrix (GSM) stellt den Zusammen-
hang zwischen den augenblicklichen Spannungen und der folgenden
Gleichgewichtslage dar; sie hidngt direkt von diesen Spannungen
ab. ODEN gibt in Bi] eine allgemeine Formel filir die Ermittlung
der GSM an. Fir die Plattenbiequng bei groBen Verschiebungen

findet man die GSM fiir Rechteckelemente in [}é] und flir Dreieck~
elemente in [}19_-_] .

Die iterative LYsung mit Lastinkrementen ist eine Extrapolation,
die im allgemeinen zur Fehleranh&ufung fiihrt, Bild 4.2. Dies
erweist sich besonders stdrend bei Stabilit#dtsuntersuchungen [ﬁé].
Zur Verbesserung der Iteration wurden einige Vorschlidge gemacht
[50], [53]. wissmann schligt in [51] vor, das man vertikal (I)
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zu der u-p-Kurve zurlick geht, indem man die richtigen Last-
inkremente.xﬁg(r) bei jedem Schritt aus den nichtlinearen
Steifigkeitsbeziehungen ermittelt und von da aus den ndchsten
Iterationsschritt beginnt, Bild 4.2.

Mh

“ﬁﬂ

o

-
w

Bild 4.2: M8gliche Verbesserungen
der Iteration

Fiir Stabi1itétsuntersuchungen empfiehlt WISSMANN weiter, daB
man das System nach jedem Schritt in Bezug auf Stabilitit
untersucht(l). Wenn das System nichtstabil ist, so fithrt man
negative Lastinkremente ein.

Eine andere Moglichkeit besteht darin, in der Last-Verformungs-
kurve, Bild 4.2, horizontal fortzuschreiten (IT), indem man
mit dem Fehler zxg(f) und mit Hilfe der Newton-Raphson-Methode

(1)

Bei verschiebungsunabhingigen &uBeren Kriften untersucht man
2.B. das Vorzeichen der zweiten Variation des elastischen
Potentials. Ein positives Vorzeichen ist ein Merkmal fiir
stabile Lage.
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die Korrekturen fiir die Verschiebungen Y ik) ermittelt [bil und
53]. In Bé] findet man einen weiteren Vorschlag, durch Ein-~
fiihren von generalisierten Linienelementen im Lastverschiebungs-
raum Korrekturen normal zu dem extrapolierten linearen Schritt
zu gewinnen, siehe (III) in Bild 4.2. Dieses Vorgehen empfiehlt
sich besonders bel Instabilitidtsbereichen (z.B. Lastmaximum

bei Durchschlagproblemen). Um die in I:Si_] ' [56_], ESB] und [:_'52]
erwdhnten Korrekturen durchfilhren zu k®nnen, bendtigt man offen-
sichtlich neben der geometrischen und elastischen Steifigkeits-
matrix im allgemeinen die nichtlinearen (nicht gendherten)
Steifigkeitsbeziehungen zwischen den Verschiebungen und den
Krdften. Fiir ein Seilnetzwerk kann man jedoch wegen der Einfach-
heit der Krdfteverhiltnisse die obengeannten Korrekturen unmittel-
bar aus Gleichgewichtsbetrachtungen an den Knoten ermitteln,
siehe z.B. [2].

Eine andere Formulierung der statischen Aufgabe gibt ODEN in
Eé]. Hier werden von vornherein die nichtlinearen Steifigkeits-
beziehungen aufgestellt, es sind kubische Gleichungen in den
Verschiebungen. Das daraus sich ergebende nichtlineare AGS
wurde durch einmalige direkte Iteration (z{B. mit der Newton-
Raphson~Methode) geldst. Auf diese Weise lassen sich auch
Probleme mit groBen Verzerrungen ( € 241) mit gesicherter Kon-
vergenz behandeln. Die Formulierung wvon ODEN [?{]'mittelsylndex~
Schreibweise gibt WISSMANN [Ei] in Tensor-Schreibweise wieder.

Im Bereich der nichtlinearen Dynamik von Systemen mit vielen
Freiheitsgraden ist noch wenig verbffentlicht worden. In einer
Reihe von Arbeiten wurde die Dynamik der Seilnetze "quasi-nicht-
linear" behandelt z.B. [2] , [3] und [4]. Hierbei werden kleine
Schwingungen um eine Gleichgewichtslage mit groBen Verschiebungen
vorausgesetzt; d.h. man hat die tangentielle Steifigkeits-

matrix beim Gleichgewicht als konstant flir die Bewegung voraus-
gesetzt. Die nichtlinearen Membranschwingungeh allgemein sowie
Schwingungen mit groBfen Amplituden blieben praktisch unerforscht.
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4.3 Lagrange'sche Bewegungsgleichungen. flir ein ebenes
Dreieckelement bei einem linearen Verschiebungsansatz

Im Folgenden werden nur die Schwingungen diinner Membrane be-
handelt. Die Membranmittelfléche wird hier durch ebene Dreieck-
elemente idealisiert. Die Anwendung von dreieckigen gekrlimmten
finiten Elementen fiir Membrane mit kleinen und groBfen Verschie-
bungen findet man in [5@ . Gekrllmmte finite Elemente flir
Schalen sind z.B. in [55:, und Ell:] behandelt.

In Jedem Element hat man einen ebenen Spannungszustand. Weiter
interessieren nur die Verzerrungsgr&fen, die in der Membran-
ebene wirken. Damit laufen die Indizes des Elastizitits-, des

Verzerrungs— und des Spannungstensors nur von 1 bis 2.

4.3.1 Die Darstellung der lLagrange'schen Bewegungsgleichungen
in Index-Schreibweise

Die Matrizenschreibweise, eine der besten Darstellungsmdglich-
keiten der linearen Analeis, erweist sich im allgemeinen

als ungeeignet, um nichtlineare Ausdrﬁcke zu beschreiben.
Deshalb wird die gestellte Aufgabe in Index-Schreibweise
formuliert. Jedoch wird in Abschnitt 4.3.3 ein Versuch unter-
nommen, dasselbe in Matrizen darzustellen, um die Aufwendig-
keit dieses Weges zu Zéigen. B

In Bild 4.3 wird ein dreieckiges ebenes Element betrachtet,
das in der (xl, x2)~Ebene eines lokalen Koordinatensystems
liegt und dessen Kante 1, 3 mit derxr xzmAchse zusammenfdllt.
Der Koordinatenursprung liegt im Knoten 1. Diese besondere
Wahl der lokalen Koordinaten Verletzt nicht die allgemeine
Gliltigkeit der Formulierung. Das globale Koordinatensystem ist

mit ¥, %2, %> bezeichnet, Bild 4.3.
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Bild 4.3: Ebenes Element mit globalen Koordinaten xt

und lokalen Xoordinaten xi

Zur Beschreibung des Verschiebungsfeldes wird fiir das Drei-
eckelement ein linearer Ansatz gewdhlt.

u1 = ba +C3'°L X&

3." 4,2’3 ; DL*",Z (4-1)

In Gl. (4.1) sind die X* Koordinaten im unverformten Zustand.
Der Ansatz (4.1) hat neun Freiwerte , denen die neun unbe-
kannten Verschiebungen an den drei Knotenpunkten entsprechen.
Offensichtlich ist eine Anwendung htherer Ans#tze mit der
Einfilhrung neuer unbekannter geometrischer Gr&Sen verbunden.
Eine Mdglichkeit wdre die Benutzung des folgenden quadrati-
schen Verschiebungsansatzes:

' oL . oo, P
0’ =b2' "”Cjocx + Cl'&M’aX X (4.2)

Die Zahl der Freiwerte in (4.2) betrdgt 18; man fithrt hierzu
die Verschiebungsgr&fien an den Mitten der Kanten 4, 5, 6
(Bild 4.4) als weitere Unbekannte ein.
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Damit hat ein Element
18 Parameter. Die Anzahl
der erforderlichen Elemente

kann so auf ein Viertel der
Elemente reduziert werden.

Bild 4.4: Zusdtzliche Knoten~
punkte 4, 5, 6

Teilung bei linearem entsprechende Teilung bei
Ansatz , quadratischem Ansatz mit
denselben Knotenpunkten

Bild 4.5: Teilung fiir linearen und quadratischen Ansatz

Sowohl die linearen Ansdtze nach (4.1) als auch die quadrati-
schen nach (4.2) erfiillen automatisch die Kontinuitdt der Ver-
schiebungen entlang der Elementgrenzen, wenn man die geometri-
sche Kontinuitdt an den Knotenpunkten fordert. Wegen der kom-
plizierten Algebra bei nichtlinearen Aufgaben und der Ver-
grdBerung der Bandbreite empfiehlt es sich, den linearen
Ansatz (4.1) zu verwenden und eine feinere Elementeinteilung
in Kauf zu nehmen.

Wertet man den Ansatz (4.1) flir die Verschiebungen der Knoten
1, 2 und 3 des Dreieckelementes, Bild 4.3, aus, so erhdlt man
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= 1]
bj = Uy
c = Oy u? (4.3)

In Gl. (4.3) ist:

ug die Verschiebung des Knotenpunktes n in Richtung wvon xJ
22 32 32 22
(x - x ) X - X
(4.4)
Qup = "2"‘2lxo' 21 21
- X o] x

% ist die lokale Koordinate des Knotenpunktes n in Richtung
von x® (Bild 4.3).

Ao ist die Flidche des unverformten Elementes.

Setzt man (4.3) in (4.1) ein, so folgt:
. . 1’ &
u? = o W X (4.5)

In E&é] findet man eine Form der Gl. (4.5) fiir ein allge-
meines lokales Koordinatensystem. '

Der Verzerrungstensor flir eine Membran und nach (2.9)

100, P rut Ul )
em"Z (u'/lk A VL g (2.9)
erhdlt mit dem linearen Verschiebungssatz (4.5) die folgende Form:
4 A o 4 L L
eupn =% CunUn +Qpalyy )+ 4 QunQpp Uy Uk )

(linearer Teil) (quadratischer Teil)

Durch die Differentation von Gl. (4.5) nach der Zeit erhdlt man

'3 t%. o’ ol
U = u, + 0, U, X (4.7)
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Die Richtigkeit von Gl. (4.5) bzw, (4.7) ist flir die Dynamik
nicht selbstversténdlich, da Gl. (4.5) nur flir statische Vor-

génge gilt. Sind aber die Knotenpunktverschiebungen ug

zeit-
abhidngig, dann sind die momentanen Verschiebungen uJ beliebi-
ger Punkte im Element prinzipiell nicht durch die Knotenpunkt-
verschiebungen ausdriickbar. Die Verschiebungen uj héngen von
den Knotenpunktverschiebungen und der Geschichte der Bewegung
bis zum jeweiligen Zeitpunkt ab. Nur fiir den Fall, daB8 die ug
harmonisch von der Zeit abhingen, gelten die Gleichungen (4.5)
und (4.7) fiir die Dynamik ohne weitere N&herung. In Gl. (4.5)
bzw. (4.7) steckt deshalb im allgemeinen eine weitere Nihe~-
rung, die sich folglich auf die spdtere Ermittlung der Massen-
matrix auswirkt. Die Gl. (4.5) und (4.7) stellen jedoch in
dieser Hinsicht bei einer dichten Elementteilung gut Ndherungen

dar, zur Diskussion dieser Frage siehe I}é] s. 271/287.

Einsetzen von Gl. (2.25) und Gl. (4.6) in (3.36) ergibt:

W - 201 7 e g €5 p dS
Se
W - %’ e [z(o‘““*ﬁ T Qpa o) +
+3 Gun Opm L U ] [‘z(amu’:wwi%
+JEQ>\K Q/ud Ul:{ Ué; ] (4.8)

| )
Vs ist das Volumen des unverformten Elementes. W ist biquadra-

tisch in den Verschiebungen.
Fiir eine isotrope Membran gilt das folgende Tlastizitdtsgesetz [i{]

Joc J{&x*J fgi\/* ( )JMPJ%/

ule
: 7

z(M—W

(4.9)
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mit

E als Elastizitdtsmodul und
Vv als Querdehnzahl.

Aus Gl. (3.38) folgt fiir den Vorspannungsanteil des elast.Potentials:

(VS) _h af(e) . .
W SS ub U, de
SE

) LL
\fJ (VS) Vo SoL{S(D Qth Q[Lm uh um (4,10)

und aus Gl. (3.35) ergibt sich fiir die kinetische FEnergie:

hS "4\ 2
T =2= 1 (u?)*ds
2
Se
Setzt man die Gl. (4.7) in die Gleichung fiir die kinetische
Energie T ein, so folgt:

T"hzg ”(u1 v, x) (U, +QMLL“ «")ds

S
3 By ' 2 1
=b—9+ f,((gm + Oy X )(J"'“ FQpm X )U"‘U“”‘ds
2
Se
T -4 M u.i u.3 (4.11)
2_ nw |4 W e

In Gl. (4.11) ist:

M= N8 L((Jm + Qlgn X“)(cgm,‘ + O\‘gmxﬁ)cls

Se (4.12)
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Mnm stellt die Massenmatrix des Elementes dar. Setzt man in
(3.40) als allgemeine Freiheitsgrade eines Elementes die
Kontenverschiebungen an, dann kann man die Lagrange'sche

Bewegungsgleichung (3.47) folgendermafen schreiben:

d BL> oL R?\ e (4.13)

=) —
dt Dug ou?

s

Wenn man die duBeren Lasten des Elementes ndherungsweise QUrch
fiktive einzelne Krdfte in den Knoten ersetzt, dann ist Rj

= mit Beriicksichtiqung von (3.45) - die fiktive Kraft im
Knoten "n" in Richtung wvon xj. Weiterhin sollen die Verschie-
Bungen Gl. (3.40) von der Zeit nicht explizit abhé&ngen.

Aus den Gleichungen (3.42), (4.8), (4.10) und (4.11) folgt:

JESRRES

dt \aui /) T ¢ au'g
d 7/ 9L e |
% (35) - Mo %
(G) Vs
L Sw 2wl
S R T a e S (4.15)
du? 2w du?
(G) c(p)\
’B"‘\N’l'%" B A T N
Buh
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Beim Einsetzen von (4.14), (4.15), (4.16) und (4.17) in (4.13)
erhilt man endgliltig die Bewegungsgleichungen filir ein drei-
eckiges Membranelement mit Vorspannung unter Verwendung eines

linearen Verschiebungsansatzes:

[hg Sg(§“4 +QoLnX°L) (JVM +O.r$m><§> Q\S] \La“ A
Sk | |
Vo A Qn Fom u%\n + Vo el J&Q} Ay QXam \1{: 4

“Brp PodAd L

1 o o LoL 3 1 ,
+ _?:-\/0 E /‘Quname&K q/ACl um Uc, U & Rn (4.18)

Gl. (4.18) ist ein nichtlineares gewbhnliches DGS zweiter
Ordnung. Es enthilt kubische Terme in den Verschiebungen, da

das elastische Potential W bigquadratisch in den Verschiebun-~
gen ist.

Aus (2.25) und (4.6) erhdlt man die Kappus-Spannungen:

6

ofs wfn Lo
E /“[ ((1 UL +(l/w,u, >+ 7 0y /umuh u'\'m]m.w)

4.3.2 Transformation, Diskussion und m8gliche Vereinfachungen
der Bewegungsgleichungen

Fiir die Transformation der Elementgleichungen (4.18) in das
globale Koordinatensystem'ﬁl gilt:

o =X
un Ajk un
et BRI NN (4.20)

n ki "n
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mit
Ajk als Transformationsmatrix und
ﬁk als Knotenverschiebungen in dem globalen Koordinaten-

system’ii.

Fiir die Koordinatensysteme in Bild 4.3 gilt

'k =1 k= 2 k = 3
Qz Q 2 Q Z
_ =311 —312 313
A.k % X %
] 0 0 0
N H ¢
; 7 Z b
wobedl _m_

Fiik _ ik | ik (Elk ist die globale Koordinate des

Knotens i in Richtung xk)

o =-\/(}-{311)z . @312)2 4 (z313,2
o = g2ll £312 _ =311 2212

= 311 5213 _ 2211 =213

N = 3212 £313 _ 312 213

und

1
Z = \’Cz + H2 + N2 ist.
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Fir Ajk gelten die folgenden Beziehungen:

T st
Apy Byq = Jik (4.21)
Bop B4y = 611{

Wenn man die einzelnen Werte der Massenmatrix Mnm aus Gl. (4.12)
auswertet erhdlt man:

Mnm = 0o flir n ¥+ m
(4.22)
Mnm = ~§%B& fir n = m

o ¢
D.h. die beiden Funktionen (CS,M +Qoun X ) und (C&M + Qpgm X )

sind zueinander orthbgonal in Bezug auf die Indizes n und m.

Man sieht, daB die Masse eines Dreieckelementes zu je einem
Drittel auf die Knotenpunkte verteilt ist. In Bezug auf die
Massenverteilung dhnelt dies dem in [éé] durch Einfithren von
Massenpunkten (lumped masses) angegebenen Modell. Die einfache
Dreiteilung ist durch den linearen Verschiebungsansatz bedingt;
bei hheren Ansdtzen wird die Massenmatrix anders besetzt sein.
Mit (4.20), (4.21) und (4.22) bekommt man das transformierte
DGS filir ein Element

(SR)E 1 v,5 00, apmiY -

4+
b
<
M
4
>
b3
o
&
s
O
>
3
o
?
x
o
H
i
g -
-l
0_ &
-l
-FAS
l
7
5 ec
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Gl. (4.23) kann beliebige geometrische Nichtlinearitdt - im
Rahmen einer physikalischen Linearit#t - beschreiben. Sie
stiitzt sich hinsichtlich der Nichtlinearitdt nur auf die nicht-

linearen Terme in den Verzerrungs—Verschiebungs-Beziehungen.

Fiir statische Untersuchungen braucht man nur den Beschleunigungs-

term in (4.23) zu vernachldssigen.

Der zweite Term auf der linken Seite von (4.23) stellt den

Effekt der sogenannten geometrischen Steifigkeit bei der Methode
der Lastinkremente dar, siehe z.B. [}é] und [}é]. Der dritte
Term reprisentiert die elastische Steifigkeitsmatrix; offensicht-
lich kann man die Steifigkeitsbeziehung flir die Methode der Last-
inkremente in der Statik als Sonderfall aus (4.23) ableiten

(o) -
v, 5 a,, opm A GE +
—d ~

und in nichttransformierter Form:

% (o) -4 y 1
V, B Q,L“CLPMALLV‘;,\ +\/°E°<£*/*[%amamaum-—»z32n

(4.25)

Man merkt weiterhin, daB die kubischen Glieder in (4.23) keine
vollstindige Struktur besitzen. AuBerdem ergibt ein Vergleich

von (4.18) und (4.23), daB die Koeffizienten des Vorspann-
effekts (zweiter Term auf der linken Seite) und die Koeffizienten
der kubischen Glieder bei einer Koordinatentransformation in-
variant sind. Diese Erkenntnis ist wichtig flir die praktische

Rechnung.

Eine erhebliche Vereinfachung der nichtlinearen Terme in (4.18)
bzw. (4.23) kann durch angeniherte Verzerrungs—-Verschiebungs-
Beziehungen erzielt werden. Man kann n&dmlich bei kleinen Ver-

zerrungen die quadratischen Glieder der Ableitungen der Ver-
schiebungen, in der Ebene des finiten Elementes
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vernachlidssigen; somit erhdlt man aus Gl. (2.9) filir eine
Membran unter Beriicksichtigung von nichtlinearen Rotations-

termen

PR N e ¢ 5 3 (4.26)
ew|($ = -Z u/(s"" U,&—\— u'&u‘ﬁ .

Damit hat man

.
L*lx.LLl& = 0O

gesetzt und bekommt statt (4.6)

~ A 03
N =”7(am un+qpnuh>+~£aunqpnunum<4-27)

Mit (4.27) erhdlt man eine zu Cl. (4.18) parallele Stei-
figkeitsbeziehung folgender Form:

L oe P (o) % wfin

o fo CuM 3 . 3 3
+\/0E /AQ.LH Qs (OLY?»K C%SU\M Wi + :'i Jps Cl./ud Wi de) -+

k.9
*’Ai VoExBMCLQO%K Cpd It Um Wy Wi = Qv?
(4.28)
Da der Effekt der Vorspannung aus der Nichtlinearitdt der
e~u-Beziehung herriihrt, wird dieser Effekt nunmehr nur noch
vereinfacht erfaBt. Kubische Terme sind trotz der obigen Ver-
einfachung weiterhin vorhanden.

Gl. (4.28) lautet in transformierter Form:

. fb (o)

. —d
(V,, %) uv\f + \/OE Ay Eem A5AA32 U

VL E P o QA Ay T ¢ —


VIKA
Text Box

VIKA
Text Box

VIKA
Text Box


- 90 - '
» -~ d L
VL E PP e (s s Ashng B

A A T ) %
+3 Q/ud wa;a Asi_ Ask 3y Um Wy

WEIN -t -3 .
"I"% Vo E {3 M Q‘,u\ QAW\ QﬁKQ}Ad ASiA'Sé' A;‘;AyA\AM ui( Ui
- RY (4.29)

Man sieht, daB die Auswertung von (4.29) im Vergleich zu (4.28)
wesentlich aufwendiger ist. Deshalb empfiehlt es sich filir die
Ermittlung der fiktiven Kr&afte ﬁz bei der Iteration den Schdtz-
Verschiebungsvektor, der meistens auf das globale Koordinaten-
system bezogen ist, in die lokalen Koordinatensysteme der
Elemente zu transformieren und Rz aus (4.28) auszurechnen. Man
transformiert dann die ausgerechneten Gr&Ben Rg in'ﬁz.

Flir die Methode der Lastinkremente ergibt sich aus (4.28):

(o Y 3N M
V, 6 M )Q,mourkmé—i&&ui«w +Vot&{& %Cff&ia“"qu AUE? -;OA) Ran
(4.30) stimmt mit den in Matrizenschreibweise in [;i] ange-
gebenen Steifigkeitsbeziehungen iiberein. In [}i] stellt MARTIN
beim Vergleich mit seiner fritheren Arbeit 45 fest, dasB
die unter der Annahme von (4.27) entstandene geniherte Be-
ziehung (4.30) im Falle kleiner Verzerrungen Ergebnisse lie-

fert, die denen aus (4.25) gleichwertiq sind.

W
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4.3.3 Die Darstellung der Lagrange'schen Bewegungsgleichungen
in Matrizen-Schreibweise

Das Problem in Abschnitt 4.3.1 soll jetzt in Matrizen-Schreib-

weise formuliert werden.

Man unterteilt den Verzerrungsvektor in zwei Teile:

€T 2. T Eme) (4.31)

mitse |

i
eL.) linearer Teil

E(nl.) nichtlinearer Teil
.y T {eif') "’2(5') 2 e:{f.)} = {ufl u?z “%2 * “?12
| r—e{?z.) | _(ufl)?‘ + (ufl)2 4 (u?l)2 ]
€t eérzw‘) -3 (ufz)z * (“?2)2 * (ufz)z
2 e{g[" 2wty ul, 2w ufz + 203 u?z (4.32)
e e b A

Fiir die Verschiebungen werden nun Parameterans&dtze eingefiihrt

u=¢g | (4.33)

wobei gilt:

{123}
u=4u u u

und

q = {ql dy 94 9y dg 9g 99 9g qg}

q ist der Vektor der allgemeinen Verschiebungen.
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Bei linearem Verschiebungsansatz ist die Koordinatenfunktion

__4 X O
T
o | & o
CbT' ° ° (4.34)
...."‘3_4 bisose
Man setzt weiterhin:
ey “H 4
e
~(nf.) = Ez q (4.35)
Aus (4.33), (4.34) und (4.32) erhdlt man
- T — —
1 o o
(1),
T
El = (.QPiXQ. o o o
T T
L__(Cfﬂ ).p_ + (c_‘.?'z. ),4_ o 1 o |
"'T - _ (4.36)
1 T
Hy=3 19 Ep»
T
qd ﬁ33 (4.37)

Dabei ist

my = (2, (21 + (), (2)], +(@4), ()],

iy = (8, (20 + ()0 (€)1 4 (2a), ()]

;<[ @0, 20T + (2, (8. ¢[(a), ()0t
(2 (2], |4 [@3), (27+(82),, (4207 ]

(4.38)
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Einsetzen von (4.36) in (4.38) ergibt

[ (2,2) |
B, = | (5,5
| (8,8) |
(9,9)
[ (3,3)
H,, = (6,6) (4.39)
| (9,9) |
9,9
[(3,2)  (2,3)
Hyy = (6,5)  (5,6)
(9,8) (8,9)

9,9

In den angegebenen Adressen steht eins, sonst sind tiberall

Nullen vorhanden.

Das gesamte elastische Potential eines vorgespannten Elements
lautet

- %ﬂ«gé'rgdv i B={6M 619. 641}.
vV

Mit 5 = E e ergibt sich
T
w*=%—S§eEed5 . (4.40)
‘SE .

die isotrope Elastizitdtsmatrix E ist

1 v o}
- ] - \rz

1 -V
6 0 -—3 (4.41)

E und ¥ sind Elastizititsmodul bzw. Querdehnzahl.
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Mit

(o)

e =8 + Se.) t e

=(né¢.)

erhdlt man aus (4.40):

_ (o) (o)
W“f”(e “"e(*—’)*e("ﬁ\) E(e +ew)+§(nz>>d5
Se
e(o) ist der Verzerrungsvektor des Vorspannzustandes, dessen

Komponenten Konstanten sind.

T, T
‘(‘([eEe "l‘e(,e)Ee g( _E gﬁ(_,(ﬂ) +

+ 8(4) E et em) E 9(n£)+e(n,&3E St

—(ne) = = =

Die Konstanten und linearen Terme in W leisten keinen Beitrag

LT
+ €y B Cney +EnE L E €(ney|dS

zur Steifigkeitsmatrix. Die Ubrigen Terme werden zusammenge-
fagt in:

T
(Vs) . h (o) P (o)
! i §((”e' ECmey ™" yEe ) as (4.42)

(
Vg’z%jf( (X)E e,(/e)‘l‘ €(£)E e(_wt +e(n£)E e,({) +

-+
T € ey E @(n,e,)) dS (4.43)
Nach Einsetzen von (4.35) in (4.43) ergibt sich:

6 Vv
W= (g B BH) g+ QB EN, g+ g By EH g+

T 4.44
+gq Hy, E ﬂz.q) ( )
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Flir die Transformation von allgemeinen Verschiebungen in
Knotenpunktverschiebungen gilt:

= B
2n) 729
St o
Q=B " uy, =G uy, (4.45)
wobei
_ {1 2 3 1 2 3 1 2 3
2(n) ~ {“1 Yp W Uy Yy Uy Uz U3 u3} (4.46)

der Vektor der Verschiebungen an den Knotenpunkten ist.
Flir den Fall der in Bild 4.3 eingefiihrten Koordinatensysteme
erhdlt man

”—_l O o] o o] O‘—-T

21 22
X ble

1 ) o) o) o) o) e}

X

B = o o o 1 21 22 5 4 o
o o o} e} e} o} 1 x21 x22

32 (4.47)
X
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Die Qlyn sind die Elemente der

Aus (4.37) und (4.39) bekommt
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ds

o

85, 0 O @3

) o 2113

Matrix in Gl. (4.4).
mans
-
o o qg ©
q6 o] [e] qg
95 © 99 9g

(4.48)
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\

Mit

(4.45) lautet H

|
1
a;, up + |
. |
WHN G.N + “
1 |
mww mw _
— |
“ ay,
|
© | ay,
|
|
253
_
—_— — RS ~.|I|
1
mNH EH + w NHH
|
Ly
832 Uy | a5
1 _
u a
az3 Y3 | 213

in Abhdngigkeit von den Knotenverschiebungen

2
|
| | , _ * _
_ | WHH ﬂH + ” _ _ WHH u
b , | o
o o | %12 Y2 T ° lo ! aj,u
_ ~ |
| 2 _
| | a 5 ug | w _ ayj, u
_ _ b
||||| — - = = ==~
1| | ~ 2 .
1t 221 ™ |
w | _ by
w+ m O “ [s] _ WNN .E.w +_ O _ [o]
1 — | _ 2 “ _
3 | | 43 U3 | *
_
| 2 _ 2 |
1 ¥ | | @57 9y * I oay, | | a5, u
I |
| | 2 2, |
w T © | ayuyt | 2y W +_ O a5,
1 _ | 2 | 2 ||
3 %2383 133 %23

(4.49)
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Einsstzen von (4.45) in (4.44) und Berilicksichtigung wvon

G
oW =-L<(VAJLL . x(VA) ist die verschiebungsab-
TBLlun B Zn) —E hinglige Steifigkeitsmatrix

ergibt sich

x(E VO[E;.T (B EH) +H] EH, + Hy EH) +H EH) G+
+ % (EI + .I.{.II + EIII + HIV)] . (4.50)

Dabei ist
EZ 1 = iéli% ; HZ 2 ‘"Eité%} } cesssse; H = :;Eﬂg\

’ 3_1 ! Bu1 2.9 B g
ﬂ%i) = H?n) _T ﬂf EH 4 gf
Efﬁ) = w?n) §T Eg,i EH éﬂ
H:) = Uy & HEH, ;&
SO N o SRR .
il - [ul vk, e gfg,g
n = {50 By e -‘1]25)}
N i O )
B = {B() 52y ooeeee o

@

(va
KE %st die elastische (nicht gen#dherte) Steifigkeitsmatrix, in

der Knotenverschiebungen bis zur zweiten Ordnung enthalten sind;
sie ist nicht mit der elastischen Steifigkeit bei der Methode

der Lastinkremente zu verwechseln.
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Die Steifigkeit EéVA) aus Gl. (4.50) stellt eine symmetri-
sche Matrix dar.

Mit Hilfe von (4.36), (4.41), (4.47) und (4.49) 148t sich K(VA)

im Einzelnen ermitteln.

Um die geometrische Steifigkeitsmatrix Kg zu bestimmen, muf
man das elastische Potential infolge Vorspannung Gl. (4.42)
in folgender Form ausdriicken " 44(o) (L ™~ 4 7 3
g (0 5 (0) u/1+u/1+u”-1
(VS) ) | dS
\1”+u 1+U,4)(\1 -\-U. HA 24(o) Gl'lm 4 2.+u‘!,
6 ull+u’2- '7-
~ - (4.52)

Durch Differentiation von (4.5) nach x ergibt sich:

= 3 4.53
U7h a u- . ( )

Setzt man (4.53) in (4.52) ein, so folgt:

;
) . 5"(0) 647.(0) Qgn Un
\«/(VS) Vo '[0 £ a ua] 6 (o) ¥
- 2 (o 2%(o
2. A4n N n N 5 5’ an uv‘
[ T
Qw Qy
Qo Qg

"‘ ™
Qs Qo EM (o) BA'L(D) :
\/o T G O Ay 011011011011-(111, Qﬂ Qﬂa«‘s

VJ(VS)

zfmw)anﬁu Uiy
(147. 017, 6 11(0) 57_1(.,) Qu Qu Qu Ququauunazsaﬂ
Qag Qs |- )
Oz Qs (4.50)
Qs Qs

\Y

(vs) ‘o T
2 Zn) 2 ii(o) a’ Uy (4.55)
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Die Bedeutung von a und 6 (o) ist aus Gl, (4.54) ersichtlich.

Mit:

undda W(VS) nur quadratisch in den
Verschiebungen ist,

=
|

=14 k.o
2 =(n) =G ~(n)
erhilt man aus (4.55):

- (o) T
K, =V, a8 a (4.56)

Die Massenmatrix 148t sich folgendermaBen ermitteln:

$ g (4.32)

ie
i

Die Differentiation nach der Zeit ergibt

u= &4
Eu: E SI"
und

T

Se
sef[ imer ¢4
2§§££; q q ds

Wenn die Verschiebungen (3.40) nicht explizit zeitabhéngig

sind, dann gelten:
d /soL = < ’V>
dt (Bc_r,_) T ot \2gq

£ (35) -enff¥2d o0
E

|

dt (o9


VIKA
Text Box


- 101 -~

Einsetzen von (4.45) ergibt:

d (L T GO
;(g) =gV, ® PE Y,

a2 )
ot ("5?_) - m&&w

mit

¥
M-gv, o7 & ¢ (4.57

M ist die Massenmatrix des Elementes.

Danach lauten die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen (4.18) in
Matrizenschreibweise:
(va)

My (Bg * Rg ) Yy

= R (4.58)
n) =

wobei:
1 2 3 1 2 3 1 2 3
R = {Rl R1 Rl R2 R2 R2 R3 R3 R3

der Vektor der fiktiven Knotenkrdfte ist.

(VA)

KE ’ KG und M sind nach (4.50), (4.56) und (4.57) bestimmt.

AbschlieBend soll die sog. Jacobi - Matrix ermittelt werden,
TW
J = 4
- :BSéGO
Mit (3.38), (4.44), (4.45) und (4.55) erhdlt man

(4.59)

o

#T T T T "
J=K;+Vy| G (4 EH +H EH +H) EH) G+
I II III IV V I  IT ITT Iv v T
+ (H+H+H+H+H)+ (H+H+H+H+H)
J =g (VA)+ I IT IIT IV
=T K+ Ky Vo 2(H + H+ H+ H+ E +
I IT III IV
+ (E +H+ H+ + (4.60)
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EI, EII, EIII' gIV sind nach Gl. (4.51) definiert;

weiterhin ist

_ T T “
Hei, 9 w8 Hyry E 55,58 Bn)
H = H ;i=1, 2 9; 3 =1, 2 ..., 9 (4.61)
o = (i,j) § = 7 s e 0 p i ] = ? cooyp
. 5,9

Es ist aus (4.60) erkennbar, daB J fir jeden beliebigen Verschie-
bunsvektor Qi) eine symmetrische Matrix ist. Die Jacobi-Matrix
J stellt eine genaue Tangente der Verschiebungs-Belastungskurve
dar, dagegen ergibt die Steifigkeitsmatrix K = Ko + Kg bei der
Methode der Lastinkremente keilne Tangente dieser Kurve. (Es ist
daran zu erinnern, daB8 J und K aufgrund von zwei verschiedenen

Elastizitédtsgesetzen hergeleitet werden, zum Elastizitétsgesetz
siehe Abschnitt 2.4.

Hierbei ist

KG die GSM (Funktion der augenblicklichen Geometrie und
des augenblicklichen Spannungszustandes)

Kp die ESM bei der Methode der Lastinkremente
(Funktion der augenblicklichen Geometrie)

Man kann sich diesen Sachverhalt an folgendem eindimensionalem
Problem klar machen (Bild 4.6).

Y
2 XN

4
|

Bild 4,6: -—-- Ausgangsgeometrie mit
Anfangskraftzustand
——— Verformte Geometrie

Es ist das lokale Koordinatensystem
des Elements dargestellt.
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Fiir das Stabelement (1) in Bild 4.6 gilt:

3 U CoS L wsmnz
uvz = 7 z ’ (l'z = i . (4.62)

( die ilbrigen Komponenten von u g sind Null)
4

Mit Gl. (3.38a) ist die potentielle Energie infolge der Vorspannung
(Anfangskraftzustand) flir das Stabelement C)

‘wﬁgv\?) f522(0><u.zu.1 % )clf (1.63)

S ist die Querschnlttflache des Stabes.

Nach Einsetzen von (4.62) in (4.63) und anschlieBedem Integrie-

ren erhdlt man

W(VS) _ (0) ;2 (u ist die Verschiebung in
© 2 X Bild 4.6) (4.64)

Flir das System in Bild 4.6 bzw. flir die Elemente(:) + (:) gilt:
(Vs) (vs) (o), 2

W =2Wg = 5’7——« (4.65)

(4.62) in (2.9) eingesetzt, liefert

. z . 2 7 2
= L[5 UMn W AN W ©oS
922 ) (ZT'Z + --‘—Z-{'hz -+ -—-7{"/'2 ’ (4.66)

(die Ubrigen Komponenten des Tensors eij sind Null)
Einsetzen von (4.66) und (2.25) in (3.36) ergibt

(©) SE (2uzsin2"z u33in’z u? )

das elastische Potential fiir das gesamte System ist

G sE 2usin’ ulsin? 4
W SRR v B2 s (4.68)

mit E als Elastizitdtsmodul
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Das gesamte elastische Potential einschlieflich dem Potential

infolge Vorspannung ist:
¥ (G}
w o=wVS) 4y (3.38)

Fir die Statik gilt

6 .
R = oW (R und u nach Bild 4.6) (4.69)
ow

aus (3.38), (4.65), (4.68) und (4.69) erhdlt man

Rr_/aw*_____ZSEsinzfzu 4 SEsinz ul +

du A 2 4
-3 Ce)
_+J§f%§£; 4._2%%__5 w , (4.70)
Fiir die Jacobi - Matrix J gilt
2 ¥
J _oWT _ 2R (4.71)
= Pu Pu

d.h. J ist eine Tangente der R - u - Kurve.
Mit (4.71) und (4.70) erh&dlt man

'az\f\/*_:]:ZSEs{nznz +3SEsiny |,

D u? = A A?
Q_S_F:_ z _Q-_P_(O) ~ (4.72)
+ 73 u -+ Y

Die Jacobi - Matrix besteht in diesem Fall aus einer einzigen Kom-

ponente.

Fiir die verformte Geometrie lauten die Steifigkeiten KE und
K. fir die Methode der Lastinkremente

=G
¥ 2
_ 2 SE (a +u)
g = 3 (4.73)
= R
X = 3
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Mit (4.,70) ergibt sich

2 2
28E sin'sp 3 SE sin»zu SE u 2p (4.74)
K. = + Ty s + .
=G £ 2 2 23 L |

Aus (4.73) und (4.74) erhdlt man

K = k. + K = 2SE (*+u)® | 2sE sin’p | 3 SE sinpu , SE u?
- =G  =E g3 L 2 22 23
2P(°) (4.75)

(K ist die eine einzige Komponente)

Es ist aus (4.75) und (4.72) erkennbar, daB die beiden Matrizen
XK und J nicht identisch sind. Dies wird klarer, wenn man den
Grenzfall 4 = O betrachtet; damit wird a* = 0 una £Z=
Dieser~Fall ist in Bild 4.7 dargestellt.

44§ZP_“_

Bild 4.7: —---- Anfamgsgeometrie
verformte Geome-
trie

Danach ergibt sich aus (4.72) und (4.75):

3 ES u2 + 2 p(o)
J 23 7 (4.76)
und
K = ES u2 + 2 ES u2 + 2 p(o) (4.77)
— :83 ,e¥3 //C e
Die Differenz zwischen X und J ist dann

2(p% 43

E_K___zesu(i ) .

2 £Z3,€*’
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Es ist aus den vorherigen Ausfilhrungen, insbesondere Gl. (4.50),
Gl, (4.51) und Gl. (4.60) erkennbar, daB die Matrizen-Schreib-
weise flir geometrisch nichtlineare Aufgaben (ohne Linearisie-
rung!) schwerfdllig und kompliziert ist. Deshalb wurde in dieser
Arbeit mit den in Index-Schreibweise angegebenen Gleichungen
(Abschnitt 4.3.1) weltergerechnet.

4.3.4 Die Lagrange'schen Beweqgungsgleichungen filir kleine
Schwingungen um eine stabile Gleichgewichtslage

Man wdhlt in Gl. (3.58) als allgemeine Verschiebungen die Ver-

schiebungen der Knotenpunkte. Dann erhdlt man:

* . X
o (2T )+ (2l oWVl = R (4.7
clt \oul dud dul, (st n (Dy.)
wobei
Rg(ny.) = R} - R(gt.)

die dynamische Last darstellt. Dabei ist Rg im allgemeinen
zeitabhidngig, und Asui sind die Verschiebungen von der Gleich-—
gewichtslage aus gemessen.

In Gl. (4.79) wird die tangentielle Steifigkeit - d.h. Jacobi -

1k
Matrix - jé—%iﬂ'j ) am stdtischen Gleichgewicht
'Bu,, Bum (st)
als konstant wdhrend der Schwingungszeit des Systems

angenonmen,

Im Einzelnen erhdlt man aus (4.79) mit (4.11), (4.16), (4.17),
(4.22) und {(3.38):
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"j %p(o) Y SN

Og)%%>llY\ *'b%'s C£3C1MHCL&"\+‘VLE: ﬁgkaé‘LCIKﬂ(1kﬁ\+
op ' a

+V0E }‘Qom (axm Q{?.KJ LuaK"' Qpm O 5k Ly Uﬁ -+

P)\
+C§pg Qs Q/uk U-m) VE Ox“a)\y,@/.“apmé U \L ot

L . &
+20.|3|<(1/Am ubuK)](i\;.m - Rh(:Dy.) (4.80)

Der Index (St.) kennzeichnet den Wert des jeweiligen Ausdrucks
bei statischem Gleichgewicht. Der Ausdruck in der eckigen Klam-
mer ist eine Konstante, die aus den Verschiebungen der Gleich-
gewichtslage zu ermitteln ist.

(4.84) lautet in transformierter Form:
Vo ) =4 o f (o) K P
(3—3—) un +[V°5 (lanL,Lm d—gd +v°E QKV\Q)\N\ A/uclAf?,l}""

+V° E.xﬁ\/“ OuLn (QAmQBK A}Ad Ck‘?( 4 (lp,m Q)\K J;\JA/‘"F u‘i +

+ Qs Q/AK A‘s\d CLC,\( ) +
1 e —f - ¢
+'z VoE }AQM O‘Ab( Q[Lm ng LLb 23 -
2 & ﬁ = d Eé%’
+Lapk G L Odf ub WP AUy = . (4.81)

Wenn man die gendherte Beziehung (4.26) fiir die Verzerrungen
zu Grunde legt, erhdlt man statt (4.80)
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(g%) uf\ +[V05xp(°> O‘bmé;:«‘{s +V, Ei ng&; J,uﬂnm(lm +
L E ¥ @ Ot Gy U + O O iy
+ Gnen Quci Iy G )+ AV E Y0, a, @ ,m%m%s%ub T

+ 208 Qam J;&JSubu )]Au "‘Rn@,) (4.82)
(8t.)

und in transformierter Form:

(gy:f)ﬁi + [V B'M{S(cimqﬁmAsdAsn-fV E“M’&,mq,\m Aud A gyt
+VOEMB'\I“QM (Qm Qpk A}ml A;aAJ; \I,Lg +O0pm GCa AsdAzy Ay uik+
+Oam O Ay A g Agy Gk ) +

+21.V0EKM’RQ.M Qe (O ( b Cam Asd AsgAglAg u u”

=4
+ 20y Opm Ass Ay As Arg0b ) | AT = R g,y (1029

D2 WX &)
Die Grdfen . sind die Elemente der Jacobi -Matrix.
wl out, 91

nach Gl. (4.81) bzw. Gl (4 83) als Nebenprodukt der statischen
Losung, wenn man die Methode wvon Newton—-Raphson anwendet.

W
» ist die Jacobi—-Matrix des letzten Iterations-

BU Bu (St)

schrittes.
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4,4 Dadmpfungsterme nach Abschnitt 3.5 und nach der Element-
methode mit linearem’Verschiebungsansatz

Gl. (3.50) gibt die Materialddmpfung an, wenn die Verschie-
bungen der Knotenpunkte als allgemeine Verschiebungen gewdhlt

werden. Fiir die Membranen erhilt man:

4 (HMD) owbap . éexp N
Dn = \/o E 6,\/‘—3—&-;“—- (4.84)

Die Differentiation von Gl. (4.6) nach der Zeit t ergibt:

° 4 .}A o A A

eh}« 2 Q%KuK"'Q/uKuK *o OM(O/AM uKu,,,w u
(4.85)

Setzt man (4.6) und (4.85) in (4.84) ein so folgt:

3 (MD)
D

n

x T
VA S amamé W5 +0, Qg Qpnli U 4

+O>~K0/umaun §UeUpyt )*Ka/uma.cdaﬂnukumud
(4.86)

* Kﬂ).p

Bei isotropen Stoffen nimmt E genau die selbe Struktur

Y (N % ol
wie EE & /a an; in | “A¢A treten die Viskositdt bei
Volumendilatation und die Newton'sche Viskositdtskonstante
statt der Lamé'schen Konstanten in Ei“*gxfk auf [?i].

Fiir die Ddmpfung der Umgebung, wenn die Verschiebungen nicht
explizit zeitabhdngig sind, bekommt man aus (3.53)

(UD) PR VR
S[CICU:D)( %K) a:}matan 9N m (4.87)

(lber k, i, m =1, 2, 3 wird summiert)
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Aus (4.5) erhdlt mang

K 74
ﬂau. = <c§m4 + Qygm X ) cSLK (4.88)
dub,
Einsetzen von (4.88) und (4.12) in (4.87) ergibt:
D = C(UD)(ﬂ’gi)'g;_ U (4.89)

!

Mit ( m:g3) =1, (p-9y) = ( n-9,)

v (LD) 2
D,a,( CLUD) 533 h (4.90)

o erhdlt man aus (4.94)

Einsetzen von (4.86) und (4.90) in (3.54) gibt z.B. eine
zu Gl. (4.18) analoge Form:

B
¥ B p . Y o
Mnm m C(UD) (533 3h Uy vo E [Q)\Kuo“\ 63 L&K t
A JE0E
+ Qi Gud Opn W U+ QG um Ooun Cf w,WUn +
Coo % (o) ;

"R LN
s VE 7 dpg 0un Qam W+

oL 3 ‘ .
+V.E ﬂOLu.anm (Qrsku/::u uK 4‘533 /“dul"" u:)+
A b(ﬂA v
+-—2—-v°E /(O-.gnQ}'“QPK /Ac\ LLM Udu R’&
(4.91)

Gl. (4.91) ist ein nichtlineares geschwindigkeitsabhdngiges DGS
zweiter Ordnung.
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4.5 Ubergang zu den rdumlichen Fachwerken einschlieBlich
Seilnetzen

Nach der Energiemethode sollen nachfolgend die nichtlinearen

Steifigkeitsbeziehungen und die Jacobi-Matrix fir ein
Stabelement hergeleitet werden.

In Bild 4.8 ist ein Stab (1) - (2) im globalen Koordinaten-
system dargestellt. Zur Vereinfachung wird der Stab (:) - ()
in der Ausgangsgeometrie ohne Vorspannkraft angenommen;
folglich ist die potentielle Energie infolge Vorspannung
wVS) = o, siehe Gl. (3.38) und (3.38 a).

+7

Bild 4.8: stab (D) -
-== vyor der Verformung
-—— nach der Verformung

Weiterhin werden entlang des unverformten und verformten Stabes
der Einheitsvektor g und der Gittervektor G definiert, Bild 4.8.
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Bei einachsiger konstanter Beanspruchung und mit Gl. (3.36)
lautet das gesamte elastische Potential des Stabes @ -

2

& sdEe” (4.92)

5 A
Dabei ist
S Querschnittfliche des Stabes vor der Verformung
£ Linge des Stabes vor der Verformung
E Elastizitdtsmodul
e Lagrange'sche Verzerrung flir ein Stabelement (in diesem Fall

nur eine Komponente)
Ebenso gilt hier

e:&“f‘%&z ’

wobei die Ingenieurdehnung

£= __%'.:f_ | (4.93)

ist.

Man fihrt ein

O (4.94)
Aus Bild 4.8 ist abzulesen

2= -\/(le)z s (222 4 (x23)2‘ (4.95)

7 '\/(le 2 4 22 4 o¥2)2 4 (23 #32

/:: —\/{2 R W e 2 X2 | . (4.96)
Einsetzen von (4.95), (4.96) in (4.93) ergibt

. "‘/12 + Ok (#xk + 2 x2k)‘ . .

/g N
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Partielle Differentiation von € nach den Knotenverschiebungen

39 24

PE  _ N (J? + x*2) , (4.98)
DT 2%
wobei

12.1 = - 1 und

L1y = 1 ist.

(2.6) in (4.92) eingesetzt liefert
W= ASE (g2. g34te Y (4.99)
und

]
BW - /ESE 38 (28 +5€7‘+ 53) . (4.100)
v 2 oud

Setzt man (4.93) und (4.98) in (4.100) ein, so erhdlt man

@ . o
K K 2 4
E_}‘/;. - 2 SE (K ax") (0 x i)-RY .
UL 2L (4.101)

Gl. (4.101) ist die Steifigkeitsbeziehung zwischen den Knoten-

verschiebungen und den Knotenkrdften eines Stabelementes. Sie
ist ein nichtlineares AGS dritter Ordnung.

()
Die zweite Ableitung von W nach den Knotenverschiebungen gibt
die Komponenten der tangentiellen Steifigkeitsmatrix (der
Komponente der Jacobi-Matrix), es sind

G)

W sselds » ). OF OF 8
Puidn, 2 Buﬁaa}ﬂ Tt o+t )+BGLBEL£ * )

(4.102)


VIKA
Text Box

VIKA
Text Box


- 114 -~

Mit (4.98) ergibt sich

ke =_nga_(de3'+xz})(ai.+xzi) _ Liwie

. {(4.103)
LT i £
und
24 ; L 20 o
BCB& =_Q_,(_o,¢(ui+x’-3)(u + X L) - Eﬁ&tﬁ (4.104)
dud o, 2* 1t L
wobei _ _
L = 3 s 28) (O 4 X (4.105)
Smp g (O X% ) )
ist.

Einsetzen von (4.93), (4.103) und (4.104) in (4.102) liefert

5 (G) K' ‘
_3_,_\4\/.____ . SE g‘*lf’ (4.106)
G} 0T, 4

(Si‘LF ist nach (4.105) definiert)

Gl. (4.10€6) eragibt die Plemente der Jacobi-Matrix Q(F ¢y des
4 7

Stabelements im Raum (hier fiir den Fall ohne Vorspannung

im Anfangszustand).

Weiterhin ist die Kraft im Stabelement (:) - (:) zu ermitteln.
Fiir einen Stab gilt

b= Ee (4.107)

wobei ¥ und e die ¥appussche Spannung und die Lagrangesche
Verzerrung sind, siehe Abhschnitt 2.4.
Die skalare ~riRe ( ¢ ) der Kanpusschen Spannung ist damit

(B ) = Eec
(B ) 4ist auf die unverformte Fliche S bezogen.
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G ist die skalare GrBRe des Gittervektors in Richtung des ver-
formten Stabes, siehe Bild 4.8.

Flir einachsige Beanspruchung gilt

€, = TV\e, -1
Gy = GG = G2 und Ell= , damit erhdlt man aus (2.5)
c = E+1 (4.108)

Einsetzen von (2.6) und (4.108) in (4.107) ergibt

(b )y=8(E+i¢ %) a+e) (4.109)

*
Die Stabkraft P ist damit

3
p* =(E)S=SE<£+352+.§2_.) (4.110)
Die nichtlinearen Terme von € in (4.110) sind durch das ange-
nommene Elastizititsgesetz bedingt. Hierfiir wurde eine lineare
2bhidngigkeit zwischen dem Kappusschen Spannungstensor cyik
und dem Lagrangeschen Verzerrungstensor ej) zugrunde gelegt.
NDas Werkstoffgesetz ist in dieser Form ein nichtlineares
Materialgesetz zwischen den Ingenieurspannungen und Ingenieur-

dehnungen, siehe Abschnitt 2.4,

4.6 Zusammenbau der finiten Elemente

Wie vorher besprochen wurde, beschreiben die Gleichungen in
den Abschnitten 4.3 und 4.4 das statische und dynamische Ver-
halten eines Elements. Der Zusammenbau der Elemente erfolgt in

bekannter Weise durch ein Zusammenbauprogramm.

Bel der statischen IL#sung, die in Abschnitt 5.1 hehandelt ist,

empfiehlt es sich, das Polynom z.B. die linke Seite von (4.23)

ohne den Beschleunigungsterm und die Elemente der Jacobi-Matrix
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(Abschnitt 5,1) filir jeden Iterationsschritt vollstindig neu

zu berechnen., Dasselbe gilt auch fiir die Iterationsschritte

der Berechnung der dynamischen L8sung (Abschnitt 5,2). Eine
einmalige Auswertung der konstanten Koeffizienten (z.B. in der
linken Seite von Gl. (4.23)) und ihre Multiplikation mit den
entsprechenden Knotenverschiebungen bei jedem Iterationsschritt
hat sich wegen der erheblichen Datenorganisation und des

grofen Speicherplatzbedarfs als unglinstig erwiesen.
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5. Ldsung der Gleichungssysteme

5.1 L&sung des nichtlinearen algebraischen Gleichungssystems

Zur Losung des nichtlinearen Schwingungsproblems sowohl mit
allgemeinen Amplituden als auch mit kleinen Amplituden braucht
man die LYsung der nichtlinearen statischen Aufgabe. Nach dem
Weglassen der Beschleunigungsglieder in den Bewegungsglei-
chungen der Abschnitte 4.3.1 und 4.3.2 bekommt man die ent-
sprechenden statischen Gleichungen; man erhdlt flir ein Element

z.B. aus (4.18):

oL (o)
V. b ’

4 alites
Qan A fom Um +V,E J;a'aahax\mum +
OLFA 3 4 . .
+\/oE /‘amam(&(mu’:\uz*‘ZJMOLMU;\ ubd) +

A oL fo X . : \ '
+~2’_\/0E /‘OMmeac&KQ}Ad uLw u"d ui = Rﬁ (5.1)

(5.1) stellt ein nichtlineares AGS dritten Grades in den Ver-
schiebungen der Knotenpunkte des Elements dar. Der Zusammenbau
der Elemente, siehe Abschnitt 4.6 , liefert ein nichtlineares

AGS in den globalen Verschiebungen.

Es gibt mehrere Methoden und Techniken zur L&sung nichtlinearer
AGS. Vergleiche der Theorien einiger Methoden einschlieBlich der
numerischen Untersuchungen sind in [5@] gegeben. Ausgehend von
einigen Methoden zum Minimieren von nichtlinearen Funktionalen
mit Nebenbedingungen gibt SPANG [Bé] die Grundlage verschiedener
Techniken zur LOsung nichtlinearer Gleichungssysteme. Man findet
in [5@] auch umfassende Literaturangaben. LAW gibt in [ﬁﬂ

fiilr die von ihm entwickelte Methode der "Diagonal Discrimination

ein Programmlisting mit Benutzer-Manual.

"

ODEN gibt in [}é]an - aus den numerischen Experimenten von [Bi]
entnommen -, daf die Newton-Raphson-Methode zu den besten der
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vorhandenen Techniken dieser Art zdhlt. Diese Methode wurde auch

in der vorliegenden Arbeit benutzt; sie stiitzt sich auf die
Ndherung einer Funktion in der Umgebung eines Ausgangspunktes

durch eine Taylor-Reihe.

Es sei das Gleichungssystem

fi (uj) = Pi {(5.2)
gegeben.
Ndherungsweise ist: B .
K=h é;
LAWK (5.3
Ke 4 K
i, 3=1,2, «ecay - — (o)

n ist die Anzahl der Unbekannten bzw. der Gleichungen.
In Matrizenschreibweise ergibt sich

t o)A 8 (5.4)

V=3 B £ (5.5)

(5.6)

ist. Dabei darf J (Jacobi-Matrix) nicht singulédr sein (sie ist i.a.

nicht positiv definit).

Damit kann man den Verschiebungsvektor des (m + 1)~ten Iterations-—

schrittes folgendermaBen berechnen

(m + 1) _  (m) -1
u = u + Q(Em) [g - E(um)] (5.7)
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Aus (5.7) erkennt man, daB die Jacobi-Matrix J filir jeden Itera-
tionsschritt neu zu ermitteln ist. Dies erweist sich in Fdllen,
in denen J komplizierte Ausdriicke enth&lt, als aufwendig und
erfordertmverhéltnismaﬁiq grofe Rechenzeiten. Deshalb empfiehlt
es sich, jede neu gerechnete Matrix J flir zwei oder drei Itera-
tionsschritte zu benutzen. Den Unterschied zwischen den beiden
M8glichkeiten kann man fiir das eindimensionale Problem aus

Bild 5.1 ersehen,

Z o

P4 & P &
&

&oc ko

' M r~
& —{= V)

{ J wird fiir jeden
J wird fiir mehr als J
einen Iterationsschritt Tterationsschritt
benutzt ermittelt
Bild 5.1

Als numerische Erfahrung bei der Anwendung der Newton - Raphson -
Methode gilt hier besonders zu erwdhnen, daB man fiir die Elemen~
te der J - Matrix die entsprechende Funktion analytisch diffe-
renzieren muBf. Wegen der meist groBien numerischen Empfindlich-
keit bei nichtlinearen Problemen hat kein mit numerischer Dif~-
ferentiation fiir J gerechnetes Beispiel im Rahmen dieser Ar-

beit zum Erfolg gefithrt, dagegen hat die analytische Ermittlung
von J bei allen Beispielen zur Konvergenz gefithrt. Die mdglichen
Dédmpfungsfaktoren bei der Iteration miBten sehr unterschied-

liche Werte haben; deshalb ist ihre Anwendung nicht besonders
empfehlenswert.
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Weiterhin darf man die kubischen Glieder der nichtlinearen Glei-
chungen z.B. (5.1) nicht vernachl&ssigen; ihre Vernachl@ssigung
fiihrt zwar bei der Iteration oft 2u endlichen Grenzwerten, die
jedoch nicht mit der wirklichen I8sung Uibereinstimmen. Es ent-
steht also keine'vollstandiqe Lsung. Man kann diese Erscheinung
folgendermafBen begrﬁndeh: Ein Term kann i.a. vernachlédssigt
werden, wenn mindestens eine der folgenden Voraussetzungen zu~
trifft. 1) Die Vernachldssigung 1&8t sich durch physikalische
oder ingenieurmdfige Uberlegungen anhand der gestellten Auf-
gabe begriinden und 2) Im Term d.u” ist sowohl der Koeffizient d
als auch die Funktion u" immer deutlich klein im Verh&ltnis zu
den entsprechechenden Ausdriicken in anderen Termen.

Dies trifft aber filir die kubischen Terme nicht zu, denn selbst
die in Gl. (4.26) lber die physikalische Ndherung kleiner Ver-
zerrungen hinaus eingefiihrte Linearisierung fithrt nicht zum Ver-
schwinden der kubischen Terme in Gl. (4.28). Auch die Koeffi-
zienten der kubiSchen Glieder sind erfahrungsgemdf sehr groB.
Dazu gibt es Systeme, die nur infolge der nichtlinearen Terme

in Gl. (2.9) Verzerrungen erfahren, (weil die linearen Terme
null sind!), d.h. infolge der kubischen Terme z.B. in Gl. (5.1).
Infolgedessen kann man sagen, daB die Vernachlissigung der ku-
bischen Terme "die physikalische Vollstdndigkeit" der Steifig-
keitsbeziehungen verletzt und damit keine Konvergenz zur rich-

tigen Ldsung bringt.
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5.2, LOsung des gewdhnlichen Differentialgleichungssystems

Im Falle von Schwingungen mit groBfen Amplituden erhdlt man ein
nichtlineares gewdhnliches DGS, z.B. in der Form (4.18). Bei
kleinen Amplituden um eine Gleichgewichtslage ergibt sich ein
lineares gewBhnliches DGS gemdBf (4.80). Im Prinzip kOnnen alle
numerischen Methoden, die fiir die LUsung von nichtlinearen DGS
anwendbar sind, fiir die LOsung von linearen DGS benutzt wer-

den, umgekehrt jedoch nicht.

In [}é] findet man eine Diskussion mehrerer Methoden zur LO-—
sung von linearem DGS. In [}é] - wird eine numerische Methode
mit der Bezeichnung "Rational Extrapolation” zur LOsung von
Anfangswertaufgaben 1. Ordnung einschlieBlich des Programm-
listings und numerischer Vergleiche mit anderen Methoden be-

schrieben.

Hier werden zwei Methoden zur Losung vom nichtlinearen gewdhn-

lichen DGS kurz erliutert:

a) Finite Ubersetzung der Gleichungen durch die Anwendung
von Zelt-Elementen:

Fiir lineare DGS wurde dieser Weg von [72:] und [632] ange-

geben. Hierbei wird die Diskretisierungstechnik der Methode

der finiten Elemente auch fiir die Zeit als weitere Dimension
angewandt. Man kann von der Anwendung der Ritz'schen Methode

im Zeitbereich mit Hilfe von Hermiteschen Interpolationspolynomen
sprechen l}é] . Dadurch 148t sich die vollstédndige Algebraisie-
rung des Schwingungsproblems erreichen. Man erhdlt fiir jedes Zeit-
inkrement (Zeitelement) im Falle linearer bzw. nichtlinearer Auf-

gaben ein lineares bzw. nichtlineares Gleichungssystem.

Die Methode 188t sich wie folgt darstellen:

Die gesamte Zeit t, iber die zu integrieren ist, wird in mehrere
Zeitelemente A t unterteilt, deren Grdfen verschieden sein kdn-
nen und nach der geforderten Genauigkeit gewdhlt werden. Flir die-
se Methode wird eine allgemeinere Form des Hamilton - Formalis-
mus bendtigt, als in Gl. (3.39) dargestellt ist. Es wird ndm-
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lich nur das Verschiebungsfeld am Anfang der Zeitspanne

oLt = t2 - t1 als bekannt vorausgesetzt, und damit ist die Va-
riation c{é (tl) = 0. Dagegen ist die Variation <§g (t2) +# O.
Von dem in Gl. (3.34) gestrichenen Term bleibt daher jetzt der

Wert an der oberen Grenze t, (Ende der Zeitspanne at) in der

Form <X( gdt du d\/>( erhalten.

naraufhin erhalt man anstelle von Gl. (3.39) folgende Varia-

tionsgleichung t
(ﬂf ot cfudv) e i[” oW +JHP cfucf\/+HF JudSJcitq)

Wenn die Verschiebungen nicht exp1121t von der Zeit abhédngen,
ergibt sich aus (3.41)

du” _"DUK -
ot “aq&- 9

(5.9)

é; K
. a
Flir den ersten Term in (5.8)  gilt

(”g du dv) ((g a:" Qd\/)cm
GG\J o C/)(*L) (” ekl C/V)(w(s'lo)

\'%
([[fsa-suav), -~ (js3e 2 d.dm,00) oo

Setzt man (5.9) in (5.10) ein, so erh&dlt man:
Die Verschiebungen q; in (5.11) werden nun durch die Knotenpunkt-

verschiebungen u; ersetzt.
Damit folgt

(- ([R5
V

\/ (ti) (5.12)
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Einsetzen von (4.68) und (4.12) in (%.12) ergibt

- <SY$§S{- . Jg_& Clv)({:,_\‘ —~ <["]nm ui‘ éu‘&h R (5.13)

und mit (4.22) erhdlt man aus (5,13)

“H@ Jud\/) —--——-—-—um(h)Jum(t NERERYT

Nun werden die Verschiebunqen und die Geschwindigkeiten
innerhalb des Zeitelementes At =t, - t, in Abhidngigkeit
von den Verschiebungen und ihren zeitlichen Ableitungen am An-
fang (tl) und am Ende (t2) des Zeitelementes & t ausgedrilickt.
Die duBeren Krifte innerhalb der Zeit &t werden auch in Ab-
hingigkeit wvon ihren Werten und deren zeitlichen Ableitungen
am Anfang und am Ende von At formuliert. Alle zeitlichen Ver-—
ldufe werden nun mit Hilfe von Hermiteschen Interpolationspoly-

nomen beschrieben.

Man flihrt ein

ujd = W fl-jd
W, = wady (5.15)
Dabei ist
w = [w1 Wo o = v v v w““] (nmk_.1
) . . xt_O . . .\
e ¥ x 3 ("—7_- } - & o
l“-Jd ={ud(m U‘d(m Tt '(U'cl> U‘d(u\ U’dec;)’ ’ ( °‘>
* 1€ e *
W =] w, Wy - Pmae
3 ‘4 m i Cooe 4 Qﬁ§i4
Rj = ( ( ”) .( ) 2
d {Rdu«) Rd(t.)' e Rd(t Rd(t) c.\(t 2) Rc\ |

(5.16)

n ist der Grad des HIP fir Verschiebungen.
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e
m ist der Grad des HIP fir duBere Xrifte.

_ n:;1 (r**d ur
(ug> % und (R ) ist die (&

J
von u a bzw. R 3

1 )= te zeitliche Ableitung

Zum Beispiel sind die Vektoren in (5.16) bei einem HIP 3. Gra-
des flr die Verschiebungen und die Kraft:

S
st 28 ) o2 )(u“ 2.t3>(+." b )
B[4_At"-+A+:3)({: At A-\:'L ALt AAS At +A'\?‘

= W
Aj - . j .j r:‘
2a T {' d(t, ) u’ d(tl) u d(tz) u d(tz;} (5.17)

i - &3 J >J
Rla { ae)) Mae) Farey) Rd(tz)}

Man kann natiirlich fir die duBeren Kridfte ein HIP mit andrerem
Grad als flir die Verschiebungen wé&hlen, wenn ihr zeitlicher

Verlauf es erfordert.

Im Rahmen dieser Methode sind nun zwei Wege zur numerischen
Rechnung méglich, ndmlich:

1) In Gl. (5.8) wird das elastische Potential W“ in genauer
Form, d.h. als biquadratischer Ausdruck in den Verschiebungen

benutzt,

2) In Gl. (5.8) wird das elastische Potential W* durch eine
Taylorreihe innerhalb jedes Zeitelementes At angendhert.
Hierin beriicksichtidt man die ersten drei Terme (einschlief~-
lich der quadratischen Glieder).

Beschreibung des 1. Weges:

Setzt man (3.38), (4.8), (4.10), (4.11), (4.22), (5.14) und
(5.,1%) in (5.8) ein, so erhalt man

T oAl
"S'E; m(twd'um&\—\»cg\j' )QQ\A“

. T
(o) A T T AL\, M Apy T Ap
-—5—/23— 5 o, oﬂm(g_‘“) ww U, —=2F 000, b Lot
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4 NYZ T LUy
t 2_Clun()>u<cyud W Wy, Wy W W L&d +
1 AT T A;.(Ag)"r Tay
+qom0nma»<amx(u) w' w Gwm(ll) wwdl |+
Y R tdt =0
+(Qh’\) _‘/9. w < vn o= (5.18)
In (5.1%)sind die Verschiebungen und ihre zeitlichen Ablei-
tungen am Ende des Zeitelementes t = t2 e t1 zu variieren;

diese Funktionen sind am Anfang des Zeitelementes bekannt. Man
bekommt damit fir jedes Zeitelement (E:%i~l)k* nichtlineare
algebraische Gleichungen, wobei n “der Grad des flir die Ver-
schiebungen gewdhlten HIP ist und k* die Anzahl der Freiheits-
grade (unbekannten Verschiebungen) ist. Diese M&glichkeit ist
wegen der offensichtlich komplizierten Integrale in (5.18)
nicht besonders geeignet.

Beschreibung des 2. Weges:

Die gesamte Zeitspanne t wird in n Zeitelemente unterteilt.
Man numeriert die Zeitelemente und die Zeitknoten nach Bild 5.2

l.M”
o 1 2 md o mi N
. 1 2 R o

Bild 5.2 Unterteilung der gesamten
' Zeitspanne t in Zeitele-
mente A t.

L
Das gesamte elastische Potential W wird innerhalb jedes Zeit-
elementes durch die ersten drei Glieder einer Taylorreihe an-
*
gendhert. Folglich gilt fiir W innerhalb des Zeitelementes
¥*
(m™ + 1).

x * W W\l aud
oMo+ (B ) 0 B2 J e
(tmﬁ-lf) \A/(m*) ut (m*) " Bu Qu ) (5.19)
Die Kennzeichnung (m*) bedeutet den Wert der GrdBe im Zeitkno-

ten m*, Bild 5.2. A&Hﬁ\ist der Zuwachs der Verschiebung, vom
Zeitknoten m' im Zeitelement m* + 1 an gemessen.
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. i j )
Fir au und  Au” gilt:

Aui = ujL --ui
m m m (m*)

(5.20)

; IS B,
Aun u’ un(m“)

Setzt man (5.20) in (5.19) ein, so erhdlt man

€ % OW” L éz\rJ |
w = wm*) — (»’é—a}m) uw\(‘m*) -\- l au )mxm(w‘*) un(m%G) +

oW > L O W L )
<a\).m (m*)u"f‘ (Bumauaj(‘m U mxy Yn

W ) .
A L (5.21)
+ 2 (Bumau (w\") uvn i o | 21 :

Die unterstrichenen Terme in (5.21) sind Konstanten, und damit

sind sie fiir das Variationsproblem belanglos. Folglich kann
man schreiben

dW ] W ) 1 i
W ey U5,
(’Dum)(mu) (Bumau (w™) (w¥) -+

L, ¥ . .
4 (D W ) T (5.22)
Y v ? UmUn
2 'aumau,, (m*) o (

Setzt man (4.11), (4.22), (5.14), (5.22) und (5.15) in (5.8)
ein, so ergibt sich ’

| at T T
o e ol % . LA
SEL G Sl +g§‘{8@ u“) W wul -~

m
kS '"(m“ﬂ) (¥ ¢ 4)

N*) A L <a7.w* > .L A .
WU, +l=—=3] W W —
aum (m*) "'"m U aut (m Mty — &

¥)
() (@ Wl TS ) Yo
43] ( ¥>
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Fiir das jeweilige Zeitelement mit der GrdBe At werden folgende
Abklirzungen eingefiihrt
At

¢
&
Q
=
=

3
—-{
&
Q_
(-6—
!
I
o

At/ wclt = Z"mo
o %
./(291.00*}Ji- = 211
© ' (5.24)
abJ*.> .2
Db, S (m¥) Cim(m*)

(BI\A/* . x

dut dud Wm () = C5n (m)
L |

DWW _
. . = C. .
“au‘mau“,, )(\m*) tmjn (m") _)

Einsetzen von (5,24) in (5.23) ergibt

9Ve

- 4 4 8\/0 ’\.3 ! A 3 AL
3 um(m*ﬂ)gum(n*u)-*. g { —é"(\i"‘) 'Q_",M Wy -~ C\m %0 U+
x Aé A ~ AL : A4 \T * ¥ =)
+‘C§ﬂ(m*)bogh~ A CLN.&V\(M*(Q;")T‘Q_OO (\la\ +( h) - @_n }

Die zu variierenden Funktionen in (5.25) sind die Elemente des

Spaltenvektors gjn, d.h. die Verschiebungen und ihre zeitli-

chen Ableitungen am Ende des Zeitelementes & t; d.h. in diesem
" i

Fall die Gr&Ben u m(m*¥ + 1) °

schiebungen am Anfang des Zeitelementes u m (m*) und ihre Ab-

und ihre Ableitungen. Die Ver-

leitungen sind von dem vorherigen Zeitelement bekannt. Die Ma-
trizen Ell und Qoo und der Vektor Eo sind mit normiertem Zeitele-
ment t = 1 und fir HIP bis zum 7 Grad in [@4] gegeben.

Flihrt man die Variation von (5,.25) aus, so bekommt man
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. A -
AL ~ ! r
Um = - e Ry, (5:26)

mit h = {kl,l)} (1 A% + 1). die angegebene Adresse in h ist
14 2 s

) 3Vo ;2 _ |
mit der GrdBe (- 2= Unp besetzt, die librigen Elemente von
3 (m¥1)

h sind Nullen. n ist der Grad des HIP fiir die Verschiebungen.
Hierin kennzeichnet die Schlange (~~ ) die Matrizen und Vekto-
ren, bei denen man nur die untere Hdlfte zu berilicksichtigen hat.

Gl. (5.26) ist ein lineares AGS in den Verschiebungen und ihren
zeitlichen Ableitungen am Ende des Zeitelementes A t. Sie dienen
éis Anfangswerte fiilr das ndchste Zeitelement; die Felder Cjn'
Cjn und cimjn miissen fiir jedes Zeitelement neu ermittelt werden.
Der Nachteil dieser Methode besteht darin, daB man durch Erh&hen
des Grades des benutzten HIP nicht entsprechend den Zeitschritt
vergrdBern kann. Die Ndherung, nach der das gesamte elastische
Potential innerhalb des Zeitelementes nur quadratisch von den
Verschiebungen abhidngt (damit kubische und biquadratische Terme
der potentiellen Energie vernachldssigt), macht die VergriBe-

rung des Zeitschritts nur beschri&nkt mdglich.

b) Die Methode von Runge - Kutta - Fehlberg

Die iterative Methode wvon Runge -~ Kutta zur LOsung von Anfangs-
wertproblemen ermtglicht es, die Funktionen und ihre Ableitungen
bis zum Term (h4) der Taylor'schen Reihe genau zu erfassen, wobei
h die Schrittweite ist, d.h.

f (¢t + h) = £ + el h <+ Terme hdherer Ordnun
& (tO) i=1 i! (to) von h g
" (5.27)

Die unterstrichenen Terme werden genau erfaft.
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Den theoretischen Hintergrund dieser Methode, worauf hier nicht
elngegangen wird, findet man in [éi] . Fiir die Behandlung des
vorliegenden Schwingungsproblems (nichtlineares gewdhnliches
DGS 2.0rdnung ohne Terme mit ersten Ableitungen, d.h. ohne
Geschwindigkeitsterme), wendet man die Methode nach Runge -
Kutta -~ .Nystrdm an. Flir die praktische Rechnung benutzt man

das Schema 1, das man in Bé] findet. Es wurde hier fiir Glei-
chungen ohne Geschwindigkeitsterme spezialisiert. ;

Es sel das DGS

5,28
uy £y (Pyqey, Ypr Ugr eeeer W) (5.28)
mit den Randbedingungen
u o= ui(c); u, = ui(o) fiir ¢t = o
gegeben.
i = l' 2' ..Qoo'n
Das Rechenschema lautet dann
® h2
t uy x,=u/h Ri=£;5
I
o Y4 (o) X4 (o) Ky
1 1 I I IT
h/2 1495 (6) 1 5% (0)TT%: | *4 (o) K4 Ky
II I IIT
h ui(o)+ Xi(o)+ Ki xi(o)+2K i K i
- / I I
h Ju,=u + x +K - = z 1
i~ i (o) i(o) i Xi”xi(o)+K1 Ky 2(Kl+ 2Kj_)
¢ 4 I II III
Schema 1 Kimg(Ki+ 4Ki.+K i )
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Das Schema 1 wurde programmiert; man erhdlt hiermit bei den
meisten gerechneten Beispielen gute Ergebnisse. Bei verh&lt-
nismiBig steifen und gleichzeitig leichten Konstruktionen
(z.B. Stahlzelt) muBf man jedoch die Rechnung mit kleineren
Zeitschritten durchfilhren, womit der Rechenaufwand erheblich
steigt. Deshalb ist es wiinschenswert, die Genauigkeit der Me-
thode zu steigern. Dies ist Fehlbero durch eine Reihe von Ar-
reiten [67] , ([62] , [69] una [70] gelungen. Durch m - ma-
lige Differentiation der Differentialgleichungen und eine darauf
bearilindete Transformation hat man sowohl filr die Ldsungs-
funktionen als auch fiir deren Ableitungen noch die Glieder

der Tavlorreihe mit der Ordnung (hm+5) genau erfast.

Fiir Systeme von Differentialgleichungen 2. Ordnung hat Fehl-
berg in lbé] eine vereinfachte Transformation angegeben, die
allerdings filr geschwindigkeitsabhdngige Gleichungen eine et-

was kleinere Genauigkeit bis hm+4 ermbglicht,
Mit Hilfe der Transformation
. w2 (9)
Siee) T Vi) Y ?—1 41 Uy (o)(t - to) (5.29)

geht (5.28) in das transformierte DGS

n -~ m 1 (j+2) ¥
uy = £, (P ow o= fy - i(o) %; 3T Y4 (o) (t - tg)  (5.30)
iber.

Die Anfangsbedingungen sind

- - -3 -(3) o
Yieg) T o) T Yo Yiltg) T i) T
j=1,2,.....,m+2

m ist die Anzahl der totalen Differentiationen des Gleichungs-
systems.
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Flir die Rechnung bedient man sich des Schemas 2, das aus [?i]

entnommen wurde.

t u u, =
i i Ki~fih
to 4+ h ui(o) 6] Ki
1 m+1
m+2, | = 2 n+2 5 1 m+2 I II
totrshl a, | + (%) KEh o (222)
m+4 {0) (m+4)2 m+4 i Im+4 'm+-4 i K i
I m+l
- 1 .2 m+4 II III
to + b % (o) mrzfitmes mez) K K,
L1 me2 Miro
3 + 2 m+5 'm+5 i
i(o)
+1 v
m+2 1 5Sm+16 m+d, "TOTT
Fo*mis?| .3 1 me2, ™ lrrp t7 2Grs) Ky Ky
+3 2 G Ky (m+5)
(m+5)
| 3 mb2 2, ™ rror
4 (m+5)2 m+5 i
(o) (1) (
- - o) m+1
t. + h u,=u, + K u, =K, _ h m+4 IT
° i 7i(o) 1 LK ey ) K
K(li 1 m+4 (m+4)m+éII N
- - + i 2 (m+2) (m+3) ‘m+2 i
+
ui ‘kui(o) Ki ITT
-+ }. ....}.._ K
_ 4 2 m+3 i
T.4&u, - u,
i 74 i + III
K, =1 h x4
. i3 (m+3) (m+4)7i
m=3; 3 =1, 2, ceooe
L2 m+5 (m+5)m+§1vh
Schema 2 3 m+2) (m+3) (m+4) ‘m+2 i
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Schema 2 ist flir beliebige Genauigkeit anwendbar, denn die Anzahl
m der Differentiationen ist offen gelassen. Fiir die LOsung des

Systems sind nur drei Durchgdnge (Ki’ KiI iII) erforderlich;

der vierte Durchgang mit Kiv dient zur automatischen Schrittwei-
tensteuerung, T, stellt einen angendherten Fehlervektor dar.
Durch Einfilhren von Genauigkeitsschranken kann man entsprechend
den Iterationsschritt h verkleinern oder vergrdBern. Weiterhin
ist ersichtlich, daB bei geschwindigkeitsunabhéingigen Gleichungen
Ki = KiII ist. Nach jedem Iterationsschritt muf man die Rick-
transformation nach Gl. (5.29) durchfiihren, um die L®sung des
urspriinglichen Gleichungssystems zu erhalten. Diese LOsung lie-

fert die Anfangswerte flir den ndchsten Iterationsschritt.

Aus (5.29) und (5.20) ist erkennbar, daB die m- malige Differen-
tiation von (5.28) sowohl fiir das Ausrechnen von Ei als auch fir
das Durchfiihren der Riicktransformation (5.29) erforderlich ist.
Im vorliegenden Fall 148t sich diese Differentiation ohne Schwie=
rigkeiten durchfiihren. Hierfilr werden an Hand von Gl. (4.18)
Differentiations - Formeln abgeleitet. Dies 1&8t sich fir die
ibrigen Bewegungsgleichungen von Abschnitt 4 &dhnlich formulieren.
Aus (4.18) und (4.22) erhdlt man

4 _ 3 (o e ' A3
Uy ‘Q‘;’g {R‘h"VOE O oen Opm U?m‘\/oE é}sgauno»\mu

L F PN _
A w i oL 4

Nach der Leibniz'schen Formel [ﬁé] ist

nf u j \
d (u u) n i )A(m*) j (n" ~m™)
T E @ w

dat m=0
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dnﬂuiui) i X %
md’ n*,  i(m*) i(n ~-m")
—_— = () u Uy
i : m m
dt m=0
und (5.32)
* x
dn(u u uJ) n m
i (n* =-m*) l(S ) J(m -g)
R R
dt =0 S =0 [4
wobeli gilt
i i X * *“ e 8 ® ~*+1 *
ah ) = a0 s Bl (7 2
m :

Aus (5.31) in (5.32) erhidlt man

(Re2) 4(n°) (o) "
ub e 3 {R -V, b i

n = vog Qunoﬁm um -

*..
*
on

R AxM b ) g% x
-—VoE JPQQKV\QKW\U —'V G-,(nOAm(Op Z(m*)um uaK(n v“)-l-

m=0
"‘grsa(l,dz;( ) if:*)uic(l“ﬁﬁ)) -

1 #

n Lntm) SHOIPIC S ]
VE O—‘L“a‘\mup"uﬁdzf{( ) " K( Uy uK ] (5.33)
Mebd

Es ist erwdhnenswert, daB die erreichte Genauigkeit aus Schema 2
durch Reduzieren des Abbruchfehlers noch gesteigert werden kann,
siehe hierzu [70].
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6. Rechenbeispiele

6.1 Vorbemerkungen

Flir die im folgenden angefiihrten Beispiele wurde ein Programm
in Fortran IV geschrieben und die Rechnungen auf der Rechen-
anlage CDC 6600 der Universit#dt Stuttgart durchgefilhrt. Fiir
die Integration des DGS wurde die Runge—Kutta-Method&lgnge—
wandt. Da es nicht Ziel der Arbeit war, den giinstigsten
Integrationsschritt zu suchen, wurde bei allen Beispielen mit
konstanten Zeitschritten gerechnet. Zum Vergleich der Inte-
grationsgenauigkeit sind die Beispiele mit den beiden Zeit-
schritten O, 0Ol Sec. und O, 0005 Sec. gerechnet worden.

Ein nennenswerter Unterschied zwischen den beiden Rechnungen
wurde nicht festgestellt. Die dargestellten Ergebnisse sind
mit dem Zeitschritt 0, 0005 Sec. gerechnet. Eine Ddmpfung
wurde nicht beriicksichtigt. Filir die schwingungserregenden
Krifte (dynamische Krédfte) sind in den Beispielen nur die
folgenden beiden Schocklasten (Pulse)(z) berlicksichtigt:

Fall 1: Entlastende dynamische Krédfte

Die statische Last nimmt innerhalb von 0,1 Sec. linear um 100 %
ab (verschwindet) und wdchst dann in 0,1 Sec. linear wieder
auf die urspriingliche GrdBe an, siehe Bild 6.1

Fall 2: Belastende dynamische Kr&fte

Die statische Last widchst innerhalb von 0,1 Sec. linear um 100 %
an und nimmt dann in 0,1 Sec. linear wieder auf die urspring-
liche GrdBe ab, siehe Bild 6.1.

In den Zeichnungen wird die allgemeine Ldsung z.B. nach Gl. (4.18)
als nichtlineare LOsung und die LSsung bei Annahme kleiner
Schwingungen um die Gleichgewichtslage z.B. nach Gl. (4.80) als
lineare LOsung bezeichnet. In den Zeit-Weg Diagrammen werden

die Ausschldge um die jeweilige Gleichgewichtslage gezeichnet.

(1)
(2)

Fehler von der Ordnung ( A't)5

Fiir einen linearen Ein-Massenschwinger bei dieser pulsartigen
Belastung kann die Bewegungsgleichung geschlossen geldst wer-
den, siehe z.B. [?é] o
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6.2 Ebener Streifen

Der gelenkig gelagerte in der Ausgangsgeometrie ebene Streifen
nach Bild 6,1 wird fiir in x~Richtung unterschiedliche Vor-
spannungen dynamisch untersucht. Bild 6.2 bis Bild 6.4 zeigen
den zeitlichen Verlauf der Bewegung des Knotens 1 in z-Richtung
(ui). Man sieht, daB die Verformung infolge des LaststoBes bei
hSheren Vorspannungen grdfer wird, was zundchst nicht zu er-
warten ist. Dies ist auf die Form der Konstruktion zuriickzu-
fihren. Das vorliegende System gewinnt erst eine elastische
Steifigkeit durch die Verformung unter den statischen Lasten.
Eine Vorspannung vergrbBert zwar die geometrische Steifigkeit
des Systems, jedoch wird dadurch die elastische Steifigkeit
kleiner. Dabei erreicht die gesamte tangentielle Steifigkeit
des Systems (Jacobi-Matrix = elastische + geometrische Steifig-
keit) einen Extremwert (minimum) bei einem bestimmten Vor-

spanngrad. Dies 1ld8t sich folgendermaBen beweisen:

Es wird das System nach Bild 6.1 n&herungsweise als dreige-
lenkige Balken nach Bild 4.7 behandelt. Aus Gl. (4.70) ergibt
sich fiir das System in Bild 4.7

3 (o)
R - SFu + 2p/ u (6.1)
132 '
und die Jacobi-Matrix ist
2 (o)
g =3EL ., e (4.76)
£ Y4

Die Vorspannkraft ist

pl®) - g i (6.2)
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4000 kp

? k %0,1 cn§

Ansicht

Y
~N¢
v ;
E
(9]
(]
[o»]
o~
>k
X ) -
Grundrif}
Vorspannung nur in Material (Stahl)
x-Richtung und fir Q= 7,65 10_6kp Secz/cm4
Ausgangsgeometrie C=2,1 lO6 kp/cmz
- 14
Schwingende Masse | N = 1/3

=Eigenmasse der Membran
Last-Zeit-Diagramm:

Dicke der Membran
= 0,1 cm

a = belastende dynamische Kr&fte

[kp) b = entlastende dynamische Krdfte
RZ A
4000}----—~--—-
a : a
a 2000 f a
b - N —1 ﬁﬁﬁﬁﬁ ' b’:
' i
b : b ;,
0 0, 02 1
[Sec]

Bild 6,1: Ebener Streifen
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Aus (6.1) und (6.2) und mit

SE _ _ % 2 * (6.3)
773

ist die Vorspannung

* 3

B¥ u !

(6.2),(6.3) und (6.4) in (4.76) eingesetzt liefert

J = 2n% u2+-§ (6.5)

Der Extremwert (min.) von J ist bei

o] in
— = O @ @
du ’
4A*.u - = = o)
u
4A* u3 - R = o0

daraus ergibt sich flir J = min.

- R (6.6)
an*

u(__J_=min)

(6.6) in (6.4) ergibt

(o)
b = - 3R (6.7)
(g=m1n) 4B 3 R !
‘_\42\*

Gl. (6.7) gibt den Vorspanngrad flir minimale Steifigkeit J.
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Fiir das System nach Bild 6.1 ist

6
A . 200.0,1- 2%1' 19 - 0,658
(400) "
*# , .
BT = 2:200-0,1 _ 0,10 , R = 4000 Kp,
400
J
(0) | 2
5 ° _ 2600 kp/cm

(J=min) E > (o)
- “2:1600'2 G
Cwm®

Flir das vorliegende System vergrbBert die Vorspannung bis
5(Q= 2600 kp/cm2 die Amplitude der Schwingungen; fiir hbhere
Vorspannungen als 2600 kp/cm2 wird die Amplitude wieder kleiner.
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Verldufe der Bewequng sind auf eine gemeinsame horizontale
Achse gezeichnet.

Die Ausschlidge sind von der jeweiligen Gleichgewichtslage ab
gemessen, ”

Die Verschiebung uy betrdgt beim statischen Gleichgewicht:

5 =05u? = - 18,04 cm, 6 = 500>u? = - 16,64 om,
5 = 1000>u% = - 15,25 cm
50 - 2000->u% = - 12,65 cm, 6° = 3000>u% = - 10,40 om

Bild 6.2: Zeit-Weg Diagramm fiir ui im Einschwingbereich
(widhrend der Wirkung de¥ dynamischen Last) bei
belastenden dynamischen Kridften 1

1) siehe Abschnitt 6.1
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6,3 Ebenes Zelt bei nichtsymmetrischer Belastung

In der Ausgangsgeometrie ebene Membrand&cher gewinnen wegen
ihrer einfachen Form immer mehr an Interesse [}é] . Das ebe-
ne Zelt (Bild 6.5 a) wurde mit 45 Freiheitsgraden behandelt.

Die Rdnder des Systems sind unverschieblich, pie gtatische
Last besteht aus zwel Einzelkrdften an den KnOten[yé]und[?ﬂ
in Richtung von - 2z, d.h, R23 = = 250 kp

Ry, = = 100 kp .
Bild 6.6 zeigt die Bewegung u§3 wdhrend des LaststoBes, also
im Einschwingbereich, bei wverschiedenen Anfangsvorspannungen
bei Annahme groBer Schwingungen um die Gleichgewichtslage
(nichtlineare LOsung) und bei Annahme kleiner Schwingungen um
die Gleichgewichtslage (lineare I8sung). Man sieht aus Bild 6.6,
daB die lineare LOsung stark von der nichtlinearen abweicht
und damit in diesem Fall unbrauchbar ist. Diege groBe Abwei-
chung im Einschwingbereich beeinfluBt stark den weiteren Verlauf
der Schwingungen nach Ende der dynamischen Belastung (Bild 6.8
bis Bild 6.11). In Bild 6.7 ist der EinfluB gey Vorspannung auf
den Verlauf der Schwingungen in zwel verschiedenen Knotenpunkten
(u§3 und u{B) dargestellt; es ist erkennbar, dag die Amplitude
bei grdBerer Vorspannung stark abnimmt, insbesondere bei u¥3.
Man sieht weiterhin, daB die Frequenz bei hBherer Vorspannung
kleiner ist, was zundchst nicht erwartet wird; dies ist auf
die Art der Belastung und das Seitenverhdltnig deg Systems
(210 : 140 = 3 : 2) zurlickzuflhren. Durch die einseitige Be-
lastung des Zeltes ist ein groBer Teil der Konstruktion fast
spannungslos und entzieht sich damit der MitWirkung bei der
Abtragung der Spannungen in y-Richtung. Bei h&herer Vorspannung
wird infolge der grBfSeren geometrischen Steifigkeit ein grdBerer
Teil der Konstruktion mitschwingen. Daraus resultiert eine
niedrigere Frequenz fiir u§3 (groBere Spannweite — kleinere
Frequenz). Aus den Bildern 6.8 bis 6.11 ersieht man die Ent-

wicklung von u§3 bei verschiedenen Vorspannungen.
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Material (Textilstoff
"Trevira" isotrop
angenommen )

8= 1,0204 10—6kp secz/cm4

E= 4,5 103kp/cm2

Y=0,2
Dicke der Membran = 0,06 cm

AZ

&

Vorspannung: in x— und y-~Richtung gleich gro8

Schwingende Masse = lOfache Tlicenmasseder Membran

Bild 6.5: Ebenes Zelt und Zelt in Form einer Sattelfldche
(hyperbolische Paraboloidfléche)
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Ausgangsgeometrie

t

(o) }
Nichtlineare Ldsung 1) 6°=<D§£1

Lineare Ldsung 1)

E(O)X = E(O)Y = 5(0) ; GGL 5(0) = 120 kp/cm2 bedeutet
Gleichgewichtslage bei einer Vor-
spannung in der Ausgangsgeometrie
E(O)X = E(O)Y = 120 kp/cm2 UsSw.

Bild 6.6:

6: Zeit—-Weg Diagramm von u%g bei entlastenden dyna-
o]

mischen Kridftenl) im EifiSchwingungsbereich.

1) siehe Abschnitt 6.1
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1)

Entlastende dynamische Krédfte

1)

as

Lineare L&sung

1)

Losung

—~==== Nichtlineare

Zeit-Weg Diagramm filir u§3 bei 5'“” =0 kp/cm2

Bild 6.8

1) siehe Abschnitt 6.1
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6.4 Ebenes Zelt bei symmetrischer‘Belastunq

Das in Abschnitt 6.3 untersuchte ebene Zelt (Bild 6.5 a)
soll bei gleichméBiger statischer Last pz = =~ 250 kp/m2
behandelt werden.

Der Verlauf von uis in Abhingigkeit von der Zeilt ist in
Bild 6.12 bis 6.15 eingetragen.

Bild 6.12 gibt die Bewegung von uig wihrend der Wirkung von
1)

wieder

1)

und zwar fiir die lineare und die nichtlineare L3sung '. Bei

entlastenden und belastenden dynamischen Krdften

dieser Konstruktion, deren geometrische Steifigkeit GSM

durch die Belastung vergrdfert wird, bewirkt die Nichtlineari-
tit eine Verkleinerung der Amplitude bei belastenden und eine
Vergr&Berung bei entlastenden dynamischen Kr&dften (siehe auch
Bild 6.14 und Bild 6.15). Dagegen sind, wie erwartet, bei der
linearen L®sung beide Amplituden betragsmédBig gleich gro8.

In Bild 6.13 ist der EinfluB der Vorspannungen auf uis darge~
stellt. Bei belastenden dynamischen Kriften filhrt dieser Ein-
fluB nicht unbedingt zu Verminderung der Amplitude. Hier
gelten wieder die Uberlegungen von Abschnitt 6.2.

In Bild 6.14 und Bild 6.15 werden die lineare und nichtlineare
L8sung verglichen. Man sieht, daf die lineare LOsung bei

diesem System unbrauchbare Ergebnisse liefert.

1) siehe Abschnitt 6.1
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Nichtlineare L8sung bei entlastenden dynamischen Kr&ften 1)

- Nichtlineare LOsung bei belastenden dynamischen Krdften L)
~~~~~ Lineare LOsung bei entlastenden dynamischen Krdften 1)
--@-~- Lineare LOsung bei belastenden dynamischen Kr&ften 1)

GGL 5(O) = 120 kp/cm2 bedeutet die Gleichqewichts]age mit
Anfangsspannung 6®= 120 kp/cm? usw.

Bild 6.12: Zeit-Weg Diagramm wvon uie im Einschwingungs~
bereich

1) siehe Abschnitt 6.1
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6.5 Hyperbolisches Paraboloid (Ré&nder léngs der Erzeugenden)

Um den Einfluf der Form zu untersuchen, wurde eine HP- Membran,
Bild 6.5 b unter gleichméfig verteilter Last pz = = 250 kp/nﬁ
(m2 Grundfl&dche) untersucht. Der Grundrif der Schale hat die
Abmessungen des ebenen Zelts, Bild 6.5 a. Die Rdnder sind un-
verschieblicﬁi Die Vorspannung wurde durch Verschiebung der

beiden Eckpunkte 1 und 35 in Richtung der Diagonale auflen er-
35 - 31

zeugt. Dabei werden die R&nder 1 - 5, 1 - 31, 35 - 5,
entsprechend linear verschoben. Bild 6.5 b und Bild 6.16,

Es werden die beiden Fdlle untersucht:

Y
(o) _ . (o) _ A4o Cm |,
1. Uy = Uy’ = 0,448 cm —1
2. ul® = ul® = 1,344 em 3;—/ -1%*2§@
S | 35 ' i an >
I / I
Daraus resultiert in beiden | / I
£
Fdllen eine in x- und y-Rich- U | / {
tung fast gleiche Vorspannung ;E l ,/ |
von v f // ; ‘
1/ 5
N = — o>
% B L E®x 40 K2 'Z o X
cmt -
9
(x . @)y (o) Kp
6 =b =6 w30 Tt Bild 6.16: Zwangverschiebung
zur Vorspannung der

HP~-Schale (Grundrif)

In Bild 6.17 und 6.18 wird der Verlauf von ufg im ebenen Zelt

(symmetrische Last) und in der HP-Schale verglichen. Man erkennt
daraus, daB durch eine gednderte geometrische Form der Bedachunc
(HP-Schale statt ebenes Zelt) die gleiche Amplitude bei nur der

H81fte der Vorspannung erreicht werden kann.

In Bild 6.19 ist ein Vergleich zwischen nichtlinearer und linearer
Losung dargestellt. Auch hier fihrt der Effekt der Nichtlineari-
tdt zu VergrbBerung bzw. Verminderung der Amplitude bei ent-

1) d.h. die Rinder sind nach der Vorspannung in den drei

Richtungen unterschiedlich.
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lastenden bzw., belastenden dynamischen Krdften, Die groBen
Unterschiede zwischen linearer und nichtlinearer LOsung

machen die lineare L&sung unbrauchbar.
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6.6 Hyperbolisches Paraboloid mit Binderrandbedingungenl)

(Réinder l8ngs der Hauptkriimmungslinie)

Es wurde die im Bild 6.20 dargestellte HP-Schale untersucht.

Ah den Rindern ist eine Verschiebung normal zu den Randscheiben
méglich. Bei diesen "Binderrandbedingungen" ist bereits die 1li-
neare statische Membranl8sung
singuldr. Eine reguldre L8sung
ist nur bei Berlicksichtigung der
Verschiebungen in den Gleichge-
wichtsbedingungen mglich (nicht-
lineare L&sung). Bild 6.2]1 gibt
das Zeit-Weg-Diagramm f£ir ui. Die

Amplituden in Bild 6.21 sind wegen

der unglinstigen Randbedingungen sehr groB (fiir das statische Ver-

schiebungsfeld siehe Bild 6.,22).

Randscheibe

1) Um die Giite der L8sungsmethoden fiir die nichtlineare stati-

sche Membrantheorie zu testen, wurde das vorliegende System
im Verlauf dieser Arbeit wiederholt gewdhlt, weil es einen
stark nichtlinearen Anlauf hat.
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6.8 Schlusfolgerungen

Aus den Zahlenbeispielen ist folgendes ersichtlich:

1. Filir die Gr8Be der Amplitude beim Schwingen eines Systems
unter der Wirkung einer bestimmten dynamischen Last sind drei
Faktoren maBgebend:

a) Die Vorspannung. Sie vermindert erheblich die Verformung
infolge Schwingungen (siehe Abschnitt 6.3 und 6.4).
Jedoch kann es bel einigen Konstruktionsformen bis zu
einem bestimmten Vorspanngrad zur Vergr&Berung der Ampli-
tude kommen, ndmlich bei Systemen, die ihre elastische
Steifigkeit durch die Verformung unter den statischen La-
sten gewinnen. Die Vorspannung filihrt dann zur Verkleinerung
der Verformung unter den statischen Lasten bzw. zur Verklei-
nerungkder elastischen Steifigkeit beim statischen Gleichge-
wicht. In diesem Fall bringt eine wachsende Vorspannung bei
einem LaststoB, der zur Vergrdferung der statischen Lasten
filhrt (belastende dynamische Kréftel)), zundchst eine Ver-
grdBerung der Amplitude der Schwingungen (ausflihrliche Be-
griindung siehe Abschnitt 6.2).

b) Die Form der Konstruktion. Eine giliinstige Form mit genii-
gender elastischer Steifigkeit bel der Ausgangsgeometrie
wird das System befdhigen, einen dynamischen LaststoB
mit kleinen Verformungen zu absorbieren. Durch eine glin-
stige Form kann man bei den weiteren MafSnahmen gegen
Schwingungen z.B. der Vorspannung Ersparnisse erzielen
(siehe den Vergleich zwischen Abschnitt 6.4 und 6.5,
Bild 6.17 und 6.18).

c) Die Randbedingungen. Eine zweckmdfige Wahl der Randbedin-
gungen bzw. Randversteifungen (Randtrdger oder Randseile
bei Membran- und Seilnetzkonstruktionen) stellt eine
wichtige MaBfnahme zur Verminderung der Amplitude dar. Die
Randbedingungen in Abschnitt 6.6 und 6.7 kbnnen als unend-
lich schlaffes bzw. unendlich starres Randseil gedeutet

~ werden. Die praktischen Fille liegen dazwischen.

1) siehe Abschnitt 6.1.
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Aus Bild 6.21 und 6.23 kann man die groBen Unterschiede
zwischen den Amplituden in beiden F&llen sehen. Daraus

folgt, daB die Amplitude bei einem starren Randseil (oder
Randtrédger) stark abnimmt.

2. Die Annahme kleiner Schwingungen um die Gleichgewichtslage
(lineare L8sung) hat bei allen gerechneten Beispielen unbrauch-

bare Ergebnisse geliefert. Allerdings sind die berechneten Sy-
steme stark nichtlinear.
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7. Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden vorgespannte Membrane mit geometri~
scher Nichtlinearit#t im Rahmen einer physikalischen Linearitit
zwischen dem Lagrange'schen (Green'schen) Verzerrungstensor und
dem Kappus'schen Spannungstensor (Piola-Kirchhoff'scher Span-
nungstensor 2. Art) dynamisch behandelt.

Die Vorspannungen sind in den Bewequngsgleichungen des infini-
tesimalen Teilchens beriicksichtigt. Aufgrund der Variations-
prinzipe der Mechanik werden die Bewegungsgleichungen des Kon-
tinuums aufgestellt,

Durch die Anwendung von bereichsweisen Parameteransitzen fir

die Verschiebungen (lineare Verschiebungsansitze) werden die
Bewegungsgleichungen der Membran aufgestellt., Diese Gleichun-
gen stellen ein nichtlineares gew8hnliches Differentialglei-
chungssystem 2. Ordnung dar. Bei der Annahme kleiner Schwin-
gungen um die Gleichgewichtslage ergeben die Bewegungsglei-
chungen ein lineares gewdhnliches Differentialgleichungssystenm
2. Ordnung. Die Bewegungsgleichungen wurden in Index-Schreib-
weise dargestellt. Um die Aufwendigkeit der Matrizen-Darstellung
flir nichtlineare Ausdriicke zu zeigen, wurden dieselben Gleichun-
gen in Matrizen-Schreibweise formuliert.

Bel der Erfassung der Materialddmpfung wird ein lineares visko-
elastisches Werkstoffgesetz zugrunde gelegt. Es wird angenommen,
daf die D&mpfung der Umgebung linear von der Geschwindigkeits-~
komponente senkrecht zur HuBeren Fliche der Membran abhédngt.,

Zur Ldsung des Differentialgleichungssystems werden zwel Metho-
den diskutiert. Die erste ist die vollstdndige Algebraisierung
durch finite Ubersetzung der Gleichungen mittels Anwendung von
finiten Zeit-Elementen. Die zweite ist die Methode von Runge-
Kutta-Fehlberg, die eine beliebige Genauigkeit bzw. beliebige
VergrdBerung des Iterationsschritts erlaubt. SchlieBlich werden

elnige Beispiele filr Schocklasten berechnet, die die numerische
Stabilitdt der Methode zeigen. Dabel wird der EinfluB des Vor-
spanngrads, der Form der Konstruktion und der Randbedingungen
auf das Schwingungsverhalten des Systems untersucht.
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