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1. Einleitung

1.1 Zwei~ oder mehrstegige Plattenbalken

Bei Strassenbriicken aus Stahl oder Beton werden vielfach mehr-
gtegige, durch Quertriger ausgesteifte Plattenbalken als Trag-
konstruktion gewshlt.

Die Platte des Plattenbalkens hat bekanntlich verschiedene Aufga~
ben zu erfilllen. Sie dient zur Ubertragung der Verkehrslasten auf
die sie unterstiitzenden Stege der Haupt- und Quertrdger (Platten-
wirkung), gleichzeitig bildet sie aber auch deren Obergurte.

Bei Tragwerken aus Beton werden meist nur wenige Quertriger an-
geordnet, so dass sich die Platte hauptsichlich in der Querrich-
tung spannt. M e hrere Haupttridgerstege werden in der
Regel deshalb gewdhlt,um die Spannweite der Platte in Querrich-
tung zu verkiirzen. Damit kann die aus Plattenwirkung erforder-
liche Dicke der Platte klein gehalten und das Eigengewicht der
Tragkonstruktion verringert werden.

Bei Brilicken mit grossen Haupttriger-Spannweiten zeigt sich je~
doch oft, dass fiir die erforderliche Dicke nicht die Beanspruchun-
gen der Platte aus der Plattenwirkung sondern aus der Wirkung

als Haupttriger-Obergurt maBgebend sind.

In diesen PFdllen ist ohne Anderung der Dicke eine grissere Spann-
weite der Platte mdglich, d.h. die Anzahl der Haupttridgerstege
kann unter Voraussetzung gleicher Gesamt-Stegdicke verringert
werden. Die wegen der Obergurtwirkung erforderliche Plattendicke
reicht vielfach schon bei zwe i 8 tegen fiirdie Last-
ubertragung in Querrichtung aus. Die Platte wird oft auch auf den
Quertrigern nicht aufgelegt. Die Quertriger dienen hier nur zur
Aussteifung des Querschnittes bzw. zur Erhdhung des Einspann~
grades der Platte in die Stege (Bild 1.1). Die so nur mit den
beiden Haupttrigerstegen verbundene Platte wird in ihrer Trag-
richtung durch die Quertrdger kaum beeinflusst, wodurch ungiinsti=
ge Spannungsiiberlagerungen in der Platte vermieden werden.
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Wenn beil weitgespannten Betonbriicken die erforderliche Dicke dexr
Platte im wesentlichen durch ihre Wirkung als Hauptitriger-Ober-
gurt bestimmt ist, s0 dass anstelle des mehrstegigen Plattenbal-
keng ein zweistegiger Plattenbalken mit gleicher Gesamtstegdiocke
gewdhlt werden kann, dann ergeben sich damit natiirlich erhebliche
Vereinfachungen in der Ausfithrung. Von Bedeutung ist jedoch auch
das glinstigere Tragverhalten des zweistegigen Plattenbalkens,
wenn Verkehrslasten suf der Fahrbahn stark ausmittig stehen und
somit zur Biegung noch eine Verdrehung des Tragwerkes hinzukommt.
Wdhrend die Biegebeanspruchungen aus Haupttrdgerwirkung - unter
Voraussetazung gleicher mitwirkender Plattenbreite -« von der Steg-
anzahl nicht beeinflusst werden, da der Biegewiderstand gleich
gross bleibt, verringern sich die aus der Torsion herriihrenden
Beanspruchungen beim Plattenbalken mit nur 2 Stegen entsprechend
Bild 1.1 wegen des erhShten Drehwiderstandes. Dabel wirkt sich
gowohl der grissere Abstand der Stegfléchen vom Drehpunkt als
auch die grtssere Einzel-Stegdicke fiir den zweistegigen Platten=-
balken glinstig aus.

I, 1@
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Bild 1.1 Zwei~ und vierstegiger Plattenbalken, gleiche
Plattendicke und gleiche Gesamt-Stegdicke.
Vergleich der Verformungen bel ausmittiger Be-
lastung.
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Bel der Verdrehung des Plattenbalkens werden die Quertriger auf
Biegung und Torsion beansprucht. Da die Quertriger meistens
gleich hoch gewdhlt werden wie die Haupttrigerstege, ist ihre
Steifigkelt gross genug,um auch ohne Verbindung mit der Fahrbahn-
platte den Querschnitt praktisch formtreu auszudeifen.

Vielfach werden auch die Quertrdger ganz weggelassen und die bei-
den Haupttrigerstege lediglich iiber den Lagern durch biegesteife
Querscheiben miteinander verbunden. In diesem Falle bleibt die
Querschnittsform nicht erhalten, und es treten zusidtzliche Bean-
spruchungen, vor allem in der Platte, auf. Sofern diese die Be~
messung nicht wesentlich beeinflussen, werden sie mit Riicksicht
auf die weitere Vereinfachung der Basuausfilhrung, vor allem im
Freivorbau, oft in Kauf genommen.

Eine mdglichst wirklichkeitsnahe Berechnung zweistegiger Platten-
balken hinsichtlich ihrer Beanspruchung bei Torsionsbelastung hat
also besondere praktische Bedeutung. Dabei muss vor allem die Ver-
anderlichkeit des Gesamtquerschnittes in Lingsrichtung und des
Plattenquerschnittes in Querrichtung sowie der Einfluss der Quer-
schnittsaussteifung erfasst werden kdnnen, widhrend die Quer-
gschnittssymmetrie in den meisten praktischen Fillen gegeben ist.

1.2 Bisherige Berechnungsverfahren und ihre Vorausgetzungen

Bei zur Querschnittsmitte s ymme t ri s ch e r Belastung
kann der zweistegige Plattenbalken wie ein auf Querkraft-Biegung
beanspruchter prismatischer Stab berechnet werden. Dabei darf
bei nicht zu grosser Plattenbreite im Verhdltnis zur Stiitzweite
volle Mitwirkung der Platte angenommen werden. Andernfalls lésst
sich die mitwirkende Plattenbreite mit den in.D] Zusammengestell-
ten Untersuchungen geniigend genau bestimmen.

Bei antime trischer Belastung wird der zweiastegige
Plattenbalken auf Torsion beansprucht. Wegen des nicht wilbfreien
Querschnitts kommen bei W8lbbehinderung zu den Wirkungen aus
freier Torsion (8t.Venant) noch die der Wolbkrafttorsion. Fir
formtreue, d.h. durch starre Querschotte in engen Abstinden aus=-
gesteifte dinnwandige Querschnitte lassen sich die Beanspruchungen


ibbrr
Textfeld


- 14 -

und Verformungen mit der von Wagner {2} und Kappus [3} angegebe-
nen, elastostatischen Grundgleichung

MT=kGaJD.q1'+E.CM(-qz"') (1.1)

ermitteln, durch die der Zusammenhang zwischen Drehwinkel ¢ und
dem Torsionsmoment MT als Schnittkraft gegeben ist. Eine Zusam-~
menstellung der vor allem aus dem Flugzeugbau stammenden Erkennt-
nisgse iliber das Verhalten offener und geschlossener Querschnitte
bei Torsionsbelastung gibt Wansleben 1948 in [4}.

Durch die systematische Darstellung des Biege~ und Verdrehvor-
ganges unter Berlicksichtigung der Wolbkrafttorsion von Born-
gcheuer, 1952 [5}, konnten spédter von Lindenberger {61 fertige
Ausdriicke angegeben werden, mit denen sich auch zweistegige Plat-
tenbalkenquerschnitte fiir verschiedene Torsionsbelastungsfidlle
verhdltnismidssig einfach berechnen lassen. Die Ausdriicke sind

aus den von Lie [7] angegebenen Formeln umgearbeitet, wobei von
der Analogie des Héngebriicken- und des Torsionsproblems Gebrauch
gemacht wird, die beide auf das Problem des querbelasteten Zug-
stabes zuriickgefiihrt werden konnen.

In weiteren Arbeiten [8],[9} hat Bornscheuer die flir die Tor-
gionstheorie erforderlichen Querschnittskennwerte fiir {ibliche
Stahlbau-Walzprofile in Tabellenform zusammengestellt, so dass
damit der Rechenaufwand fiir diese diinnwandigen Stahlbauprofile
bei Torsionsbelastung kaum grésser ist als bei Biegebelastung.

Fir dickwandigere Plattenbalkenquerschnitte, wie
gie im Betonbau vorkommen, ergeben sich mit diesen Formeln viel-
fach noch recht gute Ndherungen.

Von Cornelius wurde in {10] etwa gleichzeitig mit den obengenann-
ten Arbeiten ein anderer Weg zur Berechnung zwel- und mehrstegi-
ger Plattenbalkenquerschnitte unter Beriicksichtigung der Tor-
sionsgsteifigkelit angegeben. Wieder unter der Voraussetzung quer-
gchnittstreuer Verformung - d.h. starrer Querscheiben - wird
der Querschnitt in eine Trigerschar und in eine Torsionsrdhre
zerlegt gedacht, die {iber unbekannte Resktionskrdfte X miteinan-
der in Verbindung stehen. Zur Vereinfachung wird dabel angenom-
men, dass die in Idngsrichtung zwischen Trigerschar und Torsions-

¢
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réhre wirkenden Reaktionskrdfte denselben Verlauf haben wie die
angreifenden Torsionslasten. Wie weit diese Annahme zutriffyt,
héngt natiirlich wesentlich von den Steifigkeitsverhdltnissen und
der Art der Belastung ab. Da die Reaktionskrdfte zwischen Rohre
und Trigerschar in Léngsrichtung stetig verteilt sein miissen,
wird die Annahme bei Einzel-Belastungen weniger zutreffen als
bei verteilten Belastungen.

Das Verfahren liuft darauf hinaus, aus der Gleichsetzung der
Drehwinkel von Réhre und Trigerschar an einer bestimmten Stelle
Querverteilungslinien zu ermitteln, mit deren Hilfe die Bean-
spruchungen in der gleichen Weise wie bei voneinander unabhéngi-
gen Biegetrdgern vestimmt werden. Zur Ermittlung der Drehwinkel
des wilbbehinderten Querschnittes werden fiir verschiedene Be~-
lastungsfdlle geschlossene Ausdriicke angegeben. Sie entsprechen
den in !SJund[G] vertffentlichten Ausdriicken fiir einen bestimm~
ten Schnitt. FPUr die Ermittlung der Drehwinkel bei verinderli-
chem, ausgesteiftem Querschnitt wird ein gut konvergierendes
Ndgherungsverfahren beschrieben,

Bekanntlich ist es jedoch nicht mdglich, die Beanspruchungsver-
hdltnisse eines ausmittig belasteten Plattenbalkens mit Hilfe

von Querverteilungslinien genauer zu erfassen, da die Querver-
teilung nicht iiber die Spannweite des Balkens konstant ist, son-
dern vom betrachteten Schnitt, von Art und Stellung der Last und
einer Anzahl weiterer Faktoren abhéngt. Die Berechnung des mehr-
stegigen Plattenbalkens mit Querverteilungslinien ist deshalb
immer nur eine mehr oder weniger gute N 5 he run g , mit der
der Einfluss der Torsionssteifigkeit auf die Biegebeanspruchungen
der einzelnen Triger in einfacher Weise angegeben werden kann.

Interessant an diesem Verfahren ist die Trennung des Tragsystems
in eine querausgesteifte Trigerschar und in eine Torsionsrdhre.
Ein #hnlicher Gedanke liegt auch den spidteren Ableitungen fiir ein
g enaues Berechnungsverfahren von zweistegigen, elastiseh
oder starr ausgesteiften Plattenbalken zugrunde.

Uber drillungssteife zweistegige Plattenbalkenbriicken erschien
1954 eine Abhandlung von Jiger [11]. Der kons tant voraus-
gesetzte Plattenbalkenquerschnitt wird durch Trennschnitte zwi-
schen Platte und Stegen in drei Teilguerschnitte zerlegt und die
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Vertrdglichkeitsbedingungen in den Schnittlinien bel symmetri-
scher und antimetrischer Belastung unter gewissen Vernachl&sg—
sigungen angeschrieben. Aus den so etwas vereinfachten Vertrig~
lichkeitsbedingungen werden drei unbekannte Schnittkréfte be-
stimmt, wobei die Lastfunktionen und entsprechend die Schnitt-
krdfte in Form von Pourier-Reihen angesetzt sind. Die unbekann-
ten Reihenkoceffizienten ergeben sich bei antimetrischer Bela-
stung aus je drei voneinander abhéngigen Bestimmungsgleichungen.

Wegen des noch etwas hohen Rechenaufwandes schldgt Jager vor,

die waagerechte Biegesteifigkeit der Haupttrigerstege zu vernach-
ldssigen. Weiter zeigt er, dass damn durch Zusammenfassen von
'Steg und mitwirkender Platte' lediglich noch das Einspannmoment
der Platte im Steg als Unbekannte iibrig bleibt, wodurch sich die
Reihenkoeffizienten leicht bestimmen lassen. Dabei ist die Biege-
gteifigkeit bezogen auf eine Querschnittshdlfte in lotrechter
Richtung fir symmetrische und antimetrische Belastung gleich
gross angenommen. Das kann natiirlich nicht allgemein gelten.
Setzt man ndmlich voll mitwirkende Plattenbreite bei beiden Be-
lastungsarten voraus, dann wird die Biegesteifigkeit in lotrech-
ter Richtung bei antimetrischer Belastung unter sonst gleichen
Verhdltnissen wesentlich vom gegenseitigen Abstand der Stege be-
einflusst. Hierauf wird spédter noch ngher eingegangen. Bei gros-
ser Plattenbreite im Verh#dltnis zur Spannweite, die bei JHger
vorausgesetzt wird, diirfte die Annahme jedoch weitgehend zutref-
fen, sofern die 'mitwirkende Plattenbreite bei Torsionsbelastung’
bekannt ist. Hieriiber werden keine Angaben gemacht.

Von Beck wurde 1955 in [12] ein Berechnungsweg fir ausmittig be-
lastete zweistegige Plattenbalken unter Beriicksichtigung der Bie~
gesteifigkeit der Platte in Querrichtung angegeben. Hierbei ist
die Platte zwischen den Stegen in schmale Querstreifen aufge-
gschnitten, so dass nur Biegemomente bzw. Querkrédfte libertragen
werden ktnnen. Die Wirkung der Schubkréfte in der Plattenebene
und die damit verbundene horizontale Ausbiegung des Torsionstri-
gers werden vernachlissigt, wodurch die tatsichliche Ldéngsspan-
nungsverteilung vor allem in der Platte nur gendhert erfasst wird.
" Dieser vereinfachte Berechnungsweg diirfte bel sehr drehsteifen
Stegquerschnitten noch zu gut brauchbaren Ergebnissen filhren, da
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in diesem Falle die Lingsspannungen aus Wélbkrafttorsion gering
sind und die Abtragung der ausmittigen Lasten in der Hauptsache
durch freie Torsion erfolgt. Die Ergebnisse werden umso weniger
gut zutreffen, je drehweicher der Querschnitt wird, d.h. je mehr
die Lasten durch Wolbkrafttorsion abgetragen werden miissen. Die
sich bei Beck ergebende Differentialgleichung wird durch Umsetzen
in Funf- bzw. Sieben-Momenten~Gleichungen geldst. Die Verdnder-
lichkeit des Querschnitts lisst sich ohne Schwierigkeit mit er-
fassen.

Fur einfach symmetrische Profile mit kons tantemnm,
ausgesteilftem Querschnitt bel Torsionsbelastung
gibt Resinger in ﬁ}] ein gutes Ndherungsverfahren an. Es wird
dabei die schon erwihnte Analogie zur Differentialgleichung des
querbelasteten Zugstabes benutzt, um die Wolbsteifigkeit des Ge-
samtquerschnittes durch die Biegesteifigkeit von zwei Teilquer=
schnitten (Drilltrdger) darzustellen. Die Verwslbmomente werden
iterativ als Blegemomente der Drilltriger ermittelt, die ausser
den Querlasten durch eine fiktive Léngszugkraft beansprucht wer-
den. Das Verfahren wird durch die Trennung des Gesamt-Querschnit-
tes in zwei gleiche Teilquerschnitte (Drilltrédger) sehr anschau-
lich, die lotrechte Biegesteifigkeit wird unter Voraussetzung
voll mitwirkender Platte im Gegensatz zu [11] genau erfasst.

Einen genaueren Weg fiir die Berechnung nicht ausgesteifter zwei-
stegiger Plattenbalkentragwerke mit kX on s t an t e m Quers
schnitt schlidgt Kdller in [14] vor. Ahnlich wie in [11] werden
die Stege von der Platte abgetrennt und die unbekannten Schnitt-
krdfte aus den Forminderungsbedingungen lings der Schnittlinien
ermittelt. Die horizontale Biegesteifigkeit der Stege und der
Einfluss der Querdehnung auf die Platten- bzw. Scheiben-Wirkung
werden zur Vereinfachung der Ausdriicke vernachldgsigt. Die
Schnittkréfte ergeben sich entsprechend der Fourier-Analyse als
Reihensummen. Der Rechenaufwand héngt also von der Konvergenz der
Reihen ab. Fir Plattenbalken mit weit iiber die Stege auskragender
Fahrbahnplatte dirfte sich die Vermachldssigung der horizontalen
Biegesteifigkeit des dann aus Steg mit Auskragung bestehenden
Randtrégers bemerkbar machen.
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Einen #hnlichen Weg wie Kéller geht Sommerfeld in [15j . Durch
die Beriicksichtigung der Querbiegung der Randtrdger, die hier zu-
sammen mit der auskragenden Platte als Winkelguerschnitte aufge-
fasst sind, erhdht sich die Zahl der unbekannten Schnittkrifte.
Auch hier erfolgt die Losung durch Fourier-Analyse.

Schliesslich ist 1961 eine umfangreiche Arbeit von Trost dber die
Lastverteilung bei Plattenbalkenbriicken erschienen [16]. Sie
setzt Haupttrdger mit konses tanten Quersgchnitt
voraus, die durch Platte und Quertriger miteinander verbunden
sind. Als Schnittgrdossen sind nur Biegemomente und Querkrdfte in
Platten- bzw. Quertrdgermitte berlicksichtigt, die Schubkrifte in
Plattenléngsrichtung vernachlissigt. Wie weit diese Vernachlgg~
slgung ohne Bedeutung ist, hingt von den Abmessungsverhiltnissen
und der Belastung ab. Jedenfalls verschwindet durch diese Ver-
nachlissigung wie in [12] der Einfluss aus der Biegeverformung
in Querrichtung (Plattenebene). Belastung und Schnittkrifte wer~
den wieder nach der Fourier-Analyse entwickelt.

Plir die praktische Rechnung werden in den drei letztgenannten
Vertffentlichungen [141 ,[15], [16] umfangreiche Zahlentafeln an-
gegeben, mit denen die Schnittgréssen fiir verschiedene Biege-

und Drillsteifigkeiten der einzelnen Tragglieder verhdlinismissig
einfach bestimmt werden kdnnen. Die Versffentlichungen [141y
[15} und [16] - soweit bel letzterer nur die Angaben iiber Zwei-
stegige Plattenbalken in Betracht gezogen werden ~ unterscheiden
gsich voneinander in der Hauptsache durch die Anzahl der vernach-
ldsgigten Schnittkrédfte bei der Aufstellung der Vertrdglichkeits~
bedingungen und damit natiirlich in der Aufbereitung der Ausdriicke
fir die gesuchten Krifte., Gemeinsam ist allen drei Arbeiten die
Verwendung der Pourier~Analyse, die kone taenten Ver—
lauf der Querschnitts- bzw. Steifigkeitswerte in Léngsrichtung
voraussetzt.

Die Anwendung der Verfahren von [14] und {15] diirfte sich beson-~
ders in Féllen mit grosser Plattenbreite im Verhiltnis zur Stiitz-
welte lohnen, da die Scheibenwirkung der Fahrbahnplatte mit er-
fasst ist, die hier nicht ohne weiteres vernachléssigt werden
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darf. x)
Dagegen ist bei schmaleren Plattenbalken, d.h. kleiner Platten-
preite im Verh&ltnis zur Stiitzweite der Einfluss der Scheiben=-
wirkung gering, so dass ohne grossen Fehler eine lineare Span-
nungsverteilung und die Platte als 'voll mittragend' angenommen
werden kann.

Diese Verhdltnisse liegen bel weitgespannten Briickentragwerken
vielfach vor. Andererseits ist in diesen Fallen oft der Quer-—
schnitt der Plattenbalken n i cht konstant , sondern
infolge der dem Haupttrédger-Momentenverlauf angepassten Steghbhe
in Léngsrichtung verinderlich, besonders bei iiber mehrere Off-
nungen durchlaufenden oder an den Widerlagern eingespannten Trag-
werken (Bild 2.1).

Eine in baustatischem Sinne genaue Berechnung diegser Tragwerke
fiir Torsionsbelastung ist mit den bisher bekannt gewordenen Ver-
fahren nicht ohne weiteres mdglich, vor allem wenn auch Queraus-
steifungen mit in die Betrachtung einbezogen werden.

Diese Liicke soll der folgende Beitrag schliessen. Mit den Berech-
nungsmethoden der Stabstatik fiir 'drillungsfreie Biegung' baw.
fiir 'biegungsfreie Drillung' (d.h. St.Venant'sche Torsion) wird
ein einfaches und anschauliches Verfahren aufgezeigt, um die Be-
anspruchungen und Verformungen f r e i aufliegender
oder durchlaufender, zwelsgstegilger
Plgttenbalken mit v e rdanderliche m Querschnitt und
verdnderlicher Queraussteifung bei beliebiger
Torsionsbelastung zuermitteln.

Mit dem Verfahren lassen sich ausserdem fiir konstante,
elastisch ausgesteifte Querschnitte ver-
h&ltnismdssig einfache ge s chlossene LEsungen
zur Ermittlung der Schnittkrédfte angeben. Damit konnen z.B. die
im Stahlbau iiblichen, einfach symmetrischen

x) In der nach Abschlugss dieser Arbeit erschienenen Verdffent-
lichung von Bieger 27] werden die Schnittkrzfte ebenfalls nur
fiir konstanten Querschnitt unter Verwendung der Fourier-Reihen
ermittelt.
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Profile filr Torsionsbelastung auch unter Beriicksichtigung der
Stegbiegung berechnet werden. Das war bisher nur fiir doppelsym-
metrische Profile in geschlossener Form durch die Arbeiten von
Goodier und Barton [17] méglich,

Die Ergebnisse des im folgenden Abschnitt abgeleiteten Berech-
nungsverfahrens sind durch zahlreiche Messungen an Modellen tber-
priift worden, wobel sich fiir prsktisch vorkommende Abmessungsver-
hiltnisse gute Ubereinstimmungen ergaben. Die Messungen wurden

am Institut fir Spannungsoptik und Modellmessung der Technischen
Hochschule Stuttgart durchgefiihrt [26].
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2. Voraussetzungen und Erlduterung des Verfahrens

2.1 Lagerung, Belastung, Schnittkréfte

Den folgenden Betrachtungen ist zun#dchst ein einfeldriger Plat=-
tenbalken ohne Quertridger zugrunde gelegt. Lediglich an den Bal~-
kenenden sind biegestarre, aber sehr torsionsweiche Querschotte
angeordnet. Die Unterstiitzungen in den Stegachsen sind léngsver-
schieblich (Bild 2.2a). Die Balkenenden sind damit in der Xy ¥~
Ebene unverschieblich gehalten, ktnnen sich aber in L&ngsrich-
tung 2z frei verformen. Der Querschnitt ist zur Hochachse y sym-
metrisch, die Steg~ und Plattenabmessungen kdnnen dabei gemédss
Bild 2.2b beliebig verdnderlich sein.

Bei beliebiger Belastung kann sich der Plattenbalken verbiegen
und verdrehen, wobel die Querschnittsform infolge der Querbiegung
der Platte nicht erhalten bleibt. Es iiberlagern sich dabei die
Verformungen aus verschiedenen Beanspruchungsarten. Um diese
voneinander zu trennen, kann man sich in einem e r ¢ t e n Zu-
stand den Plattenbalken ldngs der Stegachsen auf ganze Lénge
stetig unterstiitzt denken. Es ergeben sich dann die in Bild 2.3a
dargestellten Verformungen. Die Platte ist in den biege- und tor-
gionssteifen Stegen elastisch eingespannt. Die Beanspruchungen

9 und To kénnen nach der Plattentheorie ermittelt werden; man
erhdlt damit auch die in léngsrichtung 2z verdnderlichen Auflager=-
reaktionen q%i . Bei konstanter Plattendicke stehen hier-

fir verschiedene Tafelwerke zur Verfiigung [19], [20], [21}.

In einem 2z w e i t e n Zustand denkt man sich die stetigen Un-
terstiitzungen wieder entfernt und den P}attenbalken langs der
Stegachsen mit den Auflager-Aktionen qil und q;e belastet. Zer-
legt man die Auflager-Aktionen noch in eine symmetrische Last-
gruppe

o2 = (it ™ .05 [ke/n] (2.1a)

und in eine antimetrische Lastgruppes:
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2 o (qft - ) . 0,5 [ke/m] (2.11)

£ 2

dann wird der Plattenbalken infolge der symmetrischen Belastung
auf Biegung und infolge der antimetrischen Belastung auf Ver-
drehung beansprucht (Bild 2.3%b und 2.3c). Fir die Biegung kbnnen
die Spannungen und Verformungen in bekannter Weise nach der Bie-
getheorie des geraden, prismatischen Stabes ermittelt werden.
Man erhdlt damit die ILéngsspannungen o3 und Schubspannungen Ty
bzw. die Durchbiegungen vy (Bild 2.%b). Infolge Verdrehung tre-
ten die Spannungen Op und T auf, die sich ihrerseits aus mehre-
ren Anteilen zusammensetzen (St.Venant'sche oder freie Torsion,
Wolbkrafttorsion, Plattenbiegung).

Da die Uberlagerung der Belastungszustidnde nach Bild 2.3a bis
2.3c die tats#dchliche Belastung des Plattenbalkens ergibt, ist
auch die Summe der Beanspruchungen und Verformungen aus den drei
Zustdnden mit den tatsdchlichen Beanspruchungen und Verformungen
identisch.

Gegenstand der folgenden Betrachtungen ist nur der Zustand nach
Bild 2.3c, bei welchem der Plattenbalken durch die an t i -
metrischen Steglasten ipi verdreht wird.
(Index a = antimetrisch, zur Vereinfachung weiterhin weggelassen).
Anstelle der verteilten Lasten tp kinnen auch antimetrische
Einzellasten iPz in den Stegachsen angreifen.

Wie bei Biegebeanspruchung ublich; wird auch fiir Torsionsbean-
gpruchung die tatsichliche Mitwirkung der Platte durch eine ge-
dachte voll mitwirkende Platte von der Breite b' <b erfasst.
Dabei ist b' in Léngsrichtung verdnderlich und hidngt von den
Systemabmessungen und der Art und Stellung der Belastung ab. Die
Ermittlung von b' ist auf iterativem Wege mbglich. Bel den hier
angenomenen AbmessungsVerhéltnissen £: b>4 wirkt sich jedoch
eine genauere Ermittlung von b' auf das Ergebnis praktisch nicht
aus. Es geniigt, die mitwirkende Breite b' nur iberschliglich zu
bestimmen und im Ubrigen mit einer abschnittsweise konstant an-
genommenen Plattenbreite zu rechnen.


ibbrr
Textfeld


- 24 -

T Y
b
Cvar ali 1 Cvar
+ — : |W%a7‘ %
§ tar 1 %
< ,, “\ (in x -Ir’lchtung)’, ] l\
— ".AA_‘I ‘ 7278
e ] | der
b) (in y-und z-Richtung)

Bild 2.2 Bezeichnung der Querschnittsabmessungen und
Lagerung des Einfeldbalkens (nur lotrechte
Belastung vorausgesetzt).



- 25 -

P

-4

1 b )

TR

HH1/ beliebige Belastung p’ || kg/m}x ]

p 0
[

JRS—
e

i X
lotr: unversehiebl.

Lagerung auf ganze
Plattenlsnge, Aufilager -

Reaktionen: qlzi u. gre [kg/m]

|

¢

!
Symmetrische Llastgruppe :

Py - (9 + 97°) - 05 kgfm]

J
i +P§l

e s s ey

e

L Antimetrische Lastgruppe:

3 (gt _pgre - 0.5[kglm
r»p? _pg T PZ (qz z) 5[9/]
¢) L B N

N A \ |

6, T \

il |
\
|

mij 67+ G+ Oy + 675 Uberlagerung von
MBI Wﬂﬂﬂﬂ T-T Ty e a)eb)ec)-d)
| A

1 f:f;;f

r

brz;’.j l

+UB+177-

Y

—gm X

L/
-
g

Bild 2.3 Beanspruchungen und Verformungen bei beliebig
unsymmetrischer Belastung der Platte.

(Horizontale

Verschiebung bei c¢) und d) nicht

dargestellt.)


ibbrr
Textfeld


- 26 -

Die Beanspruchungen und Verformungen des antimetrisch belasteten,
zweistegigen Plattenbalkens kbnnen ermittelt werden, sobald die
in z-Richtung vertinderlichen, statisch unbestimmten Schnittkrifte
am Anschluss zwischen Steg und Platte bekannt sind.

Wegen der Querschnitts~Symmetrie filhrt man jedoch zweckmédssiger
einen Tremnschnitt in Plattenmitte und ermittelt hier dle sta-
tisch unbestimmten Schnittkrafte aus den Vertridglichkeitsbe-
dingungen (Bild 2.4a).

Da die Plattendicke im allgemeinen klein ist im Verh&ltnis zu den
ibrigen Querschnittsabmessungen, geniigt es, wenn die Vertriglich-
keitsbedingungen nur léngs der Mittellinie ©~-@©, d.h. in der
Mitte der Plattendicke eingehalten sind. Die beiden T-formigen
Querschnittshélften passen offensichtlich dann léngs C)-C)
zwingungsfrei asneinander, wenn in jedem Punkt z (z=0 bis

z =4 )

1) die Verschiebungen u v, und w, in

2z’ 'z
den drei Achsrichtungen x , y und z und

2) die Drehwinkel ¢, der Schnittufer

iibereinstinmen.

Die vier Vertriglichkeitsbedingungen kbnnen durch die vier sta-
tisch unbestimmten Schnittkrafte hZ s Tpos 8y und m, erfiillt
werden. Aus der Antimetrie der Belastung folgts

n = 0
z (2.2a)

m, = 0
Lings der Mittellinie (@ - (@ wirken alsc nur die Schnittkrafte
r, und 8, Die gleichen Schnittkrafte wirden sich ergeben, wenn
man sich die beiden T-formigen Querschnittshdlften léngs der
Linie @)~ durch ein Scharnier miteinander verbunden denkt.

Entsprechend werden in der Scharnierlinie wegen Antimetrie der
Verformung (Bild 2.4b) die Verschiebungen

= 0 und

- 0 (2.2b)
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Aus W, = 0 folgt aber, dass auch die Dehnungen.Ez und damit die
Spannungen o, léngs der Scharnierlinie in @© - @ gleich Null
gein nmiissen.

d wz
€=d = 0 3 o, = B.E_ =0 (2.3)

Die statisch unbestimmten Schnittkrdfte r, und 8, infolge der
antimetrischen Steglasten +P bzw. +p sind also so zu bestimmen,
dass fiir jede Querschnittshdlfte die lotrechten Verschiebungen
v, und die Dehnungen €, liéngs der Linie © ~ (© verschwinden.
Die Grosse und der Verlauf der voneinander abhingigen Schnitt-
krdfte r, und s, konnen bel kons tantem Quer-

s chnitt f£fir beliebige Stegbelastungen ohne besondere
Schwierigkeiten, und zwar mit Hilfe der Fourier-Analyse ermittelt
werden. Die im Briickenbau hiufig vorkommenden Fdlle mit v e r ~
anderlichem Querschnitt gemidss Bild 2.1
konnen damit nicht erfasst werden.

Wie weit zur Vereinfachung der Rechnung die eine oder die andere
Schnittkraft ohne grossén Fehler vernachlédssigt werden kann,
héngt von den Abmessungsverhdltnissen ab. Man erkennt, dass z.B.
die Schnittkrifte r, umso kleiner werden je geringer die Quer-
biegesteifigkeit der Platte oder die Drehsteifigkeit einer Quer-
schnittshdlfte ist. Bir die Grosse der Schnittkrifte 8, ist u.a.
das Verhdltnis vom Stegabstand a zu Plattenbreite b von besonde-

rer Bedeutung, worauf spiter noch eingegangen wird.

Im Folgenden wird nun die Ldsung des Problems auf einem Weg ge-
zeigt, der insbesondere bei veridnderlichen Querschnitten eine
einfache und ibersichtliche Bestimmung der Schnittkrdfte zulidsst.
Dabel wird die gegenseitige Abhéngigkeit von T, uns s, aufgehoben
Die Beanspruchungen und Verformungen werden an zwei gedachten
Systemen ermittelt, die n u r durch die inneren Krdfte rz'
miteinander verbunden sind. Das eine System wird dabei nur auf
Querkraft-Biegung, das zweite auf St.Venant®sche Torsion bean-
sprucht, wobei gleichzeitig Querbiegemomente in der Platte auf-~

treten.

Aus der Uberlagerung der Beanspruchungen der beiden gedachten
Systeme ergeben sich dann die am Plattenbalken infolge Verdrehung
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tatsichlich auftretenden Beanspruchungen Op und T o

2.2 Binfihrung der ideellen Systeme I und II

Wie aus Bild 2.4 hervorgeht, werden die in den Stegachsen des
Plattenbalkens angreifenden gegengleichen Husseren Lasten +P
bzw. tp, durch Biegung und Torsion in den beiden Querschn1tts~
halften zu den Auflagern ibertragen, wobei léngs der Schnitt-
Linie @ -(Q die unbekannten inneren Krifte r, und s, wirken.
Die dabei auftretenden Beanspruchungen ung Verformungen hiéngen
von der Biegesteifigkeit E. J bzw. der Drehsteifigkeit G.JD
der beiden Querschnittshélften (in z-Richtung verdnderlich) und
von der Biegesteifigkeit der Platte zwischen den Stegen E.J

Pl
(in x-Richtung verinderlich) ab.

Man kann sich nun einen zweistegigen Plattenbalken vorstellen,
bei dem die Drehstedifi gkeit G.JD sowie die
Biegesteifigkediat der Platte E‘JPi
unendldich klein sind, wdhrend die Biegesteifig~
keit E.JB der beiden Querschnittshdlften unverindert bleibt
(Bild 2.5a) ‘

G.Jdy = 0
E.Jp = 0 (2.4)
‘E.JB#O

Bei diesen Plattenbalken konnen léngs der Linie © ~-© nur die
Schubkrifte 8, wirken, da wegen der fehlenden Dreh~ bzw. Quer-
biegesteifigkeit die Querkrafte T, verschwinden (Bild 2.5b)

s, % 0
(2.5)

Infolge der Steglasten +P bzw. +p und der Schnittkrarfte s, tre-
ten im Plattenbalken nur die Biegespannungen o, und die dlesen

zugeordneten Schubspannungen Tz auf. Die Vertellung der Biege-
spannungen %, iber den Querschnitt ist in Bild 2.5¢ dargestellt.


ibbrr
Textfeld


Eoa H

MO m
FHS
oo

Schnitthrafte $z
Iy = g

Normalspannungen 6z

zugehorige N
Schubspannungen Uz

d.)
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Sie ist identisch mit dem Verlauf der Normalspannungen 02’2 des
zwelstegigen Plattenbalkens infolge Torsionsbelastung bei behip-
derter Querschnitts~Verwdlbung. Das gleiche gilt fir den Verlauf
der Schubspannungen (Bild 2.5d). Der Plattenbalken mit den Stei~
Tigkeiten gemdss (2.4) wird deher "W 6 1bsys ten oder
System I ' genannt,

Analog hierzu kann man sich einen Plattenbalken denken, bei denm
die B i e g e -steifigkeit E.JB unendlich k1lein
ist, dagegen gie Drehsteifigkeit G.JD und die Biegesteifigkeit
der Platte E.Jpy unverdndert bleibt (Bild 2.6a):

E.Jg = 0
BE.Jp £ O (2.6)
¢G.Jdy, % 0

An diesem Plattenbalken kdnnen liéngs der Linie C)-() nur die
Querkrifte r, wirken, da die Schubkrifte 8, wegen der fehlenden
Biegesteifigkeit E.Jy zu Null werden (vgl.Bild 2.6b):

= 0
%2 (2.7)

r, ¥ 0

Dieses System wird im Folgenden mit '‘Drillsystem' oder
"System II' begzeichnet.

Denkt man sich nun das 'Drillsystem® unter dem 'Wolbsystem' an-
geordnet, beide Systeme an den Enden gleich gelagert (Bild 2.7a
und 2.7b) und durch zug- und druckfeste Pendel in den Stegachsen
miteinander verbunden, dann treten bei Belastung des Wélbsystems
in den Pendeln Kr#fte auf, die an jedem Punkt z der beiden Syste-
me gleiche lotrechte Stegverschiebungen erzwingen: VeI = Varr ot

Jede Querschnittshilfte des Drillsystems wird nur durch die
Pendelkrdfte und die Plattenquerkrifte r, (Schnittkrifte) be-
lastet. Wegen der fehlenden Biegesteifigkeit in Lingsrichtung
ktnnen hierbei jedoch keine Kriafte tiber
Biegung zu den Auflagern abgetragen werden. Es treten
also auch keine Querkrifte in den Stegen auf. Betrachtet man
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nun eine Querschnittshdlfte von der L#nge dz, so folgt aus der
Gleichgewichtsbedingung ZV = O, dass die Pendelkrifte den
Schnittkrdften r, entgegengesetzt gleich sein miissen (vergl.
Bild 2.7b). Bei Belastung des Wolbsystems,z.B. mit den Steg-
lasten +P nach Bild 2.7, wirken also auf jede Querschnittg-
hdlfte des Drillsystems als Belastung nur die Torsionsmo-
mentes

ﬁz = r, . 3 (mt/m) (2.8)

(in z-Richtung verinderlich). Daraus folgen die Torsionsschub-
spannungen T, gemédss Bild 2.6c. Ausserdem ergeben sich infolge der
Schnittkrafte r, in der Platte die Biegespannungen EX in Quer-
richtung und bei Berticksichtigung der Querdehnungszahl die Span-
nungen Ez = /L.Ex in Léngsrichtung

In Bild 2.8a sind nun die Form#nderungen des blege- und drehstei-
fen Plattenbalkens und darunter (Bild 2.8b und c¢) die des W5lb-
und Drillsystems dargestellt. Infolge der Steglasten P, der Pen-
delkrifte r, und der Krdfte §, verschiebt sich jede Querschnitts-
hédlfte des W8 1 b s ystems in lotrechter und waagrechter
Richtung ohne sich zu drehen, da die Kraftebenen durch den Schub-
mittelpunkt gehen (Parallel-Verschiebung). Hierauf wird im fol-
genden Abschnitt noch niher eingegangen. Dagegen dreht sich jede
Querschnittshdlfte des D r 1 11 @ ye8tems infolge der
Schnittkréifte r, und der gleich grossen, aber entgegengesetzt ge-
richteten Pendelkriéafte T, um den Schubmittelpunkt, ohne sich.zu
verschieben. Gleichzeitig tritt eine Querbiegung der Platte zwi-
gchen den Stegen ein.

Die Kridfte 8, und r, lassen sich nun aus folgenden Form#nderungs=-

bedingungen am Wolb~ bzw. Drillsystem bestimmen:

a) Die Dehnungen am Wolbsystem ldngs der Linie (© - (©) miissen
wegen Antimetrie zu Null werden (Normalspannungen g =0,
vgl. Bild 2.5¢), d.h.

EI = 0 (2.9a)

b) die lotrechten Verschiebungen v,rder S tege des
b
Wolbsystems mnissen entgegengesetzt gleich sein
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Drillsystem (I')
Schnittkréfte ry

b) Querschnitt

Bild 2.7 Wolbsystem (I) und Drillsistem (IT) durch
zug~ und druckfeste Pendel in den Stegachsen
stetig miteinander verbunden.
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Bild 2.8 a) Forminderungen des zweistegigen Platten-
balkens infolge Torsionslast P .

b) Porménderungen am Wolbsystem (I) infolge
P , rp und s, .

¢) Formanderungen am Drillsystem (II) in-
folge +r, .
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den lotrechten Verschiebungen Vo II der Plattenrian-
9

der ©-©@ des Drillsystems (vgl.Bild 2.8
und 2.8¢)

Ve, I = TVg,II (2.90)

§ind diese beiden Bedingungen in allen Punkten z erfiillt, dann
passen die Plattenrénder léngs (© ~ (0 am W&lb- und am Drillsy-
stem zwingungefrei aneinander. Man erkennt das sofort, wenn man
beachtet, dass die Querschnittshédlften des W&lbsystems wegen
G.JD = 0 und E°3P1 = O einer Drehung um den Schubmittelpunkt bzw.
einer Biegung der Platte in Querrichtung keinen Widerstand ent-
gegensetzen und dass die Querschnittshilften am Drillsystem we-
gen E.JB = 0 einer Verschiebung in lotrechter oder waagrechter
Richtung keinen Widerstand entgegensetzen.

b i
|
c a | sf | ¢
a) ® "
e
© ]
- : Wolbsystem (I)
i
Uz
b) L
10_—a_ _-—A Dritlsystem (I)
- b '
/\ \
\ \
{ \
i L

Bild 2.9 Zwiangungsfreie Verformungen

a) am Wolbsystem: Drehung jeder Querschnitts-
hilfte um Punkt
Biegung der Platte zwischen den Stegen.

b) am Drillsystem: Parallel-Verschiebung je-
der Querschnittshdlfte um +v, bzw. +u,
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Damit lédsst sich aber nicht nur der Plattenrand léngs der Achse
@ - © , sondern auch die gesamte Querschnittsform der beiden
Systeme an jeder Stelle z zur Deckung bringen. Wie in Bild 2,94
und 2.9b dargestellt ist, lisst sich die durch die Krafte Pz’ r,
und S, parallel verschobene Querschnittshiélfte des W 6 1lbs y -
s t ems zwanglos, entsprechend dem Drillsystem um den Winkel
Py, drehen. Weiter l#sst sich die Platte zwischen den Stegen zwang-
los der Quer-Biegelinie der Platte des Drillsystems anpassen.
Entsprechend lédsst sich die durch die Torsionsmomente m = rz.%
gedrehte Querschnittshglfte des D r i 11 s Yystems zwang-
los entsprechend dem Wolbsystem um die Betrige u, und v, barallel
verschieben. Damit passen aber die Querschnittshilften beider
Systeme in jedem Querschnittspunkt z genau aufeinander.

Denkt man sich beide Systeme nun wieder ineinander geschoben und
zu einem biege~ u n d ~drehsteifen System mit

E . Jg ¥ O

G . Iy # 0 (2.10)

BE.Jp ¥ ©

vereinigt, dann sind fiir dieses biege~ und drehsteife System alle
Formdnderungsbedingungen erfiillt. Aus der Uberlagerung der Bean-
spruchungen am Wolb- und am Drillsystem, nachdem diese hinsicht~
lich ihrer Verformung in Ubereinstimmung gebracht sind, ergeben
sich also die tatsichlichen Beanspruchungen des biege- u n 4
dréhsteifen Plattenbalkens.

2.3 Ersatz des Wolbsystems I durch das Biegesystem I

Setzt man voraus, dass jede Querschnittshilfte des Wolbsystems
aus zwel schmalen Rechtecken gebildet wird, deren Mittellinien
sich im Punkt (1) bzw. (1) schneiden (vgl.Bild 2.5a), dann kann die
Verwdlbung in Richtung der Rechteckdicke vernachléssigt und der
T-Querschnitt als praktisch wslbfrei angesehen werden. Der
Schnittpunkt C) bzw. C) ist dabei der Schubmittelpunkt.
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Bild 2.10 Verteilung der Normalspannungen ¢ = G2

entlang der Mittellinien
a) am System I (Wolbsystem)

b) am Ersatz-System (Biegesystem), Quer-
gchnitt symmetrisch zur Achse y'
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Bei grUsserer Dicke der zwei Rechtecke oder bei Querschnitten wie
in Bild 2.10a, die sich nur gendhert aus zwei Rechtecken Zugammen-
getzen, ist die Verwdlbung in Richtung der Rechteckdicke wohl £ris-
ser, im Vergleich zur Verwélbung eines zwe i 8 t e giligen
Plattenbalkens jedoch noch immer vernachlissigbar gering.

Man kann deshalb auch einstegige Plattenbalkenquerschnitte nach
Bild 2.10a, die den iiblichen Abmessungsverhéltnissen im Betonbau
entsprechen, noch ohne grossen Fehler fiir die folgenden Uber-
legungen als wolbfrei betrachten und den Punkt () als Schubmittel-
punkt annehmen.

Jede Querschnittshdlfte des Wolbsystems wird nun gemiss Bild 2.11
durch die Krifte PZ bzw. P, und T, in der Stegachse und die
Léngsschubkridfte 8, in der Plattenachse nu r auf Bile~
& un g beansprucht, da die Kraftebenen durch den Schubmittel-
punkt C) gehen. Da der Biegemomenten-Vektor jedoch nicht mit
einer der Hauptachsen des einstegigen Plattenbalkenquerschnittes
zusammenfdllt, liegt der Pall der ‘drillungsfreien, s c h i e -
f en Biegung' vor. Die Biegemomente infolge Pz’ P,s T, und 8,
bezogen auf ein rechtwinkeliges, durch den Flgchengschwerpunkt §
gehendes Achsenkreuz werden mit M (um die x~Achse drehend) und
M, (um die y-Achse drehend) bezeichnet. Aus der Gleichgewichtsbe-
dingung Z B = O fiir den betrachteten Balkenabschnitt z = zqbis

z = 4 (Bild 2.11) folgt die in Punkt (© der Querschnittsfldche
in Zy resultierende Normalkraft:

N = g .4 (2.11)
%y

Damit kann man flir die Biegemomente schreiben:

Mx = =Mp + N Yo

(2.12)

]

M ~N . x

y o
Hierin ist MI das-um die x~Achse drehende Moment infolge der
Steglasten P, p, r (Querlasten). Der Fusgzeiger z ist bei den
Querschnitts-Kraften M und N zur Vereinfachung der Schreibweise
weggelassen. (MI ? 0 angenommen, d.h. unten Zug) .
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)i I . Yorzeichen der Biegemomente

Bild 2.11 Biegemomente My und My , Normalkraft N bezogen
auf ein rechtwinkeligés Achsenkreuz durch den
Fliachenschwerpunkt S einer Querschnittshédlfte.

Bezeichnet man mit Jx und J. die Tridgheitsmomente in Bezug auf
ein durch den Schwerpunkt S gehendes, beliebiges rechtwinkelige
Achsenkreuz und mit Jx das zugehdrige Zentrifugalmoment einer
Querschnittshdlfte in Schnitt z, dann kann die Lingsspannung ir
folge Biegung in einem beliebigen Querschnittspunkt a bekanntl:
ohne Kenntnis der Hauptachsen wie folgt bestimmt werden (vergl

z.B. [22] )

Ml A
= X L
g == .y, - . X (2.13)
a Jx a Jy a

(Zugspannung positiv bezeichnet!)

Dabei ist:

. _ M, o+ My . JXV/JX

b 2
1 - ny/Jx.J

(2.14)
y
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und M M J, /T
e = ’ A LYK (2.14)
1 - ny/Jx.Jy

Da die Spannungen im Punkt C) des Querschnittes mit den Koordina-

ten x, und y, gemdss Bild 2.10a verschwinden miissen, gilt folgen-

de Beziehung:

N
%6 ,y0 * F = © (2.15)
oder mit (2.13)
M* Mt
2.y, EL.x + & = 0 (2.16)
X J

Setzt man in die Gleichung (2.16) die Biegemomente M'x und M?
aus (2.14) unter Beachtung von (2.12) ein, dann erhilt man eine
Beziehung fiir die Normalkraft N3

(yo . JV - Xy e Jxv) (2.17)

2 -7 2
Ty, .Jx-2xo.y0.ny+Jx.Jy/F ny/F)

I 2

(v,

Die L#ngsspannungsverteilung iiber dem Querschnitt liegt geomet-
risch fest,sobald die Spannungen in Punkt() und C) oder zumin-
dest die Lage des Spannungs-Nullpunktes in der Stegachse bekannt
sind. Begzeichnet man den Abstand des Spannungs~Nullpunktes von
der Plattenachse entsprechend Bild 10a mit e, dann gilt entspre-
chend Gleichung (2.16) fir die Spannung in diesem Punkt mit den
Koordinaten (x, - a/2) und (yo-e) 3

ur M
3;5 . (y, ~e) - 3;1 (x, -a/2) + X =0 (2.18)

Zieht man hiervon die Gleichung (2.16) ab, 80 bleibt die Be-

ziehungs
M* M
— -—r &
7 . € 7 * 3 0
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woraus der Abstand e des Spannungs-Nullpunktes folgts

I
.=
¥

(s

(2.19)

[¢:]

i
Bl
S}

]

Setzt men in (2.19) fur M} und M; die Werte aus (2.14) ein, er-
h#lt man unter Beachtung von (2.12) und (2.17) fir e die ein-
fache, nur noch von den Querschnittswerten und nicht mehr von
den Momenten abhingige Beziehung:

F.x,6 «y.+4d
e = S .3 (2.20)
P xo+Jy

Trennt man den Querschnitt P einer Hilfte des Wolbsystems
(Bild 10a) in die beiden Querschnittsteile Steg und Platte mit
den Flédchen Fst und FPl , dann kann der Zdhler des Ausdruckes
fiir e in Gleichung (2.20) noch umgeformt werden.

Man erh#dlt mit den Bezeichnungen von Bild 2.,10a fiir:

g o= im Fst
o] FSt + FPl
(2.218)
L .2 _.e_ - Tm
0 =73 2" Ty, ¥ Fpy

Das Zentrifugalmoment ny setzt sich aus den Anteilen zusammens

+ J (2.21b)

Ty = Ixy,PL ¥ Ixy,st T *p1 c Yp1 ¢

Hierbei bedeutens
¥p1 = lotrechter Abstand des Plattenschwerpunktes Sp,
vom Stegschwerpunkt Sch

Xpy = waagerechter Abstand des Plattenschwerpunktes SPl
vom Stegschwerpunkt Sst

= Zentrifugalmoment der Platte i.B. auf ihren Schwer-
punkt SPl

Txy,P1
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ny st = Zentrifugalmoment des Steges i.B. auf seinen
?
Schwerpunkt sSt .

(2.21a) und (2.21b) in den Zihler von (2.20) eingesetzt ergibts
a
(F-XO.yo + ny) L
(2.210)

a a,
(ypy « Fgy - 3 + Tey,8t * Ixy,p1) 3

Die Zentrifugalmomente J und dJ werden bei einfach sym~
xy,Pl Xy,St

metrischem Platten- bzw. Stegquerschnitt wie in Bila 2.10a zu

‘Null. Bel unsymmetrischen Platten- bzw. Stegquerschnitten sind

sie vernachléssigbar klein. Es ist algo in allen praktischen P5l-

lenz:

(ny,Pl +,ny,St) = 0 (2.214)

Damit erh#lt man fiir den Zsahler von Gleichung (2.20) nur noch:

2
a _ 8
(F‘Xo'yo+ny)’§ = ¥p1-Fgpe S (2.21e)

Der Nenner von (2.20) stellt das Trégheitsmoment einer Quer-
schnittshdlfte in Bezug auf die durch () gehende lotrechte Sym—
metrieachse Y (Bild 2.10a) dar:

F.x +J=-%.JY (2.22)

(JY = Trigheitsmoment des Gesamt-Querschnittes i.B.
auf Y-Achse)

Mit Gleichung (2.21e) und Gleichung (2.22) kann man fiir den Ab-
stand des Spannungsnullpunktes also auch schreibent

. 2

Yp1 ¢ FSt . 0,5 . a

e = (2.23)
Jy

Mit diesem Ausdruck kann der Spannungsnullpunkt am Wolbsystenm
sehr einfach bestimmt werden. Er ist im allgemeinen nicht mit dem
Schwerlinienabstand ¥, identisch.
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Mit dem Abstand e ist die Verteilung der Liéngsspannungen entlang
der Mittellinie des Querschnittes bekannt. Die noch unbekannten

Absolutbetrige der Lingsspannungen hiéngen von den Steglasten PZ

baw, p, und den ebenfalls als Steglasten aufgefassten Kraften r,
ab.

Denkt man sich nun den Steg des Wolbsystems (Bild 2.10a) von der
Platte abgetrennt, so greifen an ihm gemdss Bild 2.11 die Lasten
Pz’ p, und r, sowie die zwischen Steg und Platte wirkenden
Schnittkréfte an. Die Steglédngsspannungen o, héngen also ausser
von den bekannten Stegabmessungen und Steglasten nur noch von
diesen Schnittkréften ab.(In Bild 2.11 nicht dargestellt).

Man kann gich nunmehr einen einstegigen, mittelsymmetrischen Plaf
tenbalken vorstellen, degssen Steg hinsichtlich der Abmessungen
und der Lasten dem Steg des Wolbsystems gleicht (Bild 2.10Db),
desgsen Plattenquerschnitt F;l aber so bestimmt ist, dass sich
Schnittkrédfte zwischen Steg und Platte ergeben, die zusammen mit
den Steglasten die gleichen Lingsspannungen S, hervorrufen wie

in der Stegachse des Wolbsystems. Da dieser mittelsymmetrische
Plattenbalken - im Folgenden 'Ersatzsystem' genannt - durch die
Steglasten Pz, 2
Schwerachse x*‘beansprucht wird, muss der Abstand é* der Schwer-
linie bzw. Spannungs-Null-Linie gleich dem Abstand e am Wolbsyste
sein (vgl. Bild 2.10a und 2.10b).

P, und r_ nur auf Biegung um seine horizontale

*
Mit dem noch unbekannten Plattenquerschnitt FPl des 'Ersatzsystemy

kann der Schwerpunktsabstand &* wie folgt ausgedriickt werden:

; ¥y « F
e"e = _1'11__.._3_3 (2,24)

¥
Py + Fpy

Aus der Gleichsetzung von (2.23) und (2.24) folgt nun der gesuch-
te Plattenquerschnitt FP1 des Brsatzsystems zui

% 2.7
Fp) = ——p— - Pst (2.25)
a

Fiihrt man fiir das Trigheitsmoment des Gesamt~-Querschnittes JY in
Bezug auf die lotrechte Symmetrieachse die beiden Anteile aus
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Steg und Platte eins

d = d

Y y,p1 * ¢

Y,S5t
und setzt flir den Steganteil

J = 2

2
1,54 + Z.Fst.(O,Sa)

y',St

wobel Jy' st das Trégheitsmoment eines Steges in Bezug auf seine
?

lotrechte Schwerachse bedeutet, dann kann fir (2.25) auch ge-

gschrieben werdens

-2
F*' ~ Z‘JY,Pl + 4'Jy‘,st + Fst . 8 .
Pl ” 2 St
a
oder
d + 2J
E3 1
FPl = L Pl y',St (2.26)

0,5 . a

Die ideelle Plattenfliche FSZ am Ersatz-System I ergibt sich
also aus den Tragheitsmomenten der ganzen Platte und der beiden
Stege, jeweils bezogen auf ihre lotrechten Schwerachsen (bei
Platte: Symmetrie-Achse Y , bei Stegen: lotrechte Schwerachse
y') geteilt durch die Hilfte des Quadrates des Stegabstandes a.

k3
Aus Fpt = b, t folgt dann (Bild 2.10b) :

s Jypy 2y sy

b 5 (2.27)
0,5t . a

Bei nicht zu dicken Stegen wird das Trédgheitsmoment eines Ste-
ges Jy‘ St in Bezug auf seine lotrechte Schwerachse stets klein
?
sein im Verh&dltnis zum Trigheitsmoment JY P1 der ganzen Platte
9
i.B. auf die lotrechte Symmetrieachse. Vernachldssigt man daher
Jy',St gegeniiber JY,Pl s dann wird noch einfachers

- J
o o= MXLE;__E_“_ (2.27a)
0,5 . a° %

Bei einer rechteckigen Platte mit der Breite b und der Dicke t
st Jy p = b’ . t/12. Damit folgt aus (2.27a) die ideelle
9
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Plattenbreite am Ersatz-System:

¥ = 13/ 6al (2.270)

Auf diesen einfachen Zusammenhang wurde schon von Resinger [13}
hingewiesen.

Mit b* aus (2.27b) bzw. genauer aus (2.27) liegt der Querschnitt
des Ersatz-Systems I fest. Mit dem Schwerpunktsabstand e* aus
(2.24) erhdlt man das Biege~Trédgheitgsmoment 7* anm Ersatz-Systen,

bezogen auf die horizontale Schwerachse x* , am einfachsten aus:
* * * *
J7 = Jgy + e.yp) - Fpp + Jpp. (2.28)

s
Hierbei ist J;i =Db . t3/12 in den meisten Fillen vernachlissig-
bar klein im Verhdltnis zu den beiden ersten Summanden. (JSt be-
zogen auf horizontale Schwerachse x' des Steges!)

2.4  Beanspruchungen und Verformungen am System I (Wdlbsystem)

Aug dem in z-Richtung verdnderlichen Biegetrighe itsmoment J*'am
Ersatz-System ergeben sich in bekannter Weise die Widerstandsmo-
mente fiir die Querschnittspunkte C)und C), Bild 2.10

E-3
W() = J*/e* bzw.
D
Daraus folgen die Normalspannungen Oss die mit denen in den Punk
ten D und @ des Wolbsystems identisch sind:

3*/(n-e*)

02,(3 = 0@ = - MI/WEb bazw.
" 0 Y

(Der Index 2 zur Kennzeichnung der Wolbwirkung ist im
Folgenden bei 0 und T weggelassen.)

(2.29a)

wobel mit MI wieder die Biegemomente infolge der Steglasten Pz
bzw. P, und r, bezeichnet sind.
Die Ermitilung der Spennungen am Wolbsystem lidngs der Platten-~
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bzw. Stegmittellinie wird damit sehr einfach. Am Plettenrand ist
wegen der geradlinigen Verteilung (Bild 2.10a) 3

@ = °@ - -2 (2.29b)

Mit den Spannungen o,~= 0, © und ¢ liegt das Spannungsgefille
ggst.
Bezeichnet man mit Og4 die Spannung in einem beliebigen Punkt der

in jeder Richtung des Querschnittes

Stegachse, s0 folgen die Spannungen an den Stegrindern augt

- 4
st,k = %t 9@ B (2.29¢)

Entsprechend folgen mit den Spannungen 9p1 in einem beliebigen
Punkt der Plattenachse die Spannungen an den Plattenrindern:

~ t
°p1,r = “p1 % "@"""26* (2.294)

(Fiir den Bereich des Punktes @) gilt die Ermittlung der Platten-
randspannungen nach (2.29d) nicht mehr, da hier die Vertrdglich-
keitsbedingungen nur fiir die Punkte in der Plattenachse C)-C)'
erfiilllt sind. Das ist jedoch praktisch ohne Bedeutung, da hier
die Léngsspannungen sowieso nahezu Null sind!).

Aus (2.27) ist zu ersehen, dass die Plattenbreite b* am Ersatz-
System und damit auch die Spannungen o und o bel sonst glei-
chen Abmessungen wesentlich vom Abstand a der Stege abhiingen.

Piir den grosstmdglichen Stegabstand, ndmlich a = b ist b =¥ b/6.
Wird der Stegabstandakleiner, so wichst die ideelle Plattenbreite
und erreicht bei a = b/ {3 den Wert b = b/2. In Bild 2.12 ist
ist die ideelle Plattenbreite b* in Abhéngigkelt vom Verhilinis
Plattenbreite b zu Stegabstand a dargestellt. Man erkennt, dass
die ideelle Plattenbreite b¥ bei den praktisch vorkommenden Ver-
h#ltnisgen zwischen 1/6.b und 4/6.b liegen kann. }

Aus (2.27) folgt, dess sich bei einem Plattenbalken mit versnder-
lichem Stegquerschnitt,'aber konstantem Plattenquerschnitt auch
die ideelle Plattenbreite b* dndert. Jedoch ist diese Anderung
in den meisten FPéllen ohne Bedeutung, da Q'Jy',St K JY,Pl ist.
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Bild 2.12 Abhingigkeit der ideellen Plattenbreite b¥
des Ersatz-Systemes I vom Verhiltnis
Plattenbreite b zu Stegabstand a des zwei~
stegigen Plattenbalkens

Obige Ableitungen haben gezeigt, dass die Lingsspannungen o am
Wolbsystem mit den bekannten eingliedrigen Spannungsformeln des
Biegebalkens (2.29a) bestimmt werden kbnnen und zwar fir jede be-
liebige Stegbelastung, ohne dass hierzu die statisch unbestimmten
Schnittkrifte s ‘gemdss Bild 2.5b bekannt sein miissen.
Das gleiche gilt auch fiirdie den Léngsspannungen ¢ zugeordneten
Schubspannungen 7.
Fiir den Schubfluss im S t e g gilt die bekannte Beziehung:
*
Qr - S1

T Rt S— (2.30)
St J*

bzw. die Schubspannung
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Tgy = Tst/ﬁ (2.30a)

Dabei ist QI die Querkraft am Ersatz-System I (Biegesystem) in-

folge der Steglasten PZ, Py, und T, und Sr'das statische Moment

des abgeschnittenen Querschnittsteiles in Bezug auf die horizon-
tale Schwerlinie (Bild 2.13%a). Fir die Ermittlung des Schubflug-
ses TPl in der Platte wird diese allein - d.h. ohne die Stege,

aber mit ihren tatsdchlichen Abmessungen b.t betrachtet.

Bezeichnet man mit 5, das statische Moment des durch den be-
trachteten Schnitt abgetrennten Plattenteils in Bezug auf die
y-Achse (Bild 2.13b) - ohne Berlicksichtigung der Stege -, dann
erhdlt man den Schubfluss bzw. die Schubspannungen fiir Platten-
schnitte im Bereich der Auskragungen, alsc aus s erhnalhbd
der Stege zus

T S S (2.31)

Pl a'J* ° Pl ©.d
bzw.

Tpp = Tpp/t (2.31a)

Fir Schnitte zwischen den Stegen muss noch der aus den Stegen ab-
gegebene Schubfluss beriicksichtigt werden. In diesem Falle wird:

*
2 . e" . Q J
= I /. Y,P1
TP]_ = pos (33 ...._.52__ ) (2.32)
a J
bzw.
Tpp = TPl/t (2.%2a)

Die Schubspannungsverteilung ist in Bild 2.5d4 dargestellt.

Damit sind alle Beanspruchungen am Wolbsystem infolge von Steg-
lasten Pz, b, und r, bekannt.
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Schnitt 2-2 S, = F,- e, (auBerhalt der Stege)
Schnitt 3-3 Sy =F,-e, (innerhalb der Stege)

Bild 2.13 Statisches Moment 8% zur Ermittlung der
Schubspannung T, im Steg (Schnitt 1-1) und
statische Momente S zur Ermittlun% der

S

Schubspannungen 72 in der Platte chnitte
2-2 und 3-3).
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Die lotrechten Stegverschiebungen vy am Wolbsystem lassen gich
nun ebenfalls am Ersatzsystem I bestimmen. Da die Steg-Lings-
sparpnungen o, am Ersatzsystem I (Biegesystem) die gleichen sing
wie am System I (Wolbsystem) - gleiche Belastung vorausgesetzt -
gind auch die Léngs-Dehnungen und damit die lotrechten Ausbiegun~
gen vy der Stege am System I(Wolbsystem) dieselben wie am Ersatz—
system I (Biegesystem) Man ermittelt die Ausbiegungen vy am Exr-
satzeystem zweckmissig nach Mohr als Momente eines Balkens, der
mit den Streckenlasten MI/E T¥ velastet igt. Hierauf wird in

3.1 noch ndher eingegangen.

Mit den Spannungen am Ersatz-System I kénnen auch die waagerech-
ten Stegverschiebungen des Wolbsystems up (vgl.Bild 2.8) angege-
ben werden.

Geméss (2.29a) ist die Lingsspannung in Punkt O)

GC) = MI . é%/(I*

Betrachtet man dle Platte filir sich allein, dann ergibt sich in
Punkt C) die Spannungi

o@D = Yy, g3y
Dabei ist MY,Pl ein um die Y-Achse der Platte drehendes Moment
und JY wieder das Trégheitsmoment der Platte in Bezug auf die
Y~Achse.
Aug der Gleichsetzung der beiden Ausdrucke fir ck:Dund Erweite-m
rung mit 1/E folgts '

M, M *
Y,P1 _ 1, 2_;
BIy E.J%

Fasst man MY’PI/'E.JY wieder als Streckenlast eines Balkens auf,
80 ergeben die hierdurch hervorgerufenen Balkenmomente die waage-
rechten Ausbiegungen der Platte Upe. Bei konstantem Querschnitt
wird die waagerechte Ausbiegung der Platte der lotrechten Aus-
biegung des Steges proportional. Man erh#lt

Qe*

UI = VI . a
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2.5 Beanspruchungen und Verformungen am System II (Drillsystem)

bel Steglasten +P am Wolbsystem auf jede Quer.
schnittshdlfte des Drillesystems die in z-Richtung verdnderlichen
Torsionsmomente (gedachte Lastmomente) m = 0,5 . & . 1,. Daraus
folgen die Querschnitts-Torsionsmomente, wieder bezogen auf eine
Querschnittshdlftes
z
My = Mp, - f’m . dz (2.3%)
[+]
(Bestimmung von Mp, siehe Bild 3.4)
Mit JD als Torsiong~ oder Drillwiderstand einer ... __..._...
h#lfte erhdlt man die Schubspannungen infolge freier (St.Venant'-
gcher) Torsion am Drillsystem in bekannter Weise, z.B. nach
Beyer [231 aussi

My
\y1 «= , & (Steg, Dicke d) bzw.

T
1 Ty
(2.34)
Uy
T, = 1{»’1 == , t (Platte, Dicke t)

o

Dabei sind mit‘{J1 die von den Abmessungsverhiltnissen abhiéngigen
Korrekturbeiwerte bezeichnet, die bei Rechtecken zwischen 0,675
und 1,00 liegen. Der Drillwiderstand JD kann bei Rechtecken oder
aug Rechtecken zusammengesetzten Querschnitten ermittelt werden
aus?

Iy =IYs5 . b2 . n (2.35)

wobei der Beiwert1y3 zwischen 0,14 {(Quadrat, h/b = 1) und 0,333
(Rechteck, h/b =) liegt.

Die Drehwinkel ¢, um die sich jede Querschnittshdlfte des Drill-
systems um den Schubmittelpunkt dreht, ergeben sich aus
z

M
T
Pz = f G.d dz
é D
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Die Querbiegespannungen in der Platte folgen aus

Qi
H]
! 1]
b

.3 (2.36)

"
=

Pl

wobei ﬁx das Biegemoment an_der Stelle x infolge der Krdfte r,
am Plattenrand ()-—C) und JPl das Biegetrdgheitsmoment der
Platte pro Lidngeneinheit i.B. auf die gzur z-Achse parallele Mit-
tellinie darstellt (Bild 2.6).
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3. Brmittlung der Schnittkrédfte bei ver a&nderl i~

¢chem, elastisch ausgesteiftem Querschnitt

3.1 Ableitung der Differentialgleichung 4.0rdnung fiir Mr

und ihre Deutung, Schnittkrdafte und Verformungen

Im vorstehenden Abschnitt wurde gezeigt, dass alle Beanspruchun-
gen eines zweistegigen biege- und drehsteifen Plattenbalkens,
der durch die antimetrischen Steglasten +P, bzw. +p, belastet
wird, ermittelt werden kdnnen als Beanspruchungen zweier gedach-
ter Systeme, von denen das eine nur eine drillungsfreie schiefe
Biegung (System I = Wolbsystem), das andere nur eine biegungs~
freie Drillung (System II = Drillsystem) erfdhrt. Um die Bean-
spruchungen bei drillungsfreier schiefer Biegung mdglichst ein-
fach, ndmlich wie bei einfacher Querkraftbiegung ermitteln zu
ktnnen, wurde fiir das System I (Wslbsystem) ein Ersatz-System I
(Biegesystem) eingefiihrt. Die Systeme I und II sind durch Pendel
in den Stegachsen miteinander verbunden, in denen die statisch
unbestimmten Krifte r, auftreten, wenn am System I die antimetri-
schen Steglasten angreifen. In Bild 3.1 sind die beiden Systeme
nochmals {ibereinander im Querschnitt dargestellt, wobei oben

das Ersatzsystem I (= Biegesystem) angenommen ist, bei dem unter
Voraussetzung gleicher Belastung +P, bzw. X, die gleichen
Steg-Léngsspannungen a, auftreten wie in der Stegachse des
Systems I (= Wolbsystem), vgl. Bild 2.10b.

Im Folgenden werden nun die Pendelkrdafte r, bzw. die hieraus
resultierenden Momente unter Beriicksichtigung verinderlicher
Steg- und Plattenquerschnitte ermittelt.

Das Brsatz-System I ist an den Enden auf starren Stiitzen frei
drehbar gelagert, das System II an den Enden durch die in Quer-
richtung biegestarren aber drehweichen Auflagerquertriger aus-
gesteift, die ebenfalls starr unterstiitzt sind (vgl.Bild 2.7).
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, 1
% System I

—#;F ‘T*

s -
# I e N Sy
e /) B AN
+Y s »
4
7 4
\’I
b
Ersatz-System I = Bilegesystem
Biegesteifigkeit des Ersatz-Querschnittss:
B, = E.J)

System II

keine Verdrehung
keine Querbiegung der Platte

Drillsystem
Drehsteifigkeit einer Querschnittshdlfte:

D, = G'JD,Z

Biegesteifigkeit der Platte (quer):
J _ .
Pl

B = E. bzw. B,
(1 —4f) *

Bild 3.1 Belastung und Verformung der Systeme I und II in-
folge Py, und r, in Stegachse.
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Dag Plattenmoment im Querschnitt z an der Stelle x wird also:
2,x 2,II * X =Ty« X (%.10)

Aus (3.8) folgt demit die lotrechte Verschiebung bei konstanter
Plattensteifigkeit in x-Richtung:

. a8’
r, . a

vy = -2t (3.11)
Pl 24 . B

Bei in x-Richtung verinderlicher Plattensteifigkeit kann eine
konstante 'ideelle' Biegesteifigkeit ﬁi eingefiihrt werden, bei
welcher sich die gleiche Verschiebung Vel ergibt wie bei verdn-
derlicher Steifigkeit, so dass man allgemein auch schreiben kanni

Vpp = = e (3.11a)

Wenn die lotrechten Verschiebungen Vg der Systeme I und II gleicgh
sein sollen, dann miissen auch ihre zweiten Ableitungen einander
gleich sein. Bs gilt alsos
1 = 1] = - " [ R
VI,2 = " VII,z (v * vB1)11 (3.12)

Nun ist gemdss (3.7)

v; =~-0,52a . ¢} : (3.13)
Bezeichnet men das Torsionsmoment am Drillsystem (II), hervorges=
rufen durch die Belastungsmomente 'ﬁz = T,e % mit MT z v 80

9
gilt bel freier Torsion:
M
o' . _Iz
z ﬁ—z—- (3.14)
Daraus folgt:
My M « D!
Tz Tz Z
Pt = =R . A2 (3.15)
Z DZ D2 ;
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und gemdss (3.13%):

ME M . D!
Tz Tz z
v' = - 0,58 ( =% - 2B Z ) (3.16)
® D 2 °
2z DZ
Hierbei ist
z
MTZ = ( - / m, . dz
o
Schreibt man fir C = Crp - % und fur'ﬁz =T, . % s 80 erhdlt mar
e
= & -
Mp, =73 (Crp /rz - 4p) (3.17)

)
Am Biegesystem (I) ergeben sich infolge der Pendelkridfte r, die
Querkridftes

Q., = CI - ].rz . 8z (3.18)

Wdaren die Integrationskonstanten in (3.17) und (3.18) einander
gleich, also CII = CI , 80 kidnnte unter Beachtung von (3.9)
fiir das Querschnittstorsionsmoment MTz auch geschrieben werden:

Up, = - % + Qg (3.19)
(1I1) (1)

Nun ist aber gemsss Bild 3.2(a) die Integrationskonstante Cq
mit der Querkraft Q am linken Auflager des mit den Pendelkridften

r, belasteten Biegebalkens (I) identischs

Cr = Q = M (z =0) (3.20)

Die Integrationskonstante CII entspricht dagegen dem Querschnitt
Torsionsmoment My am linken Auflager des Torsionsbalkens (II) in
folge der Belastungsmomente'ﬁz. Wie in Bild 3.3 ausfilhrlich dar-
gestellt, folgt aus der Formdnderungsbedingung, dass bei dreh-

starrem rechten Auflager der Drehwinkel am 1 in ken Auflagé

9 = 0 sein muss:
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o~

(a)

z.m M |

1

0 Qrg = Mpyp ‘

1 K A,
ik
: 7
CI‘ Mng'?—f CI°k

Bild 3.2
konstanten C; und Cyy .

Zusammenhang zwischen den Integrations-

Drillsteifigkeit Dy verdnderlich.
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5 D
Cip =% . Mpg= ) (3.21)
« D
[}

Setzt man fir f r, 4z gemdss Bild 3.2(b)
I

* T
j’rz . dzg = Mr 0 Mr,z (3.22)
o
go kann man den Zahler von (3.21) in die beiden Integrale auf-

spaltens:
2 £
M! M M!
Lr,0 r;% - dz _ r,z
/( D, 5o 4z = M},OID f"“"""]) . dz (3.23)
Z z z
0 é ¢
Bingesetzt in (3%.21) erglbt sich fir
S
Crp =y o (3.24)
Dz

[+
Geméss Bild 3.2(c) und (d) stellen die beiden Integrale die Flé-

chen Fu und Fo dars:

P 2
4 M
== ._....._Z. 3 = L33
R, = [Dz 3 P, = M'L”DZ . dz (3.25)

Man kann somit unter Beachtung von (3.20) und (3.25) fiir Crp
auch schreibens
(52)
CII = CI - ﬁ; = CI -k (3.26)
d.h. die beiden Integrationskonstanten unterscheiden sich von-
einander nur durch das Korrekturglied: k = FO/Fu

Der Zshler des Korrekturgliedes ist im allgemeinen verhdlinis-
méssig klein, da sich die Pliche Fo als verzerrte Querkraftflé~
che (Verzerrungsfaktor 1/bz) stets aug zwel annidhernd gleich gros-
sen Teilfldchen mit entgegengesetztem Vorzeichen zusammensetzt.
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Belastungsmoment iz -1, - &
[Juersohrlitts - 7brsions75 - Moment
Z '/Fﬁz'dl"'g"'/rz‘dz

0 o

Drehw/nkel bei z-0

/ﬂz dz- ‘H(/; [rx-d2) g

Drehwinkel bei z =0 Inf.
M=linz-=0

L
Yr'/j’;‘dz
0

Formanderungsbedingung In z =0 :
f.\fU_Mra'f[’o {

z
Daraus: C- My = F - —?o!__.{-’&_—-
0 Dz
G- o) - A ld

Bild 3.3 Bestimmung der Inte%ratlonskonstanten C11
bel verdnderlicher Drillsteifigkeit D
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Bei konstanter Drehsteifigkeit DZ = D heben sich die Teilflichen
auf, 80 dass mit F, = 0 auch das Korrekturglied k zu Null wird.
Weiter geht aus Bild 3.2(c) und (&) hervor, dass auch bei verin-
derlicher, aber zur Trédgermitte symmetrischer Drehsteifigkeit Dz
und symmetrischer Belastung r, das Korrekturglied verschwindet,

Man kann daher bei den weiteren Ableitungen das Korrekturglied k
ohne grossen Fehler vernachlissigen und somit (EII"E CI setzen,
Mit

Qg = === M, (3.27)
erhdlt man dann aus (3.19):

Mp, F -3 oM (3.28)
und weiters

My, = - % .M (3.29)

Hierbei ist Mrz das Moment am Biegesystem infolge der Pendelkrif-
te To1 *

(3.28) und (3.29) in (3.16) eingesetzt, ergibt fir
2 Mll Dl
= - & - =il -2
V% = 7 { DZ + M' . 2} (3.30)

Aus (3.11a) folgt unter Beachtung von

i
E = 4+ M" ZW. " o= H
Ty Tz1 Mrz b Ty ¥ rz

W
¢!
W

M B
- A - S
vhy = - 57 - nil T (3.31)

Mit (3.5), (3.30) und (3.31) ergibt sich aus (3.12) schliesslich
die Beziehungs

' o
N a3 . Hi _a u" '_\'_/ _B_,E. % . M + .B.{IIE + -l\f[-g- = 0]
o4B; TR AP w AT 2 T wm BB

PFihrt man noch folgende nur von den Querschnittsabmessungen ab-
hiéngigen Koeffizienten eini
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a’.B, a?.B, 2 B,-D} ,
a = -2 ;¢ = $ b o= = . 3.32)
2 24.3, z = 74D, 2 4 p2

[cm4] [cmz] [cm]

g0 erhdlt man die Differentialgleichung 4,0rdnung mit verdnder-
lichen Koeffizienten in der Form:
v 1l 1)

- v = e
dZ . MrZ G, Mrz + Db, . Mrz + Mrz M,

(3.33)

Die Gleichung besagt, dass die durch die unbekannten Pendelkrdfte
r, am frei aufliegenden Biegebalken hervorgerufenen Momente Mrz k
und ihre 1., 2. und 4. Ableitungen, multipliziert mit den Quer-
schnitts-Koeffizienten b [n], cz[m2} und dz[m4}, gleich dem nega=-
tiven Belastungsmoment Mg sein miissen (vgl.Bild 3.4). :
Bei dem im Beispiel 7.2 angenommenen Querschnitt mit parabolisch
verinderlicher Steghthe ergibt sich der in Bild 3.4(a) darge-
stellte Verlauf der Koeffizienten.

In Bild 3.4(b) bis (e) sind die Glieder, aus denen sich das Be-
lagtungsmoment Mg bei Einzellast +P in 2z = £/4 zusammensetzen, k
schematisch dargestellt.

Bei starr ausgesteiftem verinderlichem Querschnitt wird ﬁi =0
und damit der Querschnittswert d, = O (vgl.(3.32) ). Man erh#ld
in diesem Fall also die Differentialgleichung 2.0rdnung

-C_ . M;Z + b

. o]
2 S, M, = - M (3.34)

2z rZ

Bei konstanter Drehsteifigkeit DZ = D wird D; = 0. Damit wird

auch bZ = 0 und es ergibt sich die Differentialgleichung flir den
elastisch ausgesteiften Querschnitt

o
- " = -
a, MY -c, . My o+ M, M, (3.35)
vzw. fir den starr ausgesteiften Querschnitt
- " = - M°
c, « ML, + M., M, (3.36)

Auf die Ldsung der Differentialgleichung 2.0rdnung (3.34) und
(%.36) wird in Abschnitt 4 noch nidher eingegangen.
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~ b, ! Verjouf dei Querschnits-
S - ____koéffruent i
d, T~
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A M~ dm Jystém I
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Bild 3.4 Verlauf der Querschnittskoeffizienten b, ¢, d,und
der Komponenten der Differential-Gleichung (3.33).
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Zur Lésung der Differentialgleichung 4.0Ordnung (3.33) werden

4 Randbedingungen bendtigt. Diese folgen ohne weiteres aus der
Anschauung. An den Trigerenden des Systems I kOnnen infolge der
Krdafte r, - frei drehbare Lagerung vorausgesetzt -~ keine Momen:
te Mrz auftreten.

Es gilt alsod

fiir 2=0 und z = EeMrz = 0 (%.37)

Der Querschnitt des Systems II ist voraussetzungsgemiss an den
Enden unterstiitzt und kann sich wegen der biegestarren Quer-
schotte nicht drehen. Damit ist hier vy = 0 und ¢ = 0, wodurch
auch die Querblegung der Platte Vpy = 0 wird. Gemsss (3.11) kann
vpy nur verschwinden, wenn r, = 0 ist.

Man erh&lt also weiter fiir:

z =0 und z = £ r, = 0

und damit unter Beachtung von r, = M;Z die weiteren Randbedingur

gens
fir z =0 und 2z = £ 3 Mt =0 (%.38)

Die Ldsung der linearen Differentialgleichung 4.0rdnung mit ver-
gnderlichen Koeffizienten ist in ge s ch l ossener
Torm nur in besonderen FPillen mbglich (s. Abschnitt 4).

Die nume rische Losung fiir beliebigen Belastungs~ und
Querschnittsverlauf wird in Abschnitt 3.2 behandelt.

Ist die Funktion MrZ und ihre Ableitungen M;Z und M;z fiir eine
gegebene Belastung durch Losung der Differentialgleichung (3.33)
gefunden, dann k&nnen alle Beanspruchungen und Verformungen in
bekannter Weise angegeben werden.

Aus (3.4) folgt das Biegemoment MI am Ersatz-System und damit die
Langsspannungen o, infolge Wolbkrafttorsion geméss (2.29). Fiir
die zugehdrigen Wlbschubspannungen T, wird entsprechend (2.30)
bis (2.32) noch die Querkraft Q bendtigt. Sie ergibt sich analog
zu (3.4) augs
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oder wegen

Q = .d...in_r_:_z. = M
r,2 dz T,z
o (3.39)
QI,z = Qz * M%,z

Die Schubspannungen Ty infolge freier Torsion (St.Venant) folgen
aus (2.34).
Fiir MTz ergibt sich aus (3.17) und (3.26):

Mp, = 3 ((cI - fzrz . dz) - k}
(o)

und unter Beachtung von (3.18) und (3.27):
My, =-% (M}z - k} (3.40)

Das Querschnittstorsionsmoment MTZ ist also der 1. Ableitung von
Mrz ~ vermindert um die Konstante k ~ proportional. Die Konstan
te k folgt aus dem Quotient der Flichen Fo und Fu gemdss Bild 3.2
und 3.2d, die z.B. mit Hilfe der Simpson'schen Regel ermittelt

werden konnen.

Die Querbiegemomente ﬁz in der Platte sind der 2.Ableitung von
Mrz proportional. PFlir das Einspannmoment der Platte im Steg er-
hdlt mani

i, = '3 ' (3.41)

Die Formdnderungsgridssen, z.B. die Endtangentenwinkely , die spi-
ter fir die Berechnung durchlaufender Triger benbtigt werden,
oder die Stegdurchbiegungen v werden in bekannter Weise am Ersatz-
System I ermittelt.
Hier ergeben sich die Tangentenwinkgl\y als Querkrifte Q1 bzw.die
Biegeordinaten v als Biegemomente M' eines Balkens mit der ideel-
len Belastung p' = M;/B gemiss Bild 3.5 1
Y. o= (3.42a)
vy o= (3.42b)
Mit der Stegdurchbiegung vy ist auch der Stegdrehwinkel ¢ bekannt
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s Ersatz-System (1)

| (Biegesteifigkeit By /
N7 PE—— szl
Yﬁ X — v

—— T B

b) gedachte Belastung piz

| L |

Bild 3.5 TangentenwinkelV , und Durchbiegungen vy am
Ersatz-System (I)

a) Krdfte am Ersatz-System (I): +P und +r,.
b) gedachte Belastung eines Biegebalkens:
-t e [
z z -
¢) Querkraftlinie infolge p;ZL [1]
d) Momentenlinie infolge p; [cm]



ibbrr
Textfeld


- 69 -
Aus vy = - vy folgt mit (3.6)
v¢ toVp = - v (3.43)

Unter Beachtung von r, = M;z wird gemiiss (3.11a)s

3
a” . MM
VP]_ = - "———"":E“Z‘ (3'44)
24 B,
Mit (3.44) und Ve 8us (3.7) erh#lt men aus (%.43) den Stegdrenh-
winkels
3 M"
2
v =g(v1—-§—¢-=-r—z-) (3.45)

Bj

Bei konstanter Drehsteifigkeit,Dz = D konnen die Formédnderungg-
grossen noch einfacher am Drillsystem II ermittelt werden. Aus
(3.30) erhdlt man wegen D, =03

a2 . M
i - Iz
Ve =t TP + 0 (3.46)
oder nach zweimaliger Integration:
2 M
_ a ra
VCP = + -—-—4 ° --—D (3»47)
Daraus folgt fiir vy entsprechend (3.43) und (3.44):
2 M 3
= - & X2, a _rz
vy = i gt 7 ﬁ (3.48)

i
Im allgemeinen ist bei konstanter Drehsteifigkeit DZ = D auch die
Biegesteifigkeit konstant, also B, = B. Erweitert man (%.48) noch

mit B, so erhdlt man fiir die lotrechte Stegverschiebung bzw. den
Tangentenwinkel an die Biegelinies

vy =v = % (-c. Mo, +d M) (%.49a)

(13}

Yp o =W=d (-c.my +a. ) (3.490)

(Querschnittskoeffizienten ¢ und d, s.(3.32), ohne Index Z, da
Querschnitt konstant).
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PFiir den Stegdrehwinkel ¢ erh&élt man aus (3.47)3

MI‘Z

= - 2 = - 8, X2
¢ = a.V - 2 ° ) (3-50)

Bei konstantem Querschnitt des Plattenbalkens kOnnen also die
lotrechten Stegverschiebungen und die Stegdrehwinkel direkt an-
geschrieben werden, da sie ausser von den Querschnittswerten
nur von den Funktionen Mrz und M;Z ; d.hs nur von den Pendel~
krdften r, = - M;z und den durch sie hervorgerufenen Biegemomen
ten Mrz abhéngen.

3.2 Numerigche Losung der Differentialgleichung 4.0rdnung

Die Ldsung der Gleichung (3.33) erfolgt nach Stiissi [24] unter
Verwendung der Seilpolygongleichung, deren Ableitung hier kursz
wiederholt sei.

3.2.1 Ableitung der Seilpolygongleichung

Die Seilpolygongleichung gibt den Zusammenhang zwischen Momenten
und Einzellasten am freiaufliegenden Balken. Bei beliebigen, ste-
tig verteilten Lasten denkt man sich den Balken ind irekt t
iiber sekunddre Lingstriger gemdss Bild 3.6 belastet.

Je kleinerAd, d.h. die Spannweite der sekundiren Léngstriger ge-
wihlt wird, umso besser passt sich des dem Seilpolygon entspre-
chende Momentenpolygon der stetigen Momentenlinie an. An den Auf=

lagerpunkten der sekunddren Léngstrdger, im Folgenden mit K n o :
tenpunkten bezeichnet, stimmt das Momentenpolygon mit
der stetigen Momentenlinie iiberein (Seilpolygon = Sehnenpolygon
der stetigen Momentenkurve).

Die Auflagerdriicke der sekunddren Lingstriger infolge der beliebi:
gen stetigen Belastung P, - d.h. die Knotenlas¢ten
K(p) - werden nach Stilssi so bestimmt, dass zwischen drei auf-
einanderfolgenden Knotenpunkten z~1, z und z+1 ein par a b o =
lischer Verlauf von p, angenommen wird. Man erhdlt damit
auch bei verh#dltnismdssig grossen Abschnittens € recht genaue Werte


ibbrr
Textfeld

ibbrr
Textfeld


-1 -

Andererseits sind, wenn die Belastung b, nicht stetig verlauft,
an den Unstetigkeitsstellen Korrekturglieder zu berlicksichtigen.
Da in der Praxis die numerische Lésung der Differentialgleichung
zweckmissig mit elektronischen Rechengeriten durchgefiihrt wird,
bedeutet es keinen besonderen Mehraufwand, wenn man kleinere Ab-
schnitte A wdhlt und dafir geradlinigen Verlauf der
Funktion v, gwischen zwei Knotenpunkten annimmt. Damit kann man
gich auch an unstetige Funktionen P, ohne besondere Korrektur-
glieder geniligend gensu anpassen, was hier insofern von Bedeutung
ist, als die 2zu integrierende Funktion rg gemdss Bild 3.4 bei Be~
lastung des Systems durch Binzelkrdfte an der Laststelle unstetig
ist.

Die Auflagerdriicke der sekundidren Lingstriger, d.h. die Knoten-
lagten K werden bei geradlinigem Verlauf von p zwischen zwei
Knotenpunkten (Bild 3.6) :

K(p) =2 (oo, + 4pp + v, 1) (3.51)

Betrachtet man den Querkraftverlauf, dann ist an jedem Knoten die
Differenz der Querkrdfte rechts und links vom Knoten m gleich der
Knotenlast Km N

Q = K, (p) (3.52)

m-1,m Qm,m+1

Aus den Momenten dreier aufeinanderfolgender Knotenpunkte m-1,
m und m+1 erhZlt man die Querkrdfte rechts und links des mittle-
ren Knotens zus

M~ M
. m m=1
So-1,m = A7 (3.53)
M, - M
_ Tm+d m
Qm,m+1 TTTA L (3.54)

Setzt man (3.51), (3,53) und (3%.54) in die Gleichgewichtsbedingung
(%3.52) ein, dann erhilt man die Bezlehung zwischen Belastung und
Moment in den Knotenpunktens

ag?
(=M _q +2Mp =M L) = =g=.(p . +4p +p . ,) (3.55)
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Unter Beachtung der fiir den Biegebalken bei stetiger Belastung
geltenden Beziehungs

t o .
Mﬁ = =Py

(pm positiv, wenn von oben nach unten wirkendj;
Mm pogitiv, wenn an Balkenunterseite Zug)

kann fiir (3.55) auch geschrieben werden:

My

2

al

Mo, -2 M= { +4MY +M;;1+1} (3.56)
Die Gleichung (3%.56) stellt ganz allgemein den Zusammenhang zwi-
schen der Funktion Mm mit ihrer zweiten Ableitung M& dar, wobei.
Mﬁ eine zwischen den Knotenpunkten geradlinig verlaufende Funk-
tion ist.

Ist MY eine stetige Funktion, dann gilt die Gleichung (3.56) als
gute Niherung, die umso besser wird je k 1l e i ne r die Inter
vallead gewdhlt werden. Die Gleichung (3.56) wird ' S e i 1 -
polygongleichung ' genaant,

Fiir die al-fache Knotenlast bei Belastung mit -p = M" kann gemiss
(3.51) und (3.56) auch geschrieben werden:

2
abi, () =48 (g vy g,

= (M —2M  +M (3.57)

m-1 m+1)

Fiir die folgenden Ableitungen wird noch eine Beziehung zwischen
Querkriaften Q = M' und den Momenten M benttigt.

Bei direkter Belastung r, ergibt sich ein stetiger Querkraftver-
lauf. Die Knotenkraft in m infolge Qz = Mé als gedachte Last-
funktion ist in guter Néherung gemiss (%.51) 1

t . A'e 1 A 1
Ky (M') = == (M}_, +4M7 +M7 ) (3.58)
Bei indirekter Belastung verlduft die Querkraft entsprechend der
Treppenlinie in Bild %.6. In diesem Fall ist die Knotenkraft:
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Z=1
nl-l n
' A
| a4t
¢
Belastungsfunktion
Pn-r Py
Ko K1 Kz KIq }1’" Kinu Ki-Z Ki'r-I /in
1
o « asil
T X heS g
& T B 5"4,,-16"-1,"
ML = Querkraftlinie b
Qorl || (@12 | e 7 Qmetm Bmymet I/;ltiel,)"e,;g‘er’nle ef
|/”/I B direkter }Belastung

| . Momentenlinie bei
N LAk b lqdlrekter'} Belastung

—— direkter

Bild 3.6 Bezeichnung der Knotenpunkte.
Momente und Querkrdfte bei indirekter Be-

lastun% (sekunddre Léngstridger, Spannweite
ad=1E/n).
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Ky(@) = K00 = A% (@ vy ) (3.59)
Hieraus folgt mit (3.53) und (3.54):
K (Q) = K (') =4 (o - M) (5.60)

Aus der Gleichsetzung von (%.58) und (3.60) erhdlt man die ge-
suchte Beziehung zwischen M' und M zu:

sl 1
5 Qg aMy MR ) =g (Mg -l ) (3.61)

x)

3.2.2 Umwandlung der linearen, inhomogenen Differentialgleichung

4.0rdnung in ein 5-Momenten-Gleichungssystem

Die Differentialgleichung (3.33) wird zunichst so umgeformt, dasé
der variable Koeffizient bei MIV verschwindet. Man erhdlt mit den
neuen Koeffizientens

¢ 6.8,
gz = -a-z- = a.Dl [cm 2.[ (3-673)
z 2 -
b D! . B,
2 6 z i [ ,3]
f ==l 22, Bl oy (3.67b)
z dZ a 12
Z
24 . B,
hz = ,?;__ = __3__..._.:.". {om_4l (3«670)
2 a’ . B -
z
die Differentialgleichung in der Formi
Iv [¢]
Mrz *gz.M;z +fz.M;z +hz.Mrz = -hz.Mz (3.68)

x)
Anmerkung: Die Gleichungsnummern (3.62) bis (3.66) sind nicht be~
getzt, :
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Die Gleichung (3.68) gilt fiur jeden Punkt z. An Stelle der steti-
gen Funktionen kénnen in guter Niherung auch deren Knotenkrsafte
gesetzt werden, wenn man die einzelnen Glieder der Gleichung
(3.68) als gedachte Lastfunktionen auffagst, wobei die Lasten je-
weils durch sekundédre Ldngstridger ind irek t in den Knoten:
punkten eines Biegetrigers sbgegeben werden (Bild 3.7).

Die Knotenlasten ergeben sich geniigend genau aus (3.51).

Die der Differentialgleichung (3.68) entsprechende Knotengleichung
lautet also mit den Bezeichnungen von Bild 3.7 fiir den beliebigen
Knotenpunkt ms

Ky (') Ky (g") 4K (£.00) +K (n.) = ~K_(h.2°) (3.69)

Zur Vereinfachung der Schreibweise ist bei den Momenten Mr und
ihren Ableitungen der Index r weggelassen. Anstelle von z tritt
die Bezeichnung des Knotenpunktes m (bzw. m-1 oder m+1).

Fir X (MIV), d.h. die Last im Knoten m infolge der gedachten Be-

v

lastung M™", kann nun entsprechend (3.51) geschrieben werden:

k(") = AL (V) (3.70)

Aus (3.56) geht der Zusemmenhang zwischen der Funktion M und
ihrer zweiten Ableitung M" hervor. Die Gleichung gilt natiirlich
auch, wenn fiir M die zweiten Ableitungen M" und fiir M" die vier-
ten Ableitungen MIV gesetzt werden, d.h. es gilt die analoge Be=-
ziehungs

2
MY, oMY _al {MIV } (3.71)

m+ 1 [ m-1 +4M£V +MIV

m+ 1

Erweitert man (3.70) mit A€, dann folgt aus (3.70) und (3.71):

ALk (u'7) = MY, ~2M M (3.72)

Erweitert man auch (3%.69) mit A e, dann kann dort das erste Glied
durch die rechte Seite von (3.72) ersetzt werden und man erhdlt
eine Glelchung, in welcher die 4.Ableitungen eliminiert sinds
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-0 z 2 |

foo-

m-¢ m-1 m mel Mme2 n

R he#e
(+)

bld -
Km (h K% o

Bild %.7 Knotenlasten Ky (...) im Punkt m infolge der
gedachten Lastfunktlonen ME, g, f.u',
‘h.M und h.MO . .
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(1 (2 () (4) (5)
(p_y -2y it L) = ALK (g.M") + al.K (£.4')

(6) 1) (3.73)

+ Af&.zgn(h.M) = -k (n.u%).a8

Um auch die zweiten und ersten Ableitungen zu eliminieren, wird
die Gleichung (3.73) mit AL%/6 erweitert und je einmal
filr die Knoten m-1 und m#1 und v i e r m a 1 fiir den Knoten m
angeschrieben. Zur einfacheren Kennzeichnung sind die einzelnen
Glieder der Gleichung (3.73) mit (1) bis (7) durchnumeriert.

Nach einigen Zwischenrechnungen erhilt man dann unter Beachtung
der Seilpolygongleichung (3.56) fur die Glieder (1), (2) und (3)
von (3.73) 3

2
ﬁigw .{(M;_2 oMy M) +4 (M, 2NN M)
+ (g -2M *Mﬂ+2)}

(3.74)
+6Mm -4M

-1 g g0 (3.75)

Entsprechend ergibt sich fir das (4).Glied von (3.73), wenn ge-
nghert fir die Koeffizienten g in den Punkten m-1 und m+1 jeweils
der dazwischen liegende Wert gesetzt wird, also

) &1 &y
=~gm_-1 =Ngm =n gm+1 (3-76)

€n Ent 1 Em+ 2
und wenn ausserdem fiir

2
&g * £%§- = g: (dimensionslos) (3.77)

geschrieben wirds
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Aez 1t " " .
B ARYK, ,(g.u") +4K (g.M") +K 4 (g.u") } =

#* # #
Mo 8paq My Mgm ~28p-1 )
» " (3.78)
*
Uy (g g ~B8y o)

* * *
M,y (dey —28p, ) My oe8n

Sinngemsss folgt fir das (5).Glied von (3.73) unter Beachtung
von (3.61) und mit

n-2 ~ m-1 ~ m ~
S = £ = £ (3.79)
fm fm+1 fm+2
gsowle mit
3
£, - —‘%—— = f:f (dimensionslos) (3.80)
af?
S AR (£.M) +AK (£.M%) +Kp (£UY) ¢ =
*
e 2'fmr1 Myq ety (3.81)
* %
+Mm (fm—1 "fm+1)
* *
+Mm+1 °4fm +Mm+2 °fm+1
Pir das (6).Glied erhdlt men mits
4
By .%%— = h ¥ (aimensionslos) (3.82)
sl2
S AL 1(h M) +4K, (M) +K . 4 (B.M)
My .oy 2 +8My_q By g
#* (3.83)

+18Mm.hm

# *
+8Mm.+1‘ m+ 4 +Mm+2‘hm+2
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und analog fiir das (7).Glieds
Al AQ{ 1 (8% +4K (0.4 +Km+1(h.M°)} =
{M; 2By p +EUD_, Py
+18U2 0 (3.84)
+8MI?1+1 ‘h:i1 +M§+2'h112 %

Aus (3.75), (3.78), (3.81), (3.8%) und (3.84) folgt nach Ordnung
der Glieder die Beziehung

iy o (1 =50y -gh g +hy o)

WMy (4 +4gh v gy -2g | -8 ()

M. (6 +f"‘é_1 —f}:i1 -gn'f_ + 8gn’f —g;ﬁ_1 +18h:)
My, g (4 —42) r4gX —2g *

m+ 1

* #
+Mm+2 (1 +fm+1 gm+1 +hm+2)

8hm+1)

0
= '{ a2 Mg +8hm 1 My (3.85)

+18hm BN
* 0 * 0
+8hm+1 'Mm+1 +hm+2 'Mm+2}

Die Werte in den runden Klammern sind entsprechend (3.77), (3.80)
und (3.82) dimensionslos und héingen nur von den Steifigkeitsver-
hdltnissen, dem Stegabstand a und den IntervallenwAQab, vgl.
(3.67a) bis (3.67c).

Die lineare, inhomogene Differentialgleichung (3.68) wird also
gemdsgs (3.85) in ein fiinfgliedriges Gleichungssystem umgewandelt.
Die verdnderlichen Koeffizienten sind dabei in guter Niherung mit
erfasst, vgl. (%.76) und (3.79).
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%.2.5 Randbedingungen

Die Gleichung (3.85) kann nach Unterteilung der Spannweite £ in &
n Abschnitte von der Lénge Ae = *B/n nur fir die Innenknoten m =
bis m = n~2, - also insgesamt (n-3)mel - angeschrieben werden
(Bild 3.6). '

Piir die Knoten O, 1 und n~-1,n miissen die 4 Randbedingungen (3.37)
und (3.38) beachtet werden.

Es wird nun zunsichst M" in Abhdngigkelt von M und M° ermittelt. u
Hierzu geht man von (3.73) aus, indem man zu dieser Gleichung aie
Seilpolygongleichung (3.56) addiert in der Form:

- (g Y ) ¢ (g -2 W) = O (3:86)

Die Summe der beiden Gleichungen ergibts

6
-6ty + =2z (M, oM+ )

(4) (5)
- al.x (g.u") + al.x (£.u0) (3.87)
(6) (7

+a8.k (h) = ~K, (0. 2%). A £

Weiter kenn gemiss (3.57) und unter Berlicksichtigung von (3.76)
fiir das (4).Glied geschrieben werdeni

aQ.K (g.M") = gy (Mp o -2M +M ,) (3.88)
Entsprechend gilt gemdss (3.60) und (3.79) fir das (5).Glieds
Y4
ALK (£.M') = &5 .t (M, M) (3.89)
Das (6). und (7). Glied lautet susgeschrieben gemiss (3.52)3

2
ALK (M) = (hy g oMy o +4np M +Rp o M) -‘%i— (5.90)

bzw . 02
0 o]
A‘ecKm(hoMo) =(hm_1 'MI?1-1 +4hm°Mm +hm+1 'M1n+1) T (3'91)


ibbrr
Textfeld

ibbrr
Textfeld

ibbrr
Textfeld

ibbaf
Textfeld


- 81 -

(3.88) bis (3.91) eingesetzt in (3.87) und erweitert mit ,482/6
ergibt nach Ordnung der Glieder die Hilfsgleichungs

2 * w ¥
M - -
S -1 (1-g £% +h *1)

k3 ¥
M (-2 +2g, +4hm) ,
IR 3.92)
Mg (=g +E7 +hyq) =
[¢] 0

= {Mm 1'hm 1 +4Mm hm Mg e m+1}

Hiermit kann Mg bestimmt werden, wenn die Funktionswerte M in
den Knoten m-1, m und m+1 bekannt sind. Die Hilfsgleichung (%.92
gilt fiir die Knoten m=1 bis m = n-1.

Zur Binflhrung der Randbedingungen wird die Seilpolygongleichung
(3.56) fiir den Knoten m=1 angeschrieben in der Forms

AQ%. 0 vamy wuy) - 6.(M -2M, +M,) = O (3.93)

Entsprechend (3.37) und (3,.38) ist fiir m = o und m = ns

Mo 0 und Mg = 0
bW, (3.94)

Mn = 0 wund Mﬁ = 0

Damit folgt aus (3.93)
AC% (4my +My) - 6.(-20, +M,) = O (5.95)

My und M5 in (%.95) kann mit der Hilfsgleichung (3.92) als Funk-
tion von M ausgedriickt werden. Man erhélt damit aus (3.95) fir
den Knoten m=1 die Beziehung:

+M, (5»—1?’: +8g*§ -gj +17h¥1e)
~M, (4—43: +4g’f -2g;" -Sh’;)
+i (1 +f;€ —ggﬁ +h*) = (3.96)
= - (4h M0 +17h1.M° +8h2.M2 +h3 3)

Die Beziehung gilt sinngemiss fiir den Knoten m = n-1.
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3.2.4 Vereinfachungen fiir die praktische Rechnung

Mit (3.85) und (3.96) sind die (n~1) Gleichungen des fiinfglied
gen Gleichungssystems gefunden, aus denen die (n-1) unbekannte
Momente M = Mr m ermittelt werden konnen.

9

Zur Vereinfathung der Schreibweise werden fiir die dimensionslo
Klammerwerte folgende Bezeichnungen eingefiihrt:

in (%.85), giiltig filr die Punkte m = 2 bis m = n-2 3

i ¥ * *
Yuo,m-2 = 1 7 fpeq < Bpoq *oBpoo

Bymq =4+ 455 + dep - 2ep 4 - 8y 4
“m,m T 6+ f::—‘] - f;:;-‘l - gn*f—1 + BZm - g:ﬂ * 18h:
By myq = 4 = 455 + b€y = 2644 = Bhp (3.97a)
Y’m,m+2 =1+ fx:r1 - 31:»1 + h:+2
in (3.96) gliltig fir den Punkt m = 1 3
¢ % % *
@y 4 =5 - f, + 8g, - g, + 17h,
By, =4- 485 + 4% - 28, -8ny (3.97b)
g‘1’3 = 1 4 f;— g;+ h;
in (3.96), giiltig fir Punkt m = n-1 2
Ya-1,n-3 = 1 - f:—Z - g:—Z + h:——B
Bytn-2 = 44 Afp )+ 4En g - 2y o - B, (3.97¢)
Tpgnet = 5 * Tpip ¥ BEpy — Epo * 17y

Fir die von den MZ Momenten und den Abmessungsbeiwerten h* ab-
héngigen rechten Seiten der Gleichungen (3.85) und (3.96) wird
gesetztl
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fiir die Punkte m = 2 bis m = n-2

- o *
Lm { m-2 ° m -2 +8Mm 1°h -1
%
+18Mp Who (3.98a)

o * 0 *
+8Mm+1.hm+1 +Mm_2.hm_2}

fir den Punkt m = 1

_ 0 ¥ o %
L, = -~ { d,Mo.h0 +17M1-h1
o 0 (3.98b
+BUS.hy M .h3} 98b)
und entsprechend fiir Punkt m = n-1
¥ ¥
o ) 0
L4 = {4Mn'hn +1TMp_ by,
o o (3.98¢)
+8My Z‘hn 2 +Mn 3° n 3}

Hierbei bedeuten gemsss (3.77) und (3.67a):

* af2 AQE B,
B = =g ¢+ &y = 5i— [1] (3.99a)
bzw. gemsss (3.80) und (3.67b)z
*  AlQ3 a3 By.Di 40 DL
= ety = e 2 _5_‘5;’gm. {1} (3.99v)
m
bzw. gemdss (3.82) und (%3.67c) s
* a4 2444 By
h —3'6.— m-‘-‘"-;;-z-— o Fn-l [1} (3.99¢)

In (3.99b) kann entsprechend (3.2) geschrieben werden fiir

D! Jp
I oo 2 oy

Dm D,

oy

m

=]

Jb o ist die Anderung des Drillwiderstandes je Léngeneinheit an
der Stelle z = m. Sind die Drillwiderstédnde in den Knotenpunkten
m=0bis » = n ermittelt,so erhdlt man damit gendhert:
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d - d

D,m+1
2. ad

* D, m=1
JD,m ;

Damit kann fiir f;bauch gesetzt werden:

J - J 3% ¥ ¥
* D 4 M~ \
1 = (R gy = e (3.990)
?

Mit den Bezeichnungen gemiss (3.97a) bis (3.97c) bzw. (3.98a) big
(3.98¢) erhilt man folgende Bestimmungsgleichungen fiir die unbe:
kannten Momente M = Mr in den Knoten m = 1 bis m = n-1 3

Pir Punkt m = 1 3
a11.M1 —812.M2 + Xﬁ3.M3 = L1 (3.1002)
Fir die Punkte m = 2 bis m = n=-2 3

X’m,m—Z'Mm—Z —Bm,m—1'Mm—1

+a M (%.1000)

—Bm,m+1‘Mm+1 +Y;n,m+2'Mm+2 = Iy
Piir den Punkt m = n - 1 3

¥a-1,n-3"¥n-3 ~Bnoq,n-2-Mn-2

(3.100¢)

ALTURRP I SIPT R

Die Matrix dieses Finf-Momenten-Gleichungssystems ist auf der
Seite 86 angegeben. Sie ist nicht zur Diagonalen symmetrisch,
4o die sich entsprechenden Koeffizienten nich$ gleich sinds
Bm,m—1 * Bm-1,m
baw.
Tm,m-Z * YﬁmZ,m

Bei der zahlenmissigen Bestimmung der Beiwerte a, B und Y aus
(%.97a) bis (3.97c) ist zu beachten, dass ihre zweiten Fusszeige:
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mit den Fusszeigern von h* stets, mit denen von f* und g* jedoch
nur zum Teil {lbereinstimmen.

Bei den Lastwerten in (3.98a) bis (3.98c¢c) stimmen die Pusszeiger
der Momente M° und der h «Werte stets iliberein.

Piir die Berechnung der Lastwerte kann man zuerst die Produkte bil~
dens

— 0 s 3 —
“em_Mm.hmm-—o bis m=n (3.101)

und Vielfachenkdieser Produkte mit der Maschine nach dem auf
Seite 87 dargestellten Schema addieren.

3.2.5 BErmittlung der Ableitungen M;m und M;m

Mit den L&sungen des Finf-Momenten-Gleichungssystems (3.100)1
M4 bis M n éreeben sich die zweiten Ableitungen M; 1 bis M;Il
? 9

-1
aus (3. 92)

Zur Vereinfachung der Schreibweise werden fiir die dimensionslosen
Klammerwerte in (3.92) folgende Bezeichnungen eingefiihrt:

¥ ¥
6, = (2 = 28, - 4ny) (3.102a)
¥
€, = (1= gr-fr+mn ) (3.102b)
By = (1 —gp+ £0+ 0% ) (3.102¢)

Damit erhdlt man aus (3.92) fiir die zweite Ableitungs

o
M M:‘z" m- A{2 " {Em'Mm—‘l - Oyl +£m'Mm+1 M

+ zm—1 * 4em + em+1 } (5.103)

Mit den Funktionswerten M und ihren zweiten Ableitungen M" kon-
nen nunmehr auch die ersten Ableitungen Mm bestimmt werden Sie
sind mit den Querkrifte Q eines Balkens identisch, der indirekt
d.h. tiber sekundire Langstrager mit der Streckenlast r, belastet
ist.
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! 2 3 m-2 |m-1 . m | M1 | M2 n-3 | n-2z | n-i
oM M Mg Mpa | Mm-r | M | By | M Mp-3 | Mp-y | M., |lastwerte
1oty [Br |+ L,
2 =By [+&p |-Pasz L,
8 |+¥s B |+%s3 Ly
b s 48 | B L,

- LY 53 7
m - +§mm-2 x\wS.SL O m.m »RB,B‘ +Immee NS
Ve -
n-3 o dnans .\.\va.u.a.eogd.a-u .\,wa.u.a,u Yn-a,n-1 \:h-w
n-2 e .,%.:,N:,_, .\wayfl Kn-2.0-2 «\.wa,u.:: \.:.N
-1 - *w.a.g.a Q&a._\I K n-1,n-1 N:#

Matrix des PFinfmomenten-Gleichungssystems fir EH.B

(Bei a«, B und Y gibt erster Index éie Zeile, zweiter
Index die Spalte an, bei den Momenten in Zeile O ist
der Index r weggelassen).
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Vorzeichen:

: o &
a) N & se(cund.Langstr- N
mi-1 m me1
AI Al AI Al
‘ are _
b) T g
- N s -ul
] gy Km
Km-1 Q bei steliger Belastung
0 : : =)
® B
M bei stetiger B:am
, \N
Kf;i(r') K;ne(r) |
N ) Kitiy-AL (27 + e
| 1 l J 1 j t::j j J \ 1 mir)”~ A )
|
| atl e sl K (2em s rmi)
d) k RN |
‘ 4 ' ~ Mm_ = Mm -1
, ! m m
| s e "
| Mm / Mm '
gl are re Mm +1 - Mm
m () mM) mim) al

Bild 3.8 Querkrifte rechts und links vom Knoten m
bei indirekter Belastung.

Mit den Bezeichnungen von Bild 3.8 betrdgt die Querkraft links

vom Knoten m:

14 _
i

Q

1i
Km(r
von ms

QI:ILI%M) - Ki:(lr)

(3.104)

) ist der Auflagerdruck des sekunddren Liéngstrégers links
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n(r) ~ égg (2rm +rm—1> (3.105)

Die Querkraft links von m infolge der Knotenmomente M folgt auss

M -1

1i o m m~1
Sw(w)y =~ 7 (3.106)
Mit (3.105) und (%.106) ergibt sich aus (3.104):
. M M 2
- - A
Qil = “ﬁ—z“zg"l" - (2Tm + rm~1) (%.1072)
Entsprechend wird rechts vom Knoten ms:
- M ?
~Te _ Mm+1 m )
= e (2 aTh) (5.107p)

Bel gstetiger Belastung muss die Querkraft links und rechts von m
gleich gross sein. Mit guter Genauigkeit kann deshalb hier der
Mittelwert angenommen werdens

Qli re

~m+Qm

Q F BB (3.108)

oder mit (3.107a) und (3.107b)s

M - M
~ P ome r,o-1 . Al _
Qp = o2A4 YT (rm+1 rm—1)
Beachtet man, dass bei stetiger Belastung T, = -M; n ist, so er-
9

hlt man schliesslich filir die Querkraft in m bzw. fiir M& H

= I ‘ At
Uy = Q = 777 (Mr,m+1 _Mr,m—1) I ) (M;,m+1 'M;,m~1)

1 blis m = n-1 (3.109)

m

(3.109) gilt fiir die Innenknoten m = 1 bis m = n-1., Fiir den
Endknoten m = o erhdlt man aus (3.107b) 3

re Mq - Mo ad

1
M(') ng:Qo =~W +-"6-—(2r0+1‘1)
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oder wegen Mo = 0 und r, = 0 und ry = -Mq H
M —&—AQ M m=0 (3.110
Sy A S = +110a)

Entsprechend flir den Endknoten m = n

M
' =_-n7"‘2—+‘33€.m;;_1 m=n (3.110%)
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4. Ermittlung der Schnittkrafte bzw. von Mr und seinen Ab-

leitungen in Sonderfillen.

4.1 Geschlossene ILdsung der Differentialgleichung 4 .Ordnung

bei konstanten s elastisch ausge-

steiftem Querschnitt

Wie in Abschnitt 3 gezeigt, kann die Differentialgleichung (3.68)
bel beliebigen, aber stetig verdnderlichen Querschnittsabmessun-
gen geldst werden durch Umsetzen in ein lineares finfgliedriges

Gleichungssystem. Die Losungen M i
seine Ableitungen stellen dabei Naherungen an die exakte Lisung

des linearen Systemes und

dar, die bei genligender Unterteilung nur wenig von den genauen
Werten abweichen.

Bei unvertnderlichen Querschnittsabmessungen kann die Differen-
tialgleichung (3.68) exakt geldst werden. Die Koeffizienten g

und h sind in diesem Palle konstant. Der Koeffizient £ wird zu
Null, da D' = 0 ist. Der Losungsweg hiéngt von der Art der Be-
lastung und dem Verh&ltnis g 3 h ab,

Fir die Belastung durch die gegengleichen Einzellasten +P an be-
liebiger Stelle z und durch gegengleiche Momente an den Balken-
enden sind die Ldsungen bei beliebigen Verhdltnissen g ¢ h im
Folgenden angegeben. Fir andere Belestungsfille, z.B. Gleich~-
streckenlasten auf ganze oder nur einen Teil der Balkenlinge
u.d., ist die geschlosgsene Losung ebenfalls mdglich. Damit konnen
die Beanspruchungen freiaufliegender oder durchlsufender Platten-
balken fiir die praktisch wichtigen, antimetrischen Belastungs-
fdalle unter Berlicksichtigung der Querschnittsverformung in Zhn-
licher Weise berechnet werden wie mit den in Abschnitt 4.3 er-
widhnten Augdriicken fiir den formtreuen, d.h. durch starre Quer=
schotte ausgesteiften Querschnitt.
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4.1.1 Binzellasten +P an beliebiger Stelle z

Obwohl der mathematische Berechnungsgang keine Schwierigkeiten
bietet, wird er hier mit Riicksicht auf die Konstanten~Bestimmun’
ausfiihrlich wiedergegeben. i

Bei konstantem Querschnitt werden die beiden Koeffizienten g,
und h, geméss Gleichung (3.67) von z unabhingig. Die Differentis
gleichung lautet in diesem Falle:

v

MI‘Z

- gM!, + hM o+ hM = O (4.1)

Die Losung der homogenen Form mit dem Ansatsz M., = e®*? rihrt auf
die charakteristische Gleichung 4.Grades

ot - ga2 +h= 0 (4.2)

Die vier Wurzeln dieser Gleichung heissen
+ Vorse s Vios? - n for!]

Gz 4 % 7 %92

9,2

Der weitere Ldsungsweg héngt davon ab, ob die Wurzeln reell oder
imagindr sind. Reelle Wurzeln ergeben sich nur, wenn

(0,5g)%rn (4.4)

ist. Setzt man fiir g und h die Ausdriicke von (3.67) und (3.1)
bieg (3.3) ein, so erhdlt man folgende Bedingung filr r e e 1 1 ¢
Wurzeln in Abhédngigkeit von den Querschnititsgrbssen

1=, 52 (4.5)

- % 2
adp » J ? 5 -
Bei verhdltnismidssigdiinnen Stegen in grossem Abstand a wird die
Bedingung meistens erfiillt sein (JD klein). Bei dickeren Stegen
in kleinerem Abstand oder geringer Plattendicke (JP1 klein) wird
die rechte Seite von (4.5) im allgemeinen grosser als die linke,
80 dass also in diesem Falle keine reellen Wurzeln auftreten.
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Im Folgenden wird nun zunichst die Differentialgleichung fiir

gen Fall (0,5g)27h gelsst, wobei alle vier Wurzeln u, bis a,
reell sind. Danach folgt die Ldsung fir (O,5g)2<h. Die vier
Wurzeln sind dann alle imaginidr und lassen sich in konjugiert
komplexer Form darstellen. Schliesslich wird noch die Ldsung fiir
den Sonderfall (0,5g)2 = h angegeben.

a) (0,5g)2>h, Wurzeln reell

Die homogene Losung lautet in diesem Falles

M2 = A.e%1% 4B, e¥2% 40,5212 1p,502% (4.6)

Bei einer Einzellast P an beliebiger Stelle a entsprechend

Bild 4.1 ergibt sich als partikulares Integral:

pm__o__o
M, =-M =-Q .2 (4.7)

n
da die Ableitungen Mgz und M£ZN zu Null werden. Qo ist dabeil der
Auflagerdruck des freiaufliegenden Balkens infolge der Last P

in a.
Die allgemeine Lbsung heisst also:
Y P _ 1% ao2
M., =M, +M_=Ae + B.e%2% +

(4.8)
+ 0.8%1% 4 Dp.8%2% %z

Wegen der Unstetigkeit an der Laststelle wird die Spannweite 4
in die beiden Bereiche gemidss Bild 4.1 unterteilt. Man erhdlt
dann fiir den 1. bzw. 2. Bereich gemiss (4.8) 2

- L7121 ok, Zy —alyZy
Mrz1 = A1.e + B1.e 2 + 01.e +
Ol Z.
+ Dy.e z 1—Q?.z1 (1.Bereich) .
A Z PNy 4 ol Zo (409)
1~2 242 1
Mrz2 = A2.e + Bz.e +Che +

oy Z
+ Dy.e 7 Z—Qgez2 (2.Bereich)
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;}f—————-—mu

4= O Ybzw. Z,

#

= 0 und Mrz

und wegen r

Unterteilung der Spannweite in 2 Bereiche
bei Einzellast P in a.

Zur Bestimmung der Konstanten A1 bis Dy bzw. A, bis D, gelten
folgende 8 Bedingungenz

"
<ifff?-nﬂﬁ2
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fiir zZy = m, bzw. Zy = Wy o also an den Bereichgrenzen in
Punkt a, ist 3

M = M

rzi rz2

und wegen der Stetigkeit der Funktion MrZ in as

= - M

*
M 22

rz1

Weiter ist wegen Tyq = Tpp

Mize = Mi,o (4.11)

Damit folgen aus (4.1) fiir die Bereichsgrenzens

v

v
u 1z

rz1 = M

Aus den Randbedingungen unter 1) lassen sich fiir jeden Bereich
zwel Konstante eliminieren. Man erh#lt z.B. fir den 1.Bereich

17 1
(4.12)
Dy = -By
und (4.9) in der Forms
o, Z ~ol,Z o, Z -, 2
e e Y +B,(e 271 e 2 —Q?.z1
oder mit den neuen Konstanten
¥ G
= S
A1 =5 und B1 =3
- «, Z; -, 4, Ap Zy ol 2, _A0
Mo, —F1.O,5.(e 1o.e ) +G1.O,5.(e e °H Q24
Hierfiir kann auch geschrieben werdens:
filr den 1.Bereich
_ . . )
Mrz1 = F1.Sln Gqe2y +G1 .Sin U By Q1.z1
(4.13)

und entsprechend fiir den 2.Bereich

M

rz2 = F2.Sin @42y +G2 «Sin Qpely = Qg.z2
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Die Ableitungen von Mrz » welche zur Ermittlung der Schnittkry

gemdss (3.39) bis (3.41) benbtigt werden, ergeben sich aus (4.12
fiir den 1.Bereich wie folgts

Miq = Fyeaqe008 ayqezy +ayeGy.008 0y0zy « QF (4.138
Mt . = Pi.aq2.8in Xye2y +0,2.6, .81 ay. 2, (4.13%)

Im 2.Bereich sind bei F, &, Q und z die Indices 2 anstelle der
Indices 1 einzusetzen.

Die Konstanten F1 und G1 bazw. F2 und G2 folgen mit den 4 Randbe-
dingungen unter 2) aus einem 4-gliedrigen Gleichungssystem in be.
kannter Weise.

b) (0,5g)2<h $ Wurzeln nicht reell

Mit der Substitution

@ (+) = 4 v % . Vﬁﬂi % {cm“1} (4.14)

B (=)

wobei der Wurzelwert stets reell und positiv ist, erhslt man die
Losungen der charakteristischen Gleichung in der konjugiert
komplexen Form &

@10 = T X Bi
(4.15)
3.4 7 %42

und das allgemeine Integral gemiss (4.8) mit k1 bis k4 als Kon~-
stantes

i}z -RBilz (o +31)Z
M = k1.é“+ed +k2.e(°L ﬁj) +k.€ ( R )+

7 3 ( 6)
: o1
-(u-Bi)z 0 )
+k4.e - Q.2
Mit
. e+iBz = cos Bz + i sin Bz :

und (4.17)

~-iBz

e = ¢cog Bz - 1 sin Bz
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wird daraus
M., = %% {(k1 +k,) cos Bz + i (ky =k,) sin Bz} +
+8%% {(k3 +k,) cos Bz - 1 (kg -k,) sin Bz]—
-Q%.z (4.18)

Fihrt man als neue Xonstante eins

k1 + k2 = A
i(k,~k,) = B
1oE (4.19)
k3 + k4 = C
—i(k3~k4)= D
so ergibt sich die allgemeine Ldsung in der Forms
Mrz = eaZ{A.cos Bz + B.sin Bz} +
(4.20)

+ g%2 {C.cos Bz + D.sin Bz% ~Q%.z
Plir die Bestimmung der Konstanten A bis D gelten dieselben Uber-
legungen wie bei a).

Man erh#lt fiir die beiden Funktionsbereiche gemiss Bild 4.1 die
Gleichungens

= o021 . .
M.,q=e (A1.cos Bz, + B,.sin Bz1) +
+8%21 (Cq.cos Bz, + D,.sin 8z,) -Q?.z1
und wz (4.21)
M., =e 2 (Az.cos Bz, + B,.sin Bzz) +

+8%%2 (C,.cos Bz, + D,.sin Bz,) —Qg.z2

Die 8 Konstanten konnen aus (4.10) und (4.11) bestimmt werden.

Mit (4.10) lassen sich wieder fiir jeden Bereich unabhingig von-
einander zwei Konstante eliminieren. Man erhilt -~ ohne auf den
Rechnungsgang niher einzugehen - die (4.12) enteprechenden Be-
ziehungent
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oo (4.22)
4,22
und -
D1 = +B1
Damit kenn men fur M, gemdss (4.21) schreiben:
M,,q =4, cos Bz, (%21 721y 4
+ By.sin Bz, (%21 4™ %%1) - Q?.z1
oder mit den neuen Konstanten
F1 G1
Ay = pmumd By =
fir den 1.Bereich
Mrz1 = F1 cos Bz1 . Sin azy +
I 0
+ G1 . 8in Bz1 » Cos az, Q1,z1
bzw, filr den 2.Bereich (4.25)
Mrz2 = F2 cos 322 . 8in az, +
+ G2 . 8in 322 . Cos 0z, = Qg.z2
Die zugehtrigen Ableitungen lauten fiir den 1.Berelch:
M. = (F1 o + G1.B).00s Bzq.Cos az, +
o (4.233a)
+(Gyoa - F1,B).sin 8z,.8in az, - Q
Wt = {F.](cxz -82)4248 G1},cos Bz,.Sin az, +
(4.23b)
+ {61(a2—82) - 2 aB F1},sin Bz4.Cos az,

Fiir den 2.Bereich sind bei F, G, Q und z anstelle der Indices 1
die Indices 2 einzusetzen.

Die Konstanten F1 und G1 bzw . F2 und G2 folgen wieder in bekann
ter Weise aus den Randbedingungen (4.11) als Lsungen eines
4~gliedrigen Gleichungssystems-
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c) (O,5g)2 = h § Wurzeln reell und paarweise gleich

In diesem Palle erhdlt man aus (4.3) :

Gy = ap =+ VO;B,g

- \f0,5.2

(4.24)

it

@z = 0y
und damit die homogene Ldsungt

vz = e¥1% (A+B.z) + €%3% (C+D.2z)
(4.25)

e®1% (A+B.z) + ¢ %1% (C+D.2)

=
§

Mit der partikularen Losung (4.7) wird die allgemeine Losung fiir
die beiden Bereiche:

Z 0(121 -y Z

- al
M = A1.e + B1,z1e + C1.e +

rzi
"0‘1 Z1 0
+ D1.z1.e - Q1.z1
bzw. (4.26)
oly Zz » oy Zo = Z2
e peZoe £+ 02.e +

~od, Z2 0
+ D2.z2.e - Q2.22

A + B

i

Mo 2°

Die Randbedingungen gemiss (4.10) fiihren zu den Konstanten fir
den 1.Bereichs

C1 = —A1

(4.27)

B = +D

1 1

Damit wird

Z, 7%

o A Zy L
= Aq(e e ) +By.z,(e e '

o
Myns ) Q.24

oder mit den neuen Konstanten i

und 0,5.6, =B,
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fiir den 1.Bereich

- ; - n®
Mrz1 = F1.Sln a1.z1+G1.z1.Cos WyoZy Q1.z1

bzw. fir den 2.Bereich (4.28)

= ; o
Mrzz = F2-31n GpeZy + Gz.zz.Cos OpeZp = Q2.22

Pie Ableitungen von (4.28) heissen filir den 1.Bereich

s [s] 5
M, =(F1.a1+G1).Cos GqoZyq + Gyoaqezy.Bin ay.zy =Qq (4-28&¥
M"

"oy =aq(Fyeay#26,).81n aq.zy + G eaf.2y.008 ay.zy | (4.28D)

Im 2.Bereich sind bei ¥, G, Q und z die Indices 2 anstelle der
Indices 1 elnzusetzen.

Die Konstanten F1 und G1 bazw. E2 und G2 folgen wieder aus den
Randbedingungen gemdss (4a11) als Ld¥sungen eines viergliedrigen
Gleichungssystems.

Mit (4.13), (4.23) und (4.28) sind die Momente M, und ihre Ab-
leitungen fir alle Abmessungsverhdltnisse g 3 h bekannt.

Demit ergeben gich z.B. die Biegemomente am System Iz

w0 » .
MIz = Mz + Mrz fiir den 1.Bereich zu i

. " 2
MI,z1 = Fy.8in ay.zy + Gq.8in ay.24 fiir (0,5g)%h

bzw.
MI,z1 = Fyoc08 B.zq.8in a.zy + Gq.8in B8.2,.C08 a.24 (4.29)
bzw. sir (0,5¢)%n

MI,21 = F1.Sin WqeZy * G1.z1,Cos a2y

fur (0,5g)%n

Tir den 2.Bereich sind bei P, G und z die Indices 2 einzusetzen.

Die Torsionsmomente MT,z am System II und die Querbiegemomente
ﬁz in der Platte erh#lt man aus den Ableitungen der Gleichungen
fir M, geméss (%.40), wobei k = Q ist, und (3.41). Die lotrech-
ten Stegverschiebungen v, die Tangentenwinkel W und die Stegdreh-
winkel 9 folgen aus (3.49) und (3.50).
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4.1.2 Einzellasten +P in 0,5.4

Die Konstantenbestimmung aus einem viergliedrigen Gleichungssy-
stem macht eine geschlossene Ldsung flir beliebige Stellung der
Last P zu umstidndlich.

Bei P in 0,5.8 ergeben sich jedoch Vereinfachungen in der Kon-
stentenbestimmung, da in diesem Falle wegen der horizontalen
Tangenten im Punkt z = 0,5.4 gilts

M, = 0
Mt
Mrz (0]
Inm Falle a) = (OgS.g)27h, reelle Wurzeln -~ erh&dlt man demit

die Konstantens:

a22
F = 0,5.P. a—
(a1.a2'—a1 ) .Cos O,5.a1.€
und (4.30)
a12
¢ = 0,5.P.

(w12.a2—a23);003 0,5.a2.2

Das Moment Mr und seine Ableitungen ergeben sich fiir den Bereich
z =0 bis 2 = 0,50 gemiss (4.13):

MI‘Z

F.Sin a1.z+G.Sin Upel = 0,5.P.z

MY
rz

i

Feaq.Cos a1.z+Gna2.Cos Upe2 = 0,5.P
M = Foa,2.Sin oq.2+G.a,2.8in a,.2
Tz el B 1° 2t 2°

Hierbei ist gemiiss (4.3):

ay(+) \/ 2
= 0,5 O’ -
(=) \/ g +1/(0,5g)“~n

oder mit (3.67a) und (3.67c)3

2 -
Vz_._B_ \/3 Bl) _ 24.Bi
aE.B
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bzw. umgeformts:

-QE——) Lm“ﬂ (4.31)

Im Falle b) - (O,S.g)%(h, konjugiert komplexe Wurzeln - werden
die Kongtanten: :

= 0,25 . P . 4. k,
(4.32)
=-0,25 . P . 4. k,
Hierbei bedeutet:
k, = Z1/N 3 ky = zz/w (4.33)

2, = (a’-308%) sin 0,5 B{.5in 0,5 a £
—(53—3a28) cos 0,58 € .Cos 0,5 a £

2, = (a’-3a8%) cos 0,5 B £.Cos 0,5 a £
+(83-342g) 8in 0,5 8£.8in 0,5 a £

N = £.(a’.8+a8%)(C0s%0,5 al-sin®0,58 €)

Das Moment Mr und seine Ableitungen ergeben sich fiir den Bereic
z =0 bisg z = 0,548 gemigs (4.23):

M

i

F.cos Bz.Sin az + G.sin Bz.Cosaz -0,5P.z

ra
'M; = (q.F+B.G)cos Bz.Cos az +
? (4.34)
+(q.G~B8.®)sin Bz.Sin ¢z - 0,5P °
w = [ («®-82)F + 2aE.GT cos Bz.Sin az +

N {(a2»82)G - 2aB,F} sin Bz.Cos az
Hierbei ist gemiss (4.14)

a(+)

1
L [« §
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oder mit (3.67a) und (3.67c) 1

2 \[3.Bi 5.5‘1 -1
aB =V§ 2a.ZJB-—+- Za.]l) {cm } (4.34a)

Im Fglle ¢) - (O,S.g)2 = h, paarweise gleiche reelle Wurzeln -
werden die Konstanten:

0,25 P 340,5 g. L.Tg 0,5 o. L

F= a.Cos 0,5 a. £ ( )
4,35
¢ = -0,25 P. 53§~%7§—57?

Das Moment und seine Ableitungen ergeben sich fiir den Bereich
z = 0 bis z = 0,5 £ gemsss (4.28)%

i

H

P.8in ¢.2 + G.z.Cos a.2 - 0,5 P.z

rz
M;,z = 0.G.2.9in qoz+(a . F+G).Cos q.2~0,5 P (4.36)
W' = a(F.a+26)Sin 0 e2+6% . Ge2.C08 .z

Hierbei ist gemiss (4.24)%

a = 4+ /O‘,Bg

oder mit (3.67a)s

o = -g——%—l-'- [cm—1J (4.36a)

Mit den Ausdriicken (4.3%1) bis (4.36) konnen fiir alle Abmessungs-
verhdltnisse g ¢ h die Schnittkrdfte in allen Schnitten fiir den
Belastungsfall +P in £/2 vzw. infolge eines in /2 angreifenden
Torsionsmomentes ermittelt werden.

In Vorberechnungen geniigt es oft, nur die Bxtremwerte zu kennen.

Die gréssten Lingeses spannungen treten unter der
Last, also in 2z = 0,51‘.’ , auf und folgen aus dem Moment MI in 2/2
am Biegesystem (I)

24
Mr,2=0,58 = "7 * Mr,2=0,54 (4.37)
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Die grossten S chubspannungen infolge
Torsion treten an den Balkenenden, also in z =

ergeben sich aus dem Torsionsmoment MT in 2 = 0 am Drill-~
system (II) s
-

MT,Z:O = T e Mx'-yz.-_:O (4.,38a)
Die grvssten S chubspannungen infolge W 1lb -
kraft-Torsion treten an der Laststelle, also in
Z = 3/2, auf. Sie ergeben sich aus der Querkrafit QI in 3/2 am
Biegesystem (I) 3

QI92=E/2 =+ 0,5 ¢ (4‘038b)

Die grossten Qu e rbiegespannungen in der Plat-
te treten an der Laststelle auf und folgen aus dem Querbiege-~
moment ﬁz am Drillsystem. Man erhalt :

g . &
By=0,50 7 * Mpp=0,52 (4.39)

Der Verlauf der Kurven von MI’ QI, MT und m kann damit leicht ab=
geschidtzt werden.

Wie aus Bild 4.2 zu ersehen ist, ist der Knickwinkelg“I der MI"
Tinie in £/2 gleich gross wie der Kniockwinkel Vo der MO-Linie.
Mit den demit bekannten Tangentenrichtungen der MI—Linie in f/é
kann die Form der Kurve also ungefihr angegeben werden.

Die MTwLinie hat in £/2 einen Null-Punkt und verlauft zwischen
z = 0 und z = detwa cosinus~-formig.

Die QInLinie folgt aus der Differenz der Torsionsmomente infolge
freier und Wolbkrafittorsions

o 2
(Mp - Mp) . 2

Qr

Dabei ist

Mg = g . % = Eié = Moment bei freier Torsion

je Querschnittshilfte

Die m~Linie hat etwa sinus-fGrmigen Verlauf und geht in den Punkt
z = 0. und z = {durch Null.
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Die Momentenlinien MI und MT geben im Vergleich zu den M°~ ung
Mg .Linien bereits einen guten Anhalt, wieviel von der in £/2 an-
greifenden Torsionslast iiber Iéngsbiegung (= Wolbkrafttorsion)
bzw. freie Torsion (= St.Venant) zu den Lagern abgetragen wird.

|
| s | ls L

AN
l AN
w-F Lok T
N ~H°-Linie l T

AN / !

\ / !

3 W |

AN a /
N / At
AN /
¥ Biegemoment M
Nt amgSystem I !
o, . Pl
) 1, - o
- 05 -3 -fache Quer -
54 kraft Qy am System T
Torsionsmoment My
- s(Jm System I
M - 00§l A - / bezogen auf' gine
e i ‘ TZ r Mrz= =3 Mpy Querschnitishélite)
11
- H hsl !a;. \aIII-'IZI al-‘z - ao - M;-z

Einspannmoment M,

Bild 4.2 Verlauf von My ,» Qp ,» My , und i, bei P in £/2

der Platie in den Stegen.
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4,1.% Gegengleiche Momente an einem Balkenende

Bei durchlaufenden Plattenbalken, asuf die in Abschnitt 6 niher
eingegangen wird, treten infolge antimetrischer Steglasten am
System I gegengleiche Endmomente gemiss Bild 4.3 auf. Die ILosun,
der Differentialgleichung im Lastfall +M® an einem Balkenende
kann aus den ILdsungen des in 4.1.1 untersuchten lastfalles abge
leitet werden. Flir die verschiedenen Abmessungsverhflitnisse, ge
kennzeichnet durch das Verhidltnis g 3 h, erhdlt man die Wurzeln
der charakteristischen Gleichung wieder aus (4.3) bzw. (4.14)
bzw. (4.24) und damit folgende Ldsungen, wenn die gegengleichen

Momente iMo z.B. am Balkenende B angreifens

} -z (1. Bereich)

B
Ersatz - System I

Bild 4.3 Biegemoment My infolge gegen-
gleicher Endmomente +MC in B.

Fall a) (O,Bag)2>h, reelle Wurzeln

Bs wird mit z, = 2z und Q) = M,g/ aus (4.13), wobel die ganze Bal
kenlinge als Bereich 1 aufgefasst ist (vgl.Bild 4.3)z

M., = F 8in a,.z +6.8in a5.2 - mg-% (4.40)

Pie Konstanten F und G folgen aus den Randbedingungen (4.11)
ginngemses fir z = L3

Mr,a = 0

(il =
Tl ©
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Man erhdlte
a 2 e
2 ° 7B
F= - 5 B (4.41a)
(oc1 -, )8in ayod

2 0
A, M
¢ = 1 B

(4.41p
(a12—-a22).Sin az..f )

Fall b) (O,5.g)2< h, Wurzeln nicht reell

Entsprechend 4.1.1 erhdlt man mit z, = z und Q? = Mg/e aus (4.23)

Fall o) (O,S.g)2 = h , paarweis gleiche Wurzeln

M, = PF.cos 8z.8in az +G.sin Bz.Cos az -—Mg.% (4.42)
Aus den Randbedingungen wie im Fall a) folgts
Fo= M3 . ky/ky (4.432)
¢ =-Mg . kyfey (4.43b)
Hierbei bedeutet:
ky = (cxzuBz)sin 8{Cos af+20¢ B.cos B84 .8in « £
k, = (az-—Bz)cos 82 .8in af ~20 B.sin B84 .Cos ad
| ky =20 8B (Cos® af-cos® B4)
|
|
|
§
|
|

Entsprechend 4.1.1 erhdlt man aus (4.28) mit z,y = z und Q? =
0 .
MB/{
- ; v
M., = F.8in az + G.2.00s az MB'{ (4.44)
Aus den Randbedingungen wie im Fall a) folgt:
o ad .Cos a4 1
F = + - (4.45a)
MB{z Sin® .4 Sin a4

¢ = - Mgy T (4.450)
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4,2 ¥umerische Lidsung dexr Differentialgleichung'bei v e r &

P e
derlichemnmn, s tarr ausgesteliftem Querschnitt

Wird der Plattenbalken in engen Abstdnden durch starre Querscho
zwischen den Stegen ausgesteift, danm konnen in der Platte kein
Querbiegemomente auftreten. Die Verschiebung Vpp am System II
wird zu Null (vgl.Bild 3.1). Desgleichen verschwindet die Ver-
schiebung Vppr Wenn die Biegesteifigkeit in Querrichtung ﬁi un-
endlich gross wird.

In beiden Féllen treten also die gleichen Verformungen und Bean:
spruchungen der Systeme I und II ein, vorausgesetzi, dass die
Steifigkeiten Bz und DZ unveridndert geblieben sind.

Fur §i==00 erhdlt man die Differentialgleichung (3.3%4). Die Lisun;
erfolgt wieder mit Hilfe der Seilpolygongleichung. Brweitert manf
(%.34) mit 1/'cz und setzt flr

b D?

A Z .
- = = 1 (4.468)
c, ﬁz z

und fir
4 . D

1 7
O T < S (4.460)
Cy a2 .Bz a

s0 verschwindet der Koeffizient von M;Z und man erhdlt die Dif=-
ferentialgleichung in der Formi
S $
Mrz + 1

- Q
S MLk, o M= <k M) (4.47)

Z Z rz

Die 4 Glieder dieser Gleichung werden entsprechend Bild 3.7 als
gedachte Belastungsfunktionen elnes freiaufliegenden Trigers aufs
gefasst, wobei die Lasten indirekt durch sekundire Ldngstriger
mit der Stitzweitead= e/h an den Knotenpunkten m abgegeben wer-
den. Anstelle von (4.47) kenn dann die Knotengle i -
¢ hung geschrieben werden. Sie lautet fiir den beliebigen Kno-
ten m 3

~K (M) K (1.M0) 4K (kM) = K (k.2°) (4.48)

Hierbei sind zur Vereinfachung der Schreibweise die Indices r und
7z weggelassen.
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Nach (3.57) istz

AQ.Km(M") = é—g—— M" -1 +4Mm +M" =
- (4.49)
= Mg -2y M
Weiter ergibt sich mach (3.58) bzw. (3.60) mit i, ¥ i ¥ 1ne1
fir 3 02
ale X (1.u) = é%" i (MG g +4MY +Mm+1)
Al .
= = 1 (Mm+1 _Mm—‘l) (4.50)

Setzt man (4.49) und (4.50) in die mit aferweiterte Knotenglei~
chung (4.48) ein, so erhilt man die von den 2. und 1.Ableitungen
freie Glelchungs

a k.
Mg w2y Mg el (Mm+1 ”Mm—1>
+‘“€2(km K M4k LML) = (
[ Ny g My g ARy M M) = 4.51)
_afz

o] [s] 0
=g (g q oMy g+ M+l g M)

Mit

%—Q cig o= iy (4.52a)
und

AJZZ ¥

-"-é-— o km = km (4.520)
ergibt sich aus (4.51) nach QOrdnung der Glieder s

* *
Mg (#1 #ip =k ") M (2 +4k ) |
; 3
gy (41 -1 L) = (4.59)

* 0 * o0 ¥ o
-ty oy v g g

Die Dreimomentengleichung (4.53) gilt fiir alle ¥noten mit Ausnah-
me der Endknoten m = O und m = n. Sie kann also fiir alle (n-1)
Innenknoten angeschrieben werden. Da an den Endknoten m = O und
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m = n das Moment infolge der Pendelkrifte verschwindet

M, = Mrlo =0 und M =M , =0 (4.54)

konnen mit Hilfe des Drei-Momenten~Gleichungssystems (4.5%) die
Momente Mr in allen Knotenpunkten bestimmt werden.

Augser Mr werden noch die Ableitungen M; und M; benttigte.
Genshert gilt fir die erste Ableitung in allen Innenknoten m = 1

bism=n ~ 1 2

My o= 5. Aﬁ( 1 “Mpeq) (4.55)

Damit ergibt sich aus (4.47) fiir die zweite Ableitung - eben-
falls in den Innenknoten - ¢ -

i
I B o
My = oopd (Mm+1 Mm-1) e (Mm +Mm)

oder mit (4.52a) und (4.52b)

M& = {6k:(M§ +Mm) +i; (Mm+1 "Mm«1) (4.56)

Fir den Endknoten m = O {und sinngemiss fiir den Endknoten m = n)
erhdlt man die erste Ableitung :

My o= My - MY o.ad (4.57)

und aus {(4.47) mit z = O und Mg und Mo = O die zweite Ableitung

MY = iMY (4.58)

Sind die Werte M= M und die Ableitungen M' und M" f'r
alle Knoten ermittelt dann folgen die Schnltt— und Verformungs
gréssen wieder aus den Gleichungen (3.39) bis (3.45).
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4.3 Geschlossene Losung der Differentialgleichung bei %k o n -

stantem, starr ausgesteiftem Querschniti

Bei konstantem Querschnitt ist DZ = D und somit D' = 0. Weiter
ist B, = B. Aus (4.462) Ffolgt damit i, = O bzw. aus (4.46b)z

4 -D 4 . & . J
D -
kK =k = o o m (4.5
2 2 ]
z a B a . E . J¥ K 9)

Die Differentialgleichung 2.0rdnung (4.47) geht damit in die ein-
fache Form ilbers:

0 )
—M;Z + k°Mrz = -k MZ (4.60)

Die Losung der Differentialgleichung héngt vom Verlauf der Be-
lastungsfunktion Mg und vom Querschnittswert k ab.

Sie wird =~ nur um sie auf die bekannten Ausdriicke in[G} zuriick-
zufiihren - im folgenden Abschnitt fiir den Belastungsfall +P an
beliebiger Stelle a des Plattenbalkens (vgl.Bild 4.1) ausfithr-
licher angegeben.

Flir andere Belastungsfdlle wurden geschlossene Augdrilicke fiir die
Schnittkrifte und Verformungen in Abhéngigkeit von k bzw. dem
dimensionslosen Kennwert

® - &k - 2L [ X [1] (4.59a)

ermittelt. Der Kennwert X liegt fiir die meisten in der.Praxis
vorkommenden Faille zwischen ¥ = 0 und € = 10. Fir die Werte

X =0, 1, 2 ... 10 wurden die Ausdriicke fiir die Schnittkrédfte
und Verformungsgrissen bereits ausgewertet und die Ergebnisse in
Kurventafeln dargestellt. Damit kdnnen fir die hiufigsten Be-
lastungsfédlle die Schnittkrédfte und Verformungsgrdssen nach Er-
mittlung von ¥ ohne weitere Zwischenrechnung direkt den Tafeln
entnommen werden.

(Die Ausdriicke fir die Schnittkrifte und Verformungsgrossen so-
wie die Kurventafeln werden hier nicht wiedergegeben.)
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4.3.1 Binzellasten +P an beliebiger Stelle a

livsungsansata:

(131 .
Mrz == e (4961)

Charakteristische Gleichungs

-¢° + k= 0 (4.62)

ay o=+ V?E‘ = -a, (4.63)

Da k stets reell und >0 , sind auch die Wurzeln ay und &y stete
reell.
Homogene Lbsungs

oder

M? = A.e%1% 4 B,g"¥1%
Partikuldre Lsungs
P _ _ w0 - no
Mr = Mz = Q7.2

Allgemeine Lbsung filr den 1. bzw., 2.Bereichs

- d,’Z] —od, Z4 o

Mrz1 = A1.e +B1.e —Mz1
.z 5 (4.64)

- 1 ~2 ~Ay L2 o]

MrzZ = Az.e +B2.e —M22

B, = -A,

baw. (4.65)

32 = -4

Damit wird

_ oLy Zq oy Zq o
Mrz1 - A1 (e el ) Mz1
_ oAy Zp Ay Zo o
Mrzz - A2 O € ) Mzz
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oder mit A1 = -5~ und A2 = g
= : ~ u°
Mrz1 = C1 .5in Aq <2y Mz1
) ° (4.66)
Mrzz = 02 .Sin @y eZp - Mz2
- o
M£z1 = 01 0y .Cos Xq oZg = QZ1
. B o (4.67)
Mrzz = 02 %y .Cos aq eBpy = sz
Weiter folgen aus den Kontinuitédtsbedingungen bei a:
Mpgg = Mpyp Pzwe Mp o = -MJ .,
die Konstanten:
Sin w,.m
b 12
Cq = oy ° Sin aqe f (4.68)
P Sin Qg ey
Co =5, " 5mE,. ¢ (4.69)
Eingesetzt in (4.66) wird
Sin o, .m
= it 12 a4 w0
Yopt1 = & " B8 T,- 0 sin(a, . 7‘1) M
Sin a..m
4 1°79 . w0
MI‘ZZ = a--”-"1 ° mSin aT:“T ° Sln(oc1 ° 22) MZZ (4«70)
bzw. in (4.67)
Sin a,.m
o N 1°72 a0
Uror = F - gTia Ty 008 @908y "Gy
Sin a,.m . (4.71)
? as [T E—_— .
Urao = F - gTm e, g 0% %10%2 "9

Das Biegemoment
(3.4) fiur den 1

am System I infolge P in a wird damit gemiss

.Bereichzs
P Sin ooty

TR (4.72)

r, 21 .8in Wyqo?y
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bzw. fiir den 2.Bereich

Sin Qg oly

= u° .
Ur,22 = Mgo My zp = 57 m'sln agezy  (4.72)

4.3.2 Vergleiche mit den bisher bekannten LSsungen in [6]

hus (4.59) und (4.63) folgt

4G.JD (4.73)
6, = g 4.7%
1 a“.E J¥
Setzt man:
2
#
7. (g =3 Cy =7 B (4.74)

(vgl.auch [13] Gleichung (6) ), wobei zu beachten ist, dass sichs

7% und ebenso Jp gemiss (3.1) und (3.2) nur suf eine Querschnltts

hilfte beziehen, dann wird -
G.Z.JD

. = D . (4.75)
1 E . Fww

Damit entépricht die Wurzel ay dem Wert B in {6] Seite 17, untené
Dort ist G.Jn die Drehsteifigkeit des G e g a m t -querschnittes
im Gegensatz zu (3%.2).

Der Drehwinkel in z folgt aus (3.50) zu

a MI‘Z

¥ =7
Mit D= G & JD erhdlt mans

G205 .9, ==-8.M, (4.76)
Setzt man fiir Mrz den Augdruck (4.70) ein, so wird s

o P.a 8Hin Qqem )
G.2 JDHPZ = Mz.]sa - WQW Hin ®q%q (4.77)
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Da mit den Bezeichnungen von [6]

D= P.a (angreifendes Torsionsmoment)

und
m,

1]
M = 1).%—.x,i = P.a.wf—~.z1 = u°

W z1°®

ist, entspricht (4.77) genau der 1.Gleichung in,[G]Seite 17, un=-
ten.

w0 D 8in B,Db" .
G.JD.¢ = MW -5 i Sin B.x1 3

(20 = 8.4 = ag.€)

(4.78a)

Hinweiss? In[6] bedeutet b sowohl Lastabstand vom rechten Aufla~-
ger (Bild 5) als auch halber Stegabstand (Bild 4). Deshalb ist
oben zur Unterscheidung fiir den Lastabstand b' geschrieben,

bt = m, in Bild 4.1.

Ebenso entspricht das primire St.Venant®sche Verdrehmoment

Mpp = G.JD.¢' in [6] dem doppelten Wert von M, in (3.40),
(wobei wegen des konstanten Querschnitts kX = 0 ist) 2

MDP = Q‘MTZ = - a.M;_Z (4.78b)

wenn fir M) der Ausdruck (4.71) eingesetzt wird. Dasselbe gilt
fiir das Wolbverdrehungs-Momenten~Integral MW ;, welches dem
a~fachen Biegemoment MI,Z aus (4.72) entspricht.

Mg = a..MI,Z (4.78¢)

4.4 Losungen filr k ons tanten,elastisch

oder s t a r r ausgesteiften Querschnitt bei s i nu s~

formiger Belastung

Bei sinus-férmigem Verlauf der Stegbelastung

P, = Py ain J%D..z s, =1y, 29 3 e (4.79)

wird die Idsung der Differentialgleichung (3.68) unter Voraus-
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getzung konstanter Querschnittskoeffizienten g, = § und hz
gowie £, = O sehr einfach, da in diesem Falle auch die lotrec
Stegverschiebungen der beiden Systeme nach einer sinus-Linie -
laufen.
Aus (4.79) erhs#lt wman des #ussere Moment

2 .
M; = P, “é%;ﬁm. gin Egluz, n=1, 2, 3 e0o (4.80)
n ‘

Das Moment»Mrz ist in diesem Falle dem Moment M; entgegengeses
proportional. Setzt man also fiirs

2
o . \
o _ T n nf (4.81)
Mrz - “n’Mz +Py ;ﬁf?Fﬁw .8in =5 o

dann erhélt man asus Gleichung (3.68)3

- b L4 =1,2,3 (4.82)
n n4.w4+gn2.ﬂ2.€2 L BE s ’

o

oder mit g, = g und h, = h sus (3.67)

a = /My 7 m=1,2, 3 (4.83a)

2 o\ g
n -1 (2Tpe) g e (e)t 22 (r.530
Der Wert «, ist gtets {1 und wird umso k 1l e iner je
gross e r die Biegesteifigkeit B im Verhdlinis zur Dreh-
ateifigkeit D bazw. zur Querbiegesteifigkeit Bi der Platte is¥v.
Pir den Grenzwert D = O wird auch «, = 0 und danmit M = Q. Zwi—
gchen den belden Systemen treten dann keine Pendelkrﬁfte auf.
Das gleiche ergibt sich fiir 51 = 0.

Das Biegemoment am System I wird geméiss (3.4) 3

Mo, =40+ M =M (1-a) (4.84)

12 Z rz z

Weiter erhHlt man das Torsionsmoment am System II geméss (%.40)
mit k= 0 ¢

a
Mp, = =% « My,
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a o' a
Mp, =5 « 0y My =73 -0 . (4.85)

Weiter wird das Querbiegemoment der Platte in Stegachse gemidss
(%.41)3

= _ 8 -1 o"
m, = ?oM;z = T Uy -Mz
[
oder mit M; = ~p, 24 H
ﬁiz = A %‘ . pz ° an (4‘086)

Schliesslich betrsigt die Stegdurchblegung gemiss (3.48) 3

v mmiﬁm,yﬂ+__ﬁ_3:_,_.mn
Zgl 4 D 24 By rZ
oder o
2 ( M a.p )
a 2 Z
v, = Op oo g g — (4.87)
z,1 n Dy, 6 .84

Bei gin-formiger Belastung der Stege hingen also alle fiir die
Spannungsermittlung und Verformung erforderlichen Grossen
linear vOn Oy ab.

dus (4.8%3) erkennt man weiterhin, dass mit wachsenden n, d.h. mit

wachsenden Oberschwingungen - wenn sin Ej& als Grundschwingung
bezeichnet wird ~ der Wert o immer mehr gegen Null geht. Daraus

folgt, dasa dle den Oberschwingungen entsprechenden Stegbelastun~
gen o, (n¥1 big n =) immer mehr durch Biegung andy-
stem I {ibertragen werdens

o~ ]
My, F M

2 (fir grosses n)

wihrend die Ubertragung durch Porsion immer gerin-
g e r wirds

My, = 0 ( fur grosses n)
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Ebenso werden die Querbiegemomente (4.86) und natiirlich auch
Durchbiegungen v, mit wachsendem n immer kleiner.

Bei sin-Belastung ergeben sich also sehr einfache Zusammenhiing

Da jede beliebige Stegbelastung in beliebiger Anndherung dure
eine Fourier-Entwicklung in sin-Belastungen aufgeldst werden
kann, k8nnen mit den obigen Ausdriicken (4.84) bis (4.87) die
Spannungen und Verformungen des auf Torsion beanspruchten Plat.
tenbalkens auch bei allen anderen Belastungsformen bestimmt we,
den. Allerdings werden bei Einzellasten meistens verhiltnismg
sig viele Reihenglieder benttigt, um eine geniigend genaue An=
ngherung zu erzielen. Dagegen geniigen z.B. bel gleichmissig ver
teilter Last schon wenige Werte.

Wird die Biegesteifigkeit der Platte unendlich gross bzw. ist
der Querschnitt starr ausgesteift, dann verschwindet bei Oy
(4.83b) das letzte Nennerglied und man erh#lt:

2
- n..a B
Nn,starr =1+ ("E-T_) ] (4.83¢)
Aus der Beziehung (4.83h) erkennt man auch, dass man die
Nachgiebigkedilt der PLlatte hinsichtlich
ihres Einflusses auf die Biege~ und Torsionsmomente durch eine
gedachte, geringere DrehsteilfigkediHt

eines 8 t a r r ausgesteiften Querschnittes ersetzen kann.

Bezeichnet man die gedachte Drehsteifigkeit am starr ausgesteif
ten Ersatztriger mit Di und setzt in (4.8%¢) fir D die gedacht
Drehsteifigkeits

3a . §i
D = . D (4.88)
! 3 §~+2(!£E9)?D
& i ?2 .

ein, dann wird (4.83c) gleich (4.83Db).

Dieser Ausdruck fiir Di kann zur nidherungsweisen Erfassung der
elastischen Aussteifung durch die Platte oder durch zusétzliche
elastische Querschotte bel nicht sinus~férmiger Belastung die-
nen.
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Man kenn z.B. die Berechnung der Schnitt- und Verformungsgrigseen
wit den in 4.3 erwdhnten Formeln bzw. Kurven fiir den s t a » r
ausgesteiften Querschnitt durchfithren und zur Beruaksichtigung
der Querschnittsverformung an Stelle der tatsichlichen Dreh-
steifigkeit D die gedachte Drehsteifigkeit '.Di gemiss (4.88) in
die Formel (4.59a) fiir den Kermwert ¥ einsetzen.

Auf diese MSglichkeit ist auch in [12] hingewiesen, allerdings
fiir den tordierten I-Querschnitt, wo die Verhiltnisse wegen der
Doppel-Symmetrie einfacher liegen.
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5. Berlicksichtigung von Quertridgern innerhald der Spannweite

5.1 Allgemeine Angaben

Bisher wurde von der Voraussetzung ausgegengen, dass beide Stege
auf ganze Feldldnge nur durch die biege~ und schubfeste Platte

miteinander in Verbindung stehen. Lediglich an den beiden Enden
gind die Stege und die Platte zusitzlich durch die Auflagerquer
triger miteinander verbunden. Dabei ist als Vereinfachung ange-
nommen, dass die Auflegerqueririger praktisch biegesterr sind,

30 dass keine Drehung der Stegenden um eine zur z-Achse parallelé
Achse mdglich ist (Gabellagerung) und weiter, dass die Auflager-f
quertragef 80 drehweich sind, dass sich die Stegenden frei um '
eine zur x-Achse parallele Achse drehen ktnnen (keine Endeinspané

nng) .

Die Tragwirkung des Plattenbalkens bei antimetrischen Steglasten
wurde in Abschnitt 2 ersetzt durch die Tragwirkungen von zwei ge-
dachten Systemen I und II, von denen das System I (= Wolbsystem
bzw. Blegesystem) Kr#fte nur ilber ‘schiefe Querkraftbiegung', das
System IXI (= Drillsystem) Kréfte nur ilber 'freie Torsion' zu den
Auflagern ibertragen kann. Dabei sind beide Systeme durch zug-
und druckfeste Pendel in den Stegachsen miteinander verbunden
(vgl.Bild 2.7).

In welchem Verh#ltnis sich die beiden Systeme an der Ubertragung
der Lasten beteiligen, hiéngt wesentlich von der Biegesteifigkeit’
und der Spannweite der Platte ab. Bel einer verhdltnismissig
bilegeweichen und weit gespannten Platte werden z.B. die Lasten
auch bei sehr drehsteifen Stegen in der Hauptsache durch Léngs-
biegung =~ also durch das System I - {ibertragen, wihrend das
System II nur wenig Krdfte aufnimmt. Die Pendelkrifte r, zwischen
beiden Systemen, die mit den Plattenquerkrdften identisch sind,
und die hieraus resultierenden Querschnittstorsionsmomente MT
(vgl.Bild 2.6b) werden in diesem Fall sehr klein.

Um das System II stérker zur Kraftilbertragung heranzuziehen, kann
man die Biegesteifigkeit in Querrichtung erhthen, was am wirkungs:
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vollsten durch die Anordnung von Feldquertrigern erreicht wird.

Im allgemeinen geniigen schon zwel bis drei blegesteife Feldquer—
triger, um die Torsionsstelfigkeit des Systems II fiir die Kraft-
{ibertragung weltgehend auszuniitzen.

Fiir die Anzahl und die Abmessung der Feldquertrdger ist jedoch
nicht nur der Belastungszustand nach Bild 2.2¢ sondern such nach
Bild 2.2a maBgebend. Um bel Belastung der Platte einen hohen Ein-
gpanngrad der Platte in die Stege zu erzielen, kbnnen bei welt ge~
gpannten Platten oder grossen Auskragungen biegesteife Feldquer-
trdger in engeren Absténden notwendig werden. Der Abstand der
Feldquertrdger richtet sich dabei hauptsdchlich nach der Drehstei-
figkeit der Stege und betrigt oft nur das Zwei~ bis Dreifache der
Plattenspannweite.

Im Folgenden wird nun gezeigt, wie der Einfluass der Peldquertri-
ger rechnerisch erfasst werden kann.

5.2 Gleiche Feldquertriger in engen Abstiénden

Durch die Feldquertriger wird die Blegesteifigkeit in Querrich-
tung B erhtht. Da die Querbiegegteifigkeit nur in die Verformun-
gen am System Il eingeht, dndern sich die Verschiebungswerte am
System I durch die Anordnung von Feldquertridgern nicht. Die im
Verhdlinis zur Platte sehr geringe horizontale Schubsteifigkeit
der Quertrdger kenn vernachlissigt werden (vgl.Bild 5.1a und 5.1b).
Bbenso ist die Drehsteifigkeit der Quertriger bel den im allge-
meinen {iblichen Rechteckquerschnitten vermachlissigbar gering.

Durch einen Peldquertriger tritt also zusdtzlich nur eine sta-
tisch unbestimmte Querkraft Q = R am System II und -~ aus Glelch-
gewlechtsgriinden -« die endsprechende Pendelkraft B gemdss

Bild 5.1¢ auf.

Bel engen Quertrigerabstinden & kann man dle Pendelkrifte R auf
die Dénge T gleichméssig verteilt annehmen und statt mit einzelmen
Quertrdgern mit einer um die Quertrigersteifigkeit vergrisserten

Plattensteifigkeit rechnen (Bild 5.1e) 3

By = By + BQ/E {5.1)
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a) EF
77 Plattenbalken mit
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Bild 5.1 Schnittkrdfte am Feldquertrdger und Beriick-
sichtigung der Blegesteifigkeit BQ
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Der Rechnungsgeng ist dann derselbe wie in Abschnitt 3.2. Man er-
nittelt die Momente Mr infolge der stetig verteilten Pendelkriéfte
und aus der 2.Ableitung Mg = «~r die Pendelkrifte selbst.

paraus folgen die Querkriéfte im Quertréger bzw. in der Platte ent-
sprechend den Querblegestelfigkeiten. Man erhédlt

R = r . %9 [ip]
1
und _ (5.2)
B .
rpp =T o %fi {kp/cm]

Pamit kSomen die Schnittkréfte am System I und II in bekannter
Weise bestimmt werden.

5,3 TPeldquertridger in beliebigen Absténden

Bei grésseren oder unregelméssigen Quertridgerabstinden, insbeson-
dere bei nur einem oder zwei Quertrigern je Spannweite, trifft
die Annahme einer in z-Richtung konstanten Quer-Biegesteifigkelt
ﬁi entsprechend Abschnitt 5.2 nicht zu. Die Ermittlung der Momen-
te M_, am System I mit Hilfe der Differentialgleichung (3.33),
die konstanten Verlauf der Biegesteifigkelt Bi voraussetzt, fihrt
dann nicht zum Ziele. Man geht in diesen ¥dllen auf die Forménde-
rungsbedingung (2.9b) zuriick und bestimmt nicht die Biegemomente
Mrz , sondern die Pendelkrdfte zwischen den beiden Systemen, in-
dem man wie bisher die Systeme in geniigend enge Abschnitte A€ in
z-Richtung unterteilt und fiir jeden Abschnitt die lotrechten Ver-
gchiebungen vI und VII einander gleichsetzt anstelle deren zwel-
ten Ableitungen gemiss (3.12).

Als statisch unbestimmte Grossen treten dann in einem Abschnitt
al ohne Quertriger die Pendelkrdfte

R= 1 A% (5.3)

zwischen den belden Systemen auf, die aus Gleichgewichtsgriinden
den Schnittkraften am System II langs des Plattenrandes(o)-(0)ent-
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entsprechen.

Zweckmidssig wird man die Abschnitte so einteilen, dass dile Ab-
gchnittsmitten mit den Queritrdgerpunkten zusasmmenfallen (sieh‘:
Bilad 5.2).

Liegt nun in einem Avschnitt Afein Quertrdger, so ist R die wvon
Quertrdger und dem Plattenabschnitt gemeinsam zu iibertragende
Schnittkraft. Die auf den Quertrdger bzw. auf den Plattenab-
schnitt von der Léngeaf entfallenden Anteile von R verhalten R (
dann zueinander wie die zugehdrigen Querbiegestelifigkeiten. Es
ist also mit

B, = ﬁq*ﬁm ot (5.4)

die Schnittkraft im Quertriger
B

R = R . -—;_-Q-‘ (5.5a)
By

die Schnittkraft im Plattenabschnitt

B 4l
R R, -B_= (5.5b)
Pl B
i
oder die Schnittkraft in der Platte je Ldngeneinheit
R B
rp; = ~—dk- = R . -——il (5.5¢)
skl B.
i
Da die Biegesteifigkeit der Quertrdger -~ vor allem wenn diese
mit der Platte schubfest verbunden sind -~ wesentlich grisser

ist 8ls die der Platite allein, wird meistens bereits derjenige
Grad der Querbiegesteifigkeit erreicht, wo eine wesentliche
Steigerung der Mitwirkung des Systems II nicht mehr mdglich ist&
Die genaue Bestimmung der mitwirkenden Plattenbreite ist also
ohne grosse Bedeutung. Es geniigt, die mitwirkende Plattenbreite
des Quertrigers der Einfachheit halber zu % . a bis % a anguneh=
men.
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Bild 5.2 ZPlattenbalken mit Peldqueririger

Unterteilung der Spannweite, Binflusslinien
der Stegverschiebungen vy ound vy
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Der an sich bekannte Rechnungsgang zur Ermittlung der statisch
unbestimmten Pendelkrdfte R wird der Vollstdndigkeit halber im
Folgenden kurz angegeben. Nach Unterteilung der Spannweite in i
Abschnitte A€, deren Mitten gemdss Bild 5.2a mit m = 1 bis m =
n - 1 bezeichnet sind, werden zunidchst die Einflugswerte der lot

rechten Verschiebungen v in den Punkten m = 1 bis m = n - 1 am
System I (Biegesystem, Binheitslast in den Punkten m = 1, m =
n - 1) bestimmt (Bild 5.2a). Man erh#lt die Werte

I I I I I
Vig o0 Vip s Viz eee Vipo oeee Vi

I I 1
Voq v Vop 9 Vam ees Vap o oeee Vo (5.6)

I I I I I
Vzq s Vap s Vzz eee Vap  oeee Vi,
i usw.
Infolge einer b el iebigen S tegbelastuneg
+P_ baw. tp, am System I ergeben sich hier die Verschiebungs-

z
wertet

I I I I
V10 V2,0 ¥3,0 " Ym0 *** Va-1,0 (5.7)

Weiter werden die Einflusswerte der Drehwinkel ¢ in den entspre-
chenden Punkten am System II (Drillsystem, Einheitetorsionsmoment
MT =1 .,0,58a in den Punkten m = 1 bis m = n - 1) und damit aie
Einflusswerte der lotrechten Verschiebungen in Platten— baw.
Quertrigermitte (Punkt 0)3 vII = ¢ . % bestimmt (Bild 5.2b).

Sie werden bezelchnet mit 3

II II 11 I1I II
VIT s Vig s Vi3 oees Vip o oeee Vi g
(5.8)
vII vII vII vII vII
21 ? 22 * - 2m """ 2,n~1

uswo.

Schliesslich werden die lotrechten Verschiebungen GII im Quer-
schnittspunkt o infolge Querbiegung der Platte bzw. der Quer-
triger bestimmt (Bild 5.24).
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Infolge der Binheitslast in Punkt o, bezogen auf den Abschnitt sl
1ot entsprechend (3.11a)s .0 = 1 . a>/24 By . Die Einheltsver-
sehiebungen infolge Querblegung werden bezeichnet mit:

=TT =TT ~TT =TI .
vy s VRT oy eee VT e VT (5.9)

Damit sind alle Verschiebungswerte bekannt. Man kenn nun fiir die
lotrechte Stegverschiebung Inmam S y e t em I iInfolge der
Belastung iPz baw., P, und infolge der statisch umnbestimmten
Pendelkrifte Rm wile folgt schreiben 3

X I

v ET 4 —R1 B vI

I I
" mo ml B2 o Vo moeee Bulg o Vgneg (5.10)

Enteprechend wird die lotrechte Verschiebung der Platte (Punkt o)
bzw. der Quertrigermitte am System IIs

11 11 II IT
Vo = R1 . vm’1 + R2 o vm’2 + see Rm o Vm,m + soee
II =IT {(5.11)
Bpct * Yaynet ¥ By v Y
Aus der (2.9b) entsprechenden Formiénderungsbedingung vi = —vgl

erhilt man mit (5.10) und (5.11) flir den Punkt m die Gleichung:

I Ir I II
R, (vm1 - vm1) + R, (vm2 - Vm2> + oo

I 1T -I1
By (me " Vmm T Vm )+ e (5.12)
I II I
Ry (vm,n-1 - vm,n—1) = Ymo

Filr die Klammerwerte werden die Abkiirzungen gemise (5.13) einge-
fithrt. Zu beachten ist, dass die Verschiebungswerte vII bel posi=
tiver Pendelkraft R (Druck) negativ sind (vgl.Bild 5.24)2
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I II 2
%1 T Va1 T Vmi '

1 II
oo ® Tm2 7 Vg2

. - - (5.13)
Gr *Vom = Vem ~ m

I 1T

®w,n-1 " Ymyn-1 = m,n-1

Damit ergibt sich das Gleichungssystem zur Béstimmung der unbe-
kannten Querkrifte R1 bis Rn—1 bzw. der diesen entsprechenden
Pendelkrdfte in der bekannten Forms

I
Rysoqq *Roeaqy +Rzeaqz + o0 Ry1v%q pnuq = ¥i,0

= wi
Ryeany +Ryeap, +R3.a23 + e Rn—1’“2,n~2 = V5.0 (5.14)

UeBWe

oo R

R1‘°‘n—1,1 +R2'°‘n-1,2 +R3’an-1,3 * n-1°%n-1,n-1""n-1,0

Sind dareus die Kréfte R, bis R, ermittelt, kSnnen die Schnitt
kridfte der beiden Systeme in bekannter Weise berechnet werden.

Der Berechnungsweg bei Quertrdgern in be 1l iebigen AD E
s tdnden bzw. bel in z-Richtung nicht konstanter Querblege-
gsteifigkeit unterscheidet sich von dem in Abschnitt 3 dargestell-ﬁ
ten Berechnungsweg, der eine konstante Querbiegesteifigkeit ‘
voraussetzt, also dadurch, dass anstelle des Finf-Momenten- .
Glelchungssystems (3.100) ein Gleichungssystem mit voll besetztepf
Matrix (5.14) zu ldsen ist, wenn in beiden Fallen die gleiche Un=
terteilung der Spannweite in n Abschnitte von der LangeA€vorge—
nommen wird.

Als Lsung des Plinf-Momenten-Gleichungssystems (3.100) erhslt
man die Biegemomente Mrm am System I infolge der
Pendelkrdfte T die in diesem Falle stetig verteilt sind, wdh-

rend man bei (5.14) als Losung die Pendelkrdfte selbst erhilt,
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welche zu Einzelkrdften Rm je Abschnittslénge AL zusammengefasst
gind «

Der Rechenumfang iet unter Voraussetzung gleicher Unterteilung
ger Spannweite nach (5.14) grBsser und nur dann sinnvoll, wenn
gqurch den verinderlichen Verlauf der Querbiegesteifigkeit wesent-
1iche Einflisse auf das Tragverhalten zu erwarten sind. In den
meisten Féllen genligt die Beriicksichtigung des Quertrigereinflus-
ges nach Abschnitt 5.2 durch Annahme eines vermittelten konstan-
ten Verlaufes der Querbiegesteifigkeit.

5.4 Vereinfachungen bel sehr biegeweicher Platte

Ist die Biegesteifigkeit EPI der Platte in Querrichtung gering,
dann treten die Pendelkréfte in der Hauptsache nur an den Quer-
trigerpunkten auf. Bei ﬁPl = 0 erhdlt man unabhingig von der
Unterteilung der Spannweite ein Gleichungssystem mit ebenso vie-
len Unbekannten Rm wie Quertriger vorhanden sind. Die Verschie-
bungsgrossen sind in dlesem Felle also nur fir die Quertrédger-
punkte zu bestimmen. Bel nicht zu vielen Feldquertrdgern wird die
Rechnung slso verhdltnismissig einfach. Man kann ohne Schwierig-
keiten auch den Einfluss der Plattensteifigkeit genshert mitbe-
rilcksichtigen, wenn man diese an den Quertridgerpunkten konzen-
triert und als ideelle Biegesteifigkeit der Quertriger einsetzt:

B., = B

il # Bp + T (5.15)

wobei mit © wieder der Quertrigerabstand bezeichnet ist. Die
Ubertragung der Schubkrifte durch die Platte ist in jedem Fall
durch das System I richtig erfasst.

5.5 Einfluss der Drehsteifigkelt der Quertrédger

Bisher wurde von der Voraussetzung ausgegangen, dass die Dreh-
steifigkeit der Quertriger, einschliesslich der Auflagerquer-
triger, als gering vernachlissigt werden kann.
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Bei den Feldquertrsgern wird diese Voraussetzung vielfach zuyg

fen, dagegen werden die Auflagerquertrdger oft krdaftiger ausg
bildet, so dass sich Einfluss der Drehsteifigkeit hier bemerk
macht. :

Die Drehsteifigkeit der Quertridger kann nun verhdltnisméss ei
fach beriicksichtigt werden. Man kann sich die Quertrdger in g
Mitte durchschnitten und hier Gelenk-Bolzen angebracht denken
durch welche nur Querkrifte libertragen werden konnen. Damit e
gpricht dieses System den bisherigen Berechnungsannahmen, wo
vorausgesetzt war, dass die Drehsteifigkeit der Quertridger ve
nachléssigbar gering sei.

Dag System mit Gelenk-Bolzen in den Quertriger-Mitten wird alg
Grundsystem angenommen.

Die Verformungen am Grundsystem k®nnen nach den vorstehenden A
leitungen ermittelt werden aus den Verformungen der gedachten
Systeme I und II. Dabei wird anstelle von System I (Wslbsysten
wieder das Ersstz-Biegesystem (I) betrachtet, wobei hier jedos
noch Quertriger vorhanden sind, die in der Mitte durchschnitte
sind und somit nicht mitwirken. Am System IT denkt men sich
-~ wie bisher - durchgehende Quertridger angeordnet. Wenn die Qu
triger nun ausser ihrer Biegesteifigkeit ﬁQ noch eine Drehstei
figkeit D, besitzen, dann konnte man zundchst annehunen, dass b
Belastung des Systems I durch die gegengleichen Steglasten +P
in den Quertrigern des Systems Il susser den Blegemomenten suc
Torasionsmomente aufitrveten. Da das System II aber voraussetzung
gemidss keinen Biegewiderstand in I@ngsrichtung besitzt, ist

keine Torgionseinspannung der Quertriger an den Haupttriger-
Stegen mbglich, so dasse die Quertrdger-Torsionsmomente verschwi
den. Es kinnen alsc am System II die Querirdger unabhingig von
ihrer Drehsteifigkeit =n u r au f Biegung bean- ‘
sprucht werden, wie es such bisher schon vorausgesetzt war.

Infolge der Belastung +P, baw.ip, verschieben und verdrehen sic
die Schnittflichen der Quertriger am Ersatzbiegesystem (I) gege
einsnder. Um die Querschnitte wieder zur Deckung zu bringen, ge
niigen hier jedoch nur statisch unbestimmte T o r s i on 8 -
Momente M. , da wegen des fehlenden Drehwiderstandes des Brsatz
Systems (I) keine Quertrdgerbiegemomente, die auf das Brsatz=
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gystem (I) als Torsionsmomente wirken wiirden, aufgenommen werden
ksnnen. Die Quertriger am Ersatz-System (I) kinnen also unab-
nangig von ihrer Biegesteifigkeit nur au f T or s ion be-
ansprucht werden.

7ur Vereinfachung der Vorstellung kenn man auch sagen, dass bei
piege~ und drehsteifen Quertrédgern am System I bzw. am Ersatz-
system I (= Biegesystem) nur die D r e h -steifigkeit 5Q der
Quertriger und am System II (= Drillsystem) nur die B i e ge -
steifigkeit EQ der Quertrdger zu berlicksichtigen ist. Die bei
Plattenbalken mit biege- und drehsteifen Quertrdgern fir das
Ersatz-System I (= Biegesystem) bzw. flir das System II (= Drill-
system) einzusetzenden Steifigkeiten sind in Bild 5.3 nochmals
susammengestellt. Ausserdem sind hier die zugehdrigen Schnitt-
kriafte angegeben.

Zur Ermittlung der statisch unbestimmten Quertridger-Torsionsmomen-
te MQ werden nun zundchst die Biegemomente MI infolge der Be-
lastung 1Pz bzw. infolge der Einheitsmomente M, = 1 in den Quer-
triger-Punkten am System I nach Abschnitt 3 oder 5 bestimmt. Der
Verlauf der Momente My = Mg + M., ist in Bild 5.4b, d, e und f
dargestellt. Mit den Momenten MI erhdlt man in bekannter Weise

die Winkel Y der Tangenten an die Biegelinien (z.B. nach Mohr als
Querkrifte eines mit den verteilten Lasten p; = MI/E J belasteten
Einfeldtrigers). Die Tangentenwinkel sind fur die verschiedenen
Lastfdlle in Bild 5.5a bis 4 eingetragen. Weiter sind noch die
Drehwinkelip zu bestimmen, um die sich die Quertrdger infolge

MQ = 1 gemidss Bild $5.5e verdrehen. Man erhdlt mit JD,Q als Drill-
widerstand des Quertrigers:

w

YT 2. py— (5.16)
2 G'JD,Q
Damit sind alle Verformungswerte bekannt. Aus der Bedingung, dass
die Verdrehungen der Quertriger des Ersatzbiegesystems I an der
Schnittstelle QT-Mitte wegen Antimetrie gleich Null sein miissen,
ergeben sich z.B. fiir den Plattenbalken mit 5 torsionssteifen
Quertridgern folgende 5 Gleichungen zur Bestimmung der Quertridger-
Torsionsmomente MQ1 bis MQ5 :
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Ideeile Biegesteifigkeit des By= E- I} 0 Bild 5.5 Schnittkrafte und Steifig-

keiten des Biege- und Drill-
systems bei Plattenbalken

hatben Plattenbalkenguerschnitts

Drehsteifigkeit des halben 0 D, = G- -TJpy mit biege- und drehsteifen
Plattenbalkenquerschnitts - Quertrdgern

Biegesteifigkeit der Platte o B, = mwuww

Biegesteifigkeit der Quertrdger 0 Bg= E-Jy

Drehsteifigkeit der Buertrdger |Dy = G
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(1) y§ Mgy «(yqq +9y) #Mgp Yyp *+ oov Mggeyyg = 0

(2) wg +MQ1 Yo4 +MQ2 (sz +¢2) + e MQS'WZS = 0

0

[o] -
(5)1y5 +MQ1 Ygq +MQ2,w52 N MQ5 <W55 +y5)

¥it den Losungen dieses Gleichungssystemes kann der Einfluss der
Torsionssteifigkeit der Quertriiger auf die Schnittkrifte in den
beiden Systemen in bekannter Weise angegeben werden. Man erh#lt

2.B. den Einfluss auf die Biegemomente MI am System I aus 3

A;MI = MI,Q1 ‘MQ1 +MI,Q2 .MQ2 + e MI,QS‘MQS

‘oder auf die Torsionsmomente MT am System II aus:

+M M + M

Aly = My oy oMaq *Mp oo Moo + «ov Mg o5 Mg

Aus den Schnittkraften folgen die Spannungen wieder entsprechend
(2.29) bis (2.%6).
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Bild 5.4 Momente My am Ersatzbiegesystem infolge der Steg-
lasten +P bzw. der Quertriager-Torsionsmomente MQ = 1
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b " ’\F ﬁ; ¥
-4
a) Al

Stegbelastung P

b) &/ A AR f\kf AR

Mgs =1 ' Ro-1am QT 1

Mg -1 am QT 2

| 2}3 43 £3
d) /\E/’j E—) P AP

M ~S——— L4\ fam QT3

aQ
¥ Yo
a)2 © LY (bezogen auf
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'~ % ar-lange)
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Bild 5.5 a) bis d) Winkelyder Tangenten an die Biegelinie,
System I, infolge der Stegbelastung +P bazw.
infolge der Quertrdger-Drehmomente Mg = 1 3
e) Drehwinkel ¥ des Quertrdgers infolge
MQ = 1 in Quertriger-Mitte
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6. Berechnung durchlaufender Plattenbalken

6.1 Allgemeines

Plattenbalken mit verdnderlichem Querschnitt, insbesondere mi
verdnderlicher Steghthe kommen hauptsichlich bel ilber mehrere

Pelder kontinuierlich durchlaufenden Tragsystemen vor (Bild 2
Nachdem mit den in Abschnitt 3 und 5 angegebenen Beziehungen
Beanspruchungen und Verformungen infolge Torsionsbelastung fii
den freiaufliegenden , zweistegigen Plattend
ken mit verdnderlichem Querschnitt ermittelt werden kdnnen; b
tet auch die Berechnung durchlaufender Platten
balken keine besonderen Schwierigkeiten. ‘

Sie erfolgt wie bel einem nur auf Biegung beanspruchten durch
laufenden Balken durch Bestimmung der statisch unbestimmten
Stiitzmomente. Durch die Zerlegung des Plattenbalkens in ein
Wolb- und in ein Drill-System ergeben sich jedoch einige Besgo
derheiten, auf die im PFolgenden eingegangen wird.

6.2 Ermittlung der statisch Unbestimmten

Hierzu wird der durchlaufende Plattenbalken an den Zwischen-
stiitzen so durchachnitten, dass einzelne frelaufliegende Balken
gtiicke entstehen (Grundsystem), die jeweils an den Enden durch
den ebenfalls in der Mittelebene durchschnitten gedachten
Auflager-Quertridger formtreu ausgesteift sind. Die Auflager-
Quertriger sind wieder biegesteif und torsionsweich angenommen.
Durch die Lagerung an den Balkenenden, wie.sie in Bild 6.1a da
gestellt ist, ist keine Drehung der Querschnitie um die Balken
lingsachse moglich. Dagegen kénnen sich die Schnittflédchen am
Grundsystem f rei verwodlben.

In den Schnittflichen sind(nun statischvunbestimmte Krafte so
anzubringen, dass die Querschnittsverwdlbungen der Balkenenden
rechts und links vom Schnitt wieder zusammenpassen. Betrachtet
man die beiden Stege und die Platte Je flir sich allein, so ge-
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niigen hierfiir an den Stegen die ausmittigen Normalkrifte NSt und
an der Platte in Stegachse die umgekehrt gleich grossen Normal-
kréfte Npy = ~-Ngy (Bild 6.1b). Aus Gleichgewichtsgrinden miissen
davei zZwischen Steg und Platte Schubkrdfte T wirken, die liber

gie Trégerlinge summiert gleich der Normalkraft sind (Bild 6.2a),
da an den Lagerpunkten keine Kridfte in Lingsrichtung iibertragen
werden kdnnen:

Ngy = /‘Tz . dz (6.1)
Q

wWegen der verschiedenen Wirkungslinien von NSt und Tz sind zur
Herstellung des Gleichgewichts - am Steg allein - die lotrech-
ten Auflagerreaktionen erforderlich:

Nst . €

Vg =7 Ve (6.2)

Die Léngsverschiebungen W, aus der Querschnittsebene infolge
dieser am Steg wirkenden Kr#fte sind in Bild 6.2a gestrichelt

eingetragen.
Entsprechend gilt auch bel der Platte, Bild 6.2b :
£
Npy = /rTZ .4, (6.1a)

o}
Wegen der gleichen Wirkungslinien von NPl undTZ treten hier

keine Auflagerresktionen auf.
Die Lingsverschiebungen W, der Platte sind in Bild 6.2b gestri-
chelt eingetragen.

Die Bestimmung der Schubkréafte Tz und der Exzentrizitdt e folgt
aus der Bedingung, dass die Dehnungen zwischen Steg und Platte
an jeder Stelle z ilibereinstimmen miissen. Hierauf soll jedoch
nicht weiter eingegangen werden. Es genligt die Feststellung,
dass mit den Normalkrdften Nst = —NPl gemgss Bild 6.1b Ver-
schiebungen W, entstehen, die der Ve rw o1 bumng des
freien Endquerschnittes eines durch Steglasten +P tordierten
Binfeldtrdgers entsprechen.
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B
unbelas‘tetes Seitenfeld ' T‘freie Verwdlbung des Endqu
schnittesinfolge Torsionslast

Verformung des Edquerschni?tes

b)
durch die Normalkréfte Ngim- N
(Stege und Platte je tiir sich betrachtet)
€) i

Bild 6.1 DTFreie Verwdlbung der Endquerschnitte infolge
Torsionslast im Feld und Verwslbung infolge
der statisch unbestimmten Schnittkrifte N.
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a)
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Bild 6.2 Reaktionskrifte an Steg und Platte infolge der

Normalkréfte Ngt

-Np
mungen {= Verwdlbungen

und gzugehtrige Verfor-
des Endquerschnittes

J
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Wie Bi1ld 6.1b und 6.1¢c zeigen, werden die Schubspannungen aug
St.Venant'scher Torsion (T1) bzw. aus Wolbkrafttorsion (12) 3
die hieraus resultierenden Schubkrdfte durch die Endscheiben
aufgenommen und auf die Lager ilbertragen. Zwischen den gedaoh
Querschnittsflichen tber den Lagern tretem also keine Schubsp
nungen auf sondern lediglich die den Normalkrdften NSt = nNPl
entsprechenden lLingsspannungen Go o ,
Zerlegt man den durchlaufenden Plattenbalken entsprechend Ab-
gchnitt 2 wieder in ein Wolb- und ein Drillsystem, wobei die
Spannungen o, und T, dem Wolbsystem (I) und die Schubspannung
T, dem Drillsystem (II) zugewiesen sind, dann sind filr die
Kontinuitdt an den Stiitzen nur Ldngskrdfte in den Schnittflie
des Wolbsystems erforderlich. Am Drillsystem konnen wegen der
fehlenden Biegesteifigkeit in Liéngsrichtung (EJB = 0) keine
Lingskrifte auftreten. Man braucht also nur das W3 1lb
s ystem als kontinuierlich betrachten, ws
rend das D r i llsys tem aus einselnen f re i au
l1iegenden Trigern besteht (Bild 6.3).

P

#

[ Wolbsystem (1)(%a %)
Ay pay
Pendelkrafte ry

[ [ Drillsystem (I) (%)) J[ 1
A B c i
| !

Bild 6.3 ILagerung der Systeme, nur Wolbsystem
kontinuierlich

Setzt man anstelle des Wolbsystems wieder das Ersatzbiegesystem7
d.h. die beiden voneinander unabhingigen Ersatzplattenbalken
der Plattenbreite b™ gemdss Bild 3.1, dann ist n u r die
Kontinuitdadt des Ersatzbiegesyste
an den Stiitzen herzustellen. Hierzu geniigt es, statisch unbest
te Stiitzmomente M in bekannter Weise so zu ermitteln, dass die
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Endtangentenwinkel der freiaufliegenden Einfeldtridger rechts und
links der Stitze éntgegengesetzt gleich werden. Aus Bild 6.1b
geht hervor, dass das statisch unbestimmte Stiitzmoment am Ersatz-
biegesystem M = iNSt'e sein muss. Das Ersatzbiegesystem, d.h.
die Plattenbreite b™, wurde ja so bestimmt, dass die gleichen
Schubkréfte T wie am Wolbsystem -auftreten (vegl.Abschnitt 2.3).

Die EndtangentenwinkelV der freiaufliegenden Binfeldtriger des
Ersatz-Systems I infolge von gegengleichen Steglasten +P bzw. *p
oder infolge von gegengleichen Endmomenten +M% = 1 werden nach
(3.42a) ermittelt, (vgl. Bild 3.5).

Mit den Endtangentenwinkeln'w folgen die statisch unbestimmten

Stiitzmomente aus der Bedingung ZY= 0 fir jede Innenstiitze. Fir
die Stiltzmomente MB und MC des Dreifeldtrigers gemiss Bild 6.1

erhdlt man z.B. mit den Bezeichnungen nach Bild 6.4 die bekann~
ten Bestimmungsgleichungen:

3 c -
My (Wp,11 W, re) * g ¥p re Y511 o, pe = O
5 (6.3)
MB Mc Mc P
UpYo,11 MoWo, 15 VWi ve) *¥6,11 *Vo,06 = O

Sind hieraus die beiden Momente MB und Mc berechnet, dann erhilt
man die Biegemomente am statisch unbestimmten Ersatzbiegesystem
(I) aus der Uberlagerung der Momente am Grundsystems:

o ° o
Mr = Mre Mg o M5 WLy, - X (6.4)

Dabei bedeutent

Mg P = Moment infolge der Husseren
?
. Lasten +p bzw. +P am statisch
771 My = Moment infolge des Schnitt- bestimmten
4
Moments MB = 1 Ersatzbiege~
[+] : -
W?I M, = Moment infolge des Schnitt- systen (Grund
9 My system)

Moments Mc = 1
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Bild 6.4

Ersatz«BiegesyswmeEI) uné Drillsysteme (II) der
drei Einfeldtrdger (Grundsystem). Endtangenten-
winkel am Brsatz-Biegesystem bei Belastung durch

+P bzw. tMp und M, = 1
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/<MI bei D= 0, wie Durchl.Triger

v ,7 (My=o0 bei B,=0)

N/
\
Bild 6.5 Biegemomente MI am durchlaufenden TI';:igeDI/'I (Ersatz-

Biegesystem I),Wslbnormalspannung oo = 'W"Ial?


ibbaf
Textfeld

ibbaf
Textfeld


- 144

Die Momente MI am statisch bestimmten Ersatzbiegesystem info]

+P baw. infolge der Schnittmomente :MB und IMG sind in Bild §

noch einmal dargestellt. Sie setzen sich stets aus den beiden

Anteilen gzusammens
- o}

MI = M+ Mr
wobei M° das Biegemoment infolge der Lasten +P bzw. der Schni
momente iMB und iMc und Mr das Biegemoment der jeweils zugeh
gen Pendelkrifte r, am freliaufliegenden Ersatzbiegebalken bed
ten (vgl. (3.4) ).

Der Unterschied zum durchlaufenden Triger bei reiner Biegebe-
lastung (1P) besteht also nur darin, dass bei Torsionsbelastu
(+P) am Ersatzbiegebalken susser den M°-Momenten der Einfluss
Monmente Mr infolge der innerlich statisch unbestimmten Pendel
te r noch mit berticksichtigt werden muss. Sinngeméss erhilt man
fiir die Querkrdfte am statisch unbestimmten Ersatzbiegesysten

= 0% [ [¢]
Qr = Q1 p 7 I,My ° My ”ZI,MC . Mc (6.5)

Dabei bedeuten:

Qg p = Querkrédfte infolge der
9

dusseren Lasten
an statisch bestimm-

ten Ersatzbiegesysten
(Grundsystem)

M3y = Querkrifte infolge des
9
B Schnittmomentes Mp =1

0 e ;
'QI’MC = Querkridfte infolge des
Schnittmomentes MC =1

Die Querkrdfte am statisch bestimmten Ersatzbiegesystem infolge

+P bzw. My und #My sowie ihre Uberlagerung sind in Bild 6.6 da
gestellt. Entsprechend den Momenten setzen sich auch die Quer=
krdfte stets aus den beiden Anteilen zusammen:

0 _ A0

Qp = @ Q. =q + M (6.6)

Q° = Querkraft infolge der Lasten +P bzw.der
Schnittmomente +Mp und Mq

Qr = Querkrdfte infolge der zugehSrigen Pendel-

krafte am freiaufliegenden Ersatzbiegebalken.
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a) Qp infolge P Q°
e ——
S AR
Qr &
l@°

b) Gy infolge Mg

Sias Mg
WQI’MB‘ —

BRR T 1]
S1mg _,,L}*/&r ry inf. Mg a®
¢) Q infolge Mq
QM
Q° M
1 e RN AR Q) M
= B R R R R RN Ry
rz inf. +Me ©

d) Uberlagerung der Querkrifte @ aus a), b) und c).

gl

> D
w

i/Ql=o bei B, = o, wie Durchl.Tréger

Bild 6.6 Querkrdfte Qr am durchlaufenden Triger (Ez;satz—

o
Biegesystem I) Wolbschubspannung tp = gIJ* (Steg)
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a) My infolge P in z

0 8
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b} My infolge Mg N
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¢) My infolge Mp
ry inf. £Me

naasn ettt R AR RN
=

d) Uberiagerung der MT«Mom@nfg aus a), bundc). |

|
(T o | mmwm e
& ey

UL J/W Ak .
bei By =0 LA | A bel Dy =
u.bei by =0 ! My bei By=o u.bel Dy=

{M-=0 bei D, =0)
| N T z

Bild 6.7 Torsionsmomente Mp am durchlaufenden Triger (Drill-
gystem II) M

Torsionsschubspannung T4 = Wq ., ‘—fg-—-ud (Steg)
(Y1 s.Seite 52) D
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In Bild 6.7 sind schliesslich die Torsionsmomente MT dargestellt,
gie ergeben sich aus den Querkréften eines mit den Pendelkriften
r, belasteten Balkens entsprechend (3.40):

i, =_g[qr-k} (6.7)

Interessant ist noch folgende Grenzbetrachtung:

Wenn die Torgionssteifigkeit DZ gegenilber der Biegesteifigkeit Ez
immer kleiner wird, dann werden auch die Pendelkrifte r, immer
kleiner und fir r, = O ergibt sich die gleiche Momentenlinie wie
beli einem normalen Durchlauftriger. Die Torsionsmomente MT werden
zu Null.

Umgekehrt verschwinden bei grosser Torsionssteifigkeit Dz im Ver-
hdltnis zur Biegesteifigkeit Bz die Biegemomente MI am Ersatz-
System I immer mehr, da den Momenten M° infolge +P fast gleich
grosse NMomente Mr infolge der Pendelkrifte r gegeniiberstehen.

Die Torsionsmomente MT verlaufen dabel genasu so wie bei reiner
8t.Venant'scher Torsion, d.h. sie treten nur im belasteten Feld
auf und werden in den unbelasteten Feldern zu Null #dhnlich der
Querkraftlinie eines freiaufliegenden Trigers. Die Biege- bzw.
Torsionsmomente in den beiden Extremfdallens:

a) Torsionssteifigkeit, d.h. D, =0 und

b) Biegesteifigkeit, d.h. B, =0

gind in Bild 6.5 bis 6.7 gestrichelt dargestellt.
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To Berechnungsbeispiele und Vergleich der Ergebnisse mit

Messungen an Modellen

T Allgemeine Angaben

Im folgenden Abschnitt werden die Beanspruchungen und Verford
mungen von zwelstegigen Plattenbalken mit verinderlichem ode
konstantem Querschnitt, sowle mit oder ohne Queraussteifungen
nach dem vorstehend abgeleiteten Berechnungsverfahren ermitte

Dabei ist entsprechend Abschnitt 2.1 angenommen, dass der Pla{
balken an beliebiger Stelle z durch zwei gegengleiche Stegkry

P, bzw. durch das Torsionsmoment My , = P, .2 belastet wird,
) 2 ‘

Fir die Berechnungsbeispiele werden die Querschnittsabmessunge
und Spannweiten von Plattenbalkenmodellen aus Kunststoff zugru
gelegt, an denen vom Institut fiir Spannungsoptik und Modellmes
sung der Technischen Hochschule Stuttgart sehr genaue Dehnungé
und Durchbiegungsmessungen durchgefithrt wurden [26]° Die Erge
nisse der Rechnung kbnnen somit den Messwerten direkt gegenubé
gestellt und aus dem Vergleich wertvolle Aufschliisse iiber die‘
Genauigkeit des Verfahrens bzw. {iber den Binfluss von verein-

fachenden Berechnungsannahmen gezogen werden.

Die Plattenbalkenmodelle entsprechen Briickentragwerken sus Sta
beton oder Spannbeton etwa im MaBstab 1 3 33. Der Grundquersch
ist in Bild 7.1a dargestellt. Die Stegdicke wurde mit 4 = 1,9
absichtlich verh#dltnismidssig gross gewshlt, so dass sich im Ge
satz zum Stahlbau ein ausgesprochen dickwandiger, offener Quet
schnitt ergibt. Die Spannweite der Modellbalken betrégt'9= 120

Bekanntlich hiéngt das Tragverhalten von Plattenbalken, die dur
Torsionslasten beansprucht werden, wesentlich vom Verhdltnis 4
Biege~ und Drehsteifigkeiten ab.
Um mit den Messungen einen moglichst grossen Bereich der prakt
vorkommenden Steifigkeitsverhdltnisse zu erfassen, wurden aus
einem Grundmodell A weitere Modelle B und ¢ mit verschiedenen
Steghthen und verschiedenen Queraussteifungen hergestellt (vgl.
Bild 7.1p).
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c. Belastung der Modelle

Bild 7.1 Abmessungen und Belastungen der Modelle

= (nur bei B)
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Die Modelle gsind wie folgt bezeichnets

Kurzbezeich- Konstruktions-
nung der hohe Queraussteifung
Modelle cm
A1 8,0
B1 8,0 - 4,0 nur durch
¢1 4,0 die Platte
A2 8,0 durch Platte und
B2 8,0 -~ 4,0 Quertrdger in den
c2 ‘ 4,0 Viertelspunkten

Bei den Modellen A1 und A2 ist die Konstruktionshthe h = 8 cm
auf ganze Balkenlidnge konstant. Die Biegesteifigkeit ist wesent
lich griosser als die Drehsteifigkeit. Mit h id=11: 15 ergib
sich ein verhdltnisméssig biegesteifer Balken. Die Torsiong-
lasten werden mehr durch Wolbkrafttorsion als durch St.Venant'-
sche Torsion {ibertragen.

Die Modelle B1 und B2 wurden aus den Modellen A1 und A2 herge
stellt und unterscheiden sich von diesen nur durch die verdnder
liche Konstruktionshthe. Sie betrdgt in Feldmitte h = 4,0 cm un
nimmt nach den Balkenenden parabolisch auf h = 8,0 cm zu. Die
Biege~ und Drehsteifigkeit ist also in Iléngsrichtung verénderli
Wegen der verhdltnismissig geringen Biegesteifigkeit im mittler
Bereich der Spannweite werden hier angreifende Torsionslasten
mehr als bei den Modellenm A1 und B1 durch St.Venant®*sche Torsio
iitbertragen. Plattenbalken entsprechend Modell B1 und B2 kommen
der Praxis melst als eingespannte Triger oder als Teile von dur
laufenden Trigern vor. Infolgedessen sind hier auch diejenige

Beanspruchungen und Verformungen von Interesse, die durch an d
Balkenenden angreifende Wolbmomente entstehen. Am Modell konnt
diese Momente nicht genau nachgeahmt werden. Bs wurden statt
dessen nur gegengleiche Kragmomente durch die {iber das Auflage
hinaus verlidngerten Stege eingeleitet (Bild 7.1c). Uber die
Mess- und Berechnungsergebnisse bei diesem Belastungsfall wird
. spdter berichtet.
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Die Modelle C1 und C2 gehen aus den Modellen B1 und B2 hervor
durch weiteres Abarbeiten der Stege suf eine konstante Konstruk-

tionshthe h = 4 cm. Damit entsprechen diese Modelle verhdltnis-
médssig biegeweichen Plattenbalken (h :€= 1 : 30). Durch die Ver-
kiirzung der Stege hat die Biegesteifigkeit in Lingsrichtung gegen-
iiber den Modellen A wesentlich mehr abgenommen als die Drehsteifig-
xeits deshalb werden hier die Torsionslasten stédrker durch
St.Venant'sche Torsion iibertragen, widhrend die Wolbkrafttorsion
nur im Bereich an der Lasteinleitung von Bedeutung ist.

In der Querrichtung sind die Modelle A1, B1 und C1 nur durch die
Platte elastisch ausgesteift. Die Querschnittsform bleibt also
bei Torsionsbelastung nicht erhalten.

Bei den Modellen A2, B2 und C2 sind in den Viertelspunkten der
Spannweite zusdtzlich Quertriger angeordnet. Sie sind 5 mm dick
und ungefdhr gleich hoch wie die Stege. Die Quertriger gind nur
an den Stegen angeschlossen, haben also keine Verbindung mit der
Platte. Die Drehsteifigkeit der Quertridger ist im Verhdltnis zur
Biegesteifigkeit sehr gering. Damit wire die Voraussetzung, dass
die Drehsteifigkeit der Quertriger vernachlédssigt werden kann
(Abschnitt 5.1), erfillt. Zur Vereinfachung des Modellumbaues wur—
den jedoch schon bei den Modellen der Reihe A1 bis C1 Quertriger
mit eingebaut, aber in der Mitte durchgetrennt, so dass sie auf
die Biegesteifigkeit in Querrichtung ohne Binfluss waren. Die
Modelle A1 bis C1 konnten nun durch Verbindung der Quertriger-
mitten in die Modelle der Reihe A2 bis G2 verwandelt werden. Zur
Verbindung dienten auf die Quertridger beidseitig aufgeschraubte
kréftige Messinglaschen. Hierdurch wurde jedoch die Drehsteifig-
keit der Quertridger im Bereich der Laschen wesentlich erhdht, so
dass die rechnerischen Voraussetzungen nicht mehr ganz erfiillt
sind. Zwar kann der Einfluss der Drehsteifigkeit der Quertriger
zusitzlich nach Abschnitt 5.5 verhédltnisméssig einfach erfasst
werden, jedoch wird hier nicht nsher darauf eingegangen.

Im Folgenden wird nun zunichst die Berechnung des Plattenbalkens
mit verdnderlichem Querschnitt entsprechend M od e 1 1 B1
durchgefiiart. Dabei werden die Schnittkrifte sowohl durch die
numerische Ldsung der Differentialgleichung gemidss Abschnitt 3.2
als auch durch Ldsung des Elastizitdtsgleichungs~-Systemes gemiss
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Abschnitt 5.3 ermittelt. Mit den Ansitzen gemdss Abaschnitt 5.7
werden dann auch die Quertridger in den Viertelspunkten entspre
chend Mo de 11 B2 beriicksichtigt.

Weiter werden die Plattembalken mit konstantem Querschnitt ent
sprechend M o d e 1 1 A1 und C1 Yberechnet, wobei die gesc
senen Losungen der Differentialgleichung entsprechend Abschnif
4.1 gur Anwendung kommen. w

Bei den Plattenbalken entsprechend M o d e 1 1 A2 und €2 k
anndhernd starre Queraussteifung vorausgesetzt werden. Die
Schnittkrdfte werden deshalb mit Hilfe der in Abschnitt 4.3 e
wdhnten Kurventafeln fiir sterr ausgesteifte Querschnitte best:

Die Ergebnisse der Rechnung, nimlich der Verlauf der Normal-u
Schubspannungen sowlie die Durchbiegungen sind fiir verschiedérne
Belastungsfédlle in ‘den Bildern 7.8 bis 7.15 und 7.17 bis 7.34
aus den gemessenen Dehnungen ermittelten Spannungen bzw. den g
messenen Durchbiegungen gegeniibergestellt.

7.2 Plattenbalken mit verdnderlichem Queréchnitt ohne Feldgue

triger (Modell B1)

T.2.1Abmessungen, Querschnittswerte, Materialkonstante

Die Abmessungen des Plattenbalkens im Liéngs~ und Querschnitt 2z
gen Bild 7.2a und 7.2b.

a) Querschnittswerte des Ersatz-Systemes I (Biegesystem)
Der einstegige Plattenbalken Bild 7.2c hat die gleichen Stegabmes
sungen wie in Bild 7.2b. Die ideelle Plattenbreite folgt genau
aus (2.27) zus

b* = 15,94 cm bei m = 0 Dbzw.

p¥= 15,82 cm  beim = 8

’Gereehnet wird mit dem gendherten Wert aus (2.27b)s
*~ B _ 24,07
) 6.8°  6.12,1°
X,

Hier nicht wiedergegeben.

]

15,75 cm
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Querschnitt A-A v

| 6" = 1575 cm

Al
g 8 8l 5 g
>, 10485 0 ¥ <7
‘ o
ll) B
Parabel A
b 41 41 41 ‘ —
i l 2 J 2 l 2 L l ‘
¢ ¢ ) ? ? ¢ 4
m= 01 7 2 3 4 5 9 7 8
T L/o = 60,0 cm
a) Langsschnitt
b= 24,00cm y
c=5095 1 ax=1712]10 c=595
- r///////////'//////////////;:///(///////////{_'//////////, T "]
3
o S,: FPlatte t=0,485 i 3
[ 1 %
S Fsiog N | ! <
0
" | |
< d=190 ; | ld=19%0
I
| ; |
N LAuflagerYuertré’ger PN
b)

TIrrf e T YA ELTEF T I7EY
o e 5 o5

2T

N-

8,00

ho
-
é

|
|

/,‘y%z%?fzi;%%ﬂ'/,;iﬂ%%ﬂ%

c) ldeeller Querschnitt (System I)

Bild

7.2 Plattenbalken Modell B1
mit ver&nderlichem Querschnitt
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Tabelle 1: Querschnittswerte

des Biegesystems (I)

0 1 2 3 4 5 & 7 8 g 10
. _ _ #* * > * x ®_
Schnitt hgy Fqy= Fpp F %md = mmw Fpqp¥p1+9¢ = I gﬂv1 ﬂﬂvu

i} 2 2 4 4 4 4 3 3

cm cm cm cm cm cm <m~ OBANMWV om cm cm

o 74515 | 14,28 | 7,64 | 21,92 | 67,20 {0,15 79,64 146,99 28,5 56,4

1

M M wuﬂmm ‘“Onwm i Amumm WO‘WM it %Wmms“ ﬁDmNm \wﬂmm #Oww
1_. 4 4,515 8,58 # 16,22 | 14,58 ¥ 25,25 39,98 11,62 | 30,2
6 3,765 1 7,15 | ™ 14,79 | 8,44 | " 16,60 25,19 8,44 | 24,6
8 3,515 | 6,68 | 14,321 6,88 | * 14,24 21,27 7,53 | 22,8
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pamit ergeben sich die in Tabelle 1 ermittelten Querschnittswerte
fiir die Punkte m = 0, 2, 4, 6 und 8 (= %—Eunkte der Spannweite)

b) Querschnittswerte des Systems II (Drillgystem)

BEs werden die Drillwiderstédnde JD einer Querschnitteshilfte deg
in Bild 7.2b dargestellten Plattenbalkens in den Punkten m = 0]
2, 4, 6 und 8 ermittelt gemtss (2.35):

2

= 3 3
Ip,m _Wstd mm+wle,&t.b
Fiir die Beiwerte qggilt gendhert nach[23]:

(1 - 0,63 . ) bzw.

Wi

Ws,St =

<+b‘l
o

~

m
) = 0’33

(1 - 0,63 .

wif
o

W3,P1 =

Es ergeben sich damit die Drillwiderstinde gemdss Tabelle 2.

Tabelle 2
0 1 2 3 4 5 6
h
- B 3 3 3
m = | %s0 | 70 % 507 n [ B 50,5870 Ip.m
cm4 cm4 cm4 cm4
0 4,21 | 0,284 54,87 15,58 ~O,46 16,04
2 13,290,270 | 42,87 11,57 0,46 12,0%
4 | 2,6% |0,254 | 34,29 8,71 0,46 9,17
6 | 2,24 | 0,240 | 29,15 7,00 0,46 7,46
8 | 2,11 {0,233 | 27,43 6,39 0,46 6,85

¢) Materialkonstante nach [26]:

Modell~Werkstoff: Araldit
Biege-Modul 35 600 kg/cm2
Schub-Modul 12 800 kg/cm®

#

it

=Hae o =

0,36
Querdehnzahl M= 0,39
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d) Steifigkeiten gemiss (3.1), (3.2) und (3.3)

Biegegteifigkeiten des Ersatzsystems I 3

*
Bm =B J, ,m= 0, 2, 4, 6 und 8

Drehsteifigkelten des Systems II :

Dm = G . JD,m

Mit G = 0,36 E wirds
Dy = 0,36 « B.Jp »y, m=0, 2, 4 6 und 8

Ideelle Biegesteifigkeit der Platte: Plattendicke t = konstant |
im Bereich der Stege t = CO angenommen

i a-ad
_ E.J
Bow £l gemtiss (3.3)
116
3Pl = 0,485° . »%E = 0,951 . 1072 cm4/cm
1-Mm%=1-0,39% = 0,85

|

3 3
(22) = (pi3ed)” = 1067

Damit wirds

B, = 1L67’8:gg1'1° . B = 0,0187 E (kg cm®/cm)

7.2.2 Ermittlung der Momente Mr o gemidss Abschnitt 3.2
3

Die Momente M 51nd die Biegemomente am System I infolge de
Pendelkréfte rm. Die Spannwe1te«€w1rd in 8 gleiche Teilstilicke
unterte11t=‘A€ = 0,125.2 . Die Grenzen der Teilstlicke sind m
m=0, 2, 4, 6 ... 16 bezeichnet. Die Momente M ,n ergeben si
als Losungen des S5~gliedrigen Glelchungssystems gemass (3.100

bis 3.100¢). Zur Ermittlung der Matrix-Werte a, B und y-gemiss
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(3.97a) bis (3.97¢) sind zuvor die Verhdltniswerte f*, g* und n¥
su bestimmen.

*
a) Verhdltniswerte f*, g*und h  gemiss (3%.99)

{2 B,
gy = = -5;7— [1]
ok, g "]
L R SRR

a m

Wit a = 12,1 om, a{= 0,125 . 120 = 15,0 cm und B, = 0,0187 B
(vgl.Abschnitt 7.2.14) wirds

* 0,9659
8 = “j&—°— }
n Dm " Ipmeq ~9
i - m+ 1 Dm~1
m AJDm

*
hy 0,3563 ;

Diese Werte sind in den Spalten 1 bis 4 der Tabelle 3% ausgerech~
net.

b) Matrix-Werte a, 8 und ¥

*
Sie ktnnen mit den Werten g: 9 f: und hm der Tabelle 3 direkt an-
geschrieben werden. Fir die Werte a, 8 und ¥ in Zeile m = 2 gel-
ten die Beziehungen (3.97b), sonst (3.97a).

Da die Punkte mit m = O, 2, 4 ... statt mit m = 0, 1, 2 ... be-
zeichnet wurden, sind die Zahlen-Indices der Matrix-Werte in der
Kopfzeile doppelt so gross als in (3.97).

¢) Lastwerte Ly m=0, 2, 4 ... 16 fiir +P inm = 8 und m = 4

Sie werden nach dem Rechenschema in Abschnitt 3.2.4 bvestimmt.

Pir P inm = 4 bzw. m = 8 ergeben sich die in der Tabelle 4, Zei~
len 1 und 2 angegebenen M°-Momente. Mit den Verhaltniswerten
10.h: der Tabelle 3, Spalte 4, erhdlt man di% in den Zeilen 4 und
5 angegebenen Zwischenwerte £m = Mﬁ . h: (%% ~fach), welche in
dle Kopfzeile des Rechenschemas einzusetzen sind. Nach Multipli-
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Tabelle 3: BErmittlung der Beiwerte des Gleichungssystemes Seite 161

Motrix - Werte

0 7 2 3 b 5 6 7 8 q
. +* %* *
m im 0-9m 10 frm Whm | m- NEQE-N % i1 s \wﬂ\ﬁ; i, msi
0 — 06022 — 00242 - - - - -
2 |- 013 98029 |- 01148 qoL79 - - 5632 Lo8s 0896
& |-0r125 10533 |~ 01316 00897 — L170 6792 Lioz 9877
6 |-0078 12947 |- g1010 FIATA 0973 L 196 7037 Lite? 9873
8§ |t 14107 0 41675 9689 k192 7177 4,192 0889

Da die Querschnitte zur Trdgermitte (Punkt m = 8) symmetrisch sind, ist die Bestimmung

der Matrix-Werte nur fir die Punkte m

2 bis m

8 erforderlich.
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kation mit den Zahlenwerten und Addition ergeben sich folge
Lastwertes

Lastwerte fiir P in m = 4 und m = 8

L g =

m Pinm= 4 Pinm= 8
0 0 0

2 -23,22 -16,67
4 ~53,45 ~47,95
6 ~71,58 -9%,11
8 ~68,21 ~120,04
1o ~4T7,43 =93, 11
12 -2%,92 ~47,95
14 ~8,3%3 ~16,67
16 0 0

4) Gleichungssystem zur Ermittlung der Momente 1,
9
infolge P inm = 4 bzw, m = 8

Das Flinf-Momenten-Gleichungssystem ist auf der folgenden Seit
vollsténdig angeschrieben. Es konnen daraus die sieben Unbeks
ten Mr,2 bis Mr,14 ermittelt werden. Bei P in m = 8 ergeben §
wegen Symmetrie die bekannten Vereinfachungen (4 Unbekennte).

3 ¢ "
T.2.3 Ableitungen Mr,m und Mr,m

Die Ableitungen M%,m werden fiir die Bestimmung der Querkrifte
System I bzw. der Torsionsmomente am System II bendtigt. Aus
M;,m folgen die Querbiegemomente in der Platte. Es werden zu=
néchst die Werte M nach Gleichung (3.103) bestimmt. Damit erge
ben sich die Werte M; aus Gleichung (3.109). Den Berechnungsg
zeigen die Tabellen 5a und 5b fiir +P in m = 8 bzw. die Tabellen
6a und 6b fir +P in m = 4,

Die Brgebnisse sind in Abschnitt 7.2.4 zusemmengestellt.
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0 1 2 J A 5 6 7 8 q 10

7 1 (5)+(6)+(7)
m %3 Q.H ﬁs E.RS Cm - - 33 ) NS . R\\S-m $ (8) = M
: Mm -2 m | Mmie théng |se2 . _m
(3.102 ) |(3.102a) |(3.102 ¢) |s.5 161 57 57 = o) 5T M 5
— — — — — — — - — 0

i

09336 | 18202 | q9r177 00652 |* 0 + 0187 |- Q10L ¢ qo0zs |+ 00106 |+ 40057

- 162 -

09126 | 17537 | 08956
06896 | 16845 | 06772
08731 | 16510 | 08737 |- 01719 |- 1387 |t 02838 |-q1381 |t Q0220 |+ 00296 |+ 00158

01204 |- 0,0595 |+ g2rr |- qik17 ¢ qooTL |+ Q0173 |t 00092

Q1582 |- g1071 |+ Q2665 |- Q\gm + 00159 * ¢02L5 3 00137

@D D e~ O

Tabelle 5a: Ermittiung der 2.Abteilung Em fiir +P in m = 8 gemidss (3.103).
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
e | dm Em |Ftm | Cm [ Tm S Tmﬂ S
(3.1025) | (3.102 a) |(3.102 c) | s.5.167 RM- 2 ww: zﬂ% : n - n ) w.mln. L
0 - — — — - - - - - 0
2 | g9336 | 18202 | 09171 |- g0s67 | X 0 |t 0,082 |-0,0896 ¢ qooss |+ qor7r |+ 000971
b | g9r26 17537 | 08956 |- 90977 |- 00517 |+ 01713 |- 04,1027 |+.00093 |+ §0262 |+ 00159
6 | 08896 | 16865 | qe7Tie |- QLT |- 0,0669 |t 01932 |- 0,0970 |* ,&Sg + 40219 |+ 40116
6 | 08731 | 16510 | 8781 |-qu06 |- qio01r |+ 01826 |- 0815 |+ 4ong |+ 00129 |t 00066
0 | 08772 | 16645 | 06696 |- 00933 |- 00970 |+ 41572 |- 00599 (¥ 0,000 |t 00085 |+ 00Ls
12 | 98956 | 17537 | 99126 |- 40674 |- Q0836 |t Q1182 |- 00324 | 00030 |t 405z | 40027
| g9 18202 0,9336 |- qo3s5 |- 0618 |t Qo6k6 |t ¢ + 90012 |+ ook |+ Q0021
16 — — — - — - - — — -0

Tabelle 6as Ermittlung der 2.Abteilung

st i3 5 -
My fir +P inm =

4 gemiss (3.103).
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Zusammenstellung der Brgebnisse

+P inm = 8
m = [¢] 2 4 6 8 Dim‘
/B %0 -7,824 |-14,448 |-18,984 [-20,628 | on
2
,m/P -0,5358|-0,4931 | ~0,3813| -0,2142 | 0 1
we, /P +0 +0,0057 | +0,0092] +0.0131 {+0,0158 |om
4P inm = 4
m = 0 2 4 6 8 Dim
,m/P +0 -6,804 11,724 {-1%,764 |-13,272 | cm
’m/? -0,4763|~0,4083 | ~0,2352| -0,0427 | -0,0947| 1
un /P +0 +0,0091 | +0,0140| +0,0117 | +0,0069| cm
hiid
n = 16 14 12 10 8 Dinm
M, /P | 0 |-4,260 | -8,088 |-11,196 13,272 on
My u/p | +052893|+0,2731 | +0,23411+0,1779 +0,0947 | 1
M m/P +0 +0,0021 | +0,0028 |+0,044 [+0,0069 |cm
9
Mit den Momenten M ,m und den Ableitungen M' und M" erhalﬁ

man alle erforderllchen Schnittkrafte gemiss (3 4), (3 39),
{3.40) und (3.41)

Plir dasg Torsionsmoment MTZ s VEL.

(%.40),ist jedoch noch das

Korrekturglied k zu bestimmen. Es ergibt sich aug den Fléchen
F, und F,, Bild 3.2c und 4, gemdss (3.26)%

Pir +P in m

+P in

k =

m =

bl

8 ist Fo =
4 zu ermitteln.

0 und damit k =

0.

k ist also nur fil
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getzt man die Drillsteifigkeit D inm = 8

b 1

8 =
dann erhdlt man zur Bestimmung von Fu und Fo die Ordinaten gemiss
gpalte 2 und 4 der folgenden Zusammenstellung 3

0 1 2 3 4

m o= JD,m DB =1 M%,m M;,m

Dm P P.D

s.Tab.2

0 16,04 0,427 ~0,4763% -0,2033%
2 12,03 0,569 -0,408% -0,23%23
4 9,17 0,747 ~-0,23%52 -0,1757
6 7,46 0,918 -0,0427 -0,0392
8 6,85 1,000 +0,0047 +0,0947
10 7,46 0,918 +0,1779 +0,163%%
12 9,17 0,747 +0,2%41 +0,1749
14 12,03 0,569 +0,273%1 +0,1554
16 16,04 0,427 +0,2893 +0,1235

Ausg den Ordinaten ergeben sich mit Hilfe der Simpsonregel die
Flichen P = +17,738 und P = +0,2968/P , wobei -‘%ﬁ = 1 gesetzt
werden kann. Daraus folgt fiir das Korrekturglied

__0,2968 _
k_m%-éj = + 0,0167/P

Die Schnittkrdfte sind fir +P in m = 8 und m = 4 in den Tabellen
7 und 8 ermittelt und in den Bildern 7.3, 7.4 und 7.5 graphisch
dargestellt.

Damit ktnnen die Beanspruchungen und Verformungen fiir jeden be-
liebigen Schnitt gem#ss Abgchnitt 2.4 und 2.5 bestimmt werden.
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0 ! 2 3 b 5 ¢ 7 8
m- | Mo | Mmoo | Mg 8y | Mmoo o4 ﬁ,ﬁ y » ,
RN I N I I B el
0 0.0 00 060 |+0500 |-053 |-0036 |+00268 to
2 1+0,0625 |-00652 |-0.0027 . - 0493 |+ 0007 |+0,02k6 |+ 003L2
L |[+01250 |-01206 |+ 00046 . - 8381 |+ 0119 |+00197 |+00552
¢ |+0.1875 |-0,1582 |+0.0293 v - 0,214 |+ 0286 |+0.0107 |+00786
g |+02500 |-01719 |+0078L . o + (500 g +0,0948

Tabelle 7: Schnittkrifte fur Laststellung +P inm =8 (4= 120 cm, a ¥ 12 cm).
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7.2.5 Ermittlung der Momente Mr n gemidss Abschnitt 5.3
2.

Die Spannweite wird wie in 7.22 in 8 gleiche Teilstiicke ad

0,125funterteilt. Die Verschiebungen werden an den Teilstlck:
Grenzen m = 2, 4, 6 ... 14 ermittelt.

a) Lotrechte Stegverschiebungen vI am System I

Die lotrechten Stegverschiebungen bzw. Durchbiegungen des el
stegigen Plattenbalkens (Querschnitt, Bild 7.2c¢) werden in b
kannter Weise ermittelt. Man erhilt die in Tabelle Sa zusamn
stellten E-fachen Einflusswerte der Durchbiegung in m = 2 bi

Tabelle 9a: Einflusswerte der lotrechten

Stegverschiebungen vl

(in em, E-fach)

0 1 2 3 4

E.vl P = 1 inme=

inm = 2 4 6 8
2 195 351 446 459
4 351 660 | 856 891
6 446 856 | 1159 1233
8 459 891 | 1233 | 1374
10 395 768 1078 1233%
12 279 544 | 768 891
14 143 279 395 459

b) Lotrechte Verschiebungen vIl am System II

Auf e in e Querschnittsh#lfte des Drillsystems wirkt das Toy
gionsmoment infolge Steglasten +P = 1 in m ¢

M% = 1.% (Lastmoment)

Hierdurch verdreht sich der Querschnitt in den Punkten z =
4 .. 14 um den Winkel ¢, - und die Querschnittspunkte O
(Bild 5.2) verschieben 51ch dabei in lotrechter Richtung {ovirie.

Querbiegung der Platte) ums: S . 2
Vzom T Pz,m * 2 "
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pie Ermittlung der Winkel Pz,m ist bei konstantenm JD sehr ein-
fach. Das Querschnlttstor51onsmoment MT n entspricht der Quer-
kraft Q eines freiaufliegenden Balkens infolge einer Einzel-
last P = 1 in m:

- & 40
MT,m -2 Qz,m

Der Drehwinkel 2. m ergibt sich daraus zu:
4

z
M
T,m a o]
= - X = o .

Pz,m IG.JD S Icov /z,m dz
oder ° °

= .8 u°

2G.3D * Tz,m

wenn mit M das Biegemoment des freiaufliegenden Balkens an

der Stelle z 1nfolge der BEinzellast P in m bezeichnet wird.

Bei verdnderlichenm JD sind die Querschnittstorsionsmomente MT m

ausser vom Lastangriffspunkt auch vom Verlsuf von JD abhanglg.

Bs ist fiir jede Laststellung noch eine Konstante k zu beriicksich-
tigen, die entsprechend (3.25) und (3.26) berechnet wird. Bei
P=11in m ist

£ 4
[+]
k = -F—-o- o= sz H P o= —--—d Z
m R o JDz u JDz
O ]

und somit
= (0% - 2
MT,m - (Qz,m km) ° 2
Der Drehwinkel ?? 2z infolge +P in m folgt dann wieder aus:

M
= | <Lyl az

f2,m G.JDZ'

Die Ermittlung von ¢z,m fiir die Laststellungen Pinm= 2, 4 ..8
wird hier nicht wiedergegeben. Das Ergebnis, nédmlich die lotrech-
ten Stegverschiebungen VII in den Punkten z = m infolge +P = 1
inm=2, 4 ... 8 ist in Tabelle 9b zusammengestellt.
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Tabelle 9b: Einflusswerte der lotrechten Ver=~

schiebungen vII (Hebung = - )

(in cm, E-fach)

(o} 1 2 3 4

E.VII P = 1 inmn

inm = 2 4 6 8
2 =100 -88 -T2 -54
4 -88 -204 -168 -127
6 -T2 -168 -28 ~218
8 -54 =127 -218 =323
10 -37 -85 ~147 -218
12 ~21 -50 - 85 -127
14 -9 ~21 =37 -54

II

¢) Lotrechte Verschiebungen v~ am System II

VII ist die lotrechte Verschiebung des Querschnittspunktes O

(Bild 5.2) infolge Querbiegung der Plette, wobei die Einheits
last in Punkt 0 auf die BreiteA{bezogen ist. Man erhdlt ent-
sprechend (3.11a) fir alle Punkte m = 2 - 14

A%

SIT

1 8 (
- e Hebung)
at 24 B,

Mit ﬁi = 0,0187 E gemdss Abschnitt 7.21 ist die E-fache Ver-
schiebung:

3
5.7 = B momey - - 262 - B(od

d) Gleichungs-System zur Ermittlung der Pendelkriifte Rm

Gemdss (5.13) ergeben sich die Werte der Matrix aus der Addit
der sich entsprechenden Werte der Tabellen 9a und 9b, wobei de
Diagonal-Gliedern noch der Wert E.?II hinzuzufiigen ist. Die

Matrix ist zur Diagonalen symmetrisch. Sie ist auf der folgenk
Seite vollstidndig angeschrieben. Die Lastwerte sind die E-fachd
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lotrechten Stegverschiebungen am System I gemtiss (5.7). Sie
algso fiir +P inm = 4 bzw. m = 8 mit den Werten der Tabelle
Spalte 2 und 4, identisch. Die Lésungen des 7-gliedrigen Sys
sind unter der Matrix angegeben.

e) Ermittlung der Querkridfte und Momente sm System I infolg
der Pendelkrifte Rm

Die Querkrdfte und Momente infolge der Pendelkréifte Ry in de
Punkten m = 2 bis 14 sind in den folgenden Tabellen 1oa und
in bekannter Weise ermittelt. (Spalten 2 und 4). ‘

Die Einzelkrdfte R ergeben einen polygonalen Momentenverlau
MR n Denkt man sich die Einzellasten R auf die Abschnittal:
Aegﬂelchma331g verteilt, so erhdlt man eine stetige Momente
linie Mr,m . Die Ordinaten der stetigen Linie Mr,m konnen un
Voraussetzung einer parabolischen Ausrundung auf die Linge A
ermittelt werden aus folgender Beziehung:

M, =4 (M

rom = B + 6 MR,m + M

R,m~1 R,m+1)

Diese Werte sind in den Tabellen, Spalte 5 eingetragen.

7.2.6 Vergleich der Ergebnisse der beiden Rechnungswege

Der Verlauf der nach 7.2.5 ermittelten Werte fiir Rm . Qm und
Mm ist in den Bildern 7.6 und 7.7 dargestellt.

Zum Vergleich ist in diesen Bildern auch der Verlauf von T
-M;m, Q = M;m und Mrm eingetragen, wie er sich aus der Ldsung
der Differentialgleichung gemidss 7.2.2 ergibt. Es zeigt sich
eine gute Ubereinstimmung. Bei den Momenten Mrm liegen die Dif
ferenzen um 1%, wie aus den Spalten 5, 6 und 7 der Tabellen
112 und 11b zu ersehen ist. Damit wird bestatigt, dass die Ver
nachlissigung des Korrekturgliedes k (vgl. (3.26) ) bei der Ab
leitung der Differentialgleichung (3.33) prektisch keinen Ein=
fluss auf das Ergebnis hat. )
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]
0 J 2 3 L 5 Iy e
] nachTab.8
n-| Bm Brm Mrm Mam Mr.m Krm A
P P al ] Pl Pl Aot
0 0 0 a 0 0
-0,LEL]
2 1-0,1290 ~0Leki ~0,053%01 | -0,0560 |-00567 + 7
- (,3351 ’
L | -0,1980 -0,7992 -0,09989 | -0,09¢8 |-00977 + 9
: -0,1371
¢ | ~01726 -0,9362 ~0,01170% | -0.1143 ‘0,11&7 + b
+ 00354
-0,1140 - (0,9008 -011260 | -0,1108 |-0,1106 -2
+0,149kL
10 | —0,0643 ~0,F51% -0,09%92 | -0,0929 |-00 933 t+ b
+0,2137
12 | =004 ~0537¢ | -008721 | -0,0868 |°0,067 + 8
+0,2548 :
| —0,0280 -02828 | -003535 | -0,08%9 |-00355 |+6
+0,2828
18 0 0 4] 0
Tabelle 10a: Querkridfte und Momente infolge der
Pendelkriéfte Rm’ +P inm= 4
" M nach Tab.7
.| Rm Qr.m R,mM Mrm nm Mrm
m B P Al Pl ] Pl ,/,ﬁl,
4] 0 0 0 a 0
~0.5211
2 |-0,099 - 0,521 -00655 |-0,08%3 | -00657 + 8
~Q,4h50 ' ’
k| -0,1384 -0,9¢91 |-01211 |~0,1190 |-0120k + 14
~0,308¢C
8 {-01909 -1,297% | ~0,159% |- 01587 |-01582 +15
~017F
g | -0235k4 —1,3954 =017k - 3,1 70% - gin9 + 12

Tabelle 10b: Querkrifte und Momente infolge der

Pendelkrifte Rm’ +P in m =

8
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T.2.7 Vergleich der Rechnung mit der Messung

* ¥
a) Liéngsspannungen o 3 und S @)

BEs werden die Léngsspannungen fiilr U n
(Achse), Punkt @), und Aussenk
(4Achse), Punkt , fiir die Schnitte m
(vgl.Bild 2.10).

Man erhdlt sie gemdss (2.29a)s

* *
%,® = c() = MI/Wt)

bzw. gemidss (2.29b)

erkante Steo
nte Platitte
2 bis 14 ermittelt

B ot

i

b

o = o= 2, g =2 u /W*
2@ ®° & @7 W

Der Fusszeiger 2 zur Kennzeichnung der Wélbkrafttorsion wird b
o weiterhin durch den Kopfzeiger % ersetzt.

Die Léngsspannungen sind in den folgenden Tabellen 11a bis 11d
fir +P in m = 4 und m = 8 zusammengestellt; dabei ist M0 den
Tabellen 7 und 8, Spalte 1, Mr den Tabellen 10a und 10b Sp
te 5, und W() bzw. Wéj der Tahelle 1, 8palten 9 und 10, entnom
men.

Die Spannweite ist mit £ = 120 cm, die Belastung mit P = + 10
eingesetzt.

Der Spannungsverlauf ist in den Bildern 7.8 bis T.11 dargestell
wo auch die gemessenen Spannungswerte eingetragen sind. Die

Ubereinstimmung mit der Messung ist sehr gut, auch im Bereich
kleinen Ordinaten. Lediglich am Lastpunkt sind die fiir 6* geme
senen Werte grisser - bzw. die fir oX gemessenen Werte kleine
was auf die in der Rechnung nicht beriicksichtigte Verringerung
der mitwirkenden Plattenbreite gurtickzufiihren ist. Hierauf sol
im Rahmen dieser Arbeit jedoch nicht niher eingegangen werden.
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(Klammerwerte ergeben sich bei Beriicksichtigung von Mr o
14

Tab.7 und 8).

0 ! 2 3 b 5 6 7
Hessun
Mo.m Mr, " ¥ ¥ 9
m-| e B AL MI1,m Yo | @ 6%
{2,49)
2 | 0,093%5 | 00580 | +0,03%¥8 | +L53E 17,80 |+ 254 |+ 299
(9,21)
L | 018750 |~-0,0968 |+0,090% |+I0%.8k 1,62 |+ 93¢ |+ 1008
(5,71)
¢ | 0a5e28 | -01143 | +00419 | +5028 8 Lk 595 |+ 591
(zzq)
g | 012500 |-D,1108 |+001k2 |+ 170k 753 |+ 29¢ |+ 299
(907)
10| 009375 | ~0,0929 |+0,008%9 |+ 108 8u |+ 013 |+ 0,8
(0,50)
| 12| 006250 |-00p66 |-00041 |- k92 11,07 |- 042 |- 050
(9,18)
1h 003125 -0,0349 | ~0,0037 |- bhk 1#80 |- 025 |- 027
L
Tabelle 11a: Lidngsspannungen %5)
infolge +P in m 4. £ =120 cmy P = 10 kg.
Hessung
Mom Mrm MArm M p o "
L I~ Pl Pl rm Vo ® *®
{o,n)
2 | 00625 0,064 | -0,0018 |- 218 17,80 12 |- 015
(0,68)
4 | 01250 g.1190 | +00060 |+ %20 1,62 |+ 062 |+ 045
(A, 6)
6| 01875 06,1607 |+ 00308 |+ 369¢ 8Ltk é + 1928
(rz,LL)
§ | 0.2500 01907 |+0,0793 |+ 951¢ 753 | +12,05 |+13.8k
*
Tabelle 11bs: Lingsspannungen OGD
infolge +P in m 8
aus
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0 1 2 3 b 5

m - M m W, 6‘6 G - Messung

3. Tab. lla | s.Tah.] 6(5’ g %

2 + 4530 Lo |- 112 | =290 |-229
" 108, 8k 302 | -361 | -5 | -hee™
¢ 50,28 240 | - 204 |- koW | -390
g 1704 298 |-0%5 |- 148 |- 150
10 + 108 Wwe | -00% |-008 |-0.17
12 - 492 302 |- 0I¢ |+032 |+0.27
|- kb hos |~ 001 |+ 022 |+ 022

¥
Tabelle 11c: Lingsspannungen o@

inf. +P inm = 4; £= 120 cm, P = 10 kg
b= 24,0 _
a= 12,7 198
0 ! 2 3 L 5
m - M1,m Wé @(E Y, é Messung
s.Tab.11b | s Tob.1 ®
2 - 216 Loy |+ 005 + 010 | +008
b + 120 302 |- 0.2k -0L8 |- 083
[ 36,96 2%0 |- 180 -29F |- 30¢
8 95,1¢ 228 |~WIF |-825 |-5387

Tabelle 11d: ldéngsspannungen o?a

x)

inf.4P inm

= 8;4= 120 cm, P = 10 kg

Platte nicht voll mitwirkt.

wesentlich kleinere Werte als Rechnung, da
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+

{=120

Ar<
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. i
I
|
4 nach Messung “ :
b < 7
/ | | A, @
-~ nach Reehnung 3
Plattenbreite veoll mitwirkend |+||+|
e
bg
3{Q%
o Bild 7.9 Plattenbalken Modgll B1
lingsspannungen o(3) in
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P = 10 kg inm = 8
b
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L«r {=120cm
o 2 i 8 0
2 7 3 il r
P ] _ _ |
o —¢
5
o
-2.0
k3 2
kgjem
& kg \ » Messung
W0 —— |Rechnung, Platte voll mitwirkd.
- —4
_¢o R i NE 8
o/ i ¥
\ |
= 3
o i —
-80 S [ : m
S SN | N ,
m a4
| !
|
-100 W Bild 7.11 Plattenbalken EOﬁMHH B1
, Lingsspannungen o) am
Plattenrand infolge +P =
v

10 kg inm = 8
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b) Schubspannungen

Es werden die Schubspannungen im Steg, und zwar fir einen
Schnitt in y = 12 mm Abstand von Unterkente Platte ermittelt.
Der Schnitt liegt ungefshr in der Hohe des Léngsspannungs-
Nullpunktes. In dieser Hohe wurden auch die Dehnungen an der
Steg~Aussen- Ybzw. Innenfliiche in 3 Richtungen gemessen (Mesg~

punkte @ und Y

Schubspannungen Ty infolge freier Torsion gemiss (2.34)

=

7
T = o = o d
I SRR

Fir Y, gilt geniigend genau (vgl. z.B. i23] )

Y, = 1-9—:-5-%——; n = h/d
1+n

Die Ermittlung von T, filr +P in m = 8 erfolgt in Tabelle 12a.
Die Werte JD sind Tabelle 2 entnommen. Die Torsionsmomente MT
sind in Tabelle 7 und 8 (Abschnitt 7.2.3) angegeben.

Schubspannung To infolge Wolbkrafttorsion gemiss (2.30)
und (2.3%0a)

*

S
T = Qy o — ¢
2 I ¥

o

Ermittlung nach Tabelle 12b. Die Querkraft QI folgt aus Tabelle
7 und 8.

Das statische Moment S* der unterhalb des horizontalen Steg-
schnittes liegenden Querschnittsflédche in Bezug auf die Schwer-
achse ist mit s = h-t-y (vgl.Bild 2.13):

* x5
S =8 .4d (g - 5) vgl.Spalte 3, 4 und 5, Tabelle 12D

*
J siehe Tabelle 1, Spalte 8.
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Tabelle 12a: Ermittlung von T4 (freie Torsion) fir Stegsohn
y = 12 mm, Punkt @3 una
2P =10 kg inm=8; L= 120 cms a = 12,1 cm

0 1 2 3 4 5
Uq/PL My, I Y, -d Ty o=
m| s.Tab.7.7| omkg 8.Tab.2 (2).(4) ¢(3)xg/c
0| 40,0268 | 32,2 16,04 | 1,89 +3,79
2 +0,0246 29,5 12,03 1,87 +4,58
4 +0,0191 22,9 9,17 1,84 +4,58
6 +0,0107 12,8 7,46 1,80 +3,09
8| =0 0 6,85 1,78 0

Tabelle 12b: Ermittlung von ) (Wolbkrafttorsion) fiir Steg=
schnitt y = 12 mm, Pkt. (13 u.
+P = 10 kg inm = 8; £= 120 om; a = 12,1 cm

ol 1 - 2 3 4 5 6
o s .| T, =
o=h-t-120 | - & | &~ 4 [(1).(4)1(5)
: u 2 s(e¥.2)| om * 5
Tab.7.6 cm u’? kg/cm
o| -0,36 | 6,315 1,993 | 12,58 | 146,99 -0,02
2| +0,07 | 4,565 1,886 | 8,61 | 74,28 +0,01
4| +1,19 | 3,315 1,777 | 5,89 | 39,98 +0,18
6| +2,86 | 2,565 1,699 | 4,36 | 25,19 +0,50
8| +5,00 | 2,315 1,667 | 3,86 | 21,27 +0,91

Die Schubspannungen %© in Aussenkante bzw. Innenkante Steg in
Hohe y = 12 cm unter Unterkante Platte (Punkte (} und CE )
ergeben sich aus der Summe der Schubspannungen ) und Ty wobe
fiir Aussenkante Steg das obere, fiir Innenkante Steg das unterg
Vorzeichen von T, U beriicksichtigen ist.



ibbaf
Textfeld

ibbaf
Textfeld

ibbaf
Textfeld

ibbaf
Textfeld


~ 189 -

gie sind in der folgenden Tabelle 12c¢ zusammengestellt. In den
gpalten 5 und 6 sind die gemessenen Werte angegeben. Bild 7.12
zeigt den rechnerischen Verlauf der Schubspannungen und die MNeG-
werte.

Tabelle 12c: Schubspannungen T = T, + T, in Punkt @ und

infolge +P in m = 8

0 1 2 3 4 5 6
Tag T Trg = Messung | Messung
m 274 T Ty 4T, =Ty +T, Pkt. Pkt.
Tab.12a | Tab.12b | Pkt. () | Pkt. &)
0 3979 "‘0702 +3977 “3,81 - B
2 4,58 +OaO1 +4,59 '4757 "'4,48 '4752
4 4,58 +0,18 +4,76 ~-4,40 +4,75 ~4,45
6| 3,09 +0,50 +3,59 ~2559 +3,93 -2,69
8 0 +0,91 +0,91 +0,91 - -

In entsprechender Weise sind die Schubspannungen in den Punkten
C) und C@ infolge der Belastung +P in m = 4 ermittelt (Ta-
bellen 13a, b und c¢). Das Ergebnis der Rechnung und die ent-
sprechenden MeBwerte zeigt Bild 7.13
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i=120

g . /
s B N —
, P -P
——— nach Rechnung, J.K.Steg, Phi@ . o y m <
3 Rm M T
—_—— . < AK - - ® X \ ~® o
e AN . = @\Lm A <
] | I
T kgfem 3
g 2 b g 8 i1} 12 % 18
+T
+20 m 5
T e
4 nach Messung Pkt.(® Da.%
» t@
/ E-2Y
+4.0 - -
Bild 7.12 ©Plattenbalken Modell B?
+8.0

Verlauf der hubspapnungen in den
Stegpunkten und & infolge
*P = 10 kg iTm = 8
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rabelle 13a: Ermittlung von T, (freie Torsion) fur Stegschnitt

y = 12 mm infolge +P = 10 kg in m = 4, Pkt. (3 u.()

0 1 2 3 4 5
n p/EL |ty 7p P | oy=(2).(4)4(3)
s.Tab.8.8 cmkg s.Tab.2
0 +0,0246 +29,5 16,4 1,89 13,40
2 +0,0214 +25,7 12,3 1,87 +3,91
4 +0,0126 +15,1 9,17 1,84 +3,03
6 +0,0030 + 3,60 T,46 1,80 +0,87
8 -0,0039 - 4,58 6,85 1,78 1,21
10 -0,0081 - 9,72 7,46 1,80 72534
12 -0,0108 -12,96 9,17 1,84 72,60
14 -0,0128 ~15,4 12,3 1,87 2,34
L16 -0,0136 -16,3 16,4 1,89 71,88

Tabelle. 13b: Brmittlung von Tp (Wolbkrafttorsion) Pxt. (3 u.

0 1 2 3 4 5 6
Q s | en 2| * 3* e (4)3(5)
Tab.8.6 em® kg/cm2
+2,74 12,58 146,99 +0,23
+3,42 8,61 74,28 +0,40
+5,15 ' .
1683 2 o 5,89 39,98 +0,76

6 "2193 - - 4936 25,19 "0157

@ .

8 | -1,55 | 9| o 3,86 | 21,27 ~0,29

10 -0,72 2 3 4,36 25,19 -0,12

12 -0,16 & S 5,89 | 39,98 -0,02

14 +0,23 ° o 8,61 74,28 +0,02

16 +0,39 i 12,568 | 146,99 +0,03



ibbaf
Textfeld

ibbaf
Textfeld

ibbaf
Textfeld

ibbaf
Textfeld


.._192_

Tabelle 13c: Schubspannungen T = T, + T, in Punkt @ und

infolge +P in m = 4

0 1 2 3 4 5 6
Tax = Tk = Messung Messung;
m + T4 Ty T+, =Ty T, .
Tab.1%a |Tab.13b | Pkt. (3) | Pkt. (@) | Pet. () | Pet(0)
O | #3,40 | +0,23 | +3,63 -3,17 - - .
2 £3,91 | 40,40 | +4,31 ~3,51 +4,38 ~3445
+3,03 | +0,76 | +3,79 ~2,27 +4,21 ~2445, |
~0,71 | +2,32 -3,74
6 +0,87 | -0,57 | +0,30 ~1,44 +0,37 -1,25
8 +1,21 | -0,29 | -1,50 +0,92 - -
10 72,34 | ~0,12 | -2,46 +2,22 -2,58 +2,20
12 72,60 | ~0,02 | -2,62 +2,58 -2,56 +2,54
14 72,34 | +0,02 | -2,32 +2,36 -2,29 +2,42
16 1,88 | 40,03 | -1,85 +1,92 - -

¢) Lotrechte Stegverschiebungen

Mit den Einflusswerten der lotrechten Stegverschiebungen vI er
h#lt men z.B. fir den Punkt m infolge +P in 4 3

vI

‘R m, 14

v

= (vI  _ oyl -
m,4 (Vm’4 Vm12 254 Vm’4 R4’4 °t

Die Einflusswerte E.vI sind in Tabelle 9a, die Pendelkrdfte R
7.2.54 angegeben. In der Tabelle 14 sind die Verschiebungen in
folge P inm = 4 bzw. m = 8 zusammengestellt. Die Biegelinien
vm,4 und Vm,8 zeigt Bild 7.14. Hier sind auch die gemessenen W
te eingetragen. Auch hier stimmen Rechnung und Messung sehr gu
Uberein. Die gemessenen Werte sind im Lastbereich etwas grosse

als die gerechneten, was auch so sein muss, da in der Rechnung
die Verringerung der mitwirkenden Plattenbreite an der Leststel
nicht beriicksichtigt ist.
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Der Unterschied igt geringer als bei den Spannungen in Bild
und 7.9, da die Srtliche Verringerung des mittragenden Quers
schnitts an der Laststelle sich auf die Durchbiegungen wenig
auswirkt als auf die Spannungen.

Tabelle 14: Lotrechte Stegverschiebungen in den Punkten m =

14 infolge #+P = 10 kg in m = 4 bzw. 83

Spannweite £ = 120 cmy E = %5 600 kg/cmz,v in mm,

0 1 2 3 4

v infolge +P in 4 | v infolge +P in 8

o= x) x)

Rechnung |Messung Rechnung Messung

2 242 240 218 215
4 436 436 441 450
6 496 505 639 640
8 441 430 742 750
10 327 330 639 650
12 208 210 441 440
14 102 100 218 220

x) Da die Abszissen der MeBstellen nicht mit denen der
Rechnung zusammenfallen, sind in den Spalten 2 und 4
die Mittel aus den MeBwerten rechts und llnks der Punk—
te m = 2 - 14 angegeben.
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T.3 Plattenbalken mit verdnderlichem Querschnitt und Quer.

tridgern in den Viertelspunkten (Modell B2)

7.3.1 Ermittlung der Momente Mr n 8us den Stegverschiebunge
3

gemdss Abschnitt 5.3, starre Queraugsteifung

a) Gleichungssystem fiir Rm’ Momente infolge Rm’ +P in m

Der Rechnungsgang ist der gleiche wie in Abschnitt 7.2. 5. Led
lich die Verschiebungswerte VII {vgl.Abschnitt 7.2.5¢) werden
Null, da bei starrer Queraussteifung fiir die Plattensteifigke
in der Querrichtung Ei =0 gegetzt werden kann. Durch die Untg
teilung der Spannweite in die Abschnitte afgemiss Bild 7.15 g
ten die Forminderungsbedingungen nur in den Querschnitten m
4, 6 ... 14. Der Rechnungsgang ist also derselbe wie wenn die
Querschnitte inm= 2, 4, ... 14 durch biegestarre Quertrige:
ausgesteift wdren.

Wegen GII = 0 gind nur die Verschiebungswerte der Tabellen 9a

und 9b zu tiberlagern, um die Matrix des Gleichungssystemes zu
erhalten.

Die Lastwerte sind dieselben wie in Abschnitt 7.2.5d. Das Glé
chungssystem unterscheidet sich von dem System in Abschnitt -
7.2.5a also nur durch die kleineren Diagonal-Glieder.

Man erhglt demit bei +P in m = 8 die in Tabelle 15, Spalte 1,
angegebenen % ~fachen Pendelkrifte Rm' Daraus werden die Quer=
kréfte und Momente ermittelt (Spalte 2 und 4). Die Momente in }
Spalte 5 ergeben sich, wenn die Einzellasten suf die Linge A {0
gleichméssig verteilt werden (vgl.Abschnitt 7.2.5).

.}E.
b) Momente MI, Léngsspannungen 0(5) und lotrechte Steg-

verschiebungen vI

In Tabelle 16 sind die Momente M; infolge +P in m = 8 zusammen-
gestellt und damit die ILdngsspannungen 0¥ in Unterkante Steg
in bekannter Weise ermittelt. Der Verlauf der Léngsspannungen
ist in Bild 7.15 (gestrichelte Linie) dargestellt.
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15¢ Querkrdfte und Momente infolge der Pendel-

krifte Rys tP in m = 8

¢] 1 2 3 4 5
R Q u M M, X)
m R,m R,m R,m r,m
o T P T.al Pl Pl
0 0 0 0 0
~-0,5605
2 -0,1175 ~-0,5605 -0,0701 -0,0682
-0,44%0
4 ~-0,1215 ~-1,0035 -0,1254 ~0,1235
-0,3215
6 -0,1728 -1,3250 -0,1656 -0,1629
-0,1487
8 ~0,2974 -1,4737 ~0,1842 -0,1795
x) Ausgerundet entsprechend Abschnitt 7.2.5
¥
Tabelle 163 Liangsspannungen ?ﬁ) infolge +P in & = 8
0 1 2 3 4 5 6
MO u * *
n My m I,m I,m W@ ®
PL Bl Bl s.Tab.1
2 +0,0625 [-0,0682 -0,0057 - 6,84 17,8 ~0,38
4 0,1250 | 0,1235 +0,0015 + 1,80 11,62 +0,15
6 0,1875 | 0,1629 +0,0246 +29,52 8,44 +3,50
8 00,2500 { 0,1795 +0,0705 +84,60 7,53 +11,25
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7.%.2 Brmittlung der Momente Mr entsprechend Abschnitt 7.%.1.
9 )

m

elastische Quertrdger in den Viertelspunkten

a) Abmesgsungen, Querschnittswerte, Verschiebungen VII

Die Abmessungen sind dieselben wie in Bild 7.2. Lediglich in
den Viertelspunkten der Spannweite sind jetzt Quertridger ange-
ordnet. Die 3 Quertrdger haben einen Querschnitt von ca

3,5 x 0,5 em. Sie sind nur an die Stege angeschlossen. Zwischen
Platte und Oberkante Quertridger ist ein Spalt.

Die Berechnung erfolgt nach Abschnitt 5.3. Die Querschnittswerte
der Systeme I und II sind dieselben wie in Abschnitt 7.2.1. Die
Spannweite wird wieder in Abschnitte von af= 15 cm aufgeteilt
(siehe Bild T7.15).

Die Querbiegesteifigkeit der Platte betridgt gemiss Abschnitt
T.2.1ds

Bp, = By = 0,0187 B [kg om?/on]

Die Querbiegesteifigkeit des Quertrigers wird mit obigen Abmes-
sungens

o= m.. = 290505 5 1 786 8 [kg om?]

Q= Bdg = Eo= 1, g

Damit erh#lt man fiir einen Abschnittafmit Quertrigern gemiss
(5.4)2

By o =BgBpy.-a€=E (1,786+0,0187.15) = 2,067.E [kgen?|
i,Q TFQ™r1” ’ ’ ’ el

und fir einen AbschnittAeohne Quertriggers

o -- _ . 2}
By p = Bp -Al=0,0187.158 = 0,281 E [kg cm
Die lotrechte Verschiebung vilinfolge der Einheitslast in den

Punkten ohne Quertriger, m = 2, 6, 10 und 14 wird:

3 3
E.51 - l:2 = - 12a] = - 262 [E.cm

24.0,281 -

[


ibbaf
Textfeld

ibbaf
Textfeld


~ 200 -

Entsprechend wird die lotrechte Verschiebung in den Punkten

Quertrigern, m = 4, 8, 12 1

IT. t.a° 12,17
24.2,067

F-3%6 [E.cm}

b) Gleichungs~-System zur Ermittlung der Pendelkrifte ]

Die Werte der Matrix ergebensich gemdss (5.13) aus der Addi
der Verschiebungswerte der Tabellen 9a und 9b, wobei den

Diagonalgliedern in den Zeilen 2, 6, 10 und 14 noch der Wer
E.51% = 262 bzw. in den Zeilen 4, 8, 12 der Wert E.vi1 = 36

hinzugufiigen ist.

Die Lastwerte sind wieder die E-fachen Verschiebungswerte am
System I infolge P in m = 8.

¢) Querkrdfte und Momente am System I infolge der Pende

krdafte

Die Lbsungen des Gleichungs~Systemes sind die Pendelkréfte‘Rﬁ
in den Punkten m = 2 bis 14.

Die Pendelkriafte in den Punkten m = 4,
sprechend den Querbiegesteifigkeiten auf Quertréger und Plattens
abschnitt aufgeteilt, vgl. (5.5a) und (5.5b)z

8 und 12 werden nun en

B

- N
RQ,m = Rm . = = 0,864 . Rm
1,Q
B
_ Pl
RPl,m = Rm . gm—— = 0,136 . Rm
i,Q

Man erhilt damit folgende Wertes
1/P-fache Werte

m = 2 4 6 8
Ry 0,0%76 0,2164 | 0,0829 0,3776
Rgm - 0,1870 - 0,3262
9
Rpp 0,0376 0,0294 | 0,0829 0,0514
, 1
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pie Querkridfte und Momente infolge RQ bzw. RPl sind in Tabelle
17 und 18 ermittelt. Setzt man anstelle der Einzelkrdfte Rpy in
den Knoten die i{iber die Abschnitte a4 gleichméssig verteilt an-
genommenen Pendelkraftes

Tpr T AT
dann ergeben sich die in Spalte 5 der Tabelle 17 angegebenen
Momentenanteile M Pl/P./E
) H
Die Uberlagerung der Momente von Spalte 5, Tabelle 17, und Spal-
te 4, Tabelle 18, ist in Bild 7.16 dargestellt.

¥
d) Lingsspannungen c(ﬁ)infolge +Pinm=8

Die L#ngsspannungen ergeben sich in der gleichen Weise wie in
Tabelle 16, wobei fiir My = M® + M + M einzusetzen ist.

I r,Pl R,Q
Der Spannungsverlauf ist in Bild 7.14 dargestellt (ausgezogene
Iinie). Infolge der Quertridger ist die Linie auch bei m = 4 und

12 geknickt.

7.%3.%3 Ermittlung der Momente Mr - entsprechend 7.3.1, starre
b

Quertrédger

Im Polgenden werden die Brgebnisse der Rechnung angegeben fir
einen Plattenbalken wie in Abschnitt 7.3.2, wobei jedoch in den
Viertelspunkten biegestarre Quertriger angeordnet sind. Der
Torsionswiderstand der Quertrdger ist wie bisher vernachlissigt.

Die biege - s t a r r e n Quertrdger entsprechen ungeféhr den
Verhdltnissen am Modell. Wie in 7.1 erwidhnt, wurden die in der
Mitte durchgeschnittenen Quertrdger aus Araldit durch kraftige
Messinglaschen schubfest miteinander verbunden, wodurch die
Biegesteifigkeit und besonders die Drehsteifigkeit ganz erheb-
lich vergréssert wurde, so dass das Modell in dieser Hinsicht
den Voraussetzungen der Rechnung (drehweiche Quertriger) weniger
gut entspricht. Auf den Einfluss der Drehsteifigkeit der Quer-

triger wurde in Abschnitt 5.5 bereits hingewiesen.
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Tabelle 1731 Querkridfte und Momente
infolge RPlzRPl,m; P inm =8
0 1 Z 3 W 5
Ret Qe Mg py Mepi Mep X
P P iTF P B
0 0 0 0 0
- 01756
2 - 00316 - 01756 - 00219 - 00213
- 01380
b - 00294 - 03136 - 00392 | - 00381
! - 01086
6 - 00829 - 0L222 - 00528 | - 00818
~ 00287
8 - 00816 = 079 - 00560 | - 00552

®
)Momentenlinie ausgerundet entsprechend Seite 176

Tabelle 18: Querkrdfte und Momente

infolge RQ = RQ,m; +P inm =8
0 1 2 3 by
Reg 4o Mea Mea
[d P &L P P
0 — 0 0
-q3501
2 — -~ 03501 - 00k3Y
- 0,350 1
b 01870 - 07002 - 00875
- 01631
é - ) - 04633 - 01079
- 01631
8 03262 ! - 1026k - 01283
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Bild 7.16 Pendelkridfte RPl und RQ

und zugehtrige Momente Mr bzw . MR
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Entsprechend Abschnitt 7.3.2a wird wegen der biegestarren Gue
triger: k

B.v1L

E.511

- 262 [E.cm} firm = 2, 6, 10 und 14

= 0 fir m 4, 8, 12.

Hierdurch #ndern sich nur die Diagonalglieder des Gleichungs-
gystems von Abschnitt 7.3.2 in den Zeilen 4, 8 und 12.

Die Losung des Gleichungssystemes ergibt folgende Wertes

1/B-fache Werte

m = 2 4 6 8
Rm 0,0260 0,2383 0,0526 0,4182
RQ9m=1,o.Rm ;12 . 0 0,2383 0 0,4182 =
RP1,m:O'Rm und 8(0,0260 0 0,0526 0

Die Querkrdfte und Momente infolge der Pendelkrifte R sind wig
in Tabelle 17 und 18 ermittelt. Da der Anteil der Pendelkrifte
RPl an den Momenten MR gering ist, kann die Verteilung von RPi
auf die Abschnittslinge 4 £ vernachldssigt werden. Die Momenteﬁ
linie verl&duft also praktisch polygonal. Die Randspannungen ca

ergeben sich wie in Abschnitt 7.3.2.

* : .
Der Verlauf der Randspannungen c(:)ist in Bild 7.15 (rechte Hy|
te) eingetragen. ‘

Die Werte oaK , wie sie an der linken HElfte des Plattenbalkeén
gemessen wuﬁ%ln, sind zum Vergleich angegeben. Messung und Reg]
nung stimmen bis auf die Quertridgeranschlusspunkte gut itiberein
Hier lassen die Messwerte infolge der Srtlichen Stdrung durch
die Quertriger keinen ganz eindeutigen Schluss auf die Spannun
verteilung zu. Weiter sind Abweichungen in der Vernachlédssigun)
der Torsionssteifigkeit der Quertridger zu suchen fergl.Ab-
schnitt 5.5).
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7.4 Plattenbalken mit konstantem Querschnitt, h = 8,0 cm,

ohne Feldquertriger (Modell A1)

7.4.1 Querschnittswerte, Kennwerte

Der kongtante Querschnitt, der nur durch die Platte in Querrich-
tung elastisch ausgesteift ist, ermtglicht die Ermittlung der
Momente Mr durch die exakte Losung der Differentialgleichung
4.0rdnung gemdss Abschnitt 4.1.

Die Querschnittswerte des Ersatz-Systems I und des Systems II
gind dieselben wie im Schnitt m = O des in Abschnitt 7.2 unter-
guchten Plattenbalkens mit veridnderlichem Querschnitt. Man er-
h#lt also nach Abschnitt 7.2.1 folgende Werte:

#

Biegesteifigkeit Bm:o =Ed, 4 = 146,99.8
Drehsteifigkeit Dpmo = G'JD,m=o = O,36.E.JD’m=0

= 0,36.16,04.E = 5,771 B
Biegesteifigkeit 3

der Plattet iy = 00,0187 E

Damit werden die Koeffizienten g und h der Differentialgleichung
(4.1) entsprechend (3.67a) und (3.67¢)s

6.3,
_ i _ 6 .0,0187 . B -3 [ -2J
g = P R : 57T =5 1,61 . 10 cm

24 By
0= 1,240,087 - B _ 4 4, 1075 [°ﬁ4l

a’. B 12,1°.146,99 .B

Die Losung der Differentialgleichung hingt entsprechend (4.4) da-
von ab, ob (0,5g)2 Z hists

(0,5¢)% = (0,5 . 1,61 . 107°)2 = 0,649 . 10"%n
Bei (O,5g)2<h sind die Wurzeln der charakteristischen Gleichung
(4.3) nicht reell. Man ermittelt deshalb die Werte a und 8
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gemiss (4.14):

) .

’ =V%.VI+ ¢ =\/O’655'1°“3 +0,402.1077 = 3,25.107 [Cm
- — x) _

B =\/%'V~d—%:vo’655-10 3 -0,402.10 3 = 1,59.10 2 [cm_

; " . ' .
T.4.2 Gleichung fir Mr,z und der Ableitungen Mrz und Mrz ’

+P in z = 0,25¢ und 0,50 £

Wird die Spannweite gem#ss Bild 4.1 in die beiden Bereiche reg

und links der Last +P unterteilt, dann erh#lt man fiir das Big
moment M gemiss (4.2%) im:
T,%

1.Bereich Mr, = F1.cos Bz1.Sin az, + G1.sin Bz1 .

21
.Cos azg - Q?.z1

2.Bereich Mr,zZ = Fz.cos Bz2.Sin azy + G2.sin 322 .

.Cos 0z, - Qg.z2

Die Konstanten F1, G1, Fz und G2 folgen sus den 4 Randbedingu g
gemios (4.11):

bzw. den Ableitungen von M
T,%

a) Laststellung +P in 7y = 0,25£ = 0,25.120 = 30 cm

Man erhdlt mit Xezq = 0,996 und Bozy = 0,468 im 1.Bereichs

My, = 154033.Fy ¢ 0,6940.G, = 0,75.30.2
100y, = 0,3736.F; + 0,3892.6 = 7,5.P
103.M¥_’Z1= 0,1741.F, + 1,6749.G, £ O
106.M£YZ1= -1,5849.F, +1,6236.G, & O

x) In der folgenden Zahlenrechnung ist gegen urgpriinglich_etwas

anderer Ammahme von By mit o« = 3,32.107% und 8 = 1,56.10"‘2 ge-
rechnet.
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entsprechend mit Z, = 0,75.120 = 90 cm und Aoz, = 2,988 baw.
B.zy = 1,404 im 2.Bereichs

M, ., = 1,6430.F, + 9,8099.G, - 0,25.90.P
10} , = =0,9T43.Fyr 3,4980.6, - 2,5.
103.Mg’22 = -8,7566.F,+10,0994.G, + O
106.M£Y22 = -18,0066.F,~0,3677.G, + O

Nach (4.11) ergeben damit folgende 4 Bestimmungsgleichungen fiir
die Konstanten:
1,043.F, + 0,694.6G, - 1,643.F, - 9,810.6, =0
0,374.F, + 0,389.G, - 0,974.F, + 3,498.6, =10 P
0,174.%y + 1,675.6, + 8,756.F, -10,099.G¢, =0
—1,585.F1 + 1,624.G1 +18,OO7.F2 + O,368.G2 =0

Die LYsungen sinds

R
F

f

12,85 P 3 Gy = 2,79 P
1,43 P

1

2 0,86 P ;3 G

2

Danit ktnnen die Gleichungen fir Mr z und die Ableitungen ent-
1
sprechend (4.23), (4.23%a) und (4.23b) angeschrieben werden.

Zur Abklirzung der Schreibweise wird gesetzt:

¢.3 = c¢os Bz . Sin az
g.C = sin Bz . Cos az
8.5 = sin B8z . Sin az
¢c.C = c¢os Bz . Cos az

Man erhdlt fiir den 1.Bereich, z, = O bis z, = 0,258 , folgende
Funktionen:

M, . = (12,85.c.5 + 2,79.8.C = 0,75 . z4) . P
921

' = (0,470.¢.C - 0,108.5.8 ~0,75) . P

r, ZA]
M = (1,392.0.8 - 1,087.5.C) . P.1072

r,zq
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und entsprechend fiir den 2.Bereich, Z, = 0 bis Z, = 0,75.4 :

MI‘,ZQ = (0,86.c.8 + 1,43.8.0 - 0,25-Z2) )
¥ = (0,0507.c.C + 0,0341.s.8 - 0,25) . P
Tyap ;
;,zz = (0,2229.¢.8 + 0,0343.s8.C) . P . 10
Die Funktionswerte filr M, , und die Ableitungen sind fir die

' 2
1/8 Punkte der Spannwelte in folgender Tabelle zusammengestel

Tabelle 193 Momente Mr 2 und Ableitungen fiir Laststellung iPk
)3 "

inz = 0,25,

m= 0 2 4 6 8 10 12 14

- 0 15 30 45 60 75 90 105

= o |-4,04 |-7,12 {-8,75 |-8,87 |-7,70 |-5,61 |-2,95

-2
Yrg

—5% 1-0,280~0,248 -0,162 |-0,058 [+0,039 |+0, 113|+0,162|+0,190|+
M"

;fgg 0 |+0,418|+0,697|+0,713|+0,578|+0,416 |+0,256 |+0, 121

Z, = 0 15 30 75 60 45 30 15

b) Laststellung P in z, = z, = 0,5.4

Es treten wegen Symmetrie nur 2 Konstante ¥ und G auf, die naoh
(4.32) und (4.33) zu bestimmen sind:

®
G

0,25 . P .4 . K,
-0,25 .P . £ . K,

Mit o = 3,52 . 102 und 8 = 1,56 . 1072 (vgl.Abschn.7.4.1) bz,
mit

0,5.a.£ = 0,5.3,32.1072.120 1,992 [1]
0,5.8.£=0,5.1,56.10"2,120 = 0,936 [1]
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erhdlt man aus (4.3%3):

2y = (+0,1215.2,896+0,4770.2,214).107% = 1,4079.107%  [on™7]
Z, = (+0,1215.2,214-0,4770.2,896) .107% =-1,1124.107%  [on™3]
N = 120.0,006971 (13,935-0,648).10"% =+11,115.1074 km“3]

und damit:

K, = 12 = 4 0,12667 [1}

1,775
_o1,1124
Ky = 3hsE = - 0,10008 [1]
bzw.
F = 0,25.120.0,12667.P = + 3,800.P [cm]
¢ = 0,25.120.0,10008.P = + 3%,002.P [cm}

Die Gleichungen flir Mr z und die Ableitungen lauten somit ent-
sprechend (4.34) baw. (4.23) ffs

M., = (+3,800.0.5 + 3,002.5.C ~0,5.2) . P
My = (0,1730.c.C + 0,0404.5.8 -0,50) . P
M = (0,6362.0.5 ~ 0,1368.8.C) . P . 1072

Die Werte fir Mrz und die Ableitungen sind in Tebelle 20 zusam-
mengestellt.

Tabelle 20t Momente Mrz und Ableitungen fiir Laststellung +P in

z = 0,54.

0 1 2 3 4 5 6

m = 0 2 4 6 8
Z=cm 0 15 30 45 60
u 0 -4,80 | -8,95 | -11,83 12,87 P

T,2
uy -0,327 | -0,306 | -0,241| -0,136 +0 .P
" 0 +0,285 | +0,569| +0,821 + 0,946 | .107%.P
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T.4.3 Schnittkrafte am System I und II

Die Schnittkrdfte werden in den Tabellen 21 und 22 ermittel
Es 1st:

MI,z = u° + M., vergl. (3.4)
. A0

Qr,, = @+ M},z " (3.39)
= a "

MT,z -7 Mr,z " (3.40)

m, =M . % " (3.41)

T+4.4 Léngs- und Schubspannungen

Die Léngsspannungen in Unterkante Steg bzw. Aussenkante P14t
ergeben sich ausgs

*
= 0,0351.MI W() s.Tab.1,5p.9 m = O

©7%

bzw.
M
2% _ 1 b~ * :
O’ = e ;’T ° 'g = - 0,0355.MI W@S.Tab.1,Sp.1Q m. =

Die Schubspannungen werden fiir die Punkte (@ und (@ in A
kante Steg, y = 12 mm von Unterkante Platte ermittelt.
Man erhdlt fiir den Anteil aus freier Torsion gemiss (2.34):

’!.'1 —-i—_l’/1 .:T:E—-MT

oder mit
d . 1L8 _ 9,118 1.Tab.12 = 0

qq . JD = T%TUZ = Q, y vgl.Tab.12a, m =

und a
= [} R = - ?
MT = Mr,z 5 . 6,0 . Mrz
Ty o= - 0,118 . 6,0 . M =¥0,708.MILZ

Entsprechend wird der Anteil aus Wolbkrafttorsion:
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«
T, = Q- :1%'* vgl.(2.30) und (2.30a)
3
oder mit $ = 12,58 on’
* 4 aus Tabelle 12b, Zeile m = O
und J = 146,99 cn

12,58 .
’52 = m . QI = 00,0857 . QI

Die Spannungen sind in Tabelle 21 fiir +P in z = 0,25 fund in
Tabelle 22 fir +P in z = 0,5 f zusammengestellt.

Die Bilder 7.17 und 7.22 zeigen den rechnerischen Verlauf der
Spannungen und die gemegsenen Werte.

7+4.5 Lotrechte Stegverschiebungen

Aus (3.49a) folgt fir die lotrechte Stegverschiebung:

v, =% (- c.M +dM")-—-——a~?-M +_9~3—~ b4l
z B “ra Frz’ T T 4D *Frz T 24 By " raz

oder mit den oben ermittelten Zahlenwerten:

_ a2 12 Uy, 12,13 M"rz

Ve =TTk TT - B Y 0T0TST.0% ¢ B

Pir E = 35 600 kg/cm2 erhdlt man daraus die Verschiebungen in
T%GG mm#

v, = - 1,782 . Mrz + 1108 . M;Z

Die Verschiebungswerte sind in den Tabellen 23 und 24 fir +P =
10 bzw. in z = 0,258 bzw. 0,5 Lermittelt und in Bild 7.23 dar-
gestellt (entsprechende Messungen wurden nicht durchgefithrt).
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Tabelle 21: Schnittkrifte, Léngsspannungen und Schubspannuunz

infolge +P = 10 kg in z = 0,25 £

g. | Mo | M M R | Mr | M 0
Pl Pl P[ P P kag kg
0 0 0 0 0,75 |~ 0.280 0 + 14,70
0,126 1] 0,093%5 | -0,033¢ |+0,0602 | 075 |~0.248 |+ 721 | + 502
+ 5,88
02501 ) 0,18750 [-0,0593 [+ 0,285 |07s/025 ~0,162 | 1542 | - w2

03751]0,15¢25 |~0.0729 |+0,083% |-025 |[~0058 | 1000 |~ 3.08
05001 0,12500 |-0.073¢ |+0.051% |~025 |+ 0,039 618 |~ 2.1
06251 | 0,093%5 |-0,00k! |+0,0297 |~0.25 |+ 013 356 |- L3F
07501 | 0,00250 1-0,046¢ |+0,0159 |~-0256 |+ 0,162 9.1 |~ 0,88
0,8%51) 003126 (~0,0248 |« 0,0067F |-025 |+ 0190 80 |~ 0.60

Logot| o 0 0 l-oos |+oue9 | 0 |-05 | 0
oy 6‘@ v ™ 0 -

hgfem' | kgjemt | ket | gfem | (i1) +(2)

L) tg 198 | +0Lkg |+238~1.58
+ 2,64 -2.5¢ 10 +048 [+219 - 1,38
+0,60 |+L8h - 0.0k
+ 54 “EN7 |t | L0835 [+079 - 1,40
+ 3,51 - 385 |*0L1 |-02¢ 1+05-007
+ 216 - 218 ¥ 028 [-018 [-0ke+0.10

P25 |- 120 [7080 |-019 |-092+0.08

+{

+ 0,87 |- 068
+ 0,28 | ~0.928
* B0 [T Lk [-004k {146+ 1,37

Lk | =00%S |-120+1,07

+1

1,3% [~0,051 [~139+129
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Tabelle 223 Schnittkrdfte, Lingsspannungen und Schubspannungen

infolge +P = 10 kg in z = 0,50 £

0 f 2 3 b 5 b 7 8
7. | Mo | A ke G | M| oM ar | m
i P Pl P P tmkg kg | cmhgfem
g0 0 0 0 050 | -0.327 0 + 173 0
0425 () 0,0625 | ~0,0L00+0,0225 " =030 |+ 270 |+ 194 |+ 0,07
02500) 01250 |-0.0748| +D060% | » |-0241 [+ 00,5 |+ 259 |+ 0,340
0375 1| 0,1875 |- 0,0988|+0,0889| * |-0,13¢ [+/088 |+ 36k [+ 0,495
05001 02500 |-0,11172 [+0,1328 v 20 |+159.2 |+ 500 |+ 0,568
9 10 /1 12 13
% 5@ o T -
kgjent | kglemt | kglemt | kglent | (11)+2)
0 0 2,31 + 0,18 |+ -2.0
Y095 [~ 096 | :216 |+ 017 |+233-199
*12 |- 215 [ ELTL | 40,22 [4193-1k9
*375 |- 380 | +£09 |+031 |*1.27-005
+557 |- 565 [£ 0 |+ 043 | 03
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Plattenbalken gommﬂy A1
Langsspannungen o(3) in U.K.Steg (Achse)
infolge +P = 10 kg inm = 8
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Tabelle 23 und 241 Lotrechte Stegverschiebungen (in

1)
17000 =0

inf.+P = 10 kg in 2

= 0,25¢und z = 0,50£.E = 35 600 kg/cm?

t Pinz -0251

8 { 2 3 b 5 ¢ 7
Z-= 8,125 | 0260 | 0,375 0.5001 06251 07501 03751
)
he ~.ﬂwN,Zva + 72 + 129 + 18¢ +158 + 138 + 101 +53
+:mw.s.~.% + LE + 37 + 79 + B4 + k@ + 99 +13
oy +118 + 20k + 235 +222 ¥ 18k +130 + 66
2 s Jabelle 19
g i 2 3 L N I 7z
x)
Gmw.zww + &8¢ + 159 + 211 + 230 symmitriseh
$1108 Moz | 5 33 + g8 + 9 + 10k
k-3 + 1Y + 2922 + 309 + 38k

® g. Tabelle

20

+tPinz~-0501
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7.5 Plattenbalken mit konstantem Querschnitt, h = 4 om, ¢k

Peldquertriger (Modell C1)

T7.5.1 Querschnittswerte, Kennwerte

Rechnungsgang wie bei T.4. Der Querschnitt entspricht dem Mif

telquerschnitt des in 7.2 untersuchten Plattenbalkens mit: ye
gnderlichem Querschnitt. Man erhélt also mit m = 8 (@/2):au
Te2:.11

Bupeg = Bedpg = 20,27 E
Dpeg = Godp pag = 0536 Budp oo = 2,47 B
ﬁi = 0,0187 E

Koeffizienten der Differentialgleichung gemiss (3.67a) und
(3.67c)s
6 . B, 6

~ i _ 6 . 0,0187 B _ -3
=55 T IS s 2.4TE = 276 .10
24 . B,
B o= gt = 282 0u01BT B o 49,99 | 1070
2’ .B 12,17 .21,27 B :
Eriterium gem#ss Abschnitt 4.1.1bs
6

e -
0,5¢)2 = (0,5 . 3,76 . 10°2)° = 3,54 . 10"%n ,

L

also keine reellen Wurzeln der charakteristischen Gleichung.
Substitution gemiss (4.14)3

"y x) -
« =\/J§ ) V'h“+ £ - V(1,73+o,94.).,1o 3 = 5,16 .1072 [cm 1}
4 =

e \/(1’73'0’94)°‘°°3'= 2,81*) 1072 [Cmq];

w

i
=T
POf—

x) In der folgenden Zahlenrechnung ist wegen der urspriinglich:
etwas anderen Annahme von Bi mit o = 5,26%3.10"2 und B =2,782.1|
gerechnet. Die Abweichungen sind ohne Einfluss auf die Ergebni
se.
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7.5.2 Gleichungen fiir Mrz und der belden Ableitungen M;Z und

MY, £P in z, = 0,25£ und 0,50 £

) Leststellung +P in z, = 0,25€ bzw. z, = 0,75 £

Die Momente Mrz und ihre Ableitungen ergeben sich flir die beiden
Bereiche aus (4.23)ff. analog zur Abschnitt 7.4.2a.

Aus den Randbedingungen gemdss (4.11) folgen die 4 Konstanten:

F + 3,1398 P P

- 0,1258 P

il

1
Gy

2
+ 2,7756 P G, + 0,1273 P

it
[}

Mit den Abkiirzungen fiir die Funktionswerte von Abschnitt 7.4.2a
erhdlt man fir den 1.Bereich Z4 = 0 bis Zy = 0,254 folgende Be~
ziehungens:

Mr,z1 = (%,140.¢c.8 + 2,776.8.C - O,75.z1) . P
L. = (0,2424.c.0+ 0,0588.5.8- 0,75 ) P
921
MY, = (+1,4393.c.5 -0,3652.5.C) .P 1072
121

und entsprechend fiir den 2.Bereich z, = O bis z, = 0,754 2

My, ,, = (-0,1258.¢c.5 + 0,1273.5.C ~ 0,25 z,) .P
M = (-0,3080.c.C + 1,0200.8.8 - 0,25) .P.107%
ry22
- -3
1a, = (#0,1216.0.5 + 0,6224.8.C). P . 10

Die Werte fiir Mrz und die beiden Ableitungen sind in Tabelle 25
zusammengestellt.

b) Laststellung +P in z = 0,54

Konstante P und G sus (4.32).
Mit o = 5,263 . 10-2 und 8 = 2,782 . 1072 sowie den Punktions-
werden fiir z = 0,5.£ = 60 erhilt man analog zu T7.4.2b:

F = 0,25 .120 .0,38973 . 107> P = 0,01169 .P [om]

@ =-0,25 .120 (~0,28853 .1071).P = 0,8656 P [om]

it
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Tabelle 251 M__ [omkg] und Ableitungen fir Laststellung +P (k] inz=o0,25¢
1 2 3
zZ, {cm)= 0 15 20
Mo, 0 - 7,251 | -12,405 P
M, - ©,5076 | - 0,4350 | - 0,2375 |  .P
L 0 + 0,953 |+ 1,559 | 1072.p
4 5 6 7 8 9 10
z, (cm)= 90 75 60 45 30 15 0
My -12,411 | =14,277 | -13,364 | -10,807 | -7,458 | -3,782 0 .P
Yz, - 0,2376 | - 0,0190 | + 0,1273 | + 0,2040| +0,2377 | +0,2501 | +0,2501 .P
u" + 1,557 |+ 1,248 |+ 0,716 |+ 0,338 | +0,136 | +0,043 o |1072.p
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Gleichung fiir MrZ und Ableitungen gemiss (4.34) 2

M,, = (0,01169.c.5 +0,8656.5.C ~0,5 z) .P
My, = (0,02470.c.C +0,04523.8.5 -0,5) .P
M = (0,2558.c.5 +0,1693.8.C) .P

Die Werte fiir Mrz unéd die Ableitungen sind in Tabelle 26 zugam-
mengestellt.

Tabelle 2612 Mrz [cmkg] und Ableitungen fiir Laststellung +P [kg]

in z = 0,54.
0 1 2 3 4 5 6
2 on 0 15 30 45 60
M, o |-7,026 |-13,%60 |-18,055 |-19,863 .P
~0
My, |-0,4753]-0,4541| -0,3803| -0,2311| 70 o004 .P
w 0 |+0,2952| +0,7160| +1,2899| +1,6909 | .10%.p

T.5.% Schnittkrdfte am System I und II

Ermittlung tabellarisch entsprechend 7.4.3, siehe Tabelle 27 und
28,

7.5.4 Ldngs~ und Schubspannungen

Entsprechend 7.4.4 sind die Léngsspannungens

M
* Mg
O@ = F = + 0,133 MI
WE) = 7,53 cm®, vgl.Tabelle 1, Zeile 8
M
* oLk oL
d = . g = 0,08’?0.11(1I

22,8 cm3, b = 24 cn § a = 12,1 cm,

o


ibbaf
Textfeld

ibbaf
Textfeld


- 226 -

Schubspannungens

) . . _ 4
Anteil aus freier Torsion: 11 = 4+ 7y1 B JD o MT

Jp = 6,85 en* 3 Y,.d = 1,78 om vgl.Tab.12a,Zeile 8,

1,78
= ekl =
+74 5i5 - My = 0,260 .M,
g%
Anteil aus Wolbkrafttorsions T, = Qi o ==
2 I a.J¥
#*
% = 3,86 cm2
vgl.Tabelle 12b, Zeile 8
7 = 21,27 et
. 3,86
T2u21’2 ° QI=O,181 ° QI
Die Spannungen sind in Tabelle 29a fiir +P = 10 kg in

z = 0,254 und in Tabelle 29b fir +P = 10 kg in z = 0,50 £ zu~
gammengestellt.

Die Bilder 7.24 bis T7.29 zeigen den rechnerischen Verlauf der
Spannungen und die gemessenen Werte.
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Tabelle 283 Schnittkrifte infolge +P in 0,50 4

0 1 2 3 4 5 6 7 8
o x) o XX) +) - 4+
o R T S I T " -t I
cm F1 1 T T ¥ I3 T P
0 0 0 0 +0.50 | -0,475 | +0,025 | -0,0237 o}
15 10,0625 | -0,0585 | +0,0040 | +0,50 | -0,454 | +0,046 | -0,0227 | 0,0177
30 | Q,1250 | -0,1113 | +0,0137 | +0,5C | -0,380 | +0,120 | -0,0190 | 0,0430
45 10,1875 { -0,1505 | +0,0370 | +0,50 | -0,231 | +0,268 {-0,0115 | 0,0774
60 | 0,2500 | -0,1655 | -0,0845 | +0,50 | +0,000 | +0,500 0 0,1015
%} Lus Tabelle 26, P.£ =10.120 = 1200 cmk *) g omewr 2 .&H = M =2, =
Y - s FeT =iV = omEg T2 S P T ~rTPA T
%) gue Tabelle 26 M
~ _ T
= T 20.7
++v M M
W = m.mnmm. T m..wm . zm. aus Tab.26
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Tabelle 29b: Lingsspannungen QAMuu aMMV und Schubspannungen

infolge +P = 10 kg in 0,54

C 1 2 3 4 5 6 7 8 g
R R R T a R t) | @
2 ;
cmkg wm\OSM wm\osm cmkg wm\oBm kg wm\oam Tyt Tl Ty 4T,
0 0] 0] 0 +28,4 +7,35 +0,25 +0,04 +7,39 ~T531
15 +4,8 +0,64 -0,42 +27,2 +7,10 +0,46 +0,08 +7,18 =T7,02
30 +16,4 +2,18 -1,43 +22,8 +5,91 +1,20 +0,22 +6,13 -5,69
45 +44,4 +5,90 -3,87 +13,8 +3,59 +2,68 +0,49 +4,08 ~3,10
60 +101,5 +13,50 -8,85 0O 9] +5,00 +0,91 +C,91 +0,91
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W

pe=t

{=120
g 2 i H 10 , 12 1k ¢
L 1 *
<+ Messung
+—— Rechnung
-2.8 Xv
-0 /
6* (kg/em®)
@ +D *r.ﬂv
-20 - + \ |
o 2
+ “\W 2
-8 \\
-108
Bild 7.25 lattenbalken zom.mu.w C1
Langsspannungen qm@ infolge
y +P = 10 kg in 0,254
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Lingsspannungen @ in
0,54

folge +P = 10 kg In

7 Plattenbalken Modglil
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+ #Megsung, J K. Steg, vx»a 4

-58 4 7 AK . . 6 i
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8. Zugammenfassung

8.1. Berechnung zweistegiger Plattenbalken durch Zerlegung

des Tragwerkes in ein Biege~ und ein Drillsystem

Es wird ein Verfahren zur Berechnung zweistegiger, zur Quer-
schnittemitte symmetrischer Plattenbalken bei Torsionsbelastung
abgeleitet. Dabel sind als Torsionsbelastung gegengleiche lot-
rechte Eingel- oder Linienlasten in den Stegachsen vorausgesetzt.
Bei beliebiger lotrechter Belastung des Plattenbalkens wird die
Belastung in eine symmetrische und eine antimetrische Lastgruppe
zerlegt, deren Lasten in den Stegachsen wirken (Bi1d 2.%). Die
antimetrische Lastgruppe entspricht damn der obigen Voraus-
setzung.

Augger Symmetrie zur Querschnittsmitte und konstanter Platten-
dicke in Léngsrichtung (z-Richtung) sind an die Querschnittsaus-
bildung keine Voraussetzungen gekniipft. (Grundsdtzlich ist das
Verfahren auch bei stetig verinderlicher Plattendicke in Léngs-~
richtung anwendbar. Praktisch hat dieser Fall jedoch wenig Be-
deutung und ist deshald hier nicht untersucht.)

Die Plattendicke in Querrichtung und die Plattenbreite konnen
also beliebig verdnderlich sein, ebenso die Stegdicke und die
Steghthe.

Das Verfahren wird filr den frei gelagerten Einfeldbalken abge-
leitet. Die Berechnung durchlaufender oder eingespannter Platten-
balken bei Torsionsbelastung ist damit in der gleichen Weise mdg-
lich wie bei Biegebelastung. Der Einfluss von Feldquertrigern

an beliebigen Stellen kann sowohl hinsichtlich ihrer Biege- als
auch ihrer Drehsteifigkeit beriicksichtigt werden.

Die Querschnitte an den Auflagern sind umdrehbar angenommen, was
bei unverschieblich gelagerten, biegesteifen Auflager-Quertrigern
praktisch gegeben ist. Die Drehsteifigkeit der Auflager-Quertri-
ger kann wie bei den Feldquertrdgern mit erfasst werden.
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Plir die Ermittlung der Beanspruchungen und Verformungen des dy

eine antimetrische Lastgruppe verdrehten Plattenbalkens werden
die flur drillungsfreie Querkraftbiegung bazw. fir zwingungsfrei
Verdrehung am geraden Steg geltenden vereinfachten Gesetze der
Baustatik zugrunde gelegt.

Das Verfahren ist fir die Berechnung von Plattenbalken mit gro
ser Spannweite im Verhigltnis zur Plattenbreite im baustatische
Sinne genau. In diesen Fdallen kann angenommen werden, dass dle
Platte auf ganze Breite voll mitwirkt bzw. dass die verdnderli
che mitwirkende Plattenbreite das Ergebnis der Rechnung nur un
wesentlich beeinflusst.

Bei kleinen Spannweiten und damit grisserer Plattenbreite im
Verhdltnis zur Spannweite kann die mitwirkende Plattenbreite
iberschlidglich bestimmt und die Rechnung als gute Ndherung wie
bel einem Plattenbalken mit veridnderlichem Plattenquerschnitt
durchgefiihrt werden.

Es wird gezeigt, dags unter den oblgen Voraussetzungen jeder'
zwelstegige Plattenbalken durch zwel gedachte Tragsysteme ers
setzt werden kamn. Die Tragsysteme I und II sind hinsichtlic
ihrer Abmessungen und Lagerung dem untersuchten zwelstegigen
Plattenbalken v8llig gleich, besitzen jedoch besondere Steifi
keits-Eigenschaften. Denkt man sich die beiden Tragsysteme in
der Querschnittemitte aufgeschnitten, so sollen die sich dami:
ergebenden beiden e i n -stegigen Plattenbalken beim Trag-

system I keine Drehsteifigkelit besitzen, susserdem soll die

Platte in Querrichtung keine Biegesteifigkeit haben. Sowohl w
gen der fehlenden Drehsteifigkeit als auch wegen der fehlende
Biegesteifigkeit kUnnen bei antimetrischer Steg-Belastung am
Schnittufer keine Querkrifte, sondern nur in Léngsrichiung wii
kende Schubkridafite auftreten (Bild 2.5).
Genau genommen wirken am Schnittufer noch Drillmomente. Ihr Ein
fluss ist jedoch vernachldssigbar klein.

Die Drehsteifigkeit der einstegigen Plattenbalken wird allein
dem System II zugewiesen, ebenso die Biegesteifigkeit der Platt
in Querrichtung. Dafiir besitzen hier die einstegigen Plattenbal
ken keine Blegesteifigkeit. Bel antimetrischer Belastung der
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Stege treten am Schnittufer nur Qu e rkr & f t e auf, die
aus Gleichgewichtsgriinden den Stegbelastungen umgekehrt gleich
gein muséen (Bila 2.6). Schubkrifte kdnnen wegen der fehlenden
Biegesteifigkelt der einstegigen Plattenbalken nicht auftreten,

Begitzt der zweistegige Plattenbalken noch bilege- und drehsteife
Feldquertridger, so haben die beiden gedachten Tragsysteme I und
II die gleichen Quertrdger, jedoch ebenfalls mit besonderen
Steifigkeits~Eigenschaften. Die Quertrdger am System I haben
keine Biegesteifigkeit, dle Quertriger am System II keine Dreh-
steifigkeit. Die an den Quertrdgern auftretenden Schnittkrifte
konnen dann am System I nur Torsionsmomente, am System II nur
Querkrifte sein (Bild 5.3).

Die Berechnung der Beanspruchungen und Verformungen der beiden
einstegigen Plattenbalken des Systems I und des Systems II ist
nunmehr sehr einfach. Am System I wird der einstegige Platten-~
balken durch Steglasten und Schubkrifte (als Schnittkriafte)
auf schiefe Biegung beansprucht. Da bei antimetrischen Steg-
lasten eine Verwdlbung des Gesamtquerschnittes eintritt, wird
das System I auch Wolb-System genannt.

Die Liéngs-~ und Schubspannungen sowie die lotrechten Stegver-
schiebungen vy infolge s c h ie f e r Biegung ktnnen mit Hilfe
eines auf elnfache Biegung um seine horizontale Schwer-
achgse beanspruchten, einfach-gsymmetrischen, einstegigen Platten-
balkens ermittelt werden. Der Stegquerschnitt dieses Platten-
balkens ist der gleiche wie am System I, der zur Stegachse sym-
metrische, ideelle Plattenquerschnitt folgt direkt aus den Ab-~
megsungen des Gesamtquerschnittes (Bild 2.10).

Die beiden einfach symmetrischen, nicht miteinander verbundenen
Plattenbalken, welche zur Ermittlung der Spannungen und lotrech-
ten Stegverschiebungen vy des Systems I (= Wolbsystem) dienen,
heissen Ersatz-System I oder Biegesy-

s tem.

Analog hierzu ist das System II Dr i 1 1 -~ S ys t em genannt,
da hier die Belastungen nur zwangungsfreie Drillung hervorrufen
ktnnen. Hierdurch treten lotrechte Verschiebungen Vit der Stege
ein, die sich durch die Querbiegung der Platte noch vergrtssern.
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Die Beanspruchungen des zwelstegigen Plattenbalkens infolge
metrischer Steglasten ergeben sich nun aus den B 1 e g e =p

gspruchungen des Systems I und dem D r 1 1 1 -beanspruchunge
Systems II, wenn die lotrechten Stegverschiebungen der beide
Systeme einander gleich gemacht werdent vy = Vyp oo Hierzu
denkt man sich zwischen den beiden Systemen in Stegachse zug
und drucksteife Pendel angebracht, in denen die Pendelkrifte
r, auftreten. Dabel sind die Plattenquerkréfte des Systems I
den Pendelkrdften r, aus Gleichgewichtsgrinden umgekehrt gle
Wegen der gleichen lotrechten Stegverschiebungen vy kann das
Wslbsystem (I) durch das Biegesystem (I) ersetzt werden (Bil
Das ganze Problem der Berechnung des zweistegigen Plattenbsl
bel antimetrischer Stegbelastung besteht nun nur noch darin;
jenigen Pendelkrifte r, zu finden, durch die die lotrechten
verschiebungen vy eines mit den Steglasten belasteten einste
mittelsymmetrischen Plattenbalkens infolge e in f ac h e
Biegung gleich gross werden wie die lotrechten Ver-
schiebungen Vyg eines einstegigen Plattenbalkens infolge
zwidngungsfreder Drillung und Quer
bieguneg der Platte.

Die Ermittlung der Verschiebungen vy und Voy Tlir eine gegebeﬁ
Belastung bietet auch bel vertnderlichen Plattenbalkenquerschr
ten keinerlei Schwierigkeiten. Jedoch kiénnen die Verschiebun
im allgemeinen nicht in geschlossener Form, sondern nur fir be
liebige Zwischenpunkte der Spannweite angegeben werden. Daher
wird die Spannweite £ in n gleiche Teile unterteilt. An den (z
Zwischenpunkten werden die Pendelkridfte als Unbekannte eingefi
Aus der Gleichsetzung der Verschiebungen Vg = Vyp an jedem Zwi
schenpunkt ergibt sich ein lineares (n-1)-gliedriges Gleichungs
system, aus dem die (n-1) Pendelkrifte ermittelt werden kdnrer

Man erh#lt in diesem Fall die Pendelkrifte ale Einzelkridfte R,
wdahrend sie in Wirklichkeit stetig verteilte Kridfte T, gind.

Anstelle der Bedingung gleicher 1l ot rechter Ver
schiebungen Vi = Vg kann man auch fordern, dass
die Krimmungen, d.h. die zweiten Ableitungen der 1ot
rechten Verschiebungen VE = V%I der beiden Systeme gleich gross
gein sollen. In diesem Falle erhilt man bei in Léngs- und Quer=
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richtung verdnderlichen Querschnittsabmessungen zur Bestimmung
der Pendelkrifte eine Differentialgleichung 4.0rdnung mit verin-
derlichen Koeffizienten. Die durch diese Differentialgleichung
ausgedriickte Bedingung ist in Bild 3.4 anschaulich gedeutet.

Die Differentialgleichung wird zur numerischen Losung mit Hilfe
der Seilpolygongleichung in ein fiinfgliedriges lineares Gleichungs-
gystem umgesetzt, wozu die Spannweite wieder in n gleiche Teile
A zu unterteilen ist. Man erh#lt dann (n-1) Gleichungen, aus
denen sich die Momente Mr - d.h. die Momente am Biegesystem in-
folge der Pendelkrdfte T, - in allen Zwischenpunkten ergeben.
Die Pendelkrdfte selbst werden daraus durch zweimaliges Differen-
zieren gefunden.

Vergleicht man die beiden Rechnungswege miteinander, so besteht
der Unterschied darin, dass sich - unter Voraussetzung gleicher
- Unterteilung der Spannweite in n Abschnitte - bei Gleichsetzung
der Verschiebungen vy = vy ein (n-1)-gliedriges
Gleichungssystem, bei Gleichsetzung der Kriimmungen v% = vfl nur
ein finfgliedriges Gleichungssystem mit jeweils
(n-1) Gleichungen zur Bestimmung der Unbekannten an den (n-1)
Zwischenpunkten ergibt. Dabei folgen die Werte der Matrix des
Plinf-Momenten-Gleichungssystems direkt aus den verdnderlichen
Querschnittswerten. Dagegen setzen sich die Matrixwerte des (n-1)-
gliedrigen Gleichungssystems aus den Einheitsverschiebungen eines
Biegebalkens bzw. den Einheitsverdrehungen eines Torsionsbalkens
und der Querbiegung der Platte zusammen, die bei .verdnderlichen
Querschnitten etwas umstdndlicher zu ermitteln sind. Der Rechen-
aufwand ist also bei Bestimmung der Unbekannten aus der Gleich-
setzung der Kriimmungen v% = V%I wegentlich geringer als aug der
Gleichsetzung der Verschiebungen vy = Vipo-

Bei konstantem Querschnitt ergibt die Gleichsetzung der Krilmmungen
eine Differentialgleichung 4.0rdnung mit kons tanten
Koeffizienten, die verh#linismidssig einfach zu losen ist. Flir ver-
schiedene Belastungafille, z.B. gegengleiche Steglasten +P an
beliebiger Stelle der Spannweite, sind in Abschnitt 4.1 die
Losungen bereits gebrauchsfertig angegeben. Bei dlesen geschlosse-
nen Losungen wird wegen der Gleichsetzung der Krimmungen in jedem
Punkt natiirlich auch die Bedingung gleicher lotrechter Ver-
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schiebungen genau erfiillt.

Bei in Querrichtung unendlich steifer Platte - d.h. bei form
treu ausgesteiftem verdnderlichem Querschnitt - ergeben sich
wesentliche Vereinfachunhgen, wenn von der Gleichsetzung der
Krimmungen ausgegangen wird. Man erh#dlt nur noch eine Differe
tialgleichung 2.0rdnung mit verinderlichem Koeffizienten, die
mit Hilfe der Seilpolygongleichung in eine Drei-Momenten-Glei:
chung umgesetzt wird.

Bei konstantem, formtreu ausgesteiftem Querschnitt ist die ge
schlossene Lbsung der Differentialgleichung sehr einfach. Di
Schnittkrédfte zur Ermittlung der Beanspruchungen sind nur noo
von einem dimensionslogen Querschnittskennwert ® abhingig. Dam
konnen die Schnittkréfte fiir die praktisch vorkommenden Quer-
schnittskennwerte ® = 0 bisg 10 mit Hilfe von Kurventafeln ohne
weitere Zwischenrechnung bestimmt werden.

Schliesslich wird noch eine Niherungsldsung fiir den konstanten;
elagtisch ausgesteiften Querschnitt asngegeben, womit Schnitt-
krdfte wie bel starrer Queraussteifung, aber entsprechend vey
ringerter Drehsteifigkeit berechnet werden k¥nnen (s.Abschnitt

Ist der zweistegige Plattenbalken mit gleichen Quertrigern in
engen Abstinden ausgesteift, so ist die Berechnung wie beil eine
Plattenbalken obne Quertriger, aber mit entsprechend biegesteif
rer Platte durchzuftihren. Man kann also die Pendelkrifte aus de
Bedingung gleicher Krimmungen, d.h. mit Hilfe der Minf-Momenten
Gleichungen ermitteln. Bei Quertrigern in grosseren Absténden bow
bei stark wechselnder Quersteifigkeit fithrt jedoch nur die Be=
dingung gleicher lotrechier Verschiebung zum Ziele, da die An~
wendung der Finf-Momenten~Gleichungen in Léngerichtung konstante
Querbiegestelfigkeit voraussetzt. Wie dabel hinsichtlich der Un=
terteilung der Spannweite vorszugehen ist, wird im Binzelnen be-
schrieben und an einem Beispiel erléutert. Soll ausser der Biege-
steifigkelt der Querirdger auch deren Drehsteifigkeit mit erfags
werden, s0 wird zweckmisslg das System mit nur biegesteifen Quer
tréigern als Grundsystem sufgefasst und die unbekannten Quertrige
torsionsmomente aus der (leichesetzung der Quertridger-Drehwinkel
am Bilegesystem ermittelt (Abschnitt 5.5).
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Auch bei der Behandlung durchlaufender Plattenbalken erweist

sich die Trennung in die beiden Systeme als vorteilhaft. Das
Biegesystem entspricht in diesem Falle einem durchlau -

f enden Balken, wihrend fiir das Drillsystem einzelne E i n~
f e 1 4 -balken angenommen werden kdnnen, da an den starren Auf-
lagern keine Krdfte von einem Feld in das benachbarte weiterée~
leitet werden konnen. Bei der Berechnung ist also nur die Kon-
tinuitdt am Biegesystem durch statisch unbestimmte Stitzmomente
wiederherzustellen (Bild 6.3).

8.2 Vergleich des durch Torsionslasten beanspruchten Platten-

balkens mit einem Balken auf elastischer Bettung

Der Verlauf der Beanspruchungen eines zwelstegigen Plattenbal-
kens in Lingsrichtung infolge Wolbkrafttorsion ist den Bean-
spruchungen eines Biegebalkens auf elastischer Unterlage #hnlich.
Aus der Trennung des zweistegligen Plattenbalkens in die beiden
Systeme erkennt man, dass das System I, welches nur auf Biegung
beansprucht wird, tatsschlich auch als Balken auf elastischer
Unterlage sufgefasst werden kann. Die elastische Unterlage wird
durch das System II gebildet, welches einer lotrechten Verschie-
bung der Stege des Systems I iiber die Pendelkrifte seinen Ver-
formungswiderstand entgegensetzt. Der Verformungswiderstand bazw.
die Bettungsziffer ist jedoch in Iingsrichtung verdnderlich und
héngt nicht nur von den Abmessungen, sondern auch von der Art und
Stellung der Belastung ab. BEs ergeben sich also bei verschiedenen
Belastungen auch verschiedene Bettungsziffern. Um den tordierten
Plattenbalken hinsichtlich seiner Wolbbeeanspruchungen als ela-
stisch gestiitzten Balken zu berechnen, kénnte men daran denken,
feste Bettungs ziffern fiir bestimmte Lastgruppen zu ermitteln,
die {ibereinander gelagert die tatsichlich vorhandene Belastung
ergeben. Die Beanspruchungen des Balkens auf elastischer Unter-
lage infolge der Lastgruppen entsprechen dann den Beanspruchungen
am System I,wobei filr jede Lastgruppe die zugehbrigen Bettungszif-
fern rilcksichtigt werden miissen. Dieser Berechnungsweg bringt je-
doch bei versinderlichen Querschnittsabmessungen keine Vortelle.
Bei konstanten Querschnittsabmessungen lassen sich dagegen die
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Lastgruppen sehr eilnfach bestimmen. Es ergeben sich bei Binge
lagten +P Lastgruppen mit sin-férmigem Verlaufs ipz = Pousin?
n= 1, 2,3 000 o In diesem Palle sind die Pendelkriftie Rz,
liasten Pz der Lastgruppen proporilonal, sie haben slso densel
gin-formigen Verlauf. Die Bettungszanl Xy ist fiir jede der n
gruppen auf ganze Balkenlidnge konstant und nur mehr von den A
sungsverhéiltnissen des Plattenbalkens abhéngig. Sle entsprieh
bel geniigend enger Unterteilung der Spannwelte bezw. geniigend
len Binzellasten Jje Lastgruppe dem Wert Gy s der in Abschnitt
filr sin-fUrmige Belastungen auf andere Weise gefunden wurde:

8.3 Vergleich der Rechnungsergebnisse mit den Messungen

Mit dem geschilderten Verfahren wurden in Abschnitt 7 verschi
dene Plattenbalken - und zwar mit verdnderlichem und konstan
Querschnitt sowie mit und ohne Quertrdger - durchgerechnet un
die ermittelten Spannungen und lotrechten Stegverschiebungen de
vom Instlitut flir Spannungsoptik und Modellmessung der Technii
schen Hochschule Stuttgart auf Grund von Messungen ermittelten
Werten gegeniibergestellt. Die umfangreichen und sehr sorgfilt:
gen Messungen wurden an Plattenbalken-Modellen mit 1,2 m Spann
weite durchgefithrt.

Untersucht wurde zunichst ein Plattenbalken mit vertnderlicher
Steghthe ohne Quertridger (Modell B1). Die Spannungen sind in

4 Querschnittspunkten, ndmlich in U.K.Steg (Punkt()), in
A.K.Platte (Punkt (@) ), an A.K. und I.K.Steg - jeweils 12 mm u
ter der Plattenunterkante (Punkt (3 und (9 ) - fir die Achtels-
punkte der Spannweite ermittelt. In den Bildern 7.8 bis 7.13 ist
oben jeweils der Ldngsschnitt des Plattenbalkens mit Angabe der
Messpunkte, darunter der rechnerische Verlauf der Spannungen @
gestellt. Die gemessenen Werte sind durch kleine Kreise gekenn
zeichnet. Die gegengleichen Steglasten +P greifen in 0,54 bzw
0,25 £ an.

Man erkennt aus Bild 7.8 big 7.11, dass die gerechneten Lings-
# * o

spannungen o und o gehr genau mit den gemessenen iibereinstim

men. Die Abweichungen liegen vielfach im Bereich der Messgenauig-
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keit, die mit etwa +0,1 kg/cm? angenommen werden kann. Lediglich
an den Last-Einleitungsstellen sind die Abweichungen grosser, und
zwar ergibt die Messung an der Stegunterkante (Punkt C)) grossere,
an der Plattenaussenkante (Punkt()) kleinere Werte dls die Rech~
nung. Der Grund hierfiir liegt in der Einschnilirung der mitwirken-
den Plattenbreite an der Last~Einleitungsstelle, was in der Rech-
nung nicht beriicksichtigt wurde. Tatsschlich verringert sich
durch die Binschniirung das ideelle Widerstands-Moment, so dass
gich hthere Stegspannungen ergeben. Andererseits ist die Lings~-
gpannungszunahme in der Platte nach dem Plattenrand hin nicht
mehr linear, da sie sich der Mitwirkung entzieht, wodurch am
Plattenrand kleinere Spannungen auftreten.

Auffdllig ist der Vorzeichenwechsel der Spannungen in den last-
fernen Bereichen. Br ist auf die stark veridnderlichen Quer-
schnittswerte zuriickzufithren, wodurch nach dem Rand zu das Biege-
gystem durch das Drillsystem stérker unterstitzt wird. Dieser
Vorzeichenwechsel konnte bei konstantem Querschnitt mit elasti-
scher Querausstelfung nicht oder in nur ganz unbedeutendem MaBe
festgestellt werden (vgl.Bild 7.17 und Bila 7.25) %)

Von besonderem Interesse sind die Schubspannungen in den Steg-
punkten C@ und (E (Bild 7.12 und 7.13). Hier iberlagern sich
die Wirkungen aus Wolbkraft- und freier Torsion bzw. die Schub-
spannungen von System I und II. Die Rechnung zeigt auch hier sehr
gute Ubereinstimmung mit. der Messung. Der Sprung in der Spannungg-
linie folgt aus der sprungweisen Anderung der Querkraft an der
Laststelle am Wélbsystem. Man kenn darasus den Anteil der Schub-
spannung infolge Wolbkrafttorsion (12) an der Laststelle ablesen.
Er ist im Verh#ltnis zu den Schubspannungen aus freier Torsion
(11) klein.

hdus der guten Ubereinstimmung der Spennungen folgt, dass auch die
gerechneten lotrechten Stegverschiebungen mit der Messung iiberein-
gtimmen miissen (Bild T.14). Man erkennt aber auch hier noch den
Einfluse der geringeren mitwirkenden Plattenbreite an den etwas

x) Bel kongtantem Querschnitt mit s t arr e 1 Queraussteifung
tritt der Vorzeichenwechsel nicht ein.
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grosseren Verschiebungswerten im Bereich der Last-Einleiltung

stellen. Im {ibrigen Bereich stimmen Messung und Rechnung pra
tisch genau iliberein. Die Umkehrung des Krilmmungssinnes der Kku
ven in der Ndhe der Lager entsprechend dem Vorzeichenwechse]l
Léngsspannungen (vgl.Bild 7.8 und 7.9) wird besonders bei de
Laststellung +P in 0,254 deutlich.

Fir den gleichen Plattenbalken wurde auch der Einfluss von'v
schiedenen Queraussteifungen auf die Lingsspannungen in Punktqg
(U.K.Steg) ermittelt. Das Ergebnis der Rechnung zeigen die Ii
in Bild 7.15. Setzt man starre Queraussteifungen in engen Ab
stédnden bzw. eine in Querrichtung starre Platte voraus, dann
erhdlt man die Linie (1), die bis auf die Laststelle stetig ve
lduft. Berlicksichtigt man elastische oder starre Quertriéger nu
in den Viertelspunkten der Spannwelte, 0 ergeben sich die ILin
(2) und (3) mit Knicken an den Quertrigerpunkten. Die rechneri
schen Liéngsspannungen sind in den drei untersuchten Fillen nur
wenig voneinander verschieden. Den am Modell B2 gemessenen Wer-
ten kommt die fiir starre Queraussteifung gerechnete Linie (1)
mittleren Bereich der Spannweite am ndchsten. An den Quertriger.
stellen in 0,25€ und 0,75 fund weiter bis zu den Lagern ergibt
 die Messung deutlich andere Werte. Die Abweichungen sind daraﬁf
zuriickzufilhren, dass die D r e h =~steifigkeit der Quertriger
in der Rechnung nicht beriicksichtigt wurde. Diese wirkt sich nu
an den Quertrigern in 0,254 und 0,754 aus - der Querschnitt des
Quertrigers in 0,5 f erfihrt bei +P in 0,5 £ wegen Symmetrie kein
Verdrehung. Die Torsionsmomente in den Quertridgern bei O,25-€un
0,752 ergeben im Anschluss an den Steg des Plattenbalkens einen
Sprung in der Momentenlinie des Biegesystems entsprechend ‘
Bild 5.4. Ahnlich verlaufen die hier gemessenen Lingsspannungen
Der Binfluss der Quertridger~Torsion musste bei den Messungen in
sofern besonders deutlich werden, als die Quertriger der Kunst-
stoffmodelle durch seitlich aufgeschraubte krdftige Stosslaschen
aus Metall sehr drehstelf waren.

dusser dem Plattenbalken mit verdnderlichem Querschnitt wurden
noch zwei Plattenbalken mit konstsntem Querschnitt ohne Ausstei-
fung durch Quertriger untersucht. (Modelle A1 und C1). Die Quér-
schnitte der beiden Plattenbalken waren dieselben wie am Auflagﬂ
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bzw. in 0,5£ des Plattenbalkens mit verinderlichem Querschnitt.
Der Schlankheitsgrad h/{ der beiden Plattenbalken ergsdb sich da-~
mit zu 1 & 15 bel Balken A und zu 1 3 30 bei Balken C. Diese
8chlenkheitsgrade entsprechen den im Spannbeton-Briickenbau iibli-
chen Grenzwerten.

In den Bildern 7.17 bis 7.20 sind fir den Balken A1 der Verlauf
der rechnerischen Léngsspannungen in U.K.Steg (Punkt(:)) und am
Plattenrand (Punkt) bei Laststellungen +P in 0,254{ und 0,5¢
und die entsprechenden MeBwerte dargestellt. Bild 7.21 und 7.22
zelgen wieder die Schubspannungen in den Stegpunkten @ und .

In den Bildern T7.24 bis 7.29 sind Spannungen an den entsprechen-
den Punkten des Balkens C1 wiedergegeben.

Die Ubereinstimmung zwischen Messung und Rechnung ist auch hier
wieder sehr gut.

Die Rechnung konnte in diesem Fall wegen des konstanten Quer-
schnitts mit den in Abschnitt 4.1.1 angegebenen geschlossenen
Losungen der Differentialgleichung 4.0rdnung durchgefiihrt werden.

Aus dem Vergleich der Ergebnisse der Rechnung mit den Messungen
an Modellen mit verdnderlichem und konstantem Quersohnitt, mit
und ohne Quersussteifung und mit verschiedenen Schlankheit sver-
héltnissen geht hervor, dass das Berechnungsverfahren in allen
praktisch vorkommenden Fdallen Werte liefert, die den tatsidch-
lichen Spamnungs- und Verformungszustend infolge Torsionsbelastung
an jeder beliebigen Stelle mit grosser Genauigkeit beschreiben.

An dieser Stelle mdchte der Verfasser den mit den Modell-Messungen
betrauten Ingenieuren, insbesondere Herrn Dipl.Ing.Weber, bestens
danken fiir ihre mit grosser Sorgfalt und Gewissenhaftigkeit durch-
gefithrten Arbeiten.
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9. Konstruktive Polgerungen

Vergleicht man bei den hier untersuchten Plattenbalken die Ty

spannungen infolge Wolbkrafttorsion mit und ohne Aussteifunge
durch die Quertrdger miteinander, z.B. Bild 7.9 und 7.15, 55’
fdllt auf, dass sich die Léngsspannungen durch den Einbau def
Quertriger nur verhdltnisméissig wenig verringern,obwohl hierd
die Biegesteifigkeit in Querrichtung ganz erheblich vergrog
wird. Die lLingsspannungen werden z.B. an der Laststelle, wo
Maximalwerte auftreten, nur um ca 1o% kleiner. Der Grund hier
fir ergibt sich leicht aus der Betrachtung der beiden gedscht
Systeme. Die Lingsspannungen infolge Wolbkrafttorsion entSpré
chen den Lidngsspannungen am Biegesystem (I), welches durch da
Drillsystem (II) elastisch unterstitzt wird (vgl.8.2). Bei de
hier untersuchten Fdllen ist nun die Biegesteifigkeit der Pla
ﬁi in Querrichtung schon so gross, dass eine weitere Vergrdss
rung durch den Einbau von Quertridgern keine wesentliche Erhdhu
der "Bettungsziffer' ergibt. Infolge der somit nur w e n i g
héirteren, elastischen Stiitzung des Biegesystems (I) konnen die ﬁ
Lingsspannungen auch nur unbedeutend kleiner werden.

Den geringeren Léngsspannungen entsprechen héhere Schubspannungg
aus freier Torsion am Drillsystem. Die Schubspannungen nehmenk“
durch den Einbau der Quertriger unterschiedlich zu. An den maf-
gebenden Schnitten in Auflagernihe betrigt die Zunahme nur wenié
Prozente. Bei wesentlich geringerer Plattensteifigkeit 51 wﬁrdef
sich der Einbau von Quertrdgern natiirlich viel stirker auswirken
Jedoch entspricht eine geringere Plattensteifigkeit gelten den
Verhdltnigsen in der Praxis. Bei einem ModellmaBstab von

1t %33 1/3 wire die Platte in Wirklichkeit nur 16,6 cm dick bei
einem Stegabstand von 4,0m und einer Spannweite des Plattenbals
kens von 40 m. Die Plattensteifigkeit am Modell stellt also ver
gleichsweise schon die untere Grenze der praktisch vorkommenden
Fille dar. ‘

Die Anderung der Lings- bazw. Schubspannungen durch Anordnung voH
steifen Quertrdgern wird also nur selten von Bedeutung sein. Man
k6nnte daraus schliessen, dass sich der Einbau von Quertrigern
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wenig lohnt, vor allem, wenn die Bemessung der Plattenbalken
durch die Hohe der Schubspannungen beeinflusst wird. Bs ist je=-
doch zu bedenken, dass durch die Quertriger die Biegebeansprungen
in der Platte ganz erheblich verringert werden. Das gilt beson-
ders bel schlanken bzw. biegeweichen Plattenbalken mit dicken
Stegen, zum Beispiel entsprechend Modell C. Ohne Quertridger
(Modell € 1) betrdgt hier das Biegemoment in der Platte am Steg-—
angchluss infolge der antimetrischen Steglasten +P in der Mitte
der Spannweites m ~+ 0,08 P (omkg/cm).

Zum Vergleich erhdlt man bei starrer Einspannung der Platte in
den Stegen und P in Plattenmitte das Moment am Steganschluss:
my~ - 0,16 P. Das aus der Torsionsbelastung herriihrende Platten~
moment kann also erheblichen Einfluss auf die Bemessung, insbe-
sondere des Anschlusses der Platte an die Stege, haben.

Dieses Plattenmoment wird jedoch bei Anordnung von gsteifen Quer-
trigern auf einen praktisch bedeutungslosen Wert herabgedriickt.
Dabei geniigen in den meisten Féllen schon 2 big 3 Quertriger je
Spannweite. Pir die Anzahl der Quertriger ist jedoch nicht nur
die hier untersuchte antimetrische Belastung von Bedeutung. Um
bei Belastung der Platte (asusserhalb der Stege) einen hohen Ein-
gspanngrad der Platte in die Stege zu erzielen, kdnnen biegesteife
Quertriger auch in engeren Abstidnden notwendig werden.

Der BEinbau biegesteifer Quertriger wirkt sich also immer glinstig
auf die Beanspruchungen in der Platte aus, dagegen hat er bei den
hier in Betracht gezogenen Querschnittsverhdltnissen suf die
Léngs~ bzw. Schubspannungen des Plattenbalkens infolge antimetri-
scher Belastung nur geringen Binfluss.

Un diese Spennungen ginstig zu beeinflussen, ist es notwendig,
die Quertridger auch noch dr eh s t e 1 £ auszubilden. Am
besten wiirden sich Quertriger mit Hohlquerschnitten eignen. Wer-
den die drehsteifen Quertréger z.B. entsprechend Bild 9.1a nur
Uber den Auflagern angeordnet, go erhilt man auch beim Einfeld-
balken eine hohe Einspannung fiir Torsionsbelastung. Betrachtet
men wieder die beiden gedachten Tragesysteme, so ist gemiss

Bild 5.3 die Drehsteifigkeit der Quertriger nur am Biegesystem (I)
zu berticksichtigen. Die Balkenenden werden durch die drehsteifen
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a) Zweistegiger Plattenbalken mit drehsteifen Auflsger - Quertragern
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b) Verlauf der Biegemomente My bzw. Langespannungen 6y
aus Wolbkrafttorsion : - z;’l’)lrfe }drehsfeif‘en Auflager-QT.
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c.) Verlaufl" der Torsiongmomente My bzw. Schubspannungen T,
aus freier Torsion: —mit .

—__ohne } drehsteifen Auflager -QT.

g !
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d) Verlauf der Querkréfte Gr bzw. Schubspannungen Ty ous Wolb -
krafttorsion : — :;:rte } drehsteifen Auflager -Qr.

Bild 9.1 BEBinfluss drehsteifer Endquerirdger auf
die Spannungen infolge Wolbkraft- und
freier Torsion
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Quertriger elastisch eingespannt, wobel wegen der im Verhdlinis
fur Spannweite kurzen Quertriger stets ein hoher Binspanngrad
erreicht werden kann. Die lotrechten Stegverschiebungen infolge
der Lasten am Biegesystem (I) werden damit kleiner, so dass vor
allem bei schlanken Plattenbalken das darunter angeordnete
Drillsystem (II) wesentlich geringer beansprucht wird.

Das ist insofern von Bedeutung, als bei schlanken Plattenbalken
chne drehsteife Auflager-Quertriger die Schubspannungen (bzw.
Hauptspannungen) am Drillsystem - also aus freier Torsion -
fast die gleiche Grossenordnung erreichen wie die Langsspannunger
(bzw. Hauptspannungen) am Biegesystem -~ also aus Wolbkrafttor-
gion.

In Bild 9.1b bis 9.1d ist der Einfluse drehsteifer Endquer-
trdger auf die Lings- bzw. Schubspanhungen bei +P in 3/2 schema-
tisch dargestellt. Der Vergleich der Linien (1) und (2) zeigt,
dass durch die Endeinspannung sowohl die Langsspannungen o, aus
Wolbkrafttorsion, els auch die Schubspannungen T4 aus freier
Torsion geringer werden. Dagegen erhthen sich die Schubspan~
nungen T, aus Wolbkrafttorsion., Diese ErhShung ist jedoch ohne
grosse Bedeutung, da max T meist erheblich kleiner als max Ty
ist.

Weiter werden auch die Biegemomente in der Platte bzw. in den
Peld~-Quertrdgern durch die drehsteifen Auflager-Quertriger ver-
ringert, da bei sonst gleichen Abmessungsverhgltnissen die lot-
rechten Stegverschiebungen und damit die Biegeverformungen der
Platte bazw. der Quertridger kleiner sind.

Um die Beanspruchungen infolge Torsionsbelastung noch weiter zu
verringern, kdnnen auch die Feldquertriger torssionssteif ausge-
bildet werden. In Bild 9.2a sind Feldquertrdger mit verschieden
geformten Hohlguerschnitten dargestellt. Eine giinstige Losung
diirfte der Dreieck-Querschnitt gemsess Bild 9.2b sein. Der gegen-
liber einem Quertridger mit nur biegesteifem Rechteckquerschnitt
erforderliche Mehrbedarf an Materisl ist besonders gering, wenn
die Platte zugleich die obere Dreieck-Seite bildet.
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b)

Bild 9.2 Zweistegige Plattenbalken mit biege~ und dreh~-
steifen Quertrdgern

a) Verschiedene Querschnittsmdglichkeiten fiir
drehsteife Quertréger

b) Quertriger mit Dreieck-Querschnitt

Auflager-Quertrdger mit Dreiecks~Querschnitten haben gegeniiber
runden oder rechteckigen Querschnitten noch den Vorteil, dass
die Lager ohne besondere MaBnahme auch unter dem Quertrdger an-
geordnet werden kdnnen, wenn die Breite der Haupttrigerstege
hierfiir nicht ausreicht.

Die Anordnung nicht nur biege- sondern auch drehsteifer Quertrd-
ger bei zweistegigen Plattenbalken kann slso dann zweckméssig
sein, wenn wesentliche Torsionslasten zu libertragen sind, wie
zum Beispiel bei durch Verkehr stark ausmittig belasteten Briicken
Es besteht damit die Mdglichkeit, den Plattenbalkenquerschnitt
auch in den Pillen anzuwenden, die bislang nur dem Hohlquer-
schnitt vorbehalten waren. Die wesentlich einfachere Herstellung
des Plattenbalkens gegeniiber dem Hohlkasten im Betonbrickenbau
wird sich dabei in wirtschaftlicher Hinsicht glinstig auswirken.
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