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Kurzfassung

Kurzfassung

Gekoppelte Problemstellungen, zu denen auch die Fluid-Struktur-Wechselwirkung zahlt,
treten in vielen Bereichen des Ingenieurwesens auf. Sie zeichnen sich bei der Losung
haufig durch eine hohe Komplexitat aus. Besonders bei dreidimensionalen Fragestellun-
gen resultiert dies in sehr langen Rechenzeiten. In dieser Arbeit wird die partitionierte
Losung von Wechselwirkungs-Problemen zwischen diinnen Strukturen und inkompressi-
blen Fluiden betrachtet. Die Struktur wird dabei mit den Gleichungen der nichtlinearen
Elastodynamik und das Fluid mit den inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen be-
schrieben. Fiir die partitionierte Losung werden die beiden Felder einzeln mithilfe der
Finite-Element-Methode im Raum und mittels Differenzenverfahren in der Zeit diskre-
tisiert. Der Schwerpunkt dieser Arbeit liegt in der Entwicklung effizienter Verfahren
zur Losung komplexer, dreidimensionaler Fragestellungen. Dabei werden zunéchst die
Einzelfelder betrachtet und im Anschluss daran das gekoppelte Problem.

Zur Vernetzung von groflen Gebieten wird ein zweistufiges Verfahren vorgestellt, bei dem
unter Berticksichtigung der exakten Geometrie ein grobes Netz aus dem Préaprozessor
auf dem Hochleistungsrechner verfeinert wird. Bei der Berechnung der Elementmatrizen
eines Finite-Element-Programms fiir unstrukturierte Netze konnen auf einem Vektor-
rechner durch eine Gruppierung der Elemente und Umstrukturierung des Programm-
codes die Vorteile des Prozessors genutzt und die Rechenzeit erheblich verkiirzt werden.
Auch bei der Losung der linearen Gleichungssysteme kann durch die Wahl des Itera-
tionsverfahrens und Vorkonditionierers viel Rechenzeit eingespart werden. Der Einfluss
verschiedener Parameter auf die Effizienz des Losers wird fiir eine reine Fluid-Simulation
untersucht.

Bei der partitionierten Behandlung der Wechselwirkung von inkompressiblen Fluiden
mit diinnen Strukturen sind in der Regel implizite, d.h. iterativ gestaffelte Kopplungs-
verfahren erforderlich. Insbesondere bei einer starken Kopplung der beiden Felder fiihrt
dies aufgrund der zusatzlichen Iteration zu sehr langen Rechenzeiten. In dieser Arbeit
werden zunéchst die gebrauchlichsten iterativ gestaffelten Kopplungsverfahren in einer
einheitlichen Darstellung vorgestellt. Durch Verwendung der Losung des gekoppelten
Problems auf einer groberen Diskretisierung wird die Kopplungsiteration beschleunigt.
Abschlieend werden diese Zwei-Level-Verfahren fiir verschieden stark gekoppelte Bei-
spiele mit anderen iterativ gestaffelten Methoden verglichen.

Abschlieend werden mit numerischen Beispielen der Kopplung von diinnen Schalen-
strukturen mit dreidimensionalen Stromungen Anwendungsmoglichkeiten der vorgestell-
ten effizienten Algorithmen aufgezeigt.



Abstract

Abstract

Coupled problems, like fluid-structure interaction, arise in various areas of engineering.
Often they are characterized by high complexity. Especially for three-dimensional pro-
blems this results in very long simulation times. In the present work partitioned solution
schemes are used for fluid-structure interaction of thin-walled structures and incompres-
sible fluids. The structural domain is governed by the nonlinear elastodynamic equations
while the fluid dynamics is described by the incompressible Navier-Stokes equations.
Both fields are discretized by finite elements in space and finite difference methods in
time. The focus of this work is the development of efficient algorithms for the solution
of complex, three-dimensional fluid-structure interaction problems. In the first part of
this work the efficiency of the single fields is examined while the second part focuses is
on the coupling.

For mesh generation in large domains a two level procedure is introduced. A coarse
mesh provided by the preprocessor is refined on the high performance computer taking
into account the exact geometry. The calculation of element matrices of a finite element
code for unstructured meshes can be accelerated on a vector computer by grouping the
elements and restructuring the code making use of the advantages of vector processors.
In addition, for the solution of the linear system of equations the necessary cpu time can
be reduced by the correct choice of iteration scheme and preconditioner. The influence
of different parameters on the efficiency of the solver is studied for a fluid simulation.

The simulation of interaction between incompressible flows and thin-walled structures
often requires implicit i.e. iterative staggered coupling algorithms. Especially for strongly
coupled problems the additional iteration leads to very long simulation times. In the
present work commonly used iterative staggered coupling schemes are presented in a
consistent notation. Using the solution of the coupled problem on a coarse discretization
as a predictor the coupling iteration can be accelerated. Finally, convergence rate and
calculation time of these new two-level coupling algorithms are compared with other
iterative staggered schemes.

Numerical examples for the coupling of thin-walled shell structures and three-dimensional
flows indicate possible applications of the presented efficient algorithms.
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Einleitung

1.1 Motivation und Zielsetzung

Fluid-Struktur-Wechselwirkungen spielen in vielen Bereichen des taglichen Lebens und
der Ingenieurwissenschaften eine wichtige Rolle. So basieren z.B. die Atmung und der
Blutkreislauf auf der Interaktion von Stromungen mit flexiblen Strukturen. Im techni-
schen Bereich sind die Wechselwirkungen zwischen stromenden Fluiden und flexiblen
Strukturen beispielsweise in der Luftfahrt von grofler Bedeutung. So konnen sich die
Fliigelspitzen grofler Verkehrsflugzeuge in Turbulenzen iiber mehrere Meter auf und ab
bewegen. Auch im Bereich des Bauwesens gibt es Problemstellungen, bei denen die Fluid-
Struktur-Wechselwirkung einen entscheidenden Einfluss auf die Bemessung eines Trag-
werks hat. Beispiele hierfiir sind das Schwappen in fliissigkeitsgefiillten Behaltern unter
dynamischer Anregung, etwa aufgrund von Erdbeben, oder windinduzierte Schwingun-
gen von weit gespannten Briicken, Kiithlturmschalen oder Membrandachern.

Diese Problemstellungen aus dem Bereich der Fluid-Struktur-Wechselwirkung (auch
Fluid-Struktur-Interaktion, FSI) gehoren zur Klasse der oberflachengekoppelten Mehr-
feld-Probleme und sind dadurch charakterisiert, dass in mehreren Gebieten mithilfe
abhangiger Variablen unterschiedliche physikalische Phédnomene beschrieben werden.
Streng genommen trifft diese Definition auf fast alle Ingenieuraufgaben zu, da in der
Realitdt immer mehrere unterschiedliche physikalische Phéanomene gleichzeitig auftre-
ten und miteinander in Interaktion stehen. Jedoch sind die Wechselwirkungen zwischen
den physikalischen Feldern in den meisten Fallen so gering, dass sie in der Praxis bei
numerischen Simulationen haufig vernachlassigt werden.

Durch die rasant wachsenden Computerressourcen wurde es jedoch moglich mehr Wech-
selwirkungen bei der numerischen Simulation zu berticksichtigen und immer detaillierte-
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re und damit komplexere physikalische Zusammenhange zu analysieren. So werden z.B.
chemo-hygro-mechanisch gekoppelte Simulationen zur Analyse der Alkali-Kieselsaure-
Reaktion in Beton (BANGERT U.A. 2004) durchgefiithrt oder die elektro-mechanische
Kopplung bei piezoelektrischen Bauteilen (SCHULZ U. A. 2008) simuliert. Jedoch stoflen
auch heute noch vielfach numerische Simulationen von komplexen, gekoppelten Syste-
men an die Grenzen der verfiigharen Computerhardware.

Bei einer partitionierten Losung von gekoppelten Problemen, wie sie in dieser Arbeit ver-
wendet wird, ist es moglich auf vorhandene und bewéhrte Losungsalgorithmen fiir die
einzelnen physikalischen Felder zuriickzugreifen. Im Rahmen dieser Arbeit ist dies fiir das
Fluid ein stabilisiertes Finite-Element-Verfahren zur Losung der instationédren, inkom-
pressiblen Navier-Stokes-Gleichungen (WALL 1999; FORSTER 2007). Die Struktur wird
mithilfe verschiedener Finite-Element-Formulierungen fiir die nichtlineare Elastodyna-
mik diinnwandiger Strukturen diskretisiert (BUCHTER UND RAMM 1992; BISCHOFF
1999).

Insbesondere fiir die Losung der stromungsmechanischen Gleichungen werden aufgrund
der vorhandenen Skalenunterschiede und der transienten Natur von Stromungen fei-
ne Diskretisierungen mit sehr vielen Freiheitsgraden und Zeitschritten benotigt. Auch
der Ubergang von zweidimensionalen Modellen zu realitéitsnahen dreidimensionalen Si-
mulationen bedeutet eine erheblich langere Rechenzeit. Daher zahlt in vielen Féllen
die numerische Simulation von dreidimensionalen reinen Stromungsproblemen mit ihren
hohen Anforderungen an Rechenleistung und Speicherkapazitat zum Hochleistungsrech-
nen. Die Implementierung von Simulationsverfahren, wie z.B. der Finite-Element-Me-
thode, erfordert hier besondere Aufmerksamkeit, um die vorhandene Hardware effizient
zu nutzen.

Ein Ziel dieser Arbeit ist es, die numerische Simulation von dreidimensionalen Fragestel-
lungen aus dem Bereich der Stromungsmechanik auf einem parallelen Vektorcomputer
zu ermoglichen. Es werden dazu Techniken vorgestellt, mit denen einerseits eine entspre-
chend feine Diskretisierung von komplexen Problemstellungen erzeugt und andererseits
die Methode der Finiten Elemente fiir einen Vektorcomputer effizient implementiert
werden kann. Untersuchungen zur effektiven Losung der resultierenden linearen Glei-
chungssysteme mit vorkonditionierten Krylow-Verfahren runden diesen Themenkomplex
ab.

Neben den Anforderungen, die bereits die dreidimensionale Simulation des Stromungs-
gebiets an die Computerressourcen stellt, bedeutet die Berticksichtigung einer impliziten
Kopplung einen erheblich grofleren Rechenaufwand. So ist die Losung von Problemen
aus dem Bereich der Fluid-Struktur-Wechselwirkung aufgrund der gegenseitigen Beein-
flussung der beiden Felder deutlich komplexer als bei den Einzelfeld-Problemen:
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FSI > Fluid +  Struktur

Der gleiche Zusammenhang gilt auch fiir die Rechenzeiten bei den entsprechenden nu-
merischen Untersuchungen, d.h. eine gekoppelte Fluid-Struktur-Wechselwirkungs-Simu-
lation benotigt ein Vielfaches der Zeit, die die ungekoppelten Simulationen der beiden
Einzelfelder in Anspruch nehmen. Es ist Ziel von vielfaltigen Ansétzen, die aktuell er-
forscht werden, den Zeitaufwand fiir eine gekoppelte Simulation zu reduzieren.

In dieser Arbeit werden zunachst verschiedene etablierte Losungsverfahren zur impliziten
Behandlung der Kopplung in einer einheitlichen Herleitung und Schreibweise dargestellt.
Darauf aufbauend werden zwei Zwei-Level-Verfahren zur Losung des Fluid-Struktur-
Wechselwirkungs-Problems vorgestellt, die eine Losung des gekoppelten Problems auf
einer groben Diskretisierung nutzen und so die benotigte Rechenzeit deutlich reduzieren.

1.2 Gliederung der Arbeit

In Kapitel 2 werden zunéchst fiir Struktur und Fluid die der Modellierung zugrunde
liegenden kontinuumsmechanischen Grundgleichungen eingefiihrt. Es folgt die Formu-
lierung der zugehorigen Anfangs-Randwert-Probleme in schwacher Form und die darauf
aufbauende Diskretisierung in Raum und Zeit.

Das 3. Kapitel beschaftigt sich mit der Stromungssimulation durch Hochleistungsrech-
nen. Nach einer Einfiihrung in die Grundbegriffe des Hochleistungsrechnens wird ein
Verfahren zur Erzeugung von Netzen in zwei Schritten und ein Konzept zur effizienten
Implementierung von Finiten Elementen fiir Vektorcomputer vorgestellt.

Mit einer Ubersicht iiber iterative Verfahren und Vorkonditionierer zur Losung von li-
nearen Gleichungssystemen beginnt das 4. Kapitel. Im Anschluss wird die Effizienz der
vorgestellten Verfahren bei der Anwendung auf Diskretisierungen von Stromungsproble-
men verglichen.

Kapitel 5 beginnt mit einem Uberblick iiber Verfahren zur Lésung von gekoppelten Pro-
blemen. Im Anschluss werden partitionierte Verfahren ausfiihrlicher beschrieben und
zwei neue Zwei-Level-Verfahren zur Losung von gekoppelten Problemen vorgestellt.
Abschlieend werden verschiedene Kopplungsverfahren hinsichtlich ihrer Konvergenz-
geschwindigkeit und Rechenzeit verglichen.

Kapitel 6 dokumentiert numerische Beispiele aus dem Bereich der Fluid-Struktur-Wech-
selwirkung, die die Leistungsfahigkeit der vorgestellten Ansétze verdeutlichen.
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Grundlagen

Zur numerischen Simulation von physikalischen Problemstellungen ist es erforderlich
diese durch geeignete mechanisch-mathematische Modelle abzubilden. Die vorliegende
Arbeit behandelt Problemstellungen der nichtlinearen Strukturdynamik in Verbindung
mit der Dynamik inkompressibler, viskoser Stromungen. Zunachst werden in den folgen-
den Abschnitten fiir diese beiden mechanischen Modelle die zugrunde liegenden Diffe-
renzialgleichungen und im Anschluss daran deren numerische Behandlung gezeigt. Diese
Beschreibung stellt keine vollstandige Herleitung der verwendeten Gleichungen dar, son-
dern nur die Grundlagen fiir diese Arbeit in einer konformen Notation.

Eine tiefergehende Herleitung der kontinuumsmechanischen Grundlagen und Diskreti-
sierungsverfahren ist in vorhergehenden Dissertationen am Institut fiir Baustatik und
Baudynamik, wie z.B. WALL (1999), Mok (2001), FORSTER (2007), und einschlégi-
gen Fachbiichern zu finden. Ausfiihrlichere Darstellungen zur Kontinuumsmechanik fin-
den sich unter anderem in ALTENBACH UND ALTENBACH (1994), HoLZAPFEL (2000),
MARSDEN UND HUGHES (1983) und STEIN UND BARTHOLD (1996) und zur Fluiddy-
namik in CUVELIER U. A. (1986), FERZIGER UND PERIC (1997), FLETCHER (1991),
GRESHO UND SANI (1998), GUNZBURGER (1989) und WARSI (1993).

Die grundlegenden Ideen der in dieser Arbeit als Diskretisierungsverfahren verwende-
ten Finite-Element-Methode gehen zuriick auf ARGYRIS (1954), TURNER U. A. (1956),
CLOUGH (1960) und ZIENKIEWICZ UND CHEUNG (1967). Zu den wichtigsten aktuel-
len Lehrbiichern gehéren unter anderem ZIENKIEWICZ U. A. (2005), HUGHES (2000),
BELYTSCHKO U. A. (2000) und WRIGGERS (2001).



2 Grundlagen

2.1 Strukturdynamik

Die in dieser Arbeit hauptséchlich betrachteten Problemstellungen der Fluid-Struktur-
Wechselwirkung bei diinnwandigen Strukturen erfordern die Beriicksichtigung grofier
Deformationen im Strukturmodell. Aufgrund der Schlankheit der Struktur wird davon
ausgegangen, dass nur kleine Verzerrungen auftreten. Zusétzlich werden ausschliellich
homogene, isotrope Kontinua betrachtet. Als passendes Strukturmodell wird die geome-
trisch nichtlineare Elastodynamik gewahlt.

Fiir die Beschreibung der Bewegung der Struktur im Raum wird die Lagrange!- oder
auch materielle Betrachtungsweise verwendet. Hierbei bewegt sich der Beobachter mit
einem Materiepunkt durch den Raum und misst zu jedem Zeitpunkt die Lage des Ma-
teriepunkts und dessen Eigenschaften in der Momentankonfiguration. Die deformierte
Momentankonfiguration (Raumgebiet €2,) wird dabei in Bezug auf eine Referenzkon-
figuration (Materialgebiet 2x) beschrieben. Wird, wie in dieser Arbeit, als Referenz-
konfiguration der Ausgangszustand der Struktur zur Zeit ¢ = #, gewahlt, wird von der
totalen Lagrange-Formulierung gesprochen.

Im Folgenden bezeichnet der Index (-)g GroBen, die sich auf die Struktur beziehen.

2.1.1 Kontinuumsmechanische Grundgleichungen

Kinematik

Die Lagen der Materiepunkte in der Referenz- und Momentankonfiguration werden
durch ihre Ortsvektoren X bzw. x in einem raumfesten, orthonormierten, kartesischen
Koordinatensystem e beschrieben (Abbildung 2.1). Hierbei werden alle Grofien, die sich
auf die Referenzkonfiguration beziehen, durch einen Groflbuchstaben gekennzeichnet.
Die Differenz zwischen den Ortsvektoren der Momentan- und Referenzkonfiguration
wird als Verschiebungsfeld d, = x — X bezeichnet. Der Index (-)x kennzeichnet dabei,
im Gegensatz zum Vektor der Knotenwerte, der keinen Index tragt, die kontinuierlichen
Funktionen.

Der unsymmetrische materielle Deformationsgradient F ist definiert als lineare Abbil-
dung eines differenziellen Linienelements der Referenzkonfiguration dX auf das entspre-

! Joseph Louis Lagrange, * 25. Januar 1736 in Turin,  10. April 1813 in Paris, italienischer Mathematiker
und Astronom.
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Momentan-
konfiguration
(Raumgebiet Q)

Referenz-
konfiguration
(Materialgebiet Qx)

Abbildung 2.1: Referenz- und Momentankonfiguration in der Strukturdynamik.

chende Linienelement der Momentankonfiguration dx:

zg—;dX::F.dX o P Uk —Ved 4T (2.1)

dx X

Dabei bezeichnet I den zweistufigen Einheitstensor und V x den materiellen Gradienten-
Operator. Der Deformationsgradient beschreibt den Deformationsvorgang vollstandig,
ist als Verzerrungsmafl jedoch ungeeignet, da er Starrkorperanteile enthalt und unsym-
metrisch sowie richtungsabhingig ist. Daher wird der Green?-Lagrange-Verzerrungsten-
sor E als Verzerrungsmafl gewahlt, der ein symmetrischer, richtungsunabhangiger und
von den Starrkorperanteilen befreiter Tensor zweiter Stufe ist. Er ist durch die Differenz
der Quadrate der Linienelemente in der Momentan- und Referenzkonfiguration definiert

E=-(F"-F-1I). (2.2)

1
2
Unter Verwendung der Definition des Deformationsgradienten (2.1) lasst er sich auch
als nichtlineare Verzerrungs-Verschiebungs-Beziehung schreiben:

1
2

E (Vxdi+ (Vxdo)" + (Vxdo)" - Vxdy) . (2.3)
Der Green-Lagrange-Verzerrungstensor E stellt eine vollstandige Beschreibung des De-
formationsvorgangs dar und ist somit auch fiir groffe Deformationen geeignet. Durch
seine Definition ist die kinematische Feldgleichung der Elastodynamik gegeben.

2George Green, * 14. Juli 1793 in Nottingham,  31. Mérz 1841 in Sneinton, englischer Mathematiker
und Physiker.
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Impulsbilanz

Die lokale Impulsbilanz oder auch Erste Cauchy3-Bewegungsgleichung stellt die lokale,
punktweise Form des dynamischen Gleichgewichts des Korpers dar und ist die zweite
Feldgleichung der Elastodynamik.

psdy = Vx - P + piby (2.4)

Hierin ist pg die Dichte der Struktur in der undeformierten Referenzkonfiguration und f)s
der Volumenkraftvektor pro Masseneinheit (z.B. aus Eigengewicht). (o) bezeichnet die
zweifache Zeitableitung und P den Ersten Piola*-Kirchhoff’-Spannungstensor (PK1),
der die aktuelle Kraft auf ein Flachenelement der Referenzkonfiguration bezieht. Dessen
Unsymmetrie fithrt jedoch zu Nachteilen bei der numerischen Umsetzung z.B. von Mate-
rialgesetzen. Daher wird er meistens, so auch in dieser Arbeit, durch den symmetrischen
Zweiten Piola-Kirchhoff-Spannungstensor (PK2) S ersetzt. Dieser bezieht Kraft und
Flache auf die Referenzkonfiguration, ist das zum Green-Lagrange-Verzerrungstensor E
energetisch konjugierte Spannungsmafl und steht iiber den Deformationsgradienten mit
dem PK1-Spannungstensor in folgender Beziehung:

S=F"'!.P; P=F-S. (2.5)

Unter Verwendung dieser Beziehung zwischen PK1 und PK2 lasst sich die materielle
Formulierung der Cauchy-Bewegungsgleichung (2.4) nun wie folgt schreiben:

psdy = Vx - (F - S) + psbg. (2.6)

Dies stellt die zweite, die dynamische Feldgleichung des Anfangs-Randwert-Problems
der Elastodynamik dar.

Konstitutivgesetz

Das Konstitutivgesetz stellt die Beziehung zwischen den kinematischen und den stati-
schen Feldgroflen her. Bei der hier gewahlten Betrachtungsweise, bei der sich alle Gro-
Ben auf die undeformierte Referenzkonfiguration beziehen, ist dies der Zusammenhang
zwischen dem Green-Lagrange-Verzerrungstensor E und dem Zweiten Piola-Kirchhoff-
Spannungstensor S. Im Rahmen dieser Arbeit wird lediglich ein linear elastisches Mate-

3 Augustin Louis Cauchy, * 21. August 1789 in Paris, 1 23. Mai 1857 in Sceaux, franzosischer Mathe-
matiker.

4Gabrio Piola, * 1794 in Mailand, 1 1850 in Giussano, italienischer Mathematiker.

SGustav Robert Kirchhoff, * 12. Mirz 1824 in Kénigsberg, T 17. Oktober 1887 in Berlin, deutscher
Physiker.



2.1 Strukturdynamik

rialverhalten angenommen. Dies ist bei den hier betrachteten sehr diinnen Strukturen,
in denen nur kleine Verzerrungen auftreten, fiir die meisten Falle eine vertretbare Ver-
einfachung.

Fiir die somit zu betrachtende Green’sche Elastizitat wird die Existenz einer spezifi-
schen Verzerrungs- oder Forménderungsarbeit Wi, (E) angenommen, die beziiglich des
PK2 eine Potentialfunktion darstellt. Mit ihr lasst sich die konstitutive Beziehung in
allgemeiner Form schreiben:

o a I/Vint (E)

S OE

- E. (2.7)
Die Linearisierung dieser Spannungs-Dehnungs-Beziehung und die Beschrankung auf
homogene, isotrope, linear elastische Materialien fiithrt auf die konstitutive Gleichung
des Saint-Venant®-Kirchhoff-Materials, welche die dritte Feldgleichung darstellt:

S=C:E=)\trEI+24kE. (2.8)

C bezeichnet den vierstufigen Material- bzw. Elastizititstensor. Die Lamé’-Konstanten
As und pg konnen aus den in der Ingenieurliteratur gebrauchlicheren Elastizitatsmaflen
Elastizitatsmodul Es und Poisson®- bzw. Querdehnzahl v berechnet werden:

ESVS ES

>\: = Y~
ST U+ (1—20) M= o+

(2.9)

Das Saint-Venant-Kirchhoff-Materialgesetz (2.8) ist aufgrund der vollstdndigen, nichtli-
nearen Dehnungsbeschreibung mittels des Green-Lagrange-Verzerrungstensors fiir grofle
Deformationen geeignet, aber wegen der linearen Beziehung zwischen Spannungen und
Dehnungen nur fiir kleine Verzerrungen anwendbar.

2.1.2 Anfangs-Randwert-Problem

Starke Form

Fiir die vollstandige Beschreibung der starken, d.h. lokalen Form des Anfangs-Randwert-
Problems der nichtlinearen Elastodynamik werden neben den drei Feldgleichungen (2.3),

6 Adhémar Jean Claude Barré de Saint-Venant, * 23. August 1797 in Villiers-en-Biere, f 6. Januar 1886
in St. Ouen, franzosischer Mathematiker und Physiker.

"Gabriel Lamé, * 22. Juli 1795 in Tours, f 1. Mai 1870 in Paris, franzosischer Mathematiker und
Physiker.

8Siméon-Denis Poisson, * 21. Juni 1781 in Pithiviers, t 25. April 1840 in Paris, franzosischer Physiker
und Mathematiker.



2 Grundlagen

Neumann RB Material
t=t S=C:E
auf Ty x [to; T in Qg x [to; T
Impulsbilanz Kinematik
psdy = Vx - (F-S) + psb E=1(FT.-F-1I)
in Qg X [to; T in Qg x [to; T

Dirichlet RB  Anfangs-Bed.

___ Differentialgleichungen _ _ _ , dy = dxp
dy=d, [+] -
dx = dx,O

auf g X [to; T] in Q5 X 1y

Abbildung 2.2: Tonti-Diagramm der starken Form des Anfangs-Randwert-Problems der
Strukturdynamik.

(2.6) und (2.8) noch entsprechende Anfangs- und Randbedingungen benétigt. Anfangs-
bedingungen sind beispielsweise das Verschiebungsfeld dy ¢ und das Geschwindigkeitsfeld
dy o auf dem gesamten Strukturgebiet (0g zum Anfangszeitpunkt .

Der Rand I's = 0€)g des Strukturgebiets teilt sich in zwei disjunkte Untermengen
s=TqUTI{ mit qnly=0. (2.10)

Auf dem Teil I'y sind die Verschiebungen d, vorgeschrieben. Diese Randbedingungen
werden als geometrische, wesentliche oder auch als Dirichlet-Randbedingungen bezeich-
net. Die Neumann'?-Randbedingungen (auch statisch oder natiirlich genannt) schreiben
auf dem Rand I'y den Randspannungsvektor t vor. Der Spannungsvektor in der Refe-
renzkonfiguration t ergibt sich aus dem Zweiten Piola-Kirchhoff-Spannungstensor und
dem Normalenvektor in der Referenzkonfiguration ny:

t=F-S-ny. (2.11)

Die starke Form des Anfangs-Randwert-Problems kann in Form eines sogenannten Ton-
ti''-Diagramms nach TONTI (1975), wie in Abbildung 2.2 dargestellt, zusammengefasst
werden.

9Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet, * 13. Februar 1805 in Diiren, 1 5. Mai 1859 in Gé&ttingen,
deutscher Mathematiker.

0Carl Gottfried Neumann, * 7. Mai 1832 in Kénigsberg, 1 27. Mérz 1925 in Leipzig, deutscher Mathe-
matiker.

"1Enzo Tonti,* 30. Oktober 1935 in Mailand, italienischer Ingenieur und Mathematiker.
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2.1 Strukturdynamik

Schwache Form

Zur numerischen Losung des Anfangs-Randwert-Problems wird die in Abbildung 2.2
zusammengefasste starke Form in eine sogenannte schwache Form iiberfiihrt. Fiir die
hier verwendete Verschiebungsformulierung werden die Verschiebungen dy als Primar-
variable gewahlt. Die Verzerrungen E und Spannungen S werden punktweise durch die
kinematischen Gleichungen und das Konstitutivgesetz als Funktion der Verschiebun-
gen beschrieben. Die schwache Form des Anfangs-Randwert-Problems wird nun mithil-
fe der Methode der gewichteten Residuen aufgestellt. Dazu werden die Residuen der
dynamischen Feldgleichung R¢ und der statischen Randbedingungen Rgp jeweils mit
Testfunktionen dd, multipliziert und tiber das Gebiet (s integriert.

/ ody - (psax —Vx-(F-8S)— psl?)) dQs +/ ody - (t—t) dl =0 (2.12)
QS ~ Tt S——
Re Rrs

Dadurch werden das Gleichgewicht und die statischen Randbedingungen nur noch im
integralen Sinn tiber das Gebiet und nicht mehr punktweise getestet. Wird die Men-
ge der Testfunktionen dd, nicht eingeschrinkt, ist diese Aussage mit der starken Form
identisch. Die Anwendung der partiellen Integration (Gaufy’scher!? Integralsatz und Pro-
duktregel fiir die Divergenz) und das Einsetzen der punktweise erfiillten kinematischen
und konstitutiven Beziehungen sowie der geometrischen Randbedingungen fiihrt auf die
folgende Darstellung der schwachen Form:

/ 5dx-axpsdQs+/ 5E:SdQS—/ 5dx~EdFS—/ 6dy - bps dQ = 0.
Qg | Qg I Qg

[

6den 6Hint _6Hext
(2.13)

Dieses Ergebnis entspricht dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen, wenn die Test-
funktionen dd, als virtuelle Verschiebung interpretiert werden. Das Prinzip besagt, dass
die virtuelle Arbeit 01, die aus der Summe der virtuellen Arbeit der Tragheitskrafte
STIY™ ynd der virtuellen inneren Arbeit SIT'™ abziiglich der virtuellen #uBeren Arbeit
OII*™* besteht, im Gleichgewichtszustand null wird.

12Johann Carl Friedrich Gau$, * 30. April 1777 in Braunschweig, t 23. Februar 1855 in G&ttingen,
deutscher Mathematiker, Astronom, Geodét und Physiker.
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2 Grundlagen

2.1.3 Diskretisierung im Raum

Die numerische Losung des Anfangs-Randwert-Problems der nichtlinearen Elastodyna-
mik wird im Rahmen dieser Arbeit in einem sequenziellen Diskretisierungkonzept im
Raum mittels der Finite-Element-Methode (FEM) und in der Zeit mit dem im folgen-
den Abschnitt vorgestellten Generalisierten-a-Verfahren vorgenommen.

Die Grundlage der Methode der Finiten Elemente bildet die Unterteilung des zu analy-
sierenden Gebiets € in eine endliche Anzahl ng. Elemente €).:

Nele

Qo ~ Q= Qe (2.14)
e=1

Mit dem oberen Index h wird von nun an eine diskretisierte Grofie bezeichnet, wo-
hingegen der untere Index e Groflen bezeichnet, die sich auf ein Element beziehen.
Der Verschiebungsverlauf in jedem Element dy . wird approximativ durch polynomische
Ansatzfunktionen IN zwischen den diskreten Knotenverschiebungen des Elements d.,
den Freiheitsgraden der Verschiebungsformulierung, interpoliert. Bei einer Bubnow!3-
Galerkin'*-Diskretisierung wird dieselbe Interpolation auch fiir die Testfunktionen dd, .

verwendet.
dy. ~ d}, = Nd, dy. ~ 0dy . = Nod, (2.15)

Die semidiskrete Darstellung der schwachen Form des Gleichgewichts folgt aus Einsetzen
der Ansétze (2.15) in Gleichung (2.13).

SII" = U 5d” [Meae 1) — fgxt] ~0 (2.16)

e=1

Das Symbol J steht fiir den Zusammenbau (Assemblierung) der elementweisen, inneren
fin*(d,) und auBeren £>* Krifte sowie der Massenmatrizen M, zu den globalen System-
grofen unter Berticksichtigung der kinematischen Vertraglichkeit und des Knotengleich-
gewichts (direkte Steifigkeitsmethode). Durch Anwendung des Fundamentallemmas der
Variationsrechnung kann Gleichung (2.16) in das semidiskrete Anfangs-Randwert-Pro-
blem der nichtlinearen Elastodynamik tiberfiihrt werden:

Mgd + f¢(d) = £, (2.17)

131.G. Bubnow, * 1872, t 1919, russischer Schiffsbau-Ingenieur.
4Boris Grigorjewitsch Galerkin (auch Galjorkin), * 4. Mirz 1871 in Polozk, 1 12. Juli 1945 in Leningrad,
sowjetischer Ingenieur und Mathematiker.
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2.1 Strukturdynamik

Insbesondere niedrig interpolierte Finite Elemente, die auf dem Prinzip der virtuel-
len Verschiebungen basieren, weisen unphysikalische Versteifungseffekte (,locking*) auf.
Diese beeintriachtigen die Qualitit der Strukturantwort. Einen Uberblick iiber Methoden
zur Reduzierung dieser Versteifungseffekte mit Verweisen auf weiterfithrende Literatur
befindet sich z.B. in HARTMANN (2007).

Fir die Diskretisierung der in dieser Arbeit betrachteten diinnwandigen Strukturen
werden haufig volumenorientierte Schalenelemente verwendet. Die Berticksichtigung des
dreidimensionalen Schalenkorpers bringt im Gegensatz zu einer Schalenformulierung mit
Dimensionsreduzierung Vorteile insbesondere bei der Diskretisierung von diinnen Struk-
turen, die auf beiden Seiten umstromt werden. Verwendung findet eine 7-Parameter-
Schalenformulierung, die auf BUCHTER UND RAMM (1992) und BUCHTER U. A. (1994)
zuriickgeht und u.a. von BISCHOFF (1999) weiterentwickelt wurde. Aktuelle Beschrei-
bungen dieser Formulierung finden sich z.B. in GEE (2004) und HARTMANN (2007).

2.1.4 Diskretisierung in der Zeit

Die numerische Integration der semidiskreten Bewegungsgleichung (2.17) erfordert die
Diskretisierung in der Zeit. Dazu wird der betrachtete Zeitraum [fy; T in n; Zeitinterval-
le [tn; tor1] der GroBle At unterteilt. Diese werden der Einfachheit halber als gleich grof3
angenommen. Sind zu Beginn eines Zeitschritts die diskreten Zustandsgrofien d,,, d,
und d, bekannt, wird mithilfe der zeitlichen Diskretisierung die semidiskrete Form der
Bewegungsgleichung (2. 17) fiir die unbekannten Zustandsvektoren am Ende des Zeitin-
tervalls d, 41, dn+1 und dn+1 in impliziter Form gelost. Dazu werden, ausgehend von den
Zeitintegrationsansitzen von NEWMARK (1959), die Geschwindigkeiten und Beschleu-
nigungen zum Zeitpunkt ¢,,; in Abhangigkeit der unbekannten Verschiebungen d,
ausgedriickt:

Ayt (dpsr) = ; At(dnH —d,) - (% - 1) d, — (% - 1) At d,

.. 1 1. 1
d”+1(d”+1) 6 A2 (dn-i-l - dn) - mdn - (% — 1) d

(2.18)

Die Konstanten 3 und v € R} werden als Newmark!S-Parameter bezeichnet und ermogli-
chen die Konstruktion einer Vielzahl von Zeitintegrationsverfahren mit unterschiedlichen
numerischen Figenschaften.

Um gleichzeitig numerische Dissipation und eine Genauigkeit zweiter Ordnung zu ge-
wahrleisten, wird beim Generalisierten-a-Verfahren (CHUNG UND HULBERT 1993) die

5Nathan M. Newmark, * 22. September 1910 in Plainfield (New Jersey), f 25. Januar 1981, US-
amerikanischer Bauingenieur.
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2 Grundlagen

nichtlineare, semidiskrete Bewegungsgleichung (2.17) modifiziert und an einem gene-
ralisierten Mittelpunkt ausgewertet, der durch die beiden Shift-Parameter oy, und af
charakterisiert wird:

Madii-ap, + £ (dnioa) = £, (2.19)

Die Zustandsgrofien zu diesem Zeitpunkt werden durch eine Linearkombination der ent-
sprechenden Groflen an den Intervallgrenzen t, und t,., ausgedriickt:
dn—l—l —am (1 - am) dn—l—l + an dn

. n « 1 - n + dn
timay = (1 —af ) dpsr + oy (2.20)
n—l—l —ag (1 — O ) n+1 + (073 d

fTeL)jfl —ay (1 - af ) feth + a feXt

Die Bestimmung der inneren Krafte kann dabei entweder direkt tiber die generalisierten
Mittelpunktsverschiebungen erfolgen

£ (dny1-ar) = £ ((1 = ) dpyr + rd,) (2.21)

oder entsprechend den Ansatzen fiir die kinematischen Groflen mithilfe einer Linear-
kombination aus den inneren Kréften an den Intervallgrenzen.

fint(dn—i—l—af) - (1 - af) fint(dn—i—l) + affint(dn) (222)

Fir den linearen Fall fiihren beide Ansétze zu aquivalenten Ergebnissen, wohingegen
im nichtlinearen Fall unterschiedliche Auswirkungen auf die algorithmische Umsetzung
folgen (KUHL 1996; KUHL UND CRISFIELD 1999). In dieser Arbeit werden die inneren
Kréfte durch Interpolation geméfl Gleichung (2.22) bestimmt, wodurch sich der grofie
Vorteil ergibt, dass keine Modifikationen in den Elementroutinen erforderlich sind.

Mithilfe der beiden Newmark-Parameter § und v sowie der beiden Shift-Parameter oy
und «;, kann das Maf§ an numerischer Dissipation des Zeitintegrationsalgorithmus gezielt
gesteuert werden. Dabei lassen sich die vier Parameter in Abhéngigkeit des sogenannten
Spektralradius pe, € [0; 1] bestimmen (KUHL 1996; Mok 2001):

1
(1 —am—i—af)2; T=3 — Qy +ap. (2.23)

20 — 1 Poo 3
Poo 1 et 1

A~ =

Wird der Spektralradius p,, = 1,0 gewahlt, ist das Verfahren zwar dissipationsfrei, aber
im nichtlinearen Fall nicht stabil. Mit p., € [0,85;0,95] wird eine numerische Dissipation
in den hochfrequenten Moden erreicht, die in den meisten Fallen zur Stabilisierung des
Zeitintegrationsverfahrens ausreicht (GEE 2004).

14



2.1 Strukturdynamik

2.1.5 Iteratives Losungsverfahren

Nach der Diskretisierung in der Zeit ist es erforderlich, in jedem Zeitschritt [¢,; ¢,.1]
die Gleichung (2.19) unter Beriicksichtigung der Zeitintegrationsansétze (2.18) zu lésen.
Dazu wird das Residuum R dieser Gleichung definiert als

R(dn-i-l) = Msan—i-l—am (dn-i-l) + fint(dn-i-l—af (dn+1)) - f;i}-{l—tl—af =0. (224)

Dieses nichtlineare Gleichungssystem ist implizit abhangig von den unbekannten Ver-
schiebungen d,,; am Ende des Zeitschritts und wird mit dem Newton!S-Raphson'’-
Verfahren iterativ gelost.

Dazu wird das Residuum R in jedem Iterationsschritt & in eine Taylorreihe!® um den

zuletzt bekannten Verschiebungszustand dﬁl entwickelt, die nach dem linearen Term

abgebrochen wird:

R(,7) = R + Ko(di) AdE =0, (2.25)
Darin bezeichnet Kt(dgﬂl) die tangentiale Steifigkeitsmatrix und Adgfll) das Verschie-
bungsinkrement.

)\ OR(dy) (h1) _ qU+1) _ g®
Ki(dyi) = —a— Ad, " =dy —d (2.26)

k
od't,

Die Losung des linearen Gleichungssystems (2.25) liefert das Verschiebungsinkrement
Adgﬂ:ﬁl), mit dem wiederum eine neue Approximation dgf:ll) der gesuchten Verschie-
bungen d, 1 berechnet werden kann:

Al =al), +aaly. (2.27)
Ist eine Norm des Residuums R(dgfll)) kleiner als eine vorgegebene Schranke e, wird

die Iteration beendet und der aktuelle Verschiebungsvektor als Losung von Gleichung
(2.24) und damit als Verschiebungszustand zum Zeitpunkt #,.; betrachtet. Mit den
nun bekannten Verschiebungen werden die restlichen Feldgréen nach Gleichung (2.18)
aktualisiert. Der néchste Zeitschritt kann nach dem gleichen Schema iterativ gelost
werden.

16Isaac Newton, * 4. Januar 1643 in Woolsthorpe-by-Colsterworth in Lincolnshire, ¥ 31. Mérz 1727 in
Kensington, englischer Physiker, Mathematiker, Astronom, Alchemist, Philosoph und Verwaltungs-
beamter.

17Joseph Raphson, * 1648 in Middlesex, t 1715, englischer Mathematiker.

8Brook Taylor, * 18. August 1685 in Edmonton, t 29. Dezember 1731 in London, britischer Mathema-
tiker.
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2.1.6 Reduktion auf den Kopplungsrand

Fir den Fall der Fluid-Struktur-Wechselwirkung wird der benetzte Rand der Struktur
auch als Kopplungsrand I' mit dem Fluid bezeichnet. Dieser Teil der Berandung wird,
je nach Kopplungsalgorithmus, als eine Untermenge des Neumann-Rands (I' C I'y) oder
des Dirichlet-Rands betrachtet (I' C I'yg).

Im Folgenden wird ein Operator eingefiihrt, der die in den vorherigen Abschnitten be-
schriebene iterative Losung der diskreten, nichtlinearen elastodynamischen Gleichungen
zusammenfasst. Dazu werden die Vektoren der Verschiebungen sowie der inneren und
duBeren Kréfte in die Knoten auf dem Kopplungsrand (e)r und alle iibrigen Knoten (e);
aufgeteilt:

d= (:;) : f= G{) . (2.28)

Fir die in dieser Arbeit vorgestellten Kopplungsalgorithmen ist der Kopplungsrand ein
Teil des Neumann-Rands I'¢, d.h. die unbekannten Verschiebungen am Kopplungsrand
werden aus einer Krifte-Randbedingung auf diesen Rand bestimmt. Dazu wird der nicht-
lineare Operator S eingefiihrt

dF,n—i—l - Sn—l—l (fl",n-l—l)? (229)

der die Verschiebungen dr ,; des Kopplungsrands fiir einen bestimmten Zeitschritt aus
den gegebenen Kopplungskraften fr,.;, unter Berticksichtigung aller tibrigen aufleren
Krafte £2¥', (Volumenkréfte und sonstige Randkréfte) berechnet.

2.2 Fluiddynamik

Fiir die Beschreibung der kontinuumsmechanischen Grundlagen des Fluids und der ver-
wendeten Diskretisierungsverfahren wird nun eine eher mathematisch orientierte Nota-
tion unter Verwendung des inneren Produkts verwendet. Dies bietet sich aufgrund der
hoheren Komplexitat, besonders im Fall der Stabilisierung, an, um eine iibersichtliche
Darstellung zu gewahrleisten. Die verwendete Formulierung und Schreibweise basiert auf
den Arbeiten von WALL (1999) und FORSTER (2007).

Die in dieser Arbeit betrachteten Fluide werden als inkompressibel angesehen. Weiterhin
werden Stromungen mit niedriger oder moderater Reynolds!®-Zahl betrachtet, bei denen

190sborne Reynolds, * 23. August 1842 in Belfast, t 21. Februar 1912 in Watchet in Somerset, englischer
Physiker.
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Materialgebiet € x Raumgebiet €2,

(auch Q)

Referenz-
gebiet £2,

Abbildung 2.3: Kontinuumsmechanische Gebiete fiir die ALE-Formulierung der Fluid-
dynamik.

die Viskositat nicht vernachléssigt werden kann. Besonders im Bereich von Strukturen
ist es moglich, dass viskose Randschichten auftreten, die das Verhalten des gesamten
gekoppelten Problems beeinflussen.

Fiir die Beschreibung der Stromung eines reinen Fluids wird iiblicherweise die Euler?’-
oder auch raumliche Betrachtungsweise gewéhlt. Dabei sitzt der Beobachter fest an ei-
nem Raumpunkt und misst die Eigenschaften der materiellen Punkte, die beim Durch-
stromen des Kontrollvolumens im Laufe der Zeit diesen Punkt einnehmen. Fiir die Dis-
kretisierung mit Finiten Elementen bedeutet dies, dass das Fluid durch ein raumfestes
Netz hindurchstromt.

Bei der Simulation von Fluid-Struktur-Wechselwirkungen verédndert sich jedoch das
Fluidgebiet im Laufe der Simulation durch die Deformation der Struktur. Das Fluid-
netz muss an das neue Fluidgebiet angepasst werden. Daher wird in dieser Arbeit fiir
das Fluid eine ,Arbitrary Lagrangean Eulerian“Formulierung (ALE) (DONEA 1983;
HUGHES U. A. 1981) verwendet. Dabei werden die Stromungsgleichungen in einem be-
liebig bewegten Referenzgebiet (2, mit den Ortsvektoren x formuliert. Dieses entspricht
dem zeitabhéngigen Fluidnetz (Abbildung 2.3).

20Leonhard Euler, * 15. April 1707 in Basel, T 18. September 1783 in Sankt Petersburg, schweizer
Mathematiker.
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2.2.1 Kontinuumsmechanische Grundgleichungen

Kinematik

Die primére kinematische Variable im Fluid ist das Geschwindigkeitsfeld u,, dessen
symmetrischer Gradient die Deformationsgeschwindigkeit € definiert

e(uy) = % (Vous + (Vou)T), (2.30)

wobei V, den raumlichen Gradienten-Operator bezeichnet.

Konstitutivgesetz

Da Fluide in der Ruhelage keinen Scherkraften widerstehen kénnen und daher in die-
sem Zustand ein reiner hydrostatischer Spannungszustand herrscht, werden die Cauchy-
Spannungen o unter Verwendung des Einheitstensors I in den hydrostatischen Druck
Px und den Tensor der viskosen Schubspannungen 7 aufgeteilt:

o, =—Ip,+T1. (2.31)

Fiir Newton’sche Fluide wird eine lineare Beziehung zwischen der Deformationsgeschwin-
digkeit € und den Schubspannungen 7 angenommen. Ist das Fluid inkompressibel, fiithrt
dies auf die folgende konstitutive Gleichung:

Der einzige Materialparameter fiir das Fluid ist somit die dynamische Viskositat pp. Im
Folgenden werden die auf die Dichte des Fluids pr bezogenen Groflen der kinematischen
Viskositat v und des kinematischen Drucks p, verwendet.

Vp = &; Px = P (2.33)
Pr Pr

Massen- und Impulsbilanz
Neben der kinematischen Feldgleichung und der konstitutiven Gleichung werden zur

Formulierung des Anfangs-Randwert-Problems fiir inkompressible, viskose Stromungen
die lokale Massen- und die lokale Impulsbilanz benotigt.
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2.2 Fluiddynamik

Die lokale Massenbilanz in raumlicher Darstellung ist

Opr
ot |,

+V, - (peuyg) = 0. (2.34)

Fiir den hier betrachteten Fall einer konstanten Dichte im gesamten Fluidgebiet und
einer maximalen Geschwindigkeit, die deutlich kleiner ist als die Schallgeschwindigkeit
im Fluid, d.h. einer kleinen Mach?!-Zahl, vereinfacht sich diese zur Kontinuitatsgleichung
oder auch Inkompressibilitatsbedingung:

V, u, =0. (2.35)

Die lokale Impulsbilanz in raumlicher Form lautet

Ouy A
pFW + pruy - Vyu, — V- 0 = ppby, (2.36)

wobei by Volumenlasten im Fluid bezeichnet. Diese raumliche Darstellung unterscheidet
sich von der materiellen Formulierung der lokalen Impulsbilanz (vgl. (2.6)) vor allem
durch den konvektiven Term u, - V,uy, der aus der raumlichen Form der materiellen
Zeitableitung der Geschwindigkeit resultiert:

_ Du,  Ouy
Dt ot

_ Ouy
X ot

u, o
ox 0t

_ Ouy
X ot

Uy

+uy - V,yu,. (2.37)

T T

Um von dieser reinen Euler-Formulierung auf die ALE-Formulierung iiberzugehen, wer-
den alle raumlichen Ableitungen weiterhin im rdaumlichen Gebiet €2, ausgefiihrt. Nur die
materielle Zeitableitung der Geschwindigkeit wird in das Referenzsystem ), transfor-
miert.

. Du, Ouy
u, =

_ OJuy
X ot

Dt Ot

+ ¢y - V,uy (2.38)

X

Dabei bezeichnet c, die konvektive Geschwindigkeit, die als Differenz zwischen der ma-
teriellen Partikelgeschwindigkeit u, und der Geschwindigkeit des Referenzgebiets bzw.
des Netzes u definiert ist:

¢y = u, —ud. (2.39)

21Ernst Mach, * 18. Februar 1838 in Chirlitz-Turas, f 19. Februar 1916 in Haar (bei Miinchen), dster-
reichischer Physiker, Philosoph und Wissenschaftstheoretiker.
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2 Grundlagen

Somit konnen fiir die ALE-Formulierung die konstitutive Gleichung und die lokale Mas-
senbilanz unverandert in der raumlichen Darstellung verwendet werden, nur die Impuls-
bilanz wird zur lokalen ALE-Impulsbilanz umformuliert.

ouy ~
ppﬁ + prCy - Vouy, — V, - 0 = ppbyp (2.40)
X

Geometrische Bilanzgleichungen

Die geometrischen Bilanzgleichungen (GCL, ,geometric conservation laws*“) stellen Be-
dingungen an die Bestimmung der geometrischen Grofien des zeitveranderlichen Fluid-
gebiets, die Netzposition und -geschwindigkeit u$. Dadurch wird sichergestellt, dass
ein konstanter Stromungszustand auch auf einem bewegten Netz exakt wiedergegeben
werden kann. Eine Verletzung der GCL kann bei der Simulation von inkompressiblen
Stromungen zu einer kiinstlichen Massenproduktion und zu parasitaren Oszillationen

fithren (Mok 2001).

Wird, wie in dieser Arbeit, eine konvektive ALE-Formulierung der Navier?2-Stokes?3-
Gleichungen verwendet, sind die geometrischen Bilanzgleichungen nach FORSTER U. A.
(2006b) unabhéngig vom verwendeten Zeitintegrationsverfahren erfiillt. Auflerdem hat
die Berechnung der Netzgeschwindigkeit u¢ in diesem Fall keinen Einfluss auf die Er-
fillung der geometrischen Bilanzgleichungen.

2.2.2 Anfangs-Randwert-Problem

Starke Form

Das Anfangs-Randwert-Problem fiir inkompressible, viskose Stromungen wird hier nur
in der Formulierung auf zeitveranderlichen Gebieten angegeben, da es in dieser Form
fiir die gekoppelten Fluid-Struktur-Interaktions-Probleme verwendet wird. Es setzt sich
zusammen aus den Feldgleichungen (2.30), (2.32), (2.35) und (2.40) sowie den Anfangs-
und Randbedingungen.

Durch Einsetzen der konstitutiven Gleichung (2.32) in die lokale Impulsbilanz (2.40) und
Division durch die Dichte py ergibt sich die konvektive Formulierung der Impulsbilanz,

22Claude Louis Marie Henri Navier, * 10. Februar 1785 in Dijon, { 21. August 1836 in Paris, franzdsischer
Mathematiker und Physiker.

23George Gabriel Stokes, * 13. August 1819 in Skreen, t 1. Februar 1903 in Cambridge, irischer Mathe-
matiker und Physiker.
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2.2 Fluiddynamik

die zusammen mit der Kontinuitatsgleichung die instationaren, inkompressiblen Navier-
Stokes-Gleichungen bildet:

Ouy

op | o Vel = 20V () + Vapy = b in Q. x 7T (2.41)
X

Ve u, =0 in Q. x T. (2.42)

Als Anfangsbedingung wird die Geschwindigkeit uy auf dem gesamten Fluidgebiet €2
zur Zeit ty vorgeschrieben, wobei auch hier die Inkompressibilitatsbedingung erfiillt sein
muss. Fir den Druck p, gibt es keine Anfangsbedingungen in einer inkompressiblen
Stromung. Er fungiert vielmehr als Lagrange-Multiplikator fiir die Inkompressibilitats-
bedingung und passt sich an das Geschwindigkeitsfeld an.

Der Rand I'y = 09 des Fluidgebiets teilt sich, wie auch bei der Struktur, in zwei
disjunkte Untermengen auf.

Ip=I,Ul, mit T,NTy=0. (2.43)

Als Dirichlet-Randbedingungen werden im Fluid auf dem Rand I', die Geschwindigkei-
ten n, vorgeschrieben, wohingegen auf dem anderen Teil des Rands I'y, durch Vorgabe
der Randlasten h eine Neumann-Randbedingung vorliegt.

Fiir die Simulation von inkompressiblen Stromungen werden iiblicherweise folgende
Randbedingungen verwendet, deren physikalische Bedeutung hier kurz beschrieben wird.
Ausfiihrlichere Behandlungen von Randbedingungen finden sich in WALL (1999) und
FORSTER (2007) oder auch GRESHO UND SANI (1998).

e Haft- oder ,no-slip“~-Randbedingungen sind fiir die Navier-Stokes-Gleichun-
gen moglich, da viskose Effekte berticksichtigt werden. Es wird angenommen, dass
ein Fluidpartikel an einem festen oder beweglichen Rand haftet, und es werden da-
her Dirichlet-Randbedingungen fiir die tangentiale und normale Geschwindigkeit
vorgegeben.

e Gleit- oder ,slip“~-Randbedingungen schreiben nur die Normalgeschwindig-
keit an einem Rand vor und werden z.B. auch an kiinstlichen Randern des Simu-
lationsgebiets verwendet.

e Ausfluss-Randbedingungen stellen eine besondere Herausforderung dar, da sie
nicht von der Natur vorgegeben werden, sondern aus der Notwendigkeit entste-
hen, das Simulationsgebiet in der Gréfle zu beschranken. In dieser Arbeit wird
die weit verbreitete ,do nothing“-Randbedingung verwendet, die eine homogene
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Neumann RB Material

piFn op=h /U—F\ or = —Ipx + 2ure

auf T, X [to; T in Qp x [to; T

Impuls- & Massenbilanz

ppa;;l;‘ x +prcx - Vaux — Vg - 0p = pFBF

Ve-uey=0

Kinematik

e(us) = 3 (Vaux + (Vou)T)

i O x [fo: T i Qe x [to; T

Dirichlet RB  Anfangs-Bed.

@ _ Navier-Stokes-Gleichungen _ @ W = iy || U = o

auf Ty X [to; T]  in Qp X g

Abbildung 2.4: Tonti-Diagramm der starken Form des Anfangs-Randwert-Problems fiir
instationare, inkompressible Stromungen.

Neumann-Randbedingung impliziert. Eine ausfiihrlichere Diskussion zu Ausfluss-
Randbedingungen befindet sich in HEYwooD U. A. (1996) oder GRESHO (1992).

¢ Druck-Randbedingungen werden benotigt, da der Druck durch die inkompres-
siblen Navier-Stokes-Gleichungen bis auf eine Konstante bestimmt ist. Fiir reine
Fluid-Probleme wird der Druck haufig implizit durch Neumann-Randbedingungen
bestimmt oder an einem Punkt vorgegeben. Bei der Fluid-Struktur-Interaktion
hingegen wird das Druckniveau in manchen Fallen durch die Kopplungsbedingun-
gen aus den Spannungen in der Struktur bestimmt.

Die starke Form des Anfangs-Randwert-Problems fiir inkompressible, viskose Stromun-
gen kann, wie auch schon fiir die Struktur, in einem Tonti-Diagramm (Abbildung 2.4)
zusammengefasst werden.

Schwache Form

Da im Allgemeinen keine analytische Losung fiir dieses System gekoppelter, partieller
Differenzialgleichungen gefunden werden kann, die diese Gleichungen punktweise erfiillt,
wird die abgeschwéchte Bedingung eingefiihrt, dass das Residuum der Gleichungen im
Integral iiber das Gebiet zu null werden muss. Dazu werden die Residuen jeweils mit
einer Testfunktion multipliziert und tiber das Raumgebiet des Fluids () integriert. Die
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2.2 Fluiddynamik

Losungs- und Testfunktionen werden dabei aus den folgenden Funktionsraumen gewahlt:

V= {uX € H'() : u, = 0, auf Fu}
Vo= {vx € H'(Qs) : vy =0 auf T, } (2.44)
P={p.eL*(W)}.

H'(Qy) bezeichnet den Sobolew?!-Raum von Funktionen auf {2, mit quadratintegrier-
baren Werten und ersten Ableitungen. IL?(Q;) bezeichnet den Raum von quadratinte-
grierbaren Funktionen auf .

Werden als Testfunktionen fiir die Impulsbilanz die Funktionen v, € V, und fiir die
Massenbilanz ¢, € P gewahlt, ergibt sich:

(uxavx)QF + (Cx : vquJVX)QF - (27/sz : E(ux)avx)QF
+ (prxyvx)QF + (Vq: : uxan)QF = (BFaVX)QF' (245)

Darin bedeuten u, die Beschleunigungen und (e,e)q, das L?-innere Produkt, ausge-
wertet iiber dem Gebiet (). Fiir die verwendete ALE-Formulierung wird die Integration
iiber das zeitveranderliche Raumgebiet ausgefiihrt, d.h. 2 entspricht €2,. Durch die An-
wendung des Gauf3’schen Integralsatzes auf den Viskositats- und Druckgradiententerm,
werden dort Ableitungen auf die Testfunktion verschoben und dadurch die Differen-
zierbarkeitsanforderungen an die Funktionen abgeschwécht. Die resultierende schwache
Form lautet:

Finde u, € V und p, € P, so dass

Byal ({usope} s {visae}) = F (v) V (v, ) € (Vo, P) (2.46)
mit
Baal ({ux, i}, {viogc }) = (ux,vX)QF + (cx - Vqu,VX)QF + (QVFs(uX),s(VX))QF

- (pxavz : VX)QF - (vz : uxan)gF

~

F(vy) = (BF, VX)QF + (h, VX)F .

h

24Gergei Lwowitsch Sobolew, * 6. Oktober 1908 in Sankt Petersburg, f 3. Januar 1989 in Moskau,
russischer Mathematiker.
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2 Grundlagen

2.2.3 Diskretisierung im Raum

Wie bereits bei der Struktur wird das Fluidgebiet 2, durch das diskretisierte Gebiet Q!
approximiert, welches aus 7 Finiten Elementen (), besteht:

Nele

Qe ~ O = | Q. (2.49)
e=1

Dabei werden die Raume der Losungs- und Testfunktionen V, Vy und P durch die end-
lich-dimensionalen (finiten) Unterrdume YV VB und P! ersetzt. Der Geschwindigkeits-
und Druckverlauf in jedem Element uy . und py . wird approximativ durch polynomische
Ansatzfunktionen N zwischen den Knotenwerten des Elements fiir die Geschwindigkei-
ten und den Druck (u, und p,) interpoliert.

~ b ~vh
Uy R U, = Nu, Vie R Vi, = Nv,
N\ N (2.50)
Pxe & Pre = Npe Gxe = Qo = Nge

Die Verwendung einer reinen Bubnow-Galerkin-Diskretisierung fiir die schwache Form
des Anfangs-Randwert-Problems fiir inkompressible, viskose Stromungen fiihrt zu zwei
Arten von numerischen Problemen. Eine ausfiihrlichere Beschreibung und mathemati-
sche Analyse dieser Schwéchen findet sich z.B. in WALL (1999), GRAVEMEIER. (2003)
und FORSTER (2007) oder in DONEA UND HUERTA (1989).

Das erste dieser Probleme hangt mit dem Konvektionsterm zusammen und verursacht
kiinstliche Geschwindigkeitsoszillationen in konvektionsdominanten Stromungen. Diese
konnen nur durch eine betrachtliche Netzverfeinerung vermieden werden, so dass die
Konvektion bezogen auf die Elementgrofie nicht mehr dominant ist und Grenzschichten
aufgelost werden.

Die zweite numerische Schwierigkeit resultiert aus den in dieser Arbeit gewéhlten glei-
chen Interpolationsordnungen fiir Geschwindigkeit und Druck. In diesem Fall ist die La-
dyschenskaja?-Babuska?®-Brezzi*’-Bedingung (LBB-Bedingung), die fiir die vorliegende
gemischte Methode eine notwendige Bedingung fiir die Existenz und Eindeutigkeit der
Losung ist, nicht erfiillt. Es treten starke, unphysikalische Oszillationen des Druckfelds
in Form eines Schachbrettmusters auf, die auch als Schachbrettmoden oder ,checker-
board modes* bezeichnet werden. In BREzzI UND FORTIN (1991) und GIRAULT UND
RAVIERT (1986) ist eine umfassende Diskussion der Theorie der gemischten Methoden
zu finden.

250lga Alexandrowna Ladyschenskaja, * 7. Mirz 1922 in Kologriw,  12. Januar 2004 in Sankt Peters-
burg, russische Mathematikerin und Physikerin.

26Iyvo M. Babuska, * 22. Mirz 1926 in Prag, tschechisch-amerikanischer Mathematiker.

2TFranco Brezzi, * 29. April 1945 in Vimercate, italienischer Mathematiker.
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2.2 Fluiddynamik

Stabilisierung

Zur Vermeidung dieser Instabilitiaten stehen in der Literatur verschiedene Ansatze zur
Verfligung. Die in dieser Arbeit verwendeten residuenbasierten Ansatze gehen zurtick auf
Arbeiten von Hughes und Mitarbeitern zur Advektions-Diffusions-Gleichung (HUGHES
UND BROOKS 1976, 1982) oder zur Umgehung der LBB-Bedingung beim Stokes-Pro-
blem (HUGHES U. A. 1986). Auf die Navier-Stokes-Gleichungen wurde eine Kombination
dieser beiden Ideen von TEZDUYAR U. A. (1992) angewandt: das SUPG/PSPG-Verfah-
ren (Streamline Upwind Petrow?®-Galerkin/Pressure Stabilized Petrow-Galerkin). Auch
das Galerkin/Least-Squares-Verfahren (GLS), entwickelt von HUGHES U. A. (1989), und
die Unusual Stabilized Finite Element Method (USFEM) von FRANCA UND FARHAT
(1995) sind in der hier verwendeten Formulierung der Stabilisierung enthalten.

Alternativ konnen Stabilisierungsterme auch durch Anwendung des sogenannten ,finite
increment calculus®, vorgeschlagen von ONATE (1998), oder eine polynomische Pro-
jektion des Drucks, wie von DOHRMANN UND BOCHEV (2004) entwickelt, hergeleitet
werden. Einen umfassenden Uberblick iiber Stabilisierungsverfahren, deren Herleitungen
und weiterfithrende Literatur finden sich in FORSTER (2007) oder WALL (1999).

Die semidiskrete schwache Form des stabilisierten ALE-Finite-Element-Verfahrens lau-
tet:

Finde u® € V! und p! € P!, so dass

Bgal ({112, >lr<1} ) {Vila%lcl}) - Z (TMERM (ugapg) a‘Cf\}[ab (u§> {V;l»q)}:}))m
+ Z (TCQRC (l.l}l:) ,,Csctab (V)I:))Qc (251)
=F (vf:) v (Vf:,qf:) € (VS,IP’h) .

Hierin bezeichnet Ry (u)};,p)}j) das Residuum der Impulsbilanz (,momentum balance
equation) und Rc¢ (uﬁ) das Residuum der Kontinuitatsgleichung (,continuity equa-
tion“):

Ry (ul,p)) =ul +cp - Voul — 20V, - e(ul) + V,p! — b (2.52)

X

Re (u)) =V, -ul. (2.53)

28Georgi Iwanowitsch Petrow, * 31. Mai 1912, 1 17. Mai 1987, sowjetischer Ingenieur.
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2 Grundlagen

Die Stabilisierungs-Operatoren fiir die Gleichungen werden mit L3 (u®, {v2,¢"}) und
L& (v2) bezeichnet und sind gegeben als
L3 (ul, {vhgh}) = —cb - Vvt — a2V, - e(vE) — Y, (2.54)

LEP (v) =V, - v (2.55)

X

Durch die Wahl des Parameters o € {—1;0;1} lassen sich mit dieser Schreibweise ver-
schiedene Varianten der Stabilisierung darstellen. Wird o = 0 gewahlt, folgt das klas-
sische SUPG/PSPG-Verfahren (TEZDUYAR U.A. 1992), das auch unter dem Namen
wStreamline diffusion (HANSBO UND SZEPESSY 1990) bekannt ist.

Bei zusitzlicher Berticksichtigung des viskosen Terms der Impulshilanz im Stabilisie-
rungs-Operator (o« = —1), d.h. bei Verwendung des kompletten negativen Operators der
stationdren Impulsbilanz, entspricht dies einem GLS-Verfahren (HUGHES U. A. 1989).

Umdrehen des Vorzeichens des viskosen Terms (o = +1) fithrt auf eine Variante der
y2unusual stabilized finite element method* (USFEM) (FRANCA UND FARHAT 1995),
deren urspriingliche Formulierung auch den instationaren Term der Impulsbilanz im
Stabilisierungs-Operator beriicksichtigt.

In dieser Arbeit wird hauptséchlich das SUPG/PSPG-Verfahren verwendet.

Die Wahl der Stabilisierungsparameter my, und 7¢. ist entscheidend fiir die Stabilitéit der
Methode. Es existieren in der Literatur zahlreiche Definitionen fiir diese Parameter, viele
davon liefern stabile Ergebnisse unabhangig von der Problemstellung. Fine Sammlung
von Literaturstellen, die Stabilisierungsparameter fiir die inkompressiblen Navier-Stokes-
Gleichungen vorschlagen, findet sich in WALL (1999) und FORSTER (2007).

Der in dieser Arbeit verwendete Parameter fiir die Impulsbilanz basiert auf Stabilisie-
rungsparametern, die von BARRENECHEA UND VALENTIN (2002) fiir das Stokes-Pro-
blem und von FRANCA UND VALENTIN (2000) fir die Reaktions-Diffusions-Gleichung
durch die Kondensation einer ,bubble“ hergeleitet wurden. FORSTER (2007) hat diesen
fiir den ALE-Fall verallgemeinert.

h2

A S 2.56
h2& + %52 (2.56)

TMe

Fir die Kontinuitatsgleichung wird eine Definition des Stabilisierungsparameters ver-
wendet, wie sie von CODINA (2002) vorgeschlagen wurde:

2
e = \/4Vg n (%cgme) . (2.57)
1
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2.2 Fluiddynamik

Die Parameter & und & hangen von der im Element dominierenden Stromungseigen-
schaft (Diffusion oder Konvektion) ab, wohingegen m, den Einfluss der Diskretisierung
berticksichtigt. Die genaue Definition der fiir diese beiden Stabilisierungsparameter ver-
wendeten Groflen, insbesondere auch der charakteristischen Elementlange h,., sind zu-
sammen mit einer ausfithrlichen Beschreibung der Eigenschaften und Asymptotik der
Stabilisierungsparameter in FORSTER (2007) zu finden. Fiir die in dieser Arbeit vorge-
stellten Simulationen wurden die Konstanten zu ¢; = 2.0 und ¢, = 1.0 gewahlt.

Einsetzen der Approximationen (2.50) in die semidiskrete schwache Form (2.51) fiihrt auf
die semidiskrete Matrixdarstellung des stabilisierten ALE-Finite-Element-Verfahrens:

My(u) @ + Ky(u) u + Ny(u) + Gy(u) p = rup(u) +run

Mc a + Kg(u) u + C p = rc
(2.58)

Die meisten hierin verwendeten Matrizen und Vektoren auf der rechten Seite enthalten
sowohl Terme aus der reinen Galerkin-Approximation als auch Anteile aus der Stabili-
sierung. In den folgenden Formeln stehen die Galerkin-Terme immer in der ersten Zeile,
die Anteile aus der Stabilisierung in den darauffolgenden Zeilen.

Der Energieausdruck mit der Massenmatrix My (u) lautet fiir das stabilisierte Verfahren:

vIMy(u)u = (), v)o,

+ T eugwcge'v"}};e e
Xe: e o (2.59)

+ o Z TMe(uE,ev 27/Fv ' 8(V£,e))ﬂc‘

In der Matrix Ky(u) werden alle viskosen Anteile der stabilisierten Impulsbilanz zu-
sammengefasst:

VTKM(U)U = (2VF€(112)> E(V}};))QF

- Z TMe(ZVFV ' 6(11276), Cg,e : Vvil,e)ﬂe
(2.60)
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wohingegen die konvektiven Anteile in der Matrix Ny (u) stehen:

vINy(u) = (¢ - Vuy, vi)o,

h h h h
+ § TME(Cx,e ’ Vux,e7 Cxe - vvx,e)ﬂe

e (2.61)
+ Z TME(CQe . Vuie, 20V - e(v)};e))ge.
Der semidiskrete stabilisierte Gradienten-Operator ergibt sich zu:
' Ke(wju= — (V- ¢)o
+ T™Me Cie'vuzevvq)lcle Qe
2 el Ve Vo 26
- Z TM€(2VFV ’ 6(u)1:,e)7 vq)lcl,e)Qw
und der entsprechende Divergenz-Operator lautet:
viGu(p = — (7, V- Vo,
+ T™Me Vp)}(le? C)}ie ’ VVLle Qe
RS v

+ « Z TMe(Vp)};ea 2VFV ’ €(V£7e))ge.

Die rechte Seite der schwachen Impulsbilanz setzt sich aus zwei Anteilen zusammen. Der
erste enthélt die Volumenlasten by und wird mit ry,(u) bezeichnet:

viryp(u) = (b, v,

+ TEB?C)IIe'VV)IIe e
ze: Me(Br, G ol (2.64)

+a ) Tne(be, 2046V - (V2 ),

Der zweite Anteil enthalt die Randlasten des Fluids und beinhaltet keine Terme aus der
Stabilisierung:

~

VTI‘M7h = (h,V}};)Fh. (265)

Aufgrund der Stabilisierung entstehen einige Matrizen, die bei einer reinen Galerkin-
Formulierung nicht benotigt werden. Dies sind ein Massenmatrix-Anteil fiir die Konti-
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nuitatsgleichung

q ' Mcu = Z e (o, Voo, (2.66)

die Matrix zur Druckstabilisierung

q"Cp =) me(Vple, Vaboo, (2.67)

und ein Beitrag zur rechten Seite der Kontinuitatsgleichung

q'rc = Z TMe(E)Fa Vq)lf,e)m. (2.68)

2.2.4 Diskretisierung in der Zeit

In der Zeit stellen die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen ein gekoppeltes Pro-
blem aus einer partiellen Differenzialgleichung und der Nebenbedingung der Inkom-
pressibilitat dar. Die Inkompressibilitat fiihrt zu infinitesimal kleinen charakteristischen
Zeitskalen, die durch die stabilisierte raumliche Diskretisierung ein wenig relaxiert wer-
den. Die verbleibenden sehr kleinen, aber finiten Zeitskalen sind fiir gewohnliche Dif-
ferenzialgleichungen in der Zeit ein Anzeichen fiir eine sehr grofle Steifigkeit. Daher
werden hier implizite Zeitintegrationsverfahren verwendet, mit denen eine Genauigkeit
von zweiter Ordnung auf dem zeitveranderlichen Gebiet erreicht werden soll.

Einschritt-9-Verfahren

Das Einschritt-6-Verfahren gehort zu den am haufigsten verwendeten impliziten Zeitin-
tegrationsverfahren. Auf eine allgemeine Differenzialgleichung erster Ordnung ¢ = f(y,t)
angewendet lautet es

P = 0f (gt o) + (L= O (3, ), (2.69)

wobei At den Zeitschritt bezeichnet. Es ist fiir den Bereich 1/2 < 6§ < 1 A-stabil und
enthalt eine Reihe von Spezialfallen, die auch unter eigenen Namen bekannt sind. Mit
0 = 1 fithrt dies auf das Euler-Riickwérts-Verfahren (,Backward Euler®, BE) und mit
0 = 1/2 auf die Trapezregel (TR), die zweiter Ordnung genau ist und keine kiinstli-
che Dampfung aufweist. Dadurch entstehen jedoch haufig ungewollte Oszillationen, die
durch Storungen und schlecht gestellte Anfangsbedingungen verursacht werden kénnen.
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BDF2

Die zweite Ordnung genaue Variante der ,backward differentiation formulae“ (BDF2)
ist A-stabil und enthalt geringe numerische Dissipation, die auftretende Stérungen und
Fehler herausdampft. Angewandt auf eine allgemeine Differenzialgleichung erster Ord-
nung lautet das Verfahren:

Yn+1 — Un lyn — Yn—1

2
— Z . 2.
N 3 N + 3f(yn+1, tos1) (2.70)

Der Schreibweise von FORSTER (2007) folgend, lassen sich beide vorgestellten Verfahren
in einer einheitlichen Form aufschreiben. Die Anwendung der Gleichungen (2.69) oder
(2.70) auf die semidiskrete Impulsbilanz und Kontinuitétsgleichung (2.58) fithrt auf die
diskrete Form des stabilisierten ALE-Finite-Element-Verfahrens:

MM(un+1)un+1 +0 (KM(un-i-l)un-i-l + Ny(upgr) + GM(un-i-l)pn-i-l) =fu

(2.71)
Mcun+1 +90 (Kc(un+1)un+1 + Cpn+1) = fe.

Hierbei bezeichnet § einen Skalar, der vom verwendeten Zeitintegrations-Verfahren ab-
héangt:

2
59 == QAt, 5BDF2 = gAt (272)

Die rechte Seite enthélt neben den Lastanteilen rypp,, ryn und re zusatzlich Geschichts-
terme der Geschwindigkeit. Fiir das Einschritt-6-Verfahren ist dies neben der Geschwin-
digkeit des letzten Zeitschritts u, auch die Beschleunigung u,,:

fa = do(rap(Wng1) + rvn) + Mu(uy,)u, + (1 — 0)AtMy(u,)i,

_ (2.73)
fo = dore + Mc(un)un -+ (1 — Q)AtMC(un)un

Beim BDF2-Verfahren werden neben den Geschwindigkeiten des letzten Zeitschritts u,,
auch die des vorletzten Schritts benotigt u,,_1:

4
fu = dppr2(rmp(Wpt1) + Tvn) + gMM(un)un — gMM(un—l)un—l ( )
2.74
4 1
fc = dpprorc + gMC(un)un - gMc(un—1)un—1-
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2.2 Fluiddynamik

Aufgrund seiner Robustheit und Genauigkeit wird das BDF2-Verfahren in dieser Arbeit
bevorzugt und in allen Beispielen verwendet.

2.2.5 lteratives Losungsverfahren

Analog zur Strukturdynamik wird das resultierende nichtlineare Gleichungssystem (2.71)
in jedem Zeitschritt [t,; t,+1] mit dem Newton-Raphson-Verfahren gelost.

Hierbei wird die Linearisierung von allen Stabilisierungstermen berticksichtigt, allein die
beiden Stabilisierungsparameter 7y und 7¢ sind nicht linearisiert. Fiir Problemstellun-
gen, bei denen die Stabilisierungsparameter nahezu konstant bleiben, wird damit eine
quadratische Konvergenz im Fluid-Loser erreicht.

2.2.6 Reduktion auf den Kopplungsrand

Fiir den Fall der Fluid-Struktur-Wechselwirkung entspricht der an die flexible Struktur
grenzende Rand des Fluids auch dem Kopplungsrand I'. Dieser Teil der Berandung kann,

je nach Kopplungsalgorithmus, eine Untermenge des Neumann-Rands (I' C I'y,) oder des
Dirichlet-Rands sein (I' C T'y).

Im Folgenden wird, wie schon fiir die Struktur, ein Operator eingefiihrt, der die in den
vorherigen Abschnitten beschriebene iterative Losung der nichtlinearen Fluiddynamik
zusammenfasst. Dazu werden die Geschwindigkeiten und Driicke in die Freiheitsgrade
auf dem Kopplungsrand (e)r und alle iibrigen Freiheitsgrade (e); aufgeteilt:

- (2) ()

Fiir die in dieser Arbeit vorgestellten Kopplungsalgorithmen ist der Kopplungsrand ein
Teil des Dirichlet-Rands, d.h. es werden die Krafte am Kopplungsrand gesucht, die
sich aus einer Geschwindigkeits-Randbedingung auf diesem Rand ergeben. Zusatzlich
muss die neue Lage des Fluidgebiets beriicksichtigt werden. Die Losung des Fluids auf
dem neuen Gebiet mit den oben angegebenen Randbedingungen zusammen mit der
Nachlaufrechnung zur Berechnung der Krafte, die auf den Kopplungsrand wirken, wird
in dem nichtlinearen Operator F zusammengefasst:

frn+1 = -7:n+1(u1“,n+1, dp,n+1)- (2'76)
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2 Grundlagen

Hierin bezeichnet fr,; die Kopplungskrafte, die vom Fluid auf die Struktur wirken,
und dy ,,4; die Verschiebungen aller Knoten im Fluidgebiet. Die Ermittlung der neuen
Positionen aller Knoten im Fluidgebiet wird im folgenden Abschnitt 2.3 thematisiert.

2.3 Netzdynamik

Wie im vorherigen Abschnitt bereits beschrieben, wird zur Simulation von Stromungen
auf zeitveranderlichen Gebieten ein ALE-Ansatz verwendet. Fiir die numerische Um-
setzung ist es erforderlich, die Netzverschiebung, die durch die Bewegung der Struktur
am Kopplungsrand initiiert wird, fiir das gesamte ALE-Gebiet zu bestimmen. Sowohl
die Netzqualitat als auch die Netzgeschwindigkeit haben einen wesentlichen Einfluss auf
die Qualitat der Ergebnisse der Stromungssimulation auf einem bewegten Netz. Daher
werden folgende Anforderungen an den Netzbewegungsalgorithmus gestellt:

e Vermeidung von extremen Elementverzerrungen

e glatte Verteilung der Netzgeschwindigkeit

e Erhalt von Grenzschichtnetzen und anderen Netzcharakteristika
e keine Benutzerinteraktion.

Generell kann zwischen Netzbewegungsalgorithmen unterschieden werden, die speziell
fiir ein bestimmtes Problem konzipiert wurden, und solchen Anséatzen, die fiir beliebige
Probleme eingesetzt werden konnen. Problemspezifische Ansatze konnen zum Beispiel
einfache Interpolationen der Randverschiebungen entlang der Normalen des Kopplungs-
rands sein oder diskontinuierliche Ansétze, die bei groflen aber vorherbestimmten De-
formationen verwendet werden. Beispiele hierfiir sind rotierende Bauteile, wie Turbinen
und Helikopter-Rotoren, oder rein translatorische bewegte Korper, wie Fahrzeuge. Eine
ausfithrliche Ubersicht iiber verschiedene Methoden zur Netzbewegung wird in WALL
(1999) gegeben.

In dieser Arbeit wird hauptsichlich ein sogenannter Pseudo-Struktur-Ansatz verwendet.
Dabei wird das Finite-Element-Netz als eine kontinuierliche linear-elastische Pseudo-
Struktur betrachtet. Die Steifigkeit des Netzes kann lokal variiert werden, um jeweils
problemspezifisch die Netzqualitat zu verbessern. Die Bestimmung der neuen Netzposi-
tion erfordert in jedem Zeitschritt die Losung eines zusatzlichen Randwertproblems der
Form

Kndnny1 =Nt (2.77)
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2.3 Netzdynamik

Dabei werden Dirichlet-Randbedingungen &nH auf dem kompletten Rand I'y des Netz-
gebiets 0y vorgegeben, woraus die einzigen Anteile des Lastvektors fy entstehen. Auf
dem Kopplungsrand I' wird die Position des benetzen Strukturrands dr ,; vorgeschrie-
ben, am restlichen Rand soll sich das Netz nicht verschieben.

~ A

dyt1 =dr 41 auf I’ d,. 1 =0 auf 'y \ T’ (2.78)

Die verformte Lage der Pseudo-Struktur entspricht dann in jedem Zeitschritt der Posi-
tion des Fluidnetzes:

dF,n+1 - dN,n—l—l- (279)

Aufgrund der linearen Formulierung ist die Steifigkeitsmatrix der Pseudo-Struktur im
Verlauf der gesamten Berechnung unveranderlich, so dass sie nur ein einziges Mal fak-
torisiert werden muss und die Losung in jedem Zeitschritt dann durch einfaches Riick-
wartseinsetzen bestimmt werden kann.

Zur vereinfachten Darstellung der Kopplungsalgorithmen wird auch die Bestimmung
der neuen Position des Fluidnetzes in einer Operatorschreibweise zusammengefasst. In
jedem Zeitschritt berechnet der lineare Operator N aus der Position der Struktur am
Kopplungsrand dr ,1; die Lage aller Knoten des Fluidnetzes dy ,,41:

ds 1 =Nt (drntr). (2.80)
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Stromungssimulation durch
Hochleistungsrechnen

Hochleistungsrechnen (,high performance computing®, HPC) bezeichnet den Bereich
des computergestiitzten Rechnens, bei dem eine hohe Rechenleistung oder Speicherka-
pazitat erforderlich ist. Eine exakte Abgrenzung des Hochleistungsrechnens von anderen
Bereichen des computergestiitzten Rechnens durch dauerhafte formale Kriterien ist unter
anderem aufgrund der schnellen Entwicklung der Rechentechnik nicht moglich. Allge-
mein anerkannt ist, dass Rechenanwendungen in den Bereich des Hochleistungsrechnens
fallen, deren Berechnung auf einfachen Arbeitsplatzrechnern aufgrund ihrer Komplexitat
oder ihres Umfangs nicht moglich ist (WIKIPEDIA 2008).

Hochleistungsrechnen ist auf verschiedenen Rechnerarchitekturen moglich. Ein gemein-
sames Merkmal dieser Rechner ist, dass sie (zum Teil massiv) parallel arbeiten, d.h. die
zu bearbeitende Aufgabe wird aufgeteilt und die Teilaufgaben zeitgleich auf mehreren
Prozessoren gelost. Dabei gibt es hauptsachlich zwei unterschiedliche Konstruktionsan-
sitze. Zum Einen gibt es Cluster, die aus einer groflen Anzahl von vernetzten Computern
bestehen. Sie sind untereinander iiber ein schnelles Netzwerk verbunden, miissen aber
nicht unbedingt an einem Ort stehen (verteiltes Rechnen). In jiingerer Zeit werden sie
immer haufiger aus preiswerten, seriengefertigten PC-Komponenten zusammengesetzt.

Zum Anderen gibt es parallele Hochleistungsrechner, die meistens als Vektorrechner
konzipiert sind. Sie erreichen ihre hohe Rechenleistung durch maximale Ausnutzung der
verfiigharen Technik mithilfe von teuren Spezialkomponenten. Im Vergleich zu Clustern
benotigen sie weniger Prozessoren, um eine entsprechende Leistung zu erzielen. Paral-
lele Vektorrechner gelten in vielen Bereichen als die schnellsten verfiigharen Computer
(LOHNER UND GALLE 2002).
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3 Stromungssimulation durch Hochleistungsrechnen

Vor allem im wissenschaftlichen Rechnen gewinnt das Hochleistungsrechnen zunehmend
an Bedeutung als Hilfsmittel zur Berechnung, Modellierung und Simulation komplexer
Systeme und zur Verarbeitung riesiger Messdatenmengen. Derartige Anwendungen fin-
den sich heute in praktisch allen Bereichen der Natur- und Ingenieurwissenschaften.
Typische Anwendungen sind die Meteorologie und Klimatologie, Astro- und Teilchen-
physik, Stromungsmechanik sowie die Systembiologie, Genetik und Quantenchemie.

Besonders beim ,computational steering“ sind Hochleistungsrechner unabdingbar. Ziel
ist es numerische Simulationen interaktiv zu steuern, d.h. die Ergebnisse direkt z.B.
in einer ,virtual reality“ zu betrachten und iiber Veranderungen an Randbedingungen
den Fortgang der Simulation zu beeinflussen. Dabei ist es erforderlich, dass die Reaktion
der Simulation auf neue Randbedingungen nahezu in Echtzeit geschieht. Ein Beispiel fiir
y,computational steering “ ist eine interaktive Simulation zur Beurteilung des thermischen
Behaglichkeitsempfindens in Innenrdumen (WENISCH U. A. 2007).

Auch in der Industrie ist das Hochleistungsrechnen mittlerweile weit verbreitet. Die
Anwendungsgebiete (Wettervorhersage, Crashtestsimulation, Stromungssimulation im
Flugzeugbau) entsprechen weitestgehend denen des wissenschaftlichen Rechnens. Auch
die Generierung von Animationsfilmen bedarf des Hochleistungsrechnens.

Die numerische Simulation von Stromungen kann eine kostengiinstige Alternative oder
Erganzung zu aufwandigen Windkanalversuchen sein. Dafiir ist es erforderlich, dass rea-
litatsnahe Berechnungen von Stromungen moglich sind. Viele Anwendungsbereiche der
numerischen Stromungssimulation erfordern aber aufgrund der vorhandenen Skalenun-
terschiede und der transienten Natur von Stromungen Berechnungen mit sehr vielen
Freiheitsgraden und Zeitschritten. Die GroBenordnung dieser Probleme sprengt noch in
vielen Fallen die heute verfiigharen Rechenkapazitdaten und erfordert daher auch beson-
dere Beachtung bei der Implementierung der Algorithmen.

Beim Hochleistungsrechnen sind zwei Komponenten von Bedeutung: Neben der notwen-
digen modernen Computerhardware, die die erforderliche Rechenleistung einschliellich
Speicher zur Verfiigung stellt, sind die verwendeten Algorithmen ebenso wichtig. Die
Algorithmen miissen einerseits in der Lage sein, komplexe, realitdtsnahe Probleme ge-
nau zu simulieren, andererseits auch so effizient sein, dass die vorhandene Hardware
moglichst gut genutzt und die Simulation in angemessener Zeit beendet wird.

Hierbei gibt es eine Wechselwirkung zwischen dem Hochleistungsrechnen und der nu-
merischen Stromungssimulation. Wahrend die modernen Hochleistungsrechner die reali-
tatsnahe Simulation von Stromungen erst ermdoglicht haben, treiben die immer hoheren
Anforderungen, die der Ingenieur an die Simulation stellt, die Entwicklung von neuen
Hochleistungsrechentechniken (sowohl Algorithmen als auch Hardware) voran (TEz-
DUYAR U. A. 1996). Die Anwender erwarten heute genaue und verlassliche Ergebnisse
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3.1 Grundlagen des Hochleistungsrechnens

mit kurzen Rechenzeiten (ZHENG UND Liou 2003). Jedoch wird dies erst durch den
Einsatz von Hochleistungsrechnern und vektorisierten und parallelisierten Berechnungs-
programmen bei numerischen Simulationen von komplexen Systemen und Strukturen,
wie im Bereich der Fluid-Struktur-Wechselwirkung, erméoglicht (KaTz U. A. 2000).

Im folgenden Abschnitt werden zunéachst einige Begriffe aus dem Hochleistungsrechnen
erlautert und die im Rahmen dieser Arbeit hauptsachlich verwendeten Vektorprozesso-
ren vorgestellt. Im Anschluss daran werden aus drei Bereichen der numerischen Stro-
mungssimulation Methoden vorgestellt, die es ermoglichen, realitatsnahe, sehr grofie
Simulationen durchzufithren. Da fiir die in dieser Arbeit betrachteten Probleme das
Fluidfeld am rechenaufwéandigsten ist, wird dieses hier beispielhaft betrachtet. Die vor-
gestellten Techniken lassen sich aber ohne Schwierigkeiten auf andere Problemklassen
iibertragen.

3.1 Grundlagen des Hochleistungsrechnens

3.1.1 Rechengeschwindigkeit messen

Die Geschwindigkeit von Prozessoren oder auch Computersystemen wird in Gleitkomma-
operationen pro Sekunde (,floating point operations per second“ (FLOPS)) gemessen.
Eine Gleitkommaoperation entspricht dabei z.B. einer Addition oder Multiplikation. Da
manche Prozessoren fiir eine Gleitkommaoperation mehrere Taktzyklen benotigen, an-
dere aber mehrere Gleitkommaoperationen in einem Takt ausfithren konnen, eignet sich
die Angabe der FLOPS zum Vergleich von Prozessorgeschwindigkeiten besser als die
Taktfrequenz.

Weiterhin muss zwischen der theoretisch erreichbaren Maximalleistung eines Rechners
(,peak performance®) und der tatséchlich durch eine spezielle Anwendung verwende-
ten Leistung (,sustained performance“) unterschieden werden. Die ,peak performance*
kann in der Praxis nicht vollstandig erreicht werden, da das Lesen und Schreiben der
Daten aus dem Speicher Taktzyklen benotigt, in denen keine Gleitkommaoperationen
ausgefiihrt werden konnen. Die grofler werdende Diskrepanz zwischen ,peak® und ,sus-
tained performance“ ist ein bekanntes Problem im Hochleistungsrechnen (OLIKER U. A.
2003; TUREK 1999) und héngt sowohl von der Rechnerarchitektur als auch von der An-
wendung ab.

Auf Vektorsystemen sind Auslastungen von 30 % und mehr die Regel, bei speziell fiir
Vektorprozessoren optimierten Programmen koénnen auch deutlich mehr als 70 % der
speak performance® erreicht werden. Cache-basierte Prozessoren zeichnen sich dagegen
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3 Stromungssimulation durch Hochleistungsrechnen

durch eine iiblicherweise deutlich niedrigere Auslastung aus. Auf diesen Systemen sind
Auslastungen von nur 1-5 % keine Seltenheit (BEHR U. A. 2000).

3.1.2 Vektorprozessoren

Vektorprozessoren (auch Array-Prozessoren genannt) sind in der Lage eine Berechnung
mit vielen Daten in einem Vektor nahezu gleichzeitig auszufithren. In der Vergangenheit
wurden sie hauptsachlich fiir Hochleistungsrechner eingesetzt. Sehr friihe, prominente
Vertreter dieser Vektorrechner waren in den 1970er Jahren die Cray-Supercomputer.
Lange Zeit fithrten Vektorrechner die TOP500-Liste der schnellsten Computer weltweit
an, so auch bis Juni 2004 der ,Earth Simulator“ in Japan.

Wenn viele gleichartige Daten auf dieselbe Weise bearbeitet werden sollen (beispielsweise
bei Matrizenoperationen) sind Vektorprozessoren reinen Skalar-Prozessoren, die jeden
Wert einzeln nacheinander bearbeiten, weit iiberlegen. Dies trifft bei vielen Diskretisie-
rungsverfahren zu, bei denen fiir jeden Punkt oder jedes Element dieselben Operationen
ausgefiihrt werden miissen.

Wegen der Vorteile, die sich durch die gleichzeitige Ausfithrung einer Rechenoperation
auf mehreren Daten ergeben (,single instruction, multiple data“; SIMD) wurden auch in
Standardprozessoren seit den 1990er Jahren Erweiterungen integriert, die diese Art von
Berechnungen beschleunigen. Eine der ersten SIMD-Erweiterungen war MMX fiir die
x86-Architektur von Intel. All diese Erweiterungen der Standardprozessoren orientieren
sich an der Unterstiitzung von Echtzeit-3-D-Graphik-Anwendungen. Gerade aufwandige
3-D-Spiele verlangen sehr viele Berechnungen mit grofien Datenmengen (Matrizenope-
rationen auf 3-D-Koordinaten, Anti-Aliasing der Bildschirmausgabe).

Der SX-8-Prozessor

Im Rahmen dieser Arbeit wurde fiir alle Anwendungen aus dem Bereich des Hochleis-
tungsrechnens ein paralleler Vektorcomputer SX-8 von NEC genutzt, der am Hochstleis-
tungsrechenzentrum (HLRS) in Stuttgart zur Verfiigung steht. Manche der vorgestellten
Ergebnisse wurden bereits auf dem Vorgéangermodell, einem SX-64-System erzielt, das
sich aber in der grundlegenden Funktionsweise nicht von der SX-8-Plattform unterschei-
det.

Ein Knoten der SX-8-Architektur besteht aus 8 CPUs (,central processing unit“), die auf
einen gemeinsamen Hauptspeicher zugreifen. Daher kénnen die acht CPUs eines Kno-
tens sowohl im ,shared memory“- als auch im ,distributed memory “-Betrieb genutzt
werden. Jede einzelne SX-8-CPU besteht aus einer Skalar-Einheit mit einer Leistung von
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1. Vergleich der Exponenten 1,354eb - 7,258¢e4
2. Shift der Mantisse 1,354e5 - 0,7258ebd
3. Addition der Mantissen 0,6282eb

4. Auswahl des Exponenten und Normalisierung 6,282¢4

Abbildung 3.1: Segmentierung der Subtraktion von zwei Gleitkommazahlen.

2 GFLOPS (Giga-FLOPS) und vier Vektor-Einheiten mit einer Gesamtleistung von 16
GFLOPS. Jede Vektor-Einheit kann mit einer Bandbreite von 16 GB/s Daten aus dem
Hauptspeicher in acht Vektor-Register der Lange 256 laden und von dort in vier ver-
schiedenen 4-fach Vektor-Pipelines verarbeiten. Die erste dieser Pipelines fiihrt logische
Operationen aus, die zweite Multiplikationen und die dritte Additionen und Shift-Ope-
rationen. Eine Besonderheit ist die vierte Pipeline, die Divisionen und Quadratwurzeln
berechnen kann (BERGER 2005).

Pipeline-Architektur

Pipeline-Architekturen teilen die Abarbeitung von Maschinenbefehlen in mehrere, auf-
einanderfolgende Teilaufgaben auf (Segmentierung), die jeweils in einem Takt verarbeitet
werden. Dadurch werden fiir die Bearbeitung eines Befehls zwar mehr Takte benotigt,
da die Teilaufgaben aber einfacher und dadurch schneller zu bearbeiten sind, kann im
Gegenzug die Taktfrequenz erhéht werden. So kann zum Beispiel die Addition oder
Subtraktion von zwei Gleitkommazahlen, wie in Abbildung 3.1 gezeigt, in vier Schritte
aufgeteilt werden (GALLE UND SCHOENEMEYER 2005). Im ersten Schritt werden die
Exponenten der zu summierenden Zahlen verglichen und durch einen Shift der Mantisse
wird im zweiten Schritt ein einheitlicher Exponent gewahlt. Nun konnen die Mantissen
addiert werden und im letzten Schritt der passende Exponent fiir das Ergebnis verwendet
werden.

Diese Teilaufgaben werden nun im Idealfall fiir aufeinanderfolgende Befehle, jeweils um
eine Teilaufgabenstufe versetzt, gleichzeitig ausgefiihrt. Dadurch konnen fiir das Beispiel
der Addition/Subtraktion bis zu vier Befehle parallel in Bearbeitung sein, so dass in
jedem Takt ein Befehl fertig gestellt wird (Abbildung 3.2). Zu Beginn des ,pipelinings“
dauert es einige Takte (3) bevor der erste Befehl bearbeitet ist. Diese Zeit wird als Latenz
bezeichnet. ,Pipelining* ist nur moglich, wenn die Ausfiihrung eines Befehls nicht von
dem Ergebnis eines vorherigen Befehls abhangig ist, d.h. wenn Datenparallelitat vorliegt.
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ohne Pipelining mit Pipelining
Vergleich der Exponenten
Shift der Mantisse
Addition der Mantisse N
Normalisierung
Latenz

Abbildung 3.2: Pipelining der Subtraktion von zwei Gleitkommazahlen.

3.2 Netzerzeugung in zwei Stufen

3.2.1 Problemstellung

Die Erzeugung eines Netzes fiir eine Finite-Element-Simulation ist ein sehr zeitaufwindi-
ger und fehleranfalliger Prozess, fiir den es bis heute noch keine fiir alle Anwendungsfalle
zufriedenstellende Verfahren gibt. Besonders bei der Vernetzung von dreidimensionalen,
komplexen Gebieten, wie sie bei der Berechnung von realitdtsnahen Aufgabenstellungen
auftreten, ist es nicht einfach, zulassige und fiir die Simulation brauchbare Gitter zu
generieren.

Neben den Algorithmen stellt auch die Rechenzeit und der Speicherbedarf, den vor-
handene Vernetzer benotigen, bei groflen Aufgabenstellungen eine Herausforderung dar.
So kann es erforderlich sein, bereits die Erzeugung eines Netzes auf einem parallelen
Hochleistungsrechner durchzufithren. Wird auch die Arbeitszeit, die zur Vorbereitung
des Netzes erforderlich ist, berticksichtigt, beansprucht in manchen Fallen die Erzeugung
des Netzes bis zu 2/3 des gesamten Zeitaufwands einer Simulation (ZHENG UND LioU
2003).

Aber auch die Weitergabe der Netzdaten vom Préprozessor/Vernetzer zum Léser und
von dort die Weitergabe der Ergebnisse zum Postprozessor kann ab einer gewissen Pro-
blemgrofle unerwartete Schwierigkeiten mit sich bringen. Insbesondere die Ergebnisse
einer iiber viele Zeitschritte laufenden Stromungssimulation umfassen schnell mehrere
Gigabyte an Daten. Die Handhabung, Archivierung und speziell die Visualisierung die-
ser Daten sind extrem zeitaufwandig und beanspruchen grofie Hardware-Ressourcen.
Haufig werden die Ergebnisse aber nicht in derselben Feinheit benotigt, wie sie fiir die
Simulation erforderlich war. Bei der Visualisierung der Ergebnisse am Bildschirm oder
im Druck konnen ohnehin oft nur deutlich weniger Punkte dargestellt werden als in der
Berechnung verwendet wurden. Durch den Einsatz des in den folgenden Abschnitten be-
schriebenen Verfahrens einer Netzerzeugung in zwei Stufen konnen diese Schwierigkeiten
umgangen werden.
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Bereits in den Anféngen der Finite-Element-Methode wurden Verfahren entwickelt, bei
denen die Erzeugung des Rechengitters in zwei Stufen erfolgte. Die sogenannten ,map-
ping “-Methoden wurden auch als halb-automatische Vernetzer bezeichnet, da im ersten
Schritt haufig manuell, spater auch automatisch, das Rechengebiet in einfache Teilgebie-
te unterteilt wurde. Auf diese Teilgebiete konnte dann ein regelmafliges Netz projiziert
werden. Zu den ersten Verfahren dieser Art gehoren die ,jisoparametric mapping me-
thod“ von ZIENKIEWICZ UND PHILLIPS (1971) und die ,transfinite mapping method“
von GORDON UND HALL (1973).

Die manuelle Aufteilung des Gebiets in einfache Teilgebiete wird bei dem hier vorgestell-
ten Ansatz durch das automatische Erzeugen eines relativ groben Netzes im Praprozessor
ersetzt. Dieses grobe Netz wird im eigentlichen Loser dann nach Belieben verfeinert. Dies
kann auch mit relativ wenig Kommunikation zwischen den Rechenprozessen parallel ge-
schehen. Wahrend die Simulation auf dem feinen Netz geschieht, werden die Ergebnisse
auf das grobe Gitter projiziert und nur fiir dieses gespeichert. Die Visualisierung der
Ergebnisse erfolgt somit wieder auf dem groben Netz.

Im Folgenden werden zunachst die Vorteile und Einschrankungen des im Rahmen dieser
Arbeit entwickelten Verfahrens zur Netzerzeugung in zwei Stufen diskutiert, bevor die
Einzelheiten der Umsetzung beschrieben werden.

3.2.2 Vorteile

Neben den bereits erwiahnten Vorteilen in Bezug auf die Datenmengen, die zwischen
Praprozessor, Loser und Postprozessor ausgetauscht werden miissen, ergeben sich eine
Reihe von weiteren Vorteilen aus der Verwendung von zwei unterschiedlich feinen Netzen.
So ist einerseits der Rechenaufwand und damit auch der Zeitaufwand, um ein feines Netz
direkt mit einem Freivernetzer zu erstellen, deutlich hoher, als der Aufwand ein grobes
Netz frei zu vernetzen und dann gleichméaflig zu unterteilen.

Andererseits kann das grobe Gitter auch bei der Erzeugung eines zulassigen feinen Net-
zes hilfreich sein. An dem gréberen Netz ist es bedeutend einfacher Fehler zu finden. So
kann ein grobes Gitter leichter optisch auf Fehler wie z.B. Locher untersucht werden oder
die Elementdichte-Verteilung iiberpriift werden. Auflerdem ist es mit dem groben Gitter
moglich, bereits am Arbeitsplatzrechner einige Zeitschritte der Simulation zu rechnen.
Dadurch konnen falsch orientierte oder anderweitig irregulare Elemente gefunden werden
und durch Visualisierung der (physikalisch falschen) Ergebnisse die Randbedingungen
iiberpriift werden. Durch eine spétere Verfeinerung der Elemente werden z.B. die Ori-
entierung der Elemente und die Randbedingungen nicht mehr beeinflusst, so dass die
Simulation mit dem feinen Netz auf einem Hochleistungsrechner problemlos anlaufen
kann.
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Zusatzlich ist es moglich aus einem einmal validierten groben Netz verschiedene feine
Netze fiir die Simulation zu erstellen. So konnen aus einem Grob-Gitter-Element beliebig
viele Fein-Gitter-Elemente erstellt (h-Adaption) oder aus jedem Grob-Gitter-Element
ein Fein-Gitter-Element mit beliebiger Polynomordnung der Ansatzfunktionen generiert
werden (p-Adaption). Natiirlich sind auch verschiedene Kombinationen moglich, d.h.
aus einem Grob-Gitter-Element konnen viele Fein-Gitter-Elemente jedes Polynomgrads
erstellt werden. Dadurch ist es zum Beispiel moglich ohne viel Aufwand Konvergenzstu-
dien fiir sowohl die h- als auch die p-Adaption zu erstellen. Auflerdem bietet sich dieses
Verfahren an, um verschieden feine Netze fiir eine Mehrskalen-Berechnung z.B. mit der
hp-d-Methode (RANK 1992, KRAUSE UND RANK 2003) zu erstellen.

Durch eine sukzessive Anwendung der Netzverfeinerung kénnen Netzhierarchien erzeugt
werden, die sich als Grundlage von geometrischen Mehrgitter-Verfahren eignen. Unter
Verwendung eines Verfahrens zur Behandlung von hangenden Knoten ist es auch moglich
das grobe Netz nur in manchen Bereichen starker zu verfeinern.

3.2.3 Einschrankungen

Der zusatzliche Aufwand, der durch die Vernetzung in zwei Stufen entsteht, ist der ent-
scheidende Nachteil dieses Verfahrens. Wahrend die zusétzlich benotigte Rechenzeit zum
Erstellen des feinen Netzes und Transferieren von Daten von einem Netz auf das andere
durch die deutlich schnellere Generierung des groben Gitters im Praprozessor kompen-
siert wird, entsteht ein Mehrbedarf an Arbeitsspeicher. Auch der einmalige Aufwand
einer korrekten, effizienten Implementierung muss bei einer Beurteilung der Methode
berticksichtigt werden.

Ein grofler Nachteil der urspriinglichen ,mapping“-Methoden war, wie ZIENKIEWICZ
U. A. (2005) schreiben, der geometrische Fehler, der durch die Approximation von ge-
krimmten Réndern durch das grobe Netz entsteht und bei einer Verfeinerung auf der
Basis dieses Netzes auch bei feineren Diskretisierungen nicht reduziert wird.

Diese Problematik ldsst sich vermeiden, wenn an den Réndern des Gebiets nicht nur
das grobe Netz als Ausgangspunkt der Verfeinerung benutzt wird, sondern zuséatzlich
die exakte Geometrie des Rechengebiets. Die Umsetzung dieses Ansatzes wird in den
folgenden Abschnitten erlautert.
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Abbildung 3.3: Element-Unterteilung: Sukzessive Erzeugung der Slave-Knoten.

3.2.4 Umsetzung

Im Folgenden wird die grobe Diskretisierung als ,Master “ und das feine Netz als ,Slave“
gekennzeichnet. Der Faktor fiir die Netzverfeinerung in jede Koordinatenrichtung wird
mit subdiv bezeichnet.

Als Beispiel wird hier die Verfeinerung von 4-knotigen Scheibenelementen (Abbil-
dung 3.3 (a)) mit einem Verfeinerungsfaktor subdiv = 3 ndher beschrieben. Fiir andere
Master-Elemente (Dreiecke, Hexaeder oder Tetraeder) erfolgt das Vorgehen analog.

Um bei der Netzverfeinerung sicher zu stellen, dass bei benachbarten Master-Elementen
auch die Slave-Elemente die Knoten auf ihrer gemeinsamen Kante teilen und keine
doppelten Knoten erzeugt werden, wurde ein Verfahren implementiert, bei dem fiir alle
topologischen Objekte sukzessive vom 0-D bis zum 3-D zunéchst die neuen Knoten
erzeugt werden und im Anschluss daran aus diesen Knoten die Slave-Elemente gebildet
werden.

Im Einzelnen bedeutet dies, dass zunéachst die Master-Knoten auf die neue Diskreti-
sierung kopiert werden. Dabei bleiben die Koordinaten erhalten, die Knotennummern
werden um die Anzahl der Master-Knoten erhéht (Abbildung 3.3 (b)). Fiir die Master-
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Abbildung 3.4: Master- und Slave-Diskretisierung nach der Element-Unterteilung.

Knoten wird ein Verweis auf den jeweiligen Slave-Knoten und umgekehrt gespeichert,
so dass beim spateren Ubertragen von Ergebnissen keine Suche erforderlich ist.

Danach werden auf allen Elementkanten (subdiv — 1) neue Knoten erzeugt. Liegt eine
Elementkante auf der Berandung des Gebiets, werden die Slave-Knoten auf der ech-
ten Berandung des Gebiets erzeugt, ansonsten werden sie gleichméafig auf der geraden
Verbindung der beiden Endknoten verteilt (Knoten 13-26 in Abbildung 3.3 (c)).

Im néchsten Schritt werden die Slave-Knoten auf den Elementflachen erzeugt. Auch hier
wird, wenn erforderlich, die exakte Geometrie des Gebiets beriicksichtigt. Details hierzu
sind im folgenden Abschnitt zu finden. Bei der Positionierung der (subdiv — 1)? Slave-
Knoten wird die Geometrie des Master-Elements beriicksichtigt (Abbildung 3.3 (d)). Fir
dreidimensionale Problemstellungen werden im Anschluss auch noch die Slave-Knoten
im Inneren der Master-Elemente erzeugt.

Nachdem alle Slave-Knoten erzeugt wurden, werden fiir jedes Master-Element subdiv?
(bzw. subdiv®) Slave-Elemente generiert. Dabei wird die Orientierung des Master-Ele-
ments berticksichtigt, um auf der Slave-Diskretisierung nur regulare Elemente zu erzeu-
gen. Sind die Knoten des linken Master-Elements in Abbildung 3.4 in der Reihenfolge
1-2-5-3 angeordnet, werden die Slave-Elemente in derselben Orientierung erzeugt, z.B. 7-
13-27-15 oder 13-14-28-27. Die Elementeigenschaften, wie Anzahl der Integrationspunkte
oder die Elementformulierung, werden dabei vom Master-Element an die Slave-Elemen-
te weitergegeben. Die Slave-Elemente speichern zudem einen Verweis auf ihr Master-
Element, der bei spateren ,mappings®“ von Ergebnissen verwendet werden kann.

Neben der bisher beschriebenen Verfeinerung, bei der die Elementform erhalten bleibt,
ist es auch moglich, die Topologie der Elemente oder ihren Grad der Ansatzfunktionen zu
verandern. So kann zum Beispiel auf der Basis derselben Slave-Knoten entweder ein ver-
feinertes Vierecks-Netz oder auch ein Dreiecks-Netz erzeugt werden (Abbildung 3.5 (a)).
Sollen hoherwertige Ansatzfunktionen verwendet werden, so muss nur bei der Erzeugung
der Slave-Knoten darauf geachtet werden, dass fiir ,Serendipity “-Elemente keine Mit-
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Abbildung 3.5: Element-Unterteilung: Verdnderung der Elementtopologie und des
Grads der Ansatzfunktionen.

telknoten erzeugt werden diirfen (Abbildung 3.5 (a)). Der iibrige Verfeinerungsprozess
verlauft analog zu der obigen Beschreibung.

Wird als Master-Diskretisierung ein Dreiecks-Netz gewahlt, kann dieses entweder zu
Dreiecks-Elementen verfeinert werden, oder aber es werden aus jedem Dreiecks-Element
drei Vierecks-Elemente erzeugt, wie in Abbildung 3.5 (b) gezeigt ist. Dabei ist zu beach-
ten, dass die resultierenden Vierecks-Elemente besonders bei spitzwinkligen Dreiecken
stark verzerrt sind (RANK U. A. 1993) und dann meistens schlechtere Ergebnisse liefern
als unverzerrte Elemente.

Wie aus Abbildung 3.4 zu erkennen ist, bestehen die Slave-Elemente aus Knoten mit
zum Teil sehr verschiedenen Knotennummern, z.B. das Slave-Element 7-13-27-15. Dies
resultiert aus der Reihenfolge, in der die Slave-Knoten erzeugt werden. Werden die
Freiheitsgrade den Knoten entsprechend der Knotennummerierung zugewiesen, fiithrt
dies auf eine sehr grofie Bandbreite der globalen Steifigkeitsmatrix. Fiir Verfahren (z.B.
Sparse-Matrix-Formate und lineare Loser), bei denen die Bandbreite einen Einfluss auf
die Rechengeschwindigkeit hat (z.B. direkte Loser), sollte daher die Verteilung der Kno-
tennummern bzw. der Freiheitsgrade nach Erzeugung der Slave-Diskretisierung mithilfe
eines Bandbreiten-Optimierers angepasst werden.
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3.2.5 Beriicksichtigung der exakten Geometrie

Bei der Erzeugung von Knoten auf Kanten bzw. Flachen, die der Berandung des Gebiets
entsprechen, werden diese nicht auf der gradlinigen Verbindung der beiden Eckknoten
des Master-Elements positioniert, sondern auf dem exakten Rand des Gebiets. Dazu ist
es erforderlich, die Beschreibung der Geometrie des Gebiets vom Praprozessor zum Loser,
in dem die Unterteilung der Elemente stattfindet, zu iibermitteln. Dies geschieht mithilfe
derselben Datei, in der auch die grobe Diskretisierung an den Loser iibergeben wird.
Der Préprozessor GiD (GID 2008) schreibt dafiir Informationen iiber alle verwendeten
geometrischen Objekte in diese Datei.

Auf der untersten Ebene der Hierarchie der geometrischen Objekte sind dies Punkte,
die z.B. an Ecken des Gebiets liegen und durch eine fortlaufende Nummer und ihre Ko-
ordinaten beschrieben sind. Die Berandung des Berechnungsgebiets wird im 2-D durch
Linien beschrieben, die mindestens durch die Nummern ihrer beiden Endpunkte defi-
niert werden. Handelt es sich nicht um eine gerade Linie, wird sie durch einen NURBS
beschrieben. Dies erlaubt eine einheitliche Darstellung von sowohl analytisch beschreib-
baren Kurven, wie z.B. Kegelschnitten, als auch Freiformkurven. Die Definition von
NURBS wird in den folgenden Abschnitten erlautert. Flachen, als nachste Stufe, stellen
im 3-D die Berandung des Gebiets dar und werden von GiD zunachst durch die umran-
denden Linien beschrieben. Nicht ebene Flachen werden des Weiteren durch NURBS-
Flachen beschrieben, die aus der Multiplikation von zwei NURBS-Kurven folgen. Auch
die Beschreibung der Volumina, aus denen das Berechnungsgebiet besteht, wird von GiD
an den Loser weitergegeben, wird aber bei der Positionierung der neuen Knoten nicht
benotigt, da nur auf dem Rand eine exakte Positionierung der Knoten erforderlich ist.

NURBS

In den 1950er Jahren wurden besonders im Automobil- und Schiffsbau fiir die fehlerfreie
Reproduzierbarkeit technischer Bauteile mathematisch exakte Beschreibungen von Frei-
formflichen bendtigt. So begann unter anderem der Ingenieur Pierre Etienne Bézier!,
der zu dieser Zeit bei der Firma Renault in Frankreich arbeitete, mit der Entwicklung
der nach ihm benannten Bézierkurve. Unabhangig von Bézier arbeitete Paul de Cas-
teljau?, angestellt bei Citroén, zur gleichen Zeit ebenfalls an diesem mathematischen
Problem. Nach ihm wurde ein Algorithmus benannt, der fiir die numerische Verarbei-
tung parametrischer Flachen eingesetzt wird.

1Pierre Etienne Bézier, * 1. September 1910, Paris, T 25. November 1999, franzosischer Ingenieur.
2Paul de Faget de Casteljau, * 19. November 1930 in Besancon, franzosischer Physiker und Mathema-
tiker.
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Da die Definition von ,non-uniform rational B-splines“ (NURBS) auf der Definition von
Bézierkurven und B-Splines basiert, wird hier die Beschreibung von NURBS, HART-
MANN (2000) folgend, mit der Definition von Bézierkurven begonnen.

Bézierkurven Eine Bézierkurve C'(s) vom Grad n ist definiert durch eine parametri-
sche Beschreibung in s:

C(s) = 2”: B; n(8)Ps; 0<s<1. (3.1)

Hierbei bezeichnet P; die Kontrollpunkte. B; ,, sind Bernstein®-Polynome n-ten Grads:

n! : -
Bi n\S) = %SZ 1—s)"" 3.2
2(9) = g (1= 9) (32)
Bernsteinpolynome sind fiir alle s € [0; 1] positiv, bilden eine Zerlegung der Eins (,,par-
tition of unity “), aber erfiillen nur an den Intervallgrenzen die Interpolationseigenschaft.

Da in der Praxis sehr haufig kubische Bézierkurven, die mindestens erforderlich sind, um
C'-Kontinuitat zwischen benachbarten Kurven zu erreichen, verwendet werden, werden
die dafiir notwendigen kubischen Bernstein-Polynome hier beispielhaft gezeigt (Abbil-
dung 3.6).

Bos(s) = 1—3s+3s*—s° Boi(s) = 3(s—2s*+s%) (3.3)

Bys(s) = 3(s*—s%) Bss(s) = s3 ‘
Die Kontrollpunkte Py und P, bilden den Anfangs- und Endpunkt der Kurve. Die Tan-
genten in diesen beiden Punkten entsprechen dem jeweiligen Segment des Kontrollpunkt-
Polygons (Abbildung 3.7):

C,(O) == P()Pl; C,(].) == Pn—lpn' (34)

Ein Nachteil der Approximation mit Bézierkurven ist der globale Einfluss aller Kontroll-
punkte auf die gesamte Kurve.

B-Spline B-Splines stellen eine Verallgemeinerung der Bézierkurven dar und kénnen
auch als eine Aneinanderkettung mehrerer Bézierkurven mit entsprechender Kontinuitéat
verstanden werden. Durch die Konstruktion spezieller Ansatzfunktionen, die rekursiv

3Sergei Natanowitsch Bernstein, * 5. Mirz 1880 in Odessa; t 26. Oktober 1968 in Moskau, russischer
Mathematiker.
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Abbildung 3.6: Kubische Bernstein-Polynome.

definiert werden, bleibt der Einfluss eines Kontrollpunkts auf die Kurve auf einen lokalen
Bereich beschrankt.

Ein B-Spline des Grads n wird analog zur Bézierkurve auch in parametrischer Darstel-
lung als Multiplikation der B-Spline-Basisfunktionen N;, mit den m Kontrollpunkten
P; definiert:

C(s) = Z N; .(s)P;. (3.5)

Die B-Spline-Basisfunktionen werden dabei nicht iiber das gesamte Intervall [0; 1] defi-
niert, sondern iiber eine Folge von geordneten reellen Zahlen, dem sogenannten Knoten-
vektor Sg:

SB = {SQ S S1 S e S Sm-l—n-i—l} . (36)

Die Basisfunktionen vom Grad n sind gegeben durch die Rekursionsformel von de Boor/
Cox/Mansfield (HARTMANN 2000):

1 8 <8< 84
NZ70(8) =
0 sonst (3.7)
S — 5 Sitn+1 — S
Ni n - Nz n— Ni n— :
n(8) Sitn — S 1(s) + Sitntl — Sit1 1(s)
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Abbildung 3.7: Parametrische Beschreibung einer Kurve C(s) mit den erforderlichen
Kontrollpunkten, Knoten und dem Kontrollpunkt-Polygon.

Bei der Auswertung werden nur Summanden beriicksichtigt, deren Nenner ungleich null
ist.

Sind die Elemente des Knotenvektors aquidistant, wird von einem ,uniform B-spline“
gesprochen. Die Basisfunktionen sehen in diesem Fall alle gleich aus und sind nur entlang
der Koordinate s verschoben.

Haben zwei oder mehr benachbarte Knoten denselben Wert, wird dadurch die Wertig-
keit w dieses Knotens erhoht. Die Kontinuitat an dieser Stelle wird dadurch auf C'""~"
reduziert. Entspricht die Wertigkeit dem Polynomgrad (w = n), so ergeben sich als B-
Spline-Basisfunktionen die Bernstein-Polynome. Hierdurch zeigt sich, dass Bézierkurven
ein Sonderfall der B-Splines sind.

NURBS Eine Verallgemeinerung der B-Splines stellen die NURBS dar. Mit diesen ist
es im Gegensatz zu den B-Splines auch moglich regulire Geometrien, wie Kegelschnitte,
exakt abzubilden. Dafiir ist es erforderlich rationale Funktionen als Basisfunktionen
einzufiithren.

Ein NURBS des Grads n wird somit definiert als:
C(s) = Rinls)Pi. (3.8)

Hierbei bezeichnet P; wiederum die m Kontrollpunkte. R;, sind in diesem Fall die
rationalen B-Spline-Basisfunktionen. Diese errechnen sich aus den bereits bekannten
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Basisfunktionen und zu den Kontrollpunkten gehorenden Gewichten w;:

. Nm(s)wz-
Z;‘ﬂ:o Njn(s)w;

Werden alle Gewichte w; zu eins gesetzt, fithrt dies auf den entsprechenden B-Spline.
Durch Gewichte grofier als eins wird die Kurve zu dem Kontrollpunkt hingezogen, w; < 1

Rin(s) (3.9)

stofit die Kurve dagegen ab.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass NURBS eine einheitliche mathematische
Darstellung fiir sowohl analytische Standardformen als auch Freiformflachen bieten, die
durch numerisch stabile und préazise Algorithmen schnell ausgewertet werden kann und
verhaltnismaBig wenig Speicherplatz benotigt.

Beispiel: Viertelkreis Am Beispiel eines Viertelkreises mit Radius eins wird die Be-
schreibung von Kurven durch NURBS gezeigt (Abbildung 3.7). Zur exakten Darstellung
eines Kreises reichen NURBS 2-ten Grads aus. Benotigt werden drei Kontrollpunkte P;
mit den dazugehorenden Gewichten

Py = (10) Po= (L1 Py = (0;1)
wy = 1,0 w, = 2/2 wy, = 1,0 (3.10)
und 6 Knoten:
Sgp = {0;0;0;1;1;1}. (3.11)
Nach Gleichung (3.7) ergeben sich die drei B-Spline-Basisfunktionen zu:
Noo = (1—3s)% Nio =2s(1— s); Nyy = 7. (3.12)

Diese Funktionen, die in Abbildung 3.8 zu sehen sind, erfiillen aufgrund der dreifachen
Wertigkeit an den Endknoten die Interpolationseigenschaft.

Einsetzen dieser Basisfunktionen und der Gewichte w; in Gleichung (3.9) fithrt auf die
rationalen Basisfunktionen. Mit diesen und den Kontrollpunkten kann nun die parame-
trische Darstellung des Viertelkreises bestimmt werden:

(1—5)%24+v2s(1 —s)

' V25(1 — 5) + 2
(1—5)2++2s(1 —s) + 52

(1—5)2+v2s(1 —s)+s2

z(s) = y(s) = (3.13)

Durch die Uberpriifung von z(s)? + y(s)? = 1 lisst sich zeigen, dass durch diese para-
metrische Darstellung ein Viertelkreis exakt beschrieben wird.
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Abbildung 3.8: Quadratische B-Spline-Basisfunktionen zur Beschreibung eines Viertel-
kreises.

Positionierung der Knoten

Um neue Knoten in einem Master-Element auf einem gegebenen NURBS positionieren
zu konnen, muss zunachst die Lage der Eckknoten des Master-Elements im Parameter s
des NURBS bestimmt werden. Da die parametrische Beschreibung des NURBS im All-
gemeinen nicht (eindeutig) invertierbar ist, wird dazu ein einfacher Suchalgorithmus,
das Bisektionsverfahren, verwendet.

Ausgehend von einem Intervall, dass den gesamten NURBS beinhaltet, also die Gren-
zen sy = 0 und s; = 1 hat, werden die kartesischen Koordinaten der Intervallgrenzen
bestimmt und gepriift, welcher dieser beiden Punkte weiter vom gesuchten Eckknoten
des Master-Elements entfernt liegt. Diese Intervallgrenze wird daraufhin in die Mitte des
urspriinglichen Intervalls verschoben und die Suche beginnt von Neuem. Abgebrochen
wird die Suche, sobald der gesuchte Eckknoten naher als eine vorgegebene Toleranz an
einer Intervallgrenze liegt. Die Genauigkeit, mit der die Lage der Eckknoten auf dem
NURBS bestimmt wird, muss nicht besonders hoch sein, da durch eine ungenaue Posi-
tionierung nur die Gleichmafigkeit der Verteilung der Slave-Knoten auf der Kante des
Master-Elements beeinflusst wird, nicht aber die Genauigkeit, mit der die Geometrie
approximiert wird.

Ist die Lage der Eckknoten des Master-Elements auf dem NURBS bestimmt, konnen
die Slave-Knoten dazwischen, entlang der NURBS-Koordinate s gleichméaflig verteilt,
positioniert werden. Aus den so errechneten Parameterwerten konnen aus der Definition
des NURBS (3.8) die kartesischen Koordinaten der neuen Knoten bestimmt werden.
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Abbildung 3.9: Element-Unterteilung eines linearen Linienelements auf einem Viertel-
kreis.

Abschlieend wird die Positionierung von Knoten auf einem NURBS am Beispiel des
Viertelkreises demonstriert.

Beispiel: Viertelkreis Ein Viertelkreis, der geméfl Gleichung (3.13) durch eine NURBS-
Parametrisierung beschrieben ist, wurde durch drei lineare Master-Elemente vernetzt
(Abbildung 3.9). Das mittlere dieser Elemente soll nun mit dem Faktor subdiv = 3
verfeinert werden.

Die Endknoten dieses Elements haben die Koordinaten:

(Z) - (05?) (i) = (0%26)’ (3.14)

Mit dem Bisektionsverfahren werden hieraus die entsprechenden Parameterwerte s be-
stimmt:

5o = 0,3411; s3 = 0,6589. (3.15)

Nun konnen die Positionen der beiden neuen Knoten gleichméflig zwischen diesen Werten
verteilt werden

S3 — 59 S3 — 89

3

= 0,447033; Si12 = S +2- = 0,552967 (3.16)

811:82+1'
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und daraus mit Gleichung (3.13) die kartesischen Koordinaten der Slave-Knoten ermit-
telt werden:

I11 . 0,76632 ) T12 . 0,64245 (3 17)
i) \0,64245) 12/ \0,76632) '
3.3 Vektorisierung

Um auf einer bestimmten Hardware-Architektur eine hohe Effizienz zu erreichen, ist es
im Allgemeinen von groflem Vorteil, die speziellen Eigenschaften der gewahlten Archi-
tektur, z.B. Vektorregister oder Cache-Hierarchien, bei der Programmierung zu bertick-
sichtigen. Im Bereich des HPC ist es zwingend erforderlich und daher generell tiblich
prozessorangepasste Software zu verwenden (TUREK 1998), d.h. besonders bei der Im-
plementierung der rechenintensiven Programmteile werden Datenstrukturen und Algo-
rithmen auf die Hardware abgestimmt.

Da es am Hochstleistungsrechenzentrum Stuttgart (HLRS) eine lange Tradition von Vek-
torrechnern gibt und auch der aktuelle Hochleistungsrechner ein Vektorrechner (SX-8
HOMEPAGE 2008) ist, wird hier gezeigt, wie ein wissenschaftliches Programm an die Vek-
tor-Architektur angepasst, d.h. vektorisiert werden kann. Zunéachst werden allgemeine
Regeln genannt, die beim Programmieren beachtet werden miissen, um vektorisieren-
den Programmcode zu erzeugen. Abschlieend wird dann am Beispiel der Berechnung
der Elementmatrizen des stabilisierten Fluidelements gezeigt, wie diese Regeln in einem
Finite-Element-Programm umgesetzt werden konnen und welchen Einfluss dies auf die
Rechengeschwindigkeit hat.

3.3.1 Regeln fiir die Vektorisierung

Ausgehend von der Beschreibung eines Vektorprozessors und der Nutzung der Pipe-
lines im Abschnitt 3.1.2 lassen sich zwei grundlegende Forderungen fiir vektorisierenden
Programmcode aufstellen:

e hoher Anteil an Vektor-Operationen, um die leistungsfahigeren Vektor-Einheiten
des Prozessors optimal zu nutzen

e grofie (optimale) Vektorldnge, um die Vektor-Register effizient zu nutzen

= gleiche Operationen miissen simultan fiir viele unabhangige Datensatze ausgefiihrt
werden.
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Ein hoher Anteil an Vektor-Operationen kann erreicht werden, indem sichergestellt wird,
dass alle Schleifen, bei verschachtelten Schleifen nur die innerste, vektorisiert abgearbei-
tet werden konnen. Dies ist in der Regel moglich, wenn Datenparallelitat vorliegt und
die Schleife weder Funktionsaufrufe, noch bedingte Anweisungen (z.B. ,if ) oder In- und
Output enthélt. Da in der Programmiersprache C im Normalfall auf jede Variable mit
beliebig vielen Zeigervariablen verwiesen werden kann, ist es fiir den Compiler in vie-
len Fallen nicht moglich zweifelsfrei festzustellen, ob in einer Schleife Datenparallelitat
vorliegt.

Die verwendete Vektorlange héngt direkt mit der Anzahl der Iterationen einer Schlei-
fe zusammen. Um eine optimale Vektorlinge (256 auf der NEC SX-8-Plattform) zu
erreichen, muss die Anzahl der Iterationen mindestens der Grofle der Vektorregister
entsprechen. Besser sind jedoch Schleifen, die ein Vielfaches dieser Zahl an Iterationen
haben.

Auflerdem ist es sinnvoll, wenn der Schleifenrumpf (die zu wiederholenden Anweisun-
gen) nicht zu kurz ist. Der Mehraufwand (,overhead®), der bei jeder Iteration durch
das Hochzéahlen der Schleifenvariablen und das Priifen der Abbruchbedingung entsteht,
verhindert bei Schleifen mit nur sehr wenigen Anweisungen eine hohe Rechengeschwin-
digkeit. Zusatzlich ermoglicht eine grofle Anzahl an Anweisungen in einer Schleife auch
die gleichzeitige Auslastung von allen vorhandenen Pipelines und damit eine hohere
Leistung.

Auch der Zugriff auf Arrays in Schleifen hat einen groflen Einfluss auf die Geschwindig-
keit. Zum Beispiel erschwert eine indirekte Adressierung die Vektorisierung oder verhin-
dert sie zum Teil vollstdndig. Entscheidend fiir die effiziente Nutzung der Vektorregister
ist auch die Schrittweite, mit der Array-Elemente verwendet werden. Optimal ist ein
,stride one®, eine Schrittweite von eins, d.h. die Schleifenvariable wird in der auflers-
ten Dimension eines Arrays verwendet. Alternativ konnen auch ungerade Schrittweiten
verwendet werden. Vorsicht ist geboten bei groflen Schrittweiten, die auch noch eine
Zweierpotenz darstellen. Diese tritt beispielsweise auf, wenn die Zahlvariable der Schlei-
fe in der inneren Dimension eines Arrays verwendet wird und die auflere Dimension
512 ist. In diesem Fall konnen ,memory bank conflicts“ das Laden der Daten in die
Vektorregister verzogern.

Um die Vektorisierung eines existierenden Codes zu erhchen, stehen drei verschiedene
Ansétze zur Verfiigung (OLIKER U. A. 2003):

e Compiler Optionen
e Compiler Direktiven

e Code Modifikationen.
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3.3 Vektorisierung

Diese drei Varianten unterscheiden sich im Aufwand, den der Entwickler in die Vektori-
sierung investieren muss, aber dafiir auch umso deutlicher in ihrem Effekt.

Der einfachste Weg, die Vektorisierung eines Codes zu beeinflussen, ist der Einsatz von
Compiler Optionen. Beim Aufruf des Compiler werden ihm Anweisungen iibergeben,
welche Vektor-Optimierungen er auf den gesamten Code anwenden soll. Dies kann zum
Beispiel ,expansion®, ,unrolling®,  division“ oder ,reordering‘ von Schleifen sein oder
das automatische ,inlining* von Funktionen. Compiler Optionen haben meist nur einen
sehr geringen Finfluss auf die Vektorisierung des Codes und konnen bei einer zu starken
Optimierung auch die Funktionsweise des Programms verandern.

Eine bessere Steuerungsmoglichkeit bieten hingegen Compiler Direktiven. Dies sind spe-
zielle Anweisungen, die direkt in den Code geschrieben werden um den Compiler zu
beeinflussen. Sie konnen zum Beispiel verwendet werden, um dem Compiler mitzuteilen,
dass eine bestimmte Funktion immer automatisch ,inlined“ werden soll, oder dass in ei-
ner Schleife alle Variablen datenparallel sind, obwohl Zeigervariablen verwendet werden.
Durch den gezielteren Einsatz kann mit Compiler Direktiven in den meisten Féallen eine
groflere Leistungssteigerung erreicht werden als mit Compiler Optionen. Jedoch gibt es
auch viele Falle, bei denen der Grund, der die Vektorisierung verhindert, nur durch eine
Restrukturierung des Codes beseitigt werden kann.

Bei einer Umstrukturierung des Programmcodes konnen die folgenden Mafinahmen er-
griffen werden, um die Vektorisierbarkeit zu erhdhen (CHEN U. A. 2003; OLIKER U. A.
2003):

»loop fusion* oder ,,division*
Durch das Zusammenfiigen oder Trennen von Schleifen konnen zu kurze Schlei-
fen verlangert werden oder nicht vektorisierbare Abschnitte aus Schleifen entfernt
werden.

»loop expansion*“
Schleifen mit nur wenigen Iterationen (2,3,4,...) konnen ausgeschrieben werden
und so innerhalb von vektorisierbaren Schleifen stehen.

»loop unrolling “
Beim loop unrolling® wird der Schleifenrumpf fiir mehrere (z.B. 5) Iterationen
ausgeschrieben und im Gegenzug die Zahlvariable bei jeder Iteration um 5 inkre-
mentiert. Dadurch stehen mehr Anweisungen in einer Schleife (Ausnutzung aller
vorhandenen Pipelines) und der Overhead fiir die Ausfiihrung der Schleife wird
verringert.

»loop interchange“
Durch das Vertauschen der Reihenfolge von geschachtelten Schleifen kann entweder
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3 Stromungssimulation durch Hochleistungsrechnen

die Schleife mit den meisten Iterationen als innerste Schleife verwendet werden oder
in der innersten Schleife ein ,stride one“ erzeugt werden.

Temporare Variablen
In manchen Fallen ist es moglich durch den Einsatz von temporaren Variablen
Datenabhéangigkeiten in Schleifen zu durchbrechen.

»Inlinen* von Funktionen
Kurze Funktionen konnen am Ort des Funktionsaufrufs ausgeschrieben werden,
um eine Vektorisierung zu ermoglichen. Das ,Inlinen“ wird haufig, durch Compiler
Direktiven gesteuert, vom Compiler automatisch ausgefiihrt.

Viele wissenschaftliche Programme, wie z.B. Finite-Element-Programme, erlauben eine
Vektorisierung des Codes, da in ihnen eine natiirliche Datenparallelitat enthalten ist
(OLIKER U. A. 2003).

Im Folgenden wird ein Konzept vorgestellt, das im Rahmen dieser Arbeit entwickelt wur-
de (NEUMANN U. A. 2006; FORSTER U. A. 2006a) und mit dem bei geringem Implemen-
tierungsaufwand ein hoher Vektorisierungsgrad fiir die Berechnung der Elementmatrizen
in einem Finite-Element-Programm erreicht werden kann.

3.3.2 Vektorisierungskonzept fiir die Berechnung von
Elementmatrizen

Die Berechnung der Element(steifigkeits)-Matrizen ist neben dem Losen des linearen
Gleichungssystems der rechenaufwandigste Teil eines Finite-Element-Programms. Ins-
besondere komplexere Elemente, wie z.B. stabilisierte Fluid-Elemente oder ,locking -
freie Schalenelemente, erfordern fiir jedes Element eine grofie Anzahl an Operationen.
In manchen Fallen kann dies deutlich mehr als die Hélfte der gesamten Rechenzeit
ausmachen.

Die Voraussetzungen, um bei der Berechnung der Elementmatrizen einen hohen Vekto-
risierungsgrad zu erreichen, sind offensichtlich: Fiir eine grofle Menge an unabhangigen
Daten (fiir alle Elemente) miissen dieselben Operationen ausgefiihrt werden, um die Ele-
mentmatrizen zu berechnen. Bei der Implementierung werden die Schleifen aber haufig
in einer Reihenfolge angeordnet, die eine Vektorisierung nicht zulasst.

Das Struktogramm in Abbildung 3.10 veranschaulicht diese Struktur, wobei fiir alle
Schleifen die Zahl in Klammern eine typische Anzahl an Schleifendurchlaufen angibt.
Dabei werden alle Elemente einzeln hintereinander abgearbeitet. Die Schleife tiber alle
Elemente ist somit die auflerste Schleife und kann nicht vektorisiert werden. Fiir jedes
Element wird dann die numerische Integration mit einer Schleife tiber alle Integrations-
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Schleife iiber alle Elemente (10°)

Schleife iber alle Integrationspunkte eines Elements (8)

Berechnung der Ansatzfunktionen, Ableitungen

Schleife tiber alle Knoten eines Elements (8)

Schleife iiber alle Knoten eines Elements (8)

Berechnung der Steifigkeitsanteile

Assemblierung in globale Matrix

Abbildung 3.10: Struktogramm zur typischen Berechnung der Elementmatrizen.

punkte des Elements ausgefithrt. Als innerste Schleifen ergeben sich haufig zwei Schleifen
iiber alle Knoten des Elements, in denen die Anteile zur Elementmatrix fiir jeden Block
berechnet werden. Diese Schleifen haben iiblicherweise relativ wenige Iterationen und
bieten daher kaum Potential fiir eine Vektorisierung.

Durch Vertauschen der Schleifen (,loop interchange“) kann die Schleife iiber alle Ele-
mente, die (abhéngig von der Problemgrofie) die meisten Iterationen hat, als innerste
Schleife verwendet werden. Dabei muss sichergestellt werden, dass alle Elemente, die
in dieser Schleife abgearbeitet werden, dieselben Eigenschaften haben, d.h. dass iden-
tische Operationen erforderlich sind, um die Elementmatrizen zu berechnen. Wichtig
sind hierbei neben der Elementformulierung und dem Materialgesetz insbesondere die
Anzahl der Knoten und Integrationspunkte. Aulerdem ist es nun erforderlich Zwischen-
ergebnisse, wie z.B. die Werte der Ansatzfunktionen am aktuellen Integrationspunkt,
fiir alle Elemente der innersten Schleife abzuspeichern.

Um den erforderlichen Speicheraufwand begrenzt zu halten und auch unterschiedliche
Elementtypen behandeln zu konnen, ist es sinnvoll nicht alle Elemente einer Simula-
tion in die innerste Schleife zu iiberfithren. Stattdessen konnen gleichartige Elemente
in Gruppen zusammengefasst werden, deren Grofle frei gewahlt werden kann. Diese
Gruppen werden in einer aufleren Schleife nacheinander abgearbeitet, wobei die Schleife
tiber alle Elemente einer Gruppe immer als innerste Schleife auftritt (Abbildung 3.11).
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Gruppierung aller Elemente

Schleife iiber alle Elementgruppen (2 -10%)

Schleife iiber alle Integrationspunkte eines Elements (8)

Berechnung der Ansatzfunktionen, Ableitungen

Schleife iiber alle Knoten eines Elements (8)

Schleife {iber alle Knoten eines Elements (8)

Schleife iiber alle Elemente einer Gruppe (512)

Berechnung der Steifigkeitsanteile

Assemblierung in globale Matrix

Abbildung 3.11: Struktogramm zur vektorisierten Berechnung der Elementmatrizen.

Die notwendigen Veranderungen am Code werden am Beispiel einer Unterfunktion, der
Berechnung der Jacobi*-Matrix, verdeutlicht. Wird jedes Element, wie in der urspriing-
lichen Version (Abbildung 3.12), einzeln abgearbeitet, sind zur Berechnung der Jacobi-
Matrix eines linearen, 8-knotigen Hexaeder-Elements die Ableitungen der acht Ansatz-
funktionen in die drei Koordinatenrichtungen deriv[3][8] und die Koordinaten der
acht Knoten ele_coord[3] [8] erforderlich. Die berechnete Jacobi-Matrix, eine 3 x 3-
Matrix, wird in jaco[3] [3] gespeichert und so an die aufrufende Funktion zuriickge-
geben. Zur Berechnung sind nun drei Schleifen erforderlich: Mit den beiden Schleifen
iber i und j werden nacheinander die neun Eintrage der Jacobi-Matrix abgearbeitet,
wahrend die Schleife iiber 1 die Anteile der acht Knoten zu jedem Eintrag aufaddiert.
Mit acht Iterationen bietet hierbei die innerste Schleife kein Potential fiir eine effiziente
Ausfithrung auf einem Vektorprozessor.

Wird die Jacobi-Matrix nun fiir eine Gruppe von z.B. 256 Elementen gleichzeitig berech-
net, sind nur wenige Verédnderungen am Code erforderlich (siehe Abbildung 3.13). Zum
Einen werden die Knotenkoordinaten von allen 256 Elementen benotigt und es miissen
256 Jacobi-Matrizen gespeichert werden. Dazu erhalten die beiden Arrays ele_coord

4Carl Gustav Jacob Jacobi, * 10. Dezember 1804 in Potsdam, t 18. Februar 1851 in Berlin, deutscher
Mathematiker.
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f3_jaco ( deriv[3][8], ele_coord[3][8], jaco[3][3] )
{
for (i=0; i<3; i++) {
for (j=0; j<3; j++) {
for (1=0; 1<8; 1++) {
jaco[i] [j] += deriv[i] [1] * ele_coord[j][1];
Y r}

return;

}

Abbildung 3.12: Pseudo-Code fiir eine Funktion zur Berechnung der Jacobi-Matrix:
nicht vektorisierende Version.

f3f_jaco ( deriv[3][8], ele_coord[3][8][256], jaco[3][3][256] )
{
for (i=0; i<3; i++) {
for (j=0; j<3; j++) {
for (1=0; 1<8; 1++) {
for (k=0; k<256; k++) {
jaco[i] [j]1[k] += deriv[i] [1] * ele_coord[j][1] [k];

}
1l

return;

}

Abbildung 3.13: Pseudo-Code fiir eine Funktion zur Berechnung der Jacobi-Matrix:
vektorisierende Version.

und jaco eine dritte Dimension der Lénge 256. Da die Ableitungen der Ansatzfunk-
tionen in natiirlichen Koordinaten fiir alle Elemente gleich sind, muss deriv nicht ver-
andert werden. Zum Anderen muss zusatzlich als innerste Iteration die Schleife iiber
alle 256 Elemente einer Gruppe ergénzt werden (grauer Kasten). Diese Schleife kann
vektorisiert abgearbeitet werden: Sie hat eine ausreichende Lénge (in diesem Beispiel
256 Tterationen), ist datenparallel und verwendet einen ,stride one“ fiir die relevanten
Arrays. Um eine optimale Leistung zu erreichen, miisste der Schleifenrumpf noch mehr
Anweisungen enthalten. Dies ist fiir viele andere Unterfunktionen bei der Berechnung
der Elementmatrizen automatisch der Fall.

3.3.3 Einflusse auf die Effizienz

Neben der richtigen Anordnung der Schleifen haben auch die Wahl der Programmier-
sprache, die Behandlung mehrdimensionaler Arrays und in diesem Fall die Grofle der
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Elementgruppen einen erheblichen Einfluss auf die Effizienz des Codes. Im Folgenden
wird der Effekt der genannten Faktoren auf die Rechengeschwindigkeit untersucht.

Programmiersprache und mehrdimensionale Arrays

Obwohl allgemein bekannt ist, dass die Programmiersprache einen erheblichen Einfluss
auf die Effizienz eines Programms haben kann, wird dieser Aspekt bei der Wahl der
Programmiersprache hiufig anderen Uberlegungen, wie z.B. Programmierkomfort und
verfiigbare Bibliotheken, untergeordnet. Trotz grofler Bemiithungen und Fortschritten
bei anderen Programmiersprachen (VELDHUIZEN 1997; VELDHUIZEN UND JERNIGAN
1997), gilt Fortran auch heute noch als beste Wahl fiir einen effizienten wissenschaftlichen
Code (POHL U. A. 2004). Insbesondere das sehr allgemeine Zeiger-Konzept in C und die
Objekte in C++ erschweren die Vektorisierung oder verhindern sie sogar vollstandig
(OLIKER U. A. 2003). Da zwei verschiedene Zeiger auf dieselbe Variable zeigen kénnen,
ist es fiir den Compiler nur schwer moglich datenparallele Schleifen zu identifizieren.
Abhilfe schaffen konnen in diesen Féllen Compiler Optionen oder das Schliisselwort
restrict. Durch letzteres kann dem Compiler mitgeteilt werden, dass es keine weiteren
Zeiger auf eine Variable gibt. Da dies ein neueres Schliisselwort im C-Standard ist, wird
es noch nicht von allen Compilern unterstiitzt oder erzeugt einen ungewollten Effekt.

Im Folgenden werden sechs verschiedene Implementierungen der Berechnung der Ele-
mentmatrizen von 8-knotigen, stabilisierten Fluid-Elementen verglichen. Diese unter-
scheiden sich in der

e Programmiersprache: C oder Fortran
e Verwendung von Arrays: mehrdimensional oder nur eindimensional
¢ Verwendung des Schliisselworts restrict.

Bei der Verwendung von ausschliellich eindimensionalen Arrays muss die Indizierung
bei mehrdimensionalen Daten manuell erfolgen. Dies bedeutet einen deutlich hoheren
Programmieraufwand und ist auflerdem auch fehleranfalliger. Bis auf die erste Imple-
mentierung verwenden alle Varianten die im vorangegangenen Abschnitt beschriebene
vektorisierbare Berechnung der Elementmatrizen. Die genauen Eigenschaften der sechs
untersuchten Implementierungen konnen dem oberen Teil der Tabelle 3.1 entnommen
werden. Der untere Teil der Tabelle zeigt die an der urspriinglichen Implementierung
(Abbildung 3.10) normierten Rechenzeiten fiir eine représentative Unterfunktion zur
Berechnung von Matrixanteilen.

Zunachst werden nur die Ergebnisse fiir den Vektorprozessor, in diesem Fall den SX-
6-+-Prozessor, betrachtet. Alle fiinf vektorisierenden Varianten (,Vektor 1“ bis ,Vektor
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Original ~ Vektor 1~ Vektor 2  Vektor 3 Vektor 4 Vektor 5

Algorithmus 3.10 3.11 3.11 3.11 3.11 3.11
Sprache C C C C C Fortran
Arrays mehrdim. mehrdim. mehrdim. eindim. eindim. mehrdim.
Schliisselwort restrict restrict

SX-6+3 1,000 0,024 0,024 0,016 0,013 0,011
Itanium?2* 1,000 1,495 1,236 0,742 0,207 0,105
Pentium4® 1,000 2,289 1,606 1,272 1,563 0,523

Tabelle 3.1: Eigenschaften der sechs Implementierungen und deren relative Zeit fiir die
Berechnung reprasentativer Matrixanteile auf drei verschiedenen Hardware-
Architekturen.

5%) benotigen hier nur weniger als 3 % der Rechenzeit der urspriinglichen Implemen-
tierung. Dies zeigt sehr eindriicklich, wie grof§ der Effizienzgewinn sein kann, wenn die
grundlegenden Regeln der Vektorisierung berticksichtigt werden. Weiterhin wird deut-
lich, dass die Verwendung von eindimensionalen Arrays teilweise fast doppelt so schnell
ist als der Einsatz von mehrdimensionalen Feldern. Das Schliisselwort restrict zeigt
nur bei eindimensionalen Arrays eine Auswirkung. Die schnellste Implementierung auf
dem Vektorprozessor ist die Variante ,Vektor 5“ in Fortran.

Werden die beiden anderen Hardware-Architekturen betrachtet, fallt zunéachst auf, dass
die reine Umstrukturierung des Codes (,Vektor 1 im Vergleich zu ,,Original“) einen ne-
gativen Effekt auf die Effizienz hat. Dies kann daran liegen, dass die Datenmenge, die in
den neu geschaffenen, sehr langen inneren Schleifen benotigt wird, die Grofie des Caches
iibersteigt und daher viele Zugriffe auf den Hauptspeicher erforderlich sind. Wie schon
der Vektorprozessor, zeigen auch die beiden anderen Prozessoren bei der Verwendung
von eindimensionalen Arrays eine fast doppelt so hohe Rechengeschwindigkeit. Jedoch
hat das Schliisselwort restrict nicht immer einen positiven Effekt. Auf dem Penti-
um-Prozessor reduziert es beim Einsatz fiir eindimensionale Arrays die Geschwindigkeit
merklich.

Das wichtigste Ergebnis dieses Vergleichs ist die auf allen Plattformen iiberragende
Leistung der Fortran-Implementierung. Auf den beiden Nicht-Vektor-Prozessoren ist
diese Variante fast doppelt so schnell wie die jeweils zweitschnellste Implementierung.

SNEC SX-6+, 565 MHz; NEC C++/SX Compiler, Version 1.0 Rev. 063; NEC FORTRAN /SX Compiler,
Version 2.0 Rev. 305.

1Hewlett Packard Itanium2, 1.3 GHz; HP aC++/ANSI C Compiler, Rev. C.05.50; HP F90 Compiler,
v2.7.

°Intel Pentium4, 2.6 GHz; Intel C++ Compiler, Version 8.0; Intel Fortran Compiler, Version 8.0.
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Grofle einer Elementgruppe

Abbildung 3.14: Zeit fiir die Berechnung reprasentativer Matrixanteile fiir unterschied-
liche Grolen der Elementgruppen.

Fortran wird also zu Recht als die beste Wahl fiir einen effizienten wissenschaftlichen
Code bezeichnet (POHL U. A. 2004).

Da die Implementierung in Fortran (,Vektor 5“) sich auf allen getesteten Architektu-
ren als die schnellste Variante herausgestellt hat, wurde in dieser Arbeit die komplette
Berechnung der Elementmatrizen fiir das 3-dimensionale, stabilisierte Fluid-Element in
dieser Form implementiert. Dabei wurde bewusst auf eine Verwendung von eindimen-
sionalen Arrays in Fortran abgesehen, um den Programmecode iibersichtlich und leichter
wartbar zu halten. Auf die leichte Steigerung der Effizienz, die dadurch noch moglich
ware, wird zugunsten des Programmierkomforts verzichtet. Fiir die folgenden Untersu-
chungen und Beispiele wurde ausschliellich diese Implementierung verwendet.

GroBBe der Elementgruppen

Neben der Programmiersprache hat auch die Grofle der Elementgruppen einen deutli-
chen Einfluss auf die Effizienz. Die optimale Grofle der Gruppen und damit die Anzahl
der Iterationen der innersten Schleife ist abhéngig von der gewéhlten Hardware. Um die
jeweils richtige Grofle fiir die drei verwendeten Architekturen zu ermitteln, wurden die
Rechenzeiten fiir eine reprasentative Unterfunktion zur Berechnung von Matrixanteilen
fiir alle drei Prozessoren fiir Gruppen von einem Element bis 512 Elemente gemessen.
Die Ergebnisse sind in Abbildung 3.14 dargestellt.

Die Kurve fiir den Pentium4-Prozessor zeigt einen typischen Verlauf fiir einen Cache-ba-
sierten Prozessor. Fiir kleine Elementgruppen, d.h. solange die Daten noch in den Cache
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passen, zeigt er eine relativ konstante Leistung. Werden die Elementgruppen dann gro-
Ber, muss haufiger auf den Hauptspeicher zugegriffen werden und die Rechenzeit steigt
an. Auch der Itanium2-Prozessor zeigt diesen Anstieg der Rechenzeit, der auf ein Uber-
laufen des Caches deutet; hier jedoch deutlich spater als beim Pentium4. Zuséatzlich sind
beim Itanium?2 deutliche Rechenzeitspitzen fiir Vielfache von 64 zu erkennen. Diese konn-
ten durch ,memory bank conflicts“ verursacht werden. Durch die Wahl einer anderen
Gruppengrofe oder das kiinstliche Vergrofern der verwendeten Arrays um eins (ar-
ray padding“) kann verhindert werden, dass zu schnell auf Speicherbereiche zugegriffen
wird, die sich nach dem letzten Zugriff noch nicht regeneriert haben. Fiir beide Cache-
basierte Prozessoren wird die grofite Rechengeschwindigkeit mit 10 bis 20 Elementen je
Gruppe erreicht.

Der Vektorprozessor SX-6+ zeigt einen deutlich anderen Verlauf. Die Rechenzeit sinkt
fiir grofler werdende Elementgruppen bis 256 Elemente je Gruppe erreicht sind und da-
mit die Vektorregister optimal gefiillt werden. Fir groflere Gruppen bleibt die Rechen-
geschwindigkeit nahezu konstant, zeigt aber fiir Vielfache von 256 die besten Werte. Fiir
das folgende Beispiel wurde eine Grofle der Elementgruppen von 512 gewahlt.

Numerisches Beispiel

Abschlieend wird der Effekt der Vektorisierung an einer vollstandigen Finite-Element-
Simulation demonstriert. Gewihlt wurde hierfiir die Beltrami®-Stromung in einem Ein-
heitswiirfel. Details zu den Rand- und Anfangsbedingungen sind in ETHIER UND STEIN-
MAN (1994) zu finden. Der Einheitswiirfel wurde mit 32.768 stabilisierten, 8-knotigen
Hexaeder-Elementen diskretisiert und die Stromung fiir 32 Zeitschritte berechnet.

In Abbildung 3.15 ist die Gesamtzeit fiir die Simulation, aufgeteilt in ihre Anteile fiir die
Berechnung der Elementmatrizen, den Loser des linearen Gleichungssystems und sonsti-
ge Teile der Berechnung (z.B. Initialisierung und In- und Output), fiir zwei unterschied-
liche Implementierungen dargestellt. Bei der urspriinglichen, nicht vektorisierbaren Im-
plementierung (,Original “) werden ungeféhr 2/3 der Rechenzeit fiir die Berechnung der
Elementmatrizen benctigt. Durch die in diesem Kapitel beschriebene Vektorisierung der
Berechnung der Elementmatrizen (,Vektor 5“) kann dieser Anteil um den Faktor 24
reduziert werden.

Diese deutliche Verbesserung ist auch in der vom Programm genutzten Leistung des
Prozessors erkennbar. Tabelle 3.2 zeigt den Anteil der von beiden Implementierungen ge-
nutzten theoretischen Maximalleistungen der drei Prozessoren. Die linken beiden Spalten

®Eugenio Beltrami, * 16. November 1835 in Cremona, 1 18. Februar 1900 in Rom, italienischer Mathe-
matiker.
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Abbildung 3.15: Anteile an der Rechenzeit fiir die Simulation von 32 Zeitschritten der
Beltrami-Stréomung auf dem Vektorprozessor SX-6+.

zeigen dabei die Werte fiir die bereits vorher in diesem Abschnitt verwendete reprasenta-
tive Unterfunktion zur Berechnung von Matrixanteilen, wohingegen die rechten Spalten
die gesamte Berechnung der Elementmatrizen berticksichtigen. Die Werte hierfiir sind
grundsatzlich schlechter, da sie auch Teile des Codes beriicksichtigen, die z.B. aufgrund

von bedingten Anweisungen nicht vektorisiert werden konnen (z.B. die Bestimmung der
Stabilisierungs-Parameter).

Die urspriingliche Implementierung, die nicht fiir eine spezielle Architektur entwickelt
worden war, zeigt nur eine sehr geringe Effizienz von unter einem Prozent auf dem
Vektorprozessor. Auch auf den anderen beiden Prozessoren nutzt der Code hochstens
12,5 % der zur Verfiigung stehenden Leistung. Die speziell fiir den Vektorprozessor ent-
wickelte Implementierung der Berechnung der Elementmatrizen (, Vektor 5“) erreicht in
einer Unterfunktion, in der praktisch alle Anweisungen vektorisiert abgearbeitet werden
konnen, eine hervorragende Ausnutzung von tiber 70 %. Aber auch fiir die gesamte Be-

repr. Matrixanteile ges. Elementberech.

Original Vektor 5 Original Vektor 5

SX-64- 0,83 71,07 0,95 29,55
Itanium2 6,59 59,71 8,68 35,01
Pentium4 10,31 23,98 12,52 20,16

Tabelle 3.2: Effizienz der urspriinglichen (Original) und der vektorisierten Implementie-
rung (Vektor 5) in Prozent der theoretisch erreichbaren Maximalleistung.

64



3.3 Vektorisierung

rechnung der Elementmatrizen folgt noch eine akzeptable ,sustained performance® von
ca. 30 %. Diese hohe Effizienz ergibt sich aus einer durchschnittlichen Vektorldnge von
nahezu 256 und einem Anteil der Vektoroperationen von iiber 99,5 %.

Aber auch fiir den Itanium2- und Pentiumd4-Prozessor, die nicht die Zielarchitektur der
Code-Optimierung waren, war es moglich die Effizienz der gesamten Berechnung der
Elementmatrizen um einen Faktor von bis zu vier zu steigern.
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3 Stromungssimulation durch Hochleistungsrechnen
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Iterative Methoden zur Losung linearer
Gleichungssysteme

Die Losung von sehr grofien, schwach besetzten, linearen Gleichungssystemen ist ei-
ner der rechenaufwandigsten Teile einer Finite-Element-Simulation. Besonders bei sehr
groflen, instationaren Problemen, wie sie in der CFD auftreten, kann die Effizienz des
Losers tiber die Losbarkeit eines Problems entscheiden. Das Angebot an Losungsver-
fahren ist umfangreich und die benotigte Rechenzeit hingt sehr stark vom gewéahlten
Iterationsverfahren und Vorkonditionierer ab.

In den folgenden Abschnitten werden zunéchst verschiedene Iterationsverfahren zur Lo-
sung von linearen Gleichungssystemen und entsprechende Vorkonditionierer vorgestellt.
Anhand eines exemplarischen CFD-Problems werden im Anschluss die Effizienz dieser
Losungsverfahren verglichen und der Einfluss verschiedener Parameter auf das Loser-
verhalten untersucht.

4.1 Einfuhrung in iterative Loser

Das erste Iterationsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme wurde von Carl Friedrich
Gaufl vor iiber 180 Jahren beschrieben. Um Gleichungssysteme zu losen, die fiir eine
GauB-Elimination zu grof§ waren, entwickelte er 1822 eine Variante des heute bekannten
GauB-Seidel-Verfahrens. Auch Carl Gustav Jacobi verdffentlichte 1845 ein sehr ahnli-
ches Verfahren. Erst iiber 100 Jahre spater, als die klassischen Verfahren zum Losen von
immer grofferen Gleichungssystemen auf elektronischen Rechnern zu langsam waren,
wurden relaxierte Varianten dieser Verfahren entwickelt, die den Iterationsprozess we-
sentlich beschleunigten (HACKBUSCH 1993). Heute werden das Gaufl-Seidel- und Jacobi-
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4 |terative Methoden zur Losung linearer Gleichungssysteme

Verfahren hauptsachlich als Vorkonditionierer in Kombination mit modernen, effektiver-
en Iterationsverfahren eingesetzt.

Wie schon bei Gauf, ist auch heute noch der Rechenaufwand ein Argument fiir den Ein-
satz von iterativen Verfahren im Vergleich zu direkten Losern. Fiir vollbesetzte Matrizen
der Grofie nx n bendtigen direkte Verfahren im Allgemeinen O(n?) Operationen. Iterati-
ve Methoden erfordern in jedem Schritt die Berechnung des Residuums des Systems und
damit nur O(n?) Operationen. Ist die Anzahl der benétigten Iterationen also unabhéngig
von n oder skaliert sublinear mit n, sind iterative Methoden konkurrenzfahig zu direkten
Verfahren (PLATO 2000; QUARTERONI U. A. 2002). Aulerdem kénnen direkte Verfahren
die besondere Gestalt der aus Diskretisierungsverfahren stammenden Gleichungssyste-
me nicht immer optimal ausnutzen, wodurch dichter besetzte Zwischenmatrizen (,fill-
in“) entstehen konnen, die einerseits den verfiigbaren Speicherplatz iiberschreiten und
andererseits zu inakzeptablen Rechenzeiten fithren (QUARTERONI U. A. 2002).

Da die hier betrachteten Gleichungssysteme aus einer Diskretisierung der Problemstel-
lung entstanden sind, entspricht die exakte Losung des Gleichungssystems auch nur
einer Approximation der gesuchten Losung der urspriinglichen Problemstellung. Eine
Naherungslosung des Gleichungssystems, wie sie iterative Verfahren bestimmen, mit ei-
nem Fehler in der Groflenordnung des Diskretisierungsfehlers ist somit auch ausreichend.
(MEISTER 1999)

4.2 Klassifizierung von lterationsverfahren

Die Losung x des linearen Gleichungssystems
Ax=Db A e R™"™ xbeR" (4.1)

mit der gegebenen regularen Matrix A und der rechten Seite b soll mit einem iterativen
Verfahren gefunden werden.

Ein allgemeines Iterationsverfahren, das aus einem gegebenen Startwert x(© die Iterier-

ten x1), x® .. erzeugt, kann durch die Abbildung ®*) definiert werden:

xFFD = UL (x(B) (k=1 (k=2 x(E=m) A b)), k>m

4.2
PE+D . R™ x R™ — R". (4.2)

Der Fixpunkt x* des Iterationsverfahrens ®*) ist definiert als
x* = oW (x* A b). (4.3)
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4.3 Lineare lterationsverfahren

Ist fiir alle b € R™ jede Losung x des Gleichungssystems (4.1) Fixpunkt des Itera-
tionsverfahrens ®*)  so heiBt dieses konsistent. Alle in diesem Kapitel vorgestellten
Iterationsverfahren erfiillen diese Definition der Konsistenz.

Iterationsverfahren kénnen u.a. nach den folgenden drei Kriterien kategorisiert werden
(QUARTERONI U. A. 2002):

e Ein Iterationsverfahren heifit stationir, wenn die Abbildung ®*) unabhéingig vom
Iterationsschritt k ist, andernfalls wird es als instationar bezeichnet.

0)

e Hingt ®*) hochstens linear von x(@ ... x*) ab, so wird die Methode linear,

andernfalls nichtlinear genannt.

e Die Anzahl von Schritten, von denen die aktuelle Iteration abhangt, heifit Ord-
nung der Methode.

4.3 Lineare lterationsverfahren

Im Folgenden werden zunéchst stationire, lineare Iterationsverfahren erster Ordnung
naher beschrieben, zu denen auch die beiden in der Einleitung erwahnten klassischen
Methoden gehoren. Fiir diese Verfahren lasst sich die Iteration ® auch wie folgt darstel-
len:

o(x® A b) = Mx® + Cb. (4.4)

Die Matrix M wird dabei als Iterationsmatrix bezeichnet. Die dazugehorige Iterati-
onsvorschrift ergibt sich aus (4.2) und wird auch als erste Normalform des Verfahrens
bezeichnet:

xFD .= Mx™® + Cb. (4.5)

Fiir konsistente Verfahren lasst sich durch die Existenz des Fixpunkts ein Zusammen-
hang zwischen den Matrizen M und C aufstellen (HACKBUSCH 1993):

M+ CA =1. (4.6)

Diese Beziehung fiihrt auf die zweite Normalform einer linearen und konsistenten Itera-
tion:

xEHD = x® — c(Ax® —b). (4.7)
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4 |terative Methoden zur Losung linearer Gleichungssysteme

Aus dieser Schreibweise wird deutlich, dass die Anwendung der Matrix C auf den aktu-
ellen Defekt, das Residuum der Gleichung (4.1), zur Korrektur in jedem Iterationsschritt
fiihrt. Diese Korrektormatrix C kann als eine leicht zu invertierende Approximation der
Matrix A verstanden werden und stellt somit auch eine mogliche Vorkonditionierungs-
matrix fiir andere Iterationsverfahren dar.

Fiir ein lineares, konsistentes Iterationsverfahren mit der Iterationsmatrix M konvergiert
die Folge {x*)} fiir jede beliebige Wahl von x(® zur Lésung des Gleichungsystems (4.1)
genau dann, wenn fiir den Spektralradius der Iterationsmatrix p(M) < 1 gilt (QUAR-
TERONI U. A. 2002). Eine hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz einer Iteration ist
die Abschatzung der Tterationsmatrix M in einer Matrixnorm || - ||.

M| <1 (4.8)
Fiir konsistente Verfahren lasst sich iiber die sogenannte Kontraktionszahl ¢ := ||M]|
der Fehler in jeder Iterierten e® = x*) — x* abschitzen:

1™ V1 < [IM| [le®]; le™ ] < [IM[[* []e!]. (4.9)

Durch diese Ungleichung |[e**V|| < ¢||e®|| mit ¢ :< 1 wird lineare Konvergenz be-
schrieben. Schnellere Konvergenz ist nur mit nichtlinearen Iterationsverfahren zu errei-
chen (HACKBUSCH 1993).

Die Konstruktion konsistenter, linearer iterativer Methoden basiert tiblicherweise auf
der additiven Zerlegung der Matrix A in der Form:

A=D,—E, - F, (4.10)
D,: Diagonalmatrix, Dy := diag{A}
E: strikte untere Dreiecksmatrix

FA: strikte obere Dreiecksmatrix.

Daher werden diese Verfahren auch als Splitting-Verfahren bezeichnet.

4.3.1 Jacobi-Verfahren

Das Jacobi- oder Gesamtschritt-Verfahren setzt nichtverschwindende Diagonalelemente
a; # 0,9 =1,...,n der Matrix A voraus und nutzt die Inverse der somit reguldren
Diagonalmatrix D, als Korrektormatrix C:

C, =D;"; M; =D;'(Dy— A)=1-D;'A. (4.11)
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4.3 Lineare lterationsverfahren

In Komponentenschreibweise wird deutlich, dass die neue Iterierte x**1) ausschlieflich

k)

aus der alten Tterierten x*) ermittelt wird:

n

xi(kﬂ) = ain' b; — ; az-jxj(k) i=1,...,n. (4.12)
i

Dies bedeutet, dass jede Gleichung ¢ von ¢ = 0 bis ¢ = n einzeln nach der zugehori-
gen Komponente des Losungsvektors z; aufgelost wird. Dabei werden fiir alle iibrigen
Komponenten des Losungsvektors z; die Werte aus der vorangegangenen Iteration (k)
verwendet. Das Verfahren ist daher unabhangig von der gewahlten Nummerierung der

Unbekannten und kann sehr gut parallelisiert bzw. vektorisiert werden.

4.3.2 GauB-Seidel-Verfahren

Beim GauB-Seidel- oder Einzelschrittverfahren wird ebenfalls eine regulare Diagonalma-
trix Dy vorausgesetzt, als Korrektormatrix werden aber zusatzlich noch die Eintrage
der unteren Dreiecksmatrix E, verwendet:

Cgs = (Da — EA) 7 Mas = (Da — Ep)7'Fy. (4.13)

Zur Berechnung der i-ten Komponente der (k + 1)-ten Iterierten werden dadurch neben
den Komponenten der k-ten Iterierten auch die bereits bekannten ersten ¢ — 1 Kompo-
nenten der neuen Iterierten x*+1) verwendet.

(b4 _ 1 N" D NS ) -
x; s (bi - Z ay; - Z a;; ) i=1,...,n. (4.14)

j=1 j=i+1

Im Gegensatz zum Jacobi-Verfahren werden hier beim Auflésen der i-ten Gleichung fiir
die Komponenten des Losungsvektors z; oberhalb der aktuellen Gleichung (j < i) be-
reits die in der aktuellen Iteration (k + 1) ermittelten Werte verwendet. Das Verfahren
ist damit abhangig von der gewahlten Nummerierung der Unbekannten und kann ohne
besondere Techniken (z.B. ,coloring®) nicht parallelisiert werden. Verglichen mit dem
Jacobi-Verfahren wird mit (D — E,) eine bessere Approximation von A als Korrektor-
matrix verwendet, wodurch ein kleinerer Spektralradius der Iterationsmatrix und damit
eine schnellere Konvergenz vorausgesetzt werden kann.
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4 |terative Methoden zur Losung linearer Gleichungssysteme

4.3.3 Symmetrisches GauB-Seidel-Verfahren

Setzt ein iteratives Verfahren die Symmetrie und positive Definitheit der Matrix voraus,
so sollte dies auch fiir ein vorkonditioniertes System der Fall sein. Daher wird, beson-
ders in seiner Anwendung als Vorkonditionierer, eine symmetrische Variante (SGS) des
eigentlich unsymmetrischen Gauf-Seidel-Verfahrens verwendet. Zunachst wird dazu das
rickwérts durchgefithrte GauB-Seidel-Verfahren (oder Gau-Seidel-Riickwértsverfahren)
eingefiihrt, das sich durch Vertauschen der beiden Dreiecksmatrizen Ex und F 4 ergibt:

Cras = (DA - FA)_I; Mgas = (DA — FA)_lEA. (4.15)

In Komponentenschreibweise entspricht dies der Berechnung der Komponenten von

x#+1) yon unten nach oben, d.h. beginnend mit A

Aus der Kombination der beiden Varianten des Gauf3-Seidel-Verfahrens in einem Itera-
tionsschritt folgt ein symmetrisches Verfahren mit der folgenden Korrektor- und Itera-
tionsmatrix:

Csas = (Dy —Fy) 'Da(Dy — Ep) 7!

—1 —1 (416)
Msas = (Da —Fo) 7 EA(Dy — Eao)” Fa.

4.3.4 GauB-Seidel-Relaxationsverfahren

Fir die drei bisher beschriebenen Verfahren lasst sich auch jeweils eine relaxierte Vari-
ante aufschreiben. Dabei wird die neue Iterierte x*+1) aus einer Linearkombination der
alten Losung x®) und dem Ergebnis der Iterationsvorschrift (1) gebildet:

D) = Mx®) 4 Cb; xFHD = gD (1 — w)x®), (4.17)

Ziel der Relaxation mit dem Parameter w ist eine Verbesserung der Konvergenzgeschwin-
digkeit durch eine Minimierung des Spektralradius der Iterationsmatrix M.

An dieser Stelle wird nur das GauB-Seidel-Relaxationsverfahren gezeigt, die relaxier-
ten Varianten des Jacobi- und symmetrischen Gauf3-Seidel-Verfahrens lassen sich analog
herleiten. In Komponentenschreibweise fithrt das Gauf-Seidel-Relaxationsverfahren, das
in der englischsprachigen Literatur auch unter dem Namen SOR (,successive overrela-
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xation“) bekannt ist, auf:

(ht1) W ) % ) )
x; = (bi - Z a;T; - Z ;T ) +(1 —w)z,™. (4.18)

j=1 j=i+1
N ~ -

wfci(k_‘_l)

Die Korrektor- und Iterationsmatrix in relaxierter Form lauten somit:
CSOR = w(DA — wEA)_l; MSOR = (DA — wEA)_l {(1 — W)DA + WFA} . (419)

Die Bestimmung des optimalen w ist hierbei nicht immer moglich, da w nichtlinear in
Mgor eingeht. Nur fiir bestimmte Klassen von Matrizen kann das optimale w, welches
p(Mgsor ) minimiert, explizit bestimmt werden. Fiir allgemeine Matrizen kann nur gesagt
werden, dass das SOR-Verfahren hochstens fiir einen Relaxationsparameter w € [0; 2]
konvergiert.

Sind die Matrix A konsistent geordnet, die Eigenwerte der Matrix Mj reell und der
Spektralradius der Iterationsmatrix der Jacobi-Iteration kleiner eins (p := p(Mj) < 1),
konvergiert das Gauf-Seidel-Relaxationsverfahren fiir alle w € [0; 2] und der Spektralra-
dius der Iterationsmatrix Mgor wird minimal fiir (MEISTER 1999)

(4.20)

2
Wopt = ——————.
T 2

Bei der Anwendung des GauB-Seidel-Relaxationsverfahrens auf Diskretisierungen von
Randwertaufgaben ist im Allgemeinen w > 1 zu wahlen, das heifit zu tiberrelaxieren
(KNABNER UND ANGERMANN 2000). Dies erkldrt auch die englische Bezeichnung des
Verfahrens.

4.4 Projektionsmethoden und Krylow-Unterraum-
Verfahren

Projektionsmethoden berechnen eine Folge von Niherungslosungen x*) fiir ein lineares
Gleichungssytem (4.1) unter Verwendung von Ky, eines k-dimensionalen Unterraums
des R",

x® e {xO +y, ye K} (4.21)
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4 |terative Methoden zur Losung linearer Gleichungssysteme

unter Beriicksichtigung der Orthogonalitatsbedingung:
(b — Ax®) L L. (4.22)

Hierbei bezeichnet Ly einen weiteren k-dimensionalen Unterraum des R"™. Gilt K, = Ly
so steht der Residuenvektor r®) = b — Ax®) senkrecht auf K} und es wird von einer
orthogonalen Projektionsmethode gesprochen. Die Bedingung (4.22) wird in diesem Fall
als Galerkin-Bedingung bezeichnet. Fiir Ky # Ly liegt eine schiefe Projektionsmethode
vor und (4.22) heiit dann Petrow-Galerkin-Bedingung.

Ein Krylow!-Unterraum-Verfahren ist eine Projektionsmethode zur Losung eines linea-
ren Gleichungssystems, bei der K den Krylow-Unterraum

Ky = K (A, r?) = span {r(o), Ar© Ak_lr(o)} (4.23)

darstellt. Zwei der bekanntesten Verfahren sind das Verfahren der konjugierten Gra-
dienten (,conjugate gradients“, CG), entwickelt von HESTENES UND STIEFEL (1952),
und die von SAAD UND SCHULZ (1986) hergeleitete ,generalized minimal residual me-
thod“ (GMRES). Die groie Nachfrage nach effizienten, schnellen und robusten iterativen
Gleichungslosern hatte einen mafigeblichen Einfluss auf die Forschung und die dadurch
erzielten Fortschritte im Bereich der Krylow-Unterraum-Verfahren. Neben den im Fol-
genden vorgestellten drei Verfahren existieren noch unzéhlige weitere Methoden oder
Varianten, die hauptsachlich in den letzen 10 Jahren des 20. Jahrhunderts entwickelt
wurden. Einen historischen Uberblick iiber die Entwicklungen im Bereich der iterativen
Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme im 20. Jahrhundert bietet der Aufsatz
von SAAD UND VAN DER VORST (2000). Die wichtigsten dieser Verfahren sind in dem
Buch von MEISTER (1999) beschrieben, in dem auch die Zusammenhénge zwischen den
einzelnen Verfahren veranschaulicht werden.

4.4.1 CG-Verfahren

Das CG-Verfahren setzt eine symmetrische, positiv definite Matrix A voraus und ist
daher nicht geeignet zur Losung von Gleichungssystemen, die aus der in dieser Arbeit
beschriebenen Diskretisierung der instationdren Navier-Stokes-Gleichungen mit stabili-
sierten Finiten Elementen resultieren. Es wird an dieser Stelle aber als urspriingliches
Krylow-Unterraum-Verfahren und damit als Grundlage fiir alle weiteren Verfahren kurz
beschrieben.

! Alexei Nikolajewitsch Krylow, * 3. August 1863 in Wisjaga,  26. Oktober 1945 in Leningrad, russischer
Schiffsbau-Ingenieur und Mathematiker.
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4.4 Projektionsmethoden und Krylow-Unterraum-Verfahren

Die Herleitung basiert auf der Umwandlung des linearen Gleichungssystems (4.1) in eine
Minimierung der Funktion

F:R"—=R
4.24
x — F(x) = % (Ax,x), — (b,x),. (4:24)

Fiir symmetrische, positiv definite Matrizen entspricht die Losung x* des Minimierungs-
problems

x* = arg min F'(x) (4.25)

xER™
der Losung des urspriinglichen Gleichungssystems (4.1).

Die Funktion F(x) wird nun in jedem Iterationsschritt, ausgehend von der letzten Ite-
rierten x*) | sukzessive entlang einer speziellen Richtung p®*) minimiert:

<+ = x(®) 4 \®Bpk), (4.26)

Zunichst wird die Suchrichtung p*) als bekannt vorausgesetzt und die zugehérige op-
timale Schrittweite A*) bestimmt. Die Extremwertbestimmung der Funktion F(x) ent-
lang der Suchrichtung p'® fiihrt fiir symmetrische, positiv definite Matrizen A auf den
optimalen Wert fiir A(*):

k) (K
o 80, o
opt (Ap(k), p(k))2 : :
Wird als Suchrichtung p®*) der aktuelle Gradient der Funktion F (x) gewahlt
p# = VFP) = AxH) —b = —r®), (4.28)

ergibt sich das Verfahren des steilsten Abstiegs, das auch Gradienten-Verfahren genannt
wird. Dies stellt in jedem Schritt eine orthogonale Projektionsmethode mit

K = L =span{r*~V} (4.29)

dar. Die jeweilige Naherungslosung x*) ist stets nur beziiglich r*~1 optimal. Dies re-
sultiert in einer relativ schlechten Konvergenz. Das Gradienten-Verfahren wird daher
hier als Losungsverfahren nicht weiter betrachtet, aber im Kapitel zur Fluid-Struktur-
Kopplung (Abschnitt 5.6.1) wieder aufgegriffen.

Das Verfahren der konjugierten Gradienten erweitert nun die Optimalitat der Nahe-
rungslosung x*) auf den gesamten Unterraum Uy = span{p?, ..., p*~V} mit linear un-
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4 |terative Methoden zur Losung linearer Gleichungssysteme

abhéingigen Suchrichtungen p@, ..., p®*~Y. Dadurch wird spétestens nach n Iterations-
schritten die Losung des Gleichungssystems gefunden

xM = x* = A™'b. (4.30)

Das CG-Verfahren kann somit auch als direkter Loser interpretiert werden. Fiir grofle
Matrizen wird eine hinreichend genaue Losung in der Regel bereits mit deutlich weniger
als n Iterationen gefunden.

Die Suchrichtungen des CG-Verfahrens werden sukzessive aus den Residuenvektoren r(®

, ) ermittelt:
k—1
p® =, p#® = r®) 4 Z ajp(J)_ (4.31)
j=0
Durch die Beriicksichtigung der bereits verwendeten Suchrichtungen p©, ..., p%* =" ste-

hen nun % Freiwerte a; zur Verfiigung, mit denen die Konjugiertheit der Suchrichtungen
gewahrleistet werden kann:

0= (Ap(k),p(i)) = (Ar(k),p(i))2 + Zaj (Ap(j),p(i))2 firi=0,...,k — 1.

2

(4.32)

Durch Erfiillung dieser Bedingung folgt die benotigte Vorschrift zur Berechnung der
Koeffizienten a;:

(Ar®), p»),

ApU) pW)), - (4.33)
( p 7p )2

Oéj:—

Das CG-Verfahren stellt eine orthogonale Krylow-Unterraum-Methode dar, bei der die
Iterierten x*) sich aus dem Anfangswert x( und dem Krylow-Unterraum K zusam-
mensetzen:

x®) e x@ 4 span {p(o), . ,p(k_l)} : (4.34)

= span{r® .. AM1rO} = K

In dieser Formulierung hat das CG-Verfahren noch den Nachteil, dass zur Bestimmung
einer neuen Suchrichtung alle bisher verwendeten Suchrichtungen benotigt werden. Im
ungiinstigsten Fall wird daher der Speicherplatz einer vollbesetzten n x n-Matrix be-
notigt, was bei sehr grofien, schwachbesetzten Matrizen ineffizient und unpraktikabel
ist.
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4.4 Projektionsmethoden und Krylow-Unterraum-Verfahren

Es kann aber zusitzlich gezeigt werden, dass das Residuum r® bereits zu allen p¥)
mit 0 < j < k — 1 konjugiert ist (siche z.B. MEISTER (1999) oder (QUARTERONI U. A.
(2002)). Deshalb kann jede neue Suchrichtung allein aus dem aktuellen Residuum und
der letzten bekannten Suchrichtung bestimmt werden:

(Ar(k) , p(k_l))

(k) _ (k) _ 2 (k—1)
p¥=r (Ap(k_l),p(k_l))Qp . (4.35)

Wie bereits erwahnt, findet das CG-Verfahren nach hochstens n Schritten die exak-
te Losung des linearen Gleichungssystems. Diese Aussage ist aber nur fiir eine exakte
Arithmetik giiltig. Kumultative Rundungsfehler konnen bei einer endlichen Arithme-
tik die Konjugiertheit der Suchrichtungen und damit das Auffinden der Losung nach n
Schritten verhindern. In einem solchen Fall kann der Iterationsprozess mit dem letzten
bekannten Residuum neu gestartet werden und es folgt ein zyklisches CG-Verfahren
oder CG-Verfahren mit Neustart (QUARTERONI U. A. 2002).

Der Fehler e®) = x(*) — x* fiir jede Iterierte kann fiir das Verfahren der konjugier-
ten Gradienten aus der spektralen Konditionszahl x der Matrix A abgeschatzt werden
(KNABNER UND ANGERMANN 2000):

k

-1

el <2 (YE2T) 1l (4.30
KR

Die spektrale Konditionszahl x lasst sich mit der Spektralnorm || e ||» oder dem maxi-
malen und minimalen Eigenwert (0,(A) und oy(A)) der Matrix A darstellen:

(o] (A)
on(A)

k= |All2- [[ATY], = (4.37)
Fiir symmetrische, positiv definite Matrizen gilt zuséatzlich k > 1. Es wird deutlich, dass
die Konditionszahl der Matrix A eine entscheidende Bedeutung fiir die Konvergenzgii-
te hat. Das CG-Verfahren arbeitet dann effizient, wenn die Konditionszahl nicht allzu
grof} ist oder aber durch geeignete Mafinahmen, wie zum Beispiel Vorkonditionierung,
ausreichend reduziert werden kann.

4.4.2 BiCGSTAB-Verfahren

Das BiCGSTAB-Verfahren (,stabilized bi-conjugate gradient“, Stabilisiertes Gradien-
tenverfahren biorthogonaler Richtungen) stellt den aktuellen state-of-the-art einer Rei-
he von Verfahren dar, die das CG-Verfahren auf unsymmetrische Matrizen erweitern.
Das erste Verfahren in dieser Entwicklung, das BiCG-Verfahren (,bi-conjugate gradi-
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ent*), wurde urspriinglich bereits 1952 von LANCzOS (1952) vorgestellt. Das Verfah-
ren stellt eine auf dem Bi-Lanczos?-Algorithmus basierende Krylow-Unterraum-Metho-
de dar, wobei die Orthogonalitiit durch eine Petrow-Galerkin-Bedingung I = K =
span{r® ATr©® . (AT)k=1r} gegeben ist. Neben den erforderlichen Multiplikatio-
nen mit der Transponierten der Systemmatrix weist die Methode noch zwei weitere
erhebliche Nachteile auf. Einerseits kann das Verfahren bei einer regularen Matrix ab-
brechen, ohne dass die exakte Losung gefunden wurde, andererseits sind die Iterier-
ten, im Gegensatz z.B. zum GMRES-Verfahren, durch keine Minimierungseigenschaft
charakterisiert, wodurch sich Oszillationen im Konvergenzverhalten zeigen konnen. Fiir
symmetrische, positiv definite Matrizen stimmt das BiCG-Verfahren mit dem CG-Ver-
fahren tiberein.

Das CGS-Verfahren (,conjugate gradient squared“) von SONNEVELD (1989) stellt eine
Weiterentwicklung des BiCG-Verfahrens dar, bei dem die Notwendigkeit der Multipli-
kation mit AT entfallt. AuBerdem weist es aufgrund der Quadrierung des Polynoms
zur Definition des Residuenvektors ein schnelleres Konvergenzverhalten bei gleichblei-
bendem Rechenaufwand auf. Es kénnen sich aber weiterhin, wie beim BiCG-Verfahren,
Ostzillationen im Residuenverlauf zeigen.

Ein wesentlich glatteres Konvergenzverhalten zeigt dagegen die BiCGSTAB-Methode
(VAN DER VORST 1992), die unterschiedliche Polynome fiir die Definition der Suchrich-
tungen und der Residuenvektoren verwendet und iiber einen zusatzlichen Freiheitsgrad
die Minimierung des Residuums ermoglicht.

Fiir eine BICGSTAB-Iteration sind zwei Matrix-Vektor-Produkte, die fiir diinnbesetzte
Matrizen einen Rechenaufwand der Ordnung O(nnz) bedeuten, und sechs Skalarpro-
dukte mit einem Aufwand der Ordnung O(n) erforderlich. n bezeichnet hierbei die Di-
mension der Matrix und nnz die Anzahl der Eintrage, die ungleich null sind. Zusatzlich
sind noch zwei Vorkonditionierungsschritte erforderlich, deren Aufwand vom gewéhlten
Vorkonditionierer abhangt.

4.4.3 GMRES-Verfahren

Wie bereits schon das BICGSTAB-Verfahren ist auch die ,,generalized minimal residual
method“ (GMRES) von SAAD UND SCHULZ (1986) fiir allgemeine lineare Gleichungssys-
teme geeignet. Die Regularitat der Matrix reicht als theoretisch hinreichende Bedingung
fiir die Konvergenz und Stabilitat des Verfahrens aus.

2Cornelius Lanczos, * 2. Februar 1893 in Székesfehérvar, t 25. Juni 1974 in Budapest, ungarischer
Mathematiker und Physiker.
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4.4 Projektionsmethoden und Krylow-Unterraum-Verfahren

Die GMRES-Methode ist eine Krylow-Unterraum-Methode, bei der die Projektion durch
eine Petrow-Galerkin-Bedingung mit L, = A K\ gegeben ist und das Verfahren somit
eine schiefe Projektionsmethode darstellt. Dadurch ergibt sich die spezielle Eigenschaft,
dass das Residuum in jedem Iterationsschritt [r*)| = |b — Ax*®)| minimal im Vergleich
zu allen anderen moglichen x € x(© + K ist. In der Theorie ist somit das Residuum
nicht nur monoton fallend, sondern sogar optimal monoton fallend.

Analog zum CG-Algorithmus kann das GMRES-Verfahren formal auch als direkter Loser
interpretiert werden. Nach n Iterationen spannt der Krylow-Unterraum K, den gesamten
Raum R"™ auf und die exakte Losung des Gleichungssystems ist gefunden. Aufgrund des
bendtigten Speicherplatzes ist die Verwendung des GMRES in dieser Form aber nicht
praktikabel.

Auch in der iterativen Anwendung weist die Methode zwei grundlegende Nachteile auf:
Einerseits wéchst der Rechenaufwand zur Bestimmung der Orthogonalbasis des Unter-
raums Ky linear mit der Dimension des Krylow-Unterraums und andererseits steigt auch
der Speicherbedarf mit jeder Iteration, da alle Basisvektoren des Unterraums gespeichert
werden miissen. Bei grofien Gleichungssystemen tibersteigt der Speicherbedarf haufig die
vorhandenen Ressourcen. Daher wird in der Praxis oftmals ein GMRES-Verfahren mit
Neustart verwendet, bei dem die maximale Grofle des Krylow-Unterraums auf einen
Wert mya.x beschriankt wird. Ist bei Erreichen dieser Grenze noch nicht die erforderliche
Genauigkeit der Losung erreicht, wird der aktuelle Losungsvektor als Startwert eines
Neustarts verwendet, wobei die bisherigen Krylow-Vektoren verworfen werden und ein
neuer Unterraum aufgebaut wird. Die Interpretation als direktes Verfahren geht in dieser
Variante zwar verloren, das Residuum ist aber dennoch monoton fallend.

Der Rechenaufwand fiir eine GMRES-Iteration ist geringer als fiir eine BiICGSTAB-
Iteration, hangt aber auch von der gewahlten Grofle des Krylow-Unterraums ab. Neben
nur einem Matrix-Vektor-Produkt der Ordnung O(nnz) werden zwei Skalarprodukte
der Ordnung O(n) und drei Skalarprodukte der Ordnung m - O(n) benétigt. Dabei
bezeichnet m die aktuelle Grofie des Krylow-Unterraums. Zusatzlich ist nur ein Vorkon-
ditionierungsschritt erforderlich.

Fiir allgemeine Matrizen ist das monotone Fallen des Residuums in euklidischer Norm
die starkste mogliche Konvergenzaussage. Im ungiinstigsten Fall ist es aber moglich,
dass die Residuen konstant bleiben und erst im allerletzten Schritt auf null fallen.

Ist die Matrix positiv definit, so kann die Konvergenz des Residuums durch den be-
tragsméaBig kleinsten Ay, (A) und grofiten Ay (A) Eigenwert der Matrix A abgeschétzt
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werden (MEISTER 1999):

k
A2 (AT+A> 2
min 2

M, < [ 1= N/
[[r*™]] < Amax (ATA)

2@, (4.38)

Ist die Matrix zusétzlich noch symmetrisch, folgt eine Abschatzung unter Verwendung
der Konditionszahl x der Matrix A, die, wie bereits beim CG-Verfahren, den Vorteil
einer kleinen Konditionszahl verdeutlicht.

2

k
ke—1\2
||r(k)”2§< = ) =1 (4.39)

Diese Konvergenzaussagen gelten jedoch nur fiir die Residuen und geben damit keine
Auskunft iiber den tatséichlichen Fehler e®), zu dem keine Aussagen bekannt sind.

4.5 Vorkonditionierung

Der Einfluss der Konditionszahl der Systemmatrix A auf das Konvergenzverhalten der
beschriebenen Iterationsverfahren wurde in den vorherigen Abschnitten durch Konver-
genzaussagen verdeutlicht. Durch aquivalente Umformulierung des Gleichungssystems
kann die Konditionszahl der Matrix verringert werden, ohne dass die Losung verandert
wird. Diese Techniken werden als Vorkonditionierung bzw. Prakonditionierung bezeich-
net und haben sich als effizientes Mittel zur Beschleunigung und Stabilisierung von
Krylow-Unterraum-Verfahren erwiesen. Neben der Verwendung eines geeigneten Itera-
tionsverfahrens ist die Wahl des Vorkonditionierers von entscheidender Bedeutung fiir
die Konvergenzgeschwindigkeit und somit die Effizienz des Gesamtverfahrens.

Zur Minimierung der Konditionszahl der Systemmatrix A wird das Gleichungssystem
(4.1) mithilfe der regulédren Matrizen P, und Py in das folgende vorkonditionierte Sys-
tem umgewandelt:

P APrx" =P.b

x = Prxt.

(4.40)

Py, heifit linker Vorkonditionierer und wenn Pr = I gilt, heifit das Gleichungssystem
linksvorkonditioniert. Umgekehrt wird das System als rechtsvorkonditioniert bezeichnet,
wenn Py =1 gilt. Pi heifit rechter Vorkonditionierer. Ein links- und rechtsvorkonditio-
niertes System heif3t beidseitig oder zentral vorkonditioniert.
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4.5 Vorkonditionierung

Es gibt bisher wenige allgemeine theoretische Ergebnisse, die es erlauben einen optimalen
Vorkonditionierer zu konstruieren. Im Allgemeinen wird davon ausgegangen, dass der
Vorkonditionierer die Inverse der Matrix A moglichst genau approximieren sollte, damit
die Eigenwerte von Py, A bzw. APg nahe bei eins liegen.

Vorkonditionierer lassen sich in zwei Hauptklassen, die algebraischen und die funktio-
nalen Vorkonditionierer, aufteilen. Funktionale Verfahren nutzen im Gegensatz zu den
algebraischen Methoden die Kenntnis der Problemstellung, um effiziente Vorkonditio-
nierer zu konstruieren. Ein solches Verfahren ist zum Beispiel das ,scaled director con-
ditioning“ fiir Diskretisierungen von diinnwandigen Schalen, das die Besonderheiten in
Dickenrichtung der Schale zur Vorkonditionierung nutzt (GEE 2004). Algebraische Me-
thoden bilden den Vorkonditionierer unabhangig vom zu losenden Problem rein aus
der Systemmatrix A. Im Weiteren werden verschiedene algebraische Vorkonditionierer
vorgestellt, die sich zur Anwendung auf Problemstellungen der CFD eignen.

In der Praxis wird weiterhin zwischen expliziten und impliziten Vorkonditionierern un-
terschieden. Damit wird ausgedriickt, dass entweder die Vorkonditionierungsmatrix ex-
plizit zur Verfiigung steht oder nur die Wirkungsweise des Vorkonditionierers bei einer
Matrix-Vektor-Multiplikation bekannt ist. Die meisten der vorgestellten Verfahren wer-
den in der Regel als implizite Vorkonditionierer implementiert.

4.5.1 Splitting-assoziierte Vorkonditionierer

Eine grofle Gruppe von Vorkonditionierern bilden die Splitting-Verfahren. Wie im Ab-
schnitt 4.3 bereits erwahnt, stellt die Korrektormatrix C eine leicht zu invertierende
Approximation der Systemmatrix A dar und eignet sich daher auch als Vorkonditionie-
rungsmatrix.

Die splitting-assoziierten Vorkonditionierer lassen sich sowohl zur linken als auch zur
rechten Vorkonditionierung verwenden. Bei der Implementierung kann ausgenutzt wer-
den, dass die zu invertierenden Matrizen stets eine Diagonal- oder Dreiecksform auf-
weisen. Die Inversen miissen daher nicht explizit aufgestellt werden, sondern bei der
Berechnung des Matrix-Vektor-Produkts kann die entsprechende Eliminationstechnik,
wie Vorwarts- und Riickwartseinsetzen, genutzt werden.

In Tabelle 4.1 sind die Vorkonditionierungsmatrizen der zuvor beschriebenen Splitting-
Methoden noch einmal zusammengefasst.
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Splitting-Methode Vorkonditionierungs-Matrix
Jacobi-Verfahren P;= D;l

GauB-Seidel-Verfahren Pgos = (Da — Ep) 7!

Symm. GauB-Seidel-Verfahren Pggs = (Day —FA) 'DA(Da —Ea)7!
SOR-Verfahren Psor = w(Dp — wEy) ™!

Tabelle 4.1: Splitting-assoziierte Vorkonditionierer.

4.5.2 Unvollstandige LU-Zerlegung

Die LU-Zerlegung stellt ein direktes Verfahren zur Losung von linearen Gleichungssys-
temen dar. Die Systemmatrix A wird multiplikativ in eine linke untere L, und eine
rechte obere U, Dreiecksmatrix zerlegt. Durch Vorwarts- und Riickwartseinsetzen kann
das Gleichungssystem fiir beliebig viele rechte Seiten effizient gelost werden. Da die bei-
den Dreiecksmatrizen in der Regel vollbesetzt sind, eignet sich das Verfahren nicht fir
grofle, schwachbesetzte Matrizen.

Die Idee der unvollstandlgen LU-Zerlegung (,incomplete LU, TLU) ist, eine Zerlegung
der Form A = L AUA + Fa zu erstellen, wobei der Speicherbedarf der beiden Dreiecks-
matrizen identisch zu dem der Matrix A sein soll. Die Vernachlassigung der Matrix Fs
fiihrt auf eine leicht invertierbare Approximation der Matrix A, die sich zur Vorkondi-
tionierung des Gleichungssystems eignet.

Py = (LaU,s) ™ (4.41)

Auch hier wird die Vorkonditionierungsmatrix P,y nicht explizit berechnet, sondern
nur ihre Wirkung in einem Matrix-Vektor-Produkt durch Vorwartseinsetzen mit Lj
und anschliefendes Ruckwartseinsetzen mit U, bestimmt.

Eine Variante, die unvollstandige LU-Zerlegung mit ,fill-in“, erweist sich haufig bei Ma-
trizen mit geringer Bandbreite als effektiv. Hier werden mehr Matrixeintrage in den
Dreiecksmatrizen zugelassen als in der Matrix A vorhanden sind. Die Fehlermatrix F
enthélt dadurch weniger Eintrage und Ly U, bildet eine bessere Approximation der Sy-
stemmatrix. Bei der Variante ILU(p) bezeichnet p den Grad (Level) des fill-in“ und
p = 0 entspricht der normalen ILU-Zerlegung. Beim Level eins werden Matrixeintrage
zugelassen, die der Besetzungsstruktur des Produkts der Matrizen Ly und Uy, aus der
ILU(0) entsprechen. Die hoheren Level werden rekursiv in derselben Weise definiert.
Die Bestimmung der Besetzungsstruktur der fertigen Zerlegung ILU(p) ist vorab mog-
lich und erméglicht eine einfache Implementierung. Bei der ILUT-Zerlegung (ILU mit
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sthreshold“) werden Eintrdge in der Zerlegung zugelassen, die eine gewisse Toleranz
iiberschreiten. Dadurch wird gewahrleistet, dass nur relevante Eintrage in der Zerlegung
beriicksichtigt werden. Im Vergleich zum ILU(p) ist eine effiziente Implementierung hier-
bei schwieriger, da die Belegung der Zerlegung vorab nicht bekannt ist.

4.5.3 Block-Vorkonditionierer

Bisher wurden die Vorkonditionierer und Iterationsverfahren in der klassischen punktba-
sierten Schreibweise vorgestellt. Jede Gleichung, d.h. jede Zeile des Gleichungssystems,
wird einzeln betrachtet, wie z.B. beim Jacobi-Verfahren in Komponentenschreibweise in
Gleichung (4.12) deutlich wird. Es ist aber generell auch mdéglich diese Verfahren als
Block-Variante zu betrachten. Dabei werden mehrere Gleichungen zusammengefasst,
d.h. die Systemmatrix wird in Submatrizen, in Blocke, aufgeteilt. Die Iterationsvor-
schrift arbeitet dann mit diesen Blocken und nicht mehr mit einzelnen Gleichungen
bzw. Matrixeintragen.

Fiir das Block-Jacobi-Verfahren wiirde die Iterationsvorschrift wie folgt lauten (vgl.
(4.12)):

2

xgkﬂ) =a | b, — Z aljx§k) =1, m. (4.42)

Dabei steht a;; fiir einen Block, eine Submatrix der Systemmatrix A, und x; bzw. b;
fiir einen entsprechenden Abschnitt der Vektoren x und b. n, bezeichnet die Anzahl der
Diagonalblocke der Matrix A.

Fiir Gleichungssysteme, die aus einer Diskretisierung mit Finiten Elementen resultieren,
folgt eine naheliegende Einteilung in Blocke aus der Zuordnung der Freiheitsgrade zu
den Knoten. In den meisten Fallen hat jeder Knoten mehrere Freiheitsgrade, so dass es
sinnvoll ist, jeweils alle Freiheitsgrade eines Knotens zu einem Block zusammenzufassen.

Wird die Blockstruktur bereits bei der Speicherung der Systemmatrix berticksichtigt,
lasst sich durch die Verwendung von Block-Vorkonditionierern die indirekte Adressie-
rung z.B. fiir eine ILU-Vorkonditionierung und die Matrix-Vektor-Produkte stark redu-
zieren. Werden z.B. jeweils vier Freiheitsgrade zu einem Block zusammengefasst, wie es
in der in dieser Arbeit verwendeten Fluid-Formulierung im 3-D der Fall ist, ergeben sich
Submatrizen mit jeweils 16 Eintragen. Statt vorher 16 ist nur noch eine indirekte Adres-
sierung erforderlich, um diese Matrixeintrage im Matrix-Vektor-Produkt zu verwenden.
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4.6 Vergleich der Effizienz

In der Literatur zur CFD finden sich zahlreiche Arbeiten iiber die Effizienz von Losern
und die damit zusammenhangende Wahl des Iterationsverfahrens und Vorkonditionie-
rers. In vielen Fallen werden dabei bekannte Verfahren in unterschiedlichen Kombina-
tionen und mit verschiedenen Parametern verwendet. Teilweise werden auch spezielle
Verfahren vorgestellt, die nur fiir die verwendete Formulierung eingesetzt werden kon-
nen. Ein Beispiel dafiir sind die Arbeiten von VUIK U. A. (2000) oder VUIK UND SAGHIR
(2002), in denen eine Krylow-basierte Beschleunigung des SIMPLE(R)-Algorithmus,
einer Druck-Korrektur-Methode zur Losung der diskreten Navier-Stokes-Gleichungen,
vorgestellt wird.

DAHL UND WILLE (1992) haben das BiCGSTAB-Verfahren mit Vorkonditionierern,
die auf dem Jacobi-Verfahren, der Gauf3-Seidel-Relaxationsmethode und der ILU-Zer-
legung basieren, kombiniert. Bei der Losung eines linearen Gleichungssystems, das aus
der Diskretisierung der Navier-Stokes-Gleichungen mit einer gemischten Finite-Element-
Formulierung resultiert, hat eine Vorkonditionierung mit einer ILU-Zerlegung des sym-
metrischen Anteils der Stokes-Matrix die besten Ergebnisse gezeigt.

Fiir die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen wurde von VUIK U. A. (2001) die
Verwendung des Krylow-Unterraum-Verfahrens GCR (,,generalized conjugate residual )
in Verbindung mit einer Block-Gauf-Jacobi-Vorkonditionierung vorgeschlagen, wahrend
MARQUES UND PEREIRA (2004) fiir kompressible Stromungen und einen GMRES-Léser
die besten Ergebnisse mit einer Jacobi- und symmetrischen Gauf-Seidel-Vorkonditionie-
rung erzielten.

Die Ergebnisse dieser Vergleiche zeigen deutlich, dass es keine eindeutige Antwort auf die
Frage nach dem besten Loser fiir CEFD-Problemstellungen gibt. Die Effizienz der einzel-
nen Verfahren hangt von vielen Parametern ab, z.B. den zugrunde liegenden Gleichungen
(kompressibel, inkompressibel, Stokes, Navier-Stokes) und den Randbedingungen. Wird
nicht nur die Konvergenzgeschwindigkeit, sondern auch die Rechenzeit verglichen, spielt
zusatzlich neben der verwendeten Implementierung auch die Hardware-Architektur eine
bedeutende Rolle. Eine wichtige Erkenntnis aus diesen Arbeiten ist, dass die Vorkondi-
tionierung zur Losung von Gleichungssystemen, die aus der Diskretisierung der Navier-
Stokes-Gleichungen stammen, zwingend erforderlich ist (SOULAIMANI U. A. 2002) und
einen sehr groflen Einfluss auf die Effizienz des Losers hat.

Fiir die in dieser Arbeit verwendete Diskretisierung der inkompressiblen Navier-Stokes-
Gleichungen mit stabilisierten Finiten Elementen wird anhand des folgenden Beispiels
gezeigt, wie verschiedene Parameter die Effizienz des linearen Losers beeinflussen. Va-
riiert werden dabei sowohl direkte Loserparameter (z.B. Vorkonditionierer, Relaxati-
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0.16 m Uy = Uy = U, =0 /

0,1 m
0’1 m 2,5 m

A o015 m 0,45 m Y

A

_ Odlm g Uy = iy = 0, = 0

Einstrom-Randbedingung

Abbildung 4.1: Geometrie und Randbedingungen eines umstromten Zylinders mit qua-
dratischer Grundflache.

onsparameter, Grofie des Krylow-Unterraums) als auch Kenngréfen der Diskretisierung
(z.B. Zeitschrittweite, Stabilisierung).

4.6.1 Problemstellung

Als Beispiel fiir diese Untersuchungen wurde eine reine Fluid-Berechnung, eine laminare,
stationdre Stromung um einen Zylinder, gewéhlt. Die Aufgabenstellung stammt aus der
Benchmarksammlung des DFG-Schwerpunktprogramms | Flow Simulation on High Per-
formance Computers® und wurde u.a. von SCHAFER UND TUREK (1996) beschrieben.
Es handelt sich um eine laminare Stromung in einem Kanal mit quadratischem Quer-
schnitt mit Haft-Randbedingungen an den vier Langsseiten des Kanals. Im vorderen
Bereich des Kanals wird dabei ein Zylinder mit quadratischer Grundflache umstromt.
Die genaue Geometrie mit allen Randbedingungen ist der Abbildung 4.1 zu entnehmen.

Die Einstromung ist durch ein in beide Richtungen parabelférmiges Profil gegeben, des-
sen Maximalwert i, max linear in der Zeit gesteigert wird:

1,(0,5,2) = 160, maxy2 (0,41 — ) (0,41 — 2)/0,41%; Uy =0, = 0. (4.43)
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Die kinematische Viskositét betriagt v = 1073 m?/s und die Dichte py = 1,0 kg/m?.

Das Fluid wurde mit 33.570 linearen, stabilisierten Elementen diskretisiert. Dabei wird
eine SUPG/PSPG-Stabilisierung mit den in Gleichungen (2.56) und (2.57) angegebe-
nen Stabilisierungsparametern nach FORSTER (2007) und CODINA (2002) verwendet.
Nach der Beriicksichtigung der Randbedingungen ergibt sich daraus ein lineares Glei-
chungssystem mit 151.040 Unbekannten. Die folgenden Untersuchungen wurden am 10.
Zeitschritt (At = 0,025 s) durchgefiihrt, bei dem die Reynolds-Zahl einen Wert von etwa
Re =4 annimmt.

4.6.2 ,Block-based Linear Iterative Solver* (BLIS)

Zum Vergleich der Losereffizienz wird der lineare Loser BLIS (,,Block-based Linear Ite-
rative Solver®) verwendet, der am Héchstleistungsrechenzentrum Stuttgart (HLRS) im
Rahmen der Teraflop-Workbench speziell fiir den in Stuttgart verfiigharen Hochleis-
tungs- Vektorrechner NEC SX-8 (SX-8 HOMEPAGE 2008) entwickelt wird. Die Teraflop-
Workbench (TERAFLOP WORKBENCH HOMEPAGE 2008) ist eine Kooperation zwischen
dem HLRS, NEC und verschiedenen Universitatsinstituten, deren Ziel es ist zu zeigen,
dass auf dem SX-8-Hochleistungscomputer mit verschiedenen Anwender-Codes eine ,.su-
stained performance* von iiber 10'? FLOPS (Tera-FLOPS) erreicht werden kann. Neben
der SX-8-Plattform werden auch Linux-Cluster zur Verfligung gestellt, um einen inte-
grierten, effizienten Arbeitsablauf vom Praprozessor iiber die Simulation bis zu dem
Postprozessor und der Visualisierung zu ermoglichen.

Durch die konsequente Verwendung von Blocken beim Matrix-Vektor-Produkt und im
Vorkonditionierer kann der Loser BLIS die indirekte Adressierung im Loserkern erheb-
lich reduzieren (TTYYAGURA UND KUSTER 2007). Durch die Verwendung des JAD-
Formats (,jagged diagonal) fiir diinnbesetzte Matrizen, das auf Pseudo-Diagonalen
basiert, und ,loop unrolling* innerhalb der Blocke, konnen zusétzlich relativ groflie Vek-
torléngen erreicht werden (TTYYAGURA U. A. 2006). BLIS stellt neben den klassischen
Krylow-Unterraum-Verfahren (CG, BICGSTAB und GMRES) verschiedene blockbasier-
te Vorkonditionierer (Jacobi, symmetrischer Gauf-Seidel (SGS), ILU) zur Verfiigung
(TTYYAGURA UND VON SCHEVEN 2007). Bis auf das CG-Verfahren, das nur fiir symme-
trische Matrizen geeignet ist, werden die beiden Krylow-Verfahren in Kombination mit
den drei genannten Vorkonditionierern in den folgenden Untersuchungen verwendet.

Alle folgenden Ergebnisse bezeichnen immer die Rechenzeit bzw. die Anzahl der beno-
tigten Iterationen des Krylow-Unterraum-Verfahrens fiir das Losen des linearen Glei-
chungssystems der ersten nichtlinearen Iteration eines Zeitschritts. Sofern nicht anders
angegeben, wurden die Berechnungen auf einem Knoten, d.h. auf acht Prozessoren des
NEC SX-8-Vektorrechners am HLRS durchgefiihrt.
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4.6.3 Einfluss der Loserparameter

Bei dieser ersten Reihe von Untersuchungen wird davon ausgegangen, dass das zu losende
Gleichungssystem unverandert bleibt. Variiert werden nur einzelne Parameter des linea-
ren Losers, wobei alle Kenngroflen, die nicht explizit genannt werden, konstant gehalten
werden. Ziel der Untersuchungen ist zunéchst, fiir jede Kombination aus Iterationsver-
fahren und Vorkonditionierer die jeweils besten Parameter zu finden. In einem zweiten
Schritt werden dann diese ,optimierten“ Kombinationen untereinander verglichen.

In den folgenden Diagrammen und Tabellen wird in Klammern fiir das GMRES-Ver-
fahren die verwendete Grofle des Krylow-Unterraums und fiir die splitting-assoziierten
Vorkonditionierer die Anzahl der Vorkonditionierungs-Iterationen angegeben. Der Rela-
xationsparameter wird, wenn erforderlich, nach dem Krylow-Verfahren und Vorkondi-
tionierer als dritter Loserparameter angegeben. So bezeichnet ,GMRES(120), SGS(2),
0,9“ eine GMRES-Iteration mit Unterraumgrofie 120 in Kombination mit zwei Itera-
tionen symmetrischer Gauf-Seidel-Vorkonditionierung mit einem Relaxationsparameter
w =0,9.

Anzahl der Vorkonditionierer-Iterationen

Die erste Kenngrofle, die einen sehr groflen Einfluss auf die Effizienz des Losers haben
kann, ist die Anzahl der Iterationen eines splitting-assoziierten Vorkonditionierers. Je
mehr Iterationen ausgefiihrt werden, desto besser wird die Approximation der inversen
Systemmatrix durch den Vorkonditionierer, d.h. die Konditionierung des resultierenden
Systems wird besser und das Krylow-Verfahren benétigt weniger Iterationen. Anderer-
seits steigt aber auch der Rechenaufwand fiir den Vorkonditionierer nicht unerheblich.
Dieses Verhalten lasst sich an den Messungen der Vergleichsrechnungen erkennen. Hier-
bei wurde unter Verwendung des BICGSTAB-Verfahrens nur die Anzahl der Iterationen
des symmetrischen Gauf3-Seidel-Vorkonditionierers variiert. Abbildung 4.2 stellt als Sau-
lendiagramm die Anzahl der benétigten Iterationen des Krylow-Verfahrens dar, wahrend
die Linie die Rechenzeit fiir das Losen des Gleichungssystems angibt. Es zeigt sich deut-
lich, dass besonders fiir wenige SGS-Iterationen eine Erhéhung der Anzahl die Qualitat
des Vorkonditionierers erheblich verbessert und die Zahl der Krylow-Iterationen deutlich
senkt. Da die Rechenzeit trotz abnehmender Anzahl an Krylow-Iterationen kontinuier-
lich steigt, ist zu erkennen, dass der Rechenaufwand des Vorkonditionierers dominant
im Vergleich zum eigentlichen Iterationsverfahren ist.

Die Verlaufe fiir die Anzahl der Krylow-Iterationen und die Rechenzeit sehen sowohl
fir die Kombination des SGS-Vorkonditionierers mit dem GMRES-Verfahren als auch
fiir das BICGSTAB-Verfahren mit einer Jacobi-Vorkonditionierung analog aus. Da die
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Abbildung 4.2: BiCGSTAB und SGS (w = 0,9): Einfluss der Anzahl der Vorkonditio-
nierer-Iterationen auf Rechenzeit und Iterationszahl.

zweite Iteration des Vorkonditionierers den grofiten Effekt auf die Konvergenzgeschwin-
digkeit hat und die Rechenzeit im Vergleich zu nur einer Iteration annahernd gleich

bleibt, werden fiir die drei bisher genannten Kombinationen aus Krylow-Verfahren und

Vorkonditionierer in allen folgenden Rechnungen jeweils zwei I[terationen des Vorkondi-

tionierers verwendet.

Das GMRES-Verfahren mit Jacobi-Vorkonditionierung zeigt ein abweichendes Verhal-

ten. In den Verlaufen fiir die Anzahl der Krylow-Iterationen und die Rechenzeit in
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Abbildung 4.4: BiCGSTAB und SGS(2): Einfluss des Relaxationsparameters w auf Re-
chenzeit und Iterationszahl.

Abbildung 4.3 wird deutlich, dass hier der Rechenaufwand fiir eine GMRES-Iteration
dominant ist gegeniiber den Jacobi-Iterationen. Die Rechenzeit verhalt sich nahezu pro-
portional zur Anzahl der Krylow-Iterationen. Erst fiir mehr als 10 Jacobi-Iterationen
wird der Rechenaufwand des Vorkonditionierers deutlich: Die Gesamtrechenzeit steigt
leicht an, wahrend die Anzahl der GMRES-Iterationen weiterhin sinkt. Das Minimum
der Rechenzeit wird fiir 10 Jacobi-Iterationen erreicht und so wird dieser Wert in allen
folgenden Untersuchungen verwendet.

Relaxationsparameter

Wie bereits bei den Splitting-Verfahren hat der Relaxationsparameter w bei den zugeho-
rigen Vorkonditionierern einen erheblichen Einfluss auf die Effektivitat und damit auf die
Konvergenzgeschwindigkeit. Dabei bleibt der Rechenaufwand fiir den Vorkonditionierer
fiir alle Werte von w unverandert.

Abbildung 4.4 zeigt die Anzahl der benétigten Iterationen des BiCGSTAB-Verfahrens
und die Rechenzeit fiir das Losen des Gleichungssystems mit einem SGS-Vorkonditio-
nierer bei unterschiedlichen Werten fiir w. Der SGS-Vorkonditionierer erreicht bei einer
Unterrelaxation fiir alle w eine gute Konditionierung des Gleichungssystems. Aber be-
reits bei einer Uberrelaxation mit w = 1,2 zeigt sich, dass die Konditionierung des
resultierenden Gleichungssystems deutlich schlechter geworden ist und das BICGSTAB-
Verfahren mehr Iterationen benotigt. Fir Werte w > 1,2 ist das System so schlecht
konditioniert, dass das Krylow-Verfahren nicht mehr in der vorgegebenen maximalen
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Abbildung 4.5: BiCGSTAB und Jacobi(2): Einfluss des Relaxationsparameters w auf
Rechenzeit und Iterationszahl.

Anzahl an Iterationen konvergiert. Die schnellste Losung des Gleichungssystems wird in
diesem Beispiel mit w = 0,9 erreicht.

Das Verhalten stimmt fiir beide untersuchten Krylow-Verfahren iiberein, so dass sowohl
fiir das BICGSTAB- als auch das GMRES-Verfahren in Kombination mit dem symmetri-
schen GauB-Seidel-Vorkonditionierer in den vorangehenden und folgenden Rechnungen
ein Wert w = 0,9 verwendet wird.

Mit einer Jacobi-Vorkonditionierung wird nur fiir relativ kleine Werte von w die Konver-
genz des Krylow-Verfahrens erreicht. Der vorkonditionierende Effekt des Jacobi-Verfah-
rens ist nicht so grof§ wie beim symmetrischen GauB-Seidel-Verfahren, so dass in diesem
Beispiel bei Verwendung einer BiICGSTAB-Iteration nur Relaxationsparameter w < 0,8
verwendet werden kénnen (Abbildung 4.5). Dabei wird fiir eine Relaxation von w = 0,3
das Gleichungssystem am schnellsten gelost. Das GMRES-Verfahren konvergiert sogar
nur fiir Werte w < 0,4 und erreicht mit w = 0,4 die geringste Rechenzeit. Diese beiden
Werte werden in allen anderen Vergleichen dieses Abschnitts als Relaxationsparameter
fiir die Jacobi-Vorkonditionierung verwendet.

Die direkte Ubereinstimmung der Kurven fiir die Rechenzeit und die benétigten Krylow-
Iterationen bei verénderlichem w (Abbildungen 4.4 und 4.5) zeigt deutlich, dass der
Rechenaufwand fiir eine Krylow-Iteration unabhangig von der Wahl von w ist und damit
die Gesamtrechenzeit nur von der Anzahl der benotigten Krylow-Iterationen abhangt.
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Abbildung 4.6: GMRES und BILU: Einfluss der Grofle des Krylow-Unterraums auf Re-
chenzeit und Iterationszahl.

GroBe des Krylow-Unterraums

Da das GMRES-Verfahren wie allgemein iiblich in einer Variante mit Neustarts, d.h. mit
einer beschriankten Grofie des Krylow-Unterraums, verwendet wird, hat auch diese Gro-
Be einen Einfluss auf das Konvergenzverhalten. Jeder Neustart und damit der Verlust
der bisher verwendeten Krylow-Vektoren verlangsamt die Konvergenz. Somit benotigt
die Losung eines Gleichungssystems, bei der mehrere Neustarts notig sind, deutlich mehr
Iterationen als eine Rechnung, bei der keine Neustarts erforderlich sind, d.h. bei der die
Grofle des verwendeten Unterraums die Anzahl der benétigten Iterationen iibersteigt.
Dagegen bedeutet ein grofier Krylow-Unterraum einen erheblich grofleren Speicherbe-
darf, so dass der verwendete Unterraum so klein wie moglich gewahlt werden sollte.

Abbildung 4.6 zeigt einen typischen Verlauf fiir die Anzahl der GMRES-Iterationen bei
unterschiedlichen Groflen des Unterraums. Bei sehr kleinen Unterraumen werden durch
die haufigen Neustarts extrem viele Iterationen bis zur Konvergenz benotigt. Leichte
Vergroflerungen des Unterraums verursachen hier eine deutliche Verbesserung der Kon-
vergenz. Nahert sich die Grofle des Unterraums der Anzahl der benotigten Iterationen an,
wird die Verringerung der Iterationsanzahl bei wachsendem Unterraum immer weniger.
Sobald die Grofle des Unterraums die Anzahl der benotigten Iterationen iiberschritten
hat, bleibt diese Anzahl konstant. In dieser Untersuchung ist dies ab einer Krylow-Un-
terraumgrofe von 160 der Fall. Fiir groflere Unterrdume bleibt die Anzahl der GMRES-
[terationen mit 151 konstant, da keine Neustarts mehr erforderlich sind.
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Abbildung 4.7: GMRES und BILU: Einfluss der Grofle des Krylow-Unterraums auf den
Speicherbedarf.

Der fiir die GMRES-Iteration erforderliche Speicher ist abhéingig von der Grofie der
Systemmatrix n, der maximalen Grofle des Krylow-Unterraums my,., sowie von der
Anzahl an Freiheitsgraden ney, fur die zwischen zwei Prozessen kommuniziert werden
muss. Ohne den erforderlichen Arbeitsspeicher fiir die Systemmatrix selbst, die rechte
Seite, den Losungsvektor und den Vorkonditionierer berechnet sich der Speicherbedarf
wie folgt:

SBGMRES == (mmax + 1) : (71 + Mpmax + 7) +4- (n + next)

) (4.44)
= m2 . T Mmax + 8Mupax + [B51 + 41y + 7] .

Aus Gleichung (4.44) wird ersichtlich, dass der Speicherbedarf quadratisch von der ge-
wahlten Grofle des Krylow-Unterraums abhéngt. Da in der Regel jedoch n > my,., gilt,
dominiert der zweite Summand my,.,n die Beziehung und es folgt eine nahezu lineare
Beziehung zwischen der Grofle des Krylow-Unterraums und dem Speicherbedarf, wie
auch in Abbildung 4.7 zu erkennen ist.

Zum Vergleich ist in diesem Diagramm auch der Speicherbedarf der BiCGSTAB-Itera-
tion angegeben. Dieser berechnet sich nur aus der Grofle der Matrix n und der Anzahl
der Freiheitsgrade ney, fiir die kommuniziert werden muss:

SBpicastaB =4+ n 44 (N + Nex)- (4.45)

Fir die vorhergehenden und folgenden Vergleichsrechnungen wird eine Krylow-Unter-
raumgrofle von 120 gewahlt, um einen vertretbaren Kompromiss zwischen Rechenzeit
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Krylow- Vorkondi- Grofle des Anzahl Vorkond.- Relaxations-

Verfahren tionierer  Krylow-Unterraums Iterationen parameter w
BILU

BiCGSTAB Jacobi 0,3
SGS 0,9
BILU 120

GMRES Jacobi 120 10 0,4
SGS 120 2 0,9

Tabelle 4.2: ,Optimale* Loserparameter fiir die sechs untersuchten Kombinationen von
Krylow-Verfahren und Vorkonditionierer.

und stetig steigendem Speicherbedarf einzugehen. Ab dieser Unterraumgrofie verbessert

sich die Rechenzeit auch mit den anderen Vorkonditionierern nicht mehr wesentlich.

Zusammenfassung

In Tabelle 4.2 sind die bei den voranstehenden Untersuchungen gefundenen besten Lo-

serparameter fiir die sechs untersuchten Kombinationen aus Krylow-Verfahren und Vor-

konditionierer zusammengefasst. Fiir diese sechs Kombinationen sind in Abbildung 4.8
die benotigten Krylow-Iterationen gegen die Rechenzeit aufgetragen, um sie abschlie-

Bend auch untereinander zu vergleichen.
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Abbildung 4.8: Vergleich der Rechenzeiten und benotigten Krylow-Iterationen fiir die

ysoptimalen “ Loserparameter.
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Wird nur die Rechenzeit betrachtet, ist festzustellen, dass die Wahl des Krylow-Verfah-
rens fast keinen Einfluss auf die Geschwindigkeit des Losers hat. Das GMRES-Verfahren
benotigt zwar bei identischem Vorkonditionierer grundsatzlich mehr Iterationen, aber
nicht mehr Rechenzeit als das BICGSTAB-Verfahren, da wie in Abschnitt 4.4 beschrie-
ben, der Rechenaufwand pro Iteration geringer ist. Auch ZHANG (2000) hat festgestellt,
dass bei der Losung von unsymmetrischen Gleichungssystemen aus CFD-Anwendungen
die Wahl des Vorkonditionierers viel wichtiger ist als die Wahl des Krylow-Verfahrens.

Beim Vergleich der drei Vorkonditionierer in Abbildung 4.8 wird dies auch sofort deut-
lich: Der symmetrische Gauf-Seidel-Vorkonditionierer bendtigt mit beiden Krylow-Ver-
fahren bis zu zehnmal soviel Rechenzeit wie die anderen beiden Vorkonditionierer. Dabei
fallt jedoch auf, dass gleichzeitig weniger Krylow-Iterationen benétigt werden, d.h. der
Effekt des symmetrischen Gauf-Seidel-Vorkonditionierers, die Konvergenz des Krylow-
Verfahrens zu beschleunigen, ist sehr gut, aber auf einem Vektorprozessor sehr zeitauf-
wandig.

Die Jacobi-Vorkonditionierung erreicht dagegen mit beiden Krylow-Verfahren die ge-
ringsten Rechenzeiten und geht daher eigentlich als bevorzugtes Verfahren aus dieser Un-
tersuchung hervor. Dabei ist aber zu beachten, dass das Erreichen von Konvergenz beim
Jacobi-Vorkonditionierer sehr stark von der richtigen Wahl des Relaxationsparameters w
abhangt. In Kombination mit dem GMRES-Verfahren liegen der optimale Relaxations-
parameter w = 0,4 und die Divergenz des Krylow-Verfahrens ab w > 0,5 unmittelbar
nebeneinander.

Mit der BILU-Zerlegung als Vorkonditionierer konvergieren beide Krylow-Verfahren da-
gegen sehr stabil und benotigen nicht wesentlich mehr Rechenzeit als in Kombination
mit der Jacobi-Vorkonditionierung.

An dieser Stelle soll noch einmal betont werden, dass diese Parameter-Kombinationen
nur fir das in diesem Abschnitt untersuchte Beispiel das Gleichungssystem schnellst
moglich 16sen. Im folgenden Abschnitt wird gezeigt, welchen Einfluss Kenngrofien der
Diskretisierung auf das Verhalten des Losers haben konnen. Dabei werden grundsétzlich
die in Tabelle 4.2 genannten Parameter benutzt und die in Abbildung 4.8 zusammenge-
fassten Ergebnisse als Referenz verwendet.

4.6.4 Einfluss der Diskretisierungs-Parameter

Neben der Variation der direkten Loserparameter kann auch durch die Veranderung von
Diskretisierungs-Kenngréfen und damit durch eine Modifikation des zu losenden linea-
ren Gleichungssystems die Rechenzeit des Losers beeinflusst werden. Dabei konnen bei
CFD-Problemen neben der Reynolds-Zahl auch die Zeitschrittweite und die verwendeten
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BiCGSTAB GMRES(120)
BILU SGS(2) Jacobi(2) BILU SGS(2) Jacobi(2)
w=20,9 w=0,3 w=20,9 w=04

Referenz 4,09 102 51,27 69 1,24 205 5,12 220 41,36 109 1,60 113

At=0,125 329 78 1,30 217 3,25 127 312,61 839 1,66 116
At =0,0025 3,32 79 1,30 215 3,25 127 1,67 116
Re = 40 4,27 107 53,01 71 1,21 198 5,08 218 59,69 159 1,71 120
GLS 4,83 123 7584 103 1,68 294 7,30 328 87,30 234 9,02 707

Tabelle 4.3: Einfluss der Diskretisierungsparameter auf Rechenzeit und Konvergenzge-
schwindigkeit des linearen Losers (Rechenzeit [s] und Krylow-Iterationen).

Stabilisierungsparameter einen Einfluss auf die Konditionierung des Gleichungssystems
und damit die Konvergenzgeschwindigkeit des Krylow-Verfahrens haben. Im Folgen-
den werden die genannten Diskretisierungsparameter variiert und deren Einfluss auf die
Konvergenzgeschwindigkeit und Rechenzeit der sechs im letzten Abschnitt gefundenen
,optimalen“ Kombinationen aus Krylow-Verfahren und Vorkonditionierer untersucht.

In Tabelle 4.3 sind die Ergebnisse dieser Vergleiche numerisch angegeben, wobei die erste
Zahl in jeder Spalte die Rechenzeit in Sekunden und die zweite die Anzahl bendtigter
Krylow-Iterationen angibt. Grafisch dargestellt sind diese Zahlen in Abbildung 4.9. Da-
bei wurden wieder die benotigten Krylow-Iterationen gegen die Rechenzeit aufgetragen.

Referenz B At =0,0025 @ Re =40 &
GLS Stab. v At =0,125 A
450 -
B BiCGSTAB, BILU B GMRES(120), BILU

400 M BiCGSTAB, SGS(2), 0,9 GMRES(120), SGS(2), 0,9

350 | H BiCGSTAB, Jacobi(2), 0,3 GMRES(120), Jacobi(10), 0,4
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Abbildung 4.9: Einfluss der Diskretisierungsparameter auf Konvergenzgeschwindigkeit
und Rechenzeit des linearen Losers.
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Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wurden die beiden grau hinterlegten Ergebnisse nicht
in das Diagramm eingetragen. Als Referenz fiir den Vergleich dienen die im letzten Ab-
schnitt bereits dargestellten Ergebnisse fiir die Rechenzeit und fiir die benotigten Kry-
low-Iterationen. Diese wurden fiir eine Reynolds-Zahl von Re = 4 mit einem Zeitschritt
At = 0,025 und einer SUPG/PSPG-Stabilisierung berechnet.

Reynolds-Zahl

Eine Erhohung der Reynolds-Zahl um den Faktor 10 fithrt bei fast allen Kombinationen
zu keiner merklichen Veranderung in der Rechenzeit im Loser und der benétigten Anzahl
an Krylow-Iterationen. Einzig bei der Kombination GMRES(120) mit SGS(2) haben sich
beide Groflen erhdht. Auch stichprobenartige Untersuchungen fiir hohere Reynoldszah-
len haben keinen entscheidenden Einfluss auf die Rechenzeit des linearen Losers ergeben.
Bereits SPIETH (1999) war in einer am Institut fiir Baustatik der Universitit Stuttgart
angefertigten Seminararbeit zu dem gleichen Ergebnis gekommen.

Zeitschrittweite

Auch die Grofle des Zeitschritts hat keinen eindeutigen Einfluss auf das Konvergenzver-
halten des Losers. So verandert weder eine Reduzierung des Zeitschritts um den Faktor
10 noch eine VergroBerung um den Faktor 5 die benétigte Anzahl an Krylow-Iterationen
oder die Rechenzeit bei einer Jacobi-Vorkonditionierung. Fiir den BILU-Vorkonditionie-
rer konvergiert die Rechnung sowohl mit einem gréferen als auch mit einem kleineren
Zeitschritt schneller als fiir die Referenz-Zeitschrittgrofe.

Im Gegensatz dazu hat ein groflerer oder kleinerer Zeitschritt einen erheblichen Effekt auf
die SGS-Vorkonditionierung. Die Rechnungen mit diesem Vorkonditionierer konvergieren
bei verandertem Zeitschritt nur sehr langsam oder in vielen Fallen iberhaupt nicht mehr.

Ein allgemeiner Zusammenhang zwischen der Grofle des Zeitschritts und dem Konver-
genzverhalten des linearen Losers lasst sich aus diesen Ergebnissen nicht ableiten. Die
Reaktion des Losers auf einen verdnderten Zeitschritt hangt sehr stark vom verwendeten
Vorkonditionierer ab und variiert von schnellerer Konvergenz (BILU) {iber unverandertes
Konvergenzverhalten (Jacobi) bis zu einem drastischen Verlangsamen der Konvergenz

(SGS).

Stabilisierungsparameter

Einen deutlichen Einfluss auf das Konvergenzverhalten des linearen Losers haben da-
gegen das verwendete Stabilisierungsverfahren und die Stabilisierungsparameter. Wird
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BiCGSTAB GMRES(120)
BILU SGS(2) Jacobi(2) BILU SGS(2) Jacobi(2)
w=20,9 w=0,3 w=20,9 w=04

absolut
Referenz 4,09 102 51,27 69 1,24 205 5,12 220 41,36 109 1,60 113
Core2 Duo 66,01 90 34,31 65 46,28 209 9291 189 41,13 102 60,91 113

normauert
Referenz 0,08 102 1,00 69 0,02 205 0,10 220 0,81 109 0,03 113
Core2 Duo 1,92 90 1,00 65 1,35 209 2,71 189 1,20 102 1,78 113

Tabelle 4.4: Einfluss der Hardware-Architektur auf Rechenzeit und Iterationszahl des
linearen Losers (Rechenzeit [s] und Krylow-Iterationen).

statt der SUPG/PSPG-Stabilisierung mit den in Gleichungen (2.56) und (2.57) angege-
benen Stabilisierungsparametern nach FORSTER (2007) und CODINA (2002) zusétzlich
der viskose Anteil in der Stabilisierung mit berticksichtigt, d.h. eine GLS-Stabilisierung
nach WALL (1999) verwendet, verschlechtert sich die Konvergenz deutlich. Bei allen sechs
Loser-Kombinationen benotigt die Losung des Gleichungssystems, das aus der Diskre-

tisierung mit GLS-Stabilisierung stammt, die meisten Iterationen und auch die langste
Rechenzeit (mit Ausnahme der Variante GMRES(120), SGS(2), 0,9 bei At = 0,125).

Bereits SPIETH (1999) hat den grofien Einfluss der Stabilisierung festgestellt, wenn auch
nicht angegeben ist, in welcher Form die Stabilisierung variiert worden ist.

4.6.5 Einfluss der Hardware-Architektur

Abschlieend wird an einem Vergleich der Einfluss der Hardware-Architektur auf die
Rechenzeit des linearen Losers verdeutlicht. Dazu werden die sechs Referenzrechnungen
auf einem Intel Core2 Duo E6400 Prozessor wiederholt. Die Ergebnisse sind in Tabel-
le 4.4 dargestellt und werden mit den auf der NEC SX-8-Plattform erzielten Werten
(Referenz) verglichen. Da auf dem SX-8-Vektorrechner ein gesamter Knoten mit acht
Prozessoren und damit auch acht Rechenprozessen verwendet wurde und auf dem Intel
Core2 Duo Prozessor mit nur zwei Prozessen auf einem Dual-Core-Prozessor gerechnet
wurde, sind die absoluten Rechenzeiten nicht vergleichbar. Daher werden im zweiten

Teil der Tabelle fiir jeden Prozessortyp die Rechenzeit an der Rechenzeit fiir den Fall
BiCGSTAB, SGS(2), 0,9 normiert.

Diese normierten Rechenzeiten sind in Abbildung 4.10 gegen die benotigten Krylow-
Iterationen aufgetragen. In diesem Diagramm ist zu erkennen, dass die Hardware-Ar-
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Abbildung 4.10: Einfluss der Hardware-Architektur auf Rechenzeit und Iterationszahl
des linearen Losers.

chitektur keinen Einfluss auf die Anzahl der Krylow-Iterationen hat. Die kleinen Unter-
schiede folgen aus den unterschiedlichen Arithmetiken in den verschiedenen Prozesso-
ren. Grolen Einfluss dagegen hat die Hardware auf die relativen Rechenzeiten der sechs
Loser-Vorkonditionierer-Kombinationen. So bendtigen die beiden Varianten mit SGS-
Vorkonditionierung auf der NEC SX-8-Plattform am meisten Rechenzeit, sind aber auf
dem Intel-Prozessor am schnellsten. Die BILU-Vorkonditionierung, die auf den SX-8-
Prozessoren aufgrund ihrer Stabilitat und Geschwindigkeit als bevorzugtes Verfahren
aus dem Vergleich hervorgegangen ist, benotigt auf einem Intel-Prozessor mit Abstand
die langste Rechenzeit.

Der Grund fiir die groflen Unterschiede in der Effizienz der Vorkonditionierer liegt in den
Datenabhangigkeiten beim SGS-Verfahren. Durch diese ist eine Vektorisierung ohne zu-
satzliche Hilfstechniken wie z.B. ,coloring“ nicht moglich und die Vektorlange betragt
im SGS-Vorkonditionierer nur eins. Dies fithrt bei der verwendeten Implementierung
auf dem SX-8-Vektorprozessor zu sehr langen Rechenzeiten, hat aber auf dem Intel-
Prozessor keinen Einfluss auf die Rechengeschwindigkeit. Hier zeigt die SGS-Vorkon-
ditionierung eine ahnliche Effizienz wie der BILU- oder Jacobi-Vorkonditionierer und
erreicht aufgrund der besseren Vorkonditionierungseigenschaften die geringste Gesamt-

rechenzeit.

Da bei der Auswahl der ,optimalen® Loserparameter nur die Rechenzeiten auf der SX-8-
Plattform berticksichtigt wurden, ist es moglich, dass auf einem Intel-Prozessor mit an-
deren Loserparametern bessere Ergebnisse erzielt werden konnen oder sich die Rangfolge
zwischen den sechs untersuchten Kombinationen verandert.
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4.6 Vergleich der Effizienz

Abschlieflend kann gesagt werden, dass die richtige Wahl von Losungsverfahren und
Vorkonditionierer, aber auch der Loserparameter sehr stark von der Problemstellung
und der verwendeten Hardware-Architektur abhangt. Dies kann fiir den Anwender ge-
wisse Schwierigkeiten und zusatzlichen Aufwand bei der Auswahl der optimalen Para-
meter bedeuten, bietet dagegen aber auch die Moglichkeit, das Losungsverfahren an die
Hardware-Ressourcen anzupassen, z.B. im Fall des Speicherplatzes durch eine geeignete
Wabhl der Krylow-Unterraumgrofie (ZHANG 2000).

99



4 |terative Methoden zur Losung linearer Gleichungssysteme

100



Kopplung von Fluid und Struktur

5.1 Einleitung

Aufgabenstellungen aus dem Bereich der Fluid-Struktur-Wechselwirkung gehoéren zur
Klasse der gekoppelten Probleme, die von ZIENKIEWICZ U. A. (2005) in einer allgemeinen
Definition wie folgt charakterisiert werden:

Als gekoppelte Systeme werden Fragestellungen bezeichnet, bei denen (in mehreren
Gebieten) mithilfe von verschiedenen, voneinander abhéngigen Variablen haufig unter-
schiedliche physikalische Phanomene beschrieben werden. Dabei ist zu beachten, dass

a) kein Gebiet unabhéngig von den anderen gelost werden kann und

b) keiner der abhéngigen Variablensitze bereits in den Differenzialgleichungen aus
der Problemformulierung entfernt werden kann.

Diese Definition trifft strenggenommen auf die meisten Ingenieuraufgaben zu. In der
Realitat treten immer mehrere unterschiedliche physikalische Phanomene gleichzeitig
auf. So haben zum Beispiel bei der Analyse eines Stahlbeton-Tragwerks neben den rein
mechanischen Figenschaften auch die Warmeleitung, der Feuchtetransport und chemi-
sche Prozesse, wie die Hydratation des Zements oder die Korrosion des Stahls, einen
Einfluss auf die Tragfiahigkeit oder Dauerhaftigkeit. In der Praxis konnen diese Wech-
selwirkungen haufig aufgrund von theoretischen Uberlegungen oder Erfahrungswerten
vernachléssigt und fiir die einzelnen Felder separate Losungen gefunden werden. Eine
solche Entkopplung ist aber nur moéglich und sinnvoll, wenn der gegenseitige Einfluss
der physikalischen Phéanomene nicht zu grof} ist.
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5 Kopplung von Fluid und Struktur

5.1.1 Klassifizierung von gekoppelten Problemen

Gekoppelte Probleme lassen sich anhand von verschiedenen Kriterien klassifizieren. So
kann zunachst zwischen physikalischen Einfeld- und Mehrfeldproblemen unterschieden
werden. Die in dieser Arbeit behandelte Fluid-Struktur-Interaktion gehort zu den Mehr-
feldproblemen, da hier unterschiedliche physikalische Felder in Wechselwirkung stehen:
einerseits die inkompressible Fluidstromung und andererseits die nichtlineare Struk-
turdynamik. Typisch fiir Mehrfeldprobleme sind die, aufgrund der unterschiedlichen
Physik, verschiedenen Herangehensweisen bei der Modellierung und Losung der einzel-
nen Felder. Bei physikalischen Einfeldproblemen wird dasselbe physikalische Problem
in charakteristischen Teilbereichen des Gebiets, die sich zum Beispiel in ihrer Geometrie
oder im Material unterscheiden, mit jeweils optimal angepassten Modellierungs- und
Diskretisierungsmethoden gelost.

Eine weitere Klassifizierung ist anhand der raumlichen Ausdehnung der Kopplung mog-
lich. Bei den volumengekoppelten Mehrfeldproblemen iiberlappen sich die Gebiete der
unterschiedlichen Felder teilweise oder vollstandig. Hierzu zahlen zum Beispiel Stro-
mungen in porosen Medien oder die thermo-hygro-mechanische Modellierung von Beton
(GRASBERGER 2003). Im Gegensatz dazu sind bei den oberflachengekoppelten Proble-
men die einzelnen Felder nur an den gemeinsamen Gebietsrandern tiber Kopplungsbe-
dingungen miteinander verbunden. Eine typische oberflachengekoppelte Fragestellung
ist die Fluid-Struktur-Interaktion, bei der das Fluid und die Struktur nur an der ge-
meinsamen Oberflache iiber Kopplungsbedingungen interagieren.

5.1.2 Losungsstrategien fiir gekoppelte Probleme

Bevor drei grundsatzliche Strategien zur Losung von gekoppelten Problemen vorgestellt
werden, folgen zunéchst Kriterien, nach denen die verschiedenen Methoden beurteilt
werden konnen. Diese Anforderungen lassen sich in drei Gruppen zusammenfassen:

Losung: Neben der Stabilitat und Genauigkeit der numerischen Losung als wichtigste
Anforderungen ist auch die Robustheit des Verfahrens im Sinne von anwender-
unabhéngigen Stabilitits- und Konvergenzeigenschaften von Bedeutung.

Implementierung: Eine modulare Implementierung, bei der vorhandene und bewéhrte
Einzelfeldloser verwendet werden, kann die Implementierung stark vereinfachen.
Neben einem moglichst geringen Rechenaufwand zur Losung des gekoppelten Pro-
blems sind Moglichkeiten zur Parallelisierung und Vektorisierung wichtige Anfor-
derungen an die Implementierung.
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5.1 Einleitung

Kontinuitat: Die Kontinuitat der kinematischen und dynamischen Groflen und damit
auch der Erhalt von Masse, Impuls und Energie sollte durch das Verfahren ge-
wahrleistet werden.

Eine ausfiihrlichere Beschreibung und Herleitung der Anforderungen, insbesondere der
letzten Gruppe, findet sich in der Arbeit von MoK (2001).

Anhand dieser Anforderungen an mogliche Losungsstrategien werden zunéchst drei all-
gemeine Ansétze fiir gekoppelte Probleme nach FELIPPA U. A. (2001) bewertet.

Feld-Eliminations-Verfahren nutzen Integraltransformationen oder Modellreduktionen,
um auf der Ebene der Differenzialgleichungen die Feldgrofien eines der Felder
zu eliminieren. Dieses Losungsverfahren ist auf sehr einfache, lineare Probleme
beschrankt, die nach der oben angegebenen Definition nach ZIENKIEWICZ U. A.
(2005) auch kein gekoppeltes Problem darstellen. Die Reduzierung des Problems
auf Differenzialgleichungsebene garantiert die Kontinuitatsanforderungen und eine
stabile und robuste Losung. Eine modulare Implementierung, bei der z.B. der Lo-
ser eines Felds ausgetauscht werden kann, ist jedoch nicht moglich. Da diese Art
der Losung fiir die Fluid-Struktur-Interaktion nicht eingesetzt werden kann, wird
sie in dieser Arbeit nicht weiter berticksichtigt.

Die monolithische Lésung (auch simultane Losung) eines gekoppelten Systems fasst
alle physikalischen und algorithmischen Felder in einem System zusammen. Dabei
wird das gesamte System gekoppelter nichtlinearer Differenzialgleichungen fiir die
komplette Mehrfeldaufgabe diskretisiert und die Losung aller Modellgleichungen
simultan in einem Gleichungssystem ausgefiihrt. Durch den einheitlichen Losungs-
ansatz werden alle Wechselwirkungen zwischen den Feldern exakt berticksichtigt,
wodurch sich Verfahren mit guten Stabilitdtseigenschaften ergeben. Die Analyse
des einheitlich formulierten Gleichungssystems ermoglicht auflerdem mathemati-
sche Aussagen zur Stabilitit und Genauigkeit des Verfahrens. Auch bei diesem
Losungsansatz ist die Modularitat nicht gegeben. Es ist nicht moglich, z.B. den
Losungsalgorithmus eines Felds ohne grofleren Aufwand auszutauschen oder einen
vorhandenen ,black-box“-Loser einzusetzen.

Bei den partitionierten Verfahren werden die einzelnen Felder separat voneinander
modelliert und geltst. Die Interaktion wird tiber den Austausch von Kopplungster-
men in jedem Simulationsschritt sichergestellt. Je nach verwendetem Kopplungs-
verfahren ist dabei die Kontinuitdt der kinematischen und dynamischen Groéfien
nicht unbedingt gegeben. Partitionierte Verfahren erlauben jedoch eine modula-
re Implementierung, bei der auch auf ,black-box“-Loser zuriickgegriffen werden
kann.
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5 Kopplung von Fluid und Struktur

Im Anschluss an die Darstellung des gekoppelten Problems der Fluid-Struktur-Inter-
aktion im folgenden Abschnitt werden partitionierte Verfahren néher beschrieben und
untereinander verglichen.

5.2 Das gekoppelte Problem

Fir Aufgabenstellungen aus dem Bereich der Fluid-Struktur-Wechselwirkung besteht
das gekoppelte Problem aus zwei physikalischen Feldern: dem Fluidfeld im Gebiet €25
und dem Strukturfeld im Gebiet ()g. Diese beiden Felder stehen iiber Kopplungsbedin-
gungen am gemeinsamen Rand I' in Interaktion. Im Folgenden werden zur vereinfachten
Darstellung die in den Abschnitten 2.1.6 und 2.2.6 eingefiihrten nichtlinearen Operatoren
S und F verwendet. Dabei wird von nun an die Bezeichnung des aktuellen Zeitschritts
(o)1 weggelassen, sofern sie nicht fiir das Verstédndnis wichtig ist:

dr = S(fr)
fr = F(ur, dy). (5.2)

Der Operator S fasst die Losung des nichtlinearen Struktur-Problems zusammen und
bestimmt aus gegebenen Kopplungskraften f die Verschiebungen dr auf dem Kopp-
lungsrand. Diese Verschiebungen und daraus resultierenden Geschwindigkeiten ur auf
dem Kopplungsrand sind die Eingangswerte fiir den Operator F, der fiir die Losung der
Fluiddynamik steht und die Krafte berechnet, die vom Fluid auf den Kopplungsrand
wirken (fr). Dabei muss die neue Lage des Fluidgebiets (dy) berticksichtigt werden. Die-
se wird, wie im Abschnitt 2.3 beschrieben, aus den Verschiebungen am Kopplungsrand
dr mithilfe des linearen Operators N bestimmt:

d, =N(dr). (5.3)

Die Netzverschiebung kann als eigensténdiges (algorithmisches) Feld aufgefasst werden,
das am Kopplungsrand mit der Struktur oberflichengekoppelt und auf dem gesamten
Gebiet mit dem Fluid volumengekoppelt ist. Es ist aber auch moglich, die Netzverschie-
bung als Teil des Fluidlosers anzusehen und mit diesem zu einem erweiterten Fluid-
Operator F zu kombinieren:

~

fp = f(up, dp) = f(uF,N(dp)). (54)
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5.2 Das gekoppelte Problem

Bei der Einfithrung dieser Operatoren wurde bereits beriicksichtigt, dass im Rahmen
dieser Arbeit nur eine Dirichlet-Neumann-Partitionierung des gekoppelten Problems
verwendet werden soll. Bei dieser ,natiirlichen® Aufteilung wird auf dem Fluidgebiet
ein Dirichlet-Problem mit vorgegebenen Verschiebungen und Geschwindigkeiten und
auf dem Strukturgebiet ein Neumann-Problem mit vorgegebenen Kraften gelost. Ande-
re Aufteilungen der Randbedingungen, wie sie in MOK (2001) vorgestellt werden, sind
auch moglich, bringen im Allgemeinen jedoch keine erheblichen Vorteile bei der Losung
des gekoppelten Problems. Eine Ausnahme bilden die Robin!-Randbedingungen, deren
Verwendung im Abschnitt 5.6.4 kurz vorgestellt wird.

5.2.1 Kopplungsbedingungen

Die Kopplungsbedingungen auf dem gemeinsamen Rand I' der beiden physikalischen
Felder Fluid und Struktur sollen die geometrische Kompatibilitat sowie den Erhalt von
Masse, Impuls und Energie am Kopplungsrand gewéhrleisten (WALL 1999). Dies ge-
schieht mithilfe der kinematischen und dynamischen Kontinuitétsbedingungen (DONEA
U. A. 2004).

Die kinematische Kontinuitatsbedingung gewahrleistet, dass zwischen dem Fluidgebiet
und der Struktur keine Klaffung oder Uberlappung entsteht. Fiir viskose Stromungen
wird in der Regel am Kopplungsrand eine Haft-Randbedingung (,no-slip®) angenom-
men. Daraus folgt die Kontinuitat der Verschiebungen und der Geschwindigkeiten auf
dem Kopplungsrand zu allen Zeiten 7'

ds = d; und ds=u auf T' x T. (5.5)

Wird dagegen am Kopplungsrand eine Gleit-Randbedingung (,slip“) angenommen, wie
z.B. bei reibungsfreien Fluiden, gilt die Kontinuitatsbedingung nur fiir die Normalkom-
ponenten der Verschiebungen und Geschwindigkeiten.

Um Geschwindigkeiten als Dirichlet-Randbedingung fiir das Fluidgebiet aufbringen zu
konnen, miissen die Verschiebungen der Struktur in Geschwindigkeiten umgerechnet
werden. Die Fluidgeschwindigkeiten auf dem Interface konnen einerseits mit dem Euler-
Riickwérts-Verfahren (5.6 a) bestimmt werden. Dieses Verfahren erfiillt die geometri-
schen Bilanzgleichungen nicht exakt und ist leicht dissipativ. Wird andererseits die Tra-
pezregel (5.6 b) verwendet, werden die Bilanzgleichungen exakt erfiillt, es kénnen aber

Wictor Gustave Robin, * 1855, t 1897, franzdsischer Physiker und Mathematiker.
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Oszillationen in den Fluidgeschwindigkeiten auftreten (FORSTER 2007).

dl",n—i—l - dF,n

dr,.1 —dr,
2) L T L R EY

ur n+1 = At

Das dynamische Gleichgewicht am Kopplungsrand wird durch die dynamische Kontinui-
tatsbedingung hergestellt. Sie verlangt die Kontinuitat des Spannungsvektors auf dem
Kopplungsrand zu allen Zeiten 7'

n-os=n-o; auf I' x T. (5.7)

Dies gilt fiir die wahren, physikalischen Spannungen o (Cauchy-Spannungen) und nicht
fiir die auf Strukturseite eingefiithrten Zweiten Piola-Kirchhoff-Spannungen S. Dabei gilt
folgender Zusammenhang;:

os = (det F) "' FSFT. (5.8)

Die Krafte, die am Kopplungsrand vom Fluid auf die Struktur wirken, resultieren aus
dem Cauchy-Spannungstensor o, der sich fiir Newton’sche Fluide nach Gleichung (2.32)
aus einem viskosen und einem Druck-Anteil zusammensetzt. Da der viskose Anteil der
Spannungen je nach Viskositat, Stromungsgeschwindigkeit und Geometrie nicht immer
vernachlassigbar klein ist, werden in dieser Arbeit die Kopplungskrifte grundséatzlich
aus den kompletten Cauchy-Spannungen berechnet.

5.2.2 Schreibweisen fiir das gekoppelte Fluid-Struktur-Problem

Werden nun die Kopplungsbedingungen mit den Operatoren fiir die drei Felder kom-
biniert, fithrt dies auf das gekoppelte Problem der Fluid-Struktur-Interaktion. Die drei
(nichtlinearen) Gleichungen fiir die Netzbewegung (N), das Fluid (F) und die Struk-
tur (S) werden iiber die gemeinsamen Variablen, die Interface-Verschiebungen (dr) und
-Geschwindigkeiten (ur), die Netzposition im Fluidgebiet (d) und die Kréfte am Kopp-
lungsrand (fr) gekoppelt und bilden so ein gekoppeltes, nichtlineares Gleichungssystem:

N(dr ) — de -0
F(u o, dp ) — fr =0 |. (5.9)
- dF + S( fr ) =0

Durch Auflosen der ersten Gleichung nach den Netzpositionen dy und der zweiten Glei-
chung nach den Kopplungskraften fr, konnen diese beiden Variablen aus dem Glei-
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chungssystem eliminiert werden. Die dritte Gleichung fiihrt auf eine Iterationsvorschrift
fiir die Interface-Verschiebungen dr:

) = s(F (P Nal)))

(5.10)
= T(dy").

Diese nichtlineare Kopplungs-Abbildung 7 (dr) der Interface-Verschiebungen beschreibt

eine instationare, nichtlineare Iteration erster Ordnung, deren Fixpunkt dj. die Losung

des gekoppelten Problems darstellt:

d; = T(d;). 51

Ausgehend von der Fixpunktgleichung kann das gekoppelte Problem auch als Nullstel-
lensuche formuliert werden. Hierzu wird zunéchst die Gleichung (5.11) umgestellt und
damit der Interface-Kompatibilitdts-Operator £(dr) definiert:

L(d:) =di— T(d) =0 (5.12)

Die Nullstelle df. dieses Operators £(dr) entspricht wiederum der Losung des gekoppel-
ten Fluid-Struktur-Interaktions-Problems.

Auf der Basis dieser unterschiedlichen Schreibweisen des gekoppelten Problems lassen
sich verschiedene Losungsansétze herleiten. Diese werden in den folgenden Abschnitten
vorgestellt und zum Teil naher untersucht.

5.3 Uberblick iiber Losungsverfahren fiir die Fluid-
Struktur-Kopplung

In diesem Abschnitt wird zunichst ein Uberblick iiber zwei Klassen von Losungsver-
fahren fiir gekoppelte Probleme gegeben, bevor in den folgenden Abschnitten 5.5 und
5.6 die in dieser Arbeit eingesetzten partitionierten Losungsmethoden naher betrach-
tet werden. In der Literatur findet sich eine gute Ubersicht iiber Losungsmethoden
fir Fluid-Struktur-Wechselwirkungs-Probleme zum Beispiel in den Sonderausgaben der
Zeitschrift ,Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering® zum Thema
Fluid-Struktur-Interaktion (OHAYON UND FELIPPA 2001, OHAYON UND KVAMSDAL
2006 und PAPADRAKAKIS UND ALLIX 2008), in Tagungsbénden entsprechender Konfe-
renzen und Workshops (BUNGARTZ UND SCHAFER (2006)) oder in einer Vielzahl von
Dissertationen zu diesem Thema (MoK 2001).
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5 Kopplung von Fluid und Struktur

5.3.1 Monolithische Losungsverfahren

Monolithische Losungsverfahren fiir gekoppelte Probleme bieten sich besonders bei vo-
lumengekoppelten Problemstellungen an, z.B. bei einem gekoppelten thermo-hygro-me-
chanischen Schidigungsmodell fiir Beton (GRASBERGER U. A. 2003). Hierbei ist die
simultane Diskretisierung und Losung der Gleichungen aller beteiligten Felder ein na-
heliegender Ansatz. Aber auch bei oberflichengekoppelten Problemen, wie z.B. der
Fluid-Struktur-Wechselwirkung, kommen monolithische Verfahren zum Einsatz (HUB-
NER UND DINKLER 2005). RUGONYI UND BATHE (2000) haben monolithische Verfahren
eingesetzt, um Konvergenzprobleme der gestaffelten Verfahren zu umgehen.

So bietet die Formulierung eines gekoppelten Gleichungssystems die Moglichkeit, Sta-
bilitdts- und Fehleranalysen am gekoppelten Problem durchzufithren (WALHORN U. A.
2003). Die Losung dieses sehr grofien Systems von gekoppelten nichtlinearen algebrai-
schen Gleichungen kann iterativ mit dem Newton-Raphson-Verfahren erfolgen und er-
reicht in der Nahe der Losung eine quadratische Konvergenz. Die zur iterativen Losung
linearisierten Gleichungssysteme sind aufgrund der unterschiedlichen physikalischen Va-
riablen haufig sehr schlecht konditioniert und erfordern spezielle Vorkonditionierer (HEIL
2004). AuBerdem verlangt die simultane Diskretisierung einen einheitlichen Zeitschritt
in allen Feldern. Bei stark unterschiedlichen Zeitskalen in den einzelnen physikalischen
Feldern kann dies zu einem erheblichen Mehraufwand fithren (HUBNER U. A. 2004).

Aus dem Blickwinkel der Implementierung erfordert ein monolithisches Verfahren immer
einen hochgradig spezialisierten Code, bei dem z.B. bereits vorhandene Loser fiir die
Einzelfelder nicht verwendet werden konnen. Ein solcher hoch komplexer Code ist auf
ein bestimmtes gekoppeltes Problem spezialisiert und ist nur sehr schwer zu pflegen oder
(auf andere gekoppelte Probleme) zu erweitern (CERVERA U. A. 1996).

Eine Variante der monolithischen Losungsverfahren stellt die Formulierung aller betei-
ligten Felder mit einem einheitlichen Satz von Differenzialgleichungen dar (GREENS-
HIELDS UND WELLER 2005). Eine Unterscheidung zwischen den physikalischen Feldern
erfolgt nur tiber die verwendeten Materialgesetze und -parameter. Diese Herangehens-
weise ermoglicht dann auch eine einheitliche Diskretisierung und Losung des gesamten
Berechnungsgebiets, ist aber auf eine spezielle Klasse von gekoppelten Problemen be-
schriankt, bei denen alle physikalischen Felder mit denselben Gleichungen beschrieben
werden konnen.

5.3.2 Partitionierte Losungsverfahren

Im Gegensatz zur simultanen Diskretisierung und Losung bei den monolithischen Lo-
sungsverfahren werden bei den partitionierten Verfahren die beteiligten Felder jeweils
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separat diskretisiert. Man erhalt so, wie im Kapitel 2 eingefiihrt, fiir jedes Feld einen
eigenen Losungsalgorithmus. Bei der Wahl der Diskretisierungstechniken kénnen dabei
die spezifischen Eigenschaften des jeweiligen Felds beriicksichtigt werden oder aber auch
bereits vorhandene, spezialisierte Loser fiir ein Teilproblem verwendet werden. Durch
den modularen Aufbau der partitionierten Verfahren ist es auch ohne grofien Aufwand
moglich, den Loser eines Felds gegen einen anderen fiir dieselbe Physik oder auch einen
Loser fiir eine andere Aufgabenstellung auszutauschen.

Uber die Kopplungsbedingungen werden die einzelnen Felder je nach Algorithmus mehr
oder weniger eng miteinander verbunden. Man unterscheidet dabei grundsatzlich zwi-
schen zwei Verfahrensklassen:

e Einfach gestaffelte Verfahren (Abschnitt 5.5)
explizite oder schwach koppelnde Verfahren
(,staggered schemes®, explicit coupling®, ,loose coupling schemes“)

e Iterativ gestaffelte Verfahren (Abschnitt 5.6)
implizite oder stark koppelnde Verfahren
(iterative staggered schemes®, |implicit coupling, ,strong coupling schemes“)

Diese Bezeichnungen werden in der Literatur weitgehend einheitlich verwendet. Dagegen
bezeichnen z.B. ZHANG UND HISADA (2004) mit ,strong coupling methods* monolithi-
sche Verfahren und mit ,weak coupling methods“ partitionierte Methoden. Trotz dieser
etwas eigenwilligen Bezeichnungen bietet diese Veroffentlichung eine gute Kategorisie-
rung von partitionierten Verfahren. Ausgehend von einer monolithischen Formulierung
werden iiber Abschatzung und Vernachléssigung einzelner Kopplungsterme verschiedene
partitionierte Verfahren abgeleitet.

Eine vergleichende Darstellung der gebrauchlichsten partitionierten Losungsverfahren,
wie der Block-GauB3-Seidel-Iteration und den Newton-Krylow-Methoden, findet sich bei
DEPARIS U. A. (2006). Zusétzlich stellen die Autoren ein weiteres partitioniertes Ver-
fahren vor, das auf der Basis der ,domain decomposition“-Theorie beruht und in einer
vorkonditionierten Richardson?-Iteration auf den Freiheitsgraden des Fluid-Struktur-
Interfaces resultiert.

Einen ausfiihrlichen Uberblick iiber partitionierte Losungsverfahren und deren histori-
sche Entwicklung bietet auBerdem die Dissertation von MoK (2001).

2Lewis Fry Richardson, * 11. Oktober 1881 in Newcastle upon Tyne, 1 30. September 1953 in Kilmun,
britischer Mathematiker und Friedensforscher.
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Umax
Cleit-RB / Fluid
pr = 0,01 Ns/m?
/ pr = 1,0 kg/m?
0,8 m
Struktur
Es = 250,0 N/m?
ld vs = 0,0
ps = 5,0 - 500,0 kg/m?
D I 0,2 m t = 0,002 m
aft-

0,3 m 0,4 m 0,3 m

Abbildung 5.1: Geometrie und Materialparameter des 2-D-Membrandachs.

5.4 Demonstrationsbeispiel

Einige der in den folgenden Abschnitten beschriebenen Losungsverfahren fiir gekoppel-
te Probleme werden in ihren Eigenschaften anhand einer beispielhaften Fluid-Struk-
tur-Wechselwirkungs-Simulation verglichen. Gewahlt wird dazu eine vereinfachte, zwei-
dimensionale Simulation eines horizontalen Membrandachs, wie in Abbildung 5.1 dar-
gestellt.

Fiir die Struktur werden drei verschiedene Massendichten pg von 5,0 kg/m?, 50,0 kg/m?
und 500,0 kg/m? verwendet, um unterschiedlich starke Kopplungen zwischen Fluid und
Struktur zu untersuchen. Die maximale Einstromgeschwindigkeit iy, wird linear von
0,0 m/s auf 0,6 m/s innerhalb von 2 s gesteigert. In der Regel werden die ersten 20
Zeitschritte der Simulation betrachtet, wobei die Grofle eines Zeitschritts 0,1 s betragt.

Die Gebiete fiir Fluid und Struktur wurden, wie in Tabelle 5.1 angegeben, mit insgesamt
8.256 Elementen vernetzt. Aus dieser groben Diskretisierung wird, wie im Abschnitt
3.2.4 beschrieben, durch gleichméafliige Unterteilung in beide Raumrichtungen mit dem
Faktor subdiv = 2 ein feines Netz generiert. In der Regel wird die Losung mit der feinen
Diskretisierung berechnet; fiir die in Abschnitt 5.6.2 beschriebenen Zwei-Level-Verfahren
wird zusatzlich das grobe Gitter verwendet.

5.5 Einfach gestaffelte Losungsverfahren

Der Begriff gestaffelte Losungsverfahren (,staggered schemes®) geht zuriick auf die Ar-
beit von FELIPPA U.A. (1977), in der unter Verwendung zweier separater Program-
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grobes Netz = feines Netz
Knoten 8.573 33.005
Elemente 8.256  subdiv = 2 32.384
Freiheitsgrade 22.547 88.839

Tabelle 5.1: Diskretisierungen des Demonstrationsbeispiels.

me fiir Fluid und Struktur die numerische Losung des gekoppelten elasto-akustischen
Problems eines durch Schockwellen belasteten U-Boots vorgestellt wird. Dieser Ansatz
wurde von FELIPPA UND PARK (1980) auf allgemeine gekoppelte Problemstellungen
erweitert. Einen Uberblick iiber diese Klasse von Losungsverfahren bietet der Artikel
FELIPPA U. A. (1998).

Ab 1990 wurde die Weiterentwicklung der einfach gestaffelten Verfahren mafigeblich
durch die Arbeiten im Bereich der Aeroelastik in der Gruppe um C. Farhat gepragt.
FARHAT U. A. (1995) und PIPERNO U. A. (1995) vergleichen eine Reihe von sequenziell
gestaffelten Verfahren im Hinblick auf Stabilitat, Genauigkeit und Parallelisierbarkeit.
Mit der Verbesserung der Verfahren durch einen Strukturpradiktor (PIPERNO 1997)
kann Masse, Energie und Impuls annahernd exakt erhalten werden. Durch die Verwen-
dung von asynchronen Verfahren (FARHAT UND LESOINNE 2000) konnen kontinuierliche
Verschiebungen und Geschwindigkeiten am Interface erreicht werden und gleichzeitig
die geometrischen Bilanzgleichungen (GCL) erfiillt werden. Mit speziell abgestimmten
Zeitintegrationsverfahren fiir Fluid, Struktur und Netzverschiebung und einem Struk-
turpradiktor zweiter Ordnung konnen einfach gestaffelte Losungsverfahren konstruiert
werden, die eine Genauigkeit zweiter Ordnung in der Zeit erreichen (FARHAT U. A. 2006).

Typisch fiir die einfach gestaffelten Verfahren ist, dass es innerhalb eines Zeitschritts
keine Iteration tiiber die Teilgebiete gibt, d.h. jedes Feld wird pro Zeitschritt nur einmal
gelost und die Kopplungsvariablen werden nur einmal pro Richtung ausgetauscht.

Im Folgenden werden zunachst die beiden Grundverfahren der einfach gestaffelten Lo-
sungsverfahren vorgestellt und im Anschluss kurz einige Variationsmoglichkeiten be-
schrieben.

5.5.1 Parallel gestaffeltes Losungsverfahren

Werden beide Kopplungsinformationen, d.h. die Kopplungskrifte vom Fluid an die
Struktur und die Verschiebungen des Kopplungsrands von der Struktur an das Fluid,
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tn
dl",n fl",n
Pradiktor
drp =P(drn,...)
drp
\ 4 \ 4
Netz + Fluid C} Struktur C}
front1 = ﬁ(ur,P,dr,P) drn+1 = S(fr.,)
fF,n+1 dF,nJrl
\ 4 \ 4
tn+1 |

Abbildung 5.2: Ablaufdiagramm zum parallel gestaffelten Losungsverfahren mit Pra-
diktor.

am Anfang des Zeitschritts iibergeben, konnen beide Felder parallel zueinander gelost
werden.

Dieses Verfahren ist in Abbildung 5.2 als Ablaufdiagramm dargestellt. Es wird voraus-
gesetzt, dass die Zustandsgroflen des Fluids und der Struktur zum Zeitpunkt ¢, bekannt
sind. Die Verschiebungen des Kopplungsrands zu diesem Zeitpunkt dr , werden von der
Strukturpartition an das Fluid tibertragen. Dabei kann, wie in Abbildung 5.2 dargestellt,
mit einem Pradiktor dr p (siche Abschnitt 5.5.3) die Lage des Kopplungsrands zum Zeit-
punkt ¢,., abgeschatzt werden. Der erweiterte Fluid-Loser F berechnet daraus zuniichst
die neue Position des Netzes und die Geschwindigkeiten am Kopplungsrand. Mit die-
sen Werten werden die Fluid-Gleichungen gelost und die Kréfte auf den Kopplungsrand
zum Zeitpunkt t,,; berechnet. Gleichzeitig werden vom Fluid die Kopplungskrafte des
alten Zeitschritts fr,, an die Struktur iibergeben. Der Struktur-Loser S berechnet aus
dieser Neumann-Randbedingung die neue Lage der Struktur zum Zeitpunkt ¢,,;. Die
kreisformigen Pfeile in den Késten fiir Fluid- und Struktur-Loser im Ablaufdiagramm
sollen veranschaulichen, dass an dieser Stelle die Losung eines nichtlinearen Problems
erforderlich ist, die ein Iterationsverfahren (z.B. Newton-Raphson) erfordert.

Da Fluid- und Struktur-Loser innerhalb des Zeitschritts unabhangig voneinander sind,
konnen sie auch parallel auf verschiedenen Prozessoren ohne jegliche Kommunikation ar-
beiten. Es ist sogar denkbar, dass Fluid- und Strukturcode auf unterschiedlichen Com-
putern laufen, deren Hardware-Architektur optimal zum jeweiligen Loser passt. Die
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tn
dl",n
Pradiktor
drp =P(drpm,...)
drp
\ 4
Netz + Fluid C) fron+1 Struktur C)
fr 11 = F(urp,drp) dr 1 = S(frns1)
dl",n+1
\ 4
Upatil |

Abbildung 5.3: Ablaufdiagramm zum sequenziell gestaffelten Losungsverfahren mit Pra-
diktor.

Kopplungsinformationen werden zu Beginn jedes Zeitschritts iiber ein entsprechendes
Netzwerk ausgetauscht.

5.5.2 Sequenziell gestaffeltes Losungsverfahren

Bei den sequenziell gestaffelten Losungsverfahren werden die Kopplungsinformationen
nicht gleichzeitig ausgetauscht. Daher konnen die beiden Felder auch nicht parallel zu-
einander gelost werden.

Ausgehend vom bekannten Zustand von Fluid und Struktur zum Zeitpunkt ¢, werden
die Verschiebungen des Kopplungsrands an den Fluid-Loser iibergeben. Dabei kann,
wie schon beim parallel gestaffelten Verfahren, ein Pradiktorschritt zum Einsatz kom-
men. Der erweiterte Fluid-Loser berechnet daraus die neue Position des Netzes und
bestimmt iterativ die Losung der nichtlinearen Fluidgleichungen zum Zeitpunkt ¢,;.
Danach werden die Krafte des Fluids auf den Kopplungsrand fr,,; an die Struktur
tibergeben (Abbildung 5.3). Der Struktur-Loser S berechnet aus dieser Neumann-Rand-
bedingung die Lage der Struktur und damit auch des Kopplungsrands zum Zeitpunkt
t,r1. Da bei der Losung der Struktur bereits die aktuellen Werte der Kopplungskrafte
fr n+1 verwendet werden, liefern die sequenziellen Algorithmen in der Regel genauere
Ergebnisse als die parallel gestaffelten Verfahren.
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Bei sequenziell gestaffelten Verfahren wird die dynamische Kontinuitat zum Zeitpunkt
t,+1 und damit auch die Impulserhaltung exakt erfiillt. In der Regel stimmt aber die
Lage des Kopplungsrands dr 41, die vom Struktur-Loser berechnet und als Losung
des Zeitpunkts %,,; angenommen wird, nicht mit der im Fluid-Loser angenommenen
Position drp tiberein. Diese Verletzung der kinematischen Kontinuitat und damit auch
des Masse- und Energieerhalts kann zwar durch einen entsprechend genauen Pradiktor
minimiert werden, lasst sich aber ohne eine Iteration iiber die gekoppelten Felder (vgl.
Abschnitt 5.6) nicht vermeiden.

Variiert werden konnen die einfach gestaffelten Verfahren durch die Anordnung der
Zeitintervalle der beiden Felder. Bei den bisher beschriebenen synchronen Verfahren be-
ginnen die Zeitintervalle fiir Fluid und Struktur beide zum gleichen Zeitpunkt #,. Ein
Zeitversatz zwischen den beiden Zeitintegrationsverfahren fiihrt auf sogenannte asyn-
chrone Verfahren, wie sie von FARHAT UND LESOINNE (2000) vorgeschlagen werden.
Auch wenn mit diesen Varianten kontinuierliche Verschiebungen und Geschwindigkei-
ten am Kopplungsrand erreicht werden konnen, so zeigen sie jedoch in Verbindung mit
inkompressiblen Stromungen ein schlechtes Stabilitdtsverhalten (MoK 2001).

5.5.3 Strukturpradiktor

Wird die Position des Kopplungsrands zum Zeitpunkt ¢, direkt an den Fluid-Loser
iibergeben, so entspricht dies einem Préadiktor nullter Ordnung:

drp =P°(dr,...) =drn,. (5.13)

Bei sequenziell gestaffelten Verfahren wird jedoch die Genauigkeit des Gesamtverfahrens
durch die Ordnung der niedrigsten Komponente bestimmt. Daher ist es erstrebenswert
einen Pradiktor hoherer Ordnung zu verwenden. PIPERNO (1997) schligt Pradiktoren
zur Extrapolation der Verschiebungen am Kopplungsrand vor, die erster bzw. zweiter
Ordnung genau sind:

P(dr.p,...) =dr, + Atdr,

3. 1.
—dr, — =dr.,,—1 ] .
5, 5, 1)

5.14
P*(dr.n,-..) :dp,n+At< (5.14)

Die Wahl des Pradiktors bei sequenziell gestaffelten Verfahren beeinflusst nicht nur die
Genauigkeit des Verfahrens in der Zeit, sondern auch den Beginn von Instabilitaten
aufgrund des sogenannten ,artificial added mass“-Effekts.
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5.5.4 ,Artificial Added Mass “-Effekt

Sequenziell gestaffelte Verfahren weisen eine Instabilitat auf, die u.a. von WALL U. A.
(1999) und LE TALLEC UND MOURO (2001) beschrieben wurde und ,artificial added
mass “-Effekt genannt wird. Die ,artificial added mass® ist ein kiinstlicher Anteil an
der ,added mass®, einer zusatzlichen Kopplungslast, die aus der Tragheit des Fluids
resultiert und wie eine zusatzliche Fluidmasse auf die Beschleunigungen der Struktur
wirkt. Dieser kiinstliche Anteil folgt aus der Verletzung der kinematischen Kontinuitét
und resultiert bei inkompressiblen Stromungen in einer fehlerhaften Belastung, die ohne
Zeitverzogerung oder Abschwachung auf die Struktur trifft.

CAUSIN U. A. (2005) haben gezeigt, dass der Beginn dieser Instabilitdt fiir ein redu-
ziertes Modell auf der Basis der Druck-Poisson-Gleichung vorhergesagt werden kann.
Eine ausfiihrliche Untersuchung des ,artificial added mass“-Effekts auf der Basis der
inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen findet sich in FORSTER U. A. (2007). Dort
werden auf der Basis eines ,added mass“-Operators fiir stabilisierte Finite Elemente
Grenzen fiir die Instabilitat in Abhangigkeit des Zeitintegrationsverfahrens des Fluids
und des Strukturpradiktors angegeben. Es wird gezeigt, dass die ,artificial added mass“-
Instabilitat von folgenden Parametern beeinflusst wird:

Massendichtenverhaltnis von Struktur und Fluid: Nur fiir Problemklassen, bei denen
die Massendichte der Struktur deutlich grofier ist als die Massendichte des Fluids,
sind stabile Berechnungen moglich.

Strukturpradiktor: Bei zunehmender Genauigkeit des Strukturpradiktors verschiebt
sich der Beginn der Instabilitat deutlich nach vorne.

Zeitintegrationsverfahren im Fluid: Auch das Zeitintegrationsverfahren im Fluid hat
einen Einfluss auf die Instabilitat. So ergibt sich z.B. mit dem BDF2-Verfahren
eine doppelt so strenge Instabilitats-Bedingung wie mit dem Euler-Riickwarts-
Verfahren.

ZeitschrittgroBe: Fiir stabilisierte Fluid-Formulierungen setzt die Instabilitat bei klei-
ner werdenden Zeitschritten immer friither ein.

Mithilfe von Fourier®-Fehler-Analysen einer instationiren, inkompressiblen Stromung
durch ein flexibles Rohr haben DEGROOTE U. A. (2008) den ,artificial added mass “-Ef-
fekt untersucht. Auch sie kommen zu dem Ergebnis, dass der Zeitschritt und die Steifig-
keit der Struktur einen erheblichen Einfluss auf die Anzahl der bendtigten Iterationen der
verwendeten iterativ gestaffelten Verfahren und damit auch auf die Instabilitat sequen-
ziell gestaffelter Verfahren hat. Sie stellen aulerdem fest, dass besonders die raumlich

3Jean Baptiste Joseph Fourier, * 21. Mirz 1768 bei Auxerre, T 16. Mai 1830 in Paris, franzosischer
Mathematiker und Physiker.
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langwelligen Losungsanteile einen destabilisierenden Einfluss auf die Iterationsverfahren
haben.

Um sequenziell gestaffelte Verfahren auch bei Fluid-Struktur-Interaktions-Simulationen
mit sehr leichten Strukturen einsetzen zu kénnen, wird von TEZDUYAR (2004) fiir die
Berechnung von umstromten Fallschirmen eine ,augmented mass“-Stabilisierung vor-
geschlagen. Diese soll durch eine kiinstliche Erhohung der Strukturmasse den ,artifi-
cial added mass“-Effekt vermeiden. Andere Vorschlage zur Umgehung der Instabilitét
werden von MOK (2001) gemacht. Dort werden eine kiinstliche viskose Dédmpfung, das
Nullsetzen der Geschwindigkeiten an den Kopplungsknoten oder eine fiktive Fluid-Kom-
pressibilitat als Gegenmafinahmen erwahnt. Da diese Losungen stark problemabhéngig
sind und zudem noch die Physik der Aufgabenstellung verandern, werden sie hier nicht
weiter verfolgt. In dieser Arbeit wird durch eine starke Kopplung die kinematische Kon-
tinuitat am Interface gewéhrleistet. Dies ist durch eine Iteration tiber die gekoppelten
Felder moglich.

5.6 lterativ gestaffelte Losungsverfahren

Bereits PARK UND FELIPPA (1983) haben eine Iteration iiber die partitionierten Felder
als Losung fiir die bei einfach gestaffelten Verfahren auftretende Instabilitat in Betracht
gezogen. Sie stufen diese iterativen Verfahren aber generell als numerisch zu aufwan-
dig ein (FELIPPA U. A. 1998; PARK UND FELIPPA 1983). Dies liegt vor allem an den
sehr schlechten Konvergenzeigenschaften der von ihnen eingesetzten einfachen iterativen
Verfahren. Andere Forschergruppen dagegen nehmen den hoheren Aufwand der iterati-
ven Verfahren in Kauf, um stabile und zuverlassige Ergebnisse zu erhalten. So verwen-
den KALRO UND TEZDUYAR (2000) ein iterativ gestaffeltes Verfahren ohne Relaxation
fiir die Simulation von umstromten Fallschirmen, da das zuvor eingesetzte sequenzi-
ell gestaffelte Verfahren nur durch systemveriandernde Mafinahmen (starke kiinstliche
viskose Dampfung) stabilisiert werden konnte (STEIN U. A. 1998, 2000).

Die Grundidee der iterativ gestaffelten Losungsverfahren ist die implizite Behandlung
der Kopplungsvariablen. Wahrend der Iteration iiber die gekoppelten Felder werden die
Kopplungsinformationen so lange verbessert, bis das Residuum der Kopplungsbedingun-
gen unterhalb einer vorgegebenen Schranke liegt. Durch die im Rahmen der vorgegebe-
nen Genauigkeit exakte Erfiillung der kinematischen und dynamischen Kopplungsbedin-
gung kann eine starke algorithmische Kopplung erreicht werden. Der Erhalt von Masse,
Impuls und Energie am Kopplungsrand ist bei diesen Verfahren, die gegen das Ergebnis
einer monolithischen Losung des gekoppelten Problems konvergieren, gewéhrleistet.
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In den vergangenen Jahren haben sich die iterativ gestaffelten Verfahren fiir die Fluid-
Struktur-Wechselwirkung von inkompressiblen Stromungen und leichten Strukturen als
Standard gegen die einfach gestaffelten Methoden durchgesetzt. Die grofle Anzahl an
iterativen Verfahren kann grundsatzlich in zwei Gruppen eingeteilt werden:

e Block-Iterations-Verfahren
Block-Gau-Seidel-Verfahren, Fixpunkt-Iterationsverfahren, Richardson-Iteration,
iteratives Dirichlet-Neumann-Substruktur-Verfahren

e Newton-Krylow-Verfahren
Newton-Verfahren, Quasi-Newton-Verfahren

Im Folgenden werden diese beiden groflen Verfahrensgruppen zusammen mit verwandten
Methoden und Varianten vorgestellt.

5.6.1 Block-Iterations-Verfahren

Durch die Anwendung verschiedener linearer Iterationsverfahren (Abschnitt 4.3) auf
das gekoppelte System nichtlinearer Gleichungen (5.9) ldsst sich eine Klasse von Itera-
tionsverfahren zur Losung von gekoppelten Problemen ableiten. Diese Verfahren konnen
nach den zugrunde liegenden linearen Iterationsverfahren benannt werden, wobei bei
der Namensgebung beriicksichtigt wird, dass es sich um Block-Varianten der klassischen
Iterationsverfahren handelt.

Block-GauB-Seidel-Verfahren

Die Herleitung des Block-Gauf3-Seidel-Verfahrens geschieht auf Basis der Darstellung des
gekoppelten Systems als nichtlineares Gleichungssystem (5.9). Diese Darstellung wird
hier wiederholt:

N( dr ) — d: =0
f( ur s dF ) - fp =0 . (515)
— dr + S( fr ) =0

Auf dieses nichtlineare Gleichungssystem kann nun die Block-Variante des Gauf3-Seidel-
[terations-Verfahrens, wie in Abschnitt 4.3.2 beschrieben, angewendet werden (VRAHA-
TIS U.A. 2003). Jede Zeile des Gleichungssystems (5.15), d.h. jedes Feld, bildet dabei
einen Block und der Vektor der Unbekannten setzt sich aus den drei korrespondierenden
Vektoren der Unbekannten zusammen: (dg, fr, dp)T. In jeder Iteration werden die drei
Zeilen nacheinander jeweils einzeln gelost, wobei bereits bekannte Ergebnisse aus dieser
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Abbildung 5.4: Ablaufdiagramm zum Block-Gauf-Seidel-Verfahren mit Pradiktor und
Relaxation.

Iteration verwendet werden. Auf das nichtlineare Gleichungssystem (5.15) angewendet
bedeutet dies, dass in jeder Iteration zunachst die Netzverschiebung d(FkH) berechnet
wird. Als Eingabewert dient die Lage des Kopplungsrands aus der letzten Iteration d(rk),
bzw. bei der ersten Iteration ein Pradiktorwert drp. Dieser Pradiktor kann analog zu
den einfach gestaffelten Verfahren (siehe Abschnitt 5.5.3) entweder der konvergierten
Losung des letzten Zeitschritts entsprechen oder hoherer Ordnung sein. Mit der neuen
Lage des Fluidnetzes werden der Fluid-Operator gelost und die Krafte auf den Kopp-
lungsrand fékﬂ) berechnet. In Abbildung 5.4 sind die Berechnung der Netzverschiebung
und das Losen des Fluid-Problems im erweiterten Fluid-Operator F zusammengefasst.

Als drittes wird der Struktur-Operator gelost und die Lage des Kopplungsrands &;’“*1)

flg‘k-l—l

aufgrund der aktuellen Kopplungskrafte ) bestimmt.

Wie bei den linearen Iterationsverfahren kann auch fiir das Block-Gauf3-Seidel-Verfah-
ren eine relaxierte Variante gebildet werden. Diese ist in der englischsprachigen Literatur
auch unter dem Namen Block-SOR-Verfahren bekannt. Bei der Relaxation werden nur
die Verschiebungen des Kopplungsrands d(FkH) berticksichtigt und im letzten Schritt je-
der Iteration die neue Lage des Kopplungsrands mit einer Linearkombination aus der
alten Lage d(Fk) und dem Ergebnis der Iterationsvorschrift &(F’““) gebildet. Eine ausfiihr-
lichere Beschreibung zur Bestimmung des Relaxationsparameters w(®) ist ab Seite 122

zu finden.
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Die Konvergenz wird beim Block-Gauf-Seidel-Verfahren nur anhand der Verschiebun-
gen des Kopplungsrands dg“’l) iiberpriift und nicht mit dem kompletten Vektor der
Unbekannten wie beim gewohnlichen Gaufl-Seidel-Verfahren. Dabei wird das aktuelle

(k+1)

Residuum r als iterative Verbesserung der Interface-Verschiebungen bestimmt:

PO — d(Fk+1) _ d(rk)- (5.16)

Als Abbruchkriterium kann entweder das Verhéltnis der euklidischen Norm des aktuel-
len Residuums zur Norm des Residuenvektors der Startniherung r® (5.17 a) gewihlt
werden oder die mit der Anzahl der Freiheitsgrade gewichtete Norm des aktuellen Resi-
duums (5.17 b):

(k+1) (k+1)
o)) b Il

a) TN —_— &
[ ©)]] V/Teq

Das erste Kriterium hangt von der Startndherung d(FO) ab und kann daher einerseits

(5.17)

zu unnotig vielen Iterationen fithren, wenn die Startnédherung relativ gut ist. Anderer-
seits wird die Iteration zu frith abgebrochen, wenn die Startnadherung sehr schlecht und
dadurch das zugehorige Residuum r(® sehr groB ist. Im Rahmen dieser Arbeit wird
daher das zweite Kriterium angewendet, das die mit der Anzahl der Freiheitsgrade neq
gewichtete euklidische Norm des aktuellen Residuenvektors abpriift.

Zu den ersten Arbeiten, in denen das Block-GauB-Seidel-Verfahren unter dieser Be-
zeichnung zur Losung von gekoppelten Problemen erwahnt wird, gehoren BUNGARTZ
UND SCHULTE (1995). Sie 16sen zunéchst mikro-elektromechanische Systeme und spé-
ter auch Fluid-Struktur-Wechselwirkungs-Probleme (BUNGARTZ U. A. 1998) mit Block-
Jacobi-, Block-GauB-Seidel- und Block-SOR-Verfahren. CERVERA U. A. (1996) wenden
das Block-Jacobi- und Block-Gauf3-Seidel-Verfahren auf Fluid-Struktur-Interaktion und
thermo-mechanische Kopplung an.

Derselbe Kopplungsalgorithmus wie beim Block-Gauf-Seidel-Verfahren ergibt sich aus
der Fixpunkt-Formulierung (DEPARIS U. A. 2006) des gekoppelten Problems. Die Kopp-
lungs-Abbildung (5.11) stellt eine Vorschrift fiir eine instationdre, nichtlineare Iteration
erster Ordnung dar, deren Fixpunkt der Losung des gekoppelten Problems entspricht.
Ausgehend von einem Pradiktor fiir die Verschiebungen am Kopplungsrand wird in je-
dem Iterationsschritt (k& + 1) die Abbildung T(k“)(d(rk)) ausgefithrt. Dies entspricht
wiederum der sukzessiven Anwendung des Netz-, Fluid- und Struktur-Operators, wie in
Abbildung 5.4 gezeigt. Auch bei der Fixpunkt-Iteration kénnen die Verschiebungen am
Kopplungsrand am Ende jedes Iterationsschritts relaxiert werden.

Das von QUARTERONI (1991) vorgeschlagene iterative Dirichlet-Neumann-Substruktur-
Verfahren zur Losung von allgemeinen oberflachengekoppelten Problemen wurde von LE
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TALLEC UND MOURO (1998, 2001) auf die Fluid-Struktur-Wechselwirkung angewendet
und auf Stabilitat, Konvergenz, Energieerhaltung und Genauigkeit untersucht. Itera-
tive Substruktur-Methoden werden auch als Schurkomplement*-Verfahren bezeichnet
und beruhen auf nichtiiberlappenden Gebietszerlegungsverfahren. Diese wurden in den
1960er Jahren im Bereich der Strukturmechanik entwickelt, um grofie Tragstrukturen auf
den damals noch sehr beschrankten Speicher- und Rechenkapazitaten mit Matrizenme-
thoden zu analysieren. Durch Kondensation der inneren Freiheitsgrade der Teilgebiete
wird das Problem auf ein relativ kleines Interface-System reduziert, das mit direkten
Losern berechnet wird. Bei den iterativen Substruktur-Verfahren wird dieses Interface-
System mit vorkonditionierten Krylow-Unterraum-Verfahren gelost, wobei die erforder-
lichen Schurkomplement-Matrizen nicht explizit berechnet werden, sondern nur ihre An-
wendung auf einen Vektor durch die Losung eines der Teilgebiete mit entsprechenden
Randbedingungen bestimmt wird. Eine ausfiihrlichere Beschreibung der Entwicklung der
Substruktur-Methoden und deren Anwendung auf die Fluid-Struktur-Wechselwirkung
mit Konvergenzuntersuchungen ist in Mok (2001) zu finden.

Diese drei Herleitungen eines iterativ gestaffelten Kopplungsverfahrens basieren auf un-
terschiedlichen Darstellungen des gekoppelten Problems, fiihren jedoch auf denselben
Algorithmus. Daher werden sie in dieser Arbeit unter dem Namen Block-Gauf3-Seidel-
Verfahren mit Pradiktor und Relaxation zusammengefasst. Die notwendigen Rechen-
schritte, um ausgehend von einem bekannten Zustand zum Zeitpunkt ¢, die gekoppelte
Losung zum neuen Zeitpunkt ¢, .1 zu berechnen, sind im Struktogramm nach NASSI UND
SHNEIDERMAN (1973) in Abbildung 5.5 noch einmal zusammengefasst. Das sequenziell
gestaffelte Kopplungsverfahren entspricht einer Iteration des Block-Gauf-Seidel-Verfah-
rens.

Das Block-Gauf-Seidel-Verfahren, besonders in Verbindung mit einer Relaxation nach
dem spater beschriebenen Aitken®-Verfahren, hat sich neben verschiedenen Newton-
Krylow-Verfahren besonders im Bereich der Wechselwirkung von leichten Strukturen
mit Stromungen als Standardverfahren etabliert. Es wird von vielen verschiedenen An-
wendern auf unterschiedlichen Problemfeldern der Fluid-Struktur-Wechselwirkung ein-
gesetzt. Zum Beispiel setzen WUCHNER (2007), GLUCK U. A. (2003), GLUCK (2002) und
HALFMANN U. A. (2000, 2001) Block-Gauf-Seidel-Verfahren zur Simulation der Inter-
aktion von Membrantragwerken mit Windstromungen ein. Die Interaktion von diinnen,
elastischen Ventilen, wie z.B. Herzklappen, mit inkompressiblen Stromungen unter Be-
riicksichtigung von Kontakt 16sen DINIZ DOS SANTOS U. A. (2008) mit Block-Iterations-
Verfahren, wihrend HOFMAN (2003) das Block-Gauf-Seidel-Verfahren zur Simulation
der Klimatisierung von Flugzeugkabinen anwendet, wobei hier das Fluid mit einem

4Issai Schur, * 10. Januar 1875 in Mohilew, 1 10. Januar 1941 in Tel Aviv, Mathematiker.
5 Alexander Craig Aitken, * 1. April 1895 in Dunedin, 3. November 1967 in Edinburgh, neuseeléindischer
Mathematiker.
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Pradiktor: drp = P(dr,n,...)

Lése Netz-Operator: d¥™) = /\/’(d%k))

Lose Fluid-Operator: flgkﬂ) = f(u(Fk),dng))

Lose Struktur-Operator: agﬂﬂ) = S(fékﬂ))

Berechnung von w(*)

Relaxation: d%kﬂ) =(1- w(k)) d(Fk) 1) agﬁ-l)

IESaae]]

/Tleq

Konvergenz-Test: <e

Néachster Zeitschritt

Abbildung 5.5: Struktogramm fiir einen Zeitschritt des Block-Gauf-Seidel-Verfahrens
mit Pradiktor und Relaxation.

wcontroller “-Modell gekoppelt wird. Zunéchst explizite (GELLER U. A. 2005) und spéter
auch implizite Algorithmen setzen KOLLMANNSBERGER U. A. (2006) zur Kopplung von
Strukturelementen hoher Ordnung mit einem Lattice-BoltzmannS-Loser fiir das Fluid
ein. BARCELOS UND MAUTE (2008) verwenden das nichtlineare Block-GauB-Seidel-Ver-
fahren zur Losung von stationaren Fluid-Struktur-Wechselwirkungs-Problemen im Rah-
men der Formoptimierung von Flugzeugfliigeln.

Block-Jacobi-Verfahren

Analog zu den klassischen Iterationsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme kann auch
auf das gekoppelte Problem (5.9) eine Jacobi-Iteration angewendet werden. Dies bedeu-
tet, dass im Vergleich zum Block-Gauf}-Seidel-Verfahren der Struktur-Operator nicht mit
den aktuellen Kriften auf dem Kopplungsrand fékﬂ) berechnet wird, sondern mit den
Kraften, die im letzten Iterationsschritt berechnet wurden fék) (FARHAT UND LESOINNE
2000). Zu Beginn der Iteration kann fiir beide Felder ein Préadiktor (vgl. Abschnitt 5.5.3)
ausgefithrt werden, um die Konvergenz zu beschleunigen. Der Ablauf der Berechnung
innerhalb eines Zeitschritts ist in Abbildung 5.6 dargestellt.

Innerhalb einer Iteration sind die Losungen des Fluid- und des Struktur-Operators un-
abhangig voneinander. Erst am Ende jedes Iterationsschritts werden die Kopplungs-

6Ludwig Boltzmann, * 20. Februar 1844 in Linz, t 5. September 1906 in Duino, dsterreichischer Physiker
und Philosoph.
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Abbildung 5.6: Ablaufdiagramm zum Block-Jacobi-Verfahren mit Pradiktor.

informationen in beide Richtungen ausgetauscht. Dadurch konnen Fluid und Struktur
parallel zueinander gelost werden. Beide Codes konnen auch hier auf unterschiedlichen,
jeweils optimal geeigneten Hardware-Plattformen laufen und die Kopplungsinformatio-
nen iiber ein Netzwerk austauschen.

Wie bereits bei den Iterationsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme ausgefiihrt (vgl.
Abschnitt 4.3.2) konvergiert das Block-Jacobi-Verfahren durch den reduzierten Aus-
tausch der Kopplungsinformationen deutlich langsamer als das Block-Gauf3-Seidel-Ver-
fahren. CERVERA U.A. (1996) ist zum Beispiel zu entnehmen, dass mit dem Block-
Jacobi-Verfahren ungefahr doppelt so viele Iterationen benotigt werden, wie mit dem
Block-Gau-Seidel-Verfahren, um fiir ein Fluid-Struktur-Interaktions-Problem zum glei-
chen Ergebnis zu kommen. Verglichen mit den einfach gestaffelten Verfahren entspricht
das Block-Jacobi-Verfahren einer wiederholten Anwendung des parallel gestaffelten Ver-
fahrens in jedem Zeitschritt.

Konvergenz-Beschleunigung durch Relaxation
Sowohl beim Block-Jacobi- als auch beim Block-Gauf3-Seidel-Verfahren ist die Konver-

genz nicht in jedem Fall garantiert (MoK 2001; MOK UND WALL 2001). CAUSIN U. A.
(2005) haben gezeigt, dass der ,artificial added mass“-Effekt auch die Konvergenz der
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iterativ gestaffelten Verfahren beeinflusst. Ihre Untersuchungen haben ergeben, dass fiir
den Grenzfall At — 0 eine Relaxation von w < 1 erforderlich ist, damit die Iteration
iiber die Felder konvergiert.

Die Relaxation der Verschiebungen am Kopplungsrand ist in manchen Fallen einerseits
zwingend erforderlich, um fiir die Iteration iiber die gekoppelten Felder Konvergenz
zu erreichen. Andererseits kann durch einen optimal gewéhlten Relaxationsparameter
die Konvergenz beschleunigt werden. Dies ist aufgrund des grofien Rechenaufwands fiir
jeden Iterationsschritt ein wichtiger Aspekt der Relaxation. Da der optimale Relaxa-
tionsparameter nicht fiir die gesamte instationdre Simulation konstant ist (Mox 2001),
werden mit festen, experimentell oder durch ,trial-and-error“ bestimmten Werten fiir w
nur bedingt gute Ergebnisse erzielt.

Um eine schnelle Konvergenz der Felditeration zu erreichen, ist es erforderlich fiir jeden
Iterationsschritt den optimalen Relaxationsparameter zu bestimmen. Dazu wurden von
MoK (2001) zwei Methoden vorgestellt, die im Folgenden kurz beschrieben werden.

Aitken-Verfahren Das urspriinglich von AITKEN (1937) vorgeschlagene Grundverfah-
ren ,Aitken’s A%.-Methode“ konvertiert eine beliebige, konvergierende, skalare Folge in
eine schneller konvergierende Folge und wurde fiir die iterative Bestimmung von Eigen-
werten angewendet. Von verschiedenen Autoren wurde das Verfahren fiir die Losung
von vektoriellen Gleichungen erweitert. Diese auch fiir nichtlineare Gleichungssysteme
einsetzbare Aitken-Methode fiir vektorielle Gleichungen wird in der Formulierung von
IrONS UND TUCK (1969) verwendet, um in jedem Iterationsschritt den optimalen Re-
laxationsparameter zu bestimmen.

Aus der Verbesserung der Interface-Verschiebungen im aktuellen (Ad(FkH)) und im letz-
ten Iterationsschritt (Ad(Fk))

AQED — g® _ g+, AdP) = alFb — g (5.18)

Y

wird der aktuelle Aitken-Faktor p(*) berechnet:

(Ad%k) N Adgﬁ_l))T Adgﬁ_l)
(Ad%k) - Adgﬁ_l))Q

p®) = k=) (M(’C_l) -1) fiir ¢ > 0. (5.19)

Fiir den ersten Iterationsschritt in jedem Zeitschritt wird der Aitken-Faktor zu null
gesetzt. Der aktuelle Relaxationsparameter ergibt sich aus dem Aitken-Faktor zu

wh) =1 — ), (5.20)
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k = 0
WAHR FALSCH
Ad(rkﬂ) _ d(rk) B a(rkﬂ)

(Ad%k) - Ad§k+1))T Adgﬁ_l)
(Ad) — AalFTD)2

M(k) — u(k_1)+(u(k_l) _1)

k)

Abbildung 5.7: Struktogramm zur Berechnung des Relaxationsparameters w® mit dem

Aitken-Verfahren.

Im Struktogramm in Abbildung 5.7 sind die notwendigen Schritte zur Berechnung des
Relaxationsparameters nach dem Aitken-Verfahren zusammengefasst.

Wie aus den Gleichungen (5.18) bis (5.20) erkennbar, sind aufler drei Vektor-Additionen
und zwei Skalarprodukten mit den Interface-Verschiebungen nur skalare Operationen
erforderlich, um den Relaxationsparameter zu bestimmen. Dieser sehr geringe Rechen-
aufwand ist der grofle Vorteil des Aitken-Verfahrens. Auch wenn fiir die Aitken-Methode
fiir vektorielle Gleichungen keine gesicherten Konvergenzaussagen und -analysen exis-
tieren, hat sich gezeigt, dass die Methode fiir viele numerische Anwendungen sehr gut
genutzt werden kann.

Gradienten-Verfahren Die Verwendung des Gradienten-Verfahrens zur Bestimmung
optimaler, iterationsabhangiger Relaxationsparameter wurde zunachst von LE TALLEC
UND MOURO (1998, 2001) angeregt, jedoch nicht weiter ausgefiithrt. Ausgehend von die-
ser Idee beschreibt Mok (2001) ausfiihrlich die Anwendung des Gradienten-Verfahrens
fiir die Konvergenzbeschleunigung.

Wie im Abschnitt 4.4.1 beschrieben, wird dabei als Suchrichtung p® der aktuelle Gra-
dient, der gleich dem Residuenvektor ist, gewéhlt (vgl. Gleichung (4.28)). Fiir das ge-
koppelte Problem entspricht der Residuenvektor der iterativen Verbesserung und kann
als Differenz zwischen alter und neuer Interface-Verschiebung berechnet werden:

p® = q#+D _ ¥, (5.21)

Die optimale Schrittweite folgt aus Gleichung (4.27), wobei der Ausdruck Ap®*) unter
Verwendung des Iterations-Operators des gekoppelten Systems ausgeschrieben werden
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p(k) _ a%k+1) o d%k)

Lose Netz-Operator: &(Fk) = N(p®)

~

Lose Fluid-Operator: fék) = f(ﬁ%k), d(Fk))

Lose Struktur-Operator: a(Fk) = S(fék))

Berechne den Relaxationsparameter: w() =

T ~
p" (~di +p)

o)

Abbildung 5.8: Struktogramm zur Berechnung des Relaxationsparameters w*) mit dem
Gradienten-Verfahren.

kann:

" p®™T pk) p®T pk)
wt®) = = : 5.22
p®T Ap®)  pMT (SIS, p*) 4 pk) (5.22)

Fir die Bestimmung des Ausdrucks S;'Sy p™®) . der die Schurkomplement-Matrizen fiir
die Struktur Sg und das Fluid Sy enthélt, leitet MOK (2001) eine schurkomplementfreie
Ermittlung her. Diese erfordert eine weitere Losung beider physikalischer Felder, wobei
als einzige Randbedingung der Residuenvektor die Lage des Kopplungsrands und damit
des Fluidgebiets vorgibt.

a® — s-1s, p® — 3<f(uF7N(p(k>))) (5.23)

Die Schrittweite, d.h. der Relaxationsparameter ergibt sich damit aus:

T
p(k) p(k)

k) _ ‘
p®" (—dp” + p)

Wl

(5.24)

Die erforderlichen Operationen zur Bestimmung des Relaxationsparameters mit dem
Gradienten-Verfahren sind im Struktogramm in Abbildung 5.8 zusammengefasst.

Mit dem Gradienten-Verfahren kénnen beziiglich der aktuellen Suchrichtung optimale
Relaxationsparameter bestimmt werden (lokale Optimalitdtseigenschaft). In manchen
Fallen fiihrt dies zu einer schnelleren Konvergenz als mit der Aitken-Methode. Jedoch
ist der numerische Aufwand deutlich héher als beim Aitken-Verfahren. Zur Bestimmung
des Relaxationsparameters mit dem Gradienten-Verfahren miissen sowohl das Fluid als
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auch die Struktur erneut gelost werden. Dies sind jedoch keine iterativen, nichtlinea-
ren Losungen, da sich das Residuum p®) auf die aktuelle Systemkonfiguration bezieht
und alle nichtlinearen Terme mit den aktuellen Verschiebungen bzw. Geschwindigkeiten
ausgewertet werden. Fiir jedes Feld ist somit nur ein einmaliges Losen erforderlich.

Da der hohere numerische Aufwand im Vergleich zur nur geringen Verbesserung der
Konvergenz in den meisten Fallen zu langeren Rechenzeiten fiihrt, wird das Gradienten-
Verfahren in dieser Form in der Regel nicht angewendet. Es wird an dieser Stelle nur als
Grundlage fiir ein Zwei-Level-Verfahren, das im folgenden Abschnitt vorgestellt wird,
beschrieben.

5.6.2 Zwei-Level-Verfahren

Bereits FEDORENKO (1964) fithrte zur Losung der Warmeleitungsgleichung mit der Me-
thode der Finiten Differenzen eine zweite, grobere Diskretisierung ein und konnte zeigen,
dass mit dieser Methode die Anzahl benotigter Operationen zur Erreichung einer vor-
gegebenen Genauigkeit nur O(n) betrdgt. Seitdem ist besonders im Bereich der Losung
von partiellen Differenzialgleichungen die Aufmerksamkeit fiir Mehrgitter-Verfahren auf-
grund ihres geringen numerischen Aufwands, speziell fiir sehr grofie Gleichungssysteme,
stetig gestiegen.

Mehrgitter-Methoden verwenden die Tatsache, dass [terationsverfahren kurzwellige Feh-
leranteile besonders schnell aus der Losung entfernen. Wird darauthin ein Residuum, das
fast nur noch aus langwelligen Fehlern besteht, auf eine grobere Diskretisierung tibertra-
gen, erscheinen die Fehler dort als kurzwellige Fehleranteile, die mit wenigen Iterationen
eliminiert werden konnen. Zu den grundlegenden Arbeiten, die eine gute Einfithrung und
einen Uberblick iiber Mehrgitter-Methoden bieten, zihlen HACKBUSCH (1985), BRAESS
(1995), WAGNER (1998), BRIGGS U. A. (2000) und STUBEN (2001).

Auch bei der Simulation von Fluid-Struktur-Wechselwirkungs-Problemen werden ver-
mehrt Mehrgitter-Verfahren in den Einzelfeldlosern eingesetzt. So stellen GEE U. A.
(2007) sowohl einen algebraischen Mehrgitter-Loser fir diinne Schalenstrukturen (GEE
2004) als auch spezielle Prolongatoren fiir anisotrope Problemstellungen (GEE U. A.
2008) vor und wenden diese fiir die Einzelfeldloser von partitionierten Fluid-Struktur-
Wechselwirkungs-Simulationen an.

Relativ neu ist die Idee, diese Algorithmen auch auf die Losung von gekoppelten Pro-
blemen zu tibertragen. Da es sich hierbei in der Regel um nichtlineare Zusammenhange
handelt, lasst sich die Theorie der Mehrgitter-Verfahren nicht direkt auf diese Problem-
klasse anwenden. Es ist jedoch moglich zugrunde liegende Prinzipien auf die Losung von
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gekoppelten Problemen anzuwenden. Dabei hat sich gezeigt, dass die Verwendung von
mehreren Leveln auch hier zu einer Effizienzsteigerung fithren kann.

VAN ZULJLEN U. A. (2007) haben, wahrscheinlich als Erste, zwei verschiedene Zwei-Le-
vel-Algorithmen zur partitionierten Losung von Fluid-Struktur-Wechselwirkungs-Pro-
blemen vorgestellt. Hierbei handelt es sich um eine Grob-Gitter-Korrektur des Parti-
tionierungsfehlers und einen Grob-Gitter-Pradiktor. Die Autoren haben den Effizienz-
gewinn durch diese beiden Algorithmen anhand einer Finite-Volumen-Diskretisierung
eines eindimensionalen Modellproblems gezeigt.

Einen Mehr-Level-Ansatz fiir die Fluid-Struktur-Wechselwirkung stellen STERNEL U. A.
(2008) vor. Sie koppeln einen Mehrgitter-Loser fiir das Fluidfeld in jedem Level explizit
mit dem Strukturloser, der nicht unbedingt auf mehreren Leveln arbeiten muss. Da-
durch gelingt es fiir das vorgestellte Beispiel eines iiberstromten Hohlraums mit flexibler
Bodenplatte, die Anzahl an Kopplungsiterationen im Vergleich zum Block-Gauf3-Seidel-
Verfahren um ungefahr die Hélfte zu reduzieren. Es werden jedoch keine Aussagen iiber
die Rechenzeiten gemacht, fiir die die Ersparnis geringer ausfallen diirfte, da eine Itera-
tion des vorgestellten ,multi-level transfer“-Algorithmus numerisch aufwéndiger ist als
beim Block-Gauf3-Seidel-Verfahren.

In den folgenden Abschnitten werden zwei Verfahren fiir die dreidimensionale Fluid-
Struktur-Wechselwirkung vorgestellt, die im Rahmen dieser Arbeit entwickelt wurden
(VON SCHEVEN U. A. 2007, RAMM U. A. 2008). Sie beruhen auf den Grundideen der
Mehrgitter-Methoden und den in den vorangegangenen Abschnitten vorgestellten Kopp-
lungsverfahren.

Grob-Gitter-Pradiktor

Das erste Verfahren, der Grob-Gitter-Pradiktor (,coarse grid predictor® CGP), ver-
sucht durch einen Pradiktorschritt, der nicht nur auf den Losungen vorangegangener
Zeitschritte beruht, die benotigten Iterationen auf der feinen Diskretisierung, dem ei-
gentlichen Rechennetz, zu reduzieren. Die Lage des Kopplungsrands, die aus der Losung
des aktuellen Zeitschritts auf einer groberen Diskretisierung hervorgeht, wird hierbei als
Pradiktor fiir die Iteration auf dem feinen Netz verwendet.

Dabei spielt es keine Rolle, welches Iterationsverfahren auf den beiden Diskretisierun-
gen verwendet wird. In der folgenden Beschreibung des Grob-Gitter-Pradiktors wird
ein Block-Gauf-Seidel-Verfahren auf beiden Leveln angenommen, es kénnen aber auch
Newton-Krylow-Verfahren (siehe Abschnitt 5.6.3) oder andere implizite Kopplungsver-
fahren verwendet werden. Auch ist es moglich fiir die Losung auf dem groben Netz ein
anderes Kopplungsverfahren einzusetzen als auf der feinen Diskretisierung.
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Abbildung 5.9: Ablaufdiagramm zum Block-Gauf-Seidel-Verfahren mit
Pradiktor.

Grob-Gitter-

Der Ablauf eines Block-GauB-Seidel-Verfahrens mit Grob-Gitter-Pradiktor ist in Ab-
bildung 5.9 dargestellt. Die Groflen, die sich auf das grobe Netz beziehen, werden mit

: : . (k)
einem Apostroph gekennzeichnet: z.B. d';.”.

Zu Beginn eines jeden Zeitschritts werden die aktuellen Zustandsvariablen von Fluid und
Struktur vom feinen Gitter auf die grobe Diskretisierung iibertragen. Diese sogenannte
Restriktion wird hier mit der Schreibweise ¢, Ry » abgekiirzt und im Anschluss an die
Erlauterung des Grob-Gitter-Pradiktors naher beschrieben. Durch die Restriktion aller
Zustandsgrofien in jedem Zeitschritt wird sichergestellt, dass nicht zwei voneinander
unabhangige, instationdre Berechnungen auf den beiden Diskretisierungen durchgefiihrt
werden, deren Losungen sich immer weiter voneinander entfernen. Der Pradiktorschritt
basiert so immer auf der letzten auskonvergierten Losung auf dem feinen Netz.
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Auf dem groben Gitter wird nach der Restriktion eine Block-GauB-Seidel-Iteration ge-
méafl Abschnitt 5.6.1 durchgefiihrt. Dabei wird ein klassischer Pradiktor (Abschnitt 5.5.3)
und ein beliebiges Relaxationsverfahren verwendet. Diese Iteration wird bis zur Konver-
genz ausgefiihrt, dabei ist es aber moglich, das Abbruchkriterium weniger streng als auf
dem feinen Gitter zu wahlen.

Die konvergierte Losung fiir die Verschiebungen des Kopplungsrands auf dem groben
Gitter d'p 41 wird abschliefend auf die Randknoten des feinen Netzes prolongiert

d'rni 5 drp (5.25)

und dient als Startwert fiir eine Block-Gauf-Seidel-Iteration auf der feinen Diskretisie-
rung.

Wird als Pradiktor fiir die Grob-Gitter-Iteration kein klassischer Pradiktor gemafl Glei-
chung (5.14) gewéahlt, sondern wiederum ein Grob-Gitter-Pradiktor auf einer dritten,
noch groberen Diskretisierung, lassen sich Mehr-Level-Verfahren mit beliebig vielen Le-
veln konstruieren. Diese durch rekursive Anwendung des Grob-Gitter-Pradiktors gebil-
deten Losungsverfahren entsprechen einem halben V-Zyklus der klassischen Mehrgitter-
Algorithmen.

Die notwendigen Berechnungsschritte fiir einen Préadiktor auf der Basis einer Grob-
Gitter-Losung des gekoppelten Problems sind im Struktogramm in Abbildung 5.10 zu-
sammengefasst.

Restriktion und Prolongation Eine Restriktion bezeichnet im Allgemeinen eine Ein-
schrankung der Definitionsmenge einer Funktion. Im Zusammenhang von Mehrgitter-
Losern wird damit die Approximation einer Funktion (z.B. Losung oder Residuum), die
auf einem feinen Gitter definiert ist, durch eine Funktion auf einem groben Gitter mit
weniger Freiwerten beschrieben.

Wird das feine Gitter durch eine gleichméfige Unterteilung eines groberen Netzes (wie in
Abschnitt 3.2.4 beschrieben) erzeugt, kann die Restriktion durch Vernachléssigung aller
Freiwerte an Knoten des feinen Gitters erfolgen, die nicht mit einem Knoten des groben
Gitters zusammenfallen. Dadurch ergibt sich auf dem groben Netz eine Approximation
der urspriinglichen Funktion, die an den Grob-Gitter-Knoten exakt ist und dazwischen
die Ordnung der Grob-Gitter-Ansatzfunktionen hat.

Fiir den Grob-Gitter-Pradiktor werden alle Zustandsgroflen des aktuellen Zeitschritts
mittels Restriktion auf das grobe Netz tibertragen. Dazu gehoren neben den aktuellen
Geschwindigkeiten und Driicken im Fluidgebiet auch deren Werte fiir vergangene Zeit-
schritte und die Lage des Kopplungsrands und damit des Fluidgebiets. Fiir die Struk-
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Restriktion: ¢, Ry n

Préadiktor: d'rp = P (d'rp,...)

Lése Netz-Operator: d’ ) = /\/’(d’(Fk))

Lose Fluid-Operator: f’(FkH) = F’(u’%k),d’(kﬂ))

F

Lose Struktur-Operator: El’%kﬂ) = S’(f’%kﬂ))

Berechnung von ' (k)

Relaxation: d’%kﬂ) =(1- w/(k)) d’%k) LW a/g“rl)

Konvergenz-Test:

. P
Prolongation: d'r 41 — drp

Abbildung 5.10: Struktogramm fiir den Grob-Gitter-Pradiktor.

tur missen der aktuelle Verschiebungszustand und je nach verwendeter Kinematik und
konstitutiven Gleichungen noch weitere Grolen auf das grobe Gitter tibertragen werden.
Das Ziel ist die Restriktion des kompletten aktuellen Zustands des gekoppelten Problems
auf das grobe Gitter, damit der Ausgangspunkt fiir den Pradiktorschritt immer mit der
letzten auskonvergierten Losung des feinen Netzes iibereinstimmt.

Die Prolongation beschreibt den entgegengesetzten Prozess zur Restriktion. Durch sie
wird eine Funktion, die auf dem groben Netz definiert ist, auf das feinere Gitter iiber-
tragen. Wird das feine Gitter durch eine gleichmaflige Unterteilung des groben Netzes
erzeugt, konnen die Funktionswerte an den Knoten des feinen Netzes mithilfe der An-
satzfunktionen der Grob-Gitter-Elemente bestimmt werden. Dies fiihrt auf dem feinen
Gitter auf einem identischen Funktionsverlauf, der aber mit mehr Freiwerten definiert
ist.

Beim Grob-Gitter-Pradiktor wird nur die auf dem groben Netz auskonvergierte Positi-
on des Kopplungsrands auf das feine Gitter prolongiert und als Pradiktorwert fiir die
Iteration auf diesem verwendet. Fiir alle anderen Gréfien (z.B. Geschwindigkeiten und
Driicke) werden die Werte des letzten Zeitschritts auf dem feinen Netz verwendet.

Untersuchung der Konvergenz Im folgenden Abschnitt wird die Wirkungsweise des
Grob-Gitter-Pradiktors untersucht. Dazu wird fiir den dritten Zeitschritt der Simulation
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Abbildung 5.11: Verschiebungen am Kopplungsrand auf dem groben und feinen Gitter
jeweils zu Beginn und am Ende der Iteration.

des in Abschnitt 5.4 (Abbildung 5.1) eingefiihrten Beispiels mit ps = 50,0 kg/m? die La-
ge des Kopplungsrands in verschiedenen Stadien innerhalb des Zeitschritts betrachtet. In
den folgenden Diagrammen (Abbildung 5.11) ist jeweils die vertikale Verschiebungskom-
ponente am Kopplungsrand und damit an der Oberseite der Struktur, die von x = 0,3 m
bis x = 0,7 m reicht, aufgetragen.

Zur Losung dieses Zeitschritts mit dem Block-Gauf3-Seidel-Verfahren mit Aitken-Re-
laxation, aber ohne einen Grob-Gitter-Pradiktor, sind acht Iterationen auf der feinen
Diskretisierung erforderlich. Verwendet man dagegen zusatzlich einen Grob-Gitter-Pra-
diktor wird zunachst der bekannte Zustand zu Beginn des Zeitschritts auf das grobe
Gitter iibertragen und dort die Block-Gauf-Seidel-Iteration mit einem klassischen Pra-
diktor zweiter Ordnung geméf Gleichung (5.14) gestartet. Die Lage des Kopplungsrands
nach diesem Pradiktor zweiter Ordnung auf dem groben Gitter ist in Abbildung 5.11 (a)
durch die gestrichelte Linie angegeben. Nach acht Block-GauB-Seidel-Iterationen mit
Aitken-Relaxation auf dem groben Gitter ist dort die konvergierte Losung gefunden,
die im selben Diagramm durch die durchgezogenen Linie gezeigt ist. Der Fehler in den
Verschiebungen, der durch diese acht Iterationen auf dem groben Netz aus der Losung
entfernt wurde, ist in Abbildung 5.12 (a) dargestellt. Er zeigt einen relativ glatten Ver-
lauf mit zwei Maxima in der Nahe der beiden Rander der Struktur, wo hohe Gradienten
in der Losung auftreten.

Die konvergierte Losung des groben Gitters wird nun auf die feine Diskretisierung pro-
longiert und dient dort als Pradiktor fiir die Block-Gauf-Seidel-Iteration. Der Verlauf
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Abbildung 5.12: Korrektur der Verschiebungen am Kopplungsrand durch die Grob- und
Fein-Gitter-Iteration.

ist in Abbildung 5.11 (b) als gestrichelte Linie angegeben. Die Block-Gauf3-Seidel-Itera-
tion mit Aitken-Relaxation auf dem feinen Netz konvergiert nach nur fiinf Iterationen.
Die auskonvergierte Losung, die einer Losung auf der feinen Diskretisierung ohne Grob-
Gitter-Pradiktor entspricht, ist wiederum durch die durchgezogene Linie gezeigt. Wie
bereits aus Abbildung 5.11 (b) ersichtlich, wird durch die Iterationen auf dem feinen
Gitter nur noch ein relativ kleiner Fehleranteil aus der Losung eliminiert. Bei genauer
Betrachtung dieser Korrektur (Abb. 5.12 (b)) zeigt sich, dass der globale Verlauf dem
der Korrektur durch die Grob-Gitter-Iteration entspricht, die Werte jedoch um eine Zeh-
nerpotenz kleiner sind. Dieser Verlauf ist aber mit einem sehr kurzwelligen Fehleranteil
iiberlagert, der auf dem groben Gitter nicht abgebildet werden kann.

Bereits an diesem exemplarischen Zeitschritt hat sich gezeigt, dass durch die Verwen-
dung eines Grob-Gitter-Pradiktors die Zahl der Iterationen auf der feinen Diskretisierung
von acht auf fiinf reduziert werden konnte. Trotz der zusatzlich erforderlichen Iteratio-
nen auf dem groben Netz bedeutet dies eine Reduzierung der Gesamtrechenzeit fiir den
Zeitschritt. Ausfiithrliche Untersuchungen zu den Einsparmoglichkeiten bei Iterations-
anzahl und Rechenzeit durch einen Grob-Gitter-Pradiktor werden im Abschnitt 5.7.3
beschrieben.
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Abbildung 5.13: Struktogramm zur Berechnung des Relaxationsparameters w; mit dem
Gradienten-Verfahren auf dem Grob-Gitter.

Grob-Gitter-Gradient

Eine weitere Moglichkeit zur Verwendung einer Losung des gekoppelten Problems auf
einem groben Gitter besteht bei der Bestimmung des Relaxationsparameters mit dem
Gradienten-Verfahren. Die sehr zeitaufwindige Berechnung der Schrittweite w*) nach
Gleichung (5.23) und (5.24), bei der eine zusétzliche Losung des Fluid- und Strukturpro-
blems erforderlich ist, kann auch auf der groben Diskretisierung durchgefiithrt werden.
Das entsprechende Vorgehen ist als Struktogramm in Abbildung 5.13 dargestellt.

Zuerst wird die aktuelle Suchrichtung, der Residuenvektor p®, auf das grobe Netz
iibertragen. Zuséatzlich ist, ahnlich wie beim Grob-Gitter-Pradiktor, die Restriktion des
aktuellen Zustands von Fluid- und Strukturgebiet erforderlich. Nun ist es moglich auf
der groben Diskretisierung zunéchst das Fluidproblem F’ zu 16sen, wobei der Residu-
envektor p’®) als einzige Randbedingung die Lage des Kopplungsrands und damit des
Fluidgebiets vorgibt. Nach der Losung der Strukturgleichungen auf dem groben Netz S’
kann mithilfe der daraus gewonnenen Lage des Kopplungsrands d’ (Fk) der Relaxations-
parameter w®) nach Gleichung (5.24) auf der groben Diskretisierung berechnet werden.
Eine Prolongation ist bei diesem Vorgehen nicht erforderlich, da nur der skalare Wert

k

w® an die feine Diskretisierung iibergeben und dort zur Relaxation verwendet wird.

Durch die Verwendung einer groben Diskretisierung kann der grole Nachteil des Gradi-
enten-Verfahren, der erhebliche Mehraufwand durch eine zusatzliche Losung von Fluid-
und Strukturgebiet, deutlich abgemindert werden. Jedoch bleibt der Rechenaufwand in
jedem Iterationsschritt immer noch hoher als beim Aitken-Verfahren. Aulerdem geht
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Bestimmung von w;  Iterationen Rechenzeit [s] Rechenzeit/Iteration [s]
Aitken-Verfahren 6 92,96 15,4
Gradienten-Verfahren 5 110,38 22,1
Grob-Gitter-Gradient 5 79,55 15,9

Tabelle 5.2: Vergleich der bendétigten Iterationen und Rechenzeiten fiir verschiedene Re-
laxationsverfahren.

durch die approximative Bestimmung des Relaxationsparameters auf der groben Dis-
kretisierung die lokale Optimalitatseigenschaft des Verfahrens verloren, d.h. in seltenen
Fallen kann es passieren, dass mit dem Grob-Gitter-Gradienten mehr Iterationen erfor-
derlich sind als mit dem klassischen Gradienten-Verfahren.

Die benotigte Anzahl an Iterationen und die Rechenzeiten zur Losung eines exemplari-
schen Zeitschritts des in Abschnitt 5.4 vorgestellten Problems sind in Tabelle 5.2 ange-
geben. Hier werden die Bestimmung des Relaxationsparameters mit dem Aitken-Verfah-
ren, dem klassischen Gradienten-Verfahren auf der feinen Diskretisierung und dem Grob-
Gitter-Gradienten verglichen. Fiir den Fall, dass mit der Bestimmung des Relaxations-
parameters mit dem Gradienten-Verfahren auf der groben Diskretisierung weniger Ite-
rationen benotigt werden als beim Aitken-Verfahren, weist die Grob-Gitter-Gradienten-
Methode auch die geringste Rechenzeit auf. Dies wird auch beim Vergleich der durch-
schnittlichen Rechenzeit pro Iteration in der letzten Spalte von Tabelle 5.2 deutlich. Der
Aufwand fiir eine Iteration mit einem Grob-Gitter-Gradienten ist nur unwesentlich ho-
her als beim Aitken-Verfahren. Werden dagegen beim Grob-Gitter-Gradienten genauso
viele oder sogar mehr Iterationen als mit dem Aitken-Verfahren benotigt, wird mit dem
Aitken-Verfahren immer die geringste Rechenzeit erreicht.

Bewertung

Wie in den beiden vorangegangenen Abschnitten gezeigt werden konnte, ist es moglich
mithilfe einer Losung des gekoppelten Problems auf einer groberen Diskretisierung den
Rechenaufwand fiir ein iterativ gestaffeltes Losungsverfahren deutlich zu reduzieren. Die
vorgestellten Ideen lassen sich auch auf andere Losungsalgorithmen iibertragen. So ist es
z.B. auch moglich die Finite Differenz zur Approximation der Jacobi-Matrix bei einem
Newton-Krylow-Verfahren (Abschnitt 5.6.3) auf dem groben Gitter zu berechnen und
so erheblich Rechenzeit zu sparen.

Es gibt jedoch auch Einschrankungen in der Anwendung der Zwei-Level-Verfahren. So
hat z.B. der Unterschied in der Feinheit der beiden Diskretisierungen einen starken Ein-
fluss auf den Effizienzgewinn. Besteht die grobere Diskretisierung aus ahnlich vielen
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Elementen wie die feine Diskretisierung, wird fiir die zusatzlichen Grob-Gitter-Itera-
tionen mehr Zeit benotigt, als auf der feinen Diskretisierung eingespart werden kann.
Werden dagegen zu wenige Grob-Gitter-Elemente verwendet, d.h. wird der Pradiktor
auf einer zu groben Diskretisierung berechnet, stellt er eine zu schlechte Approximation
der Fein-Gitter-Losung dar und beschleunigt die Iteration auf der feinen Diskretisierung
nicht ausreichend.

5.6.3 Newton-Krylow-Verfahren

Durch die Anwendung des Newton-Raphson-Verfahrens auf das gekoppelte Problem
soll eine hohere Konvergenzordnung fiir die Iteration iiber die beteiligten Felder erreicht
werden. Ausgangspunkt fiir die Losung des gekoppelten Problems mit der Newton-Raph-
son-Methode ist die Formulierung als Nullstellenproblem, wie sie in Gleichung (5.12)
bereits angegeben wurde. Eine Nullstelle d}: des Interface-Kompatibilitats-Operators
L(dr) entspricht dabei der Losung des gekoppelten Problems.

£(dy) =di —T(dh) =0 (5.26)

Die Anwendung des mehrdimensionalen Newton-Raphson-Verfahrens, wie es in Ab-
schnitt 2.1.5 beschrieben worden ist, fithrt tiber die Taylorreihenentwicklung des In-
terface-Kompatibilitdts-Operators £(dr) um den aktuellen Verschiebungszustand des

Kopplungsrands d(Fk) auf ein lineares Gleichungssystem zur Bestimmung des Verschie-

bungsinkrements:
£@¥y = £@®y 4 £/(d¥y Ad¥ =o. (5.27)

Die Verschiebungen am Kopplungsrand werden mit diesen Inkrementen solange verbes-
sert

dr =d¥ + Adl Y, (5.28)
bis eine Norm des Residuums E(d(rkﬂ)) kleiner als eine vorgegebene Schranke ¢ ist. Die
Tangente £’ (d(Fk)) bezeichnet dabei die Ableitung des Interface-Kompatibilitats-Opera-
tors nach den aktuellen Verschiebungen am Kopplungsrand d(Fk) und wird im Allgemei-
nen als Jacobi-Matrix bezeichnet:

oL(a)y
£'(ay = =8/ (5.29)
aal
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Aufgrund starker Nichtlinearitaten ist es relativ aufwindig die Jacobi-Matrix explizit zu
bestimmen. In ausgeschriebener Form wird deutlich, dass der Interface-Kompatibilitéats-
Operator neben den Nichtlinearitéten des Fluid-Operators (Konvektion, Stabilisierung)
und des Struktur-Operators (groe Verschiebungen) zusétzliche nichtlineare Terme aus
der Verschiebung des Fluidgebiets enthalt:

L=dr— S(f(up,/\/(dp))). (5.30)

Zur Losung des linearen Gleichungssystems fiir Ad(FkH)

/@y Aaft = — @y (5.31)

kann ein iteratives Losungsverfahren verwendet werden. Diese innere Iteration mit dem
Zahler [ wird abgebrochen, wenn eine Norm des Residuums des Gleichungssystems (5.31)
kleiner als eine vorgeschrieben Schranke ¢ ist:

IRV <e, RUGY = £(dP) + £/(@P) (aald)Y. (5.32)

Wird fiir diese Iteration ein Krylow-Unterraum-Verfahren verwendet, ist es nicht er-
forderlich die Jacobi-Matrix explizit aufzustellen. Es geniigt, die Wirkung der Jacobi-
Matrix auf einen Vektor z in Form des Matrix-Vektor-Produkts £’ (d%k))z auszuwerten.

Der komplette Ablauf des Newton-Krylow-Verfahrens ist in Abbildung 5.14 dargestellt.
Dabei wurden die Details der inneren Iteration ausgespart und nur die iterative Verbes-

serung von (Ad(FkH))(lH) durch ein Krylow-Verfahren angedeutet.

Basierend auf dem vorgestellten Ansatz, das gekoppelte Problem mit dem Newton-
Raphson-Verfahren zu 16sen, wurde eine Reihe von Verfahren entwickelt, die sich haupt-
sachlich in der Behandlung der Jacobi-Matrix unterscheiden. Bei den meisten der heute
verwendeten Verfahren wird die Jacobi-Matrix entweder approximiert aufgestellt oder
nur implizit verwendet. Bei einer Approximation geht dabei im Vergleich zu einer exak-
ten Jacobi-Matrix die quadratische Konvergenz verloren. Die gebrauchlichsten Methoden
werden in den folgenden Abschnitten kurz vorgestellt.

Exakte Jacobi-Matrix

Trotz des groflen Aufwands, die Jacobi-Matrix des Interface-Kompatibilitats-Operators
explizit aufzustellen, wird dieses Vorgehen u.a. von DETTMER (2004), FERNANDEZ UND
MOUBACHIR (2005) und BARCELOS U. A. (2006) verwendet. Das resultierende Verfahren
wird von allen genannten Autoren als sehr robust und effizient beschrieben; durch ei-
ne konsistente Linearisierung bleibt die quadratische Konvergenz des Newton-Raphson-
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Abbildung 5.14: Ablaufdiagramm zum Newton-Krylow-Verfahren.

Verfahrens erhalten. Dadurch konvergiert die Newton-Raphson-Iteration in den meisten
Fallen in weniger Schritten als z.B. ein Block-Gauf-Seidel-Verfahren mit Relaxation.
FERNANDEZ UND MOUBACHIR (2005) stellen in diesem Zusammenhang fest, dass die
Genauigkeit der Jacobi-Matrix einen ,drastischen“ Einfluss auf die Konvergenz der New-
ton-Raphson-Iteration hat.

Jedoch merken die Autoren an, dass einerseits die Herleitung und Implementierung
der Newton-Krylow-Verfahren mit exakter Jacobi-Matrix sehr langwierig ist (DETTMER
UND PERIC 2006), andererseits auch der numerische Aufwand in jeder Iteration so grof3
ist, dass fiir schwach gekoppelte Probleme die Rechenzeiten langer sind als mit Block-
GauB-Seidel-Verfahren (BARCELOS U. A. 2006).
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Diagonale Jacobi-Matrix

Werden die Nebendiagonalblocke der Jacobi-Matrix, d.h. die Ableitung des Fluid-Ope-
rators nach den Struktur-Variablen und umgekehrt, zu null gesetzt, vereinfacht sich das
Matrix-Vektor-Produkt zu E’(dgﬂ))z = z (SCHMIDBERGER 2006). Fiir die Bestimmung
des Verschiebungsinkrements mit dem Newton-Raphson-Verfahren (vgl. Gl. (5.27)) folgt
daraus:

£/(d) AdY = —£(d)
AdY = s(F (P Mal)) ) - a (5.33)
a5 (F (P M@l)).

Dies entspricht der Fixpunkt-Iterations-Vorschrift (5.10) und damit auch dem Block-
Gauf3-Seidel-Verfahren. Das Block-GauB3-Seidel-Verfahren kann also auch als Newton-
Krylow-Verfahren interpretiert werden, bei dem die Kopplungsterme, d.h. die Neben-
diagonalblocke, vernachlassigt werden.

Approximation durch Finite Differenzen

Eine weitere Moglichkeit das Aufstellen der exakten Jacobi-Matrix zu vermeiden, ist die
Approximation des Matrix-Vektor-Produkts £’ (d(Fk))z durch Finite Differenzen erster
(MATTHIES UND STEINDORF 2003) oder zweiter Ordnung:

(k) . (k) (k)y (k)
/j’(d(rk))z ~ E(dr +“? E(dr ) _ T(dr ) T((ZF + Kz) + Kz (5.34)

LAY + kz) — LAY — kz)
2K ‘

(5.35)

Bei der Implementierung der Finiten Differenz erster Ordnung (5.34) kann berticksichtigt
werden, dass der Ausdruck T(d(rk)) bereits fiir die Berechnung des Residuums im linea-
ren Gleichungssystem (5.27) ausgewertet wurde. Fiir die Bestimmung des zweiten Aus-
drucks T(d(rk) +Kz) ist eine weitere komplette Berechnung des Fluid-Struktur-Operators
erforderlich, die eine vollstandige nichtlineare Losung des Fluid- und des Strukturfelds
erfordert. Dieser recht hohe Aufwand, der in jeder Iteration des Krylow-Verfahrens zur
Losung des linearen Gleichungssystems in der Newton-Iteration erforderlich ist, kann
nach SCHMIDBERGER (2006) reduziert werden, indem bei der Losung des Fluids nur
ein Schritt der nichtlinearen Iteration berechnet wird. Die ungenauere Approximation
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verschlechtert die Konvergenz des Newton-Krylow-Verfahrens, jedoch werden mit dieser
,beschleunigten Finiten Differenz“ geringere Rechenzeiten erzielt.

Die Lange der Finiten Differenz x muss in der Regel vom Anwender vorgegeben werden.
Die Wahl ist stark problemabhéangig und hat einen sehr grofien Einfluss auf die Konver-
genzgeschwindigkeit des Krylow-Verfahrens und damit auf die Effektivitat der gesamten
Methode.

STEINDORF (2002) verwendet die Approximation durch Finite Differenzen erster Ord-
nung fiir die einzelnen Blocke der Jacobi-Matrix und zeigt, dass das approximative
Newton-Krylow-Verfahren seine quadratische Konvergenzeigenschaft behélt, sofern die
Einzelfeldloser quadratisch konvergieren.

Approximation mit reduziertem Fluid-Problem

GERBEAU UND VIDRASCU (2003) haben ein Verfahren vorgestellt, bei dem sie versu-
chen, die fiir die Kopplung entscheidenden Aspekte des Fluids, d.h. den ,added mass“-
Effekt, in der Jacobi-Matrix zu beriicksichtigen, aber gleichzeitig die komplizierten Nicht-
linearitaten zu vernachlassigen. Sie verwenden zum Aufstellen der Jacobi-Matrix ein re-
duziertes, lineares Fluidmodell, in dem sie die konvektiven Anteile vernachlassigen und
ein reibungsfreies, gewichtsloses Fluid annehmen. Auflerdem setzen sie voraus, dass das
Fluidgebiet in seiner aktuellen Lage ortsfest ist und die Struktur in ihrem aktuellen
Zustand linearisiert wird. Nach Elimination der Geschwindigkeiten u muss nur noch die
skalare Poisson-Gleichung auf dem Fluidgebiet gelost werden.

DEPARIS (2004) stellt ein &hnlich reduziertes Modell vor, bei dem er auch die Lage
des Fluidgebiets festhalt, aber Struktur und das vollstandige Fluidmodell im aktuellen
Zustand linearisiert. Die so aufgestellte Approximation der Jacobi-Matrix ist genauer
als im vorherigen Modell, erfordert aber auch einen grofleren numerischen Aufwand.
Vergleichend stellt DEPARIS (2004) fest, dass das reduzierte Modell von GERBEAU UND
VIDRASCU (2003) eine grobere Approximation der Tangente darstellt und dadurch mehr
Newton-Iterationen benotigt, die aber jeweils so schnell sind, dass in allen Fallen dieses
Verfahren weniger Rechenzeit benotigt. Mit der genaueren Jacobi-Matrix jedoch kann
das Verfahren in manchen Fallen robuster sein und zu besseren Ergebnissen fiihren.

Nach GERBEAU UND VIDRASCU (2003) eignen sich diese Ansétze sehr gut, um die Jaco-
bi-Matrix des Fluid-Struktur-Problems zu approximieren. Die Verfahren haben sich bei
allen untersuchten Problemstellungen sehr robust verhalten und waren effizient. Jedoch
eignen sie sich nur bedingt fiir den Einsatz mit modularen Einfeldlosern. Es konnen zwar
vorhandene und bewahrte Loser fiir Fluid und Struktur bei der Berechnung des Resi-
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duums eingesetzt werden, jedoch ist ein weiterer Loser erforderlich, der z.B. die skalare
Poissongleichung auf dem aktuellen Fluidgebiet 16st.

Approximation mit konstruiertem Fluid-Modell

Einen etwas anderen Ansatz, bei dem keinerlei Eingriff in die verwendeten Fluid- und
Struktur-Loser erforderlich ist, wahlt VIERENDEELS (2005, 2006). Der Autor verwendet
die Reaktionen auf Druck- und Verschiebungsmoden aus vorangegangenen Iterationen,
um ein ,reduced order“-Modell fiir Fluid und Struktur aufzubauen. Die Jacobi-Matri-
zen dieses reduzierten Modells werden dann verwendet, um die implizite Kopplung der
partitionierten Loser herzustellen. Zu Beginn werden in jedem Zeitschritt zwei Block-
GauB-Seidel-Iterationen benotigt, bevor das reduzierte Modell aus dem ersten Mode
konstruiert werden kann.

Nach VIERENDEELS U. A. (2007) lasst sich dieses Verfahren auf der Basis von vorhan-
denen Einzelfeldlosern sehr leicht umsetzen. Fiir die im genannten Artikel vorgestellten
Beispiele zeigt die Methode ein gutes Konvergenzverhalten, vergleichbar mit anderen
Newton-Krylow-Verfahren.

Jacobi-freies Verfahren

Ein Verfahren, das ohne eine direkte Approximation der Jacobi-Matrix auskommt haben
MICHLER U. A. (2005) vorgestellt. Die allgemeine Theorie der Jacobi-freien Newton-
Krylow-Verfahren ist u.a. in KNOLL UND KEYES (2004) zu finden.

Um Informationen aus den vorangegangenen Iterationen wiederzuverwenden, wenden
MICHLER U. A. (2005) Fixpunkt-Verfahren als Vorkonditionierer fiir ein Newton-Kry-
low-Verfahren (GMRES) an. Dabei kann die GMRES-Beschleunigung auf Freiheitsgrade
am Kopplungsrand beschréankt werden, was laut der Autoren effizienter sein soll als die
Anwendung eines Newton-Krylow-Verfahrens auf das gesamte monolithische System.
AuBerdem kann durch die Wiederverwendung von Krylow-Vektoren in nachfolgenden
Newton-Iterationen oder auch Zeitschritten erheblich Rechenaufwand eingespart wer-
den (MICHLER 2005). Dies geht jedoch auf Kosten der Robustheit des Verfahrens. Durch
eine Fehler-Vergroflerungs-Analyse haben MICHLER U. A. (2006) gezeigt, dass das Ver-
fahren mit einer Wiederverwendung der Krylow-Vektoren in manchen Fallen divergiert.
Bei Verzicht auf die Wiederverwendung zeigt die Methode monotone Konvergenz.
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5.6 lterativ gestaffelte Losungsverfahren

Bewertung

Im Allgemeinen zeichnet die Newton-Krylow-Verfahren eine schnellere Konvergenz als
bei den Block-Iterations-Verfahren aus. Dabei ist aber jeder einzelne Iterationsschritt
numerisch aufwandiger, da zusatzlich zur Berechnung des Residuums die Jacobi-Ma-
trix aufgestellt bzw. ausgewertet und ein lineares Gleichungssystem gelost werden muss.
Fiir schwach gekoppelte Probleme, bei denen auch Block-Iterations-Verfahren nur eine
geringe Anzahl an Iterationen benoétigen, lohnt sich der Einsatz von Newton-Krylow-
Verfahren nicht, da die in diesen Fallen nur geringe Reduktion der benotigten Iteratio-
nen den hoheren Aufwand pro Iteration nicht ausgleichen kann. Erst bei physikalisch
stark gekoppelten Problemstellungen fiihrt die schnellere Konvergenz auf eine insgesamt
geringere Rechenzeit.

5.6.4 Weitere Kopplungsverfahren

Semi-lmplizite Verfahren

Bei den semi-impliziten Verfahren werden die Fluidgleichungen mit einem Projektions-
Verfahren gelost, bei dem die Drucklosung vom restlichen Operator entkoppelt wird. Da-
durch ist es bei der Kopplung mit der Struktur mdéglich, den viskosen und konvektiven
Anteil des Fluids nur einmal pro Zeitschritt zu losen, den Druck aber iterativ zu behan-
deln bis Konvergenz zwischen Fluid und Struktur erreicht wird (BADIA UND CODINA
2007). Durch die implizite Kopplung des Drucks wird die ,artificial added mass“-Instabi-
litdt vermieden. FERNANDEZ U. A. (2007) haben die bedingte Stabilitdt des Verfahrens
bewiesen.

Robin-Kopplungs-Bedingungen

BADIA U. A. (2008) schlagen eine neue Klasse von Verfahren vor, die auf einer Robin-Par-
titionierung anstelle der klassischen Dirichlet-Neumann-Partitionierung basieren. Dabei
wird das partitionierte System mit einem relaxierten Block-Gauf-Seidel-Verfahren ge-
16st, wobei auf die Einzelfeld-Loser Robin-Randbedingungen (Linearkombinationen aus
Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen) aufgebracht werden. Fiir bestimmte Werte
der Koeffizienten der Robin-Randbedingung ergibt sich z.B. die Dirichlet-Neumann-Par-
titionierung als Sonderfall der Robin-Verfahren. Nach Aussage der Autoren konvergiert
das Robin-Neumann-Verfahren in allen Féllen auch ohne Relaxation und unabhéngig
vom ,added mass“-Effekt. Jedoch ist die Konvergenz stark von der Wahl der Koeffizien-
ten in der Robin-Randbedingung abhangig.
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5 Kopplung von Fluid und Struktur

5.7 Vergleich der Kopplungsverfahren

In diesem Abschnitt wird eine Auswahl der vorgestellten Verfahren hinsichtlich ihrer
Konvergenzgeschwindigkeit und der benotigten Rechenzeit verglichen. Da fiir den An-
wender die Rechenzeit (und damit auch die Kosten fiir die Hardware-Nutzung) neben
der Stabilitat und Genauigkeit eines Verfahrens bei der Entscheidung, ob eine Simulation
durchfiihrbar ist, eine wichtige Rolle spielt, sollte diese bei entsprechenden Vergleichen
neben der Iterationsanzahl immer mitberiicksichtigt werden.

Im Folgenden werden die ersten 20 Zeitschritte der numerischen Simulation des in Ab-
schnitt 5.4 beschriebenen Problems fiir verschiedene Massendichten der Struktur mit
unterschiedlichen Verfahren berechnet. Dabei wird aus den drei groflen Gruppen der
einfach gestaffelten Verfahren, Block-Iterations-Verfahren und Newton-Krylow-Verfah-
ren jeweils eine etablierte Methode ausgewahlt und zusatzlich ein Verfahren mit Grob-
Gitter-Pradiktor beriicksichtigt. Verglichen werden fiir diese Verfahren die durchschnitt-
lich benétigten Iterationen und Rechenzeiten zur Losung eines Zeitschritts. Alle Berech-
nungen in diesem Abschnitt wurden auf einem Athlon 64 X2 4800+ Prozessor mit 2.5
GHz durchgefiihrt.

5.7.1 Sequenziell gestaffeltes Verfahren

Aus der Klasse der einfach gestaffelten Verfahren wird das sequenziell gestaffelte Ver-
fahren (siche Abschnitt 5.5.2) ausgewahlt, da es durch den zusétzlichen Austausch von
Kopplungsinformationen genauere Ergebnisse liefert als das parallel gestaffelte Verfah-
ren.

Da bei den einfach gestaffelten Verfahren keine Iteration iiber die gekoppelten Felder
ausgefiihrt wird, sondern jedes Feld nur einmal gelost wird, ist die Konvergenzgeschwin-
digkeit und auch die Rechenzeit kein aussagekraftiges Kriterium fiir einen Vergleich.
Vielmehr sind die Genauigkeit des Verfahrens und die Frage, ob und wann eine In-
stabilitat aufgrund des artificial added mass“-Effekts auftritt, entscheidend. Fiir das
gewihlte Beispiel tritt fiir eine Massendichte der Struktur von ps = 5,0 kg/m?, d.h. eine
sehr starke Kopplung, die Instabilitat bereits im dritten Zeitschritt und fiir ps = 50,0
kg/m? im siebten Zeitschritt auf. Nur fiir eine schwache Kopplung von Fluid und Struk-
tur mit ps = 500,0 kg/m? lassen sich die ersten 20 Zeitschritte stabil berechnen. Dabei
werden im Durchschnitt 19,75 s pro Zeitschritt fiir die Losung der Netzverschiebung,
des Fluids und der Struktur benotigt.

Wie sich in diesem einfachen Beispiel auch zeigt, sind einfach gestaffelte Verfahren bei
der Kopplung von leichten Strukturen mit inkompressiblen Stréomungen in den meisten
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5.7 Vergleich der Kopplungsverfahren

ps = 5,0 kg/m?®  ps =50,0 kg/m*®  ps = 500,0 kg/m?

Iterationen pro Zeitschritt 16,3 7,0 3,9
Rechenzeit pro Zeitschritt [s] 252,47 113,65 58,03

Tabelle 5.3: Durchschnittlich benétige Anzahl an Iterationen und Rechenzeit fiir einen
Zeitschritt mit dem Block-Gaufl-Seidel-Verfahren und Aitken-Relaxation.

Fallen instabil und werden daher, wie bereits im Abschnitt 5.5.4 beschrieben, in dieser
Arbeit nicht verwendet.

5.7.2 Block-GauB-Seidel-Verfahren

Das Block-Gauf3-Seidel-Verfahren einschliellich Bestimmung des Relaxationsparameters
mit der Aitken-Methode hat sich in vielen Untersuchungen im Vergleich zu anderen
Block-Iterations-Verfahren oder anderen Relaxationsmethoden als schnellstes Verfahren
durchgesetzt. Es konvergiert in diesem Beispiel auch fiir das ungiinstigste Massenver-
haltnis von ps = 5,0 kg/m?, wobei jedoch der von CAUSIN U. A. (2005) beschriebene
Einfluss des ,artificial added mass“-Effekts auf die Konvergenz deutlich zu erkennen ist
(Tabelle 5.3). So werden fiir eine Massendichte von ps = 5,0 kg/m® im Durchschnitt
mehr als viermal so viele Iterationen benétigt wie fiir eine Dichte von ps = 500,0 kg/m?3.

In der benotigten Rechenzeit zeigt sich der grofle Nachteil der iterativ gestaffelten Ver-
fahren. Fiir stark gekoppelte Probleme benoétigt das Block-Gaufl-Seidel-Verfahren mehr
als 13-mal so viel Zeit wie ein (nur fiir schwache Kopplung stabiles) einfach gestaffeltes
Verfahren. Dieser sehr grofie numerische Aufwand, um die kinematische Kontinuitét am
Kopplungsrand sicherzustellen, ist eine wichtige Motivation fiir den Einsatz von stabi-
lisierten, einfach gestaffelten Verfahren und die Entwicklung von effizienteren iterativen
Verfahren.

5.7.3 Grob-Gitter-Pradiktor

Der Einsatz eines Grob-Gitter-Pradiktors ist eine Moglichkeit, den numerischen Auf-
wand der iterativ gestaffelten Verfahren zu reduzieren. Die Bereitstellung eines zweiten
Netzes bereitet zwar bei der Implementierung einen zusatzlichen Aufwand, ist jedoch
die zweite Diskretisierung aufgestellt, kann ein vorhandener Loser ohne weitere Anpas-
sungen darauf angewendet werden. Fiir dieses Beispiel wurde auf beiden Gittern das
Block-Gau$3-Seidel-Verfahren mit Aitken-Relaxation angewendet, auf dem groben Netz
zusatzlich ein Pradiktor zweiter Ordnung.
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5 Kopplung von Fluid und Struktur

ps = 5,0 kg/m?®  ps =50,0 kg/m*®  ps = 500,0 kg/m?

Iterationen (grob) pro Zeitschritt 15,7 6,8 3,7
Iterationen (fein) pro Zeitschritt 10,6 5,9 3,5
Rechenzeit pro Zeitschritt [s] 173,75 92,37 54,11

Tabelle 5.4: Durchschnittlich benotige Anzahl an Iterationen und Rechenzeit fiir einen
Zeitschritt mit dem Block-Gauf-Seidel-Verfahren, Aitken-Relaxation und
Grob-Gitter-Préadiktor.

In den gemittelten Ergebnissen in Tabelle 5.4 zeigt sich, dass auf dem groben Gitter un-
gefahr so viele Iterationen bendtigt werden wie beim Block-GauB3-Seidel-Verfahren ohne
Grob-Gitter-Pradiktor (Tabelle 5.3). Auf dem feinen Gitter jedoch werden aufgrund
des sehr genauen Pradiktors deutlich weniger Iterationen bendétigt. Da die Grob-Gitter-
Iterationen vom numerischen Aufwand kaum ins Gewicht fallen, tibertragt sich diese
Einsparung direkt auf die Rechenzeit.

In Abbildung 5.15 sind die benétigten Iterationen und die aufsummierte Rechenzeit fiir
die ersten 20 Zeitschritte fiir alle drei untersuchten Massendichten angegeben. Dabei
bezeichnen die durchgezogenen Linien die Rechnung mit und die gestrichelten Linien
die Rechnung ohne Grob-Gitter-Préadiktor (CGP). In den linken Diagrammen gibt die
diinne Linie jeweils die benotigten Iterationen auf dem groben Gitter an.

In Abbildung 5.15 (a), d.h. fiir ps = 5,0 kg/m?, sind die Unterschiede in der Ttera-
tionsanzahl am grofiten. Man kann deutlich erkennen, dass mit Grob-Gitter-Pradiktor
auf dem groben Netz (diinne Linie) dhnlich viele Iterationen bendtigt werden wie ohne
Grob-Gitter-Pradiktor (gestrichelte Linie). Auf dem feinen Gitter werden jedoch mit
Grob-Gitter-Pradiktor (dicke, durchgezogene Linie) grundsatzlich weniger Iterationen
benotigt als ohne Grob-Gitter-Pradiktor. Dieses Verhalten ist fiir die beiden anderen
Massendichten gleich, ist aber aufgrund der geringen Unterschiede in der Anzahl der
[terationen nicht so deutlich zu erkennen.

Die Einsparung in der Rechenzeit, die aus dieser Reduzierung der Iterationsanzahl folgt,
lasst sich in den rechten Diagrammen ablesen. Hier ist die Gesamtrechenzeit, aufsum-
miert fiir die ersten n Zeitschritte, aufgetragen. Nach 20 Zeitschritten fiithrt dies fiir
ps = 5,0 kg/m?3 auf eine Reduzierung der Rechenzeit um 31,2 %, fiir ps = 50,0 kg/m?
um 18,7 % und fiir ps = 500,0 kg/m? noch um 6,8 %. Positiv zu bemerken ist dabei,
dass die Einsparung grofler wird je stiarker die Kopplung des Problems ist, d.h. ins-
besondere in den Féllen, in denen iterativ gestaffelte Verfahren einen besonders hohen
numerischen Aufwand haben, kann die Rechenzeit durch die Verwendung eines Grob-
Gitter-Pradiktors erheblich reduziert werden.
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(c) ps = 500 kg/m

: Vergleich der bendtigten Iterationen und aufsummierten Rechenzeit in
den ersten 20 Zeitschritten fiir das Block-Gauf}-Seidel-Verfahren mit
und ohne Grob-Gitter-Pradiktor.
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5 Kopplung von Fluid und Struktur

ps = 5,0 kg/m?®  ps =50,0 kg/m*  ps = 500,0 kg/m?

Iterationen pro Zeitschritt 3,3 2,9 2
Rechenzeit pro Zeitschritt [s] 258,78 144,62 90,93

Tabelle 5.5: Durchschnittlich benétige Anzahl an Iterationen und Rechenzeit fiir einen
Zeitschritt mit dem Newton-Krylow-Verfahren mit Finiter Differenz.

5.7.4 Newton-Krylow-Verfahren mit Finiter Differenz

Mit den vorher beschriebenen Verfahren wird abschliefend ein Newton-Krylow-Verfah-
ren verglichen, bei dem das Matrix-Vektor-Produkt mit der Jacobi-Matrix durch eine
Finite Differenz erster Ordnung approximiert wird. Dabei wurde die von SCHMIDBER-
GER (2006) vorgeschlagene ,beschleunigte Finite Differenz* verwendet, bei der fiir die
Berechnung der Finiten Differenz die Fluidlosung nicht auskonvergiert wird. Dadurch
lassen sich in der Regel geringere Rechenzeiten erzielen, obwohl die Konvergenz etwas
langsamer wird.

Die Iterationsanzahlen in Tabelle 5.5 zeigen deutlich die hervorragende Konvergenz der
Newton-Krylow-Verfahren. Selbst fiir den stark gekoppelten Fall mit ps = 5,0 kg/m?
werden im Durchschnitt nicht viel mehr als drei Iterationen benotigt. In der Rechenzeit
ldsst sich aber auch der Nachteil der Methode erkennen. Selbst bei nur 3,3 Iterationen
braucht das Newton-Krylow-Verfahren genauso lange zum Losen eines Zeitschritts wie
das Block-Gauf-Seidel-Verfahren bei 16,3 Iterationen. Fiir die weniger stark gekoppel-
ten Falle benotigt das Newton-Krylow-Verfahren sogar deutlich mehr Rechenzeit als das
Block-Gauf-Seidel-Verfahren, da die Iterationsanzahl nicht so stark reduziert werden
kann. Selbst wenn berticksichtigt wird, dass die hier zu Vergleichszwecken verwende-
te Implementierung des Newton-Krylow-Verfahrens nicht auf die Rechenzeit optimiert
wurde und andere Varianten als die Approximation mit einer Finiten Differenz teilwei-
se noch effizienter sind, kann abschliefend gesagt werden, dass sich der Einsatz von
Newton-Krylow-Verfahren zur partitionierten Losung von gekoppelten Problemen bei
schwach gekoppelten Problemen in der Regel nicht lohnt. Erst bei einer starken Kopp-
lung kann im Vergleich zu einem Block-Gauf-Seidel-Verfahren Rechenzeit eingespart
werden.
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Numerische Beispiele

Im abschlieBenden Kapitel dieser Arbeit werden anhand von drei numerischen Beispielen
die Einsatzmoglichkeiten einer effizienten Implementierung zur Losung von Fluid-Struk-
tur-Wechselwirkungs-Problemen exemplarisch gezeigt. Dafiir wurden dreidimensionale
Problemstellungen ausgesucht, bei denen die flexible Struktur vom Fluid umstromt wird
und daher in der Simulation ein relativ grofles Fluidgebiet bendtigt wird, um alle Stro-
mungseffekte im Umfeld und Nachlauf der Struktur zu erfassen. Wird dieses Gebiet so
fein diskretisiert, dass alle Gradienten, besonders im Randschichtbereich, ausreichend ge-
nau abgebildet werden konnen, ergeben sich bis zu einer Million und mehr Freiheitsgrade.
Um das transiente Verhalten von Fluid-Struktur-Wechselwirkungs-Problemen abzubil-
den, muss das aus der Diskretisierung des Fluids stammende grofle Gleichungssystem
in mehreren Hundert bis Tausend Zeitschritten wiederholt aufgestellt und gelost wer-
den. Aufgabenstellungen dieser Groflenordnung lassen sich auf gewohnlichen Computern
nicht mehr 16sen und gehoren in den Bereich des Hochleistungsrechnens.

Die im Folgenden vorgestellten Beispiele wurden alle auf dem parallelen Vektorcompu-
ter NEC SX-8 am Hochstleistungsrechenzentrum der Universitat Stuttgart berechnet.
Dabei wurden pro Rechnung vier Knoten, d.h. insgesamt 32 Prozessoren verwendet und
maximal 48 Stunden ,wall-clock time* (Echtzeit).

6.1 Gebaude mit starrem Dach

Die ersten beiden Beispiele sind einer Problemstellung von HUBNER (2003) nachempfun-
den, die auch schon von WUCHNER (2007) aufgegriffen worden ist. In diesen Arbeiten
wird eine zweidimensionale Reprasentation, d.h. ein Langsschnitt eines quaderférmigen
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6 Numerische Beispiele

Gleit-Randbedingung

Einstromung

75,0 m

Haft-Randbedingung

10,0 m

x 45,0 m

Abbildung 6.1: Gebiaude mit starrem Dach: Geometrie und Randbedingungen.

Gebaudes mit Membrandach untersucht. Im Rahmen dieser Arbeit wird diese Problem-
stellung erweitert und in drei Dimensionen untersucht. Zunéchst erfolgt in diesem Ab-
schnitt eine Untersuchung des quaderformigen Gebaudes mit einem starren Dach als
reines Fluid-Problem. Im folgenden Abschnitt wird das flexible Membrandach und da-
mit die Fluid-Struktur-Wechselwirkung beriicksichtigt.

In Abbildung 6.1 ist das 150 m x 100 m x 75 m grofle Fluidgebiet dargestellt. Das
10 m x 10 m x 5 m grofle Gebaude wird durch eine Aussparung und entsprechende
Randbedingungen beriicksichtigt.

6.1.1 Diskretisierung

Die Materialparameter des Newton’schen Fluids werden gemaf HUBNER (2003) gewéhlt:
Ve = 0,08 m*/s, pr = 1,25 kg/m®. (6.1)

Diskretisiert wird das Gebiet mit 8-knotigen Hexaeder-Elementen mit linearen Ansatz-
funktionen fiir die Geschwindigkeiten und den Druck. Dabei wird eine SUPG/PSPG-
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6.1 Gebaude mit starrem Dach

A

A 4

Abbildung 6.2: Gebdude mit starrem Dach: Grobes Netz in zwei Ansichten.

Stabilisierung verwendet, wie sie in Abschnitt 2.2.3 beschrieben ist. Um das erforderli-
che feine Netz erzeugen zu konnen, wird zunéchst im Praprozessor ein grobes Netz mit
2.547 Elementen erzeugt. Dabei wird eine Konzentration der Elemente im Bereich des
Gebaudes beriicksichtigt, um dort auftretende Gradienten mit kleineren Elementen bes-
ser abbilden zu kénnen. Das grobe Netz ist in zwei Ansichten in Abbildung 6.2 gezeigt.
Auf dem Hochleistungsrechner wird diese grobe Diskretisierung in jede Richtung mit
dem Faktor fiinf verfeinert, um ein ausreichend feines Netz fiir die Stromungssimulation
zu erhalten. Die Details zu beiden Diskretisierungen sind in Tabelle 6.1 angegeben.

Fir die Diskretisierung in der Zeit wird das BDF2-Verfahren mit einem Zeitschritt
At = 0,01 s verwendet.

6.1.2 Randbedingungen

Die Randbedingungen fiir die Stromung sind in Abbildung 6.1 dargestellt. Auf der Rand-
flache x = 0,0 m wird eine Einstromung fiir die Geschwindigkeit in x-Richtung vorgege-
ben:

Uy (z,t) = 100,0 m/s - @ (t) - u,(2) (6.2)

Feld  Diskretisierung Knoten Elemente Freiheitsgrade

Fluid grob 3.180 2.547
fein 333.396 318.375 1.333.584

Tabelle 6.1: Gebaude mit starrem Dach: Diskretisierungen.
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Abbildung 6.3: Gebaude mit starrem Dach: rdumliche (links) und zeitliche (rechts) Ver-
anderung der Einstrom-Randbedingung.

Diese variiert exponentiell in z-Richtung und sinusformig in der Zeit:

i, (2) = <£—0>0’22 W (t) = (sin (7r <5f0 - 0,5)) + 1) 0,5 (6.3)

Die Verldufe fiir die rdumliche #,(z) und zeitliche #(¢) Verdnderung der Einstrom-
Randbedingung sind in Abbildung 6.3 gezeigt. Ab ¢ = 5,0 s bleibt der Faktor fiir die
zeitliche Verdnderung konstant ,(t) = 1,0.

Die maximale Einstromgeschwindigkeit ergibt sich bei z = 75,0 m und ab ¢ = 5,0 s zu
71,26 m/s. Mit der Lange des Gebdudes | = 10 m als Langenmaf} folgt hieraus eine
Reynoldszahl von Re ~ 8900.

An der Unterseite des Fluidgebiets (z = 0,0 m) und an den fiinf Flachen des Gebéau-
des wird eine Haft-Randbedingung (,no-slip“) vorgegeben, wihrend an den drei tibrigen
Langsseiten, die eine kiinstliche Begrenzung des Rechengebiets darstellen, Gleit-Rand-
bedingungen (,slip“) angenommen werden. Am Ausstromrand (z = 150,0 m) werden
keine Randbedingungen (,do-nothing“) vorgegeben.

6.1.3 Ergebnisse

Bei der Simulation der beschriebenen Problemstellung sind im Durchschnitt in jedem
Zeitschritt vier Newton-Raphson-Iterationen zur Losung des nichtlinearen Fluidpro-
blems erforderlich. Auf 32 Prozessoren des SX-8-Vektorrechners konnen in 48 Stunden
ywall-clock time® ungefahr 1.500 Zeitschritte, d.h. 15 s Simulationszeit berechnet wer-
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Abbildung 6.4: Gebaude mit starrem Dach: zeitliche Veranderung des Fluid-Drucks in
Dachmitte (x = [50,0; 50,0; 5,0]T m).

den. Dabei wurde zur Losung der linearen Gleichungssysteme ein GMRES-Verfahren
mit der Unterraumgrofle 80 und einer BILU-Vorkonditionierung verwendet.

Qualitativ zeigt diese Simulation dieselben Phédnomene, wie von HUBNER (2003) fir
den 2-D-Fall beschrieben. Da jedoch die Eingangsparameter an die dreidimensionale
Betrachtungsweise angepasst werden mussten, weichen die Ergebnisse quantitativ von
der Referenzlosung ab. In Abbildung 6.4 ist der Zeitverlauf des Fluiddrucks in der Mitte
des starren Dachs aufgetragen. Wahrend der ersten 5,0 s, in denen die Stromung von
der Ruhelage aus bis zur maximalen Einstrom-Bedingung beschleunigt wird, wirkt ein
positiver Druck von maximal ca. 4.000 N/m? auf das Membrandach. Ist die maximale
Stromungsgeschwindigkeit bei 5,0 s erreicht, wirkt ein Sog auf das Dach, dessen Wert

unregelmiflig zwischen ungefahr —500 und —1.000 N/m? schwankt.

Das Druckfeld in der Schnittebene y = 50,0 m in der Umgebung des Gebaudes (Abbil-
dung 6.5) zeigt die Ursache fiir diesen Verlauf. Wahrend an der linken Wand und im
vorderen Bereich des Dachs das Druckfeld tiber die Zeit nahezu unveranderlich bleibt,
l16sen sich an der Hinterkante des Gebaudes Wirbel ab. Diese verweilen zunachst hinter
dem Gebaude bis sie eine gewisse Grofle erreicht haben und dann stromabwérts trans-
portiert werden. Der Druckverlauf auf dem Gebaudedach wird durch diese Wirbel aber
nur im rechten Bereich leicht beeinflusst.
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Abbildung 6.5: Gebaude mit starrem Dach: Momentaufnahmen des Fluid-Drucks in der
Schnittebene y = 50,0 m (Ausschnitt 41,0 m < 2z < 76,0 m und
0,0m < z < 20,0 m).

6.2 Gebaude mit flexiblem Dach

Ausgehend von der Problemstellung fiir das Gebaude mit starrem Dach wird in diesem
Abschnitt untersucht, welche Unterschiede sich in der Fluidstromung und der daraus
resultierenden Belastung auf das Dach des Gebaudes ergeben, wenn ein flexibles Mem-
brandach beriicksichtigt wird. Die Geometrie wird genauso wie in Abbildung 6.1 gewéhlt,
das Dach des Gebaudes (graue Flache) wird nun aber als flexible Struktur mitdiskreti-
siert.
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6.2 Gebaude mit flexiblem Dach

Feld Diskretisierung Knoten Elemente Freiheitsgrade
Struktur grob 16 9

fein 169 144 1.014
Fluid grob 3.180 2.547

fein 172.653 163.008 690.612
ALE grob 144 72

fein 5.577 4.608 16.731
Gesamt  fein 178.399 167.760 708.357

Tabelle 6.2: Gebaude mit flexiblem Dach: Diskretisierungen.

6.2.1 Fluid-Diskretisierung

Da das Fluidgebiet im Bereich des Dachs seine Grofle verandern kann, muss hier eine
ALE-Formulierung verwendet werden. Diese wird auf den Bereich des Fluids zwischen
dem Membrandach und der oberen Berandung des Berechnungsgebiets beschrankt. Die
Netzverschiebung wird in diesem Bereich mit einem Pseudo-Struktur-Ansatz berechnet.
Dabei werden am Kopplungsrand mit der Struktur die Verschiebungen des Membran-
dachs vorgeschrieben und an den anderen Réndern, d.h. an den Randern zum Euler-
Gebiet und am oberen Rand des Berechnungsgebiets keine Verschiebungen zugelassen.

Die Diskretisierung des Fluidgebiets im Raum erfolgt in derselben Weise, wie im Ab-
schnitt 6.1.1 fiir das erste Beispiel beschrieben. Ausgangspunkt ist wieder das grobe
Netz aus Abbildung 6.2. Dieses wird nun mit einem Faktor vier in alle drei Richtungen
verfeinert. Daraus folgt eine feine Diskretisierung mit 163.008 Elementen. Details zur
Grofle der Diskretisierungen von Fluid- und ALE-Gebiet sind in Tabelle 6.2 angegeben.

Die Diskretisierung in der Zeit erfolgt wieder mit dem BDF2-Verfahren, der Zeitschritt
wird jedoch zu At = 0,02 s gewahlt.

6.2.2 Struktur-Diskretisierung

Fir die Beschreibung des Materialverhaltens der Struktur wird nach HUBNER (2003)
ein Saint-Venant-Kirchhoff-Modell mit den folgenden Parametern gewahlt:

Es =1,0-10° N/m?, vs = 0,0, ps = 1000,0 kg/m?. (6.4)
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Die Dicke der Struktur betragt 0,01 m. Daraus folgt fiir das Membrandach ein Lan-
ge/Dicke-Verhéltnis von 1000.

Die Modellierung der diinnen Struktur erfolgt mit einer dreidimensional orientierten 7-
Parameter-Schalenformulierung nach BUCHTER UND RAMM (1992). Fiir die Diskreti-
sierung werden zweidimensionale, dimensionsreduzierte Schalenelemente verwendet, wie
sie z.B. in GEE (2004) beschrieben sind. Zur Vermeidung von unphysikalischen Ver-
steifungseffekten kommen ,enhanced assumed strain“- und ,assumed natural strain‘-
Ansétze zum Einsatz. Ein  scaled director conditioning“ (GEE U. A. 2005) mit dem Fak-
tor 10,0 verbessert zusatzlich die Konditionierung des resultierenden Gleichungssystems.
Das Membrandach wird fiir das grobe Netz mit neun 4-knotigen linearen Schalenelemen-
ten diskretisiert, die bei der Erzeugung des feinen Netzes mit einem Faktor vier in beide
Richtungen unterteilt werden (Tabelle 6.2).

Die Diskretisierung in der Zeit erfolgt mit dem Generalisierten-a-Verfahren mit den
folgenden Parametern:

B=0,25 v =05 am = 0,5 ar = 0,5 (6.5)

Der Zeitschritt wird wie fiir das Fluid zu At = 0,02 s gewéhlt.

6.2.3 Randbedingungen

Fiir das Fluid werden neben den Kopplungsbedingungen am Interface mit dem Mem-
brandach dieselben Randbedingungen wie fiir das starre Dach verwendet (sieche Ab-
schnitt 6.1.2). Die Struktur ist an allen vier Rédndern unverschieblich gelagert, d.h. die
drei Verschiebungskomponenten sind gleich null, Rotationen jedoch moglich.

6.2.4 Kopplung

Um die Kopplung zwischen der Fluidstromung und der flexiblen Struktur implizit zu be-
riicksichtigen, wird in diesem Beispiel ein Block-Gauf3-Seidel-Verfahren (Abschnitt 5.6.1)
verwendet. Es kommt ein Priadiktor nullter Ordnung nach Gleichung (5.13) zum Ein-
satz und der Relaxationsparameter wird in jeder Iteration nach dem Aitken-Verfahren
berechnet. Die Iteration iiber die beiden physikalischen Felder wird beendet, wenn fol-
gendes Abbruchkriterium erfillt ist:
k41
Ll PR (6.6)

Teq
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Abbildung 6.6: Gebaude mit flexiblem Dach: zeitliche Veranderung des Fluiddrucks p
in Dachmitte (x = [50,0; 50,0; 5,0]T m).

6.2.5 Ergebnisse

Zur Losung des gekoppelten Problems werden im Durchschnitt nur vier Iterationen
iiber die beiden physikalischen Felder benotigt. Jede Losung des Fluidfelds erfordert zu
Beginn der Simulation drei, im spateren Verlauf etwa sechs bis acht Newton-Raphson-
Iterationen. Die resultierenden linearen Gleichungssysteme werden mit einem GMRES-
Verfahren mit der Unterraumgrofie 120 und einer BILU-Vorkonditionierung gelost. Fiir
den nichtlinearen Strukturloser steigt die Anzahl der Newton-Raphson-Iterationen im
Laufe der Simulation von drei auf sechs.

Aufgrund der impliziten Erfiillung der Kopplungsbedingungen mithilfe der Iteration iiber
die Felder ist die Fluid-Struktur-Wechselwirkungs-Simulation deutlich zeitaufwéandiger
als die reine Fluid-Simulation aus Abschnitt 6.1. Zur Berechnung der in diesem Beispiel
verwendeten 600 Zeitschritte (12 s Simulationszeit) sind auf 32 Prozessoren des SX-8-
Vektorrechners zweimal 48 Stunden ,wall-clock time“ erforderlich.

Bereits im Zeitverlauf des Fluiddrucks in der Mitte des Membrandachs (Abbildung 6.6)
zeigen sich Unterschiede zum starren Dach. Wahrend der ersten 5,0 s wirkt auch bei
der gekoppelten Simulation ein positiver Druck auf die Mitte des Dachs. Einerseits ist
aber der Maximalwert mit 2.500 N/m? deutlich niedriger, andererseits ist der zeitliche
Verlauf nicht mehr so glatt wie bei der ungekoppelten Simulation. Ist die maximale
Einstromgeschwindigkeit bei 5,0 s erreicht, stellt sich zunachst, ahnlich wie beim starren
Dach, ein Sog von ungefihr —500 N/m? ein. Daraus entwickelt sich im Anschluss aber
eine Oszillation im Druck, die tiber die nachsten 5,0 s kontinuierlich grofler wird. Ab
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Abbildung 6.7: Gebaude mit flexiblem Dach: zeitliche Veranderung der vertikalen Ver-
schiebungskomponente d, in Dachmitte (x = [50,0; 50,0; 5,0]T m).

t = 10,0 s folgt eine unregelmaflige Schwankung des Drucks in der Mitte des Dachs
zwischen —1.500 und +500 N/m?. Diese Oszillation, wie auch schon die Druckspitzen
wahrend der ersten 5,0 s, werden durch Wirbel verursacht, die sich an der vorderen
Gebaudekante ablosen und iiber das Membrandach stromabwérts transportiert werden.

Der wiederholte Vorzeichenwechsel im zeitlichen Verlauf des Fluiddrucks fiihrt, unter Be-
riicksichtigung des Eigengewichts der Struktur, zu einer Schwingung mit nahezu gleich-
groflen Auslenkungen der Dachmitte nach oben und unten. Abbildung 6.7 zeigt den
zeitlichen Verlauf der vertikalen Verschiebungskomponente in der Dachmitte. Die un-
regelméflige Schwingung, die sich ab ca. t = 8,0 s einstellt, hat eine doppelt so grofie
Periode wie die Oszillationen im Fluiddruck.

Abbildung 6.8 zeigt den Verformungszustand des Membrandachs zu verschiedenen Zeit-
punkten wahrend einer beispielhaften Schwingungsperiode. Die verformte Lage der
Struktur ist hier zur besseren Visualisierung 5-fach tiberhoht dargestellt. Die Moment-
aufnahmen zeigen deutlich das wiederholte Durchschlagen der Membran wahrend einer
Periode und dreidimensionale Verformungszustande, die mit einer zweidimensionalen

Simulation nicht erfasst werden konnen.

Im Vergleich zur Simulation ohne Fluid-Struktur-Kopplung hat die Berticksichtigung
des flexiblen Membrandachs deutliche Unterschiede in der Systemantwort hervorgeru-
fen. Finerseits wird die gegenseitige Beeinflussung der beiden Felder (Wirbelablésung
an der vorderen Gebadudekante aufgrund der Verformung des Membrandachs) und die
daraus resultierende Notwendigkeit einer gekoppelten Berechnung deutlich. Andererseits
zeigt sich, dass durch eine Vernachlassigung der Kopplung die Lasten auf das Membran-
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Abbildung 6.8: Gebadude mit flexiblem Dach: Momentaufnahmen des Verformungszu-
stands des Membrandachs mit Farbkontur der vertikalen Veschiebungs-
komponente d, (Verformung 5-fach iberhoht).

dach unterschétzt werden und die dynamische Anregung des Dachs nicht berticksichtigt
wird. Auch ist die Dreidimensionalitdt des Problems in den Verformungszusténden des
Membrandachs deutlich zu erkennen.
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Abbildung 6.9: Fahne im Wind: Geometrie und Randbedingungen.

6.3 Flattern einer ,Fahne* im Wind

Im abschlieSfenden Beispiel soll das Flattern einer ,Fahne® bei leichtem Wind simu-
liert werden. Um diesen sehr komplizierten Fall einer Fluid-Struktur-Wechselwirkung
numerisch 16sen zu konnen, miissen Vereinfachungen angenommen werden. Durch Ver-
nachlassigung des Eigengewichts der Fahne kann Selbstkontakt vermieden werden, der
in Kombination mit der Fluid-Struktur-Wechselwirkung eine besondere Herausforde-
rung darstellt. AuBlerdem werden nur méfiige Windgeschwindigkeiten bis zu 100 cm/s
betrachtet.

Untersucht wird eine Fahne der Grofle 4,0 x 3,0 cm mit der Dicke £y = 0,06 cm, die an
einem starren Hexaeder befestigt ist. Die Abmessungen der Fahne und alle Materialpa-
rameter sind der in WALL UND RAMM (1998) vorgestellten zweidimensionalen Betrach-
tungsweise entnommen. Abbildung 6.9 zeigt die Geometrie und Randbedingungen der
in diesem Abschnitt beschriebenen dreidimensionalen Untersuchung. Die Struktur ist in
dieser Abbildung mithilfe ihrer Projektion auf die Grundflache des Untersuchungsgebiets
bemaft.
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6.3 Flattern einer ,Fahne” im Wind

Feld Diskretisierung Knoten Elemente Freiheitsgrade
Struktur grob 126 48

fein 950 432 2.850
Fluid grob 5.450 4.466

fein 123.674 115.362 494.696
ALE grob 4.390 3.556

fein 99.062 92.052 297.186
Gesamt  fein 223.686 207.846 794.732

Tabelle 6.3: Fahne im Wind: Diskretisierungen.

6.3.1 Fluid-Diskretisierung

Fiir die Stromung wird ein Newton’sches Fluid mit den folgenden Materialparametern
angenomimen:

Ve = 0,1542 cm? /s, pr = 1,18 -107% kg/cm®. (6.7)

Dies entspricht den Eigenschaften von Luft bei 20°C.

Die Diskretisierung des Fluids erfolgt erneut mit SUPG/PSPG-stabilisierten linearen
Hexaeder-Elementen. Aus einem groben Netz mit 4.466 Elementen, das der Prapro-
zessor generiert, wird durch Verfeinerung mit dem Faktor drei das feine Rechengitter
erzeugt. Die verwendete Anzahl an Knoten, Elementen und Freiheitsgraden fiir beide
Diskretisierungen sind in Tabelle 6.3 angegeben. Die zeitliche Diskretisierung erfolgt mit
BDF2-Verfahren und einem Zeitschritt At = 0,01 s.

Um die Veranderung des Fluidgebiets durch die Bewegung der Struktur berticksichtigen
zu konnen, wird fiir den Bereich 6,0 cm < z < 20,0 cm eine ALE-Formulierung verwen-
det. Die Netzverschiebung in diesem Bereich wird mit einem Pseudo-Struktur-Ansatz
berechnet. Am Kopplungsrand mit der Struktur werden die Verschiebungen der Fluid-
Knoten als Dirichlet-Randbedingung vorgeschrieben. Am Rand des Berechnungsgebiets
und dem Ubergang von ALE- zu Euler-Formulierung sind keine Netzverschiebungen
zugelassen.
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6.3.2 Struktur-Diskretisierung

Das Materialverhalten der Fahne wird gemé&s WALL UND RAMM (1998) mit einem Saint-
Venant-Kirchhoff-Modell mit den folgenden Parametern beschrieben:

Es =2,0-10° N/cm?, vs = 0,35, ps = 2,0 kg/cm?. (6.8)

Die Dicke der Struktur betrigt t; = 0,06 cm und damit ist das Lénge/Dicke-Verhéltnis
66. Da in diesem Beispiel die diinne Struktur an beiden Seiten umstromt wird, ist es
von Vorteil Kontinuums-Schalenelemente fiir die Diskretisierung zu verwenden. Zum
Einsatz kommt hier wiederum die 7-Parameter-Schalenformulierung unter Verwendung
von ,enhanced assumed strain“- und ,assumed natural strain“-Ansétzen.

Wie bereits beim Fluid, wird auch fiir die Struktur auf dem Hochleistungsrechner aus
einer groben Diskretisierung mit 48 Elementen durch eine Unterteilung mit dem Faktor
drei eine feine Diskretisierung erzeugt. Dabei ist zu beachten, dass in Dickenrichtung
der Fahne keine Verfeinerung vorgenommen wird. Die Details zu den resultierenden
Diskretisierungen sind auch in Tabelle 6.3 aufgelistet.

Fir die Diskretisierung in der Zeit kommt das Generalisierte-a-Verfahren mit den Pa-
rametern des vorherigen Beispiels (Abschnitt 6.2.2) zum Einsatz. Der Zeitschritt wird
wie im Fluid zu At = 0,01 s gewahlt.

6.3.3 Randbedingungen

Fiir die Randflache x = 0,0 m wird eine raumlich konstante Einstrom-Randbedingung
fiir die Geschwindigkeitskomponente in x-Richtung vorgegeben

Uz (t) = 100,0 cm/s - (), (6.9)

die von 0,0 bis 2,0 s geméfl Gleichung (6.10) gesteigert wird (Abbildung 6.10):

() = (sin (7r <2f0 - 0,5)) + 1) 05, (6.10)

und ab ¢ = 2,0 s konstant bleibt (. (¢) = 1,0). Bei Verwendung der Linge der Fahne
(I = 4,0 cm) und der maximalen Einstromgeschwindigkeit (u, = 100,0 cm/s) folgt fiir

diese Problemstellung eine Reynoldszahl von Re ~ 2500.

An den vier Langsseiten des Rechengebiets werden Gleit-Randbedingungen (,slip) vor-
gegeben und an allen Seiten des starren Hexaders Haft-Randbedingungen (,no-slip*).
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Abbildung 6.10: Fahne im Wind: zeitliche Veranderung der Einstrém-Randbedingung.

Fiir den Ausstromrand bei z = 20,0 cm werden keine Randbedingungen (,,do-nothing*)
vorgeschrieben.

Die Struktur ist an allen Knoten am Befestigungsrand (z = 6,0 cm) unverschieblich
gelagert.

6.3.4 Kopplung

Auch fiir diese Simulation wird eine implizite Kopplung von Fluid und Struktur ein-

gesetzt. Nach einem Préadiktor nullter Ordnung wird die relaxierte Block-Gauf-Seidel-

Iteration tiber die beiden physikalischen Felder bei Erreichen des Abbruchkriteriums
e )] 6

<1-10 (6.11)

/Teq

beendet. Der Relaxationsparameter wird in jedem Iterationsschritt nach dem Aitken-

Verfahren berechnet.

6.3.5 Ergebnisse

Zu Beginn der Simulation (bis etwa t = 2,3 s) sind keine Iterationen iiber die Felder
erforderlich, da sich die Struktur aufgrund der symmetrischen Belastung von beiden
Seiten nicht verformt. Im weiteren Verlauf der Berechnung werden 3-4 Iterationen iiber
die Felder benotigt, um die kinematischen Kopplungsbedingungen zu erfiillen.
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Abbildung 6.11: Fahne im Wind: Verschiebungen d, in y-Richtung an drei Punkten an
der hinteren Kante der Struktur (BiCGSTAB, Jacobi(4), 0,3).

Fir die Losung des nichtlinearen Fluidproblems werden in Abhéngigkeit von der Kopp-
lungsiteration 10 bis 20 Newton-Raphson-Iterationen benotigt. Erfolgt die Losung der
aus der Fluiddiskretisierung stammenden linearen Gleichungssysteme mit einem
GMRES-Verfahren mit Unterraumgrofie 120 und BILU-Vorkonditionierung, konnen auf
32 Prozessoren des SX-8-Vektorrechners in 48 Stunden ,wall-clock time* ungefahr 900
Zeitschritte gelost werden. Kommt hingegen eine Jacobi-Vorkonditionierung mit einem
Relaxationsfaktor w = 0,3 in Verbindung mit einem BiCGSTAB-Verfahren zum Einsatz,
konnen in derselben Rechenzeit fast 1.200 Zeitschritte und damit ca. 12 s Simulationszeit
berechnet werden. Die meisten der im Folgenden vorgestellten Ergebnisse resultieren aus
dieser zweiten Simulation.

Fir die Untersuchung des Verhaltens der Fahne im Wind wird zunachst die Verschie-
bungskomponente in y-Richtung an drei Punkten A, B und C an der hinteren Kante
der Fahne betrachtet. Die genaue Lage der Punkte ist in Abbildung 6.9 eingetragen. In
Abbildung 6.11 sind die zeitlichen Verlaufe der drei Verschiebungen aufgetragen.

Von Beginn der Simulation bis ca. ¢t = 2,5 s zeigt die Struktur in der laminaren Stro-
mung aufgrund der symmetrischen Belastung von beiden Seiten keine Verformung. Erst
nach Ablosung des ersten Wirbels am starren Hexaeder wird die Fahne, zunéchst noch
gleichmafig, in positive y-Richtung ausgelenkt. Die zugehorige Verformung ist fiir den
Zeitpunkt ¢ = 4,0 s in Abbildung 6.12 a) dargestellt.

Ab t = 6,0 s wird dann die Symmetrie in der Verformung der Fahne durch sich unregel-
mafig ablosende Wirbel durchbrochen. Zunachst lassen sich langwellige antimetrische
Moden (Abbildung 6.12 b)), die teilweise mit symmetrischen Verformungen tiberlagert
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Abbildung 6.12: Fahne im Wind: Momentaufnahmen des Verformungszustands des
Struktur mit Farbkontur der Veschiebungkomponente d, (Verformung

5-fach tiberhoht).

sind (Abbildung 6.12 c)), erkennen. Im weiteren Verlauf der Simulation zeigen sich, wie
in Abbildung 6.12 d) zu sehen ist, in der Verformung der Struktur sowohl in z- als auch

in z-Richtung zusatzlich kurzwelligere Moden.

Dass trotz einer perfekten, symmetrischen Problembeschreibung unsymmetrische Sys-
temantworten aus der Simulation hervorgehen, zeigt den hohen Grad an physikalischer
Instabilitdt der Aufgabenstellung. Durch sehr kleine (numerische) Storungen wird das

System von der symmetrischen Antwort abgelenkt.
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Abbildung 6.13: Fahne im Wind: Verschiebungen d, in y-Richtung an drei Punkten an
der hinteren Kante der Struktur (GMRES(120), BILU).

Wie stark die Systemantwort von den Eingangsparametern abhangt, zeigt der Vergleich
der Abbildungen 6.11 und 6.13. Bei diesen beiden Berechnungen derselben Aufgaben-
stellung ist nur der lineare Loser des Fluidfelds verandert. Wahrend fiir das Diagramm
in Abbildung 6.11 ein BICGSTAB-Verfahren mit Jacobi-Vorkonditionierung verwendet
wird, werden in der Vergleichsrechnung (Abbildung 6.13) die linearen Gleichungssys-
teme bei gleicher Genauigkeitsanforderung mit einem GMRES-Verfahren mit BILU-
Vorkonditionierung gelost. Fiir die ersten sechs Sekunden zeigen beide Berechnungen ei-
ne identische Systemantwort. Wird aber die physikalische Instabilitat erreicht, geniigen
kleine Unterschiede bei der Losung der linearen Gleichungssysteme, um zwei verschie-
dene Systemantworten zu erzeugen.
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Zusammenfassung und Ausblick

7.1 Zusammenfassung

Die numerische Simulation von komplexen dreidimensionalen Fluid-Struktur-Wechsel-
wirkungs-Problemstellungen stellt immer noch sehr hohe Anforderungen an die verfiig-
bare Computer-Hardware. Die Effizienz der Software ist daher fiir die Durchfiithrbarkeit
solcher Analysen von grofler Bedeutung. In allen Vorgiangerarbeiten zum Thema Fluid-
Struktur-Wechselwirkung am Institut fir Baustatik und Baudynamik (WALL 1999,
Mok 2001, FORSTER 2007) wurde die Effizienzsteigerung als notwendige Weiterent-
wicklung aufgefithrt, um die entwickelten Algorithmen, zum Beispiel zur Untersuchung
des dynamischen Stabilitatsverhaltens von Schalenstrukturen in dreidimensionalen Stro-
mungen, anwenden zu konnen.

Im Rahmen dieser Arbeit wurde der Aspekt der Effizienz von Fluid-Struktur-Wech-
selwirkungs-Simulationen aus verschiedenen Blickrichtungen analysiert und weiterent-
wickelt. Dabei wurden einerseits Aspekte der Einzelfeldloser, wie Implementierung und
Losung der linearen Gleichungssysteme, betrachtet und andererseits die Frage des Kopp-
lungsalgorithmus zwischen Fluid und Struktur untersucht.

Die Vernetzung von komplexen, dreidimensionalen Gebieten ist ein sehr rechenaufwan-
diger Prozess. Durch eine in dieser Arbeit beschriebene Vernetzung in zwei Stufen kann
der Aufwand im Préaprozessor deutlich verringert werden. Zudem ermoglicht die Ver-
feinerung der Préaprozessor-Diskretisierung auf dem Hochleistungsrechner eine beliebi-
ge h- und p-Adaption auf der Basis eines einmal validierten Netzes. Durch sukzessive
Anwendung der Verfeinerung lassen sich auch Netzhierarchien als Ausgangspunkt fiir
Mehrgitter-Verfahren erzeugen.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

Am Beispiel einer dreidimensionalen Stromung wurde eine effiziente Berechnung der Ele-
mentmatrizen auf Vektorrechnern vorgestellt. Durch eine Gruppierung der Elemente und
Umstrukturierung der Implementierung konnte unter Beachtung der Grundregeln der
Vektorisierung die Rechengeschwindigkeit fiir das Aufstellen der Elementmatrizen um
den Faktor 30 gesteigert werden. Beim Vergleich des Einflusses verschiedener Program-
miersprachen und der Grofle der Elementgruppen auf die Rechengeschwindigkeit hat
sich Fortran auf allen untersuchten Hardware-Architekturen als effizienteste Program-
miersprache herausgestellt. Die optimale Grofie der Elementgruppen hingt dagegen vom
verwendeten Prozessor ab.

Neben der Berechnung der Elementmatrizen ist das Losen des linearen Gleichungssys-
tems der zeitaufwandigste Teil einer Finite-Element-Simulation. Die Untersuchung des
Einflusses sowohl verschiedener Parameter der Losungsverfahren und der Diskretisie-
rung als auch der verwendeten Hardware-Architektur auf die Effizienz des Losers zeigte
deutliche Unterschiede in der benotigten Rechenzeit. Durch eine geschickte Wahl des
Iterationsverfahrens und insbesondere des Vorkonditionierers konnte die Rechenzeit, die
zur Losung eines Gleichungssystems benotigt wird, erheblich reduziert werden.

Bei der partitionierten Losung von gekoppelten Problemen hat neben den Effizienzfra-
gen der Einzelfelder auch das Kopplungsverfahren einen erheblichen Einfluss auf die
Gesamtrechenzeit. Die vorliegende Arbeit enthélt einen Uberblick iiber die wichtigsten
partitionierten Losungsverfahren in einer einheitlichen Darstellung. Weiterhin wurden
Zwei-Level-Verfahren vorgestellt, die eine Losung des gekoppelten Problems auf einer
groberen Diskretisierung nutzen, um die Erfillung der Kopplungsbedingungen auf dem
feinen Netz zu beschleunigen. Ein Vergleich fiir unterschiedlich stark gekoppelte Pro-
blemstellungen zeigte die Vor- und Nachteile der verschiedenen Verfahren.

Durch die Steigerung der Effizienz in den verschiedenen Bereichen einer gekoppelten
Fluid-Struktur-Wechselwirkungs-Simulation ist es nun moglich, das dynamische Ver-
halten von Schalenstrukturen in komplexen dreidimensionalen Stromungen zu untersu-
chen. Anwendungsmoglichkeiten der in dieser Arbeit verwendeten Algorithmen wurden
anhand von numerischen Beispielen aufgezeigt.

7.2 Ausblick

Trotz der Anwendungsmoglichkeiten, die sich durch die effiziente Losung von dreidimen-
sionalen, gekoppelten Problemstellungen ergeben, besteht bis zur wirklichkeitsnahen Si-
mulation realer Strukturen noch erheblicher Forschungs- und Entwicklungsbedarf. Dabei
kann eine Spezialisierung des bisher verwendeten sehr allgemeinen Ansatzes auf eine be-
stimmte Problemklasse von Vorteil sein. So spielen zum Beispiel bei der Untersuchung
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7.2 Ausblick

von Blutstromungen in flexiblen Adern andere Modellierungsaspekte eine wichtige Rolle
als bei der Wechselwirkung zwischen leichten Bauwerken und Windstromungen.

Bei der Simulation von windumstromten Bauwerken ist z.B. die Beriicksichtigung der
Turbulenz entscheidend. Hier ware die Implementierung eines entsprechenden Modells
ein wichtiger Schritt zu realitdtsnahen Simulationen. Das SST-Modell (,shear stress
transport“) nach MENTER (1994) scheint fiir diesen Zweck gut geeignet. Auch eine
Berticksichtigung der raumlichen und zeitlichen Schwankungen in der Windgeschwin-
digkeit (Boen) ist fiir realitdtsnahe Untersuchungen von Gebaude-Wind-Interaktionen
von grofler Bedeutung.

Als Weiterentwicklung der in dieser Arbeit vorgestellten Methoden bietet sich auch die
Untersuchung von Mehrgitter-Verfahren als linearer Loser bzw. Vorkonditionierer fiir
die Einzelfelder im Vergleich zu den klassischen Iterationsverfahren an. Im Bereich der
Netzerzeugung wiirden sich durch die algorithmische Behandlung von hangenden Kno-
ten und nicht-konformen Netzen am Kopplungsrand die Moglichkeiten einer adaptiven
Vernetzung eroffnen.

Aufbauend auf die vorgestellten Zwei-Level-Verfahren zur Interaktion von Fluid und
Struktur ist eine Untersuchung der Anwendung von kompletten Mehr-Level-Verfahren
auf die Kopplung auf jeden Fall erstrebenswert. In diesem Bereich liegt viel Potential
zur weiteren Beschleunigung der Kopplungsiteration.

Vor allem ist jedoch eine Verifikation der Simulations-Ergebnisse der komplexen Fluid-
Struktur-Wechselwirkung erforderlich. Dies kann einerseits durch den Vergleich von Er-
gebnissen unterschiedlicher numerischer Verfahren geschehen. Andererseits bieten sich
dazu auch Vergleiche der Ergebnisse von numerischen Untersuchungen mit speziell dafiir
durchgefiihrten Experimenten oder Windkanaluntersuchungen und Messungen an realen
Bauwerken an.
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