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Zusammenfassung

In ihrem Wesen liegt der Strukturoptimierung immer eine interdisziplindre Aufga-
benstellung zugrunde. Bei der rechnerunterstiitzten Losung ven Strukturoptimie-
rungsproblemen tritt diese Charakteristik in besonderer Weise hervor. Das Ge-
samtproblem gliedert sich fiir einen allgemeinen und direkien Lésungsansatz in
die Teilaufgaben ‘ '

der Programmtechnik

der Problemformulierung

der Geometriebeschreibung i

der Struktur- und Sensibilitatsanalyse und
der Mathematischen Programmierung.
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Eine zufriedenstellende Lésung von Strukturoptimier'ungsproblemen setzt die
Kenntnis der Prinzipien dieser unterschiedlichen Disziplinen voraus. Die gegen-
seitige Beeinflussung dieser Teilaufgaben mufB ebenfalls ‘beriicksichtigt werden.
Im konkreten Fall verlangt jedes Optimierungsprobiem gleichermaBen einen
Uberblick liber das generelle Vorgehen und detaillierteres Wissen tber die ver-
wendeten Lésungsstrategien. Deshalb stehen am Anfang dieser Arbeit (Kap.1-3)
zunédchst die eher grundlegenden Uberlegungen zum Programmkonzept und der
erforderlichen Programmtechnik. Fir jede Optimierungsaufgabe stelit sich zuerst
die elementare Frage nach der Art der Problemformulierung. Im 4. Kapitel sind
auf dem. Hintergrund der Leichtbauweisen verschiedene Méglichkeiten der For-
mulierung des Optimierungsproblems aufgezeigt. Die unterschiedliche Problem-
stellungen lassen sich in dieser Hinsicht grob durch die Auswahi - des Zielkriteri- )
ums, der Nebenbedingungen und der eingefiihrten Variabilitdt den Fallen optimale
Steifigkeit, minimales Gewicht und optimale Festigkeit zuordnen.

Fir die direkte Losung einer Optimierungsaufgabe mit den Verfahren der Mathe-
matischen Programmierung muB ein geeignetes Optimierungsmodell aufgebaut
werden. Auf dieser Ebene besteht ein Zusammenhang zwischen der Geometrie-
beschreibung (Entwurfsmodell) und der Struktur- bzw. Sensibilititsanalyse
(Strukturmodell). Alle drei Teilaufgaben sind durch das Optimierungsmodeli eng
miteinander verknilpft. In Kapitel 5 wird die besondere Abhéngigkeit zwischen der
Struktur- und Sensibilititsanalyse behandelt. Die effiziente Problemformulierung
und diskrete Sensibilitstsanalyse werden in Kapitel 6 fir ein dreidimensionales
Fachwerk und Schalenelement durchgefihrt. In den ausgefiihrten Optimierungs-
problemen zeigen sich die Vorteile der verwendeten integrierten Programmlé-
sung. Dabei spielen die interaktive Kontrolle des Optimierungsvorgangs und die
stindige ‘Uberprifung der in den Modellen getroffenen Annahmen eine wichtige
Rolle.



Abstract

Structural optimization is always based on various disciplines. This characteristic be-
comes obvious when a computer is used for the solution of structural optimization prob-
lems. In a general and direct approach, several disciplines contribute to the solution of
the entire problem, which can be distinguished in:

@ programming techniques

® problem formulation

® geometric modelling

® structural and sensitivity analysis
® mathematical programmi‘ng.

A satisfactory solution of structural optimization problems presumes the knowledge of
the principles of the individual disciplings. Beyond this the interdependence of these disci-
plines in the optimization process has to be considered. Therefore an impression of the
overall procedure as well as detailed know|édge of the individual solution strategies is
required, when real optimization tasks are faced. Due to this, the chapters one to three
are dedicated to some basic considerations of program concepts and programming tech-
niques. For each individual optimization task the according optimization problem has to
be formulated. This subject is considered in chapter four, where the principles of light
weight constructions are suitably used. These principles finally lead to the characteristic
problemis of optimal stiffness, minimal weight and optimal strength. Here the introduction
of variables, objective and constraint functions become important for the statement of
the problem.

The direct solution of an optimization task with the strategies of mathematical program-
ming requires the construction of an appropriate optimization model. On this level there
exists a relation between geometric modelling (design model) and structural or sensitivity
analysis respectively \(structural model). All three disciplines are tightly joined together
by the optimization model. Chapter five especially deals with the interdependence of
structural and sensitivity analysis. The derivation of an efficient problem formulation and
the discrete sensitivity analysis is done in chapter six for three dimensionai truss and
shell elements. Several numerical examples show the advantages -of the underlying inte-
grated program concept. The importance of an interactive program control is demon-
strated for these examples. This program option can be useful for the verification of the
‘assumptions introduced in the different modelling levels.
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1.0 Einleitung

Der Forischritt in der Computertechnologie und die damit verbundene rasante
Weiterentwicklung von Computeranwendungen haben in den vergangenen Jahren
vor allem im Bereich der ingenieurmaBigen Problemldsung und -simulation eine
enorme Umwélzung gebracht. Die rechnergestiitzte Beschreibung und ‘Modellie-
rung von Ingenieuraufgaben mit den Mdglichkeiten des CAD (“Computer Aided
Design”} als auch deren L&sung mit entsprechenden Réchenprogrammen (z.B. Fi-
nite Elementmethode) haben in den Bereichen der Luft- und Raumfahrt, im Ma-
schinen- und Fahrzeugbau und auch im Bauwesen am meisten von dieser Ent-
wicklung profitiert. Durch den Einsatz des Rechners sind sich in diesen Anwen-
dungsgebieten die Problemformulierung, die Problemlésung und die praktische
Umsetzung der Ergebnisse im Sinne des CAM (“Computer Aided Manufacturing”)
in entscheidender Weise ndher gekommen. In dieser Hinsicht ergeben sich fir die
industrielle Pi’o‘duktentwicklung neue Mdglichkeiten in den Bereichen des Entwer-
fens, der Strukturanalyse und der Konstruktion.

Durch die Verfugbarkeit leistungsfahiger Rechner und Programmsysteme kénnen
Parameterstudien schnell und effizient durchgefiihrt werden. Damit lassen sich die
Produkte in ihren Eigenschaften vielfach verbessern. Bei vielen geanderten Para-
metern oder widerspriichlichen Ergebnissen aus der Strukturberechnung wird die
intuitive Verbesserung einer Struktur schwierig, wenn nicht sogar unmdéglich. In
manchen Fallen hilft hier eine Ermittiung der Parameterempfindlichkeit der Struk-
tur mit Hilfe der Sensibilitatsanalyse weiter. Sie liefert fur jede Parametervariation
eine entsprechende Prognose flr die zu erwartende Anderung der Struktureigen-
schaften. Ist die Struktur im vorliegenden Entwurf bereits hoch ausgenutzt, beein-
flussen sich die Parameter haufig gegenseitig und eine'entscheidende Verbesse-
rung der Struktur kann (ber eine manuelle Veradnderung des Entwurfmodells
(CADY) nicht mehr erreicht werden. In diesem Fall bieten sich mathematische Op-
timierungsverfahren fir den Entwurfs—,,'Anaiyse— und KanstruktionsprozeB an. Eine
gleichmaBig ausgenutzte Struktur 148t sich praktisch nur Gber die Strukturopti-
mierung unter dem Einsatz mathematischer Verfahren erreichen, bei welcher Form
und Materialverteilung in den zugelassenen Grenzen gleichzeitig variiert werden
kénnen.

Bei der Strukturoptimierung wird ein ProzeB in Gang gesetzt, welcher die einzel-
nen Aspekte aus dem Bereich des Entwerfens, der Strukturanalyse und konstruk-
tive Gesichtspunkte miteinander in Verbindung bringt. Auf der einen Seite stellt
sich hier die Frage, in welcher Form die unterschiedlichen Aufgaben im Optimie-
rungsprozeB als einzeln vorliegende Programmsysteme oder -einheiten in ein in-
tegriertes Losungskonzept fir die Strukturoptimierung eingefiigt werden kénnen.
Bei der Beantwortung dieser Frage stehen vor allem programmtechnische Aspek-
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te und Uberlegungen fir die méglichst effiziente Integration der verschiedenen
Teilaufgaben im Vordergrund. Auf der anderen Seite muB die Frage geklart wer-
den, welches generelle Ziel - also welche Art von Verbesserung - mit einer Struk-
turoptimierung verfolgt werden soll. Dies fuhrt direkt zu der eigentlichen Formu-
lierung des Optimierungsproblems. Zur.Definition einiger grundlegender Optimie-
rungsaufgaben kann auf Leichtbaukonstruktionen und ihre Gestaltungsprinzipien
zurlickgegriffen werden. Als die wesentlichen Zielkriterien fiir die Strukturausie-
gung ergeben sich damit Probleme optimaler Steifigkeit, minimalen Gewichts oder
optimaler Festigkeit. Fir alle diese Fragestellungen muB die interdisziplindre Auf-
gabe der Strukturoptimierung in programmtechnischer Hinsicht und auf der Ebene
der Problemformulierung konzeptionell gelést werden.

Die Verwendung von effizienten mathematischen Optimierungsverfahren verlangt
die Ermittiung der Parameterempfindlichkeit durch die Sensibilitdtsanalyse. Bei
einer am Computer ausgerichteten Verwirklichung der Strukturoptimierung zeigt
sich, daf3 die Sensibilitatsanalyse in gewisser Weise vom gewéhlten Programm-
konzept und der Problemformulierung abhdngt. Dariiber hinaus steht die Art der
Strukturanalyse (z.B. Finite Elementmethode) haufig mit der Sensibilitdtsanalyse
direkt in Verbindung. Die Bestimmung der Paraineterempfindlichkeit bringt eine
zuséatzliche Verknipfung der Teilaufgaben mit sich, welche ebenfalls in die kon-
zeptionellen Uberlegungen fiir eine integrierte Programmlésung eingehen. Im
verwendeten Konzept sind die verschiedenen Aspekte der Programmtechnik, der
Problemformulierung und der Sensibilitdtsanalyse beriicksichtigt. Die entstandene
Programmldsung kann als vielseitiges Werkzeug zur Strukturoptimierung im Ent-
wurfs- und KonstruktionsprozefB eingesetzt werden.



2.0 Vorbemerkungen zur Problemstellung

2.1 WMotivation

Einige grundsétzliche Fragen, welche in direkter Verbindung mit dem vorliegen-
den Thema stehen, sind im Rahmen des Sonderforschungsbereichs 230 - “Natiir-
liche Konstruktionen - Leichtbau in Architektur und Natur” - auf interdisziplingrer
Ebene aufgegriffen und diskutiert worden. Im Projektbereich “Strukturoptimierung
natiirlicher Baukonstruktionen” ging es zundchst um die Erarbeitung der Grundla-
gen fiir die technische Optimierung /Bletzinger 1985/. Darauf aufbauend konnten
Kriterien zur Beurteilung und Klassifikation von natirlichen und technischen
Konstruktionen gefunden werden. Unter welchen Umstanden solche Konstruktio-
nen optimal sind, welche maBgebenden Zielkriterien in der Natur und Technik
vorliegen, waren die zentralen Fragen flr weiterfiihrende Arbeiten /Ramm 1986a/.

GewiB ist der Anspruch solcher Fragen hoch und kann erwartungsgemaf mit den
heute zur Verfligung stehenden technischen Mitteln nur ansatzweise erfullt wer-
den. Fiir die Bestimmung der wesentlichen Zielkriterien und Konstruktionsprinzi-
pien in der Natur und Technik ist eine so grundséatzliche Fragestellung jedoch im-
mer wieder notwendig, denn durch die Festlegung dieser Merkmale wird die ei-
gentliche Optimierungsaufgabe in ihrer L&sungsvielfalt bereits stark einge-
schrankt. Aus der Frage, welcher Weg in der Natur eingeschlagen wird, um eine
bestmdgliche Anpassung an vorgegebene Anforderungen zu erreichen, wird in
Umkehrung der Blickrichtung die Frage nach der Form und den Eigenschaften ei-
ner technischen Konstruktion, welche fiir eine bestimmte Zielvorstellung unter
vorgegebenen Bedingungen bestmaglich erfiillt werden missen. Nur diese duale
Sichtweise, welche gleichzeitig Ausgangsbedingungen und Ergebnis der jeweili-
gen Problemstellung kritisch ins Auge fasst, garantiert schlieBlich eine sinnvolle
und erfolgreiche Anwendung der Methoden fir die Strukturoptimierung. Nur so
lassen sich bessere Konstruktionen auf einer jeweils héheren und anspruchsvol-
leren Ebene des Entwerfens erreichen.

Im Rahmen dieser Arbeit steht das Prinzip des Leichtbaus /Wiedemann 1986/ als
maBgebendes Zielkriterium im Mittelpunkt des Interesses. Viele Problemstellun-
gen im Bereich der Strukturoptimierung gehdren naturgemaB zu-diesem Themen-
kreis. Es geht dabei vor allem um die optimale Ausiegung von Flachentragwerken,
insbesondere Schalen, fir extreme Beanspruchungen oder groBe Spannweiten.
Soiche Leichtbaukonstruktionen konnen direkt durch eine Materialersparnis, indi-
rekt Ober die Verbesserung ihrer Funktionalitdt durch Gewichtsreduktion oder
ausschlieBlich funktional bedingt sein. Die Erhdhung der Steifigkeit einer Struktur
bei gleichbleibendem Materialverbrauch fithrt gleichbedeutend zu einer Leicht-
baukonstrukﬁon. Statische Funktion, Festigkeit, Stabilitit und dynamisches Ver-
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halten der Struktur missen als Randbedingungen eingehalten werden. Unter die-
sen Voraussetzungen ergeben sich beispielsweise flr die oben genannten Trag-‘
werke folgende Gestaltungsprinzipien: i o .

e Verwirklichung eines méglichst reinen Membranzustandes durch die duBere
Formgebung der Struktur,

¢ Optimierung der Form und/oder der Querschnitte flir eine mdéglichst hohe
Steifigkeit des Gesamtsystems und seiner Bauteilkomponenten und

e konstruktive Durchbildung (Formgebung) von Lasteinleitungsbereichen, Aus-
schnitten und Anschlissen.

Flr allgemeine Flachentragwerke und freie Schalenformen ist hier die simultane
Form- und Querschnittsoptimierung versteifter und unversteifter Systeme gemeint.
Die konsequente Anwendung dieser Gestaltungsprinzipien beeinfluBt sowohl die
Gestalt der Gesamtstruktur als auch die Auslegung der einzelnen Bauteilkompo-
nenten. Fir eindeutige Problemstellungen bilden Form und Funktion derart opti-
mierter Strukturen eine Einheit, und es kénnen sich dadurch ganz natiirlich auch
asthetisch befriedigende L.osungen ergeben.

2.2 Strukturoptimierung - eine interdisziplindre Aufgabe

So einfach und logisch die Verwendung des Prinzips Leichtbau als maBgebendes
Zielkriterium in der Strukturoptimierung erscheint, so schwierig und vielschichtig
gestaltet sich seine Verwirklichung unter dem Gesichtspunkt der vorgenannten
Gestaltungsprinzipien. Insbesondere die praktische Anwendung fiir allgemeine
und freie Schalenformen zeigt, wie komplex die zuvor formulierte Aufgabe im
Sinne der technischen Optimierung wirklich ist. In der Rege! sind an der rechner-
gestlitzten Synthese solcher Tragwerke sehr unterschiedliche und unabhéngige
Disziplinen beteiligt wie z.B. Geometriebeschreibung, Strukturmechanik oder ma-
thematische Optimierung. Fir allgemeine Optimierungsprobleme missen diese
Disziplinen in geeigneter Weise zusammengefihrt und in ein gemeinsames Lo6-
sungskonzept integriert werden. Fir die Entwicklung dieses Konzeptes spielt die
Koordination der unterschiedlichen Teilaufgaben die entscheidende Rolle.

2.2.1 Entwicklung der unterschiediichen Disziplinen

Eine allgemeingiiltige Unterteilung der Strukturoptimierungsprobleme in einzelne
Teilaufgaben wurde von /Pedersen 1982/ vorgenommen, Die gesamte Optimie-
rungsaufgahe setzt sich aus den Komponenten Entwurfsmodellierung, Struktur-
modellierung und -analyse, Sensibilitdtsanalyse der Strukturantwort und der Stra-
tegie zur Losung des Optimierungsproblems zusammen. Diese Einteilung ist ei-



nerseits formal bedingt und andererseits stark von der Chronologie der Entwick-
lungsstadien in der Strukturoptimierung gepragt (Tab. 2-1).

Galilel {1638) Kragbalken, Formoptimierung
Lagrange (1770) Knickstab , Formoptimierung
Maxwell {1869) Entwurfstheorle fur gewichtsoptimale
Michelt (1904) Stab- und Netzwerke
Heyman (1951) FlleBgelenktheorle mit linearer Programmierung
Ciough (1960} Einflihrung der "finiten Elementmethode”
5 Schmit (1960) Strukturoptimierung mit mathem. Programmlerung
""": Gellatly (1964) Programmsystem fir Strukturoptimierung
- Fox (1965) SenslbilitAtsanalyse (diskret)
Prager, Taylor {1968) Optimalititskriterienmethode
T ] Zienklewlcz,Campbell (1973) Formoptimierung mit linearer Programmierung
Schmit,Miura (1974) Approximationsmethoden
Fleury,Sander (1977) Duale Methoden
Zoleslo,Cea (1981)‘ Sensibilitdtsanalyse (variatlonell)
Irﬁam (1982) Fofmbes’chrelbung, "Design Efemente”

Formbeschreibung und Entwurfsmodeilierung

SensibllitAtsanalyse

Finite Elementmethode

Optimalitatskriterienmethode

Approximationsmethoden

Methoden der mathematischen Programmierung

Analytisch geschlossene Lésungen

Tabelle 2-1; Entwicklungsstadien in der Strukturoptimierung

Die Entwicklung der einzelnen Disziplinen ist im folgenden nur in groben Ziigen
dargestellt (Tab. 2-1) und wurde aus den Literaturnachweisen einiger ausgewéhl-
ter Verdffentlichungen zu diesem Thema zusammengestelit /Vanderplaats 1982,
Schmit 1984, Kneppe 1986, Haftka 1986/. Erste Formoptimierungsprobleme wur-
den bereits sehr frith von Gaiilei (1688) und Lagrange (1770) aufgegriffen und mit
den zur Verfligung stehenden theoretischen Grundlagen auf analytisch geschlos-
sene Weise gelgst. Erst sehr viel spater konnten Maxwell (1869) und Michell (1904)
fir die Auslegung gewichtsoptimaler Stab- und Netzwerke die entsprechenden
entwurfstheoretischen Grundsétze formulieren. Diese Arbeiten sind fir die weitere
Entwicklung der Strukturoptimierung von grundlegender Bedeutung.

Mit der Entwicklung der Computertechnologie in den fiinfziger Jahren-waren na-
tirlicherweise vermehrt numerische Ldsungsansétze auch in der Strukturoptimie-
rung verbunden. Eine erste Anwendung der mathematischen Optimierung auf
Strukturprobleme gelang Heyman (1951) fiir die FlieBgelenktheorie mit der linea-
ren Programmierung. Nach der Einfuhrung der Methode der finiten Elemente fir
die Strukturanalyse und ihrér Benennung durch Clough (1960) und der funda-
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mentalen LGdsung von Strukturoptimierungsproblemen mit Hilfe der Mathemati-
schen Programmierung durch Schmit (1960) konnte Gellatly {1964) erstmals beide
Lésungsansatze fur die automatische Optimierung von Strukturen in eiriem Pro-
grammsystem verwirklichen. Beitrdge fir die Steigerung der numerischen Effi-
zienz wurden von Fox (1965) durch die Anwendung der Sensibilitdtsanalyse flr
das diskretisierte Strukturproblem, aber vor allem von Prager und Taylor (1968)
durch die Einflhrung der Optimalitatskriterienmethode geleistet. Anders als bei
der Mathematischen Programmierung geht dieses Verfahren als indirekte und ite-
rative L.O6sungsstrategie vor, indem die Optimalitdtsbedingungen (Kuhn-Tucker) als
Kriterium zur Herleitung geeigneter Rekursionsformeln fiir den Lésungsalgorith-
mus verwendet werden. Mit Hilfe der Variationsrechnung und durch eine Reihe
von eher intuitiven Losungsanséatzen (z.B. "Stress Ratio Method”) kénnen so eini-
ge spezielle Optimierungsprobleme sehr effizient geldst werden. Auf-der anderen
Seite werden von Zienkiewicz und Campbell (1973) mit den Methoden der mathe-
matischen Programmierung erste Erfolge flir die Formoptimierung bei ebenen
Strukturproblemen erzielt. Schmit und Miura (1974) kénnen mit den Approxima-
tionsverfahren diese Verfahren weiter verbessern. SchlieBlich werden sie durch
die Anwendung dualer Losungsstrategien von Fleury und Sander (1977) wieder
auf der gemeinsamen Basis der mathematischen Verfahren mit der Optimalitéts-
kriterienmethode zusammengefiihrt.

Fir die Weiterentwicklung der Strukturoptimierung in den achtziger Jahren ge-
winnt die Problematik der Formoptimierung zunehmend an Bedeutung. Die Ent-
wicklung variationeller Methoden zur Sensibilitdtsanalyse durch Zolesio und Cea -
(1981) sowie die Formulierung der Geometriebeschreibung als eigenstindige Dis-
ziplin im Entwurfsprozef3 durch Imam (1982) sind wesentliche Beitrage zu dieser
Problematik. Mit diesen wichtigen Komponenten im Entwurfsproze kdénnen mit
der mathematischen Optimierung und der finiten Elementmethode in den folgen-
den Jahren eine Vielzahl von Problemen der Formoptimierung geldst werden.
Gerade hinsichtlich einer héheren Flexibilitdt hat sich der generelle und direkte
Ansatz der mathematischen Programmierung in Verbindung mit der Methode der
finiten Elemente gegeniiber der eher problemorientierten Methode der Optimali-
tatskriterien durchgesetzt.

2.2.2 Integration der Teilaufgaben

Heute liegen die Bemihungen im Bereich der Strukturoptimierung eindeutig dar-
in, die unterschiedlichen am EntwurfsprozeB beteiligten Disziplinen in ein inte-
griertes Konzept zusammenzufassen. Dabei geht es vor allem um programmtech-
nische Losungen, welche im Sinne des rechnergestitzten Entwerfens (CAD) in
bestehenden Programmsystemen die Methoden der Strukturoptimierung adaquat
anwenden. Der zeitgemaBe Einsatz solcher Programme erfordert, als zusatzliche
Programmkomponenten, eine interaktive Grafikunterstliitzung und eine kreative
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Programmkontroile, welche dem Ingenieur jederzeit das Eingreifen in den auto-
matischen Entwurfsprozel erlaubt /Schmit 1986/,

Monitor

Mathematische
Funktions~
hibliothek

Interaktive

. Grafi

modellierung

Bild 2-1: Komponenten im Entwurfsprozef

" Bild 2-1 zeigt die Zusammenwirkung der einzelnen Disziplinen als Programm-
komponenten, wobei ihre Interaktionen mittels Datenaustausch durch Pfeile dar-
gestellt sind. Der als Monitor bezeichnete Programmteil Gbernimmt die Kontrolie
des Entwurfsprozesses durch die {bergeordnete Steuerung der Optimierungs-
strategie. Die Einrichtung einer zentralen mathematischen Funktionsbibliothek (mit
Gleichungs- und Eigenwertldser, linearer oder quadratischer Programmierung als
Unterproblem flir sequentielle Optimierungsstrategien) kann eine weitere sinnvolle
Komponente flir ein flexibles Programmsystem darstellen. Eine detaillierte Be-
schreibung der Programmkomponenten wird in Kapitel 3 vorgenommen.

223 Sequentiélle Lésungsstrategie und Interaktion

Der Lésung eines Strukturaptimierungsproblems liegt immer ein iteratives Vorge-
hen zugrunde, d.h. die einzelnen Teilaufgaben sind (iber den Datenaustausch (Bild
2-1) hinaus auch durch ihre sequentielle Abfolge (Bild 2-2) miteinander verknUpit.
Fur die mathematische Formulierung der eigentlichen Optimierungsaufgabe kén-
nen im Allgemeinen drei unterschiedliche, jedoch hierarchisch voneinandeér ab-
héngige Ebenen der Modellbildung unterschieden werden. Die direkte Anwendung
der mathematischen Optimierung verlangt in einem ersten Schritt eine Idealisie-
rung der Struktur durch eine Reduktion -auf ihre wesentlichen Eigenschaften.
Dartiber hinaus muB fir die Geometrie der Struktur eine Beschreibung durch dis-
krete Parameter erfolgen, welche auch die Variabilitdt des Optimierungsmodells
festlegt. Dafiir werden geeigneterweise die Methoden des “Computer Aided Geo-
metric Design” (CAGD) eingesetzt /Bletzinger 1990a/. Fir eine ausreichende Be-
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schreibung der Formvielfalt einerseits und eine méglichst gut konditionierte Opti-
mierungsaufgabe andererseits gilt fir diese Modellebene der Grundsatz: so ein-
fach wie méglich und so variabel wie nétig.

dealisierung, ] . ‘,;05‘;:190'93
Parameterisierung S S TIoD

~Optimierungs- ——
strategie

Approximation l .

Bild 2-2; lteratives Vbrgehen bei der Strukturoptimierung

Die néchsten beiden Modellebenen befinden sich im automatischen und sequen-
tiell ablaufenden Teil des Entwurfsprozesses (Bild 2-2). Hier geht es in einer wei-
teren Stufe um die Formulierung eines geeigneten Strukturmodells. Zur Beschrei-
bung der physikalischen Eigenschaften einer Struktur werden dafir in der Regel -
die heute zur Verfligung stehenden Methoden eingesetzt (z.B. FEM, BEM, Uber-
tragungsmatrizenverfahren etc.). Mit der Auswahl! einer Methode fiir die Struktur-
analyse ist in der Regel auch die Sensibilititsanalyse (SA) der Strukturantwort
(Bild 2-1) sehr eng verkndipft.

Eine letzte Modellierung der Optimierungsaufgabe kann schilieBlich durch die Ap-
proximation des Optimierungsproblems selbst erfolgen. Eine geeignete Umfor-
mung des Problems ist auf dieser Stufe vor allem durch die Transformation der
Variablen mdglich, womit auch der charakteristische Verlauf von Zielfunktion und
Nebenbedingungen direkt beeinfluBt werden. Mit den hier angewandten Approxi-
mationsmethoden wird die eigentliche Optimierungsaufgabe umgeformt; bevor ih-
re Losung mit den Mitteln der mathematischen Programmierung (MP) erfolgt.
Diese Manipulation des Optimierungsproblems kann den OptimierungsprozeR
haufig beschleunigen, birgt jedoch ebenfalls die Gefahr unlésbarer Problemstel-
lungen in sich.

Jede Stufe der Modellbildung tragt die Gefahr der Fehleranfélligkeit in sich. Eine
mangelhafte Beschreibung der Struktur, Diskretisierungsfehler in der Struktur-
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analyse oder eine falsch angewandte Approximationsvorschrift kénnen sich nach-
haltig auf das. Endergebnis des Optimierungsprozesses auswirken. Durch die
hierarchische Anordnung der Modelle kénnen auch kleine Fehler im Einzelfall
durch gegenseitige Beeinflussung eine groBe Auswirkung auf das Ergebnis haben.
Deshalb kann der “automatische” Entwurfsprozess niemals die Urteilsfahigkeit,
Erfahrung und Phantasie des praktischen Ingenieurs ersetzen. Die interaktive
Kontrolle und Korrektur der verschiedenen Modellstufen liefern deshalb in Ver-
bindung mit der Qualifikation des Ingenieurs den besten Beitrag zu qualitativ
besseren und “inteiligenteren” Problemldsungen.

2.2.4 Methoden zur Losung grofier Optimierungsprobleme

Von groBen Problemen in der Strukturoptimierung soll hier gesprochen werden,
wenn die Leistungsfihigkeit einer Rechenanlage (Kernspeicher, Rechenzeit etc.)
besondere MaBnahmen zur Problemiésung erfordern. Die GroBe des Strukturmo-
dells (Systemireiheitsgrade) sowie die des Optimierungsmodells (Variablen, Ne-
benbedingungen) oder eine Kombination von beiden kann selbst die Kapazitat der
heute zur Verfligung stehenden Hochleistungsrechner schnell erschépfen. Haufig
scheitert in der Praxis die generellé Anwendung mathematischer Optimierungs-
methoden gerade aus diesem Grund /Sobieszczanski-Sobieski 1985/.
Verschiedene Dekompositionsstrategien, wie sie in /Bremiker 1989/ vorgestellt
und angewandt werden, kénnen zur Lésung dieser Problematik beitragen. Struk-
tur- und Optimierungsproblem werden dabei unter der Beriicksichtigung der ge-
genseitigen mechanischen und mathematischen Koppelungen zundchst in Unter-
probleme (Substrukturen) aufgespalten und geldst. Fur das Gesamtproblem kann
dann z.B. mit Hilfe Gbergeordneter mechanischer (Kompatibilitat) und mathemati-
scher (Kuhn-Tucker) Bedingungen ein geeigneter Lésungsalgorithmus hergeleitet
werden. Samtliche Ansétze zur Lésung groBer Optimierungsprobleme gehen fiir
die Lésung der Unterprobleme von modular aufgebauten Programmkomponenten
aus. Durch die Verkniipfung dieser Komponenten (Bild 2-1 und 2-2) werden in
diesem Zusammenhang an die Modularitit der Entwurfs- und Strukturmodellie-
rung sowie eine effektive Sensibilitdtsanalyse besondere Anspriiche gestellt. Diese
zusatzlichen Anforderungen an die interdisziplindre Aufgabenstellung der Struk-
turoptimierung missen in einem integrierten Losungskonzept (Kap. 3) beriick-
sichtigt werden. )

2.3 Anforderungen an das Programmkonzept und die
Problemformulierung

Die interdisziplindre Aufgabe der Strukturoptimierung, wie sie zuvor unter ver-
schiedenen Gesichtspunkten umrissen wurde, stellt bei ihrer praktischen Verwirk-
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lichung hohe Anforderungen an das zugrunde liegende Programmkonzept und die
entsprechende Formulierung des Optimierungsproblems. Dies gilt zunachst un-
abhéngig fir die gewéahlte Optimierungsstrategie und das verwendete Verfahren
zur Strukturanalyse. Aus programmtechnischer Sicht stehen vor allem folgende
Aspekte fur eine integrierte Programmidsung im Vordergrund:

¢ eine moglichst flexible und transparente Programmstruktur,

® eine Ubersichtliche Programmsteuerung und ein mdglichst direkter Datenzu-
griff sowie

® eine einfache Erweiterbarkeit durch separierbare und modulare Programmse-
quenzen.

Aus den unterschiedlichen Ebenen der Modellierung ergibt sich fiir die Formulie-
rung des Optimierungsprobiems das entsprechende Anforderungsprofil, wobei

¢ eine einfache, jedoch genligend variable Beschreibung der Strukturgeometrie
und -eigenschaften,

* eine effiziente und moglichst genaue Struktur- und Sensibilitdtsanalyse sowie
die direkte und einfach erweiterbare Formulierung der Optimierungsfunktio-
nen (Zielfunktionen und Nebenbedingungen)

vorrangige Bedeutung haben. Ein Konzept fiir die Strukturoptimierung als pra-
xisorientiertes Ingenieurwerkzeug im Bereich Entwicklung, Entwurf und Konstruk-
tion stellt darlber hinaus auch Bedingungen an die Programmumgebung. Gemeint
sind damit

die kreative Kontrolle des Ahwenders durch interaktive Eingriffsmdéglichkeiten, i
die Unterstiitzung des Ingenieurs durch Entscheidungshilfen und Entwufspro-
gnosen ("Was-wére-wenn”-Studien) sowie

¢ die Visualisierung der wesentlichen Entwurfskriterien durch eine umfangreiche
graphische Unterstitzung.

in diesem Sinne muB der innerhalb der Strukturoptimierung in der Regel automa-
tisch ablaufende EntwurfsprozeB3 fir die Entscheidungen des Anwenders offen
bleiben.

2.4 Ziel und Aufbau der Arbeit

In ihren wesentlichen Punkten soll die vorliegende Arbeit dazu beitragen, die
Strukturoptimierung als eigensténdiges und praxisorientiertes Ingenieurwerkzeug
zu entwickeln und als solches in den Bereich des rechnergestitzten Entwerfens
und Konstruierens einzubringen. Ausgangspunkt fur die vorgestellten Anséatze
bildet ein finites Elementprogramm, das fiir diese interdisziplindre Aufgabenstel-
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lung und die sich daraus ergebenden Anforderungen in seiner Konzeption und im
Bereich der Problemformulierung wesentlich erweitert wurde.

Die Diskussion unterschiedlicher Ansatze zur praktischen Strukturoptimierung und
die Vorstellung des zugrundeliegenden Konzepts fur das Programm CARAT
(Computer Aided Research and Analysis Tool) /Bletzinger 1989/ sind im Kapitel 3
zusammengefasst. Auf einen méglichst generellen Lésungsweg durch die Verbin-
‘dung von mathematischer Optimierung und die Anwendung der Methode der fini-
ten Elemente wird im Besonderen eingegangen. Im 4. Kapitel steht die direkte
Formutierung des Optimierungsproblems im Bereich der Methode der finiten Ele-
mente im Vordergrund. Besondere Berlcksichtigung findet hier die Frage, wie
sich die ‘vorgestellten Leichtbauprinzipien durch die Wahl geeigneter Opt|m|e~
rungsfunktionen am besten verwirklichen lassen.

Im direkten Zusammenhang mit der Problemformulierung stehen im Kapitel 5 die
Methoden der Sensibilitatsanalyse, welche die Gradientenermittiung der Optimie-
rungsfunktionen als hauptsachliches Ziel verfolgen. Darliberhinaus wird in diesem
Kapitel auf die besondere Bedeutung der Sensibilitatsanalyse im Entwurfsprozess
ndher eingegangen. Die programmtechnische Umsetzung der Problemformulie-
rung und der Sensibilitatsanalyse innerhalb der Methode der finiten Elemente wird
im Kapitel 6 durchgefuhrt. Um einen méglichst weiten Anwendungsbereich fiir die
Strukturoptimierung zu erschlieBen, wurde ein dreidimensionales Fachwerk- und
ein Schalenelement verwendet.

Interaktive
Graphik

‘ ﬁE;FormﬁIIerung .
. 3D-Fachwerk = }—{ Anwendungs-

3D-Schale Ba beispiele 7a

L

e s e e s )

i

Programm=
konzept 3a
- G 4 |_{ Mathematische Approximations-
Programmierung 2b techniken 3b [ |
o e e o o e e g Anwendungs-
i beispiele 6b
Progr.technische i Form- || Variablenver-
Grundlagen ] beschreibung 4b knapfung 5b ]
1

vorliegende Arbeit Kapitel .. b /Bletzinger 1990a/

Bild 2-3: Aufteilung des Arbeitsgebietes

Die Anwendungsbeispiele in Kapitel 7 sind im wesentlichen auf Strukturen und
Bauteile aus dem Gebiet des Bauwesens und der verwandten Fachrichtungen be-
schrankt. Besonderes Schwergewicht fallt dabei auf Schalenkonstruktionén, bei
denen die interessante Fragestellung der Formfindung behandelt wird.
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Die Verwirklichung der Gberaus differenzierten und komplexen Aufgabenstellung
der Strukturoptimierung ist ein hohes Ziel, wenn sie - wie es hier der Fall ist - zu-
nédchst von Grund auf und ohne jegliche programmtechnische Voraussetzungen
betrieben wird. Um dem gegenwartigen Stand der Technik in diesem Themenge-
biet gerecht zu werden, war eine zweigeteilte Vorgehensweise vorteilhaft. Eine
Aufteilung der verschiedenen Arbeitsgebiete ist in Bild 2-3 gegeben. Auf der Basis
gemeinsam erarbeiteter programmtechnischen Grundlagen und eines interaktiven
Graphiksystems konnten die vorab genannten Kapitel aufbauen (3a-7a).

Parallel dazu wurden in /Bletzinger 1990a/ die Methoden der Mathematischen
Optimierung {2b), verschiedene Approximationstechniken (3b), Algorithmen zur
Formbeschreibung (4b) und Mdglichkeiten der Identifikation und Verknlpfung von
Entwurfsvariablen (5b) entwickelt. Nur durch das gemeinsame Vorgehen konnte
eine Programmstruktur entstehen, welche, ausgerichtet am gemeinsamen Ziel, das
Zusammenspiel der einzelnen Komponenten im EntwurfsprozeB in idealer Weise
erfallt.



3.0 Integrierte Konzepte fiir die Strukturoptimierung

3.1 Entwicklung alternativer Losungskonzepte

Bei der Verwirklichung einer integrierten Lésung im Sinne der Strukturoptimie-
rung (Kap.2.2.2)) stehen fur die Wahl eines geeigneten Konzepts vor allem pro-
grammtechnische Aspekte im Vordergrund. Dazu gehdren im Wesentlichen die
Problematik der Steuerung, Koppelung und Organisation von unabhéngigen Pro-
grammen und Programmkomponenten, Fragen zur Datenverwaltung und zum Da-
tenaustausch sowie die Entwicklung einer problemgerechten Benutzeroberflache.

In der Programmentwickiung haben sich, bedingt durch die Anforderungen in der
Anwendung, im Bereich von Entwurf, Konstruktion und Berechnung festgefligte
und weitgehend unabhéangige Programm- und Arbeitsstrukturen herausgebildet.

‘a) integriertes
Programmsystem

NS
< /I‘l‘\\ -

b) programminternes : ‘ﬁ;'f-’i'\‘ia
Lésungskonzept

Bild 3-1: Gegenuberstellung untérschiedlicher Losungskonzepte,
Erlduterungen in den Bildern 3-2 und 3-3

Zum gegenwaértigen Zeitpunkt 148t dieses Geflige von CAD- und Strukturanalyse-
verfahren in der Praxis eine direkte Anwendung von Optimierungsverfahren in
diesem Arbeitsbereich nur in seltenen Einzelfillen zu. Das zentrale Problem stellt
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sich hier insbesondere in der Zusammenfilhrung der hinsichtlich der Optimie-
rungsaufgabe vollig unabhédngig entwickelten Teilaufgaben zu einem einheitlichen
Programmkonzept. Fiir eine programmtechnische Realisierung von Strukturopti-
mierungsproblemen gibt es zwei prinzipiell unterschiedliche Lésungsansétze
/Kimmich 1988/.

Der klassische Einsatz von Optimierungsverfahren in dér Luft- und Raumfahrtin-
dustrie und in jingster Zeit vermehrt auch in der Automobilbranche hat auf der
einen Seite zur Entwicklung verschiedener integrierter Programmsysteme gefiihrt.
Das Hauptziel dieser Losungen ist, die Optimierung auf der Basis der zur Verf(-
gung stehenden und in bewahrter Weise eingesetzten CAD- und Strukturanalyse-
verfahren zu betreiben /z.B. Eschenauer 1988b und Yang 1989/. Daneben soll der
Anwendungsbereich im Blick auf die Optimierung so weit als méglich offen bleiben
und einzeine Komponenten der Optimierungsaufgabe (z.B. CAD- oder FEM-Pro-
gramm) austauschbar sein.

Auf der anderen Seite steht das hauptsédchlich von Seiten der Programmentwickier
bevorzugte Konzept, die Optimierung als wichtiges und (bergeordnetes Verfahren
flr die Entwurfs- und Konstruktionsphase innerhalb der bestehenden Analysepro-
gramme zur Verfligung zu stellen. Bei diesem programminternen Lésungskonzept
spielt haufig eine direkte und effiziente Problemformulierung in der jeweiligen
Programmumgebung die entscheidende Rolle /z.B. Petiai 1982/. Deshalb steht
hier die gezielte Kappelung von CAD- und Strukturanalyseverfahren innerhalb der
vorliegenden Programmstruktur im Mittelpunkt des Interesses.

3.1.1 Integrierte Programmsysteme

Beim Konzept der integrierten Programmsysteme (Bild 3-2) wird davonh ausge-
gangen, daB die zur Verfligung stehenden Optimierungskomponenten unabhangi-
ge Module mit ‘einer in sich geschlossenen Daten- und Programmstruktur sind
/Sobieszczanski-Sobieski 1982/. Eine Programmarchitektur auf der Basis einer
Hauptprogramm-Unterprogramm=Technik ist hier ausgeschlossen. Die Programm-
kontrolle (P) muB in diesem Fall so angelegt sein, daB die Interaktion der einzel-
nen Module flir die sequentielle Losungsstrategie gesteuert werden kann. Gleich-
zeitig muB ein Verbindungsnetz (N) fir den entsprechenden Datentransfer (170)
zwischen externem Speicher (Hard Disk) und den einzelnen, sequentiell im Kern-
speicher (CPU) angelegten Modulen aufgebaut werden /Rajan 1986a/. Diese bei-
den zentralen Aufgaben werden in den meisten Systemen auf der rechnerspezifi-
schen Betriebssystemebene (K) in der entsprechenden Kommandosprache (Job-
Control-Language - JCL) gelést. '

Das der Optimierungsaufgabe zugrunde liegende Optimierungsmodell wird nun in
Abfolge der einzelnen Module fiir die Entwurfsmodeilierung (E), die Strukturana-
lyse (A) und die Sensibilitdtsanalyse (S) zusammengebaut und der Optimierungs-
strategie (O) zur schrittweisen Lésung (ibergeben /Rajan 1988/. Nur in wenigen
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Bild 3-2: Komponenten eines integrierten Programmsystems

Systemen ist fur diese wiederholt ablaufende Prozedur die Programmkontrolle (P)
und Monitorfunktion von der Optimierungsstrategie (O) auch programmtechnisch
getrennt. Die Dateniibertragung zwischen den Dat-ensystemen der individuellen
Module (DE, DA, DS, DO) ist meistens das rechentechnisch aufwendigste Problem:.
Hier sind oft unterschiedliche Datenformate {iber zwischengeschaltete Ubertra-
gungsprogramme (in Bild 3-2 nicht dargestellt) einander anzupassen. Eine sy-
steminterne einheitliche “Datenschiene” mit festgelegtem Datenformat kann sehr
hilfreich sein, wenn einzelne Module gegeneinander ausgetauscht werden sollen.
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In Zusammenhang mit der Sensibilitatsanalyse spielt auch die Stellengenauigkeit
der Ubertragenen Daten eine grofiere Rolle (Anwendung von Differenzenverfah-
ren}, was den beachtlichen Anteil des Datentransfers an der Gesamtrechenzeit ei-
ner Problemstellung insbesondere bei Hochleistungsrechnern (z.B. CRAY) noch
zusétzlich erhéhen kann. ‘

In Ergdnzung zu den generellen Funktionen der Optimierungskomponenten mis-
sen noch geeignete Transformationen vor die eigentliche Erstellung des zentralen
Optimierungsmodells gestellt werden. Dazu gehdren, wie in /Bletzinger 1990a/
beschrieben, die Variablenverkniipfung (TE, TA, TS), die Skalierung von Variablen
und Optimierungsfunktionen (TA, TS) und die Transformationen fir die Approxi-
mation der Optimierungsfunktionen (TO). Aus diesen Transformationsvorschriften
und ihrer Aufrechterhaltung wahrend des iterativen Losungsprozesses kénnen
sich aus rechentechnischer Sicht sehr aufwendige Formulierungen ergeben. Als
Beispiele dafiir seien hier stellvertretend die in /Bletzinger 1990a/ hergeleiteten
Formbeschreibungsmethoden fir Gi-kontinuierliche Schalenflichen genannt. Bei
kemplexen Formoptimierungsproblemen missen die verschiedenen Stufen der
Modelibildung (Kap. 2) im iterativen LosungsprozeB stédndig kontrolliert werden.
Interaktiv zur Verfligung stehende Grafikmodule (GE, GA, GS) tragen wesentlich
zu einer problemgerechten Benutzeroberflache bei. Leistungsfdhige Programme
(z.B. PATRAN, SUPERTAB, MOVIE.BYU, etc.) stehen flr die Verifikation des Ent-
wurfs- und Analysemodells zur Verfugung und kénnen relativ problemlos {ber
entsprechend definierte Schnittstellen in ein Programmsystem integriert werden.

3.1.2 Programminternes Losungskonzept

Eine grundsatzliche Voraussetzung flir eine programminterne Formulierung des
Optimierungsprobiems ist eine durchgangige und offene Programm- und Daten-
struktur (Bild 3-3). In der Regel wird bei diesem L&sungsansatz eine Programm-
architektur angestrebt, welche der Hauptprogramm-Unterprogramm-Struktur
madglichst nahe kommt /Sobieszczanski-Sobieski 1982/. ‘

Fir eine direkte und effiziente Umsetzung dieses Konzepts miissen die einzelnen
Teilaufgaben der Entwurfsmodellierung (E), der Struktur- (A) und Sensibilitatsana-
lyse (S) sowie die der L&sung des Optimierungsproblems (O) als Unterprogramme
vorliegen. Eine weitere programmtechnische Voraussetzung ist in diesem Zusam-
menhang der direkte Datenzugriff dieser Programmkomponenten auf eine im
Kernspeicher (CPU) angelegten Datenbasis (D). Die Programmkontrolle (P) erfolgt
iiber eine ebenfalls im Kernspeicher angelegte Kontrollebene (K), wobei die Mo-.
nitorfunktion zur Steuerung des iterativen Lésungsprozesses am besten durch ei-
ne programminterne Kommandosprache unterstitzt wird. In der Regel wird die fir
die Problembeschreibung notwendige Eingabe (l) an zentraler Stelle vorgenom-
men und von der iterativen Losungsprozedur weitgehend getrennt. Eine weitere
Hilfe bei der Formulierung der programminternen Ldésung kann eine mathemati-
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Optimierungs-
modell

P:  Programmkontrolle / D/K Datenbasis / Kontroliebene
Monitor

I Eingabe TE,TA TS, TO: Transformationen flir Entwurfs-

M: mathematische modellierung, Struktur- und
Funktionsbibliothek Sensibilitdtsanalyse, Optimierung

0O: Optimierungsverfahren

E: Entwurfsmodellierung GE,GA,GS: interaktive Graphik flir Entwurfs—

A: Strukturanalyse modellierung, Struktur- und

S:  Sensibilitdtsanalyse Sensibilitdtsanalyse

Bild 3-2: Programminternes Lésungskonzept (Beispiel CARAT)

sche Programmbibliothek (M) sein, welche in geeigneter Weise zur Unterstitzung
der rechenintensiven Programmkomponenten (A, S, O) beitrdgt. Die programm-
spezifischen Funktionen der einzelnen Komponenten (E, A, S, O) und ihrer zuge-
horigen Transformationen (TE, TA, TS, TO) unterscheiden sich im Vergleich zum
Konzept der integrierten Systemldsung lediglich durch ihren Zugang als Unter-
programme und dem direkten Datenzugriff. Insbesondere im Falle der pro-
grammtechnisch sehr aufwendigen interaktiven Grafikunterstﬁtiung (GE, GA, GS)
stelit die Aufrufbarkeit als Unterprogramm ein hohes und oft nicht realisierbares
Ziel da. Einzelne interne Programmkonzepte greifen hier als KompromiBiosung
auf externe Postprozessoren zu, welche Uber einen Datentransfer angesteuert
werden. Dabei geht jedoch der durchgéngig geschlossene Programmablauf fir die
Optimierung verloren, wenn nicht die Mdglichkeit von parallel laufenden und
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durch Datenaustausch miteinander kommunizierenden Rechnerprozessen gege-
ben ist.

3.1.3 Gegeniiberstellung der unterschiedlichen Konzepte

Im Ansatz zur Lésung der bei Aufgaben im Bereich der Strukturoptimierung zen-
tralen Problematik von Datenverwaltung und Datentransfer liegt das eigentliche
Unterscheidungsmerkmal der beiden Konzepte. Es soll hier nicht verschwiegen
werden, daB eine Lésung auf System- oder Programmebene mit vollstindig ex-
terner oder interner Datenstrukiur eine jeweils extreme Position in der Praxis
darstellt. Es ist eher eine philosophische Frage, ob ein hinsichtlich Anwendungs-
vielfalt offenes Programmsystem gegenlber einer direkten und mdéglichst effizien-
ten programminternen Formulierung bevorzugt werden soll. Haufig liegen in der
Praxis einzelne Programme als Systemkomponenten bereits vor und bilden somit
die Entscheidungsgrundlage fiir eine systemiibergreifende Ldésung des Optimie-
rungsproblems /Yang 1989/.

Die Ubertragbarkeit von Pragrammen und Programmsystemen auf unterschiedli-
che Rechner und Betriebssysteme sind ein weiterer Gesichtspunkt in der Bewer-
tung der Konzepte. Bei Programmsystemen handelt es sich haufig um langzeitige
Vorhaben, wobei hinsichtlich Installation und Wartung der Programme von einer
langfristig zur Verfligung stehenden Rechnerkonfiguration ausgegangen wird. Von
Seiten der Programmentwickler wird dagegen unter diesem Aspekt eher die un-
abhéangigere programminterne Lésung bevorzugt.

Die rasante Entwicklung der Computertechnologie ertaubt heute in zunehmendem
MaBe durch die Bereitstellung hoher Kernspeicherkapazitdten eine Behandiung
von rechentechnisch aufwendigen Problemen. Hochleistungsrechner und moder-
ne Arbeitsplatzrechner mit virtueller Speichertechnik sind heute speziell fur eine
“in-core” Verarbeitung von komplexen Rechenmodelilen ausgelegt. Einen beson-
deren Vorzug haben in dieser Hinsicht programmintern formulierte Probleme, da
externe Datenmanipulationen die Leistungsfahigkeit dieser Rechnerklassen stark
herabsetzen.
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3.2 CARAT und zugrunde liegendes Programmkonzept

Vorausgehende Uberlegungen und Recherchen in der einschliagigen Literatur zur
Anwendung von Optimierungsverfahren flr die Formfindung von Schalenkon-
struktionen /Morris 1982, Atrek 1984, Mota Soares 1986, Bennet 1986 und Esche-
nauer 1988a/ haben gezeigt, daB weder fur eine allgemeine Problemformulierung
noch fiir die praktische Verwirklichung realistische Losungen vorliegen. Vor allem
eine komplizierte Formbeschreibung und der hohe Rechenaufwand selbst bei
einfachen Strukturmodellen sind woht Griinde fir eine verzdgerte Entwicklung der
Strukturoptimierung in diesem Anwendungsbereich. Dariiber hinaus reagieren-
Schalenkonstruktionen hinsichtlich Tragverhalten und Tragwerksantwort (beraus
empfindlich bei einer Variation der formbeschreibenden Parameter, und es erge-
ben sich.oft hochgradig nichtlineare Funktionen im Optimierungsmodell (Kap. 6).
Dabei entstehen Optimierungsprobleme, welche durch ihre komplexe und diffe-
renzierte mathematische Formulierung an die zur Verfigung stehenden Lésungs-
strategien besondere Anspriiche stellen.

Die vorgenannten Aspekte haben, zusammengenommen mit den in Kapitel 2 for-
mulierten Anforderungen an die Problemformulierung und die Programmtechnik,
schlieBlich dazu gefuhrt, fir das Programm CARAT ein mdglichst geschiossenes
und fiir die einzelnen Teilaufgaben durchgédngiges Konzept zu erarbeiten. Diese
ganzheitliche Konzeption, welche in besonderem MaBe die gegenseitigen Einfl(s-
se und Koppelungen der Optimierungskomponenten berucksichtigt, konnte auf der
Grundlage einer internen Programmldsung verwirklicht werden.

Diskretisierung Optimierungsmodell

Bild 3-4: Iterativer Progfammablauf (Beispiel CARAT)

Ausgehend von der finiten Elementmethode soll das dem Programm CARAT zu-
grunde liegende Konzept einer “In-core”-L&sung die direkte und effiziente Formu-
lierung des gegebenen Optimierungsproblems in programmtechnisch idealer
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Weise realisieren (Bilder 3-3 und 3-4). Durch die offene, im Kernspeicher ange-
legte Programm- und Datenstruktur, wird die interaktive und sequentiell ablaufen-
de Optimierungsprozedur transparent und fiir die Anwendung durchschaubar.
Schnittstellen- und datentechnische Probleme sind fur alle Programmkomponen-
ten durch die gemeinsame Datenbasis auf ein Minimum reduziert. In der Optimie-
rungsschieife (E-A-S-O) stellt der Datenaustausch lediglich eine Kopie von Regi-
sterinhalten dar und ist im Vergleich zu einer externen Datenmanipulation duBerst
effektiv. Besonders als Forschungs- und Entwicklungsprogramm erhéit das Pro-
gramm CARAT damit eine hohe Flexibilitidt und ist leicht erweiterbar. Die zentrale
Dateneingabe (l) ist auf eine einzige Eingabedatei reduziert und erlaubt eine voli-
stédndige Trennung in wiederholbare und nichtwiederholbare Pragrammfunktio-
nen. Ein externer und interner Programm-Restart 148t eine schnelle und anwen-
dungsfreundliche Anderung des Entwurfs- und Analysemodells sowie der Opti-
mierungsstrategie zu. Zusammen mit der interaktiven Graphikunterstiitzung ergibt
sich so ein sehr wirkungsvolles Werkzeug flir Optimierungsprobleme in der Ent-
wurfs- und Konstruktionsphase.

3.2.1 Programmtechnische Voraussetzungen

3.21.1 Grundsatz der Programmentwickliung

Im Sinne einer flexiblen, transparenten und erweiterbaren Programmstruktur
milssen die einzelnen Programmkomponenten und deren untergecrdneten Pro-
grammeinheiten streng modular aufgebaut sein /Jordan 1978, Kimm 1979/.

[

= . : ngrammeinheiti - T

Informationstrager Datentrager Funktionstrager
dynamische | |
Steuerung (K) | Speicherverwaltung (D) Operationsvorschrift

Ausftihrungsvorschrift (FORTRAN)

Bild 3-5: Aufbau einer Programmeinheit

Dieser Grundsatz der Programmentwicklung gilt im besonderen MaBe fiir den ite-
rativen Losungsprozef3 (E-A-S-O) mit seinem hohen Rechenaufwand und intensi-
ven DatenfluB. Redundanzen zwischen Programmkomponenten und -einheiten
sollen grundséatzlich vermieden werden, weil nur ohne gegenseitige Abhangigkei-
ten auch kleinster Programmeinheiten eine offene Programmstruktur erhalten

20



bleibt. Sadmtliche Ausfiihrungsprogramme (Bild 3-5) sind, streng genommen, in
Informations-, Daten- und Funktionstrdger aufgespalten und bilden umgesetzt in
die Ausfihrungsvorschrift eine typische Programmeinheit. Bei “Multi”-Funktions-
programmen (z.B. Mathematik-Bibliotheken) miissen Daten- und Funktionstrager
der betreffenden Einheiten variabel und vollkommen problemunabhingig konzi-
piert werden,

3.21.2 Technische Grundlagen, Basisroutinen

Ein wesentliches Ziel bei der Entwicklung des Programms CARAT war die Entla-
stung der teilweise sehr aufwendigen Optimierungskomponenten durch eine Pro-
grammtechnik an der Basis (Bild 3-6). Diese ldee einer Zusammenbindung wichti-
ger Funktionen ist nicht neu und wurde fiir eine programminterne, dynamische
Datenverwaltung von /Wilson 1984/ vorgestelit. Dieses Konzept konnte gewinn-
bringend auf die Programmsteuerung (K) einer zentralen Datenverwaltung (D) mit
erweiterten Funktionen, flr die Eingabe () und Ausgabe von Daten (ibertragen
werden. Zuséatzlich sind noch vielfaltige Matrizenoperationen (M) speziell fir die
in FORTRAN entwickelten Programmkomponenten als Basisprogramme vorhan-
den.

3.21.3 "Multi"-Funktionskomponenten, Serviceroutinen

Diese Komponenten liegen im Programm CARAT in zwei verschiedenen Biblio-

" theken vor (Bild 3-6), sodaB sie fiir unterschiedliche Bediirfnisse mit jeweils glei-
cher Problemstellung genutzt werden kénnen. In der mathematischen Programm-
bibliothek sind in dieser Hinsicht fir die finite Elementemethode und einzelne
Optimierungsstrategien jeweils die Grundmuster fiir die mathematische Problem-
l6sung vorhanden. Dasselbe gilt fiir die Programme zur interaktiven Graphikun-
terstitzung, welche flr unterschiedliche graphische Ausgaben (z.B. Konturlinien
von Spannungen) als Programmeinheiten angesteuert werden kénnen.

3.2.2 Struktur und Funktion der Programmkomponenten

Der prinzipielle Programmaufbau ist durch das in Bild 3-3 vorgestellte Konzept
beschrieben. In Bild 3-6 sind die Funktionen der elementaren Programmkompo-
nenten von CARAT und ihre Zuordnung zu den hierarchisch angeordneten Pro-
grammebenen (Basis-, Service- und Operationskomponenten) angegeben. Bei der
weiteren Beschreibung der wichtigsten Programmkomponenten fiir die Struktur-
optimierung sollen die theoretischen Aspekte zunichst im Hintergrund bleiben.
Die entsprechenden Grundlagen fiir die Entwurfsmodellierung (E) und die Opti-
mierungsstrategien (O) sind ausflhrlich in /Bletzinger 1990a/ behandelt worden.
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1yHyD ul :QcmcanoxEEEmoi _mc cmcoic:n_ nc: ‘_Ev_gm '9-¢ pig

:wmm__o::‘_w sy a81UYS n.EEm._moE

m _| WasAS-WA

welsAs-S0 Egﬁm Y w wislsAS-XIN _I WoIsAS-INY
- uonejndiuewl : bunyemisa © buniensis
aqebsny (1) aqebuz _ W e * @ e _ 00 _puresbon
q R g . ] N |
DC:ONF_W adelng UUIINUo) mc:;m_ggm\_@o\_&
sau usppiH m (- uelse] obe) ojoquwiAg ayosiyeipenb swaelgqoidpsmusbig
LOIUNLIOHUOWN “ UOlBLIBASLIBWIOSY) Bunusiwuzeiboid aieauy | swslsAssBunyoisis Jaresuy
i

sgebuig ayosiydesh

TUBUouUNg ayosIydein

—-Jyotu pun Jsljesuy HunsgT
Buniapuydousysigpueg
POUIeURUSLIS[ SHuld

[lepouLNNAS
pun’ —aiswoan

SOE0sSNY auosiqaeIny

cn:mmw aur

(©) euiolaicpudess aapeIsl|

(W) euioiqiquinieiBold syostewsyey _

| USJUBUOMWOIDIAIRS PUN -SUORUNA.

uslyepeAsBuraundo

uapoyisuusuonewixolddy.

—f | S— Evem—— , 1
usuopjunisbunsauudo usuopiunysburueiwdo uabunys|gesiiawoan
(VINA'dOS 'd 1S 1AZas3) lep uabunysigy BunisueusbzioN

Bunjdnwyisa- pun
uogexiijuspiusiqelen

(ae‘ge'al) suswapubiseq

ussAleue|nag
MiUeuAQg pun
MBS aleauiiyoiu‘alesul

usineg “IWeuAq. els
JJoUONBLIEBA pUN 18YSIP

(0) ueibsjenssbunieiwndo |

(g) osAleuesieyiigisuss

(v) spoyeunuswalg spuid (3) Bunisjjlepowspnmius

o L g wa:mHCOQEOv_m:O._umL_QQOH

22



Flr die Struktur- (A) und Sensibilitdtsanalyse (S) wird auf die folgenden Kapitel
verwiesen.

Beispiel 3-1.

Lage der Punkte: [mm] Material: E =21 x 10° m’;‘nz
Knoten X1 X2 O = 450 anz y v=0
12 | -23.5 8.0 y = 7.8x10% m’:lna

13 -17.4 9.6 .
14 -7.5 15.0 Belastung: p = 360 Prvy
15 | -50 | 18.0 @X21
Blechdicke: t =1 mm 3

6.0

o ® 9 i
w] o ©

20.0 . 170 .74 5656 124

12.0

s . X1

T

Bild 3-7: Begleitbeispiel, Formoptimierung einer Zuglasche

An dieser Stelle sollen vielmehr an dem einfachen, ebenen Problem einer Zugla-
sche (halbes System in Bild 3-7) die Funktionen der Optimierungskomponenten
erlautert werden. Dieses Beispiel verdeutlicht das praktische Vorgehen bei Form-
optimierungsproblemen und zeigt gleichzeitig die Bedeutung einer problemge-
rechten Grafikunterstiitzung wahrend des Optimierungsprozesses auf.

3.2.21 Modellierung und Variation der Entwurfsgeometrie

Gegeniiber der lblichen Funktion der Geometriebeschreibung hat die Programm-
komponente zur Entwurfsmodellierung im Programm CARAT eine wesentlich um-
fangreichere Aufgabe zu erflillen. Die Geometriebeschreibung erfolgt durch die
heute in vielfaltiger Weise angewandten “Designelemente” /Imam 1982, Bennett
1985, Fleury 1986/. Auf der Grundlage dieser sehr flexiblen Methode der Formbe-
schreibung (Bild 3-8a) kann die Entwurfsgeometrie Gber die Kontrollknoten und
die entsprechende Kanten- und Elementtopologie schnell erzeugt werden. Fur ei-
ne Kontinuierliche Beschreibung der Randkurven und der Mittelfladchen bei Scha-
lengeometrien stehen Bezier- und B-Splines, Kreissegmente sowie Bezier- und
Coonselemente zur Verfigung /Bletzinger 1990a/.
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a) Geometriebeschreibung

O Designknoten ) ) )
[:l Designkanten BezrersplmeS@ Kreissegmente
4

Designelemente

Lagrangeelement Coonselemente

b) Netzgenerierung (4-Knotenelemente)

TI777777777F777777777777777 7777777

Bild 3-8: Begleitbeispiel, Géometriebeschreibung (a)
und Netzgenerierung (b)

Die Netzgenerierung und -adaption (Bild 3-8b) ist eine weitere Funktion dieser
Programmkomponente. Beliebige Elementnetze flr drei- und viereckige finite Ele-
mente kénnen Uber vorgegebene Kanteneinteilungen erzeugt werden.

Im Blick auf die Formoptimierung bestehen zusétzliche Anforderungen, welche bei
der Entwurfsmodellierung erfiillt werden missen. Dazu gehort vor allem die Iden-
tifikation der variablen Entwurfsparameter s (z.B. Koordinaten der Designknoten)
und deren Verkniipfung durch entsprechend formulierte Bedingungen (Bild 3-9a).
Verknlpfungsvorschriften aus Kontinuitdtshedingungen an Geometrierdndern
(z.B. Tangentenbedingungen) und in Ubergangsbereichen von Schalenflachen
stellen dabei besonders hohe programmtechnische Anforderungen, weil sie fiir
die sukzessiven Geometriednderungen mitgefiihrt werden missen. :

Im OptimierungsprozeB mussen gegebenenfalls die Ableitungen der Optimie-
rungsfunktionen bestimmt werden. Zur Ermittlung dieser Gradienten werden im
Falle einer analytischen, diskret oder variationell formulierten Sensibilitdtsanalyse
die Sensibilittskoeffizienten fiir eine Variation der Geometrie benétigt (Bild 3-Sb).
Flr die vorliegende Methode zur Formbeschreibung kénnen die Knotenkoordina-
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a) Variablenidentifikation und- verkntpfung

O freie Knoten 81 S T vorgegebene
A abhangige Knoten Ss Richtung

® feste knoten So
S1

S1

S1

Tangenten
bedingung S4

. 0.000
b) Geometrievariation fir s, Legende [-] ¢ 125 |
Konturlinien flr x; s, 0.250

Ausgangs- Sz S : 0.375

geometrie

Bild 3-9: Begleitbeispiel, Variablenidentifikation und -verkniipfung (a)
und Variation der Geometrie (b)

ten x sowie eine eventuelle Dickenverteilung t. des FE-Netzes in Abhdngigkeit der

Koordinaten der Designknoten x, und der Dicken t, an diesen Knoten angegeben
werden.

x = T(xp)xp mit x5 = ZCDiD(é,r]) xiD (3 —1a)

t=T(ty) o mit to = > Oh(t,n) t (3—1b)

Dabei ist T(x,) bzw. T(ty) eine geometrieabhingige Koordinatentransformation,
und ®b(¢, #) sind die jeweiligen Ansatzfunktionen der Designelemente in einem
krummlinigen Koordinatensystem &, 5 .
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Die Generierungsvorschrift zur Ermittlung der geometrischen Sensibilitatskoeffi-
zienten flr eine beliebige Variable s ist

aT(xp) dxh,

Xg = -—-—-—-—aXD XpsXp + T(phXps mit xp = Zq}b(é'ﬂ) - (3 — 2a)
aT(tp) ) . dtiD
5= o fosto + Tty mit by = Z@'D(é,n) 2. (-2

wobei die Koppelungen der Entwurfsvariablen entsprechend bericksichtigt wer-
den missen.

Die Entwurfskomponente bernimmt im Optimierungsproze mehrere wichtige
Funktionen, welche direkten EinfluB auf die nachfolgende Struktur- und Sensibili-
tatsanalyse haben. Neben der gegenseitigen Beeinflussung auf der Ebene der
Modellbildung {Entwurfs-, Struktur- und Optimierungsmodell) ergibt sich auch in
programmtechnischer Hinsicht durch den intensiven Datenaustausch eine starke
Verzahnung der drei beteiligten Programmkomponenten.

3.2.2.2 Strukturanalyse und Sensibilitdt der Tragwerksantwort

Die Programmkompenenten zur Struktur- und Sensibilitdtsanalyse sind durch ihre
gemeinsamen strukturmechanischen Grundlagen sehr eng miteinander verbun-
den. Die Ermittlung der Tragwerksantwort und der Tragwerksempfindlichkeit ge-
gendber einer Variation der Strukturgeometrie sind hier das Ziel der Analyse. In
der Regel stehen bei Strukturoptimierungsproblemen die lineare Berechnung von
Verschiebungen und Spannungen (Bild 3-10) sowie die Bestimmung von Eigen-
werten und -formen bei linearer dynamischer Beanspruchung im Vordergrund.
Dariiber hinaus besteht auch das Interesse, statisch und dynamisch nichtlineares
Strukturverhalten in eine Optimierungsaufgabe einzubringen, was haufig zu sehr
aufwendigen Formulierungen flihrt /Arora 1987,1989/. Derartig komplizierte Fra-
gestellungen, wie sie insbesondere im Blick auf Schalenkonstruktionen entstehen,
werden hier nicht weiter bericksichtigt.

Fiir die Strukturanalyse steht heute je nach Aufgabenstellung eine vielseitige Pa-
lette von Verfahren zur Verfigung. Die Methode der finiten Elemente und der
Randelemente, finite Differenzenverfahren und Ubertragungsmatrizenverfahren
sind die bekanntesten Vertreter. Flr aligemeine Aufgaben in der Strukturoptimie-
rung hat sich wegen der weiten Verbreitung in vielen Anwendungsbereichen die
finite Elementemethode (FEM) am stdrksten durchgesetzt /Vanderplaats 1982/.
Neben den gemischten, gemischt-hybriden und “assumed-strain’-Elementen wer-
den die Verschiebungselemente heute am héufigsten in der Strukturanalyse ein-
gesetzt, Die vielseitigen prakfischen Erfahrungen, welche im Umgang mit Ver-
schiebungselementen vorliegen, geben haufig den Ausschlag fir ihre bevorzugte
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Bild 3-10: Begleitbeispiel, Verformungen (a) und Konturlinien
der Vergleichsspannungen nach von Mises (b)

Anwendung, obwohl die Qualitdt der Ergebnisse im Vergleich zu alternativen Ele- -
mentformulierungen oft nicht ganz befriedigend ausfallt. Fir die Strukturoptimie-
rung spielt inshesondere im Zusammenhang mit der diskreten Sensibiblitatsana-
lyse die einfache Formulierung bei Verschiebungselementen eine entscheidende
Rolle (Kap. 6}. In der vorliegenden Arbeit wurde aus den vorgenannten Grinden
das dreidimensionale Fachwerk- und ein Schalenelement fiir die Optimierung und
die Sensibilititsanalyse aufbereitet (Bild 3-11). ‘

Nimmt man einen etwas héheren Rechenaufwand zur L&sung von Optimierungs-
aufgaben flir Scheiben, Platten und Rotationsschalen in Kauf, kann das aligemeine
3D-Schalenelement vielseitig auch fiir diese Aufgabensteliungen eingesetzt wer-
den.

Die Programmkomponente zur Sensibilitdtsanalyse hat die Aufgabe, fir Verschie-
bungen, Spannungen, Eigenfrequenzen und -formen sowie alle Ubrigen Optimie-
rungsfunktionen die Parameterempfindlichkeit bei einer Geometrievariation zu er-
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Bild 3-11: Strukturanalyse mit finiten Elementen

mitteln. Zur Lésung dieses aus strukturmechanischer Sicht oft recht aufwendigen
Problems gibt es zwei grundsétzlich unterschiedliche Anséatze (Bild 3-12).

Bei der ersten Mdglichkeit werden in der Regel die Energie- und Optimierungs-
funktionale, welche der finiten Elementemethode und den unterschiedlichen Opti-
mierungsproblemen zugrunde liegen, nach -den Entwurfsvariablen variiert. Mit
Hilfe einer adjungierten Gleichung, welche die implizite Abhédngigkeit der Zu-
standsvariablen (Verschiebungen, Spannungen) von den Optimierungsvariablen
bericksichtigt und der Tragwerksantwort der diskretisierten Struktur werden dann
die gewlnschten Sensibilitadtskoeffizienten bestimmt.

Diskretisieriing: : Lo Energie-=ung: o Variation der
‘der Struktur - Optimierungsfiinktionale Funktionale

“Diskrete - . | VSA Variationelle
Sensibilititsanalyse | | Sensibilitdtsanalyse

~ Ableiung der | [FEM Sensbiliat Diskretisierung
. Grundgleichungen BEM ..  koeffizienten | der Struktur

Bild 3-12; Unterschiedliche Ansétze flr die Sensibilititsanalyse

Die zweite Moglichkeit, welche ebenfalls zur Sensibilitdtsanalyse im Programm
CARAT verwendet wird, geht von einer systematischen Ableitung der Grundglei-
chungen fir die finite Elementemethode und der Optimierungsfunktionen an der
bereits diskretisierten Struktur aus (Kap. 5). Die konsequente Anwendung der
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analytischen Ableitungsregeln fihrt dann schlieBlich zu den Sensibilitdtskoeffi-
zienten der Tragwerksantwort (Bild 3-13).
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a) Ableitung der MaBstab 1.__._2'49 x 10_,
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/
——

(7777777777777 IS/ 77777

; -30

b) Ableitung der Vergleichs— Legende [m’:‘na] _25
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Bild 3-13: Begleitbeispiel, Ableitungen der Verformungen (a)
und der Vergleichsspannungen nach von Mises (b)

3.2.2.3 Optimierung und interaktive Programmkontrolle

Durch die Verbindung der vielseitig anwendbaren Designelemente zur Entwurfs-
modellierung und der Methode der finiten Elemente ergeben sich bei der Struk-
turoptimierung in der Regel sehr unterschiedliche mathematische Problemstel-
lungen. Bei gleichzeitiger Form- und Querschnittsoptimierung wird zusétzlich die
Charakteristik des mathematischen Probleims tiber lineare bzw. nichtlineare Opti-
mierungsfunktionen sehr stark beeinfluBt. In jedem Fall muB flr eine generelle
Problemldosung bei der Optimierung als Programmkomponente von einem allge-
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mein aufgestellten nichtlinearen Programmierungsproblem (NLP) ausgegangen
werden: C : :

min  f(s) 8-3)
mit hi(s) =0 poi=1,.,m,
gi(s) <0 o= me+1,..,m

s < 8 < 8y 7 seR"

Die zugehérige Definition der jeweiligen Optimierungsvariablen s aus der Para-
metermenge des Entwurfs- bzw. Strukturmodells sowie die Formulierung von un-
terschiedlichen Zielfunktionen und Nebenbedingungen erfolgt im folgenden Kapi-
tel.

Flir eine wirtschaftliche Losung von allgemeinen Strukturoptimierungsproblemen
ist:flir die Entwicklung von mathematischen Verfahren eine mdglichst hohe Kon-
vergenzrate zum globalen Optimum von entscheidender Bedeutung. Daneben
sollen diese Algorithmen eine Sequenz von verbesserten Ldsungen érzeugen,
welche im Idealfall alle im zuldssigen Bereich liegen. Bei Verfahren mit derartigen
Eigenschaften kann dann der iterative Lésungsproze mit der Garantie einer ver-
besserten zuldssigen LOsung jederzeit abgebrochen werden. Bis heute existiert
jedoch kein generelles Lésungsschema, welches alle genannten Eigenschaften
gleichzeitig erfillt. Es liegt daher nahe, unterschiedliche Strategien flr die jeweils
glinstigste Problemlésung in einer Bibliothek zur Verflgung zu-stellen. Fur die
treffende Auswahl der Verfahren braucht es dennoch viel Erfahrung und Exper-
tenwissen, um zusammen mit einem gut konditionierten Optimierungsmodell die
spezifische Problemstellung in geeigneter Weise zu losen. ;

Die Losungsstrategien mit der héchsten numerischen Effektivitdt verlangen Infor-
mationen Uber die ersten, und in Sonderfallen aut:h tiber die zweiten Ableitungen
der Optimierungsfunktionen. Haufig missen deshalb diese Funktionen bis zu den
zweiten Ableitungen auch kontinuierlich sein. Diese Anforderungen haben einen
entsprechenden EinfluB auf die Formulierung des Optimierungsproblems (z.B.
Netzadaption, Kap. 4) und verlangen eine entsprechend effizient durchgefihrte
Ermittlung der Ableitungen (Kap. 5). Im Programm CARAT verfiigt jede verwen-
dete Losungsstrategie Uber ein geeignetes Abbruchkriterium zur Uberprifung der
Konvergenz (Kuhn-Tuckerbedingungen, max. lterationen, etc.) sowie Ober ent-
sprechende Fehlermeldungen flr eine fehlerhafte Problemidsung. .

In Tabelle 3-1 sind die in /Bletzinger 1990a/ ausfihrlich beschriebenen Optimie-
rungsverfahren kurz zusammengefasst. Ein kombinierter Einsatz von Optimie-
rungsstrategien kann hiufig gewinnbringend angewandt wérden /Rajan 1986b/.
Dabei werden die Verfahren entsprechend ihren spezifischen Eigenschaften hin-
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Methode | Beschreibung Klassifikation / Literatur

OPTFSD | "Fully Stressed Design” "Stress Ratio Method”
Querschnittsoptimierung bei Fachwerken flr | /Gellatly 1973,
zuldssige Spannungen und Stabknicken, Gallagher 1973b/

OPTEVL | (1+1)~gliedrige Evolutionsstrategie 0.Ordn.,Suchmethode
Zufallsgesteuerte Barrieremethode, welche | /Rechenberg 1973,
nach dem Prinzip der Mutation und Schwefel 1977/

Selektion vorgeht.

OPTSLP | Sequentielle lineare Programmierung 1.0rdn.,primares Grad.verf.
Sequentielle Linearisierung des NLP-Pro- /Pedersen 1982-83,

blems, Simplexmethode als Unterproblem, Kneppe 1986/
Konvergenzsteuerung durch "Move Limits”.

OPTMMA] "Method of Moving Asymptotes” 1.Crdn,,duales Grad.verf.
Konvexe Approximation der linearisierten /Svanberg 1987,
Opt.—funktionen, entkoppeltes priméres und | (Fleury — 1986)/

duales Problem, Ldsung des dualen Unter-
problems (Fletcher-Reeves).

OPTSQP | Sequentielle quadratische Programmierung | 2.0rdn.,Quasi-Newton
Sequentielle Linearisierung und guadratische| /Schittkowski 1983/
Approximation des NL.P-Problems durch
BFGS-Update der Hessematrix, Losung des
QP-Problems flir Suchrichtung, Schrittwei-
tenbestimmung durch "Line Search”.

Tabelle 3-1: Optimierungsverfahren im Program CARAT

tereinander zu einer Ubergebrdneten, hybriden Losungsstrategie verbunden. In
Bild 3-14 ist fir das Begleitbeispiel der Zuglasche ein solches Vorgehén darge-
stellt. Flr dieses stark restringierte Problem wird zunédchst OPTMMA eingesetzt,
um in die Nahe der gewichtsoptimalen Lésung zu kommen. In der Nihe der L6-
sung andert sich der aktive Satz der Nebenbedingungen nur wenig, und OPTSQP
kann anschlieBend fiir eine Ldsung mit hoher Genauigkeit gewinnbringend einge-
setzt werden.

In Bild 3-14 zeigt sich ebenfalls der Vorzug einer interaktiven Programmkontrolle.
Dazu gehért die Gbersichtliche Darstellung des Optimierungsverlaufs in entspre-
chenden Konvergenidiagrammen fur die Ziel- und evtl. die Lagréngefunktion, SO-
wie ausgewahlten Variablen und Nebenbedingungen. Bei Problemen im Bereich
der simuitanen Form- und Querschnittsoptimierung ergeben sich in den prakti-
schen Anwendungen vielfach Schwierigkeiten in der Beurteilung des Optimie-
rungsprozesses fur eine mehrdimensionale Variation der Optimierungsvariablen.
Die begleitende graphische Unterstiitzung (Formvariation, Spannungen, etc.) und
die Monitorfunktion zur Uberwachung des Fortschrittes im Optimierungsprozef
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kénnen diese Barriere durchbrechen und helfen bei der kritischen Beurteilung
schwieriger Problemstellungen.

Ausgangsgeometrie 800 4 KN
- {J Lagrangefunktion
O Gewicht

MMA SQpP

5 4 6 8 10
% lterationen

di7
S4

Sy
dis

lterationen

4 6 8 10
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optimale g s g
Geometrie a O ol 100 [ r x 100

Bild 3-14: Begleitbeispiel, Optimierung und interaktive Programmkontrolle

3.2.3 Bewertung des vorliegenden Programmkonzepts

Die Beschreibung von Funktion und Struktur der Operationskomponenten zur
Entwurfsmodellierung, Struktur- und Sensibilitdtsanalyse sowie zur Optimierung
zeigen, welch hohe gegenseitige Beeinflussung dieser Komponenten trotz ge-
trennten Teilaufgaben dennoch bei der Verwirklichung eines integrierten Konzep-
tes flr die Strukturoptimierung vorliegt. Auf der datentechnischen Ebene ergibt
sich zusatzlich eine starke Verzahnung dieser Kemponenten untereinander. In der
Konzeption des Programms CARAT war gerade dieser Sachverhait die Grundlage
fur die Entwicklung einer einheitlichen und durchgédngigen Programmldsung.
Durch die strenge Modularitdt des Programms und die Entlastung rechen- und
datentechnisch schwieriger Programmteile an der Basis ergibt sich eine transpa-
rente und einfach erweiterbare Programmstruktur. Obwoh! in diesem Fall eine
reine programminterne Losung vorliegt, liegt ein gleichzeitig effektiver und gene-
reller Losungsansatz flr eine Vielfalt von Strukturoptimierungsproblemen vor.

Starkere Einschrankungen ergeben sich fir das vorliegende Konzept, wenn es
darum geht, einzelne Operationskomponenten gegen vorliegende Programmodule
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auszutauschen. Fir die Entwurfsmodellierung und die Optimierungskomponente
kann iber eine geeignete Schnittstellendefinition auch fir das hier verwendete
programminterne Konzept eine einfache Losung gefunden werden. Bei den Kom-
ponenten zur Struktur- bzw. Sensibilitdtsanalyse gibt es keine vergleichbare L&-
sung, da diese Komponenten Uber die Optimierungsfunktionen stark miteinander
verknlpft sind und in der Praxis keine Programmodule existieren, welche beide
Aufgaben gemeinsam erflllen. In jedem Fall geht bei der Verwendung von exter-
nen Programmodulen die durchgédngige Datenstruktur verloren. Neue Aspekte aus
dem Bereich der Strukturoptimierung sollten deshalb selbst bei einem zunichst
hohen Programmieraufwand flr die Problemformulierung immer zugunsten der
effektiveren Problemidsung in das vorliegende Konzept eingebracht werden.

3.3 Entwicklungen und Tendenzen in der Computertechnologie

Nur wenige Themengebiete im Bereich der Ingenieurwissenschaften sind hin-
sichtlich der zukiinftigen Entwicklung in der Computertechnologie so offen und
anféllig wie die Strukturoptimierung.

Optimierungsmodell

o

S
Rl S G ¥
s

TN 75%
N

< s
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———
=

e
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Bild 3-15: Paralleles und verteiltes Rechnen in der Strukturoptimierung

Die Grinde daflr liegen vor allem in dem vergleichsweise hohen numerischen
Aufwand zur Lésung der mechanischen Aufgaben der Struktur- und gekoppeiten
Sensibilitdtsanalyse und zur Lésung des mathematischen Optimierungsproblems.
Aus der Sicht der Informatik kommen noch die Aspekte der interaktiven Pro-

Integrierte Konzepte fiir die Strukturoptimierung 33



grammkontrolle und Graphikunterstiitzung sowie die Problematik des Datenaus-
tausches hinzu.

Fir die Losung groBer Probleme in der Strukturoptimierung in Verbindung mit
Dekompositionsverfahren ist dieses Anwendungsgebiet geradezu pradestiniert fur
die aufkommende Technologie des verteilten und parallelen Rechnens /Lootsma
1988, Herendeen 1988/. Fir die Koordination solcher komplexer Aufgabenstel-
lungen kann eine interne Programmstruktur mit einer durchgéangigen Datenbasis
sehr hilfreich sein (Bild 3-15). Insbesondere in Verbindung mit einer kombiniert
eingesetzten Substrukturtechnik in der Strukturoptimierung /Arora 1977a,b/ ist
hier eine etlegante L.osung groBer Probleme (n > 100, DOF = 20000) denkbar,

Die stark interdisziplindre Charakteristik der Optimierungsaufgabe und der relativ
hohe theoretische Aufwand bei der mechanischen und mathematischen Modell-
bildung (Kap. 2) legen es nahe, fir die Anwendung der Programme zur Struktur-
optimierung in der Praxis Entscheidungshilfen zu entwickeln. Daflir stehen heute
entsprechende Mdoglichkeiten durch die Anwendung von Expertsystemen /Adeli
1988/ zur Verfugung. Voraussetzung fiir eine sinnvolle Anwendung dieser Tech-
nologie ist jedenfalls die vorausgehende Mdglichkeit zur programminternen Feh-
lerdiagnose und -dokumentation. Die interne Programmsteuerung und die Fehler-
diagnose der Optimierungskomponenten halten das Programm CARAT auch flr
diese neuartige Entwicklung offen.
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4.0 Formulierung des Optimierungsproblems

41 Leichtbau als iibergeordnetes Zielkriterium

In der Praxis steht bei vielen Anwendurigen der Strukturoptimierung die Frage
nach der Auslegung einer Struktur mit optimaler Materialausnutzung im Vorder-
grund. Im einfachsten Fall geht (ber die Materialeinsparung und eine gewlinschte
Verringerung der Materialkosten das Gewicht der Konstruktion als Zielkriterium in
direkter Weise in das Strukturoptimierungsproblem ein. Zur Erhéhung der Nutzlast
eines Fahrzeuges oder der Verringerung seines Energiebedarfs kann das Gewicht
beispielsweise aber auch indirekt bei der Problemformulierung eine Rolle spielen.
Viele Strukturprobleme lassen sich in der Praxis nur unter der Voraussetzung der
optimalen Materialausnutzung realisieren. Dies gilt zum Beispiel fir Bricken-
tragwerke mit sehr groBen Spannweiten und einem hohen Eigenlastanteil. Bei
dieser Klasse von Problemen ist die Funktionalitdt der Struktur in hohem MaBe
durch einen geringen Materialverbrauch bei gleichzeitig optimaler Anordnung des
Materials bestimmt. Alle drei vorgenannten Falle kénnen zum klassischen Pro-
blemfeld der Leichtbaukonstruktionen gezahlt werden /Wiedemann 1989/.

Ein vergleichbares Leitziel 148t sich bei der spannungsoptimalen Auslegung von
Strukturen feststellen /Sporl 1985/. In diesen Fallen liegt das Schwergewicht eher
auf einer méglichst glinstigen Verteilung des Materials als auf seiner Einsparung.
Eine dhnliche Problematik ergibt sich fir Strukturen, welche (ber die Materialan-
ordnung in gezielter Weise an eine gewlnschte Eigenschaft angepasst werden
solten. Dies gilt zum Beispiel im Falle der optimalen Auslegung der Steifigkeit
einer Rohkarosserie im Automobilbau /Spreng 1988/, wobei unterschiedliche An-
forderungen (z.B. Crashverhalten, Forminderungsenergie) berlcksichtigt werden
missen. Als verwandte Aufgaben kénnen diese Problemstellungen den Leicht-
baukonstruktionen zugeschlagen werden, wenn es vornehmlich darum geht, mit
fest vorgegebenen Materialverhéltnissen die Struktur in ihren Eigenschaften und
ihrem Verhalten noch zu verbessern.

4.1.1 Einschrinkung und Klassifikation der Problemstellung

Aus der Verbindung der direkten Verfahren der mathematischen Programmierung
mit der vielseitig einsetzbaren Methode der finiten Elemente fur die Strukturana-
lyse ergeben sich auf dem Hintergrund der Gestaltungsprinzipien des Leichtbaus
(Kapitel 2) eine Vielzahl von Problemstellungen. Durch die Wahl der Optimie-
rungsvariablen aus der Parametermenge des Entwurfs- und Analysemaodells und
durch die Definition entsprechender Optimierungsfunktionen 148t sich diese An-
wendungsvielfalt noch beliebig steigern. Bevor das Optimierungsproblem formu-
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liert werden kann, muB an dieser Stelle eine Einschridnkung dieses breiten An-
wendungsbereichs vorgenommen werden. Durch die Einteilung der vorgesteliten
Leichtbauprinzipien in geeignete Problemfélle 1dBt sich das voriiegende- Aufga-
bengebiet auf einige konkretere Gesichtspunkte reduzieren.

Die Probleme der Strukturoptimierung kénnen zunachst auf verschiedenen Ebe-
nen nach der Variabilitdt im Parameterraum des Entwurfs- und Analysemodells
charakterisiert werden /Ramm 1990/. Dariber hinaus beeinflussen die verschie-
denen Parameter als Variablen die Charakieristik des Optimierungsproblems in
sehr unterschiedlicher Weise. Durch die Wahl der Variablen kénnen sich sowohi
diskrete als auch kontinuierliche Optimierungsprobleme ergeben. In Bild 4-1 sind
die verschiedenen Problemstelliungen kurz wiedergegeben. In folgender Reihen-
folge kann die Variabilitat nach

e der Material- und Querschnittswahl (diskret und kontinuierlich),

e der Materialausrichtung und -anordnung (diskret und kontinuierlich) z.B. bei
Laminaten,

e der Form der Struktur (kontinuierlich) und

s der Konfiguration bzw. Topoiogie (diskret) der Struktur

in aufsteigendem Schwierigkeitsgrad des Optimierungsproblems unterschieden
werden.

Materialwahl Materialausrichtung Konfiguration
Querschnitt Materialanordnung Topologie
.-
LR
Holz mg isotrop anisotrop

Beton kontinuierlich  Form
I

I =z
diskret

Stahl

Bild 4-1: Unterschiedliche Variabilitat bei der Strukturoptimierung

Mit der iiberaus komplizierten Frage nach der optimalen Auslegung der Struktur
bei variabler Topologie /Wiedemann 1989, Bremicker 1990/ sind in der Regel be-
sondere Ldsungsmethoden (z.B. “integer programming”) mit einem hohen Re-
chenaufwand verbunden. Dasselbe gilt fir die Materialwahl, -anordnung und
-ausrichtung, wenn sie (ber diskrete Variablen in das Optimierungsproblem ein-
gebracht werden, Derartige Problemstellungen sollen hier von vorn herein aus-
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geschlossen bleiben. Bei festliegender Wahi des Werkstoffes, der Bauweise und
Topologie der Struktur sollen im folgenden nur die Querschnitte und die Form
stetig variiert werden. In diesem Sinne muB also jeder Optimierung ein funktional
und topologisch vorgegebener Entwurf (Idealisierung) mit einer definierten Varia-
bilitadt (Parameterisierung) vorausgehen.

4.1.2 Kriterien fiir die Problemformulierung

Im Vorfeld der Strukturoptimierung sind in /Wiedemann 1989/ einige Bewertungs-
merkmale herausgearbeitét, nach welchen sich eine detailliertere Unterscheidung
einzelner Problemfalle des Leichtbaus durchfiihren 148B8t. Bevor eine Struktur
Uberhaupt optimiert werden kann, missen BewertungsmaBstibe vorliegen, an
welchen die verbesserte Struktur gemessen werden soll. In der vorgenannten Li-
teraturstelle werden dafir verschiedene KenngréBen angegeben.

Uber einen Strukturkennwert k, der als Verhéltnis der Last zur spezifischen Lange
einer Struktur definiert ist, lassen sich geometrisch dhnliche Strukturen unterein-
ander vergieichen und bewerten /Schaur 1979, Minke 1970/. Solche Vergleiche
reduzieren sich im Allgemeinen auf einzelne Kenngr'dBen, wie die der Steifigkeit
oder der Festigkeit einer Konstruktion (Bild 4-2). Fir einen kleineren Struktur-
kennwert steht das Verformungsverhalten, die Stabilitdt oder.das Schwingungs-
verhalten eines Tragwerks bei der Formulierung der Optimierungsaufgabe im
Vordergrund. Bei eher gedrungenen Strukturen mit einem groBen Kennwert ge-
winnen jedoch die lokale Spannungsverteilung, sowie die Problematik der Last-
einleitung und der Materialermiidung vorrangige Bedeutung.

Far eine grobe Bewertung unterschiedlicher Tragwerksailternativen, welche sich in
ihrer Variabilitdt lediglich in der Querschnitts- und Tragwerksgeometrie unter-
scheiden, 148t sich dieser Kennwert in geeigneter Weise anwenden. Damit kénnen
unter dem Gesichtspunkt der Leichtbaukonstruktionen zwei Grundprobleme un-
terschieden werden. Auf der einen Seite gilt fir Strukturen mit kleinem Kennwert
die Verbesserung der Steifigkeit als priméres Optimierungsziel. Bei Strukturen mit
groBem Kennwert kommt es dagegen auf eine giinstige Spannungsverteilung an,
und damit steht die Frage nach der Festigkeit einer Konstruktion als Zielkriterium
im Mittelpunkt des Interesses.

Geht man fiir beide Grundprobleme vom Gewicht der Konstruktion als Basisgrofie
aus, so gehen die Steifigkeit bzw. Festigkeit der Struktur als direktes Zielkriterium
in das Optimierungsproblem ein. Das kann zum Beispiel durch die Minimieruhg
der Formanderungsenergie als Zielfunktion oder Gber eine Ausgleichsfunktion fir
die Spannungen geschehen (Bild 4-2). In beiden Fallen beeinfluBt das Gewicht der
Konstruktion héchstens als Nebenbedingung das Ergebnis des Optimierungspro-
blems. Eine zufriedenstellende Auslegung der Struktur 148t sich fur beide Grund-
probleme selten durch eine Querschnittsoptimierung alleine erreichen. Die mdg-
lichst freie und uneingeschrankte Variation der Form ist hier gewissermaBen eine
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Bild 4-2: Grundprobleme in der Strukturoptimierung

Vorbedingung flr einen erfolgreichen Einsatz der Strukturoptimierung. Im allge-
meinen gehen aus einer derartigen Problemformulierung sehr schwach restrin-
gierte Optimierungsaufgaben hervor.

Andererseits kann das Gewicht auch direkt als ZielgréBe in das Optimierungspro-
blem eingebracht werden. In diesem Fali entscheidet dann die Formulierung der
Nebenbedingungen zur Kontrolle der Spannungen, Verschiebungen oder Eigen- )
werte, daruber, ob die Optimierungsaufgabe eher als Auslegung flr die optimale
Steifigkeit oder Festigkeit der Konstruktion aufzufassen ist. In vielen Fallen wird |
sich in dieser Hinsicht a priori keine klare Trennlinie ziehen lassen. Erst die Lo-
sung der Optimierungsaufgabe legt offen, welche Bedingungen das Endergebnis
entscheidend beeinfluBt haben. In diesem Sinne wird es sich bei Aufgaben mit
dem Gewicht als ZielgroBe immer auch um stark restringierte Optimierungspro-
bleme handein.
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Eine ganz eigene Klasse von Problemen ergibt sich bei der Optimierung von
Strukturen, welche durch die Rotation um eine starre Achse beansprucht werden.
Dazu gehdren Aufgaben zur optimalen Auslegung von Schwungradern, Turbinen
oder Rotoren. Bei Schwungréddern liegt die primédre Aufgabe in der Speicherung
der mechanischen Energie, welche ein méglichst groBes Massentradgheitsmoment
verlangt. Bei allen Gbrigen Strukturen wird die Optimierungsaufgabe eher durch
die Beanspruchung, also Zentrifugalkrafte und die Kréfte aus Beschleunigen und
Bremsen bestimmt. Im ersten Fall (Schwungrad) muB fir die Optimierungsaufgabe
die Minimierung der Gewichtsfunktion durch die Maximierung des Massentrag-
heitsmoments ausgetauscht werden oder gleichbedeutend, die Spannungsvertei-
lung bzw. Steifigkeit bei gleichbleibendem Massentragheitsmoment angepasst
werden. Bei Turbinen und Rotoren wird demgegenﬂber die Charakteristik der
Optimierungsaufgabe lediglich durch die Art der Beanspruchung gepragt, und die
vorgenannten Zielkriterien des Leichtbaus (Steifigkeit - Gewicht - Festigkeit) kén-
nen sinngemal angewandt werden.

Die Formulierung des Optimierungsproblems innerhalb der finiten Elementmetho-
de sollen im folgenden auf die beiden Grundprobleme der optimalen Steifigkeit
bzw. Festigkeit mit der Gewichtsfunktion oder dem Massentragheitsmoment als
Basis- oder ZielgréBe beschrénkt bleiben. Zusammen mit der Variabilitat in Form
und Querschnitten, sowie entsprechend formulierten Nebenbedingungen ergibt
sich insbesondere flr Flichen- und Schalentragwerke eine reichhaltige Palette
von interessanten Strukturoptimierungsprobiemen.

Uber gewichtsbezogene FestigkeitskenngriBen o[y bzw. Steifigkeitswerte En/y
wird in /Wiedemann 1989/ eine Werkstoffwertung fiir unterschiedliche Beanspru-
chungen vorgendmmen (Bild 4-2). Diese KenngroBen werden dort fiir eineh rela-
tiven Vergleich verschiedener Materialien eingesetzt, wobei die Exponenten n und
m verschiedene Arten der Beanspruchung charakterisieren. Fir einen fest vor-
gegebenen Werkstoff 148t sich in umgekehrter Weise aus dieser Wertung schlie-
Ben, daB die beiden hier betrachteten Grundprobleme zuséatzlich durch eine stark
unterschiedliche “innere” Beanspruchung der Strukturen gepragt sein kénnen. Ei-
ne kombinierte und mehrachsige Beanspruchung. durch Zug, Druck, Schub, Bie-
gung und Torsion beeinfluBt zusammen mit lokalem und globalem Beulen tber die
Strukturantwort die’ Formulierung‘des Optimierungsproblems in entscheidendem
Mage. Die Charakteristik der jeweiligen Optimierungsaufgabe wird nicht nur durch
die Variabilitat der Struktur und die gewahiten Optimierungsfunktionen bestimmt,
sondern wird ebenso durch die Strukturantwort gepragt. Jedes einzeine Optimie-
rungsproblem muB deshalb in Kenntnis dieser vielfachen Einflliisse und der ge-
genseitigen Zusammenhdnge formuliert werden.
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4.2 Strukturoptimierung mit fi_niten Eleme_nten

Die erste Anwendung der mathematischen Programmierung fir Aufgaben der
Strukturoptimierung und die EinfUhrung der finiten Elementmethode haben zwar
gleichzeitig, aber unabhéngig voneinander stattgefunden (Tab. 2-1). Die Ursache
fiir die zeitlich zusammenfallende Griindung beider Disziplinen ist vor allem im
zligigen Fortschritt der Computertechnologie in diesem Zeitraum zu suchen, wel-
che beide Entwicklungen in dgeeigneter Weise unterstlitzten. Die positiven Erfah-
rungen in der Anfangsphase beider Disziplinen bewirkte dann fast zwangsléufig
ihre Verbindung unter der gemeinsamen Problemstellung der Strukturoptimie-
rung. Seither ist die Weiterentwicklung der Strukturoptimierung maBgeblich von
den Fortschritten in der ‘Optimierungstheorie einerseits und der finiten Element-
technologie andererseits gepragt.

Die Methode der finiten Elemente ist heute ein unverzichtbares Hilfsmittel zur Be-
handlung und Lésung einer Vielzahl von unterschiedlichen Problemen im Bereich
der Strukturanalyse. Bei der Einfithrung dieser Methode stand die Beschreibung
von strukturmechanischen Problemen im Mittelpunkt des Interesses. Durch die
Aufarbeitung der theoretischen Grundlagen zeigte sich jedoch sehr schnell, daB
sich die Methode in idealer Weise auch auf die rechnerische Simulation von ver-
gleichbaren physikalischen Problemen anwenden I4Bt. Die Grundlage dieser re-
lativ einfachen Ubertragbarkeit bildet eine generelle Betrachtung des zugrunde-
liegenden Systems partieller und gekoppelter Differentialgleichungen /Bathe
1982/. '

Aus theoretischer Sicht liefert die finite Elementmethode jedoch immer nur eine
gendherte Lésung an die wirkliche Problemstellung. Nach der Idealisierung der
wirklichen Struktur kann das Problem auf Elementebene, also lokal, durch diskrete
Zustandsvariablen Uber Ansatzfunktionen beschrieben werden. Zunéachst wird
dadurch bei strukturmechanischen Problemen lediglich das Verhalten der Struktur
auf Elementebene angenahert. In der Regel wird flr eine allgemeine Problemfor-
mulierung ebenso die Geometrie der Struktur ndherungsweise beschrieben. Hinzu
kommeh noch weitere Annahmen (z.B. zum Materialverhalten) und indirekte Ab-
hangigkeiten von der Diskretisierung (z.B. Belastung). Die einzelnen Elemente
sind untereinander durch die diskreten Zustandsvariablen verknlpft. Das Verhal-
ten der gesamten Struktur ergibt sich nach dem Zusammenbau aus den einzelnen
Elementen Uber die Lésung der entsprechenden Systemgleichungen. Die Qualitat
dieser Lésung ist demnach sehr stark von der Wiedergabe des wirklichen Struk--
turverhaitens abhangig, wobei global eine ausreichend genaue Diskretisierung
und lokal das Elementverhalten die entscheidende Rolle spiefen.

Als Leitziel der finiten Elementmethode kann die zuverlassige und mdéglichst ge-
naue Losung der jeweiligen Problemstellung unter dem geringsten numerischen
Aufwand gelten. Insbesondere im klassischen Anwendungsbereich der Kontinu-
umsmechanik sind in diesem Zusammenhang einfache, effizient und robust for-
mulierte finite Elemente wichtig. In dieser Hinsicht hat vor allem die Herleitung von
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finiten Elementen aus Variationsprinzipien an Bedeutung gewonnen. Einerseits
kdnnen durch eine variationelle Formulierung auch kompliziertere Probleme, zum
Beispiel aus der Kontinuumsmechanik, einfacher und insgesamt Ubersichtlicher
formuliert werden. Auf der anderen Seite 148t sich (iber die Energieprinzipien die
Volistandigkeit der Elementformulierung besser kontrollieren und ihre Konvergenz
zur theoretisch und energetisch richtigen Ldsung Gberpriifen. Ein wesentlicher
Vorteil dieses Vorgehens ergibt sich aus der zunéchst aus dem Kontinuum abge-
leiteten und von Ansatzfunktionen unabhéngigen Elementformulierung. Erst fiir die
- Diskretisierung mussen die entsprechenden Ansétze fir die Zustandsvariablen
und die Elementgeometrie eingefilhrt werden. Diese zunachst von der Diskreti-
sierung unabhéngige Formulierung ist ebenso die Grundlage flr eine variationelle
Form der Sensibilititsanalyse. In dieser Form ist die Ermittlung von Sensibilitéts-
koeffizienten der Strukturanalyse tbergeordnet (Kapitel 5) und beruht auf der Va-
riation der entsprechenden Funktionale nach den Optimierungsvariablen.

Im folgenden sollen fir die Behandlung ven Strukturoptimierungsproblemen mit
der Methode der finiten Elemente zunéchst fiir den atigemeinen Fall des dreidi-
mensionalen Kontinuums die Grundgleichungen und -beziehungen hergeleitet
werden. Flr die Formulierung des Optimierungsproblems kommen dafiir vor allem
die weit verbreiteten Verschiebungselemente, aber auch gemischte und ge-
mischt-hybride Elemente in Betracht. Die von der untefschiedlichen Elementfor-
mulierung stark abhéngige diskrete Sensibilitdtsanalyse findet nachfolgend im 5.
Kapitel besondere Berlcksichtigung. Liegen die Zustandsvariablen als Ldsung der
finiten Elementmethode vor, kdnnen die Optimierungsfunktionen fir die entspre-
chende Formulierung des Optimierungsproblems definiert werden. Uber die Zu-
standsvariablen sind auch die Optimierungsfunktionen direkt von der Diskretisie-
rung und dem Elementverhalten abhéngig. Diese Auswirkungen miissen bereits
bei der Aufstellung des Optimierungéproblems berlicksichtigt werden.

4.21 Bezeichnungen und Definitionen

Der mechanischen Beschreibung des dreidimensionalen Kontinuums ist ein
orthogonales kartesisches Koordinatensystem zugrunde gelegt. Der dreidimen-
sionale Kérper erstreckt sich Uber das Gebiet V und wird durch die Oberflache
8V begrenzt (Bild 4-3). Die Oberfliche 3V ist weiter aufgeteilt in den Bereich 8V,
mit vorgeschriebenen VerschiebungsgréBen und 3V, mit vorgeschriebenen Kraft-
gréBen. In der nachfolgenden Bezeichnungsweise werden vorgegebene GréBen
mit einem Dach (-) und ReaktionsgréBen mit einer Tilde (~) versehen. Der Ein-
heitsvektor n steht senkrecht zur Oberflache 0V und ist immer nach auen gerich-
tet. Auf eine Unterteilung des Gebiets V durch Innenrdander 9V, und deren Be-
schreibung soll hier verzichtet werden. Bei der Wahl der Ansatzfunktionen miissen
daflir also die wesentlichen (geometrischen) Ubergangsbedingungen zwischen
den Elementen durch konforme Ansétze auf 9V, erfllt werden.

Formulierung des Optimierungsproblems 41



o t
oV,
X3 oV l:'
Vg
oV,
X2

Bild 4-3: Beschreibung des dreidimensionalen Kontinuums

X4

Fir eine bessere Ubersicht wird eine symbolische Schreibweise verwendet /Bufler
1983/. Die eingeftihrten Bezeichnungen lassen sich spater flr eine kompakte Be-
schreibung der variationellen Form der Sensibilititsanalyse in Kapitel 5 weiter-
verwenden. Zundchst werden die Verschiebungs- und BelastungsgroBen in matri-
zieller, gegliederter Form eingefahrt.

vl Tol a] in vV
u=d+u=|u|+]|o| ud 4 =1|0]| auf oV, 4-1
L O | LY | 4| auf ov,

(6] To] inv
g=g+q=|f|+]|0]audv (4-2)
0 t | auf dv,

Die einzelnen Elemente der Vektoren u und g sind wiederum Vektoren mit Kom-
ponenfen in den Richtungen des eingefiihrten Koordinatensystems (i=1,2,3).
SchlieBlich werden zur mechanischen Beschreibung des dreidimensionalen ela-
stischen Kontinuums als SpannungsgréBe t der Spannungstensor und als Verzer-

rungsgroBe ¢ der Verzerrungstensor fiir kieine Verformungen herangezogen.
T
= [%1, To2 Taas T12> 130 T3] (4-3)

ST

i

Feqs 8200 8335 842, €135 £23]

it ——L(u + u) “-9
mit & = 5 Wi + Y

Fir eine variationelle Formulierung des Strukturproblems kénnen nun die jeweils

symmetrischen Bilinearformen ei.ngef(':hrt werden.
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[z,¢] = Jr,-je,-jdv (4-5)
v

<q,u> = <g, 0> + <q,0> (4-9)
mit <qg, 0> = /-u,-dv+f
und <q,d0 > =f t u; dA

av,

in den Gleichungen (4-5) und (4-6) kommt die Einstein’sche Summationskonven-
tion dber alle Indizes (i,j = 1,2,3) zur Anwendung und wird auch fir die weiteren
Formeln des Abschnitts 4.2 beibehalten.

4.2.2 Ausgahgsgleichtjngen der finiten Elementmethode

Unter Verwendung der Spannungs- und VerzerrungsgroBen und der eingefiihrten
Vektoren q und u lassen sich die statischen, kinematischen und konstitutiven Be-
ziehungen als Ausgangsgleichungen fiir die finite Elementmethode in kurzer Form
angeben.

>

Statik: ~ Y = P At b 0| in Vv
TN = tA, oder |[nat|=|¢|+ | 0] auf OV,
= t nat 0 t| auf av,
oder At = § + ¢q (4-7)

In Gl. (4-7) sind der statische Operator A fiir das Gebiet V , die statischen Rand-

bedingungen auf dV, und die Bestimmungsgleichung fiir die Reaktionskrifte auf

0V, enthalten.

Kinematik: £=Bu in Vv _ (4-8)
ug=4 auf 9V, (4-9)

Unter Verwendung von Gl. (4-1) und Gl. (4-4) lassen sich die kinematischen Feld-

gleichungen und Randbedingungen angeben, wobei B den kinematischen Opera-
tor bezeichnet. Beide Operatoren A und B sind lineare Operatoren und es gilt

A =B, : (4 - 10)
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wobei die Operatoren B* und B einander als adjungierte Operatoren zugeordnet
werden kénnen.

Werkstoff: t=2Cs¢ (4-11)

Unter der Voraussetzung von Hookeschem Materialverhalten bezeichnet C den
symmetrischen Elastizitatstensor. Die in Gl. {4-11) eingeflihrte konstitutive Bezie-
hung ist invertierbar.

4.2.3 Herleitung finiter Elemente aus Energieprinzipien

Die Gbersichtliche und allgemeine Herleitung der grundlegenden Gleichungssy-
steme flir finite Elementberechnungen kann iber Energieprinzipien in einer varia-
tionellen Formulierung vorgenommen werden. Fiir unterschiedliche Elementfor-
mulierungen liegen die verschiedenen Zustandsvariablen als Argumentfunktionen
in diesen Funktionalen vor. Uber die Variation der Funktionale und die Extremal-
oder Stationdrbedingung ergeben sich dann nach der Diskretisierung der Funk-
tionale die entsprechenden Grundgleichungen far die finite Elementberechnung.

4.2.3.1 Innere und duBere Potentiale

Mit der Voraussetzung von linear elastischem Materialverhalten miissen zunéchst
die in den Funktionalen enthaltenen Potentiale angegeben werden. Das gesamte
innere Potential oder die gespeicherte Formanderungsenergie der Struktur ergibt

sich zu
%) = —;— [Ce ] = Jn(i)(s) av 4 —12)
v
: (i) 1
mit n(s) = 5 Cijir Eij €

In gleicher Weise kann das gesamte innere Komplementarpotential nach GI. (4-13)
angegeben werden

N(i)t = L T = | 7 —
M) = 5 [ch 7] fv (z) av (4 —13)

. ~(i 1 -1

mit () = 5 Cikt T T
SchlieBlich wird noch das duBiere mechanische Potential flir die variationelle For-
mulierung bendtigt, welches sich symbolisch flir eine konfigurationsunabhangige

Belastung mit
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H(a)(u) = < (-7—’ 0> (4 ) 14)

oder ausfihrlich

(a) A ;
M) = ~fpiuidv— f fiudA (4-15)
v av,

angeben |aBt.

4.2.3.2 Energieprinzipien

Zur Herleitung der charakteristischen Elementmatrizen und Systemgleichung fiir
Verschiebungselemente und gemischte sowie gemischt-hybride Elemente werden
nun als die grundiegenden Funktionale das Gesamtpotential IT und das Funktional
von Hellinger-Reissner | eingeflhrt /Bufler 1983/. Aus dem Prinzip der virtuellen
Verschiebungen

[z.08] - <§,éu> =0 (4 - 16)
oder gleichbedeutend aus dem Prinzip vom Minimum des Gesamtpotentials
N uw) = M%) + M) = Min. ‘ (@ -17)

mit den kinematischen Nebenbedingungen Bu—¢g=0und ﬁ~ 4 =0 lassen sich
die Grundgleichungen fiir Verschiebungselemente herleiten. Unter Anwendung
der kinematischen Feldgleichungen Gl. (4-8) kénnen die Verzerrungen eliminiert
werden, so daB im verbleibenden Funktional lediglich die Verschiebungen als Zu-
standsvariable Ubrigbleiben.

Tw = NY%Buw + M@

Il

Min. (4 -18)

Il

oder  TI(u) = oT1"B u) + SIT®w) = o

Die jeweiligen Grundgleichungen fur gemischte und gemischt-hybride Elemente
ergeben sich aus der Stationdrbedingung fiir das Funktional von Hellinger-Reiss-
ner.

Iw,7) = ~1%) + [Bu,<] + 0N¥u) — <if =4, §> = stat.
e me <L A 51 - - 19)
oder 6I(r,u)/— <3 Jou> + [ o ,6t]l =0 (4-19)

Hier handelt es sich um ein freies Variationsproblem ohne Nebenbedingungen.
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4.2.3.3 Elementmatrizen und Systemgleichungen

Fiir die Erstellung der Elementmatrizen und Systemgleichungen werden die Funk-
tionale (ber Ansatzfunktionen diskretisiert. Dabei wird das Gebiet V durch finite
Elemente in Teilbereiche aufgeteilt. Flir die freien Zustandsvariablen werden dann
elementweise Ansatze eingeflihrt, welche in der Regel von diskreten Knotengro-
Ben abhangen. Damit geht das Variationsproblem in ein Extremums- eder Statio-
naritiatsproblem Uber. Fiir eine mdglichst unabhéangige und allgemeine parametri-
sche Beschreibung der Geometrie und der Zustandsvariablen werden haufig iso-
parametrische Elementansétze gewdhlt , wobei Elementgeometrie und Zustands-
variablen mit denselben Funktionen approximiert werden. An dieser Stelle sollen
zundchst unabhéngig von der Geometrie flr die Verschiebungen und die Span-
nungen verschiedene Ansétze eingefihrt werden:

u(¢,m, ) = du, (4 — 20)
te(ér”:é’) ‘I’ae (4 MZ")

Mit diesem Ansatz fir das Verschiebungsfeld lassen sich jetzt aus dem Prinzip
vom Minimum des Gesamtpotentials die Elementgleichungen fiir die Verschie-
bungselemente gewinnen. Dabei lautet das elementweise diskretisierte Funktional

i

My(u) = Z{L —;—uZBZCeBeuedV - fvﬁl¢uedv - Lv?lq)uedA}
e g

Aus programmtechnischen Grinden wird das gesamte Gleichungssystem Uber
Zuordnungsmatrizen aus den Elementgleichungen zusammengebaut. Bei diesem
Vorgehen werden den Elementvariablen jeweils globale Gleichungsnumme'rn zZu-
geordnet (u. — u) . In der Fachliteratur /Bathe 1982/ wird diese Vorgehensweise
auch als die direkte Steifigkeitsmethode bezeichnet. Die Extremalbedingung liefert
nun fur die so auf Systemebene zusammengebaute Gleichung (4-22) die System-
gleichung fiir Verschiebungselemente:

STIp(u) = Su’ 2{ j BlC.B,dV u — J(DTﬁe dav — [ @'t dA} = 0
ry v \ ' v, ’
[
K u - R =0
mt K = Zj BIC,B, dV

\

e
und R Z{J ®p dV + J ®'t, dA}
e "V v,

#
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Uber die geometrischen Feldgleichungen und das Werkstoffgesetz kann aus den
globalen Verschiebungen durch eine Umkehrung der Zuordnung (u — u,) zu den
diskreten Elementspannungen zurlickgerechnet werden

6, = CBu, (4 - 24)

Wie die Bezeichnung dieses Elementtyps bereits aussagt, werden lediglich die
Verschigbungen im Element durch Ansatzfunktionen beschrieben. Bedingt durch
ihre Herleitung mlssen die Ansatzfunktionen die geometrischen Rand- und Uber-
gangsbedingungen erfiillen und elementweise stetig, diffenzierbar und integrier-
bar sein.

Dieselbe Vorgehensweise kann man auf die Diskretisierung des Funktionals von
Hellinger-Reissner zur Herleitung von gemischten und gemischt-hybriden Ele-
menten lbertragen. Fiir den Fall, daB die Verschiebungsansitze die geometri-
schen Randbedingungen erfillen, lautet das elementweise diskretisierte Funktio-
nal

- Wl .
oo, w) = Y {- L JzaaZch;‘%e dv "+ L oT¥"Bu, dv
e
(4 — 25)
~J pidu, dV — J- tldu, dA}
v v,

Durch eine Zuordnung der globalen Variablen zu den Elementvariablen analog zur
direkten Steifigkeitsmethode (6. — o ; u. — u) und mit der Stationaritatsbedingung
ergibt sich das Gleichungssystem auf Systemebene:

lp(e, u) = 5GTZ{ —J ¥ico'wav o + j ¥'B_dV u}
e v v
(4 — 26)

+ 5uTz{ J.BZ‘I’dV o - fchﬁedv - | ®",dA} =0
) \'% \2 3Va

~H G |ro 0
oder [ ] = mit H = Zj ¥ic'w av
6™ o [lu R iy
und G = J‘PTB av

Die Anséatze fir die Verschiebungen und Spannungen miissen bei den hier be-
schriebeénen gemischten Elementen die geometrischen Ubergangsbedingungen
erfillen, sowie den Grundanforderungen (Stetigkeit, Differenzierbarkeit, Integrier-
barkeit) geniigen. Entsprechend der Unterscheidung in /Stumpfrock 1988/ erhalt
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man flr gemischte Elemente in der Regel stetige Verschiebungs- und Spannungs-
verldufe. Nicht in jedem Fall kann bei dieser Elementformulierung, was flr die
Formulierung des Optimierungsproblems wichtig ist, die Ermittlung der Spannun-
gen verbessert werden. Haufig treten bei diesen Elementen, bedingt durch eine
restriktive Erflillung der statischen Randbedingungen, eine Oszillation der
SchnittgréBe um die exakte Losung auf. Zusammen mit dem gegeniiber Verschie-
bungselementen wesentlich ‘héheren numerischen Aufwand flir die Aufstellung
und Lésung des Gleichungssystems Gl. (4-25) 148t sich die Anwendung solcher
Elemente nur bei Gberragend guten Elementeigenschaften rechtfertigen.
Wesentlich weitere Verbreitung finden gemischt-hybride Elemente, welche aus ei-
ner gemischten Formulierung hergeleitet werden. Im Gegensatz zu den gemisch-
ten Elementansatzen dlrfen bei gemischt-hybriden Elementen die Spannungen
elementweise Springe aufweisen, falls flir die Verschiebungen kontinuiertiche
Verldufe vorliegen. In diesem Fall kdnnen die unbekannten Gréfen fir die Span-
nungen in jedem Element eliminiert werden. Ausgangspunkt flr diese Element-
formulierung ist das diskretisierte Funktional in Gl. (4-25). Die Variation dieses
Funktionals ergibt auf Elementebene folgende Gleichungen:

—he [« (8 0 ( 7)
= 42
gl 0 [[Ye Te

mit h, = J‘PTc;“Pdv ;8o = JWTBedV
\ v

und r, = {J ®'p, dv + J @'t dA}
v av,

Durch die elementweise Elimination der Spannungsvariablen und die Zuordnung
der lokalen zu den globalen Verschiebungen (u. — u) ergibt sich das Gleichungs-

system auf Systemebene.
Zke ; R = Zre
e © (4 —28)

Ku—-R = 0 mit K

T, —1
ke = Gohe 9o

Es liegt damit eine Steifigkeitsbeziehung auf Systerﬁebene vor, welche global mit
der Uber Verschiebungselemente aufgestelliten Beziehung Gl. (4-23) vergleichbar
ist. Diese Elementformulierung laB8t sich deshalb ochne Schwierigkeiten in her-
kémmliche finite Elementprogramme einfihren. Lediglich die Ermittiung der Ele- -
mentspannungen ist unterschiedlich.

1, = Yo, mit o, = h; g u, (4 — 29)
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Durch diese Vorgehensweise werden an die Kontinuitat der Spannungsanséatze bei
diesen Elementen keine so hohen Anforderungen gestellt wie bei den gemischten
Elementen. Damit unterscheiden sich beide auf demselben Funktional beruhen-
den Elementtypen prinzipiell durch den Verlauf der Spannungen /Stumpfrock
1988/. Gegeniiber Verschiebungselementen weisen einige gemischt-hybride Ele-
mente ein besseres Elementverhalten auf und werden deshalb trotz des héheren
Aufwands bei der Formulierung der Elementmatrizen bevorzugt eingesetzt.

Fiir die Formulierung des Optimierungsproblems sind diese eher grundsétzlichen
Fragen zum Verhalten finiter Elemente von entscheidender Bedeutung. Auf der.
einen Seite spielt die Zuverlassigkeit und numerische Stabilitadt der finiten Ele-
mente fir die Optimierung eine wichtige Rolle. Dabei geht es nicht nur darum, daB
die Strukturanalyse fiir den Ausgangspunkt der Optimierungsaufgabe zuverldssige
Ergebnisse liefert, sondern diese ebenfalls auch fir eine stark verdnderte und un-
ter Umstanden verzerrte Geometrie wahrend des Optimierungsprozesses stabil
bleiben. Dem steht auf der anderen Seite die Forderung nach einer méglichst ef-
fizient durchgefiihrten Strukturanalyse entgegen. Bei der Ldosung von Optimie-
rungsproblemen kommt es, bedingt durch das iterative Vorgehen, zu einer haufig
wiederholten Strukturberechnung (“reanalysis”). Je nach Problemstellung geht
dadurch der Aufwand einer einzelnen Strukturanalyse vielfach in den Gesamtauf-
wand zur Lésung des jeweiligen Optimierungsproblems ein. Dieselben Uberle-
gungen gelten fir die Durchfiihrung der Sensibilitdtsanalyse (Kapitel 5). Zumin-
dest bei der diskreten Formulierung wird dort die Zuverlassigkeit und numerische
Effizienz in der Elementformulierung ebenso wichtig. Bei der Strukturoptimierung
werden daher auch an die Formulierung der finiten Elemente hohere Anforderun-
gen gestellt.

4.2.4 Definition der Optimierungsfunktionen

Zur Formulierung der allgemeinen mathematischen Optimierungsaufgabe (Gl. 3-3)
muB das Strukturproblem in einen funktionalen Zusammenhang mit den Optimie-
rungsvariablen gebracht werden. Bei der Verwendung der finiten Elementmethode
geschieht dies in geeigneter Weise liber die Definition von Optimierungsfunktio-
nen, welche verschiedene geometrische GréBen, aber auch vor allem die Struk--
turantwort als Funktion der Optimierungsvariablen s | wiedergében. Diese Opti-
mierungsfunktionen werden entweder global auf Systemebene oder lokal auf Ele-
mentebene definiert. Zu unterscheiden ist ebenfalls, ob die jeweiligen Funktionen
als Zielkriterium, Gleichheits- oder Ungleichheitsnebenbedingung in das mathe-
matische Optimierungsproblem Eingang finden.
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4,241 Zielfunktionen

Bei der Verwendung des Prinzips Leichtbau als libergeordnetes Zielkriterium ge-
hen Formanderungsenergie, Gewicht (Volumen) bzw. Rotationsmasse oder das
Quadrat der Abweichung von Spannungsgréfen gegenlber einem Mittelwert als
Zielfunktion in die Problemstellung ein. Bei allen genannten Zielfunktionen handelt
es sich um globale, systemibergreifende GroBen und der jeweilige Funktionswert
ergibt sich daher aus der Summe aller ElementgréBen Gber einen jeweils defi-
nierten Bereich der Struktur. Im einzelnen sind die Zielfunktionen folgendermaBen
definiert:

Gewicht (Volumen):

fy = ZJ'Vde Loy = Zjdv (4 — 30a,b)
e

e vV

mit y = spezifisches Gewicht

Axiales Massentragheitsmoment:

fo = Z Lp P dv : (4 — 30¢c)
e

mit p = Dichte ; r = Abstand zur Rotationsachse

Forménderungsenergie:

1 ,
fo = }; + Jvaij g dV (4 — 30d)

= Elemente des Spannungs — bzw. Verzerrungstensors

mit gy, &

Allgemeiner Spannungsausgleich:

oder fS=ZJ(S—Sa)2dA (4 - 30e)
e Ya
fg = j(s —~8,)%dL
S z L a
mit S = elementbezogene SpannungsgroBen (Kapitel 6)

Die Formulierung einer allgemeinen Ausgleichsfunktion /Reitinger 1988/ ist ele-
mentabhangig und muB deshalb auch fir das jeweilige Element unterschiedlich
integriert werden. Dariiber hinaus wird durch die Art der Integration die Pro-
blemstellung selbst fir den Spannungsausgleich beeinfluBt /Kithnemann 1989/. So
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kann beispielsweise Gber die Integration der Ausgleich Uber das Volumen der
Struktur, Gber eine ausgewéhite Schicht oder einen vorgegebenen Rand erfolgen.
Um flr die Problemformulierung eine méglichst groBe Bandbreite zu erreichen
und die Vielseitigkeit der Methode der finiten Elemente in vollem Umfang auch der
Strukturoptimierung zugénglich zu machen, kann die eigentliche Zielfunktion aus
unterschiedlich gewichteten Teilen zusammengesetzt werden.

szfacifi mit (i=E,W,V,C,S) (4 —~ 30f)
i

Damit lassen sich verschiedene, unter Umstédnden auch konkurrierende, Zielfunk-
tionen zusammenfassen. Eine Ausdehnung der Problemstellung auf Vektoropti-
mierungsprobleme /Eschenauer 1982b, Kneppe 1986/ wird durch eine derartige
Problemformulierung leicht erméglicht. Die gewichtete Zusammensetzung der
Zielfunktion ist besonders dann wichtig, wenn verschiedene Lastfille gleichzeitig
Uber die Funktionen fz und fs in das Zielkriterium eingebracht werden sollen (Ka-
pitel 7). Durch:-den Zusammenbau der Zielfunktion aus unterschiedlich gewichte-
ten Anteilen kdnnen die fiir das Zielkriterium besonders wichtigen Bereiche her-
vorgehoben werden. Im Einzelfall fassen sich damit flr die Optimierungsaufgaben
unwesentliche Strukturbereiche in ihrem EinfluB auf das Optimierungsproblem
auch ganz ausschiieBen.

4.24.2 Gleichheitsnebenbedingungen

Eine alternative Formulierung von Optimierungsaufgaben aus dem Problembe-
reich des Leichtbaus macht es méglicherweise erforderlich, die zuvor definierten
ZielgroBen als Basisgrij‘en zu formulieren. Damit werden diese Funktionen unter
Umsténden als Gleichheitsnebenbedingungen (h=0) bei der Formulierung des
Optimierungsproblems (G1.3-3) benétigt. In der Regel geniigt es, die rein geome-
triéabhéngigen Funktionen in folgender Weise als Nebenbedingungen einzufiih-
ren:

Gewicht (Volumen):

-1 hy= L 4 © (4-31ab)

W
we Vo
Zjvy v ;. V= zjvdv

und w? , V0 = Ausgangswerte oder vorgegebene Werte

hy =

mit W

It
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Axiales Massentrédgheitsmoment.

he = = —1  mi C¥ijr2dv ’ C (4-310)
C e YV
und ¢° = Ausgangswert oder vorgegebener Wert

Fiir den Fall der simultanen Strukturanalyse und -optimierung miissen bei der
Verwendung von Verschiebungselementen und gemischt-hybriden Elementen die
Gleichgewichtsbedingungen als Gleichheitsnebenbedingungen in das Optimie-
rungsproblem eingefihrt werden. Im allgemeinen Fall entspricht dann jeder
Gleichgewichtsbedingung des globalen Gleichungssystems (Gl. 4-23 bis 4-28) eine
Nebenbedingung:

heoi = Kju; — R (j = 1,NEQ) (4 —32)
mit NEQ = Anzahl der Zustandsvariablen ( hier: Verschiebungen )

Es ergeben sich bei dieser Art der Problemformulierung sehr schnell groe Opti-
mierungsprobleme mit vielen gleichzeitig aktiven Gleichheitsnebenbedingungen
(i=1,NEQ), welche flir den optimalen Lésungspunkt mit mdglichst hoher Gehauig-
keit erftillt sein missen. Im Abschnitt 4.3. wird auf diese Problematik néher einge-
gangen.

4.2.4.3 Ungleichheitsnebenbedingungen

Diese Art von Nebenbedingungen kénnen auf System- bzw. Elementebene einge-
fiihrt sein und haben fir die Formulierung des Optimierungsproblems eine eigene
Charakteristik. Im anschaulichen Sinne geben diese Funktionen Werte von “Me8-
punkten” an, welche auf der Struktur verteilt sind. Liegen diese “MeBpunkte” in
zuidssigen Grenzen, haben sie keine Auswirkung auf die Lésung des Optimie-
rungsproblems. Erst wenn diese Funktionswerte unzuldssig, d.h. die Nebenbedin-
gungen “aktiv’ werden, wirken sie sich Uber die Festlegung von Bereichsgrenzen
im Variablenraum des Optimierungsproblems in entscheidender Weise aus. In die
Formulierung von Nebenbedingungen kénnen geometrische Gréfen, aber vor al-
lem GréBen zur Beschreibung der Strukturantwort, eingehen. Die wichtigsten Ne-
benbedingungen werden dabei {ber folgende Gleichung eingeflhrt:

Geometrie:

g = x - xik + Ax; (4 — 33a)
mit x?,x!‘ = Koordinaten xy;bzw.xy, (i =1, 2, 3)

und  Ax; = Toleranzwert
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Verschiebungen:

gy = uu -1 (4 — 33b)
zul.
mit u = Verschiebungen u, bzw. Rotationenu; (i =1, 2, 3)
und  u,, = zuldssiger Wert
SpannungsgriéBen:
0 = —o— — 1 (4 — 33¢)
Szul.
mit 8§ = elementbezogene SpannungsgréBen (Kapitel 6)

Die Kontrolle der SpannungsgroBen im Optimierungsproblem ist von den ele-
mentspezifischen Formulierungen abhéngig und wird daher als lokale Nebenbe-
dingung auf Elementebene aufgestelit.

4.2.5 EinfluB der Diskretisierung auf das Optimierungsproblem

Neben der Elementformulierung werden die eingeflihrten Optimierungsfunktionen
liber die Lésung des Strukturproblems in entscheidender Weise vom Grad der
Diskretisierung beeinfluBt. Da eine finite Elementberechnung immer nur einer Ni-
herung an das wirkliche Strukturverhalten entspricht, bestimmen die Einteilung
des finiten Elementnetzes und das Elementverhalten die Qualitat der Lésung. Je
nach Probfemsteliung werden im Blick auf die Strukturoptimierung an die Qualitit
dieser LOsung unterschiedliche Anforderungen gestellt. Geht es vornehmlich um
die Beschreibung des globalen Strukturverhaltens, ist eine relativ grobe Element-
einteilung und eine einfache Elementformulierung in vielen Féllen ausreichend.
Liegt der Optimierungsaufgabe jedoch ein Festigkeitsproblem mit einer stark lo-
kalen Beanspruchung (z.B. durch Kerben) zugrunde, muB die- Modellierung des
Tragwerkes wesentlich verfeinert werden. In jedem Fall héangt die Ldosung des
Optimierungsproblems entscheidend von der Qualitat der Lésung des Struktur-
problems ab /Liefooghe 1988/.

Alternativ zu einer Verwendung hochwertiger finiter Elemente fir die zuverléssige
und mdglichst wirklichkeitsnahe Ermittlung der Strukturantwort werden in jangster
Zeit auch Methoden zur automatischen und adaptiven Anpassung oder Verfeine-
rung des Elementnetzes vorgeschlagen (vgl. Kapitel 6, /Botkin 1985, Pande 1990/).
Die Verbesserung ‘der Strukturantwort ber héherwertige Elemente (p-Verfeine-
rung) oder (ber einen hdheren Diskretisierungsgrad (h-Vereinerung) fihrt im
Blick auf die Strukturoptimierung zu einem Widerspruch. Einerseits bewirkt eine
Verfeinerung die durchaus erwiinschte Verbesserung der Ergebnisse fur die
Strukturoptimierung. Auf der anderen Seite geht jedoch der fur viele Optimie-
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Beispiel 4-1. Materiali. E = 2.1 x 10° —— 1 v =030
Blechdicke: t=10 mm O = 240 m’;‘nz
Geometrie;  [mm] Varigble: $=Xo4=Xa5 ; Xog =§

Xz

O
10 l_ﬁ

7777777777777 77777777777 777777774

Jolg, 50 . 130 |

[ I It | et} 1
h-Verfeinerung p-Verfeinerung
Lineare Elemente 3x4 Elemente  3x4 Elemente Quadr. Elemente
2x2 integriert e W 2x2 integriert

“Kub, Elemente.

2x2 integriert 3x8 Elemente  3x4 Elemente 3x3 integriert
g A
O, | o Spannung o, am Knoten 4
s: Koordinate x, arn Knoten 4
3.0 1
2.0 4
O Linear 3x4 EL
® Lincar 3x8 El
1.0 O Quadr. 3x4 El.
‘ M Kub. 3x4 El
0.0 ; . . : » 5
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 So

Bild 4-4: EinfluB der Diskretisierung auf eine Optimierungsfunktion
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rungsalgorithmen erforderliche kontinuierliche Verlauf der Optimierungsfunktio-
nen bis zu den 2. Ableitungen verloren.

Im Beispiel 4-1 wird dieser Konflikt fiir verschiedene Mdoglichkeiten der Verfeine-
rung am Verlauf von Spannungswerten bei einer Zuglasche unter Kerbwirkung
aufgezeigt, Gezeigt wird die Veradnderung der Spannungen bei unterschiedlichen
Lochgeometrien, definiert durch die Variable s. Eine automatische und adaptive
Anpassung des Elementnetzes wahrend der Iteration im OptimierungsprozeB ent-
spricht einem sprunghaften Umschalten zwischen dem in Bild 4-4 dargestellten
Funktionsverldufen. Bei einer hohen, lokal in der Struktur auftretenden Gradiente
in den kontrollierten Spannungswerten, kann die Kontinuitat der Opﬁmierungs—'
funktionen deutlich verletzt sein. Diese Eigenschaft macht sich besonders dann
negativ bemerkbar, wenn ein Umschalten in der Nahe der optimalen Lésung er-
folgt und damit die Stérung der Optimierungsfunktionen im Toleranzbereich des
Abbruchkriteriums fiir den Optimierungsproze8 liegt. Wie bereits in Kapitel 3
vorgeschlagen, soll deshalb wahrend des iterativen Lésungsprozesses die Konti-
nuitat der Optimierungsfunktionen maglichst erhalten bleiben. Damit kénnen die
besseren Konvergenzeigenschaften hochwertiger Optimierungsmethoden ausge-
nutzt werden. Eine externe Restartmdéglichkeit und die entsprechende Netzanpas-
sung geben im vorliegenden Programmkonzept eine insgesamt gute Lésung fir
diese Konfliktsituation.

Formulierung des Optimierungsproblems 55



4.3 Definition der Optimierungsvariablen im Parameterraum

Bei der Koppelung von Verfahren der mathematischen Programmierung und der
Methode der finiten Elemente kénnen zunachst alle im Entwurfs- und Analysemo-
dell auftretenden Parameter als variabel betrachtet werden. Obwohl durch die
vorliegende durchgéngige Programmldsung und die leicht zugéngliche Datenba-
sis eine einfache ldentifikation aller strukturrelevanten Parameter als Variablen
theoretisch méglich ist, macht ein solches Vorgehen fir die konkrete Formulierung
von Optimierungsproblemen wenig Sinn. Wie in /Bletzinger 1990a/ bereits flr das
Entwurfsmodell eingefiihrt, wird hier ebenfalls Uber eine kontrollierte Dateneinga-
be (I} die Identifikation der Variablen flr das Analysemodell vorgenommen. Durch
diese MaBnahme ist die Menge der Optimierungsvariablen auf eine Teilmenge des
gesamten Parameterraumes reduziert. Zusammen mit dem zuvor definierten
ibergeordneten Zielkriterium ergibt sich durch diese variable Form- und Quer-
schhittsbeschreibung im Entwurfs- und Analysemodell eine iberschaubare Klasse
von Optimierungsproblemen.

4.3.1 lIdentifikation der Variablen im Programmkontext

Durch die gleichzeitige Einfihrung von Optimierungsvariablen im Entwurfs- und
Strukturmodell kénnen sich Uber die Strukturparameter und die Strukturantwort
relativ komplizierte funktionelle Zusammenhdange flr das Optimierungsmodell er-
geben. Diese komplexe Abhangigkeit des Optimierungsmodells von den einge-
filhrten Optimierungsvariablen liegt, wie in Bild 4-5 dargestellt, vor allem in den
vielschichtigen Generierungs- und Verknipfungsvorschriften /Bletzinger 1990b/
fir die Entwurfs- und Strukturparameter begriindet. .

In Aniehnung an das zugrundeliegende programminterne Lésungskonzept (Kapi-
tel 3), sind hier die Zusammenhéange auf Programmebene dargestellt, welche sich
aus der Variablendefinition zwischen Entwurfs-, Struktur- und Optimierungsmodell
ergeben. Die Variabilitdt des Optimierungsproblems wird zunéchst in der duBeren
Programmschieife, welche tGber die Programmkontrolle dem Benutzer zugénglich
ist, fest eingestellt. Nach der vollzogenen ldentifikation von Entwurfs- und Struk-
turparametern als Optimierungsvariablen wird die Lésung des Optimierungspro-
blems in einer internen Programmschleife durchgefiihrt. Auf dieser Programm-
ebene wird anschlieBend das in seiner Dimension (n Variablen, m Nebenbedin-
gungen) festgesetzte Optimierungsproblem (GI.3-3) iterativ geldst. Bis auf die
interaktive graphische Darstellung der Variabilitdt im Strukturproblem bleibt die-
ser interne ProzeB mit seinen vielseitigen Verkniipfungen zwischen Variablen und
Parametern dem Programmanwender verborgen. Die fest eingestellten Generie-
rungs- und Verkniipfungsverschriften werden in dieser Programmschleife wieder-
holt fiir die neuen Optimierungsvariablen ausgefiihrt. Nachfolgend werden dann
die Strukturanalyse und die Sensibilititsanalyse flr das aktuelle Entwurfs- und
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Entwurfs- (E) ) Programm- Start
modellierung € Emgabe( i kontrolle (P)[¥ Restart
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Approx. (TO) |

0 Entwurfs— x
" parameter Entwurfs-
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(TE) Zielfunktion
genefierte sy Strukittr- Nebenbe-

variablen

i Struktur— Zustands-
parameter xn, iy, A ... u, ¢ |variablen

&

ol ll

dingung

Transf.(TS) :

Transf.(TA)

Struktur- L » Sensibilitats-
analyse (A) analyse (S)

b il

4+ Struktur-
4« modell
o i i

Bild 4-5: Definition der Optimierungsvariablen im Programmkontext

Strukturmodell durchgefiihrt. Uber die Strukturantwort werden die von den Opti-
mierungsvariablen vielfach abhangigen Optimierungsfunktionen ermittelt und fir
die schrittweise Losung einer ausgewihlten Optimierungsstrategie (ibergeben. An
- dieser Stelle zeigt sich deutlich, wie die Variablen die verschiedenen Modellebe-
nen verbinden und voneinander abhangig machen.

Auf der Ebene des Strukturmodells liegen verschiedene Parameter vor, welche als
Variable angesprochen werden kénnen. Grundsatzlich zu unterscheiden ist an
dieser Stelle zwischen den Strukturparametern zur Beschreibung der Topologie,
des Materials, sowie der Geometrie uhd den Parametern, welche als Zustandsva-
riablen die Strukturantwort wiedergeben. Die oben bereits durchgefiihrte Ein-
schréankung der Problemstellung (Abs. 4.1.1.) 148t im folgenden nur geometriebe-
sthreibende Parameter (Koordinaten, Quersthnittswerte) als Optimierungsvariab-
ten zu. Unter dem Gesichtspunkt der simultanen Strukturanalyse und Optimierung
/Haftka 1985/ kénnen aber auch die Zustandsvariablen zur Beschreibung der
Strukturantwort als Optimierungsvariablen behandelt werden. Beide Gruppen von
Optimierungsproblemen sollen nachfolgend unter dem Aspekt der Variabilitat ni-
her betrachtet werden.
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4.3.2 Variablen zur Beschreibung der Strukturgeometrie

Als geometriebeschreibende Optimierungsvariablen werden hier variabel gehal-
tene Parameter des Entwurfs- und Strukturmodells verstanden, welche Uber Ko-
ordinaten die duBere Form der Struktur festlegen oder als Querschnittswerte
{Querschnittsabmessungen, Dicken) die lokale Materialverteilung bestimmen. Bei
einem volistandig dreidimensional beschriebenen Strukturproblem liegt demnach
nur die auBere Form als mégliche Variabilitat vor. Reduziert sich die Beschrei-
bung einer Struktur Uber eine weitere Idealisierung in seiner Dimensionalitit, er-
gibt sich eine zunehmend komplexe Méglichkeit der lokalen Materialverteilung
und deren Beschreibung iiber Querschnittswerte. Fir ein vollstédndig dreidimen-
sionales ‘Strukturproblem ergibt sich vergleichbar: zu seiner kontinuumsmechani-
schen Formulierung die reine Formoptimierung als seinzig mogliches Optimie-
rungsproblem (Bild 4-6).

X(s)
3D
Form- X
f Pegeneration . optimierung ")
Y
| Querschnitts— A | i
optimierung (s)r sy Hs)
| :
v T
simultane Form- und »
Querschnittsoptimierung Ay len te) : (s)
Sonderfall: l
gekoppelte, ‘simultane Form- | X
- und Querschnittsoptimierung Axs)r s t(x»S)‘I » (s}

Bild 4-6: Variablen zur Beschreibung der Strukturgeometrie

Die duBere Form und die strukturmechanischen Zusammenhénge lassen sich flr
den dreidimensionalen Fall zwar theoretisch einfach beschreiben, missen jedoch
wegen des hohen numerischen Aufwands auf der Ebene des Entwurfs-, Struktur-
und Optimierungsmodells zu den schwierigsten Problemen auf diesem Gebiet ge-
24hlt werden. Gleich in welcher Dimensionalitét die Formoptimierung durchgefiihrt
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wird, bringt sie die verschiedenen Modellebenen in vielschichtiger Weise (ber die
Formvariablen {(Koordinaten) miteinander in Verbindung und verursacht in jedem
Fall einen hochgradig nichtlinearen Verlauf der Optimierungsfunktionen. Die Pro-
blematik der Formoptimierung gehért nicht zuletzt deswegen zu den jlingsten
Forschungsschwerpunkten im Gebiet der Strukturoptimierung (Tabelle 2-1).

Auf der anderen Seite stellt die reine Querschnittsoptimierung den einfachsten
Problemfall dar. Ausgehend von Strukturproblemen, welche die Querschnitte 50~
wohl in ihrer mechanischen Beschreibung (z.B. Steifigkeit EA/l) als auch in den
Optimierungsfunktionen (z.B. Gewicht yAl ) linear enthalten, kénnen sehr einfache
Optimierungsprobleme formuliert werden. Haufig sind diese Probleme Sonderfille
der mathematischen Programmierung oder kénnen Uber entsprechende Approxi-
mationsvorschriften (z.B. als reziproke Variablen s — 1/A ) sehr effizient gelost
werden. Wesentlich komplizierter wird die Querschnittsoptimierung, wenn wie in
dieser Arbeit, Schalentragwerke optimiert werden. In diesem Fall gehen die
Querschnittsabmessungen in verschieden nichtlinearer Form (ber die Steifig-
keitsterme (Membran- und Biegesteifigkeit) in das Optimierungsproblem ein, so
daB zumindest die von der Strukturantwort abhdngigen Optimierungsfunktionen
immer nichtlinear von den Optimierungsvariablen abhangig sind. Ein vergleichbar
einfacher Losungsweg bietet sich in diesem Fall auch bei der Anwendung diffe-
renzierter Approximationstechniken nicht an. :
Grundsatzlich kénnen die Problemkreise der Form- und Querschnittsoptimierung
getrennt betrachtet und fiir sich als Optimierungsaufgaben geldst werden (Bild
4-6). Bei vielen praktischen Aufgabensteilungen muB jedoch von gleichzeitig in
das Optimierungsproblem eingefiihrten Form- und Querschnittsvariablen ausge-
gangen werden. Flr diese Félle gelten die vorausgehenden Feststellungen in
kombinierter Form. Als Sonderfall kann die gekoppelte, gleichzeitige Form- und
Querschnittsoptimierung gelten. Diese Variante von Strukturoptimierungsproble-
men tritt dann auf, wenn die Materialverteilung beispielsweise bei Schalentrag-
werken in Ubergeordneter Form im Entwurfsmodell formuliert wurde. Eine Varia-
tion der Tragwerksform bewirkt dann ebenfalls eine Variation der Materialvertei-
lung und ergibt Oberaus komplexe Zusammenhéange in der Geometriebeschrei-
bung, welche sich weiterfihrend auch im Struktur- und Optimierungsproblem
fortsetzen (vgl. Beispiel Schwungrad, Kapitel 7).

4.3.3 Variablen fiir die simultane Strukturanalyse- und opti’mierung

Flr einige einfache Optimierungsaufgaben kann, wie bereits angedeutet (Tab. 2-1),
eine analytisch geschiossene Losung angegeben werden. Dieser klassische Lo-
sungsansatz beruht meistens auf einer variationellen Formulierung des Optimie-
rungsprdblems. Bei der analytischen Lésung des Variationsproblems fallen die
Euler-Lagrange-Gleichungen an, welche als Differential‘gleichungen mit den ent-
sprechenden Randbedingungen die Grundgleichungen fiir die Optimalitit und die
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Strukturantwort enthalten. in vielen Fallen kdnnen diese Gleichungen fir die Ent-
wurfs- und Zustandsvariablen gleichzeitig geldst werden /Haftka 1985, 1990/.

Beispiel 4-2; Material E =21 x 10° &
P = 100kN O = 2.4x10° &
7.

KN
Y = 78 ;"
Variablen: A, Xg, Us

Ausgangsgeometrie: A° =5 x 107*m?

X3, = 2m
Querschnittsoptimierung Eormoptimierung
u{mm] ufmm]
15 15

T T T T L | T T 1]
t=01 02 03 04 =0.16 0.18 |0.20]

0.17 | 0.19 | 0.21

10- 10+

0 2.4 6 8 10 0 R 2
A =2.948cm? Alcm?] Xz2 = 0.9167m  Xpa[M]

Bild 4-7: Simultane Analyse und Optimierung

Die simultane und gleichrangige Behandlung von Entwurfs- und Zustandsvariab-
len im Optimierungsproblem kann grundsatzlich auch am diskretisierten Problem
erfolgen. Diese Vorgehensweise erscheint insbesondere in Verbindung mit der
Methode der finiten Elemente zur Losung des Strukturproblems unrealistisch, weil
daraus sehr schnell durch die Einflihrung der Zustandsvariablen als Optimie-
rungsvariablen das Problem der Lésung eines groBen Optimierungsproblems re-
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sultiert. Durch den Einsatz einer besonderen Lsungstechnik (z.B. CG-Methoden
in /Haftka 1985/) oder unter dem Gesichtspunkt der expliziten Problemformulie-
rung /Reich 1989/ kann diese eher theoretisch interessante Problemformulierung.
auch {ur eine Anwendung an Bedeutung gewinnen. Die angeflihrien Literaturstel-
len beschranken sich auf die simultane Analyse und Querschnitfsoptimierung,
wobei in /Haftka 1985/ auch nichtlineares Strukturverhaiten beriicksichtigt wird.
Fir die allgemeine Formulierung von simultanen Analyse- und Optimierungspro-
blemen gibt es unterschiedliche Mdglichkeiten. An dieser Stelle sollen drei dieser
Formulierungen knapp beschrieben werden, welche alle in ein allgemeines, nicht-
lineares Optimierungsproblem eingebracht werden kénnen. Im ersten Fall wurden
die Grundgleichungen flr Verschiebungselemente (Gleichgewichtsbedingungen)
als Nebenbedingungen im Optimierungsproblem berlcksichtigt. In der Anwen-
dung flir gewichtsoptimale Strukturen kann das folgende spezielle Optimierungs-
problem formuliert werden:

min - fy(s) ; s < s < s ; seR" (4 —34)
mit  hegy(s,u) = 0 j=1,., NEQ (NEQ ausGl.4— 32)
g; (s,u) < 0 j=NEQ+1,., m

In Beispiel 4-2 ist diese Vorgehensweise getrennt fiir die Form- und Querschnitts-
optimierung dargestellt. Fir das zweistabige Fachwerk werden die Stichhéhe
(x22) , der Stabguerschnitt (A) sowie die Verschiebung (uz) , als Optimierungs-
variable behandelt.‘ Die Nebenbedingungen werden fir die Kontrolle der Stab-
spannung (g) und des Gleichgewichts (h) formuliert. Bei der Verwendung des
Strukturgewichts als Zielfunktion ergeben sich fiir dieses einfache Optimierungs-
problem als Ldosung sowohl die Zustandsvariable (Verschiebung) als auch die
Entwurfsvariablen (Querschnitt, Koordinate) gleichzeitig. Diese Art der Formulie-
rung hat den Nachteil, daB sie das Optimierungsproblem in seiner Dimension {iber
die Variablen und Nebenbedingungen in zweifacher Weise vergréBert. Als Vorteil
kann eine programmtechnisch einfache Formulierung genannt werden, welche das
unter Umsténden schlecht konditionierte Gleichungssystem fiir die Zustandsvari-
ablen durch individuelle Nebenbedingungen explizit und direkt im Optimierungs-
problem i6st. Eine Anwendung solite jedoch in diesem Fall auf kleine Optimie-
rungs- und Analyseprobleme beschrankt werden.

Zwei weitere, wesentlich effizientere Moglichkeiten dieser speziellen Problemfor-
mulierung bestehen lber :die Erweiterung der Zielfunktion. Dabei wird die Di-
mension des Optimierungsproblems'lediglich um die Zustandsvariablen erweitert,
und es ergeben sich folgende Formulierungen:
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Beispiel 4-3; Material: E = 2.1 x 108 %\‘2—

o 5 KN
Ausgangsgeometrie; fO =0.286 kN O = 2.4 X 10°
kN
Y = 78 -‘ana‘
a.00m| A =236 x 107* m?
Ad=1.86 X 107* m?
2.00m

Ad=1.67 x 107* m?

Af=1.86 x 107 m?

¢ 4.00m 1 4.00m >l 4.00m |« 4.00m

MaL@DLELL Uaq; Uzg, Uaq; Ugp; Ugq, Ugp

. . * X22y Xaz2; X4z
optimale Geometrie: f =0.219 kN
Aq Agi Ag Ay

Al =173 x 107 m?
Ap=1.11x 10 m?

A3 =0.92 x 107 m?

Ay=1.37 x 10* m?

Bild 4-8; Optimierung eines kinematischen Systems

mp few = fy(e) + flsw) 5 s <s<s, ; seR" (43
mit (@) f(s,u) SRR - (Ku — R)' (Ku — R)
oder (b) (s, u) = I, = _;— uKu~ Ru
g; (s,u) <0 j=1,., m

Die erste Form der Problemsteliung (a) ist im Prinzip in /Haftka 1985/ verwirklicht
und entspricht im Zusatzterm [i einem Fehlerquadratminimumproblem in den Ver-
schiebungsvariablen u . Dort wird jedoch die Losung des Optimierungsproblems
unter der Anwendung einer inneren-Straffunktion mit der CG-Methode vorgenom-
men. Die Konditionierung des Gleichungssystems flr die Zustandsvariablen ist
dabei fir die erfolgreiche Problemldosung von entscheidender Bedeutung, wobei
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sich im Fall (a) diese Problematik quadratisch und im Fall (b) linear beziiglich der
Matrix K auswirkt. Abhilfe kann man nur durch eine Vorkonditionierung der Stei-
figkeitsmatrix schaffen, welche, wie in /Haftka 1985/ vorgeschlagen, elementweise
durchgefihrt werden kann.
Damit kann eine sehr effiziente Formulierung des simultanen Analyse- und Opti-
mierungsproblems gewonnen werden, welche auf der anderen Seite nachteilig von
seinem umfangreichen programmtechnischen Aufwand bestimmt wird. Hinzu
kommt die Problematik der Stellengenauigkeit, die sich tiber das Abbruchkriterium
~der Optimierungsstrategie auch auf die Variablen Gbertragt. In beiden Formulie-
rungen (a,b) gehen die Zustandsvariablen quadratisch in die Zielfunktion ein und
bedirfen einer entsprechenden Skalierung. ’
Um eine einfache und direkt anwendbare Méglichkeit der simultanen Analyse und
Optimierung zu verwirklichen, wurde hier die Formulierung in GI. (4-34) bevorzugt.
Damit sollen zundchst kleinere Probleme behandelt werden, welche eher von
theoretischem Interesse sind. Eine besonders interessante Problemsteliung ergibt
sich fur kinematische Tragwerke, fiir welche gleichzeitig eine Gleichgewichtslage
und optimale Materialausnutzung gesucht werden. in Beispiel 4-3 ist eine derarti-
ge Optimierungsaufgabe fur eih Seiltragwerk gelést.  Unter Verwendung von
Fachwerkelementen wird die Seilkurve gesucht, welche gleichzeitig fir einen mi-
nimalen Materialverbrauch mit der duBeren Belastung im Gleichgewicht steht. Es
zeigt sich, daB selbst aus einem kleineren Strukturproblem (NEQ=86) schnell ein
gréBeres Optimierungsproblem wird (n=11, m= 10).
In dieser Art der Problemformulierung kann ebenfalls die Beschreibung flir nicht-
lineares Strukturverhalten eingebracht werden. Sie bleibt damit fir weitere For-
schungsaktivitaten offen.

4.4 Formulierung charakteristischer
Strukturoptimierungsprobleme

Unter Verwendung der eingefiihrten Zielkriterien, Optimierungsvariablen und
-funktionen sollen in diesem Abschnitt einige charakteristische Problemformulie-
rungen aus dem Gebiet der Strukturoptimierung angegeben werden. Eine Uber-
sicht flr die Definition von solchen Grundproblemen in der Strukturoptimierung ist
vor allem in /Ding 1986/, aber auch in /Bhavikatti 1980/ zu finden. Die dort ange-
sprochenen Probleme der Form- und Querschnittsoptimierung gehdren aus-
schlieBlich zum Themenbereich der gewichts- und spannungsoptimalen Ausle-
gung von Strukturen. Die direkte Verwendung der Formanderungsenergie fir die
Formfindung von Strukturen ist in der Literatur bisher unbekannt. Far die Herlei-
tung einiger Optimalitatskriterien zur Kontrolle von Verformungen wird die Form-
dnderungsenergie allerdings in der Optimalitatskriterienmethode in indirekter
Form verwendet. In /Bufler 1970/ wird die Forméanderungsenergie zur Bestim-
mung optlmaler Dickenverteilungen von Platten herangezogen.

Formulierung des Optimierungsproblems 63



Beispiel 4-4: Flunfstdbiges Fachwerk
Material. E

O = 2.4 x 10° %’2—

Py = 100kN

[if

21 x 108 &L
m

kN
V4 = 78"’;5

Ausgan metrie: A =25 x 107m?

Querschnitte sind A =25 x 107'm?
K hier symmetrisch A} =2.5 x 107%m?
AZ'UZ@ har s angeordnet 9,= 3.0
X3z = 3.0m
‘ 2m “ 2m I
X3, = - 1.0m
Zielfunktionen: fe, fw Is Variablen: Aj, Az, Ag, X2, X32
Nebenbedingungen: hy = _VV% - Z = Zug ; D = Druck
o o, 1o
Lastfall Py: G11=—> +1 ; Goy=—2t =1 ; ggy=—r +1
Ozut. Oul. Ozt
o o o
Lastfall Py: gi2=—% ~1 | Op=—2 +1 | Qip=—2 +1
Oz, Ozul. 70t

Bild 4-9: Begleitbeispiel fur die Problemformulierung

An einem einfachen Beispiel sollen im folgenden die charakteristischen Eigen-
schaften der drei hauptsachlich in der Strukturoptimierung vorkommenden
Grundprobleme aufgezeigt werden. Die Auslegung von Strukturen nach der Stei-
figkeit, dem Gewicht oder der Festigkeit unter verschiedenen Kombinationen der
Form- und Querschnittsoptimierungen stehen dabei im Mittelpunkt. im Beispiel 4-4
(Bild 4-9) wird fur diese drei Varianten (a-c) an einem fiinfstabigen, statisch be-
stimmten Fachwerk gezeigt, welche, in ihrem Wesen unterschiedliche, Optimie-
rungsaufgaben flir eine Variabilitdt der Ferm und/oder der Querschnitte vorliegen
kénnen.

4.41 Optimale Steifigkeit von Strukturen

Bei dieser Art der Problemstellung wird Gber die Einfihrung der Formanderungs-
energie als Zielkriterium die Struktur mit der héchsten Steifigkeit gesucht. im Falle
der Formoptimierung geht es vor allem in der Anwendung dieses Zielkriteriums
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auf Bogen- und Schalentragwerken darum, eine Form mit einer mdglichst glnsti-
gen Lastabtragung zu finden. Die Biegeanteile kénnen durch die Anderung der
globalen Tragwerksform aus dieser Zielfunktion “herausoptimiert” werden, so dafB
zu einer gunstigen Abtragung der Lasten vorwiegend Membrankrifte beitragen.
Bei einem Lastfall 148t sich durch dieses Vorgehen durchaus die Stitzlinie ermit-
tein, welche gleichzeitig' auch als gewichtsoptimale Lésung gelten kann. Bei meh-
reren Lastfallen kann mit dieser Methode wenigstens eine gute KompromiBiésung
fir die Tragwerksform gefunden werden, wenn die Energieanteile fur die unter-
schiedlichen Lastfalle in der Zielfunktion entsprechend gewichtet werden. Fir ej-
ne Querschnittsoptimierung kann mit dieser Zielfunktjon die Materialverteilung so
festgelegt werden, daB fir einen oder mehrere Lastfille eine optimale Steifig-
keitsverteilung erzielt wird.

Das tberaus interessante Problem der Formfindung bei Schalenkonstruktionen
wird seit vielen Jahren von H. Isler durch Experimente auf natiirlichem Wege er-
folgreich gel6st /Ramm 1986b/. Dieser‘experimentelle Ansatz zur Tragwerkssyn-
these geht von einem formgebendenen Lastfall aus. Die in dieser Arbeit durchge-
flihrte computerunterstitzte Tragwerkssynthese kann eine sinnvolle Ergédnzung zu
dieser Methode sein, wenn es darum geht, Tragwerksformen unter der gleichzej-
tigen Berlcksichtigung mehrerer Lastfille “membrangerecht” auszulegen. Dabei
ist jedoch zu beachten, daB es selten eine einzige “optimale” Lésung bei der
Formfindung von Schalentragwerken aufgrund der komplexen strukturmechani-
schen inneren Beanspruchung dieser Konstruktionen gibt. Auf dem Wege der
rechnerischen Simulation der vorgenannten Experimente 1Bt sich die “absolute”
Optimalldsung nicht finden, sondern nur mit dem entsprechenden Rechenaufwand
als wahrscheinlich angeben. In diesem Sinne muB hier aiso eher von verbesserten
als von optimalen Ldsungen gesprochen werden. Dennoch sind derart erzeugte
Schalenformen von groBem Interesse, weil sie sich auf experimentellen Wegen
nicht mehr erschlieBen lassen.

Die entsprechende Formulierung des zugrundeliegenden Optimierungsproblems
kann 'mit den definierten Optimierungsfunktionen (4-30 bis 33) vorgenommen wer-
den. Hier wird die Formanderungsenergie ais Zielfunktion verwendet, wobei das
Ausgangsgewicht der Struktur als BasisgréBe im Optimierungsproblem durch eine
entsprechend formulierte Gleichheitsnebenbedingung einbezogen werden kann.

‘ min_ fg(s) ; s <5 < sy ; seR" (4 — 36)
mit  (hy = 0) hy =0 j=1,., mg
g <0 j=me+1,., m

Beispiel 4-4a zeigt fur diese Problemformulierung anschaulich die sich daraus er-
gebenden Varianten fir die Form- und Querschnittsoptimierung. Das Optimie-
rungsproblem wird zuerst fur alle finf méglichen Variablen geldst. AnschlieBend
wird das Optimierungsproblem am Lésungspunkt in seiner Dimensionalitat auf ei-
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ne Ebene reduziert, so dal} sich die reine Querschnittsoptimierung, die kombi-
nierte Form- und Querschnitisoptimierung sowie die reine. Formoptimierung fiir
sich beurteilen lassen. Das Optimierungsproblem wird far jeweils zwei Variablen
dargestellt, wobei die verbleibenden drei Variablen immer auf dem optimalen Wert
der vorausgehenden Berechnungen gehalten werden.

In Bild 4-10 ist die optimale Steifigkeit des Systems ohne und mit (fz und f¢ ) dem
Gewicht als BasisgréBe ermittelt. Bei diesem Zielkriterium liegen die optimalen
Querschnittswerte (A*) erwartungsgemaB immer am oberen zulassigen Rand,
falls sie nicht durch das Gewicht als BasisgréBe ( hy = 0 ) auf eine Ldsung ( A*) im
zulassigen Bereich gezwungen werden. Fur die Tragwerksform ergibt sich dem-
gegenlber auch fir ein vollig unbeschranktes Optimierungsprobiem immer ‘eine
Lésung (x**) , welche im vorliegenden Beispiel jedoch die zuldssigen Spannungen
verletzt. Demnach kann davon ausgegangen werden, daf sich flir eine variable
Tragwerksform immer eine Loésung mit optimaler Steifigkeit finden [4Bt. Ein re-
stringiertes Problem [aBt sich in vielen Féallen besser |6sen, weil fur das unbe-
schrénkte Problem die Zielfunktion im Bereich der Losung haufig sehr flach und
damit numerisch empfindlich wird.

Einige Begleiterscheinungen treten bei derartigen Optimierungsproblemen auf,
welche einer besonderen Erwdhnung bedirfen. Die Formanderungsenergie bein-
haltet insbesondere bei Schalentragwerken die Optimierungsvariablen Uber die
Strukturantwort in sehr differenzierter Form. Es ist aufgrund der strukturmechani-
schen Beanspruchung bei Schalentragwerken durchaus einsichtig, daB die Funk-
tionen des Optimierungsproblems stark vom mechanischen Verhalten des Trag-
werks beeinfluBt werden. Dies gilt besonders dann, wenn ein Ubergang vom Bie-
ge- in den Membranzustand erfolgt. In der Regel dndern sich die Verformungen
und Spannungen in einem engen Bereich der Optimierungsvariablen um Gréfen-
ordnungen. Bei zweifach gekriimmten Schalentragwerken kommen diese Uber-
gange im Beanspruchungszustand mehrfach im Optimierungsproblem vor, Die
dadurch verursachte hochgradige Nichtlinearitat in der Metrik des Optimierungs-
problems kann selbst bei Optimierungsstrategien hdherer Ordnung (z.B. Quasi-
Newton-Verfahren) zu groien numerischen Problemen fithren.

Da sich Form- und Querschnittsoptimierung fur das vorliegende Zielkriterium in
ihrer Bedeutung unterscheiden, wird hier ein sukzessives Vorgehen vorgeschla-
gen. Zuerst wird die Tragwerksform flir die optimale Steifigkeit ermittelt. Daran
anschlieBend kann z.B. (ber eine Gewichtsminimierung unter Spannungskontrolle
die Verteilung der Querschnitte festgelegt werden. Der Vorteil dieses Vorgehens
besteht vor allem fiir unversteifte Schalen darin, daB beide Optimierungsprobleme
fur sich effizienter Igsbar sind als die simultane Form- und Querschnittsoptimie-
rung. Der FormfindungsprozeB8 und die Ausdimensionierung der Querschnitte
kénnen mehrfach hintereinander geschaltet werden, bis eine zufriedenstellende
Losung vorliegt. Im Sinne der Formfindung ist dieser eher pragmatische L§-
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Beispiel 4-4a: optimale Steifigkeit mit (f"") und ohne (f') dem
Gewicht als BasisgroBe

astfall; P; = 100 kN
Optimale Geometrig; x;, = 2.8958 m
Al =4.5000 cm?% A; =4.5000 cm?; Aj =4.5000 cm?

2ul. Bereich:
) X3 =—1.2827m

X232 = 2.2678 M ; Xsp = — 0.7560m
A" =3.7049 cm?® A =2.6196 cm% AS" = 1.8526 om?

5 Ailom?]

|
\

= 0.1072kNm

N\

fe [kNm] Variablen:
@ Ay Ag Az Xoo! Xap
Ll A Ay
A Ai; Xa
O Xoz; Xap
“ 0.17 | S ¥omtsmimi-6-0-0-0-0-0
_1 77 =g oo eo1ses ‘BN o /
= 0.1580 Eo
0.151 -
gu=0 = 0.1072
-2 Y T T 1 0.14 4 T T T T ™= 1
0 1 3 4 X2 5 0 2 4 6 8 10 12
[m] lterationen

Bild 4-10: Optimale Steifigkeit far das flnfstabige Fachwerk

sungsansatz gegeniiber einer streng optimalen Ldsung vertretbar, da “optimale”
Schalenformen objektiv selten vorliegen.
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Lassen sich auf dem vorgeschlagenen Weg “membrangerechte” Strukturen in ih-
rer Form bestimmen, kann in einigen Féllen ein glinstigeres nichtlineares Struk-
turverhaiten erwartet werden. Jedenfalls liegen die Traglasten von Tragwerken
mit Membranbeanspruchung wesentlich héher als vergleichbare Strukturen mit
Biegestérungen. Eine Ausnahme bilden Tragwerke, fiir welche Stabilitdtsprobleme
maBgebend werden.

Beispiel 4-5:. Zweigelenkbogen, geom. nichtlineares Tragverhalten

Geometrigbeschreibung: Material: E =21x10° & ;v =00
zwei Beziérsplines mit KN m
Tangentenbedingung Belastung: py = 1—m—
kN kN
= Do H = Qi
P2 m pa‘ P
Legende: @ Form 3, py
W Form 3, p, bzw. p3
O Form 1, py
[J Form 1, p, bzw. ps
Lastfaktor
] A Form 2, py
5 ¥ Form 2, p;
P2 | Ps 2, P3
3 33 P bbb 4Pt 10
Form 2 Form 2

Form 1 Form 3

to=0.30
? Form 0

0 1 2 3 4
Verschiebung u [m]

Bild 4-11: Einbeziehung des nichtlinearen Tragverhaltens
in die Formoptimierung

Im Beispiel 4-5 ist ein fur drei Lastfalle (p:, p,, ps) gleichzeitig optimierter
Zweigelenkbogen auf sein nichtlineares Verhalten hin untersucht worden. Fir die
drei Lastfille wurden zuerst einzeln die jeweiligen Optimalformen (Form 1, 2 und
2’) ermitteit. In der Form 3 sind alle drei Lastfélle gleichzeitig in der Optimalform
enthalten. Nachfolgend wurden flir alle moglichen Last- und Formkombinationen
die Traglastkurven aufgestellt. Es zeigt sich, dal die Schar der Lastverformungs-
kurven durch die vorgeschlagene KompromiBidsung deutlich. angehoben werden
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kann. Unter dem gleichen Materialaufwand lassen sich fiir das angegebene Bei-
spiel die Traglasten um 60-80% steigern. Gieichzeitig muB jedoch beachtet wer-
den, daB die Charakteristik des nichtlinearen Tragverhaltens verscharft wird und
unter Umstinden ein urspringliches Durchschlagsproblem nach der Formopti-
mierung ein reines Verzweigungsproblem werden kann. Zusatzlich kann das op-
timierte Tragwerk wesentlich imperfektionsempfindlicher sein als es im. Aus-
gangsproblem der Fall war. Hier wird offensichtlich, welche Problematik bei Op-
timierungsproblemen unter Einbeziehung des nichtlinearen Strukturverhaltens
vorliegt. Das von der Form und der Materialverteilung abhingige Verzweigen der
Strukturantwort zu verschiedenen Versagenszustdnden entspricht im mathemati-
schen Optimierungsproblem einer Vieizahl von lokalen Lésungen. Ob mit den zur
Verfligung stehenden Lésungsmethoden diese Aufgabenstellung geklart werden
kann, bleibt fraglich, denn die Konvergenz dieser Algorithmen zur globalen L6-
sung ist praktisch ausgeschlossen.

4.4.2 Minimales Gewicht von Strukturen

Die Verwendung der Gewichtsfunktion als Zielkriterium ist im Bereich der Struk-
turoptimierung die wohl gebrauchlichste Art der Problemformulierung. In vielen
Féllen von Leichtbaukonstruktionen 148t sich das Gewicht in direkter Weise in das
Optimierungsproblem einbringen. Dies gilt auch fiir einige Probleme der Kosten-
optimierung, wenn sich die Material- und Montagekosten Uber entsprechende
Faktoren dieser Gewichtsfunktion zuschiagen lassen. In allgemeiner Form sieht
das Optimierungsprobiem wie folgt aus:

. . . n —
min  fy/(s) ; s < s <8, ; seR (4-37)
mit  (he = 0)
ngO j=1,., m

Durch die Ungleichheitsnebenbedingungen wird dabei in der Regel Uber die Ver-
schiebungen und Spannungen die Strukturantwort kontrolliert. Gleichheitsneben-
bedingungen kénnen z.B. fir ein konstantes axiales Massentrdgheitsmoment ein-
gefiihrt werden, sind aber bei dieser Art der Problemformulierung selten.

in derselben Weise wie bei der Forménderungsenergie als Zielkriterium, wird fir
diese Zielfunktion in Beispiel 4-4b die Optimierung fir alle finf méglichen Variab-
len vorgenommen. Ubersichtlich lassen sich dann ebenfalls fiir das Gewicht die
einzeinen Problemstellungen fiir eine Querschnitts- und/oder Farmoptimierung
darstellen. In jedem der drei angegebenen Félle liegt das Optimum am Rand des
zulassigen Bereichs und wird immer durch die Kontrolle der zuldssigen Span-
nungen bestimmt. Der Fall der reinen Querschnittsoptimierung kann in diesem
Zusammenhang auch als Bemessungsprobiem verstanden werden, welches durch
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die Anwendung von Optimierungsstrategien automatisch geldst wird. Fir das
vorliegende statisch bestimmte Fachwerk als Strukturproblem wird die Lésung in
einem Schritt erreicht. Eine entsprechend hdéhere Nichtlinearitdt der Optimie-
rungsfunktionen benétigt einen jeweils gréBeren Rechenaufwand fur die Problem-
16sung.

Beispiel 4-4b; minimales Gewicht
Lastfall: Py = 100 kN zul, Bereich:
Optimale Geometrie: X3, = 2.2678 m ; X3 = — 0.7560m
A} =2,0833 cm? A; =1.4731 cm?; Aj =1.0417 cm?
5 As[cm?]
23
4
O =0
3 o‘<’00
2"0./50 1 = 0.1720kN g1 =0
1 | - \
2]
0
0 1 2. 3 4h5
[cm?]
0.45 { fwlkN]  Variablen;
0.40 | ® As Ay Ag Xooi Xap
0.35 J D A1 ) AS
A Ay Xop
: 0:30 0\ 9] ng: X32
- 0.25 ]
0.20 ¢
2= 0.2011kN e O e € o e
0.15 | ./OOO0.0
g1y, =0 \.
—_2 ‘ T T ] )I 010 T T T T T 1
0 1 2 3 4 %22 5 0 2 4 6 8 10 12
{m] lterationen

Bild 4-12: Minimales Gewicht fur das flunfstdbige Fachwerk
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Durch das Hinzuflugen entéprechender Nebenbedingungen 148t sich mit dem Ge-
wicht der Struktur als Zielkriterium ein breites Spektrum von Optimierungsproble-
men erschlieBen. Da das Gewicht nur von der Geometrie der Struktur abhéngt,
kann die Ermittlung der Zielfunktion effizient und programmtechnisch recht einfach
erfolgen. Dasselbe gilt flir die zugehSrigen Sensibilitatskoeffizienten, welche in
diesem Fall nur von der Variation der Geometrie abhingen. '

4.4.3 Strukturauslegung fiir ein optimales Massentrigheitsmoment

Die Ausiegung von Strukturen fir ein optimales axiales Massentragheitsmoment
ist als Optimierungsproblem in seiner Charakteristik der Gewichtsoptimierung
sehr dhnlich. In beiden Fallen liegen rein geometrieabhingige Zielfunktionen vor,
welche sich recht einfach ermitteln lassen. Die Tragheit der Rotationsmasse und
des Gewichts kénnen fiir eine entsprechende Problemformulierung als Ziel- oder
BasisgroBe wechselseitig einbezogen werden. Fir das axiale Massentragheits-
moment als Zielgréfie stellt sich das Optimierungsproblem folgendermabBen:

max fels). 5 < s < s ; seR" . (4-38)

mit (hy = 0 oder hy, = 0)
' g =<0 f=1,., m

Die Kontrolle der Spannungen ist in derartigen Problemstellungen beésonders
wichtig, weil die optimalen Strukturen in ihrer Drehbewegung haufig einer zyklisch
wechselnden Beanspruchung ausgesetzt sind und dabei die Gefahr der Material-
ermiidung besteht. - '

4.4.4 Optimale Spannungsverteilung von Strukturen

Bei der spannungsoptimalen Auslegung von Strukturen geht es vornehmlich um
die Erzielung einer gleichméBigen und einheitlichen Spannungsverteilung Uber
den Strukturbereich oder Uber dessen Berandung hinweg. Ausgangspunkt fur die
Formulierung der entsprechenden Optimierungsaufgaben sind Festigkeitsproble-
me, welche z.B. aus einer zyklischen dynamischen Beanspruchung herrithren und
haufig mit der Problematik der Materialermidung oder Kerbspannungsproblemen
zusammenhéngen. Da die Dauerfestigkeit aller Werkstoffe wesentlich unter den
Festigkeitswerten bei quasi-statischer Belastung liegen, wird in diesen Fallen fur
eine hoheMateriaIausnutzung die glinstige Verteilung der Spannungen gegeniiber
der Materialeinsparing als vorrangiges Ziel verfolgt. )

Die gewlinschte Spannungsverteilung kann prinzipiell Giber die Gewichtsfunktion
(Gl. 4-37) mit entsprechend durch Nebenbedingungen kontrollierte Spannungen
erfolgen. Das Ziel einer ausgeglichenen Spannungsverteilung kann in diesem Fall
nur durch viele kontrollierte Punkte erreicht werden, so daB in vielen Fillen die
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direkte Formulierung eines Zielkriteriums fur gleichmaBige Spannungen glnstiger
ist. Derartige Optimierungsprobleme fiir die spannungsoptimale Strukturausle-
gung wurden bereits von /Francavilla 1975/ formuliert und mit der Methode der
sequentiellen linearen Programmierung geldst. Als Zielkriterium wurde eine Opti-
mierungsfunktion eingeflhrt, welche die maximalen Spannungen in einem vorge-
gebenen Bereich mdglichst klein halt. Das zugehdrige Optimierungsproblem la8t
sich folgendermaBen angeben:

min (max o) ; s < s < 8§y : seR" (4 —39)
|

i = Anzahl der kontrollierten Spannungspunkte
mit  h, = 0 j=1,., mg

gy<0 j=me+1,.., m

Auf der Grundiage dieser Problemformulierung kann durch die Verwendung von
mechanischen GesetzmaBigkeiten aus der Kerbspannungslehre /Schnack 1979/ in
/Sporl 1985/ ein effizienter Optimierungsalgorithmus fir die Minimierung von
Spannungskonzentrationen hergeleitet werden. In dieser Form lassen sich viele
Kerbspannungsprobleme iber die Variation des Strukturrandes direkt als Opti-
mierungsprobleme Iésen.

Alternativ kann, wie in /Bhavikatti 1980/ vorgeschlagen, eine Ausgleichsfunktion
(Gl. 4-30e) fur die Problemlosung verwendet werden. Mit dieser Optimierungs-
funktion wird zunachst das Ziel einer ausgeglichenen Spannungsverteilung direkt
angegangen. Versteht man diese Ausgleichsfunktion in allgemeiner Weise so, dal
die KraftgréBen, Ausgleichswerte und Integrationsbereiche frei wahibar bleiben,
kénnen einschlieBlich der ocben genannten Probleme der Spannungskonzentratio-
nen eine Vielzahi von Problemen optimaler Festigkeit als allgemeines nichtlinea-
res Optimierungsproblem (GI. 4-40) gel6st werden.

min  fs(s) ; s £ 8 < sy : seR" - (4 — 40)
mit  {(hy = 0) hj=0 i=1,., mg
QJ'SO j=mg+1,., m

Als allgemeine Problemsteliung kann Gl.(4-40) jedoch nur dann verstanden wer-
den, wenn der Niveauwert (S,) in G1.4-30e selbst als Optimierungsvariable behan-
delt wird. Dieser Forderung wurde in der vorliegenden Arbeit nicht entsprochen,
weil eine einfachere Formulierung gegentber einer programmtechnisch schwieri-
geren L6sung vorgezogen wurde, Dennoch kdnnen entsprechenden Lésungen er-
reicht werden, wenn die Mittelwerte der Spannungsgrﬁﬁen { S.) in GI.(4-30e) mit
der Restartmdglichkeit des Programms CARAT sukzessive angepafit werden. Da-
mit 1aBt sich mit einem etwas hdheren Arbeitsaufwand ein optimal angepasstes
Spannungsniveau erreichen.
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Beispiel 4-4c: optimale Festigkeit mit (f") und ohne (f’) dem
Gewicht als BasisgréBe

Zielfunktion: fg = j(oﬂ ~0,)%dv  mit Volumenintegration, o, = - 7.6515 C‘:::z
v
Lastfall: P; =100 kN zul. Bereich: [ |

Optimale Geometrie; x;, = 4.5000 m ; X3 =~ 0.4244 m
Al =6.5347 cm?% A, =2.7131 cm?; As =1.1264 cm?
X2 =3.7203 m ; X3 =-0.5035 m

A" =3.4187 cm?% A;' =1.6693 cmZ% A;" = 0.8151 cm?

As[om?] As[cm?]

fg' [ﬁ\Ji x 10%]
o m Variablen:
® Ay Az A Xpp) Xa2
O A A
A A X
O X22i Xa2

Narsll XX X1 )

8 10 12
lterationen

Bild 4-13: Optimaler Spannungsausgleich fiir das funfstabige Fachwerk

Vergleichbar mit den vorausgehend beschriebénen Zielkriterien lassen sich auch
fiir den allgemeinen Spannungsausgleich als Zielfunktion am Beispiel 4-4c¢ einige

Formulierung des Optimierungsproblems 73



Wesensmerkmale benennen. Der Ausgleich der Stabspannungen gegeniiber dem
Mittelwert der Ausgangsspannungen entspricht einem unbeschréankten Optimie-
rungsproblem, wenn ausschlieBlich variable Querschnitte bertcksichtigt werden.
Das Optimierungsproblem 148t sich in diesem Fall anschaulich als Fehlerquadrat-
minimumproblem deuten. Die Anpassung des Spannungszustandes an den vor-
gegebenen Ausgleichswert wird entscheidend eingeschrankt, wenn das Gewicht
der Struktur als BasisgréBe (hy = 0) beibehalten wird. Wie in den vorangegan-
genen Beispielen wurde die Optimierung zunéchst flr alle funf moéglichen Form-
und Querschnittsvariablen durchgefiihrt. Fiir diesen Fall ist die Loésung des Opti-
mierungsproblems jedoch nicht wie erwartet ein unbeschréanktes Optimum, son-
dern ergibt sich unter Umstédnden aus den Restriktionen fiir die variable Formbe-
schreibung. Bei der vorliegenden Ausgleichsfunktion als Zielkriterium besteht die
Optimierungsaufgabe aiso nicht immer in der Anpassung der Variablen an einen
vorgegebenen, gewlnschten Spannungszustand. Diese Auffassung des Optimie-
rungsproblems ist nur dann richtig, wenn die eingeflhrte Variabilitit ein eindeuti-
ges Fehlerquadratminimumproblem zur Folge hat. Liegen jedoch wie im Falle des
finfstdbigen Fachwerks flir die kombinierte Form- und Querschnittsoptimierung zu
viele Variablen vor, kann eine eindeutige L6sung nur durch die Einschrankung des
zulassigen Bereichs ( Xz, = 4.50m ) oder durch die Einbeziehung des Strukturge-
wichts als BasisgréBe (hy = 0) erhalten werden. Bei praktischen Problemstellun-
gen liegen diese zusétzlichen Bedingungen aus konstruktiven Griinden in vielen
Fallen bereits vor, so daB keine vergleichbaren MaBnahmen nétig werden.

Bei der Anwendung dieses Zielkriteriums kommen der Wahl der Spannungsgré-
Ben und Ausglieichswerte gréBere Bedeutung zu. Werden als Spannungsgréfen
die Elemente des Spannungstensors oder entsprechende Spannungsresultierende
(z.B. Momente) herangezogen, erfolgt ein Ausgleich dieser SpannungsgréBen ge-
genliber dem vorgegebenen Niveau. Je nach Einstellung dieses Niveauwertes und
der Festlegung des Bereichs fir den Ausgleich, kdnnen Spannungskonzentratio-
nen mit der vorliegenden Optimierungsfunktion als Probleme der Form- und/oder
Querschnittsoptimierung geldst werden (vgl. Briickenpfeiler, /Ramm 1990/).

Ein besonderer Fall der Problemformulierung ergibt sich, wenn die skalare GréBe
der Vergleichsspannung nach ven Mises als SpannungsgréBe in diese Zielfunktion
eingesetzt wird. Fir den Fall einer reinen Querschnittsoptimierung folgt aus dieser
Art der Zielfunktion das Problem optimal angepasster Spannungen (“Fully Stres-
sed Design”) direkt und ohne Nebenbedingungen. Im Falle der Formoptimierung
laBt sich diese Vergleichsspannung vergieichbar zur Formanderungsenergie der
Struktur als charakteristische GréBe verwenden, weiche den gesamten inneren
mechanischen Beanspruchungszustand der Struktur wiedergibt. Dies gilt jedoch
nur, wenn diese GroBe Gber das gesamte Volumen der Struktur in die Aus-
gleichsfunktion eingeht. Es kann gezeigt werden, daB optimale Festigkeit und op-
timale Steifigkeit (iber die Spannungs- bzw. Dehnungsverteilung unter Umsténden
zu derselben Tragwerksform fihrt /Bufler 1970, Kihnemann 1989/.
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4.5 Besondere Aspekte bei der Problemformulierung

4.5.1 Optimierung fiir mehrere Lastfélle

Bei vielen praktischen Optimierungsaufgaben geht es um die Auslegung einer
Struktur fir verschiedene Beanspruchungszusténde, welche gleichzeitig oder un-
abhéngig voneinander auftreten kdnnen. In der Regel werden solche Problem-
stellungen schnell uniibersichtlich, so daB nur in seltenen Fallen eine Lésung Uber
die Anschauung und eine Handrechn'ung oder durch Parémeterstudien und Pro-
bieren (“trial and error”) zufriedenstetlend méglich ist. Die Strukturoptimierung
gewinnt gerade in dieser Hinsicht an Bedeutung, denn haufig lassen sich Struktu-
ren mit mehrfacher Beanspruchung nur unter dem Einsatz von Optimierungsver-
fahren in ihrem Tragverhalten entscheidend verbessern. Leichtbaukonstruktionen
sind sinnvollerweise von vornherein s0 ausgelegt, daB sie als Mehrzweckstruktu-
ren mehrere Funktionen gleichzeitig erfiillen. Die gleichzeitige Berlcksichtigung
von mehreren Lastfillen bei der Auslegung von Strukturen gehért deshalb zu den
klassischen Themen der Strukturoptimierung. In der Regel werden mehrere
Lastfélle in der Strukturoptimierung durch eine Erweiterung des Optimierungs-
problemsberﬁcksichtigt. Dies kann auf einfache Weise durch Hinzufiigen lastab-
héngiger Nebenbedingungen oder Zielfunktionskomponenten geschehen.

Der Aufwand zur Ldsung von Optimierungsproblemen unter Bericksichtigung von
mehreren Lastfallen liegt oftmals im Vergleich zur Problemlidsung fir nur einen
Lastfall unwesentlich héher. Die Ursache dafir liegt darin, daB der numerische
Aufwand bei der Lésung von gréBeren Strukturproblemen mit der finiten Ele-
‘mentmethode bei entsprechendem Vorgehen fur jeden weiteren Lastfall nur ge-
ringfligig im Vergleich zur Ldsung des Gesamtproblems ansteigt. Wird die Struk-
turoptimierung auf der Grundlage der mathematischen Progammierung und der
finiten Elementmethode betrieben, spielt in diesem Zusammenhang die Anwen-
dung von "Active-Set”-Strategien in den Optimierungsverfahren /Bletzinger 1990a/
eine wichtige Rolle. Damit kann das durch die Berlcksichtigung mehrerer Lastialle
in den Nebenbedingungen wesentlich vergréBerte Optimierungsproblem auf den
aktiven Satz der Nebenbedingungen reduziert werden, Das verbleibende Opti-
mierungsproblem hat in dieser Form héchstens so viel aktive Nebenbedingungen
wie Optimierungsvariablen und ist damit weitgehend unabhéngig von der Anzahl
der beriicksichtigten Lastfille.

Im Beispiel 4-4d ist dargestellt, wie sich im Falle der gewichtsoptimalen Strukturen
eihe Beriicksichtigung mehrerer Lastfalle im Entwurfsraum bemerkbar macht. In
allen drei Fallen der Form- und/oder Querschnittsoptimierung wird der zuldssige
Bereich gegeniiber Beispiel 4-4b durch weitere Nebenbedingungen zusatzlich
eingeschrankt und die optimale L&sung ergibt sichi durch die verbleibenden akti-
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Beispiel 4-4d: minimales Gewicht bei mehreren Lastfallen

Lastfélle: Py = 100kN und P, = 100kN  zul, Bereich:
Optimale Geometrie: x,, = 2.0000 m ; X35 = 0.0000 m

A] =29463 cm?% A; =2.0833 cm?; A} =0.0000 cm?

Aq[em?] 5 Ailom?]

3 1= 0.1950kN 0
0 o.aosskw%
2~ 942=0912=0\ 911'=0 0"95—0
0‘200

1_\92,=o 0.150
'NO
0

¥ ] T
0 1 2 3 4 X22 5
[m]

Variablen:

® Ay; Ag; Ags Xpa: Xap
0 A Az

O AL Xo

O Xozi X3

4 6 8 10 12
iterationen

Bild 4-14: Minimales Gewicht bei der Beriicksichtigung mehrer Lastfille

ven Nebenbedingungen. Fir den Entwurfsraum, welcher die reine Formoptimie-
rung wiedergibt, reduziert sich der zulassige Bereich auf einen einzigen zuldssi-
gen Lésungspunkt. Bei diesem Fall handelt es sich um einen Ausnahmefall, der
als Optimierungsproblem njcht immer einfach zu 6sen ist. Der Grund ist darin zu
suchen, daB die zur Verfligung stehenden Optimierungsverfahren eine sequen-
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tielle Approximation des eigentlichen Optimierungsproblems vornehmen. Liegt ein
sehr kleiner zuldssiger Bereich, oder wie in diesem Fall, nur ein zuldssiger Punkt -
vor, kann die Approximation dieses Bereichs leicht degenerieren. Die sequentiell
zu lésenden Unterprobleme enthalten dann widersprichliche und inkonsistente
Nebenbedingungen, welche einer besonderen Behandlung bedirfen /Bletzinger
1990a/. Im vorliegenden Beispiel fir das flinfstdbige Fachwerk kénnen diese
Schwierigkeiten mit einem SQP-Verfahren diberwunden und zufriedenstellend ge-
16st werden. Der lterationsverlauf zeigt-auch fur die Beriicksichtigung mehrerer
Lastfélle eine schnelle Konvergenz zur optimalen Ldsung. Die beiden Beispiele
4-4b und 4-4d konnten mit anndherungsweise gleichem Aufwand gelést werden.
Im Falle der Auslegung von Strukturen fir optimale Steifigkeit (f) oder Festigkeit
(fs) macht sich die Berlicksichtigung von mehreren Lastfallen nicht in dieser Form
im Entwurfsraum bemerkbar. Wie aus den Beispielen 4-4a und 4-4c ‘deutlich wird,
haben die Nebenbedingungen zur Kontrolle der Spannungen eigentlich keine Be-
deutung. In beiden Fallen werden mehrere Lastfalle im Zielkriterium als additive
Zielfunktionskomponenten berticksichtigt (vgl. Abs.4.2.4.1). Die Losung dieses
“liberlagerten” Optimierungsproblems kann nur als Kompromi der Optimalls-
sungen der einzelnen Lastfille gelten und ist stark von der Wichtung der Lastfalle
untereinander abhéngig.

4.5.2 Abhingigkeit der Belastung von den Optimierungsvariabien

Bei vielen Optimierungsproblemen ist die Belastungsfunktion (Gl. 4-6) von der
Geometrie des Tragwerks und damit direkt von den Optimierungsvariablen ab-
hangig. Diese Abhingigkeit von den Optimierungsvariablen tritt bei allen mogli-
chen Arten der Belastung auf und macht sich insbesondere bei der Formoptimie-
rung in einer stark nichtlinearen Form bemerkbar. Im allgemeinen Fall erfolgt die
Beeinflussung des Optimierungsproblems durch eine variablenabhangige Bela-
stung auf zweierlei Weise. Die geometriebeschreibenden Optimierungsvariablen
bestimmen einerseits die Belastungsfunktion iiber die durchzufiihrende Integra-
tion Uber das Volumen und die Oberflache einer Struktur. Eine Variation der Form
macht sich dabei méglicherweise nichtlinear bei Volumens- und Oberflichenkréf-
ten bemerkbar und beeinfluBt iiber die Integration ebenfalls die Lasten aus An-
fangsspannungen und -dehnungen. Querschnitisvariable bewirken demgegeniber
nur eine Abhangigkeit bei einer Volumenintegration und haben in den meisten
Féllen auch nur einen linearen EinfluB auf die Belastungsfunktion.

Bei einigen besonderen Strukturproblemen tritt auf der anderen Seite noch zu-
satzlich der EinfluB der formbeschreibenden Optimierungsvariablen auf die Bela-
stungsgréBen p und t auf. Bei Volumenskréften liegt ein solcher Fall vor, wenn
beispielsiveise eine Struktur bei der Rotation um eine Achse durch Zentrifugal-
krifte beansprucht wird. Andert sich dabei die Geometrie der Struktur gegeniiber
der Rotationsachse, so wird p ebenso von den Optimierungsvariablen s abhangig.
Ein vergleichbarer Fall liegt vor, wenn ein Tragwerk durch eine Wasserbelastung
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Beispiel 4-6:  Tragwerk unter Wasserbelastung

Geometriebeschreibung: Material; E=2,1><109—:% ;v = 0.0
B-Spline-Kurve mit KN
14 Designknoten Yw =105

Z

Belastung: Form 1:hy=
Form 2: h, = 14m

M Form 3:hy= 7m

Variablen: sy bis sg Form

S0  Querschnitt

2m  3m 3m 2m nbedinquna: hW:'WE‘1
imal metrie:  Form 2 Zielfunktion: fe
Form 1 Form 3 fe [kNm]
84 x 107 84 x 107°
6
4
2
0 i ‘
2 ] Iterationer]

0 5 10 15 20

Bild 4-15: Variablenabhdngige Belastung einer Struktur

beansprucht wird und die BelastungsgriBe f von der Geometrie der Struktur ab-
hangt. Beide Belastungsarten sind fiir ein Schalenelement in Kapitel 6 naher be-
schrieben und werden in ihrer Abhangigkeit von den Optimierungsvariablén far
die Sensibilitatsanalyse entsprechend aufbereitet.

In den meisten Féllen geht die nichtlineare Abhdngigkeit der Belastungsfunktion
von den Optimierungsvariablen in moderater Weise in das Optimierungsproblem
ein. Obwohl haufig komplexe funktionelle Zusammenhinge zwischen den Opti-
mierungsvariablen und der Belastung bestehen, kénnen keine extrem nichtlineare
Abhéngigkeiten der Belastungsfunktion festgestellt werden, wie das im Vergleich
bei einer Anderung im Beanspruchungszustand einer Struktur der Fall ist. Im
Beispiel 4-6 (Bild 4-15) ist fir ein Bogentragwerk die Auswirkung einer variable-
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nabhdngigen Wasserbelastung aufgezeigt. Gegenliber der Ausgangsgeometrie
unterscheiden sich die Optimalformen des Bogens fiir verschiedene Belastungs-
héhen ganz beachtlich. Dabei wurde die Forméanderungsenergie als Zielfunktion
verwendet, um optimal steife Tragwerke flur jeweils gleiches Strukturgewicht zu
erhalten.

4.5.3 Optimierung von hybriden Tragwerken

Bei vielen praktischen Aufgaben aus dem Bereich der Strukturoptimierung sind
die behandelten Tragwerke aus einzelnen Bauteilen zusammengesetzt. Die Be-
anspruchungszustande dieser Bauteile kdnnen sich stark unterscheiden, so daB
sie im Einzelfall als eih-, zwei- oder dreidimensional wirkende Tragwerkskompo- '
nenten das Verhalten einer Struktur pragen. Solche, aus unterschiedlich bean-
spruchten Bauteilen zusammengesetzten Strukturen werden auch als hybride
Tragwerke bezeichnet.

» Beispiel 4-7:  Hybrides Tragwerk

Unterkonstruktion steif Unterkonstruktion weich

Bild 4-16: Strukturverhalten eines hybriden Tragwerks

Far die Strukturoptimierung bilden gerade zusammengesetzte Tragwerke die
Grundlage fir besonders interessante’ Problemstellungen unter dem Gesichts-
punkt der Leichtbaukonstruktionen. Durch ihre unterschiedliche Beanspruchung
kénnen die einzelnen Bauteile sehr effizient zur Lastabtragung beitragen. Gleich-
zeitig wird durch eine feingliedrikge und differenzierte Bauweise die Funktionalitat
solcher Strukturen erhéht, und der Materialaufwand kann gegeniiber monolithi-
schen und einférmig beanspruchten Tragwerken stark verringert werden. Ein Pro-
grammkonzept, welches in allgemeiner Weise mathematische Optimierungsver-
fahren mit der Methode der finiten Elemente verbindet, kann in idealer Weise zur
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Losung solcher Strukturoptimierungsprobleme bei hybriden Tragwerken beitra-
gen. Der jeweilige Beanspruchungszustand der einzelnen Bauteile kann durch
entsprechend formulierte finite Elemente wiedergegeben werden und bestimmt
liber die Definition der Optimierungsvariablen und -funktionen die Charakteristik
“des Optimierungsproblems.

Durch den stark unterschiedlichen inneren Beanspruchungszustand weisen hy- .
bride Tragwerke in der Regel auch ein sehr komplexes Strukturverhalten auf. Dies
macht sich vor allem in einem stark nichtlinearen Verhalten der Optimierungs-
funktion in Abhangigkeit von den eingefiihrten Optimierungsvariablen bemerkbar.
Das Optimierungsproblem schlieBt haufig mehrfach die Méglichkeit einer Umia-
gerung im inneren Beanspruchungszustand der hybriden Struktur mit ein. Derar-
tige Optimierungsprobleme lassen sich letztlich nur mit Hilfe von Optimierungs-
verfahren l6sen, da selbst eingeschrénkte Problemsteliungen schnelfl uniiber-
sichtlich werden und sich kaum fiir eine Handrechnung oder eine geschlossene
analytische Lésung eignen. In der vorliegenden Arbeit wurden sowohl Stab- als
auch Schalenelemente fiir die Strukturoptimierung aufbereitet. Damit sind einige
grundlegende Untersuchungen zur Strukturoptimierung bei hybriden Tragwerken
moglich. In Bild 4-16 ist fir ein unterspanntes Brickentragwerk qualitativ darge-
stellt, welche Arten der Umlagerung im Beanspruchungszustand bei der Optimie-
rung eines solchen Systems bestehen. Das System setzt sich aus einem Randbal-
ken, der Fahrbahnplatte und der Unterspannung zusammen. Alle drei Bauteil-
komponenten beeinflussen sowohl! die Langs- und Querbiegung als auch den ein-
achsigen Spannungszustand der Unterkonstruktion gleichzeitig. Flr eine Ausle-
gung dieses Tragwerks far eine optimale Steifigkeit, Festigkeit oder ein minimales
Gewicht ergeben sich in Konsequenz der verschiedenen Beanspruchungsmog-
lichkeiten sehr unterschiedliche Lésungen /Bothner 1989/,

4.5.4 Michellstrukturen

Eine kurze Ausfithrung zu den wesentlichen Eigenschaften der als optimal gelten-
den Michellstrukturen sellen das Kapitel zur Formulierung spezifischer Optimie-
rungsprobleme abschlieBen. Am Beispiel dieser besonderen Art von optimalen
Tragwerken lassen sich die zuvor formulierten Grundprobleme fur die Strukturop-
timierung (Steifigkeit-Gewicht-Festigkeit) in einen allgemeineren Zusammenhang
bringen. In /Wiedemann 1989/ sind ausflhrliche Betrachtungen zum Wesen und
den Grundsatzen von Michellstrukturen enthalten. Mit der Entwurfstheorie von
Maxwell und Michell lassen sich unter einigen idealisierenden Annahmen fir ein-
fache Problemsteliungen L.6sungen finden, welche als absolute Optimalkonstruk-
tionen gelten kdnnen. Diese Lésungen sind eher von theoretischem Interesse, da
die Verwendung von Michellstrukturen in der Praxis in vielen Fallen nicht méglich
ist. Dennoch lassen sich fiir diese Strukturen drei Grundsatze aufstellen, welche
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mit Einschrdnkungen auch auf allgemeine Aufgaben der Strukturoptimierung
Ubertragbar sind.

Michellstrukturen sind fir einen optimalen KraftfluB ausgelegt und bertragen im
Sinne von Leichtbaukonstruktionen die Lasten unter dem geringsten Materialauf-
wand zu den Lagern. Fir ideale Michellstrukturen kann die Optimallésung unter
den Bedingungen angegeben werden, daB

® das - Spannungs”volumen” minimiert wird;
® die Tragwerkssteifigkeit daflir einen Hochstwert erreicht und
¢ das Gewicht der Konstruktion gleichzeitig einen Minimalwert annimmt.

Mit diesen qualitativen Aussagen Uber die Eigenschaften von optimalen Leicht-
baukonstruktionen lassen sich die zuvor formulierten Grundprobleme der Struk-
turoptimierung wieder auf einer gemeinsamen Basis zusammenfihren. Geht aus
der Losung des Optimierungsproblems eine absolut optimale Konstruktion hervor,
wie das bei einer Michellstruktur der Fall ist, so kann diese Lésung im Prinzip
Uber alie drei Grundprobleme der Strukturoptimierung erreicht werden. Als Bei-
spiel kann ein Parabelbogen gelten, welcher unter Gleichstreckenbelastung die
Steifigkeit, die Festigkeit und das Gewicht optimal erfilit /Kithnemann 1989/. In
dieser Hinsicht liefern verschiedene Lésungsansatze mit jeweils gleichen Ldsun-
gen ein Indiz daflr, da eine wirklich optimale Konstruktion vorliegt.

Bei der gleichzeitigen Form- und Querschnittsoptimierung von statisch bestimm-
ten Fachwerken fir nur einen maBgebenden Lastfall liegen in der Regel Michell-
strukturen als Optimallésungen vor. Von besonderem Interesse sind dabei jene
Lésungen, welche sich wie in /Bletzinger 1985/ unter der zusatzlichen Bertick-
sichtigung des Einzelstabknickens einstellen. Alle diese Ergebnisse weisen eben-
falls die Eigenschaften von Michellstrukturen auf. Zu diesen Eigenschaften kann
auch die Tatsache gerechnet werden, daf3 jene Strukturen die aufgebrachte Bela-
stung zwar abtragen, ansonsten aber als an sich kinematische Systeme wirken.
Die Schwierigkeiten bei der numerischen Ldsung solcher Optimierungsprobleme
liegen vor allem darin begrindet. Vielfach wird gerade in der Ndhe des Optimums
die Strukturanalyse durch numetrisch bedingte “Kinematiken” unzuverigssig. Uber
die Optimierungfunktionen werden die damit verbundenen Ungenauigkeiten der
Strukturanalyse auf das Optimierungproblem (ibertragen und verursachen dort
unter Umsténden weitere Probleme. In dieser Hinsicht haben sich besonders ro-
buste Optimierungsstrategien (z.B. Evolutionsstrategie) bewahrt und versprechen
oft den meisten Erfolg. Will man dennoch Optimierungsverfahren héherer Ordnung
fur die Problemldsung ausnutzen, bietet sich die simultane Strukturanalyse und
-optimierung an. Dabei spielen eventuelle Kinematiken im Strukturproblem keine
Rolle mehr und die Lésung wird zwar mit mehr Aufwand, aber insgesamt doch
problemgerechter erreicht.
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5.0 Methoden der Sensibilititsanalyse

51 Ubersicht

Die Sensibilitatsanalyse hat in allgemeiner Form die méglichst einfache oder effi-
ziente Ermittlung der Parameterempfindlichkeit einer Lésung zum Ziel. Im weite-
sten Sinne handelt es sich dabei um die Sensibilitat analytischer oder numerischer
Lésungen von mathematisch-physikalischen Problemsteliungen, welche diese
Parameter in einem komplexen funktionellen Zusammenhang beinhalten. Geht
man von der vorliegenden Problemformulierung in Verbindung mit der finiten
Elementmethode {Kapitel 4) aus, so liegt das Ziel der Sensibilitatsanalyse vor al-
lém darin, die Anderung der Strukturantwort in Abhéngigkeit eventuell variierter
Strukturparameter anzugeben. In diesem Falle spricht man von der Sensibilitat
der Strukturantwort (“behavioral response sensitivity”). Darliber. hinaus ist in der
Strukturoptimierung auch die Sensibilitdt der Optimaliésung (“optimum design
sensitivity”) von Bedeutung. Diese Art der Sensibilitatsanalyse beriicksichtigt die
Anderung des Optimums in Abhangigkeit von zusétzlichen Problemparametern
und muB grundsétzlich von der Sensibilitdt der Strukturantwort unterschieden
werden /Schmit 1986/.

Obwehl! die Sensibilititsanalyse bei Strukturproblemen meistens in Zusammen-
hang mit Entwurfs- oder Optimierungsaufgaben steht, kommt diesem Themenbe-
reich in seinem gegenwdrtigen Entwicklungsstand die Bedeutung eines eigenen
Forschungsgebietes zu. Unterschiedliche Ausgangspunkte und Betrachtungswei-
sen haben inzwischen zur Entwicklung einer Vieizahl von Lésungsansétzen bei-
getragen, welche (bersichtlich in /Arora 1979, Adelman 1986/ und ausfihriich in
/Haug 1986/ beschrieben sind. Prinzipiell lassen sich die heute zur Verfligung
stehenden Verfahren zur Sensibilitatsanalyse in ihrem Aufwand flr die pro-
grammtechnische Realisierung einerseits und ihrer numerischen Effizienz ande-
rerseits unterscheiden. Zuverlassige Werté fir die Parameterempfindlichkeit las-
sen sich in der Regel nur Uber eine aufwendige diskrete oder variationelle For-
mulierung der Sensibilittsanalyse auch rechnerisch effizient bestimmen. Demge-
gentiber kénnen die entsprechenden Sensibilitatskoeffizienten Uber Differenzen-
verfahren mit geringstem Formulierungsaufwand ermittelt werden. Vielfach sind
diese Werte jedoch unzuveridssig und konnen nur durch einen hohen Rechenauf-
wand bestimmt werden. In jedem Fall hat die Sensibilititsanalyse einen hohen
Anteil (ca. 50-90%) am gesamten Aufwand zur Losung des Optimierungsproblems.
Eine effiziente Ermittiung der Sensibilitatskoeffizienten bewirkt deshalb auch im-
mer eine erhebliche Reduktion des gesamten Rechenaufwandes.

An dieser Stelle wird bereits deutlich, welche zentrale Bedeutung der Ermittiung
von Sensibilitatskoeffizienten im Gesamtproblem der Strukturoptimierung zu-
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kommt. Eine wichtige Entscheidungsgrundlage fiir die Wahl eines speziellen Ver-
fahrens zur Ermittlung von Sensibilitatskoeffizienten der Strukturantwort ist die
Verfligbarkeit der Programmaquellen fiir die Strukturanalyse. Ist kein direkter Zu-
gang zu den Programmquellen mdglich, oder will man diese Méglickeit aus be-
stimmten Grinden nicht nutzen, so kommen nur variationelle Verfahren flir eine
zuverldssige Sensiblitatsanalyse in Betracht /Schmit 1986, Santos 1988/. Im ande-
ren Fall kdnnen alle verfligbaren Methoden der Sensibilititsanalyse angewandt
werden. In dieser Hinsicht hat diese Entscheidung auch einen gewissen EinfluB auf
die Wahl des Programmkonzepts.

Dariiberhinaus ist die Auswahl von unterschiedlichen Verfahren zur Sensibilitats-
analyse abhangig von der Art der Strukturanalyse (z.B. FEM), vom Strukturpro-
blem (z.B. Schale) und vom Optimierungsproblem (z.B. Form- und/oder Quer-
sthnittsoptimierung) seibst. Zusammenfassend betrachtet sind die numerischen
Differenzenverfahren und die variationellen Methoden zur Sensibilititsanalyse
nahezu uneingeschrénkt einsetzbar. Sie stellen jedoch im Blick auf den Formulie-
rungs- und Rechenaufwand unter allen Mdéglichkeiten auch die beiden extremsten
Gegensatze dar.

5.2 Anwendungsgebiete der Sensibilititsanalyse

Die einfache Handhabung von CAD- und Analyseprogrammen weckt in vielerlei
Hinsicht den Bedarf, die Struktur durch eine Verdnderung der Parameter im Ent-
wurfs- oder Strukturmodell noch zu verbessern. In vielen Féllen gelingt Gber eine
entsprechende Parameterstudie (“trial-and-error”) die Verbesserung der Struktur-
eigenschaften in der gewlinschten Form. Diese “Optimierung von Hand” kann in
geeigneter Weise durch die Sensibilitdtsanalyse unterstiitzt werden. Dabei kénnen
graphisch angezeigte Sensibilitatskoeffizienten hilfreich sein /Grierson 1983, Blet-
zinger 1990a/, welche dem Konstrukteur der Parameterempfindlichkeit der Struk-
tur anzeigen und ihm so wenigstens den Weg in die gewiinschte Richtung zeigen.
Oft 148t sich mit der-Sensibilitdtsanalyse die Parameterstudie verkiirzen und ziel-
sicher abschlieBen /Poth 1988/.

Bei vielen Parametern, welche sich in der Beeinflussung der Strukturantwort auch
gegenseitig widersprechen kénnen, wird die Verbesserung einer Struktur durch
eine Parametervariation auf intuitivem Wege selbst unter Verwendung der Sensi-
bilitdtsanalyse schwierig oder sogar unmdéglich. In diesem Fall bieten sich Opti-
mierungsverfahren an, welche die Prozedur der Parameterstudie automatisieren
und durch die Anwendung von effizienten Optimierungsalgorithmen auf die Sen-
sibilitdtsanalyse zuriickgreifen. In diesem automatisch ablaufenden Optimierungs-
prozeB miissen jedoch, wie bereits erwédhnt (Kapitel 2 und 4) , die ldealisierung,
Parameterisierung, sowie die Variabilitat des Problems festgelegt werden. Diese
entscheidenden Schritte flr die Bildung des richtigen Optimierungsmodells, wel-
ches die eigehtliche Problemstellung wiedergeben soll, werden in idealer Weise
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durch eine zuvor durchgefiihrte, graphisch unterstitzte Sensibilitdtsanalyse er-
ganzt. Nur damit kann sich der Konstrukteur ein-Bild von der gesteliten Optimie-
rungsaufgabe machen und das Ergebnis auf die in das Optimierungsmodell ein-
gebrachten Anforderungen hin berprifen,

In einer weiterflihrenden Betrachtung der Problemstellung wird es unter Umstén-
den darum gehen, das vorliegende Optimierungsergebnis selbst in seiner Para-
meterempfindlichkeit zu untersuchen. Im Gegensatz zur Sensibilititsanalyse flr
die Strukturantwort geht es dann um die Sensibilitdt der Optimalidsung, wobei der
EinfluB bisher unberiicksichtigter Parameter auf diese Ldsung vorrangige Bedeu-
tung hat /Vanderplaats 1985/. Fir eine derartige Untersuchung der Optimallésung
werden nicht nur die ersten, sondern moglicherweise auch die zweiten Ableitun-
gen als zuséatzliche Information Uber die Strukturantwort bendtigt. Zusammen mit
dem graphisch angezeigten Sensibilitdtskoeffizienten ergibt die Sensibilitatsana-
lyse fiir die Optimaliésung die beste Mdglichkeit der Beurteilung des Optimie-
rungsmodells und der gestellten Optimierungsaufgabe,

Bei der Anwendung von Approximationstechniken flir die effiziente Losung von
Optimierungsprobiemen werden vielfach die Gradienten der Optimierungsfunktio-
nen verwendet /Fleury 1986, Schmit 1988/. In einigen Fallen kommen sogar die
zweiten Ableitungen der Strukturantwort zur Anwendung, wenn eine solch hoch-
wertige Approximation des Ausgangsprobiems den entsprechenden Erfolg fir die
L.ésung der Optimierungsaufgabe verspricht /Miura 1978, Haftka 1988/. in der Re-
gel ist jedoch die Bestimmung von zuverladssigen, h8heren Sensibilititskoeffizien-
ten so aufwendig,-daB sich ihre Ermittiung nicht rechtfertigen 14Bt. Meistens ist die
Verwendung von ersten Ableitungen in der Approximationsvorschrift ausreichend
/Bletzinger 1990a/.

Darliber hinaus kann die Sensibilitdtsanalyse in allen Bereichen der Strukturme-
chanik verwendet werden, welche auf eine zuverlassige Voraussage der Struktur-
antwort bei einer Parametervariation angewiesen sind. Beispielhaft seien hier
Probleme aus der Bruchmechanik angesprochen. In diesem Problemfeld kénnen
Kriterien fir die Ausbreitung von Rissen (“crack propagation”) Uber die Parame-
terempfindlichkeit der potentiellen Energie einer Struktur gewonnen werden. Lie-
gen die entsprechenden Sensibilititskoeffizienten vor, kann die Rissausbreitung
in Strukturen auf der Basis einer linear-elastischen Strukturanalyse /Lin 1988/ nu-
merisch simuliert werden.

5.2.1 Gegeniberstellung verschiedener Methoden

Die verfigbaren Methoden zur Sensibilitdtsanalyse kénnen zunéchst nach ihrer
grundsatzlich unterschiedlichen Art der Formulierung in diskrete und variationelle
Verfahren unterteilt werden (Bild 3-12). Dabei geht die diskrete Sensibilitatsanaly-
se (DSA) bei der Ermittiung der Parameterempfindlichkeit von der idealisierten
Struktur aus, welche auf der Ebene des Entwurfs- und Strukturmodells durch dis-
krete Parameter beschrieben wird. Die Systemgleichungen, wie sie beispielsweise
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fGr die Methode der finiten Elemente vorliegen, und die damit verbundenen Opti-
mierungsfunktionen fUr Zielkriterium und Nebenbedingungen ergeben sich damit
als Funktionen der eingeflihrten Optimierungsvariabien. Die Ableitung dieser oft
implizit abhangigen und hochgradig nichtlinearen Funktionen nach den Optimie-
rungsvariablen ergibt dann schlieBlich die gewiinschten Sensibilitatskoeffizienten.

Die Methoden der variationellen Sensibilitatsanalyse (VSA) gehen demgegeniiber
von einer idealisierten aber kontinuierlich beschriebenen Struktur aus. Die Struk-
tur wird lediglich auf ihre wesentlichen Eigenschaften reduziert (z.B. Schalen,
Balken, etc.) und auf der Ebene des Entwurfs- und Strukturmodells zundchst kon-
tinuierlich beschrieben. Zustandsvariablen und Optimierungsvariablen bleiben in
dieser Form also ortsabhangige Funktionen, und das Struktur- und Optimierungs-
problem ist in entsprechender Weise durch Funktionale und Operatoren bestimmt.
Die lineare Theorie zur Behandlung von Operatoren und die Variationsrechnung
bitden in diesem Fall die mathematische Grundlage flur die Ermittlung der Sensi-
bilitdtskoeffizienten. Diese Koeffizienten lassen sich als Rand- oder Gebietsinte-
grale angeben, welche erst nach der Diskretisierung des Entwurfs- und Struktur-
modells flir die Bestimmung der Parameterempfindlichkeit der jeweiligen Opti-
mierungsfunktionen durch die Anwendung entsprechender numerischer Integra-
tionsverfahren ausgewertet werden.

Diskrete und variationelle Verfahren sind in der vorliegenden Beschreibung nur
grob charakterisiert. Intern lassen sich diese beiden grundlegend verschiedenen
Losungsansétze flir die Sensibilitdtsanalyse noch weiter nach dem Strukturpro-
blem, der Art-der Strukturanalyse (z.B. FEM, BEM, etc.) und nach der Formulie-
rung des Optimierungsproblems unterscheiden. Aus den vielfaltigen Verknip-
fungsmdglichkeiten lassen sich zahlreiche interessante und differenzierte Pro-
blemstellungen fir die Sensibilititsanalyse angeben und im Einzelfall auch mit
besonderer numerischer Effizienz 16sen. Der Umfang der Literatur zu diesem
Themengebiet spiegelt deutlich die Vielseitigkeit in der konkreten Aufgabenstel-
lung wider /Arora 1979, Adelman 1986, Haug 1986/. Eine bewertende Gegentiber-
stellung der verschiedenen Verfahren zur Sensibilitatsanalyse ist nur mit Ein-
schrankungen mdéglich. Fir die Strukturoptimierung ist zumindest fiir eine sichere
Konvergenz zur optimalen Ldsung die Zuverlassigkeit der Sensibilitatskoeffizien-
ten von gréBerer Bedeutung. Eine Uber Differenzenverfahren ermittelte Parame-
terempfindlichkeit der Strukturantwort ist in dieser Hinsicht in vielen Fallen nicht
zufriedenstellend, so daB eine quasi analytische Ermittlung der Koeffizienten mit
diskreten oder variationetlen Verfahren trotz des héheren Formulierungsaufwan-
des bevorzugt werden /Schmit 1986/.

Am schwersten ist die numerische Effizienz der einzeinen Verfahren zu beurteilen.
Dies liegt nicht nur darin begriindet, daB die Ermittlung der Sensibilitatskoeffi-
zienten auch von der GréBe des Struktur- und Optimierungsproblems abhéngt,
sondern daB8 vor aflem der Gesichtspunkt der programmtechnischen Verwirkli-
chung berlicksichtigt werden muB. In dieser Hinsicht ist es wesentlich, ob das
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Verfahren der Sensibilititsanalyse in einem programminternen oder einem sy-
stemUbergreifenden Konzept zur Strukturoptimierung verwirklicht wurde. Im letz-
teren Fall spielen die rechnerspezifischen Eigenschaften beim Datentransfer eine’
groBe Rolle und machen damit eine Gegeniiberstellung der Verfahren flr die Be-
urteilung der numerischen Effizienz von vorn herein wertlos. Objektiv lassen sich
die unterschiedlichen Methoden nur in einem programminternen Konzept verglei-
chen, weil der programmtechnische Aufwand des Datentransfers und der Daten-
haltung: keinen vergleichbaren EinfluB auf die Sensibilititsanalyse -ausiibt. In der
Literatur ist ein derartiger Vergleich von diskreten und variationellen Verfahren
unbekannt, weil sie sich immer auch im Punkt ihrer programmtechnischen Ver-
wirklichung unterscheiden.

5.2.2 Sensibilititsanalyse aus praktischer Sicht

Die vorangehend beschriebenen Anwendungsgebiete weisen die Sensibilitatsana-
lyse bei der effizienten L6sung von Strukturoptimierungsproblemen als eine un-
umgangliche und zentrale Komponente im Optimierungsprozess aus. Durch diese
bedeutende Stellung im gesamten Konzept der Strukturoptimierung werden aus
praktischer Sicht besonders hohe Anforderungen an diese Programmkomponente
gestellt. Von Seiten der Anwendung und der Programmentwickliung bestehen ge-
geniiber der Sensibilitatsanalyse die Erwartungen for

e eine numerisch zuverldssige und effiziente Ermittlung der Sensibilitatskoeffi-
zlenten, ‘

e eine programmtechnisch einfache Realisierung und

e eine mdglichst aligemeingultige, vom Strukturproblem unabhangige Problem-
formulierung.

In den vergangenen Jahren war die Anwendung der Strukturoptimierung in kom-
merziellen Programmsystemen hauptséchlich auf die Querschnittsoptimierung
(”sizing”) beschrénkt. In Konsequenz wurde die Sensibilititsanalyse in den mei-
sten Fallen auf der Grundlage von diskreten, semi-analytischen Verfahren betrie-
ben. Mit diesen Methoden lassen sich gerade fur die Querschnittsoptimierung die
Sensibilitatskoeffizienten einfach, effizient und zuverldssig ermitteln /Eschenauer
1988b, Nagendra 1989, Kumar 1990/. Bei Formoptimierungsproblemen bistet sich
fur die zuverlassige Ermittlung der Sensibilititskoeffizienten kein vergleichbar
einfacher Weg an, weil sich mit der vorgenannten diskreten, semi-analytischen
Sensibilitatsanalyse in vielen Fallen drastisch bemerkbare numerische Probleme
einstellen (Abs. 5:2.3.). In kommerziellen Programmsystemen werden deshalb bei
Formoptimierungsproblemen haufig variationelle Methoden eingesetzt /Arora
1989/. Falls es die finite Elementformulierung und Implementierung erlaubt, kon-
nen aber auch diskrete analytische Methoden zur Anwendung kommen.
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Aus den vorausgehenden Ausfithrungen wird ersichtlich, daB fiir die Formopti-
mierung keines der zur Verfligung stehenden Verfahren der Sensibilitdtsanalyse
den Erwartungen aus praktischer Sicht gleichzeitig gerecht wird. In der vorliegen-
den Arbeit kommen deshalb mehrere Methoden zur Anwendung, um die jeweili-
gen Anforderungen auf einer breiten Basis zu erfiillen. Da die Strukturoptimierung
auf einem integrierten programminternen Lésungskonzept beruht und alle betei-
ligten Programmkomponenten als Quellprogramme zugéanglich sind, wurden aus-
schlieBlich diskrete Methoden fir die Sensibilitdtsanalyse auch programmtech-
nisch verwirklicht. In besonderem MaBe wurde darauf geachtet, daB die einge-
setzten Verfahren den Anwendungen der finiten Elementmethode in der Struktur-
optimierung entsprechen. Obwohl die variationgllen Methoden zur Sensibilitits-
analyse den diskreten Verfahren ibergeordnet sind, lassen sich zuverldssige
Sensibilitatskoeftizienten auf dem hier eingeschlagenen Weg in den diskreten Sy-
stemgleichungen der finiten Elementmethode einfacher und vielseitiger formulie-
ren. Dies gilt insbesondere flir komplizierte kontinuumsmechanische Probleme,
wie sie bei Schalenkonstruktionen vorliegen. In dieseri Fallen wird die variatio-
nelle Formulierung von Sensibilitatskoeffizienten Uberaus umfangreich und
schwierig. Flr die diskrete Sensibilitdtsanalyse konnten im Rahmen der vorlie-
genden Arbeit auf diese Weise fiir alle in Kapitel 4 formulierten Optimierungspro-
bleme (Steifigkeit - Gewicht - Festigkeit) auch zuverlassige, analytisch ermitteite
Sensibilitatskoeffizienten formuliert werden. Die weiteren Ausflihrungen zur Sen-
sibilitdtsanalyse beziehen sich immer auf lineare Probleme in der Strukturanalyse.
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53 Diskrete Methoden der Sensibilititsanalyse

Bei der Lésung von Strukturoptimierungsproblemen mit Hilfe der finiten Element-
methode missen insbesondere bei der Formoptimierung alle Grundgleichungen
fiir die Elementformulierung in ihrer Abhdngigkeit von den Optimierungsvariablen
s gesehen werden. Sowohl die in Kapitel 4 definierten Bilinearformen als auch
darauf aufbauend das Funktional des Gesamtpotentials und das Funktional von
Hellinger-Reissner sind in Ubergeordnetem Sinn von diesen Variablen abhangig.
Dasselbe gilt fiir die Systemgleichungen, weiche sich mit den Extremal- bzw.
Stationaritdtsbedingungen aus den diskretisierten Funktionalen ergeben

STlp(u) = OTIp(s,(u(g)) (5—1a)
Slp(o,u) = lp(s, o5 ug) (5 1b)

wobei die Veranderung der Struktur als Variation gegenliber dem aktuellen Ent-
wurf mit

's = s, + £0s 5-2)

mit g, >0

zu verstehen ist. Alle diskreten Verfahren der Sensibilitdtsanalyse setzen voraus,
daB sowohl die vorliegenden Bilinearformen als auch der inverse Zustandsopera-
tor nach den Variablen s differenzierbar sind und sich die Sensibilitdtskoeffizien-
ten fir die Zustandsvariablen auch theoretisch begriinden lassen. Flr die ent-
sprechende mathematische Beweisfiihrung sei auf die umfangreichen Ausfihrun-
gen in /Haug 1986/ hingewiesen. Dort ist fur die Sensibilitdtsanalyse mit Ver-
schiebungselementen die Differenzierbarkeit flir eine variable Form und variable
Querschnitte der diskretisierten Gleichungen angegeben.
Unabhéngig von der Wahl eines speziellen Elementtyps sollen hier die géngigen
Verfahren zur diskreten Sensibilitdtsanalyse angegeben werden. Ausgangspunkt
fiir die Formulierung dieser Methoden sind die diskreten Systemgieichungen und
die zugehdrigen Optimierungsfunktionen, fiir welche bei Optimierungsverfahren
héherer Ordnung die Gradienten nach den Optimierungsvariablen zu ermittein
sind. In Tabelle 5-1 sind die Systemgleichungen als allgemeines lineares Glei-
chungssystem angegeben, wobei z als beliebige Zustandsvariablen zu verstehen
sind. Stellvertretend fiir alle (brigen Optimierungsfunktionen werden die Un-
gleichheitsnebenbedingungen (g) betrachtet. Unter Beibehaltung der Matrizen-
schreibweise lassen sich die totalen Ableitungen der Optimierungsfunktionen un-
ter Anwendung der Produkt- und Kettenregel der Differentialrechnung angeben
(G1.5-3b und 5-4). In den Ableitungen der Optimierungsfunktionen (Gi.5-4) sind die
Ableitungen der Systemantwort (G1.5-3b) implizit enthalten.
Fur die Auflésung der beiden Gleichungen bestehen zwei verschiedene Mdglich-
keiten. Zundchst wird in beiden Fallen aus den Ableitungen der Lastvektoren b
und der Systemmatrix A unter Verwendung der vorliegenden Strukturantwort z
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Systemgleichung:
Aw) 206 = b (6-32) | Bd?. — %ﬁ', z+ A -d‘% - % (5-3b)
Optimierungsfunktionen;
f(s,2) , h(s,z) oder g(s. z) ‘ Hi—l ——pe gg—[ +—g—g %SZ—‘ = 'S‘S‘[ (5~4)

Formulierungsaufwand
Programmtechnik

Zuverldssigkeit
numerische Effizienz

- ag
— = A1Dh (5-6 = A1 T (5-7a)
o  (5-6) )
dg _ g(s+As) - g(s)
ds, AS;
(56-8)
Tabelle 5-1: Methoden der diskreten Sensibilitdtsanalyse

der “Last’vektor b aufgestellt (Gl. 5-5b). Bei der direkten Methode werden nun die
Ableitungen der Strukturantwort dz/ds bestimmt, indem GI. (5-3b} durch Rick-
wiértseinsetzen des “Last’vektors b in die faktorisierte Matrix A~ aufgeldst wird
(G1.5-6). Die Ableitungen der Strukturantwort liegen damit far jeden Lastfall vor
und kénnen in Gl.(5-4) eingesetzt werden. Bei der adjungierten Methode wird die
Aufldsung der Gleichungen (5-3b) und (5-4) in indirekter Form dber die Einfihrung
einer Hilfsvariablen Z vorgenommen. Diese Hilfsvariable oder auch adjungierte
Variable ergibt sich, wenn die Ableitung der Optimierungsfunktion nach den Sy-
temfreiheitsgraden als transponierter “Pseudo-Lastvektor” in die faktorisierte Sy-
stemmatrix eingesetzt wird (Gl. 5-7a). Zusammen mit der partiellen Ableitung der
Optimierungsfunktion nach den Optimierungsvariablen und dem Skalarprodukt
zwischen der Hilfsvariablen Z und dem “Last’vektor b 148t sich das totale Diffe-
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rential der Optimierungsfunktion bitden (Gl.5-7b}. Die physikalische Bedeutung der
Hilfsvariablen kann als Sensibilitdt der Optimierungsfunktion gegeniber einer Be-
lastungsanderung interpretiert werden. Als solche kann die adjungierte Variable
in bestimmten Fallen auch zur direkten Bestimmung von EinfluBlinien flir die Op-
timierungsfunktionen verwendet werden /Belegundu 1986, 1989/.

Bei der Aufstellung der Gleichungen (5-3 bis 5-6) wurde davon ausgegangen, daf
die Ableitungen der Systemmatrizen und Lastvektoren nach den Optimierungsva-
riablen fiir die Sensibilitdtsanalyse zunéachst in analytischer Form vorliegen und
eine Erstellung des Pseudo-Lastvektors mdglich ist. In vielen Féllen, vor allem bei
einer Anwendung von kommerziellen Analyseprogrammen in der Strukturopti-
mierung, sind diese Voraussetzungen nicht gegeben. Geht aus der Strukturanaly-
se lediglich die Strukturantwort z als Ergebnis hervor, so kann die diskrete Sensi-
bilitdtsanalyse nur auf der Grundlage von numerischen Differenzenverfahren
durchgefiihrt werden (G1.5-8). In diesem Fall miissen fir eine vollstandige Ermitt-
lung der Gradienteninformation fir die Strukturoptimierung mindestens n + 1
(n=Anzahl der Optimierungsvariablen) wiederholte Strukturberechnungen durch-
gefihrt werden. Einzelheiten dieser Art der Gradientenbestimmung werden im
Abschnitt 5.2.2. behandelt. In manchen Fallen kénnen die Ableitungen der Sy-
stemmatrizen und Lastvektoren Gber Differenzenverfahren ermittelt werden (GI.5-
5a). Dies gelingt vor allem dann, wenn die Steifigkeitsmatrizen und Lastvektoren
der Struktur oder der einzelnen finiten Elemente Gber Datenfiles zugénglich sind
und wahrend des Optimierungsprozesses manipuliert werden kénnen. Die Beson-
derheiten dieser Moglichkeit der semi-analytischen Ermittlung von Sensibilitéts-
koeffizienten werden im Abschnitt 5.2.3. ndher betrachtet.

Bevor die verschiedenen Verfahren der diskreten Sensibilitdtsanalyse im Einzelfall
beschrieben werden, sollen an dieser Stelle direkte und adjungierte Methoden
miteinander verglichen werden. In seinem formalen Zusammenhang erscheint
dieser Unterschied lediglich in einer unterschiedlich durchgefiihrten Matrizenma-
nipulation /Arora 1979, Vanderplaats 1980/. Hinsichtlich der numerischen Effizienz
kénnen sich beide Algorithmen zur Bestimmung der Sensibilitatskoeffizienten
deutlich unterscheiden. Zur Demonstration dieses Sachverhaltes wurden beide
Methoden in Bild 5-1 einander gegenibergestelit. Der Unterschied ergibt sich aus
der Dimension des Optimierungsproblems, welcher sich durch die Verknipfung
der jeweiligen Rechenoperationen auch auf die einzelnen Verfahren Ubertrégt.
Aus numerischer Sicht besteht dieser Unterschied im wesentlichen in der Anzahl
des wiederholten Rickwdértseinsétzens in die faktorisierte Systemmatrix. Die di-
rekte Methode benétigt n x | Matrizenoperationen, wogegen die adjungierte Me-
thode m-mal die Hilfsvariablen Z durch Rickwértseinsetzen bestimmt. Obwohl
dieser Sachverhalt sehr engagierte Diskussionen Uber die jeweils effizienteste
Form der Sensibilitatsanalyse hervorgerufen hat /Arora 1979, Vanderplaatsk1980/,
scheint die Bedeutung fir die Losung des Gesamtproblems weitaus geringer als
urspriinglich angenommen. Bei sehr groBen Strukturproblemen und vor allem bei
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:] elementabhéngige Operationen

Strukturanalyse ®

Erstellung der Erstellung der
Systemgleichung Lastvektoren
Faktorisisrung der 1 _ an RUCkwarts-
) A z=A" b I )
Systemmatrix l sinsetzen
Sensibilitdtsanalyse . ® | = Anzahl der Lastfélle
Direkte Methode ° Adjungierte Methode
; 1 Speichern!
| b= : by =
Speicherhl Speichern!
. Rlckwarts-- ~ _
= AT by ginsetzen Z = A"
+
e
n = Anzahl der Variablen i m = Anzahl der Nebenbedingungen

®

Bild 5-1: Vergleich der direkten und der adjungierten Methode

Formoptimierungsproblemen hat die Erstellung der Systemgleichung, durch die
Matrix A und den Lastvektor b , ihre Ableitung b und die Faktorisierung der Sy-
stemmatrix A~' einen wesentlich héheren numerischen Aufwand zur Folge als das
wiederholte Riickwértseinsetzen flir die jeweiligen Ersatzlasten. Fir die Auswahl
der einen oder anderen Methode miissen also eher programmtechnische Aspekte
im Vordergrund stehen (Abs. 5.2.6.).
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5.31 EinfluB der Elementwahl

Die Bedeutung der Elementwahl fur die Strukturoptimierung wurde bereits in Ka-
pitel 4 unter dem Aspekt der Formulierung des Optimierungsproblems herausge-
stellt. Die dort betrachteten Elementtypen unterscheiden sich nicht nur in der Er-
mittlung und der Wiedergabe der wirklichen Strukturantwort, sondern ganz we-
sentlich auch im numerischen Aufwand, der gegebenenfalls fir eine diskrete Sen-
sibilitatsanalyse zu berticksichtigen ist. Unter diesem Gesichtspunkt sollen hier die
verschiedenen Elementformulierungen miteinander verglichen und die flr die
Sensibilitatsanalyse geeignetste Elementauswahl getroffen werden. Fir die unter-
schiedlichen Elementformulierungen werden die Systemgleichungen und ihre Ab-
leitungen nach der in Tabelle 5-1 eingefilhrten Benennung angegeben und die
gegebenenfalls in den Optimierungsfunktionen f,h und g auftretenden Ableitungen
der Verschiebungen und Spannungen nach den Optimierungsvariablen hergelei-
tet. Abkiirzend wird daflir die Schreibweise A fiir die Ableitungen dA/ds verwen-
det. Der Vergleich der Elementtypen wird. im folgenden nur fiir die direkte Metho-
de der Sensibilitatsanalyse durchgefithrt, um so den matriziellen Aufwand der je-
weiligen Formulierungen besser darzustellen. Die adjungierte Methode kann in
gleicher Weise zur Anwendung kommen, wobei die Rechenoperationen nach Ta-
belle 5-1 durchgefiihrt werden.

5.3.1.1 Verschiebungselemente

Nach GI.(4-20) und Gl.(4-23) lassen sich Ansatz, Systemgleichung und die wesent-
lichen Sensibilitatskoeffizienten fir die Verschiebungen und Spannungen bei Ver-
schiebungselementen in folgender Weise angeben. Der Index e zur Kennzeich-
nung der Elementmatrizen wird unter dem Summenzeichen der einfachheithalber
weggelassen.

Ansatz:
u, = ®u, (5 —9a)
Systemgleichung:
u=A"b (5 — 9b)

mit A = Zj B'CBdV und b = Z(I ®hav + | @t da)
e “V e “V v,
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Sensibilititskoeffizienten:

ug, = A7 [b, — Au] (5~ 9c)

mit Ay = Z[L (BLCBAV + B'C BdV + B'CB ,dV) + L B'CBdV ]
e

und Z[J ®'p, dV+J<I)TpdV + f Ot dA+ | ®TaA,]
v,

6, = CBu, = Gy = C Bu, + C(B.u, + Bu,)
Sl | S

& &

° (5 — 9d)
$-3

Die Verschiebungen und ihre Ableitungen treten bei den Verschiebungselementen
als primére Zustandsvariablen auf und kénnen mit der direkten bzw. adjungierten
Methode der Sensibilitdtsanalyse recht einfach ermittelt werden. Die Sensibilitats-
koeffizienten fur die Spannungen sind implizit von den primaren Zustandsvariab-
len abhéngig, und dementsprechend aufwendig ist auch die Ermittlung der totalen
Ableitung der Spannungen nach den Optimierungsvariablen. An dieser Stelle un-
terscheiden sich auch dle direkte und adjungierte Methode aus programmtechn|~
scher Sicht (Abs. 5 2.6.).

5.3.1.2 Gemiséhte Elemente

Die Sensibilitdtsanalyse fur gemischte Elemente kann nach Tabelle 5-1 unter Ver-
wendung von Gl. (4-20), GI. (4-21) und GI. (4-26) durchgefihrt werden.

Ansatz:

Uy, = ®u, , 7, = ¥g, (5 —10a)

Systemgleichung:

- -1
¢ -1
[u] = Abp = [GT 0] b (5 — 10b)
mt H = J\PTC“"MV und 6 = J‘I’TB dv
b = b aus Gi.(5-9b)
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Sensibilitatskoeffizienten:

A,S
prommm N
—~H, ¢
T 1 s Golre-
= A ' [b, - ’ [] 5—10c
|:u,s] Le, G, o |Lu ! ( )
. T 1 Ty Tt
mit H, = —Z(J ¥cle c7'Wav + JWC Yav,)
, 24, y :
und G, = Z(J ¥'B AV + J‘PTBdV'S)
e “V 4
b, £ b, aus Gl.(5—9c)

.8

Im Falle der gemischten Elemente zeigt sich vorteilhaft, daB Verschiebungen und
Spannungen gleichzeitig als primére Zustandsvariablen behandelt werden. Die
Sensibilitatskoeffizienten fUr beide Zustandsvariablen liegen bei der- Anwendung
der direkten Methode explizit vor und kénnen direkt in die Ableitungen der Opti-
mierungsfunktionen eingebracht werden. Bei der adjungierten Methode liegt ein
Mehraufwand in der Ermittiung des Pseudo-Lastvektors vor. Bei dieser Variante
ergeben sich z.B. fiir Nebenbedingungen zur Kentrolle der Vergleichsspannungen
nach von Mises unter Umstdnden Elementlastvektoren, welche die Elemente der
Matrizen H und G in komplizierter Weise beinhalten.

5.3.1.3 Gemischt-hybride Elemente

Aus den Gleichungen (4-20), (4-21), (4-27) und (4-28) lassen sich die Systemglei-
chungen sowie die Sensibilitatskoeffizienten fir die Verschiebungen und Span-
nungen bei gemischt-hybriden Elementen angeben.

Ansatz:
= Qu t, = Yo, (5—11a)

Systemgleichung:

u =A"'b ' (5~ 11b)
mit A = ZgTh”g b £ b aus GL(5—9b)
A ,
T T
und h = J‘I’C ¥ dv g = J“I’BdV
A v
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Sensibilitatskoeffizienten:

u, = A7 [b, ~ Au] (5—11c)

mit A, = Z(gfsh”g ~g'h"hh'g + g'hgy)
e
b, 2 b, aus GL(5—9c)

8
und h, = -—f ¥'c'c cwdy + J ¥icT'yav,
' v ' v
9, = I‘PTB’SdV + j\PTde‘S
3 A

6o = hgu, o, =—h""h h gu, +h7' (g, +gu,y) (5 11d)

e = Yo, v, =Wo,, 5~ 11¢e)
Es zeigt sich, daB bei dieser Elementiormulierung der matrizielle Aufwand zur Er-
mittlung der Sensibilitdtskoeffizienten flir die Verschiebungen und die Spannun-
gen gegenuber'dén urspringlichen, nicht abgeleiteten Gleichungen drastisch zu-
nimmt. Dies gilt gleichermaBen fur die direkte und die adjungierte Methode, wobei
im letzteren Fall wie bei den gemischten Elementen die Pseudo-Lasten fiir die
Sensibilitatskoeffizienten der Spannungen aus den Elementen der Matrizen her-
geleitet werden muissen.

5.3.1.4 Gegeniiberstellung der verschiedenen Elemente

Eine Gegeniberstellung der zuvor beschriebenen Elementtypen soll hier nach den
Kriterien der Elementiormulierung, der numerischen Effizienz und dem Element-
verhalten unter besonderer Beriicksichtigung der diskreten Sensibilitatsanalyse
erfolgen. Wie bei “der reinen Strukturberechnung stehen alle drei genannten
Aspekte auch bei der Ermittlung von Sensibilitdtskoeffizienten in einem gewissen
Zusammenhang und missen daher als Ubergeordnete Qualitdtsmerkmale be-
trachtet werden. Dazu gehdren vor allem die bereits in Kapitel 4 angesprochens
Zuverlassigkeit und numerische Stabilitat, welche das Verhalten finiter Elemente
charakterisieren. Darlber hinaus ergeben sich fir die diskret durchgefiihrte ana-
lytische Sensibilitdtsanalyse zusétziiche Aspekte.

Der Vergleich von Verschiebungselementen und gemischt-hybriden Elementen
zeigt einen durch die Formulierung bedingten deutlichen Unterschied fiir den ele-
mentinternen, matriziellen Aufwand. Geht man bei diesem Vergleich von Schalen-
elementen aus, flir welche bei sdmtlichen Elementmatrizen in der Regel eine Ab-
hé&ngigkeit von den Optimierungsvariablen besteht, so zeigt sich dieser Unter-
schied in verstdrkter Form, Trotz des besseren Elementverhaltes der gemischt-
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hybriden Elemente besteht ihr besonderer Nachteil im héheren Aufwand fiir die
Formulierung und die notwendigen Rechenoperationen. Aus diese Grund sollten
bei der Sensibilititsanalyse die Verschiebungselemente bevorzugt eingesetzt
werden.

Fiir die gemischten Elemente gilt das Elementverhalten flr die Sensibilitdtsanalyse
in gleichsam verstarkter Form wie bei der reguldren Strukturanalyse. Flr manche
Probleme wird das wirkliche Strukturverhalten selbst durch wenige Elemente gut
abgebildet, und es kénnen (berraschend gute Ergebnisse erzielt werden /Leal
1988/. Es treten jedoch Falle auf, in welchen dieses gutmitige Elementverhalten
empfindlich gestort ist und stark verfalschte Ergebnisse vorliegen. Dieser Sach-
verhalt kann sich bei der Sensibilititsanalyse noch deutlicher bemerkbar machen.
An einem einfachen Beispiel sind in Bild 5-2 die verschiedenen Elementtypen aus
dieser Sicht einander gegeniibergestellt. Obwoh! dieses Beispiel dem Anspruch
auf Allgemeingiiltigkeit keinesfalls gerecht wird, lassen sich die vermuteten Ei-
genschaften der Elemente deutlich machen. Verschlebungselemente und ge-
mischi-hybride Elemente sind fur das hier behandelte Problem eines Dehnstabes
in ihren Ergebnissen identisch.

Die Verschiebungselemente zeigen erwartungsgemaB sowohl fir die Verschie-
bungen als auch fir die zugehdrigen Sensibilititskoeffizienten eine vollige Uber-
einstimmung mit der exakten Losung. Die Kraftgréfien und ihre Gradienten flr die
jeweilige Querschnitts- und Formvariable werden elementweise in der fir diesen
Elementtyp charakteristischen Weise im Mittel erflllt. Grundséatzlich anders ver-
halten sich demgegeniber die gemischten Elemente. Es zeigt sich, daB die Ver-
schiebungen nur ndherungsweise erflllt werden und quasi ein einhiillendes Poly-
gon zur exakten Losung bilden. Dieser Effekt tritt fir die Gradienten der Ver-
schiebungen nach den Optimierungsvariablen in verstarkter Form auf, so daB der
Fehler gegeniber der exakten LOsung bei den Sensibilitatskoeffizienten hdher
ausfalit als bei der unabgeleiteten AusgangsgrBe. Fir die KraftgroBen zeigt sich
im vorliegenden Beispiel das typische Verhalten von gemischten Elementen. Wird
das Strukturverhalten durch die Elementeinteilung nicht richtig beschrieben, so
kommt es zu einer Oszillation der Lésung um die exakten Werte. Wiederum setzt
sich diese Eigenschaft in verstarkter Form auch fir die Ableitungen nach den Op- '
timierungsvariablen fort, so daB sich die auf die exakte Losung bezogenen Fehler
gegenuber der AusgangsgréBe deutlich erhGhen. k

Hinsichtlich Formulierung, numerischer Effizienz und Elementverhalten bieten die
Verschiebungselémente eine zuverléssige und gute KompromiBlésung, wenn es
um die diskrete Ermittlung der Sensibilitdtskoeffizienten flir die Strukturantwort
geht. Treten bei diesem Elementtyp Fehler in der Strukturanalyse auf, so ist die
analytisch durchgefihrte Sensibilititsanalyse in derselben GroBenordnung fehler-
behaftet. Das Elementverhalten bei Verschiebungselementen 1aBt sich also durch-
aus auf das Fehlerverhalten bei der Sensibilitdtsanalyse Ubertragen. Gemischte
Elemente sind in dieser Hinsicht fir eine derartige Sensibilitdtsanalyse weniger
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Beispiel 5-1; ' Materiall E = 2.0 x 108 %
Querschnitte: A, = 107 m? = sy
f_ : Ay = 4x10% m?
¥ . kN
3 5M + s, Belastung: p = 10.0 -y
' Ansilze; U, =®u, = [1-£, & [ 311']
¢ e——> N, =lp|\|e=[1_§‘§][’r:j1]
v 5m-s, +F—>=¢ 2
_{J O Versch.Elemente O Gemischte Elemente

2 Elemente = ———— 4 Elemente
Verschiebungen: '

u [m] x 1073

-3.20
~6.40 -0.70

Bild 5-2: Diskrete Sensibilitétsanalyse mit verschiedenen Elementtypen

gut geeignet, weil sich der Fehler in der Strukturanalyse méglicherweise in viel
starkerer Form auf die Sensnbmtatskoefflz:enten Ubertrégt. Obwohl gemischt-hy-
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bride Elemente haufig gutes Elementverhalten zeigen, eignen sie sich wegen ihres
hohen Formulierungsaufwands nur mit Einschrédnkungen flir die Strukturoptimie-
rung in Verbindung mit einer diskret durchgeflihrten Sensibilitdtsanalyse. In die-
sem Fall sollte deshalb die Anwendung auf einfache Strukturprobieme (z.B. Bal-
ken, Scheiben, Platten) beschrénkt bleiben.

5.3.2 Differenzenmethoden

Die Anwendung von Differenzenverfahren flir die Ermittlung von Sensibilitétskoef-
fizienten der Optimierungsfunktionen ( f, h und g) sind zu einem unverzichtbaren
mathematischen Hilfsmittel in der Strukturoptimierung geworden. Der Grund liegt
hauptsichlich darin, daB diese Verfahren mit geringstem Programmieraufwand
eine Berechnung der Funktionsableitungen erlauben und fir viele Optimierungs-
probleme zufriedenstellende Ergebnisse liefern. Einen weiteren Vorteil bieten die-
se Verfahren, wenn neue und kompliexe Optimierungsfunktionen versuchsweise in
das Strukturoptimierungsproblem eingefiihrt werden und zuverlassige Ableitun-
gen durch eine diskrete, analytische oder eine variationelle Sensibilitdtsanalyse
nicht vorliegen. In dieser Testphase sind die numerisch erzeugten Ableitungen oft
die einzige Mdglichkeit zur Berechnung der notwendigen Sensibilitatskoeffizien-
ten. Haben sich die neu aus dem Optimierungsproblem eingefUhrten Funktionen
bewéahrt, missen die jeweiligen Ableitungen zuverlassiger formuliert werden und
durch die aufwendigen diskreten oder variationellen Methoden bestimmt werden.
Selbst in diesem Fall kénnen die numerisch erzeugten Sensibilitdtskoeffizienten
wertvolie Dienste leisten, wenn es darum geht, die Richtigkeit und Zuverlassigkeit
dieser Ableitungen zu verifizieren /Tseng 1989/. Falls sich fiir das Strukturproblem
keine analytisch exakten Sensibilitdtskoeffizienten angeben lassen, bieten letztlich
die numerischen Differenzenverfahren die einzige Moglichkeit zur Fehlerdiagnose.
Dies ist besonders dann von Bedeutung, wenn vielfach verkniipfte Rechenopera-
tionen bei der Ermittlung der Sensibilitatkoeffizienten anfallen. Die analytisch ab-
geleiteten, diskreten Grundgleichungen des hier verwendeten Schalenelements
(Kapite! 6) konnten auf diese Weise sehr effektiv kontrolliert werden.

Leider wird die einfache Anwendbarkeit der numerischen Differenzenverfahren
nicht im gleichen MaBe von numerischer Robustheit und Stabilitat begleitet. Die
Optimierungsfunktionen sind in ihren Variablen in der Regel -hochgradig nichtli-
near. Bei ihrer humerischen Ableitung treten unter Umsténden Fehler auf, welche
in direktem Zusammenhang mit der Schrittweitensteuerung fir die Differenzen
bzw. der zur Verfigung stehenden Rechengenauigkeit zu sehen sind.

Dieses Phdnomen ist in der einschldgigen Literatur /Gill 1981, Haftka 1990/ doku-
mentiert und soll hier tediglich an einem mathematischen Beispiel veranschaulicht
werden. Der Einfachheit halber wird eine Funktion aus /Gill 1981/ verwendet, weil
sich vergleichbare nichtlineare Funktionsverlaufe (vgl. Bild 6.2-16) bei mechani-
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Beispiel 5-2; f'(s) = 2(e%~ 1)e° - 2 -
: (1+8%)2
Eunktionsverlaufe: f, £, " & Ps) = fs+as) —fs). pq o es s
’ As
f(s) = (€% = 1)2+ (1 + %)% - 1)2 If'® - )|
eR =TT T
It'(s3]
As 2eg
= 22 25
o e P l (S)l + As ea+ ek

er = ey (1+[f(8)])

-6 -12 -8 g =< 4s
" Schrittweiten-~Dilemma”
Fehlerverhalten; en, AS', €3 en €

€g = 109

€g = 1072

Rechner-
genatigkeit

-16 -12 -8 -4 4 s 10° 10—4 10*8 10*‘210"6%
s =1 ey = 16713

Bild 5-3: Fehlerverhalten des Vorwartsdifferenzenverfahrens

schen Aufgaben selten in analytisch geschlossener Form wiedergeben und exakt
ableiten lassen.

Im Beispiel 5-2 sind die Verldufe einer Funktion f und ihrer Ableitungen f und '’
dargestelit, wie sie etwa charakteristisch bei Formoptimierungsproblemen auftre-
ten. Merkmale solcher transzendenter Funktionen sind hiufig Bereiche mit sehr
geringer aber auch auBerordentlich hoher Steigung und einem engen Ubergangs-
bereich. Die Ableitungen werden nun {iber Vorwartsdifferenzen bestimmt und in
ihrem relativen Fehler ez mit den exakten Werten verglichen. Die Schrittweite wird
dabei immer auf den Wert der Variablen selbst bezogen, so daB ‘auch flir sehr
kleine Werte in den Variablen ein signifikanter Unterschied zum Vorwirtsschritt
bleibt. Fir kieiner werdende relative Schrittweiten €s ergibt sich nun in charakte-
ristischer Weise eine sukzessive Verbesserung der Ableitungen bis 'sich schlieB-
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lich die Rechengenauigkeit auf die Qualitdt des Ergebnisses auswirkt. Das duBert
sich darin, daB der relative Fehler mehr oder weniger zufallig von der Schrittweite
abhidngt und eine Verringerung des Vorwértsschritts die Ergebnisse weiter ver-
schiechtert. Fir den Variablenwert s = 1 ist das typische Fehlerverhalten eines
numerischen Differenzenverfahrens aufgezeigt, welches auch als “Schrittweiten-
Dilemma” bekannt ist. Jeweils zu groBe und zu kleine Schrittweiten ergeben un-
zuverlassige Ableitungen, so daf3 die Bestimmung der Schrittweite als zentrales
Problem gesehen werden mufl. Zudem ist die erzielte Genauigkeit fir eine vorge-
gebene relative Schrittweite es abhéngig von den Funktionsverldufen f(s) und f'(s)
und die numerisch ermittelten Ableitungen kdnnen sich-in ihrem relativen Fehler
er um GroBenordnungen unterscheiden.

Die Ursachen flir dieses Fehlerverhalten bei numerischen Differenzenverfahren
sind zweifach. Eine entscheidende Fehlerquelle liegt in der Approximation der
Ableitung durch eine abgebrochene Taylorreihenentwicklung. Geht man der Ein-
fachheit halber von einer zweifach differenzierbaren Funktion aus, so kann diese
Funktion an der Stelle s + As als Reihe entwickelt werden.

f(s + As) = f(s) + Asf(s) + Aési Fle+04s) 5 _ 4y

mit 0<6<1

" Durch l;mstellung von Gieichung (5-12). erhalt man die Approximation der Ablei-
tungen durch die Vorwartsdifferenz,

f(s + As) — f(s)

fls) = ————— = ea(8s) (5 13)
wobei
e (As) = .é2§_ £(s + 0 As) . (5~ 14)

den Fehler bezeichnet, der durch einen vorzeitigen Abbruch der Taylerreihe ent-
steht. Es zeigt sich, daB dieser Fehler klein wird, wenn |As| gegeniber | (s)]| und
|#'(s + 8As)| kiein bleibt. Da 0 in der Regel unbekannt ist, kann durch e, nur eine
obere Grenze flir den Abbruchfehler angegeben werden. Dieser Fehlereinflufl
bleibt auch fiir héher nichtlineare Funktionen erhalten, so daB e, ebenfalls als
entscheidendes FehlermalBl verwendet werden kann. .

Auf der anderen Seite werden. die numerischen Differenzenverfahren in ihrem
Fehlerverhalten in hohem MaBe durch die Rechnergenauigkeit seibst bestimmt.
Ursache flr diese Fehlerquelle sind Rundungsfehler in der GréSenordnung der
Maschinengenatigkeit ey ; welche sich. durch verkettete und unter Umstidnden
unginstige ("ill-conditioned”) numerische Rechenoperationen in wesentlich hdhe-
rer GriéBenordnung bemerkbar machen kdnnen. Dies gilt insbesondere fir die
numerische Ableitung von Optimierungsfunktionen, welche als Ergebnis einer fi-
niten .Elementberechnung flir derartige Fehler besonders anféllig sind. Dieser

100



FehlereinfluB ist sehr schwer abzuschétzen, da er sehr stark von der Maschinen-
genauigkeit ey und den Funktionswerten von f(s) und f'(s) abhdngt. Eine untere
Grenze dieses Fehlers kann als standardisiertes MaB nidherungsweise auf die Ge-
nauigkeit des Rechners hezogen werden.

ep ey (1+ [f(s)]) (5—15)

Flr eine genauere Ermittiung dieses Fehlers kann nach /Gill 1981/ der Differen-
zenoperator verwendet werden. Daflir sind jedoch fiir jeden Funktionswert eine
Vielzahl von Vorwértsdifferenzen zu ermittein, so daB diese Mdglichkeit selbst fiir
die im Beispiel 5-2 verwendete Funktion mit einem hohen Rechenaufwand ver-
bunden ist. Liegt eine Grenze flir den Fehler der Funktlonsauswertung fest, so
kann der Konditionsfehler mit
2eg -

ey = “Z—s-‘ (5 — 16)
eingegrenzt werden. .
Der gesamte Fehler setzt sich aus der Uberlagerung des Abbruchfehlers und des
Konditionsfehlers zusammen. Flir e = e, + e« kann der FehlereinfluB abgeschatzt
werden, und es ergibt sich in Bild 5-3 die recht gute Ubereinstimmung mit der
tatséachtichen Fehlerbeobachtung ez . Aus dieser Beobachtung genht auch der
Wunsch hervor, die Schrittweite in geeigneter Weise vor der Differenzenbildung
zu bestimmen, um so zuverlassige Ableitungswerte zu erhalten. Fiir die Schritt-

weite
As* = 2 [—ZA__ (5 17)
If/l(s)l ) v

witd der gesamte Fehler minimiert. Diese Schrittweitenbestimmung kann jedoch
nicht ohne AbschétZung der zweiten Ableitungen erfolgen. Durch einen zusatzli-
chen Rickwartsschritt kann diese Abschitzung erfolgen und eine zuverlassige
Ableitung durchgeflihrt werden. Algorithmen zur automatischen Schrittweitenbe-
stimmung /Gill 1883/ werden jedoch wegen des hoheren Rechenaufwandes in der
Strukturoptimierung nur bei einer besonders schwierigen numerischen Sensibili-
tétsanalyse eingesetzt. In Bild 5-3 zeigt sich jedoch, daB die mit den zweiten Ab-
leitungen bestimmte optimale Schrittweite-As* und die zugehorige relative Schritt-
weite e = As*/s eine insgesamt gute Kennzeichnung fiir das beobachtete Eehler-
verhalten -ergibt. ‘

in der Ubertragung auf multivariable Funktionen, wie sie in der Strukturoptimie-
rung vorliegen, kénnen die Differenzenverfahren sinngemaB angewandt werden.
Die jeweiligen Richtungsableitungen werden gebildet, indem jede Variable fiir sich
gestdrt wird und alle anderen konstant gehalten werden, so daB in der betrachte-
ten Richtung das Differenzenverfahren fir eine Funktion mit einer Variablen ein-
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gesetzt werden kann. . In Gleichung 5-8 (Tabelle 5-1) ist dann fir einen absoluten
Differenzenschritt

As; = egt; ‘ ‘ (5 - 18)

und einen relativen Differenzenschritt

As; = egsit, ’ (5—19)

einzusetzen, wobei es die ’Schrikttweitve bezeichnet und t; einen n-dimensionalen
Einheitsvariablenvektor bezeichnet, der nur in die Variablenrichtung i zeigt.

5.3.3 Semi-analytisches Verfahren

Unter einem Semi-analytischen Verfahren flr die Sensibilitdtsanalyse wird gene-
rell eine Vorgehensweise verstanden, die durch Differenzenverfahren numerisch
abgeleitete Matrizen und Vektoren in den analytischen Ableitungen von System-
gleichungen und Optimierungsfunktionen verwendet (Gleichung’ 5-3b und 5-4):
Durch diesé MaBnahme kann ‘die ‘Sensibilitdtanalyse effizient durchgefihrt wer-
den, ohne daB die Systemmatrix A und die Lastvektoren b nach den Optimie-
rungsfunktionen :analytisch abgeléitet werden miissen. Gegeniiber Gleichung (5-8)
wird mit Gleichung (5-5a), also n=mal, die Erstellung und Faktorisierung der Sy-
stemmatrix A eingespart. Je nach Problemstellung kann Gleichung (5-5a) gegen-
Gber dem analytisch hergeleiteten Pseudo-Lastvektor b in Gleichung (5-5b) sogar
weniger aufwendig sein. Dies gilt insbesondere flir Formoptimierungsprobleme,
bei denen die analytische Ableitung der Systemmatrix bis zu vier mal aufwendiger
sein kann als die Erstellung der Ausgangsmatrix. Die numerische Ableitung der
Systemmatrix durch das Vorwartsdifierenzenverfahren reduziert in diesem Fall
den Aufwand gegeniber der analytischen Ableitung um die Hélfte. Umgekehrt gilt
jedoch bei einer reinen Qu'erschnittsoptimierung in der Regel, daB die semi-ana-
lytischen gegénuber den analytischen Verfahren immer etwa den doppelten Auf-
wand bendtigen. o

5.3.3.1 B Anwendung im Bereich der Quer'schnyitts‘optimierung

Die erfolgreiche und Uberaus beliebte: Anwendung semi-analytischer Verfahren in
der Sensibilitatsanalyse ist vor-allem auf die Anwendungen im Bereich der Quer-
schnittsoptimierung begriindet. Fir derartige Problemstellungen lassen sich die
notwendigen: Sensibilitdtskoeffizienten gegeriiber -den Differenzenmethoden mit
groBer Zuverlassigkeit gleichzeitig effizient und einfach ermitteln, Vor allem die
vergleichsweise einfache. Moglichkeit. der implementierung hat gegeniber den
analytischen Verfahren zu einer weiten Verbreitung dieser Methoden geflhrt, so
daB sie heute in vielen Programmsystemen.die. Grundlage fiir die Sensibilitats-
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analyse bilden /z.B. Eschenauer 1988b, Nagendra 1989, Kumar 1990/. Die Glei-
chung (5-5a) 148t sich fir die formale Anwendung der semi-analytischen Gradien-
tenbildung noch weiter vereinfachen.

Ab—AAz  b(s+As) —b(s) — A(s + As)z + A(s)z
As; B As;

b(s + As;) — A(s + As))z

b, = ~he mit  A(s)z — b(s) = 0 (5-20) -

B, -

Unter Verwendung der Systemgleichung (5-3a) kann damit di¢ Vorwértsdifferen-
zenbildung fUr die Systemmatrix und die Lastvektoren wesentlich einfacher vor-
genommen werden. Um einen zuséatziichen Speicheraufwand fir die abgeleiteten
Matrizen zu vermeiden, wird der Pseudo-Lastvektor sinnvollerweise gleich auf
Elementebene aufgebaut und die Rechenoperationen auch elementweise durch-
gefiihrt.
_ - — bo(s + Asj) — bg(s) + [ay(s) — ay(s + As) ]z,
b, = Zbei mit by =

As; (5~21)

e |

und z -~ z/

Far die Anwendung des Vorwértsdifferenzenverfahrens auf die numerische Ablei-
tung der Matrix A und des Lastvektors b gelten dieselben Bemerkungen wie im
vorausgehenden Abschnitt 5.2.2. Die Schrittweite muB auch hier sorgféltig gewahlt
werden. Bei der Ermittlung von b nach Gleichung (5-20), bzw. Gleichung (5-21)
mégen jedoch die Konditionsfehler ex bei der numerischen Ableitung einen ge-
ringeren EinfluB haben, weil hier keine faktorisierte Matrix A-' die Rechenopera-
tionen verbindet und unter Umstianden numerisch sensibel ‘macht, wie das in
Gleichung (5-8) der Fall ist. Es kénnen so also auch sehr kleine Schrittweiten ver-
wendet werden.

In der Ableitung der jeweiligen Optimierungsfunktion unterscheidet sich die wei-
tere Vorgehensweise bei der semi—analyﬁschéh Gradientenbildung fiir die direkte
und dje adjungierte Methode. Im Falle der direkten Methode bestehen zusétzlich
Zwel verschiedene Méglichkeiten. Zunichst kann das formale Vorgehen nach
Gl.(5-4) beibehalten und in Differenzenform angegeben werden.

dg  g(s+As,2) — gs, 2) ;_;,neq dg dz

ds; ~ As _ &y 0z ds 6-22)
d 8,2+ Az) — g(s, z ' '
mit 5—29_ = ol .A'i 9(s.2) und Az = ey 7y,
I

In G1.(5-22) bezeichnét e, die absolute Schrittweite und der Vektor y; einen neq-di-
mensionalen Einheitsvektor, welcher lediglich in Richtung der Zustandsvariablen
i zeigt. Eine zweite, wesentlich einfachere Methode ergibt sich jedoch mit
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dg g(s + As;, 2+ Az) — 9is, 2)
ds; As; '

(5 — 23)

wobei durch

_ dz : dz _
z+ Az, =2z + ds, As; mit Je aus Gl.(56 — 6)

die Strukturantwort fir den Vorwértsschritt approximiert werden kann.
Im Falle der adjungierten Methode ist zunachst der Hilfsvariablenvektor z zu er-
mitteln. Daflir muB fiir den aktuellen Variablenvektor s der Lastvektor (dg/dz)" be-
stimmt werden, welcher sich aus den Elementen 9g/dz; aus leeichung (5-22) zu~
sammensetzen 146t. Die Ableitungen der Optimierungsfunktionen lassen sich dann
mit ‘

dg o(s + As, z) — g(s, 2)

N

ds; As;

+%'h (5 — 24)

angeben. Der Hilfsvariablenvektor z wird dafiir nach Gleichung (5-7a) und der
Pseudo-Lastvektor entsprechend b nach Gleichung (5-5a) ermittelt.

Fir beide moglichen Vorgehensweisen der semi-analytischen Sensibilitdtsanalyse
nach der direkten und der adjungierten Methode bleibt der in Bild 5-1 festgestellte
Unterschied im numerischen Aufwand bestehen. Es zeigt sich jedoch, daB der
Aufwand fir eine Implementierung dieser Art der Sensibilitatsanalyse fir die di-
rekte Methode geringer ausfélit, als dies im Vergleich zur adjungierten Methode
der Fall ist. Fir die direkte Methode ergibt sich eine jeweils klare Trennung zwi-
schen elementsspezifischen und systemilbergreifenden Rechenoperationen. Da-
durch lassen sich die Programmkompanenten wesentlich besser strukturieren und
insgesamt Ubersichtlicher programmieren.

5.3.3.2 Numeriséhe Probleme bei der Formoptimierung

Durch die Vorzige der semi-analytischen Verfahren in ihrer einfachen Realisier-
barkeit und ihrer Effizienz wurde diese Art der Sensibilititsanalyse in den ver-
gangenen Jahren auch vielfach auf den Bereich der Formoptimierung Ubertragen.
Die Vorgehensweise unterscheidet sich dabei in ihrem formalen Zusammenhang
gegeniiber der reinen Querschnittsoptimierung nicht, so da8 die im vorauégehen-
den Abschnitt 5.3.3.1. aufgestellten Gleichungen in vollem Umfang auch fir die
formbeschreibenden Optimierungsvariablen verwendet werden kénnen. Der Ein-
satz dieser Verfahren wird, wie bereits erwdhnt, noch durch die Tatsache unter-
stitzt, daB eine semi-analytische Gradientenermittlung flir manche Problemstel-
lungen im Bereich der Formoptimierung mit der hdchst moglichen Effektivitat
durchgefihrt werden kann. Leider haben jedoch die semi-analytischen Verfahren
durch den Einsatz von Differenzenverfahren bei Formoptimierungsproblemen in
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viel stirkerem MaBe unter den damit verbundenen Genauigkeitsproblemen zu
leiden, als dies vergleichsweise bei Problemen der Querschnittsoptimierung der
Fall ist.

Beispiel 5-3: Kragbalken SchnittaréBen; \
. g L
Q=-ql§ | M=-—-¢
\'i ¢ ‘ ‘ ¢ er VerschiebungsaréBen: 2
f q !3 3
X ¢ = —= (1-8)
I'w X’§=T 6l|54|
la ol q
% - gt = -4 4
=5 i (346 +EY
Sensibilitat der SchnittgréBen: Sensibilitdt der Verschiebungsardien:
Q _ 9 P 3 _a®
Qs =~q ¢ =T ¢.S“2El( -&9) —'SI
M & w
Moo= -al8 =2 We =gz (B-45+gY = 4
Statik: Kinematik:
aM dw
=10 — =-10 —
TURe ’ o
1 d | 1 d 3 d. i 3 d
= e [ M ] = — M — - -2
Qo= 7 REM =5 G Mo Pa =7 lgwal = -7 5w,
Werkstoff;
dg d?w
M = El 1.0 =& = -gl 1.0 %W
M Lo¢
2 ‘\—“\1 @2
Ms = E ‘I“ [ sl = E'ga'x“fﬁs— 2'&;(‘2‘W,s

Bild 5-4: Grundgleichungen des Kragbalkens und ihre
Ableitungen nach der Form

Im Gegensatz zu Querschnittsvariablen beeinflussen die formbeschreibenden Op-
timierungsvariablen die statischen, kinematischen und im Einzelfall auch die kon-
stitutiven Beziehungen. Das hat zur Folge, daff sich problemabhéngig auch ein
unterschiedlicher EinfluB der Formvariablen auf die Grundgleichungen der finiten
Elementformulierung ergibt. Bei einer Ableitung dieser Grundgleichungen nach
den formbeschreibenden Optimierungsvariablen kann jedoch gegeniiber den un-
abgeleiteten Ausgangsgleichungen eine gewisse “Stérung” in dem Sinne eintre-
ten, daB sich diese Ableitungen in ihrer Beziehung untereinander durch jeweils
konstante Faktoren unterscheiden. Im Beispiel 5:3 ist dieser Effekt fir einen Krag-
balken angegeben. Es zeigt sich, wie sich die’ statische, kinematische und konsti-
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tutive Beziehung in den Ausgangsgleichungen und den abgeleiteten Grundglei-
chungen unterscheiden. Fir eine Kontinuierliche Beschreibung der abgeleiteten
Schnitt- und Verformungsgréfen bleibt dieser Sachverhalt ohne Belang. Bei einer
analytisch, diskret durchgefiihrten Sensibilitdtsanalyse kdnnen diese Unterschiede
jedoch nur ausgeglichen werden, indem durch entsprechend aufgebrachte Pseu-
do-Lasten die statischen und kinematischen Feldgieichungen fir die abgeleiteten
GroBen erzwungen werden. Nur so Kénnen die richtigen Ableitungen fir die
Schnitt- und VerformungsgroBen wenigstens an den Elementknoten richtig erzeugt
werden. Im mechanischen Sinne bedeutet dieser erzwungene Zustand eine unter
Umstdnden sehr ungltnstige und hohe “innere” Beanspruchung der Struktur. Im
Prinzip treten derartige Verhéltnisse immer dann auf, wenn zur mechanischen
Strukturbeschreibung Ableitungen von verschiedener Ordnung nétig sind (z.B.
Kirchhoff-Theorie bei Balken, Platten oder Schalen).

Fir eine analytisch, diskrete durchgefiihrte Sensibilitatsanalyse kommt diesem
unginstigen Beanspruchungszustand keine besondere Bedeutung zu, weil sich im
anatytischen Sinne die “inneren” Beanspruchungen und damit auch die abgelei-
teten KnotengréBen trotzdem exakt wiedergeben lassen. Grundséatzlich anders
verhélt es sich, wenn dieser unter Umstadnden sehr unglnstig konditionierte “in-
nere” Beanspruchungszustand mit Hilfe numerischer Differenzenverfahren abge-
leitet wird. Bei der numerischen Ableitung der Systemmatrix A in Gleichung (5-5a)
machen sich bereits flr kleine Schrittweiten unterschiedliche Steifigkeitsverhalt-
nisse sehr unginstig bemerkbar. Es kann zu einer gleichzeitigen Uberlagerung
von Abbruch- und Konditionsfehlern kommen, welche die gewiinschten Ableitun-
gen der Schnitt- und VerformungsgroBen um GréBenordnungen verféalschen. Ur-
sache und Wirkung dieses Phdnomens werden in /Barthelemy 1988a,b , Pedersen
1989/ untersucht. Die Ergebnisse der Untersuchungen zeigen, daB mehrere
Griinde gleichzeitiy das Fehlerverhalten der.semi-analytischen Verfahren verur-
sachen und damit duBerste Vorsicht bei ihrer Anwendung fir die Ermittiung von
Sensibilitatskoeffizienten geboten ist. In einer groben Unterscheidung liegen die
Fehlerquellen

@ in der Wahl der Schrittweite,
e im mechanischen inneren Beanspruchungszustand und
e im Strukturproblem und der ProblemgrdBe

begriindet. Fiir einfache Falle (z.B. Kragbalken /Pedersen 1989/) kann gezeigt
werden, daB die Fehler der abgeleiteten VerschiebungsgréoBen zwar linear von der
Schrittweite, aber quadratisch von der verwendeten Elementzahl abhdngt. Damit
steht das Fehlerverhalien einer derartigen Sensibilitatsanalyse in vélligem Ge-
gensatz zur grundlegenden Erfahrung aus der Strukturanalyse, daB ein feineres
Elementnetz auch bessere Ergebnisse liefert. Gleichzeitig wird in /Barthelemy
1988a,b/ dokumentiert, daB ein Fehler auch ohne eine innere Zwangsbeanspru-
chung bei der Ableitung der Systemmatrix in anndhernd quadratischer Form in
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Beispiel 5-4: Kragbalken

Strukturproblem:

AK
-1

Uas K As
[0.585 1,961

Upe =|(248) (1.97)
: 0.058 -0.195
(3.00) (2.45)

2 Elemente;
0.001 -2.451
(=) (.97
-0.029 -0.392
_l@se o9
Yas = o582 -7.842
(2.94)  (1.97)
-0.058 -0.588
(2.94)  (1.97)
Elemente:

[ 0.001 -1.634
(~-) (1.97)
-0.019 -0.261
(2.949)  (2.09)
-0.388 -5.228
Use =| 294 (197
: -0.039 -0.392
(2.94) (1.97)
~0.776 -9.149
(2.94)  (1.97)
=0.039 -0.392
(2.94)  (1.97)

o

33.3

0.291
(2.94)
0.058
(2.94)
1.166
(2.82)
0.087
(2.94)

0.000
(-)
0.000
(-)
0.001

(=)

~0.019
(2.94)
~0.388
(2.94)
-0.039
(2.94)

9.707
(2.93)
0.965
(3.55)

-1.470
(1.97)
-0.294
(1.97)
-5.392
(1.97)
~0.392
(2.09)

-1.961
(=)
~0.392
(1.97)
-7.518
(1.97)
-0.653
(2.02)
-15.03
(1.97)
-0.784
(1.97)

El = 10.0 kNm? ; As = 102 g
Ersatzproblem: (Pseudolasten)

W exakte Lésung

20| Wa,s gendherts Ldsung

10
e 4 .
o 1t 2 3
Elemente
11.6
83.3 (3.33)
1.3
1801 1 (0.0
T 870
2667 | 3 e
1.8
20.0 (10

0.194 -0.980 { 11.450
2.94) (1.97) [[1333) (14
0.038  ~0.196 || s o 1.320
(2.94) (1.97) ' (20.9)
0.776  -3.921 39.73
(2.94) (1.97) |[*687\ |14
0.078 -0.392|) 40 2.07
(298 (1.97) : (22.3)
1748 -8.496 76.230
2.89) (1.97) |[%9%0) |(15.3) |6
0.097 -0.457 || 50 2.32
(2.94) (2.09 |\ (22.8) |

Bild 5-5: Fehlerverhalten bei der semi-analytisch diskreten Sensibilitidtsanalyse ,
Klammerwerte geben den Fehler zur analytischen L6sung in Prozent an
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tutive Beziehung in den Ausgangsgleichungen und den abgeleiteten Grundglei-
chungen unterscheiden. FUr eine kontinuierliche Beschreibung der abgeleiteten
Schnitt- und VerformungsgréBen bleibt dieser Sachverhait ohne Belang. Bei einer
analytisch, diskret durchgefihrten Sensibilitdtsanalyse konnen diese Unterschiede
jedoch nur ausgeglichen werden, indem durch entsprechend aufgebrachte Pseu-
do-Lasten die statischen und kinematischen Feldglieichungen flir die abgeleiteten
GréBen erzwungen werden, Nur so Konnen die richtigen Ableitungen flr die.
Schnitt- und VerformungsgréBen wenigstens an den Elementknoten richtig erzeugt
werden. Im mechanischen Sinne bedeutet dieser erzwungene Zustand eine unter
Umstédnden sehr unglnstige und hohe “innere” Beanspruchung der Struktur. Im
Prinzip treten derartige Verhdlinisse immer dann auf, wenn zur mechanischen
Strukturbeschreibung Ableitungen von verschiedener Ordnung nétig sind (z.B.
Kirchhoff-Theorie bei Balken, Platten oder Schalen).

Fir eine analytisch, diskrete durchgefiihrte Sensibilitatsanalyse kommt diesem
unglinstigen Beanspruchungszustand keine besondere Bedeutung zu, weil sich im
analytischen Sinne die “inneren” Beanspruchungen und damit auch die abgelei-
teten KnotengréBen trotzdem exakt wiedergeben lassen. Grundséatzlich anders
verhélt es sich, wenn dieser unter Umstédnden sehr unginstig konditionierte “in-
nere” Beanspruchungszustand mit Hilfe numerischer Differenzenverfahren abge-
leitet wird. Bei der numerischen Ableitung der Systemmatrix A in Gleichung (5-5a)
machen sich bereits flir kleine Schrittweiten unterschiedliche Steifigkeitsverhalt-
nisse sehr unglinstig bemerkbar. Es kann zu einer gleichzeitigen Uberlagerung
von Abbruch- und Konditionsfehlern kammen, welche die gewlinschien Ableitun-
gen der Schnitt- und Verformungsgréfen um GréBenordnungen verfélschen. Ur-
sache und Wirkung dieses Phdnomens werden in /Barthelemy 1988a,b , Pedersen
1989/ untersucht. Die Ergebnisse der Untersuchungen zeigen, daB mehrere
Grinde gleichzeitig das Fehlerverhalten der.semi-analytischen Verfahren verur-
sachen und damit duBerste Varsicht bei ihrer Anwendung fliir die Ermittlung von
Sensibilitdtskoeffizienten geboten ist. In einer groben Unterscheidung liegen die
Fehlerquelien

e in der Wahl der Schrittweite,
e im mechanischen inneren Beanspruchungszustand und
e im Strukturproblem und der ProblemgréBe

begrindet. Fir einfache Falle (z.B. Kragbalken /Pedersen 1989/) kann gezeigt
werden, daBl die Fehler der abgeleiteten VerschiebungsgréBen zwar linear von der
- Schrittweite, aber quadratisch von der verwendeten Elementzahl abhangt. Damit
steht das Fehlerverhalten einer derartigen Sensibilitatsanalyse in volligem Ge-
gensatz zur grundlegenden Erfahrung aus der Strukturanalyse, daB ein feineres
Elementnetz auch bessere Ergebnisse liefert. Gleichzeitig wird in /Barthelemy
1988a,b/ dokumentiert, daB ein Fehler auch ohne eine innere Zwangsbeanspru-
chung bei der Ableitung der Systemmatrix in anndhernd quadratischer Form in
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Beispiel 5-4. Kragbalken

trukturproblem:

Ups =

Uas =

Ups =

1 Element:

0.585
(2.45)
0.058
(3.00)

2 Elemente;

[ 0.001
(-)
-0.029
(2.94)
-0.582
(2.94)
~0.058
(2.94)

n

[ 0.001
(-)
~0.019
(2.94)
-0.388
(2.94)
-0.039
(2.94)
-0.776
(2.94)
-0.039

(2.94)

~1.961
(1.97)
-0.195
(2.45)

-2.451
(1.97)
-0.392
(2.09)
~7.842
(1.97)
-0.588
(1.97)

-1.634
(1.87)
-0.261
(2.09)
-5.228
(1.97)
-0.392
(1.97)
-9.149
(1.97)
-0.392
(1.97)

33.3

5.0

0.291
(2.94)
0.058
(2.94)
1.166
(2.82)
0.087
(2.94)

0.000
(-)
0.000
(~)
0.001
(-)
20.019
(2.94)
-0.388
(2.94)
20.039
(2.94)

9.707
(2.93)
0.965
(3.85)

-1.470
(1.97)
-0.294
(1.97)
-5.392
(1.97)
-0.392
(2.09)

-1.961
(~)
-0.392
(1.97)
~7.516
(1.97)
-0.653
(2.02)
-15.03
(1.97)
-0.784
(1.97)

El = 10.0 kNm? ; As = 102 s
Ersatzproblem: (Pseudolasten)

4 e

0.194
(2.94)
0.039
(2.94)
0.776
(2.94)
0.078
(2:94)
1.748
(2.89)
0.097
(2.94)

Wg—Was

(%] 4 e = s=Was o 1oq
30 Wis
W 4 exakte Ldsung
201 Wa,s gendherte Losung
10
0 .
0 1 2 3
Elemente
11.6
(3.33)
1.3
(10.0)
37.0
(7.55) |+e
1.8
(10.7)
—0.980 | [ 11.450
o7y | 11333 {aaq
~0.196 1.320
(1.07) 1] 250 (20.9)
-3.921 39.73
(.97 [[*8 7\ _ | (12.9)
Z0.392 2.07
197 {490 |23
-8.496 76.230
(1.97) ||%090] |(15.3) |e—e
-0.457 2.32
45.
204 [{*9) |22 |

Bild 5-5: Fehlerverhalten bei der semi-analytisch diskreten Sensibilitatsanalyse ,
Klammerwerte geben den Fehler zur analytischen Lésung in Prozent an
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Abhéngigkeit der ProblemgréBe auftreten kann. Insgesamt betrachtet, ist es im
konkreten Fali schwierig, die genaue Fehlerursache anzugeben oder die Auswir-
kungen im voraus zu prognostizieren.

Anschaulich 188t sich das Fehlerverhalten der semi-analytischen Verfahren am
Beispiel 5-4 flr einen einfachen Kragbalken zeigen. Aus Beispiel 5-3 ist ersichtlich,
daf} sich flir das hier betrachtete Biegeproblem eine Stérung in der kinematischen
Beschreibung fUr die abgeleiteten Grundgleichungen einstellen muB. Dieser
Sachverhalt wird im Beispiel 5-4 durch die extreme innere Beanspruchung des
Ersatzproblems wiedergegeben, welche durch die Pseudo-lLasten erzeugt wird
und das abgeleitete Verschyiebungsfeld u hervorruft. Als Pseudo-Lasten sind in
Bild 5-5 die exakten Werte angegeben. Durch die elementweise Verldngerung des
Kragbalkens kommt jedoch zuséatzlich die Problemgrofie als zweite Fehlerquelle
in diesem Beispiel hinzu. Dieser Fehler tritt dann in den Vordergrund, wenn jede
Elementsteifigkeitsmatrix mit demselben Ableitungsfehler behaftet ist. Der Zusam-
menbau dieser Matrizen zur globalen, abgeleiteten Steifigkeitsmatrix kanh, um
diesen FehlereinfluB zu zeigen, mit der inversen Steifigkeitsmatrix multipliziert
werden. Damit ergibl sich eine unsymmetrische ° “Sensibilitdtsmatrix”
K = — K-'AK/As, , welche mit dem Verschiebungsvektor u multipliziert, direkt zu
den abgeleiteten Verschiebungen fuhrt. Flr das Beispiel 5-4 wird deutlich, daB je-
des Element in etwa mit demselben relativen Fehler gegeniber der exakten “Sen-
sibilitatsmatrix” behaftet ist und daB sich dieser Fehler fir die unierschiedliche_n
Steifigkeitsterme schachbrettartig Gber die Matrix verteilt. Der relative Fehler der
einzelnen Matrixelemente von K gegeniiber der analytisch exakten Matrix ist in
Bild 5-5 in Prozent (%) angegeben. Damit wird offensichtlich, wie sich die Ablei-
tungsfehler in direkter Abhéngigkeit von der ProblemgréBe (Anzahl der Elemente)
auf den abgeleiteten Verschiebungsvektor lbertragen. Je nach Problemstellung
kann sich dieser EinfluB auf das Fehlerverhalten der semi-analytischen Sensibili-
tatsanalyse dramatisch auswirken /Barthelemy 1988/. ’

AbschlieBend soll jedoch erwédhnt werden, daB sich fur viele konkrete Problem-
stellungen keine derart groBen Abweichungen der Sensibilitatskoeffizienten von
der richtigen Lésung ergeben. Die Untersuchungen in den genannten‘ Literatur-
stellen und die vorangehenden Beispiele stellen extreme Problemfille dar. Bei
mehreren Formvariablen ist unter Umstédnden nur ein Bruchteil der Systemmatri-
zen von der numerischen Ableitung betroffen, und die Ableitungsfehler Ubertragen
sich auch weniger stark auf die Ableitungen der Verschiebungen. Ebenso kann
durch eine kleinere Schrittweite der Fehler um GréBenordnungen verringert wer-
den, so daB das Fehlerverhalten zwar nicht beseitigt wird, aber doch insgesamt in
vertretbaren Grenzen bleibt. Im Einzelfall' sollte jedoch die aus einer semi-analyti-
schen Sensibilitatsanalyse gewonnene Gradienteninformation immer (iberpriift
werden /Tseng 1989/. '
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5.3.4 Analytische Verfahren

Die bisher beschriebenen numerischen und semi-analytischen Verfahren der dis-
kreten Sensibilitdtsanalyse haben den Vorteil einer einfachen und teilweise sogar
sehr effizienten Anwendung. Zuverlassige Sensibilitatskoeffizienten, wie sie flr
eine praxisnahe Strukturoptimierung verlangt werden, kénnen sie aber letztlich
nicht liefern. Gerade in dieser Hinsicht wird der Blick auf die analytisch durchge-
flhrte diskrete Sensibilitatsanalyse gelenkt. Abgesehen von einer variationellen
Formulierung kann hier mit analytisch hergeleiteten Sensibilitatskoeffizienten die
gewlnschte Zuverlassigkeit erreicht werden, um die Sensibilititsanalyse als po-
tentiellen Risikofaktor im numerischen OptimierungsprozeB auszuschlieBen. Der
Aufwand flr die Herleitung von analytischen Sensibilititskoeffizienten aus den
diskretisierten Elementgleichungen ist daher aus praktischer Sicht immer ge-
rechtfertigt und bedeutet aus theoretischer Sicht selten einen héheren Aufwand
als die Elementformulierung selbst. Liegt die Einsicht in die Formulierung der je-
weiligen Elemente vor und ist auch der Zugang zum entsprechenden Quellpro-
gramm mdoglich, dann IaBt sich diese Art der Sensibilitdtsanalyse konsequent und
mit zufriedenstellendem Ergebnis durchfiihren. Der Mehraufwand in der Herlei-
tung und die hdheren Anstrengungen in der Programmierung werden auch fur
kompliziertere Elemente (z.B. Schalen, Kapitel 6) in jedem Fall durch eine gute
und zuverldssige Gradienteninformation belohnt. Auf der Systemebene unter-
scheiden sich die analytische und die semi-analytische Sensibilitdtsanalyse nur
wenig. Liegen die analytischen Ableitungen fur die Elementsteifigkeitsmatrizen
und die Elementlastvektoren vor, so erfolgt das weitere Vorgehen nach Tabelle 5-1
mit den Gleichungen (5-4), (5-5b) und (5-7b). Wie bei der semi-analytischen Vor-
gehensweise wird der Pseudo-Lastvektor b vorzugsweise auf Elementebene er-
stellt, um die Speicherung der abgeleiteten Systemmatrizen zu umgehen und den
Speicherplatzbedarf im Rechner dadurch klein zu halten.

Bi= by mit by = o _ %%
L= . mi ;o= — — 7
I ~ el et dsl dsl (=] (5 _ 25)

und  z — z,

In Gleichung (5-25) werden die Zustandsvariablen des Systems denen im Element
zugeordnet ("Zuordnungsmatrix”) und durch die Matrizenoperation auf Elemente-
bene der Element-Pseudo-Lastvektor b erzeugt. Dieser Elementlastvektor 148t
sich wiederum durch eine Umkehrung der Zuordnung auf den Pseudo-Lastvektor
bi des Systems aufaddieren. Weiterfilhrend muB nach der Ermittlung der Ver-
schiebungsableitungen dz/ds; bei der direkten Methode bzw. der Hilfsvariablen
bei der adjungierten Methode das totale Differential der Optimierungsfunktion
nach der Optimierungsvariablen s; gebildet werden. Dafiir sind dann nach Gl. (5-4)
oder (5-7b) noch die entsprechenden partiellen Ableitungen dieser Funktionen
nach den Optimierungsvariablen und/oder den Zustandsvariablen herzuleiten.
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Wenn die Optimierungsfunktionen implizit auch von den Zustandsvariablen ab-
hdngen, wie es beispielsweise bei Spannungsnebenbedingungen von Verschie-
bungselementen (Kapitel 6) der Fall ist, missen die betroffenen Elementgleichun-
gen ebenfalis analytisch exakt abgeleitet werden. Wie im Falle der semi-analyti-
schen Ableitung der Optimierungsfunktionien unterscheiden sich die direkte und
die adjungierte Methode in ihrer numerischen Effizienz nach der in Bild 5-1
durchgefthrten Gegeniiberstellung. Fir eine komplizierte Elementformulierung
tritt auch bei der analytischen Gradientenbildung insbesondere bei Formoptimie-
rungsproblemen der Aspekt der numerischen Effizienz in den Hintergrund, weil
ihm gegeniber den {brigen Rechenoperationen kein dominantes Gewicht zu-
kommt. Auch hier spielen dann eher programmtechnische Gesichtspunkte fiir die
Realisierung der Sensibilitatsanalyse eine bedeutendere Rolle.

5.3.5 Programmtechnische Aspekte

Aus der vorausgehenden Beschreibung der verschiedenen Verfahren zur diskre-
ten Sensibilitdtsanalyse geht hervor, wie sich die einzelnen Verfahren in ihrer nu-
merischen Effizienz und ihrer Zuverldssigkeit einerseits und ihrem Formulie-
rungsaufwand und in der Programmtechnik andererseits unterscheiden. Da die
unterschiedlichen Eigenschaften dieser Verfahren bei einer praktischen Verwirkli-
chung unvereinbar bleiben, wurde im Rahmen dieser Arbeit auf alle drei zur Ver-
fugung stehenden Verfahren zuriickgegriffen. Damit kann bedarfsweise jeweils aus
der Sicht einer einfachen Programmentwicklung oder einer effizienten und zuver-
lassigen Programmanwendung die vorteilhafteste Art der Sensibilitdtsanalyse
ausgewdhlt werden. Aus hdherer Sicht sollten die vorausgehend beschriebenen
Mdéglichkeiten der Sensibilitatsanalyse deshalb auch eher in ihrer gegenseitigen
Ergédnzung als in ihrer Konkurrenz gesehen werden. '

Bei der Unterscheidung der direkten und der adjungierten Methode fir die semi-
analytisch oder vollstandig analytisch durchgeflihrte diskrete Sensibilitatsanalyse
kdnnen zuséatzlich programmtechnische Aspekte wichtig werden. Die Gegenliber-
stellung der beiden Méglichkeiten in Bild 5-1 zeigt, daB die direkte Methode le-
diglich in zwei Rechenschritten elementabhdngige Rechenoperationen enthait. Ei-
ner diskreten Formulierung der Sensibilitdtsanalyse mit finiten Elementen kommt
dieser Sachverhalt besonders entgegen; weil sich so die programmtechnische
Trennung der Progra‘mmteilé zur Erstellung der Elementmatrizen und Lastvekto-
ren und zur eventuellen Rickrechnung zu den Spannungen auch flir die Sensibi-
litatsanalyse aufrecht erhalten 1a3t. Damit kénnen die Integrationsschleifen fiir die
Elementmatrizen und Lastvektoren sehr effizient abgearbeitet werden. Im Falle der
adjungierten Methode muB in drei Rechenschritten eine elementbezogene Re-
chenoperation durchgefihrt ‘werden, was einen zusétzlichen programmtechni-
schen Aufwand bedeutet. ‘Dies 148t sich nur dann vermeiden, wenn die Ableitung
der Elementmatrizen und Lastvektoren nach der Optimierungsvariablen s; und die
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Ableitung der Optimierungsfunktion nach allen Zustandsvariablen gleichzeitig
durchgefiihrt wird. Im Sinne einer effizienten Elementformulierung ist dieses Vor-
gehen jedoch sehr unglnstig und a8t sich kaum in gemeinsam durchlaufenen
Programmschleifen integrieren.

5.4 Variationelle Methoden der Sensibilititsanalyse

Die Formulierung von variationellen Methoden fiir die Sensibilitdtsanalyse hat
mittlerweile eine weite Verbreitung gefunden. Sie werden gleichermaBen flir die
Problemldsung im Bereich der Form- und Querschnittsoptimierung eingesetzt. Der
Schwerpunkt bei der Entwicklung dieser Methoden liegt allerdings im Bereich der
Formoptimierung, weil fir diesen Fall die effizienten diskreten Methoden entweder
unzuverlassige Sensibilitdtskoeffizienten liefern oder ihre Realisierung ohne Ein-
griffe in die Programmquellen nicht méglich ist (vgl. Abs. 5.3.). Das Ziel der va-
riationellen Methoden fiir die Sensibilitadtsanalyse ist dementsprechend die sowoh]
effiziente und zuverlassige, als auch unabhéngige und programmexterne Ermitt-
lung der Sensibilitdtskoeffizienten. Im Vergleich zu diskreten Verfahren ist mit
dieser Vorgehensweise jedoch immer ein relativ hoher theoretischer Formulie-
rungsaufwand verbunden. In dieser Beziehung lassen sich diskrete Sensibilitats-
koeffizienten analytisch héaufig einfacher herleiten. Dariliber hinaus miissen fir ei-
ne programmtechnische Verwirklichung der variationellen Methoden umfangrei-
che und z.T. rechnerabhingige Programmarbeiten vorgenommen werden.

An dieser Stelle werden die Methoden zur variationellen Sensibilitatsanalyse le-
diglich kurz und in Ubersichtlicher Form beschrieben. Hier geht es vornehmlich
darum, die Parallelen zu den entsprechenden diskreten Verfahren aufzuzeigen,
um den qualitativen Vergleich mit diesen Verfahren zu erméglichen. Auf die sehr
umfangreiche und aufwendige Herleitung der Grundfoermeln fiir die variationeilen
Verfahren wird im folgenden verzichtet, weil eine programmtechnische Verwirkli-
chung dieser Art der Sensibilitdtsanalyse im Rahmen dieser Arbeit nicht erfolgt
und daher die Detailfragen dieser Verfahren nur wenig interessieren. Die Gegen-
Uberstellung der diskreten und variationellen Vorgehensweisen wird deshalb im
wesentlichen nach ihren praktisch relevanten Unterschieden vergenommen, wobei
die mathematische und mechanische Theorie der Verfahren im Hintergrund bleibt.
Die mathematischen Grundlagen fir die variationelle Ermittlung von Sensibilitits-
koeffizienten fir variable Querschnitte und variable Form wurde in /Haug 1981/
vor allem von Cea, Haug, Rousselet und Zolesio in mehreren Beitrdgen beschrie-
ben. Eine Ubersichtliche Zusammenfassung dieser Methoden in Anwendung auf
Formoptimierungsprobleme ist in /Haslinger 1988/ zu finden. Aufbauend auf die-
sen Grundlagen konnten viele Anwendungen der variationellen Sensibilitatsana-
lyse fur verschiedene physikalische, aber vor allem fir strukturmechanische Pro-
blemstellungen erfolgen. Eine erste Anwendung im Bereich der Querschnittsopti-
mierung ist unter anderem in /Dems 1983/ zu finden. Dort werden die adjungierte
Methode und eine Bereichsintegration verwendet (Bild 5-6), um die gewiinschten
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Systemgleichung: _» Querschnitte: [0,e]l s -~ <G>, =0
[U, €] - <G> =0 ‘ 55[\ Form: [0,‘ 6]5 _ <q~,a>s =0
Optimierungsfunktionen;
_» Querschnitte: OF = F ¢ ds
F(s,u,0),H( s, u oder G¢ 5,0)1(58; ~= Form:

OF = Fs (55]
. . . DF . dF
mit F = Jf( s,u,0)dV  Materialableitung: Fs = Bs partielle Ablsitung: F ¢ o
v (vgl. GI.5-39) ! !
Querschnittsoptimierung Formoptimierung
]
Bereichsintegrale in V. —» f...dv Randintegrale auf 9V —» J...dA
|
direkte Methode adjungierte Methode

Bild 5-6: Methoden der variationellen Sensibilitdtsanalyse

Sensibilitatskoeffizienten zu ermitteln. Im Gegensatz zur Sensibilitdtsanalyse bei
einer Variation der Querschnittswerte ist die Bestimmung von Sensibilitatskoeffi-
zienten bei variabler Form weitaus schwieriger, weil sich mit der Form der Struk-
tur auch der Integrationsbereich dndert. In diesem Fall kommt die Methode der
Materialableitung /Zolesio 1981/ zur Anwendung, wie sie ebenfalls bei nichtlinea-
ren kontinuumsmechanischen Problemen /Malvern 1969/ verwendet wird. Damit
kénnen z.B. in /Dems 1984/ unter Verwendung der adjungierten Methode und ei-
ner Bereichsintegration (Bild 5-6) die Sensibilitatskoeffizienten fiir eine variable
Form angegeben werden. Durch diese Bereichsintegration wird die Ermittlung der
Sensibilitatskoeffizienten bei variabler Form der Struktur unter Umstinden sehr
aufwendig. Eine Reduktion des numerischen Aufwands ist durch die Einfihrung
von Randintegralen mdéglich /Choi 1983/. Die so gewonnenen Sensibilitatskoeffi-
zienten sind jedoch in hohem MaBe von der Qualitéiit der Strukturantwort am vari-
ierten Strukturrand abhingig, so daB die Anwendung der Methode der Randinte-
grale zumindest bei der Verwendung von finiten Elementen gewissen Einschran-
kungen unteriiegt. Die Herleitung der bisher genannten Vorgehensweisen ist aus-
fGhrlich in /Haug 1986/ dargestellt. Entsprechend zur Vorgehensweise bei der
diskreten Sensibilitatsanalyse kann auch die direkte Methode und eine Bereichs-
integration (Bild 5-6) zur Ermittlung der Parameterempfindlichkeit in der variatio-
nellen Formulierung eingesetzt werden /Braibant 1986/. In /Haftka 1990/ sind diese
Methoden sowohl flir Querschnitts- als auch Formoptimierungsprobleme in. ihrer
Herleitung beschrieben.
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Im Folgenden werden die Ermittiung der Sensibilitdtskoeffizienten fir variable
Querschnitte und variable Form getrennt behandelt, weil sie sich sowohl! in ihrer
Herleitung als auch in ihrem formalen Zusammenhang prinzipiell unterscheiden.
Genlgen im ersten Fall die Regeln der Variations- und Differentialrechnung, so
muB im Fall von Formvariablen noch das Konzept der Materialableitungen in die
Formulierung mit einbezogen werden. Darliber hinaus sollen in den folgenden
Ausflihrungen die variationellen Verfahren auf die Anwendung der finiten Ele-
mentmethode mit Verschiebungselementen beschrankt bleiben.

5.4.1 Variationelle Sensibilititsanalyse bei Querschnittsvariablen

Ausgangspunkt fir die variationelle Ermittlung der Sensibilitétskoeffizienten sind
die Grundgleichungen (4-7 bis 4-11) der finiten Elementmethode aus Kapitel 4,
sowie die dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen entsprechende Systemglei-
chung (4-16). ’

5.4.1.1 Direkte Methode:

Fir die direkte Methode kann fiir eine Variation der Systemparameter die Ande-
rung der Grundgleichungen und der Systemgleichungen in folgender Weise an-
gegeben werden /Haftka 1990/.

Kinematik: ¢ = Bu = &= Bug (5 - 26)

Werkstoff: G

I

C(e— si) - 6,=Cz; + C (e~ si)

Gleichgewicht: [¢,8e] = <q, 00> — [o,,88] = < g, ot >

In Ergénzung zu Kapitel 4 wird hier ein Ausgangsdehnungszustand (“initial strain”)
in die Betrachtung hinzugenommen, welcher jedoch von den Optimierungsvariab-
len unabhéngig ist. Es wird wie bei der diskreten Sensibilitétsan‘alyse von der Dif-
ferenzierbarkeit dieser Grundgleichungen und des inversen Zustandsoperators
ausgegangen /Haug 1986/. Der virtuelle Verschiebungszustand ist von den Opti-
mierungsvariablen unabhéngig und muB lediglich die kinematischen Rand- und
Ubergangsbedingungen erfiillen. Vergleicht man die abgeleiteten und unabgelei-
teten Gleichungen, so wird deutlich, daB sich die abgeleiteten GréBen aus der
Losung des Strukturproblems unter einer modifizierten Belastung mit

[0 8] = < (@ +Aq°), 6 > (5 - 29)
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angeben lassen. Diese Belastung des Ausgangssystems entspricht einerseits ei-
nem Pseudo-Dehnungszustand (“pseudo-strain”) & und ergibt sich andererseits
aus der direkten Ableitung der Volumenskrafte nach den Optimierungsvariablen.

A
q
+
o>
2
=
o
%
I

jﬁf&uidv + f 2 u,dA + Jﬁ/,séuidv
v v, v (5 _ 30)

mit pf = (C&)y; und £ = )y

Die Pseudo-Dehnungen erhéit man durch Umstellen von Gl. (5-27), wobei g5 8P
zugeordnet wird.

#=-clc,(e-¢) (5-31)

Nachdem die Pseudo-Belastung bestimmt wurde, kénnen .die Ableitungen samtli-
cher Schnitt- und VerformungsgréBen durch eine wiederholte Strukturanalyse er-
mittelt werden. In Beispiel 5-4 ist die Vorgehensweise flr die Problemstellung aus
Beispiel 5-1 aufgezeigt. Der Einfachheit halber werden dabei nur zwei Verschie-
bungselemente verwendet. Es zeigt sich, daB die direkte variationelle und diskrete
Methode jeweils identische Ergebnisse liefert. Fir die diskrete und die variatio-
nelle Vorgehensweise ergeben sich samtliche Ableitungen nach einer Optimie-
rungsvariablen fir eine wiederholte Strukturanalyse (Riickwértseinsetzent).

5.4.1.2 Adjungierte Methode:

Die adjungierte Methode setzt zunédchst voraus, daB die jeweiligen Optimierungs-
funktionen durch Funktionale ersetzt sind. Zwei charakteristische Optimierungs~
funktionale zur Kontrolle von Verschiebungen und Spannungen sollen im folgen-
den betrachtet werden.

His,u) = fvh(s, u)dv (5 --32a)

G(s, 6) = Lg(s, a)dVv (5 - 32b)

Die Variation dieser Funktionale nach den Systemparametern kann in folgender
Form angegeben werden:

H(s, u)

i

J h(s, u)dV + h ,eu (5 -33a)
v

G(s,0)5 = Jg(s, o) dV + g v0 (5 - 33b)
v .
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In den Gleichungen (5-33) bezeichnet h , quasi eine Belastungsfunktion und ds
einen Tensor, welcher dem Dehnungstensor entspricht. Der Punkt (* ) kennzeich-
net in beiden Gleichungen das Skalarprodukt und soll als Schreibweise ebenso
wie die Einstein’sche Summationskonvention fiir den gesammten Abschnitt 5.4.
gelten. Die explizite Berechnung von u, und ¢, wird durch die Verwendung einer
adjungierten Losung umgangen. Diese L.dsung muB den Bedingungen

Kinematik; & = Bu’ (5-34)

Werkstoff: o = C@) bzw. ¢ = C("-g ) (5 - 35)

Gleichgewicht:  [¢”,d¢] = jhyuian, bzw. [¢”,8¢] = 0 (5 - 36)
v

gendigen. Nach einigen Rechenoperationen /Haftka 1990/ lassen sich die variierten
Funktionale H und G unter Verwendung der adjungierten Strukturantwort angeben.

Hy = f hdV + (§° + AG") « u® (5-37a)
v

G, = jg,sdv + (@ +AG7)eu” + (Cye) e 9, (5 - 37b)
v

Die Ermittiung der Sensibilitdtskoeffizienten von VerschiebungsgréBen ist einfach
und bedarf keiner besonderen Erlauterung. Bei der Verwendung der Dirac’schen
Distribution 3 in den Funktionalen zur Verschiebungskontrolle entfallt der erste
Term in GI. 5-37a und es bleibt lediglich das Skalarprodukt zwischen der Pseudo-
last (g” + AgP) und dem adjungierten Verschiebungsvektor u? iibrig.
Demgegeniiber treten bei der Bestimmung der Sensibilititskoeffizienten von
Spannungen Probleme auf, welche einer besonderen Bemerkung bediirfen. Sollen
die Elementspannungen lokal im Element (z.B. punktférmig) kontrolliert werden,
missen die entsprechenden Funktionale G ebenfalls unter Verwendung der Dis-
tributionstheorie formuliert werden. Dadurch kann jedoch die Ermittiung der
Pseudolasten §° aus den Pseudodehnungen g, nach Gl. (6-35) auBerordentlich
schwierig werden. Dasselbe gilt auch fiir Gl. (5-37b), in welcher die gegebenentfalis
eingefihrten Distributionen zweifach auftreten. Diese Tatsache hat dazu gefahrt,
die kontrollierten Spannungswerte elementweise zu mitieln. In diesem Fall hebt
sich der erste’und dritte Term in Gl. (5-37b) gegenseitig auf. Diese Vorgehens-
Weise ist auch in Beispiel 5-4 flr die Bestimmung der Sensibilitatskoeffizienten der
Spannungen o, und o, in den Elementen 1 und 2 vorgenommen worden. Da die
Elementspannungen fir die verwendeten Elemente abschnittsweise konstant sind,
liegen in diesem Fall auch die exakten Ableitungen der Spannungen vor. Es-ergibt .
sich deshalb eine vdllige Ubereinstimmung mit Beispiel 5-1, was sich mit den Ab-
leitungen der Stabkrafte schnell liberpriifen aBt. Die elementweise Mittelung der
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Beispiel 5-4: (vgl. Beispiel 5-1-flir 2 Verschiebungselemente)
Direkte Methode: Dehnsteifigkeiten_der Stabe:
_______________ , EA{ = 2 x 10* kN
X Pseudobelastung }
lh=5m EA @=E€p=_m=_1osﬁ'ﬂ§ ! EA; = 8 x 10* kN
» A m*
ul T T T T N Systemsteifigkeit:
L= 5m EA,| | Sensibilitatskoeffizienten: K =2x10* %l—
ar ~10° N/m?2 1
uys1=_q_“=.__1.0..._4l§_ﬂ_: ,_5’0 —
K 2 x 10* kN/m m
1 kN
Nis, = EAler s, ~€5] = 2 x 10* kN [“%F“(" ~)] =8 x 104
’ kN
Nps, =EAslers, 1=8x10% kN [ -g-m% 1=8x 104 —
Adjungierte Methode; Optimierungsfunktionale:
. ) N|
H = Jé(x—Sm)udx, G = JAlldh
T e e — CFR = Adjungierte Lésung:
I Pseudobelastung: ' ]
: m
' LR = W o = 25 X 108
! fu s O =1 ¥ T T2 107 KN/m kN
b : 4 x 107 kN/m® 1
a : 8 om0 % 105
D72 % 104 KN/m m?
_ 7 3
Sensibilitatskoeffizienten: /
‘ kN m 1
He = Jh,s,dxmpug = 0+ (-10°5)(6 x 10°0) = -5.0 —
N1 1 N1 N1
= TOUB. 4+ | ey = o | e GPud 4 [t
Grs, fgmdh + P, +JA1 YR fA%h dly + gPug, +JA$I1 dly
_—105“\2J 2% 10° — =-2x 108kN
‘ m
N
Go.s, = Pus, =~105%2-(_2 % 10%) F:{f 2x 1005 KN
Bild 5-7: Variationelle Sensibilitétsanalyse_ be‘i Querschnittsvariablen (s; = A,)

kontrollierten Spannungswerte bleibt fiir viele praktische Problemstellungen frag-
lich. Treten in einer Struktur Spannungskonzentrationen mit hoher Gradiente auf
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oder werden hochwertige finite Elemente eingesetzt, missen die Spannungen
auch lokal kontrolliert werden. Die diskreten Verfahren weisen diesbeziiglich keine
Probleme auf und kénnen insbesondere flr die lokale Spannungskontrolie einfa-
cher formuliert werden.

Vergleicht man an dieser Stelle diskrete und variationelle sowie direkte und ad-
jungierte Methoden zur Sensibilitdtsanalyse, kénnen viele Parallelen festgestellt
werden. Auch \in der variationellen Formulierung benétigt die direkte Methode
zwei Elementoperationen (Pseudolasten §* , Spannungsberechnung), wogegen die
adjungierte Methode drei Rechenoperationen auf Elementebene (Pseudolasten
(§* + Ag”}und @, Spannungsberechnung ) benétigt. Diese Kennzeichnung der
Verfahren stimmt mit den diskreten Verfahren GUberein (Bild 5-1), wobei die vor-
teilhafte Anwendung der variationelien Verfahren denselben Kriterien entspricht
(n x1—mal oder m — mal Rickwértseinsetzen) . Es muB auch erwdhnt werden,
daB die variationelle Sensibilitdtsanalyse nicht véllig unabhdngig vom fur die
Strukturanalyse verwendeten Programm bleibt. Zumindest fiir eine Spannungs-
kontrolle missen Elementoperationen durchgefiihrt werden, welche auf die Ele-
mentformulierung abgestimmt werden miissen. Im Fall der direkten Methode ist
diese Abhéngigkeit von der Elementformulierung jedoch wesentlich geringer als
bei der adjungierten Methode.

5.4.2 Variationelle Sensibilititsanalyse bei Formvariablen

Die grundiegende Voraussetzung der variationellen Sensibilitdtsanalyse bei einer
variablen Form der Struktur ist die Herstellung des Zusammenhangs zwischen der
Variation der Form und der resultierenden Variation der Funktionale, welche das
Formoptimierungsproblem beschreiben. Diese Funktionale ergeben sich sowoh!
flir das Zielkriterium und die Nebenbedingungen, als auch fir die Systemglei-
chungen, welche das mechanische Strukturverhalten selbst beschreiben. Da sich
der Integrationsbereich V und dessen Berandung dV mit der Variation der Form
andert, stellt man sich die Struktur am besten als Kontinuum vor und verwendet
die Methode der Materialableitungen aus dem Bereich der Kontinuumsmechanik
/Malvern 1969/.

5.4.2.1 Definition der Materialableitung

Wahrend der Optimierung unterliegt die Struktur zwei unterschiedlichen Prozes-
sen gleichzeitig, welche Uber das Strukturverhalten miteinander in Verbindung
stehen. Zum einen flhrt die aufgebrachte Belastung zu einer Deformation der
Struktur (U:x — x(x)) . Gleichzeitig unterliegt die Struktur durch die Variation der
Form auch einer Transformation (Sx — x°(x)) , welche die Ausgangsstruktur in die
jeweils aktuelle Struktur abbildet (Bild 5-8).
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X1

Bild 5-8; Deformation der Struktur bei einer Variation der Form

Der Optimierungsprozess kann in dieser Form auch als kontinuierlicher Entwurfs-
prozess verstanden werden, wobei die Entwurfsvariablen als Zeitvariable angese-
hen werden kénnen. Damit 148t sich die Anwendung der Materialableitungen be-
griinden, welche flr ein zeitabhdngig deformiertes Kontinuum gelten.

Im allgemeinen Fall ist die Transformation nichtlinear von der Ertwurfsvariablen
s abhéngig. Eine Linearisierung dieser Transformation ergibt

X = x + sv(x), (5 — 38)
wobei
dx®(x,s) . g
v(x) = g fir s =0

als Geschwindigkeitsfeld oder einfach als Entwurfsgeschwindigkeit bezeichnet
wird /Haug 1986/. Bei vielen Formoptimierungsproblemen ist die Variation der
Form lediglich linear von s abhangig und damit wird mit GI. (5-38) die Abbildung
exakt wiedergegeben /Bletzinger 1990a/. Fiir eine Funktion f(x,s) , welche auf
dem variierten Strukturbereich V definiert ist, kann nach /Haug 1986/ die Materi-
alableitung angegeben werden.

Df of — T
f, = _D.S_=F;+fov=f,s+vva ’ (5 —39)

In entsprechender Weise ist dort auch die Materialableitung eines Bereichsfunk-
tionals formuliert. ‘
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o= f f(x, s)dV (5 — 40a)
Vv

Fg = f[fs + fdivv]adV = j[fs + tdiv (fv)]aV (5 - 40b)
v v’ .

Mit diesen Voraussetzungen lassen sich nun die direkte und die adjungierte Me-
thode fur die variationelle Sensibilititsanalyse bei einer Variation der Form ein-
fGhren.

5.4.2.2 Direkte Methode

Wie bei der Bestimmung der Sensibilititskoeffizienten fir eine Variation der
Querschnittswerte werden auch bei der Variation der Form einer Struktur fiir die
kinematischen und konstitutiven Gleichungen sowie die Gleichgewichtsbedingung
der finiten Elementmethode die entsprechenden Materialableitungen gebildei.

Kinematik: e=Bu = gg = Bug, + Vv (5-41)

Werkstoff: ¢ =2Csg - o, = Cg (5 - 42)
Gleichgewicht: [6,0e] = <§, 60> - [0, 5.9]s = <q,00 >,

Nach einigen Umformungen kann in /Haftka 1990/ schiieBlich GI. (5-43) in eine
Form gebracht werden, welche die gewlinschten Sensibilitatskoeffizienten als Lo-
sung des Ausgangsstrukturproblems unter einer Pseudo-Belastung angibt.

[, de] <@ + Ag’), ou > (5-44)

i

Darin bedeuten

i

<g, ou > [o,08] ~ [edivv, de] + [CE d¢] (5 - 45)

£ und den
Spannungen des Ausgangszustands als Integral (ber den gesamten Strukturbe-
reich V zusammensetzt. Ein zuséatzlicher Lastanteil tritt dann auf, wenn die Volu-

den Belastungsanteil, der sich aus den Pseudo-Anfangsdehnungen

menskrafte bzw. Oberflachenkrifte von den Optimierungsvariablen abhangen
und/oder sich die zugehdrigen Integrationsbereicheﬂv bzw. 8V andern. Fiir diesen
Fall ist diese zusétzliche Belastung durch GI. (5-46) bestimmt /Haug 1986/.
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<AF’, 80 > = f [p.0u; + Vol u;v + p; du; div vidv
Y (5 - 46)
+ J [t.0u; — £V dulv + Vit u) n + it; Su)(v n)]dA
av :

In Gl. (5-46) bezeichnet k die Kriimmung von 8V in R? und die zweifache mittlere
Kriimmung von 8V in R® sowie n den nach auBen gerichteten Normalenvektor auf
dV (Bild 4-3). Die Ermittlung der Pseudolasten, welche sowohl! fur die direkte als
auch die adjungierte Methode anfallen, bedeuten im allgemeinen Fall einen ganz
beachttichen Rechenaufwand. Die Ursache dafir liegt zum einen in den umfang-
reichen Rechenoperationen, aber vor allem in der numerisch auszufiihrenden Be-
reichsintegration begriindet. In /Haug 1986/ werden deshalb die anfallenden Be-
reichsintegrale in V in Randintegrale auf 9V unter Verwendung der variationellen
ldentitat fOr das jeweilige Strukturproblem Gberfiihrt. Die Ermittlung der Lastterme
Uber Randintegrale ist aus numerischer Sicht sehr effizient, leidet aber unter dem
Qualitétsvertust der Strukturantwort auf dem Strukturrand V bei der Verwendung
von finiten Elementen. Die Randintegralmethode bietet deshalb besonders in
Kombination mit der Randelementemethode (BEM) Vorteile. Beim Einsatz finiter
Elemente k6nnen nur Gber die Bereichsintegralmethode zuverldssige und genaue
Sensibilitatskoeffizienten ermittelt werden.

Dennoch kann die Anwendung der direkten Methode bei der variationellen Er-
mittlung von Sensibilitatskoeffizienten bei variierter Tragwerksform vergleichswei-
se einfach erfolgen. In Beispiel 5-5 wird das praktische Vorgehen in Anlehnung an
Beispiel 5-1 deutlich gemacht. Zunachst muB die Geometrievariation und die Ent-
wurfsgeschwindigkeit ermittelt werden. Mit der Strukturantwort aus Beispiel 5-1
liegen die Stabkrafte, Dehnungen und Pseudodehnungen vor, so daB die Pseudo-
belastung durch die entsprechende Bereichsintegration ermittelt werden kann.
Aus der wiederholten Strukturanalyse gehen dann samtliche gewtlinschten Sensi-
bilitatskoeffizienten direkt hervor.

120



Beispiel 5-5:

(vgl. Beispiel 5-1 fUr 2 Verschiebungselemente,
s, = Formvariable fur die Langenanderung )

Direkte Methode; 0:xN; C& EA: [0d€ = J Née dx
Geometrievariation: Stabkrafte: Dehnungen: Pseudodehnungen:
Tax5=x+~—x-—s € = 2 € =€V
1 5m 2 N = 10kN 1 5m 1 1 V11
¥ ! du
i V1=% ; V1,1=€E’ ¢y = -s-‘n; 5€1=(3€1 Vi1
v ngx+10m~xse @ =-— | & =€ Vo
+ “ 5m .| No=-d0kN fsm
m - _
¢ Vg = o X;V2,1=—an— (552=~-5—:—; (562=(sz Va1
Pseudobelastung:
5m 10m
10kN ~ 40kN kN
) = € = | e (%]10U = ~ B—
[0, 57] fNae dx [! e +5L o (g XU = -6y
[C& 8¢l = [N v (0 ox = —S%éu ~ [0V, 8¢]
5m 10m
10kN/m 10kN/m
AP - = [ —— — =
AGP du Jp v 10U dx [J 5 o dx + J Com) 2dx]du 0
) 5m ) kN
> (P+AP) =-6-—
SensibititAtskoeffizienten; m
(G + AGP) -6 kN/m 4
= = = 10
o2 K 2 X 107 Kym ~ 3
——————————— . -3x 10" 5x 10 kN
Nis, = EA([€§ -] =2 x 10% kN [ =82
- 3x10* 5x 10 kN
N2’32 = EAZ[E; -&]=8x 10* kN [ 5m - 5m ] =-3.2 F

Bild 5-9a: Variationelle Sensibilitatsanalyse bei Formvariablen
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5.4.2.3 Adjungierte Methode

Bei der adjungierten Methode wird wieder von den vorausgehend definierten
Funktionalen (Gl. 5-32a,b) zur Kontrolle von Verschiebungen und Spannungen
ausgegangen. Bei einer Variation der Form miissen ihre Materialableitungen ge-
bildet werden, welche mit

H

i

s j [h ¢+ div(hv)]dV + h eug (5 - 47a)
v

i

G J[g,s +div(gv)ldV + g 0 (5 - 47b)
v

angegeben werden kénnen. Die direkte Ermittlung der Materialableitungen fir die
Verschiebungen u, und Spannungen ¢ wird durch die Einflihrung einer adjun-
gierten Systemldsung umgangen /Dems 1988-89/. Die entsprechenden Rechen-
operationen stimmen mit den Gleichungen (5-34) bis (5-36) liberein. Damit lassen
sich die Gleichungen (5-47a,b) in die folgende Form bringen:

Hs = J [h‘s -+ dIV(hV)]dV + (q‘p + A(—,P) eu? (5 _'48a)
v

G, = j 9+ divig)]aV + G + Ag")« u® (5 - 48b)
v

Direkte und adjungierte Methode unterscheiden sich fiir eine variierte Form in
derselben Art und Wejse, wie es bereits in Abschnitt 5.4.1. fir Querschnittsvari-
able festgestellt wurde. Dieser Sachverhalt spiegelt sich ebenfalls im Beispiel 5-5
fir die Anwendung der adjungierten Methode wieder (Bild 5-9b). Die adjungierte
Systemldsung wird aus Beispiel 5-4 Uibernommen und der Pseudolastvektor wurde
bereits fir die direkte Methode aufgestellt und kann direkt verwendet werden. Die
Materialableitungen fir die Verschiebungen und die beiden Elementspannungen
kdnnen damit gebildet werden, und ein Uberpriifen der Ergebnisse zeigt ebenfalls
die véllige Ubereinstimmung mit den diskret ermittelten Sensibilitatskoeffizienten
aus Beispiel 5-1.

5.4.3 Vergleich von kontinuierlichen und diskreten Verfahren

Die Gegeniberstellung von kontinuierlichen (variationellen) und diskreten Verfah-
ren in der Sensibilitdtsanalyse kann an dieser Stelle nur qualitative Aussagen lie-
fern und muf sich auch auf die in diesem Abschnitt behandelte kontinuierliche
Problemstellung (ohne gekrimmte Geometrie der Struktur) beschrinken. Hinter
den vorausgehenden Ausfihrungen steht vor allem die Absicht, die zur Verfligung
stehenden Verfahren nach ihren konzeptionellen und programmtechnischen Ei-
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ispiel 5-5: (Fortsetzung)

Adjungierte Methode: timierungsfunkti
- [é C g o= [N
H = Jé(x~5m)u dx: G = jAlhdl,
Adjungierte_Loésung: Pseudobelastung:
u? aus Beispiel 54 (@° + AGP) aus der direkten Methode

Sensibilitdtskoeffizienten:

He, = J’[h,81dx+div(hv)]dx+ (@ + ATP)ud = o-ei:nE 5 x 10*%%:-3.0 x 1074

Gi o = [[0.0, + IV(@V)]Idl + (@ + ATP) 03, =

&m

T~ 10kN kN 5 1 B W kN
-,f[25m2><10_4m2 +0] qx—sm 2 X 10— =-3.2x 10—

10m !
_ ~ 40kN kN o 1 o+ kN
o= | oot +01 G070 (21000 -0 x 100,

5m

Bild 5-9b: Variationelle Sensibilitdtsanalyse bei Formvariablen

genschaften zu vergleichen. Wie bereits in den beiden vorausgehenden Abschnit-
ten festgestellt wurde, weisen die diskreten und variationellen Verfahren jeweils
fur die direkte und die adjungierte Vorgehensweise viele Parallelen auf. Bei bei-
den Méglichkeiten der Sensibilitdtsanalyse treten sowohl fiir variable Formen als
auch variable Querschnitte vergleichbare Rechenoperationen (z.B. Pseudolasten,
Rickwaértseinsetzen, Hilfsvariablen) auf, und die Verfahren sind in diesem Sinne
auch vom Rechenaufwand her vergleichbar. Der konkrete Unterschied im matri-
ziellen Aufwand liegt bei den diskreten Verfahren vor allem in der Ableitung der
Systemmatrizen, Lastvektoren und Optimierungsfunktionen und bei den variatio-
nellen Verfahren in der aufwendigen Auswertung von Bereichs- und Randintegra-
len. Die numerische Effizienz der verschiedenen L.8sungsansitze kann deshalb
nur durch eine programminterne Verwirklichung ohne externen Datentransfer ob-
jektiv verglichen werden. Die Ausflihrungen in Abschnitt 5.3. und 5.4. lassen je-
doch aufgrund der sehr &hnlichen Rechenschritte auch einen- rechentechnisch
vergleichbaren Aufwand fir beide Mdglichkeiten der Sensibilitdtsanalyse vermu-
ten.

Aus den einfachen Beispielen wird bereits ersichtlich, daB sich fir eine gleich
durchgefiihrte Diskretisierung fir diskret und variationell ermittelte Sensibilitats-
koeffizienten véllige Ubereinstimmung ergibt. Dies muB auch so sein, wenn flr
beide Ldsungsansatze die Variation bzw. Differentiation konsistent und volistan-
dig durchgeflihrt wurde. Insofern héngt die Qualitat der Ergebnisse weniger von
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den Verfahren ab, sondern vielmehr von ihrer numerischen Realisierung. Dariber
hinaus zeigen die verwendeten Beispiele deutlich, daB auch fur die programm-
technische Verwirklichung der variationellen Methoden eine gewisse Abhdngigkeit
von der Elementformulierung bestehen bleibt. Die Erstellung der Pseudolasten
verlangt in jedem Fall Kenntnisse liber die Elementansétze und Integrationssche-
mata, welche in vielen Fallen bei einer externen Anwendung von Analysepro-
grammen nicht zur Verfliigung stehen. Von einem vorbehaltslosen Einsatz der va-
riationellen Verfahren mit ubergeordneten Qualitdten kann daher nicht gespro-
chen werden. Beide Méglichkeiten der Sensibilitdtsanalyse ergénzen sich gegen-
seitig und konnen als gleichwertige Verfahren angesehen werden.

5.5 Praktische Anwendung der Sensibilitatsanalyse

Der eigenstandige Einsatz der Sensibilitdtsanalyse fir eine intuitive Auslegung
von Strukturen wurde bereits in Abschnitt 5.2. angedeutet. Haufig werden Struk-
tur- und Sensibilitatsanalyse in der Praxis kombiniert flir Parameterstudien auf ei-
ner héheren Ebene verwendet. Die Sensibilitdtsanalyse unterstltzt dieses Vorge-
hen vor allem dadurch, daB sie zu den variierten Strukturparametern auch die In-
formation der variierten Strukturantwort liefert und damit wertvolle Hinweise fir
die geeignete Durchflihrung der Parameterstudie zur Verflgung stellt. Die sonst
ausschlieBlich auf der Grundlage der Erfahrung betriebene Auslegung einer
Struktur (“trial and error”) wird durch die Sensibilitatskoeffizienten (“was-wére-
wenn-Studien”) éufgewertet, so daf eine Parameterstudié gegebenenfalls mit viel
hoherer Zjelsicherheit betrieben werden kann,

Die unterstitzende Anwendung von Sensibilitdtskoeffizienten fir eine intuitive
Strukturayslegung oder eine Vorbemessung von Strukturen setzt jedoch die
Kenntnis voraus, daB3 zwischen einer Parametervariation und der entsprechenden
Variation der Strukturantwort unter Umstanden ein hochgradig nichtlinearer Zu-
sammenhang besteht. in dieser Hinsicht unterliegt eine derartige Anwendung der
Sensibilitdtsanalyse wieder gewissen Grenzen, deren man sich wohl bewuBt sein
sollte. Zundchst muB man sich vergegenwartigen, daB die fir einen bestimmten
Parameter durchgefUhrte Sensibilitdtsanalyse das wirkliche Strukturverhalten nur
linear anndhert und damit jede Extrapolation des Strukturverhaltens mit einem
bestimmten Fehler behaftet ist. Darlber hinaus steht jeder einzelne Punkt einer
Struktur in einem unterschiedlichen Zusammenhang mit der vorgenommenen
Parametervariation. Geht man beispielsweise von dem in Kapitel 3 verwendeten
Beispiel einer Zuglasche (Bild 3-10) aus, so ergibt sich fir eine lineare Extrapola-
tion der.Vergleichsspannung fir jeden Punkt der Struktur ein unterschiedliches
FehlermaB. Diese Fehler kénnen sich um GréBenordnungen unterscheiden; und
die dabei entstehenden “Fehlerkarten” weisen die groBten Abweichungen zur ge-
nauen Losung oft.in den hoch beanspruchten Strukturbereichen aus. Nur in
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Kenntnis dieser Qualitdtsmerkmale kann die Sensibilititsanalyse sinnvoll in den
Entwurfs- und KonstruktionsprozeB einbezogen werden.

Beispiel 5-6: ;

approximiert

100 T 1 L4 1 L
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 a

Legende

t ]
Die Abweichungen zwischen den genauen Werten (0) und  33.3%
den approximierten Werten ([} sind in Prozent angegeben,

Bild 3-10: Approximation der Strukturantwort mit der Sensibilitatsanalyse

Zur Verdeutlichung dieser Tatsache wurde die Zuglasche aus Kapitel 3 (Bild 3-8)
einer gewissen Parametervariation unterworfen und die exakte der mit Hilfe der
Sensibilitatsanalyse approximierten Strukturantwort gegeniibergestellt (Bild 5-10).
Um die Unterschiede zwischen einer “intuitiven” und einer wirklichen Strukturop-
timierung besser herauszustellen, wurden die vier formbeschreibenden Struktur-
parameter (Bild 3-9) gleichzeitig und linear zwischen der Ausgangs- (s°) und der
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Optimallésung (s° + As) (Bild 3-14) variiert. In dem angegebenen Beispiel 5-6
wird sichtbar, wie stark nichtlinear das Strukturverhalten von einer Parameterva-
riation (Punkt 1) abhangt und welcher prozentuale Fehler sich zwischen der exak-
ten und angendherten Strukturantwort einstellt. Bezeichnenderweise treten beij
diesem und vielen anderen Beispielen in der Umgebung des Ausgangspunktes
(0 < « < 0.1) nur geringe Abweichungen auf. Bei einer Anderung der Parameter in
der GréBenordnung der wirklichen Optimallésung (x = 1.0) verliert die Sensibili-
tatsanalyse fir die Ausgangsstruktur ihre Aussagekraft beinahe vollstandig. Die
hier verwendeten Sensibilitatskoeffizienten wurden mit diskreten Verfahren analy-
tisch exakt bestimmt. Das Diagramm flr die Variation der Vergleichsspannung im
Punkt 1 in Abhéngigkeit von « zeigt, daB die approximierten Vergleichsspannun-
gen die Tangenten zur Ausgangsldsung bilden (¢« = 0) . Ein durch Vorwartsdiffe-
renzen gebildeter Gradient der Vergleichsspannungen (gestrichelte Linie) ist fir
eine Approximation ebenfalls geeignet und kann vor allem fiir groBe Schrittweiten
(Interpolation mit der Sekante) vorteilhafter sein. An dieser Stelle wird jedoch
ebenso deutlich, daR die genauen Ableitungen nur mit gréBter Vorsicht durch Dif-
ferenzenverfahren Uberprift werden durfen. Analytisch gewonnene Gradientenin-
formationen missen deshalb immer auch mit analytisch exakten und geséhlosse—
nen Losungen zur Kontrolle tUberpruft werden /Schmid 1986/,
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6.0 Problemformulierung und diskrete Sensibilitatsanalyse
mit finiten Elementen

Von Anfang an biideten die Entwicklungen im Bereich der Optimierungstheorie
und der finiten Elementmethode die Grundlagen fir die Strukturoptimierung (Ta-
belle 2-1). Vor allem in der historischen Entwickiung liegt die Tatsache begriindet,
daB heute die meisten Problemstellungen aus dem Bereich der Strukturoptimie-
rung unter Verwendung von finiten Elementen gelést werden. Die verschiedenen
Méglichkeiten zur Elementformulierung (Abschnitt 4.2) und die vielseitig zur Ver-
figung stehenden Elementtypen (Bild 6-1) haben den Einsatz von finiten Elemen-
ten in diesem speziellen Anwendungsbereich noch weiter gefestigt.

3 '
Balken N
———"27
Platte
AN
Sy Korper
Stab

!

7
X3 X3 Scheibe X3 Schalg
Ve X2 / X2 X2
X4 X4 X1
1D-Elemente 2D-Elemente 3D-Elemente
Bild 6-1: Finite Elemente in der Strukturanalyse

Bei der Verwendung der finiten Elementmethode in der Strukturoptimierung muf8
zunéachst geklart werden, wie dieses Verfahren zur Strukturanalyse konzeptionell
und programmtechnisch in den Optimierungsproze8 integriert werden soll ( Kapi-
tel 3 ). Zu Gunsten einer direkten Formulierung des Optimierungsproblems ( Ka-
pitel 4 ) und einer effizienten und zuverldssigen Sensibilitdtsanalyse ( Kapitel 5 )
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wird im Rahmen dieser Arbeit eine integrierte und programminterne Lésung ver-
wendet. Dies bedeutet, daB samtliche vorausgehend definierten Optimierungfunk-
tionen, ihre Ableitungen und alle damit verbundenen Matrizenoperationen auf
Elementebene formuliert und auch programmtechnisch realisiert werden miissen.
Die Formulierung des Optimierungsproblems und die diskrete Sensibilitdtsanalyse
sind deshalb in ihrem Programmieraufwand direkt von der Elementformulierung
und dem speziellen Elementtyp abhéngig.

Fur die Auswahl geeigneter finiter Elemente waren in dieser Hinsicht vor allem
zwei Uberlegungen maBgebend. Auf der einen Seite soll ein sehr einfaches Ele-
ment vorliegen, welches fur die Strukturoptimierung programmtechnisch transpa-
rent bleibt. Gleichzeitig muB dieses Element analytisch nachvolliziehbare Optimie-
rungsprobleme erméglichen. Das ist in bésonderem MaBe flir eine Formulierung
neuer Optimierﬁngsprobleme und ‘—funktionen, die Uberpriifung der Sensibilitéts-
koeffizienten und die Entwicklung von Optimierungsstrategien wichtig. Das iéopa-
rametrische dreidimensionale Fachwerkelement mit linearen Ansatzfunktionen
konnte unter diesen Gesichtspunkten mit Erfolg als “Testelement” eingesetzt wer-
den.

Auf der anderen Seite wurde unter dem Aspekt der méglichst breiten ErschlieBung
von unterschiedlichen Optimierungsproblemen ein allgemeines dreidimensionales
Schalenelement ausgewédhlt. Nachdem in der Anfangsphase der Strukturoptimie-
rung vor allem die Querschnitssoptimierung von ein- und zweidimensionalen
Strukturen /Gallagher 1973, Haug 1979/ interessierte, kommen in jlingster Zeit
verstarkt auch zwei- und dreidimensionale Kontinuumselemente fiir Formoptimie-
rungsprobleme zum Einsatz /Bennet 1986/. In diesem Anwendungsbereich stan-
den zundchst noch Scheibenprobleme /Esbing 1984, Bennet 1985, Braibant 1986
.und Rajan 1987/ im Vordergrund. In der weitaus komplexeren und hinsichtlich der
Geometriebeschreibung und Elementformulierung auch komplizierteren Optimie-
rung der Formen von rotationssymmetrischen bzw. allgemeinen Schalen /Esche-
nauer 1985, Botkin 1985 und Brockmann 1988/ sowie dreidimensionalen Kérpern
/Imam 1982, Wassermann 1983-84, Wang 1985 und Botkin 1986/ wurden erst neu-
erdings wesentliche Fortschritte erzielt. Eine ausfiihrliche Ubersicht iiber den
Stand der Entwicklung in der Optimierung von Schalen ist in /Kruzelcki 1985/ zu
finden. Das hier verwendete, aus dem dreidimensionalen Kontinuum degenerierte,
isoparametrische Schalenelement /Ahmad 1970/ erflillt die entsprechenden Er-
wartungen fir eine simultane Form- und Querschnittsoptimierung auf einer breiten
Basis.

Beide verwendeten Elementtypen sind als Verschiebungselemente nach den in
Kapitel 4 aufgesteliten Ausgangsgleichungen formuliert. Die elementspezifische
Definition der Optimierungsfunktionen folgt den jeweiligen Ausflihrungen aus Ab-
schnitt 4.2.4. Die Identif'ikation der Strukturparameter als Optimierungsvariablen
sowie deren Verkniipfung untereinander sei an dieser Stelle vorausgesetzt. Eben-
so werden fUr die folgenden Herleitungen die Ableitungen von Koordinaten (x,) ,
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Dicken (t;) und Querschnitten (A ;) von Elementknoten als bekannt angenommen.
Dasselbe gilt fir die Verschiebungen (u,) als Ergebnis der direkten, diskreten
Sensibilitatsanalyse. Bei der Ermittlung der Sensibilitdtskoeffizienten aller Ele-
mentgréBen wird der Ubersicht halber immer von der gleichzeitigen Form- und
Querschnittsoptimierung ausgegangen, obwohl dieser Fall nur als eine seltene
Ausnahme vorkommt.

6.1 Isoparametrisches dreidimensionales Fachwerkelement

Der Wunsch nach einem einfachen und im Sinne des linear elastischen Tragver-
haltens exakten Elements hat in dieser Arbeit zur Verwendung des isoparametri-
schen dreidimensionalen Fachwerkelements mit linearen Ansatzfunktionen ge-
fihrt. An Hand der Ubersichtlichen Elementformulierung des Fachwerkstabes las-
sen sich einfache Optimierungsprobleme (vgl. Beispiele 4-4a bis 4-4c) auch in der
Programmumgebung direkt verfolgen, und eine Uberpriifung der Optimierungser-
gebnisse wird in soichen Fallen durch eine analytisch vorliegende L&sung mobg-
lich. Die in Gl.(4-23) eingefiuhrten GréBen sind in Tabelle 6.1-1 fir das vorliegende
Fachwerkelement definiert. :

ul =[ufuiu} |uiudug ] Elementverschiebungen
& = & ... Langsdehnung 0o == Oyp... Langsspannung

e =B u, Operatormatrix B

o1 = E &4 E .. Elastizitatsmodul

Ok=[ @', P> ]=[ Ansatzfunktionen

2 2
T =L PiPbs ] Volumenskrifte
t =[tht] .. Oberflichenkréfte

Tabelle 6.1-1: ElementgréBen des isoparametrischen Fachwerketements

6.1.1 Ableitung der Elementgeometrie und Elementverschiebungen

Die Verwendung eines isoparametrischen Ansatzes zur Beschreibung der Ele-
mentgeometrie und des Verschiébungsfeldes kann auch sinngeméaf auf die ent-
sprechenden abgeleiteten ElementgréBen Ubertragen werden. Die Ansatzfunktio-
nen sind nicht von der Optimierungsvariablen abhangig. Damit lassen sich die
Ableitungen der Elementgeometrie und -verschiebungen in Ubereinstimmung zu
den unabgeleiteten Elementansitzen angeben.
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Ansatzfunktionen fiir die Elementgeometrie

Fir die Beschreibung der Elementgeometrie (G1.6.1-1a) und ihrer Ableitung nach
den variablen Koordinaten (G1.6.1-1b) werden flir das vorliegende Element lineare
Ansatzfunktionen verwendet.

EY e , X! 5 X2
i 1—. (14
Xy =ZCD' Xy | = —(-—2—-— Xy | + L——z———)— X2 (611 — 1a)
i=1 i 1 2
% ] =y % ] |3
[ ] i ] [ 1] 2
Xis 2 X!T,s X1s {XT,S
(=8 1.1 0+ | .2
Xos :Z'(Dl s | =~ e | + X5 (6.1 - 1b)
i= ; 1 2
X35 Xl3,s X35 X3,s
|7 L ERas L

Die Abhéngigkeit der Elementgeometrie von den Optimierungsvariablen wird hier
in allgemeiner. Form flr samtliche Elementknoten und Koordinatenrichtungen vor-
genommen. Im konkreten Fall kann jedoch die Variabilitat der Elementgeometrie
stark eingeschrénkt sein , so daB sich lediglich abgeleitete Knotenkoordinaten fir
bestimmte Werte x|, ergeben (z.B. bei vorgegebener Richtung einer Formvariab-
len).

Volumenintegration

Uber die Abhangigkeit der Elementgeometrie von den formbeschreibenden Vari-
ablen ist auch die durchzuflihrende Volumenintegration (G!.4-23) von diesen Vari-
ablen abhédngig. Das Vplumenintegral wird in ein Linienintegral Gberfihrt. Fiir den
speziellen Fall der hier vorliegenden linearen Ansatzfunktionen ist das differen-
tielle Volumenelement von der lokalen Elementkoordinate unabhangig und kann
mit Gl.(6.1-2a) entsprechend einfach angegeben werden.

dv = AdL = A\/<—a-x—‘>2+ <—§Xi>2 + <ﬁ(§-)2dé
| o % % (6.1~ 2a)
AL
=T 4
mit L= /6 —xD? + (& =x)? + (@~ xl)

Die Ableitung des differentiellen Volumenelements fiihrt sinngemas zu
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AV =7 (AL + AL A (6.1 — 2b)

mit

w
L B

2 12 1 2 1yu2 1 2 A2 1
LG~ X)(XT s = Xq 6} + (X5 — Xp)(X3 5 — Xp 6) + (X3 — X3)(X3 ¢ — X3 6)].

Richtungsvektor des Elementes

Der Richtungsvekior des verwendeten Elements mit linearen Ansatzfunktionen

entspricht dem Tangenteneinheitsvektor der durch die Elementknoten definierten
Geraden.

2y
1 8X1 6x2 aXS 1 2 ]

n :T:-[e1-—é—é—' - 92—;,)? + 83-‘5?] == T’ X5 = Xo (6.1—-33)
Xa—X;

A
X uw
A

n sds

N(s +ds)

X2

x; - Geometrie

Richtungsvektor

Bild 6.1-1: Elementgeometrie in Abhéngigkeit der formbeschreibenden Variablen

Problemformulierung und diskrete Sensibilititsanalyse mit finiten Elementen 131



Die Ableitung des Richtungsvektors (Bild 6.1-1) ergibt sich zu

2 1
Xis 7 X5
L
1 2 1 8
e =1 |%s—Xos| — n n (6.1 3b)
2 1
X3,s X35

unter Verwendung von Gl.(6.1-1a,b} mit den zugehérigen abgeleiteten Richtungs-
cosinus. Hier ist besonders zu beachten, daB nicht die Anderung der Richtungs-
winkel selbst in Abhangigkeit der Entwurfsvariablen angegeben werden muB. Bei
der Sensibilitatsanalyse auf Elementebene :gehen lediglich die Ableitungen der
Richtungscosinus in die Elementmatrizen ein.

Ansatzfunktionen fiir die Verschiebungen

Bei der Darstellung des lokal orientierten Verschiebungsfeldes fiir das dreidi-
mensionale Fachwerkelement mit linearen Ansatzfunktionen kénnen die globalen
Verschiebungsfreiheitsgrade durch die Einflihrung einer entsprechenden Trans-
formation direkt in die Inferpolationsformei flir die Verschiebungen eingearbeitet
werden. :

i
Mm

\ .
Zd)' n; u (6.1 — 4a)

i=1 j=1

Dies gilt fir die Ableitung des Verschiebungsfeldes entsprechend, wobei, wie in
Bild (6.1-1) angegeben, die Anderungen der Richtungscosinus des Richtungsvek-
tors n mit der formbeschreibenden Variablen berticksichtigt werden muB.

) ‘
= ZZQD' nJ,;uJ + n u,s) \ (6.1 — 4b)

=1 j=1

6.1.2 Ableitung der Steifigkeitsmatrix und der Elementlastvektoren

Fur die Ermittiung der Elementsteifigkeitsmatrix und der konsistenten Element-
lastvektoren des dreidimensionalen Fachwerkelements missen die Integralaus-
driicke in Gl.(4-23) ausgewertet werden. Die Einfachheit dieser Ausdriicke erlaubt
die direkte Ausfihrung der Integration. Damit lassen sich Steifigkeitsmatrix und
Elementlastvektoren -mit den zugehongen Ableitungen nach den Entwurfsvariablen
explizit angeben.
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B-Operator

Der Zusammenhang zwischen den globalen Knotenverschiebungen und der Deh-
nung im Efement 148t sich aus dem Verschiebungsansatz (Gl1.6.1-4) herleiten.

’ au’ dx’

£y = 22X Bu 6.1 — ba

11 Ox df e ( )
mit B = %[—m | =ny I =ng I ny |y | ng]

Die Ableitung des B -Operators nach der Entwurfsvariablen ergibt sich zu

-3

1
B, = —l:—[ =gl =gl —ngl nyglng Ing ] — 2 B (6.1~5b)

Steifigkeitsmatrix

Mit einem linear-elastischen Materialgesetz , dem B -Operator und dem zum Li-
nienelement umgeformten differentiellen Volumenelement kann die Steifigkeits-
matrix aufgestellt werden.

1 _
Ke:fBTCBdV=EAJ B'B & ar = EA g, (6.1 - 6)
y PP L
mit
_ N —-N _
Ko = | B _ Nij = M i,j=123
-N N

Die direkte Ableitung der Elementsteifigkeitsmatrix (GI1.6.1-7) flir Form- und Quer-
schnittsoptimierung kann durch die explizit vorliegende Steifigkeitsmatrix vermie-
den werden.

Koy = j[B:rsCB + B'C,B + B'CBJdV + jBTCB dv, (6.1 ~7)
v v

Es ist sinnvoll diese Matrizenoperationen durch die Ableitung der Matrix nach
G1.(6.1-6) in ausmultiplizierter Form vorzunehmen.

EA EA = EA -
Koo = [—— - —L—Q—L,s] Ko + == Kqg (6.1-8)
mit
_ N, - N, _ .
Kes = N, N, Nijs = Ninjs + Nign =123
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Konsistente Elementlastvektoren

Mit dem Ausdruck der duBeren Arbeiten in GI.(4-23) sind verschiedene Typen von
Elementlasten fir das Fachwerkelement angegeben, die im aligemeinen Fall von
den Querschnitten und der rdumlichen Lage des Elementes abhingen. Die Ele-
mentlastvektoren fir das Eigengewicht (G,) , die Temperaturbelastung (T.) und ei-
ne eingepragte Vorspannkraft (V.) werden im folgenden als konsistente Knotenla-
sten hergeleitet und in ihrer Abhéngigkeit von den Entwurfsvariablen fiir die Sen-
sibilitdtsanalyse entsprechend abgeleitet.

R, =G, + T, +V, _ (6.1 — 9a)

Res = Geg + Tog + Voo (6.1 — 9b)

e,s

Fir praktische Aufgaben der Strukturoptimierung kénnen bei Fachwerken die
Oberflachenlasten in der Regel durch Einzelkrafte ersetzt werden, wenn sie, wie
hier angenommen, von den Entwurfsvariablen unabhéngig sind.

Gewichtslast

Die Gewichtsbelastung ist durch einen Lastvektor g mit einer allgemeinen Wir-
kungsrichtung im Raum definiert, wobei die Komponenten-dieses Vektors von den
Entwurfsvariablen unabhéngig sind. Der Knotenanteil dieser Elementbelastung
kann mit :

. . 1
G = JCD'ng - lf ®'g AL d¢ (6.1 — 10)
A" 2 -1

angegeben werden. Der gesamte Gewichtslastvektor und der zugehdrige abgelei-
tete Elementlastvektor lassen sich entsprechend unter Verwendung von Gl.(6.1-2)
ermittein.

67 = Lo lolglelolgla (6.1 - 11a)
1
Ges = wloil gl oyl lologlAL + ALY (6.1—11b)

Temperaturbelastung, Vorspannung
Im Sinne von Lasten aus Anfangsdehnungen und Anfangsspannungen kénnen die
beiden Lastfille gemeinsam behandeit werden.

, , \ ' 1 0
R, = JBT(CS1? — o) dv = —;—f B'(EoT - So)aLar  6.1-12)
\% -1

mit oy ... Temperaturausdehnungskoeffizient
T ... Erwadrmungstemperatur
N°...  Vorspannkraft im Element
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Bild 6.1-2: Elementlasten in Abhdngigkeit der formbeschreibenden Variablen

Damit 148t sich der Lastvektor fur die Temperaturbelastung mit der zugehdérigen
Ableitung bestimmen.

TN = [=ny |=ny 1 =ng I'ny Iny Ing TEAGT (6.1 — 13a)
.
Too= [ =gl =ngl=ngolngg I nyolng JEAGT
e,s 1,8 2,5 3s 1.8 2.5 3,s T (6.1 B 13b)
+ E~ny I=ny | =ng I ny Iny Inyg JEA arT

Fir Ermittlung des Lastvektors aus einer vorgegebenen Vorspannkraft kann die
Herleitung sinngemaB durchgefiihrt werden.

V. = [ny Iny Ing |=ny | =ny | —ng IN° (6.1 — 14a)
Voo = [niglmpglnggl=nggl=ngg | —=ng o IN (6.1 — 14b)

Die Gleichungen fir die hergeleiteten Elementlasten des Fachwerkelements zeigen
bei dem Lastfall aus Vorspannung nur eine Abhéngigkeit von der formbeschrei-
benden Variablen. Dagegen sind alle anderen Lastfille von den Querschnitts- und
Formvariablen gleichzeitig abhédngig.
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6.1.3 Ableitungen der Spannungen und der Spannungsresultierenden

Die Ermittlung der Spannungen und der resultierenden Stabkrafte erfolgt nach der
Gblichen Rickrechnung aus den Verschiebungen, wobei die Anfangsspannungen
und Anfangsverschiebungen entsprechend ber(icksichtigt werden miissen.
o'yy =E Bu, — &%) + o (6.1 — 15a)
N =EABu, — &%) + Ac'Y, (6.1 — 15b)

Flr die angegebenen Elementlasten aus dem vorhergehenden Abschnitt lassen
sich die Spannungen und Stabkrafte entsprechend umformen.

o'y = E (Bug — o« T) + (6.1 — 16a)

N =EAMBu, —a'T) + N° 6.1 — 16b
e

Im Falle des hier verwendeten Elements mit linearen Ansatzfunktionen kann fir
eine Belastung aus Eigengewicht der'Verschiebungsveriauf im Element nicht rich-
tig abgebildet werden. Damit wird auch der Verlauf der Spannungen {iber die Ele-
mentgrenzen hinweg diskontinuierlich. Zur Korrektur der aus der Herleitung kom-
menden abschnittsweise konstanten Spannungen kann ein linearer Spannungs-
verlauf Uberlagert werden.

0
oy = E (Bug— ol T) + L - % Ln'g (6.1~ 17a)
N =EAMBu, —a'T) + N - —é-ALnTg 6.1 —17b
e )

Die Ableitungen der Spannungen und der resultierenden Stabkrifte lassen sich
sinngemaB herleiten

: A :
6’1 = E (Bou,+ Bug,) — —/—\LQS— N — g—(L,snT +LnY)g (6.1~ 18a)

. EA,(Bu, — «'T) ~ —g— A Ln'g

=z
il

(6.1 — 18b)
+ EA (Byu,+ Bu,,) — % AlLyn' + LnY)g

Aus Gl. (4.2-18) geht hervor, daf3 die Sensibilitatswerte fir die Stabkréfte gegen-

liber denen der Spannungen mit einem héheren Aufwand ermittelt werden miis-
sen.
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6.1.4 Formulierung der Optimierungsfunktionen

Aus den vorhergehenden Abschnitten liegen die Elementgeometrie, Spannungen
und Stabkrifte mit ihren Ableitungen nach den Optimierungsvariablen fest und
kdnnen zur Formulierung der jeweiligen Funktionen fiir das Optimierungsproblem
herangezogen werden.

Zielfunktion

Werden das Volumen oder Gewicht des Tragwerks als Zielfunktion in die Opti-
mierungvsaufgabe eingeflihrt, so gehen nur die Elementgeometrie und ihre Ande-
rung mit der Entwurfsvariablen in diese Formulierung ein.

ze:fv v ::ZAL
fu =2Lydv = YyAL
e e

mit  y ... Spezifisches Gewicht

Y (6.1 — 19a)

!
i

fy

I

W (6.1 — 19b)

fus = ZL av, = Z (AL + ALy = V, (6.1 — 19¢)
e e )

fws = vav dvs = Zv (AL + ALy = W, (6.1 — 19d)
e . e

Bei der Spannungsausgleichsfunktion werden die Spannungen und Stabkréfte wie
in Kapitel 4 eingefthrt und im Sinne des Fehlerquadratminimums an einen vorge-
gebenen Wert angeglichen. '

il
1

Is = ZILG ~ 5, dv »= };A LS ~ §,)7? (6.1 — 20a)

it

fos = Y L(AL + ALJE ~ §° + 2ALES ~ §)5,] (6.1 — 20b)

mt S =o'y, N bzw. S, = o', N

Eine Besonderheit bildet der Spannungsausgleich fir den Fall, da Stabspannun-
gen bzw. Stabkréfte im Sinne von Vergleichsspannungen verwendet werden. Die
Vergleichsspannungen errechnen sich flir einen eindimensionalen Spannungszu-
stand aus dem Betrag der Stabspannungen. Es ist leicht einzusehen, daB die
Funktion fir den Spannungsausgleich dann nicht mehr stetig ableitbar ist (vgl. -
Skizze). Diese unerwiinschte Begleiterscheingung wird vermieden, indem in der
Zielfunktion fir den Spannungsausgleich die allgemeinen Spannungswerte S und
die zugehorigen Ausgleichswerte S, quadriert werden (G1.6.1-20¢,d).
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43 2 N2
fg = 5% — 8% av , AR
s ZL( J o' ssl, IN
(6.1 — 20c) Sa
= ZAL(§2 — 8% ,
e qﬂ'ﬁ
fos = Z[(AVSL + ALYE® - 89 + 4ALE? - 59§51 (6.1 —200)
(5] : .

Diese modifizierte SpannUngsausg!eichsfunktion ist in einer héheren Form nicht-
linear. Sie wird nur dann in Ubereinstimmung mit den betragsmaBigen Ver-
gleichsspannungen erflilit, wenn sich flir die optimale Ldsung auch in jedem Stab
die verlangten Ausgleichswerte ergeben. In der Regel ist in diesem Fall fGr eine
Formoptimierung immer eine simultane Querschnittsoptimierung nétig.

Die Formulierung der Formanderungsenergie als Zielfunktion 148t sich unter Ver-
nachlassigung von Temperaturdeformationen mit den vorliegenden Elementspan-
nungen und deren Ableitung sehr einfach durchfiihren.

2

f :J—Eja'ﬁldv= EAL il

E 2 V1111 2E
€ e

" , ;
11 11 ’
feo = Z[(A‘SL +AL) 5 + AL o] (4.2 — 21b)

e

(42 -21a)

Gleichheitsnebenbedingung

Nachdem das Volumen und das Gewicht der Struktur bereits als Zielfunktion for-
muliert sind (G1.6.1-19), lassen sich diese Funktionen und ihre Ableitungen auch
fir die Formulierung von Gleichheitsnebenbedingungen heranziehen, falls die
Ausgangswerte durch die Optimierung nicht verandert werden sollen.

i w .

hy =1 - - hy =1 — —— 6.1 —22a,b

v Vo w W, | ( )
Ve \ W, o

e = T ogr we s T (6.1 — 22c,d)

) hit Vo, Wo ... Volumen bzw. Gewicht der Ausgahgsstruktur ‘
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Ungleichheitsnebenbedingungen

Die Kontrolte der Spannungen und Stabkréfte an den Elementknoten werden
durch Ungleichheitsnebenbedingungen in allgemeiner Form definiert.

S

gs =1~ —— 20 (4.2 — 23a)
Szul.
SS S ’
g5, =~ — = (4.2 — 23b)
Szu[, Szul.
mit § = op N und 8 = o N

Flur die zuldssigen Spannungen werden zulédssige FlieBspannungen, die Knickla-
sten bzw. -spannungen fUr den perfekten Eulerstab, als auch verschiedene Knick-
spannungslinien aus DIN 18800 verwendet. Flr die Kontrolle der Stabkréfte wer-
den die entsprechenden Werte aus den zuldssigen Spannungen ermittelt. Ein
charakteristisches Merkmal dieser Nebenbedingung ist die zuséatzliche Abhéngig-
keit der zuldssigen Spannungen und Stabkrifte von der Geometrie des Elements,
z.B. der Stabldnge beim Knicken. Fir den einfachen Fall des Euler'schen Knick-
stabs kann die Knickspannung durch die Einfithrung eines konstanten Formfaktors
far bestimmte Profiltypen als Vergleichsspannung in die Nebenbedingung einge-
fihrt werden.

2
& - EA
S,y =1 e (6.1 — 24a)
L
AL
o 2 \S \8
Szul.,s = fn E( 5 2 3 ) (6.1 *24b)
L L
mit Formfaktor f = '"AIT == const. [ ... Tragheitsmoment

Aus Gl. (6.1-23) und Gl. (6.1-24) ist zu ersehen, daB eine Nebenbedingung zur
Kontrolle des lokalen Versagens eines Elementes Uber Knickspannungen oder
Knicklasten relativ aufwendige und hochgradig nichtlineare Funktionen fiir die
Nebenbedingungen ergibt. Flur die analytisch formulierten Ableitungen dieser Ne-
benbedingungen gilt das in besonderem MaBe. Wirklichkeitsnahe Knickspan-
nungslinien, wie sie z.B. in DIN 18800 angegeben sind, wurden in /Mlller 1987/
ausflihrlich untersucht. Es zeigte sich dort, da3 die Bildung der Ableitungen nach
den Entwurfsvariablen eine besondere Schwierigkeit darstellen und eine Kontrolle
des lokalen Versagens flr einen Stab in der Regel nur durch zwei unabhéngige
Nebenbedingungen fiir Knicken und FlieBen mdoglich ist. Dies ist vor allem auf
diskontinuierliche Ableitungen der Knickspannungstinien zurlckzufihren.
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6.1.5 Elementspezifische Tragwerksantwort

Die Tragwerksantwort bei Fachwerken ist, von der strukturmechanischen Seite aus
betrachtet, recht einfach, wenn es sich um linear-elastische Tragwérksberechnun-
gen handelt. In der Strukturoptimierung muB dieses Tragverhalten jedoch in dem
funktionalen Zusammenhang gesehen werden, wie er sich fir allgemeine Opti-
mierungsprobleme aus den variablen Form- und QuerschnittsgréBen des Trag-
werks ergibt. Im mathematischen Sinne sind die Optimierungsfunktionen bei
Fachwerken irrationale Funktionen, welche auch Polstellen und Asymptoten bein-

halten kdnnen.

P= 200 kN

Beispiel 6.1-1.

KN.
E= 108;‘3

uimlp Ul t2M o, T2m S, [;knﬂzhr s 5

(1l 6
il s
i a
’, 3
! 2
) sim] stm]
-1 -1 /’ 1 2 1 2
-2 / .
!
-3 ,7
-4
5i
T | | — Verschiebung u — Spannung o
1

——— Ableitung o4

——— Ableitung Us

Bild 6.1-3: Dreigelenktragwerk mit nichtlinearer Tragwerksantwort

In Bild (6.1-3) ist das typische Tragverhalten eines Dreigelenktragwerks aus Fach-
werkelementen dargestellt. Es zeigt sich hier anschaulich, daB Polstelleh und Un-
stetigkeiten in den Optimierungsfunktionen und deren Ableitungen immer dann
auftreten, wenn kinematische Systeme in der Formulierung der Optimierungsauf-
gabe zugelassen werden. Dieser Fall kommt dann zustande, wénn sich bei Fach-
werken das gesamte Tragverhalten in der gestellten Optimierungsaufgabe dndern
kann. Die Beanspruchung des Dreigelenktragwerks geht an der Unstetigkeitsstelle
von ‘einem druckbeanspruchten in ein zugbeanspruchtes Tragwerk (iber.

Bei der Form- und Querschnittsoptimierung von Fachwerken unter einem einzel-
nen Lastfall kann bei entsprechender Problemformulierung die Lésung aus einem
annahernd kinematischen Tragwerk (z.B. Michell-Strukturen, /Reiner 1988/) be-
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stehen. Solche Aufgaben sind unter dem Gesichtspunkt der numerischen Lisung
der Optimierungsaufgabe sehr schwierig zu behandeln und resultieren in einem
auBerst schliechten Konvergenzverhalten bei der iterativen Lésung des Optimie-
rungsproblems. In der Regel ist eine sehr empfindliche Tragwerksantwort mit
entsprechend hohen und sensiblen Funktions- und Ableitungswerten fiir dieses
Verhalten verantwortlich. Dies gilt besonders dann, wenn die Nichtlinearitit der
Nebenbedingungen durch die Kontrolle der Knickspannungen erhéht wird.
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6.2 Isoparametrisches degeneriertes Schalenelement

Um den vielfachen Anforderungen der StrUkturoptimierung und der Sensibilitats-
analyse Rechnung zu tragen, wurde im Rahmen dieser Arbeit die Familie der iso-
parametrischen degenerierten Schalenelemente (Bild 6.2-1) verwendet. Die guten
Ergebnisse, eine relativ einfache Formulierung hinsichtlich der direkten Sensibili-
tatsanalyse, sowie die Modellierung freier Schalenformen waren maBgebend fir
die Auswahl! dieser Elemente.

Die Grundgleichungen der Schalenelemente werden nach dem ven Ahmad, Irons
und Zienkiewicz /Ahmad 1970/ vorgestellten Konzept der Degeneration direkt aus
dem dreidimensionalen Kontinuum hergeleitet. Die ausfiihrliche Formulierung ist
in /Ramm 1976/ angegeben, woraus teilweise die eingeflihrten Bezeichnungen
Ubernommen wurden.

£ 3
S16 - kubisch S8 / 89 - guadratisch S4 - linear
Lagrange Serendipity / Lagrange Lagrange

$10 - kubisch S6 - quadratisch S3 - linear

Bild 6.2-1: Familie der isoparametrischen degenerierten Schalenelemente

Bei degenerierten Schalenelementen wird der Rechenaufwand in hohem Mafe
durch die numerische Integration Uber das Elementvolumen bestimmt. Zur Ver-
ringerung dieses Aufwands kann vor allem die in /Zienkiewicz 1971/ beschriebene
Vorabintegration Gber die Elementdicke beitragen. Die praktische Ausfiihrung der
Vorabintegration und ihre Auswirkung auf die Effizienz der Elementformulierung
und das Elementverhalten sind in /Stegmdiiller 1985/ beschrieben. Aus dem Kon-
zept der Degeneration und der eingefiihrten Vorabintegration (ber die Element-
dicke des Schalenelements ergeben sich folgende Annahmen:

® die Normale bleibt gerade und dndert bei der Verformung ihre Lange nicht und
® der Energieanteil aus den Normalspannungen in Richtung der Normalen wird
durch ein anisotropes Werkstoffgesetz eliminiert.
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Dadurch wird die Anwendung der betrachteten Elemente auf “méaBig” dicke Scha-
len eingeschrénkt. Bei der simultanen Form- und Querschnittsoptimierung kénnen
sich Schlankheitsverhélitnisse und Tragverhalten der Schalen wéhrend des Opti-
mierungsprozesses wesentlich andern, was eine Uberpriifung der aus der Herlei-.
tung kommenden Einschréankungen immer wieder voraussetzt,

ul =[ulujul AP Ayt | LZusuz APz AY2 | ... , Ul uh Uy A AP
» i =1Kk.. Anzahl der Knoten
el =Len €2 & 2 £ 0] - & Elemente des
Verzerrungstensors
o6l =[ 61 00030,0305 ] [ Elemente des
Spannungstensors
g =Bu, Operatormatrix B-
o, =Cg Materialmatrix €
Ph=[D' [®2] .. D] Ansatzfunktionen
pT =[P p2ps] Volumenskréfte
tr =[t tt ] ‘ Oberfischenkrafte

Tabelle 6.2-1: Definition der ElementgréBen.

Eine direkte Formulierung der Sensibilitit des Schalenelements in analytischer
Form umfasst alle Operationen, die sich bei der Herleitung des Elements aus der
Degeneration und Vorabintegration ergeben. Aufgrund der Herleitung des Scha-
lenelements aus dem dreidimensionalen Kontinuum kann die Formulierung der
elementbezogenen Sensibilitdten sinngemaB zu der in /Wang 1985/ fur dreidi-
mensionale Kontinuumselemente durchgefilhrten Weise erfolgen. Da die Aus-
gangsgréBen in die nach den Entwurfsvariablen abgeleiteten Gleichungen, Matri-
zen und Parameter immer wieder eingehen, ist die Elementformulierung entspre-
chend /Ramm 1976, Stegmiiller 1885/ nur knapp wiedergegeben. Die in Gl. (4-23)
eingeflhrten GroBen sind flr die hier verwendeten Schalenelemente in Tabelle
6.2-1 definiert. .

Die Anwendung isoparametrischer degenerierter Schalenelemente in der Struk-
turoptimierung ist nicht véllig unproblematisch. Die einzelnen Elemente der iso-
parametrischen Elementfamilie weisen ein sehr unterschiedliches Elementverhal-
ten auf. Insbesondere zeigen die niedrig interpolierten Elemente den uner-
wiirischten Effekt des “shear’- und “membrane locking”. Durch eine falsche struk-
turelle Modellierung kann das Ergebnis der gelésten Optimierungsaufgabe ver-
falscht oder sogar unbrauchbar werden, Diese Problematik wird auch hinsichtlich
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der elementbezogenen Sensibilitdtsanalyse im Abschnitt 6.2.5 zum Verhalten die-
ser Elemente genauer behandelt.

6.2.1 Ableitungen der Elementgeometrie und Elementverschiebungen

Bei der Beschreibung der Elementgeometrie und ihrer Anderung mit den Ent-
wurfsvariablen wird von der in Kapitel 3 eingefihrten Abbildung der Strukturgeo-
metrie auf die Geometrie der Schalenelemente ausgegangen. Aus dieser Abbil-
dung liegen die variablen Form- und Querschnittswerte des Elementes und ihre
Ableitungen nach den lbergeordneten Strukturvariablen vor und kénnen ele-
mentweise zur Approximation der Schalengeometrie in die Ansatzfunktionen der
verschiedenen Elementtypen (Bild 6.2-1) eingesetzt werden. Diese Funktionen
werden im Sinne eines isoparametrischen Elementansatzes ebenfalls zur Be-
schreibung des Verschiebungsfeldes und dessen Anderung mit den Entwurfsvari-
ablen auf der Strukturebene verwendet.

Ansatzfunktionen fiir die Schalengeometrie

Fir die Beschreibung der Geometrie des Schalenelements wird in /Ramm 1976/
ein isoparametrischer Ansatz eingefiihrt (6.2-1a), und in GI. (6.2-1b) nach den
Form- und Querschnittsvariablen abgeleitet.

Xy v Xy ‘ cos 1//i1
X =Z<Di X —Q—de h' | cos (6.2 — 1a)
2 - 2 2 1 2 '
i= f i= i
X3 | ] _Xla | cos iy
X8 « Xi1,s " cos x//i1 cos 1[/‘1
Xos|= D @ x| + % > @ (W, | cosyh | + h'|cosvb|) (62— 1b)
i=1 : i=1 . .
X35 X36 cos Yy cos ¥y
L Lo S

Mit Gl. (6.2-1) wird deutlich, daB eine Anderung der Geometrie des Schalenele-
ments in.der Mittelflache nur von den Ableitungen der Knotenkoordinaten abhén-
gen. In Normalenrichtung ist die Schalengeometrie sowohl von der Anderung der
Elementdicke als auch der Anderung der Normalen (Bild 6.2-2) abhangig. Zur Be-
stimmung der Normalen auf die Mittelfliche des Schalenelements sowie deren
Anderungen mit der Entwurfsvariablen muB die Jacobi-Matrix und deren Ableitung
in der Elementmittelflaiche aufgestellt werden.
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X1

Bild 6.2-2: Anderung der Schalennormale mit der Entwurfsvariablen.

Jacobi-Matrix

Durch die Jacobi-Matrix wird die Transformation zwischen den lokalen, krummli-
nigen und den globalen Koordinaten angegeben.

T o o o
Jin g dgg n; Zq’:gﬁ' Z@&fz' Z‘Djéf’o"
i

; o o .
RN RV I 1 W O Zq):nf; Z(Dj"fg' Zq)fnfa'
i i

it f =K 4 =
mit f-—x-|—2

X

und T =h cos lp}

Die Ableitung der Jacobi-Matrix nach den Entwurfsvariablen ergibt sich aus der
Ableitung der einzelnen Matrixelemente.
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dars Jazs Jaas “Zs ‘Q'“Z‘DI fis ?Z(D' fas _2_2@ fas
: i i i

]

' o ¢~ o
mit  flo=x, + 5 fis fir =123 ; (6.2 — 2b)

nd =ty cosu] + N (cos ),

Die Determinante der Jacobi-Matrix gibt die Transformation des rechtwinkligen in
das krummlinige Volumenelement fur die Integration in den lokalen Koordinaten

foan,

dV = [J] dédnd¢

Y 6.2 3
mit |4l =[n;, n,, nJ] (Spatprodukt, s. /Deszer 1975/) ( 2)

Fir die Anderung des Volumenelements infolge einer Anderung der Entwurfsva-
riablen ergibt sich sinngemag:

dv, = [J|  dédnd{ ' (6.2 — 3b)
mit I =[nge,n 0] + [ngonpo,ond + [y, on,ng ]

Far die Erstellung des B -Operators missen die Elemente der inversen Jacobi-
Matrix ermittelt werden. Da die Determinante |J| bereits vorliegt, wird die Jaco-
bi-Matrix am besten mit der Cramer’schen Regel invertiert.
Joadaz — Jandag [ 133 — Jidag | Jigdos — Jigdom
1 J
o= o Jazdar = Jazdar [Jirdas — Jiada [Jiadar — diida | = i (62-4)

Jardaz = Jaidm [Jiadar — Jpidaz|Jridan — Jiaday

Die Ableitung der inversen Jacobi-Matrix 148t sich folgendermaBen ermitteln
/Wang 1985/ :

W e= —d7a 0" | (6.2 — 5)

Am effektivsten 148t sich hier jedoch unter Vermeidung der aufwendigen Rechen-
operationen in GI1.(6.2-5) die GI.(6.2-4) direkt ableiten,
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L I 6.2 —6)

W= — 3 = 3
[d] 1]

wobei (J-'), die nach der Produktregel und der Kettenregel partiell abgeleitete
Matrix J-' aus Gleichung (6.2-4) ist.

Lokales Koordinatensystem

Durch die Gleichung (6.2-2a) sind die Richtungsvektoren der lokalen, krummlini-
gen Koodinaten bestimmt. Flir die Ermittlung der Normalenwinke! und die Trans-
formation der lokal formulierten Materialmatrix in das globale Koordinatensysem
ist, wie in /Stegmliller 1985/ beschrieben, die Definition von normierten, orthogo-
naien Koordinaten auf Elementebene (Bild 6.2-3) und deren Andérung mit den
Entwurfsvariablen notwendig.

X3

X2

X4

Bild 6.2-3: Definition des lokalen Koordinatensystems

Bei der Ermittlung der lokalen Koordinaten werden zuerst deren Richtungsvekto-
ren aufgestellt und dann normiert. Dadurch 148t sich die Anderung dieser Koor-
dinaten durch die Entwurfsvariable in Gleichung (6.2-7) einfacher ausdriicken.

.
eq4 Xq4 Xq1 =y
’ y 1 ’ ’ p
& = |8 |= | X2 X2=dn (62 —7a)
€13 Xz Xq3=dy3
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7 T r ’ 1 7 ’ ’ + ’
[321 X21 X1 = Xy3Xgy — XyoX33
’ ’ 1 ’ ’ ’ ’ ’ ’
€= |epn|= E X22 Xop = Xq1Xg3 — Xq9Xgq (6.2—7b)
ezaj "23J X3 = XypX31 — Xq1X3
Mo . ,
€3 X3 Xap = dpgdpp — Jpp dyg
’ ’ 1 ’ ’ -
€37 || T 7| X2 Xaz=Yardia = Uy ~ - (62-7¢)
€33 X3 | Xaz =iy din — Jodpg
. 2 "2 2
mit I = \/(Xj1) + (Xp)" + (xp) j=123

Die Ableitung der lokalen Basisvektoren.kann in folgender Form angegeben wer-
den:

e.: . —1- x.j — —1'—?—)(,, : (6.2—8)

’

A 1 + ’ ’ ’ ’ .
mit lis = (x4 Xjts T Xjg Xpps + X3 X3 5) =123
i

Normalenwinkel

Far die Ermittlung der Normalenwinkel und deren Ableitungen werden die Matri-
zen J und J s nach den Gleichungen (6.2-2a) und (6.2-2b) in der Schalenmittelfliche
(¢ = 0) ausgewertet. Aus dem anschlieBend aufgestellten normierten, orthogona-
len Koordinatensystem im betrachteten Punkt i des Elements lassen sich die
Richtungscosinus der Normalen und die entsprechenden Ableitungen direkt an-
geben.

cosyj = ey fir =123 (6.2 ~ 9a)

(cosy), = ey, fir =123 (6.2 — 9b)

Ansatzfunktion fiir die Verschiebungen

Das Verschiebungsfeld des Schalenelements wird entsprechend der Geometrie
mit denselben Ansatzfunktionen dargestelit. Die drei Rotationen der Normalen
werden, wie in /Ramm 1976/ angegeben, durch zwei unabhéngige Rotationen
ausgedriickt. Fiir die Erstellung der Steifigkeitsmatrix werden die trigonometri-
schen Funktionen bei der Herleitung der ElementgréBen linearisiert,

Die Transformationsmatrix T (G1.6.2-10) ist so eingefiihrt, daB die unabhidngigen
Rotationen in den globalen Koordinaten (Bild 6.2-4) und die Verschiebungen di-
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X3

tyr oy
T=| t21 tgg (62 - 10)
ta1 1

0 - siny
= | -sin ¢ siny cos¢g cosy
cos¢ siny  sing cosy

Bild 6.2-4: Unabhdngige Rotationen der Schalennormalen

rekt, wie in den Gleichungen (6.2-11a,b) angegeben, durch finf unabhéngige Kno-
tenverschiebungen ausgedrickt werden kénnen.

t K ui1 A¢l
U |= oy |+ _g— CohiT |7 (6.2 — 11a)
p ; i= Ay
Uy Uy
I S
Uy g Ui g N :
k ! k i il 1
A A LA YY)
Uy =Zd>' uel| + —§—2®' (T ¢, +h'T ¢, +hT
' ' 2 J i , i i
i=1 i i=1 Ay | AV Ay
Uz g Uy g
(6.2 — 11b)

Mit GL.(6.2-11b) wird deutlich, da3 eine Ableitung der Verschiebungen nach den
Entwurisvariablen neben den abgeleiteten Knotenverschiebungen auch die Ablei-
tungen der Knotendicken enthalten. Darlber hinaus werden die abgeleiteten Ele-
mente der in GIl.(6.2-10) definierten Transformationsmatrix benétigt. Da bei der
Ableitung der trigonometrischen Ausdriicke die Winkel selbst nie vorliegen, mis-
sen diese GroBen in der Matrix T durch die Richtungscosinus der Normalen er-
setzt und entsprechend abgeleitet werden.
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cosy = 83’1 siny = /11— e3'12 (6.2 - 12a)

. /
e e _ ; ;
32 . 33 . /.2 2

cos ¢ = - sing = 5 mit = /e + ey

-

(cosy), = e, (siny), =—3%s (62—12b)‘
5 31,8 ,S Sinlp . ‘ .
1 ’ - o . - 1 ’ —- .
(COS (/)),5 = _I_Q_ (632,s| '— 832',5) (Sm (p),s = '1_2" (833,5I - eSSI,s)
. - 1 ’ ’ ’ ’
mit 1, = T (32,5832 + 33,4833)

Damit kann die abgeleitete Form der Transformationsmatrix angegeben werden.

0 ~(sin ),
tirs tias '
— (sin @) siny — (cos )5 cos ¥
Te=|tis tos|=| — sing (siny), + cosg S( cos y), | (62— 13)
(cos @) siny (sin ), cosy
tars taos + cosg (sing), + sineg (cosy),

6.2.2 Steifigkeitsmatrix und konsistente Elementlastvektoren

Durch die Integrale in GI.(4.23) sind die Steifigkeitsmatrix und die konsistenten
Lastvektoren des Schalenelements angegeben, welche durch eine numerische
Volumenintegration (ber das Elementvolumen erstellt werden. Wie in /Stegmdiller
1985/ eingeflhrt, werden die dickenabhangigen Integranden aus den Integralaus-
dricken eliminiert und anaiytisch durch eine Vorabintegration ausgewertet.

Differentielles Volumenelement

Die flr-die Vorabintegration getroffenen Annahmen lassen eine Umformung des
differ:entiellen Volumenelements zu. Nach der analytisch ausgefiihrten Dickeninte-
gration bleibt dann nur noch eine numerisch ausgefiihrte Integration Uber die
Elementmittelfldche Gbrig.

L... dv = L |J]dédnd§szL —gidAdi = LL . hldédn (6.2 — 14a)

mit 1, = \/(X3’1)2 + (X + (xg3)°
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Die Anderung des differentiellen Volumenelements mit der Entwurfsvariablen geht
aus der Ableitung von GI.(6.2-15a) hervor.

L... dv, = L 19| dédndl =~ U o [hgly + higgJdédy (6.2 — 14b)
n

. 1 7 ’ ’ ’ ’ ’
mit l3.s =F(X31X31,s + X3pXgps + XazXaase)

B-Operator
Fur die formale Durchfihrung der Vorabintegration wird der B -Operator nach
G1.(6.2-16a) aufgespalten,

B =B, +B, + - (B, (6.2 — 15a)

wobei die drei Teilmatrizen Ausschnitte aus der in Gl.(6.2-16a) definierten Opera-
tormatrix B sind /Stegmiiller 1985/. Die Ableitungen des B -Operators nach den
Entwurfsvariablen kdnnen entsprechend aufgespalten (6.2-15b) werden.

B,=B,+ By, + —h;— {By + % {Bg, (6.2 — 15b)
ol 0 0 ity Dit,, 1
0o | @, | 0 | D, Dity,
_ o | o | @ Dt i,
® = Dy, | DYy 0 Digtyy + Distyy Dty + Disty,
Oy 0 | Dy | Dty + Dty | Platyp + Dt
|0 o, | @, Diatyy + Digty Digtyy + Bt

o =g, v Uy, @ =—*2‘—(J;3‘ o, + (D) (62— 16a)
Dabei entsteht eine von der Dickenvariablen abhangige Teilmatrix, welche bei der
Erstellung der Steifigkeitsmatrix besonders behandelt werden muB. Der Knoten-
anteil der Matrix B ist mit den entsprechenden Ableitungen in Gl.(6.2-16a) und
Gl.(6.2-16b) angegeben. Die darin enthaltenen GréBen Ji' und J,'kj? sind jeweils die
Elemente der inversen bzw. der inversen, abgéleiteten Jacobi-Matrix.
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[ oo, | 0P, 0P, ]
'—a‘\;i 0 0 _a_t11+(bt11s Tﬂz—*'q)tms
D! G D! =
0 5Sl2 0 s Lty + CD latars as.z tyy + Diaty s
o o', oD’ —
0 0 35‘3 35 tsy + @ latsrs as'a to + Dty
oD e o’ —
oD o0 —é—si b+ Digtyy o _58—2— tiy + Dlotyo
2 8 0 B + B + !
_ s | 0Os b, | 8D,
B'S . S for + Dlityr s to + Dty
o, o e
e ti + q)atn s 'a—a" tio + Dityzs
0Dl 0 oD, N .
ds O | o, | @,
e to + Diityy 5 s b2 + d) iz
oD’ — 0P’ —
» ‘ "’é‘i tor + Dlglyy _‘a—‘?‘ by + Dty
0 oDi; | 0D, 5. + S +
Os | 0s | 5@, . |owm, o _
G5 f31 + Doty tay + Dlpln
s Js
(?(ij i i
= “s(l); + JJQSCD (6.2 — 16b)
P h A A o,
J 5 -1 h
G =2 Wi By + L) + 5 (Uil + {52
Materialmatrix

Die konstitutive Gleichung wird nach /Ramm 1976/ durch die lokal aufgestellte
Materialmatrix Q' angegeben GI.(6.2-17) und durch eine Tensortransformation 4.
Stufe G1.(6.2-18) in die globalen Koaordinaten transformiert.

’

6, =1C'g,’ (6.2 —17)

e

c=6c¢c'6" (6.2 — 18)

Zur Definition der Transformationsmatrix G (6.2-19) wird das bereits festgelegte
lokale, normierte Koordinatensystem verwendet, wobei die Matrixelemente in G
durch die Richtungscosinus der Normalen ausgedriickt werden.
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i 2 83 8,8y, €118 €283
7 2 2 e e N
&y € €n | €98, €164, €22€03
2 B ) T T N
€44 €37 €33 €465 €31635 | ©3,633

20,65 | 26(,8,,| 2638551 €118, + €8/, | 6,85 + €815 8,6 + 6,8,

201,65y | 26,05 26(:855| 8,83 1 €381, | €165 T 63,815 | €383+ 5,8,

26,651 26584, | 26,485 | €505 + €38y | €585 + €58y | €05 T €58,

(6.2 —19)

Diese Transformationsmatrix ist bei der Optimierung der Tragwerksform (iber die
Normalenwinkel von der Entwurfsvariablen abhangig und muB entsprechend ab-
geleitet werden. Die Matrix G wird mit den bekannten Ableitungsregeln unter
Verwendung der Normalenwinkel e; und deren Ableitungen e;j, aufgesteilt. Damit
ergibt sich auch die Ableitung der Materialmatrix in den globalen Koordinaten.

C,= 6,C G +GC G} (6.2 — 20)

8

Steifigkeitsmatrix

Die Steifigkeitsmatrix wird entsprechend Gl.(4-23) durch numerische Integration
Uber das Efementvolumen aufgestellt. Die analytische Vorabintegration Gber die
Elementdicke kann dabei durch entsprechend eingefiihrte Materialmatrizen
durchgefiihrt werden.

D =Ch Dy=C,h + Chy (6.2 — 21a,b)
3 3 2
- c = c. D h" -
E=C 5 Es=Cogy + Cy hyg (6.2 ~ 22a,b)

Die Matrizenmultiplikation zur Erstellung der Steifigkeitsmatrix wird unter Beriick-
sichtigung des aufgespaltenen B -Operators in zerlegter Form durchgefuhrt. Der
Knotenanteil der Elementsteifigkeitsmatrix setzt sich danach aus vier Teilmatrizen
zusammen.
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K
K, = [K’ 3] (6.2 — 23a)

Ks K
i
mit
T T T,

K, = J B{D B, l;dédy K, = J (BD B, + BJE By)l,dédy

A A
Ky = f B{D B, I,dédy K= J. B,D B, lydédy = Kj

A A

Die Anderung der knotenbezogenen Elementsteifigkeitsmatrix mit den Entwurfs-
variablen |8t sich entsprechend herleiten:

K K15 Ko 6.2 — 23b
1= (K, Koo | | (6.2 - 23b)
mit
Kys= j[(s{som + BID B, + BDB, )iy + B{DB, 5, |d¢dy

A

T T T T

Ky = J‘[(BQVSDBQ + BiD By + BiDB, )l + BIDB,I;,

A

+ (B EB; + BIE.By + BIEBy)l; + BgEB3I3,S]d§d71

Ky s = J[(B{SDB2 + BID B, + B{DB, )l; + B{DB,l; , JdZdn
A

A
B
©»

I

j[(s{som + B3D By + BiDB, )iy + BIDB,l; Jdédn = KJ,
A

Samtliche Matrizenoperationen in den Gleichungen (6.2-23a) und (6.2-23b) werden
im Programm in ausmultiplizierter Form durchgefihrt, um unnétige Nulloperatio-
nen bei der Erstellung der Steifigkeitsmatrizen zu vermeiden.

Konsistehte Elementlastvektoren

Durch den Ausdruck der &uBeren Arbeiten in GI.(4-23) sind die Lasten angegeben,
welche nach der Integration (ber das Elementvolumen die Volumens- und Ober-
flachenkrafte ergeben. Im allgemeinen Fall der simultanen Form- und Quer-
schnittsoptimierung sind beide Arten von Elementlasten von den Entwurfsvariab-
len abhéngig. Bei der reinen Querschnittsoptimierung ergeben nur die Volumens-
kréfte einen Anteil fur die abgeleitete rechte Seite des Gleichungssystems. Fiir
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die in der Strukturoptimierung wichtigen Elementlasten wie Eigengewicht (Ge), La-
sten aus Zentrifugalbeschieunigung (Z.), Druck- (P.) und projizierte Flachenbela-
stung (Q.) werden die Elementlastvektoren hergeleitet und die Ableitungen nach
den Entwurfsvariablen gebildet.

R, = G, + Z, + P, + Q (43 — 24a)
| — —
Volumens- Oberfiachen-
krafte krafte
N e
Re,s = Ge,s + Ze,s + Pe,s + Qe,s (43 — 24b)

Entsprechend der Herleitung und konsistenten Ableitung der GréBen fur die Stei-
figkeitsmatrix werden hier der Einfachheit halber die Ausdriicke fiir die gleichzei-
tige Ableitung nach Koordinaten- und Querschnittsvariablen angegeben.

X3

X1

Bild 6.2-5: Elementbelastung aus Gewichtslast

Gewichtslast

Fiir die Gewichtsbelastung des Elements wird eine konstante Wirkungsrichtung im
Raum angenommen (Bild 6.2-5). Der Betrag dieser Belastung ist von der Ent-
wurfsvariablen unabhéngig. Der Vektor fir die Elementbelastung kann mit

G, = fd)T g dv (6.2 — 25)
\'

angegeben werden. Unter Beriicksichtigung der Vorabintegration in Dickenrich-
tung kann der Knotenanteil G. dieser Belastung angegeben werden, welcher le-
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diglich Krafte in den Richtungen der Knotenverschiebungen uj, ujund u; hervor-
ruft.

G, = JCDi g hl,ddn (6.2 — 26a)
A

Die Ableitung dieses Knotenanteils nach der Variablen s kann entsprechend for-
muliert werden.

Gpo = I @' g (h lydédy + hiy Jdédy : ‘ (6.2 — 26h)
A

X3

®

X2 Rotations- Ty, é

achse

ity

X1

Bild 6.2-6: Elementbelastung aus Zentrifugalbeschleunigung

‘Belastung aus Zentrifugalbeschleunigung

Die Elementbelastung aus einer Zentrifugalbeschleunigung wird auf eine Rotation
des Elements um eine Achse im Raum (Bild 6.2-6) bezogen. Der Betrag dieser
Belastung ist von der rdumlichen Lage des Elements zur vorgegebenen Achse als
auch von der Massenverteilung im Element selbst abhdngig. Der entstehende
Elementlastvektor ergibt sich bei dieser Belastung zu

Z, = J o' zdv (6.2 — 27)
A"

Die Vorabintegraton (ber die Dicke und die Umformung des Volumenelements
zum Flachenelement fiihrt zu einem Knotenlastanteil mit
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z, = j @'z hidédy | (6.2 — 28a)
A

dessen Ableitung wieder die Sensibilitat des Lastvektors fir die betreffende Opti-
mierungsvariable s angibt.

ZL,S = J ' [ (2 sh+zhJly + zhly Jdédy 6.2 - 28b)
A

X3

X2

X1

Bild 6.2-7: Kdrperfeste Druckbelastung des Elements

Druckbelastung in Normalenrichtung

Die Druckbelastung wirkt in Normalenﬁchtung auf die Elementmittelflache (koér-
perfeste Belastung), wobei der Lastwert p von der Lage des Elements im Raum
abhéngt (Bild 6.2-7). Der Vektor dieser Flachenbelastung kann in folgender Weise
angegeben werden. - :

P, = J @' pdA v (6.2 — 29)
A

Der Knotenanteil dieses Lastvektors in der drei Koordinatenrichtungen ergibt sich
damit zu

Pie s J‘A(Di P (eé X en)déd;/’ == J;\CDi p x;dfdr’ ‘ (6.2 — 30a)

und dessen Anderung mit der Entwurfsvariablen zu
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PLo= J D'(poxs + Pxg)dedn (6.2 — 30b)
A L.

X3

X1

Bild 6.2-8: Raumfeste Belastung des Elements

Projizierte Flachenlasten

Diese Belastung ist ebenfalls in ihrem Lastwert von der Lage des Elements ab-
héngig, sie unterscheidet sich jedoch von der Druckbelastung durch eine raumfe-
ste Belastungsrichtung (Bild 6.2-8). Im Gegensatz zu einer Druckbelastung in
Normalenrichtung wirkt der Lastrichtungsvektor g auf die jeweils projizierten Fl4-
chen des Elements in die globalen Koordinatenrichtungen. Der entstehende Ele-
mentlastvektor kann in der folgenden Form angegeben werden,

Q, = j(I)Tq dA (6.2 — 31)
A

wobei sich der Knotenanteil und seine Ableitung in entsprechender Weise erge-
ben.

} 9% . ‘ 9 X5 F 9 X5
Qle = LCDI 4, X'y | dedn Qleys = LQI G X'sp T 9X'56 | dédy
943 %' 93 X'g9 + qlesa,g
(6.2 — 32a,b)
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6.2.3 Ableitungen der Spannungen und der Spannungsresultierenden

Bei der Verwendung von isoparametrischen degenerierten Schalenelementen in
der freien Form- und Querschnittsoptimierung werden vielseitigere und héhere
Anforderungen an die spezifischen Eigenschaften der Elemente gestellt als dies
beispielsweise bei der reinen Strukturanalyse oder bei nichtlinearen Tragwerks-
berechnungen der Fall ist. Die Losungen der meisten Optimierungsaufgaben han-
gen direkt von den aus dem finiten Elementmodell gewonnenen Spannungswerten
ab. Die Elementspannungen werden in den Zielfunktionen oft als integral (ber das
ganze Tragwerk ausgewertete GroBe oder in den Nebenbedingungen als punktu-
elle Kontroliwerte an einer beliebigen Stelie im Tragwerk gemessen.

Zusammen mit den Anforderungen des iterativen und interaktiven Optimierungs-
prozesses ergeben sich flir die Elementspannungen folgende Forderungen:

s {ber das Tragwerk kontinuierliche Spannungsverteilung,

¢ hohe Genauigkeit und Zuverlassigkeit der Spannungsweﬁe,

e wirtschatftliche Rickrechnung aus den Verschiebungen und

® ein einfacher formaler Zusammenhang zwischen den Verschiebungen und den
Spannungen fir eine mdglichst effektive Sensibilitdtsanalyse und eine einfache
interaktive Spannungsdarstellung.

In diesem Zusammenhang kommt bei den hier verwendeten Verschiebungsmo-
dellen den Spannungen als sekundare ZustandsgréBen eine wesentlich hdhere
Bedeutung zu als den direkt angesetzten Verschiebungen.

Bei der Strukturoptimierung gehen so gerade die numerisch unzuverlassigen und
ungenauen Werte der Tragwerksantwort als Kontrollwerte in die mathematische
Problemformulierung ein. In der Regel sind die aus den Verschiebungen zurlick-
gerechneten Spannungen diskontinuierlich (Bild 6.2-8a) und nur an einzelnen
Stellen des Tragwerks genau /Zienkiewicz 1971, Hinton 1974/. Werden die Ergeb-
nisse der Strukturanalyse in dieser Form in der Sensibilitdtsanalyse verwendet,
kann die Qualitat der abgeleiteten Werte um GréBenordnungen schlechter ausfal-
len (Bild 6.2-9b) und flr die numerische Losung der Optimierungsaufgabe un-
brauchbar werden. Eine Verbesserung der im Optimierungsprozess kontrollierten
Spannungen unter Einhaltung der oben genannten Bedingungen ist deshalb un-
ablassig.

Verbesserung der Spannungen

Fur die Ermittlung von geglatteten Spannungsverlaufen im gesamten Tragwerk
werden in der Literatur grundsatzlich unterschiedliche Ansatze angegeben.

Mit einer iterativen Vorgehensweise werden in /Loubignac 1977/ Verschiebungen
und Spannungen einander so lange angeglichen, bis das geforderte Knoten-
gleichgewicht in einer angegebenen Toleranzschranke erflllt ist. Obwohl diese
Methode bereits mit wenigen Ilterationsschritten gute Ergebnisse aufweist, eignet

Problemformulierung und diskrete Sensibilititsanalyse mit finiten Elementen 159



Beispiel 6.2-1:
b=1.0m

verbesserte
Spannungen:

-2.495 x 10°

P= 200 kN x-—x Kkubische Elemente
t=01m g Oo—0 quadrat. Elemente
———  exakte Lésung
2 12M T 2 1052 x 10° -
8 kN KN (N, OO flr Ableitungen
E=21x1005 o [l s = unbrauchbar
L
unverbesserte
Spannungen:

¥

5,427 x 107

Bild 6.2-9:

an der Tragwerksoberseite

sie sich fir die sehr haufig wiederkehrende Spannungsberechnung wihrend des
Optimierungsprozesses nicht. AuBerdem geht bei der iteration der fir eine nach-
laufende Sensibilitdtsanalyse direkte und formale Zusammenhang zwischen den

Verschiebungen und Spannungen verloren.

Ein weiterer Ansatz zur Verbesserung der Spannungen wird in /Hinton 1974/ fir
einen Ausgleich der diskontinuierlichen Spannungen ¢ nach dem Fehierquadrat-
minimum eingefiihrt. Fiir die Glattung der Spannungen auf Tragwerksebene wer-

Zweigelenkbogen, Spannungen (a,c) und ihre Ableitungen (b,d)

den die Spannungen abschnittsweise durch entsprechend kontinuierliche Ansatz-
funktionen @ ausgedriickt. Nach der Minimierung des Fehlerquadrates in den

Spannungen ergibt sich ein lineares Gleichungssystem (GI.6.2-33), dessen Lésung

¢ zu einem gewichteten Ausgleich der diskontinuierlichen Spannungen fihrt.
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~T N ~T
ZL(D &1, dédy ae:ZLq) o, 1, dédn

~

Wo=R

(6.2 — 33)

Hierin sind ¢ die verbesserten Knotenwerte der Spannungen. Bei der Formopti-
mierung stellt sich ein komplizierter funktionaler Zusammenhang zwischen diesen
geglatteten Spannungswerten und den Optimierungsvariablen ein, weil sich die
verbesserten Spannungswerte gegenseitig (ber das gesamte Tragwerk beeinflus-
sen. Dieser Sachverhalt kommt ganz besonders bei der Bildung der Sensibilitats-
koeffizienten flir die verbesserten Spannungswerte zum Tragen.

~ - =
s =W [R_—-W 5] mt & =W R (6.2 — 34)

~ ~T ~
W= ZL(D @1, _dldy
(=]

~ ~T
R, = ZL@ (0 1y + 0,1, ) dédr
e

Der Nachteil dieser Vorgehensweise liegt vor allem in der numerisch sehr auf-
wendigen Nachlaufrechnung zur Verbesserung des Spannungsfeldes. Fir den
einfachsten Fall des arithmetisch gemittelten Spannungsausgleichs entfallt die
Faktorisierung und die Ableitung der Matrix w , jedoch bleibt die unerwiinschte
Koppelung der Spannungen iiber die Elementgrenzen hinweg erhalten.

Aus diesem Grund wird in /Hinton 1874/ eine zweite Methode vorgeschlagen, bei
der ein Fehlerausgleich auf der Elementebene in Verbindung mit einer reduzierten
Integrationstechnik ‘/Zienkiewicz 1971/ am gesamten Tragwerk zur Anwendung
kommt. Diese Art der Spannungsberechnung fiihrt zu lokal formulierten Span-
nungsfunktionen, welche nach der Anwendung des Fehierquadratminimums eine
Spannungsermitt_fung Uber den gesamten Elementbereich zulassen. Fir Rechteck-
elemente 148t sich zeigen, daf sich diese Spannungsfunktionen fiir die entspre-
chenden Schemata der Gaussintegration direkt als Lagrangepolynome angeben
lassen (Bild 6.2-10a). Bei Dreieckselementen ist das Auffinden von geeigneten
Spannungsmhktionen weitaus schwieriger. Wenn die Anzahl der Integrations-
punkte mit dem entsprechenden vollstdndigen Polynomansatz des Pascal’schen
Dreiecks Ubereinstimmt (Bild 6.2-11), lassen sich die Funktionen wie bei den
Rechteckelementen direkt bestimmen.

Die Uber die Elementilache unregelmaBige Verteilung der Integrationspunkte fiir
die Gaussintegration lassen ein solches Vorgehen jedoch im allgemeinen nicht zu.
Hier muB dann Uber einen echten Fehlerausgleich eine Uberzihlige Anzahl von
Punkten an den entsprechenden Polynomansatz angepasst werden. Es ist dabei
zu beachten, da mit den so aufgestellten Spannungsfunktionen Gber der Drei-
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a) Viereckige Elemente:

3 Gausspunkte 4 Gausspunkte 6 Gausspunkte 7 Gausspunkie

Bild 6.2-10: Spannungsfunktionen fiir (a) Rechteck- und (b) Dreieckelemente

Dreieck
Rechteck

(linear)
(
— Dreieck  (quadratisch)
(
(

bilinear)

Rechteck (biquadratisch)

Rechteck (bikubisch)

Bild 6.2-11: Polynomanséatze flir Spannungsfunktionen

ecksfldche vollstandige und bezlglich des Flachenschwerpunktes punktsymmetri-
sche Spannungsverldufe dargestellt werden konnen. Im Bild (6.2-10b) sind ein-
zelne Spannungsfunktionen der Dreieckelemente dargestelit. Bei der Funktion fir
4 und 7 Gausspunkte handelt es sich bei den dargestellten Funktionen jeweils um
die des Uberzéhligen Spannungswertes im Mittelpunkt des Elementes.
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Graphische Darstellung der Spannungen

Liegen die Spannungsverldufe oder der Verlauf ihrer Resultierenden als Funktio-
nen in den lokalen Koordinaten des Elementes vor, |48t sich ihre graphische Dar-
stellung auf Elementebene relativ einfach angeben. Fir die linearen, bilinearen
und quadratischen Funktionen kdnnen die Konturlinien fiir die Spannungen nach
/Dreszer 1975/ als Kurven 2. Ordnung in Parameterform angegeben werden(Bild
6.2-12). :

Konturlinien fur biquadratische Funktionsansétze sind wesentlich hochwertiger fur
die Darstellung kontinuierlicher Spannungsverldufe { C, -Kontinuitét).

linear bilinear quadratisch
3 Knoten 4 Knoten 6 Knoten 9 Knoten

Bild 6.2-12: Konturlinien fUr Spannungsfunktionen

Die Darstellung dieser Funktionen nach der in /Stelzer 1987/ vorgeschlagenen
Vorgehensweise ist relativ aufwendig, weil die Konturlinien nur durch eine ent-
sprechende Rasterung der Elementflache und des Funktionsverlaufes aufgestelit
werden konnen. In /Steizer 1987/ werden die Konturlinien fir 8-knotige quadrati-
sche Elemente bestimmt. Um fliir hochwertige Elemente (z.B. S16) eine adaquate
Darstellung von Spannungsfunktionen zu erreichen, wurde in dieser Arbeit auch
fur ein Element mit 9 Stdtzstelien die Konturlinien programmiert. Damit kénnen
dann fur die anspruchsvolle graphische Ausgabe der Spannungen vollstandig C,
-kontinuierliche Hohenlinien erzeugt werden. Im iterativen und interaktiv gra-
phisch unterstitzten Programmablauf kénnen so die Ermitttung, Verbesserung und
Darstellyung der Elementspannungen eine sinnvolle, sich ergdnzende und wirt-
schaftliche Einheit bilden.

Riickrechnung zu den Spannungen

Fiir die Ermittlung der Spannungen und deren Ableitung im lokalen Koordinaten-
system an einem beliebigen Punkt des Elements wird der Spannungstensor in der
Mittelfliche ({ =0) und an der Oberseite ({ = 1) fUr jeden Integrationspunkt k
ausgewertet.

Problemformulierung und diskrete Sensibilitdtsanalyse mit finiten Elementen 163



6 = C' GTg te =Bug (6.2 — 35a)

Oes = C' (Ghée + Gl o) o5 =BgUg+ Bugs (6.2 — 35b)

Die Spannungen werden in einen konstanten und einen linear Gber die Dicke ver-

anderfichen Anteil aufgespalten & o
P
o0 =d'(=) 0% = o’ (r=0)s (6.2 — 36)
ol =d'(=) = 0° o= 0'(t=1)s — 0% |

Jd

und zu den entsprechenden Spannungsresultierenden (Bild 6.2-13) aufintegriert.

h [+, h? [+1 , h?
nj = —2—j+ oidl = hof, my = TJ* o'j{dl = =% of; (6.2 —37ab)
—1 =1
1 1 ’ ’
Nij,s =—2—J.+ (hgo ij+ ho ij,s) d¢ = hg O‘PJ 4+ h o‘ﬂys (6.2 - 37¢)
=1
+1 , , h h?
Mij,s =—1—f (2hhso ij + h?¢ ij,s){df = 3 hs afj + —-é—‘ 0111'5 (6.2 — 37d)
» ; ‘ .
Te's je's je’;
n
N 23 M2z
n Td
; Ny 13» Mg Mat
21
——/_;2 e’2 P n11m11 e'g
022 023 # Mio
- 021
5711 O12 , O3 ,
- ey ey

Bild 6.2-13: Elementspannungen und resultierende GréBen

Mit Hilfe dieser resultierenden GréBen und den Ansatzfunktionen fir die Gauss-
punkte der verwendeten Integrationsordnung kénnen nun die Spannungen und
ihre Ableitungen an beliebiger Stelle im Element berechnet werden.
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k=1 h (")
n
~ ~ hk 1 2nk 1
iz, 08 == ) Pl R RNt — = Tiygnlis + P Mijgmij — T Mijgmk,s)
k=1
mit (6.2 — 38b)

A=D1 110l 1 20=120 -] = [fr T2 02 | Mo | oo ]
m = [6l]6/]0]6L] o | 0 J=[mnlfMelolmz] ol o]
n? o= [y [ng2l 0 Inga Ings [ ngg ]

ml=fmy|mpl 0 |mgl 0] 0]

Durch die Aufstellung elementspezifischer Ansatzfunktionen fiir die Inter- bzw.
Extrapolation der Spannungen und ihrer Resultierenden kann die Genauigkeit der
Elementspannungen an den Integrationspunkten an jeder beliebigen Stelle des
Elementes (Bild 6.2-9c¢) erreicht werden. Insbesondere kénnen durch diese Vor-
gehensweise die Werte fir die nach den Entwurfsvariablen abgeleiteten Span-
nungsgréBen entscheidend verbessert werden (Bild 6.2-9d). Die Formulierung von
Spannungsnebenbedingungen bei der Strukturoptimiertung stellt in dieser Hin-
sicht hohe Forderungen an die Qualitat der Elementspannungen und deren Ablei-
tungen. Bei der Verwendung von Gradienteninformation und einer Linearisierung
der Nebenbedingung im OptimierungsprozeB mussen die Spannungen und die
entsprechenden Ableitungen in ihrem funktionalen Zusammenhang unbedingt
bereinstimmen.

Die Ermittlung von nahezu kontinuierlichen Spannungsfeldern kann mit der vor-
gesteliten Spannungsermittlung entweder durch eine entsprechend feine Ele-
menteinteilung oder mit der Anwendung héherwertiger Elemente erreicht werden.
In Bild 6.2-14 ist ein qualitativer Vergleich von Spannungsfeldern aus finiten Ele-
mentberechnungen mit etwa gleichwertigen Elementnetzen fiir lineare, quadrati-
sche (8-Knoten) und kubische (16-Knoten) Elemente angegeben. Es zeigt sich, daB
durch eine. Glattung der Spannungen bei hoher interpolierten Elementen keine
sichtbare Verbesserung des Spannungsfeldes mehr erzielt werden kann. Die
Kontrolle von stark diskontinuierlichen Spannungsfeldern im Optimierungsprozef3
ist schwierig, weil die Lésung der Optimierungsaufgabe durch zu hohe bzw. zu
niedrige Spannungwerte beeinflusst wird. Eine Formulierung von Spannungsne-
benbedingungen an jedem Elementknoten der kritischen Bereiche kann hier eine
Abhilfe sein. Dabei muB jedoch beachtet werden, daB das Optimierungsproblem
beachtlich vergr6Bert wird, wenn keine effiziente “active-set”-Strategie im Opti-
mierungsalgorithmus angewandt wird und entsprechende Konvergenzprobleme
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Elementeinteilung:

(a) 200 lineare Elemente

(b) 72 quadrat. Elemente

(c) 32 kubische Elemente

(d) 32 kubische Elemente , geglattete Spannungen

Bild 6.2-14: Spannungsermittlung mit verschiedenen finiten Elementen

durch fast identische, durch die Linearisierung mdglicherweise inkonsistente Ne-
benbedingungen hervorgerufen werden kénnen.

Die Anpassung der finiten Elementlésung an die Genauigkeitsanforderungen des
Optimierungsproblems ist hier sinnvoll. So kann am Anfang des Optimierungs-
prozesses mit einer groben Elementeinteilung eder einfach formulierten Elemen-
ten gearbeitet werden. Bei zunehmenden Anforderungen an die Rechengenauig-
keit wird ‘dann das Elementnetz entweder verfeinert oder mit héher interpolierten
Elementen gearbeitet, um far die Konvergenz des Optimierungsproblems die ent-
sprechende Genauigkeit der Tragwerksantwort zu erreichen.

6.2.4 Formulierung der Optimierungsfunktionen

Mit der aus dem Elementansatz bekannten Geometrie 'und den aus der Trag-
werksantwort . vorliegenden Spannungen und ihren Ableitungen nach den Opti-
mierungsvariablen kénnen die in Kapitel 4 eingefiihrten Funktionen des Optimie-
rungsproblems flr das. Schalenelement formuliert werden.

Zielfunktionen

Als einfachste Zielfunktionen, welche ausschlieBlich von der Eiementgeometrie
abhéngig sind, lassen sich das Volumen, Gewicht oder das axiale Massentrag-
heitsmoment des Tragwerkes angeben.
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fy = ZL v = ZL hlydédy =V (6.2 — 39a)

fiy = ijvydv = ZLyhlg dédp =W (6.2 — 39b)

mit y = épezifisches Gewicht

fo = ZL/} 2V = ZLphﬂ Iy dédy = C (6.2 — 39¢)

mit p = Dichte und r = Abstand von der Rotationsachse

Entsprechend kénnen die Ableitungen dieser Funktionen nach den Entwurfsvari-
ablen ermittelt werden, wobei lediglich die Anderung der Elementgeometrie be-
riicksichtigt werden muf.

fy,s = ZJ v = ZJ [hels + hlgs]dédy = Vs (6.2 — 40a)
e “V e YA

fe = vaydv - Z Lv[h,sls T+ hige] dEdy = W, (6.2 ~ 40b)

fos = Zjvpﬂ av = ZL phis 21y dédy
e e

.
Zj phl[2rrsls + rPlgs]dédy = Cg
s

(6.2 — 40c)

+

Die Formulierung von Spannungsausgleichsfunktionen und der Forménderungs-
energie des Elementes als Zielfunktion sind im Vergleich zu den vorgenannten
Zielkriterien Volumen und Gewicht wesentlich kompliziertere und aufwendigere
Funktionen. Hier muB die Berechnung der Spannungen und ihrer Ableitungen
Uber das gesamte Tragwerk oder zumindest Uber vorab definierte Teilbereiche
erfolgen. Die Spannungsausgleichsfunktion wird, wie in Kapitel 4 bereits definiert,
in allgemeiner Form als Zielkriterium fir den Ausgleich von Spannungen und den
entsprechenden Resultierenden nach dem Fehlerquadratminimum gegeniber ei-
nem vorgegebenem Wert verstanden.
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fs :ZL E - S.2dv = ZL h(S — 8,213 dédy (6.2 — 41a)

f,s = ZL[[h’S(g — 8,2+ 2h(8 = §.)ScJls + h(S —§,)U3 |dédy

mit S = o'y, o'y, 0’1, ¢'2, T max, Nij, Mij (6.2 — 41b)
Ss =05 0'v,s 01,5 62,5, T'maxs Nijis) Mijs

In GI1.{6.2-41) kénnen alle Komponenten des Spannungstensors bezogen auf das
lokale Koordinatensystems () , die Vergleichsspannungen nach von Mises, die
Hauptspannungen unter Vernachléssigung der Querschubspannungen, die maxi-
malen Schubspannungen sowie resultierende Kréfte und Momente eingehen. Der
Ausgleich von Spannungswerten wird im Element fir eine vorgegebene Koordi-
nate in Dickenrichtung (¢ = {) durchgefiihrt. Bei der Verwendung von Haupt- und
Vergleichsspannungen in den Gleichungen (6.2-41a und b) solite der Ausgleich
der Spannungen entweder Uber die Unter- oder die Oberseite ({ = + 1) der
Schale erfolgen. Die Formulierung der maximalen bzw. minimalen Spannungen
und der Vergleichsspannungen konnen in diesem Fall nach GIl.(6.2-42a bis f) er-
mittelt werden.

I 1 ’ I '

42 = _é_ (G 11+ o 22) * T'max (6.2 — 428)
7 . 1 ’ ? ’

Umax = \/~2~ (0'11 — 0'22)? + (0"12)? (6.2 — 42b)
' 1 7 I r’

s = > (6'11s+0'228) £ T'maxs (6.2 — 42c)
I 1 ’ ’ ‘ [4 ' ’ r

Tmaxs = o Llo'11 —0'22) (6"11,s — 0'225) + 26'126"12,5] (6.2 — 42d)

max
o'y = \/-;—;[(6/1 —6"9? + (012 + (o'2)%] (6.2 - 42e)
6'vs - 1 [(6'1—=0"2)(6"15s—0"25) + 6"10"1s + 6'20'25] (6.2 — 42f)

’
20’y

Soll der Spannungsausgleich (iber das gesamte Volumen der Struktur im Sinne
eines “Fuily Stressed Design” vorgenommen werden, muB3 gegebenenfalls auch
die Abhangigkeit der Spannungen von der Dickenkoordinate { bei der Auswertung
der Integrale (G1.6.2-41) beriicksichtigt werden.
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=) 6 - spav = 3 [ Gy - Sopardisacon 62

—1

fss = Zj [ J+1[h,s(§(£) -5 + 2h(Sy - §a)§(g),s]d5] I3 d&dy
e YA —1
(6.2 — 43b)
+ Zf EJH h (S — Sa)2d{]lasdédn
e YA -1

Vernachléssigt man den EinfluB der Schalenkriimmung auf die Spannungsvertei-
lung Uber die Elementdicke, wie das flr das verwendete Element der Fall ist, dann
lassen sich flir die Elemente des Spannungstensors im Spannungsausgleich
(S = o';) Uber das Strukturvolumen die Dickenintegrale vorab ausfihren. Fir die
Haupt- und Vergleichsspannungen ist eine analytische Vorabintegration nicht
moglich, weil sich diese Spannungswerte (iber die Dicke des Elementes stark an-
dern /Kihnemann 1989/. Deshalb kommt hier auch eine numerische Dickeninte-
gration (Gauss oder Simpson) zum Einsatz. Einzelheiten zur integration dieser
Spannungen sind in /Kithnemann 1989/ zu finden. Ein zuséatzliches Problem ergibt
sich fur die Ermittlung der Haupt- und Vergleichsspannungnen aus dem dreidi-
mensionalen Spannungszustand, der sich innerhalb der Schale durch die Schub-
spannungen in Dibkenrichtung einstellt. Die Ermittiung der Hauptspannungen be-
ruht auf der Lésung eines Eigenwertproblems 3. Ordnung.

oy —A o2 031
g12 op—A 032 | =0 (6.2 — 44)
613 623 0—1

Je nach Problemstellung kénnen sich ein-, zwei- oder dreidimensionale Span-
nungszustédnde einstellen, so daB das Eigenwertproblem den in Bild (6.2-15) dar-
gestellten Fallen zugeordnet werden kann. Die Ermittlung der Sensibilitatskoeffi-
zienten fur die Hauptspannungen entspricht der Sensibilitdtsanalyse eines Eigen-
wertproblems und der Sensibilitdt seiner Eigenwerte. In der Arbeit von /Kihne-
mann 1989/ zeigte sich die besondere Schwierigkeit der Bestimmung dieser Sen-
sibilitatskoeffizienten. Bei der Variation der Variablen s ist es fiir ein allgemeines
Eigenwertproblem durchaus méglich, daB aus drei reellen Eigenwerten doppelte
oder sogar imagindre Eigenwerte werden (Bild 6.2-15). Durch eine Fallunterschei-
dung kénnen die verschiedenen Problemféile gegliedert und die gewlinschten
Sensibilitatskoeffizienten ermittelt werden. Die Formulierung der Vergleichsspan-
nung und ihrer Ableitung nach den Optimierungsvariablen ist mit den vorliegen-
den Sensibilitadtskoeffizienten der Hauptspannungen mdoglich.

o'y = \/% [(0'1 — o' + (0'2—~0'3) + (6'3—0'1)%] (6.2 — 45)
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r! (s +ds)

1-dimensionales 2-dimensionales 3-dimensionales
Problem Problem Problem

Bild 6.2-15: Sensibilitat des Eigenwertproblems 3.0rdnung

Damit lassefi sich die Integrale der GI.(6.2-43a und b) fiir § = o4, 63, o5 Und o, aus-
werten.

Die Formulierung der Forménderungsenergie wird in /Reitinger 1988/ ausfiihrlich
beschrieben und kann unter Vernachldssigung von Temperaturdeformationen wie
folgt angegeben werden:

fg = Z —%— Jffij gdV ) (6.2 - 46)
e v

= ZJ —éhE— [ +1[(7'?1 + 6'% — 2v6'%6"32 + 2(1 + v)(o'%2 + 0'Fs + a’Ea)JdC]Iadédn
s v

—1
mit E = Elastizitatsmodul

v = Querdehnzahl

Aus G1.(6.2-46) ist ersichtlich, daB eine Integration Uber die Elementdicke erfolgen
muB. In./Reitinger 1988/ wurde fiir diesen Integralausdruck eine Vorabintegration
in Dickenrichtung -durchgefihrt, um die Ermittlung der spezifischen Formande-
rungsenergie als Zielfunktion moglichst effektiv durchzuflihren. Dies ist vor allem
far die aufwendige Ableitung ‘dieser Zielfunktion nach den Entwurfsvariablen von
Bedeutung.

GIeichheitsnébenbedingungen

Far verschiedene Optimierungsaufgaben ist es notwendig, das Volumen, das Ge-
wicht oder das axiale Massentrdgheitsmoment der Struktur (Kapitel 4) wihrend
des lterationsprozesses konstant zu halten. Unter Verwendung der Gleichungen
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(6.2-39) und (6.2-40) kdnnen diese Bedingungen als Gleichheitsnebenbedingungen
mit ihren entsprechenden Ableitungen formuliert werden.

vo_ - W —1_-C _ _
hV:1w—\70—~0, hW~1—~w—6—~-0, he =1 CO—O (6.2 — 47a,b,c)
V,S W,S C,S
hV,s = - -—V—O— s hW,s === W s hC,s = o (6.2-4Ba,b,c)
mit V°, W C° = Volumen, Gewicht bzw. axiales Massentragheitsmoment der
Ausgangsstruktur

Ungleichheitsnebenbedingungen

Zur Kontrolle der Spannungen und ihrer Resultierenden wédhrend des Optimie-
rungsprozesses werden Ungleichheitsnebenbedingungen in einer allgemeinen
Form aufgestellt.

ST
g5 =1 — ~&md o g (6.2 - 49a)
Szul.
S
g5e = — —nlf (6.2 ~ 49b)
SzuL
mit 8§ =% ,06'v, 0, 02,03, Umax Nij, M

3y ’ ! ’ ’ ' ' . ..
Ss=0 810 vs:,0 15,025,035, Tmaxs Nijs, Mijs

Die kontrollierten Werte S kénnen entweder direkt an der vorgegebenen Stelle im
Element ermittelt oger aus den Werten an den Integrationspunkten Gber die
Spannungsfunktion @ berechnet werden. Letztere Méglichkeit ergibt in der Regel
bessere Spannungswerte, vor allem bei der Verwendung einer reduzierten Inte-
gration flr das Element, ist jedoch mit einem erheblichen rechnerischen Mehrauf-
wand verbunden. Dies gilt besonders bei der Ableitung der Nebenbedingungen,
bei denen nach GI.(6.2-38) die Spannungen zunachst an den Gausspunkten ermit-
telt und zu Resultierenden zusammengefasst werden. Die resultierenden GriBen
werden dann extrapoliert und an der entsprechenden Stelle im Element wieder in
verbesserte Spannungen umgerechnet. Diese Vorgehensweise ist dann besonders
angebracht, wenn einzelne Spannungswerte im Tragwerk kontrolliert werden und
eine hohe Genauigkeit dieser Werte erreicht werden soll,

6.2.5 Elementverhaiten und Tragwerksantwort

Gegenlber einfacheren Tragwerken wie z.B. Fachwerken (Bild 6.1-3) weisen die
Optimierungsfunktionen, welche die Tragwerksantwort der Schalentragwerke be-
inhalten, héufig eine héhere Nichtlinearitdt auf. In der Regel handelt es sich um
transzendente Funktionen, die, wie in Bild (6.2-16) flir einen einfachen Zweige-
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lenkbogen dargestellt, einen iokal begrenzten, hochgradig nichtlinearen Verlauf

haben kénnen. In den Ableitungen dieser Funktionen tritt diese Charakteristik
meistens in noch starkerer Form auf.

_— P= 200 kN
Beispiel 6.2-2. t =0.1m b =1.0m
4am =s
kN
E=10°—
U] o [-EN?] X 10%4 05 o] x 10¢
6 i 8
s
3 R
2 4o
s[m] Ty s[m]
Mg P — Oasmaslhmmalla e, £} =l =
1 2 I § 1 2
]
Verschiebung u :'; ————  Spannung ¢
——— Ableitung Us ——— Ableitung o
®—=& Verschiebung u  (FEM) ®m—® Spannung o (FEM)
o — Ableitung us (FEM) o-—o Ableitung o (FEM)

Bild 6.2-16: Zweigelenkbogen mit von der Optimierungsvariablen nichtlinear
abhéangiger Tragwerksantwort

Bei der Ableitung dieser Funktionen mit Vorwaértsdifferenzenverfahren kénnen -
wir bereits im Kapitel 5 beschrieben - in den Bereichen mit stark nichtlinearem
Verlauf Schwierigkeiten auftreten, die besondere MaBnahmen flir die Schrittwei-
tensteuerung notwendig machen. Es ist daher sinnvoll, diese Ableitungen wie hier
analytisch und konsistent fiir die Methode der finiten Elemente herzuleiten, um
derartige Probleme zu vermeiden.

Das vorgestellte Beispiel zeigt die Problematik eines sich stark verdnderten Trag-
verhaltens. Mit der Anderung der Optimierungsvariablen wird das Tragwerk sehr
unterschiedlich durch Druck und Biegung (s > 0 ), reine Biegung (s =0) sowie Zug
und Biegung ( s < 0 ) beansprucht. Der Ubergang zwischen den unterschiedlichen
Beanspruchungen erfolgt in einem lokal begrenzten Bereich und verursacht eine
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entsprechend nichtlineare Tragwerksantwort in Abhédngigkeit der variablen Form.
Bei schlankeren Tragwerken kann mit einer Verstarkung dieses Verhaltens ge-
rechnet werden.

Die Erfassung von derartig unterschiedlichen Tragverhaltensarten stelit einen
dementsprechend hohen Anspruch an die Lésung des Strukturproblems mittels
der Methode der finiten Elemente. Die Genauigkeit der finiten Elementlésung und
die Konvergenz der Losungen zur wirklichen Tragwerksantwort sind in diesem
Zusammenhang von besonderem Interesse. Diese Thematik wurde in /Beck 1988/
fur Schalenelemente insbesondere unter dem Aspekt der Sensibilitdtsanalyse ge-
nauer untersucht. Wie in./Stegmdiller 1985/ bereits ausfihrlich beschrieben, ist die
Anwendung der hier behandelten Schalenelemente nicht unproblematisch. Dies
gilt ganz besonders fur das bei diesen Elementen auftretende Phdnomen des
“shear-” und “membrane-locking”.

”Shear-locking”

Hier tiegt die Ursache fiir ein Blockieren der Elemente in der libermé&Bigen Zu-
nahme der Anteile der Schubenergie gegeniber der Biegeenergie bei sehr diin-
nen Schalentragwerken. Bei der Anwendung von isoparametrischen degenerier-
ten Schalenelementen stellt sich die Frage, wie sich das Blockieren der Elemente
auf die Sensibilitdt der Tragwerksantwort hinsichtlich der Entwurfsvariablen be-
merkbar macht. Aus den Gleichungen (6.2-50) und (6.2-51) ist eine direkte Ab-
hangigkeit der abgeleiteten Verschiebungen und damit auch der Spannungen der
Elemente von der Versteifung des Tragwerks erkennbar. Darliber hinaus beinhaltet
die abgeleitete Steifigkeitsmatrix denselben Effekt in einer hdher nichtlinearen
Form.

us = K''[Rs — Ksu] , G5 = —— Ug (6.2 — 50 und 51)

Eine entsprechende Parameterstudie an einer Quadratplatte unter Gleichlast (Bild
6.2-17) zeigt den Effekt des “shear-locking” fir Verschiebungen, Spannungen und
deren Ableitungen.

Es wird deutlich, daB die Ableitungen und Ausgangsgrofien der Zustandsvariablen
das Blockieren der Elemente in gleicher Weise beinhalten. Dies gilt gleichermaBen
flir eine variable Dicke und eine variable Form. Eine reduzierte Integrationstechnik
kann in der Regel das Verhalten der Elemente verbessern, beseitigt im Falle des
8-Knoten Eiements das Versteifen nicht vollsténdig und fiihrt im allgemeinen in-
nere Kinematiken (“Zero-Energy-Modes”) in das Tragwerk /Stegmiiller 1985/ ein,
welche besonders beachtet werden miissen. Bei der freien Formoptimierung ist
zu beachten, daB eine Verzerrung der Elementgeometrie das Phdnomen des
“shear-locking” verstarkt und im Falle des 8-Knoten Elementes auch im reduziert
integrierten Fall auftritt.
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“shear-locking”

“Membrane-locking”

Bei der Verwendung von niedrig interpolierten Schalenelementen tritt verstarkt
der Effekt des “membrane-locking” auf. Dies &uBert sich in. einem -&uBerst

schlechten Konvergenzverhalten -der Elemente und liegt in einer falschen Abbil-
dung von dehnungslosen Verformungen begriindet, was ein unerw(inschtes Ver-
steifen der Elemente verursacht.
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Auch in diesem Fall stellt sich die Frage nach dem Verhalten der abgeleiteten
GroBen, welche ebenfalls durch die AusgangsgroBen nachhaltig beeinfluBt wer-

den.
20 A ' 20
w Kreisring 1= 100 W
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Bild 6.2-18a: Verschiebungen eines Zylinderausschnitts (Ring),
“membrane-locking”
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Bild 6.2-18b: Vergleichsspannungen nach von Mises eines Zylinderausschnitts
(Ring),”membrane-locking”

Die Parameterstudie fiir einen Kreisring (Bild 6.2-18a) unter gegenseitig angrei-
fenden Einzellasten zeigt ein deutliches Versteifen der Elemente gegenliber der
exakten Lésung, wobei sich die Ableitungen der Verformungen entsprechend ver-
halten. Die Spannungen an der Stelle der Lasteinleitung (Bild 6.2-18b) sind fur die
einzelnen Elemente sehr unterschiedlich und nahern sich bei einer Verfeinerung
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des Elementrasters von verschiedenen Seiten an die exakte Ldsung. Bei voller
Integration ergibt sich bei den Spannungswerten zusétzlich eine Inkonsistenz
zwischen den Ableitungen und den Ausgangsspannungen. Eine reduzierte Inte-
gration kann auch hier das Elementverhalten wesentlich verbessern, allerdings
werden dabei wieder unerwiinschte innere Kinematiken der Elemente ausgeldst,
die im Einzelfall beachtet werden miissen..

Beurteilung der Elemente

Hinsichtlich der hohen Anforderungen an die Qualitdt der ZustandgréBen aus der
finiten Elementberechnung, welche fir die Formulierung der Optimierungsaufgabe
gefordert werden, ist es schwierig, ein robustes und vielseitig verwendbares Ele-
ment aus der Familie der isoparametrischen degenerierten Schalenelemente zu
benennen. :

Die Auswahl eines Elements dieser Familie hangt im einzelnen von der Art der
Beanspruchung (Platte, Scheibe, Schale), von der Geometrie (Grad der Verzer-
rung) der Elemente und nicht zuletzt von der geforderten Genauigkeit der Lésung
ab:

S4 Im allgemeinen nicht ohne “hourglass-control” /Stegmtller 1985/ an-
wendbares Element. Flir Scheibenprobleme mit entsprechendem Ele-
mentraster voll integriert verwendbar.

S8 Dieses Element kann vielseitig angewandt werden, wenn reduziert
integriert wird und die Elementgeometrie wahrend des Optimie-
rungsprozesses nicht-zu stark verzerrt wird.

89 Fiir Plattenprobleme mit reduzierter Integration bei entsprechender
Lagerung gut anwendbar. Sonst ist das Element wegen starker Ver-
steifung bei voller Integration und unkontrollierbarem inneren Kine-
matiken bei reduzierter Integration ungeeignet.

516 Dieses Element ist im allgemeinen flir die Strukturoptimierung zu
aufwendig. Fir eine unbekannte oder stark nichtlineare Tragwerks-
antwort bezlglich der Entwurfsvariablen ist es ein zuverldssiges Ele-
ment und kann wegen seiner geringeren Neigung zu inheren Kine-
matiken auch vorteilhaft reduziert integriert werden.

83, 86, 810 Diese Elemente sind fiir allgemeine Probleme nicht ohne weiteres
einsetzbar und kénnen im herk&mmlichen Sinn auch nicht reduziert
integriert werden. Fiir Scheibenprobleme liefern sie mit Ausnahme
des S3-Elements recht gute Lésungen. Sonst finden diese Elemente
oft Anwendung bei der Modellierung komplizierter Tragwerksgeome-
trien und -rédnder in Verbindung mit Rechteckelementen.
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Vielversprechend fir eine Anwendung im Bereich der Strukturoptimierung sind
neuere Schalenelemente, welche auf der Grundlage von hybrid-gemischten oder
“assumed-strain” Elementkonzepten formuliert sind /z.B. Stander 1989/. Diese
Elemente haben in der Regel weniger Probleme mit den voraus beschriebenen
“Locking”-Effekten. Insbesondere die “assumed-strain”’-Elemente sind den Ver-
schiebungselementen sehr dhnlich und eignen sich deshalb in besonderem MaBe
zur Aufbereitung flr eine analytisch diskrete Sensibilitatsanalyse, wie sie in die-
sem Kapitel vorgestelit wurde.
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7.0 Numerische Beispiele

7.1 ~ Auswahl der Beispiele

Die nachfolgend beschriebenen numerischen Beispiele sollen das praktische Vor-
gehen bei Anwendungen der Sensibilitdtsanalyse einerseits und bei der Lésung
von Optimierungsaufgaben andererseits aufzeigen. Die einzelnen Problemfalle
sind aus dem Anwendungsbereich des Bauwesens und des Maschinenbaus ge-
wahlt. Fur diese Problemstellungen sollen die wesentlichen Aspekte und Prinzi-
pien des Leichtbaus - optimale Steifigkeit, minimales Gewicht bzw. optimale Fe-
stigkeit - herausgestellt und ihre Umsetzung im Sinne der Strukturoptimierung
beschrieben werden. Auf dem Hintergrund einer integrierten Programmldsung
werden die wesentlichen Phasen fur eine praktisch durchgefiihrte Strukturopti-
mierung gezeigt. Dazu gehoéren

e die Problemformulierung und Auswahl des Zielkriteriums und der Nebenbe-
dingungen,

¢ die Modellbildung auf der Ebene des Entwurf-, Struktur- und Optimierungsmo-
dells,

¢ die Auswahl einer geeigneten Sensibilitatsanalyse
die Auswahl der Optimierungsstrategien und

e die interaktive Kontrolle des Optimierungsprozesses.

In den einzelnen Phasen der Lésung des Optimierungsproblems wird der inter-
disziplindre Charakter der Strukturoptimierung deutlich, und es zeigt sich in den
Beispielen, wie die verschiedenen Disziplinen der Geometriebeschreibung, Struk-
tur- und Sensibilitdtsanalyse sowie der mathematischen Programmierung mitein-
ander verknipft sind.

Das erste Beispiel ist darauf ausgerichtet, die Anwendungsmdglichkeiten der
Sensibilitdtsanalyse in der Praxis zu zeigen. Fiir eine Hochbauplatte werden die
Sensibilitatskoeffizienten auf verschiedene Weise ermittelt und in ihrer numeri-
schen Effizienz miteinander verglichen, Fir die Schnittmomente sind die Sensibi-
litdtskoeffizienten als Konturlinien angegeben. Diese kdnnen ais EinfluBfiachen fur
die Entwurfsparameter interpretiert werden. Als solche bilden diese EinfluBflichen
eine wichtige Entscheidungsgrundlage fur den Ingenieur in der Entwurfsphase,
weil er sowohl eine qualitative Vorstellung von der Parameterempfindlichkeit der
betrachteten Struktur als auch die Information tber die gquantitativen Auswirkun-
gen einer Parameterdnderung erhalt.

Zwei weitere Beispiele sollen die Ausiegung von Strukturen fir die optimale Stei-
figkeit und Festigkeit dokumentieren. Im Beispiel 7.2. geht es um das Auffinden
von mdglichst freien Schalenformen, wie sie aus den Arbeiten von Heinz Isler
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/Ramm 1986b/ bekannt sind. Flr diesen Fall kommt die Formédnderungsenergie
als Zielkriterium zur Anwendung. In einer Vorstudie wird auf die besondere Cha-
rakteristik und Problematik derartiger Optimierungsprobleme eingegangen. Fir
die Schalenkonstruktion einer frei geformten Tennishalle wird dann der Formfin-
dungsprozeB mit den Mitteln der Strukturoptimierung nachvollzogen. Im Vergleich
zu Islers Schalenformen ergibt sich eine recht gute Ubereinstimmung.

Die Auslegung eines Schwungrads flr seine optimale Festigkeit soll mit Beispiel
7.3. das Kapitel abschlieBen, In diesem Optimierungsproblem werden verschiede-
ne Aspekte der Problemsteliung gleichzeitig behandelt. Dazu gehdren numerisch
aufwendige Optimierungsfunktionen, eine gleichzeitige Variabilitdt der Form und
Querschnittsverteilung, eine Berlcksichtigung von Symmetriebedingungen mit
Lastfalliiberlagerung ‘sowie ein empfindliches Strukturproblem mit sehr unter-
schiedlich wirkender Beanspruchung.

7.2 Sensibilititsanalyse fiir eine Hochbauplatte

Problemstellung

Als Aufgabensteliung wurde eine typische Deckenkonstruktion des Hochbaus ge-
wiahlt, welche durch punktférmige Stltzen, Wande und Randbalken Uber einem
regelmaBigen Nutzungsraster gelagert ist (Bild 7.1-1). Die Punktsymmetrie erlaubt
keine Ausnutzung der Symmetrieeigenschaften fir die Strukturanalyse bei einer
vollen Belastung aus Eigengewicht (g) und Verkehrslasten (p), so daB sich-ein
recht groBes Strukturproblem mit 169 Elementen (8-knotig) und insgesamt 1656
Freiheitsgraden ergibt. Die Geometriebeschreibung erfoigt durch 56 Entwurfskno-
ten und 25 lineare (Lagrange) Entwurfselemente. Damit kann eine unterschied|i-
che, kontinuierlich verteilte Dicke der Platte zwischen dem Rand und der Mitte
erzeugt werden. Der Randbalken sei ddppelt so dick wie 'die Platte an derselben
Stelle und erzeugt einen Steifigkeitssprung. Die Geometrie des Ausgangsproblems
und die Dickenverteilung ist in Bild 7.1-1 oben angegeben.

Geometrievariation

In der Regel 1aBt sich liber Entwurfselemente eine Parametervariation definieren,
welche mit Wenigen Variablen auskommt, aber ‘gleichzeitig komplexe strukturelle
Verénderungen bewirkt. Hier werden flir die Parametervariation die Stutzenposi-
tionen-in x-Richtung (s,) sowie die Dicke des Randbalkens (s,) und die Dicke der
Platte am Rand (s;) und in der Mitte (s,)als Variablen ausgewahlt. Fiir die Variab-
len s, bis s4 ist in Bild 7.1-1 unten die Einheitsvariation h, der Dickenverteilung
graphisch dargestellt.
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Struktur- und Sensibilitatsanalyse

Die ermittelten EinfluBflachen fir die variierten Entwurfsparameter missen immer
auf dem Hintergrund der AusgangsgroBen aus der herkémmlichen Strukturanaly-
se (Schnittmomente my, my, ) interpretiert werden. Dazu sind in Bild 7.1-2 oben
die Konturlinien der Biegemomente fiir den Ausgangzustand angegeben.

Die Lastabtragung in x-Richtung erfolgt fast vollsténdig Uber die Plattenwirkung
(mw«) . Iny-Richtung stellt sich demgegentber eine kombinierte Tragwirkung zwi-
schen der Platte und dem Randbalken (m,) ein. Der Steifigkeitssprung zwischen
Plattenrand und Randbalken bewirkt die entsprechend héhere Beanspruchung des
Unterzugs.

Auf dem Hintergrund der Beanspruchung der Platte im Ausgangszustand kénnen
nun die Einflisse der Parametervariation interpretiert werden. Die Beanspru-
chungsrichtung ist wegen der Symmetrie am halben System angegeben
(my — links, m,, — rechts) , und die EinfluBflichen in Bild 7.1-2 unten sind der
Geometrievariation (s, bis sq) aus Bild 7.1-1 zuzuordnen. Eine Erhéhung des mitt-
leren Statzabstandes in x-Richtung (s;) bewirkt eine Erhthung der Stlitzmomente
(my) und Feldmomente (m,,) in der Plattenmitte. Gleichzeitig wird der Randbalken
durch die verdnderte Stutzenposition entlastet. In Bild 7.1-2 ist flr die Variation
dieses Paraméters erkennbar, daB das Elementnetz mitgefihrt wird. Samtiiche
Parametervariationen werden in EinheitsgréBen und dimensionsecht durchge-
fihrt, d.h. Stlitzenpositionen und Dicken werden um 1 m variiert. Damit sind auch
die Unterschiede in der GréBenordnung der Sensibilititskoeffizienten erklarbar.
Far die Sensibilitatskoeffizienten der Variable s, gelten die eingeklammerten Werte
der Legende m in Bild 7.1-2. Die Obrigen Dickenvariablen sind dem gréBeren
Skalenbereich der Legende zugeordnet.

Fur die Dickenvariation des Randbalkens (s,) und der Platte (Rand: s, Mitte: s,)
gilt der aus dem Tragverhalten solcher Strukturen bekannte Grundsatz, daB Stei-
figkeit Kréafte anzieht. Beispielsweise erhéht eine Verstérkunkg des Randbatkens
(s;) dessen Beanspruchung (my,) und entlastet gleichzeitig die Platte. Umgekehrte
Verhéltnisse treten bei einer groBeren Plattendicke am Rand auf (s;) . Der Balken
wird entlastet und die Platte am Rand (m,,) zusétziich beansprucht.

Am Beispiel der Hochbauplatte wird deutlich, wie sich die Erfahrungen aus der
Beurteilung des Tragverhaltens einer Struktur mit der Sensibilitatsanalyse decken.
Dennoch sind die Ergebnisse der Sensibilitatsanalyse nicht trivial, denn sie liefern
zusétzlich eine quantitative Aussage (ber die Parameterempfindlichkeit. Wie in
Abschnitt -5.5. beschrieben, kann mit den Sensibilitatskoeffizienten in gewissen
Grenzen vom vorliegenden Entwurf auf einen verdnderten Entwurf extrapoliert
werden. Damit lassen sich schnell und zielsicher quantitative Aussagen machen,
welche Variablen den Entwurf maBgeblich beeinflussen.
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Rechenzeitvergleich

Ein weiterer Aspekt der vorliegenden Problemstellung ist der Vergleich der ver-
schiedenen Methoden zur diskreten Sensibilitdtsanalyse hinsichtlich ihrer nume-
rischen Effizienz.

Obwoh! die Sensibilititsanalyse mit aufwendigen Schalenelementen durchgefihrt
wurde, 1Bt sich fiir dieses Beispiel der Rechenaufwand fiir die unterschiedlichen
Methoden beurteilen. Bei der Gegeniiberstellung der Verfahren wird zunachst von
einer linearen Strukturanalyse ausgegangen. Die Ersteliung und das Faktorisieren
der Steifigkeitsmatrix haben mit 33 % und 64 % den entscheidenden Anteil an der
Probleml6sung. Der Aufwand einer Sensibilititsanalyse ist von der Anzahl der
Variablen und ihrem EinfluB auf die variierte Struktur abhangig. Der Beitrag einer
Variablen zum gesamten Rechenaufwand der Sensibilitdtsanalyse héngt zusétzlich
von der Bandstrukiur der Systemmatrix ab, so daB a priori keine Aussage (iber
die Effizienz der einzelnen Verfahren moglich ist.

Beispiel 7.1: Hochbauplatte-Rechenzeitvergleich

A
4.8 £ 71.3s6C 5.0
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25%) ~ 4.0 . )
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i Sy 3.0 -
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Bild 7.1-3: Hochbauplatte, Rechenzeiten fiir die Sensibilitdtsanalyse

In Bild 7.1-3 sind die einzelnen Methoden der Sensibilititsanalyse miteinander
verglichen. In den Zahlen sind zuséatzliche Auswertungen fiir Optimierungsfunk-
tionen mit enthalten. Demnach ist das Vorwértsdifferenzenverfahren 4,8-mal teurer
als die reguldre lineare Strukturanalyse.

Fur das semianalytische Verfahren ist der Aufwand 3,8-fach, wobei der unter-
schiedliche EinfluB der Variation einzelner Parameter bei der numerischen Ablei-
tung von Steifigkeitsmatrix und Lastvektor nicht beriicksichtigt wurde. Die analyti-
sche Methode liegt mit dem Faktor 3,2 sehr glnstig. Dies resultiert vor allem aus
dem-geringen VariationseinfluB des Randbalkens (s;) mit 13 %. im konkreten Fall
kann die Effizienz der Sensibilitatsanalyse nur durch eine direkte Gegeniberstel-
lung wie in Bild 7.1-3. beurteilt werden und muB fir jedes Problem neu durchge-
fithrt werden. '
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7.3 Optimierung freier Schalenformen

Die Formfindung von freien, beliebig belasteten Schalen wird hier mit den Mitteln
der Strukturoptimierung durchgefihrt. In diesem Fall kann die Optimierungsauf-
gabe als Auslegung der Struktur fiir eine optimale Steifigkeit formuliert werden,
wobei das zur Verfligung stehende Material wahrend des Optimierungsvorgangs
konstant gehalten wird. Ziel dieser Problemstellung sind Schalenkonstruktionen,
welche die aufgebrachte Belastung maglichst verformungsarm abtragen und zu
einem glnstigen Beanspruchungszustand flihren.

7.3.1 Problematik der Schalenoptimierung

In einer Voruntersuchung soll das Problemfeld der Formfindung von Schalen né-
her beschrieben werden und einige Aspekte der Formulierung des Optimierungs-
problems aufgezeigt werden. Im vorliegenden Fall liegt die eigentliche Schwierig-
keit vor allem in der Art des Zielkriteriums. Durch die Forménderungsenergie als
Zielfunktion wird das gesamte Strukturverhalten beschrieben. Das karin im Ein-
zelfall zu stark nichtlinearen Funktionen filhren, welche lokal einen sehr unter-
schiedlichen Charakter aufweisen. Sadmtliche Probleme der Formfindung bei ge-
kriimmten Tragwerken haben in dieser Hinsicht unter diesen besonderen Eigen-
arten des Zielkriteriums zu leiden. Viele Optimierungsstrategien sind nur mit Ein-
schrankungen fUr die Lésung derartiger Optimierungsprobleme anwendbar. Aus
der zur Verfligung stehenden Programmbibliothek kommt lediglich die sequen-
tielle quadratische Programmierung (SQP) als Lésungsstrategie fir den vorlie-
genden Fall in Frage. Die eingefiihrten Entwurfsvariablen bestimmen die Zielfunk-
tion in sehr unterschiedlicher Weise. Es kommt wahrend des Optimierungspro-
zesses zu starken Anderungen im Beanspruchungszustand der Schale. Dieser Ef-
fekt beeinfluBt die Funktionen des Optimierungsproblems nachhaltig und bewirkt
in der Regel eine sehr langsame Konvergenz zur optimalen Lésung.

msin fe(s) ; s < s <8y ; seR" 7-1

mit hy = 0

EinfluB der Geometriebeschreibung

Im Beispiel 7.2a wird untersucht, welchen EinfluB die Geometriebeschreibung auf
das Ergebnis der Formoptimierung hat. Die Schalenform wird mit nur einem 16-
knotigen Bezierelement beschrieben. Zwei verschiedene Schalenformen werden
untersucht, welche sich lediglich in der Form des Grundrisses unterscheiden. Die
Schalenform 1 hat einen ‘quadratischen GrundriB. Die zweite Schalenform ist in
ihrem Grundri einer-von H. Isler /Ramm 1986a/ konstruierten Schale angepaft.
Als Optimierungsaufgabe wird fiir beide Schalen, wie in G1.7-1 angegeben, die
Minimierung der Forménderungsenergie unter Beibehaltung des Konstruktions-

184.



Beispiel 7.2a. Formoptimierung

Grundrip_und Seitenansichten: Materialwerte: E = 3.4 - 107% ,v=0.0
K
Schalenform 1 Schalenform 2 Y= 25%
A & Belastung: ¥
10m Schnee 10m
kN
51 pes i
1om und 10m
1 Eigengewicht §
|A
bt e B e Pttt
10m  10m 7.5m 17.5m 17.5m 7.5m
A-A und B-B A-A B-B
t=10 cm 0.5m t=10 cm
3
M ylsm
L
A Y - . A
10m 10m 10m 10m 7.5m 17.5m 17.5m 7.5m
timierungse nisse: (Volumen = const.)
Schalenform 1 Schalenform 2

Bild 7.2-1: EinfluB der Geometriebeschreibung auf die Schalenform

gewichts formuliert. In beiden Féallen sind die Ausgangformen &auBerst flache
Schalen, welche in- hohem MaBe Biegeanteile in der Zielfunktion enthalten. Fir
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den Schalentyp 1 entsteht als optimale Form eine glatte Schalenfliche ohne
Krempelrdnder (t* = 8,1cm) . Bemerkenswert ist die Zwischenldsung (t=8,4cm),
welche noch kurz vor der Optimallésung einen Schalenrand mit einer Gegen-
krimmung aufweist. Fir die Schalenform 2 zeigt sich fir die Optimallésung
(t*=7,0cm) eine verdnderliche Krimmung tiber das gesamte Tragwerk hinweg.
Der Versuch, dieser L6sung Krempelrdnder durch geometrische Nebenbedingun-
gen aufzuzwingen, scheitert. Es entsteht eine Lésung (t* = 7,0cm) , welche die Last
ohne Gegenkrimmung sozusagen als Kreuzgewdlbe abtragt. Diese Untersuchung
zeigt, daB durch diese Aufgabenstellung fir nur einen maBgebenden Lastfall keine
lokalen Aufbdrdelungen am Schalenrand entstehen, wie sie beispielsweise aus
Versuchen an Hangemodellen bekannt sind.

Beispiel 7.2b: Formoptimierung

Belastung: ~ Schnee: p=5 kN/m? Materialwerte: E = 3.4 * 107<% |y = 0.0
und Eigengewicht m y=25
m

Qptimale Form:

Ausgangsform: Schalenform 1

- e
10m 10m 10m 10m )
Seitenansicht Dickenverteilung t° Seitenansicht

Bild 7.2-2: EinfluB der Dickenverteilung auf die Schalenform

EinfluB der Dickenverteilung

Die vorausgehende Untersuchung wird als sequentiell hintereinander geschaltete
Form- und Dickenoptimierung fiir die Schalenform 1 weitergefihrt. Zunichst wird
eine reguldre Gewichtsoptimierung durchgefiihrt (6, = 2.1MN/m?) | sodaB sich fiir
vier Dickenvariablen pro Schalenviertel die angegebene Dickenverteilung ergibt.

msin fw(s) ; s €8 < 8y ; seR" 7-2)
mit  gg = —e—1 <0 j=1,., m

Ozul.
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Bei der anschlieBenden Formoptimierung nach GI.7-1 weicht die Optimalldsung
kaum von der Ausgangsform in Bild 7.2-2 ab. Soliten Krempelrander fir die vor-
liegende Schale in Frage kommen, wiirde diese Dickenverteilung die Ausbildung
der Rander in dieser Tendenz beglnstigen. Diese Vermutung wird durch das Bei-
spiel 7.2b jedoch nicht bestatigt.

Beispiel 7.2¢: Formoptimierung

Belastung: Schnee: p=5 kN/m? und Eigengewicht g
Lastfall1: g+p Lastfall 2: g+ Pinks Lastfall 3: ¢+ Prechts
Materialwerte: E=38.4- 107X | y-00 , y=25X3

m m

Ausgangsform: Schalenform 1

QOptimale Form:

Bild 7.2-3: EinfluB der Belastung auf die Schalenform

Beriicksichtigung verschiedener Lastfilie

Ausgehend von der optimalen Schalenform 1 wird in Beispiel 7.2c der EinfluB von
verschiedenen Lastfédllen untersucht, welche ber die Forméanderungsenergie in
das Zielkriterium als additive und gleichgewichtete Komponenten eingebracht
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werden. Wegen der Symmetrie der Strukiur und der symmetrisch vérknlpften
Entwurfsvariablen missen nur zwei Lastfalle (LF1 und LF2) im Optimierungspro-
blem beriicksichtigt werden.

min  fio(s) = 1+ 2, s i <s<sy ; seR" (7-3)
mit hw = 0

Hier ergibt die optimale Form deutlich sichtbare Aufb6rdelungen der Schalenrén-
der, wobei sich die konstant verteille Dicke der Struktur nur wenig andert
(t° = 8,1cm — t* = 8.0cm) . Die erhaltene Optimalldsung entsteht dadurch, daB hier
kein biegefreier Beanspruchungszustand mehr maoglich ist und deshalb die Schale
durch die Ausbildung von Krempelrandern versteift wird. Die Losung geht also
vom optimalen Membranzustand flr nur einen maBgebenden Lastfall {iber in ei-
nen optimalen, kombinierten Biege- und Membranzustand. Beide Lésungen liegen
interessanterweise energetisch gesehen sehr nahe beieinander.

7.3.2 Optimierung einer freigeformten Schale

Geometriebeschreibung

Unter Verwendung der vorangehenden Untersuchungsergebnisse soll eine kom-
plizierter aufgebaute Schalenform optimiert werden. In Beispiel 7.2d werden ins-
gesamt vier Bezierelemente fur die Geometriebeschreibung verwendet /Kiihne-
mann 1989/. Die geometrische Variation der Form wird mit 23 Entwurfsvariablen
beschrieben. Im vorliegenden Beispiel ist nur ein Lastfall (g + p) berlcksichtigt
worden, um so mit den Mitteln der Strukturoptimierung die Formfindungsmetho-
den H. Islers nachzuempfinden. Aus den Voruntersuchungen kann geschlossen
werden, 'daB sich bei Berticksichtigung mehrerer Lastfalle Aufbérdelungen der
Schalenrander einstellen missen. Fir dieses Optimierungsproblem wird die
Schalenform durch geometrische Nebenbedingungen in dieser Richtung beein-
fluBt.

min fe(s) ; s <85 < sy ; seR" 7-4

mit hw = 0
ggj = = 0 Cj=1,., m

Diese Nebenbedingungen werden so formuliert, daB bei der Minimierung der
Formanderungsenergie vorzugsweise aufgekrempelte Schalenréander entstehen.
Das Optimierungsergebnis zeigt eine entsprechende Schalenform, wie sie aus den
Isler’'schen Arbeiten /Ramm 1986b/ bekannt ist.
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Beispiel 7.2d: Freie Schalenform — Entwurfsmodell und Optimierung

Belastung: Schnee p =5 kN/m? und Eigengewicht g
Materialwerte: E=3.0-10"% | =02 , y=-25X
m m
Seitenansichten: A-A B-B

4 10m

6m
Dicke: t=0.10 m = konst,

7.3m 18m 10m

Iq—————*——-————————————————-:" - [ S
et 25.3m

Grundrit_und Entwurfsmodell: (23 Entwurfsvariablen)

Kontinuitdtspatch

@® Hohe variabel

O Hohe fest

5
1om X Hohe abhéngig

s
Ausgangsform:
fg = 18.02 KNm e =

/1]

Bild 7.2-4; Optimierung einer freien Schalenform
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Rechenzeitvergleich

Far die Struktur- und Sensibilitdtsanalyse werden in Beispiel 7.2d 4-knotige redu-
ziert integrierte Schalenelemente verwendet. Es zeigten sich fur diesen Anwen-
dungsfall auch wahrend des Optimierungsprozesses keine inneren Kinematiken
("Zero-Energy-Modes”) in der Struktur, und eine Uberpriifung der Berechnung am
Optimum ergab eine gute Ubereinstimmung mit einer Strukturanalyse unter Ver-
wendung 8-knotiger, reduziert integrierter Schalenelemente. Insgesamt wurden
126 ‘Schalenelemente verwendet, was einem Strukturproblem mit 675 Freiheits-
graden entspricht.

Beispiel 7.2d: Freie Schalenform — Rechenzeitvergleich

34,9 £87.2sec 35.9289.7sec

max: | |max A
Sto 4.5% Sg  4.4% 304

1 Lineare Stfukturanalyse

Steifigkeitsmatrix : 0.7 sec

2
17.5 £43.8sec

hax: Faktorisieren : 1.5 sec

S17 5.8% 104 | Rlckw.Einsetzen : 0.3 sec
min: min: min: Total = 2.5
S20 4.3%| | ||s1s 4.2%| | ||ss 32d | " TOW= coseC
Differenzen Semianalyt. Analytisches
Verfahren Verfahren Verfahren Rechner: Comparex 8/89

Bild 7.1-3: Freie Schalenform, Rechenzeiten fiir die Sensibilitatsanalyse

Der Rechenzeitvergleich (Bild 7.2-5) zwischen den unterschiedlichen Methoden
der diskreten Sensibilitdtsanalyse zeigt, daB gegenliber der numerischen Gra-
dientenbildung die analytisch durchgefithrte Sensibilitdtsanalyse den Rechenauf-
wand etwa auf die Halfte reduziert. Dies liegt vor allem in der starken Entkoppe-
lung der einzelnen Ehtwurfsvariablen begriindet. Die minimale Rechenzeit der
anatytischen Gradientenermittiung liegt fiir die Variable s; vor, welche die Varia-
tion des Schalenrandes beschreibt. Der anteilmaBig gréBte Rechenaufwand ent-
steht bei der Bestimmung der Sensibilitatskoeffizienten fir die Variable s;; . Die
Variation dieser Variablen bewirkt an zentraler Stelle eine Anderung der genann-
ten Schalengeometrie. Damit ist der entsprechend groBe EinfiuB im.Rechenauf-
wand zu erkidren. Der Rechenzeitvergleich fir das semianalytische Verfahren ist
nicht représentativ, da wiederum die Entkoppelung der Variablen bei der Gra-
dientenbildung programmtechnisch nicht bericksichtigt wurde. Die semianalyti-
sche Gradientenermittlung ist flr Formoptimierungspro‘bleme vor allem hinsicht-
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lich ihrer Genauigkeit und Zuverlassigkeit von Interesse. Fir das vorliegende
Beispiel wurde eine relative Vorwértsschrittweite von e, = 107 flir die numerische
Ableitung der Steifigkeitsmatrix und des Lastvektors verwendet. Bei den Ablei-
tungen der Zielfunktion kann eine sehr gute Ubereinstimmung mit den analytisch
erzeugten Sensibilitdtskoeffizienten festgestellt werden. Dies erstaunt um so mehr,
als in der Zielfunktion (Formanderungsenergie) sdmtliche Fehler der Sensibili-
tatskoeffizienten fUr Verschiebungen und Spannungen aufaddiert werden. Ver-
gleichbare Genauigkeitsprobieme, wie sie in 5.3. dokumentiert sind, treten in die-
sem Fall also nicht auf.
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7.4 Optimierung eines Schwungrads

Problemstellung

In seiner Beanspruchung kann das in Bild 7.3-1 beschriebene Schwungrad vor-
nehmiich als Festigkeitsproblem charakterisiert werden. Das Schwungrad soll im
vorliegenden Fall in seiner Form und der Querschnittsverteilung nach der Festig-
keit optimal ausgelegt werden. Es handelt sich hier um eine hybrid wirkende
Struktur. Der Flansch des Schwungrads wird als Zugring und gleichzeitig Gber
zweiachsige Biegung als Schale beansprucht. Die innere Scheibe des Schwung-
rads wirkt lediglich als Membrane. Eine Geometrievariation im Optimierungproze
erzeugt deshalb sehr unterschiedliche und kombiniert wirkende Beanspruchungs-
zustdnde, Wahrend des Optimierungsprozesses soll das axiale Massentriagheits-
moment des Ausgangszustandes (Uber die Einfihrung einer entsprechenden
Gleichheitsnebenbedingung beibehalten werden.

min fs(s) ; s £ s < sy ; seR" (7 ~5)

mit he =0

gsj = G‘ZZL ~1<0 j=1,., m
Beispiel 7.3: Schwungrad-Problemsteliung
metrie: ( —;-—System ) System : (mit Symmetriebed.)

Zentrifugalkréfte Beschleunigen/Bremsen

1 1
T System 5 System
Lastfall (S) Lastfall (A)

) - kN
|- Rotationsachse Materiaiwerte: E=2.1-10°— ,v=0.3

Querschnittsverteilung: o= 7850—k%
m

' 0.05 0.02 008 pojastung:  Lastfall (5)  g= 401

Lasttall (A) =400

Bild 7.3-1: Problemstellung fiir die Optimierung eines Schwungrads
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Beispiel 7.3: Schwungrad-Lastfalliberlagerung/Beanspruchung

kombinierter Symmetrielastfall: Antimetrielastfall:
Beanspruchungszustand  Zentrifugalkrafte Bremsen/Beschleunigen

Bild 7.3-2: Lastfaltiiberlagerung fir die Optimierung eines Schwungrads

Symmetrie und Lastfalliiberlagerung

Sowohl die Struktur als auch die Variation der Geometrie sollen symmetrisch zur
Rotationsachse und den beiden Symmetrieebenen sein. Die beiden gemeinsam
auftretenden Lastfalle aus Zentrifugalkrédften und Beschleunigen bzw. Breh\sen
(StoB) kénnen jeweils an einem 1/16-System mit unterschiedlicher Lagerung be-
rechnet werden (Bild 7.3-2). Aus der Uberlagerung des Symmetrielastfalls (Zen-
trifugalkréfte) und des Antisymmetrielastfalls (Beschleunigen/Bremsen) kann der
Beanspruchungszustand des 1/8-Systems ermittelt werden. Diese Uberlagerung
der beiden Lastfille muB so erfolgen, daB die durch Nebenbedingung kontrollier-
ten Spannungen den kombiniert wirkenden Beanspruchungszustand im Optimie-
rungsproblem berlicksichtigen (G1.7-5). )

Geometrievariation

Ziel bei der Festlegung der Optimierungsvariablen ist es, mit wenigen Entwurfs-
variablen auszukommen und gleichzeitig eine genligend hohe Variabilitat.im Op-
timierungsproblem zu erhaiten. Dies ist vor allem fir die formbeschreibenden
Entwurfsvariablen wichtig. Das gewahlte Entwurf- und Optimierungsmodell ist in
Bild 7.3-3 dargestellt. Die gesamte Struktur wird mit 6 Design-Elementen be-
schrieben. Es kommen hier ausschlieBlich Coons-Elemente zur Anwendung, wel-
che eine Kombination von Kreis-, Lagrange- und Bezierkanten erlauben. In die-
sem Entwurfsmodell ist es auch moglich, eine Tangentenbedingung fiir den Loch-
rand zu formulieren, weiche wéhrend des Optimierungsprozesses aufrecht erhal-
ten bleibt.
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Beispiel 7.3:  Schwungrad - Entwurfs- und Optimierungsmodell
Entwurfs-Modell; Optimierungsmodell; Querschnitte

Kreiskanten

sonst
Lagrangekanten

Bild 7.3-3: Entwurfs- und Optimierungsmodell des Sdhwungrads

Beispiel 7.3: Schwungrad-Variation der Form
Variable s Variable s; Variable s;3

Variable s4 . Variable sj Variable sg

Bild 7.3-4: Variation des Lochrandes
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In Bild 7.3-4 sind die Variationsmdglichkeiten der Lochform fir die Variablien
s, bis s, angegeben. Es zeigt sich, wie unterschiedlich die Form des Lochrandes
durch die einzelnen Entwurfsvariablen beeinflut werden. Richtungen und Ver-
knlpfungen dieser Entwurfsvariablen sind in Bild 7.3-2 angegeben. Darlber hin-
aus werden fiir die Festlegung der Querschnittsverteilung drei weitere Optimie-
rungsvariablen definiert (Bild 7.3-3). Die Dicke der Schwungradscheibe wird Uber
zwei der Struktur Gbergeordnete Querschnittsvariable bestimmt. Durch eine defi-
nierte Benutzerschnittstelle kann diese Art der globalen, formabhéngigen Quer-
schnittsbeschreibung sehr einfach angegeben werden. Eine Variation der Ent-
wurfsvariablen s, bis ss bewirkt so eine gleichzeitige Anderung der Knotendicken.

Beispiel 7.3:  Schwungrad-Optimierungsergebnisse

Ausgangsstrukiur: lterationsverlauf:
fs 5 [KNZ/m]
10.01 x 107
9.04
00 8.04
v Restart FE-Netz
7.0 l angepasst
DN ...I'.‘.‘\ @1DeBag0, »véuum&muo
el 6.0+ kN
- = fS=J(av-aa)2dv ; oa=1.2710°—
@ =8.592 x 10° kN/m? 5.0 . " b
= 4 2 0 10 20 30
0y, max = 8.800 X 10% v/m fterationen

. : . . :
Optimale Struktur: 105 x ofkN/ m?] tlom] Querschnittsverteilung

F  =2127 x 10* kN/m
O max = 1.200-% 105 iN/m2 1.2

Bild 7.3-5: Ergebnisse flr die Optimierung des Schwungrads
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Optimierungsergebnis

Die Charakteristik des allgemeinen Spannungsausgleichs fir die Vergleichsspan-
nungen, die Gleichheitsnebenbedingung fiir die Erhaltung des axialen Massen-
tragheitmoments und die gleichzeitige Variation von Form- und Querschnitten ha-
ben einen entscheidenden EinfluB auf den Ablauf der Optimierung. Der aligemeine
Spannungsausgleich wird lGber das Volumen der Struktur vorgenommen. Das In-
tegral der Vergleichsspannungen in der Schwungradscheibe wird deshalb mit ei-
nem Integrationspunkt ber die Dicke bestimmt. Im Flansch werden wegen der
kombinierten Beanspruchung zehn Integrationspunkte {ber die Dicke verwendet.
Insgesamt wird die Ermittlung der Zielfunktion und ihrer analytischen Ableitungen
dadurch sehr aufwendig. Im Iterationsverlauf (Bild 7.3-5) ist fiir die ersten neun
lterationen erkennbar, wie schwierig die Erfilllung des Zielkriteriums unter Einhal-
tung der Gleichheitsnebenbedingung ist. Die Ursache dafiir liegt vor allem in der
‘ gleichzeitigen Form- und Querschnittsvariation. Nach zwanzig lterationen ist
durch die interaktive Kontrolle des Optimierungsprozesses erkennbar, daB die
Modellierung des Strukturproblems durch stark verzerrte Elemente mangelhaft
wird,

122.6 £76.8sec , DBeispiel 7.3
sy 11% 20-
Schwungrad
2 Rechenzeitvergleich
16.8 £57.0 sec 17.1-5835ec d
| s 1% ‘
154
S, 11%
s3 1%
84 1% 101
85 11% 1 Lineare Strukturanalyse
sg 12% Steifigkeitsmatrix : 2.4 sec
ls7 1% 571 Faktorisieren  * 0.9 sec
ss 11% Rickw.Einsetzen : 0.1 sec
Sg 12% 14{~————— Total =. 3.4 sec
Differenzen Semianalyt.  Analytisches
Verfahren Verfahren Verfahren Rechner: Comparex 8/89

Bild 7.3-6: Schwungrad, Rechenzeitvergleich flr die Sensibilitadtsanalyse
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Ohne das Strukturproblem zu &dndern, wird das Elementnetz der Tragwerksform
(ber eine Modifikation des Entwurfmodells neu angepasst. Nach etwa 30 lteratio-
nen ergibt sich keine nennenswerte Verbesserung der Ldsung mehr. Die optimale
Struktur erfullt die Spannungsnebenbedingung (ov < 1,2 x 10°%kN/m?) an drei Stel-
len. An der Rotationsachse und an der innenseite des Lochs (Steg, Ubergang zum
Flansch) werden die Spannungen kritisch. Gegentiber dem Ausgangszustand
(69 = 8592kN/m?) werden die Spannungen im Endzustand (&) = 21270kN/mz) nur
wenig an die zuldssigen Spannungen angeglichen. Das liegt vor allem darin be-
grindet, daB der Flansch wegen der Erhaltung der Massentragheitsmoments dik-
ker wird und zusétzlich als Zugring wirkt, also nur wenig beansprucht wird.

Rechenzeitvergleich

Die Besonderheit der Problemstellung legt auch flr das Beispiel 7.3. nahe, den
Vergleich der Rechenzeiten (Bild 7.3-6) fur die Sensibilitdtsanalyse durchzufiihren.
Es zeigt sich in diesem Fall, daB die numerische Gradientenermittiung hier mit
dem geringsten Rechenaufwand durchgefiihrt wird. Die Erkldrung dafiir liegt vor
allem in der Kombination von Form- und Querschnittsvariablen, welche eine Va-

" riation groBer Strukturbereiche bewirkt. Demnach haben die Dickenvariablen
s und s, auch den gréSiten EinfluB auf die Sensibilitdtsanalyse. Auch in diesem
Fall ist die semianalytische Gradientenbildung im Rechenzeitvergleich nicht re-
prasentativ. Der zuséatzliche Aufwand an Rechenzeit gegeniber dem Differenzen-
verfahren ergibt sich durch die aufwendige Integration {iber das Strukturvolumen
bei der Gradientenermittiung aus dem abgeleiteten Verschiebungsfeld.
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8.0 Zusammenfassung und SchluBifolgerungen

An der Lésung von Strukturoptimierungsproblemen sind grundsétzlich verschie-
dene Disziplinen beteiligt und miissen zu einem geeigneten Lésungskonzept zu-
sammengefihrt werden. Fir eine rechnerunterstitzte Strukturoptimierung ist es
von Vorteil, bereits die Ausgangsbasis der Programmentwicklung auf die beson-
deren Bedirfnisse dieses integrierten Ldsungsansatzes auszurichten. Mit dem
vorliegenden internen Programmkonzept wurde eine Lésung verwirklicht, welche
den Anforderungen der Strukturoptimierung als interdisziplindre Aufgabe in ho-
hem MaBe gerecht wird. Die Koppelung der verschiedenen Teilaufgaben wie
Geometriebeschreibung, Struktur- und Sensibilitatsanalyse und Mathematische
Programmierung ist durch die durchgéngige Programmidsung relativ einfach
maoglich. Dazu tragen vor allem ein direkter Datenzugriff und eine ibersichtliche
Programmsteuerung bei. Fir Entwicklungen im Bereich der Strukturoptimierung
ist es hilfreich, wenn die Verkniipfungen der Teilaufgaben im Programm transpa-
rent beiben und einfach ges{euert werden kénnen.

Auf dieser Basis baut die Formulierung unterschigdlicher Optimierungsprobleme
auf. Die hier behandelten Aufgaben lassen sich der Strukturauslegung far optimale
Steifigkeit, minimales Gewicht oder optimale Festigkeit zuordnen. Bei allen drei
Problemstellungen handelt es sich um Aufgaben aus dem Bereich des Leichtbaus.
Als Strukturen sollen hier vornehmiich Schalen oder hybride Strukiuren in Be-
tracht kommen. Fir diese Tragwerke besteht fir die gestellten Optimierungsauf-
gaben ein ganz natlrlicher Zusammenhang mit den Prinzipien des Leichtbaus.
Aus einer derart gesteliten Optimierungsaufgabe kénnen Tragwerke hervorgehen,
welche die Einheit zwischen Funktion und Form in hohem MaBe zum Ausdruck
bringen. Die Art der Strukturanalyse und die Problemformulierung stehen bei dem
hier eingeschlagenen direkten Losungsweg in einer engen Verbindung. Die
Strukturanalyse wird auf der Grundlage der finiten Elementmethode betrieben. Fiir
eine effiziente Programmldésung wird deshalb die Formulierung der Optimie-
rungsfunktionen ebenfalls direkt in den Elementprogrammen vorgenommen.

Im gesamten Optimierungsproze3 kommt der Sensibilitdtsanalyse eine groBe Be-
deutung zu. Bei der Lésung von vielen Optimierungsproblemen entfallt der héch-
ste Anteil des Rechenaufwandes auf die Programmkomponente der Sensibilitats-
analyse. Die effiziente Ermittlung der Sensibilitdtskoeffizienten ist deshalb ein
maBgebliches Ziel bei der Lésung des Optimierungsproblems. Verschiedene Me-
thoden der diskreten und variationellen Sensibilititsanalyse kénnen hier einge-
setzt werden. Jedes einzelne Verfahren steht jedoch mit der Geometriebeschrei-
bung, der Art der Strukturanalyse, der Problemformulierung und dem zugrunde-
liegenden Programmkonzept in Verbindung. Aus diesem Grund kénnen die ein-
zelnen Verfahren nicht vorbehaltslos in die Lsungen von Optimierungsaufgaben
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integriert werden. Die effiziente und zuverldssige Ermittiung der Sensibilitatskoef-
fizienten ist immer mit einem entsprechenden Formulierungsaufwand oder pro-
grammtechnischen Schwierigkeiten verbunden.

Die Sensibilitatsanalyse liefert, fUr sich betrachtet, einen wesentlichen Beitrag zur
Lésung der Optimierungsaufgabe. Die ermittelten Sensibilitdtskoeffizienten stellen
den Zusammenhang zwischen der Variation des Entwurfs, dem Tragverhalten der
Struktur und der Verbesserung der Struktureigenschaften her, Als solche stellt sie
immer auch die zentrale Aussage einer méglichen Strukturverbesserung zur Ver-
fligung. Aus diesem Grund wird die Sensibilitdtsanalyse haufig als Hilfsmittel im
Entwurfs- und Konstruktionsprozef3 direkt eingesetzt. Durch die zur Verfligung
stehenden Moglichkeiten des rechnergestitzten Entwerfens und Konstruierens ist
die Urteilsfahigkeit des Ingenieurs in weitaus h6herem MaBe gefordert als bisher.
Mit den Méglichkeiten des CAD lassen sich Strukturen schneller erfassen, vari-
ieren und wiederholt berechnen. Befasste man sich frither hauptséachlich mit der
Erfassung des Strukturverhaltens, so geht es heute vielmehr um ein Vorstellungs-
vermdgen auf der Ebene des Entwurfsmodells. Gerade an diesem Punkt setzen die
Méglichkeiten der Sensibilitatsanalyse an. Sie liefert zur Variation des Entwurfs-
modells eine umfassende Prognose der damit verbundenen Anderung der Struk-
tureigenschaften. Die Visualisierung der Sensibilitdtskoeffizienten liefert deshalb
eine wesentliche Aussage fir den EntwurfsprozeB. Als Vorstufe zur automatisch
ablaufenden Strukturoptimierung kann sie auf diese Weise ebenfalls zur Bildung
sinnvoller und aussagekraftiger Optimierungsmodelle beitragen.

Bei der Lésung konkreter Optimierungsaufgaben zeigt sich héufig, da8 die Struk-
turoptimierung trotz der zur Verfligung stehenden Mittel und Méglichkeiten ein
hohes Ziel bleibt. Drei hierarchisch aufeinander aufbauende Modellebenen mis-
sen sorgfaltig vor der Problemlésung aufeinander abgestimmt werden. Diese Mo-
dellbildung muB im OptimierungsprozeB standig kontrolliert und gegebenenfalls
angepaBt werden. Aus diesem Grund missen im Optimierungsveriauf immer
interaktive Eingriffe moglich sein. Nachdem ein aussagekréftiges Modell fiir den
Entwurf, die Struktur und die Optimierung vorliegt, muf3 eine geeignete Losungs-
strategie ausgewdhit werden. Viele praktische Problemstellungen verlangen einen
kombinierten Einsatz von Optimierungsalgorithmen. Bei komplexen Problemstel-
lungen zeigt sich oft, daB die mathematischen Anforderungen an die Optimie-
rungsaufgabe (z.B. konvexes Optimierungsproblem) nicht erflllt sind. In diesen
Fallen treten numerische Schwierigkeiten bei der Problemidsung auf. Die Beurtei-
lung der jeweiligen Problemstellung setzt deshaib auch detaillierte Kenntnisse
Uber die angewandten Optimierungsstrategien und ihre Ldsungseigenschaften
voraus. Fur die Beurteilung des Optimierungsfortschritts werden aus diesen
Griinden an die Programmumgebung (Graphik, Monitor} besondere Anforderun-
gen gestellt.

Die geldsten Aufgaben machen deutlich, wie ein interaktives Arbeiten im Sinne der
Strukturoptimierung in der vorgestellten Programmldsung aussieht. Drei unter-
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schiedliche Problemstellungen zeigen mégliche Anwendungen der Sensibilitats-
analyse sowie der neu eingeflhrten Zielfunktionen der Forménderungsenergie
und des verallgemeinerten Spannungsausgleichs. Zusammen mit den {brigen an-
geflihrten Optimierungsfunktionen ergibt sich ein.weiterer Anwendungsbereich fir
praktische Problemstellungen. Der Optimierung von frei geformten Schalen kommt
hier eine gréBere Bedeutung zu. Die Formfindung von Schalen fir verschiedene,
gleichzeitig auftretende Lastfélle stellen ein iberaus interessantes Optimierungs-
problem dar. Entsprechende Anwendungen sind im Bereich der Luft- und Raum-
fahrt, im Fahrzeugbau, aber auch im Bauwesen denkbar. Weitere Forschungsar-
beiten sind notwendig, um flr die Optimierung frei geformter Schalen auch Stabi-
Iltatskrltenen in das Optimierungsproblem einzubringen. Damit kénnten die Opti-
mlerungsaufgaben auf den interessanten Bereich der Verbesserung des nichtti-
nearen Tragverhaltens ausgedehnt werden.
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