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Zusammenfassung

Die Analyse von Stahlbetontragwerken stellt immer noch eine Herausforderung fiir die
Computermechanik dar. Trotz einer langen und erfolgreichen Tradition in der Anwen-
dung dieses alten Materials in der Baupraxis bleiben noch mehrere ungeklérte Fragen
zum mechanischen Verhalten offen. Verschiedene Simulationsmodelle wurden in zahl-
reichen Verodffentlichungen beschrieben, wobei ein KompromiB zwischen Einfachheit
und wirklichkeitsnaher Modellierung schwierig zu finden ist.

Die Schédigungémechanik eines Kontinuums (SMK) hat einen neuen Horizont in der
numerischen Beschreibung spréder Materialien eréffnet. Seit der bahnbrechenden Ar-
beit von Kachanov wurden verschiedene verbesserte Modelle vorgeschlagen. Die SMK
allein ist flr quasi—spréde Materialien bestimmten Restriktionen unterworferi. Die
Kopplung der Plastizititstheorie und der SMK 148t ein deutlich breiteres Spekirum zur
Beschreibung verschiedener Phanomene von Betonstrukturen zu.

In der vorliegenden Arbeit wird ein plastiSches CAP-Modell, das'von Hofstetter et al.
[38] im Rahmen der konsistenten Linearisierurig und Projektionsverfahren vorgeschla-
gen wurde, mit einem skalaren Schadigungsmodell gekoppelt, das in der Lage ist,
Zug~ und Druckbeanspruchung zu unterscheiden. Fiir die lokale Integration wird ein
veraligemeinertes Mittelpunktgesetz [107] angewendet, bei dem die Konsistenzbedin-
gung im gewahlten Zwischenpunkt des Zeitschrittes erfilit wird. Dieses Schema erhlt
die Symmetrie des konsistenten konstitutiven elastoplastischen Tensors fiir einen belie-
bigen Zwis’chenpuhkt ineiner assoziierten Plastizitatsformulierung. im Rahmem dieser
Arbeit wird sowohl die assoziierte Version des CAP—Modells als auch die nichtasso-
zilerte Version angewandt. Die Ermittlung der unbekannten Modellparameter wird als
eine Optimierungsaufgabe betrachtet.

Die Modellierung der Bewehrung wird mittels der eingebetteten Vorgehensweise
durchgeflhrt. Zwei Varianten werden betrachtet : (a) diskret eingebettete Stabe und (b)
eingebettete Schichten mit quivalenten Flachen zu den diskreten Staben. Die Variante
(a) ist fur Tragwerke mit niedrigem Bewehrungsgehalt von Vorteil, wahrend Variante (b)
gute Ergebnisse bei Tragwerken mit hohem Bewehrungsgehalt erzielt.

Die Annahmen des Werkstoffmodells werden durch numerische Beispielberechnungen
Uberpriift.



Abstract

The analysis of reinforced concrete structures is stiil a challenge in computational
mechanics. Despite along and successful tradition of this "old” material in the construc-
tion practice many obscure points in its mechanical behavior still exist . Several simula-
tion models are described in an enormous amount of literature, but a compromise be-
tween simplicity and realistic modelling seems to be difficult to achieve.

The theory of continuum damage mechanics (CDM) has opened a new horizon
in the numerical representation of brittle materials. Since the pioneering work of Kacha-
nov, several improved models have been proposed. It is well known that CDM alone
is somewhat restrictive if applied to quasi—brittle materials. Therefore the combination
of the theory of plasticity with CDM is more appealing. 1t offers a broader spectrum to
describe different phenomena of concrete structures.

Inthe present work an elasto—plastic CAP—model recently developed by Hofstet-
ter etal. [38] in the framework of consistent algorithmic material tangent and closest—
point return algorithms is combined with a scalar damage model. The local integration
procedure is based on a generalized mid point rule satisfying the consistency condition
atthe mid point. As shown by Simo and Govindjee [107], this scheme is of second order
accuracy for the true mid point, B—stable and retains a symmetric elastoplastic consis-
tent tangent for associative plasticity. In this work the associative version of the CAP—
Model as well as its nonassociative counterpart ( nonassociative flow and hardening
rules) are employed. The required material parameters for the analysis are obtained
applying optimization procedures.

For the reinforcement the embedded approach is used . Two versions are imple-
mented. In the first version the reinforcement is modelled by discrete bars; itis utilized
for members with low reinforcement ratio. In the second version the reinforcement is
smeared by-embedded layers; this model is sufficiently accurate for highly reinforced
members.

* The proposed material model is applied to several examples of three—dimen-
sional concrete structures.
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1 EINLEITUNG
1.1 Problemstellung und Lésungsweg

Das nichtlineare Verhalten ist bei Stahlbetonkonstruktionen von zentraler Bedeutung.
Eine inkrementelle Analyse bis zum Bruch ermdglicht die Erfassung des Verformungs —
und Spannungszustandes der geschiadigten Bereiche und anderer wichtiger Merk-
male, die zur Beurteilung der Tragwerkssicherheit und Gebrauchsfahigkeit hilfreich
sind. Aus wirtschaftlichen Griinden ist eine vollstandig nichtlineare Analyse aber immer
noch fir die Gbliche Ingenieurpraxis zu aufwendig. Trotzdem ist sie fir manche Trag-
werkskomponenten, wie z.B. Betondruckbehalter, Offshore ~Bohrtlirme, Sicherheits-
hillen von Kernkraftwerken u.s.w., die ein hohes Sicherheitsniveau aufweisen und flr
welche Laborversuche unvorstellbar sind, unentbehrlich. Auch ist die rechnerische Si-
mulation wichtig zur Unterstitzung der experimentellen Forschung und zur Entwick-
lung, Nachprifung und Validation von technischen Normen und fir den Vergleich ver-
schiedener Berechnungsverfahren untereinander.

Die mechanische Modellierung von Materialien hat seit einiger Zeit eine starke Entwick-
lung erlebt, was auf den schnellen Fortschritt der elektronischen Datenverarbeitung und
dernumerischen Methoden zurlickzufihren ist. Zuverlassige und wirklichkeitsnahe nu-
merische Modelle missen die beobachteten phanomenologischen Materialeigen-
schaften darstellen kénnen.

Stoffgesetze beschreiben die Materialien in der Regel auf der Basis der Kontinuumsme-
chanik. Die Evolutionder schon vor der Belastungverschmiert und vorhandenen Mikro-
risse und Licken wird in diesem Sinne nicht exakt, sondern phénomenologisch erfaBt.
Trotzdem ist die Beschreibung der Defekte immer noch eine groBe Herausforderung,
was sich mit dem zufélligen Charakter der Defektverteilung von einem Versuchskérper
einerseits und Rechenbeschrankungen anderseits begriinden 148t. Die Einflhrung ei-
nes kinematischen Variablensatzes, der die Materialschadigung in der Mesoebene
oder Makroebene beschreibt, scheint fiir Strukturberechnungen am besten geeignet.

Zum ersten Mal taucht die Anwendung der Methode der finiten Elemente zur Berech-
nung von Stahlbetonstrukturen 1967 im Beitrag von Ngo und Scordelis [78] auf, in dem
iber die Berechnung eines Stahlbetonbalkens berichtet wurde. Flr den Beton wurde
bei der Berechnung ein linear—-elastisches Werkstoffmodell mit beschrankter Zugfe-
stigkeit verwendet; der RiBverlauf wurde vorgegeben.

Inzwischen ist eine Vielzahl von Veréffentlichungen erschienen, in denen das Problem
der Modellierung von Stahlbetonstrukturen beschrieben wird. Dabei werden verschie-
dene Lésungswege bei der Erfassung des Werkstoffverhaltens beschritten.

Aus dieserVielfalt konstitutiver Modellierungen werden die folgenden am meisten ange-
wandt : lineare und nichtlineare Elastizititstheorie, z.B. [58], [28], [74], ver/entfest-
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igende Plastizitatstheorie, z.B. [131], [12] , [104], [31], endochrone Plastizitatstheorie,
z.B. [4], [5], Bruchmechanik und Schadigungstheorie [70], [98], [99]. Flr eine umfas-
sende Beschreibung der verschiedenen Modelle sei auf das Buch von Chen [13], die
Arbeit von Kompfner [50] und die gute Zusammenfassung von Eberhardsteiner et al.
[24] verwiesen.

Keines der erwéhnten Stoffgesetze eignet sich zur volistandigen Beschreibung des viel-
faltigen Antwortspektrums von Beton. Da die Beschreibung des gesamten Vor— und
Nachbruchbereiches mit einem geschlossenen Konzept aber erwlinscht ist, sind die
meisten neueren Stoffmodelle auf diese Zielsetzung hin ausgerichtet. Hierzu werden
mehrere Bestandteile der verschiedenen Formulierungen zur Beschreibung des unter-
schiedlichen Betonverhaltens im Zug— und Druckbereich gekoppelt.

1.2 Ziele und Umfang der Arbeit im Uberblick

Ziel dieser Arbeit ist es, die geometrischen und physikalischen Nichtlinearititen von
dreidimensionalen Stahlbetonkonstruktionen mit Hilfe der Methode der finiten Ele-
mente zu erfassen. Daflir wurde eine Familie von dreidimensionalen Elementen im Pro-
gkammsystem CARAT [120] eingebracht. Unter den verschiedenen Méglichkeiten zur
Beschreibung des Werkstoffsverhaltens von Beton wurde die Kopplung zwischen der
Plastizitats— und der Schadigungstheorie gewahit. Ein Vorteil dieses Vorgehens ist,
daB sich das gekoppelte Modell im Rahmen der modernen Materialtheorie einordnen
1aBt, d.h. der dissipative Charakter beider Theorien kann durch die Thermodynamik mit
internen Variablen begriindet werden.

Zusétzlich hat diese Kopplung einen direkten physikalischen Hintergrund. Beide vor-
kommenden Artenvon irreversiblen Anderungen, namlich der plastische Anteil und die
Evolution von Mikrodefekten, sind in einer phédnomenologischen Weise enthalten.

In der vorliegenden Arbeit wird ein plastisches CAP—-Modell, das von Hofstetter et al.
[38] im Rahmen der konsistenten Linearisierung und Projektionsverfahren flr die Riick-
kehr der zunéchst elastischen angenommenen Spannungen vorgeschlagen wurde, mit
einem skalaren Schadigungsmodell gekoppelt, das in der Lage ist, Zug— und Druck-
beanspruchung zu unterscheiden. Fir die lokale Integration wird ein verallgemeinertes
Mittelpunktgesetz [107] angewendet, bei dem die Konsistenzbedingung im gewéhlten
Zwischenpunkt des Zeitschrittes erfllllt wird. Dieses Schema erhélt die Symmetrie des
konsistenten konstitutiven elastoplastischen Tensors fiir einen beliebigen Zwischen-
punkt und assoziierter Plastizitatsformulierung.

Die vorliegende Arbeit ist in folgende Kapitel gegliedert. Kapitel 2 befaBt sich mit den
wesentlichen mechanischen Eigenschaften des Betons und seines Verhaltens unter
verschiedenen Beanspruchungen.



In Kapitel 3 werden die kinematischen Grundlagen dargelegt und die Bilanzgleichun-
gen der klassischen Kontinuumsmechanik aufbereitet. Es folgt in Kapite! 4 eine Uber-
sicht der Thermodynamik mitinneren Variablen, welche das thermodynamische Verhal-
ten eines Materials durch die momentane Anderung des Verzerrungszustandes, die
Temperatur und einen Satz zusétzlicher innerer Variablen beschreiben kann. Diese Ar-
beit beschrankt sich auf isotherme und zeitunabhéngige Prozesse.

Kapite! 5 gibt eine Ubersicht (iber die phanomenologische Plastizititstheorie und fiihrt
die notwendigen-Begriffe mit siner aus der mathematischen Programmierung stam-
menden Schreibweise ein. Diese Begriffe werden dann fiir den Fall mehrteiliger FlieRfla-
chen mit nicht glatten Ubergéngen erweitert.

Kapitel 6 erweitert den im Kapitel 3 eingefiihrten Begriff gines Kontinuums zur Betrach-
tung der Schadigung. Daflr wird ein représentatives Volumenelement eingeflhrt, das
groB genug ist, um reprasentative Materialfehler zu berlcksichtigen, und klein genug,
um als ein materieller Punkt betrachtet werden zu kénnen. Die verschiedenen Moglich-
keiten zur mathematischen Beschreibung der Schadigung werden diskutiert. Derwich-
tige Begriff der effektiven Spannung wird dargestellt.

Das angewandte gekoppelte Modell fiir Beton wird im siebten Teils der Arbeit vorge-
stellt. In diesem Kapitel werden das plastische Modell, das CAP—-Modell in seiner asso-
ziierten und nichtassoziierten Fassung, das angewandte skalare Schadigungsmodell
und die Kopplung beider Modelle beschrieben. ‘

in Abschnitt 8 werden die Feldgleichungen der Kontinuumsmechanik unabhéngig von
der speziellen Diskretisierung fiir die Tangentensteifigkeit linearisiert. Als Ausgangs-
punkt dieser Herleitung wird das Prinzip der virtuellen Arbeit gewéhit.

Die numerische Behandlung nichtlinearer Materialgesetze ist Thema des neunten Ab-
schnittes der Arbeit. Die Diskretisierung des Anfangswertproblems in'der "Zeit”, die hier
nur die Rolle eines inkrementellen Parameters einnimmt, spielt eine wesentliche Rolle
bei einer inelastischen Analyse. Sie ermdglicht die Bestimmung einer approximativen
Lésung durch Unterteilung der ProzeBgeschichte in finite Schritte. Zur wichtigen The-
matik der Integration der Evolutionsgleichungen wird ein Uberblick gegeben und die
konsistenten Tangentenoperatoren werden flr einfache FlieBflachen formuliert.

Die im Kapitel 9 eingefiihrten Grundlagen werden auf den Fall mehrteiliger FlieBflachen
mit nicht glatten Ubergéngen in Kapitel 10 erweitert und auf das gekoppelte Modell
‘Ubertragen. Die Ermittlung der unbekannten Modellparameter wird als eine Optimie-
rungsaufgabe betrachtet.

- Die Finite Elemente Diskretisierung und die Modellierung der Bewehrung wird in Kapitel
11 behandelt, AnschlieBend wird anhand numerischer Beispiele das Verhalten der
14—knotigen Elemente dargestelit.
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im Abschnitt 12 werden die Annahmen des Werkstoffmodells durch numerische Bei-
spielberechnungen Uberprift. Im nachsten Abschnitt werden SchiuBfolgerungen aus
dieser Arbeit gezogen und Anregungen fiir sinnvolle Erweiterungen gegeben.

Im Anthang werden eine variationelle Formulierung dargestellt und die entsprechenden
Euler—Lagrange Gleichungen hergeleitet.
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2 MECHANISCHES VERHALTEN DES BETONS
2.1 Einfihrung

Beton ist ohne Zweifel der am meisten benutzte Baustoff im Bauwesen, was auf seine
hohe Druckfestigkeit und Formgestaltungsmdglichkeiten zurlickzufGhren ist. Aller-
dings sind die Kenntnisse bezlglich seiner physikalischen Eigenschaften und seines
Verhaltens unter beliebiger Beanspruchung noch nicht ausreichend, wag u.a. durch die
Verschiedenheit der Versagensmechanismen, die Streuung der Versuchsergebnisse,
die Abhéngigkeit des Brucheintritts vom BelastungsprozeB zu begriinden ist.

Beton ist ein Konglomerat aus unterschiedlich groBen Zuschlagskérnern, die in Ze-
mentmértel eingebettet sind. Bereits im unbelasteten Zustand liegen Defekte vor, die
das mechanische Verhaiten des Betons wesentlich beeinflussen. Die wichtigsten De-
fekte sind :

» Eine groBe Anzahl von Mikrorissen, die infolge von Volumenanderungen wéhrend
des Abbindens und Erhértens auf der Grenzflache zwischen den groben Zuschlags-
kérnern und dern Zementmdrtel entstehen, wodurch der Haftverbund zwischen bei-
den Bestandieilen teilweise aufgehoben wird. Diese Grenzflichen stellen die
schwichste Verbindung des Konglomerats dar. Die Mikrorisse sind ein wesentlicher
Grund fir die niedrige Betonzugfestigkeit.

= DerZementmdrtel hat eine hohe Porositat, die beim Normalbeton etwa 30% betragt.

» Unter hohem hydrostatischen Druck spielen die winzigen Offnungen im Ze-
- mentmértel (Poren) und die Licken eine wesentliche Rolle auf das Verhalten und die
Festigkeit des Betons.

Im Gegensatz zu Metallen ist Beton ein stark heterogenes Material, welches eine zufal-
lige und "chaotische” Mikrostruktur aufweist, wodurch sehr unterschiedliche miteinan-
der gekoppelte inelastische Verformuhgsmechanismen folgen, wie z.B. plastische Vor-
géange und die Zunahme von Mikrorissen. Wahrend sich aufgrund der gleichméBigen
kristallinen Strukiur der Metalle Versetzungsmechanismen flr eine brauchbare physi-
kalische Theorie fir das inelastische Verhalten der Metalle eignen (siehe Abschnitt5.1),
befindet sich dagegen die Formulierung einer vergleichbaren Theorie fir quasi—
spréde Materialien, bei denen sich inelastische Mechanismen gegenseitig beeinflus-
sen, noch im Anfangsstadium.

Durch Betonversuche 148t sich ein Spektrum verschiedener, in der Regel komplizierter
Phénomene beobachten, wie z.B. anisotrop elastische Degradation, ein nichtassoziier-
ter plastischer FlieBvorgang, das labile Nachversagensverhalten, hysteretische Entlas-
tungsschleifen usw. Die Beriicksichtigung dieses breiten phanomenologischen Spek-
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trums in einem konstitutiven Modell bleibt eine Herausforderung fir die Simulation des
Materialverhaltens.

Ziel dieses Kapitels ist eine zusammenfassende Darstellung der wesentlichen mechani-
schen Eigenschaften des Betons. Sein Verhalten unter verschiedenen Beanspruchun-
gen steht hierim Vordergrund. Der MaBstabseffekt, d.h. geometrisch dhnliche Bauteile
verhalten sich bei unterschiedlicher GréBe nicht ahnlich, und zeitabhéngige Effekte, wie
z.B. Kriechen und Schwinden, werden im Rahmen dieser Arbeit nicht beriicksichtigt.

2.2 Versuchsergebnisse zum Tragverhalten des Betons

2.2.1 Einachsiges Verhalten

Einaxiale Druckversuche

Anhand der charakteristischen Spannungsdehnungslinie einaxialer Druckversuche
und der Volumenanderungskurve (siehe Abbbildung 2.1) wird der EinfluB der Evolution
von Mikrorissen auf das Betonverhalten in qualitativer Weise veranschaulicht.

) ‘E’l Bp = — 328 kp/cm2(4650 psi)
P
1,2
1,0
108 &
0,6
o : -
-1 -2 -3 mm/m 0 -1  mm/m
{0.001in/in) (0.001in/in)
Abbildung 2.1 —  Einaxiale Druckspannungs—Dehnungslinien und Volumenén-
derungskurve

Bis etwa ein Drittel der Prismendruckfestigkeit 8, verhalt sich der Beton néherungs-
weise linear elastisch. Die vorhandenen Mikrorisse bleiben unverandert, d.h. die ver-
figbare innere Energie reicht nicht zur Neubildung der RiBoberflachen. Im Spannungs-
bereich von 0.38, bis 0.58, breiten sich die Verbundrisse entlang der Grenzflachen
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zwischen Zuschlagskdrnern und Zementmértel aus. Flr diesen Spannungsbereich
sind die Risse im Zementmortel noch vernachldssigbar. Ab einer Spannung von ca.
0.8 B, steigt die Anzahl der Mikrorisse beirdchtiich und die Mikrostruktur im Beton wird
zerstort; Mortel— und Verbundrisse verbinden sich zu Makrorissen. Dieses Stadium-
wurde von Kotsovos und Newmann [51] als "Beginn instabilen RiBfortschrittes” be-
zeichnet. Der Bereich wird auch "kritische Spannung” genannt, da in diesem Zustand
die kleinste volumetrische Dehnung auftritt.

Elnaxiale Zugversuche

Die Zugfestigkeit von Beton wurde lange Zeit als eine flir Beton und Stahlbeton vernach-
lassigbare GréBe angesehen, jedoch wird die Zugtragfahigkeit des Betons bei vielen
Bauteilen und konstruktiven Details wie z.B. Verankerungen, unbewehrten Fundamen-
ten usw. ausgenutzt.

Die Durchfithrung von Zugversuchen ist mit groBen versuchstechnischen Problemen
verbunden. Spezielle Entwicklungen, wie z.B. die elekirohydraulische Kontrolle der
Versuchsmaschine (Cornelissen et al. [16], Reinhardt [88]), ermdglichen die vollstén-
dige Beschreibung der Spannungs—Verzerrungsgeschichte.

o (N/mm?

8 = 0.08 um/s

20 40 60 80 100 120 140
Syt (um)

Abbildung 2.2 —  Typischer verformungsgesteuerter einaxialer Zugversuch einer
Betonprobe nach Reinhardt [88].

Abbildung 2.2 zeigt die vollstandige Spannungs —Verformungslinie des Betons unter

Zugbeanspruchung. ImVorbruchbereich bis etwa 0.8 B, (B, ist die Zugfestigkeit) ver-

halt sich der Beton linear elastisch mit einem nahezu identischen Elastizitatsmodul wie

im linear elastischen Druckbereich (siehe Gopalaratnam und Shah [32]). Bei weiterer
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Laststeigerung wird das Verhalten aliméhlich nichtlinear. im Bereich der Entlastung fin-
det eine Zunahme der Mikrorisse im Zementmartel und in der Grenzflache an den gro-
ben Zuschlagskdrnern statt. Ein makroskopischer TrennriB senkrecht zur Hauptspan-
nung ist erst nach Uberschreiten der maximal aufnehmbaren Spannung wahrnehmbar.
Die volisténdige Werkstofitrennung erfolgt erst nach groBen Verformungen.

Der Vergleich des einachsigen Druck— und Zugverhaltens zeigt einen viel steileren Ent-
festigungsbereich unter Zug gegeniiber Druck; zusatzlich ist unter Zug das Verhéltnis
zwischen maximal aufnehmbarer Dehnung und der zur maximal aufnehmbaren Span-
nung gehdrenden Dehnung viel gréBer als unter Druck .

Das Betonverhalten im verformungsgesteuerten Zugversuch unter zyklischer Bean-
spruchung wurde von Reinhardt [88], Yankelevsky und Reinhardt [1 35], Van Mier et al.
[128], Gopalaratnam und Shah [32], u.a., untersucht. Es wurde gezeigt, daB eine ein-
zige Hulikurve verschiedene zyklische Zugbelastungsvorgénge darstellt, wie es in Ab-
bildung 2.3 wiedergegeben ist.
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Zyklische einaxiale Zugversuche einer Betonprobe und Hill-
kurve nach Yankelevsky et al. [135].
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Abbildung 2.4 —  Steifigkeitsdegradation nach Reinhardt [88].v
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Der Wert der Steifigkeit einer bereits geschadigten Probe, die entlastet wird, wird fir je-
den Belastungszyklus gegenliber dem urspranglichen Wert kontinuierlich kleiner. Ab-
bildung 2.4 zeigt dieses Phidnomen, das als Steifigkeitsdegradation bekannt ist.

Ebener Scherversuch

Die rauhe Oberfldche der Risse im Beton fihrt zu nennenswerten Schubspannungen
im RiB, die durch Reibung Ubertragen werden kénnen. Dadurch entstehen aus tangen-
tialen RiBuferverschiebungen weitere RiBdffnungen.

Zur Schububertragung im gerissenen Beton wurden ebene Schubversuche von Walra-
ven [129] durchgefihrt. Durch versuchstechnische Randbedingungen wird beim Aut-
bringen der Schubverformungen die Anderung der Verschiebung senkrecht zur RiB-
achse verhindert. Es wurden verschiedene Kombinationen der dabei entstehenden
Normalspannung mit der eingesetzen Schubspannung untersucht. Es muf darauf hin-
gewiesen werden, daB diese Untersuchungen nur das Verhalten des vollstandig geris-
senen Betons an einem diskreten RiB behandeln.

Die Ergebnisse dieser Untersuchung bestatigen, daB die Schubiibertragung entlang
der Risse einen komplizierten Mechanismus darstellt, der durch eine direkte Schub-
spannung--Schubverformungs—Beziehung nicht formuliert werden kann. Vielmehr
mussen Schubspannungen, Schubverformungen, Normalspannungen und RiBbreite
in die Formulierung des Ubertragungsmechanismus fir Schub mit einbezogenwerden.
Abbildung 2.5 zeigt die von Walraven ermittelte Beziehung zwischen der RiBschub-
spannung T bzw. Rinormalspannung o und der RiBschubverformung.

2.2.2 Zweiachsiges Verhalten

Eine grundlegende Arbeit zur Kidrung des zweiachsigen Betonverhaltens wurde von
Kupfer et al. [59] vorgelegt. Es wurden Biaxialversuche mit Betonproben unterschiedli-
cher Prismenfestigkeiten durchgefiihrt, wobei zur Lasteinleitung Stahlbiirsten verwen-
detwurden. Diese Belastungsvorrichtung erméglicht die Feststellung realistischer Ver-
sagenskufven, die in Abbildung 2.6 dargestellt sind.

Gegentiber dem einachsigen Druckspannungszustand folgt im Druck—Druck Bereich
eine wesentliche Steigerung der Druckfestigkeit, deren Maximalwert von etwa 1.280p
flr ein Spannungsverhdltnis von ca. - o,/ - 0.50, erreicht wird. Andererseits setzt eine
geringe Zugbeanspruchung die Druckfestigkeit der anderen Richtung erheblich herab.
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Abbildung 2.5 —  8pannungs—Verschiebungslinien zum Schubtragverhalten
einer gerissenen Betonprobe (AnfangsriBbreite w) nach
Walraven [129].
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-Abbildung 2.6 — Biaxiale Versagenskurve von Beton nach Kupfer et al. [59].
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Abbildung 2.7 zeigt die Spannungs-Verzerrungskurven fiir verschiedene Hauptspan-
nungsverhaltnisse. Unter einer biaxialen Druckbeanspruchung erweist sich der Beton
"duktiler” . Im Zug—Druck Bereich nehmen die Hauptdehnungen in Bruchnéhe mit zu-
nehmender Zugspannung ab.

Nach Abbildung 2.8 wird bei einem abnehmenden Verhéltnis a4/0, das Volumen konti-
nuierlich kleiner . Bei einer Spannung von ca. 80% der maximal aufnehmbaren Span-
nung sind Wendepunkte in den Volumendnderungskurven zu beobachten. Unmittelbar
danach erreicht das Volumen seinen minimalen Wert, ab dann tritt eine plétzliche Ver-
grdBerung des Volumens auf. Bei niedrigen bzw. hohen Druckspannungen spricht man
von einem kontraktant bzw. dilatant inelastischen Material.

Wichtig ist auch die Art, in der das Versagen auftritt, wor(iber die Biaxialversuche an Be-
tonproben von Nelissen [77] Auskunft geben. Abbildung 2.9 ist [77] enthommer und
zeigt die verschiedenen Versagensmodi in Abhangigkeit des Spannungsverhalinisses

04/0,
2.2.3 Dreiachsiges Verhalten

Triaxialversuche an Betonproben wurden von Richart et al. [93], Balmer [2], Green und
Swanson [34], Kotsovos und Newmann [52], van Mier [128] u.a. durchgefiihrt. Man be-
obachtete, daB unter hoher hydrostatischer Spannung die Evolution der Mikrorisse ver-
hindertwird. Die in Abbildung 2.10 dargestellten Versagenskurven und Spannungsver-
formungslinien zeigen, daB durch "confinement” die Festigkeit des Betons und die
Verformungstfahigkeit wesentlich erhéht werden. In Abhangigkeit der hydrostatischen
Spannung kann sich der Beton von quasi~spréde bis quasi—duktil verhalten, wobei
sich die entsprechenden Versagensmodi von einem Trennbruch tber die Entwicklung
der Mikrorisse zu einem MakroriB bis hin zur Zerquetschung des Zementmértels veran-
dern.

Abbildung 2.11 zeigt eine Zusammenfassung der verschiedenen Brucharten. Im Zug-
Druck—Druck Bereich geht der Trennbruch, der bei einer reinen Zugbelastung auftritt,
in einen Gleitbruch Uber. Im triaxialen Druckbereich sind Gleitbriche mit ausgepragten
Gleitfldchen zu beobachten. van Mier etal. [128] haben auBerdem den Einflu der klein-
sten und mittleren Hauptspannungen und einer wiederholten Belastung auf die Festig-
keit und die Verformung des Betons untersucht.
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3 KONTINUUMSMECHANIK
3.1 Einflhrung

Ein Ziel der Kontinuumsmechanik ist die Bestimmung von Spannungen, Dehnungen
oder Versagensvorgangen, die in unterschiedlichen Materialien unter verschiedenen
&uBeren Bedingungen auftreten. Diese Arbeit wird sich auf die Kontinuumsmechanik
fester Korper beschrénken. Die grundlegende Annahme ist, daB der Kérper als ein Kon-
tinuum, d.h. ohne Liicken oder andere Defekte, betrachtet werden kann. Deshalb wer-
den alle GréBen durch stetige Funktionen beschrieben. Diese Annahme wird im Ab-
schnitt 6.3 im Rahmen der Schadigungsmechanik des Kontinuums erweitert,

Der Begriff des Kontinuums erlaubt, alle GréBen, die das Verhalten eines Kérpers be-
schreiben, materiellen Punkten zuzuordnen. Diese Vorgehensweise ermdglicht die di-
rekte Anwendung von mathematischen Werkzeugen, wie z.B. der Differential— und In-
tegralrechnung.

Dieses Kapitel gibt einen Uberblick (ber die Bilanzgleichungen, die-als universale Aus-
sage flr alle Kbrper unabhéngig von einem spezifischen Material gelten und fuhrt damit
auch die notwendigen Begriffe ein.

3.2 Definition des materiellen Kérpers und grundlegende Begriffe.

Die Begriffe-des materiellen Punktes und Kérpers sind grundlegend fiir die Abbildung
in einem realen System im Rahmen der Kontinuumsmechanik.

Definition 3.2.1 :
Ein materieller Kérper B (Kontinuum) wird durch eine zusammenhangende
Menge materieller Punkte {P} charakterisiert, wobei ein materieller Punkt 9

mit einem geometrischen Punkt im Raum assozilert werden kann, dem kein
Volumen zuzuordnen ist.

Der materielle Korper ist eine physikalische Eigenschaft, die noch nicht mit einer mathe-
matischien Struktur verbunden ist.

Eine bijektive Abbildung eines materiellen Kérpers auf Bereiche des dreidimensionalen
Euklidischen Raumes heiBt Konfiguration .

x: B — R3 8.1)
Die kontinuierliche Abfolge von Konfigurationen mit der Zeit t als Parameter wird Bewe-
gung genannt. )

%' B x R—>RS3

(Pt} > x = (P 1) = 4(P) (3.2)
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Diese Abbildung ordnet jedem Paar (®, t)einen Raumpunkt x zu.

Durch die Wahl eines Bezugssystems, bestehend aus einem Bezugspunkt O und einer
Basis, beschreibt der Ortsvektor x zu jedem Zeitpunkt t eindeutig einen Punkt des drei-
dimensionalen Raumes.

Fir die numerische Kennzeichnung der Lage und Bewegung des materiellen Korpers
ist die Einflhrung des Begriffes der Referenzkonfiguration ®, = (B, t,) notwendig.
Diese wird mit einem beliebig gewahlten Zeitpunkt t, festgelegt. Die Lage der materi-
elien Punkte ¢ in dieser Konfiguration wird durch den Vektor X beschrigben.

XI=x(P,tg) =:%0(P) (3.3)

Die Momentankonfiguration B, = x(®, 1) ist die Lage des materiellen Punktes im Raum
zum aktuellen Zeitpunkt t, beschrieben durch den Vektor x in Gl. (3.2).

Da die Abbildung yx, bijektiv ist, kdnnen wir die inverse Beziehung zur Gl. (3.3) schrei-
ben.

P = x5 ‘ (3.4)
Durch Einsetzen von Gl. (3.4) in (3.2) foigt
X = %05 '00) = xoxs ') =: XY (3.5)

Die Abbildung @ ordnet jedem Paar (X,t) einen Raumpunkt x zu. Sie beschreibt somit
die Bewegung des Punktes 9,

Aus Gl. (3.5) erkennt man, daB die Vektorfunktion ® sowohl vom Bezugssystem als
auch von der Wah! der Referenzkonfiguration abhangt.

Der materielle Punkt @ kann der ZweckmaBigkeit entsprechend entweder durch den
Vektor X der Referenzkonfiguration oder durch den Ortsvektor x ausgedriickt werden.
Betrachtet man eine beliebige Abbildung W (beschreibt eine Eigenschatt des Korpers),
die dem materiellen Kérper B zum Zeitpunkt t eine beliebige Menge € im physikali-
schen Anschauungsraum zuordnet, ergibt sich

W . BXR—>C
(@, 1) — W(P, 1) S

Eine materielle Darstellung der Abbildung W ist durch folgende Abbildung W gekenn-
zeichnet.

W:BxR—C (3.7)
(@, 1) = WD, 1) = Wxg 00, 1) =: WX, 1)

Analog ist zu einem festen Zeitpunkt t die rdumliche Darstelfung der Abbildung W durch
die Abbildung w darstellbar.
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WIBXR—C
@) > WD) = W', =:wx)
Bildet man den Gradienten der Bewegung ¢ beziiglich der Referenzkonfiguration, ent-
steht der Deformationsgradient F(X,1). Der Deformationsgradient hangt sowohlvon der
Wahi des Bezugssystems als auch von der-Bezugskonfiguration ab. Jedem materiellen
Punkt @ ist ein Deformationsgradient zugeordnet.
F:BxR—A
(@)= FOY = VOX Y
wobsi A die Menge der Tensoren zweiter Stufe mit positiver Determinante darstellt. Der
Deformationsgradient ermdglicht den volistandigen Uberblick Giber die lokalen Eigen-
schaiten der Bewegung. Er stellt die Beziehungen zwischen materiellen Linien—, Fla-
chen— und Volumenelementen in der Referenz— bzw. Momentankonfiguration dar.

(3.8)

(3.9)

dx = F.dX
da = (detF)(FT)"'dA (3.10)
dv = detF dv

3.3 Bilanzgleichungen

3.3.1 Massenerhaltung

Die Massenerhaltung kann als Postulat der klassischen Kontinuumsmechanik angese-
hen werden. Die auf B definierte Funktion o(x, 1) bezeichnet die Massendichte im Kér-
per der Momentankonfiguration, wobei die Masse des Kérpers durch die folgende Glei-
chung definiert wird.

M(B,) 1= f o dv oder M(3B) := f Qg dV (3.11)
B B

t 0

NachAnwendung der Beziehung der Gl. (3.10¢) und Gleichsetzen beider Gleichungen
(3.11) folgt : )

9o = detF ¢ (3.12)
Da die Erhaltung der Masse postuliert wird, muB die materielle Zeitableitung der Gi.
(3.11) gleich Null sein.

SM@) =0 (3.13)

Dasich das r&umliche Volumen mit der Zeit dndert, wird an dieser Stelle vom Reynolds-
schen Transportsatz Gebrauch (siehe z.B. Little [64]) gemacht.

D
B LB [-53 +o(V .v)} dv (3.14)
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Hierbei ist v die Geschwindigkeit der Partikel 2 in der raumlichen Darstellung. Da das
Volumen willkarlich gew&hit werden kann, muB der Integrand gleich Null gesetzt wer-
den.

Do

Bt (V=0 ’ (3.15)
Definition 3.3.1 :
Materielle Zeitableitung
D L] = —d—- L] L]
B = S0 + v (3.16)

wobei (=) eine beliebige GroBe darstellt.
Durch die Definition der materiellen Zsitableitung wird Gl. (3.15) umgeschrieben

% + V.ov) =0 (8.17)
t

Gl. (3.17) stellt den mathematischen Ausdruck des Prinzips der Massenerhaltung dar.
Es ist einfach zu zeigen, daB diese Gleichung zu einer speziellen Form des Reynolds-
schen Transportssatzes filhrt

b L 006 Gox, hav = [ oty 2580 gy )

t X T
wobei § eine beliebige rdumliche Eigenschatt, z.B. die momentane Geschwindigkeit v,
darstellt.

3.3.2 Impulsbilanz

Vor Einfithrung des Impulssatzes wird die Notation vereinbart, da der Rand des mate-
riellen Korpers ® mit % bezeichnet wird. Dieser Rand kann in Bereiche 9%, mit vorge-
gebenen Verschiebungen sowie in Bereiche 9% , mit vorgegebenen Spannungen un-
terteilt werden. Diese Bereiche besitzen folgenden Eigenschaften :

0By U 0Bg = B By MNdBg =0 (38.19)
Zusétzlich sind b(x, t) und t(x, 1) die auf das aktuelle Volumen bzw. Oberflache bezoge-
nen Volumen— und Oberflachenkréfte.

Der Impuls eines materiellen Kérpers, der sich mit der Geschwindigkeit v bewegt, folgt
aus der Gleichung

ji= j ov dv (3.20)
?Bl

DaderImpuls eine Erhaltungsgréfe ist, besagt die Impulsbilanz, daB die zeitliche Ande-

rung des Impulses gleich der Summe aller im materiellen Kérper einwirkenden Lasten

ist. Mathematisch wird die Impulsrate damit wie folgt beschrieben
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Gaulischer
By t Integraisatz B,

—D%i=ftda +]dev--—--->b%j=J[V.o + gb] dv (3.21)
? B B
o istder Cauchy Spannungstensor. Mit Gl. (3.18) kann die materielle Zeitableitung des

Impulses bestimmt werden

D._.D = { oD¥
B = DtIQV dv Jg Ot dv (8.22)
@, @,
Durch Gleichsetzen von Gl. (3.22) und Gl. (3.21b) und dem Vergleich der Integranden
folgt
= BV

V.o +pb=9¢ Dt (3.23)
Fur statische Probleme vereinfacht sich die Impulsbilanz zu

V.6 +pb=0 (3.24)

Gl. (3.23) ist auch als erste Cauchysche Bewegungsgleichung bekannt.
3.3.3 Drehimpulsbilanz

Der Drehimpuls beziglich eines raumfesten Punktes x, in der réumlichen Darstellung
eines materiellen Kdrpers B, der sich mit der Geschwindigkeit v bewegt, ist fiir ein nicht
polares Kontinuum definiert durch

dy = [(x ~ Xg) X oV dv (3.25)
By

Dader Drehimpuls eine ErhaltungsgrdBe ist, besagt die Drehimpulsbilanz, daB die zeit-

liche Anderung des Drehimpulses gleich aller aufden materielien Kérper sinwirkenden

Momente ist.

b%dmzzj (X —%g) X t da +[(x—-x0)><gb dv (3.26)
a, @,

Hier wird nochmals die spezielle Form des Reynoldsschen Transportsatzes Gl. (3.18)
auf Gl. (3.25) angewandt.

By D =l oL[x - =
Si DtJ (X — Xg) X Qv dv L@ Dt[(x Xg) X v| dv

't

(3.27)

=[Q{(X-XO)X\; +v X vl dv =fg(x——x°)><|} dv
By 4] B,

Nach der Anwendung des GauBschen Integralsatzes flr Kreuzprodukte und durch
Gleichsetzen von Gl. (3.27) und Gl. (3.26) folgt
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f{(x—xo)x(V.o +ob— V) + V(x~x) X ¢} dv=0 (3.28)

By St ——— e
aus Gl. (3.23) = 0

und mit V{x — x5) = & ergibt sich

j& X o dv =0 (3.29)
%

t

Da diese Gleichung auch fir Teilkérper gilt, kann generell geschrieben werden
§ xo =0 (3.30)

Aus der Definition des Kreuzprodukts zwischen zweistufigen Tensoren (siehe z.B. [10])
resuftiert aus Gl. (3.30) die Symmetrie des Cauchyschen Spannungstensors.

c =9’ (3.31)

Gl. (3.31) ist auch als zweite Cauchysche Bewegungsgleichung bekannt.
3.3.4 Bilanz der kinetischen Energie
Die kinetische Energie eines mechanischen Systems ist

K= f %QV,V dv (3.32)
£

Der Bilanzsatz der kinetischen Energie besagt, daB die zeitliche Anderung der kineti-
schen Energie gleich der Differenz zwischen der Leistung aller im materiellen Kérper
einwirkenden Lasten und der Spannungsleistung ist. Damit kann der Bilanzsatz der ki-
netischen Energie in der Form
—DD—tK = f tv da + f ob.v dv - I o W dv (3.33)
B, @, B,
geschrieben werden. Das Skalarprodukt zwischen der Bewegungsgleichung GI. (3.23)
und dem Geschwindigkeitsvektor v des aktuellen Bewegungszustandes wird (ber das
aktuelle Volumen 8, integriert.

f[V.0+Q(b-—|'/)].vdv=0 (3.34)

By

Einfachheitshalber werden hier die folgenden Abklrzungen benutzt

P:= f tv da + j eb.v dv (3.35)
9%, B,
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die fir die duBere Leistung in der Momentankonfiguration steht, und

Pyi= Jo Vv dv (3.36)

t

fUr die innere Spannungsleistung. Gl. (3.33) lautet damit vereinfacht
K =P-Py s (3.37)

Entsprechend Gl. (3.36) kdnnen arbeitskonforme Paarungen eines Spannungstensors
mit einem entsprechenden Tensor der Verzerrungsgeschwindigkeit eingefihrt werden,
Folgende Paarungen sind géngig.

Pd:zfa:wdwjo:ddv:Js:E av (3.38)
QB, ?B( ﬂa0

Elementarspannungs~| Spannungstensor Verzerrungsgeschwindig—
leistung keitstensor

d = symmetrische Anteile

o:d o = Cauchy
des Tensors Vv
. S=zweiter Piola—Kirchhoff | E = materielle Zeitableitung
: = 1 peT des Green —~ Lagrange —
S:=(detF)F o F Verzerrungstensors
Tafel — 3.1 —  Arbeitskonforme Paarungen zwischen Spannungstensoren und

Tensoren der Verzetrungsgeschwindigkeit.

3.3.5 Energiebilanz ~ Erster Hauptsatz der Thermodynamik

Die Energieerhaltung fihrtin der Kontinuumsmechanik auf eine grundlegende Feldglei-
chung. Hier werden Probleme behandetlt, die keinen zeitlichen thermischen Gradienten
besitzen. Damitist eine Aufspaltung der mechanischen und thermischen Energie mog-
lich {thermo—mechanische Entkopplung).

Die Energie in einem beliebigen materiellen Volumen zu jedem Zeitpunkt t kann in zwei
Anteile, die kinetische Energie KgemaB Gl. (3.32), und die innere Energie U zerlegt wer-
den: :

U= j ou dv (3.39)
By
u stellt die spezifische innere Energie per Masseneinheit dar.

Da die Energie eine Erhaltungsgréfe ist, besagt der Energieerhaltungssatz, daf die
zeitliche Anderung der Energie gleich der Differenz zwischen der duBeren Leistung P
gemaR Gl. (3.35) und der von auien zugeflihrten Warme Q ist.
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g_t[K +U=P-Q (3.40)

Flr die von auBen zugefuhrte Warme Q gilt

Q:= fgr dv -~ f h(n) da (3.41)
B, o,

r ist die volumenbezogene Wérmezufuhr und h(n) ist die Warmezufuhr pro Zeiteinheit

und Flacheneinheit in Richtung der Normalen n. Der Cauchysche Tetraeder ermdglicht

die Einflhrung des WarmefluBvektors h :

h(n) = h.n (8.42)
Gl. (3.41) kann mit Gl. (3.42) wie folgt umgeschrieben werden
Q:=Jerdv—jh.nda————> Q:=J[Qf—v-h] dv (3.43)
GauBscher
By 9B, Integralsatz By

Durch Einsetzen von Gl. (3.32) fiir K, (3.39) fiir U, (3.35) fur P, (3.43) fir Q in (3.40), unter
Beachtung der Gl. (3.18) und unter Anwendung des GauBschen Integralsatzes auf den
ersten Term von Gl. (3.35), folgt

J{Q%(%V.V +u) - V. (04) - by —or+ V .h} dv=0 (3.44)
B
Die Anwendung der Produktregel fuhrt auf

{wfoV = V.o —ob]+ol — o : (W) —or+ V.hjdv=0 (3.45)
T o ———
* aus Gl. (3.23) = 0

Da die Gl. (3.45) auch fir einen Teilkorper gilt, lautet die lokale Formuilierung des Ener-
gieerhaltungssatzes .

U — o :W—-gr+ V.h=0 (8.46)

Diese Gleichung stellt die lokale Form des ersten Hauptsatzes der Thermodynamik in
der réumlichen Darstellung dar. In der materiellen Darstellung folgt analog :

0l —8:E — g+ Vyhg=10 (3.47)

wobei V den Gradientenvektor bezliglich der Referenzkonfiguration bezeichnet.
Gl. (3.46) reduziert sich fiir quasi—statische Prozesse auf

o —or+ V.h=0 (3.48)
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3.4 Das Prinzip der virtuellen Arbeit

Aus dem Skalarprodukt zwischen der lokalen Form der Bewegungsgleichung Gl. (3.23)
und einem beliebigen virtuellen Vektorfeld du mit anschlieBender Integration Gber die
Momentankonfiguration %, ergibt sich das Prinzip der virtuellen Arbeit (Verschiebung)
als schwache Form des Gleichgewichts. Dieses Skalarprodukt fihrt auf die Gleichung

j (V.o ).0u dv + J obdu dv =0 ‘ (3.49)
By B,

Unter Verwendung der Gleichheit
(V.o)du = V (0.0u) — o :Vdu

erhalt man

f V .(o .8u) dv - J o Vou dv + j ob.bu dv =0 (3.50)
B, By B,

Unter Anwendung des GauBschen Integralsatzes auf den ersten Summanden dieser
Gleichung und unter Beachtung der Spannungsrandbedingung auf 0B, lautet das

Prinzip der virtuellen Arbeit in rAumlicher Darstellung

j o : Vdu dv ~ J ob.bu dv - J tduda=0 (8.51)
% B, B,

1

Das Prinzip der virtuellen Arbeit in materieller Darstellung lautet analog

}

wobei g, by und t,die Massendichte und die eingeprégten Volumen— bzw. Oberfla-
chenkréfte bezlglich der Referenzkonfiguration bezeichnen.

S:éEdV—«j

0obo:0u dV — j to.0u dA = 0 ’ (3.52)
%

0 3%,
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4  THERMODYNAMIK MIT INTERNEN VARIABLEN
4.1 Einfihrung

Die bereits erwéhnten Prinzipien der Kontinuumsmechanik sind fir alle Kérper, unab-
héngig von ihren Materialien, gleichermaBen gultig. Die dadurch entstehenden Feld-
gleichungen — Massenerhaltung Gl. (3.17) (1 GL.), Impulsbilanz Gl. (3.23) (3 GIn.) und
Drehimpulsbilanz Gl. (3.31) (3 Gln.) — flihren zu einem aus 7 gekoppelten Gleichungen
bestehenden System, das jedoch insgesamt 13 Unbekannte (0, %, @) enthalt,

Durch die Beschreibung der individuellen Eigenschaften einzelner Kérper tber die Ma-
terialgleichungen oder konstitutiven Gleichungen wird das bisher unterbestimmte Sy-
stem von Differentialgleichungen bestimmt.

Die Prinzipien der Kontinuumsmechanik und Thermodynamik enthalten :

UNIVERSALE quanttaty | INDIVIDUELLE
AUSSAGE et || System AUSSAGE

& Eigenschaften
beschreiben die Eigenschaf-
gelten fur alle ten der speziellen materiellen

materiellen Kérper ﬁ MODELLE & Kérper

mathematische
Beschreibung

Abbildung 4.1 —~  Kombination von universalen und individuellen Aussagen.

Aus der Kombination von universalen und individuellen Aussagen werden Modelle ge-
wonnen, deren Eigenschaften dem experimentell nachgewiesenen Verhalten eines
realen Systems qualitativ und quantitativ entsprechen und zudem mathematisch be-
schreibbar sind.

Im Hinblick auf eine optimale Erflillung der theoretischen und praktischen Anforderun-
gen an die Materialbeschreibung ist es zweckmaBig, von einer méglichst allgemeinen
Theorie auszugehen. Aus dieser kann man systematisch eine speziellere Theorie ablei-
ten, die der jeweils gegebenen Aufgabe optimal angepaBt ist.

Die Auseinandersetzung zweier verschiedener Auffassungen der Thermodynamik (ra-
tionelle und klassische) konzentriert sich auf die Kontroverse, ob die Thermodynamik
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ohne weiteres flr irreversible Prozesse einsetzbar ist, oder ob eine véliige Reformulie-
rung der Thermodynamik notwendig ist. Eine ausfihrliche Diskussion dieser Proble-
matik findet man in [73], [30], [124], [133]. Das Ziel dieses Abschnitts ist, die thermody-
namische Theorie mit internen Variablen als Grundstein zur Entwicklung von
konstitutiven Gesetzen und zur Beschreibung von dissipativen Mechanismen darzule-
gen.

Der Begriff interne Variablen wurde von Onsager [80] eingeflhrt und von Kestin und
Rice [48], Rice [91], Lubliner [65], Ziegler [137], u.a. , im Rahmen der Kontinuumsme-
chanik angewandt. Ein endlicher Satz von internen Variablen dient der Beschreibung
des lokalen Zustands in einem reprasentativen Volumen (z.B. Anderungen auf der Mi-
kroskala).

Bei den internen Variablen kann man von zwei Gruppen sprechen : die einen geben
physikalische Eigenschaften, wie z.B. die Dichte der strukturellen Defekte, wieder, die
anderenbeschreiben die beobachteten Phanomene durch mathematische Herleitung,
wie z.B, die inelastische Dehnung.

4.2 Formulierung der Thermodynamik

Der Vollsténdigkeit halber wird in diesem Abschnitt zunéchst der allgemeine Fall mit
dem WarmefluB in den Bilanzgleichungen betrachtet. Die Spezialisierung fur isotherme
Prozesse ist einfach nachzuvoliziehen.

Hier wird angenommen, daB der lokale thermodynamische Zustand existiert und dieser
eindeutig durch den Green--Lagrange Verzerrungstensor E, die Entropie per Volumen-
einheit s und einem Satz von internen Variablen g bestimmt ist.

Das erste thermodynamische Gesetz, die Energiebilanz nach Gl. (3.47), setzt die Exi-
stenz einer Zustandsvariablen u voraus, weiche die Dichte der inneren Energie darstellt,
Sie ist gekennzeichnet durch :

u = uE, s q) ' ' (4.1)

Um die experimentelle Erfahrung Uber die Richtung des Flusses physikalischer Vor-
gange festzulegen, bendtigt man die mathematische Beschreibung des Prinzips der
Dissipation oder hreversibilitit. Dieses Prinzip entspricht dem zweiten Hauptsatz der
Thermodynamik.

Das Dissipationsprinzip besagt nach Truesdell [124] : ” Die zeitliche Entropiednderung
f eines beliebigen materiellen Kérpers Bist nichtkleiner als die auf % von auBen einwir-
kende Entropiezufuhr.”

Die mathematische Beschreibung dieses Prinzips lautet
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§ @) = f (Q—T"-r— VO.%) dv (4.2)
B

0

wobei die GréBen r und him Abschnitt3.3.5 eingefihrt worden sind und T die absolute
Temperatur bezeichnet.

Die entsprechende lokale Aussage zu dieser globalen Aussage heiBt Clausius—Du-
hemsche Ungleichung (in der Truesdell~Toupin Form)

0oF = Fogr ~ 1 Vo .ho + %hO.VOT (4.3)

Die Ableitung von u nach der Zeit kann aus Gl. (4.1) bestimmt werden.
U =0gu:E + o4 % +oquq (4.9)

Durch Einsetzen von Gl. (4.4) in Gl. (3.47), der lokalen Form des ersten Hauptsatzes der
Thermodynamik, ergibt sich

Qologt 1 E + 0 § + dqu.G] — S:E —Qof + Vo.hy =0 (4.5)
Gl. (4.5} in (4.3) eingesetzt flihrt auf

[0oT = @odi] § + [S — 0gdgt] : E — gqiqu.q — .—1r-h0.VOT =0 (4.6)
Da sowohl ¥ als auch E in einem gegebenen thermodynamischen Zustand beliebige
Werte annehmen kdnnen, erhalt man

T = oy

S = godgu (4.7)

0gdqtid +TheVoT < 0
Wegen der physikalischen Tatsache, daB die Warme vom heiBeren zum kalteren Teil
des Korpers fliest, gilt :

hg.VoT = 0 (4.8)
Damit folgt aus Gl. (4.7¢)

dqu.d <0 (4.9)

d.h. die internen Prozesse vermindern die innere Energie. Die Variable dqU kann als
konjugierte thermodynamische Last der internen Variablen q; bezeichnet werden.

Die Gleichungen (4.7) legen fest, daB die spezifische innere Energie u als ein Potential
der Temperatur und der Spannung betrachtet werden kann. Sie setzen zusétzlich Be-
schrénkungen in der Richtung des WarmefluBvektors und in der Abhangigkeit der inne-
ren Energie von den internen Variablen voraus.

-
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Im Hinblick auf Gl. (4.7) ist es mdglich, zwei zusétzliche Potentiale durch die Legendre—
Fenchelsche Transformation ([106] Kapitel 2) der inneren Energie u einzufiihren,

Definition 4.2.2 .
Freie Energie A per Volumeneinheit nach Helmholtz:

A=u-Ts=AETQq (4.10)

Aus dieser Legendre—Fenchelschen Transformation fir das Potential u er-
geben sich die folgenden Eigenschaften :

¥ = — dA
8 = 0udph (4.11)
I A <0

Definition 4.2.3 :
Freie Energie G per Volumeneinheit nach Gibbs:

G=S:E-A=G(S,T4q (4.12)

Aus dieser Legendre—Fenchelschen Transformation f(ir das Potential v er-
geben sich die folgenden Eigenschaften :

¥ = 394G
E = 05'05G (413
9G4 = 0

Das Gibbsche Potential wird auch komplementére freie Energie oder freie Enthalpie ge-
nannt. Tafel 4.1 stellt eine Zusammenfassung dieser Potentiale dar.

Potential Beziehung zur u Unabhéngige Konjugierte
Variablen GroBen
Interne u u E T=0g4ulg
i Y:fl
Energie q S = 0udglls
freie Energie § = — 3pA|
A u~ Ty ET, F
nach Helmholtz 9 S = 0gPeAl7
freie Energie y = 0G|
i Gl S:E~u+Ty S, T S
nach Gibbs 9 E = 07'95G|+

Tafel - 4.1 Thermodynamische Potentiale
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Die Wahl eines Potentials ist mit der Wahi der unabhéngigen Variablen verbunden. An-
hand der vierten Spalte von der Tafel 4.1 kénnen folgende Aussagen festgelegt wer-
den:

* Jede Zeilein dieser Spalte stellt eine thermodynamische konstitutive Gleichung (oder
Colemansche BeZIehung) dar, die dem zugehorigen Potential entspricht.

¢ Das Potential u stellt die Beziehungen zwischen der konjugierten GréBe S und derun-
abhéngigen Variablen E eines isentropen Prozesses ( y=konst. ) dar.

* Die Potentiale A und G geben die Beziehung zwischen den konjugierten GroBen
S bzw. E und den unabhéngigen Variablen E bzw. S eines isothermen Prozesses
wieder.

Die einfachsten Stoffgesetze ergeben sich aus der Cauchyschen Definition des elasti-
schen Kérpers : "Ein materieller Kdrper wird elastisch genannt, wenn die Spannungen
ausschlieBlich durch die momentane Verzerrung und Temperatur zu bestimmen sind”.
Offensichtlich wird in diesem Fall der Satz der internen Variablen Gberflussig. Zusam-
men mit den Bilanzgleichungen definieren die thermodynamischen konstitutiven Glei-
chungen das gesamte Randwertproblem, das es zu lésen gilt.

Fir den allgemeinsten Fall eines beliebigen Materials miissen jedoch noch Evolutions-
gleichungen fiir die internen Variablen definiert werden. Hier dienen die Ungleichungen
(4.9), (4.11¢), (4.13c) als Einschrénkungen der konstitutiven Gleichungen.

Es wird angenommen, daB die Zeitableitung aller internen Variablen q; hinreichend
durch alle beteiligten ZustandsgréBen beschrieben wird. Die Evolutionsgleichung einer
internen Variablen q; ist somit durch

d;=F8,T.q9 i=1..m (4.14)
definiert.

Die Ableitung von Gleichung (4.13b) nach der Zeit fihrt auf
E =0gE:$ +0;E T + 04E.q (4.15)

Der erste Term der rechten Seite dieser Gieichung stelit den momentanen Nachgiebig-
keitstensor, derzweite Term den momentanen thermischen Dehnungstensor dar. Beide

Tensoren kdnnen als tensorielle Funktionen der Zustandsvariablen E, T)und derinne-
ren Variablen q betrachtet werden. Allerdings kann fir manche Materialien die Abhén-
gigkeit dieser Tensorenvon den inneren Variablen vernachlassigt werden. Beispiele da-
fir sind kristalline Kérper. Fir diese wurde nachgewiesen, daB sowohl der momentane
Nachgiebigkeitstensor als auch der momentane thermische Dehnungstensor nahezu
unabhéngig von den inneren Variablen sind.
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5 ZUR BESCHREIBUNG PLASTISCHER DEFORMATIONEN

5.1 Motivation

Das Unvermogen eines Werkstoffes, beliebig groBen Spannungen widerstehen zu kén-
nen, weist darauf hin, dal3 das Modell des elastischen Kérpers in vielen Fallen unreali-
stisch ist.

Ausgangspunkt zur Beschreibung nichtelastischen Materialverhaltens ist die Unterstel-
lung eines Erinnerungsvermdgens an ein materielles System. Damit kann der Begriff
eines einfachen Materials eingefihrt werden : "Der momentane Spannungszustand
hangt in diesem Fall von der momentanen Verzerrungsgeschichte ab”. Die mathemati-
sche Theorie, die solche Materialien beschreibt, heiBt Theorie des Materials mit Ge-
dédchtnis [125]. Im Rahmen dieser Theorie kann man einem materiellen System entwe-
der ein nachlassendes Gedachtnis oder ein perfektes Gedachinis unterstellen. Um die
Materialeigenschaften eines plastischen Kérpers beschreiben zu kénnen, muB man je-
dem materieilen Punkt im Kérper ein perfektes Gedachtnis zuordnen.

Theorie des einfachen Materials mit Gedéchtnis

Perfektes Gedéachtnis : Nachlassendes Gedachtnis :
PLASTIZITAT VISKOELASTIZITAT

Tafel - 5.2 —  Unterteilung der Theorie des einfachen Materials mit Gedachtnis,

Folgende Phénomene sind Kennzeichen eines plastischen Materialverhaltens :

e bleibende sogenannte plastischev Verformungen, die nach der Wegnahme der Bela-
stung unabhéngig von der Zeit erhalten bleiben;

e Verfestigungseffekte, die nach einer plastischen Belastung (d.h. die elastische Gren-
ze wird (berschritten) fir die Zunahme der elastischen Grenze verantwortlich sind;

e Hystereseeffekte; diese Effekte werden durch einen Entlastungs— und Wiederbelas-
tungszyklus gekennzeichnet, in dem Energie dissipiert wird. Das bedeutet, daB die
Entlastungs— und Wiederbelastungspfade nicht Gbereinstimmen.

All diese Effekte sind durch Versuche nachgewiesen worden. Am Anfang der Entwick-
lung der Plastizitdtstheorie beschrankte man sich bei der Beschreibung plastischer
Phanomene auf Metalle, diein ihrer (iblichen Zusammensetzung polykristallin sind. Sie
bestehen aus einer groBen Anzahl von Kérern, die wiederum kristalline Strukturen be-
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sitzen. Wegen ihrer zufélligen Anordnung kann das globale Verhaiten haufig als isotrop
bezeichnet werden. Allerdings werden sekundére Phanomene durch inhomogenitaten
in der mikroskopischen Ebene verursacht. Diese Inhomogenitéten entstehen entweder
durch unterschiedliche Verfestigungen in verschieden orientierten Kristallen oder aus
Defekten in der Mikrostruktur.

Der Bauschinger Effekt und Hystereseschleifen sind Beispiele der ersten Inhomogeni-
tatsklasse, verursacht durch unterschiedliche plastische Verformungen der Kérner mit
unterschiedlicher Orientierung. Die Diskrepanzzwischen dertheoretischen und der be-
obachteten Schubfestigkeit, sowie das Auftreten von Scherfugen sind Effekte, die mit
der zweiten Inhomogenitétsklasse assoziiert werden kénnen.

Die Defekte, die als Abweichungen von der idealen Kristallstruktur interpretiert werden
mussen, kénnen entsprechend der Geometrie der Abweichung als Punkt—, Linien—
oder Ebenendefekte kiassifiziert werden. Die Punktdefekte konzentrieren sich auf Git-
terpunkte; wenige Atome sind dann betroffen. Die wichtigsten Linien oder Ebenende-
fekte'in einer kristallinen Struktur sind die Versetzungen. Diesen Begriff fGhrte V. Volterra
im Rahmen der Kontinuumsmechanik ein. Grundlegende Arbeiten zu Versetzungsme-
chamismen im Rahmen der Kristallplastizitdt werden Taylor[1934] und Orowar[1934]
zugeschrieben. Nach allgemeiner Uberzeugung ist die plastische Verzerrung in Kristal-
len eine Folge dieser Versetzungsbewegung.

Ziel einer an der Kontinuumsmechanik orientierten Plastizitatstheorie ist weniger die
Modellierung der mikroskopischen Prozesse im kristallinen Bereich des Werkstoffes als
viel mehr die phdnomenologische Erfassung der Deformationsevolution unter mecha-
nischer Beanspruchung. Trotzdem sind solche Prozesse in der Entwickung der phéano-
menologischen Theorie von groBer Bedeutung.

Ein wichtiges Merkmal, mit welchem sich das elastoplastische von dem nichtlinear ela-
stischen Kontinuumsverhalten unterscheidet, ist die Entlastung. Der Entlastungspfad
entspricht im Spannungsraum eines nichtlinear—elastischen Materials dem Bela-
stungspfad, wahrend bei einem elastoplastischen Material beide Pfade nicht identisch
sind. Das elastoplastische Materialverhalten ist zudem auch durch die Anderungen der
bleibenden Verformungen gekennzeichnet. Wenn sich der Spannungszustand in ei-
nem elastischen Gebiet befindet, wird keine zuséatzliche bleibende Verformung produ-
ziert. Plastische Verformungen finden dann statt, wenn der Spannungszustand auf der
Grenze dieses elastischen Gebiets, der sogenannten FlieB— oder Belastungsfliche,
liegt. Die Bewegung auf einer derartigen Flache wird vom Ent/—Verfestigungsgesetz
gesteuert, die Evolution der plastischen Verformung durch eine FlieBregel beschrieben.
Die FlieBflache, die FlieBregel und das Ent/—Verfestigungsgesetz sind die Hauptbe-
standteile der phdnomenoclogischen Plastizitdtstheorie. Diese Begriffe werden in den
folgenden Abschnitten diskutiert.
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Die ersten Veréffentlichungen zur Plastizititstheorie orientierten sich an der Bodenme-
chanik und gehen auf Coulomb(1773) und Rankine(1853) zurlick. Die Weiterentwick-
lungen der Theorie dienen fast ausschiieiich der Beschreibung polykristalliner Metalle.
Dem modernen Begriff Geomaterialien werden aufgrund ihres dhnlichen Verhaitens
Materialien wie Boden, Gestein und Beton zugeordnet. Die mechanischen Eigenschaf-
ten dieser Geomaterialien reagieren im Gegensatz zu den Metallen sehr sensibel auf
Verénderungen unter Druckbeanspruchung. . Entwicklungen plastischer Modelle fiir
Geomaterialien haben in den siebziger Jahren einen enormen Impuls bekormmen, was
sicherlich mitder Entwicklung der rechnerischen Mdglichkeiten verbunden ist. Aber die
verbreitete Anwendung der Plastizitdtstheorie fir Geomaterialien ist umstritten. Krajci-
novic [55] ist der Meinung, daB die Anwendung der Plastizitatstheorie zur Beschreibung
solcher Materialien zweéifelhaft ist. Er schreibt :

“... Der Wechsel des vorherrschenden mikrostrukturellen Versagensmodus hat eine
wesentliche Auswirkung auf das makrostrukturelle Verhalten in quantitativer und qualita-
tiver Hinsicht. Es ist deshalb nicht Uberraschend, daB die Plastizitdtstheorie, obwoh/
duBerst erfolgreich fiir duktile Prozesse, sich von zweifelhafter Niitzlichkeit bei der Be-
schreibung von Phdnomenen erwies, die Anderungen der Dichte und der Verteilung
von Mikrorissen widerspiegeln ...”

Die Modellierung solcher Materialien bleibt deswegen immer noch eine Herausforde-
rung. Eine umfassende Darsteliung solcher Modelle ist nicht Gegenstand dieser Arbeit.
Hierzu wird lediglich auf zusammenfassende Darstellungen, wie z.B. von Desai und Siri-
wardane [19], Chen [13], u.a., hingewiesen.

im néchsten Abschnitt werden die grundlegenden Begriffe einer phanomenologischen
ratenunabhéngigen Plastizitatstheorie im Rahmen kleiner Verzerrungen dargestellt.

ANMERKUNG : o und e stehen in diesem und den folgenden Kapiteln fur allge-
meine Spannungs— und Verzerrungstensoren, d.h. ¢ und ¢ bil-
den hier eine allgemeine, nicht spezifizierte arbeitskonforme Paa-
rung (o, €) (siche Tafel 3.1).

5.2 FlieBbedingung

Durch eine FlieBbedingung wird eine Materialcharakterisierung des Grenzverhaltens
vom elastischen zumn plastischen Zustand unter komplexen mehrdimensionalen Span-
nungszustanden beschiieben. Das hatzur Folge, daB-die aus dem einachsigen Span-
nungszustand gewonnenen Erkenntnisse. auf den ‘sechsdimensionalen Raum der
Spannungen oder Verzerrungen Gbertragen werden, Hier wird die FlieBbedingung als
eine Skalarfunktion definiert.
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Definition 5.2.4 .
Die FlieBbedingung ¢ wird durch die Abbildung

¢:¥x R - R
{o0,q} =k = ¢(0,q)

gekennzeichnet. Hier sei ¥ der Raum des beliebigen symmetrischen, zwei-
stufigen Tensors <,

(5.1)

.‘f:={'c[1: =1:T} : 5.2)
q ist der Vektor der internen Variablen in einem m dimensionalen Raum und
k eine Skalar.

Hier stelit sich die Frage, welche mégliche Form diese FlieBbedingung haben kann. Da
hier angenommen wird, daB das vorhandene Material isotrop ist, héngt die plastische
Beanspruchung nur von den GréBen der drei Hauptspannungen und nicht von deren
Richtungen ab., Somit kann jede FlieBbedingung im Hauptspannungsraum beschrie-
ben werden.

¢ = ¢(G1v 02: 031 Q) (5.3)

Die Hauptspannungen kénnen durch die Invarianten des Spannungstensors oder
durch die Koordinaten {g, o, 8} des Haigh—Westergaardschen Raums ausgedriickt
werden,.

¢ = ¢(|17 |21 |3v q)
¢ = oy, Jp J3 Q) (5.4)
¢ = ¢E o 6, q)

14,12, I3 sind die Invarianten des Spannungstensors o und J4, Ja, J3 die Invarianten des
deviatorischen Spannungstensors s.

s=o-—%tr(c)6 (5.5)

d ist der Einheitstensor und enthalt das Kronecker—Delta in indizierter Notation

Owenn | #j
o = 1wenn | = j (5-6)

Die Tatsache, daB jeder Spannungszustand durch seine Hauptspannungen représen-
tiertwerden kann, ist der Ausgangspunkt zu einer anschaulichen Darstellung des Span-
nungszustandes in einem dreidimensionalen Spannungsraum (Haigh—-Westergaard-
scher Spannungsraum gemaB Abbildung 5.1).
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Hydrostatische
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)
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Abbildung 5.1 —  Haigh—Westergaardscher Spannungsraum und deviatorische
Ebene.

Um die Form einer FlieBfldche flir ein aligemeines isotropes aber auch druckabhéngi-
ges Material zu bestimmen, ist es nétig, sowohl die Meridiane als auch die Schnittkurve
mit der deviatorischen Ebene in sinem Sektor 6 € [0°, 60°] zu definieren. In diesem

Fall ist die FlieBfidche durch eine sechsfache Symmetrie gekennzeichnet.

Abbildung 5.2 ~  (a) Sechsfache Symmetrie in der deviatorischen Ebene

(b} Meridiane Darstellung fiir ein druckabhangiges Material.

Die FlieBfunktion ¢ ermdglicht die Einfihrung der Begrifie : elastisches Gebist und
FlieBflache.

Das Gebiet E,im Spannungsraum ist das durch ¢ =0 abgeschlossene Ge-
biet, welches die Menge aller physikalisch zuléssigen Zustande (o, q) um-
schlieBt. Mathematisch wird es wie folgt definiert :

Eoi= {{o, ) € ¥ x R™] ¢(o, o) <0 5.7)




Von dieser Definition kénnen die beiden Begriffe elastisches Gebiet und FlieBfldche ab-
geleitet werden.

Definition 5.2.6
Elastisches Gebiet ;

int(Eg) := {(0, @) € ¥ x BM| ¢{o, q) <0} (5.8)
FlieBflache ;

IEq) := {(o, q) € ¥ x R™| ¢(o, q) = 0] (5.9)

Eo = iMtEs) UdEs) ; intEs) M aEs) =0 (5.10)

Ein stabiler Werkstoff wird durch folgende Bedingungen klassifiziert, die als Drucker-

sche Stabilitatskriterien [Drucker 1951] bekannt sind :

+ Die Arbeit, die durch eine langsam aufgebrachte &uBere Last an der resultierenden
inkrementellen Verschiebung geleistet wird, ist positiv.

» Die gesamte Arbeit, die durch einen Zyklus nach Aufbringen und Entfernen der inkre-
mentellen duBeren Last an der resultierenden inkrementellen Verschiebung geleistet
wird, darf nicht negativ sein.

Ji.d dA+IB.d dv >0 fd 1€ dV >0 (5.11)
Prinzip der virtuellen
Arbeit

4

§id dA+j(5.d dv=0 f&:é dv = 0 (5.12)

Da hier nur kleine Verzerrungen betrachtet werden, kann der Verzerrungstensor und
seine Rate additiv in einen elastischen und plastischen Anteil zerlegt werden.

ei=¢e% +eP | £ =€°+EP (5.13)

Aus der additiven Zerlegung des Verzerrungstensors, die nur lokal zutrifft, folgt nicht,
dafB der Verschiebungsvektor auch in einen elastischen und plastischen Teil zerlegt wer-
den kann.

Die Arbeit o : €°> 0 istimmer positiv. Damit werden die Ungleichungen (5.11) und
(5.12) wie folgt beschrieben.

[d:ép dv >0 (5.14)

éd:éPdV2o (5.15)
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in der Plastizitatstheorie wird das erste Kriterium als Stabilitatskriterium des Werkstoffes
"im Kleinen” und das zweite als Stabilitatskriterium des Werkstoffes ”im Zyklus” be-
zeichnet.

Das Druckersche Stabilitdtskriterium im Kleinen ist umfassender als es in (5.11) zum
Ausdruck kommt. Zusétzliche Spannungen, die von einem differentiellen Lastzuwachs
erzeugt werden, missen nicht notwendigerweise differentiell klein bleiben. Es wird ein
Anfangsspannungszustand o im elastischen Gebiet oder auf der FlieBflache und ein
weit entfernter Punkt o auf der FlieBflache betrachtet, d.h. o009 ist kein differentieller
Zuwachs. Es wird angenommen, daB der Zuwachs aus einer elastischen Beanspru-
chung entsteht. Es wird eine zusétzliche differentielle Spannung do aufgebracht, die
auch durch einen plastischen Verzerrungsanteil hervorgerufen wird. SchlieBlich wird
wieder auf o® elastisch entlastet. Unter Vernachlassigung der Arbeit der differentiellen
Spannung do kann die bei diesem Zykius geleistete Arbeit per Volumeneinheit wie folgt
formuliert werden :

(0= 0f) &y >0 (5.16)

5.3 Flieiregel und Ent —/Verfestigungsgesetze

Im Rahmen eines irreversiblen Prozesses wird der plastische FluB durch die Evolution
der Variablen {& P, g] charakterisiert. Die Evolutionsgleichungen werden als Ratenglei-
chungen formuliert, die zun&chst einen beliebigen Charakter besitzen.

oo, , ‘ (5.17)

A h (5.18)

o
il

rifx RM— fund h: ¥ x R™— R™ sind dabel tensorielle Funktionen, weisen in
Richtung des plastischen Flusses und beschreiben den Typ des Ent—Verfestigungsge-

setzes. Der Parameter & wird als eine nicht negative Funktion betrachtet und als plast1~
scher Multiplikator oder Konsistenzparameter bezeichnet.

Folgende Ent—/Belastungsbedingungen werden eingefithrt

Po,q) =

A =0 (5.19)
dh =0
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Im Abschnitt 5.4 wird gezeigt, daB diese Ent—/Belastungsbedingungen als Folge der
Anwendung der Kuhn-Tuckerschen Bedingungen auf das Prinzip vom Maximum der
plastischen Dissipation zurtickzufiihren sind.

Die Konsistenzbedingung gewéhrleistet, daB nach einem Inkrement des gesamten Ver-
zerrungstensors, der eine plastische Belastung bewirkt, der neue Zustand aufder nach-
folgenden FlieBflache liegen muB. Diese Bedingung ist wie folgt zu formulieren :

Iif

do+do,q+dg) = ¢(c,q) +dp = 0= dp =0 (5.20)

Mit Hilfe des plastischen Multiplikators & = 0 kann Gleichung (5.20) auch in folgender
Form geschrieben werden
1d =0 (5.21)

Die Ent—/Belastungsbedingungen und Gleichung (5.21) erlauben die schematische
Darstellung gemaB Abbildung 5.3.

{o.q} €INE,) {0,q} € 9(E,)
< <
$(o,q) <0 $(o,q) =0
\Y £\
P=o0 wernd <0< L =20% wennd =0
Y . R .
0 A=0 A >0 A =0
Ao O O o
q=0 f‘qpig fip:g 8q=-(())
< < v <
elastische Entlastung von einem plastische neutrale
Belastung plastischen Zustand Belastung || Belastung

Abbildung 5.3 ~ Madgliche Belastungszusténde

Gleichung (5.18) stellt die Abhéngigkeit der FlieBflache von den internen Variablen dar.
Das isotrope und das kinematische Verfestigungsgesetz bzw. ihre Kombination kom-
men am héufigsten zum Einsatz. Beide Verfestigungsgesetze werden in Abbildung 5.4
anschaulich gegendbergestelit. Die isotropen und kinematischen Verfestigungsge-
setze kdnnen in der folgenden anschaulichen Weise dargestellt werden.
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Achse der nach-
hydrostatische folgenden Flie——
Achse flache
— nachfolgende

FlieBfiache

deviatorische
Ebene

AnfangsflieBflache q q=
- R

g ={p,x}
0,9 =f(o - @) — R

Abbildung 5.4 ~  (a) isotrope Verfestigung ;
(b) kinematische Verfestigung;
(c) Kombination von (a) und (b).

Die isotrope Verfestigung ist durch die Expansion der FlieBflache gekennzeichnet, wes-
halb in diesem Fall die hydrostatische und die Achse der FlieBflache zusammenfallen.
Da die kinematische Verfestigung durch die Trans!ation der FlieBfliche gekennzeichnet
ist, fallen diese Achsen nach der Evolution der Verfestigung nicht mehr zusammen. Da-
durch wird eine urspringlich isotrope FlieBfunktion anisotrop. Dieses Phanomen wird
induzierte Anisotropie genannt. Im Fall der kombinierten Verfestigung (siehe Abbil-
dung 5 .4c) liegt eine Expansion wie auch eine Translation der FlieBflache vor, die indu-
zierte Anisctropie ist dann natlrlich ebenfalls vorhanden.

5.4 Prinzip vom Maximum der plastischen Dissipation

Das Prinzip vom Maximum der plastischen Dissipation geht auf von Mises (1928)'
Taylor (1932) und Hill [35] zuriick. Das Prinzip in seiner lokalen Form, formuliert in den

internen Variablen, lautet : "Fiir eine vorgegebene plastische Verzerrungsrate &P und
eine vorgegebene Rate des internen Variablensatzes §, ist unter allen méglichen zulds-
sigen Zustdnden { o', q'} der Zustand { o , q} dér wahre Zustand, der ein Maximum
an plastischer Dissipation hervorruft”. Das Prinzip bildet die Basis fiir eine mathemati-
sche Formulierung der Plastizitatstheorie, wie sie heute vielfach angewandt wird, John-
son ([42],[43]), Simo und Honein [109]. Durch dieses Prinzip wird eine diskrete variatio-
nelle Formulierung gewonnen, welche die Euler—Lagrangeschen Gleichungen des
entsprechenden diskreten Funktionals erzeugen, namlich die Gleichgewichtsgleichun-
gen, die kinematischen Gleichungen und Werkstoffbeziehungen einschlieBlich der dis-
kreten FlieBregel und des Ent/—Verfestigungsgesetzes in der Form der sogenannten
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"Closest Point Projection Algorithm” und die Ent—Belastungsbedingungen in der
Kuhn—Tuckerschen Form. AuBerdem fiihrt dieses Prinzip auch zur Normalitat der FlieR-
regel im Spannungsraum und zur Konvexitat der FlieBflache.

| Prinzip vom Maximum der piastischen Dissipation ]

2 4

Normalitat der FlieBregel @ Konvexitét der
im Spannungsraum FlieBflache
Ent-Belastungsbedingungen
in Kuhn—Tuckerscher Form.

Abbildung 6.5 —  Prinzip vom Maximum der plastischen Dissipation

Lubliner stelitin [65] fest, daB die additive Zerlegung des Verzerrungstensors (5.13) nur
dann mit der Existenz der freien Energie A kompatibel sein wird, wenn eine derartige
Zerlegung auch flr die freie Energie durchfiihrbar ist.

Definition 5.4.1 :
AR X REXR™—-R

(5.22)
{€,€P,q) = pA(e, €P,q) = Wo(e — €P) + WP(q)
wobei We = l(e - Py:C: - P
2(61 €”) (e — €P) (5.29)
und  WP(q) = Eq.D“q
wobei die Cl. (5.18) fiir ein assoziiertes Verfestigungsgesetz festgelegt wurde.
4 =~ Digp=h= - Digd (5.24)

D stellt dabei den Tensor der aligemeinen plastischen Moduln dar.
Das zweite Gesetz der Thermodynamik in der Form der Clausius~Duhemschen Unglei-
chung fihrt zu den thermodynamischen konjugierten Gré8en {0, o ®, a ):

O = pdcA =0 W =C:(e — €P)

OF = = PIgA = = 9N (5.25)
@ = —pigA = — JgWP = —~D"q

mit: D' = 854 WP

und damit zur lokalen Dissipationsfunktion DP.
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Definition §.4.2 -
P:REx RO x BM X R® X R™ - R
DF H (5.26)
fe,eP,q, 8P ,q]—DP(s, &P q, &P ,q)

DP = — 3, ,We: &P — 9 WP.4 (5.27)

Verbunden mit der Wahl von We Gl. (5.23a) folgt :

o =3 W= -9 WP = ¢gP (5.28)

Die Dissipation wird dann als Funktion von {o,q, ¢ ,§ } geschrieben

DPPIRE x R™ x RS x R™ — R

(5.29)
{0,9,¢ .4} ~>DP(0,q,¢ ,§)=0: &P +D g4

Der Spannungstensor o und die Variable a kénnen alsthermodynamische "Lasten” je-
weils konjugiert zu € Pund zu g verstanden werden.

Manchmal ist es vorteilhaft, im Dualraum zu arbeiten; das heiBt, die freie Energie wird
im { o, a }Variablenraum formuliert. Diese Umsetzung erfolgt durch eine Legendre-

Fenchel Abbildung , die die duale Funktion W erzeugt .

~€

0G(o,a) =W (¢) + W(a) (5.30)
wobei W (o) =W+ o : (e — £P)

~p (5.31)
und Wi(a) = ~WP~ a.q

Die Beziehung zwischen den entsprechenden dualen Variablen ¢ < ePund a < o]
lautet :

EP =g —3d,W <« o= — d W (5.32)

q= - 8aW S @ = - ggWp (5.33)

Somit wird deutlich, daB die Bestimmung des wahren Zustandes {o,q} im Rahmen
des Prinzips vom Maximum der plastischen Dissipation eine beschrankte Optimie-
rungsaufgabe darstellt :

Sind €° und ¢ gegeben, gilt
PP(o’,q, €7, ) —>Max | o' €Y | g € B™ {5.34)
(o',q) € Eys —=¢lo’,q) =0
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Die Lsung dieser Optimierungsaufgabe entspricht dem wahren Zustand { ¢, q}. Die
Notation (=)’ beschreibt einen beliebigen zuldssigen Zustand.,
Die Umwandlung der beschrénkten Maximierungsaufgabe in eine unbeschrankte Mini-

mierungsaufgabe erfolgt durch die Einfuhrung der Lagrange Funktion £P, in der die pla-
stische Dissipation mit negativem Vorzeichen erscheint. Der Lagrange—Multiplikator

A gewahrleistet die Erflllung der Nebenbedingung (FlieBbedingung) bei dem wahren
Zustand, d.h. (0,q) € E;.

2P(a’,q,\ N, P ,§q) 1= - DP(0’,q, &P ,§) + d(o’,q’) (5.35)

An dieser Stelle ist es wichtig, die Definition der Kuhn—Tuckerschen Bedingungen ein-
zuflhren.

Definition 5.4.3 :

Aufgabe ist es, das Minimum x"einer Funktion F(x) zu finden, so daB die

Gleichheits— und Ungleichheitsbedingungen h(x) und g(x) gleichzeitig er-
flllt werden.

Minimiere F(x)
beschrankt durch: h{(x) = 0  und g <0

Die Lagrange Funktion wird durch

L4068, 1) = Fx) + p hx) + 8 Tg(x) (5.36)
beschrieben, wobei p und & die Vektoren der assoziierten Lagrange—
Multiplikatoren darstelien.

Die Kuhn-Tuckerschen Bedingungen formulieren die notwendigen Bedin-
gungen fiir eine Extremalstelle des beschrankten Problems. Sie lauten :

VEX') + p TVh(") + 8 Vg(x*) = 0
d'g(x") =0 (5.37)
=0
Die Kuhn—Tuckerschen Bedingungen (5.37) werden auf das Problem von Gl. (5.35) an-
gewandt. In diesem Fall sind keine Gleichheitsbeschrankungen zu erfiillen und fol-
gende Korrelation ergibt sich :

x={o,q, ¥}
F(x) = LP(o’,q, V) (5.38)
g(x) = (o’ ,q’)
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Als Ergebnisse erhalt man

g dPlyey = — €P +has0(0,q) =0  FlieBregel
14
aq,i,p[g’,:qo = -D7'q +L9ad(c,q) =0 Ent-Verfestigungsgesetz
A=k
BdPloiy = olo,q =0 FlieBbedingung (5.39)
1
hzo Ent—-Belastungsbedingungen
ho(o,q) =0

Aus Gleichung (5.39a) folgt die Normalitat der FlieBregel und aus Gl. (5.39b) die asso-
zZiierte Ent—Verfestigungsgesetz.

5.5 Mehrieilige FlieBflaiche mit nicht glatten Ubergangen

indiesem Abschnitt werden die vorherigen Begriffe auf den Fall einer mehrteiligen FlieB-
fliche mit nicht glatten Ubergangen enweitert. Plastische Modelle mit derartigen Eigen-
schaften werden oftmals zur Beschreibung von Geomaterialien ([19], [13]) herangezo-
gen. Klassische Modelle, wie z.B. die von Mohr—Coulomb (Geomaterialien) oder
Tresca (Metalle), sowie "moderne” Modelle, wie z.B. Cam~Clay oder Cap (Geomateria-
lien} besitzen diese Merkmale. Eine grundlegende Arbeit zu diesem Thema wird Koiter
[48] zugeschrieben. Neuere Plastizitatsformulierungen im Rahmen der Konvexenana-
iyse, wie z.B. Moreau [72] und Temam [123], umfassen die klassische Vorgehensweise
als Sonderfall.

Eine Besonderheit dieser Thematik ist, daB die FlieBregel an den nicht glatten Ubergan-
gen nicht eindeutig zu bestimmen ist. Hier wird angenommen, daB eine FlieBfldche aus
zTeilfldchen besteht, wobei jede FlieBfidche durch eine Gleichung (5.1) dargestellt wird.

Definition 5.5.1 :

Hier wird die Menge aller méglichen Indizes der vorhandenen Teilflachen de-

finiert :

Pi={a:a € [1,2] Ao € NY : (5.40)
Somit sind auch die Definitionen 5.2.5 und 5.2.6 erweiterbar :

Definition 5.5.2 :

Das Gebiet Eg im Spannungsraum ist das durch alle Teilflache G =0
(0. & p) definiert, abgeschlossene Gebiet, das die Menge aller physikalisch
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2uldssigen Zustande (o, q) beinhaltet. Mathematisch wird es wie folgt defi-

niert :
Esi=[(o, gy € ¥ x RM"AV a€P| ¢ofo, q) <0 (5.41)
Definition 5.5.3 :
elastisches Gebiet :
. (5.42)
intEq):= (0, PE PIX RMAY a € P | dofo, q) < 0]
FlieBflache :

(5.43)
Eq)i=[(6, PE FX R"AT a € P | ¢g(0, q) = 0]
Eo 1= 1int(Es) UEs) ; intEq) N Es) = 0 (5.44)

Koiter [49] hat die FlieBregel als eine Kombination der Gradienten aller beteiligten (akti-
vierten) Teilflachen vorgeschlagen :

Z
eP 1= > ik oo, (5.45)
k=1

Diese FlieBregel ist auch als Koitersche Regel bekannt. Gleichung (5.45) kann auch
durch Einsetzen der Kuhn—Tuckerschen Bedingungen in das Prinzip vom Maximum
der plastischen Dissipation zuriickgefiihrt werden. Die hierfir umformulierte Minimie-
rungsaufgabe fithrt im diesem Fall auf :

2P0, q', k' €P,q):= - DP(o’,q, EP,§) + L. ¢ (0',q) (5.46)

Der Unterschied zu Gleichung (5.35) ist, daB sowohl &’ alsauch ¢ (0o',q') alsvekto-
rielle Funktionen im z—-dimensionalen Raum betrachtet werden miissen. Zusétzlich zur
FlieBregel werden auch die Ent/—Verfestigungsgesetze und die Ent/— Belastungsbe-
dingungen durch die Kuhn—Tuckerschen Bedingungen erzeugt.

AP =-¢P +Ld,d(0,q) =0 FlieBregel

= -D7'q +4 34 (0,q) = 0 Ent—Verfestigungsgesetz
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dg0 4P = ¢(o,q) =0 FlieBbedingungen (5.47)

o =
q'=q
V=4
=0 Ent—Belastungsbedingungen
A.¢(o,q)=0

5.6 Einbettung der Plastizitat in der Thermodynamik

In diesem Abschnitt wird die Formulierung eines generellen plastischen Modells be-
schrieben. Ausgangspunkt zu dieser Uberlegung istdie Einfilhrung eines thermodyna-
mischen Potentials A (vgl. Abschnitt 4.2, GI. (4.10)).

Ale, oP,q) = Ayle) - 6P : & + AP(oP,q) (5.48)

wobei q der Vektor der internen Variablen und o P der plastische Relaxationsspan-
nungstensor ist, der auch als interne Variable betrachtet werden kann. A ist die freie

Energie des ungeschadigten materiellen Punktes, mit (oP : &) und (AP) wird diefreie
Energie entsprechend der Plastizitatsevolution dargestellt. Aus Gl. (4.6) erhalten wir fiir
einen rein mechanischen ProzeB die Gleichung

[0 —9eAli & —04,A1 0P —gA:q 20 (5.49)

Da ¢ ineinem gegebenen thermodynamischen Zustand einen beliebigen Wert anneh-
men kann, erhalt man

O = 3cA =3.A;,~ of (6.50)
und die dissipative Gleichung
—3gpAI 6P — A q =0 ‘ ‘ - (B51)
Nach Einsetzen der Gl. (5.48) in Gl. (5.51) folgt :, ' ' ‘
~[0gpAP ~ £]: 6P ~ 34AP: G = 0 (5.52)
Gl (5.52) stellt die Bedingungen fiir einen zuldssigen ProzeB dar.
Es wird hier angenommen, daB die FlieBfldche im Dehnungsraum formuliert wird, d.h.
e(0,0) = B34~ oP,q) < 0 | (553)
weiterhin gelten folgende Evolutionsgleichungen ’
6P =4 9.D,
. . (5.54)
g =i h
Aus der plastischen Konsistenzbedingung &, = 0 folgt
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oPc: 6 +3qgDPe:q =0 (5.55)
Die Ableitung von Gl. (5.50) nach der Zeit flihrt auf

6 =0%A e — oP (5.56)
Aus der Evolutionsgleichung Gl. (5.54a) folgt mit Hilfe der Kettenregel

6P =1 0@ =R 0D, 10,0 =K 0% Ay 94D, (5.57)
Einsetzen der Gl. (5.57) in Gl. (5.56) filhrt auf ;

0 =0%Ay: (e ~ L 040 (5.58)

Gl. (5.58) wird in die Konsistenzbedingung Gl. (5.55) eingesetzt und der plastische Mul-
tiplikator bestimmt :
dgPg: 02, Ayt &

b= 5.59
doPe: 02, Ag:96De — dqPe.h (5.59)

Wird GI. (5.59) in Gl. (5.56) eingeflhrt, kann der elasto—plastische Materialtensor GEP

ermittelt werden :

[02: Ag 1 0 D; |®[02, Ay 106D, |
doPe: 02, Ap: gD — 3qPe.h

CEP = 42, Ay — (5.60)
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6 SCHADIGUNGSMECHANIK EINES KONTINUUMS

6.1 Einleitung

Die Schadigungsmechanik eines Kontinuums (SMK) ist das Teilgebiet der Mechanik,
welches den EinfluB der duBeren Bedingungen bei der Schadigung, die mit der Schédi-
gung verbundenen Anderungen der mechanischen Materialeigenschaften, die Art der
Schadigung und die weitere Schadensentwickiung diskutiert. Die SMK erlaubt, hetero-
gene Mikroprozesse, die in einem Material durch die Belastungsgeschichte induziert
werden, in der Makroskala zu beschreiben. Elastische und plastische Dehnungen, so-
wie entsprechende Verfestigungseffekte kénnenim allgemeinen durch globale Variable
eines Kontinuums beschriebenwerden, auch wennin Wirklichkeit Mikrodefekte vorhan-
densind. Die verteilten Materialdefekte flilhren nicht nur zur Rissbildung und schiuBend-
lich zum Materialversagen, sie induzieren zudem eine fortschreitende Materialschédi-
gung, die durch eine Verminderung der Festigkeit, Steifigkeit und Stabilitdt gemessen
werden kann.

Bedingt durch ihre geometrische Form kdnnen Materialdefekte als Punkt—, Linien—,
Ebenen— und Volumendefekte klassifiziert werden. Diese Defekte sind bei einer prag-
matischen Betrachtungsweise zwei weiteren groBen Gruppen zuzuordnen : spride
und/oder duktile Materialen. Der Grad der Duktilitat hangt davon ab, wie weit ein be-
stimmter Modus bei der Energiedissipation dominiert. Ein und dasselbe Material kann
sich sprode oder duktil verhalten. Ein Betonprobenstiick wird sich z.B. unter einaxialem
Druck spréd verhalten, unter allseitigem Druck jedoch duktil und versagt dann durch
Entwicklung von ausgepragten Diskontinuitdten (Scherfugen). Zusétzlich nimmt die
Dehnbarkeit mit der Temperatur, die Sprédigkeit mit der Belastungsgeschwindigkeit
zu.

Die grundlegend unterschiedliche Weise, wie die zwei Klassen von Defekien in der
Mikrostruktur die Antworten auf der Makroebene beeinflussen, stelit ernsthafte Zweifel
an die alleinige Anwendbarkeit der Plastizititstheorie fur Materialien wie z.B. Beton, Ge-
stein, Keramik, die hauptséchlich eine Sprodantwort zeigen (der groBte Teil der Ener-
gie wird durch Nukleierung und Entwicklung von Mikrorissen dissipiert). Zusammen-
fassend kann man sagen, daB der Einsatz der SMK fir die Analyse von Problemen dann
sinnvoll ist, wenn die Energie dominant durch Mikrorissentwickiung dissipiert wird.
Wenn die Materialantwort a priori sprdd ist, wird die SMK allein ausreichen. Ist die Mate-
rialantwort weder rein sprod noch rein duktil, muB sie in Verbindung mit anderen Theo-
rien, wie z.B. der Plastiztdtstheorie, eingesetzt werden.
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6.2 Kiassifizierung von Schiadigungsmodelien

Ein Modeli wird als aktives Schadigungsmodell bezeichnet, wenn spezielle interne Va-
riablen definiert sind, die die Mikrorissverteilung und ~dichte qualitativ oder quantitativ
lokal beschreiben und die Schadigungsentwickiung in Abhéngigkeit der Zeit oder Last-
geschichte durch eine kinetische Gleichung (Evolutionsgleichung) dargestellt werden
kann. Im Gegensatz dazu werden die passiven Schadigungsmodelle durch keine kine-
tische Gleichung beschrieben, Das Hauptaugenmerk gilt hierbei den Steifigkeitsande-
rungen, die durch ein vorgegebenes Defektmuster produziert werden. In Tafel 2.1 sind
einige Beispiele beider Modelle gegentbergestellt :

® Aktive Schadigungsmodelle : @ Passive Schadigungsmodelie :
Kachanov 1958 Delameter und Herrmann 1974
Lemaitre 1871 Salganik 1975
Davison und Stevens 1973 Budianski und O’Connel 1976
Yazdani und Schreyer 1988 Horii und Nemat—Nasser 1983
Valliapan, Murti und Wohua 1990

Tafel 2.1 —  Klassifizierung von Schadigungsmodellen

Eswurde bereits gezeigt (siehe Abschnitte 4.2 und 5.6), daB die Modellierung der Stoff-
antwort mit der &rtlichen Beschreibung des thermodynamischen Zustandes und des-
sen Anderung verbunden ist. Die Formulierung des Stoffgesetzes kann zudem aufzwei
verschiedene Weisen erfolgen, ndmlich mikromechanisch und phanomenoiogisch.

Die mikromechanischen Schédigungsmodelle umfassen zwei MaBstibe: die Meso-
skala, die durch die Ungleichartigkeit und die lokale Diskontinuitét des Materials ge-
kennzeichnet wird, sowie die Makroskala, die aus einer Menge von statistisch verteilten
und homogenisierten Elementen der Mesoskala entsteht.

Die Entwicklung von mikromechanischen Schadigungsmodelien kann mit folgenden
Schritten grob charakterisiert werden :

« experimentelle Festlegung der Dissipationsmechanismen, die fir das nichtlineare
Verhalten verantwortlich sind;
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 Entwicklung von einem analytischen Modell, das die Einflisse der Dissipationsme-
chanismen auf den thermodynamischen Zustand ber{icksichtigt;

« analytische Beschreibung der thermodynamischen Zustandsanderung, die durch
die Kinetik der Defektevolution verursacht wird;

¢ Homogenisierung — die Felder, die auf der Mesoskala definiert sind, werden den ent-
sprechenden Feldern auf der Makroskala zugeordnet.

Um diese Schritte nachvollziehen zu kdnnen, muB man vereinfachende Annahmen so-
wohi bei der Verteilung und Form des Materialfehlers, als auch beim Einsatz von Verfah-
ren aus der Elastizitatstheorie oder der Bruchmechanik treffen. Die Analysen auf der
Ebene der Mesoskala machen die Berlicksichtigung von Zufallsparametern und deren
Verteilung erforderlich. Die mikromechanischen Modelle zielen auf physikalischen Ein-
zelphé&nomene. Die Durchsichtigkeit ihrer Formulierung, ihr wohldefiniertes Verhaltnis
zu den physikalischen Einzelphdnomenen und die nicht notwendigen Hypothesen, die
fur eine phdnomenoiogische Theorie typisch sind, werden die weitere Entwicklung von
mikromechanischen Modellen anregen. Man kann sich vorstellen, daB diese Modelle
unter dem hohen Aufwand bei der rechnerischen Implementierung leiden. Dieser
Nachteil erklart, warum solche Modelle immer noch keine groBe Beliebtheit in der com-
puterorientierten Mechanik und den Ingenieurwissenschaften gewonnen haben.

Die phanomenologischen Modelle sind begrifflich nicht so genau und haben kein derart

wohldefiniertes Verhélinis zu den einzelnen physikalischen Phénomenen. Trotz dieses

Nachteils sind solche Modelle fur die Betrachtungswelse der Ingenieure attraktiver,

Zwei Grunde sprechen daflr

» Sie stellen ein verniinftiges Werkzeug dar, das bereits im Entwurf von Bauteilen und
ganzen Strukturen benutzt werden kann;

= Der Aufwand fir die rechnerische Implementierung ist geringer.

Diese Modelle lassen sich im Rahmien der irreversiblen Thermodynamik mit internen

Variablen entwickeln. Hierzu missen drei Annahmen getroffen werden :

+ eine mathematische Beschreibung fiir die internen Variablen, die die Schadigung
darstellen;

* eine objektive Form fr die Formanderungsenergie;

° eine geeignete Form fir die kinetischen Gesetze (Evolutionsgleichungen), die die
Materialfilisse mit den entsprechenden abgeleiteten GréBen verkn(pfen.

Diese drei Annahmen spielen eine sehr wichtige Rolle bei der Formulierung und Unter-

scheidung zwischen den verschiedenen Schadigungsmodellen. Deshalb wird vorab

jeder Punkt ausflhrlich diskutiert.

Eine Formulierung, die von beiden genannten Maierialbeschreibungen abweicht, baut

auf der Mikromecharik auf, miindet aber in einem phénomenologischen Modell. Diese
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Vorgehensweise beinhaltet die Vorteile beider Formulierungen und ist deshaib recht
aussichtsreich. Dadurch kann ein Modell entwickelt werden, das die Einfachheit einer-
seits und gleichzeitig die wesentlichen Verbindungen zu den physikalischen Einzelpha-
nomenen andererseits beibehalt. Es muf darauf hingewiesen werden, daB das
Verstandnis der mikromechanischen Zusammenhénge beim Aufbau solcher phano-
menologischen Modelle eine groBe Rolle spielt, die Analyse jedoch im GroBen auf der
Basis der beobachteten Phanomene durchgefiihrt wird. Die Parameter, die den ther-
modynamischen Zustand und dessen Anderungen beschreiben, sind nicht nurin ihrer
Existenz nachzuweisen, sondern auch experimentell zu quantifizieren.

6.3 Schadigungsvariable

In der Literatur zur Schadigungsmechanik unterscheidet man skalare, vektorielle oder
tensorielle Schadigungsmodelle. Diese Klassifizierung ist direkt mit der Abbildung
(Wahi) der Schédigungsvariablen verbunden.

144444
- :é—ff & Aktives Mikrorissfeld
2293
Liid ,
-z ® Passives Mikrorissfeld
T
e e Richtungsabhangiger Charakter
4~ - _ -~
@ - -]
a—{-_ _>
@l _ - P

Abbildung 6.1 — Defekteigenschatften

Krajcinovic stellt in [55] fest, daB man sehr sorgféltig zwischen der Mikrorissverteilung
und dem Schéadigungsbegriff unterscheiden muB. Anhand eines einfachen Beispiels
werden diese Unterschiede klar gemacht (siehe Abbildung 6.1). Gegeben sei ein aus
einem spréden Material bestehendes Probenstlick, das Uber ein Mikrorissfeld verfugt,
welches sich in einer Ebene senkrecht zur Richtung der angelegten Last befindet. Wird
angenommen, daB das Probenstlick auf Zug belastet ist, wird das Mikrorissfeld akti-
viert, und das Probenstlck kann als beschédigt betrachtet werden, da die Zugspan-
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nung nicht durch die RiBflachen Gbertragen werden kann. Wenn jedoch Druckspannun-
gen durch die RiBflachen (bertragen werden, wird das Mikrorissfeld passiv genannt
und das Probenstlick kann als unbeschédigt betrachtet werden. Im Gegensatz zur Mi-
krorisseausrichtung kann folglich die 8chidigung als solche definitionsgeman wegen
des Einflusses auf den Spannungszustand nicht als interne Variable gewahit werden.

6.3.1 Skalare Darstellung

Von einem beschadigten Kérper wird in der Makroskala ein Volumenelement (siehe Ab-
bildung 6.2) genommen, das groB genug ist, um représentative Materialfehler zu be-
ricksichtigen, und klein genug ist, um als ein materieller Punkt im Rahmen der Konti-
nuumsmechanik betrachtet werden zu kénnen. SA sei der totale Querschnitt des
Volumenelementes in der Ebene mit der Normalen n, und 8A. der effektive Querschnitt
desselben Volumenelementes in der gleichen Richtung. Der effektive Querschnitt wird
durch die Differenz zwischen dem totalen Querschnitt SA und dem Defektquerschnitt
bestimmt; eine entsprechende Korrektur wird gemacht, um die Spannungskonzentra-
tion als Folge der Mikrorisse zu bertcksichtigen. Es ist dann mdglich, eine Schadi-
gungsvariable dy, in dieser Richtung zu definieren.

8A — 8A,, “dy =0 = urspringliches Material

dn = SA dy, = d% = kritischer Wert der Schadigung, -
entspricht dem Elementversagen

6.1)

Abbildung 6.2 ~  Geschadigtes Volumenelement
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Wenn man Gleichung (6.1) betrachtet und die Richtung n &ndert, wird der richiungsab-
héngige Charakter der Schadigung verdeutlicht (siehe auch Abbildung 6.1). Fir den
Fall, daB die Mikroriss— und Mikroliickenverteilungen zuféllig in allen Richtungen ho-
mogen verteilt sind, ist ein isotropes Schadigungsmodell geeignet.

Das flhrt dazu, daB die Schadigungsvariable D, unabhangig von der Richtung nistund
durch eine einzige skalare GréBe d=d(x,t) € [0,d®] dargestelit werden kann. Ju stellt
in [45] fest, daB die isotrope Schadigungsdarstellung nicht unbedingt zu einer skalaren
Darstellung fihrt, sondern zu einem isotropen Tensor 4. Stufe, der die Schadigung cha-
rakterisiert.

Die skalare Darstellung hat folgende Einschrankungen :

« Wie schon vorher anhand des einfachen Beispiels diskutiert wurde, erzeugen die fla-
chen und sehr langen Risse eine Unstetigkeit des Verschisbungsfelds. Diese Re-
striktion driickt sich in vollig unterschiedlichem Verhalten bei Druck— und Zugbela-
stung aus.

» Nur fir dreiaxialen Zug oder am Anfang der Schadigungsevolution kann man das
Schadigungsfeld als isotrop betrachten.

Die Einfachheit in der mathematischen Formulierung und die rechnerische Leistungsfa-
higkeit sind die Hauptvorteile eines skalaren Modells.

6.3.2 Vektorielle Darstellung

Ein RiB kann durch seine Fldche , die Normale seiner Ebene und die Koordinaten des
RiBmittelpunktes vdlistdndig beschrieben werden (siehe Budianski und O'Conneli
[11]). Die Tatsache, daB die Geometrie von einem Vektor dargestelit werden kann, war
die Anregung flr die Entwicklung solcher Modelle.

Da die Anzahl der Mikrorisse zwar groB3, aber immer noch endlich bleibt, und die Anzahl
der sich schneidenden Ebenen in einem bestimmten materiellen Punkt aber unendlich
ist, wurde festgestellt [55], daB die Wahrscheinlichkeit der Entstehung eines Mikroris-
ses in einer bestimmten Ebene praktisch gleich Nuli ist. Um die Beziehung zwischen
der Mikrorissverteilung und der Schadigung in einem materiellen Punkt herzustellen,
ist es deshalb notwendig, den Begriff des reprasentativen Volumenelementes auch hier
zu benutzen.

Gegeben sei eine verdlnnte Mikrorisskonzentration in'einem reprasentativen Volumen-
element. Die Geometrie von jedem RiB wird durch zwei Variablen d@, n@) vollstandig
charakterisiert. Die Variable d stellt den relativen Verlust der Integritatin der Ebene mit
der Normalen n dar. Diese skalare Variable wird auch durch Gl. (6.1) beschrieben. Es
ist dann maéglich, einen Vektor w() mit der GréBe D in der Richtung nl) einzufiihren.
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wl = gOp® (6.2)

Im Rahmen des selbstkonsistenten Verfahrens wird die Schadigung in einem materi-
ellen Punkt x durch eine Menge von Vektoren w) (i = 1,2,3..N) dargestellt, wobei N die
Anzahl gedfineter Mikrorisse ist.

Ein Vorteil dieser Beschreibung ist die Unterscheidung zwischen Mikrorissverteilung
und Schadigung.

6.3.3 Hoherstufige Tensordarstellung

Wie die Tensoren 2. Stufe in der Kontinuumsmechanik kann auch die Schadigung
durch solche Tensoren beschrieben werden. Ein erstes Modell geht auf Vakulenko und
Kachanov(1971) zurlick. Die Geometrie eines Materialdefekts wird in diesem Modell als
zweistufiger Tensor lUber das dyadische Produkt zweier einstufiger Tensoren darge-
stellt :

w; = bnd(s) (6.3)

b ist der unstetige Verschiebungsvektor b = u, ~ u.. in einer bestimmten Fléche S,
n ist die Einheitsnormale zu S. Sind mehrere Defekte vorhanden, wird die Geometrie
durch die folgende Gleichung beschrieben :

= W Kg(gH - AR, | Wn®& gg®
w; % b®n (S ) (i, Zk Lmb‘ n® ds (6.4)

Homogenisierung v

Die Schwéche dieses Modeils liegt darin, daB die Schadigung die Unstetigkeit des Ver-
schiebungsvektors b einerseits erst hervorruft, andererseits bereits durch diesen defi-
niert wird. Diese Schwéche wird durch die Aufspaltung des Vektors b in seinen tangen-
tialen und senkrechten Teil geldst, wie sie in [46] ausflhrlich hergeleitet wurde.
Grundlegende Arbeiten zur Entwicklung und Anwendung des zweistufigen tensoriellen
Modells sind in [55] diskutiert.

Wenn ein allgemeines Mikrorisssystem vorhanden ist, verhlt sich das Material aniso-
trop. Das ist die Motivation zur Entwicklung eines vierstufigen tensoriellen Schédi-
gungsmodells. Der Nachgiebigkeitstensor wird in diesen Modellen als Schadigungs-
maB genommen, was bedeutet, daB er als interne Zustandsvariable in Betracht
gezogen wird. [n Bezug auf die rechnerische Leistungsfahigkeit braucht manfiir solche
Modelie einen geringeren Datenaufwand gegeniiber anderen Theorien, die ebenfalls
die induzierte Anisotropie charakterisieren.

Einige von diesen alternativen Theorien stellen die Schédigung durch das Wachsen der
Mikrorisse entlang einer gewahlien Richtung dar. Auf diesem Gebiet haben die Gruppe
um Dougill [21],[22],[23] und andere Verfasser, z.B. Kachanov [46], Costin und Hal-
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comb [17], Ortiz und Popov [82] u.a., viel Pionierarbeit geleistet. Rechnerisch sind sol-
che Theorien allerdings zu aufwendig.

6.4 Formanderungsenergie

Die Forméanderungsenergie ist flir einen sproden Korper unter statischer Belastung und
isothermen Bedingungen im Rahmen kleiner Verzerrungen eine Skalarfunktion, die
vom Verzerrungstensor und den internen Schadigungsvariablen abhangt. Die rein ma-
thematische Bestimmung einer solchen Funktion folgt der Invariantentheorie [118], um
die Objektivitdt zu gewéhrleisten. Objektivitat bedeutet in diesem Zusammenhang, daf
die Dehnungsenergiedichte unabhangig vom Bewegungszustand des Beobachters
sein muB (siehe Truesdell und Noll [125]; Green, Naghdi [33]).

Der erste Schritt zur Entwicklung eines phédnomenologischen Modells ist die Wahl einer
mathematischen Beschreibung flr die Schadigungsvariable. Nach Einleitung dieses
Schrittes, muB man die minimalen Integritatsbasen, fir die Beschreibung der Deh-
nungsenergiedichtefunktion bestimmen, die alle gew(inschten Polynomterme besitzen
und die alle Materialsymmetrien berlcksichtigen [118]. Bekannte Vertreter dieser Lo-
sungsstrategie sind Davison und Stevens [18], Krajcinovic und Fonseka [53], Krajcino-
vic [54],[55], Betten[6].

6.5 Kinetische Gesetze

In Rahmen der Thermodynamik mit internen Variablen kénnen die kinetische Gesetze,
die die Schadigungsevolution charakterisieren, in verschiedener Weise beschrieben
werden:

» durch eine Evolutionsgleichung, die unabhéngig von jeder internen Variablen ist;

« durch die Ableitung einer Potentialfunktion. In diesem Fall muB die Existenz der Po-
tentialfunktion nachgewiesen werden.

Die Beschreibung durch eine Evolutionsgleichung hat den Hauptvorteil, daB die Quanti-
fizierung einer solchen Gleichung, die sich einem aus einem Experiment her vorgege-
benen Datensatz anpassen soll, einfacher ist. Zur Erfassung nichtproportionaler oder
zyklischer Beanspruchungen ist die Beschreibung der Evolutionsgleichung nicht mehr
so geeignet. Im Fall einer sich nicht stetig entwickelnden Schadigung in allen materi-
ellen Punkten missen Belastungskriterien zur klaren Unterscheidung zwischen Ent—
und Belastungszustand wéhrend der Dehnungsgeschichte definiert werden. Es muB
noch darauf hingewiesen werden, daB durch die Mikrorissevolution haufig eine Entfesti-
gung auftritt. Mathematisch gesehen kann das Anfangswertproblem damit keine ein-
deutige Lésung haben. Eine wichtige Arbeit zu diesem Thema wurde von Valanis [126)
vorgelegt.
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Der gréBte Vorteil dieser Beschreibung ist die Ahnlichkeit mit der Plastizitatstheorie , de-
ren Evolutionsgleichung ebenfalls durch Ableitung einer Potentialfunktion entsteht. Wie
bereits erwdhnt wurde, muB in diesem Fall die Existenz der Potentialfunktion, die alle
Punkte im Spannungsraum oder im Raum der thermodynamisch konjugierten GréBen
umhdillt, die ohne Anderungen der aufgenommenen Dehnungsgeschichte erreicht wer-
den kénnen, theoretisch oder zumindest experimentell nachgewiesen werden. Die Tat-
sache, daB die Entlastung immer von irgendeinem Niveau der Dehnungsgeschichte
aus stattfinden kann, scheint ein heuristischer Nachweis flir die Existenz des Potentials
zu sein. Zur Zeit gibt es dazu allerdings noch keinen endgliltigen experimentellen Be-
weis. Eine aktuelle Arbeit zu diesem Thema wurde von Holcomb und Costin [40] vorge-
legt. Sie benutzten die akustische Emission, um die Schadigungsverteilurig und Scha-
digungsflache zu ermitteln.  Die akustische Emission soll als die elastische,
hochfrequente (0.2 bis 2 oder 3 MHz) Welle verstanden werden, die durch eine plétzli-
che lokale Spannungsénderung produziert wird.

Die Tatsache, daB eine phénomenologische Theorie sich mit einem homogenen Konti-
nuum befaBt, bringt einige Schwierigkeiten bei der Erfassung der irrevérsiblen Ande-
rungen auf der Ebene der Mesoskala und die daflr verantwortlichen Mechanismen und
Modi. Deshalb soll die Entwicklung auf diesem Gebiet auf Erfahrung, Beobachtungen
und sorgfaitige Auslegung von experimentellen Tendenzen aufgebaut werden.

6.6 Efiektives Spannungs— und Dehnungskonzept

Durch die kontinuierliche Evolution der Schidigung und der damit verbundene Verjust
der Materialintegritat werden die Spannung auf der Mesoebene gréBer. Diese Span-
nung wird auch effektive Spannung genannt. Die Einfihrung des effektiven Spannungs-
konzepts geht auf Kachanov (1958) zurlick. Der effektive Spannungsvektor kann in ei-
nem représentativen Volumenelement beziiglich einer bestimmter Ebene (Normal n)
als Flachenlast pro effektiver Flacheéneinheit definiert werden [61].

Es wird dazu angenommen, daB von einemvierstufigen Schadigungstensor die vierstu-
fige tensorielle Funktion bekannt ist, die die Schadigung beschreibt. Es ist dann mdg-
lich, die zwei Zusténde in eine Beziehung zueinander zu bringen. Durch die Gleichung

T =M'd): o 6.5)

wird die Abbildung zwischen der homogenisierten Spannung o und der effektiven
Spannung ‘G beschrieben. Um den effektiven Spannungstensor zu bestimmen, muf
man den effektiven Querschnitt 8As4 durch mathematische Homogenisierungsverfah-
ren ermittein. Alierdings erfordert dies Kenntnisse sowohl (iber die Form, als auch iiber
die GroBe des Defekts. Eine Mdglichkeit, diese Schwierigkeit zu vermeiden, ist die Be-
trachtung zweier Kérper mit derselben Geometrie, von denen einer geschédigt ist
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~ hier wirkt die aktuelle Spannurig — und der andere als ungeschadigt angenommen
wird — hier wirkt die effektive Spannung. Alternativ kann die effektive Spannung @ durch
die Annahme einer dquivalenten Dehnung definiert werden. Diese Annahme lautet
[601,[113] : "Die Dehnung, die in einem geschddigten Zustand unter der homogenisier-
ten Spannung vorhanden ist, ist dquivalent zur Dehnung, die in einem ungeschédigten
Zustand desselben Materials unter der effektiven Spannung vorhanden jst”, d.h., das
effektive Materialverhalten wird im effektiven Spannung-aktuellen Verzerrungsraum
beschrieben. Als Beispiel kann die skalare Schadigungsdarstellung herangezogen
werden. In diesem Fall werden der vierstufige Schédigungstensor d zu einer skalaren
Variablen d und die vierstufige tensorielle Funktion M zu einer skalaren Funktion M redu-
zZiert.

M=1-d (6.6)
Die effektive Spannung wird durch folgende Gleichung ausgewertet

5 = 1 6.7
¢ ETg° €7

in Gl. {6.7) kann der Nenner (1~d) als ein Reduktionsfaktor interpretiert werden, der
durch die enthaltene Schadigung entsteht.

In einer &hnlichen Formkann das effektive Dehnungskonzept definiert werden. Hier a8t
sich wiederum die tensorielle Funktion M verwenden

€t = MD) : ¢ 6.8)
Im Fall der skalaren Schadigungsdarsteliung reduziert sich Gl. (6.8) zu
€ = (1-d) ¢ 6.9

Simo und Ju [111} haben die zu oben duale Annahme einer aquivalenten Spannung
eingefihrt :"Die Spannung, die in einem geschadigten Zustand zur homogenisierten
Dehnung flhrt, ist Aquivalent zu der Spannung, die in einem ungeschédigten Zustand
die effektive Dehnung hervorruft®. in der Abbildung 6.3 ist die Transformation zwischen
effektivem und physikalischem Raum abgebildet.
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physikalischer Raum effektiver Raum

Abbildung 6.3 — Transformation zwischen physikalischem und effektivem Raum.
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7  EIN GEKOPPELTES MODELL FUR BETON

7.1 Das CAP-Modell der Plastizititstheorie

Im folgenden wird das Cap--Modell vorgestellt. Das verwendete Werkstoffmodell ist
stichwortartig mit folgenden Begriffen in Verbindung zu bringen : plastisch, isotrop, ra-
tenunabhangig, druckabhangig, assoziiert entsprechend der FlieBregel, nichtassoziiert
entsprechend dem Verfestigungsgesetz (im Rahmen einer konsistenten Linearisierung
siehe Abschnitt 10.2.2), aus drei konvexenTeilfidchen mit nicht glatten Ubergéangen be--
stehend und beschrieben durch zwei Invarianten (I, J,) des Spannungstensors.

Charakteristisch flr dieses Modell sind die drei Teilflachen und die entsprechenden
Schnittstellen in der Ebene (1, J,). Diese Fldchen bestehen aus

* einer Versagenshiillkurve F, , die festim Spannungsraum liegt ( ohne Ent—Verfesti-
gung); '

« einer elliptischen Kappe F, die den hydrostatischen Druck begrenzt und die sich
weiter verfestigen kann ;

e einer Flache Fy, die den aufnehmbaren Zug beschrénkt.

Diese drei Flachen trennen das elastische und plastische Gebiet, was aus Abbildung
7.1 ersichtlich ist.

Druckkante

| FElstischesGe

Abbildung 7.1 — Cap—Model Darstellung in der Ebene (I,dgy,

Die Versagenshiillkurve F, wurde im urspringlichen Modell von DiMaggio und Sandler
[20] durch

2 = Felly) (7.1)
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und die elliptische Kappe durch

ﬁ; = Fo(lyn)  glltigfir L) 2 1, = X(x) (7.2)

beschrieben. Die Variable » kann als eine interne Variable verstanden werden, die die
Verfestigung als eine Funktion der volumetrischen plastischen Verzerrungsgeschichte
charakterisiert. L(x) und X(x) sind von x abhéngige Funktionen, die die Weite der
Kappe limitieren. Die Variable gD stellt die effektive plastische volumetrische Dehnung
dar und wird durch die folgende Gleichungen eingefihrt :

b0 = Wit - e~ DXt} (7.3)
. % wemn 1 20 oder x>0 undx>|

&) = ! ! 1 (7.4)

0  andernfalls

wobei I, =15 + 17, die erste Invariante des Dehnungstensors darstellt. Die FlieBfia-
chen sind durch die folgende Gleichungen beschrieben:

¢(0) = [8] — Fe(ly)

$a(0,%) = Fe(S,%) - Fqlly) (7.5)

P3(0) =T ~ 1,

Anmerkung: In dieser Arbeit wird folgende Notation fiir das Cap—Modell verwendet :
fir Druck ist 1, positiv und fir Zug entsprechend negativ.

Um geeignete Funktionen fir die Versagenshtillkurve Fe(l4) und fur die Kappe Fely, dy)
darstellen zu kénnen, miissen noch einige Bedingungen erfiillt werden :

° In Ubereinstimmung mit dem bekannten Ergebnis, daB bei Geomaterialien die Festig-
keit mit zunehmendem hydrostatischen Druck erhéht wird, muB die Versagenshiill-
kurve F(l,) durch eine stetig zunehmende Funktion von Iy représentiert werden;

* die Funktionen L(x) und X(x) missen kontinuierliche und stetig zunehmende Funk-
tionen von % sein, um eine Entfestigung zu vermeiden.

Eine Zusammenfassung von verschiedenen Funktionen, die von unterschiedlichen Ver-
fassern vorgeschlagen wurden, ist in Tafel 7.1 angegeben. T ist ab hier die Grenze im
Zugbereich ("tension cutoff") und nicht mit der Temperatur im Abschnitt 4.2 zu verwech-
seln.
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DiMaggio und Sandler [20] :
Foll;) = A~ Ce™5Bh
Folly o8 ) = &/0(e0) ~ L6B )? - (ef) ~ L)) A= L)

X(el ) = L(ef ) + RFq(L(eR ) 7.6)
ef = W[e®® - 1.0] = W[1.0 — o(~P¥)] wobei el = tr(ef)

Materiaiparameter — A; B; C; R; W; D; Xg

Sandler und Rubin [97] :
Fe(l;) = A — Ce~8h

Folly ) = R X() = LO9)? ~ (14(%) ~ L(x))? R= %ﬂ

w if w>0 )
L(“)=<">={o it % <0
X() = L(x) + RFq(L(x)) (7.7)

g = W[1.0 — el~DXt)

¢l wenn ¢l =0 oder » > 0und x> |,
0

Materialparameter — A; B; C; R, W; D; X, T

f.;“e =<{.;5 >={

Simo et. al. [113]:
Fe(l) =a—vye P+ 0, wobei oa=A;y=C; p=B8B.
Folly%); LG 5 XG0 und €8 wie in [20]. (7.8)
Materialparameter — o; B; v; 0; R, W; D; Xo; T

{Hofstetter et. al, [38]:

Fe(ly) gleich wie in [113]

Folls] 1y,%) = (ISIZ+$[I - LP?)
L) ; X(x) und av wie in [97]. (7.9)

1

Materialparameter — a; B; v; 8, R, W; D; Xo; T

Tafel — 7.1 — Verschiedene Vorschlage fir die Funktionen des Cap—Modells.
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Abbildung 7.2 —  Kontraktion der Kappe.

Im urspriinglichen Modell [20] wurde die volumetrische plastische Verzerrung als in-
nere Variable x gewéhlt ( Gin. (7.6d)). Angenommen wird, daB ein bestimmter Span-
nungszustand auf der Kappe existiert, dem eine plastische Belastung (Verfestigung) zu-
geordnet ist (Punkt a‘ in Abbildung 7.2a). Die Annahme einer assoziierten FlieBrege!
(Normalitét des plastischen Dehnungsflusses) fihrt in diesem Fall zu der plastischen
Verdichtung § > 0 . Von diesem Zustand {(Punkt a in Abbildung 7.2a) aus wird bei-
spielsweise bis zu einem neuen Spannungszustand, der sich auf der Versagenshiill-
kurve befindet (Punkt b in Abbildung 7.2a), elastisch entlastet. Hier tritt die plastische
Dilatation @ < 0 auf, die eine Kontraktion der Kappe solange produziert, bis die
Druckkante auf dem Punkt b liegt. Um weitere Bewegungen der Kappé zu vermeiden,
wird an dieser Kante die plastische Imkompressibilitat vorausgesetzt, d.h. der Vektor
ePist parallel zu |s] (el = 0 Bild 7.2b).

Sandler und Rubin [97] haben eine interne Variable x vorgeschlagen, die implizit als
eine Funktion von f definiert wird. Damit wird die Kontraktion riicht ausgeschlossen
und die Annahme der plastischen Imkompressibilitat &0 > 0 muB nur noch an der
Druckkante getroffen werden.

Hofstetter et al. stellen in [38] fest, daB die Funktion Fc, wie sie z.B. bei DiMaggio und
Sandier [20] verwendet wurde, ungeeignet fiir die numerische Implementierung ist.

Wenn in Gin. (7.6b) der erste Invariante I: des elastischen Pradiktors des Spannungs-
tensors groBer als X(x) ist, entsteht eine negative Zah! unter der Wurzel.
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7.2 Formulierung eines skalaren Schédigungsmodeil

7.2.1 Einbettung des skalaren Schidigungsmodells in der Thermodynamik

In diesem Abschnitt wird ein skalares Schéadigungsmodell formuliert. Ausgangspunkt
zur Beschreibung des Schadigungsprozesses ist die Einfiihrung eines thermodynami-
schen Potentials. Es wird hier von der Helmholtzschen freien Energie A, Gl. (4.10), Ge-
brauch gemacht. Der interne Variablensatz ¢ reduziert sich in diesem Fall auf eine ein-
zige skalare Variable d.

Ale d) = (1 - d)Ag(e) (7.10)

wobei A, die freie Energie am Anfang des Prozesses vor der Schadigung ist, die hier
der anfénglichen Formanderungsenergie entspricht. Fir den linearen elastischen Fall
folgt

Ag=28:Coie (7.11)

C, stellt den konstitutiven Tensor des ungeschadigten Materials am Anfang dar. Da wir

eine rein mechanische Theorie (u = A) betrachten, reduziert sich die Clausius—Du-
hemsche Ungleichung (4.6) auf

[0 —9:Al:e —3Ad 20 (7.12)
odermit A = a.A:¢e + asAd
~A+o:e =20 {7.13)

Wie schon erwahnt wurde, stellt Gl. (7.12) oder Gi. (7.13) die Beschénkung flir einen
zulassigen Prozef} dar.

Da o eine konjugierte GrdBe der Zustandsvariablen € (GiIn. (4.11Db)) ist, folgt

0 =d.A=(1-d) d:A (7.14)
und die dissipative Ungleichung

~9Ad =0 (7.15)
Die konjugierte GréBe (thermodynamische "Last”) Y der inneren Variablen d folgt aus

Y=03A = —Ag (7.16)
Diese Gleichung identifiziert —Y als die anféngliche freie Energie.

Um die fortschreitende Schadigung darzustellen, wird hier eine &hnliche Vorgehens-
weise wie in Abschnitt 5.2 verwendet.
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Definition 7.2.1 :
Die Schéadigungsbedingung W wird durch die Abbildung
Y:¥xRBR—->R

{e,d} =k = W(e,d)

7.17)

gekennzeichnet.
Definition 7.2.2
Das Gebiet E¢ im Dehnungsraum ist das durch ¥ < 0 abgeschlossene
Gebiet, welche die Menge aller physikalisch zulassigen Zusténde (e , d) um-
schlieBt, ‘
Ef :={(e,d) €% x R|¥(e,d) =< 0} (7.18)
elastisches Gebiet: int(EY ) := {{e,d) €y x RI¥(e,d) < 0} (7.19)
Schadigungsflache : a(E¢ ):= {(e ,d) € ¥ X R|W(e,d) = 0} .

Ebenfalls von der J,~Plastizitdtstheorie motiviert, wird die folgende funktionelle Form
tir ¥ vorgeschlagen

W(e,d) =] f(e)] - K@) (7.20)
wobei
[f(e) = (2Ag(e))” =: € nach Simo et al, [111]
(7.21)
oder

nach Mazars und
_Lemaitre [62],[70]

If(e)li=(215)% =8 mit 1, :=Le g

1
2
Simo et al. haben in [111] festgestellt, daB die Wahi der Funktion [ f(e) || in der Form
{7.21b) zu einem nicht symmetrischen Materialtensor des teilelastischen, teilgescha-
digten "Kontinuums” fiihrt. Deshalb haben sie die Form (7.21a) vorgeschlagen, womit
dieser pathologische Fall behoben wird. Die Funktion | f(£ ) | kann auch als eine deh-
nungs aquivalente GroBe £ verstanden werden. im Rahmen dieser Arbeit wird die Form
(7.21a) bevorzugt.

Die Gleichung (7.20) kann in & formuliert werden :
WE K) = & - K(d) (7.22)

Die Funktion K(d) speichert den gréBsten Wert der aquivalenten Dehnung ¢ im betrach-
teten materiellen Punkt, K(0) =: K, stelit eine Schwelle fiir die Schadigungsevolution
dar und kann als Materialeigenschaft betrachtet werden,

Eine Ratengleichung charakterisiert die Evolution der SchadigungsgréBe d und der
Funktion K :
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d =p HEd) 729
K =p ‘

Der Multiplikator 1 in (7.23) spielt die gleiche Rolle wie & in Gin. (5.17) und (5.18), wobei
H:R X R — R eine skalare Funktion darstelit.

Das skalare Modell wird vervollstandigt, wenn man die Ent/Belastungsbedingungen fiir
die Schédigung einfGhrt :

L=0 ; WEK =0 ; p WEK =0 (7.24)
Mit Hilfe der Konsistenzbedingung

WE + de, K+ dK) = W(EK + dP = 0= d¥ = 0 (7.25)
und damit

W o=0 (7.26)
kann der Multiplikator M bestimmt werden

Y =0=t-K=0=t-p=0-p =K =¢ (7.27)

Es ist leicht ersichtlich, daB die Funktion K die Geschichte des aquivalenten Verzer-
rungsmaBes & beschreibt, d.h.
K = max [K, , max &} (7.28)

Weiterhin wird eine assoziierte Schadigungs— Evolutionsregel angenommen :

~

d =p¥opy=2¥ (7.29)
€ J€

In diesem Fall wird vorausgesetzt, daf die Funktion H nur von & abhéngt. Die Funktion

¥ kann dann analog zu W definiert werden :

¥, K) = GE) — GK) < 0 (7.30)
Ferner qilt :
B=0 ; WEK =0 ; p UEK =0 (7.31)

Die skalare Funktion G bildet das aquivalente VérzerrungsmaB £ im Intervall {0.0, 1.0]
ab. Die hier angewandte Funktion entspricht der von Mazars in [70] vorgeschlagenen
Funktion:

GE =1 -0 =A ) cee-a (7.32)
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7.2.2 Bestimmung des konstitutiven Tensors fiir teilelastisch—teilgeschadigtes
Material

Wenn man Gl (7.14) nach der Zeit ableitet, folgt
o (e,d)=(1~d) BcAy e ~ dcAyd (7.33)
Einsetzen von (7.23a) und (7.27d) in (7.33) fGhrt auf

O (s,d) = (1-d) 93:A51 & ~ dcAyeH (7.:34)
Aus Gl. (7.21a) folgt :
e =1a.h,: 5 (7.35)
€

Einsetzen der Gl. (7.35) in (7.34) fiihrt auf

o (e,d) = [(1 — d)a3 e A, —% dgAg® A, J L e (7.36)

CEBl(e ,d)
Mit folgender Bezeichnung @, := 9. A, ist der symmetrische Materialtensor CEP da-
mit
CH(e,d) = (1 = ditedy ~H o @ o, - (737)
Wenn man dagegen auf Gleichung (7.21b) zurtickgreift, gilt

=108 wobei 4,1 =¢ (7.38)

[ RIE™Y

Als Materialtensor erhélt man:
Co(e,d) = (1 - d)o2eAy - oy ® & , (7.39)
£

der offensichtlich nicht symmetrisch ist.

7.3 Erweiterung des Schadigungsmodelis

In diesem Abschnitt wird eine geometrische Veranschaulichung der Schadigungsbe-
dingung (7.20) gegeben und eine Erweiterung des Schadigungsmodells vorgeschia-
gen. Dafiir wird zuerst die Schadigungsbedingung anders geschrieben

Ple,dy=[f(e)] - K(d) = (2Ay(e )2 - K(d) = [e :Cq: € ~ K(d) = 0 (7.40)
Einfachheitshalber wird diese Gleichung im Hauptdehnungsraum betrachtet. Der kon-

stitutive Tensor des ungeschidigten Materials C, wird spektral zerlegt
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1~-v v v
S - ~ _ ;
Co= a9 —2«/)[ votev v }“ (7.41)

I I B 11 _2
6 27 10 o 7 66 /3
AL LA g jot oo (-11 g
| B 2 BETFVoodry| 242 = QAL
-2 o 4 T-2vfp 11 4
/6 /3 /3 /3 /3

Gl. (7.40) stelltim Hauptdehnungsraum eine Fldche zweiter Ordnung dar, derer Normal-
form in Matrizenschreibweise mit Hilfe von Gi. (7.41) durch

eETQAQ e—-K3d) = e"TAg & — K3d) =0 (7.42)
geschrieben werden kann. Die & = Q"¢ sind die Koordinaten der Flache zweiter Ord-

nung bezlglich der Transformation zur Normalform. Da alle Eigenwerte von C, positiv

sind und K? ein negatives Vorzeichen hat, stellt Gl. (7.42) ein Eilipsoid dar. Die Glei-
chung geht Gber in :

€
24243 (7.43)
a, b und ¢ sind dabei die Halbachsen des Ellipsoids, gegeben durch :
a2 = b2 = _Kéz_u +v) 2 = 55—(1 - 2v) (7.44)
und fir v = Owird a =b =c¢ , und es ergibt sich eine Kugel.
Die geometrische Veranschaulichung erméglicht eine wichtige Bemerkung tber dieses
Schéadigungsmeodell. Es ist nicht in der Lage, durch Zug— oder Druckbeanspruchung
verursachte Schadigung zu unterscheiden. Diese Einschankung ist zur Erfassung duk-
tiler Prozesse nicht kritisch, aber fur quasi-spréde Prozesse nicht geeignet.
Um diese Schwéche des Modells zu beheben, wird eine zu Oliver u.a. [79] ahnliche
Formulierung eingeflhrt. Dazu wird ein zusétzlicher Parameter n definiert, welcher die

Schadigungsbedingung skaliert. Die Skalierung erfolgtim &quivalenten Dehnungsaus-
druck, d.h.

E=(n+1;”)/s:c0:a (7.45)

wobei

3 <g > 4+ g :
n=Zr_=_1_'_~ e L1} (7.48)

?=1 !eil
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€; sind die Hauptdehnungen und die eckige Klammer symbolisiert den Macauleyschen
Operator. Es st ersichtlich, daB der Parameter 1 vom Dehnungszustand abhangt. Die
Konstante nin Gl. (7.45) stellt die Beziehung von ¢ zwischen dem Anfang der Schéadi-
gungsevolution fir den dreidimensionalen dilatanten {61 = €5 = €5 > 0;1 = 1) und
dem kontraktanten (e; = €, = €5 < 0;n = 0) Dehnungszustand her. Es gitt :

= fe :Cy. e
n=0 = E=%— je :Cy e

Flr die Schadigung im vollstandigen Druckbereich ist die n—fache Vergleichsdehnung

m2

n=1 =
(7.47)

€ notwendig.
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8 FORMULIERUNG UND LOSUNG DES NICHTLINEAREN RANDWERTPRO-
BLEMS

8.1 Einflihrung

Damit numerische Losungsverfahren bei der Analyse von inelastischen Kérpern einge-
setzt werden kdnnen, ist eine zweifache Diskretisierung ~ hinsichtlich der Zeit und des
Orts — notwendig.

Im diesem Kapitel wird die Diskretisierung des Orts eingefihrt, welche das vorhandene
Randwertproblem auf ein approximiertes mathematisches Modell, bestehend aus ge-
wdhnlichen nichtlinearen Differentialgleichungen, reduziert. Fir die Lésung solcher
Probleme kommt innerhalb der zur Verfligung stehenden Verfahren die Methode der
Finiten Elemente am haufigsten zum Einsatz.

Fur die numerische Behandiung nichtlinearer Probleme der Kontinuumsmechanik ist
auf iterative Verfahren, wie z.B. das Newton—-Raphson oder das Quasi-Newton Verfah-
ren, zurlckzugreifen. Haufig wird das Newton—Raphson Verfahren gewéhit. Diese Be-
vorzugung ist auf die zumindest quadratische Konvergenzrate in der Ndhe der Lésung
("attraction domain”) zurlickzufithren. Die Gleichungen fir das Newton--Raphson Ver-
fahren werden durch die Linearisierung des Prinzips der virtuellen Arbeit gewonnen.
Es wird angenommen, daB der Gleichgewichtszustand zum Zeitpunkt t, (nach dem
Aufbringen des n—ten Lastinkrements) in Bezug auf die Zeitdiskretisierung und nach
Anwendung des Newton—Raphson lterationsverfahrens bekannt ist. Der gesuchte
Gleichgewichtszustand zum Zeitpunkt t,, . , wird durch die Losung einer Abfolge lineari-
sierter Probleme iterativ gewonnen.

Somit ist eine konsistente Linearisierung der nichtlinearen GréBen vorzunehmen. We-
sentlich ist hier der Begritf konsistent; er weist darauf hin, dafl die Linearisierung aller
Beziehungen im betrachteten nichtlinearen Problem bis zur gleichen Ordnung auszu-
fahren ist [40],[134]. '

Bekannt ist, daB eine Funktion f(¢) an der Stelle ¢ + u durch eine Taylorreihenent-
wicklung approximiert werden kann. Folglich gilt :

f(F +u) = LNf(F +u) ] + R(|ul)
wobei  LIN[f(¢ + u) | = f(¢) + Df($ ). 8.1)

R{Juf) |l
und Ilrm”_)0 Tu ” =0

R(|u}) charakterisiert das Restglied und Df(¢ ) ist der Gradientenvektor von f bezlg-
lich ¢ an der Stelle ¢ . Unter Einfihrung des Begriffes der Richtungsabieitung
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(Géteaux—Ableitung) kann der Term Df{$ ).u als die Anderung der Funktion f an der
Stelle ¢ in Richtung von u interpretiert werden :

(P +nu) o +Tl“)] JHe) = Df(¢)u
n=0

d - —
aﬁ[fw + ’1””,,:0 = [ EP) . om a¢

Das Konzept der Linearisierung 188t sich auf vekior— oder tensorwertige GréBen verall-
gemeinern. Flr eine ausflihrliche Betrachtung (iber Stetigkeit und Differenzierbarkeit
des Géteaux oder Frechet Differentials sei hier auf das Buch von Ortega und Rheinbolt
[81] (Kapitel 3) verwiesen.

8.2 Linearisierung des Prinzips der virtuellen Arbelt

Ausgangspunkt der Betrachtung ist das Prinzip der virtuellen Arbeit in materieller Dar-
stellung Gl. (3.52) (siehe Abschnitt 3.4), das auch als die schwache Form des Gleichge-
wichts interpretiert werden kann. Das Prinzip enthalt keine Annahmen (iber die Erhal-
tung der Energie des Gesamtsytems, d.h. die Existenz eines Potentials ist nicht
vorausgesetzt, deswegen kann es auch fir dissipative Prozesse angewandt werden.
Das Prinzip der virtuellen Arbeit zum Zeitpunkt t,, ., wird durch

- J S,.1:0E dV + J Qobom.éu dv + j 'om-&‘ dA =0 (8.2)
930 %o a%o
oder
Wiy + BWey = 0 (8.3)

geschrieben, wobei § den zweiten Piola—Kirchhoff Spannungstensor und E den
Green--Lagrange Verzerrungstensor bezeichnet. Fir diese Darstellung wurde in [86]
und [3] der Begriff totale Lagrange—Formulierung geprégt.

Die Spannung wird durch das Werkstoffgesetz berlicksichtigt und ist eine von der Ver-
zerrung abhéngige Variable. Durch Einsetzen der Spannung stellt Gl (8.2) eine Rand-
wertaufgabe — im allgemeinen eine nichtlineare Randwertaufgabe — dar, in der das Ver-
schiebungsfeld u die gesuchte GroBe (Unabhéngige Variable) ist.

Bei der Beschrénkung auf eine vom Verschiebungsfeld unabhangige Belastung ist der
zweite und der dritte Term in (8.2) als bekannt vorauszusetzen. Somit wird die Lineari-
sierung des ersten Summanden von (8.2) beziglich Gl. (8.1b) vorgenommen :

LIN[S,, ., : 6E] = 8, : 8E + D(Sy: 6E) . Au (8.4) -
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mit

D(S,: 8E) . Au = (DS, . Au) : OE + Sy : (DSE . Au) (8.5)
wobei S, = S|, .
An dieser Stelle sind einige Definitionen erforderlich. Der Green—Lagrange Verzer-
rungstensor E wird durch

E = J[FF- 3] mit  F = ayx (8.6)

definiert und die entsprechende Variation (virtuelie Verzerrung) durch die folgende
Richtungsableitung bestimmt

oE =} agﬁ[[ax(" e 00| foytx+ow} - 3 Lo i ®.7)

=1 [FT{aX(Bu) |+ {oxu) }TF] = 1 [FToF + oFTF]

Die Richtungsableitung des Spannungstensors (inkrementelle Spannung) fuhrt unter
Anwendung der Kettenregel zur folgenden Gleichung

DS, . Au = %‘;S.;‘ (DE, . Au) 8.8)

wobei analog zu Gl. (8.7)

.
DE, . Au = [{ax(x + 1 Au)] {ax(x + 1 Au)} - 6] =

n=0

e

1
2
(8.9)

= % [FTayAu + oyAuTF|

Zur Bestimmung des letzten Terms auf der rechten Seite von Gl. (8.5) wird die Ableitung
von Gl. {8.7b) bendtigt

DOE . Au= % —d—[{ax(x +1 Au)]T{aX(au) } + {ax(au) }T{ax(x +1 Au)}] 0
o=
(8.10)

dn
T
- % [ ax(Au) ax (5u) } + {ax(ﬁu) ] [ax(Au)]] 0
n=
Durch Einsetzen der Gin. (8.10), (8.9b), (8.8) und (8.7b) in Gl (8.4) folgt in Komponen-
tenschreibweise und unter Beachtung der Symmetrieeigenschaften der Spannungs—
und Verzerrungstensoren

ds
LIN[S,, | : OE] = [SIJFaJ + (FaIaE—;’FbK + sLJaab>Aub_L]aua,J (8.11)
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In Gl (8.11) stellen die groBen bzw. kieinen Indizes den Bezug zur Referenz— bzw. zur
Momentankonfiguration dar (z.B. Auy = aXLAub ).

Das Verschiebungsfeld uist hier noch nicht diskretisiert. Die Linearisierung des kontinu-
ierlichen Problems stimmit nicht in allen Fallen mit der Linearisierung des diskreten Pro-
blems (berein. i

Im vorhandenen Fall einer FE—Formulierung mit stetigen Verschiebungsansatzen ist
die Ubereinstimmung gegeben. Allerdings wird im Abschnitt 9.3 gezeigt, daf die Linea-
risierung erst nach der Diskretisierung durchgefiinrt werden soll, da'sie z.B. fir die teile-
iastische—teilplastische Analyse von der Wah! des Integrationsalgorithmus abhangt.

8.3 Ortsdiskretisierung

AnschlieBend wird die Ortsdiskretisierung betrachtet.

m

N
3 = | )T (8.12)

e

und

3"~ @,

Gl. (8.12) stellt die finite Element Diskretisierung des betrachteten Korpers in der Refe-
renzkonfiguration dar, wobei der Index NE fir die Elementanzahl steht. Die lblichen
Felder im Rahmen einer isoparametrischen Interpolation kénnen wie folgt eingefGhrt
werden
NK
Geometrie X§ =y NKE) X°
k=1

NK
Verschiebungen ul = 3 NXE) dg (8.13)
W , >
NK
virtuelle Verschiebungen  dull = 3 NX(E) v¢
K=1

NK ist die Knotenanzah! der Elemente &°. X5, df, vg sind Vektoren in R?, die die
Ortsvektoren der Bezugskonfiguration, die Verschiebungen und die Variation der Ver-
schiebungen der Knoten k. représentieren: N¥ st die Ansatzfunklion des Knotens k.

Im Hinblick auf die Implementierung in ein finites Element Programm ist es vorteilhaft,
Gl. (8.2) bzw. (8.11) in einer Matrizenschreibweise darzustellen:

Zuerstwird der Differentialoperator B eingeflihrt, welcher die Ableitungen der Verschie-
bung bereitstellt.
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B = [esNY €,N% e N e N e NN e /N e NK e N est‘Z]
: (8.14)
wobei  N¥ = aXJNk und e; = [1,0,0]"; e, = [0,1,0]; e; = [0,0,1]"

Die Ableitung der Ansatzfunktion N nach den globalen Koordinaten wird mit Hilfe der
Kettenregel durch Ableitung nach den lokalen (isoparametrischen) Koordinaten be-
schrieben.

(NEJ = vy = ys VN = g {Ng ] (8.15)
Hierbeiist J,die Jacobi—Matrix. Der gesamte B—Operator eines Elementes wird durch
Be: = [31 B2 ... BNK] (8.16)
definiert. Mit Hilfe des B—Operators wird die Finite Elemente Approximation flir den
Gradienten der Verschiebungsvariation und den Gradienten des Verschiebungsinkre-
mentes Su V™ bzw. Au VT fir das Element B ausgedrickt:

V|~ Sul VT = Vdu = Bey®

8.17)
AUV | o = AUl V7= VAu = BeAd®

wobei VT = [ax' 1 x, 0y, }undv_éu ,» VAu neundimensionale Vektoren sind, deren

Komponenten den Gradienten der Verschiebungsvariation bzw. des Verschiebungsin-
krementes gemaB Gl. (8.19) entsprechen.

An dieser Stelle wird von der Notation von Ramm [86] Gebrauch gemacht. Die Vorteile
dieser Notation werden von Matzenmiller in [69] diskutiert. § und Fseien Matrizen, bei
denen die Komponenten des zweiten Piola—Kirchhoff Spannungstensors S bzw. des
Deformationsgradienten F in folgender Weise angeordnet sind.
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17 I T

(F11e1 + Fores + Fier) (Syie4 + Syzeq + Syzeq)
(Fapey + Fipey + Fageq)” (Spzes + Sipes + Spaeq)”
(Fases + Frgeg + anea)T (Sages + Syae7 + steg)T
(Faep + Frieq + F:nee)T (S1ze1 + Sppeq + stes)T
Fo=|(Feq + Faes + F32e7)T S:= (Size2 + Syse5 + Sssea)T (8.18)
(Faes + Frieq + F2198>T (S1geq + Spgeq + 03396)T
(Figeq + Foges + Fsae'/)T (Staes + Syier + 31299)T
(Fapes + Foeg + Fzzee)T (Sagea + Syges + Ssaea)T
(Fagep + Figeq + Fsses)T _(32363 + Sypeq + Sz?eg)T
wobel e, & R%le, = [0+ 1.+ 0]
k—te Stelle

Zusétzlich werden die neundimensionalen Vektoren s, f, e und | wie folgt definiert
g:=[911 922 a3 G12 G21 943 Y31 23 9ee|' (8.19)
ii=e,+e,+e,

wobei

g = 8 oder f oder e
g = Sij oder Fij oder Eij

Es ist einfach zu verifizieren, daB der Vektor e, welcher die Komponenten des Green—
Lagrange Verzerrungstensors enthalt, durch

g=%£!~ﬂ (8.20)

geschrieben werden kann. Da zu dieser Notation die gewdhnliche Matrizenschreib-
weise des konstitutiven Tensors (6x6) nicht kompatibei ist, wird der passende konstitu-
tive Tensor € (9x9) durch Duplizieren und unmittelbares Einflgen der vierten, flnften
und sechsten Zeilen und Spatten gewonnen.

Anhand dieser Notation ist man in der Lage, Gl. (8.11) in Matrizenschreibweise urmzu-
formulieren, Der erste Term auf der rechten Seite von Gl. (8.11) ist der Vektor derinneren
Krafte RS

e im Element & und kann durch
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—8 -

Riw = f B F' s dV (8.21)
B

definiert werden. Der zweite und dritte Term auf der rechten Seite von Gl. (8.11) stelien

die Tangentensteifigkeitsmatrix K$ des Elementes B° des linearisierten Problems dar,
wobei diese Terme den elastischen und Anfangsverschiebungs—Anteil bzw. den An-
fangsspannungsanteil der Tangentensteifigkeitsmatrix charakterisieren. Fir die Steifig-
keitsmatrix kann man schreiben

Ke = j B [F' CE+8]B°av (8.22)
7

DeranschlieBende Zusammenbau aller Elemente, die den betrachteten Kérper nachbil-
den, liefert die SystemgréBen fir die finite Element Formulierung

NE
g = U1 g° wobei G® = Rf,; R$, oder KS (8.23)
- und G = Ry ; Ry, oder K,

Derinkrementelle, iterative ProzeB wird dann durchgetlihrt, wobei ein typisches Intervall
{tnt,4+4] betrachtet wird. Die Lésung zum Zeitpunkt t,,, wird solange iterativ
M, =100+ 1, imad durchgefiihrt, bis eine vorgegebene Toleranz erreicht
ist. Da angenommen wird, daB die Losung des lterationschrittes i~1 bekannt ist, wird
Gl. (8.2) fr die néchste approximierte Losung i an der Stelle i~1 linearisiert.

In einer flr finite Elemente geeigneten Matrizenschreibweise [aBt sich die linearisierte
Form von Gl. (8.2) schreiben

K$—1)Ad(i) —Ri- =¢p (8.24)
wobei
i-1) = —~ Ri-1
R Rext Rint (8.25)

2d0 = d0 — di-0 oo g0 = g0-9 4 ,d® = g 4 AgO

R0~ ist als der Vektor der Ungleichgewichtskrafte bekannt. Die Notation Ad® be-
schreibt das Inkrement der Knotenverschiebungen zwischen der aktuellen lteration i

und demAnfang des iterativen Prozesses t,. adistsinngemas die Differenz zwischen
den Knotenverschiebungen zum Zeitpunkt i und i-1.
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9  NUMERISCHE BEHANDLUNG NICHTLINEARER MATERIALGESETZE
9.1 Einleitung

Die Diskretisierung in der " Zeit” dient der Bestimmung einer approximativen Losung der
zuvor genannten Differentialgleichungen durch deren Reduktion auf eine Folge nichtli-
nearer algebraischer Probleme. Durch Unterteilung der ProzeBgeschichte (Bela-
stungs—und/oder Zeitgeschichte) in finite Zeitschritte muB das’ pfadabhéngige Pro-
blem durch geeignete pfadunabhédngige Beziehungen ersetzt werden. Man spricht
dann von einem approximativen Zeitintegrationsschema. Der pfadabhéngige Charak-
ter der konstitutiven Beziehung wird durch die Aktualisierurig der Variablen zwischen
den Schritten wenigstens ndherungsweise gewéhrleistet.

Esfolgt ein Uberblick zur wichtigen Thematik der Integration der Ratengleichungen. Die
konsistenten Tangentenoperatoren werden fir einfache und mehrteilige FlieBflachen
formuliert und far das CAP—Modell, kombiniert mit einem skalaren Schédigungsmo-
dell, eingesetzt.

ANMERKUNG: o und & stehen in diesem Kapitel fir allgemeine Spannungs—
und Verzerrungstensoren, d.h. ¢ und & bilden hier keine spezifi-
sche arbeitskonforme Paarung (¢ , &) (siehe Tafel 3.1).

9.2 Integration von Materiaigesetzen

Fir eine elastoplastische Analyse ist die numerische Integration der konstitutiven Glei-
chungen erforderlich. Die Genauigkeit des Integrationsverfahrens hat einen direkten
EinfluB auf die globale Rechengenauigkeit der elastoplastischen Analyse. Andere we-
sentliche Kriterien zur Beurteilung der Integrationsverfahren sind die numerische Stabi-
litdt und die inkrementelle Konsistenz mit dem wirklichen Problem.

Zur Durchfiihrung der Integration stehen eine Fillle von numerischen Integrationsaigo-
rithmen zur Verfiigung, z.B. wird flir die klassische dreidimensionale J,—Plastizitét die
sogenannte radiale Riickkehr ("radial return”) am haufigsten benutzt. Dieser Algorith-
mius wurde von Wilkins [132] vorgeschiagen und von anderen Verfassern wie z.B. Krieg
und Key [56], Krieg und Krieg [57] sowie Schreyer et al. [103] erweitert. Die radiale
Ruckkehr kann dem allgemeinen Begriff Projektionsverfahren zugéordnet werden. Der-
artige Algorithmen benutzen ein verzerrungsgesteuertes (*strain driven”) Format und
gewahrleisten in natiirlicher Weise die inkrementelle Konsistenz. Verzerrungsgesteu-
erte Algorithmen bedeuten, daB das Inkrement des Verzerrungstensors Ag . , im be-

trachteten Intervall [tn,tn +1] und die Variablen am Anfang des Zeitinkrements t,

:{ Gn, €n,Gn, )»n} gegeben sind. Verzerrungsgesteuerte Algorithmen werden deshalb
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bevorzugt, weil sie mit den Ublicherweise eingesetzen Verschiebungsformulierungen
der Methode der finiten Elemente kompatibel sind. Diese Verfahren arbeiten in zwei
Schritten mit elastischem Prédiktor/plastischem Korrektor, d.h. eine elastische Pradik-
torspannung eines ersten Schrittes, die die FlieBbedingung verletzt, wird zurtick auf die
FlieBfidche projiziert (plastischer Korrektor).

Grundsatzlich kann man die Integrationsalgorithmen in Einschritt~ und Mehrschrittver-
fahren, sowie implizite und explizite Verfahren unterteilen.

Definition 9.2.1 :
Explizites Verfahren Implizites Verfahren

Die Richtung der plastischen Kor- Die Richtung der plastischen Kor-

rektur ist a priori festgelegt. rektur ist Teil des Losungsalgorith-
mus und muB meistens iterativ be-
stimmt werden. Ausnahmen sind
2.B. die Kriterien nach von Mises
und Drucker—Prager.

Definition 9.2.2 :

Einschrittverfahren Mehrschrittverfahren
. Diese Verfahren verwenden zur Die Mehrschrittverfahren verwen-
Berechnung eines weiteren Néhe- den k+1 (k>1) vorangehende
rungswertes nur einen vorange- Werte zur Berechnung eines wei-
henden Wert. teren Naherungswertes.

Das Evolutionsproblem kann flr das allgemeine FlieB— und Verfestigunsgesetz geman
Gl. (5.17) fur €P , Gl. (5.18) fir § und die Zeitableitung von Gi. (5.25a) fiir ¢ durch

¢ =C:& —AC:r

. @1

q =+h
geschrieben werden. Wird von der Notation von Simo und Govindjee [107] Gebrauch
gemacht

2:=[oq E:=[¢ 0] m:=[rh] ©9.2)
und die Diagonalmatrix G eingeftihrt

cC o0 ’ o
G = [Q —I} & ‘ ’ (9.3)

wird aus dem assoziierten FlieB— bzw. Verfestigungsgesetz
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m=Vp(Z):= [6043 aqﬂT und G .= [g g] (9.4

Mit dieser Notation kann die AnfangsWertaufgabe (9.1) umgeschrieben werden

£ =GE -im]=Q E,=,m . (9.5)
mit der Anfangsbedingung
2 (t) 1= =g (9.6)

Die allgemeine Rechenvorschrit fiir ein typisches Intervall [tn, t,,, ] ist dann

24t — Zn= At (E-izn+uvmn+wtn+a) ©.7)
Die verschiedene-Verfahren unterscheiden sich in der Wahi der Rlckkehrrichtung m
(Richtung der plastischen Korrektur). Weiter werden folgende Bezeichnungen einge-
flhrt :

Ac®
(oo i,
Onsy = On +CrAE,,, elastischer Pradiktor
of = o, +E Ac® Kontaktspannung ©8)
tira =0ty T (1 —0) 1y
Toa=0 2 4t (1-0) 2, a€[01]
Einige Verfahren sind im Tafel 9.1 dargestellt
Explizites Verfahren Implizites Verfahren
m=m(o,'f) FE |m=m(o,,4) BE
m =m(on1) m = m(o.q) VMR
m=m(ohsq) m =.am(o,,,)+(1 ~ &m(e,) VIR

Tafel — 9.1 —  Explizite und Implizite Verfahren — FE ("Vorwérts—Euler”);
BE ("Rlckwérts—Euler”); VMR (Verallgemeinerte Mittelpunktre-
gel); VTR (Verallgemeinerte Trapezregel).

Fir die Bestimmung des elastischen Prédiktors o Gl. (9.8a) wird das Verzerrungsin-
krement A € elastisch angenommen. Verletzt der elastische Pradiktor ¢” die FlieBbe-
dingung (0" & E,) ist diese Annahme falsch, d.h. der Verzerrungsinkrement enthélt
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einen plastischen Anteil AeP. Die Formulierung eines Pradiktorzustandes ist ein we-
sentlicher Bestandteil des Pradiktor—Korrektor—Verfahrens und wird auch zur Bestim-
mung der Rickkehrrichtung einiger expliziter Algorithmen benutzt.

Sowohl implizite Verfahren (ausschlieBlich des "Ruckwarts—Euler” Verfahrens) als
auch der "Vorwarts—Euler” bendtigen die Bestimmung der Kontaktspannung. Es wird

angenommen, daB die Spannung oy bzw. 041 innerhalb bzw. auBerhalb des elasti-

schen Gebietes lisgen. Die Kontaktspannung oK ist dann die Spannung, welche den
Ubergang zwischen elastischem und plastischem Zustand in der Richtung

A0®= gn.q— op charakterisiert.

Ein wesentlicher Unterschied zwischen den expliziten und impliziten Verfahren liegt in
der numerischen Stabilitdt. Das "Vorwérts—Euler” Verfahren sollte aufgrund der be-
dingten numerischen Stabilitat (d:h. das Stabilitatsverhalten hangt von der Schrittweite
ab), der niedrigen Genauigkeit und aufgrund der Tatsache, daB fiir groBe Schrittweiten
2.T. keine Losung existiert, gemieden werden (siehe Runesson et al. [96]).

Dem gegenuber steht das "Ruckwérts—Euler” Verfahren. Dieses Verfahren wird oft in
der Plastizitatstheorie angewandt, da es unbedingt numerisch stabil ist, eine hohe Ge-
nauigkeit aufweist und groBe Schrittweiten vorgegeben werden konnen.

Eine umfassende Arbeit zum Stabilitatsverhalten und zur Genauigkeit von numerischen
Integrationsalgorithmen wurde von Ortiz und Popov [83] verdffentlicht. Die Verfasser
flhrten zudem zwei Familien von Algorithmen ein, welche die bekannten Trapez— und
Mittelpunktregeln veraligemeinern.

Die verallgemeinerte Trapezrege! nach Ortiz und Popov [83] lautet

Sn41 = Zn+ GAE - AN(1 - q)my + amy,, ]| (9.9)
Die Umformung des Spannungsanteils dieser Gleichung
Onst = One1 — MC:[(1 — )ty + ar 4] (9.10)

148t eine einfache geometrische Darsteliung zu (siehe Abbildung 9.1, entnommen von
Ortiz und Popov [83]). '
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M- a)Crir,
Elastisches r
Gebiet \ )
Go gy G
Abbildung 9.1 —  Geometrische Darstellung der veraligemeinerten Trapezregel.

Aus dieser Abbildung entnimmt man, daB der plastische Korrektorteil des Algorithmus
aus zwel Teilschritten besteht. Der Spannungstensor wird zuerst in Richtung des plasti-
schen Flusses zum Zeitpunkt t, projiziert, anschlieBend in Richtung des endgliltigen
plastischen Flusses zum Zeitpunkt t,, ;.

Die verallgemeinerte Mittelpunktregel lautet
T4 = Sp+ G[AE — Ay, o] 9.11)
wobei Mg = M(Zniq)

Abbildung 9.2 veranschaulicht den-geometrischen Sachverhalt der veraligemeinerten
Mittelpunktregel (aus [83] entnommen).

Ot
Elastisches \""”\\A\: Tora
Gebiet \ ‘¢
! n+1
¢n ¢ﬂ+ﬂ

Abbildung 9.2 ~ Geometrische Darstellung der veraligemeinerten Mittelpunktre-
gel.

In dieser Abbildung ist der plastische Korrektorteil des Algorithmus als eine Projektion
in Richtung des plastischen Flusses zu einem Zwischenzeitpunkt (Mittelpunkt) t,, , , dar-
gestellt.

Es wird darauf hingewiesen, da sowohl fir die VMR als auch fur die VTR die entspre-
chenden diskreten Kuhn—Tuckerschen Bedingungen durch

Tppy) S0 ALZ0 und ARY(E,.q) =0 9.12)
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beschrieben werden. Deutlichist zu erkennen, daB die Konsistenzbedingung unabhén-
gig von o zum Zeitpunkt t, , ; erflilt wird.

Bemerkenswert ist die Tatsache, dafl beide Familien von Algorithmen das "Rlckwaris—
Euler” (o = 1) und das "Vorwarts—Euler” (a = 0) Verfahren als Sonderfélie beinhalten.
Die von Ortiz und Popov [83] durchgefihrte Stabilitdtsanalyse zeigt, daB die VMR flr
o = 0.5 einem Verfahren zweiter Ordnung (im Sinne der Genauigkeit) entspricht und
fir @ = 0.5 unabhéngig von der Form der FlieBfldche unbedingt stabil ist. Fir die VTR
ist allerdings nicht méglich, eine feste Grenze der unbedingten Stabilitat flir den Para-
meter a zu setzen, da diese Algorithmenfamilie hohe Sensibilitdt gegen eine starke
Kriimmung der FlieBfliche aufweist. Fir FlieBflachen mit konstanter Krimmung, wie
z.B. die nach von Mises, kann jedoch das Minimum des Parameters «, der die unbe-
dingte Stabilitdt gewahrleistet, auf o = 0.5 gesetzt werden.

Anders als bei der Formulierung auf Kontinuumsebene sind hier die numerisch inte-
grierten Ratengleichungen mit dem angewandten Integrationsalgorithmus in konsi-
stenter Weise zu linearisieren. Diese Vorgehensweise wurde von Nagtegaal [75], Simo
und Taylor [115] vorgeschlagen und brachte einen wesentlichen Impuls in der numeri-
schen Plastizitdtstheorie mit sich, hauptséchlich aufgrund der mit ihr verbundenen
schnelleren Konvergenzrate. Der Begriff konsistente Linearisierung der konstitutiven
Gleichung oder kilrzer konsistente Tangente entspricht dieser Vorgehensweise.

Ortiz und Martin stellen in [84] fest, daB das "Ruckwarts—Euler” Verfahren als einziges
Mitglied der zuvor genannten Familien von Algorithmen eine symmetrische konsistente
Tangente fir assoziierte Plastizitdt erzeugt. Ein symmetrischer konstitutiver Tensor
spielt eine wesentliche Rolle fir die Grenzwertsétze der Plastizitatstheorie (siehe Kapi-
teln 21—-22 von Martin [68]). Zusatzlich hat die Symmetrie des konstitutiven Tensors
einen bedeutenden EinfluB auf die Materialstabilitat und Lokalisierung, wie von Rice
[92], Neiisen und Schreyer [76], Bigoni und Hueckel [71,[8], u.a. gezeigt wurde. Deswe-
gen ist es erstrebenswert, die Bedingungen aufzustellen, unter denen eine symmetri-
sche konsistente Tangente erzeugt wird.

Simo und Govindjee [107] schlagen eine Anderung in der Erfillung der inkrementellen
Konsistenzbedingung der veraligemeinerten Mittelpunktregel vor, welche die Symme-
trie der konsistenten Tangente zum beliebigen Zwischenzeitpunkt t,,,, mit a € (0,1]
beibehilt. In dieser Vorgehensweise, die hier als modifizierte veraligemeinerte Mittel-
punktregel bezeichnet wird, wird die inkrementelle Konsistenzbedingung zum Zeit-
punkt t,, o erfullt. Zusétzlich haben die Verfasser den Begriff B~ Stabilitat f(ir Plastizitat
und Viskoplastizitdt angewandt. B~ Stabilitatist ein Kriterium zum Nachweis der Stabili-
tat von nichtlinearen Algorithmen.

Rencontre et al. stellen in [90] fest, daB eine geeignete Extrapolation das "Riickwarts —
Euler” Verfahren entweder zur modifizierten verallgemeinerten Mittelpunktregel
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(MVMR) oder zur modifizierten verallgemeinerten Trapezregel (MVTR) flihren kann,
welche die Symmetrie der konsistenten Tangente beibehalten.

9.3 Konsistente Linearisierung der konstitutiven Gleichungen

Die im Abschnitt 8.2 durchgeflihrte Linearisierung der schwachen Form des Gleichge-
wichts Gl. (8.11) braucht die Formulierung der Tangentenbeziehung zwischen Span-
nung und Dehnung. Eine infinitesimale Beziehung Gl. (5.60) wurde schon im Abschnitt
5.6 hergeleitet, sie lautet :

do = CEP:de (9.13)

Im Rahmen einer numerischen Analyse, bei der endliche Schrittweiten betrachtet wer-
den, stimmt der infinitesimale elastoplastische Tensor CF° i.a. nicht mit dem Span-
nungsgradienten des Algorithmus zur Spannungsermittiung (berein. Die Verwendung
des infinitesimalen elastoplastischen Tensors flhrt deshalb im Rahmen der Methode
der finiten Elemente zu einer Steifigkeitsmatrix, welche die inkrementelle Tangentenbe-
ziehung zwischen Last und Verschiebung nicht nachbildet. Die Anwendung einer fal-
schen Tangentenbeziehung zeigt sich am Abfall der Konvergenzgeschwindigkeit des
fterativen Verfahrens. Je groBer die Schrittweite, desto gréBer wird die Abweichung zur
algorithmischen Tangentenbeziehung.

Unter dem Begriff konsistente elastoplastische Tangentensteifigkeit versteht man die
Bestimmung einer Tangentenbeziehung zwischen Spannung und Dehnung unter Be-
achtung des verwendeten integrationsalgorithmus zur Spannungsermittiung.

Die Aufgabe eines Integrationsalgorithmus der konstitutiven Gleichungen ist das Auf-
stellen einer Beziehung (in der Regel in einer impliziten Form) zwischen dem Span-
nungstensor o, undden Anfangsvariablen V= {o,,qn, £n, M}, deminkrement
des Verzerrungstensors Ae,, , { , derinneren Variablen Ag, , , und des plastischen Mul-
tiplikators Ak, . q.

Opnet = a(vn’Asn-H'Aqn+1(A8n+1)'A}"n+1(A5n+1)) (9-14)

Gl. (8.24) im Abschnitt 8 definiert das inkrementelle GleichungSsystem, das far die pri-
méren Variablen d,,, ; (in einer Verschiebungsformulierung der Methode der finiten
Elemente) geldst werden muB. Es wird darauf hingewiesen, daB dieses Gleichungsy-
stem zwei iterative Niveaus, nahmiich eine globale und eine lokale Ebene enthalt. Auf

globaler Ebene wird eine Approximation dg) 1 fr die priméren Variablen d,, | ; erzeugt
und iterativ verbessert; auf lokaler Ebene wird die Konsistenzbedingung
(00,90, ) € Eg iterativ erfillt. Ein Newton—Raphson Verfahren wird zum Losen
des nichtlinearen Gleichungssystems herangezogen. Am Ende jeder lokalen lteration
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wird im Rahmen dieses Verfahrens (echter Newton—Raphson) eine neue Steifigkeits-
matrix aufgestellt (siehe Gl. (8.22)), die hier einfachheitshalber geometrisch linear be-
trachtet wird.

NE
KO, = U j Be'CKY B® dV (9.15)
om1 Ja°

wobei CK! | dem konsistenten linearisierten konstitutiven Tensor [115] entspricht, der

durch die Linearisierung von Gl. (9.14) gewonnen wird.

0511 = J¢ n+t Ontiq
(9.16)
= Ope net o+ aAQnM °Q® e n+1Aqn+1 * 6A)~n+1 °c® aAE5n+|A)"”+1
Sowohl G!. (9.16) als auch Gl. (8.24) sind von der Wah! der Integrationsalgorithmen ab-
hangig.

9.4 Bedingungen fiir eine symmetrische konsistente Tangente

In diesem Abschnitt sollen die Bedingungen fir eine symmetrische konsistente Tan-
gente bei assoziierter Plastizitat aufgestellt werden. Da Gl. (9.16) von der Wahi der In-
tegrationsalgorithmen abhéangt, wird die VMR exemplarisch als Ausgangspunkt dieser
Betrachtung herangezogen:

Zoi1 = Zn+ G[AE — AWVG(Zh44)] 9.17)
Das Differential dieser Gleichung ist wie folgt darstellbar
dZq4y = G[dEq,  — dANVH(Zn1e) = AV Ensa)0Znsa ] (9.18)
DadX,.o= o d=,,, ist, kann man Gl. (8.18) nach dZ ., auflésen
dZ,,s = CAYJdE, | ~ dANTH(Z,4q)] (9.19)
wobei CAM  (algorithmische Modul) mit
-1

CAY, =[G + a AL V2(Zp4q))] (9.20)

bestimmt wird. Die Erflllung der Konsistenzbedingung zum Zeitpunkt t,,, 4
¢(2n+1 ) = 4'>(2n+1 ) =0 bedingt

dd(Zpsq) = VO(Zppq) . dZp4y =0 (9.21)

Aus der Vormultiplikation mit V¢(Zn+1 ) in Gl. (9.19) folgt

93



\

V¢(Zn+1 )CAM dEn+1

n+ao

d{AN) = (9.22)
Vq)(znﬂ )cﬁqu¢(zn+a)

Durch Einsetzen von Gl. (9.22) in (9.19) folgt

d¥,,.q = Cliq dEq; (9.23)
wobei der konsistente Tensor CK_ , durch

C§+a = CQMQ - Nn+aN-rr1+1 (9.24)
mit

CAM V(=
g = A0 Znso ) = fur 6 =1und 8 =a (9.25)

(Vo(Zne1 JOAUIH(Znsa))
definiertist. Gl. (9.24) verdeutlicht, daB der konsistente Tensor CX, , mit Hilfe der VMR
nur fir oo = 1 ("Rlckwérts—Euler”) symmetrisch ist.

Um diese Problematik zu umgehen, haben Simo und Govindjee [107] die Erflllung der
Konsistenzbedingung zum Zwischenzeitpunkt t, ., eingebracht, d.h.

¢(En+a) =¢ (2n+a) =0
Analog kann Gl. (3.19) umgeschrieben werden:

dXnq = a CAYJAE, . ; — dANYO(Z 04y )] , (9.26)
Aus der Erflliung der Konsistenzbedingung am Zwischenzeitpunkt t,, ., folgt
Vo(2 CAM dE
d(an) = HZn+a)CryodEns : (9.27)

VO(Z 4o JCAY I Zsa)
Durch Einsetzen von Gl. (8.27) in (9.26) folgt
C§+a = Cﬁrx—lu - Nn+aN:1+a (9.28)
Unabhéangig von der Wahl des Parameters a € (0, 1] ist der konsistente Tensor immer
symmetrisch fir die MVMR .

Anmerkung: Aus Gl. (9.22) oder Gl. (9.27) wird deutlich, daB der Nenner beider Glei-
chungen flr jeden zuldssigen beliebigen Zustand (o, q) € 9k positiv definit sein

muB, da der Lagrange—Multiplikator A=0 vorausgesetzt wird. Man kann den Nenner
durch

glo,q):=9$(Z):C:Vp(X) >0 _ (9.29)

ersetzen. Diese Gleichung schaltet die Existenz der Entfestigung nicht aus, sondern
stellt den Betrag von zul@ssiger Entfestigung auf, wie flr den-eindimensionalen Fall in
[110] gezeigt wurde.[[] -
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10 NUMERISCHE BEHANDLUNG DES GEKOPPELTEN MODELLS

10.1 Numerische Behandiung mehrteiliger FlieBflachen mit nlcht glatten Ober-
géngen :

Ein wesentlicher Aspekt in der Formulierung eines rechnerisch effizienten Algorithmus

flr die Bestimmung des endgliltigen Zustandes (o ,, ,, a,.4) istdie geeignete Be-
trachtung der Ent—/Belastungsbedingungen. Simo et al. [114] zeigten, daB die Opti-
malitatsbedingungen von Kuhn—Tucker die einzig anwendbare Charakterisierung der
Ent—/Belastungsbedingungen darstellen.

Ein entscheidender Unterschied zwischen mehrteiligen FlieBflachen mit nicht glatten
Ubergéngen und einfacher FlieBflache besteht darin, da bei der Verletzung einer einfa-
chen FlieBfldche durch den elastischen Pradiktor die FlieBbedingung am Ende auf je-
den Fall aktiv wird. Im anderen Fall, bei dem zunachst mehrere FlieBfiachenabschnitte
durch den eléstischen Pradiktor verletzt werden, ist nicht gewéhrleistet, daB alle verletz-
ten FlieBfidchen am Ende des FlieBprozesses aktiv sein werden. Die Kuhn—Tucker Be-
dingungen spielen eine wichtige Rolle in der systematischen Ermittlung der aktiven
FlieBflachen (oder Beschrankungen). Der angewandte Algorithmus ist eine Erweite-
rung des "Closest point projection” —Algorithmus, welcher die unbedingte Stabilitat,
die Fahigkeit der Betrachtung einer beliebigen Anzahi von FlieBflachenabschnitien mit
nicht glatten Ubergangen und die Méglichkeit der exakten Linearisierung als Eigen-
schaften beinhaltet, '

Fareinen vorgegebenen Zustand (o , q) wird die Teilmenge P, der potentiell aktiven
Teilflachen bestimmt:

Definition 10.1.1 :
={b:b &€Plp,(0,q) =0 (10.1)

Die Menge P umfaBt alle Indizes der vorhandenen Teilflachen (siehe Definition 5.5.1 im
Abschnitt 5.5). Die FlieBregel und das Ver—/Entfestigungsgesetz (5.47a,b) (5.24) wer-
den hier noch einmal wiedergegeben.

=1 de O ( Z}- Go¢k(0 a
. . . (5.47a,b)
q = - Dk og¢(0,q) = ~D2xkaq¢k<o,q)
k=1

Der Tensor der allgemeinen plastischen Module D wurde in Abschnitt 5.4 definiert.
Die Ableitung des Spannungstensors nach der Zeit folgt durch

o =C:(e ~&P) (10.2)

96



Es wird angenommen, daB der Index a auf eine aktive FlieBflache hinweist, d.h.
a € P,,. Das Differential der entsprechenden FlieBbedingungen lautet dann

ba = Voa(Z)E (10.3)
Nach Einsetzen von (5.47a,b) in (10.2) und dann in Gl. (10.3) erhélt man

(i)a = 64:1(i>a:c:;5 - Z gabi‘b (10.4)
bEP,,

wobei g,;, eine Erweiterung der Funktion g(Z ), Gl. (9.29), flr mehrteilige FlieBflachen
ist

Uap(Z) 1= Va(Z ) 1 C: V(2 ) > 0 (10.5)
Wie in der Anmerkung des Abschnittes 9.4 schon erwéhnt wurde, muB g,,(Z ) auch

positiv definit sein. Aus dieser Annahme und der Tatsache, daB d)a (X)) = Oerililit sein
muB, kann man die Ent-/Belastungsbedingungen formulieren.

'Dzu!E(a qul;t@

Y VbEP‘zgul; Ja€ P,y
d(Z)<0 dgPp,:C:E<0 9sha:C:E>0
-0 00 -0
eP=0 eP=0 eP=0

q =0 q =0 q=0

Tafel — 10.1 — Ent—/Belastungsbedingungen.

Es wird angenommen, da8 eine plastische Beanspruchung aus = € oE, stattfindet,
wobei mehrere FlieBflachen ¢, aktiv werden. Es ist falsch zu denken, daB der endgil-

tige aktive Zustand einer FlieBflache durch die Bedingung d s ¢a: C: &€ > 0 gewdéhr-
leistet wird.

Durch die Anwendung der Kuhn—Tucker Bedingungen (5.47¢,d,e), zusammen mit der
Konsistenzbedingung, kénnen zwei mdgliche Zustéande definiert werden:
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Zustand 1 Zustand 2
o &
$a(Z2) =0, da(2) =0 aepzm;d)a(z)so
£

ke=0 >0

Definition 10.1.2 :

Alle Indizes, welche den aktiven FlieBfidchen (Zustand 2) entsprechen, wer-
den in die Teilmenge P, aufgenommen

Put:= (8 € Pylda(2) = 0} (10.6)
Gt (10.4) kann unter Beachtung a € P, wie folgt umgeschrieben werden

Go0aiCie = > guhl= 0 (10.7)
beP

2ul

Wenn man eine solche Gleichungfiirjedes a € P, aufstellt, erhalt man ein méglicher-
weise unterbestimmtes Gleichungsystem, da die Anzah! z,,, der aktiven FlieBflachen

kleiner (maximal gleich) als die Anzahl z,,, der zuléssigen FlieBflachen sein kann. Das
Gleichungsystem wird durch die zusatzlichen Bedingungen 2 = 0;b € P, ;b & P,
bestimmbar. Da g, positiv definit angenommen wurde, existiert die inverse ga‘b‘ = g2,
Die plastischen Multiplikatoren kénnen dann durch die Umformulierung von Gl. (10.7)

ermittelt werden.

A= > g®ogd,:Cr e fir a &Py,

bEP,,
und (10.8)
ib=0 fir b & Py,

Durch Einsetzen von Gl. (10.8) in GI. (10.2) erhalt man

C:[ia - > gaba(,¢a[a(,¢b:c:'s]}:

AEP DEP )

a-
If

: 10.9
={c— > gab[c:a(,¢a]®[c:aa¢b]}:e (109)

a&P. bEP,,
o =CFP. ¢
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wobei CEP den elastoplastischen konstitutiven Tensor des "Kontinuums” charakteri-
siert. Es ist offensichtlich, daB Gl. (10.9) den konstitutiven Tensor flr einfache FlieBfié-
chen als Sonderfall beinhaltet.

10.1.1 Diskrete elastoplastische Formulierung

Die Grundsitze sind dieselben wie in Abschnitt 9.2. Ein verzerrungsgesteuerter Algo-
rithmus wird angewandt und der plastische Zustand fur den Pradiktorschritt wird am
Zeitpunkt t, als "eingefroren” betrachtet. Die folgende Tabelle faBt das zu l6sende dis-
krete nichtlineare Gleichungsystem, die diskrete Entsprechung der Kunn—Tucker Be-
dingungen und den elastischen Pradiktorzustand zusammen. Es ist bemerkenswert,
daB die Gleichungen, welche den elastischen Pradiktorzustand charakterisieren, nur
Funktionsbestimmungen enthalten.

Diskretes nichtlineares Diskretes Aquivalent der Elastischer
Gleichungsystem Kuhn-—-Tucker Bedingungen| Pradiktorzustand
*
- . - e . -
Gnyy = C (fn+1 €l . ) ¢a(2n+1 ) =0 €ri1i= €npq— €
z 0* =0 Ee*
= \) & a . n+t1*" “Cn4d
€P =P+ Y M 00| MM, 20 g
a=1 ' % eP = gP
r4 8 n+1 n
- a a - =5
Gppq= On t ZA)‘nMaqd)a A}‘n+1¢a(2n+1 ) =0 gﬁ a’ =
acy 5,3 n+1
E-3
& D *
Qnpr = ~Doagyy § Aneri= A+t

Tafel — 10.2 — Struktur des algorithmischen elastoplastischen Problems.

wobei die inneren Variablen a (und die konjugierten Variablen g) schon in Abschnitt 5.4
eingeflhrt worden sind.

Aus Tafel 10.2 entnimmt man die zu bestimmenden GroBen (€ P, , @ ,q, AR, q),WO-

bei die GroBen (o ,,1, 4y, ) als abhingige Variablen betrachtet werden kénnen. Im
Fall elastischer Belastung bekommen die gesuchten GroBen die Werte des Prédiktorzu-
standes. Wenn allerdings plastische Belastung stattfindet, wird der elasto—plastische
Algorithmus durch eine rein plastische Relaxationsphase vervollsténdigt. Diese Phase
ist durch die Erflillung der Konsistenzbedingung am betrachteten Zeitpunkt gekenn-
zeichnet. In der neueren numerischen Plastizitatstheorie werden zu diesem Zweck Pro-
jektionsverfahren bevorzugt. Solche Verfahren weisen daraufhin, daB ein nicht zuléssi-

ger Zustand On.1 €& Egdurch eine Projektion auf die FlieBfliche 8(E;) wieder
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rickgebrachtwird. Die Pradiktor—Projektionsverfahren kénnen in drei wesentliche Teil-
schritte unterteilt werden; sie sind in Tafel 10.3 wiedergegeben.

Hier wird der "Closest Point—Algorithmus” als Projektionsverfahren angewandt. Man
kann sich dieses Verfahren geometrisch als die Projektion des Pradiktorzustandes auf
die FlieBfléche als die kirzeste Entfernung vorstellen. Um eine Entfernung in einem
Raum zu definieren, muB maneine Metrik einflihren. Fir die Plastizitat mit Verfestigung
wird die Metrik durch die Matrix G von Gl. (9.4) definiert. Zu beachten ist, daB man sich
bei diesem Algorithmus auf deriokalen Ebene befindet, d.h. am einzelnen Integrations-
punkt innerhalb eines Elementes.

I Formulierung eines Pradiktorszustandes
' (Gn4+1:Uns1)

IT. (0n+1.Gn+1) € Eg

101 . Projektionsverfahren

Tafel ~ 10.3 — Wesentliche Teilschritte des Pradiktor—Projektionsverfahren.

Nach einigen Zwischenrechnungen fir die nichtlinearen Gleichungen (erste Spalte Tafel
10.2) unter Einbeziehung des Pradiktorzustandes erhalt man

Z
(0, A%, 06 ¢ )ppy = C i[04y = Oner |+ > AN, 950p = 0
a=1
Z
hz(QvAkaaqcb Hn+1 =D :{qnﬂ - qn] + Z A)»ﬁﬂé’qd)a =0 (10-10)
a=1

hg(Z) 41 = ¢ (Z44) =0
Esist einfach zu zeigen, daB die Gleichungen (10.10) auch aus der entsprechenden dis-
kreten Form =£2+1 der Lagrange Funktion Gl. (5.46) ermittelt werden kénnen.

D2, (0',9):=Hlog — 61:C7 i [oner — 0]+

n+1
+ 941~ Q1D [An4 4~ Q') (10.11)
(e a, AN ) = DY, (0, q) + AN (07, 0)

Die GlI. (10.10) kénnen mit Gl. (10.11) umgeschrieben werden:
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hi(o,A 06 ¢ ) ey =05 dh

hy(q, AL 3qd )| yq = 9g2P (10.12)

ha(Z ) ne1 = dan 4],

Da die Bestimmung des endgultigen Zustandes (6, ,q, ) €ine Minimierungsautf-
gabe darstellt, stehen die Algorithmen der nichtlinearen konvexen Programmierung zur
Verfigung (siehe z.B. Kapitel 14 von Luenberger [66]). Mitden folgenden Bezeichnun-
gen

o = (D — W) wobel X = {041, et Alnet] (10.13)
und

o9 = pp

Lo = 204 ) (10.14)

wird im Hinblick auf ein Newton—Raphson Verfahren eine quadratische Approximation
far 48 in Form von ax® vorgenommen

pren _ pp® T 2P® x® 4 1N Ty2 ppY (x(K
2P0 = 2P VTP ax® 4 5 (axM)TV2 2PT (ax ) (10.15)

Das Minimum von £° _in Richtung von +x® wird aus den Richtungsableitungen ge-

wonnen:
DEP* 0 ax® = v 2PY 4 w2 2PY x® =0
n+1 n-+1 n+1
-1 (10.16)
= ax® = - [v2 2p% ] \ L
n+1 n+1

o k) = xR ;f[vgip«; ]‘1 v Y
e A : n+ ; 1

n+1

(K}

Hierinist V2 2P%  die Hessematrix von 4P
n+1 n+

. Die Hessematrix ist eine quadratische

Matrix mit den zweiten partiellen Ableitungen von JL;’H inx® . Fir das betrachtete ela-
stoplastische Problem wird die Hessematrix durch .
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AV:);: Vd)( n+1 )

2 ,pM 2 pph CTopw T
a""'Jln+1 a"qinﬂ ’ 7‘£n+1 '
® 2 p® 2 opW ! ¢ 22 p® E
vz et = |l 0Gallhy,  Paadniy Pt (10.17)
""""" po 2 LpW . .o pW
A10‘£n+1 aAlq£n+1: aAMl&n-H
S
1] ! 0
[v¢(zn+1 ) ]

definiert und A sund Vo(=, ) werden durch die Ableitungen von Gl. (10.10)

Z

c '+ Z )»ﬁ(:)1300¢ Z }‘a(k)1aaqq)an+1
Wt a=1 a=1
An%1 z a® ® - z ak
D 3010qeb DT+ Y aAEY 0ge0f0 (10.18)
a=1 =
9 (k) o ® 9 2PV
n+ 1 n+1
Vol 1= Vo = | s | R RE w
net - ( n+1 ) (p(nH Aql(TZr1 CRE

gewonnen. Werden die obengenannten Definitionen in Gl. (10.16) eingesetzt, erhalt
man

-1 T K) (3] (k)
A:)M Vo gki 1 AV R R
v (k)T 0 == £p(k) = - ) (1 019)
it NG N1 LI
Die Ldsung dieses Gleichungsystems fiihrt zu
' ®
AW ={(VoTAVY) ' [¢p - VOTAR }}In+1 (10.20)
Die plastischen Multiplikatoren k&nnen wie folgt aktualisiert werden
(k+1) K
AR K1) Ax 1 +A)“n<+)1 (10.21)

p () i ) K :
Dadurch werden die Variablen a 1 A und folglich S ,qflzr1 bestimmt.

Am Beispiel zweier aktiver FlieBfidchenabschnitte wird das linearisierte Problem durch

K p®
ao dobnsy
® 927"
Al
(K n+1 n+1
VEL a0 [T T oW (10.22)
n+1 n+1
2(k) K}
)\'n+| q)é")ﬂ
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beschrieben, wobei die Hessematrix in Tafel 10.4 wiedergegeben ist. Gl. (10.22) stellt
gine Gleichungsystem mit 6+m+2 zu bestimmenden Variablen dar (m charakterisiert
die Anzah! der internen Variablen). Die Lésung dieses Gleichungssystems flir

A A)\, ) lautet

-M’

. -1 109]

s 3o Pq dgdy A dgdy doPp ¢4 3 &1 9GPy A dgdP 10.93
A2[T ||,y 35, | daPt OaP2 o 3 by 0502 dqLP n(+1 29
Es wird angenommen, daB die durch den elastischen Prédiktor aktiven FlieBflachen am

Ende des iterativen Prozesses noch aktiv bleiben.

a;"’(\,&p‘k’ = Hessematrix
NN of qr ANT AN2
o | C'+ aN8%, o+ aA20% 4 O N850, + M2%q0,  dob; 9obo
q a\1025 ¢y + N203g Bz D'+ ah'93qs + 8M05qP; 3qd; qb2
AN by agb+ 0 0
AR 3, agh2 0 0

Tafel — 10.4 — Hessematrix fir den Fall von zwei aktiven FlieBflachen.

Wie bereits erwahnt ist es nicht méglich, die endgtiltigen aktiven FlieBflachenabschnitte
im voraus zu bestimmen, d.h. die Teilmenge P, ist a priori nicht bekannt.

¢;n+1> 0o - ¢an+! =0 A A)\?l+1 >0

Gl. (10.10a) weist darauf hin, daB AAZ , , die kontravarianten Komponenten des Vektors
G on41 darstellen. Eine geometrische Darstellung flr den Fall der perfekien
Plastizitat und z,,, = 2 aus [114] wird hier abgebildet.

Rall | AN, MM

o,y EQ| >0 <0
Ory EQp >0 >0

o, EQf <0 >0

Abbildung 10.3 — Geometrische Veranschauhchung der kontravarian-
ten Komponenten von AL, ;.

103



Abbildung 10.3 zeigt den Ubergang zwischen zwei Abschnitten der FlieBflache und die
dabei entstehenden drei Gebiete (Q,,Q,,, ). Der an dieser Stelle lisgende elastische
Préadiktor verletzt beide FlieBflachen. Je nach Gebiet wechselt das Vorzeichen der ent-
sprechenden Komponente des plastischen Multiplikators, der den endgliltigen aktiven
Zustand der FlieBflachen charakterisiert.

Die Bestimmung des konsistent linearisierten konstitutiven Tensors erfolgt analog zur
Herleitung an einer einfachen FlieBflache, wie sie in Abschnitt 8.4 gezeigt wurde. Die
Bestimmung der konsistenten Tangente wird nur geringfligig abgeéndert.

Chia=CMa= D> > 93 NansaNp .0 (10.24)
&P, bEP,, ’

Hierbei ist der algorithmische Modul CAY,, gleich der Matrix A von Gl. (10.18) zum Zwi-
schenzeitpunkt t,.,., . N wird durch

Nania = CA%G: Voa(Zniq) ~ (10.25)

beschrieben.

10.2 Numerische Behandlung des CAP-—-Modells

10.2.1 Projektionsverfahren ("Closest point projection”)

Die Vorgehensweise von Abschnitt 10.1 wird auf das CAP—-Modell (vgi. Abschnitt 7.1)
angewandt. Die Abschnitte der FlieBflache dieses Modells werden durch die eingefiihr-
ten Funktionen von Gl. (7.9) definiert.

¢1(“) = IS, - Fe(I1) fur T< 11 = %
bo(0,%) = Fo(0,%) — Folx) far = <1, < X( (10.26)
bgly) =T~ I fir I, =T

Spannungs- und Verzerrungstensoren werden in deviatorische und volumetrische An-
teile aufgespalten.

0=S+%I16 wobel 1; = 0 18 =0
(10.27)
s:e+%f16 wobei 11:5:6=skk
mit den konstitutiven Beziehungen
s = 2G(e — eP)
(10.28)

I, = 3K{T, - 1)
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Die Gin. (10.28) resultieren aus der Aufspaltung des Verzerrungstensors in elastische
und plastische Anteile; K ist der Kompressions— und G der Schubmodul.

in Abbildung 10.4 sind fiinf mégliche Bereiche auBerhalb des elastischen Bereiches zu
erkennen, in denen plastische Belastung stattfinden kann. Die plastische Belastung
wird durch den elastischen Pradiktorschyitt festgestelit. Tafel 10.5 zeigt eine Zusam-
menfassung der Bedingungen, welche die plastische Belastung in jedem einzelnen Be-
reich charakterisiert.

T o L Xeg L,

Abbildung 10.4 — Charakterisierung der plastischen Be!astungberelche flir das

CAP-Modell,
Bereich Charakterisierung der plastischen Belastung
Q; ¢; >0 AM L > Ax§+1 =0
i=1...3 k=1+-3=n]j
. * ca” AL ko -
i =S1211 ¢in+1 ’¢jnﬂ> 0 A)\':'H‘1> O'A)VI’H-1> 0 A)\’n+1 =0
j = 2 oder 3 k=23oder2sjsxj

Tafel — 10.5 ~ Plastische Belastungsbereiche
Jeder Bereich wird néher betrachtet.

Bereich Q,
Gl. (10.10a) und der Gradient der FlieSflache o o4 werden in deviatorische und volu-
metrische Anteile aufgespalten

+hy .8 (10.29)

Ryyr = h1n+1
d ) dF
Iobypeq = (Bady + d6h] )pyq = (I_;:T_HT%> (10.30)
1 n+1
Das Einsetzen von Gl. (10.30) in GI. (10.10a) ergibt
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A41

S
S8, A1) 0yt = 55 Gaer = Shet) + MMty =0 (1031)

und .
1 * dF
h\{(IwA)J)lnH = §R(I1n+1 =Ly ) - A)‘:aﬂ dle =0 - (10.32)
Die zusétzlich notwendige Gleichung wird durch
ha(8,19) lns1 = $1(8, I}l np1 = 0= [Snyq] = Felly, ) (10.33)

baschrieben, und bildet mit Gln. (10.31), (10:32) ein nichilineares Gleichungsystem,
dessen Losung den projizierten Zustand o, € 9E; charakterisiert.

Die vektorielle Gleichung (10:31) (s wird als sechsdimensionaler Vektor betrachtet)
kann in

LTS BN
Sppq |14+ = 874 (10.34)
lsn+1|

umigeschrieben werden. Aus dieser Gleichung wird unmittelbar deutlich, daf sowohl

8, .1 alsauch s,*l;q dieselbe Richtung atfweisen. Wird G, (10.34) durch sf,ﬂ vormulti-
pliziert, erhélt man

[$ne1] = I8h41] — 2GAM (10.35)

Gl.-(10.35)-wird in Gl. (10.33) eingesetzt und Gl. (10.32) umgeschrieben. Es folgt eine
einzige skalare nichtlineare Gleichung fir die Lésung des Projektionsschrittes im Be-
reich Q, .

s ol
MLy, ) = IShe1l - 2G (Lin ey (10.36)

Mass = Lpyr + 9K ATy, 0) = =0 (10:37)

I1r1+1
Bereich Q,
Die FlieBftache wird durch

1

ol %) = [|s|2+-§5(11 —LW] ~Few)  fir x<I =X  (10.38)

FC( o 1%)
beschrieben. Der Gradient der Fliefflache ¢ ¢, wird bestimmt durch \

doPy = dsPp 908 + I Pp doly ‘ {(10.39)
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Darin ist
Iy = 8 Fs' 1 dydp = (0 — Lew) o' (10.40)
Mit Hilfe der Indexschreibweise ergibt sich
1 . .
90,855 = Oy — ‘561«161'1' =i Pgey doly = By (10.41)

wobei der Tensor P, einen beliebigen zweistufigen Tensor auf dessen Deviator abbil-
det.

Gl. (10:40) und GI. (10.41) wird in GI. (10.39) eingesetzt und es ensteht der Gradient

Aoty = Fg‘{s + %5(11 - L(%))(S] (10.42)

Dieselbe Aufspaltung wie in Gl. (10.29) wird durchgefiihrt

h{(s, %, 15, A0 | 4y = §1G(sn+1 = Sne1) T ANZ, S0 Fonyq = 0

Y181 11 A 1= gy = Tiggr ) + AR, (1 — LE)Ferty1=0 (10.49)

ha(s%, I} [h41 = da(8. %, 11} |44 = O

Zur Vervollstindigung des Gleichungssystems (10.43) (9 Unbekannte in 8 Gleichun-
gen) ist eine zusatzliche Gleichung erforderlich, die aus der Verfestigungsevolution GI.
(7.7e,f) gewonnen wird.

X() = L(%) + RFq(L{x)) (7.74)

B = W[1.0 - exp(—DX(%))] ) (7.7€)

i = (779

{Tﬁ’ wenni?zo oder » > Ound x> |,
0

Durch Zeitintegration von Gl. (7.7f) und unter Anwendung von Gl. (7.7e) erhilt man
hoT ) st = Tip sy = Tih = W(exp DX — exp=DXtherr) = (10.44)

Gl (10.44) vervollstandigt das Gleichungssystem (10.43). Die vektorielle Gleichung
{10.43a) kann analog zur Herleitung von GI. (1 0.35) aufeine skalare Gleichung reduziert
werden

Isnerl[1+ 26802, Py ] = Isne] (10.45)

Aus Gl (10:43c¢) folgt
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1

2

Foltas) = [ 1812 + 501, = LeoY?] (10.46)

n+1

Wird GI. (10.43b) umgeschrieben, Gl. (10.46) eingesetzt und Gi. (5.7¢) berlcksichtigt,
ergibt sich

RzFe(“nH)[IMH = Kngd }
M R2Fg(n, ., q) + 9KANZ

n+1

(10.47)

I1n+1 —

Werden Gin. (10.45) und (10.47) in Gl. (10.46) eingesetzt, bekommt man eine nichtli-
neare Gleichung in Abhangigkeit von %, ., und AAZ |

1
2

2 2
Fe(x)[8"| RFa () (I} — %)
2 - o ‘ _ _

e A I <Fe(u) 726Nz T \REF, o) + OKAAZ Foltns1)=0

N+t (10.48)
Da die erste Invariante des Spannungstensors durch
* P P :

Lingt = Lngy = 3Ky pq — I1n) (10.49)

beschrieben werden kann, erhdlt man nach dem Einsetzen von Gl. (10.49) in GI.
(10.43b) die Beziehung zwischen %, , und AM2
R2Fo(nn, )AL}, | R2Fq(up, AT

A2 = = — i (10.50
M 8y T %agr) B,y — BKATY (= ) )

Gl. (10.48} stellt jetzt eine skalare nichtlineare Beziehung fir «,, , , dar

e

2 2
_|(_Fetals] R0 =) \'|_ B}
1= (‘F‘T)Tm) * (nzrzem n gmz(%)) Folttn;1)=0

he (10.51)
Bereich Q,
Die FlieBflache ist durch
dolly) =T -1,  fir I =T (10.260)
beschrieben. Die Aufspaltung von Gl. (10.29) ergibt
h9(8) 41 = 55 (Snss = Shet) = O
(10.52)

1 *
h\1l(11’A)‘3)|n+1 = §R(I1n+1 ~ e = A}‘gﬂ =0

Da die FlieBflache ¢4 sich nicht verfestigen kann, muB folgende Bedingung erfllit wer-
den
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Lowy =T (10.53)
Gl. (10.53) wird in GI. (10.52b) eingesetzt:

1 *
MY =5 (T = Ty ) (10.54)
Kantenbereiche

Bereich Q,, (Zugkante)

In diesem Fall muB der projizierte Zustand auf der Schnittkante beider FlieBflachen lie-
gen, da sie sich nicht verfestigen kénnen. Diese Bedingung wird durch

Lo =T 5 I8peql = Fe(M (10.55)

erflllt. Fir diesen Bereich gilt

* S
hd(s, AM) |, ¢ = gé-(sn+1 ~Snaq) AN, S0EL _ g

n+1|sn+1l - (1056)
1 * dF _ '
h¥(Ly, AM) | yq = R Ttner = Tingq ) = A)‘r11+13f1g_ AN,y =0
Aus GI. (10.56a) folgt geméaB GlI. (10.36)
Ishe1l = Folly,,,)
ANy, ) = sy (10.36)
Durch Einsetzen von Gl. (10.36) in Gl. (10.56b) folgt
1 * ISne1l = Felly,, ) dF
AV Ly = gr(T = Lipyy) = L (10.57)

Durch die Bedingungen ¢1*n+1 > 0 und ¢3*n+1 > Qist nicht gewahrleistet, daB beide
FlieBflachen tatséchlich am Ende des Projektionsverfahrens aktiv werden. Aus den Be-
dingungen A)‘r1‘+1 > 0 und A}»ﬁﬂ > Owerden unter Anwendung von Gin. (10.36) und
(10.57) zwei zusétzliche Ungleichungen gewonnen, die einen im Bereich Qzliegenden
Prédiktorzustand charakterisieren. -

[she1l > Fe(T)

* 10.58
!s* 1| < @I.:_I‘Al + F (T) ( )
nt 9K dFe/dlI, N

Ein im Bereich Q,, liegender Préadiktorzustand wird durch die Ungleichungen

I1n+1 <T
* 10.59
Fo(T) < |8h1] < 261 Dinas (1059
9K "dF/dI,

+ Fe(T)
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festgelegt.
Bereich ©,, (Druckkante)

Aus Abbildung 7.2 wird ersichtlich, daB in diesem Bereich ein Ent—/Verfestigungspro-
zeB zwangslaufig nicht stattfindet (perfekte Plastizitat). Diese Restriktion setzt voraus,
daB sich der projizierte Zustand auf der Schnittkante beider FlieBfldchen befinden muB.
Diese Restriktion wird durch

Lingy = ®ngt 5 ISnaql = Foltnyq) und wq, 4 = uq k (10.60)

beschrieben. Aus ihr folgt

* | S -
hi(s, AN, N2y 1= g (S g = Sn )4 A =2+ M2, s g Bl =0

1 " |:;‘:+‘ (10.61)
h\1,(11'A7‘1)‘n+1 = §R(I1n+1 l STV B A}‘;+1a—f$ =0
wobei
‘ -3
_ 1 -
Fonet1 = [Isn+1!2 +gelings ~ %n+1)2] = |$qpq] 7 (10.62)

Gl. (10.61a) kann zur folgenden skalaren nichtlinearen Gleichung reduziert werden
]sn+1[ = |S;+1l - 2G(A}"|?1+1 + A)“rz\+1) (1063)
Aus Gl. (10.61b) folgt

*
1 *n — Linst

[
Ahast = GRaFL7dI, (10.64)
In Gl. (10.63) wird Gl. (10.64) eingesetzt:
2 Isnetl —Feltn) 4 %Ly
Ahner = 2G 9K ~dF./dI, (10.65)

Unter der Voraussetzung, daB AL],, > 0 und AX2 , > Oerfilit werden missen, er-
geben sich zwei Ungleichungen, welche die plastische Belastung.in der Druckkante ge-
wahrleisten.

2G%n = Lip gy

<%y ;o |Sna+1l >§-K'W

st + Fo(tn) (10.66)

10.2.2 Konsistente Linearisierung der konstitutiven Gleichung

Die konsistente Linearisierung der konstitutiven Gleichungen fir das CAP—-Modell er-
folgt analog zur Herleitung fiir einfache FlieBflachen ( Bereiche €4, Q, und Q4) nach
Abschnitt 8.4 und fir die Kantenbereiche (€2, und 4} nach Abschnitt 10.1.1.
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Da sich die FlieBflichen ¢, und ¢, ideal plastisch (keine Verfestigung) verhalten, wird

der konsistente konstitutive Tensor CX_ . , Gl. (10.24), fir & = 1 durch

n+17

cK . =AM _ Nn+1N;+1 (10.67)

n+1 n+t
mit
-1
CoM = [C" + AN® G600a(0p, 4 )]
N ~ C‘n\"fﬁu(ba fira=1 odera=3 (10.68)

n+1

[0 605CAM, 3 opg ]Vz

beschrieben. Wie erwahnt, kann sich die Kappe weiter verfestigen. Da die Anderungs-
rate des plastischen Anteils der ersten Invariante des Verzerrungstensors durch

P = 3329, ¢, (10.69)

definiert ist, wird die Anderungsrate des Verfestigungsparameters » aus dem Differen-
tial von Gl. (7.7e) gewonnen:

- _ -2 1 _ * 2 ] 2
® = 3\ m 8114)2 =Ah=A 8M¢2 (1070)
dx
Hierbei ist
h=—d— g 4, (10.71)

aX() . .
WD'—d“—e DX(x)

Gl. (10.70) stellt ein nichtassoziiertes Evolutionsgesetz flir den Verfestigungsparameter

dar. Der konsistente konstitutive Tensor CK_ ., GI. (10.24), fir o, = 1 wird wie folgt be-

n+1?
schrieben
Chyi = coli - Mo sNE (10.72)
wobei

-1

CM, =[G + M2 Vm(Z,, )]

n+1
ALY Chltym 073
Ny = ——— M= T,
[voream] [vorcat, m]

mit
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) 3o
mz{ hz};wf{a@;]

(10.74)
c' 0 dooPs 9 ondy
-1 . —_
@ ‘[o —1]'Vm“ @7 aah
-
Durch Einsetzen von Gl. (10.74b) in Gl. (10.73a) folgt
- -1
ct 0 dooPy doudy
AM 2 10.75
M, [[ o _1] A T ah (10.75)

Fur den algoritmischen Modul CAY, muB eine geranderte Matrix der folgenden Form
invertiert werden.

A=C '+ AN3gg ¢y

cAv ] Ab b= ANog0,

[ n+1] “leTd T 2 T
¢’ = (AN“d g h)
d = AN%3,h

Die Inverse wird durch

i
Yoo = TR
=1 A A aTp -1
oM — Jyy dyp Jis J22A +A”bc'A (10.76)
N1 22| g, 1
Jp= —A"'D
Jpy = — ¢TA™!

gebildet. Die Tangentenbeziehung zwischen Spannungs— und Verzerrungstensor wird
wie folgt hergeleitet

22 "
d()'n+1 = J22 J11 - —g‘[Jﬂauq)g + hJ12]['J1160¢2 + a%¢2d12] d£n+1 (10'77)

wobel g = V,CAM,m

Aus dieser Gleichung wird ersichilich, daB die Nichtassoziativitat des Verfestigungsge-
setzes einen nicht symmetrischen konsistenten konstitutiven Tensor erzeugt. Im Rah-
men der konsistenten Linearisierung des konstitutiven Tensors spricht man sowohl von
einem nichiassoziierien FlieBgesetz als auch von einem nichtassoziierten Verfe-
stigungsgesetz. Der Charakter des Verfestigungsgesetzes spielt allerdings keine Rolle
fir den konstitutiven Tensor des "Kontinuums”. Aus der Tatsache, daB der konstitutive
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Tensor des Kontinuums vom konsistenten konstitutiven Tensor bestimmt werden kann
(mit dem Streben von AX nach Nuil), erhalt man

do = [c —%(C:a(,%)@(c:accpz)]:de

o (10.78)

wobei g = 340, : C:dod,

Der Tensor C®P bleibt symmetrisch. Nur unter der Bedingung eines assoziierten FlieB-
gesetzes und eines assoziierten Verfestigungsgesetzes bleibt der algorithmische Mate-
rialtensor symmetrisch. Eine Evolutionsregel fir assoziierte Verfestigung beim CAP—
Modell foigt aus

.2

%= A Dy(x) dudy . (10.79)
Gl. (10.79) wird zunachst in die Gin. (10.75), (10.76) und anschlieBend in Gl. (10.77)
eingesetzt

J ' T
C§+1 = ‘J?_z{"ﬁ - "92-2[']113 oy + ax¢gd12][d11a oby + 3x¢2J12] } (10.80)

wobei g = V¢,CAM v,
Gl. (10.80) stelit jetzt einen symmetrischen konstitutiven Tensor dar.
Da sowoh! in Gl. (10.68a) als auch in Gl. (10.76a)
A=[C"+ AN g dal ” (10.81)

invertiert werden muB, und zwar fir alle plastischen GauSpunkte in jedem Element,
solite die Inverse A~' méglichst explizit aufgestellt werden. Hierzu ist die zweite Ablei-
tung der FlieBbedingungen nach dem Spannungstensor (vgl. Tafel 10.6) aufzustellen.

a doo q)a

1 lsn+1|~1(Pdev LRI ) R d121I1Fea® 5 wobei n = s|s| ™

2 | Pty ) Pagy = Py @0y +R8® 8 ) wobel n

dod

3 0

Tafel — 10.6 — Zweite Ableitung der FlieBbedingungen ¢, nach dem Spannungs-
tensor

Tafel 10.6 ist zu entnehmen, daB flira=7 oder 2 eine gemeinsame Struktur fiir die Matrix
A, Gl. (10.81), gewonnen werden kann.
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A=[H-kKkn®n] (10.82)

wobei
K, Kk, n
H=C*'+k1pdev+k25®6 M sneq] “diI‘Fe s|s|-!
a=2 Fot Fs'R2 | a0,

Die inverse Matrix von A, GI. (10.81), kann mit der Sherman—Morrison Formel {siehe
[140] Kap. IV ) bestimmt werden

_ _ H-'":n®H-":n
Al =H - TR (10.83)

Um A~ zu bestimmen, ist die Inverse von H notwendig; hierzu werden die vierstufigen
Tensoren Py, und 8 ® & in Matrizenschreibweise dargestellt.

111000 2-1-1000
111000 -1 2-1000
111000 1l-1-1 2000
8®% =1000000| Poev=3| 0 0 0300 (10.84)
000000 0 0 0030
000000 0 0 0003

Mit Gl. (10.84) und nach einer Spektralzerlegung jeder auftretenden Matrix in Gl.
(10.82b) kann H umgeschrieben werden

H=0[Ag +KkAgy +koAyg, Jar (10.85)
wobei
T — —_
(A5 ) = LE_V[1 1122 5 2] Tsye (10.86)

(Adev )T= [110111] Ky

(Asgs )T: [003000] Iy

[ 111

6 275

1 11 04,
_| &/ 28
-2 o A

/6 73
L
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Die Spalten der Matrix Q stellen die orthonormierten Eigenvektoren der Matrizen C 1,
Py, Und 8 ® & dar, wobei die Diagonalmatrizen AT Age, und A, die ent-
sprechenden Eigenwerte als Elemente enthalten. Fiir eine ausfihriiche Beschreibung
der hier durchgefilhrten Spektralzerlegung siehe [69]. Da die Eigenvektoren eine Or-
thogonaimatrix bilden, besitzen sie folgende Eigenschatft

Q'Q =1 (10.87)

Somit wird die Inverse von H durch
-1
H™' = QAT +KiAgy, +kyAygs | QF (10.88)

bestimmt,
10.3 Numerische Behandlung des gekoppelten Modells

Ein thermodynamisches Potential wird fiir das gekoppelte Modell eingefihrt, welches
die bereits eingearbeiteten Potentiale der Abschnitte 5.6 und 7.2.1 koppelt.

A(e, oP,q,d) = (1 = d)Ay(e) — oP : & + AP(GP, q) (10.89)

Den Uberlegungen der erwahnten Abschnitte entsprechend ergibt sich folgende Bezie-
hung fiir die Spannung

o = (1-d) 9.A, - oP (10.90)

An dieser Stelle wird von dem im Abschnitt 6.6 eingeflihrten effektiven Spannungsten-
sor & Gebrauch gemacht. Nach unmittelbarer Erkenntnis kann man sagen, daf3 der
plastische FluB in einem bereits geschadigten Material auf die Mikrobindungen des un-
geschéadigten Materialanteils beschrankt ist. Aus diesem physikalischen Grund wird

- die Basis fiir die Beschreibung des teilelastischen~teilgeschédigten Bereiches auf
effektive GroBen ausgelegt. Folglich wird die FlieBbedingung im (&, q)—Raum be-
schrieben, wobei die effektive Spannung durch

g = g = — gP
o ) 0eAy— © (10.91)

definiert ist.

Das Iokale, inkrementelle, gekoppelt teilelastische—teilgeschidigte ~teilplastische
Problem wird hier zusammengefaBt (siche Abschnitte 5.6 und 7.21):

g
q =\h(5,q) (10.92)
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d =pHE

K =p
Das inkrementelle Problem kann in zwei Anteile zerlegt werden. Der erste Anteil ent-
spricht dem teilelastischen—teilgeschadigten Problem, derzweite dem teilplastischen
Problem.

teilelastischer teilplastischer
teilgeschéadigter Anteil
Anteil

G =0%:A,: € 6 = - of

. - & H ~. N -

Gesamtes d 8 (¢) + d=0
Evolutionsproblem K =¢ K =0 (10.93)

GP=0 GP= A v(5,9)
q =0 q =Ah(5.q)

Bezogen auf das gesamte Evolutionsproblem wird die integration des inkrementellen
Problems in zwei Phasen durchgeflhrt. Die erste Phase erfolgt durch die Formulierung
eines teilelastischen—teilgeschadigten Pradiktors. In der zweiten Phase kommt ein pla-
stischer Korrekturschritt im effektiven Raum zum Einsatz.

Die erste Phase fangt bei der Integration des teilgeschéadigten Anteils an. Im Rahmen
einer inkrementellen finiten Elemente Analyse wird der totale Dehnungstensor £, 4
ohne zuséatzliche Uberleqgungen akiualisiert. Die Formulierung der Schadigungsbedin-
gung im Dehnungsraum flihrt zu einer einfachen Betrachtung der Schadigungsevelu-
tion. Die Uberprifung der Schadigungsbedingung ist direkt nachvollziehbar. Wird

diese durch ﬁln +1 > 0 aktiviert, folgt die Integration der Evolutionsgleichung exakt aus
(siehe Gin. (7.29), (7.30) und (7.32) fiir die Definition von G)

dpst = GEnay) (10.94)
Die aktualisierte Schadigungsschwelle wird durch
Knaq = max{Kn, &4} (10.95)

gegeben. Damit ist die Integration der teilgeschédigten Evolutionsgleichungen abge-
schlossen. Die Pradiktorspannung wird dann im effekiiven Raum durch

Gne1=Cgi Enyq — OR (10.96)

formutiert und alle FlieBbedingungen werden im (En*+1 , tn) —Raum verifiziert. Die Pro-
zedur von Abschnitt 10.2 ist durch Ersetzenvon ¢ durch & ohne Anderung nachzu-
vollziehen.

116



Ausgangspunkt zur Formulierung des teilelastischen—teilgeschadigten—teilplasti-
schen konsistenten konstitutiven Tensors ist GI. (10.91). Wird diese Gleichung abgelei-
tet, bekommt man die folgende Beziehung :

= cn+1- € iy (10.97)

Der Tensor Cn +1ist derteilelastische ~teilplastische konsistente konstitutive Tensor im
effektiven Raum. Die Beziehung zwischen der effektiven Spannung und der aktuellen
Spannung folgt durch

Ona1=(1=d )84y (10.98)

Werden Gin. (10.94) und (10.98) abgeleitet und in Gl. (10.97) eingesetzt, ergibt sich die
gesuchte konsistente konstitutive Beziehung :

o n+1 = Cnfq n+t (10-99)
wobei
el — {(1 _ d)éoep_g T e ®C,: e} (10.100)
n+1

10.4 Parameteridentifikation

10.4.1 Motivation

Die mathematische Modellierung des Materiaisverhaltens durch komplexe plastische
Modelle bringt eine zusétzliche Schwierigkeit mit sich, namlich die Identifikation der Ma-
terialparameter. In der hier verwendeten Fassung braucht das plastische Modell 9 Para-
meter (siehe Tafel 7.1), und fiir das gekoppelte Modell sind 12 Parameter (3 zusétzliche
Parameter fir den Schadigungsanteil, siehe Abschnitt 7.2.1: A; B; Ko) notwendig. Fur
eine gute Anpassung sind mehrere Versuche erforderlich.

Die einfachste Méglichkeit zur Identifikation ist ein "trial and error” Verfahren, Es ist ein-
sichtig, daB diese Vorgehensweise nicht effizient ist und auch zu groben Fehlern fithren
kann. Automatisierte Prozeduren, in Form von Kurvenanpassungsverfahren, z.B. mit
dem Fehlerguadratminimumverfahren (siehe z.B. die Vorgehensweise von Zaman et.
al[136]), werden demgegeniiber bevorzugt. Auf Kurvenanpassung basierende Verfah-
ren sind allerdings fir komplizierte experimentelle Belastungsprogramme nicht geei-
gnet. Beispiele daflir sind die an der Universitét Colorado [100], [119] ,[101] durchge-
flhrten Betonversuche.

Eine alternative Vorgehensweise ist die Anwendung von Algorithmen der mathemati-
schen Programmierung, wobei eine zu minimierende Zielfunktion und die entsprechen-
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den Schranken zu formulieren sind. Eine Fulle verschiedener Algorithmen [66], [9]
steht zur Verflgung. Zur Parameteridentifikation hat Ju [44], u.a. auch fir das CAP ~
Modell, den Marquardt—Levenberg Algorithmus angewandt; Wedemeier [130] ver-
wendet auf Evolutionsstrategien basierende Algorithmen, die eine Analogie zur Darwin-
schen Evolutionstheorie [87] darstellen. Solche Algorithmen lassen sich einfach
implementieren und brauchen nur die Kenntnis von wenigen statistischen Begriffen.
Eine groBe Anzahl von Zielfunktionsauswertungen sind allerdings notwendig, um die
Suchrichtung den weiteren Schritten anzupassen. Diese Algorithmen sind aber nur flir
gut konditionierte Probleme zu empfehlen:

10.4.2 Beschreibung der angewandten Strategie

Zur Parameteridentifikation des vorliegenden plastischen Modells wurde ein Steuerpro-
gramm entwickelt, das die Versuchsdaten — Spannungen und Dehnungen — fir die
plastischen Routinen bereitstellt. Durch die Anwendung eines SQP ("Sequentielle Qua-
dratische ‘Erogrammierung”) Algorithmus und die mehrgliedrige Evolutionsstrategie
[105] — getrennt oder zusammen — wird eine optimale Anpassung der Parameter ge-
sucht.

Ausgangspunkt ist die Formulierung einer Zielfunktion und der entsprechenden
Schranken und Nebenbedingungen firr die Parameter. Eine mogliche Zielfunktion kann
durch

NV NP,

P =3 > 1 o,(PeP®) - oP® |2 wobei f:ROMNN R
i=1j=1

P ={oB,v,6,RW,D]

(10.101)

definiert werden, wobei P den Parametersatz, NV die Anzahl verschiedener Versuche
und NP, die Anzahl der experimentell ausgewerteten Spannungen oiEXP und Dehnun-

gen £F% im i~ten Versuch représentieren. Die Schranken und Nebenbedingungen
stellen einen zulassigen Bereich g dar, den man sich als ein konvexes Hyperpolygon
vorstellen kann. Das hier formulierte beschrankte Optimierungsproblem lautet :

Gesucht sei P~ min f(P)
wobei P& p C R’

Der zuldssige Bereich g ist durch die folgenden Schranken

P>0 mit 0€ R’ (10.102)

und Nebenbedingungen definiert
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FelO) =a -y >0—a>y
Fo(T) = o~ ve FT + 6T > 0 (10.103)

R<X T Xty +T-Ria-ve T +6T) > 0
Fo(T)

Die Bedingung von GI. (10.103b) setzt voraus, daB die Zuggrenze T nach der Parame-
teridentifikation aktiv bleibt.

10.4.3 Beispiele

Die dargestelite Strategie zur Parameteridentifikation wird am Beispiel des an der Uni-
versitdt Colorado in Boulder durchgefithrten und gut beschriebenen Versuchspro-
gramms fir Beton angewandt. Im Rahmen dieses Programms wurden 67 Versuche ge-
macht, die in 6 Hauptserien geordnet sind. Eine kurze Beschreibung jeder Setie wird
hier wiedergegeben. Fr eine ausfiihriche Darstellung wird hier auf die Veréffentli-
chung von Scavuzzo et al. [101] verwiesen.

In Tafel 10.7 werden folgende Bezeichnungen flir die Spannungspfade eingefiihrt:
TC ... dreiachsiger Druckpfad (“triaxial compression”)
TE ... dreiachsiger Zugpfad (“triaxial tension”)
88 ... einfacher Schubpfad ("simple shear”) .
Diese Spannungspfade werden ausfihrlich von Desai und Siriwardane in {19] beschrie-
ben.

Serien | Anzahl Vorbelastung Nachbelastung
X X Zyklen in der deviatorischen Span-
1 12 zyklisch hydrostatisch nungsebene entlang der Pfade TC, SS

oder TE ghne Spannungsumkehrung
Zyklen in der deviatorischen Span-

2 8 monocton hydrostatisch nungsebene entlang der Pfade TC, SS
E oder TE mit Spannungsumkehrung

Belastung entlang "circular” Pfade in

3 17 monoton hydrOStatiSCh der deviatorischen Spannungsebene
4 22 monoton hydrostatisch nicht konventionelle Plade

5 6 - monoton hydrostatisch nicht proportional

6 2 — Stickweise einaxiale Schritte

Tafel — 10.7 - Belastungsprogramm der fir Beton an der Universitat Colorado-
Boulder durchgefiihrten Versuche.,
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Betonversuche aus Boulder—Colorado
Satz 1—1 Normierter Relativfehler 15.06 %
Optimierungsverfahren fiir 6 Versuche
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Betonversuche aus Boulder—Colorado
Satz 3—11 Normierter Relativfehler 26.28 %
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Betonversuche aus Boulder—Colorado
Satz 5—4 Normierter Relativfehler 38.48 %
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11 FINITE ELEMENT DISKRETISIERUNG

Im Rahmen dieser Arbeit wurde eine Familie von dreidimensionalen Elementen im Pro-
grammsystem CARAT [120] implementiert. Diese Elemente sind fiir geometrisch (total
oder mitgehende Lagrangesche Betrachtungsweise, Ramm [86], Bathe [3]) als auch
physikalisch nichtlineare Analysen einsetzbar.

11.1  Dreidimensionale Elementfamilie

Die vorhandenen dreidimensionalen Elemente im Programmsystem CARAT [120] sind
in Abbildung 11.2 dargestellt. Da diese Elemente sowie deren Konvergenzeigenschaf-
ten in der Literatur ausfihrlich behandelt sind, wird hier lediglich auf einige Biicher und
Verfffentlichungen verwiesen, z.B. Clough [15], Zienkiewicz [138][139], Argyris [1].
Zusétzlich wird das 14 —knotige Element (8 Eckknoten und 6 in der Mitte jeder Fléche)
betrachtet, da dieses Element vor kurzem in [116] [117] vorgeschlagen wurde.

Den ersten Hinweis auf dieses Eiement findet man bei Irons und Ahmad [41] im Ab-
schnitt IV unter der Uberschrift "Speculations”. Die Verfasser spekulieren, daB dieses
Element den quadratischen Patch Test nicht erflillen kann, ohne dabei auf die Ansatz-
funktionen einzugehen.

Smith und Kidger [117] und Smith [116] haben einige Mdglichkeiten zur Formulierung
der Ansatzfunktionen vorgeschlagen. Die daraus entstehenden Elemente wurden als

Abbildung 11.1 — Pascalsche Pyramide.

Typ 1,2,4,5 und 6 bezeichnet. Jeder dieser Elementtypen charakterisiert eine be-
stimmte Wahl des interpolierenden Polynoms. Da flr die Formulierung der Ansatzfunk-
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tionen 14 linear unabhéngige Polynome notwendig sind, besteht eine gewisse Freiheit
bei der Wah!. Dies ist aus der Pascalschen Pyramide gemaB Abbildung 11.1 ersichtlich.

Typ der 14—knotigen | Zusétzliche Terme zu
Elemente (1LENLENELNLEE N2 L2 EnD)
1 g %t %

2 & g g
3 g 9 g
4 MG BNt Eng?

Tafel - 11.1 ~ Typen der 14—knotigen Volumenelemente.

Smith und Kidger stellen in [117] fest, daB die Polynomterme bis einschlieBlich zur zwei-
ten Ebene und der zentrale Term der dritten Ebene als selbstversténdliche Kandidaten
betrachten werden missen. Damit sind 11 Polynom Terme (1,£m,0,En,50nEE2,02,22,
Enb) fir die Bestimmung der Ansatzfunktionen bereits vorhanden. Einige Moglichkeiten
zur Ermittlung der drei fehlenden Terme sind in Tafel 11.1 dargestelit.

Zur Auswertung der auf die Knotenverschiebungen bezogenen Ansatzfunktionen ist in
[116] ein algebraischer Manipulator angewandt worden. Im Rahmen dieser Arbeit
wurde das Programm MAPLE fiir diesen Zweck verwendet. Mit der Anwendung eines
solchen algebraischen Manipulators ist nur die Eingabe der gewahlten Polynomterme
und der isoparametrischen Koordinaten zur Bestimmung der Ansatzfunktionen not-
wendig.

Der Elementtyp 3 in Tafel 11.1 ist nicht zulassig, da er einen Rangabfall in der Koeffizien-
tenmatrix erzeugt. Die Elementtypen 1 und 2 sind richtungsabhéngig, da ihre Ansatz-
funktion unsymmetrische Terme bezlglich der Pascalschen Pyramide enthalten. Der
Elementtyp 4 ist frei von dieser Pathologie.

Der Elementtyp 5 wird durch Kombination der zusétzlichen Terme der Elementtypen 1
und 2 formuliert. Dieser Elementtyp sollte keine richtungsabhéngige Antwort zeigen,
allerdings ist er nicht in der Lage, den Patch Test zu erflllen.

Der Elementtyp 6 erflllt den Patch Test, in dem die Ansatzfunktionen durch "bubbie”
Funktionen angereichert werden. Die Ansatzfunktionen fur dieses Element werden in
[117] bereitgestelit. )
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Dreidimensionale Elementfarilie im Programmsystem CARAT

]
e
§ 8—Knoten 14~Knoten (iypen 12,45 und §) 20—Knoten
% b h
27-Knoten 32-Knoten

~

Pentaeder

6—-Knoten : 15—~Knoten

Tetraeder

4—Knoten 10—-Knoten

Abbildung 11.2 -~ Dreidimensionale Elementfamilie
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Einige Beispiele ("Benchmarks”) zur Verifizierung der Konvergenzeigenschaften sol-
cher Elemente werden am Ende dieses Abschnitts durchgefiihrt.

11.1.1 Modellierung der Bewehrung

Die Wechselwirkung zwischen Beton und Stahlstaben ist immer noch ein schwieriges
Thema, da die Mechanik dieser Wechselwirkung noch nicht ganz verstanden wird. Al-
lerdings ist bekannt, daB die Kombination von Verbundwirkung und Reibung eine we-
sentliche Rolle spielt. '

Die numerische Implementierung dieser Wechselwirkung hangt grundsétzlich vom ge-
forderten Genauigkeitsniveau in der Analyse ab. Die erste und wohl genaueste Még-
lichkeit [95] stellt eine Modellierung des mikromechanischen Verhaltens der Wechsel-
wirkung Bewehrung—-Beton dar, wobei die sekundéren konischen Spannungen und die
Langsachsenrisse entscheidende Mechanismen sind [89). Im Modell werden Gesetze
fur die Entfestigung vorgegeben, die durch sekundare Querspannungen und primére
Langspannungen ausgeltst wird. Das Modell enthalt quantitative Aussagen Uber
Zug-Schlupf Beziehungen.

Da dieses Modell vom Aufwand her erhebliche Schwierigkeiten fir die Nachbildung
wirklichkeitsgetreuer Tragwerke mit sichbringt, kann auf eine zweite Méglichkeit mit ge-
ringerem Aufwand, jedoch auch geringerer Genauigkeit zurlickgegriffen werden. Hier-
bei konzentriert sich die Verbund —Schlupf Beziehung auf eine fiktive Wechselwirkung,
in der im Sinne der Methode der finiten Elemente Zwischenelemente ("interface ele-
ments”) [102] eingeflUhrt werden. Diese Elemente unterteilen sich einerseits in kontinu-
ierliche Zwischenelemente, bei denen die Zug—Schlupf Beziehungen durch ein inter-
poliertes Verschiebungsfeld beschrieben werden, andererseits in konzentrierte
Zwischenelemente ("lumped interface”), bei denen sich die erwéhnten Beziehungen
auf diskrete Knoten beschranken. Der Beton wird durch zwei— oder dreidimensionale
finite Elemente, die Bewehrung durch eindimensionale Elemente und der Wechselwir-
kungsbereich durch Zwischenelemente abgebildet. Die Zug~ Schlupf Kurve ist fiir die-
ses Modell vorzugeben.

Bei der einfachsten Modellierung der Bewehrung wird die Wechselwirkung zwischen
Beton und Bewehrung vernachléssigt, wobei die Bewehrung als diskretes eindimensio-
nales Stabelement betrachtet wird. Trotz aller Vorteile dieses Modells, z.B. kann das -
numerische Integrationsschema auf Elementebene wie bei einem unbewehrten Ele-
ment unverandert Ubernommen werden, treten starke Einschrénkungen in der Wahl
des Elementnetzes auf. Da die Stabelemente zwischen den Knoten der Betonelemente
liegen missen, kann ein durch die Lage der Bewehrungselemente sehr verzerrtes und
somit unbrauchbares Elementnetz entstehen.
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Eine flexiblere Méglichkeit ist die Einbettung der Bewehrung [85] in das Betonelement.
Flr perfekten Verbund (Verbund--Schlupf Bezishung wird vernachlassigt) und einer
nach denisoparametrischen Koordinaten ausgerichteten Bewehrung st die Einfihrung
von zusétzlichen Knoten oder neuen Freiheitsgraden nicht notwendig. Bei dieser relativ
einfachen Vorgehensweise ([27], [85], u.a) miissen aber die oben genannten Ein-
schrankungen beachtet werden. Aktuelle Arbeiten zu einer wirklichkeitsnéheren Trag-
werksmodellierung [29], [95], [26], [14] betrachten deshalb sowohl die Verbund—
Schiupf Beziehung als auch die willkiirlich gerichtete Bewehrung im isoparametrischen
Efementraum. Fur die Bestimmung der Bewehrungslage sind allerdings zuséatzliche
Knoten notwendig, die an der Schnittstelle zwischen den Kanten der Betonelemente
und der Bewehrung liegen. Zur Darstellung gekrimmter Bewehrungsfilhrungen sind
zusatzliche Knoten notwendig, die aber keine zuséatzlichen Freiheitsgrade bewirken.
Falls allerdings Schlupf—Mechanismen beriicksichtigt werden, miissen zusatzliche
Freiheitsgrade eingefiihrt werden.

Die Schwierigkeit bei einer willkirlich orientierten Bewehrung besteht darin, daB die nu-
merische Integration der Steifigkeitsanteile auf die Verzerrung in diskreten Punkten ent-
lang der Bewehrung zurlickgreift, die Bewshrungskoordinaten im isoparametrischen
Raum somit bekannt sein missen. Eine Abbildung zwischen dem wirklichen und dem
isoparametrischen Elementraum (inverse isoparametrische Abbildung) ist somit erfor-
derlich, diese ist aber im allgemeinen nur numerisch durchfiithrbar. Elwi und Hudrey
[29] haben hier entweder die Lésung eines Anfangswert—Differentialgleichungssy-
stems oder die Ldsung eines nichtlinearen Gleichungsystems vorgeschlagen.

Indieser Arbeit wird die eingebettete Modellierung mit perfektem Verbund und einer Be-
wehrung in Richtung der isoparametrischen Koordinaten angewandt. Zwei Varianten
werden betrachtet : (a) diskret eingebettete Stibe nach Abbildung 11.3c und (b) einge-
bettete Schichten mit &quivalenten Flachen zu den diskreten Staben nach Abbildung
11.3b. Die Variante (a) ist fiir Tragwerke mit niedrigem Bewehrungsgehalt von Vorteil,
wahrend Variante (b) gute Ergebnisse bei Tragwerken mit hohem Bewehrungsgehalt
erzielt. Es wird darauf hingewiesen, daB die eingebettete Modellierung der Bewehrung
trotz der erforderlichen Ergénzung im IntegrationsprozeB rechnerisch effizienter ist als
die Modellierung mit Stabelementen.

Es wird hier darauf hingewiesen, da8 eine teilelastische —teilplastische konstitutive Be-
ziehung nach von Mises flir die Bewehrung angenommen wurde.
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@

Abbildung 11.3 — (a) isoparametrische Koordinaten.
(b) in Schichten eingebettete verschmierte Bewehrung.
(c) als Stabe eingebettete Bewehrung.

11.2 Numerische Beispiele

In diesem Abschnitt werden einige numerische Untersudhungen durchgefiihrt, um die
Giite des Volumenelements mit 14 Knoten im Vergleich zu anderen Volumenelementen
zu Uberpriifen. Dafiir werden sowohi einige bekannte Benchmarks als auch einige
Patch—Tests gewahlt. Die folgenden Bezeichnungen gelten;

HEXA8 = 8 knotiges Verschiebungselement.

HEXA8—H# — 8 knotiges gemischtes EAS—Element ("Enhanced Assumed Strain”,
siehe [108],[94]) mit # inneren Parametern.

HEXA14t# — 14 knotiges Verschiebungselement des Typs #.
HEXA20 = 20 knotiges Verschiebungselement.

11.2.1 Patch—Tests

Durch den Patch—Test wird gepriift, ob in einem beliebig verzerrten Elementnetz ein Zu-
stand konstanter Spannungen und Verzerrungen in den Elementen darstellbar ist. Fir
die 14 knotigen Elemente sind drei verschiedene Tests duchgeflihrt worden. In Abbil-
dung 11.4 sind Geometrie und Randbedingungen der Tests dargestellt. Mit Ausnahme
des Elements HEXA1416 passieren alle im Abschnitt 11.1 eingefihrten HEXA14 Elemen-
ten die Patch—Tests nicht.
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Abbildung 11.4 — Patch—Tests fir das 14 knotige Element

11.2.2 Kragarm mit hoch verzerrten Elementen

An diesem bekannten Testbeispiel [122] wird bei den verschiedenen Volumenelemen-
ten der Effekt der Elementverzerrung untersucht. Dabei sind die in Abb. 11.5 gezeigten
Elementnetze fir zwei Lastfélle, reine Biegung und Endquerbelastung, zu berechnen.
In den Tabellen 11KEIN MERKER und 11.3 sind jeweils die Durchbiegungen am Punkt
Aaus einer linearen Analyse, normiert zu den exakten Lésungen, angegeben. Das be-
kannte zu steife Verhalten des HEXA8—Elementes hat sich hier bestatigt. Eine Verbes-
serung der Ergebnisse wurde mit den EAS—Elementen erreicht, es sind aber noch Ver-
steifungseffekte enthalten. Auffallend ist das hervorragende Verhalten der
14—Knoten—Elemente, die flir alle Elementnetze auBer (A8) sehr gute Ergebnisse lie-
fern. Aus den drei verschiedenen 14—Knoten— Elementen zeigt das Element HEXA1 4t1
die besten Ergebnisse.

Tafel 11.2 ~  Normierte vertikale Verschiebungen w, fiir Lastfall (1.
(WA,exakt = 100)

HEXA14t1 |HEXA14t2 HEXA14t6 . HEXAS HEXA8-H3 jHEXAS8-H6
Al 1,000 1,000 1,000 0,090 1,000 1,000
A2 1,000 1,000 1,000 0,278 1,000 1,000
A3 0,949 0,999 0,853 0,235 0,894 0,923
Ad 0,924 0,935 0,904 0,203 0,791 0,813
A5 0,956 0,909 0,853 0,188 0,772 0,772
Ab 0,569 0,505 0,570 0,082 0,407 0,414
A7 0,984 0,943 0,964 0,444 0,957 0,959
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Abbildung 11.5 ~  Kragarm mit verzerrtem Elemeritnetz.
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Tafel 11.3 —  Normierte vertikale Verschiebungen wj fir Lastfall (2).
(WA,exakt = 102,6)

HEXA14t1 |HEXA1412 HEXA14t6 HEXAS8 HEXA8-H3 |HEXA8-H6
Al 0,991 0,781 0,778 0,090 0,755 0,755
A2 0,997 0,963 0,854 0,249 0,934 0,935
A3 0,955 0,955 0,709 0,235 0,844 0,876
A4 0,930 0,899 0,784 0,222 0,769 0,796
AS 0,964 0,885 0,711 0,202 0,765 0,766
A6 0,540 0,453 0,540 0,121 0,478 0,485
A7 0,959 0,964 0,976 0,481 0,953 0,954

11.2.3 Kragarm (elastische Inkompressibilitat)

Der Kragarm in Abb. 11.6 dient hier der Untersuchung der Volumenelemente fir ein
nahezu inkompressibles, elastisches Materialverhalten. Hierbei wird der Kragarm mit
5 Elementen diskretisiert. Die Endverschiebungen am Punkt A aus einer linearen Ana-
lyse, normiert zur Vergleichsldsung [121], sind in Abb. 11.6 fiir die verschiedenen Volu-
menelemente dargestellt. Aus diesen Werten ist fir alle Elemente auBer flir das
HEXA8—Element eine gute Ubereinstimmung mit der exakten Lésung festzustellen.

Elastizitatsmodul E = 100 kN/cm?

Querkontraktionszahl v = 0.49999999

cm HEXA8 0.038

kN
I t HEXA14t1 | 0.977
. HEXA14t2 | 0.972
h

10cm HEXA1416 0.989
\ Wa,omie =1175,6
HEXA8-H3 | 0.987

t=2cm ; h=2cm HEXA8-H10| 0.987
y) u=v=w=0

2 X 2 x 2 GauBpunkte o u=0

HEXA20 0.980

Abbildung 11.6 —  Elastischer, inkompressibler Kragarm.

11.2.4 Vorverdrillter Kragarm ("Pretwisted Beam”)

Anhand desin Abb. 11.7 gezeigten Kragarms soll das Verhalten verdrillter Elemente ge-
testet werden. Dazu wird ein Netz von 12x12x1 Elementen benutzt. Die zu der exakten
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Losung [67] normierten Endverschiebungen sind auch in Abb.11.7 aufgelistet. Daraus
istzu erkennen, daB abgesehen von dem HEXA8-Elernent alle anderen Elementtypen
eine sehr gute Ubereinstimmung mit der exakten Lésung zeigen.

Elastizitatsmodul E = 2.9 x 107kN/cm?
Querkontraktionszahl v = .22

Verdrillung 90°

t=032cm ; h=11cm

Lidngé = 12 cm

g X1txh=1kN

Wy oxat = 1.754x107°

HEXA8 0.332

HEXA14t1 1.007

>t HEXAT4t2 | 0.996
e HEXA14t6 | 0.902
HEXA8-H3 | 0.996
HEXAB-H10| 1.001

| 2x2x2 GauBpunkte

|
i

HEXA20 1.009

“Abbildung 11.7 —  Vorverdrillter Kragarm.
11.2.5 Einhiiftiger Rahmen ("Lee Frame”)

Als weitéres sehr bekanntes Testbeispiel dient hier der einhlftige Rahmen von Lee der
Beurteilung des Elementverhaltens im geometrisch nichtlinearen Fall. Die Geometrie,
Belastung und Materialdaten sind zusammen mit der FE —Diskretisierung in Abb.11.8
angegeben. Auch sind in Abb.11.8 die verformten Zusténde fiir Lastschritt 4 und Last-
schritt 11 dargestelit. Die Analyse wurde mit dem Bogenldngen—Verfahren durchge-
tihrt, Hierbei wurden HEXA20~, HEXA8~H3- und HEXA14-Elemente eingesetzt.
Aus den Last—Verschiebungs ~Diagrammen in Abb.11.9ist erkenntlich, daB die Ergeb-
nisse mit der HEXA20 und HEXA14t1 nahezu identisch sind und nicht viel von denen
der HEXA8-H3—Elemente abweichen.
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1
T
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2cm
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Lastschritt 4

Elastizitdtsmodul E = 720 kN/cm?
Querkontraktionszahl v = 0.30

118 cm

t=3cm

Lastschritt 11

Abbildung 11.8 — Einhlftiger Rahmen ("Lee—Frame”).

2.5 | LEE-FRAME ""HEXH?U
- HEARG-13
7 ——HEXRL4-T

Lastschritt 4

Last [kN]

-«B0 =

~1.0 —

-1-8 T T T T T T T T T
o. 10. 20. 30. 40. 50. B0. 70, ag. 0. 1ao0

vertikale Verschiebung unter der Last [cm]

Abbildung 11.9 —  Einhiftiger Rahmen : Last—Verschiebungs—Diagramm.
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11.2.6 Nachgiebige Fundamentplatie (mit assoziiertem Verfestigungsgesetz)

Anhand der Fundamentplatte im ebenen Dehnungszustand wird die Implementierung
und Effektivitt des Plastizitatsalgorithmus getestet. Dieses Beispiel wurde auch in Hof-
stetter/Simo/Taylor [38] gerechnet, woraus die Geometrie entnommen wurde, siehe
Abb. 11.12. Aus Symmetriegrinden wird die Berechnung an dem Halbsystem durchge-
fihrt, diskretisiert mit einem Netz von 12x6 HEXA—Elementen. Alle geometrischen und
physikalischen MaBe sind in in und kips angegeben.

Die Parameter flr das Cap-Modell werden fUr den einaxialen Druckversuch (deh-
nungsgesteuert) flr den "McCormick Ranch Sand”, beschrieben in Sandler/Rubin [97],
mittels einer Optimierungsprozedur bestimmt. Die errechneten Parameter sind in Tafel
11.4 angegeben. Fir den Parameter X(xg) wird der Wert 0,175 ksi angenommen. In [97]
werden fr den Kompressionsmodul Kund den Schubmodul G die Werte 66,67 ksi bzw.
40,0 ksi angegeben.

o = 0.27 ksi R = 250
0 = 0.02 D = 0.67 ksi™? o
|y = 0.17 ksi W = 0.064
B = 0.67 ksi™' T = — 0.30 ksi
X(ng) = 0.175 ksi
Tatel ~ 11.4 — Parameter fir "McCormick Ranch Sand”.
SR2B0 -y
225 —
200 —
175 -~
@
£ 150 ~
=,
v 2125 ] —e—  HEXAT411 assoz,
@ —e— HEXA20 assoz.
— 100 — —ae--  HEXA8-H3 assoz.
SDTB0
L0500 —
L0280 —
C. T T T T T T Y 1
0. «100 .200 300 400 .500 .600 .700 .80O0
Verschiebung w [in]

Abbildung 11.10 — Last-Verschiebungs~Diagramm fUr assoziiertes Verfestigungs-
gesetz.
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Die Berechnung erfoigt mit dem Bogenlédngen—Verfahren. Das Last—Verschiebungs—
Diagramm (Verschiebung w) auf der Symmetrieachse zeigt Abb. 11KEIN MERKER. Bei
Anwendung des HEXA8-H3~—Elementes zeigen die Ergebnisse keine Abweichungen
gegenliber denen von Hofstetter u.a. in [38].

11.2.7 Nachgiebige Fundamentplatte (mit nicht assoziiertem Verfestigungsge-
setz)

Fir das nicht assoziierte Verfestigungsgesetz wird flr den Parameter W der neue Wert
W, = 0.031 errechnet. Alle anderen Parameter bleiben unverdndert. Das entspre-
chende Last—Verschiebungs—Diagramm ist in Abb. 11.11 gezeigt. Daraus stelit man
fest, daB keine groBen Unterschiede auftreten.

«280 —
«225 —
.200 — ~ =
.176 -
)
9- -160 —
X,
% ~126 — —e— HEXAS8 assoz.
g —e— HEXA8—H3 nassoz.
100 —a- HEXA8-H3 assoz.
«0780 —
.0500 —
«0250 ~
0. T T T T T T T 1
Q. .100 .200 .300 .400 .500 .600 .700 .B0OO
Verschiebung w [in]

Abbildung 11.11 ~ Last—Verschiebungsdiagramm: Vergleich fiir assoziiertes und
nicht assoziiertes Verfestigungsgesetz.
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Abbildung 11.12 ~ Geometrie und Isoverschiebungstinien beim letzten Lastschritt
mit HEXA20—-Elementen.
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12 NUMERISCHE BEISPIELE FUR STAHLBETON

in diesem Abschnitt werden Tragwerke untersucht, um den Beweis der Brauchbarkeit
des konstitutiven gekoppelten Modells zu flihren. Bei der Analyse werden geometri-
sche und physikalische Nichtlinearitdten betrachtet. Die Belastung erfolgt verschie-
bungsgesteuert. Die Parameteridentifikation kann nicht entsprechend Abschnitt 10.4
durchgefihrt werden, dakeine Versuche fir die folgenden Beispiele vorliegen. Die Wahl
der Parameter wurde durch Skalierung der fir die Boulder—Betonversuche bestimm-
ten Parameter mit dem Verhalinis der Zug — /Druckfestigkeiten des betrachteten Betons
und des Boulder—Betons getroifen.

12.1 Balken ohne Schubbewehrung

Mit dem ersten Beispiel werden die von Karihaloo [47] durchgeflihrien Versuche an aus-
schlieBlich im Zugbereich bewehrten Balken simuliert. Zwei Balken mit gleicher Geo-
metrie, aber mit unterschiedlichem Bewehrungsgrad wurden untersucht. Beim ersten
(Balken 1) liegt der Bewehrungsgrad 9=0.75% (1212 mm) vor — er versagt im Versuch
infolge StahlflieBen — beim zweiten (Balken 2) o=1.50% (212 mm) — er versagt durch
das Entstehen von Schubrissen. Geometrie und Belastung des Karihaloo-Balkens
sind in Bild 12.1 dargestellt. In Tafel 12.1 sind die Parameter fiir das Werkstoffmodell an-
gegeben. Alle geometrischen und physikalischen MaBe sind in cm und kN angegeben.

P
Balken 1 Balken 2

L] L

15

LN
1 160 : %
| 180

Abbildung 12.1 — Versuchsbalken

Aus Symmetriegriinden wird nur ein Viertel des Systems untersucht. In einem ersten
Schritt wird der Balken mit HEXA8 Elementen (2x2x2 GauBpunkte) und einem 9x2x1
Netz diskretisiert. Die Bewehrung wird durch eine verschmiert eingebettete Schicht
idealisiert, alternativ wurde sie mit eingebetteten Staben modelliert.

Die in Bild 12.2 dargestellten Last~Verschiebungskurven machen deutlich, daB die aus
dem gekoppelten Modell (SPM—Schadigung+ Plastizitatsmodell) ermittelte Bruchlast
mit der experimentell bestimmten Bruchlast nahezu identisch ist, Insbesondere beim
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Balken 2 zeigt das numerische Ergebnis, im Vergleich zum Versuchergebnis, ein dukti-
leres Tragverhalten. Dieses ist durch die Duktilitdt des Betons im Zugbereich bedingt,
die vom "Tension cutoff” beeinfluBt wird. Im nachsten Schritt wird der EinfluB dieses
Parameters untersucht.

Allgemeine Parameter Plastische Parameter Schadigungsparameter
Eeton = 3000 kN/cm? o = 3.03 kN/cm? A = 096
Vgeton = 020 6 = 0.067 B =150
o =880 KN/cm2 v = 1.259 kN/cm? Ky = 0.0025 kN/cm?
B =034 kN/em®  g= 0771 cm2/kN

R=2.89

Egun = 20000 kN/cm? D= 0.00151 cm?/kN
46.3 kN/cm? W= 042

T = - 0.30 kN/cm?
| Xox) = 11.2 kN/cm?

i

< y

Tafel ~ 12.1 — Materialparameter flir das gekoppelte Modell.

Die Ergebnisse sind in Bild 12.3 dargestellt und verdeutlichen, daB dieser Parameter
hier zwar keinen EinfluB auf die Bruchlast hat, jedoch eine wesentliche Rolle beim dukti-
len Tragverhalten spielt.

AuBerdem ist zu beachten, daB die mit den HEXA8—Elementen erzielten Ergebnisse
gegebenenfalls von Versteifungsefiekten ("locking”) beeinfluBt sind. Um diese Effekte
zu Uberprifen, wurde der Balken 1 bei gleicher Netzteilung mit HEXA20 Elemente (15
Punkte integration) modelliert. Die Ergebnisse sind im Bild 12.4 dargestelit und zeigen
eine niedrigere Traglast beim gleichen Materialparametersatz. Dieses Ergebnis besta-
tigt das zu steife Verhalten der HEXA8—Elemente und fordert eine neue Parameteriden-
tifikation. Durch Modifikation werden die Schadigungsparameterzu A = 0.85B =75
und K, = 0.01. Die zugehdrigen Ergebnisse zeigen Bild 12.5, wobei gleichzeitig das
Bewehrungsmodell (B-St = eingebettete Stabe, B~Sch = eingebettete Schicht) un-
tersucht wurde. Die Abweichung beider Bewehrungsmodellierungen ist kaum zu er-
kennen.

Der EinfluB der Verfestigung der Bewehrung auf das Tragverhalten ist in Abbildung 12.6
dargestellt. Es ist deutlich zu erkennen, daB die Einfiihrung der Verfestigung zu einer
wirklichkeitsnaheren Lésung fiihrt. In Abbildung 12.7 ist die Verteilung der Schadigung
bei einer Mittendurchbiebung von 10 mm fir Balken 1 und 2 fur die Modellierung mit
HEXAZ20 Elementen dargestelit.
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Z 18.0 —
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% s~ SPM
& 13.5 o Versuch

9.00 — D

4.50 —|

Balken 1
0. T T T T Y ]
o. «200 =400 6800 .800 1.00 1.20
Mittendurchbiegung [cm]

36.0 —

30.0 —

24.0 -
5 180 ~@~ Versuch
[\
-

12.0 D

Balken 2
6.00 —
0. T T T T T 1
Q. .200 «400 .B00 800 1.00 1.20

Mittendurchbiegung [cm]

Abbildung 12.2 — Last—Verschiebungskurven auf die Balken 1 und 2.
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27.0 —
B
22.5 —
- e’,e? %QN D
= / DY
= # ha Balken 1
. 18.0 0// \0
& § -+ Versuch
“iss- - SPM T=-0.30 kN/cm?
)y -0~ SPM T=-0.45 kN/cm?
-e~-  SPM T=-0.65 kN/cm?
9.00 —
4 .60 —
! 0. I f 1 1 T 1
a. <250 -8500 . 750 1.00 1.25 1 .50

| Mittendurchbiegung [cm]

i

Abbildung 12.3 — EinfluB von T auf die Last—Verschiebu\hgskurve flr den Bal-
ken 1.

27.0 =

22.5 —

[kN]

18.0 = 200005

13.6 —

Last
[« ]

Batken 1

800 = Versuch
-~ SPM HEXA8 T=-0.30 kN/cm?
4.50 -~ SPM HEXA20 T=-0.30 kN/cm?
: -a-  SPM HEXA20 T=-0.65 kN/cm?
0. T T T T T 1
o. .260 .500 .750 1.00 1.25  i.50

Mittendurchbiegung [cm]

Abbildung 12.4 — EinfluB von Elementtyp und T auf die Last—Verschiebungskurve
flir den Balken 1.

140



27 .0 —

22 .5 -
Z 1o D
Eg 13.85 — Balken 1
-= Versuch
§-00 = -~  SPM HEXA8 T=-0.30 kN/cm?
- SPM HEXA20 B-St T=-0.30 kN/cm?2
‘.50 - SPMHEXA20 B~Sch T=-0.30 kN/cm2
C- T T T T T 1
o] 280 500 780 1.00 1.25 1.80

Mittendurchbiegung [cm]

Abbildung 12.5 — EinfluB der Modellierung der Bewehrung auf die Last—Verschie-
bungskurve fiir den Balken 1.

27.0 —
22.5 —
18,0 — D
Z .
= Balken 1
Hh13.5 —
L -~ \ersuch
-~ SPM HEXA20 Eyer=0 kN/cm?
9.00 — -~ SPM HEXAZ20 E, =750 kN/cm?
4.50 ~
0. T T T T T -1
c. .250 .00 .760 1.00 1.26 1.80

Mittendurchbiegung [em]

Abbildung 12.6 — EinfluB der Verfestigung der Bewehrung auf die Last—Verschie-
bungskurve fur den Balken 1.
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Balken 1
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N

Balken 2

S
Y

A

Abbildung 12.7 — Verteilung der Schadigungvariable d bei einer Mittendurchbie-
gung von 10 mm fir Balken 1 und 2.

12.2 Stitzenkonsole

Das Tragverhalten einer Stiitzenkonsole ist als Beispiel fur einen allgemeinen Span-
nungszustand ausgesuchtworden. Die Traglast dieser Konsole wurde von Mehmel und
Freitag [71] experimentell untersucht. Eberhardsteiner etal. [25] fihrien eine Finite Ele-
mente Analyse durch, bei der verschiedene konstitutive Modelle fir die Ermittlung der
Traglast gegeniibergestellt worden sind. Die Geometrie und Belastung deronsole so-
wie die Bewehrungsflihrung sind in Bild 12.8 dargestelit. In Tafel 12.2 sind die Parameter
fir das Werkstoffmodell angegeben. Die Horizontal— und Vertikaibewehrung wurde al-
ternativ mittels eingebetteten Schichten und Gber eingebettete Stabe modeliiert, die
Schragbewehrung mit Stabelementen. Das gewéhite FE—Modell mit 144 HEXA8—Ele-
menten und 16 zweiknotigen Stabelementen (fir die Schriagbewehrung) ist in Abbil-
dung 12.9 dargestellt. Die Elementwaht ist mit dem weitaus feineren Netz zu begrinden,
wodurch die Locking —Effekte dieses Elementes deutlich geringerwerden. Zudem wird
in [25] dieselbe Modellierung zugrunde gelegt. Dafir dieses Beispiel keine experimen-
telle Last—Verschiebungskurve vorliegt, werden die Ergebnisse des gekoppelten Mo-
dells mit denen von Glemberg — entnommen aus [25] — verglichen (siehe Abbildung
12.10). Das Modell von Glemberg [31] ist charakterisiert durch ein gemischt~verfest-
igendes, assoziiertes Plastizitdtsmodell mit elliptischen, geschlossenen Belastungsfia-
chen. Alle geometrischen und physikalischen MaBe sind in cm und kN angegeben.
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Abbildung 12.8 — Stiitzenkonsole von Mehmel und Freitag.

Allgemeine Parameter Plastische Parameter Schadigungsparameter
Epeton = 2187 kN/cm? a = 1.62 kN/om? A =085
Vagton = 0.20 6 = 0.33 B =50
Be = 2.26 kN/cm? v = 0.69 kN/cm? K, = 0.01
By = 0.23 kN/cm? B = 1.45 cm?/kN
R= 289
2
E = 20600 kN sz D = 0.0048 cm /kN
Staht / W= 0.42

- 2
Oy =43 kN/em T = - 0.11 kN/em?

Xo#) = 7.2 kN/cm?

Tafel — 12,2 — Materialparameter fir das gekoppelte Modell.
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12.3 Lieberum Versuch

Das dritte Beispiel simuliert einen von Lieberum [63] durchgefiihrten Versuch am Beton-
zylinder. Das Ziel dieses Versuchs ist die Untersuchung des Tragverhaltens von Beton
bei extremer Teilflachenbelastung. Hierflir wurde ein zylindrischer Stahistempel in ei-
nen Betonzylinder mit 40 cm Durchmesser und 45 cm Héhe eingedriickt (siehe Abbil-
dung 12.11). Unterschiedliche Verhaltnisse der Durchmesser von Stahistempel und
Betonzylinder wurden von Lieberum untersucht (maximales Verhéltnis 8%). Dieses Ver-
haltnis soll klein genug sein, um lokale Phadnomene unabhingig von den Randbedin-
gungen des Betonzylinders zu erzeugen. Ein frihzeitiger Bruch wurde mit 628mm
Blgelbewehrung verhindert.

12.5
125
8
45
Betonzylinder
P R
\__/
{ 40 |
{ I

Abbildung 12.11 — Geometrie des Durchstanztestes nach Lieberum.

Beim Versuchsprogramm von Lieberum wurde der EinfluB der folgenden Parameter auf
das Tragverhalten untersucht: Maximale GroBe des Zuschlagskorns, Druckfestigkeit
des Betons, Durchmesser des Stahistempels und die Betonmischung. Qualitativ sind
die Ergebnisse (Last—Verschiebungsdiagrammy in drei Bereiche zu unterteilen (sishe
Abbildung 12.12): Im ersten Bereich bleiben die Umfangsdehnungen klein und das
Last—Verschiebungsdiagramm wird zum zweiten Bereich hin durch lokale Zerstérun-
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gen stark nichtlinear. Im zweiten Bereich riehmen die Umfangsdehnungen zu, der Zylin-
der reift radial. Durch die radialen Risse und Abplatzen der oberen Schichten des Be-
tonzylinders tritt ein lokales Versagen auf (Bereich 111), wobei die Last wahrend des
Durchdringungsprozesses auf einen bestimmten Wert abnimmt. Danach findet eine Zu-
nahme des Tragvermdgens statt.

& Ber1 Ber IT Ber III

Last

.
B

Verschiebung w

A{S"Bildung 12.12 — Qualitatives Last—Verschiebungsdiagramm eines typischen Ver-
suchs.

Bei der numerischen Modellierung wird lediglich der Bereich T betrachtet. Abbildung
12.13 zeigt das gewahite FE-Modell, das auch in [37] axialsymmetrisch verwendet
wurde. Aus Symmetriegrinden wird nur ein Sektor von 5 Grad modelliert. Im Kontakt-
bereich zwischen Stahistempel und Betonzylinder wird ideale Haftung angenommen.
Die Bewehrung wurde als eingebettete Schicht diskretisiert (siebe Abbildung 12.13).
in Tafel 12.3 sind die Parameter fiir das plastische CAP ~Modeti dargestellt, Schadigung
wurde zundchst nicht angenommen. Alle geometrischen und physikalischen MaBe sind
in cm und KN angegeben.

Es ist bekannt, daB der Elastizitaitsmodul E in den oberen Schichten einer Betonprobe
Kleiner ist als im Kern. Dieser Effekt entsteht durch die unterschiedliche Dichte der gro-
ben Zuschlagskomer entlang der Probe, als Folge des Betonierens. In der Literatur wird
dieser Effekt "wall effect” genannt und in der numerischen Modellierung durch die Re-
duktion des Elastizitatsmodul E berlicksichtigt, was in Abbildung 12.13 dargestellt ist.

Verschiedene Elemente wurden benutzt: HEXA20, HEXAS, HEXA8~E3(EAS -3 Para-
meter [94]). Die Ergebnisse sind in Bild 12.14 dargestelit. Sie zeigen zwar am Anfang
zu steife Ergebnisse, das gesamte Verhalten des Modells gegeniiberdem Versuch wird
einigermaBen wiedergegeben. Allerdings ist die Schwéache der FE—Diskretisierung
nicht zu tibersehen. Auch muB darauf hingewiesen werden, daf das plastischie Modell
allein mit den angewandten Parametern nichtin der Lage ist, die im Versuch auftretende
Entfestigung wiederzugeben. Deshalb wird das gekoppelte Modell eingesetzt, umauch
die Entfestigung im Bereich 1T abzubilden. Die plastischen Parameter bleiben unverén-
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dert. Die Schadigungsparameter sind: A=0.85, B=2.5, K;=0.030. Das Ergebnis ist in
Abbildung 12.15 dargestellt und gibt das Verhalten deutlich besser wieder.

Wil

l gesteuerte Verschiebung
W

I @8 E = 2300 kN/cm?

[)_..
X
SN
_T y
i

i

1600 kN/cm?

g m

Abbildung 12.13 ~ Finite Element Diskretisierung.

Aligemeine Parameter  Plastische Parameter

Egeton = 3000 kN/cm? o = 4.22 kN/cm?
Veeton = 0.18 0 = 0.33
Be = 3.90 kN/cm? v = 1.76 kN/cm?2
B; = 0.30 kN/cm? B = 0.55 cm?/kN
R = 2.89
— 2
Egany = 19374 kN/em? 0 = 00033 om7/kN

0y = 874 kiN/em? T = - 0.20 kN/om?

Xo(®) = 15.6 kN/cm?

Tafel — 12.3 — Materialparameter fir das plastische Modeli.
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13  ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

In der vorliegenden Arbeit wird ein gekoppeltes Modell fiir die Analyse von dreidimen-
sionalen Stahlbetonstrukturen mittels des Finite Element Verfahrens vorgestellt, das
den gesamten Vor— und Nachbruchbereich ohne Unterscheidung der Belastungsart
mit einem geschlossenen Konzept beschreibt. Das Modell hat die Fahigksit, die zwei
herrschenden Typen vonirreversiblen Anderungen, den plastischen FluB und die Evolu-
tion von Mikrodefekten, zureprasentieren. Dies erfolgt durch die Kopplung der Plastizi-
tats— mit der Schadigungstheorie.

Im Rahmen dieser Arbeit wird das CAP—Modell als plastisches Modell mit einem skala-
ren Schadigungsmodell kombiniert. Das angewandte "zwei Invarianten (14,J2) CAP—
Modell” besteht aus drei Teilflachen, die keine glatten Ubergange besitzen. Eine asso-
ziierte und nichtassoziierte Fassung entsprechend dem Verfestigungsgesetz werden
dargestelit.

Das angewandte Schédigungsmodell beschreibt die Evolution der Schadigung durch
eine einzige skalare Variable. Zur Erfassung der unterschiedlichen Festigkeit von Beton
auf Druck und Zug wird ein Parameter eingefiihrt, der vom Dehnungszustand abhangt
und eine Skalierung der Schadigungsflache beschreibt.

Das gekoppelte Modell wird im Rahmen der Projektionsverfahren und der konsistenten
Linearisierung des konstitutiven Tensors numerisch behandelt. Die Integration der
Evolutionsgleichungen erfolgt nach einer verallgemeinerten Mittelpunktsregel, welche
die Konsistenzbedingung am Mittelpunkt erfiillt. Durch die Anwendung des konsisten-
ten konstitutiven Tensors ist die erw(inschte quadratische Konvergenz des Newton—
Raphson Verfahrens in der Nahe der Losung gewéhrleistet.

Ein wichtiger Aspekt in der Materialmodeltierung ist die Bestimmung der notwendigen
Materialparameter. Dieses Problem kann als eine Optimierungsaufgabe betrachtet
werden, wobei letztendlich ein Minimum des Quadrats der Differenz zwischen Modeli-
antwort und Versuchsergebnis gesucht wird. Verschiedene Verfahren kénnenan dieser
Stelle angewandt werden. Zwei Moglichkeiten, der SQP("Sequential Quadratic Pro-
gramming”) Algorithmus und die mehrgliedrige Evolutionsstrategie, werden hier ge-
trennt oder zusammen untersucht.

Wie bei den numerischen Beispielen gezeigt wurde, ist das Modell in der Lage, das all-
gemeine Tragverhalten von dreidimensionalen Strukturen unter monotoner Belastung
zu reprasentieren. Allerdings sollte fur afigemeine zyklische Belastungen der Schadi-
gungsanteil des gekoppelten Modells modifiziert werden. Die skalare Variable, welche
die Evolution der Schadigung beschreibt, sollte durch mehrere skalare Variablen oder
sogar durch tensorielle Variablen héherer Ordnung ersetzt werden. Damit kann der
ausgepragte richtungsabhéngige Charakter der Schadigung besser erfaBt werden,
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und es kénnen andere Effekte, wie z.B. Offnung und Schliefen von Rissen und die ent-
sprechende Abminderung und Wiederzunahme der Steifigkeit, modelliert werden.

Die Anwendungen eines tensoriellen Schadigungsmadelis spielt auch bei monotoner
Belastung eine wichtige Rolle, z.B. bei der Erfassung der Anisotropie, die durch die
Schadigung induziert wird, Allerdings wird die Kopplung eines solchen Modells mit an-
deren Theorien (Plastizitat, Viskoplastizitdt oder Bruchmechanik) komplizierter und
deswegen auch aufwendiger bei der Analyse wirklicher Tragwerke.

Die numerische Umsetzung der Betrachtung eines heterogenen Materials wie z.B. Be-
ton als einem "statistisch homogenen” Material, beschrieben durch lokale Theorien des
Kontinuums, fiihrtim Rahmen der Finite Elemente Methode zu einer starken Abhangig-
keit der Ergebnisse von der Netzteilung, die sich bei entfestigenden Werkstoffen beson-
ders stark auswirkt. Hierzu wurden in den letzten Jahren verschiedene Losungswege
vorgeschlagen, wie z.B. Begrenzung der Grofie der angewandten finiten Elemente, die
Einflhrung von zeitabhédngigen konstitutiven Beziehungen ("viscoplastic regularisa-
tion”), das Ergénzen der Definition des Verzerrungs— oder Spannungstensors durch
Gradienten héherer Ordnung, Anwendung von einer Spannungs~Verschiebungs—
statt Spannungs—Verzerrungsbeziehung oder die Einfihrung nichtlokaler Formulie-
rungen flr die konstitutive Beziehung bzw. fiir das Schadigungsevolutionsgesetz. Lei-
der kann keine dieser MaBnahmen als eine endgiiltige Lésung betrachtet werden,; dies
bleibt sicherlich ein offenes Thema fir weitere Forschungsarbeiten.

im Rahmen dieser Arbeit wurde ein perfektes Verbundverhalten zwischen Beton und
Bewehrung angenommen. Um das Modell wirklichkeitstreuier zu machen, solite die
Verbundwirkung erweitert werden. Auch wére die Verallgemeinerung der eingebette-
ten Bewehrung auf beliebige Richtungen und die Einflihrung von Schiupffreiheitsgra-
den wlnschenswert.
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A1 ANHANG 1

VARIATIONELLE FORMULIERUNG ALS DRE! FELD FUNKTIONAL
(HU~WASHIZU)

In diesem Anhang wird eine variationelle Formulierung entwickelt, die auf einem Hu~
Washizu Funktional basiert. Es wird gezeigt, daB als entsprechende Euler—Lagrange
Gleichungen zusétzlich zu den Gleichgewichtsgleichungen und den kinematischen
Verzerrungs—-Verschiebungs—Beziehungen auch das plastische FlieBgesetz, die Glei-
chungen der Schadigungsevolution, die Ent—/Belastungsbedingungen und die Dis-
sipationsungleichungen flir Schadigung und Plastizitat erzeugt werden.

A1.1 Variationelle Formulierung

In diesem Abschnitt wird eine variationelle Formulierung aus Ausgangsbasis fir das
diskrete Problem diskutiert. Daim Rahmen dieser Arbeit nur statische und ratenunab-
héngige Probleme (im Sinne der wirklichen Zeit) betrachtet werden, stellt die Zeit t kein
reelles ZeitmaB dar, sondern ein MaB flir die Ordnung der Evolution von Ereignissen.

Einzu betrachtender Zeitraum [0,t] C R* wirdin sich nicht liberschneidende Intervalle
unterteilt.

0.4] = U [t ti4]

i=1

In einemtypischen Intervall [tn i SO ] wird vorausgesetzt, daB die Variablen, die das Pro-

blem beschreiben, am Anfang bekannt sind. Die gesamte Energie zur Zeit twird in der
Form eines Hu—Washizu Funktionals eingefiihrt,

Il = f{(1 - D)[Ag(e) — & : oP|+ o :[Vou~g]+ Ap(op,q)] dv + Mg
a (A1.1)

wobei

Heg = - j
&)

In GIn. {A1.1) kann der Spannungstensor ¢ als ein Lagrangescher Multiplikator be-

trachtet werden, der die Dehnungs—Verschiebungsbeziehung & = VSu schwach er-
fallt.

pb.u, dv - j ot.u, da (A1.2)

t 0B,

Zwei weitere Funktionale ("Lagrangian”) werden eingefiihrt, wobei der untere Index
die Werte der Variablen zum Zeitpunkt © € [0,1] bezeichnet. Das Funktional LP be-
schreibt die plastische Dissipation im ganzem Kérper bis zur aktuellen Zeit t.
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t t
IR ::J J [~ 1 @%(6.,q) + £ Op ]dv—J J APy, Gp ) dv (A1.3)
0 /% 0 7B,

q
=t B !

Das Funktional IL9 beschreibt die Dissipation im ganzem Kérper bis zu der aktuellen
Zeit t, die der SchadigungsprozeB verursacht.

t

t
U*‘Eg L= [ f ["’ Fl"cli’(;‘t:Kt) - Y‘[.D I:l dv :f f [~ Flr\ij(éx»Kt) +AO(D r] av
ol o), (A1.4)

hatl
Die aktuelle Zeit ist t = t,,,;, wobei t,,, = t, + At und At > 0. Die zusammenge-
nommenen Einzelfunktionale (A1.3) und (A1.4) sind tGberzuftihren in

thet
iLfffiw B u_ﬂp + J f {[” 5\,1([)5(61,(]1) + €4 6? }+ |:— l-.‘“r\y(gtht)
t, Ja,

n

(A1.5)
+AgD ] = (9qAPG+ 95,452 )] av

wobel IL% = L9 + WP und APausgeschrieben wurde.

Folgende Bezeichnung flr alle Zustandsvariablen wird eingefihrt

xt:rs{a,u,e,ap,q,D,k,u}‘t ) (A1.6)

Es wird angenommen, daB die Geschichte % ; (v € [0,1,]) bis zum Zeitpunkt t, gege-
ben und festgehalten ist. Durch ein implizites Integrationsschema (z.B. "Rickwérts—
Euler”) wird das entsprechende, in der Zeit diskrete Dissipationsfunktional bestimmt.
Dann kann das algorithmische Aquivalent von Gieichung (A1.5) mittels des impliziten
Schemas bestimmt werden.

lL?\a%("nH)::u-gp"’J [['—Kn+1®8(an+1'qn+1)+sn+1:(B%H - 6‘?1) ]+
By

+ [_ TR Y Aony 1Pt = Dn)] -

- (aanAp.(an —Gn) + 95 AP(Th,y -~ Of )] dv

wobei A4 1= hat; Bpeq = At .-

Die gesamte verfiigbare Energie zur Zeit t,, , , kann durch die Zustandsvariablen zur Zeit
t, . 1 als die Summe der potentiellen Energie zur Zeit t, | , und der inkrementellen Dissi-
pation im Zeitraum [tnt, ,,] beschrieben werden.

(% g q) 0= g eq) + (LB — LEP) : (A1.8)
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mit GI. (A1.1)

Hn+1(’”’ n+1) o= f {(1 - Dn+1)[A0n+1 BRI E (A }"}”
B

n+1
t

(A1.9)
+ 0 4q [V — € ayq] + AP(O +1’qn+1)} av + MUy 1)

Unter Anwendung der Gatedux~—Ableitung ergeben sich die stationéren Gleichungen
flr das diskrete Funktional

SIn(% fypr 1) =j [0 441175 —@b.n}dv—J tn da=0
B, B,

Sn(% 1y 1, 80) = J So :[Vou

ne1 ™ Eng) AV =0
@,

Olln(% 1,08 ) = f {{“ Mnt195eAglner 1 0g P npy + (T, ~ ap)} +

Dys) = 8ehglnay = 08, = Gpuq |+ (A1.10)

[ Mn+1~ a\p[n+1 + Dy _Dn)jlasAo|n+1}:55 dv=10

STTn (s 1, j@lmamv_o
B

t

Mg,y O0) = j W, . 0udv=20
By ,
Die Euler—Lagrange Gleichungen des diskreten Funktionals werden durch

V.o,,i-0ob=20

Ot =1 In 9B,

O ey = (1~ Dn+1)a€AO|n+1 - 024.1 (A1.11)
2 . y
G?\H = Gﬁ +)‘n+1aEEAO‘n+1'36(DE'n+1
D = Doty 10
net = O bW
€nsd

beschrieben.
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