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Zusammenfassung

Die Arbeit befa8t sich mit der effizienten Formulierung von rechnerunter-
stiitzten Losungskonzepten zur nichtlinearen Tragwerksuntersuchung. Im
Vordergrund dieser Aufgabe steht die Linearisierung der mechanischen Glei-
chungen fiir iterative Losungstechniken, deren Leistungsfihigkeit den Re-
chenaufwand mafigeblich bestimmt. Der Formulierung liegt die Gleichge-
wichtsaussage in Form des Prinzips der virtuellen Verschiebungen in der La-
grangeschen Beschreibung zugrunde, die der Eulerschen Betrachtungsweise
gegeniibergestellt wird. Fiir die Lésung der nichtlinearen Gleichgewichtsaus-
sage mit Hilfe des Newton-Verfahrens werden die Iterationsmatrizen syste-
matisch hergeleitet, wobei auf die Behandlung diinnwandiger Flichentrag-
werke besonders eingegangen wird.

Zur Erfassung elastoplastischen Materialverhaltens mit den zeitabhingi-
gen Gleichungen der FlieBtheorie werden verschiedene Zeitintegrationsal-
gorithmen untersucht. Auf deren systematische Einbeziehung in die Ite-
rationsgleichungen fiir das Newton-Verfahren wird danach abgezielt. Die
spezielle Anpassung der inkrementierten Werkstoffbeziehungen elastoplasti-
scher Kontinua an die Erfordernisse schalenartiger Strukturen schlieft den
methodischen Teil der Arbeit ab.

Als diskretisierendes Verfahren wird die finite Elementmethode zur L&-
sung der untersuchten Beispiele eingesetzt. Die iiberragende Konvergenzge-
schwindigkeit des Newton-Verfahrens mit den konsistent linearisierten Stei-
figkeitsmatrizen wird demonstriert und mit alternativen Losungstechniken
verglichen.



Summary

An efficient formulation of computational based solution concepts is develo-
ped for the nonlinear analysis of structures. Emphasis is placed on consistent
linearization of the mechanical equations for an iterative solution strategy
of the Newton-type, mainly governing the numerical expenditure. Finite
deformations are covered in the Lagrangean picture, where the principle of
virtual displacements is presented and compared to the Eulerian descrip-
tion., For the numerical solution of the nonlinear equilibrium equations the
iteration matrices are systematically derived, where special consideration is
given to shell equations.

Elastoplastic deformations are described with rate dependent equations
of flow theory, requiring time integration. Different time integration schemes
for the constitutive equations are investigated and rigorously built into the
framework of the linearization process. The conceptual part is closed by ad-
apting the incremental flow equations for continua to the special necessities
of shell analysis.

The finite element method is used for discretization of the analysed exam-
ples. The superior convergence rate of the Newton-method is demonstrated
and compared to alternative solution strategies.
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Zeichenerklarung

Bezeichnungen, Abkiirzungen, Symbole

v Fettschrift zur Kennzeichnung von Vektoren oder Matrizen
é Einheitsvektor fiir Koordinatenbasis

n Vektor der Linge ,eins“

AT Transponierte einer Matrix oder eines Vektors

A B Skalarprodukt zwischen zwei Vektoren

A'B Matrizenprodukt

a®bT dyadisches Produkt zwischen zwei Vektoren

detA Determinante einer Matrix oder eines zweistufigen Tensors

XupYee Produkt zweier Tensoren in vereinfachter Darstellung
Die Summation erstreckt sich iiber den gemeinsamen Index a

a' y = £%- partielle Ableitung

d( ) Differential

AA() aktuelles Inkrement aus der Linearisierung des virtuellen
Arbeitsprinzips einer Gréfle zwischen aufeinanderfolgenden

P Konfigurationen 7 und 7 — 1

A() / gesamtes Inkrement einer Gréfle zwischen der aktuellen ¢
Konfiguration und der letzten Gleichgewichislage n

) Variationssymbol

) Grofle im Ungleichgewichtszustand ¢

() Grofle im Gleichgewichtszustand n

= dquivalent

o« proportional

= definitorisches Gleichheitszeichen

2 ungefihr

I parallel

Als Doppelbezeichnungen werden verwendet:

Deformationsgradient in den Abschnitten 2.1 - 2.4, 3 und 4
Verfestigungsfliche in den Abschnitten 2.5 - 2.7, 5 und 8

A plastischer Multiplikator
Laststeigerungsfaktor in den numerischen Beispielen

Es wird die Summenkonvention {iber wiederholte obere und untere Indizes
von Tensoren vorausgesetzt. Alle weiteren Abkiirzungen und Zeichen werden
bei jhrer erstmaligen Verwendung im Text erklért.






1 Einleitung

Der zunehmende Einsatz von schalenartigen Strukturen auch auBerhalb
des traditionellen Bauwesens hat ein wachsendes Interesse an zuverlissi-
gen Strukturaussagen geweckt. Umfangreiche Schalenberechnungen werden
beispielsweise im Flugzeugbau und Raumfahrtwesen, Schiffs- und Kraftfahr-
zeugbau, in der ,,Off-shore-Technik“, in jingster Zeit auch in der Biome-
chanik, der medizinischen Technik sowie in der neuhinzukommenden Kon-
sumgiiterindustrie durchgefiihrt. Die Erfordernisse der Gewichtsoptimie-
rung und der Wirtschaftlichkeit haben zusammen mit modernen Formge-
bungsmethoden und verbesserten Materialien zu Strukturen mit immer ge-
ringeren Wandstirken gefiihrt, fiir welche die geometrisch nichtlinearen Ef-
fekte eine wichtige Rolle spielen kénnen. Die Ausnutzung der Tragreserven
im inelastischen Bereich zur Sicherheitsbeurteilung steht im Vordergrund
der materiell nichtlinearen Strukturanalyse.

Die Formulierung und matrizielle Aufbereitung rechnerunterstiitzter
Losungskonzepte zur wirklichkeitsgetreueren Erfassung des nichtlinearen
Tragverhaltens ist Gegenstand dieser Arbeit. Zur Losung der dabei auf-
tretenden nichtlinearen mechanischen Gleichungen werden iterative Ver-
fahren eingesetzt, die sich in der Traglastanalyse etabliert haben /Bathe
1973, 1982/, /Key 1978/, /Hibbitt 1981/, /Hallquist 1983, 1984/, /Bushnell
1985/, /NISA80 1983/. Obwohl die bestehenden Methoden brauchbare und
zuverlissige Ergebnisse liefern, miissen diese hiufig mit hohem Rechenauf-
wand in den Algorithmen und vielen Iterationszyklen erkauft werden. Sie
erfordern bei zunehmender Nichtlinearitit immer kleinere Laststufen bei
gleichzeitig ansteigenden Iterationszahlen zum Erreichen vorgeschriebener
Genauigkeiten. Typische Beispiele hierfiir sind Konvergenzschwierigkeiten
des Newton-Verfahrens bei der numerischen Lésung der nichtlinearen Glei-
chungssysteme fiir diinnwandige Flichentragwerke mit ausgedehnten pla-
stischen Zonen. Selbst bei Verkleinerung der Lastinkremente wichst die
Iterationszahl des Newton-Verfahrens und damit die eingesetzte Rechenzeit
bei Weiterbelastung unzumutbar schnell an.

Die Arbeit widmet sich speziell dem methodischen Konzept zur Verbes-
serung und Vereinfachung der Lésungsverfahren

e fiir die iterative Ermittlung des Gleichgewichtszustandes diinnwandi-
ger Tragwerke

e und fiir die Spannungsberechnung elastoplastischer Werkstoffe unter
besonderer Beriicksichtigung der statischen Schalenhypothesen.



Fir beide Teilaufgaben sollen implizite Lésungstechniken verwendet wer-
den, welche wesentlich groBere Lastschritte als vergleichbare explizite Me-
thoden erlauben. Thema zahlreicher Untersuchungen ist der Vergleich ver-
schiedener impliziter Lésungsverfahren vom iterativen Typ in Form der
Standard-, Quasi- und modifizierten Newton-Methoden /Matthies 1979/,
/Bathe 1980/, /Schweizerhof 1986/.

Von zentraler Bedeutung fiir das hier verwendete Standard-Newton-
Verfahren ist die formale Linearisierung der zu lésenden mechanischen Glei-
chungen. Die daraus analytisch ermittelte Tangentensteifigkeit spielt die
Rolle der Iterationsmatrix und ist mit der Hessematrix des unter Umstinden
zugrunde gelegten Verzerrungspotentials identisch. Im Gegensatz zu den
Quasi-Newton-Methoden, wo die momentane Steifigkeit durch dyadische
Vektorprodukte zwischen dem Lésungs- und dem Ungleichgewichtskrafte-
vektor bestmoglichst angendhert wird, kann von der Iteration mit der Tan-
gentensteifigkeit quadratische Konvergenz der Losungsvariablen im Grenz-
bereich bei geniigender ,,Glattheit des Problems* erwartet werden. Ver-
allgemeinernde Aussagen hinsichtlich der numerischen Effizienz einzelner
Methoden sind jedoch nicht ohne Beriicksichtigung problembedingter Re-
striktionen zu treffen, wie Anzahl der zu l6senden Gleichungen, Grad und
lokale Begrenztheit der Nichtlinearititen, Implementierung und Reihenfolge
der numerischen Operationen in den Algorithmen sowie Vektorisierbarkeit
des Programms und Art des Gleichungslosers.

Unabhingig von der Diskretisierung werden die Feldgleichungen der
Kontinuumsmechanik zur systematischen Herleitung der Tangentensteifig-
keit linearisiert. In Abhéngigkeit der Werkstoffannahmen zwischen den ma-
teriellen oder den rjumlichen Spannungs- und Verzerrungstensoren ist ent-
weder vom virtuellen Arbeitsprinzip in der Lagrangeschen oder in der Eu-
lerschen Fassung auszugehen. Im Gegensatz zu den meisten anderen Formu-
lierungen wird anstelle des Verschiebungsfeldes-der Ortsvektor der aktuellen
Konfiguration als primére Variable behandelt. Die einfachere Darstellung
der Steifigkeitsmatrix macht die Effizienz der Operationenfolge fiir den Auf-
bau der Elementsteifigkeit transparent.

Durch Variation der Verzerrungen, welche eine Funktion der virtuellen
Geometrieinderungen sind, li8t sich zeigen, daB die materielle Formulierung
sowohl in Form der totalen Lagrange-Beschreibung dargestellt werden kann
als auch in der mitgehenden Fassung, indem der materielle Verschiebungs-
gradient auf die rdumlichen Koordinaten transformiert wird. Die Gleichwer-
tigkeit beider Fassungen ist in /Ramm 1976a/ betont worden. Im Rahmen
dieser Ausfiihrungen wird das Wesen der mitgehenden Formulierung mit
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der Art des virtuellen und inkrementellen Verschiebungsgradienten in Ver-
bindung gebracht. Die Frage der Einordnung der mitgehenden Darstellung
in die Klasse der Stoffgesetze zwischen rjumlichen oder materiellen Tensoren
ist damit ebenso geklirt wie Effizienziiberlegungen.

Zur Formulierung der in /Ramm 1976a/ vorgestellten Schalengleichun-
gen wird von der Kontinuumstheorie mit affinen Koordinaten im dreidimen-
sionalen Raum ausgegangen. Im Unterschied zur Darstellung der Tensoren
im globalen affinen Koordinatensystem werden hier Flichenkoordinaten be-
nutzt, obwohl die Beschreibung der Konfiguration durch affine Koordinaten
erfolgt. Die Vorteile sind mit den entfallenden numerischen Transformatio-
nen zwischen den affinen Tensorkomponenten und den Flichenkoordinaten
zu begriinden, wo die statischen Schalenhypothesen am einfachsten in die
konstitutiven Gleichungen eingearbeitet werden kénnen. Der nichtlineare
EinfluB der Variablen zur Lagebeschreibung des Schalendirektors auf die
kinematischen Beziehungen wird bei der Variation und Linearisierung des
Arbeitsprinzips in Form zusitzlicher Steifigkeitsterme deutlich /Frey 1977/.

Die Verbesserung bestehender Algorithmen zur effizienteren Spannungs-
berechnung elastoplastischer Werkstoffe mit numerischer Zeitintegration ist
Schwerpunkt des zweiten Teils der Arbeit. Letztendlich wird auf die exakte
Erfassung der statischen Schalenhypothesen in expliziten / impliziten Span-
nungsalgorithmen zur Zeitintegration ratenabhingiger Werkstoffgesetze ab-
gezielt sowie auf deren rigorose Miteinbeziehung in die Linearisierung der
Gleichgewichtsaussagen zur iterativen Lésung. Gegenwirtige Praxis in der
Strukturanalyse ist die iterative Erfiillung der statischen Schalenhypothesen
in einer Nachlaufberechriung fiir die Spannungsermittlung /Hallquist 1985/
oder es werden nicht klar definierte Korrekturmafinahmen getroffen.

Zur Erfassung der tangentialen Spannungs-Dehnungsbeziehung inelasti-
scher Stoffgesetze wird in der Regel der elastoplastische konstitutive Tensor
der FlieBtheorie verwendet. In /Bathe 1987/ ist als ,effektives® Spannungs-
Dehnungsgesetz die bezogene Differenz zwischen den numerisch gestérten
Verzerrungszustinden und dem aktuellen Spannungszustand vorgeschlagen
worden. Erste Beobachtungen der Konvergenzverlangsamung infolge nicht
konsistenter Steifigkeitsmatrizen gehen auf Nagtegaal /Nagtegaal 1982/
zuriick.

Die mathematisch widerspruchsfreie jedoch physikalisch umstrittene Be-
deutung der Werkstoffgesetze zwischen materiellen Spannungs- und Defor-
mationstensoren eignet sich zur Erfassung der Deformationsgesetze diinn-
wandiger Strukturen. Diese werden zwar finiten Drehungen, jedoch in der
Regel kleinen Verzerrungen unterzogen, wenn von Blechumformvorgingen
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oder ghnlich grofen Beanspruchungen abgesehen wird. Aus diesem Grunde
darf auch an der Lagrange-Formulierung mit materiellen Tensoren fiir die
Plastizititstheorie festgehalten werden /Green 1965, 1968/, so daf auf die
numerisch aufwendige Integration der geometrisch bedingten Anteile in den
Spannungsfliissen im Fall endlicher Rotationen verzichtet werden kann. Die
algorithmische Behandlung inelastischer Stoffgesetze gliedert sich in dieser
Arbeit wie folgt:

Am Beginn des fiinften Abschnitts werden die gingigen numerischen
Integrationsmethoden fiir die FlieBtheorie erliutert, um einen Uberblick
iber diesen sehr lebhaften Forschungsschwerpunkt des Berechnungswesens
zu gewinnen. Das anfangs eher willkiirlich erscheinende elastische Pradiktor-
plastische Korrektorverfahren zur numerischen Lésung des dehnungskontrol-
lierten Anfangswertproblems der konstitutiven Differentialgleichungen wird
aus dem vorwirtigen Differenzenquotienten der Euler-Methode entwickelt.
Bei der Herleitung wird auf die anschaulichen Zusammenhinge besonderer
Wert gelegt, wogegen es im Anhang als ein in sich geschlossenes mathe-
matisches Integrationskonzept abgehandelt wird. Als vollkommen implizi-
tes Integrationsverfahren wird das elastische Pridiktor-plastische Korrek-
torverfahren auf Werkstoffe mit Verfestigung angewendet. Die Interaktion
zwischen den kontinuumsmechanischen Grundgleichungen und dem Zeitin-
tegrationsverfahren spielt direkt in den Losungsalgorithmus hinein und gibt
Anla8 zur Modifikation des Zeitintegrationsverfahrens. Die Sonderstellung
der J;-Flieftheorie erlaubt, den iterativen ProzeB zur Integration der Span-
nungen anhand impliziter Differenzenquotienten stark zu vereinfachen. Dar-
aus ergibt sich das im Schrifttum als ,radiale Riickkehrmethode* /Krieg
1977/ bekannte Verfahren fiir den Spezialfall der idealplastischen Prandtl-
Reuss-Theorie zwangsliufig.

Die konsequente Einbeziehung des Zeitintegrationsverfahrens zur Span-
nungsermittlung in die Linearisierung der virtuellen Arbeitsgleichungen
ist Gegenstand des sechsten Kapitels. Als Folge der wegunabhingi-
gen Gleichgewichtsiteration weicht die konsistent linearisierte Spannungs-
Dehnungsbeziehung mit wachsendem Zeitinkrement vom konstitutiven Ten-
sor der Flietheorie stérker ab. Die hiervon verursachte Konvergenzverlang-
samung des Standard-Newton-Verfahrens mit der inkonsistenten Tangenten-
steifigkeitsmatrix 148t sich an numerischen Beispielen demonstrieren.

Im siebten Kapitel wird der fiir das dreidimensionale Kontinuum entwik-
kelte Spannungsalgorithmus auf das degenerierte Schalenkonzept angewen-
det. Im Fall der von Mises FlieStheorie reduziert sich die Lésung der nichtli-
nearen Werkstoffbeziehungen auf die iterative Nullstellenbestimmung einer
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einzigen Gleichung. Mit der konsistenten Materialsteifigkeit zwischen den
fiinf unabhingigen Spannungs- und Dehnungskomponenten wird der me-
thodische Teil der Arbeit abgeschlossen. An geometrisch und physikalisch
nichtlinearen Strukturberechnungen wird das verbesserte Konvergenzverhal-
ten des Standard-Newton-Verfahrens mit den konsistenten Iterationsmatri-
zen zur Losung des Stukturgleichgewichts demonstriert und ein Vergleich
zu den Quasi-Newton-Verfahren angestellt. Als Berechnungsbeispiele sind
neben reinen Membran- und Biegeproblemen auch Schalen mit progressi-
ver Umlagerung von Membranbeanspruchungen in Biegedeformationen bei
kombinierter geometrischer und materieller Nichtlinearitit untersucht wor-
den.

Weitere Hinweise auf das Schrifttum finden sich in den einzelnen Kapi-
teln.
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2 Grundgleichungen der Kontinuumsmechanik

2.1 Notation
2.1.1 Vorbemerkuhgen und Begriffe

Zur Beschreibung von Bewegungsvorgingen und zur zeitlichen Einordnung
von Ereignissen in eine Folge (z.B. Abhingigkeit plastischer Deformationen
von der Vorgeschichte) ist es notwendig, den dimensionslosen Parameter t
einzufithren. Er wird hier auch als die ,,Zeit“ t bezeichnet, obwohl er aufler
in dynamischen oder viskosen Prozessen kein wirkliches Zeitmaf darstellt,
sondern nur eine Anzahl von Ereignissen in ihrer zeitlichen Reihenfolge ord-
net. ,
Unter der Konfiguration C eines Kérpers B versteht man eine Abbildung
¢ von B in den dreidimensionalen Raum %2 . Mit dem Begriff Konfiguration
C= ¢ (B) meint man also den deformierten Zustand eines Kérpers, der vom
Parameter Zeit t abhingig ist.

2.1.2 Koordinaten

Unter einem Koordinatensystem im R° versteht man eine unendlich oft dif-
ferenzierbare Abbildung der offenen Teilmenge U, C ®3 in den R3.

(zl,z?',zs) e (zl (zl,zz,z:‘) ,z? (21,22,23) 23 (21,22,23» (2.1)

Die Koordinatenlinien sind Kurven c¢;(s), ca(s), e3(s) mit dem Laufparame-
ter s fiir deren Komponenten 2 (c;j(s)) im euklidischen (affinen) Koordina-
tensystem gilt:

fire () 7' (c1(s)) = 2° (s,22,23)  wobei 22,23 fest sind
ebenso:  z'(cz(s)) und 2 (c3(s))

Als Basisvektoren an diese Kurven dienen die Tangentenvektoren e,.

8z

= Jge b

e, (2.2)
Die Einheitsvektoren i; sind die Basen des affinen Koordinatensystems im
$3. Die Basen e, sind somit Funktionen der Koordinaten z!,z2,z3. Sie
werden auch als allgemeine, krummlinige Koordinaten bezeichnet und zur
Formulierung von stabférmigen oder flichenartigen Strukturen bevorzugt.
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Koordinaten-
linien

Bild 2.1 : Affines und krummliniges Koordinatensystem

Bezeichungen in der Ausgangskonfiguration zur Zeit ¢ = 0:

Bild 2.2 : Materielle Koordinatensysteme

Materielle Basen: E;,Eq E3
Materielle Koordinaten: X1, X2, X3
azl .
Es= XA Iy
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Materieller Metriktensor:

Gap=E, -Ep (2.3)
0z! 977
= e e § .
GaB = 557 3% 917 (2.4)
Hinweis: Die Zeitableitung des Metriktensors G 4B verschwindet,
d
Et—GAB =0
denn es gilt :
VAR z‘l = 2' (e1(t = 0))

t=0

Bezeichnungen in der Momentankonfiguration zur Zeit ¢:

Bild 2.3 : Raumliche Koordinatensysteme

Riumliche Basen: e, ey, €e3
Riumliche Koordinaten: 2!, 22,23

- 82‘ s
e, = 5;‘; L
Riumlicher Metriktensor:
Gab = €4 - & (25)
82 8z
9ab = 52 Gb i (2.6)
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2,1.3 Tensoren

Als materielles Tensorfeld der Stufe m soll eine Funktion bezeichnet wer-
den, die jedem geordneten System von Vektoren (by, ....,by,) im materiellen
Basensystem E4 im Punkt X7 eine reelle Zahl zuordnet und die in jedem
der m Argumente linear ist /Marsden 1983/. Mit den i kovariant und J
kontravariant dargestellten Vektoren

b; = b{) . B4
sowie
_ pA
bj =56y Ea

ergeben sich die i-fach kontravarianten und j-fach kovarianten Koordinaten
TBi--Bi 4 aj des Tensors T, wobei i+ j = m ist.

T (by,erybm) = T (b5) - BB, .00 B2, by By, s b2 < Eay ) (2.7)

T ist multilinear in allen Argumenten b; und b; .

T(by,....bm) = T (EP, ., B5 By, Ba,) -85 b0 by by
=: THrBi Ay, Az

| (2.8)

T (b1y oy bm) = TEB0 g g b 88) by b (2.9)

SinngemisB lautet die Definition eines riumlichen Tensorfeldes im Punkt
z* mit den Koordinaten

Tbl"'b‘ ay..a; =T (ebl s ...,ebi,eala.-.eaj) . (2'10)

Die Koordinaten des rgumlichen Tensors unterliegen den zeitlichen Ande-
rungen der Basen e, = g;—; i , die von der Konfiguration ¢(X,t) = z und
damit von der Bewegung abhingen.

Ein Doppelfeldtensor im Punkt X7 iiber der Abbildung ¢ von B in den
$3 ist eine multilineare Funktion in den Vektoren b; , die entweder im Sy-
stem der materiellen oder der raumlichen Basen dargestellt werden. Dessen
Koordinaten sind definiert zu:

B;...B; b1..b —
T ' Aj.Aj 1Dk ay..ap *—

T(EB’,...,EB",EAI,...,EAJ.,ebl,...,eb“,eal,...,ea,) (2.11)
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Die wichtigsten Beispiele fiir Doppelfeldtensoren sind der Deformationsgra-
dient und der erste Piola-Kirchhoff-Spannungstensor.

Es kann gezeigt werden /Marsden 1983/, daB ein auf B gegebenes Vektor-
feld b, = b2 . E4 im Punkt X7 mit dem Deformationsgradienten F durch
die Abbildung Ty -b, = ¢, b, in die aktuelle Konfiguration C = ¢ (B)
transformiert wird (sogenannte ,push forward“ -Operation).

. P
(Te-by) -e; = (—9-)% b e (2.12)
Die Koordinaten des Deformationsgradienten sind definiert zu:
; ay Jz'
1 e e 1T .
FJ.—aXJ ¥ e (2.13)

Das fiir Vektorkoordinaten gegebene Transformationsgesetz schlieft die
Transformation der Basisvektoren mit ein. Die Matrix der Koordinaten des
Deformationsgradienten ist dann mit der Jakobimatrix (Funktionalmatrix)
identisch. Die Transformationsregeln fiir die kovarianten Vektorkoordinaten
sowie fiir simtliche gemischte Darstellungen sollen hier nicht alle wieder-
gegeben werden. Vielmehr werden sie fiir die bengtigten Spannungs- und
Deformationstensoren an entsprechender Stelle angegeben.

2.1.4  Vereinfachte Darstellung

Im Schrifttum werden hiufig affine kartesische Koordinaten bevorzugt. Die
Koordinatenlinien auf dem Kérper B sollen in der aktuellen Konfiguration
C und der urspriinglichen Lage 9C zur Zeit ¢t = 0 geradlinig sein und
parallel zu den Standardbasen i; = i; verlaufen - kanonische Koordinaten.
Der Ursprung beider Basisysteme soll zusammenfallen.

Fiir die materiellen und riumlichen Basen gilt:

VAR PR
EA = O‘X‘AI]-T&]A I]:IA (214)
9z B % 2
€, = 'a—x—a y = 5,‘& =1, (215)

Die Metriktensoren gehen in das Kronecker-Symbol iiber.
GaB =614 61 615 = 645 (2.16)

9ab = bia 85 65 = 8o (2.17)
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Zeit t=0

Bild 2.4 : Kartesische Koordinatensysteme

Es geniigt bei allen Tensorkoordinaten nur mit unteren Indizes zu arbei-
ten. Kleinbuchstaben fiir Indizes sind weiterhin fiir r4umliche Koordinaten,
Grofibuchstaben fiir materielle Koordinaten vorbehalten. Die im Teil 3 fiir
das allgemeine Kontinuum verwendete Schreibweise orientiert sich an /Mal-
vern 1969/, wo fiir die Euklidischen Koordinaten Z/, 2¢ die Bezeichnungen
X1, z; eingefiihrt werden. Sie lassen sich mit dem Ortsvektor eines Parti-
kels von B identifizieren. Die Konfiguration zur Zeit ¢t = 0 wird auch mit
Ausgangslage oder Ausgangsgeometrie X bezeichnet, die aktuelle Konfigu-
ration mit Momentanzustand oder aktuelle Geometrie z;. Fiir die Beschrei-
bung der Gréflen in Abhéngigkeit der materiellen Koordinaten hat sich der
Begriff Lagrangesche Formulierung, fiir jene in Abhiingigkeit der rdumlichen
Koordinaten die Bezeichnung Eulersche Formulierung eingebiirgert. Es wird
darauf hingewiesen, daB nur im Kapitel 3.7 und im Teil 4 der Arbeit allge-
meine, krummlinige Koordinaten mit der in Abschnitt 2.1.2 eingefiihrten
Schreibweise verwendet werden.
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2.2 Gleichgewichtsaussagen

Auf die Struktur wirken als duflere Lasten
die Krifte ¢; auf der Oberfliche a,,
die Volumenkrifte p b;
sowie die Trigheitskrifte p &;

ein.

X3

Bild 2.5 : Aktuelle Konfiguration der Struktur mit Volumen v und Oberfliche a

t; = 0j; n; Spannungsvektor

0;; = Cauchy-Spannungstensor

n; = Normale des differentiellen Flichenelementes
Auf dem Rand ay : t; = ¢;

Auf dem Rand a, : u; = %;

Aus der Forderung des Gleichgewichtsprinzips, daf die Summe aller dufleren
Krifte verschwinden soll,

/ t.-da+/ q;da+/(pb,-—p:'é,~)dv=0 (2.18)

geht mit Hilfe der Randbedingung ¢; = 0;; n; auf a, und des Divergenztheo-
rems die lokale Gleichgewichtsbedingung in der Eulerschen Betrachtungs-
weise hervor.

/(Uj,"j +pbi—pE)dv=20 (2.19)
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O+ p by —p & = 0 im Gebiet v
Uu; = g am Rand a, (2.20)
ti= ojn;=g¢; am Rand a,

Ohne weitere Ausfithrungen wird bemerkt, daB aus dem Momentengleich-
gewicht die Symmetrie des Cauchy-Spannungstensors

O¢5 = 05

hervorgeht, falls keine eingepragten dufleren Momente auftreten sollen.

Durch Multiplikation der Differentialgleichung mit der Wichtungsfunk-
tion w; = w; (u;) und Integration {iber das Gebiet v wird ein Funktional F,
konstruiert.

F, ::/w; (0ji;+pbi~p&)dv= 0
v
u; = 4; aufa, (2.21)

ti=o;n;= ¢ aufa,

Die Bedingung F, = 0 stellt keineswegs schwichere Anforderungen an die
Gleichgewichtsaussage als die lokale Differentialgleichung, denn sie mu$ fiir
jede beliebige Wichtungsfunktion w; erfiillt sein. Durch partielle Integration
und Anwendung des Theorems von Gauss erhilt man die ,,schwache Form*
der Gleichgewichtsaussage.

/wi,j Oji dv=/ w; t; da+/ Wi g da+/w;(p b —p &;)dv (2.22)

Werden die Wichtungsfunktionen w; mit den virtuellen Verschiebungen
du; identifiziert, so spricht man auch von der kanonischen Form der Galer-
kingleichungen oder vom Prinzip der virtuellen Verschiebungen. Die virtuel-
len Verschiebungen sollen die wesentlichen Randbedingungen u; — @; = 0
erfiillen, d.h. éu; = 0 auf dem Rand a, .

/6u¢,j g dv = / bu; g; da + / Su; (pb; — p &) dv (2.23)

§Wez: = duflere virtuelle Arbeit

Die Eulersche Fassung des Prinzips der virtuellen Verschiebungen soll nun
in die Lagrangesche Darstellung umgeformt werden. Uber den Kraftvektor
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kann der Spannungsvektor t; in den Pseudospannungsvektor °f; umge-
rechnet werden.

% dA = t; da (2.24)
Die Komponentenzerlegung des Pseudospannungsvektors %¢; (wahrer Kraft-
vektor dividiert durch differentielles Flichenelement des Ausgangszustands)
mit der Flichennormalen Nj in der unverformten Lage fiithrt auf den un-
symmetrischen ersten Piola-Kirchhoff-Tensor P,y .

% =: Py Ny (2.25)

Aus dem Momentengleichgewicht resultiert die Vertauschbarkeit in den In-
dices 7 und j fiir die Gleichung

Fix Fik = Pix Fig .

Gebrauchlich ist auch, den ersten Piola-Kirchhoff-Spannungstensor mit
der transponierten Matrix der Komponenten zu definieren 79 = P;;. In-
nerhalb dieser Arbeit wird die in /Marsden 1983/ oder /Truesdell 1965/
gegebene Definition Gl. 2.25 bevorzugt.

Zwischen dem Cauchy- und dem Piola-Kirchhoff-Spannungstensor be-
steht folgendes Transformationsgesetz:

aij = £ P Fi (2.26)
Po

Gleichung Gl. 2.23 ergibt sich mit Hilfe von dv = ’%ldV und der Konti-
nuitdtsgleichung det Fiy = ﬂp‘l zu:

/ Suiy Py dV = §W,s; (2.27)
1%

Mit Hilfe von

zi=Xi+u (2.28)
folgt das Prinzip der virtuellen Verschiebungen in der Darstellung mit Dop-
pelfeldtensoren.

/ §Fiy Py dV = 6W.p (2.29)
\ 4

(Lagrange-I-Fassung nach /Bufler 1971/)
In seiner FEigenschaft als Doppelfeldtensor bezieht das erste Piola-
Kirchhoff-Spannungsmaf den aktuellen Kraftvektor auf die Ausgangskon-
figuration. Der zweite Index der Tensorkomponenten korrespondiert mit
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den materiellen Basen, wihrend der erste auf die rdumlichen Basen wirkt,
welche in der Zeit verinderlich sind. Die Darstellung der virtuellen inneren
Arbeit im Lagrangeschen Bild mit vollkommen materiellen Tensoren legt die
Definition des zweiten Piola-Kirchhoff-Spannungstensors nahe.

A §Fyy 64 Poy dV = /V §Fiy Fip Fyl Poy dV = 6Wep,  (2.30)
Definition des zweiten Piola-Kirchhoff-Spannungstensors:

Syr= Py F! bzw. Pj=Sk; Fig (2.31)

/V §Fy Fir, Syp dV = W (2.32)

Aufgrund der Symmetrie des zweiten Piola-Kirchhoff-Spannungstensors

(Boltzmann-Kontinuum) 1ifit sich die virtuelle innere Arbeit in materiel-
len Koordinaten folgendermaflen nachweisen:

/v 6 (% Fya FkJ) 515 dV = 6Weg (2.33)
(Lagrange-II-Fassung nach /Bufler 1971/)

Prinzip der virtuellen Verschiebungen in materieller Darstellung (nur mate-
rielle Tensoren)
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2.3 Kinematische Beziehungen

Aus dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen geht der kinematische Ope-
rator fiir das Dehnungsmaf in materiellen Koordinaten C; (rechter Cauchy-
Green-Deformationstensor) hervor, denn der statische und der kinematische
Operator sind iiber den Gaufischen Integralsatz miteinander gekoppelt. Der
rechte Cauchy-Green-Deformationstensor Cry veranlaBt zur Definition des
Green-Lagrange-Verzerrungstensors ¢ry , der als energetisch konjungierte
VerzerrungsgroBe dem zweiten Piola-Kirchoff-Spannungstensor zugeordnet
ist. i 1

€7 = 5 (Fer Foy = 819) = (Cry = 614) (2.34)

Der rechte Cauchy-Green-Tensor ist ein Ma$ fiir die Deformation der rium-
lichen Metrik g;; infolge der Bewegung ¢ in der Darstellung mit materiellen
(Lagrangeschen) Koordinaten.

Das zum Green-Lagrange- Verzerrungstensor gehérende Dehnungsma$ in
den riumlichen Koordinaten ist der Euler-Almansi-Verzerrungstensor e;;.
Auf den ersten Blick scheint dessen Definition

1 -1 =
€ = —2- (6,’j bl FK,1 FK}) (235)

unmotiviert. Er geht jedoch mit dem Transformationsgesetz fiir kovariante
Tensoren direkt aus dem materiellen Verzerrungstensor exy hervor. Da
der rechte Cauchy-Green-Deformationstensor identisch mit der Transforma-
tion des rdumlichen Metriktensors g;; auf die materiellen Koordinaten ist
(sogenannte ,pullback® -Operation im englischen Schrifttum), geht dessen
Relevanz auch unmittelbar aus dem Werkstoffgesetz hervor.
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2.4 Elastische Stoffgesetze

Sowohl das Gleichgewicht als auch die Deformationen kénnen durch die ma-
teriellen oder die riumlichen Tensoren eindeutig beschrieben werden. Je-
doch entscheiden die Werkstoffbeziehungen letztendlich iiber die zu ver-
wendende Formulierung. Physikalisch sinnvolle Werkstoffgesetze miissen
den Objektivititsforderungen hinsichtlich Starrkérperrotation oder Invari-
anz gegen Drehung des Koordinatensystems geniigen. Sie sind daher zwi-
schen geeigneten Spannungs- und VerzerrungsmafBen zu formulieren. Im
materiellen - oder Lagrangeschen - Sinn wird das Materialgesetz zwischen
dem zweiten Piola-Kirchhoff-Spannungstensor und den Green-Lagrange-
Verzerrungen angeschrieben,

v

Sry = fleg) = ey

(2.36)
in der rdumlichen - oder Eulerschen - Fassung ist es zwischen den Cauchy-
Spannungen und den Almansi-Verzerrungen gegeben.

0
oij = fleij) = 5;% (2.37)

Die Funktionen ¥ = ¥ (ery) und ¢ = 9 (e;;) reprisentieren das spe-
zifische elastische Verzerrungspotential in der materiellen bzw. riumlichen
Fassung. Uber die Dichte p des Materials stehen die Potentialfunktionen mit
den freien Energiefunktionen ¥ bzw. 1) in Verbindung. Auf die konstitutiven
Tensoren wird im Teil 3 eingegangen, welche fiir hyperelastische Kontinua
nur im Zuge der Linearisierung von Bedeutung sind. Passend zum ela-
stischen Potential ¥ kann die Existenz eines elastischen Komplementirpo-
tentials @ = Q(S;s) angenommen werden, wobei die Invertierbarkeit der
Werkstoftbeziehung vorauszusetzen ist. In Konsequenz zur FlieStheorie im
Spannungsraum wird hiufig das Spannungspotential Q aufgestellt, da die
Spannungen als primire Werkstoffvariable behandelt werden. Uber die
Legendre-Transformation kann von den Spannungen auf die Dehnungen als
unabhingige Variable umgestiegen werden. Bei stabilen elastischen oder
verfestigenden elastoplastischen Materialien sind aufgrund des streng mo-
notonen Wachstums der Spannungs-Dehnungskurve die notwendigen Bedin-
gungen fiir die Inversion des Stoffgesetzes gegeben.
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2.5 Elastoplastische Stoffgesetze
2.5.1 Zur Theorie plastischer Deformationen

Irreversible Deformationen in Strukturen kommen durch das Unvermégen
des Werkstoffes zustande, beliebig grofien Spannungen zu widerstehen.
Wihrend das elastische Verhalten dadurch gekennzeichnet ist, dafl bei Be-
und Entlastung die gleiche Spannungs-Dehnungskurve durchlaufen wird und
zwischen Spannungen und Dehnungen ein umkehrbarer und eindeutiger Zu-
sammenhang besteht, erfolgt beim elastoplastischen Material die Entlastung
auf einer elastischen Kurve mit verbleibenden Deformationen. Die erneute
Wiederbelastungskurve stimmt mit dem Entlastungsgraphen bis auf eine
schmale Hysteresis-Schleife iiberein, die vom mathematischen Modell in der
Regel nicht erfaBt wird.
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Bild 2.6 : Arbeitsdiagramm

Im Vordergrund der Plastizititstheorie in der Kontinuumsmechanik
steht weniger die Modellbildung der mikroskopischen Vorginge im kristal-
linen Bereich des Werkstoffs sondern die phinomenologische Erfassung des
Deformationsverhaltens unter mechanischer Beanspruchung. Bei der hier
verwendeten Plastizititstheorie handelt es sich um die Flieftheorie, wel-
che im Gegensatz zur Deformationstheorie nach Hencky und Nadai eine
geschwindigkeitsabhingige Werkstofftheorie ist. Die Deformationstheorie,
welche eine totale Verzerrungstheorie ist, kann die Wegabhingigkeit des Be-
lastungspfades nicht erfassen, da die totalen Dehnungen als Funktion des
Spannungszustands dargestellt werden. Daher ist sie zur Unterscheidung
von solchen Beanspruchungsvorgingen ungeeignet, wo die Verbindungskurve
aller durchlaufenen Spannungszustinde im Hauptspannungsraum von einem
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»radialen“ Belastungsweg stirker abweicht. Typische Beispiele hierfiir sind
die ungleichméifige Steigerung unterschiedlicher Lastgruppen oder die soge-
nannte Spannungsumlagerung bei Flichentragwerken unter proportionaler
Laststeigerung.

Die hier verwendete Formulierung der FlieStheorie in materieller Dar-
stellung geht auf Green und Naghdi zuriick /Green 1965/. Sie eignet sich
besonders zur Modellierung von diinnwandigen Flichentragwerken, welche
zwar endlichen Rotationen aber in der Regel kleinen Verzerrungen unterzo-
gen werden. Kennzeichnend fiir die FlieBtheorie im Spannungsraum ist, daf
beim plastischen Verhalten aus dem Spannungszustand lediglich die Rich-
tung des plastischen Verformungszuwachses ¢7; bestimmt werden kann.

&y = f(Su)

Das Eintreten eines plastischen Verformungszuwachses ist an eine Bela-
stungsidnderung dergestalt gebunden, dal beim stabilen Material das innere
Produkt aus Spannungs- und plastischen Verzerrungsianderungen zumindest
nicht negativ sein darf.

S17 ¢4, 20 (2.38)

Gleiches gilt auch fiir einen Spannungszyklus, dessen dissipierte plastische
Arbeit positiv sein muB, wenn vom Spannungszustand 4S;; weiterbelastet
wird.

(S[J - ASIJ) é’}J >0 (2.39)

Das Gleichheitszeichen tritt im ideal-plastischen Fall auf.
Aus diesen beiden nach Drucker benannten Postulaten leiten sich die
beiden Bedingungen ab,

e daB die FlieBflichen iiberall konvex sein miissen,
und
o dafl der plastische Verformungszuwachs senkrecht zu den Héhenlinien

des plastischen Potentials ¢ = ¢ (51;) sein mu$ (Normalenregel).

3¢
951,
Der Skalar A dient als MaBstabsfaktor zwischen dem Gradienten und dem
Verzerrungszuwachs. Da A monoton wachsend ist, wird A nicht negativ sein.

&y =A (2.40)
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2.5.2 Grundlagen der FlieStheorie

A) FlieSbedingung
Zur Klassifizierung ob eine vorgegebene Beanspruchungsinderung ela-
stischer oder plastischer Natur ist, wird eine skalarwertige Fliebedingung
F(S15,€1;,6) = 0 [Fung 1965/, /Betten 1986/ auf der Grundlage von
Materialversuchen eingefiihrt. F' umschlieft die Menge aller zulissigen, d.h.
physikalisch méglichen Spannungszustinde S1;. Als Konsequenz der Stabi-
litdtsannahmen nach Drucker ist die FlieSbedingung F' mit dem plastischen
Potential ¢ identisch. Beim assoziierten (zugeordneten) FlieBgesetz dient
sie gleichzeitig als Potentialfunktion, deren Gradient in Richtung der plasti-
schen Verzerrungsinderungen weist.

oF
351y

Auf der Basis von GI. 2.38 und der zugeordneten FlieBregel ist die Bela-
stungsdnderung eines stabilen, verfestigenden Materials
elastisch, falls F < 0
oder FF=0 und 3%- S” < 0 (Entlastung)
und (2.42)
plastisch, falls F =0 und 25 S” >0 (Belastung).

(IJ = A (2.41)

Das stets positive Vorzeichen des Multiplikators A ist ausgenutzt worden,

sl
Bild 2.7 : Belastungskriterium der FlieBtheorie

Obwohl eine grofe Auswahl sorgfiltig bestimmter FlieSkriterien im
Schrifttum /Chen 1982/,/Dafalias 1986a, 1986b/ zu finden ist, sind die Un-
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terschiede zwischen ihnen oftmals wesentlich kleiner als die Unsicherheiten
infolge Streuung der Materialkennwerte des vorliegenden Werkstoffes.

Im Vordergrund der weiteren Uberlegungen stehen zuerst die metho-
dischen Gesichtspunkte der numerischen Losungsverfahren geschwindig-
keitsabhingiger Stoffgesetze, die fiir die gesamte Klasse von FlieBkriterien
mit Verfestigung sowie fiir assoziierte und nichtassoziierte Fliefiregeln ent-
wickelt werden.

Die Isotropiebedingungen sind erfiillt, wenn das FlieSkriterium direkt in
den Invarianten des Spannungstensors Iy ,II; ,III3 oder dessen Deviators
Jo ,Js5 formuliert wird, um den hydrostatischen Druck I; von der zweiten
und dritten Invariante zu separieren.

F:F(I1,J2,J3,é?J,K4) (243)

Bei isotroper Verfestigung soll die Form der Verfestigungsfliche F’ und
ihre Lage im Hauptspannungsraum erhalten bleiben.

F:f(Il,JQ,J;;)—Y(G'II)J,K):O (244)

Die geometrische Darstellung der Bedingung F = 0 im Spannungsraum
wird als Verfestigungsfliche /Betten 1986/, /Hill 1950/ bezeichnet, welche
der Flieffliche f(I; ,J2,J3) = konstant gleichkommt, solange keine pla-
stischen Deformationen stattgefunden haben. Durch die Fliefiregel Gl. 2.41
wird iiblicherweise verlangt, daB der plastische Flufi normal zu den Héhen-
linien der FlieBfliche stattfindet.

95
081y

Der plastische Verzerrungszuwachs wird von der Verfestigungsfunktion Y
nicht beeinflufit.

Einer der bedeutendsten und einfachsten Ansitze fiir FlieBflichen geht
auf R. von Mises (1928) zuriick. Er schligt die zur zweiten Deviatorinva-
rianten proportionale Gestaltinderungsarbeit als Beanspruchungsmaf fiir
den Beginn des Plastifizierens vor.

&, =1 (2.45)

1 ¢ )
f=351 5L (2.46)

Ersetzt man die Koordinaten des Spannungsdeviators durch die Koordinaten
des Spannungstensors,

. B |
Sty =815— 56” SkK (2.47)
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so lautet Gleichung 2.46:

1 1
f= §SIJ Sry = E(SKK)2 (2.48)

Nicht empfehlenswert fiir numerische Berechnungen mit impliziten L-
sungsverfahren sind Fliefflichen mit ,,Ecken, wie sie beispielsweise durch
das Tresca- oder das Mohr-Coulomb-Kriterium gegeben sind. Konvergenz-
probleme wihrend der Gleichgewichtsiteration sind hiufig Ursache der feh-
lenden Stetigkeitseigenschaften der ersten und zweiten Ableitungen /Hughes
1986/, /Needlemann 1985/, sofern keine ZusatzmaBinahmen getroffen wer-
den.

B) Verfestigungsverhalten

Mit der Funktion Y (€7;,&) in Gl. 2.44 wird das Verfestigungsverhalten
infolge der plastischen Deformationen beschrieben. Die Beschrinkung auf
ideal-elastoplastische Werkstoffe ist aus der Sicht numerischer Lésungsver-
fahren grundlos und fiihrt zu zwei vermeidbaren Schwierigkeiten:

o Die Tangentensteifigkeitsmatrix ist im Bereich groer Fliefizonen
schlecht konditioniert, da der Werkstofftensor des ideal-elastoplasti-
schen Materials singuldr wird.

e Bei zahlreichen elastoplastischen Werkstoffen kann die Fliefigrenze
nicht eindeutig definiert werden. Als FlieBpunkt ist gegebenenfalls
die sogenannte Proportionalititsgrenze am Ubergang zum degressiven
Verlauf des Arbeitsdiagrammes oder die scheinbare elastische Grenze
nach Johnson zu nehmen, an welcher die Steigung der Spannungs-
Dehnungskurve auf fiinfzig Prozent ihres anfinglichen Wertes abge-
fallen ist. Die Unsicherheiten bei der Bestimmung der #quivalenten
einaxialen FlieBspannung lassen sich durch den Verfestigungsverlauf
korrigieren.

In Traglastberechnungen von Flichentragwerken werden metallische
Werkstoffe teilweise bis zum fiinfzigfachen der FlieBdehnung beansprucht,
so daB dem Verfestigungsverhalten angemessene Bedeutung zukommt.

Eng mit den Verfestigungsannahmen ist die Frage nach der ,,Aquipri-
senz“ aller unabhingigen Zustandsvariablen verbunden /Malvern 1969/,
/Truesdell 1960/: Welches sind die unabhingigen ZustandsgréBen zur Be-
schreibung elastoplastischer Werkstoffgesetze? Treten neben den plastischen
Dehnungen weitere interne Variable k zur vollstindigen Festlegung des pla-
stischen Zustandes auf? Lehmann bemerkt in /Lehmann 1972/ hierzu, da8
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selbst die einaxiale plastische Verzerrung & eine fragwiirdige Gréfe zur
Beschreibung des irreversiblen Zustandes ist, ,denn der gleiche plastische
Verzerrungszustand 1aft sich auf sehr verschiedenen Wegen erreichen, die
sicherlich zu unterschiedlichen Zustinden des Kérpers fiihren. Das gleiche
gilt fiir die plastische Arbeit“, welche ebensowenig auf die Eindeutigkeit des
Deformationsweges fiir ein wegabhiingiges Material abhebt.

Zitat aus /Lehmann 1972, 5.297/: ,In dieser Situation behilft man sich
wo es um das konkrete Formulieren von Stoffgesetzen im Rahmen einer
phinomenologischen Theorie geht - allgemein damit, da man ,Pseudozu-
standsgroBen’, eben etwa die plastischen Verzerrungen und die plastische
Arbeit einfithrt und jihre Abhéingigkeit von den iibrigen Zustandsgréfen be-
schreibt“. Auf der Grundlage thermodynamischer Energiegleichungen zeigt
Lehmann /Lehmann 1982, G1.(25)/, daB unter bestimmten Vorraussetzun-
gen die interne Variable k ausschlieBlich in Abhingigkeit der plastischen
Arbeitrate W? und der inelastischen Dehnungsrate ¢}, gesetzt werden kann.

Die naheliegendsten Moglichkeiten zur Darstellung des skalaren Verfe-
stigungsmafes Y als Funktion der einfachsten invarianten Gré8en sind die

o plastische Arbeit WP aus dem inneren Produkt des Spannungs- und
plastischen Verzerrungstensors

WP =81 &, Arbeitsverfestigung (2.49)

und die

o plastische Vergleichsdehnung & , welche entweder aus der zweiten oder
dritten Invariante des Tensors der plastischen Verzerrungsgeschwindig-
keiten gebildet werden kann.

P x &, .
. > I:; I'{p Verzerrungsverfestigung (2.50)
€F o €y €k €K1

Die Abhingigkeit der Vergleichsdehnung & von der ersten Tensorinva-

rianten € Pr i ist zwar denkbar, widerspricht jedoch den meisten Versuchs-
ergebnissen, da die plastischen Deformationen im wesentlichen dilatations-
unabhéngig sind. Durch Integration iiber die Zeit erhilt man fiir die plasti-
sche Arbeit:

1
W = / 81y &, dr (2.51)
0
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und fiir den iiblichen Fall der Vergleichsdehnung:

% (20 :
€ =/0 (§ e”e”) dr (2.52)

Moglich ist ebenso, die plastischen Verzerrungskomponenten zuerst aufzuin-
tegrieren €7 ; = fg é7; dr und danach skalare Gré8en in Form der Invarianten
zu bilden. .

Sowohl die Vergleichsdehnungsrate €7 als auch die Dissipationsleistung
WP sind proportional zur Anderung des plastischen Multiplikatorinkrements
A und kénnen entsprechend vereinheitlicht werden:

k=AH (2.53)

+p e _Q.f_)%
k=4 =)\-{ \3 95 08y (2.54)
we S aas“

Die skalarwertige Funktion M wird im weiteren auch als Verfestigungsan-
nahme bezeichnet. Da die interne Variable als ,PseudozustandsgroBe® ein-
gefiihrt worden ist, hiingt die Funktion H vom Gradienten der FlieBfliche
und vom Spannungszustand Sy ab, der sich mit dem Parameter t &ndert.

_ of
H=H (S”’ 55”)

Die interne Variable x wird durch Zeitintegration der Gl. 2.53 ermittelt.

K= /:H(Su () % dr (2.55)

Die Abhingigkeit der Verfestigungsannahme H von den Spannungen
hat weitreichende Konsequenzen auf die Symmetrie der elastoplastischen -
Spannungs-Dehnungsbeziehung fiir die konsistente Tangentensteifigkeit der
wegunabhingigen Iteration - siehe Teil 6. Desweiteren erfiillt der Gradient
in der FlieBregel zur Bestimmung der Verzerrungsgeschwindigkeiten nicht
mehr die Normalititsbedingung hinsichtlich der Verfestigungsfliche Gl. 2.44,
welche infolge Verfestigung aus der FlieBfliche hervorgeht.
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2.5.3 Versuchswesen und einaxiales Verfestigungsverhalten

Uber die Verfestigungsannahme H gelingt es, das mehraxiale Verfestigungs-
verhalten in das einer ,einaxialen Beanspruchung zu iiberfithren. Dadurch
wird die Anzahl notwendiger Experimente auf ein paar wenige Versuchs-
reihen beschriankt, zum Beispiel: einaxialer Zug- oder Druckversuch, rei-
ner Schub- oder Triaxialversuch. Aus den MeBergebnissen dieser Experi-
mente kann ein sogenanntes Arbeitsdiagramm erstellt werden, in welchem
die einaxiale FlieBspannung § iiber der internen Variablen aufgetragen ist.
Der plastische Verfestigungsmodul H (k) := %g steht fir die Anderung der
einaxialen Fliefspannung § als Funktion des plastischen Parameters k.

54

Bild 2.8 : FlieBispannung in Abhingigkeit der internen Variable des einaxialen
Vergleichszustands

Oftmals wird die einaxiale FlieBspannung § direkt in Abhingigkeit der
einaxialen Verzerrung & oder deren plastischen Anteils & angegeben.

Bild 2.9 : Arbeitsdiagramm zwischen der einaxialen FlieBspannung und der pla-
stischen Vergleichsdehnung

Durch Einsetzen des einaxialen Spannungszustandes einer Zug- oder
Druckprobe in das von Mises-FlieSkriterium nach Gl. 2.48 kann die Ver-
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festigungsfunktion Y in Zusammenhang mit der einaxialen FlieBspannung
S gebracht werden.

0

i

1 1
F= (5531 - 65121) -Y

1 _
VRN Y = gsflé 52 (2.56)

[

Als Funktion der Fliefigrenze einer einaxialen Zug- oder Druckprobe lautet
die Flieibedingung dann:

F= %S}J Sty — %5‘2 =0 (2.57)

2.5.4 Anwendung auf die J; -Flietheorie

Die plastischen Verzerrungsraten ergeben sich im Fall des assoziierten von
Mises-FlieBkriteriums zu: )
;=28 (2.58)

Aus der Verfestigungshypothese der plastischen Arbeit konnen die einaxialen
plastischen Verzerrungsinderungen ermittelt werden,

Wr=35¢ertSé, (2.59)
indem von Gl. 2.58, Gl. 2.57 und GIl. 2.48 nacheinander Gebrauch gemacht

wird.
e =i/ 51,8, (2.60)

Wie sofort erkennbar ist, fiilhrt die Verzerrungsverfestigungshypothese im
Sonderfall der J; -FlieBtheorie auf dasselbe Ergebnis wie unter Gl. 2.60, wenn
die FlieBregel Gl. 2.58 in die Definitionsgleichung fiir die dquivalente plasti-
sche Verzerrungsgeschwindigkeit Gl. 2.50 bzw. Gl. 2.52 eingesetzt wird.

er= 2 (hsi) (4 i)
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2.6 Elastoplastischer Werkstofftensor der Fliefitheorie

Mit Hilfe der fiinf Grundgleichungen der FlieStheorie soll ein formelmaBiger
Zusammenhang zwischen den Spannungs- und Verzerrungsgeschwindigkei-
ten gefunden werden.

FlieBannahme : é15 = €55+ é7, (2.61)
i . 920 .
Elastizititsgesetz : €55 = msk—L (2.62)
17 - 0SK
FlieBregel : é7, = ) 5%?— (2.63)
1
FlieBbedingung: F= f-Y =0 (2.64)
Verfestigungsannahme: &= AN (2.65)

Das Elastizititsgesetz und die Fliefiregel werden in Gl. 2.61 verwendet.

9?Q

o . 09
= 98,08k KL T (269

981y
Die Anderung des plastischen Multiplikators A geht aus der Konsistenz-
bedingung hervor, die aus dem totalen Differential der FlieSibedingung ent-
steht.
af . dy

F=5§I—J51J—E;K=0 (2.67)

Die Verfestigungsannahme erlaubt die Aufissung der Konsistenzgleichung
nach dem Parameter A , falls nicht ideale Elastoplastizitit vorliegt.

1 0f

A= oo — 2.6
A Xn 951y 1 (2.68)

Mit dem Ergebnis in Gl. 2.68 kann eine Beziehung zwischen den plastischen
Dehnungsraten und den Spannungsraten hergestellt werden.

, 1 8¢ Of

= ) 2.60
o %H 8815 Sk XL (2.69)
Desgleichen gilt fiir die totalen Verzerrungsgeschwindigkeiten:
. %0 1 a6 of |.
€1y = 0S1y-0SkL * ¥y 9515 OSkL SKL (2.70)
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Hinter der Hessematrix des elastischen Komplementirpotentials verbirgt
sich ein vierstufiger Tensor D} , der fiir stabiles Material positiv definit
und symmetrisch ist.

0%Q
Dijgy = 3577 5% (2.711)
Im zweiten Summanden in Gl. 2.70 steht das tensorielle Produkt
0 Of
3517 95n1 (2.72)

aus den Gradienten des plastischen Potentials ¢ und der Flieffliche f . Mit
Vorgriff auf die symbolische Schreibweise in Teil 5 werden die Gleichungen
Gl. 2.69 und Gl. 2.70 in Matrizen geschrieben und der FlieSvektor a sowie
der Gradient q an das plastische Potential definiert.

L= o

a: = 2% (2.73)

.= O¢

q: = oo (2.74)
1 .

€P = m‘[Q@&T]S (2.75)
dx

E = [D*‘ery1 q® a’ ] S (2.76)

drcH

Aus der Sicht der Matrizenalgebra kommt zur Matrix des elastischen
Erginzungstensors D~! das dyadische Produkt zweier Vektoren q ® aT

hinzu, in welchen die Koordinaten zweistufiger Tensoren eingelagert sind.
Fir derartige Rang-eins-Modifikationen einer Matrix steht die Sherman-
Morrison-Formel zur Inversion der Matrizensumme bereit.

T
$= [D - FIY)"——?L"——D—] (2.77)
'J;H +aT Dgq .
Der inverse elastische Erginzungstensor D! kommt in den obigen For-
meln dem elastischen Materialsteifigkeitstensor aus dem Potential ¥ Gl. 2.36
gleich.
0%v

= D¢ -0e (2.78)
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2.7 Erweiterung der Flieiregel
2.7.1 Diskussion der klassischen FlieSregel

Im Teil 5 wird gezeigt, wie die FlieBregel Gl. 2.45 erweitert werden mu8}, um
die Symmetrie des konstitutiven Tensors aus Griinden der Behandlung der
internen Variable als PseudozustandsgréBe zu erhalten. Sowohl von experi-
menteller Seite /Lehmann 1982/, /Shiratori 1979/ als auch aufgrund theo-
retischer Uberlegungen /Lehmann 1972/, /Betten 1986/, /Boehler 1976/,
/Murakami 1979/ sind derartige Vorschlige bekannt. Das Gemeinsame hier-
bei ist ein zusitzlicher Term in der FlieBregel /Lehmann 1982, GL.(21)/ fiir
isotrope Werkstoffe.

B%F + HukL Skr (2.79)
In der Regel wird H durch einen Tensor vierter Stufe reprisentiert, welcher
die sogenannten , Effekte zweiter Ordnung” beschreibt. In /Lehmann 1982 /
wurde fiir den Tensor Mk, ein Vielfaches des vierstufigen Einheitstensors
verwendet, womit eine rechnerisch wesentlich bessere Ubereinstimmung mit
Versuchsergebnissen von Blix /Blix 1983/ erzielt werden konnte. Aufgrund
theoretischer Betrachtungen kann die erweiterte Fassung der FlieBregel mit
den Methoden der Darstellungstheorie tensorwertiger Funktionen ebenfalls
gefunden werden.

Innerhalb dieser Arbeit steht die Modifikation der Normalenregel am
Ende einer formalen Differentiation der FlieSbedingung durch Anwenden
der Kettenregel auf die inneren Pseudozustandsgréfien. Desgleichen werden
im Verlauf eines vollstindigen Linearisierungsprozesses in Teil 6 zusitzliche
Terme in den konstitutiven Gleichungen erzeugt, welche den Symmetriefor-
derungen von Ratenpotentialen widersprechen. Die Ursachen hierfiir gehen
auf die Verwendung der internen GréBe k als Pseudovariable zuriick. Mit zu-
nehmenden plastischen Deformationen weicht die Verfestigungsfliche stirker
von der anfinglichen FlieBfliche ab. Gema8 der Normalenregel nach GI. 2.45
verlguft der plastische Flu$ jedoch senkrecht zur anfinglichen FlieSfliche
und nicht zur momentanen Verfestigungsfiiche F' . Der fehlende Korrektur-
term ergibt sich aus der Zeitableitung der internen Variablen « ,

k= &(\ S1)) (2.80)
die als Funktion des plastischen Multiplikators A sowie des Spannungszu-
standes S7; angenommen wird.
dk | Ok

K,=-a/\+a—sl-;

GIJ—/\

S1s (2.81)
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Gleichwertig mit der Fliefiregel ist das Prinzip der maximalen Dissi-
pationsleistung W? /Drucker 1959/, /Hill 1950/, /Lubliner 1984/, /Simo
1987/, welches zur Beschreibung elastoplastischer Stoffgesetze anstelle der
FlieBregel postuliert werden kann und im Sonderfall eines isothermen und
adiabatischen Prozesses dem Prinzip der maximalen spezifischen Entropie-
produktion dquivalent ist. Auf die mathematischen Zusammenhinge wird
in Abschnitt 2.7.2 eingegangen.

Zur numerischen Zeitintegration geschwindigkeitsabhiingiger Stoffglei-
chungen muf in der Fliefregel der Gradient an das plastische Potential fiir
das gesamte Zeitinkrement fest vorgegeben werden - siche Abschnitt 5.2,
Gl. 5.27. Mit der Vorgabe dieses Gradienten fiir das gesamte Zeitintervall
kann das zugehorige Inkrement der Dissipationsarbeit berechnet werden,
welches durch Integration der Dissipationsleistung iiber den betrachteten
Zeitabschnitt entsteht. Notwendigerweise mufl die inkrementelle Dissipa-
tionsarbeit nicht maximal sein, denn sie ist von der Wahl des Zeitpunkts
abhéngig, an dem der Gradient aufgestellt wird. Naheliegend fiir die nume-
rische Zeitintegration ist daher, anstelle der Fliefiregel das Maximum von der
inkrementellen Dissipationsarbeit AW? zu fordern. Damit ist gewihrleistet,
dafi die numerisch ermittelte Last-Verschiebungskurve ein Weg maximaler
inkrementeller Dissipationsarbeit zwischen aufeinanderfolgenden Zeitschrit-
ten ist. Selbst wenn die zahlenmiBigen Unterschiede praktischer Berech-
nungen marginal sind, so ist doch der methodisch konzeptionelle Aspekt des
Prinzip von der maximalen inkrementellen Dissipationsarbeit attraktiv.

2.7.2  Das Prinzip vom Maximum der Dissipationsleistung

Das Prinzip vom Maximum der Dissipationsleistung reicht historisch zumin-
dest bis auf R. von Mises /von Mises 1928/ zuriick: ,Die Deformationsge-
schwindigkeiten eines plastischen Korpers unter Einflu eines Spannungs-
zustandes, der an der Fliefigrenze liegt, regeln sich derart, da8 sie bei einer
unendlich kleinen Variation der Spannungen innerhalb der FlieBgrenze keme
zusdtzliche Arbeit leisten.”

WP = SrJ é?] -— maximal (2.82)

mit der Nebenbedingung:
F=f-Y=0

Das erweiterte Lagrangesche Funktional, in welchem der Lagrangesche Mul-
tiplikator A > 0 immer positiv ist,

Lwy = ~WP+AF — stationar (2.83)

38



wird stationir fiir jedes beliebige virtuelle § S;;, wenn die erste Variation -
siehe Kapitel 3.1 - zu null wird.

aI/Wp

§Lwr = 51 5SIJ =0 (2.84)
. OF
T
= é&; = '\65” (2.85)
. of dY Ok
P Al
‘o= 351.] dk 351,} (2‘86)

Die erweiterte Fliefregel ergibt sich aus dem Verschwinden des Gradien-
ten des erweiterten Funktionals, in welchem das Maximalproblem auf eine
Minimierungsaufgabe transformiert worden ist /Luenberger 1984/, /Betten
1986/, /Oden 1976/. Aus GI. 2.86 wird die Normalitit des plastischen Flus-
ses zur aktuellen Verfestigungsfliche deutlich. Sie unterscheidet sich insofern
von Gl. 2.79, als die Spannungsraten S;; noch nicht explizit in der Fliefiregel
vorzufinden sind. Uber die Konsistenzbedingung

of dY
851 "V T dr
und die Ratengleichung fiir die interne Variable Gl. 2.81 kann der plastische
Multiplikator A aus der erweiterten FlieBregel eliminiert werden.

1 <8f dy 9k ) & (258)

F= k=0 (2.87)

0Sr;  dk 8851y

. 1 af dy o« af dY ox )} .
P R .
11 = ¥ dn [(3511 dr 35”) (BSKL dk 0SkrL Skr (2.89)

Das dyadische Produkt in Gl. 2.89

Tk = [( )1 ( kLl

des Gradienten der FlieSbedingung mit sich selbst kann vor der doppelten
Uberschlebung in Gl. 2.88 gebildet werden. Die lineare Abblldung der Span-
nungsraten Sxy, in die plastischen Verzerrungsraten ¢/ ; erfolgt dann iiber
eine in den Indexpaaren JJ und KL symmetrische Transformation Tk,
auch bei Beriicksichtigung der Effekte zweiter Ordnung in der FlieBregel.
Durch die Konsistenzbedingung F ist es prinzipiell moglich, die Span-
nungsraten $;; mit der Rate des plastischen Multiplikators linear zu ver-
kniipfen, so daB die in Gl. 2.89 gefundene Beziehung als Sonderfall in der
von Lehmann angegebenen Fliefiregel enthalten ist. Einzelheiten iiber das
Bildungsgesetz fiir Ty werden in /Lehmann 1982/ nicht behandelt.
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3 Beschreibung finiter Deformationen des allge-
meinen Kontinuums

3.1 Hinweise zur Notation

Die Linearisierung der vollstindigen Zustandsgleichungen in der Konti-
nuums- und Strukturmechanik spielt fiir deren numerische Lésung eine
Schliisselrolle. Im Ingenieurwesen werden die mechanischen Gleichungen
sehr hiufig linearisiert, indem Terme héherer Ordnung im Verlauf der Her-
leitung vernachlissigt werden. Mit der Konsequenz, daB ein formaler Li-
nearisierungsprozef§ vermieden wird, bleiben die analytischen Wurzeln der
linearen Beziehungen zu ihren vollstindigen Theorien im Dunkeln. Ein be-
zeichnendes Beispiel hierfiir sind die verschiedenen Niherungsstufen nicht-
linearer Stab- bzw. Seiltheorien in Form der baustatischen Theorie I1.
Ordnung.

Die Gleichgewichtsaussage eines belasteten Kérpers kann als Funktion
seiner Bewegung ausgedriickt werden. Die funktionelle Abhingigkeit aller
Zustandsvariablen einschliefllich des Spannungstensors vom Deformations-
gradienten und damit von der Konfiguration £ = ¢ (X, ) liefert die Grund-
lage fiir die Linearisierungsaufgabe.

Die Bildung der Fréchet-Ableitung entspricht dem, was iiblicherweise
unter dem Begriff der Linearisierung einer Feldgleichung verstanden wird.
Das Funktional f(z,) heift Fréchet-differenzierbar an der Stelle ‘z, wenn
ein beschridnkter linearer Operator Df existiert - siehe Anhang Al. Fiir
die praktische Rechnung wird die Fréchet-Ableitung aus der Richtungsab-
leitung gebildet, welche die Anderung des Funktionals f(z,) in Richtung der
»Geraden® ‘z, + 7 AAu, mift (zur Schreibweise: AA - siehe Kapitel 5.2).

d 1
Df - AAu, = %f(:v,+nAAu,> (3.1)

nx=0

3.2 ,Schwache Form“ des materiellen Gleichgewichts

Das Charakteristische der Verschiebungsmethode in der finiten Elementtech-
nik besteht darin, die Differentialgleichungen der lokalen Gleichgewichtsaus-
sage in materiellen Koordinaten durch das Prinzip der virtuellen Verschie-
bungen zu ersetzen. Aus Griinden optimaler Genauigkeit des diskretisierten
Rechenmodells und minimalen Rechenaufwands aufgrund einer symmetri-
schen Steifigkeitsmatrix wird mit der ,schwachen Form“ - oder auch der ka-
nonischen Form der Galerkingleichungen - des Funktionals gearbeitet, in wel-
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chem iiblicherweise der materielle Verzerrungstensor nach Green-Lagrange
erscheint.

6VVint + 6Wezt =0 (32)
§Wint = —/ Swing dV = -—/66” S1y dV (3.3)
v
dwiny = spezifische (negative) virtuelle innere Arbeit

Die Variation des Ortsvektors x ist dquivalent zur Variation des Ver-
schiebungsfeldes u. Uber die Gateaux-Ableitung - siche Anhang A1 - geht
der Deformationsgradient des allgemeinen Kontinuums in die Variation des
Verschiebungsgradienten éu, s iiber.

d 9(zi +1nbu;)
dn 0Xy
Demzufolge wird der virtuelle Green-Lagrange Verzerrungstensor, dessen

Komponenten auf die materiellen Koordinaten bezogen sind, geschrieben
als:

(5F,'J = = (5u,',_] (3.4)

n=0

1d[ o i}
S [ — — 6 - .
5 dn [(9X1 (Tm + 7 6upm) ax; (2m + 17 6up) 61,]]":0 (3.5)
Die Richtungsableitung wird mit den partiellen Ableitungen vertauscht und
die Produktregel der Differentiation kommt zur Anwendung,.

berg =

1[0z, 86Uy,  H6uy, Ozm
| bas =3 |o%, ax, t o, aXJ] (3.6)
In Kurzform: !
bers = 5 [Finp bum,g + 8tum,1 Fnj] (3.7)

Die spezifische virtuelle innere Arbeit lautet unter Ausnutzung der Symme-
trie des Spannungstensors:

6Wint = 6tum,g Frn1 S1y (3.8)

Fiir diese Darstellung wurde in /Ramm 1976/, /Bathe 1975/ der Be-
griff totale Lagrange-Formulierung geprigt. Die Verschiebungen sind die
primiren Unbekannten, nach denen bei der Verschiebungsmethode variiert
wird. Die Kompatibilititsgleichungen fiir die Verzerrungen sind als not-
wendige Integrabilititsbedingungen daher immer erfiillt. Im Unterschied
zu Formulierungen mit den Verzerrungen als primire Variable bediirfen die
Kompatibilititsbeziehungen bei der Verschiebungsmethode keiner weiteren
Beachtung.
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3.3 Ldsung der nichtlinearen virtuellen Arbeitsgleichung

Es ist das Ziel, das Verschiebungsfeld u;(z;) aus Gl. 3.2 in Verbindung mit
Gl. 3.8 zu berechnen. Dazu miissen die Spannungen als abhingige Variable
der Verzerrungen mit Hilfe des Werkstoffgesetzes ersetzt werden. Fiir viele
Materialmodelle kénnen die totalen Spannungen nicht direkt eliminiert wer-
den; beispielsweise wenn keine geschlossene Auflésung des Materialgesetzes
nach den Spannungen méglich ist oder wenn ratenabhingige Werkstoffmo-
delle (Hypoelastizitit, FlieBtheorie in der Plastizitit, Viskositat) vorliegen.
Schon linear elastische Randwertprobleme in der materiellen Formulierung
sind in der Regel nicht mehr geschlossen nach den Komponenten des Ver-
schiebungsfeldes u;(z;) auflésbar, da die virtuelle innere Arbeit eine kubi-
sche Funktion der drei Verschiebungskomponenten ist.

Das Newton-Iterationsverfahren kann zur numerischen Lésung der vir-
tuellen Arbeitsgleichung in allen genannten Fillen eingesetzt werden. Im
Zuge der hierfiir notwendigen Linearisierung zeigt sich, da8 es geniigt, die
Ratenabhingigkeit des Werkstoffgesetzes zu kennen. Die rigorose Einbezie-
hung der zeitlich diskretisierten Gleichungen eines ratenabhingigen Stoff-
gesetzes in die Linearisierung der Gleichgewichtsaussagen wird am Beispiel
der FlieBtheorie in Kapitel 6 und 7 demonstriert. Daher kann auch auf
das Prinzip der virtuellen Leistung zur Lésung ratenabhingiger Werkstoff-
gesetze verzichtet werden. Im Schrifttum wird hiufig von Inkrementierung
oder inkrementellem Gleichgewicht gesprochen, womit die linearisierte Form
der virtuellen Arbeitsgleichung gemeint ist. Zum neuen Zeitpunkt "+t wird
das gesuchte Verschiebungsfeld aus dem Prinzip der virtuellen Arbeiten er-
mittelt, indem die Lésung durch eine Sequenz von linearen Iterationsschrit-
ten ¢, ausgehend von den bekannten Feldgrofien zur Zeit "¢, beliebig genau
angesteuert wird.

K AAu="tR,,, — ‘Ripy (3.9)

Hly = fu+ AA'u (3.10)

Falls die Norm des inkrementellen Verschiebungsvektors eine vorgegebene
Toleranzschranke unterschreitet

| AA ||< Uzl wird nHly = iy

gesetzt.

Grundsitzlich kann mit jeder nicht singuliren Iterationsmatrix K eine
numerische Losung versucht werden. Solange die Iterationsmatrix K nicht
nahezu orthogonal zum Losungsvektor AAu wird, ist eine Verbesserung
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der erreichten Niherungslésung méglich. Bei stark nichtlinearen Problemen
wird die Konvergenzgeschwindigkeit und der Anziehungsbereich (zuldssige
Schrittweite) jedoch sehr klein, so daB in der Praxis nur noch Iterations-
matrizen nahe der Tangentenmatrix zum Erfolg fiihren. Von fundamentaler
Bedeutung fiir das Standard-Newton-Verfahren ist die Kenntnis der Tan-
gentenmatrix zur Zeit *t , welche durch formale Linearisierung mit Hilfe der
Richtungsableitung der virtuellen Arbeitsgleichung gefunden wird.

W (27) = 6W (z,)lsy + DEW (2,)]i, - AAu, + R(|| AAw, ) (3.11)

Das Restglied R ist eine sogenannte Ordnungsfunktion, fiir die gilt:

R([AAw])
lAAu

Die ersten beiden Reihenglieder in Gl. 3.11 werden zu LW zusammengefafit
bevor von Gl. A1.3 Gebrauch gemacht wird.

— 0 wenn |JAAu,[|— 0 (3.12)

L6W (2,) = W ('z,) + a‘%aw (zr +n AAw,)

(3.13)

n=0

Bild /3.1/ zeigt die Anderung der virtuellen Arbeit §W in Abhingigkeit
der deformierten Konfiguration x der Struktur mit der Tangente zur Zeit .

‘GW

» X bzw U

Bild 3.1 : Virtuelle Arbeit §W in Abhingigkeit der Konfiguration x

Da im Folgenden nur verschiebungsunabhéingige Belastungen betrachtet
werden, beschrinkt sich die Linearisierung auf die virtuelle innere Arbeit.
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3.4 Konsistente Linearisierung der virtuellen inneren Ar-
beit in Lagrangescher Betrachtungsweise

3.4.1 Linearisierung beziiglich des Verschiebungsfeldes

Die Richtungsableitung der ,schwachen Form* des Gleichgewichtsprinzips
in materieller Darstellung nach Gl. 3.3 kann zum Zeitpunkt ‘¢ geschrieben
werden als:

Léwiny = bery Sppliy +

dexr Oz,
Die Richtungsableitung des materiellen Verzerrungstensors im allgemeinen
Kontinuum fiihrt formal zum selben Ergebnis wie die Variation in GI. 3.7.

o ,
+  lbery S]J Bz, (6€IJ)]it (m, — ’ZIIT) (3.14)

d Oexr,
Degr, - AAu, = EE lexr (zr + 1 AAu,)]nzO = Ba. AAu,
1
= 3 (Far AAunp + AAu, g Fop) (3.15)

Aus Gl. 3.14, GI. 3.15 und Gl. A1.2 resultiert unter Beriicksichtigung der
Symmetrie des zweiten Kirchhoff-Piola-Spannungstensors die nach dem Ver-
schiebungsfeld linearisierte und variierte innere Arbeit:

Lowine = bSupmg Four Sk, +

88
+ umg |Far 52 L Pk + Sy bmn|  ADuny  (3.16)
't

Die partiellen Ableitungen des Spannungstensors nach den Verzerrun-
gen beschreiben die Anderungen der Spannungskomponenten in Abhingig-
keit der Verzerrungen und sind deshalb werkstoffspezifische Kenngréfien. Im
Teil 5 wird gezeigt, da der Algorithmus zur Spannungsberechnung von kon-
stitutiven Gleichungen in Ratenform in unmittelbarem Zusammenhang mit
diesen partiellen Ableltungen steht. Bei Stoffgesetzen in Abhingigkeit der
totalen Dehnungen, wie es bei hyperelastischen Materialen der Fall ist, steht
der augenblickliche Materialsteifigkeitstensor vierter Stufe in der linearisier-
ten Beziehung.

3.4.2 Linearisierung der Spannungen bei Hyperelastizitit

Gegeben sei das elastische Verzerrungspotential ¥ = ¥(¢;;) als Funktion des
materiellen Dehnungstensors €77, aus dessen Gradient die Spannungskom-
ponenten des zweiten Piola-Kirchhoff-Tensors hervorgehen - siehe Kapitel
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2.4, Gl. 2.36. Der Spannungstensor Sy soll beziiglich der Konfiguration x
zur Zeit 't linearisiert werden.

LSy = "51‘] + %I- M AAu, (3.17)
Oexr, Oz,
Bei hyperelastischem Stoffgesetz lauten die Spannungen nach Ausfiihrung
der Richtungsableitung beziiglich den Komponenten des Verschiebungsfel-
des:
0%y

LSy ="S1+ m

AAu, g, (3.18)
t
Die Hessematrix des elastischen Potentials ist fiir zweimal stetig differen-
zierbare Funktionen symmetrisch und wird mit

FnK

%y

Bers DenL (3.19)

‘CrkL =

it

abgekiirzt. Die linearisierte virtuelle innere Arbeit ergibt sich dann zu:

Lbwint = §um g { Fur S1ilis + [Fnt Craxr Fak + SiL mnliy AAu, 1}
(3.20)
Zwei der vier Indizes des auf die materiellen Koordinaten bezogenen Werk-
stofftensors ‘Cryir in Gl. 3.20 werden im linearen Anteil der virtuellen
inneren Arbeit zur Zeit ‘t auf die neue Konfiguration ‘x und somit auf die
rdumlichen Koordinaten transformiert.

PO + . i .
' Cmanl = Fru1 'Crykr *Frix (3.21)

Sowohl der virtuelle 6t s als auch der inkrementelle Verschiebungsgra-
dient AAwuy 1 werden in Gl. 3.20 durch partielle Ableitung nach ihren ma-
teriellen Koordinaten X; = z;|,_ gebildet. Deshalb ist in beiden Gradien-
ten bei der sogenannten totalen Lagrange-Formulierung die zweite Kompo-
nente als eine auf die Ausgangskonfiguration bezogene Gréfie zu behandeln.
Sie sind mit den noch ebenfalls im materiellen Koordinatensystem gemesse-
nen Komponenten des teilweise transformierten Materialsteifigkeitstensors

i Ctnr, multiplikativ verkniipft.
Bemerkenswert ist, da sich die aktuelle Tangentensteifigkeit von der
Anfangssteifigkeit lediglich durch die Modifikation des konstitutiven Tensors

C,uJnr abhebt.

‘Cniant = Frny *Craxr ‘Fuk + *SsL bmn (3.22)
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Die praktische Bedeutung dieser Beziehung liegt darin, da8 in jedem geome-
trisch linearen Computerprogramm die aktuelle Tangentensteifigkeit erzeugt
werden kann, indem Cyjxy, durch C,, .1, ersetzt wird.

Hinweis zur Aufteilung des Deformationsgradienten:
Fiir die Linearisierung der materiellen Formulierung Gl. 3.20 kann der Ver-
schiebungsgradient anstelle des Deformationsgradienten verwendet werden.

Foy=6bs+uig (3.23)

Im linearen Teil der inneren Arbeit ist dann die Trennung in die elastische
Steifigkeitsmatrix einer geometrisch linearen Theorie und in die Anfangs-
verschiebungsmatrix méglich. Hinsichtlich Programmverarbeitung ist diese
Aufteilung allerdings unwirtschaftlich,

LéWint = Sum,g [Fnr S15 4+ (8m1 CLukL bnk (3.24)
+  um1 Crykr bnk
+ b1 ClUKL Unk
+ Umi CLukL Unk + Sy1 bmn) AAu, 1]

3.5 Mitgehende Lagrange-Formulierung
3.5.1 Zur Wahl des Bezugszustandes fiir die Linearisierung

Der Begriff ,,mitgehende Lagrange-Formulierung® wurde in /Ramm 1976/
und /Bathe 1975/ fiir die auf einen aktualisierten Referenzzustand bezogene
Inkrementierung eingefiihrt. Im Kontext mit der materiellen Formulierung
des vorigen Kapitels unterscheidet sich die mitgehende Lagrange-Formulie-
rung von der totalen Fassung nur in den partiellen Ableitungen des virtuellen
und inkrementellen Verschiebungsgradienten beziiglich verschiedener Refe-
renzgeometrien. Aufgrund der Werkstoffannahmen ist sie selbstverstindlich
eine materielle Beschreibung.

Der virtuelle und der inkrementelle Verschiebungsgradient werden im
Gegensatz zu Gl. 3.7 und Gl. 3.15 zuerst als rdumliche Tensoren beziiglich
der aktualisierten Referenzgeometrie gebildet und dann mit Hilfe des Defor-
mationsgradienten in die Koordinaten der Ausgangskonfiguration transfor-
miert. Die Zulissigkeit dieser Operationen wird durch die Kettenregel der
Differentiationsrechnung bestitigt.

J 7}
6tum,g = %; (5“m) '5‘)% = Oump Fpy (3.25)
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Desgleichen:
DAun L = ADun g Fyr (3.26)

Die spezifische virtuelle innere Arbeit in materieller Fassung nach Gl. 3.8
kann auf die raumliche Darstellung umgeschrieben werden:

SWing = tmp Fpg Frur S1g (3.27)

Der Zusammenhang zwischen dem zweiten Piola-Kirchhoff-Spannungstensor
S77 und dem Kirchhoffschen Spannungsmaf ry; ist durch vorangehende Glei-
chung unmittelbar gegeben.

Tmp = Far FpJ 51y (328)

Durch Integration iiber das Gebiet der Ausgangskonfiguration wird die ge-
samte virtuelle innere Arbeit aufsummiert.

Wing = - /‘; bwing AV = — /;/ 6um,p Tmp av (329)

In die Linearisierung der virtuellen inneren Arbeit nach Gl. 3.20 werden fiir
den virtuellen und inkrementellen Verschiebungsgradienten die Ergebnisse
unter Gl. 3.25 bzw. GI. 3.26 eingebracht.

wine = 6um,p FpJ Far SIJ'it + (330)
oS
+ 6um,p FpJ For 86;‘[’, Fx FqL + FpJ Sir bmn FqL ] AAunyq
't

mit I,J,K,L=1,2,3 und m,n,p,q¢=1,23

3.5.2 Transformation in rdumliche Tensoren und Einordnung der
mitgehenden Formulierung

Zu beachten ist, da die innere Arbeit in der materiellen Darstellung unter
Verwendung der Tensoren Sy, €k linearisiert worden ist, zwischen denen
die Werkstoffannahme besteht. Der erste Summand der rechten Seite von
Gl. 3.30 reprisentiert die virtuelle innere Arbeit zur Zeit ‘¢. Der konsti-
tutive Tensor fiir elastisches Material wird mit dem Transformationsgesetz
fiir Tensoren vierter Stufe im linearisierten Arbeitsanteil auf die aktuelle
Konfiguration iibertragen. Da gleichzeitig iiber das Volumen der Struk-
tur in der Momentankonfiguration anstelle der Anfangsgeometrie integriert
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werden soll, wird das Volumendifferential dV der Ausgangslage in das der
augenblicklichen Geometrie dv umgerechnet,

dv = detF dV (3.31)

. 1

Empng = T F Fnr By Fok Fyr, Cryki (3.32)
Sinngemif werden die Anfangsspannungen S;; in Gl. 3.32 in Form des
zweiten Piola-Kirchhoff-Spannungstensors in die Komponenten des Cauchy-
Mafles umgeformt.

1
Opg 1= mppj Fo Sty (3.33)

Wint = — / 6um,p Omp dv (334)
v

Die spezifische virtuelle innere Arbeit in der mitgehenden Lagrange-Be-
schreibung erhilt dann die Form:

LOWing = Stump Tomli; + 6Ump [ Empng + Tog Omn Jiy AAUny  (3.35)
Anmerkungen:

¢ Da der vierstufige Tensor émpng aus Gl. 3.32 zu errechnen ist, indern
sich seine Komponenten mit den Deformationen. Sie stellen deshalb
keine von den kinematischen Einfliissen isolierte Werkstoffkenngréfen
dar.

o Die Iterationsgleichung Gl. 3.35 basiert auf der materiellen Formulje-
rung, obwohl nach der Transformation ausschlieflich riumliche Ten-
soren darin auftreten.

o Eine Ersparnis an Rechenoperationen bei der mitgehenden Formulie-
rung ist nicht zu erkennen, falls die vierstufige Transformation des
konstitutiven Tensors mitgenommen wird.

e Bei Strukturanalysen mit groSien Rotationen aber kleinen Verzerrun-
gen kann der Deformationsgradient F;; niherungsweise durch den zu-
gehorigen Rotationstensor ersetzt werden. Aufgrund der Forminva-
riang isotroper Tensoren darf unter diesem Umstinden auf die vier-
stufige Transformation des Werkstofftensors aus Griinden der Rechen-
zeiteinsparung verzichtet werden.
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3.6 Implementierung der Lagrange-Darstellungin Rechen-
programme

3.6.1 Matrizenschreibweise

Der Ubersichtlichkeit halber wird die Iterationsgleichung Gl. 3.20 der totalen
Lagrange-Formulierung mit der im ingenieurwissenschaftlichen Schrifttum
gingigen Matrizenschreibweise dargestellt. Sie eignet sich vorallem fiir die
unmittelbare Implementierung in finite Element-Programme, wo die vierfa-
che Indizierung des Materialsteifigkeitstensors rechenintensive Schleifenope-
rationen nach sich ziehen wiirde. In gewohnter Weise wird der kinematische
Operator zur Darstellung der Verschiebungsableitungen Vu oder zur Bil-

dung des Gradienten fiir den aktuellen Ortsvektor Vx durch B symbolisiert.
6 (Vu) = B éu (3.36)

Als Kurzschreibweise fiir die Elemente in der Matrix des Operators B wird
die Vereinbarung getroffen: 9( )= 5—%( )

fioz1) = [Figl = | 21 |,

T2
3,3
1,2

r1,3
3,1

Z1,1 o1

0z

03

02

0

03

o

(3.37)

T2,3 - O3
3,2

| | i)

Damit ist die Matrizenform des Vektors der inneren Krifte ‘R;,; und
der Tangentensteifigkeitsmatrix ‘K fiir das linearisierte Gleichungssystem
Gl. 3.9 der virtuellen Verschiebungsarbeit vollstindig definiert.

Rip = / BT FT sdV (3.38)
1%
K|, = / BT (FTCF + S) BdV (3.39)
1% M
==C[919]
Keru K; (3.40)
Anfangsverschiebungen || Anfangsspannungen
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Die Matrix S in der geometrischen Steifigkeit ist identisch mit der Dar-
stellung in /Ramm 1976/. Das Matrizenprodukt F* CF kann durch ver-
schiedene mégliche Besetzungen der Matrix F mit den Komponenten Fi; des
Deformationsgradienten hergestellt werden, besonders wenn die Symmetrie
der Indizes im vierstufigen konstitutiven Tensor ausgenutzt wird.

Crikr = Ciikr = Curk = CkrLiy (3.41)

Eine denkbare Besetzungsanordnung der Komponenten in der Matrix F ist
sinngemiB gleichlautend derjenigen von S. Es wird an dieser Stelle jedoch
darauf Wert gelegt, da§ gelten soll:

1 .
€lo=1) = 5 (F floz1) — 1) (3.42)

Im Spaltenvektor €[g;y) sind die Komponenten des Verzerrungstensors in
derselben Reihenfolge eingelagert wie in den Vektoren fig;) gemas Gl. 3.37
oder .s gemiB Gl. 3.44. Die Komponenten des Vektors i gehen aus dem
Kronecker-Symbol hervor und miissen in Ubereinstimmung mit obiger Rei-
henfolge lauten:

i=[111000000] (3.43)

Desweiteren sollen alle F;; - Komponenten nur auf der Hauptdiagonalen in
der Matrix F auftreten, so dafl die geometrisch lineare Rechnung als Sonder-
fall in der Matrizenschreibweise der Lagrange-Fassung enthalten ist, indem
die Matrix F in die Einheitsmatrix I {ibergeht. Die Darstellbarkeit der
Verzerrungen € durch die obige Matrizengleichung wird im Zusammenhang
mit sogenannten ,degenerierten Stoffgesetzen“ wichtig, um die statische Hy-
pothese (Degenerationsbedingungen: Ss3 = S33 = 0 ) fiir diinnwandige
Flichentragwerke in die Formulierung einbringen zu konnen.

T
s = [ S11 Sa2 Sz Siz Sa Sz Sa Sz Sa ] (3.44)
Su - S - Sm ‘
Sa2 - - S - S
Saz - . - S13 - S
S22 . 532 . . .
S = Sll M - 531 M (3-45)
Sss - . .
S11 Sa
sym S3z -
S22
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Unter den obengenannten Voraussetzungen lautet die Matrix F dann:

F3

B3

F3

F33

(3.46)

Fiir die Matrizendarstellung der Komponenten des konstitutiven Tensors
CrixkrL — [C4B] gilt als Zuordnung zwischen den Indices IJ und A :

1J|11]22]33]12]21]13]31]23

All1]2]3]4]4]5]5]6

32
6

ebenso fiir

Konstitutiver Tensor in Matrizenform der Gréfe [929]:

[Cal= Cigzg; =

Cn
Cn
C3
Cq
Ca
Cs
Cs1
Ce1
Ce1

Cia
Ca
Cay
Ca2
Cyz
Csz
Csy
Ce
Ce

Ci3
Cas
Csa3
Ca3
Cy3
Cs3
Cs3
Cées
Cées

Cua
Ca
Cay
Cu
Ca
Cs4
Csq
Ches4
Ce4

Cl4
Caq
Cay
Caq
Cu
Cs4
Csq
Ces
Ces

Cis
Cas
Cis
Cas
Ciys
Css
Css
Ces
Ces

Cis
Cas
Css
Css
Cys
Css
Css
Ces
Cées

Cis
Cas
Css
Cag
Cye
Cse
Cse
Cee
Cées

Cis
Ca
C3s
Cas
Cas
Cse
Cse
Ces
Ces

KL — B

(3.47)

Mit den Lamé-Konstanten A und g gilt bei linearer, isotroper Elastizitit:

A+ 2

A

sym

A+ 2u

A
A

A+ 2u
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3.6.2 Zur Effizienz der numerischen Operationenfolge

Unabhéngig von der Interpolationsordnung des Verschiebungsfeldes wird
das Produkt FT C F zuerst ausgefiihrt, wozu im dreidimensionalen Fall
2.3 .9? = 486 Multiplikationen anfallen. Fiir die Bildung des Produkts
BT CB zur Aufstellung einer Hilfte der Steifigkeitsmatrix inklusive der
vollen Blécke auf der Hauptdiagonalen kann nachfolgende Rechnung zur
Ermittlung der Anzahl aller notwendigen Multiplikationen aufgemacht wer-
den, wobei die schwache Besetzung der Operatormatrix B fiir das n-knotige
Kontinuumselement ausgenutzt wird.

Fir C.B : 3-3:9):n 81n
Fir BT (CB) : (3:3:3)-}(n2+n) = Z¥n+ Ln?

Fiir die verinderte Multiplikationenfolge in der iiblichen Form sind minde-
stens 27 - (n? + 4n) Produkte zu bilden sind, die sich wie folgt aufschliisseln:

BT .FT : 3-3+6)-n = 27n
(BTFT)-C: 6:3:3-n = 54n
(BTFTC)-(FB): 6:3-3-3(n?+n) = 27Tn+27n?

Mit zunehmender Knotenzahl n eines Elements strebt diese Operationense-
quenz gegen den doppelten Rechenaufwand.
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3.7 Konsistente Linearisierung der virtuellen inneren Ar-
beit in Eulerscher Betrachtungsweise

3.7.1 Gleichgewichtsaussage und Werkstoffgesetz

Das Werkstoffgesetz soll zwischen den riumlichen Tensoren in Form der
Cauchy-Spannungen o;; und der Euler-Almansi-Verzerrungen e;; definiert
sein. Unter der Vorraussetzung, daB eine freie Energiefunktion 1) existiert,
kommt deren Gradient zusammen mit der momentanen Dichte p des Konti-
nuums den Komponenten des Cauchy-Spannungstensors im hyperelastischen
Material gleich.

90
o5 = pge—léj (3.49)

ij
In der virtuellen inneren Arbeit der Eulerschen Fassung ist der virtuelle
riumliche Verschiebungsgradient éu; ; = 6%—; das zu den Cauchy-Spannun-

gen o;; (genauer ausgedriickt: zu den kontravarianten Komponenten /)
energetisch konjungierte virtuelle Verzerrungsmaf - siehe Gl. 2.23.

Wiy = /6u,~']- oi; dv (3.50)

Neben dem Cauchy-Spannungstensor o;; sind sowohl der virtuelle rdum-
liche Verschiebungsgradient éu; ; als auch das Differential des Volumens dv
von der aktuellen Geometrie und damit von den riumlichen Koordinaten z;
abhingig. Deshalb sind sowohl der virtuelle r4umliche Verschiebungsgra-
dient als auch das Differential des Volumens dv = detF dV auf die materiel-
len Koordinaten Xy und somit auf die Ausgangsgeometrie zu beziehen.

68u,- aXs

Wit = |, 2%s Da;

o;j detF dV (3.51)

3.7.2 Linearisierung der inneren Arbeit rdumlicher Tensoren

Zur iterativen Losung der ,schwachen Form® der Gleichgewichtsbeziehung in
den rdumlichen Koordinaten wird fiir das Newton-Verfahren die tangentiale
Steifigkeitsmatrix gesucht. Dazu ist die Richtungsableitung des Integranden
in Gl. 3.51 zu bilden, dessen linearer Zuwachs zu berechnen ist. Auf die zeit-
liche Unversnderlichkeit des variierten materiellen Verschiebungsgradienten
wird hingewiesen.

D (F3} 0idetF) AAu, = (Doy; F3} detF + oy DF3} detF
0;j 3} DdetF) AAu, (3.52)

+
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e Richtungsableitung des inversen Deformationsgradienten F. gjl:
”Dngl AAu, = 7171_1*1}J Fs_jl(a;T + 7 AAu,)
lim ———~——————6XS
10 B(; + 1 Abw)
= —F3lAbug; (3.53)
e Richtungsableitung der Jakobideterminanten det F':
DdetF AAu, = lir% det F(z, + 1 AAu,)
n—‘#
= detF-AAuy (3.54)
Mit diesen beiden Teilergebnissen erhilt man fiir Gl. 3.51:

EWini = 6Wint|it +/(6u,-,j Do;; AAu, —0u; 05 AAuy; +6u;  0i5 AAU]YI) dv
v
(3.55)
SWint = 6Wintls, + / Sus; [Doy; AAur — (04 8¢ ~ 04 6x1) AAug)] dv

(3.56)
Diese allgemeinste Fassung der linearisierten Gleichgewichtsaussage in der
raumlichen Darstellung ist weder auf eine gegebene Art des Materialgeset-
zes (in totalen GroBen oder in ratenabhingiger Form) noch auf eine be-
stimmte objektive Ableitung des Cauchy-Spannungstensors beschrinkt. Bei
der Richtungsableitung des riumlichen Spannungstensors in kontravarian-
ter Darstellung ¢% ist zu beachten, daB dessen Bezugszustand zeitlichen
Anderungen unterliegt. Die Zeitableitung (der Operator zur Bildung des
zeitlichen Differentials ist formal derselbe wie fiir die Richtungsableitung)
des Werkstoffgesetzes unter Gl. 3.49 in der Form

_df 8\ _ 8%
doij = dt (88,‘]' w’?eu) T Oeij - Oer dew (3.57)

ist nicht vollstindig, denn den zeitlichen Anderungen der Basen des Cauchy-
Spannungstensors ist noch nicht Rechnung getragen worden. Wiirde dieses
auf Ratenform iibergeleitete Werkstoffgesetz nach Gl. 3.57 in die lineari-
sierte Gleichgewichtsaussage Gl. 3.56 anstelle der Richtungsableitung des
Cauchy-Spannungstensors Do;; eingesetzt, dann hitte das zum einen eine
unsymmetrische Iterationsmatrix zur Folge, zum anderen wiirde die Itera-
tionsmatrix nicht mit der tangentialen Steifigkeit iibereinstimmen (inkonsi-
stente Linearisierung).
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3.7.3 Linearisierung des Cauchy-Spannungstensors

Die Linearisierung des Cauchy-Spannungstensors nach den Verschiebungen
iiber die Verzerrungen wirft sofort die Frage nach dem Werkstoffgesetz auf,
dessen Zeitableitung eine objektive Spannungsrate mit den Verzerrungsraten
verkniipft. Um die Linearisierungsaufgabe vom Problem der Objektivitat
hypoelastischer Stoffgesetze fernzuhalten, wird an der eingangs angenom-
menen Hyperelastizitit festgehalten.

Zum Zweck der Linearisierung des Cauchy-Spannungstensors wird vom
Konzept der sogenannten Lie-Ableitung Gebrauch gemacht /Guo 1963/,
/Marsden 1983/, mit welchem die zeitlichen Anderungen eines Tensors
beziiglich den Anderungen eines riumlichen Vektorfeldes bestimmt wer-
den. Vereinfacht gesprochen: Ein rdumlicher Tensor wird auf einen zeitlich
unverénderlichen Bezugszustand transformiert (,,pull-back -Operation); in
diesem Zustand zusammen mit der Transformation abgeleitet und danach
in den aktuellen Bezugszustand zuriicktransformiert. Die daraus gewonnene
Zeitableitung ist immer objektiv. Es ist bekannt, daB die Lie-Ableitung
des riumlichen Spannungstensors in kontravarianten Koordinaten durch
die Transformation mit dem riumlichen Deformationsgradienten FI‘J«1 auf
die Oldroyd-Rate und durch die Piola-Transformation, bei welcher die Ja-
kobideterminante detF’ zur Beriicksichtigung der Dichteidnderung in die
Transformation miteingeht, auf die Truesdell-Rate fiithrt. Die Jaumann-
Spannungsrate ergibt sich aus der Kombination der Lie-Ableitungen der
beiden gemischten einfach ko- und einfach kontravarianten Darstellungen
des Cauchy-Spannungstensors.

Einige Erliuterungen zur Notation:

e Gesucht ist die Anderung des Spannungstensors relativ zur Anderung
der Geometrie v; = #; , d.h. zum Geschwindigkeitsfeld der Struk-
turbewegung. Dies soll durch den Fuzeiger v im Symbol L, fiir die
Lie-Ableitung angedeutet werden:

L, (o¥)

® Die Transformation der rdumlichen Koordinaten des Tensors auf die

zeitlich invarianten materiellen Koordinaten wird mit ¢!* bezeichnet
(»pull-back“).

e In diesem Sinne steht das Zeichen s fiir die Riicktransformation der
- materiellen auf die rfumlichen Koordinaten (»push-forward“).
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e Nur fiir die Lie-Ableitung der tensoriellen Gré8en brauchen die ko-
und kontravarianten Komponenten der verwendeten Tensoren unter-
schieden werden, da innerhalb des gesamten dritten Kapitels affine,
kartesische Koordinaten (kanonische Koordinaten) vorausgesetzt sind.

In der virtuellen inneren Arbeit tauchen die kontravarianten Kompo-
nenten des Cauchy-Spannungstensors auf, deren Lie-Ableitung in /Marsden
1983/ zu finden ist.

L,(a")

P [gt- i (a‘j)] (3.58)
ou [ (DS )] @s)

Unter Beachtung der gewihlten affinen Koordinaten kénnen die kovarianten
Ableitungen durch die partiellen ersetzt werden und es ergibt sich:

L, (0} =6" —i;m 0™ — &, o™ 3.60
1 J’

Der Spannungsfluf L, (0%/) ist unter der Bezeichnung Oldroyd-Rate
/Oldroyd 1950/ bekannt. Er wird iiber das Werkstoffgesetz mit den zeitli-
chen Anderungen des Euler-Almansi- Verzerrungstensors in Zusammenhang
gebracht. Im Zuge der Linearisierung des Euler-Almansi-Verzerrungsten-
sors wird auf Gl. 3.53 zuriickgegriffen. Zu ergénzen bleibt auch hier, daf§ die
Anderung des riumlichen Euler-Almansi-Verzerrungstensors beziiglich der
momentanen Anderung des Geometriefeldes z; von Relevanz ist.

L, (o) = L, <p %) (3.61)

Mit Hilfe der Formeln fiir die relative Dichte £ = (det F )"! und den in
/Marsden 1983/ angegebenen Rechenregeln folgt:

o (Lo ). 0% 0%
L. (U ) =L, (det F) e;; +p(’)e,~j - Degy Ly (en) (3.62)

Die Lie-Ableitung der kovarianten Koordinaten des Euler-Almansi-Verzer-
rungstensors wird analog zum kovarianten Metriktensor /Marsden 1983/ der
deformierten Konfiguration behandelt.

Lu (ekl) = Pix (gi (pt* (ekl)) (3.63)
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d
Ly(en) = (dt (Fkl Fly 61:1))
d 1
Ly(ew) = (dt 3 (Fkl Fky - 51J)>
Ly(ew) = 3 (ik,z + &1k) (3.64)

Desweiteren gilt mit Hilfe von Gl. 3.54 fiir die Ableitung der inversen Jako-

bideterminanten:
det F

(detF)?
Die Linearisierung des Cauchy-Spannungstensors ist mit den Ergebnissen
von Gl. 3.60, Gl. 3.62, Gl. 3.64 und Gl. 3.65 vollstandig. Die ZuBerlich
formale Identitit der Operatoren fiir die Zeit- und Richtungsableitung ist
bereits frither festgestellt worden, so daB die Geschwindigkeiten mit den
Verschiebungsinkrementen vertauscht werden diirfen: # — AAu;

L, (det F)™? &) (3.65)

Doy AU, — AAU; 0™ ~ AAujy 0™ =

po_ 0% %y 1
 det F 8e,J Aduy +p deij Oex 3 (AAugg + AAuig) (3.66)

Definition des augenblicklichen riumlichen Materialsteifigkeitstensors:

9%
Cijkl 1=
ik =P e, Oex

(3.67)
Bemerkungen:

1. Der Tensor c¢;jx ist im Unterschied zum Werkstofftensor é;; nach
Gl. 3.32 der mitgehenden Lagrange-Formulierung nicht durch Trans-
formation des materiellen konstitutiven Tensors Cj;x auf die aktuelle
Konfiguration entstanden. Er enthilt deshalb auch keine ,Geometrie-
einfliisse“.

2. Wegen der Symmetrie des zweiten Indexpaares ¢;jx = ¢;jie darf ver-
einfacht werden:

Cijkl = (AAukl + AAuz k) = Cijki AAu“ (3.68)

In kartesischen Koordinaten 1at sich fiir G1. 3.66 schreiben,

Doi; AAu, = (cijut — 036k + 015 bik + 031 655) AAuyy (3.69)
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welche danach in die linearisierte virtuelle Arbeitsgleichung Gl. 3.56 einge-
setzt wird:

EWint = /5u;_j oi; dv

‘ +/5u;,j (Cijkl + oy 6,‘k) AAuk,I dv _ (3.70)
't v it

3.7.4 Erlduterungen zum Stoffgesetz und zur Symmetrie der An-
fangsspannungsmatrix

Das einfache Endergebnis in Gl. 3.70 stimmt formal mit jenem der mitge-
henden Lagrange-Formulierung iiberein, beruht allerdings auf einem unter-
schiedlichen Werkstoffgesetz. Der konstitutive Tensor cijki ist identisch mit
der Hessematrix eines Potentials (freie Energie), das eine Funktion des rium-
lichen Verzerrungsmafes ist. Insbesondere ist er nicht das Produkt eines in
materiellen Groflen definierten Werkstoffgesetzes nach Transformation in die
momentane Lage der Struktur. Festzuhalten bleibt, da8 die Linearisierung
des Spannungstensors nicht von der willkiirlichen Wahl einer Spannungs-
rate abhingt. Vielmehr ergibt sich die Spannungsrate aus der objektiven
Ableitung des Tensors von selbst. Da die kontravarianten Komponenten im
virtuellen Arbeitsprinzip auftreten, fiihrt die Linearisierung zwangsliufig auf
die sogenannte Oldroyd-Rate. Die Annahme eines hyperelastischen Werk-
stoffgesetzes in Form der freien Energie ) als Funktion der totalen rium-
lichen Verzerrungen ist dquivalent zur Doyle-Erikson-Formel /Doyle 1956/.

o' =2p =L (3.71)

1 = freie Energie in rdumlicher Darstellung
gi; = kovarianter Metriktensor der aktuellen Konfiguration

Deren Richtungsableitung fiihrt auf das Problem einer objektiven Verzer-
rungsrate des kovarianten Metriktensors.
oY 0%y

L, (Uij) =Ly(p) 57—+ &y

6gij Ly (grt) (3.72)

Das zur Geschwindigkeit der Bewegung des Ortsvektors z; gehérende objek-
tive Verzerrungsmaf resultiert aus der Lie-Ableitung des kovarianten Me-
triktensors, siehe /Marsden 1983/.

L, (gab) = ibla + i'alb (3'73)
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Im affinen Koordinatensystem gehen die kovarianten Ableitungen |, in die
partiellen iiber.

Unter der Vorraussetzung eines hyperelastischen Stoffgesetzes hat die Li-
nearisierung notwendigerweise eine symmetrische Struktursteifigkeitsmatrix
ergeben. Die Belegung der geometrischen Steifigkeitsmatrix mit dem Pro-
dukt o7;6; in Gl. 3.70 hat dieselbe Struktur wie in Gl. 3.45. Die Symmetrie
der Matrix resultiert aus der Annahme eines Potentials als Grundlage fiir das
Werkstoffgesetz. Sie ist das Ergebnis der Vertauschbarkeit der zweifachen
Richtungsableitungen des Potentials infolge Linearisierung des zugehéorigen
Cauchy-Spannungstensors und Variation der gesamten Verzerrungsenergie.

Wird ein hypoelastisches Stoffgesetz zwischen irgendeiner Spannungsrate
(z.B. Jaumann-Rate) und den Deformationsgeschwindigkeiten definiert, so
fithrt der konsistente Linearisierungsprozef in der geometrischen Steifigkeit
im allgemeinen zu Asymmetrie. Weder der Term oy §;x aus der Rich-
tungsableitung des virtuellen rdumlichen Verschiebungsgradienten noch das
Produkt o;;0k; infolge der Differentiation der Jakobideterminanten detF er-
zeugen eine symmetrische Belegung der geometrischen Steifigkeitsmatrix.
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4 Diinnwandige Strukturen

4.1 Motivation

Grundsitzlich kénnen diinnwandige Strukturen mit dreidimensionalen Kon-
tinuumselementen modelliert werden, jedoch sind derartigen numerischen
Analysen wirtschaftlich vertretbare Grenzen gesetzt. Fiir ein zuverlissiges
Ingenieurmodell resultiert aus dem erforderlichen Feinheitsgrad der Ele-
mentdiskretisierung eine unnétig grofe Anzahl unbekannter Knotenverschie-
bungen. Desweiteren ist die Konditionszahl c,,q4. der Steifigkeitsmatrix des
3D-Kontinuummodells ausgesprochen groB. Sie ist das Verhiltnis des klein-
sten zum groften Eigenwert der Struktursteifigkeitsmatrix. Der kleinste
Eigenwert Ap;, ist durch das physikalische Verhalten der Struktur gege-
ben. Er kann nach oben durch die Biegesteifigkeit eines charakteristischen
Elements abgeschitzt werden. Der gréfite Eigenwert Ao, ist jedoch pro-
portional zur Dehnsteifigkeit der Struktur in Dickenrichtung und damit vom
Feinheitsgrad der Diskretisierung weitgehend unabhingig.

Bild 4.1 : Charakteristische Abmessungen eines diinnwandigen dreidimensionalen
Strukturelements

I = charakteristische Linge eines Elements
h = Wanddicke
A. = Flicheninhalt der Referenzfliche

J = Flichentrigheitsmoment des Schalenquerschnitts
Y a EA ! 4
Cond, = ':\'7"‘1‘_ < _gl‘_]c & <'Ec) (41)
min W

Die Konditionszahl ist gema$ Gl. 4.1 proportional zur vierten Potenz
des Schlankheitsgrades % der Struktur und wichst deshalb mit abnehmen-
der Wandstirke h sehr schnell an. Um die Stellenzahl zur bindren Darstel-
lung der Daten im Rechner (die sogenannte ,,Wortlinge“) klein zu halten,
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ist es daher geboten, simtliche Steifigkeiten, welche mit Deformationen der
Struktur in Dickenrichtung in Verbindung stehen, auszuschalten. Die rela-
tiven Dickeninderungen der Struktur werden nicht als eigenstindige Unbe-
kannte in der numerischen Analyse mitgefiihrt. Eine weitere Einschrinkung
der Schalendiskretisierung mit Kontinuumselementen tritt bei dynamischen
Analysen zu Tage. Nach dem Courant-Friedrichs-Kriterium /Courant 1928/
mufB der Informationsfluf im numerischen Modell von Knoten zu Knoten
mindestens so grof§ wie die Wellenausbreitungsgeschwindigkeit ¢ in der phy-
sikalischen Struktur sein. Die zuliissige Schrittweite des Zeitintegrationsver-
fahrens At,,; ist proportional zum kleinsten Knotenabstand AX , der im
Kontinuumsmodell durch die Schalendicke nach oben festliegt.

AX
At < T‘

4.2 Schalenannahmen
4.2.1 Schalenkinematik

Wesentlichstes Merkmal bei der Beschreibung der Konfiguration einer Schale
ist die Abbildung der ,inneren“ Geometrie des diinnwandigen Kontinuums
durch Reduktion auf ein zweidimensionales mathematisches Modell. Die
materiellen und riumlichen Schalenkoordinaten sollen parallel zur Referenz-
fliche des diinnwandigen Kontinuums verlaufen und in der urspriinglichen
Lage mit @1, ®2 sowie in der aktuellen Geometrie mit 6!,6% ausgemessen
werden. Die dritte Koordinate ©3 verliuft in Richtung des Direktors N
der Ausgangslage, wihrend 62 in Richtung des Direktors fi der momentanen
Konfiguration weist. (Mit der Schreibweise (") soll ein normierter Vektor
gekennzeichnet werden.)

Die gesamte rdumliche Verschiebung eines Materiepartikels des Kontinu-
ums wird in die absolute Bewegung der Referenzfliche und in eine Bewegung
relativ zur Referenzfiiche zerlegt. Im affinen, euklidischen Basensystem wer-
den die Komponenten des Ortsvektors eines Punktes der Ausgangslage mit
ZT und jene der aktuellen Konfiguration mit 2 bezeichnet. Dann setzt
sich die Position z eines beliebigen Punktes der aktuellen Konfiguration der
Schale zusammen aus dem Ortsvektor der Schalenbezugsfliche Z und dem
relativen Abstand #% des betrachteten Punktes zur Referenzfliche gemessen
in Richtung des Schalendirektors fi (kinematische Hypothese).

z=%+6°-h (4.2)

61



Der Positionsvektor Z des unverformten Zustands lautet:

Z(0',0%,0%) = 2(0',0%) + 0. N (0',0%) (4.3)

Relativverschiebung
zur Referenzflache

Bild 4.2 : Kinematische Hypothese der Schale

4.2.2 Vergleich des degenerierten Konzepts mit der klassischen
Schalenformulierung

Schalenformulierungen lassen sich entweder aus der Annahme einer Cosse-
rat-Referenzfliche (direktes Vorgehen) oder aus den dreidimensionalen Feld-
gleichungen des Kontinuums herleiten. Innerhalb der zweiten Gruppe, in
welche sich alle konstitutiven Gesetze des allgemeinen Kontinuums unmit-
telbar iibertragen lassen, hebt sich das degenerierte Schalenkonzept /Irons
1969/ vom klassischen Vorgehen ab. Die nahe Verwandtschaft der Degene-
rationsidee zur klassischen Herleitung der Schalengleichungen aus den Feld-
beziehungen des allgemeinen Kontinuums ist lange Zeit nicht betont worden.

A) Schalenformulierung mit Annahme einer Flichentheorie

Die klassische Herleitung der Schalengleichungen ist durch die Spezifizie-
rung des Verschiebungsfeldes u im Tangenten-Normalen-System der Refe-
renzfliche gekennzeichnet. Die Verschiebungskomponenten zeigen in Rich-
tung der Flichenvektoren Gy, G, und entlang der Normalen N, so daf in
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Tangential-und Querverschiebung der Schalenreferenzfliche unterschieden
werden kann/Naghdi 1972, 5.449/.

u:ul-G1+u2~G2+u3~N:z—-Z

Bei Giiltigkeit der ,Diinne-Hypothese* /Basar 1985/ darf von der Unver-
anderlichkeit der Schalenbasis in der Referenzfliche {iber die Schalendicke
ausgegangen werden.

22

Bildﬁ 4.3 : Verschiebungsfeld u der Schale im Tangenten-Normalen-System Gy,
Gy, N

Wie zuvor schon ausgefiihrt, sind vermittels Bernoulli-Annahme auch im
lokalen Basensystem der Schale die Verschiebungsvektoren u aller Punkte
entlang der Normalen N im Abstand @3 zur Referenzfliche in eine Transla-
tion der Schalenbezugsfliche @ und in eine Rotationsbewegung des Direktors
i zerlegbar.

u=11+0%(H-N)

Die Bewegung des Differenzvektors w := fi — N kann mit einer der in Ab-
schnitt 4.2.3 genannten kinematischen Gruppen beschrieben werden. Die
Vektorkomponenten im lokalen, krummlinigen Koordinatensystem seien w?,
wobei iiblicherweise die Koordinate w3 wegen der unverinderlichen Linge
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des Direktors als Abhéingige der beiden Komponenten w! und w? behandelt
wird /Bagar 1986/.

u=(2'+0%w) G+ (8 + 0% w?) Gy + (¥ + 0* v®) N

Konsequenterweise werden bei diesem Typ von Schalenelementen sowohl
die lokalen Verschiebungskomponenten w* als auch die kinematischen Feld-
variablen zur Lagebeschreibung des Schalendirektors direkt interpoliert.

B) Isoparametrisches, degeneriertes Schalenkonzept

Im Unterschied zu den Schalengleichungen aus einer Flichentheorie wer-
den die Feldgleichungen fiir die aktuelle Geometrie z und die Verschiebungen
u im aflinen, euklidischen Koordinatensystem Bild 2.4 beschrieben.

z = Ei-i,'+93 ni-ii (4.4)
bzw.

u = ﬂi-ii+03(ni~Ni)'ii (45)

In der weiteren Formulierung fiir die kinematischen Beziehungen wird di-
rekt mit den Feldgleichungen der deformierten Geometrie gearbeitet, jedoch
treten die affinen, euklidischen Koordinaten des Verschiebungsfeldes u in
virtueller und inkrementeller Form im Arbeitsausdruck auf. Insbesondere
werden die affinen Komponenten des Ortsvektors der aktuellen Geometrie
diskretisiert und interpoliert.

z = oK [#" 4 6% "] (4.6)
&K = K (91,6?) Interpolationsfunktionen

Durch formales Linearisieren gelangt man zu den inkrementellen Ver-
schiebungen AAu bzw. durch Variation zu den virtuellen Gréfien §u , deren
Komponenten euklidisch sind. Die Isoparametrie der Diskretisierung zwi-
schen Geometrie und Verschiebungen ist a priori gewihrleistet.

fu = &K [sa" + 03 60" - (4.7)

Da die affinen Basensysteme i; und ii zusammenfallen, brauchen sie nicht
linger unterschieden zu werden. Es soll die Vereinbarung gelten, daB die
Indizes ¢,j,k,! bzw. I,J,K,L Koordinaten im affinen, euklidischen Sy-
stem markieren.
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Bild 4.4 : Diskretisierung der affinen, euklidischen Koordinaten des aktuellen
Zustands

Zu beachten ist, daf die Lésungsvariablen mit den Komponenten der
Geometrieinderungen z* im affinen Koordinatensystem identisch sind. Da-
her werden Tangential- und Querverschiebung (z.B. Aufweitung des Zylin-
derradius) nicht direkt ermittelt. Dies mag von ingenieurwissenschaftlicher
Seite bedauert werden, da auch die Struktursteifigkeitsmatrix nicht explizit
iber Membran- und Querschubsteifigkeit Auskunft gibt. Unter dem Aspekt
automatischer Weiterverarbeitung der Geometriedaten allgemeiner Bauteile
sind jedoch die Komponenten im affinen, euklidischen System besser ge-
eignet. Allerdings miissen numerische Transformationen fiir die Verschie-
bungskomponenten zwischen den lokalen, krummlinigen Schalenbasen und
den euklidischen Koordinaten in Kauf genommen werden; denn die geome-
trischen Randbedingungen der Schale liegen zumeist im Tangenten-Norma-
len-System der Referenzfliche vor (z.B. Membranlagerung oder gelenkige
Rinder).

4.2.3 Kinematische Variable zur Lagebeschreibung des Direk-
tors

Prinzipiell gibt es mindestens fiinf verschiedene Méglichkeiten, die Bewegung
des Schalendirektors fi zu beschreiben.

1. Richtungswinkel: In /Ramm 1976a/ werden Richtungswinkel verwen-
det, welche auch im weiteren hier benutzt werden.

2. Fuler-Winkel Die neue Orientierung eines im Raum gedrehten ortho-
gonalen Achsenkreuzes wird durch drei nacheinander auszufiihrende
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Drehungen um ausgewihlte Koordinatenachsen gefunden. Zuerst wird
um die dritte Achse rotiert, danach um die Achse zwei der neuen Lage
und anschlieBend um die aktuelle Achse drei. Charakteristisch fiir
Euler-Winkel sind die Drehungen um die Achsen der augenblicklichen
Orientierung des Koordinatenkreuzes und die spezielle Folge der Ro-
tationen. Diesen Eigenschaften ist die Attraktivitit der Euler-Winkel
in den zahlreichen Publikationen zur Beschreibung der Bewegung des
Schalendirektors zu verdanken.

. Cardan-Winkel: Auch als Bryant-Winkel bezeichnet beschreiben die
Cardan-Winkel die gedrehte Lage eines Kérpers im Raum durch eine
Sequenz dreier Rotationen. Zuerst wird um die Achse in Richtung
des Basisvektors €; rotiert, danach um die Achse &, des gedrehten
Koordinatenkreuzes, woraus die Basen &} entstehen und schlielich
um die dritte Achse 5. Von den Euler-Winkeln unterscheiden sich
die Cardan-Rotationen nur durch die Wahl der Drehachsen. Bei klei-
nen Rotationen kénnen die Cardan-Winkel wie die Komponenten eines
Vektors behandelt werden, denn es gilt das Kommutativgesetz und die
Addition.

. Rotationsvektor: Jede beliebige Drehung eines Basensystems im Raum
soll durch eine einzige Rotation um eine geschickt gewihlte Achse zu-
standekommen, welche durch einen Vektor (den sogenannten ,Rota-
tionsvektor*) der Linge ,eins* mit zwei unabhingigen Koordinaten
definiert ist.

. Fulerparameter: Die beiden Koordinaten des Rotationsvektors und
der Drehwinkel werden auf die vier Eulerparameter gg, ¢1, ¢2 und g3
umgerechnet. Sie unterliegen der zusitzlichen Bedingungsgleichung,
daB sich ihre euklidische Norm zu ,eins® ergeben mufl. Man spricht von
den Eulerparametern auch als von den normalisierten Quaternionen.
Im Gegensatz zu den Richtungs-, Euler- und Cardanwinkeln weisen
die Quaternionen keine Singularititen auf, so dafl damit alle gedrehten
Lagen eindeutig identifiziert werden kénnen.

. Relativerschiebung: Die relativen Verschiebungskomponenten zwi-
schen zwei Punkten an der Schalenober- und -unterseite eines Quer-
schnitts werden zur Richtungsermittlung des Schalendirektors verwen-
det.
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Im Rahmen dieser Arbeit werden die in /Ramm 1976a/ vorgeschlagenen
Richtungscosinus zur Angabe der Richtung des Direktors benutzt.

z =z -1(6',6%) 4+ 6% cos U;(6",6?) -} (4.8)

Zwischen den drei Richtungswinkeln ¥; besteht genau eine Abhingigkeit.
Deshalb sind in /Ramm 1976a/ die beiden Winkel ¥ und ¢ als unabhingige
Variable eingefiihrt worden. Um mifiverstindliche Notation zu vermeiden,
soll mit w = W; der Winkel zwischen Direktor und z'-Achse bezeichnet
werden, wihrend w = ¢ den Winkel zwischen der Projektion des Direktors
in die 2%, 2% - Ebene und der z? - Achse mift. (Hinweis: In /Ramm 1976a/
sind fiir die Anderungen der Winkel ¥ und ¢ die Variablen B und o eingefiihrt
worden, wogegen hier AAw und AAw geschrieben wird).

Die fiinf unabhingigen kinematischen Variablen der Schale #1, 72 und 23
sowie w und w werden zum Vektor y zusammengestellt,

y=lwl=[s # £ v o] (4.9)

mit dem die Geometrie der Schale eindeutig festliegt.

7 o= 46 fi(w,w) (4.10)
’ cosw
worin ft = | sinw cosw (4.11)
sinw sinw
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4.3 Schalenformulierung mit allgemeinen Flichenkoordi-
naten

4.3.1 Wahl des Bezugssystems

Unter der Bezeichnung ,,Bezugssystem* soll im folgenden dasjenige Koor-
dinatensystem verstanden werden, in welchem die Komponenten der Span-
nungs- und Verzerrungstensoren fiir das virtuelle Arbeitsprinzip aufgestellt
werden. Drei verschiedene Bezugssysteme kénnen auseinandergehalten wer-
den:

e Das affine, globale Koordinatensystem mit den Basisvektoren i bzw.
i gemsB Bild 4.2 ist in /Ramm 1976/ als Bezugssystem fiir alle Ten-
sorkomponenten gewihlt worden. Mit diesen Tensorkoordinaten ist
das degenerierte, isoparametrische Konzept zweifellos am konsequen-
testen im Sinne einer nichtlinearen Kontinuumsformulierung zur Scha-
lenberechnung umgesetzt worden. Die kartesischen Komponenten des
konstitutiven Tensors werden nach der Degeneration mit der ortho-
normalen Transformationsmatrix ins affine, globale Basensystem i
gebracht, wo sie mit den ebenfalls affinen Tensorkoordinaten des Ver-
zerrungsmafes zur Bildung der inneren Arbeit iiberschoben werden.
Auch innerhalb der in /Ramm 1986/ modifizierten Herleitung wird
der Deformationsgradient F* ; im affinen, kartesischen System aufge-
stellt.

Zur Beurteilung des Tragverhaltens diinnwandiger Bauteile bieten sich
Tangenten-Normalen-Systeme fiir die Tensorkoordinaten an, da der Bean-
spruchungszustand direkt in Membran-, Querschub- und Biegeanteil aufge-
gliedert wird. Neben den

e allgemeinen krummlinigen Flichenkoordinaten 6, 94
lassen sich auch

o lokale kartesische Schalenkoordinaten £* in einem orthogonalen Tan-
genten-Normalen-System auszeichnen. Dieses spezielle Bezugssystem
wird im nichsten Kapitel benutzt.

4.3.2 Formulierung der degenerierten Schale im allgemeinen,
krummlinigen Koordinatensystem

Die materiellen und riumlichen Basen des allgemeinen, krummlinigen Koor-
dinatensystems gehen mit den in Abschnitt 2.1.2 angegebenen Formeln aus
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den partiellen Ableitungen der undeformierten und der aktuellen Konfigu-
ration nach den Schalenkoordinaten ©4 bzw. 6* hervor.

VAR . 87! 3% g — 827 %
Gi=55"IiI G=%55"I1I N=5§&1; (4.12)
92t ¢ 8 % A 92t %
g1 = 351 R g = 352 L n= 353 Rl (4.13)

Die Normale N wird in der Regel aus dem Vektorprodukt der Basen G; und
G2 konstruiert,

o Momentankonfiguration

Bild 4.5 : Koordinatensysteme mit Koordinatenlinien ¢1(s) und ca(s). Die Linie
c3(s) schneidet im Ausgangszustand die Referenzfliche orthogonal.

Insbesondere bei der analytischen Vorabintegration iiber die Schalen-
dicke wird bei Giiltigkeit der ,,Diinne-Hypothese“ von der Unverinderlich-
keit der Basensysteme Gy und g; in Dickenrichtung ausgegangen, wobei die
Basisvektoren G und g; auf der Referenzfliche Z! bzw. #* stellvertretend
fiir alle Punkte auf dem Schalendirektor ermittelt werden.

o e 8"1 A - o azl A
Gi:=%5-1, G;:=%5-1;
Y = ,_ 93 %
8= 554 82:= 55 "

Bei der numerischen Integration in Normalenrichtung wird in der Regel die
»Diinne-Hypothese“ teilweise aufgegeben; denn abgesehen von den zusitz-
lichen numerischen Operationen bedeutet die Rechnung mit den exakten
Basen keine weitere Erschwernis.
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Sowohl der materielle G4p als auch der rdumliche Metriktensor g, in
kovarianter Darstellung sind gemif Gl. 2.4 bzw. Gl. 2.6 aus den Skalarpro-
dukten zwischen den Basen zu bestimmen.

4.3.3 Verzerrungstensor in allgemeinen Schalenkoordinaten

Numerisch sehr effektiv kénnen die kovarianten Komponenten des Green-
Lagrange-VerzerrungsmafBes €¢4p aus den Metriktensoren konstruiert wer-
den. Auch in krummlinigen Koordinaten kann der Verzerrungstensor 45
iiber den rechten Cauchy-Green-Deformationstensor C 4 g eingefiihrt werden.

2¢ea = Cap—Gas (4.14)
248 = gu F*4 F°p—Gan (4.15)
9zt 92 a0c 06 9zl 977
2eap = (56&'%‘5‘1') 904 568 ~ 264 aob 0 (416)

oz 8z 0z1 0z7
2ap = 504 % 508 ~ 564 Y pos (417)

Hiaufig werden die in Gl. 4.17 auftretenden skalaren Produkte zwischen den
Fliachenvektoren von Anfang an als Metriktensoren §4p und G 4p definiert
/Green 1968/, /Malvern 1969/.

. 8z 07
948 = 357% 558 (4.18)
% ozt 8z’
Gap = F5zlli565 (4.19)

Das Green-Lagrange-Verzerrungsmafl wird dann als Differenz der beiden
Metriktensoren vereinbart, welche allerdings nicht mit den in Gl. 2.4 und
Gl. 2.6 definierten Gréflen zu verwechseln sind.

1 )

€aB = 5(9aB ~ GaB) (4.20)
Die Funktionalmatrizen aus den partiellen Ableitungen g_g% bzw. 886; wer-
den auch als Jakobimatrizen der anfinglichen bzw. aktuellen Konfiguration

bezeichnet und beinhalten die Basisvektoren fiir die allgemeinen Schalenko-
ordinaten.

Zl,el Z1,92 Zl,es
6ZI Z2a91 Z2’®7 Z2793
604 - 23»91 Z3797 Z3v63

G G2 N

e [ (4.21)
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. Z_l,el 21’92 fl f1761 f1362 0
[Z',A] = %2391 %2,62 f2 + 93 f2,el fz,e2 0 (422)
ZPen 2% fP o1 fPe: 0

Anmerkungen:

e Die Ersparnis an Rechenoperation im Vergleich zur Formulierung mit
affinen Tensorkoordinaten €75 gemi8

1 1((9:* 004Y [0z 90B
e17 = 5(Fer Foy = 611) = 5 ((a& azf) (6(;’3 3ZJ> ) 6”)
(4.23)

geht auf die hinfillig gewordene Produktbildung mit der inversen Ja-
kobimatrix %%; zuriick.

o Die Linearisierung der Green-Lagrange-Verzerrungen Gl. 4.17 mittels
Fréchet-Ableitung fithrt auf die in /Parisch 1986/, /Dvorkin 1984/,
/Park 1986/ benutzten Ergebnisse fiir lineare Schalenelemente.

d
Deap-DAu = p €aB (2 +1-AAu)|, o
1/{ 0u 07 a9z 0w’
=3 (aeA % 565 * goa % aeB) (4:24)

e Die Kenntnis des Deformationsgradienten F* g im Basensystem der
allgemeinen krummlinigen Schalenkoordinaten kann von Bedeutung
sein.

_ 08 87 077 8¢ ., 077
T 97 827 96B T 57~ ' peB
Da die Geometrie in den affinen, euklidischen Koordinaten gegeben
ist, liegen die affinen Komponenten des Deformationsgradienten F* ;
im euklidischen Basensystem I; bzw. i direkt vor. In praktischen Be-
rechnungen wird F* ; iiber die Kettenregel der Differentiation aus den
diskretisierten Feldgleichungen der aktuellen und anfinglichen Geome-
trie gewonnen.

Fep (4.25)

_ 8z orh
7= 9rA 977
Mit 74 sind normierte (natiirliche) Koordinaten fiir die Interpolations-
funktionen bezeichnet - siche Abschnitt 4.5.4.

Fi
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4.3.4 Konstitutives Gesetz in allgemeinen Schalenbasen

Hinsichtlich des numerischen Aufwandes ist die Schalenformulierung in den
allgemeinen Basen immer dann vorzuziehen, wenn isotropes, linear elasti-
sches Material vorliegt, oder wenn die priviligierten Achsen (in Richtung der
Symmetrieebenen des Werkstoffes) anisotroper Deformationsgesetze mit den
Koordinatenlinien ¢;(s) der Schale zusammenfallen. In diesen Féllen kann
der konstitutive Tensor zur Erstellung der Steifigkeitsmatrix direkt verarbei-
tet werden, ohne daf er zuerst mit dem vierstufigen Transformationsgesetz
in das allgemeine Basensystem der Schale iibertragen wird.

Im Bildungsgesetz fiir die Komponenten des linear elastischen Werk-
stofftensors der materiellen Formulierung CABCD in allgemeinen Koordina-
ten muB selbstverstindlich mit dem materiellen Metriktensor GAP /Naghdi
1972, §.557/ in kontravarianter Darstellung gearbeitet werden, dessen Kom-
ponenten durch Inversion aus der kovarianten Metrik G4p gemidf Gl. 2.4
hervorgehen.

CABCD =) GAB GC‘D +u (GAC GBD + GAD GBC) (426)

Die kontravarianten Komponenten des zweiten Piola-Kirchhoff-Spannungs-
tensors S4B ergeben sich aus dem Werkstoffgesetz.

§AB . ABCD €cD (4.27)

Zur Elimination der Dehnsteifigkeit in Normalenrichtung wird die statische
Hypothese (die sogenannten ,Degenerationsbedingungen) aufgestellt, wo-
nach die Normalspannungskomponente 532 verschwinden soll. Die Degene-
rationsrichtung in der materiellen Formulierung fillt mit der Richtung der
Normalen N zusammen. Dadurch vereinfacht sich die statische Kondensa-
tion des konstitutiven Tensors, denn bei Orthogonalitst der Normalen N zu
den Basen G; und G, kann die Degenerationsbedingung bei isotropem Ma-
terial miihelos in die Matrix des konstitutiven Tensors eingebracht werden.
Fiir die Degeneration ratenabhiingiger Werkstoffgesetze wird auf Abschnitt
7.1 verwiesen.

[
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4.4 Schalenformulierung in lokalen, kartesischen Koordi-
naten

4.4.1 Konstruktion der lokalen, kartesischen Basen

Sehr hiufig lassen sich Werkstoffgesetze vereinfachen, wenn in Schub- und
Normalspannungskomponenten getrennt werden kann, wie es mit kartesi-
schen Basen der Fall ist. Dann la8t sich vor allem bei nichtlinearem Ma-
terialverhalten die erforderliche Anzahl numerischer Operationen im Span-
nungsalgorithmus auf ein Minimum begrenzen und die Transformation von
den kartesischen Koordinaten auf die allgemeinen, krummlinigen Basen wird
hinfillig. Fiir das Studium des Tragverhaltens einer Struktur mit Lastabtra-
gung in Hauptrichtung und Querbeanspruchung eignen sich Schnittgrofien
an orthogonal zueinander verlaufenden Schnittufern oftmals besser. Wer-
den Eulerwinkel zur Beschreibung der Bewegung des Direktors benutzt, so
bieten sich die lokalen, kartesischen Basen als Rotationsachsen geradezu an.

Bild 4.6 : Allgemeines krummliniges und lokales kartesisches Koordinatensystem
in der Ausgangskonfiguration C°

Jeder Punkt der Schalenreferenzfliche in der Ausgangskonfiguration °C
wird mit eigenen lokalen kartesischen Koordinaten Z% ausgestattet. Die
zugehdrigen orthonormierten Basen A; und Aj sollen zugleich Flachenvek-
toren sein. Alle Koordinatenlinien verlaufen senkrecht zueinander, denn
auch der Basisvektor Ag fallt mit der Normalrichtung N zusammen. Der
Einfachheithalber sollen die normierten Basen A; und G, - siche Bild 4.6 -

73



miteinander identisch sein.

. 1 02
Gy = H%H 261 (4.28)
A 1 9Z
Gy = “%” 702 (4.29)

Die Basen Aq, Ay, Az werden nach untenstehenden Kriterien konstruiert:

A G (4.30)
As = GixG, (4.31)
Ay = Asx A, (4.32)

Aus numerischen Griinden wird der Vektor A3z aus dem Kreuzprodukt an-
stelle der Ableitung 3—3_-_-_% geformt.

4.4.2 Transformation zwischen allgemeinen, krummlinigen und
lokalen, kartesischen Tensorkoordinaten

Fiir die Funktionalmatrix j zur Transformation der Tensoren und partiellen
Ableitungen zwischen den krummlinigen und lokalen, kartesischen Koordi-

naten muf das Bildungsgesetz noch gefunden werden, das der Kettenregel
der Differentiation unterliegt.

0z 9z 09z (4.33)
004 T 9= 904 '
8z' 8z' 8z} 2z az* 3z} 8= 8= pE!
801 90? 9®3 9=l =2 9=3 001 802 Je3d
8z: 98z2 322 — 8z: 8z: 92?2 a=2  g=2  pE2 (4 34)
601 902 9\3 9=l 9=2  9=d 801 §e?  9e3 .
az® 9z 8zt 8z3 azd 9z® a=3  9=8  gEd
801 8L 583 g=f 3=z 38=3 01 9e? 8O3
[ G] G2 G3 ] = [ A1 A2 A3 ] J (4.35)
0=«
44 = — 4.36
I4= 5057 (4.36)

Die Transformation der partiellen Ableitungen geschieht durch Nachmulti-
plikation mit der Jakobimatrix.

B-g-z( ): agﬂ( )jaA ' (437)
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Aufgrund der Identitit der Basisvektoren mit den partiellen Ableitungen der
Funktionsgleichung fiir die Referenzfliche kann die Transformationsmatrix
j aus den Skalarprodukten der Basisvektoren A, aufgestellt werden.
VAN
— Il

Aq=[al] = = (4.38)
Dazu wird Gl. 4.35 nacheinander mit den kontravarianten Basisvektoren
Ay, Az, Az vormultipliziert. Das entstehende Gleichungssystem wird in
Matrizen zusammengefafit.

AlG; AlG, AN A'A; ATA;, A'A;
A?2G, A2G; AN [=| AZA; A?A, A?A; || j%a
A3G; A3G, A3N A3A; A%A; A3A;

(4.39)
Infolge der Orthonormierung der Basen A, sind die kovarianten Basis-
vektoren mit ithren Reziproken (kontravariante Basen) identisch, wodurch
die Skalarprodukte zwischen den kontravarianten Basen A% und den ko-
varianten Vektoren G4 auch mit den kovarianten Vektordarstellungen A,
gebildet werden kénnen. Wegen der Orthogonalitit der dritten Basis A3
zu den Flichenvektoren G und G, entkoppelt sich die Normalenrichtung
in der Transformationsmatrix fiir die Flichenvektoren. Mit der Formel
A°-Ag = 6% geht die Matrix auf der rechten Seite von Gl. 4.33 und Gl. 4.39
bei der Vormultiplikation der Gréfie j in die Einheitsmatrix iiber.

A1G, AG; 0
i=|A2Gy AG; 0 (4.40)
0 0 A; G

4.4.3 Tensoren in lokalen kartesischen Koordinaten

Verzerrungen

Die Komponenten des Verzerrungstensors nach Green-Lagrange in Gl.
4.17 kénnen durch Anwenden der Kettenregel im lokalen, kartesischen Ba-
sensystem A, errechnet werden.

904 97 929 90B 904 8z 977 90P
9= pOA ' 9B 9=F ~ 9=~ 904 1 OB §=8
A As

2 €ap = (4.41)
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Aufgrund der Orthonormalitit der Vektorbasen A, folgt fiir deren Skalar-
produkt das Kronecker-Delta.

1 {004 97 Iy 927 0OFB p
‘b =5 \ 52« 504 " 5B 5zF  "of

Die Transformationsregel zwischen den lokalen, kartesischen und den all-
gemeinen, krummlinigen Tensorkoordinaten nach Green-Lagrange ¢,3 und
eap ist aus Gl. 4.41 und Gl. 4.17 nach Vor- und Nachstellen der Transfor-
mationsmatrix %%'.1 abzulesen.

_ 904 9OB
0 = gz (47) Bzp

eaB=3%4 (cap) i’

Materialgesetz und Spannungen

Die schwache Besetzung des konstitutiven Tensors Gl. 3.48 fiir isotropes,
elastisches Material im orthogonalen Koordinatensystem mit den Basen A,
kann ausgenutzt werden. Ebenso wie beim Verzerrungstensor brauchen die
ko- und kontravarianten Koordinaten des Material- und Spannungstensors
nicht mehr linger unterschieden werden und kénnen wie im Teil 3 dargestellt
werden.
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4.5 Linearisierung der virtuellen inneren Arbeit der Schale
4.5.1 Besonderheiten bei diinnwandigen Strukturen

Auf die Fréchet-Ableitung ist die Wahl des Bezugssystems - d.h. die Ver-
wendung von affinen Koordinaten oder Schalenkoordinaten - ohne Einflu$,
da alle materiellen Tensorkomponenten bei der Bildung der inneren Arbeit
iiberschoben werden. Bemerkenswert ist allerdings die Tatsache, daf§ die ki-
nematischen Variablen zur Lagebeschreibung des Direktors sowohl fiir Scha-
len als auch fiir Stibe nichtlinear in das Verschiebungsfeld u und in die
aktuelle Geometrie z eingehen. Diese Problematik taucht immer dann auf,
wenn die Linge des Direktors unverinderlich bleiben soll, gleichgiiltig fiir
welche der in Abschnitt 4.2.3 aufgefiihrten Méglichkeiten zur Positionsan-
gabe entschieden wird. Am Beispiel der beiden in /Ramm 1976/ eingefiihr-
ten linear unabhingigen Richtungswinkel wird der Linearisierungsprozef§
durchgefiihrt. Da die linearisierten Gleichungen unabhingig vom Bezugs-
system der Schalenformulierung gelten, werden die Indizes ¢, 7,5, £ sowohl
fiir die Darstellung mit affinen Koordinaten I, J, K, L als auch fiir die Scha-
lenformulierungen mit lokalen, krummlinigen Basen A, B,C,D bzw. mit
lokalen, kartesischen Basen a, 8,7, 6 verwendet.

4.5.2 Spezifische virtuelle innere Arbeit
Die spezifische innere Arbeit als Funktion der virtuellen Verzerrungen
0Winy = b€y SV (4.42)

wird durch die Richtungsableitung in die Abhingigkeit der virtuellen Ver-
schiebungen ys Gl. 4.9 gebracht, welche bei der Schale die drei Komponen-
ten fiir die Translation ' und die beiden unabhingigen Winkel zur Lage-
beschreibung des Direktors sind. Da die Winkel w und w als Argumente
trigonometrischer Funktionen in der aktuellen Konfiguration 2* enthalten
sind, muB auf die Kettenregel der Differentiation zuriickgegriffen werden.

de,
by = —(ys +18ys) (4.43)
n n=0
be,y =:€,5 bys (4.44)

Mit Hilfe der Kurzschreibweise fiir die partielle Ableitung in Gl. 4.17
i, 07

Z'] = 5@ (445)
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und der Variation der aktuellen Konfiguration 2* nach den kinematischen
Variablen der Schale §ys

, d .
6z, = —~—sz (ys + 7 éys) (4.46)
n=0
9z, 5
= . bys =: 2',s bys (4.47)

ist die Vorschrift zur Bildung der virtuellen Verzerrungen infolge Variation
der Schalenvariablen ys gefunden.

1/, ) ; .
b6, = (s 8y 22+ 24 655 2s) Sus (4.48)
Fiir die virtuelle innere Arbeit steht dann der Ausdruck:

bwint = 8ys 2hs 27" Y (4.49)

4.5.3 Linearisierung der virtuellen inneren Arbeit

Durch nochmaliges Anwenden desselben Operators wie fiir die Variation er-
gibt sich der linearisierte virtuelle Arbeitsausdruck als Grundlage fiir das
Standard-Newton-Verfahren. Uber die trigonometrischen Funktionen wer-
den die Winkel w, @ nichtlinear in die Feldgleichungen fiir die Geometrie
der Schale abgebildet, so daB ein zusitzlicher Term in der geometrischen
Steifigkeit /Frey 1977/ im Vergleich zum allgemeinen Kontinuum erscheint.

a5
LEWing = 8ys €5 S9i, + 6ys €28 5 Rt T + §Y fhl,ST] AAyr
34
(4.50)

Einsetzen von Gl. 4.44 und Gl. 4.48 in den linearen Arbeitsanteil:

7

m 05 m
D6w,n¢—6y.g ’,SZ'Ja 2h2(7+25512 T+Si]2mz_75’]'] AAy']'
(4.51)
: [ 4,00 = 1,2,3
Werteberelch der Indizes: S.T - 1,2,3.45
und in den konstanten Term:
6wmt|!t = bys ztS Z S‘J (452)
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4.5.4 Diskretisierung der Schalengleichungen

Die partiellen Ableitungen sz der diskretisierten Geometrie mit affinen Ko-
ordinaten sind ein typisches Merkmal des degenerierten Schalenkonzepts.
In der Regel werden die Interpolationsfunktionen & in Abhingigkeit der
natiirlichen Koordinaten * r,s und t ausgedriickt, welche nun an die Stelle
der krummlinigen Schalenkoordinaten treten. Es gilt: ~1 < r, 8,1 < +1

2= 0K (r8) |7 K +1¢ h f‘(wK,wK)] (4.53)

Im Einklang mit dem isoparametrischen Konzept werden nicht die Winkel
K und @wX interpoliert, sondern die Komponenten des Direktors #i im af-
ﬁnen Koordinatensystem. Die Knotendrehwinkel w¥ und @ erscheinen in
den Gleichungen fiir die Geometrie als Argumente trigonometrischer Funk-
tionen Gl. 4.11.
Im lokalen, orthogonalen Dreibein wird der Basisvektor A; normal zum
Direktor N und zum Fléchengradienten % —Z errichtet.

Anmerkung:
Zwischen dem Green-Lagrange-Verzerrungstensor ¢;; im affinen kartesi-
schen Koordinatensystem

1
€y = §(FkIFkJ“61J)
1 {08z 82¢
= = g\ Gt g7 W
1[0rC 828 8z% 9rD
= €5 = 5(5-2—]3?5'1552—‘]—6[‘]) (454)

und dem Green-Lagrange-MaB €45 im allgemeinen, krummlinigen System
r,8,t besteht das Transformationsgesetz fiir kovariante Tensorkomponenten.

A 0z’

€AB = ST 5 (4.55)
821 1 [8:C 8z* 9zF 9rD 0z’
48 = 523\ 527 50 525 579 ~ ) gm (4:56)

'Hinweis zur Notation: Da bislang GroBbuchstaben fiir die materiellen Koordinaten
verwendet worden sind, wiren die natiirlichen Koordinaten mit R, S und T zu bezeichnen.
Es wird an dieser Stelle jedoch mit den gelaufigeren Kleinbuchstaben gearbeitet. Als
Vereinbarung soll die Schreibweise gelten: 4 c4 =r-c; + g - ca+1t-c3
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1 <8z’° azk 87! azl)
<> €4B =

2\ a4 rB ~ 9rA orB

Da die Interpolation isoparametrisch in dem Sinne gewahlt wird, daB die
aktuelle und urspriingliche Konfiguration mit demselben Netz diskretisiert
werden, gehen die natiirlichen Koordinaten der Ausgangskonfiguration oC
zur Zeit t = 0 durch die Bewegung in die natiirlichen Koordinaten auf der
Momentankonfiguration !C iiber. Diese spezielle Wahl der materiellen und
raumlichen Koordinaten in Form der natiirlichen wird bislang in erster Linie
aus Vereinfachungsgriinden getroffen. Formal kann deshalb mit den Formeln
Gl 4.20, Gl. 4.18 und Gl. 4.19 anstelle von Gl. 4.16 das Green-Lagrange-
Verzerrungsma$ definiert werden. Allerdings wird aus der letzten Formel
selbst nicht offensichtlich, ob die Tensorkomponenten in den natiirlichen Ko-
ordinaten r,s und ¢ als materielle oder als rdumliche zu identifizieren sind
/Green 1968/. Dies ergibt sich erst aus der Darstellung des Verzerrungsten-
sors im affinen kartesischen System. Die strenge Unterscheidung zwischen
materiellen und riumlichen Koordinaten gewinnt auch an praktischer Be-
deutung, wenn die Diskretisierung wahrend der Deformation geandert wird,
wie es beispielsweise bei Umformprozessen der Fall ist.

4.5.5 Linearisierte Schalengleichung in Matrizenform

Die partiellen Ableitungen der affinen Komponenten des Ortsvektors sz
beziiglich der krummlinigen oder der lokal kartesischen Schalenkoordinaten
werden zur Matrix J zusammengefafit, welche dasselbe Belegungsmuster mit
nicht verschwindenden Komponenten aufweist wie der Deformationsgradient
in Gl. 3.46. Aufgrund der statischen Kondensation zur Einbringung der De-
generationsannahmen werden simtliche Komponenten in der dritten Spalte
und Zeile des Werkstoffgesetzes zum Verschwinden gebracht, so daf auf die
damit verbundenen ,,Nulloperationen® in den Produkten J* C; J in Gl. 4.67
bzw. JT s in Gl 4.68 verzichtet werden kann.

1 2 3
2 A & | 23 .
2 1 3
272 . Z,Z . . . . Zv2
2 1 3
B T & SN A
1 2 3
: V4 . . z . F4 . .
Fo . — 2 2 2
[ZJ] =Jpegy = | T T~ T (4.57)
1 ' 2 7 3
zy . T S
. . 2;32 . . 2‘12 . 222 .
2 1 3
z% z3 . 73




Es sei nochmals darauf hingewiesen, daB der obere Index ¢ = 1,2,3 sich
auf die affinen Koordinaten bezieht, wihrend die durch den unteren Index
gekennzeichneten Ableitungen wahlwiese beziiglich der affinen (27 — ;=
7 =1,2,3), krummlinigen (04 — ;= A = 1,2,3) oder lokal kartesischen
(E¥ - 3= a =1,2,3) Schalenkoordinaten ausgefiihrt werden.

Wird die affine Schalenformulierung bevorzugt, so sind die partiellen Ab-
leitungen mit dem Deformationsgradienten wie in /Ramm 1986/ angegeben
identisch.

Der Operator 2 35~ zur Konstruktion der Richtungsableitung Gl. 4.47
der Jakobimatrix Gl. 4.22 fiir die aktuelle Geometrie soll in Matrizenform
mit B, symbolisiert werden, worin der Fufizeiger s auf die Schale hindeutet.

i _ 0z
62, = ay] bys (4.58)
0z, = B, dys (4.59)

Am Knoten K haben die ausgeschriebenen Matrizen folgendes Aussehen:

[ 624 2 ok . fK, &K . fK
62% .o of . fK, oK . fK
823 . oF ef- gl oK. £l 551 T
8z LX I oF - il &5 £l 522
64 | = || ek . #K.gK #k.fK ||| | &
824 oK . K. fK K. (K bw
2, o #X-fF 85s | | |07 l
823 | of . 5-ff, ¥% -5
| 623 ] . oK &K.fK oK. fK
L Knotenk .
(4.60)
wobei &K = (1 8K 4+ J5! oK) &

Die zweimal Fréchet-differenzierte Funktionalmatrix [zZ‘ST] hat nur in den-
jenigen Spalten und Zeilen von Null verschiedene Elemente, welche mit den
Knotenwinkeln w und @ in Verbindung stehen.
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Jusr
Jo2.57
JazsT 0
JigsT Jmys7=10 oK 0 0| K
N =1 Jau,sr FE 44

frI;AS

JiasT 7K 7K
J m,54 m,55
31,8T 0 0

Joz st
Jaas1 Knoten K

- 3}
L -

" Die einmal Gateaux-differenzierten Komponenten des Schalendirektors sind:

K = - sinw g = 0

K _ K - . A
frg = COSW COS T fis = — sinwsinw (4.61)
fl{,{‘i = cosw sinw ;{f5 = sinw sinw

Die zweifach Gateaux-differenzierten Untermatrizen [ f,-"‘:”—] sind ausschlief-
lich mit den trigonometrischen Funktionen der Knotenwinkel belegt:

JE IE

1,8T 28T

—-cosw |0 —sinw, cost | —cosw sinw

0 0 —cosw sinw | —sinw cosw

fK
38T

—sinw sintw | +cosw cosw fiir §,7 =4,5

4 cosw cosw | —sinw sinw

Die Spannungskomponenten $* in der geometrischen Steifigkeit werden
wie schon im Kapitel 3.6 zur Matrix S Gl. 3.45 zusammengefafit, wobei
jedoch zu beachten ist, daB die Komponenten §33 = §33 = 0 verschwinden.
Bei der Matrizenmultiplikation mit dem degenerierten Tensor C, des isotro-
pen, linear elastischen Materials in lokalen, kartesischen Koordinaten kann

die schwache Besetzung der Matrizen vorteilhaft ausgenutzt werden (o = %
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Bevor die linearisierte Gleichgewichtsbeziehung Gl. 4.51 in symbolischer
Notation angegeben werden kann, sind die erweiterten Matrizen §7 und B,
noch zu definieren, welche die zugehsrigen Hypermatrizen zu s und F gemi8
Gl. 3.44 bzw. Gl. 3.46 sind. Im Fall der affinen, globalen Formulierung sind
sie in /Ramm86/ zu finden. Fiir die lokalen Tensoren kénnen unter Be-
achtung der Degenerationsbedingungen noch weitere Vereinfachungen durch
Ausgliederung anfallender ,Nulloperationen® vorgenommen werden.

s=[Sul Sl Sul Sul Sl Sul Sul Spl|"  (463)

1 0 0 o0 A 0 I 0 0
0 24 0 I 0 0 0 o0 I
0 A 0 I o o o0 o0 ZAI
. ztl 0 0 0 A 0 31 0 0
Bipseos =| g g A1 0 0 Al o 21 o | 48
51 0 0 0 231 0 31 0 O
0 0 I 0 o0 I 0 31 0
0 241 0 241 0 0 o0 o0 I

Die Vorfaktoren 2%, sind in Gl. 4.57 definiert. Hinter dem Symbol I verbirgt
sich die Einheitsmatrix der GréBe 5z5 fiir die fiinf Unbekannten an jedem

Elementknoten.

10000
01000

I:=[00 100 (4.65)
00010
00001
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SinngemiB wird definiert:

00000
00000

0:=0 00 0 0 (4.66)
00000
00000

Anhand der bisherigen Matrizendefinitionen in Gl. 4.60 bis Gl. 4.64 ist
die zur Programmierung geeignete Notation gefunden, mit welcher die kon-
sistent zu den Schalenvariablen y linearisierte Tangentensteifigkeit:

K|y, = | BT (3TC,3+8)B,dV + | T B,NdV (4.67)
1 v s v
I II
K.,. K! K!

und der innere Knotenkraftvektor in symbolischer Schreibweise angegeben
werden kénnen.
Rindl = [ BT 37 sav (4.68)

Gl. 4.67 und Gl. 4.68 enthalten im Vergleich zu Gl. 3.38 und Gl. 3.40 die
speziell auf die Schale bezogenen Matrizen B, und C,, sowie anstelle des
Deformationsgradienten F nunmehr die Funktionalmatrix (Jakobimatrix) J,
die neben der Deformation auch die Transformation in die lokalen Schalen-
koordinaten (gekriimmt oder kartesisch) beschreibt. Nur fiir den Fall der
affinen Koordinaten geht J in F iiber. Ferner kommt die zusitzliche geome-
trische Steifigkeit Kgl hinzu.

Die Symmetrie der Tangentensteifigkeit K hingt nur von der Symmet-
rie des konstitutiven Tensors ab und ist fiir den isotropen Fall Gl. 4.62
gewshrleistet. Sowohl die Matrix S als auch die Untermatrizen Jo, 57 im
Hypervektor N sind aufgrund der Vertauschbarkeit der zweiten Gateaux-
Ableitungen notwendigerweise symmetrisch.
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4.6  Numerische Beispiele
4.6.1 Kragarm unter Endmoment

Der in Bild 4.7 gezeichnete Kragarm wird in die Richtung der globalen Z2-
Achse gelegt, mit fiinf bikubischen Elementen modelliert und durch das
Endmoment M = 2#—5% belastet. Das Endmoment soll in fiinf gleichgrofien
Lastschritten bis zum endgiiltigen Wert gesteigert werden.

$ El )M Me
L
]

Bild 4.7 : Kragarm unter Endmoment - Anfangliche und endgiiltige Geometrie

Als Toleranzgrenze fiir den Abbruch der Iteration wird fiir die Ver-
schiebungsnorm Ury = 1073 und fiir die Norm der Ungleichgewichtskrafte
Rror = 107! vorgegeben. Der Iterationsverlauf kann wie folgt zusammen-
gefafit werden:

o Ohne Beriicksichtigung des zweiten Teils der geometrischen Steifig-
keitsmatrix Kg” tritt im zweiten Lastschritt Divergenz ein.

e Der Iterationsverlauf der mitgehenden Lagrange-Formulierung ist in
Tabelle 1 festgehalten. Anstelle der exakten Transformation mit Hilfe
des Deformationsgradienten - siche GI. 3.32 - ist die orthogonale Trans-
formation zwischen dem lokalen, kartesischen und dem globalen, affi-
nen Koordinatensystem verwendet worden.

Laststufe | Iterationszahl
1 8
2 10
3 24
4 14
5 12

Tabelle 1 : Iterationsschritte des Newton-Verfahrens zur Gleichgewichtsermittlung

o Weitere Rechnungen bestitigen die Erwartung, dafl das Iterationsver-
halten in allen untersuchten Richtungen der 22-23-Ebene dasselbe ist.
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Dagegen ist diese Beobachtung nicht zu machen, falls die Stabachse
der Struktur in Richtung der z!-Achse gelegt wird, wo in diesem Fall
die Richtungsabhingigkeit der gewihlten Rotationswinkel zum Tragen
kommt.

o Der Iterationsverlauf ist wesentlich stabiler, falls die Knotenfreiheits-
grade des Schalenelements in Querrichtung zur Belastungsebene ge-
koppelt werden.

4.6.2 Einhiiftiger Rahmen (,,Lee’s Frame*)

Das von Lee u.a. /Lee 1968/ analytisch geléste Biegeproblem des einhiiftigen
Rahmens wird als weiteres Testbeispiel zur Untersuchung des Einflusses der
zusitzlichen geometrischen Steifigkeitsmatrix K;I herangezogen. Der Rah-
men wird durch zehn gleichlange, degenerierte, bikubische Schalenelemente
modelliert. Die grofien Deformationen vor Eintreten des Durchschlagpunk-

26 96cm |

A s Bcm?
Js2cm®

E = 720 kN/cm?
ve 0,3

Bild 4.8 : Ausgangsgeometrie mit drei Verschiebungszustinden des einhiiftigen
Rahmens

tes sind fiir die ausgesprochen starke Nichtlinearitit der Struktur schon im
stabilen Bereich der Last-Verschiebungskurve verantwortlich, so daf sich nur
die verschiebungskontrollierte Iterationstechnik /Ramm 1981/, /Schweizer-
hof 1986/ als erfolgreich erweist. Die Durchschlagslast wird nach sieben
Schritten mit gleichgroBer Bogenlinge erreicht.

Nach weiteren acht gleichen Schritten wird eine Horizontalverschiebung
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von 73 ¢m erzielt und gleichzeitig der Umkehrpunkt der Vertikalverschie-
bung mit lotrechter Tangente im Last-Verschiebungsdiagramm von Bild 4.9
beobachtet.

Das lokale Minimum in beiden Verschiebungsdiagrammen wird nach ins-

e

1 A Legende
Last-Verschiebungskurve

O- — - e Eigenwertkurve mit Kgl

AP o Eigenwertkurve ohne K/

Lastfaktor, Eigenwert

“1.9

¥ ¥ 7 ¥ 1
] <8 0 [ 0o

Horizontalverschiebung (cm)

Bild 4.9 : Last P und begleitende Eigenwerte EW in Abhingigkeit der Horizon-
talverschiebung

gesamt 22 Laststufen durchlaufen. Die totale Lagrange-Formulierung mit
der konsistenten Tangentensteifigkeit erfordert fiir das Standard-Newton-
Verfahren zwischen drei und sieben Iterationen pro Laststufe. In den aller-
meisten Fillen tritt jedoch nach bereits fiinf Zyklen Konvergenz fiir dieselben
Toleranzschranken wie im vorigen Beispiel ein. Wie erwartet - siehe / Golﬁb
1986/ - ist zwischen der siebten und 22. Laststufe genau ein Hauptdiago-
nalglied der ,Dreieck zerlegten“ Tangentensteifigkeitsmatrix negativ.

Um die Vollstindigkeit der Tangentensteifigkeitsmatrix numerisch zu ve-
rifizieren, wird auf jeder Laststufe eine lineare Eigenwertanalyse mit der
vorhandenen Verschiebungsgeometrie und dem herrschenden Spannungs-
zustand eingeschaltet. Fiir die Bestimmung der begleitenden Eigenwerte
/Ramm 1976/, /Brendel 1978/ wird das Eigenwertproblem in der mitge-
henden Lagrange-Beschreibung gelsst. Die Verbindungslinie der begleiten-
den Eigenwerte schneidet in {bereinstimmung mit der Voraussage die Last-
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15 /P s Legende
/o { Last-Verschiebungskurve
’ // \ O — — — e Eigenwertkurve mit K;I
231 / ! VAN o Eigenwertkurve ohne Kél
- 24 / ‘ ‘
o / B |
I W
[ I
5w ‘;
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S nad u
- Y
oy >.
- » R Wk w

Vertikatverschiebung (cm)

Bild 4.10 : Last P und begleitende Eigenwerte EW in Abhingigkeit der Vertikal-
verschiebung

Verschiebungskurven in beiden Extrempunkten und strebt ebenfalls gegen
deren Nullstellen mit der Abszisse. In der Nihe der Nullstelle selbst liefert
der Eigenwertloser keine verwertbaren Ergebnisse, da die elastische Steifig-
keitsmatrix ebenfalls singulir wird.

In einer Vergleichsrechnung ist beim Standard-Newton-Verfahren auf die
Mitnahme des zweiten Teils der geometrischen Steifigkeitsmatrix K}! ver-
zichtet worden. In den ersten dreizehn Lastschritten erhéht sich die An-
zahl der notwendigen Iterationen zur Erzielung derselben Konvergenztole-
ranz um die Hilfte aller Zyklen im Vergleich zum Vorgehen mit konsistenter
Tangente. Weder der Vorzeichenwechsel eines Hauptdiagonalterms der Stei-
figkeitsmatrix kann wiedergegeben werden, noch kann die ebenfalls in die
Bilder 4.9 und 4.10 eingetragene Kurve der begleitenden Eigenwerte zum
Schnitt mit den Last-Verschiebungspfaden gebracht werden. Im Lastschritt
14 erhoht sich die Iterationszahl auf 23 bevor das Verfahren im darauf-
folgenden Schritt divergiert, wo in unmittelbarer Nachbarschaft zum Um-
kehrpunkt mit lotrechter Tangente gemiB Bild 4.10 vergeblich eine Losung
gesucht wird.
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4.6.3 Hypar-Schale

Ein geeignetes Beispiel fiir die Berechnung grofier Rotationen von Schalen ist
das von Bagar und Ding /Bagar 1988/, /Ding 1988/ erstmals untersuchte hy-
perbolische Paraboloid, welches {iber einer quadratischen Grundfliche auf-
gespannt ist. Eine perspektivische Zeichnung ist in Bild 4.11 gegeben. Die

a =100

c= 50

a h= 02
d = 0.88388

a = 0.0
E= 1.0.10°

Bild 4.11 : Geometrie des hyperbolischen Paraboloids mit MaBangaben nach Bagar
und Ding

nach unten gezogenen Ecken der Struktur sind membrangelagert und durch
Biegemomente beansprucht. In Schalenmitte (z = y = 0) ist die Struktur
in z-Richtung unverschieblich, sowie um alle drei Koordinatenachsen unver-

z 4

z=(x%-y2)/40.

————————— =Y
-w
(:47\\'\ . /:/UN)M

Bild 4.12 : Seitenansicht der HP-Schale (w = Rotation um die z-Achse u =
Lagerverschiebung )

drehbar gelagert. Die Schale wird mit 823 bikubischen Schalenelementen
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diskretisiert, wobei die Gradation des Elementnetzes einer geometrischen
Reihe folgt, um den zunehmenden Biegekrimmungen gegen die belasteten
Ecken hin Rechnung zu tragen. Das Verhiltnis der Grundlingen zweier be-
nachbarter Elemente ist zu 0,64842 festgelegt worden /Stander 1988/. In
Bild 4.13 ist die gewihlte Elementeinteilung im Grundrif§ dargestellt.

i

i

\
[N

X

R

Bild 4.13 : Elementeinteilung in der Grundrifiebene

Die Momentenbelastung wird als konstante Streckenlast in die ,abge-
schrigten® Ecken eingeleitet. Die duere Last wird durch Vorgabe von acht
gleichgroflen Lastinkrementen bis zum Wert A = 4.0 des Lastfaktors aufge-
bracht, wodurch eine Rotation der Lasteinleitungsstelle von nahezu einer

XA
5+
L * /'
."/
3 /0/
"
2 V /
~
14 /,0/
v
+ ‘ ' — W
1 2 3 3 5 6

Bild 4.14 : Lastfaktor X in Abhingigkeit der Verdrehung w der Kragarmspitze (+
Ergebnisse aus /Bagar 1988/) '

vollen Umdrehung verursacht wird. In Bild 4.14 ist der fast lineare Verlauf

90



zwischen Lastfaktor und Verdrehung der Schale am Lagerknoten zu erken-
nen.

Mit anwachsender Belastung wird iiber Biegebeanspruchungen zuneh-
mend mehr Last abgetragen, da aufgrund der Abflachung der HP-Schale
quer zur Hauptbeanspruchungsrichtung der Membranzustand immer weni-
ger ausgebildet werden kann. Damit ist die schwache Degression der Last-
Verdrehungskurve in Bild 4.14 zu erkliren. Die in jedem Lastschritt auf-
getretenen Iterationszahlen zur Erzielung einer Konvergenzgenauigkeit von
103 sind in Tabelle 2 zusammengestellt.

 Last- Iterationsanzahl w o
stufe | Lastfaktor | mit K[/ | ohne K’ || Verdrehung | Verschiebung
1 0.5 7 . 8 -0.6359 -2.080
2 | 1.0 7 | 12 -1.348 ' -5.437
3 1.5 6 L > 15 . -2.074 . -9.250
4 2.0 | 7 L -2.842 -12.932
5 |} 2.5 6 - -3.604 - -15.785
6 | 3.0 - 6 : L -4.230 -17.693
7 | 3.5 . 7 . -4.987 -19.120
8 | 4.0 ‘ 7 | -5.858 -19.970

Tabelle 2 : Iterationsschritte des Newton-Verfahrens zur Gleichgewichtsermittlung

Selbst fiir die relativ grobe Konvergenztoleranz ist die Anzahl der not-
wendigen Iterationen in den ersten beiden Lastschritten ohne zusitzliche
geometrische Steifigkeitsmatrix K1/ deutlich héher als die vergleichbaren
Zahlen mit der vollstindigen Tangentensteifigkeit. Bereits im dritten Last-
schritt ist fiir die vorgegebene Schrittweite keine Konvergenz mehr zu erzie-
len.

In den Abbildungen 4.15 und 4.16 sind die Verschiebungszustinde fir
einen Lastfaktor von A = 2,0 und 4,0 zu sehen.

Wird die Konvergenztoleranze auf 10~¢ fiir die Euklidische Norm ab-
gesenkt, so fallen in den ersten sieben Lastschritten acht Iterationen und
im achten Lastschritt neun Iterationen pro Laststufe an. Trotz erhebli-
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Bild 4.15 : Undeformierte Lage und Verschiebungszustand beim Lastfaktor
A=20

cher Verringerung der Toleranzschranke steigt die erforderliche Iterations-
zahl nicht wesentlich an (1-2 zusitzliche Iterationen pro Laststufe), was
fiir die Standard-Newton-Technik nahe des Grenzwerts charakteristisch ist.
Im Gegensatz dazu benstigt die Iteration ohne Beriicksichtigung der K;I -
Anteile bereits 12 Iterationszyklen im ersten Lastschritt um der verkleiner-
ten Konvergenztoleranz zu geniigen. Als allgemeine Regel kann festgehalten
werden, daB sich die Iterationszahl bei Verwendung der Tangentensteifig-
keit angesichts einer sehr starken Verfeinerung der Toleranzschranke nicht
wesentlich erhsht. Dagegen steigt die Iterationszahl bei nicht konsistenten
Tterationsmatrizen sehr schnell an, wie es beispielsweise auch beim modifi-
zierten Newton-Verfahren zu beobachten ist.

Die Verzweigungslast nahe A =~ 4,25 wird in drei weiteren Lastschritten
(A = 4,09, XA =4,18 und X = 4,19) angesteuert. Die begleitenden
Eigenwerte aus der Gleichung [Ke/u + A (Kg + Kg’)] v = 0 fallen dabei
vom Wert 7,5 beim Lastfaktor A = 4,00 auf 5,0 bei A = 4,19 ab. Mit Hilfe
einer Stérungsrechnung - als Perturbation wird das Fiinffache des beziiglich
der Steifigkeit normierten ersten Eigenwerts der Konfiguration unter der
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Bild 4.16 : Konfiguration fiir den Lastfaktor A = 4,0

4,19-fachen Ausganglast iiberlagert - wird die Rechnung im niedrigsten Ver-
zweigungsast fortgesetzt., Dabei schligt die nach innen gekriimmte Spitze
der Hyparschale in der Nihe der Lasteinleitungsstelle nach aufien durch.
Zur Verfolgung des abfallenden sekundiren Gleichgewichtsastes wird das
konstante Bogenlingenverfahren verwendet. Beim Lastfaktor X = 3,4 er-
reicht die Kurve ihr Minimum und steigt danach bis auf A = 4,3 an, wo
sich ein zweiter Verzweigungspunkt einstellt. Die Zuverlassigkeit der zuvor
hergeleiteten Steifigkeitsmatrizen wird zum einen durch das Zusammenfal-
len der Verzweigungspunkte mit den Schnittpunkten zwischen dem Last-
Verschiebungspfad und der begleitenden Eigenwertkurve bestitigt. Zum an-
deren weist die zerlegte Steifigkeitsmatrix im abfallenden Gleichgewichtsast
zwischen den Lastfaktoren A = 4,19 und A = 3,4 genau ein negatives
Hauptdiagonalglied auf.

Da der sehr lokale Beulbereich auf die unmittelbare Umgebung der Last-
einleitungsstelle beschrinkt ist, kann bei weiterer Verfeinerung des gewihl-
ten FE-Netzes ein geringfiigiges Absinken der Verzweigungslasten erwartet
werden.
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5  Algorithmen zur Spannungsberechnung ela-
stoplastischer Kontinua

5.1 Grundlagen der Formulierung und der Notation

Zur Formulierung der elastoplastischen Deformationsgesetze werden hier
sowohl die Spannungen als auch die Verzerrungen auf die materiellen Koor-
dinaten bezogen, da die allermeisten diinnwandigen Strukturen zwar groen
Verschiebungen im Sinne von Rotationen und Translationen unterzogen wer-
den koénnen, die Verzerrungen sind jedoch weiterhin ,méBig klein“ (in der
Regel kleiner als zehn Prozent). Fiir die numerische Berechnung des Last-
Verschiebungsverlaufs miissen die Differentialgleichungen zur Beschreibung
des Werkstoffverhaltens integriert werden. Dazu sind die in Kapitel 2.5
zusammengestellten Beziehungen der Flieftheorie in inkrementeller Form
bereitzustellen, was Hauptgegenstand dieses Abschnitts ist.

()—40)

Zur Vereinfachung der Darstellung wird anstelle der Indexnotation die
symbolische Schreibweise fiir die zweistufigen Spannungs- und Dehnungs-
tensoren verwendet. Die Tensorkoordinaten werden wie im Ingenieurschrift-
tum {iiblich in Spaltenvektoren dargestellt. Dabei ist zu beachten, daB im
Unterschied zur Matrizenschreibweise der Abschnitte 3.6 und 4.5 in allen
nachfolgenden Kapiteln die Tensorkomponenten in sechsdimensionalen Vek-
toren S und € abgelegt werden. Auf eine unterschiedliche Bezeichnung fiir
Piola-Kirchhoff- Spannungen zweiter Art und Green-Lagrange-Verzerrungen
wird an dieser Stelle verzichtet, da im folgenden ausschlielich mit den unten
aufgefithrten Definitionen gearbeitet wird.

St €11
Sa2 €22
Sa3 €33

S o= € = 51
S12 2¢€12 (51)
813 263
823 2 €93

Entsprechend werden die Koordinaten des vierstufigen Werkstofftensors
Diykr in eine Matrix D der GréBe {6x6] eingelagert, welche analog des
Zuordnungsschemas in Kapitel 3.6 auf das [9x9]-Format fiir C bzw. [8x8]
fiir C, zur Bildung der Elementsteifigkeitsmatrizen gebracht werden kann -
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siehe Gl. 3.47 bzw. Gl. 4.62. Zur Verdeutlichung wird D anstelle von C fiir
das Werkstoffgesetz verwendet.

Dyyyy sym
Daz11 Dagg

D3311 Daszaz Daaas
D=[D = 5.2
[Drski] Diann Dizas Dizss Dine (5:2)
Diair Dizaz Disss Disiz Disis
Doz Dazaz Dazsz Dasiz Dazis Dasgs
Fiir isotropes, linearelastisches Kirchhoff-Material:
1 sym
= 1
EQ-») | & 1
D=__________________~ 1-v 1-~v _ 5.3
T+ )= ) bt (5:3)
1-2v
=),
2(1-v)

Bevor das von Mises FlieSkriterium in symbolischer Schreibweise angege-
ben wird, ist es unerliflich noch auf den Spannungsdeviator S’ einzugehen,
der fiir das inkompressible FlieBen eine maBgebende Rolle spielt. Die Abbil-
dung des zweiten Piola-Kirchhoff-Spannungstensors § auf dessen Deviator

D
S — S’ mit Hilfe der Operatormatrix P reprisentiert in mathematischer
Hinsicht eine Projektion.

!

S'=P S (5.4)
und ) . ) )
5 -3 -3 000 S}l
-1 2 -looo S22
1 '
ID)z -3 _“% % 000 S = S§3 (5.5)
0 0 0100 2
0 0 0010 513
0 0 0001 S23
Die Projektionsmatrix DP ist idempotent und symmetrisch.
(=P baw. P=(P)T (5.6)

Mit ihr 188t sich der Vektor S - und damit der Spannungstensor S;; - in zwei
orthogonal zueinanderstehende Teile, namlich in den Deviator S’ und in den
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Kugelanteil p 1 zerlegen. Die Projektionsmatrix KP fiir das orthogonale
Komplement (Kugelanteil) entsteht aus:

L1l 000
I1io0o0
Pi=1-P=|35 3 3000 (5.7)
00 0 00O
0 00000
00 0 000D
Die Orthogonalititsbedingung
P P=0 (5.8)

ist offensichtlich, Im Verlauf dieses Abschnitts erweist sich die Darstellung

des Kugelanteils f) in Form eines dyadischen Produkts als niitzlich:

%1®1T wobei 1 =

g
il

(5.9)

S OO ek =

und 11))

1—§=1—%1®1 (5.10)

Anmerkung zur Indexschreibweise:

Hinter KP, l1)3' und 1 verbergen sich als Darstellungen in Indexschreibweise:

1
P = [§ 81y 5KL] (5.11)
D 1
P = [511( by1, — 3 % 5KL] (5.12)
sowie 1 = [617] (5.13)

Die Doppelindizierung der Matrixelemente folgt der Anordnung in den Vek-
toren von Gl. 5.1. Damit kann von der symbolischen Darstellung auf die
Indexschreibweise umgestiegen werden. In Abschnitt 5.7 wird von einer
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weiteren Definition Gebrauch gemacht:

11:= - (61k 8oL + 611 buK) = (5.14)

l\D| Lt
=

o=

1
2

FlieSbedingungen nach von Mises und Drucker-Prager

Uberfiihrt man das von Mises FlieSkriterium Gl. 2.57 in die Matrizenform,

1 M 1 5
==87 - .
F 3 PS 3.5' (5.15)
1
1
. M 1
mit P:= 9 (5.16)
2
2
so ergibt sich:
_lerpe_la_
F—QS PS 35 = (5.17)
Hierbei ist die Definition o v D

P=pPT PP (5.18)

-} -b 000

1 1

-3 3 -3000
P=|-35 -3 3000 (5.19)

0 0 0200

6 0 0020

0 0 000 2

verwendet worden. Fiir das Fliefkriterium nach Drucker-Prager erhilt man
analog:

F=ap" S+(STPS)2—-§- =0 (5.20)
worim  p® =[1,1,1,0,0,0] (5.21)
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5.2 Aktualisierung der Geometrie und des Materialzustan-
des

Ziel der nichtlinearen Tragwerksanalyse mit sogenannten ,impliziten“ Inte-
grationsverfahren ist es, grofe Lastschritte zuzulassen und die zugehsrigen
Zustandsgleichungen iterativ zu 18sen. Fiir nichtlineare Berechnungen wer-
den hiufig Verschiebungsmethoden eingesetzt, bei denen der neue Gleich-
gewichtszustand auf iterativem Wege iiber das Verschiebungsfeld gefunden
wird. Wihrend der Iteration treten vor allem bei der Analyse diinnwandi-
ger Flichentragwerke sehr groBe Ungleichgewichtskrifte auf, die den Werk-
stoff bis weit in den nichtlinearen Bereich beanspruchen. Aufgrund der
Wegabhingigkeit der Werkstoffgesetze ist es erforderlich, inelastische Ma-
terialbeanspruchungen infolge rechnerischer, d.h. ,kiinstlicher* Ungleichge-
wichtszustdnde zu eliminieren. Deshalb diirfen die endgiiltigen inelastischen
Deformationen, welche den Materialzustand charakterisieren, nur an solchen
geometrischen Konfigurationen aktualisiert werden, an denen das Gleichge-
wicht erfiillt ist (in der neueren englischsprachigen Fachliteratur hat sich
dafiir die Bezeichnung ,state determination® eingebiirgert).

Die wegunabhingige Iteration fiir wegabhingiges Material kommt da-
durch zustande, da die Spannungs- und Dehnungsinkremente immer zwi-
schen der aktuellen Lage ‘x zum Zeitpunkt *¢ und der letzten Gleichgewichts-
lage ™"x zur Zeit "t gemessen werden. Insbesondere diirfen die gesamten
inelastischen Dehnungen nicht aus der Summe der Inkremente zwischen den
aufeinanderfolgenden Zustanden ‘x und *~!x zu den Zeitpunkten it und ~1¢
ermittelt werden, da an. diesen Zwischenzustinden *x bzw. ~lx wihrend
der Iteration kein Gleichgewicht herrscht.

Die dabei auftretenden unerwiinschten FlieSvorginge an Ungleichge-
wichtslagen werden am Beispiel eines Kragarms (Lange I, Querschnittswerte
A, I) unter anwachsender Momentenbelastung demonstriert. GrofBere Quer-

T"r“z
7
% ‘_'J)M et X4, Uy

Bild 5.1 : System und Belastung des Kragarms

verschiebungen der Kragarmspitze am Ende des ersten Iterationsschritts
bedingen merkliche Axialdehnungen bis weit in den plastischen Bereich.
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Wihrend der weiteren Iteration werden jedoch die elastischen Anteile dieser
axialen Dehnungen wieder zum Verschwinden gebracht,.

1. Tterationsschritt (lineare Losung) :

Bild 5.2 : Verschiebungsfigur am Ende des ersten Iterationschritts

Langsverschiebung der Stabachse: lui(z;) = 0

Querverschiebung der Stabachse: lup(zy) = %M'%2

Membrandehnung (Zug): legg = Lug1)?> &1 >0
Aley; = le1-0>0

0
1511 = Elfll

A‘g::1 plastisch

Bild 5.3 : Verlauf der Axialdehnung und -spannung iiber die Stablinge
Mit zunehmender Entfernung z; von der Einspannstelle vergréfiern

sich die Green-Lagrange-Verzerrungen l¢;; und iibersteigen allmihlich die
einaxiale dquivalente FlieBdehnung .
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2. Iterationsschritt:

Bild 5.4 : Verschiebungsfigur am Ende des 2. Iterationsschritts

Mit Vorgriff auf die in den Bildern 5.5 und 5.6 erklirte Notation wird bereits
an dieser Stelle davon Gebrauch gemacht, wenn das Dehnungsinkrement
AA%eyy als Differenz zwischen den Verzerrungszustinden des ersten und
zweiten Iterationsschritts berechnet wird.

Membranstauchung (Druck): Zeip = —|[Purall
+5 [(Cu10)? + Cuza )]

Dehnungsinkrement: AA%; = Z%e1-Yeyg < O
Membranspannungen: 251, = E (A% + AA%e;) < S
Entlastung: = AAZePy; = 0

Im zweiten Iterationsschritt tritt Membranstauchung ein, so dafi der
Spannungszustand innerhalb des FlieSkdrpers zu liegen kommt, d.h. im
eindimensionalen Fall unterhalb der Fliefigrenze. Das System entlastet in
der Membranwirkung und wird wieder elastisch. Die kiinstlichen plastischen
Membrandehnungen 2P = €7 4 0 aufgrund des ersten Iterationsschrittes
verbleiben jedoch in der Struktur, obwohl der endgiiltige Gleichgewichtszu-
stand keine Membranbeanspruchungen aufweist.

Der am Kragarm verursachte Fliefvorgang in der Stabachse infolge der
endlichen Drehungen innerhalb eines Lastinkrements kommt auch beim drei-
dimensionalen Kontinuum im Fall der wegabhingigen Iteration zustande.
Im Bild 5.5 ist der iterationsbedingte Entlastungsvorgang zwischen den
Schritten ¢ — 1 und ¢ im Spannungs-Dehnungsdiagramm dargestellt.
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Bild 5.5 : Kiinstliches FlieSen wihrend der iterativen Ermittlung der neuen Gleich-
gewichtslage infolge Abbau der Membrankrifte zwischen den Zustinden i — 1 und
i

Zur Vermeidung des ,kiinstlichen Plastifizierens“ ist daher auf das in
Bild 5.6 veranschaulichte Vorgehen bei der Bestimmung der Spannungs-,
Dehnungs- und plastischen Multiplikatorinkremente zuriickzugreifen. Die
grundsitzlichen Unterschiede bei der Neuberechnung der aktuellen Geome-
trie *x mit Hilfe der Anderung der Verschiebungsinkremente AA‘u und die
Bestimmung des gesamten Dehnungszuwachses A‘e beziiglich des letzten
Gleichgewichtszustandes zur Zeit "t werden in der Schreibweise durch die
wiederholte Verwendung des AA - Zeichens betont.
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Bild 5.6 : Bedeutung der inkrementellen Gré8en
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Die aktuelle Geometrie ‘x der Struktur berechnet sich entweder aus dem
letzten Zwischenzustand *~'x oder aus der Anfangslage °x.

x= x4+ Adfu= %+ ("u+ A7) + AA (5.22)

Der Green-Lagrange-Dehnungstensor ‘e zur Zeit *t ist durch den Deforma-
tionsgradienten *Fi; der momentanen Konfiguration ‘x definiert.

N (9'5:,-
iJ = BXJ (523)
i _Llrin o
€1y = 5 ( Fyy 'Fg — 51J) (5.24)

Der entscheidende Schritt zur wegunabhingigen Iteration wird bei der Be-
rechnung des gesamten Verzerrungsinkrements A'e vollzogen, welches den
Dehnungszuwachs zwischen der aktuellen Konfiguration *x und der letzten
Gleichgewichtslage "x miBt.

Ale = ‘e — ¢ {5.25)

In Ubereinstimmung mit der FlieStheorie kann das Dehnungsinkrement Afe
in einen elastischen A‘e® und einen plastischen Anteil A'e? zerlegt werden.
Afe = Atet + A'e? (5.26)

Die Addition von elastischen und plastischen Dehnungsinkrementen darf
nur unter den eingangs genannten Voraussetzungen bei groflen Rotationen
in Gegenwart kleiner Verzerrungen getroffen werden, was fiir dinnwandige
Flichentragwerke allerdings typisch ist (Kovarianzprinzip). Der plastische
Anteil A'e? unterliegt dem FlieBgesetz in Gestalt der Normalenregel:

. 0¢
Ate? = AN == 5.27
65 "t+a(‘t—- "t) ( )

Der inkrementelle Charakter von Gl. 5.27 erlaubt den Gradienten des
Potentials wihrend der Iteration zu irgendeinem Zeitpunkt "t + a (*t — ™t)
zwischen Anfang "t und Ende *t des Zeitinkrements At = *t — ™t zu wihlen:

0<a<l1 (5.28)

Insbesondere hat die Wahl des Parameters @ und die damit verbundene Fest-
legung des FlieBvektors (Fliefrichtung des plastisch deformierten Materials)

a:= o¢

= 5.29
(9S "t+a(‘t— "‘t) ( )
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- Anla8 fiir eine Reihe unterschiedlicher Losungsvorschlige zur elastoplasti-
schen Spannungsberechnung gegeben, deren Gemeinsamkeiten anfinglich
nicht erkannt worden sind. Unter einem expliziten Spannungsintegrations-
verfahren ist hier der Fall o = 0 gemeint, wihrend fir o = 1 ein
implizites Verfahren vorliegt. Dariiberhinaus sollen im ersten Fall sowohl
die FlieSbedingung als auch der Differentialquotient in der Verfestigungsan-
nahme am Anfang des Zeitinkrements zum Zeitpunkt ™ erfiillt sein, woge-
gen bei der impliziten Methode alle konstitutiven Beziehungen zur Zeit ¢
befriedigt sein sollen.

Im Kapitel 5.3. werden die bekanntesten Verfahren zur Spannungsbe-
rechnung mittels Integration des elastoplastischen konstitutiven Tensors De?
erklart. Im Kapitel 5.4 wird auf die sogenannten elastischen Pradiktor-
plastischen Korrekturverfahren eingegangen, die aus der rechnerischen Auf-
teilung des elastoplastischen Problems in zwei Losungsphasen entstehen und
zwar in eine zuerst rein elastische Randwertaufgabe (kinematische Feldglei-
chungen und Randbedingungen) und danach in eine rein plastische Anfangs-
wertaufgabe (konstitutive Gleichungen der Elastoplastizitit).

5.3 Zusammenstellung der klassischen Integrationsverfah-
ren zur elastoplastischen Spannungsberechnung.

5.3.1 Vorbemerkungen

Zur Ermittlung des neuen Spannungszustandes 'S und der inelastischen
Dehnungen ‘eP miissen die als Differentialgleichungen vorliegenden Bezie-
hungen der FlieBtheorie - die a priori eine infinitesimale Theorie ist - nach
der Zeit integriert werden. Die Aufgabe besteht darin, aus

gesamte Dehnungen e

den Anfangswerten: | .
¢ den angswerten inelastische Dehnungen ™eP

e der konstitutiven Beziehung: dS = D*? de
¢ und den aktuellen Dehnungen ‘e zum Zeitpunkt ¢

den neuen Spannungszustand ‘S und die inelastischen Dehnungen ‘e? zu
berechnen. Die eindeutige Angabe des neuen Spannungszustandes ‘S ist
selbst fiir ideal elastoplastisches Materialverhalten méglich, denn das Pro-
blem wird durch Vorgabe des neuen Dehnungszustandes ‘e vollkommen kon-
trolliert (der hierfiir verwendete Ausdruck ,,dehnungskontrolliertes Problem*
betont diesen Sachverhalt nachhaltig).
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Das typische Vorgehen der klassischen Algorithmen zur elastoplastischen
Spannungsberechnung besteht darin, das geschwindigkeitsabhingige Stoff-
gesetz mit Hilfe des elastoplastischen Tensors D entlang des Dehnungs-
weges A'e = f,:z de vom Zeitpunkt ™t bis 't zu integrieren. Hierbei wird
das elastische Problem parallel zur plastischen Aufgabe gelést. Obwohl
sich beide Teilprobleme auf der Ebene der infinitesimalen elastischen und
plastischen Dehnungen de® und de? additiv zusammensetzen, machen die
klassischen Losungsverfahren von den mathematischen Vorteilen dieser ad-
ditiven Verkniipfung in der Fliefitheorie keinen Gebrauch. Da der konsti-
tutive Tensor D vom Spannungszustand S selbst abhingig ist, liegt dem
ratenabhingigen Stoffgesetz der FlieBtheorie ein gekoppeltes Differentialglei-
chungssystem erster Ordung zugrunde, dessen Gréfe sich nach der Anzahl
der unabhingigen Spannungs- und Dehnungskomponenten richtet. Im Fall
des dreidimensionalen Kontinuums liegen sechs gekoppelte Differentialglei-
chungen vor, zu deren Lésung simtliche numerischen Zeitintegrationsver-
fahren zur Verfiigung stehen. Es sind dies die Euler-Vorwirtsstrategien (ex-
plizite Methoden) und die allgemeinen Pridiktor-Korrektorverfahren (im-
plizite Methoden). Mit den in der Strukturmechanik gebriauchlichen An-
nahmen fiir den ebenen Spannungszustand, die Rotationssymmetrie oder
die Degeneration bei Flichentragwerken verringert sich zwar die Zahl der
unabhingigen Differentialgleichungen einerseits; andererseits unterliegt das
Losungsverfahren zusitzlichen Beschrinkungen (siehe Teil 7). Nachfolgend
wird ein Uberblick iiber die expliziten und impliziten Integrationsmethoden
zur Spannungsermittiung im elastoplastischen Kontinuum gegeben.

5.3.2 Explizite Integrationsmethoden

Der neue Spannungszustand 'S kann aus den Spannungsraten durch Zeitin-
tegration hergestellt werden.

. , ‘S t 98
i§ = ng +/ is="s+ [ Lar (5.30)
ng ng aT

Durch Einsetzen des in differentieller Form vorliegenden elastoplastischen
Materialgesetzes Gl. 2.77 wird auf die Integration des konstitutiven Tensors
entlang des Dehnungsweges iibergegangen.

, nE
iS =S + / D(c) - de (5.31)
i€
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Nach der zeitlichen Diskretisierung gehen die Dehnungsgeschwindigkeiten in
die Inkremente A'e gemiB G1.5.25 iiber.

m m N
'S =nS+Y ASF =813 D7) A it ek wneq K iene) (5.32
> 3D Z(e="e) (5.2)
Durch Anwendung der Euler-Vorwirts-Methode auf G1.5.32 zur numeri-
schen Integration erhilt man das klassische Spannungsintegrationsverfah-
ren mit Subinkrementierung. Da der elastoplastische Tensor D am An-
fang eines Subinkrements aufgestellt wird, spricht man auch von einer ex-
pliziten Methode oder einem Tangentenpridiktorverfahren /Schreyer 1979/,
/Nyssen 1981/ und /Krieg 1977/. Fiir nichtlineare Berechnungen mit FE-
Programmen wird der daraus hergeleitete einfache Algorithmus der expli-
ziten Methode bis in jiingster Zeit am hiufigsten verwendet. Zum Beispiel
wurde er auch von Sittele /Sittele 1980/ in das Programmsystem NISAS0
/NISA80 1983/ eingebracht. Zur Gegeniiberstellung mit den Verfahren in
den Kapiteln 5.4 bis 5.6, welche auf der getrennten Losung des elastoplasti-
schen Problems beruhen, soll er kurz zusammengefaft werden.

Veranschaulichung der expliziten Integrationsmethode

Schritt 1:

¢ Das Spannungsinkrement A*S* wird unter der Annahme vollstindig
elastischen Materialverhaltens beim Aufbringen des Dehnungsinkre-

ments Afe ermittelt. ‘ .
A'S* =D Ale (5.33)

Uberprﬁfung der FlieSbedingung:
F ("S + AiS*) < 0 elastisch, == setze: 'S ="S + AiS*
> 0 plastisch, == weiter mit Schritt 2
Schritt 2:

o Der Spannungszustand S°¢ bei Eintritt des FlieBens ist zu berechnen.
In die Anschauung umgesetzt bedeutet es, den DurchstoBpunkt S¢ des
Vektors A'S* auf der FlieBfliche zur Zeit °t in Bild 5.7 zu ermitteln.
Der Parameter 8 zur Ermittlung des Kontaktspannungszustandes

S°="S 4+ 4 A'S* (5.34)
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Bild 5.7 : Darstellung des sogenannten , Kontaktspannungszustandes® §¢ auf der
Flieffliche im Hauptspannungsraum

ergibt sich aus dem FlieSkriterium:
F=("S+8A'S*")£0 (5.35)
In der Regel liegt diese Bedingung in impliziter Form als nichtlineare
Funktionsgleichung des Faktors 8 vor, der iterativ zu ermitteln ist.
Schritt 3:

¢ Ermittlung des Dehnungszuwachses A‘e® bis zum Fliefenbeginn, wenn
sich die Deformationen vom Zeitpunkt ™t bis *¢ 4ndern und das Mate-
rialverhalten als linear elastisch innerhalb des Zeitinkrements voraus-
gesetzt wird - siehe Bild 5.8.

A'e® = B Ae (5.36)
A'e? = A'e? + A'e® = (1 - f) A'e (5.37)
Die Schritte 2 und 3 entfallen, wenn der Punkt ™S bereits auf der
FlieBfliche liegt.
Schritt 4:

e Aufstellung des elastoplastischen Tensors °D® zum Zeitpunkt ¢ mit
Hilfe des FlieBvektors °a = gg le¢ (und dem Gradienten des plasti-

schen Potentials bei nichtassoziierten FlieSregeln °q = gg et ).

T
8| —iepwp-_Rage’D (5.38)
O€ Jer dx dax t a7 Dal,
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Bild 5.8 : Darstellung der FlieSfliche und Unterteilung des Dehnungsinkrements
im Hauptverzerrungsraum

Schritt 5:

o Berechnung des neuen Spannungszustandes 'S, der im Zusammenhang
mit dem expliziten Verfahren auch unter dem Begriff Tangentenpradik-
tor *S* /Schreyer 1979/ bekannt ist.

i+=n i.c ep ie i.p
s S+;)A6+D (A'e" + Aler) (5.39)
¢ A8

Das Spannungsinkrement A'S liegt in der Tangentialebene der Ver-

A3 ‘ag .,
/b‘,?’/—'

45

S

Bild 5.9 : Tangentenpradiktor und FlieBvektor “a an die Verfestigungsfliche ¢ F
zur Zeit °t

festigungsfliche im Punkt S°. Fiir den gesuchten Spannungszustand
'S kann unter der Voraussetzung kleiner Schrittweiten A'S der Zu-
stand 'St verwendet werden. Er kann im Hinblick auf eine zusitzliche
Korrektur aber auch als Priadiktor verstanden werden,
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Schritt 6:

i —- £y
ﬁn/

Bild 5.10 : Zerlegung des Dehnungsinkrements im Hauptverzerrungsraum

e Bestimmung des plastischen Dehnungsinkrements Afe?:

ip_ Ad -1 Ad
Ale? = Ale®? - D7 A'S (5.40)
Alee
Das Spannungsinkrement A'S wird durch D Afe®? ersetzt.
A'e? = AP — D71 D? Afe? (5.41)
. T .
= Ao 1282 D i (54
i aA +a” Da
T D Ai ep
s et (5.43)
i E"A% +a® Da
Der Ausdruck D A'e  ist mit (1 — 8) A'S* identisch.
; aT - A'S*
A'e? = (1~ ) - (5.44)
5 +a’ Da

Schritt 7:

¢ Das plastische Vergleichsdehnungsinkrement A*e” und die neue Lage
der Verfestigungsfliche werden je nach Art der Verfestigungshypothese
errechnet.

. i T c
Arbeitsverfestigung: A = é—%}—s

Verzerrungsverfestigung: A& = /2AierT Aler

Aus der plastischen Vergleichsdehnung ‘e resultiert die einaxiale
FlieBspannung *§ nach Bild 2.9.

=P L AP = 5= () (5.45)
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Bild 5.11 : Darstellung des Skalarproduktes a” - A'*S* im Hauptspannungsraum
- siehe auch Kapitel 5.4.3

Euler-Verfahren mit Korrektur

Die Konvexitit der Flieffliche bedingt systematische und daher wachsende
Fehler bei der Berechnung des neuen Spannungszustandes ‘S = 8§+ | da
sich der Abstand des Tangentenpridiktors ‘St von der FlieBfliche mit je-
dem Zeitschritt vergréBert. Weder die Fliefiregel noch die FlieBbedingung
F sind am Ende des Zeitintervalls erfiillt, was fiir ein explizites Verfahren
charakteristisch ist. Um wenigstens die FlieSbedingung F = 0 zum Zeit-
punkt it einzuhalten und unwirtschaftlich kleine Zeitschritte zu vermeiden,
ist in jedem Fall eine Korrektur des Tangentenpriadiktors 'St entweder nach
jedem Subinkrement oder einmalig am Ende des Zeitschritts vorzunehmen.

Schritt 8:

e Als mogliche Korrektur des Tangentenpridiktors auf die FlieBfliche
sind verschiedene Projektionsrichtungen vorgeschlagen worden /Hin-
ton 1980/, /Hibbitt 1981/, /Marques 1984/, z.B. parallel zum Flief-
vektor zur Zeit "t oder orthogonal zur FlieBftiche zur Zeit *¢. Voraus-
setzung hierfiir ist jedoch die Kenntnis der aktuellen Lage der Verfesti-
gungsfliiche ‘F = 0. Diese kann unabhingig vom Tangentenpradiktor
iS+ wie in Schritt 7 mit Hilfe der plastischen Vergleichsdehnung ‘&
und der einaxialen FlieBspannung § bestimmt werden. Anzumerken
ist, daB das Werkstoffgesetz <D = D% (8°) = %% le¢ aus Schritt 4
zu Beginn des Plastifizierens aufgestellt wird. Es stimmt mit dem
neuen Spannungszustand ‘S aufgrund der Differenzenquotienten der
expliziten Zeitintegrationsmethode nicht iiberein.
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Bild 5.12 : Korrektur des Tangentenpradiktors

5.3.3 Implizite Spannungsintegration mit Hilfe des allgemeinen
Pradiktor-Korrektorverfahrens

Im Vergleich zu den expliziten Methoden bietet das Pridiktor-Korrektor-
Verfahren, welches zur Klasse der Integrationsverfahren vom geschiossenen
(iterativen) Typ zdhlt, den Vorteil unbedingter numerischer Stabilitdt und
kleinerer Abbruchfehler als die gewshnliche Euler-Vorwirts-Methode. Die
beim iterativen Formalismus durchzufiihrenden Schritte werden kurz vorge-
stellt, wobei die ersten drei identisch denjenigen des vorangegangenen Ab-
schnitts sind. Im vierten Schritt werden der FlieBvektor *a und der Gradient
des plastischen Potentials zur Zeit ‘¢ mit den Spannungen 'S* := "S + A'S
ermittelt, womit der konstitutive Tensor ‘D®? als riickwirtiger Differenzen-
quotient aufgestellt wird.

Im anschlieBenden Korrekturschritt ergibt sich der neue Spannungszu-
stand ?S. Der Einfachheit halber soll der alte Spannungszustand ™S in den
Gleichungen der Unterabschnitte 5.3.3 und 5.3.4 bereits auf der Flieffliche
liegen.

‘s = 8°+ D7 Ale (5.46)
Dieser 148t sich iterativ verbessern, indem der konstitutive Tensor D¢ mit
den neuen Werten des Zustands ‘S nochmals aufgestellt und Gl. 5.46 erneut
angewendet wird. Dieser Prozef§ ist solange zu wiederholen, bis sich die
gewihlten Normen aus den Komponenten des konstitutiven Tensors ‘De?
und des Spannungszustandes ‘S nur noch innerhalb vorgeschriebener Tole-
ranzschranken indern. Dann stimmen der konstitutive Tensor *D¢” und der
neue Spannungszustand ‘S zum Zeitpunkt *t iiberein, was zum Wesen der
impliziten Zeitintegrationsalgorithmen gehsrt. Allerdings darf nicht {iberse-
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Bild 5.13 : Neuer Spannungszustand 'S

hen werden, daB der Punkt 'S i.a nicht auf der endgiiltigen Verfestigungs-
fliche *F zur Zeit ‘t liegt. Wie zuvor kann der Spannungszustand S durch
eine abschlieBende Projektion auf die Verfestigungsfliche ' F' gebracht oder
durch Subinkrementierung beliebig genau an diese angenihert werden.

5.3.4 a-Methoden zur Integration des Werkstoffgesetzes

Das explizite und das implizite Verfahren liefern bei endlicher Schrittweite in
der Regel voneinander abweichende Ergebnisse fiir den neuen Spannungszu-
stand 'S, dessen exakter Wert aufgrund der Konvexitit der FlieBfliche ,zwi-
schen“ den beiden N&herungsergebnissen liegt. Wiinschenswert ist daher ein
wmittlerer* Gradient dhnlich Gl. 5.27 zur Zeit ¢ in Form des konstitutiven
Tensors D = g% [as , der als Diﬁ’erenzenquotignt héherer Genauigkeit
die Giite des neuberechneten Spannungszustandes ‘S verbessern soll. Ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit darf davon ausgegangen werden, daf die
Spannungszustinde *S und "~18 bereits auf der FlieBfliche liegen.

‘S = "8 4+ "D A'e (5.47)

In Anlehnung an die allgemeinen Pridiktor-Korrektorverfahren sind die
Spannungen ‘S* nach der Formel

'S* =15 1 27D Ale (5.48)
zu bilden. Der neue Zustand errechnet sich zu - siche /Ralston 1967/:
‘S="8+0,5 (‘D + "D) A'e (5.49)

Die hierdurch beschriebenen Zusammenhinge werden in Bild 5.14 verdeut-
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Bild 5.14 : Bedeutung der Eingangsgrofen fiir die o -Methode

licht.
In Kombination mit der Subinkrementierung bei einer Schrittweite von
= L(%~"1) - wobei m die Anzahl der Schritte ist - sind die Berechnungs-
formeln bis zur Ordnung O(h®) genau. Nachteilig ist jedoch die zusétzliche
Kenntnis der Matrizen *~1S und *D neben den Gréfen ™S und "D, welche
im Rechner alle vorgehalten werden miissen. Im Sinne dieser Mehrschrittme-
thode sind auch die in /Ortiz 1985/ vorgeschlagenen Integrationsformeln fiir
die verallgemeinerte Trapez- und Mittelpunktsregel zu sehen. Aus Griinden
der Vollstindigkeit werden sie an dieser Stelle aufgefiihrt.

A) Verallgemeinerte Trapezregel
Das Werkstoffgesetz wird zur Zeit *t aufgestellt,

‘PP = a "D 4 (1 - a) ‘D (5.50)
wobei der Tensor *D mit dem elastischen Spannungspradiktor *S* gemiB
iS* ="S 4+ D Ae (5.51)

gebildet wird. Fiir den neuen Spannungszustand gilt dann:

'S ="S 4D Ale (5.52)

B) Verallgemeinerte Mittelpunktsregel
Das Werkstoffgesetz *D*P wird mit dem Spannungszustand *8 aufgestellt,

*S=a"S+(1-a)'S* (5.53)
in den der elastische Pridiktor ‘S* eingeht. Er ergeben sich:
S ="S + °D® A'e mit “D% = D®(®S) (5.54)
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5.4 Spannungsberechnung durch getrennte Ermittlung der
elastischen und plastischen Anteile

5.4.1 Vorbetrachtungen

Die im vorigen Kapitel dargelegten Methoden zur Spannungsermittlung in
der Elastoplastizitit beruhen alle auf der Integration des Werkstofftensors
D®P, mit welchem die elastische und plastische Teilaufgabe simultan gelost
werden. Im Gegensatz dazu steht eine zweite Klasse von Spannungsalgo-
rithmen, die das elastische Problem getrennt von der plastischen Aufgabe
behandeln. Dabei wird die Gegebenheit ausgenutzt, daf die beiden Teilauf-
gaben additiv in den Dehnungsgeschwindigkeiten bzw. -inkrementen Ae®
und AeP miteinander verkniipft sind. Im weiteren wird dieses auf der Se-
paration beruhende Lsungskonzept mit dem Begriff , elastisches Pridiktor-
plastisches Korrektorverfahren® belegt.

Vorteilhaft bei diesem Vorgehen ist, daB die Spannungsneuberechnung
im Plastischen ohne rechenintensive Aufstellung der elastoplastischen Ma-
trix D mit Hilfe des Fliefivektors a vollziehbar ist. Beim Ubergang vom
elastischen in den plastischen Bereich kann auf die Bestimmung des Kon-
taktspannungszustands verzichtet werden. Die algebraisch einfachere Glei-
chungsstruktur der getrennten Berechnungsmethode gestattet desweiteren
den Spannungsalgorithmus rigoros in die Linearisierung der virtuellen Ar-
beitsgleichungen miteinzubeziehen, aus denen die Tangentensteifigkeitsma-
trix fiir das Newton-Verfahren zur Gleichgewichtsiteration hergeleitet wird.

Zunichst wird der Grundgedanke des elastischen Pridiktor-plastischen
Korrektorverfahrens und dessen enge Verwandschaft mit den im vorigen
Kapitel aufgezeigten Verfahren eingehender betrachtet, woraus auch die Be-
griffsbildung einsichtig wird. Der Klarheit wegen wird darauf hingewiesen,
dafl der Unterschied zwischen den klassischen Spannungsintegrationsverfah-
ren und dem elastischen Pridiktor-plastischen Korrektorverfahren nicht in
der Wahl des Zeitpunkts besteht, an dem die konstitutiven Gleichungen
erfiillt sind, d.h. ob ein explizites oder implizites Verfahren vorliegt - siehe
Kapitel 5.5.

5.4.2  Zur Begriffsbildung des elastischen Pridiktor-plastischen
Korrektorverfahrens (,,operator split - method*)

Fiir die Gegeniiberstellung der prinzipiellen Gemeinsamkeiten zwischen der
klassischen Methode und dem elastischen Pridiktor-plastischen Korrektor-
verfahren wird eine explizite Einschrittechnik betrachtet. Der Tangenten-
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pridiktor ‘ST soll anstelle vieler Subinkremente durch einen einzigen Schritt
approximiert berechnet /Stein 1985/. Dabei wird eine u.U. grofie , Abdrift“
des Spannungszustandes von der FlieBfliche bewufit hingenommen, jedoch
in einem nachfolgenden Korrekturschritt beseitigt. Um uneingeschrinkte
Stabilitit des numerischen Verfahrens zu garantieren, soll die Projektion
des Tangentenpridiktors S orthogonal auf die FlieBfliche erfolgen, so daff

die Fliefiregel A ‘e? = AX %lit am Ende des Zeitschritts erfiillt wird.

Uberman -
spannung

J
/fD'G
/

!
S0 / Riickkehrrichtung

[P
. S
\K\K/orrektur
‘.| &S,
"% } i
[

5111

Bild 5.15 : Tangentenpridiktor ‘St und elastischer Pradiktor *S* im Hauptspan-
nungsraum '
$* ="S 4+ A'S* (5.55)
St ="S 4+ A'S (5.56)

Die Korrektur des Tangentenpradiktors *S+ in Richtung der inkrementellen
plastischen Dehnung A'e? um den Betrag AfeKorrektur entspricht einer aus-
schlieBlich plastischen Relaxation. Die Gesamtdehnungen ‘e bleiben unter
diesem Gesichtspunkt unversndert, da ein Teil der elastischen Verzerrungen
‘e¢t des Tangentenpridiktorzustandes

it = p-ligt (5.57)
in plastische Dehnungen ‘e? iibergeht.

TeP = igpt + Atep Korrektur (5.58)
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Die Vorstellung, den Tangentenpradiktor ‘St im Sinne einer plastischen
Relaxation zu korrigieren, 148t sich auch auf den elastischen Spannungspr-
diktor *S* iibertragen.

DaQ (a® [D A'e])

A'S = [D Ale] - (5.59)
£ &5 +a" Da
Der algebraische Ausdruck
[D Afe] = A'S* (5.60)

repréasentiert das Spannungsinkrement A‘S* vom alten Spannungszustand
zum elastischen Pradiktor. Das Skalarprodukt

a” [D Ale] = aT A'S* (5.61)

zwischen dem elastischen Pridiktorinkrement A*$* und dem FlieBvektor a -
siehe Bild /5.15/ - gibt die Gréfie der Komponente des Spannungsinkrements
in Richtung des Gradienten der Flieffliche an (Ubermafispannung). Der
Term D a bestimmt die Riickkehrrichtung vom elastischen Pridiktor auf
die Flieffliche. Gl. 5.59 kann unter Einbeziehung von Gl. 5.61 geschrieben
werden als:

n 1 _n Qe _ al A'S*
S+ A'S = "S+A'S T +ar Da (Da) (5.62)
Gl. 5.56 Gl. 5.55 Riickkehrrichtung
iQ+ — < . al A‘S*
'S - 'S %‘2 %-{—8’1‘ b (Da)
Tangenten- elastischer »Ubermas-
pradiktor = Pradiktor - spannung*

(5.63)
Gl. 5.63 beinhaltet sowohl einige anschaulich als auch methodisch bedeu-
tungsvolle Aussagen:

o Der Tangentenpridiktor ‘St setzt sich aus dem elastischen Span-
nungspradiktor ‘S* und der UbermaBspannung zusammen.

e Fir das Endergebnis ist es gleichgiiltig, ob der Tangentenpridiktor
St mit Hilfe der elastoplastischen D -Matrix direkt ermittelt wird,
oder ob zuerst der elastische Pradiktor ‘S* bestimmt und danach ein
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plastischer Korrekturschritt angeschlossen wird, indem der elastische
Pradiktor *S* auf die Tangentialebene (,linearisierte Fortsetzung“ der
Fliefliche) gelotet wird. Der aktuelle Spannungspradiktor ist fiir die
klassische Methode ohne Bedeutung; dagegen ist er fiir das elastische
Pridiktor-plastische Korrektorvorgehen von zentraler Wichtigkeit.

¢ Die elastoplastische Spannungsberechnung kann in zwei Schritten er-
folgen:

1. Berechnung des elastischen Pradiktors 'S* unter der Annahme,
dafl sich der Werkstoff bei Laststeigerung von ™t nach ¢ unter
dem Dehnungsinkrement Afe rein elastisch verhilt; d.h. die pla-
stischen Deformationen zur Zeit "¢ werden unverindert beibe-
halten (das inelastische Deformationsverhalten des Werkstoffs ist
yeingefroren)

2. Vom elastischen Pridiktorzustand aus wird eine rein plasti-
sche Relaxationsphase durchlaufen, in der die Konfiguration der
Struktur mit dem gesamten Verzerrungszustand fixiert bleibt.
Dabei wird ein Teil der elastischen Dehnungen ‘e¢ - vergleich-
bar mit einem Relaxationsversuch - in inelastische Verzerrungen
ie? umgesetzt.

Die sukzessive Ausfiihrung der beiden Rechenphasen kann im physika-
lischen Versuch nicht beobachtet werden, sondern es soll ein anschauliches
Bild fiir die nachstehende Klasse von Algorithmen zur schrittweisen Berech-
nung des Spannungszustandes vermittelt werden.

5.4.3 Elastisches Pradiktor - plastisches Korrektorverfahren:
Prinzipielles Vorgehen

Im Gegensatz zu der klassischen expliziten Methode wird der elastische
Pridiktorzustand nicht zuerst auf die Tangentialebene durch S¢ zur Zeit
¢t projiziert und der hieraus gewonnene Tangentenpradiktor S* im nachfol-
genden Korrekturschritt durch eine zweite Projektion auf die FlieSfliche ge-
bracht. Vielmehr wird der elastische Pridiktor S* durch eine einzige Projek-
tion auf die Menge aller zulissigen Spannungszustinde (FlieSkorper im drei-
dimensionlen Hauptspannungsraum) abgebildet, so daff die FlieBbedingung
F('S,k) = 0 am Ende des Zeitinkrements zum Zeitpunkt ‘¢ erfillt ist.

Dieses urspriinglich von Wilkins /Wilkins 1964/ und Maenchen /Maenchen
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St

Bild 5.16 : Projektion des Spannungspriadiktors $* auf die FlieBfliche {F im
Hauptspannungsraum

1964/ vorgeschlagene sowie spiter von Krieg & Krieg /Krieg 1977/ unter-
suchte Verfahren wurde bis dahin nur auf die J, -FlieBtheorie angewendet
und unter der Bezeichnung ,radial return® im Schrifttum bekannt. Auf
eine mathematisch fundierte Grundlage konnte es von Ortiz /Ortiz 1981/
im Fall idealer von Mises - Elastoplastizitit gestellt und in die Gruppe der
Produktalgorithmen - siehe /Kato 1976/, /Moreau 1963/, /Pazy 1974/ -
eingereiht werden. Damit gelang es, einen analytischen Konsistenzbeweis
zur Absicherung der Konvergenz des Algorithmus’ zu erbringen.

Im Sonderfall der elastischen idealplastischen von Mises-FlieBtheorie
kann der neue Spannungszustand ‘S des allgemeinen 3D-Kontinuums aus
dem elastischen Pradiktor *S* durch einfache Skalierung dessen Ortsvektors
gefunden werden. Und zwar geschieht dieses im Verh#ltnis: ,Radius der zy-
lindrischen FlieBfliche zur Linge des Ortsvektors des elastischen Pradiktors
in der Deviatorebene“. Dieses Vorgehen kommt einer radialen Riickkehr
vom elastischen Pridiktorzustand auf die kreisformige Fliefikurve in der = -
Ebene des von Mises Fliefkriteriums gleich. Im Bild 5.17 ist die entschei-
dende Projektion des elastischen Pridiktor-plastischen Korrektorverfahrens
im Hauptspannungsraum und in der Deviatorebene graphisch dargestellt.

Stillschweigend ist ein implizites Einschrittverfahren vorausgesetzt wor-
den, dessen Projektionsrichtung auf die FlieBfliche mit dem FlieBvektor ‘a
zur Zeit 't zusammenfllt.

Das elastische Pridiktor-plastische Korrektorverfahren wurde unzutref-
fenderweise manchmal nur als rein implizites Verfahren verstanden /Krieg
1977/, /[Nyssen 1980/ und entsprechend sprachlich gegen den in Kapitel 5.3
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Bild 5.17 : Plastischer Korrekturschritt des elastischen Pradiktors im Hauptspan-
nungsraum und in der Deviatorebene

dargelegten klassischen Integrationsalgorithmus in expliziter Fassung abge-
grenzt. Diese keineswegs notwendige Einengung der Methode auf das im-
plizite Verfahren zur Zeitintegration wird in Abschnitt 5.6 zugunsten einer
symmetrischen Matrizengleichung zwischen Spannungs- und Verzerrungsge-
schwindigkeiten ohnehin fallengelassen - siehe auch Kapitel 5.5.

Losgelost von der bisher anschaulichen Vorgehensweise der elastischen
Pradiktor-plastischen Korrektormethode wird nun auf die formale Herlei-
tung besonderer Wert gelegt, um auch allgemeinere FlieBkriterien, Verfesti-
gung des Werkstoffs oder ebene Spannungsprobleme behandeln zu kénnen.

5.4.4  Elastisches Pradiktor - plastisches Korrektorverfahren:
Formale Darstellung des Spannungsalgorithmus’

In Ubereinstimmung mit der Vorgehensweise des oben geschilderten Ver-
fahrens wird im ersten Schritt (Pradiktorschritt) der Spannungszustand *S*
durch Losen der Elastizititsaufgabe gefunden. Die zu diesem gedachten Zu-
stand gehorenden elastischen Dehnungen (elastischer Dehnungspridiktor)
‘e* berechnen sich entweder mit Hilfe von Gl. 5.25 aus den alten elastischen
Dehnungen "¢

Te* 1= "e® + Ale (5.64)
oder aus den bekannten plastischen Dehnungen "e? zu:
LI D

€ €—"e (5.65)
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Fiir linearelastisches Material kann 'S* aus dem alten Spannungszustand *S
und dem elastischen Zuwachs A'S* gem48 Gl. 5.33 ermittelt werden.

'S* =S+ D Ale (5.66)
Der neue Spannungszustand 'S zum Zeitpunkt ‘¢ kann in den Ausdruck
'S="S+ D Afe (5.67)

gefaBt werden, wobei das elastische Dehnungsinkrement durch Gleichung
5.26 bestimmt wird.

'S="S+D (Ale - AleP) (5.68)

Setzt man die Definitionsgleichung fiir den elastischen Priadiktorzustand Gl.-
5.66 in Gl. 5.68 ein, . _ '
'S ="'8"-D Alef (5.69)

so beschreibt der Subtrahent der rechten Gleichungsseite
A'SP := D Aler (5.70)

die rein plastische Relaxation (Korrekturschritt) vom Pradiktor {S* auf die
Flieffliche. Durch Vorgabe des Verschiebungsfeldes bleiben die Gesamtdeh-
nungen dabei unverindert.

'S =S* — A'SP (5.71)

Gl. 5.66 und die Definitionsgleichung Gl. 5.33 werden in Gl. 5.71 eingesetzt:

i) = ns + Ag* - A'SP
Neuer Alter elastischer plastische (5.72)
Zustand = Zustand + Pradiktor — Korrektur

Die schrittweise Entwicklung des Algorithmus’ soll am untenstehenden
Schema verdeutlicht werden. Die einzelnen Konfigurationen sind mit ‘B ge-
kennzeichnet. Ihre Verzerrungszustinde unterscheiden sich durch die mitein-
getragenen Dehnungsanteile.
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letzte Gleichgewichtslage

zur Zeit "t

aktueller Zustand

zur Zeit ;f

Ausgangszustand
zur Zeit %

Bild 5.18 : Definition der physikalischen Zustinde der Struktur

Die deformierten Zustinde "B und ‘B kénnen in gedachte elastische
und plastische Teilzustinde zerlegt werden. Diese werden zusammen mit

Bild 5.19 : Hinzunahme der ausschlieBlich elastischen Zustinde "B¢, ‘B¢

den Konfigurationen aus Bild 5.18 in Bild 5.19 iibernommen.

In einem weiteren Schritt wird der elastische Pradiktorzustand B* in
das Diagramm mit den verschiedenen Konfigurationen iibernommen. Durch
Uberlagerung des totalen Dehnungsinkrementes Afe zur ,elastischen Kon-
figuration“ des Zustandes "B¢® erreicht man den Pridiktorzustand B*, von
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welchem aus man im ausschlieBlich plastischen Korrekturschritt den gesuch-
ten elastischen Zustand ‘B¢ erreicht. Der elastische Pradiktorschritt ist

Bild 5.20 : Einfiihrung des elastischen Pradiktorzustandes B* zur Berechnung der
Konfiguration ‘B

durch die mit einem zusitzlichen Pfeil versehene und punktiert gezeichnete
Linie in Bild 5.20 hervorgehoben, wogegen die plastische Ralaxationsphase
durch die gestrichelte Linie markiert ist.

In Bild 5.21 sind die einzelnen Schritte fiir die Spannungsberechnung in
einer Graphik des Hauptdehnungsraumes nochmals zusammengefafit. Darin
sind auch die Verfestigungsflichen ®F und ‘F zu Beginn und am Ende des
Zeitschritts skizzenhaft eingetragen, nachdem sie in Abhingigkeit der Ver-
zerrungen umgerechnet worden sind.
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Bild 5.21 : Veranschaulichung der einzelnen Dehnungszustinde des elastischen
Pradiktor-plastischen Korrekturverfahrens

5.4.5  Inkrementierung der Differentialgleichungen der Flief}-

theorie

Das FlieBgesetz Gl. 2.40 und die Verfestigungsannahme Gl. 2.54 liegen als
Differentialgleichungen in der Zeit vor und miissen fiir ein numerisches Ver-
fahren inkrementiert werden, wozu der Mittelwertsatz der Integralrechnung
bereitsteht. Insbesondere betrifft dies den plastischen Multiplikator.

¢ dA
/\'_E

: "t dX
AT = —=d :
=iy (5.73)
1 dA i n
ax = Zl (t - ™) (5.74)
ATX = AT (5.75)
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Aus der FlieBregel geht das in Gl. 5.27 spezifizierte Dehnungsinkrement Afe?
hervor.

, Y
Ate? = A'X — .
e’ = A') 35, (5.76)
Das Zeitintegral der internen Variablen x gemif Gl. 2.55 zwischen den Zeit-
punkten "t und ‘t wird ebenfalls mit dem Mittelwertsatz der Integralrech-
nung ausgewertet.

K = "n+[3—é—H(S)]

und < o< it

. (ft - mt) (5.77)

In Verbindung mit Gl. 5.74 und Gl. 5.75 geht Gl. 5.77 iiber in:

'k ="K+ AN H(S)

(5.78)

o

Grundsitzlich ist man bei der Wahl des Zeitpunkts ®¢ zur Bestimmung
des Gradienten des plastische Potentials gglat und des verallgemeinerten
Verfestigungsmoduls

(2" %)}
ST gxg

vom Standpunkt der Physik aus betrachtet frei. Numerische Griinde wie
Stabilitdt, Genauigkeit und Konvergenzgeschwindigkeit des Algorithmus’
entscheiden letztendlich iiber die Wahl des Zeitpunkts ¢ . Drei Vorge-
hensweisen kénnen unterschieden werden:

H(S)=A- ot (5.79)

ot

e implizites Verfahren ( Kapitel 5.5 )
e semiimplizites Verfahren ( Kapitel 5.6 )

e semiexplizites Verfahren ( Kapitel 5.6 )
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5.5 Entwicklung des vollstindig impliziten Algorithmus’
5.5.1 Zeitliche Diskretisierung (Interpolation)

Im Rahmen einer vollstindig impliziten Methode ¢ = %t sollen sowohl

o der Gradient in der Gleichung fiir die plastischen Dehnungsinderungen
A €? Gl 5.76,

e die Fliefbedingung Gl. 2.4, aus der das plastische Multiplikatorinkre-
ment A*A bestimmt wird

als auch

o die Verfestigungsannahme zur Berechnung der internen Variablen
Gl. 2.54

am Ende des Zeitschritts zum Zeitpunkt *¢ erfiillt sein. Die Fliefiregel nimmt
die Gestalt an:

: d¢
el — ki
Ale? = A 75|, (5.80)

Bei einem vollstindig impliziten Verfahren muf konsequenterweise Gl. 5.77
iibergehen in:

="K+ AN K (5.81)
wobei die Vereinbarung getroffen wird:
i . ayiq 909
H:=H('S, 35 |., ) (5.82)

Nach Einfiigen von Gl. 5.80 in Gl. 5.69 gibt nachfolgende Beziehung Aus-
kunft {iber den neuen Spannungszustand.

Q. iQH 1 _‘?f

S-S—-DA/\asit (5.83)
Das plastische Multiplikatorinkrement A\ wird durch das FlieBkriterium
F kontrolliert, das in Einklang mit einem vollstindig impliziten Verfahren
am Ende des Zeitschritts gelten muf. Festzuhalten bleibt, dai beim im-
pliziten Verfahren der Gradient des plastischen Potentials in Gl. 5.83 eine
Funktion des neuen Spannungszustandes ‘S selbst ist. Bei einfachen Po-
tentialen gelingt es, Gl. 5.83 in eine explizite Bestimmungsgleichung fiir ‘'S
umzuformen.
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AbschlieBend sei angemerkt, daf der elastoplastische Algorithmus voll-
stindig dehnungskontrolliert ist, d.h. fiir den vorgegebenen Dehnungszu-
stand ‘e wird der neue Spannungszustand ‘S gesucht. Die Aufspaltung der
gesamten Dehnungen ‘e in elastische ‘e und plastische ‘e? Anteile wird
betragsmafig durch die FlieBbedingung F und richtungsmiBig durch das
Fliefigesetz geregelt und ist bei der numerischen Berechnung Aufgabe des
Spannungsalgorithmus’.

Beim allgemeinen Kontinuum kommt zu den sechs Spannungskompo-
nenten, welche aus Gl. 5.83 bestimmt werden, das plastische Multiplika-
torinkrement als siebte Unbekannte hinzu. Zu deren Ermittlung steht die
FlieSbedingung Gl. 2.44 zur Zeit 't als weitere plastische Bestimmungsglei-
chung zur Verfiigung. '

F('S) = f('S) - Y(*x) = 0 (5.84)

5.5.2  Losung der plastischen Gleichungen

Fall I: Die Bestimmungsgleichung Gl. 5.83 fiir den neuen Span-
nungszustand ist nach ‘S auflésbar.

Fiir den Fall, daB8 Gl. 5.83 geschlossen nach 'S umgestellt werden kann, wird
sie zusammen mit GI. 5.81 in die FlieBbedingung Gl. 5.84 eingesetzt. Daraus
entsteht eine skalare Bestimmungsgleichung zur Berechnung des plastischen
Multiplikatorinkrements A*A.

F(AX) = f(A'X) - Y(AA) = 0 (5.85)

Dieses geht dann in Gl. 5.83 zur Ermittlung des neuen Spannungszustands
sowie in Gl. 5.80 und Gl. 5.81 zur Berechnung der plastischen Gréfien ein.
Im allgemeinen ist die Beziehung Gl. 5.85 nicht explizit nach A*A auflosbar,
so daB ein iteratives Losungsverfahren verwendet werden mus. Eigene Er-
fahrungen zeigen, daB sich aus Griinden einer minimalen Anzahl numeri-
scher Operationen das Standard-Newton-Verfahren zur Loésung dieser ska-
laren Gleichung anbietet. Aus der Taylorreihenentwicklung der Funktion
F(A'X) = 0 um den Punkt AN

dF

FZSYINY
wird die Rekursionsformel zur schrittweisen Berechnung des plastischen Mul-
tiplikatorinkrements Af) aufgestellt.

Flay +

(axk+t AN+ 20 (5.86)

F
AN = ApF IF_ML (5.87)
dA) IA/\“
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Es wird die Kurzschreibweise
)= )@ | (5.88)

fiir die von AM* abhingigen GréBen im k-ten Iterationsschritt zur Lésung
der plastischen Gleichungen eingefiihrt. Mit dem Startwert AA? = 0 wird fiir
die relative Anderung des plastischen Multiplikators (AX+1—AXK)/ANK+1
schon nach fiinf bis sechs Iterationen die Toleranzgrenze von 1074 unter-
schritten. Die Verinderlichen des letzten Iterationsschritts kénnen dann
mit ausreichender Genauigkeit als Zustandsvariable fiir den Zeitpunkt *t
iibernommen werden.

AN = AN (5.89)
s = kg (5.90)
N o= My (5.91)
ik = kg (5.92)
Ale? = AFtler (5.93)

Fall II: Loésung der Bestimmungsgleichung Gl. 5.83 und der
FlieBbedingung fiir ‘S und A\ allgemeiner Fliefigesetze

Bei komplizierteren plastischen Potentialen ¢ kann Gl. 5.83 oftmals nicht
auf eine geschlossene Form fiir *S gebracht werden, so daB sie zusammen
mit der FlieBbedingung Gl. 5.84 zur zahlenmi8igen Ermittlung von ‘S und
A ) simultan gelést werden mufB. Das auch hier bevorzugte Standard-New-
ton- Verfahren erfordert die Ableitung von F nach AA.

dF _9FT d'S

dAX — 8'S dAA (5.94)
ebenso wie die Differentiation von ‘S gemi$ Gl. 5.83 nach AX:
d's . 98¢ 2%¢  dS
dAX T 8Sly AAD 55758 dAA‘., (5.95)
dis ¢ 17 89
dA/\_[I+A/\DGS-6S}it D 35, (5.96)

Mit dem Startwert AM*=0 = 0 ergibt sich dann folgendes Iterationsschema:

127



1. Berechne 96
kg . igx _ Avk 99
S =1'S*~ A 35

kS
2. Ermittle o
Flig = F(*S) £ 0

3. Bestimme

ds o% | 17" . 0¢
—_ = |1+ AN D —— =
FTSYNY [ TAND 55 oS ks} D 55
4. und
or| _of| _av
OSlks ~ OSikg OS|kg
5. Multipliziere
dF | _9FT| dS
dAXaxe  OS |rg dAN | psk

6. Berechne einen verbesserten AX - Wert mit der Iterationsgleichung

AN o AN FIAA"
dE_
dA/\‘A/\k

7. Uberpriife die Konvergenz
| (AN — AN /AN <2 oy

Falls ja:  Setze A'A = AM*l _—, Fnde
Falls nein: Setze k = k+1 -~ wiederhole Schritt 1. bis 7.

5.5.3 Wertung des impliziten elastischen Priadiktor-plastischen
Korrektorverfahrens
Als Nachteile des oben zusammengefaBten Algorithmus’ sind anzusehen:

e Beim dreidimensionalen Kontinuum mu$ iiber insgesamt sieben Glei-
chungen (S, AX) iteriert werden (siehe Fall II).

e Bei FlieSflichen ohne C? -Stetigkeit konnen Konvergenzschwierigkei-
ten auftreten, die sich allerdings mit Hilfe des ,Biindelalgorithmus“
/Zowe 1984/ durch das Konzept der Subdifferentiale wieder beseiti-
gen lassen.
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Diesen vertretbaren Nachteilen stehen eine Reihe entscheidender Vorteile
gegeniiber:

¢ Die Bestimmung des Kontaktspannungszustandes beim Ubergang vom
elastischen in den elastoplastischen Zustand eriibrigt sich.

o Die Aufstellung der D® -Matrix zur Spannungsintegration entfallt.

o Beliebig groBe Zeitschritte bedeuten keinen numerischen Mehrauf-
wand, da auf die Subinkrementierung aus Stabilititsgriinden verzich-
tet werden kann.

o Bei sehr grolen Zeitschritten strebt der Inkrementierungsfehler dieses
Algorithmus’ selbst in Form der Einschrittmethode gegen Null - siehe
Kapitel 7.5.

¢ Der Algorithmus ist formal einfach, da der Pradiktorschritt ausschlief-
lich elastisch und der anschliefende Korrekturschritt ausschlieBlich
plastisch ist. Man spricht in diesem Zusammenhang auch von der
Aufsplittung des elastoplastischen Operators (,operator split“ - siehe
/Ortiz 1981/).

¢ Am Ende der Iteration sind neben den Gleichgewichtsbedingungen
auch die Materialbeziehungen (FlieBkriterium, FlieSregel und Verfe-
stigungsannahme) erfiillt (vollstindig impliziter Algorithmus).

5.5.4 Zeitableitung des inkrementellen Evolutionsgesetzes
Nach der zeitlichen Differentiation von Gl. 5.81
= Dk AN TH 4+ AN (5.97)
=0

hingt die Anderung der internen Variablen % zum Zeitpunkt 't direkt von
den Spannungsgeschwindigkeiten 'S ab.

T
= AR ai T g (5.98)
FE

Beim Vergleich der infinitesimalen Beziehung nach der FlieBtheorie Gl. 2.53
mit der Zeitableitung der diskretisierten internen Variablen ‘x nach Gl. 5.98
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wird ersichtlich, daB ein zusétzlicher Term im zeitlichen Differential der Va-
riablen k wie in Gl. 2.81 auftritt.
OHT| ..
A — 'S
as it

Damit verbunden ist eine »unsymmetrische Verkniipfungsmatrix“ zwischen
den inkrementellen, plastischen Dehnungs}inderungen A€ P und den zeitli-
chen Anderungen des Spannungstensors 'S wie nachfolgend gezeigt wird.

5.5.5 Zur Symmetrie der konsistenten Tangentenmoduli

Die Zeitableitung der inkrementierten plastischen Dehnungen Gl. 5.76 lau-
tet:

. o 0o 0% .
1o P 1 - t — T 1
A'e "A/\aSstJrA’\@S'OS S (5.99)

Aus der Zeitableitung der FlieBbedingung Gl. 5.84 F" = 0 {Konsistenzbedin-
gung) bestimmt man die Anderung des plastischen Multiplikatorinkrements
A*), indem von GI. 5.98 Gebrauch gemacht wird.

._?_fT

F= o k=0 (5.100)

it dK

Unter Heranziehung des zeitlichen Differentials der internen Variable s aus
Gl. 5.98 kann die Konsistenzbedingung nach Af} aufgelést werden.

9T iy dY anT
A 25 AN
a4y
dx

s (5.101)

it

Mit Hilfe des analog in GI. 2.68 auftretenden Vorfaktors

_dY

A._E—;

M (5.102)

it

folgt schlieBlich:

T T
AT} = [1 of" _ A\ on J ‘S (5.103)
54

A8S T H 35
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Nach Einfiigen von Gl. 5.101 in die Zeitableitung des diskretisierten
FlieBgesetzes Gl. 5.99 ergibt sich:

AleP = [(fi:ylﬁ g—g ( + gé iiblicher Anteil vgl. Gl. 2.69
dY OH\" %4 Y
MG 75) + M as-asL S
N, pritrasmsoemmns’

» \_'—V'—'_—/
Verfestigung Kriimmung von ¢
zusitzliche Anteile des Algorithmus’  (5.104)

Im Vergleich zur infinitesimalen Beziehung Gl. 2.75 kommt in der Zeitablei-
tung der diskretisierten plastischen Dehnungen ein zweiter Summand hinzu
(zweite Zeile der obigen Gleichung), in welchen die Hessematrix des pla—
stischen Potentials —s—% und der Gradient der Verfestigungsannahme 2 —s—
eingehen. Die Matrix der ,konsistenten Tangentenmoduli“ zwischen den
plastischen Dehnungsinderungen Afé? und den Spannungsinderungen ‘S
wird unter diesen Umstinden unsymmetrisch.

Selbst im Fall eines assoziierten FlieBgesetzes entsteht eine unsymmetri-
sche Beziehung zwischen den inkrementierten plastischen Dehnungs- AfeP
und Spannungsinderungen ‘S .

o [ 1 8f _ort 105 owT 26 | ..
1P — — &) D =L —_— *
A= Inas®ss " MHas®s T psas|
‘ “(5.105)

Nur bei verschwmdendem Multiplikatorinkrement A‘)A —s 0 oder bei idea-
ler Elastoplastizitit —S— — 0 entfallen die unsymmetrischen Anteile und
die Symmetrieeigenschaften werden zuriickgewonnen.

Es stellt sich hier die Frage, ob der diskretisierte Spannungs- -Dehnungs-
pfad ein Weg maximaler dissipativer Leistung ist. Dariiber 148t sich in-
nerhalb eines endlichen Zeitschritts wie bei allen diskretisierenden Verfah-
ren keine Aussage treffen. Fiir die beste Lésung miiBte an die Stelle der
Fliefregel das Prinzip vom Maximum der inkrementellen dissipativen Arbeit
iiber das betrachtete Zeitinkrement treten. Grundlage hierfiir ist das in Ab-
schnitt 2.7 gegebene Prinzip der maximalen dissipativen Leistung, wonach
sich die plastischen Dehnungsénderungen so einstellen, da8 die Extremal-
forderung erfiillt ist.
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5.6  Gemischte explizite - implizite Verfahren
5.6.1 Semiimplizites Verfahren

Wie in Abschnitt 5.5.5 gezeigt worden ist, resultiert aus dem vollstindig im-
pliziten Spannungsalgorithmus eine unsymmetrische Spannungs-Dehnungs-
beziehung. Aus der Sicht des numerischen Aufwandes sind unsymmetrische
Steifigkeitsmatrizen jedoch unbefriedigend. Es ist daher erstrebenswert, den
vollstindig impliziten Algorithmus derart abzuidndern, da8 der Vorteil unbe-
dingter Stabilitit des Spannungsmoduls zwar erhalten bleibt, wihrend der
Nachteil unsymmetrischer Matrizen gleichzeitig tiberwunden wird. Unter
diesen Voraussetzungen muB im impliziten Integrationsverfahren die zeitli-
che Diskretisierung der Evolutionsgleichung fiir die interne Variable k ex-
plizit erfolgen. Zur sprachlichen Abgrenzung wird diese gemischte explizite-
implizite Methode als semiimplizites Verfahren bezeichnet.

ng 6

‘n:nwa'}\'ﬂ( TS

”) (5.106)

Definition der Verfestigungsannahme in expliziter Form zur Zeit ™¢:

ny . ng 09
H o= H( s, 32 nt) (5.107)
o= "w+ANH (5.108)

Die zeitliche Anderung der diskretisierten Variablen x vereinfacht sich zu:
k= AAH (5.109)

Die algebraischen Strukturen der beiden Gleichungen nach der FlieBtheorie
Gl. 2.53 und dem semiimpliziten Algorithmus Gl. 5.109 sind shnlich. Beim
Vergleich der Zeitableitung der internen Variable fiir die implizite Methode
Gl. 5.98 mit derjenigen fiir die semiimplizite zeitliche Diskretisierung wird
augenscheinlich, dal im letzteren Fall die Spannungsinderungen 'S ohne
Einflul sind und nur noch die Zeitableitung des plastischen Multiplikatorin-
krements verbleibt. In die zeitliche Anderung der internen Variablen geht
die Verfestigungsannahme "M nach Gl. 5.107 als fester Parameter ein, der
vom aktuellen Zeitschritt At unabhingig ist. Im Bild 5.22 stellt die fest
vorgegebene Verfestigungsfunktion "M zur Zeit "¢ das Steigungsmaf des
Graphen dar.
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™ A

Bild 5.22 : Interne Variable i als linear abhiingige GroBe des plastischen Multi-
plikatorinkrements AX innerhalb eines Zeitschritts.

Die Konsistenzbedingung fiihrt auf die Zeitableitung des plastischen
Multiplikators, wobei anstelle von Gl. 5.98 nun Gl. 5.109 eingefiigt wird.

iy 1 OfT | g
Ad = ] vy 35 S (5.110)
K t
und iy
A= T y H (5.111)

Die zeitliche Anderung des plastischen Dehnungsinkrements Gl. 5.99 ist da-
mit:

. 1 o¢ arT
e |t 99 el
A'e [%)i ny O0S st® s
14 't

;0%
R T T

} is (5.112)

Bei assoziierten FlieBgesetzen (¢ = f) wird die erwiinschte Symmetrie in
der Matrix der ,konsistenten Tangentenmoduli“ des Spannungsalgorithmus’
zwischen den plastischen Dehnungs- und Spannungsraten offensichtlich. Ne-
ben dieser vorallem rechentechnisch vorteilhaften Eigenschaft ist die unbe-
dingte Stabilitit des Spannungsalgorithmus’ weiterhin gewahrleistet.

5.6.2 Semiexplizites Verfahren

Bei algebraisch aufwendigen Fliefbedingungen - vor allem, wenn sie trans-
zendente Funktionen der dritten Invariante des Spannungstensors sind - oder
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bei nicht glatten Funktionen (fehlende C-Stetigkeit) zur Beschreibung des
Versagenskriteriums ist es schwierig, wenn nicht sogar unmoglich, die Hes-
sematrix der FlieBbedingung zu finden. In diesen Fillen bietet sich ein
semiexplizites Verfahren an. Darunter wird in diesem Zusammenhang ver-
standen, daf§ sowoh! der Gradient in der Fliefregel nach Gl. 5.76 als auch
die Verfestigungsfunktion # nach Gl. 5.107 am Anfang des Zeitinkrements
zum Zeitpunkt ™t ermittelt werden.

. d¢
P =
A'e A/\(?S

K = "+ AAH (5.114)
Die FlieBbedingung soll dagegen weiterhin am Ende des Zeitinkrements

erfiillt sein. Wie sich schon anschaulich zeigen 138t, geht die unbedingte
Stabilitit des Algorithmus’ verloren (Bild 5.23). Da die Abstiegsrichtung

(5.113)

n

‘511 Eg

“/\ |

i

n

Abstiegsrichtung

aktuelle Verfestigungsflache if

Bild 5.23 : Semiexpliziter Algorithmus fiir assoziierte Plastizitit.

in Bild 5.23 durch den Gradienten —g» |n; vorgegeben ist, gibt. es elastische
Pridiktorzustinde ‘S*, fiir welche kein neuer Spannungszustand S gefunden
werden kann.

Die zu Gl. 5.78 entsprechende Beziehung des semiexpliziten Spannungs-
algorithmus’ liegt bis auf das noch zu bestimmende plastische Multiplika-
torinkrement in bereits geschlossener Form vor.

S='S DA/\8¢

75 (5.115)

"t
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Die bislang unbekannte Gréfe A'A geht aus der FlieBbedingung F hervor,
welche gegebenenfalls wiederum iterativ zu 16sen ist.

F = f((S(A'N) - Y(*S(A*A)) =0 (5.116)

Anmerkungen zu den plastischen Dehnungséinderungen

Die Zeitableitung des plastischen Dehnungsinkrements A€ P nach Gl. 5.113
zur Linearisierung des Spannungsalgorithmus’ erinnert an die infinitesimale
Fliefiregel,

L i 08
1ap At v
Ale? = At 35 |, (5.117)
99 . n iy
da 35l = konstant  im Intervall von "¢ nach *t ist.
nt
Bei Anderung des Pradiktors ‘S* variiert lediglich das plastische Multipli-

katorinkrement A'); die Abstiegsrichtung auf die Verfestigungsfliche bleibt
davon unbetroffen - siche Bild 5.24.

20
Sud asS

n¢

Verfestigungsflachen
m

Bild 5.24 : Anderung der GréBe Af) als MaB fiir den Abstand des Span-
nungspradiktors zur Verfestigungsflache

Aus der Zeitableitung der FlieBbedingung Gl. 5.116 zum Zeitpunkt ¢

(5.118)
@t



errechnet sich AfA, nachdem vom Differential der internen Variablen &
gemif Gl. 5.114 Gebrauch gemacht worden ist.

k= AAMH (5.119)
i 1 Of | .
= Ad = m s o ) (5120)
K ag
Definition dv
A= E o H (5.121)
und Substitution von Gl. 5.120, und Gl. 5.121 in GI. 5.113:
. 1[04 aft ] i
ATeP = — [ = e : .
é oA [BS . ® 35 |, S (5.122)

Damit die inkrementellen Verzerrungsgeschwindigkeiten A€ P assoziierter
Fliefgesetze mit einer symmetrischen Matrix aus den Spannungsraten 'S ab-
gebildet werden Gl. 5.122, muB in der Konsistenzbedingung nach Gl. 5.118
der Gradient an die Flieffliche ebenfalls zum Zeitpunkt "¢ aufgestellt wer-

den.
0f
BS atént
Aus Griinden der numerischen Effizienz ist zu fordern, daB sowohl die
e Fliefibedingung . F =0 zur Zeit "t
als auch die

o Konsistenzbedingung F =0 zur Zeit ™t

erfiillt sein miissen.

aT
o L

nt as

. 1 [of
L —
Al = [as

nt] 's (5.123)
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Zur Vertriglichkeit der Konsistenz- und Flie8bedingung

Der Gradient %Lt—"t zur Wahrung der Symmetrie zwischen den An-
derungen des plastischen Verzerrungsinkrements und den Spannungsraten
gemaB Gl. 5.122 entstammt der Konsistenzbedingung. Folgerichtig muf
diese dann lauten:

T
p=df

o dY
k]
s S

8= el AR =0 (5.124)

nt

Durch Zeitintegration der Konsistenzbedingung erhilt man das zugehérige
Fliefkriterium bis auf eine noch zu bestimmende Integrationskonstante ¢ .

T
i]:'.._ _(?_-t

T S-

LS gl AR —e=0 (5.125)

"t

Es wird gefordert:

FL R fir 1™
Dann folgt im Grenzfall

A']X=0 und ‘S—"S
aus dem Fliefkriterium,

_ oIt

e dY
S 5= o

F . | M0 —cd P =t oY (5126

ng

dafB die Integrationskonstante ¢ den Wert
c="Y (5.127)

annehmen muf, um obige Forderung zu befriedigen. Das zur vorangehenden
Konsistenzbedingung vertrigliche Fliefikriterium ergibt sich zu:

of"

t']_'__,;_ QX_

dk

is__ [ny+

"H A‘A} =0 (5.128)

"t nt

Durch die Gleichung fiir *F wird die Tangentialebene an die eigentliche
Verfestigungsfliche F beschrieben, denn die Funktion ¥ reprisentiert die
Linearisierung des Fliekriteriums F' zum Zeitpunkt ™t . In dieser Gestalt
wird die FlieBbedingung auch im Rahmen der expliziten Integrationsverfah-
ren verwendet.
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S — Tangentenebene §

S

T

Bild 5.25 : Tangentialebene F im Punkt S an die Fliefifliche F

Die Aufgabe des Hesse-Normalenvektors h zur Beschreibung der Ebene
F iibernimmt der Gradient %‘nt =: h, wihrend der Abstand d der Ebene
zum Ursprung im Spannungsraum durch den Term

dy

= In er
a=[v+ g

"H A A]

nt

geregelt wird. Damit die Konsistenz- und Flieibedingung vertriglich zu-
einander sind, mufl 7 an Stelle von F zur Berechnung von AfA verwendet
werden. Am Ende des Zeitschritts ist demzufolge die mit F bezeichnete
Bedingungsgleichung und nicht das eigentliche FlieSkriterium F erfiillt. Die
bereits von den klassischen Verfahren bekannte Problematik wird wieder auf-
geworfen, wonach eine Korrektur des Spannungszustandes auf die Fliefifliche
F notwendig wird.
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5.7 Anwendung des elastischen Préadiktor - plastischen
Korrektorverfahrens auf die J,-Flieltheorie

5.7.1 Grundgleichungen fiir die implizite Methode

Am Beispiel der assoziierten Flieftheorie nach von Mises mit Verfestigung
wird das Vorgehen demonstriert. Zum Zeitpunkt ‘¢ lautet Gl. 5.15:

f o= %"ST P's (5.129)

Yy = % T2 und 5 =3 (k) (5.130)

¢ = F=f-Y=0 (5.131)
Anhand des impliziten Gradienten
o¢

35 y P S|, (5.132)

kann das plastische Dehnungsinkrement in Gl. 5.80 durch die Beziehung
A'e? = A'AP'S (5.133)
und der Spannungszustand nach Gl. 5.83 durch die Formel
iS§='8"-A'ADP'S (5.134)

ausgedriickt werden. Im plastischen Multiplikatorinkrement ist dem Ein-
flu des isotropen Verfestigungsverhaltens bereits Rechnung getragen; siehe
Abschnitt 5.7.6. Die Aussage unter Gl. 5.134 kann im Fall der von Mises-
FlieBtheorie nach 'S umgestellt werden.

(1+AADP)is='s" (5.135)

Unter der Annahme von linear elastischem Material (sogenanntes "Kap-
pussches Werkstoffgesetz”) ist die rechte Gleichungsseite dem elastischen
Dehnungspriadiktor nach Gl. 5.64 oder Gl. 5.65 dquivalent.

‘e* = D71iS” (5.136)

Aus Gl. 5.135 geht schliefilich die Berechnungsformel fiir die endgiiltigen
Spannungen ‘S in Abhingigkeit des Dehnungspradiktors ‘e* hervor.

(D1 + A% P) is = e (5.137)
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Zur geschlossenen Auflésung von Gl. 5.135 bzw. Gl. 5.137 nach 'S miissen
die Matrizenterme .
I+A'ADP (5.138)

und

Dl14ANP (5.139)
invertiert werden. Um die rechenintensive numerische Inversion nach Mog-
lichkeit zu vermeiden, wird ein geschlossener Ausdruck fiir die Inverse dieser
Matrizen angestrebt. Dazu wird von der spektralen Zerlegung der Matrizen
D und P Gebrauch gemacht, denn D besitzt bei isotropem elastischem
Stoffgesetz dieselbe orthonormale Transformationsmatrix Q wie die Matrix
P. Dieser algebraische Umstand wurde bereits in /Simo 1986/ am ebenen
Spannungszustand ausgenutzt.

5.7.2  Spektralzerlegung der Matrizen P und D des allgemeinen
dreidimensionalen Kontinuums

A) Zerlegung der Matrix P
Die Spektralzerlegung der Matrix P wird iiber die Losung des speziellen
Eigenwertproblems
Pi=+n (5.140)
angegangen, worin die Grofle v fiir die Eigenwerte und das Symbol i fiir die
orthonormierten Eigenvektoren stehen. Aus der Forderung, daB die Deter-
minante
Det|P—~41|=0 (5.141)
verschwinden mu8, liefert das zugehérige charakteristische Polynom die Ei-
genwerte v; bis v6, welche zur Matrix der Eigenwerte Ap zusammengefafit

werden:
1

Ap= (5.142)

Die Eigenvektoren fi* bis fi® ergeben sich aus den Eigenwerten. Aus v3 = 0
und Gl. 5.140 folgt der Eigenvektor i3, der an den hydrostatischen Anteil
eines Tensors zweiter Stufe erinnert,. o

P=L(11100 0]* (5.143)

:73-[
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Die Gleichung 5.140 liefert fiir v, = 1 die vier Bestimmungsgleichungen:

nl4nl4+nl = 0 (5.144)
und n} =nl =0 = 0 (5.145)
Analoges gilt fiir vy = 1:
nf4ni+nl = 0 (5.146)
und 2 =nl=n} = 0 (5.147)

Wegen der zusammenfallenden ersten und zweiten Eigenwerte y; = 7, = 1
muf als weitere Orthogonalititsbedingung zusitzlich gefordert werden:

% 62 =0 (5.148)

in Komponentenform nl.n?+4nd-nZ+n}-ni=0 (5.149)

Zur Bestimmung der sechs unbekannten Komponenten in den drei Gleichun-
gen Gl. 5.144, Gl. 5.146 und Gl. 5.149 stehen zwei weitere Normierungsbe-
dingungen zur Verfiigung.

[& =1 und |&[=1

Eine der sechs Komponenten kann noch frei gewihlt werden, d.h. entweder
die Richtung des Eigenvektors fi' oder jene des Vektors i? ist aus unendlich
vielen Lagen in der ,Hyperebene senkrecht zum Eigenvektor IS auswihl-
bar. Dieser Sachverhalt wird an einem vereinfachten Modell erldutert, da
die ersten drei Eigenwerte von den letzten drei entkoppelt sind. Es geniigt
daher, das Grundsitzliche bei der Richtungsbestimmung der ersten beiden
Eigenvektoren im dreidimensionalen Raum (mit den Basen &;, e, &3 zu be-
trachten - siehe Bild 5.26. Folgende Vereinbarungen werden getroffen:

T
1 a1 {01 1 1
n»——»n—[nl,nQ,na]

T
nzr—>n2=[n§,n§,n§]
3 3 3 .3 ,3]7%
n”—n =[nl,n2,n3]

Im Hinblick auf das im Teil 7 diskutierte Degenerationskonzept zur Ana-
lyse diinnwandiger Flichentragwerke wird geschickterweise der Eigenvektor
a2 in die von den Einheitsvektoren &; und &, aufgespannte Koordinaten-
ebene gelegt. Darin ist der Vektor 1° parallel zum Einheitsvektor é;, der in
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Bild 5.26 : Darstellung der Vektoren i’ im dreidimensionalen kartesischen System
[

die Normalenrichtung N der Schale zeigt - siche Kapitel 7.1. Die Forderung:
»0? soll in der é;-é, -Ebene liegen“ ist &quivalent mit der Aussage: ,Die
Komponente n3 in Richtung der &3 -Achse muB verschwinden®.

ni=0 (5.150)

Zusammen mit den Bedingungsgleichungen Gl. 5.149 und Gl. 5.150 ergeben
die Beziehungen Gl. 5.144 und Gl. 5.145 die drei Eigenvektoren:

=] J fy=| I fig = Vig (5.151)
2
Y 0 v

Die orthonormierten Eigenvektoren fi! bis ii® werden als Zeilenvektoren
in der Matrix QT abgespeichert.

L i, _2
Ve V6 Ve
-1 1
2 V2

A 1 e

Q" =| & ] (5.152)
1
1
1
Damit ist die Spektralzerlegung der Matrix P vollstindig.

P=QApQ” (5.153)
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B) Spektralzerlegung der Matrix des isotropen Elastizitdtstensors
Es soll gelten:
D=QApQ” (5.154)

Um fiir den elastischen konstitutiven Tensor D dieselben orthonormalen
Transformationsmatrizen Q wie fiir P zu bekommen, wird die Matrix der
Eigenwerte Ap gesucht, welche die Gleichung

Ap=Q° DQ (5.155)

befriedigt. Die Matrix der Eigenwerte lautet demzufolge:

1
1
A L i (5.156)
D = g .
1+4+v %
1
2 1
2
und deren Inverse:
1
1
1-2v
Ap = 1”2" N (5.157)
2
2
Im weiteren wird noch von der Identitit
D1=Q Al“)1 Q* (5.158)

Gebrauch gemacht.

C) Zerlegung des konstitutiven, linear elastischen Tensors in Kom-
pressions- und Schubanteil

Mit der gefundenen Spektralzerlegung kann der elastische konstitutive
Tensor in einen dilatatorischen und einen deviatorischen Anteil aufgespal-
ten werden. Im Fall kleiner Verzerrungen ist diese Aufteilung additiver
Natur. Gerade bei der von Mises-FlieStheorie erweist sich die Abtrennung
des Kompressionsanteils als sehr aufschlufreich.

D = Q [AZ™ 4 Afvie) QT (5.159)
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Komponentendarstellung:

0
0
E 1
comp _
AZ™P = o 0 (5.160)
0
0
1
1
, E 0
Adema — 161
D Ty 1 (5.161)
1
2
1
2
Ausmultiplizieren in Gl. 5.159:
% -1 1
3 73
1 11 1 , 1
111 3 3 73
E 111 E |- -3 1}
D= 3 73 3 i
3(1= 20) R ! (5.162)
0 1
2
0 1
2

In Anlehnung an die geometrisch lineare Elastizititstheorie werden formal
der Kompressions- und Schubmodul K bzw. G definiert, welche in der
geomtrisch nichtlinearen Theorije jedoch nicht mehr ihre eigentliche physika-
lische Bedeutung haben. Die Kompressibilitit ist dann mit Hilfe der Deter-
minante des Deformationsgradienten zu ermitteln, dessen linearisierter Teil
proportional zur Divergenz des Verschiebungsfeldes ist.

Kompressionsmodul K :=3(—1—€3—2~l/—) (5.163)
Schubmodul  2G := E (5:164)
14+v
1
1
1
1= . (5.165)
2
1
2
1
2
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Mit Gl. 5.9 und Gl. 5.10 geht Gl. 5.159 iiber in:

D

K1®1" + 2G [11 - -:1; 1® 1“] (5.166)

D

3K P +2G [11— Kp] (5.167)

Anmerkung:

Die Matrix 11 entsteht nach demselben Bildungsgesetz, mit dem von der
Indexschreibweise des konstitutiven Tensors vierter Stufe auf die Matrizen-
schreibweise umgestiegen wird. Die Komponenten des vierstufigen Tensors

1
Npkr = 5(511( s + 611 6yK) (5.168)

werden wie schon im Kapitel 5.1 gezeigt in ein quadratisches Zahlenschema
11 mit 6x6 Elementen eingeordnet,

5.7.3 Geschlossene Lésung des Spannungsalgorithmus’

Setzt man GL 5.153 und Gl. 5.154 in Gl. 5.135 und GI. 5.137 ein, dann
nehmen die grundlegenden Formeln zur Neuberechnung des Spannungszu-
standes 'S die Gestalt:

'S
bzw. 'S

I

Q (I+ A'AApAp)~' QT 'S~ (5.169)
Q (AP + AN Ap)1 QT e (5.170)

i

an. Die beiden Matrizenterme
I + A'AApAp (5.171)
und  AF 4+ AN Ap (5.172)

stellen Diagonalmatrizen dar, deren Inversen aus dem Kehrwert der Haupt-
diagonalglieder direkt gebildet werden kénnen. Mit der Definition

H = D 14+AP (5.173)

e H = Q(Ap' +ANAp)QT (5.174)

kann die Kurzform zur Berechnung des neuen Spannungszustandes 'S aus
dem Pridiktor

&
it

H-! D! s (5.175)
bzw. ‘S = H™!ie (5.176)
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mit den dazugehdrigen inversen Matrizen in
werden.

Normalkoordinaten angegeben

H™'D™'= I+ AADP) D™l = Q(I+AAAp Ap)~l QT (5.177)
H™l= D'+ A)P)! = Q(AZ + AN Ap)-1 Q7 (5.178)
A) Darstellung des Matrizenausdrucks nach Gl. 5.177
In Komponentenform:
T -
6 V2 B 0
1 L1 0
Ve Vi B 1
-1 -1 _ 2 1
H D= v 0 7 0 |+
! 0
1
1 L 0
- Ao 2
1 Ve V6 VB
1 -1 L 0
V2 V2
1 0 1, 1 4
tIA0E 1 3 Vi B
1+ 14-v 1
1 1
(5.179)
111 I B
1 ! i i 1 s
-ip-t_ L1 -1 _1 2
H D =3 0 tiaoee| T3 T8 31
0 1
0 1
(5.180)
In symbolischer Schreibweise ergibt sich mit Gl. 5.9 und GI. 5.10:
H—1D~1=l1®1T+—-—1.-——_[I~11®1T.]. (5.181)
3 1+ AN2G 3 ’
11K 1 D
H™ D _P+MI+A‘)\ 5 P (5.182)
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B) Darstellung des Matrizenausdrucks nach Gl 5.178

In Komponentenform:

1 1 1
Vo V2 V3 0
1 11 0
(] 7 V3 E
-1 __|_2 1 -2
H = = 0 5 1 v 0 +
1 0
1 0
I R
1 Ve V6 V6
1 -1 1 0
Vi V2
+____~l______ 0 1 1 1 .71_
14+v 1 L
B+ A i, 3 V3 *
2 1 1
2 1
(5.183)
1 1 1 2 .1 _1
3 3 3 3 3 3
1 1 1 1 2 1
11l 26 11 2
1 _apll 11 ~1 1 2
H"'=3K|3 3 30 +M1+AiA2G 3 3 3%
0 1
2
0 3
‘ (5.184)
In symbolischer Schreibweise mit Gl. 5.9 und GI. 5.165:
2G 1
-1 - 1 T ____________[ o T] ,
H K1®1 +1+AU\2G 1 31®1 (5.185)
1 K 2G [ -K]
H =3K P+ TTANIG 1n-prP (5.186)

Nach Einfiigen der Gleichungen Gl. 5.182 und Gl. 5.186 in Gl. 5.175 bzw.
Gl. 5.176 wird offensichtlich, daB der Kompressionsanteil im Spannungsal-
gorithmus vom FlieBen des Materials unbeeinflufit bleibt.

i§ = [KP ! 1D>] is” 5.187
= Pt 152220 (5.187)
sowie 2

1 . ¥ ¥ T %

s= [ P+ A (u-B)] (5.188)
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Der elastoplastische Algorithmus nach Gl. 5.188 unterscheidet sich nur durch
den Vorfaktor des deviatorischen Anteils vom isotropen, linear elastischen
Stoffgesetz Gl. 5.167. Im Unterschied zum elastoplastischen Werkstofftensor
des ratenabhingigen Gesetzes der FlieStheorie sind die Normalspannungs-
komponenten im Algorithmus weiterhin von den Schubverzerrungen entkop-
pelt. Gleiches trifft auch auf die Schubspannungs- und Lingsdehnungskom-
ponenten zu, was in Gl. 5.192 des nichsten Abschnitts offenbar wird.

5.7.4 Spektrale Zerlegung des elastoplastischen Tensors

Auch im Hinblick auf die in Kapitel 7.8 ausfiihrlich behandelten degenerier-
ten Kontinua wird an dieser Stelle schon auf die Spektralzerlegung des ela-
stoplastischen Deformationsgesetzes der FlieStheorie eingegangen, welches in
den orthonormalen Koordinaten wie in Gl. 5.152 fiir Dehnungen QT € und
Spannungen QT S definiert wird. Diese Darstellung hat den Vorteil, daf die
Kompressibilititsbeziehung zwischen hydrostatischem Druck und Dilatation
von den deviatorischen Gleichungen entkoppelt ist. Erwartungsgemf zeigt
sich, dafl die Plastizitdt im Fall der von Mises-FlieStheorie keinen Einflu
auf die Kompressionsbeziehung der konstitutiven Gleichungen hat.

Das elastoplastische Deformationsgesetz der J;-FlieBtheorie entspre-
chend Gl. 2.76 und GI. 5.132:

¢ = [D-l + % PSQ®ST P} $ (5.189)

wird mit Hilfe der Gleichungen Gl. 5.153 und Gl. 5.158 spektral zerlegt,
¢=Q[45'+ ;1 4, Q" 5§57 Q Ar] Q7 8 (5.190)

Im Basensystem gemi8 Bild 5.26 kann nachgewiesen werden, daf das Ma-
trizenprodukt
II:=4p Q" S®S™ Q Ap (5.191)

eine Matrix IT ergibt, deren Elemente in der dritten Spalte und dritten Zeile
sich zu null ergeben (Elemente ungleich null sind durch ,,z¢ gekennzeichnet).

0

(5.192)

8 8 8 o8 8
8 8 8 o8y 8
oo oo

8 8 8 o8y &
8 8 8 ©o8 8
8 8 8 o8 8
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Nach Vormultiplikation mit QT hat Gl. 5.190 folgende Komponentendar-
stellung:

1 1 2
V6 Ve 6 €11 1
1 1 .
_E \/5 0 62.2 1+ 11—-21/
1 1 1 €3 | _ v v
AV 2y | = |7 F 2 +
1 2€i3 2
1|1 2€23 2
1 1 2
rz 0z 2 2 VB VB Ve Su
rx 02 2z 2 - 12 71; 0 522
+l 000000 5 U T S33
Alz 2 0z z =z CIERE 1 512
zz 0z 2 2 1 S13
z ¢ 0z 2z «x 1 Sa3
(5.193)

Auffallend ist, daB die Kompressibilititsgleichung (reprisentiert durch
Zeile drei in Gl. 5.193) unabhingig von den plastischen Beziehungen ist,
was fiilr das assoziierte FlieBgesetz nach von Mises als Charakteristikum
bereits angedeutet wurde. Die dritte Gleichungszeile wird in Kapitel 7.3
zur Reduktion der ersten Zeile verwendet, um bei der Degeneration in &3-
Richtung die abhiingig gewordene Dehnungskomponente éz3 zu eliminieren.

5.7.5 Ermittlung des plastischen Multiplikatorinkrements

Mit Hilfe von Gl. 5.169 wird der aktuelle Spannungszustand durch den ela-
stischen Spannungspridiktor in der Fliefbedingung Gl. 5.131 ersetzt, so dafl
eine Bestimmungsgleichung fiir das noch unbekannte plastische Multiplika-
torinkrement entsteht.

F= % i$T Q1+ AN ApAp)” Ap QT iS" - %‘5‘2 0 (5.194)

Unter Zuhilfenahme der Matrizenausdriicke in Gl. 5.142, Gl. 5.152 und
G1.5.156 138t sich diese Beziehung vereinfachen.

1

r_ 1 1y
2 1+ AX2G) 2

F= iS*T P ig* — 3 §2=0 (5.195)
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Gl. 5.195 kann problemlos bewiesen werden, wenn zuerst der in Klam-
mern stehende Ausdruck in Gl. 5.194 invertiert und danach ausmultipliziert
wird. Die neben dem plastischen Multiplikatorinkrement noch nicht niher
festgelegte Grofe ist die einaxiale FlieBspannung *§ , welche i.a. ebenfalls
eine Funktion des plastischen Multiplikators A i) ist.

5.7.6  Spezifikation giéingiger Verfestigungsfunktionen

A) Ideal elastoplastisches Material

Bei Vorliegen von ideal elastoplastischem Material mit unverinderlicher
Fliegrenze $p := S(x) = konstant li8t sich Gl. 5.195 geschlossen nach
dem plastischen Multiplikatorinkrement auflosen.

i__,_}__ _:L §i ®T T
A’\"2G<§O‘/zs P iS 1) (5.196)

Dieses Ergebnis wurde bereits von Wilkins in /Wilkins 1964/ und Krieg
in /Krieg 1977/ auf anschaulichem Weg gefunden; siehe Bild 5.17.

Definition T 1= iwé ST P ik (5.197)
So V2

Wegen der Aquivalenz der beiden Aussagen
ro>1 und F('$*)>0
gilt: ‘
; 1
A'A =5 (ro—=1)>0 (5.198)

Nachdem Gl. 5.198 in die beiden Bezichungen Gl. 5.187 bzw. Gl. 5.188
eingesetzt worden ist, ergibt sich:

. K 1 o .
is = (P = P) ige (5.199)
0
iS = (31{ P +?r£ %) e (5.200)
0

Die beiden letzten Gleichungen demonstrieren, da$ der Kompressionsanteil

}1(3 des Spannungspradiktors im Algorithmus ‘S™ in der plastischen Relaxa-
tionsphase unverindert beibehalten wird.
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B) Verfestigendes Material .
Bei gegebenem Verlauf des plastischen Verfestigungsmoduls H (k) nach Bild
2.8 errechnet sich die einaxiale FlieBspannung *5 aus dem Integral:

5= /0‘.'c H(k)dk (5.201)

Die interne Variable der aktuellen Konfiguration ist in einem impliziten
Verfahren durch Gl. 5.81 eindeutig spezifiziert. Da die isotrope Arbeits- und
Verzerrungsverfestigung im Fall der J-FlieStheorie dasselbe Endresultat lie-
fern, kann die interne Variable mit der &quivalenten einaxialen plastischen
Verzerrung identifiziert werden.

er = "g? L AINH (5.202)

Demzufolge ist es ausreichend, sich auf das Evolutionsgesetz gemif Gl. 2.60
in Verbindung mit Gl. 5.4 und Gl. 5.18 zu konzentrieren.

i€p=n€p+Af/\1/_§_iST PiS (5.203)

Nach Substitution von Gl. 5.187 folgt:

{ A1)\ 2. .
t=p nzp - 1 QT * R
e = "€ +~——~——-1 ‘)\25\/3 S*T P S (5.204)

B1) Lineare sowie multilineare Verfestigung
Das Integral in Gl. 5.201 vereinfacht sich im Fall der linearen Verfestigung
zu:

i§ =8+ H'e? (5.205)
und im Fall der multilinearen Verfestigung zu:
i§=r5+H (er—re) (5.206)

Da kein prinzipieller Unterschied in den numerischen Methoden zwischen
der Behandlung der linearen und der multilinearen Verfestigung besteht,
darf die weitere Herleitung auf den linearen Fall beschrinkt werden, wenn
folgende Vereinbarung beachtet wird:

"S =8+ H"e? (5.207)
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Bild 5.27 : Lineare Verfestigung

Aus Gl. 5.205 1iBt sich unter Verwendung von Gl. 5.204 und Gl. 5.207
die gesuchte Formel zur Berechnung der einaxialen Vergleichsspannung in
Abhingigkeit des plastischen Multiplikatorinkrements herleiten.

s _ne AN 2 B
S:"S-}-mg‘ﬂ §STP'S (5.208)

Mit diesem Ergebnis ist die Bestimmungsgleichung Gl. 5.195 fiir das pla-
stische Multiplikatorinkrement vollstindig und kann sogar geschlossen nach
At ) aufgelost werden.

] % /%isﬂ PiSs* -1
AfX = (5.209)

%{i \/V%iS*T PzS*+2G

Der Verfestigungsvorgang wihrend des aktuellen Zeitschritts wird in Bild
5.28 am Beispiel der von Mises-FlieBkurve in der Deviatorebene veranschau-

licht.
Definition:  r:= L \/g iS*T PiS* > 1 (5.210)
ng 2
fiir alle F(S*) > 0
Dann gilt:
; 1 r—1
Al = o ——— 5.211
26 Er+1 (5.211)

Einsetzen von Gl. 5.211 in Gl. 5.187 und Gl. 5.188 :

) H 1 .
ssz[%1®1T+_&}Cl;._Ti__(I_%1®lT>} it (5.212)
(F+1)r .
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Bild 5.28 : Verfestigungskurven * F und *F mit zugehérigem Spannungspradiktor
in der Deviatorebene fiir die Jo-FlieBtheorie

H 1 .
--3§—3—+—~ (1—11®1T) e (5.213)
(&+1)r

3
B2) Beliebige Verfestigungsfunktion
Oftmals liegt die Verfestigungsfunktion § (¢7) als Polynom héheren Grades,
als transzendente Funktion oder in nicht geschlossener Form vor. Beispiele
hierfiir sind das Ramberg-Osgood-Modell und das stiickweise Potenzgesetz:

S = [Kl@lT +2G

Bild 5.29 : Ramberg-Osgood-Modell und stiickweises Potenzgesetz zur Beschrei-
bung des Verfestigungsverhaltens (a, b Materialkennwerte)

In derartigen Fillen wird der bereits in Abschnitt 5.4.5 allgemein ge-
schilderte Losungsweg zur iterativen Bestimmung von A aus Gl. 5.195
eingeschlagen. Die fiir das Standard-Newton-Verfahren notwendige Lineari-
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sierung der FlieSbedingung Gl. 5.195 miindet zusammen mit Gl. 5.204 in:

dF 1, . d 21.d5 der
—| = ZiST PSS ——[14+AN2G)Y - 2| —
TON ane 2 Tay AT -3 [SdEP dm}w
(5.214)

und

deP 2. . d AX

Z | =/Zis Pisk 21

dAX|a V3 ST P8 IA <1+AA 20) INY (5-215)
denn es gilt:
’ : LVPP =0

dA)

Zu Beginn der lokalen Standard-Newton-Iteration ist Gl. 5.195 nicht er-
filllt. Da der neue Spannungszustand ‘S und die einaxialen Grofen S,
und H im k-ten Iterationsschritt bei festgehaltenem Pridiktor ‘S™ nur noch
vom aktuellen Wert des plastischen Multiplikators A ¥\ abhzingen, werden
folgende Definitionen vereinbart:

b= H(AM) = & (5.216)
dep .

ANk
k5= S(AN) (5.217)
kep = EP(ANF) (5.218)

Durch Einsetzen von Gl. 5.215 bis GI. 5.218 in Gl. 5.214 folgt dann:

dF - 1T toux 2G
dAX axe §T P'S (14 AXk2G)3
2 15 dS [2 i pi 1 AN 2@
_Z il Zigx g - 21
3 der], V3 ST RS\ T A G (1+ AN 2G)? (5219)
< ‘
dF VIS PiS (VST Pise 2\7 o i
ar , SV RSk (5.22
dAMaxe (14 AXF2G) (HAM 5G 20+ (3) S ) (5:220)
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6 Elastoplastischer Tangentenmodul

6.1 Zur iterativen Gleichgewichtsermittlung

Die in schwacher Form vorliegenden nichtlinearen Gleichgewichtsbedingun-
gen - siehe Teil 3 - werden zum Zweck des Newton-Iterationsverfahrens
linearisiert. Von primirem Interesse ist die Linearisierung der virtuellen
inneren Arbeit Gl. 3.14, deren Matrizenschreibweise lautet:

2080 o 0

+ ST —fe| AA'u (6.1)

in:6T i
Swing € Sl + |be de Ox ox 1y

Im Hinblick auf eine wegabhiingige Iteration mit infinitesimaler Schrittweite
steht das elastoplastische Stoffgesetz in Ratenform gemiB Gl. 2.77 zwischen
den Spannungs- und Deformationsgeschwindigkeiten; denn fiir die Zeitab-
leitung des Spannungstensors zur Zeit ‘¢ gilt:

ds S| de
E‘it - _(9—2 it EZ i (6.2)
iS = 'DP ¢ (6.3)

AXZ ix. Ai¢1u l'o1x
PP ew K d?u

Ai.zu .

Bild 6.1 : Aktualisierung der Konfiguration *x wahrend der Iteration beziiglich
des letzten Zwischenzustandes ‘~!x

Bei der wegunabhingigen Iteration wird jedoch davon ausgegangen, dafl
die elastoplastische Spannungsberechnung immer beziiglich der Werte am
Anfang des Inkrements zum Zeitpunkt ™t geschieht, die Linearisierung zur
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Ermittlung der neuen Geometrie jedoch um den Zustand zur Zeit ‘t erfolgt.
Im Unterschied zur wegabhingigen Iteration fillt der Anfangszustand fiir
die stoffrelevanten Gréfien ™e? , "k , S von denen aus die neuen Werte
‘€” , 'k , "S berechnet werden, nicht mit dem Ausgangszustand ‘~1x fiir die
Aktualisierung der Geometrie *x zusammen.

451

ﬂF_

. S

Bild 6.2 : Berechnung der Spannungszusténde ‘S wihrend der Iteration beziiglich
des letzten Gleichgewichtszustandes *S

Wird eine wegunabhingige Iteration gefordert, dann stimmt der infini-
tesnnale elastoplastlsche Tensor in Gl. 2.77 nicht mit dem Spannungsgradi-
enten 2 ——— ¢ des Algorithmus’ zur Spannungsermittlung bei wegunabhingiger
Itera‘mon iiberein. Desgleichen ist die hieraus abgeleitete Steifigkeitsmatrix
nicht die Tangentensteifigkeit. Offenbar wird dies am Abfall der Konver-
genzgeschwindigkeit wihrend der Standarditeration nach Newton mit dem
konstitutiven Tensor nach Gl. 2.77 fiir die Steifigkeitsmatrix. Das verein-
fachte Spannungs-Dehnungsdiagramm in Bild 6.3 spiegelt den Spannungs-
zuwachs A'S in Abhingigkeit des Dehnungszuwachses A'e wider.

Festzuhalten bleibt, da8 die Dehnungsinkremente bei der wegunabhingi-
gen Iteration in der Regel gegen einen von null verschiedenen Grenzwert
konvergieren. Somit strebt auch die Matrix der konsistenten Tangenten-
moduli zwischen den Spannungs- und Dehnungsinderungen nicht gegen das
infinitesimale Stoffgesetz der Fliefitheorie.

Nachfolgend wird die Herleitung der Tangentensteifigkeit fiir den weg-
unabhéngigen Iterationsalgorithmus gezeigt. Zur Unterscheidung von der
iiblichen elastoplastischen Steifigkeit wird hierfiir der Begriff ,konsistente
elastoplastische Tangentensteifigkeit* verwendet. Darunter versteht man die
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P Y S S ——

Bild 6.3 : Tangentenbeziehung im Spannungs-Dehnungsdiagramm

Linearisierung des Algorithmus’ zur Spannungsberechnung als Grundlage
fiir das Standard-Newton-Verfahren zur iterativen Berechnung des Gleich-
gewichts im Zustand zur Zeit "*1t . Wihrend der Iteration werden die
Spannungen ‘S , die elastischen und inelastischen Dehnungen ‘e ¢, ‘e ?
und die interne Variable ‘x zur Zeit t in Abhangigkeit der bekannten
GréBen "S, "e ¢, "e P, "k zur Zeit "t und deren Inkremente A'S, Atet,
Ate? , Ak zwischen den Zustinden 't und ™t berechnet. Zentraler Teil der
konsistenten Steifigkeitsmatrix in der Elastoplastizitiit ist die aus der Rich-
tungsableitung des elastoplastischen Algorithmus’ Gl. 5.83 hervorgehende
Beziehung zwischen den Spannungs- und Verzerrungsdnderungen zur Zeit
.

d , .

DS|i, = —S (‘e +n A'e 6.4
o= g8 (etnaie) (6.4)
DS =:‘DP . De (6.5)

Wegen der Gleichheit des Operators fiir die Zeit- und Richtungsableitung
und zur Untersuchung des ratenabhingigen Stoffgesetzes der Fliefitheorie
zwischen den infinitesimalen Spannungen und Verzerrungen in Teil 2.6 wird
folgende Schreibweise fiir die Linearisierung in diesem und im néchsten Teil
vereinbart: d

a)=%0) (6.6)
Die direkte Differentiation des elastoplastischen Spannungsalgorithmus’

nach den Dehnungen zur Zeit ‘t fiihrt unmittelbar auf die Matrix der kon-
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sistenten Tangentenmoduli zwischen d'S und d’e , denn die Spannungsbe-
rechnung zur Zeit *¢ ist vollstindig durch Vorgabe des Dehnungszustandes ‘e
kontrolliert. Dies wird durch die Gleichungen Gl. 5.83, Gl. 5.74 und GI. 5.25
in Kombination mit Gl. 5.85 bestitigt.

] n 1 1 8¢

'S="S+D('e-"e)-DAN = (6.7)

0S|y
In der Regel ist die Ausfiihrung der direkten Differentiation des vollstandig
impliziten Algorithmus’ bei verfestigenden Materialien nicht unkompliziert,
da weder Gl. 5.85 nach A*A auflgsbar ist, noch kann die tensorwertige Funk-
tionsgleichung fiir das plastische Potential ¢ in Gl. 6.7 miihelos nach S
umgestellt werden. Wegen der hier zugrunde gelegten Plastizititstheorie
im Spannungsraum sind die algebraischen Umformungen zur Herleitung der
inversen Beziehung
d'e="DP -1d'S (6.8)

ons.

wesentlich einfacher. Mit Hilfe der bereits in Kapitel 2.6 erwihnten.Sher-
man-Morrison-Formel wird anschlieflend invertiert.

6.2 Konsistente elastoplastische Tangentensteifigkeit des
vollstindig impliziten Algorithmus’

Ausgangspuhkt zur Herleitung der konsistenten Tangentensteifigkeit fiir den
wegunabhingigen Spannungsalgorithmus sind Gl. 5.25 und Gl. 5.26.

e ="e+ Ale® + Ale? (6.9)
Einsetzen von Gl. 5.33 und Gl. 5.80 in Gl. 6.9 ergibt:

‘e ="e+ D7 ('S—-"8)+ A') 9¢ (6.10)
IS |y,
Durch totale Differentiation (Zeitableitung) der Gréflen zum Zeitpunkt
it erhalt man die Dehnungsinderungen d'e in Abhingigkeit der Span-
nungsinderungen d'S. Zu beachten ist ferner, daB sowohl d™e = 0 als
auch d™S = 0 sind, da "€ und ™S zum Zeitpunkt ‘¢ konstant und somit
zeitlich unverédnderlich sind.

. 2 ,
d"e=<D-1+A',\ 0% ')d'SJer’é
; i

dA'X (6.11)

it

s - 88 s
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Wie schon in Gl. 5.99 taucht auch hier im Vergleich zu Gl. 2.77 ein neuer
Summand A'A 82. auf. Dieser wird vor allem bei grofien Lastschritten
wesentlicher Bestandteil der konsistenten elastoplastischen Tangentenstei-
figkeit, denn das plastische Multiplikatorinkrement A’ konvergiert im Ver-
lauf der wegunabhéngigen Iteration gegen einen Grenzwert endlicher Grége.

AN

AN —74—&7/—&——

} + 4 + ¢ & Kk
1 2 3 4 5

Bild 6.4 : Verlauf der Konvergenz des Multiplikatorinkrements A’ in Abhingig-
keit des Iterationsschritts k

Die zweiten Ableitungen des plastischen Potentials 53%5 geben Aus-
kunft iiber die Richtungsinderung des Gradienten gg und damit iiber die
Richtungsinderung des plastischen Flusses &P .

Sm/

Bild 6.5 : Darstellung des plastischen Potentials ¢ im Hauptspannungsraum

Ahnlich der Vorgehensweise im Abschnitt 5.5.5 geht die Zeitableitung des
Multiplikatorinkrements aus der Konsistenzbedingung Gl. 5.100 in Verbin-
dung mit Gl. 5.98 hervor und miindet nach weiterer Herleitung in Gl. 5.103.
Gemeinsam mit Gl. 6.11 entsteht schlieflich die gesuchte Matrix fiir die
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konsistenten Tangentenmoduli.

. - 8% d¢ 1 ofF A\ OHT :
i 1 1 zr — e — 4
d'e= D7+ Adgeos 3s+as.,®<f,4 o5 1~ 08 )|t
(6.12)
Mit den Abkiirzungen
. 82¢
H . — -1
H = D™ +AA 5. BSl (6.13)
i - 99
q ‘= as ltt (6.14)
. 0
‘a = aé "t (615)
iy = M
b := 55 i {(6.16)
i Yy
A = P liy *H (6.17)

kann die fundamentelle Beziehung Gl. 6.12 zwischen dem Spannungs- und
Dehnungszuwachs in nachstehende Matrizenform iibergeleitet werden.

. 1 dYy
d'e = [H-{—'Aq@( — AN P

. pT )] d's (6.18)

Der Struktur dieser Matrizengleichung liegt eine Modifikation der Matrix H
vom ,Rang-eins“ durch das dyadische Produkt

iq® (iaT — AiX day

HT ) (6.19)

zugrunde. Selbst unter der Voraussetzung einer assoziierten Fliefregel (¢ =
fund q < a) ist das dyadische Produkt

‘a® ( ~ A'A ay
dx

) ‘bT) (6.20)

und damit die konsistente Materialsteifigkeitsbeziehung des impliziten Algo-
rithmus’ zwischen den Spannungs- und Verzerrungsinderungen unsymmet-
risch, falls nicht eine der folgenden Gegebenheiten vorliegt:
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1. infinitesimale ,,Schrittweite* At : AX =0
&, 0

2. ideale Elastoplastizitit (keine Verfestigung): y

3. Sonderfall der Fliefibedingung nach von Mises oder Drucker-Prager,
wo die Vektoren b und a parallel sind:

oH  Of

4. semiimpliziter Algorithmus: b=0

Die bemerkenswerte Tatsache einer unsymmetrischen Beziehung zwi-
schen den Spannungs- und Dehnungsraten resultiert unmittelbar aus der
Art des gewihlten Integrationsalgorithmus’. Da jedoch dieser vollstindig
implizit ist, wiirde man eine symmetrische Verkniipfungsmatrix zwischen
d'S und die erwarten, denn es sollte die Vertauschbarkeit der zweiten Ab-
leitungen des Verzerrungspotentials ¥ gelten.

O'Skr _ 0w 1 oY
Oery  Olery-Oerr ~ Oiexy - Oiery

(6.21)

Ursichlich resultiert diese Unsymmetrie jedoch aus der klassischen Flief-
theorie, in welcher das Fliefigesetz dem Verfestigungsverhalten nicht Rech-
nung tragt.

. OF . 0f
In der Normalenregel wird der Verfestigungsanteil im Gradienten der Flief-

funktion %}é vernachlissigt. Zur Inversion der Matrizenbeziehung Gl. 6.18

wird die Sherman-Morrison Formel herangezogen.

g1 inT _ Ai) Y| ipT) gt
H1iq@ ('a® - AN 4L| b7 ) ‘H

i igT _ Ai)\ 24X i -1 i

A+ (fam - AN 4| ibT) H-1 g

d's= |"H! - d'e  (6.23)
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6.3 Konsistenter elastoplastischer Tangentenmodul des
impliziten Algorithmus’ fiir die J,-FlieBtheorie

Der zum impliziten Spannungsalgorithmus konsistente Tangentenmodul
wird fiir den in der Praxis sehr wichtigen Fall des FlieBkriteriums nach von
Mises hergestellt. Als weitere Beschrankungen werden assoziierte Plastizitdt
und isotrope Verfestigung vorausgesetzt. Die in Kapitel 6.2 spezifizierten
Grofen unter den Gleichungsnummern Gl. 6.13 bis Gl. 6.17 sind dem Son-
derfall der Jo-FlieBtheorie anzupassen. Soweit dieses in Kapitel 5.7 nicht
schon geschehen ist, werden die benétigten Beziehungen hierfiir nochmals
zusammengefafit:

H=D"14+A)\P (6.24)
iq=‘a=P'S (6.25)
M= %'ST PiS ' (6.26)
dy 2,5 dS
T y 3 S 7P . {6.27)
ig - 95
H=—5 ) (6.28)
; Y| .., (2:5\°
=G| = (3 5) (6.29)
; 0 2. , 1 .
ib= = [{/2iST PiS|| =-—=P'S 6.30
E(frs) =% @0

Die obenstehenden Beziehungen werden in Gl. 6.23 eingesetzt.

i« luw HIPS)Q(STP H-!) i ,
dS-[H TS PHEPS wde (6.31)
2
)
- 3
’A R e (6.32)
“TiH A

Bei genauer Inspektion des Matrizenprodukts H-'P wird deutlich, daB
die in Kapitel 5.1 erwihnte Orthogonalititsbedingung Gl. 5.8 in die Defini-
tionsgleichung 5.186 eingearbeitet werden kann.

2G
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Die beiden folgenden GesetzmiBigkeiten lassen sich einfach beweisen:

PP=0 (6.34)
und o
1l P=p (6.35)
Als Zwischenergebnis bleibt festzuhalten:
H1P= -1«—;—2%7@— P (6.36)
e PH'!P= G P (6.37)
14 A 2G ’

Damit vereinfacht sich die Bildung des konsistenten elastoplastischen Tan-
gentensteifigkeitsmoduls, weil der dilatatorische Anteil des konstitutiven
Tensors vollkommen elastisch bleibt, wihrend der Schubmodul des devia-
torischen Teils mit einem Skalar kleiner eins multipliziert wird.

D D
i« |ap ¥ 2G x PSesT P\|
ds..{ws P+1+Ai>\2G(1‘l P i/i+STPS) (e (638)
't
c (2:\ CH 142G AN
A= (278) = 6.39
(3 ) 2G 1- ZiH AA (6.39)

Der Tangentenmodul ist hinsichtlich der Plastizitit weiterhin isobar, denn

die Differenzmatrix 11~ % hat ebenfalls deviatorischen Chatakter. Zudem
ist der Tangentenmodul selbst bei der vollstindig impliziten Methode sym-
metrisch, da der Vektor ‘b parallel zum FlieBvektor fa im Fall des iso-
tropen von Mises-Kriteriums ist. Dieses Ergebnis stimmt mit anschaulichen
Uberlegungen iiberein - siche Bild 6.6.

Zum direkten Vergleich der konsistenten Tangentenmoduli nach Gl. 6.38
mit dem elastoplastischen Stoffgesetz nach Gl. 2,77 ist letzteres auf den
Fall der J,-FlieBtheorie anzupassen. Unter Verzicht auf eine ausfiihrliche
Herleitung erhilt man durch Zuhilfenahme der Idempotenzeigenschaft des

Projektionsoperators DP schlieBlich:

D T D
3K P +2G (11~ P W)] ¢ (6.40)

§ = -
A+sTPS
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. i
m F 1

Bild 6.6 : Von Mises-Verfestigungskurven in der Deviatorebene zur Zeit "t und *t
bei isotroper Verfestigung

mit N
A= (3 S) 2G (6.41)
Es zeigt sich, daf Gl. 6.40 und Gl. 6.41 aus Gl. 6.38 sowie Gl. 6.39 hervorge-
hen, falls das plastische Multiplikatorinkrement gegen Null strebt: AA — 0.
Derartige Zusammenhinge konnten erwartet werden, denn das elastopla-
stische Stoffgesetz Gl. 2.77 stellt den Grenziibergang zu den geschwindig-
keitsabhingigen Materialgesetzen dar und muf fiir den Fall infinitesimaler
Zeitschritte aus der konsistenten Tangentenbeziehung Gl. 6.38 hervorgehen.
Dieser Grenziibergang mufl unabhéngig vom gewishlten Zeitintegrationsver-
fahren fiir alle impliziten, expliziten oder gemischten Methoden gelten (For-
derung nach Konsistenz des Algorithmus). ‘
Aus dem Vergleich der Tangentenmoduli kann ferner herausgelesen wer-
den, daB die konsistente Beziehung nach Gl. 6.38 im deviatorischen Anteil
,weicher“ als die elastoplastische Materialbeziehung Gl. 6.40 ist, wo der

elastische Deviatoranteil 11— KP nicht abgemindert wird. Der Abminde-
rungsfaktor wichst mit groBer werdendem Multiplikatorinkrement AX an
und verkleinert den deviatorischen Teil des Werkstoffgesetzes.
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7  Elastoplastizitit bei diinnwandigen Flichen-
tragwerken

7.1  Zur Degeneration ratenabhingiger Werkstoffgesetze

Physikalisch nichtlineare Schalenprobleme werden vielfach durch ratenab-
hingige Stoffgesetze beschrieben. Neben der {iblichen Schalenannahme:

¢ ,die Normalspannungskomponente in Richtung des Schalendirektors
(Dickenrichtung) ist null®

S3z3 =0 (7.1)

muB als zusitzliche Bedingung gefordert werden:

e ,die zeitliche Anderung dieser Normalspannungskomponente (Span-
nungsrate) soll verschwinden®

833 =0 (7.2)

Von den sechs Spannungs- bzw. Dehnungskomponenten sind nur noch fiinf
unabhingig. Die Dehnungskomponente in Dickenrichtung ez3 bzw. deren
Rate é33 stellt sich in Abhingigkeit der fiinf anderen Komponenten so ein,
dafl obige Degenerationsbedingungen erfiillt sind.

Grundsitzlich sind zwei Standpunkte zu unterscheiden nach denen Ma-
terialgesetze fiir schubweiche Schalen postuliert kénnen werden:

1. Direktes Vorgehen:

(Siehe Abschnitt 4.2.2; in /Ramm 1976/ als klassisches Vorgehen
bezeichnet.) Im Rahmen einer Schalentheorie wird ein ebener Span-
nungszustand mit zusitzlichem Querschub angenommen, der durch
fiinf unabhingige Spannungs- bzw. Verzerrungskomponenten be-
schrieben ist. Die Tensorkomponente in Richtung des Schalendirektors
existiert als solche nicht, da die Schale als verformbare Fliche durch
Schub-, Biege- und Membrandeformationen verstanden wird.

2. Kontinuumsaspekt:
Die Schale wird als allgemeines, dreidimensionales Kontinuum behan-
delt, dessen Normalspannungskomponente in Richtung des Direktors
verschwinden soll. Aus Griinden der numerischen Konditionierung
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der Struktursteifigkeitsmatrix und des Rechenaufwandes wird die Deh-
nungskomponente in Dickenrichtung aus den unabhingigen kinemati-
schen Gleichungen eliminiert und als abhingige Gréfe mitgefiihrt. In
einer Nachlaufberechnung kann mit Hilfe des Werkstoffgesetzes und
der statischen Groflen (Spannungen) jederzeit auf die Dickeninderung
zuriickgeschlossen werden.

Bei der Formulierung der konstitutiven Beziehung auf den Grundlagen des
dreidimensionalen Kontinuums muf} zusitzlich den Degenerationsbedingun-
gen Geniige geleistet werden. In /Hallquist 1985/ werden die Dehnungs-
komponenten iterativ an die Gleichungen Gl. 7.1 und Gl. 7.2 angepafit.
Gegenwiirtiges Ziel jedoch ist es, die statischen Hypothesen zugunsten des
Verzichts einer nachfolgenden Iteration systematisch in die fiinf unabhéngi-
gen Spannungs-Dehnungsgleichungen miteinzubeziehen. Hierzu stehen zwei
Wege offen: '

(a) Die Komponente ¢33 des Tensors der Verzerrungsgeschwindig-
keiten wird aus dem geschwindigkeitsabhingigen Werkstoffgesetz
mittels statischer Kondensation des dreidimensionalen elastopla-
stischen Tensors D°P eliminiert - siehe /Sittele 1982/, /NISA80
1983/. Die kondensierte Stoffmatrix verbindet den reduzierten
Satz der von Null verschiedenen Spannungskomponenten mit den
fiinf unabhingigen Verzerrungskomponenten.

(b) Elimination der é33 -Dehnungsrate im konstitutiven Erganzungs-
tensor mit anschlieflender Inversion zur Herleitung des degenerier-
ten elastoplastischen Materialsteifigkeitstensors. Im Vergleich zur
Matrizenkondensation ist dieses Vorgehen numerisch effizienter.

Im Kapitel 7.2 wird gezeigt, wie im Fall der J,-FlieBtheorie die Standpunkte
unter 1. und (a) ineinander iiberfithrbar sind. .

7.2  Elimination der Normaldehnungsrate in Dickenrich-
tung aus dem Erginzungstensor der J, -Flieitheorie

Ausgangspunkt zur Herleitung eines elastoplastischen Werkstoffgesetzes fiir
das degenerierte Schalenkonzept bildet die in orthonormalen Koordinaten
vorliegende infinitesimale Spannungs-Dehnungsbeziehung nach Gl. 5.193,
Abschnitt 5.7.4. Addiert man das ,Wurzel-Zweifache* ( /2 ) der dritten
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Gleichungszeile zur ersten Zeile des Gleichungssystems Gl. 5.191 hinzu, so er-
gibt sich unter gleichzeitiger Beachtung der Degenerationbedingung Gl. 7.1:

32 3.0
V6 V6
=1 1 9
V2 V2
B S T |
V3 V3 V3
+

11
€22
€33

é

1 .12
€

1 13

w |
8 8 8 ©8 8
8 8 8 O8 8

o oo oo

é
1 23

8 B 8 o8 8

8 8 8 ©o8 8
8 8 &8 o8 8

1-2v
10 35

01
00

S-S S

0

1-2v

SHS-&-

14v

S o Sl

2

(7.3)

Die Matrix des plastischen Anteils ist durch das dyadische Produkt wie folgt

| Sugsn =Sugsn 0 251 251 251 |

belegt:

4,Q" S=

8T QAp

S11+S22

6
(=S5114-522)
2

0
2 512
2 513

il

8 8 8 O &8 &

8 8 8 o8 8

(e e e i an BN e B en

8 8 8 o8 8

8 8 8 o8s 8

8 8 8 o8 8

(7.4)

Der plastische Anteil bleibt bei der assoziierten Fliefiregel nach von Mises
von der Addition unbetroffen, da die dritte Spektralgleichung die Kompres-
sibilitit des Materials beschreibt. Nachdem die zweite Degenerationsbe-
dingung Gl. 7.2 in Gl. 7.3 miteinbezogen worden ist, kann das ,,Wurzel-
Zweifache“ der dritten Spalte des elastischen Teils auf die erste Spalte auf-
summiert werden. Auf der linken Gleichungsseite ist die Entkopplung der
ersten beiden Gleichungen von der Dehnungskomponente éz3 erkennbar,
so dafl die dritte Gleichungszeile von den fiinf anderen abgetrennt werden

kann.
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3 3. 31—-11
5% a | [] ok
7 €22 !
1 €12 | = 2 +
1 €13 2
1 €93 2

s,]7s'22
1 =5 25 ~81148
+5| 25, |® | Sugsn =Sutsn 9g;; 25 2523| Siu

2813 513
2523 523
(7.5)
und 1 1—2 1
R R R 14 4
7 (€11 + €2+ é33) = “E A3 (511 + S0+ 533) (7.6)

Nach Inversion der Koeffizientenmatrix auf der linken Seite gelangt man
zum elastoplastischen Stoffgesetz in Ratenform fiir degenerierte Kontinua:

€22 -y = L 2
; 14 v Y 1173 3
€12 = E 2 + Z 2
é13 | 2 2
€23 2 2
S11 2 -1 S11
S22 -3 2 S22
| 812 |®] 511 S22 S12 S13 Sas 2 S12
S13 2 513
Sa3 2 S93
(7.7)
In symbolischer Schreibweise:
1 sym
v 1
D=—2 |00 1 (7.8)
1_V2 1-v
00 0 I
00 0 0 i
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S11 €11
Sa2 €22
S = 512 € =] €12 (79)
S13 €13
So3 €23
é= D'1+§1—PS®ST P]S (7.10)

Im Anschluf an die Lésung des vorangehenden Gleichungssystems zwischen
den fiinf unabhingigen Spannungs- und Verzerrungskomponenten kann die
Ratengleichung fiir die Dehnungskomponente in Dickenrichtung ausgewertet

werden. 1—9
. —-—LV (s : . .
€3 = —% (511 + 522) — (€11 + €22) (7.11)

Anmerkung:

Im Rahmen der J,-Fliefitheorie fiihren die hier gezeigte formale Degene-
ration des elastoplastischen konstitutiven Tensors und der im Kapitel 7.1.
erwihnte strukturtheoretische Aspekt auf dasselbe Ergebnis. Der formale
Weg liefert zusitzlich noch die Ratengleichung fiir die abhiingige Dehnungs-
komponente in Richtung des Schalendirektors.

7.3 Impliziter elastoplastischer Algorithmus fiir Schalen

Uber die Projektionsmatrix P zwischen dem Spannungstensor S;; (mit
S33 = 0 ) und dessen Deviator S,fj findet man die Fliefbedingung nach von
Mises fiir das degenerierte Kontinuum in Abhingigkeit der maBgebenden
Spannungskomponenten.

S'=p S
2 _1
3 3
1 2
3 3
D 11
P=|"3 ~3 (7.12)
1
1
1

169



=
Wi Wik
Wit o=

)
ii
o
2o kS
o]
Il
»o

(7.13)
2
LiaT 14 1%
F=2S P'S~-='§=0
2 3 S
Fiir die assozierte Fliefregel gilt Gl. 5.133 mit der Projektionsmatrix P im

Sinne obiger Definition. Die Spektralzerlegung der Matrizen D und P in
orthonormale Koordinaten hat folgendes Aussehen:

D=QAp Q"™ , P=QAp Q" (7.14)
E Ity
1—v 1-v
2G 1
Ap = G = 2G 1 (7.15)
G b
G 1
1
3
1
Ap = 2 (7.16)
2
2
1 -1
+1 1

Q=—= V2 (7.47)
/3

Die ersten beiden Eigenvektoren fi; und fi, (Spalte eins und zwei) der
Matrix Q zeigen in der Koordinatenebene &, &; in Richtung der Winkel-
halbierenden.

Die Eigenrichtung 1i; spielt eine dem Kugelanteil vergleichbare Rolle,
welche in Bild 5.26 durch den Vektor iia reprisentiert ist. Die Projektionen
von fi; und fiz auf die & - &; - Ebene in Bild 5.26 fallen mit dem Vektor
fi; in Bild 7.1 zusammen, wogegen der Vektor ii; in Bild 7.1 mit dem in die
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Bild 7.1 : Darstellung der ersten beiden Eigenvektoren in der &, — &;~ -Ebene

Koordinatenebene &; — &, projizierten Vektor n, des Bildes 5.26 {iberein-
stimmt. Aus der FlieBannahme, der Fliefiregel und dem Elastizititsgesetz
kann die zu Gl. 5.83 bzw. Gl. 5.134 analoge Beziehung hergeleitet werden.

S='S"-A'ADP'S (7.18)

Zur Auflssung dieser Gleichung wird die in Gl. 7.14 aufgefiihrte Spektralde-
komposition verwendet, welche formal auf dasselbe Resultat wie in Gl. 5.169
und Gl. 5.170 fithrt und zur Definition der Matrix H veranlafit.

‘s = (H1 D7) 's” (7.19)
sowie _ _
‘S =H"1e (7.20)

Die Komponentenform der Inversen H™! bzw. des Matrizenprodukts
H-1 D1 folgt der im Kapitel 5.7 ausfiihrlich dargelegten Vorgehensweise
fiir das allgemeine Kontinuum und lautet im Fall diinnwandiger Flichen-
tragwerke:

1 sym
1 1 3 Ll
H'D ! "2 ——10 0 0 +
i) 27 v
1+ A5G 2% 000 0
000O0 O
1 sym
1 -1 1
2 0 0 2 (7.21)
1+ A2G 00 0 2
0000 2
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1 sym
3 =2 11
H™ = 22100000 +
I+ AMETE 16 0 0 0
0000 O
1 sym
-1 1
G
o 01 (7.22)
14+ AN2G 00 0 1
0000 1

Uber den Spannungsalgorithmus Gl. 7.19 wird das FlieSkriterium F' in
Abhingigkeit des elastischen Spannungspridiktors 'S* zur Bestimmmung
des plastischen Multiplikatorinkrements AfX gebracht.

- , -1 . -1, -
F= %‘s T [PD A4 17 P [PD A +1]7 s - %’52 =0 (7.23)
Einsetzen der spektral zerlegten Matrizen fiir D und P:
F= %*’s” Q [1 + A*A Ap AP]'2 Ap QT ST - %‘5*2 =0 (7.24)

Die zugehsrige Komponentenform des Fliefkriteriums lautet:

*T

S1y 11
1 "522 1 11
F= 5 '512 5 5 0 +
Sy (14 a0x 2G1E2) 0
| 1823 0
3 -3 Sul’
_1 1 S99
7 2 . ,-
(1+ 26) 2 ‘513
2 1S3
(7.25)
1 figw 4 icx)? 1 fiow _iax\2 L igad 1ol | igx?
F= L (51 +'535) n 1(i85, —183)" +'57, +'5T3 + 533 (7.26)
- , 2 ; 2 :
(1440 261 (1+ AiX2G)
g2 _
-3 S4=0
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Wie schon angedeutet kann aus dem FlieBkriterium des degenerierten Werk-
stoffmodells Gl. 7.26 keine geschlossen auflésbare Formel fiir A*A gefun-
den werden. Im Gegensatz zum allgemeinen dreidimensionalen Kontinuum
mufl A‘) selbst bei ideal elastoplastischem Materialverhalten iterativ aus
dem FlieBkriterium ermittelt werden. Die notwendigen Gleichungen des
Standard-Newton-Iterationsverfahrens werden fiir eine allgemeine Verfesti-
gungsfunktion *§ zusammengestellt.

Die einaxiale Vergleichsdehnung resultiert aus Gl. 5.203. Nachdem sie
beziiglich des plastischen Multiplikatorinkrements AX differenziert worden
ist, wird sie gemeinsam mit der Definitionsgleichung des plastischen Verfesti-
gungsmoduls H nach Bild 2.8 in die Ableitung des FlieBkriteriums Gl. 7.26
eingesetzt.

. . . ¢ &
dF—’STP d‘S—g'S—d—'-S: dé

dAaXx ~ dAX 3 dev |, dAX

L \/5 AN d(l,»T ;)
A= V3 ST PS + 3 Ferps Al ST PS) (7.28)

SchlieBilich erhalt man fiir die Ableitung der FlieBbedingung nach AX eine
skalare Gleichung, in der die Matrix *P' wie nachfolgend definiert ist:

(7.27)

dF 2\ 18 AN 1, . .
Rt F I R el L4y ~ig*T k T Q% _
dAN|axk [ <3> S \/"STP"S] axk 2 QP Qs
AR Sy ‘
- (§> [5irVisTPiS|| (7.29)
AXk
P11
-2G 1
Pl 2 (7.30)
(142G AXF) 9
2
wobei

214w (1426 ax)°
P11~9’1_V(1+§(_£_V)Al\k)s

und
pi; =0 falls i#7 st
Die Spannungen *S sind wihrend der Iteration aus Gl. 7.19 oder Gl. 7.20
zu bestimmen.
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Numerisches Beispiel zum elastoplastischen Algorithmus .

Gegeben ist linear elastisches - ideal plastisches Material, das dem assozi-
ierten FlieBkriterium nach von Mises unterliegen soll. Der Elastizitdtsmodul
wird zu E = 1000m—Nw;5 , die Poissonzahl zu v = 0 und die Fliegrenze zu
So = 2;1% angenommen. Der Verzerrungszustand ist folgendermafen vor-
gegeben:

ey € 262 263 263 |F =[6. 5. 2. 1. L7 -107°  (7.31)

Der Pridiktorspannungszustand des degenerierten Stoffgesetzes ergibt sich
Zu:

1181, S5 Sty Sis S3a ¥ =[6. 5. 1. 0.5 0.5 I (7.32)
und dessen Komponenten im Hauptspannungsraum:
i[S7 St Sp]=16.689 4.388 —0.0767] (7.33)

Der Verlauf der lokalen Newton-Iteration zur Bestimmung des plasti-
schen Multiplikatorinkrements ist in Tabelle 3 wiedergegeben.

 Schritt k | F(*S) | £5 Ak AkX 108
10.50000 | -10222.2 |  1.02717
4.68811 | - 3199.1 |  2.49264
1.81817 | - 1177.5 |  4.03680
0.56837 | - 5483 | 5.07343
0.10640 | - 360.5| 5.36856
0.00564 | -323.2| 5.38599
0.00002 | -322.2| 5.38605

-1 OO W

Tabelle 3 : Konvergenzverlauf der lokalen Newton-Iteration zur Ermittlung des
plastischen Multiplikators AX

Durch Einsetzen des plastischen Multiplikators AfX in Gl 7.19 und
Gl. 7.20 kann der gesuchte Spannungszustand § errechnet werden, der zu-
sammen mit den elastischen Pradiktorspannungen in den Hauptspannungs-
raum Bild 7.2 und die Deviatorebenen Bild 7.3 eingezeichnet ist.

[ 811 S22 Si2 Siz S23 )T =[2.0458 1.8893 0.1566 0.0783 0.0783 1"
(7.34)
In Hauptspannungskomponenten:

‘S S Sir)=1[2.1480 1.7928 —0.0058] (7.35)
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Bild 7.2 : Darstellung des FlieBkriteriums nach von Mises im Hauptspannungs-
raum

45y
\}\\ endgultiger Spannungszustand

FlieNkurve in der

T— is'* X
Deviatorebene elastischer
Pradiktor
8 = 51,15°
S
R 0% = 40,46

Bild 7.3 : Projektion des FlieSkriteriums nach von Mises und der Spannungs-
zustinde *S* und *S in die Deviatorebenen
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7.4 Fehlerabschitzung des Spannungsalgorithmus’.
7.4.1 Vorbemerkungen

Der in den letzten beiden Kapiteln behandelte Spannungsalgorithmus soll
moglichst als Einschrittmethode fiir praktische Berechnungen eingesetzt
werden. Aufgrund der unbedingten Stabilitit des impliziten Pradiktor-
Korrektorverfahrens sind beliebig groBe Zeitschritte zuldssig, denn der lokale
zeitliche Diskretisierungsfehler ist beschrinkt. Fehleranalysen im ebenen
Spannungsfall sind in /Schreyer 1979/ und /Simo 1986/ zu finden. Fiir das
degenerierte Werkstoffgesetz der von Mises-Elastoplastizitit liegen derartige
Analysen zumindest in der gangigen Literatur noch nicht vor.

7.4.2 Numerische Ergebnisse der Fehleruntersuchung

Zur Abschitzung und praktischen Beurteilung des lokalen zeitlichen Dis-
kretisierungsfehlers der Einschrittmethode werden charakteristische Span-
nungszustinde ™S fiir eine numerische Untersuchung ausgewihlt. Thr Feh-
lermaB ist fiir eine groBe Anzahl von Nachbarpunkten représentativ. Die
Fehleranalysen werden sowohl fiir den ebenen Spannungszustand, welcher
der Membran- und Biegedeformation der Schale zugrunde liegt, als auch fiir
die Querschubbeanspruchung durchgefiihrt.

Die in Bild 7.4 markierten Punkte A4, B und C auf der von Mises-FlieB-
kurve in der Hauptspannungsebene Sy und Syy werden fiir die Untersuchun-

45y

Bild 7.4 : FlieBkurve nach von Mises in Abh#ngigkeit der beiden Hauptspannungs-
komponenten des ebenen Spannungszustandes mit den reprasentativen Spannungs-
punkten A, Bund C' - a

gen des ebenen Spannungszustandes herangezogen. Die Spannungskompo-
nenten Sy3 und Soa fiir den Querschub sind in den Spannungszustinden der
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Punkte A, B und C zu Null gesetzt.

Fiir die Fehlerbetrachtung des Einschrittalgorithmus’ bei Plastxﬁzxeren
infolge Membrandehnungen und Querschubverzerrungen sind die im Bild
7.5 markierten Spannungspunkte D, E und F ausgesucht worden. Sie liegen
auf der Fliefkurve in der aus Normal- und Querschubspannung Sy; bzw.
S13 aufgespannten Koordinatenebene. Der Flieivorgang in diesem Bean-
spruchungsfall ist den Degenerationsbedingungen unterworfen. Alle ande-
ren Spannungskomponenten Ss;, Sy2 und Ss3 in den Zustinden D, F und F
werden zu Null angenommen.

451

Bild 7.5 : FlieBkurve nach von Mises in Abhingigkeit einer Normal- und Quer-
schubspannungskomponente

+ S

_/

Der Einfachheit halber wird ideale Elastoplastizitit vorausgesetzt. Als
Materialkennwerte werden angenommen:

E = 30000 I

v = 03

5 = V3

Zu den gewihlten Anfangswerten "€ und ™S werden nun Dehnungsin-

kremente A'e so vorgegeben, dafi MaterialflieBen einsetzt. Anhand des co-
dierten elastischen Pridiktor - plastischen Korrektorverfahrens werden die
zum aktuellen Verzerrungszustand ‘e =" € 4+ A‘e gehérenden Spannungen
'S durch zwei verschiedene Rechnungen ermittelt, nimlich

in einem Schritt n=1: ‘Sapp
und
in mehreren Schritten n=1-=20: ‘S,

Die Berechnung der Werte ‘S, erfolgt in ausreichend vielen Schritten, d.h.
Subinkrementen, so daf bei einer weiteren Steigerung der Subinkrementan-
zahl die ersten beiden Mantissenstellen des untenstehenden Fehlermafles é
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unverindert bleiben. Als MaB der Abweichung des gendherten Spannungs-
zustands *S,pp zum als ausreichend exakt betrachteten Wert 1S, wird die
bezogene Euklidische Norm verwendet.

_ \/(isapp - isex)T (isapp —Sez)
vV 8%, *Seq

In den Bildern 7.6 bis 7.13 sind die Hohenlinien des Fehlermafies § auf-
gezeichnet, um das der approximierte Spannungszustand ‘Sgpp vom ,ex-
akten® iS., abweicht. An den Achsen der Hohenlinienbilder ist jeweils
die vorgegebene Komponente des Dehnungsinkrements Aeyy als Vielfaches
der zugehdrigen einaxialen FlieBdehnung aufgetragen. Fiir die Normaldeh-
nungskomponente ist es der bezogene Wert 9—%” mit € = —% und fiir die

100 %

Schubdehnungskomponente 2—A;;l¢ mit ¥ = —5—5 . Bis auf die abhingige
Normaldehnungskomponente in Richtung des Schalendirektors es3, welche
durch die Degenerationsbedingungen geregelt wird, sind die anderen drei
Dehnungskomponenten unverindert mit null gleichgesetzt worden.

In den Fehlerkarten Bild 7.6 bis Bild 7.8 ist an der horizontalen Achse
die Steigerung der Normaldehnungskomponente Ae;; und an der vertikalen
Achse jene von Aegy als Vielfaches der einaxialen FlieBgrenze € aufgetragen.

5.0 r
4.0

3.0t

2.0

0.0 /‘.A-\.

0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0
- Ay IE

Bild 7.6 : Fehlerkarte fiir den Ausgangspunkte A
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Ag,,

0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0
R AEﬂ/ E

Bild 7.7 : Fehlerkarte fiir den Ausgangspunkt B

>

Bild 7.8 : Fehlerkarte fiir den Ausgangspunkt C
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Fiir die Fehlerabschitzung der Einschrittmethode bei Fliefen infolge
Querschub sind die Karten Bild 7.9 bis Bild 7.11 angefertigt worden. Zu-
sammen mit der Querschubverzerrung Ae;3 wird die Normaldehnungskom-
ponente €;; in Membranrichtung unter gleichzeitiger Beachtung der Dege-
nerationsbedingungen gesteigert. An der horizontalen Achse ist wie schon
zuvor der Steigerungsfaktor fiir die Normaldehnungskomponente Aeyy als
Vielfaches der Fliefidehnung € aufgetragen, dagegen gibt die vertikale Achse
in den drei nachfolgenden Bildern das Anwachsen der Querschubkomponente
2 A€z bezogen auf die FlieBgrenze fiir reinen Schub 7 = 72? an.

/%o

0.0 1.0 2.0 3.0 4.0
EE— W2

5.0

40 |
208, | 3.0 }

2.0

Bild 7.9 : Fehlerkarte fiir den ‘Ausgangspunkt D
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Bild 7.10 : Fehlerkarte fiir den Ausgangspunkt E
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4.0
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1.0
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— pg,lE

Bild 7.11 : Fehlerkarte fiir den Ausgangspunkt F
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7.4.3 Auswertung der Fehlerkarten

Bei Steigerung der Inkremente der Dehnungskomponenten Aey; und A€y,
bzw. A€y und A€y wichst der Fehler zuerst an und erreicht sein jeweiliges
Maximum, wenn die bezogenen Inkremente in der Griéfie zwischen zwei und
drei liegen. Bei einer weiteren Erhshung der Inkrementgréfie nimmt der
Fehler wieder ab und strebt gegen null, falls die Inkrementgréfie gegen un-
endlich geht. Diese SchluBfolgerung scheint nahe zu liegen, wenn man sich
auf die Bilder 7.6, 7.8 sowie 7.9 bis 7.11 stiitzt, in denen aus dem Verlauf
der Hohenlinien auf das Maximum geschlossen werden kann. Bestitigt wird
diese Aussage auch durch die Bilder 7.12 und 7.13, in denen die numerischen

15.0

12.0

9.0
Ag,,
£
6.0
3.0

25 20

0.0 - - - i Y 4 I}
0.0 3.0 6.0 9.0 12.0 15.0
8 Ag, /€

Bild 7.12 : Fehlerkarte fiir die Ausgangspunkte B

Untersuchungen der Fille B und D exemplarisch bis auf das Fiinfzehnfache
der bezogenen Inkrementgréfen ausgedehnt worden sind.

Die Beschranktheit des Fehlers fiir wachsenden Zeitschritt (Inkrement-
groBe) ist ein wesentlicher Vorteil des vollstindig impliziten Algorithmus’.
Der Disketisierungsfehler verschwindet, wenn das aufgebrachte Spannungs-
inkrement normal zur Flieffliche im jeweiligen Spannungspunkt A bis F
ist. Grundsitzlich gilt die Regel, je weiter das aufgebrachte Spannungs-
inkrement von der Normalen zur Flieffliche abweicht, umso gréfer ist der
Diskretisierungsfehler. Praktische Rechnungen zeigen, daB bei gleichmiBiger
Laststeigerung die Richtung des Dehnungsinkrements in erster Niherung in
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0.0 15.0

Bild 7.13 : Fehlerkarte fiir den Ausgangspunkt D

Richtung der Normalen deutet,

Gemessen an den relativ ,groben“ Spannungsverliufen praktischer FE-
Rechnungen mit Hilfe von Verschiebungsmodellen liefert der Einschritt-
Algorithmus Ergebnisse tolerierbarer Genauigkeit fiir Traglastanalysen, da
das Versagenskriterium in jedem Fall exakt erfiillt ist. Lediglich die Wich-
tung der Komponenten des errechneten Spannungszustandes unterliegt den
Untersicherheiten der Grofe des Zeitschrittes,
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7.5 Konsistente elastoplastische Spannungs-Dehnungsbe-
ziehung _ :

Die Herleitung der konsistent linearisierten Materialsteifigkeit fiir die J,-
FlieBtheorie bei degenerierten Werkstoffgesetzen 1auft analog zum allgemei-
nen Kontinuum ab. Sinngemif sind die unter den Gleichungsnummern
Gl. 6.14 bis Gl. 6.16 definierten Vektoren a,q und b auf das degenerierte
Kontinuum zu iibertragen, bevor sie in die Matrix der konsistenten Tangen-
tenmoduli gemif Gl. 6.18 {ibernommen werden. In der Matrix H Gl. 6.13
sind die zweiten Ableitungen des plastischen Potentials nach Gl. 7.13 ent-
halten.

02¢
= 5595 (7.36)
dic = (D444MAP)5%(P@)®(@TP) d's (7.37)
| N i

Nach Inversion obiger Beziehung kann die zum impliziten Spannungsalgo-
rithmus konsistent linearisierte Steifigkeit in Matrizenform geschrieben wer-
den als:

. , (H-1Pp is) ® (isT P z’H-—l) . )
dis = |t -1 _ ( - : . . d? .
S {H i7" PHIDPS € (7.38)
Der Verfestigungsmodul *A ist wie schon in Gl. 6.32 gegeben durch:
N2 .
‘A —@flii 7.39
S 1-2ig A (7.39)

Bei idealer Elastoplastizitit verschwindet ‘4 mit ‘H = 0. Zu beto-
nen ist, dafl obige konsistente Tangentenmatrix nur die fiinf unabhingigen
Spannungs- und Dehnungskomponenten miteinander verbindet. Im Gegen-
satz zum allgemeinen Kontinuum kann hier das Matrizenprodukt H-! P
nicht mehr weiter vereinfacht werden. Die Matrix H-! kann aufgrund der
Hinzunahme der Degenerationsbedingungen weder in einen deviatorischen
noch in einen dilatatorischen Teil aufgegliedert werden. Dasselbe trifft auf
die Projektionsmatrix P zu. Der hydrostatische Anteil des Spannungsten-
sors wird beim degenerierten Kontinuum immer vom Fliefvorgang mitbe-
troffen.
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8 Traglastuntersuchungen an numerischen Bei-
spielen

8.1 Bemerkungen zur Auswahl der Rechenbeispiele

Mit dem erfolgreichen Einsatz der Quasi-Newton-Verfahren /Brodlie 1973/,
/Powell 1978/ in der nichtlinearen Strukturberechnung /Matthies 1979/,
/Bathe 1980/ steht eine aus der Optimierung bestens bewihrte Alterna-
tive zu den bestehenden Iterationstechniken aus der Klasse der Newton-
Verfahren bereit. Besonders fiir aufwendige finite Elementmodelle sind be-
deutende Rechenvorteile durch den Einsatz der Quasi-Newton-Methoden zu
verzeichnen. Die Anpassung der Iterationsmatrix mit Hilfe der Ungleich-
gewichtskrifte und Verschiebungsinkremente an die Hessematrix des Poten-
tials stellt einen unbedeutenden Beitrag an Rechenzeit fiir die Faktorisierung
der Steifigkeitsmatrix dar.

Die untersuchten Beispiele sind danach ausgewihlt worden, daf$ ein rei-
nes Membranproblem (kreisférmig ausgesparte Membran), ein reines Bie-
geproblem (allseitig gelagerte Platte unter gleichférmig verteilter Querlast)
und zwei sowohl geometrisch als auch physikalisch nichtlineare Schalenpro-
bleme zu Vergleichsrechnungen herangezogen werden.

Insbesondere bei geometrisch und physikalisch nichtlinearen Schalenbe-
rechnungen wird hiufig eine ausgesprochen langsame Konvergenz der Norm
der Ungleichgewichtskrifte beobachtet, selbst wenn im Newton-Verfahren
an jedem Iterationsschritt die mit dem infinitesimalen Werkstoffgesetz auf-
gestellte Tangentensteifigkeitsmatrix verwendet wird. Alle nachfolgenden
Beispiele sind mit dem am Institut fiir Baustatik der Universitdt Stutt-
gart entwickelten FORTRAN-Programm NISA80 /NISA80 1983/ bearbeitet
worden, das von Schweizerhof /Schweizerhof 1986/ um die Quasi-Newton-
Methoden erweitert wurde. In allen Rechnungen mit konstanter Bogenlinge
ist die Bedingungsgleichung fiir die vorgeschriebene Bogenlinge mit der
dafiir in /Schweizerhof 1986/ vorgeschlagenen Linearisierung iterativ an-
gendhert worden.

Ziel der numerischen Untersuchungen ist es, einerseits die verbesserten
Konvergenzeigenschaften der Iteration mit konsistenter Tangentensteifigkeit
im Vergleich zur Struktursteifigkeit mit dem elastoplastischen Stofftensor
der FlieBtheorie zu demonstrieren. Zum anderen soll die Leistungsfihigkeit
des Standard-Newton-Verfahrens mit den Quasi-Newton-Methoden bei phy-
sikalischer Nichtlinearitit verglichen werden. Von besonderem Interesse ist
dabei die Gréfie des Konvergenzintervalls (im englischen Schrifttum auch mit
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»,domain of attraction“ bezeichnet), innerhalb dessen eine Iterationsstrategie
gerade noch zur gesuchten Losung strebt, und die Konvergenzgeschwindig-
keit, welche die Anzahl der notwendigen Iterationen und damit den gesamten
numerischen Aufwand bestimmt.

Als Bezeichnungsweise wird in diesem Kapitel folgendes vereinbart:

cons.N.R. : Standard-Newton-Raphson-Verfahren mit der in Kapitel 7
hergeleiteten konsistenten Tangentensteifigkeit.

class.N.R. : Newton-Raphson-Verfahren mit Neuaufbau der Steifigkeits-
matrix in jedem Iterationsschritt unter Verwendung des augenblickli-
chen Materialsteifigkeitstensors gemif der Fliefitheorie.

mod.N.R. : Modifiziertes Newton-Raphson-Verfahren unter Beibehaltung
der am Anfang des Lastschritts neu aufgestellten Steifigkeitsmatrix
wihrend der Iteration.

Die in NISA80 zur Verfiigung stehenden Formeln der Quasi-Newton-
Methoden sind mit Hinweis auf ihre Verfasser durch BFGS /Broyden-
Fletcher-Goldfarb-Shanno / , DFP /Davidon-Fletcher-Powell/ , Broyden
und Davidon abgekiirzt.

8.2 Kreisformig ausgesparte Membran

In zahlreichen Publikationen ist die kreisformig ausgesparte Membran zum
Testbeispiel fiir Elastoplastizitit des ebenen Spannungszustandes geworden.
Experimentelle /Theocaris 1964/ und numerische Ergebnisse liegen in /Mar-
cal 1969/, /Zienkiewicz 1969/, /Bathe 1976/, /Hinton 1980/, /Simo 1986/
vor. Ein Viertel der ebenen Struktur wird mit 132 bilinearen Elementen
idealisiert Bild 8.1. Das Werkstoffverhalten soll dem assoziierten von Mises
Gesetz mit linearer Verfestigung folgen.

Die Last ist in drei relativ grofien Lastschritten (Lastfaktor A = 1,1; 1,4
und 1,7) auf die Membran aufgebracht worden. Die Last-Verschiebungs-
kurve in Bild 8.2 zeigt den Verlauf der Horizontalverschiebung des mit A
markierten Punktes am Rand der Aussparung in Bild 8.1. Die Grafle der
FlieBzone ist in Prozent der gesamten Fliche der Membran an jedem Last-
schritt zusitzlich in das Last-Verschiebungsdiagramm aufgenommen.

Als Toleranzschranken fiir die KonVergenz sind Uiy = 1073 fiir die eukli-
dische Norm der Verschiebunginkremente und Ry = 10! fiir die Ungleich-
gewichtskrifte vorgegeben. Die Anzahl der benétigten Gleichgewichtsite-
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Bild 8.1 : Geometrie mit Belastung, FE-Modell und einaxiales Spannungs- Deh-
nungsdiagramm fiir die kreisformig ausgesparte Membran

rationen ist fiir insgesamt sieben verschiedene Strategien in Tabelle 4 zu-
sammengestellt, in welcher auch die aufgewendete Rechenzeit der CPU in
Relation zum Standard-Newton-Verfahren eingetragen ist.

Neben der cons.N.R.-Technik haben nur noch das BFGS- und das
Davidon-Verfahren in allen drei Lastschritten konvergiert. Mit der modi-
fizierten Newton-Raphson-Methode kénnen selbst nach 25 Iterationsschrit-
ten die gewihlten Toleranzschranken nicht unterschritten werden, da bereits
wesentliche Teile der Membran auf dem angestrebten Lastniveau plastisch
sind und als Iterationsmatrix die elastische Steifigkeit eingesetzt wird. Dieses
duflert sich in der fast konstanten Konvergenzgeschwindigkeit mit monotoner
Abnahme der Verschiebungs-, Ungleichgewichtskrifte- und Energienorm.

In allen Iterationsverfahren brachte ein zusitzlich durchgefiihrter ,Line
search® selbst bei kleiner Toleranzschranke keine nennenswerte Verbesse-
rung der Konvergenz. Die divergenten Verfahren zeigten im allgemeinen
oszillatorisches Verhalten.
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Bild 8.2 : Last-Verschiebungsdiagramm des Punktes A mit Angaben zur Gré8e
der FlieBzone
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Tabelle 4 : Benotigte Iterationen zur Traglastanalyse der Membran
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8.3 Quadratplatte unter Querlast

Das Tragverhalten der Quadratplatte unter gleichférmiger Querlast ist als
Beispiel fiir ein elastoplastisches Biegeproblem ausgesucht worden. Um
keine Membranspannungen zu wecken, wird geometrische Linearitit vor-
ausgesetzt, obwohl eine vollkommen nichtlineare Strukturanalyse angesichts
der betrichtlichen Durchbiegungen geboten wire. Die Tragfahigkeit der
Platte wird deshalb nur durch die erschépfte Biegewiderstandsfihigkeit des
durchplastifizierten Querschnitts beschrinkt, der aus ideal elastoplastischem
Material bestehen soll.

Rander gelenki
9 9 Ez69 10°N/mm?

Y
Uy=0 /‘ v=03
5
Yy .o o 248 N/mm?
T /
yA
4 Z ¥
E
/ t= 2.54mm £
254 254
[ e T e ]

Bild 8.3 : Quadratplatte - Geometrie (Abmessungen in mm), Elementmodell und
einaxiales Spannungs-Dehnungsdiagramm

Die Struktur ist mit 5x5 biquadratischen Lagrange-Elementen und sieben
Schichten {iber die Querschnittshohe diskretisiert worden. Die Last wird in
zwei Schritten (1.Schritt: 75 % der Traglast) bis zur theoretischen Traglast
nach /Sawczuk 1963/ gesteigert. Im Last-Verschiebungdiagramm Bild 8.4
ist die absolute Lastamplitude q iiber der Mittendurchsenkung der Platte
aufgetragen.

In Tabelle 5 ist die Anzahl der aufgetretenen Iterationen von allen unter-
suchten Methoden aufgefiihrt. Das ausgezeichnete Konvergenzverhalten der
Iteration mit konsistenter Tangentensteifigkeit zeigt sich vorallem im zweiten
Lastschritt, an dem die anfinglich steil verlaufende Traglastkurve plstzlich
sehr flach wird und groBe Zonen der Struktur fast vollstindig durchplastifi-
zieren. In vergleichbaren Untersuchungen /Bergan 1972/, /Bicklund 1973/
und /Sittele 1980/ wurden fiir dieses Lastinkrement eine Reihe weiterer
Zwischenschritte eingeschaltet, um die Traglast zu erreichen. Im Gegensatz
zum Newton-Verfahren mit der Steifigkeit nach dem infinitesimalen Werk-
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Bild 8.4 : Last-Verschiebungsdiagramm der Quadratplatte

stoffgesetz haben sowohl die BFGS- als auch die Davidon-Methode zu den
vorgegebenen Toleranzschranken Uy = 1073 und R;p = 1071 konvergiert.
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Tabelle 5 : Iterationszahl der lastkontrollierten Tragfifigkeitsanalyse der Platte
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8.4 Flaches Zylinderschalenfeld

Das im Schrifttum unter der Bezeichnung ,Scordelis-Lo Roof* bekannte Zy-
linderschalenfeld gilt als beliebtes Testbeispiel zur Untersuchung von Struk-
turen mit zusammenwirkender Lastabtragung iiber Biege- und Membran-
beanspruchung. Mit zunehmender Lastaufbringung wird das zylindrische
Panel gegen die Strukturmitte hin flacher, wobei sich der Kriimmungsra-
dius des Schalenfeldes in Umfangsrichtung vergréfest. Der Membranzu-
stand wird abgebaut, wogegen die Biegebeanspruchungen sowohl in Lings-
als auch in Querrichtung stark anwachsen. Das Schalenviertel wird mit 5x5
biquadratischen Serendipity-Elementen diskretisiert. Die numerische Inte-
gration nach Gauss in der Schalenfliche ist von der Ordnung ,zwei“. Uber
die Schalendicke liegen sieben Punkte fiir die Integration nach Simpson vor.

Randbedingungen: Uy = Uy =0 gleichformige
Flachenlast

ideal elastoplastisch

E=21-10° Nimm? v=0

§:242 N/mm?

Bild 8.5 : Zylinderschalenfeld - Geometrie (Abmessungen in mm) und Elementnetz

Das aus einer sowohl geometrisch als auch materiell nichtlinearen Rech-
nung stammende Traglastdiagramm zwischen der Vertikalverschiebung des
Randknotens B in Feldmitte und der absoluten Lastintensitit ¢ ist in der
nichsten Figur abgebildet. Das Last-Verschiebungsdiagramm gibt zudem
Auskunft iiber die prozentuale Anzahl durchplastifizierter Integrationsstel-
len sowie iiber die Grofle der Lastschritte.

Mit dem konstanten Bogenlingenverfahren wird die Traglast in nur vier
Laststufen iiberschritten. Die Anzahl der erforderlichen Iterationen ist in
Tabelle 6 zusammen mit der verbrauchten CPU-Zeit festgehalten. Der di-
rekte Vergleich zwischen der Newton-Raphson-Iteration mit konsistenter
Steifigkeit und jener mit ratenabhingigem Werkstoffgesetz spricht fiir die
Vorteile des konsequent linearisierten Algorithmus’,
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Bild 8.6 : Last-Verschiebungsdiagramm des Schalenrandes in Feldmitte
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Tabelle 6 : Vergleich der Zahl bendtigter Iterationszyklen zur Traglastanalyse des

flachen Panels
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8.5 Fliissigkeitsgefiillte Rotationsschale
Zylinder-Torus-Kegel nach /Stegmiiller 1983/

Das bereits in /Stegmiiller 1985/ ausfiihrlich analysierte Rotationsscha-
lenmodell in Bild 8.7 wird als abschlieflendes Beispiel fiir elastoplastische
Traglastuntersuchungen herangezogen. Es setzt sich aus einem Zylinder mit
aufgesetztem Kegelstumpf zusammen, deren Ubergangsbereich aus einem
Torus, bestehend aus einzelnen Kegelschiissen, gebildet wird. Die stihlerne
Konstruktion wird durch den konstanten Innendruck p; und die zeitlich
verdnderliche Zusatzlast P in axialer Richtung beansprucht - siehe Bild 8.8.
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+- o P 147.5 t=0,45mm
A o
2 T ore
[} ~ <
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o | | !
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Bild 8.7 : Geometrie der aufgeschnittenen Rotationsschale (MaBe in mm) aus
/Stegmiiller 1985/

Mittels der in /Stegmiiller 1985/ gewihlten Modellierung der imperfek-
ten Struktur (Imperfektionsamplitude w der 1.Eigenform: % = 1.0 ) mit
achtknotigen Schalenelementen und gleichférmig reduzierter Integration ist
eine Traglastanalyse fiir die Steigerung der axialen Auflast P bei konstant
gehaltenem Innendruck von p; = 0, 264mLm2 durchgefithrt worden. Der 15° -
Ausschnitt der Rotationsschale ist mit 4 x 25 Elementen und sieben Schich-
ten diskretisiert worden. Die Lagerbedingungen entsprechen denjenigen ent-
lang von Rindern auf Symmetrieebenen.

Die anwachsende Axiallast P verursacht im Torus der imperfekten
Schale grofier werdende Biegebeanspruchungen (siehe Bild 8.9) mit betricht-
lichen plastischen Deformationen. SchlieBlich wird das Versagen des Behil-

ters im Torusbereich eingeleitet, wo die Biegekapazitit des Querschnitts
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Bild 8.8 : Belastung und einaxiales Spannungs-Dehnungsdiagramm

durch die Flieigrenze des Stahls nach oben beschrinkt ist. Zusitzlich wird
das verbleibende plastische Widerstandsmoment durch den biaxialen Mem-
branspannungszustand stark vermindert, dessen Komponenten in Umfangs-
und Meridianrichtung in der Gré8enordnung von +80m]:’n2 bzw. -—85”3:7712
liegen. Wegen des unterschiedlichen Vorzeichens der Normalspannungskom-
ponenten in Anwesenheit kleiner Schubspannungen liegt der Membranspan-
nungszustand im ungiinstigen Zug-Druck-Bereich der Flieikurve (siehe Bild
7.4), so daB am Beginn der Plastifizierung keine der Normalspannungskom-

ponenten im Zylinderkoordinatensystem die einaxiale FlieBgrenze erreicht.

Das Last-Verschiebungsdiagramm in Bild 8.10 ist durch eine geometrisch
und physikalisch nichtlineare Rechnung erzeugt worden. Es zeigt den Last-
faktor A in Abhingigkeit der Axialverschiebung des oberen Randes an ins-
gesamt. 19 Zeitschritten. Mit der wenig verdnderten Bogenlinge zwischen
aufeinanderfolgenden Zeitschritten sind 3 bis 5 Newton-Raphson-Iterationen
mit konsistenter Tangentensteifigkeit auf jeder Laststufe zu verzeichnen.

Wegen des verkleinerten Konvergenzbereichs der Quasi-Newton-Metho-
den mu8 die Bogenlinge in der zweiten Rechnung fiir den Effizienzvergleich
auf die Hilfte ihres urspriinglichen Wertes verkleinert werden, da schon im
vierten Lastschritt keine Konvergenz mit der alten Bogenlinge mehr zu er-
zielen war. Eine noch weitere Reduktion der Schrittgroe, z.B. auf ein Vier-
tel des vorigen Wertes, macht die Iteration mit den Quasi-Newton-Methoden
unattraktiv, denn an jedem der vier Zwischenschritte mufl die Tangentenstei-
figkeit mindestens einmal aufgestellt werden, so da der Rechenzeitvorteil
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Bild 8.9 : Deformationszustand im Traglastbereich (VergréSerungsfaktor fiir die
Verschiebungen: 10)

gegeniiber der Standard-Newton-Technik verloren geht. Von vorrangigem
Interesse in dieser zweiten Rechnung mit vierzehn Zeitschritten ist das Kon-
vergenzverhalten der Quasi-Newton-Methoden in der Nihe der Traglast und
zu Beginn des iiberkritischen Bereichs, wo das Versagen der Struktur von
ausgedehnten FlieBzonen und Durchplastifizieren des Querschnitts infolge
Biegebeanspruchung begleitet wird.

Das Standard-Newton-Verfahren konvergiert in der zweiten Rechnung an
jedem der vierzehn markierten Zeitschritte nach drei bis vier Iterationen in-
nerhalb der unverindert gelassenen Toleranzschranken (Verschiebungsnorm
Uor = 1072 und Kriftenorm Ry = 107! ). Insgesamt sind 49 Iterations-
zyklen angefallen.

Alle vier untersuchten Quasi-Newton-Methoden haben in den ersten
sechs Zeitschritten bis zur Traglast nach 4 bis 9 Gleichgewichtsiterationen
pro Laststufe die vorgegebenen Toleranznormen unterschritten. Unmittel-
bar nach Uberschreiten der Traglast steigt auf dem siebten Lastniveau die
Iterationszahl auf 14 Zyklen fiir die BFGS- und Davidon- Methode bzw. 22
Zyklen im Fall des ,,Broyden-updates“ an. Bei der Gleichgewichtsiteration
mit Hilfe der DFP-Formel wird in diesem Zeitschritt eine sehr starke Diver-
genz von Beginn an beobachtet. In den anschlieBenden Untersuchungen ist
dieser Formel keine weitere Beachtung mehr geschenkt worden.

Zwischen den Lastschritten 8 bis 14 weist die verformte Geometrie der
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Bild 8.10 : Lastfaktor in Abhingigkeit der Axialverschiebung des oberen Randes

Struktur ausgeprigte Biegedeformationen in den Beulen des Torusbereichs
auf, so daB groBe plastische Verzerrungen an den Aufenfasern des Stahl-
querschnitts auftreten. Der Querschnitt beginnt unter zunehmenden Bie-
gekriimmungen allmihlich durchzuplastifizieren, wodurch die Biegesteifig-
keit stark abfillt.

Unter der weiterhin konstant gehaltenen Bogenlinge steigt die Iterations-
zahl bei den drei verbliebenen Quasi-Newton-Strategien (BFGS-, Broyden-
und Davidon-Methode) auf 14 bis 20 pro Laststufe in den Zeitschritten 8
bis 10 an. Bei nur unmerklichen Anderungen des Lastfaktors nach den
ersten Iterationszyklen streben die Fuklidischen Normen fiir die Verschie-
bungsinkremente und Ungleichgewichtskrifte nur sehr langsam gegen den
mit null identischen Grenzwert. Kleine Konvergenzgeschwindigkeiten bei
der Iteration mit ,Sekantenmatrizen“ kénnen hiufig im Zusammenhang mit
materieller Nichtlinearitit beobachtet werden.

Das auf der BFGS-Methode beruhende Iterationsverfahren hat auf der
Laststufe 13 selbst nach 25 Iterationen noch nicht die Konvergenzkriterien
erfiillt. Um trotzdem weiterrechnen zu kénnen, wird die Bogenldnge fiir das
BFGS-Verfahren nochmals um die Hilfte reduziert. In den anschliefienden
vier Schritten sind 5 bis 6 Iterationen pro Laststufe ausreichend. Das ite-
rative Vorgehen gemifl der Broyden- und Davidon-Technik fithrt zwischen
den Laststufen 11 und 14 nach 9 bis 15 Iterationen zum Ziel.
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Bild 8.11 : Lastverschiebungsdiagramm aus der Vergleichsrechnung der Newton-
Raphson-Iteration mit den Quasi-Newton-Methoden

Die benstigte CPU-Zeit fiir die ersten 12 Lastschritte betrigt fiir die Ite-
ration mit der Davidon-Methode 134 % und mit dem BFGS- und Broyden-
Verfahren 145 % der Rechenzeit des Standard-Newton-Verfahrens. Beriick-
sichtigt man, daf die Schrittweite beim Standard-Newton-Verfahren verdop-
pelt werden kann, ohne dafi eine nennenswerte Anzahl zusitzlicher Iteratio-
nen pro Lastschritt anfillt, so spricht die damit eingesparte Rechenzeit fiir
die Newton-Raphson-Methode zur Analyse von nichtlinearen Problemen in
der GroBenordnung bis zweitausend Unbekannte.
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9 Zusammenfassung und Schluf3folgerungen

In der vorliegenden Arbeit ist die effiziente Formulierung und konsistente Li-
nearisierung der virtuellen Arbeitsgleichung zur Traglastuntersuchung mit
Hilfe der finiten Elementmethode behandelt worden. Ziel der methodischen
Entwicklung ist die numerische Analyse diinnwandiger Flichentragwerke,
welche finiten Rotationen unterzogen werden. Das Materialverhalten kann
in Form geschwindigkeitsabhingiger Stoffgesetze vorliegen, so daf elastopla-
stische Deformationen der Schale miterfat werden. Zur Lésung der nicht-
linearen strukturmechanischen Gleichungen wird auf das Newton- Verfahren
zuriickgegriffen.

Die inhaltlichen Schwerpunkte der Arbeit werden nochmals zusammen-
gefafit, wobei die folgenden Aussagen festgehalten werden kénnen:

» Die effiziente Implementierung der Matrizen in Rechenprogramme zur
iterativen Losung der Gleichgewichtsbeziehungen nach dem Standard-
Newton-Verfahren ist demonstriert worden. Die giinstigste Sequenz
zur Ausfithrung der notwendigen algebraischen Operationen ergibt sich
aus den vollstandig linearisierten Gleichgewichtsbedingungen.

o Zur Beschreibung finiter Deformationen hat sich neben der totalen
Lagrange-Beschreibung vorallem die mitgehende Lagrange-Formulie-
rung etabliert. Im Zuge der konsistenten Linearisierung ist die mitge-
hende Lagrange-Formulierung als materielle Beschreibung identifiziert
und gegen die Eulersche Darstellung abgegrenzt worden. Zwischen der
mitgehenden und der totalen Beschreibung besteht kein konzeptionel-
ler Unterschied, da dieselben Werkstoffannahmen zugrunde liegen.

s Bei der Formulierung der Schalengleichungen wird an der affinen Dar-
stellung des Verschiebungsfeldes in globalen (kanonischen) Koordina-
ten festgehalten. Zur préziseren mechanischen Beurteilung des Scha-
lenverhaltens fufit die hier vorgeschlagene Beschreibung auf lokalen,
kartesischen Tensorkoordinaten, mit welchen die Krifte und Defor-
mationen in Membran-, Querschub- und Biegeaktion aufgeteilt wer-
den. Diese Koordinatenwahl ist des weiteren fiir die Einbeziehung der
statischen Hypothesen in die Feldgleichungen des dreidimensionalen
Kontinuums bei geschwindigkeitsabhingigen Werkstoffen von rechen-
technischem Vorteil, da auf die vierstufige Tensortransformation des
konstitutiven Gesetzes verzichtet werden kann.

198



e Wihrend des formalen Linearisierungsprozesses entstehen aus den ki-
nematischen Variablen zur Lagebeschreibung des Schalendirektors im
Vergleich zum allgemeinen Kontinuum zusitzliche Anteile in der Stei-
figkeitsmatrix. Diese Zusatzterme sind von erheblichem EinfluB fiir
den Iterationsverlauf und die begleitenden Eigenwerte bei finiten Ro-
tationsvorgingen von Schalen.

¢ Die Erfassung physikalischer Nichtlinearititen von Strukturen basiert
hiufig auf geschwindigkeitsabhingigen Werkstoffannahmen, unter wel-
che auch die Flieitheorie fillt. Daher sind verschiedene Zeitintegra-
tionsverfahren zur Losung der elastoplastischen Anfangswertaufgabe
untersucht worden, wobei sich insbesondere das elastische Pridiktor-
plastische Korrektorverfahren in Form einer impliziten Einschrittmet-
hode anbietet. Dieses Lésungskonzept verbindet die Vorteile lokaler
Diskretisierungsfehler von akzeptabler GréSe mit unbedingter numeri-
scher Stabilitit bei gleichzeitig minimalem Rechenaufwand. Die spe-
zielle Anpassung des Spannungsalgorithmus auf die Erfordernisse der
Jo-FlieBtheorie erlaubt selbst im Fall der linearen Verfestigung die ge-
schlossene Auflésung der diskretisierten Werkstoffgleichungen nach ih-
ren Unbekannten. Obwohl das Zeitintegrationsverfahren vom implizi-
ten Typ ist, kann beim dreidimensionalen Kontinuum auf die iterative
Gleichungslosung im Fall der linearen Verfestigung verzichtet werden.
Zumindest mit multilinearem Verfestigungsverlauf lassen sich die mei-
sten ingenieurpraktischen Aufgabenstellungen zuverlissig beschreiben,
so dafl die Anzahl der auszufiihrenden numerischen Operationen fiir
die implizite Methode in jedem Inkrement sogar in die Gréfenordnung
der bekannterweise einfacher zu l6senden Gleichungen der expliziten
Methoden kommt.

¢ Das allgemein gehaltene Lésungskonzept zur Integration der Stoffglei-
chungen gestattet es, die statischen Hypothesen der Schalentheorie
exakt zu erfiillen, da sie sich in geschlossener Form in den Spannungs-
algorithmus der J;-Theorie einbeziehen lassen. Die in der Regel itera-
tive Spannungsneuberechnung mit impliziten Verfahren kann auf die
numerische Lsung der Konsistenzgleichung reduziert werden.

e Um die Vorteile des Newton-Verfahrens auszuschépfen, ist es not-
wendig das Zeitintegrationsverfahren fiir die konstitutiven Glejichun-
gen im Linearisierungsprozeff zu beriicksichtigen. Es ist gezeigt wor-
den, da sich in Abhingigkeit des verwendeten Spannungsalgorithmus’
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Unterschiede zwischen der konsistent linearisierten Spannungs-Deh-
nungsbeziehung und dem geschwindigkeitsabingigen Stoffgesetz der
FlieBtheorie ergeben. Das iiberlegene Konvergenzverhalten mit konsi-
stenten Steifigkeitsmatrizen des Standard-Newton-Verfahrens wird an
numerischen Beispielen im Vergleich zu Iterationsmatrizen mit dem
konstitutiven Gesetz der FlieStheorie deutlich und unterstreicht die
Effizienz und Wettbewerbsfihigkeit der Standard-Newton-Methode als
Losungsalgorithmus.

Die Untersuchung weiterer Beispiele zur Beurteilung der Effizienz der
eingesetzten Newton-Methoden bleibt zukiinftigen Forschungsaufgaben vor-
behalten. Insbesondere ist die Wirtschaftlichkeit des Standard-Newton-
Verfahrens zur Losung elastoplastischer Strukturprobleme mit einer sehr
groflen Anzahl von Knotenverschiebungen ebenso von Interesse, wie auch
ein Vergleich zu den Verfahren mit iterativer Ermittlung der inversen Stei-
figkeitsmatrizen angestellt werden sollte.

Fiir schalenartige Strukturen ist die Entwicklung einer leistungsfihi-
gen Elementformulierung fiir grofle Deformationen nach der eindirektionalen
Cosserat-Theorie ein naheliegendes Forschungsziel. Die Weiterentwicklung
der konstitutiven Algorithmen zur Ermittlung der Spannungsresultierenden
bei elastoplastischen Schalenberechnungen ist ein wichtiger Schritt zur Effi-
zienzsteigerung in der numerischen Strukturanalyse.

200



Schrifttum

[Ahmad68]

S. Ahmad, B.M. Irons und O.C. Zienkiewicz. Elements with
Particular Reference to Axi-symmetric Problems. In Matriz
Meth, Struct. Mech., Wright-Patterson A.F.Base, 2nd Conf.,
Ohio, 1968.

[Backhaus83] G. Backhaus. Deformationsgesetze. Akademieverlag, Ostber-

lin, 1983.

[Backlund73] J. Biacklund. Finite Element Analysis of Nonlinear Structu-

[Bagar85]

[Bagar86]

[Bagar88]

[Bathe73]

[Bathe75]

[Bathe76]

[Bathe80]

[Bathe82]

res. Dissertation, Chalmers University, Géteborg, 1973.

Y. Bagar und W.B. Kritzig. Mechanik der Fldchentragwerke.
Vieweg Verlag, Braunschweig, 1985.

Y. Basar. Eine konsistente Theorie fiir Flichentragwerke end-
licher Verformungen und deren Operatordarstellung auf varia-
tionstheoretischer Grundlage. Zamm 66, 7:297-308, 1986.

Y. Bagar und Y. Ding. Finite rotation elements for the nonli-
near analysis of shell structures. In Vorbereitung, 1988.

K.J. Bathe und E.L. Wilson. NONSAP - A general finite ele-
ment program for nonlinear dynamic analysis of complex struc-
tures. In Structral Mechanics in Reactor Technology, Springer
Verlag, Paper M3/1, Berlin, September 1973.

K.J. Bathe, E. Ramm und E.L. Wilson. Finite element for-
mulation for large deformation dynamic analysis. Int.J. Num.
Meth.Eng., 9:353-386, 1975.

K.J. Bathe. Static and dynamic geometric and material non-
linear analysis using ADINA. Report 82448-2, MIT, Massa-
chusetts, 1976.

K.J. Bathe und A.P. Cimento. Some practical procedures

for the solution of nonlinear finite element equations. Comp.
Meth.Appl. Mech. Eng., 22:59-85, 1980.

K.J. Bathe. Finite Element Procedures in Engineering Analy-
sis. Prentice Hall, Inc., New Jersey, 1982.

201



[Bathe86]

[Bathe87]

[Bergan72]

[Betten86]

[Bland57]

[Blix83]

[Boehler76]

[Brendel79]

[Brendel80]

[Brodlie73]

[Bruhns73]

K.J. Bathe und E.N. Dvorkin. A formulation of general shell
elements - the use of mixed interpolation of tensorial compo-
nents. IJNME, 22(3):697-723, 1986.

K.J. Bathe, M. Kojic und J. Walczak. Some developments
in methods for large strain elasto-plastic analysis. In D.R.J.
Owen, E. Hinton und E. Onate, editors, Computational Pla-
sticity, Pineridge Press, Barcelona, 1987.

P.G. Bergan. Nonlinear analysis of plates considering geome-
tric and material effects. Report 72-1, Div. of Struct. Me-
chanics, The Norwegian Institute of Technology, University of
Trondheim, Norwegen, 1972.

J. Betten. Elastizitdis- und Plastizitdtslehre. Vieweg Verlag,
Stuttgart, 1986.

D.R. Bland. The associated flow rule of plasticity. J.Mech.
and Phys. of Solids, 6:71-78, 1957.

U. Blix. Zur Berechnung der Finschniirung von Zugstiben
unter Berdcksichtigung thermischer Einflisse mit Hilfe der
Finite-Element-Methode. Dissertation, Ruhr-Universitit, Bo-

" chum, 1983.

J.P. Boehler und A. Sawczuk. Application of representation
theorems to describe yielding of transversely isotropic solids.
Mech.Res. Comm., 3:277--283, 1976.

B. Brendel. Geometrisch nichtlineare Flastostabilitit. Be-
richt 79-1, Institut fiir Baustatik, Universitit Stuttgart, 1979.

B. Brendel und E. Ramm. Linear and nonlinear stability ana-
lysis of cylindrical shells. Comp.&Struct., 12:549-558, 1980.

K.W. Brodlie, A.R. Gourley und J. Greenstadt. Rank-one and
rank-two corrections to positive definite matrices expressed in
product form. J.Inst. Math.Appl., 11:73-82, 1973.

O. Bruhns. Zur Theorie elastoplastischer Schalentragwerke.
Ing. Archiv, 42:234-244, 1973.

202



[Bufler71l]  H. Bufler. Energiemethoden, Vorlesungsreihe konstruktiver
Ingenieurbau. Institut fiir Mechanik, Universitit Stuttgart.
1971.

[Bufler83]  H. Bufler. On the work theorems for finite and incremen-
tal elastic deformations with discontinuous fields: A unified
treatment of different versions. Comp.Meth.Appl. Mech. Eng.,
36:95-124, 1983.

[Bufler84]  H. Bufler. The principle of virtual displacements and the prin-
ciple of virtual forces in the case of large deformations. Acta
Mechanica, 53:15-26, 1984,

[Bushnell85] D. Bushnell. Computerized Buckling Analysis of Shells. Mar-
tinus Nijhoff Publishers, 1985.

[Chen82] W.F. Chen und A.F. Saleeb. Constitutive Equations for En-
gineering Materials. Volume 1, FElasticity and Modeling, J.
Wiley, 1982.

[Collatz64] L. Collatz. Funktionalanalysis und numerische Mathematik.
Springer Verlag, 1964.

[Cormeau75] 1. Cormeau. Numerical stability in quasi-static elasto-visco-
plasticity. Int.J. Num.Meth.Eng., 9:109~127, 1975.

[Courant28] R. Courant, K. Friedrichs und H. Lewy. Uber die partiellen
Differentialgleichungen der mathematischen Physik. Mathe-
matische Annalen, 100:32~74, 1928.

[Crisfield81] M.A. Crisfield. A fast incremental/iterative solution procedure
that handles snap-through. Comp. & Struct., 13:55-62, 1981.

[Dafalias86a] Y.F. Dafalias. Bounding surface plasticity. I: Mathemati-
cal Foundation and Hypoplasticity. J.of Eng. Mech., ASCE,
112(9):966-987, Sept. 1986.

[Dafalias86b] Y.F. Dafalias. Bounding surface plasticity. II: Applicatjon to
isotropic cohesive soils. J.of Eng. Mech., ASCE, 112(12):1263-
1291, Dez. 1986.

[Dienes79]  J.K. Dienes. On the analysis of rotation and stress rate in
deforming bodies. Acta Mechanica 32, 217-232, 1979.

203



[Ding88]

[Doyle56]
[Drucker59]

[Dvorking4]

{Flﬁgge??}

[Frey77]

[Fung65]

[Golub86)
[Green65]
[Green68]

[Guo63]

Y. Ding. Finite Rotationselemente zur nichtlinearen Analyse
allgemeiner Flichentragwerke. Dissertation, Ruhr-Universitit
Bochum, in Vorbereitung, 1988.

T.C. Doyle und J.L.Ericksen. Nonlinear Elasticity. In Advan-
ces in Appl.Mech., IV, Academic Press, 1956.

D.C. Drucker. A definition of stable inelastic materials.
J.Appl. Mech., 26:101-106, 1959.

E.N. Dvorkin und K.J. Bathe. A continuum mechanics based
four-node shell element for general non-linear analysis. Eng.
Comp., 1:77-78, 1984.

W. Fliigge. Tensor Analysis and Continuum Mechanics.
Springer Verlag, 1972.

F. Frey und S. Cesotto. Some new aspects of the incremen-
tal total Lagrangian description in nonlinear analysis. In Int.
Conf. on Finite Elements in Nonlinear Mechanics, page CO.
5.1/5.20, Geilo, Norway, 1977.

Y.C. Fung. Foundations of Solid Mechanics. Prentice Hall
Inc., New Jersey, 1965.

G.H. Golub und C.F. van Loan. Matriz Computations. North
Oxford Academic Publishers, Oxford, 1986.

A.E. Green und P.M. Naghdi. A general theory of an elastic-
plastic continuum. Arch.Rat. Mech.Anal., 18:251-281, 1965.

A.E. Green und W. Zerna. Theoretical Elasticity. Clarendon
Press, 1968.

Zhong-Heng Guo. Time derivative of tensor fields in non-linear
mechanics. Arch.Mech.Stos., 1:131-161, 1963.

[Hallquist83] J.O. Hallquist. Theoretical Manual for DYNA3D. Bericht

Nr. UCID-19401, University of California, Lawrence Livermore
National Laboratory, Livermore, California, 1983.

[Hallquist84] J.O. Hallquist. NIKESD: An implicit, finite-deformation, fi-

nite element code for analyzing the static and dynamic response

204



[Hallquist85]

[Hibbitt81]
[Hill50]
[Hinton80]

[Houwen86]

[Hughes78]

[Hughes78a]

[Hughes81)

[Hughes83)

of three-dimensional solids. Bericht Nr. UCID-18822, Univer-
sity of California, Lawrence Livermore National Laboratory,
Livermore, California, 1984.

J.0. Hallquist, D.J. Benson und G.L. Goudreau. Implemen-
tation of a modified Hughes-Liu shell into a fully vectorized
explicit finite element code. In Finite Element Methods for
Nonlinear Problems, Europe-US Symposium, Springer Verlag,
Trondheim, Norway, August 1985.

H.D. Hibbitt. ABAQUS - Theory Manual. Hibbitt, Karlsson
& Sorensen, Inc., Providence, Rhode Island, 1981.

R. Hill. The Mathematical Theory of Plasticity. Oxford Uni-
versity Press, 1950.

E. Hinton und D.R.J. Owen. Finite Elemenis in Plasticity -
Theory and Practice. Pineridge Press, Swansea, 1980.

P.J. van der Houwen, B.P. Sommeijer und H.B. Vries. Gene-
ralized predictor-corrector methods of high order for the time
integration of parabolic differential equations. ZAMM, 66:595—
605, 1986.

T.J.R. Hughes und R.L. Taylor. Unconditionally stable algo-
rithms for quasi-static elasto/visco-plastic finite element ana-
lysis. Comp.&Struct., 8:169-173, 1978.

T.J.R. Hughes und K.S. Pister. Consistent linearization in
mechanics of solids and structures. Comp. & Struct., 8:391-
397, 1978.

T.J.R. Hughes und W.K. Liu. Nonlinear finite element analysis
of shells. Comp.Meth.Appl. Mech.Eng., 26:331-362, 1981.

T.J.R. Hughes. Numerical implementation of constitutive mo-
dels: Rate independent deviatoric plasticity. In Workshop on
Theoretical Foundations for Large Scale Computations of Non-
linear Material Behavior, Northwestern University, Evanston,
1L, 1983.

205



[Hughes86] T.J.R.Hughes und F. Shakib. Pseudo-corner theory:-a simple
enhancement of J2-flow theory for applications involving non-
proportional loading. FEngineering Computations, 3:116-120,
June 1986.

[Irons76) B.M. Irons. The semiloof shell element. In D.G. Ashwell und
R.H. Gallagher, editors, Finite elements for thin shells and
curved members, J. Wiley, 1976.

[Kato76) T. Kato. Perturbation Theory for Linear Operators. Springer
Verlag, New York, 1976.

[Key78] S.W. Key. HONDO II - A finite element computer code for
the large deformation dynamic response of azisymmetric solids.
Bericht Nr. SAND78-0422, Sandia Laboratories, Albuquerque,
New Mexico, 1978.

[Krakeland77] B. Krakeland. Large Displacement Analysis of Shells Con-
sidering FElasto-plastic and Elasto-viscoplastic Materials. Re-
port 77.6, Institutt for Statikk, Trondheim University, 1977.

[Krieg77) R.D. Krieg und D.B. Krieg. Accuracies of Numerical Solution
Methods for the elastic-perfectly plastic model. J. Pressure
Vessel Technology, ASMF, 99:510-515, 1977.

[Lee68] - S.L. Lee, F.S. Manuel und E.C. Rossow. Large deflection
and stability of elastic frames. J.Eng.Mech. ASCFE, 94:521-533,
1968.

[Lehmann72] Th. Lehmann. Finige Bemerkungen zu einer allgemeinen
Klasse von Stoffgesetzen fiir grofle elastoplastische Formande-
rungen. Ing.Archiv, 41:297-310, 1972.

[Lehmann82] Th. Lehmann. On the concept of stress-strain relations in
plasticity. Acta Mech., 42:263-275, 1982.

[Lubliner84] J. Lubliner. A maximum-dissipation principle in generalized
plasticity. Acta Mechanica 52, 225-237, 1984.

[Luenberger84] D.G. Luenberger. Linear and Nonlinear Programming.
Addison-Wesley, 1984.

206



[MacNeal78]

R.H. MacNeal. A simple quadrilateral shell element. Comp.
& Struct., 175-183, 1978,

[Maenchen64] G. Maenchen und S. Sack. The Tensor Code. Methods in

[Malvern69]

[Marcal67]

[Marques84]

[Marsden83]

[Martin84]

[Martin87]

[Matthies79]

[Mises28]

[Moreau63]

Computational Physics, 3, Academic Press, New York, 1964.

L.E. Malvern. Introduction to the Mechanics of a Continuous
Medium. Prentice Hall Inc., New Jersey, 1969.

P.V. Marcal und I.P. King. FElastic-plastic analysis of two-
dimensional stress systems by the finite element method.
Int.J.Mech.Sci., 9:143-155, 1967.

J.M.M.C. Marques. Stress computation in elasto-plasticity.
Eng.Computations, 1:42-51, 1984.

J.E. Marsden und T.J.R. Hughes. Mathematical Foundations
of Elasticity. Prentice Hall, 1983.

J.B Martin, B.D. Reddy, T.B. Griffin und W.W. Bird. Ap-
plications of mathematical programming concepts to incremen-
tal elastic-plastic analysis. Bericht Nr. 52, Applied Mechanics
Research Unit, University of Cape Town, Rondebosch, South
Africa, 1984.

J.B Martin. Integration along the path of loading in elastic-
plastic problems. In D.R.J. Owen, E. Hinton und E. Onate,
editors, Proceedings of the Conference on Computational Pla-
sticity, Pineridge Press, Barcelona, 1987.

H. Matthies und G. Strang. The solution of nonlinear finite
element equations. Int.J. Num.Meth.Eng., 14:326-352, 1979,

R. von Mises. Mechanik der plastischen Formanderungen von
Kristallen. ZAMM, 8(3), 1928,

J.J. Moreau. Fontionelles sous-differentiables. Ser. A 257, C.
R. Acad, Sdci., Paris, 1963.

[Murakami79] S. Murakami und A. Sawczuk. On description of rate-

independent behaviour for prestrained solids. Archivs of Me-
chanics, 31:251-264, 1979.

207



[Naghdi72]

P.M. Naghdi. The Theory of Plates and Shells, Volume II of
Handbuch der Physik, Springer Verlag, 1972. Seite 425.

[Nagtegaal82] J.C. Nagtegaal. On the implementation of inelastic consti-

tutive equations with special reference to large deformation
problems. Comp.Meth.Appl.Mech. Eng., 33:469-484, 1982,

[Needleman85] A. Needleman. On finite element formulations for large

[NISAS0 83]
[Nyssen81]

[Oden76]

[Oden79]

[Oldroyd50]

[Ortiz81]
[Ortiz83]
[Ortiz85]

[Ortiz87]

elastic-plastic deformations. Comp.&Struct., 20(1-3):247-257,
1985.

H. Stegmiiller, E. Ramm, J.M. Sittele und L. Héafner. Theo-
retische Grundlagen zum Programmsystem NISA80. Mittei-
lung Nr.1, Institut fiir Baustatik, Universitit Stuttgart, 1983.

C. Nyssen. An efficient and accuarate iterative method, al-
lowing large incremental steps to solve elasto-plastic problems.
Comp. 85truct., 13:63-71, 1981.

J.T. Oden und J.N. Reddy. Variational Methods in Theoretical
Mechanics. Springer Verlag, 1976.

T.J. Oden. Applied Functional Annalysis - A First Course for
Students of Mechanics and Engineering Science. Prentice Hall,
Englewood Cliffs, New Jersey, 1979.

J.G. Oldroyd. On the formulation of rheological equations of
state. Proc.Roy.Soc.London A200, 523-541, 1850.

M. Ortiz. Topics in Constitutive Theory for Nonlinear Solids.
Dissertation, Dept. of Civil Eng. (SESM), Univ. of California,
Berkeley, 1981.

M. Ortiz und J.C. Simo. An analysis of a new class of in-
tegration algorithms for elastoplastic constitutive relations.
Int.J.Num.Meth.Fng., 40:137-158, 1983.

M. Ortiz‘und E.P. Popov. Accuracy and stability of in-
tegration algorithms for elastoplastic constitutive relations.
Int.J. Num.Meth.Eng., 21:1561-1576, 1985.

M. Ortiz. Some computational aspects of finite deformation
plasticity. In D.R.J. Owen, E. Hinton und E. Onate, editors,

208



[Parisch78)
[Parisch81]

[Parisch86]
[Pazy74]
[Pinsky83]
[Powell78]
[Ralston67)

[Ramm76)

[Ramm81]

[Ramm81a]

Computational Plasticity, Models, Software and Applications,
Pineridge Press, 1987.

H. Parisch. Geometric nonlinear analysis of shells. Comp.-
Meth. Appl. Mech. Eng., 14:159-178, 1978,

H. Parisch. Large displacements of shells including material
nonlinearities. Comp. Meth. Appl.Mech.Eng., 27:183-214, 1981.

H. Parisch. A practical approach to nonlinear shell theory. In
T.J.R. Hughes und E. Hinton, editors, Finite Element Methods
Jor Plate and Shell Structures, Pineridge Press, 1986.

A. Pazy. Semi-Groups of Linear Operators and Applications
to Partial Differential Equations. Lecture Notes No.10, Uni-
verstiy of Maryland, 1974.

P.M. Pinsky, M. Ortiz und K.S. Pister. Numerical integration
of rate constitutive equations in finite deformation analysis.
Comp. Meth. Appl. Mech. Eng., 40:137-158, 1983,

M.J.D. Powell. A fast algorithm for nonlinear constrained op-
timization calculations. Volume 630 of Lecture Notes in Ma-
thematics, Springer Verlag, 1978.

A. Ralston und H.S. Wilf. Mathematische Methoden fir Digi-
talrechner. R.Oldenburg Verlag, Miinchen-Wien, 1967.

E. Ramm. A plate/shell element for large deflection and rota-
tions. In Formulations and Computational Algorithms in Fi-
nite Element Analysis, US-Germany Symp., MIT, MIT-Press,
1976.

E. Ramm und J.M. Sittele. Elasto-plastic large deformation
shell analysis using degenerated elements. In T.R.J. Hughes,
A. Pifko und A. Jay, editors, Nonlinear Finite Element Analy-
sis of Plates and Shells, Vol. 48, pages 265-282, ASME Winter
Ann, Mtg., AMD, Washington, 1981.

E. Ramm. Strategies for tracing the nonlinear response near li-
mit points. In Nonlinear Finite Element Analysis in Structural
Mechanics, Europe-U.S. Workshop, Bochum, Springer Verlag,
1981.

209



[Ramm85]

[Ramm86]

[Sattele80]

[Sawczuk63]

[Schreyer79]

[Schulzg4)

E. Ramm, K. Schweizerhof und H. Stegmiiller. Ultimate load
analysis of thin shells under pressure loads. In Finite FEle-
ment Methods for Nonlinear Problems, Europe-US Sympo-
sium, Trondheim, Norway, Springer Verlag, August 1985.

E. Ramm und A. Matzenmiller. Large deformation shell ana-
lysis based on the degeneration concept. In T.J.R. Hughes und
E. Hinton, editors, Finite element methods for plate and shell
structures, Pineridge Press, 1986.

J. M. Sittele. Fin finites Elementkonzept zur Berechnung von
Platten und Schalen bei stofflicher Nichtlinearitdt. Bericht 80-
3, Institut fiir Baustatik, Universitidt Stuttgart, 1980.

A. Sawczuk und T. Jaeger. Grenztragfihigkeits-Theorie der
Platten. Springer Verlag, Berlin, 1963.

H-L. Schreyer, R.L. Kulak und J.M. Kramer. Accurate nu-
merical solutions for elastic-plastic models. J. Pressure Vessel

Technology, ASME, 101:226-234, 1979.

U. Schulz. Stabilitatsversuche an Kegel- und Torusmodellen.
Stahlbau, 11:338-344, 1984.

[Schweizerhof82] K. Schweizerhof. Nichtlineare Berechnung von Tragwerken

. unter verformungsabhingiger Belastung mit finiten Elemen-

ten. Bericht 82-2, Institut fiir Baustatik, Universitat Stuttgart,
1982.

[Schweizerhof86] K.H. Schweizerhof und P. Wriggers. Consistent lineariza-

[Seidel73]

[Shiratori79]

tion for path following methods. Comp. Meth.Appl. Mech.Eng.,
59:261-279, 1986.

J. Seidel. Beitrag zur geometrisch nichtlinearen Theorie diin-
ner Schalen unter Annahme kleiner Verzerrungen und grofier
Rotationen. Dissertation, Institut fiir Baustatik, Universitit
Stuttgart, 1973.

E. Shiratori, K. Ikegami und F. Yoshida. Analysis of stress-
strain relations by use of an anisotropic hardening plastic po-
tential. J.Mech.Phys.Solids, 27:213-229, 1979.

210



[Simo84]

[Simo85)

[Simo86]

[Simo87]

[Stanley85]

J.C. Simo und M. Ortiz. A unified approach to finite defor-
mation elastoplastic analysis based on the use of hyperelastic
constitutive equations. Comp. Meth.Appl.Mech.Eng., 49:221—
245, 1984,

'J.C. Simo. Consistent tangent operators for rate-independent

elastoplasticity. Comp.Meth. Appl. Mech.Eng., 48, 1985.

J.C. Simo und R.L. Taylor. A return mapping algorithm for
plane stress elastoplasticity. Int.J.Num.Meth.Eng., 22:649~
670, 1986.

J. Simo. Maximum plastic dissipation and the multiplicative
decomposition in finite strain plasticity. In D.R.J. Owen, E.
Hinton und E. Onate, editors, Proceedings of the Conference
on Computational Plasticity, Barcelona, Pineridge Press, 1987.

G.H. Stanley, Continuum-based Shell Elements. Dissertation,
Stanford University, California, August 1985.

[Stegmiiller85] H. Stegmiiller. Grenzlastberechnungen flissigkeitsgefillter

[Stein85]

[Surana83]

[Taylor63]

Schalen mit degenerierten Schalenelementen. Bericht 85-1, In-
stitut fiir Baustatik, Universitit Stuttgart, 1985.

E. Stein, K.H. Lambertz und L. Plank. Ultimate load ana-
lysis of folded plate structures with large elastoplastic defor-
mations - Theoretical and practical comparisons of different
FE-algorithms. In G.N. Pande und J. Middleton, editors, Nu-
merical Methods in Engineering and Application, Proceedings
of the NUMETA 1985 Conference. Pineridge Press, Swansea,
1985.

K.S. Surana. Geometrically nonlinear formulation for the cur-
ved shell elements. Int.J. Num.Meth.Eng., 19:581~615, 1983.

A.E. Taylor. Introduction to Functional Analysis. John Wi-
ley&Sons, 3 edition, 1963.

[Theocaris64] P.S. Theocaris und E. Marketos. Elastic-plastic analy-

sis of perforated thin strips of a strain hardening material.
J.Mech. Phys.Solids, 12:377-390, 1964.

211



[Truesdell60] C. Truesdell und R.A. Toupin. The classical field theories.
Volume 3.1 of Encyclopedia of Physics, ed. S.Fligge, Springer
Verlag, 1960. ' '

[Truesdell65] C. Truesdell und W. Noll. The nonlinear field theories of me-
chanics. Volume 3/3 of Encyclopedia of Physics, ed. Fligge,
Springer Verlag, 1965.

[Truesdell84] C. Truesdell. Mechanics of Solids. Volume II of Handbuch der
Physik Vla/2, Springer Verlag, 1984.

[Washizu82] K. Washizu. Variational Methods in Elasticity and Plasticity.
Pergamon Press, Oxford, 1982.

[Wilkins64] M.L. Wilkins. Calculation of Elastic-plastic Flow. Methods of
Computational Physics, 3, 1964. Academic Press, New York.

[Willam74] K.J. Willam und E.P. Warnke. Constitutive models for the
triaxial behavior of concrete. In Concrete Structures Subjected
to Triaxtal Stress, Paper III-1. Bergamo, Italy, May 1974.

[Zienkiewicz69] O.C. Zienkiewicz, S. Valliappan und T.P. King. Elasto-
plastic solutions of engineering problems, initial stress finite
element approach. Int.J. Num.Meth.Eng., 1:75-100, 1969.

[Zowe84) J. Zowe. Nondifferential optimization - a motivation and a
short introduction into subgradient - and the bundle concept.
In Computational Mathematical Programming, NATO Advan-
ced Study Institute, Bad Winsheim, Juli 1984.

212



A Anhang

213



Al Frechet- und Richtungsableitung

Das Funktional f(z,) heifit Fréchet-differenzierbar an der Stelle ‘z, wenn
ein beschriankter linearer Operator D f existiert, so daf gilt (/Collatz 1964/,
5.213):

If (ar + Adw) = £ (o) = Df (z,) - AAu,|| < € [|AAu,]| (A1)
wobei es fiir jedes € > 0 ein § >0 gibt mit ||AAu,|| <8 und
AAu, =z, — 'z, (A1.2)

Fiir die praktische Rechnung w{rd die Fréchet-Ableitung aus der Rich-
tungsableitung gebildet, welche die Anderung des Funktionals f(z,) in Rich-
tung der ,Geraden“ 'z, 4+ - AAu, mifBt.

d
Df -ADu, = — f 'z, + nAAu, Al3
o f ( n ) o (A1.3)
Kettenregel:
Df AAu, = of (zr +nAAu,) d(z, +1AAu,) (A1.4)
Oz, dn _
n=0
= of (iz‘r)
= B AAu, (AL.5)
Kurzschreibweise: '
Df-AAu, =: 'f - AAu, (A1.6)
Anmerkung:

e Fiir das allgemeine Kontinuum durchliuft der FuBizeiger r die Werte

1,2,3.
AAul
Df-AAu, = gi g—f g—f . AAuy (AL.T)
Xy ] T3 Jig AAU;_:,

o Bei der Schale sind es die natiirlichen Zahlen 1 bis 5.

Am Beispiel eines Operators in Form einer gewdhnlichen Differentialglei-
chung soll der LinearisierungsprozeB demonstriert werden.
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Es ist fir z = 2(s) >0 und 2’ = a‘i; z die Differentialgleichung
f=2+lnz=0

um die Stelle *z(s) zu linearisieren.
Die Fréchetableitung lautet:

d [ ' i
Df-AAu = %[(m-i—nAAu) +1n(x+nAAu)]n=O
' 1
Df -AAu = [(AAH) +mAAu]n=o
Df-AAu = AAu'+%AAu

Die ,,Steigung” der Funktion f ist dann:
Df= () +2
f=1)+ :; .

Ein Funktional f (*z,) wird als Gateaux-differenzierbar an der Stelle iz,
bezeichnet, falls alle Richtungsableitungen existieren.

Al.2



A2 Konsistenz des elastischen Pradiktor - plastischen Kor-
rektorverfahrens

Das wichtigste Kriterium zur Beurteilung der Brauchbarkeit eines Algorith-
mus’ ist die Frage nach seiner Konsistenz, d.h. ein schrittweiser Algorithmus
muf} gegen die wahre Lésung konvergieren, wenn die Anzahl der Schritte n
gegen unendlich strebt und die Schrittweite h = -‘% gegen ,null“ geht. Das
im Teil 5 vorgestellte elastische Priadiktor - plastische Korrektorverfahren
muB fiir ein endliches Zeitintervall At in der Lage sein, eine beliebig gute
Niherung zur wahren Losung des elastoplastischen Randwertproblems zu
liefern, selbst wenn in vielen praktischen Fillen der numerische Aufwand
und die erreichte Genauigkeit - sieche Abschnitt 7.4 - die Berechnung des
neuen Spannungszustandes in nur einem einzigen Schritt rechtfertigen. Aus
Griinden der Vollstindigkeit und zur Absicherung der Fehleranalysen in Ka-
pitel 7.4 soll der von Ortiz /Ortiz 1981/ gefiihrte Konsistenzbeweis fiir das
elastische Pridiktor- plastische Korrektorverfahren im Sonderfall der idealen
Elastoplastzitit nach von Mises an den wichtigsten Stationen gezeigt wer-
den. Auf die Darstellung der hierfiir eingesetzten Semigruppentheorie wird
verzichtet und auf die gingige mathematische Literatur /Kato 1976/, /Mo-
reau 1963/, /Pazy 1974/ verwiesen.

Bezeichnet man mit v die Geschwindigkeit v = du (du ist die Zeitab-
leitung des Verschiebungsfeldes), so lautet die Gleichgewichtsbeziehung in
symbolischer Notation fiir die Bewegung in Abhéngigkeit der Massentrigheit
- siehe Kapitel 2.2 Gl. 2.21:

dv = ;1)- Vo (A2.1)

worin p die Massendichte und V o die Divergenz des Spannungsfeldes o;; ;
ist. Der Einfachheithalber sollen keine Volumenkrifte wirken. Das konsti-
tutive Gesetz lautet unter der Vorraussetzung kleiner Verschiebungen mit
den Annahmen der FlieStheorie:

do = D (Vv -—de) (A2.2)
Vv := Gradient des Geschwindigkeitfeldes v; ;

Fiir die FlieBregel de? = dA a soll der Operator T definiert werden, mit

welchem der Gradient a = g—g— an die Flieffliche nach von Mises F im

Spannungsraum erzeugt wird.

Dde? =To (A2.3)
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Die Gleichungen A2.1, A2.3 und AZ2.3 lassen sich in Matrizenform schrei-

ben:
a&v | [ 0 2V v 0 0 v
[da]—{nv 0o |le | loT]|]|o (A2.4)
Abkiirzungen:
dx=Wx-Tx (A2.5)
W = Operatormatrix des elastischen Wellenausbreitungsproblems /Mars-
den 1983/

T = Projektionsoperator, der den elastischen Pridiktor & durch die Abbil-
dungen T o auf die FlieSfliche projiziert /Collatz 1966/

W und T kénnen als Summe zweier linearer Operatoren behandelt wer-
den.

A = W-T (A2.6)
und damit dx = Ax (A2.7)
worin A der Evolutionsoperator ist.

Die Aufgabe zur Herleitung eines konsistenten Algorithmus’ zur schrittwei-
sen Losung des Anfangswertproblems

dx = Ax (A2.8)

mit gegebenem Anfangswert 9x zur Zeit t=0 besteht nun darin, einen Algo-
rithmus F zu finden.

t : 13" o ;

x = lim [F (;)] x  (Exponentialform) (A2.9)
Damit kann die gesuchte Lésung x(t) durch n Schritte beliebig genau am
Ende des Zeitintervalls zum Zeitpunkt t ermittelt werden. Um die Kon-
vergenz der Rechnung am Ende des Zeitintervalls fiir eine gegen Unendlich
strebende Schrittzahl n zu sichern - wobei der Algorithmus (Abbildung) F
wiederholt angewendet wird - mufl F ,konsistent“ zum Operator A sein,
Fiir gewshnliche Differentialgleichungen ist bekannt /siehe Ortiz 1981/, da8
die Konsistenzforderung fiir den Algorithmus F erfiillt ist, falls die Euler-
Methode mit riickwirtigem Differenzenquotient (implizite Methode) ver-
wendet wird. Im Zeitschritt A wird dementsprechend mit dem Differen-
tialquotienten zur Zeit ht = h L gearbeitet.

t

hx =% 4 k|ng b mit h= = (A2.10)
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und
X|ng = A Px (A2.11)
Daraus folgt die Gleichung

hx = O+ APx b, (A2.12)

welche nach dem Vektor "x zur Zeit ¢ am Ende des Zeitintervalls aufgeldst
wird.

hx =[I1-hA]™! %% (A2.13)

Anmerkung:

Der Term [I — h A]™! = *J stellt die Resolvente des Operators A dar, mit
welchem ,resolvente Konsistenz“ garantiert ist, falls dieser als Algorithmus
verwendet wird.

F(h)=[I-hA]? (A2.14)

Fir die Summe zweier Operatoren A = W + (=T) gilt die sehr wichtige
Beziehung fiir die Konsistenz des Algorithmus’:

x(t) =: S(t) x .
_ JH&{[I-%(—T)]_l-[I—%W]_l} X (A2.15)
= lim [F (%)]" X (A2.16)

(Trotter Produktformel)

Die Bedeutung dieser Aussage liegt darin, da der konsistente Algorithmus
F fiir die Summe zweier Operatoren W — T aus dem Produkt der einzelnen
Algorithmen Fw und Fr zusammengesetzt werden darf.

F=FrFw (A2.17)
t -1
Fw := [I - W] (A2.18)
¢ -1
Fr = [I + - T] (A2.19)
mit © =it ng= Al
n
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Im Einschrittalgorithmus wird das n-fache Produkt und der obige Grenz-
wert lim,, o, nur durch ein einziges Inkrement n = 1 approximiert, so daf
Gleichung A2.15 ausgeschrieben lautet:

V[t ol o o) f[rof_t] o V)T [
AR n|0 T 01 n|DV 0 "o
FT FW

(A2.20)

Vormultiplikation mit F7! und danach mit Fy;}:
I —Aitly 1 0 i n
o o < =1V (a221)
-AtDV I 0 I+AuT o - "o

ty
[ (I+ At T)o

Gl. A2.3 wird umgeformt.

AtTo = AtDE (A2.22)
= At D' To = A€ (A2.23)
o % =a
Die Identitat
AXDPio = At To (A2.24)

veranlafit zur Definition des elastischen Spannungspridiktors wie in Kapitel
5.7.

io* = (I+ At T) ‘o (A2.25)
Einfiigen der Definition des elastischen Pradiktors ‘o™ in Gl. A2.21 ergibt:
I —Aitlvy i n
S g ool=1.Y (A2.26)
~AtDV I | ‘o 4

Die erste Gleichungszeile lautet:
. 1
'v—A't-V'ie* = v
p

v - v

At

SEEN Vie* = p (A2.27)
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Aus der zweiten Gleichungszeile folgt:

~AtDViv4io* = "o

= ‘o* = "o+ D AtV'v (A2.28)
V(Aiu)
mit A't'v = A‘u (Verschiebungszuwachs)
(A2.29)

Die Giiltigkeit der Produktformel fiir den elastoplastischen Algorithmus er-
laubt folgende Aussagen:

e Der elastische Spannungspridiktor

t * n 1
o =" + D V u
Aror

entsteht durch rein elastische Materialbeanspruchung vom Zeitpunkt
"t zum Zeitpunkt *¢. Die plastischen Deformationen ™€ bleiben im
Pridiktorschritt unverindert, d.h. es soll kein FlieBen A‘e? zwischen
"t und ‘¢ stattfinden (,Einfrieren der plastischen Deformationen®).
Die gesamten Geometriesnderungen Afu verursachen zuerst elastische
Deformation.

e Die Ermittlung des neuen Spannungszustandes ‘o aus dem elastischen
Prédiktor ‘o™ entsteht durch reine Projektion
‘e* =(I1+ At T) ‘o
o :‘0+A‘/\D?~E
do
e Die additive Zerlegung der infinitesimalen Dehnungsinderungen
de = de® + deP

erlaubt im Algorithmus in eine multiplikative Zusammensetzung der
Lésung fiir die rein elastischen und die rein plastischen Werkstoffbe-

ziehungen.
1% ] oF7,;
o' = I+A'/\D;9—‘—7- ‘o ="0+D Ac (A2.30)
. - , 011
‘o = [I+A'/\D-—] "o + D Ae]
(90’ Nt e

s

Plastische Korrektur  Pradiktor
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o Der aufgrund anschaulicher Uberlegungen eher intuitiv eingefiihrte
Spannungspridiktor ‘o* kann im nachhinein mathematisch durch die
Produktformel fiir den Algorithmus zweier additiv zerlegbarer Ope-
ratoren gerechtfertigt werden. Der neue Spannungszustand ‘o ent-
steht durch Abbildung des Pridiktors ‘o* auf die FlieBfliche im Span-
nungsraum. Erliefert die Anfangswerte fiir den zweiten inkrementellen
Prozefl innerhalb desselben Zeitschritts. Dieser zweite Vorgang ist eine
rein plastische Kontraktion.

e Die Zerlegung der elastoplastischen Spannungsberechnung in die Lé-
sung eines rein elastischen Problems mit danach folgender rein pla-
stischer Spannungsermittlung befriedigt die Konsistenzforderung hin-
sichtlich unbedingter Stabilitit nur dann, falls ein vollstindig impli-
ziter Algorithmus verwendet wird. Die Differentialquotienten miissen
demzufolge in beiden Problemen am Ende des Zeitschritts zum Zeit-
punkt ‘¢ erfiillt sein.

e In weitreichendster Konsequenz zu obiger Produktformel darf fiir die
iterative Gleichgewichtsermittlung der Struktur die elastische Steifig-
keitsmatrix benutzt werden. Die Konvergenz der Iteration durch Ver-
wendung der Anfangssteifigkeit, mit welcher die wiederholte Faktori-
sierung der Steifigkeitsmatrix vermieden wird, ist somit gesichert.
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Ein finites Elementkonzept zur Berechnung von
Platten und Schalen beil stofflicher und geo-
metrischer Nichtlinearitidt.

L. Hdfner:
EinfluB einer Rundschweifinaht auf die Stabilit&t
und Traglast des axialbelasteten Kreiszylinders.

K. Schweizerhof:

Nichtlineare Berechnungen von Tragwerken unter
verformungsabhéngiger Belastung mit finiten Ele-
menten.

H.-P. André:
Zum Tragverhalten des Auflagerbereichs von Flach-
decken.

P. Osterrieder:
Traglastberechnung von riumlichen Stabwerken bei
groBen Verformungen mit finiten Elementen.

T.A. Kompfner:

Ein finites Elementmodell fiir die geometrisch und
physikalisch nichtlineare Berechnung von Stahlbe-
tonschalen.

A. Diack:
Beitrag zur Stabilitdt diskret l&ngsversteifter
Kreiszylinderschalen unter Axialdruck.

A. Burmeister, F.W. Bornscheuer, E. Ramm:
Traglasten von Kugelbeh8ltern mit Stutzen und
Formabweichungen unter Innendruck und Stiitzen-
ladngskraft,
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H. Stegmiiller:
Grenzlastberechnungen fliissigkeitsgefilillter
Schalen mit "degenerierten" Schalenelementen.

A. Burmeister:

Dynamische Stabilit&t nach der Methode der
finiten Elemente mit Anwendungen auf Kugel~-
schalen.

G. Rammler:

Ein finites Elementmodell zur Berechnung von
Trdgern und Stlitzen mit offenem, diinnwandigem
Querschnitt unter Beriicksichtigung der Inter-
aktion zwischen globalem und lokalem Versagen.





