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Zusammenfassung

Im Mittelpunkt der vorliegenden Arbeit steht die Topologie— und Formoptimierung von konti-
nuierlichen, diinnwandigen Tragwerken. Die Aufgabe der Topologieoptimierung ist es, den
grundlegenden Aufbau eines Tragwerks in einem vorgegebenen Entwurfsraum zu bestimmen.
Die Form der Konturen und Oberflichen eines beispielsweise in der Topologieoptimierung
erzeugten Tragwerks wird mit Verfahren der Formoptimierung im Detail optimiert.

Die Topologieoptimierungsaufgabe wird als “0-1" Materialverteilungsproblem formuliert, um
beliebig komplexe Geometrien erzeugen zu konnen. Dies fithrt auf ein nichtkonvexes Optimie-
rungsproblem, das durch die Einfithrung von pordsen Werkstoffen variabler Dichte regularisiert
wird. Werkstoffe mit optimalen Eigenschaften regularisieren das Materialverteilungsproblem
vollstindig, fiihren jedoch zu keinen eindeutigen “0-1" Ergebnissen. Daher werden fiir an-
wendungsbezogene Aufgabenstellungen suboptimale Werkstoffe vorgezogen. Diese fiihren auf
nahezu reine “0-1” Materialverteilungen, miissen jedoch durch zusitzliche Verfahren stabili-
siert werden. Die bestehenden Verfahren der materiellen Topologicoptimierung 16sen die Auf-
gabenstellung “Maximale Steifigkeit bei konstanter Masse im Entwurfsraum” fiir ein linear
elastisches Tragverhalten zuverlidssig und robust. Fiir Steifigkeitsprobleme mit Spannungs-
nebenbedingungen sowie lineare Eigenwertprobleme der Dynamik und Stabilitit treten dage-
gen noch teilweise ungeloste numerische Instabilititen auf. Die Notwendigkeit, das nichtlineare
Tragverhalten in die Topologieoptimierung mit einzubeziehen, zeigt sich bei der Maximierung
der Grenzlast fiir ein geometrisch nichtlineares Tragverhalten und bei der Maximierung der
Duktilitét fiir elastoplastisches Materialverhalten.

Die Ergebnisse der materiellen Topologieoptimierung beschreiben die Geometrie des opti-
malen Tragwerks nur niherungsweise. Die genaue Form des Tragwerks kann mittels CAGD—-
orientierter Formoptimierungsverfahren effizient bestimmt werden. Da die Topologicopti-
mierung oftmals topologisch komplexe Geometrien erzeugt, wird eine flexible
Geometriebeschreibung zur Formoptimierung auf vorgegebenen ebenen und rdumlich
gekriimmten Oberflichen vorgestellt.

Die Genauigkeit und die numerische Effizienz der Optimierungsergebnisse kann durch eine
adaptive Vorgehensweise verbessert werden. Hierbei ist zwischen der adaptiven Diskretisierung
des mechanischen und des geometrischen Modells zu unterscheiden. Neben dem Diskretisie-
rungsfehler in der Strukturantwort ist es zusdtzlich notwendig, den Fehler in den Sensitivititen
der ZustandsgroBen bei adaptiven FE—Verfahren zu berticksichtigen. Eine adaptive Diskretisie-
rung des geometrischen Modells ist bei der Formoptimierung von untergeordneter Bedeutung.
Bei der materiellen Topologieoptimierung fiihrt das vorgestellte Verfahren jedoch zu einer
deutlichen Effizienzsteigerung wie auch zu einer genaueren Aussage tiber die Geometrie des
optimalen Tragwerks. Die adaptive Verkniipfung von Topologie— und Formoptimierungsver-
fahren stellt einen vielversprechenden, methodisch anspruchsvollen Ansatz dar.



Abstract

The present thesis deals with topology and shape optimization of continuous, thin-walled struc-
tures. The task of topology optimization is to determine the basic layout of a structure in
a given design space. The shape of contours and surfaces of structures, e.g. generated by
topology optimization, is optimized in detail by shape optimization.

The topology optimization problem is formulated as a “0-1” material distribution problem,
in order to generate atbitratily complex geometries. This leads to a nonconvex optimization
problem, which is regularized by introducing porous materials with variable density. Materials
with optimal properties regularize correctly the material distribution problem, however they
do not lead to definite “0-1" results. Therefore, suboptimal materials are preferred for real
world design problems. These materials lead to almost pure “0-1" material distributions, but
the solutions have to be additionally stabilized. Today, topology optimization procedures solve
robustly the standard optimization problem “maximum stiffness for given mass in the design
space”. There are still numerical instabilities for maximum stiffness problems with stress
constraints and linear eigenvalue problems arising in dynamics and stability analyses. Studies
on maximizing the critical load for geometrical nonlinear response and on maximizing the
ductility for an elastoplastic material behavior show the necessity to include the nonlinear
structural response within topology optimization.

The material distribution generated by topology optimization describes only roughly the geo-
metry of the optimum structure. The detailed shape can be efficiently determined by CAGD—
orientated shape optimization procedures. Since topology optimizatiori often generates geomet-
rically complex structures, a flexible method is presented describing the structural layout on
given plane and spatially curved surfaces for shape optimization.

The quality and the numerical efficiency of the optimization results can be improved by adap-
tive procedures. In structural optimization two kinds of adaptivity have to be distinguished:
adaptive discretization of the mechanical model and adaptive discretization of the geometrical
model. Using adaptive finite element methods in structural optimization, additionally to the
discretization error of the structural response the discretization error of the sensitivities of
the structural response ought to be considered. An adaptive discretization of the geometrical
model is most often of secondary importance in shape optimization. However in topology
optimization the presented adaptive procedure considerably improves the numerical efficiency
and leads to geometrically more refined results. The adaptive combination of topology and
shape optimization methods is a promising and methodically challenging approach.
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1 Einleitung

1.1  Motivation

Die Natur fasziniert durch eine Vielzahl von geometrisch komplexen Tragwerken (Bild 1.1).
Die Topologie, d.h. der riumliche Aufbau, und die Form dieser “natiirlichen Konstruktionen”
sind an die duBeren Belastungen optimal angepafit. Die Spongiosa eines Knochens bildet eine
feingliedrige, trajektorienartige Struktur aus. Das Skelett einer Kieselalge stellt eine waben-
formige Gitterschale dar. In beiden Beispielen werden die dufleren Krifte nahezu ohne Biegung
nur durch Normalkrifte abgetragen und dabei das Material gleichmiBig ausgenutzt. Die Trag-
werke zeichnen sich durch eine hohe Steifigkeit bei minimalem Gewicht aus.

Diese Tragwerkseigenschaften stellen die klassischen Entwurfsziele des Leichtbaus dar. Der
Leichtbau, der urspriinglich eine Domiine der Luft— und Raumfahrttechnik war, gewinnt zuneh-
mend auch im Automobil- und Maschinenbau sowie im Bauwesen an Bedeutung. “Leicht”
bedeutet sowohl einen geringeren Materialeinsatz beim Bau des Tragwerks wie auch weniger
Energieverbrauch beim Betricb des Autos bzw. Flugzeugs. Das Gewicht eines Tragwerks kann
zum einen durch moderne Materialien, wie Faserverbundwerkstoffe, reduziert werden. Diese
Werkstoffe zeichnen sich zwar durch eine hohe Festigkeit bei niedrigem Eigengewicht aus,
sind jedoch hinsichtlich Preis, Verarbeitung und Recycling ungiinstig. Zum anderen kinnen
zahlreiche Konstruktionen deutlich leichter gestaltet werden, wenn deren Topologie und Form
den duBeren Belastungen angepaBt wird. Eine aktuelle Machbarkeitsstudie (ULSAB) zeigt
beispielsweise, daB das Gewicht einer Stahl-Autokarosserie durch eine geeignete Geometrie-
gestaltung um bis zu 30% gesenkt werden kann.

Das Potential, das mechanische Verhalten eines Tragwerks durch eine den duleren Belastungen
angepaBte Topologie— und Formgebung zu verbessern, ist groB. Die freie Wahl der Geometrie

Knochen (Femur) Skelett einer Kieselalge

Bild 1.1: ”Natiirliche Konstruktionen”



Ebener Entwurfsraum Riumlich gekriimmter Entwurfsraum

Bild 1.2: Topologie— und Formoptimierung von diinnwandigen Tragwerken

des Tragwerks im EntwurfsprozeB fiihrt auf eine sehr allgemeine Formulierung der Konstruk-
tions— bzw. Entwurfsaufgabe:

Die Topologie und die Form des Tragwerks sind so zu bestimmen, daB dessen mecha-
nisches Verhalten hinsichtlich bestimmter Entwurfskriterien ein Optimum darstellt. Das
Tragwerk ist aus einem oder mehreren Werkstoffen aufgebaut. Es sind lediglich die
zur Verfiigung stehenden Auflager, die duBeren Lasten sowie der Entwurfsraum, in
dem sich das Tragwerk befinden soll, vorgegeben (Bild 1.2).

Das Wechselspiel zwischen dem mechanischen Verhalten und der Geometrie des Tragwerks
wird durch die Gesetze der Mechanik beschrieben. In der Strukturanalyse werden die Verfor-
mungen und die innere Beanspruchung eines Tragwerks infolge duBerer Lasten bei einer vorge-
gebenen Geometrie ermittelt. Die mechanischen Gesetze konnen jedoch auch in umgekehrter
Richtung angewandt werden, um die Geometrie des Tragwerks den duBeren Belastungen anzu-
passen. Die Topologie und die Form des Tragwerks werden beispiclsweise aus den maximal
zuldssigen Verformungen und der Belastbarkeit des Materials bestimmt. Dieses Umkehrprinzip
findet sich einerseits indirekt in empirischen Entwurfsregeln wieder. Die Geometrie des Trag-
werks wird traditionell durch eine Modifikation bestehender Entwiirfe ermittelt. Grundlegend
neue Konstruktionsvarianten konnen auf diese Weise jedoch nicht erzeugt werden. Diese Auf-
gabe wird durch die Kreativitit und die Intuition des Konstrukteurs gelést. Andererseits lassen
sich aus dem Umkehrprinzip die mathematisch~mechanisch orientierten Methoden der Struk-
turoptimierung ableiten. Die Topologie und die Form des Tragwerks werden alleine aus den
mechanischen Gesetzen entwickelt. Dieser Ansatz bietet die Moglichkeit, systematisch beliebig
komplexe und grundsitzlich neue Tragwerksgeometrien zu finden.



Die Strukturoptimierung ist so alt wie die Mechanik selbst. Bereits Gallilei erkannte 1638,
daf sich das Gewicht eines Balkens durch einen den Biegespannungen angepaBten Quer-
schnittsverlauf erheblich reduzieren 148t (Szabo [247]). In der Folge beschiftigten sich zahl-
reiche bedeutende Wissenschaftler, wie Euler, de Saint—Venant oder Lagrange, mit verschie-
denen Problemen der Strukturoptimierung. Hierbei diente das Umkehrprinzip der
Strukturoptimierung mehr zur Verifikation von mechanischen Gesetzen als zur Losung von
konkreten Entwurfsaufgaben. Erst mit den Arbeiten von Maxwell {171] wurde 1869 der Ver-
such unternommen, die Strukturoptimierung als eigenstindige Methode zur Konstruktion von
Tragwerken einzufiihren. Maxwell untersuchte Fachwerke mit minimalem Gewicht bei maxi-
mal zuldssigen Spannungen. Er stellte fest, dall das Gewicht von Strukturen, die entweder
nur auf Zug oder Druck beansprucht werden, durch die dufleren Krifte festgelegt und fiir alle
Konstruktionsvarianten gleich ist (Wiedemann [274]). Michell fiihrte zu Beginn dieses Jahr-
hunderts die Arbeiten Maxwells fort und erweiterte die Problemstellung auf Zug und Druck
beanspruchte Fachwerke. Michell [174] entwickelte 1904 die notwendigen Bedingungen fiir
gewichtsoptimale Tragwerke. Michell-Strukturen bestehen aus einem unendlich feinen, quasi—
kontinuierlichen Netz von orthogonal angeordneten Stdben, die den Verlauf der Trajektorien
im Tragwerk nachzeichnen. Diese Strukturen stellen unabhidngig vom Tragwerkstyp das abso-
lute Gewichtsminimum fiir eine maximal zulédssige Spannung bei einem Lastfall dar und dienen
bis heute als Referenzlosungen. Die Entwurfstheorie Michells ist jedoch u.a. aufgrund der
resultierenden, komplexen Geometrien sowie der hochgradigen Spezialisierung der Tragwerke
auf einen bestimmten Lastfall fiir die Losung anwendungsbezogener Probleme ungeeignet.
Sie geriet daher fiir Jahrzehnte in Vergessenheit. Die grundlegenden Arbeiten Michells wurden
erst u.a. von Hemp 1958, Cox 1965, Prager 1967 und Rozvany 1977 fortgefiihrt und auf allge-
meinere Entwurfsaufgaben mit mehreren Entwurfskriterien, wie beispielsweise maximal zu-
ldssige Verschiebungen bei mehreren Lastfillen, erweitert (Rozvany et al. [221]). Die Opti-
mierungsprobleme blieben jedoch auf einfache Fach— und Stabtragwerke beschrénkt, die mit
analytischen Verfahren gelst werden konnen.

Erst seit Anfang der siebziger Jahre steht mit dem Computer ein Werkzeug zur Verfiigung,
um die im allgemeinen nichtlinearen Optimierungsprobleme mit numerischen Verfahren zu
15sen. Die Strukturoptimierung bildet heute eine Synthese aus mathematischen Optimierungs-
algorithmen, computerorientierten Konstruktionsverfahren, wie dem CAD, und zuverldssigen
Methoden zur Simulation des Tragverhaltens, wie der Methode der Finiten Elemente. Die
Strukturoptimierung stellt insbesondere in der Luft- und Raumfahrttechnik und im Automobil-
bau ein zunehmend wichtiges Werkzeug zum Entwurf und zur Auslegung von Tragwerken
und Bauteilen dar. Im Bereich des Bauwesens wird die Strukturoptimierung bislang nur verein-
zelt bei der Formfindung von Flidchentragwerken, wie Membrane und Schalen, eingesetzt.
Zu Beginn der Strukturoptimierung stand in den Arbeiten von Maxwell und Michell die Frage
nach dem grundlegenden Aufbau, d.h. der Topologie, des optimalen Tragwerks im Vorder-
grund. Heute werden die numerischen Optimierungsmethoden {iberwiegend dazu eingesetzt,



um beispielsweise bestimmte Abmessungen des Tragwerks, wie die Dicke von Blechen, oder
die Form von konstruktiven Details, wie den Durchmesser einer kreisférmigen Aussparung,
zu optimieren. Die Topologie des Tragwerks wird im Optimierungsproze nicht verindert.

Erst in den letzten zehn Jahren werden wieder verstirkt numerische Methoden zur Topologieop-
timierung untersucht, um die gesamte Geometrie des Tragwerks an die duBere Belastung anzu-
passen. Diese Entwicklung wurde vor allem durch die richtungsweisende Arbeit von Bendsge
und Kikuchi [26] 1988 eingeleitet, in der eine mathematisch—mechanisch orientierte Methode
zur Steifigkeitsoptimierung von kontinuierlichen Tragwerken vorgestellt wird. Die Geometrie
des Tragwerks wird hierbei durch die Materialverteilung im Entwurfsraum beschricben. Die
Topologie und Form des optimalen Tragwerks zu bestimmen, bedeutet, die Materialverteilung
von pordsen Werkstoffen mit variabler Dichte im Entwurfsraum zu optimieren. Der speziell
fiir die Entwurfsaufgabe entwickelte Optimierungsalgorithmus entfernt Material in schwach
belasteten Bereichen und lagert Material an stiirker belasteten Stellen an. Dieser als materielle
Topologieoptimierung bezeichnete Ansatz st6fit aufgrund seiner vielfaltigen Anwendungsmog-
lichkeiten sowie seiner intuitiven, leicht nachvollziehbaren Vorgehensweise bei Ingenieuren
in Forschung und Industrie auf ein groBes Interesse. Entsprechende Topologieoptimierungsver-
fahren werden heute bereits im Automobilbau eingesetzt. Jedoch kdnnen mit diesen “konven-
tionellen” Verfahren nur sehr vereinfachte Entwurfsprobleme geldst werden. Zumeist wird
die Steifigkeit des Tragwerks fiir ein linear elastisches Tragverhalten optimiert, wobei die Form
der Tragwerkselemente nur in grober Niherung bestimmt werden kann (Bild 1.3a).

1.2 Zielsetzung

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, die Topologieoptimierung zu einem zuverlissigen
Werkzeug fiir den Entwurf von diinnwandigen Tragwerken weiterzuentwickeln. Die Aussage-
kraft der Optimierungsergebnisse wird gesteigert, indem iiber das Kriterium der Steifigkeit
hinaus weitere Entwurfskriterien berlicksichtigt sowie ein geometrisch und materiell nicht-
lineares Strukturverhalten im OptimierungsprozeB erfa3t werden. Die optimale Geometrie wird
durch eine adaptive Entwurfsmodellierung des Topologieoptimierungsproblems und die Inte-
gration von CAGD-orientierten Formoptimierungsverfahren bestimmt. Hierbei werden
folgende Schwerpunkte gesetzt:

a. Konventionelle b. Adaptive
Topologieoptimierung Topologie~ und Formoptimierung

Bild 1.3: Konventionelle und adaptive Verfahren der Topologieoptimierung



a. Formfindung von Schalen b. Topologie— und Formoptimierung

auf Schalenflichen

Bild 1.4: Optimierung von Schalentragwerken

Die materielle Topologieoptimierung wird oftmals entweder aus einem rein mathematischen
Blickwinkel betrachtet oder lediglich als heuristische Methode eingestuft und nimmt daher
eine Sonderstellung in der Strukturoptimierung ein. In dieser Arbeit werden die Grundlagen
der materiellen Topologieoptimierung von einem ingenieurwissenschaftlichen Standpunkt
aus aufgearbeitet und die Topologicoptimierungsverfahren in den allgemeinen, modularen
Aufbau der Strukturoptimierung eingebettet.

Die Methode der materiellen Topologieoptimierung wird auf verschiedene Optimierungspro-
bleme angewandt: Maximierung der Steifigkeit ohne und mit Spannungsnebenbedingungen,
Optimierung von Eigenfrequenzen, Maximierung der Grenzlast bei geometrisch nicht-
linearem Strukturverhalten und Maximierung der Duktilitét fiir elastoplastisches und quasi-
sprodes Materialverhalten. Dabei ist jeweils die Masse im Entwurfsraum vorgeschrieben. Es
werden geeignete Optimierungsverfahren entwickelt und anhand von numerischen Bei-
spielen untersucht.

Die Genauigkeit der Ergebnisse und die numerische Effizienz des Optimierungsprozesses
kénnen durch adaptive Verfahren erheblich gesteigert werden. Die Zuverldssigkeit der Struk-
turanalyse wird durch adaptive FE—Verfahren im OptimierungsprozeB kontrolliert. Die Dis-
kretisierung der Materialverteilung in der Topologieoptimierung oder des CAD-Modells in
der Formoptimierung wird den Zwischenergebnissen im Optimierungsprozef angepaft.
Durch eine adaptive Kombination von materieller Topologieoptimierung und CAD-orien-
tierter Formoptimierung werden sowohl der grundlegende Aufbaun des Tragwerks wie auch
die Form der Strukturelemente im Detail bestimmt.

In dieser Arbeit werden Topologie— und Formoptimierungsverfahren insbesondere fiir den Ent-

wurf von Schalentragwerken entwickelt. Diilnnwandige Schalen zeichnen sich durch eine hohe

Steifigkeit bei geringem Gewicht aus, wenn die dueren Lasten hauptsichlich iiber Membran-

krifte abgetragen werden. Thr Tragverhalten hingt jedoch erheblich von den Lager— und Last-

bedingungen, der Form der Schalenfliche sowie der Position und Form von Aussparungen

ab. Die Moglichkeiten der Strukturoptimierung zur Formfindung der Schalenoberfliche wer-

den u.a. von Ramm et al. [205] aufgezeigt (Bild 1.4a). In dieser Arbeit wird der Fall betrachtet,



daB die Schalenfldche aufgrund von funktionalen oder gestalterischen Griinden vorgegeben
ist. Die Topologte und die Form des Tragwerks auf der Schalenfliche wird durch eine adaptive

Form- und Topologieoptimierung bestimmt (Bild 1.4b).
Anmerkung:

Die im'Rahmen dieser Arbeit entwickelten Verfahren und Algorithmen wurden in das FE-Pro-
grammsystem CARAT implementiert, das am Institut fiir Baustatik der Universitit Stuttgart
unter besonderer Beriicksichtigung der Anforderungen der Strukturoptimierung entwickelt
wird (Bletzinger [42],[40], Kimmich [135], Reitinger [212]).

1.3  Uberblick

Die vorliegende Arbeit gliedert sich in folgende Kapitel:

In Kapitel 2 werden zunichst die generelle Systematik und die Grundlagen der Strukturopti-
mierung erldutert, auf denen die im weiteren entwickelten Methoden aufbauen. Es werden
geeignete Optimierungsverfahren fiir Topologie~ und Formoptimierungsprobleme vorgestellt,
Der wesentliche Unterschied zwischen Form- und Topologieoptimierung wird anhand einer
allgemeinen Betrachtung zur Beschreibung von geometrischen Transformationen verdeutlicht.
Die in dieser Arbeit untersuchten mechanischen Problemstellungen werden im Rahmen der
Finiten Elemente Methode kurz erldutert. Die Verfahren zur Sensitivititsanalyse werden auf
ihre Eigenschaften in der Topologie— und Formoptimierung untersucht.

Kapitel 3 gibt einen Uberblick tiber die Methode der materiellen Topologieoptimierung. Der
mathematische Hintergrund der materiellen Topologieoptimierung wird aufgearbeitet und die
Bedeutung der Begriffe “Regularisierung”, “Relaxation”, “Homogenisierung” in diesem
Zusammenhang gekldrt. Hierbei wird insbesondere auf die Rolle der verschiedenen Werkstoff-
modelle in der materiellen Topologieoptimierung eingegangen.

In Kapitel 4 wird die Methode der materiellen Topologicoptimierung auf verschiedene Opti-
mierungsprobleme ftir Scheiben—, Platten— und Schalentragwerke angewandt. Neben der
klassischen Steifigkeitsoptimierung werden Optimierungsprobleme mit Spannungsnebenbe-
dingungen und Eigenfrequenzen untersucht. Die Bedeutung, nichtlineares Tragverhalten im
Optimierungsprozef3 zu berijéksichtigen, wird durch Beispiele zur Maximierung der Grenzlast
bei geometrisch nichtlinearem Strukturverhalten und zur Maximierung der Duktilitiit bei elasto-
plastischem und quasi-sprédem Materialverhalten unterstrichen. Hierbei wird kurz auf die
Méglichkeiten der Topologieoptimierung im Stahlbetonbau eingegangen. Numerische Schwie-
rigkeiten, die bei der Losung der verschiedenen Materialverteilungsaufgaben entstehen, werden
aufgezeigt und entsprechende GegenmaBinahmen erliutert.

In Kapitel 5 sind die Verfahren der Formoptimierung zusammengestellt. Es wird eine CAGD-
orientierte Entwurfsmodellierung fiir die Formoptimierung von topologisch komplexen
Schalentragwerken eingefiihrt und an einem Beispiel veranschaulicht.



Kapitel 6 behandelt die verschiedenen Aspekte der Adaptivitdt in der Strukturoptimierung.
Es ist zwischen der bekannten adaptiven Diskretisierung des FE-Modells und der bislang nur
selten untersuchten, adaptiven Modellierung des Entwurfsmodells zu unterscheiden. Die Inte-
gration von adaptiven FE-Verfahren in den Optimierungsprozel wird am Beispiel der Form-
optimierung diskutiert. Ublicherweise wird nur der Diskretisicrungsfehler in der Strukturant-
wort kontrolliert. Es ist jedoch ebenfalls notwendig, den Fehler in den Sensitivititen der
ZustandsgroBen zu beriicksichtigen. Die Grundziige der adaptiven Entwurfsmodellierung
werden anhand der Formoptimierung dargestellt und auf die materielle Topologieoptimierung
iibertragen. Das Verfahren der adaptiven Topologieoptimierung wird am Beispiel der Steifig-
keitsoptimierung eines Schalentragwerks veranschaulicht und dessen Vorteile durch weitere
Beispiele unterstrichen. Zusitzlich wird ein CAGD-orientiertes Formoptimierungsverfahren
in die adaptive Topologieoptimierung integriert, um sowohl den grundlegenden Aufbau wie
auch die Form des Tragwerks im Detail zu bestimmen.

AbschlieBend werden in Kapitel 7 die wichtigsten Ergebnisse der vorliegenden Arbeit zusam-
mengefaBt sowie Anregungen fiir zukiinftige Entwicklungen gegeben.

Im Anhang sind Ergéinzungen zu einzelnen Themen und algorithmische Details von verschie-
denen Verfahren aufgefiihrt. Die Eigenschaften von geometrisch orientierten Verfahren in der
Topologieoptimierung werden am Beispiel der “bubble”-Methode veranschaulicht. Die Grund-
ziige der Entwurfstheorie von Michell werden am Beispiel der Topologieoptimierung von Fach-
werken erlidutert. Die wichtigsten, heuristischen Verfahren in der materiellen Topologieopti-
mierung werden vorgestellt und mit dem in Kapitel 3 erliuterten, mathematisch orientierten
Ansatz verglichen. Die in der vorliegenden Arbeit entwickelten Algorithmen zur Bestimmung
der optimalen Materialverteilung, zur Orientierung von orthotropen Werkstoffen und zur
Anpassung des Entwurfsmodells in der adaptiven Topologie— und Formoptimierung sind auf-
gefiihrt. Die Homogenisierungsergebnisse fiir das in der Topologieoptimierung bekannteste
Werkstoffmodell, der Mikrozelle mit Rechteck~Loch, sind zusammengestellt.






2  Grundelemente der Strukturoptimierung

In der Strukturoptimierung werden die Geometrie, d.h. die Topologie und die Form, sowie
die materielle Zusammensetzung eines Tragwerks hinsichtlich bestimmter, mechanisch orien-
tierter Entwurfskriterien optimiert. In Bild 2.1 ist ein klassisches Optimierungsproblem
skizziert. Gesucht ist der kontinuierliche Verlauf der Balkenhohe s(x), so daB das Volumen
des Balkens minimal wird und die iiber den Balken gemittelte, vertikale Verschiebung u(x)
den Wert upay nicht iiberschreitet. Die Verschiebungen u(x) werden durch die statischen
Gleichgewichtsbedingungen nach der Bernoulli-Balkentheorie beschrieben. Die Opti-
mierungsaufgabe stellt ein gemischtes Variationsproblem mit Nebenbedingungen in den unbe-
kannten Funktionen s(x), u(x), y(x) sowie dem Parameter 1 dar.

L(s,u,y,m) = f bsdx +n Iu dX — & Upax 2.1
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Die Nebenbedingungen werden iiber die Lagrange-Multiplikatoren y(x) und % in die
Lagrange—Funktion 1.(s,u,y,m) eingefithrt, wobei das statische Gleichgewicht nur in
schwacher Form beriicksichtigt wird. Die kinematischen und statischen Randbedingungen (RB)
werden aus Griinden der Ubersichtlichkeit in der Aufgabenstellung (2.1) nicht explizit aufge-
fiihrt. Das Variationsproblem wird durch den Wertebereich fiir 1 und die Funktionenrdume
fiir s(x), u(x), y(x) auf 0 < x < a eindeutig definiert. Der optimale Verlauf der Balkenhohe
s(x) wird durch die Stationaritit der Lagrange-Funktion L(s, u,y,n) beschrieben. Die Lisung
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a
Minimales Volumen: V = J b s(x) dx

Nebenbedingungen:

a

1. Judx—aumaxso
0

a

Flichentrigheitsmoment
(Rechteckquerschnitt's X b) 2. VYEI V%u) -p=0

I(x,s) = -1% s(x)3 + kinematische und statische RB

Bild 2.1:  Optimierungsproblem - Balken mit minimalem Volumen



des Optimierungsproblems kann aus den Euler-Gleichungen des Variationsproblems analytisch
berechnet werden (Haftka et al. [110]). Die optimale Balkenhhe nimmt mit der Quadratwurzel
zum Ende -des Balkens hin ab.

Nur wenige, zumeist akademische Optimierungsprobleme kinnen auf der Basis einer konti-
nuierlichen Formulierung geschlossen gelost werden. Daher werden die Entwurfsfunktion s(x),
welche die variable Geometrie und die verinderliche materielle Zusammensetzung des Trag-
werks beschreibt, und die Strukturantwort, die beispiclsweise iiber die Verschiebungen u(x)
charakterisiert wird, durch Naherungsfunktionen s™(x) und u"(x) approximiert.

sx) =~ ") =s"x,8) 5w = uh<x>=u‘5<x,ﬁ) 2.2

Die Vektoren § und # bezeichnen die freien Parameter der Naherungsfunktionen, die im Opti-
mierungsprozefl numerisch bestimmt werden. Das diskretisierte Optimierungsproblem wird
in drei Modellen beschrieben (Bild 2.2).

¢ Im Optimierungsmodell wird das Strukturoptimierungsproblem mathematisch abstrakt for-
muliert. Das Optimierungsproblem, das durch die Zielfunktion, dje Nebenbedingungen und
die Optimierungsvariablen definiert ist, wird auf ein System von nichtlinearen Gleichungen
und Ungleichungen zurtickgefiihrt und mittels mathematischer Verfahren gelost.

e Im Entwurfsmodell werden der rdumliche Aufbau, die Form urid die materielle Zusammen-
setzung des Tragwerks beschrieben sowie die Optimierungsvariablen § definiert. Die im
Optimierungsmodell als abstrakte GréRen eingefiihrten Optimierungsvariablen § erhalten im
Entwurfsmodell eine geometrische bzw. physikalische Bedeutung.

* Im Analysemodell werden die Strukturantwort bestimmt, die Zielfunktion und die Nebenbe-
dingungen ausgewertet sowie deren Sensitivititen beziiglich den Optimierungsvariablen

Variationelle Formulierung

L( x,s,u,v,m)
Entwurfsfunktion Strukturantwort
s(x) u(x)

l Diskretisierung Diskretisierung i
Entwurfsmodell Analysemodell
shix, §) ul(x, )
Optimierungsmodell

L( x,84,7,m)

Bild 2.2: Modellierung des diskretisierten Optimierungsproblems



berechnet. Die mechanischen Gleichungen werden auf diese Weise vorab erfiillt und miissen
im Optimierungsmodell nicht mehr explizit beriicksichtigt werden. In der Strukturopti-
mierung werden zumeist nur die mechanischen Eigenschaften des Tragwerks berticksichtigt.
Doch konnen im Sinne einer multidisziplindren Optimierung auch weitere physikalische
Eigenschatten des Tragwerks, wie das stromungsmechanische Verhalten, und konstruktive
Aspekte, wie fertigungstechnische Kriterien, im Analysemodell erfafit werden.

Die Diskretisierungen im Entwurfs— und im Analysemodell bleiben wihrend des Opti-
mierungsprozesses zumeist unveréndert, Wenn sich jedoch die Geometrie bzw. die materielle
Zusammensetzung des Tragwerks im Optimierungsproze erheblich veridndert, werden die
kontinuierlichen Lésungen s(x) und u(x) durch die Niherungsfunktionen s"(x) und u®(x) nur
grob approximiert. Folglich sind die Diskretisierungen fiir die Entwurfsfunktion s(x) und die
Strukturantwort u(x) den Verdnderungen des Tragwerks wihrend des Optimierungsprozesses
anzupassen. In den Kapiteln 25 werden zunichst die Grundlagen und die numerischen Ver-
fahren der Topologie— und der Formoptimierung bei einer konstanten Diskretisierung ertdutert.
In Kapitel 6 werden Methoden zur Adaption der Diskretisierung der Entwurfsfunktion s(x)
und der Strukturantwort w(x) im Entwurfsprozef vorgestellt.

Zu Beginn des Optimierungsprozesses wird basierend auf dem diskretisierten Entwurfsmodell
ein erster Entwurf erzeugt. Zur Beurteilung der Qualitdt des Entwurfs wird zunichst das
Strukturverhalten des Ist—Zustands bestimmt. Fiir die Strukturanalyse wird zumeist die
Methode der Finiten Elemente eingesetzt. Die fiir gradientenorientierte Optimierungsmethoden
notwendigen Informationen, wie sich das Strukturverhalten bei einer Variation der Opti-
mierungsvariablen veridndert, werden in einer anschlieBenden Sensitivititsanalyse berechnet.
Das mathematisch abstrakte Problem wird mittels diverser mathematischer Optimierungs-
methoden gelost. Als Ergebnis erhilt man einen Satz von modifizierten Optimierungsvariablen,
die im Entwurfsmodell einen verbesserten Entwurfsvorschlag darstellen, Da im allgemeinen
die Probleme der Strukturoptimierung in den Optimierungsvariablen nichtlinear sind, kann
das Optimum nur iterativ bestimmt werden. Hierzu wird die zuvor beschriebene Optimierungs-
prozedur mit jeweils verbesserten Optimierungsvariablen so lange wiederholt, bis eine aus-
reichende Konvergenz fiir die Losung erreicht ist.

Die Aufbereitung der diskretisierten Entwurfsaufgabe mittels dieser drei Modelle fiihrt zu einer
strengen Modularitiit und hohen Flexibilitit bei der Losung von verschiedensten Optimierungs-
aufgaben. Zielfunktion, Nebenbedingungen und Optimierungsvariablen sind formal beliebig
austauschbar, ohne daf der Gesamtaufbau der Methode verindert werden muf}. Die Verfahren
zur Struktur— und Sensitivititsanalyse konnen entsprechend der mechanischen Modellbildung
gewihlt werden. Fiir unterschiedlich geartete Probleme werden jeweils geeignete Methoden
zur Losung des mathematischen Optimierungsproblems eingesetzt. Die Wechselwirkungen der
Modelle untereinander sind jedoch bei der Beurteilung der Optimierungsergebnisse zu
beachten.



In den folgenden Abschnitten sind die Grundlagen der numerischen Strukturoptimierung zu-
sammengestellt, die fiir das weitere Verstindnis der vorliegenden Arbeit notwendig sind. Die
Lehrbiicher von Haftka et al. [110], Kirsch [137], Banichuk [14] und Olhoff [192] werden
fiir eine umfassendere Einfiihrung in die Methoden der Strukturoptimierung empfohlen. Auf
spezielle Literatur zu den einzelnen Themen wird in den jeweiligen Kapiteln verwiesen.

2.1  Optimierungsmodell

Die Entwurfsaufgabe wird im Optimierungsmodell abstrakt beschrieben.

min £(s) - f§) € R (2.3)
hE = 0 ; h(s) € B™
g® =0 ;g8 € R

§={sEVIsL_A AU}

Die Optimierungsvariablen werden mit dem Vektor § der Dimension ng bezeichnet. Man unter-
scheidet zwischen diskreten Optimierungsproblemen, bei denen die Optimierungsvariablen
$ nur endlich viele oder ganzzahlige Werte annehmen kénnen (V, C Z™), und kontinuierlichen
Problemen (Vg C R™). Der Wertebereich der Optimierungsvariablen wird zumeist durch
obere und untere Schranken §; und $y; beschriinkt, die auch als Restriktionen bezeichnet
werden. Jede Optimierungsaufgabe 146t sich so formulieren, daB die Zielfunktion f(8) zu mini-
mieren ist. Wird der zuliissige Losungsraum durch Gleichheits— und Ungleichheitsnebenbedin-
gungen h(s) bzw. g(8) begrenzt, liegt ein beschrinktes, ansonsten ein unbeschrinktes Optimie-
rungsproblem vor. Das Optimierungsproblem heiBt linear oder lineares Programm, wenn alle
Gleichungen (2.3) in § linear sind. Ist zumindest eine Gleichung in § nichtlinear, spricht man
von einem nichtlinearen Programm.

Sdmtliche Entwurfsaufgaben, die in der vorliegenden Arbeit behandelt werden, lassen sich
auf kontinuierliche, nichtlineare, beschrinkte Optimierungsprobleme zuriickfithren. Fiir eine
Einfiihrung in die Theorie der nichtlinearen Optimierung werden die Lehrbiicher von Gill
et al. [99] und Luenberger [148] empfohlen. An dieser Stelle sollen lediglich die wesentlichen
Grundlagen und die in der vorliegenden Arbeit eingesetzten numerischen Losungsverfahren
erldutert werden.

Notwendige und hinreichende Optimalitiitsbedingungen

Die beschrinkte Optimierungsaufgabe wird in ein quasi—unbeschrinktes Problem transfor-
miert, das effizient geldst werden kann. Die Losung des beschrinkten Problems wird unter
der Voraussetzung, daB die Funktionen f(8), h(8), g(8) beziiglich den Optimierungsvariablen
§ zweifach stetig differenzierbar sind, durch den Stationdrwert der zugehorigen Lagrange—
Funktion L(8, M, Y) beschrieben.



¥y Vsgy + v, Vigy

A
S Sy

a. Sattelpunkt der Lagrange~Funktion b. Kuhn-Tucker-Bedingungen

Bild 2.3: Grafische Darstellung der Losung eines beschrinkten Optimierungsproblems

L(3,m,7) = (s) + n" h(s) + " g(8) 2.4)

Die Lagrange~Multiplikatoren 1§ € B™ und y € R" werden auch als duale Variablen be-
zeichnet. Der Stationirwert der Lagrange-Funktion L(s",n",y") stellt einen Sattelpunkt im
(ng + ny, + ng)—dimensionalen Losungsraum dar (Bild 2.3a).

L(S"my) < LG " y") = LE "y 2.5)

Die notwendigen Kuhn-Tucker—Bedingungen fiir den Sattelpunkt ergeben sich aus den parti-
ellen Ableitungen der Lagrange—Funktion nach den primalen und dualen Variablen.

V™) + v Vih(8") + yT V8" = 0 (2.6)
h(s) = 0
7 gBH = 0 1 oy = 0

Der negative Gradient der Zielfunktion ( - st) 148t sich im Sattelpunkt als eine Linearkombi-
nation der Gradienten der im Optimum aktiven Nebenbedingungen darstellen (Bild 2.3b). Mit
der Bedingung v; = 0 wird ausgeschlossen, daf} nichtoptimale Losungen die Kuhn-Tucker—
Bedingungen (2.6) erfiillen. Die dualen Variablen 1, 7 sind jedoch nur dann eindeutig, wenn
die im Optimum aktiven Gradienten Vh und Vg linear unabhingig sind. Die hinreichende
Bedingung fiir ein lokales Minimum des beschriinkten Problems ist die Konvexitit der La-
grange-Funktion beziiglich den primalen Variablen in einer endlich kleinen Umgebung der
Losung. Dies entspricht filir zweifach stetig differenzierbare Funktionen £(8), h(s), g(8) der
Forderung, daf die Hesse—Matrix der Lagrange—Funktion im Sattelpunkt positiv definit ist.

VvIV2L¥ =20 ; v={VERSIV=0) %))

Es liegt ein globales Optimum vor, wenn die Lagrange—Funktion im gesamten Losungsraum
beziiglich den primalen Variablen konvex ist.



2.1.1 Optimierungsverfahren

Die Entwurfskriterién £(8), h(s), g(8) sind im allgemeinen implizite, nichtlineare Funktionen
der Optimierungsvariablen 8. Die Kuhn-Tucker-Bedingungen kénnen daher nicht geschlossen,
sondern nur iterativ gelost werden. Je nach Art und GroBe des nichtlinearen Optimierungspro-
blems werden diskrete Optimalititskriterienverfahren! (OC) odér Methoden der Mathema-
tischen Programmierung (MP) eingesetzt. Letztere 16sen das Optimierungsproblem unabhingig
von der zugrunde liegenden Entwurfsaufgabe auf einer rein abstrakten, mathematischen Ebene.
Fiir kontinujetliche Probleme werden u.a. konjugierte Gradienten—, Straffunktions— und Bar-
riere—Verfahren sowie duale und Lagrange-Methoden eingesetzt. Evolutionsstrategien und
genetische Algorithmen eignen sich insbesondere fiir diskontinuierliche und ganzzahlige Opti-
mierungsprobleme. OC~Verfahren sind dagegen fiir bestimmte Entwurfsaufgaben spezialisiert,
wobei das zugrunde liegende mechanische Problem beriicksichtigt wird. Eine Mischform von
OC-~und MP—Verfahren bilden die Approximationsmethoden, bei denen die Entwurfskriterien
durch explizite, fiir die jeweilige Entwurfsaufgabe geeignete Funktionen angenihert werden.
Das explizite Problem wird mit MP—Verfahren gelost. Man unterscheidet globale Approxima-
tionsmethoden, wie Multi-Point-Verfahren, und lokale, gradientenorientierte Approximations-
techniken, wie die Methode der bewegten Asymptoten (MMA). Die in der Strukturoptimierung
eingesetzten Losungsverfahren sind u.a. in Arora [10], Vanderplaats [263] und Bletzinger [40]
ausfiihrlich beschrieben. Die gingigsten Verfahren werden von Schittkowski et al. [227] anhand
unterschiedlicher nichtlinearer Optimierungsprobleme miteinander verglichen.

Die Topologieoptimierungsaufgaben, die im weiteren behandelt werden, lassen sich auf konti-
nuierliche, nichtlineare Optimierungsprobleme (2.3) zuriickfiihren. Sie sind durch eine grofie
Anzahl von Optimierungsvariablen (ns > 500) mit einem lokalen Einfluf auf das Strukturver-
halten und durch wenige Nebenbedingungen gekennzeichnet. Fiir diese Probleme eignen sich
vor allem OC-Methoden. Formoptimierungsaufgaben, fiir die eine kleine bis mittlere Problem-
groBe (ng < 200 — 500) und stark in § nichtlineare Entwurfskriterien typisch sind, werden
liberwiegend mit MP—Verfahren gelost. In den letzten Jahren haben sich Lagrange-Methoden,
wie das Verfahren der Sequentiellen Linearen Programmierung (SLP) oder das der Sequen-
tiellen Quadratischen Programmierung (SQP), und lokale Approximationsmethoden durchge-
setzt. Im Rahmen dieser Arbeit bewihrten sich mathematisch orientierte OC—~Methoden zur
Losung von groBen Topologicoptimierungsproblemen sowie das SQP—Verfahren fiir kleinere
Topologieoptimierungsaufgaben und fiir Formoptimierungsprobleme.

1. In der Strukturoptimierung wird zwischen kontinuierlichen (COC) und diskreten (DOC) Optimali-
titskriterienverfahren unterschieden. COC-Verfahren 16sen die Entwurfsaufgabe auf der Basis
einer kontinuierlichen Formulierung (-> Balkenaufgabe (2.1) ). Diese Vorgehensweise wird bei-
spielsweise in den Arbeiten von Prager und Taylor [201] untersucht, In der vorliegenden Arbeit
wird die Entwurfsanfgabe in diskretisierter Form u.a, mit DOC~ oder kurz OC-Verfahten geldst,
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Optimalititskriterienverfahren

Die Gemeinsamkeit aller OC~Verfahren besteht darin, dal Bedingungen formuliert werden,
die das zu erreichende Optimum definieren und durch einfache rekursive Iterationsschemen
erfiillt werden. OC—Verfahren zeichnen sich durch eine hohe numerische Effizienz und grofe
Robustheit fiir bestimmte Entwurfsaufgaben aus. Eine aktuelle Zusammenstellung und Bewer-
tung verschiedener OC—Verfahren sowie weiterfiihrende Referenzen sind bei Patnaik et. al.
[197] aufgefiihrt. Fiir eine leicht verstandliche Einfiihrung in die diskreten OC—Verfahren wird
Hornlein [125] empfohlen. Die OC—Verfahren kénnen nach Kirsch [137] in physikalisch intui-
tive und mathematische Verfahren eingeteilt werden. Aufgrund von mechanisch anschaulichen
Uberlegungen werden bei der intuitiven Vorgehensweise fiir jede Entwurfsaufgabe spezifische,
einfache Optimalitdtsbedingungen einer dquivalenten Aufgabenstellung formuliert. Der be-
kannteste Vertreter dieser Klasse ist das “Fully Stressed Design”~Verfahren (— Anhang A2).
Hierbei wird das Gewicht eines Fachwerks minimiert, indem die Querschnitte auf die maximal
zuldssige Spannung dimensioniert werden. Physikalisch intuitive Verfahren sind jedoch
meistens nicht in der Lage, das Optimum des eigentlichen Problems exakt zu bestimmen. Im
allgemeinen fithren sie nur zu verbesserten, aber nicht zu optimalen Entwiirfen.

Mathematische OC-Verfahren 18sen direkt die Kuhn-Tucker-Bedingungen (2.6) des Opti-
mierungsproblems. Die Losung wird im (ns + ny, + ng)-dimensionalen Raum mit Iterations-
vorschriften fiir die Optimierungsvariablen §

S+ o Ys(ﬁ(k),n(k),v(k)) . Y, € R (2.8)

und Abschitzungsverfahren fiir die Lagrange—Multiplikatoren 1,y der aktiven Nebenbedin-
gungen bestimmt.

pk+D = Y“(g(lo,n(k),y(k)) ;Y €RM (2.9)
,Y(k+]) = YY<§(k)9n(k)5’Y(k>) ; Y'Y & RMgaktiv

Der Index (k) bezeichnet den aktuellen Iterationsschritt im OC-Verfahren. Das Iterations-
schema wird entsprechend modifiziert, wenn der Wertebereich fiir die Optimierungsvariablen
durch obere und untere Schranken §; und §y, restringiert oder durch eine maximal zulissige
Schrittweite T beschrénkt ist.

sktb. g <30 -7 = Ys(§<k>,n<ﬂ>,y<n)) =s®W @+ =8y (2.10)

Das Iterationsverfahren wird beendet, wenn die Norm der Gradienten der Lagrange—-Funktion
oder die Veridnderung der Zielfunktion sowie die Differenz zwischen Lagrange— und Zielfunk-
tion ein vorgegebenes Abbruchkriterium € unterschreiten.
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Im Konvergenzkriterium (2.12) ist es ausreichend, nur die aktiven Ungleichheitsnebenbedin-
gungen zu berlicksichtigen. Die Iterationsvorschrift Y; fiir die Optimierungsvariablen wird
aus der ersten Kuhn-Tucker-Bedingung in (2.6) entwickelt. Im Optimum gilt:

Vf

e e = — ] . T T )
TV 7TV s (T Vh + yTVg) =0 (2.13)

Hieraus kann folgende exponentielle Rekursionsformel abgeleitet werden:

§ED =0 W] 5 i=1n . qeR 2.14)
v &) k) Vsf © YA (2.15)
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Der Wertebereich fiir die Optimierungsvariablen ist dabei so zu transformieren, daB die untere
Schranke 8; = 0 ist. Zusitzlich wird ein Shift~Faktor agk) eingefiihrt, der aus der Bedingung
Ysi(k) 2 0in jedem Iterationsschritt berechnet wird. Der Parameter q dient zur Steuerung der
Schrittweite und des Konvergenzverhaltens des Verfahrens. Die Rekursionsformel (2.14) kann
iiber eine Reihenentwicklung zu einer linearen Iterationsvorschrift vereinfacht werden.

§i(k+1)=§i<k)[1+q(YS].(k)~1” . i=1l..n : qER 2.16)

Je nach Entwurfsaufgabe ist die exponentielle oder die lineare Iterationsvorschrift besser ge-
eignet. Ma et al. [152] zeigen, dal die Rekursionsformel (2.14) einem inversen Approxima-
tionsverfahren mit einem dualen Ldsungsalgorithmus entspricht.

Das globale Konvergenzverhalten der OC—Verfahren wird maBgeblich durch die Qualitit der
Abschitzung fiir die Lagrange-Multiplikatoren bestimmt. Entsprechende Rekursionsformein
werden zumeist aus den Kuhn-Tucker—Bedingungen abgeleitet, wonach die aktiven Nebenbe-
dingungen im Optimum Null sind. Die Nebenbedingungen kénnen oftmals in einen vorgege-

benen, konstanten Anteil und einen von den Optimierungsvariablen abhéngigen Anteil zerlegt

werden.
h: &) -h=0 ; hhenrm 217
g: g8)-E=<0 . BEER™ (2.18)

In diesem Fall lassen sich analog zu den Iterationsvorschriften fiir die Optimierungsvariablen
exponentielle und lineare Abschitzungsvorschriften gewinnen.

- (&)
j

I
exponentiell: n;kﬂ) = nj(k) [ hi"/ hj] i j= Lo,ny (2.19)
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linear: n§k+1> = nj‘k) [ 1+q ( hj( ) /h=1 )] ;= Loouny (2.20)

Die Iterationsvorschrifien fiir die Ungleichheitsnebenbedingungen v, lauten entsprechend. Die
Lagrange—Multiplikatoren nichtaktiver Nebenbedingungen streben im allgemeinen schnell
gegen Null, so daf eine explizite Bestimmung des aktiven Satzes der Nebenbedingungen nicht
notwendig ist.

In der vorliegenden Arbeit hat sich fiir Topologieoptimierungsprobleme mit einer Gleichheits-
nebenbedingung ein alternatives Verfahren bewihrt. Dieses beruht auf einer Linearisierung
der Gleichheitsnebenbedingung h beziiglich der primalen Variablen.

KD = b€ 4 (Tn)® " (864D - 30 =0 (2.21)

Die Linearisierung fiihrt auf eine einfache Beziehung zur Bestimmung des Lagrange-Multipli-
kators M®, wobei 8+ durch die exponentielle oder die lineare Iterationsvorschrift (2.14)
bzw. (2.16) ersetzt wird. Fiir die exponentielle Rekursionsformel beispielsweise lautet die
Bestimmungsgleichung.

( n(k) >q - l: ( Vsh )(k)T ?S(k):l / [ (—vsh>(k)T sl h(k)] 2.22)
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Der modifizierte Shift-Faktor p,gk) wird so bestimmt, daB die eckige Klammer in (2.23) fiir
alle Optimierungsvariablen groBer Null ist. Die Optimierungsvariablen §&+ 1 gsnnen mit dem
so ermittelten Lagrange-Multiplikator bestimmt werden. Dies ist jedoch nur iterativ moglich,
wenn untere und obere Restriktionen oder eine maximal zulidssige Schrittweite den aktuellen
Wertebereich fiir die Optimierungsvariablen nach (2.10) beschriinken. Der gesamte OC-Algo-
rithmus ist im Anhang AS aufgefiihrt.

Der Einsatz von OC-Verfahren in der Strukturoptimierung wird sehr unterschiedlich beurteilt
(Patnaik et al. [197]). Zum einen ist nicht gesichert, daf8 die Verfahren zu einem Minimum
konvergieren, da die zugrunde liegenden Kuhn-Tucker-Bedingungen nur notwendig, aber
nicht hinreichend sind. Zudem ist fiir jede Entwurfsaufgabe ein spezieller Algorithmus erfor-
derlich, wobei die im Optimum aktiven Nebenbedingungen in Einzelfillen mit einer problem-
spezifischen Strategie bestimmt werden miissen. Aufgrund der Vereinfachungen bei ihrer Her-
leitung sind OC—Verfahren nur bedingt geeignet, das Optimum exakt zu bestimmen. Zum
anderen niihern sich OC—Verfahren in groRen Schritten dem Optimum und kénnen dabei im
Fall von nichtkonvexen Problemen lokale Optima tiberspringen, wenn fiir die jeweilige Ent-
wurfsaufgabe unter Beriicksichtigung der physikalischen Bedeutungen von Zielfunktion und
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Nebenbedingungen die geeigneten Iterations— und Abschétzungsvorschriften gefunden werden.
Dies ist vor allem fiir Probleme mit wenigen Nebenbedingungen moglich. Fiir die Konvergenz-
gigenschaften und die Effizienz der Verfahren spielt die Anzahl der Optimierungsvariablen
kaum eine Rolle. Daher eignen sich OC-Verfahren insbesondere fiir grofe Optimierungs-

probleme mit = im Idealfall ~ einer Nebenbedingung.

Séqﬂentielle Quadratische Programmierung

Dias: SQP-Verfahren zihlt zu den Lagrange-Methoden. Diese bestimmen, wie die zuvor be-
schriebenen OC—Verfahren, das Optimum im Raum der primalen und dualen Variablen. Im
Gegensatz zu der eher intuitiven Vorgehensweise der OC—Verfahren 16st das SQP—Verfahren
die Kuhn-Tucker-Bedingungen (2.6) durch ein erweitertes Newton-Raphson—Verfahren.
Hierzu werden die Kuhn-Tucker-Bedingungen beziiglich der primalen und dualen Variablen
linearisiert, woraus sich folgendes Iterationsschema ableiten LiBt.

viL® Vg® V;h® A§® VL0 (2.24)
40T 7,g® g 0 A9 | = | 0T 40
Vh® 0 0 An® h®

AS® = g+ g0 Ay — plt Lyl Aq® = g+ n®

Das lineare Gleichungssystem (2.24) 146t sich als die notwendigen Bedingungen eines quadra-

tischen Unterproblems deuten.

rr;in % ASRT G2LO A0 4 § 50 AR (2.25)
Veg® AS® + g0 <
Vh® AS® + h® = ¢

Dieses kann mit Verfahren der quadratischen Programmierung effizient geldst werden, die
u.a. bei Gill et al. [99] beschrieben sind. Das quadratische Unterproblem wird in jedem Itera-
tionsschritt (k) aufgestellt und geldst, woraus sich der Name des Verfahrens ableitet. Im Gegen-
satz zu anderen Verfahren der Mathematischen Programmierung ist der entscheidende Vorteil
dieser Vorgehensweise, da3 sowohl die Suchrichtungen As®, An(k), Ay(k) wie auch die
Schrittweite a® gleichzeitig bestimmt werden.

§&+1) §® As® (2.26)
pEHD = | y®) |y g Ay® mit a® =1
&+ n® An®

Der in der vorliegenden Arbeit eingesetzte NLPQL~Algorithmus ist bei Schittkowski [226]
und Bletzinger [40] detailliert beschrieben. Im weiteren wird daher nur auf einige wesentliche

18



Eigenschaften des Algorithmus eingegangen. Es ist hiufig numerisch sehr aufwendig, die
zweiten Ableitungen der Lagrange—Funktion zu berechnen. Daher wird die zugehorige Hesse—
Matrix mit den ersten Ableitungen approximiert. Bewihrte Approximationsverfahren sind das
DFP-Verfahren von Davidon, Fletcher, Powell und das BFGS-Verfahren von Broyden,
Fletcher, Goldfarb, Shanno. Die sukzessive Losung des approximierten, quadratischen Unter-
problems entspricht einem Quasi-Newton—Verfahren. Die Schrittweite a® € R wird in
diesem Fall durch eine eindimensionale Suche - “Line-Search” — bestimmt. Da die Lagrange—
Funktion einen Sattelpunkt beschreibt, ist sie nicht geeignet, den Optimierungsfortschritt im
“Line-Search” zu bewerten. An ihrer Stelle werden Abstiegsfunktionen verwendet, die im
Losungspunkt L(s", 11*, y*) ein Minimum einnehmen. In Bletzinger [40] werden verschiedene
Abstiegsfunktionen beschrieben und einander gegeniibergestellt.

Fiir das globale Konvergenzverhalten ist entscheidend, wie gut die Hesse-Matrix abgeschitzt
wird. Dies kann durch eine automatische Skalierung der approximierten Hesse-Matrix direkt
im Algorithmus oder von auen durch die Skalierung der Zielfunktion erfolgen. Im giinstigsten
Fall konvergiert das SQP-Verfahren in der Nihe des Optimums §" superlinear.

s -]
lim ——— =10
(e [0 -F]

2.27)
Bei -Optimierungsproblemen mit stark unterschiedlichen Wertebereichen fiir die einzelnen
Optimierungsvariablen erweist es sich als vorteilhaft, die Optimierungsvariablen auf einen
gemeinsamen Wertebereich zu skalieren. Eine Skalierung der Nebenbedingungen dagegen ist
beim SQP—Verfahren von untergeordneter Bedeutung, da die Skalierung durch die Lagrange—
Multiplikatoren ausgeglichen wird.

Der eingesetzte SQP--Algorithmus erweist sich fiir kleinere bis mittelgrole Optimierungspro-
bleme (ng < 200) als robust und effizient. Die Anzahl der Nebenbedingungen spielt keine
wesentliche Rolle, wenn nur der aktive Satz von Nebenbedingungen beriicksichtigt wird und
wenige Nebenbedingungen im Optimum aktiv sind. Fiir grofere Probleme steigt der Speicher-
bedarf fiir die approximierte Hesse~Matrix und die linearisierten Nebenbedingungen erheblich
an. Dariiber hinaus wird festgestellt, daB3 bei groBen Problemen (ng > 500) der verwendete
Algorithmus dazu tendiert, in schwachen, lokalen Minima zu stagnieren. In der Nihe der
Losung weist das Verfahren auch bei groBen Problemen gute Konvergenzeigenschaften auf.
Der NLPQL-Algorithmus wird im weiteren fiir einige kleinere Topologieoptimierungs-
probleme, in erster Linie jedoch in Verbindung mit CAGD-orientierten Formoptimierungsver-
fahren eingesetzt. Fiir groe Probleme mit wenigen Nebenbedingungen hat sich eine Kombi-
nation aus OC- und SQP-Verfahren bewihrt. Zunichst wird das Optimum mit einem
geeigneten OC—Verfahren in wenigen Schritten ndherungsweise berechnet. Die Losung kann
abschlieBend mit dem SQP-Algorithmus bestimmt werden.



2.2  Entwurfsmodell

Im Entwurfsmodell werden die Geometrie, d.h. die Topologie und die Form, sowie der mate-
rielle Aufbau des Ausgangsentwurfs beschrieben und die im Optimierungsprozef verinder-
lichen geometrischen und materiellen GroBen festgelegt. Der Vektor der Optimierungs-
variablen § ergibt sich aus einer parametrisierten Darstellung der variablen GroSen.

Die Strukturoptimierung kann nach Art der Optimierungsvariablen in Topologie—, Form-—,
Bemessungs— und Materialoptimierung eingeteilt werden (Bild 2.4).

* Topologieoptimierung: Lage und Anordnung von Tragwerkselementen.
* Formoptimierung: Form von Kanten und Oberflichen des Ausgangsentwurfs,

* Bemessungsoptimierung: einfache geometrische GréBen, wie der Durchmesser von Stiben
oder die Dicke von Platten.

* Materialoptimierung: materielle Parameter, wie beispielsweise die Orientierung von Fasern
in Verbundwerkstoffen.

Topologie—, Form— und Bemessungsoptimierung konnen als hierarchische Gliederung einer
Geometrieoptimierung betrachtet werden. Der grundsitzliche Aufbau des Tragwerks wird mit
der Topologieoptimierung bestimmt. Die Form— und die Bemessungsoptimierung legen die
geometrischen Details fest. Die Bemessungsoptimierung kann als Spezialfall der Formopti-
mierung aufgefat werden und ist dadurch gekennzeichnet, daB im jeweiligen mechanischen
Modell ein expliziter Zusammenhang zwischen dem mechanischen Verhalten der entsprechen-
den Tragwerkselemente und den variablen GréBen besteht. So ist die Steifigkeit eines Stabes
proportional zu dessen Querschnitt oder die Steifigkeit einer diinnen Platte eine kubische Funk-
tion deren Dicke. Der enge Zusammenhang zwischen Form— und Bemessungsoptimierung
wird deutlich, wenn man beispielsweise einen Balken als 3—dimensionales Kontinuum model-
liert. In diesem Fall fiihrt die Variation des Querschnitts auf eine Formoptimierungsaufgabe.

Topologie- Form- Bemessungs- Material-

optimierung optimierung optimierung optimierung

Bild 2.4: Gliederung der Strukturoptimierung
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nichttopologisch

topologisch

Bild 2.5: Topologische und nichttopologische Abbildungen

Auch die Materialoptimierung 14t sich in diese Hierarchie einreihen, wenn man die Betrach-
tungsskala vom makroskopischen ins mikroskopische wechselt. Unter dem Mikroskop stellen
materielle Parameter geometrische Groflen dar.

Die vorliegende Arbeit befait sich mit Topologie—~ und Formoptimierungsproblemen. Die
Modellierung dieser Probleme wird in den Kapiteln 3 und 5 erldutert. In diesem Abschnitt
werden vorab die grundsitzlichen Moglichkeiten dargestellt, wie die Geometrie und der
materielle Aufbau eines Korpers und deren Verdnderungen im Optimierungsprozefl aus einer
makroskopischen Sichtweise beschrieben werden kénnen. Zum besseren Verstindnis der
weiteren Untersuchungen werden diese Moglichkeiten der Darstellung des Deformations-
prozesses in der Kontinuumsmechanik gegeniibergestellt.

Geometriemodellierung

Ein kontinuierlicher Korper wird in der Kontinuumsmechanik als zusammenhéngende Menge
von materiellen Punkten — materielles Punkt—Kontinuum — idealisiert. Hierbei wird der mikro-
skopische (kristalline, molekulare) Aufban des Korpers vernachldssigt. Von einer makrosko-
pischen Sichtweise aus wird jedem materiellen Punkt ein Material zugeordnet, dessen Eigen-

schaften sich durch Homogenisierung des mikroskopischen Strukturverhaltens ergeben.

Jedem materiellen Punkt kann zu jedem Zeitpunkt t des Optimierungs— bzw. Deformationspro-
zesses eindeutig ein Ort x € R3 in einem raumfesten, kartesischen Koordinatensystem im
Anschauungsraum R? zugeordnet werden. Die Verinderung des Kérpers im Optimierungs—
bzw. Deformationsproze wird durch eine Abbildung ®(x, t) beschrieben (Bild 2.5). Grund-
sitzlich werden topologische und nichttopologische Abbildungen? ®(x, t) unterschieden. Topo-
logische oder auch homdomorphe Abbildungen sind stetige, bijektive Transformationen, bei
denen der kontinuierliche Zusammenhang zwischen den materiellen Punkten erhalten bleibt.
Die Nachbarschaftsbeziehungen der materiellen Punkte werden beibehalten. Geometrisch
anschaulich bedeutet dies, daB durch eine topologische Abbildung der Grad des Gebietszusam-
menhangs nicht geéndert wird. Dieser wird auch als Geschlecht einer Fliache bezeichnet und
ist dadurch gekennzeichnet, wie viele Schnitte (n~1) notwendig sind, das Gebiet in ein einfach
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Bild 2.6: Topologische Eigenschaften ~ Grad des Gebietszusammenhangs

zusammenhingendes Gebiet umzuwandeln (Bild 2.6). Nichttopologische Abbildungen
dagegen indern die Nachbarschaftsbezichungen der materiellen Punkte und damit den Grad
des Gebietzusammenhangs. Man kann sich diesen diskontinuierlichen Vorgang als Einbringen
oder Eliminieren eines Loches, als Aufreifen oder Zusammenkleben des Korpers vorstellen.

Werden nur topologische Abbildungen ®(x, t) zugelassen, so kann die Geometrie des Korpers
als raumlich und zeitlich stetige Funktion des Ortes X, zum Zeitpunkt t = to und der Zeit
t in einer materiellen oder Lagrange~Formulierung angegeben werden. )

x = B(Xq, 1) (2.28)

Diese Abbildung beschreibt die rdumliche Bewegung der materiellen Punkte x. In einer
Lagrange—Formulierung werden in der Kontinuumsmechanik die elastische Deformation eines
Kérpers, in der Strukturoptimierung die Veréinderung der Form des Ausgangsentwurfs be-
schrieben. Die Optimierungsvariablen § der Formoptimierung ergeben sich aus einer parametri-
sierten Darstellung der Abbildung ®(x,, ).

Es existiert jedoch keine fiir alle Zeitpunkte t rdumlich stetige Abbildungsfunktion, wenn die
Topologie des Kérpers wihrend des Optimierungs— bzw. Deformationsprozesses veridndert
wird, Daher miiite in einer materiellen Beschreibung der Geometrieverdnderung fiir jeden
materiellen Punkt cine eigene Abbildungsfunktion aufgestellt werden. Statt dessen wird in
einer raumlichen oder Euler—Formulierung der materielle FluB durch ein raumfestes Kontroll-
volumen Q beobachtet. Der Korper ist dadurch definiert, ob zu einem Zeitpunkt t einem rdum-

lichen Punkt x,, ein materieller Punkt zugeordnet wird oder nicht.

1 — Material

KXo D) = [ 0 — kein Material ; x €101 (2.29

2. Topologie: Der Begriff der Topologie wurde von Euler und Listing in die Mathematik eingefiihrt
und urspriinglich als Wissenschaft der Lagebezichungen von Punkten relativ zueinander oder als
Geometrie ohne Metrik verstanden (Breitenberger [45]). Heute unterscheidet man in der Mathe-
matik zwischen der urspriinglichen mengentheoretischen und der auf Poincaré zuriickgehenden
algebraischen Topologie. Jager [129] gibt eine anschauliche Einfiihrung in die Topologie. Die
Bedeutung der Topologie fiir die Beschreibung und Klassifizierung von Prozessen in Natur und
Technik kann u.a. dem Konzepteheft 44 des SFB 230 entnommen werden (Maute {162]). .
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Formulierung Beobachter Veridnderlich Anwendung
Topologie-
Euler 0 raumfest O Material @) o.po'ogle
optimierung
. Deformation
Lagrange O korperfest 01 Position o
Formoptimierung
Attribute: O materiell 0 rdumlich A geometrisch

Tabelle 2.1:  Materielle und rdumliche Beschreibung der Geometrieverdnderung

Die Bewegung des Korpers ergibt sich aus der Anderung des materiellen “0-1” Zustandes
der raumlichen Punkte x, Die Parameter der diskontinuierlich approximierten Materialver-
teilung im Kontrollraum € bilden die Optimierungsvariablen § der Topologieoptimierung.

Die Attribute “materiell” und “réumlich” sind in Tabelle 2.1 nochmals einander gegeniiberge-
stellt, um die Zuordnung dieser Begriffe zu den Transformationen in der Kontinuumsmechanik
und in der Strukturoptimierung fiir die weiteren Betrachtungen klarzustellen. Zusitzlich wird
das Attribut “geometrisch” in dieses Schema eingeordnet, da in der Strukturoptimierung oft-
‘mals zwischen geometrischen und materiellen Ansitzen unterschieden wird (— Kapitel 3).

Materialmodellierung

Neben den geometrischen konnen auch die materiellen Eigenschaften eines Tragwerks im Opti-
mierungsprozefl verdndert werden. Diese Eigenschaften werden entweder auf einer makro-
skopischen Ebene beschrieben oder analog zu den geometrischen Eigenschaften in einer mikro-
skopischen Betrachtungsskala modelliert. Der Skalenwechsel vom mikroskopischen zum
makroskopischen ist lediglich bei der Kopplung mit dem mechanischen Modell zu beriick-
sichtigen. Die Materialbeschaffenheit kann analog zur Form- und Bemessungsoptimierung
kontinuierlich oder im Sinne der Topologieoptimierung diskontinuierlich modelliert werden.

2.3 Analysemodell

Die Berechnung der Funktionswerte und der Gradienten von Zielfunktion und Nebenbedin-
gungen erfolgt im Analysemodell. In der Strukturoptimierung héngen im allgemeinen die Ent-
wurfskriterien von der Strukturantwort des Tragwerks ab. Die Ermittlung der Strukturantwort
und deren Abhingigkeit von den Optimierungsvariablen steht dabei im Mittelpunkt. Im ein-
zelnen werden folgende Probleme im Analysemodell geldst.

¢ Mechanische Modellierung des Tragwerks.

» Berechnung der Strukturantwort fiir den aktuelien Entwurf s.
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¢ Ermittlung von Zielfunktion und Nebenbedingungen.
¢ Berechnung der Sensitivititen von Zielfunktion und Nebenbedingungen.

Die ersten beiden Punkte bilden die typischen Aufgaben der Tragwerksanalyse. Die mecha-
nische Modellierung des Tragwerks ist vorab durchzufiihren. So ist beispielsweise zu ent-
scheiden, ob das Tragverhalten durch eine Stab—, Balken—, Scheiben—, Platten— oder Schalen-
theorie ausreichend beschrieben werden kann. Es ist zu beachten, welche mechanisch
nichtlinearen Effekte, wie Beulen oder Fliefen, bei der Losung der Entwurfsaufgabe von
Bedeutung sind. Die bei der mechanischen Modellierang vorgenommenen Vereinfachungen
wirken sich direkt auf das Optimierungsergebnis aus. So sind beispielsweise Tragwerke, die
unter der Annahme eines geometrisch linearen Tragverhaltens auf Steifigkeit optimiert werden,
oftmals stabilitdtsempfindlich.

Die Strukturantwort kann fiir den aktuellen Entwurf § in Ausnahmefillen analytisch exakt,
muB im allgemeinen jedoch numerisch approximativ berechnet werden. Hierfiir wird in der
Strukturoptimierung tiberwiegend die Methode der Finiten Elemente (FEM) eingesetzt. Andere
Methoden, wie die Randelemente—Methode oder semi—analytische Verfahren, werden weniger
hiufig verwendet. Die Berechnung von Zielfunktion und Nebenbedingungen erfolgt in einer
Nachlaufrechnung. Die Sensitivitidten der Strukturantwort beziiglich den Optimierungs-
variablen werden in der Sensitivitdtsanalyse ermittelt.

2.3.1 Entwurfskriterien

Zielfunktionen und Nebenbedingungen kénnen in drei Gruppen eingeteilt werden.

»  Globale Entwurfskriterien kennzeichnen das gesamte Strukturverhalten. Hierzu zéhlen die
Grenzlast A, stabilititsgefihrdeter oder die Eigenfrequenzen ¥; dynamisch beanspruchter
Tragwerke.

» Integrale Kriterien mitteln lokale Grofen iiber das gesamte Tragwerk oder entlang von
Kanten bzw. Oberflichen. Hierzu zihlen Spannungsausgleichsfunktionen oder energetische
GroBen. Rein formal kénnen auch das Gewicht oder das Volumen des Tragwerks diesen
Kriterien zugeordnet werden.

» Lokale Kriterien charakterisieren die Qualitit des Entwurfs beispielsweise anhand der Ver-
schiebungen oder Spannungen an einer bestimmten Stelle des Tragwerks. Zumeist werden
diese in Form von Nebenbedingungen formuliert.

Mehrkriterienoptimierung

Anwendungsbezogene Entwurfsaufgaben sind zumeist durch mehrere Zielkriterien gekenn-
zeichnet, die gleichzeitig beriicksichtigt werden sollen. In diesem Fall liegt ein Mehrkriterien-
optimierungsproblem vor. Die Zielfunktion f(8) in der abstrakten Formulierung des. Opti-
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mierungsproblems (2.3) ist durch einen Vektor £f(8) € R™ zu ersetzen. Das Minimum einer
vektoriellen Zielfunktion f* kann tiber die Forderung definiert werden, daB jede Komponente
f; im Optimum 8" ein Minimum einnimmt.

= { e RT3 < fj(é)] (2.30)

Diese Definition ist jedoch zu restriktiv. Wie der Darstellung des Losungsraums fiir f(8) € R?
in Bild 2.7a zu entnehmen ist, kann sie nur fiir speziell geformte Losungsriume erfiillt werden.
Daher wird in der Mehrkriterienoptimierung die Definition des Edgeworth-Pareto—Optimums
(EP) bevorzugt. Der Vektor der Optimicrungsvariablen §* € R™ ist dann EP-optimal, wenn
kein zuldssiger Vektor § € R™ existiert, fiir den mindestens ein Kriterium fj verbessert werden
kann, ohne gleichzeitig ein anderes Kriterium fy, zu verschlechtern. Die Losung eines Mehr-
kriterienoptimierungsproblems stellt bei widerspriichlichen Zielkriterien einen Kompromif3
dar. In diesem Fall gibt es unendlich viele EP-optimale Punkte (Bild 2.7b). Es ist eine zusitz-
liche Ordnung der Komponenten der Zielfunktion zueinander notwendig, um eine eindeutige
EP-optimale Losung zu definierten.

Stadler [238] und Eschenauer et. al. [87] geben eine Einftihrung in die Grundlagen und die
Verfahren der Mehrkriterienoptimierung sowie einen Uberblick tiber verschiedene Anwen-
dungsgebiete. Fiir einen leicht verstindlichen Einstieg werden die entsprechenden Abschnitte
in der Dissertation von Eberhard [83] empfohlen. In diesem Abschnitt werden im wesentlichen
die Verfahren vorgestellt, die im weiteren zur Losung von Topologie— und Formoptimierungs-
problemen eingesetzt werden. Das Vektoroptimierungsproblem kann auf ein skalares Problem
nach Gleichung (2.3) reduziert werden, indem der Zielfunktionsvektor f mittels einer
geeigneten Norm auf eine skalare Ersatzzielfunktion f € R abgebildet wird.

g
Wichtungsmethode f= w; f; w, 20 230
i=1
1y 1/p
. . _p
Distanzmethode F=| > |f-1] l<p=<w (2.32)
i=
fy f fy
OD @
T
£y f,
a. fj(§*) = fi(8) b. EP-Optimum  c. Wichtungsmethode  d. Distanzmethode

Bild 2.7: Mehrkriterienoptimierung
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a. EinfluB von p b. Einfluf} der Wichtungen Wi

Bild 2.8: Germeiermethode ~ Kreisselmeier—Steinhauser-Funktion

: . ng o 1/p
Quotientenmethode F=| > |5 /T I<sp<w (2.33)
j=1
. ny
Germeier—Methode = % In [ > epwih p=0 (2.34)
j=1

Die Wichtungsmethode wird in der Strukturoptimierung hiufig eingesetzt, da der Einfluf der
Wichtungsfaktoren w; auf das Optimierungsergebnis in vielen Fillen vorab leicht abgeschiitzt
werden kann. Es macht sich nur selten bemerkbar, daB8 mit der Wichtungsmethode nicht simt-
liche EP—optimalen Punkte berechnet werden konnen, und daf die ermittelten EP-optimalen
Punkte nicht eindeutig sind. Ahnliche Eigenschaften besitzen auch die Distanz- und Quotien-
tenmethode. Der Einfluf der StellgroBen p und f ist bei diesen Verfahren Jjedoch schlechter
abschitzbar. Insbesondere kinnen bei ungiinstiger Wahl des Referenzvektors F auch nicht EP-
optimale Punkte ermittelt werden. In der Germeier-Methode wird der Raum der Zielkriterien
R durch die Kreisselmeier-Steinhauser—Funktion stetig differenzierbar approximiert. Je
groBer der Wert p gewihlt wird, um so genauer ist die Approximation (Bild 2.8a). Der Einflu$
der Wichtungsfaktoren w; ist in Bild 2.8b veranschaulicht. Diese Methode besitzt fihnliche
Eigenschaften wie die zuvor aufgefiihrten, wobei es zu numerischen Problemen kommen kann,
wenn der Parameter p zu groB gewihlt wird.

Haufig treten Mehrkriterienoptimierungsprobleme in der Form von min-max—Problemen auf:
Minimiere die Komponente des Zielfunktionsvektors mit maximalem Absolutwert.

min max ’ fj| ; j=1,..,n (2.35)

§ 1

Beispiele hierfiir sind die Minimierung der maximalen Spannung an verschiedenen Stellen
des Tragwerks oder ~ in inverser Form ~ die Maximierung der minimalen Eigenfrequenz.
Das min-max-Problem (2.35) ist im allgemeinen nicht stetig differenzierbar. Damit es mit
Gradientenverfahren gelost werden kann, wird es durch glatte Néherungsfunktionen approxi-
miert. Die Differenzen- und Quotientenmethode sowie die Kreisselmeier—Steinhauser—
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Funktion beschreiben das min—max—Problem fiir p — o exakt. Diese Ansitze stellen fiir
endliche Werte von p eine stetig differenzierbare Approximation dar, mit der das min~max-—
Problem niherungsweise geldst werden kann.

2.3.2 Tragwerksanalyse

Fiir das weitere Verstidndnis der vorliegenden Arbeit sind Grundkenntnisse in der Kontinuums-
mechanik, der Elastizitidtstheorie und der Methode der Finiten Elemente (FEM) notwendig.
Hierfiir steht eine umfangreiche Literatur zur Verfiigung, aus der u.a. Malvern [154], Becker,
Biirger [21] und Betten [38] fiir eine Einfithrung in die Kontinuumsmechanik empfohlen
werden konnen. Die Grundlagen der Elastizititstheorie sind bei Marsden, Hughes [155] und
Ciarlet [62] beschrieben. Die Finite Elemente Methode wird aus ingenieurwissenschaftlicher
Sicht in den Standardwerken von Bathe [19] und Zienkiewicz, Taylor [290] dargestellt. Die
numerischen Verfahren der FEM sind bei Bathe [19] und Crisfield [67], [68] erlautert. In
diesem Abschnitt werden lediglich einige Grundbegriffe eingefiihrt, auf die im weiteren
zuriickgegriffen wird. Die diskretisierten Zustandsgleichungen werden fiir ein linear elastisches
Strukturverhalten angegeben und auf elastoplastisches Materialverhalten erweitert. Die Eigen-
wertprobleme werden fiir eine klassische Stabilititsanalyse und fiir eine Schwingungsunter-
suchung in der linearen Dynamik aufgestellt. Dabei beschrinken sich die Betrachtungen auf
die Verschiebungsformulierung der Finiten Elemente Methode.

Das statische Gleichgewicht ist in schwacher Form durch das Prinzip der virtuellen Ver-
schiebungen (PvV) gegeben. Die Gleichgewichtsbeziehungen konnen fiir kleine Verschie-
bungen anstatt am deformierten, direkt am undeformierten Korper Qy aufgestellt werden.

SW(du, 1) = SWidu,u) + W du,u) =0  ;  duu € Vy(Q) CHY(QY  (236)

Ein Korper Qy ist im Gleichgewicht, wenn die virtuelle Arbeit W gleich Null ist. Die virtuelle,
innere Arbeit 8W' wird von den Spannungen ¢ auf den kinematisch zuldssigen, virtuellen
Dehnungen 8e verrichtet. Die virtuelle, duflere Arbeit OW? setzt sich aus den Arbeiten der
Volumenkrifte b und der entlang dem Kraftrand I', vorgegebenen Krifte P auf den kinema-
tisch zuldssigen, virtuellen Verschiebungen du zusammen (Bild 2.9).

dwWi = JasT o dQ, 2.37)

Qs

Bild 2.9: Belasteter Korper
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SW? = — f{)uT b dQy - féuT p dIy (2.38)

Q, T,
Die linearen kinematischen Beziehungen lauten:
e=Lu in Qy (2.39)
u=i auf Iy (2.40)

Der Differentialoperator wird mit L bezeichnet. Die Spannungen und die Dehnungen sind
tiber das Hookesche Werkstoffgesetz durch den Werkstofftensor C gekoppelt.

o=0Ce 2.41)

Das elastische Werkstoffgesetz (2.41) beruht auf der Annahme, daB die Spannungen nur von
den aktuellen Verformungen, nicht aber von der Verformungsgeschichte abhingen. Es existiert
ein Gesamtpotential II, da die von den Spannungen geleistete Arbeit vom Belastungspfad
unabhéngig ist.

II(w) = ITiw) + IT%u) (2.42)

M) = % j e C e dQ, (2.43)
o,

IT?u) = — j uT b dv — j u' pdr, (2.44)
Q, Iy

Die schwache Form des Gleichgewichts (2.36) kann in diesem Fall auch aus dem Prinzip
des Minimums des Gesamtpotentials abgeleitet werden.

min IIu) ~ 8[(w) =0 ; u€ Vu(Q) CHI(Q) (2.45)

Die Methode der Finiten Elemente baut auf der schwachen Form des Gleichgewichts (2.36)
bzw. (2.45) auf. Der unendlichdimensionale Raum V() wird durch einen endlichdimensio-
nalen Raum VI(Q) ersetzt, um die Losung mit numerischen Verfahren niherungsweise be-

stimmen zu kénnen.
ux) =~ x, ) u' e viQ) C v Q) (2.46)

Die freien Funktionsparameter @ stellen die “Optimierungsvariablen” eines Parameteropti-
mierungsproblems dar. Die globalen Verschiebungen u werden durch lokale Ritz—Ansitze u,
elementweise approximiert.

u, = Ne(§) te (2.47)
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g. = Le N; 0 = B, U, (2.48)
0, =Ce = CBgt (2.49)
Die Matrix der Ansatzfunktionen wird mit N,, die lokalen Koordinaten im Parameterraum
der Ansatzfunktionen mit  bezeichnet. Der Vektor U, stellt die diskreten Knotenfreiwerte,
B. die diskretisierte Operatormatrix dar. Die Verschiebungen u und die Geometrie des Korpers
x werden bei isoparametrischen Elementen mit denselben Ansitzen elementweise appro-
ximiert.

Xe = N(©) ﬁc (2.50)

Die diskretisierten Arbeitsterme (2.37) und (2.38) lauten:

Elemente

swi= A o, szCBe dQ, i, @51

QC

A i K, b,

Elemente

56 K 6

i

SW2
Elemente

A | st [NTB, Q +86 [N'p, dl, |+ o6 P (2.52)
[ Pe

Q. T,

e

A S5 P,+56 P

Elemente

It

AT 2
da P
A symbolisiert die Summation {iber alle Elemente entsprechend der Elementtopologien. Die
Matrix K, stellt die Elementsteifigkeitsmatrix und K die globale Steifigkeitsmatrix dar. P,

bezeichnet den Elementlastvektor, P die idealisierten, in den Knoten angreifenden Einzelkrifte
und P den globalen Vektor der dquivalenten Knotenlasten.

Die Integrationen iiber das Volumen €. und die Oberfliche I'; der Elemente werden im Para-
meterraum der Ansatzfunktionen mit einer GauB-Legendre—Quadratur numerisch durchge-
fishrt. Mit 1 ist die Determinante der Jacobi~Matrix, mit |Gl die Determinante des Metrik-
tensors bezeichnet.

dQe = J,l df,dC,dl, b Je=Vxe 2.53)
aCe = IGI dod, 5 Ge=J I 5 Ji= [VoxeVixe| @54

Die Elementmatrizen und Vektoren werden in Abhingigkeit des mechanischen Modells sowie
vom Interpolationsgrad der Ansatzfunktionen aufgestellt. Die diinnwandigen Tragwerke, die
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im weiteren untersucht werden, sind mit isoparametrischen Scheibenelementen fiir den ebenen
Spannungszustand sowie mit isoparametrischen Schalenelementen nach einer 5-Parameter—
Schalentheorie diskretisiert. Die Elementformulierungen fiir das Scheibenelement sind u.a.
bei Bathe [19] und fiir das Schalenelement bei Ramm [204] beschrieben.

Aus dem PvV folgt mit den diskretisierten Arbeitstermen (2.51), (2.52):
K& -P)=0 — Ka=p 2.55)

Die diskretisierten Zustandsgleichungen ergeben unter der Annahme eines linear elastischen
Tragverhaltens ein lineares Gleichungssystem. Je nach Problemstellung wird das Gleichungs-
system mit direkten oder iterativen Verfahren gelost. Einige Standardverfahren sind uv.a. bei
Bathe [19] beschrieben.

Elastoplastisches Materialverhalten

Das tatséichliche Materialverhalten vieler Werkstoffe wird durch ein lineares Werkstoffgesetz
(2.41) nur unzureichend beschrieben. Die Werkstoffeigenschaften sind im allgemeinen von
der GroBe der Belastung und vom Belastungspfad abhingig. So nimmt beispielsweise die
Festigkeit eines Stabes im Zugversuch deutlich ab, wenn die FlieBgrenze Ty des Materials
tberschritten wird. Bei einer Entlastung bleibt ein plastischer Dehnungsanteil bestehen
(Bild 2.10a). In der vorliegenden Arbeit wird dieses Verhalten im Rahmen einer Jo—von Mises
Plastizitdt mit isotroper Ver- und Entfestigung fiir kleine Verzerrungen beriicksichtigt. Im
folgenden sind lediglich die wichtigsten Gleichungen zur Beschreibung des elastoplastischen
Materialverhaltens zusammengestellt. Dieses Thema wird in der zu Anfang des Abschnittes
erwihnten Literatur sowie bei Matzenmiller [160] ausfiihrlicher beschrieben.

Das von Mises FlieBkriterium @, beschreibt eine Ungleichung, wonach die von Mises
Spannung Oy immer kleiner oder gleich der Fliespannung oy ist.

O, =0y — 0y = /3 Jz—oy=\/%usu—oyso (2.56)

¢ 0%
; Z
&\%“ /
A exie® e -
E / /)/
05 t s .@?%
/o
o
E S
/
’ #~
1 1 [ \\
e’ g €
a. Eindimensionaler Zugversuch b. von Mises - FlieBfldche

Bild 2.10:  Elastoplastisches Materialverhalten
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Die Flieffunktion ®, kann &dquivalent in der zweiten Invariante J, bzw. in der Norm des
Spannungsdeviators § formuliert werden. Der Spannungsdeviator 8 ergibt sich aus der Projek-
tion Py des Spannungstensors ¢ auf die Normale zur hydrostatischen Achse im Raum der
Hauptspannungen.

S=P,o : [Sf=0¢"Pso 2.57)

Die Fliespannung oy setzt sich aus einem konstanten Anteil Ty und einem Anteil k(i) zu-
sammen, der die Ver— bzw. Entfestigung beriicksichtigt.

0y(x) = Ty + k(x) (2.58)

Die interne Variable « ist ein Maf flir die im Belastungsprozell aufgetretenen, plastischen
Verzerrungen. Die Fliefifliche @, = O stellt einen Zylinder entlang der hydrostatischen Achse
mit dem Radius /2/3 oy im Raum der Hauptspannungen dar (Bild 2.10b). Spannungspunkte
innerhalb des Zylinders ®, < 0 kennzeichnen den elastischen Zustand, Punkte auf dem Zylin-
der den Zustand des plastischen Flielens. Spannungspunkte auferhalb des Zylinders sind
physikalisch nicht méglich. Der Zylinder weitet sich bei isotroper Verfestigung auf und zieht
sich bei isotroper Entfestigung zusammen.

Die Spannungs-Dehnungsbeziehung wird fiir Materialeigenschaften, die vom Belastungspfad
abhingen, in inkrementeller Form angegeben.

do=Cde? ; o= jdo (2.59)

Das Spannungsinkrement de hiangt nur von den elastischen Dehnungen de® ab, die sich aus
einer additiven Zerlegung der Gesamtdehnungen de in einen elastischen de® und einen
plastischen Anteil de? ergeben.

de = de® + deM ; e = Jde (2.60)

Die plastischen Dehnungen werden iiber die FlieBregel bestimmt, die den FlieBvorgang auf
der FlieRfliche im Spannungsraum beschreibt. Das Verhalten von metallischen Werkstoffen
wird durch eine assoziierte FlieBregel beschrieben, die aus dem 2. Hauptsatz der Thermo-
dynamik und dem Postulat der maximalen Dissipation hergeleitet wird. Danach dndert sich
der Spannungszustand auf der Flieffldche so, daB die Arbeit der Spannungen auf den
plastischen Dehnungen maximal wird. Unter Berticksichtigung des FlieBkriteriums (2.56) kann
hieraus ein global konvexes Optimierungsproblem mit Nebenbedingung abgeleitet werden.
Die zugehorige Lagrange-Funktion lautet

L(o,dy) = — o deP! + dy ®y(0) (2.61)

Der Lagrange-Multiplikator dy wird auch als plastischer Multiplikator bezeichnet. Die zugehd-
rigen Kuhn-Tucker-Bedingungen lauten:
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VoL = — deP! + @ dyn ; Vi, = \/% n (2.62)

Vi L = @y(0) = 0 (2.63)
Die algorithmisch konsistente FlieBregel erhiilt man, analog zur Vorgehensweise beim SQP-
Verfahren, aus der Linearisierung der Kuhn-Tucker-Bedingungen beziiglich den Spannungen.
de?' = (C! + dy V20,) do + \/% dy n (2.64)
Der plastische Multiplikator dy folgt aus der Konsistenzbedingung,

d®, = V0T dog + V, D, dx = 0 (2.65)

Der Gradient der FlieBflidche beziiglich der inneren Variablen  beschreibt die isotrope Ver—
oder Entfestigung.

E E,

Vi®y = — B, ; Eh:E—El

(2.66)

Der Verfestigungsmodul E, ist ein MaB, wie sich die FlieBfliche bei einer Zunahme der
plastischen Dehnungen bzw. der plastischen Arbeit aufweitet (E,, > 0) oder zusammenzicht
(Ey < 0). Er wird aus dem Elastizititsmodul E und der Steifigkeit E, im plastischen Bereich
berechnet (Bild 2.10a). Diese MaterialkenngroBen konnen in einaxialen Versuchen ermittelt
werden. Fiir das von Mises Fliefkriterium filhren sowohl die Modelle der Dehnungs— wie
auch der Arbeitsverfestigung zu:

\/% nT do - E, dy =0 (2.67)

Das Spannungsinkrement kann mit (2.60), (2.64), (2.67) in (2.59) in Abhingigkeit des Inkre-
ments fiir die Gesamtdehnungen angegeben werden.

- T -1
do= -1~ HlnnTH- |, ooy (2.68)
2B, +nTH-In

H=C"!+dy Vio . (2.69)

Bei der Herleitung des elastoplastischen Werkstoffgesetzes fiir den zweidimensionalen
Spannungszustand ist die Normale n auf die FlieBfliche in die ¢,0,-Ebene zu projizieren
(Simo, Taylor [235]). Die daraus resultierenden Verinderungen lassen sich in einem modifi-
zierten Verfestigungsmodul E}Z]Cl zusammenfassen.

E2d Eh

- h 2.70
b T T-2/3E, dy @.70)

Die Spannungs-Dehnungsbeziehung wird bei einem elastoplastischen Materialverhalten durch
ein inkrementelles Werkstoffgesetz beschrieben, wobei die algorithmisch konsistente, elasto-
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plastische Materialtangente C® selbst eine Funktion det Spannungen ist. Daher wird das
Gleichgewicht durch ein Newton—Raphson~Verfahren iterativ bestimmt. Zur Steverung des
Iterationsverfahrens wird der Lastfaktor A € R in das PvV eingefiihrt.

JaeT o dQy = )\ JéuT b dQ, + ) JauT p dly @271

X X P

Das PvV (2.71) wird beziiglich den Verschiebungen u und dem Lastfaktor A linearisiert und
wie zuvor erliutert diskretisiert. Unter der Annahme, daf die Lasten von der Verformung unab-
hiingig sind, lauten die linearisierten Gleichungen in diskreter Form zur Berechnung des end-
lichen Verschiebungsinkrements Afi ™ im Lastschritt (m):

FO 4 KO AG™ = (M™ + AL™) P (2.72)
i T
Fi(m) -3 P = 2.73)
Fm = A J BI o™ dQ, (2.74)
! Elemente
QE
Kf}“) = A JB;F com B, dQ, 2.75)
Elemente
Q,
m—1 , m—1 ) m—1i !
6= ST ARD el = Sacd ;AW = S A0 (2.76)
i=0 i=0 i=0

Mit Fi(m) wird der Vektor der inneren Krifte, mit Kg,m) die tangentiale Steifigkeitsmatrix be-
zeichnet. Zur Steuerung des Iterationsverfahrens wird das Lastinkrement AM™ bei elasto-
plastischem Materialverhalten zumeist iiber das Verschiebungsinkrement eines bestimmten
Freiheitsgrades AT, m) gesteuert.

A M
A =A™ / (Kp' P ) @77

t

Die elastoplastische Materialtangente C® ) sowie die endlichen Spannungs— und Dehnungs-
inkremente Ae™, Ae®™ werden mit einem Euler—Riickwirts—Algorithmus in jedem Gaufi-
Punkte der Finiten Elemente berechnet.

Klassische Stabilitdtsanalyse

Die Grenzlast kann mit einer sogenannten klassischen Stabilitéitsanalyse abgeschitzt werden.
Dieses Verfahren wird neben den bereits erwihnten Literaturstellen ausfiihrlich u.a. bei Ramm
[204], Brendel [46] und Wagner [269] behandelt. In diesem Abschnitt wird das Eigenwert-
problem zur Bestimmung der Grenzlast anhand der diskretisierten Bezichungen aufgestelit.
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Fiir groe Verschiebungen wird das Gleichgewicht an der deformierten Struktur aufgestellt.
Hierfiir wird eine nichtlineare Kinematik in diskreter, inkrementeller Form auf Elementebene
eingefiihrt.

dedl = (B, + Ble(ue)) diie (2.78)

Die Green-Lagrange—Verzerrungen sind mit e bezeichnet. B, ist die Operatormatrix (2.48)
fiir kleine Verschiebungen. Die von den Verschiebungen abhingigen Dehnungsanteile werden
durch die Operatormatrix Ble(ue) erfaBt, die eine lineare Funktion der Verschiebungen ist. Zur
Berechnung des Verschiebungsinkrements dii, bzw. dit wird das PyV (2.71) in den Green—

Gl und den zweiten Piola-Kirchhoff-Spannungen o¥%2 fiir ein

Lagrange—Verzerrungen &
lineares Materialverhalten nach Saint—Venant, Kirchhoff aufgestellt. Unter der Annahme von

verformungsunabhéngigen Lasten lauten die linearisierten und diskretisierten Gleichgewichts-

beziehungen:
F,+ Ky did = (0 + db) P (2.79)
F,—AP =0 (2.80)
T
F,= A f (B, + Bl) of%? 4Q, 2.81)
Elemente

QC

Die tangentiale Steifigkeitsmatrix K kann in die linear elastische Steifigkeitsmatrix K fiir
kleine Verschiebungen nach (2.51), die Anfangsverschiebungsmatrix K, und die geometrische
Steifigkeitsmatrix K, aufgespalten werden.

Kr = K + K, + K, (2.82)
K,= A f(BE C BL +B{" C B, + BIT C BL) dQ, (2.83)
Elemente
Qe
K,= A J V.BLT %2 40, (2.84)
Elemente
Qe

Die Grenzlast A, ist dadurch gekennzeichnet, daB in der Nihe eines Gleichgewichtszustands
iy, ein weiterer Gleichgewichtszustand (B, + Ad,) fir dasselbe Lastniveau Ay, existiert.
Die Gleichgewichtslage ist instabil, d.h. nicht mehr eindeutig. Es existiert ein homogenes
Gleichungssystem mit einer nichttrivialen Lésung Aﬁkr .

Ky (G Ay, ) All, = 0 (2.85)

Das zugehorige nichtlineare Eigenwertproblem lautet:

(KT - 1) ¥ =0 (2.86)
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Der kleinste Eigenwert Xj = 0 entspricht der Grenzlast A, . Der Eigenvektor \ilkr stellt die
zugehorige Beulform dar. Fir viele Probleme ist es ausreichend, die Grenzlast mit einer
linearen Eigenwertanalyse abzuschitzen. Hierfiir wird von einem linearen Vorbeulverhalten
(u < ﬁkr) ausgegangen. In der klassischen Stabilititsanalyse bleiben zudem die Verformungen
im Vorbeulbereich unberiicksichtigt. Das reduzierte Eigenwertproblem lautet:

(K + Kg) ¥ =0 2.87)
K, = K&P) 3 Kar=P (2.88)

Die klassische Stabilititsanalyse - fithrt bei Tragwérken, deren Vorbeulverhalten durch einen
“steifen” Membranzustand gekennzeichnet ist, wie beispielsweise beim perfekten Euler—Stab,
zu zuverldssigen Ergebnissen. Die Untersuchungen von Brendel [46] jedoch zeigen, dafl die
Grenzlast bei biegebeanspruchten Tragwerken nur unzureichend abgeschitzt wird.

Das lineare Eigenwertproblem (2.87) wird entweder mit Vektoriterationsalgorithmen oder
Transformationsverfahren gelost. Zur Berechnung von mehreren Eigenwerten eignen sich ins-
besondere Subspace—Verfahren in Verbindung mit einem QZ- oder Jacobi-Transformations-
verfahren. Diese Verfahren sind u.a. bei Bathe [19] beschrieben.

Eigenfrequenzanalyse

Die Eigenschaften von dynamisch beanspruchten Strukturen konnen anhand ihrer Eigenfre-
quenzen ﬁj abgeschitzt und im Optimierungsprozef beriicksichtigt werden. Zur Berechnung
der Eigenfrequenzen von ungeddmpften Strukturen wird das PvV nach dem d*Alembertschen
Prinzip um die virtuelle Arbeit der Triigheitskrifte erweitert. Die Eigenfrequenzen und Eigen-
formen sind die nichttrivialen Losungen der homogenen Bewegungsgleichung.

j duT p () dQ, + I 3eT o(t) dQy = 0 (2.89)
Q
Die Beschleunigungen sind mit 1, die Dichte des Material mit p gekennzeichnet. Fiir kleine

Verzerrungen, d.h. fiir eine lineare Kinematik, und elastisches Materialverhalten lauten die
diskretisierten Bewegungsgleichungen:

M ) + K G@) = 0 (2.90)
M= A Jp NT N, dQ, 2.91)
Elemente
Qe

Jede freie Schwingung 148t sich als Superposition der Eigenschwingungen der Struktur aus-
driicken. Fiir einen multiplikativen Ansatz der Verschiebungen in Zeit und Raum
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iy . Ny N .

e = zaj v, el®t o = z g 0? W oel®t | a0 €R (2.92)
h h ]
j=1 j=1 .

folgt aus der Orthogonalitédt der Eigenvektoren 1i1‘T 1in = éij das lineare Eigenwertproblem

(K-—w?M)¥=0 ; o=2n9 (2.93)

Mit o; wird die Kreisfrequenz bezeichnet. Das lineare Eigenwertproblem (2.93) kann mit
denselben Verfahren wie die Grenzlast bei einer klassischen Stabilititsanalyse (2.87) berechnet

werden.

2.3.3 Sensitivitidtsanalyse

Die Gradienten von Zielfunktion und Nebenbedingungen beziiglich der Optimierungsvariablen
§ werden in der Sensitivititsanalyse ermittelt. Diese beschreiben die Verinderungen des mecha-
nischen Verhaltens des deformierten Tragwerks infolge einer Anderung der Geometrie oder
des materiellen Aufbaus des undeformierten Tragwerks. Die Sensitivititsanalyse nimmt eine
Schliisselposition im Optimierungsproze3 ein. Zum einen hiangen die Konvergenzeigen-
schaften von nichtlinearen Optimierungsverfahren wesentlich von der Giite der Gradienten
ab. Zum anderen erfordert die Sensitivitdtsanalyse bis zu 90% des Rechenaufwands im
gesamten Optimierungsprozef. Insbesondere bei vielen Optimierungsvariablen entscheidet die
Qualitdt und die numerische Effizienz der Gradientenermittlung dariiber, ob ein Optimierungs-
problem iiberhaupt mit vertretbarem numerischem Aufwand gelost werden kann.

In der Strukturoptimierung ist die Sensitivititsanalyse zumeist auf die Ermittlung der ersten
Ableitungen beschrénkt, da die Berechnung von hoheren Ableitungen zu aufwendig ist. Die
einfachste Moglichkeit, die Gradienten der Entwurfskriterien beziiglich der Optimierungs-
variablen §i, wie beispielsweise die der Zielfunktion f, niherungsweise zu bestimmen, sind

rein numerische Verfahren, wie das Vorwirts— oder das zentrale Differenzenverfahren.

f(8 + A8) ~ 1(s) Vi = f(8 + A3) — £(8 — A3)

Vi =~ A > 7
Asj ZASi

OAF = 0y AR (2.94)

Hierzu sindflediglich die Funktionswerte fiir verschiedene Entwiirfe auszuwerten. Die Genauig-
keit dieser Verfahren hingt jedoch von der Wahl der Schrittweite AS, ab. Je nach Optimierungs-
problem konnen zu grofie bzw. zu kleine Schrittweiten zu falschen Ergebnissen fithren. Zudem
steigt der numerische Aufwand mit der Anzahl der Optimierungsvariablen stark an, da flir
jede Optimierungsvariable ein oder zwei zusitzliche Tragwerksanalysen mit anschlieBender
Berechnung der Funktionswerte durchzufiihren sind. Dieser Effekt macht sich insbesondere
dann bemerkbar, wenn die Anzahl der Knotenfreiwerte ﬁj grof} ist. Daher kommen fiir eine
genaue und numerisch effiziente Gradientenermittlung nur analytische Methoden in Betracht.

Fiir die Herleitung der analytischen Verfahren wird die Modellierung des Optimierungspro-
blems im Entwurfs— und Analysemodell zusammen betrachtet (Bild 2.11). Die deformierte
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Entwurfsmodell Analysemodell

n>
>

Bild 2.11:  Optimierungsproze3 — Deformationsprozef

Struktur x und die auf ihr definierten Funktionen, wie beispielsweise die Zielfunktion £, sind
das Ergebnis der Abbildungen ® im Entwurfsmodell sowie der Abbildungen @y im Analyse-
modell (Haber [105], Barthold [17]). Die Abbildung x; = ®y(§) bildet den Entwurf zum
Zeitpunkt tg des Optimierungsprozesses vom Parameterraum der Optimierungsvariablen § auf
den undeformierten Korper im Anschauungsraum R? ab. Die mechanische Deformation des
Korpers wird durch die Abbildung x = ®,(x,) beschrieben. Dem Deformationsproze wird
die Zeit t, zugeordnet. Beide Abbildungen zusammen ergeben die Abbildung @ (s, x,).

£ = f{ Dy (8 x0)) = f(cps(é), @x(xo(cps(é)))) = f(8,%®) (2.95)

Dieses Modell kann anschaulich auf die Geometrie des Tragwerks x,, aber auch auf jede
der Struktur zugeordneten Materialeigenschaft als Entwurfsgroffie angewandt werden. In
diesem Fall ist die folgende Schreibweise verstandlicher:

f =06, u(0®) :  f=15u@) (2.96)
u = X((I)X(XO)) - X,

Der Gradient der Zielfunktion f beziiglich der Optimierungsvariablen s, berechnet sich je nach
Formulierung (2.95) oder (2.96) aus:

Vi = V& + V, T Vi 2.97)

Vi = V&f + VT Vau (2.98)

37



Die Formulierung (2.97) wird als Materialableitung verstanden, da sie die Verdinderung der
Funktion f in einem materiellen Punkt im OptimierungsprozeB mit der Zeit t, mift. Der Gra-
dient setzt sich aus einem lokalen und einem konvektiven Anteil zusammen. Der Term VX,
wird in diesem Zusammenhang als Entwurfsgeschwindigkeitsfeld bezeichnet.

Die analytischen Verfahren der Sensitivititsanalyse werden in diskrete und variationelle Metho-
den cingeteilt. Diskrete Methoden gehen von einer bereits diskretisierten Formulierung des
zugrunde liegenden mechanischen Problems aus und leiten diese ab. Variationelle Methoden
leiten zundchst das kontinuierliche Problem ab und diskretisieren anschlieBend die abgeleiteten
Gleichungen. Beide Methoden fiihren zu demselben Ergebnis, wenn sowohl die Strukturant-
wort wie auch die Sensitivititen mit derselben Diskretisierung berechnet werden. Der
numerische Aufwand hingt im wesentlichen von der jeweiligen Implementierung der Metho-
den ab. Fir bestimmte Entwurfskriterien und Optimierungsvariablen ist die variationelle
Vorgehensweise deutlich effizienter als die diskrete.

Die Verfahren der Sensitivititsanalyse werden ausfiihrlich bei Haug et al. [118] sowie Kleiber
et al. [140] beschrieben. Dariiber hinaus sind die entsprechenden Kapitel bei Haftka et al.
[110] fiir eine kurze Einfiihrung in diese Thematik empfehlenswert. In den fol genden Abschnit-
ten werden die in der weiteren Arbeit verwendeten Verfahren der diskreten und der variatio-
nellen Sensitivitdtsanalyse bei elastischem Materialverhalten sowic kleinen Verschiebungen
und Verzerrungen erldutert. Die explizite Unterscheidung zwischen der deformierten und der
undeformierten Konfiguration wird daher im weiteren vernachlissigt. Auf die Sensitivititsana-
lyse bei elastoplastischem Materialverhalten wird gesondert in Kapitel 4.4 eingegangen,

Diskrete Sensitivitdtsanalyse

Die Entwurfskriterien werden auf der Basis einer Verschiebungsformulierung der FEM als
Funktionen der Optimierungsvariablen § und der diskreten Knotenfreiwerte ausgedriickt.
Zur Berechnung des Gradienten nach der Formulierung (2.98) ist zunéchst die Ableitung der
Knotenfreiwerte @ nach der Optimierungsvariablen §; zu bestimmen. Hierzu werden die diskre-
tisierten Zustandsgleichungen fiir linear elastische Probleme (2.55) abgeleitet.

VK G+ K Vi = VP (2.99)

Die Ableitung der Knotenfreiwerte Vil kann durch die Einfithrung eines Pseudo-Lastvektors

A

P, formal wie die Knotenfreiwerte U berechnet werden.
K Vi = Ppy, (2.100)

Ppo = VP - VK i (2.101)

Der Pseudo-Lastvektor wird analytisch oder numerisch bestimmt. Fiir die analytische Berech-
nung der Sensitivititen werden die Ableitungen der Elementlastvektoren P. (2.52) und der
Elementsteifigkeitsmatrizen K, (2.51) im Parameterraum auf Elementebene ermittelt,
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VCFC

J NI ( Vebe ol + be Vellel ) dgdG,dg, (2.102)
23

+ J NI (Veb, JIGd + P, Ve/IGdl) dtydC,
rtp
VK = J( VB! C B, + BY V.C B, + B C VB ) IJel dg,d,dC, (2.103)
Q
9

+ | BT C B, VI db,dC,dG,

Q

Der Operator V() bezeichnet die Ableitung nach einer variablen ElementgroBe Se. Der Vektor
dieser Ableitungen V() wird mit den Ableitungen der Elementvariablen 8¢ nach der globalen
Optimierungsvariablen §; vormultipliziert, um den Gradienten beziiglich $; zu erhalten.

V() = Vs Ve() (2.104)

Die rechte Seite in (2.104) stellt ein Skalarprodukt dar, d.h. die mit Vs multiplizierten Ablei-
tungen nach den variablen ElementgroBen werden aufsummiert. In der Formoptimierung bei-
spielsweise werden zunichst die Ableitungen der Koordinaten der FE-Knoten VX. nach der
Optimierungsvariablen §; bestimmt und anschiiefend die Ableitungen der Elementlastvektoren
und Steifigkeitsmatrizen nach den Koordinaten der FE~Knoten berechnet.

V() = Veke Ve(+) (2.105)

Der Term VX, stellt das Entwurfsgeschwindigkeitsfeld (2.97) in diskretisierter Form dar. Die
variablen Knotenkoordinaten gehen in die Ableitungen auf Elementebene (2.102), (2.103)
formal wie jeder andere Entwurfsparameter ein. Dieses Vorgehen wird in der Formoptimierung
daher auch als Referenzvolumen—Ansatz bezeichnet. Der Referenzvolumen—Ansatz und die
Formulierung als Materialableitung fiihren auf dieselben Ausdriicke zur Berechnung der
Gradienten (u.a. Arora et al. [11]).

Der Pseudo-Lastvektor folgt aus:

Poo = VP + A V5T VP. - A VAT VK, b (2.106)

Elemente Elemente

Die Ableitungen des in der vorliegenden Arbeit eingesetzien Schalenelements sind bei Kim-
mich [135] angegeben. Hieraus kénnen direkt die entsprechenden Ausdriicke fiir das Scheiben-
element gewonnen werden. Die analytische Vorgehensweise erfordert die explizite Ableitung
der Elementformulierung. Statt dessen kann der Pseudo-Lastvektor mit einem Vorwirts— oder
einem zentralen Differenzenverfahren (2.94) berechnet werden.
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5 AP _ AK - ;
Ppso = Zé—i - A, u (2.107)
Dieses als semi~analytisch bezeichnete Verfahren kombiniert die Vorteile des rein analytischen
und ‘des rein numerischen Vorgehens. Die Gradienten der Knotenfreiwerte werden numerisch
éffizient bestimmt, ohne daf} auf die jeweilige Elementformulierung eingegangen werden muf.
Das Verfahren bietet sich vor allem zur Implementierung in kommerziellen FE-Programmen
an. Die semi-analytische Sensitivititsanalyse kann jedoch bei der Formoptimierung von
schlanken Tragwerken zu erheblichen Fehlern fithren (u.a. Barthelemy et al. [16]).

Mlejnek [177] fithrt diesen Defekt darauf zuriick, da filschlicherweise Ableitungen aus Starr-
korperrotationen im Pseudo-Lastvektor (2.107) enthalten sind. Diese als zusitzliche Momente
interpretierbaren Anteile sind um so groBer, je schlanker das Tragwerk ist. Der “exakte” Pseu-
do—Lastvektor kann fiir bestimmte Elementformulierungen mit dem Korrekturverfahren von
Olhoff und Rasmussen [191] berechnet werden. Bei diesem Verfahren werden die Kompo-
nenten der numerisch differenzierten Elementsteifigkeitsmatrix je nach Abhingigkeit von den
Optimierungsvariablen mit einem Faktor multipliziert, der vorab zu ermitteln ist. Fiir den Fall,
daB B--Operator und Jacobi-Determinante linear von den Optimierungsvariablen abhingen,
kann das Verfahren unter der Annahme, daf3 der Materialtensor C symmetrisch ist und dessen
Ableitungen V.C gleich Null sind, wie folgt vereinfacht werden (Sienz {232]):

VK, ~ 2 J BT C E(S—J"AALZ)—:—@ D dg,dt,de, (2.108)
Q. ¢
. f BT ¢ g, Tt AZSS)I — 1J(8)l ey,
é

In gleicher Weise ist die Ableitung der Elementlastvektoren durchzufiihren. Generell kann
die Genanigkeit des Pseudo-Lastvektors durch die Aufspaltung des Differenzenschritts hach
(2.108) verbessert werden. Da diese Korrekturverfahren jedoch die Kenntnisse des Aufbaus
der Elementsteifigkeitsmatrix voraussetzen, ist der Aufwand, diese Verfahren in ein Programm
zu implementieren, nur noch unwesentlich geringer als bei der rein analytischen Vorgehens-

weise.

Es stehen zwei Strategien fiir die Berechnung der Gradienten von Zielfunktion und Nebenbe-
dingungen zur Verfligung. Die Ableitung der Zielfunktion (2.98) wird aus den Ableitungen
der diskreten Knotenfreiwerte (2.100) berechnet.

Vi = VEF + VufT KL Py, (2.109)

Die Inverse K~ ! der Steifigkeitsmatrix liegt bei Verwendung von direkten Gieichungsldsern
bereits aus der Tragwerksanalyse vor. In Abhingigkeit von der Reihenfolge, in welcher der
zweite Term ausgewertet wird, unterscheidet man die direkte Methode
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Vof = V& + Vil ( K~! f’pso) (2.110)
und die adjungierte Methode.

Vi = VEE+ (KT Tf)T Poo (2.111)

Die direkte Methode ist effizienter, wenn die Anzahl von Zielfunktion und Nebenbedingungen
(ng + ny + ny) grofer ist als die Anzahl der Optimierungsvariablen ng, da die numerisch
aufwendigere Matrizenmultiplikation (X! IA’pso) nur ng-mal auszufithren ist. Bei der
adjungierten Methode ist der Term (K~1 V.f) dagegen (n; + n, + ng)-mal zu berechnen.
Der Unterschied zwischen beideﬁ Methoden ist allerdings bezogen auf den gesamten nume-
rischen Aufwand zur Erstellung der abgeleiteten Matrizen und Vektoren bei der diskreten
Sensitivitdtsanalyse im allgemeinen gering (Kimmich [135]).

Die diskrete Sensitivititsanalyse fiir lineare Eigenwertprobleme wird am Beispiel der Stabili-
titslastberechnung (2.87) érliiutert, wobei das Auftreten von mehrfachen Eigenwerten zunéchst
ausgeschlossen wird. Die Ableitung des Eigenwertproblems nach der Optimierungsvariablen
§; ergibt:

(VK + Vb Ry + & VoK ) W+ (K + 3 Ky ) vy = 0 @2.112)

Die Ableitung der Eigenvektoren muf} nicht explizit berechnet werden. Hierzu wird (2.112)
von links mit dem Eigenvektor ‘i’JT multipliziert. Aus dem Eigenwertproblem (2.87) folgt:

V= — W7 ( VK + ), VSKg) W WTR W= (2.113)
Die Ableitung der elastischen Steifigkeitsmatrix VK setzt sich aus den Gradienten der
Elementsteifigkeitsmatrizen (2.103) zusammen. Bei der Ableitung der geometrischen Steifig-
keitsmatrix VSKg ist zu berlicksichtigen, daB diese von den Spannungen (2.84) und damit
von den Verschiebungen abhingt. Bei der direkten Methode wird zunichst die Ableitung der
Verschiebungen (2.88) wie zuvor beschrieben entweder analytisch oder semi-analytisch
berechnet. Anschliefend kann die geometrische Steifigkeitsmatrix auf Elementebene ermittelt
werden.

Vnge = [[ Ve(VuBle)T UcPKZ + VuBleT veUePKz} 1Jel d@ldczdc_g (2.114)

Q

+ J [ VuBLT 0FK2 | Vel dt,dEdts
Q.

Die Ableitung des zweiten Piola—Kirchhoff-Spannungstensors folgt fiir ein lineares Material-
verhalten aus:
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VeolK? = V&C (B. + BL) e + C VE(B, + BL) i, (2.115)
+C (B, +BL+ V,B ﬁe) V.4,

Der Gradient der Verschiebungen in (2.115) entspricht bei einer klassischen Stabilitdtsanalyse
der Ableitung VP, die direkt durch Differentiation der diskretisierten, linearen Gleichge-
wichtsbeziehung (2.88) bestimmt wird. Der Zusammenbau der abgeleiteten, geometrischen
Gesamtsteifigkeitsmatrix erfolgt analog zum Pseudo-Lastvektor (2.106).

In Optimierungsaufgaben, bei denen das Stabilitdtsverhalten der Struktur beriicksichtigt wird,
ist die Anzahl der Entwurfskriterien zumeist deutlich geringer als die Anzahl der Optimierungs-
variablen. Daher werden die Ableitungen der Eigenwerte mit einem adjungierten Verfahren
effizienter berechnet. Hierzu wird der Ausdruck fiir die Ableitungen der Eigenwerte (2.113)
umgeformt.

Vay = = BT (VK + ) VER, ) ¥y - b BT VoK, Vi) ¥ (2.116)

Der zweite Term in (2.116) wird in folgender Reihenfolge ausgewertet:

sl w B A\ S ($T YR 4§ T a

W (VR Vol ) W) = | K™ (W] VR W) ) P 2.117)
Die Berechnung der Gradienten von Eigenwerten vereinfacht sich fiir die Ableitung von Kreis—
und Eigenfrequenzen ; bzw. ﬁj (2.93) in der Dynamik, da die Massenmatrix M nicht von
den Verschiebungen abhingt. Die Ableitung der Eigenfrequenzen werden aus dem Gradienten

des Quadrats der Kreisfrequenz ; und (2.93) ermittelt.

2\ = T 2 2 . AT 8
V(o) =T (VK -o? VM) $TMd = (2.118)
VM = ElA Ve J [Vep NI N ol + p NI Ne Velol] dt,dg,dt, (2.119)
emente
3.
VS((,OZ) VS(U)JZ>
Vil = - (2.120)

Im Optimierungsproze kommt es oftmals vor, da sich die Reihenfolge der Eigenformen
vertauscht, wobei sich die zugehéorigen Eigenwerte kreuzen. Im Kreuzungspunkt fallen die
Eigenwerte der betreffenden Eigenformen zusammen. Die Fréchet—Ableitungen der Eigen-
werte existieren in diesem Fall nicht. Es konnen nur die Richtungsableitungen berechnet
werden (Seyranian et al. [231]).

Variationelle Sensitivitiatsanalyse

Die variationelle Sensitivitdtsanalyse stellt eine formal dquivalente und je nach Implemen-
tierung fiir bestimmte Optimierungsprobleme effizientere Alternative zur diskreten Vorgehens-

42



weise dar. Die Betrachtungen in diesem Abschnitt beschrinken sich auf Materialparameter
als Optimierungsvariablen, d.h. die Form des Tragwerks wird im OptimierungsprozeR nicht
verdndert. Fiir die variationelle Sensitivititsanalyse von Formoptimierungsproblemen wird auf
u.a. Haug et al. {118], Dems, Mroz [71] und Barthold [17] verwiesen,

Die variationelle Sensitivititsanalyse wird ebenfalls in direkte und adjungierte Methoden unter-
teilt, wobei von der Formulierung (2.98) zur Berechnung der Gradienten von Zielfunktion
und Nebenbedingungen ausgegangen wird. Bei der direkten Methode werden zunichst die
Ableitungen der Verschicbungen u nach der Optimierungsvariablen §; berechnet. Fiir statische,
linear elastische Probleme werden die kontinuierlichen Zustandsgleichungen nach dem PvV
(2.36) abgeleitet. Unter der Annahme, dafl die Form der Struktur nicht variiert wird und die
Lasten nicht von den Materialparametern abhingen, folgt:

J(vs(ae)T o + 8e7 V,0) 42y = 0 @.121)
Q

Die Dehnungen werden aus der linearen Dehnungs—Verschiebungsbeziehung (2.39) berechnet.
Da der Differentialoperator L keine Funktion der Materialparameter ist sowie die virtuellen

Verschicbungen du beliebig und damit ebenfalls von den Optimierungsvariablen unabhingig
sind, ist die Ableitung der virtuellen Dehnungen &g gleich Null.

V:(de) = 8(Vse) = §(V,L u + L Vou) = (L Veu) = L Vy(u) = 0 (2.122)
Die Ableitung der Spannungen kann fiir ein lineares Werkstoffgesetz wie folgt aufgespalten
werden:

Vo = V,Ce+ C Vg (2.123)

Die Ableitung der Dehnungen Ve wird mit (2.123) in (2.121) formal wie die Dehnungen

mit einer verdnderten rechten Seite berechnet.

J 5eT C Ve dQy = — j 8eT V,C & dQ, (2.124)
x oM
In der diskreten Sensitivititsanalyse wird die neue rechte Seite als Pseudo-Last bezeichnet.

In der variationellen Sensitivititsanalyse wird diese als Pseudo—Anfangsdehnungen und

Pseudo—Anfangsspannungen interpretiert.

g = — CT1V,Ce (2.125)
Opso = C (Vss - epso) (2.126)
J' 3T opgo dQx = 0 (2.127)
Qx
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Die variationelle, direkte Vorgehensweise fiihrt exakt auf dieselben diskreten Gleichungen zur
Bestimmung der Ableitungen der Entwurfskriterien (2.110), wenn die kontinuierlichen
Gleichungen (2.124) bzw. (2.127) diskretisiert werden. Der numerische Aufwand ist fiir die
dirckte Methode beim diskreten und beim variationellen Ansatz prinzipiell gleich groB.
Tatsdchliche Unterschiede in der Rechenzeit sind nur mit der jeweiligen Implementierung der
Methoden im Programm zu erkliren.

Dic Ableitungen von integralen Entwurfskriterien konnen jedoch effizienter mit der
adjungierten Methode berechnet werden. Zuniichst wird ein Entwurfskriterium vom Typ

f= fq(§,u) dQy (2.128)
Qy

betrachtet. Die Ableitung von (2.128) nach der Optimierungsvariablen §i fiihrt mit (2.98) auf:

Vf = jVSXq(é, u) dQy + J‘VsuT qu(ﬁ,u) dQy (2.129)
Qy Qy

Die adjungierten Dehnungen e, werden infolge einer Belastung der Struktur mit dem Vektor
qu(§, u) berechnet.

f 83eT C &, dQ, = f du” V,q(, u) dQ, (2.130)
Qy Qy

Zwischen dem zweiten Integral in (2.129) und den adjungierten Dehnungen nach (2.130)
besteht folgender Zusammenhang. Mit 8¢ = ¢, in (2.124)

fe;f C Vee dQy = — fe;F V.C & dQ, 2.131)
Qy Qy

sowie 8¢ = Vg, du = Vo in (2.130)

j VieT C g, dQy = jVsuT Vauq($, u) dQy (2.132)
Q Qx

folgt unter Ausniitzung der Symmetrie des Materialtensors C:

f el ViC e dQy = — I Vo Viq(s, u) dQy (2.133)
Qx

Hierbei wird vorausgesetzt, daf8 die Ableitungen der Verschiebungen bzw. Dehnungen kine-
matisch zuldssig sind. Die Ableitung des integralen Entwurfskriteriums berechnet sich mit
(2.133) aus:
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V. f = jvg*q(é, u) dQ, — je;{ V.C & dQ, (2.134)
o, o8

In ahnlicher Weise konnen die Ableitungen auch fiir Entwurfskriterien vom Typ

f= Iq(é, 0) dQy ‘ (2.135)
Qy
mit
Vif = JV%"q(ﬁ, 0) dQ, + IVSUT Voq(é, 0) dQy (2.136)
Qy Qx

bestimmt werden. Die partielle Ableitung des Integranden q(8, o) nach dem Spannungstensor
o ergibt einen zweistufigen Tensor. Die adjungierten Dehnungen berechnen sich durch:

JaeT C e, dQ, = J 8eT € Vg8, o) dQy (2.137)
0, o

Aus der Aquivalenz von

Ia} ViC e dQ, = - JVSJ C Vsq(s, 0) dQ, (2.138)

€y Qy

folgt mit der Ableitung der Spannungen (2.123) in (2.136):

Vif = J VEq(s, o) dQy + J €7 V,C (Voqls, o) — ea) dy (2.139)
[oN L«

Die Gleichungen (2.130) bzw. (2.137) sind zundchst zu diskretisieren, um die adjungierten
Dehnungen numerisch zu bestimmen. Mit den diskreten, adjungierten Dehnungen werden die
Ableitungen der Zielfunktion (2.134) bzw. (2.139) auf Elementebene ausgewertet, wobei die
entsprechenden Gleichungen ebenfalls zu diskretisieren sind.

Rein formal fithrt auch die variationelle, adjungierte Vorgehensweise auf diskretisierte
Gleichungen, die den Beziechungen aus der diskreten Vorgehensweise entsprechen. Aus algo-
rithmischer Sicht ergeben sich jedoch fiir die zuletzt betrachteten Entwurfskriterien erhebliche
Vorteile, da die meisten Operationen auf Elementebene durchgefiihrt werden kénnen und nur
wenige Daten gespeichert werden miissen. Dieser Vorteil macht sich insbesondere bei Pro-
blemen der Topologieoptimierung mit vielen Optimierungsvariablen bemerkbar.
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3  Topologieoptimierung

Die umfassendste Methode der Strukturoptimierung, die Geometrie eines Tragwerks zu verin-
dern, ist die Topologieoptimierung. Dabei wird der grundlegende Aufbau des Tragwerks opti-
miert sowie die Form und die Abmessungen der einzelnen Bauteile nidherungsweise bestimmit.
Die Entwurfsaufgabe ist durch den zor Verfligung stehenden Entwurfsraum €2, die angreifen-
den Lasten, mogliche Auflager und die Materialien, aus denen das Tragwerk bestehen soll,
spezifiziert. Die Entwurfskriterien der Topologieoptimierung charakterisieren das globale
Strukturverhalten. Hierzu zéhlen das Gewicht, das Spannungsvolumen, die Steifigkeit, die
Traglast oder die Eigenfrequenzen des Tragwerks. Die explizite Vorgabe von lokalen Entwurfs-
kriterien, wie Verschiebungen oder Spannungen, ist nur in Lastangriffspunkten oder in Auf-
lagerbereichen sinnvoll,

Die Verfahren der Topologieoptimierung konnen in geometrische und materielle Methoden
eingeteilt werden (— Abschnitt 2.2). In der geometrischen Topolbgieoptimierung wird die
Geometrie des Tragwerks durch die Form der Kanten und Oberflichen in einer Lagrange—
Formulierung (2.28) beschrieben (Bild 3.1a). Die Vorgehensweise der wenigen bislang ent-
wickelten, geometrischen Verfahren gliedert sich in zwei Schritte. Zunichst werden ein bzw.
mehrere zusitzliche Locher in das Tragwerk eingebracht oder bestehende Aussparungen aus
dem Tragwerk entfernt. Hierdurch wird die Topologie des Tragwerks gedndert. AnschlieBend
wird die optimale Form fiir die vorliegende Topologie bestimmt (— Kapitel 5). Dieser Vorgang
" wird solange wiederholt, bis die Zielfunktion durch eine Verinderung der Topologie nicht
mehr verbessert werden kann. Rosen und Grosse [215] schlagen ein heuristisches Verfahren

vor, das zusitzliche Locher an Stellen mit geringen Vergleichsspannungen einbringt. In der

a. Geometrisch (“bubble—-Methode™)
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Bild 3.1: Geometrische und materielle Methoden der Topologieoptimierung
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von Eschenauer et al. [88] und Schumacher [229] entwickelten “bubble”-Methode wird dage-
gen die Position der zusitzlichen Locher (“bubbles”) tiber die Sensitivitit der Zielfunktion
beziiglich der Grofe der “bubbles” bestimmt. Die Grundziige der “bubble”~Methode werden
an einem Beispiel im Anhang A1 erldutert. Die Vorteile der geometrischen Verfahren beruhen
auf der direkten Einbindung der Formoptimierung in den Topologieoptimierungsprozef. Mit
wenigen Optimierungsvariablen kann die Form des Tragwerks diskretisiert und optimiert
werden. Das grundlegende Problem der geometrischen Topologieoptimierung besteht jedoch
in der Lagrange-Beschreibung der Topologieinderung. Wird ein Loch endlicher GroBe in das
Tragwerk eingebracht, so fiihrt dies zu einem Wechsel des mechanischen Problems und damit
zu einem irreversiblen, nichtdifferenzierbaren Schritt im Optimierungsprozef.

Daher werden in der Topologieoptimierung meistens matetielle Verfahren bevorzugt. In der
materiellen Topologieoptimierung wird die Geometrie des Tragwerks iiber die Materialvertei-
lung im Entwurfsraum in einer rdumlichen Euler-Formulierung (2.29) beschrieben. Es sind
diskrete und kontinuierliche Ansitze zu unterscheiden. In der klassischen “Layout”—Opti-
mierung wird das Material im Entwurfsraum als System von diskreten Stiben und Balken
idealisiert. Im Optimierungsprozef3 werden diejenigen Elemente identifiziert, aus welchen das
optimale Tragwerk zusammengesetzt ist. Dieser Ansatz schlieft Tragwerke mit einer endlichen
Anzahl von diskreten Strukturelementen sowie quasi-kontinuierliche Systeme ein. Hierzu
zghlen Fachwerke, Balkenroste, Gitterschalen, Kabelnetze sowie Rippensysteme zur Verstei-
fung von Scheiben, Platten und Schalen. Die “Layout’-Optimiérung basiert auf der Grund-
annahme, daf} der Einflu3 der Knoten auf das mechanische Verhalten und auf die Entwurfskrite-
tien des Tragwerks vernachléssigt werden kann. Diese Annahme ist jedoch nur zuléssig, wenn
die Linge der Strukturelemente im Vergleich zu den Abmessungen der Querschnitte grof ist.
Folglich ist die “Layout”-Optimierung auf die Optimierung von Tragwerken mit einem duBerst
geringen Volumenanteil beschrinkt.

Die besondere Stellung der “Layout”-Optimierung innerhalb der Strukturoptimierung liegt
vielmehr in ihrem analytischen Zugang sowie ihrer historischen Bedeutung begriindet. So
fanden bereits Maxwell [171] 1869 und Michell [174] 1904 fiir einen Lastfall und bei linear
elastischem Strukturverhalten die grundlegenden Prinzipien fiir Tragwerke mit minimalem
Gewicht. Die Betrachtungen gehen dabei von einem quasi—kontinuierlich mit Stiben belegten
Entwurfsraum (“structural universe”) aus. Diese Arbeiten wurden in der Folge von Cox [66]
1965, Hemp [119] 1973, Prager und Rozvany [202] 1977 fortgefiihrt und verallgemeinert.
Die Entwicklung ist bei Rozvany et al. [221] ausfiihrlich beschrieben. Die auch als “exakt—
analytisch” bezeichnete Formulierung des quasi—kontinuierlichen Topologieoptimierungs-
problems liefert zwar die grundlegenden Bedingungen fiir den Aufbau von Tragwerken mit
minimalem Gewicht und maximaler Steifigkeit. Diese Formulierung fiihrt jedoch auf keine
Methode, mit der fiir allgemeine Entwurfsaufgaben das Optimum direkt bestimmt werden
kann. Daher gewann mit der zunehmenden Leistungsfihigkeit von Computern die in der Litera-
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tur als “approximierte—diskretisierte” bezeichnete Formulierung der “Layout”-Optimierung
an Bedeutung. Zu Beginn des Optimierungsprozesses wird eine Grundstruktur aus endlich
vielen Stiben oder Balken in den Entwurfsraum gelegt. Hierdurch wird der Losungsraum im
Vergleich zur “exakt-analytischen” Formulierung auf einen endlichen Unterraum beschrinkt.
Die Topologieoptimierungsaufgabe wird in ein Bemessungsoptimierungsproblem iiberfiihrt,
wobei die Querschnittswerte der einzelnen Strukturelemente die Optimierungsvariablen dar-
stellen. Ein Wechsel der Topologie findet statt, wenn Querschnitte zu Null werden oder, wenn
dies aus numerischen Griinden nicht moglich ist, einen sehr kleinen Wert annehmen. Die
Grundstrukturtechnik wurde von Dorn [80] 1964 eingefiihrt und seither auf zahlreiche Frage-
stellungen angewandt, Ein ausfithrlicher Uberblick wird beispielsweise in Bendsge [34], Kirsch
{136] und Rozvany et al. {221] gegeben.

Die in dieser Arbeit vorgestellten Topologieoptimierungsverfahren basieren auf kontinuier-
lichen Ansitzen. Diese stellen einen allgemeinen Zugang zur Topologieoptimierung dar, da
beliebige Materialanordnungen im Entwurfsraum zugelassen werden. Im Gegensatz zur
“Layout”-Optimierung erstreckt sich der Geltungsbereich der kontinuierlichen Methoden auf
beliebig massive oder fein strukturierte Tragwerke. Da im Optimierungsprozef durch die Be-
stimmung der optimalen Materialverteilung zugleich die Topologie und die Form des Trag-
werks bestimmt werden, wird dieser Ansatz von Rozvany et al. [221] auch als “verallge-
meinerte Formoptimierung” bezeichnet.

Die ersten Versuche, die Topologicoptimierungsaufgabe als kontinuierliches Materialvertei-
lungsproblem zu 18sen, gehen auf Rossow und Taylor [216] 1973 zuriick. Sie fiihrten die Dicke
von Scheibenelementen eines FE-Modells als Optimierungsvariable ein und leiteten aus der
optimierten Dickenverteilung die Topologie des optimalen Tragwerks ab. Aufgrund einer zu-
meist glatten Verteilung der Dicke im Entwurfsraum ist diese Vorgehensweise mit grofen
Unsicherheiten verbunden, welche Bereiche schliefilich als Licher interpretiert werden konnen.
Olhoff [187] 1974 sowie Armand, Lodier [8] 1978 bestimmten die Dickenverteilung von
Kirchhoff-Platten und stellten fest, daB bei Beschrankung der maximalen Plattendicke die
Optimierungsergebnisse sehr stark von der Diskretisierung abhéngen. Je feiner die Diskreti-
sierung gewdhlt wird, um so feiner sind die Rippen der optimierten Platte. Hieraus schlossen
Cheng und Olhoff [55] 1981, daB die exakte Losung unendlich viele Rippen besitzt. Dieselben
Autoren [56] fithrten daher 1982 zusitzlich zur Plattendicke die lokale Konzentration der Rip-
pen als Optimierungsvariable ein. Die Biegesteifigkeit der Platte in Abhéngigkeit der Rippen-
dichte wird tiber einen Mittelungsprozef bestimmt. Die numerische Instabilitdt des urspriing-
lichen Dickenoptimierungsproblems 148t sich darauf zuriickfiihren, da} das zugrunde liegende
Variationsproblem keine Lésung besitzt. Bereits 1970 wiesen Lurie [150] bei entsprechenden
Problemen in der Elektrodynamik sowie 1975 Tartar [248] und 1977 Murat [181] allgemein
bei Systemen, deren Verhalten durch partielle Differentialgleichungen beschrieben wird, darauf
hin, daB fiir bestimmte Optimierungsprobleme keine Losung existiert. Diese Problematik
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wurde in den folgenden Jahren unter anderem von Lurie [151] 1980, Velte und Villaggio [265]
1982, Armand [9] 1983 genauer untersucht. Kohn und Strang [143] zeigten 1983 am Beispiel
der Maximierung der Torsionssteifigkeit von Balken bei rein plastischem Materialverhalten
einen mathematisch fundierten und fiir zahlreiche Entwurfsaufgaben geeigneten Weg auf, um
Topologicoptimierungsprobleme zu l6sen. Sie erweiterten 1986 diese Vorgehensweise auf
ebene, linear elastische Probleme [144]. Die Methode verkniipft drei Disziplinen miteinander:

s Strukturoptimierung
¢ Relaxation von nichtkonvexen Funktionalen
¢ Homogenisierung von mikrostrukturierten Werkstoffen

Das urspriingliche “0-1” Problem, ein homogenes Material optimal im Entwurfsraum zu vertei-
len, wird durch die Aufgabe ersetzt, die optimale rdumliche Verteilung der Materialparameter
eines speziell strukturierten, pordsen Werkstoffs zu bestimmen. Das durch die Einfiihrung
pordser Materialien relaxierte Problem besitzt eine Losung, die mit numerischen Verfahren
ermittelt werden kann. Die mechanischen Eigenschaften des porosen Werkstoffs werden in
Abhiingigkeit von den Materialparametern mit Homogenisierungsverfahren berechnet. In einer
rapiden, bis heute andauernden Entwicklung wurden diesem Weg folgend zahlreiche Topolo-
gieoptimierungsprobleme fiir Scheiben, Platten, Schalen sowie 3-dimensionale Kontinua
untersucht. Aus den vielen Veroffentlichungen der letzten Jahre ist sicherlich der Beitrag von
Bendsge und Kikuchi 1988 [26] hervorzuheben, in dem die Autoren einen einfachen und
robusten Algorithmus vorstellen, um Scheibentragwerke mit maximaler Steifigkeit bei vorge-
gebenem Gewicht numerisch zu bestimmen. Auf die wesentlichen Entwicklungen und An-
wendungen der Topologieoptimierung wird in den entsprechenden Abschnitten dieser Arbeit
eingegangen. Fiir einen detaillierten Uberblick werden das Buch von Bendsge [34], die Kon-
ferenzbinde von Eschenauer, Olhoff [86], Bendsge, Mota Soares [29] und Pedersen [199]
sowie die Ubersichtsaufsitze von Olhoff, Taylor [189] und Rozvany et al. {221] empfohlen.

Die materielle Topologicoptimierung kann in diskrete und kontinuierliche Ansitze getrennt
werden. Die Arbeiten Zur kontinuierlichen Topologieoptimierung beziehen sich jedoch oftmals
auf die Untersuchungen der “Layout”~Optimierung, die als ein Grenzfall der kontinuierlichen
Ansitze angesehen werden kann. Im Anhang A2 wird die typische Vorgehensweise der
“Layout”-Optimierung am Beispiel von Michell-Strukturen erléutert. In diesem Kapitel wird
die Theorie der kontinuierlichen, materiellen Topologieoptimierung vorgestelit3.

3. Die weiteren Betrachtungen zur materiellen Topologieoptimierung beziehen sich vorwiegend auf
die kontinuierlichen Ansitze. Daher wird im folgenden auf eine Unterscheidung zwischen diskre-
ten und kontinuierlichen Verfahren verzichtet. Die diskreten und quasi—kontinuierlichen Ansitze
werden unter dem Begriff “Layout”-Optimierung zusammengefafit. Die kontinuierlichen Ansitze
werden kurz als materielle Topologieoptimierung (von kontinuierlichen Tragwerken) bezeichnet.
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3.1  Materielle Topologieoptimierung

In den vergangenen Jahren wurden eine Vielzahl von theoretisch fundierten und heuristischen
Topologieoptimierungsverfahren entwickelt, in denen die Optimierungsaufgabe als kontinuier-
liches Materialverteilungsproblem formuliert wird. Einige der bedeutendsten heuristischen
Verfahren werden im Anhang A3 kurz vorgestellt. In den folgenden Abschnitten wird der
theoretische Hintergrund der mathematisch-mechanisch orientierten Verfahren am Beispiel
von Tragwerken maximaler Steifigkeit erldutert.

Eine bestimmte Menge eines isotropen Materials ist so zu verteilen, da die Dehnungsenergie
im Entwurfsraum € minimal wird. Das statische Gleichgewicht wird in schwacher Form
erfiillt, wobei aus Griinden der Ubersichtlichkeit Volumenkrifte vernachlissigt werden. Die
Materialverteilung im Entwurfsraum Qg kann durch verschiedene physikalische GriBen be-
schrieben werden. Bei diinnwandigen Tragwerken liegt es nahe, die Materialverteilung im
Entwurfsraum anhand der Dicke h(x) darzustellen. Im 3-dimensionalen Fall kann die Material-
verteilung im Entwurfsraum durch bestimmte Materialparameter oder allgemein den Material-
tensor C(x) beschrieben werden.

min % J eT(x) Cx) e(x) dQ, G.1)
C
Qg

jpox<x)dszs—fn“=o

QS
f 8eT 0 dQ = JauT pdlpys 5 dmu € Vy(Q) C HY(Q
Q T'ps

1V x&eQ,

. CLs
0V xequ, @ 0 V&Ll

Cx) =xx Cy ; xx = {
Der Ort aller Materialpunkte Qp, € Q wird durch die beliebig diskontinuierliche Indikator-
funktion x(x) — auch Trigerfunktion genannt — beschrieben. Die Masse des verfiigbaren Mate-
rials T ist konstant. Der Tensor C, bezeichnet den Materialtensor, p,, die Dichte des isotropen,
homogenen Materials. Das Variationsproblem (3.1) kann im allgemeinen nur mit numerischen
Methoden geldst werden. Das Verschiebungsfeld u und die Indikatorfunktion % werden mit
elementweise stetigen Ansitzen auf demselben FE-Netz approximiert.

u=u'NE) ;o u" € ViQy) C V(@) C BQ (32)
X = %@ Pk € V) CHI(Qy) (3.3)
Die Indikatorfunktion y" kann durch elementweise konstante Ansitze beschrieben werden,

womit eine diskontinuierliche Materialverteilung dargestellt wird. Die Finiten Elemente mit
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5 “0-1 ”—Optimierung> ]
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Bild 3.2: “0-1” Formulierung des materiellen Topologieoptimierungsproblems

)A(i = () bzw. )A(i = 1 sind in einem ganzzahligen “0-1" Optimierungsproblem zu bestimmen
(Bild 3.2). Die Formulierung des Topologieoptimierungsproblems als ganzzahlige Opti-
mierungsaufgabe weist jedoch mehrere gravierende Nachteile auf.

» Die Optimierungsergebnisse hingen erheblich von der gewihlten Diskretisierung ab.
o Das diskretisierte “0—1” Optimierungsproblem besitzt zahlreiche lokale Minima.

e Das “0-1” Problem stellt eine ganzzahlige, kombinatorische Optimierungsaufgabe dar, die
nur mit groBem numerischen Aufwand gelost werden kann®.

Kohn und Strang {144] fiihren die starke Abhdngigkeit der Optimierungsergebnisse von der
zugrunde liegenden Diskretisierung und das Auftreten zahlreicher lokaler Minima bei der
“0-1” Formulierung darauf zuriick, da das Variationsproblem (3.1) keine Losung in
uh € HY(Qy), x" € H!(Qy) besitzt. Auf diese Problematik wird zwar in der Literatur wieder-
holt hingewiesen, ohne da jedoch der Zusammenhang zwischen der Ursache und den nume-
rischen Effekten des Problems anschaulich erldutert wird. Die Charakteristika des Variations-
problems (3.1) werden zunichst an einem eindimensionalen Beispiel diskutiert. In den weiteren
Abschnitten wird anfgezeigt, wie das Topologieoptimierungsproblem mit Hilfe von Regulari-
sierungs— und Homogenisierungsverfahren gelost werden kann. Zur Vertiefung dieser
Thematik werden dem mathematisch orientierten Leser dariiber hinaus die Beitrige von
Allaire, Kohn [2], Cherkaev [57] und Kohn, Strang [144] empfohlen. Zunichst wird von einem
elastischen Materialverhalten bei kleinen Verzerrungen ausgegangen. In Abschnitt 4.4 wird
die Methode der materiellen Topologieoptimierung auf nichtlineares Materialverhalten er-
weitert. Die weiteren Betrachtungen beschrénken sich auf das Problem, die optimale Verteilung
eines isotropen Materials im Entwurfsraum zu bestimien. Die zugrunde liegende Theorie
und die daraus entwickelten Verfahren kénnen jedoch direkt auf Materialverteilungsprobleme
mit mehreren, anisotropen Materialien erweitert werden (u.a. Thomsen [256]).

4. Anagnostou et al. [7] verwenden beispielsweise einen “simulated annealing”-Algorithmus, um
die Materialverteilung in einem mit wenigen Elementen diskretisierten Entwurfsraum zu opti-
mieren. Eine feinere Diskretisierung iibersteigt jedoch schnell die numerische Kapazitit von ganz-
zahligen Optimierungsverfahren.

]2



3.2, Eigenschaften der variationellen Formulierung

Die mathematischen Eigenschaften des Variationsproblems (3.1) werden an einem eindimen-
sionalen, weitgehend abstrakten Modell erldutert.

1

min % J By Vau(ol* dx ; u € Vy(Qy) C H'(Qy) (3.4)
0

1

Ipox(x)dx—l‘ﬁ=0
0

1V Vau=0
X(x) = {0 V V=0 ; X E Vy(§ds) € Le(R)
Der eindimensionale Entwurfsraum €2, kann niherungsweise als Stab der Linge 1 mit der
Querschnittsfliche 1 interpretiert werden. Der Elastizitdtsmodul des isotropen Materials wird
mit B, bezeichnet. Der Stab ist an der Stelle x = 0 fest eingespannt: u(0) = 0. Die vorge-
schriebene Verschiebung an der Stelle x = 1 betrdgt u(l) = u. Es greifen keine zusitzlichen
duBeren Krifte am Stab an. In der Aufgabenstellung (3.4) ist bereits beriicksichtigt, daB nur
dort im Entwurfsraum Material y = | notwendig ist, wo die Spannungen o = E; Vyu
ungleich Null sind. Die Lagrange-Formulierung des Optimierungsproblems (3.4) lautet:

)

max min L{u,n) = f ( M Pg X(X) +% E, IVXu(x)IQ) dx —nm (3.5)
ki u

0
Fiir die Charakterisierung des Variationsproblems ist es ausreichend, das Minimierungsproblem
in den Verschiebungen u bei festem Lagrange-Multiplikator 1 zu betrachten. Ohne Ein-

schrinkung der Allgemeingiiltigkeit werden n = py = 1, E, = 2 gewihlt.
1

min f:Jde ;g = (3.6)

u

L+ 1Vl V[Vl >0

0 vV V=0

0
Variationsprobleme konnen entweder mit direkten oder indirekten Methoden gelost werden.
Letztere bestimmen die Nulistellen der zugehorigen Euler-Gleichungen entweder analytisch
oder numerisch mit Differenzenverfahren. Direkte Methoden, wie das Ritzsche Verfahren bzw.
die Finite Elemente Methode, sind fiir das vorliegende Randwertproblem (3.4) bzw. (3.6)
besser geeignet. Die Verschiebungen u werden durch lokale oder globale Ansitze ul approxi-
miert. Fiir eine gewihlte Diskretisierung minimiert die Niherungsldsung u” das Funktional
f(uM). Der unendlichdimensionale Funktionenraum V(@) C H'(Q,) fiir u & Vu(Qs) wird
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auf einen endlichdimensionalen Unterraum V(€ C V(Qo) C HYQy) fiir uP € V(Qy)
beschrinkt. Der Unterraum VI(Q,) ist die Menge aller Funktionen beziiglich der gewshlten
Diskretisierung in HY(Q,). Diese Vorgehensweise ist jedoch nur dann sinnvoll, wenn fiir eine
zunehmende Verfeinerung der Diskretisierung oder Erhohung der Ordnung der Ansatzfunk-
tionen, d.h. h - 0, die Naherungslosungen ul gegen die kontinuierliche Lésung u konver-
gieren. Jede so erzeugte Folge von Niherungslosungen bildet in diesem Fall eine sogenannie
Minimalfolge {uP}. Dariiber hinaus sind die Eindeutigkeit und Stabilitit des Variations-
problems nachzuweisen. Eine allgemeine und verstindliche Einfiihrung in die Variations-
rechnung findet man bei Funk [97]. Auf die Losbarkeit von Variationsproblemen mit direkten
Methoden gehen Ekeland, Temam [84] sowie Dacorogna [69] ausfiihrlich ein.

Fiir die Existenz einer Minimalfolge ist es notwendig, dafl das Funktional in einem gegebenen
Funktionenraum schwach unterhalb stetig ist.

lim { inf f(u®) ) = fw (3.7)
h—0
Diese Bedingung stellt eine Erweiterung des Satzes von Bolzano-Weierstral dar, wonach jede
stetige Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall ein Minimum und ein Maximum ein-
nimmt. Ist man nur an einem Minimum interessiert, so kann die Stetigkeitsanforderung auf
die notwendige Bedingung zuriickgenommen werden, daf die Funktion im betrachteten Inter-
vall unterhalb stetig ist. In der Bedingung (3.7) ist zu beachten, da} nicht der Grenzwert von
Funktionswerten, sondern die Konvergenz von Funktionalen in Abhingigkeit von Funktionen
betrachtet wird. Man unterscheidet in (3.7) zwischen einer starken und einer schwachen Kon-
vergenz. Eine statke Konvergenz in HY(Qy) liegt vor, wenn gilt:

fu®) = fw  fir [uh—u, =0 (3.8)

Fiir dic Existenz einer Minimalfolge ist es allerdings ausreichend, wenn das Infimum von
f(ul) schwach gegen f(u) konvergiert.

f(uhy — f(u) fiir <G,uh> — <G,u > ;. GeHQY (3.9)
Der Dualranm H ™ () bildet die Menge aller linearen Funktionale auf HY(Qy).
1
(Guh) = I(g, wh g VUl dx 3 BBy € Ly@y) (3.10)
0

Jedem G sind die Funktionen g, und g, eindeutig zugeordnet. Das Funktional (3.6) ist nur
dann in HY(Q,) schwach unterhalb stetig, wenn dessen Integrand G(Vyu) in Vyu konvex ist
(Dacorogna {69]). Der Graph des Integranden §(Vu) zeigt jedoch, da dies hier nicht der
Fall ist (Bild 3.3a). Dieses Problem kann rein anschaulich dadurch behoben werden, daf eine
konvexe Hille f, um f gelegt wird (Bild 3.3b). Das so “konvexifizierte” Ersatzproblem f,
besitzt eine Minimalfolge, die gegen die kontinuierliche Losung konvergiert.
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a. Ausgangsproblem (3.5) b. Konvexifiziertes Problem (3.11)

Bild 3.3: Integrand des Modellproblems
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Die Eigenschaften des Ausgangs— und des konvexifizierten Problems werden anhand eines

expliziten Beweises, daB das reduzierte Variationsproblem (3.6) in H!(Q,) nicht schwach un-

terhalb stetig ist, eingehender untersucht. Es wird gezeigt, daB fiir bestimmte Randbedingungen

u(1) = U eine schwach Konvergente Folge {u"} konstruiert werden kann, fiir die gilt:

lim ( inf F(uh)) <F(Q) ; 8 E ViR (3.12)
h—0

Die Funktion @ kann frei in HI(QS) gewihlt werden. Fir den folgenden Beweis ist:
i(x) = T x (3.13)

Die Folge { uh} wird, wie in Bild 3.4 dargestellt, gewihlt. Der Entwurfsraum Qg wird in 1/h
Teilintervalle der Lange h eingeteilt. Jedes Teilintervall selbst wird in einen Bereich mit kon-
stantem u® der Linge h(n—1)/n und einem Bereich mit linear ansteigendem u" der Linge h/n
aufgespalten. Im i-ten Teilintervall berechnet sich ub aus:

ThG-1) V hG-D=<x=<hl(i~1/)
uh = i=1,.,1/nh (3.14)
Unx~Thim-1V h{i-1/h<x=<ih

5. Die Existenz einer Losung bei mehrdimensionalen Problemen u & R?, n> 1 wird durch die Quasi-
Konvexitiit bzw. Poly-Konvexitit des Integranden gesichert (Dacorogna [69]). Die Konvexitit
von Funktionalen ist von dem in Abschnitt 2.1 eingefithrten Konvexititsbegriff fiir Parameteropti-
mierungsprobleme zu unterscheiden. Die Konvexitdt eines Funktionales sichert die Existenz einer
Losung fiir verschiedene Diskretisierungen. Die Konvexitit des Parameterproblems dagegen
sichert die Existenz einer Losung fiir eine bestimmte Diskretisierung,
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Bild 3.4: Konstruktion einer Niherungslosung fiir das Modellproblem (3.6)

Die Funktionale fiir die Verschiebung i und die Folge {ul} ergeben sich fiir das reduzierte
Optimierungsproblem (3.6) zu:

fy=1+1u ; fuhy=Llia2n (.15)

Der Faktor n = 1 wird nun so gewihlt, dal das Funktional f(uh) minimal wird. Mit einer

optimal angepafiten Intervallunterteilung

1 vV =1
" /g VvV Jul<1 (3.16)

folgt fiir das diskretisierte Funktional (3.15) :

f(u®) et Vo= 3.17)
u bl .
2l ¥V <1

Somit gilt fir [@] < 1:
Fuh) < f(a) v (3.18)

wobei die Folge {ul'} schwach gegen @ konvergiert (— Anhang A9). Damit ist der Beweis
vollstandig, daB das Variationsproblem (3.4) in H'(Qy) nicht schwach unterhalb stetig ist.
Es besitzt daher keine Losung in diesem Funktionenraum.

Anhand der Niherungslosung u® konnen einige Effekte verdeutlicht werden, die bei dem
Versuch auftreten, das Ausgangsproblem numerisch zu 16sen.

»  Aus der Anpassung der Diskretisierung (3.16) wird ersichtlich, daB die Naherungsiosung mit
einer zunehmend feinen Diskretisierung fiir [t] — 0 immer heftiger oszilliert (Bild 3.5). Dies
erklirt, da3 die numerische Losung von Topologieoptimierungsproblemen in der “0-1" For-
mulierung (3.1) bei einer Verfeinerung des FE-Netzes im Entwurfsraum nicht konvergiert
und die optimierte Materialverteilung in einem erheblichen MaBe von der gewihlten Diskre-
tisierung abhingig ist. ‘

 Fir [u] < 1 betrigt die Amplitude V,u® = % 1. Die Feinheit der Diskretisierung hat keinen
EinfluB auf das Minimum des Funktionals f(u™). So fiihren beispielsweise die beiden Ver-
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ldufe von Vyu® fiir 0 = 0.5 zu demsetben Minimum f(u") = 1. Dies erklirt das Auftreten
zahlreicher lokaler Minima und die Instabilitit der numerischen Naherungslosung der “0-1”
Formulierung.

Die Eigenschaften und die daraus resultierenden numerischen Probleme der variationellen For-
mulierung des Topologicoptimierungsproblems (3.1) wurden anhand des Modellprobléms (3.6)
exemplarisch aufgezeigt. AbschlieBend wird an diesem Beispiel ein Weg skizziert, wie das
Optimierungsproblem zu formulieren ist, damit es mit direkten Methoden geldst werden kann.
Die lokale Diskretisierung von ub und damit die lokale Materialverteilung ¥t sind in (3.17)
durch eine entsprechende Intervallunterteilung n (3.16) den Randbedingungen u(0) = 0,
u(l) = U optimal angepaft. Das Ergebnis der optimierten Diskretisierung (3.17) entspricht
der Losung Viu = U des konvexifizierten Variationsproblems (3.11). Diese Betrachtung fiihrt
zu folgenden Schliissen, die im folgenden Abschnitt verallgemeinert werden.

» -Die optimalen, hochfrequenten Schwingungen konnen im Integral, d.h. im Mittel, be-
schrieben werden. Der konvexe Integrand (3.11) bzw. (3.17) ergibt sich aus den glatten
Verschiebungen uc(x), wenn die Dichte und der Elastizitdtsmodul Funktionen der Dehnung
V,u darstellen.

uy(x) = T x ; p ~ Vyu pg ; E ~ Vl_u E, ; Va < 1 (3.19)
X

Die Verschiebung uc(x) ist eine Losung des konvexen Ersatzproblems, fiir das die Existenz
einer Losung in H'(Qy) gesichert ist. Die Eindeutigkeit der Lssung kann jedoch nicht garan-
tiert werden.

Diskretisierung: h = 1/3

V,uh V,ub V,ub
0 Ix 0 ix 0 ’ 1x
=1 T =05 = 0.1
Diskretisierung: h = 1/9
quh YVl V,uh
0 T 0 T 1x 0 ‘ 1 x
T=1 =05 u= 01

vBild 3.5: Einfluf} der Randbedingung U und der Diskretisierung h auf die Losung
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* Der Integrand des Ersatzproblems bildet eine konvexe Hiille um den urspriinglichen Inte-
granden. Wie dieses Beispiel anschaulich zeigt, entsprechen die Punkte auf der konvexen
Hiille den lokalen Energien einer, fiir das jeweilige @ optimalen, lokalen Materialverteilung.

Anmerkung:

Das statische Gleichgewicht eines linear elastischen Tragwerks folgt aus der Losung des Varia-
tionsproblems (2.42). Die Verschiebungen u minimieren das Funktional “potentielle Energie
IT”. Die Existenz und Eindeutigkeit der Losung fiir u € H' wird auf die Beschrinktheit und
V-Elliptizitit der Bilinearform des Variationsproblems zurtickgefiihrt (u.a. Eriksson et al.
[85]). Bs wird zumeist nicht explizit bewiesen, daB die potentielle Energie Il nach (3.7)
schwach unterhalb stetig ist. Die numerischen Ergebnisse von FE-Berechnungen mit Verschie-
bungselementen weisen jedoch darauf hin, daf diese Bedingung ebenfalls erfiillt wird. So
werden die potentielle Energie des Tragwerks iiberschiitzt, die innere Energie und die Verschie-
bungen unterschitzt.

3.3  Regularisierung — Relaxation - Poriose Werkstoffe

Das Topologieoptimierungsproblem kann in der variationellen Formulierung (3.1) mit nume-
rischen Methoden nicht gelost werden. In der optimalen Materialverteilung treten hoch-
frequente Oszillationen in den Verschiebungen auf (— Abschnitt 3.2). Der Funktionenraum
der Verschiebungen u € HYQ,) ist fiir beliebig diskontinuierliche Materialanordnungen
% € L (€2,) nicht geschlossen (Bendsge [24]). Es bestehen zwei grundsitzlich verschiedene
Moglichkeiten, das Variationsproblem zu regularisieren, d.h. das Optimierungsproblem so zu .
formulieren, daB eine Losung in HI(QS) existiert. Zum einen kann der Funktionenraum fiir
x auf L,(Q) eingeschrinkt werden, indem beispielsweise der Umfang der Gebiete Qi
begrenzt wird. In der diskretisierten Formulierung des Optimierungsproblems berechnet sich
der Umfang aus dem Integral der Spriinge der Indikatorfunktion iiber die Elementkanten a.

j
im Entwurfsraum.

A A 2 = IS A v
> ( - XJH) 3, -R=0 ; 33 e(01) ; ReER* (320
Kanten
Diese Form der Regularisierung sichert lediglich die Existenz einer Losung. Das Optimierungs-
problem weist jedoch eine grole Anzahl von lokalen Minima auf, so daf die Lésung numerisch
nicht stabil ist. Die Nachteile eines ganzzahligen Optimierungsproblems bleiben bestehen.

Anstatt den Funktionenraum fiir die Indikatorfunktion ¥ zu verkleinern, kann der Funktionen-
raum fiir die Verschiebungen u erweitert werden. Dieses Verfahren wird als Relaxation
bezeichnet. Das Auftreten von hochfrequenten Oszillationen bedeutet, da das optimale Trag-
werk beliebig viele und beliebig kleine Locher besitzt. Wenn die optimale Porengrofe gegen
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Null strebt, hat das Optimierungsproblem keine “geometrische” Losung (Kohn, Strang [144]).
Das optimale Tragwerk besteht vielmehr aus einem pordsen, im allgemeinen anisotropen Werk-
stoff mit einer rdumlich verdnderlichen Dichte 0 = p(x) = p,. Der pordse Werkstoff ist aus
dem isotropen, homogenen Ausgangsmaterials aufgebaut, das im weiteren mit dem Index “0”
gekennzeichnet wird. Die effektiven Werkstoffeigenschaften werden mit Homogenisierungs-
verfahren ermittelt. Die makroskopischen Verschiebungen u € HY(Q,) werden aus den
Zustandsgleichungen mit dem effektiven Werkstofftensor C(x, p) berechnet. Sie beschreiben
das mikroskopische, stark oszillierende Verhalten des pordsen Werkstoffs im lokalen Mittel.
Diese Form der Regularisierung ermoglicht es, die Komplexitit des Topologieoptimierungs-
problems zu beriicksichtigen und die Grenzen optimaler Tragwerke zu erfassen.

Die Erweiterung des Problems auf pordse Werkstoffe fiihrt auf eine kontinuierliche Formu-
lierung in der Dichte p(x).

min % jaT(x) C(x) e(x) d€2; ; C(x) = Cx,p) 3.21)
Y

QS

Jp(x)dQs—ﬁ=0 ;P ={pPELLR)I0=p < pg]

QS

féeT g dQ, = JénT pdlys & duu € Vy(Qy) € HY(Qy)

Qs Tps

Der Funktionenraum der Verschiebungen u wird durch den makroskopischen Materialtensor
C des porosen Werkstoffs relaxiert. Die Funktion C(p) ist so zu wihlen, daR die Relaxation
folgende Bedingungen erfiillt (Kohn, Strang [144]):

+ Das relaxierte Problem ist in u &€ H!(Q,) schwach unterhalb stetig. Es besitzt folglich zu-
mindest eine Losung in HY(Q,).

* Die Infima der urspriinglichen Optimierungsaufgabe (3.1) und des relaxierten Problems
(3.21) stimmen iiberein.

e Die Losung u € HY(Q,) des relaxierten Variationsproblems (3.21) konvergiert schwach
gegen die Losung des Ausgangsproblems (3.1).

Das kontinuierliche Optimierungsproblem hat nur dann eine Losung in H'(Qy), wenn der
pordse Werkstoff lokal so strukturiert ist, da8 er fiir einen gegebenen Verschiebungszustand
die maximal mogliche Steifigkeit besitzt. Die Dehnungsenergien der optimalen Mikrostruk-
turen bilden eine quasi-konvexe Hiille im Raum der Verschiebungen fiir den Integranden des
urspriinglichen Problems. In diesem Fall sind die Infima der urspriinglichen Optimierungsauf-
gabe (3.1) und des relaxierten Problems (3.21) gleich. Das Optimierungsproblem tendiert bei
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Lc—0

Bild 3.6: G-Konvergenz heterogener Werkstoffe

Verwendung nichtoptimaler Werkstoffe dazu, mit dem vorhandenen Material optimale Mikro-
strukturen zu formen. In diesem Fall treten abermals hochfrequente Oszillationen auf und die
Optimierungsergebnisse sind wiederum von der Diskretisierung abhingig.

Das Kompaktheitstheorem der G—Konvergenz fiir heterogene Werkstoffe sichert, daB die
Losung des durch die Einfithrung von pordsen Werkstoffen relaxierten Problems (3.21) gegen
die Losung dés Ausgangsproblems (3.1) konvergiert (Dal Maso [70]). Das Theorem gilt fiir
elastische Werkstoffe, die aus zwei oder mehreren nichtdegenerierten Materialien mit verschie-
denen Materialeigenschaften C1,C~ = 0 aufgebaut sind (Bild 3.6). Die charakteristische
Linge der Einschliisse, die aus dem weicheren C~ bestehen, wird mit {. bezeichnet. Die
mikroskopischen Zustandsgrofien u’, €5 of in cinem heterogenen Werkstoff ergeben sich
aus der Losung des Variationsproblems (2.45) bzw. des zugehorigen elliptischen Randwertpro-
blems. Aufgrund der rdumlich oszillierenden Materialtensoren C*, C ~schwingt die Losung
des Randwertproblems u®hochfrequent. Die Oszillationen sind um so heftiger, je heterogener
der Werkstoff, je kleiner die Mikrozelle ist. Fiir L, — 0 besitzt das Variations— bzw. Randwert-
problem keine Losung u € H'(Qy). Das Kompaktheitstheorem der G-Konvergenz besagt,
daB fiir jede dufere, makroskopische Kraft p € L,(Q;) die mikroskopischen ZustandsgroBen
ug, et, o schwach in L,(€25) gegen die makroskopischen Zustandsgrofen u, &, o konver-
gieren, wenn die charakteristische Linge der Mischung ¢, gegen Null strebt,

ux) = lim ubx) ; &x) = lim €x) ; o®x = lim o%x) (3.22)
.0 ) =0

Die makroskopischen Grofien werden durch makroskopische kinematische Beziehungen und

das Hookesche Gesetz verkniipft, wobei C den homogenisierten Materialtensor bezeichnet.

e(x) = L(x) u(x) o(x) = C(x) &x) (3.23)

Die mikroskopischen Zustandsgleichungen werden durch die Homogenisierung des Material-
tensors regularisiert. Der heterogene, mikrostrukturierte Werkstoff, der aus den Materialien
Ctund C~ aufgebaut ist, wird durch ein homogenes Material mit gemittelten, makro-
skopischen Eigenschaften C ersetzt. Das effektive Strukturverhalten wird durch die makro-
skopischen ZustandsgroBen u, €, o beschrieben, welche die hochfrequente Strukturantwort
ut, sﬁ, of im lokalen Mittel beschreiben.
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Wie in Abschnitt 3.2 ausgefiihrt wurde, treten bei der Minimierung der inneren Energie in
der Topologieoptimierung ebenfalls hochfrequente Oszillationen in den Verschiebungen auf.
Durch die Einfihrung von mikrostrukturierten Materialien werden beliebig hochfrequente
Oszillationen a priori zugelassen und durch die Homogenisierung des Materialtensors im Mittel
beschrieben. Diese Form der Homogenisierung erfiillt die an die Relaxation des Optimierungs-
problems gestellten Bedingungen, da die mikroskopischen Verschiebungen u® schwach gegen
die makroskopischen Verschiebungen u konvergieren. Dies trifft auf alle Entwurfskriterien
zy, die in den Verschiebungen schwach stetig sind. Hierzu zihlen die innere Energie bzw.
die Dehnungsenergie, die Eigenfrequenzen, die Grenzlast und das Spannungsvolumen einer
Struktur. Im Vergleich zu der abstrakten Konvexifizierung des Losungsraums, die in Abschnitt
3.2 skizziert wurde, ist die Homogenisierung insbesondere fiir mehrdimensionale Probleme

weitaus anschaulicher und einfacher zu realisieren.

Das zuvor erlduterte Kompaktheitstheorem verliert seine Giiltigkeit, wenn zur Beschreibung
pordser Werkstoffe anstatt eines weichen Materials direkt Locher eingefiigt werden: C~ = 0
(Allaire, Kohn [2]). Der physikalische Effekt eines Risses unterscheidet sich grundlegend von
dem eines beliebig kleinen Einschlusses aus beliebig weichem Material C~ — 0. Der EinfluB
einer Pore C™ # 0 auf das lokale Verschiebungsfeld verschwindet, wenn die Porengrofie
gegen Null geht. Im Gegensatz dazu kénnen die Verschiebungen iiber einen noch so feinen
Rif} diskontinuierlich sein. Daher werden porose Werkstoffe in der Topologieoptimierung in
beliebig guter Néherung durch heterogene Materialien mit C* = Clund C~ = 0, C~ — 0
beschrieben.

Das relaxierte Problem setzt sich aus einem globalen Optimierungsproblem in der Dichtever-
teilung p(x) und einem lokalen Problem im Materialtensor C zusammen (Jog et al. [130]).

min

f min ( e7(x) C(x) ex) ) dQs 5 C(p,¥) € Gp(Qy) (3.24)
p C

joN

23—

Weiterhin sind die globalen Nebenbedingurigen gemifl der Aufgabensteliung (3.1) bzw. (3.21)
zu erfiillen. In jedem Punkt des Entwurfsraums ist der porése Werkstoff auf mikroskopischer
Ebene so zu strukturieren, dafl er die grofte Steifigkeit fiir eine bestimmte Dichte besitzt.
Die Dichteverteilung wird in einem iibergeordneten Optimierungsproblem auf makrosko-
pischer Ebene bestimmt. Die Menge G, enthilt alle effektiven Materialtensoren der Werk-
stoffe, die durch Perforation des Ausgangsmaterials fiir eine bestimmte Dichte p gebildet wer-
den konnen. Die Menge G, muB dabei nicht vollstindig bekannt sein, um das
Optimierungsproblem (3.24) im Materialtensor C zu I3sen. Es ist ausreichend, die extremalen
Materialeigenschaften in Abhingigkeit der Dichte beschreiben zu kdnnen.

Das iibergeordnete Optimierungsproblem entspricht in diskretisierter Form einem gewohn-
lichen Bemessungsproblem, die Dichteverteilung im Entwurfsraum zu optimieren. Der Zusam-
menhang zwischen dem mikroskopischen Aufbau des porosen Werkstoffs und seinen makro-
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skopischen Eigenschaften ist zu beriicksichtigen, um das Optimierungsproblem in C zu I6sen.
Die effektiven Materialeigenschaften in Abhtingigkeit des Aufbaus der Mikrostruktur werden
durch Homogenisierungsverfahren beschrieben.

3.4  Homogenisierung periodischer Mikrostrukturen

Die Einfiihrung von porésen Materialien und die Beschreibung von deren effektiven Material-
eigenschaften mit Hilfe von Homogenisierungsverfahren stellen ein anschauliches Verfahren
zur Regularisierung des Topologieoptimierungsproblems (3.1) dar. Die Bedeutung der Homo-
genisierung fiir die materielle Topologicoptimierung kann daran gemessen werden, daB der
Begriff “Homogenisierungsmethode™ oftmals filschlicherweise als Synonym fiir die materielle
Topologieoptimierung verwendet wird (Rozvany et al. [221]). In der Topologieoptimierung
werden vorwiegend pordse, periodisch aufgebaute Werkstoffe betrachtet (Bild 3.7). Dies stellt
keine Einschrinkung des Optimierungsproblems dar, da simtliche Materialtensoren
C € G(8) aus periodischen Mikrostrukturen gebildet werden konnen. Das makroskopische
Materialverhalten von periodischen Mikrostrukturen kann explizit in Abhingigkeit von mikro-
skopischen Parameter hergeleitet werden. In diesem Abschnitt werden die wesentlichen
Aspekte von Homogenisierungsverfahren am Beispiel von linear elastischen Probleme zusam-
mengefalt.

In der Kontinuumsmechanik wird im allgemeinen der mikroskopische Aufbau des Tragwerks
nicht explizit beriicksichtigt. Statt dessen wird das mechanische Verhalten von statistisch homo-
genen Werkstoffen mittels effektiver Materialeigenschaften auf makroskopischer Ebene be-
schrieben. Die effektiven Eigenschaften der eigentlich heterogenen Werkstoffe konnen anhand
deren mikroskopischen Aufbau mittels Homogenisierungsverfahren bestimmt werden. Fiir ein
linear elastisches Materialverhalten stehen zahlreiche, klassische Verfahren zur Verfiigung.
Hierzu zahlen die “self-consistent”-Methode (Hill [122]), Halpin-Tsai-Gleichungen (Halpin,
Kardos [112]), Eshelby-Methode (Eshelby [89]), Mori-Tanaka~Methode (Mori, Tanaka
[1801). Eine allgemeine Ubersicht iiber die Verfahren zur Beschreibung der effektiven Eigen-

X3 4 Yo = Xz/ [

s ) c+

VergroBerung oc-
Y,
Faktor 1/¢,
Y,
Xy Ty = /G
Heterogenes Material Einheitszelle

Bild 3.7: Periodischer Aufbau mikrostrukturierter Werkstoffe
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Faktor 1/C, e 0

0 Y X 0 Y vy =x/C

Bild 3.8: Multiskalen—-Beschreibung einer hochfrequenten Schwingung

schaften von heterogenen Werkstoffen findet sich bei Christensen [61], Hashin [115] und Ram-
merstorfer, Bohm [208]. Die effektiven Werkstoffeigenschaften werden im wesentlichen aus
den Volumenanteilen der Matrix und der Einschliisse bzw. Fasern bestimmt, wobei verein-
fachende Annahmen tiber den mikroskopischen Aufbau des Werkstoffs getroffen werden.

In der Topologieoptimierung werden pordse, periodisch aufgebaute Werkstoffe mit extremalen
Eigenschaften betrachtet. Diese Eigenschaften hingen von der geometrischen Struktur des
Werkstoffs ab. Es werden daher in der Topologieoptimierung Homogenisierungsverfahren ein-
gesetzt, welche die Geometrie der Mikrozelle explizit beriicksichtigen. Die Theorie dieser
Verfahren sind in Bensoussan [37] und Sanchez--Palencia [224] ausfiihrlich beschrieben. Im
folgenden sind die wichtigsten, fiir das weitere Verstidndnis der Arbeit erforderlichen Aspekte
der Homogenisierung von periodischen Materialien zusammengestellt. In Kapitel A4 des An-
hangs wird das in der vorliegenden Arbeit eingesetzte Homogenisierungsverfahren hergeleitet
und anhand eines numerischen Beispiels erlautert.

Im folgenden werden 2-dimensionale Werkstoffe betrachtet, die aus gleichen Zellen Qy der
GroBe Y% Y, periodisch aufgebaut sind (Bild 3.7). Der Werkstoff ist durch eine Zelle, die
oftmals auch als reprisentatives Volumenelement (RVE) bezeichnet wird, vollstindig charakte-
risiert. Die Zelle besteht aus zwei Materialien, einem steifen Material C* und einem weichen
Material C~. Der Aufbau der Mikrozelle wird durch geometrische Parameter beschrieben,
wie beispielsweise die Halbachsen a,b einer elliptischen Pore. Der Skalierungsfaktor {, < 1
spiegelt das GréBenverhiltnis zwischen dem Tragwerk und der Mikrozelle wider. Aus der
Periodizitdt der Mikrostruktur folgt fiir den Materialtensor CC(X):

n, 0 Y,
Ch0) = CH{x + L, Y) , I, =, |0 MEZ . Y=y (3:25)

Die Schwingungen der ZustandsgroBen in mikrostrukturierten Werkstoffen sind auf Makro-
ebene durch sich in x langsam verindernde und auf Mikroebene durch in y = x/C; periodisch
oszillierende Anteile gekennzeichnet (Bild 3.8). Diese Charakteristik legt eine Beschreibung
der Zustandsgrofien in mehreren Skalen nahe. Die Verschiebungen ub werden in Potenzen
von (, entwickelt.
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ub = uw0x) + oulxy) + 2 uix,y) + ... (3.26)

Der makroskopische Anteil u® = u ist nur von x abhingig. Die mikroskopischen Anteile
u', n, > Osind in'Y periodische Funktionen. Das Ziel des Homogenisierungsprozesses ist,
das Strukturverhalten durch rein makroskopische Zustandsgleichungen im lokalen Mittel zu
beschreiben. Hierfiir wird der Homogenisierungsoperator ()™ eingefiihrt.

() = J a9y (327
Qy

Wendet man diesen Homogenisierungsoperator auf die in {. entwickelten statischen Gleichge-
wichtsbedingungen und Spannungs-Dehnungsbezichungen an, so erhidlt man rein makro-
skopische Zustandsgleichungen. Der homogenisierte Materialtensor berechnet sich aus:

Cija = ( Cg’kl ( Sy By + wklmn)) (3.28)

wobei Yy, die Dehnungen infolge der charakteristischen Verformungen vy, der Mikrozelle
sind. Die charakteristischen Verformungen v, sind die periodischen Losungen der Gleichge-
wichtsbedingungen auf Mikroebene.

J'BWijmn C%jkl Wrimn dQy = — J&pijmn Citjmn dQy (3.29)
Qy Qv

Die charakteristischen Verformungen konnen fiir bestimmte Mikrozellen analytisch, miissen
im allgemeinen jedoch numerisch, beispielsweise mit der Methode der Finiten Elemente,
berechnet werden. Die Koeffizienten des homogenisierten Materialtensors werden in einer
Nachlanfrechnung ermittelt. Die lokalen, inneren Energien der Mikrostruktur und des homoge-
nisierten Werkstoffs sind gleich grof3 (—> Anhang A4).

Miejnek und Schirrmacher [178] schlagen ein etwas anschaulicheres Niherungsverfahren vor,
das direkt auf dem Postulat der gleichen Energien auf Mikro~ und Makroebene aufbaut. Die
Mikrostruktur wird mit Einheitsdehnungszustiinden e%, SEI belastet und die zugehorige Deh-
nungsenergie Hgkl numerisch berechnet. Die Komponenten des homogenisierten Material-
tensors ergeben sich aus der Bedingung, daf3 die inneren Energien der heterogenen Mikrozelle
mit der einer Zelle aus dem homogenen Werkstoff bei gleicher Belastung iibereinstimmen.

T, =1 Cyy 12y (3.30)

Im Gegensatz zu den klassischen Homogenisierungsverfahren wird bei dieser Vorgehensweise
der Aufbau der Mikrozelle explizit berlicksichtigt. Die korrekte Lagerung der Mikrozelle kann
aus dieser vereinfachten Energiebetrachtung (3.30) jedoch nicht abgeleitet werden.
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Anmerkung:

Das vorgestellte Homogenisierungsverfahren ist tiber das Gebiet der Elastizitit von periodisch
mikrostrukturierten Werkstoffen hinaus fiir zahlreiche Probleme von groBer Bedeutung, die
durch ein System partieller Differentialgleichungen mit schnell oszillierenden Koeffizienten
beschrieben werden. Hierzu zihlen die elektrische Leitfahigkeit in heterogenen Stoffen oder
das Verhalten von Fliissigkeiten in pordsen Medien (Sanchez—Palencia [224]).

3.5 Werkstoffmodelle

Die Regularisierung bzw. die Relaxation der Topologieoptimierungsaufgabe (3.1) fiihrt auf
das lokale Problem, den makroskopischen Materialtensor C(x, p) fiir eine vorgegebene Dichte
p so zu wihlen, dafl die Dehnungsenergiedichte im Punkt x fiir einen anisotropen Dehnungs-
zustand & minimal wird.

min (T Cp)e) ;  Cp) E GpX (3.31)
C

Dabei sind sidmtliche Werkstoffe C(p) &€ Gy(x) zu beriicksichtigen, die aus der Mischung
zweier Materialien C* und C~ — 0 gebildet werden kénnen. Aus mathematischer Sicht
geniigt es, das Minimum des lokalen Optimierungsproblems zu kennen, um die konvexe Hiille
zu berechnen und somit das urspriingliche Topologieoptimierungsproblem zu 16sen. Es ist nicht
notwendig, die Mikrostruktur des optimalen por&sen Materials explizit zu bestimmen. Eine
makroskopische Betrachtungsweise ist prinzipiell ausreichend.

Die extremalen Eigenschaften eines beliebigen Werkstoffs, der aus mehreren Materialien CiC
mit den Volumenanteilen 0; aufgebaut ist, werden durch die Grenzen nach Voigt und Reuss
eingeschrinkt. Voigt legt einen konstanten Dehnungszustand zugrunde, um die makroskopische
Dehnungsenergiedichte nach oben abzuschitzen.

% e’ C % (Ze CC) . Cs > (3.32)

Die Annahme entspricht dem Modell von paralle]l geschalteten Federn. Die untere Grenze
der Materialsteifigkeit wird nach Reuss mit Hilfe der Komplementirenergie bei konstantem
Spannungszustand abgeschitzt.

olclosla™ (Yo c o 5 c=(D6 c}*‘)_l (3.33)

Dies entspricht dem Modell von in Reihe geschalteten Federn. Die Grenzen nach Voigt und
Reuss stellen lediglich eine grobe Niherung dar. Hashin und Shtrikman [114] verbessern diese
Abschitzung auf der Basis des Hashin-Shtrikman—~Variationsprinzips. Hiermit konnen die
oberen Grenzwerte des Kompressionsmoduls Ky; und des Schubmoduls Gy fiir einen Werk-
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Bild 3.9: Obere und untere Grenzen des Elastizitdtsmoduls

stoff, der aus einem steifen Material (+)* und einem weichen Material ()~ zusammengesetzt
ist, in guter Ndherung bestimmt werden (Hashin [115]).

= + 6_

Ky = K"+ 1/(K= —=K*) +368+/3 K+ —4G™H) (3:34)
+ 0~

= .35
Gu =0 = TGN T 667K 7261/ G B KT —46%) (3:35)
Der obere Grenzwert des Elastizititsmoduls berechnet sich aus:

_ 9Ky Gy
B = 3%, + Gy (3.36)

Die unteren Grenzen berechnen sich aus (3.34),(3.35), indem die Materialkennwerte K, G,
0 fiir das steife und das weiche Material ausgetauscht werden. In Bild 3.9 sind die oberen
und die unteren Grenzwerte des Elastizitdtsmoduls nach Voigt, Reuss und Hashin, Shtrikman
fiir den Fall C~ %0 iiber dem Volumenanteil des steiferen Materials 0t aufgetragen. Die
unteren Grenzeén nach Reuss und Hashin, Shtrikman streben fiir C~ — 0 gegen die Achsen
E/E* = 0und 8% = 1. Die nichtlineare Abhingigkeit der Materialsteifigkeit von der Dichte
ist fiir porése Materialien kennzeichnend und wird beispielsweise durch Messungen an Metall-
schdumen oder Knochenspongiosa bestitigt. Isotrope Werkstoffe mit maximaler Steifigkeit
16sen das Optimierungsproblem (3.31) jedoch nur fiir den Spezialfall g = 8ij. Fiir beliebige
Dehnungszustinde werden anisotrope Werkstoffe benotigt. Die Grenzen fiir anisotrope Werk-
stoffe werden unter anderem mit selbstkonsistenten Homogenisierungsmodellen (Willis [276]),
auf der Basis eines verallgemeinerten Hashin-Shtrikman—Variationsprinzips (Avellaneda [6],
Milton, Kohn [176]) sowie mittels der “translation”~Methode (Grabovsky [102]) bestimmt,
ohne daf} die Mikrostruktur des Materials dabei explizit ermittelt wird.

Es ist jedoch anschaulicher, konkrete Werkstoffmodelle einzufiihren. Der RelaxationsprozeB
erhilt hierdurch eine konkrete mechanische Bedeutung. Der makroskopische Materialtensor
héngt von der Geometrie des pordsen Materials auf Mikroebene ab. Die geometrischen Para-
meter auf Mikroebene stellen die Optimierungsvariablen des Optimierungsproblems dar. Der
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Zusammenhang zwischen mikroskopischen Geometrieparametern und makroskopischen
Werkstoffeigenschaften wird durch die Homogenisierungsgleichungen beschrieben (— Ab-
schnitt 3.4). Das Werkstoffmodell muB so beschaffen sein, daB es das Optimierungsproblem
(3.31) fiir alle auftretenden Dehnungszustinde 16sen kann. Es ist zu beachten, daB zwar einer
Mikrostruktur ein makroskopischer Materialtensor eindeutig zugeordnet ist, verschiedene
Mikrostrukturen kénnen jedoch dieselben makroskopischen Werkstoffeigenschaften besitzen,

In der Topologieoptimierung werden sowohl makroskopische Formulierungen wie auch
Mikro—-Werkstoffmodelle eingesetzt. Nur wenige Ansitze auf der Basis von Mikro~Werkstoff-
modellen 18sen das lokale Optimierungsproblem (3.31) exakt. Die meisten Makro— und Mikro—
Werkstoffmodelle approximieren die Ldsung in einem Unterraum von Gf)“p(x) C Gy(x). Diese
im weiteren als suboptimal bezeichneten Werkstoffmodelle relaxieren somit das Topologieopti-
mierungsproblem nicht exakt. In den folgenden Abschnitten werden die wichtigsten Ansitze
vorgestellt und die charakteristischen Werkstoffeigenschaften fiir den ebenen Spannungszu-
stand diskutiert. Ein universelles makroskopisches Modell wird auf Platten— und Schalen-
probleme erweitert.

3.51 Optimale Mikrostrukturen

Die makroskopischen Eigenschaften von optimalen Mikrostrukturen stimmen mit den Grenz-
werten fiir statistisch isotrope oder anisotrope Werkstoffe iiberein. Bereits 1962 stelite Hashin
[113] fest, dal} ein aus konzentrischen Kugeln aufgebauter Werkstoff einen maximalen Kom-
pressions— und Schubmodul besitzt. Die Kugel aus weichem Material C ™ — @ ist yon einem
Mantel aus steifem Material C* umgeben (Bild 3.10a). Die Dicke des Mantels ist vom Volu-
menanteil des steifen Materials abhingig. Fiir diese Konstruktion sind konzentrische Kugeln
mit beliebig kleinen Durchmessern notwendig, wobei das Verhiltnis der Radien konstant bleibt.
Dieses Modell ist auf statistisch isotrope Werkstoffe beschrinkt. Grabovsky und Kohn [101]
erweitern das Kugel-Modell auf eine Konstruktion aus umimantelten Ellipsoiden (Bild 3.10b).
Mit diesem Modell kann das lokale Optimierungsproblem (3.31) fiir einen bestimmten Bereich
von anisotropen Dehnungszustinden gelost werden, in dem die Exzentrizitdt und Ausrichtung

a. Ummantelte b. Ummantelte c¢. Mikrozelle d. Mikrozelle
Kugeln Ellipsoide nach Vigdergauz “rank-n" Laminat

Bild 3.10:  Optimale Mikrostrukturen
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Makro-Skala ¢2 Mikro~Skala ¢} Mikro-Skala 2 Mikro-Skala 3
Bild 3.11:  Mehrfach geschichtete Laminate

der Ellipsoiden dem Dehnungszustand angepaBt wird. Sowohl die Kugel- wie auch die Ellip-
soiden—Konstruktion gehen von einem vollkommen, ungeordneten Aufbau der Mikrostruktur
aus, der nur im statistischen Mittel beschrieben werden kann.

In der Topologieoptimierung werden iiberwiegend periodische Mikrostrukturen betrachtet, da
sich deren makroskopische Eigenschaften iiber das in Abschnitt 3.4 vorgestellte Homogenisie-
rungsverfahren systematisch berechnen lassen. Bislang sind nur zwei Modelle fiir periodisch
aufgebaute Werkstoffe bekannt, die das lokale Optimierungsproblem in Gp(x) l6sen. Die
Mikrozelle nach Vigdergauz [268] besitzt einen glatten Einschluf €~ = 0 (Bild 3.10c). Die
Form und Orientierung des Einschlusses wird durch ein System von Differentialgleichungen
bestimmt, das fiir beliebige Dehnungs-— bzw. Spannungszustinde nur numerisch gelsst werden
kann (Grabovsky, Kohn [101]). Mehrfach geschichtete Laminate stellen ein hierarchisches
Modell von optimalen, periodischen Mikrostrukturen dar, deren makroskopischen Eigen-
schaften analytisch berechnet werden kénnen (Bild 3.10d).

Mehrfach geschichtete Laminate

Je nach Komplexitit des Modells werden n, Skalen benttigt, um diese Mikrostrukturen zu
beschreiben. In Bild 3.11 ist ein Laminat 3. Ordnung (“rank-3") dargestellt. In jeder Skala
wird die Mikrostruktur als kontinuierliche Struktur betrachtet, die aus einem homogenen
Material C* und einem heterogenen Werkstoff aufgebaut ist. Der heterogene Werkstoff wird
in einer weiteren Skala genauer beschrieben. In der feinsten Skala besteht die Mikrostruktur
aus zwei homogenen, isotropen Materialien C*und C~ — 0. Die “makroskopischen” Eigen-
schaften der Mikrostruktur £2* ! in der Skala T2 werden mittels Homogenisierung berechnet.
Jede Mikrostruktur ist durch die Volumenanteile der Werkstoffe und der Orientierung der
Mikrozelle im Tragwerk eindeutig definiert, wenn nur zwei Ausgangsmaterialien verwendet
werden. In diesem Fall besitzt der makroskopische Werkstoff 2n; Variablen.

Francfort, Murat [95], Milton [175] und Avellaneda [6] weisen nach, daf mehrfach ge-
schichtete Laminate Werkstoffe mit maximaler Steifigkeit fiir beliebige anisotrope Belastungs-
zustinde darstellen. Rank-2 Laminate mit einer orthogonalen Anordnung der Fasern 16sen
das lokale Optimierungsproblem (3.31) fiir einen Lastfall im 2-dimensionalen Fall vollstiandig.
Sie besitzen dieselben makroskopischen Eigenschaften wie die Mikrozelle nach Vigdergauz.
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Orthogonale rank-2 Laminate werden u.a. von Kohn, Strang [144] Bendsge [27] und Allaire,
Kohn [3] in der Topologicoptimierung eingesetzt. Bei 2-dimensionalen Problemen mit
mehreren Lastfdllen sind rank-3 Laminate mit einer entsprechenden Faserorientierung optimal.
Fiir 3—dimensionale Probleme mit einem Lastfall sind rdumlich angeordnete rank—-3 Laminate,
mit mehreren Lastfdllen sind rdumlich angeordnete rank-6 Laminate notwendig. Der kiinst-
liche Aufbau der Laminate unterstreicht einerseits, daB diese Laminate mehr ein mathema-
tisches Werkzeug denn ein realer Werkstoff sind. Andererseits finden sich auch in der Natur
und der Technik zahlreiche “Werkstoffe”, die nach einem hierarchischen Prinzip aufgebaut
sind, wie polykristalline Materialien, Polymere, Knochen und zelluldre Stoffe (Lakes [147]).
In der vorliegenden Arbeit werden orthogonale rank—2 Laminate fiir Optimierungsprobleme
von Scheibentragwerken mit einem Lastfall eingesetzt. Die makroskopischen Werkstoffeigen-
schaften kénnen analytisch mit dem in Abschnitt 3.4 vorgesteliten Homogenisierungsverfahren
berechnet werden. Der Werkstofftensor C” eines rank—1 Laminats wird in einem werkstoff-
eigenen Bezugssystem aufgestellt (Bild 3.12a).
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Die iibrigen Koeffizienten des Materialtensors sind Null. Die Gleichungen (3.37) werden u.a.

von Hassani [116] ausfiihrlich aus den Homogenisierungsgleichungen (— Anhang A4) herge-
leitet. Die Komponenten des Materialtensors konnen fiir den Fall, daB das rank—1 Laminat
aus zwei isotropen Materialien C*, C ™~ mit gleicher Querdehnzahl v besteht, wie folgt verein-
facht werden. Der Volumenanteil des steifen Materials ist mit 6 = 87 gekennzeichnet.

i E* B- , B
Chn=1—weerra-eEr ©  Che=vCu (3.38)
Com=0E*+(1-0E" ; Cip= l_g.‘_/ Chn
a.rank-1 y, 4 0 b.rank-2  y, 4

it

1 1
e 1

™Yy

Bild 3.12; Rank-1 und rank-2 Laminate
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Bild 3.13:  Homogenisierter Materialtensor und Dichte des rank—2 Werkstoffmodells

Das rank-2 Laminat ist aus einer Lage des steifen, isotropen Materials C* mit einem Volumen-
anteil 6, und einer Lage des heterogenen rank-1 Laminats aufgebaut (Bild 3.12b). Der Volu-
menanteil des steifen Materials im rank-1 Laminat betrigt 0. Die makroskopischen Werk-
stoffeigenschaften konnen durch rekursive Anwendung von (3.37) bzw. (3.38) ermittelt
werden. Fiir C* = Cyund C~ — 0 lautet der Werkstofftensor des rank—2 Laminats:

[w] 61 EO ) r -
Chin = 0,0, -vH+( -0y ° Cliz = 0, v Cyyyy (3.39)
Chap = 8, Eg + 03 v2 Cyyyy Chap = 0

Die makroskopische Dichte des pordsen rank-2 Laminats betrigt:
p=(0,+6,~0,8,) p, (3.40)

Das rank-2 Laminat besitzt keine Schubsteifigkeit. Samtliche Krifte werden iiber Normalspan-
nungen abgetragen, wobei die Fasern gleichmiiBig belastet werden. Die Funktionen der Kom-
ponenten des Materialtensors sind in Bild 3.13 fiir v = 0.3 dargestellt. Das optimierte Trag-
werk ist nur fiir einen Lastfall stabil. Diese Eigenschaft ist ebenfalls fiir Michell-Strukturen
kennzeichnend. Das kontinuierliche, durch rank-2 Laminate relaxierte T opologieoptimierungs-
problem entspricht fiir p —> O der Michellschen Formulierung der Topologieoptimierungsauf-
gabe (Allaire, Kohn [2], Bendsge, Haber [32]). Die Materialverteilung 0,(x), 8,(x) und die
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Orientierung des Laminats ©(x) werden iterativ im OptimierungsprozeB bestimmt, wobei die
Fasern in Richtung der Hauptspannungen angeordnet werden. Um numerische Probleme zu
vermeiden, wird mit einer kleinen, “kiinstlichen” Schubsteifigkeit 0 < Cya13 <€ 1 gerechnet.

Rank—2 Laminate besitzen eine hohere Steifigkeit als einfacher aufgebaute Werkstoffe 1. Ord-
nung. Der Grund hierfiir wird an einer Mikrozelle 1. Ordnung O(@é) nach Bild 3.14a veran-
schaulicht (Rozvany et al. [217]). Die Mikrozelle ist aus einer homogenen Faser mit einem
Volumenanteil 8, und hierzu orthogonalen Querrippen mit einem Volumenanteil 8,(1 — 6,)
aufgebaut. Die Komponente C, des makroskopischen Werkstofftensors wird fiir eine zuneh-
mende Anzahl von Querrippen ng numerisch ermittelt (— Anhang A4). Das rank-2 Laminat
O(@%) erhilt man fiir ng — . Der Materialtensor des rank-2 Laminats kann nach (3.39)
analytisch berechnet werden. In Bild 3.14b sind die von Mises Spannungen fiir die charak-
teristischen Verschiebungen vy dargestellt (~> Anhang A4). Die relative Differenz der Kompo-

8, = 0.50
—_—
oftd) 0, = 0.75 o(t)
a. Mikrostruktur O(C¢) i Mikrostruktur O(C%)

ng = 1 (80.85%) v ng = 2 (85.65%) ng = 5 (91.79%)

pl—

ng = 10 (93.35%) ng = 20 (94.15%) ng = 40 (94.11%)
b. Von Mises Spannungen fiir die charakteristischen Verschiebungen v,

Bild 3.14:  Approximation eines rank—2 Laminats
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nenten C,;y; des Werkstofftensors zwischen dem approximierten und dem exakten rank—2
Laminat ist jeweils angegeben. An den AnschluBstellen der Querrippen treten inhomogene
Spannungszustinde infolge von Schubspannungen auf. Die Bereiche mit Schubspannungen
sind um so kleiner, je groBer die Anzahl der Querrippen ist. In der Mikrozelle 1. Ordnung
O(Cé) klingen diese Stérungen nach dem Saint~Venant--Prinzip in einer Umgebung O(Cé) ab,
so daf} grofie Bereiche der Querrippen inhomogene Spannungen aufweisen. Die Querrippen
der Mikrozelle 2. Ordnung O(C%) dagegen besitzen bis auf eine Linge O(Z%) einen homogenen
Spannungszustand. Die Steifigkeit des Werkstoffs nimmt mit der Anzahl der Querrippen zu.
Die Eigenschaften des rank—2 Laminats kénnen jedoch nur fiir ng — o erreicht werden. Eine
vollstindige Relaxation des Topologieoptimierungsproblems erfordert daher die Einfiihrung
einer zusitzlichen Skala.

Optimale Mikrostrukturen relaxieren das Topologieoptimierungsproblem mathematisch exakt.
Sie fiihren allerdings zu Optimierungsergebnissen mit einem sehr hohen Anteil an pordsem
Werkstoff (— Abschnitt 4.1). Da diese Werkstoffe nicht oder nur sehr schwer herstellbar sind,
werden weniger komplexe, jedoch suboptimale Mikrostrukturen verwendet, um anwendungs-
orientierte Topologieoptimierungsprobleme zu 15sen.

3.5.2 Suboptimale Mikrostrukturen

Die optimierte Materialverteilung weist einen geringeren Anteil an porésen Werkstoffen auf,
wenn suboptimale Werkstoffmodelle verwendet werden (— Abschnitt 4.1). Dies erleichtert
die Umsetzung des Optimierungsergebnisses in ein Tragwerk, das aus einem homogenen, iso-
tropen Werkstoff besteht. Das parametrisierte Optimierungsproblem besitzt jedoch lokale
Minima und die Optimierungsergebnisse sind von der Diskretisierung abhingig, da das Opti-
mierungsproblem durch suboptimale Werkstoffmodelle nicht exakt relaxiert wird. Je mehr die
Materialeigenschaften der suboptimalen Mikrostrukturen von denen optimaler Werkstoffe ab-
weichen, desto deutlicher machen sich diese Defekte bemerkbar. In den vergangenen Jahren
wurden verschiedene suboptimale Mikrostrukturen in der Topologieoptimierung untersucht.
Ein isotropes Mikromodell, das dem Kugel-Modell nach Hashin [113] entspricht, wird bei-
spielsweise von Gea [98] eingesetzt. Die makroskopischen Werkstoffeigenschaften werden
nach der Mori-Tanaka—Methode ermittelt (Mori, Tanaka {180]).

Das bekannteste Werkstoffmodell in der Topologieoptimierung ist die Einheitszelle mit Recht-
eck-Loch nach Bendsge und Kikuchi [26]. Dieses Werkstoffmodell beschreibt einen ortho-
tropen Werkstoff 1. Ordnung. Die Abmessungen des Loches a X b und die Orientierung der
Mikrozelle ® sind die variablen Werkstoffparameter (Bild 3.15). Im Gegensatz zu den mehr-
fach geschichteten Laminaten kann in diesem Fall der makroskopische Werkstofftensor nicht
analytisch berechnet werden. Die Komponenten des homogenisierten Werkstofftensors werden
fiir bestimmte LochgroBen a X b nach dem in Abschnitt 3.4 vorgestellten Verfahren ermittelt.
Die Homogenisierungsergebnisse werden durch Bézier— oder Lagrange--Fliichen interpoliert
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Bild 3.15:  Homogenisierter Materialtensor fiir die Einheitszelle mit Rechteck—Loch

bzw. approximiert. Auf diese Weise liegen die Komponenten des Werkstofftensors C{j‘kl(a, b)
als explizite Funktionen in Abhingigkeit der Parameter a und b in einem werkstoffeigenen
Bezugssystem vor. Die Approximationen werden fiir die jeweilige Querdehnzahl vor dem
eigentlichen Optimierungsprozef durchgefiihrt. In der vorliegenden Arbeit wurden die Kompo-
nenten C7y11, CYiz2. Chyyp des homogenisierten Werkstofftensors fiir den ebenen Spannungs-
zustand in 121 Stiitzstellen berechnet und durch Polynome 6. Grades approximiert (— Anhang
A8). Die Approximationen sind in Bild 3.15 dargestellt. Die Komponente C3,,, kann aufgrund
der Symmetrie der Mikrozelle aus C5,5,(a,b) = C{j;,(b, a) berechnet werden.

Der homogenisierte Werkstoff ist fiir a > 0, b > 0 schubsteif. Die optimierte Materialver-
teilung ist daher hinsichtlich der Orientierung des Werkstoffs weniger sensitiv, als dies bei
rank-2 Werkstoffen der Fall ist. Es sind keine komplexen Modelle fiir mehrere Lastfille
notwendig.

3.5.3 Makroskopische Ansiitze

Das Topologieoptimierungsproblem wird physikalisch anschaulich relaxiert, indem pordse
Werkstoffe eingefiihrt werden, deren makroskopische Eigenschaften mit Homogenisierungs-
verfahren ermittelt werden. Die Einbindung von Homogenisierungsverfahren in die Losungs-
prozedur des Optimierungsproblems erhoht allerdings die Komplexitit des Verfahrens, wobei
dies mehr den theoretischen Hintergrund als den Optimierungsalgorithmus betrifft. Daher



wurden zum einen Ansétze entwickelt, die das lokale Optimierungsproblem (3.31) auf einer
rein makroskopischen Ebene exakt 16sen. Zum anderen haben sich approximative Ingenieur-
verfahren bewihrt, in denen die Funktion C(p) so gewihlt wird, daB der optimierte Entwurfs-

raum moglichst eindeutig in leere und mit Material belegte Bereiche unterteilt ist.

Ringertz [213] und Bendsge et al. [33] fithren direkt die Komponenten des makroskopischen
Werkstofftensors als Optimierungsvariablen ein. Die lokale Energiedichte wird durch eine freie
Wahl der Komponenten des Werkstofftensors unter der Nebenbedingung minimiert, daB der
Werkstofftensor positiv definit ist. Die Menge des bendtigten Materials wird in Form von
Invarianten des Werkstofftensors, wie dessen Spur oder dessen Frobenius Norm, gemessen.
Die optimierten Werkstofftensoren besitzen dieselben Eigenschaften wie die homogenisierten,
optimalen Mikrostrukturen. Dieser Ansatz kann einfach auf mehrere Lastfille oder andere
Topologieoptimierungsaufgaben angewandt werden. Die Abhzingigkeiten des makroskopischen
Werkstoffverhaltens von der zugrunde liegenden Mikrostruktur miissen nicht beriicksichtigt
werden. Die Ergebnisse diesAerr Vorgehensweise kénnen jedoch.nur als Referenzlésungen fiir
minimale Dehnungsenergieﬁ dienen. Wie die numerischen Resultate det it diesem Ansatz
untersuchten Optimierungsprobleme zeigen, ist es nur schwer moglich, aus der Verteilung der
Komponenten des Materialtensors oder der Verteilung der Invarianten auf die optimale Topo-
logie des Tragwerks zu schliefen.

Einen vergleichsweise einfachen und leicht verstdndlichen Zugang zur Topologieoptimierung
stellen die rein makroskopischen Werkstoffmodelle der Ingenieurverfahren dar. Das Dichte—
Steifigkeitsverhiltnis wird bei diesen Modellen so gewihit, daB relative Dichten p/p,zwischen
0 und 1 in-der optimierten Materialverteilung nicht auftreten. Es werden hauptséchlich isotrope
Werkstoffmodelle eingesetzt. Das bekannteste isotrope Werkstoffmodell geht auf Bendsge [27]
zuriick und wird in zahlreichen Arbeiten aufgegriffen (u.a. Mlejnek [179], Kumar, Gossard
[146]). Bei diesem Ansatz wird eine nichtlineare Beziehung zwischen der variablen Dichte
und dem Elastizitdtsmodul des Materials definiertS.

B
E=E0<§6) s p={pERIO<p=py) ; B={PERIB=1] (34D

Der Exponent B bestimmt die Nichtlinearitit der Beziehung. Je groBer der Exponent gewdhlt
wird, desto geringer ist der Elastizitidtsmodul bei gleicher relativer Dichte (Bild 3.16). Zhou,
Rozvany [287] und Rozvany et al. [219] interpretieren diesen Ansatz als Penalty—Verfahren,
bei dem Dichten 0 < p/p, < 1 bestraft werden. Derartige Penalty—Verfahren werden zur

6. Metallschiume weisen einen nichtlinearen Zusammenhang zwischen der Materialdichte und der
Steifigkeit auf, der ebenfalls iiber eine exponentielle Beziehung beschrieben werden kann (Bau-
meister et al. [20], Weber [270]). Dasselbe  triff auf bestimmte Arten von menschlichen und
tierischen Knochen zu. Verschiedene makroskopische Modelle fiir Knochenmaterial sind bei Reiter
[211] zusammengestellt (— Anhang A3).
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Bild 3.16:  Makroskopisches, isotropes Werkstoffmodell

Losung von ganzzahligen Optimierungsproblemen eingesetzt. Der Wertebereich der ganz-
zahligen Optimierungsvariablen wird kontinuierlich erginzt und die unzuldssigen Werte im
Optimiefungsproze bestraft. Dies kann entweder explizit tiber einen additiven Strafterm oder,
wie im vorliegenden Fall, implizit durch eine alternative Formulierung des Optimierungs-
problems erfolgen. Sigmund [233] und Swan et al. [245] modifizieren diesen Ansatz im Sinne
einer Fortsetzungsmethode, in dem sie den Exponenten im Verlauf des Optimierungsprozesses
sukzessive erhthen. Auf diese Weise wird die Abhédngigkeit der Optimierungsergebnisse von
der Diskretisierung des Entwurfsraums etwas reduziert. Weitere, rein makroskopische, isotrope
Ansitze mit grundsitzlich vergleichbaren Dichte-Steifigkeitsbeziehungen werden von Kawabe
[132], Swan et al. [244], [245] sowie Youn [283] unter Berticksichtigung der Grenzen nach
Reuss und Voigt vorgestellt.

Das makroskopische, isotrope Werkstoffmodell (3.41) kann direkt auf unterschiedliche mecha-
nische Modelle angewandt werden. In der vorliegenden Arbeit werden mit diesem Ansatz
Scheiben—, Platten— und Schalentragwerke untersucht (— Kapitel 4). Dieser Ansatz enthilt
nur eine Optimierungsvariable und 148t sich leicht in bestehende Finite Elemente Programme
implementieren. Das lokale Optimierungsproblem (3.31) wird mit diesem Ansatz jedoch nur
naherungsweise gelost und folglich ist das Topologieoptimierungsproblem (3.1) nicht voll-
stindig relaxiert. Dies folgt zum einen direkt aus den vorherigen Betrachtungen zu den Mikro-
strukturen. Zum anderen konnen die mathematischen Eigenschaften des Ansatzes (3.41) aus
dem 4quivalenten Steifigkeitsproblem von Scheiben mit variabler Dicke abgeleitet werden.

min —;- Jhﬁ(x) eT(x) Ce(x) dQ, ; u € Vu(Qy) C HI(Qy (3.42)
;
1 Qs
jpoh(x)dgs——ﬁ=0 i h=[h€Lu(Q)I0<h <hshy< ]
QR

Diese Optimierungsaufgabe stellt fiir f = 1 eine Dickenoptimierung von Scheibentragwerken
dar. Die Existenz einer Losung fiir dieses Problem wird von Cea, Malanowski [52] bewiesen.

Im Sinne eines Topologieoptimierungsproblems wird der Exponent § > 1 gewihlt, um Dicken
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zwischen hy und hy;implizit zu bestrafen und somit im Optimum zu vermeiden. Die Penalty—
Formulierung mit- > I fithrt jedoch auf ein nichtkonvexes Funktional, fiir das die Existenz
einer Losung nicht garantiert werden kann (— Abschnitt 3.2). Die Ergebnisse der Penalty—
Formulierung sind numerisch instabil und hiingen in einem erheblichen MaBe von der Diskreti-
sierung der Dickenverteilung ab. Olhoff et al. [187] sowie Armand, Lodier [8] stellen diese
Effekte ebenfalls bei der Maximierung der Eigenfrequenzen von Kirchhoff-Platten mit
variabler Dicke bei vorgegebener Masse fest. Die Analogie zum Scheibenproblem (3.42) mit
B > 1 besteht im Einflu der Dicke auf die Steifigkeit K der Struktur.

Scheibe (Penalty-Formulierung): K ~ hP £ Kirchhoff-Platte: K ~ h3

Cheng und Olhoff [56] regularisieren das nichtkonvexe Variationsproblem durch die Ein-
filhrung einer variablen Rippendichte. Die Verallgemeinerung dieses Ansatzes fiihrt direkt auf
die zuvor beschriebenen Mikro—Werkstoffmodelle und die Homogenisierungsmethode. Alter-
nativ hierzu regularisiert Niordson [184] das Plattenproblem, indem er den Funktionenraum
der Optimierungsvariablen auf einen Unterraum h & VE(Q) C HY(Q) reduziert.

f Vsh?2dQ — R <0 ; TReR* (3.43)
Q,

Es muf lediglich die Seminorm der Dickenverteilung zusitzlich auf einen Grenzwert R be-
schrénkt werden, da die Quadratintegrierbarkeit der Dicke fiber die Gleichheitsnebenbedingung
gewihrleistet wird. Bendsge [34] beweist die Existenz einer Losung des entsprechend regulari-
sierten, modifizierten Scheibenproblems fiir Steifigkeits—, Spannungsausgleichs-, Eigenfre-
quenz—und ebene Grenzlastprobleme. Es ist zwar im allgemeinen nicht moglich, das Optimum
der urspriinglichen Topologieoptimierungsaufgabe (3.1) zu bestimmen, wenn der Raum der
Optimierungsvariablen durch die zusitzliche Nebenbedingung (3.43) beschrinkt wird, dennoch
haben sich in den letzten Jahren — ais Sicht des Ingenieurs — einfache Regularisierungsver-
fahren bewahrt, denen eine Beschrankung des Raums der Optimierungsvariablen nach (3.43)
zugrunde liegen. Hierzu zdhlen die Umfangsmethode nach Haber et al. [106], [107] sowie
die Filtermethode nach Sigmund [233], auf die in Abschnitt 4.1.2 niher eingegangen wird.

Eine erhebliche Verbesserung des numerischen Verhaltens des makroskopischen, isotropen
Ansatzes stellt das makroskopische, orthotrope Modell dar, das im Rahmen dieser Arbeit ent-
wickelt wurde (Maute, Ramm [165]). Fiir den ebenen Spannungszustand lautet der Zusammen-
hang zwischen der Dichte p und dem Werkstofftensor C° in einem werkstoffeigenen

Bezugssystem:
X E,; v/EE, 0
U=
C =13 |v/EE, BE 0 (3.44)

0 0 G
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Ei=Eox? 5 p=(x+%- %) e

GO = Q..‘Z:_‘_’l [EE, oder G® =% (B +E, - 2v/EE, )

Die EntwurfsgroBen des Modells sind die richtungsbezogenen Indikatorfunktionen ¥, %, so-
wie die Orientierung des Werkstoffs ® im globalen Bezugssystem. Die Indikatorfunktionen
%1» Xz konnen als Faserdichten eines orthogonalen, schubsteifen Gewebes interpretiert werden.
Die Materialsteifigkeiten in Richtung der Koordinatenachsen im werkstoffeigenen Bezugs-
system berechnen sich analog zur isotropen Beziehung (3.41). Die Gesamtdichte p des Gewe-
bes wird als Funktion der Faserdichten analog zum orthotropen Werkstoffmodell (3.40) defi-
niert. Die Funktionen der Komponenten C7y1, CJiy, und CJyy, sind in Bild 3.17 dargestellt.
Der Schubmodul kann auf unterschiedliche Weise definiert werden. G ist gegen Drehung
des Bezugssystems invariant. Der portse Werkstoff besitzt in diesem Fall eine etwas hohere
Schubsteifigkeit. Dies fiihrt im allgemeinen zu gréferen Anteilen von pordsem Material im
optimierten Entwurfsraum. Daher wird in den weiteren Ausfithrungen nur die Variante GV
verwendet.

Das makroskopische, orthotrope Werkstoffmodell kann, wie der isotrope Ansatz, direkt auf
verschiedene mechanische Modelle angewandt werden. In dieser Arbeit wurde das Verhalten
dieses Modells beispielhaft an Scheibenproblemen fiir den ebenen Spannungszustand unter-
sucht (— Kapitel 4). Es stellt sich heraus, dafl 'dieser Ansatz eine einfache Alternative zum

Clin 1

Co1a12

0

0

coh % 1 coe &
1212 1212

Bild 3.17:  Komponenten des makroskopischen, orthotropen Werkstoffmodells
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Relaxation Anisotrop Variablen
Mikro—Werkstoffmodelle }
Laminate rank—n vollstindig anisotrop 2ng
Laminate rank—21 : vollstindig3 orthotrop 3
Einheitszelle mit Rechteck-Loch? | unvollstindig orthotrop 3
Makro—Werkstoffmodelle
Freie Wahl von Cyjq vollstandig anisotrop 6
Ansatz nach Bendsge!-?) unvollstindig isotrop 1
Ansatz nach Maute/Ramm? unvollstindig orthotrop 3

1,2) Diese Ansitze werden in der vorliegenden Arbeit auf Scheiben!)—, Platten®— und Schalentrag-
werke? angewandt.
3)  Volistindige Relaxation nur fiir einen Lastfall,

Tabelle 3.1:  Ebene Werkstoffmodelle in der Topologicoptimierung

Mikromodell der Einheitszelle mit Rechteck—Loch bei vergleichbaren numerischen Eigen-
schaften ist. Dies wird durch einen Vergleich der funktionalen Zusammenhinge der Kompo-
nenten des Werkstofftensors in Bild 3.15 und Bild 3.17 deutlich.

In Tabelle 3.1 sind die fiir die materielle Topologieoptimierung bedeutendsten Werkstoffmo-
delle zusammengestellt. Im wesentlichen sind die mathematisch exakten Ansitze, wie die
mehrfach geschichteten Laminate, von den approximativen Ansitzen, wie dem makro-
skopischen, orthotropen Modell, zu unterscheiden. Die theoretischen Grundlagen der mate-
riellen Topologieoptimierung wurden in diesem Kapitel erldutert. Im folgenden Kapitel wird
das numerische Verhalten der Werkstoffmodelle an konkreten Optimierungsproblemen fiir
maximale Steifigkeit aufgezeigt und die Methode der materiellen poologieoptimierung auf
andere Aufgabenstellungen ausgeweitet.

Anmerkung:

Die Vielfalt der in der Topologieoptimierung eingesetzten Werkstoffmodelle 148t den Eindruck
aufkommen, daB das Werkstoffmodell frei gewihlt werden kann. Dieser Eindruck wird durch
zahlreiche Verdffentlichungen unterstiitzt, die sich lediglich hinsichtlich des Werkstoffmodells
unterscheiden. Sémtliche Werkstoffmodelle, die dort vorgestellt werden, sind jedoch subop-
timal. Folglich sind die Topologieoptimierungsergebnisse auf der Basis dieser. Werkstoff-
modelle in einem erheblichen MaBe von der Diskretisierung .des Entwurfsraums abhingig.
Die theoretisch komplexe Rolle, dic das Werkstoffmodell bei der ‘Losung der Topoldgieopti—
mierungsaufgabe einnimmt, bleibt unerwihnt. Teilweise werden die Werkstoffmodelle mit
groBem theoretischen Aufwand sogar aus den unteren Grenzen fiir dic Materialsteifigkeit nach
Reuss oder Hashin, Shtrikman hergeleitet (u.a. Youn, Park [283]). Dies ist jedoch hinsichtlich
der Losung der lokalen Optimierungsaufgabe (3.31) vollkommen unsihnig.

78



4  Ausgewihlte Probleme
der materiellen Topologieoptimierung

Die Grundlagen der materiellen Topologieoptimierung wurden am Beispiel der Minimierung
der Dehnungsenergie bzw. der Maximierung der Steifigkeit bei konstanter Masse im vorherigen
Kapitel erldutert. In diesem Kapitel wird die Methode der materiellen Topologieoptimierung
auf verschiedene Entwurfskriterien, wie Gewicht, Steifigkeit, Spannungen und Frequenzen,
angewandt. Die Maximierung der Grenzlast wird bei stabilitdtsgefahrdeten Tragwerken eror-
tert. Die Maximierung der Duktilitdt wird bei elastoplastischem Materialverhalten untersucht.
Zusitzlich werden einige Anwendungsméglichkeiten der materiellen Topologieoptimierung
im Stahlbetonbau vorgestellt. Die Sensitivititsanalyse sowie die Optimierungsprozedur werden
aufbauend auf Kapitel 2 fiir die verschiedenen Optimierungsprobleme jeweils kurz hergeleitet.
Charakteristische Effekte, die bei der Losung der Optimierungsprobleme auftreten, werden
aufgezeigt und deren Ursachen diskutiert.

Die in diesem Kapitel an Scheiben~, Platten— und Schalentragwerken untersuchten Aufgaben-
stellungen erfassen nahezu sdmtliche, in der Literatur behandelten Topologieoptimierungs-
probleme. Rodrigues und Fernandes [214] berticksichtigen dariiber hinaus thermische Lasten
bei der Optimierung von Scheibentragwerken. Ou und Kikuchi [194] optimieren das Verhalten
von aktiv kontrollierten Strukturen bei dynamischer Belastung. Die Einwirkung des Reglers
und der Stellkriifte auf die Struktur werden dabei durch direkte Zeitintegrationsverfahren
erfalt. Sigmund [233], [234] bestimmt den Aufbau von Mikrozellen, um bestimmte makro-
skopische Werkstoffeigenschaften zu erzielen. Der Zusammenhang zwischen Mikrostruktur
und makroskopischen Werkstoffverhalten wird durch die in Abschnitt 3.4 vorgestelite Homo-
genisierungsmethode ermittelt und bei der Optimierung beriicksichtigt. Die Methode der mate-
riellen Topologieoptimierung kann direkt auf 3—dimensionale Kontinua iibertragen werden.
Daher wird dieses Thema in Vertffentlichungen zumeist nicht gesondert behandelt. Beispiele
zur materiellen Topologieoptimierung von 3-dimensionalen Strukturen finden sich unter
anderem bei Kikuchi [134] und Yang, Chahande [280].

4.1  Strukturen maximaler Steifigkeit

Die Dehnungsenergie bzw. die Steifigkeit eines Tragwerks charakterisiert sowohl den inneren
Spannungs— und Dehnungszustand wie auch die duleren Verformungen. Sie ist fiir zahlreiche
technische Probleme von zentraler Bedeutung. Im Leichtbau bestimmen die Steifigkeit und
das Gewicht die Geometrie des Tragwerks. Eine minimale Dehnungsenergie bei moglichst
geringem Materialeinsatz scheint auch in der Natur ein grundlegendes Konstruktionsprinzip
fiir den Aufbau und die Form von Tragwerken zu sein (Teichmann, Wilke [251]). In diesem
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Abschnitt werden Tragwerke mit maximaler Steifigkeit auf der Grundlage des folgenden Opti-
mierungsproblems untersucht:

min % J' £T(x) C(x,8) e(x) dQ @.1)
S Qs

Ip(x,§)d§23—ﬁ=0 ;o §Ls=s8=§,

Q4

Die Menge des im Entwurfsraum verfiigbaren Materials T ist konstant. Die Materialverteilung
wird durch elementweise konstante Ansitze diskretisiert. Die Werkstoffparameter § der Finiten
Elemente stellen die Optimierungsvariablen dar. Sie beschreiben den Werkstofftensor C sowie
die Dichte p in Abhingigkeit des gewshlten Werkstoffmodells (— Abschnitt 3.5). Die obere
Schranke der Werkstoffparameter sy folgt aus der Bedingung p = pg. Die untere Schranke
wird mit §; > §_ > 0 so gewihlt, daB keine numerischen Probleme beim Losen des Opti-
mierungsproblems infolge singulirer Steifigkeitsmatrizen auftreten. Es hat sich ein minimales
Dichteverhiltnis py /po zwischen 1073 und 107° bewiihrt.

Die Maximierung der Steifigkeit bei gegebener Masse nach der Aufgabenstellung (4.1) ist
der Minimierung des Gewichts bei vorgegebener Steifigkeit dquivalent. Dies kann anhand
der Kuhn-Tucker—Bedingungen der beiden Optimierungsprobleme einfach nachgewiesen
werden (u. a. Ramm et al. [206]). Durch die Vorgabe der Steifigkeit, d.h. der maximalen
Dehnungsenergie, kann beispielsweise die maximale Verschicbung unter einer einzigen, am
Tragwerk angreifenden Einzellast oder niherungsweise die maximalen Vergleichsspannungen
im Tragwerk beschrinkt werden (— Abschnitt 4.1.5). Im Sinne eines konzeptionellen Entwurfs
ist es fiir den Anwender jedoch oftmals anschaulicher, das Ergebnis des Optimierungsprozesses
tiber die Vorgabe der Masse im Entwurfsraum zu kontrollieren. In diesem “Abschnitt werden
nur Optimierungsprobleme fiir einen Lastfall betrachtet. Ein Beispiel zur Steifigkeitsopti-
mierung bei mehreren Lastfillen wird in Abschnitt 6.2.3 vorgestellt.

Die Sensitivititen der Dehnungsenergie werden nach der adjungierten, variationellen Methode
bestimmt. Die Dehnungsenergie wird hierzu in den Spannungen ausgedriickt.

f=%jsTCedQ=%I0TC‘IUdQ 4.2)
In dieser Formulierung kann der Gradient der Dehnungsenergie beziiglich der Optimierungs-
variablen §i nach den in Abschnitt 2.3.3 hergeleiteten Gleichungen (2.135)-(2.139) berechnet
werden. Die Ableitungen der Dehnungsenergie nach den Materialparametern sind selbstad-
jungiert. Die adjungierten Dehnungen kdnnen mit &, = 2¢ direkt aus der Strukturantwort
berechnet werden. Die Ableitung der Zielfunktion vereinfacht sich unter Beriicksichtigung
der Symmetrie von C bzw. C~! fiir das vorliegende Problem.
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Vf = -;j JoT vi(CY) o dQ, = - % jsT V,C e dQ, (4.3)

Qs Qs

Die Ableitungen des Werkstofftensors in (4.3) und der Dichte in (4.1) werden anhand der
explizit vorliegenden Bezichungen fiir das jeweilige Werkstoffmodell analytisch ermittelt
(— Abschnitt 3.5, Anhang A6).

Der Entwurfsraum wird mit einem gleichméBigen Finite Elemente Netz fein diskretisiert, um
méglichst eindeutig und detailliert die Geometrie des Tragwerks aus der optimierten Material-
verteilung ablesen zu kdnnen. Die Anzahl der Elemente liegt in der Topologieoptimierung
iiblicherweise zwischen 500 — 10000 Elementen. Dies wiederum bedeutet fiir die in Abschnitt
3.5 vorgestellten, isotropen Materialien ebenso viele, fiir die orthotropen Materialien dreimal
so viele Optimierungsvariablen wie Elemente. Derart grofle Optimierungsprobleme konnen
nur mit OC-Verfahren effizient gelost werden, die dem jeweiligen Optimierungsproblem
speziell angepalit sind. Der in Abschnitt 2.1 beschriebene Algorithmus hat sich zur Lésung
von Steifigkeitsproblemen nach (4.1) bewihrt. Die Werkstoffparameter § werden mit der
Rekursionsformel (2.14) mit q = {0.5,...,0.8] berechnet, wobei der Lagrange-Multiplikator
der Gleichgewichtsbedingung nach (2.22) bestimmt wird. Die Orientierung bei orthotropen
Werkstoffen ist von der Dichte unabhingig. Die optimale Ausrichtung wird daher mit einem
gesonderten Algorithmus bestimmt, der im Anhang A6 beschrieben ist. Die Anderung der
Zielfunktion im Optimierungsprozef (2.11) dient als Konvergenzkriterium mit
e={1075,..,1074

Dieses Verfahren entspricht im wesentlichen dem von Bendsge, Kikuchi [27] vorgestellten
Algorithmus, der von zahlreichen Autoren zur Losung von Steifigkeitsproblemen in der Topo-
logieoptimierung eingesetzt wird. Zusitzlich wird ein Shift-Faktor in die Rekursionsformel
(2.14) eingefiihrt. Dieser modifizierte Algorithmus 1aft sich auf eine duale Methode mit kon-
vexer, reziproker Approximation von Zielfunktion und Nebenbedingung zuriickfiihren (— Ab-
schnitt 2.1). In diesem Sinne entwickeln Duysinx et al. [81] ein speziell auf Optimierungs-
probleme mit vielen Optimierungsvariablen zugeschnittenes MMA-Verfahren. Die zweiten
Ableitungen werden mit einem BFGS-Update approximiert, wobei nur die Hauptdiagonalkom-
ponenten der Hesse-Matrix beriicksichtigt werden. Die verdffentlichten numerischen Ergeb-
nisse fiir die Steifigkeitsmaximierung von Scheibentragwerken zeigen jedoch im Vergleich
zum einfachen OC-Algorithmus kein merklich verbessertes Konvergenzverhalten. Weiterhin
schiagen Tenek, Hagiwara [252], Yang, Chuang [279] sowie Swan, Arora [245] SLP—Verfahren
in Verbindung mit einem “Line-Search” vor. Eigene Untersuchen konnen die guten Ergebnisse
des SLP-Verfahrens in der Literatur nicht bestitigen. Die Parameter des SLP-Algorithmus
miissen fiir jedes Optimierungsproblem erneut justiert werden, um ein zufriedenstellendes
Konvergenzverhalten zu erzielen.
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T Zielfunktion: Steifigkeit
Nebenbedingung:  Masse 20%
Dicke: t = 0.15
2 4
E-Modul: E =21-107
2 Querdehnzahl: v =03
Belastung: P =100

4

Bild 4.1: Topologieoptimierungsproblem nach Michell [174]

Anhand der folgenden Beispiele zur Steifigkéitsoptimierung von Scheibentragwerken werden
einige grundlegende Eigenschaften der materiellen Topologieoptimierung aufgezeigt. Die Wahl
des Werkstoffmodells nimmt hierbei eine zentrale Rolle ein. Je besser ein poroser Werkstoff
das diskontinuierliche Optimierungsproblem relaxiert, desto eindeutiger und stabiler ist die
numerische Losung. Gleichzeitig nimmt jedoch der Anteil des porosen Werkstoffs im Optimum
zu und erschwert die Umsetiung der optimierten Materialverteilung in ein Tragwerk, das aus
einem homogenen, isotropen Material besteht. Daher werden suboptimale Werkstotfmodelle
fiir die Losung von anwendungsbezogenen Optimierungsproblemen bevorzugt, die zu einer
eindeutigen Aufteilung des Entwurfsraums in leere und mit homogenem Material der Dichte
pg belegte Bereiche fiihren. Die Ergebnisse dieser Werkstoffmodelle sind jedoch von der Dis-
kretisierung des Entwurfsraums abhingig. Daher werden zusitzliche Stabilisierungsverfahren
benétigt, um Resultate zu erhalten, die nicht oder nur geringfiigig von der Diskretisierung
abhiingen. Neben diesen numerischen Effekten, die sich auf eine unvollstindige Relaxation
des Optimierungsproblems zuriickfiihren lassen, konnen weitere Instabilititen bei der Losung
des relaxierten Problems auftreten. Diese sogenannten ”Checkerboard”-Moden stammen aus
einer unausgewogenen Wahl der Ansatzfunktionen fiir die Dichteverteilung und fiir die
Verschiebungen. Die Moglichkeiten der Topologieoptimierung werden am Beispiel der Steifig-
keitsmaximierung von Platten— und Schalentragwerken veranschaulicht.

4.1.1 EinfluB} des Werkstoffmeodells

Die zentrale Bedeutung der Werkstoffmodelle in der materiellen Topologieoptimierung ‘geht
aus den theoretischen Betrachtungen in Kapitel 3.1 hervor. Der Einflu} des Werkstoffmodells
auf das Optimierungsergebnis wird an einem klassischen Problem der Topologicoptimierung
nach Michell [174] veranschaulicht (Bild 4.1). Das Optimierungsproblem wird durch die Auf-
gabenstellung (4.1) beschrieben. Die verfligbare Masse T ist auf 20% des im Entwurfsraum
maximal moglichen Materials beschrinkt. Der Entwurfsraum bildet ein Quadrat, das von einer
kreisformigen, festen Einspannung durchbrochen wird. Die Einzellast P greift auf halber Hohe
der rechten Kante des Entwurfsraums an. Der Entwurfsraum wird mit 4480, 8-knotigen, isopa-
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rametrischen, 2 X 2 reduziert integrierten Verschiebungselementen fiir den ebenen Spannungs-
zustand diskretisiert. Zu Beginn des Optimierungsprozesses ist der Entwurfsraum gleichméafig
mit porosem Material der Dichte p/p, = 0.2 gefiillt.

Das Optimierungsproblem wird mit dem zuvor beschiriebenen OC—Verfahren fiir fiinf verschie-
dene Werkstoffmodelle gelost. Die Werkstoffmodelle unterscheiden sich im wesentlichen durch
ihre Materialsteifigkeit in Abhéngigkeit von der relativen Dichte p/p, (Bild 4.2). Das optimale
rank~2 Laminat W.1 stellt die obere Grenze fiir einen porésen Werkstoff, der aus einem isotro-
pen Material aufgebaut ist, dar. Im Vergleich hierzu ist der periodisch aus Mikrozellen mit
rechteckigen Lochern von variabler GroBe aufgebaute Werkstoff W.2/W.4 nach Bendsge,
Kikuchi [26] etwas weicher. In der Literatur werden sehr unterschiedliche Optimierungsergeb-
nisse fiir dieses Werkstoffmodell verdffentlicht. Diese Unterschiede kinnen auf voneinander
abweichende Homogenisierungsergebnisse zuriickgefiihrt werden (— Anhang A8). Im vorlie-
genden Beispiel wird dieses Werkstoffmodell mit den Homogenisierungsdaten nach Suzuki
et al. [241] W.4 und den eigenen Homogenisierungsergebnissen W.2 eingesetzt. Den Mikro-
Werkstoffmodellen werden die in Abschnitt 3.5 eingefiihrten isotropen und orthotropen makro-
skopischen Werkstoffe W.3 und W.5 gegeniibergestellt.

In Bild 4.3 sind die analytische Losung nach Hemp [119] sowie die optimierten Materialvertei-
lungen fiir die verschiedenen Werkstoffmodelle dargestellt. Dabei ist zu beachten, daB das
abgebildete Tragwerk nach Hemp eine Approximation der beliebig feingliedrigen, quasi—konti-
nuierlichen Michell~Struktur darstellt. Das orthotrope rank—2 Laminat relaxiert das vor-
liegende Optimierungsproblem vollstindig und ergibt daher die Materialverteilung mit der
kleinsten Dehnungsenergie. Dieser Wert stimmt bis auf einen kleinen Diskretisierungsfehler
aus der Finite Elemente Analyse mit der Michellschen Losung (Hemp [119]) tiberein.

P2 a2 Py 222
fichetl = 2 —F7 ln(——d;—l) (4.4)

Es konnen zwei grundlegende Tendenzen festgestellt werden (Bild 4.4). Je steifer poroses
Material im jeweiligen Werkstoffmodell ist, desto groBer ist einerseits die Steifigkeit des

Cin / Conn [~ W.1 Rank-2 (orthotrop)
fir C™—=0 ™ W.2  Mikrostruktur (Maute)
I~ W.4 Mikrostruktur (Suzuki et al. [241])

— W.5 Makroskopisch, isotrop §=2.5
/ W.3  Makroskopisch, orthotrop § =1.5

p/Po

Bild 4.2: Vergleich der Materialsteifigkeiten verschiedener Werkstoffmodelle
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optimierten Tragwerks, desto hoher ist andererseits der Anteil an pordsem Material im
Optimum. Von einem theoretischen Standpunkt aus wird das Optimierungsproblem (4.1) durch
das rank-2 Laminat zufriedenstellend geldst. Das Ergebnis ist eindeutig und numerisch stabil,
Aus Sicht des Ingenieurs sind die Ergebnisse der suboptimalen Werkstoffmodelle vorzuziehen,
da bei diesen der Entwurfsraum im Optimum deutlich in leere und mit homogenem Material
belegte Bereiche unterteilt ist. Diese Losungen geben dariiber AufschluB, wie ein aus einem
homogenen Material bestehendes Tragwerk aufgebaut ist.

Die Steifigkeit des pordsen Materials kann iiber den Exponenten B der makroskopischen Werk-
stoffmodelle (3.41) und (3.44) explizit kontrolliert werden. Dieser Effekt wird anhand des
orthotropen, makroskopischen Werkstoffmodells (3.44) in einem weiteren Optimierungsbei-
spiel zur Aufgabenstellung (4.1) verdeutlicht (Bild 4.5). Der rechteckige Entwurfsraum ist
links eingespannt und rechts oben bzw. unten jeweils mit einer Einzellast belastet. Die Material-

Michell

Bild 4.3: Vergleich von Werkstoffmodellen — Optimale Materialverteilung
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Werkstoffmodell Michell W.1 Ww.2 Ww.3 W4 W.5

Dehnungsenergie - 0.067 0.066 0.069 | 0.080 0.093 0.120

Porsser Anteil [%] - 79.33 76.70 2471 15.17 331

100

1]

W2 w3 w4 Ww.5
(] Differenz der Zielfunktion zur analytischen Losung [%]

W.1
T Anteil an pordsem Werkstoff im optimierten Entwurfsraum [%]

Bild 4.4: Charakteristische Eigenschaften der Werkstoffmodelle

Zielfunktion: Steifigkeit
Nebenbedingung:  Masse 1 = 30%

Werkstoffmodell: Makroskopisch, orthotrop
Querdehnzahl: v =103

B =11 p=15  B=30
1,1 n : . ; o |
09111 ) Dehnungsenergie | g =30 f=120% . pords: 2% n = 35
07 B=15 f=107% pords: 17% ny, = 48
02 L — B =11 f=100% pords: 72% Ny, = 50
03

0 10 20 30 40 50 Iterationen

Bild 4.5: Einfluf der Steifigkeit des pordsen Materials
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verteilung wird mit 2400, 8-knotigen, isoparametrischen, 2 X 2 reduziert integrierten Ver-
schiebungselementen fiir den ebenen Spannungszustand diskretisiert. Je nach f—Faktor ergeben
sich unterschiedlich strukturierte Materialverteilungen. Mit steigendem P-Faktor gehen die
Steifigkeit und der Anteil an pordsem Material im Optimum zuriick. Die Eindeutigkeit der
Ergebnisse nimmt zu. Die Konvergenzrate ist ebenfalls vom 3—Faktor abhingig. So konvergiert
der Optimierungsprozef mit steigendem P-Faktor bei groBeren Zielfunktionswerten schneller.
Durch die geringere Steifigkeit des pordsen Werkstoffs ist die Materialverteilung bei groBeren
[f~Werten bestrebt, moglichst schnell relative Dichten von entweder p/p, — 0 oder p/p, = 1
einzunehmen.

4.1.2 Stabilisierungsmethoden bei suboptimalen Werkstoffmodellen

Suboptimale Werkstoffmodelle relaxieren das diskontinuierliche Topologieoptimierungs-
problem nicht vollstindig. Daher sind die numerischen Losungen auf der Basis dieser Modelle
von der Diskretisierung des Entwurfsraums abhingig. So weisen insbesondere die Ergebnisse
von isotropen Modellen eine erhebliche Empfindlichkeit gegeniiber der Orientierung des FE—
Netzes auf. In Bild 4.6 sind die Ergebnisse des Optimierungsproblems (4.1) fiir das makro-
skopische, isotrope sowie das makroskopische, orthotrope Werkstoffmodell bei zwei unter-
schiedlichen Diskretisierungen A und B dargestellt. Die Finiten Elemente sind im Fall B
gegeniiber Fall A um 45° gedreht. Die vorgeschriebene Materialmenge T ist in beiden Ent-
wurfsrdumen gleich. Das isotrope Werkstoffmodell fiihrt je nach Orientierung des FE-Netzes
zu topologisch unterschiedlichen Ergebnissen. Dagegen sind die Resultate auf der Basis des
orthotropen Modells topologisch dquivalent. Dies kann mathematisch damit erklért werden,
daf} das orthotrope Modell das lokale Optimierungsproblem (3.31) in einem groBeren Unter-
raum von G(2s) 16st als das isotrope Modell und daher weniger diskretisierungsabhéngig

Isotropes Modell = 3.0 Orthotropes Modell § = 3.0

Diskretisierung A: 18 X 12 Elemente m = 0.4375%
Diskretisierung B: 20 X 20 Elemente m = 0.2290%

Bild 4.6: Abhingigkeit der Optimierungsergebnisse von der Orientierung des FE-Netzes
bei suboptimalen Werkstoffmodellen



ist. Anschaulich kann die geringere Empfindlichkeit des orthotropen Modells auf die Maglich-
keit zurtickgefiihrt werden, die Drehung des FE-Netzes durch eine entsprechende Orientierung
des Materials auszugleichen.

Doch auch die Optimierungsergebnisse von suboptimalen, orthotropen Werkstoffmodellen sind
von der Feinheit des FE-Netzes abhiingig. Dieser Defekt kann durch zusitzliche Stabili-
sierungsmafnahmen behoben werden, indem die Seminorm der Materialverteilung im Sinne
der Regularisierung (3.43) beschrinkt wird, Die stabilisierte Formulierung des Variations-
problems (3.1) lautet:

L <SS Sy : (4.5)

w >

min % J e Cx,8) ex) dQ, ;
S

Q

fp(x,é) dQs~m =10 ; J(pr(x,ﬁ))z dQ;-R=0 ; ReRrt:

Qs QS

Der Losungsraum von y € Vy(Qs) € L«(Qs) des urspriinglichen Optimierungsproblems
(3.1) wird auf den Sobolev—Raum § & VX(QS) C HY(Q,) beschrinkt. Durch eine ent-
sprechende Wah! des Grenzwerts R werden mégliche Oszillationen der optimalen Material-
verteilung auf ein gewiinschtes MaB reduziert. Suboptimale Werkstoffmodelle relaxieren das
stabilisierte Variationsproblem in H'(Q) vollstindig. Dies sichert die Existenz einer Losung,
jedoch nicht deren Eindeutigkeit.

Auf diesem Ansatz beruhen die Umfangsmethode nach Haber et al. [106], [107] sowie die
Filtermethode nach Sigmund [233]. Die Umfangsmethode erhiilt ihren Namen dadurch, daf
die Beschriinkung der Seminorm von p fiir eine nahezu reine “0-1" Dichteverteilung p/p,
der Linge der Konturen des Tragwerks entspricht (— Abschnitt 3.3). Die Beschriinkung der
Seminorm wird dabei explizit in Form einer Nebenbedingung (4.5) beriicksichtigt. Dies fiihrt
jedoch, wie numerische Untersuchungen zeigen, zu starken, lokalen Extrema (Haber et al.
[107]). Daher wird zur Stabilisierung eine im Vergleich zu Sigmund [233] leicht modifizierte
Filtermethode bevorzugt, die sich auf verschiedene Aufgabensteilungen einfach und robust
anwenden l4Bt. Die Stabilisierung erfolgt am diskretisierteri Problem. Um die Netzabhingigkeit
der Ergebnisse zu beheben, wird ein von der Diskretisierung unabhingiger Glittungsoperator
Hy(- j) eingefiihrt. Die diskretisierte, stabilisierte Formulierung des Steifigkeitsproblems lautet:

. i ; 1 N
min Z Hi(nlej) P =3 f e1; Coi(8ej) o AR 4.6)
Elemente

Qg

> [pe&e) dQ ~ 1 = 0

Elemente
e
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Der Glittungsoperator Hy( - ;) ist wie folgt definiert.

n-S () [ S

J

; 2o /E) () ¥V orst
Hy(+j) = < rUol> ¥ v ::j:
. —rn /)R] ¥V or=t
ffo) - 2T

Die Glittung esfat alle Elemente j in einem Radius T um das Element i. Der Radius ry; be-
zeichnet den Abstand der Mittelpunkte der Elemente. Der Exponent ¥ wichtet den Einflu3
der Elementenergie 1L in Abhingigkeit vom Abstand der Elemente. Dieses Gléttungsverfahren
ist der Umfangsmethode dquivalent. Je stirker die Gléttung ist, desto kleiner ist die Seminorm
der Materialverteilung. Die GroBe der Schranke R fiir die Seminorm (4.5) wird implizit durch
den Glittungsradius T und den Exponenten X festgelegt. Fiir T ~> 0 oder X — « nimmt die

Wirkung des Glittungsoperators ab.

Zielfunktion: Steifigkeit 8
Nebenbedingung: Masse ™ = 20%

Werkstoffmodell: ~ Makroskopisch, orthotrop f = 2.5 5
Querdehnzahl: v =103

Filtermethode: F=04, =20

Nichtstabilisiert:

I}

I

)
[RERmE;
T

[
[

Stabilisiert:

A
T

v 5 ' =

Bild 4.7: Stabilisierung suboptimaler Werkstoffmodelle mit der Filtermethode



Sigmund [233] zeigt die Vorteile der Filtermethode fiir das makroskopische, isotrope Werk-
stoffmodell (3.41) auf. Die Filtermethode eignet sich ebenfalls zur Stabilisierung von ortho-
tropen Werkstoffmodellen. Dies wird anhand des Beispiels in Bild 4.7 verdeutlicht. Die Auf-
gabenstellung ist Sigmund [233] entnommen. Das nichtstabilisierte und das stabilisierte
Optimierungsproblem werden unter Beriicksichtigung der Symmetrie fiir zwei unterschiedlich
feine Diskretisierungen mit 2 X 320 bzw. 2 X 2880, 8—knotigen, isoparametrischen, 2 X 2
reduziert integrierten Verschiebungselementen gelost. Je groBer die Anzahl der Finiten
Elemente im Entwurfsraum ist, desto feingliedriger ist das Optimierungsergebnis der nicht-
stabilisierten Formulierung. Die optimale Topologie des stabilisierten Problems ist dagegen
weitgehend von der Diskretisierung unabhingig. Die Stabilisierung wirkt sich dariiber hinaus
auf eine verminderte Empfindlichkeit der Optimierungsergebnisse beziiglich anderer Para-
meter, wie dem B-Faktor bei makroskopischen Werkstoffmodellen oder der Schrittweite im
Optimierungsalgorithmus aus.

Die Filtermethode ist tiber die vorliegende Aufgabenstellung hinaus fiir die Stabilisierung von
unterschiedlichen Topologieoptimierungsproblemen geeignet, wie in den folgenden Ab-
schnitten gezeigt wird. Der Verzicht auf die Feinheit der optimierten Tragwerke fiihrt im allge-
meinen nur zu einer geringen Erhohung der Zielfunktion im Optimum. Bei einer schwachen
Glittung kann die Zielfunktion im Vergleich zum nichtstabilisierten Ergebnis sogar geringfiigig
verbessert werden. Die Wahl der Glittungsparameter T und ¥ ist unproblematisch. Lediglich
bei einer zu starken Glittung treten Optimierungsergebnisse mit einem hohen Anteil an
pordsem Material auf.

‘4.1.3 “Checkerboard”’- Moden

Die zuvor erlduterten Defekte treten bei suboptimalen Werkstoffmodellen aufgrund einer un-
vollstdndigen Relaxation des zugrunde liegenden, diskontinuierlichen Optimierungsproblems
auf. Dariiber hinaus entstehen sogenannte “Checkerboard”~Moden (Schachbrett-Muster) in
der optimierten Materialverteilung, wenn die Ordnungen der Elementansitze fiir die Ver-
schiebungen u® und Dichteverteilung p® nicht zueinander passen. Sowohl optimale wie auch
suboptimale Werkstoffmodelle erzeugen “Checkerboard”-Moden. Dies wird durch das Bei-
spiel in Bild 4.8 verdeutlicht. Die optimalen Materialverteilungen werden fiir den makro-
skopischen, orthotropen Werkstoff und das rank—2 Laminat bestimmt. Der Entwurfsraum ist
mit 2400, isoparametrischen Verschiebungselementen diskretisiert. Die Optimierungsergeb-
nisse fiir verschiedene Verschiebungsansitze zeigen, dal unabhéngig vom Werkstoffmodell
fiir eine bilineare Approximation der Verschiebungen u" bei konstanter Dichte p" im Element
“Checkerboard”-Moden auftreten. Die Losungen sind dagegen numerisch stabil, wenn die
Verschiebungen u" um mindestens zwei Ordnungen héher als die Dichteverteilung p! approxi-
miert werden (Tabelle 4.1).
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Zielfunktion: Steifigkeit

Nebenbedingung: Masse 25% 3
Querdehnzahl: v =03

2 l 8
Ansatz fiir die Dichte: konstant 3 [ 4
Ansatz fiir die Verschiebungen:

bilinear serendipity quadratisch
4-knotig (2x2 integriert) 8~knotig (2x2 integriert) 9-knotig (3x3 integriert)

Rank-2 Laminat

Bild 4.8: “Checkerboard”-Moden bei optimalen und suboptimalen Werkstoffmodellen

Bendsge et al. [30], [34] sowie Sigmund [233] schlagen verschiedene Korrekturverfahren vor,
um bei Verwendung von bilinearen Verschiebungselementen mit konstanter Dichte “Checker-
board”-Moden zu vermeiden. Die Korrekturverfahren beruhen im wesentlichen auf einer
Glittung der Dichteverteilung, wodurch der Losungsraum der Dichteverteilung pP reduziert
bzw. die “effektive” Ansatzordnung fiir p" herabgesetzt wird. Das Verfahren nach Bendsge
[34] zeichnet sich gegeniiber anderen Algorithmen dadurch aus, daB die Glittung nur dort
aktiv wird, wo Schachbrett-Muster entstehen.

Das Auftreten von “Checkerboard”~Moden in der Topologieoptimierung wird von verschie-
denen Autoren (Bendsge [34], Jog, Haber [131]) mit numerischen Instabilititen bei der Simu-
lation von zahfliissigen, inkompressiblen Stokes—Stromungen in Verbindung gebracht. Die
Druckverteilungen in diesen Stromungen bilden dhnliche Schachbrett—Muster aus, wenn die

Verschiebungen bilinear | serendipity | quadratisch | serendipity | quadratisch
Dichteverteilung konstant konstant konstant bilinear bilinear
“Checkerboard” ja nein nein nein nein

Tabelle 4.1:  Auftreten von “Checkerboard”~Moden in Abhingigkeit der Ansatzordnung [34]
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Ansatzordnungen fiir die Stromungsgeschwindigkeit und fiir den Druck nicht der Babuska—
Brezzi-Bedingung geniigen. Die Losung eines min—max~Variationsproblems, das durch ein
gemischtes, konvex—konkaves, quadratisches Funktional beschrieben wird, ist stabil, wenn die
Funktionenrdume fiir die Ansatzfunktionen dieser Bedingung geniigen (Brezzi, Fortin [47]).
Die mit der Dichte s(x) = p(x) relaxierte Topologieoptimierungsaufgabe (3.21) bzw. (3.24)
kann fiir elastische Probleme ebenfalls als Sattelpunktproblem formuliert werden, indem das
statische Gleichgewicht in schwacher Form durch das Minimum des Gesamtpotentials (2.45)
explizit berticksichtigt wird. Wenn zusitzlich die vorgeschriecbenen Verschiebungen auf dem
Verschiebungsrand gleich Null und die duBeren Krifte nicht von den Verschiebungen abhiingig
sind, gilt nach dem Clapeyronschen Satz im Gleichgewicht: IT = — TI®, Die Optimierungs-
aufgabe (4.1) kann folglich als ein min—max-Variationsproblem mit einer Gleichheitsnebenbe-
dingung formuliert werden.

min  max (s, u) ; Jp dQs —m =0 (4.8)
u s 3,

Da das Funktional Il(s,u) weder konvex—konkav noch quadratisch ist, kann die Babuska—
Brezzi-Bedingung nicht unmittelbar auf das Topologieoptimierungsproblem iibertragen
werden (Bendsge [34]). Die Moglichkeit, “Checkerboard”-Moden durch eine geeignete Wahl
der Ansatzfunktionen zu vermeiden, ist dennoch ein Indiz daftir, daB ein enger Zusammenhang
zwischen der numerischen Instabilitit in der Topologieoptimierung und einer Verletzung der
Babuska-Brezzi-Bedingung besteht. Eine anschaulichere Erkldrung fiir die Entstehung von
“Checkerboard”-Moden geben Diaz und Sigmund [77]. Die Autoren zeigen analytisch, daB
schachbrettartige “0-1” Materialanordnungen bei bilinearen Verschiebungsansétzen zu einer
minimalen Dehnungsenergie fithren, Diese kiinstliche Steifigkeit ist grofer als diejenige, die
durch optimale Mikrostrukturen erzeugt werden kann. Daher entstehen sowohl bei optimalen
wie auch suboptimalen Werkstoffmodellen Schachbrett-Muster.

4.1.4 Erweiterungen auf Platten— und Schalentragwerke

Die Dickenoptimierung von Platten nach der Kirchhoff-Theorie ist eines der klassischen Ge-
biete der Strukturoptimierung (Haftka, Prasad [108]). Die Arbeiten von Armand, Lodier [8]
sowie Cheng, Olhoff [55] zur Optimierung von Kirchhoff-Platten bei einer diskontinuierlichen
Dickenverteilung fihren direkt auf die vorgestellte Methode der materiellen Topologieoptimie-
rung. Die in Kapitel 3 erlduterte Vorgehensweise der Relaxation anhand von pordsen Werkstoff-
modellen kann unmittelbar auf die Plattentheorie nach Reissner bzw. Mindlin und auf ver-
schiedene Schalenmodelle iibertragen werden. Im Gegensatz zu den 2-dimensionalen
Scheibenproblemen ist der Aufbau des Tragwerks in Dickenrichtung bei Platten und Schalen
von Bedeutung, Es kénnen vier Modelle unterschieden werden (Bild 4.9), Eine Grundplatte
bzw. Schale mit der Dicke t; = 0 ist vorgegeben. Die versteifende Rippen— bzw. Waben-
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G&R

a. Rippen b. Waben c. Rippen
. o d. Verschmiert
(oben & unten) (innen) (einseitig)
G — Grundplatte / Schale R — Rippen— bzw. Wabenschicht mit variabler Dichte

Bild 4.9: Platten— und Schalenmodelle in der Topologieoptimierung

struktur mit der Dicke tp wird in der materiellen Topologieoptimierung auf der Basis poroser
Werkstoffmodelle bestimmt. Die Dicken der Grundstruktur t; und der Rippen— bzw. Waben-
schicht tg werden nicht variiert. In den ersten drei Modellen wird der Aufbau bei der Homo-
genisierung der makroskopischen Werkstoffeigenschaften explizit beriicksichtigt. Im ver-
schmierten Modell werden die Steifigkeiten der Grundstruktur und der Rippen— bzw.
Wabenschicht addiert. Die hohere Biegesteifigkeit infolge von Material, das auBerhalb der
Mittelfliche angelagert ist, wird vernachlissigt.

Die Homogenisierung von pordsen Werkstoffen fiir Platten nach der Kirchhoff— und der
Reissner / Mindlin-Theorie wird bei Soto, Diaz [236] beschrieben. Auf der Basis von homo-
genisierten, pordsen Mikrostrukturen bestimmen Suzuki, Kikuchi [242], Tenek, Hagiwara
[254] sowie Diaz et al. [78] die optimale Topologie von Reissner / Mindlin-Platten mit maxi-
maler Steifigkeit. Die Optimierungsergebnisse fiir verschiedene rippen— bzw. wabenférmige
Modelle sind in Soto, Diaz [237] zusammengestellt. Die makroskopischen Werkstoffeigen-
schaften hingen bei Schalen zusitzlich von der Kriimmung des Tragwerks ab. Es ist im allge-
meinen nur schwer moglich, den homogenisierten Werkstofftensor als explizite Funktion der
Werkstoffparameter und der Kriimmung zu bestimmen. Suzuki und Kikuchi [242] entwickeln
daher auf der Basis einer symmetrisch, rippenférmig aufgebauten Mikrozelle mit Rechteckloch
(Bild 4.9a) ein vereinfachtes, approximatives Homogenisierungsverfahren fiir ebene Facetten—
Elemente. Die homogenisierten Komponenten des Werkstofftensors fiir die Reissner / Mindlin—
Platte und die Scheibe werden tiberlagert, um die Biege—, Schub- und Membransteifigkeiten
des pordsen Werkstoffs zu erfassen. Cherkaev und Palais [58] optimieren die Topologie von
rotationssymmetrischen Schalen nach der Membrantheorie auf der Basis eines rank—3
Werkstoffs. In der vorliegenden Arbeit wird das isotrope Werkstoffmodell (3.41) auf Platten-—
und Schalentragwerke angewandt. Fiir die Optimierung von Versteifungen wird die Biege-
steifigkeit liber die Dicke verschmiert (Bild 4.9d). Diese Vorgehensweise wird durch einige
Beispiele fiir Platten— und Schalentragwerke veranschaulicht. Weitere Beispiele finden sich
bei Maute, Ramm [163] sowie Yang, Chahande [280]. Alternativ zum isotropen Werkstoff-
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modell fiihren Yang et al. [282] Balkenelemente variabler Dichte ein, um die Rippenstruktur
zu beschreiben. Die Balkenelemente bilden zu Beginn des Optimierungsprozesses ein gleich-
méBiges Rippengitter, welches die Grundplatte versteift. Die optimale Rippenstruktur wird
durch eine Variation der Balkenquerschnitte bestimmt.

Die Aquivalenz von Dickenoptimierung und Topologieoptimierung wurde auf der Basis des
isotropen Werkstoffmodells (§ = 3.0) fiir diinne Platten (t/l < 1/10), die nach der Kirchhoff-
Theorie berechnet werden konnen, in Abschnitt 3.5 erldutert. In der Kirchhoff-Theorie trigt
die Platte duflere Kriifte nur tiber Biegung ab. Die Biegesteifigkeit nimmt mit der dritten Potenz
der Dicke zu. Dicke bis miiig diinne Platten (1/5 = t/l1 = 1/10) werden nach der Reissner /
Mindlin—~Theorie berechnet. Hierbei wird zusiitzlich die Schubsteifigkeit der Platte beriick-
sichtigt, die linear von der Dicke abhingt. Der Einflufl der Schubsteifigkeit auf die optimale
Topologie des Tragwerks wird anhand der Optimierung einer Platte in Bild 4.10 veranschau-
licht. Die quadratische Platte ist in den Eckpunkten sowie den Seitenmitten gelenkig gelagert

Zielfunktion: Steifigkeit
Nebenbedingung: Masse 30%

Werkstoffmodell: Makroskopisch,
isotrop B = 3.0

Querdehnzahl: v = 0.3
gelenkig,
vertikal unverschieblich: <
Plattendicke / Linge
/1 = 1/200 /1 = 1/20 i/l = 1/10 il=1/5

3L

Dickenoptimierung

Topologieoptimierung

Bild 4.10:  Vergleich von Dicken— und Topologieoptimierang
fiir Platten mit unterschiedlicher Dicke
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und durch eine Einzellast in Plattenmitte belastet. Die Geometrie des optimalen Tragwerks
wird fiir verschiedene Plattendicken einerseits durch eine Dickenoptimierung und andererseits
mittels der materiellen Topologieoptimierung auf der Basis eines makroskopischen, isotropen
Werkstoffmodells bestimmt. Das verfiigbare Material ist jeweils auf 30% der maximal mog-
lichen Masse beschriinkt. Im Fall der Dickenoptimierung t; < t < t;; = T betrigt die Dicke
zu Beginn des Optimierungsprozesses 0.3 1, wobei T die Dicke des Entwurfsraums bezeichnet.
Die Dichte ist im Entwurfsraum mit p = p, konstant. Im Fall der Topologieoptimierung
pL = p = py = Py betrdgt die relative Dichte im Ausgangsentwurf p/p, = 0.3. Der
Entwurfsraum ist mit 4 X 255, 8-knotigen, isoparametrischen, 2 X 2 reduziert integrierten
Verschiebungselementen diskretisiert. Unter Berticksichtigung der Symmetrie des Problems
wird nur ein Viertel der Platte analysiert. Aufgrund der vergleichsweise kleinen Anzahl von
Optimierungsvariablen wird ein SQP—Verfahren zur Losung der Dicken— und Topologieopti-
mierungsaufgaben eingesetzt.

Die Optimierungsergebnisse fiir Dicken— und Topologieoptimierung weisen dieselben Ten-
denzen auf. In keinem Fall werden die Auflager in den Eckpunkten aktiviert. Bei der diinnen
Platte wird méglichst viel Material in Plattenmitte angelagert, um die Biegesteifigkeit im
Bereich grofler Momente zu erhdhen. Mit zunehmender Plattendicke werden die Lasten ver-
stirkt iiber Schubverzerrungen zu den Auflagern in den Seitenmitten abgetragen. Hierbei
nimmt in der Dickenoptimierung der Anteil an Dicken mit t;, < t < t; im Optimum zu. Dies
kann auf die lineare Abhingigkeit der Schubsteifigkeit von der Plattendicke zuriickgefiihrt
werden. Die gute Ubereinstimmung von Dickenoptimierung und materieller Topologieopti-
mierung auf der Basis eines suboptimalen Werkstoffmodells darf jedoch nicht dariiber hinweg-
tiuschen, daf} beide Formulierungen zu nichtkonvexen Optimierungsproblemen fiihren und
stark von der Diskretisierung des Entwurfsraums und der Steuerung des Optimierungsalgo-
rithmus abhéngen. Ein Indiz hierfiir sind die unterschiedlichen Ergebnisse der Dicken— und
Topologieoptimierung fiir T/1 = 1/200.

In einem weiteren Beispiel wird die Topologieoptimierung eingesetzt, um die optimale Anord-
nungen von Rippen zur Versteifung einer Platte nach der Optimierungsaufgabe (4.1) zu bestim-
~ men (Bild 4.11). Die Rippen sollen so angeordnet werden, daf die Dehnungsenergie des ge-
samten Tragwerks, d.h. Platte und Rippen, minimal wird. Die Masse, die fiir die Rippenstruktur
zur Verfligung steht, ist auf 30% des maximal moglichen Materials beschrinkt. Die Opti-
mierungsvariablen beschreiben im vorliegenden Fall nicht die Struktur selbst, sondern nur
die Anordnung der Rippen. Die Platte ist in 4 Punkten vertikal und horizontal gelagert sowie
mit einer gleichformigen, vertikal wirkenden Flichenlast belastet. Der Entwurfsraum fiir die
Rippen entspricht der Grundplatte. Die Grundplatte und die Rippenschicht werden mit jeweils
4 X 288, 8—knotigen, isoparametrischen, 2 X 2 reduziert integrierten Verschiebungsele-
menten diskretisiert, wobei die Steifigkeiten der entsprechenden Elemente im Sinne eines ver-
schmierten Modells addiert werden. Die Optimierungsaufgabe wird zum Vergleich mit dem
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Zielfunktion: Steifigkeit
Nebenbedingung: Masse (Rippen) 30%

E-Modul: Eg = BEg = 2.1 - 107
Querdehnzahl: Vg = vg = 03

Platte Dicke: tg = 0.01

Rippen  Dicke: tg = 0.05
Werkstoffmodell: Makroskopisch, isotrop f§ = 3.0

Bild 4.11:  Optimierung von Rippen fiir eine gleichférmig vertikal belastete Platte

zuvor etlduterten OC-Verfahren und dem in Abschnitt 2.1 beschriebenen SQP--Algorithmus
unter Beriicksichtigung der Symmetrie des Tragwerks gelost. Beide Optimierungsverfahren
fiihren zu demselben Ergebnis. Die Dehnungsenergie des optimierten Tragwerks ist im Ver-
gleich zum Ausgangsentwurf mit einer gleichformig porésen Rippenschicht um 84% geringer.

Die vielfiltigen Einsatzmdglichkeiten des vorgestellten Verfahrens werden abschlieffend durch
ein Beispiel zur Topologieoptimierung von Schalentragwerken unterstrichen. In zahlreichen
konstruktiven Aufgaben ist die Form von Schalen aufgrund von funktionalen oder gestalte-
rischen Gesichtspunkten vorgegeben. Die Optimierung von Aussteifungen ist daher von grofier
praktischer Bedeutung. In ersten Studien wird die Topologieoptimierung beispielsweise einge-
setzt, um die Aussteifungen von Karosserie-Elementen im Automobilbau zu optimieren
(Kikuchi [134], Chiredast et al. [59]). In Bild 4.12 ist eine Motorhaube dargestellt, die an
ihrer Hinterkante an zwei Stellen fest eingespannt und durch eine Torsionslast belastet ist.
Die Mittelflidche der Schale wird durch Bézier—Elemente beschrieben (— Kapitel 5). Der Ent-
wurfsraum fiir die Aussteifungen ist mit der abgebildeten Schale identisch und zu Beginn
des Optimierungsprozesses gleichférmig mit pordsem Material p/p, = 0.4 gefiillt. Die
Tragfahigkeit der Grundstruktur wird in diesem Beispiel vernachlissigt (tg = 0). Das Ver-
haltnis zwischen der Dicke und der charakteristischen Linge der Schale betrigt t/1 = 1/40.
Verschiedene Zwischenzustinde und die optimierte Materialverteilung sind in Bild 4.12 dar-
gestellt und im Verlauf der Dehnungsenergie tiber den Optimierungsproze gekennzeichnet.
Es fillt dabei auf, da8 die Zielfunktion vom 10. zum 20. Iterationsschritt nur geringfiigig ver-
bessert wird. Die Klarheit der Materialverteilung hinsichtlich einer “0~1” Aufteilung nimmt
dagegen deutlich zu. Dieses Konvergenzverhalten ist fiir Topologieoptimierungsprobleme (4.1)
typisch und weist auf ein flaches Optimum im Raum der Optimierungsvariablen hin.
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Zielfunktion: Steifigkeit
Nebenbedingung: Masse 40%
Dicke/Linge: t/1=1/40

!

Werkstoffmodell: Makroskopisch, isotrop
B =25
Querdehnzahl: v =103

Il

100
Dehnungsenergie [%]
50
ol o -
L 5 10 15 20
Iterationen

Bild4.12:  Optimierung der Aussteifungen einer Motorhaube

4.1.5 Beriicksichtigung von Spannungsnebenbedingungen

Die Steifigkeit des Tragwerks ist fiir zahlreiche Problemstellungen ein wichtiges Entwurfskri-
terfjum. Die absolute GroBe der #ufleren Belastung sowie die Beanspruchung der Bauteile
flieBen in dieses Kriterium nicht explizit ein. Die maximale Beanspruchbarkeit des Materials
ist jedoch in zahlreichen Konstruktionsaufgaben ein wesentliches Kriterium. Daher wird in
diesem Abschnitt erlautert, wie Spannungsnebenbedingungen in der materiellen TopologieoPti—
mierung beriicksichtigt werden kénnen.

Ebene Tragwerke, die fiir einen Lastfall hinsichtlich ihrer Steifigkeit nach (4.1) optimiert sind,
zeichnen sich durch eine gleichmiBige Beanspruchung nahezu aller Strukturelemente im Sinne
eines “Fully Stressed Design” aus. In Ubereinstimmung mit der Michellschen Entwurfstheorie
sind die optimierten Tragwerke statisch bestimmt, wenn diese als Stabwerke modelliert werden.
Fiir diesen Idealfall kann die maximale von Mises Vergleichsspannung im Tragwerk iiber die
Dehnungsenergie abgeschiitzt werden. Die von Mises Spannung wird durch die Projektion
P, des Spannungstensors o (2.57) berechnet.

o, = | % 0T P, o , (4.9)
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Die von Mises Spannung kann beispielsweise flir den ebenen Spannungszustand wie folgt
abgeschitzt werden (Bendsge et al. [30]):

1+v)

5 eT Py o 4.10)

TP, <" Ce s§_(_l_ﬁ—__vl

Eine obere Grenze Gy fiir die im gesamten Tragwerk maximale von Mises Spannung ergibt
sich aus der Integration der Ungleichung (4.10) iiber das Gebiet Q.

=1
<
1

1 3E T
01T+ Je C e dQy 4.1

Qx

Eine entsprechende Spannungsnebenbedingung kann fiir einen Lastfall unter der Annahme
konstanter Spannungen im optimierten Tragwerk implizit beriicksichtigt werden, indem bei
der Minimierung des Gewichts die maximale Dehnungsenergie bzw. bei der Maximierung
der Steifigkeit (4.1) die minimale Masse vorgeschrieben wird. Dies ist bei mehreren Lastfillen
im allgemeinen nicht moglich. Infolge der mittelnden Abschitzung (4.11) konnen auch bei
einem Lastfall in Lasteinleitungs— und Auflagerbereichen grofiere Spannungen auftreten. Es
ist zwar in vielen Fallen moglich, lokale Spannungsiiberschreitungen in einem anschlieBenden
Formoptimierungsschritt oder durch die Variation der Dicke zu korrigieren, ohne daf sich
hierbei die optimale Topologie dndert. Wie die nachfolgenden Untersuchungen jedoch zeigen,
bewirken bestimmte Konstellationen von Last— und Auflagerbedingungen eine unterschied-
liche optimale Topologie, je nach dem ob Spannungen bereits bei der Steifigkeitsoptimierung
beriicksichtigt werden oder nicht.

In der Topologieoptimierung ist es nicht sinnvoll, maximal zuldssige Spannungen durch lokale
Nebenbedingungen zu berticksichtigen. Die Spannungen sind in sehr vielen Stiitzpunkten im
Entwurfsraum auszuwerten und zu kontrollieren, da die Geometrie des eigentlichen Tragwerks
zu Beginn des Optimierungsprozesses nicht feststeht. Dies hat eine grofien Anzahl von Neben-
bedingungen in Verbindung mit einer aufwendigen Sensitivititsanalyse zur Folge. Die Vorteile
der effizienten Berechnung der Gradienten nach der variationellen, adjungierten Methode
gehen bei der Einfilhrung von lokalen Spannungsnebenbedingungen verloren. Die Probleme
infolge von lokalen Spannungsnebenbedingungen werden in einer Arbeit von Duysinx,
Bendsge [82] deutlich. Yang und Chen [281] fiihren daher die Spannungsnebenbedingungen
als Ly-Norm (2.33) in einer Penalty-Formulierung ein.

i/p

oy\P
fg = J(E’:—) dQ ; lsp< (4.12)
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Der mit wq gewichtete Strafterm fy wird zur Dehnungsenergie in der Aufgabenstellung (4.1)
addiert und die so modifizierte Zielfunktion im Optimierungsproze minimiert, Das erweiterte
Optimierungsproblem lautet:

1/p
Ay \P
min JET(X) C(x,8) &(x) dQ + wq f ( g@ ) dQ (4.13)
§ : v
* QS QS
Jp(é,x)dQs——ﬁ:O ;S =S=§y
Qg

Eine entsprechende Penalty-—Formulierung tber die Kreisselmeier—Steinhauser—Funktion
(2.34) erwies sich in numerischen Untersuchungen als weniger geeignet. Die Sensitivititen
der Zielfunktion werden auf der Basis einer variationellen, adjungierten Formulierung be-
rechnet. Da die Dehnungsenergie beziiglich der Werkstoffparameter § selbstadjungiert ist,
konnen deren Gradienten, wie zuvor erldutert, in einer Nachlaufrechnung ermittelt werden.
Die Ableitungen des Strafterms f; werden wie folgt berechnet:

Vo = -115 fo (1 ~P/P V£ (4.14)

A\ P ‘
fy = J a8 0) dQ 5 do= (9—(61?-)) (4.15)

H

Die Sensitivititen des Integrals fo werden nach der variationellen, adjungierten Methode
(2.135)~(2.139) bestimmt. Die Berechnung der Ableitung des Integranden §q nach dem Span-
nungstensor o fiihrt auf die Differentiation der von Mises Spannung (4.9), wobei die Symmetrie
der Projektionsmatrix P berticksichtigt wird.

— 3 - . '
Voo = 3 52 g, 07 Py 1 v (4.16)
v

Der EinfluB von Spannungsnebenbedingungen auf die Topologie von Tragwerken mit maxi-
maler Steifigkeit wird an einem Scheibenproblem veranschaulicht (Bild 4.13). Die optimale
Materialverteilung wird auf der Basis des makroskopischen, isotropen Werkstoffmodells ohne
und mit Spannungsnebenbedingungen (wgs = 0) bzw. (wg = 10) bestimmt. Die Masse T
im Entwurfsraum ist jeweils auf 25% der maximal moglichen Materialmenge beschrinkt. Die
Optimierungsprobleme werden mit der zuvor erlduterten Filtermethode stabilisiert,’ wobei die
Dehnungsenergie und der Spannungsterm f; mit dem Operator H (4.7) geglittet werden. Der
rechteckige Entwurfsraum ist durch eine vertikale Gleichstreckenlast entlang der oberen Kante
belastet. Es werden zwei Auflagerbedingungen untersucht. Im Fall A ist die gesamte untere
Kante eingespannt. Im Fall B dagegen sind nur die gekennzeichneten Stellen gelagert. Der
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Zielfunktion: Maximale Steifigkeit

Nebenbedingungen:  Spannungen (Penalty—Formulierung)

O, =100 , p =40
Masse ™ = 25%
Dicke: t=24
Last: pP=24
Materialmodell: Makroskopisch, isotrop f§ = 3.0
E-Modul: E=18"10
Querdehnzahi: v =03
o Filtermethode: F=02 , =20
2 4 2 Auflager: A: Gesamte untere Kante eingespannt
= Auflager: 0.5 B: Untere Kante partiell eingespannt
(Fall B) (siehe Abbildung links)

Bild4.13:  Beispiel zur Steifigkeitsoptimierung mit Spannungsnebenbedingungen

Entwurfsraum ist mit 2 X 1200, 8-knotigen, isoparametrischen, 2 X 2 reduziert integrierten
Verschiebungselementen diskretisiert. Unter Berticksichtigung der Symmetrie des Problems
wird nur eine Hélfte des Entwurfsraums analysiert. Die Optimierungsprobleme werden mit
dem in Abschnitt 2.1 vorgestellten und zu Beginn des Kapitels erlduterten OC-Verfahren
gelost.

Die Optimierungsergebnisse ohne und mit Spannungsnebenbedingungen sind fiir die Auflager-
bedingungen A und B in Bild 4.14 dargestellt. Die optimalen Tragwerke, die ohne und mit
Berticksichtigung der zuldssigen Spannungen entstehen, sind topologisch dquivalent, wenn
der zur Verfiigung stehende Auflagerbereich wie im Fall A gentigend breit ist. Die zu hohen
Spannungen im Bereich der Auflager des rein auf Steifigkeit optimierten Tragwerks werden
durch eine Verbreiterung der Stiitzen bei der Optimierung mit Spannungsnebenbedingungen
vermieden. Im Fall B jedoch sind die duleren Auflager zu schmal, so daB die inneren Auflager
aktiviert werden, um die Spannungsnebenbedingungen zu erfiillen. Die Beriicksichtigung von
Spannungsnebenbedingungen bewirkt eine Anderung der Topologie des Tragwerks mit maxi-
maler Steifigkeit. Der Vergleich der Dehnungsenergien in Tabelle 4.2 zeigt, daf§ die unter Be-
riicksichtigung der maximal zuldssigen Vergleichsspannung erzielten Ergebnisse im Vergleich
zu den rein auf Steifigkeit optimierten Tragwerken deutlich weicher sind. Dies liegt jedoch
primér nicht an der unterschiedlichen Topologie und Form der optimierten Tragwerke, sondern
an einem vergleichsweise hohen Anteil von pordsem und damit weichem Werkstoff in der
optimierten Materialverteilung, wenn die maximal zuldssige Vergleichsspannung beriick-
sichtigt wird. Dieser Effekt konnte tiber das vorliegende Beispiel hinaus bei weiteren Opti-
mierungsproblemen (4.13) festgestellt werden und stimmt mit den Ergebnissen von Yang und
Chen [281] {iberein.
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Auflager — Fall A: Auflager — Fall B:
wg = 0.0 wg = 10.0 wg = 0.0 wg = 10.0

PP T T T I7 7777l

Bild 4.14:  Einfluf} der Spannungsnebenbedingungen auf die optimale Topologie
bei verschiedenen Auflagerbedingungen

Das Auftreten von pordsem Werkstoff in der optimierten Materialverteilung erschwert die Um-
setzung des Optimierungsergebnisses in ein Tragwerk, das aus einem homogenen Material
besteht. Es stellt sich daher die Frage, ob pordses Material bei einer Beschrinkung von maximal
zuldssigen Spannungen tatsdchlich optimal ist oder ob der Optimierungsproze3 aus nume-
rischen Griinden vorzeitig stagniert. Da Vergleichsrechnungen mit verschiedenen Wichtungs-
faktoren wg > O und anderen Optimierungsalgorithmen, wie SQP— und SLP-Verfahren, zu
denselben Ergebnissen fiihren, kann ausgeschlossen werden, daf3 der Optimierungsprozefl in
einem lokalen Optimum vorzeitig konvergiert. Es wird ebenfalls untersucht, ob die Spannungs-
spitzen, die entlang der gezackten Rénder zwischen Bereichen mit hoher und niedriger Dichte
auftreten, einen Grund fiir eine vorzeitige Stagnation des Optimierungsprozesses sind. Wie
in Abschnitt 6.2.3 gezeigt wird, konnen die kiinstlichen Spannungsspitzen durch eine adaptive
Diskretisierung des Entwurfsraums wihrend des Optimierungsprozesses vermieden werden.
Der Anteil an pordsem Werkstoff im Optimum wird hierdurch zwar geringfiigig, jedoch nicht
im gewtinschten Umfang reduziert.

Diese Untersuchungen legen den SchluB nahe, daf3 porése Werkstoffe in bestimmten Bereichen
des Tragwerks optimal sind, wenn Spannungsnebenbedingungen beriicksichtigt werden. Die
hier eingesetzten, makroskopischen Werkstoffmodelle beschreiben das Materialverhalten von
Knochensubstanz oder Metallschdumen in Abhingigkeit der Dichte in guter Niherung. Es

Auflager A: Auflager B:
wg = 0.0 we = 10.0 wg = 0.0 wg = 10.0
Dehnungsenergie 4.4077 6.6032 47232 7.3282
Porositit [%] 4.50 33.58 4.50 35.83

Tabelle 4.2:  Ergebnisse fiir die Optimierung mit und ohne Spannungsnebenbedingungen
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ist daher im Gegensatz zur reinen Steifigkeitsoptimierung durchaus sinnvoll, beispielsweise
portse Metallschidume einzusetzen, wenn die Belastbarkeit des Werkstoffs beriicksichtigt wird.
Wird dennoch eine niherungsweise “0-1" Materialverteilung angestrebt, sind alternative
Formulierungen des Optimierungsproblems oder neue regularisierende Werkstoffmodelle zu
entwickeln.

Anmerkung:

Kirsch [138] weist im Rahmen der diskreten, materiellen Topologieoptimierung von statisch
unbestimmten Fachwerken mit variablen Stabquerschnitten A darauf hin, daB Spannungs-
nebenbedingungen zu singuldren Optima’ filhren. Es treten in Stdben mit A - 0 groBe
Spannungen auf. Dieses Problem existiert jedoch in der materiellen Topologieoptimierung
von kontinuierlichen Tragwerken nicht: 0 = C( §) €. Bei einer Abnahme der Steifigkeit des
Materials C — 0 gehen auch die Spannung gegen Null. Wie die Optimierungsergebnisse in
Bild 4.14 zeigen, konnen daher groBe Bereiche mit einer Dichte p = p(8y) erzeugt werden.

4.2  Optimierung von Eigenfrequenzen

Das dynamische Verhalten einer Struktur kann anhand der Eigenfrequenzen bei stoBartiger
Belastung sowie anhand des Frequenzantwortspektrums bei periodischer Anregung beurteilt
werden. Die Methode der materiellen Topologieoptimierung wurde erstmals von Diaz und
Kikuchi [75] auf Schwingungsprobleme angewandt, um die niedrigste Eigenfrequenz von
Scheibentragwerken zu maximieren. Das Optimierungsproblem wird auf der Basis von pordsen
Werkstoffen, wie der periodischen Mikrozelle mit Rechteck-Loch und dem orthogonalen
rank-2 Laminat, mit dem von Bendsge, Kikuchi [26] fiir Steifigkeitsprobleme eingefiihrten
OC-Verfahren gelost. Alternativ hierzu schlagen Tenek und Hagiwara [253] ein SLP—Ver-
fahren vor, um die niedrigste Eigenfrequenz zu maximieren. Ma et al. [153] erweitern die
Optimierungsmethode auf die Maximierung der dynamischen Steifigkeit bei periodisch
erregten Tragwerken. Kawabe und Yoshida {132} setzen ein makroskopisches, isotropes Werk-

stoffmodell ein, wobei sie nur die Eigenfrequenz einer bestimmten Eigenform maximieren.

In diesem Abschnitt werden die bestechenden Arbeiten zur materiellen Topologieoptimierung
mit Eigenfrequenzen inhaltlich zusammengefalt und spezifische Probleme, die bei der Topolo-
gieoptimierung mit Eigenfrequenzen auftreten, erldutert. Ein abschlieBendes Beispiel zur
Frequenzoptimierung von Schalentragwerken unterstreicht die Vielseitigkeit der materiellen
Topologieoptimierung. In der Frequenzoptimierung kénnen im wesentlichen zwei Aufgaben-
typen unterschieden werden:

7. Ein singuldres Optimum ist dadurch gekennzeichnet, daf§ der zulissige, n-dimensionale Losungs-
raum in der Umgebung der Losung auf einen k-dimensionalen Unterraum mit k<n beschrénkt
ist, wobei n die Anzahl der Optimierungsvariablen ist. Ein singuléres Optimum kann folglich

mit numerischen Optimierungsprozeduren nicht bestimmt werden.
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e Maximierung der niedrigsten Eigenfrequenz:  max min ERCAY)

s &
o Anpassung von Eigenfrequenzen an Sollwerte: min Z min | 9 — 91 (4.18)
§ k b : .

In beiden Problemstellungen sind prinzipiell simtliche Bigenwerte der Struktur zu beriickdich-
tigen, da sich die Reihenfolge der Eigenwerte wihrend des Optimierungsprozesses beliebig
veriindern kann. Folglich filhren diese Aufgabentypen auf nichtglatte Mehrkriterienopti-
mierungsprobleme (— Abschnitt 2.3). Mehrere Eigenwerte konnen sich im Optimierungs-
prozeB kreuzen oder im Losungspunkt zusammenfallen, Diese Effekte verursachen hinsichtlich
der Optimalititsbedingungen und des numerischen Losungsverfahrens erhebliche Probleme.
Die Fréchet— Ableitungen existieren bei mehrfachen Eigenwerten nicht. Seyranian et al. [231]
berechnen in diesem Fall die Richtungsableitungen auf der Basis eines modifizierten Eigen-

wettproblems.

Oftmals werden nur die Eigenwerte von bestimmten Eigenformen im Optimierungsproblem
(4.17) bzw. (4.18) beriicksichtigt, um die Probleme infolge des nichtglatten Mehrkriterienopti-
mierungsproblems zu vermeiden. In der Topologieoptimierung ist es jedoch nur in Ausnahme-
fillen sinnvoll, ausschlieBlich Eigenwerte zu betrachten, deren Eigenformen bereits im Start-
entwurf fir das dynamische Verhalten der Struktur dominant sind. Dies ist beispielsweise der
Fall, wenn eine massive Grundstruktur oder konzentrierte Massen vorgegeben sind und nur
Verstrebungen und Aussteifungen mit einer deutlich geringeren Masse mittels Topologieopti-
mierung erzeugt werden sollen. Im allgemeinen éndert sich jedoch die Materialverteilung im
Entwurfsraum wihrend des Optimierungsprozesses derart, da im Vergleich zom Startentwurf
andere Eigenformen fiir das Schwingungsverhalten relevant werden. Daher wird das nichtglatte
Mehrkriterienoptimierungsprobleni durch glatte Einhiillenden—Funktionen, wie beispielsweise
die Kreisselmeier—Steinhauser—Funktion (2.34), approximiert und die Losung ndherungsweise
bestimmt. In diesem Sinn formulieren Ma et al. [153] die Frequenzoptimierungsaufgabe als
allgemeines Mehrkriterienoptimierungsproblem, das mit Hilfe von Einhiillenden-Funktionen
(2.33) und (2.34) gelost wird.

Die weiteren Betrachtungen folgen diesem Ansatz, beschréinken sich jedoch auf die Maxi-
mierung der niedrigsten Eigenfrequenz (4.17). An dieser Aufgabenstellung lassen sich die
wichtigsten Effekte bei der Losung von Schwingungsproblemen in der Topologieoptimierung
aufzeigen. Das Optimierungsproblem (4.17) wird als min-max--Problem mittels der Kreissel-
meier-Steinhauser—Funktion (2.34) formuliert.

g
oo 1 -p%i($)
min In [ Ze (4.19)
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Die Anzahl der beriicksichtigten Eigenwerte wird mit ny bezeichnet. Die Masse im Entwurfs-
raum ist mit T vorgegeben. Diese Aufgabenstellung ist dem Optimierungsproblem “Minimale
Masse bei Vorgabe der kleinsten Eigenfrequenz” dquivalent. Je groBer der Wichtungsfaktor
p ist, desto genauer wird das min-max-Problem und damit die Losung selbst approximiert
(—> Abschnitt 2.3). Allerdings kénnen bei hohen p—Faktoren Oszillationen und numerische
Schwierigkeiten im Optimierungsprozefl auftreten. Die Ableitung der Zielfunktion nach der
Optimierungsvariablen §; berechnet sich aus:

I]ﬁ nﬂ
Vof = [ > - (e_p‘)i) Vsﬁj] / [ > (e“Pﬁn)} (4.20)
j=1 i=1

Die Ableitungen der Eigenfrequenzen nach Werkstoffparametern VB sind selbstadjungiert
und konnen nach der diskretisierten, direkten Methode (2.118)—(2.120) in einer Nachlaufrech-
nung aus den Eigenformen berechnet werden. Die Ableitungen der Nebenbedingung liegen
fiir das jeweilige Werkstoffmodell explizit vor.

Das Verhalten von isotropen und orthotropen Werkstoffmodellen wird fiir Schwingungs-
probleme (4.19) anhand des folgenden Beispiels untersucht (Bild 4.15). Die Aufgabenstellung
ist der Arbeit von Ma et al. [153] entnommen. Es ist das Tragwerk mit maximaler kleinster
Eigenfrequenz zu bestimmen. Die Masse im Entwurfsraum ist auf 32.76 % der maximal mdg-
lichen Materialmenge beschrinkt. Der Entwurfsraum ist mit 2800, 8—knotigen, isopara-
metrischen, 2 X 2 reduziert integrierten Verschiebungselementen fiir den ebenen Spannungs-
zustand diskretisiert. In der Mitte des Entwurfsraums ist eine Punktmasse mit 5/14 der
Gesamtmasse angebracht, die nur in vertikaler Richtung schwingt. Es werden die ersten beiden
Eigenfrequenzen in der Zielfunktion (4.19) mit p = 10 beriicksichtigt. Die Eigenfrequenzen

NN NN

el
NSNNNNNN
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Zielfunktion: Maximale 1. Eigenfrequenz Nebenbedingung: Masse M = 32.76%
Punktmasse: mp=5-10"3 Dicke: t=1.0

Werkstoffmodell: ~ Makroskopisch, isotrop / orthotrop f = 2.0

E-Modul: E=10°
Dichte (homogen): pg = 1073 Querdehnzahl: v = 0.3
Filtermethode: T=015 , =20

Bild 4.15:  Beispiel zur Optimierung von Eigenfrequenzen
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¢. Orthotrop (nichtstabilisierty 97 = 61.511

Bild 4.16:  Vergleich der Optimierungsergebnisse fiir verschiedene Werkstoffmodelle

werden mit Hilfe eines Subspace—Verfahrens in Verbindung mit einem QZ-Algorithmus zur
Losung der reduzierten Unterprobleme berechnet (u.a. Bathe [19]). Die optimale Material ver-
teilung wird mit dem in Abschnitt 2.1 beschriebenen OC—Verfahren ermittelt. Die Orientierung
des orthotropen Materials wird mit dem im Anhang A6 aufgefiihrten Algorithmus bestimmt.

Zu Beginn des Optimierungsprozesses ist der Entwurfsraum gleichformig mit pordsem Mate-
rial gefiillt. Die niedrigste Eigenfrequenz betrigt %, = 34.444 Hz fiir das makroskopische,
isotrope Werkstoffmodell (3.41) und &, = 18.925 Hz fiir das makroskopische, orthotrope
Werkstoffmodell (3.44). Die Optimierungsergebnisse auf der Basis des makroskopischen, iso-
tropen Werkstoffmodells (3.41) sind jeweils fiir eine nichtstabilisierte und eine nach der Filter—
Methode stabilisierte Formulierung in Bild 4.16 dargestellt. Die stabilisierte Formulierung
kann analog zur Steifigkeitsoptimierung (4.6) aufgestellt werden. Aus algorithmischer Sicht
ist es ausreichend, den Glittungsoperator (4.7) auf die Ableitungen des Steifigkeits— und des
Massenterms anzuwenden. Der Vergleich mit dem Optimierungsergebnis auf der Basis des
orthotropen Werkstoffmodells (3.44) verdeutlicht die optische und qualitative Ubereinstim-
mung der isotropen, stabilisierten und orthotropen Formulierungen fiir Schwingungsprobleme.

Orthotrope Werkstoffmodelle fithren jedoch bei Schwingungsproblemen zu erheblichen
Schwierigkeiten. Zum einen konvergieren die Optimierungsergebnisse nur sehr langsam. Zum
anderen treten zahlreiche, niederfrequente Eigenformen im Optimierungsprozefl auf, die fiir
das optimierte Tragwerk nicht relevant sind. Beide Nachteile von orthotropen Werkstoffmo-
dellen bleiben erstaunlicherweise in der Literatur unerwihnt. Das erste Problem kann darauf
zurlickgefiihrt werden, daB die Ableitungen der Nebenbedingung nach den richtungsbezogenen
Indikatoren )Agl, )A(z zu Null werden konnen. Fiir das makroskopische, orthotrope Werkstoff-
modell (3.44) lauten die entsprechenden Ableitungen:

104



inh=Ip0(l—-)A(j)dQS ; i=12,j=21 4.21)
N

Die Kuhn-Tucker-Bedingungen (2.6) sind jedoch nicht definiert, wenn die Ableitungen im
Optimum zu Null werden. Die Auswirkungen dieses Defekts (Vy,h — 0) auf die Konvergenz
des Optimierungsprozesses konnen anhand des OC-Algorithmus veranschaulicht werden, tref-
fen jedoch generell auf jedes Gradientenverfahren zu. Die Indikatoren )A(i werden im Iterations-
schritt k nach der Rekursionsformel (2.14) berechnet.

N NGl v, fk P
X =% (H( ) - m _ (4.22)

Bei der Optimierung der Steifigkeit nach Aufgabenstellung (4.1) auf der Basis von orthotropen
Werkstoffmodellen sind die Ableitungen der Zielfunktion V,f kleiner Null, wenn der Gradient
der Nebenbedingung Vyh gegen Null strebt. Die lokale Steifigkeit wird fiir )A(i — | durch eine
Zunahme der Dichte generell vergroBert. Der Shift—Faktor i % ist in diesem Fall sehr klein
(— Anhang AS5). Bei Schwingungsproblemen treten sowohl positive wie auch negative Ablei-
tungen der Zielfunktion V,f fiir Vyh — 0 auf. In diesem Fall streben der Shift--Faktor i®
und der Lagrange-Multiplikator n® gegen unendlich. Der OptimierungsprozeB stagniert, da
fiir Variablen mit Vyh » 0 der Quotient in der Rekursionsformel (4.22) gegen Null geht.

v, f&

-0 (4.23)
n® 7, h®

Fiir das isotrope Werkstoffmodell tritt dieses Problem nicht auf, da die Ableitung der Nebenbe-
dingung nach der Dichte konstant ist. Durch eine einfache Modifikation des OC—Verfahrens
kann eine vorzeitige Stagnation des Optimierungsprozesses bei orthotropen Materialmodellen
vermieden werden. Hierzu wird die Ableitung der Nebenbedingung im Nenner der Rekursions-
formel (4.22) so modifiziert, daB der Gradient Vyh = T ist.

inﬁ=jp0(l—(1——5)§(j)d95 ;oi=12,j=21 (4.24)
o

Diese Modifikation verhindert einerseits ein vorzeitiges Stagnieren des Optimierungsprozesses,
kann andererseits jedoch zu Oszillationen in der Nihe des Optimums fithren. Im vorliegenden
Beispiel wurde das Optimierungsergebnis fiir das orthotrope Werkstoffmodell mit © = 0.5
berechnet.

Das zweite Problem bei orthotropen Werkstoffmodellen betrifft Eigenformen, die im Opti-
mierungsprozef} €ntstehen, jedoch hinsichtlich des optimierten Tragwerks keine Bedeutung
haben (Bild 4.17). Die Eigenformen treten in Bereichen mit porésem Material entlang des
eigentlichen Tragwerks auf. In diesen Bereichen ist die Masse des Werkstoffs im Vergleich
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zur Steifigkeit groff. Das weiche Material besitzt eine Eigenfrequenz, die nur wenig liber der
niedrigsten Eigenfrequenz des eigentlichen Tragwerks liegt. Dieser Effekt tritt vereinzelt bei
isotropen Werkstoffmodellen auf, wird jedoch in den untersuchten Beispielen vor allem bei
orthotropen Werkstoffen registriert. Bei orthotropen Werkstoffen kann die Steifigkeit in eine
Richtung reduziert werden, ohne daf} die Massentrigheit in dieser Richtung ebenfalls verklei-
nert wird. Es werden eine Vielzahl von “kiinstlichen” Eigenformen im Optimum aktiv. Bei
der Maximierung der niedrigsten Eigenfrequenz kann dieser Effekt zu Oszillationen im Opti-
mierungsprozef fiihren. Die Anpassung von Eigenfrequenzen an gegebene Sollwerte ist nahezu
unméglich, wenn “kiinstliche” Eigenformen im Optimierungsprozef3 aktiv werden. Generell
verlangsamt das Auftreten dieser Eigenformen die Konvergenz von Eigenwertldsern erheblich
und erhoht hierdurch den numerischen Aufwand. Es wurde daher untersucht, ob die “kiinst-
lichen” Eigenformen durch die Vernachldssigung der Masse in hochpordsen Bereichen
p < Py, bei der Eigenwertanalyse vermieden werden konnen. Numerische Untersuchungen
zeigen, dal das Auftreten von lokalen Eigenformen in pordsen Bereichen mit zunehmendem
Schwellenwert P, hinausgezogert, aber nicht vermieden werden kann. Daneben konnen bei
groBeren Schwellenwerten Py, —> p, Oszillationen im OptimierungsprozeB entstehen. Ein
Verfahren, das dieses Problem beseitigt, steht noch aus.

Eigenfrequenzen [Hz]
150

\/\//\' Wechsel der Eigenformen
100 %

50\/\//

0 T~
1 50 100 150
Iterationen

Eigenformen der optimierten Materialverteilung

1. Eigenform 2. Eigenform

3. Eigenform

e ——

- el o
TSI To< T

Bild4.17:  Eigenfrequenzen und Eigenformen fiir das orthotrope Werkstoffmodell
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e e 7 Zielfunktion: Maximale 1. Eigenfrequenz @ E——
Nebenbedingung: Masse T = 28.57%
Punktmasse (¢): mp = 0.7
] @ Dicke: t=10
Werkstoffmodell:  Makroskopisch, isotrop
X . B =20
E~Modul: E=21"108
i n - Do =
v Dichte (homogen): py = 7.0
6 H Querdehnzahl: v =03
- Filtermethode: T = 0.075 , ¥ = 2.0
: . o -
. H Startentwurf: 1‘}] = 24.471 Hz
Optimiert: 9," = 31.830 Hz
Rahmen: W (Breite b =0.1)
Entwurfsraum: O
b}
1.2

Bild4.18:  Frequenzoptimierung eines Rahmentragwerks

Die Einsatzméoglichkeiten der Topologieoptimierung flir Schwingungsprobleme sollen
abschlieBend anhand von zwei anwendungsbezogenen Beispielen demonstriert werden. In
Bild 4.18 ist ein fiinfstockiges, ebenes Rahmentragwerk dargestellt (Diaz, Kikuchi [75]). Die
Rahmen werden so ausgesteift, da die kleinste Eigenfrequenz ¥, des Tragwerks maximal
wird. Das Material fiir die Verstrebungen ist auf 28.57% der im gesamten Entwurfsraum maxi-
mal moglichen Masse beschrinkt. Beim Aufbau der Einhiillenden—Funktion fiir das Mehrkrite-
rienoptimierungsproblem (4.19) werden die ersten drei Eigenfrequenzen berticksichtigt. In der
Frequenzanalyse werden die Masse des Rahmens, die der Verstrebungen sowie die konzen-
trierten Punktmassen beriicksichtigt. Die Struktur ist unter der Annahme des ebenen
Spannungszustandes mit 2000, 8-knotigen, isoparametrischen, 2 X 2 reduziert integrierten
Verschiebungselementen diskretisiert. Die Optimierungsaufgabe wird in einer stabilisierten
Formulierung mit dem OC—Verfahren aus Abschnitt 2.1 geldst. Die niedrigste Eigenfrequenz
kann von 24.471 Hz bei einer gleichférmigen Verteilung des pordsen Materials im Entwurfs-
raum auf 31.830 Hz erhoht werden.

In Bild 4.19 ist eine Motorhaube gezeigt, die eine starke Kriimmung im vorderen Bereich
aufweist. Die vordere und hintere Kante sind gelenkig, vertikal gelagert. Zusétzlich ist die
Schale hinten links und rechts fest eingespannt. Mit Hilfe der Topologieoptimierung sollen
Rippen erzeugt werden, so daf die niedrigste Eigenfrequenz der Schale maximal wird. Das
Material fiir die Versteifungen ist auf 25% der maximal moglichen Masse in der Rippenschicht
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Zielfunktion: Max. 1. Eigenfrequenz

Nebenbedingung: Masse (Rippen) 25%

Motorhaube
E-Modul: Eg = 2.1+ 107
Querdehnzahl: vg = 0.3

6.0 Dichte: pg = 0.78
Dicke: tg = 0.05

5.0

Rippen

Werkstoffmodell:  Makroskopisch, isotrop f# = 3.0
E-Modul: Eg = 2.1 - 107 ’
Querdehnzahl: vg = 0.3

Dichte: pr = 0.78

Dicke: tg = 0.1

Bild 4.19: Frequenzoptimierung einer Motorhaube

beschrinkt. Der Entwurfsraum fiir die Rippenstruktur bildet eine zweite Schalenschicht, deren
Steifigkeit und Masse im Sinne eines verschmierten Modells zur Steifigkeit bzw. Masse des
vorgegebenen Tragwerks addiert wird (— Abschnitt 4.1.4). Die Motorhaube und die Rippen-
schicht sind jeweils mit 480, 8-knotigen, isoparametrischen, 2 X 2 reduziert integrierten Ver-
schiebungselementen diskretisiert. Die Rippenstruktur wird auf der Basis des makroskopischen,
isotropen Werkstoffmodells (3.41) mit einem SQP-Algorithmus bestimmt. Die niedrigste
Eigenfrequenz des Tragwerks kann von 0.64 Hz bei einer gleichférmig verteilten Masse in

der Rippenschicht auf 1.32 Hz gesteigert werden.

4.3 Maximierung der Grenzlast
bei geometrisch nichtlinearem Tragverhalten

In der materiellen Topologieoptimierung entstehen oftmals fachwerkartige Strukturen mit
diinnen Streben. Diese Tragwerke sind erheblich stabilititsgefahrdet, wenn die Streben auf
Druck belastet werden. Daher ist das lokale und globale Beulversagen im Optimierungsprozef
zu beriicksichtigen, um die Aussagekraft der Optimierungsergebnisse zu steigern. Geometrisch
nichtlineare Effekte werden nur selten in die Formulierung der Optimierungsaufgabe einbe-
zogen. Eine allgemeine Ubersicht zu diesem Thema findet sich in der Dissertation von
Reitinger [212]. Bei der Topologieoptimierung von Fachwerken wird zumeist nur das lokale
Versagen der einzelnen Stibe betrachtet (Rozvany et al. [221]). In der materiellen Topologie-
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optimierung wird das geometrisch nichtlineare Strukturverhalten bislang nur in einer Arbeit
von Neves et al. [183] ndherungsweise erfafit. Die kritische Grenzlast wird hierbei mit einer
klassischen Stabilititsanalyse abgeschitzt und der niedrigste Eigenwert A, ; > 0 maximiert.
Diese Approximation ist jedoch nur dann zulédssig, wenn das Tragwerk sehr geringe Verfor-
mungen im Vorbeulbereich aufweist. Ebenso wie bei der Optimierung mit Eigenfrequenzen
ist das Optimierungsproblem nicht glatt, da sich die Eigenwerte im OptimierungsprozeB
kreuzen oder zusammenfallen koénnen. Auch in diesem Fall ist die Optimierungsaufgabe als
min-max—Problem zu formulieren. Neves et al. setzen eine modifizierte Wichtungsmethode
(2.31) ein, wobei sich die Werte der Wichtungsfaktoren w; aus der Losung eines inneren Opti-
mierungsproblems bestimmen. Die optimale Materialverteilung wird auf der Basis eines ortho-
tropen, mikrostrukturierten Werkstoffmodells bestimmt. Der Werkstoff ist periodisch aus
Mikrozellen mit einem quadratischen Loch aufgebaut. Die Kantenlédnge des Lochs bzw. die
Dichte des Werkstoffs werden im Optimierungsprozefl variiert. Die Orientierung des Werk-
stoffs ist fest.

In diesem Abschnitt wird eine modifizierte Vorgehensweise untersucht und deren Ergebnisse
mit den Resultaten von Neves et al. [183] verglichen. Die kritische Grenzlast wird ebenfalls
auf der Basis einer klassischen Stabilitidtsanalyse maximiert, wobei die Masse im Entwurfsraum
vorgegeben ist. Das min—max—Problem wird im Unterschied zu Neves et al. [183] mit der
Kreisselmeier—Steinhauser—-Funktion, approximiert.

0y
min L n [ Ze'PM”] COM® >0 4.25)
$ i=1
Jp(§)d§25—ﬁ=0 ;8L =8 s§y

Qs

Die Anzahl der berlicksichtigten Eigenwerte ist mit n, bezeichnet. Das Optimierungsproblem
ist der Minimierung der Masse des Tragwerks bei Vorgabe der kritischen Grenzlast dquivalent.
Der Gradient der Zielfunktion wird analog zur Ableitung (4.20) berechnet. Die Sensitivititen
der Eigenwerte werden nach dem diskreten, adjungierten Verfahren (2.116) ermittelt.

Die wesentlichen Effekte, die bei der Maximierung der Traglast in der materiellen Topo-
logieoptimierung auftreten, werden anhand des Beispiels in Bild 4.20 veranschaulicht, das
ebenfalls von Neves et al. [183] untersucht wird. Der ebene Rahmen ist vorgegeben. Die Ver-
strebungen sind so anzuordnen, daff die Grenzlast des gesamten Tragwerks maximal ist. Die
Masse ist auf 15.2% des maximal im Entwurfsraum mdglichen Materials beschrinkt. Die
Grenzlast des Rahmens ohne Verstrebungen betréigt A, = 0.131. Das Topologieoptimierungs-
problem wird zunsichst auf der Basis des orthotropen, mikrostrukturierten Werkstoffmodells
(Mikrozelle mit Rechteck-Loch) mit den Homogenisierungsergebnissen nach Suzuki, Kikuchi
[241] durch das in Abschnitt 2.1 erlduterte SQP-Verfahren geldst. Um die Untersuchungen

109



o~ ]
=l

Zielfunktion: Maximale Grenzlast

Nebenbedingung: Masse ™ = 15.2%

Last: P=10°
g Dicke: t = 0.1
Werkstoffmodell: Makroskopisch, isotrop f = 3.0
SO E-Modul: E=21-10"
9.0 Querdehnzahl: v =03
[0 Entwurfsraum B Rahmen (Breite by = 1.0)

Bild 4.20: Rahmen unter Druckbelastung

von Neves et al. [183] moglichst genau nachzubilden, werden nur die Abmessungen des
Rechteck-Lochs variiert. Die Orientierung des Werkstoffs ist festgehalten. Zu Beginn des
Optimierungsprozesses ist der Entwurfsraum gleichférmig mit porsem Matetial gefiillt. Im
OptimierungsprozeB treten, wie bei der Optimierung von Eigenfrequenzen, “kiinstliche” Eigen-
formen bei niedrigen Lastfaktoren in quasi-leeren Bereichen mit hochporésem Werkstoff auf.
Diese “kiinstlichen” Eigenformen konnen als Instabilitdten auf Materialebene gedeutet werden
(Bendsge, Triantafyllidis [28]). Die “optimierte” Materialverteilung, die zugehorigen Beulfor-
men (33. Iterationsschritt) und der Verlauf der kritischen Lastfaktoren im Optimierungsprozefl
sind in Bild 4.21 dargestellt, wobei die Iterationen im “Line-Search” mit aufgefithrt werden.
Die “kiinstlichen” Instabilitéten fiihren zu erheblichen Oszillationen sowie zu unsymmetrischen
Ergebnissen und verhindern, da das Material in den entsprechenden Bereichen entfernt wird.

Dieser Effekt ist aus der Topologieoptimierung von Fachwerken mit variablen Querschnitten
bekannt, wenn das lokale Beulen der Stibe im Optimierungsprozef beriicksichtigt wird
(Rozvany, Zhou [222]). Wie die Beschrinkung der maximal zuldssigen Stabspannungen in
einer KraftgréRen—-Formulierung filhrt auch die Berficksichtigung von lokalem Beulen zu
singuliren Optima (— Abschnitt 4.1.5). Die elastische Steifigkeit des Stabes wird durch eine
Reduktion des Querschnittes verringert, ohne daB sich die geometrische Steifigkeit dabei im
gleichen MaBe verindert. Dies ist im wesentlichen der Grurid, weshalb “kiinstliche” Instabili-
titen auch in der materiellen Topologieoptimierung von kontinuierlichen Tragwerken auftreten.
Die geometrische Steifigkeit von Bereichen mit hochpordsem Werkstoff ist im Vergleich zu
deren elastischer Steifigkeit so groB, daf diese Bereiche bei niedrigen Lastfaktoren instabil
werden. In Rozvany et al. [221] und Rozvany, Zhou [222] sind verschiedene Strategien zusam-
mengestellt, um dieses Problem bei Fachwerken zu vermeiden. Eine Grundidee beruht darauf,
die Spannungen und damit die geometrische Steifigkeit fiir kleine Querschnitte kiinstlich zu
reduzieren. Neves et al. [183] vereinfachen diese Vorgehensweise fiir die materielle Topologie-
optimierung, indem die geometrische Steifigkeit von Finiten Elementen aus hochpordsem
Material p < Py, vernachlissigt wird.
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In Bild 4.22 sind die Optimierungsergebnisse fiir verschiedene Werkstoffmodelle und Schwel-
lenwerte Py, dargestellt. Die optimierte Materialverteilung und vor allem die erzielten Grenz-
lasten sind erheblich von dem zugrunde liegenden Werkstoffmodell abhingig. Das mikro-
strukturierte, orthotrope Werkstoffmodell ist fiir “kiinstliche” Eigenformen sehr anfillig. Die
Optimierungsergebnisse sind nur dann aussagekriftig, wenn die geometrische Steifigkeit in
hochporsen Bereichen vernachlissigt wird. Im vorliegenden Beispiel treten fiir das makro-
skopische, orthotrope und isotrope Werkstoffmodell (3.44), (3.41) keine “kiinstlichen™ Eigen-
formen auf, wobei abermals die Orientierung des orthotropen Materials festgehalten wird. Bei
diesen Modellen fiihrt die Vernachlidssigung der geometrischen Steifigkeit fiir p < Py, zu
einer Reduktion des Anteils an pordsem Material im Optimum. Bei ¥y, = po wird das Ver-
sagen der erzeugten Streben erst dann beriicksichtigt, wenn die Dichte in den entsprechenden
Bereichen der Dichte des homogenen Werkstoffs entspricht. Da die Grenzlast im vorliegenden
Beispiel mafBgeblich durch das Tragverhalten der vorgegebenen Rahmenstruktur bestimmt
wird, entstehen hieraus keine Probleme. Die Vernachldssigung des Versagens der erzeugten
Streben kann, wie das nachfolgende Beispiel jedoch zeigt, zu unzuldssigen Losungen fiihren.

Die Verstrebungen des aus Bild 4.18 bekannten Beispiels werden auf der Basis des makro-
skopischen, isotropen Werkstoffmodells auf maximale Grenzlast optimiert. Anstelle der kon-
zentrierten Massen belasten vertikale Einzelkrifte gleicher Grofie das Tragwerk. Das Opti-
mierungsproblem wird zusitzlich durch die Filtermethode stabilisiert, um die Abhéngigkeit

0,5 I
Eigenwerlte

“Optimierte” Materialverteilung Iterationen

l!l'”lti_‘
. NG
A

77777777 777 L T77777 777.
1. Beulform 2. Beulform 3. Beulform
M o= 0.179 Ay, = 0.292 Ay = 0322

Bild4.21:  “Kiinstliche” Instabilititen in Bereichen mit hochpordsem Werkstoff
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der Optimierungsergebnisse von der Diskretisierung zu vermindern. Die Gldttung wird analog
zu der in Abschnitt 4.2 beschriebenen Vorgehensweise lediglich auf die Ableitungen ange-
wandt. Die Grenzlast fiir die Rahmenstruktur ohne Verstrebungen betrégt )»(10) = (.018, die
fiir den Startentwurf mit gleichformig im Entwurfsraum verteilter Masse betrdgt 7»(‘0) =.1.970.
In Bild 4.23 sind die Ergebnisse fiir die Fille, daB das Versagen der erzeugten Streben bertick-
sichtigt bzw. nicht beriicksichtigt wird, dargestelit. Die Anordnung der Streben ist in beiden
Fillen 4hnlich, unterscheidet sich jedoch insbesondere im unteren Teil des Tragwerks. Zudem
werden die Streben unterschiedlich stark ausgefiihrt. Dies hat zur Folge, daB die mit (A)
gekennzeichneten Streben in dem mit Py, > pg optimierten Tragwerk bei einem sehr kleinen
Lastfaktor A, ** > (0 versagen, wenn nachtriiglich die geometrische Steifigkeit der erzeugten
Verstrebungen mit beriicksichtigt wird. Der entsprechende kritische Lastfaktor ist mit A™* be-
zeichnet. Zum Vergleich wird die Anordnung der Streben hinsichtlich maximaler Steifigkeit
bei vorgegebener Masse im Entwurfsraum nach der Aufgabenstellung (4.1) ermittelt. Eine
anschlieBende Eigenwertanalyse zeigt, daB das Tragwerk maximaler Steifigkeit eine geringere
Grenzlast besitzt als der Startentwurf,

Die aufgefiihrten Beispiele zeigen die Notwendigkeit, das geometrisch nichtlineare Struktur-
verhalten im OptimierungsprozeB zu beriicksichtigen. Die numerischen Untersuchungen er-
gaben Gber die hier gezeigten Beispiele hinaus, daB die Topologicoptimierungsergebnisse
erheblich vom regularisierenden Werkstoffmodell abhéngen. Die Empfindlichkeit der Werk-
stoffmodelle gegeniiber “kiinstlichen” Instabilititen ist von Beispiel zu Beispiel sehr unter-
schiedlich. Die Methode, die geometrische Steifigkeit in Bereichen mit hochpordsemt Material

zu vernachlissigen, fithrt nur dann zu befriedigenden Resultaten, wenn vorgegebene Trag-

1. Mikrozelle mit Rechteck-Loch

Ib. Py/Po = 03 xli = 0.739
le. Pyo/Po =10 A = 0766

2. Makroskopisch, orthotrop

20, Ppu/Po = 0.0 xli 0.783
%b. By /oo =03 K =081S

%, PulPo =10 A = 0842

I

i

3. Makroskopisch, isotrop

3a. Py /oo = 00 A = 0964
3b. Pym/Po = 03 A = 1.015
3¢. Pyn/Po= 10 A = 1004

Bild 4.22: Maximierung der Grenzlast fiir verschiedene Werkstoffmodelle
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Zielfunktion: Maximale Grenzlast Geometrie— und Materialdaten: Bild 4.18
Nebenbedingung: Masse T = 28.57% Einzellast: P = 10°

Plim/Po = 03 Prim/Po > 1.0 Maximale Steifigkeit
M= = 2756 AMT=3262, M =0 A = 0.381

Bild 4.23: Maximierung der Grenzlast eines Rahmentragwerks

werkselemente fiir das Tragverhalten dominant sind. Die Aussagekraft der Optimierungsergeb-
nisse wird weiterhin dadurch erheblich eingeschrinkt, daB die Grenzlast durch eine lineare
Eigenwertanalyse abgeschitzt wird. Diese Approximation und die darauf basierenden Opti-
mierungsergebnisse sind jedoch nicht zuldssig, wenn grofere Deformationen im Vorbeul-
bereich auftreten. Fiir diesen Fall ist eine Erweiterung der materiellen Topologieoptimierung
auf nichtlineare Analyseverfahren mit einer begleitenden Eigenwertanalyse notwendig. Die
Beriicksichtigung des Nachbeulverhaltens ist ebenfalls von groBer Bedeutung, um zwischen
einem lokalen Beulen und einem globalem Strukturversagen unterscheiden zu kdnnen.

4.4  Topologieoptimierung bei nichtlinearem Materialverhalten

Die Sicherheit eines Tragwerks ist durch das kritische und iiberkritische Verhalten, beispiels-
weise wenn die Belastbarkeit des Materials tiberschritten wird, gekennzeichnet. In den bislang
untersuchten Optimierungsproblemen wird die Topologie von Tragwerken auf der Basis von
porosen Werkstoffmodelien mit-einem linear elastischen Materialverhalten erzeugt. Tatséchlich
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sind jedoch die Eigenschaften eines Werkstoffs vom Belastungszustand abhingig. Duktile
Materialien, wie Metalle, beginnen oberhalb einer gewissen Spannung zu flieen. Sprode Mate-
rialien, wie Keramiken, versagen beim Erreichen ihrer Belastungsgrenze schlagartig. Um die
Eigenschaften des optimierten Tragwerks moglichst genau zu erfassen, ist es daher notwendig,
das tatsiichliche Verhalten des Materials zu beriicksichtigen.

Die optimale Topologie von Fachwerken bei nichtlinearem Materialverhalten wird in mehreren
Arbeiten untersucht. Eine Zusammenstellung zu diesem Thema findet sich bei Bendsge [34].
Elastoplastisches Matéerialverhalten mit Ver— bzw. Entfestigung wird u.a. von Taylor, Washa-
baugh [250] und Taylor [249] beriicksichtigt. Der Aufbau von Fachwerken aus Werkstoffen
mit unterschiedlichen Steifigkeiten im Zug- und Druckbereich werden u.a. von Kirsch [136]
und Achtziger [1] optimiert. Das nichtlineare Materialverhalten wird bei der Topologieopti-
mierang von Fachwerken explizit in der Formulierung des Optimierungsproblems als Nebenbe-
dingungen beriicksichtigt. Die Arbeiten in der materiellen Topologieoptimierung von konti-
nuierlichen Tragwerken beschrinken sich im wesentlichen auf elastoplastisches
Materialverhalten (Yuge, Kikuchi [284], Mayer et al. [172], Maute et al. [170]). In ersten
Studien wird untersucht, wie quasi-sprodes Materialverhalten am Beispiel von Stahlbeton in
der materiellen Topologicoptimierung beriicksichtigt werden kann (Ramm et al. [206], Maute,
Ramm [164]. In diesen Arbeiten wird die Lage der Stahlbewehrung mit Hilfe der Topologie-
optimierung bestimmt und das quasi-spréde Materialverhalten des Betons entweder indirekt
iiber die Zielfunktion oder direkt iiber ein einfaches Beton-Werkstoffmodell berticksichtigt.
In dieser Abschnitt werden die Ergebnisse der eigenen Untersuchungen zu elastoplastischem
und quasi-sprodem Materialverhalten in der Topologieoptimierung dargestellt und diskutiert.

4.4.1 [Elastoplastisches Materialverhalten

In der materiellen Topologieoptimierung werden pordse Werkstoffmodelle eingesetzt, in denen
die Materialeigenschaften sowohl von der Dichte wie auch dem Spannungszustand abhéngen.
Der elastoplastische Werkstofftensor C ist eine Funktion der variablen Werkstoffparameter
§ und der Spannungen o.

CP = C® (§,0(8)) (4.26)

Dabei ist zu beachten, daB ein elastoplastisches Materialverhalten zu pfadabhingigen Pro-
blemen fiihrt (— Abschnitt 2.3.2). Der elastoplastische Werkstofftensor ist keine eindeutige
Funktion der Spannungen und kann nur wihrend des Belastungsprozesses ermittelt werden.
Daher ist es nicht mehr, wie im elastischen Fall, moglich, die Werkstoffeigenschaften a—priori
mittels Homogenisierungsverfahren als Funktion der Werkstoffparameter § zu ermitteln. Es
ist zwar moglich, die makroskopischen Werkstoffeigenschaften innerhalb der Pfadverfolgung
iiber erweiterte Homogenisierungsmethoden aus dem Aufbau der Mikrostruktur zu berechnen
(u.a. Suquet [240], Schroder [228]). Diese Vorgehensweise fiihrt jedoch in der Topolo-
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gieoptimierung zu einem extrem hohen numerischen Aufwand, da die Sensitivititen der makro-
skopischen Werkstoffeigenschaften durch eine Differentiation der Homogenisierungsmethode
fiir jeden Werkstoffparameter in jedem Gleichgewichtspunkt wahrend der Pfadverfolgung
bestimmt werden miissen. Daher werden die elastoplastischen Eigenschaften pordser Werk-
stoffe, wie Elastizitits— und Verfestigungsmodul oder FlieBspannung, auf makroskopischer
Ebene durch explizite Funktionen angenihert. Bislang werden in der Topologieoptimierung
nur isotrope, elastoplastische, porose Werkstoffmodelle eingesetzt, um das Optimierungs-
problem zu regularisieren.

Yuge und Kikuchi [284] verwenden ein makroskopisches, isotropes, elastoplastisches Werk-
stoffmodell mit linearer Verfestigung, um die Steifigkeit von Rahmentragwerken nach der
Timoshenko-Balkentheorie zu optimieren. Mayer et al. [172] bestimmen die Topologie von
Schalentragwetken auf der Basis eines dhnlichen Werkstoffmodells, um die Energieabsorption
bei dynamischer Belastung zu maximieren. Die Strukturantwort wird mit einem direkten Zeit-
integrationsverfahren bestimmt. Die Sensitivititen werden fiir ein quasi—statisches Tragver-
halten berechnet, wobei die Gradienten des elastoplastischen Werkstoffverhaltens nur grob
abgeschitzt werden. In diesem Abschnitt wird ein Verfahren zur Optimierung der Duktilitit
fiir statisch beanspruchte Scheibentragwerke bei elastoplastischem Materialverhalten vorge-
stellt (Maute et al. [170]). Die Masse im Entwurfsraum ist vorgegeben. Es wird ein makrosko-
pisches, isotropes, poréses Werkstoffmodell eingesetzt, das ein nichtlineares Materialverhalten
im Rahmen einer Jo~von Mises Plastizitit mit linearer Ver— und Entfestigung fiir kleine Verzer-
rungen beschreibt (— Abschnitt 2.3.2). Die Strukturantwort wird mit einem Newton-Raphson—
Verfahren iterativ bestimmt. Die Sensitivititen der Duktilitdt werden unter Berticksichtigung
der algorithmisch konsistenten Materialtangente berechnet. Die Materialverteilung wird mit
dem in Abschnitt 2.1 erlduterten OC-Verfahren ermittelt.

Die Duktilitdt ist ein Maf fiir das Verformungsvermégen eines Tragwerks im elastischen und
plastischen Bereich. Durch die Steigerung der Duktilitit kann ein plétzliches Versagen ver-
mieden und die Energieabsorption erhdht werden. Dies ist beispielsweise bei Erdbebenbean-
spruchung von Bauwerken oder im Automobilbau von grofier Bedeutung, um die Eigen-
schaften einer Karosserie bei einem Crash zu verbessern. Die Duktilitit ist durch das Integral
der inneren Energie fiir eine vorgegebene Verschiebung W definiert.

min - J J ol de dQs 4.27)
i Qs €

fp(ﬁ)d95~ﬁ=0 ;8 0P = pg

Qs

Der Tensor € bezeichnet die Gesamtdehnungen entsprechend der vorgegebenen Verschiebung
ii. Die Optimierungsvariablen sind die Dichten §; = f)i der Finiten Elemente im Entwurfsraum.
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Die elastoplastischen Werkstoffkenngréflen, d.h. der Elastizitdtsmodul E, die Steifigkeit im
plastischen Bereich E, und die FlieBspannung Gy, werden explizit als Funktionen b; der Dichte
f)i formuliert.

E = b](éi) E, E = bz(f)i) E, Gy = b3(FA)i) Oy, (4.28)

Die Funktionen b; werden so gewéhit, daB der optimierte Entwurfsraum mdglichst eindeutig
in leere und mit homogenem Material belegte Bereiche unterteilt ist. Da das (p/ po)ﬁ ~Gesetz
(3.41) fiir linear elastische Probleme zu eindeutigen Resultaten fiihrt, werden die Funktionen
bj analog zu dieser Beziehung gewihlt.

A ﬁi
AN , _ o
bj=(b—(‘)) Ci=1,23 Bj—~[ﬁjERl[3jzl} 4.29)

Dariiber hinaus stimmt dieser Ansatz ndherungsweise mit den experimentellen Untersuchungen
von Weber [270] an Metallschiumen mit variabler Dichte sowie den numerischen Ergebnissen
von elastoplastischen Homogenisierungsverfahren nach Yuge, Kikuchi [284] iiberein.

Sensitivitidtsanalyse

Die pfadabhingige Strukturantwort wird mit einem verschiebungskontrollierten Newton--
Raphson—Verfahren berechnet (— Abschnitt 2.3.2). Parallel hierzu werden die ebenfalls pfad-
abhingigen Sensitivitéiten ermittelt. Auf der Basis einer variationellen Formulierung 146¢ sich
der Gradient der Duktilitit beziiglich der Optimierungsvariablen §, = 6i effizient berechnen.

V= -V, [ JoT de dQ = ~ V, J” doT de dQ, (4.30)

Q QE ¢

Wenn sich die Form des Entwurfsraums im OptimierungsprozeB nicht dndert, folgt aus der
Variation des Prinzips der virtuellen Arbeit in inkrementeller Form (2.71) beziiglich der Opti-

mierungsvariablen s;:

J V.doT 8¢ dQg — j Vy(dr pT) du dlps = 0 431)

Qs Tps

In der weiteren Herleitung werden die Volumenkrifte b aus Griinden der Ubersichtlichkeit
vernachlissigt. Die Anteile aus den Volumenkriften b kénnen analog zu denen aus den
Flichenlasten p behandelt werden. Die Ableitung der inkrementellen Spannungs—Dehnungs-
beziehung (2.68)

Vido = V,(C? de) = V,CP de + C® Vde (4.32)

und die Variation des Prinzips der virtuellen Arbeit (4.31) fithren auf:
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I J j ( deT V,C® + VdeT CP ) de dQg = J f J V(dh pT) du dI (4.33)

QF & T T A

Im Gleichgewicht konnen die Variation der Dehnungen mit de = de und die Variation der
Verschiebungen mit 8u = du gleichgesetzt werden. Wenn die Last P nicht von der Opti-
mierungsvariablen §i = f)i abhéngt, folgt aus den Beziehungen (4.31)~(4.33):

Vf = — J f f ( VdoT de + doT Vde ) dQq (4.34)
QT ¢
= II stT VCP de dQ — 2 j J fvsdx p' du dT'ys
Q€ ¢ s 0

Die Duktilitit wie auch deren Sensitivitdt sind von der Belastungsgeschichte abhédngig. In der
variationellen Formulierung (4.34) ist darauf zu achten, ob ein last— oder verschiebungsge-
steuerter Pfadverfolgungsalgorithmus eingesetzt wird, um die diskretisierten, nichtlinearen
Gleichungen (2.72),(2.73) zu 16sen. In einem lastgesteuerten Verfahren wird der inkrementelle
Zuwachs d\ vorgegeben und folglich ist dessen Ableitung Vdh gleich Null. Verschiebungsge-
steuerte Verfahren sind fiir elastoplastische Probleme besser geeignet. In diesem Fall ergibt
sich der Gradient V dA aus der Bedingung, dafl die Ableitung der Verschiebungskomponente
v sdﬁj, mit welcher der Pfadverfolgungsalgorithmus kontrolliert wird, gleich Null ist. Aufgrund
der grofien Anzahl von Optimierungsvariablen in der Topologieoptimierung kann die Be-
rechnung von Vsdﬁj sehr aufwendig werden. Die weiteren Betrachtungen beschrinken sich
auf den Spezialfall, daB die duBeren Krifte nur auf den kontrollierten Freiheitsgrad wirken.
In diesem Fall ist das Skalarprodukt PTdu = IA’J- du; konstant und die Ableitung des Inkrements
des Lastfaktors VdA kann aus den diskretisierten, inkrementellen Gleichgewichtsbeziehungen
(2.72), (2.73) direkt berechnet werden.

Vidh = du” V.Kq du / (BT du) (4.35)

Die entsprechende kontinuierliche Formulierung lautet:

Vi = JdaT VCP de dQ / j P’ du dIp (4.36)
5 ps

Fiir diesen Fall folgt der Gradient der Duktilitdt aus (4.36) eingesetzt in (4.34):

Ve = ~ f J J deT V,C® de dQ 4.37)

Q. F ¢
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Die Ableitung der algorithmisch konsistenten Materialtangente V,C® wird hinsichtlich der
WerkstoffkenngroBen E, E;, Ty in drei Anteile aufgespalten.

VCP = (VCP Vi) + (V55 C VSE()” + Vg, C Vsﬁy)m (4.38)

Die Ableitungen der WerkstoffkenngroBen nach der Optimierungsvariablen 8, = f)i berechnen
sich aus den Ansitzen (4.28), (4.29).
ViE =B, E / 61 ;0 VB =P, By / FA)i ;o Vo = Bs Ty / FA)i (4.39)

Die weiteren Betrachtungen beruhen auf der Annahme, da3 die Ableitung der algorithmisch
konsistenten Tangente aufgrund einer Anderung des Spannungszustandes infolge einer Varia-
tion der Optimierungsvariablen §, = p, im aktuellen Inkrement vernachiiissigt werden kann.

¥, Vydo = 0 (4.40)

In diesem Fall sind die Ableitung der Normalen auf die FlieBflache und die Ableitung des
endlichen Inkrements des plastischen Multiplikators Null.

Vsin =0 ; Vydy =0 4.41)

Die Annahmen (4.40) bzw. (4.41) sind fiir das vorliegende Materialmodell mit linearer Ver—
und Entfestigung zuldssig und werden durch numerische Untersuchungen bestitigt (Maute
et al. [170]). Im allgemeinen konnen die Ableitungen (4.40) und (4.41) jedoch nicht vernach-
lassigt werden (u.a. Tsay, Arora [260], Vidal, Haber [267]).

Der erste Anteil des Gradienten der elastoplastischen Materialtangente ergibt sich fiir ein
3—dimensionales Werkstoffgesetz aus der Ableitung der inkrementellen Spannungs-Dehnungs-
beziehung (2.68), (2.69) nach dem Elastizititsmodul.

(VeC® V.E), = V() = & [V ) nnT HY] -6 [0 naT v(m)] @42
— Vswy [H”l n o’ H‘l]

-1 .

® = ( % E, +n' H! n) D Vi = — @2 [ % Vy(By), + T V(B n} (4.43)
Der Gradient fiir den 2-dimensionalen Fall wird analog hierzu mit dem entsprechend modifi-
zierten Verfestigungsmodul Eﬁd ermittelt. Die Ableitung der muodifizierten elastischen

Tangente (2.69) folgt unter Beriicksichtigung des isotropen Werkstoffmodells (3.41) aus:
V() =p, 01 /p ; H'=H!ClH? (4.44)

Die Ableitung des Verfestigungsmoduls E, berechnet sich fiir ein 3—dimensionales Werkstoff-
gesetz aus den elastischen und plastischen WerkstoffkenngréBen (2.66) und fiir den 2-dimen-
sionalen Fall aus der modifizierten Bezichung (2.70).
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E E?

- 445
(E - By? @4

VB, = By (B, /b o (B, =
2d) £ 2d A . B2d) = 1 i

Vs(Eh )I =B, (B2 )I /P (Eh) = 5 (E,,)] (4.46)

(1 - 2/3 B, dy)

Der erste Anteil der partiellen Ableitung der algorithmisch konsistenten Tangente wird fiir

ein 3—dimensionales Werkstoffgesetz wie folgt zusammengefafit:

(VgCP V), = By (VsCP); / p; (4.47)

(viCeP)y = B =6 (A nn" BHY) - & (B n T B (4.48)
+ w? [ % (}Mih)X +nT H-! n] [H'l nn’ H“l}

Entsprechend lauten die Gleichungen fiir den 2-dimensionalen Fall. In gleicher Weise kann
der zweite Anteil des Gradienten von Vi C® in (4.38) hergeleitet werden.

(Ve VsEl)H = B, (VeCP)y / P, 49

(V,CP) = % 2 (B n n” HY) (éh)n (4.50)

Die entsprechenden Ableitungen des Verfestigungsmoduls E, lauten:

B =__F:3.Et_ . g2d) — I =
Ey E&-E)? E, (1-2/3E, dy) (Ex), @.51)

Formal ist die Ableitung der elastoplastischen Materialtangente nach der FlieBspannung Null.
Es ist jedoch leicht nachzuempfinden, daf die Duktilitdt von der Grofe der FlieBspannung
abhingt. Der entsprechende Anteil der Sensitivitiit resultiert aus dem nichtglatten Materialver-
halten, wenn der Werkstoff bei Belastung zu flieen beginnt und sich bei Entlastung elastisch
entspannt (Bild 4.24a). Das Integral iiber die vorgeschriebenen Verschiebungen bzw.
Dehnungen ist in Integrale iiber die elastischen und tiber die plastischen Verformungen aufzu-
spalten. Die Variation der Integrationsgrenzen fiihrt auf die Sensitivitdt der Duktilitdt nach
der FlieBspannung. Dieser Ansatz wird in Maute et al. [170] an einem eindimensionalen Modell
veranschaulicht und kann direkt auf multilineare Werkstoffmodelle erweitert werden. Die Ab-
leitungen, die aus jedem Knick in der Spannungs-Dehnungsbeziehung resultieren, sind tber
den nachfolgenden VerformungsprozeB zu integrieren. Fiir einen Lastzyklus mit Be~ und Ent-
lastung berechnet sich der eatsprechende Anteil der Sensitivitdten der Duktilitdt aus:

(Vayf Vsﬁy)m = — J J VS&T ( I-¢c! cep) de dQ; (4.52)

Q543
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- J j vl (1-c®7' ) de e
&

Der Spannungstensor zum Zeitpunkt des Flielens ist mit & und zum Zeitpunkt der Entlastung
mit & bezeichnet. Der Bereich der plastischen Deformation ist durch ¢ gekennzeichnet, der
Bereich der Entlastung mit €. Die Ableitung V6 kann explizit aus der Abhingigkeit der FlieB-
spannung ﬁy(f) .) berechnet werden, wogegen die Ermittlung von V46 eine vollstindige Sensiti-
vititsanalyse der Spannungen und inneren Variablen benétigt. In den weiteren Betrachtungen
wird von einer reinen Belastung ohne lokale Entlastung ausgegangen. Der Gradient V& ergibt
sich aus der Ableitung der Norm des Spannungsdeviators (2.57).

Vo =0, ¢ Vi =By 0 / p; (4.53)

Die Ableitung der Duktilitit (4.52) wird unter Beriicksichtigung des Ansatzes fiir die FlieB-
funktion (4.29) berechnet.

(Vayf Vs’o“y)m = - f J % i (1-cCtco) de d; (4.54)

Qs &

Die Anteile der Sensitivitit der Duktilitiit (4.47), (4.49), (4.54) konnen fiir eine im Element
Q, konstante Dichte wie folgt zusammengefalt werden.

Vi = - Vs / p; (4.55)
j
l‘ om c ep (m)
op (m~1) =
Ag™ cerm //// !
om-b 2= o ™ :
gm-b e
" Ag™ . ¢
a. Nichtglattes Materialverhalten b. Numerische Berechnung der Duktilitét

bei Be und Entlastung

Bild 4.24:  EinfluB des nichtlinearen Materialverhaltens auf die Berechnung der Duktilitit
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Vit = fjj (By (VsCP); + By (VCP)yp ) de dQ (4.56)
€
+jf (1-cC 1 C®) de d@;
[N

Mayer et al. [172] verwenden im Gegensatz hierzu eine weitaus grébere Approximation zur
Berechnung der Sensitivitdten der Duktilitit. Anstatt des Gradienten des algorithmisch kon-
sistenten Materialtensors werden die Ableitungen der elastischen Tangente im elastischen Be-
reich und die der elastoplastischen Tangente im plastischen Bereich bestimmt. Die Abhingig-
keit der FlieBspannung von der Dichte wird in der Sensitivitdt der Duktilitit vernachlissigt.

Numerische Implementierung von Struktur- und Sensitivititsanalyse

Die inkrementelle Vorgehensweise beruht auf einem iterativen, verschiebungskontrollierten
Newton-Raphson-Verfahren, Die Spannungs— und Dehnungsinkremente Ao™, Ae™ werden
mit einem impliziten Euler—Riickwirts—Algorithmus in den Gauf—Punkten der Finiten
Elemente bestimmt. Der Index  (m) kennzeichnet das aktuelle Verschiebungsinkrement, nep
die Anzah] aller Inkremente. Der Zuwachs der Duktilitit Af™ wird in jedem Inkrement durch
numetische Integration iiber alle ng; GauB—Punkte berechnet.
Nep ng i T T
- (m) R (m) — L (m) (m) (m)" (m~1)
SOAM 5 AR =Y (AT Ao+ aem” om0 ) @)
m=1 i=1
Der Wichtungsfaktor w; ergibt sich aus der Integrationsvorschrift und der GroBe der Finiten
Elemente. Die Duktilitit wird nach (4.57) auf der Basis einer gemittelten Materialtangente
C® berechnet (Bild 4.24b). Die Materialtangenten werden jedoch nur zu Beginn und am Ende
des Inkrements ermittelt, Der Zuwachs der Duktilitit Af®™ kann daher nur indirekt tiber die
mittlere Materialtangente formuliert werden.
& 1 T T
(m) = | LAgmT epm) Agm) )" Gm-1) 4.58
Af ZWJ(ZA%. CPm Ae(™ + Ae™ of ) (4.58)
j

Der Tensor A_g;‘") ist wie folgt definiert:
(m)
Ag™ = (C?P ”1) Ao™ (4.59)
= j j

Die Gleichungen (4.57) und (4.58) sind hinsichtlich der numerischen Berechnung der Duktilitét
dquivalent, jedoch nicht hinsichtlich der Ermittlung deren Sensitivititen. Da sich die Sensiti-
vitdt der Duktilitdt (4.55), (4.56) aus den Ableitungen des elastoplastischen Materialtensors
ergibt, wird diese analog zur Formulierung (4.58) berechnet.
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Vo = = [ (Vef],, + (Vef)g | (4.60)

Der erste Summand entspricht dem ersten Integral in (4.56).

Negp

(m) )
(Vef), = z (Vef) 4.61)
. m=1
5 T T
(st):n) = Z Wi ( % AUJ,(‘") gj(m) Aej(m) + A(rj(m) %(m“l)) (4.62)
i=1
m-1 ©
(m=1) — P ®
g" Zl C” Ae; (4.63)
b=

)(m)

T = (€7 (By (V€ + By (VCNy) / f, (4.64)

i

Mit dem zweiten Summanden wird der Einflufl der Abhéngigkeit der FlieBspannung von der
Dichte berticksichtigt, wobei sich wiederum die Betrachtungen auf einen reinen Belastungsvor-
gang ohne lokale Entlastung beschranken. Der Algorithmus kann jedoch problemlos auf Ent-
lastung erweitert werden.

e

Ej Z o Aef™ (4.65)

Zu Beginn des Verfahrens ist der Tensor o Null. Wenn im Lastinkrement (my) in einem Gauf3-
Punkt FlieBen einsetzt, wird der Tensor g; des entsprechenden GauB-Punkts zu:

g = Eé (I~ cj—1 cjep) o™y (4.66)

1

Die Flieispannung @; sowie der Bereich der plastischen Deformationen & werden im Pfadver-
folgungsalgorithmus nicht exakt bestimmt. Der daraus resultierende Fehler kann jedoch im
allgemeinen vernachlissigt werden. Um die Sensitivititen der Duktilitit mit diesem Verfahren
zu berechnen, werden die Spannungen o™~ 1), 0)(‘“) die Dehnungen g™, ej(m) die Normalen
auf die FlieBfldche nng-D n™, die plastischen Multiplikatoren Y(‘“‘l) y<m) sowie die
berechnete FlieBspannung ¢ Zu Beginn und am Ende des Lastmkrements fur jeden GaulB—
Punkt abgespeichert.

Beispiel zur Sensitivititsanalyse

Der EinfluB} der Abhiingigkeiten der verschiedenen WerkstoffkenngroBen von der Dichte auf
die-Sensitivitidt der Duktilitdt wird anhand des Beispiels in Bild 4.25 veranschaulicht. Die obere
und untere Kante einer quadratischen Scheibe mit einem kreisférmigen Loch sind fest einge-
spannt und werden verschiebungskontrollieit um Au = 2 X 3.0 auseinander gezogen. Im
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Werkstoffmodell: Makroskopisch, isotrop, elastoplastisch

Dichte g =05 Elastizititsmodul Ey =30000.0 (B1=3.0)
Querdehnzahl v =00 Verfestigungsmodul B =3000.0 (B2=3.0)
Dicke t =1.0 FlieBspannung Gy, =2400 (B3=2.0)
Plastische Deformationen &

T ? ? ? T ? f Duktilitit [%] Last [%]

100
Last - ’
- /
) - - Duktilitit
= -
e
0 10 20 30 40 50
Verschiebungsinkremente
Ableitung der Duktilitdt nach der Dichte [%]

Symmetrieachse —— 100
1 Ableitung (Finite Differenzen)
2 Ableitung (analytisch)
3 Ableitung bzgl. dE  (analytisch)
4  Ableitung bzgl. dB; (analytisch) o
5 Ableitung bzgl. dGy (analytisch) 0 10 20 30 40 50

Verschiebuhgsinkremente

Bild 4.25: Numerische und analytische Berechnung der Sensitivitit der Duktilitét

Finite Elemente Modell sind die Freiheitsgrade auf den Kanten in Richtung der Last mit-
einander gekoppelt. Unter Berticksichtigung der Symmetriebedingungen wird ein Viertel der
Scheibe analysiert. Die Optimierungsvariable ist die Dichte aller Finiten Elemente. Im oberen
Diagramm sind die Last und die Duktilitét iiber die vertikale Verschiebung der oberen Kante
aufgetragen. Die Sensitivitit der Duktilitdt nach der Dichte wird zum einen mit dem zuvor
erlduterten Algorithmus, zum anderen mit einem Finiten Differenzen Verfahren ermittelt. Die
Verldufe der jeweils berechneten Sensitivititen liber die Verschiebungsinkremente sind im
unteren Diagramm dargestellt und verdeutlichen die Giite der Approximationen innerhalb des
analytischen Verfahrens. Die analytisch ermittelte Sensitivitdt kann hinsichtlich der Werkstoff-
kenngréBen in drei Anteile aufgespalten werden. Es wird deutlich, dafl der Anteil aus-der
Variation der FlieBspannung mit zunehmender Belastung gréfer wird und daher nicht vernach-
ldssigt werden darf.
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,\/1 .0 Last

00‘000000 20| —~ gezackt elastisch -
IEEEEREEEER™ 5| — g

14.14 10 T
' 5 elastoplastisch

0 1 2 3 4 5
Verschiebung [10-3]

Elastizitdtsmodul E = 180000 Querdehnzahl v = 00
Verfestigungsmodul E; = 0.1 Volumen Qy = 28.0
FlieBspannung Gy, = 360

Bild 4.26: Einfluf} gezackter Rénder auf das elastische und elastoplastische Tragverhalten

Die vorgestellten Algorithmen zur Struktur- und Sensitivititsanalyse werden in Menrath et
al. [173] angewandt, um die Duktilitdt von Scheibentragwerken nach Aufgabenstellung (4.27)
fiir verschiedene Verfestigungsmodule E, > 0, E; = O und E; < 0 zu maximieren. In diesen
Untersuchungen wird festgestellt, dafl die im Optimierungsprozef entstehende, diskontinuier-
liche Materialverteilung zu Spannungsspitzen und damit zu einem vorzeitigen Flieflen des
Materials fiihrt. Dies verursacht einerseits, dafl das Tragverhalten der Struktur nur unzureichend
erfaBit wird, andererseits erhebliche Konvergenzprobleme bei der Bestimmung des Gleichge-
wichts in den Lastinkrementen. Das Resultat eines Topologieoptimierungsprozesses sind oft-
mals stabformige Tragwerkselemente. In Bild 4.26 ist die diskontinuierliche Materialverteilung
direkt in einen Stab mit gezackten Rédndern umgesetzt worden. Diesem wird ein glatter Stab
mit gleicher Linge und gleichem Volumen in einem numerischen Zugversuch gegeniiberge-
stellt. Der Unterschied der Krifte betrigt fiir die dargestellten Diskretisierungen fiir gleiche,
vorgegebene Verschiebungen am Ende der Stibe bei elastischem Materialverhalten nur 1.7%.
Bei einem elastoplastischen Materialverhalten dagegen ist die Kraft in dem Stab mit gezackten
Rindern um 15% geringer als die im glatten Stab. Dieser Defekt kann durch eine Anpassung
der Diskretisierung des Entwurfsraums wihrend des Optimierungsprozesses vermieden
werden. Ein entsprechendes, adaptives Verfahren wird in Abschnitt 6.2.2 vorgestellt und an
einem Beispiel zur adaptiven Topologieoptirmierung bei elastoplastischem Materialverhalten
veranschaulicht.

4.4.2 Quasi-sprides Materialverhalten am Beispiel Stahlbeton

Stahlbeton ist einer der bedeutendsten Werkstoffe im Bauwesen und erfordert aufgrund seiner
stark unterschiedlichen Festigkeiten bei Zug— und Druckbelastung besondere Konstruktions-
verfahren, wie beispielsweise die Bemessung mit Fachwerkmodellen (Schlaich, Schifer {225]).
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Die materielle Topologieoptimierung stellt ein potentielles Werkzeug dar, um auch den Kon-
struktionsprozefl von Tragwerken aus Stahibeton zu unterstiitzen. Diesbeziiglich werden nach-
folgend verschiedene Ansitze vorgestellt. Diese sollen lediglich die grundsatzlichen Méglich-
keiten aufzeigen, ohne daf dabei der Anspruch erhoben wird, mit den bislang entwickelten
Verfahren anwendungsorientierte Konstruktionsaufgaben 16sen zu kénnen.

Wie die bisherigen Beispiele zeigen, fiihrt die Topologieoptimierung auf der Basis suboptimaler
(linear elastischer) Werkstoffmodelle zu Tragwerken, die im wesentlichen aus Stiben aufgebaut
sind. Daher liegt es nahe, die Topologieoptimierung einzusetzen, um Fachwerkmodelle zu
erzeugen. Dies wird mit dem Beispiel in Bild 4.27 veranschaulicht. Das gesamte Tragwerk
stellt den Entwurfsraum fiir das Topologieoptimierungsproblem dar. Die optimale Materialver-
teilung wird hinsichtlich minimaler Dehnungsenergie bei vorgegebener Masse (4.1) fiir das
makroskopische, orthotrope, linear elastische Werkstoffmodell (3.44) mit dem in Abschnitt
2.1 erlduterten OC-Verfahren bestimmt. Das Optimierungsergebnis kann direkt in ein Fach-
werkmodell umgesetzt werden, wobei zwischen auf Zug und Druck belasteten Stiben unter-
schieden wird. Die Zugstibe bilden die Bewehrung. Diese Formulierung des Topologieopti-
mierungsproblems ist jedoch nur bedingt geeignet, Fachwerkmodelle zu erzeugen. Auf der
einen Seite stimmt das Tragverhalten des Fachwerkmodells um so besser mit dem der konti-
nuierlichen Scheibe {iberein, je steifer das Fachwerk ist. Auf der anderen Seite wird die Lastab-
tragung in bestimmten Bereichen des kontinuierlichen Tragwerks nur unzureichend durch das
mittels Topologieoptimierung erzeugte Fachwerkmodell erfafit. So bleibt beispielsweise die
Auffiacherung der Krifte in der Umgebung der Lasteinleitung und der Auflager unberiick-
sichtigt. Dariiber hinaus bleiben konstruktive Aspekte, wie eine randparallele Bewehrungs-
fithrung, unbeachtet. Weiterfiihrende Studien zur Topologieoptimierung mit Fachwerken
zeigen, dafl der zuletzt aufgefithrte Defekt durch eine erweiterte Formulierung des Opti-

Zielfunktion: Steifigkeit Werkstoffmodell: Makroskop. ortho. f§ = 2.5
Nebenbedingung: Masse 25% Querdehnzahl: v = 0.3

Optimierte Materialverteilung w— Zugstab == Druckstab

Bild 4.27:  Fachwerkmodelle durch Topologicoptimierung
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mierungsproblems vermieden werden kann, indem Zugstibe, die nicht zum Rand des
Tragwerks parallel sind, bestraft werden (Ulrich [261]).

Es ist notwendig, die unterschiedlichen Festigkeiten des Betons im Zug~ und Druckbereich
zu berticksichtigen, um zuverldssigere Optimierungsergebnisse zu erhalten. Dies kann zum
einen indirekt durch Entwurfskriterien, zum anderen direkt durch die Simulation des nicht-
linearen Materialverhaltens des Betons geschehen. Beide Varianten werden untersucht, wobei
der Verbundwerkstoff “Stahlbeton” in einem 2-Schichten Modell nachgebildet wird. Eine
Schicht €, bildet den Beton und bleibt wihrend der Optimierung unverindert. Die andere
Schicht €, stellt den Entwurfsraum fiir den Stahl dar. Die Materialverteilung des Stahls wird
auf der Basis des makroskopischen, isotropen, linear elastischen Werkstoffmodells (3.41)
bestimmt. Die lokale Bewehrungsrichtung wird mit diesem Modell nicht explizit beriick-
sichtigt. Die Optimierungsvariablen sind die Dichten f)i der Finiten Elemente. Die Steifigkeiten
der beiden Schichten werden im FE-Modell addiert. Zunichst wird die geringe Zugfestigkeit
des Betons im Zugbereich lediglich durch eine spezielle Zielfunktion beriicksichtigt, wobei
dem Beton und dem Stahl ein linear elastisches Materialverhalten zugewiesen wird. Der Stahl
wird so angeordnet, dal das Volumen der positiven Hauptspannungen in der Betonschicht
minimal wird. Die Masse des verfiigbaren Stahls ist im Entwurfsraum 25 konstant.

o )"dQ, V o, >0
1 b i

min (4.67)
; 0dQ, V o0,=0

Qb

deQs—m=0 ; §: 0= p, = pg

QS

Diese Problemstellung wird fiir das Beispiel in Bild 4.28 gelost. Die Masse des Stahls in der
Bewehrungsschicht betrigt 20% der maximal méglichen Materialmenge im Entwurfsraum,
Der Gradient des Spannungstensors wird in einer diskreten, direkten Sensitivititsanalyse
(2.99)-(2.103) bestimmt. Die Ableitung der Hauptspannung o, erfolgt fiir den ebenen Span-
nungszustand aus:

Viop =5 (Vsop; + Vioyy) + alg ( % (011 = 03] (Vs0yy ~ Vs"éz) + 0y VSU]Z) (4.68)

1
2

2
Oq = \/% (01 — 03)" + 0y

Die Materialverteilung wird mit dem in Abschnitt 2.1 beschriebenen SQP—Verfahren optimiert.
Das Zugspannungsvolumen im Beton kann bei der optimierten Materialverteilung um 80%
gegeniiber einer gleichformig mit porosem Material belegten Bewehrungsschicht reduziert
werden. Der Stahl lagert sich tiberall dort an, wo Zugspannungen in der Betonschicht auftreten,
und bildet in diesen Bereichen eine Art “Heftpflaster” fiir den Beton.
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Zielfunktion: Zugspannungsvolumen (Beton)
Nebenbedingung: Masse 20% (Bewehrung)
Werkstoffmodell: Makroskopisch, isotrop $ = 3.0 (Bewchrung)

™™~ Betonschicht Qp
(linear elastisch)

T
sl
i

1T
=3

Tt

I Bewehrungsschicht
(linear elastisch)

Bild 4.28:  Reduktion des Zugspannungsvolumens in der Betonschicht

Mbogliche Lastumlagerungen infolge von Rissen im Beton werden in der zuvor beschriebenen
Vorgehensweise nicht beriicksichtigt. Um diesen Effekt zu erfassen, wird das nichtlineare Ma-
terialverhalten des Betons durch ein einfaches orthotropes Beton-Werkstoffmodell simuliert

(Kompfner [145]). Die Spannungs-Dehnungsbeziehung fiir den ebenen Spannungszustand
lautet:

o=Ce C, =T Cy T (4.69)
B, v/EE, 0
1
Cy = T v /EE, E, 0
0 o (1-v)c
- 1 1 S =3
G—l_vzz(Elﬂz2 v /EE, )

Der Werkstofftensor Cy ist in einem an den Richtungen der Hauptspannungen orientierten
Koordinatensystem definiert. Die Transformationsmatrix T in das globale Koordinatensystem
ist in Anhang A6 gegeben. Die Elastizititsmoduli E|, E, werden als Funktionen der Haupt-
spannungen O, 0, angesetzt, um die charakteristischen Festigkeitseigenschaften des Betons
zu beschreiben.

E;=0 V ¢;,>0,
E;=4 E =E V o,20,2 —0y, 4.70)
E;j=0 V o,< -0y

Die Zugfestigkeit des Betons ist mit o, dessen Druckfestigkeit mit o4 > 0 und dessen Elasti-
zitdtsmodul mit B, bezeichnet. Ist der richtungsbezogene Elastizititsmodul E; Null, so bedeutet

dies, daB ein Rif} quer ab zu dieser Richtung verlduft. Die Risse konnen im Belastungsproze$3
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[J Bewehrungsschicht Optimierte Materialverteilung

(linear elastisch) il Bewehrung
Betonschicht [] keine Bewehrung
(nichtlinear, quasi—sprode) @4 Risse infolge Zug
jaeih
il
7777
Zielfunktion: Steifigkeit (Beton & Bewehrung)
Nebenbedingung: Masse 15% (Bewehrung)
Werkstoffmodell: Makroskopisch, isotrop f = 3.0 (Bewehrung)

Bild 4.29:  Optimierung der Bewehrung auf der Basis eines nichtlinearen Betonmodells

rotieren. Der Stahl wird wiederum als makroskopischer, isotroper, linear elastischer, poroser
Werkstoff modelliert.

Die Steifigkeit des gesamten Tragwerks, d.h. Beton— und Bewehrungsschicht, wird auf der
Basis dieser Werkstoffmodelle fiir ein vorgegebenes Lastniveau A maximiert, Die Masse an
Stahl ist vorgegeben. Die Optimierungsvariablen sind die Dichten f)i der Finiten Elemente
in der Bewehrungsschicht. Das statische Gleichgewicht (2.72), (2.73) wird fiir das vorge-
schriebene Lastniveau A mit einem lastgesteuerten Newton—Raphson—Verfahren iterativ
bestimmt. Die Anzahl der Iterationen innerhalb der Lastinkremente ist in diesem Fall deutlich
grofler als fiir das’ elastoplastische Problem, da der Werkstofftensor C,, nicht algorithmisch
konsistent ist. Die Ableitungen der Dehnungsenergie konnen analog zum elastischen Problem
(4.3) niherungsweise berechnet werden, da die Optimierungsvariablen p; nur direkt auf die
elastische Steifigkeit der Bewehrungsschicht wirken und die inkrementellen Lastfaktoren
vorgegeben sind.

Dieses Verfahren wird angewandt, um den Aufbau der Bewehrung des Tragwerks in Bild 4.29
zu bestimmen. Die Scheibe ist durch mehrere Einzel- und Streckenlasten sowie dem Eigen-
gewicht belastet, Die Masse in der Bewehrungsschicht betriigt 15 %. Die optimale Materialver-
teilung wird mit dem OC~Verfahren aus Abschnitt 2.1 ermittelt. Die Steifigkeit des Tragwerks
kann um einen Faktor 145 (!) erhoht werden. Im Ausgangsentwurf mit einer homogenen Ver-
teilung des Stahls in der Bewehrungsschicht treten grofie Risse auf, die das Tragwerk erheblich
schidigen. Die Bewehrung, die der optimierten Materialverteilung entspricht, kontrolliert die
Ausbreitung der Risse. Aufgrund der zahlreichen Approximationen und Vereinfachungen, auf
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denen die vorgestellten Verfahren beruhen, sind die erzielten Resultate nur unter Vorbehalten
zu bewerten. Die Untersuchungen sind in weiteren Studien erheblich zu verfeinern, damit die
Topologieoptimierung den KonstruktionsprozeB von Tragwerken aus Stahlbeton zuverldssig
unterstiitzen kann.

4.5  Beurteilung der Verfahren der materiellen Topologieoptimierung

Die unterschiedlichen Aufgabenstellungen, die im in diesem Kapitel untersucht wurden, zeigen
die Breite der Anwendungsméglichkeit der materiellen Topologieoptimierung auf. Die dabei
eingesetzten Topologieoptimierungsverfahren zeichnen sich durch folgende Merkmale aus:

@ “Einfache” Modellierung der Optimierungsanfgabe: Das Topologieoptimierungsproblem
wird durch die Einfiihrung von porésen Werkstoffen in ein Materialverteilungsproblem iiber-
fhrt. LBt man den hierfiir notwendigen theoretischen Hintergrund auBer Acht, so muB
lediglich der Entwurfsraum mit einem FE-Netz diskretisiert und die Materialverteilung
optimiert werden, wobei die Werkstoffparameter der Finiten Elemente die Optimierungs-
variablen darstellen.

@ Robuste Optimierungsprozedur: Die einfache Modellierung der Optimierungsaufgabe in
Verbindung mit stabilen OC-Verfahren fiihrt fiir die untersuchten Problemstellungen zu
tiberwiegend robusten Optimierungsprozeduren. Die entsprechenden Programme kénnen
ohne groferes Hintergrundwissen von Seiten des Benutzers angewandt werden.

Die Topologieoptimierungsergebnisse kénnen in ein CAD-orientiertes Entwurfsmodell iiber-
tragen und mit Verfahren der Formoptimierung verfeinert werden (— Kapitel 5,6). Den Stirken
der Topologieoptimierungsverfahren stehen jedoch einige Schwachpunkte gegeniiber. Diese
lassen sich zum einen auf den theoretischen Hintergrund zuriickfiihren.

© Dilemma des “0-1” Problems: Die urspriingliche Fragestellung nach einer optimalen, be-
liebig diskontinuierlichen Materialverteilung im Entwurfsraum fithrt auf eine nichtkonvexe
Optimierungsaufgabe. Optimale Werkstoffmodelle regularisieren dieses Problem zwar voll-
stindig, ergeben jedoch optimale Materialverteilungen mit einen hohen Anteil an pordsem
Material. Diese Ergebnisse erlauben nur bedingt eine Aussage iiber den optimalen Aufbau
eines Tragwerks, das aus einem isotropen, homogenen Material konstanter Dichte aufgebaut
ist. Suboptimale Werkstoffmodelle fiiliren ndherungsweise auf “0-1” Materialverteilungen,
die jedoch von der Diskretisierung des Entwurfsraums und der Steuerung des Optimierungs-
prozesses abhiingen. Die in Abschnitt4.1.2 vorgestellten Stabilisierungsverfahren reduzieren
lediglich diese Defekte, ohne dabei das grundsitzliche Dilemma der Topologieoptimierung
beheben zu konnen.

© Orthotropes — isotropes Materialverhalten: Selbst wenn auf der Basis eines suboptimalen,
orthotropen Werkstoffmodells eine annidhernd “0-1" Materialverteilung bestimmt werden

kann, ist die Umsetzung dieses Ergebnisses in ein Tragwerk, das aus einem isotropen Material
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besteht, hinsichtlich einer Anderung des Tragverhaltens problematisch. Eine relative Dichte
von “1” bedeutet bei den in der Topologicoptimierung eingesetzten, regularisierenden, ortho-
tropen Werkstoffen nicht unmittelbar, dafl die Werkstoffeigenschaften mit denen des iso-
tropen Grundwerkstoffs iibereinstimmen. So konnen beispielsweise die relativen Faser-
dichten des makroskopischen, orthotropen Werkstoffs (3.44) zu ; = lund x, = O gesetzt
werden, um Querdehnetfekte zu vermeiden. Die relative Gesamtdichte betrégt in diesem Fall
p/py = 1, die Werkstoffeigenschaften sind jedoch extrem von der Orientierung abhingig:

Cin = Cornn Cpgm = 0.

Zum anderen weisen die bislang vorgestellten Topologicoptimierungsverfahren hinsichtlich
der numerischen Modellierung und Lésung des Materialverteilungsproblems folgende metho-
dische Schwachstellen auf.

& Anzahl der Optimierungsvariablen: Der Entwurfsraum ist mit einem feinen FE-Netz zu
diskretisieren, damit die Geometrie des Tragwerks aus der optimierten Materialverteilung zu-
mindest nidherungsweise bestimmt werden kann. Dies fiihrt einerseits zu einem hohen nume-
rischen Aufwand fiir die Strukturanalyse, andererseits zn einer grofien Anzahl von Opti-
mierungsvariablen. Insbesondere bei orthotropen Werkstoffmodellen mit drei
Materialparametern je Element steigt die Anzahl der Optimierungsvariablen stark an. Derart
groBBe Optimierungsprobleme knnen nur mit OC-Verfahren effizient gelést werden. Dies
wiederum schrinkt die Komplexitit der Aufgabenstellung ein. So werden in der materiellen
Topologieoptimierung vorwiegend Probleme mit nur einer Nebenbedingung untersucht,
wobei die Entwurfskriterien vorzugsweise selbstadjungiert sind.

© Zuverldssigkeit der Strukturanalyse: Die liber den Optimierungsprozefl unverinderliche
Diskretisierung des Entwurfsraums fiihrt zu diskontinuierlichen, gezackten Ubergiingen
zwischen leeren und mit Material belegten Bereichen. Entlang von diesen Ubergingen,
welche die Konturen des optimierten Tragwerks darstellen, treten “kiinstliche” Spannungs-
spitzen auf. Es ist daher nicht moglich, lokale Spannungskriterien im Optimierungsproze
zu kontrollieren oder elastoplastisches Materialverhalten zuverldssig zu simulieren.

Die materielle Topologieoptimierung stellt in der Form, wie sie bislang in dieser Arbeit vorge-
stellt wurde und heute in Forschung und Industrie entwickelt bzw. eingesetzt wird, ein robustes
Werkzeug dar, um konzeptionelle Entwurfsvorschlige zu erzeugen. Aufgrund der theoretisch
wie auch methodisch bedingten Nachteile geben die Topologieoptimierungsergebnisse jedoch
nur einen duBerst groben Anhaltspunkt fiir den Aufbau, die Form und die Abmessungen des
optimalen Tragwerks. Einen Ansatz, insbesondere die methodischen Schwachstellen der Topo-
logieoptimierungsverfahren zu beheben, stellt eine adaptive Diskretisierung des Entwurfsraums
und die Integration der Formoptimierung in den Topologieoptimierungsprozefl dar (— Ab-
schnitt 6.2).
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5  Formoptimierung

Der grundlegende Aufbau eines kontinuierlichen Tragwerks kann mit der Methode der mate-
riellen Topologieoptimierung bestimmt werden. Hierbei wird die Verdnderung der Geometrie
anhand der Materialverteilung in einem raumfesten Bezugssystem beschrieben. Die Methoden
der Formoptimierung sind effizienter, um die Form der Kanten und Oberflichen von kontinu-
ierlichen Tragwerken im Detail zu bestimmen. Sie beschreiben die Verinderung der Geometrie
anhand der Tragwerkskonturen in einem korperfesten, konvektiven Bezugssystem. Die Topo-
logie des Tragwerks kann dabei jedoch nicht mehr verdndert werden.

In der Formoptimierung von kontinuierlichen Tragwerken werden abschnittsweise glatte Funk-
tionen s(x) € V(Q,) C HYQ,) gesucht, welche die Kanten und Oberflichen des Tragwerks
beschreiben. Das zugrunde liegende Variationsproblem kann im allgemeinen nicht analytisch
geldst werden. Daher wird die Geometrie des Tragwerks s(x) durch Niherungsfunktionen
s(x,8) € VR approximiert und das Variationsproblem in eine Parameteroptimierungsauf-
gabe mit endlich vielen Optimierungsvariablen § dberfiihrt. Da in der Formoptimierung
bereichsweise glatte Funktionen gesucht werden, konnen die Funktionenrdume so gewihlt
werden, daB der endlichdimensionale Funktionenraum VI(,) einen beschriinkten und
geschlossenen Unterraum von V((€,) C HI(Q,) bildet. Das diskretisierte Problem besitzt
eine eindeutige Losung, die bei einer zunehmenden Feinheit der Approximation gegen die
Losung des kontinuierlichen Problems strebt. Die Methoden der Formoptimierung unter-
scheiden sich im wesentlichen durch das 'Verfahren, wie die Forméinderung im Optimierungs-
prbch in einer diskretisierten Formulierung beschrieben wird (Bild 5.1).

Variation der FE-Knoten CAGD-Modell Virtuelle Deformation
=0 G ey T
- o
— e
T T 1T 1 1
'« FE-Knoten — Spline ~— Virtuelle Last
<—=>  Optimierungsvariable o Spline~Knoten —— Virtuelle Deformation

Bild 5.1: Beschreibung der Forménderung im Optimierungsprozef}
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In Anlehnung an die Optimierung der Position von Knoten in Fachwerken varijerten Zienkie-
wicz, Campbell [288] zunichst direkt die Position der FE—Knoten im Analysemodell. Dieser
Ansatz kann jedoch zu numerischen Instabilititen fiihren, die aus der Empfindlichkeit der
Finiten Elemente gegeniiber einer Verzerrung der Elementgeometrie herriihren (Kikuchi et
al. [133]). Es entstehen unregelmifige, gezackte Rinder. Zudem ist die optimierte Form in
ein CAD-Modell zu tibertragen, das im weiteren Konstruktionsprozef3 verwendet werden kann.

Daher beschreiben u.a, Imam [128], Braibant, Fleury [44] und Bennet, Botkin [35] die Formin-
derung im Optimierungsprozef mit den Methoden des “Computer Aided Geometric Design”
(CAGD) in einem separaten Entwurfsmodell. Die Geometrie des Tragwerks wird abschnitts-
weise mit Kurven—, Flichen~ oder Volumen-Elementen, auch Design—-Elemente genannt,
approximiert. Die Positionen der Kontroli-Knoten der Design-Elemente stellen die Opti-
mierungsvariablen im Formoptimierungsproze dar. Die Anderung der Koordinaten der FE~
Knoten infolge einer Variation der Position der Kontroll-Knoten wird durch das Entwurfsge-
schwindigkeitsfeld beschrieben (— Abschnitt 2.3.3). Durch die strikte Trennung zwischen
Geometrie- und Analysemodell konnen die zovor erwihnten numerischen Instabilititen ver-
mieden werden, wobei die Diskretisierung im FE~Modell im allgemeinen deutlich feiner ist
als die Diskretisierung der Geometrie. Die Formfreiheiten konnen entsprechend den konstruk-
tiven Randbedingungen in der CAGD-Beschreibung kontrolliert und die Optimierungser-
gebnisse direkt im weiteren Konstruktionsprozef eingesetzt werden. Die Kopplung des
CAGD—orientierten Entwurfsmodells mit dem FE-Modell erfordert jedoch ein entsprechend
konzipiertes Programmsystem, in dem Daten vom einen in das andere Modell direkt tibertragen
werden kénnen. Noch heute verfligen nur wenige Programmsysteme liber die entsprechenden
Funktionalititen.

Aus diesem Grund werden alternative Verfahren entwickelt, die ebenfalls zu glatten und nume-
risch stabilen Optimierungsergebnissen fithren, jedoch ausschlieSlich mit dem FE-Modell
arbeiten. Die meisten dieser Verfahren beschreiben die Forminderung im Optimierungsprozef
als mechanische Deformationen infolge von virtuellen Lasten (u.a. Belegundu, Rajan [23],
Weck, Biienschiitt [273], Schwarz [230]). Die Belastungen, wie Einzel-, Strecken— und
Flichenlasten oder thermische Lasten, werden zu Beginn des Optimierungsprozesses definiert
und die GroBe dieser gedachten Lasten anschlieBend variiert. Die geometrischen Eigenschaften
des Optimierungsergebnisses, wie die Glattheit der Konturen, konnen jedoch im Gegensatz
zur CAGD-orientierten Beschreibung der Forminderung mit diesem Ansatz nur bedingt kon-
trolliert werden. Zudem ist das optimierte FE~Modell fiir den weiteren Konstruktionsproze3
wieder in eine CAD-Beschreibung zuriickzufiihren.

Die Optimierungsvariablen in der Formoptimierong besitzen zumeist einen globalen Einfluf3
auf das Tragverhalten. Im Gegensatz zur materiellen Topologicoptimierung, bei der die
variablen Materialparameter in erster Linie nur die lokalen mechanischen Eigenschaften
bestimmen, bewirkt beispielsweise die Variation der Position eines Kontroll-Knotens eines
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Splines eine globale Formdnderung und fiihrt damit zu einer Verdnderung des gesamten Trag-
verhaltens. Daher sind die Genauigkeit der Sensitivititsanalyse und des Optimierungsverfahren
in der Formoptimierung von grofier Bedeutung. Es haben sich analytische und verbesserte,
semi-numerische Methoden fiir die Sensitivititsanalyse in der CAGD-orientierten Formopti-
mierung bewihrt (— Abschnitt 2.3.3). Da die Anzahl der Optimierungsvariablen in der
Formoptimierung verglichen mit der Topologieoptimierung klein ist (ng < 200), werden
Verfahren der Mathematischen Programmierung zur Losung des Optimierungsproblems ein-
gesetzt (— Abschnitt 2.1).

Neben den mathematisch orientierten Formoptimierungsmethoden existieren verschiedene
heuristische Verfahren, die analog zu denen in der materiellen Topologicoptimierung oftmals
durch biologische Prozesse motiviert sind (- Anhang A3). Hierbei werden die Positionen
der FE-Knoten aufgrund von Spannungen oder der Dehnungsenergiedichte entlang der
variablen Kante bzw. Oberfldche “optimiert” (u.a. Umetami, Hirai [262], Huiskes et. al. [127],
Chen, Tsai [53], Reiter [211]). Mattheck und Burkhardt [158] modifizieren diese Vorgehens-
weise, um numerische Instabilitdten zu vermeiden und glatte Rédnder zu erhalten. In einem
iterativen Verfahren wird aus den von Mises Spannungen entlang dem variablen Rand eine
Temperaturlast ermittelt und der entsprechend verformte Rand bestimmt. Je nach GroBe der
Vergleichsspannungen werden die entsprechenden Kanten aufgeheizt oder abgekiihit. Dies
fithrt zu einem lokalen an— oder abschwellen der Kontur. Damit sich infolge der Temperaturlast
nicht das gesamte Tragwerk deformiert, besitzen nur die Finiten Elemente entlang der variablen
Kanten eine Temperaturdehnzah! ungleich Null. Die elastische Steifigkeit dieser Elemente ist
zudem sehr gering. Die heuristischen Verfahren modifizieren die Form des Tragwerks so, dafl
in erster Linie ein nahezu ausgeglichener Spannungs— bzw. Belastungszustand entlang der
variablen Kanten vorliegt. Die Verfahren sind nach eigenen Erfahrungen jedoch nur robust,
solange die dabei auftretenden Forminderungen im Vergleich zu den Abmessungen des Trag-
werks klein sind. Komplexe Optimierungsprobleme mit mehreren Entwurfskriterien und
groflen Forminderungen kénnen mit diesen Verfahren jedoch nicht gelost werden.

Die grundlegenden Entwicklungen in der Formoptimierung sind in Bennet, Botkin [36],

Haftka, Grandhi [109] und Ding [79] zusammengestellt. Die Umsetzung der Methoden in ent-

sprechende Algorithmen ist in den Dissertationen von Bletzinger [40], Kimmich [135], Lund

[149] und Wieghardt [275] beschrieben. In den letzten fiinf Jahren kristallisierten sich folgende

Schwerpunkte in der Entwicklung der Formoptimierung heraus:

°  Modellierung von dreidimensionalen, geometrisch komplexen Strukturen.

e Beriicksichtigung von geometrisch und materiell nichtlinearem Tragverhalten, von Kontakt-
problemen und von dynamischen Belastungen.

* Adaptive Diskretisierung von Geometrie— und Analysemodell (— Kapitel 6).

* Kopplung von physikalischen Modellen: Akustik und Strukturmechanik, Stromungs— und
Strukturmechanik.
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Die entsprechenden Arbeiten sind in verschiedenen Konferenzbidnden verdffentlicht: Her-
nandez, Brebbia [120], Olhoff, Rozvany [193], Gutkowski, Mroz [104], ATIAA [291], [292],
Topping [257], [259].

Die nachfolgenden Untersuchungen zur Formoptimierung bauen auf der Dissertation “Formop-
timierung von Fldchentragwerken” von Bletzinger [40] auf. Diese Arbeit behandelt die Form-
findung von Schalentragwerken. Die Schalenoberfliche wird mit CAGD-Methoden be-
schrieben und mit Verfahren der Mathematischen Programmierung optimiert. In der
vorliegenden Arbeit wird diese Vorgehensweise erweitert, um die Form von topologisch kom-
plexen Tragwerken, wie sie bei der Topologicoptimierung entstehen, optimieren zu konnen.
In den folgenden Abschnitten werden das zugrunde liegende Entwurfsmodell vorgestelit und
verschiedene Verfahren zur Ermittlung des Entwurfsgeschwindigkeitsfeldes erlautert. Das Vor-
gehen wird an einem Beispielen zur Formoptimierung von Schalentragwerken veranschaulicht,

5.1 CAGD-orientierte Geometriemodellierung

Die Form des Tragwerks sowie deren Verdnderung im Optimierungsprozef werden durch De-
sign-Flemente abschnittsweise beschrieben. Kanten werden beispielsweise durch Lagrange-,
Bézier-Interpolationen oder B--Splines approximiert. Flachen werden u.a. durch Lagrange-,
Coons— oder Bézier—Elemente niherungsweise beschrieben (Bild 5.2). Fir die Formopti-
mierung von diinnwandigen Tragwerken werden 3-dimensionale Design-Elemente

a. Kurven-Elemente { € R! o Kontroll-Knoten

Lagrange Splines Kreise, Spiralen

b. Flichen-Elemente § € R?

Lagrange Coons Bézier
< [
<t T

Bild 5.2: Design—-Elemente (aus Bletzinger [40])
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Charakteristisches Polygon:
Tangente dt: -
Kontinuitétsbedingungen:

Co: %ok = xi(1) = x,(0)

1. N A Ak o4 k
Cy: (xl xo)—-é—r (xo x_l)

Bild 5.3: C}Kontinuitéﬁt bei kubischen Bézier-Splines

{ & R3(Qt) nicht bendtigt. Die Geometric x &€ R3(Q,) wird abschnittsweise tiber Formfunk-
tionen N; im Parameterraum § € R]'Z(Qc) der Design-Elemente definiert.

x:L=x@ =) NOI 5 e RPQ)-xeR(Q 5.1
i=1

Der Vektor )A(Jk € R? bezeichnet die Position der n, Kontroll-Knoten. Die Koordinaten der
Kontroll-Knoten sind die Optimierungsvariablen. Gleichung (5.1) stellt eine topologische Ab-
bildung (2.28) in einer Lagrange-Formulierung dar (— Abschnitt 2.2). Die im CAGD einge-
setzten Interpolationen werden in Bohm et al. [48] sowie Farin [93] detailliert beschrieben.
Die in der Formoptimierung tiblichen CAGD-Ansiitze sind bei Bletzinger [40] und Wieghardt
[275] zusammengestellt.

Die Uberginge zwischen den Design-Elementen werden im OptimierungsprozeB kontrolliert,
damit keine unerwiinschten Knicke in der Form des Tragwerks auftreten. Es ist zwischen der
C"Kontinuitit im Parameterraum § € RI’Z(QE) und der geometrischen Cg-Kontinuitit im
Anschauungsraum x € R3(€,) zu unterscheiden. Bézier— und B-Splines sind fiir die Kon-
struktion von kontinuierlichen Tangenten— und Kriimmungsiibergiingen besonders geeignet,
da die Cé—— bzw. Cé—Kontinuitﬁtsbedingungen tiber einfache geometrische Beziehungen fiir
die Lagen der Kontroll-Knoten explizit erfiillt werden konnen. So ist beispielsweise der Uber-
gang zwischen zwei Bézier-Splines Cé—kontinuierlich, wenn der gemeinsame Kontroll-
Knoten und die jeweiligen benachbarten Kontroll-Knoten auf einer Geraden liegen (Bild 5.3).
Entsprechende Ubergangsbedingungen kénnen fiir die CévKontinuitéit und fiir die Uberginge
von Fliachen—Elementen hergeleitet werden (Bohm et al. [48], Bletzinger [40]).

Die Formulierung von Kontinuititsbedingungen iiber die Lagebeziehungen von Kontroll-
Knoten fiihrt zu einer Reduktion der Anzahl von Optimierungsvariablen. So ergibt sich bei-
spielsweise in Bild 5.3 die Position des Kontroll-Knotens ﬁ‘f aus der Lage der Kontroll-Knoten
X E,, )A('é und dem Tangentenfaktor &r. Eine derartige Kopplung von Optimierungsvariablen
wird generell als Variablen—Verkniipfung (“variable linking”) bezeichnet und ist eine effiziente
Methode, um die Formenvielfalt des Entwurfsmodells gezielt zu beschrinkenS.

R = X0+ LES) - (52
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Modellierung der Schalenoberfliche Modellierung der Konturen
mit Design—-Elementen im Parameterraum

G

x“(H©)

-
ez

t°®)
X, d

Bild 5.4: Zweistufiges Entwurfsmodell

Der Vektor )A(J'.‘O stellt den von den Optimierungsvariablen unabhiingigen Anteil dar. Die Ver-
kniipfungsmatrix L}‘( $) beschreibt den Zusammenhang zwischen den Optimierungsvariablen
und den Kontroll-Knoten im Entwurfsmodell. Die Optimierungsvariablen § sind zumeist eben-
falls Parameter des Entwurfsmodells, wie die Position von Kontroll-Knoten oder Tangenten-
faktoren. Uber Verkniipfungsvorschriften werden, wie zuvor erlzutert, die Ubergangsbedin-
gungen zwischen Design-Elementen explizit erfiillt. Dariiber hinaus kénnen beispielsweise
die Bewegungsrichtungen von Kontroll-Knoten vorgeschrieben oder die Einhaltung von
Symmetrien erzwungen werden. Auf diese Weise werden fiir die Optimierung bedeutungslose
Optimierungsvariablen, wie die Bewegung eines Kontroll-Knotens entlang eciner geraden
Kante, eliminiert. Das Konzept der Variablen—-Verkniipfung wird in Bletzinger [41] sowie
Ramm et al. [206] ausfithrlich beschrieben.

Zweistufiges Entwurfsmodell fiir topologisch komplexe Schalentragwerke

Die Modellierung von Flichentragwerken mit 2-dimensionalen Design-Elementen nach
Bild 5.2b erfordert ein Design-Elemente~Netz. Bereits fiir wenig topologisch komplexe Trag-
werke fiihrt dies zu ciner aufwendigen Diskretisierung der Geometrie mit vielen Design-
Elementen und entsprechenden Ubergangsbedingungen. Daher wird ein zweistufiges Entwurfs-
modell fiir die Formoptimierung von topologisch komplexen Schalentragwerken vorgestellt
(Bild 5.4). Die Schalenoberfliche x* € R3(Q,) wird mit Design-Elementen abschnittsweise
als Funktion NJ‘? der lokalen Parameter § € RZ(QC) und der Position der ng Kontroll-Knoten
)A(JS € R3(Q,) beschrieben.

XL xX@) =3 NQ K LERAQ)—x € R(Q (53)
i=1

8. Im Gegensatz zur Formoptimierung werden in der Topologieoptimierung die Optimierungs-
variablen im allgemeinen nicht miteinander verkniipft, da man in diesem Fall eine maximale Ent-
wurfsfreiheit erzielen mochte.
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Die Konturen t¢ des Tragwerks auf der Oberfliche werden durch Kurven-Elemente im Para-
meterraum § € RZ(QK) modelliert.

ng

€ E =0 = > NE I ; EE€RQ) -t e RAQ (5.4)
j=1

Die Formfu{lktionen der Kurven-Elemente sind mit NjC(E), die Positionen der n. Kontroll—
Knoten mit tjc und der lokale Kurvenparameter mit € bezeichnet. Die Positionen der Kontroll-
Knoten EJC der Kurven-Elemente werden im Parameterranm variiert, um die Form der Konturen
auf der Schalenoberfliche zu optimieren. Mit dieser zweistufigen Vorgehensweise werden
einerseits die Vorteile des konventionellen Design—Elemente~Konzepts fiir die Beschreibung
von beliebigen, glatten Freiformflichen genutzt. Andererseits konnen topologisch komplexe
Strukturen auf diesen Oberflichen im Parameterraum alleine iiber die Tragwerkskonturen mo-
delliert werden, ohne daf3 ein feines Design-Elemente~Netz notwendig ist. Die weiteren Unter-
suchungen beschrénken sich auf den Fall, da8 lediglich die Kontroll-Knoten f; fiir die Kurven—
Elemente im Parameterraum variiert werden, wobei die Form der Oberfliche nicht verdndert
wird. Die Optimierung der Form der Oberfliche ist iiber eine Variation der Position der ent-
sprechenden Kontroll-Knoten )A(js mit dem zweistufigen Entwurfsmodell ebenfalls méglich.
Diese Art der Formoptimierung wird w.a. von Bletzinger [40] eingehend untersucht.

Ermittlung des Entwurfsgeschwindigkeitsfeldes

Das Entwurfsgeschwindigkeitsfeld Vx beschreibt in der Formoptimierung die Anderung der
Position eines beliebigen Materialpunktes des Trégwerks infolge einer Variation einer Optimie-
rungsvariablen, wie beispielsweise der Position eines Kontroll-Knotens. Es verkniipft das
Analysemodell mit dem Entwurfsmodell und ist fiir die Genauigkeit der Sensitivitdtsanalyse
von zentraler Bedeutung (— Abschnitt 2.3.3). Die Bewegung des FE-Netzes im Optimierungs-
prozeB wird zumeist ebenfalls iber die Entwurfsgeschwindigkeitsfelder gesteuert.

REHD = 0 4 vs,;goT AW , (5.5)

Der Vektor %,® bezeichnet die Position der FE-Knoten im k-ten Iterationsschritt des Opti-
mierungsprozesses. Die Entwurfsgeschwindigkeitsfelder sind so zu bestimmen, daB groBe Ver-
zerrungen des FE-Netzes moglichst vermieden werden.

Wenn die Geometrie eines Flichentragwerks ausschlieflich durch 2-dimensionale Design—
Elemente diskretisiert wird, dann besteht entsprechend der jeweiligen Elementformulierung
ein expliziter Zusammenhang zwischen der Variation der Position der Kontroll-Knoten und
der von Punkten innerhalb des Desi gn~Elements. Das Entwurfsgeschwindigkeitsfeld Vsxkann
anhand der lokalen Variablen § eines Punktes direkt berechnet werden.

Ny
Vax(® = > Ni(©) V&K (5.6)

i=1
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Wenn beispielsweise die p-te Komponente des Kontroll-Knotens ¥ in einem kartesischen

i
Koordinatensystem der Optimierungsvariablen s, entspricht, berechnet sich das Entwurfsge-

schwindigkeitsfeld aus:
Vsxp(&) = Ny(©) 5.7

Die Bewegung des FE-Netzes kann in diesem Fall alternativ zu der linearisierten Beziehung
(5.5) explizit iiber die Elementansitze gesteuert werden. Wenn die Form eines Tragwerks
jedoch nur tiber die begrenzenden Konturen definiert ist, dann besteht kein expliziter Zusam-
menhang zwischen der Position der entsprechenden Kontroli-Knoten und der Lage von korper-
festen Punkten im Inneren des Tragwerks. Das Entwurfsgeschwindigkeitsfeld kann lediglich
entlang den Konturen entsprechend der jeweiligen Interpolationsvorschrift analog zu (5.6)
ermittelt werden.

In Zhang, Belegundu [285] und Choi, Chang [60] werden fiir diesen Fall verschiedene Verfah-
ren beschrieben, um das Entwurfsgeschwindigkeitsfeld im Inneren des Tragwerks zu erzeugen.
Choi, Chang [60] empfehlen, das Entwurfsgeschwindigkeitsfeld in den FE-Knoten iiber eine
elastische Deformation der Struktur infolge eines gedachten Verschiebungslastfalls zu ermit-
teln. Die vorgeschriebenen Verschiebungen ergeben sich aus einer Stérung des variablen Ran-
des um As; = 1. Die Verschiebungen ‘entlang der Konturen, auf die sich die Storung nicht
auswirkt, werden zu Null gesetzt. Dieses Verfahren fiihrt zu glatten Entwurfsgeschwindigkeits-
feldern, die den Anforderungen hinsichtlich der Genauigkeit der Sensitivitiitsanalyse und der
Bewegung des FE~Netzes geniigen. Der numerische Aufwand nimmt jedoch mit der Anzah}
der Optimierungsvariablen linear zu, da fiir jede Optimierungsvariable ein eigenes Randwert-
problem mit unterschiedlichen Auflager— bzw. Lastbedingungen zu 16sen ist. Eine alternative
Vorgehensweise besteht darin, die explizit berechneten Ableitungen V x$ in den FE-Knoten
auf den Konturen in das Tragwerk hinein zu projizieren. Die Ableitungen in den FE-Knoten
innerhalb des Tragwerks werden zu Beginn des Verfahrens zu Null gesetzt und bei festgehal-
tenen Ableitungen auf den Kanten mit einer modifizierten Laplace-Glittung iterativ bestimmit,

n

—~ b ~ My
(Vsﬁe)gﬂ) = (Vsﬁe)jﬂ) || / > I G-8)

j=1 j=1

Die Entwurfsgeschwindigkeit im FE-Knoten p berechnet sich im (I + 1)—ten Iterationsschritt
des Glattungsverfahrens aus den geglitteten Ableitungen (*), die iiber die n, angrenzenden
Elemente gemittelt und mit den jeweiligen Flichen der Elemente gewichtet werden. Diese
Gldttungsmethode ist zu dem Verfahren konsistent, mit dem der im Rahmen dieser Arbeit
eingesetzte Freivernetzer unstrukturierte FE-Netze ausrichtet (Rehle [209]). Die so generierten
Entwurfsgeschwindigkeitsfelder stimmen nahezu mit denen iiberein, die mit dem von Choi,
Chang [60] empfohlenen Verfahren erzeugt werden (Bild 5.5). Der numerische Aufwand ist
bei der Glittungsmethode jedoch deutlich geringer.
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kubischer Spline Verschiebungslastfall

[ RN

|

Entwurfsmodell Entwurfsgeschwindigkeit Entwurfsgeschwindigkeit
& FE~Modell (Deformationsverfahren) (Glattungsverfahren)

Bild 5.5: Entwurfsgeschwindigkeitsfelder nach dem Deformations— und Glittungsverfahren

Sienz [232] schligt vor, nur die Entwurfsgeschwindigkeiten in den FE-Knoten entlang der
Konturen fiir die Sensitivitdtsanalyse zu beriicksichtigen und in jedem Iterationsschritt des
Optimierungsprozesses ein neues FE-Netz zu generieren. Die Sensitivititen von lokalen Zu-
standsgréBen im Inneren des Tragwerks, wie Spannungen oder Verschiebungen, werden mit
dieser Methode jedoch nur unzureichend erfafit. In Bild 5.6 wird der EinfluB des Entwurfsge-
schwindigkeitsfeldes auf die Genauigkeit der Sensitivititsanalyse an einem ebenen Balken
mit variabler Linge veranschaulicht. Die Geometrie des Balkens wird einerseits durch ein
bilineares Lagrange-Design—Element, anderseits nur iiber die begrenzenden, geraden Kanten
beschrieben. Fiir den zweiten Fall werden die Entwurfsgeschwindigkeiten zum einen durch
die Glattungsmethode, zum anderen anhand des reduzierten Verfahrens nach Sienz [232] ermit-
telt. Die Feinheit des FE-Netzes wird so gewihlt, daff die Verschiebung im Lastangriffspunkt
um weniger als 0.01% von der Lésung nach der Bernoulli-Balkentheorie abweicht. Die Sensiti-
vitdten der Verschiebungen senkrecht zur Balkenachse werden am Ende und in der Mitte des
Balkens ermittelt. Die Ergebnisse stimmen fiir den expliziten Ansatz tiber das Design-Element
und fiir die Glittungsmethode mit der analytischen Losung nahezu {iberein. Die Sensitivitit
am Ende des Balkens weicht nur geringfiigig, in der Balkenmitte jedoch erheblich von dem

. 25 ‘ P

4

AT . ® ) Hohe: h = 1.0

‘ Uy Uy

a =50
Entwurfsgeschwindigkeit Abweichung von der Bernoulli-Balkentheorie {%]
Vau, Vau,

Bilineares Design-Element 0.02 0.02
Glattungsmethode 0.02 0.02
Reduziertes Verfahren [232] 0.02 60.00 (1)

Bild 5.6: EinfluB des Entwurfsgeschwindigkeitsfeldes auf die Sensitivititsanalyse
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Ergebnis nach der Bernoulli-Balkentheorie ab, wenn das Entwurfsgeschwindigkeitsfeld nach
dem reduzierten Verfahren berechnet wird. Aufgrund der fehlerhaften Sensitivititsanalyse
sowie der Notwendigkeit, in jedem Iterationsschritt ein neues FE~Netz zu generieren, ist von
dem reduzierten Verfahren nach Sienz {232] abzuraten.

Die Entwurfsgeschwindigkeitsfelder im zuvor beschriebenen, zweistufigen Entwurfsmodell
werden fiir jede Stufe gesondert berechnet. Die Entwurfsgeschwindigkeiten infolge einer Varia-
tion der Kontroll-Knoten % }5 der Flichen—Elemente ergeben sich direkt aus der Interpolations-
vorschrift (5.6) bzw. (5.7). Fiir das Entwurfsgeschwindigkeitsfeld infolge einer Variation der
Kontroll-Knoten E'C der Kurven-Elemente werden zunéchst die Ableitungen auf den Konturen
im Parameterraum § € RZ(QC) bestimmt.

D¢
VEE = ) Ni®) ik (5.9)
i=1
Die Ableitungen werden im Parameterraum nach der zuvor beschriebenen Glittungsmethode
in das Tragwerk hinein projiziert. Das Entwurfsgeschwindigkeitsfeld im globalen Koordinaten-
system folgt aus:

Vx =JO V& 5 J© = Vx@©) (5.10)

Um die Entwurfsgeschwindigkeit in den FE-Knoten zu ermitteln, miissen die lokalen Koordi-
naten ZA;e der FE~Knoten im Paramet(irraum L e RZ(QC) bekannt sein. Wenn dies nicht der
Fall ist, sind die lokalen Koordinaten &, vorab zu bestimmen. Der Ortsvektor x§ auf der Scha-
lenoberfliche im globalen Koordinatensystem wird durch die Interpolationsvorschrift des
Flichen—Elements (5.3) als nichtlineare Funktion ﬁg(?;e) beschrieben. Das inverse Problem

&c(ﬁg) wird als Minimierungsproblem formuliert.

n?;in | x¢ - x°® (5.1

Das unbeschriinkte Optimierungsproblem wird mit einem Newton—-Verfahren geldst, wobei
die zweiten Ableitungen Vgxc anhand der Formulierung des Flichen-Elements explizit be-
rechnet werden konnen.

5.2  Beispiel zur Formoptimierung auf gekritmmten Oberflichen

Die Form von Aussparungen auf einer zylindrischen Oberflache wird auf der Basis des zwei-
stufigen Entwurfsmodells optimiert (Bild 5.7). Der Zylinder ist entlang seiner oberen Kante
gleichférmig in axialer Richtung belastet und entlang seiner unteren Kante vertikal, gelenkig
gelagert. Es wird die Form der Aussparungen gesucht, die einen moglichst homogenen Span-
nungszustand mit dem Sollwert Gy im Tragwerk erzeugt. Hierfiir wird das Spannungsdifferenz—
Volumen, d.h. das Integral der Differenz der aktuellen von Mises Spannungen zu einer vorge-
gebenen Sollspannung Gy iiber das Tragwerk, minimiert.
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min j l o, — Gy | dQy (5.12)
s
Qx

Es werden zwei Diskretisierungen fiir die Geometrie der Aussparungen untersucht:

I Modellierung als Kreis im Parameterraum. (— 2 Optimierungsvariablen: Lage und Radius).
II. Modellierung durch zwei kubische Bézier-Splines im Parameterraum

(= 4 Optimierungsvariablen).

Die Kontroll-Knoten werden in beiden Féllen so gekoppelt, da alle Aussparungen dieselbe
Form besitzen und zur Zylinderachse symmetrisch sind. Der Zylinder wird mit 8—knotigen,
isoparametrischen, 2 X 2 reduziert integrierten Verschiebungselementen diskretisiert. Um die
Zuverlissigkeit der FE-Analyse wihrend des Optimierungsprozesses zu kontrollieren, wird
der Diskretisierungsfehler der FE-Analyse mit einem Z2-Fehlerindikator iiberpriift. Wenn der
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Sollspannung @, = 40.0

Hohe: h = 2.0 Last: =10
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Dicke: t = 0.05 Querdehnzahl: v =03

Bild 5.7: Formoptimierung auf einer zylindrischen Oberfliche
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geschitzte Fehler 5% iibersteigt, wird ein neues, lokal verfeinertes FE-Netz generiert. Auf
die Rolle der adaptiven Diskretisierung des FE-Modells in der Strukturoptimierung wird in
Abschnitt 6.1 ausfiihrlich eingegangen. Unter Einhaltung der Symmetriebedingungen wird
nur ein Viertel des Zylinders im Optimierungsprozefl untersucht. Die Sensitivitit der Zielfunk-
tion wird nach der in Abschnitt 2.3.3 erliduterten direkten Methode auf der Basis einer diskreti-
sierten Formulierung bestimmt. Die Optimierungsprobleme werden mit einem SQP-Verfahren
gelost (— Abschnitt 2.1).

Der Vergleich der Resultate beider Parametrisierungen verdeutlicht den Einfluf der geo-
metrischen Diskretisierung im Entwurfsmodell auf das Optimierungsergebnis. Generell kann
die Zielfunktion um so stirker gesenkt werden, je groBer die Anzahl der Optimierungsvariablen
ist. Die Frage, wie die geometrische Diskretisierung des Tragwerks zu wihlen ist, so daf} die
Qualitit des Tragwerks bei moglichst wenigen Optimierungsvariablen gesteigert werden kann,
wird in Abschnitt 6.2 untersucht.
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6  Adaptive Methoden in der Strukturoptimierung

Die Probleme der Strukturoptimierung konnen im allgemeinen auf ein kontinuierliches,
gemischtes Variationsproblem mit Nebenbedingungen zuriickgefiihrt werden (— Kapitel 2).
Die Entwurfsfunktion s(x), die beispielsweise in der materiellen Topologieoptimierung die
Materialverteilung im Entwurfsraum oder in der Formoptimiérung die Form von Kanten und
Oberfldchen des Tragwerks beschreibt, und die Strukturantwort, die beispielsweise durch die
Verschiebungen u(x) charakterisiert wird, werden diskretisiert, um das Optimierungsproblem
numerisch zu 16sen. In herkdmmlichen Optimierungsverfahren werden die Diskretisierungen
der Entwurfsfunktion s(x) und der Verschicbungen u(x) zu Beginn festgelegt und tiber den
gesamten Optimierungsprozef hinweg beibehalten. Diese Vorgehensweise fiihrt insbesondere
bei groBen Verdnderungen des Entwurfs im OptimierungsprozeB zu erheblichen Problemen.
Das FE-Netz, das fiir den Ausgangsentwurf noch zuverlidssige Ergebnisse liefert, kann in
diesem Fall das tatsichliche Strukturverhalten der im Optimierungsprozef entstehenden
Entwiirfe nur noch unzureichend erfassen. Folglich ist das FE~Netz der veriinderten Geometrie
im Optimierungsprozef anzupassen. Ebenso kénnen bei grofen Forménderungen die zu Beginn
des Optimierungsprozesses gewihlten Optimierungsvariablen § den im Sinne einer kontinuier-
lichen Losung optimalen Entwurf” s(x) oftmals nur in grober Niherung beschreiben (— Ab-
schnitte 4.5 und 5.2). Die Diskretisierung im Entwurfsmodell ist den Zwischenergebnissen
im Optimierungsprozef anzupassen. Die Adaptivitit in der Strukturoptimierung umfaBt somit
zwel Aspekte:

¢ Adaptive Diskretisierung des mechanischen Modells.
* Adaptive Diskretisierung des Entwurfsmodells.

In den folgenden Abschnitten werden die Adaption des mechanischen Modells wihrend des
Optimierungsprozesses am-Beispiel der Formoptimierung von topologisch komplexen Trag-
werken untersucht und Methoden zur Adaption des Entwurfsmodells in Form- und Topologie-
optimierung vorgestellt.

6.1  Adaptive Struktur- und Sensitivititsanalyse

Die Bedeutung des Analysemodells fiir die Zuverldssigkeit und Aussagekraft des Opti-
mierungsergebnisses wurde bereits in Abschnitt 2.3 betont. Vereinfachungen im mechanischen
Modell sowie Ungenauigkeiten bei der numerischen Berechnung det Strukturantwort wirken

9. Die Verschiebungen u(x) stellen die Verschiebungen im Gleichgewicht dar. Analog hierzu bezeich-
net die Entwurfsfunktion s(x) den Entwurf im Optimum. In diesem Kapitel werden ausschlieBlich
die Optima bei verschiedenen Diskretisierungen untersucht. Das diskretisierte Optimum wird daher

. . . R . . A Ak
im weiteren nicht mehr zusatzlich mit dem Index * gekennzeichnet: s = §.
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sich direkt auf das Optimierungsergebnis aus. In diesem Abschnitt werden adaptive FE-
Verfahren in den Optimierungsproze integriert, um die Zuverlidssigkeit der numerischen
Strukturanalyse zu gewihrleisten.

Die Entwurfskriterien und deren Ableitungen werden im Analysemodell aus der Strukturant-
wort des aktuellen Entwurfs berechnet. Die ZustandsgroBen, wie beispielsweise die Verschie-
bungen u(s), werden mit der Methode der Finiten Elemente niherungsweise bestimmt. Die
numerisch ermittelte Strukturantwort u™8) enthilt einen Diskretisierungsfehler e,. Die aus
den approximierten Verschiebungen ermittelten Entwurfskriterien, wie beispielsweise die Ziel-
funktion f(8,u(s)), sind folglich ebenfalls mit einem Fehler €, behaftet.

f(3,u(®)) = (8, u"®)) + ex(u"(s)) (6.1)

Um zuverldssige Optimierungsergebnisse zu erhalten, wird der numerische Fehler der Ziel-
funktion ef(uh(§)) kontrolliert. Dies geschieht indirekt, indem die Diskretisierung des mecha-
nischen Modells im OptimierungsprozeB so angepafit wird, dafl der Diskretisierungsfehler der
approximierten Strukturantwort u"($) kleiner als ein vorgegebener Sollwet ist. Die Anderung
der Zielfunktion im OptimjerungsprozeB setzt sich aus einem von den approximierten Verschie-
bungen abhéingigen Anteil und einem aus der Anderung des Fehlers e; resultierenden Anteil
zusammen.

df = ( Toisuh$) )T a8 + ( Tewr@ )" o

Der erste Term wird mit den in Abschnitt 2.3.3 beschriebenen Verfahren der diskreten oder
variationellen Sensitivititsanalyse berechnet. Die Ermittlung der Ableitung des Fehlers der
Zielfunktion nach den Optimierungsvariablen wird in Abschnitt 6.1.2 erldutert.

In den bestehenden Optimierungsverfahren wird nicht beriicksichtigt, da die Strukturantwort
und infolgedessen die berechneten Funktionswerte der Entwurfskriterien mit einem Fehler
behaftet sind. Bei Gradientenverfahren wird lediglich der erste Term des totalen Differentials
(6.2) bei der Ermittlung des verbesserten Entwurfs ausgewertet. Die Vernachldssigung der
Anderung des Fehlers Ve; hat keine Auswirkung, wenn der Fehler der Entwurfskriterien bzw.
der Strukturantwort im Optimierungsprozef3 unberiicksichtigt bleibt. Wenn das FE--Netz in
jedem Iterationsschritt des Optimierungsprozesses so gewihlt wird, dafl beispielsweise der
Fehler der Verschiebungen kleiner als ein vorgegebener Sollwert ist, fithrt diese Vernach-
lassigung im allgemeinen jedoch zu einer Inkonsistenz, die sich in einer Verschlechterung
der Konvergenz des Optimierungsprozesses dufert. Dies trifft vor allem auf erweiterte Quasi-
Newton-Methoden zu, wie beispielsweise den SQP—Verfahren, bei denen die Hesse—Matrix
der Lagrange-Funktion aus den ersten Ableitungen aufgebaut wird. Die Sensitivitit des Fehlers
der Entwurfskriterien ist ebenfalls zu beriicksichtigen, wenn der Diskretisierungsfehler der
Entwurfskriterien bzw. der Strukturantwort im Optimierungsprozefl kontrolliert wird.
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In den folgenden Abschnitten wird die Integration von adaptiven Verfahren in die Struktur—
und Sensitivititsanalyse erldutert. Zuvor wird die Methode der adaptiven FE-Analyse kurz
skizziert, um die wichtigsten Begriffe einzufiihren. Die Einflisse der adaptiven Strukturanalyse
auf den Optimierungsprozefl werden am Beispiel der Formoptimierung aufgezeigt.
Abschlieiend werden zwei Verfahren vorgestellt, um die Sensitivitdt des Fehlers der approxi-
mierten Strukturantwort bei der Adaption des FE-Netzes zu berlicksichtigen und damit das

Konvergenzverhalten des Optimierungsprozesses zu verbessern.
Methode der adaptiven Finite Element Analyse

Die Verschiebungen u(x) werden in der Finiten Elemente Methode durch lokale Ritz—Ansitze
u"(x) abschnittsweise approximiert (= Abschnitt 2.3.2). Der Fehler der numerischen Losung
ey wird in der Lo-Norm der Differenz der exakten und der approximierten Verschiebungen
definiert.

ey = H u(x) — u'(x) “Lz 6.3)
Ein dquivalentes Fehlermal} ist die innere Energie (2.43) der Differenzverschiebungen ey,
eq = Mi(u ~u" (6.4)

Der Fehler wird auf die innere Energie der exakten Losung bezogen, um ein von den duferen
Belastungen unabhingiges, relatives Fehlermafl zu erhalten.

ol - Hi(u‘ - uh)

en T (6.5)

Da die kontinuierliche Losung u(x) im allgemeinen nicht bekannt ist, wird der Fehler ey
mit Fehlerschitzern &y ndherungsweise bestimmt.

Ciép = e = Cy &g C,,C, €RY (6.6)

Es wird zwischen a—priori und a—posteriori Fehlerschétzern unterschieden. A—priori Verfahren
schitzen den Fehler beispielsweise anhand der Verzerrungen der Elementgeometrie ab, bevor
cine FE-Analyse durchgefiihrt wird. Die Zuverldssigkeit von a~priori Fehlerschitzern ist im
Vergleich zu a—posteriori Verfahren gering. Bei a-posteriori Verfahren wird der Fehler aus
der numerischen Losung berechnet. Das statische Gleichgewicht wird in der FE~-Methode nur
schwach erfiillt, wobei Diskontinuititen in den Spannungen an den Elementrindern bei einer
Verschiebungsformulierung auftreten. Residuale Fehlerschitzer bestimmen den Fehler aus den
lokalen Ungleichgewichtskriiften in der starken Formulierung des statischen Gleichgewichts
(u.a. Babuska, Rheinboldt [12]). Bei Ingenieurverfahren, wie dem Z2-Fehlerindikator von
Zienkiewicz, Zhu [289] wird der absolute bzw. relative Fehler der Energienorm &y aus der
Differenz zwischen den geglitteten, verbesserten Spannungen & und den berechneten
Spannungen o abgeschitzt.
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& = j o - oh]T c! 5 - ot] d, 6.7)
Qx

gt = j [6 - qh]T c! 6 - o]y / JaT C™! & dQy ©.8)
o oy

Der geschitzte, globale Fehler €y wird aus den lokalen Fehlern & der einzelnen Elemente
berechnet, die als Verfeinerungsindikatoren fiir die Adaption des FE-Netzes dienen.

tp= | > & (6.9)
Elemente

Die Diskretisierung wird in einem iterativen ProzeB so bestimmt, daB der geschitzte, globale,
relative Fehler kleiner als ein vorgegebener Sollwert ist.

Es bestehen drei Strategien, um die Feinheit der Diskretisierung entsprechend der Fehlerver-
teilung anzupassen.

o r—Adaption: Die Position der FE-Knoten X, wird so ausgerichtet, daf§ der Fehler der nume-

rischen Losung klein wird. Die Méglichkeiten, den globalen Fehler zu senken, sind geting.

o p-Adaption: Die Giite der Approximation der Verschiebungen wird tiber die Ordnung p der
Elementansitze gewihlt. Der Fehler der numerischen Losung kann durch eine lokale
Erhohung der Ansatzordnung mit wenigen, zusitzlichen Freiheitsgraden erheblich reduziert
werden. Die p—Adaption weist fiir Probleme mit einer glatten Losung ein gutes Konvergenz-
verhalten auf.

e h-Adaption: Die Fehlerverteilung wird in eine Netzdichtefunktion tiberfiithrt. Diese steuert
die GroBe h der Elemente im Netz. Bei strukturierten, hierarchisch aufgebauten FE-Netzen
werden die Elemente mit einem zu groBien, lokalen Fehler sukzessive im iterativen Adap-
tionsprozeB unterteilt. In den nachfolgenden Untersuchungen werden unstrukturierte Netze
eingesetzt, um topologisch komplexe Tragwerke mit einem Freivernetzer zu diskretisieren.
In jedem lterationsschritt der adaptiven Netzanpassung wird unter Berlicksichtigung der
Netzdichtefunktion das gesamte Tragwerk neu vernetzt.

Dariiber hinaus kann das mechanische Modell lokal angepaBt werden.

¢ d-Adaptivitit: Die bislang nur in wenigen Arbeiten untersuchte Dimensions— oder Modell-
adaptivitdt beriicksichtigt den Fehler durch das mechanische Modell. Es werden beispiels-
weise lokal 3—dimensionale Volumen-Elemente in einem ansonsten mit Schalenelementen
diskretisierten Tragwerk eingefiihrt, um den tatsdchlichen Spannungszustand besser abzu-
bilden (Stein, Ohnimus [239]). Der Fehler infolge der mechanischen Modellbildung wird in
den weiteren Betrachtungen dieses Kapitels vernachlissigt.
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Fiir eine Einfithrung in die adaptiven Verfahren der FE~Methode werden die entsprechenden
Kapitel in den Lehrbiichern von Zienkiewicz, Taylor [290] und Hughes [126] empfohlen. Die
mathematischen Grundlagen werden von Verfiirth [266] aufgearbeitet. In Babuska et al. [13]
sind die wesentlichen Entwicklungen auf diesem Gebiet zusammengestellt. Hinsichtlich ver-
besserter Ansitze und neuerer Ergebnisse wird auf Ramm, Cirak [207] und Cirak [63] ver-
wiesen. Methodische und algorithmische Details der in dieser Arbeit eingesetzten h-Adaption
sind bei Rehle [209] beschrieben.

6.1.1 Integration der adaptiven Strukturanalyse in den OptimierungsprozeB

Die Notwendigkeit, die Qualitiit der Finiten Element Analyse im Optimierungsprozefs zu kon-
trollieren, wurde zuerst von Bennet und Botkin [35] fiir die Formoptimierung erkannt. Das
FE-Netz wird einem eher heuristischen Ansatz folgend dort verfeinert, wo der riiumliche Gra-
dient der Energiedichteverteilung einen vorgegebenen Grenzwert iiberschreitet. Kikuchi et al.
[133] verwenden einen Z2—Fehlerindikator fiir eine h— und r—Adaption des FE~Netzes wihrend
des Optimierungsprozesses. Weck und Feldermann [271] verfeinern das FE-Netz auf der Basis
eines Z?-Fehlerindikators in der Dicken— und Materialoptimierung bei Faserverbundwerk-
stoffen. Residuale Fehlerschiitzer werden u.a. von Hinton et al. [123] und Ozakca [185] fiir
h—adaptive Verfahren in der Formoptimierung eingesetzt. In neneren Arbeiten werden rh-Stra-
tegien von Kodiyalam, Parthasarathy [141] und p-adaptive Verfahren von Salagame, Bele-
gundu {223] fiir die Anpassung der Diskretisierung in der Formoptimierung von 3-dimensio-
nalen Volumenmodellen untersucht. In diesem Abschnitt werden einige, wesentliche Aspekte
bei der Einbindung eines h-adaptiven Verfahrens in den Formoptimierungsprozef erldutert.
Es sind zwei grundsitzlich verschiedene Verfahren denkbar, um die adaptive Strukturanalyse

in den Optimierungsprozef zu integrieren (Bild 6.1). Zum einen kann man zunichst das Opti-
mum fiir ein grobes FE-Netz bestimmen und anschlieBend das FE-Netz fiir den optimierten

gty
Strukturanalyse | : Strukturanalyse
Sensitivititsanalyse : Fehlerkontrolle
Optimierung Adaptive f’cemetzun g
| 1 [
iFahlerljontrollei J ; 'vitiit;méiyse
Adaptive %émetzungﬁr : ’ “ fOptimiemng

Bild 6.1: Integration der adaptiven Strukturanalyse in den Optimierungsprozefl
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Entwurf adaptiv verfeinern. Auf der Basis des verfeinerten FE-Netzes wird erneut optimiert.
Diese Vorgehensweise ist numerisch effizient, wenn der mit einem groben FE-Netz ermittelte
Entwurf dem tatsichlichen Optimum sehr nahe kommt. Bei groBen Forminderungen miissen
jedoch allein deswegen neue FE-Netze innerhalb des Optimierungsprozesses generiert werden,
weil das FE-Netz des Startentwurfs nicht auf alle Zwischenentwiirfe iibertragen werden kann,
Die Einbindung der adaptiven Strukturanalyse in die Optimierungsschleife erweist sich daher
als weitaus stabiler und universeller.

Fehlerschiitzer und Verfeinerungsstrategie

Der Diskretisierungsfehler der Entwurfskriterien kann bislang nicht direkt gesteuert werden,
da hierfiir keine entsprechenden Fehlerschétzer zur Verfiigung stehen. Dieser wird daher in-
direkt iiber den Fehler der Strukturantwort kontrolliert, der mit den bereits erwéhnten Fehler-
schitzern niherungsweise bestimmt werden kann. Der Typ des Fehlerschitzers hat dabei nur
eine geringe Auswirkung auf die Konvergenz und das Ergebnis des Optimierungsprozesses.
Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurden ein Z2-Fehlerindikator sowie ein residualer
Fehlerschitzer nach Babuska, Rheinboldt [12] in den Optimierungsprozef eingebunden und
deren Eigenschaften an verschiedenen Formoptimierungsproblemen fiir Scheiben—, Platten--
und Schalentragwerke untersucht. Beide Fehlerschiitzer bestimmen den Fehler in der Energie-
norm. Dieses integrale Maf ist jedoch in der Strukturoptimierung nur bedingt geeignet, da
oftmals lokale Grofen, wie Spannungen oder Verschiebungen, als Entwurfskriterien verwendet
werden. Es ist daher notwendig, lokale Fehlerschitzer in den Optimierungsproze3 zu inte-
grieren, um so auf den Fehler von lokalen Entwurfskriterien einzuwirken (Ramm, Cirak [207}).

In der Formoptimierung werden sowohl h~ wie auch p-adaptive Verfahren eingesetzt. Letztere
zeichnen sich zwar durch eine hohe numerische Effizienz aus. Bei grolen Forminderungen
im Optimierungsprozefl kann es jedoch fiir cine feste Netztopologie zu erheblichen Verzer-
rungen der Elementgeometrien oder unzulissigen FE-Netzen, wie durch Uberlappungen der
Elemente, kommen (Salagame, Belegundu [223]). Daher ist fiir derartige Optimierungs-
probleme entweder eine reine h-Strategie, die den weiteren Untersuchungen zugrunde liegt,
oder ein gemischtes hp-Verfahren vorzuziehen.

Die Grofe des zulidssigen Fehlers fiir die ZustandsgroBen richtet sich nach den Genauigkeitsan-
forderungen der Aufgabenstellung. Es treten jedoch bei hohen Fehlerschranken Konvergenz-
probleme durch den Wechsel des FE-Netzes im OptimierungsprozeB auf, da die Anderung
des Fehlers Vge, bzw. Ve von den Optimierungsalgorithmen nicht berticksichtigt wird. Fur
zahlreiche Entwurfsprobleme fiihrt die Reduktion des Diskretisierungsfehlers ey zugleich zu
einer Abnahme der Sensitivitit des Fehlers Ve Hinton et al. [123] empfehlen, den relativen
Fehler iiber den gesamten Optimierungsprozell hinweg unterhalb von 3-8% zu halten. Alter-
nativ hierzu schlagen Barthold et al. [18] vor, zu Beginn des Optimierungsprozesses cinen
groferen Fehler zuzulassen und erst in der Nihe des Optimums die Fehlerschranke zu senken.
Diese Vorgehensweise reduziert zwar den numerischen Aufwand fiir die Strukturanalyse, fiihrt
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Jjedoch wiederum zu erheblichen Konvergenzproblemen, wobei der Defekt aus der Vernachlis-
sigung der Anderung des Fehlers Ve durch die Absenkung der Fehlerschranke im Opti-
mierungsprozel verstirkt wird.

Eigene Untersuchungen zur Grofe der Fehlerschranke decken sich iiberwiegend mit der
Empfehlung von Hinton et al. [123]. Fiir bestimmte Formoptimierungsprobleme kann die Sen-
sitivitit des Fehlers Ve jedoch nur unzureichend tiber den Fehler epy kontrolliert werden.
In diesem Fall ist die Sensitivitit des Fehlers direkt durch ein entsprechend verfeinertes FE-
Netz zu senken. Die hierfiir notwendigen Fehlerschitzer und Verfeinerungsindikatoren werden
in Abschnitt 6.1.2 vorgestellt. o

Anpassung des FE--Netzes im Optimierungsprozef}

Die Robustheit der Optimierungsprozedur ist fiir die Anwendbarkeit der Strukturoptimierung
ebenso erforderlich wie die Zuverldssigkeit der Optimierungsergebnisse. Dies bedeutet fiir
die adaptive Strukturanalyse, daB verschiedene Mafinahmen bei der Anpassung der FE-Netze
vorzusehen sind. Die folgende Prozedur erweist sich fiir die Formoptimierung von diinn-
wandigen Tragwerken auf der Basis des in Abschnitt 5.1 vorgestellten, zweistufigen Entwurfs-
modells als robust und effizient. Die einzelnen Schritte werden an einem einfachen Beispiel
zur Formoptimierung mit einer Optimierungsvariablen § in Bild 6.2 veranschaulicht.

1. Ein neuer Entwurf § &+ wird berechnet. Hinton et al. [123] schlagen vor, jeden Zwischen-
entwurf im OptimierungsprozeB neu zu vernetzen. Dieses Vorgehen beeintréchtigt die Kon-
vergenz des Optimierungsprozesses unnétig. Statt dessen.wird zunéchst versucht, das FE-
Netz des vorherigen Iterationsschrittes auf die neue Geometrie zu iibertragen (Fall 1). Die
Positionen der FE—Knoten %, entlang der Konturen des Tragwerks bestimmen sich aus den
Interpolationsvorschriften der Geometriemodellierung. Die FE-Knoten im Inneren der
Struktur konnen zum einen iiber eine lineare Extrapolation mittels des Entwurfsgeschwindig-

- keitsfeldes (5.5) berechnet oder durch eine Lagrange-Glittung analog zu (5.8) ermittelt
Werden, wobei die Position der Knoten entlang der Kanten nicht verindert wird. Erst wenn
bei diesem Vorgang unzulissige Elemente entstehen, wird die gesamte Struktur neu vernetzt.

Startentwurf Fall 1 Fall 2a Fall 2b
3 )
P

Bild 6.2: Anpassung des FE-Netzes im Optimierungsprozef3
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2. Indiesem Fall erfolgt die Neuvernetzung mit einer gleichnifligen Netzdichte, die so gewihlt

wird, daf die Anzahl der Elemente im Vergleich zum vorherigen Entwurf annihernd konstant
bleibt. Bei grofien Verdnderungen der Geometrie kann es jedoch notwendig werden, ein weit-
aus feineres Netz zu wihlen. In diesem Fali wird die Netzdichte sukzessive erhoht. Ubersteigt
die Netzdichte einen vorgegebenen Maximalwert, wird der Versuch abgebrochen, den ermit-
telten Entwurf § ¥+ zu vernetzen. Dies kann beispielsweise bei Uberlappungen von Trag-
werksriindern geschehen (Fall 2a). Durch Verringerung der Schrittweite A$ &) wird ein neuer
Entwurf mit einer geringeren Verdnderung der Geometrie erzeugt (Fall 2b).

Auf der Basis des zuvor iibertragenen oder mit gleichmaBiger Netzdichte neu generierten FE-
Netzes wird der neue Entwurf analysiett und der Fehler geschitzt. Ist dieser grofer als der
maximal zulissige Fehler, wird ein neues, adaptiv verfeinertes FE-Netz erzeugt. Fiir die Sta-
bilitit der gesamten Optimierungsprozedur ist es notwendig, auftretende Fehler kontrolliert
abzufangen. Im Falle eines Fehlers wird — wie in Fall 2a — die Schrittweite AS® reduziert
und der OptimierungsprozeB mit dem entsprechenden Entwurf fortgesetzt,

Definition von lokalen Entwurfskriterien

Der Wechsel des FE-Netzes im Optimierungsprozef erfordert eine besondere Behandlung von

lokalen Entwurfskriterien. Wenn das FE-Netz iiber den Optimierungsprozef beibehalten wird,

konnen lokale Entwurfskriterien, wie beispielsweise Verschiebungs— oder Spannungsneben-

bedingungen, auf der Basis des FE-Netzes definiert werden. Diese Entwurfskriterien miissen

dagegen direkt im Entwurfsmodell definiert und auf das jeweilige FE-Netz libertragen werden,

wenn die Entwiirfe im Optimierungsproze3 zur Kontrolle des Fehlers der FE-Berechnung

mit unstrukturierten Netzen adaptiv diskretisiert werden. Folgende Moglichkeiten eignen sich,

um lokale Entwurfskriterien im Entwurfsmodell zu formulieren:

Kontrolle der Zustandsgrofien in ausgewihiten Punkten, wie die Verschiebungen in Lastan-
griffspunkten. Diese Punkte konnen im Entwurfsmodell direkt iiber die Kontroll-Knoten der
Kurvensegmente identifiziert werden. Fiir das jeweilige FE-Netz muf lediglich der korre-
spondierende FE-Knoten bestimmt werden,

Kontrolle der Zustandsgrofen entlang von Kanten. Hierzu wird eine vorgegebene Anzahl von
dquidistanten Stiitzstellen entlang der Kanten bestimmt. Im Optimierungsprozel werden die
ZustandsgroBen in den Stiitzstellen kontrolliert. Im jeweiligen FE-Netz miissen die zugeho-
rigen Elemente und die lokalen Koordinaten der Stiitzpunkte im Element ermittelt werden.
Die ZustandsgroBen in den Punkten kdnnen mit der jeweiligen Elementformulierung inter-
poliert werden.

Kontrolle von Minimal- bzw. Maximalwerten der ZustandsgroBen im Gebiet und entlang
von Kanten, Diese Vorgehensweise ist insbesondere fiir anwendungsbezogene Aufgabenstel-
lungen von Bedeutung, in denen beispielsweise die maximale Vergleichsspannung Gy im
Tragwerk beschrinkt ist. Hierfiir werden zundchst des Maximalwert Gpmax und dessen Ort
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Xmax im FE-Netz bestimmt. Ist die betreffende ZustandsgroBe im Element konstant, so wird
hierfiir der Elementmittelpunkt gewihlt. Unter der Voraussetzung, da} der Vektor X .y eine
stetig differenzierbare Funktion der Optimierungsvariablen § ist, setzt sich die Ableitung des
Maximalwerts Opmay aus einem lokalen und einem konvektiven Term zusammen.

VsOmax = VsOyXmax) + Vx(jv()‘max)T V Ximax (6.10)

Die riumliche Verteilung der Spannungskomponenten wird durch lokale, elementiiber-
greifende Ansatzfunktionen approximiert, um Diskontinuititen an den Elementrindern zu
vermeiden. Die Ableitungen der Spannungskomponenten Vo sowie das Entwurfsge-
schwindigkeitsfeld Vxmax werden ebenfalls lokal geglittet.

Numerisches Beispiel

Die Form einer Pleuelstange wird mit dem vorgestellten Verfahren optimiert (Bild 6.3). Dieses
Problem wird ebenfalls von Bennet, Botkin [35] und Zhang et al. [286] untersucht. Die Kon-
turen der Pleuelstange werden mit Kreissegmenten, kubischen Bézier—Splines sowie geraden
Kanten durch 7 Optimierungsvariablen beschrieben. Die Form der beiden Naben ist vorge-
geben. Zwischen den Kreissegmenten und den geraden Kanten wird lediglich ein Cg—kontiu
nuierlicher Ubergang gefordert. Die C};—Kontinuitéit zwischen den Bézier—Splines und den
geraden Kanten wird durch entsprechende Tangentenbeziehungen bzw. Verkniipfungsvor-
schriften explizit erfiillt. Ebenso wird die Symmetrie des Tragwerks beziiglich seiner Lings-
achse durch entsprechende Verkniipfungsvorschriften bewahrt. Die Zielfunktion ist minimales
Gewicht. Die in insgesamt 95 Stiitzstellen entlang der Kanten berechneten von Mises
Spannungen sind auf eine maximal zuldssige Spannung O, beschrinkt, Die groBe Nabe ist

Zielfunktion: Minimales Gewicht
Nebenbedingung: Maximale Vergleichsspannung G, = 138.0

E-Modul: E = 2.074 - 107 Dicke: t = 3.0
Querdehnzahl: v =03 Last: P = 100.0

10.84

42.00

<— Optimierungsvariable <+ Verkniipfte Bewegungsrichtung  © Kontroll-Knoten

Bild 6.3: Formoptimierung einer Pleuelstange — Entwurfsmodell
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Start Optimum

Bild 6.4: Adaptive Anpassung der FE-Netze im Optimierungsprozefl

fest eingespannt. An der kleinen Nabe greift eine iiber den Umfang verteilte Kraft unter 60°
zur Lingsachse der Stange an. Das Tragwerk wird mit §-knotigen, isoparametrischen, 2 X 2
reduziert integrierten Verschiebungselementen fiir den ebenen Spannungszustand adaptiv
vernetzt. Der mit einem Z2-Fehlerindikator berechnete, relative Diskretisierungsfehler liegt
wihrend des gesamten Optimierungsprozesses unter 1%. Die Optimierung wird mit einem
SQP--Algorithmus (- Abschnitt 2.1) durchgefiihrt. Die Adaption der FE-Netze im Opti-
mierungsprozef ist in Bild 6.4 dargestellt. Die Masse der Pleuelstange wird in 30 Iterationen
auf 39.47% des Gewichts des Startentwurfs reduziert.

6.1.2 Adaptive Sensitivitdtsanalyse

Die Adaption des FE-Netzes unter Beriicksichtigung der Forminderung im Optimierungs-
prozel umfaft zwei Aspekte:

¢ den Diskretisierungsfehler der Sensitivitdt des Entwurfskriteriums, z.B. eVJ"
e die Sensitivitit des Diskretisierungsfehlers des Entwurfskriteriums, z.B. Vge;.

Der Fehler der Sensitivitit eines Entwurfskriteriums ist von eher theoretischem Interesse, da
dieser Fehler keinen Einfluf auf die Zuverléssigkeit des Optimierungsergebnisses und die Kon-
vergenz des Optimierungsprozesses hat. Die Sensitivitit des Fehlers eines Entwurfskriteriums
ist dagegen, wie die Betrachtungen zu Beginn dieses Kapitels zeigen, fiir das Konvergenzver-
halten des Optimierungsprozesses von Bedeutung, wenn der Diskretisierungsfehler der Ent-
wurfskriterien kontrolliert und das FE-Netz entsprechend angepaf8t wird. Der Zusammenhang
zwischen beiden GroBen wird aus folgender Uberlegung deutlich. Der Diskretisierungsfehler
eines Entwurfskriteriums, wie beispielsweise der Zielfunktion f, wird als Funktion der Feinheit
der Diskretisierung approximiert. Diese wird tiber eine charakteristische Grofe h der Finiten
Elemente gekennzeichnet.

;= V,fh (6.11)
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Der Fehler der Sensitivitit der Zielfunktion kann analog zu (6.11) ebenfalls als Funktion der
mittleren Netzfeinheit h formuliert werden.

Cys = Vh(VSf) h (6.12)

Die Sensitivitit des Fehlers e; beziiglich der Optimierungsvariablen §; ergibt sich aus dem
Ansatz (6.11) zu:

Ve = Vi(Vyf) h + Vi f Vih ; (6.13)
=0

Da die Feinheit der Diskretisierung h nicht direkt von der Optimierungsvariablen §; abhingt,

kann der zweite Summand in (6.13) vernachlissigt werden. Aus den Ansitzen (6.12) und (6.13)

folgt, daB die Sensitivitit des Fehlers eines Entwurfskriteriums tiber den Fehler der Sensitivitit
abgeschitzt werden kann.

eys = Vp(Vsf) b = Vi(V,f) b = Ve, (6.14)

Die Sensitivitit des Fehlers der Zielfunktion Ve, bzw. der Fehler der Sensitivitit ey wird,
wie zuvor der Fehler der Zielfunktion e, indirekt iiber die Sensitivitit des Fehlers der Energie-

norm Ve bzw. den Fehler der Sensitivitit der Energienorm ey, abgeschitzt.

Die ersten Ansitze, den EinfluB der Diskretisierung auf die Sensitivitidten der Entwurfskriterien
bzw. der Strukturantwort bei der Adaption des FE-Netzes zu berlicksichtigen, gehen auf Ba-
nichuk et al. [15] und Falk [90] zuriick. Banichuk et al. verfeinern das FE-Netz entlang von
Kanten mit groen Forméinderungen, ohne das Mal} der Verfeinerung aus einer Fehlerbetrach-
tung abzuleiten. Die Sensitivitit der Spannungen bezliglich einer Bewegung der FE~Knoten
senkrecht zur entsprechenden Kante dient als Verfeinerungsindikator. Falk verwendet einen
heuristisch erweiterten Z2—Fehlerindikator, um den Fehler der Sensitivitit der Strukturantwort
und die Verteilung des Verfeinerungsindikators zu bestimmen. Die Effizienz dieses Ansatzes
wird vorr Maute und Ramm [168] .an verschiedenen Formoptimierungsproblemen aufgezeigt.
Buscaglia et al. [50] tibertragen die Methode der residualen Fehlerschétzer auf die Sensitivitéits-
analyse, ohne jedoch den entwickelten Fehlerschitzer auf konkrete Probleme anzuwenden.
Dariiber hinaus schlagen Bugeda, Oliver [49] und Onate, Bugeda [186] vor, mit der Sensitivitit
des Fehlers der Energienorm die Fehlerverteilung des verbesserten Entwurfs abzuschétzen.
Man erhiilt hierdurch einen a—priori Fehlerschitzer fiir die Zwischenentwiirfe im Optimierungs-
prozefl, wodurch der numerische Aufwand fiir die adaptive Vernetzung reduziert wird.

In diesem Abschnitt wird ein heuristischer Fehlerindikator fiir die Sensitivitit der Energienorm
vorgestellt und mit der Sensitivitit des Fehlers auf der Basis eines erweiterten Z2-Fehlerindika-
tors verglichen. Der Einflufl der Netzadaption ohne und mit Beriicksichtigung der Sensitivitit
des Fehlers der Energienorm auf das Konvergenzverhalten des Optimierungsprozesses wird
an einem Beispiel zur Pormoptimierung eines linear elastischen Scheibentragwerks
veranschaulicht.
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Abschiitzung des Fehlers der Sensitivitit der Energienorm

Die Gradienten der Entwurfskriterien, wie beispielsweise der Zielfunktion f(8, u), werden aus
der verallgemeinerten Materialableitung (2.97) bzw. (2.98) berechnet.

Vi = V& + Vuff Va5 V= Va +e(Va) ; ey, = | e(Va) I, (6.15)

Der wesentliche Anteil des Diskretisierungsfehlers der Sensitivitédt der Zielfunktion ey, resul-
tiert aus dem Fehler der Sensitivitit der Verschiebungen ey . Dieser kann analog zum Fehler
der Verschiebungen (6.3) in der Lo~Norm des Differenzvei(tors e(Vau) der exakten und der
approximierten Gradienten der Verschiebungen definiert werden. Der Fehler der Sensitivitit
der Verschiebungen oy, ist dquivalent zu dem Fehler der Ableitung der Energienorm nach
der Optimierungsvariablen ey g7 Dieser besitzt dieselbe Ordnung wie der Fehler der Energie
ey selbst (Guillaum, Masmoudi [100]).

Die Ableitungen der Verschiebungen nach den Optimierungsvariablen werden aus der Variation
der statischen Gleichgewichtsbeziehungen berechnet. Fiir eine kontinuierliche Formulierung
der Gleichgewichtsbeziehungen ergeben sich die Ableitungen der Verschiebungen als Verfor-
mungen infolge der Anfangsdehnungen (2.125) und Anfangsspannungen (2.126). Die mit
einem Fehler behafteten Sensitivititen der Verschiebungen V! werden auf der Basis der
diskretisierten Gleichgewichtsbeziehungen als ein Verschiebungsfeld infolge der Pseudo—Last
(2.101) ermittelt. Es besteht eine formale Analogie zwischen den diskretisierten Zustands-
gleichungen fiir die Verschiebungen 1 infolge der duBeren Krifte (2.55) und fiir die Sensitivitit
der Verschiebungen ﬁpso = Vi infolge der Pseudo-Last (2.100). Auf der Basis dieser Ana-
logie kann eine heuristische Abschitzung fiir den Fehler der Sensitivitit der Energienorm ey
iiber den Fehler der Dehnungsenergie infolge der Pseudo-Last AT entwickelt werden. Hier-
bei ist zu beriicksichtigen, dafl die Pseudo—Last Ppso (2.101) aus den approximierten Verschie-
bungen u® berechnet wird und folglich bereits einen Diskretisierungsfehler enthilt. Die
Dehnungsenergie Iy, infolge der Pseudo-Lasten berechnet sich nach dem Clapeyronschen
Satz aus der duBeren potentiellen Energie.

Hpso = ‘;j Pgso lAlpso (6.16)

Der relative Fehler der Dehnungsenergie infolge der Pseudo-Lasten setzt sich aus dem Fehler
der zugehorigen Verschiebungen ﬁpso und dem Fehler der Pseudo—Last f’pso zusammen, wobei
&(-) jeweils den diskretisierten Differenzvektor zwischen exakter und approximierter GroBe
bezeichnet.

érel(n )2 = Pgso é(u[’SO) é(Ppso)T lAlpso
pso 2 Tpso 2 Ipgo

s rel\2 zrel\2
Gy G

6.17)
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Der erste Summand (ér]e])z beriicksichtigt den Fehler der Dehnungsenergie infolge einer quasi-
exakten Pseudo-Last und kann mit bekannten Fehlerschitzern ermittelt werden. Der zweite
Summand (é ad)z wird unter Berlicksichtigung der diskretisierten Gleichung zur Berechnung
des Pseudo—Lastvektors (2,101) mit dem relativen Fehler der Dehnungseﬁérgie éﬁl infolge
der tatsdchlichen Belastung abgeschitzt. Dieser kann wiederum mit bekannten Fehlerschitzern
bestimmt werden.

é(Ppso)T lAlpso < IST é(u)

~rel\2 ~ 2
2 = Lo Ty T Chpso (e‘ﬁl> = (e?) 3 Cpso = CPso(K,VsK) (6.18)

Die Konstante Cyy, charakterisiert die Abhingigkeit der Gesamtsteifigkeit VK von der Opti-
mierungsvariablen 8, im Verhaltnis zur Steifigkeit K des Tragwerks. Der relative Fehler der
Dehnungsenergie infolge der Pseudo~Lasten wird durch

) 2 2
& Mpo) = \/ (&) + (e5) =~ ety (6.19)
angendhert. Dieser stellt eine heuristische Abschitzung fiir den Fehler der Sensitivitét der Ener-

gienorm ey yy dar. Da der Fehler der Sensitivitdt in der gleichen GréBenordnung wie der Fehler
der Energienorm liegt, kann die Konstante Cpg, niherungsweise zu Eins angesetzt werden.

Abschiitzung der Sensitivitit des Fehlers in der Energienorm

Der Z2-Fehlerindikator bestimmt den Fehler der Energienorm aus der Differenzenergie
zwischen den berechneten und den geglitteten Spannungén (6.7),(6.8). Aus der Ableitung der
Differenzenergie kann dic Sensitivitit des absoluten Fehlers in der Energie é%l berechnet
werden (Fuenmayor et al. [96]).

Véy = f o - ch]T ¢! [2 V(6 - o) + (18“9—"11) V(dQ) ] iloR (6.20)

oN
Bugeda, Oliver [49] und Falk [90] vernachldssigen die Variation des Gebietes €y und setzten

anstatt der Spannungen direkt deren -Abléitungen in den urspriinglichen Z?~Fehlerindikator
(6.7) ein.

Vg = I (Ve - Vol )T C! (V6 - Voh ) dQ, 6.21)

Qx

Die verbesserten Ableitungen der Spannungen- V& werden analog zum urspriinglichen
Z2—Verfahren geglittet. Der modifizierte Ansatz kann als Z2-Fehlerindikator fiir Pseudo-
Lasten interpretiert werden, wenn man die Gradienten Vo bzw. V& als Spannungen infolge
von Pseudo—Lasten versteht. Dieses Verfahren 148t sich einfach in die vorhandenen Algo-
rithmen fiir den Z2-Fehlerindikator integrieren.

155



Linge: a = 100.0 Geschitzter Fehler von Tt

Radius: r = 50.0 — Exakter Fehler

Dicke: t = 1.0 —— Geschétzter Fehler (Z?)

E-Modul: E = 10000.0 Geschitzter Fehler von V,IT!

Querdehnzahl: v = 0.0 —— Exakter Fehler

Entwurfsgeschwindigkeit: — Geschiitzter Fehler (Pseudo)
0t g | ——  Geschitzter Fehler (Z2)

Fehler der Sensitivitit
der Dehnungsenergie V,IT' [%]

50
40 Bilinear
\\
30 RN
I
T Serendipity 1o —_ T — ___ Serendipity
0 : ol st
0 250 500 750 0 250 500 750
Anzahl der Freiheitsgrade Anzahl der Freiheitsgrade

Bild 6.5: Fehlerschiitzer fiir die Sensitivitdten der Energienorm in der Formoptimierung

Vergleich der Verfahren zur Beriicksichtigung des Diskretisierungsfehlers
in der Sensitivititsanalyse

Der Fehler der Sensitivitit der Energienorm wird iiber den Pseudo—Last—Ansatz (6.19) ange-
nahert. Die Sensitivitit des Fehlers beziiglich der Optimierungsvariablen wird mit dem modifi-
zierten Z%-Verfahren (6.21) approximiert. Die Unterschiede dieser Abschitzungen sowie deren
Zuverlissigkeit werden anhand von numerischen Untersuchungen iberpriift (Bild 6.5). Eine
quadratische Scheibe mit kreisférmigem Loch wird mit 4— bzw. 8- knotigen, isoparame-
trischen, 2 X 2 integrierten Scheibenelementen diskretisiert. Der Radius r des Lochs stellt
die Optimierungsvariable dar. Fiir unterschiedlich feine Diskretisierungen werden die
“exakten” sowie die geschitzten Fehler der Energienorm und deren Ableitung mit dem Pseudo—
Last~Ansatz berechnet. Diesen Resultaten sind die mit dem modifizierten Z?-Ansatz berech-
neten Sensitivititen des Fehlers der Energienorm gegeniibergestellt. Die Referenzlosung wurde
auf der Basis einer feinen Diskretisierung mit 20,000 Freiheitsgraden ermittelt. Wie aus dem
Diagramm fiir den Fehler der Sensitivititen entnommen werden kann, liefern beide Ansitze
dhnliche Werte, die den “exakten” Fehler der Ableitungen der Energienorm gut approximieren.

Numerisches Beispiel

Die Beriicksichtigung der Sensitivitit des Fehlers der Energienorm bei der Adaption des FE—
Netzes fithrt zu einer merklichen Verbesserung der Konvergenz. Dies wird anhand eines Bei-
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spiels zur Formoptimierung von Scheibentragwerken gezeigt (Bild 6.6). Das Gewicht einer
Zugprobe wird durch eine Optimierung der Form des Mittelstiicks unter Beriicksichtigung
der maximal zuldssigen von Mises Spannungen minimiert. Die Vergleichsspannungen werden
in 4 x 40 Stiitzpunkten entlang der &uferen Kanten kontrolliert. Aufgrund der Symmetrie
des Problems wird nur ein Viertel dér Struktur modelliert. Das variable Kantensegment ist

Zielfunktion: Minimales Gewicht

Nebenbedingung:  Maximale Vergleichsspannung &, = 20.0

Dicke: t = 0.1
Last:’ p=10
E~Modul: E = 10*

Querdehnzahl: v = 0.0

Symmetrieachse: —-—

<— Optimierungsvariable  <# Verkniipfte Bewegungsrichtung  © Kontroll-Knoten

Entwurfsgeschwindigkeiten 0

1 .:.Q —
PSSR T
NER 25 1)
ha—| I "”}“.-‘

T ul{

Bild 6.6: Formoptimierung einer Zugprobe — Adaption des FE-Netzes unter Beriicksichtigung
der Sensitivitat des Diskretisierungsfehlers in der Energienorm
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Zielfunktion Gewicht [%]

100
98 - adaptiv in IT (é;cll < 5%)
o6 adaptiv in TT! (&% < 2.5%)
adaptivin IT' und VJIT' (8, VEX < 10%)
o4 nicht adaptiv
92
90
88
86
84
82 nicht zuldssig
80
1 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Iterationen

Bild 6.7: EinfluB der Netzadaption unter Beriicksichtigung der Sensitivititen

mit 2 kubischen Bézier—Splines beschrieben, wobei die Kontroll-Knoten sich nur normal zur
Kante bewegen konnen. Durch die Beriicksichtigung von Cg— und C é—Ubergangsbedingungen
ergeben sich 3 unabhingige Optimierungsvariablen §.

Der Fehler der Energienorm wird mit einem Z2-Fehlerindikator (6.7) ermittelt. Die Sensitivi-
titen der Fehler der Energienorm werden mit dem modifizierten Z2~Ansatz (6.21) berechnet.
Die Schranken fiir den relativen Fehler und dessen Ableitungen betragen jeweils 10%. Fiir
jede Optimierungsvariable ergibt sich eine spezifische Fehlerverteilung (Bild 6.6). Das FE—
Netz wird anlog zu der Vorgehensweise bei mehreren Lastfillen (Rehle [209]) durch die Uber-
lagerung des Verfeinerungsindikators aus der Strukturanalyse und der Verfeinerungsindika-
toren aus den Sensitivitdtsanalysen bestimmt. Der effektive Verfeinerungsindikator kann
entweder iiber eine Mittelung oder die Berticksichtigung des lokalen Maximums berechnet
werden. Im vorliegenden Beispiel wird das FE~-Netz anhand der maximalen Verfeinerungsindi-
katoren aus dem Fehler der Energienorm und aus den Ableitungen des Fehlers bestimmt. Be-
trachtet man den Startentwurf, so zeigt dieses Beispiel deutlich, daB die Beriicksichtigung
der Fehler der Sensitivitdten zu einem vollkommen anderen Netz fiihrt, als wenn nur der Fehler
der Strukturantwort selbst kontrolliert wird. Dieser wiirde auf ein gleichméBiges, grobes Netz
fithren.

Dié Effizienz dieser Vorgehensweise wird aus dem Diagramm in Bild 6.7 deutlich. Die Konver-
genz und im vorliegenden Beispiel auch das Ergebnis des Optimierungsprozesses kénnen durch
die Reduktion der Fehlerschranke verbessert werden, wenn nur der Fehler der Energienorm
beriicksichtigt wird. Die Konvergenz kann abermals durch Adaption des FE-Netzes hin-
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sichtlich der Sensitivitidt des Fehlers verbessert werden. Da die Ermittlung der Sensitivititen
der Spannungen in einer Nachlaufrechnung erfolgen kann, ist der numerische Aufwand hierfiir
zu vernachlissigen. Wird der Diskretisierungsfehler nicht berticksichtigt, so fiihrt die Opti-
mierungsprozedur zu einem unzuldssigen Tragwerk. Die tatsdchlichen Vergleichsspannungen
dieses Tragwerks iiberschreiten den zuldssigen Maximalwert, wie eine nachtrigliche, genaue
FE-Analyse ergibt.

In den bisherigen Untersuchungen wird der Diskretisierungsfehler der Entwurfskriterien tiber
den Fehler der Strukturantwort in der Energienorm abgeschitzt. Dasselbe gilt fiir die Sensiti-
vitdt des Fehlers der Entwurfskriterien. Um die Zuverlidssigkeit der Optimierungsergebnisse
zu steigern, ist es jedoch notwendig direkt die Genauigkeit der numerisch ermittelten Werte
fiir die Zielfunktion und die Nebenbedingungen zu kontrollieren. Entsprechende Fehlerschitzer
sind in zukiinftigen Arbeiten zu entwickeln.

6.2  Adaptive Entwurfsmodellierung

Die Adaption des Entwurfsmodells erméoglicht es, die kontinuierliche Losung s(x) des zu-
grunde liegenden Variationsproblems genauer zu approximieren und dabei die numerische Effi-
zienz des Optimierungsprozesses zu erhthen. Das Entwurfsmodell wird sukzessive den
Zwischenergebnissen im Optimierungsprozef3 angepalt (Bild 6.8). Eine adaptive Entwurfsmo-
dellierung ist insbesondere fiir Optimierungsprobleme von Bedeutung, bei denen sowohl der
grundlegende Aufbau eines Tragwerks wie auch dessen Form im Detail za bestimmen sind.
Im Sinne einer iibergeordneten Modelladaptivitdt kann zum einen der Typ des Entwurfsmodells
gewihlt werden. Je nach Eindeutigkeit des Zwischenergebnisses wird ein Entwurfsmodell ent-
weder fiir die materielle Topologieoptimierung oder fiir die Formoptimierung generiert. Zum
anderen konnen die Materialverteilung in der Topologieoptimierung oder die variablen Kanten
und Oberflachen in der Formoptimierung adaptiv diskretisiert werden.

Die adaptive Entwurfsmodellierung wird bislang nur in wenigen Arbeiten von Falk [90],
Mathiak [157], Kohli, Carey [142] in der Formoptimierung und von Maute, Ramm in der

[
Adaption des

Entwurfsmodells

Topologieoptimierung @ Formoptimierung

Aktuelles
Optimierungsergebnis

l

Bild 6.8: Adaptive Entwurfsmodellierung — Optimierungsprozef
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Topologieoptimierung [165] sowie in der integrierten Topologie~ und Formoptimierung [166]
behandelt. In den folgenden Abschnitten sind die wesentlichen Aspekte dieser Arbeiten zusam-
mengefafit. Zundchst wird die Methode der adaptiven Entwurfsmodellierung am Beispiel der
Formoptimierung dargestellt. Dabei werden die Parallelen und Unterschiede zu den adaptiven
FE-Methoden aufgezeigt. Anschliefend wird die adaptive Diskretisierung des Entwurfs-
modells in der Topologieoptimierung eingesetzt, um die in Abschnitt 4.5 angesprochenen,
methodischen Probleme bei einer festen Diskretisierung der Materialverteilung zu beheben.
AbschlieBend werden die materielle Topologie— und Formoptimierung adaptiv kombiniert,
um die spezifischen Vorteile beider Ansitze zur Losung einer veraligemeinerten Form-
optimierungsaufgabe zu nutzen. Die Vorgehensweise und die Vorteile der adaptiven Entwurfs-
modellierung werden anhand verschiedener Optimierungsprobleme veranschaulicht. Algorith-
mische Details zur Adaption des Entwurfsmodells befinden sich im Anhang A7.

6.2.1 Adaptive Entwurfsmodellierung in der Formoptimierung

Fiir die adaptive Entwurfsmodellierung wird ein CAGD-orientierter Ansatz zur Beschreibung
der Form und deren Verdnderung im OptimierungsprozeR gewihlt (—> Abschnitt 5.1). Die
Diskretisierung der Geometrie im Entwurfsmodell und die der ZustandsgréBen im Analyse-
modell sind bei diesem Ansatz entkoppelt. Die Parallelen und Unterschiede zu den adaptiven
FE-Verfahren werden anhand der Begriffe Diskretisierungsfehler, Fehlerschitzer, Verfeine-
rungsindikatoren und Verfeinerungsstrategien erlautert. Die Effizienz der adaptiven Entwurfs-
modellierung wird am Beispiel der Formoptimierung cines Scheibentragwerks aufgezeigt.

Die adaptive Diskretisierung der Geometrie kann als tibergeordnetes Optimierungsproblem
verstanden werden. Die Form des Tragwerks ist mit moglichst wenigen Optimierungsvariablen
so zu diskretisieren, daf die kontinuierliche Losung s(x) méglichst genau approximiert, d.h.
der Diskretisierungsfehler minimal, wird. Der Diskretisierungsfehler kann entweder iiber die
Lp—Norm der Distanz zwischen der kontinuierlichen und der approximierten Losung

1/p
e = j| s - s" |7 dQy p lspso (6.22)
Qx

oder dem Betrag der Differenz zwischen den Ziel- bzw. Lagrange-Funktionen der kontinuies-
lichen und approximierten Losung definiert werden.

e = 16(s) = f(s™) I e =1 L(s) — Lsh) | (6.23)

Die Fehler in den Differenzen der Zielfunktionen und der Lagrange-Funktionen sind dquiva-
lent, da die Funktionswerte im Optimum der jeweiligen Diskretisierung tibereinstimmen. Die
kontinuierliche Losung s(x) ist zumeist nicht bekannt, so daB der Diskretisierungsfehler nur
niherungsweise bestimmt werden kann. Im Gegensatz zur Methode der Finiten Elemente ist
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®  Zielfunktion im Optimum

der jeweiligen Diskretisierung

—— Kontinuierliche Losung

)

h
Bild 6.9: Asymptotischer Fehlerschiitzer fiir Probleme der Strukturoptimierung

es im allgemeinen nicht moglich, den geometrischen Diskretisierungsfehler aus lokalen Resi-
duen oder der Glattheit der approximierten Losung abzuschitzen, da sich Optimierungs-
probleme in der Regel nicht auf lokale Gleichgewichts— bzw. Optimalititsbedingungen zuriick-
fithren lassen.

Ein auf beliebige Optimierungsprobleme anwendbarer, jedoch numerisch aufwendiger a~poste-
riori Fehlerschitzer beruht auf einer asymptotischen Entwicklung der Optimierungsergebnisse
in f(s") bzw. L(s") sowie der Norm von " fiir zunehmend feine Diskretisierungen (Bild 6.9).

& = | f(s) = f(s") | = TyhP + 0% + ;0% + (6.24)

Die charakteristische Grofe der Design=Elemente ist mit h gekennzeichnet und nimmt mit
zunehmender Anzahl der Optimierungsvariablen ng ab: h ~ ng !, Der Diskretisierungsfehler
e; bzw. & wird um so kleiner, je feiner die Diskretisierung ist (h —> 0). Die Parameter p und
v; sind vom jeweiligen Optimierungsproblem abhdngig und werden aus den Optimierungs-
ergebnissen S? fiir verschiedene Diskretisierungen h; mit (6.24) bestimmt. Dies fithrt auf ein
nichtlineares Gleichungssystem in f, 7; und p, das iterativ geldst wird. Auf diese Weise konnen
die kontinuierliche Lésung f und der Diskretisierungsfehler & abgeschitzt werden.

Neben dem Fehlerschitzer ist ein lokaler Verfeinerungsindikator notwendig, um die Diskreti-
sierung anzupassen. Aufgrund des allgemeinen mathematischen Aufbaus von Optimierungs-
problemen ist es in der Regel nicht méglich, aus dem asymptotischen Fehlerschétzer (6.24)
eine riumliche Fehlerverteilung und damit einen Verfeinerungsindikator abzuleiten. Samtliche,
bislang entwickelten Verfeinerungsindikatoren beruhen auf heuristischen Betrachtungen.
Mathiak und Schnack [156] vergleichen die optimierten Formen s fiir zwei Diskretisierungen
und verfeinern das Design-Element, in dem die Lp-Norm der Differenz der Néherungs-
losungen am groBten ist. Dieselben Autoren schlagen alternativ hierzu vor, den Grad der Dis-
kretisierung von Kurven— und Flichensegmenten mit groBen Kriimmungen zu erhhen. Falk
[91] schitzt den EinfluB einer zusitzlichen Optimierungsvariablen §;, auf den Diskretisierungs-
fehler iiber den Betrag der Ableitung der Lagrange—Funktion nach dieser Variablen 8, ab.

i, =| VL] =| Vs f+ 07 Vi h+y7 Vg g] (6.25)
Die zusitzliche Optimierungsvariable §;, wird im nichsten Optimierungsschritt aktiv, wenn

der Verfeinerungsindikator r_einen Schwellenwert tibersteigt. Fiir die kontinuierliche Losung
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p-Adaptivitat

o Kontroll-Knoten —— Kontinuierliche Losung ~ —— Niherungsldsung

Bild 6.10:  Strategien zur adaptiven Entwurfsmodellierung in der Formoptimierung

s(x) ist die Ableitung der Lagrange~Funktion nach zusitzlichen Optimierungsvariablen Null.
Das Maf der Verfeinerung wird bei diesen Verfahren nicht an der Fehlerschranke orientiert,

sondern nur heuristisch gesteuert.

Es konnen im wesentlichen zwei Strategien zur Adaption der geometrischen Diskretisierung
in der Formoptimierung unterschieden werden (Bild 6.10):

s p-Adaption: Anpassung der Interpolationsordnung der Design-Elemente.
¢ h-Adaption: Anpassung der Grofe der Design-Elemente.

Das Analogon zur r—Adaption, d.h. die Anpassung der Diskretisierung iiber die Position der
Kontroll-Knoten, ist bereits per Definition in der Formoptimierung enthalten. Das Opti-
mierungsproblem wird zundchst fiir eine grobe Diskretisierung gelost. In der Folge wird die
Diskretisierung sukzessive lokal verfeinert, bis der Diskretisierungsfehler einen vorgegebenen
Grenzwert unterschreitet. Alternativ hierzu stellen Falk und Barthold [92] ein hierarchisches
Konzept vor. Sédmtliche potentiellen Optimierungsvariablen werden zu Beginn des Opti-
mierungsprozesses definiert. Die abhéingigen Kontroll-Knoten einer Hierarchiestufe werden
zunéchst durch Interpolationsvorschriften mit den Master—Knoten der hheren Stufe verkniipft.
Im ersten Optimierungsschritt bilden nur die Positionen der Master—Knoten der héchsten
Hierarchiestufe die Optimierungsvariablen. Im weiteren werden die Kontroll-Knoten der nied-
rigeren Hierarchiestufen anhand des Verfeinerungsindikators (6.25) bestimmt, deren Position
in den Satz der Optimierungsvariablen aufgenommen wird. Dieses Konzept bietet die Moglich-
keit, a—priori den adaptiven OptimicrungsprozeB zu steuern und die lokale Feinheit des Opti-
mierungsergebnisses zu beschrinken. Fiir die Adaption des geometrischen Modells in einem
verallgemeinerten Formoptimierungsproblem ist diese Vorgehensweise jedoch weniger
geeignet, da hierbei groBe Anderungen der Geometrie im Optimierungsproze auftreten und
ein hierarchisches Entwurfsmodell a—priori nicht aufgestellt werden kann.
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Die zuvor beschriebenen Verfahren zur Fehlerabschitzung und lokalen Verfeinerung werden
von Maute und Ramm [168] am Beispiel der adaptiven Approximation von vorgegebenen
Kurven fiir die p~ und h-Strategie untersucht. Der asymptotische Fehlerschitzer ndhert den
Diskretisierungsfehler bei einer geniigend feinen Diskretisierung zufriedenstellend an. Die
hierfiir notwendige Anzahl von Optimierungsvariablen und der damit verbundene, numerische
Aufwand sind jedoch fiir Formoptimierungsprobleme im allgemeinen zu grof. Der an den
Kriimmungen orientierte Verfeinerungsindikator nach Mathiak, Schnack [156] und der auf
den Ableitungen der Lagrange-Funktion beruhende Indikator nach Falk [90] fithren zu an-
nihernd denselben Resultaten. Beide Verfahren steigern die Effizienz des adaptiven Opti-
mierungsprozesses im Vergleich zu einer gleichformigen Verfeinerung erheblich. Fiir die in
der Formoptimierung {iberwiegend auftretenden glatten Form erweist sich die p-Strategie
gegeniiber der h—Variante als deutlich effizienter.

Numerisches Beispiel

Die Effizienz der adaptiven Diskretisierung des Entwurfsmodells in der Formoptimierung wird
am Beispiel eines Scheibentragwerks veranschaulicht (Bild 6.11). Den Ausgangsentwurf bildet
eine rechteckige Scheibe, die links eingespannt und rechts mit einer G]elchstreckenlast belastet
ist. Die Resultierende der Last bleibt im Optimierungsproze ihrem Betrag nach konstant.
Das Gewicht der Struktur wird durch Variation des gekennzeichneten variablen Randes unter
Beriicksichtigung einer maximal zuldssigen von Mises Spannung G, minimiert. Das FE-Netz
wird mit 1152, 8—knotigen, isoparametrischen, 2 X 2 reduziert integrierten Verschiebungs-
elementen so fein gewihlt, daB der Diskretisierungsfehler in den ZustandsgroBen tber den
gesamten OptimierungsprozeB vernachliissigt werden kann und es zu keinen verfélschten OptiQ
mierungsergebnissen infolge eines kiinstlichen Versteifens der Finiten Elemente kommt. Die
Vergleichsspannungen werden in den Mittelpunkten aller Elemente kontrolliert.

Zielfunktion: Minimales Gewicht

Nebenbedingung: Maximale Vergleichsspannung ~ Gv = 20.0

N AR

. o P Dicke: t=0.1
7 Last: P =05
ol 7 E-Modul: E = 10*
- Y Querdehnzahi: v =200
Symmetrieachse: T
T T T Variabler Rand: O
0.5 1.5 Bewegungsrichtung:  =—

Bild 6.11:  Zugprobe — Adaptive Entwurfsmodellierung in der Formoptimierung
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Bild 6.12:  Vergleich der Optimierungsergebnisse

bei gleichformiger und adaptiver Diskretisierung des Entwurfsmodells

Der variable Rand wird mit einem kubischen, C§~kontinuierlichen B-Spline diskretisiert. Die
vertikale Positionen der Kontroll-Knoten bilden die Optimierungsvariablen. Die Anzahl der
Kontroll-Knoten wird einerseits gleichférmig, andererseits im Sinne der h—Adaptivitit lokal
im Optimierungsprozef3 erhoht. Die Kriimmung der Kurve dient als Verfeinerungsindikator
des adaptiven Prozesses. In Bild 6.12 sind die optimierten Zielfunktionswerte fiir eine gleich-
formig und eine adaptiv verfeinerte Diskretisierung tiber der Anzahl der Optimierungsvariablen
im doppelt-logarithmischen Mafstab aufgetragen. Das Gewicht der Optimierungsergebnisse
ist auf das Gewicht des Startentwurfs bezogen. Die optimierten Strukturen mit den zugehdrigen

Anzahl der Optimierungsvariablen 7 9 11 13 15
Fehler & [%] 25.04 16.78 11.38 0.82 0.36
“exakter” Fehler 8™ [%] 15.18 12.14 10.16 8.30 773

Tabelle 6.1:  Abschitzung des Diskretisierungsfehlers &; bei gleichformiger Verfeinerung
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Verteilungen der von Mises Spannungen sind fiir die einzelnen Diskretisierungen gezeigt. Die
hohere Effizienz der adaptiven Vorgehensweise ist deutlich zu erkennen. Die Steuerung der
lokalen Verfeinerung iiber die Kriimmung der Kurve erweist sich insbesondere in diesem Bei-
spiel als geeignet, da das kontinuietliche Optimum einen scharfen Ubergang vom Lastein-
leitungs— zum Auflagerbereich aufweist.

Der Fehler in der Zielfunktion wird aus der Extrapolation der Zielfunktionswerte (6.24) be-
rechnet. Die in Tabelle 6.1 aufgefiihrten Abschétzungen sind auf der Basis von drei aufeinander
folgenden Diskretisierungen fiir eine gleichférmige Verfeinerung ermittelt. Die Qualitit dieser
Schitzungen ist jedoch eher gering, wie anhand einer Referenzlosung mit 27 Optimierungs-
variablen bei adaptiver Verfeinerung festgestellt werden kann. Der “exakte” Fehler wird aus
der Differenz der Losungen fiir die jeweilige Diskretisierung zu dem optimalen Gewicht der
Referenzlosung gebildet. Aufgrund der wenigen Optimierungsvariablen in der Formopti-
mierung ist es im allgemeinen nur bedingt moglich, den geometrischen Diskretisierungsfehler
zuverlissig abzuschitzen. Fiir die Anwendung von adaptiven Verfeinerungsstrategien ist dies
jedoch kein wesentlicher Defekt. Im Gegensatz zu den adaptiven FE-Verfahren der Struktur-
analyse spielt die Abwéichung des numerischen Ergebnisses von der kontinuierlichen Losung
in der Strukturoptimierung nur eine untergeordnete Rolle. Eine adaptive, geometrische Diskre-
tisierung ist jedoch im Hinblick auf eine automatisierte und dabei moglichst effiziente Modell-

bildung von generellem Interesse.

6.2.2 Adaptive Entwurfsmodellierung in der Topologieoptimierung

Die am Beispiel der Formoptimierung vorgestellte Methode der adaptiven Entwurfsmodel-
lierung kann direkt auf die materiélle Topologieoptimierung iibertragen werden. Die Geometrie
des Tragwerks wird anhand der Material- bzw. Dichteverteilung im Entwurfsraum beschrieben
(— Abschnitt 3.1). Die kontinuierliche Losung wird mit p(x), die approximierte Dichtever-
teilung mit p"(x, §) bezeichnet. Die Diskretisierung der Materialverteilung wird den Zwischen-
ergebnissen im OptimierungsprozeB angepaBt. Ein entsprechendes Verfahren wird erstmals
von Maute und Ramm {165] unter der Bezeichnung ATO (“Adaptive Topology Optimization”)
fiir ebene Scheiben— und Plattentragwerke vorgestellt und auf Schalentragwerke erweitert
[169]. Ahnliche Ansitze werden ebenfalls von Hinton et al. {124] sowie Swan et al. [246]
verfolgt. Die grundsitzliche Vorgehensweise des ATO-Verfahrens wird im folgenden am Bei-
spiel der Topologieoptimierung eines Schalentragwerks beschrieben und dabei auf die Be-
sonderheiten der adaptiven Entwurfsmodellierung in der materiellen Topologieoptimierung
eingegangen. Die Methode der adaptiven Topologieoptimierung wird in Abschnitt 6.2.3 auf
verschiedene Optimierungsprobleme angewandt. Der Algorithmus ist im Anhang A7 detailliert
erldutert.

In Bild 6.13 sind die Aufgabenstellung sowie das Optimierungsergebnis fiir eine grobe Diskre-
tisierung des Entwurfsraums dargestellt. Der Entwurfsraum wird durch ein Segment einer
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Zielfunktion: Maximale Steifigkeit
Nebenbedingung: Masse 1 = 30%

Radius: r = 20.0
Dicke: t = 0.05

Werkstoffmodell: ~ Makroskopisch, isotrop § = 4.0
Querdehnzahl: v =203

o e
%980 XS
& e

0 5 10 15 20 25 30
Iterationen AN ° 30,

Bild 6.13:  Topologieoptimierung eines Schalentragwerks fiir eine grobe Diskretisierung

kugelformigen Schale aufgespannt. Das Tragwerk ist mittig belastet und in den vier Eck-
punkten vertikal gelagert. Das Optimierungsziel ist es, das Tragwerk maximaler Steifigkeit
zu bestimmen. Die Masse i ist auf 30% des maximal méglichen Materials im Entwurfsraum
beschrinkt. Der Entwurfsraum ist mit einem groben Netz von 4 X 36, 8-knotigen, isopara-
metrischen, 2 X 2 reduziert integrierten Schalenelementen diskretisiert. Unter Beriick-
sichtigung der doppelten Symmetrie des Problems wird nur ein Viertel der Schale analysiert.
Das Optimierungsproblem wird auf der Basis des makroskopischen, isotropen Werkstoff-
modells (3.41) mit dem in Abschnitt 2.1 vorgesteliten OC—Verfahren geldst. Die Zwischen-
ergebnisse und das Resultat nach 30 Iterationen sind in Bild 6.13 dargestellt. Die optimierte
Materialverteilung enthélt aufgrund der groben Diskretisierung einen hohen Anteil an pordsem
Material. So kann im Bereich der Lasteinleitung die Topologie des optimalen Tragwerks nicht

ermittélt werden.

Die Grundidee der adaptiven Entwurfsmodellierung in der Topologieoptimierung besteht darin,
die Diskretisierung in Bereichen mit porésem Material zu verfeinern. In Bereichen mit gleich-
formig niedriger oder hoher Dichte p — 0 bzw. p = p,, ist eine grobe Diskretisierung aus-
reichend. Hierbei sind jedoch einige Besonderheiten der materiellen Topologieoptimierung
zu beachten.
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¢ ImUnterschied zur CAGD-orientierten Formoptimierung wird in der materiellen Topologie-
optimierung nicht explizit zwischen einem Entwurfs— und Analysemodell unterschieden.
Auf demselben FE-Netz werden sowoh! die Materialverteilung wie auch die Zustandsgrofien
beschrieben, k ’

¢ Die Anpassuhg‘ des FE-Netzes hinsichtlich der Materialverteilung kann entweder im Sinne
eines h~Verfahrens iiber die Netzdichte oder im Sinne eines p—Verfahrens iiber die Ansatzord-
nung der Elemente fiir die Materialparameter erfolgen. Die p-Strategie ist jedoch in der
Topologieoptimierung problematisch, da die Ansatzordnung der Elemente fiir die Zustands-
groBen so zy erhohen ist, daB keine numerischen Instabilititen in Form von “Checkérboard"—
Moden auftrefen (— Abschnitt 4.1 .3). ;

* Das Material p(x) ist im Optimum diskontinuierlich im Entwurfsraum verteilt (Bild 6.14).
Die Grenze zwischen leeren und mit Material belegten Bereichen stellt die Kontur des opti-
mierten Tragwerks dar. Um diesen diskontinuierlichen Ubergang genau abzubilden, mu8 in
diesen Bereichen entweder lokal ein sehr feines Netz erzeugt oder die Orientierung der
Elemente der Materialverteilung angepaft werden. Maute und Ramm [167] zeigen, daf die
erste Variante zu einer sehr groen Anzahl von Elementen und damit Optimierungsvariablen
fiihrt. Die Netzdichte kann nicht sprunghaft variiert werden, da ansonsten stark verzerrte
Elemente entstehen. Folglich fiihren lokale Verfeinerungen zu groBen Einzugsbereichen mit
kleinen Elementen.

* Betrachtet man die Entwicklung der Materialverteilung im OptimierungsprozeB, so kinnen
héufig bereits nach wenigen Iterationen eindeutig leere Bereiche im Entwurfsraum identifi-
ziert werden. Daher kann die numerische Effizienz des gesamten Optimierungsprozesses
erheblich verbessert werden, wenn bei der Adaption der Diskretisierung die leeren Bereiche
nicht mehr vernetzt werden. Damit diese Vorgehensweise jedoch nicht zu einem irreversiblen
ProzeB fiihrt, muf} es moglich sein, da bereits als leer markierte Bereiche wieder neu vernetzt
werden konnen.

Diese besonderen Merkmale der materiellen Topologieoptimierung sind in dem von Maute
und Ramm [165] entwickelten Adaptionsverfahren beriicksichtigt (Bild 6.15). Die Adaption
der Diskretisierung wird im Parameterraum § € }P&Z(Qc) durchgefishrt. Zunichst wird die opti-
mierte Materialverteilung auf ein Hintergrundnetz iibertragen. Dieses besitzt eine im Vergleich

Exakte Materialverteilung p(x) Approximierte Materialverteilung p(x)
NN\ NN
PO S\
S RN N\

ElementgroBe Elementorientierung
Bild 6.14:  Approximation der diskontinuierlichen Materialverteilung im Entwurfsraum
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Anschauungsraum x € R3(Qy)

o
OSp0S1

B

Materialverteilung Approximation der Materialverteilung

im Hintergrundnetz Tragwerkskonturen im neuen Entwurfsmodell

Bild 6.15:  ATO - Adaption des Entwurfsmodells fiir die Topologieoptimierﬁng

zum FE-Netz des Entwurfs— bzw. Analysemodells hohe, gleichmiBige Netzdichte, um die
optimierte Materialverteilung nahezu ohne Approximationsfehler abzuspeichern. Das Hinter-
grundnetz bedeckt den gesamten Entwurfsraum und wird wihrend des adaptiven Opti-
mierungsprozesses nicht verdndert. Auf der Basis der Materialverteilung im Hintergrundnetz
werden die Tragwerkskonturen bestimmt und die leeren Bereiche identifiziert. Der so ange-
paBte, aktuelle Entwurfsraum wird neu vernetzt, wobei Bereiche mit pordsem Werkstoff zusiitz-
lich verfeinert werden k&énnen. Die im Hintergrundnetz gespeicherte Materialverteilung wird
auf das neue FE-Netz im Anschauungsraum libertragen. Die Optimierungsvariablen im nach-
folgenden Optimierungsschritt sind die Materialparameter der Finiten Elemente im aktuellen
Entwurfs— bzw. Analysemodell.

Die Konturen des angepalten Entwurfsraums werden iiber die Isolinien der Materialverteilung
fiir ein bestimmtes Dichteverhaltnis p./p,, definiert (Papalambros, Chiredast [196]). Nachdem
die optimierte Materialverteilung auf das Hintergrundnetz im Parameterraum iibertragen ist,
kann diese optional geglittet werden. Hierdurch wird der nachfolgend generierte Entwurfsraum
vergrofert und die Konturen glatter. Um die Isolinien der Dichte p. zu bestimmen, wird die
Dichte in den Knoten des Hintergrundnetzes aus den Materialkennwerten der angrenzenden
Elemente gemittelt. Die Stiitzstellen der Isolinien werden auf den Kanten der Hintergrund-
clemente durch eine lineare Interpolation der Knotenwerte bestimmt. So erhilt man eine erste
Approximation der Isolinien als Polygonziige (Bild 6.16). Die Polygonziige werden durch
kubische Bézier-Splines approximiert, um glatte Konturen zu erhalten. Diese Approximation
wird fiir jeden Polygonzug als adaptives Formoptimierungsproblem formuliert (— Abschnitt
6.2.1). Der Approximationsfehler e,py, der iiber die Fliche zwischen den Splines und dem
jeweiligen Polygon definiert ist, wird durch eine entsprechende Positionierung der Kontroll-
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Knoten der Splines minimiert. Die Anzahl der Splines pro Polygonzug wird im Sinne einer
h-Strategie solange erhoht, bis der minimale Approximationsfehler €, einen vorgegebenen
Grenzwert unterschreitet. Der Entwurfsraum wird durch die geglétteten Isolinien p. in mehrere
Gebiete unterteilt. Gebiete mit einer mittleren Dichte pp, unterhalb eines Schwellenwertes
P,y werden als Locher interpretiert und fiir den nachfolgenden Optimierungsschritt vernachlis-
sigt. Zusitzlich wird eine Mindestgrofe der Lécher 10 festgesetzt, um konstruktive Gesichts-
punkte zu berticksichtigen und Probleme bei der Generierung des FE-Netzes zu vermeiden.

Die Adaption des FE-Netzes fiir den aktuellen Entwurfsraum kann zum einen liber die Netz-
dichte im Sinne einer h-Strategie erfolgen, wobei die Netzdichte eine Funktion des Dichtever-
héltnisses p/pg ist (Bild 6.17). In Bereichen mit einem hohen Anteil an pordsem Material
wird die Netzdichte erhoht, um dort die Materialverteilung detaillierter beschreiben zu kénnen.
Zum anderen konnen die Elemente an den Isolinien fiir mehrere Dichteverhéltnisse
Piso/Po > Pe/ Py orientiert werden. Das FE-Netz wird auf diese Weise in Schichten aufgebaut,
wodurch weniger gezackte Rédndern im nachfolgenden Optimierungsschritt entstehen.

Der gesamte AdaptionsprozeB wird durch die Vorgabe einiger weniger Kontrollparameter inter-
aktiv gesteuert. Die Dichte p. der Isolinien, welche die Konturen des aktuellen Entwurfsraums
definieren, wird sukzessive im adaptiven OptimierungsprozeB auf p. — p gesteigert, so dafl
zum Ende des Prozesses der angepafite Entwurfsraum mit dem optimalen Tragwerk iiberein-
stimmt. Ebenso wird bei der Glittung der Isolinien die zuldssige Abweichung &,y zwischen
den Polygonziigen und der Splines im Laufe des Optimierungsprozesses verringert. Der

1. Approximation der Isolinien

durch Polygone
pc/pg = 0.1

2. Adaptive Glittung der
Isolinien

Approximationsfehler

3. Identifikation leerer Bereiche
Minimale LochgroBe: 1Q,,, > €
Gemittelte Dichte: py, Pm > P Pm < P

Bild 6.16:  Adaption der Konturen des aktuellen Entwurfsraums
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0 1 p/pg an mehreren Isolinien

Bild 6.17:  Adaption des FE-Netzes fiir die Topologieoptimierung

Schwellenwert P, fiir die Identifikation von leeren Gebieten orientiert sich an der Dichte
pe Es ist bei der Wahl dieser Kontrollparameter darauf zu achten, daB der neue Entwurfsraum
nicht zu stark eingeschréinkt wird. Vielmehr solite dieser Entwurfsraum eine Einhiillende um
die aktuelle Materialverteilung bilden. Da das Hintergrundnetz den gesamten urspriinglichen
Entwurfsraum bedeckt, ist es auf diese Weise moglich, dafl sich Material wieder in Bereichen
anlagern kann, die bereits zuvor als leer interpretiert wurden (— Beispiel: Bild 6.20). Die
Anpassung des FE-Netzes im Entwurfsraum ist in den meisten Féllen nur in den ersten Adap-
tionsschritten von Bedeutung, da in der Topologieoptimierung typischerweise feingliedrige
Strukturen entstehen. Es ist nicht notwendig, die Netzdichte innerhalb dieser schmalen Trag-
werkselemente zu variieren. Statt dessen wird ein gleichformiges FE~Netz generiert, das die
Strukturantwort genau beschreibt. ‘

Das Adaptionsverfahren wird eingesetzt, um den Entwurfsraum fiir das Schalentragwerk nach
Bild 6.13 im Optimierungsprozef} arizupassen. In Bild 6.18 sind die adaptierten Entwurfsrdume
und die optimierten Materialverteilungen im OptimierungsprozeB dargestellt. Es sind drei
Adaptions— bzw. Optimierungsschritte notwendig, um die Topologie des optimalen Tragwerks
zu ermitteln und dabei dessen Form in guter Ndherung zu bestimmen. Der Verlauf der Deh-
nungsenergie zeigt, daf die Steifigkeit des Tragwerks durch die Verfeinerung des Entwurfsmo-
dells gesteigert werden kann. Die Spriinge im Iterationsverlauf lassen sich auf Ungenauigkeiten
bei der Ubertragung der Materialverteilung in das jeweils neue Entwurfsmodell zuriickfiihren.
Diese Stérung klingt im folgenden Optimierungsschritt schnell ab. Nach dem dritten Opti-
mierungsschritt wird das Konvergenzkriterium erfiillt. Die Verbesserung der Zielfunktion vom
zweiten zum dritten Optimierungsschritt ist kleiner 1%. Das Adaptionsverfahren wird ab-
schlieBend mit pe/py = 0.5 auf die ermittelte Materialverteilung angewandt, um ein durch
Splines eindeutig beschriebenes Tragwerk zu erhalten (Bild 6.19a). Das Ergebnis des adaptiven
Topologieoptimierungsprozesses kann direkt im Konstruktionsprozef weiter bearbeitet werden
(— 6.2.4 Abschnitt).
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Bild 6.18  Adaptive Topologieoptimierung eines Schalentragwerks

Dasselbe Optimierungsproblem wird zum Vergleich mit dem konventionellen Topologieopti-
mierungsverfahren bei fester Diskretisierung geldst. Der Entwurfsrawm wird hierfiir mit der-
selben Auflosung diskretisiert wie das Hintergrundnetz im Adaptionsverfahren (4 X 900 Ele-
mente). Die Ergebnisse sind in Bild 6.19 einander gegeniibergestellt. Der konventionelle und

der adaptive Optimierungsprozef fithren zu topologisch dquivalenten Resultaten. Das adaptive

a. Adaptive Topologieoptimierung b. Konventionelle Topologieoptimierung

(geglittetes Ergebnis)

Bild 6.19:  Vergleich von adaptiver und konventioneller Topologieoptimierung
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Ergebnis besitzt glatte Konturen, die durch Splines abschnittsweise beschrieben werden. Die
benotigte Rechenzeit betrigt nur 16% CPU im Vergleich zur konventionellen Vorgehensweise.

Die adaptive Topologicoptimierung erweist sich als duBerst robustes Werkzeug, um die Geo-
metrie von Schalentragwerken in guter Néherung effizient zu bestimmen. Dariiber hinaus wird
die Genauigkeit der FE—-Analysen verbessert, da gezackte Rinder sukzessive im Optimierungs-
prozefl geglittet werden. Diese Vorteile werden anhand weiterer Beispiele in Abschnitt 6.2.3
veranschaulicht. Die adaptive Topologieoptimierung ist jedoch nur bedingt geeignet, die Form
der Tragwerkskonturen im Detail zu bestimmen. Hierfiir miiiten die entsprechenden Bereiche
entlang den Riindern des angepaBten Entwurfsraums mit einem sehr feinen FE-Netz diskreti-
siert werden. Statt dessen wird die genaue Form des Tragwerks effizienter mit CAGD--orien-
tierten Verfahren der Formoptimierung bestimmt, wobei auf die Approximation der Konturen
durch Splines zuriickgegriffen wird (— 6.2.4 Abschnitt).

Beispiel zur Materialanlagerung in quasi-leeren Bereichen

Im vorhergehenden Beispiel konvergiert die Materialverteilung wihrend des Optimierungspro-
zesses monoton gegen das Optimum. Bereiche, di¢ bei der Adaption des Entwurfsraums als
leer interpretiert werden, dehnen sich aus, ohne daf sich in diesen wieder Material anlagert.
Daher wird am folgenden Beispiel qualitativ aufgezeigt, wie einmal als Locher interpretierte
und somit im folgenden Optimierungsschritt vernachlissigte Bereiche des Entwurfsraums
wieder aktiviert werden kénnen.

Der Entwurfsraum sowie die Last— und Auflagerbedingungen sind in Bild 6.20 dargestellt.
Das zur Verfiigung stehende Material soll so verteilt werden, dal ein Tragwerk mit maximaler
Steifigkeit entsteht. Im Gegensatz zu den bisher vorgestellten Beispielen ist hier das Material
im Startentwurf nicht homogen im Entwurfsraum verteilt, sondern beschreibt einen schmalen,
gelochten Streifen mit maximaler Dichte p,. Die Bereiche entlang der oberen und unteren
Kante des Entwurfsraums sowie das Loch werden zunichst vernachlissigt. Auf der Basis der

Start Schritt 1 Schritt 2 Schritt 3 Schritt 4 Optimum

Bild 6.20:  Materialanlagerung in quasi-leeren Bereichen
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Materialverteilung im Startentwurf wird ein neuer Entwurfsraum erzeugt. Dieser bildet eine
Einhiillende um die gegebene Materialverteilung, so dafl im folgenden Optimierungsschritt
die Moglichkeit einer Materialumlagerung besteht. Hierfiir wird ein niedriges Dichteverhaltais
pc/ Py fiir die Isolinien gewhlt, welche die Kontur des angepaBten Entwurfsraums definieren.
Zusitzlich wird die Materialverteilung im Hintergrundnetz geglittet, um eine kiinstliche
Unschirfe einzufiihren und somit den Entwurfsraum auszudehnen. Auf diese Weise konnen
die aktuellen Entwurfsrdume der jeweiligen Optimierungsschritte in bereits als leer interpre-
tierte Bereiche bineinwachsen, so daf sich dort Material anlagern kann.

In Bild 6.20 sind die adaptierten Entwurfsrdume im Optimierungsprozefl sowie das optimale
Tragwerk dargestellt. Die Konvergenz des adaptiven Prozesses wird durch die Aufweitung
der aktuellen Entwurfsriume jedoch verlangsamt. Daher ist die kiinstliche Unschérfe im Lauf
des Optimierungsprozesses wieder zu reduzieren, wobei das Dichteverhiltnis po/p, fiir die
Isolinien, welche die Kontur des angepalSten Entwurfsraums definieren, sowie die Glattung
der Materialverteilung im Hintergrundnetz interaktiv vom Anwender gesteuert werden. Eine
weitere Moglichkeit, quasi-leere Bereiche wieder zu aktivieren, besteht darin, die Form der
aktuellen Entwurfsriume in einem Formoptimierungsschritt zu bestimmen. Die Integration
der Formoptimierung in den adaptiven Topologicoptimierungsprozefl ist im nachfolgenden
Abschnitt beschrieben.

Anmerkung:

Die grundlegenden Probleme der materiellen Topologieoptimierung sind die Existenz und die
Eindeutigkeit der Losung des diskretisierten Optimierungsproblems. Nur wenn diese Eigen-
schaften erfiillt sind, ist eine adaptive Diskretisicrung aus mathematischer Sicht sinnvoll. Die
Existenz einer Losung kann, wie in Abschnitt 3.1 erliiutei't wurde, fiir optimale sowie subopti-
male, stabilisierte Werkstoffmodelle gewihrleistet werden. Topologieoptimierungsprobleme
sind jedoch nicht eindeutig. Folglich konnen je nach dem, wie der adaptive Prozefl gesteuert
wird, unterschiedliche Optimierungsergebnisse erzielt werden. Die numerischen Unter-
suchungen im Rahmen der vorliegenden Arbeit zeigten jedoch, dafl dieser Effekt nur selten
auftritt und sich lediglich auf Details der Losung auswirkt. Es ist jedoch in der adaptiven
Topologieoptimierung darauf zu achten, optimale oder suboptimale, stabilisierte Werkstoffmo-
delle einzusetzen. Andernfalls treten mit zunehmender Verfeinerung immer neue Locher auf.

6.2.3 Beispiele zur adaptiven Topologieoptimierung

Das Potential der adaptiven Topologieoptimierung (ATO) wird durch Beispiele zur Steifigkeits-
maximierung von Scheibentragwerken bei mehreren Lastfillen unterstrichen. Die Vorteile der
adaptiven Topologieoptimierung werden insbesondere bei Problemen mit Spannungsneben-
bedingungen und elastoplastischem Materialverhalten deutlich. Durch die Adaption des
Entwurfsraums werden kiinstliche Spannungsspitzen infolge gezackter Berandungen
vermieden.
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D I Zielfunktion: Maximale Steifigkeit
g Nebenbedingung: Masse ™ = 20%
)
Werkstoffmodell: ~ Makroskopisch, orthotrop $ = 2.0
& Querdehnzahl: v =03
100.0 Filtermethode: r=200 , ©=20
Lastfalle:
> D Lastfall 2 Dy Lastfani 3
Wy= 1.0 waE=1.0
“Fahren” “Beschleunigen” “Bremsen”

I ——

Schritt4  — 3.36% Schritt5 - 3.12% Schritt 6 =~ 3.03%

Optimum (geglattet)

Bild 6.21:  Adaptive Topologieoptimierung eines Fahrradrahmens

Adaptive Topologieoptimierung bei mehreren Lastfillen

Die Methode der adaptiven Entwurfsmodellierung in der Topologieoptimierung kann auf belie-
bige Aufgabenstellungen angewandt werden. In Bild 6.21 wird diese Methode beispiclsweise
eingesefzt, um die Topologie eines Fahrradrahmens zu bestimmen. Der Entwurfsraum wird
ohne Beriicksichtigung funktionaler Nebenbedingungen, wie einen Freiraum fiir die Drehung
des vorderen Rades um die Lenkerachse, gewihlt. Der Lenkerkopf und die Gabel bilden das
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vordere, fest eingespannte Auflager. Das hintere, vertikale, horizontal verschiebliche Auflager
stellt die Nabe des Hinterrades dar. Der Rahmen wird fiir drei Lastfille auf maximale Steifigkeit
ausgelegt, wobei die Masse im Entwurfsraum konstant ist. Die Lastfille geben die Belastungen
wihrend der Fahrt, beim Beschleunigen und beim Bremsen ndherungsweise wieder.

Die Zielfunktion wird nach der Wichtungsmethode (2.31) aus der gewichteten Summe der
Dehnungsenergien mit w; = 1.0 gebildet. Die fiir die aktuelle Diskretisierung optimale Mate-
rialverteilung wird mit dem in Abschnitt 2.1 vorgesteliten OC-Verfahren auf der Basis des
stabilisierten, makroskopischen, orthotropen Werkstoffmodells (3.44) bestimmt. Der Entwurfs-
raum wird zunédchst mit einem groben FE~Netz diskretisiert und anschlieBend mit der in Ab-
schnitt 6.2.2 erlduterten Methode sukzessive verfeinert. Die optimierten Materialverteilungen
sind flir die 6 Optimierungsschritte in Bild 6.21 dargestellt. Die zugehdrigen Dehnungsenergien
sind auf die des Startentwurfs, d.h. des Entwurfsraums mit gleichférmig verteiltem Material,
bezogen. Der optimierte Rahmen ergibt sich aus einer abschlielenden Adaption des Entwurfs-
raums. Die Abweichungen des optimierten Rahmens von dér bekannten Konstruktionsweise
kann einerseits auf die 2-dimensionale Modellierung und die vereinfachten Auflager— und
Lastbedingungen zurilickgefiihrt werden. Zum anderen erfaBt die Zielfunktion “Maximale
Steifigkeit” nur einen Teil des Anforderungsspektrums. Dennoch unterstreicht dieses Beispiel
das Potential der adaptiven Topologieoptimierung bei der Losung von anwendungsbezogenen
Aufgabenstellungen.

Adaptive Topologieoptimierung mit Spannungsnebenbedingungen

Die Optimierungsergebnisse fiir die Maximierung der Steifigkeit mit Spannungsneben-
bedingungen weisen bei einer nichtadaptiven Vorgehensweise einen hohen Anteil an porésem
Material auf, so daf3 der Aufbau des Tragwerks sowie die Proportionen von einzelnen Struktur-
elementen nur schwer bestimmt werden kénnen (~» Abschnitt 4.1.5). Es wird daher im
folgenden untersucht, inwiefern sich diese Ergebnisse durch eine adaptive Diskretisierung des
Entwurfsmodells verbessern lassen. Durch die Adaption des Entwurfsmodells werden die
Spannungsspitzen, die infolge der gezackten Rinder bei der konventionellen Vorgehensweise
entstehen, sukzessive eliminiert.

Die Ergebnisse des adaptiven Optimierungsprozesses ohne und mit Spannungsnebenbedin-
gungen sind fiir den Auflager-Fall B (— Bild 4.13) in Bild 6.22 einander gegeniibergestellt.
Die Ergebnisse des adaptiven Prozesses sind zu den Resultaten der konventionellen Vorgehens-
weise topologisch dquivalent. Die durchschnittliche relative Dichte im abschliefend geglitteten
Tragwerk betrégt bei der reinen Steifigkeitsoptimierung pm/pg = 0.91, hingegen bei Berlick-
sichtigung der Spannungen pp/p, = 0.65. Der Anteil an pordsem Material wird durch die
adaptive Vorgehensweise nur geringfiigig gesenkt. Folglich sind die Spannungsspitzen entlang
der gezackten Rinder, die im konventionellen Optimierungsprozef auftreten, nicht fiir den
hohen Anteil an pordsem Material bei der Steifigkeitsoptimierung mit Spannungsnebenbedin-
gungen verantwortlich. Dennoch fiihrt auch hier die Adaption des Entwurfsmodells zu optisch
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Schritt 1 Schritt 2 . Geglittetes Ergebnis

Dichteverhiltnis p/pg von Mises Spannungen
0 I

Mit Beriicksichtigung der Spannungsnebenbedingungen Wo = 10.0

Bild 6.22:  Tragwerke maximaler Steifigkeit
ohne und mit Beriicksichtigung von Spannungsnebenbedingungen

eindeutigen Optimierungsergebnissen, die direkt mit Hilfe der Formoptimierung weiter ver-

feinert werden konnen.
Adaptive Topologieoptimierung bei elastoplastischem Materialverhalten

Die sukzessive Glittung der Tragwerkskonturen im adaptiven Optimierungsproze ist bei
elastoplastischem Materialverhalten notwendig, um ein vorzeitiges, kiinstliches FlieBen infolge
der gezackten Rinder zu vermeiden, die bei einer nichtadaptiven Vorgehensweise entstechen
(— Abschnitt 4.4.1). Daher wird die Duktilitit eines balkenférmigen Tragwerks in Bild 6.23
mit der Methode der adaptiven Topologieoptimierung maximiert, Die Masse im Entwurfsraum
ist gegeben. Der Balken ist beidseitig fest eingespannt und wird durch einen starren Stempel
vertikal in Balkenmitte belastet. Die Last wird monoton gesteigert, bis die Verschiebung in
der Balkenmitte einen Wert von W, = 0.25 einnimmt. Das makroskopisch isotrope Werkstoff-
modell beschreibt ein anndhernd ideal elastisch—plastisches Materialverhalten. Der Entwurfs-
raum wird im ersten Schritt mit einem groben FE-Netz diskretisiert und anschlieBend mit
der in Abschnitt 6.2.2 erlduterten Methode sukzessive verfeinert (Bild 6.24). Die Material-
verteilung wird mit dem in Abschnitt 2.1 erlduterten OC~Verfahren fiir die aktuelle Diskreti-
sierung optimiert. Das Endergebnis wird durch eine abschlieBende Adaption des Entwurfs-
raums erzeugt (Bild 6.25a).
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‘ P Zielfunktion: Maximale Duktilitit

y 'A / Nebenbedingung: Masse W = 25%
I : s
y 0 Dicke: t=0.10
; Last: p—, =025
20
Werkstoffmodell: Makroskopisch, isotrop, elastoplastisch

. Elastizitatsmodul: Ey =18:10° (By=3.0)

Verfestigungsmodul: B, =0.1 (B2=3.0)
FlieBspannung: Ty, =360.0 B3=2.0)
Querdehnzahl: v =00

Bild 6.23:  Topologieoptimierung bei elastoplastischem Materialverhalten -
Beidseitig eingespannter Balken

Dem Optimierungsergebnis bei elastoplastischem Tragverhalten ist das Tragwerk maximaler
Steifigkeit fiir ein rein elastisches Materialverhalten (E; = E, Gy — ®) gegentibergestellt
(Bild 6.25b). Die Unterschiede zwischen den Optimierungsergebnissen werden in diesem Bei-
spiel besonders deutlich. Der Aufbau des Tragwerks ist vom Materialverhalten abhingig. Um
das Tragverhalten des fiir elastisches Materialverhalten optimierten Tragwerks bei einer iiber-
kritischen Belastung zu beurteilen, wird das “elastische Optimuym” fiir ein elastoplastisches
Material analysiert. Die Spannungsverteilungen und die Last—Verschiebungsdiagramme der
Tragwerke sind in Bild 6.25 dargestellt. Das elastische Optimum besitzt im elastischen Bereich

eine etwas groBere Steifigkeit (~> VergroBerung des Last-Verschiebungsdiagramms). Im

““gaees

Hig ) i

Schritt 3 Schritt 4

Schritt 5 Schritt 6

Bild 6.24:  Adaptiver Topologieoptimierungsproze
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Bereich der Auflager beginnt das Material jedoch stark zu flieffen. Diesen Defekt gleicht das
elastoplastische Optimum durch eine gleichmiiBigere Ausnutzung der Auflagerbereiche aus.
Dies fiihrt im vorliegenden Beispiel zu einer globalen Umlagerung des Kraftflusses.

Nichtlineares Materialverhalten wird in der Topologieoptimierung von Fachwerken oftmals
direkt in der Formulierung des Optimierungsproblems durch Spannungsnebenbedingungen be-
riicksichtigt (u.a. Taylor [249]). Es wird am vorliegenden Beispiel untersucht, ob sich dieser
Ansatz ebenfalls fiir die materielle Topologieoptimierung eignet. Auf diese Weise kdnnten
die numerisch aufwendigen, nichtlinearen Struktur- und Sensitivititsanalysen im Opti-
mierungsprozef vermieden werden. Das vorliegende Beispiel wird auf maximale Steifigkeit
unter Beriicksichtigung von Spannungsnebenbedingungen Ty = Ty, fiir ein elastisches
Materialverhalten nach der in Abschnitt 4.1.5 beschriebenen Formulierung adaptiv optimiert.
Das geglittete Ergebnis ist in Bild 6.26 dargestellt.

a. Elastoplastisches Materialverhalten b. Elastisches Materialverhalten

S DI

Von Mises Spannungen fiir 0,

bei elastoplastischem Materialverhalten
0.0 _

Last—Verschiebungskurve im Punkt A

—— elastisches Optimum
-—— eclastoplastisches Optimum

e 122% P e
e 100% VergtoBerung "

“/

up : UA

Bild 6.25:  Vergleich der Optimierungsergebnisse bei Beriicksichtigung
von rein elastischem und elastoplastischem Materialverhalten
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Zielfunktion: Maximale Steifigkeit

Nebenbedingungen: Spannungen
Oy =360 ; p=40
Masse 25%

Werkstoffmodell: Makroskopisch, isotrop, elastisch  f = 3.0
E-Modul: By = 1.8 10° Querdehnzahl: v = 0.3

Bild 6.26:  Optimierungsergebnis bei Beriicksichtigung von Spannungsnebenbedingungen

Die Maximierung der Duktilitit bei elastoplastischem Materialverhalten mit monoton steigen-
der Belastung und die Maximierung der Steifigkeit mit entsprechend skalierten Spannungs-
nebenbedingungen fiihren im untersuchten Beispiel zu dhnlichen, topologisch nahezu dquiva-
lenten Ergebnissen. Der Anteil an pordsem Material im Optimum ist bei der Formulierung
mit Spannungsnebenbedingungen jedoch abermals sehr hoch. Zudem hat die Wahl des Expo-
nenten p der Penalty—Funktion einen erheblichen Einflu} auf das Optimierungsergebnis. Diese
Probleme treten in der elastoplastischen Formulierung nicht auf. Daher ist die explizite Beriick-
sichtigung des elastoplastischen Materialverhaltens sowohl hinsichtlich anwendungsbezogener
Fragestellungen wie auch aus methodischer Sicht vielversprechend.

6.2.4 Integration von adaptiver Topologie—~ und Formoptimierung

Die Ergebnisse der materiellen Topologieoptimierung beschreiben die Geometrie des optimalen
Tragwerks oftmals nur unkiar. Dies trifft insbesondere dann zu, wenn die Diskretisierung des
Entwurfsraums zu grob ist und nicht adaptiv angepaBt wird. Die Topologieoptimierungsergeb-
nisse konnen mit Hilfe der Formoptimierung verfeinert werden, Hierfiir wird die optimierte
Materialverteilung in ein CAGD-orientiertes Entwurfsmodell umgesetzt. Die Approximation
der Tragwerkskonturen durch Splines kann entweder interaktiv (Olhoff et al. [190], Sienz
[232]) oder automatisch mit Hilfe von Bildverarbeitungsverfahren (Papalambros, Chiredast
[196], Maute, Ramm [166]) erfolgen. Olhoff et al. [190], Papalambros, Chiredast [196] und
Sienz [232] setzen die Formoptimierung einmalig im Anschiuf an ein nichtadaptives Topolo-
gicoptimierungsverfahren ein. Maute, Ramm [166] ermdglichen im Sinne einer iibergeordneten
Modelladaptivitit einen mehrmaligen Wechsel zwischen Topologie— und Formoptimierung!©
(Bild 6.27). Diese Vorgehensweise besitzt gegentiber einer Topologicoptimierung mit einem
einmaligen, abschlieBenden Formoptimierungsschritt den Vorteil, daB die Interaktion von
Topologie und Form beriicksichtigt wird. Die Verinderung der Form kann zu einem Wechsel
der optimalen Topologie fiihren. Es ist jedoch in der Formoptimierung nicht mdglich, daB
bestehende Locher verschmelzen oder verschwinden und zusitzliche Locher entstehen.
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Ubertragung des Optimierungsergebnisses

| Topologieoptimierung (ATO)>
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Bild 6.27:  Adaptive Topologie— und Formoptimierung

Das integrierte Topologie— und Formoptimierungsverfahren beruht im wesentlichen auf der
im vorherigen Abschnitt beschriebenen Adaption des Entwurfsmodells in der materiellen Topo-
logieoptimierung und gliedert sich in drei Schritte:

1. Das Topologie~ bzw. Formoptimierungsproblem wird fiir die aktuelle Diskretisierung mit
den in den Kapiteln 2-5 beschriebenen Methoden geldst.

2. Das Optimierungsergebnis wird im Hintergrundnetz als Materialverteilung gespeichert. Dies
ermdglicht es, grofe Forminderungen zu beschreiben und einen Wechsel der Topologie
durchzufiihren. Je nach Art des nachfolgenden Optimierungsschrittes wird ein neues Ent-
wurfsmodell erzeugt (Bild 6.28). Fiir die Formoptimierung wird dabei direkt auf die Spline—
Approximation der Konturen zuriickgegriffen. Die Positionen der Kontroll-Knoten bilden
in diesem Fall die Optimierungsvariablen. Die Feinheit der geometrischen Diskretisierung
kann durch eine Senkung des Approximationsfehlers in Bereichen mit grofien Kriimmungen
erhoht werden. Die Anpassung der Netzdichte hinsichtlich der Materialverteilung fiir die
Topologieoptimierung wurde im vorherigen Abschnitt erldutert.

3. Das neue Entwurfsmodell wird aufgestellt und die aktuellen Optimierungsvariablen defi-

niert. Das Optimierungs— und das Analysemodell werden entsprechend modifiziert.

Der Wechsel zwischen den Optimierungsarten wird interaktiv gesteuert, wobei zwischen vier
Konstellationen im Optimierungsprozef3 zu unterscheiden ist.

10. Dariiber hinaus ist es denkbar, die Form und die Materialverteilung des Entwurfsraums gleich-
zeitig zu variieren. Dies ist jedoch hinsichtlich der numerischen Effizienz der unterschiedlichen
Verfahren in der Topologie~ und Formoptimierung ungiinstig. Zum einen erhdht sich der nume-
rische Aufwand fiir die Sensitivititsanalyse beziiglich der Materialparameter deutlich, da in die-
sem Fall die Variation des Integrationsgebietes zu beriicksichtigen ist. Zum anderen sind in der
Formoptimierung aufgrund des globalen Einflusses der Optimierungsvariablen, wie die Positionen
der Kontroll-Knoten der Splines, Verfahren der Mathematischen Programmierung einzusetzen.
Diese sind jedoch bei einer groBen Anzahl von Optimierungsvariablen ineffizient.
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a. Topologie — Formoptimierung: Der grundlegende Aufbau des Tragwerks ist in bestimmten
Bereichen des Entwurfs bereits klar erkennbar. Die Form der entsprechenden Konturen kann
mittels Formoptimierung mit wenigen Optimierungsvariablen im Detail bestimmt werden.

b. Form - Topologieoptimierung: Im Anschluf} an eine Formoptimierung wird mittels eines
Topologieoptimierungsschrittes tiberpriift, ob sich infolge der Formoptimierung der grund-
legende Aufbau des optimalen Tragwerks geédndert hat.

¢. Topologie ~—> Topologieoptimierung: Bei einer zu groben Diskretisierung des Entwurfsraums
ist das Ergebnis des vorausgegangenen Topologieoptimierungsschrittes nicht eindeutig.
Mittels eines weiteren Topologicoptimierungsschrittes kann bei lokal verfeinertem Netz und
angepaftem Entwurfsraum der grundlegende Autbau préziser bestimmt werden.

d. Form - Formoptimierung: Die optimale Form kann durch eine adaptive Verfeinerung des
geometrischen Modells genauer und effizienter ermittelt werden.

Da die optimale Form der Konturen durch die adaptive Topologicoptimierung bereits gut
approximiert wird, ist eine adaptive Formoptimierung im Sinne von Punkt d. im allgemeinen
nicht notwendig. Die adaptive Kombination von Topologie— und Formoptimierung stellt eine
niitzliche Erginzung des ATO-Verfahrens dar, um sowohl den grundlegenden Aufbau wie
auch die Form eines Tragwerks im Detail effizient zu optimieren. Die verschiedenen Entwurfs-
modelle im Optimierungsproze3 werden weitgehend automatisch generiert, so dafl der An-
wender anhand weniger Kontrollparameter das Verfahren steuern kann.

Ein tiber dieses konkrete Verfahren hinaus bestechendes Problem ist jedoch, dafl die Entwurfs-
modelle fiir die Formoptimierung, die auf der Grundlage von Topologieoptimierungsergebnis-
sen erzeugt werden, oftmals sehr komplex sind. Zudem enthalten diese Modelle eine Vielzahl
von redundanten oder aus Sicht des Optimierungsmodells bedeutungslosen Optimierungs-
variablen, wenn sie automatisch generiert werden. Derartige Formoptimierungsprobleme
konnen mit den heute bekannten Methoden nicht gelost werden. Daher ist zum einen eine

Optimierte Materialverteilung

Entwurfsmodell fiir Entwurfsmodell fiir

Formoptimierun Topologieoptimierung
P g poiogieop

Materialverteilung Hintergrundnetz

Bild 6.28:  Adaption des Entwurfsmodells fiir Topologie— und Formoptimierung
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; Zielfunktion: Steifigkeit
. Nebenbedingung: Masse T = 20%
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Bild 6.29:  Integrierte Topologie— und Formoptimierung eines ebenen Bogens

interaktive Schnittstelle notwendig, um die Entwurfsmodelle fiir die Formoptimierung zu ver-
einfachen und iiber Verkniipfungsvorschriften zu korrigieren. Zum anderen sind stabilisierte
Formulierungen und Optimierungsverfahren vielversprechend, wie sie bei der Formfindung
von Membranen eingesetzt werden (Bletzinger [43]).

Die grundsitzliche Vorgehensweise der adaptiven Kombination von Topologie— und Formopti-
mierung gleicht der “bubble”~Methode (— Anhang Al), bei der ebenfalls die Form neuer,
im Optimierungsprozef entstehender Locher mit Verfahren der Formoptimierung bestimmt
wird. Bei der “bubble”-Methode werden jedoch sehr kleine Locher in das Tragwerk einge-
bracht, so daB die Forminderung im FormoptimierungsprozeB im allgemeinen grof} ist. Die
Modellierung und Lésung derartiger Formoptimierungsprobleme ist jedoch hinsichtlich der
Zuverlissigkeit und Robustheit des Optimierungsalgorithmus problematisch. Bei der zuvor
beschriebenen. Methode werden nicht nur die Positionen, sondern auch die Form der Locher
durch adaptive Toplogieoptimierungsschritte bereits niherungsweise bestimmt. Die Formén-
derungen im anschlieBenden Formoptimierungsschritt fallen daher deutlich geringer als bei
der “bubble”-Methode aus.
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6.2.5 Beispiele zur integrierten Topologie~ und Formoptimierung

Das Verfahren der adaptiven Integration von materieller Topologieoptimierung und CAGD-
orientierter Formoptimierung wird abschlieBend an zwei Beispielen zur Maximierung der
Steifigkeit von Scheiben— und Schalentragwerken veranschaulicht. Die Aufgabenstellungen
sowie die Optimierungsverldufe sind in Bild 6.29 bzw. Bild 6.30 dargestellt. In beiden Bei-
spielen wird zunichst der grundlegende Aufbau des Tragwerks mittels eines Topologieopti-
mierungsschrittes (TO) fiir eine grobe Diskretisierung des Entwurfsraums niherungsweise
bestimmt. Je nach dem, ob sich hieraus bereits mogliche Aussparungen klar erkennen lassen,
wird die Form des Tragwerks durch einen Formoptimierungsschritt (FO) genauer ermittelt
oder ein weiterer Topologieoptimierungsschritt im Sinne des ATO-Verfahrens angeschlossen.
Bei einem Wechsel von einem Topologie— zu einem Formoptimierungsschritt wird die Masse

Zielfunktion: Steifigkeit
Nebenbedingung: Masse ™ = 30%

Werkstoffmodell: ~ Makroskopisch, isotrop

=25
Querdehnzahl: v = 0.3
Dicke: t = 0.05

TO = = FO = = TO = = FO =
Schritt 1 Schritt 2 Schritt 3 Schritt 4

Bild 6.30:  Integrierte Topologie— und Formoptimierung einer Zylinderschale
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im angepaBten Entwurfsraum gleichformig verteilt. Die resultierende Dichte f)m stelit neben
den Positionen der Kontroll-Knoten eine weitere Optimierungsvariable im Formoptimierungs-
schritt dar. Auf diese Weise kann die Porositit des Werkstoffs zumindest global auch im
Formoptimierungsschritt reduziert werden.

Die Integration der Formoptimierung in diesem frithen Stadium des Optimierungsprozesses
hat den Vorteil, daB diec Form der bereits eindeutig ermittelten Konturen mit wenigen Opti-
mierungsvariablen im Detail bestimmt werden kann. Somit ist ein sehr feines FE-Netz fiir
die weiteren Topologieoptimierungsschritte nicht notwendig. Im Anschluf an einen Form-
optimierungsschritt wird die Lage von kleineren Aussparungen in einem weiteren Topologie-
optimierungsschritt ermittelt. Deren Form wird in einer abschliefenden Formoptimierung im
Detail bestimmt.
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7  Bewertung und Ausblick

Das mechanische Verhalten eines Tragwerks kann durch eine den #ufleren Belastungen ange-
paBte Geometrie, d.h. Topologie und Form, grundlegend verbessert werden. In der vorlie-
genden Arbeit wurde die Aufgabenstellung untersucht, die hinsichtlich bestimmter, mechanisch
orientierter Entwurfskriterien optimale Geometrie cines Tragwerks zu bestimmen, das aus
einem homogenen, isotropen Material besteht. Es sind lediglich die angreifenden Lasten, die
zur Verfligung stehenden Auflager und der Raum, in dem sich das Tragwerk befinden soll,
vorgegeben. Diese Aufgabe wurde mit adaptiven Verfahren der Topologie~ und Formopti-
mierung am Beispiel von diinnwandigen Tragwerken, wie Scheiben, Platten und Schalen,
untersucht. In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse der Untersuchungen zusammengefafit
und Anregungen fiir zukiinftige Entwicklungen gegeben.

Materielle Topologieoptimierung

Die Optimierungsaufgabe wird als “0-1"" Materialverteilungsproblem formuliert, um beliebige
Topologie—~ und Forménderungen im Optimierungsprozel beschreiben zu kénnen. Diese
Formulierung fiihrt im Sinne der eigentlichen Entwurfsaufgabe, ein Tragwerk aus einem homo-
genen, isotropen Material zu generieren, auf ein nichtkonvexes Optimierungsproblem. Daher
werden pordse, anisotrope Werkstoffmodelle eingefiihrt, um das Optimierungsproblem zu
regularisieren. Fiir Werkstoffmodelle mit extremalen Eigenschaften besitzt das Optimierungs-
problem eine numerisch stabile, wenn auch nicht eindeutige Losung. Die optimale Materialver-
teilung enthilt in diesem Fall jedoch einen hohen Anteil an pordsem Material, so dafl der
Aufbau und die Form des optimalen Tragwerks, das aus einem homogenen, isotropen Material
besteht, nicht oder nur bedingt erkennbar sind. Porgse Werkstoffmodelle mit suboptimalen
Eigenschaften fiihren zu eindeutigen “0~1" Ergebnissen, die jedoch in einem erheblichen Mafe
von der Diskretisierung des Entwurfsraums abhingen. Dieser Defekt kann zwar durch
Stabilisierungsverfahren, wie der Filtermethode, reduziert, jedoch nicht vollkommen beseitigt
werden.

Die Eigenschaften der materiellen Topologieoptimierung wurden flir verschiedene Opti-
mierungsaufgaben untersucht. Eine variationelle, adjungierte Formulierung der Sensitivititen
sowie ein einfacher, robuster OC-Algorithmus haben sich zur Losung dieser Probleme
bewihrt, die durch eine hohe Anzahl von Optimierungsvariablen bei nur einer Gleichheits-
nebenbedingung gekennzeichnet sind. Die klassische Optimierungsaufgabe, das Tragwerk mit
maximaler Steifigkeit bei vorgegebener Masse bzw. mit minimaler Masse bei vorgegebener
Steifigkeit zu bestimmen, fithrt je nach Werkstoffmodell entweder zu Materialverteilungen
mit einem hohen Anteil an hochpordsem Material oder zu annihernd reinen “0-1" Ergebnissen.
Makroskopische, isotrope und orthotrope Werkstoffmodelle kénnen in Verbindung mit Stabili-
sierungsverfahren fiir diese Optimierungsanfgabe empfohlen werden, um numerisch stabile
“0—1” Ergebnisse zu erhalten.
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Die Maximierung der Steifigkeit mit Spannungsnebenbedingungen auf der Basis des makro-
skopischen, isotropen Werkstoffmodells fiihrt zu Optimierungsergebnissen, die in bestimmten
Bereichen pordses Material enthalten. Dies kann auf der einen Seite als Indiz dafiir gewertet
werden, daB reale porose Werkstoffe, wie Metallschiume, in Tragwerken mit maximaler
Steifigkeit bei maximal zuldssigen Spannungen geeignet sind. Auf der anderen Seite sind neue
regularisierende Werkstoffmodelle zu entwickeln, um auch fiir diese Aufgabenstellung reine
“0-1” Losungen zu erhalten. Das dynamische Verhalten eines Tragwerks kann durch die Opti-
mierung von Eigenfrequenzen verbessert werden. In der vorliegenden Arbeit wurde die Auf-
gabe untersucht, die kleinste Eigenfrequenz zu maximieren. Die suboptimalen Werkstoffmo-
delle fithren auch fiir dieses Problem zu eindeutigen Losungen. Es entstehen jedoch vor allem
bei den eingesetzten orthotropen Werkstoffmodellen wihrend des Optimierungsprozesses
“kiinstliche” Eigenformen in Bereichen mit hochpordsem Material. Der Werkstoff besitzt fiir
Kieine Dichten eine im Vergleich zu dessen Steifigkeit groBe Masse. Eine geeignete Modifi-
kation der Werkstoffmodelle hinsichtlich der Massentriigheitsterme steht noch aus.

Ein Optimierungsergebnis ist nur hinsichtlich der gewihlten Optimierungsvariablen und der
gestellten Entwurfskriterien, aber auch des zugrunde liegenden mechanischen Modells optimal.
Vielmehr sind Tragwerke, die unter der Annahme eines linear elastischen Tragverhaltens opti-
miert wurden, hinsichtlich geometrisch oder materiell nichtlinearer Versagensarten, wie Beulen
oder FlieBen, oftmals sehr ungiinstig. Daher ist es notwendig, das nichtlineare Tragverhalten
im OptimierungsprozeB zu beriicksichtigen. In der vorliegenden Arbeit wurden die Grenzlast
auf der Basis einer klassischen Stabilititsanalyse und die Duktilitit bei elastoplastischem
Materialverhalten maximiert. Die Optimierungsergebnisse unterscheiden sich fiir beide Auf-
gabenstellungen teilweise erheblich von denen, die unter der Annahme eines linear elastischen
Tragverhaltens berechnet wurden.

Bei der Maximierung der Grenzlast treten lokale, “kiinstliche™ Beulformen in Bereichen mit
hochporssem Material auf, da dort die elastische im Vergleich zur geometrischen Steifigkeit
gering ist. Dieser Defekt kann als Instabilitét auf Materialebene interpretiert werden und tritt
vor allem bei mikrostrukturierten Werkstoffen auf. Die Instabilititen werden reduziert, indem
die geometrische Steifigkeit von Bereichen mit einer kleinen Dichte vernachlissigt wird. Diese
Vorgehensweise fiihrt jedoch zu Diskontinuitdten und Oszillationen im Optimierungsprozel3.
Es sind daher geeignete regularisierende Werkstoffmodelle zu entwickeln, die keine Instabili-
titen auf Materialebene besitzen. Die Vereinfachungen, auf denen die klassische Stabilitits-
analyse beruht, sind nur fiir Tragwerke mit sehr geringen Verformungen im Vorbeulbereich
zuldssig. Die Zuverlissigkeit der Optimierungsergebnisse kann erheblich gesteigert werden,
wenn die Grenzlast im Rahmen einer nichtlinearen Berechnung mit einer begleitenden Eigen-
wertanalyse optimiert wird. Die Duktilitit wurde fiir eine reine Belastung unter Vernach-
lissigung von lokalen Entlastungsvorgingen optimiert. Die gesamte Optimierungsprozedur
und insbesondere die vereinfachte, variationelle, adjungierte Formulierung der Sensitivitéten
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erwiesen sich als zuverldssig und effizient. Um das Optimierungsverfahren fiir eine zyklische
Belastung zu erweitern, ist die Formulierung der Sensitivititen weiter auszubauen. Dariiber
hinaus ist die Frage zu klédren, wie sensitiv die Optimierungsergebnisse hinsichtlich einer ver-
dnderten Belastungsgeschichte sind. Die Untersuchungen zum Einsatz der materiellen Topo-
logieoptimierung im Stahlbetonbau zeigen zwar das Potential der Methode, aber auch die noch
bestehenden Unzuldnglichkeiten hinsichtlich einer ausreichend genauen Modellierung des
Werkstoffverhaltens und der Beriicksichtigung von konstruktiven Randbedingungen auf. Die
Erweiterung der regularisierenden pordsen Werkstoffmodelle auf eine orthotrope Elasto-
plastizitit und auf ein quasi-sprodes Materialverhalten sind daher vielversprechend.

Die Methode der materiellen Topologicoptimierung ist geeignet, um den grundlegenden Auf-
bau eines Tragwerks zu bestimmen. Die Modellierung der Optimierungsaufgabe als Material-
verteilungsproblem ist robust und kann fiir einfache Aufgabenstellungen mit OC-Verfahren
effizient geldst werden. Fiir komplexere Entwurfsaufgaben mit mehreren Nebenbedingungen
sind jedoch neue Optimierungsalgorithmen zu entwickeln. Zudem sind dic Zuverlissigkeit
und die Aussagekraft der Optimierungsergebnisse bei einer gleichmiflig groben Diskretisierung
des Entwurfsraums gering. Die Konturen des Tragwerks werden liber gezackte Rinder
beschrieben, die kiinstliche Spannungsspitzen hervorrufen. Bei einer gleichférmig feinen
Diskretisierung des Entwurfsraums steigt der numerische Aufwand stark an.

Adaptivitiit in der Strukturoptimierung

Die Entwurfsfunktion, welche die Form des Tragwerks oder die Materialverteilung im Ent-
wurfsraum beschreibt, sowie die ZustandsgroBen, wie beispielsweise die Verschiebungen,
werden diskretisiert, um das Optimierungsproblem mit numerischen Methoden zu 16sen. Die
Adaptivitit in der Strukturoptimierung umfaBt zwei Aspekte: die adaptive Modellierung des
geometrischen und die des mechanischen Problems.

Adaptive FE-Verfahren erméglichen eine Kontrolle des Diskretisierungsfehlers in der Struk-
turanalyse und tragen zu einer aus Sicht des Anwenders dringend erforderlichen Automati-
sierung des Optimierungsprozesses bei. In der vorliegenden Arbeit wurde die Integration der
adaptiven Strukturanatyse in den Optimierungsprozefl am Beispiel der Formoptimierung unter-
sucht. Der Diskretisierungsfehler der Energienorm wird bei jeder Strukturanalyse kontrolliert
und das FE-Netz gegebenenfalls h-adaptiv verfeinert. Zusitzlich werden die Sensitivititen
des Diskretisierungsfehlers bzw. die Fehler der Sensitivititen der Energienorm kontrolliert,
um die Konvergenz des Optimierungsprozesses -zu verbessern. Hierfiir wurden zwei
heuristische Fehlerschiitzer untersucht, die sich in den vorgestellten Beispielen als zuverlissig
erwiesen. Der Diskretisierungsfehler wird bislang in der Energienorm der Strukturantwort
gemessen. Im Hinblick auf die Optimierungsaufgabe ist die Kontrolle des Fehlers der Ent-
wurfskriterien selbst jedoch weitaus sinnvoller. Entsprechende Fehlerschitzer stehen derzeit
jedoch noch nicht zur Verfiigung.
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Die Parallelen und Unterschiede zwischen der adaptiven Diskretisierung des mechanischen
Modells und der des Entwurfsmodells wurden am Beispiel der Formoptimierung von Scheiben-
tragwerken dargelegt. Aufgrund der allgemeinen mathematischen Struktur von Optimierungs-
problemen ist es nicht méglich, dhnlich effiziente Fehlerschitzer und Verfeinerungsindikatoren
fiir die Entwurfsfunktion zu entwickeln, wie sie fiir die mechanischen Zustandsgroen zur
Verfiigung stehen. Ein Fehlerschitzer, der auf einer asymptotischen Entwicklung der Ziel-
funktion in der Feinheit der Diskretisierung der variablen Rénder beruht, erwies sich bei der
geringen Anzahl von Optimierungsvariablen, die fir die Formoptimierung typisch ist, als nur
bedingt zuverldssig. Die untersuchten, heuristischen Verfeinerungsindikatoren sind dagegen
geeignet, die Diskretisierung der variablen Kanten lokal so zu steuern, daf das kontinujerliche
Optimum mit moglichst wenigen Optimierungsvariablen moglichst genau approximiert wird.
Hierdurch wird die numerische Effizienz im Vergleich zu einer gleichformig feinen Diskreti-
sierung erheblich gesteigert. Eine genaue Abschitzung des Diskretisierungsfehlers im Ent-
wurfsmodell ist weniger bedeutend als in der adaptiven Strukturanalyse. Der Diskretisierungs-
fehler gibt zwar einen Aufschluff dariiber, inwieweit das Tragwerk durch eine entsprechende
Formgebung verbessert werden kann. Die Komplexitit der Geometrie ist in der Strukturopti-
mierung jedoch durch fertigungstechnische oder gestalterische Gesichtspunkte eingeschrinkt,
so daB die Formgebung insbesondere bei anwendungsbezogenen Optimierungsaufgaben nicht
alleine an der kontinuierlichen Lgsung orientiert werden kann.

Die Methode der adaptiven Entwurfsmodellierung wurde auf die materielle Topologieoptimie-
rung von Scheiben—, Platten— und Schalentragwerken angewandt. Der Entwurfsraum wird der
aktuellen Materialverteilung angepaft, indem in einem BildverarbeitungsprozeB leere Bereiche
ausgeblendet und die Konturen der Zwischenergebnisse durch Splines geglittet werden. Die
Diskretisierung im angepaBten Entwurfsraum kann in Bereichen mit einem groBen, rdumlichen
Gradienten der Materialverteilung verfeinert werden. Diese Vorgehensweise fiihrt nicht nur
zu einer erheblichen Steigerung der numerischen Effizienz, sondern verbessert auch die Zuver-
lissigkeit der FE—Analyse, da die gezackten Rinder, die bei einer konstanten Diskretisierung
entstehen, sukzessive im adaptiven Optimierungsprozef geglittet werden. Das Verfahren der
adaptiven Topologieoptimierung bewdhrte sich insbesondere fiir Optimierungsprobleme mit
Spannungsnebenbedingungen und bei elastoplastischem Materialverhalten. Eine Erweiterung
des Verfahrens auf 3-dimensionale Kontinua erscheint zur Losung von anwendungsorientiertén
Optimierungsproblemen duBerst lohnenswert.

Zusitzlich wurde ein CAGD-~orientiertes Formoptimierungsverfahren in die Methode der adap-
tiven Topologieoptimierung integriert, um die Form des Tragwerks im Detail mit wenigen
Optimierungsvariablen effizient bestimmen zu konnen. Hierfiir wurde ein hierarchisches Ent-
wurfsmodell entwickelt, um die Form von topologisch komplexen Tragwerken auf vorgegeben,
ebenen und raumlich gekriimmten Oberflichen zu optimieren. Im Optimierungsproze wird
zwischen Topologieoptimierungs— und Formoptimierungsschritten abgewechselt, um die Inter-
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aktion zwischen Topologie und Form zu beriicksichtigen. Zumeist kann die optimale Geometrie
des Tragwerks in wenigen Topologie— und Formoptimierungsschritten bestimmt werden. Eine
Schliisselstellung nimmt hierbei der automatische Aufbau des Entwurfsmodells fiir die Form-
optimierung ein. Das so erzeugte Entwurfsmodell besitzt haufig viele Optimierungsvariablen,
von denen einige zudem redundant oder fiir die Beschreibung der Forménderung bedeutungslos
sind. Die hierdurch mégliche Formenvielfalt kann mit den heute zur Verfligung stehenden
Optimierungsmethoden nicht kontrolliert werden. Es ist daher eine interaktive Schnittstelle
notwendig, um das CAGD-Modell zu korrigieren und die Formenvielfalt auf ein gewiinschtes
MaB zu senken. Ebenso ist es denkbar, bereits bei der Aufbereitung der Topologieoptimierungs-
ergebnisse nur Strukturen zu erzeugen, die aus einfachen geometrischen Elementen, wie bei-
spielsweise Kreissegmenten und geraden Linien, aufgebaut sind. Dartiber hinaus stellt die Er-
weiterung der Methoden zur Formfindung von Membrantragwerken auf allgemeine
Formoptimierungsprobleme einen vielversprechenden Ansatz dar, um komplexe Formen mit
vielen Optimierungsvariablen robust und effizient bestimmen zu konnen.

Strukturoptimierung im Entwurfs— und Konstruktionsproze3

Die adaptive Kombination von materieller Topologieoptimierung und CAGD-orientierter
Formoptimierung ermdglicht es, den grundlegenden Aufbau wie auch die Form des Tragwerks
im Detail zu bestimmen. Die Einbettung der Topologieoptimierung in die modulare Gliederung
der Strukturoptimierung in Entwurfs—, Analyse— und Optimicrungsmodell hat sich bewihrt,
um verschiedene Aufgabenstellungen zu Idsen und mit Formoptimierungsverfahren zu
koppeln. Der theoretische Hintergrund zur materiellen Topologieoptimierung ist jedoch bei
der Bewertung und der Umsetzung der Optimierungsergebnisse in ausfiihrbare Konstruktionen
zu beachten.

Die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit unterstreichen das Potential der Strukturoptimierung,
verschiedene computerorientierte Verfahren, systematisch miteinander zu verkniipfen. Die
Strukturoptimierung stellt einen Ansatz dar, die Ergebnisse von aufwendigen numerischen
Simulationen in den KonstruktionsprozeR einzubringen. Dieses Potential wird in den letzten
Jahren zunehmend in der Luft- und Raumfahrttechnik und im Automobilbau erkannt. Das
Interesse im Bauwesen erwacht dagegen nur langsam. Dennoch zeigen erste Studien, daf3 die
Form-— aber auch die Topologieoptimierung ein hilfreiches Werkzeug bei der Konstruktion
von Tragwerken im Bauwesen sein kénnen (Ulrich [261], Ploch [200]). Die Strukturopti-
mierung wird sicherlich auch im konstruktiven Ingenieurban vermehrt zum Einsatz kommen,
wenn die Optimierungsverfahren die fiir das Bauwesen spezifischen Aspekte, wie beispiels-
weise das Bauen mit Stahlbeton, besser beriicksichtigen. Neben der Bedeutung, welche die
Strukturoptimierung fiir die Losung von anwendungsbezogenen Entwurfsaufgaben besitzt,
stellen die Verfahren der Topologie— und Formoptimierung einen interessanten Ansatz dar,
um das Wechselspiel zwischen Kraft und Geometrie zu studieren und dabei grundsitzliche
Fragestellungen nach den Konstruktionsprinzipien in Natur und Technik zu beantworten.

189



190




Literatur

1]

[4]

(5]

6]

(71

8]

(9]

[10]

(1]

[12]

[13]

[14]

[153

[16]

Achtzi ger, W.: Truss topology optimization including bar properties different for ten-
sion and compression. Struct. Optim. 12 (1996) 63-74.

Allaire, G., Kohn, R.V.: Optimal design for minimum weight and compliance in plane
stress using extremal microstructures. Europ. J. of Mechanics 12 (1993) 839-878.
Allaire, G., Kohn, R.V.: Explicit optimal bounds on the elastic energy of a two-phase
composite in two space dimensions. Quart. Appl. Math. LI (1993) 675-699.
Allinger, P., Friedrich, M., Mulfinger, F., Sauter, J.: Shape and topology optimization
using CAOSS and MSC/NASTRAN. Ir: Proceedings of the MSC world users’ confer-
ence 1995, 8.—~12. Mai 1995, Universal City, USA.

Atrek, E.: SHAPE — A program for shape optimization of continuum structures. In:
Brebbia, C.A., Hernandez, S. (Hrsg.) Proceedings of the 1st int. conference OPTT’89,
20.-23. Juni 1989, Southhampton, England, 135-144. Berlin: Springer, 1989.
Avellaneda, M.: Optimal bounds and microgeometries for elastic two-phase compo-
sites. SIAM J. Appl. Mech. 47 (1987) 1216-1228.

Anagnostou, G., Rgnquist, E.M., Patera, A.T.: A computational procedure for part
design. Comp. Meth. Appl. Mech. Eng. 97 (1992) 33-48.

Armand, J.—L., Lodier, B.: Optimal design of bending element. Int. J. Num. Mech. Eng.
13 (1978) 373--384.

Armand, J—L.. Non homogeneity and anisotropy in structural design. In: [86]
256-263. .

Arora, J.S.: Introduction to optimum design. New York: McGraw-Hill, 1989.

Arora, J.S., Lee. T.H., Cardoso, J.B.: Structural shape sensitivity analysis: relationship
between material derivative and control volume approaches. AIAA J. 30 (1992)
1638-1647.

Babuska, L., Rheinboldt, W.C.: A—posteriori error estimates for the finite element
method. Int. J. Num. Meth. Eng. 12 (1978) 1597-1615.

Babuska, 1., Zienkiewicz, 0.C., Gago, J., de A. Oliveira, E.R. (Hrsg.): Accuracy esti-
mates and adaptive refinements in finite element computations. Chichester: Wiley,
1986.

Banichuk, N.V.: Introduction to optimization of structures. Berlin: Springer, 1990.
Banichuk, N.V., Barthold, F-J., Falk, A.,Stein, E.. Mesh refinement for shape opti-
mization. Struct. Optim. 9 (1995) 46-51.

Barthelemy, B., Chon, C.T., Haftka, R.T.: Accuracy problems associated with semi—
analytical derivatives of static response. Finite Elements in Analysis and Design 4
(1988) 249-265.

191



[17]

{18]

(19]

[20]

[21]

[22]

{23]

[24]

[25]

{26]

(271

[28]

[29]

[30]

[31]

321"

[33]

Barthold, E~J.: Theorie und Numerik zur Berechnung und Optimierung von Struk-
turen aus isotropen, hyperelastischen Materialien. Dissertation, Bericht Nr. F93/2.
Forschiungs— und Seminarberichte aus dem Bereich der Mechanik, Universitit Han-
nover, 1993.

Barthold, F.-J., Becker, A., Falk, A., Rust, W.: Zum Einflu der Netzadaption bei der
Formoptimierung. ZAMM 73 (1993) 680-684.

Bathe, K.~J.: Finite element procedures. London: Prentice-Hall, 1996.

Baumeister, ]., Banhart, J., Weber, M..: Effiziente Herstellungsméglichkeiten fiir Bau-
teile aus geschiumten Metallen. In: VDI Berichte 1151, 223-230. Diisseldorf: VDI~
Verlag, 1995. ’

Becker, E., Biirger, W.: Kontinuumsmechanik — Eine Einfiihrung in die Grundlagen
und einfache Anwendungen. Stuttgart: Teubner, 1975.

Beckers, M., Fleury, C. (1994): A primal—dual approach in truss optimization. In [257]
91-101.

Belegundu, A.D., Rajan, S.D.: A shape optimization approach based on natural design
variables and shape functions. Comp. Meth. Appl. Mech. Eng. 66 (1988) 87-106.
Bendsge, M.P.; G—closure and homogenization problems arising in plate optimization.
In: {86] 270-275.

Bendsge, M.P., Sokolowski, J.: Sensitivity analysis and optimization of elastic—plastic
structures. Eng. Opt. 11 (1987) 31-38.

Bendsge, M.P,, Kikuchi, N.: Génerating optimal topologies in structural design using
a homogenization method. Comp. Meth Appl. Mech. Eng. 71 (1988) 197-224.
Bendsge, M.P.: Optimal shape design as a material distribution problem. Struct, Optim.
1 (1989) 193-202.

Bendsge, M.P., Triantafyllidis, N.; Scale effects in the optimal design of a microstruc-
tured medium against buckling. Int. J. Solids Structures 26 (1990) 725-741.
Bendsge, M.P., Mota Soares, C.A. (Hrsg.): Topology design of structures. Dordrecht:
Kluwer Academic Publishers, 1993.

Bendsge, M.P,, Diaz, A., Kikuchi, N.: Topology and generalized layout optimization
of elastic structures. In: [29] 159-205.

Bendsge, M.P., Ben~Tal, A.: Truss topology optimization by a displacements based op-
timality criterion approach. In: [220] 139-155.

Bendsge, M.P,, Haber, R.B.: The Michell layout problem as a low volume faction limit ‘
of the perforated plate topology optimization problem. Struct. Optim. 6 (1993)
263-267.

Bendsge, M.P, Guedes, J.M., Haber, R.B., Pedersen, P., Taylor, J.E.: An analytical
model to predict optimal material properties in the context of optimal structural design.
J. Appl. Mech. 61 (1994) 930-937.

192



[34]

[35]

{36]

(37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

(45]

[46]

[47]

(48]

[49]

[50]

Bendsge, M.P.: Optimization of structural topology, shape, and material. Berlin:
Springer, 1995.

Bennet, I.A., Botkin, M.E.: Structural shape optimization with geometric description
and adaptive mesh refinement. ATAA J. 23 (1985) 458-464.

Bennet, J.A., Botkin, M.E. (Hrsg.): The optimum shape — automated structural design.
New York: Plenum Press, 1986.

Bensoussan, A., Lions, J.-L., Papanicolaou, G.: Asymptotic analysis for periodic struc-
tures. Amsterdam: North—Holland, 1978.

Betten, J.: Kontinuumsmechanik. Berlin: Springer, 1993.

Bletzinger, K.~-U.: Formoptimierung von Stabtragwerken. In: Optimierung natiirlicher
und technischer Konstruktionen. Konzepteheft Nr. 27 des Sonderforschungsbereiches
230, 24-40. Universitit Stuttgart, 1986.

Bletzinger, K.~U.: Formoptimierung von Flichentragwerken. Dissertation, Bericht Nr.
11 (1990). Institut fiir Baustatik, Universitit Stuttgart, 1990.

Bletzinger, K.~U., Kimmich, S., Ramm, E.: Efficient modeling in shape optimal
design. Comp. Sys. Eng. 2 (1991) 483-495.

Bletzinger, K.-U., Reitinger, R., Kimmich, S.: Shape optimization with program CA-
RAT. In: Hornlein, HR.E.M., Schittkowski, K. (Hrsg.) Software systems for structural
optimization, Int. Series of Numerical Mathematics 110, 97-124. Basel: Birkhiuser,
1993.

Bletzinger, K.~U.: Shape optimization by homotopy methods with special application
to membrane structures. In: [292} 122-129.

Braibant, V., Fleury, C.: Shape optimal design using B-splines. Comp. Meth. Appl.
Mech. Eng. 44 (1984) 247-267.

Breitenberger, E.: Gauf3 und Listing: Topologie und Freundschaft. Gauss—-Gesellschaft
Géttingen, Mitteilungen 30 (1993) 3-56.

Brendel, B.: Geometrisch nichtlineare Elastostatik. Dissertation, Bericht Nr. 79-1.
Institut fiir Baustatik, Universitét Stuttgart, 1979.

Brezzi, F,, Fortin, M.: Mixed and hybrid finite element methods. New York: Springer,
1991.

Bohm, W., Farin, G.E., Kahmann, J.: A survey of curve and surface methods in CAGD.
Computer Aided Design 1 (1984) 1-60.

Bugeda, G., Oliver, J.: A general methodology for structural shape optimization prob-
lems using automatic adaptive remeshing. Int. J. Num. Meth. Eng. 36 (1993)
3161-3185.

Buscaglia, G.C,, Fetjoo, R.A., Padra, C.: A posteriori error estimation in sensitivity
analysis. Struct. Optim. 9 (1995) 194-199.

193



[51]

{52]

[53]

[54]

[55]

[56]

571

[58]

[59]

{60]

[61]
[62]

[63]

[64]

[65]

{66]
[67]

[68]

[69]

[701

Carter, D.R., Fyhrie, D.P., Whalen, R.T.: Trabecular bone density and loading history
— regulation of connective tissue morphology by mechanical energy. J. Biomechanics
20 (1987) 785-794.

Cea, J., Malanowski, K.: An example of a max~min problem in partial differential
equations. STAM J. Control 8 (1970) 305-3 16.

Chen, J.L., Tsai, W.C.: Shape optimization by using simulated biological growth ap-
proaches. ATAA J. 31 (1993) 2143-2147.

Cheng, H.C., Kikuchi, N., Ma, Z.D.: An improved approach for determining the opti-
mal orientation of orthotropic material, Struct. Optim. 8 (1994) 101--1 12.

Cheng, K.T., Olhoff N.: An investigation concerning optimal design of solid elastic
plates. Int. J. Solids Structures 17 (1981) 305-323.

Cheng, K.T., Olhoff N.: Regularized formulation for optimal design of axisymmetric
plates. Int. J. Solids Structures 18 (1982) 153~169.

Cherkaev, A.V.: Relaxation of problems of optimal structural design. Int. J. Solids
Structures 31 (1994) 2251-2280.

Cherkaev, A.V., Palais, R.: Optimal design of three—dimensional axisymmetric elastic
structures. Structural Optimization 12 (1996) 35-45.

Chirehdast, M. Sankaranarayanan, S., Ambo, S. Johanson, R.: Validation of topology
optimization for component design. In: [2917 132-137.

Choi, K.K., Chang, K.—H.: A study of design velocity field computation for shape opti-
mal design. Finite Elements in Analysis and Design 15 (1994) 317-341.
Christensen, R.M.: Mechanics of composite materials. Amsterdam: Krieger, 1979.
Ciarlet, P.G.: Mathematical elasticity. Volume 1: Three dimensional elasticity. Studies
in mathematics and its applications, 20. Amsterdam: North-Holland, 1988.

Cirak, F.: Adaptive FE~Analyse bei der nichtlinearen Analyse von Flichentragwerken.
Dissertation. Institut fiir Baustatik, Universitit Stuttgart, 1998.

Cowin, S.C., Hegedus, D.H.: Bone remodeling I: theory of adaptive elasticity. J.
Elasticity 6 (1976) 313-326.

Cowin, S.C., Sadegh, A.M., Luo, G.M.: An evolutionary Wolff’s law for trabecular
architecture. J. Biomech, Eng. 114 (1992) 129-136.

Cox, H.L.: The design of structures of least weight. Oxford: Pergamon, 1965.
Crisfield, M.A.: Non-linear finite element analysis of solids and structures. Vol. 1:
essentials. Chichester: Wiley, 1991,

Crisfield, M.A.: Non-linear finite element analysis of solids and structures. Vol. 2:
advanced topics. Chichester: Wiley, 1997.

Dacorogna, B.: Direct methods in the calculus of variations. Applied mathematical
science, 78. Berlin: Springer, 1989.

Dal Maso, G.: An introduction to I~convergence. Boston: Birkhiuser, 1993.

194



[71]

[72]

{73]

{74]

[75]

[76]

(771

[78]

[79]

(80]

[81]

[82]

[83]

(84]

(85]

[86]

[87]

[88]

(891

Dems, K., Mroz, Z.: On shape sensitivity approaches in the numerical analysis-of struc-
tares. Struct. Optim. 6 (1993) 86-93.

Dems, K., Gutowski, W.: Optimal design of a truss configuration under multiloading
conditions. Struct. Optim. 9 (1995) 262-265.

Deuflhard, P, Hohmann, A.: Numerische Mathematik. Berlin: de Gruyter, 1991.
Deussen, N: Biomechanik: Lehrmeister Baum. GEO 4 (1996) 44-71.

Diaz, A., Kikuchi, N.: Solutions to shape and topology eigénvalue optimization prob-
lems using a homogenization methods. Int. J. Num. Meth. Eng. 35 (1992) 1487-1502.
Diaz, A., Bendsge, M.P.: Shape optimization of structures for muitiple loading condi-
tions using a homogenization method. Struct. Optim. 4 (1992) 17-22.

Diaz, A., Sigmund, O.: Checkerboard patterns in layout optimization. Struct. Optim.
10 (1995) 40-45.

Diaz, A., Lipton, R., Soto, C.: A new formulation of the problem of optimum reinforce-
ment of Reissner-Mindlin plates. Comp. Meth. Appl. Mech. Eng. 123 (1995) 121~139.
Ding, Y.: Shape optimization of structures — a literature survey. Comp. & Struct. 24
(1986) 985-1004.

Dorn, W.S., Gomory, R.E., Greenberg, H.J.: Automatic design of optimal structures.
J. des Méchaniques 3 (1964) 25-52.

Duysinx, P, Zhang, W.H., Fleury, C.: A new separable approximation scheme for topo-
logical problems and optimization problems characterized by a large number of design
variables. In: [193] 1-8.

Duysinx, P., Bendsge, M.P.: Topology optimization of continuum structures with stress
constraints. In: [104] 527-532.

Eberhard, P.: Zur Mehrkriterienoptimierung von Mehrkorpersystemen. Dissertation.
VDI-Fortschrittsberichte, Reihe 11, Nr. 227. Diisseldorf: VDI-Verlag, 1996.
Ekeland, I., Temam, R.: Convex analysis and variational problems. Studies in mathe-
matics and its applications, 1. Amsterdam: North—Holland, 1976.

Eriksson, K., Estep, D., Hansbo, P, Johnson, C.: Computational differential equations.
Cambridge: Press Syndicate of the University of Cambridge, 1996.

Eschenauer, H.A., Othoff, N. (Hrsg.): Optimization methods in structural design — Pro-
ceedings of the Euromech colloquium 164, 12.-14. Oktober 1982, Universitit Siegen.
Mannheim: Bibliographisches Institut, 1983.

Eschenauer, H.A., Koski, J., Osyczka, A.: Multicriteria design optimization. Berlin:
Springer, 1990.

Eschenauer, H.A., Kobelev, V.V., Schumacher, A.: Bubble method for topology and
shape optimization of structures. Struct. Optim. 8 (1994) 42-51.

Eshelby, J.D.: The determination of the elastic filed of an ellipsoidal inclusion, and
related problems. Proc. Royal Soc. A241 (1957) 376-396.

195



[90]

{91]

[92]

{93]

(94

[95]

[96]

[971

[98]

[99]

[100}

[101]

[102}

[103]

[104]

[105]

Falk, A.: Adaptive Verfahren fiir die Formoptimierung von Flichentragwerken unter
Beriicksichtigung der CAD-FEM-Kopplung. Dissertation, Bericht Nr. F 95/1.
Forschungs— und Seminarberichte aus dem Bereich der Mechanik, Universitdt Han-
nover, 1995,

Falk, A., Barthold, F-J., Stein, E.: Hierarchical modelling in shape optimization. In:
[193] 371-376.

Falk, A., Barthold, F~J.: Ein hierarchisches Verfahren fiir die Formoptimierung.
ZAMM 75 (1995) 589-590.

Farin, G.E.: Curves and surfaces for computer aided geometric design. London: Aca-
demic Press, 1988.

Foulkes, J.: The minimum-weight design of structural frames. Proc. Royal Soc. 223,
482-494, 1954,

Francfort, G.A., Murat, F.: Homogenization and optimal bounds in linear elasticity.
Arch. Rat. Mech. Anal. 94 (1986) 307-334.

Fuenmayor, EJ., Oliver, J.L., Rodenas, J.J.: Extension of the Zienkiewicz—Zhu error
estimator to shape sensitivity analysis. Int. J. Num. Meth. Eng. 40 (1997) 14131433,
Funk, P.: Variationsrechnung und ihre Anwendung in Physik und Technik. Berlin:
Springer, 1962.

Gea, H.C.: Topology Optimization: A new microstructure-based design domain
method. Comp. Struct. 61 (1996) 781--788.

Gill, PE., Murray, W., Wright, M.H.: Practical optimization. London: Academic Préss,
1981.

Guillaum, Ph., Masmoudi, M.: Computation of high order derivatives in optimal shape
design. Numerische Mathematik 67 (1994) 231-250.

Grabovsky, Y., Kohn, R.V.: Microstructures minimizing the energy of atwo phase elas-
tic composite in two space dimensions. I: The confocal ellipse construction. IT: The
vigdergauz microstructure. J. Mech. Phys. Solids 43 (1995) 933-947, 949-972.
Grabovsky, Y.: Bounds and extremal microstructures for two—-component composites:
A unified treatment based on the translation method. Vorabdruck.

Guedes, J.M., Kikuchi, N.: Pre— and post-processing for materials based on the homo-
genization method with adaptive finite element methods. Comp. Meth. ‘Appl. Mech.
Eng. 83 (1990) 143-198.

Gutkowski, W., Mroz, Z.: Proceedings of the 2nd world congress of structural and mul-
tidisciplinary optimization, 26.-30. Mai 1997, Zakopane, Polen. Institute of Funda-
mental Technological Research, Warschau, 1997.

Haber, R.B.; A new variational approach to structural shape sensitivity analysis. In:
Mota Soares, C.A. (Hrsg.) Computer aided optimal design — Structural and mechanical
systems, NATO ASI Series F27, 573-587. Berlin: Springer, 1987.

196



[106]

[107]

{108]

[109]

[110]

[111]

[112]

[113]

[114]

[115]

[116]

(117

[118]

[119]
[120]

[121]

[122}

[123]

[124]

Haber, R.B., Jog, C.S., Bendsge, M.P.: The perimeter method ~ a new approach to
variable-topology shape design. In: [193] 153-160.

Haber, R.B., Jog, C.S., Bendsge, M.P.: A new approach to variable~topology shape
design using a constraint on perimeter. Struct. Optim. 11 (1996) 1-12.

Haftka, R.T., Prasad, B.: Optimum structural design with plate bending elements — a
survey. AIAA J. 19 (1981) 517-522.

Haftka, R.T., Grandhi, R.V.: Structural shape optimization — a survey. Comp. Meth.
Appl. Mech. Eng. 57 (1986) 91-106.

Haftka, R.T., Giirdal, Z., Kamat, M.P.: Elements of structural optimization. Dordrecht:
Kluwer, 1990.

Hajela, P.: Genetic Search — An approach to the nonconvex optimization problem.
ATAA J. 28 (1990) 1205-1210. )

Halpin, T.C., Kardos, J.L..: The Halpin~Tsai equations: A review. Polymer Eng. Sci. 16
(1976) 344~-351.

Hashin. Z.: The elastic moduli of heterogeneous materials. ASME J. Appl. Mech. 29
(1962) 143-150.

Hashin, Z., Shtrikman, S.: A variational approach to the theory of the elastic behavior
of multiphase materials. J. Mech. Phys. Solids 11 (1963) 127-140.

Hashin, Z.: Analysis of composite materials: A survey. J. Appl. Mech. 50 (1983)
481-505.

Hassani, B.: Homogenization and topological structural optimization. Dissertation,
C/Ph/193/96. Department of Civil Engineering, University of Wales, Swansea, 1996.
Hassani, B.: A direct method to derive the boundary conditions of the homogenization
equation for symmetric cells. Comm. Num. Meth. Eng. 12 (1996) 185-196.

Haug, E.J., Choi, K.K., Komkov, V.: Design sensitivity analysis of structural systems.
Orlando: Academic Press, 1986.

Hemp, W.S.: Optimum Structures. Oxford: Clarendon Press, 1973.

- Hernandez, S., Brebbia, C.A.: Optimization of structural systems and application. Lon-

don: Elsevier, 1993,

Hill, R.: The elastic behavior of a crystalline aggregate. Proc. Phys. Soc. A65 (1952)
349-354.

Hill, R.: A self-consistent mechanics of composite materials . J. Mech. Phys. Solids 13
(1965) 213-222.

Hinton, E., Ozakca, M., Rao, N.V.R.: An integrated approach to structural shape opti-
mization of linearly elastic structures. Part II: Shape definition and adaptivity. Com-
puting Systems in Engineering 2 (1991) 41-56.

Hinton, E., Sienz, J., Hassani, B.: Fully integrated design optimization for engineering
structures. In: [258] 1-21.

197



[125]

[126]

[127]

[128]

[129]
[130]

[131]

[132}

[133]

[134]

[135]

[136]
[137]

[138]
[139]

. [140]

[141]

[142]

Hornlein, HR.EM.: Optimalititskriterien in der Strukturoptimierung. In: Computer-
unterstiitzte Strukturoptimierung, COMETT-Seminarunterlagen, Thurnau/Bayreuth,
13.-15. September 1995.

Hughes, T.J.R.: The finite element method — linear static and dynamic finite element
analysis. London: Prentice-Hall, 1987.

Huiskes, R., Weinans, H. Grootenboer, H.J., Dalstra, M., Fudala, B., Sloof, T.J.. Adap-
tive bone-remodeling theory applied to prosthetic—design analysis. J. Biomechanics 22
(1987) 1135-1150.

Imam, M.H.: Three—dimensional shape-optimization. Int. J. Num. Meth. Eng. 18
(1982) 661-673.

Jiger, J.: Elementare Topologie. Paderborn: Schoningh, 1980.

Jog, C.S., Haber, R.B., Bendspe M.P.: Topology design with optimized, self~adaptive
materials. Int. J. Num. Meth. Eng. 37 (1994) 1323~1350.

Jog, C.S., Haber, R.B.: Stability of finite element models for distributed—parameter op-
timization and topology design. Comp. Meth. Appl. Mech. Eng. 130 (1996) 203-226.
Kawabe, Y., Yoshida, S.: Structural optimization by density distribution for maximiza-
tion of natural frequency. ASME J. Mech. Design 118 (1996) 157-159.

Kikuchi, N., Chung, K.Y., Torigaki, T., Taylor, J.E.. Adaptive finite element methods
for shape optimization of linearly elastic structures. Comp. Meth. Appl. Mech. Eng. 57
(1986) 67-89.

Kikuchi, N.: Generalized layout optimization of elastic structures by the homogeniza-
tion method. Lecture Notes, Department of Mechanical Engineering and Applied
Mechanics, University of Michigan, USA, 1992.

Kimmich, S.: Strukturoptimierung und Sensibilititsanalyse mit finiten Elementen.
Dissertation, Bericht Nr. 12 (1990). Institut fiir Baustatik, Universitit Stuttgart, 1990.
Kirsch, U.: Optimal topology of structures. Appl. Mech. Rev. 42 (1989) 223-239.
Kirsch, U.: Structural optimization: fundamentals and applications. Berlin: Springer,
1993.

Kirsch, U.: Singular and local optima in structural optimization. In: [291] 150-160.
Klarbring, A., Peterson, J. Rénnqgvist, M.: Truss topology optimization involving uni-
lateral contact ~ numerical results, In; [193] 129-134.

Kleiber, M., Antinez, H, Hien, T.D., Kowalczyk, P.: Parameter sensitivity in nonlinear
mechanics. Chichester: Wiley, 1997.

Kodiyalam, S., Parthasarathy, V.N.: Optimized/adapted finite elements for structural
shape optimization. Finite Elements in Analysis and Design 12 (1992) 1-11.

Kohli, H.S., Carey, G.F.: Shape optimization using adaptive shape refinement. Int. J.
Num. Meth. Eng. 36 (1993) 2435-2451.

198



[143]

[144]

[145]

[146]

[147]
[148]

[149]

[150]

[151]

[152]

[153]

[154]

[155]

[156]

[157]

[158]

[159]

Kohn, R.V, Strang, G.: Optimal design for torsional rigidity. In: Atluri, S.N., Gallagher,
R.H. Zienkiewicz, O.C. (Hrsg.) Hybrid and mixed finite element methods, 281-288.
Chichester: Wiley, 1983.

Kohn, R.V,, Strang, G.: Optimal design and relaxation of variational problems, I-IIL.
Comm. Pure Appl. Math. 39 (1986) 113-137, 139-182, 353-377.

Kompfner, T.: Ein finites Elementmodell fiir die geometrisch und physikalisch nicht-
lineare Berechnung von Stahlbetonschalen. Dissertation, Bericht 2 (1983). Institut fiir
Baustatik, Universitit Stuttgart, 1983.

Kumar, A.V., Gossard, D.C.: Synthesis of optimal shape and topology of structures.
ASME J. Appl. Mech. 118 (1996) 68-74.

Lakes, R.S.: Materials with structural hierarchy. Nature 361 (1993) 511-515.
Luenberger, D.G.: Linear and nonlinear programming. Reading, Massachusetts: Addi-
son—Wesley, 1984.

Lund, E.: Finite element base design sensitivity analysis and optimization. Dissertation,
Report No. 23. Institute of Mechanical Engineering, Aalborg University, Ddnemark,
1994,

Lurie, K.A.: On the optimal distribution of the resistivity tensor of the working sub-
stance in a magnetohydrodynamic channel. J. Appl. Math. Mech. 34 (1970) 255-274.
Lurie, K.A.: Optimal design of elastic bodies and the problem of regularization.
Wissenschaftliche Zeitschrift, Technische Hochschule Leipzig 4 (1980) 339-347.
Ma, Z.~D., Kikuchi, N., Cheng, H~C., Hagiwara, I.: Topological optimization tech-
nique for free vibration problems. ASME J. Appl. Mech. 62 (1995) 200-207.

Ma, Z.-D., Kikuchi, N., Cheng, H~C.: Topological design for vibrating structures.
Comp. Meth. Appl. Mech. Eng. 121 (1995) 259-280.

Malvern, L.E.: Introduction to the mechanics of a continuous medium. London: Pren-
tice~Hall, 1969.

Marsden, J.E., Hughes, T.J.R.: Mathematical foundations of elasticity. London: Pren-~
tice—Hall, 1983.

Mathiak, G., Schnack E.: An adaptive composition of unknown boundaries for shape
optimization of three~dimensional clastic structures. In: [193] 365-370.

Mathiak, G.: A composition strategy applied to 3D shape optimization using the bound-
ary element method and nested design models. Dissertation. Aachen: Shaker, 1996.
Mattheck, C., Burkhardt, S.: A new method of structural optimization based on bio-
logical growth. Int. J. Fatigue 12 (1990) 185-190.

Mattheck, C., Baumgartner, A., Walther, F.: Bauteiloptimierung durch Simulation bio-
logischen Wachstums. In: Kull, U., Ramm, E., Reiner, R. (Hrsg.) Evolution und Opti-
mierung — Strategien in Natur und Technik, 107-120. Stuttgart: Wissenschaftliche
Verlagsgesellschaft Stuttgart, 1995.

199



[160]

[161]

[162]

{163]

[164]

[165]

[166]

[167]

[168]
[169]

[170]

(171}
[172]

[173]

[174}

[175]

Matzenmiller, A.: Ein rationales Losungskonzept fiir geometrisch und physikalisch
nichtlineare Strukturberechnungen. Dissertation, Bericht Nr. 8 (1988). Institut fiir Bau-
statik, Universitit Stuttgart, 1988.

Maute, K.: Heuristische Ingenieurverfahren in der Tragwerksgenese - Ihre Funktion
und ihre Grenzen. Studienarbeit. Institut fiir Computer-Anwendung, Universitit Stutt-
gart, 1991,

Maute, K. (Red.): Topologie~Workshop, ein Ansatz zur Entwicklung alternativer
Strukturen. Konzepteheft Nr. 44 des Sonderforschungsbereiches 230, Universitét
Stuttgart, 1994.

Maute, K., Ramm, E.: Topology optimization of plate and shell structures. In: Abel,
J.F., Leonhard, J.W., Penalba, C.U. (Hrsg.) Spatial, lattice and tension structures ~Pro-
ceedings of the TASS—ASCE international symposium, Atlanta, April 1994, 946-955.
New York: American Society of Civil Engineering, 1994.

Maute, K., Ramm, E.: Topology optimization - a general tool in structural design. In:
Mang, H., Bicanic, N., de Borst, R. (Hrsg.) Computational modelling of concrete struc-
tures, Proceedings of the Buro~C 1994, 22.-25. Mérz 1994, Innsbruck, Osterreich,
805-824. Swansea: Pineridge Press, 1994.

Maute, K., Ramm, E.: Adaptive techniques in topology optimization. In: [291]
121-131.

Maute, K.; Ramm, E.: General shape optimization — an integrated model for topology
and shape optimization. In: {193} 299-306.

Maute, K., Ramm, E.: Adaptive topology optimization. Struct. Optim. 10 (1995)
100-112.

Maute, K., Ramm, E.: Adaptivity in structural optimization. In : {259} 227 - 237.
Maute, K., Ramm, E.: Adaptive topology optimization of shell structures. AIAA J. 35
(1997) 1767-1773.

Maute, K., Schwarz, S., Ramm, E.: Adaptive topology optimization of elastoplastic
structures. Struct. Optim. 15 (1998) 81-91.

Maxwell, C.: Scientific Papers I. Cambridge: Cambridge Univ. Press, 1869.

Mayer, R.R., Kikuchi, N., Scott, R.A.: Application of topology optimization tech-
niques to structural crashworthiness. Int. J. Num. Meth. Eng. 39 (1996) 1383-1403.
Menrath, H., Maute, K., Ramm, E.: Topology optimization including elastoplasticity.
In: [195] 817-822.

Michell, A.G.M.: The limits of economy of material in frame structures. Philosophical
Magazine, Series 6, 8 (1904) 589-597.

Milton, G.: Modelling the properties of composites by laminates. In: Erickson, L.L.,
Kinderlehrer, D. Kohn, R.V., Lions, J.L.. (Hrsg.) Homogenization and effective moduli
of materials and media, 150~175. Berlin: Springer, 1986.

200



[176]
[177]
[178]

[179]
[180]

[181]
[182]
[183]
[184]
[185]
[186]
[187]

[188]

[189]
[190]
[191]

[192]

[193]

Milton, G., Kohn, R.V.; Variational bound of the effective moduli of anisotropic com-
posites. J. Mech. Phys. Solids 36 (1988) 597-629.

Mlejnek, H.P.: Accuracy of semi-analytical sensitivities and its improvements by the
“natural method”. Struct. Optim. 4 (1992) 128-131.

Mlejnek, H.P,, Schirrmacher, R.: An engineer’s approach to optimal distribution and
shape finding. Comp. Meth. Appl. Mech. Eng. 106 (1993) 1-26.

Mlejnek, H.P.: Some aspects of the genesis of structures. Struct, Optim. 5 (1993) 6469,
Mori, T., Tanaka, K.: Average stresses in matrix and average elastic energy of material
with misfitting inclusions. Acta Metallurgica 21 (1973) 571-575.

Murat, F.: Contre-expamples pour divers probléms ou le contrdle intervient dans les
cofficients. Ann. Mat. Pura et Appl. 112 (1977) 49--68.

MuBchelischwili, N.L: Einige Grundaufgaben zur mathematischen Elastizititstheorie.
Miinchen: Carl Hanser Verlag, 1971.

Neves, M.M., Rodrigues, H., Guedes, J.M.: Generalized topology design of structures
with a buckling load criterion. Struct. Optim. 10 (1995) 71~73.

Niordson, F.: Some new results regarding optimal design of elastic plates. In: [86]
380-386.

Ozakca, M.: Analysis and optimal design of structures with adaptivity; Dissertation
C/Ph/168/93. Department of Civil Engineering, University of Wales, Swansea, 1993,
Onate, E., Bugeda, G.: A methodology for adaptive mesh refinement in optimum shape
design problems. Computing Systems in Engineering 5 (1994) 91-102.

Olhoff, N.: Optimal design of vibrating rectangular plates. Int. J. Solids Structures 10
(1974) 93-109.

Otlhoff, N., Lurie, K.A, Cherkaev, A.V., Fedorov, A.V.: Sliding regimes and anisotropy
in optimal design of vibrating axisymmetric plates. Int. J. Solids Structures 17 (1981)
931-948.

Olhoff, N., Taylor, J.E.: On strdctural optimization. J. Appl. Mech. 50 (1983)
1139-1151.

Olhoff, N., Bendsge, M.P., Rasmussen, J.: On CAD-integrated structural topology and
design optimization. Comp. Meth. Appl. Mech. Eng. 89 (1991) 259-279.

Olhoff, N., Rasmussen, J.: Method of error elimination for a class of semi-analytical
sensitivity analysis problems. In: [220] 385-396.

Olhoff, N.: Concurrent engineering tools for dynarmiic analysis and optimization. Lec-
ture notes, Vol. 2., IUTAM fifth summer school on mechanics, 15.~19. August 1994,
Institute of Mechanical Engineering, Aalborg University, Danemark.

Olhoff, N., Rozvany, G.IN. (Hrsg.): Proceedings of the first world congress of structu-
ral and multidisciplinary optimization, 28. Mai— 2. Juni 1995, Goslar, Germany.
Oxford: Elsevier, 1995.

201



[194]

{195]

[196]

[197]

[198]

[199]

[200]

[201]

[202]

[203]

[204]

[205]

[206]

{207}

[208]

[209]

Ou, J.-S., Kikuchi, N.: Integrated optimal structural and vibration control design.
Struct. Optim. 12 (1996) 209-216.

Owen, D.R.J,, Oiiate, E., Hinton, E. (Hrsg.): Proceedings of the fifth international con-
ference on computational plasticity COMPLAS, 17.-20. Mrz 1997, Barcelona,
Spanien. Barcelona: CIMNE, 1997.

Papalambros, P.Y., Chirehdast, M.: Integrated structural optimization systems. In: [29]
501-514.

Patnaik, S.N., Guptill, D.J., Berke, L.: Merits and limitations of optimality criteria
method for structural optimization. Int. J. Num. Meth. Eng. 38 (1995) 3087-3120.
Pedersen, P.: On optimal orientation of orthotropic materials. Struct. Optim. 1 (1989)
101-106.

Pedersen, P. (Hrsg.): Optimal design with advanced materials. Proceedings of the
TUTAM symposium on optimal design with advanced materials, 18-22 August 1992,
Lyngby, Dinemark. Amsterdam: Elsevier, 1993.

Ploch, J.: Entwurf und Konstruktion einer Betonbriicke unter Verwendung von Topolo-
gieoptimierungsverfahren. Diplomarbeit. Institut fiir Konstruktion und Entwurf II,
Institut fiir Baustatik, Universitit Stuttgart, 1997.

Prager, W., Taylor, J.E.: Problems of optimal structural design. J. Appl. Mech. 35
(1968) 102-106.

Prager, W., Rozvany, G.I.N.: Optimization of structural geometry. In: Bednarek, A.R.,
Cesari, L. (Hrsg.) Dynamical systems, 265-293. New York: Academic Press, 1977.
Querin, O.M, Steven, G.P, Xie, Y.M.: Topology optimisation of structures with mate-
rial and geometric non-linearities. In: [292] 1812-1818.

Ramm, E.: Geometrisch nichtlineare Elastostatik und Finite Elemente. Habilitations-
schrift, Bericht Nr. 76-2. Institut fiir Baustatik, Universitit Stuttgart, 1976.

Ramm; E., Bletzinger, K.~U., Reitinger, R.: Shape optimization of shell structures.
IASS ~ Bulletin 34 (1993) 103~121.

Ramm, E., Bletzinger, K.~U., Reitinger, R., Maute, K.: The challenge of structural opti-
mization. In: [257] 27-52.

Ramm, E., Cirak, E: Adaptivity for nonlinear thin~walled structures. In: [195]
145-163.

Rammerstorfer, F.G., Bohm, H.J.: Micro-mechanics for the imacro—material descrip-
tion. In: Hult J., Rammerstorfer, FG. (Hrsg.) Engineering mechanics of fiber rein-
forced polymers and composite structures. CISM courses and lectures 328. Wien:
Springer, 1994.

Rehle, N.: Adaptive Finite Element Verfahren bei der Analyse von Flichentragwerken.
Dissertation, Bericht Nr. 20 (1996). Institut fiir Baustatik, Universitit Stuttgart, 1996.

202



[210]

[211}

[212]

[213]

[214]

[215]

[216]

[217]

[218]

[219]

[220]

[221]

[222]

[223]

{224}

[225]

[226]

[227}

Reiter, R.T., Rammerstorfer, F.G.: Simulation of natural adaptation of bone material
and application in optimum composite design. In: [199] 25-36.

Reiter, T.J.: Functional Adaptation of Bone and Application in Optimum Structural
Design. Dissertation. Fakultit Maschinenbau, Technische Universitit Wien, 1995,
Reitinger, R.: Stabilitit und Optimicrung imperfektionsempfindlicher Tragwerke.
Dissertation, Bericht Nr. 17 (1994). Institut fiir Baustatik, Universitit Stuttgart, 1994,
Ringertz, U.T.: On finding the optimal distribution of material properties. Struct,
Optim. 5 (1993) 265-267.

Rodrigues, H., Fernandes, P.: A material based model for topology optimization of ther-
moelastic structures. Num. Meth. Eng. 38 (1995) 1951-1965.

Rosen, D.W., Grosse, L.R.: A feature based shape optimization technique for the con-
figuration and parametric design of flat plates. Eng. with Comp. 8 (1992) 81-91.
Rossow, M.F., Taylor, J.E.: A finite element method for the optimal design of variable
thickness sheets. ATAA J. 11 (1973) 1566-1568.

Rozvany, G.LN., Ong, T.G., Szeto, W.T., Sandler, R., Olhoff, N., Bendsge, M.P.:
Least-weight design of perforated elastic plates, I-11. Int. J. Solids Structures 23 (1987)
521-536, 537-550.

Rozvany, G.LN.: Structural design via optimality criteria. Dordrecht: Kluwer, 1989.
Rozvany, G.IN., Zhou, M., Birker, T.: Generalized shape optimization without homo-
genization. Struct. Optim. 4 (1992) 250-252.

Rozvany, G.I.N.: Optimization of large structural systems. Dordrecht: Kluwer Aca-
demic Publishers, 1993.

Rozvany, G.LN., Bendsge, M.P, Kirsch, U.: Layout optirhization of structures. Appl.
Mech. Rev. 48 (1995) 41-119.

Rozvany, G.LN., Zhou, M.: Advances in overcoming computational pitfalls in
topology optimization. In: [292] 1122-1132.

Salagame, R.R., Belegundu, AD.: A simple p-adaptive refinement procedure for
structural shape optimization. Finite Elements in Analysis and Design 24 (1997)
133-135.

Sanchez—Palencia, E.: Non-homogeneous media and vibration theory. Lecture Notes
in Physics, 127. Berlin: Springer, 1980.

Schlaich, ., Schifer, K.: Konstruieren im Stahlbetonbau. In: Betonkalender 1984, Teil
11, 787-1005. Berlin: Ernst & Sohn, 1984

Schittkowski, K.: NLPQL: A FORTRAN subroutine for solving constrained nonlinear
programming problems. Ana. Oper. Res. 5 (1985) 485-500.

Schittkowski, K., Zillober, C., Zotemantel, R.: Numerical comparison on nonlinear
programming algorithms for structural optimization. Struct. Optim. 7 (1994) 1-28.

203



[228]

[229]

[230]

[231]

[232]

[233]

[234]

[235]

[236]

[237]

[238]

[239]

[240]

[241]

[242]

Schroder, J.: Theoretische und algorithmische Konzepte zur phdnomenologischen Be-
schreibung anisotropen Materialverhaltens. Dissertation, Bericht Nr.: I-1. Institut fiir
Mechanik (Bauwesen), Universitdt Stuttgart, 1996,

Schumacher, A.: Topologicoptimierung von Bauteilstrukturen unter Verwendung von
Lochpositionierungskriterien. Dissertation, Bericht Nr. T09-01.96. FOMAAS, Uni-
versitdt — Gesamthochschule Siegen, 1996.

Schwarz, S.: Mechanisch orientierte Ansitze zur Beschreibung der Forminderung in
der Strukturoptimierung. Diplomarbeit. Institut fiir Baustatik; Universitit Stuttgart,
1996.

Seyranian, A.P,, Lund, E., Olhoff, N.: Multiple eigenvalues in structural optimization
problems. Struct. Optim. § (1994) 207-227.

Sienz, J.: Integrated structural modelling, adaptive analysis and shape optimization.
Dissertation, C/Ph/181/94. Department of Civil Engineering, University of Wales,
Swansea, 1994,

Sigmund, O.: Design of material structures using topology optimization. Dissertation,
Report S 69. Danish Center for Applied Mathematics and Mechanics, Technical Uni-
versity of Denmark, 1994.

Sigmund, O.: Materials with prescribed constitutive parameters: an inverse homogeni-
zation problem. Int. J. Solids and Structures 31 (1994) 2313-2329.

Simo, J.C., Taylor, R.L.: A return mapping algorithm for plane stress elastoplasticity.
Int. J. Num, Meth. Eng. 22 (1986) 649-670.

Soto, C.A., Diaz, A.R.: On the modelling of ribbed plates for shape optimization.
Struct. Optim. 6 (1993) 175-188.

Soto, C.A,, Diaz, AR.: Optimum layout and shape optimization of plate structures
using homogenization. In: [29] 407-420.

Stadler, W.: Multicriteria optimization in engineering and in the sciences. London:
Plenum Press, 1988.

Stein, E. Ohnimus, S.: Dimensionsadaptivitit bei elastischen Schalen in Stérbereichen.
ZAMM 75 (1995) 33-36.

Suquet, P.M.: Elements of homogenization for inelastic solid mechanics. In: Sanchez—
Palencia, E.; Zaoui, A. (Hrsg.) Homogenization techniques for composite media,
193--278. Berlin: Springer, 1987.

Suzuki, K., Kikuchi, N., Bendsge, M.P.: OPTISHAPE 2D - User’s manual. University
of Michigan, Ann Arbor, 1988.

Suzuki, K., Kikuchi, N.: Generalized layout optimization of three—dimensional shell

structures. In: Komkov, V. (Hrsg.) Geometric aspect of industrial design, 62--88. Phila-
delphia: SIAM, 1991.

204



[243]

[244]

[245]

[246]

[247]
[248]

[249]
[250]

[251]

1252]

[253]

[254]

[255]

[256]

[257]

[258]

[259]

Suzuki, K., Kikuchi, N.: A homogenization method for shape and topology optimiza-
tion. Comp. Meth. Appl. Mech. Eng. 93 (1991) 291-318.

Swan, C.C., Kosaka, I.: Topology Optimization for Discrete, Symmetric and Stable
Material Layout Designs. In: [259] 167~176.

Swan, C.C,, Arora, J.S.: Topology design of material layout in structured composites
of high stiffness and strength. Struct, Optim. 13 (1997) 45-59.

Swan, C.C., Arora, J.S., Koska, I. Huang, M.-W.: Structural topology design of civil
structures using SLP and classical mixing rules. Wird veroffentlich in: Finite Elements
in Analysis and Design 1997,

Szabo, 1.: Geschichte der mechanischen Prinzipien. Basel: Birkhauser, 1979.

Tartar, L.: Problemes de contréle des coefficients dans les equations aux dérivées par-
tielles. In: Bensoussan, A., Lions, J.L. (Hrsg.) Control theory, numerical methods, and
computer system modelling. Lecture notes in economics and mathematical systems
107, 420-426. New York: Springer, 1975.

Taylor, J.E.: Truss topology design for elastic/softening materials. In: [29] 451-467.
Taylor, J.E., Washabaugh, P.D.: Analysis and design of trussed structures made of
elastic/stiffening materials. Struct. Optim. 8 (1994) 1-8.

Teichmann, K., Wilke, J.: ProzeB und Form “Natiirlicher Konstruktionen” — Der
Sonderforschungsbereich 230. Berlin: Ernst & Sohn, 1996,

Tenek, L.H., Hagiwara, L.: Optimization of material distribution with isotropic and ani-
sotropic plates using homogenization. Comp. Meth. Appl. Mech. Eng. 103 (1993)
155-167.

Tenek, L.H., Hagiwara, L: Static and vibrational shape and topology optimization using
honogenization and mathematical programming. Comp. Meth, Appl. Mech. Eng. 109
(1993) 143-154,

Tenek, L.H., Hagiwara, I.: Optimal rectangular plate and shallow shell topologies using
thickness distribution or homogenization. Comp. Meth. Appl. Mech. Eng. 115 (1994)
111124,

Thierauf, G., Cai, J.: Parallel evolution strategies for solving structural optimization.
Engineering Structures 19 (1997) 318-324.

Thomsen, J.: Topology optimization of structures composed of one or two materials.
Struct. Optim. 5 (1992) 108-115.

Topping, B.H.V., Papadrakakis, M. (Hrsg.): Advances in structural optimization. Edin-
burgh: Civil-Comp Press, 1994,

‘Topping, B.H.V., Khan, A.I, De Barros Leite, J.P.: Topological design of truss struc-
tures using simulated annealing. Struct. Eng. Rev. 8 (1996) 301314,

Topping, B.H.V. (Hrsg.): Advances in structural engineering optimization. Edinburgh:
Civil-Comp Press, 1996.

205



[260]

[261]

[262]

[263]

[264]

[265]

[266]

[267]

[268]

[269]

[270]

{271]

[272]

[273]

[274}

[275]

[276]

Tsay, J.J., Arora, J.S.: Nonlinear structural design sensitivity analysis for path depen-
dent problems, part I: general theory. Comp. Meth. Appl. Mech. Eng. 81 (1990)
183-208.

Ulrich, G.: Topologicoptimierung von Stabwerken mit Evolutionsstrategien. Diplom-
arbeit. Institut fiir Baustatik, Universitit Stuttgart, 1997.

Umetani, Y., Hirai, S.: An adaptive shape optimization method for structural material
using the growing-reforming procedure. In: Proceedings of the JSME-ASME Applied
Mechanics Western Conference, 359-365. 1975.

Vanderplaats, G.N.: Numerical optimization techniques for engineering design: with
applications. New York: McGraw-Hill, 1984,

van Keueln, F., Hinton, E.: Topology design of plate and shell structures using the hard
kill method. In: [259] 177-188.

Velte, W., Villaggio, P:: Are the optimum problems in structural design well posed ?
Arch. Rat. Anal. 78 (1982) 199-211.

Verfiirth, R.: A review of a posteriori error estimation and adaptive mesh—refinement
techniques. Chichester: John Wiley, Stuttgart: B.G. Teubner, 1995.

Vidal, C.A., Haber, R.B.: Design sensitivity analysis for rate-independent elasto-
plasticity. Comp. Meth. Appl. Mech. Eng. 107 (1993) 393-431.

Vigdergauz, S.: Two-dimensional grained composites of extreme rigidity. ASME J.
Appl. Mech. 61 (1994) 350-394.

Wagner, W.: Zur Behandlung von Stabilititsproblemen der Elastostatik mit der
Methode der Finiten Elemente. Habilitation, Bericht Nr. F 91/1. Forschungs— und
Seminarberichte aus dem Bereich der Mechanik, Universitit Hannover, 1991.
Weber, M.: Herstellung von Metallschiumen und Beschreibung der Werkstoffeigen-
schaften. Dissertation. Fakultdt fiir Bergbau, Hiittenwesen und Maschinenwesen, Tech-
nische Universitit Clausthal, 1995.

Weck, M., Feldermann, J.: Anwendungsméglichkeiten von adaptiven Finite-Element—
Verfahren bei der Strukturoptimierung. Konstruktion 41 (1989) 325-331.

Weck, M., Kélsch, G.: Automatische Auslegung optimaler Bauteilstrukturen. VDI-Z
134 (1992) 111-116.

Weck, M., Biilenschiitt, A.; Application of basic shape concept to practical shape opti-
mization problems. In: [193] 315-322.

Wiedemann, J.: Leichtbau. Band 2: Konstruktion. Berlin: Springer, 1989.
Wieghardt, K.: Ein Konzept zur interaktiven Formoptimierung kontinuierlicher Struk-
turen. Dissertation, Mitteilungen Nr. 95-3. Institut flir konstruktiven Ingenieurbau,
Ruhr-Universitit Bochum, 1995.

Willis, J.R.: Bounds and self-consistent estimates for the overall properties of aniso-
tropic composites. J. Mech. Phys. Solids 25 (1977) 185-202.

206



[277]

[278]

[279]

[280]

[281]

[282]

[283]

[284]

[285]

[286]

[287]

[288]

[289]

[290]

[291]

{292]

Xie, Y.M., Steven, G.P.: A simple evolutionary procedure for structural optimization.
Comp. & Struct. 49 (1993) 885-896.

Xie, Y.M., Steven, G.P.: A simple approach to structural frequency optimization.
Comp. & Struct. 53 (1994) 1487--1491.

Yang, R.J.; Chuang, C.H.: Optimal topology design using linear programming. Comp.
& Struct. 52 (1994) 265-275. ’

Yang, R.J., Chahande, A.I: Automotive applications of topology optimization. Struct.
Optim. 9 (1995) 245-249.

Yang, R.J., Chen, C.J.: Stress-based topology optimization. Struct. Optim. 12 (1996)
98-105.

Yang, R.J., Chen, C.J.,, Lee, C.H.: Bead pattern optimization. Struct. Optim, 12 (1996)
217-221.
Youn, S.—K., Park, S.—H.: A study on the shape extraction process in the structural
topology optimization using, homogenized material. Comp. & Struct. 62 (1997)
527-538.

Yuge, K.; Kikuchi, N.: Optimization of a frame structure subjected to a plastic deforma-
tion. Struct. Optim. 10 (1995) 197-208.

Zhang, S., Belegundu, A.D.: A systematic approach for generating velocity fields in
shape optimization. Struct. Optim. 5 (1992) 84-94.

Zhang, W.—H., Beckers, P, Fleury, C.: A unified parametric design approach to struc-
tural shape optimization. Int. J. Num. Meth. Eng. 38 (1995) 2283-2292.

Zhou, M., Rozvany, G.LN.: The COC-algorithm, part II: topological, geometrical and
generalized shape optimization. Comp. Meth. Appl. Mech. Eng. 89 (1991) 309-336.
Zienkiewicz, O.C., Campbell, I.S.: Shape optimization and sequential linear program-
ming. In: Gallagher, R.H., Zienkiewicz, O.C. (Hrsg.) Optimum structural design.
109-126. New York: Wiley, 1973.

Zienkiewicz, 0.C., Zhu, J.Z.: A simple error estimator and adaptive procedure for prac-
tical engineering analysis. Int. J. Num. Meth. Eng. 24 (1987) 337-357.

Zienkiewicz, O.C., Taylor, R.L.: The finite elemént method I, II. London: McGraw—
Hill, 1989.

AIAA: Proceedings of the 5th ATAA/USAF/NASA/ISSMO symposium on multidisci-
plinary analysis and optimization, 7.-9. September 1994, Panama City, Florida. ATAA,
1994.

AIAA: Proceedings of the 6th ATAA/NASA/ISSMO Symposium on Multidisciplinary
Analysis and Optimization, 4.—6. September 1996, Bellevue, USA. AIAA, 1996.

207



Bildnachweis

Seite 1 Knochen — Femur: Archiv des Instituts fiir Leichte Flichentragwerke, Uni-
versitét Stuttgart, 1995,

Seite 1 Kieselalge: Otto, F.: Natiirliche Konstruktionen. Stuttgart: DVA, 1982.

Seite 74 Metallschaum: Informationsheft des Instituts fiir Angewandte Material-

forschung, Fraunhofer—Gesellschaft, Bremen, 1994.

208



A Anhang

Al “Bubble”’-Methode

In den vergangenen Jahren wurden iiberwiegend Verfahren der materiellen Topologieopti-
mierung eingesetzt, um den grundlegenden Aufbau von kontinuierlichen Tragwerken zu
bestimmen. Die Approximation der Geometrie des Tragwerks iiber die Materialverteilung im
Entwurfsraum erméglicht es einerseits, beliebig komplexe Topologien zu erzeugen. Anderer-
seits sind die Ergebnisse dieser Verfahren oftmals nicht eindeutig und miissen, beispielsweise
durch einen abschliéBenden Formoptimierungsschritt, nachbehandelt werden. Bei den geo-
metrischen Verfahren der Topologieoptimierung wird das Tragwerk direkt iiber die Form der
Kanten und Oberfldchen beschrieben. Der Aufbau und die Form des Tragwerks kénnen mit
wenigen Optimierungsvariablen eindeutig bestimmt werden.

Die Vorgehensweise sowie die Eigenschaften der geometrischen Ansitze in der Topologieopti-
mierung werden am Beispiel der von Eschenauer et al. [88] und Schumacher [229] entwickelten
“bubble”-Methode erldutert. Die Vorgehensweise der “bubble-Methode” gliedert sich im
wesentlichen in zwei Schritte:

»  DieForm des Tragwerks wird mit einem CAGD—orientierten Ansatz fiir die aktuelle Topolo-
gie optimiert.

* Die Topologie des Tragwerks wird geéndert, indem ein oder mehrere kleine Lcher in das
Tragwerk eingebracht werden.

Diese Prozedur wird so lange wiederholt, bis die Zielfunktion durch zusiitzliche Locher nicht
mehr verbessert werden kann oder eine maximale Anzahl von Lachern erreicht ist. Die Grund-
idee der “bubble-Methode” beruht auf dem Saint-Venant-Prinzip, wonach der globale Span-
nungszustand nicht gestért wird, wenn ein gentigend kleines Loch, das sogenannte “bubble”,
eingebracht wird. Das neue Loch wird dort positioniert, wo der Gradient der Lagrange—Funk-
tion beziiglich der GroBe des “bubbles” ein Minimum einnimmt. Die optimale Position des
“bubbles” kann fiir den Fall, daB das Loch gegeniiber den Abmessungen des gesamten Trag-
werks geniigend klein ist, analytisch berechnet werden (Bild A.1 ). Das Spannungsfeld liegt
fiir eine unendlich ausgedehnte Scheibe mit kreisférmiger Anssparung analytisch vor (MuBche-
lischwili [182]). Die Spannungen Og, in Umfangsrichtung auf dem Kreis sind:

Og = (0 + 0y) = 2 (0] — 0,)cos(2©) ' (A1)

Mit 0}, 0, sind die Spannungen im Unendlichen in Richtung des globalen, kartesischen Koor-
dinatensystems bezeichnen. Die Spannungen o, in radialer Richtung und die Schubspannungen
O,g entlang des Lochrandes sind Null. Dieses mechanische Modell beschreibt ebenfalls den
Spannungszustand um ein infinitesimal kleines “bubble” in einer Scheibe von endlicher GroBe.
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Bild A.1: Spannungsverteilung um ein infinitesimal kleines kreisformiges Loch

Fiir die Optimierungsaufgabe “Minimale Dehnungsenergie bei konstanter Masse” kann hieraus
der Gradient der Lagrange—Funktion beziiglich dem Radius des Loches in Abhingigkeit von
den Randspannungen oy, o, analytisch ermittelt werden (Schumacher [229]). Im Optimum
ist der Gradient Null. Daher wird der Betrag des Gradienten als Kriterium &, herangezogen,
um die Position x; des neuen Loches zu bestimmen. Das “bubble” wird dort eingesetzt, wo
die charakteristische Funktion ®(x,0,,0,) ein Minimum annimmt.

min @, = L [ (0, +0,)° +2 (o) - 02)2] (A2)
In gleicher Weise konnen charakteristische Funktionen fiir elliptische oder dreieckige Locher
hergeleitet werden. Fiir komplexere Optimierungsaufgaben ist es sehr aufwendig oder nicht
mdglich, ein analytisches Lochpositionierungskriterium herzuleiten. Statt dessen kann die
Position des “bubbles” in einem separaten Formoptimierungsschritt ermittelt werden, wobei
lediglich die Koordinaten des “bubbles” die Optimierungsvariablen darstellen.

Die Vorgehensweise der “bubble”~Methode wird an einem Beispiel zur Maximierung der
Steifigkeit eines Scheibentragwerks veranschaulicht (Bild A.2). Die Masse im Entwurfsraum
ist konstant. Eine vertikale Last greift in der Mitte der rechten Kante an. Die untere linke
Ecke des Tragwerks ist fest eingespannt, die obere linke Ecke horizontal gelagert. Die Auflager
werden im Optimierungsprozef mit den entsprechenden Eckpunkten bewegt. Das Tragwerk
ist zur horizontalen Mittelachse symmetrisch. Fiir den ersten Formoptimierungsschritt werden
die variablen Kanten, d.h. der obere und untere Rand des Startentwurfs, mit jeweils einem
kubischen Bézier-Spline diskretisiert. Das Optimierungsproblem wird mit dem in Abschnitt
2.1 beschriebenen SQP—Verfahren gelost. Der Diskretisierungsfehler der Energienorm und die
Sensitivitdt des Fehlers werden nach dem in Abschnitt 6.1 erlduterten Verfahren kontrolliert.
Der Verlauf der Dehnungsenergie ist bezogen auf die des Startentwurfs dargestellt. Nachdem
die optimale Form fiir die aktuelle Topologie gefunden ist, wird ein “bubble” im Bereich der
Lasteinleitung eingebracht. Die Position des “bubbles” nach dem Lochpositionierungskriterium
.®,, entspricht nahezu dem Ort mit der minimalen Energiedichte. Der riumliche Gradient der
Energiedichte ist jedoch entlang der horizontalen Symmetrieachse sehr gering, so daB das sepa-
rate Optimierungsproblem vorzeitig konvergiert, wenn die Position des “bubbles”, wie im
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vorliegenden Fall, numerisch ermittelt wird. Ein weiteres Problem der numerischen Lochposi-
tionierung entsteht dadurch, daB die Bewegung des “bubbles” in bezug auf seine Abmessung
sehr groB ist. Daher miissen eine Vielzahl von FE-Netzen im Optimierungsproze erzeugt
werden (—> Abschnitt 6.1). In einem abschlieBenden Formoptimierungsschritt werden die
dufleren Konturen und die Form des “bubbles”, das mit zwei kubischen Bézier-Splines diskre-
tisiert ist, optimiert. ‘

Zielfunktion: Steifigkeit
li - Nebenbedingung: Masse ™ = 50%
l Kantenldnge: a = 10.0
. . . . Auflager: b= 1.0
Querdehnzahl: v = 03

1. Formoptimierung

Dehnungsenergie [%]
A 100
I :
g2 Ei‘
I i
1 5 10
Iterationen
2. Positionierung eines “bubbles”
Positionierungskriterium Energiedichteverteilung

@ Minimum

Dehnungsenergie [%]

100
15 10 15 20
Iterationen

Bild A.2: Beispiel zur “bubble”-Methode
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Die “bubble”-Methode stellt einen vor allem fiir anwendungsorientierte Optimierungspro-
bleme interessanten Ansatz dar, um mit wenigen Optimierungsvariablen eindeutige und glatte
Tragwerke zu generieren. Der Optimierungsprozef} kann interaktiv kontrolliert werden, Zudem
konnen die Position von Auflagern sowie Kanten— und Oberflichenlasten optimiert werden.
Dennoch ist die “bubble”~Methode insbesondere von einem theoretischen Standpunkt aus um-
stritten, da das beliebig diskontinuierliche Topologieoptimierungsproblem keine geometrische
Losung besitzt (— Abschnitt 3.3), Dariiber hinaus wird ein Loch endlicher GroBe in das Trag-
werk eingebracht, um dessen Topologie zu veréindern. Dies stellt jedoch im Rahmen einer
Lagrange-Beschreibung einen diskontinuierlichen, irreversiblen Schritt im Optimierungs-
prozeB dar (— Abschnitt 2.2). Das Saint-Venant-Prinzip wird herangezogen, um die Position
eines infinitesimal kleinen “bubbles” aus einer lokalen Betrachtung des Spannungszustandes
zu bestimmen. Das “bubble” erhilt jedoch im anschlieenden Formoptimierungsschritt eine
endliche Grofie und beeinflufit daher das gesamte Tragverhalten. Neben diesen theoretischen
Problemen weist die “bubble”~Methode auch aus algorithmischer Sicht einige Schwachpunkte
auf. So ist die numerische Ermittlung der Position eines “bubbles” sehr aufwendig und erfordert
ein duflerst robustes Formoptimierungsverfahren. Zudem stagniert die Suche nach der opti-
malen Position des “bubbles” oftmals vorzeitig, da die Gradienten der Lagrange~Funktion
beztiglich der Koordinaten des “bubbles” in groBen Bereichen des Tragwerks klein sind. Die
Grofle des “bubbles” nimmt im anschliefenden Formoptimierungsschritt erheblich zu. Der-
artige Optimierungsprozesse konnen nur dann kontrolliert werden, wenn die Formenvielfalt
und die Anzahl der Locher im Tragwerk erheblich eingeschrinkt werden.

Die Kombination von adaptiver Topologie— und Formoptimierung stellt einen Ansatz dar, um
die Vorteile der “bubble”-Methode und der materiellen Topologicoptimierung miteinander
zu verbinden (—= Abschnitt 6.2). Im Gegensatz zur “bubble”-Methode werden Locher, die
bereits cine nahezu optimale Groe und Form besitzen, mit der adaptiven, materiellen Topo-
logieoptimierung in das Tragwerk eingebracht. Die Form des Tragwerks wird im Detail mittels
Formoptimierung bestimmt, wobei die Forminderungen im Optimierungsprozel weitaus
geringer sind, als dies bei der “bubble”~Methode der Fall ist.

A2  Michell-Strukturen

Die Arbeiten Michells sind fiir die Topologieoptimierung in zweierlei Hinsicht von groBer
Bedeutung. Zum einen wirkten sich die Ergebnisse Michells erheblich auf die Entwicklung
der gesamten Strukturoptimierung aus. Zum anderen stellen Michell-Strukturen unter den in
der “Layout”~Optimierung getroffenen Annahmen Referenzlésungen fiir Tragwerke mit mini-
malem Gewicht und maximaler Steifigkeit bei maximal zuldssigen Spannungen fiir einen Last-
fall und linear elastischem Strukturverhalten dar. Im folgenden Abschnitt werden die wesent-
lichen Eigenschaften von Michell-Strukturen untersucht und dabei die typische
Vorgehensweise der “Layout”-Optimierung erldutert. Die Hetleitung der von Michell [174]
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1904 formulierten Bedingungen fiir ein Tragwerk mit minimalem Gewicht bei maxima) zulis-
sigen Spannungen orientiert sich an den Arbeiten von Cox [66] und Hemp [119].

Die Entwurfstheorie von Michell beruht auf der Vorstellung eines kontinuierlich mit Stiben
belegten, zweidimensionalen Entwurfsraums. Im folgenden wird zunéchst von einem ebenen
Fachwerk mit einer endlichen Anzahl von Stiben n, und Knoten n, ausgegangen und an-
schlieBend der Grenzfall n;,ny — o betrachtet. Es sind die Stibe in der Grundstruktur zu
bestimmen, die das Tragwerk mit minimalem Gewicht bilden.

o
min > pAa 5 A =0 (A3)
A

i i=1

Die Querschnittsflache der Stibe A, bilden die Optimierungsvariablen. Die Dichte p ist fiir
alle Stdbe gleich. Die Linge der Stibe wird mit a; bezeichnet. Die Nebenbedingungen sind

Maximale Zugbeanspruchung: T, -0, A =0 ; i=1,...,n (A4)

Maximale Druckbeanspruchung:  — T, — 04 A; = 0 ; i= 1,..,n (A.5)
N .

Knotengleichgewicht: Pj - Z Rij T, =0 ; j=1..,2n (A.6)

Die Stabkrifte werden mit Ty bezeichnet. Alle Stibe besitzen dieselben maximal zuldssigen
Zug-und Druckspannungen o,, 04 > 0, Die dufleren Knotenkrifte in Richtung der Koordina-
tenachsen sind mit Pj , die Mairix der Richtungskosinus mit Ry; bezeichnet. Die Ungleichheits-
nebenbedingungen (A.4),(A.5) werden durch die Einfithrung von Schiupfvariablen Tj, T

eliminiert.
T, +2T{ =0, A ; Ti=0 ; i=1l..,n (AT)
~T;+2T; =04 A, 5 Tiz0 ; i=l..,n (A.8)

Hieraus kann ein lineares Programm mit 2n, Schlupfvariablen Tj, T; als Optimierungsvaria-
blen und 2n, Gleichheitsnebenbedingungen entwickelt werden. Mit ¢ = (OZ + od)/Z folgt:

n

min Z (T, + T,) pa/o (A9)

n, )
0P = > Ry (0, Ti=ogTi)=0 : j=1..,2n (A.10)
i=1

Die zugehorige Lagrange-Funktion lautet:

L T T ) = i (Ti+T)pa /o (A.11)

i=1
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In diesem Fall werden die Optimalititskriterien aus dem dualen Problem mit 2n, Opti-

mierungsvariablen uj und 2n; Ungleichheitsnebenbedingungen hergeleitet.

2my
max Z P, u; /(€0 (A.12)
U=
2n,
D Ryu - {paEo)/o,s0 5 i=l.,n (A.13)
i=1
2n
- > Ryuy — (paga)/og=s0 ;3 i=l..n (A.14)
ji=1
n=u/(Ec?) 5 wE=z0 ;  j=1..2n (A.15)

Der Skalierungsfaktor £ ist fiir alle Knoten und Stibe gleich. In der Literatur wird v héufig
als “virtuelle Verschiebung der adjungierten Struktur” bezeichnet. Diese Bezeichnung leitet
sich aus dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen in der Form

2n m 2n )

— W@ = % Py = Ry, T;=ow® (A.16)

i=1 i=1 j=1

ab, wobei die virtuellen Verschiebungen u; kinematisch zuléssig sind (Rozvany et al. [221]).
Das duale Problem wird entsprechend dieser Interpretation als Maximierung der virtuellen
inneren Arbeit oder Minimierung der virtuellen dufleren Arbeit verstanden. Die zugehorigen
virtuellen Dehnungen der Stibe

ny

&= > Ryuw/a 5 i=l..,n (A1)
j=1

werden durch die Ungleichheitsnebenbedingungen (A.13), (A.14) begrenzt.

g — (08) /o, =0 —g — (08) fo,=0 i=1,...,n (A18)

Es konnen drei Fille im Optimum unterschieden werden, die sich aus den Kuhn-Tucker—
Bedingungen des dualen Problems ergeben.

1. g = (0g8)/o, ;0 Ti>0, T =0 ; A =T/o, (A.19)
2. &= —(08)/o, ;o Ti=03T >0 ; A=-T/og (A20)
3. —(o8)og<g <)o, ; Ti=0;Ti =0 ; A=T =0 (A.21)

214



Der Fall T{ > 0 und T; > 0 ist durch die Nebenbedingungen (A.18) ausgeschlossen. Die
Kuhn-Tucker-Bedingungen des dualen Problems bestimmen lediglich eine Menge von Stiben
mit maximaler virtueller Dehnungen. Anschlielend sind diejenigen Stiibe mittels der statischen
Gleichgewichtsbedingungen zu bestimmen, die das optimale Tragwerk bilden. Diese Vor-
gehensweise wird anschaulich bei Wiedemann [274] anhand von zahlreichen Beispielen
beschrieben.

Die Fachwerke, die den Bedingungen (A.19)~(A.21) geniigen, werden als Michell-Strukturen
bezeichnet. Die Stabquerschnitte des optimalen Tragwerks sind hinsichtlich der maximal zul4s-
sigen Spannungen ausdimensioniert. Die Forderung nach Druck— und Zugstiben mit kon-
stanten virtuellen Dehnungen fiihrt auf statisch bestimmte oder kinematische Fachwerke. Das
minimale Gewicht wird durch die maximale virtuelle innere Arbeit SW®* bzw. minimale
virtuelle duBere Arbeit SW®” mit (A.18)-(A.20) bestimmt.
m m
W™ = —SW@W = X g Ty =80 > AL =EaV (A.22)
i=1 i=1
Die “tatséichliche” innere Energie IT! ist in einem ausdimensionierten Stabwerk dem Volumen
proportional. Daraus folgt, daf3 bei konstantem Elastizitdtsmodul das Fachwerk mit minimalem
Gewicht gleichzeitig das Fachwerk maximaler Steifigkeit ist. Diese Betrachtungen schliefen
den bereits von Maxwell [171] 1869 untersuchten Fall ein, daf} jedes statisch bestimmt gela-
gerte Stabwerk, das die duBleren Krifte nur unter maximal zuldssigen Zug-- oder Druckspan-
nungen abtrigt, dasselbe (minimale) Gewicht bzw. dieselbe (maximale) Steifigkeit besitzt.

Die duale Formulierung und ihre Verallgemeinerung auf kontinuierliche Tragwerke bilden
den Kern der Arbeiten von Michell. Das Michellsche Kontinuum stellt ein beliebig feines
Fachwerk im Entwurfsraum € dar. Jeder Punkt im Raum kann ein Knoten oder der Teil
eines Stabsegments sein. Die dufleren Krifte werden ausschlieﬁlich {iber einaxiale Spannungen
in den Stiben abgetragen. Der Einflu der Knoten wird vernachléssigt. Diese Betrachtungs-
weise fiihrt auf ein Variationsproblem mit Ungleichheitsnebenbedingungen.

Liu,y) = f ul P @, + j YT (e - -(%e) Qs — jy”T (s + Olds) iQ,  (A23)
Qg [oN €2

uE V) CH(Q) 3 &y =8¢

Die Beschrinkung des Funktionenraums von u auf einen Unterraum von H! ist fiir die Defini-
tion der Verschiebungs—Dehnungsbeziehung im Kontinuum notwendig. Wie in Abschnitt 3.2
ausgefiihrt wird, ist jedoch die Existenz einer Losung fiir das Variationsproblem (A.23) nicht
garantiert. Sind die Kuhn-Tucker-Bedingungen (A.19)—(A.21) fiir ein Tragwerk mit mini-
malem Gewicht notwendig und hinreichend, so sind die Euler-Gleichungen von (A.23) hierfiir
nur hinreichend.
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Das optimalte Tragwerk wird analog zu der fiir das Stabwerk beschriebenen Vorgehensweise
bestimmt. Im kontinuierlichen Fall konnen jedoch die Trajektorien mit maximaler virtueller
Dehnung in gewissen Bereichen des Entwurfsraums gekriimmt sein. Denkt man sich die Trajek-
torien im optimalen Stabwerk als Stibe infinitesimaler Lidnge materialisiert, so bilden diese
Stibe ein Kontinuum im Michellschen Sinne. Diese Aussage ist jedoch nur korrekt, wenn
der Volumenanteil des Materials in den kontinuierlichen Bereichen gegen Null strebt. Folglich
erfassen Michell-Strukturen nur den Grenzfall von Tragwerken mit minimalem Gewicht.

Je nach Grofle der Hauptdehnungen €, €, konnen drei verschiedene Konstellationen fiir die
Anordnung der Stibe unterschieden werden.
1. g = &0/0,, ~ E0/04 < £, < E0/0, bzw. &, = — §0/0y, — £0/0y < g < £0/0y;

ein Zug- bzw. Druckstab in Richtung der entsprechenden Hauptdehnung.
2. &, = g, = E0/0, bzw. &, = &, = — E0/0;

zwei Zug— bzw. Druckstdbe. Die Ausrichtung der Stibe ist beliebig.
3. g, = E0/0, €, = — E0/0y;

Zug- und Druckstab sind zueinander orthogonal.
Die geometrischen Bedingungen fiir Punkt 3 fithren zu sogenannten Hencky—Netzen, die eben-
falls zur Beschreibung von Gleitlinien bei ideal plastischem Flielen eingesetzt werden.
Typische Vertreter von Hencky-Netzen sind Rechteck—Netze, gegenldufige, logarithmische
Spiralen und Zykloide sowie konzentrische Kreise, die von Geraden durch den Kreismittel-
punkt geschnitten werden. In Bild A.3 sind einige mit Hilfe von Hencky—Netzen gewonnene
Naherungslosungen fiir Michell-Strukturen dargestellt. Auf der Basis der in den Punkten 1-3
formulierten geometrischen Bedingungen kinnen exakte oder angeniherte Michell-Strukturen
konstruiert werden. Das wesentliche Problem dieser Vorgehensweise besteht jedoch darin, die
fiir die jeweilige Struktur geeigneten Auflager— und Lastbedingungen zu finden. Die konti-
nuierliche, duale Formulierung der Entwurfsaufgabe liefert zwar hinreichende Bedingungen
fiir das optimale Tragwerk, jedoch keine Verfahren, fiir vorgegebene Auflager— und Lastbedin-
gungen ein optimales Tragwerk zu generieren.

Die Arbeiten von Michell gerieten zunidchst schnell in Vergessenheit und wurden erst Ende
der fiinfziger Jahre von Foulkes [94], Cox [66] und Hemp [119] wieder aufgegriffen. Zum
einen kann aus den Michellschen Optimalitdtsbedingungen keine Konstruktionsmethode abge-

Bild A.3: Michell-Strukturen
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Zielfunktion: Gewicht ; Nebenbedingung: Maximale Spannung

f=100.0% f=100.8% ¢

c. ' d.

+ f=103.4% f=1167% K ¢ E.

Bild A.4: “Analytisch—exakte” Michell-Struktur ~ Naherungsldsungen

leitet werden. Zum anderen zeigen Michells Uberlegungen, daB optimale Tragwerke bereichs-
weise aus einem unendlich feinen Netz gekriimmter Stibe bestehen. Selbst auf einem groben
Netz basierende Niherungslosungen konnen nicht oder nur mit einem sehr groBen Aufwand
hergestellt werden. Daher wird heute die auf der Grundstrukturtechnik anfbauende “approxi-
mierte—diskretisierte” Vorgehensweise fiir die Losung realer Entwurfsprobleme bevorzugt. Wie
das Beispiel in Bild A.4 zeigt, ist das Gewicht der Niherungslosungen (Bild A.4b—d) im Ver-
gleich zur quasi—kontinuierlichen Michell-Struktur nach Hemp [119] (Bild A.4a) zumeist nur
geringfligig hoher.

Die “approximierten—diskretisierten Verfahren basieren entweder auf der primalen Formu-
lierung nach (A.3)-(A.6) bzw. (A.9)-(A.10) (Dorn et al. [80]) oder auf der dualen Formu-
lierung nach (A.12)—(A.14), wobei die statische Kompatibilitit direkt berlicksichtigt wird
(Bendsge, Ben—Tal [311]). Mit der daraus resultierenden Parameterformulierung kénnen nicht
nur die Michellsche Aufgabenstellung niherungsweise gelost (Hemp [119]), sondern beispiels-
weise auch optimale Stabtragwerke fiir mehrere Lastfdllen (Dems, Gutowski [72]) oder unter
Beriicksichtigung von Kontakt (Klarbfing et al. [139]), materiell nichtlinearem Verhalten
(Bendsge, Sokolowski [25]) und lokalem Beulversagen (Bletzinger [39]) ermittelt werden.
Fiir die Losung des Parameteroptimierungsproblems werden zumeist OC—Verfahren (Rozvany
[218]) oder lineare Optimierungsalgorithmen (Dorn et al. [80]) eingesetzt. Ebenso haben sich
lokale Approximationsmethoden der nichtlinearen Optimierung bewihrt (Beckers, Fleury
[22]). Da die Durchmesser von Stiben in der Praxis zumeist genormt sind, werden an-
wendungsorientierte Topologieoptimierungsaufgaben oft als ganzzahlige Parameteropti-
mierungsprobleme formuliert. Fir diese Fille sind unter anderem Evolutionsstrategien
(Thierauf, Cai [255]), genetische Algorithmen (Hajela [111]) oder “simulated annealing”
Verfahren (Topping et al. [258]) geeignet.

Die wesentlichen Nachteile der diskretisierten Vorgehensweise sind die starke Abhiingigkeit

der Optimierungsergebnisse von der gewihlten Grundstruktur sowie das Auftreten von lokalen
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oder singuldren Minima (Kirsch [137]). Singulidre Minima kommen insbesondere bei Optimie-
rungsproblemen mit Spannungsnebenbedingungen oder bei Beriicksichtigung von lokalem
Beulversagen vor. Dies sind typische Defekte, die bei der numerischen Losung von diskreti-
sierten Topologieoptimierungsproblemen auftreten (— Kapitel 4).

A3 “Heuristische” Verfahren in der materiellen Topologieoptimierung

Ein wesentlicher Anteil der Aufmerksamkeit, den die materielle Topologieoptimierung in den
letzten Jahren bei Anwendern aus der Praxis und in populdrwissenschaftiichen Medien (u.a.
Deussen [74]) hervorrief, ist Verfahren zuzuschreiben, die ihre Motivation aus biologischen
Vorgingen, wie dem Wachstum von Knochen und Pflanzen, beziehen. Diese Verfahren kénnen
zwar im Sinn der Strukturoptimierung als heuristisch bezeichnet werden. Dies wird jedoch
den zum Teil theoretisch fundierten, biologischen Betrachtungen, auf denen diese Verfahren
beruhen, nicht gerecht. Darliber hinaus haben sich einfache Ingenieurverfahren zur Topologie-
optimierung bewihrt, die sich leicht in kommerzielle Programmsysteme implementieren
lassen. In diesem Kapitel werden die bekanntesten “heuristischen” Verfahren kurz vorgestellt
und Parallelen zu den mathematisch orientierten Ansitzen aufgezeigt.

Die prinzipielle Vorgehensweise der “heuristischen” Verfahren dhnelt dem bereits vorgestellten
Verfahren der mathematisch orientierten Ansitze (— Kapitel 3). Der Entwurfsraum, die Lasten
sowie die verfiigbaren Auflager werden vorgegeben. Die “optimale” Materialverteilung, die
entweder anhand der Dicke, der Dichte oder des Elastizitiitsmoduls der Finiten Elemente be-
schrieben ist, wird mit zumeist einfachen Rekursionsformeln bestimmt. Es kénnen diskrete
und kontinuierliche Verfahren!! unterschieden werden.

Bei der diskreten Vorgehensweise werden Finite Elemente zum Ende oder wihrend des Opti-
mierungsprozesses aus dem FE-Modell entfernt. Rossow und Taylor [216] schlagen vor, die
Dickenverteilung von Scheiben fiir maximale Steifigkeit bei vorgegebenem Volumen zu opti-
mieren und Bereiche mit Dicken unterhalb eines Grenzwertes im Endergebnis zu vernachlis-
sigen. Das abschlieBende Entfernen von groBeren Bereichen fiihrt im allgemeinen zu einem
erheblich verinderten Tragverhalten, weshalb sich diese Methode nie durchsetzen konnte.
Atrek [5] wihlt die Elemente mit geringer Dicke bzw. Volumen bereits wihrend des Opti-
mierungsprozesses sukzessive aus und eliminiert diese aus dem FE Modell, um das Gewicht
von 2—-und 3—dimensionalen Strukturen mit Verschiebungs— und Spannungsnebenbedingungen
zu minimieren. Atrek 16st hierzu in jedem Iterationsschritt ein duales, lineares Unterproblem
und bestimmt darans die Elemente mit minimaler Dicke bzw. minimalen Volumen. Weck und
K&lsch [272] verfolgen eine dhnliche Strategie. Die Dicken der Finiten Elemente von diinn-
wandigen Tragwerken werden kontinuierlich variiert und Elemente, deren Dicke einen Grenz-

11. In der Literatur werden die diskreten “heuristischen” Verfahren oftmals als “hard-kill”, die konti-
nuierlichen als “soft-kill” Methoden bezeichnet (u.a, Sienz [232]).
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wert unterschreitet, im weiteren Optimierungsprozef3 vernachlissigt. Beide Verfahren fiihren
auf diskontinuierliche Optimierungsprozesse, die mageblich von der Auswahl der zu vernach-
lassigenden Elemente abhingen. Xie und Steven [277] entfernen im “OptimierungsprozeB”
Elemente aus dem FE-Modell, deren mittlere von Mises Spannung um einen bestimmten
Faktor o kleiner ist als die maximale Vergleichsspannung im Entwurfsraum. Das Verfahren
konvergiert im Sinne eines “Fully Stressed Designs”, wenn sich die von Mises Spannungen
aller verbliebenen Elemente innerhalb eines Intervalls der Breite o, befinden. Eine dhnliche
Vorgehensweise wird u.a. von Sienz [232] und van Keulen, Hinton [264] angewandt. Xie und
Steven [278] erweitern diese Vorgehensweise auf Schwingungsprobleme sowie auf materiell
und geometrisch nichtlineares Strukturverhalten (Querin, Steven, Xie [203]). Eigene Unter-
suchungen an statischen, linear elastischen Problemen ergaben, daf§ die Ergebnisse und die
Konvergenz dieses Verfahrens erheblich von den Parametern des Algorithmus, wie der Breite
des Intervalls agy oder der maximalen Anzahl der in einem Iterationsschritt zu entfernenden
Elemente, abhidngt. Dies kann darauf zuriickgefilhrt werden, dal die Elimination von
Elementen zu einem diskontinuierlichen, irreversiblen Optimierungsprozef} fiihrt.

Der diskreten “heuristischen” Vorgehensweise stehen kontinuierliche Verfahren gegentiber, die
sich zumeist durch eine groBere Robustheit und geringere Empfindlichkeit gegeniiber internen
Parametern auszeichnen. Die Mehrzahl der kontinuietlichen Verfahren wurde zunichst zur
Simulation von Knochenwachstum entwickelt und erst spater in der Strukturoptimierung einge-
setzt. Reiter [211] gibt einen ausfithrlichen Uberblick iiber die Entwicklung dieser Verfahren.
Der Zusammenhang zwischen einer mechanischen Reizung und der Anlagerung von Knochen-
material wurde bereits von Forst (1964) und Pauwels (1965) mathematisch beschrieben. Hiet-
aus entwickelten Cowin und Hegedus [64] die Theorie der “adaptiven Elastizitdt”, um die
Verénderungen des Knochenmaterials infolge wechselnder mechanischer Belastungen zu be-
schreiben. Die Verinderungen des Knochenmaterials wird direkt iiber einen anisotropen Werk-
stofftensor beschrieben und der Gleichgewichtszustand ist iiber einen “optimalen” Dehnungs-
tensor definiert (Cowin et al. [65]). Die Parallelen zur makroskopischen Formulierung des
materiellen Topologieoptimierungsproblems nach Bendsge [33] sind hierbei bemerkenswert
(— Abschnitt 3.5.3). Die Idee der Selbstadaption wird v.a. von Carter et al. [51], Huiskes
et al. [127] und Reiter [211] aufgegriffen und verfeinert. Reiter {210] bestimmt die Dichte
der Finiten Elemente fiir ein isotropes, pordses Knochenmaterial nach folgender Vorschrift:

HUFD = 0 4 AB® (A24)
o [AP-T®a-g] v AP <I®1-7

pp® =4 0 vV I® 1 -9=z0® =200 1 +79
Q[AN -V 1 +9] ¥V Hpu> 0P >T0 1+
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Der Index (k) kennzeichnet den aktuellen Iterationsschritt. Die effektive Energie I:Ifk) wird
aus der Summe aller Lastfdlle ny berechnet und auf die relative Dichte bezogen, um die
Beanspruchung im homogenen Material zu beriicksichtigen.

n, ’

=) Po T

o =3 s Iej C ¢ dQ, (A.25)
RS

Die Dichte pi(k) bleibt konstant, wenn die effektive Energie innerhalb eines Intervalls 24 um
die Sollenergie ﬁi(k) liegt. Die Ausweitung der Ruhelage § > 0 bewitkt eine Diampfung von
méglichen Oszillationen im Optimierungsprozef. Die Sollenergie kennzeichnet die ertragbare
Belastung des Materials und hiingt linear von der aktuellen Dichte ab. Der Knochen bildet
sich zuriick, wenn die Belastbarkeit des Materials nicht ausgeniitzt ist. Andernfalls wird
Material angelagert und die Dichte des Knochens erhht. Die Konstanten ¢, ¢, bestimmen
das Konvergenzverhalten des Algorithmus. Das Verhiltnis zwischen der Dichte und dem Elasti-
zititsmodul des Knochenmaterials wird in Ubereinstimmung mit experimentellen Unter-
suchungen durch die Exponentialgleichung fiir das makroskopische, isotrope Werkstoffmodell
(3.41) mit 2 < B =< 3 beschrieben.

Die Iterationsvorschrift (A.24) kann fiir § = 0, ¢; = ¢, ndherungsweise auf ein OC-Ver-
fahren mit linearer Rekursionsformel (2.16) zur Minimierung der Masse bei minimal zulissiger
Steifigkeit zurtickgefiihrt werden. Die Ableitung der Masse nach der Dichte ist fiir das isotrope
Werkstoffmodell (3.41) konstant. Der Gradient der Dehnungsenergie (4.3) beziiglich der Dichte
ist selbstadjungiert und kann direkt aus der Dehnungsenergie berechnet werden.

162
AR+ = A0 _Po el .
B PR 144 [ TCIL 1] . q<0 (A.26)
1
- - - QU - pw
- AW ®© _ Ffo (0 = Po el L
=p; tdq < I - I ) I B 04 T®

Der Lagrange-Multiplikator und damit die maximal zuldssige Dehnungsenergie werden in
der Iterationsvorschrift (A.24) durch die Sollenergie ﬁi(k) implizit vorgeschrieben.

Der Algorithmus von Mattheck [159], der iiber die Wachstumsprozesse von Baumen motiviert
wird, stellt eine Vereinfachung der Iterationsvorschriften dar, die fiir die Simulation von
Knochenwachstum entwickelt wurden. Mattheck beschreibt das Tragwerk iiber die Verteilung
des Elastizitdtsmoduls im Entwurfsraum. Im Sinne eines “Fully Stressed Designs” werden
der Elastizititsmodul ﬁi der Finiten Elemente dort verringert bzw. erhoht, falls die gemittelten
von Mises Spannungen kleiner bzw. grofier als eine Sollspannung Gy sind.

B&HD = £0 1 g (O(Vki) - 3v> (A2T)
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Verfahren nach Reiter Verfahren nach Maitheck Mathematischer Ansatz

——— Dehnungsenergie [%] ——— Masse [%]
100 00 e F 100 — — — — —
S —_— ]
0 0 0
Iterationen s ! Iterationen & I Iterationen 7

Bild A.5: Vergleich “heuristischer” und mathematischer Verfahren

Diese Vorgehensweise unterscheidet sich nur unerheblich von den Verfahren, bei denen die
Materialverteilung anhand der Dehnungsenergiedichte bestimmt wird. Die von Mises Span-
nung ist ein MaB fiir die Dehnungsenergiedichte infolge einer Gestaltsinderung. Die Energie-
anteile aus dem hydrostatischen Spannungszustand, die im allgemeinen klein sind, werden
nicht berticksichtigt. Ahnliche Verfaliren, bei denen die Materialverteilung iiber die Elastizitits-
moduli der Finiten Elemente beschrieben und anhand der Dehnungsenergien “optimiert” wird,
werden uv.a. bei Allinger et al. [4] und Maute [161] vorgestellt.

Die Unterschiede zwischen den Verfahren nach Reiter und Mattheck werden abschlieBend an
dem Beispiel in Bild A.5 veranschaulicht. Die Resultate werden mit dem Ergebnis des mathe-
matisch orientierten Ansatzes fiir die Maximierung der Steifigkeit bei vorgegebener Masse
(M = 20%) auf der Basis des makroskopischen, orthotropen Werkstoffmodells verglichen.
Die Ergebnisse konnen dabei aufgrund der unterschiedlichen Parameter der jeweiligen Ver-
fahren nur qualitativ gewertet werden. Aus dem Verlauf der Dehnungsenergie und der Masse
iiber den “Optimierungsprozef” hinweg wird die Wirkungsweise der Algorithmen deutlich.
Die aufgetragenen Werte sind auf die entsprechenden GroBen des Startentwurfs bezogen. Die
Dehnungsenergie wird im Verfahren nach Reiter im ersten Iterationsschritt auf die maximal
zuldssige Schranke korrigiert und anschlieBend die Masse minimiert. Bei dem Verfahren nach
Mattheck variieren sowohl die Masse wie auch die Energie. Die Masse im Optimum héngt
maBgeblich vom Sollwert fiir die Vergleichsspannung ab. Die Masse im Entwurfsraum bleibt
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entsprechend der Aufgabenstellung beim mathematisch orientierten Verfahren konstant, wobei
die Dehnungsenergie abnimmt. Der numerische Aufwand ist bei allen Verfahren anndhernd
gleich groB. Es ist ‘daher kein Grund ersichtlich, die “heuristischen” Methoden den mathe-
matisch orientierten Ansitzen vorzuziehen, zumal deren Vorgehensweise nicht verallgemeinert
und auf andere Aufgabenstellungen angewandt werden kann.

A4 Herleitung und Losung der Homogenisierungsgleichungen

Die Bedeutung der Homogenisierung von mikrostrukturierten Materialien fiir die Topologieop-
timierung wurde in Abschnitt 3.4 erldutert. In diesem Abschnitt werden die Homogenisierungs-
gleichungen fiir linear elastische Werkstoffe im ebenen Spannungszustand in Anlehnung an
Sanchez-Palencia [224] hergeleitet. Fiir eine klare und eindeutige Darstellung werden die
Gleichungen in einer Index-Schreibweise angegeben und die Ableitungen ausgeschrieben. Die
numerische Berechnung des homogenisierten Materialtensors wird am Beispiel einer waben-
formigen Mikrostruktur erldutert und mit Ergebnissen aus der Literatur vergtichen.

Die hochfrequent oszillierenden Zustandsvariablen ergeben sich aus der Losung des ellip-
tischen Randwertproblems.

do% .
?ﬁ; +p; = in Q (A.28)
P = ¢

og n + P = auf oT§ (A.29)

ub = g, auf TS (A.30)
dub gyt

S O R

T A Te A3

L=t gt

of = Ch el (A32)

Die Lasten P; und P; sind rein makroskopische GroBen. Aufgrand der Charakteristik der Struk-
turantwort ist es von Vorteil, die Verschiebungen als asymptotische Reihe in T < | mit
y = %/, zu entwickeln.

u? = u? x) + & ui1 x,y) + &2 “12 xy) + ... (A.33)

Das erste Reihenglied u?(x) stellt den rein makroskopischen Anteil dar. Die weiteren Reihen-
glieder sind in Y periodische Funktionen. Fiir ein festes x gilt:

&y =ul(x, y+IL,Y) (A34)

Analog hierzu konnen die Dehnungen und Spannungen ebenfalls in . entwickelt werden.
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83 = eg x,y) + C¢ Cl]J (x,y) + &2 E% x,¥9) + ... (A.35)
of = of (x,y) + Lo of (3) + G 0} (%,¥) + - (A36)

Die riumlichen Ableitungen der Zustandsgrofien, wie beispielsweise der Gradient der Verschie-

bungen, setzen sich aus zwei Anteilen zusammen.,

aub oub
d (. - s I S |
Bl (xy =/t = 52+ ¢ | | (A7)

Die Dehnungen werden mit (A.37) aus den Verschiebungen berechnet. Durch einen Koeffizien-
tenvergleich in . ergeben sich folgende Ausdriicke:

Q: ef = gjx @) + gy, () (A.38)
L a}J =g, (@) + gy, (u? (A.39)
{ duf - gub
ny — 4 4 R
gix WD =7 | 5 F %, (A40)
N
n —r — D el
iy W =35 | 35t 3, » (A41)
Die asymptotisch erweiterten Zustandsgroen werden in die Gleichgewichtsbedingung (A.28)
eingesetzt.
a0
-1. i
[ 5, 0 : (A42)
dol 0
0, L = in QF
[ %, + %, +p; =0 in Q (A43)

Die erweiterte Dehnungs—Spannungsbeziehung lautet:
0 = Cy By (A.44)

Das Ziel des Homogenisierungsprozesses ist das Strukturverhalten durch rein makroskopische
Zustandsgleichungen im Mittel zu beschreiben. Daher wird der Homogenisierungsoperator
(+)~ eingefiihrt.

()~ =|—§—21—| I.dQY (A45)
Y

Qy

Der Homogenisierungsoperator wird auf die Gleichgewichtsbedingung (A.43) angewandt.
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racg -
J
L

Hierbei wurde bereits die Periodizitit von oilj beriicksichtigt.

[ 30} [ %% I .
- = — dQy = oln dl'y =0 A.47
ay; 2yl ay; YRy I L R ( )
- QV Y

Die Anwendung des Homogenisierungsoperators auf die Spannungs-Dehnungsbeziehung fiir
08. fithrt mit den makroskopischen Dehnungen (A.38) auf:

( af )N = ( ijk] ( e () + £ (@) ))~ ‘ (A.48)

Um eine rein makroskopische Spannungs-Dehnungsbeziehung der Form:

0 - - ~ - o\~
( C’ij) = ( Cﬁ-kl) ( =) (A49)
oder kurz:
0y = Cija £ (A.50)

zu erhalten, wird ui1 in einen makroskopischen, in Y konstanten Anteil & (u®), einen mikro-

jk,x
skopischen, in Y periodisch oszillierenden Anteil vij(¥) und einen konstanten Anteil c¢; aufge-
spalten.
ol =gy @) vy +e 5 vEH(Qy (A.51)

Der mikroskopische Anteil vy, ist ein symmetrischer Tensor dritter Stufe und beschreibt die
charakteristischen Verformungen der Mikrozelle. Die zugehdrigen Dehnungen ;(v) be-
rechnen sich aus:

v, ov..
1 k 1
Vi (V) =3 [ a_;l + 59% ] (A.52)

Mit diesem Ansatz erhélt man aus (A.48) eine Spannungs-Dehnungsbeziehung nach (A.49).

( 08) = ( Cgkl ( 5k1,x(u0) + 8mn,x(uo) 1Pk]mn) )~ (A.53)

Die makroskopischen Dehnungen emn,x(uo) sind von y unabhingig. Daher kann die rechte
Seite in (A.53) durch Einfiihrung von Kronecker—-Symbolen §,,,, 8,, wie folgt aufgespaiten

werden:
( 08 ) = ( C%kl ( 6km 6ln + wklmn)) ( 8kl,x(“o)) (A.54)
i Cijia eu
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Fiir die Berechnung des homogenisierten Materialtensors Cyy miissen die charakteristischen
Verformungen der Mikrozelle berechnet werden. Hierfiir wird die Gleichgewichtsbedingung
(A.42) mit den entsprechenden kinematischen Beziehungen (A.38) und dem Werkstoffgesetz
(A.44) zu:

[ O 1 o
35 | G (e + e 0 )] =0 (A55)

und mit dem Ansatz flir die mikroskopischen Verschiebungen (A.51), (A.52) zu:

s T
'5% L C%kl ( 8k1,x(uo) + smn,x(uo) “)klmn)] =0 (A.56)
s T

?9_}_;; ] C%kl ( Bim O + Wklmn)] =0 (A.57)

umgeformt. Die charakteristischen Verformungen der Mikrozelle werden im allgemeinen nu-
merisch mit einem FE-Ansatz bestimmt. Die schwache Form der Differentialgleichung lautet:

il
j 6vimn a_y; [ Citjkl ( 6km 6ln + Wkimn )] dQY =0 (A.58)
QY
wobei v, . eine geniigend glatte, kinematisch zuldssige und somit in Y periodische Testfunk-

tion ist. Die partielle Integration fiihrt unter Beriicksichtigung der Periodizitit von &v, auf:

Jéwtﬁmn Cicjkl Wkimn dQy = - Jawijmn Citjmn dQy ' (A.59)
Qy , : Qy

In dieser Form kénnen die charakteristischen Verschiebungen mit lokalen Ansitzen diskretisiert
und mit der aus der Finiten Elemente Methode bekannten Vorgehensweise berechnet werden
(—> Abschnitt 2.3.2). Die Diskretisierung der Einheitszelle fiihrt auf ein lineares Gleichungs-
system.

K Y = P (A.60)

Die charakteristischen Verschiebungen v, - ergeben sich als Losung von (A.:60) fiir (mn) Last-
fille. Jeder Lastfall setzt sich aus Elementlasten zusammen, die als Anfangsdehnungen bzw.

Vorspannungen interpretiert werden konnen.

s -
P = Eleréeme J Bjj Cimn 482 ‘ (A.61)
Q.

Aufgrund der Symmetrie des Materialtensors in (ij) und (mn) sind im ebenen Spannungs-
zustand maximal 3 unabhéngige Lastfalle zu untersuchen:
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Lastfall 1: m

i
i

1, n = 1-Normaldehnung in y;—Richtung

Lastfall 2: m
Lastfall 3: m

2, n = 2 - Normaldehnung in y,-Richtung
I, n = 2 - Querschub

Die Lagerung der Mikrozelle ergibt sich aus der Periodizititsbedingung fiir die charakteri-
stischen Verschiebungen.

Ein abschlieBender Vergleich der Dehnungsenergie der Mikrozelle und der lokalen Energie
auf Makroebene fiihrt auf ein physikalisch anschauliches Modell fiir das Homogenisierungsver-
fahren. Die innere Energie der Mikrozelle berechnet sich aus (A.35).

nd = % j (sij’x ©% + &, (u‘)) c, (skl’x U + gy, (u‘)) aQy (A.62)
&

Fiir die mikroskopischen Verschiebungen u! wird der Ansatz nach (A.51) eingesetzt.

nd =1 f (£52 0% + Emna®®) W) € (B0 + opx(@®) Wygop) ARy (A63)

Qy
1
=5 [ £5,c(u”) Cﬁkl (Ekl,x(uo) + Eop () wklop) dQy - feij Cijt &0 4Ry
Qy Qy

+ %‘ f 8mn,x(uo) lpijmn CiCjkl (akl,x(uo) + EOP,X(‘IO) 1‘pklop) dQY -0

Qy
Der erste Anteil in (A.63) entspricht der lokalen, makroskopischen Energie des homogeni-
sierten Materials. Der zweite mikroskopische Anteil ist Null, da die (virtuelle) Arbeit nach

(A.59) verschwindet. Die Dehnungsenergien bzw. die virtuellen Arbeiten sind im homo-
genisierten Werkstoff und in der Mikrostruktur gleich (— Hill’s Bedingung [121]).

Numerisches Beispiel

Die numerische Berechnung der Komponenten des homogenisierten Materialtensors fiir be-
liebige Mikrostrukturen erfolgt in zwei Schritten :

1. Ermittlung der charakteristischen Verschiebungen durch eine FE-Analyse.

2. Berechnung der Komponenten Cy, in einer Nachlaufrechnung.

Diese Vorgehensweise wird am Beispiel einer wabenférmigen Mikrostruktur dargestellt. Die
Materialanordnung in der Mikrozelle ist in Bild A.6 dargestellt. Da in diesem Abschnitt vor-
rangig der Homogenisierungsprozel untersucht wird, kann abweichend von Abschnitt 3.4
anstelle des weichen Materials direkt C™ = 0 gesetzt werden. Die Dicke der Mikrozelle spielt
fiir die Homogenisierung keine Rolle.
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3a Lagerbedingungen:
Lastfille 1,2

Lastfall 3

a=10 t/a = /3/12

E-Modul: E = 091  Querdehnzahl: v = 0.3

Bild A.6: Wabenférmige Mikrozelle (Sigmund [233])

Die Lagerung der Mikrozelle folgt aus der Periodizitit der charakteristischen Verformungen.
Wird die Mikrozelle statisch bestimmt gelagert, kann die Periodizititsbedingung iiber die
Kopplung der Freiheitsgrade von Knoten auf gegeniiberliegenden Kanten oder iiber die Einfiih-
rung von zusitzlichen Nebenbedingungen erfiillt werden. Das erste Verfahren ist nur fiir struk-
turierte Netze mdglich, bei denen jedem Knoten auf einer Kante der Mikrozelle eindeutig
ein Knoten auf der gegeniiberliegenden Kante zugeordnet werden kann. Fiir das zweite Ver-
fahren sind die Zustandsgleichungen iiber eine Lagrange-Multiplikatoren—Methode oder einen
Strafterm~Ansatz zu erweitern. Eine weitaus einfachere Moglichkeit wird von Hassani [116]
fiir symmetrisch aufgebaute Mikrozellen vorgeschlagen. Der symmetrische Aufbau fiihrt fiir
die Lastfille 1,2 zu einer ebenfalls symmetrischen Belastung und fiir den Lastfall 3 zu einer
antimetrischen Belastung. Folglich ist die Mikrozelle je nach Lastfall symmetrisch oder antime-
trisch zu lagern. Die charakteristischen Verformungen werden mit 1092, 8-knotigen, isopara-
metrischen, 2 X 2 reduziert integrierten Verschiebungselementen berechnet (Bild A.6).

Die charakteristischen Verformungen sind in Bild A.7 dargestelit. Die hieraus ermittelten Koef-
fizienten des homogenisierten Materialtensors sind in Tabelle A.1 aufgefiihrt. Zum Vergleich
sind den Resultaten, die mit dem in das Programmsystem CARAT implementierten Homogeni-

Vi

Bild A.7: Charakteristische Verformungen der Mikrozelle
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Cin Can Chin Ciann
CARAT 0.0966 0.0966 0.0720 0.0124
HOMOG 0.0966 0.0966 0.0720 0.0123
PREMAT2D 0.0968 0.0968 0.0720 0.0124

Tabelle A.1: Koeffizienten des homogenisierten Materialtensors

sierungsalgorithmus erzielt wurden, Ergebnisse aus der Literatur gegentiber gestellt. In
Sigmund [233] wird die vorliegende Mikrozelle mit dem von Guedes, Kikuchi {103] ent-
wickelten Homogenisierungsprogramm PREMAT2D unter Verwendung von 9072 4-knotigen
Verschiebungselementen homogenisiert. Hassani [116] verwendet fiir die Berechnung des
homogenisierten Materialtensors mit dem Programm HOMOG nur ein Viertel der Mikrozelle
(752, 9-knotigen Verschiebungselemente). Diese reduzierte Analyse ist jedoch nur bedingt
zuldssig. Es ist zu beachten, daB fiir die Komponenten Cyy5, Cyy19, Cya11, C g9, in der Nach-
laufrechnung falsche Werte ermittelt werden. Wird die gesamte Mikrozelle untersucht, so wird
fiir diese Komponenten in guter Naherung Cyyjp = Cyypy = Cjyy; = Cyy9p = 0 berechnet.

AS  OC-Algorithmus fiir Topologieoptimierungsprobleme

Nahezu sémtliche Aufgabenstellungen, die bislang in der materiellen Topologicoptimierung
behandelt wurden, sind dadurch gekennzeichnet, da der Losungsraum nur durch eine einzige
Gleichheitsnebenbedingung sowie durch obere und untere Restriktionen beschriinkt ist. Fiir
diese Optimierungsprobleme hat sich das in Abschnitt 2.1 erlduterte OC~Verfahren bewihrt,
In den Tabellen A.2-A.4 ist der entsprechende Algorithmus aufgefiihrt, der zur Losung der
in den Kapiteln 4 und 6 vorgestellten Beispiele eingesetzt wurde.

Das dem Algorithmus zugrunde liegende OC~Verfahren stimmt im wesentlichen mit dem tiber-
ein, das erstmals von Bendsge und Kikuchi [26] sowie in der Folge in zahlreichen weiteren
Arbeiten in der materiellen Topologieoptimierung zur Maximierung der Steifigkeit bei kon-
stanter Masse eingesetzt wurde. Die Gradienten der Nebenbedingung sind fiir alle in Abschnitt
3.5 vorgestellten Werkstoffmodelle stets positiv. Die Gradienten der Zielfunktion sind bei iso-
tropen Werkstoffmodellen fiir diese Aufgabenstellung stets negativ. Bei orthotropen Werkstoff-
modellen sind die Gradienten fiir eine Dichte 0 < p < p,, ebenfalls negativ, nur fiir hoch-
porbses Material knnen positive Gradienten der Zielfunktion 0 < Vf < | auftreten. Es ist
daher nicht notwendig, explizit einen Shift-Faktor in der Rekursionsformel (2.14), (2.23) ein-
zufiihren. Die entsprechenden Gradienten 0 < Vf < 1 konnen zu Null gesetzt werden, ohne
daB durch diese Vereinfachung das Konvergenzverhalten des Algorithmus beeintréichtigt wird.
Diese Vereinfachung ist jedoch fiir andere Aufgabenstellungen, wie der Maximierung der
Steifigkeit mit Spannungsnebenbedingungen oder der Optimierung von Eigenfrequenzen, nicht
mehr zuldssig, da bei diesen Problemen Gradienten der Zielfunktion groBe positive Werte
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annehmen. Das durch den Shift-Faktor erweiterte Verfahren hat sich zur Losung dieser Aufga-
benstellung bewihrt.

Bei orthotropen Werkstoffmodellen tritt das Problem auf, da die Ableitungen der Nebenbedin-
gung zu Null werden konnen, wenn eine der richtungsbezogenen Dichten, beispielsweise der
Indikator )A(l, gegen Eins strebt. In diesem Fall sind die Kuhn-Tucker--Bedingungen nicht
definiert. Fiir das Konvergenzverhalten des Algorithmus hat dies je nach Optimierungsproblem
unterschiedliche Auswirkungen. Bei der Maximierung der Steifigkeit ohne Spannungsnebenbe-
dingungen fiihrt dies dazu, daB die konjugierte Dichte )A(Z auf den aktuellen oberen Restriktions-
wert gesetzt wird, da der Gradient der Zielfunktion negativ, der der Nebenbedingung positiv
(0 < Vsh — 0) ist. Die Iteration von anderen Optimierungsvariablen wird hierdurch nicht
beeinfluBt. Bei Aufgabenstellungen, in denen der Gradient der Zielfunktion auch positiv
werden kann und die Rekursionsformel (2.14), (2.23) iiber den Shift-Faktor modifiziert werden

0. Eingabe :
8 Aktuelle Optimierungsvariablen
$1, Sy Untere und obere Restriktionen
Vf Gradienten der Zielfunktion
Vh Gradienten der Gleichheitsnebenbedingung
q Exponent in der Rekursionsformel (2.14)
a Zulissige Schrittweite
hg Residuum der Gleichheitsnebenbedingung
[ Korrekturfaktoren fiir  Vgh nach (4.24), (A.64)
€, T, Abbruchkriterien € = 10™% i, = 20

1. Aktuelle Restriktionen (Schleife iiber alle Optimicrungévariablen §i):
§ = max ( s(1 -@ , §L)
§g = min ( 301 + @ , &)

2. Shift-Faktor fiir (2.23):

2.1 Setze: i = 0
22 Schleife iiber alle Optimierungsvariablen §; :

2.2.1 Korrekturvon Vsh: Vih=¢&[c+ (1 —¢T) Vih / &]

2.2.2  Shift-Faktor: [i = max ( V/Vh fx)
Ende der Schleife.

Fortsetzung — Tabelle A.3

Tabelle A.2:  OC-Algorithmus, Teil 1

229



3. Multiplikator Y in der Rekursionsvorschrift (2.22):
3.1 Schieife iiber alle Optimierungsvariablen s, :

3.1.1 Korrekturvon Vih: Vih =¢&[T+ (1 -0 Vih /&)

3.1.2 Multiplikator: i = § { i st/Vsﬁ]q
Ende der Schieife.

4. Intervall fiir den Lagrange-~Multiplikator 1 = { Ay } :

4.1 Setze: Wiy = — 100, = 10

4.2 Schleife tiber alle Optimierungsvariablen §‘- :
iy, = min ( L gL/Yi) ; Ty = min ( fiy §U/Y;)
Ende der Schieife.

5. Uberpriifen auf inkonsistente Nebenbedingung:
51  Setze:hy =0, h, =0

5.2  Schleife iiber alle Optimierungsvariablen 8, :

521 Minimal: § =%, Y, ; §=min {5y, max (§ , §))
52.1 Maximal: § = fj ?i ;  § = min ( iU , max ( § , 5))

Ende der Schleife.
5.3  Inkonsistenzbedingung:
hy=h, /By 5 hy=hy/fg ; h=hy/hy
wenn h > 0 ,dann
Schreibe “Inkonsistente Nebenbedingung”
53.1 wenn h <1 ,dannsetze n* = 1 , gehe nach 7.

532 wenn h>1 ,dannsetze n" = fly , gehe nach 7.

6. Bestimme den Lagrange-Multiplikator:
6.1 Setze Iterationszdhler: k = 0 und Ah = 2€
6.2 Berechne,solange Ah >& und k <7 :
62.1 Setze: k=k+1 ; h=0

Fortsetzung — Tabelle A.4

Tabelle A.3:  OC-Algorithmus — Teil 2
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622 Akteller Lagrange-Mulitplikator: 1% = L( 7 + i)

6.2.3  Schleife iiber alle Optimierungsvariablen 8 :

§=n(k)§/i ; §=min(§U, max(éL, 5))
h=h+vh(5-8)
Ende der Schleife.

6.2.4 Neues Residuum der Gleichheitsnebenbedingung:
Ah = h + Ry

6.2.2 Bisektion:
wenn ( Ah EL) > 0 und ( Ah EU) <0
dann A, =M ; ﬁL=Ah
ansonsten fiy =1 ; hy = Ah
63  Setze: n" = n®

7. AbschlieBende Berechnung der Optimierungsvariablen §i :
7.1 Schleife tiber alle Optimierungsvariablen
s=n"Y, ; §=min (8, mx (5 3))
§{ = min ( 8y, max (§_, §))
Ende der Schleife.
8. Ende

Tabelle A.4:  OC-Algorithmus, Teil 3

muB, fiihrt dieser Defekt zu einer vorzeitigen Stagnation des Optimierungsprozesses (— Ab-
schnitt 4.2). Der Defekt wird durch eine Korrektur des Gradienten der Nebenbedingung (4.24)
in der Rekursionsformel (2.14), (2.23) ausgeglichen. Im OC-Algorithmus sind der Minimal-
wert T sowie die maximale Masse des Elements m, vorzugeben.

inﬁ=ejp0dszs+(1~a) fpo(h;zj)dszs Doi=12, =21 (A64)
QS S25 s
=tme+ (1-8 Vh ~ g¢+ (1-70) Veh

Es ist jedoch ausreichend, die Korrektur mit einer globalen, mittleren Masse ¢ durchzufiihren.
Weiterhin empfiehlt es sich, das Residuum der Gleichheitsnebenbedingung bei der Berechnung
des Lagrange-Multiplikators zu beriicksichtigen. Auf diese Weise wird vermieden, daf} sich

die Fehler infolge der Linearisierung der Nebenbedingung im Optimierungsprozef3 summieren.
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A6  Algorithmen zur optimalen Orientierung von orthotropen Werkstoffen

Eine moglichst genaue und dabei effiziente Ausrichtung von orthotropen Werkstoffen ist in
der Topologieoptimierung von groBer Bedeutung. Insbesondere Tragwerke aus schubweichen
Werkstoffen, wie dem rank-2 Laminat, sind nur bei optimaler Ausrichtung tragfihig. Die
Optimierung der Orientierung von orthotropen und anisotropen Werkstoffen ist auch iiber die
Topologieoptimierung hinaus von Interesse, wie beispielsweise bei der Konstruktion von Bau-
teilen aus faserverstirkten Werkstoffen. In diesem Abschnitt werden Algorithmen vorgestellt,
um die Orientierung von orthotropen Werkstoffen (— Abschnitt 3.5) fiir Steifigkeits— und
Schwingungsprobleme (4.1) bzw. (4.19) bei Scheibentragwerken unter der Annahme eines
ebenen Spannungszustands zu optimieren.

Im Gegensatz zu den Werkstoffparametern, aus denen die Dichte des portsen Materials be-
stimmt wird, wird die optimale Orientierung bei diesen Optimierungsaufgaben durch lokale,
von den Lagrange-Mulitiplikatoren unabhingige Optimalititsbedingungen definiert. Die ent-
sprechenden Kuhn-Tucker—Bedingungen lauten fiir die Maximierung der Steifigkeit (4.1) bei
ny, Lastfallen:

np,

S - w, Jef 9 g a =0 (A.65)
Y

j=1

und fiir die Maximierung der niedrigsten Eigenfrequenz (4.19) bei Beriicksichtigung von ng

Eigenformen:
n

PR R noo
j=1 =

o 4 aC

aé’wgﬁzﬁjje}a—(gajdg ; (A67)

Der Tensor &; bezeichnet die Dehnungen infolge des j-ten Lastfalls bzw. der j—ten Eigenform,
wobei die Eigenvektoren beziiglich der Massenmatrix normiert sind.

Der Werkstofftensor C eines orthotropen Werkstoffs, wie beispielsweise das rank—2 Laminat
(3.39) oder das makroskopische Werkstoffmodell (3.44), wird zunéichst in einem werkstoff-
eigenen Bezugssystem aufgestellt und anschliefend in das globale Koordinatensystem trans-

formiert.
C(é‘) - T(é)T o T(é)) (A.68)

Die Matrix C” bezeichnet den Werkstofftensor in einem werkstoffeigenen Bezugssystem, Die
Matrix T beschreibt die Transformation in das globale Koordinatensystem.
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cosz(é) sinz(é) sil](é) cos((:D)
T(0) = sinz(é) cosz((:')) - sin(é)) cos(é) 7.1
-2 sin((:)) cos(é) 2 sin((:)) cos(é)) cosz(é) - sinz((:))

Der Gradient des Werkstofftensors beziiglich dem Orientierungswinkel ) berechnet sich aus
der Ableitung der Transformationsmatrix T:

T
€ _ [T} o4 pT o [4L (A.69)
0 90 90

In den Optimalititsbedingungen (A.65) bzw. (A.66) ist zu beachten, daB die Dehnungen g
implizit von der Orientierung des Werkstoffs im Tragwerk abhingen.

Die optimale Orientierung wird parallel zu den tibrigen Werkstoffparametern, die mit den in
Abschnitt 2.1 vorgestellten Algorithmen ermittelt werden, iterativ im OptimierungsprozeR be-
stimmt. Dje Orientierung wird in jedem Iterationsschritt fiir jedes Element gesondert berechnet.
Bendsge und Kikuchi [26] bestimmen die optimale Orientierung der Mikrozelle mit Rechteck—
Loch (— Abschnitt 3.5) fiir die Zielfunktion “Maximale Steifigkeit”, indem die Optimalitiits-
bedingung (A.65) mit einem Newton—Vertahren bei festgehaltenen Dehnungen £ numerisch
gelost wird. Um den numerischen Aufwand infolge des Newton—Verfahrens zu vermeiden,
entwickelt Pedersen [198] aus einer vereinfachten, punktweisen Betrachtung des Dehnungs-
feldes in der Optimalitdtsbedingung (A.65) ein analytisches Verfahren zur Orientierung von
Scheibentragwerken mit maximaler Steifigkeit fiir den ebenen Spannungszustand. In beiden
Verfahren wird die Orientierung in jedem Iterationsschritt unter der Annahme, daB die
Dehnungen nicht von der Orientierung abhingen, bestimmt. Der daraus resultierende Fehler
kann jedoch zu erheblichen Oszillationen im Optimierungsproze fiihren. Die Spannungen
sind im Vergleich zu den Dehnungen jedoch hinsichtlich einer Variation der Orientierung
weniger sensitiv. Die entsprechenden Optimalitidtsbedingungen lauten fiir die Maximierung
der Steifigkeit bei mehreren Lastfillen

ny, y

> w JoJT M 6, dQ =0 (A.70)
i=1 00

und fiir die Maximierung der niedrigsten Eigenfrequenz (4.19).

(3 -m ]/ [3 6] ar

f 90

3. -1
o1 J T 2 4 g (A72)
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Der Tensor o} bezeichnet die Spannungen infolge des j-ten Lastfalls bzw. der j~ten Eigenform.
Die Ableitung der Inversen des Materialtensors berechnet sich aus:

HC-YH = —c-13C ¢

(A.73)
0 (e

Diaz und Bendsge [76] wandeln in diesem Sinne das Verfahren von Pedersen [198] ab und
legen ein im Iterationsschritt konstantes Spannungsfeld zugrunde. Cheng et al.[54] verfeinern
und erweiterten diese Vorgehensweise auf Schwingungsprobleme. Im Gegensatz zur punkt-
weisen Betrachtung bei Pedersen [198] und Diaz, Bendsge [76] bestimmen Cheng et al. [54]
die Orientierung anhand der Integrale in den Optimalititskriterien (A.70) und (A.71), (A.72).
Die Integranden werden hierbei fiir den ebenen Spannungszustand analytisch ausformuliert
und die einzelnen Komponenten numerisch integriert. Die optimale Orientierung berechnet
sich schlie8lich aus den Nullstellen eines Polynoms 4. Grades. Alternativ zu diesen Verfahren
schlagen Suzuki, Kikuchi [243] vor, orthotrope Werkstoffe entlang den gemittelten Haupt-
spannungen auszurichten. Dieses vereinfachte Verfahren ist zwar nur fiir schubweiche Werk-
stoffe exakt, wird jedoch héufig in der Topologieoptimierung eingesetzt, da es einfach zu imple-
mentieren und numerisch robust ist. Im statischen Problem (4.1) werden die Hauptspannungen
aus den iiber die Lastfille aufsummierten Spannungstensoren berechnet. Im dynamischen
Problem (4.19)wird die Hauptspannung infolge der Eigenform mit der kleinsten Eigenfrequenz
berticksichtigt. Nach eigenen Erfahrungen sind fiir statisch belastete Tragwerke mit einem
Lastfall oder dynamische Probleme, bei denen eine Eigenform dominant ist, die Ergebnisse
des vereinfachten Verfahrens nur geringfiigig schlechter als die der aufwendigeren Methoden.
Der Unterschied ist um so kleiner, je feiner der Entwurfsraum diskretisiert ist.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde ein Algorithmus entwickelt, der fiir statische und
dynamische Probleme die optimale Orientierung von orthotropen Werkstoffen auf der Basis
der in Dehnungen oder in Spannungen formulierten Optimalititsbedingungen nach (A.65),
(A.66), (A.67) oder (A.70), (A.71), (A.72) ermittelt. Der Algorithmus ist in Tabelle A.5 aufge-
fihrt. In Anlehnung an Bendsge, Kikuchi [26] wird die optimale Orientierung mit einem
Newton-Verfahren numerisch bestimmt. Das Verfahren ist auf beliebige mechanische Modelle,
wie Scheiben, Platten oder Schalen, anwendbar und kann leicht auf andere Entwurfskriterien
erweitert werden. Drei Punkte sind im Algorithmus zu beachten.

1. Da die Gradienten der Lagrange—Funktion bzw. die Residuen der Optimalitdtsbedingungen
beziiglich der Orientierung sehr klein sein kénnen, sind die Dehnungen bzw. die Spannungen
entsprechend zu skalieren, um numerische Probleme zu vermeiden.

2. Die zweite Ableitung des Werkstofftensors berechnet sich aus:

T T
PC UL o 42 (91) c (&) + 17 e |21 (A74)
302 (902 Ele) 0 002

234



0. Eingabe :
Aktuelle Werkstoffparameter: z.B. E, v, )A(I, )22, B nach (3.44)

6© Aktuelle Ausrichtung

&5 O Dehnungs— bzw. Spannungstensoren in den Gauf—~Punkten g
fiir alle Lastfille j bzw. betrachteten Eigenformen j

Wi, P Wichtungsfaktoren zur Bestimmung der Zielfunktion

g, T, Abbruchkriterien € = 107% #, = 20

1. Uberpriifen auf isotropen bzw. bereits optimalen Zustand :
1.1 wemn %, =%, ,dannEnde
1.2 Berechne das Residuum Rg von (A.65) oder (A.66)
bzw. (A.70) oder (A.71) durch numerische Integration
wenn Ryl < €, dann 0" =00 , gehe nach 4.

2. Skalieren der Dehnungen bzw. Spannungen
Skalierungsfaktor § = 1/ /IRyl

3. Newton-Iteration
3.1 Setze Iterationszéhler k = k + 1
wenn k > 1, , dann 0" = é(k) und gehe nach 4.
3.2 Berechne die 1. und 2. Ableitungen des Werkstofftensors
bzw. die der Inversen
3.3  Berechne das Residuum R®
34  Berechne die partielle Ableitung des ResiduumsV gR®
bei konstanten Dehnungen bzw. Spannungen
3.5  Bestimme neue Orientierung
Gk = O - RO / Y RO
35 Uberpriife Vorzeichen der Ableitungen des Residuums
wenn VGR(k) < 0 ,dann
wenn R =0 ,dann O&+D = @&+ _ /4
wenn R < 0 ,dann ©K+D = @&+1 1 06 m/4
3.5  Transformiere auf — /2 < 6k < /2
3.5  Uberpriife Abbruchkriterium
wenn 10K+D - @®)| > ¢ , dann gehe nach 3.1
3.6 setze O = @K+

4. Ende

Tabelle A.5:  Algorithmus zur Optimierung der Orientierung von orthotropen Werkstoffen
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LF1 Dehnungsenergie [%]

100
LF2 -~ LF2 98
96
— Dehnungen 94
—— Spannungen 92
Hauptspannungen 90
(approximativ) 1 5 10 15
Iterationen
Konzentrierte Punktmasse Niedrigste Eigenfrequenz [%]
105
103 T T T T T T
101
—— Dehnungen 99
— - Spannungen 97
Hauptspannungen 95
(approximativ) 1 5 10 15
Iterationen

Bild A.8: Vergleich der Verfahren zur Orientierung orthotroper Werkstoffe

und die zweite Ableitung der Inversen des Werkstofftensors aus:

0UCY) _ _HCTH 3C -1 L oot B2C o1 - -1 € ACTH

x T (A.75)
002 0 40 002 0 90

3. Die Werkstofftensoren und damit die Integrale in den Optimalititsbedingungen (A.65),
(A.67) bzw. (A.70), (A.72) sind m —periodische Funktionen des Orientierungswinkels é
Daher ist mit Hilfe der zweiten Ableitungen zu tiberpriifen, ob das Newton—Verfahren gegen
das Minimum konvergiert.

Die Eigenschaften der verschiedenen Ansitze zur Optimierung der Ausrichtung werden anhand
des Beispiels in Bild A.8 veranschaulicht. Das Scheibentragwerk wird zum einen hinsichtlich
der Steifigkeit fiir zwei Lastfdlle (LLF) nach der Wichtungsmethode (2.31) mit w; = w, und
zum anderen hinsichtlich der maximalen, niedrigsten Eigenfrequenz mit der Kreisselmeier—
Steinhauser—Funktion bei Beriicksichtigung der beiden kleinsten Eigenfrequenzen optimiert.
Es sind nur die Orientierungswinkel der 112, 8-knotigen, 2 X 2 reduziert integrierten Ver-
schiebungselemente variabel. Die richtungsbezogenen Dichten im makroskopischen, ortho-
tropen Werkstoffmodell (3.44) sind mit )A(I = 2)22 vorgegeben, Der Verlauf der Zielfunktions-
werte im Optimierungsprozef zeigt, dafl das an den Dehnungen orientierte Verfahren in beiden
Optimierungsproblemen erheblich oszilliert. Die Zielfunktionswerte sind auf die des Startent-
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wurfs bezogen. Der an den Spannungen orientierte Algorithmus dagegen konvergiert monoton
gegen das Optimum. Die Ausrichtung des Winkels © an den Hauptspannungen ist ebenfalls
stabil und fithrt auf nur geringfiigig schlechtere Ergebnisse.

A7  Algorithmus zur Adaption des Entwurfsmodells
fiir die Topologie- und Formoptimierung

Die Anpassung des Entwurfsmodells an die Zwischenergebnisse im Optimierungsprozes stellt
die Schliisselstelle in der adaptiven Topologieoptimierung und bei der Integration der Form-
optimierung in den adaptiven TopologicoptimierungsprozeB dar. Die Grundziige des im
Rahmen der vorliegenden Arbeit entwickelten Algorithmus wurden in Abschnitt 6.2.2 an einem
Beispiel zur adaptiven Topologieoptimierung eines Schalentragwerks vorgestellt. In diesem
Abschnitt wird der Adaptionsalgorithmus im Detail erliutert.

Geometrische Beschreibung des Entwurfsraums, der Lasten und Auflager

Der Entwurfsraum sowie die Last— und Auflagerbedingungen werden im Rahmen der adap-
tiven Topologieoptimierung nicht, wie sonst iiblich, auf einem FE-Netz definiert, sondern
rein geometrisch beschrieben (Bild A.9). So sind beispielsweise rechteckige Entwurfsriume
und Auflagerbereiche liber die Positionen von deren Eck-Knoten festgelegt. Die Punkte fiir
die Lasteinleitung werden tiber deren Koordinaten angegeben. Die Kanten des Entwurfsraums
werden in eine bestimmte Anzahl von Intervallen unterteilt, woraus ein Netz aus 4-knotigen,
rechteckigen Elementen generiert wird. Der gesamte AdaptionsprozeB wird im Parameterraum
e RZ(QC) durchgefiihrt, um rdumlich gekriimmte Tragwerke bzw. Entwurfsriuime einfach
modellieren zu kénnen. Daher werden die Eingabedaten sowie das Hintergrundnetz in den

Parameterraum projiziert.
Adaptionsprozef$

Der Adaptionsprozel ist in Tabelle A.6 in Form eines Struktogramms dargestellt und in
Bild A.10 an einem Beispiel veranschaulicht. Das Ergebnis eines vorangegangenen Topologie—

H" Auflager: [] Gebiet
? i %, Freiheitsgrad
I
:t : Belastung: ©  Punkt
| I ¢ Freiheitsgrad,
l’LT‘”— GrofBe, Lastfall
Entwurfsraum Hintergrundnetz (40 X 40)

Bild A.9: Geometrische Beschreibung des Entwurfsraums sowie der Lasten und Auflager
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1. Interaktive Eingabe

e Sicherung des Optimicrungsergebnisses auf einer Datei
e Grafische Anzeige des Optimierungsergebnisses

e FEingabe der Kontroll-Parameter

|

2. Aufbereiten der Optimierungsergebnisse

e Erzeugen einer Datenstruktur fiir das FE—und das Hintergrundnetz fe—

e Ubertragung des Optimierungsergebnisses auf das Hintergrundnetz

|

e Glitten der Materialverteilung im Hintergrundnetz

3. Bestimmung der Konturen

e Bestimmen der Isolinien als Polygonziige
e Adaptive Glittung der Polygonziige durch Bézier—Splines

l

4. Vernachlissigung von leeren Bereichen

o Aufteilung des Entwurfsraums in Gebiete
e Bestimmung der mittleren Dichte in den Gebieten
e Ausblenden von leeren Gebieten

l

5. Grafische Kontrolle des angepaBSten Entwurfsraums }——'

l

6. Generieren eines neuen Analysemodells

e Erzeugen eines unstrukturierten, lokal verfeinerten FE-Netzes
e Erzeugen einer Datenstruktur fiir das neue FE-Netz
e Generieren von Last— und Lagerbedingungen

e Ubertragung der Materialverteilung vom Hintergrundnetz

|

7. Erzeugen eines neuen Entwurfsmodells

auf des neue FE-Netz

e Definition der Optimierungsvariablen
® TInitialisieren der Optimierungsalgorithmen

Tabelle A.6:  Aufbau des Algorithmus zur Adaption des Entwurfsmodells
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zu Punkt 2:
Optimierungsergebnis: Materialverteitung
Materialverteilung im FE-Netz im Hintergrundnetz

zu Punkt 3:
Isolinien fir Pc / Po = 0.2
Polygonziige Bézier—Spline Approximation
zu Punkt 4:

Aufteilung in Gebiete Kontur des

angepafiten Entwurfsraums

zu Punkt 6:
Neues FE-Netz Materialverteilung
im neuen FE~Netz

Bild A.10:  Schritte im Adaptionsproze des Entwurfsmodells
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oder Formoptimierungsschrittes bildet den Ausgangspunkt fiir den Algorithmus. Fiir die nach-
folgende Anpassung des Entwurfsmodells wird das Optimierungsergebnis in beiden Fillen
als optimierte Materialverteilung im Entwurfsraum interpretiert.

Interaktive Eingabe

Das Optimierungsergebnis wird zunichst auf einer Datei gesichert und grafisch dargestellt,
um die interaktive Eingabe der Kontroll-Parameter zu unterstiitzen:

* Dio’ Dichtewerte fiir die n;, Isolinien. Die kleinste Dichte definiert im aligemeinen
die Isolinie, welche die Kontur des angepaBiten Entwurfsraums beschreibt,

® Ngmo . MaB fiir die Gléttung der Materialverteilung.

° egpx: Zuldssiger Fehler fiir die Approximation der Isolinien durch Bézier—Splines.
o QI Minimaler Fldcheninhalt der Locher.

* Pt Schwellenwert fiir die mittlere Dichte beim Ausblenden von leeren Gebieten.
o h{?f : Maximale Netzdichte fiir die lokale Netzverfeinerung.

e hif: Minimale Netzdichte fiir p = p; bzw. p = Py = pg.

Dt Dichtewert fiir die maximale Netzdichte.

° N Gemittelte oder “exakte” Ubertragung der Materialverteilung vom

Hintergrundunetz auf das neue FE-Netz.
Aufbereiten der Optimierungsergebnisse

Bei der Adaption des Entwurfsmodells wird die Materialverteilung vom alten FE-Netz auf
das Hintergrundnetz und vom Hintergrundnetz auf das neue FE-Netz {ibertragen. Bei diesen
Aufgaben tritt immer wieder das Problem auf, das Element zu bestimmen, in dem ein
bestimmter Punkt liegt. Hierfiir stehen verschiedene Algorithmen, wie beispielsweise die
“Quadtree”-Methode, zur Verfligung. Im vorliegenden Algorithmus wird das Verfahren der
“gerichteten Suche” eingesetzt. Das Verfahren ist in Bild A.11 skizziert und wird u.a. bei Rehle
[209] ausfiihrlicher beschrieben. Die Suche wird mit einem beliebigen Element begonnen.
Die Kanten des Elements werden im mathematisch positiven Sinn umlaufen und dabei iibet-
priift, ob sich der gesuchte Punkt links oder rechts von der Kante befindet. Hierzu wird der
Flicheninhalt des Dreiecks, das aus dem Punkt X, und den Enden der Kante x,, x, gebildet
wird, berechnet.

X - X X - X
l 11 10 21 20 (A.76)
2| Xpp T Xpp o Xgp T Xy

Je nach Umlaufsinn der Knoten ist die Fliche A, groBer oder kleiner Null, d.h. liegt der
Knoten links oder rechts von der aktuellen Kante. Die Suche wird beschleunigt, indem fiir
die Netze vorab eine Kanten-Element-Tabelle aufgestellt wird.
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1. Schleife iiber alle Kanten des Elementes j

(Umlaufsinn: mathematisch positiv)
A, @ Fldcheninhalt des Dreiecks (0-1-2)
wenn A, < 0, dann:

Ende der Schieife

Angrenzendes Element : neues Element j

gehe zu 1.
wenn alle A, > 0, dann:

Element gefunden

Bild A.11:  Verfahren der “gerichteten Suche”

Das FE-Netz, das im Anschauungsraum x € R3(€2,) definiert ist, wird in den Parameterraum
abgebildet und die optimierte Materialverteilung, die anf dem FE-Netz gespeichert ist, in das
Hintergrundnetz tibertragen (Tabelle A.7). Die Materialkennwerte im Hintergrundnetz werden
unter Beriicksichtigung der oberen und unteren Restriktionen so korrigiert, da die Gesamt-

massen in beiden Netzen {ibereinstimmen.
Bestimmung der Isolinien

Die Materialverteilung im Hintergrundnetz kann geglittet werden, um eine “kiinstliche” Un-
schirfe einzufiihren (— Abschnitt 6.2.2). Hierzu werden die Dichtewerte der Elemente mit
den Elementgrofen gewichtet in den gemeinsamen Knoten gemittelt und anschliefiend die
mittlere Dichte des Elements aus den Knotenwerten berechnet. Je ofters diese Schleife durch-
laufen wird, desto glatter ist die Materialverteilung im Hintergrundnetz. Die Schleife wird
(Ngmo + 1)-mal abgearbeitet.

1. Berechne der Flichen der Elemente im FE-Netz und Hintergrundnetz : Aifc A?g
2. Schleife iiber alle Elemente im Hintergrundnetz
2.1 Berechne den Mittelpunkt des Hintergrund-Elements x}rf
2.2 Bestimme Element im FE-Netz, in welchem x}r’f liegt.
2.3 Ubertrage Materialkennwerte des Finiten Elements auf
das Hintergrund-Element
Ende der Schleife

3. Abgleich der Gesamtmassen im FE-Netz und Hintergrundnetz

Tabelle A.7:  Ubertragen der Materialverteilung auf das Hintergrundnetz
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Schieife iiber alle Dichtewerte p; , der Isolinien
1. Bestimme Stiitzstellen der Isolinien
1.1 Schleife iiber alle Hintergrund-Elemente
1.1.1  Schieife tiber alle Kanten
Uberpriife, Dichtewerte in den Knoten 1, 2 :

min(p;, p,) < Pigo < max(py, Pa)
wenn ja: Berechne Position der Stiitzstelle auf der Kante
Markiere Hintergrund-Element im Index—Feld mit (~1)
Ende der Schleife
Ende der Schleife

2. Verbinde Stiitzstellen zu Polygonziigen
2.1 Wiihle Stiitzstelle auf dem Rand des Entwurfsraum
(nur ein Eintrag in der Kanten-Element-Tabelle)
wenn moglich: Kennzeichne Polygonzug als Randsegment
wenn nicht méglich: Kennzeichne Polygonzug als inneres Segment
wenn keine Stiitzstelle gefunden: Ende
2.2 Untersuche die Kanten des Elements auf weitere Stiitzstellen
(Umlaufsinn: in Richtung des Knotens mit kleinerem Dichtewert)
wenn neue Stiitzstelle gefunden, dann
Markiere Stiitzstelle als “gefunden”
Wechsle zam benachbarten Element
Gehe zu 2.2
wenn nicht, dann gehe zu 2.1

Tabelle A.8: Ermittlung der Isolinien als Polygonziige

Zur Berechnung der Isolinien werden, wie zuvor beschrieben, die Dichtewerte der Elemente
in den gemeinsamen Knoten gemittelt und die Stiitzstellen der Isolinien auf den Elementkanten
durch eine lineare Interpolation bestimmt. Hierflir werden zunichst die Kanten von allen
Hintergrund-Elementen untersucht und anschlieBend die Stiitzstellen durch Polygonziige ver-
bunden (Tabelle A.8). Fiir die weiteren Schritte werden die Elemente, auf deren Kanten sich
eine Stiitzstelle befindet, in einem Index—Feld mit (-1) gekennzeichnet. Weiterhin wird
zwischen Polygonziigen mit Punkten auf dem Rand des Entwurfsraums (Randsegment) und
Polygonziigen im Inneren unterschieden.
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Die einzelnen Polygonziige werden adaptiv durch kubische Bézier—Splines nach der Methode
der kleinsten Fehlerquadrate geglittet. Dies fiihrt auf ein quadratisches Optimierungsproblem
ohne Nebenbedingungen in den Positionen der Kontroll-Knoten ék der Bézier-Splines.

Ilp nk
. 2, =
mn S -grt o e = > NG & (A7)
5 i=1 i=1

Die n,, Stiitzstellen auf dem Polygonzug werden mit Z;{’, die entsprechenden Punkte auf den
Bézier-Splines mit C}’ bezeichnet. Die lokalen Koordinaten &; auf dem Bézier-Spline werden
aus der Lage der entsprechenden Stiitzstelle auf dem Polygonzug bestimmt.

L (79
m=1

Die Kuhn-Tucker-Bedingungen des Optimierungsproblems stellen ein lineares Gleichungs-
system dar, das mit Hilfe einer Householder—Transformation effizient gelést werden kann
(Deuflhard, Hohmann [73]).

NTN gk=NTg, (A79)

Die Koeffizientenmatrix N ist aus den Ansatzfunktionen Nj(Ei) aufgebaut. Der Glittungs-
algorithmus beginnt mit einem kubischen Bézier—Spline und bestimmt fiir diese Approximation
die optimalen Positionen der Kontroll-Knoten. Wenn der Approximationsfehler eqpy groBer
als ein vorgegebener Sollwert ist, wird die Anzahl der Bézier-Splines sukzessive erhtht und
das Optimierungsproblem erneut gelost.

np
e = g, Zl e -2 (A.80)
=
Die Cé —Kontinuitdt der Elementiibergiinge ist zu beachten, um glatte Konturen zu erhalten.
Hierfiir werden die Positionen von Kontroll-Knoten, wie in Abschnitt 5.1 erldutert, mit-
einander verkniipft. Dies fiihrt zu einer Reduktion der Anzahl von Optimierungsvariablen,
die sich jedoch lediglich auf den Aufbau der Koeffizientenmatrix N auswirkt. Die Wirkungs-
weise der adaptiven Glittung ist an zwei Beispielen in Bild A.12 dargestellt. Aus Griinden
der Ubersichtlichkeit sind der offene und der geschlossene Polygonzug jeweils nur durch deren
Stiitzpunkte angedeutet.

Fiir die weitere, numerische Behandlung der Isolinien werden die Bézier-Splines zusitzlich
als Polygonziige mit einer hohen Auflosung gespeichert. Die Abweichung dieser Polygonziige
von den Bézier-Splines kann vernachldssigt werden.

Vernachlissigung von leeren Bereichen

Der Entwurfsraum wird durch die geglitteten Polygonziige in verschiedene Gebiete A-D unter-
teilt (Bild A.13a). Die Gebiete werden jeweils durch einen geschlossenen Polygonzug definiert,
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——- 1 Bézier Spline : ey = 49.4%
~—— 4 Bézier Splines : ey = 6.9%

I {

~

e |

——= 2 Bézier Spline . ey = 33.8% \
16.9%

1l

N — 4 Bézier Splines : €apx

— -

e

Bild A.12:  Adaptive Approximation von Polygonziigen mit Bézier-Splines

wobei die Stiitzstellen im mathematisch positiven Umlaufsinn numeriert werden. Hierfiir sind
zunichst die Randsegmente durch gerade Linien auf dem Rand des Entwurfsraums zu ergéinzen.
Die Polygonziige im Inneren werden doppelt vorgehalten, da sie sowohl das Gebiet nach innen
(A) wie auch nach auBen (A~!) begrenzen. Die Typ der Begrenzung wird abermals durch
den Umlaufsinn definiert, wie die Stiitzstellen im Polygonzug numeriert sind:

o mathematisch positiv : Polygonzug schlieft das Gebiet ein.
» mathematisch negativ : Polygonzug grenzt das Gebiet aus.

Die mittleren Dichtewerte der einzelnen Gebiete A-D werden bestimmt, um zu entscheiden,
welche Gebiete im neuen, angepaBten Entwurfsmodell vernachldssigt werden kénnen. Hierzu
sind die vektorielle Beschreibung der Isolinien iiber Splines bzw. Polygonziige mit der pixel-
orientierten Abspeicherung der Materialverteilung im Hintergrundnetz zu koppeln.

Die Elemente im Hintergrundnetz werden hierfiir gemeinsamen, zusammenhingenden Ge-
bieten zugeordnet. Dies erfolgt durch ein “flood~fill”—Verfahren, das in zahlreichen pixelorien-
tierten Bildverarbeitungsprogrammen eingesetzt wird. Die Grenze der Flutungsbereiche wird
durch die Hintergrund-Elemente mit einem negativen Eintrag im Index—Feld gekennzeichnet
(Bild A.14a). Auf diese Wiese konnen, abgesehen von den Grenz-Elementen, alle Hinter-
grund-Elemente den Gebieten I-IV zugeordnet werden (Bild A.14b). Aus den Materialkenn-

a, Gebiete im Entwurfsraum |

N0

b. Zuweisung eines Hintergrund-Elementes

zu einem geschlossenen Polygonzug

Bild A.13:  Aufteilung des Entwurfsraums in verschiedene Gebiete
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a. Markierte Hintergrund-Elemente b. Zuordnung der Hintergrind-Elemente
“Fluten der Gebiete” zu gemeinsamen Gebieten

Bild A.14:  Aufteilung des Hintergrundnetzes in zusammenhingende Gebiete

werten sowie den Flichen der entsprechenden Hintergrund-Elemente werden die mittlere
Dichte sowie der Flicheninhalt der einzelnen Gebiete bestimmt. SchlieBlich sind die Gebiete
I-IV im Hintergrundnetz den Bereichen A~D der vektoriellen Beschreibung zuzuordnen. Hier-
fiir ist es ausreichend, ein Hintergrund-Element eines jeden Gebietes zu untersuchen
(Tabelle A.9, Bild A.13b).

Anband der im Hintergrundnetz berechneten, mittleren Dichten und Fldcheninhalte werden
Gebiete mit py, < P, und 1QI < I eliminiert. Im vorliegenden Beispiel sind dies die Gebiete
A (D), C (1) und D (IV), da deren mittlere Dichtewerte die vorgegebene Grenze unterschreiten.
Das innere Gebiet A wird vernachlissigt, da es ein Loch darstellt. Der gegenldufige Bézier—
Spline A~! wird nicht eliminiert, da er das Gebiet B gegen das Loch A abgrenzt. Fiir den
Fall, da das Loch A zu klein wiire (1Q 4l < IQ1), wiirden die Konturen A und A~ beseitigt.

1. Setze: A, —> ®
2. Schleife tiber alle geschlossenen Polygonziige A-D
2.1 Schleife tiber Segmente des Polygonzugs
A, : Flicheninhalt des Dreiecks (0-1-2) — Bild A.13b

wenn A, > 0, dann:
wenn A > | %, — x5 oder A > |x, - x| ,dann:
Ay = min ( Apin > [ X1 = %01 | %5 — %9 “)

Merke aktuellen Polygonzug
Ende der Schleife
Ende der Schleife

Tabelle A.9:  Zuordnung eines Hintergrund-Elements zu einem Polygonzug
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Grafische Kontrolle des angepaBten Entwurfsraums

Bei vielen Beispielen, bei denen dieses Adaptionsverfahren eingesetzt wurde, stellte sich her-
aus, daB die Topologie und die Form des angepabBten Entwurfsraums im AdaptionsprozeB iiber-
wacht und die Kontroll-Parameter entsprechend angepafit werden miissen. Auf diese Weise
wird beispielsweise vermieden, daB der Entwurfsraum zu stark eingeschrinkt wird oder wellige
Konturen entstehen.

Generieren eines neuen Analysemodells

Die zuvor erzeugte, geometrische Beschreibung des angepafiten Entwurfsraums durch Bézier—
Splines und graden Linien stellt eine vollstindige Eingabe fiir den in der vorliegenden Arbeit
eingesetzten Netzgenerator dar (Rehle [209]). Die Feinheit des unstrukturierten Netzes kann
in Bereichen mit Dichtewerten zwischen 0 < p < pg lokal erhoht werden. Das Hintergrund-
netz des Adaptionsverfahrens bildet das hierfiir notwendige Netz, auf dem die Netzdichte—
Funktion definiert ist. Der Verfeinerungsindikator wird durch ein abschnittsweise definiertes,
kubisches Polynom in Abhingigkeit von der Dichte f)hg des jeweiligen Hintergrund-Elements
und den Kontroll-Parametern h}ff, h{ff, Do Deschrieben (Bild A.15).

W= by (22 =32+ 1) +hy (352 -2p7) (A1)
- . Png™ FA)L - N - A
Prg = Ppef = :_g____/\__ H hy = hid ; hy = h{?
Pref — PL
_ . Png 7 Pt . _ _
Pog > Pt 1 P == 3 By=hf hy=nh
Pu ™ Prer

Fiir die weiteren Schritte beim Erzeugen eines neuen Analysemodells wird eine Datenstruktur,
d.h. eine Kanten-Element-Tabelle, fiir das neue FE-Netz aufgestellt und dieses in den Para-
meterraum projiziert. Die geometrisch definierten Last— und Auflagerbedingungen werden
anschlieBend auf das neue FE-Netz iibertragen. Es wird fiir jeden FE~Knoten gepriift, ob
er sich in einem gelagerten Bereich befindet und, wenn dies der Fall ist, die entsprechenden
Freiheitsgrade gesperrt. Die Einzellasten werden in dquivalente Knotenkrifte umgerechnet.

heef | . p;, = 0.0
e Pres = 0.25
, - Py =10
ST Py

Bild A.15:  Beispiel fiir die Netzdichtefunktion (A.81)
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Hierzu werden das Element, indem sich der Lasteinleitungspunkt liegt, und die zugehorigen
lokalen Koordinaten bestimmt. AbschlieBend wird die Materialverteilung im Hintergrundnetz
auf das neue FE-Netz tlibertragen. Diese Aufgabe wird analog zu dem in Tabelle A.7 darge-
stellten Verfahren durchgefiihrt. Fiir den Fall, daf} ein Formoptimierungsschritt folgt, werden
allen Finiten Elementen dieselben, mittleren Materialkennwerte zugewiesen.

Erzeugen eines neuen Entwurfsmodells

Im Fall, daf3 ein Topologieoptimierungsschritt folgt, werden die entsprechenden Materialkenn-
werte aller Finiten Elemente als Optimierungsvariablen definiert. Die Problematik, ein Ent-
wurfsmodell flir die Formoptimierung von topologisch komplexen Tragwerken automatisch
zu generieren, wurde in Abschnitt 6.2.4 angesprochen. Wenn keine interaktive, grafische
Schnittstelle fiir das Optimierungsprogramm zur Verfiigung steht, wie dies in der vorliegenden
Arbeit der Fall war, kann das angepalite Analysemodell zusammen mit einer CAGD—orien-
tierten Geometriebeschreibung des angepalten Entwurfsraums auf eine Datei geschrieben und
die Optimierungsvariablen, d.h. die Positionen sowie die Bewegungsrichtungen der Kontroll-
Knoten der Bézier--Splines, manuell definiert werden. ;

A8  Homogenisierungsergebnisse fiir die Mikrozelle mit Rechteck-Loch

Die Mikrozelle mit Rechteck-Loch ist das bekannteste, suboptimale Werkstoffmodell in der
materiellen Topologieoptimierung. Der Werkstofftensor liegt im Optimierungsprozef als
explizite Funktion der Abmessungen des Lochs vor, Hierzu werden vorab die makroskopischen
Materialeigenschaften fiir bestimmte Abmessungen mit dem in Abschnitt 3.4 und im Anhang
A4 beschriebenen Verfahren numerisch ermittelt und durch Polynomansitze interpoliert. Die
Homogenisierungsergebnisse sind fiir verschiedene Abmessungen des Lochs bei einer
Querdehnzahl v = 0.3 in Tabelle A.10 und Tabelle A.11 angegeben.

Die Komponenten des homogenisierten Materialtensors werden nach der Methode der kleinsten
Fehlerquadrate mit Polynomen 6. Grades interpoliert. Dabei ist zu beachten, da der homogeni-
sierte Materialtensor stets positiv definit sein muf.

CHinz0 5 Chn=0 ; Ch=0 (A.82)
2

Ch1iCo2 = Clig* 2 0

wobei CPjjp = C512 = 0 vorausgesetzt wird. Fiir einen vollstindigen Polynomansatz 6.

Grades ergeben sich die Interpolationskonstanten ¢ fiir die Komponenten des Materialtensors

nach Tabelle A.12.
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a=00| Chy Clin Ch

b = 0.0 1.0000 0.3000 0.3500

A2 b =01 0.9813 0.2948 0.3468
— b =02 | 09315 | 02803 | 0.3391

s b =03 0.8579 0.2586 0.3272

aI 1 b= 04 0.7690 0.2322 0.3114

" ] b = 0.5 0.6726 0.2034 0.2918

I———’-———-——% b =06 0.5738 0.1738 0.2686

b = 0.7 0.4755 0.1442 0.2415

o Y b =08 0.3778 0.1147 0.2093

b =09 0.2756 0.0836 0.1668

b= 1.0 0.0000 0.0000 0.0000

a=01| Chy Cliz Chy, | a=02] Cfy Cliz 212
b = 0.0 0.9974 0.2948 0.3468 b = 0.0 0.9925 0.2803 0.3391
b = 0.1 0.9687 0.2881 0.3359 b = 0.1 0.9542 0.2720 0.3195
b =02 0.9075 0.2720 0.3195 b =02 0.8831 0.2537 0.2945
b =03 0.8254 0.2491 0.2988 b =03 0.7938 0.2292 0.2659
b=04 0.7316 0.2220 0.2743 b =04 0.6958 0.2010 0.2346
b=05 0.6328 0.1926 0.2464 b =075 0.5950 0.1711 0.2010
b= 0.6 0.5333 0.1623 0.2151 b= 0.6 0.4946 0.1406 0.1651
b =07 0.4346 0.1315 0.1794 b =107 0.3952 0.1100 0.1260
b =038 0.3352 0.0997 0.1360 b = 0.8 0.2947 0.0791 0.0815
b=09 0.2256 0,0646 0.0743 b =09 0.1854 0.0475 0.0301
b=1.0 0.0000 0.0000 0.0000 b= 1.0 0.0000 0.0000 0.0000
a=03]| Ciyy Clin Chyp |a=04] Cfy Cliz Ciaz
b = 00 0.9849 0.2586 0.3272 b =00 0.9762 0.2322 03114
b= 0.1 0.9384 0.2491 0.2988 b= 0.1 0.9216 0.2220 0.2743
b=02 0.8588 0.2292 0.2659 b= 0.2 0.8350 0.2010 0.2346
b =03 0.7641 0.2036 0.2311 b =03 0.7364 0.1754 0.1954
b=04 0.6634 0.1754 0.1954 b= 04 0.6346 0.1485 0.1580
b=205 0.5612 0.1465 0.1595 b =05 0.5333 0.1220 0.1229
b = 0.6 0.4614 0.1177 0.1234 b= 0.6 0.4340 0.0966 0.0903
b = 0.7 0.3625 0.0897 0.0868 b =07 0.3365 0.0724 0.0595
b =038 0.2635 0.0626 0.0491 b = 0.8 0.2396 0.0495 0.0306
b = 0.9 0.1578 0.0356 0.0139 b= 09 0.1380 0.0270 0.0074
b=10 0.0000 0.0000 0.0000 b= 1.0 0.0000 0.0000 0.0000

Tabelle A.10: Homogenisierungsergebnisse fiir die Einheitszelle mit rechteckigem Loch (1)
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a=05| Cfy Clin Chiy | a=06 | Chy Cliz 1212
b = 0.0 0.9666 0.2034 0.2918 b = 0.0 0.9569 0.1738 0.2686
b = 0.1 0.9044 0.1926 0.2464 b= 0.1 0.8873 0.1623 0.2151
b =02 0.8120 0.1711 0.2010 = (.2 0.7905 0.1406 0.1651
b =03 0.7113 0.1465 0.1595 = (.3 0.6894 0.1177 0.1234
b = 04 0.6098 0.1220 0.1229 b = 04 0.5894 0.0966 0.0903
b =05 0.5100 0.0990 0.0915 = 0.5 0.4915 0.0776 0.0645
b= 0.6 0.4122 0.0776 0.0645 = 0.6 0.3954 0.0605 0.0440
b =07 0.3163 0.0576 0.0406 = 0.7 0.3007 0.0446 0.0271
b =08 0.2211 0.0387 0.0196 = (.8 0.2069 0.0295 0.0129
b =09 0.1231 0.0203 0.0043 b =09 0.1118 0.0150 0.0027
b=10 0.0000 0.0000 0.0000 b=1.0 0.0000 0.0000 0.0000
a=07] Ciy Clin Ciyp | 2=08 | Cy Clin Chiz
b = 0.0 0.9471 0.1442 0.2415 b = 0.0 0.9373 0.1147 0.2093
b = 0.1 0.8704 0.1315 0.1794 b= 0.1 0.8541 0.0097 0.1359
b =02 0.7710 0.1100 0.1260 b =02 0.7546 0.0792 0.0815
b =03 0.6712 0.0897 0.0868 b=203 0.6571 0.0626 0.0491
b =04 0.5735 0.0724 0.0595 b=04 0.5614 0.0495 0.0306
b =105 0.4775 0.0576 0.0406 b= 0.5 0.4670 0.0387 0.0196
b= 0.6 0.3827 0.0446 0.0271 b = 0.6 0.3735 0.0295 0.0129
b = 0.7 0.2890 0.0327 0.0168 b= 0.7 0.2807 0.0215 0.0082
b =038 0.1961 0.0215 0.0082 b =108 0.1885 0.0141 0.0045
b =09 0.1031 0.0106 0.0018 b =109 0.0966 0.0069 0.0013
b=1.0 0.0000 0.0000 0.0000 b= 10 0.0000 0.0000 0.0000
a=09 Cliu Clia Chan a= 10 Chn Cliz Chaa
b = 0.0 0.9270 0.0836 0.1668 b = 0.0 0.9009 0.0000 0.0000
b = 0.1 0.8388 0.0646 0.0743 b= 0.1 0.8190 0.0000 0.0000
b=102 0.7415 0.0475 0.0301 b=02 0.7280 0.0000 0.0000
b =103 0.6464 0.0356 0.0139 b =03 0.6370 0.0000 0.0000
b=04 0.5526 0.0270 0.0074 b=04 0.5460 0.0000 0.0000
b =205 0.4597 0.0203 0.0043 b=05 0.4550 0.0000 0.0000
b= 0.6 0.3673 0.0150 0.0027 b =056 0.3640 0.0000 0.0000
b = 0.7 0.2754 0.0106 0.0018 b = 0.7 0.2730 0.6000 0.0000
b =038 0.1838 0.0069 0.0011 b =108 0.1820 0.0000 0.0000
b = 0.9 0.0925 0.0034 0.0005 b =09 0.0910 0.0000 0.0000
b=1.0 0.0000 0.0000 0.0000 b=1.0 0.0000 0.0000 0.0000

Tabelle A.11: Homogenisierungsergebnisse fiir die Einheitszelle mit rechteckigem Loch (2)
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Qoo SIT) Qog %) at V) O3g
C?lll 1.0000 | -0.0031 0.1153 | -0.2340 | —1.1623 | -3.1727 0.6154
Clljlzz 0.3000 0.0184 0.0185 | -0.8390 0.2398 | -0.8383 1.7001
C?le 0.3500 | ~0.0037 { -0.0038 | ~0.5404 0.3869 | -0.5392 1.0990
a1 v Qo3 40 A3y Qo A3
C?lll —0.6885 | -0.1061 6.5249 | ~-1.3229 2.2202 1.8531 5.9451
C?lzz -1.6162 | -1.6184 1.6961 | ~2.9513 2.9197 3.9353 2.9260
C?m -3.6420 | -3.6422 1.0946 | -1.1700 0.0078 17.067 0.0092
Qog Asq Qyq 032 O3 Qg Qos
C?lll -11.597 1.4703 | —1.6851 | -3.1192 1.6069 | -12.096 13.257
T2 -2.9447 | 33034 | -3.5671 | -1.9562 | -19640 | -3.5706 | 3.2985
CI13212 —1.1619 0.8508 1.6089 | -9.2200 | -9,2212 1.6070 0.8457
Ao Qsy Oyqy Q33 Oog O1s Gog
Ciiu -0.6249 | 0.8020 | -0.0249 | 2.0521 | -2.9086 | 7.4052 | -6.1104
122 ~1,5204 | 2.1154 | -0.7837 | 1.8921 | 07795 | 2.1154 | -1.5190
Choyp 05673 | 1.5697 | —-3.9641 | 10.146 | -3.9634 | 1.5701| -0.5660

Tabelle A.12: Parameter der Interpolationsfunktionen

Cy = Qgg + Gjg @ + 0y b+ ayy > + ajy a b+ 0g, b (A.83)
+ a2’ + ay a? b+ apy a b+ ag b’
+ oy a® + aq a0 b+ oy a2 b2+ gy a b3+ g, b
+ gy a5 + 0y at b+ agy 2% b2+ 0y a2 b+ agy a bt 4+ o b

+ og 2% + a5 @ b+ oy, at b+ g, a® b® + ayy a2 b* + a5 a b’ + g bP

Diese Homogenisierungsdaten fiihren in einem Beispiel zur maximalen Steifigkeit bei vorgege-
bener Masse in Abschnitt 4.1 zu einem Optimierungsergebnis, das sich wesentlich von dem
unterscheidet, das mit den Homogenisierungsdaten nach Suzuki et al. [241] erzielt wird. In
Bild A.16 sind fiir beide Fille die Komponenten der homogenisierten Werkstofftensoren und
deren relative Differenzen iiber den Abmessungen des Rechteck—Lochs aufgetragen. Die Inter-
polationen sind fiir die Komponenten C7),, und CF,;, nahezu identisch. Die Ergebnisse nach
Suzuki et al. {241] sind jedoch fiir die Komponente CTy | bzw. Cpy,y bei einer relativen Dichte
0 < p/py < 1 deutlich weicher als die eigenen Resultate. Dies erkldrt die unterschiedlichen
Optimierungsergebnisse in Abschnitt 4.1. Da der pordse Werkstoff nach Suzuki et al. [241]
eine geringe Steifigkeit besitzt, enthélt die optimale Materialverteilung nahezu ausschlieflich
Bereiche mit p — 0 bzw. p = p,. Dies ist zwar hinsichtlich der Umsetzbarkeit der Opti-
mierungsergebnisse in ein Tragwerk, das aus einem isotropen Material besteht, von Vorteil,
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Homogenisierungsergebnisse
Suzuki et al. [241] Differenz Maute
(Suzuki) — (Maute)

COllIl

ACy

- [%]
Corn

Bild A.16: Vergleich der Homogenisierungsergebnisse mit Suzuki et al. [241]
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erkldrt jedoch nicht den erheblichen Unterschied zwischen den Homogenisierungsergebnissen.
Da die eigenen Homogenisierungsdaten mit den Resultaten von Hassani {116] nahezu {iberein-
stimmen, liegt der Schluf nahe, daf die Ergebnisse von Suzuki et al. [241] hinsichtlich der
CTi1;~-Komponenten nicht korrekt sind. Dieser Sachverhalt ist um so bemerkenswerter, als
daf sich zahlreiche Autoren in fiir die Entwicklung der materiellen Topologicoptimierung
bedeutenden Arbeiten auf diese Homogenisierungsergebnisse stiitzen (u.a. Bendsge, Kikuchi
[26], Diaz, Kikuchi [75]).

A9  Konvergenzbeweis zu Abschnitt 3.2

Fiir den in Abschnitt 3.2 gefiihrten Beweis ist zu zeigen, daB die Folge {ub} fiir [a] < !
schwach gegen ii konvergiert. Es existiert eine Diskretisierung h, so daf fir alle h > h gilt:

(G = (Gu)|<e 5 e>0 (A.84)
1

{ J( g (0 =)+ g Tt - i) ) ax | <e (A.85)
0

Beweis:

Der Betrag von (A.85) kann durch die Dreiecksungleichung abgeschitzt werden.

1

'j(g] (wh~0) + g Vot - ) ) ax| <

(A.86)

| f( B (o -d)) dX‘ 4-] J( & Vifuh — ) ) dx

0

Die Holdersche Ungleichung liefert eine obere Grenze fiir den ersten Summanden in (A.86).

ot i (A87)

L,

”1( & (uh—ﬁ))dx‘ < | g

I

Da die approximierten Verschiebungen uM gegen die vorgegebene Kurve u — @ konvergieren,

kann die Ly-Norm der Differenzverschiebungen mit h nach oben abgeschitzt werden.

o -, = 4 (a3

Fiir die Abschédtzung des zweiten Summanden in (A.86) wird davon Gebrauch gemacht, da3
die Menge Cg’(£2;) der beliebig stetig differenzierbaren Funktionen dicht in L,(€y) ist. Dies
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bedeutet, dal man die Funktion g, € L,(€2,) beliebig gut durch eine Funktion f:gz € Cy(Qe)
mit g:gz = 0 auf dem Rand I' approximieren kann.

| & -2 ”Lz = % ’ (A.89)

Der Summand in (A.86) wird in zwei Anteile aufgespalten.

1 1

| f( (6~ &) Voo - 8) ) ax | + | f( B Vil - 1)) ox| (A.90)

0 0

Der erste Anteil von (A.90) kann abermals durch die Holdersche Ungleichung abgeschitzt

werden.

| J ((& = &) Vo~ 0)) ax | < [ &y - Bl | Vo - 1) ., (A91)

=

IA

1V K<l

nNm

Der zweite Anteil in (A.90) wird unter Berticksichtigung von éz = ( auf I partiell integriert.
[
= h - = h ~ 1 z
lj Vig, <u - u) dx } < sup { ngzi sup | ut - u| s 5 sup ‘ ngz| h (A.92)

0

Dieses Integral kann durch das Supremum des Integranden abgeschitzt werden. Die Ab-
schiitzungen (A.87), (A.88), (A.91) und (A.92) werden wie folgt zusammengefafit.

1

IJ( g (=) + g, Vyfuh _ﬁ)) dx‘< é— h ( [ &y, + sup | Vx§2|) + 5 (A93)
0

Da die Ly-Norm von g € L,(€s) und der Betrag des Gradienten von éz € C5(Qy) per
Definition beschriinkt sind, 18t sich immer ein h finden, fiir das gilt:

% ( L&l + sup | ‘Vxézl) h<g (A.94)

Fiir h > h mit

. L\ ~1
F=e ( HET vxg21) (A.95)
ist die Ungleichung (A.84) bzw. (A.85) erfiillt.

’ <G,uh> - <G,ﬁ>} < g O
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