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Zusammenfassung

Vorgestellt wird eine gegenliber der elementaren Theorie verfeinerte und konsistentere
Balkentheorie.

Die Verfeinerung erfolgt iber die Korrektur des Widerspruchs zwischen den Schub-
spannungen und den Schubverzerrungen, wie er bei der Timoshenko-Balkentheorie
vorliegt. Diese Inkonsistenz wird durch eine genauere Erfassung der Schubverzerrungen
beseitigt, wodurch im wesentlichen eine genauere Léngsspannungsberechnung ermég-
licht wird. In Analogie zur bekannten Walbkrafttorsion werden Wélbfunktionen in die
Biegetheorie eingefiihrt.

Zu der in diesem Sinne erweiterten Balkentheorie wird die Herleitung angegeben.
Thre Genauigkeit wird abgeschétzt, und sie wird auf ihren méglichen Anwendungs-
bereich hin untersucht.

Das Ergebnis ist eine geometrisch lineare Theorie fiir linear elastischen homogenen
isotropen Werkstoff mit Erweiterung auf die linearisierte Theorie II. Ordnung und die
Dynamik.

Es wird festgestellt, daf3 die entwickelte Balkentheorie u.a. dazu geeignet ist, bei geglie-
derten dinnwandigen Querschnitten und fiir gewdhnliche Balkenabmessungen den
"Shear-Lag-Effekt” bzw. das Problem der ”mittragenden Breite” wirklichkeitsnah und
auf einfache Weise zu beschreiben.



Abstract

An extended and more consistent beam theory is introduced and compared to the
elementary theory.

The contradiction between shear stresses and shear strains, existing in the beam theory
of Timoshenko, is removed by the present extension. The inconsistency is eliminated
by a more exact representation of the shear strains, leading to a more accurate calcu-
lation of the longitudinal stresses.

Essentially warping functions are introduced into the bending theory in analogy to the
well known warping torsion.

The derivation of the extended beam theory for plane and spatial beams is given. Its
accuracy is estimated, and the method is investigated with regard to its range of appli-
cation. It turns out that the new theory is almost as simple as the traditional beam
theories.

The result is a geometrically linear theory for linear elastic homogeneous isotropic
material with an extension to the linearized second order theory and to dynamics.

It is shown that the developed beam theory is suitable to describe the "shear lag effect”
and the problem of “effective flange width” of beams having usual dimensions and

arbitrary thin-walled cross sections.
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0 Motivation

Alle (Balken-) Theorien, nach denen Systemberechnungen durchgefiihrt werden, be—
ruhen i.a. auf Verschiebungs— und/oder Spannungsannahmen.

Die Genauigkeit der Ergebnisse kann wesentlich von der Giite dieser Annahmen abhén—
gen, z.B. wenn bei gedrungenen Trégern die Schubverzerrungen nicht mehr vernach—
lassigt werden diirfen.

In diesen Fillen trifft man der Einfachheit halber gewdhnlich Verschiebungsannahmen,
wie sie von der Bernoulli~Balkentheorie mit Schuberweiterung bzw. von der
Timoshenko-Balkentheorie her bekannt sind und setzt dabei aber gleichzeitig voraus,
dal} sich die Querschnitte unter Schubspannungen frei verwdlben kdnnen.

Wegen dieses Widerspruchs geht man von einer tiber den Querschnitt gleichméiBigen
Schubspannungsverteilung aus, was wegen des Hookeschen Gesetzes fiir Schub
=L
=G
auch zu einer Gber den Querschnitt gleichmaBig verteilten Winkelverzerrung vy fiihrt
(Bild 1).

Damit wird die Bernoulli~Annahme der
eben bleibenden Querschnitte und die i.a.
kontrire Annahme der freien Verwtlbung
infolge Schubspannungen gleichzeitig
erfiillt.

Die Schubverzerrung 'y wird also hier als
gemittelte GroBe betrachtet, die bei linea-

rem Stoffgesetz proportional der im Quer-
schnitt libertragenen Querkraft Q ist.

Bild 1 konstante Schubverzerrung y

Q

Y=

GA,

(Die Schubfliche A,=c;A bzw. der Schubkorrekturfaktor o kann {iber Energie-
betrachtungen ermittelt werden).



Jedoch ist i.a. die Schubspannungsverteilung nicht gleichméBig, sondern parabolisch
iiber die Querschnittshdhe verteilt. Dies fiihrt wegen

=L
YTG

zu gekriimmten statt ebenen Querschnittsflachen (Bild 2).

Bild 2 Timoshenko-Annahme der eben bleibenden bzw. sich frei verwdlbenden
Querschnittsflichen

Die Bernouili-Annahme der eben bleibenden Querschnitte trifft in Wirklichkeit also
nicht zu, und die zusétzliche Annahme der freien Verwolbungsfahigkeit infolge Schub-
spannungen wird nur in Ausnahmefillen erfillt. Ein Beispiel fiir das ndherungsweise
Zutreffen dieser Annahme stellt der Balken auf zwei Stlitzen unter Gleichlast dar

(Bild 3a).
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Bild 3 Zutreffen der Timoshenko-Annahme an zwei Beispielen

Das Ergebnis der Verschiebungsberechnung nach der Bernoulli-Balkentheorie mit
Schuberweiterung wird also fiir den in Bild 3a dargesteliten Fall sehr gut mit der in
Wirklichkeit zu erwartenden Verschiebung ibereinstimmen. (Zwar wird der Quer-
schnitt nicht eben bleiben, aber die Verwdlbung kann sich niherungsweise zwangsfrei

einstellen).

Anders sieht es fiir den in Bild 3b dargestellten Fall aus, der aus Symmetriegriinden
auch an einem entsprechend belasteten Kragarm erldutert werden kann (Bild 4a).



Aufgrund des konstanten Querkraftverlaufs und des daraus resultierenden in Balken-
langsrichtung konstanten Schubspannungsverlaufs, miiite sich den Voraussetzungen
entsprechend eine Querschnittsverwdlbung zwangsfrei einstellen kdnnen (Bild 4b), die
in jedem Querschnitt die gleiche Form hat. Wegen der Symmetriebedingung in Balken-
mitte bzw. an der Einspannstelle des Kragarms ist dies jedoch nicht {iberall méglich
(Bild 4¢).

¢) d)

Bild 4 Plausibilitat einer nichtlinearen Lingsspannungsverteilung an einer

Einspannstelle

Die Verwdlbung wird teilweise behindert. Das bedeutet, daff im Lasteinleitungsbereich
bzw. in der Umgebung der Einspannstelle eine andere Spannungsverteilung vorliegt,



als nach der elementaren Balkentheorie vorhergesagt wird (Bild 4d). AuBerdem muB
die wirkliche Schubverschiebung wegen der Walbbehinderung geringer als die nach der
elementaren Theorie errechnete sein.

Um auch hier ein Ergebnis der Verschiebungs— und Spannungsberechnung zu erhalten,
das mit den tatsichlich zu erwartenden Verschiebungen und Spannungen besser iiber—
einstimmt als das Ergebnis nach der elementaren Balkentheorie, miissen bei energe-
tischer Betrachtung die Arbeitsanteile infolge der auf den eingespannten bzw. wilb-
behinderten Querschnitt wirkenden Schubspannungen beriicksichtigt werden, die aus
der beschriebenen behinderten Querschnittsverwdlbung resultieren.

Auf diesen Sachverhalt machte vermutlich als erster Filon in [22] schon 1903 aufmerk-
sam, als er die sich dndernde Schubspannungsverteilung iiber die Querschnittshche
eines Balkens im Schnitt I-I in Abhdngigkeit verdnderter Laststellungen untersuchte
(Bild 5).

l © e I Q- Verlauf

)\
M-~Verlcuf
W

Bild 5 Bestimmungsort der Schubspannungsverldufe  (Schnitt I-I)
bei verdnderlicher Lasteinleitungsentfernung a (Filon [22])




Er zeigte (Bild 6), daB sich im Schnitt I-I fiir kleine Verhiltnisse a/h nicht mehr
die nach der elementaren Balkentheorie vorhergesagte parabolische Schubspannungs-
verteilung einstellt, sondern sich im Extremfall am oberen und unteren Querschnitts-
rand eine Schubspannungsspitze ausbildet, wahrend der Mittenbereich nahezu schub-
spannungsfrei bleibt.
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Bild 6 Schubspannungsverldufe am Kriimmungs-Nullpunkt in Abhéngigkeit der
Lasteinleitungsentfernung a

Dieses Ergebnis wurde durch weitere Arbeiten belegt, u.a. 1905 von Timpe in [77] und
19335 von Mesmer in [47].

Die elementare Balkentheorie ist also demnach fiir allgemeine Belastungsfille inkon-
sistent, d.h. es herrscht in ihr ein Widerspruch zwischen den Schubspannungen und
den Schubverzerrungen. Mit ihr kann der verdnderte Schubspannungsverlauf in der
Nihe einer Einspannstelle bzw. einer Lasteinleitung oder in Bereichen eines raschen
Kriimmungswechsels nicht beschrieben werden. Dies hat zur Folge, dafl auch der
Ldngsspannungsverlauf in diesen Bereichen selbst mit der Timoshenko-Balkentheorie
nicht besser, d.h. wirklichkeitsndher als mit der Bernoulli-Balkentheorie bestimmt

werden kann.



1 Einleitung und Ubersicht

Die oben geschilderte Unzuldnglichkeit der elementaren Balkentheorie kann sich in der
Berechnung von Stabtragwerken bei bestimmten Verhéltnissen der Geometrie und/oder
des Werkstoffes bemerkbar machen. Darauf weisen u.a. Timoshenko in {73] sowie
Donnel in [21] hin und geben experimentell bzw. theoretisch begriindete N#herungs—
formeln an, um diesen lokalen Effekt, der durch die von der elementaren Theorie ab-
weichenden Spannungsverteilung verursacht wird, nachtriglich zu beriicksichtigen.

Ziel dieser Arbeit soll es sein, eine erweiterte Balkentheorie in konsistenter Weise her—
zuleiten, die es durch genauere Verschiebungsannahmen ( als sie der elementaren
Balkentheorie zugrunde liegen ) gestattet, das Ergebnis der Verschiebungen und der
Spannungen zu verbessern. Sie soll es méglich machen, auch kurze wandartige Triger
genauer zu berechnen und den Lingsspannungsverlauf von Stdben mit gegliedertem
Querschnitt bei vergleichsweise geringem Rechenaufwand realitdtsnah anzugeben.

Da auf dem Gebiet der Balken- und Plattentheorien schon sehr frith und seit Bernoulli
noch bis heute relativ intensiv gearbeitet wird, wire es miithsam alle bisher auf diesem
Gebiet erschienenen Arbeiten hier aufzulisten. Um dennoch einen allgemeinen Uber-
blick zu ermoglichen, wird daher an dieser Stelle nur auf einzelne bereits erschienene
Abhandlungen verwiesen, wie z.B. die Biicher von Timoshenko [75] und Szabé [67]
sowie auch auf das Buch von Schardt [60] oder die Dissertation von Gebbeken [25],
in denen von verschiedenen Standpunkten aus die geschichtliche Entwicklung be-
schrieben und dazu auch jeweils ein umfangreiches Literaturverzeichnis angegeben

wird.

Diejenigen Veréffentlichungen, die in direktem Bezug zu der hier vorgestellten ver-
feinerten Balkentheorie stehen, werden im folgenden kurz aufgefiihrt.

Aufbauend auf grundlegenden Arbeiten im wesentlichen von Johann Bernoulli
(1667-1748), Leonhard Euler (1707-1783), Charles A. Coulomb (1736-1806) und Tho-
mas Young (1773-1829) gelang es vermutlich als erstem Louis M. H. Navier
(1785-1836) im Jahre 1826 "die Differentialgleichung der elastischen Linie” aufzustel-
len. Damit war eine Biegetheorie fiir schlanke Stéibe,geschaffen, die heute unter dem
Namen (Euler-) Bernoulli-Balkentheorie bekannt ist. Die wesentlichste ihr zugrunde-
liegende Annahme ist das Eben- und zur Stabachse Senkrechtbleiben der Querschnitte.

Die Berechnung nicht nur schlanker sondern auch gedrungener Stibe erforderte eine
Theorie, die die Schubverformungen mitberiicksichtigt. Eine in den Grundziigen inso-
fern erweiterte Balkentheorie stellte im Jahre 1859 erstmals Jacque A. C. Bresse

17



(1822-1883) in [10] vor.

Auf dem Gebiet der Dynamik erweiterte 1921 Stephen P. Timoshenko (geb. 1878) in
[71] den Gdltigkeitsbereich der Balkentheorie auch auf kurze Stabe durch Einarbeitung
der Querschub- und Rotationstrigheitseffekte in die Differentialgleichung der Balken-
biegung. Er dehnte diese erweiterte Theorie 1936 in [72] auf die Stabilitdtsberechnung
von Stidben sowie 1940 in [73] bzw. 1949 in [74] auch auf die Berechnung statischer
Probleme aus.

Bei dieser sogenannten (Bresse—) Timoshenko-Balkentheorie wird von {iber die Quer-
schnittshéhe konstanten effektiven Schubverzerrungen ausgegangen. Es wird angenom-
men, dal3 diese effektiven Verzerrungen gleich sind dem Quotienten aus der Durch-
schnitts—Schubspannung eines Querschnittes und dem Produkt aus Schubmodul G
und Schubkorrekturfaktor as . Der Schubkorrekturfaktor as ist hierbei eine dimen-
sionslose GroBe, die von der Querschnittsform abhingig ist und eingefiihrt wird, um
der Tatsache Rechnung zu tragen, da die Schubspannungen und -dehnungen nicht
gleichmaBig iiber den Querschnitt verteilt sind.

Timoshenko definierte in [71] den Schubkorrekturfaktor a; zunédchst als Verhiltnis
von durchschuittlicher Schubverzerrung eines Querschnittes zum Schubverzerrungs-
wert auf der Schwerachse. Diese Definition ergibt beispielsweise fiir den Rechteck~
Querschnitt einen Schubkorrekturfaktor von ag = 0.667 .

Fiir den gleichen Querschnittstyp gab er in [72] ohne weitere Erkldrung den Wert
as = 0.833 an.

Seither wurde in vielen Arbeiten durch Verbesserung des Schubkorrekturfaktors ver—
sucht, zum einen den Fehler auszugleichen, der der so erweiterten Balkentheorie infolge
der konstant iiber die Querschnittshéhe angenommenen Schubverzerrungen anhaftet,
und zum anderen eine Ausweitung des Anwendungsbereichs dieser Theorie auf be-
liebige Querschnittsformen und/oder beliebige Materialien zu erzielen.

So wurde w.a. von Mindlin und Deresiewicz 1954 in {50] darauf hingewiesen, daf} die
gewshnliche Definition des Schubkorrekturfaktors entsprechend [73] bzw. [71] zu un-
befriedigenden Ergebnissen fiihrt, wenn die Timoshenko-Gleichungen benutzt werden,
um hohere Frequenzen schwingender Balken zu berechnen. Jedoch stellten sie dabei
nicht die Grunddefinition des Schubkorrekturfaktors as in Frage, sondern legten dar,
daf3 die Verteilung der Schubverzerrungen {iber den Querschnitt von der Eigenform
der Balkenschwingung abhdngt und ag sich daher mit der Frequenz &ndert. Die un-
befriedigenden Ergebnisse in der Frequenzberechnung rithrten somit von der Benutzung
statischer Schubverzerrungsverteilungen zur Bestimmung des Schubkorrekturfaktors
(i, anstatt der Benutzung einer Verzerrungsverteilung wie sie bei einer hochfrequenten
Bewegung auftritt. Mindlin und Deresiewicz schlugen vor, den Schubkorrekturfaktor
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gefs. willkiirlich anzupassen und gaben z.B. fiir einen Rechteck-Querschnitt den Wert
as = 0.822 an.

Cowper leitete 1966 in [15] die Gleichungen der Timoshenko-Balkentheorie durch Inte-
gration der Gleichungen der drei-dimensionalen Elastizititstheorie her. Aus dieser Her-
leitung resultiert eine gegeniiber [73] neue Formel zur Ermittlung des Schubkorrektur-
faktors fiir isotropes Material, die von einer MaterialkenngréBe, der Querdehnzahl
v, abhéngig ist. Er gibt u.a. zur Bestimmung des Schubkorrekturfaktors eines Rechteck—
Querschnittes die folgende Formel an: _ 101+

TR

Diese liefert fiir eine Querdehnzahl v zwischen 0.0 und 0.3 einen Schubkorrektur—
faktor as zwischen 0.833 und 0.850

U.a. in den Arbeiten [7] und [8] von Bert 1973 und Bert und Gordaninejad 1983,
[18] von Dharmarajan und McCutchen 1973, [68] von Teh und Huang und [66] von
Stephen und Levinson 1979 sowie [5] von Bank 1987 wurde versucht, Formeln zu ent-
wickeln, die die Bestimmung des Schubkorrekturfaktors der Timoshenko-Balkentheorie
fur beliebige Querschnittsformen und/oder beliebige Materialeigenschaften ermdglicht,
was in diesen Arbeiten auch fiir bestimmte Sonderfille realisiert wurde.

Die Timoshenko-Balkentheorie der Dynamik (und Statik) fiir isotropes Material wurde
in der Folgezeit seit ihres Bekanntwerdens 1921 mit [71] unter Zugrundelegung eines
Schubkorrekturfaktors as zwischen 0.667 und 0.850 fiir Rechteck-Querschnitte
sowohl analytisch als auch numerisch auf verschiedene Weise geldst.

Hier sei zum einen auf die Arbeiten von’

Davidson und Meier 1946 in [16], Kruszewski 1949 in [37], Anderson und Miklowitz
1953 in [2] bzw. [49], Huang 1961 in [29], Krishna Murty 1970 in [35] und [36], sowie
Clough und Penzien 1975 in [14] und zum anderen auf die Arbeiten von

Archer 1965 in [4], Kapur 1966 in [32], Severn 1970 in [64], Nickel und Secor 1972
in [31], Thomas, Wilson und Wilson 1973 in [70], Tessler und Dong 1981 in [69],
Kanok-Nukuichai und Shik Shin 1984 in [31], Yokoyama 1988 in [82], Kant und Gupta
1988 in [30] und Gordaninejad und Ghazavi 1989 in [27] verwiesen.

Erstere Losungsverfahren unterscheiden sich u.a. darin, daf3 die Differentialgleichun-
gen zum Teil in anderen als den Ublichen Freiheitsgraden formuliert werden.

Bei letzteren Losungsverfahren werden ausgehend von der potentiellen und ggfs. kineti-
schen Energie die Elementmatrizen ebenfalls teilweise in anderen Freiheitsgraden
(auch mehr als zwei je Knoten) und zwei (oder mehr) Knoten je Element definiert, wobei
die unterschiedlichsten Kombinationen von Verschiebungsansitzen gemacht werden.
Ein Uberblick tiber dhnliche Arbeiten auch anderer Autoren findet sich dariiber hinaus



in [70], [69] sowie [31].
Die exakten Timoshenko-Matrizen flir die linearisierte Theorie II. Ordnung und die
Dynamik gibt u.a. Cheng 1970 in [11] bzw. Cheng und Pantelides 1988 in [12] an.

In jlingster Zeit wurden in Hinblick sowohl auf eine analytische als auch auf eine nume-
rische Ldsung verfeinerte Balkentheorien entwickelt, deren vorrangiges Ziel es u.a.

war, ohne Schubkorrekturfaktor as auszukommen. Dies wurde hiufig ausgehend von
einer Energieformulierung direkt durch einen Verschiebungsansatz hdherer Ordnung
erzielt. Allerdings wurden diese Theorien fast immer nur fiir bestimmte Querschnitts—
typen (meistens Rechteck oder Kreis) aufbereitet.

Zu erwidhnen sind hierbei u.a. die Arbeiten von Uhrig 1979 in [78], Levinson 1981
in {42] und [43], Bickford 1982 in [9] und Levinson 1985 in [44].

Wihrend Levinson in [42] und [43] gewissermaBen “nur” die Timoshenko-Differential-
gleichungen fiir den Rechteck-Querschnitt ohne die Benutzung eines Schubkorrektur-
faktors as (bzw. fiir ag =0.833) formulierte, was er durch einen kubischen Verschie-
bungsansatz in Lingsrichtung erreichte, ist u.a. mit den Formulierungen von Uhrig in
[78], Bickford in [9], Kant und Gupta in {30] und Gordaninejad und Ghazavi in [27]
auch eine genauere Lingsspannungsberechnung im angegebenen Querschnittstyp
(Rechteck bzw. Kreis) moglich.

Im Zusammenhang einer genaueren Spannungsermittiung wurde insbesondere ver-
sucht, im gegliederten Querschnitt den Shear-Lag-Effekt bzw. das Problem der mittra-
genden Breite zu beschreiben.

Vermutlich beginnend mit von Karman 1924 in [79] wurde hierfir in vielen Arbeiten
- u.a. von Metzer 1929 in [50], Chwalla 1936 in [13], Girkmann 1946 in [26], Dischin-
ger 1955 in [19], Schieeh 1974 in [61] und 1978 in [62] — nach Art der klassischen
Faltwerkstheorie das KraftgroBenverfahren auf verschiedene Querschnittstypen und
Belastungsfille angewandt.

Hierbei wird der gegliederte Querschnitt in seine Teilquerschnitte zerlegt. Die zwischen
den Teilquerschnitten ibertragenen Schubspannungen stellen die statisch Unbestimm-
ten dar. Die horizontalen Querschnittsteile (Flansche) werden nach der Scheibentheo-
rie. die vertikalen Querschnittsteile (Stege) nach der Bernoulli-Baltkentheorie berechnet.
Lediglich in [61] und [62] werden sowohl die Flansche als auch die Stege nach der
Scheibentheorie berechnet.

1966 stellte Schardt in [59] ein Verfahren zur Berechnung allgemeiner prismatischer
Faltwerke vor. deren Querschnitte nicht mehr als unverformbar angesehen werden
konnen. Diesem Verfahren liegen u.a. die Annahmen zugrunde, daf3 die Lings-
spannungen ox in den einzeinen Scheiben linear {iber die Hohe verteilt sind und

in den Mittelebenen der Scheiben keine Schubverzerrungen auftreten.
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Es resultiert in einem System von Differentialgleichungen, die in Analogie zu der
Differentialgleichung der Wélbkrafttorsion fiir den Stab mit kontinuierlicher elastischer
Drehbettung steht (mit entsprechenden Walbsteifigkeiten infolge linearer Verwdlbung
der Teilquerschnitte, Torsions~ und Querbiegesteifigkeiten der einzelnen Scheiben je
Verformungszustand der Beriihrungspunkte der Teilquerschnitte).

Kollbrunner und Hajdin gaben 1972 und 1975 in [33] und [34] verschiedene Néherungs-
stufen zur Berechnung diinnwandiger Stidbe u.a. unter Berlcksichtigung der Profilver-
formung an.

Roik und Sedlacek veréffentlichten 1970 in [57] und 1982 in [63] ein Verfahren zur
Berechnung von Stdben mit gegliedertem Querschnitt und mit elastischen Lingsfugen,
tiber die Schubverformungen zwischen den Teilquerschnitten ermdglicht werden. Die
Herleitung erfolgt iiber das Prinzip der virtuellen Arbeit, wobei zu den Elementarver-
wdlbungen des Querschnittes mit unendlich groBer Fugensteifigkeit ( = konstanten und
linearen Verschiebungsansatzen fiir Langskraft, Biegung und Torsion) zusitzliche kon-
stante Grundverwolbungen festgelegt werden, die die mdglichen Verformungen der
Schubfugen bertcksichtigen.

Die Teilquerschnitte geniigen dabei der Bernoulli-Hypothese.

Als Ergebnis erhilt man die Differentialgleichung des Fugenschubs (ebenfalls in vekto-
rieller Form), die wiederum in Analogie zur Differentialgleichung der Wolbkrafttorsion
steht. Roik und Sedlacek geben an, daB durch einen Ubergang von diskreten schub—
elastischen Fugen auf einen kontinuierlich zusammenhingenden Querschnitt, der
Schubverformungen zuldBt, das Problem der mittragenden Breite beschrieben werden
kénne. Der Verlauf der Zusatzverformungen iiber den Querschnitt miisse hierfiir aller-
dings nach “verniinftigen” Gesichtspunkten geschétzt werden.

Von Sedlacek und Bild wurde u.a. dieses Verfahren 1990 in [64] an einem Zweistegigen
Plattenbalken vorgefiihrt, wobei die vier Grundverwdlbungen noch durch zusitzliche
parabelférmige Elementarverwdlbungen der Flansche zur Erfassung der Schubweich-
heit ergdnzt wurden. Jede dieser Zusatzverwdlbungen liefert eine Differentialgleichung
vom gleichen Typ der der Walbkrafttorsion.

Ahnlich, auf der Grundlage der verallgemeinerten Balkentheorie fiir dlinnwandige ge-
gliederte Querschnitte (Bernoulli-Biegetheorie und Theorie der Wolbkrafttorsion) und
durch den Ansatz spezieller Formfunktionen in den einzelnen Flanschabschnitten ent-
wickelten Razagpur und Li 1991 in [53] Gber das Prinzip der virtuellen Arbeit ein finites
Kasten-Balkenelement zur Berechnung ein- und mehrzelliger Kastentrédger. Das resul-
tierende Differentialgleichungssystem besteht wie in [64] u.a. aus je einer Differential-
gleichung fiir jede Basiswélbfunktion der Flansche, die in Analogie zu der Differential-
gleichung der Wélbkrafttorsion steht.



Einen ganz anderen Weg ging Reissner 1946 in [S5], als er {iber das Prinzip vom Mini-
mum der potentiellen Energie Gleichungen herleitete, die den Kastentriiger mit Flansch-
verwlibungen beschreiben. Bei dieser Formulierung fiihrte er in Ergénzung zu den bis
dahin ublichen ebenen Querschnittsverschiebungen eine quadratische Funktion fiir die
axialen Faserverschiebungen in den Flanschen des Kastentrigers ein.

Verbunden mit dieser Funktion ist eine verallgemeinerte kinematische Variable, die
die GroBe des Beitrages der parabolischen Verschiebung angibt.

Diese, die Intensitdt des Shear-Lag im Kastentrdger beschreibende Funktion, unter-
suchten Foutch und Chang 1982 in [24] fiir verschiedene Belastungsfille.

Die Formulierung von Reissner [55] wurde von Kuzmanovié und Graham 1981 in [38]
auf Kastentrdger mit seitlichen Auskragungen der oberen Flansche erweitert.

Dezi und Mentrasti lieBen 1985 in [17] dariiber hinaus auch geneigte Stege und {iber
die Querschnittshdhe konstante Schubverzerrungen zu.

Die der vorliegenden’ Arbeit im Ergebnis am nichsten kommenden Veréffentlichungen
sind jene von Hjelmstad 1987 in [28] sowie von Laudiero und Savoia 1990 in [39] bzw.
1991 in [40], neben der bereits erwahnten Arbeit von Bickford 1982 in [9] bzw. 1985
in [44] unter der gemachten Einschrinkung.

Sowohl Hjelmstad als auch Laudiero und Savoia leiteten {iber das Prinzip der virtuellen
Arbeit Balkentheorien fiir beliebige diinnwandige Querschnitte her, die u.a. der Quer-
schnittsverwdlbung infolge Querschub Rechnung tragen. Der wesentlichste Unterschied
in diesen beiden Herleitungen besteht im Ansatz fiir die Léngsverschiebungen.

Da in der vorliegenden Arbeit eine Balkentheorie angestrebt wird, die als Sonderfille
die elementaren Balkentheorien von Bernoulli und Timoshenko direkt beinhaltet, wer-
den diese in den Abschnitten 2 und 3 zundchst mit ihren wesentlichen Voraussetzungen
und Annahmen kurz aufgefiihrt. Dies erscheint sinnvoll, um die Erweiterung gegen-
Uber den elementaren Theorien deutlich zu machen. AuBerdem sind auch deren
Voraussetzungen und Annahmen, sofern nichts anderes gesagt wird, Grundlage dieser
erweiterten Balkentheorie. Ausfiihrlichere Darstellungen zu den elementaren Theorien
und teilweise auch dariiber hinaus finden sich u.a. bei Antman in {3], Dékmeci in [20],
Wlassow in [80] und [81], Kollbrunner und Hajdin in [33] und [34], Bednarczyk in
[6] sowie bei Ramm und Hofmann in [52].

In Abschnitt 4 wird anschlieBend eine erweiterte Schubtheorie hergeleitet. Dabei werden
auf entsprechende Weise zundchst die Grundgleichungen des Stabkoritinuums bereit—
gestellt. die anschlieBend durch Integration in die Grundgleichungen der Stabtheorie

libergehen.
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Nach Aufstellen der Differentialgleichung samt ihrer Lésung wird die zugehérige
Elementsteifigkeitsmatrix erstellt und die Integraiformulierung fiir das Biege—-Schub-
Problem angegeben.

Fir die wichtigsten Belastungsfille werden die Schub-Formeln bestimmt.

In Abschnitt 5 wird die bis dahin nur in einer Ebene hergeleitete erweiterte Balken-
theorie fir ein Stabelement unter zundchst beliebiger raumlicher Belastung
(Normalkraft, Zweiachsige Biegung, Torsion) verallgemeinert und die Analogie
zwischen Querkraft-Schub und Torsions-Schub aufgezeigt.

Um eine Aussage iber die Genauigkeit der vorgestellten erweiterten Balkentheorie
machen zu kdnnen, werden im Abschnitt 6 an einem Beispiel die nach dieser Theorie
erhaltenen Ergebnisse mit denjenigen nach der Scheibentheorie verglichen.

Die soweit gemachten Ausfithrungen beschrinken sich im wesentlichen nur auf einen
rechteckigen Stabquerschnitt. In Abschnitt 7 wird deshalb die erweiterte Balkentheorie
auf einen diinnwandigen gegliederten Querschnittstyp angewandt und gezeigt, daf
sich mit dieser Theorie das Problem der mitwirkenden Breite (Shear~Lag-Effekt)
beschreiben 148t. Die so gewonnenen Ergebnisse werden mit jenen verglichen, die man
nach der einfachen Faltwerkstheorie erhalt.

Die in den Schubverzerrungen verfeinerte lineare Balkentheorie wird in den Abschnitten
8 und 9 auf die linearisierte Theorie H. Ordnung und die Dynamik erweitert, und es
werden ihre dortigen Auswirkungen untersucht. Dies geschieht, indern die numerischen
Ergebnisse nach der vorgestellten Theorie mit den Ergebnissen nach der elementaren
Balkentheorie und nach der Scheibentheorie verglichen werden.

23



2 Balkentheorie ohne Berticksichtigung der Schubverformung
(Bernoulli-Theorie)

Voraussetzungen:

- die Trégerachse ist im unbelasteten Zustand gerade

- kleine Deformationen

~ die Lastebene ist die x~z-Ebene

- die Deformationsebene soll zur Lastebene parallel sein (gerade Biegung)
- keine Lingsbelastung, d.h. N = 0

2.1 Grundgleichungen des Stabkontinuums

Geometrie:  Flir die Verschiebungen gilt

o = du und o = 2y BUn _ Bu | ow
ox X oz Ix 9z ax
Annahme I: w(x,2)=w(x) (d.h., alle Punkte eines Querschnittes erfahren

dieselbe Querverschiebung)
Annahme I:  u(x,z)= a(x)+B(x)z (= Bernoulli-Annahme: die Querschnitte ver—
drehen sich zwar, bleiben aber eben.)
bzw. wegen N = - wx,z) = f(x)z 2.1

Damit lauten die Verzerrungs-Verschiebungsgleichungen:

m.’.—aé(x_)z

&x2) = 90X ax
bzw. wegen N = - 6(x,z) = ﬂZi—X)Z (2.2)
IW(x)
und YalX) = B(x) + —— (2.3)
X
wobei W(X) = wp(x) + wy(x) 2.4

2 9

{ Der untere Index "b” bzw. ”s” steht fiir "infolge Biegung” bzw. “infolge Schub” )

Annahme UI: vy, = 0 (d.h., die Schubverzerrungen in der Deforma-
tionsebene diirfen vernachléssigt werden.)
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Damit folgt aus Gleichung (2.3) und (2.4): Bx) = = wi(x) - wi(x)

fi

Gu(x) + Ps(x)

( B .. Normalendrehwinkel ; ¢ ... Achsendrehwinkel )

Aus Annahme III folgt gleichzeitig: Ps(x) = 0
damit bleibt: Bx) = gp(x) (2.5)
o0 =20 o)
X
wobei: w(x) = wy(x) 2.7

Der Normalendrehwinkel 8 entspricht bei der Bernoulli-Balkentheorie also genau dem
Achsendrehwinkel ¢, (Bild 2.1).

,/
e
e
¢ e e e s e+ i X
e
s
ad
V4
4
rd
s
£
//
//
!
Bix) =@ (x] :
' z

Bild 2.1 Normalendrehwinkel 8 nach Bernoulli (B = ¢y )

Werkstoff: Das Hookesche Gesetz lautet:

1
& = —E—[Ux—v (oy + az)}
Annahme IV: o, =0,=0 (d.h., fiir die Biegung in der x-z-Ebene ist oy

die mal3gebende Liéngsspannung)

ox(x.7)

damit bleibt: &(x.z) = (2.8)
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2.2 Ubergang zur Stabtheorie der reinen Biegung

2.2.1 Grundgleichungen und Spannungen
Geometrie:  wyp(X) = —¢p(x) (2.9)
Statik:

lp,- dx P, (x}

M blz)

-
|
i
x
~
R
e ——
~
K4
~<9'
o
<3
-«
!
‘<Z
3

| .
' z * z
Die Gieichgewichtsbedingungen am Trigerelement der Linge dx lauten:

Q) _

2 — b (2.10)
dMy(x) _
“‘""——dx = Q«x) @11

Aus den Gleichungen (2.2), (2.5) und (2.8) erhdlt man das sogenannte Naviersche
Geradliniengesetz fiir die Lingsspannung o, infolge reiner Biegung:

gx(x. z) = Ed—¢:jb)—§§lz (2.12)

Damit kann das Biegemoment M, bestimmt werden:

M) = f 20, dA (2.13)
A
g = g™ [ 2 44 - g 9P
Myx) = E~22 f 2 dA = El,~>
A

Iy
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und man erhdlt das Elastizititsgesetz des Balkens:

dn(x) _ My(x)

- 5 (2.14)

Die Gieichungen (2.12) und (2.14) liefern die Lingsspannungsverteilung iiber die
Querschnittshdhe

(X)

&x,z) = (2.15)

(Der obere Index "P” steht ggfs. fiir "primire” Spannung; siehe hierzu Abschnitt 4)

2.2.2 Die Differentialgleichung des reinen Biege-Problems und ihre Liésung

Aus den Gleichungen (2.9), (2.10), (2.11) und (2.14) erhilt man:
(Ety we'09) " = Put0 (2.16)

mit der Ldsung:

71 T 17 x 1 177
= 5 ~ | | =—dxdx —_—
W ” EI, l:” 2 Gl | dxdx ” B, > J T e
1 X 1
- [[s X —dx 1 0 llc
P J EL j f e dxcx | cx J EL J El, 2
= +
M, J f 5, ddx x 1 0 0 {lc,
Q [ b, dx 1 0 0 0 |fc,
2.17)



Fir den Sonderfall El, = konstant und p: = konstant

{ | [ ] [ x2
e 24EL "'6EL, 2EL
X L X
P 6EL 2EI, EI,
S p. +
M, 12.— X 1
Q, X 1 0
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3 Balkentheorie unter Annahme einer linearen Querschnitts-
verwolbung (Timoshenko-Theorie)

Die Timoshenko-Balkentheorie bzw. Bernoulli-Theorie mit Schuberweiterung setzt ei-
nen infolge Querkraft-Schub wilbfreien (nicht existent) oder nicht wdlbbehinderten
Querschnitt voraus. Damit miissen sich benachbarte Querschnitte bei einem nicht wlb-
freien Querschnitt gleichartig, d.h. in Stabldngsrichtung ungehindert, verformen kén-
nen. Daraus folgt, da3 bei nicht wélbfreien (also bei allen) Querschnitten

die Querkraft Q, = konstant und

die verteilte Querbelastung p, = 0 sein mufl.
Eine Belastung senkrecht zur Stabachse darf also strenggenommen nur am Stabende
eingeleitet werden.

Im Ubrigen gelten die Voraussetzungen und die Annahmen I, I und [V der Bernoulli-
Balkentheorie.

3.1 Grundgleichungen des Stabkontinuums

Geometrie: (modifizierte Annahme I der Bernoulli-Theorie)

Im allgemeinen Fall (Bild 3.1) setzt sich bei der Timoshenko-Balkentheorie die Quer-
verschiebung w aus einem Biegeanteil wy, und einem Schubanteil w, zusammen:

wx) = w(x) + w(x) (3.1)
Entsprechendes gilt fiir den Achsendrehwinkel ¢ :
) = gu(x) F o0 = - wy(x) - Wi(x) (3.2)

Der Normalendrehwinkel 8 besteht hierbei aus dem Biegewinkel &, , dem Schubwinkel
¢ und der Schubverzerrung vy :

B = g0 + g% + 9x)
N
= -wW(x  + ) (3.3)

Fir den Sonderfall einer reinen Schubbeanspruchung gilt entsprechend:

By(x) ds(x) + y(x)
|

- Wi(x) + 7(x) (3.4)

1

1l
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Ausgangslage:

Biegung:

Wp

Schub:

\\-I //,. w o
/’,/ s s
w{

Biegung + Schub:

bews

Bild 3.1 Darstellung der VerschiebungsgréBen am allgemeinen Beispiel

( O(x) = konstant )
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Die Querschnittsverzerrung, d.h. das Heraustreten der Fasern aus dem Querschnitt
bezogen auf die Ausgangstage des Querschnitts (Verwéibung) wird hierbei linear ver-
teilt angenommen.

dx dx
s X, U 7 XU

w <

dx dws
N ~ h he.. ¢5='sz=‘5’x_
© ﬂ sz \\\

3z =,

*z,w Yzw
a) b)

Bild 3.2 Querschnittsverzerrung bezogen auf die Normale der Stabachse in der
Ausgangslage ( Sonderfall: Einspannung mit £ =10)

Daraus folgt flir die Léngsverschiebungen zundchst eine gegeniiber Bernoulli modi-
fizierte bzw. erweiterte Annahme II’.

Annahme 1 u(x,z) = fu(x)z + Bi(x)z
bzw. 7 wx,z) = ¢py(¥)z + Bi(x)z (3.5)

Ein konstanter Querkraftverlauf stellt, wie bereits oben erwéhnt, eine wesentliche Vor-
aussetzung der Timoshenko-Balkentheorie dar. Daraus folgt, dafl auch der Normalen-

drehwinkel B zunichst konstant (bzw. sogar identisch null) angenommen werden
mulB. Man erhélt die Annahme II der Timoshenko-Balkentheorie.

Annahme I u(x.z) = ¢p(x)z + Sz (3.6)

Auch die Annahme Il der Bernoulli-Theorie wird modifiziert:

Annahme IIl:  p(x) = 0

Fur die Verschiebungen gilt wie oben:

. Ju nd Ju ow
= — u _ - —n——n
e Pe =5 TR
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Damit lauten die Verzerrungs—-Verschiebungsgleichungen:

_ 9(®)
ax) = 222 3.7
und kX) = (%) + Bs + Q‘Z(TX) (3.8)
wobei w(x) = wy(x) + wy(x) 3.9

ws(x) = wi(x)
;_V_____..I
Schubverschiebung infolge linearer Querschnittsverwdlbung

Aus Gleichung (3.8) und (3.9) folgt mit S =0 (s.0.):

YiX) = = @s(x) (3.10)

Bemerkung:

Abweichend von der Voraussetzung, die bei der Herleitung und strenggenommen
auch fiir die Anwendung der Timoshenko-Balkentheorie gilt, wird diese gewdhnlich
auf allgemeine Belastungsfille (mit Q(x) = konstant) angewandt. In diesen Fillen
gilt anstelle der Gleichungen (3.8) bzw. (3.10) die allgemeine Beziehung (3.3).

Statik:

Die Existenz der im Querschnitt x = konstant (ibertragenen Querkraft Q zieht zwangs-
laufig die Existenz entsprechender Schubspannungen nach sich.

infinitesimales Element der Breite b

Ty bodx
B —
N <—T 1-———»(6,3 aas"~dx)b<dz
Gy b-dz x
ey

[Tyz b+ 8Txzb) dz ) dx
dz

dx

Die Schubspannung 7., sei wie die Biegespannung o, konstant liber die Querschnitts-
breite b verteilt.
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SX=0: ‘ dob | Hwab) _ 0
ax 0z
Die Integration {iber z liefert die Schubspannung

4
- f 5% b(z")dz'
ax

z' =1,

Tyb

Z

hierbei mul} die Schubspannung am oberen und unteren Querschnittsrand
verschwinden:

TxzD = Tyb =
7 =z, 2=z,
Damit folgt:
z
Tub = - f 9% 2"z (3.11)
ax
2=z,

Werkstoff: Das Hookesche Gesetz fiir Schub lautet:

E

. mit = e
m 201 +v)

T
’=%
Da die Schubspannung T, schon allein wegen der Bedingung der Schubspannungsfrei-
heit am oberen und unteren Querschnittsrand i.a. nicht gleichméBig liber die Quer-
schnittshohe verteilt ist, mul vy, als gemittelter Wert betrachtet werden, der bei

linearem Stoffgesetz proportional der im Querschnitt (ibertragenen Querkraft Q ist.

Man setzt daher mit A, als zundchst noch unbekannter Schubfliche an:

YeelX) = 9(52”(:?) (3.12)

Die Bestimmung der vom Querschnitt abhéngigen Schubfliche As=c,A bzw. des
Schubkorrekturbeiwertes o ist hierbei von zentraler Bedeutung (siche Anhang Al).
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3.2 Ubergang zur Stabtheorie mit konstanter Schubverzerrung

3.2.1 Grundgleichungen und Spannungen
Geometrie: We(X) =YX
bzw. wy(X) = —(x) (3.13)

Die Lingsspannungen kénnen als bekannt vorausgesetzt werden (Gl. 2.15)

o(x2) =M§yﬁ’-‘lz (3.14)
Gleiches gilt fiir die Bezichungen (2.10) und (2.11)

) _ G1s

% = — A% (3.16)

Die Gleichung (3.11) liefert zusammen mit den Gleichungen (3.14) und (3.15) den
Schubspannungsverlauf Gber die Querschnittshéhe:

1 aox(x, z)
r B2 b(z)dz'

2

TX%.Z) = —

[

Zo

(P)(X) S (Z)
I, b2

ofP z
D7) = I(") J b(z)dz" (3.17)

—  —

Sy(2)

Die gleichen Beziehungen ergeben sich aus dem Gleichgewicht auch bei fehlenden

Schubverzerrungen.

(Der obere Index "P” steht gefs. fiir "primére” Spannung; siehe hierzu Abschnitt 4)
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3.2.2 Die Differentialgleichung des reinen Schub-Problems und ihre Lésung

Aus den Gleichungen (3.12), (3.13) und (3.16) erhilt man

[ GAW'(x) | = - py(x) (3.18)
mit der Ldsung:
W, j—i— I” dx| dx J’ 1 dx 1 C
s GA, Pz GA, \ 1
=" i + 7 (3.19)
Q, f Pdx 1 0 )
X

Fir den Sonderfall GA, = konstant und P = konstant erhilt man:

2
s X X 1 C1
2GA, GA,
= - ﬁz -+ (3‘20)
Qz X 1 0 CZ

35



4 Balkentheorie unter Annahme einer kubischen Querschnitts—
verwdlbung (Erweiterte Theorie)

4.1 Herleitung der erweiterten Biege-Schub-Theorie

Hier soll der Tatsache Rechnung getragen werden, dafl die Schubspannungen i.a. nicht
gleichmaBig iiber die Querschnittshéhe verteilt sind und wegen des Hookeschen
Gesetzes fir Schub

_ T

=G
dasselbe auch fiir die Schubverzerrungen vy gilt (Bild 4.1).

Ansonsten sollen in gleicher Weise die Voraussetzungen und die Annahmen I und IV
der Bernoulli-Balkentheorie gelten.

- t
!
f
!
|
i
h | ORI ENEDY W — _—
'
I
i
t
]
! AhT
- ) o+
Ax
Schubspannungen T Schubverzerrung -y Schubverwdlbung o

am Balkenabschnitt der Linge Ax

Bild 4.1  Schubbeanspruchung eines Balkenabschnitts
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4.1.1 Grundgleichungen des Stabkontinuums

Geometrie: (modifizierte Annahme III der Timoshenko-Theorie)

Die Querschnittsverwdlbung infolge Schub bezogen auf die Stabachsennormale 4Bt
sich naherungsweise aus zwei Anteilen zusammengesetzt darstellen (Bild 4.2):
- einer linear Uber die Querschnittshdhe verteilten ”Verwélbung”
und
- einer in Form einer kubischen Parabel iiber die Querschnittshdhe verteilten
“echten” Verwdlbung,

dx dx

_v B i SV b e e X
Xz

dwg

Z‘Ps*\(u”a‘ h

\‘\'\.—\pﬁps 7 B
e | y

Yzw i *z)w ——
ulx,z)= @.x}-z ulxz) =@ (x)-w(z)

Bild 4.2 Linearer und kubischer Anteil der Querschnittsverwélbung infolge Schub

Der lineare Anteil beschreibt die von der Biegethearie mit Schuberweiterung her
bekannte Querschnittsverdrehung.
Der kubische Anteil wird in der Balkentheorie (Timoshenko) gewthnlich vernachléssigt,

da er insbesondere bei schlanken Stdben von untergeordneter Bedeutung ist.

Eine der Wirklichkeit besser entsprechende Verschiebungs— und Spannungsermittlung
in wandartigen Tréigern I8t sich aber nur unter Beriicksichtigung auch dieses Ein-
flusses durchfiihren.

Mit der gegeniiber der Bernoulli- und Timoshenko-Balkentheorie modifizierten
Annahme I 148t sich hier die gesamte Querschnittsverschiebung in Langsrichtung

zundchst wie folgt angeben:
Annahme II':  u(x,z) = ¢gp(X)z + Bs(x)z + Ps(X)w(z)

Die Wolbfunktion w(z) muf} hierfiir noch bestimmt werden (siehe Abschnitt 4.2
Bestimmung des Wolbwiderstandes).
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Bild 4.3 Bezeichnung der wichtigsten Winkel infolge Biegung und Schub

Der zweite Term in diesem Ansatz fiir die Langsverschiebungen ist fir die

"lineare Querschnittsverwdlbung” verantwortlich und stellt den eigentlichen Anteil
der Timoshenko-Theorie dar. Er setzt sich u.a. aus dem Normalendrehwinkel B,(x)
bzw. aus dem Schubwinkel ¢s(x) und der konstanten Schubverzerrung y(x) zusam-
men. Wie bereits in Abschnitt 3 festgestellt werden konnte, diirfen aus Griinden des
Gleichgewichts die von einer Schubbeanspruchung herriihrenden und in x veridnder—
lichen Querschnittsverdrehungen ( Bs, ¢s, ¥ ) keine Lingsspannungen hervorrufen,
die etwas anderes als einen Eigenspannungszustand im Querschnitt darstellen.
Emsprechend der Timoshenko-Theorie wird deshalb auch hier zunéchst von einem
konstanten Querkraftverlauf ausgegangen, der einen ebenfalls konstanten Normalen—
drehwinkel B, (insbesondere: B = 0 ) zur Folge hat.

Der letzte Term ist allein fiir den kubischen Anteil der Querschnittsverwélbung ver—
antwortlich und damit unabhéngig vom jeweiligen Normalendrehwinkel B,(x) . Fiir
diesen Term muf} daher keine weitere Einschrinkung gemacht werden. Daraus folgt

Anmnahme II:  u(x.z) = ¢p(X)z + Sz + @s(X)0(2) (4.1)
Zusammen mit
Anﬁahme I pa(x.z) = 0

erhdlt man die Verzerrungs—Verschiebungsgleichungen.

s

(Der Index ”xz” zur Kennzeichnung der Wirkungsebene

wird bei Eindeutigkeit im weiteren meistens weggelassen)
Flr die Verschiebungen gilt wieder wie oben:

du und du ow
€ - —_— _ — —_—
. ax Yez 0z ax
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und man erhéit die Dehnung in Langsrichtung zu:

&(x,z) =

IPn(x) IPs(X)
— + s

X z ax @(2) (4.2)
sowie die Schubverzerrung zu:

aw(z) wx)

YarX%.Z) = Pp(x) + Bs + Ps(x)——= ax

(4.3)

wobei: w(x) = wp(X) + wg(x) (4.9)

Ws(X) = Wi(%) + Wi(x)

Schubverschiebung infolge linearer und kubischer Querschnittsverwilbung

Aus Gleichung (4.3) und (4.4) folgt mit B, = 0 (entsprechend Abschnitt 3)

zunéchst YX) = ~ py(x) und
schiieBlich YdX,2) = = 5(x) + Po(x) —= aa)(z)
\-.—\/._/
= ¥ -¥x " H2)
| S ——
YelX, Z)

bzw.  pu(x2) = ¥x2) = px) [1-H2)]
Die in Abschnitt 3 an dieser Stelle gemachte Bemerkung gilt hier entsprechend.

In den Gleichungen (4.1) bis (4.4) sind wieder die Anteile der elementaren Balken—
theorien enthalten. Zusammen mit dem Werkstoffgesetz fiir die Dehnung (Gl. 2.8) und
die Verzerrung (Gl. 3.12) sowie den Gleichgewichtsgleichungen (2.13) bzw. (3.11,3.14
und 3.15) erhdlt man die bekannten zugehdrigen Lings— und Schubspannungen.

Sie werden im folgenden als “primére” Spannungen of und 7%, bezeichnet.

Biegelingsspannungen (primire Lingsspannungen)
(vgl. Abschnitt 2)

My

oE(x.z) = .

y
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Schubspannungen (primire)
(vel. Abschnitt 3)

P(+8S)

P(+8)
T Ax.z) = _M@

Iy b(z)

Die iibrigen Terme in den Gleichungen (4.1) bis (4.4) steilen die Anteile infolge Quer-
schnittsverwdlbung dar. Die aus der behinderten Verwdlbung resultierenden Lings—
und Schubspannungen werden im folgenden als ”sekundére” Spannungen bezeichnet.

Wolblangsspannungen (sekundire Langsspannungen)

Die Wdlbldngsspannungen oder sekundiren Lingsspannungen o3 resultieren aus der
Behinderung der Querschnittsverwdlbung, die sich aufgrund der primédren Schub-
spannungsverteilung einstellen méchte.

Die gesamte Querschnittsverschiebung in Langsrichtung, die Langsspannungen infolge
Schub hervorruft, 188t sich gemaB Gleichung (4.1) wie folgt darstellen:

ux,z) = ¢s(xo(z) (4.5)
Die Dehnung in Lingsrichtung infolge Schub lautet entsprechend Gleichung (4.2):
e(x.2) = g(x)(z) (4.6)
Zusammen mit dem Hookeschen Werkstoffgesetz fiir die Dehnung
ox(x,7) = E&lx,2) 4.7)
lassen sich die Wolbldngsspannungen oder sekundéren Langsspannungen angeben
oi(x.2) = Egy(x)a(2) (4.8)

Sie stellen einen Eigenspannungszustand tber den Querschnitt dar.

Wolbschubspannungen (sekundédre Schubspannungen)

Die Wolbschubspannungen oder sekundédren Schubspannungen 15, lassen sich aus den
sekunddren Liangsspannungen analog dem Vorgehen bei den primidren Spannungen
(vgl. Abschnitt 3.1) Gber das Gleichgewicht am infinitesimalen Element der Breite b
bestimmen. Entsprechend der Gleichung (3.11) erhdlt man

TS
S = - J 9% 1(z")dz" (4.9)
ax

7 =7,
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4.1.2 ["Ibergang zur Stabtheorie mit quadratischer Schubverzerrung

4.1.2.1 Grundgleichungen und Spannungen

Geometrie: Wi(X) = - @y(x) (4.10)

Statik:

Setzt man in die statische Gleichung (4.9) die Werkstoffgleichung (4.8) und die Geo-
metriegleichung (4.10) ein, dann 14Bt sich der sekundére Schubspannungsverlauf {iber
die Querschnittshéhe wie folgt angeben:

$(x.7) = E%%;ﬁ [ o(z")b(z")dz" (4.11)

Die Integration der sekundiren Schubspannungskomponenten in Stabléngsrichtung
7y ergibt die sekundire Querkraft

Qix = f 3(%, 2)b(z)dz

bzw. QAx = f (%, Z)i{(2)b(z)dz (4.12)

Zy
Hierzu folgende Erlduterung:

Entsprechend der Aufteilung der Gesamtverwolbung in einen linearen und einen
kubischen Anteil (Abschnitt 4.1.1), lassen sich die Schubspannungen in gleicher
Weise additiv, i.a. aus einem primédren und einem sekundiren Anteil zusammensetzen.

Wihrend bei den priméren Schubspannugen der Verwdlbungswinkel konstant, nimlich
Hz) = 0 st (Bild 4.4) und deshalb die Beziehung gilt

(%, 2) = 18(x,2) cos0°

also (xz) = P (x,2) (4.13)

ist die Neigung der sekundiren Schubspannungen Uber die Querschnittshdhe
verdnderlich.
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Querschnittsverformungen

linear kubisch

Yz (X

Zf(x)vvm
'—--.-X ~

| -

tz

Schubspannungen
primér sekundér
'
-t b y
l vo ) s Ve Y(Zr’s(xz)
e Y T -'
b 1Pix,2) }tS(x‘z) 15
Querkraft
primar sekundar
Zy Zy
fo = [ 030 = [ Sxabemoe
Zo Zo

Bild 4.4 Primére und sekundire Querkraft
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Mit siny =y
folgt §(x.2) = 5(x, 2)7(2) (4.14)

Der Verlauf der Neigung (z) 148t sich u.a. aus der Wélbfunktion w(z) durch
einmaliges Differenzieren berechnen (zu ihrer Bestimmung siehe Abschnitt 4.2):

L

> (4.15)

Damit 188t sich die sekundére Querkraft wie folgt darstellen:

Zy

Ol = [ S bz
partielle Integration:
% o Fo(dwop@) [, .
= 5(x, 2)b(z) f Hz)dz f —— f HWz)de" | dz
z -3 Z %
;—_—\/__/
(Randschubkrifte!) = 0 —%b axz) - wo

(vgl. Abschnitt 4.2, Gl 4.97)

Odx) = f %(;—gb[w(z)—wo]dz

mit Gleichung (4.8) und (4.10): 03(%, 2) = - Ew, (x)w(z)
030 = - Ew ) | w@bfo) - ool

Zy Zy
= —Ews""(x) f wX(z)bdz - w, f w(z)bdz

Zo Zo
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QJ(x) = ~Ew, (x) J w*(z)b(z)dz

2

S
I, ... Wolbwiderstand

Die Stabbeziehung fiir das Werkstoffverhalten lautet somit:

Q%) = -Elows (x) (4.16)

2
Hierin ist I, = sz(z)b(z)dz (4.17)-

Zo

der von der Querschnittsform abhingige Wolbwiderstand. (Zu seiner Bestimmung
siehe Abschnitt 4.2)

Analog zu den Biegemomenten My(x) = f oibsz

und M,(x) of pYdA sowie dem

[l

]

Wolbmoment der Wolbkrafttorsion Mo (%) oith dA  kann auch bei der

A
A
A
"Wolbquerkraft” ein Wolbmoment aus den Wélblangsspannungen a3 definiert werden
(anschauliche Darsteliung siehe Bild 4.5):

Mwy(x) = J'Oﬁ.swydA
A

(4.18)
bzw. mit Gleichung (4.8) und (4.10): M, (x) = —Ew{(x)Jw% dA

A
e
Iy

v

Der Index "x”, "y" oder " z” bezeichnet hier die Achse der zugehdrigen Momenten-

wirkung: er wird i.a.. sofern keine Verwechslung méglich ist, weggelassen.

44



Im weiteren wird das Wolbmoment entsprechend der Definition des Biegemoments
dann positiv angenommen, wenn die gestrichelte Faser, also gewbhnlich die untere
Randfaser, gezogen wird (Bild 4.5).

7
7

7

]
|
{
|
s e X |
|
|
!
1

Y,
“

| ;

2 = e

Bild 4.5 Vorzeichendefinition des Wolbmoments

Damit erhdlt man die folgenden Beziehungen

Walbmoment: My(x) = ~ELw; (%) (4.19)

Sekundére Querkraft: Q$(x) = My(x) (4.20)

Primére Querkraft: es gilt das Werkstoffgesetz (Gl. 3.12 gemiB Timoshenko)
Q(®) = GAw'(x) (4.21)

Gesamte Querkraft: hier muB} die Gleichgewichtsbeziehung herangezogen werden,
die aus den Gleichungen (2.9), (2.11) und (2.14) resultiert.

1

Qyx) = -Elywy (x) (4.22)

Die Gleichungen (2.2), (2.5), (2.8) und (2.9) nacheinander in Gleichung (3.11)
eingesetzt liefert:

Z
alx2) = 2000 f 2b(@)dz" .23)
2=z,
Mit Gleichung (4.22) und Gleichung (4.23) folgt der bekannte Ausdruck (Gl. 3.17) fir
den Schubspannungsverlauf, der aus dem vertikalen Gleichgewicht herrithrenden
Querkraft.

z

o Qfx) 1 0o Q0S(2) ,
TadX.Z) = - L '525 J zb(z)dz = —*-——*Iy b@) (4.24)

7 =2y



Analog erhidlt man mit den Gleichungen (4.16) und (4.11) einen entsprechenden Aus-
druck fiir den zusitzlichen sekundaren Schubspannungsverlauf aus dem Verwdlbungs-

anteil.
) z
(% 2) = —Q%L(j(—)b—(lz)— f o(z)b(z)dz" = —2%()%5(—2% (4.25)
7=z,
Senkrecht zur Stabachse gelten die bekannten Gleichgewichtsbedingungen
Q' (x) = - PAx) (4.26)
sowie My () - QLx) = —riy(x) (4.27)

Allerdings setzt sich jetzt die Querkraft Q, aus einem priméren und einem sekundiren

Anteil zusammen
Q%) = Qf(x) + Qf(® (4.28)

Gleichung (4.28) eingesetzt in (4.24) liefert zusammen mit (4.25) die konsequent nach
priméren und sekunddren Anteilen getrennten Schubspannungen.

Primére Schubspannungen:

0l 1 j, . QE(S,(2)
p - o = _ y
Tu X, Z) L, 5@ ‘ z b(z )dz ————Iy b(2) (4.29)
zZ =1,
Sekunddre Schubspannungen:
. oS 1 f e QM 1 J N
S T e e e — [E SRR SI A EB
TAX, 2) i, 5@ z b(z )dz I, b0 w(z )b(z )dz
Z =2 Z =7,

_ QRS2 Q¥xSu(2) ;
S TTL b Lo 0

Es ist hier festzuhalten, daB in Gleichung (4.30) nur der zweite Anteil einen Eigen—
spannungszustand iber den Querschnitt beschreibt, wihrend der erste Anteil zusam-~
men mit (4.29) fiir das Gleichgewicht mit den eingeprégten Kréften notwendig ist.

Dies stellt gegentiiber Gleichung (3.17) aus Abschnitt 3 jedoch keinen Widerspruch dar:
zwar lalt sich die (primére) Querkraft jeweils durch die Werkstoffgleichung ausdriicken
(Gl 3,12 und 4.21)

Q0= GAW(¥)
Da aber die Schubverschiebung wy(x) in Gleichung (4.4) gegeniiber Gleichung (3.9)
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erweitert wird, gilt dies auch fiir die Schubspannungen.

So wie die primaren und sekundéren Schubspannungen aus den Querkriften zuriickge-
rechnet werden konnen, lassen sich die priméren und sekundiren Lingsspannungen
aus dem Biegemoment und dem W&lbmoment bestimmen. Dies kann zum einen mit
den Gleichungen (2.9), (2.12) und (2.14) und zum anderen mit den Gleichungen (4.8),
(4.10) und (4.19) geschehen. Man erhilt:

Primére Lingsspannungen:
M
oR(x, 2)= —Il(-’flz (4.31)
Y

Sekundére Léngsspannungen:

o5, 7y= 22 ) (432

Zusammenfassung der Grundgleichungen

'

Statik: Q, +p, =0 (4.26)
Q, =0 +0Qf (4.28)
QS =M, (4.20)
M, -Q; +1iy =0 (4.27)
Werkstoff: QY = GA,y (4.33)
M, = El, Ky (4.34)
M, = EI, &, (4.35)
Geometrie: Yy =gy = W (4.36)
Ko = -—Ws (4.37)
Py = —Wp (4.38)
Ky = -wp (4.39)
W= Wyt W = Py~ s (4.40)
W= Wy owg (4,41)

Die Gleichungen (4.26), (4.27), (4.33), (4.35), (4.36) und (4.38) bis (4.41) sind
von der Timoshenko-~Balkentheorie her bekannt.
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Zusammenstellung der Spannungen

Langsspannungen:

o(x.2) = Of(x. z) + o;?(x. z) (4.42)

ot(x.z) =~E%99z 4.31)
y
ﬁuly=M%QM@ (4.32)

Schubspannungen:

Tlx.2) = Tolx.2) + Tx,z)  (4.43)

P
thix.z) = _Q:(0Sy(z) (4.29)
I, b
‘ Qi(x)Sy(z)
S (X 2) = =l
wRAX. 2) = ly b
_ O¥(xS.(2) (4.30)
I b |

|
N

5
1
nlEs

T
-
|

|
N

t

|

]

I

nicht wolbbehindert -=—-e— wolbbehindert

nicht wolbbehindert -=——s=  wdlbbehindert
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4.1.2.2  Die Differentialgleichungen des Biege-Schub-Problems

Die Geometriegleichungen (4.36) und (4.37) liefern mit den Werkstoffgleichungen
(4.33) und (4.34) eingesetzt in die statischen Gleichungen (4.20) und (4.28)

GAw, -(ELw) = Q, (4.44)
und zusammen mit (4.26) die Differentialgleichung fir die "Walbquerkraft”:
(GAsw;) -(Elww;’) = -p, (4.45)

Die Gleichungen (4.27), (4.35) und (4.39) ergeben die zur Beschreibung des gesamten
Biege-Schub-Problems noch fehlende Differentialgleichung

(E1w) + [GASW; - (Elww;’)'] = iy (4.46)

Die Differentialgleichung der Wélbquerkraft (4.45) kann unabhingig von (4.46) gel5st
werden.

Fir den Sonderfall GA; = konstant und EI, = konstant erhélt man:

GAw, -El,w; = - P, . (447
bzw. mit der Abklingzahl: a=A=1 % (4.48)
w‘vﬁ(ﬁ)zw” = b (4.49)

S\l EL '

Diese Differentiaigleichung steht in formaler Analogie zu der Differentialgleichung des

- Bernoulli-Balkens nach der linearisierten Theorie II. Ordnung mit $ als Zugkraft
sowie in volistindiger (d.h. in formaler und logischer) Analogie zu der der

- Wolbkrafttorsion (vgl. Anhang AS).
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4.1.2.3 Vergleich mit bekannten Differentialgleichungen

Die beiden Differentialgleichungen (4.45) und (4.46) beschreiben das gesamte
Biege-Schub-Problem unter Beriicksichtigung einer quadratischen Schubverzerrung.
Sie lassen sich sowohl in die bekannte, nur das Biege-Problem beschreibende Differen-
tialgleichung von Bernoulli als auch in die von Timoshenko angegebenen Gleichungen
tberfihren, die das Biege-Schub-Problem unter Beriicksichtigung einer konstanten
Schubverzerrung beschreiben.

(GAm) - (ELw)" = -p, (4.45)

(Enwy) + [GASW;—(EIww;’)'] =, (4.46)

Uberfishrung in die Bernoulli-Balkengleichung

Ein weiteres Differenzieren der Gleichung (4.46) liefert

(Enwe) + [GAsw;~(EIww;’)'] = (4.50)
\__..____v.__._./
~"I:A’z
Setzt man Gleichung (4.45) in (4.50) ein, erhilt man die Differentialgleichung der
reinen Biegung:

(ELws) = p, + iy (4.51)

Wie es die Herleitung der erweiterten Schubtheorie nicht anders erwarten 1af3t, zeigt
sich hierin wieder, daB das Schub-Problem unabhdngig vom Biege-Problem geldst
werden kann.

Uberfithrung in die Timoshenko-Balkengleichungen

In der vorgesteliten Biege-Schub-Theorie wird der Einfluf} der Querschnittsverwdibung
in Form einer Wélbsteifigkeit El, bzw. eines Wolbwiderstandes

I, = sz(z)b(z)dz

Lo

beriicksichtigt, In dieser Formel zur Bestimmung des Wolbwiderstandes stellt  w(z)
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die theoretische "Maximal”~Verwdlbung gegeniiber dem nicht verwdibten Querschnitt
dar. Damit ist auch I, ein maximaler Wolbwiderstand. Dem abklingenden Effekt einer
Wolbbehinderung wird durch die hyperbolischen Funktionen in der Lésung fiir ws(x)
(vel. Anhang A3) Rechnung getragen.

Fiir einen nicht wdlbbehinderten Querschnitt, der in der Timoshenko-Theorie zugrunde
gelegt wird, ist die Relativ-Verwdlbung w(x,z) und damit auch der Wélbwiderstand

I, identisch null.

Damit vereinfachen sich die Gleichungen (4.45) und (4.46) zu
(GAw) = -, (4.52)
(Elyw{,’)' + GAw, = 1y (4.53)

Ersetzt man in diesen Gleichungen die Ableitung der Schubverschiebung durch die
Differenz der Ableitungen der Gesamt- und Biegeverschiebungen

Wy = W ~Wp (4.40)
erhilt man mit
Wp = — ¢ (4.38)

die erste der beiden gesuchten Gleichungen.

Die zweite Timoshenko-Gleichung erhdlt man aus Gleichung (4.53) durch Einsetzen
der weiteren Beziehung

Wy = = ¢ (4.38")

Hiermit ergeben sich die beiden in w und ¢y, gekoppelten Differentialgleichungen
der Biegung mit konstanter Schubdeformation:

(GAS[W' + ¢b]) = -5, (4.54)
(Elyqs;,)'_GAs[w’ +¢h] = —rhy (4.55)

Die Timoshenko-Gleichungen (4.54) und (4.55) stellen demzufolge und der Erwartung
gemil einen Sonderfall der Gleichungen (4.45) und (4.46) der erweiterten Schub-
Theorie dar.
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4.1.2.4 Lésung der Schub-Differentialgleichung der erweiterten Theorie

Die in Abschnitt 4.1.2.2 hergeleitete, das Schub-Problem beschreibende Differential-
gleichung

\% 2, o
A -(2) Wy = ]SIZ (4.49)
(]

GA,
=1
@ EL,

mit: (4.48)

ist vom Euler-Typ und setzt sich aus einem homogenen Anteil W, nom. und einem
Partikularanteil Wy, pan, ZUsammen.

Die homogene Differentialgleichung wird mit einem e® -Ansatz erfilllt. Dieser liefert

L. . 2l .2 a\z
die charakteristische Gleichung a“l a*— (T) =0 (4.56)
mit ihren Losungen ap =0
a
sowie azg =+ —

1

Unter Beriicksichtigung der Tatsache, daB eine Doppelwurzel vorliegt (a;2 =0),
erhalt man als Losung der homogenen Differentiaigleichung:

Wehom(¥) = C1 + Cz%x + Coe™ + Cie™ (4.57)

Diese wird mit

A
+
~
It
@]
s

Q
i
FS
I
@)
&

umegeformt zu:

Wenom(X) = C) + czil‘-x + G cosh(ﬁl‘-x) + C4sinh(%x) (4.58)



Die Partikularlésung hingt vom p,(x)~Verlauf ab.

Fiir p,(x) = konstant erhilt man (mit einem quadratischen Ansatz) z.B.:

~ 1 2X2 ~
Wspart(X) = — P (“‘) R . A (4.59)

E,\a] 2 2GA, "

Die Gesamtlosung setzt sich aus der homogenen und der partikuliren Losung
zusammen.

ws(x) = Wshom(X) + Ws,pan(x) (4.60)

Sie muf die Rand- und Ubergangsbedingungen erfiillen. Dies fihrt zu den
Bestimmungsgleichungen fiir die vier Integrationskonstanten je Bereich.

Losung fiir den Sonderfall: GA;s =konstant, El, =konstant und p, = konstant
mit: ¢x = cosh(4x) ¢ = cosh(Al)
s = sinh(4x) s = sinh(Al)

Bestimmungsgleichungen fiir die vier Integrationskonstanten je Bereich:

5, ¥

W = [ Cp+ Colx + Caey + Casy) Cf—/:s?

—¢s = W; = 2 [ Cy +Css + C4Cx] - ————‘(fgs X

My B B

“EL = wi= 7 Cacx + Casy GA. 1
S

S A A Casy + Cacy - 0
El,
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Zur Bestimmung der Integrationskonstanten C; bis Cy4 interessieren die Stabendwerte

an den Stellen x =0 und x=1:

x =0
W 1
W, 0
we B 0
W 0
x =1
Wy 1
we 0
Wy ) 0
we 0

Al

12

c
As
2

s

Ci
| 5
cy| G
Cy
Ci
<l b
c;| G4
Cs

(4.61)

— t\)"‘;,

(4.62)

Die wichtigsten Rand- und Ubergangsbedingungen:

freies Ende:

~El,ws + GAws

Einspannung:

Ubergangsbedingung:

oz =0 -
=Q,
ws = 0
u(x,z) = 0 -
Wsi = Wsr
Wel = Wer  —
Mt = M
Q. =0Q, +P,

"

M, =0 - ws = 0

Querkraft gleich einem vorgegebenen

Wert Q, , z.B. Q,= 0

02,1 = Qsz;r + IA’z



Schubldsungen:

Im Anhang A3 wird eine Zusammenstellung der Schubldsungen einiger Grundlast-
félle gegeben, auf die zum Teil in den Abschnitten 6 und 7 (Vergleich und Fehler—
abschitzung) zuriickgegriffen wird. In allen Schublsungen der dort angegebenen
Grundlastfalle ist die Lésung nach der Timoshenko-Balkentheorie enthalten. Die
zusétzlichen Ldsungsanteile beschreiben den rasch abklingenden Effekt infolge der
Wolbbehinderung.

In den graphischen Verlaufen der Schubldsungen wurden die sekundiren Effekte zur
Verdeutlichung iibertrieben dargestellt.

4.1.2.5  Steifigkeitsmatrizen

Aus der exakten Losung der homogenen Differentialgleichung fiir w,(x) (Gl 4.58)
1aBt sich die exakte Steifigkeitsmatrix fiir den Schub herleiten (siche Anhang A4).
Man erhilt:

- reiner Schub ks :

Mwi Lpsk
((v__,_____.__..._ )).._ ....... — o X,
Pei Mok
+O~zi,wsi ‘sz»wsk
e ‘ v

a. exakt

ki -k -k -ky ' (4.63)

. _ A ko k; ky kg

= O

koo ik ke ki ke
~k» ki ky ki
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GA,

wobei: ko =2(1-c)+ Als und A= El
1l
kl = ]s
Ky = c- 1 ¢ = cosh(al)
1 s = sinh(Al)
ky = cl _IS
1
k4 = IS—I
mit zugehoOrigem Schnittkraftvektor und Verschiebungsvektor
Qg Wi
M Psi
s = (464) 5 U = (465>
Qu Wik
Mw ¢sk

Die Einflisse aus priméarer und sekundérer Querkraft sind in der Steifigkeitsmatrix {iber
die Hyperbel-Funktionen miteinander gekoppelt. Eine zahlenmiflige Trennung kann
iiber eine Niherungslésung vorgenommen werden.

Diese kann entweder iiber einen Naherungsansatz aus dem Prinzip der virtuellen
Verschiebungen entwickelt werden (siehe Abschnitt 4.1.2.6) oder iiber eine Reihen-
entwicklung der Losung der Differentialgleichung (4.58) bzw. der Steifigkeitsterme
(4.63) gewonnen werden.

Bei Abbruch der Reihenglieder nach dem 2. Glied erhdlt man die folgenden gendher—
ten Steifigkeitsmatrizen fiir den Schub.

b. gendhert:
ko= K+ K (4.66)
6 1 6 1 2 6 12 6
51 10 51 10 B PR
A1 1 $ 06 2
> ., 15 10 T 7 1
kP = GA ) é’ 30 k¥ = FEI, SR VR
st 10 JREE
N 21 4
symm. E (4467) symm. T (4.68)
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Zur Beschreibung des gesamten Biege-Schub-Problems mu§ die Steifigkeitsmatrix der

reinen Biegung addiert werden.

- reine Biegung ky:

® El, = konst ®

Myk, Py
RS S Y — e e [P
Myi ,Qpi
+sz,wb,' lazk.wbk
J L ¢
bz
12 6 12 6
BTE PP
4 6 2
- I 21
ky = El 2 6 (4.69)
B P
4
symm. T
mit zugehdrigem Schnittkraftvektor und Verschiebungsvektor
Qui Whi
Myi ¢bi
sy = (4.70) ; u, = (4.71)
Qu Wok
My Pk
Anmerkung:

Die Biegung und der Schub werden volistindig entkoppelt behandelt (Steifigkeits—
matrizen 4.63 bzw. 4.66 und 4.69). Aus diesem Grund tritt in den Schnittkraftvektoren
(4.64) und (4.70) jeweils die gleiche Schnittkraft Q, auf, die die gesamte Querkraft
bezeichnet, wihrend in den Verschiebungsvektoren (4.63) und (4.71) nur die Ver-



schiebungsgraBen der jeweiligen Beanspruchung stehen. Dies gilt entsprechend fir die
folgenden Matrizen und Vektoren der zusammengesetzten Beanspruchung (Gl. 4.73
bis 4.73).

- Biegung + Schub: k = kp + ks (4.72)

O, EI ®
Mui > Myic s Phic » Poi
(\( ,_.__._._‘_.__._._.‘.)j_ ....... —x
Myi;‘Pbi)‘psi ka
G zis Whis Wsi ‘sz'wbklwsk
L t y
Ly Ed
iz
a. exakt
12 6 12 6
TEL  -FEL -7EL -FEb 0 0 0 0
TEIY %Ely %—EIY 0 0 0 0
12 6
—EL  gEL 0 0 0 0
4E, 0 0 0 0
1
'Ga,  -Xga,  -Biga,  -Eoa,
K K, K )
ks ky ks
G 26 =G
Ko A ko & ko A
k, ks
ZLGA, 2GA,
ko ky
symm. kJG
L o O]
(4.73)



b. gendhert

k =
12 . [
Tj_”\ e El,
4
TEL
symm.

1132 El, —l%my
%Ely -:l);EIy
% Bl %F,Iy

Lg,

6
51

2GA, +

mit entsprechendem Schnittkraftvektor

Qz
Myi
Qx
Myx
- Qu
M

sz

(4.75)

Mwlg
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12 1 6 6
5 Elw)(~—ﬁGAs-l—zal )( FOA-T

2 4
(—EGAs +TEL,

und

1 6 I 2
) (10 GA; + —I—Z-EI",>(~-3—EGAs + —]-EI,U)

0 0
0 0
0 0
0 0

12

1 6
w)("—laGAs ‘TzEI"'>

(5 GAs + 12 ,I)( GA; + EL,,)

(-—GAS + ‘I‘Exw)

4.74)

Verschiebungsvektor

Whi
P

Whk

(4.76)

Wsk

L sk |



4.1.2.6 Integraiformulierung

Im folgenden werden ausgehend von einem Energieprinzip (P.v.V.) fiir das Biege-
Schub-Problem die Euler-Gleichungen hergeleitet. Dafiir wird zunéchst die potentielle
Energie angeschrieben. AnschlieBend wird gezeigt, wie die in Abschnitt 4.1.2.5 ange-
gebenen gendherten Steifigkeitsmatrizen auch lber einen Verschiebungsansatz erhalten

werden kdnnen.

 potentielle Energie

. w 1
Forminderungsenergie (FAE): MMFAE = J——}—E—[oz +2(1 + v)rz]
v
it der Beziehung: G = _E__
mit der Beziehung: A )
und dem Hookeschen Gesetz: oy = Ee&
Txz = G'}’xz
: FAE T%z
folgt nacheinander: I = —dV + _G
\% v
FAE _ 1 {2 1
5§ =E EedV + > Gy dv
\%
TIFAE = H]I;AE + HSAE
mit
ux,z) = dp(x)z + @(X)(z) {Bs = 0, vgl. Abschn. 4.1.1)
&(X. Z) = MZ -+ Mw(z)
ax
. 8w(z) Awy + wy + wi)(x)
',",(X. z) = ¢h(x) + ¢s(x) %
\_\,._/ [ S —
32) Iw(x)
wz “ox

und b = b(z) konstant in x folgt:
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P {+3 +3
i 2 2 2 2
nfAe = L f Eb7? dz (———a%(x)) + | Bbeke) a2 (——-—8"’5(")) d
2 ax ax
0 (3 2
\___._V_._/ | S ¢
EI, EL,
1+
+ 1 J Eb2zw(z) dzwmdx
2 X 9x
02 ’
mit Gleichung (A2.6) fir den Rechteck-Querschnitt
\._____.V__/
+3
EbZZ(gﬁ-z-— i z)dz = 0
(o [ 3s0 ) L 300\
1 (X dps(x
FAE = — I dx  + —fEI —==1d 4.82
f 2 [ y( ax ) * 2 Y ox X ( )
0 0
N — |
N2 "2
=) %= ()
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+4

nfz\E —

ol

1
o f Gbdz [[qbb(xﬂz + 20,00 220 (
0 4

IwW(x) )2] dx
ox
\....\/__/

GA

(g0 + W) = ¥
p[+%
+ % Gb2j(z)dz
ol

[¢s<x><¢b< )+ aw("’)] +

Gbﬂz)dz[«ps(x)]

mit Gleichung (A2.5) fiir den Rechteck-Querschnitt

N
p YX) = - s(x)
5 1
[GbZ[FZZ—ZiIdz

.
z 2
JGb[hzz -—4] dz
h
2
2
=GA
6

1

]
1
5 j GA P(x)dx -

0

I

N -

1
f GAgld + & f GAGx)dx
0

0
mit der Schubfldche des Rechteck-Querschnitts (Gl. A1.3)
A = aA = 2A
6
folgt:

I

[IFE = % f G A (x)dx
0

(4.83)
o
(o0 + W) = =g = (i)}

Damit lautet die gesamte potentielle Energie
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(NSRS
N —

T(wp, we) =

] 1
(v + 3 e wifon + [ onfuifio
0 0

1 1
~ ~ A EN ~ . ~ ' 1
- f Pawpdx — [pzwsdx— [szb + Q,w; + My(— wb> + Mm(— ws)]
0 0

0
(4.84)
» Prinzip der virtuellen Arbeit (Verschiebungen)
1 ] I
[[a(-wi)en-wijox + [ awSGAswsdx + [of-wi (- w ox
[ NS 0 0 N N —
oKy M, (Sy QE Ok M,
| i
R R . , N AT
= j B,owndx + j Br0wsdx + [Qzéwb + Q,0w, + Myé(— wb) + Mwa(_ ws)]
0
0 0
(4.85)

¢ Herleitung der Eulergleichungen

partielle Integration des 1. und 3. Terms der Gleichung (4.85) liefert:

I 1
-~ J 6w{,'Mydx = - [(5W{)My](: - J 6W{,M;,dx
0 0 l
Q.
I 1
- J oW, Mdx = — [5w;Mm][: - j OweM,,dx
0 0 l
Qf

damit folgt:
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I 1 1
Idw{)M'ydx - [6WLMY]0] + de;Qf dx + Jéw;M,;,dx - [(5W;Mw]0]
0 | 0 | 0 1

- O, dy - 0¢s

I |
. . . , . ATl
= jﬁzéwbdx + Jﬁzéwsdx + [Qzéwb + Q,0w, + Myd(— wb) + de(— ws)]
0 0

0
\_V——/ \_VJ
¢, Ogps
(4.86)
partielle Integration des 1., 3. und 4. Terms der Gleichung (4.86) liefert:
1 1
j dwyMydx = [6way’](; - Jéwa;'dx
0 0
Q.
i 1
) 1 '
J ow.QF dx = [(5WSQ§)]O - I (SWS(QE) dx
0 0
| 1
dwM,, dx = [deM;,](; - J(FWSM;; dx
0 | 0
Q?
damit folgt:
I 1
owyQ,] — | ownMy dx + [oppM ]‘ + [ow QP]‘ - f ow(QF) dx
SR y o 2y
0 0
t
+ [éstﬁ](i - JéwSM;; dx + [6¢SMO,](:
0
| x
- J B,0w, dx + f B,0w, dx + [Q,(swb + Q0w + MOy, + Mu,éqbs](; (4.87)

0 3}
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Umordnen ergibt:

w0, Q)]+ ow (O + Q) - &+ o9t - Wt + 9w, - W]

Q,
] i
= j awb[M'y' + ;32] dx + f aws[M;; +(f) + ;sz] dx (4.88)
0 - 0 | """""
(@2)
\__..V'._/
Q

In Gleichung (4.88) erkennt man die statischen Randbedingungen sowie die Gleich—
gewichtsbedingungen der erweiterten Theorie .
Als Sonderfille sind die Bernoulli-Theorie ( ) und

fir Q, = Qf bzw. M, =0 die Timoshenko-Theorie (_ _ _) enthalten.

* Genidherte Steifigkeitsmatrizen durch Niherungsansatz aus dem P.v.V.
Die genaue Losung setzt sich additiv aus dem Biege- und Schubanteil zusammen:
W o= Wy + W

" 1. Fiir den Biegeanteil kann als Ansatz das kubische Polynom gewihit werden, das

der exakten Ldsung der homogenen Differentialgleichung w‘,;I =0 entspricht:

W(&) = C1 + Cof + C382 + Co&° mit: £ =

—-Ix

Nach Elimination und Ersetzen der allgemeinen Koeffizienten C; durch die

Knotenverschiebungsgréfien infolge Biegung wy erhilt man:

Wi(€) = [1-38% + 28wy + IE[- 1 + 25~ Egh; + 52[3 - 2E]wok + 1841 - Elgk
(4.89)

bzw.

wi(€) = No(&) up (4.90)
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Das Prinzip der virtuellen Verschiebungen nur fiir den Biegeanteil (vgl. Gi. 4.85)
unter Benutzung von Gleichung (4.90) liefert:

- 0Aip = 0Aap (4.91)

i
de{,' EI, wy dx = Suf sy
0

KnotenschnittgréBen infolge Biegung

bzw.
1
oul] [ ()" B, (N5
0

dul sy (4.92)

ky

die exakte Steifigkeitsmatrix des linear elastischen Balkens infolge Biegung
(vgl. Gl. 4.69 von Abschnitt 4.1.2.5)

. Fiir den Schubanteil werden zunéchst die Hyperbelfunktionen der genauen Lisung

(Gl. 4.58 von Abschnitt 4.1.2.4) in Taylor-Reihen entwickelt.

Bricht man die Reihen z.B. nach dem 2. Glied ab, so entsteht entsprechend dem
Biegeanteil (Gl. 4.89) ein kubischer Polynomansatz fiir die Schubverformung in

Abhingigkeit der Stabendverschiebungsgréflen us :

wy(8) = [1-38% + 287 wsi + [~ 1 + 26 - Egpg + E(3 - 26wy + 1871 - Elgac
(4.93)

bzw.
wy(&) = Ns(&) ug (4'94)

Der Polynomansatz erfiillt die Differentialgleichung nmicht mehr exakt. Es wird
deshalb tber das P.v.V. eine Lésung im energetischen Sinn angestrebt.
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Das P.v.V. nur fir den Schubanteil {vgl. Gl. 4.85) unter Benutzung von Gleichung
(4.94) liefert entsprechend:

~ OAis = 0Ags (4.95)

1 |
[6w§ GA, wdx + jéw;' El, w, dx = du] s,
0 0

Knotenschnittgréfen infolge Schub

bzw.
| i

ot (5] o o [N B (i = e a0
0 0

K K

ks

die gendherten Steifigkeitsmatrizen infolge Schub (vgl. Gl. 4.67 und 4.68
von Abschnitt 4.1.2.5).
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4.2 Wélbwiderstand I

Zur Bestimmung des Wolbwiderstandes

7

I, = j wX(z)b(z)dz (4.17)

%
muf3 die Wolbfunktion w(z) bekannt sein.
Die Verwdlbung w(z) der Querschnittspunkte an einer Stelle x infolge der dort nur
noch von z abhédngigen Schubverzerrung $(z) 148t sich in Umkehrung von Gleichung
(4.15) aus Abschnitt 4.1.2.1 wie folgt angeben:

dw(z) = #(z) dz

Integriert Uber die Querschnittsdicke ergibt sich die Wélbfunktion zu

w(z) = J Hz)dz + wy 4.97)

z=17,

wq ist eine Integrationskonstante. Sie ergi‘bt sich hier aus der Bedingung auf der
Querschnittsnullinie ®w(z=0) = 0 zu null.

Die die gesamte Querschnittsverwdlbung verursachende Schubverzerrung <y(x,z) ist
i.a. von x und z abhéngig und 148t sich, wie im folgenden dargestellt, im wesentlichen
als Produkt der jeweils nur von einer Variablen abhingigen Einzelverzerrungen y(x)

und P(z) ausdriicken.

Zunéchst gilt:
Yxz)- = yx) [1-7#2)] (vgl. Abschnitt 4.1.1, Bild 4.3)

Die in z konstante Querschnittsverdrehung nach Timoshenko liefert keinen Beitrag
zum Wélbmoment 1, . Aus diesem Grund wird im weiteren nur die Schubverzerrung

vo(X.z) betrachtet, die die reine Querschnittsverwdlbung verursacht.
Vw(xv Z) = -—}/(X) ‘}7(2)
= ¢x) 7(2)

Wenn die Schubspannung Ty(x,z) wie z.B. im Fall des Rechteck~Querschnitts
parabelférmig Uber die Querschnittshéhe verteilt ist, mull wegen des Hookeschen

Gesetzes fir Schub  y = —é auch der Verlauf der Schubverzerrung vy (x,z)
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bzw. vu(x,z) die Form einer quadratischen Parabel besitzen. Die dazu gehdrende
Verwblbung ist demzufolge, nach Gleichung (4.97) kubisch.

Das Vorgehen zur Bestimmung der Wélbfunktionen ist im Prinzip fiir jeden Quer-
schnittstyp gleich: (vgl. Anhang A1 und A2)

- Zundchst wird der allein fiir die Verwélbung verantwortliche Schubspannungs-
anteil 7,(x,z) bestimmt. Hierzu wird beim Rechteck-Querschnitt von einer
parabelférmigen Schubspannungsverteilung 7,,(x,z) ausgegangen. Von dieser
wird eine energetisch gleichwertige Schubspannungsverteilung 7, (x), die
einer konstanten Querschnittsverzerrung entspricht, abgezogen (siche hierzu
die Bilder 4.4 und 4.7).

- Bei gegliederten diinnwandigen Querschnitten muB dieser allein fiir die Ver—
wélbung verantwortliche Anteil abschnittsweise bestimmt werden. Wihrend
in den Flanschen bei zur z-Achse (= Belastungsrichtung) symmetrischen
Querschnitten die gesamte dort herrschende Schubspannung (da fiir sich
im Gleichgewicht) fiir die Verwdlbung maBgebend ist 74 = 7;, mufl
dieser Anteil in den Stegen noch bestimmt werden.

Dazu wird von der in den Stegen herrschenden priméren Schubspannungs-
verteilung 7i(x,s;) eine konstant {iber den Querschnitt verlaufende Schub-
spannungsverteilung T(x) derart abgezogen, da3 sowohl den Gleichgewichts-
bedingungen (fiir die Eigenspannungen: ZN =0, ZM = {)), als auch den

Kontinuitdtsbedingungen zwischen Stegen und Flanschen geniigt werden kann.

Fiir verschiedene Querschnittsformen werden

- im Anhang A1l die Schubkorrekturfaktoren as angegeben und
- im Anhang A2 die Walbfunktionen o(s) und die Wolbwiderstinde I,

hergeleitet.
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4.3 Abschlielende Bemerkung

1. In der vorliegenden Theorie wird zunichst entsprechend der Bernoulli-Theorie
von einer Uber die Querschnittshdhe linearen Langsspannungsverteilung ausgegangen.
Die durch diese verursachte Querschnittsverdrehung kann als primére Verw(lbung
aufgefaBt werden (Bild 4.7). Die primiren Lingsspannungen haben aus Gleichgewichts-
griinden in nicht wdlbbehinderten Querschnitten die in Form einer quadratischen
Parabel vorliegende Schubspannungsverteilung zur Folge. Die so erhaltenen
"priméren” Schubspannungen ( vgl. hierzu Abschnitt 4.1.2.1, Gl 4.24, 4.25 sowie
4.29 und 4.30) verursachen in nicht wolbbehinderten Querschnitten eine sekundare
Querschnittsverwdlbung und in wdlbbehinderten Querschnitten die sogenannten
sekundiren Walblangsspannungen. Diese rufen wiederum Schubspannungen, die
sekundiren Schubspannungen, hervor. Durch sie wird die urspriingliche Form

der Schubspannungsverteilung (quadratische Parabel, rg)z) ) an wdlbbehinderten

Stellen verandert.

2. Diese neu erhaltene Schubspannungsverteilung infolge Biege- und Wolbléngs-

spannungen (Parabel 4. Ordnung T(sx,z) ) hiitte ( 75 existiert nur an wolbbehinderten
Stellen) an nicht wolbbehinderten Stellen auch eine andere Querschnittsverwélbung
als die zunachst angenommene zur Folge (ndmlich: w?, tertidr, Parabel 5. Ordnung
anstatt: o , sekundir, Parabel 3. Ordnung). An wolbbehinderten Stellen lieBen sich

aus dieser gedanklichen neuen Verwdlbung wieder Wolblangsspannungen ( oL , tertir)
berechnen, die mit tertidren Schubspannungen im Gleichgewicht stehen miissen, usw.

3. Die unter 2. genannten Einfliisse sind von Kleinheit hdherer Ordnung und werden
deshalb hier vernachlissigt. Sie sind eine Begrindung dafiir, da3 der in Abschnitt 4.2
unter Annahme einer kubischen Waibfunktion berechnete Wolbwiderstand I, nur
eine Ndherung und die darauf aufbauende erweiterte Balkentheorie daher auch nur
eine weitere Niherungsstufe gegeniiber der Bernoulli- und der Timoshenko-Theorie
darstellt.

4. Die beschriebene Balkentheorie weist keine Inkonsistenz zwischen Schubspannungen
und Schubverzerrungen auf. Sie berticksichtigt im Gegensatz zur Timoshenko-Theorie
die Schuberweiterung nicht nur in den Verschiebungen sondern auch in den Spannun-
gen. Mit ihr kénnen Randstoreffekte, wie sie z.B. an Lasteinleitungsstellen auftreten,

in einem bestimmten Rahmen beschrieben werden.

3. Die Wolbfunktionen die man entsprechend dem hier beschriebenen Vorgehen '
(Bild 4.7) fiir einen Rechteck-Querschnitt erhilt (Gl. A2.7), kann man auch direkt
iiber die Herleitung aus dem Kontinuum gewinnen (vgl. u.a. Love [45]).
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6. Die Bestimmungsgleichungen der vorliegenden Theorie sind im Sonderfall des
Rechteck-Querschnitts und der Annahme eines Schubkorrekturfaktors von ag= 0.833
identisch mit den Gleichungen, die Bickford 1982 in [9] bzw. 1985 in [44] angab
(vgl. Abschnitt 1).

Nur geringfiigig unterscheiden sich diese Gleichungen sowoh! von denen, die Hjelmstad
1987 in (28] verdffentlicht hat, als auch von den Gleichungen, die von Laudiero und
Savoia 1990 in [39] bzw. 1991 in [40] hergeleitet wurden.

Die nur geringen Unterschiede sind darauf zuriickzufiihren, daB3 (im Gegensatz zu
anderen Arbeiten) zum einen jeweils fiir den Gesamtquerschnitt nur eine zusitzliche
Léngs— oder Wolbsteifigkeit definiert wird, und daB3 zum anderen Hjelmstad eine
Variable sowie Laudiero und Savoia einen ganzen Ausdruck in ihren Losungs—
gleichungen schlieBlich als Schubkorrekturfaktor identifizieren kdnnen.

Dadurch setzen sich die Losungsgleichungen nach diesen Theorien jeweils aus einem
Biegeanteil nach Bernoulli, einem Schubanteil nach Timoshenko und einem Wélbanteil
zusammen, wobei letzterer nach den einzelnen Theorien von unterschiedlicher Gréfle
ist (Unterschiedliche Wolbfunktionen -> Wolbsteifigkeiten -> Stabkennzahlen ->
Wolbanteile). Diese Wolbanteile sind fiir gewShnliche Geometrie— und Materialeigen-
schaften nach allen genannten Theorien in der gleichen GroBenordnung und liefern
qualitativ die gleichen und quantitativ geringfiigig voneinander abweichende
Ergebnisse. .

Durch welchen Korrekturterm (bzw. nach welcher Theorie) das wahre Strukturverhalten
am besten wiedergegeben wird, konnte allerdings im Rahmen dieser Arbeit nur teilweise

gekldrt werden.
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5 Verallgemeinerte Formulierung
fiir Langskraft, Zweiachsige Biegung und Torsion

Im folgenden wird die erweiterte Balkentheorie allgemeiner, d.h. fiir ein Stabelement

unter zunéchst beliebiger rdumlicher Belastung, ausgehend vom Prinzip der virtuellen

Arbeit formuliert. Es werden die das riumliche Problem beschreibenden Differential-

gleichungen angegeben und die dazu gehdrenden Spannungsresultierenden und Quer-

schnittswerte definiert.

Im Anhang A5 wird an einem Beispiel gezeigt, da eine vollstindige (d.h. eine formale

und logische) Analogie zwischen dem Querkraft-Schub und dem Torsions-Schub

besteht.

Zusétzliche Terme werden im weiteren wie folgt gekennzeichnet:
a) nach der Timoshenko-Balkentheorie —_———
b) nach der erweiterten Balkentheorie

5.1 Voraussetzungen
Werkstoffgesetz

0y = Ee

Ty = Gy

T = Gy

Virtuelle Arbeit

Stabkontinuum (3-D):

_6A = f [dee‘x + TyOyxy + Ty, + 0406y + 0.0¢, + Tyzd)’yz“ dv
v

vernachldssigt (0y=0,=1,,=0)

- f [6uxp‘x + bu,py + duzﬁz] do =0
4]
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Verschiebungsgroflen

Stabkontinuum (3-D) -»

Stabachse (1-D)

[uq] Langsverschiebung aus Dehnung
v:b } Querverschiebungen _
b .
‘ aus Biegung
P, . P, } Verdrehungen
Uy b, = Wb P,
uy - ¢x| Verdrehung (Torsion)
U Vs } Querverschiebungen
Ws aus Schub
-y# =T, = -¢ | Tx| Verwindung (Torsion)
-y = ¢, = - Ws s, } Verdrehungen
Vo= ¢s, = Vs L]
u»«—~——-)( q)x_ - e X
vy l Stabachse 7 4 I
w 7
‘/v/ ! A/ I KPZ
VA g/
bz Iz
Verschiebungen Verdrehungen
!
()
! 7
i 4
7
N My
—_—— =X RS S SR S— 4
OY Mwy
‘/./ II Q, M, ' sz
d | *
V. < / wa> M,
y// *
' wa
Stabkrifte Stabmomente z
Bild 5.1  Definition der Zustandsgrofen
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Kinematik

« Verschiebungskomponenten
u(x,y:2) = ug(x) - ¢,y + ¢, (0)z - B, Xy + b5, (x)z
~ @5, (DY) + ¢sy(x)wy(z) + [(X)an(y, 2)

bzw. mit fs, = ff = 0 (entsprechend Abschnitt 3 bzw. 4):

u(x.y,z) = ug(x) - ¢, (X)y + ¢, (X2 - @5 (Ny) + @5, (Ny(z) + Te(Xx(y, 2)
= ) Y - w02 - ¥0ut) - wRayts) - iRt )
Verschiebung Verdrehungen Verwdlbungen
aus aus aus
Dehnung Biegung Schub

V(X.y,2) = Vo(x) + Ve(x) ~ z¢(X)

WK Y,7)= Wo(x) + We(X) + yx(x)

= Annahmen - Erhaltenbleiben der Querschnittsform

- zunichst Ebenbleiben der Querschnitte infolge
Biegung  (Bernoulli-Hypothese)  und
Torsion  (St.-Venant)

- Vernachldssigung sekundérer Schubverzerrungen

("erweiterte Wagner-Hypothese™)

- kinematische Beziehungen (um die sekunddren Anteile erweitert)
Vb(x) = (0 vi(®) = (%) $5,(¥) = - 72(x) + vi(x)
W) = —gp () wi(x) = (%) P 0= %) -w(x)

H¥) = 1% L(®) = 5K - dx)

Dehnung ¢ = ug Torsions-Schub Ko, = =y
Kp, = Vg ) Koy, = V;’

Biegung Querkraft-Schub '
Kp, = -W{)I /Cw!, = “Ws,
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« Verzerrungskomponenten

_ 0y
& = . (5.8)

€6.y.7) = ua®) - @b,y + P02 - P (DY) + Py (Xwy(2) + TeX)ax(y, 2)

: - ) ., ., . (5.9
= ug(x) - vp(X)y - W (X)z = Vs (X)0z(y) — Ws (X)0y(2) - ¢x (X)x(y. 2)
- Oy, dux
g = oot 3y (5.10)

o320 08 + V) =00 gm0 ) D + 0 D 51

du,  Oux
= — 4 — 5.12
Yz X 0z ( )

d
P2 = W) 0+ K0+ ) + 90 " )

+ rx(x)—a“’*g' 2 (513

mit den kinematischen Beziehungen (5.7) folgt :

.y 2) = v;(x>[1 - d‘fj;‘y’] + 1 )d“’z(y) e )[z + "”’*‘§ Z)] + R >a“”‘(~" 2

s y.7) = w;<x>[1 - ““g‘”] + 02 ¢;(x>[y - "’%fy—z)] + o2l

bzw.:

d A d Z LAV ARA et \>ARerA

Y%,y 2) = y,p(x)|:_1“— _%}(L)] +( ;é(x)_“:j;”‘_ yf(’(x)[z + do, a(i Z):| + ng(x) aa)a(;’ z)
(5.14)
d 2 LY

Xy, 2) = y;(x)[l _E_CZLZ(Z_)_] + y?(x)_a:jyz(z) + y}?(x)[y _ awa(;’ Z)] + y§(x) awa(;' zZ)

aus priméarer sekundérer primérer sekundérer

Schubverzerrungen l (5.15)

Querkraft Torsion
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Die von den allgemeineren Beziehungen (5.7) abweichenden kinematischen Hypothesen
der vorliegenden Stabtheorie (entsprechend Abschnitt 4) lauten:

V§ = V;"‘psz = 0
Bo= wteg, = 0 (5.16)

7 0

oy + Ty

I

In den durch die Profilmittellinie gebildeten Mittelfldchen treten infolge der aus der
Anderung der sekundiren Langsspannungen resultierenden Schubspannungen keine
Schubverzerrungen auf. Dies entspricht einer auf den Querkraft-Schub erweiterten
Wagner-Hypothese (vgl. Tabelle 5.1).
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5.2 Virtuelle innere Arbeit

-0A = J [deex + Ty Oyyy + rxzéyxz] dv (5.17)

v

« Spannungsresultierende

Einsetzen der kinematischen Gleichungen (5.9), (5.11) und (5.13) ergibt:

~0A = [ [ { 0] Oug ~ 0,y + Otz - OB, AY) + O wy(2) + BTHNax(y, 2]

X A

. rxy[aqxz— a( ¢sz—~—d“:izy(”)> +onz + a( r el Z))J

+ rxz[~ S5, + a(¢sy d“(’iyz(z)) 8Ty + 6( rﬁ“’T(nyl)]} dA dx

Normalkraft Biegemomente

oA = j {Mmg + [. l axydA}dq)'bz + M oxsz}écj){,y

N et N
N e M, Ok, My 61€by

Wélbmomente infolge primérer Schubverzerrungen

+ |- f o, (y)dA |6, + f oxwy(z)dA |0, + j gy, 2)dA |0T,

A
S
(SICwI Mwy a’Cmy wa

M,,

Ok,

primare Querkréfte infolge primérer Schubverzerrungen

+ J rxydA}d@z + [— f Tx A |Ocps,
A A
;v_._/
QY ok Q  of
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primires Torsionsmoment infolge primarer Schubverzerrungen

+ ITXY(Z + M),_sz(y_w> dA arx
ay z
\ ;

3

ME oyF

sekundire Querkréfte infolge sekundédrer Schubverzerrungen

+|-f ,xyfiﬂdyz_@dA ofvi-0) + | [ 522 anlofoi + )
A
————

Qf &%

Qs oy

sekunddres Torsionsmoment infolge sekundirer Schubverzerrungen

dan(y, z) dwx(y, 7) :
+ J(rxy T )dAd(¢x+I‘x) dx

M

(5.18)

O

Mit obigen Definitionen fiir die Spannungsresultierenden (Gl. 5.18) erhilt man:

-0A; = J(NdG + MZ(S/cbz + Myd/cby

X

+ Q¥+ QbeY + MBS

+ My, Oy, + My O6,, + My, K0,

+Q§oy; + Q¥0yy + Mdy ) dx

(5.19)
bzw. in Abhdngigkeit von den Verschiebungen u, v, w und ¢y :
-0A; = J (Noug + Mydve - Mydwy

X

+ QFov,  + QFow, + MEdg,

+ Mmzév; - My, O0w, — waétp;

+ Qfove  + Qfow, + Mgy dx

(5.20)
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« Querschnittswerte

Nach Einsetzen des Werkstoffgesetzes (5.1) in den Arbeitsausdruck (5.17) und bei Ver-
nachldssigung der sekundiren Schubverzerrungen (3%, y?‘ ¥3) folgt mit den Dehnungs-
komponenten (5.9), (5.11) und (5.13) nacheinander:

- 0A; = J [Eexéex + Gyxylyyy + nyzéyxz] dv
v

= J I E[ex—/cbzy + K2~ K 0AY) + Ko 0)(Z) + Ko 0y, z)]
X

. d[fx- Kby + Kpz - Ko, 0AY) + /ca,ya)y(z) + ko ox(y, z)]

- Iy, z) )]
oy

)]
. 6[yy 1—20%2(2—)-) - yx(y ~ awxa_(z,z))] dA} dx (5.21)

Multipliziert man Gleichung (5.21) aus, so erhilt man einen umfangreichen Ausdruck
bestehend aus verschiedenen Flachenintegralen. Dieser bezieht sich auf ein beliebiges

Schwerachsensystem y-z.
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Bei Zugrundelegung spezieller Bezugsachsen,
- der Haupttragheitsachsen (N, My, M, 0y, », )
- der Hauptdreh- bzw. Schubmittelpunktsachse (Qy, Qz My, My, 1, v, W, wy)

vereinfacht sich dieser Ausdruck durch das Verschwinden einiger Flachenintegrale er-

heblich, und man erhélt entkoppelte Beziehungen:

Flache Tragheitsmomente

—6A;, = j E j dAlede, + J' y2dA Ky, O0cp, + f Z2dA icy O,
* \._\.V__/ N (—
A 1, I,

Woibmomente

+ J wH(y)dA K, 660, + J w¥(2)dA [x,,06, + J Xy, 2)dA |, O,

lw, Iwy wa
Schubflachen

2 2
dw,y) J’ _ dwy(z)
+G f (1 ——-—-—dy ) dAy 0y, + (1 e dA [yy0yy

As, As,

Torsionstragheitsmoment

2 2
+ J(z + dody.2) Z)) + (y——aw"(y’ Z)> dA [y dx
ay 9z

A

Ix
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bzw.:

Léngskraft Biegung
um die
z-Achse y-Achse

-0A;] = J [EAexéex + Elxy 0k, + Elyxn 0o,
MV A —
N M, My
Wdlbkraftanteile
aus
Querkraft-Schub Torsions—Schub
in bzgl. der
y-Richtung z-Richtung  x-Achse

+ Elj, %0,0k0, + El, 0, 0k0, + Ely K00k,
\W_/ \_V__/

\.._v._/
M,, Mwy M,,
primérer Schub
infolge
Querkraft Torsion
in ‘ bzgl. der

y-Richtung z-Richtung x—Achse

+ GA.y.07, + GAsyyydyy + GIxyxéyx] dx (5.22)
N~ ~— N~
0} Q? My
mit: A, = as A
A, = as A (vgl. Abschnitt 4.1.2.6)
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5.3 Virtuelle dufere Arbeit

Da sich jede beliebige Belastung auf die entsprechenden Bezugsachsen umrechnen 148t,
wird die virtuelle duBere Arbeit direkt mit den auf diese Bezugsachsen umgerechneten
Gréflen angegeben.

6Ay = J [Budug + Bydve + Bydvs + Bdwy + Pidws + b, + iydy + th O dx

X

+ [Néud + devb + M,évi, + Q,0w, + Myd(— w{,)

N N s n N , ~ AN
+ Qydvs + M0, + Qu0ws + Moy d(= i) + Mydghe + Mud(- @)]0

(5.23)

5.4 Zusammenfassung der virtuellen Arbeiten
~8A =-0A+A)=0 (5.24)

Gleichung (5.24) liefert nach Umformung mit dem Gauf3schen Integralsatz die Gleich-
gewichtsbedingungen und die Randbedingungen.

. Differentialgleichungen (Gleichgewichtsbedingungen)

—(EAu&),—;Sx = 0 | Dehnung in x~Richtung

(Elle;)”-(GAszV;),-'ﬁy = 0 | Schub in y-Richtung

- (E[Zv{,'), + [(EI,A,,LVQ),— (GASZV;)] -, = 0 |Biegung + Schub gekoppelt

, (5.25)
(EL,,VW;’)'Z(GAsng) —p, =0 | Schub in z-Richtung

| (Elyw{{)’ - [(EI,,,‘,W;’)' - (GASYWS)] -ty =0 |Biegung + Schub gekoppelt

(EL,)X(;),'(')” - (Glxgb,'(), —riy, = 0 | Torsion um die x~Achse
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» Randbedingungen

[ Baw - N]
[ (ELvi) + éy;
| (Emi) + 6,
[(EI,,,ZV;’)' - GA; + éy-

[(Elwyw;’)' ~GAw; + (:)z:

e = & —-~ 5 -5 —5 T -

[(Elwx¢;’)' - Gl + M, |

85

vy = 0
Swp = 0
ovs =0
ow, = 0
8¢x =0
dug =

vy =

Oowy= 0
Ovs =0
ows =0
O =0

(5.26)



6 Vergleich der erweiterten Balkentheorie mit der Scheiben-
theorie und Fehlerabschitzung an einem Beispiel

Nach einer kurzen Herleitung der Scheibengleichung wird an einem ersten Beispiel eine
Aussage tiber die Genauigkeit der erweiterten Balkentheorie gemacht.

Es werden die Formeln zur Spannungsermittiung an ausgezeichneten Stellen verglichen.
Hierzu werden die Losungen sowohl der Scheibentheorie als auch der erweiterten Bal-
kentheorie in Taylorsche Reihen entwickelt.

Gegentibergestellt werden die Ergebnisse:
- einer nur am oberen Rand belasteten Scheibe
- einer am oberen und unteren Rand belasteten Scheibe
- einer auf der Mittellinie belasteten Scheibe (= Balkentheorie)

AnschlieBend werden noch die Ergebnisse nach der Scheibentheorie und der erweiter-
ten Balkentheorie einiger weiterer, hiufig in der Literatur angegebener Beispiele mitein-
ander verglichen, bei denen fiir die Randbedingungen ein Polynom-Spannungsansatz
gemacht wird.

6.1 Scheibentheorie

Zur Losung zweidimensionaler Probleme (ebener Spannungszustand), d.h. zur Be-
stimmung der inneren Kréfte und der Forménderungen, stehen die Gleichgewichts—
bedingungen

8% % Ly — g

X 0z (6.1)
OT s il

e %47 =g

ox 0z

die geometrischen Bedingungen

_du ) _ oW . _ v
T T e T Ty 6.2)
. _ du ow

und die Spannungs-Dehnungs-Beziehungen oder elastostatischen Gleichungen

1 1 v
= —{0 - VO, : = — 0, — VO, ; € = ——{0x + O
€x E Oy~ Vo) € E( z X) y E( X Z) 63)
oo e 20V
IAYA G E X7
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zur Verfligung.

Sieht man von den Volumenkriften (X,Z) ab, werden die Gleichgewichtsbedingungen
(6.1) erfillt, wenn man die Spannungskomponenten durch eine Funktion F(x,z)
ausdriickt:

_F ) _¥%F 8°F

= _8—2—2— N 0z = —a‘x‘z‘ 5 Txz = = %07 (6~4)

Ox

Damit auch den geometrischen Bedingungen (6.2) und den elastostatischen Beziehun~

gen (6.3) entsprochen wird, muB die Funktion F(x,z) einer Differentialgleichung

genligen, die noch bestimmt werden muB:

Die Verzerrungskomponenten (6.2) werden miteinander verkniipft, indem man bildet
P e, Pu . Pw

322 x> oxez?  ax%az ©3)

62yxz _ 3u n »w
oxdz  9x0z%  oxoz

(6.6)

Gleichsetzen der Beziehungen (6.5) und (6.6) liefert die Vertréglichkeitsbedingung

82'}’)(2 - 326,( + 3262

IXAzZ az2 ax?

6.7

Durch Einsetzen der elastostatischen Gleichungen (6.3) und der Beziehungen (6.4)
nacheinander in die Vertraglichkeitsbedingung (6.7) erhilt man die Scheibengleichung
als eine lineare partielle Differentialgleichung vierter Ordnung [1]:

3*F *F o'

e e b = () 6.8a
ax* axlozt ozt ( )

8

bzw. mit dem Operator A = pw) + 37
AAF = 0 (6.8b)

Die Ldsung zweidimensionaler Probleme reduziert sich also auf die Integration der
Scheibendifferentialgleichung (6.8).

Obwohl es ausgearbeitete Losungsmethoden fiir die Bipotentialgleichung [26] gibt,
kann man fir bestimmte einfache Falle die Spannungsfunktion F(x,z) in Form eines
Polynoms ansetzen. Allgemeinere Fille kénnen behandelt werden, wenn man fiir die
Funktion F einen Fourier-Reihen-Ansatz macht. Mit diesem 148t sich der Spannungs-
zustand in einer Scheibe fiir jede beliebige Belastung an einer oder an zwei sich gegen-
{iberliegenden Scheibenrdndern bestimmen.
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Flir gegebene Bedingungen an allen vier Seiten einer Rechteckscheibe ist der Ansatz
jedoch nicht ausreichend.

Der Randstoreffekt infolge der Lagerbedingungen miifite ebenfalls durch den Ansatz
einer Spannungsfunktion beriicksichtigt werden. Werden die Lagerbedingungen eben-
falls durch Fourier-Reihe ausgedriickt, spricht man von der "Methode der kreuzweisen
Uberlagerung” einzelner Reihen, wie sie von Mathieu in [46] entwickelt wurde. Da aber
der exakte Spannungsverlauf direkt an der Lagerung a priori nicht bekannt ist, wird
hier zunachst eine von den Randbedingungen unabhdngige Losung angestrebt. Hierfiir
wird im folgenden ein Balken mit Rechteck-Querschnitt unter sinusfdrmiger Belastung
betrachtet.

6.1.1 Losung nach der Scheibentheorie mit Fourier-Reihen
6.1.1.1  Aligemeiner Belastungsfall

System und Belastung

Art der Lasteinleitung
nicht vorgeschrieben

P, 1x)
IN Darstellung fiir n =2
PAx) = Nsinax
h f L f._. et e X
bzw.
B, ix) T ™ PAX) = Msinax
b i L
= fL + mit: a = %
P
Spannungsfunktion
F(x.z) = [Acosh(az) + Bzsinh(az) + Csinh(az) + Dzcosh(az)} sin(ax) (6.9)
Spannungskomponenten in allgemeiner Form
§°F 5 :
ox(x.z) = = [Aa cosh(az) + Ba|2 cosh(az) + azsinh(az)]
z
+ Ca?sinh(az) + Da[2 sinh(az) + az cosh(az)]} sin(ax) (6.10)
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°F

0X,2) = w2 [Acosh(az) + Bzsinh(az) + Csinh(az) + Dzcosh(az)} a®sin(ax)
(6.11)
&°F 2. ,
TX, 2) = — el {Aa sinh(az) + Ba[2sinh(az) + az cosh(az)]

+ Ca?*cosh(az) + Dal2 cosh(az) + az sinh(az)]} cos(ax) (6.12)

Randbedingungen

ax=0=o0{x=1)=0 (durch Ansatz erfiillt)

h ;
Tz = % E) = () (6.13)
oz = + g-) = — M sin(ax)

b (6.14)
Oz = - —2—) = -~ Nsin(ax)

Mit den Randbedingungen (6.13) und (6.14) lassen sich die Integrationskonstanten A
bis D bestimmen.

N + M sinh(ad) + alcosh(a L)

A =

a? sinh{ah) + ah
p = N+tM asinh(a )

a?  sinh(ah) + ah

(6.15)

c =- N-M cosh(a%) + a%sinh(a%)

a? sinh(ah) - ah
D . N-M acosh(a)

a?  sinh(ah) - ah

Die Gleichungen (6.10), (6.11) und (6.12) beschreiben zusammen mit (6.15) den
Scheibenspannungszustand fiir den oben dargesteliten allgemeinen Belastungsfall

(N = M).
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Spannungskomponenten

[a —g— cosh(a %) ~ sinh(a -"2—)] cosh(az) - sinh(a %)az sinh(az)

olx.z) = (N + M) sinh(ab) + ah sin(ax)
[a 2 sinh(a$) - cosh(a %)] sinh(az) - cosh(a $)az cosh(az)

-(N-M) sinh(ah) - ah sin(ax)

(6.16)

[a %cosh(a %) + sinh(a —g—)] cosh(az) - sinh(a —g—)az sinh(az)
sinh{ah) + ah

0/x,z) = - (N + M) sin(ax)

Lsinh(a$) + cosh(a %)] sinh(az) - cosh(a D)az cosh(az)

[
+(N-M) sinh(ah) - ah

sin{ax)
(6.17)

a2 cosh(a ) sinh(az) - sinh(a B)az cosh(az)
Tu(x2) = - (N + M)—=2 (@3 sinh(ah) + ail 2 ( cos(ax)

a¥sinh(a L) cosh(az) - cosh(a$)azsinh(az)
sinh(ah) - ah

+ (N -M) cos(ax) (6.18)

Bemerkung: Der erste Term jeder Gleichung bezeichnet einen Eigenspannungs-
zustand (Spannungen, fir die die Schnittgrdfen gleich null sind),
der zweite Term erfiillt das duBlere Gleichgewicht.

Betrachtet werden im weiteren nur die beiden Sonderfille

{:  einer nur am oberen Rand belasteten Scheibe (M = 0)
II: einer gleichmifig am oberen und unteren Rand belasteten Scheibe (N = -M)
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6.1.1.2 Sonderfall I
Nur am oberen Rand belastete Scheibe (M = 0)

System und Belastung

P2 tx) IN Darstellung fiir n = 2
PAx) = Nsinax
S |
mit: aq = 'l—
! =D
it ! l st N
i
iz
Spannungskomponenten
a*cosh(a ) - sinh(a L) | cosh(az) - sinh(a 2)az sinh(az)
ox.7) = Po 2 2 2 2
REET D sinh(ah) + ah
[a 2 sinh(a D) - cosh(a %)] sinh(az) - cosh(a $)az cosh(az) |
- " sinh(ah) - ah sin(ax)
(6.19)
alcosh(al) + sinh(a 2) | cosh(az) ~sinh(a Bazsinh(az)
ox.7) = - Po 2 2 2 2
™ sinh(ah) + ah
[a%sinh(a %) + cosh(a %)] sinh(az) - cosh(a %)az cosh(az)|
B sinh(ah) - ah sin(ax)
(6.20)
) = pe |a % cosh(a %) sinh(az) - sinh(a'%)az cosh(az)
PalX.2) = = sinh(ah) + ah
a%sinh(a%) cos%l(az) - cosh(a%)az sinh(az) cos(ax) (6.21)
sinh(ah) - ah
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Bemerkung: Der erste Term jeder Gleichung bezeichnet den Eigenspannungszustand
infolge der Lasteinleitung am oberen Rand,
der zweite Term erfiillt das duflere Gleichgewicht.

Spannungswerte an ausgezeichneten Stellen

oxz =By o Pofag-sinh@Reosh@y)  af +sinh@geoshiag) | o
2 b sinh(ah) + ah sinh(ah) - ah
(6.22)
h h : h
po axcosh(a?)-sinh(al) . (6.23
z=0 =I= —% 23)
oz = 0) b simh(ah) +ah @)

h o h
- _ by _azsinh@z) ~ (6.24)
Talxz = 0) b sinh(ah) - ah N

oz = + %) = 0 (6.25)
oxz = - B = “BGniay) (6.26)
2 b
h h . h
pe azcosh(az) + sinh(a3) . 6.27)
(xz =10 = - sin(ax .
oix.z = 0) b sinh(ah) + ah (@)
Reihenentwicklung der wesentlichen Spannungsausdriicke
I
N - SN SN VS S ! 563 ms-
az=%7) =5 {i 65 T a0 ™ T2e000” " T 3880800007 T
+ ——1—a2h2——l—a4h4 + —1—a6h"’ — ... | ¢ sin(ax) (6.28)
24 720 120960
= - bo [ 1 2 11 4h4_; 616 i 6.29
odx.z = () = % T h T30 % 967680 ... | sin(ax) (6.29)
o _ b 4311 17 e 221 5pS
rdnz =0 = R S e O Teiasoen ¢ Tt e | 8@ 630
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6.1.1.3  Sonderfall II
Gleichmiéflig am oberen und unteren Rand belastete Scheibe (N = -M)

System und Belastung

B, (x)
’ IN Darstellung fiir n = 2
P(x) = Nsin(ax)
h T ] T _____ —_— o
mit: q = —-
RS 1
b By Ix) No PO
-t - ! —r 2b

Spannungskomponenten

Po [a 2sinh(a ) - cosh(a —}21)] sinh(az) - cosh(a $)az cosh(az)

Wxz) = - sinh(ah) — ah sin(ax)

(6.31)

P [a L sinh(ad) + cosh(a %)] sinh(az) - cosh(a Haz cosh(az)

oz = sinh(ah) ~ ah sin(ax)
(6.32)
e = B a%sinh(a ) cosh(az) - cosh(a Lazsinh(az) cos(ax) 6.33)

b sinh(ah) ~ ah

Bemerkung: Die Gleichungen erfiillen das Gleichgewicht
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Spannungswerte an

ausgezeichneten Stellen

odx.z = % 12]—) =
odx.z = 0) =
T,z = 0)

h
Xz =% =) =%
0x. 2 2)

ox.z = 0) =

Reihenentwicklung der wesentlichen Spannungsausdriicke

py @% + sinh(ad)cosh(a Sh)
b sinh(ah) - ah

0

b h
po azsinh(a3)
b sinh(@h)—ah @

Po

——sin(ax)

2b

0

sin(ax)

h
ofX%z =% 5)= + %
= = Po
(%2 = 0) b

gl 1, 1 o, U

(6.34)

(6.35)

(6.36)

(6.37)

(6.38)

563

—_— + — RO
g T

31 1 17 221

A - 3
2ah s a’h

3
g0 "t Te1zs
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_ 4pd 6n6 :
h 126000¢1h + 338080000 © h' ...]sm(ax)

(6.39)

+ . ] cos(ax)  (6.40)



6.2 Erweiterte Balkentheorie

In Abschnitt 4 wurde die erweiterte Balkentheorie ausfiihrlich hergeleitet; und im
Anhang A3 wurde die ihr zugrunde liegende Differentialgleichung fiir einige wichtige
Grundlastfille geldst.

Im folgenden wird auf die dort angegebenen Bestimmungsgleichungen zurlckgegriffen.

6.2.1 Losung nach der erweiterten Balkentheorie

System und Belastung

Art der Lasteinleitung

o nicht vorgeschrieben
h B,lx) IPe — —x
| |

Darstellung fir n = 2

P%) = posin(ax)

L y . nx
i mit: a = —

1

Io

— e
N

Spannungskomponenten (siehe u.a. die Gl. 4.42 und 4.43 sowie die Gl. 4.29 bis
4.32 in Abschnitt 4.1.2.1, des weiteren den Anhang
Al.1, A2.1 und A3.2.3)

Die Scheibengleichung (6.8) ergibt sich unabhéngig von der Querdehnzahl v (sie gilt
fiir jeden homogenen und isotropen Werkstoff, der dem Hookeschen Gesetz gehorcht).
Fiir die Balkenlosung wird im folgenden v = 0 zugrunde gelegt. Fiir den Rechteck—
Querschnitt ergibt sich damit: '

GA; 420
2 =
* EL, (1 +v)h? (641)
42
bzw. A% = h—zo (6.42)
« Lédngsspannungen
odx.z) = ok(x.z) + o¥(x,2) (6.43)
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ok(x.2) = Mly—;ﬁz (6.44)

) = 2 oy (6.49)

mit. M%) = gg_ sin(ax) (6.46)

M,(x) = /1251008 sin(ax) (6.47)

w(z) = g}zli-%z (6.48)

I,= bl—f (6.49)

0= % (6.50)

» Schubspannungen

1% Z2) = ThX, Z) + T3AX, 2) (6.51)
h(x,z) = _i(l’;)iy_(zl (6.52)

S = - Q?(Ij)iy(l) Gl 653

mit: Qlx) = —%‘Q azf P cos(ax) (6.54)

QA = % a—zé_z—}?— cos(ax) (6.55)

Sy(z) = b[%zz—%hz] (6.56)

Sulz) = b[%ﬁ;-—;—zz + T;‘th] (6.57)
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Das nacheinander Einsetzen der Gleichungen (6.42) und (6.44) bis (6.50) in Gleichung
(6.43) sowie der Gleichungen (6.42) und (6.52) bis (6.57) in Gleichung (6.51) ergibt
die folgenden Spannungskomponenten:

Po 1 z 420 2 3z .
(x2) = =231 + L 22 .
oy(X. 2) { 2—= T 4- 5 sin{ax) (6.58)

_ b 3 7z 420 322 1
Pl 2)= {ahl: 6h2] T a0 [h“' 01 g0 | ©¥

(6.59)
Spannungswerte an ausgezeichneten Stellen
h, Po 1 1 420 .
O'X(X, Z =% E) = + T)— {6‘(;}}’1—2‘ + g m—o—] sm(ax) (660)
_ - RJ31 1 420
(X2 =0) = b {2 prary ah 2 T 420 cos(ax) (6.61)

Reihenentwicklung der Spannungsausdriicke

In den Gleichungen (6.60) und (6.61) tritt jeweils der gleiche Faktor auf, der sich in
gleicher Weise wie die Ausdriicke nach der Schelbentheone in eine Taylorsche Reihe
entwickeln 1483t

flah) = 20 _ gL o 1

4ht - 62
22 + 420 420 202¢ (6:62)

Mit Gleichung (6.62) folgt fiir die Spannungskomponenten -

o P 1 1 1 1 .
oyx.z ) =% b {6;? + "5-‘ [1 —mazhz + W 4}14—53-1161’16' + ... sm(ax)
(6.63)
31 1 1 1 1
Xz = = ah| 1--=q2h? a*h* -——afht + ...
iz =0) b {2 ah %0 [1 204 Tt T ]} cos{ax)
(6.64)
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6.3

‘Vergleich und Fehlerabschitzung

der Formeln fiir die Randlingsspannung und die Mittenschubspannung
der erweiterten Balkentheorie und der Scheibentheorie

6.3.1 Vergleich

Gegeniibergestellt werden die folgenden Reihenldsungen

I
H:

Hi:

Randldngsspannungen

he . po 11 1 ,, 17 ..
[ oz=20=2P200le L 1141 22 b+
alxz =% 3) b{ 2h? 5( 280 25200
+| Lot Lgme g sin{ax)
24 720 :
h pol. 1 1 1 ,, 17 ..,
: z=% )= +EU6— +—|1+——a?h?- h + ...
I adxz==22)= 3657 5( 280" 25200
h PO- 1 1f. 1 52 T 44
: 2=+ )= £ 6——+—|1-—a?h?+-——a'h®+ ...
oabez=29= £ 6ap 35\ -2 et
« Mittenschubspannungen
I [ 7 21
oy = Poy3 1 1 by 17 oo 221 aa
Tufx.z = 0) b|2an 80 5607 201600 "
1 -
po 31 1 [ 1 4
Corgxz=0) = 22 Loy ot a2 L e
I redx.z = 0) b |2 an 80a< 420a 4202a

einer nur am oberen Rand belasteten Scheibe
einer am oberen und unteren Rand belasteten Scheibe

einer auf der Mittellinie belasteten Scheibe (= Balken)
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)

(6.65)

)] sin(ax)

(6.66)

)] sin(ax)

(6.67)

. )] cos{ax)

(6.68)

. )] cos(ax)

(6.69)



Bemerkung:

In den drei zu vergleichenden Reihenldsungen fiir die beiden Spannungen entspricht
jeweils der 1. Term dem Ergebnis der elementaren Bernoulli- bzw. Timoshenko-
Theorie. Die weiteren Terme geben den Unterschied zur Scheibentheorie bzw. zu
der erweiterten Balkentheorie an.

Man sieht, dal} auch jeweils die 2. Terme beider in Reihe entwickelten Spannungs-
ausdriicke genau libereinstimmen.

Dieser 2. Term kann in der Balkentheorie als derjenige Spannungsanteil gedeutet
werden, der durch die Beriicksichtigung des tatsichlichen Verlaufes der priméren
Schubverzerrungen entsteht. Er kann demzufolge als Léngsspannungsanteil infolge des
primaren Schub bezeichnet werden. In der Timoshenko-Balkentheorie geht dieser
Anteil durch die dort gemachte vereinfachende Annahme eines konstanten Schub-
verzerrungsverlaufs verloren.

Die erweiterte Balkentheorie unterscheidet sich von der Scheibentheorie erst im
3. Term, bei dem das Hohen-Lingen-Verhiltnis h/l fiir die Lingsspannungen
quadratisch und fiir die Schubspannungen kubisch eingeht.

Ab diesem Term unterscheiden sich auch die beiden Scheibenldsungen. In det L3sung
nach 1 existiert ein zusétzlicher Term infolge Eigenspannungen (Spannungen, fir
die die SchnittgréBen gleich null sind), der aus der ungleichmaBigen Lasteinleitung
resultiert.

6.3.2 Fehlerabschétzung

Im folgenden wird der Fehler abgeschitzt, der bei der Berechnung der Randléngs—
spannung und Mittenschubspannung nach der erweiterten Balkentheorie (II) gegen-
uber der Berechnung nach der Scheibentheorie (I und II) gemacht wird.

Hierzu werden jeweils die Restglieder R, der Taylorschen Reihen bestimmt, die man
erhélt, wenn man die Reihen fiir die Spannungsausdriicke (erweiterte Balkentheorie,
Scheibentheorie) nach dem n-ten Glied abbricht.

Fir die Taylorsche Reihe mit Entwicklung der Funktion f(x) nach Potenzen von x
um die Stelle a = 0 (Mac Laurinsche Reihe)

2 n
f(x +2) = f(x) = (0) + %f’((}) + %—f"(o) + o %f“(O) . (6.70)
erhdlt man das Restglied:

99



n+1
R, = EFIT)'_f(n*rl)(@x) fiir: 0<O® <1 (6.71)

Abbruch der Spannungsausdriicke nach dem 2. Term:

1. Ra}\dléngsspannung

I[: Richeibe - >3 0(-)Zazh2 5 £ sin(ax) - Omx=1 -
REcheibe < 518—16 a’h? F;O sin(ax) (6.72)

M. RBalken - 4;0 %a?h? E:)[) sin(ax) - Omax = 1 -
RBaken < 4—;6 ah? B8 b L sin(ax) (6.73)

das bedeutet:

» der Fehler der in Reihe entwickelten und nach dem 2. Term abgebrochenen Losung
nach der Scheibentheorie (I) betrdgt gegeniliber der exakten, nicht in Reihe ent-
wickelten Losung nach der Scheibentheorie

héchstens: ~ RScheibe = %%:0 nzarz-}l-li- %sm(“x) (6.74)

« der Fehler der in Reihe entwickelten und nach dem 1. Glied ( £ 2. Term) abge-
brochenen Losung nach der erweiterten Balkentheorie (III) betrigt gegeniiber der
exakten, nicht in Reihe entwickelten Losung nach der erweiterten Balkentheorie

11 h?
héchstens: RBalken = 5420 n’ml— 7 iosm(] ) (6.75)

Da die Potenzreihen der Scheibentheorie und der erweiterten Balkentheorie beim 2.
Reihenglied (3. Spannungsterm) mit unterschiedlichen Vorzeichen beginnen, 148t sich

der maximale Gesamtfehler
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- der in Reihe entwickelten und nach dem 2. Glied abgebrochenen Lésung nach
der erweiterten Balkentheorie gegeniiber der exakten Ldsung nach der Scheiben-

theorie mit
abgebr. _1_ 11 z_h__Pg ( ) = 1 n? 2_h_@ (_ )
ha < 5380 n2r b sin n X 1400 n“w 7 b sin 1 X (6.76)

~ der exakten Losung nach der erweiterten Balkentheorie gegenliber der exakten
Losung nach der Scheibentheorie mit

11 1 » 1% pg ( ) 1 h? pg (
exakt = — X —_—
RY < 5[280 + 420]n7r b sin 0 120“”212 b sin 0 x)

(6.77)
angeben.
2. Mittenschubspannung
Richeibe — 17 g2 212 Po - Q=1 -
7 = 30 a b —cos(ax) max
RScheibe < 17 o2 Po (6.78)
z < 560 a b -—cos(ax) .
Im: Rpaken = -—Zz—d-ezazhz I:)O cos(ax) - Opx=1 -
Rpaken o Z%—a a?h? B cos(ax) (6.79)

Die bei der Randlingsspannung gemachten Feststellungen gelten fiir die Mittenschub-
spannung entsprechend. Somit 148t sich der maximale Gesamtfehler auch hier wie folgt

angeben:

- der Fehler der in Reihe entwickelten und nach dem 2. Glied (3. Spannungsterm)
abgebrochenen Ldsung nach der erweiterten Balkentheorie gegeniiber der
exakten Losung nach der Scheibentheorie mit

abge 1 h17 h2py  (nm 17 h? py

Rabgcbr, < — Lo 2.2l PO ( ) — i 4 (___ )

" 8501560 2o\ T ) = Tmoo" " Fp O\ T
(6.80)
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- der Fehler der exakten Ldsung nach der erweiterten Balkentheorie gegeniiber
der exakten Ldsung nach der Scheibentheorie mit

2
Rk < —Lnnh[—g—+ 1 ]nzatzh——pﬁcos<ﬂx)

80 " 1]360 420 2b 1
11 5 3h’py (ﬂ)
= 26880“”313 b o8\ T (6.81)

Im Vergleich hierzu ist der maximale absolute Fehler bei Anwendung der Technischen
Biegelehre (Bernoulli- bzw. Timoshenko~Theorie) gegeniiber der exakten Lisung nach
der Scheibentheorie (II) fiir die Randldngsspannung:

- 1 11 h? Po ns
B
g = (g + —14—0—6n2n21—2) FCOS(TX> (682)
und fiir die Mittenschubspannung:
1 17 h? h pp nw
TB < [ —4+ 202 — -2 (__ ) 6.83
R™ = (80 44800“”212)"”1 b O\ T (6.83)

Der Fehler ist, wie man den Gleichungen (6.65) bis (6.69) entnehmen kann, jeweils
abhédngig vom Hoéhen-Langen-Verhiltnis.

Zieht man die unterschiedlichen Annahmen fiir die Lasteinleitung mit in Betracht
(Balken: auf der Stabachse; Scheibe: am oberen Scheibenrand), dann erhéht sich z.B.
fiir die Randlidngsspannungen (vgl. Gl. 6.65) der maximale Fehler, den man bei Anwen-
dung einer Balkentheorie gegeniliber der exakten Losung nach der Scheibentheorie
macht, noch um den Anteil

e 2
ARIB < Elznznztll—z%sin(—-—x) (6.84)
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6.3.3 Zahlenbeispiel: Rechteckscheibe unter sinusférmiger Belastung (n = 1)

In dem folgenden, durch das Bild 6.1 sowie die Tabellen 6.1 und 6.2 dokumentierten
Zahlenbeispiel werden Rechteckscheiben mit unterschiedlichen Ho6hen-Lingen-Ver-
héltnissen h/l unter sinusformiger Belastung untersucht.
Verglichen werden die Ergebnisse der Lings— und Schubspannungsberechnung nach
- der elementaren Balkentheorie (TB),
- der erweiterten Balkentheorie (EB),
- der Scheibentheorie ohne Beriicksichtigung der Lasteinleitung (SOL) und nach
- der Scheibentheorie mit Beriicksichtigung der Lasteinleitung am oberen
Scheibenrand (SML).

Es wird festgestellt:

- Mit zunehmendem Hohen-Lingen-Verhiltnis vergréBert sich der Fehler in den
Ergebnissen sowohl nach der elementaren und erweiterten Balkentheorie als auch
nach der Scheibentheorie ohne Beriicksichtigung der Lasteinleitung (jeweils Spalten
a, d und ¢ in Tabelie 6.1) gegeniiber den Ergebnissen nach der Scheibentheorie mit
Berticksichtigung der Lasteinléi\fung' (Spalte a).

Bis zum Hohen-Langen-Verhaltnis h/l = 1/2 ist der prozentuale Fehler nach der
erweiterten Balkentheorie EB und nach der Scheibentheorie SOL nahezu gleich
(bis max. 4,2 bzw. 3,7%) und deutlich geringer als der Fehler nach der elementaren
Balkentheorie TB (max. 11,4%).

Beim Hohen-Langen-Verhéltnis h/l = 1/1 wird der EinfluB der Lasteinleitung
dominant; und die Ergebnisse sowohl nach den Balkentheorien TB und EB als
auch nach der Scheibentheorie SOL sind im vorliegenden Fall nicht zutreffend.

- Den Genauigkeitsbereich der erweiterten Balkentheorie erkennt man ebenfalls beim
Vergleich ihrer Ergebnisse (Spalten a, b und ¢ in Tabelle 6.1) mit den nach der
Scheibentheorie ohne Beriicksichtigung der Lasteinleitung erzielten (Spalte a).

Bis zum Hohen-Léngen-Verhiltnis h/1=1/2 sind die Abweichungen der Ergebnisse
nach der erweiterten Balkentheorie EB von den nach der Scheibentheorie SOL
erhaltenen geringer als 1% , wihrend die Ergebnisse nach der elementaren Balken-
theorie TB hier bereits schon Abweichungen bis iiber 8% aufweisen.

- In Tabelle 6.2 sind dariiber hinaus fiir verschiedenen Hohen-Lingen-Verhiltnisse
h/l die theoretisch maximalen Fehler angegeben, die man bei der Berechnung nach
den Balkentheorien TB und EB gegeniiber einer Berechnung nach der Scheiben—
theorie SOL macht. Hierbei wurden die Gleichungen (6.82) und (6.83) sowie die
Gleichungen (6.77) und (6.81) ausgewertet.

Die Ergebnisse liegen erwartungsgemaB geringfiigig iiber den in'den entsprechenden
Spalten ”b” der Tabelle 6.1 angegebenen Werten.
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-1,91 (SML) -1,1598)

o -1,44 (SOL} (-0,8737 )
T -1,32  (EB)  (-0,8033)
I~ |0 (TB)  (-0,6079)
h ] N
N7 |
Wby M2 U2, (+0,5875)  (SML) 0,97
(+0,6079)  (TB) 10
o ho1 (+0,8033) (EB) 132
o (+0,8737)  (SOL) 144

-1,13  (sML) {-2,7446)
-1,09 (soL) {-2,6503)

1,08 (EB) (-2,6305)
/r"—ﬁ\ '.lm (18] (-2,4317)

NN

e h

7z

P 12 . 12 . (+2,4317 )

! ! ” (+2,5559)  (SML) 1,05

h 1 (+2,6305) (EB) 1,08
b) —=z —

L 2 (+2,6503) {SoL} 1,09
Spannungswerte ... . [PT)()_ UIE] : (Spannungswerte) ... - [Ebg]

Bild 6.1 Lingsspannungsverldufe ox(x=l/2) flir n=1 nach
- Scheibentheorie mit Lasteinleitung  [SML] ——
- Scheibentheorie ohne Lasteinleitung {SOL]  ---oroveeees
- erweiterte Balkentheorie |EB]
- elementare Balkentheorie [TB}  ------
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6.3.4 AbschlieSende Bemerkung

Man erkennt an den Formeln fiir die in Reihe entwickelten Spannungen (Gl. 6.67 bis
6.71 in Abschnitt 6.3.1), da3 mit zunehmender Welligkeit der sinusférmigen Belastung,
die zusitzlichen Spannungsanteile der erweiterten Balkentheorie und der Scheiben-
theorie gegentliber den Spannungen der elementaren Balkentheorie zunehmen.

Dies fiihrt zu dem Schluf3, daB bei dynamischen Berechnungen nach der elementaren
Balkentheorie die sich ergebenden héheren Eigenfrequenzen von jenen abweichen, die
sich bei einer Berechnung nach der Scheibentheorie ergeben wiirden; vermutlich auch
dann, wenn sie nach der gegeniiber der Bernoulli-Balkentheorie wesentlich verbesserten
Timoshenko-Balkentheorie ermittelt wurden (siehe hierzu auch Abschnitt 9 Dynamik).
An und fiir sich ist dies eine bekannte Tatsache.

AuBlerdem sieht man oben erwiihnten Gleichungen fiir die Spannungen auch den seit
langem bekannten Sachverhalt an, da8 der Einflu der héheren Effekte (also die
Scheibenwirkung) mit kieiner werdendem Ho6hen-Liangen-Verhilitnis h/l abnimmt.

6.4 Losung einiger Scheibenprobleme mit Polynom-Spannungsansatz

In den folgenden Abschnitten werden die Ergebnisse nach der Scheibentheorie einiger
héufig in der Literatur angegebener Beispiele den Ergebnissen nach der erweiterten
Balkentheorie gegeniibergestellt und abschlieend in Abschnitt 6.4.5 bewertet.

6.4.1 Beidseitig gelagerte Scheibe (1. Art)
6.4.1.1 Ldsung nach der Scheibentheorie

System und Belastung

ERENEENEE

I o
-
|
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Spannungsansatz nach [41]

e P} 1, 37, 1, 1,17 172 2,
FR7) =2l —g4+22 e Lz |22 _Z .
(X.7) b{ 4x +4hx+ 41 10h h3+ 5 h3x (6.85)
Spannungskomponenten
?*F p, |31 #2z|  p. |, P 3z
(KD = o =E2yo 2 gl pEEig — o .
WED = Tm =5 {2 POl et R R (6:86)
- 3°F 5.1, 32 z
0AR.Z) = = 0 + % {'2‘“ + >h 2;3‘} (6.87)
. ¥F _p ) .= 3%
D= 507 = b {6 n 2h (6.88)

Gleichgewicht  Eigenspannungszustand
(konstant in x)

Wie man den Spannungsausdriicken ansieht, wird durch die Wahl der Spannungsfunk-
tion F die Art der Lasteinleitung an den Lagern und die Lagerung selbst vorgeschrieben.

Im vorliegenden Fall bedeutet dies, daf} die vertikalen Lagerkréfte parabelférmig in
die Scheibenquerschnitte eingeleitet werden, und diese sich frei verdrehen und frei

verwflben konnen.

Spannungswerte an ausgezeichneten Stellen

o _p )3 P 3z .

(7‘(,‘( = O.Z) = _6,—{5—1'1_3_ + 4?‘3— - g'g (kublSCh) (689)
TAX = 2L 7) = B )31 3'—2—2— (quadratisch) (6.90)
2" bl4h h? '

h sif{31  1n
=4 ) = ol P Wil 6.91
z2=%3) * {4h 51} (6:91)
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» Mittenschubspannung

(X = 0,2 = 0) = S—ﬂ{%}

6.4.1.2  Losung nach der erweiterten Balkentheorie

System und Belastung

TSR

Yo
|

Spannungskomponenten

(6.92)

Das Vorgehen zur Ermittlung der Spannungskomponenten entspricht dem in Abschnitt
6.2.1 angegebenen. Es miissen lediglich die Gleichungen fiir die SchnittgréBen (6.46),
(6.47) und (6.54), (6.55) durch die hier giiltigen Gleichungen ersetzt werden (siche

u.a. Anhang A.3.2.2).

Momente: My(x) = p—zlx P
2 2
- T . .
_ P.|, _ sinh(Ax) + sinh(il - 1x)
Mot) =77 [ 1 Sinh(Al)

N R [ l 1 cosh(4Ax) — cosh(Al - Ax)
. P = —
Querkrifte: Q. (x) = py 5 "X + 7 simh(al)

1 cosh(Ax) - cosh(dl - Ax)
b7 sinh(Al)

1
I

Q¥(x)
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Damit erhdlt man die folgenden Spannungskomponenten:

2
ox(x.z) = i’ {6'—}1)523—--6—);—32}

L B {4 A 3 z}{l sinh(ix)+sinh(/11—lx)} e
37T n - : eichgewicht
o1 sh sinh(Al) N » 697

5 2 2
X, 2) = 1LY 312— + 31 + 6£—~21 Eigenspannungszustand
(veranderlich in x)

P 1008 | 5 24 12 + L | cosh(x) - cosh(dl - 1x)
b a0 | 120 8H ' 192 sinh(Al)

(6.98)
Spannungswerte an ausgezeichneten Stellen
Olx = —;—.z) = %{%lj—; + 4-:—; - _z__}z;} (6.99)
Tolx = 0,2) = %—{3' - 31;—32-- [-}Z;;—-—l%;—z+ 516] /W)} (6.100)
« Randlédngsspannung
olx = %,z = g) =% %{%% + —;"tll} (6.101)

= Mittenschubspannung
| 1 /21 h
tx =0.z=0) = ‘;} i 4\/;67 (6.102)

{vgl. mit den Gleichungen 6.86 bis 6.92 in Abschnitt 6.4.1.1)
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6.4.2 Beidseitig gelagerte Scheibe (2. Art)
6.4.2.1 Lésung nach der Scheibentheorie

System und Belastung

EENRENEE

My My
Bal/ 1z B,
2 2
b L
i —t

t

In [23] wird eine gegeniiber dem vorhergehenden Beispiel erweiterte Spannungsfunk-
tion hergeleitet, die es gestattet allgemeinere Lagerbedingungen zu beriicksichtigen.

Der Ldsungsansatz

4B+D75

Fr2) = 120

o>

7+ %#2‘3——292224- PAX) + «224)‘&—-
fihrt nach Einarbeiten der Randbedingungen auf die folgenden

Spannungskomponenten

My z 3% 2z
—_ s
P 2h R

(XK. 2) =%{12

5 - 3
0AR.7) = 0 s Pl 33—22—}

Gleichgewicht Eigenspannungszustand
(konstant in x)
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Fir My = (0 entsprechen die Ausdriicke genau jenen des vorhergehenden Beispiels
(gelenkige und nicht wolbbehinderte Lagerung)

; b2 . . N
Fir My =~ plzz liegt eine Volleinspannung vor. Fir diesen Fall werden im weiteren

die Randlangsspannungen und die Mittenschubspannung mit jenen der erweiterten Bal-

kentheorie verglichen.

Spannungswerte an ausgezeichneten Stellen

o .| Pz 2 3z
=, = EL} 44l 6.107
ax=-79 b{ WP (6107
i p.| 1Pz, 2 3z
- = P} 17 7 S 6.108
0% = 0,2) b[+2h3 4333 (6.108)
1 p. |31 17
Bk = -3 = f{zr%{s‘} (6109

« Randldngsspannung

_ by _zp1)}11 1h 6.110

ofx =0,z = ) bh{Zh 31 (6.110)
1 h p.1]11 1n

mmg =t =x 2o 6.111
ok =3.z=%7) bh{4h 51 (6:111)
- Mittenschubspannung

5,113

toix = 0,z=0) = %F {—} (6.112)
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6.4.2.2

System und Belastung

o

Spannungskomponenten

Losung nach der erweiterten Balkentheorie

O

Das Vorgehen zur Ermittlung der Spannungskomponenten entspricht wieder dem in
Abschnitt 6.2.1 angegebenen, nur daf3 die Gleichungen fiir die Schnittgréfen (6.46),
(6.47) und (6.54), (6.55) wieder durch die hier gliltigen ersetzt werden (siche u.a.

Anhang A.3.2.5).

Momente: My(x) =
M,(x) =
Querkrafte: Qf(x) =
Qi =

_BE Bd P
5t X 2x2 (6.113)
Pz F1 _ A7 sinh(Ax) + sinh(dl - Ax) (6.114)
o i tanh(1) sinh(A1) ’
5, (l _ 1 cosh{Ax) - cosh(Al - 1x) (6.115)

2 2tanh(11) sinh{Al)

R i 1 cosh(Ax) - cosh(Al - 1x)

—Pz - 6.116
P | Ytanh@d) sinh(Al) (6.116)
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Damit erhdlt man die folgenden Spannungskomponenten:

5, | 1Pz 1 2
p{ i 33}[1 At sinh(,lx)+sinh(ll—/lx)}

B leichgewi
tanh(1) sinh(Al) \ Gleichgewicht
(6.117)

Eigenspannungszustand
(verdnderlich in x)

5 4 2 _ _
+&504{ 5128 11z + 1 l]cosh(lx) cosh(Al — Ax)

12h° 8K 192h[ tanh(A1)sinh(i) (6.118)

Spannungswerte an ausgezeichneten Stellen

o B Pz |2 3z J420 1
olx = 0,2) b { ; + [4 25 1 > % (6.119)
1 Pz 1% 7 3z
=)= 4 4 6.1
ol =32 b{ T (6.120)
B, 151 122 1z*
Ax = 0,7)= 2] - Z—+ 60— - 210 6.1
Tx(x = 0,2) b { 3 h 6 3 1S (6.121)

- Randlangsspannung

h pA 11 1h 21
cpo-sly_gpd)ll 1R, f2L 122
Ax=0z=%3)=F 3 17% " 51 20 (6122
1 h pll11  1h
=z =k —)=4 o — g 6.123
ax =5z =% ibh{4h 51} (6.123)

» Mittenschubspannung

5113 21 5,1 [ 15
rux = 0.z =0) = %ﬁ{%"&?} = —%E{—S—} (6.124)

{vel. mit den Gleichungen 6.104 bis 6.112 in Abschnitt 6.4.2.1)
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6.4.3 Kragtriger unter Gleichlast
6.4.3.1 Losung nach der Scheibentheorie

System und Belastung

[EEEEREEEL

h fromes e+ s s e ey ] e e e e X

z
7
Z
7
7
7

In [41] wird die Spannungsverteilung eines unter Gleichlast belasteten Kragtrigers
angegeben, die man erhélt, wenn man als Spannungsfunktion einen Polynom-Ansatz
5. Ordnung wahit. Man erhilt die folgenden

Spannungskomponenten

_ Pz 1z Ixz %%z P}, 2 3z
Ux(X,Z) = "b—{—-6—1;3—+ 12-;;3*—633— +? 4-1:1'3'——5“K (6125)
ox.2) = 0 o Bef 1,32 ,2 (6.126)

e bl 2 2n K '

_ P 122 31 xz2 3x .

Tx,(X~Z)-——l')£{—6F+—2—H+ 6713“—55‘ (6127)
Gleichgewicht Eigenspannungszustand

(konstant in x)

Spannungswerte an ausgezeichneten Stellen

12

3
Yz 423 Z} (6.128)

o(x = 0.z2) = %{—6113 Psh

e
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5, 131 12
tolx = 0,2) = %{5—};4%] (6.129)

» Randlangsspannung

h pd|.1 1h
=0z=4+—)=F L3 _—— )
ox(x z =k 2) F oh {Bh 3 l} (6.130)
» Mittenschubspannung
p | 3
tu(x=0,z2=0) = E_;{E] (6.131)

6.4.3.2 Lo6sung nach der erweiterten Balkentheorie

mrrrrrn®

h | s e e — e X

7
7
?
.
7

Io
*

Spannungskomponenten

Bei entsprechendem Vorgehen wie im Abschnitt 6.2.1 bzw. wie in den vorhergehenden
Abschnitten 6.4.1.2 und 6.4.2.2 mit den hier giiltigen Gleichungen flir die Schnittgré8en
(sieche u.a. Anhang A.3.1.3)

omente. b, Beo
omente: My(x) = - > +pzlx—7 (6.132)

M,(x) = 37—-[1 + Alsinh Ax-

[1 + Alsinh(Al)] cosh(Ax)
cosh(Al) (6.133)
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Querkrifte:  QF(x) = %[/’Lx' - Al cosh(ix) + 1+ s;g}slﬁ,:;)l])smh(lx)} (6.134)

(6.135)

[1 + Al sinh(/ll)] sinh(4x)
cosh l

OS(x) = %[u cosh(Ax) -

erhdlt man die folgenden Spannungskomponenten:

_ Pz 1%z Ixz %%z
O’x(X,Z) = —l—)—{ 6'h—3- 1233—~6—h—3
. 3 .
B.], 72 3z . [1 + Alsinh(A1)] cosh(Ax) - ,
+ =94 —5-==141+ Asinh(ix) - 1
b { PRI h}[ sinh(Ax) cosh(il) Gleichgewicht
(6.136)
‘ 5 2
TefX, Z) = i‘ 6—3— + ; }Il + 6%—2% \Eigenspannungszustand
h 2 (verdnderlich in x)

330 | 120° 8 h2 T 192 cosh(Al)

-

ar- 4 2 . .
7 B, 1008 {_5_2__12_ . _1_} {_M ALY smh(ll)]smh(lx)}

(6.137)

Spannungswerte an ausgezeichneten Stellen

olx = 0,2) = { 6§ [4-&2--%—}2;] [1_/156%]} (6.138)

5 2 4
Tulx = 0,2)= I;Z{ Bl ek . 42012—} (6.139)

4 h h? n

+ Randléngsspannung

5 2
Ox(x=0,z=i~2}l)=¥%;—l{l—l£+4 2 (6.140)

« Mittenschubspannung
bl |3 21 bl | 15
to(x = 0.z = 0) Eh {———4—} = “%{T} (6.141)

(vgl. mit den Gleichungen 6.125 bis 6.131 in Abschnitt 6.4.3.1)
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6.4.3.3 Vergleich der vertikalen Achsenverschiebungen

« Scheibentheorie mit Polynom-Spannungsansatz (ST)

- 1 Y
w(x) Ely[4 122 1x3+ ]+ GA T (6.142)
—
Wb wol
_n = pa* p>
wxe=1 8EL T 264,
» Timoshenko-Balkentheorie (TB)
P x
- - )
EI[ 122 1x3+ ]+GA5[X 2] (6.143)
Wp WEB
p* B
= S + U Y- —
wix =1 8EI, 2GA,

o Erweiterte Balkentheorie (EB)

w(x) = Hl:—lzxz——-lx3 + = :l + C?—:xs[lx—g

Wp Ws

[1 + Al sinh(AD)] cosh(Ax) - 1]
cosh(Al)

1 .
-7 (/ll sinh(Ax) -

EB
Ws (6.144)

518 pA? - 1 h 1 h?
wx == 8EI, * 2GA; | | /Tos 1 210 2
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P

Bild 6.2 Qualitativer Verlauf der Vertikalverschiebungen infolge Schub
ST ... Scheibentheorie mit Polynom-Spannungsansatz
TB ... Timoshenko-Balkentheorie
EB ... erweiterte Balkentheorie

6.4.4 Kragtriiger unter Einzellast
6.4.4.1 Lésung nach der erweiterten Balkentheorie

System und Belastung
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Spannungskomponenten (vgl. Abschnitt 6.4.3.2)

Mit den hier giiltigen SchnittgréBen (siehe u.a. Anhang A.3.1.1) fiir

Momente: My(x) = PBy(x-1) (6.145)
Mo(x) = -%———Si';g(sﬂ (;l';") (6.146)
Querkrifte: Px) = 131(1-%@) (6.147)
B = ﬁzw (6.148)

cosh(4l)

erhilt man die folgenden Spannungskomponenten:

P, Iz P, 1008 | 52° 1z sinh(Ax- Al
2) =S4 125+ 125 ST el P ‘
on{x.2) bh{ h2 } bh /330 {3 w4 h} cosh(Al) (6.149)
P, 22 3 2 | 21 cosh(Al - Ax)
—6— + = +2lpoZ 126 + 24 SRR
X 2= 3 [ n? 2] bh { W4 }{ cosh(Al)
N N\
Gleichgewicht Eigenspannungszustand (6.150)

(konstant in x)

Spannungswerte an ausgezeichneten Stellen

}3‘Z iz 2 3z
= (), 4 .
ox = 0.2) = bh{ 1235 [4 s h]/ 20} (6.151)
2
Tolx = 0.2)= fi[ 420h 120 z 145] (6.152)

- Randlangsspannung

o _ B 1 21
o(x =0z =% ) T 554 50 (6.153)

« Mittenschubspannung

P,{3 21| _ P, )15
TV(\ = 0.z = 0) = —}-]—{-2——7] = - h { ) } (6154)



6.4.4.2  Vergleich der vertikalen Achsenverschiebung

Haufig wird im Schrifttum zum Zweck des Vergleichs der Verschiebungen die
”Scheibenldsung des Kragtriigers unter Einzellast” zitiert. Unter dieser werden i.a.
jedoch drei verschiedene Lésungen verstanden, wobei allen die gleichen Spannungs-
annahmen zugrunde liegen:

- lineare Langsspannungsverteilung

- quadratische Schubspannungsverteilung
Sie unterscheiden sich lediglich in der geometrischen Berlicksichtigung der Einspan-
nung selbst (geometrische oder Verschiebungs-Randbedingung). Es handelt sich dabei
um die folgenden Interpretationen:

+ Scheibenldsung I (siehe u.a. in [23] und [76])
Verschiebungsrandbedingungen:  u(x = 0,z =0) =0
wx=0,z=0) =0 (Pkt. A)
ow(x = 0,z = 0) _ 0
9x

d.h., die Tangente an die Stabachse soll an der Einspannstelle horizontal bleiben.

20>

=2
V=g GAs

Damit erhélt man die folgenden Gleichungen fiir die Vertikalverschiebung der Stab-

achse:
P, [ X
=2 _ 6.155
w(x) N (6.155)
P, _ , ) , ,
wx =1) = Dies entspricht der Losung nach der Bernoulli-Balkentheorie.
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«+ Scheibenidsung II (siche u.a. in [23] und [76])
Verschiebungsrandbedingungen:  u(x = 0,z = 0)

wx=0z=0) =0 (Pkt. A)
dux =0,z=0) _
9z

d.h., an der Einspannstelle hat der Querschnittspunkt auf der Stabachse eine
vertikale Tangente.

R
GAs

3
A

Y
/

Man erhilt die folgende Gleichung fiir die Vertikalverschiebung:
B, e 2| B, 5
- 2 214 el 6.156
w9 Ely[ 2 6| TGAad" (6.156)
3
wix =1) = P + 3 Pd
3Ely 4 GA
| SN S~
Bernoulli- Timoshenko-Balkenldsung
;_V__/

"Timoshenko”-Scheibenldsung (u.a. in {42])
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« Scheibenlosung 1T (siche u.a. in [26])

Verschiebungsrandbedingungen: u(x = 0,z = 0 =
(Pkt. A)
wx =0z=0 =
ux =0,z =+ g) - (Pkt. B u. C)

Man erhilt folgende Gleichung fiir die Vertikalverschiebung:

_ B, | 1 3 P, 5
w(x) = Ely[ o GAG™ (6.157)

P, 5 PJl

— l _ ¥4 al Z
wie=1D 3EL 6 GA,

—— N~

Bernoulli- Timoshenko-Balkenlsung
N

Timoshenko-Balkenldsung ohne Zusatzbetrachtung o,

Dieses Ergebnis entspricht genau dem Ergebnis der Timoshenko~Balkentheorie ohne
den Ober eine Zusatzbetrachtung (Energievergleich) ermittelten Schubkorrektur—
faktor .
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« Erweiterte Balkentheorie

Fiir das gleiche Beispiel erhilt man nach der erweiterten Balkentheorie (Beriicksich—
tigung der Walbbehinderung) das folgende Ergebnis fiir die Vertikalverschiebung
(vgl. Anhang A.3.1.1):

P, |1 = P, P, 1 sinh(Al) - sinh(Al - ix)
= | —— =] + . -
W) El, [ 2 6| GA T GA A cosh I (6.158)
P Pl P, 1
=] = z 4+ = I
wix = 1) 3EL G GAd tanh(Al)

N e N ol N e/’
Bernoulli- Timoshenko~

elementare erweiterte

Balkentheorie

6.4.5 AbschlieBende Bemerkung

Vergleicht man in den vorangegangenen Beispielen die Spannungsausdriicke nach
der Scheibentheorie mit Polynom-Spannungsansatz mit denen nach der erweiterten
Balkentheorie, so steilt man folgendes fest:

- Der erste Term in allen Spannungsausdriicken stellt jeweils den Spannungsanteil
nach der elementaren Balkentheorie dar.

~ Der zweite Term in den Ausdriicken fiir die Randléngsspannungen nach der erweiter-
ten Balkentheorie unter Beriicksichtigung der quadratisch verlaufenden priméren
Schubverzerrungen und der Scheibentheorie mit kubischem Langsspannungsansatz
entsprechen sich in den Beispielen mit Gleichstreckenbelastung genau. Er hat den
Faktor "1/5”.

- Die Ausdriicke fiir die Randldngsspannungen nach der erweiterten Balkentheorie
weisen gegeniiber denjenigen nach der Scheibentheorie mit Polynom-Spannungs-
ansatz an den Einspannstellen (Beispiele nach Abschnitt 6.4.2 und Abschnitt 6.4.3)

" jeweils noch einen dritten Term auf.

Dieser Term bedingt die hohere Randléngsspannung nach der erweiterten Balken-
theorie (Gl. 6.122 und 6.140). Die Randléngsspannung nach der Scheibentheorie
{Gl. 6.110) ist hier sogar kleiner als nach der elementaren Balkentheorie. Dies ist
i.w. auf die Beriicksichtigung der Lasteinleitung am oberen bzw. unteren Scheiben-

rand bei der Berechnung nach der Scheibentheorie zuriickzufiihren.
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- Der Vergleich der Ausdriicke fiir die Randldngsspannungen des unter einer Einzellast
stehenden mit dem unter einer Gleichstreckenlast stehenden Kragtragers (Gl. 6.140
in Abschnitt 6.4.3.2 und GI. 6.153 in Abschnitt 6.4.4.1) zeigt nur das Fehlen des
von Systemen unter Gleichstreckenbelastung her bekannten zweiten Terms mit dem
Faktor "1/5”.

- Die Ausdriicke fiir die Schubspannungen nach der Scheibentheorie mit Polynom-
Spannungsansatz entsprechen jeweils den von der elementaren Balkentheorie her
bekannten Verldufen. Dagegen weisen die Ausdriicke nach der erweiterten Balken—
theorie jeweils noch einen weiteren Term auf.

Dieses unterschiedliche Ergebnis in den Schubspannungen ist auf die unterschied-
liche Annahme der Lasteinleitung zuriickzufithren. Wihrend bei der elementaren
Balkentheorie aus Gleichgewichtsgriinden und bei der Scheibentheorie durch die
Wahl der Spannungsfunktion die Art der Lasteinleitung, in diesem Fail in Form einer
quadratischen Parabel, vorgeschrieben wird, wird bei der erweiterten Balkentheorie
ein quartischer Schubspannungsverlauf angenommen, der durch die zusitzliche Be-
ricksichtigung eines Eigenspannungszustandes infolge Wdlbbehinderung entsteht.
Weder die eine noch die andere Annahme kann die Verhaltnisse im Auflagerbereich
wirklichkeitstreu beschreiben.

Allerdings scheint der Schubspannungswert nach der elementaren Balkentheorie
bzw. nach der Scheibentheorie mit Polynom-Spannungsansatz an einem Gelenk (Gl
6.92) auf Grund der theoretisch konzentrierten Lasteinleitung in Balkenmitte zutref—
fender zu sein als der dort abgeminderte Schubspannungswert nach der erweiterten
Balkentheorie (Gi. 6.102). Diese Aussage gilt tendentiell umgekehrt fiir den Schub-
spannungswert auf der Balkenachse an einer Einspannstelle (Gl. 6.112 und 6.124
sowie Gl. 6.131 und 6.141). Allerdings lieBe sich hier das Ergebnis nach der er—
weiterten Balkentheorie durch Hinzunahme weiterer "Reihenglieder” entsprechend
Bild 4.7 in Abschnitt 4.3 noch wesentlich verbessern.

- Fiihrt man im Beispiel nach Abschnitt 6.4.2 fiir die Hyperbelfunktionen in den Aus-
drlicken filr die primére und sekundire Querkraft sowie das Wolbmoment der erwei-
terten Balkentheorie eine Reihenentwicklung durch, so lassen sich durch entspre-
chenden Reihenabbruch die Spannungsergebnisse direkt an der Einspannstelle in
jene nach der Scheibentheorie mit Polynom-Ansatz 5.Ordnung fiir die Spannungs-
furiktion iiberfithren. Man erhilt z.B. bei Abbruch nach dem ersten Glied fiir
* die Randlidngsspannung das gleiche Ergebnis wie nach der Scheibentheorie und

fur
* die Mittenschubspannung das gleiche, auch hier plausiblere Ergebnis wie im Bei-
spiel von Abschnitt 6.4.1 nach der Scheibentheorie (Gl. 6.92).

- In Bild 6.2 von Abschnitt 6.4.3.3 ist das Ergebnis verschiedener Verschiebungs-
berechnungen fiir den unter Gleichstreckenlast stehenden Kragtriiger dargestellt.
Man erkennt, daf3 die vertikalen Endverschiebungen nach der Scheibentheorie mit
Polynom-Spannungsansatz [41] und nach der Timoshenko-Balkentheorie identisch
sind. die Verschiebungsverldufe beider Theorien dagegen stark voneinander abwei-
chen. Wihrend die Balkenachse direkt an der Einspannstelle nach der Scheiben-
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theorie mit diesem Polynom-Spannungsansatz horizontal beginnt, hat diese dort
nach der Timoshenko-Balkentheorie bekanntlich einen Knick. Dieser Knick wird in
der erweiterten Balkentheorie durch zusitzliche Terme infolge Wolbbehinderung
korrigiert. Der Verschiebungsverlauf nach der erweiterten Balkentheorie entspricht
qualitativ dem der Scheibentheorie bei geringfligig kleineren Werten.

Eine Spannungs- oder Verschiebungsberechnung fiir das Beispiel eines Kragtrdgers
unter Einzellast (Abschnitt 6.4.4) explizit nach der Scheibentheorie mit Polynom-
Ansatz hoherer (groBer 3.) Ordnung fiir die Spannungsfunktion wurde im Schrifttum
nicht gefunden, daher wurden die Spannungen nach der erweiterten Balkentheorie
durch den Vergleich mit den Spannungen plausibel gemacht (s.0.), die fiir das Bei-
spiel eines Kragtrigers unter Gleichlast (Abschnitt 6.4.3) erzielt werden. Ebenso
dient der Vergleich mit den hiufig in der Literatur zitierten Verschiebungsldsungen
nur der Plausibilitit des Ergebnisses nach der erweiterten Balkentheorie.
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7 Beschreibung des ”Shear-Lag-Effektes” durch die erweiterte
Balkentheorie und Klassifizierung an einem Beispiel

Am Beispiel eines Plattenbalkens unter sinusférmiger Belastung (vgl. Abschnitt 6.1)
wird die Giite der erweiterten Balkentheorie zur Beschreibung des  * Shear-Lag-
Effektes” durch den Vergleich mit anderen Theorien abgeschitzt.

System und Belastung

Art der Lasteinleitung

T T I Po nicht vorgeschrieben

1 . Darstellung fir n =2

B0 = Psin(ax)
tst

. nrz
mit: g = —l—-

(siehe u.a. Anhang A1.2, A2.2 und A3.2.3)
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Unter Shear-Lag versteht man in diesem Zusammenhang “die Abnahme der Lings-
spannungen in diinnwandigen Querschnittsteilen mit zunehmender Entfernung von
der Hauptbiegeebene, die auf eine entsprechende Schubspannungsverteilung nach den
elementaren (Balken-, Scheiben-) Theorien zurlickzufiihren ist” .

Miteinander verglichen werden die Ergebnisse der Langsspannungen im gegliederten

Querschnitt nach verschiedenen, aus dem Schrifttum bekannten Varianten der elemen-

taren Faltwerkstheorie (siehe u.a. in [79], [48], [13], [19], [26] und [61]) sowie der

elementaren und erweiterten Balkentheorie. ‘

Allen diesen Varianten der elementaren Faltwerkstheorie liegen die folgenden Annah-

men zugrunde:

- Die Lasteinleitung erfolgt in den parallel zur Hauptbiegeebene liegenden Quer-
schnittsteilen, bzw. in Querschnittsteilen, die schief zur Hauptbiegeebene liegen,
durch entsprechende Komponentenzeriegung

— die einzelnen Teile des gegliederten Querschnitts sind miteinander scharnierartig
verbunden, d.h., es werden

in Querrichtung generell keine Biegemomente und
in Langsrichtung entlang der Scharniergelenke nur Schubkréfte ibertragen

- in senkrecht zur Hauptbiegeebene liegenden Querschnittsteilen herrscht ein reiner
Schubspannungszustand; die Biege-Tragwirkung wird dort also vernachléssigt.

- die Dehnungen in den Mittenebenen der Querschnittsteilflichen werden als {iber
die Querschnittsdicken gemittelte Werte betrachtet.

Diese Annahmen sind gerechtfertigt, wenn — wie im folgenden vorausgesetzt wird -

gilt:

- die Dicken der Querschnittsteiifldchen sind klein in Bezug auf deren Breite.

Die einzelnen Varianten der elementaren Faltwerkstheorie unterscheiden sich nun
durch weitere spezielle Annahmen, die in der unten angegebenen Zusammenstellung
der verglichenen Theorien mit aufgefiihrt werden.

Eine Berechnung des Faltwerks kann dann z.B. nach dem Kraftgréenverfahren erfol-
gen, wobei die von der Ordinate (x) in Stabldngsrichtung-abhangigen Schubspannungen
entlang der Scharniergelenke die statisch Unbestimmten darstellen.

Auf gleiche Weise, liber eine statisch unbestimmte Rechnung, 148t sich die Spannungs-
ermittlung nach der elementaren Balkentheorie durchfiihren (Bild 7.1). Bei einem
Vorgehen entsprechend der elementaren Faltwerkstheorie mul} hierbei die Biege~

" Tragwirkung senkrecht zur Hauptbiegeebene liegender Querschnittsteile ebenfalls

vernachldssigt werden.
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X .
- =t sin{ax)
Ty lx) 2
A S S .
g e o e il i o ~n i x
C 1} — X -sin(dx):tstf T, (X2 =-e)dx
TRTTETEZT IS M 0

o .); sin{ox)

gy - o
=1
<i
il
~
'
—+
Nlm
B

Bild 7.1 Statisch Unbestimmte bei der Berechnung nach der Faltwerkstheorie

Zum Vergleich der Langsspannungs-Ergebnisse im Plattenbalken-Querschnitt werden
die folgenden Theorien herangezogen:

1. Die elementare Balkentheorie (technische Biegelehre)

Die Berechnung der Verformumgen sowohl des Steges als auch der Flansche

erfolgt nach der elementaren (Bernoulli~- ) Balkentheorie (Ebenbleiben aller

Querschnittsteile).

Es werden zwei Falle unterschieden:

a. Berechnung unter Beriicksichtigung der Biege-Tragwirkung der Flansche in
Langsrichtung  (TBa)

b. Berechnung entsprechend der elementaren Faltwerkstheorie,
ohne Berlicksichtigung der Biege-Tragwirkung der Flansche in
Lingsrichtung  (TBb)
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2. Die klassische Faltwerkstheorie
Die Berechnung der Verformungen des Steges erfolgt nach der elementaren Balken—
theorie, die Berechnung der Verformungen der Flansche nach der Scheibentheorie.
(Ebenbleiben nur des Steg-Querschnittes).
Hierfiir gibt es im wesentlichen zwei Varianten:
a. Berechnung mit vereinfachender Annahme unendlich breiter Flansche (KTa)
b. Berechnung ohne einschrinkende Annahme, d.h. Beachtung der endlichen

Flanschbreiten (KTb)

3. Die strenge Faltwerkstheorie
Die Berechnung der Verformungen sowohl des Steges als auch der Flansche erfolgt
nach der Scheibentheorie.
Auch hier werden zwei Varianten betrachtet:
a. Die Berechnung erfolgt chne Beriicksichtigung der Lasteinleitung, d.h.,
die Stegscheibe wird gleichméBig am oberen und unteren Rand belastet (STa)
b. Die Berechnung erfolgt mit Beriicksichtigung der Lasteinleitung, die Belastung
der Stegscheibe erfolgt nur an ihrem oberen Rand (STb).

Im weiteren wird noch die mittragende Breite nach der erweiterten Balkentheorie
ermittelt und denjenigen, die nach den anderen Theorien erhalten werden, gegeniliber—
gestellt.

Ergdnzende Bemerkung:

Das Ergebnis der Lédngsspannungen nach den Faltwerksberechnungen wird entspre-
chend dem Vorgehen bei den Balkentheorien aus Vergleichsgriinden {iber den Mittel-
linien der Querschnittsteilflichen unter Vernachldssigung der Querschnittsdicken
aufgetragen.

Ebenfalls aus dem Grund, gleiche Voraussetzungen fiir einen sinnvollen Vergleich zu
schaffen, wird bei der strengen Faltwerkstheorie der Spannungs~ und Dehnungszustand
des Steges in einem Scheibenquerschnitt mit Systemlinienhdhe entsprechend dem
Vorgehen bei der Balkentheorie ermittelt (Bild 7.2).
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Querschnitt Seitenansichten
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a. Definition der Querschnittskoordinaten z, 7 und z
Lingsdehnungen
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Ed {
b. elementare Balkentheorie (TB) c. erweiterte Balkentheorie (EB)
klassische Faltwerkstheorie (KT) strenge Faltwerkstheorie (ST)

Bild 7.2 Dehnungsannahmen der verglichenen Theorien
(* ... Unterschied fiir gewdhnliche Balkenabmessungen nicht darstellbar)
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7.1 Lésung des Faltwerkproblems nach verschiedenen Theorien

7.1.1 Elementare Balkentheorie (TB)

Die Berechnung der Lingsspannungen in einem gegliederten Querschnitt, insbesondere
im T-Profil, kann hier entweder analog der Berechnung der Langsspannungen in einem
Rechteck-Querschnitt erfolgen, nach der bekannten Formel

My(x) z

3 (1.1)

ox.7) =

mit: z =0 ... Schwerachse des Gesamtquerschnitts

oder, wie oben bereits erwidhnt, analog dem Vorgehen bei der Berechnung nach der
elementaren Faltwerkstheorie {iber eine statisch unbestimmte Rechnung.

Um nach beiden Vorgehensweisen die gleichen Ergebnisse zu erzielen , muf} u.a. be-
achtet werden, daf in Gleichung (7.1) das Trégheitsmoment I, jeweils auf die Schwer-
achse des Gesamtquerschnitts (z = 0) bezogen wird, wahrend in den Null- und
Einheitszustinden der Faltwerksberechnung (s.u.) die Bezugsachse gleich der Schwer-
achse des Steges (z = 0) ist. AuBerdem sind in das Tragheitsmoment der Gleichung
(7.1) alle Anteile der Flansche bzw. nur die Flanschanteile nach Steiner-Huygens ein-
zurechnen, je nachdem ob die Biege-Tragwirkung der Flansche berticksichtigt werden
soll oder nicht. Beim Vorgehen nach der Faltwerkstheorie setzt sich das Trégheits-
moment jeweils nur aus den Trigheitsmomenten der Einzelquerschnitte (hier nur des
Steges) zusammen (also ohne Anteile nach Steiner-Huygens).

Im folgenden werden die wesentlichen Rechenschritte zur Spannungsermittlung fiir das
Vorgehen entsprechend der Faltwerkstheorie fiir beide Varianten

- TBa (unter Beriicksichtigung der Biege-Tragwirkung der Flansche) und

- TBb (cohne Beriicksichtigung der Biege-Tragwirkung der Flansche)

angegeben:
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¢ Nullzustand

- Steg: Einachsige Spannungs-Dehnungs-Beziehung
My(x)
Eeu(x2) = o(x2) = z
IYS((—H-’I)
3
. b + 5 -t |
mit: Lyon = 2 + o bei TBa
3
tSt h + 't‘EI' .
bzw.: L, = ..(_._L>.. bei TBb
12
h te
h |ty (“'2‘+T) pol? .
Ed(xZ=-=+2) =2 LB qniax) (7.2)
. 2 4 Lyyom 0702
* Einheitszustand
- Steg: Einachsige Spannungs-Dehnungs-Beziehung

_M® | NE

Ysi(+ED t

Ee,(x.2) = 0i(x2)

mit: Ag = tsl(h + ‘7“")

Ni(®) = Xysin(ax) = 1sin(ax)

(-% + —til) sin(ax)
h oy te)?
Ry, ("_2'+Tﬂ)

h 11 .
Ee(xZ=-—+—) =[———2L + | sin(ax (7.3)
x5 >t . g, | @)

M(x) = ZeX; sin(ax)

133



~ Flansch: Einachsige Spannungs-Dehnungs-~Beziehung

Nix
B9 = dhix) = o
Fl
mit: Ap = (b-ts)tm
1 1 .
Ee&. (X, ¥) = —sin{ax) (7.4)
Ap
¢ Kontinuititsbedingung
2 0
3 p()l Exg
Xy =X = - t 7.5
! e e + €y 79
. Léingsspannungen
o = o) + X, ai (7.5)
- Steg:
e
7 o (~7+T) 1 pol? .
O (X,Z) = + X Z+ —1| ¢ ——5 sin(ax) (7.6)
b IYSK(+ 1) IYS({+ ) 1 n2n.2
- Flansch:
_ 1 12 ) .
Oe(X.7) = —Xl[z—ﬂ—] —5—20—”—2- sin(ax) (7.7)
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7.1.2 Klassische Theorie (KT)

Die wesentlichen Rechenschritte zur Ermittlung der Léangsspannungen nach der
klassischen Faltwerkstheorie fiir die beiden Varianten

- KTa (Annahme unendlich breiter Flansche)  und

~ KTb (Beachtung der endlichen Flanschbreiten)

sind wie foigt:

» Nullzustand

- Steg: Einachsige Spannungs-Dehnungs-Beziehung
MO
Ed D) = 2 =207

Yst
3
tsih + 2
mit: L, = _S’L_lz_z_)_ (vgl. Abschnitt 7.1.1)

h  tr ('% + {1&) pol®

Ed (xz=-24 My 727 74) pol” o 7.8
2%z >t —— sin(ax) (7.8)
o Einheitszustand
- Steg: Einachsige Spannungs-Dehnungs-Beziehung
M} Ni
B?) = o = 20g, N6
IYSI AS(
; tp
mit: Agt = tSt(h + ~2——)

Nix) = X;sin(@x) = 1sin(ax)

(‘% + ‘Tﬂ) sin(ax)

MJ(x) = ZgX; sin(ax)

h 52
h  tp _ (_7+—4_)

1
Eel, ZI= =+ —) = |————t-+ —| sin(ax 7.9
ehez=-2+ e LG | (7.9)
- Flansch: Airysche Spannungsfunktion
F(x.9) = -%[(A}:, + ayBh)e T + (Ch + ay‘D};])e“V] sin(ax) (7.10)
a
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Spannungskomponenten

ox.§) = [(AIE]—2B%1 + a?Bﬁ)e'aY + (C}q +2Df + a?D;l:l)eay] sin(ax)
(7.11)
oxy) = - [(A%:I + aYB}:,)e‘“V + (C}q + ayD%:,)eay] sin(ax) (7.12)

(%7 = [(A};‘—Bg + agBh)e® - (Ch + Dk + ayDllq)e“Y] cos(ax)
(7.13)

Statisch Unbestimmte

i

X
Xisin(ax) = 2tgy j Tuy(%, ¥ = 0)dx
0

X, sin(ax) = 2t;;1[A}1;v1 -BL-Ch~ Dll;]hlt sin{ax)

X sin(ax) = 1 sin(ax)
Randbedingungen
~_b
Uym (X7y E'——z.t‘) =
__ b t
Tye(§ = 5 =29 =0
vV, %7 =0) =0 wegen Symmetrie

Integrationskonstanten

. {(%)(ea(b"t&)_ 1) + a(b - tsx)[a b —ZtS‘ + ( 11 ;vv )]}

Ay [1tv) 1
Nll:l 8tg sinh[a(b - tSt)] + a(b - tg)

1
- ea(b-ts,)+1+2ab"t51+ d-v A_fl
2 1+ Ng
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1-» b-t 1-v
1 = afb-te) _ _ st _
Cg + {(1 " 1/)(e 1) + a(b tSt)[a 3 (1 T
_ _ 1
D = +deatt) 41 _gfglote [ 1-v f‘.{l
2 1+'V NF]

Fir die Variante KTa reicht der Spannungsansatz

F(x,y) = %(Aﬂq + a?B%])e"’)T

JE:

da die Spannungs-Randbedingungen mit b = o wegen des positiven Exponenten

der betreffenden e~Funktion nur erfiillbar sind, wenn gil: ChL=DhL=0

Zweiachsige Spannungs-Dehnungs—Beziehung

i

E6 (x5 = 0) = 6 (x,§ = 0)-v0y,(x.7 = 0)
Ou(xT = 0) = [Ah-2BL +Ch + 2D sin(ax)

oyx.§ = 0) = -[ Ak + c}q] sin(ax)

Eeq (%7 = 0)

It

[(A%-, ~2B}y + Ch + 2Dk + (A} + c}q)] sin(ax)

¢ Kontinuitdtsbedingung

2 0
- Ol €
Xy = leTnz“ = -t
n Exs, T €xg
* Lingsspannungen
Oy = OQ + X3 0’,%
- Steg:
I 153}
7 N 2
7 | - ( 2 4) 1 pol® .
O (X.Z) = <3—+ X||——+7 + —| } = sin(ax
xs.( —) lys‘ 1 Iys‘ ASt nznz ( )
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- Flansch:
To(%y) = - il[(Ag - 2Bl + agBly Je ™ + (Ch + 2Dk + ayDﬁ)e“Y]

‘;%%22— sin(ax) (7.18)

Die Gleichungen fiir die Langsspannungen der Variante KTa erhdlt man fiir:

Cl, = Df = 0 und durch Ersetzen der statisch Unbestimmten X; durch Xj.

Die statisch Unbestimmte X erhilt man hierbei entsprechend aus Gleichung (7.16)
und (7.15).

¢ Bemerkung

Die Anwendung der Variante KTa setzt wegen

T = T — = p()l2 . _'
Oy (5. = To) = “X][(A%:l + aygBﬁ)e'“%] 23 sinfax) = 0
B e
mit Yo 1+v nm
strenggenommen eine Flanschbreite
- 1-9 21
b = 25ttty = —— 4 7.19
Yo 1 st 1+ v e St ( )

voraus.
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7.1.3 Strenge Theorie (ST)

Die Herleitung der beiden Varianten der strengen Theorie

- STa (mit Lasteinleitung zu gleichen Teilen am oberen und unteren Stegrand)
und

- STb (Lasteinleitung nur am oberen Rand)

unterscheidet sich nur im Nullzustand infolge der unterschiedlichen Randbedingungen.

Auch hierfiir werden die notwendigen Rechenschritte fiir eine Spannungsermittlung

kurz angegeben. Allein aus rechentechnischen Griinden wird fiir den Steg und den

Flansch eine unterschiedliche Schreibweise der Airyschen Spannungsfunktion gewihlt:

-~ Steg: Airysche Spannungsfunktion

F(x.2) = ‘%[As: cosh(az) + azBg; sinh(az) + Cg sinh(az) + azDs, cosh(aﬁ] sin(ax)
a

(7.20)
Spannungskomponenten

odx,7) = [(ASt + 2Bg;) cosh(az) + azBg; sinh(az)

+ (Cs + 2Dgy) sinh{az) + azDs; cosh(aZ] sin(ax) (7.21)
OAX, 7) =~ {Ast cosh(a;) + a7Bg, sinh(a;)

+ Csy sinh(a?) + azDg; cosh(a;")] sin(ax) (7.22)
rAX. )= - [(As1 + Bgy) sinh(az) + afBS,cosh(a;)

+ (Csy + Dgp) cosh(az) + azDs, sinh(a;)] cos(ax) (7.23)

- Flansch: Airysche Spannungsfunktion

i 1 o o
F(x9) = —[(An + agBr)e ™ + (Cr + ayDp)e®] sin(ax) (7.24)

3
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Spannungskomponenten

0% ¥) = [(AF] - 2Bp + ayBr)e ™ + (Cp + 2Dg + a}TDFl)e“Y] sin(ax) (7.25)
o(x9) = - [(Ar + ayBr)e™ + (Cp + ayDm)e] sin(ax) (7.26)

Ty, §)= - {(Am -Bp + ayBr)e @~ (Cpy + Dy + aYDm)an] cos(ax) (7.27)

¢ Nullzustand

- Steg: Randbedingungen bei STa
= h
Tyz (X, Z = & ~2—) = 0
= h .
O (%2 =% E) =+ —%sm(ax)
Integrationskonstanten bei STa
0 B = ¢
Ag = 0 St
I hy g4 h h
0 o= Po cosh(a ) + (a3)sinh(a3) Dl - 4+ B0 cosh(a )
St tgy sinh(ah) - (ah) St tsy sinh(ah)-(ah)
Randbedingungen bei STb
= h
Ty (X2 =% E) = 0
= h .
Oz = - =)= —Ro—sm(ax)
2 st
= h
O (X2 = + E) = 0
Integrationskonstanten bei STb
A= PO sinh(a ) + (a ) cosh(ad) B _ R0 sinh(a4
T sinh(ah) + (ah) * tse sinh(ah) + (ah)
o - P cosh(a®) + (a @) sinh(a ) o _ , po _ cosh(ad)
St ts1 sinh(ah) - (ah) St ts; sinh{ah) - (ah)
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Zweiachsige Spannungs-Dehnungs-Beziehung

Ed(xz = —-;—) = O(x.Z = —%)—vozs,(x,i—' = —g) (7.28)

N
i
1
N\L:T‘
il

mit: oy (x, [(A(s)z + 2BY,) cosh(a %) + (a %)Bg[ sinh{a —}21—)

-(CY, + 2DY) sinh(alzl—) - (a—;—)Dgt cosh(a -121-)] sin(ax)

= h h h . h
o Xz = -—2—) = - [A‘s)t cosh(a E) + (a E)Bgt sinh(a E)
- CY,sinh(a %) - (a g)D‘S’t cosh{a —121)] sin(ax)

Einheitszustand

- Steg: Statisch Unbestimmte

X
Xisin{ax) = tg j X, Z = —;) dx
0

. h h h
Xysin(ax) = tSl[(Aét + BY))sinh(a E) + (aE)Bétcosh(a-E)

h h . h |1 .
- (C, + DY) cosh(a 5) -(a —2~)D§t sinh(a E)] —sin(ax)

Xysin(ax) = 1 sin{ax)
Randbedingungen
= h
o xz=%2 =) = 0
St 2
T (X Z = + 2) = 0
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Integrationskonstanten

cosh(a %)

Bl = - —oMa9)
St (a —2—) sinh(a-}z‘-) Asi
1Y cinh(ad) + (eh) coshi(a
sinh(a _}l) _ cosh(az)smhh(az.)+(ahz)cosh (a3)
Cl _ 2 (a—l-)smh(a-i) 1
st T (g 1y _ Sosh@Dsinh(ad) + (@b sinh(a) Ast
cosh(a 7) B (aDycosh(ad)
DL = sinh(a %) 1
St (@)cosh(al)
Aél - Bl Bl = cl pl bl
[1 + ;z—‘[] sinh(ad) + :zlk(a%) cosh(a®) ~ [é + ;—z:{l cosh(ad) —:;fli(a Bysinh(ad)
Zweiachsige Spannungs-Dehnungs-Beziehung
= h = h = h
Eel (x,z = _E) =g (%2 = ——2-—)—vazg(x,z = _E)
. 1,0= h . . .
mit: Oz (%2 = -5) =0 (keine Vertikalverschiebung)
= h h . h
Eei (x,Z = ——2—) = [(A§l + 2B cosh(a 3) + (a E)Bét sinh{a 5)
1 1y h ho h .
- (Cg, + 2Dgy) sinh{a E) -(a E)DSt cosh(a E) sin(ax)
(7.29)
- Flansch: Statisch Unbestimmte

X sin(ax) = ZtF]jtxy(x,Y = 0) dx
0

1.
= 2tp1[A£[ -Bh-Ch- DIF‘]E sin(ax)

X sin{ax) = 1 sin(ax)
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Randbedingungen

_ bt
Oy (X ¥ = 5——% = 0
- _b
‘l'xyF!(X.y =E__;t‘ =‘0
Vy (¥ = 0) =0 wegen Symmetrie

Integrationskonstanten

+ {( 11;1;)(ea(b4sc)_ 1) + a(b—tSt)l:aEé.t—Sl + (11;1;)]}

_A_%_, _ 1+w a 1
Nk 8tg sinh{a(b ~ tsy)] + a(b - ts;)

4
=
I

b-t 1-» Al
B o= -4e®®w 1 4 olg— Sy [ 22V L 2R
Bri {e [a 2 1+ /|[ N§
1-v g b-tg [ 1-w Al
CL = + (e 00— 1) + a(b - tg)|a - ote i}
H {( 1+ v)( ) 2 1+v/|[ NL
_ b~ tst 1-v All:l
Dh = +geddw 4 _plgoT 3 [T (L 2R
Fl { 2 T+v /[ NL
Zweiachsige Spannungs-Dehnungs-Beziehung
EE&,,()LY =0 = Oxe(%. 7 = 0) - Voyp.(X’Y = 0)
H 5 o= — 1 1 1 1 3
mit: Oi(xF = 0) = [Ah-2Bk + Ch+ 2D} sin(ax)
O x.¥ = 0) = _[Ag—[ + Ch) sin(ax)
Eel (x§=0) = {(AE—ZB}:, + Ch + 2Dk + WAL + c}q)} sin(ax)  (7.30)
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¢ Kontinuitdtsbedingung

Ox

- Steg:

OXS:(X’ ;)

- Flansch:

UXF](X' )7)

(7.31)

={ [(Agt + 2BY,) cosh(az) + azZBY sinh(az)
+(CY, + 2DY,) sinh(az) + azDY, cosh(ai_)]

+)T1[(A§l + 2BL,) cosh(az) + azB, sinh(az)

- = _ 2
+(CL; + 2D}y sinh(az) + azD}, cosh(ai)] } :2012 sin(ax)
2
(7.32)

= )Tl[(A;i - 2B + agBly Je ¥ + (Ch + 2Dk + aiDllq)e"Y]

. :2071; sin(ax) (7.33)

Die Gleichungen fiir die L&ngsspannungen der Variante STa erhdlt man fir:

A, = BY = 0 und durch Ersetzen der statisch Unbestimmten X; durch Xj.

Die statisch Unbestimmte X; erhilt man hierbei entsprechend aus Gleichung (7.31)

und (7.28).
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7.1.4 Erweiterte Balkentheorie (EB)

Eine ausfiihrliche Herleitung der erweiterten Balkentheorie wurde in Abschnitt 4
gegeben. In Abschnitt 6.2.1 wurde der hier an einem T-Profil zu untersuchende
Belastungsfall bereits an einem Rechteck-Querschnitt behandelt. Das Vorgehen fiir
ein T-Profil ist nahezu identisch. Es treten lediglich anstelle der Gesamtquerschnitts—
ordinate z die Teilquerschnittsordinaten s; und anstelle der Wélbfunktion w(z) fiir
den Gesamtquerschnitt die Wolbfunktionen w(s;) der Teilquerschnitte. Aus diesem
Grund werden im folgenden die Gleichungen entsprechend dieser Herleitung direkt
angegeben. Die urspriinglich mit "EB” bezeichnete erweiterte Balkentheorie wird in
Anlehnung an die bisher in diesem Abschnitt benutzte Bezeichnungsweise im folgenden
immer dann mit "EBa” abgekiirzt, wenn sie von einer méglichen Variante der erweiter-
ten Balkentheorie ("EBb” s.u.) unterschieden werden soll.

Die erforderlichen Querschnittswerte, Wélbfunktionen und Abkiirzungen finden sich
im Anhang A1.2 und A2.2.

¢ Lingsspannungen

odx.8) = 05(x%8) + od(x,5)
oR(x, ) = y(x)

o 5) = Mokx) “’("’ ()

- Steg:
- 22 1
$—-¢€ n
Oy (X, 82) = { L + panm [dsz as3 + fs; + g}} Wz sin(ax)
(7.34)
~ Flansch:
e n’n? 1 2
OxfX,81) = {-E + g E [— ast + c] ;1})2072- sin(ax) (7.35)

In Abschnitt 7.2.1 sind auBerdem die Ergebnisse dargestellt, die man erhilt, wenn man
bei der erweiterten Balkentheorie fiir die Schubspannungsverteilung im Flansch (wie
von der Scheibentheorie her bekannt) a priori von einer e-Funktion ausgeht, welche
an der Schubspannungsverteilung nach der elementaren Balkentheorie kalibriert wird
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(EBb). D.h., fiir die Schubspannungsverteilung im Flansch wird nicht von einer linearen
Verteilung ausgegangen, wie sie von der elementaren Balkentheorie her bekannt ist

Y
IY

Ti(x,81) =

sondern es wird der Ansatz gemacht
T1(x,8)) = Q;—(X) e [Aes: - B] ,

y
wobei die Konstanten A und B {iber die folgenden Randbedingungen bestimmt werden:

7(x,81=0) = 0

QM b

b
T1(%, 8 = “2‘) =7 2

7.2 Zahlenbeispiel: T-Profil unter sinusférmiger Belastung (n = 1)

Da man unter Beriicksichtigung verschiedener Querschnittsdicken t; und / oder fiir
unterschiedliche Querdehnzahlen v nach allen Theorien jeweils qualitativ das gleiché
Ergebnis erhilt, werden im folgenden nur die Ergebnisse eines Querschnittstyps kon-
stanter Dicke (t = tg = t; = 0,2m) mit einer Querdehnzahl v = 0,0 angegeben.

7.2.1 Vergleich der Ergebnisse

In Bild 7.3 sind die Ergebnisse der Lingsspannungsverteilurig in einem Plattenbalken—
Querschnitt fiilr n=1 an der Stelle x = /2n nach den verschiedenen Theorien und
der oben beschriebenen Belastung (Abschnitt 7.1) fir verschiedene Hohen-Breiten—
Lingen~Verhiltnisse graphisch dargestelit.

Um die Giite der erweiterten Balkentheorie zur Beschreibung des Shear-Lag-Effektes
zu zeigen, wird dabei (zundchst) von einem extremen Hohen-Breiten-Verhélmis:
h/b = 1/3 = konstant ausgegangen und nur die Linge | variiert.

Es sei darauf hingewiesen, daf in den Bildern 7.3.d und e die Hohen-Breiten-Lingen-
Verhiltnisse extrem gewihlt wurden und daher alle dort angegebenen Spannungsver-
ldufe nur unter dem Aspekt des gegenseitigen Vergleichs gesehen werden kénnen.
Spitestens in Bild 7.3.e sind erhebliche Abweichungen gegeniiber eines sich tatséchlich
einstellenden Spannungsverlaufs zu erwarten, da das wirkliche Tragverhalten ohne
Beriticksichtigung der Lasteinleitung, insbesondere der Lagerung, hier weder mit einer
Balkentheorie noch einer Faltwerkstheorie auf die dargestellte Weise bestimmt werden
kann.
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5,0 0 0

a. h/b/l = 1/3/10

5,0 1,0 0
b. h/b/l = 1/3/5

Bild 7.3
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EBa

1
' 50 10 0 ‘
c. b/l = 1/3/3 |
TBa/b
KTalb, 1 T
EBb—\ 1
STa/b//:._/

1/3/2

d. h/b/i

Bild 7.3
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€.

1/3/1

TBa /b

KTa (/b , falls keine gesonderte Linie fiir KTb)
KTb

STa (/b , falls keine gesonderte Linie fiir STb)
STb

EBa (/b , falls keine gesonderte Linie fiir EBb)
EBb

Bild 7.3 Lingsspannungsverldufe im T-Profil unter sinusférmiger Belastung
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h
160 1,5 3,0 5,0 75 15,0
h
b ! 1 L L L 1
b 0 5 3 2 1
i
1 / ; 4
1.5 T / 7
V 7
# P 7

o] T d

50

m[—-
W
F\\
\
N\
N

15,0] —

t =tp = tg = 0.2 [m] ; v =00
Bild 7.4 Qualitative Léngsspannungsverldufe im Vergleich
EB (erweiterte Balkentheorie)
---------- STa (strenge Faltwerkstheorie, falls Unterschied darstellbar)

————— TB (elementare Balkentheorie, falls Unterschied darstellbar)
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7.2.2 Mittragende Breite

Die numerische Berechnung der mittragenden Breite erfolgt durch eine Auswertung
der Spannungen im Flansch.
Hierbei ist im folgenden:

O(S) die Uber die Querschnittskontur verdnderliche Lingsspannung und

max oy.(s)  der Betrag dieser Spannungen am Schnittpunkt der Querschnittsmittel—
linien von Steg und Flansch.

B bezeichnet das Verhaltnis zwischen der mittragenden und der tatsich—
lichen Flanschbreite.
| ou(s)ds b | ox(s)ds
bm =pfb =L bzw. == =0 ___ 7.36
m =4 max oy, () =% b max oy, (s) (7.36)
3 ist der Verhéltniswert zwischen der "mittragenden” und der tatséichlichen

Flanschbreite bei Bezug des Integrals der Langsspannungen auf die nach
der elementaren Balkentheorie berechneten Flanschspannung.

| ox(s)ds "o | ox(s)ds
o Fi . m _ Fl
bm =0b= “——(_),;(I;]B— bzw. 4 = b = W (7.37)

Verglichen werden im folgenden die Verhdliniswerte der mittragenden Breite B und
& des oben beschriebenen Beispiels mit dem Hohen-Breiten-Verhiltnis h/b = 1/3
fir verschiedene Breiten-Léngen~Verhdltnisse b/l jeweils an der Stelle x = 1/2n .
Einander gegeniibergestellt werden die Losungen nach:

- der elementaren Balkentheorie (TB) B =1.0)
- der klassischen Faltwerkstheorie (KT)
- der strengen Faltwerkstheorie (ST)
- der erweiterten Balkentheorie (EB)
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bm
B34
1,0 B
0,5+
+ KT, ST
T+ EB
0,1+
3 & 10 b
10 10 10 L
a. Verhéltniswert 3
b
6 =
|
1,0 TB
I3 ST
1 KT
1 EB
0,5+
01T
+ ; +—+—+ -t 4o
3 B 10 b
10 10 10 L
b. Verhdltniswert 8

Bild 7.5 Mittragende Plattenbreite beim T-Profil b
in Abhéngigkeit des Breiten-Lingen-Verhiltnisses T
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7.3 AbschlieBende Bemerkung

- Die Ergebnisse der Langsspannungsberechnungen weichen nach allen verglichenen
Theorien mit Ausnahme der elementaren Balkentheorie auch fiir unterschiedliche
Querdehnzahlen v nur geringfiigig von einander ab.

- Einzige Ausnahme sind die Langsspannungsergebnisse nach der klassischen Falt-
werkstheorie mit der vereinfachenden Annahme unendlich breiter Flansche (KTa).
Wie zu erwarten ist, unterscheiden sich z.B. beim Plattenbalken—Querschnitt die
nach dieser Theorie berechneten Lingsspannungen schon ab einem Breiten-Langen—
Verhiltnis von b/l < 1/2 (Bild 7.3 a und b) erheblich von den genauer ermittelten.

- Bei Berechnungen nach der klassischen und strengen Faltwerkstheorie ergibt sich
mit v = 0 ia. zwischen dem Steg~ und den Flanschquerschnitten ein kleiner
Sprung in der Langsspannungsverteilung, der mit einer Balkentheorie aufgrund der
normalerweise unberiicksichtigten Querspannungen (o, = 0, g,= 0) nicht erhalten
werden kann.

- Die Genauigkeit der Langsspannungsergebnisse nach der erweiterten Balkentheorie
liegt fiir gewdhnliche Balkenabmessungen im Bereich der der elementaren Faltwerks-
theorien. Selbst fiir sehr kurze "Balken” mit Plattenbalken-Querschnitten bis zu
einem Hohen-Breiten-Langen-Verhiltnis h/b/l < 1/1/1  stimmen die Langs—
spannungen mit den nach der strengen Faltwerkstheorie berechneten noch sehr gut
Uberein.

Hier muf} allerdings die Einschrinkung gemacht werden, daf3 in den Spannungs-
berechnungen nach allen aufgefithrten Theorien der Einflu} der Lasteinleitung,
d.h. hier insbesodete die Art der Lagerung, unberiicksichtigt blieb. Diese ist jedoch
bei den vorliegenden extremen Abmessungen fiir das sich einstellende Tragverhalten
Uberwiegend verantwortlich.

~ Mit zunehmendem Breiten-Langen~Verhiltnis (b/l = 2/1) zeigt sich allerdings
(Bild 7.3 d und e), daf3 sich die nach den Réindern hin nach Art einer e~Funktion
abklingende Lingsspannungsverteilung nur noch schlecht durch eine quadratische
Parabel abbilden 14Bt. Wie bereits in Abschnitt 7.1.4 erwahnt und in den Bildern
7.3 d und e dargestellt, 148t sich dieser Mangel zumindest teilweise beheben, in
dem bereits flir die Schubspannungsverteilung in einem breiten Flansch von einer
e-Funktion ausgegangen wird. Hierbei gilt allerdings die gleiche Einschrinkung
wie oben.

- Die Verhaltniswerte B und 8 zur Beschreibung der mitwirkenden Plattenbreite
sind fiir alle Breiten-Langen-Verhaltnisse nach der erweiterten Balkentheorie kleiner
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als nach der klassischen und strengen Theorie (Bild 7.5). Dies liegt an der kleineren
Spannungsresultante im Flansch, die die Folge des durch eine quadratische Parabel
beschriebenen Lingsspannungsverlaufes ist. Die Verhédltniswerte § und 8 lassen
sich durch das Einbringen einer verbesserten Schubspannungsannahme (s.0.) eben-
falls verbessern.

154



8 Erweiterung auf die linearisierte Theorie IL. Ordnung

In diesem Abschnitt wird die verfeinerte Balkentheorie auf die linearisierte Theorie
II. Ordnung erweitert. Es werden die dabei zusitzlich gemachten Annahmen, die u.a.
daraus resultierenden Grundgleichungen und die Differentialgleichungen der lineari-
sierten Theorie II. Ordnung angegeben. Uber die Integralformulierung, insbesondere
das Prinzip der virtuellen Verschiebungen, wird die geometrische Steifigkeitsmatrix der
verfeinerten Balkentheorie mit Verschiebungsansitzen erstellt, die den Lésungen der
Differentialgleichungen der Theorie L Ordnung fiir das reine Biege- und das reine
Schub-Problem entsprechen. Zusitzlich wird noch eine gendherte geometrische Steifig-
keitsmatrix angegeben, die mit einem kubischen Verschiebungsansatz auch fiir den
Schub bestimmt wurde.

Der EinfluB der genaueren Beriicksichtigung des Schubs in der linearisierten Theorie
Il. Ordnung wird am Beispiel eines Eulerstabes untersucht.

8.1 Herleitung

e Zusitzliche Annahmen: - kleine, aber endliche Verschiebungen
w "

- Kriimmung: Ky = ———
Y 1+ wz)%
" 5 NI
- grofle Langskrifte: — > 10
Ely
- Langskraft S sei verschiebungsunabhingig

Lingskraft: S=N-Qw =N (8.1)

Transversalkraft: R,= Q,+ Nw = Q, + Sw
(8.2)
= Qg + S(wp + wy)



k3
<

My +dM,
P» S +dS
R+ dR,
» Grundgleichungen (vgl. Abschnitt 4.1.2.1)

Statik: S+p =0 bzw.: N +p, =0 T(8.3)
R,+p, =0 Q. + Nwy + w)] +p, =0 (8.4)

My-R; + S(Wp +Wg) + hy=0 ; My-Q,+y =0 (8.5)

Q, =Qf +0Qf (8.6)

Q =M, .7

Werkstoff: N = EAg ' (8.8)
Qf = GAy ‘ (8.9)

M, = El, (8.10)

M, = Ely, (8.11)
Geometrie: ¢ = u + —;‘(w')z =u + %(w{, + wy)? (8.12)
y = = We (8.13)

Ko = —Ws (8.14)

o ~—wp (8.15)

Ky = -Wp (8.16)

W= Wyt W, =~ - s (8.17)

W= Wy ow (8.18)
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¢ Differentialgleichungen

Aus den Gleichungen (8.3), (8.8) und (8.12) folgt:

et -
bzw.:
. {EA[u’ + %(w{, + w;)z]} = - Px (8.19)

Die Gleichungen (8.6), (8.7), (8.9), (8.10), (8.13) und (8.14) liefern:

GAw, - (EL,w) = Q, (8.20)

Zusammen mit den Gleichungen (8.4), (8.8) und (8.12) erhilt man:
- {GASW;- (Elyws) + EA[u' + %(w{, + w;)z](w’b + w;)} =-p, (821)

Aus den Gleichungen (8.5), (8.11), (8.16) und (8.20) folgt:

- (Elyw;;)'+[GAsw;-(E1ww;’)’} = (8.22)

Im Sonderfall EA = konstant, GA, = konstant,
EI,
+S  bekannt (# linearisierte Theorie I.Ordnung)

t vereinfachen sich die Gleichungen (8.21) und (8.22) zu:

i

konstant, My = 0 sowie

GASW;, -El,w + S(Wg + Ws;’) = =Pz (8.23)

i

Elwy + [GASW; - EL,,WSW] 0 (8.24)
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8.2 Integralformulierung (Energie)

¢ potentielle Energie:

Forminderungsenergie (FAE):  ITFAE = J——lﬁ[oﬁ +2(1 + v)rz]
%
mit der Beziehung : G = E
& 21 + )
und dem Hookeschen Gesetz: oy = Ee
e = Gy
folgt nacheinander: IFAE = J—g’%— dv + J’_Qz_z‘ dv
z ' 2E 2G
% v
FAE _ 1 !
e = = Ee%dV-i»z Gy, dV
v v

Der Verschiebungsansatz
w(x.z) = u(x) + ¢p(x)z + Bu(x)z + P(Xa(z)
bzw. entsprechend Abschnitt 4.1.1

u(x,z) = u(X) + gp(x)z + ds(X)w(z)
und

w(x,z) = W(X)
liefert die Dehnung
e(x.2) = u(x2) + —;—[W'(x)]z
= W) + 002 + 4@ + 5[
bzw.
) = [W + [ph00z] + [si00@] + W]
+ 0Pz + 20 (IPRI(2) + 2(PNz0(2)
+uw + g W] + pie@|weo]
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(8.25)

(8.26)

(8.27)

(8.28)

(8.29)

(8.30)

(8.31)

(8.32)



sowie die Verzerrungen

Ju(x, z) + OW(X, z)

Hdxz) = oz Ix
[Jole ow(x
= 1) + 0 2242 4. 20 (8.33)
MV.J
#2)
bzw.
aw(x) aw(x) |
RAXZ) = B(X) + 20(0s(XIX2) + 2gn(x) = il
ow(x ,
+ 20,0070 220 1 (5,650 7 (8.349)
Die Forminderungsenergie eines Rechteck-Querschnittes ergibt sich
3
mit w(z) = g—ﬁi—-—};z und B5(%) = - p(x) (vgl. Anhang A2.1)
wie folgt:
MFAE = [fAE 4 [IFAE 4 [FAE (8.35)
fIFAE siche Abschnitt 4.1.2.6

MEAE 4 [IFAE = %JJJEEE dydzdx
| X zZy .
j [u (x)] + Ely[q){,(x)]z + E,Au,(x)[w'(x)]2 + EA%—[W’(X)]“ + Elw[q);(x)]z dx

0

D3

(8.36)

Die gesamte potentielle Energie lautet dann:
1
! "2 o '\2 Lo '\4
) == + EA + + EA— + w
Hu. wy. wy) > J[EA(U) u (wy + W) 4(wb W) nichtlineare
Anteile

0
+ Ely- wi)? + EL- Y + GA(w)] dx
| 1
- - 2 & v ' NE
PWh dx - prws dx - [szh + Qw; + My(‘ wh) + M(- Ws)]o

i} 0
(8.37)

159



s Prinzip der virtuellen Arbeit (Verschiebungen):
1
f [BUEAU + 8(- wy)ElLy(~ Wh) + SWGAW, + 3(- W JEL,(- W)

5 N~ N~ — N— N —
N My Qf M,
+ dwoEAU'wy, + ow,EAu'w, + dwsEAu'wy, + dw,EAu'w;
N ! — — —
N N N N

+ au%EA(w{) + wg)? + (SW{)%EA(W{) + wo)® + (5w;-;—EA(w{) + w;)3} dx

I |
- f Swep, dx + f Sy dx + 6w + wQy + - WMy + 3= wi)M, |
0 0

1
0
(8.38)

Bei Vernachldssigung der nichtlinearen Terme im Arbeitsausdruck erhilt man
die linearisierte Theorie I. Ordnung der erweiterten Balkentheorie.

8.3 Geometrische Steifigkeitsmatrix

Entsprechend dem in den Abschnitten 4.1.2.5 und 4.1.2.6 beschriebenen Vorgehen
148t sich aus dem Prinzip der virtuellen Arbeit (Gl. 8.38) die geometrische Matrix fiir
+S = konstant  bestimmen.

Die Arbeitsanteile

1 1

1 1
+S J’ Swpwy, dx + fdw{)w; dx + J Sw,wy, dx + f dww, dx
0 1]

0 0

liefern mit dem Ansatz fir die Querverschiebung infolge Biegung

wi§) = [1-382 + 28wy + 16|~ 1 + 26~ |s + £93 - 28w + 1691 ~Elpc
bzw.

wp(§) = Np(&up (8.39)

und dem Ansatz fur die Querverschiebung infolge Schub
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wy(§) =

1 1
22(1-¢) + Als

[ [1(1 ¢+ As)~ s + A1 - c) cosh(AIE) + As smh(xlg)] Wi
+ [s= Al - (1~ U + (e~ s) cosh(HE) - (1 - ¢ + Als) sinh(HE) gy
+ [/1(1 - ¢) + A2s& - (1 - ¢) cosh(AE) - 1 sinh(/llf)] Wei
+ [ - 5 - (1~ QHUE - (Al - 5) cosh(HI&) + (1 c)sinh(Al£)] g }

bzw.

ws(§) = Ng(Euy (8.40)

sowie mit dx = Idé einen Ausdruck, aus dem man die Untermatrizen der geo—
metrischen Steifigkeitsmatrix direkt erhalt:

1 1
+ st{aug f (No)T(Np)dE up, + uf J (Np)T(N)E ug
i] 0

1 1
+ oug f (N (Np)dE uy, + Sug | (No)T(N;)dg us}
0 0

(L) o kg
damit:
kg, i ke, |
A (8.41)
kg21| kgzz
‘ 8.8
wobeij
1
ko =S ODTOE (8.42)
0
1
b= = 2 81NN (8.43)
0
1
kg, =% S f (N)T(Ng)dE (8.44)
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Die Zusammenstellung der Terme der geometrischen Steifigkeitsmatrix befindet sich

im Anhang A4.

Eine "gendherte” Steifigkeitsmatrix ergibt sich bei einem kubischen Verschiebungs~
ansatz fiir die Verschiebungen w, und w, (entsprechend Abschnitt 4.1.2.6) wie folgt:

6 1 _6
51 10 51
a1
15 10
6
51
k, = S
symm.

mit zugehdrigem Schnittgrofen—

Qu
My,
Qu
My,
Qu
Mo
Qux
Mk

(8.46)

_______________ (8.45)
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L
10
1
30
L
10
_21~
15
_L
10
1
30
L
10
2
15 |
Verschiebungsvektor
Whi
®vi
Wk
Dbk
u= (8.47)
Wsi
¢si
Wsk
¢sk




8.4 Beispiel: Eulerfall 1 b/h/l = 0.1/1/5 [m]

% E = 210000.0 ﬁgj—
* m
i v =00
|
E
B G=
l “ 2(1+v)
7[‘ _
as = ().83

!
N
—4
o
\<F-4
i
&
[354
I
o
(o]
<
@
%
=]
X

t
hy bh? -5 .4
h, I,= = 9.9206'10" m

‘ “" 1008
- %"—--——u—v z

Annahme: Ein Ausweichen senkrecht zur
Versagensebene (x-z-Ebene) sei

ausgeschlossen
Eulerfast:
2
Peip = Ely= ; s =21
Sic
2
Yar
8 1 7[2
Piriv = 2.1°10 2022 = 172718.1 kN
bzw.

kritischer Lastfaktor vy, bei einer Referenzlast von P, = 1000 kN

In der Eulerschen Knickformel wird nur die Biegesteifigkeit des Stabes beriicksichtigt.
Gleichungen. in denen daneben auch der Schub und die Stabverkiirzung beriicksichtigt
werden. wurden u.a. von Reissner in [56] und Ziegler in [83) untersucht.
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. 1. Ei .
angewandte Theorie igenwert vy
(= kritische Last)
g Euler/Bernoulli 172.718
Z | Yokoyama* [82] 169.375
2
_?E exakt ** 169.376
&
g — kub. Ansatz flir ws | In =0, ¢(0) =0 169.376
S | F
m 5
3 kub. Ansatz fir wy £ I, =0, ¢J0) =0 169.375
kub. Ansatz fir w;, I,=0, ¢40) =0 169.375
Lésung nach der Timoshenko-Theorie
** ... exakt im Sinne einer konvergierten Losung der erweiterten Theorie

Tabelle 8.1 Zusammenstellung der Ergebnisse

8.5 AbschlieBende Bemerkung

~ Der Unterschied in den Ergebnissen fiir die kritische Last nach der Euler/ Bernoulli~
Theorie und der im Sinne von Timoshenko erweiterten Theorie (Yokoyama in [82])
ist auch noch bei diesem gedrungenen Beispiel (b/1 = 1/5) gering (ca. 2 %).

Erst die hoheren Eigenwerte, die in der Regel hier von untergeordneter Bedeutung
sind, zeigen deutlichere Unterschiede (vgl. hierzu Abschnitt 9 Dynamik).

Aus diesem Grund verwundert es nicht, daf das Ergebnis nach der hier vorgestellten
erweiterten Balkentheorie sich fast nicht vom Ergebnis nach der Timoshenko-

Theorie unterscheidet.

Auch eine Berechnung mit einer Querdehnzahl v = 0 liefert keine wesentlichen
Abweichungen von obigen Ergebnissen und zeigt das gleiche relative Verhalten der

einzelnen Theorien.
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9 Erweiterung auf die Dynamik

Im folgenden werden die Differentialgleichungen der Dynamik fiir die erweiterte Bal—
kentheorie hergeleitet und die gendherte dynamische Steifigkeitsmatrix mit konsistenter
Massenmatrix aufgestellt. Entsprechend der gendherten geometrischen Steifigkeits—
matrix in Abschnitt 8 wird auch hier eine gendherte "konsistente” Massenmatrix {iber
einen kubischen Néherungsansatz fiir die Verschiebungen infolge Schub angegeben.
An verschiedenen Beispielen werden die Ergebnisse fir die Figenfrequenzen und
Eigenformen der verfeinerten Biege-Schub-Theorie mit analytischen und numerischen
Ergebnissen der elementaren Balkentheorie und der Scheibentheorie verglichen.

9.1 Herleitung

» Zusitzliche Annahmen:
- Berlicksichtigung der Tragheitskrifte aus Translation und Rotation

- ungeddmpftes System

kg _ Ns? . kg _ Ns
- verteilte Masse  m = gA e —5 | ; ¢ .. Dichte -—% =
m m m n
- harmonische Erregung
B, lxt)
M, M0z Pt My+dM,

e %)-D%;;m:‘*

I'ﬁy(x,t) Vt/f'-r My Qz+dQy

[ T N
N

impuls: Drall:

[ = fgW(x. tdv D= jgzﬁ(x. z, t)dV
v Y
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Impulsdnderung: ( fir o = konst., b = konst. )

L

ol

i= J'QW(X, tydv = QJ

w(x, t)dzdydx = glbhw(x, t)

—— e
o ——

A% 0 -2t
bzw.

[ . . .
i=q= QAW(X, 1) = QAW(X, t) + QAW(X, t)
Dralldnderung;: (fir o =konst, b =konst.)

1

D= j ozi(x,z, t)dV = QJ 2i(x, z, t)dzdydx = olb | zi(x, z, t)dz

——
xuﬁ:—kswl:
R

\% 02
bzw
2
d =~112 = gb Jzﬁ(x z,t)dz
mit:

u(x.z,t) = u(x, 0z + f(x. 0z + @o(x, hax(z)
bzw. entsprechend Abschnitt 4.1.1 :

wxzt) = golxt)z + hu(x Do(2)

folgt:

d = ob z{é)},(x, Nz + Pex t)w(z)]dz

u‘:—"ﬂ*i’

L L
d =ob [ 22dzd(x, 1) + ob j zeXzZ)dzghs(x, 1)
_n 2

e

olydy(x. 1) 0
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Kréftesatz: Momentensatz:

i=P, bzw. D= My bzw. d = i1,

i
=N
N

d’Alembertsche Tragheitskrifte:

f’rh = - me(X, t) - QAWb(X, t) Iy . .
mr,= - mX%(X, t) =- QIy¢b(xﬂ t)

fr,= —mwig(x,t) = - pAwi(x,t)

¢ Grundgleichungen
Die statischen Grundgleichungen von Abschnitt 4.1.2.1 miissen wie folgt um die
Trégheitskrifte erweitert werden:

4Q,

w P+ fr,+fr, =g (CY)
und
oM
—L-Q,+ iy +my, =0 (5.2)
(624
bzw.
Q.+ Pz - QAW + W) = 0 (8.3)
0, = Q& +Q§ 94
0} = M, (9.5)
My-Q, + iy~ olydy =0 (9.6)

* Differentialgleichungen
Zusammen mit den bekannten Werkstoff— und Geometriegleichungen lassen sich
die Differentialgleichungen der Dynamik fiir die erweiterte Balkentheorie entspre~
chend Abschnitt 4.1.2.1 angeben:

(GAW) - (ELwi) - 0A(W, + W) = ~py(x.1) 0.7

(ElLwy) + [GASW;~(EI,‘,WQ')'J +olydy = thy(x,1) (9.8)
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Fiir den Sonderfall GA; = konstant, El,= konstant,

El, = konstant und my = 0 erhilt man:
GAW; ~ EL,WY - 0A(Wy + W) = -BAx 1) 9.9
ELwy + [GASW; - Elww;”] +oldy = 0 (9.10)

9.2 Integralformulierung (Energie)

* Prinzip von Hamilton

Fiir das gekoppelte Differentialgleichungssystem werden im folgenden die Steifig—
keitsmatrix und die konsistente Massenmatrix {iber das d’Alembertsche Prinzip
(Integraldarstellung) hergeleitet.

t ty

6JL dt = 6J(T—H) d =0 (9.11)

4 4

mit der

* Lagrange Funktion

L=T-I (9.12)

der
= potentiellen Energie

I 1

1
1
THwp, W) = % [ EI(- wy")? dx + 5 f GA((w,')? dx + % J El,(-w,'")? dx
¢ 0 0
i 1
- J'Iszwb dx - [ﬁzws dx
0 0
A 4 - - ]
= [Qawy + Quws + My - wy') + M= o)), (9.13)
und der
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= kinetischen Energie
1
J OA(Wy, + W) dx +
1}

1
T(wy, Po. ws) = 5

[ S

1
f oLy dx (9.14)
0

» D’Alembertsches Prinzip

| I 1
f (- wp)ELy(~ wp) dx + f Ow,GAw, dx + f 8- wg YEL(- wy) dx
0 i} 0

I

1 1
+ J 6¢bgly55h dx + J Swpo AWy, dx + J'éwaAWS dx
0 0 0

1 1

+ f OwWse AWy dx + f Ows0Awy dx

0 0
i 1

= J Swo, dx + faws;sz dx + [awbd, + owsQ, + (= wy )My + O(- ws’)Mm]:)
0 0

(9.15)

9.3 Konsistente Massenmatrix

Die Herleitung der gendherten dynamischen Steifigkeitsmatrix mit konsistenter
Massenmatrix erfolgt aus dem d’Alembertschen Prinzip durch zur statischen Lésung
konsistente Verschiebungsansétze (Herleitung siche Anhang A4).

Die Arbeitsanteile

i ! i i !
0 J é«j)hlyq;h dx + I OwpAvy, dx + f(SWbAWS dx + [ Sw,Awy, dx + J OwAwg dx
0 0 0 0 0

liefern u.a. mit
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wh(x, t) = Np(x) uyp sin{wt) dwp = Ny, duy

Pu(x. 1) = N{,(x) uy, sin(wt) Sy = Ny Oup
~ wy(x, 1) = Ng(x) us sin{wt) dws = Ng Oug
und dx =1 dé

den Ausdruck zur direkten Bestimmung der Untermatrizen der konsistenten Massen-—
matrix:

1 1
ol duy, f (No)Ly(Nb)dE up, + Suy | (No) TA(NG)AE up + Suf J(Nb)TA(Ns)dE ug

0 0

o st s
frse

1
+ dud I(Nb)TA(NS)dE up + oul | (N)TA(NG)DE ug b sin(wt)
0

(—) ..m
damit:
m11£ miy
I e (9.16)
nyp| My
! 8,8
wobei
1 1
mu = ol [(NTAGN) dE + of [ (NN ©.17)
0 0
1
m; = mj; = ol J (No)TA(N,) d& (9.18)
0
1
e = ol [(NTAGN) d 9.19)
0

Die Zusammenstellung der Terme der konsistenten Massenmatrix befindet sich

im Anhang A4.
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Uber einen kubischen Niaherungsansatz fiir die Verschiebungen infolge Schub erhalt
man aus dem d‘Alembertschen Prinzip folgende genidherte konsistente Massenmatrix;

m= Q-
SR LLEG T 2 a sl B p, L 13 RN} 2. B
(:S-LH'S—!-) (-ml A [y) (701'\_5 1) (420"\'101") = PR 70 w A
(UL e IO (0~ N0 YU S O P S O ) L A L
(105'A+15"y)( 4201'“'10[’)( T 30"") ThES o' A PR i
B 8h) (L L 2 PR 13 JRLNN]
(35"”’51) (310]'“'10]") oA Frple Rl poale
RN JECN) L ] L
(105"“’15“") P A a0 o5 A
B LI 2 N
3 710 3 420
2 Ba LI L
105 120 140
1B L,
35 210
symm. i
105
(9.20)
mit zugehdrigem SchnittgréBen— und Verschiebungsvektor
Qui Whi
My; o
Qux Wok
My Pok
y
s = (9.21) ; u = (9.22)
Qi Wsi
Mwi ¢si
Qux Wsk
Mok ¢sk
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9.4 Beispiel:

Balken auf zwei Stiitzen

— g X

4% {

!
S

(&

*

E = 2100000 2
m

v = (0.0
E
G= —u
2(1 +v)
2
o =785 kNj
m

b/h/l = 0.1/1/5 [m]

Y e Ih

r4
Lo
as = 0.83
bh3
I, = — = 0.0083 m*
T2 m
3
0= %= 9.9206:10% m*

Zur Bestimmung der Eigenfrequenzen w sind folgende analytische Ldsungsansétze

bekannt:

1. Bernoutli LA E

2. Clough/Penzien  [w,¢yp]:

3. Anderson fwh, W

=1

i

1

I

1

(nn)“ﬂ
oA

(nn)4 Ely 1
0A
\__V.__..__./

Bernoulli

=15

Rotationstragheit

bzw. Wy = (P.ZE)“ EIX
1/V eA
2
1(@_)2 I_y+ El,
201 A GAs

Schubverformung

oA

£+2As_)+GAs] -

QIy

(e

2
GAs) +%] ]
oA

S

oly 1/ o oA



4. Huang fw.gp]:  Nur Angabe der Eigenwertgleichung

5. Kruszewski [w,wh] : Angabe der Eigenwertgleichung mit numerischer
Auswertung ("trial and error”) und graphischer
Darstellung der Ergebnisse fiir verschiedene
Héhen-Lingen-Verhiltnisse.

Die Lsungsansatze 2. bis S. beruhen auf den Differentialgleichungen der Timoshenko—
Theorie.

Wahrend Huang in [29] direkt von diesen Gleichungen ausgeht, haben Anderson in
[2] und Kruszewski in [37] diese in anderen Variablen geschrieben; daher kann ins—
besondere Anderson ggfs. die Schubrandbedingungen anders beriicksichtigen als es
nach der Timoshenko-Theorie {iblich ist (z.B. an einer Einspannung mit dem Schub—
winkel ¢; = 0 ). Die Eigenwertgleichung von Huang liefert die gleiche Frequenz—
gleichung, wie sie von Anderson angegeben wird. Die von Clough und Penzien in [14]
angegebene Gleichung stellt eine Naherungsldsung dar, die i.a. nur fiir die ersten
Eigenfrequenzen brauchbare Losungen liefert und, wie die folgende Auswertung zeigt,
fiir manche Hohen-Lingen-Verhiltnisse ungeeignet ist.

Zur numerischen Bestimmung der Eigenfrequenzen o geben u.a.

6. Archer und Yokoyama [w,¢p] sowie

7. Kapur [Wo, W]

Massenmatrizen an, die ebenfalls auf der Timoshenko-Theorie beruhen. Die kon-
sistente Massenmatrix der hier vorgestellten erweiterten Balkentheorie 138t sich durch
Reihenentwicklung und Abbruch nach dem 2. Glied in eine gendherte Massenmatrix
(Abschnitt 9.3) iiberfihren, die derjenigen entspricht, die Kapur in [32] direkt iiber
einen kubischen Verschiebungsansatz sowohl fiir die Variable wy, als auch fiir die

Variable wg erhalten hat.
Die von Archer in [4] und Yokoyama in [82] angegebenen konsistenten Massenmatrizen
beruhen direkt auf den Timoshenko-Differentialgleichungen.
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560,30 r

559.617
559,602
559,631

559.617 [_1]
s

559.600

560,00 +

559.600
589,446

0,2
0.3.4

fSiNg

Qi
[I=11e}
oo
]|
=
AEEEDEE

559,30 Balkene;‘lemenfe

510 50 100 150

a. Eigenfrequenzen w,

1
w, [§] 4
il
19870 ¢ 1980,60
1979,99
@ 1981,70
1980,62 [_1]
1979,92 '
1979,93
2357.78
] Joln
1980,6
1980,0 4 i < 7
13
19770 Bolkennelemente
510 50 100 150

b. Eigenfrequenzen w-
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w,[4]

s
-
38700 ¢ ::::?Z
] 3868,01
385764 {_‘
3853,01 )
3853,07
530504

38600

a

3853,2 — 0;
o

Balkenelemente
n

3850,0 + s
510 50 100 150

c. Eigenfrequenzen w3

IR VN

SR

5950,0 T k

59476 -

3947.58

I

5633.12
5993.04
5948.88

I

59400 -+ 5933,43

5933.63

9431,13

5933,1

Batkenelemente
n

5930,0 ;
510 50 100 150

d. Eigenfrequenzen w4
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SRR

‘*’5[1?]
(2]
8138.28
81500 r 8103,11
8138,
o 8266,25
§142.73 [‘i]
8105,60
8106,12
14736,1
/
5
o101 ’ Ikenelement
enelemente
8100,0 atiers

510 50 100 150

e. Eigenfrequenzen ws

Vergleichsldsung : & =0
Scheibentheorie
Vergleichsldsung : e =0
“exakt”
Naherung : kub. Ansatz erweiterte Theorie

[]

{ Néherung : kub. Ansatz, I, =0
Kapur Timoshenko~Theorie

Archer, Yokoyama

£ [

nur "mrg” —  Bernoulli-Theorie

Bild 9.1 Eigenfrequenzen des beidseitig gelenkig gelagerten Balkens (v = 0.0)
mit den Abmessungen b/h/l = 0.1/1/5 [m]
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Beispiel:

4

Kragtrager

iz

4

i__,q

E = 210000.0 M—zl\i
m

v = 0.0

E

C=3a+»

kNs?
m4

o =785

=
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b/l = 0.1/1/2.5 [m]

£br
as = (.83
bh? = 4
k=3 = 0.0087 m
bh?

~ 1008

= 9.9206:105 m*
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I Ty
1 p——
w,l["_] m 765,952
s [og] 765,847
M m 766,982
767,00 +
2
|
766,915 {7]
765,422
765,377
765,377
839,953
766, 1
7605(,]95 N
765,85
\
&L
E.E
765,00 ! Batkenelemente
) + i <
510 50 100 150
a. Eigenfrequenzen w,
4 ™ 3377.82
wz[-s-] 3373.54
(1] 3415,85
3450,0 3408.36 [1]
3360,82 s
3359.41
3359,43
5263,90
34000
3377,8
3373,5
32, (4]
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9.6 Abschlieflende Bemerkung

- Ein Vergleich der nach den angefiihrten Theorien bzw. Losungsansétzen erhaltenen
Eigenfrequenzen mit numerisch, unter Benutzung von 9-knotigen Scheibenelemen-
ten, erhaltenen (konvergicrten) Lisungen zeigt, daB die ersten Eigenfrequenzen nach
allen Theorien, die in irgendeiner Form den Schub beriicksichtigen, sehr nahe beiein-
ander liegen und die ersten beiden Eigenfrequenzen fast genau iibereinstimmen.

- Die erweiterte Balkentheorie unter Benutzung der exakten Matrizen zeigt bei den

hoheren Eigenfrequenzen eine versteifende Wirkung.

- Fihrt man die Berechnung mit den gendherten Matrizen der erweiterten Balken-

theorie durch, bei denen die Matrizenterme in Reihe entwickelt und nach dem

zweiten Glied abgebrochen wurden, so stellt man fest, daB

= im Beispiel "Balken auf zwei Stiitzen” (Bild 9.1) alle auf diese Weise erhaltenen
Eigenfrequenzen und die Eigenfrequenzen einer numerischen Scheibenberech—
nung nahezu identisch sind, sofern man bei dieser entsprechend der in der
Balkentheorie {iblichen Annahme o,=0 und damit =0 die
Querdehnung durch das Ansetzen einer relativ zur Liangsrichtung hohen Steifig—
keit in Dickenrichtung (Eq= 100 - 10000 E;) niherungsweise ausgeschaltet hat:
€& =0,/E, = 0 (Kurve [04] im Bild 9.1)

= im Beispiel "Kragtrager” (fiir die gewihlten Verhiltnisse h/l eines sehr kurzen
Balkens) liefert dagegen auch die erweiterte Balkentheorie mit gendherten Matri—
zen (Kurve in Bild 9.2) gegeniiber einer numerischen Berechnung nach der
Scheibentheorie ein steiferes Ergebnis. Erst fiir ein kleineres Héhen-Lingen—
Verhiltnis erhdlt man tendenziell das gleiche Resultat wie im vorhergehenden
Beispiel.

- Setzt man in den gendherten Matrizen der erweiterten Balkentheorie die Wilbsteifig-

keit gleich null, dann entsprechen die so erhaltenen Ergebnisse denjenigen der
Timoshenko-Theorie (Kurven und [4] in Bild 9.1 bzw. Kurven und [4]
in Bild 9.2)

- Der Unterschied zwischen den Kurven und in Bild 9.2 riihrt aus der unter-

schiedlichen Beriicksichtigung der Einspannung und ist vernachlédssighar klein,

-~ Die niederen Eigenfrequenzen der Timoshenko-Baikentheorie liegen geringfligig

unterhalb den nach der Scheibentheorie (ohne weitere Annahmen Kurve in den
Bildern 9.1 und 9.2) berechneten. Dies liegt an der fehienden Wélbsteifigkeit in der
Timoshenko-Theorie.
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- Die héheren Eigenfrequenzen liegen oberhalb derjenigen nach der Scheibentheorie,
was auf den zunehmenden EinfluB der Steifigkeit (Weichheit) in Dickenrichtung
zuriickzufiihren ist; dieser Einfluf} wird in der Scheibentheorie berlicksichtigt.

- Der Einflufl der Walbsteifigkeit in einer Balkentheorie auf die Ergebnisse einer
Eigenfrequenzberechnung liegt fiir den untersuchten Frequenzbereich (w; bis ws)
und gewdhnliche Balkenverhéltnisse (h/1 2 1/5) in der gleichen GréBenordnung wie
der Einflul} der Querdehnung bzw. Querspannung in der Scheibentheorie.
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10 Zusammenfassung und SchluBfolgerung

In der vorliegenden Arbeit wurde eine erweiterte Balkentheorie auf anschaulichem Weg
- d.h. als lokale Formulierung durch eine erweiterte kinematische Annahme -
hergeleitet.

Das Ergebnis ist eine Balkentheorie, die im Genauigkeitsbereich der Scheibentheorie
mit Ansatz einer Spannungsfunktion 5. Ordnung liegt. Sie enthilt als Sonderfille so-
wohl die Bernoulli- als auch die Timoshenko-Theorie.

Die Erweiterung in der vorgestellten Balkentheorie gegeniiber den elementaren
Theorien stellt im Prinzip die Korrektur der Inkonsistenz der Timoshenko-Theorie dar.
Diese Korrektur erméglicht neben der von der Timoshenko-Theorie bereits bekannten
und im wesentlichen dort schon verbesserten Verschiebungsberechnung auch eine ver-
besserte Spannungsberechnung.

Die Verbesserung in den Verschiebungen und insbesondere in den Spannungen wird
durch eine genauere Erfassung der Schubverzerrungen erzielt. Diese von Anfang an
genauere Berlcksichtigung der Schubverzerrungen liefert eine konsistente Balken-
theorie, die es ohne spéter noch zu treffende weitere Annahmen gestattet, sowohl in
kurzen wandartigen Triagern die Spannungen genauer zu ermitteln als auch in ge-
gliederten Querschnitten den ”Shear-Lag-Effekt” bzw. das Problem der mittragenden
Breite auf einfache Weise bei zufriedenstellender Genauigkeit zu beschreiben.

Die Genauigkeit hierbei liegt im Bereich der der elementaren Faltwerkstheorien.

Die Einfachheit der erweiterten Balkentheorie generell basiert auf der formalen Analo-
gie der ihr zugrundeliegenden Differentialgleichung zu der Differentialgleichung der
linearisierten Theorie II. Ordnung und der der Wdlbkrafttorsion sowie auf der damit
verbundenen einfachen Ubertragbarkeit der aus diesen Problemkreisen bekannten
Lésungen gewdhnlicher Belastungsfalie.

Die Auswirkungen der genaueren Beriicksichtigung der Schubverzerrungen auf die
linearisierte Theorie II. Ordnung und die Dynamik stellten sich bei den untersuchten
Beispielen als vernachldssigbar gering heraus. Lediglich die héheren Eigenwerte sowohl
bei den Stabilitdts- als auch bei den Eigenfrequenzberechnungen zeigten eine deutliche
Versteifung gegentliber den entsprechenden Werten nach der Timoshenko~Theorie.
Ob diese bei der Stabilitidtsanalyse gemachte Feststellung von Allgemeingiiltigkeit ist
oder nur fiir das untersuchte Beispiel zutrifft, miissen weitere Untersuchungen kldren.
Die Untersuchung der Auswirkungen der verfeinerten Balkentheorie auf Composites
und Laminate kdnnte im Hinblick auf die Spannungsberechnung eine denkbare Er-
weiterung darstellen: zumal fiir die unterschiedlichsten Querschnittsformen und Mate-
rialien im Schrifttum allgemeine Formeln zur Berechnung der hierfiir bendétigten Schub-

korrekturfaktoren zu finden sind.
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Al Primére Schubspannungsverteilungen und Schubkorrekturfaktoren

Fordert man, daf3 die von der Querkraft Q, an einem Balkenelement der Linge dx
léngs des Weges vy, dx verrichtete Arbeit gleich ist der Forménderungsenergie dieses
Elements infolge der gegebenen Schubspannungsverteilung 7y, (vgl. Bild 2 in Ab-
schnitt 0, Motivation), so erhélt man:

1 %,
—Z—QZYXZdX = dx | —dA

26
A
. Q,
Mt: Nz =
i Yz GA.
1 1, 2
folgt: —=J =1 dA Al.1
* A A(Qz (ALD)

Hierin ist die Schubspannungsverteilung 7y, bekannt:

_Q5,)

(A1.2)
I, b

Teo(X, Z) =

Im folgenden werden fiir einige Querschnittsformen u.a. die Schubkorrekturfaktoren
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ALl  Rechteck-Querschnitt

Tyz(%,2)
Y - ._,_TS h
i
!
;z X2 ine1
—t
f b h\?
Sy(z) = b jz'dz* = E[ZZ_ (z) J
“hn
b
D)
2
6 h
i sz(x) = QZ(X)W[(E) ‘ZZ]

3 Qx) 3
TizpaX) = Eﬁl = 3 Tetsnea

Hieraus ergibt sich mit den Gleichungen (A1.1) und (A1.2)
o _(sY LA R S
A bh? 2 5 bh

z
5

= = Al.3
; (at3)

e 1l

I
ol

und damit:

as =

A
A
bzw.

Schubkorrekturfaktor nach Cowper [15]:

a, = 10 +v) (A1.4)
12+ 1y
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Al.2  T-Profil

tst
s - Sq T T
ItFl
2 Ie P}
h
!
'Z S =€+ z
*—b*
g 1
L (o 3 - S
e = o (A1.5)
bty + < "'—2")1:5!
Wandkoordinaten : s;
. T
Schubfliisse : T; Schubspannungen : 7, = T
i
T
T, = Q—ZetFlsl Ty = L= 9-2‘8 S1 (A1.6)
I, tFt Iy
; T
T, = Qs ez+2ebEl—z2 7 -L_o! e2+2eb£}1~z2
Iy 2 sy tst Iy 2 tst
(A1.7)
3
tSt(h —%) b h ot \ t
Iy = —— "~y e Tpp] + [ =+ e (h—ﬂ)t Al.8
y 12  relbml {7+ 2 ) (AL8)

Schubkorrekturfaktor nach Cowper [15]:

_ 10(1 + 4m)*(1 + v)
T (12 + 96m + 276m? + 192m°) + 30n(m + m2) + »(11 + 88m + 248m? + 216m°) + 10vn¥(4m + Sm> + m°)

@,

(A1.9)
m = %Eﬂ
mit: fst
b
n = —
h
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AL3  I-Profil

T T,
T2
y———
T. . T.
3 3
Wandkoordinaten: s;
. T;
Schubflisse: Tj Schubspannungen: 7; = .
i
T, _Q:h
= E tp s === " g Al1.10
1=z m S L,z " ( )
rzzQz_t.s_‘ h +npE )2 L _ O 11k pEY_ 2
2 L\ 4 tst tst I 2]\ 4 tst
(A1.11)
Qz h T3 Qz h
Ty=--F%—t =—==_Eo Al.12
3 L, 2 Fi S3 73 - 1, 2 3 ( )
j, = tsh—te)’ +2 bty iy th (A1.13)
Y 12 2 \2)7" '
Schubkorrekturfaktor nach Cowper [15]:
- 101 + 3m)(L + v)
T T Tom v 5omT 5 90m*) + 30n*(m + m?) + »(11 + 66m + 135m* + 90m’) + 5vn’(8m + 9Im>)
(A1.14)
_ 2btg
. htg
mit: o b
h
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Al.4  Hohlkasten-Querschnitt

Sy Sy T4 Tt
—— 1 )
o s, F
y—.'_.;r._._.__A,fS : h T, T,
i i
b ItFl -
53 %3 Ta T
|
V2 _h
b Sy = E + z
r—t
Wandkoordinaten: s;
Schubfliisse: Tj Schubspannungen: 7; = t—‘
i
Q7 h Tl Qz h
T, = —==— ¢ = I e X
1T, T m LY (AL.15)
2 2
Tz=g_z_f_5_t_ E__f_.}ﬁiﬂ ~ 72 12=12-=Qzl h_+hth _2
I, 4 4 2 tsy tst Iy 4]\ 4 2 tg
(A1.16)
Qz h T3 Qz h
Ty =-"2—t¢ 3= —=-—£_ Al
3 L4 83 s 1,3 $3 (A1.17)
(b + ISt)(h + tﬂ)3 (b - tSt)(h - tFI)3
I, = - .
y " 12 (A1.18)
Schubkorrekturfaktor nach Cowper [15]:
10(1 + 3m)X1 + ) (A1.19)

“= (12 + 72m + 150m? + 90m®) + 1003 + »)m + 3m?)] + »(11 + 66m + 135m? + 90m’)

_ (b-tstr
) (h + tF])tSt

mit:

b - tSt

h + tpy
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Al8  Kreisring-Querschnitt

t=konst. /Tmiml bzw. Twitter

s ~,

X

Tix,s) bzw. Tix,s)

d=2r

Z = -rcosa ds = rda
SchubfluB:

T(xs) = ~9;i’fl f 2" +
y .

T(x.8) = - Q;(x) %t j cosa da = Qulx )sma
y

! Schubspannungen:
T(xs) _ Qfx) .
,§) = e = A1.20
Tys(X, 5) - —sina ( )
QAx) _ , Qux)
Tsn(X) = _J;tr (Z;r)t 2szMinel
| 2
; I, = f Z2dA = f Z%trda = [ tricos? ada
A a a=0
(A1.21)
I = ot = D
8
Schubkorrekturfaktor nach Cowper [15]:
21+ )
§ I A1.22
ST T ( )

197

i
i
i




A2 Wolbfunktionen und Wolbwiderstinde

In diesem Abschnitt werden fiir einige Querschnittstypen die Wélbfunktionen und Wolb-
widerstinde entsprechend dem in Abschnitt 4.2 beschriebenen Vorgehen ermittelt.

A2.1  Rechteck-Querschnitt

Schubspannungen 714!

T(%2) = Tel%,2) - Ti¥) (A2.1)
T2 = Qz(x)%[(%)z—zz} - QfT(")
To(X%,2) = Qis(x_){“%‘%fz‘zz“ 1} (A2.2)
bzw. mit dem Schubkorrekturfaktor as = % (GL. A1.3)
Tu(%7) = 9—[:1:9 {%— 5%} | (A2.3)

Schubverzerrungen Y,:

Durch Anwendung des Hookeschen Gesetzes fiir Schub erhéit man die die Verwélbung
verursachende Verzerrung.

YolX.Z) = - QGZZ) {(zsfz-z2 +1- as%} (A2.4)

5
bzw. mit dem Schubkorrekturfaktor as = 3

2
Yolx.2) = _—%5’9 . {-% + 5%} (A2.5)
~— N —
=-yx) - #(z)
=+ ¢(x) #z)
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Wolbfunktion :
Die Wolbfunktion w(z) kann man nun mit den Gleichungen (4.97) und (A2.4) angeben.

o) = [
z
6 3
= J{aﬁ{izz + 1—a55} dz
z
z3 3
oz = 2a5+[1-Za )z (A2.6)
h 2
. 5
bzw. mit dem Schubkorrekturfaktor a, = %
52 1
tl)(Z) = 5‘;2---12 (A2.7)

Walbwiderstand I, (Rechteck-Querschnitt):
Mit Kenntnis der Wolbfunktion w(z) (Gl. A2.6) 148t sich jetzt mit Gleichung (4.17) der
Wélbwiderstand bestimmen.

Man erhilt:
1 17 1
= R 2 _ 2
I, bh [12 + 140as SaSJ (A2.8)
. 5
bzw. mit dem Schubkorrekturfaktor a5 = 5
bh3
= — 2.9
o = Y008 (AZ.9)
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A2.2  T-Profil

Schubspannungen T

T, (X, 81) = Txy(X, S1) .

Y
IY

(A2.10)

T, (X, 82) = TerX,82) = T(X)

_ Qz(x)%[zeb_tfl + 2es; — S%:I - 2(1)09—2-@ (A?.All)

Iy tst As

bzw.

T, (%, 81) = —Qis(i)—%iesl (A2.12)

To(X, 82) = %ﬁ{%—s Iiebz—: + esp — %s%] - 261)(]} (A2.13)
Schubverzerrungen v;:

7{1).()(’ Si) = Twi((x; Si)

- _ Q%) _ ﬁ
Yo (X, 81) = GA, [ L esl} (A2.14)

Nt N et
= -7®)  Fils)

Yoo(X, 82) = ~—%)—{2w0—-As—[ebt—H + esy - %s%:l} (A2.15)

GA, Iy tst
Nt
= ¢ : 72(s2)
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Verwdlbungen:

wi(s) = f?i(si)dsi + i(l)()

8

.
w1(s) = f {—%esi} dsy + lwg
y

s1=0
= —ﬁ}—esz-k Loy (A2.16)
I, 2
$2
wy(sy) = f a)g—ﬁ eb——+esz——1—(sz)2 ds; + 3wy
Iy tSt 2
$=0
Asl 5 As1 2 A 2 3
=2ogd_ S_egd .k b—~ + +
Iy 6 $ 2 €85 Iy <] Sy WSy wo
(A2.17)

Bestimmung der Konstanten |

Die drei Integrationskonstanten erhélt man aus den Gleichgewichtsbedingungen (fiir die
Eigenspannung) ZN =0 und ZM = 0 sowie der Kontinuitdtsbedingung, daf in

den Ber{ihrungspunkten des Steges mit dem Flansch die Verwdlbung den gleichen Wert
haben muB.

b

3 h

2 jwl(sl)tndsl + [wz(SZ)tstdSZ = 0 (A2.18)
D D
3 h

2 l hoi(s)tpds; + f (h-sDwxs)tsds; = 0 (A2.19)
D D
w,<51 = %) 4 wyfs; = 0) (A2.20)

Wolbfunktionen
Mit den Gleichungen (A2.16) bis (A2.20) lassen sich die Walbfunktionen bestimmen.

201



hts, ~ 2 eh’ts + Fyeb’tm + - eb’ht
w1(51)=—?5 es? + A560 St 3t 12 LT 3 (A2.21)

y 2 Iy 2btg + =5 5 htst
Al Al , A - 25 hts, — £ bh’te + %ehzts‘ Zebhtp + el -
I, 2btg + = htsl

82

Aq % h4t5t - 71;4- eh3ts¢ - % ebst]:‘]
Iy 2btgr + hig

(A2.22)

Sie sind erwartungsgemdl im Flansch quadratisch und im Steg kubisch
(Bild 7.3 bzw. 7.4)

Wolbwiderstand I, (T-Profil):

Der Wolbwiderstand setzt sich beim T-Profil additiv aus den Einzelwiderstinden zusam-

men.
I, = IwF, + stl
3 h
=2 [ w%(sl)tm(sl)dsl + J w¥s)tsi(sp)dsz (A2.23)
s, =0 =
wobei:

b b3 b
Iy = 2tﬂ[1—66&2 —1‘2‘-36 + E—Czjl

h’ , hf h* h? 2
log = tsi) =d ———ad + ——(a + 2df) + 7(dg-at) + -3—(f2—2ag) + hfg + hg

mit:

4= ﬁi c= AS % 4tst——2%eh3t5t + -1-1-2-€b3t}:'| + TlﬁebzhtsI
I, 2 I, 2btp + -é—htst

g A1 ‘o A, —%h3t5t—%bh2tn + +eh’ts; + Jebhtp + 4 e—tm
Iy 6 I, 2btg + %htst

AS h4tSt ehstS( eb3tF1
Iy 2bt[:] +3 htst
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A2.3  I-Profil

Schubspannungen 7.

To(X 51) = T1(X,81)

Toy (X, 82) =

Tw,(X, 83) =

QM h
I, 2

2%, 82) - T(x)

Qz(x)l[hbiﬂ +hs - s%] - 19y 2D
Iy 2 tSt

73(X, 83)

=_QKh

bzw.

hubverzerrungen vy;:

V(o,(xw 8i) =

y(xll(x' Sl) =-

I, 2°

Q) | Ash
A |27
To(X. 1)
G
Q)] Ash
GA, | 1,2

\ﬁ/_./
=YX Fils)

s(x) * Pi(s1)
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As

(A2.24)

(A2.25)

(A2.26)

(A2.27)

(A2.28)

(A2.29)

(A2.30)



GA;

\_v_/
= $(x) : 72(s2)

= 8

et e —
Ps(x) * 7a(s3)

YoolX, $2) = -~ 7(X){ g——?‘—’s%[hbm + hs; - 92]} (A2.31)

(A2.32)

&
[——

Verwdélbungen:

wi(s) = J?i(si)dsi + ia)()

s

8y
o1(s) = f{—éﬁ%sl} dsi + Zwy
I
=0

8y =

h
- _ﬁzs% + 20, (A2.33)

52
1 t £ * *
wxsy) = J {1(00_%5[111)-{5 + hsy - (52)2]} ds; + 3w0
y
0

1 [35) h, 1
= hp-2L 22 .
2|:th sz+2sz 352:|+ wy  (A2.34)

83
h .
w3(s3) = {%553} ds; + 4(00
53=0 y
h
= ﬁ—-s% + 4ay (A2.33)
I, 4

Wélbfunktionen ;:

Die Konstanten 'wg lassen sich iiber die Gleichgewichtsbedingungen fiir die Eigenspan-

nungen ZN = ( und ZM = ( sowie Uber die Kontinuitdtsbedingung, daf} in den
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Beriihrungspunkten des Steges mit den Flanschen die Verwdibung den gleichen Wert
haben muf, bestimmen. Man erhilt:

g = Al 203 + Zhitrid, + 320%b%hts + 20h%3tg 2,
I 2| 20 + 21h%btptd, + 64hbothts, + 6063,
74hb3) + 9hbéthits, + 60hbU/ts, + 10654 (A2.36)
2b°¢, + 21h?btstd, + 64hb2i ts, + 606, ‘
20)0 = - 4a)()
_ A 1] -5phf -5 hbtatd, + 2h - Lnt2d,
Iy 2| 2%, + 21h%btptd, + 64hb2ts, + 60bt,
S0t + Zhibidts, + Shbt (A2.37)
2%, + 21h%btptd, + 64hbltits + 60636, '
iy = Al -y h®6, -3 bSbtgtd, - L h'bd g,
0 Iy 2 | 2b%, + 21h?btptd, + 64hbidts, + 60b°6),
- Bbtgtd, - % h2bhts, - Shbtd, (A2.38)
203, + 21h%btatd, + 64hbA2its, + 60b3, '

Damit sind die Wolbfunktionen ; bekannt.

Wolbwiderstand I, (I-Profil):

Der Wolbwiderstand setzt sich beim I-Profil additiv aus den Einzelwiderstinden der
Teilquerschnitte zusammen.

I, = ]mm + [ms[

h

w¥(s2)tsi(s2)dsz (A2.39)

h
=4 [ wi(s)tr(s1)ds; +

s, =0 s3=10
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A2.4 Hohlkasten—Querschnitt

Schubspannungen 7,
Tw(%, 81) = 71(X, 81)
_OMh
I, 4

Toy(X, 52) = To(X,82) - Ti(%)

= Q) 1| hbtp 2| 1, Q%)
1, 4[2ts:+h52_52 - ‘ay

T (X, 83) = T3(X,53)

_Q®h
I, 4°

bzw.

a0 = %\g[ﬁm}
y

_ Qux) | A; 1] hb tg 2 1
Teo{X, $2) A, {Iy 7 [ 7 1o + hsy - 55| - layg

Toy(%,83) = Q%) {_és_hs3}

Schubverzerrungen vy;:

ywi(x, Si) = _Z_‘ﬁ(Gx’_Sl)

\.__V_./ \_—.\/_..._/
= -y ° 7s1)

Ps(x) + 71(s1)
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(A2.41)

(A2.42)

(A2.43)

(A2.44)

(A2.45)

(A2.46)



Yar(X.82) = —9@{1@) 1 [hb L s%]} (A2.47)

GA, 4] 2 ty
H/_._/
= ¢ : 72(s2)
Vios(X, 83) = —%—’S—Z {;—A:%%} (A2.48)

= ¢(x) - 73(sd)

Verwdlbungen:

oi(s) = J'yi(si)dsi + layg
8
S1 h
= _Ash
wi(s) = J { L Y ] dsi + Zwg

[
|
|
Lo
+
N
S
S

(A2.49)

Sz
o Asilmbm |l e
w(s2) J{wo L2 [ 71 T (Sz) 53 + “wg
0

It
-
g
S
D
I
I

I:_}_’P,_EELSZ + —}ls%——;-s%] +3wg  (A2.50)
t

S3
h * *
w3(s3) j {ﬁz s3 ¢ ds3 + 4w
% + 4wy (A2.51)

Wolbfunktionen w;:
Die Konstanten 'wy lassen sich iiber die Gleichgewichtsbedingungen fiir die Eigenspan-

nungen » N =0 und » M =0 sowie iber die Kontinuitatsbedingung, daB in den
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Beriihrungspunkten der Stege mit den Flanschen die Verwélbung den gleichen Wert
haben mul}, bestimmen. Man erhilt:

e - Al Tt + Zhibtad, + 16h%%Ets, + 2020302,
0 Iy 4] 40, + 21h%tped, + 32hb2tEte, + 1500,
T’ + hvdthty + Lhb'th/ts + $b°5, (A252)
4h*, + 21h%btgtd, + 32hb%ts, + 15678, '
g = -t
_ Ac1| ~fht - S hbtntd - L hbPe, + LA,
Iy 4| 4b + 21h%tad + 32hb22ts, + 15b,
03w, + ZhPbiht, + Shbie, (A2.53
4h’td, + 21h%tgtd, + 32hb2ts, + 15636, '
3, o Al -5 h%t3, - 35 bbtmtd, - & hb2td e .
0 Iy 4] 4%, + 21hbtrtd, + 32hb2Rts, + 1567,
- 1¥b3tptd — 2 h2b*tdts, - 5 hb
CL s (A2.54)

4, + 21h%bttd, + 32hb2ts + 1568,

Damit sind die Wdlbfunktionen w; bekannt.

Wélbwiderstand 1,, (Hohlkasten-Querschnitt):

Der Wolbwiderstand setzt sich beim Hohlkasten-Querschnitt additiv aus den Einzel-
widerstdnden der Teilquerschnitte zusammen.

Iy = ImF, + Ia)s,

=4 w3(s2)tsi(s2)ds (A2.55)

0

o s)tr(s)ds; + 2

——e
I S—

s =0 S5
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A2.5  Kreisring—-Querschnitt

Schubspannungen 1,,:

Tu(X.8) = 72(x8) - T(X)

= QZ(X) sina . 1w0 QZ(X)

Ag

- Qu(x)
Aq

{10)0 -2agsin a}

Schubverzerrungen y,:

Volks) = z_<c’;_~°>>
- Q.(x)
GA
\_V_./\_ﬁ/___./
= -fx - #a)

(x) - Ha)

{10)() - 2agsin a}

Walbfunktion w:

(s) j P(s)ds

rda

i

bzw. mit : ds
¥

I Ha)rda

w(a)

[lwoa + 2ascosa ~ ZaS]r + 2wy

(A2.56)

(A2.57)

Bestimmung der Konstanten iy (iber die Gleichgewichtsbedingungen fiir die Eigen-

spannungen > N =0 und » M =0 liefert:

T
wla) = I:as—g(a—i) +2a5cosa]r
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1
bzw. mit dem Schubkorrekturfaktor a5 = 3 (Gl. A1.22)
w(a) = l:i[—(a—g-) + cosa:,r (A2.59)

Wolbwiderstand I, (Kreisring—Querschnitt):

I, =2 f wX(s)t(s)ds

So

bzw. mit : ds = rda

I, = 2 f w¥(a)t(a)rda
0

-
I, = ta? i+ 47:—8]

24
-
= P2l T_ L F_
td°ag 192+2 1 (A2.60)

1
bzw. mit dem Schubkorrekturfaktor a5 = 7

I, = r£+n—2]

(A2.61)
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A3 Schublésungen einiger Grundlastfille

Entsprechend dem in Abschnitt 4.1.2.4 beschriebenen Vorgehen lassen sich Schub-
I6sungen beliebiger Grundlastfille ermitteln. Im folgenden wird eine Zusammenstellung
solcher Schubldsungen fiir die wichtigsten Grundlastfille gegeben.

A3.1  Kragtriger
A3.1.1 Kragtriger unter Einzellast, Volleinspannung

2 R
2'.__.__._. ,,,,,,, D_._._.>x
4

A

Mit den Randbedingungen: ws(0) =0
w(0) = 0
My)=0 — o)=0 =  w(@® =0

1

- ELws (1) + GAw(1) = P,

ergibt sich ein Gleichungssystem fiir die Integrationskonstanten C; bis C,.

Man erhélt die folgende Schublidsung:

- Verschiebung wy(x) :

i
b

_Px - sinh(41) - sinh(Ax")
W) Tl T cosh(dl)

/

- Neigung  we(x) : 1 o X
e P, 1_cosh(/lx') Q
w0 = G o .
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- Krimmung  wq'(x) :

P, sinh(ix)
El,A cosh(dl)

ws (x) =

- Kriimmungsableitung  w,"(x) :

v P, cosh(ix)
w00 = -5 cosh(al)

- Wolbmoment M, (x) :

Mu(X) = Elykopfx) = - Elyws (X) = -

- Querkraft  Qux) = QFx) + QS(x)

}i-—

V'

M

X X

M
Bysinh(l) A= —
A cosh(Al)

o2 ; ®

QZ

h cosh(Al)

FX) = GAY(X) = GAw(x) = 132(1 E?ﬂ’b‘_))

Q%)

li

Mu(x) = -El,w'x)= P, .

cosh(4x)
cosh(Al)
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A3.1.2 Kragtriger unter Einzellast, "wélbfreie” Einspannung

&
@_,,___.__A__._._._, D_._.,x

¥
H

Mit den Randbedingungen: we(0) = 0
My0)=0 - w(0) = 0
My)=0 — ws(l) =0

"

- Elyw; (1) + GAwy(l)= P,

ergibt sich ein Gleichungssystem fiir die Integrationskonstanten C, bis C4 mit

C1=C3=C4=0 und C2=

Man erhilt die folgen hubld

- Verschiebung ws(x) :

- Neigung wg(x) :

et X
, P,
wy(x) = G/;s =y ®
~ Krimmung  w(x) :
=0 ——tm X

[en]

- Krimmungsableitung ws (x):

213



damit auch:

- Wolbmoment Mg(x) :

|

D

- sekundire Querkraft QS(x) :

Die gesamte Querkraft wird entsprechend der Timoshenko-Theorie abgetragen. Der
Wdlbanteil ist identisch null, weil die Verwdlbung an keiner Stelle behindert wird. Dies
entspricht genau der Timoshenko-Annahme.

Dieses Ergebnis kann aus Beispiel A.3.1.1 auch durch einen Grenziibergang mit @ ~— 0

d.h. El,—=0 bzw. A— » erhalten werden.
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A3.1.3 Kragtriger unter Gleichlast, Volleinspannung

)
T O T T
e+ e ¢+ e+ e+ e JPUNE A o — e
; L )
1 —
|
P
Man erhilt die folgende Schubldsung:
- Verschiebung wy(x) :
.- X

(1 + Alsinh Al){coshAx - 1)

5, ®) 1 )
wy(x) = -—&[(lx——z—)—ﬁ(ﬂsxnhlx—

- Neigung w(x) :

cosh Al

. p. | 1
(x) = - haix +
wi(x) GA. [x + 7 (llcos Ax
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(1 + AlsinhAl)sinh Ax
cosh il
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- Krimmung  w;(x) :
0
eerp——|

Rk

Pr |1 4 2isinhix— (1 + Alsinh A1) cosh Ax
cosh Al

w;'(x) = GAL

- Kriimmungsableitung  w; (x) :

k
X’

.. ot ]
I (1 + Alsinh Al)sinh Ax
ws (X) LA [ll cosh Ax coshl

- Wolbmoment M(x) :
M
e X

)4 PEY sinhlx—(l + Alsinh Al) cosh Ax .
cosh il

My(x)= Elku(x) = "EIwW;I(X) = 2

Qx) = Qi + Q¥(x:

X X’
| 3
S @ Oz
GZ

Ix - 2l coshx + (1 + Alsinh Al)sinh Ax
cosh 4l

- Querkraft

Qf(x) = GAY®) = GAw() = %

1 + Al'sinh Al)sinh Ax]

M[‘,(x) - EIwW;”(X) = % (.ll cosh Ax - ( T

1l

Q%)
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A3.2  Biegetriiger
A3.2.1 Biegetriiger unter Einzellast, beidseitig gelenkig (nicht wilbbehindert)

gelagert
B
A—* ----- j —-————-gv———————)(

a "] b g

4 X 7

L L .

1 i

12

Man erhdlt die folgende Schublosung;
Bereich 0<x <b

Bereich 0 = x=sa

- Verschiebung w(x) :

i—x—-—

a_ 1 sinhasinhix

P, x [b 1 sinhAbsinhix _P.x[a
%M = Ga\T &~ smndi

1 2  sinhAl

- Neigung  wq(x) :

P- 5]

[« V=
, _ P, b _ sinh Ab cosh Ax , - P, _a sinh Aa cosh Ax’
W) = Ea T sinh A1 w0 = Gl 7T sinh A1
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- Kriimmung  w; (x) :

o -4
w « _ P, sinhibsinhix . _ P, sinhjasinhix
W& = “ELZT smbal %) = "Bl sinbal

- Krimmungsableitung w; (x) :

P, sinhAbcosh Ax

" P—J—" o == + e
Ws 0= "B sinhal ws (x) El, sinhAl
- Wiélbmoment My(x) :
X x'
N
_ B, sinhAbsinh ix ‘ _ B, sinhasinh ix’
Mo = b Al Mo®) = " gnnal
- Querkraft  Q,(x) = QX(x) + Q3(x):
X
o ) ;ﬁ
el o J X
_——2)
4
Q;
- [ b sinhAbcoshix . a  sinhlacoshAx
Py =P, | —— ——"——™ Pxy=P, | -— + 22200
Qz(%) (1 sinh 1 ) Q:(x) = P ( i sinh A1
sn _ p Sinhib coshix S = _p, Sinhdacoshix
Qi) = P o L T
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A3.2.2 Biegetriiger unter Gleichlast, beidseitig gelenkig (nicht wdélbbehindert)

- gelagert

T T

éﬁ‘_._._.__,__._._é.___...x

L ¥y

A

——
N

Man erhilt die folgende Schubldsung:

- Verschiebung ‘wy(x) :

w(x) = Pz (XX 1 + 1 sinh Ax + sinh Ax

GA\2 2 2 sinh Al

~ Neigung  wy(x) :

wi(x) =

Pz ( 1 + 1 cosh Ax - coshAx’ )

Ga N2 T T siohal

- Kriimmung  w; (x) :

w(x) =

p. { sinhAx + sinh /1x"_ ]
GA; sinh Al

- Kriimmungsableitung w; (x) :

wy (%) =

p. [ coshix-coshix
El A sinh Al

219

IX

Ix




- Wilbmoment My(x) :

My(x) = Eluku(x) = — El,ws (x)

_ Buf  sinhix + sinh Ax’
e sinh Al

- Querkraft Q%) = QX(x) + Q(x):

it

Qf(0) = GAY(®) = GAw(x) = p(

e

Q¥(x) = My(x) -El,w; ()= - p,

I

1 1 cosh Ax ~ cosh Ax’

—Xt -

2 A sinh Al

1 cosh Ax - cosh Ax’
y sinh Al
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A3.2.3 Biegetriger unter sinusformiger Belastung, beidseitig gelenkig gelagert

Man erhilt die folgen chublgs

- Verschiebung  w(x) :

Do 14 Sm(n;rt )
W0 = B, P + D)

- Neigung  we(x) :

Po B nm
wi(x) = El, nu(nn? + A4?) COS( )
- Kriimmung  w; (x) :
wy(x) = —%(T—lj_—msm(nn x)
- Kriimmungsableitung w; (x) :

o PO nl cos(nn )
W (0= " E T + 2D
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~ Wolbmoment M(x) : X

12

i . (nw
Mol = = Bl = 235 zsin ) =

- Querkraft Qux)

@ N

, | 222 ns
GAws(x) = i(z)t n’n? + A2 cos( 1 x)

P Sty) - X
Q:(x») + Q2(%): - /E\ "
Q

QI(x) = GAY(x)

!
}

. pol 22
Q¥ = My(x) = — El,w, (x)= nmcos( ln )

Da auf diesen Belastungsfall in den Abschnitten 6 und 7 mehrfach zurlickgegriffen wird,
werden fiir ihn auch die Lésungsgleichungen nach der elementaren Balkentheorie ange-
geben.

Ldsung nach der elementaren Balkentheorie:

- Verschiebung w(x) = wp(x) + wy(x) :
Po ¥ /nxm _ Po 12 . /azx
wp(x) = —EI—;Wsm(Tx) we(x) = -(—}—AS—Wsm TX

- Neigung  w'(x) = wy(x) + wi(x) :

- Krimmung w'(%) = wy(x) + w; (%) :

" 12 . " . {nm
wp(x) = —% 3 51n<£]7-z—x) ws (x) = - Po sm(——l-—-x)

- Biegemoment My(x) :

My(x) = - EIywb(x)

an Sll’l(nn )

- Querkraft Qu(x):

Q%) = GAW(x) = —cos( "1” )
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A3.2.4 Biegetriiger unter Einzellast, beidseitig eingespannt (wélbbehindert)

&
A ) WU S
L a b,

; : —~
I L

Je— b
: -

Man erhalt die folgende Schublésung:

Bereich 0 s x<a Bereich 0<x <b

- Verschiebung wg(x) :
L. X

AN

P, [(,lb + Co)x + Cix _(sinhab + Cy)sinhAx + C,sinh /lx:l

%M = Ga, al Zsinh 21

_ B, | Cx+ (da + Cx _ GCpsinh Ax + (sinh Aa + Cy)sinh Ax
W = Ga; il Asinh i

- Neigung wy(x):

0 = P, | b+ C2-C, (sinhib + Cy)coshAx- C;coshix
W00 =G A ‘ sinh Al

.o P | CG-da-C _ Cacosh Ax - (sinh Aa + Cy)cosh Ax
WX = Ga, 2 sinh A1
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- Krimmung  w; (x) :

__P, (sinhAb + Cy)sinhAx + C;sinhix’
EILA sinh Al

w;'(x) =

__P, CpsinhJx + (sinhda + C))sinhix’
El, A sinh Al

w;’(x) =

- Kriimmungsableitung  w, (x) :

N P, (sinhib + C;)coshix - C; cosh Ax’
W (0= ", sinh Al

e P, Cycoshix - (sinhia + C;)coshAx
W (9 EI, sinh A1

- Wolbmoment My(x) :

DN 3]
e ® =X

P, (sinhib + Cy)sinhAx + C;sinh Ax’

Ma(¥)= 7 sinbl

P, Cysinhix + (sinha + Cy)sinh Ax
i sinh Al

My(x) =
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- Querkraft  Qux) = QFx) + Q¥x):

i

[»]
N T N

P .| Ab + C,~C;  (sinhAb + Cy)coshAx - Cicosh Ax’
Q; (X) =P, - T
Al sinh Al

.| C;-4a-C; CycoshAx—(sinhia + Cj)cosh X’
Pl — 2 1 G 1
%09 Pz[ i sinh ] ]

Sy = P (sinh Ab + C3) cosh Ax - C; cosh x
Qi) =Pz sinh Al

. CycoshAx—(sinhAa + Cy)coshix
S =
Qx) =P sinh Al

mit den Konstanten:

sinh ia+sinhib ﬂ_.&iﬂb_&m)l_ Ll
e T ( T andl )7 tanhd

C 1
12 2tanh/l% l—%tanhl%
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A3.2.5 Biegetriger unter Gleichlast, beidseitig eingespannt (wolbbehindert)

-’r

Man erhalt die folgende Schublésung:

- Verschiebung  wy(x) :

I-L- i |

wy(x) =

B2 lx ~xjﬂﬁ_C__i 1-C sinhAx + sinhAx’
G 27 2 1@ 2 22 sinh Al

- Neigung  wq(x) :

RN
e

p. |1 c 4 1=C cosh Ax - cosh x’
2 A sinh Al

. P sinh Ax + sinh Ax
wi(x) = —G/Ixs[l"(l‘c) sinh Al
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- Kriimmungsableitung w; (x) :

@®

X

.

wy (x)= -

Pr | 1 Coshix-cosh x
El A [ (-6 sinh Al

- Wolbmoment My(x) :

e
2N

}—2(—-—\@/

b

sinh Al

Mo(x)= EloKo(x) = - Elw; (x) = %[1 -(1-0) Mﬁ’_&nhlx ]

- Querkraft  Q4x) = QE(x) + Q¥(x):

: M
Qs ©
—?L‘

z

1-C coshAx- coshix

A sinh Al

QP
Px) = GAY(X) = GAw(x)= ﬁ,[%»)u»
Q}®) = Muy(x) = -Elows (0= -—pz[ >

mit der Konstanten:

A

c =1- :
tanh}.7

227

.| 1-C coshAx-coshix
sinh Al

],



A4 Steifigkeitsmatrizen

In diesem Abschnitt werden die Herleitung der Steifigkeitsmatrizen und deren resul-
tierenden Terme angegeben, soweit dies nicht bereits in den vorangegangenen Ab-
schnitten 4, 8 und 9 erfolgte.

A4.1  Lineare Steifigkeitsmatrix

Aus der exakten Losung der homogenen Differentialgleichung fiir die Schub-
verschiebungen wy

wyg = C;+ Cz%x + C; cosh(%x) + C4sinh(%x)

bzw.

I

Wy Ci + CAx + Caex + Cysy (A4.1)

folgt fiir die Stabendverschiebungsgréfien

Wsi 1 0 1 0 Cy
&si 0 -2 0 -2 Cz
Wik B 1 Al ¢ S Cs (A4.2)
Psk 0 -4 -1s -Acj | Cs
u; = A C

Die Inversion ergibt:

G Al-c+As) s-Ac M1-¢) M-s Wsi
C, 1 1 - As -(1-¢) s -(1-0) || ¢
| A2AT-o)+ As A1-¢) Ae-s  —Ml-c) -@l-9)|| wy
Cy s ~(1-¢)-As ~As 1-¢ Dk
C = Al ug

Mit den Konstanten C; k6nnen die Randschnittgréen bestimmt werden:
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El,wsi — GAswg;

El,wyi
- Elww;i(' + GAWg

- EIwW;i(

ks ug
ks = BA'!

0 -2 0 0

0 0 1 0

0 A 0 0

0 0 -c -s
B

(A4.3)

Damit ergibt sich die exakte Steifigkeitsmatrix fiir den Schub (siehe Abschnitt 4.1.2.5).

Ad.2

Geometrische Steifigkeitsmatrix

Die Ldsung setzt sich auch hier additiv aus dem Biege~ und Schubanteil zusammen
w = wp + Wws. Das Vorgehen entspricht dem linearen Fall (Abschnitt A4.1).

Man erhélt die folgenden Terme der geometrischen Steifigkeitsmatrix
(sieche Gl. 8.41 bis 8.44):

LI

x‘
ac
it

z—
o=
I

1
kgzs= kg32= x S'l'(’)'
k ke, =F S—l—
824 8a2 30
6
kg33 + S-SI
_ 1
kgu" kgas * Sl_O
21
kg, = + S—
844 15
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S 1
kg, = — —
& 2(0-c) + As ’1{5 241~ 0)1313 /1212}

S

s 1
o= 30 g s |49+ 120 C)W /u}

S
ky.= ky = — 2 2}
s e 50 Ryspray }L{ S+ 24(1-¢)—== 1313 + 125 —— 1212}

S

k = k R e e
TR (-0 + Als

S

~ S 1 .1

K, = 2 e 8(1 - )y - S5
& 2(1-0) + As I{C 51-97p 5511}
= ky:-————

& 827 2(1~¢) + s {

(1-c)-12(1~ c)/1212 %}

s
ko, = ko = o ~f—-§— -
BT YT 300 ¥ Als 1{ ! S “l- C)W}
K = 5 dsiaa-9-l_12
& 21-0) + Als (1-9%p /1313 51212

= :————~S—__—.- 1
kau= ko= SO TR {(1 9-120- 0)1212 11}

S 1
kg, = —_
g - +as e C)W /uJ
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[2(1- c) + Als}

— k —
B (1 - c)+/us

= k
BT - c)+/us2

= k= ST T AP [2(1- c)+/1]s]

S

[2(1-c) + AsP

S

. k i
= [2(1~¢) + AisP

S

= Ko™ [2(1 - c)+/us]2

[2(1- c) 2(1-¢) + AP

k
g™ [2(1- c)+,us

[2(1- c) + Als]

1

|
|
;
|
{
\
A
{
2l
{

e M A+ c- D+3s(1 - c)}
2(1-¢) + = /11(1 c)(s+/ll)}
A - A%+ c-1) - 3s(1 - c)}
2(1-c)? + —Al(l-c)(s+/u)}

(1 +c- 202)—-—s(1 c) + /u(sc+2s ,11)}

2(1- c)z——;—ll(l —o)(s + /11)}

1 1
3(1-c) + Es(l -¢) + Ell(llc~3s)}

A A+ c-1)+3s(1 - c)}

2(1-c)? -%/11(1 ~-c)s + M)}

= (1 +c- 2c2)——s(1 o)+ Al(sc+25 /11)}
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A4.3 Konsistente Massenmatrix

Die Losung setzt sich wieder additiv aus dem Biege- und Schubanteil zusammen
w = wy, + w;. Das Vorgehen entspricht dem linearen Fall (Abschnitt A4.1).

Man erhilt die folgenden Terme der konsistenten Massenmatrix (siehe Gl. 9.16 bis 9.19):

mi:

my, = m(l%Al + 504 ) my =my = m(- 13A2 + 421I,)
mp =my = 7156(_ 22A1% - 421,) my = My = 4—2—0—(— 3AB - 141,))
my =my = m(54A1 504—) m33 = z%(lsem + 504%)
mie = my = —o—(13AB - 421,) My = M = -2 (22A1 + 421)

420 420

ma = m(4Al3 + 5611) Mas = —£_(4AP + 561,))
ﬂ:

my = §(1~i)+,us =8+ 12557 + 24 (1-0) + 2 (1-c + 17—0115)}

- 128 —

ST /1313 /1414

3
= ————————2(1 T T s (d-¢+ = (l—c + —lﬁlls)}

1 1

oA = (1-c¢)- 65—

1
T2(1-¢) + Als 4

oA 1]1 7
0  ilg_ g6 1-¢) + + (38— Al =1
M2 = 5070 + Als z[/u( 9- 51212 /1313( ° (s 10" 10 c)}

{ 1212

1 1 7 3
W(l —C) —E(S—'l"dﬂ —EMC)}
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mp =

my =

mp3 =

Myq =

myp =

ma3 =

mzq =

myy =

Mgy =

my3 =

T 2(i-¢) +As A

oA 1] 1 1 1 3
—_— (1~ P - Pp— - il
20-0) + Als /1{ a1-9- 68/1212 2ppd-o-p Al °+5MS)}
oA ] 1 o+ S+ 8550 ( /u 3 210)
21-0) + Als 4 /121-’— /1313 T

oA 11 1 1 1 2

¢ Lo + 6502 + 12ar(1=C)-—A(1 - + =
2(1-0) + Als [/u( 0+ b g + 1255z (1-0) - M -c + 5’“5)}

oA 211 1 1 1 3 2
PR ORI — A G + 4__ 1_ 4o = 1__.
- s { s Tp(1-9 +56-5A-3 llc)}

oA

oA 1
! ,1313

oAl sl o Lo+ st —a
2(1-0) + s {SM s qp-9 +51-c 10As)]

(1-0)+ 55~ /u_%/uc)}

3({%?7{121{ ,:1+125 ,13113 /1414(1 o+ (1 C+—0-Ms)}
2(1—%):115%{ ilT(l °)+651212 /1313(1 - (BS—%M-%MC)}
2(1-i;\+ ,115711“[ ilT(l 0= 65,1%12 ,1313(1 c) + 2/11(1_c+_§.115)}
2(1-%: Al ;{Elf”izlﬁ ms“ —o+ 2(5%11%11@}
Ty %[%(1 ~0)+ by + 1233(1-0) + A -c + %Als)}
’(1ﬂgc;x+ Al ;{ °111+551"2117 873117(1*)‘712‘(5-%11-%11@}
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m

1 1
! - S5 2L 9212
T [2(1- c)+/us2 {(1 )3 + Als~5s=) + ¥ A 1)}

111 1 ;
T34 = A1 - - 222 L3yl
e [2(1—c) [2(1-0) + AisP /12{2/“(1 O)(Ts = &) + 2026 - 2Ps( + C)}
s = [2(1- c) + /'Usz 1 {(1 o)1 + s + 55—) + 52( 212 + 3)}
1 5 1 . .
—{ == As(1~c)-4(1 - ¢ + —AUH1 + c~2c%) + =1 + =
e 2 =¢) + asP c) + Asf 2{ 3 sl ©)-4(1-¢)" + ZA1(1 + ¢~ 2c) 3 1S 2)}
1
e {2(1~c) +,1ls2 717{3 s(1- C)#'3(1 +of o ,11(/11 3cs) - les)}
1]5 1 1 .
Mk —C) + M1 =P —=A2%(1 + c-2¢%) —=33s(1 + —
my3 = 20- c)+ll 212{2/115(1 ) +4(1-c¢) F AT + c-2¢%) 3Ms( 2)}
my = L (1 c)(5—35_1—) +llls(2c+7)—l/1212(1 + e+ )28
[2(1- c)+/usz 2 A2 6
e [2(1-c)+/us2 l{(l )3 + Hs=Ss7p) + s P~ 1)}
1 l 20212 4 2233 1
m3g = (1 - c) +llsz /12{ 5 A1 - c)(7s - Al) - 25“A°1 /lls(2 + ¢)
4T R o) + AP c) +is] LZ{35i(1 Q-3+ +% M(/ll 3cs) - uls}
M1 = M2 m3; = mi3 M4; = Mg
M3z = my3 Mg = Mos Mas = ma

234



Analogie:  Torsions-Schub  <-—>

1 Reine Torsion (St. Venant)

Querkraft-Schub (2D)

Reine Querkraft (Timoshenko)

, 0« 2
? .............. s § cnion e i X _._..__.._.__.____.__‘1_,’)(
e //l A
7 ]
5 |
B I
%
N
?‘\ % .\.
AN N
AR N N
wolbfreie Verdrehung wolbfreie Verbiegung
keine Wdlblangsspannungen
My + My = STATIK Q,+p, =0
My = -GLIx = Glyx WERKSTOFF Q, = GAyy
Ty = —¢ Ve = gy GEOMETRIE Yy =W
DGL.
i .
(Ghgn) = - i | (GAm) = -5,
' |
far: Gl = konst. : flir: GA; = konst.
|
oo My , _ z Pz
o T Gl, wolbfreier Querschnitt s = “GA
\ My nicht wolbfreier Querschnitt - &
w wy =
P Gl : GAs
1
¢« ... Verdrehung st ... Querverschiebung
. : Verdrehung b, . Querverschiebung
= e I wg ... Neigung = ————————
¢ ... Verwindung Lingeneinheit {WS c1ung Lingeneinheit
¢« ... Torsions - "'Krimmung" =ws ... Querkraft — Krimmung
!
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dx
& GI[ ] GI, e

I E
* +

|
|
|
|
|
i

M, ridx 1o alla -j;s,dx 10| c
| x
|
|

fiir: GI, = konst. } fiir: GAs = konst.
|
I
X2 X | X X
1ICy | —_—
P 26L | | 6K ™ GA | |oAa M| ©
= - My ! =- Pz +

M, X 1 01l G : Q. X 1 0l C
|
|

potentielle Energie
1 { , 1 1
1 . . 1 ,
M) = f Gly(- gy - j - [N | | TIows) = J GA(-widx- f Bowidx- [ Q]!
0 0 | 0 0
/

1/
Prinzip der virtuellen Arbeit (Verschiebungen)

i 1 1

1 |
f (- 3x)GT(- gu)aix = Jé(pxrnxdx + [o0]] | f (- aw))GA(-w)ax = f owp.dx + [ow@Q,)|
0 0 i

|

0 0

Matrizen und Vektoren

@ Glx = konst. @ @ GA = konst. ®
Mxi ,(pxi Mxkl“pxk
| Gzi wsi ¥ 1 V3 0Wsi
. *
Iz 12
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Schnittgréfen - und Verschiebungsvektor

|
) My | | | Qa Wi
5= |:Mxk:| v= I:¢xk:| ; $= I:sz] v= [Wsk]

I

Flexibilitdtsmatrix
| { 1
¢ f dx Gl = konst. 1 Le J dx GA; = konst. 1
—_— ] = Bt —
Gy GL | | GA;s GA,
0 | 0
Steifigkeitsmatrix
l
GL| 1-1 | GA;| 1-1
= | k= —=
k ] [—1 1] I 1 -1 1
Lastvektoren
|
2&-—-———% Gl = konst. i :: Wmm GA, = konst.
|
My= konst. . '1- | p, = konst. . "1'
0 Ml i 0. _bd
[emme] 8 2 |1] ! i s=-50
L . } ! L |
- | B
My o z .
I g Mybp ....j_—- 0= Pz
a b 1 _a_ i a b | _a—
Schnittkraft — und Verschiebungsverlaufe
!
wolbfreie : wolbfreie
Einspannung I Einspannung
|
!
' N 2
[ JEULC NV I I — ,l ? e—x
=
1
|

i — . —
N
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|
I’Qz - Verlauf :

M; = Verlauf : !

My(x) = 1\;[x ® Q%) = I32

!

Verdrehung : ; Verschiebung :
|
_ M, _ B
Px) = a1, © ® w(x) = %
[
Verwindung : : Neigung :
{
fon o Mg v B
Pu(x) = GI, ~T L ® j Wy(x) = GA, = Vxz
|
I
Verwélbung

ux.y,z,) = —¢§(X)6T(Y» 2) UxY,2,) = - wy(x)w(z)

|
|
Einheitsverwﬁlbung :
I

Schubspannungen in diinnwandigen (geschlossenen) Querschnitten
|

- M(x)S«(s) | _ Q8(s)
Txs(X. ) = Lt | Txs(X, ) 1, b
[
[
!
mit: Sy(s) = 2?‘“ Imit: Sy(s) = f s dA
deS |
s ,‘ A
!
4A% 1 [ 3 ,' f ,
ST A | A S
{ A
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AS.2 Wélbbehinderte Torsion

M, = M + M STATIK Q, = Qf + Qf
M = M, Q$=Mj,
M)I(J = Glx'yx Qz = GAs'}’y
WERKSTOFF
Mm‘= Ely K0, M“’>7: EI“’VIC“’Y
Ko, = — ¢)I(’ Ky, = = W;’
GEOMETRIE )
x = ¢x Yy = Ws
DGL.
|
(Elugy) - (CLay) = rin | (ELowi) - (GAN) = 5.
|
| -
fir El,, = konst. { fir:  El, = konst.
Gl, = konst. : GA; = konst.
. | N
o a)Z - MMy | WW._<£)ZWH = _EL
* (1 EL, | *\1) " El,
i
. |
mit: g=Al = 1 Gl | mitt g=A =1 .%
EL, | El,
|
¢x ... Verdrehung ; ws ... Querverschiebung
, . Verdrehung b Querverschiebung
d o T e ' .. Nei =T 8
P« Verwindung Langeneinheit : Wy Neigung Lingeneinbeit
¢ ... Torsions - "'Krimmung'’ l'wg ... Querkraft - Krimmung
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Lésung
. o1 - [ o ~
fiir zusétzlich: m, = konst. | fiir zusatzlich: p, = konst.

(q)x' 1 X o s TGl W, | fwe] T 1 X o s 1[C]

[

¥ Px 0 1 s Allcl| w W, 0 1 A A |{C,

|
|
!
i
|
|
|
!
™
|
|
|
|
|
|
|

M " ’
| (7] |0 o Peasdlofi-gr] ] [0 o Aeonsle
S S
e o 0 s Aad| -2 fwel 1o o A A C4J
Elo, 1 | 1 | AU L Ely L ] L JL
x? x*
7 Cx... cosh Ax B}
_ iy X Sx... sinh Ax _ PAZ X
Gl 1 : GA, 1
0 I 0
potentielle Energie
1 ! 1
1 N2 | 1
Mg 1) = 5 | OL- o) ax | Tiwe 1) = 5 | GA(-wi)’
0

1

0
% j ( w;')zdx

1 ~ 1
- J P wsdx - [szs - Ma),.ws] 0
0

0

I
- f g - [ Mg - Moy i
0

Prinzip der virtuellen Arbeit (Verschiebungen)
] 1 1 i

[(- s9t)n(- g [ (- okt - o j (- awi)oa(- wi)axe (- 0w L~ v ox

0 0

<

o
| | 1
= J St + (89, - SpM, | = I OB + [ 6w, - oML, ||
|
[} 0
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Matrizen und Vektoren

$® Elux konst. ®$

i
|
Myi Pxi Mucic ;Pxic I wyl kpsyk
| S % May
wai-ri w,k)rk I llazilws | Qo Wsk
® —t | k. V
d I - A
! | :
vz ! *z
Schnittgrofen - und Verschiebungsvektor
Oxi § Qy Wi
) ! ; .
§ = u= I } § = Mwy’ u = ¢Sl
Pxk | Qu Wk
1} l M“’yk o
Steifigkeitsmatrix
-exakt:
ki -k -k -k
k2 k3 ky ke
k = —
ko |k, ko ki ko
* ke ke k2 ks * ... GA,
mit: kg = 2(1~c) + Als
ki = 25
k2 =¢-1
1
ky = cl~—
3 C 1 S
1
k4 = IS—I
wobet:
... cosh Al
i = C...COSs i= GA,
s...sinh Al El,,
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~gendhert: k = kP + kS

(6 1 6 1,
5 10 5 10
N
k' = T 15 10 30
6 1
5 10
212
. Gl | symm. 5
[ 12-61 -12 -6l ]
- 42 61 212
K =
]3
12 6l
“* L El, [ symm. 412 |
|
|
!
2______2 Lastvektoren
-exakt:
My, = konst. [ 3 ]
[ =] "2
i
— 1 Al Al
—(1-Zcoth 2~
N ,12( 5 oot 2)
s’ = 1
= Gl _i 1_£ thﬂ
= —-_ELD‘ 12( 5 co 2)J
—-gendhert:
) -6
o s 2 |-6
5y R
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o¥(x.5)

mit: I,

T,}:S(X. s)

T??s(xv s)

it

> —,

Spannungen in diilnnwandigen (geschlossenen) Querschnitten

primdre Lingsspannungen

sekundire Lingsspannungen

M, (%)
L,

Wx(s)

x

w¥(s) dA

|

| k) = l;(i)s

| y
Ay =20

mit: I, = f o¥(s) dA
A

primédre Schubspannungen

_ MES(s)

I t

_ QWS

(X, 5) 5
y

Iy = j s’dA

[

!

]

s

|

|

i

|

I mit: Sy(s) = fs dA
| s
|

|

|

|

| A
|

t

sekundére Schubspannungen

_ MES(s)  MS(Su(s)

I t I, t

mit: S, (s) = wa(s) dA
A

_QRS(s)  Qi()Sw(s)
I, b L, b

w(xs) =

mit: S, (s) = Jwy(s) dA

|
|
|
I
|
|
|
|
|
|
i
|
| A
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Schnittkraft - und Verschiebungsverldufe

WA N
!
|
|
|
|
!
|
!
| D2
!

I
!
|
|
I
|
I
|
' |
I
|
I
!
il

My - Verlauf: Q, - Verlauf:
[i—- -—-)L‘i
®

®

M, = MP + M§ = M, 'Q, = QP+ Qf = B,
|
l

Verdrehung: { Verschiebung:
X X'
e i

®

|
I
M, sinh Al - sinh Ax | B, sinh Al - sinh Ax
= - = l —
) Eleﬁ( cosh /I ) W) = B, cosh Al
|
|
i
Verwindung: { Neigung:
!
L. <X
M
|
, M, cosh Ax’ b, P, cosh Ax
. ES 1- | = 1-
) EI,,,X,12< coshu) :WS(") EL, 2\ coshl
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Kriimmung (Wélbmoment)

K X,
V
|
oo M, sinhAx Py P, sinhix
o) = El,A coshil : ws(x) = EIwy/l cosh Al
!
}
Krimmungsableitung
(sekundédres Torsionsmoment) { (sekunddre Querkraft)
|
M
X x’
X Z
6, ()= M, coshAx P, coshix
()= ~ —z

El,_ coshll

|

| ws (X)=
| EIL,, coshAl
|
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