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Bezeichnungen

Basisvektoren auBerhalb der Mittelfliche
Basisvektoren der Mittelfl&che
Krimmungstensor der Mittelfliche
Schiftertensor

= - & 5 E =L, T
E//Z - 27 ‘_‘/(3 ’ 17 22

Tangenten- und Normalenvektor der Randkurve
der Mittelfldche ’

Komponenten der Verschiebungen der Mittel-
fléche

Verzerrungstensor

Tensorkomponenten der Verzerrungen
(Membranverzerrung, Schubverzerrung, Kriimmung)

Spannungstensor
Schnittgrdten
Elastizitidtstensor des ebenen Spannungszustandes

Elastizitdtstensor der Schale
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Elastizitidtstensor der Schale, invertierte

Form

Belastungskomponenten

Matrix A, Vektor b

1, 2 griechische Indices

1,2-, 3 lateinische Indices

Eigennamen in GroBbuchstaben weisen auf
Literaturangaben hin.
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1. Einleitung: Ubersicht liber die L®sungsmethoden

Analytische L&sungen fiir Rotationsschalen und flache Schalen

Um analytische LOsungen zu erzielen, 1l#8t sich die technische
Biegetheorie der diinnen Schalen unter Berlicksichtigung der
Kirchhoffschen Annahmen auf drei verschiedene Arten darstellen:

Durch drei partielle Differentialgleichungen 2. und 4. Ordnung
flir die Verschiebungen u, v und w;

durch zwei partielle Differentialgleichungen 4. Ordnung fiir die
Spannungsfunktion F der Membrankridfte und die Verschiebung .

durch eine partielle Differentialgleichung 8. Ordnung fiir die

Verschiebung w

Die analytische L&sung dieser Differentialgleichungen ist auf
Fdlle mit spezieller Geometrie beschrdnkt. Von praktischer Be-
deutung sind zwei Gruppen, ndmlich die Rotationsschalen und die
flachen Schalen, deren Mittelfliche durch eine Funktion zweiter
Ordnung beschrieben wird.

Bei Rotationsflichen bilden die Meridiane und die Breitenkreise
Hauptkoordinaten; die Krlmmung ist in Ringrichtung konstant.
Bei Fldchen zweiter Ordnung und geringer Neigung gegen die
x-y-Ebene wird durch die kartesischen Grundrifkoordinaten ein
niherungsweise orthogonales Netz auf der Mittelfléche defi-
niert, fiir das auch die Krlimmungen l&ngs der Netzlinien
niherungsweise konstant sind.

In diesen Fdllen lassen sich die homogenen Differentialglei-
chungen durch Produktansdtze nach M. Levy mit trigonometrischen
oder hyperbolischen Funktionen in Richtung der konstanten
Kriimmung entkoppeln und auf gewdhnliche Differentialgleichungen
zuriickfilhren. Als Partikularldsung geniligt bei niedrigen Reihen-
gliedern oft die Membranl®sung.
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Die trigonometrischen oder hyperbolischen Ansatzfunktionen
miissen die Differentialgleichungen in einer Richtung befriedigen.
Wegen des Produktansatzes missen die Rinder mit Koordinaten-
linien zusammenfallen, auBerdem sind die Randbedingungen in
einer Richtung durch den Ansatz bestimmt. Dies kann dazu fihren,
daB analytisch nur LOsungen mdglich sind, die sich in der Bau-
ausfiihrung gar nicht realisieren lassen oder keine sinnvolle
Konstruktion ergeben, wle etwa beim HP mit geraden Réndern

iiber rechteckigem Grundrif, bei dem das Verschwinden der bei

der Membran die Last abtragenden Randschubkrdfte verlangt wird.

In einigen Pdllen sind auch Doppelreihenansdtze mbglich, wo-
durch dann alle Randbedingungen vorgeschrieben sind; die
Konvergenz ist jedoch im allgemeinen sehr schlecht.

Besondere Erwdhnung verdient die Arbeit von WUNDERLICH [1],

der filir Rotationsschalen ein System von acht partiellen Diffe-
rentialgleichungen 1. und 2. Ordnung flir die Verschiebungen

u, v, w und die sich bei der Rirchhoff'schen Theorie

ergebenden RandschnittgrdBen aufstellt, so daB man von einer
gemischten Methode sprechen kann, bei der direkt die Verschie-
bungen und Schnittgrdfen berechnet werden. Die Entkopplung durch
einen Produktansatz mit trigonometrischen Funktionen liefert ein
System von acht gewshnlichen Differentialgleichungen 1. Ordnung

und Binderrandbedingungen an den Meridianrédndern.

bie Integration dieser Differentialgleichung erfolgt mit Hilfe
des Ubertragungs&erfahrens, das zuerst von FALK auf den Balken
und von HOLAND und TOTTENHAM auf Schalen angewandt wurde. Dieses
Verfahren ist fiir kXleinere Elektronenrechner geeignet und 148t
sich leicht programmieren, wenn die Ubertragungsmatrix als
Matrizenreihe errechnet wird. Numerische Schwierigkeiten bei
groBfen Ubertragungslingen lassen sich durch Einteilen in Unter-
abschnitte und Zwischenelimination der inneren Unbekannten nach
MARGUERRE~UHRIG umgehen.
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Numerische L8sungen

Differenzenverfahren

Die praktische Anwendung der Methode der finiten Differenzen
ist im Schrifttum bisher auf Rotationsschalen und flache
Translationsschalen beschrénkt. Dabei werden von SOARE zwei
Differentialgleichungen 2. Ordnung flir die Verdrehungsgrife
1>=,1m.( gﬁ} + V) und die Spannungsgrtfie U = Qp¢; oder eine

4

Differentialgleichung 4. Ordnung fiir U zugrunde gelegt.
SZMODITS geht von den von den analytischen L3sungsmethoden
bekannten 2 Differentialgleichungen 4. Ordnung fiixr die
Spannungsfunktion F und die Durchbiegung w aus, FISCHER von
einer Differentialgleichung 4. Ordnung filr die Durchbiegung w,
er ist dabei jedoch auf Binderandbedingungen festgelegt.

Bei SOARE und SZMODITS lassen sich solche Randbedingungen
befriedigen, die sich durch die dem speziellen Differenzen-
verfahren unterworfenen Funktionen ausdriicken lassen. Die
praktisch interessierenden Félle sind dabei eingeschlossen.
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Energiemethoden

Bei der Entkopplung der partiellen Differentialgleichungen durch
Produktansitze mit trigonometrischen Funktionen sind die Rand-
bedingungen in einer Richtung durch den Ansatz festgelegt, wie
bel der Beschreibung der analytischen Ldsungen schon erw&hnt
wurde. Ansatzfunktionen, die andere Randbedingungen ermdglichen,

genligen meist nicht der partiellen Differentialgleichung.
In solchen Fdllen lassen sich mit Hilfe des Verfahrens von

Kanterowltsch die Differentialgleichungen in Ansatzrichtung
ndherungsweise nach Galerkin erfiillen. Dies setzt voraus, daB
die Ansatzfunktionen Vergleichsfunktionen sind, d.h. sie
miissen den wesentlichen und den restlichen Randbedingungen
genligen und 2 m mal stetig differenzierbar sein (2 m ist die
Ordnung der h8chsten vorkommenden Ableitung). Es ergeben sich
gewdhnliche Differentialgleichungen fiir die andere Koordinaten-
richtung, durch Einflihren der hdheren Ableitungen als zusdtz-
1liche unabhingige Funktionen erh&lt man dann ein lineares
Differentialgleichungssystem erster Ordnung. Die L8sung
erfolgt mit Hilfe des Ubertragungsverfahrens.

Auf diese Weise wurden von AAS und CHETTY elliptische und
hyperbolische Paraboloide berechnet.

DU PREEZ geht einen Schritt weiter und macht in einer
Richtung bereichsweise lineare Verschiebungsansidtze. Er teilt
dadurch das Schalengebiet in Streifen auf, deren lange Seite
mit der Richtung zusammenf#llt, fliir die sich gewShnliche

Differentialgleichungen ergeben.

Die schrittweise Diskretisierung in einer, zwei oder drei Rich-
tungen, ausgehend vom dreidimensionalen Spannungszustand,wird
von WUNDERLICH [2] am Funktional von Hellinger-Reissner gezeigt.
Als Testbeispiele dienen ihm eine diinne und eine dicke Kreis-
zylinderschale.
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Funktionale flir Schalen, die im Prinzip vom Minimum der poten-
tiellen Energie vorkommen , wurden von RUDIGER aufgestellt. Von
STEIN /1] stammen die Trefftzschen Gleichungen flir Kreiszylinder-—
und Translationsschalen, in der Arbeit BORNSCHEUER-RUOFF-STEIN
wird gezeigt, wie sich mit Hilfe von Produktansdtzen der Form

n

w=Z C, e/A’fsftvfws»z) + D %% sin(ps¥) an allen
S5 1

Rindern beliebige Randbedingungen erfiillen lassen.

Von BUFLER['3] wird darauf hingewiesen, daB die Trefftzschen
Gleichungen als Spezialfdlle aus den verallgemeinerten
Variationsprinzipien heryorgehen.
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Finite Elemente

Bei der Anwendung der Methode finiter Elemente auf Schalen
wurden anfangs ebene Elemente beniltzt, was zu sehr ungenauen
SchnittgrtBen bei eingespannten Rindern fiihren kann. Die
ersten gekriimmten Elemente bezogen sich auf Rotationsschalen,
von UTKU und CONNOR-BREBBIA stammen Dreiecks- und Rechteck-

elemente fiir flache Schalen.

Die Beriicksichtigung beliebiger Schalenkriimmungen wurde von
ARGYRIS~SCHARPF anhand der Sheba-Elemente gezeigt. Dabei wird
die wirkliche Mittelfliche der Schale so auf das Element ab-
gebildet, daf im allgemeinen Fall an den Elementdgrenzen keine
Spriinge und Knicke entstehen, die zweiten Ableitungen jedoch
mit Ausnahme der Eckpunkte diskontinuierliich sind.

Diese Elemente basieren auf reinen Verschiebungsansitzen und
fithren auf eine Steifigkeitsmatrix, die bekanntlich positiv

definit ist.Der einfachste geometrisch und statisch voll

vertrdgliche Ansatz beinhaltet 63 Parameter.

Mit gemischten Ans#tzen fiir die Verschiebungen und die Schnitt-
grbBen lassen sich geometrisch vertrdgliche Elemente mit nur
30 pParametexrn definieren; in diesem Fall ist die Element-

matrix nicht mehr positiv definit.

Ein Schalenelement mit gemischten Ansétzen wird von PRATO
angegeben.,

Eine Zusammenfassung des gegenwdrtigen Stands der Elementme-
thoden findet man in den Symposiumsbherichten, die von HOLAND-~
BELL, TOTTENHAM-BREBBIA und BUCK~-SCHARPF-STEIN-WUNDERLICH
herausgegeben wurden,

Hierin wird auch der Zusammenhang zwischen Variationsverfahren

und Elementmethoden dargelegt.
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2iel der vorliegenden Arbeit

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Berechnung allgemei-
ner Schalen mit Hilfe eines Parameteransatzes; die Koeffizien-
ten der Differentialgleichungen sind dabei meistens verdnder-
lich. Zur L8sung werden zwei Verfahren angewandt, eine modifi-
zierte Energiemethode und die verallgemeinerte Kollokation.
Dazu werden das Potential und das Ergdnzungspotential eines
Schalentragwerks bestimmt und daraus Variationsfunktionale
nach HELLINGER-REISSNER und HU~WASHIZU hergeleitet.

Aus Griinden der numerischen Stabilitdt der angestrebten Rechen-
methoden ist es notwendig, die Ansatzfunktionen so zu wdhlen,
daB eine gewlsse Orthogonalitdt bezliglich des Variationsope-
rators erreicht wird. Dies geschieht durch bereichsweise De-
finition der Ansatzfunktionen. Damit dies auch flir die Ver-
schiebungsfunktionen zulissig ist, milssen die Variationsfunk-
tionale in Analogie zu BUFLER f2] beziiglich der wesentlichen -
im vorliegenden Fall geometrischen =~ Rand~ und Ubergangsbe-
dingungen verallgemeinert werden.

Solche verallgemeinerten Funktionale wurden erstmals von PRAGER
fiir die Kirchhoff-Platte angegeben; dabei sind Diskontinuité-~
ten an den Bereichsgrenzen bei jeweils einer der beiden Gr&Sen
M und ¢ oder Q und w zugelassen. Von BUFLER /2] stammen Funk-
tionale, die nur noch die Kontinuit#t der Durchbiegung in den
Ecken der Bereichsgrenzen verlangen.

Als Euler~Gleichungen der verallgemeinerten Funktionale exrgeben
sich mit den Gleichgewichtsbedingungen, den Beziehungen zwi-
schen Schnittgrdfen und Verzerrungen (konstitutive Gleichungen)
den Verzerrungs- Verschiebungsbeziehungen (kinematische Glei-
chungen) und den statischen und geometrischen Rand- und ber-
gangsbedingungen alle wesentlichen Gleichungen des Problens.

Bei der L®sung des Varilationsproblems mit Hilfe eines Parame-
teransatzes entstehen flir die Funktionale nach HELLINGER-
REISSNER und HU-WASHIZU nicht positiv definite Gleichungs-—
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systeme, die auch keine Bandstruktur aufweisen. Fiir eine
direkte Ldsung beisplelsweise nach GauS-Jordan stand kein
Programm fiir Matrizen dieser Gr¥Be zur Verfligung. Die vor-
handene Gleichungsaufldsung nach Cholesky konnte nur einen
Spaltenvektor auf der rechten Seite beriicksichtigen, so das
auch die Zwischenelimination der Schnittgr®fen, wie sie in
Kapitel 4 beschrieben ist, nicht m8glich war. Der verbleibende
Weg der Umformung des Systems AX =~ b = O auf die positiv
definite Form ATAx - ATb = 0 (GauB-Transformation) bewirkt
eine so schlechte Konditionszahl X max/) min, daB nur eine
geringe Anzahl von Parametern berlicksichtigt werden kann.
Obwohl die Genauigkeit der Ergebnisse in diesem Fall nicht
ganz befriedigt, ist damit doch gezeigt, daB die L&sung Uber
das Variationsproblem unter Zuhilfenahme eines zweckmdBigen
Algorithmus brauchbare Ergebnisse erwarten ld8t.

Der Unterschied zur Methode der finiten Elemente mit gemischten
Ansédtzen besteht darin, daB die geometrischen und statischen
Ubergangsbedingungen nicht schon durch den Zusammenbau soweit
wie mdglich exakt erfilllt werden, sondern im Rahmen der Varia-~
tionsrechnung nur im Mittel erflillt werden,

Bei der Methode der iiberbestimmten Kollokation werden fir die
Euler—-Gleichungen des Funktionals nach HELLINGER-REISSNER

und fiir Differentialgleichungen , die aus den Euler-Gleichun-
gen des Funktionals nach HU-WASHIZU durch Elimination der Ver-
zerrungen hervorgehen, an einer groBen Zahl von Punkten Fehler—
gleichungen aufgestellt und das Minimum der Summe der Fehler-
quadrate gefordert. Man kann deshalb auch von einer diskreti~-
sierten Form der Fehlerquadratmethode sprechen, worauf auch
HOPPE in seiner Arbeit zur Plattenberechnung mit Hilfe der
iiberbestimmten Kollokation hingewiesen hat.

Eine Besonderheit der Kollokation besteht darin, daB die Feh-
lergleichungen gewichtet werden miissen, um zu Fehleranteilen
gleicher Dimensionen zu gelangen. Solche dimensionsgleichen
Fehler erh&lt man durch Bilden von virtuellen Arbeitsausdriik-
ken, wie man sie bei der Variation der verallgemeinerten Funk-
tionale erhdlt.
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2. Die Differentialgleichungen der linearen Bilegetheorie
dilnner Schalen

2.1. Einleitung

In diesem Kapitel werden mit Hilfe eines Verformungsansatzes
mit finf unabhingigen Funktionen und der Annahme eines ebenen-%
Spannungszustands die Potentiale und Ergénzungspotentiale der
Schale hergeleitet. Die Querkraftverformung ist dabel ndherungs-
weise berilicksichtigt. Die Gleichgewichtsbedingungen und die
statischen Randbedingungen ergeben sich als Euler—Gleilchungen
aus dem Prinzip vom Minimum der Potentiellen Energie, die
geometrischen Randbedingungen und die kinematischen Gleichun-
gen aus dem Prinzip vom Minimum der Komplementdrenergie. Die
konstitutiven Gleichungen stimmen fiir isotropen Werkstoff mit
denen von NAGHDI im wesentlichen {iberein.

Die finf VerschiebungsgrdBen sind so gewdhlt, daB ein iber

die Dicke der Schale linearer Verschiebungszustand entsteht.
Die Normalenhypothese von Kirchhoff bleibt zundchst unbe-
rilcksichtigt; wird sie nachtriglich eingeftthrt, so lassen sich
zwel Verschiebungsgrdfen eliminieren.

)
Die SchnittgrdBen werden als Spannungsresultierende eines
Normalschnitts so definiert, daB das innere Potential als
Bilinearform der Verzerrungskomponenten der Mittelfldche
und der Schnittgr®Ben darstellbar ist; das bedeutet, daB
die SchnittgréBen die Ableitungen des inneren Potentials
nach den Verzerrungskomponenten sind.

Die konstitutiven Gleichungen unterscheiden sich bei den
verschiedenen Theorien erheblich. Zu nennen sind besonders

die "Love'sche erste N#herung" in der Fassung von REISSNER [1]
sowie die Gleichungen von GREEN-ZERNA, GOLDENVEIZER,
NOVOSHILOV, KOITER, BUDIANSKY~SANDERS und NAGHDI. In den
Anwendungen der letzten Zeit dominieren die Gleichungen der
drei letztgenannten Arbeiten.

¥ZL§=G


ibbaf
Textfeld


- 21 -

Bei der vorliegenden Arbeit wurde den von Naghdi hergeleiteten

Gleichungen aus zwel Grinden der Vorzug gegeben: Exstens
lassen sich dabei die Querkraftverformungen berticksichtigen;
damit treten nur erste kovariante Ableitungen auf, die in
allgemeinen krummlinigen Koordinaten wesentlich leichter als
zwelte kovariante Ableitungen zu programmieren sind.

Zweitens geht bei den Koiter'schen Gleichungen der Vorteil
der Entkoppelung von "Biege"- und Membrananteil” bei der Dar-~
stellung der potentiellen Energie verloren, wenn man von den
von Koiter eingefilhrten Verzerrungstensorenf%sund Pup auf die
in Kapitel 2 definierten Komponentenaﬁﬁ und My, tbergeht. Bei
dieser Formulierung wiren dann auch die konstitutiven Glei-
chungen nicht mehr symmetrisch, so daB unter diesem Gesichts-~
punkt die Vernachldssigung einiger kleiner Energieterme un-
zweckmédBig erscheint.

Die Gleichungen von Naghdi geniigen den folgenden Forderungen:

a) Invarianz bei Koordinatentransformationen
b) Invarianz bei kleinen Starrkdrperverschiebungen

¢) Brfiillen der Gleichgewichtsbedingungen

d) Befriedigung der Energieprinzipien,d.h. Existenz eines
Potentials bzw. KomplementHirpotentials.

Der numerische Einfluf einiger Theorien wird von WUNDERLICH
an Rotationsschalen untersucht.

3
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2.2, Geometrische Grdgen der Schale

Die Geometrie der Schale wird durch die Form der Mittelfldche M
und die Schalendicke h beschrieben., Dexr Schale ist ein k&rper-
eigenes Koordinatensystem zugeordnet, das von den Koordinaten o*
auf der Mittelfliche und der Koordinate ©° senkrecht auf & ge-

bildet wird, 0" -9 (xv,z).

47y

bz

7

L

=

X
Bild 1l: Kooxrdinatensystem

Bild 2: Ortsvektoren

Durch Ableiten des Ortsvektors r eines Punktes der Mittelfléche
erhdlt man die kovariante Basis der Mittelfl&che:
Ir (2.2.1)

Je< £ o

Qx =

Der normierte Basisvektor a, steht senkrecht auf a« , flir ihn
gilt:

g 22 X 82 (2.2.2)
‘91 X Q.z l

Aus dem Ortsvektor R = » + ®%a, eines Punktes auBerhalb der
Mittelfldche erhdlt man die Basis‘g_i einer Parallelfldche der

Mittelfl&che:
(2.2.3)

A
9. = R = Gu -0’65 an = px Qg
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9, -9 (2.2.4)
mit ,uf = o/’.{’ -ed b8 als Schifter (2.2.5)

(Ableitungsgleichung (2.2.6)
von Weingarten) e

Die kontravariante Basis a® steht normal zur kovarianten,

Bild 3: Kovariante und kontravariante Basis

Die erste Fundamentalform liefert ein Linienelement:
v 4 ;
dst. (R, de ) (R g de™ ) = 9 % de’ et
= q,, de’ det (2.2.7)
Entsprechend 9.4 ist Qu3 ™ Qu 9n (2.2.8)

Fiir ein Flichenelement der Mittelfldche gilt:

JF = la,cle’ |-/ a, cde* sinta, a,)

= Va, a,, - a, a, dede « l[fa de'de? (2.2.9)

und
fiir das Volumenelement

dV= Velety ' declotoler - Vg o o dot (2.2.10)
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Der Krimmungsradius eines durxch d6' und d0? definierten
Schnitts in der Mittelfldche mit der Tangente t ist:

1 4 o of it "
Z .,9’;.93=-OT'—’_,_;"3= Swp o de” (2.2.11)
R s 5 os Qu/solexd’/&

Der Krimmungstensor bq/g, 148t sich aus der Basis errechnen:

6 'Qul/s'gs‘:.gx‘ﬁ;//b =/_9«,/s,'97;.91//}a (2.2.12)

“p

Flir Hauptkrimmungslinien gilt a

12 12

1
Die mittlere Kriimmung ist /-/:L/——.+——4——).—.—fé" (2.2.14)
2 pmax /21'»/»7 27X

1 1
und die GauB'sche Krimmung k:

ancu. Rumin

=b = 0 (2.2.13)

= det (6] )= detlbus)/a (2.2.15)

Am Schalenrand wird ein aus dem Normalenvektor a3 der Mittel-
fldche, dem Tangentenvektor A und dem Normalenvektor n der
Randkurve bestehendes orthonormiertes Basissystem mitgefilihrt.

Qa
Millelfliche

w/d ”

-3

3

Bild 4: Basis der Randkurve

Fiir die Basis gilt:

h- n"o.,:n,‘a"-—gwgfg*=é‘ 3fa* (2.2.16)

WP o3

Ja

5 2%0, 7 DL Q" = _;*Pnfﬁ_‘ o ~pth_" (2.2.17)
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An dieser Stelle soll noch die "Shifter'"-Operation fiir Tensor-
komponenten angefithrt werden.

Bezieht man einen Tensor 1. Stufe T einmal auf die Basis Uy Ug

das andere Mal auf die Basis 5“ ,q} einer Parallelfléche
zur Mittelfldche, so gilt:

T=~TYu +T3%s = T %g, *?323 * 72“/“£9P +T %ay (2.2.18)

Uberstrichene Tensorkomponenten sollen sich immer auf die
Basis 94 beziehen.

Die Transformation der Tensorkomponenten ist dann:

T «TPug 73T T =Tp(u")l Ti=Ty
fw,rp{/u--.}; /:."'-'Tf/“'g (2.2.19)

Die Inverse {/u“)}’ des Shifters wird im Abschnitt 2.8.
angegeben.

li
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2.3. Verschiebungsansatz und Verzerrungen

Beli der Verformung der Schale geht ein Punkt Q auBerhalb der
Mittelfldche in den Punkt Q' {iber. Fiir den Verschiebungs-
vektor v = Q0" wird der in der klassischen linearen Schalen-
statik iibliche Ansatz gemacht.

=(vx+eiwY¥lay +wa, (2.3.1)

Damit ist das Ebenbleiben der Querschnitte und das Verschwin-
den der Verzerrungen in Richtung der Schalennormale a5 voraus-

gesetzt.

Der Ortsvektor R' des Punktes Q' hingt mit dem Ortsvektor R
fir Q tber die Verschiebung v zusammen.

R'=R+y (2.3.2)

Fir ein Linienelement der verformten Schale erhdlt man in der

Darstellung nach Lagrange:

o {38 o |- 35 ot (KL e ) (282 e

=(§I +!Il.}'(3‘*_£/l &) de"cjek
= (9,‘4’: Vet gt /I—K"—V"' )de’.a/o“ (2.3.3)

In der geometrisch linearen Elastizitdtslehre werden die Pro-—
dukte der Ableitungen des Verschiebungsvektors wie angedeutet
vernachlissigt. Damit ist vorausgesetzt, daB die Verschiebungen
klein sind. Der Lagrange'sche Verzerrungstensor Q?H bezieht
die Verzerrungen auf die Geometrie des unverformten Systems.
Mit seiner Hilfe kann das innere Potential eines konservativen
Systems als quadratische Form der Verzerrungen dargestellt

werden. Er ist definiert durch

doeel « o 7.t (2.3.8)



- 27 -
Mit (2.3.3.) lautet die linearisierte Form
Z’"l{ -V.-f -V./ (235)
T (E R FE N o

Beriicksichtigt man den Verformungsansatz (2.3.1.) und die

Beziehung (2.2.4.), so erhdlt man filir die Komponenten des
Verzerrungstensors:

P )
cup = HEE b 7 O g e

. 1L ¥
¢ T Z(AWVW+W/O<+W°<)
C px T @cx/s ) Cyr = Cax
Cyy = O (2.3.6.)

3
Die Komponenten /i . Kya und fgu sind von © unabhingig
und folgendermaBen definilert:

Pro™ Volp ~buop W+ Ko
Foo = b vy +W o+ Wo = foy

“‘o(/s = [,4/0(//> =+ /»J/bw (2.3.7)

Die in der Kirchhoffschen Hypothese enthaltene Voraus-
setzung, daB die Schalennormale Oz nach der Verformung
normal zur verformten Mittelfliche ist, bedeutet, daB die
Verzerrungskomponenten x%“ verschwinden. Daraus folgt die
sogenannte Vertriglichkeltsbedingung fir die Verschiebungs-
funktionen:

We = — W, « by vy (2.3.8)
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2.4, Werkstoffgesetz

Der Spannungsvektor § in einer durch den Normalenvektor
n= n;q/ definierten Fliche ist beim dreidimensionalen Konti-
nuum:

S= f'kkn;gk (2.4.1)
Das Werkstoffgesetz verkniipft die Spannungen mit den Ver-
zerrungen. Aus der Forderung, das die Spannungen aus dem
inneren Pptential durch Ableiten nach den Verzerrungen als
totales Differential hervorgehen, erhdlt man bei linearer
Abhdngigkeit

oW yrs
ro" J o - £ %rs (2.4.2)

(s. z.B. GREEN-ZERNA). Im allgemeinen anisotropen Fall
eines rdumlichen Kontinuums sind 21 Konstanten m8glich.

Bei isotropem Werkstoff verbleiben noch zwei unabhéngige
Konstanten, der Elastizit#tsmodul E und die Querkontrak=-
tionszahl Vv . Der Elastizit#tstensor l#8t sich dann mit
Hilfe des Metriktensors darstellen:

P00 S [k g g o 9797 ey

Fiir den ebenen Spannungszustand werden die Spannungskomponen-
ten 74 gleich null gesetzt und die Verzerrungskomponenten ¢33z
aus (2.4.2.) eliminiert; das Hooke'sche Gesetz lautet dann:

Zoz/L o(/&d’r/(zd)/ +2§%M*‘ad‘

i _ gy = 303
z 4 +2A A (2.4.4)
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Bei Isotropie gilt flir den Elastizitdtstensor A:

gervS o _£ S WY RS L AP, 2V s
A [ Q¥R 2qx g 7+ 2o g g ¥

2(1+v)
=33/ £ 0w
A 2(14v) 7
5¥ 5 (2.4.5)

und den Symmetriebedingungen:

g ciptr s aide_ 5r0i (2.4.6)
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2.5, Belastungsannahmen

Es werden nur Flichenlasten und Randlasten beriicksichtigt.
Die Flidchenlasten sollen in der Mittelfliche wirken.
Der Lastvektor seil

P= p an +pas (2.5.1)

s = Fad
An den Ridndern lassen sich Randspannungen /)y %% una N ¢ ¥
vorschreiben; aus ihnen werden SchnittgrdBen gebildet, die

in die statischen Randbedingungen eingehen, wie im Abschnitt
2.10 gezeigt wird.
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2.6. Die Potentiale der Schale. Definition der Schnittgrdgen

Beim dreidimensionalen elastischen Kontinuum mit reversiblem
Werkstoffverhalten gelten dle beiden Energieprinzipe vom
Minimum der potentiellen Energie und vom Minimum des gesamten
Komplementirpotentials, die sich aus dem Prinzip der virtuellen
Arbeiten unter Hinzunahme der Potentialeigenschaft herleiten
lassen; s. z.B. BUFLER/1]. '

Die Minimalprinzipe lauten bei Hooke'schem Werkstoffgesetz:

1) Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie:

W(/‘) +/r7;q) =2 (2.6.1)
nit Ty =/ W oV (2.6.2)
v .
2
= FNde, =L £, 15 2.6

w a/z" c/elJ ;&£ e, =7 T, (2.6.3)
77&) = "//ZQ/K'CVP’_Q///;'Z-CﬂO (2.6.4)

v %

f7.;) ist das innere Potential, physikalisch gesehen die

Formidnderungsenergie , W ist der auf ein Volumenelement

entfallende Anteil, das spezifische innere Potential. W}Q)
ist das HuBere Potential, Ki sind Volumenkrifte und P~ einge-

prdgte duBere Oberflichenkrédfte.

2) Prinzip vom Minimum des gesamten Komplementdrpotentials:

~t

7\—//,-) hd 77/(@/ = Wr/r7 (2.6.5)
~ (44
mit Ty =) W ov (2.6.6)
v
F
v 1 v 1 =y (2.6.7)
- o e . Pakd by ats S [ «0,
%% /Z,J o 7 ;E:/,J/ r 2¢//T
:
s " .
TTewy = _;/V/,/o, oo (2.6.8)
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P/ - E’W'n ; (2.6.9)
at ~J
Tr¢e)  und W  sind das innere Komplementirpotential und das

spezifische innere Komplementirpotential, 77, ist das HuBere
Komplementdrpotential. 01 sind vorgeschriebene Oberfléchenver-

schiebungen, pi sind die Randspannungen.

Allgemein gilt unter der Voraussetzung

(2.6.10)

52
“~
&

2
J- W Lo ; &~ _
Jei; Jere VT T

fiir die innerenPotentiale die Legendre-Transformation:

~ oW = 2.6.11
W= ¢, -w =Z"e; - W ( )
J@,‘j !
Bei Hooke'schem Werkstoffgesetz ist auBerdem
{(2.6.12)

W= w

Bei der Schalentheorie werden die spezifischen Potentiale auf
die Mittelfldche bezogen; anstelle der Spannungen TV werden
Spannungsresultierende oder Schnittgrffen verwendet.

Das Volumenelement 148t sich darstellen durch:

SV~ fG oot do oot =)L ofF det (2.6.13)
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nit 4F = //a c/elc/ez als Flichenelement der Mittelfl&che.

Setzt man (2.3.6.) in (2.6.3.) ein und berilicksichtigt
(2.6.13.), so erhdlt man flir das innere Potential TT(;)
der Schale:

+Ailz

= .1 =oap ! $ L i,,f Y4 3
i 1/4//;?? 7 LBt O K+ Otk Ko f o
F oAz
+ 41y
1 =~ w3 7 —~
*2‘E/K,,TZ“ L 0/030/7;:/”(75) ofF  (2.6.14)
Atz ¥

Wegen der Symmetrie des Spannungstensors ist

TPubp = Tyl 6.1
g q/,jo/s 7 ///fx (2.6.15)

damit 1&B8t sich (2.6.14.) vereinfachen:

it ) Ay,
T =g /’/af/’fyfp/s""’s"m +214/V"f/“f I o'dlo’ iy

A

Die Integrale werden nun als Schnittgr&Ben definiert:

4/4/2
nwﬁ -_-//?/((r 2:‘0/30/6‘
~ Aty
-4y

ar, [ J2 KT Yo}
m '/ a pprMetde (2.6.17.)
-4
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+4/s
g% - /@_" 7% det (2.6.17)

=

fﬁwﬂ sind Membrankréfte, /’)70“/‘g Momente und 9“ Querkréfte.
Gegeniiber den Darstellungen bei GREEN-ZERNA und NAGHDI sind
die Indices vertauscht. Die Schnittgr®fen enthalten die Span-
nungen und die von &* abhéngigen GrdBen des Verzerrungstensors.

Mit den SchnittgrdBen lautet dann die Bilinearform des spe~
zifischen inneren Potentials:

- 1
T = g (0% fgp *+ 1 P by 2% Faa ) (2.6.18)

Da bei Hooke'schem Werkstoffgesetz inneres Potential und
inneres Komplementidrpotential zahlenmi#fig gleich sind, ist
mit (2.6.18.) auch das spezifische innere Komplement&r-
potential in Bilinearform gegeben.

Die Volumenkrifte werden in der Mittelfliche konzentriert
gedacht, deshalb treten bei der Bestimmung des duBeren Poten-—
tials nur Flichenlasten auf. Fiir das Potential der Fl&chen-
lasten erhdlt man mit (2.5.1.) und dem Verformungsansatz
(2.3.1.) sofort:

Tia7) = ‘/(p”‘yo( +Buw )ol 7 (2.6.19)
F

Die auf den Schalenrand wirkenden Krdfte lassen sich entspre-

chend {2.6.9.) durch die Komponenten des Spannungstensors
ausdriicken:

N
;?.

P AL
e T H = 2,6.20
P zZ 7, (2.6 )

3y
2
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Die Randnormale steht voraussetzungsgemdB senkrecht auf a,
deshalb ist A ,=0 .

N

Mit (2.3.1.) und (2.6.20.) erhdlt man flir den Anteil der
Randlasten am &uBeren Potential:

+4l7
Tian) = / 5o Ve 6" Wp ) uf d6° IS
IP —#fz
+hte .
"/ / T%5, wde'ds
‘Qp ~Y412

(2.6.21)

Man kann zeigen, das fiir die Komponenten des Normalentensors
und das Linienelement ds gilt

Py dE =V§ n, ofs (2.6.22)

Dazu vergleicht man die Linienelemente ds und ds sowie die
Komponenten des Tangententensors A

und 2% und erh#lt

= b H“
ols A= f“”n

(2.6.23)

Mit (2.6.22.) wird das HduBere Potential der Randlasten auf
vorgeschriebene SchnittgréBen gemdB (2.6.17.) zurlickgefiihrt:

o)™

A A -
f{NWV'( MY, < Q Wf ds (2.6.24)
R

Auf die gleiche Weise ergibt sich aus (2.6.8.) das duBere
Komplementdrpotential der Randlasten:

’(an) //V e 1

+ W, n/bm‘m+ W My c;"‘}a’s (2.6.25)
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+
2.7.Konstitutive Gleichungen

Ersetzt man in den Definitionsgleichungen (2.6.17.) der
Schnittgrbfen die Spannungen mit Hilfe des Hooke'schen
Gesetzes (2.4.4.) und den kinematischen Gleichungen (2.3.6.)
durch die Verschiebungen, so gelangt man zu den konstitutiven
Gleichungen, die den Zusammenhang zwischen Schnittgrdgen und
Verschiebungen ausdriicken. Fﬁrr7Wﬁergibt sich beispielsweise:

>

+ - _ y_op
s Z/@T/Mﬁ(”% 1 pb b M Vo
"
= o
Ol K L by | S B a0

= T4~ Y
Wegen der Symmetrie des Elastizititstensors QPAM = QJOA a

wird daraus:
4 4
~ By ¥ P03 s

,70(/\3=//0;9//,M(3‘/M;/q 0/‘93,:/‘/ 2//&2;“{,/,45,0/’ &” o/t

"1 T2

_L:*/;E‘f u"“‘P/$3u/’c/6$

; ZMeA e

T2

Die Integrale werden als Elastizititstensoren der Schale
definiert:

&/ g
o B

¥ PR YS g8

Sl \NT:

+ Als konstitutive Gleichungen bezeichnet NAGHDI die Beziehungen
zwischen Schnittgr&fen und Verzerrungen. Bei anderen Autoren,
z.B, Truesdell, werden hierunter die Spannungs- Verzerrungs-
beziehungen verstanden,
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+ 2
37 - o’
oﬁawswsfﬁﬁgwa/do& (2.7.2.)
o
"2

Die Symmetrieeigenschaften sind:
o, &
Ba(/sy"ﬂ: BJ’WQ’/&%_ & /‘ﬁ'/ls% \Bo/‘J‘ﬁS
n n »n n
o o3 /%
ngwﬁsfrngiﬁwﬁ =/78 *”’/5%’78 /4

8&&’3/7; 8‘\’3!/’5
o

o 14 14

Bei isotropem Werkstoff ist

Insgesamt lauten dann die konstitutiven Gleichungen:

xp xped XA . paped
NHE = By s BT ey, B,

- /S ~HS 43"
M = 130(/%’ by + 2*55( Koy ¢7g %3/

® axyd ¢S o
7 o@d‘,/ GBI kg 4B 2750

Die konstitutiven Gleichungen (2.7.5.) lassen sich invertieren:

o ¢ / 7% A
(fLM o Capps N “ Cappr M *odmso/g

/ ¢’ ¢’ e
M"(F: '7C°(AX/ g + QCJW/Sd)/m + 10/4%3/?

/ b4 / '
Faw =0 Guyy 1 + 1 gy m

+ af/swzf gf/(zﬁ.e.)
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Fiir die invertierten Elastizitétstensoren ,, C/Ms,z/ usw.,
gelten die Symmetriebedingungen (2.7.3.) entsprechend.

; C c =
Bei Isotropie ist vz o =0

Mit den konstitutiven Gleichungen (2.7.5.) und (2.7.6.) lassen
sich das innere spezifische Potential und Komplementdrpoten-
tial als quadratische Form der Verzerrungskomponenten und als
quadratische Form der SchnittgrdSen angeben.

77-/:‘) [JLO(/a / MA’/;/ }20{] N

1 paAmPs v RANES 1 gasiEd
,2_08 b $os 78 }LCV/&/“F/+228 I s i
L1 3% 3 o 33 33

7.8 Yoo byl 8" I R %qu/»] (2.7.7.)
~J

gy [0, mY, 9% ] =

_ 1 ¥p_ PSS o/ 1 o /8 v
G g 7 m 43 e T
z L7 (2.7.8)
7 $LY3/ 4 ? ’L/—o 4’/53/0 ? %3//77 7 ]
Die Terme in eckigen Klammern entfallen bei Isotropie.
Man prift leicht nach, daf gemif den SHtzen von
Castigliano bei der Schale gilt:
X ¥ X
ST pap ; TG o e LT o (2.7.9.)
/s J Mg J ¥
o I By 34 )
T . /) . ; 2.7.10,
AN U ‘ybf,b AL S M% ;o 2Ldl &zx (

Jdm
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pDamit 1&Bt sich auch zeigen, daB das innere spezifische Er-
ginzungspotential aus dem inneren spezifischen Potential durch
eine Legendre-Transformation hervorgeht.

ot
Pt

Tey = S P M K+ P o gy 210
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2.8. Berechnung des Elastizititstensors nBl:’kl der Schale

In den Definitionsgleichungen (2.7.2.) tritt der Elastizitdts-
tensor 5I/S[J des ebenen Spannungszustands auf, der in (2.4.5.)
angegeben ist, und zwar auf die Basis der Parallelfléche be-
zogen. Da sich diese iliber die Schalendicke &dndert, wird

~/ald
an auf die Basis der Mittelfléche transformiert;
man erhdlt:

h
B [T g ) (/a‘ﬂ)ﬁ{/ot");yf’);,//aﬁ/x;/e3)”c/es

=/@1'L]°\’?J‘W(/a—1}f/5%‘ )j/ﬁs/nc/ﬁl
ﬂgswsﬁ:/ggwsww_ /f/S(/a-q ktj/'/as)no/ﬁs

”\g“//’:///?gm‘w//u"’)f//a‘4);,/7/93)”5/63 (2.8.1.)

) . -1)4’ " o
Den invertierten Schifter //é( A erhdlt man, wenn man /0//5
als Matrix schreibt und invertiert:

4- 93\4; - 6562 1 - e‘éj 4636;
s (I8 7
£l 6°67} 7-8563 e W6l 1-0°L]

mit < det[pg] =) < 1-248% 03 (2.8.2.)

1

2 -1)¥
Beachtet man, daB 2H = b1 + b2 ist, so lautet //" //é in

geschlossener Form:

( '1/2(: Sa 2oL 2H Y ) (2.8.3.)

M
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Durch Ausmultiplizieren erh&lt man:

& {/"‘MJ; (/”'1)u{= LSS [1-248 1)+ f—z(f’”‘/]

ligsl kg [ o Zior]

bg by /%—(93}1' (2.8.4.)

4
M P
an kann nun 7

in eine Potenzreihe entwickeln. Dazu werden
zur Ubersichtlicheren Darstellung die Hauptkriimmungen
f, und fl eingefiihrt.

Dann gilt:

4. 1 * —I
i : T, 0G0t Gle) |
M “’4 *Pz)e +§1PL(9) ¢ ! (2.8.5.) __J|

Nach Multiplikation mit dem Nenner kommt man zu dem Potenz~-
reihenvergleich: :

1=,

<
it

ot/ -(s+g)C, +C,]

Q
L

=t [£0,C, - (8 40)C, +6 ]

o= /ex)n/k&[wq, ~{P4 +PL)C""~1 +€"]

(2.8.6.)
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mit der LOsung:

n N1 n-2p% | ohn
Cn = fj *‘e 6_ +‘ﬁ P4 * f;
. - = ~ (2.8.7.)
= /f), +616,. (L. ) 2He, , ~Me,_,
Der Konvergenzradius r ist nach MESCHKOWSKI:
re 7 (2.8.8.)
Lim /Cn/
h-y o
< 7 7
T N N TS
/2/77/'/1/
ergibt sich
7,
ﬁ/ r
7 Lirm /’e/"‘l/'ﬂ/
= = 7,
Lim 22 I/ !
h—> o /'Qf??/w/n ///77 &4
/Rnirn/ (2.8.9.)
rs —— =R,

7
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Auf die Schale angewandt bedeutet dies, da8 die Reihenent-
wicklung (2.8.5.) konvergiert, solange die Dicke der Schale
kleiner ist als der doppelte kleinste Krlmmungsradius. Im Extrem-
fall diirfte also der Krimmungsmittelpunkt auf der Schalenober-
fliche liegen. '

Fliir schichtweise homogenes Material erh#lt man beil Schichten
nach der Integration folgende Reihe flir den Elastizitdtstensor:

Bk - /"(Jku)‘
REEr.

{fff‘” ()" M/e‘)” r{/e‘)”““ e les ]
W h+

F+q n+4s

i o AL e i
+6?é£ (9;)‘:;*'3 _'_2#/9:’)::' +/4,{/2 /4) /9) /// (2.8.10.)

3

2] oy und ﬁg‘uL sind dabei die Koordinaten der Schichtgrenzen.

Fiir homogenes Material iber die ganze Dicke ergibt sich bei
Berlicksichtigung von Potenzen bis /91)5 ;

-

OBI.A/(OA"WQ"P/{W%'Q';; + Kzé%-f)c/f/s/‘g +(:’/771+/1f ,1/2_1./_/8_,;;;)5?6«{’}
48/‘,4‘/«/' /ww{ 2,_/ oﬂﬂo/’ +/hs K /75)/ zséu{'+é>fo/’«{)
+___ o
& o]

‘ RIBRS _ i A A L8 40 RS B,y :
:25 ,Q/ykmlf/ﬂ ~k§;«/w&,c/’w+§o—e,§ 6wf (2.8.11.):
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Der Formidnderungsarbeit fiir die Schubspannungen liegt ein
{iber die Dicke konstanter Verlauf der Schubverzerrungen
{(s. 2.3.6.) zugrunde.

Der Verlauf der Schubspannungen T Uber die Dicke folgt
aus (2.4.4.) und (2.4.5.) mit A ¥ =0,

s L 26 auxd g
z 2(14v) 1 8/

= Py S
. tdvp) 4 /”0513//'5» W (2.8.12.)

Es ergibt sich ein Verlauf,bei dem ein konstanter Uberwiegender
Term mit kleineren linearen und quadratischen Termen {iber-
lagert wird. Vergleicht man die Forménderungsarbeit ¢b fir
parabolischen Schubspannungs- und Schubverzerrungsverlauf mit
der aus dem konstanten Verlauf der Schubspannung und Schub-
verzerrung resultierenden Forminderungsarbeit 7. , so erhilt

man fir 60(/5 = O

. 4

e =z Fu

2 3
Die Querkrdfte hf[p@( ny de*® und /Z‘:"";—;Nde
miissen voraussetzungsgemdf gleich sein.
3x 3" )

Es 1st deshalb angebracht, die Komponenten D«B mit dem
Faktor g zu multiplizieren:

é’gxs/’: £ Zg?:"(uf (2.8.13.)

° 6 o

NAGHDI nimmt bei der Berechnung der Elastizitédtstensoren
parabolischen Verlauf fiir Schubspannung und Schubverzerrung an.
Durch die "Shifter"-Operation flir die Schubspannung ergibt
sich bei OZ» S das Glied #%28 anstelle von #%/7Z in
(2.8.11.). Im Ubrigen stimmt (2.8.11.) bis zu den Gliedern
mit h3 einschlieflich mit den Formeln von Naghdi Uberein.
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2,9. Starrkbrperverschiebungen

Als Starrk8rperverschiebung wird hier eine Verschiebung
bezeichnet, die das ganze Tragwerk erfaBt. Sie 148t sich
auf eine Translation u und eine Verdrehungﬂ im Ursprung
des Ortsvektors zuriickfithren, wenn  infinitesimal klein
vorausgesetzt wird. Die Verschiebung in irgend einem
Schalenpunkt ist dann

I=U+QxR

=y +Qvr +6°0xay (2.9.1.)
Da durch eine Starrkdrperverschiebung die Geometrie des Trag-
werks erhalten bleibt, missen dabei die Verzerrungen &,;

und die Spannungen Z ‘! und damit auch die Schnittgr&Ben
verschwinden. Um dies zu kontrollieren, wird 5}_’ nach (2.9.1.)
in die kinematischen Gleichungen (2.3.6.) eingesetzt. Be-
achtet man, daB die Ableitungen der Konstanten (/ und 2

null sein miissen:

(2.9.2.)

= g'//:_Q Yﬁ‘*);?/& + (G A/—"/_,d- /9o +93/12’93,a)ﬁﬁ "‘93/_5_2"93,/4 )‘_90,]

[t}
i
=
5
I’<
i)
=
>
-
X
S

195)9, - 0°60 (2¥ 0y )9, -0* 0L (2 ra,)9, |
=1l ppl 200,000 - 6°68 1210y )0]

ud [18a5 )0, - 0°64(279p)a,]] (2.9.3.)
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Zuy "7 (shad, * VG, )

- F /12 xa.)a, -6°6L (2 x0,)a, +(Qxay)a, pE ]

=2 [(2x9)as -(a, ¥Qlap| =0 (2.9.4.)
Z s H3y Gy = (Qx03)Qy =0 (2.9.5.)

Um die vektoriellen Produkte bilden zu kdnnen, wird die
Starrkdrperverdrehung £2 auf die Basis der Mittelfliche be-

zogen.
L= 0%, +0%, =0Q'0; (2:9:62)
Dann gilt allgemein:
k pt k
Dxg; = fa (57 -Qdf)a”
J L Kkl rm zykiiseh
(;Q)(g;)‘gj"’;/aq/ﬂkc/’;‘alo/’,‘ )O/,:?7 {(2.9.7.)

und speziell

2.9.8.
(2xQq)0p = Eqp 23 ( )
Damit erhdlt man fiir den Verzerrungstensor éftx/$ :
:_—1 P 3 3, ¥ 3
2{/« (£,00% - 0°65 &40 0%)
v MG (Egp 123—9’6/’5’5%,123)/ (2.9.9.)

PR g+ i pif £ gp ] 23
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1 ? 4 - 3 (2.9.10.)
3 AL Egy ) 0t T

Der Verzerrungstensor ist also bei Starrkdrperverschiebungen
identisch null.

Durch Vergleich von (2.3.6.) mit (2.9.4.) und (2.9.10.) er-
h&lt man fiir die Verzerrungskomponenten bei Starrkdrperver-
schiebungen, die im einzelnen nicht verschwinden:

= 3
So(/g_ cc/é"‘“a

N 4 3
s]“o(p éﬂ,é‘,,o(_(g

= (2.9.11.)
S ng =0

Die konstitutiven Gleichungen liefern damit fiir die Schnitt-
grdBen:

% aprd ;@ 3
Sno(/b,oéﬂ’r/-s go/f“Ql_fB ) Lpp 0

N . apee o 3
= élﬂf /o¢§ ” 71@ é)y }12
n7wg:éﬁ‘cgwﬁyf_lgdA¥W6{)Ql

S

SQ'X "y /08$°(”/-1$°“"w6%/_(2'3 (2.9.12.)
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Die SchnittgrdBen werden null, wenn die Klammerausdriicke ver-
schwinden. Man priift diese Bedingung, indem man den Elastizi-
tdtstensor duxrch die Gleichungen (2.8.1.) ausdriickt:

b
*7
N A A
4
2

}‘ Al
- IS
= 9 W‘PJ‘M -7 /4 > =
/5 Epph (u o ole® =0 (2.9.13.)
v ¥
Ed%,ﬁ s = (" wegen der Symmetrie des Elastizitdtstensors:

AYevS o pEeSE

Man sieht sofort, daB auch die SchnittgrdBen an<wﬂ und o ?R
null werden.

¥R F S
A ~ als Potenzreihe berechnet

Da der Elastizitdtstensor ,
wurde, verschwinden die SchnittgrdBen bei Starrkdrperver-
schiebungen auch dann, wenn die Reihenentwicklung bei gleichen

Potenzen abgebrochen wird.

2
Beriicksichtigt man beispielsweise Glieder bis ;% , 80 erhdlt

man:

3 3
sn P =f(h-k g |A™E v B RO 8T 5

b3 Py h By S
""1_2' /'70“5’”06}2 by Z/{“ﬁ ﬁaﬁ%wéf 6!4/ foﬂf
3
NP LA AL PACIN ek

a 3
ST AT 6 T A (6] 81 ) 85 [ ey

=0 wie man durch Ausschreiben zeigt.

’
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h* A 4
6/77“//6 _ ﬁ[HNPrM6P CCJ% ,,/Qa/br‘wbw 5/% ‘L]“/b%wéz"co/’yf[‘jzs
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2.10, Gleichgewichts— und Randbedingungen

Das Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie l&St sich mit
(2.6.18.), (2.6.19.), (2.6.24,) und (2.3.7.) folgendermagen
schreiben:

T L Vo, Wy /W]’“zi//”w&/%(//ﬁ'brx/s w)*m¥s Wa
F
+$°((6:V(/,‘f‘M//o(-y‘Wq)'Zf)NVD(“Z/OW}O/;

B A ¥ A A
f[/\/ vy + MW, +@wf0/s = Min (2.10.1)

Die Schnittgréfen sind dabei Funktionen der Verschiebungs-
komponenten gemdf (2.7.5.).

Die notwendige Bedingung filir ein Minimum ist

ST - (2.10.2.)

Unter Beriicksichtigung von (2.7.9 .) erhilt man beim Ableiten
nach der Kettenregel:

J Il _ NMTﬁJ_ J e v J/ frJ'z 7S

Iajs iy, IV J Valp

(2.10.3.)

pamit lautet das variierte Funktional (2.10.1.):
ST Vo, W, Wy ] :/n“/*f/yq//s- bps W) + 7% S
F
+?°((/{50’(ﬂ/‘/ + W/,X"‘Wo() ,/o"(/,/a/ o /ch/?f

_ff/\?“c/vx + /qkf\w + @ O/'WfOIS & 2-10.40)
&
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(2.10.4.) stellt das Prinzip der virtuellen Verschiebungen der
Schale dar.

Ausdriicke mit kovarianten Ableitungen der Form r7a/30nﬁwys

lassen sich mit Hilfe des GauB'schen Integralsatzes durch
partielle Integration umformen:

(0% P ol = [1070 Sy ) oI = [ S oF

F F ) ¥
’//7,5/7‘*” Sy els = N oty AF (2.10.5.)
R F

Dabei erstreckt sich das Linienintegral auf den gesamten Rand.

Mit Hilfe weiterer analoger Umformungen wird aus (2.10.4.):
—~ o
o7 =///—n«% +b5gF %] S
7‘
o
/[~ 2% = boy 17 A'P/“/?W

+)=my =+ 9% ] o we folF

({0, 0= KX ) i + (g™ S + (me g - @ ) o s
Ef

*/n/;[n"”‘oﬂvx + 1 %Po Wiy +9£’J’wfo/s s (2.10.6.)
Rg

Die Variationen der Verschiebungsfunktionen sind im Bereich
und auf dem Randteil Rs, auf dem Schnittgr®Ben vorgeschrieben
sind, beliebig.

Auf dem Randteil RC' auf dem Verschiebungen vorgeschrieben
sind, milssen die entsprechenden Variationen 77 v bzw.

unv/ / afu/u verschwinden.
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Damit sind im Gebiet und auf RS die Klammerausdrilicke Euler-
Lagrangesche Gleichungen des Variationsproblems. Man erhdlt
die Gleichgewichtsbedingungen (2.10.7.) und die statischen
Randbedingungen (2.10.8.):

~,7<>(/s//5 +é§ ?P ¥ =0

- ggo(/o( ‘ézx/s 1 &3 —fo =0

- o % - .10.7.
" ﬁ//& - 2 s (2.10.7.)
Bezeichnung der RandschnittgrdBen:
o
P 7% = N° ; nam s M /
/3 )
/’)/‘5 9 - Q &le QS (2.10.8.)

Das Prinzip vom Minimum der Komplementédrenergie lautet mit
(2.6.18.) und (2.6.25.):

/ﬁ:[/—;""/&/m‘x/’/ "‘/]=21‘/[/7‘:"/“}10(/s +/77D//$£ZD(/5*?N%3W}C/F
F

A A A .
‘/nﬁfvo( PO W M e g™ fols 7 7/
Rs (2.10.9.)

Dabei sind die Verzerrungskomponenten }ﬁ(/s / #‘5,*/& und /";50(

Funktionen der Schnittgrdfen gemds (2.7.6.}

Die Variation liefert unter Berlicksichtigung von (2.7.10.):
A o o o
0/777—//);/50//7 +Azo,/5/m *fsq/g fc/f
?’

*/f?,szf‘;o( S v ¥ e G pols —om (2:10:10.)

Pg


ibbaf
Textfeld


...53_
Dies 1st das Prinzip der virtuellen Kréfte.

Fiigt man zu (2.10.10.) die Gleichgewichtsbedingungen (2.10.7.),
denen die SchnittgrdBen geniigen miissen, nach Lagrange hinzu
und integriert partiell, so erhdlt man auBer den Gleich-
gewichtsbedingungen:

S, :fzr(a’v— Vafp +og 0w ) ¥
+(/\/D(/\-W’g(/ﬁ ) ¥
i fy ~ Ve - W - wk g ¥ folF

+gf Ny V2 In P o s w¥ g " fols
A
b L J 0 I (i - e (w¥e 2) 'y s

& (2.10.11.)
Die Lagrange-Parameter Vﬁ\m/f wk ergeben sich aus dem Rand-
integral Qaak als die Verschiebungsgrdfen Wx.“4””& . Damit
(2.10.11.) null werden kann, milssen die Vergleichsfunktionen
fir die Schnittgrbfen auBer den Gleichgewichtsbedingungen
noch die statischen Randbedingungen befriedigen (offﬂxﬁ = O etc.
auf Qg ). Dann liefert (2.10.11l.) neben den kinematischen
Gleichungen (2.3.7.) noch die geometrischen Randbedingungen:

A A A
= . = . . (2.10.12.)
Vo= Vo j Wo=Wy ;, W=w auf Rs
Neben der physikalischen Unterscheidung der Randbedingungen in
geometrische und statische ist mathematisch allgemein die Auf-
teilung in wesentliche und restliche Randbedingungen {blich; so

z.B. COLLATZ.

Werden aus allen Randbedingungen eines Problems die niedrigen
Ableitungen, die darin auftreten, so weilt wie mSglich eliminiert,
so sind wesentliche Randbedingungen solche, die Ableitungen bis
zum Grade %"4 enthalten, die ilbrigen sind restliche.
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Beispiel: Bei der DGL yw = 0  ist die Randbedingung
\(o) =07 wesentlich,
y"(@ =0 restlich .

Aus der Symmetriebedingung fiir den Spannungstensor im Drei-
dimensionalen ldB8t sich eine weitere Bedingung fiir die Schnitt-
grdfen herleiten. Statt Z°'% = 7 *" 148t sich auch schreiben:

Eupg TX =07 (2.10.13.)

Unterzieht man den E-Tensor der "Shifter" - Operation und
integriert dann ilber die Schalendicke, so wird daraus:

+

N)¢

—wa s
Ee /E?ﬂ/“f//‘%zﬁde

v

L h\‘\

=£¢%//?/Mf[c/£'elé}:)fqﬁa/9$ =0 (2.10.14.)

Beriicksichtigt man die Definitionsgleichungen der Schnitt-
gréBen (2.6.17.), erhdlt man die sogenannte sechste Gleichge-

wichtsbedingung fiir das Momentengleichgewicht um die Schalen-
normale as:

fw (X7 _é;‘mwy)___o, (2.10.15.)
1

Setzt man fir die Schnittgrdgen mit Hilfe der konstitutiven
Gleichungen (2.7.5.) die Verzerrungskomponenten ein, so ergibt sich:

«pep Q8 APy -
(B b8 B )y 1E 0 ([ BVECLF B ke, =0

(2.10.16.)

Ean
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Diese Gleichung entspricht den Gleichungen (2.9.12.) fiir die
Starrkdrperverschiebung und wird wie diese vom Elastizitits—

3%
tensor nB w4 und seinen konsistenten Niherungen erfiillt.
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3. Verallgemeinerte Variationsfunktionale der Schale

3.1. Einleitung

Im vorigen Kapitel wurden die Grundfunktionale der technischen
Schalentheorie aufgestellt, ndmlich das Funktional (2.10.1.) €fiir
das Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie mit den Ver-
schiebungsgrdBen als unabhingigen Funktionen und das Funktional
(2.10.9.) fir das Prinzip vom Minimum des Komplementdrpotentials
mit den Schnittgrdfen als unabhingigen Funktionen.

Diese Funktionale lassen sich in mehrfacher Weise verallgemeinern,
indem Nebenbedingungen des urspriinglichen Funktionals nach der
Methode von Lagrange, wie sie bei COURANT-HILBERT und FUNK und
insbesondere bei WASHIZU beschrieben ist, in das Funktional aufge-
nommen werden. Es ergeben sich dabei unter anderem die Funktionale
nach HELLINGER~REISSNER und HU-WASHIZU, bei denen neben den
Verschiebungsgrd8en auch die Schnittgr&Sen und bei Hu~Washizu
auch noch die Verzerrungskomponenten als unabhiinglg zu variierende
Funktionen auftreten.

Die Ansatzfunktionen (bei der approximativen L&sung) miissen den
jeweiligen Rand~ und Nebenbedingungen eines Variationsproblems

genligen.

Werden z.B. die Ansatzfunktionen bereichsweise definiert, so
treten an den Bereichsgrenzen Kontinuit#dtsforderungen als Uber-
gangsbedingungen auf, um die sich die Funktionale erweitern lassen.

Dieser Gedanke stammt von PRAGER, der bei der Platte die Kontinui-
tét nur fir jeweils eine der beiden dualen GréB8en w, Q und w', M
verlangt. Von BUFLER [2] wurden dann auch diese Einschrénkungen
fallen gelassen und nur noch verlangt, daf die Durchbiegung w an

den Knotenpunkten stetig ist.

Mit bereichsweisen Ansétzen ld8t sich auch der Zusammenhang
zwischen den direkten Variationsverfahren und der Methode der
finiten Elemente zeigen, bei denen hiufig Hermitesche Interpola-
tionspolynome als Ansatzfunktionen verwendet werden.
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In diesem Kapitel werden nun die verallgemeinerten Variations-
funktionale fir die Schale hergeleitet, die keine oder nur sehr
eingeschrinkte Stetigkeitsforderungen an die Ansatzfunktionen
an den Bereichsgrenzen stellen.

Diese Funktionale kdnnen - wie von BUFLER [2] fiir die Platte ge-
zeigt wurde - sowohl aus dem Prinzip vom Minimum der potentiellen
Energie wie auch aus dem Prinzip vom Minimum des Komplementdr-~
potentials hergeleitet werden, aus ZweckmidBigkeitsgriinden dient
jedoch nur das erste Prinzip als Ausgangspunkt. (Die Trans-
formation von FRIEDRICHS bewirkt die gegenseitige Uberfilihrung
der beiden Minimalprinzipe.)

Zuvor sollen noch einige geometrische Bezeichnungen erléutert

werden:

Das Gebiet ist in f{ Einzelbereiche unterteilt; die Bereichs-
grenzen @, sollen stlickweise stetige Tangenten besitzen.

Der Normalenvektor an der Grenze §; des Bereichs i ist g
Er zeigt immer vom Gebiet weg. Der Tangentenvektor ﬁ” folgt
aus f7;,;, durch Drehung gegen den Uhrzeigersinn und liegt in der
Richtung der Randkoordinate.

Bild 5: Einteilung des Ge- Bild 6: Vektoren an den
biets in Bereiche Bereichsgrenzen
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3.2. Das mit Bezug auf die geometrischen Rand- und
Ubergangsbedingungen verallgemeinerte Prinzip
vom Minimum der potentiellen Enerqgie

Im Abschnitt 2.10. wurden aus dem Funktional des Prinzips vom

Minimum der potentiellen Energie die Gleichgewichtsbedingungen

und die statischen Randbedingungen hergeleitet, wobei sich die

Ansatzfunktionen filr die VerschiebungsgrdBen auf den gesamten

‘Bereich erstreckten.

Die geometrischen Randbedingungen waren Nebenbedingungen des

Funktionals (2.10.1.).
Diese Nebenbedingungen sollen nun mit Hilfe der Methode von
Lagrange in das Funktional aufgenommen werden; auBerdem sol

die Ansatzfunktionen bereichsweise definiert sein.

Das neue Funktional lautet dann:

T, [V, W, e ) % P%, 2] =

len

-32/ [P s~ by W) + M Wi, + 1 Yy #ho+) -y U
! F,’

1 e Ay G

R

"/!(VN-;O()»}D(+(WO(’M"/«)£M +/W'L9)P'}o/s =7 st
25

«
2 , f“ und ¥ sind Lagrange-Parameter der geometrischen

Randbedingungen.

(3.2.1.)
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Die Summe geht iber dle Anzahl der Bereiche; es ist Z'Fi = F,
Streng genommen miiBten auch die Ansatzfunktionen indiziert
sein, also z.B. Vy(;) £lr den Bereich i, doch kann dies unter-
lassen werden, da keine Verwechslungsgefahr besteht. Die
SchnittgrtBen sind Funktionen der Verschilebungsgr$Ben. Flr
(3.2.1.) kann nur noch ein stationéirer Wert gefordert werden,
da die Zusatzterme nicht positiv definit sind.

Unm die Lagrange-Parameter zu bestimmen, wird (3.2.1.) variiert:
ST, :L’ZT/./[”W\/(% by )+ S g + @S gt 1y + Wy s, )
- Py -p o/u/fo/%'
"/g /?W o+ /%"‘/Ww@(/’wfds
L8
[ L0y /A 4wy, ) /5 (W) g fs
R

+f[q«oﬂle *f“’/w,xﬂfy/W/O/s =0 (3.2.2.)
Rs

Beli der erforderlichen partiellen Integration erstrecken sich
die Umfangsintegrale auf die Bereichsgrenzenhpu;, bei Randbe-
reichen auch auf den Rand; es gilt also beispielsweise:

f/’)“/sfi/p(//& ofF =*/0“/3//5 vy o F +//7/3/7“/$/l/,x ds

# # f;,')
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Damit erhdlt man aus (3.2.2.):
"’V’;ZT./ZI/‘”“% +hg 98- %) vy
Hom Pt g %) S,
+H- 9% - byye m/o)oﬂwjo/r

+Z/nm,)[n‘m Sy 4 Sy + 2% e f s
/

+ [fon, e - Y )+ (= M},,ﬂwd “ QdQ)/WfC/J
Bs

“‘/[( V) oy (W= )Pt (W) S fds
Es

/ 175 n°7543%) /g, #rg PPt ) R+ (s § P4 p) e fels = o
Rs (3.2.3.)

Aus der letzten Zeile von (3.2.3.) ergeben sich die Lagrange-

Parameter als die negativen RandschnittgrdBen.

. L Y= e
A«=_,%,,,o(p/ Joo(,,m/smfx/‘ ; Y= -1s9 (3.2.4.)

Die Innen-Bereichsgrenzen werden bei den Linienintegralen %,ds
in (3.2.3.) durch die Summierung i{iber die Anzahl der Bereiche

je zweimal durchlaufen.

Bezeichnet man mit/; ds ein Integral, das die Bereichsgrenzen
nur einmal durchlduft, so wird aus der Summe der Linienintegrale:
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?—/"’molfﬁw& vy + M gy + ?/&oﬂwfa/&
§i

= fnﬁ[/n“ﬂ*fvd*—n“ﬁ”oﬂvd‘ )+ (M dag, - ™ Ay )
i
+($/“0/)w4— Q/S—C/W')jds (3.2.5.)

Die Differenz folgt aus dem entgegengesetzten Vorzeichen der

Normalenvektoren an den Bereichsgrenzen

I‘>/j = "/'7/;

Durch das Variationsverfahren werden also bei bereichsweisen
Ansdtzen die virtuellen Arbeiten der Randschnittgr8Ben an den

‘Bereichsgrenzen ndherungsweise gleich gemacht.

Setzt man, wie bei den finiten Elementen mit reinen Verschie-
bungsansitzen {iblich, die Stetigkeit der Ansatzfunktionen an den
Bereichsgrenzen voraus, dann wird wegen :/l/o[" - 6/71/9[’(7 aus
(3.2.5.):

Z/ Paiiy [’70(/5/1/0( + > ‘/Wo( -+ ?Ac/)w fo&

1 \f)l.

= f,% Tt = p7) Ly + ™ - ) Sy
P

+($/54_ ?/S")/W}c/s (3.2.6.)
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In diesem Fall werden die statischen Ubergangsbedingungen
durch das Funktilonal ndherungsweise erfiillt.

Sind die Ansatzfunktionen diskontinuierlich, so lassen sich
auch die geometrischen Ubergangsbedingungen im Funktional
aufnehmen. Dazu werden dem Funktional (3.2.1,) die folgenden

Terme zugefligt:

(107 ) Wt - w o s tw - ) v s (3:2.7.)
f

Bei der Variation ergibt sich dann zusdtzlich zu (3.2.3.)
[ v -00) e+ (wg-wi) S s w—wr) S o
f)

+[f s Syryy) f/a"‘/( Wty )+ V/’(wtw‘/fo/s (3.2.8.)
f

Um die Lagrange-Parameter zu bestimmen, wird (3.2.5.) umge-

formt:

[1aln o 0= 0] A At = i)
f)
(9P St - g S ) els

= 1 [npfentes =n) Sevg sy ) 4 (st ) i )
(3

+H(grtg ™) S Lw~ w7 )| ofs

-+

fﬁﬂf(n“/“ o= ) Sy =y + (T ¥R ) S g - )
§

z
2
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+(g/“+g/5')o/'(w*—u/’)}ds (3.2.9.)

Als Lagrange—Parameter ergeben sich damit die negativen ge-
mittelten RandschnittgrdBen an den Bereichsgrenzen:

Das auf diskontinuierliche Ansatzfunktionen erweiterte Funk-

tional lautet dann endgliltig:

Ty [ vy W, we] -
=?//5”WA{V“/A'5«AW)4Z7MWS Wals
;
+3 296V A W+ g,) = Py —pw folF
pf Ml =10 )F (0 4n® ) (W Wi ) ¥ )
tHw*-w-) L (g7, gﬁ”)fo{s

‘/{ /\; v, + MO(WN+QW/70/5

R

:"Efnﬂ L= 1 )N (Wi i) ™+ (W i) @5 [ s =7 st
L e {3.2.10.)

Die Variation ergibt schlieBlich die Gleichgewichtsbedingungen
und die geometrischen und statischen Rand- und Ubergangsbe-
dingungen; die SchnittgrbBen sind Funktionen der Verschiebungs-
gréBen.
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Uy [V W) W] =
:?!//*/7”“&, 6898 p%) My,
+(- 29y —\éo(/&b"“‘S -p) Sw
+(~m°(/$//b +9%) o u, fo/r
* s ) £ 07 ) ) O )
“(g57-9r7) ST W w) fas
}f PR V=V )3 (04 e (w2 w7 o 2 (b ™)
W) SE (P %) fols
*!//%n"‘/s W) P (™ %) Py e Q) e s
2

“/ﬁﬁ[(V“-ON)/n“/s¢ (Wd—/l)@)//‘)’)a/}—p[w—d/};/gﬁ’}c/s =J
R

&
(3.2.11.)
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Der Vollstdndigkeit halber werden die Gleichgewichtsbedingungen
noch mit Hilfe der Verschiebungsgr&Ben formuliert:

9%
- /08“/6 (VJ/// 'éf/ W) +1‘BWA¥/W//////$ v 6}/0\8&\/3/(6‘5 VV Y
Wt Wy ) mpS =0
% "
<[ 3% ! vy Wy +W‘/)]/o< _éa/s /D“gm‘m(’///w “bpp W)
*13“A¥MWI/M/7O o

, ;
[ 8"y, //Z’W w)t, BMMWW//AU@WM/M Yy W W) S

(3.2.12.)
Hierbei wie auch bei allen folgenden Gleichungen wird Isotropie
angenommen, so daB die Komponenten cbwwf und Z}Kx v

des Elastizitdtstensors verschwinden.

Um auch gemischte Randbedingungen formulieren zu kSnnen,

werden die Randintegrale auf die Basis der Randkurve bezogen:

A

Mo ’Q’Vt
*f (ﬂo(ﬂ/gm /’I )o/nW c/§+//f N/sm‘ﬁ'*MM}/fXWyc/g
Mé M

+f (na? Q ) w }C/Q

*f/ff(l/x~ )fmﬁ ol s f/i V- VZ)/z{ rp 7 ols

2y,
f(nw (Pt)c/)na,r%nvu/bc/g“! /fW ffn)a/'fd/‘?/gmﬂﬂﬁ
Ry, #n
+f(vv'\?/) M/’)/AQAO/S= o (3.2.13.)


ibbaf
Textfeld


- 66 -

3.3. Das in Bezug auf die geometrischen tbergangsbedingungen
verallgemeinerte Funktional von HELLINGER-REISSNER

Im Funkticnal (3.2.10.) sind die Schnittgr8Ben Funktionen der
Verschiebungsgrd8en. Man kann nun das darin enthaltene innere
Potential mit Hilfe der Legendre~Transformation (2.7.11.) um-
formen. Gegeniiber dem Prinzip vom Minimum der potentiellen
Energle sind dle geometrischen Gleichungen nicht mehr a priori
erfillt. Das Stoffgesetz ist jedoch als bekannt vorauszusetzen.

Man erhdlt zunéchst:

ot
TIE L A XA x N
= h m K + (n™ .
1) J{;%) o) Qr‘s%) ") (30300

V’w& und MuA@)sind die aus den geometrischen Gleichungen defi-
nierten Verzerrungen. Mit (2.3.7.) und (2.7.8.) wird daraus:

Ty = Nl -ty w )+ M Py + @bV W )

-1 X HS os,__ s
Zode(/svfn n 16{0%34/” m

-1 /L o
) C/N‘/ m"“m"' 7 OC’SO(&JZ 9 (3.3.2.)

Damit erh&lt man aus (3.2.10.):

:;f[n"“(vq//boémwwmm Walps + 95l Viy +W,5 + Wi )

- A L %
; 0CI gl n 7CJ°(N,(//’) ez

LN 7

40 /s«z> ? ”/;u'/K”/‘A’""JZC/F
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ot e ) ) ()
Hlw?ew) 5 (977 +97) [ ds
[A;WVD( + /j,wwo( +6?A wfds

(- 1) P (- w)m Palw-w) g pols ekt

(3.3.3.)

Die Variation liefert zusdtzlich zu (3.2.11.) noch die geometrlschen
Gleichungen, die in Verbindung mit dem Stoffgesetz die Schnittkraft-
Verschiebungsgleichungen ergeben.

- 7
M’EV/I/D//W, Wiy mmlm‘m, 9%/ =

= _ ‘ N A s S
;Zf/(’/w//& bW = oy 7 G )
+,

% #) 3
* / M/QLA Ty C;&ﬁ/ n 2 qsz/’/77 /oﬂr”q

by vy w, Wy =y Cogn 87 ) /9% Lo

+ Zeilernn 2-10 vor (3.2, 71. )

(3.3.4.)
Dies sind die sogenannten kanonischen Gleichungen.

Eine formale Umformung in diesem Sinn gibt KLINGBEIL [/27 fiir
die Schalentheorie nach Green-Zerna.
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Eine andere Methode, zum Funktional (3.3.3.) zu gelangen, besteht
im Hinzufligen der konstitutiven Gleichungen (2.7.6.) zum

Funktional (3.2.10.). Als Lagrange-Parameter ergeben sich die
halben Schnittgr®Ben.
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3.4. Das in Bezug auf die geometrischen Ubergangsbedingungen
verallgemeinerte Funktional von HU~WASHIZU

Beim Funktional von Hu-Washizu treten neben den Verschiebungs-
funktionen und den Schnittgr®Ben auch noch die Verzerrungskom-
ponenten Jla/a . M(X/s vl /'30( als unabhingige Koordinaten-—
funktionen auf. Im Unterschied zum Funktional von Hellinger-
Reissner tritt also auch das Stoffgesetz als Euler—Lagrangesche
Gleichung des zugeordneten Variationsproblems auf. Man gelangt
zum verallgemeinerten Funktional, wenn man in (3.2.10.) das
innere Potential als quadratische Form der Verzerrungskomponenten
schreibt und die kinematischen Gleichungen (2.3.7.) nach Lagrange
hinzufiigt. Als Lagrange~Parameter erdeben sich unter Berlick-~
sichtigung der konstitutiven Gleichungen (2.7.5.) die negativen
Schnittgrbsen.

Das verallgemeinerte Funktional lautet:

Hy [ve W, wy, Fonr s s Yo PYE, s g% =
,%‘![fogwsw}éﬁ Yo *186‘%37/1&/5 K™ %1_ 3“6‘;’/’/’%0{/& Ky
+'Z' ogswé/’}ﬂw Ly —nw/s//m_ sz//& +éo(/&l4/)
_mm/ﬁzm' wls) ~ 290 fa =64 iy Wi g )
~pRY, //vafo/F

+ 2ailerr 4-F vorr (3.2.70) (3.4.1.)
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Die Variation liefert:

IH, %/Z/Zf/”hwﬁ//& +b$ 29 -p% ) Sy,
7

VY by, P =) S
+(”’77%//~‘> +?°() ”ﬂWu
oy = ey + b w)
~( L.Za(/s— Weols) oy
-ty - 6. Ve - W o, iy )X

—_ (/70(/5 _ngﬁv‘*%wv __7 8(}’/6‘/"/‘&};‘%) 0/7/(4//5

—{ s — ,80(/“”&1‘/‘* -, »8“//&%/45,%)//%75
—(g" - B¥* ) St fotF

42‘@/’/@” 5*40 vory (32 77) (3.4.2.)

Man erhdlt mit den Gleichgewichtsbedingungen, den kinematischen
und konstitutiven Gleichungen im Gebiet und den statischen und
geometrischen Ubergangs- und Randbedingungen an den Bereich-
grenzen und Rindern alle Grundgleichungen der Schalentheorie.
Die konstitutiven Gleichungen sind gegeniiber dem Funktional
von Hellinger-Reissner invertiert.
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3.5 Vernachldssigung der Schubverzerrungen -
Kirchhoffsche Theorie

Wie in Abschnitt 2.3 gezeigt, folgt aus der Normalenhypothese
die Nebenbedingung (2,.3.8,) filir die Verschiebungsfunktionen.

Wy 7"“//‘,(*5&’/‘/&,0 (3.5.1.)

Damit istWy keine unabhdngige Funktion mehr und kann aus den

Differentialgleichungen und Funktionalen eliminiert werden.

Im Gegensatz hierzu nimmt KLINGBEIL [2] die Nebenbedingung
(3.5.1. ) ins Funktional auf. Dieser Weg ist sinnvoll_, wenn
die Ordnung der Differentialgleichungen beibehalten werden
soll. Im vorliegenden Fall scheint es zweckmdBiger, die Zahl
der verschiedenartigen Ansatzfunktionen zu verringern, deshalb
wird diese Methode nicht verfolgt.

Fiir die konstitutiven Gleichungen ergibt sich aus (2.7.5.) mit
(3.5.2.):

N (B Yy gy w) < B (82

mP= B g, by, w) < B 20850 )I ]
(3.5.2.)
Eine konstitutive Gleichung fiir die Querkrdfte ldBt sich wegen
der Vernachldssigung der Schubverzerrungen aus (2.7.5.) nicht
herleiten. Die Querkridfte sind vielmehr durch die Gleichgewichts-—

bedingungen als kovariante Ableitungen des Momententensors ge-
geben:

?0/'__ /-/‘,70(/5//$ (3.5.3.)
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Bei der Umformung der Funktionale mit Hilfe von (3.5.1.) ist es
zweckmidBig, gleichzeitig die Querkrifte nach (3.5.3.) zu eliminie-
ren. Es 188t sich leicht zeigen, daBf dies auch filr die Lagrange~-
Parameter in (3.2.10.) zuldssig ist; eliminiert man nimlich die
Querkrdfte schon im Funktional (2.10.1.) und fiigt dann die geo-
metrischen Rand- und Ubergangsbedingungen hinzu, so ergeben sich
anstelle der Querkrdfte in (3,2.10.) die kowarianten Ableitungen
der Momente nach (3.5.3.) als Lagrange-Parameter.

Damit ergibt Sich aus (3.2.10.):
Tk [’Q/ wj=
:z;//zi Pl =0 ) = 5 1 Sy #(8E W o ]
P —pw T
L)L R B8 (w57 |
—(W/o:— wl, )5 e (7 4 m")
Hwt = W) 2 g (AR 4 o )]y §dls
[0 A7 ey AT Dy - w4 Q w fds
B¢
~£n/5[/1/”—2,) (P~ b 1 W)~ LWy~ Wiy ) ™™

+{w-w) ,7,,/‘%/ de = st (3.5.4.)
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Die Ableitungen W[, werden nun auf die orthogonale Basis der
Randkurve bezogen:

* + Jw* Jw* s

W/o( ={'0(Js+ "NL Jnt ‘f; W+/s t AW,
~ - Juw’ - Jw e dw” + Jw”
Whe = o Js” T Jn- to det % Tyt

"i; wlg #Na win (3.5.5.)

Damit lassen sich die entsprechenden Linienintecgrale umformen,
Es ergibt sich z.B. fiir das Linienintegralj ds zwischen den
Knoten I und II;: £

fn/“ M/+/°(/7,)(:‘/A+C/\S ,f[ndn/sw+//; "77‘1//“4‘4'2(0(/7/5 W‘*/\S/?/le/séfd\g
¥ #

e
’ff/?a,n/s W%mMH_' W+/f~/7/4/77q//“)/5f0/$ +/W+{0( o /77W/~‘>+.£‘“.l
‘ I3
| (3.5.6.)

Das Funktional (3.5.4.) lautet dann:

7/_1-/14/—%05 /W]=

=2/ b ) < 3 [t (654 )]
/

~p“Vs —/gu/fc/? .



ibbaf
Textfeld


- 74 =

*lw "W_)?z[noc (177 4"‘/7”q%7% +/¢{zx/’7/\ MWH//&"/{’(N/&MW&’//S]

(W W )3 Py e (0 5R 4m%7) § dfs

i
*Z whw)g o Ta (st 4 ) [

p v
A v A A T
< S

-y, 4/‘21}“ wl, §ds

- \<,

27 [t a K

- f [(V«“l;oz)/7/& (’7%'5}/”’7&/&)
2
w2 ) [ 7y 77 s + iy 7)) |

-(w},- l/?//w)na//?ﬂ A f oA

‘?Z[(W/ Wit « n/s(m”pumw')] = stat (3.5.7.)

r ist die Anzahl der in K einmiindenden Bereichsgrenzen.

Die Variation liefert unter Beachtung von (3.5.2.) und bei
entsprechender partieller Integration:

‘fﬁ—y/z /NVP( ! W/=

=Z [ {065 9 v
,7;'

[ i oy 7 | S f


ibbaf
Textfeld


- 75 -
L op [ - " ) [ (077 )
L 5 1) (P el gt ]
* o' (whews)
[ 7 () £ O
SIS v [ G [0 A T b (T #3-)]
_[W+_ w] /77 /,77a//s;,77o«/s—)//5 "L/llx/’//s/??”‘/“)/\g

+ {z‘o(n/bm”/b’)/s /
L0y W] Sy 1 (70 O ) f
‘gVZ[z‘,X/?/s (¥ =y ) o2 (M/*wv'/]
B Z{ﬂW*'W') ST [m“/&*%m“/)‘)]

Hilmwinee -4 m™ ) - P v,
L eyl 9]
= [Py re M - /C,] S s
< [ {0030 S (o= £ )

+/ - vﬁ///nqm"‘/b//s +(tu )/, )
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A/W/h“\//‘\//h](jnw”,o mD(AfOIS

~Z Z/-z‘,xn,é/m"‘“+~m“A‘)~é{r)/c/)f/w++W_)
Ky v

+27 [w-wl /2‘42/,,(/7@ (™ ey o8) = o (3.5.8.)
ke ¥

Man erhdlt wieder die Gleichgewichtsbedingungen, die geo-
metrischen und statischen Rand-. und #bergangsbedingungen an
den Bereichsgrenzen und zusdtzlich die Rand- und Ubergangs-
bedingungen fiir die Durchbiegung W und das Drillmoment

tx s m*° in den Knotenpunkten. Damit entfdllt auch die
einzige bei BUFLER /2] verbliebene Kontinuitdtsbedingung
fiir die Ansatzfunktionen.

Die Zahl der Randbedingungen ist von jeweils 5 auf 4 zuriick-
gegangen, da durch den Verlauf der Durchbiegung w entlang
des Randes gleichzeitig die. Neigung W/5 bestimmt ist und
nicht mehr als unabhédngige Gr&Be auftreten kann.

Um aus (3.5.7.) das erweiterte Funktional nach Hellinger-

Reissne_x: herzuleiten, werdendie invertierten konstitutiven
Gleichungen (3.5.2.) nach Lagrange hinzugefiigt,

Es ergibt sich dann das Funktional:

21/14[‘/,;(,’4/,/’)(W‘/ ,7711’/3]7

= I-Z.;[/‘WWA/V&(/A”é’:X/s M/)—m“/“’/w/,(/g/é}fm,///b]
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wp IS oAs ¥/
DC"N/W(/H 7 —10’0(/53,//7 m

[SYEN

ol

, Coppr M~y — oW fF

+ 2eilerr 3-73 vor (3.5 %) (3.5.9.)

Die Variation liefert:
C/'sz[‘/om "'//"7(”5//”70%]’

vy 178 ars
’,Z//[V“//*‘éfm“/’ o 7 Coprs T %

¥
i vy s
4[»“//0(/5 ”/é’ty’/%///s = C/oz/wwﬁ 2 da/w'/m ]‘/’77 ]‘/F

+ e ctrte Sarte vers (3.5.8) (3.5.10.)

Das erweiterte Funktional nach Hu-Washizu wird wie in Ab-
schnitt 3.4 hergeleitet. Die kinematische Gleichung fiir die
Schubverzerrung )y, entfdllt,

Das Funktional lautet:

o [ s W0 By 1 B 1 7777 o ¥ ] |
!

A L1 pusw ‘
=_2”/fo08 %o//sd‘w +/gq//ssw}€(/s/u,ﬂ¢ 1 & V%/J”w
9—4
-U“/"//o(/b-l{,/ﬁfému/) —m""*/xc%+w/a,/s+/6yyv///$/

- Py, -/Ow/o/f [
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+ 2eilerr 3-73 vorr (3.5.%) (3.5.11.)

Die Variation ergibt zusitzlich zu (3.5.8.) noch die konsti-
tutiven und kinematischen Gleichungen.
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4, Losungen mit Hilfe eines Parameteransatzes

4.1 Ubersicht

Die wahren L8sungen der Variationsfunktionale sollen durch
pParameteransitze angenthert werden. Diese Ans&tze haben
die Form:

o n -
f(si6)=32 o, f (ele’) (4.1.1.)
(=1 !

mit den Ansatzfunktionen f}(ezevund den zu bestimmenden Kon-
stanten a;. Beim Ritz'schen Verfahren miissen diese Ansdtze die
wesentlichen Rand- und Ubergangsbedingungen des Variations-
problems erfiillen. Diese Voraussetzung entfdllt bel verallge-

meinerten Funktionalen.

Zur Bestimmung der Parameter a; sind verschiedene Methoden
mdglich.

An erster Stelle ist das Einsetzen des Parameteransatzes in

das Funktional F zu nennen. Die a; werden wegen der Forderung

eines stationiren Werts des Funktionals durch das Gleichungs-

system bestimmt, das sich durch Ableiten nach den Parametern
ergibt:

L = stet. a7 s—; =0 (4.1.2.)

Diese Methode beniitzt das Funktional zur direkten Bestimmung
der Parameter und wird als direktes Variationsverfahren bezeichnet.

Daneben gibt es noch einige Verfahren, die die Parameter iber
die Eulerschen Differentialgleichungen des Funktionals
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bestimmen. Dies sind die Orthogonalititsmethode mit der
Methode von Galerkin als Sonderfall, die Methode des Fehler-
guadratminimums unter Berlicksichtigung von Gewichtsfunktionen,
und die UberbestimmteKollokation, die auch als diskretisierte
Form des Fehlerquadratminimums interpretiert werden kann.

In der vorliegenden Arbeit werden die Einsetzmethode und die
Uberbestimmte Kollokation angewandt; eine Beschreibung der
iibrigen Verfahren findet man beispielsweise bei COLLATZ.

4.2 Positive Definitheit. Arten der Konvergenz

Im Folgenden wird mehrfach der Begriff der positiven Definit-
heit benfiitzt.

Bel einem Funktional versteht man darunter, daf sein Wert bei
beliebigem Verlauf der Koordinatenfunktionen gréBSer oder gleich
null ist, null jedoch nur dann, wenn alle Koordinatenfunktionen
identisch verschwinden.

Positive Definitheit einer symmetrischen Matrix A liegt vor,
wenn flir den beliebigen Vektor x gilt:

x"Ax 76 foryto

=0 7(5;,— Y=0 (4.2.1.)

Die Eigenschaften positiv definiter Matrizen werden von
WILKINSON und FADDEJEW-FADDEJEWA ausfiihrlich dargestellt;
hier sollen nur einige S&tze kurz wiedergegeben.werden.

1.) Eine positiv definite Matrix A 14Bt sich als Produkt
einer Dreiecksmatrix R mit sich selbst darstellen:
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A=-R'R (4.2.2.)

Hierauf basiert die Gleichungsaufl®sung nach Cholesky, bei der
keine Pivotisierung nStig ist.

2.) Bei einer positiv definiten Matrix sind die Determinante
und alle Eigenwerte 'grc'jBer null.

3.) Die Kongruenztransformation einer positiv definiten
Matrix A mit einer nichtsinguldren Matrix C ergibt wieder
eine positiv definite Matrix B:

B’:OTF)C/ /oos‘o/aff (4.2,3.)

Dies gilt auch fiir spaltenreguldre Rechteckmatrizen C.

4.) Die Summe einer positiv definiten Matrix A und einer sym~
metrischen Matrix B ist dann positiv definit, wenn der grdBte
Eigenwert maxﬂgvon B kleiner als der kleinste Eilgenwert

mind, von A ist.

Bei der Beurteilung der Konvergenz einer Funktionenreihe spielt
neben der Geschwindigkeit der Konvergenz auch die Art der Kon-
vergenz eine Rolle.

Man unterscheidet drei Arten (S. z. B, ZURMUHL, MICHLIN):
1l.) Die stetige Konvergenz liegt[:v vor,; wenn der Fehler 4
zwischen der N&herungsfunktion f und der Funktionf an
jeder Stelle 9792 gegen null strebt:

Lim J(8]6%) = Lim /72/—7“) =0

P~ 0o - 00
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2.) Von Konvergenz im Mittel wird gesprochen, wenn das Integral
iber das Fehlerquadrat fiir den ganzen Bereich gegen null strebt:

a 2
. 12 ,
Lirr ///'/9, 8)-fle]e)]da = o
n-y co 4

In diesem Fall ist Uber die GriBe des Fehlers an einer be~
stimmten Stelle keine Aussage gemacht.

3.) Bel der Konvergenz beziiglich der Energie strebt der
Funktionalwert fiir die Niherungsfunktion gegen den wahren
Wert des homogenen Funktionals:

Lirm [ FBoo lF) ~FBrom [F) ] = &

71~ Qo

Ist der dem Variationsproblem zugeordnete Differenzialoperator
linear und selbstadjungiert, 148t sich statt dessen auch schrei-

ben:

lim Foun (f-1) =0

Fie o

Fir ein positiv definites Funktional kann man nach MICHLIN aus

der Konvergenz bezllglich der Energie auch die Konvergenz im Mit-
tel herleiten. Da die Funktionale nach Hellinger-Reissner und
Hu-Washizu nicht positiv definit sind, kann fiir sie dieser weltge-
hende Beweis nicht gefilhrt werden. Filr das Prinzip vom Minimunm
der potentiellen Energie ist er jedoch mdglich.
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4.3 Ritz-Methode (Einsetzen ins Funktional)

4
Die Parameteransitze haben die Form (4.1.1.), die beispiels-
welse filir Vi lautet:

n
Vo (0] 8°) = ,Z-; Q. Vuil0)9) (4.3.1.)

Als Ansatzfunktionen eignen sich Polynome, solange hohe
Potenzen vermieden werden,

Die einzelnen Glieder der Reihe miissen linear unabhéngig sein.
Die Stetigkeitsvoraussetzungen lassen sich aus den variierten
erweiterten Funktionalen ablesen: Ihnerhalb eines Bereichs
miissen die flir die Bereichsgrenzen geltenden Kontinuitdts-—
bedingungen exakt erfiillt sein.

Fir die numerische Berechnung ist es glinstig, wenn die Ansatz-
funktionen ein hohes MaB8 von Orthogonalitdt bezliglich des
pDifferentialoperators des Funktionals haben, so das die Dia-
gonalglieder betragsmifBig {iberwiegen. Dies 1&B8t sich einerseits
durch ein - in diesem Falle aufwendiges - Orthogonalisierungs-
verfahren erreichen, andererseits aber auch durch eine Unterteilung
in kleine Bereiche, filir die Ansdtze mit geringerer Parameterzahl
gewdhlt werden kdnnen.

Weiter ist es wilinschenswert, die Ansatzfunktionen so zu nor-
mieren, daB die GrdBenordnungen der Diagonalglieder betrags-
méBig etwa gleich werden.

Die Gleichungssysteme zur Berechnung der Parameter a; ergeben
sich aus den Funktionalen durch Ableiten nach den a; . Die
Gleichungen gehen aus den variierten Funktionalen hervor,
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wenn die varilerten Gr®Ben durch die Reihenglieder der Ansitze
ersetzt werden, z.B.:

I _ o (4.3.2.)
Ja; * -

o, >

Die Gleichungssysteme fiir die Funktionale (3.3.1.) und (3.5.9.)
nach Hellinger-Reissner sowie (3.4.1.) und (3.5.11.) nach
Hu-Washizu haben die Galerkin'sche Form; dies gilt nicht fiir
die Funktionale (3.2.10.) und (3.5.7.), bei denen die geo-
metrischen Rand- und Ubergangsbedingungen mit den Schnitt-
grdfen multipliziert werdep, die in diesen Fdllen Funktionen
der VerschiebungsgrdBen sind und deren Ableitungen enthalten.

Bei der Variation der Funktionale wurde partielle Integration
angewandt, um die Differentialgleichungen fiir das Gebiet von
den Rand- uhd Ubergangsbedingungen zu trennen. Diese Umformung
ist zum Aufstellen des algebraischen Glelchungssystems fiir die
Ansatzparameter nicht erforderlich, da sie hierauf ohne Ein-
flug ist.

Es ist dagegen zweckmdBig, die Integrale iiber dle Bereichs~
grenzen ® 1in Anteille aufzuspalten, die sich auf die einzelnen
Bereiche beziehen. So erhdlt man beispielsweise fir ein Integral
ber die Grenze zwischen den Bereichen i und k:

h f N (Voz{f) “Vatn) )% (n Ws{:‘) * ,-,0(/’5(” Jds =

P( i}
1 as 1 X
= —Z/ Py Yoy 7 0 ols ~ E"/ Pacie) Yatie) 1 i) ols
k) fuen

a8, 4.3.3.
- 21/ Naci) Vo((/') /7“73(,14) o ‘21/ Natic) gty 7 /5(/) ds ! )
flf,&) .Pw,/‘/
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Damit k&nnen die Gleichungssysteme zur Bestimmung dexr Ansatz-~
parameter in Matrizenform geschrieben werden. Die Matrizen
selbst sind am Ende dieses Abschnitts zusammengestellt.

a) Funktional (3.2,10.)

Die i-te Zeile lautet

(Ii +B[)OV,‘ +Z B ayg +/g:' = (4.3.4.)
14

i durchlduft die Anzahl der Bereiche.

k nimmt die GrdBe der Indices der 1 Bereiche an, die mit dem
Bereich i eine gemeinsame Grenze haben.

Die Matrix F; ist positiv, aber nicht positiv definit. Ihre
quadratische Form stellt das innere Potential dar, das bei
Starrkdrperverschiebungen null wird, ohne daf die Ansatzpara-
meter der Verschiebungen alle verschwinden, wie aus Abschnitt
2.9 hervorgeht.

Im Gegensatz zum variierten Funktional (3.2.11l.,) kommen in F;
keine Ableitungen der Elastizitdtstensoren vor.

Das vollstédndige Gleichungssystem hat Bandstruktur. Die Ver-

kniipfung der Parameter der einzelnen Bereiche erfolgt durch
die Matrizen Bik' Da B;L ¥ Bki’ ist das System unsymmetrisch.

b) Funktional (3.3.1l.)

Durch Ableiten nach agq und ag; ergeben sich die beiden

Matrizengleichungen:
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T T
G ag +éZG;<i Qg T, =0

C;iC)v'

1

+3:G,-k a,, + K;ag Vo= (4.3.5.)

Die Matrix ~K;ist positiv definit, ihre quadratische Form
stellt das negative innere Komplementédrpotential dar. Das
vollstdndige Gleichungssystem ist symmetrisch, aber nicht
positiv definilt. Es 148t sich durch Zwischenelimination

dexr Parameter asider SchnittgrdBen auf ein positiv definites
Gleichungssystem fiir die Parameter der Verschiebungsfunktionen

reduzieren.,

Um dies zu zeigen, werden jeweils die Vektoren a,yr A5
P, und vi‘zusammengefaﬁt:

i
T 7
a,=/a,,, ., A, ;=[5 O A/
T 7 (4.3.6.)
P =/?31/ Py fﬁy] ) 1% =/qu v, - ¥, / .3.6.
Damit kann das Gleichungssystem folgendermaBen geschrieben
werden:
6o, +p =0 (4.3.7.)
Gay _,_}ZQS “+ VY =0 (4.3.8.)

Die Matrix G setzt sich aus den Matrizen Gi und Gik zusammen,
die quasi-diagonale Matrix K enthdlt die Matrizen L

Die Gleichung (4.3.8.) 148t sich nach a aufldsen:
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ag =-Kyv -k 'Ga, (4.3.9.)

Durch Einsetzen von (4.3.9.) ergibt sich aus (4.3.7.):

6K 'Ga, -p +GKV =0 (4.3.10.)

1
1

sind positiv definit, G ist
G ebenfalls positiv definit.

die Matrix -K und damit auch -K
spaltenreguldr, damit ist —GT K
Die Inversion von K ist wegen der quasi-~diagonalen Form nicht
rechenintensiv. K"l ist wieder quasi-diagonal.

Diese Zwischenelimination entspricht dem bei TOTTENHAM-BREBBIA

flir die Platte beschriebenen Vorgehen.

c) Funktional (3.4.1.)

Ableiten nach a_,, a_, und a ergibt die drei Matrizen-
vi si zi

gleichungen:
I T
Gi Qg “L{Gki Aste tp; =0
T
G oy +LZG/'14 Qi tE Gy =T
é; Qg *D; ag, =0
(4.3.11.)

Die Matrix Di ist wie Fy positiv, aber nicht positiv definit.
Das vollstindige Gleichungssystem ist symmetrisch und nicht

positiv definit.

Eliminiert man entsprechend dem Vorgehen beim System (4.3.5.)
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die Parameter ay und asi’ so erhdlt man;

Q, =-DF ag

ac= (ED7E) Ty + (77 E)G o,
Gr/L;'TD”E/MGOV + o+ GT(ETD”E}""V-;U' (4.3.12.)

Die Matrizen D und E und der Vektor a, ergeben sich aus den
entsprechenden Matrizen der Einzelbereiche. D ist wie K
quasi-diagonal, ebenso E, so daB auch (ETD—lE)1quasi—diagonal
ist.

Nun soll noch am Beispiel des erweiterten Funktionals nach
Hellinger-Reissner die Art der Konvergenz untersucht werden.
Dazu wird das Funktional durch partielle Integration auf
folgende Form gebracht:

’@V[l;;(/ l;/// l:‘\‘/0(//3(*/&/ P'/')Ws/ ?V]:
“f ] A ey 50
/%.
=G by ) W
4(—%0(/6//3 +’§o(),4’)°(

. . vy “ P A

+{VO{/A_%/5W-0C’O(/$Y/./7 1010(/3&,/,/’?’7 )/7

~ ~el AR A WA VS
2 Sopgy 7 Jrm
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+(6L Tyl iy = 7v)§*for

wf [oaftizee - 5 ) 0+ B )
£
H(GPT G )Lt i)
B At =5 ) LT+ g )
AR NN L ORVL

( §/$+ " §/$—)

pla

~ (i)
(W =W ) £ (™R 459 )} ds

1 ~ ~ ~ o~ ~ ~
*z[nﬂ [p/')(XAVo(*?AW +/77°‘/5qu ols
Ry

[ {7 G e o
&
<z [] —priy —pi f T
I7'—/'
[ n SR - i, — G ]
2

1 ~ - ~ A N
“f /7,5[—1/0(#’”5’ w,, »wy/‘fgé = ghrt  (4.3.13.)
Rg

(4.3.13) 148t sich in einen homogenen Teil und die HuBeren

Potentiale, die in den letzten drei Zeilen stehen, aufspalten:
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Ry [T, iy 5, 50, 551 By, [T 5 iy, 58 0 37

+//ar[ n/ Wy/+//a/z/— W/Ww] ,/ z[ﬁ‘m ~ apn gﬂjﬁmf
(4.3.14.)

Jetzt werden die Euler-Lagrange'schen Differentialgleichungen,
die durch (3.3.4) gegeben sind, mit den Niherungsgr®Ben des
Ansatzes als variierten GrdgSen multipliziert und vom Funktional
(4.3.13) subtrahiert. Dadurch entfallen die Terme mit den ein-—

geprdgten GrdBfen. Das so umgeformte Funktional 148t sich auf
die Form bringen:

-?V/D;,M';/ '2;0(/ MA WW/J/ ?,5] /?Vham[/é;—@)/(g/'bl/)//”%—%)/
(P _/,)a//s)/ (P ars ,mA//s)/ /’9/3_?4//

By iy w2, % 22 ] = okt (4.3.15.)

Der letzte Term ist eine von den Ansatzparametern unabhdngige
Konstante, deshalb gilt auch:

Rrpam LG ), (5 w) (&= my) | (R -1 7R) (59 %R~ %)

(§4-g7)] = sht. (4.3.16.)

Die linke Seite in (4.3.16) ist aus der Bedingung fiir die Kon-
vergenz bezliglich der Energie bekannt. Da das Funktional
(4.3.13) nicht positiv definit ist, kann nicht auf Anhieb fest-
gestellt werden, ob der stationdre Wert null ist. Eine Unter-
suchung dieser Frage geht iiber den Rahmen der vorliegenden Ar-

beit hinaus. Das gleiche gilt fiir die Funktionale (3.2.10) und
(3.4.1).
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4.4 Uberbestimmte Kollokation

Bei der gewdhnlichen Kollokationsmethode wird ein n-parametri-
ger N&herungsansatz in die Differentialgleichungen eingesetzt.

Dabei ergibt sich flir jede Gleichung ein Fehler, der von den
Ansatzparametern abhéngt. Nun wird gefordert, daB diese Fehler
an geeigneten Punkten verschwinden, dadurch erh&lt man bei
linearen Differentialgleichungen ein lineares algebraisches
Gleichungssystem fiir die Ansatzparameter. Wie COLLATZ bei
einem Plattenproblem zeigt, ist das Ergebnis von der Wahl der
Kollokationspunkte abhdngig. Auch k®nnen bei hdheren Ansitzen
die LOsungen zwischen den Kollokationspunkten unter Umsténden
stark oszillieren; weiter ist ein numerischer Rangabfall m&g-
lich.

Diese Nachteile lassen sich vermeiden, wenn die Zahl der
Gleichungen die Zahl der Unbekannten wesentlich {ibersteigt und
dann fiir die Summe der Fehlerquadrate ein Minimum gefordert
wird. Diese Methode wird als {iberbestimmte Kollokation bezeich-
net.

Die Bestimmungsgleichungen fiir die Ansatzparameter erh#lt man
durch eine GauB-Transformation des liberbestimmten Gleichungs-

systems: Aus

(Ax -6 )% = Mn (4.4.1.)

]

mit der Systemmatrix /7., ),//77/7; m = Anzahl der Gleichungen

]

n Anzahl der Parameter

dem Vektor der unbekannten Parameter x<m)
und dem Lastvektor b<m)

erhdlt man das positiv definite System:

R x — ATL =4 (4.4.2.)
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Die GauB-Transformation 1#8t sich durch Ableiten von (4.4.1)
nach dem Vektor x leicht herleiten. Bei der Matrizenmultipli-
kation ATA werden die einzelnen Spalten der Matrix skalar mit-
einander multipliziert.

Die iUberbestimmte Kollokation stellt eine diskretisierte Form
der "Methode der kleinsten Fehlerquadrate" dar, wenn die Fehler-
quadrate flir die einzelnen Kollokationspunkte mit Gewichten
multipliziert werden, die aus der GauB'schen Transformation
eine numerische Integration machen.

Nun soll die lberbestimmte Kollokation auf die Euler-Lagrange'
schen Gleichungen (3.3.4.) des erweiterten Funktionals nach
Hellinger-Reissner angewandt werden. Trennt man in Gleichungen
filr das Gebiet, Ubergangsbedingungen und Randbedingungen,

so kann man in Matrizenform schreiben:

R, a, ¢ Ay 9
b; Ogi | ~ zz- Yol |G — | 7 =0
4.4.3.

Die Matrizen Ai; Ui; Ri; Gi und r, sind am Ende dieses Abschnitts

zusammengestellt.

In Ai werden die Ansatzfunktionen fliir die SchnittgrSB8en bei den
konstitutiven Gleichungen mit dem Elastizitdtstensor , ‘wa)*&
multipliziert. Dadurch werden diese Terme wesentlich kleiner

als die Terme flr die SchnittgrdBen in den Gleichgewichtsbe-
dingungen, wo die ersten Ableitungen vorkommen, und kleiner als
die Terme in den Rand- und Ubergangsbedingungen. Man erkennt, das
die betragsmidBig kleinen Ausdriicke der konstitutiven Gleichungen
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auf die Diagonalelemente der Matrix ATA numerisch praktisch
keinen EinfluB haben. Um dem zu begegnen, werden die konstitu-
tiven Gleichungen mit Gewichten 7/,(",,,, usw. multipliziert.
Damit dann bei den Verschiebungsfunktionen wieder gleiche
GrbBenordnungen geschaffen werden, miissen auch die geometri-
schen Rand~ und Ubergangsbedingungen mit diesen Faktoren multi-
pliziert werden.

Fir diese notwendige Gewichtung gibt es eine einfache physi-
kalische Erkldrung. Die Euler-Lagrange'schen Gleichungen lie-
fern Fehler verschiedener Dimensionen, durch die Multiplika-
tion mit der zugeh®rigen variierten Gr®B8e werden dann Arbeits~
ausdriicke gebildet. Die Gewichtsfunktionen k&nnen als Beschrei-
bung eines virtuellen Zustands aufgefaBt werden, bei dem die
GrdBenordnungen der Schnittkrifte iiber die konstitutiven Glei-
chungen aus der GrdBenordnung der Verschiebungen hervorgeht.

Um dies deutlich zu machen, sind bei der Darstellung der Matri-
zen flir die Kollokation in der Spalte "Gewichte" die variierten
GrdBen angegeben. Die virtuelle Arbeit wird an vielen Punkten
flir diesen einen virtuellen Zustand ermittelt und die Fehler=

quadratsumme zum Minimum gemacht.

Vergleicht man das Ritzverfahren mit der Kollokation unter dem
Gesichtspunkt, daB die Gewichtsfunktionen als virtueller Zustand
betrachtet werden, so kann man sagen: Beim Ritzverfahren tre-
ten statt einem einzigen ebensoviele virtuelle Zustdnde wie An~—
satzparameter auf, ndmlich die n Ansatzfunktionen selbst. Die
Gleichungen des Ritzverfahrens stellen dann die Forderung nach

Erfiilllen der n Arbeitsgleichungen dar.

Aus der Bedingung des Fehlerquadratminimums fiir die Euler-La~
grang'schen Gleichungen folgt fiir das Konvergenzverhalten unmit-
telbar, daB die Niherungsl&sungen so konvergieren, daB sie

die Differentialgleichungen erfiillen. Das kann zur Falge haben,
daB bei beschrinkter Parameterzahl die Ableitungen im Gebiet
besser angenihert werden als die Funktionen selbst. Collatz
gibt hierflir ein einfaches Beispiel an (S. 206).
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Beim erweiterten Funktional nach Hellinger-Reissner sind die
konstitutiven Gleichungen nach den Verzerrungen aufgeldst. Bei
der Kollokationsmethode ist es md8glich, diese Gleichungen durch
die nach den Schnittgrtfen aufgeldste Form zu ersetzen. Es er-
gibt sich dann ein System, das auch durch Eliminations der Ver-
zerrungskomponenten aus dem varilerten erweiterten Funktional
nach Hu-Washizu (3.4.2) hergeleitet werden kann. In dem Schema
(4.4.3) wird dann die Matrix Ai durch die ebenfalls im Anschluf
angegebene Matrix A*i ersetzt. Die Gewichte fiir die konstitu-
tiven Gleichungen sind die Verzerrungskomponenten, ausgedrickt
durch die Verschiebungsgr&fien.
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5. Beispiel

Als Beispiel wird eine relativ dicke Kugelschale {liber
quadratischem Grundrif mit eingespannten Ré&ndern berechnet,
wie sie von RAMM+ und CONWAY—LEISSA++ untersucht wurde. Die
Belastung p = 0,703Mp/m2 ist konstant und wirkt normal zur
Oberfliche. Die Poisson'sche Zahl ist V= 1/6

Geometrie:
‘Y Z

; ; C/? ¥,62 C

i | .

£ :
A |
Y i x
~ |

i i

(*131m| L2131

Graumndri/3 Schritt y=o

Koordinatenlinien: Die senkrechte Projektion der Fldchen-
7
koordinaten &€  ist das kartesische x-y-System.

Flir dieses System lauten die geometrischen Gr&fen:

2 = RZ_XZ_VZ

R3- Xy . RZ-
Qas = 22 j Gaz = 22 i Pt 22

+RAMM, E.: Beitrag zur praktischen Berechnung diinner Kugel-
schalen bei nicht rotationssymmetrischer Berandung nach der
linearen Biegetheorie., Diss. Universitdt Stuttgart

**coNWAY, H. D. und A. W. LEISSA: Application of the
Point~matching Method to Shallow Spherical Shell Theory.
Trans. ASME, J. Appl. Mech. 29 (1962) Nr. 4, S. 745 - 747,
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b= R xR
14 Rz? ) 12 R 2 ) 22 R 2%
7 x(QZ—vﬂ P y? /21x”)
117 ptat A 7-712=—2—2§—i~ ; PZ’Z:KW

e MBI na Xyt pt )
11 22_22 / 72 7 prgpl ) 22 = nW

Bei der Berechnung nach der Uberbestimmten Kollokation wird

je Schalenviertel ein Raster mit 17 Punkten pro Seite fiir
den Bereich und 50 &dquidistanten Punkten flir den Rand gewihlt.
Das RAster fir den Bereich ist:

(0.0 0 17, 0.330; 0.463; 0.5%8; 0.625, 9,286, 0. 822,
0 835) 0,976 0. 94%; 0969, 0.9¢%; 0,993 ; 0.9940;

099995, 7.0e000 ) X/L

Es ist gegen den Rand sehr stark verdichtet.

Das Raster flir den Rand ist: (OO; 90250 0% 0-9&~¢uo)x72

Die Berechnung erfolgt fiir ein Schalenviertel. Die Ansatz-—
funktionen gelten fiir den gesamten Bereich, sie erfiillen die
Symmetriebedingungen filr die x- und y-Achse. Sie werden mit
Hilfe folgender Potenzen gebildet:

VA P N FEETEN

Flir die doppeltsymmetrischen GrdSen vv,/q41 mzz, nndz A2

lauten sie:

w('x[tl) = 1
O
gty

R A AN AL AN S AN A8 A A
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fiir die zur x-Achse antimetrischen und zur y-Achse symmetrischen
. ) 1.
GréBen V, , W, , ? :

Velxiy) = f
ey’

PpTYE Tyl gyl pipt pye

fliir die zur x-Achse symmetrischen und zur y—-Achse antimetrischen

Grdgen v, W, /?23
Yy = v
R A A A2 A B

22

oy 2 24
und fir die antimetrischen Grdsen #1772 17 4/ R

n"ny) = yy

/

o i - . . ..
Py et e YTy ? et vy
Die Ansatzfunktionen befriedigen nicht die Randbedingungen.

Die LOsung erfolgt sowohl mit Hilfe der Uberbestimmten Kolloka-

tion wie auch nach einem verallgemeinerten Ritzverfahren.

a) Kollokation, 1. L¥sung

Die Kollokation wird auf die Variationsgleichungen (3.3.4) des
verallgemeinerten Funktionals nach Hellinger-Reissner ange-
wandt. Dabei wird wie auch bei den lbrigen L&sungen folgende
Ndherung getroffen: '

]

7 &o(/\ % J ) bei der Berechnung

1 Clw/\y‘/’ =

/ / X pk /!
vonoc‘yfd’fe,zcu/‘e)"/ft’\g f undzgw/w)

wird nur das erste Relhenglied beriicksichtigt.
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Als virtuelle GroBen werden angesetzt:

- /'w —“o/)w‘,br4
43 im Geblet

A P /9 =D Im -—-*—)=\Z>

12(1-v"

D/no«/s= 5D ; /?o/, 2,8 ) 5 /7/77‘%——0,25@ auf dem Rand

b) Kollokation, 2. Lésung

Bei dieser Ldsung sind die konstitutiven Gleichungen gegen-
Uber a) invertiert.

Man gelangt hierzu, indem man in den Variationsgleichungen
(3.4.2) des verallgemeinerten Funktionals nach Hu-Washizu
die kinematischen Gleichungen als erfilillt voraussetzt und
damit die Verzerrungen eliminiert.

Die virtuellen GrdBen der Lsung sind:

r/;/u( - w - o/)u/w =
im Gebiet

s A /
e T (’/ﬁ&/ - e,

/’r?“/"i L — \Z) (/é 2/6 0 J D auf dem Rand

oo 10 [«
¢) Ritzmethode

Die Methode nach Ritz wird auf das verallgemeinerte Funktional
nach Hellinger-Reissner (3.3.3) angewandt. Die Elastizitits-
tensorgn " nyf A werden wie bei a) bestimmt. .

Das zundchst entstehende nicht positiv definite Gleichungs-
system AX — b = wird durch eine GauB'sche Transformation

auf die positiv definite Form ATAx - ATb = 0 gebracht.
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Da sich hierbei die Konditionierung wesentlich verschlechtert,
missen die Reihenans#tze gegeniiber der Kollokation 4 Potenzen
niedriger abgebrochen werden. Zum Verglelch 1st die Kolloka-
tion nach a) mit der selben Ansatzstufe gerechnet worden.

Vergleich der L&sungen

Verglichen werden die physikalischen Schnittgr®Ben

e} a
tro . el Car e ) G2
I A A
4
M = m” z

und die Durchbiegung w, jeweils im Schnitt y = O.

Die Ubereinstimmung der SchnittgrBen mit der LSsung von
Ramm ist sowohl bei der Kollokation a) und b) wie auch bei
dem Ritzverfahren c¢) mit wesentlich wenlger Ansatzparametern
gut; die Vergleichsl8sung der Kollokation mit dem Ansatz
entsprechend c¢) weicht hingegen erheblich ab.

Die Normalverschiebung w ist etwa 10 % gr®Ber als bel Ramm;
dieser Unterschied wird auf die Berilicksichtigung der Quer-

kraftverformung zuriickgefilihrt.
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Anhang

Im Folgenden werden die Rand~ und Eck-Terme fiir die Normalver—
formung w, die effektive Querkraft V und das Torsionsmoment T
der Gleichung (3.5.8) an Hand zweler Beispiele interpretiert.

Die effektive Querkraft ist

Vo= 0y m™ + (2 ra ™)/ (A7)
und das Torsionsmoment )
T = 2y ng mA (R2)

A A
V ist die HuBere Querbelastung des Randes, » die HuBere Last
in Richtung a, in der Ecke.

Das erste Beispilel gilt fiilr einen Randknoten k, an dem zwei
Bereiche zusammenstoBen:

/ R ) I," E :

’/ ’ / Sl ,v"/ "/ / // /‘:‘( :

Rome! Feay  / / T!‘ku)\ T.NKL) ey Rormel ey / P
e e ey (L f et )

A

g

2(1) B // // T * } 2'(-;)'
Pordlast Py~ / v Rorellact Vi)

bcklersft Py e Lk roft By,
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Die Indices in Klammern bezelchnen den Bereich. Die Randbe-
dingungen seien statisch.

Dann erhalt_man aus (3.5.8) die geometrischen Ubergangsbe-
dingungen an der Bereichsgrenze\(’ H

[V - w1 (VT )

-0 AC)
£
und im Knoten k:
k kK 1 — K — e _
L Wy - w, jfZ(/ﬁm */ o ) = 5 Als)

die statischen Ubergangsbedingungen an der Bereichsgrenze £

- ' ’
//‘V['I)-I/(Z)/‘\/?Z/W(”“'W(z) )O/S =g 21(r)
§

und die Gleichgewichtsbedingungen am Rand r
f[V(,) 'V;” ] OpWH) cs - o Ale)
rw)

.- A ;

/ [V -V, /& wey o6 =0 A7)
Fay :

und im Knoten
/Sl Iy ¢ 3¢ 7 v o
/ z Tf‘m T ey ey T Foay 1/ Wiy =0 (A 4)

- —y 2k ,
\[;/k 42-4-/" + ¢ fP(z)//W(‘:)-,—o* (A7)

$et) Peey re
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Die Gleichungen (A3), (A5), (A6) und (A7) stimmen mit den
entsprechenden Gleichungen bel BUFLER/Z]ﬁberein (z.B., in
der Variationsgleichung (27)).
Flir geometrische Kontinuit¥t am Knoten, also W(‘f, = W,‘;,

gehen die Gleichgewichtsbedingungen (A8) und (A9) am Knoten
liber in eine einzige Gleichung

_ Sk v & P2 3 & &
[Ty " Ti0 *TS, + 75, TPy P/z) //P'/ = (A7)
wie sie auch bei BUFLER vorkommt.
In den Gleichungen (A8) und (A9) wird unterschieden, auf
N A B
welchem Bereich die Einzellasten P:-) wirken, wdhrend in

(Al0) der Lastangriffsort keine Rolle splelt.

Im zwelten Beispiel werden die Ubergangs- und Gleichgewichts-
bedingungen an einem unbelasteten Innenknoten betrachtet.

I /////
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Man erhdlt:
& 1 - - -
[y w17 ] (Tye) = Ttes) ) o
[H/“/ 'W(x) ]“/’ /M,s) N /\(kfﬂ)) =
&
[W(l) - (4)/ / //(u‘) "/_(9,2)

E 5 & ——
/W(Z)"“/fu)/‘/)zj/ﬁl,o) "/(L:H))’ o

-1 P - K

i/ (w) T eyt /1 7 //Wm =0
id & V'3 P
z/ ,71)4711‘/)47}‘,,2)//14/(” o
-2 TE -

2 g sy T 4) /(ag)//W =J

‘—/ !w) 4/(2“) mz> /3u)]fw<u) =d (R11- A12)

Auch hier gehen fiir in der Ecke kontinuierliches w die Gleich-
gewichtsbedingungen in die entsprechende Gleichung bei BUFLER

tber:
//w g

(Fa4q)

7 & &
//(1,2) 7‘//1/1) /Zv) */zuz) Yoy * Tiguy *igny 7 /, Yy
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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird die geometrisch und physikalisch
lineare Schalentheorie unter Berlicksichtigung der Querkraftver-
formung auf der Basis eines iiber die Schalendicke linearen flinf-
gliedrigen Verschiebungsansatzes als Ausgangsgleichungen herge-
leitet. Im Werkstoffsgesetz sind Anisotropie und Inhomogenit&t
zugelassen, '

Die Berechnung des Elastizititstensors der Schale erfolgt mit
Hilfe einer Potenzreihenentwicklung, die es gestattet, die In-
varianz beil kleinen Starrkdrperverschiebungen auch beim Abbre-
chen der Reihe bei den Gliedern mit h3 zu gewdhrleisten.

Aus dem Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie werden die
beziliglich der geometrischen Rand- und Ubergangsbedingungen erwei-
terten Funktionale von Hellinger-Reissner und Hu-Washizu her-
geleitet. Die Theorie von Kirchhoff ergibt sich durch Elimination
von zwel Verschiebungsgr&fen.

Die L&sungen fiir einen Parameteransatz werden einmal durch das
verallgemeinerte Ritz-Verfahren als direktem Variationsverfahren
und zum anderen mit Hilfe der {iberbestimmten Kollokation fiir die
Euler-Lagrang'schen Gleichungen der Funktionale gewonnen, Die
L8sungswege sind in Matrizenform dargestellt.

Als Beispiel wird eine relativ dicke Kugelschale iiber quadrati~
schem Grundrif mit eingespannten Réndern untersucht. Die Ansatz-
funktionen befriedigen weder statische noch geometrische Randbe=
dingungen. Aus programmtechnischen Griinden konnten bei der Kol-
lokation mehr Reihenglieder beriicksichtigt werden als beim Ritz-
Verfahren. Die Ubereinstimmung mit Vergleichsergebnissen ist

bei gr&Berer Parameterzahl gut. Bei der Berilicksichtigqung einer
nur geringen Zahl von Parametern zeigt sich das Ritz-Verfahren
ilberlegen. Bei der Kollokation milssen Gewichtsfunktionen einge~
fiihrt werden.

Offen ist noch die Erprobung der beiden Verfahren mit bereichs-
welsen Ansitzen und eine Fehlereingrenzung durch obere und untere

Schranken.
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