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Bezel chnungen

XYy 2 kartesische, ein Rechtssystem bildende Koordinaten
Up sV, Wp Verschiebungen des Punktes P in X3y y2~Richtung
@P, @P Drehwinkel des Stabendes P um die x,y=Achse

By Sehnentangentenwinkel eines gekrimmten Stabes
a Lénge

h Element~, Plattendicke

a,B.6 Winkel

E Elastizitéitemodul

G Schubmodul

J Iléchentrigheltsmoment

v Querdehnung

NXP’NyP Ersatzlasten in den Elementecken in X, y-Richtung
MXP’MyP Bresatzmomente in den Elementecken in X yy=Richtung

QP Ersatzquerlast

Si Stabkraft des i-ten Stabes, i~ter Stab

Mik am Stab i~k in 1 angreifendes Stabendmoment

F? Stabguerschnitt infolge Normalspannungsbeanspruchung
Ff Stabquerschnitt infolge Schubspannungsbeanspruchung
<ﬂ§ Trégheitsmoment infolge Biegemomentenbeanspruchung
J; Trégheitsmoment infolge Drillmomentenbeanspruchung
€ps Ey Dehnungen in x,y-Richtung

Exy’ ny Schubverzerrung, Gleitung

Ry %y Krimmungen in x,y-Richtung

%Xy Verdrillung

E%Q Verzerrung im Stab P~Q infolge Normalspannungen
EEQ Verzerrung im Stab P-Q infolge Schubspannungen

%gQ Krimmung im Stab P-Q infolge Biegemomente
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Krimmung im Stab P-Q infolge Drillmomente
Normalspannungen in x,y~Richtung
Schubspannungen

konstante Normalspannungen in x,y-Richtung
kongtante Schubspannungen

Blegemomente je Léngeneinheit um die x,y=-Achse
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Verschiebungs~, Deformationsvektor der BEckpunkte
Vektor der Stabdeformationen

Vektor der Stabschnittgrdfen

geometrische Matrix

Transformationsmatrizen

Diagohalmatrix)

Steifigkeitsmatrix flir den i-ten Zustand eines
Elementes

Gesamtsteifigkeitsmatrix



Vorwort

Die fbrliegende Arbeit gliedert sich in fiinf Kapitel. Nach
einer Eihleitung, welche die geschichtliche Entwicklung des
Themas skizziert und die bisher durchgefiihrten Ansidtze
streift, werden im 2.Kapitel zwei ebene Stabmodelle - das
Rechteck und das gleichschenklige Dreieck - betrachtet und
flir das Scheiben- und Plattenproblem die charakteristischen
GroBen -~ die Stabquerschnitte und die Flichentrigheitsmo-
mente - abgeleitet. Das 3.Kapitel ist der Aufstellung der
Steifigkeitsmatrizen fiir die beiden Modelle fiir den Fall
des Scheiben~ und Plattenproblems gewidmet. Unter Verwen-
dung der Steifigkeitsmatrix fiir das gleichschenklige Drei-
eck erfolgt im 4.Kapitel die Berechnung einer allseitig
frei drehbar gelagerten und einer allseitig starr einge-~
spannten Quadratplatte. Das 5.Kapitel enth#dlt schlieBlich
das fir die elektronische Rechnung verwendete Algol-Pro-
gramm. In einem Anhang werden die im 3.Kapitel aufgestell-
ten vier Bteifigkeitsmatrizen explizit angegeben.

An dieser Stelle mdchte ich Herrn Professor Dr.-Ing.P.W.BORN-
SCHEUER dafiir danken, daB er mir an seinem Lehrstuhl fiir Bau-
statik die Moglichkeit gegeben hat, diese Arbeit anzuferti-
gen.

Tiir die vielfdltigen Anregungen und die groBe Anteilnahme an
ihrem Zustandekommen spreche ich Herrn Oberingenieur Dr.-Ing.
E.STEIN meinen besonderen Dank aus.

Herrn Professor Dr.-Ing.H.BUFLER danke ich sehr fiir die Uber-
nahme des Korreferats.
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1 Einleltung

Bei der Losung stétischer Scheiben-, Platten~ und Schalenpro-
bleme wird man auf ein partielles Randwertproblem gefihrt,
das nur in einfachen Sonderfillen geschlossen lésbar ist. Da-
her ist man im allgemeinen asuf Niherungsldsungen angewiesen.

Unter der Vielzahl solcher Ndherungsldsungen haben in den letz=
ten Jahren mehrere Methoden immer gréBere Bedeutung erlangt,die
unter den Bezeichnungen Ersatzmodelle und Elementmethode ~ in
der angelséchsischen Literatur als Framework Analogy, Method of
Articulated Framework, Lattice Analogy und Finite Element Methcd
in Structural Analysis - bekannt wurden,

Der entscheidende Anstof zu dleser Entwlcklung ging von den in
den Jahren 1940 und 1941 erschienenen bahnbrechenden Arbeiten
von AP HRENNIKOFF {1],{2] aus. HRENNIKOFF ersetzt ein endli-
ches Kontinuumelement durch ein gleichberandetes Fachwerkele~
gent und fordert dafir Hquivalente Steifigkeiten. Das bedeu=-
tet, daB die Querschnitte und die Flichentrigheitsmomente der
Stébe so bestimmt werden, daB die Deformationseigenschaften
des Ersatzmodells mit denjenigen des zu ersetzenden Kontinu-
ums méglichst weltgehend Ubereinstimmen, Die Berechnung des
Stabwerks erfolgt iterativ. Er gibt fir die Behandlung von
Scheiben~ und Plattenproblemen Quadrat-, Rechteck- und gleichm-
seitige Dreieckelemente an.

Neuen Aufschwung erfihrt diese Niéherungsmethode durch den
Binsatz von Rechenanlagen und die Aufbereitung des Verfahrens
durch die Anwendung von Matrizen, insbesondere durch die For-
mulierung sogenamnter Steifigkeits~ und Nachgiebigkeitsmatri-
ZeN,

Eine Tortsetzung der von HRENNIKOFF eingeschlagenen Richtung
findet diese Entwicklung 1962 in der Dissertation von K.S.
PARTKH ([%] . Br betrachtet dabei ein dreidimensionales Qua-
derelement und bestimmt fir konstante sowlie linear versn-
derliche Spannungszusténde - bel den letzteren allerdings
mit der Einschrénkung, daf er lediglich Schubspannungen in
der Scheibenebene und diese wiederum nur linear verinderlich
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iber die Elemenththe in seinen Betrachtungen erfagt -~ die da-.
raus resultierenden Stabquerschnitte.

S.SPIERIG [4] gibt Steifigkeitsmatrizen zur Behandlung von
Scheiben=- und Plattenproblemen fir das Rechteck, das allgemei=-
ne Dreieck und Trapez an. Jedoch unterliegen die Matrizen der
Binschrénkung, daB sie strenggenommen nur fiir die speziellen
Querdehnungszahlen V = —% und Vv = -}4- gliltig sind.

Wehrend bel dem soeben geschilderten Vorgehen die elastischen
Eigenschaften eines zwei~ oder dreidimensionalen Kontinuums
durch ein Stabmodell angenshert und ersetzt werden, also im
Grunde durch Verkniipfung eindimensional ausgebildeter Elemente,
s0 1st es bel J.H.ARGYRIS [5]}, R.W.CLOUGH [6]; RoH.GALLAGHEK [7],
Red oMELOSH [8], 0+CeZIENKIEWICZ, GoS.HOLISTER [9], B.M.VEUREKE
[10] und anderen Autoren das zweidimensionsle endliche Element
als solches selbst, das bel der Aufstellung der Steifigkeits-
matrix zugrunde liegt.

Bel diesem Vorgehen unterscheidet man im wesentlichen zwei Mo-
dellarten, nach denen die Niherungen benannt sind; einmal ist

es die Methode mit sogenannten Verschiebungsmodellen und zum
anderen die mit Gleichgewichtsmodellen. Diese Bezeichnungen

gind auf Grund der Anndherung des Jeweiligen Modells an das tat-
s#chliche elastische Verhalten des zu untersuchenden Kontinuums
gewihlt. Bel dem ersten Modell werden die Veririglichkeitshedin-
gungen, bei dem zweiten die (leichgewlchtsbedingungen durch ent=-
sprechende Ansitze bel der Aufstellung der Steifigkeits— baw,
der Nachgiebigkeitsmatrix erfiillt. Im allgemeinen werden von
der ersten Modellart die (leichgewichtsbedingungen und von der
zweiten die Vertriglichkeitsbedingungen verletzt. Dies ist eine
Folge der jeweils zugrunde liegenden Ansétze, weil einmal das
Gleichgewicht und das andere Mal die Kompatibilitét in die Be-
trachtungen nicht einbezogen werden. So elegant gerade die Metho-
de des Verschiebungsmodells zu formulieren ist, so erhebt sich
die Trage, ob nicht durch die Verletzung der Gleichgewichtsbe-
dingungen, falsche Ldsungen zu erwarten sind. Auf diesen Punkt
weist R.W.CLOUGH in der Diskussion seiner Ergebnisse hin, die

er flir eine allseitig frei drehbar. .gelagerte (NAVIERsche Rand-
bedingungen) Rechteckplatte unter Einheitslast mit verschiedenen
Verschiebungsmodellen erhalten hat.(vgl. [9], Seite 115)
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Bei den hier behandelten HRENNIKOFFschen Stabmodellen gelingt
eg, eine KompromiBldsung fiir die Gleichgewlchts- und Vertrig-
lichkeitsbedingungen durch die folgende Hypothese in der Weise
zu finden, daB man das Gleichgewlcht und die Kompatibilitét in
den Modellecken jeweils im Mittel durch geeignete Anséitze er-
fiillt. Das bedeutet, daB man sowohl sogenannte gemittelte Er-
satzlasten in den Eckpunkten der Modelle zur Aufstellung der
Gleichgewichtsbedingungen heranzieht und daraus die Querschnit-
te und Flichentrigheltsmomente der Stébe bestimmt, als auch bei
der Aufstellung der Steifigkeitsmatrizen die Stabverzerrungen
und Stabkrimmungen in den Modellecken mittelt.

Der Versuch, die ebenen Stabmodelle dahingehend zu erweitern,
da man linear verdnderliche Spannungen durch Ersatzlasten in
den Modellecken ersetzt, flihrte schon bei dem Gleichungssys-
tem zur Bestimmung der Stabquerschnittswerte auf Widerspriiche.
Das Ziel der wvorliegenden Arbeit ist, flir beliebige Querdeh~-
nungszahlen die Stelfigkeitsmatrizen fir das Scheiben~ und
Plattenproblem fiir rechteckige und gleichschenklig-dreieckige
ebene Stabmodelle aufzustellen und den Einfluf dieser Werkw
stoffgréfe am Belspiel einer Quadratplatte flir die Werte v = O,
0,166, 0,%%%, 0.4 und 0.5 aufzuzeigen.
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2. Entwicklung von Modellelementen

Das Ziel dieses Kapitels ist, Modellelemente verschiedener
Konfiguration zu entwickeln. Als Typen kann man dabei das
Rechteck und das Dreieck wihlen. An und fiir sich gentgt es,
nur das letztere zu betrachten und hierbei speziell ein
gleichschenkliges Dreieck., Denn aus zwei verschiedenen gleich-
schenkligen Dreiecken kann man ein rechtwinkliges Dreieck und
aus zwei verschiedenen rechtwinkligen Dreiecken ein beliebi-
ges Dreieck aufbauen, Das Rechteck ist schlieBlich aus zwei
glelchen rechtwinkligen Dreiecken darstellbar, (Abb.2.1)

Abbl.2,1

Die Reduktion auf ein gleichschenkliges Dreieck hat entschei-
dende Vorteile bei der Aufstellung der Stelfigkeitsmatrix, da
nur zwei Paremeter -~ eine Linge und ein Winkel -~ auftreten,
wéhrend beim beliebigen Dreieck zu den eben genannten Crigfen
noch eine weitere dazukommt. Dies hat zur Folge, daf die Stei-
figkeitsmatrix des beliebigen Dreiecks einen komplizierteren
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Aufbau hat als die des gleichschenkligen Dreiecks. Da das Be-
streben dahin geht, einfach gebaute Modellelemente zu erhalten,
mit denen beliebige elastische Gebilde wle Scheiben, Platten

und Schalen ersetzt werden kénnen, ilst dieses Vorgehen zweck-
méBig.

In den folgenden Abschnitten werden die Steifigkeitsmatrizen
zur Behandlung von Scheiben~ und Plattenproblemen fir das Recht-
eck- und das gleichschenklige Dreleckelement aufgestellt. Die
gesonderte Betrachtung des Rechteckelements hat seinen Grund in
der Ubersichtlichen Darstellung der wesentlichen Uberlegungen.

Modellelemente zur Behandlung von Scheibenproblemen

Bin Kontinuumelement wird durch ein HRENNIKOFFsches Stabmodell
ersetzt, Vom Werkstoff des Kontinuums wird vorausgesetzt, daf
er homogen und isotrop sei und dem Elastizitétsgesetz fir einen
HOOKEschen Korper gehorche. Aus diesen Annshmen folgen die auf
Seite 16 angegebenen Spannungs-Dehnungsbeziechungen. Fir die Be-
randung des Modells wihlt man dieselben Abmessungen wie beim
Kontinuum. Damit das Stabmodell dem Kontinuumelement #dquivalent
ist, missen die Steifigkeiten dquivalent sein. Das bedeutet,
daf die Querschnittswerte fir die St#be des Modells so bestimmt
werden, daf die Deformationseigenschaften des Modells mit denen
des zu ersetzenden Kontinuums in allen Eckpunkten ilibereinstim-
men.

Dazu unterwirft man das Kontinuum wie das Stabmodell nacheinan-
der den drei homogenen Verzerrungszustinden:

1. reine Dehnung in x~Richtung
2. reine Dehnung in y-Richtung
%+ reine Schubverzerrung

Allen Untersuchungen liege von nun an ein kartesisches x,y-Ko-
ordinatensystem in der Scheibenebene zugrunde.
Aus der Aquivalenz der drei Deformationszustinde am Kontinuum

und am Stebmodell erhilt man dann die Bestimmungsgleichungen
fir die gesuchten Querschnittswerte der Stibe,
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2.1.1 Rechteckelement

Das in AbD.2,2 dargestellte rechteckige Stabmodellelement
~ 1lm folgenden kurz Rechteckelement genannt - sel nun
ebenso wie das zugehdrige Kontinuum einem allgemeinen Ver-
zerrungszustand unterworfen, der durch die Verzerrungen

Eys £y Exy beschrieben werde. Dem entspriqht nach dem
NyA : NyB , gy
A Lo Nxa Bl Mg ed T
3
5 /’6/ UX . U g,
2 B i ‘S <o
NYC? Nyp T
§
y 4 NXD —
c Nyc D Vf T
%
X

Abb.2,2

HOOKEschen Gesetz der ebene Spannungszustand ( 4, = 0) im

Kontinuum.
B
Op = 755 (e, tve )
* 1_v ¥
5
2,1) = VE_ + &
( 9 - ve_ y)
¢ . _ & 1)
T ZUIAVY Exy

Nun wird gefordert, daB der Spannungszustand am Kontinuum
durch statisch dquivalente Ersatzlasten N, N (Abb.2.2)
ersetzt wird, die an den Eckpunkten des Elomenta angrei-~
fen. Man erfaBt also die in den Gleichgewichtsbedingungen
auftretenden Kr&fte durch gemittelte, in den Ecken des Mo~
dells wirkende Ersatzlasten. Fir das Rechteckelement lau-
ten sie mit den Bezeichnungen a = AC fir die Breite und h
fir die Dicke des Rechteck- bzw. des Kontinuumelements:

1)

Es sei hier besonders darauf hingewiesen, daB Ery = ¥y
ist, wenn mit y die Scherung bezeichnet wird.™ J
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ah h
- Npp = Nyp = F(op-ttand) 5 Ny, =-N.p) = %—(oytan5~r)
2.2 L
N =N - ﬁé(c +Ttand) ; N ==l = ah(o tanb+t)
xB xC 2\ x S yo © T\ Yy

Die Ersatzlasten sind positiv, wenn sie in positiver x- bzw. y-
Richtung weisen, sonst negativ.

Damit das Element'im Gleichgewicht ist, miissen die Ersatzlasten
in den Eckpunkten mit den Stabkriften im Gleichgewicht stehen.
Aus der doppelten Symmetrie des Rechtecks folgt, daB lediglich
die Gleichgewichtsbedingungen flir den Eckpunkt A zu betrachten
sind. Aus Abb.2.% liest man ab:

33
Y SS
Abb.2.4
83 + SBSinG = ~NXA
(2.3)
8y + S5COS5 = NyA

Wie im weiteren auf Seite 19 noch erdrtert wird, werden die Er-
satzlasten in einen die Normalspannungen OX,Gy und in einen die
Schubspannung T enthaltenden Anteil aufgespalten. Im Falle reiner
Schubspannungsbeanspruchung, also fiir g, = oy = 0, folgt aus (2.2)
und (2.%):

N N 3 + Sgsind
. A . XA 3
(2.2a) - 25 = tanb (2.32) T e
g NyA NyA S1 + SSCOSﬁ
Damit (2.2a) und (2.3a) iibereinstimmen, muf S1 = 83 = 0 sein, d.h,
also, daB in diesem Fall nur die Diagonalstdbe Kridfte aufnehmen.

Pir die Stabkraft Sj gilt:

(2.4)  8; = P Ee;

Da bel der Dehnung Ei des Stabes Si die Transformation auf die
Verzerrungen €_, €1 Exy durch die Begiehung (vgl. [11], 33-5)

N 2 2
(2.5) €, = e,co8°9; + £,8in 9, + £,

i s
5 SlnﬂpiCOokpi

¥

gelingt, ist es mdglich, einen Koeffizientenvergleich der Ver~
zerrungen durchzufithren. Setzt man die Gleichungen (2.1),(2.,2),
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(2.4) und (2,5) in (2.3) ein, so ergeben sich die von SPIERIG
hergeleiteten zwei Gleichungen

.2 2 . .
FBEX + F5(5X51n 5+eycos ﬁ—axycosﬁslnﬁ)s1nﬁ

= 8h(ExVEvy)  ahtanbexy
2(1-v%) F(T+v)

(2.6) 5 5
F ey + F5(EXSin 5+eycos 6msxycosﬁsin5)cosﬁ

1
= ahtanb(Vexiey) = ahey.
= T

2(1=v7)

Da die Gleichungen (2.6) fir jeden der drel beschriebenen Ver-
zerrungszustinde €s E', € . erflllt sein missen, erhilt man
durch den bereits angedeuteten Koeffizmientenvergleich fiir die-
se Verzerrungen sechs Bestimmungsgleichungen fiir die drei ge~
suchten Stabquerschnitte F], F.5 und F5. SPIERIG hat gezeigt,
daB diese sechs Gleichungen nur fiir dle spezielle Querdehnungs-
zahl v = % widerspruchsfrei sind,

Diesé Einschrinkung ist darauf suriickzufiihren, da8 zu wenig un-
bekannte Stabquerschnitte zu bestimmen sind. Man kann dieses
Hindernis umgehen, indem man weitere Stibe in das Stabmodell
einfligt. So gelang es HRENNIKOFF fir das in Abb.2,5 dargestell-

<

Abbe2.5

N

te Modell, flir beliebige Querdehnungszahlen die Stabguerschni t-
te anzugeben.

Flugt man jedoch dem Modell zusitzliche Knotenpunkte hinzu, so
wichst deamit die Anzahl der Freiheitsgrade und die aufzustellen-
de Steifigkeitsmatrix erféhrt eine betréchtliche Vergriferung.
Demlt nimmt aber auch zwangsléufig die auszufiihrende Rechenar- _
beit zu, wenn man ein Kontinuum durch solche Stabmodelle ersetzt.
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Dies méchte man aber gerade vermeiden, dafsonst sbhnell die Ka-
pazitét der Rechenanlagen erschdpft ist.,

Nun bestéht aber auch grundsétzlich die Moglichkeit, nicht nur
weitere Knoienpunkte ih das Modell einzufiigen, um weitere Sté-
be zwischen diesen zus#tzlichen Knoten einbauen zu kOnnen, son-
dern zusitzliche Stibe zwischen zwel schon vorhandene Knoten
einzufiigen (Abb.2,6).

A o

Abbe2.6

In dem Fall, wo mehrere Stibe zwei Knoten verbinden, kann man
sich das Gesamitmodell aus einzelnen Stabmodellen aufgebaut den-
ken, wobei jedes einzelne Modell Stabquerschnitte infolge einer
der Grundspannungen dx’ dy,r besitzt. Um die Stelfigkeitsmatrix
des Cesamtmodells zu erhalten, miissen die Steifigkeiten der ein-
zelnen Stiébe in geeigneter Weise zusemmengefaBt werden. Dieses
wird in den Abschnititen 3.1 und 3.2 ausgefihrt.

Zun8chst sollen die Stabquerschnitte fiir die zwei folgenden
Grundspannungszustinde bestimmt werden:

1. an dem- Element wirken nur die Normalspannungen OX und oy;
2, an dem Element wirke nur die Schubspannung T »

Im ersten Fall hat dieses Vorgehen zur Folge, daB die Ersatzlas-
ten in (2.2) frei von Komponenten Tt sind. Da ferner-bei reiner
Normalspannungsbeanspruchung keine Schubverzerrung €y vorhanden

ist, tritt diese somit in der Gleichung (2.5) nicht in Erschei~
nung. Das Gleichungssystem (2.6) geht damit {iber in

ah(ax+ve )

2(1-v°)

htand (veyx+e
e+ P (e_sind + e_cosb)cosh = shtanb(vextey)
Ty U5V x y 2(1-v?)

Fgax + E?(exsinzﬁ + Eycoszb)sinﬁ =

(2.7)
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F? bedeutet den Stabquerschnitt des i-ten Stabes infolge Normal-
spannungsbeanspruchung des zugrunde gelegten Einzelelements.Aus

den Gleichungen (2.7) ergeben sich durch Koeffizientenvergleich

der Dehnungen jetzt nur noch vier Bestimmungsgleichungen fir

die gesuchten Stabquerschnitte Fn, F% und Fg:

1 %
2o+ Psin’s = —~§£L§m
575 2(1-v7)
F?Sin250035 = 80V tand
2 2(1=v°)
(2.8a-4)
F?cosgﬁsiné = —-§Q¥§~
2(1=v7)
F? + F?cos36 = ah7§_ tand
2(1-v7)

Die Gleichungen (b) und (¢) sind identisch; damit bleiben drei
Gleichungen zur Bestimmung von F?, F? und F? librig und man er-
halt daraus:

e P 80 hans - veotd)
1 2 2(1~v2)
] h 2
(2.9) Fpo= o= 80 (1 L ytans)
s S o ah v
o= =
5 6 2(1—v2) sinécos25

Aus Symmetriegriinden. miissen die Stibe 25, 4 und 6 dieselben Quer-
schnitie haben wie die Stibe 1, 3 und 5.

Betrachtet man nun den zweiten Fall, so sind die Ersatzlasten
Tfrei von Komponenten 0, und ¢ . Da ferner bei reiner Schubspan=-
nungsbeanspruchung fiir die Stibe 1 und 3 S1 = 83 = 0 gilt,(sie~
he Seite 17) folgt jetzt umittelbar aus (2.3) mit (2.1),(2.2)
und (2.4):

.- . 2 ahtand
- I 5 = e
F5c09631n € 77?—73—2

8\ P8 s _ .ah.
FBCOQ 6 8inb Exy Y ErEv) gxy

(2.10)

i
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F? bedeutet den Stabquerschnitt des finften Stabes infolge Schub-

spannungsbeanspruchung des zugrunde gelegten Binzelelements. Aus
den zwel Gleichungen (2.10) folgt jeweils der Querschnitt

L .
(2.11) » o= 8
: 5 401+v) sinGcosZS

Wiederum miissen aus Symmetriegriinden die Stébe 5 und 6 dieselben
Querschnitte haben.

Setzt man in die Gleichungen (2.9) und (2.11) den speziellen Wert
1

VEE

ein, so erh&lt man:

I -?g ah ( 3tans - cots)

i

) = ¥y = fp an(3 - ten®s)

4
(2.12)
R S NS
> 6 16 sin600326

Fe = = ah*—'-—-—L-—-;y-
5 6 %6 sinbcos<h

Die Stabquerschnitte F?,..., Fﬁ sind dieselben wie die von SPIE-
RIG angegebenen. Flir die Diagonalstibe erh&lt man,wie aus (2.12)
ersichtlich ist, sowohl flr die Querschnitte, die aus reiner Nor-
malspannungsbeanspruchung resultieren als auch flir diejenigen, die
aus reiner Schubspannungsbeanspruchung hervorgehen, Jjeweils die

SPIERIGschen Werte.

Bel der Aufstellung der Steifigkeitsmatrix flr das Rechteckele-
ment in Abschnitt %.2.1 kommen wir auf diese Frage nochmals zu-
rick. An dieser Stelle sel lediglich noch das ardithmetische Mit-
tel von F? und Fg angegeben, das infolge der obigen Erdrterung
ebenfalls mit dem von SPIERIG angegebenen Wert fiir den Diagonal-
stab ibereinstimmt:

(2.15) Foo= A(FR + 79) = gh vl = __gah
57200 g 8(1-v°) sinbcosb %5 sinbecosh

V=1
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20102 Gleichschenkliges Dreieckelement

Das Element in Abb.2,.7 besteht aus den drei Randstiben 1,
2 und 3 sowie einem inneren Stab 4. AuBere Kréfte sollen
nur an den drei Eckpunkten 4, B und C angreifen. Der Punkt

Nya Nygj
B

A

D

NyB

Abb.2.7

D des Stabes 1 sel gleitend auf dem Stab 1 gelagert und wie
bei SPIERIG durch ein starres Zahnstangengetriebe in der
Mitte des Stabes 1 fixiert. Die Stibe 2, 3 und 4 haben nur
Normalkréfte aufzunehmen, wihrend der Stab 1 infolge der
internen Belastung bei D auch Biegemomente und Querkréfte

zu Ubertragen hat, Hinsichtlich dieser Belastung wird der
Stab 1 ale starr vorausgesetzt, sodaB er stets gerade bleibt.

Die Ersatzlasten N, und N, die an den Eckpunkten des Ele-
ments (Abb.2,7) angreifen und der Beanspruchung cx’ g undT

J
statisch gleichwertig seiln sollen, lauten:

= &h = & -
Ny = 5(~0, + ttana) , NyA =5 (oytana T)

(2+14) Nop = 5 0 + ttana), NyB = 5 (oytana +7)
N_~ = = tahtana . Nyc = - oyahtana

xC

Analog wie in Abschnitt 2.1.1 werden wieder die zwei dort
a ngegebenen Grundspannungszustinde getrennt zur Bestimmung
der Stabquerschnitte herangezogen.
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Die Ersatzlasten infolge der Grundspannumgen dx’ Oy miissen mit
den entsprechenden Stabkréften im Gleichgewlcht stehen. Aus
Abb.2.7 liest man fir die Eckpunkte A und C ab:

S1 -+ S3sina T . NXA
la .
S3cosa + 58, = NyA
(2.15) . . )
(&2 - 53)81na = - NxC
(S2 + Sg)cosa + S4 = e NyC

Das Gleichgewicht flir den Eckpunkt B ist aus Symmetriegriinden
erfillt. Mit (2.1),(244),(2.5) und (2,14) folgt aus (2.15):

Fne FquLna(a sin a+a cos a) = —mﬁﬁi?4a +VE )
J 2(1-v=)
o 2 2 1 = o
3COSG(EXSLH a+eycos u)+§~F25y, E?7-7;;tana(syvv33)
(2.16)

(Fn Pn)81na(g gln?a+€ycos a) = Q

. 2 > =

(F§+F. cosale aLn,aksycos a)l-}4 y= wm7§ tana(e +ve )

Ty

Aus dem Koeffizientenvergleich filr die Dehnungen erhdlt man die
Stabquerschnitte infolge Normalspannungsbeanspruchung.

F? = _~5ﬁ1-~ (1 - vtan®a)
2(1-v°)
(2.17) FR o= pl o= ahv 1
2 2 2(1~v2) sinacosza
o= .80 (tan ta)
il o - veota

Ty

Mit den Ersatzlasten fir die Grundspannung T , die frei von Kom-
ponenten ¢, 31nd, erhélt man aus (2, 15) mit (2.1),(2.4),
(2.5) und (2, 14).

Z)Hler gilt - analog wie auf Seite 17 gezeigt wurde - b1~h4“0‘
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78 s 2 = - ah .
- F3 sin acosa EXy = RG] tana Exy

8 L4 2 = _ .&ah
- F3 sinacos®a Exy = VAGED] Exy
(2.18)
(F§+F§)sin2acosa Cry = ?T%%VT tana xy
(F?—F?)COSZasina Cpy * 0

Koeffizientenvergleich der Schubverzerrung Exy:

(2.19) FS = pS = 80 1
2 3 401+v) sinacosgq

Auch beil diesem Element stimmen die Querschnittswerte von F? und

Fﬁ fir den speziellen Wert v = % mit den von SPIERIG angegebenen
Werten Uberein. Fir die Schrigstibe gelten such hier die auf Sei-
te 21 stehenden Erérterungen.

Das arithmetische Mittel von Fg und Fg lautet:

(2.20) Fp = J(75 + 79 = B V¥l =2 &
8(1=v") sinacosa 1 sinacos a

VR

%
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2,2 Modellelemente fiir das Scheibenproblem abgeleifet aus super-

241

ponierten Grundspannungszustinden

Anstatt Aquivalenz der drei Verzerrungszustinde am Kontinuum
und Modellelement zu fordern, um daraus wie in Abschnitt 2.1
die Querschnittabmessungen der einzelnen Modellstébe zu be-
stimmen, kann man diese auch unmittelbar aus der folgenden
Uberlegung herleiten.

Irgendein dem Modell aufgeprigter Spannungszustand kann in
einzelne Crundspannungszusténde zerlegt werden, deren Linear-
kombination den vorgegebenen Spannungszustand darstellt. So-
dann werden die Aquivalenzbedingungen fiir das Stabmodell auf-
gestellt, indem nacheinander jeder Grundspannungszustand her-
angezogen wird. Folgten in Abschnitt 2.1 die Querschnittsflé-
chen aus einem Koeffizientenvergleich der Verzerrungen, so
erhélt man diese hier aus einem Vergleich der Spannungen.

In den zwei folgenden Abschnitten werden die Stabquerschnit-
te auf diese Welse flir das Rechteck- und das gleichschenkli-~
ge Dreieckelement abgeleitet, die mit den in Abschnitt 2.1
angegebenen Ergebnissen libereinstimmen.

Rechteckelement
Zugrunde liege das in Abb.2.2 dargestellte Rechteckelement.
Dieses sel nacheinander den drei konstanten Spannungszustén-
den o, oy und t unterworfen.

1. 6, = const, = Oy Uy =T =0

Dem Spannungszustand 3# entsprechen Dehnungen in: der x- und
¥y ~ Richtung des eingefihrten kartesischen Koordinatengys-—
tems, n#mlich o

G, G
X RN 4
£ - VE

2.21 =
( ) 3 ¥

X

=

Die dritte Verzerrung, die Scherung, tritt bel reiner Normal-
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spannungsbeanspruchung des Elements nicht auf.,

Aus den in (2.21) angegebenen Dehnungen lassen sich die Knoten-
verschiebungen bestimmen, wenn das Element léngs der Symmetrie-

linien fixiert wird. G
= = = = a . = & -
“Uy S ug = -ug = oup = €2 3 tand 5 tand 5
(2.22) I
- = = e = a . ..,8. X
VAT YR T Vg T vy T ey D V2 E

Mit diesen Verschiebungen ergeben sich die einzelnen StabkréfteB)

F.E _
17 75 (v=vg) = ~vEF oy

F.E ’
(2.25) 8y = gyder (ugmuy) = By,

F.Ecosb 2 D e
55 = 5 -[(uD—uA)sin6+(vA—vD)coséJ = F5(sin dw¥cos G)OX

Setzt men diese Stabkréifte unter Verwendung der in (2,2) angege-
benen Ersatzlasten in die Gleichgewichtsbedingungen (2.3) ein,

80 ergeben sich nach einem Koeffizientenvergleich der Normalspan-
nung Eé die zwei Gleichungen

ah

i
5

'F3 + F5(sin25 - vcoszﬁ)sinﬁ

(2.24)
-y F

I
le]

1 + Fs(sin25 - vcoszﬁ)cosﬁ

~zur Bestimmung der drei gesuchten Querschnittsflichen Fl’ F3’ F5.
Die in (2.24) gewonnenen zwei Gleichungen reichen zur eindeuti-
gen Bestimmung der drei Unbekannten nicht aus. Es liegt daher na-
he, den zweiten Normalspannungszustand oy zur Aufstellung von
zwel weiteren Gleichungen heranzuziehen.

2. Oy = const. = cy, 0, =1 =0

Aus den daraus resultierenden Verzerrungen

2.25 =
(2.25) £y

3)(2023) kann man auch direkt aus (2.4),(2.5) und (2.21) erhalten.

Yy =0

ELFE
m
1
§
<
kai
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erhdlt man die Knotenverschiebungen

(i
Uy = ~Up = Uy = -up = %\/tanb i¥
(2.26) 5
- - = oy = &L
VoS Vg E Ve TV TSR

und mit diesen schlieBlich lber die Stabkrifte aus den Gleichge-
wichtsbedingungen die zwel Gleilchungen:

i

-VvEg + Fs(—vsinzﬁ + c0326)sin6 0

(2.27)

i

1 + F5(~VSin25 *+ cos26)éosﬁ %? tand

Die in (2.24) und (2.27) angegebenen vier inhomogenen Gleichun-
gen sind - wie man sich sofort iiberzeugt - vertréglich und erge-
ben eindeutig die drei gesuchten Querschnittflichen

F, = -—gg~§~ (tand - vcotbd)
2(1=v%)
(2.28) Fy = —8 o (1 ~ vtans)
2(1=v®)
Po= ahv 1
5 2(1—v2) sin600826

die mit den in®(2.9) angegebenen Resultaten Ubereinstimmen und
unter Zugrundelegung der beiden Grundspannungszusténde Oy und

dy = const. abgeleitet wurden.

Un den EinfluB der konstanten Schubspannung t auf das Stabmodell
zu erfassen, denkt man sichwieder zweil weltere Diagonalstébe zwi-
schen den Eckpunkten A und D sowie B und C eingefigt (Abb.2.6)
und bestimmt die Stabquerschnitte dieser hinzugeflgten Stébe,

die sich infolge des Grundspennungszustandes T = const. ergeben.
5. T = const. = T, o, = cy =0

Im Falle reiner Schubspannungsbeanspruchung sind die beiden Stab-
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krifte S, = S3 = 0 (siehe Seite 17). Die noch fehlende Stab~
kraft 35 in Abhéngigkeit von der Schubspannung T 148t sich
unter Vermeidung des Umweges iiber die Eckpunktverschiebungen
~ dasselbe Vorgehen ist auch fiir die Pdlle reiner Normalspan~
nungsbeanspruchung mdglich - unmittelbar iiber die Verzerrung
der Diagonalen AD bestimmen (Abb.2.8)

Abb.2.8

Aus (2.4) folgt unter Beriicksichtigung der Transformations-
- gleichung fiir die Verzerrungen in (2.5) fiir die Kraft im Druck-
stab 5:

(2.29)

[42]
o1
i
H
£
=
1
n
T

fl

—LFSSlnﬁcosbexy

Um die gewlinschte Abhingigkeit der Stabkraft 35 von T zu er-
halten, wird die dritte Beziechung von (2.1) herangezogen:

(2.30) S. = -EP sinﬁcosaﬁlﬂ#ﬂ T

5 5

i

—2(1+v)F5sinﬁcosﬁ?

Einsetzen in die Gleichgewichtsbedingungen (2.3) unter Beriick-
sichtigung von S1 = S3 = 0 und Koeffizientenvergleich mit T
liefert gwei identische Gleichungen fiir FS:
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—2(1+V)F§sin26 cosh = - ir»tané
(2+32)
>"2(1+V)F5sin6 cos25 = - .i‘gll_
Daraus folgt fir F5 = Fg:
h
(2035) F. =P, = a
> 6~ 4{1Hy) sinﬁcoszb

. Auch dieses Ergebnis stimmt mit dem in (2.11) iberein.

2s202 (Gleichschenkliges Dreieckelement

Das Vorgehen zur Gewinnung der 3tabquerschnittfléchen die-~
ses Sta bmodells entspricht in den wesentlichen Gesichts-
punkten dem beim Rechteckelement. Zugrunde liege das in
Abb.2.7 Beschriebene Element; an dessen drel Lckpunkten
greifen die in (2.14) angegebenen Ersatzlasten an.

Abb.2.9 Abb.2,10
Daraus resultierende Verzerrungen:

Ex B'X
(24%4) £y = €y = <V E
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Zugehdrige Verschiebungen der Eckpunkte (Abb.2.9):

a.
-4, = oug = axatam = atana ”ETX'
u, =0
(2.35) O
vy = %—(VA‘*VB) = - %V%‘}E

Die Verschiebung des Mittelpunktes D des Stabes | ergibt sich
aus dem arithmetischen Mittel .der Verschiebungen der Stabend-
punkte A und B. Mit den in (2.%5) aufgestellten Beziehungen
lassen sich die Stabkréfte in Abhingigkeit der Normalspannung
G angeben; sie lauten:

F,E _
81 = >5tena (Ug~uy) = Fy 0y

FzEcosa

Sy = e [(uB—uC)sina+(vB-vC)cosa]

i

.2 2,\=
F,(sina - vcos ct)cfX

- (2436)

n
i

.2 2,3"7
% FB(smanvcos a)cx

FE _
= () = -VE, 9

Aus den Gleichgewichtsbedingungen (2.15) erh#lt man damit die
vier (Gleichungen

P, +F sina(sinza -y cosza) =&
1 3 2
2 2 \Y =
Facosa(sin a -Veos“a) - 2F4 =0
' (2037)
F2 = F3
.. 2 2 -
2F3cosa(s1n o ~-veosTa) ~ vV F4 =0
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Da die zweite und vierte dieser Gleichungen identisch sind, rei-
chen die verbleibenden drei Gleichungen zur Bestimmung der vier
unbekannten Querschnittsfléchen nicht aus; daher betrachtet man
zusétzlich

2. gy = conste = E&, g, =t =0

Resultierende Verzerrungen:

o 3.
(2,38) e, = #F e, = -v g Y. =0

Zugehdrige Verschiebungen der Eckpunkte (Abb.2,10):

(¢}
u, = -uB =vatan<:1-E‘Y uc =0
(2.39) _ -
- - = 2 fx = Ly - a fx
VAT Vg F Vg F SR vp = plvytvg) = 5 ¢

Auf dieselbe Weise wie bel Ex = const. folgen wieder vier Glei-
chungen, wovon zwel identisch sind; sie lauten:

~VEF, + FBSinu(-Vsin’aC( + cosza). = 0
nd 2 2 l = iah__
b300sa(-VSln a + cos“a) + 5F = 5 tana
(2.40) _
F2 = F3
2F3cosa(~vsin2a + cosza) + F4 = ghtana

Mit (2.%37) und (2.40) hat man insgesamt fiinf verschiedene Glei-
chungen zur Bestimmung der vier Stabquerschnitte. Das System ist
vertréglich; F1 yeoey F4 lassen sich eindeutig daraus berechnen.,

F, = ~—§Q—§— (1-v tan%a)
2(1=v7)
hv 1
(2.41) F, = F, = —2
2 5 2(1~v2) sinacosZa
F, = -2 (tana - vecota)
4 1=V

Diese Ergebnisse stimmen mit den in (2.17) angegebenen iiberein.
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3. T = const. = t , g, = dy =0
Resultierende Verzerrungen: 4)
= 5)
- = ST o2 2(14Y) =
(2.42) €, = ey = o , ny =57 et T

Infolge reiner Schubspannungsbeanspruchung ist wieder 51 = 54 = 0.

Die noch fehlenden Stabkrifte 52 und S3 lassen sich aus den Verzer-
rungen der Schrigstiébe 2 und % bestimmen. Aus (2.4) folgt mit (2.5):
(2.4%8) 82 = EF2€2 = EFzsinucosaexy
SB :mEF5£3 = -EFBsincu:c‘scu-:x;y
Mit (2.42) erhélt man die Stabkriéfte in Abhsngigkeit von T:
S

: 5 = 2(1+V)F26inacosa?
(2.43b) -
83 = —2(1+V)F3sinucosat
Eingetzen in die Gleilchgewichtsbedingungen (2.15) und Koeffizienten—
vergleich mit T ergibt fir Fs; und F3 die vier Gleichungen

~2(1+v)sin2acosa35 = - %ﬁtana

—2(1+v)sinacos‘2aF3 = - %E
(2.44) 5

2(1+v)sin acosa(F3+F2) = ahtana

-2(1+v)sinac052a(F3—F2) = 0

woraus sich schliefilich als Ergebnis fir Fy o= Frj ergibt:

(2.45) Fy =7

- ...ah 1
2 57 40+V) ginac0s%

‘;g Siehe FuBnote auf Seite 2%

Betreffs ny siehe FuBnote 1) auf Seite 16
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2.% Modellelemente zur Behandlung von Plattenproblemen

Die maBgebenden Flachentrigheitsmomente der einzelnen Stibe
werden in shnlicher Weise abgeleitet wie die Stabquerschnitte
in Abschnitt 2,1, Man prigt dem Stabmodell nacheinander ver-
schiedene Verformungszusténde auf, die das Element aus der
Plattenebene heraus deformieren. Anstelle der Verzerrungen Eys
Eys Exy treten jetzt die Krilmmungen L Ky’ ny° Zugrunde liee
ge eiln kartesisches x,y,z-System, wobei die z-Achse auf der
Plattenebene senkrecht stehe. BEs gelten dieselben Uberlegungen
wie in Abschnitt 2.1. Man hat fir jeden der drei Verformungs-
zusténde (Krimmungen) die zugehdrige #HuBere Delastung am Kon-
tinuum und aus dieser das statisch &quivalente System der an
den Eckpunkten des Stabmodells angreifenden Ersatzlasten.

Auch hier sind die Modellelemente beziiglich jedes homogenen,
querkraftfreien Biegezustandes dem Kontinuum elastisch iquiva-
lent. Das folgt aus der Tatsache, daB Jjeder homogene Biegezu~
stand als Linearkombination der drei speziellen Krimmungszu-~
sténde darstellbar ist.

2.3;1‘Rechteckelement

Das in Abb.2.12 dargestellte Rechteckelement wird wie das zu=-
gehdrige Kontinuum einem allgemeinen homogenen Krimmungszu-
stand unterworfen, der durch die Krimmungen LW ”y’ Ry be~-
schrieben wird. Dem entspricht nun am Kontinuum ein Belas~

Mya Myg tey
. Mya B M My
5 ? M 1
1 2yt Xy
5 My
4 MxD

Myc D y Y
X btxy ’

Abb.2.12
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tungszustand, der durch die KIRCHHOFFschen Gleichungen angegeben
wird:

m, = Eh5 (M. + VK )
X 2(1-vd) X y
1.
(2446) I — (VR + %)

Y201y XY

i, = EhB %
xy ~ 201+ “xy

An die Stelle von (2.4) und (2.5) tritt (vgl.z.B. [13] )

2

.2 '
(2.47) M, = BJu; = EJi(%Xcos 9; * ny51n o; + Zﬂxy81n¢1008¢3)

Dabei bedeuten h die Plattendicke, m und t Biege~ und Drillmomen~
te Jje Lingeneinheit (Abb.2.12), M; das Biegemament, J; das Fla-
chentrigheitsmoment des i-ten Stabes beziliglich einer in der Quer-
schnittfléche liegenden und durch den Schwerpunkt gehenden Haupt-
achse, L seine Kriimmung.

Die Momente und Winkel werden durch Vektoren mit Doppelpfeil ange-
geben und die Zuordnung von Vektoren und Drehsinn erfolgt nach der
Rechtsschraubenregel. ! '

Fiir das weitere wird flir die Momente und Winkel folgende Vorzei-
chenvereinbarung getroffen:

1. Die Momente und Winkel an den Eckpunkten des Elements, die die
Belastungs- und Auslenkungsgridfen der Modellecken angeben,sind
positiv, wern ihre Vektoren in Richtung der positiven Halbachsen
des zugrunde gelegten Koordinatensystems weisen (4Abb.2.13).

° +W, +W,
q"MyK ?“"K ? ' i K
+M +9 :
xK K X L _ L K
K K i
Mk Y Mkt
Abb.2.13 Abb.2.14

2. Alle Momente und Winkel, die an.den Stabenden der herausge-
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schnittenen Stabe im Uhrzeigersinn drehen, sind positiv.
(Abb.2.14) ‘

Adus dem Belastungszustand am Kontinuum ergeben sich die folgenden
Ersatzlasten fir den Eckpunkt A:

~ & o
Mg, = 2(mytan6 txy)
(2.48) a
MyA = -2-(mX - txytanﬁ)

Die Momentengleichgewichtsbedingungen (hinsichtlich Verdrillung
seien simtliche Sti#be schlaff) fiir den Eckpunkt A lauten:

Abb.2.15
M1 + M5cosﬁ = MxA
(2+49) .
M3 + M531n8 = MyA

Es werden nun die Komponenten der Ersatzlasten infolge Wy s my 80=
wie t__ nacheinander als Ersatzlasten in die Gleichungen (2.49)
eingesetzt; denn ergeben sich mit (2.47) und (2.48):

tanb
I IR (n sin26 + % 00326)0056 = gl-1--3-‘25'——-(% +n_)
Vy 5T J 24(1-v8) X Y

3
IR+ 3B sinZs + % cosza)sinb = ah . +vw_)

My T 05 M y 24(1-v%) ¥
Koeffizientenvergleich:
| 3
J?sinzﬁcosé = _.jﬁlj%?, tanb
24(1=-v©)
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I8+ 008 = 8 tand
L 5 24.(1-v=)
(2.51a~d) . 5
‘ I+ gBsins = —8h
3000 24(1-v°)
J%lsinﬁ co 526 = ahﬁv 5
24(1=v)

Die Gleichungen (2.51a) und (2.51d) sind identisch; aus den drei
restlichen Gleichungen erh#lt man eindeutig

5
N I3’»«-—-~»a-—13'~~-~~(tanﬁ -V eoth)
172 T2 5055
(2.52) o —80 (1~ y tan% )
JB = gl o h2 ahv 1
5 6~ 12 2(1—v23 sin600326

Allgemein erkennt man aus dem Vergleich von (2.%a~c) mit den so-
eben hergeleiteten Trégheitsmomenten in (2,52), daB die Bezie-
hung gilt:

(2.53) g = %—2 P

Mit den Komponenten der Ersatzlasten infolge txy folgt aus (2.49)
~J§ny 2sinbcos’6 = ~ ?Z%%zVT'“xy

(2.0 —Jguxy 2sin25c036 = - EZ%%;VTtanﬁnxy

Beide Gleichungen sind identisch; es ergibt sich eindeutig:

2
t_ st _h° __ah 1
(2.55) J5 = Jg = T3 70140 sinbcos

S

Ein Vergleich von (2.55) mit (2.11) ergibt den Zusammenhang:

N

t _h- o8 G 4 m
(2.56) Ji =35 Fi (fir i1 = 5,6)
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2.%.2 Gleichschenkliges Dreieckelement

Zugrunde liege aufs neue das in Abb.2.7 beschriebene gleich-
schenklige Dreieckelement. Zu den auf Seite %% gemachten An-
nahmen fiir die Modellstébe ist fir den Biegezustand nech
folgendes zu erginzen:

Die Ecken, an denen die Ersatzlasten angreifen, sind als
Scharniergelenke ausgebildet, d.h. also, daB Momente in
der Plattenebene nicht aufgenommen werden kinnen. Ferner
selen alle Stibe schlaff gegenliber Verdrillung. Es gelten
flir die inneren Anlenkpunkte der Stibe - hier insbesonde-
re fir den Punkt D ~ die won SPIERIG eingefiilhrten Getrie-
be im welteren Verlauf der Betrachtungen.

Die Trégheitsmomente der Modellstibe lassen sich im Falle
-des gleichschenkligen Dreieckelements ebenso mit Hilfe der
im vorigen Abschnitt gefundenen allgemeinen Beziehungen
(2,5%) und (2.56) angeben, die auch hier gliltig sind; sie

lauten:
2 3
Je = b g __ah (1 - vtan% )
1T (19
2 2 3 g
gB oo g b g B g ah-v 1
2 501272 3 24(1_v2) sintcosa
(2.57) ) 5
lez-l%—Fﬁ=mi‘g—-—§-(tana~Vcota)
12(1=v“)
stostob2pe _nS e _an’ 1
2 3 12 2 1 % 48(1+v) sinacosza

Damit sind in diesem Kapitel s@mtliche charakteristischen
Werte der Modellstébe - Querschnittsfléichen und Fléchen-
trégheitsmomente - flir das Rechteck- und das gleichschenk-
lige Dreieckelement zur Behandlung von Scheiben- und Plat-
tenproblemen abgeleitet. Im néchsten Kapitel werden mit
diesen Werten die Steifigkeltsmatrizen aufgestellt,
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3., Stelfigkeitsmatrizen

Beli der Herleitung der Bteifigkeitsmatrizen fiir die im vorigen
Kapitel entwickelten Modellelemente geht man von dem Zusammen-
hang der an den Eckpunkten von auBen angreifenden Kridfte und
Momente und den Verschiebungen bzw., Verdrehungen dieser Eck-
punkte aus. Die HuBeren Krifte und Momente faft man dabeil in
einem Spaltenvektor £, die Verschiebungen in einem Spaltenvek-
tor 4 zusammen. Dann besteht zwischen £ und 4 durch die symme-
trische Steifigkeitsmatrix [K] der Zusammenhang

(3.1) f=[K]a

Die Matrix [K] kann man nach den zwei nachfolgend beschriebe-
nen Methoden aufstellen, '

1.Methode:

Ausgehend von der Gleichung

(3.2) v=[A] a

die die Verschiebungen der Eckpunkte mit den Stabdeformationen
v mittels einer Matrix [A], die die Geometrie des Modells bein-
haltet, verkniipft, sowle der Beziehung

(3.3) P = [Kp} v

die den Zusammenhang der inneren Schnittkrifte p mit den Defor-
mationen v der einzelnen St#be durch eine Diagonalmatrix [Kp]
angibt, gelangt man mit Hilfe deg Prinzips der virtuellen Ar-
beiten (Vgl. dazu [12], Seite 286)

(3.4) a'f = v'p

unter Beriicksichtigung der transponierten Gleichung (3.2) zu
(3.5) a'e = a'la'lp

Aus (3.5) folgt sofort die Gleichung

(3.6) r=[a']p

die die Beziehung zwischen den #duBeren Krdften der Eckpunkte
und den inneren Schnittkréiften der Stibe herstellt. Setzt man
weiter (3.3) und (3.2) in (3.6) ein, so erh#lt man

(3.7) | £=[al)lK 1Al a
Vergleicht man (3.7) mit (3.1), so kann man unmittelbar die
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Steifigkeitsmatrix [K] des Stabmodells ablesen; sile lautet:
(3.8) (k) = [a']lK,](a]

Dieses Vorgehen ist in der geschilderten Art méglich, wenn alle
Modellst8be jewells nur eine Querschnittfliche bzw. ein FlAchen-
trigheitsmoment infolge aller am Element angreifenden Spannungs-
bzw. Momentenzustinde besitzen., Wie in Kapitel 2 erdrtert wurde,
hat man sich jedoch in den diagonalen Richtungen der Stabmodelle
zwel Stdbe zu denken, die den Einfluf des Normal- sowle Schub-
spannungszustandes bzw., die Wirkung des Biege~ sowie Drillmomen-
tenzustandes aufnehmen., Aus diesem Grunde muB die oben beschrie-

bene Methode erweitert werden.

Es selen
(3.9) Zys Zoseees B

n verschiedene Spannungs- oder Momentenzustinde, die am Element
angreifen und

(3.10) dys Ggpeeey A
(3.11) Tir foseney £

die zugehdrigen Verschiebungs- und Lastvektoren der Eckpunkte.
Ferner selen

(3.12) ) [K1]) {Kz]’-oty [Kn]

die Steifigkeitsmatrizen der Stabmodelle fiir den jewelligen Zu-
stand Z1 (i=1,2,...,n). Dann gilt filir jeden Einzelzustand Zi die
Beziehung (3,1); fiir die n Zustinde Zi folgen somit die n Glei-
chungen

(3.13) £y = (K] a4 (121,2,004,n)

Irgendein Verschiebungsvektor d kann durch Linearkombination der

n einzelnen Verschiebungsvektoren d1 (i=1,2,...,n) angegeben werden.
Andererselts kann jeder Verschiebungsvektor di als Produkt von 4
mit einer entsprechenden Transformationsmatrix [ai] dargestellt
werden:

(Be1ls) a = fai] a (1=1,25000,n)

Dle n Transformationsmatrizen sind vollsténdig durch die n Ein-
zelzustinde festgelegt und lassen sich aus einfachen geometri-
schen Betrachtungen bestimmen. Zu einem Zustand Z, der sich aus
einer Linearkombination der Einzelzpsténde Zi darstellen 1#8t,
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kann man auch den zugehdrigen Vektor £ als Linearkombination der

fi angeben:

(3.15) £ = 3fy

Aus (3.15) folgt mit (3.13) und (3.14):

(3.16) £= 3 [K]la]a=(x]a
wobei [K] durch

(3.17) (x] = = [K;](a;]

zu berechnen ist.

Damit ist die Aufgabe, die Steifigkeitsmatrix [K] fir das auf Sei-
te 19 eingefiihrte Gesamimodell aufzustellen, auf die Bestimmung
der Steifigkeitsmatrizen [Ki] (1=1,25004,n) fiir die n Binzelzu-
stinde Zi’ sowle die n Transformationsmatrizen [ai] zurlickgefihrt.

Zusammenfassend kénnen die einzelnen Schritte in folgender Weilse
symbolisch angegeben werden. Das Zeichen ~ bedeutet dabei 'in Ab-
hingigkeit von'. Die unteren Indexbezeichnungen sollen besonderen
Nachdruck darauf legen, wann es sich um HuBere oder innere Grdfen
handelt: der obere Index i bezieht sich auf den Jeweillgen Einzel-
zustand Z, (1=1,254500,1)0

(1) Statik (bzw.Prin- f(ig ~ pgi)
zip der virtuellen ausen npen

Verschiebungen):
(2) Elastizitétsgesetz: pii&en o p(1) L fiégen - déiéen
(3) Geometrie: v(i) ~ aéigen
(L) Kraftsuperposition: £, . = Zféiéen ; Zdéi%en
fauBenNdauBen

(5) Geometrische Rela- (1)

tion Transformation:dauﬁen ~ dauﬁen

2.Methode:

Mit obigeh Bezeichnungen und der symbolischen Ausdrucksweise folgt:

(1) statik: fauBen ~ Pinnen
) _ sn(1)
(2) Kraftsuperposition: Pinnen = *Pinnen
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i - (1) . (1)
(3) Elastizitétsgesetz: Pimen ~ 7 Fauﬁen 4, 6en
(4) Geometrische Rela- v<i) ~ v
tion,Transformation:
= E . ~
(%) Geometrie: v ~ 4 gen

s sei an dieser Stelle ausdriicklich bemerkt, daBf das geschil-~
derte Vorgehen bei der 2.Methode lediglich eine Variante der
1.Methode ist., Das erkennt man an den grundlegenden Bezlehun-
gen (1) bis (5), die bis auf die Reihenfolge ihrer Anwendung
in beiden Methoden dieselben sind. In der 1.Methode erfolgt
die Transformation in den Eckpunktverschiebungen, bei der 2.
Methode in den Stabdeformationen, das sind die Verzerrungen
beim Scheibenproblem und die Kriimmungen beim Plattenproblem.

Die entsprechenden Ans#itze werden flir das Scheiben- und das
Plattenproblem in den Abschnitten 3,2 und 3.3 ausfihrlich er-
lautert.

Herleitung der Steifigkeitsmatrizen fir das Scheibenproblem
nach der 1.Methode

Rechteckelement

Die Aufstellung der Steifigkeitsmatrix [K] zerf&llt in zweil
Telle, Im ersten werden die zwel Matrizen [K1] und [Kz] auf-
gestellt. Dazu milssen nach Gleichung (3.8) die Matrizen [A],
deren Transponierte [A'] und [KS] bereitgestellt werden,
{o] ist eine geometrische Matrix. Die i-te Spalte von [A] er-
hdlt man, indem men die Stabverlingerungen v bestimmt, wenn
man das Stabmodell den Eckpunktverschiebungen dy = 1 (K=A,..,D)
nacheinander unterwirft und sfimtliche Eckpunktverschiebungen
dp (P=A,..,D) fir P 1 K festhilt. Die Eckpunktverschiebungen d

®)Der obere Index S zeigt an, daB sich die Matrix [K ] auf
das Scheibenproblem bezieht.
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werden in einem raumfesten Koordinatensystem gemessen, wihrend
die Stabverléngerungen v in einem mit den einzelnen Stiben ver—
kniipften System bestimmt werden.

zur Aufstellung der Matrix [A] ist es zweckmiBig, die acht Ver-
formungsbilder (Abb.%.2) infolge der Bekpunktverschiebungen

dp = 1 (K= Ay4..,D), dp = O fiir sémtliche P % K aufzuzeichnen,
un daraus [A] spaltenweise anzugeben.,

Al rg
6 3 -
i 5 6
1 2
- 4 &~
ci rD
Abb.%. 1

In Abb.3.1 ist 1 die Abklirzung fir linkes, r filir rechies Staben-
de. Es geniigt, die Verléngerungen an einem Stabende, hier z.B.am
rechten, anzugeben. Die Verschiebungen des anderen Stabendes
sind dann ebenfalls bestimmt, weil beide in einem mit den ein-
zelnen Stében verkniipften System gemessen werden. Fiir das Recht-
eck ist [A] eine (6,8)-Matrix, die aus sechs Zeilen und acht
Spalten besteht und die die Stabverléngerungen mit den Eckpunkt-
verschiebungen nach Gleichung (3%.2) verkniipft.

u A v A U.B VB Llc Vc U.D VD

vﬁ" 0 1 0 0 0 -1 0 0
vg 0 0 0 1 o) 0 0 -
vg -1 0 1 0 0 0 o o}
vf{ o 0 0 0 -1 0 1 0
vg -gind cosh ¢} 0 o] o] sind =cosd
vg 0 o] gind cosbd ~gind -cosb 0 0
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Die durch (3.%) definierte liatrix [K;] ist eine einfache Diago=-
nalmatrix.

1
Fa
1o 0
(3.19) ) = E _
0 .
T
Iy |

Damit kénnen nun gemd8 (3.8) die Matrizen [K1] und [K2] gebildet
werden. Bei [K1] gind in der Matrix (%.19) die Querschnittfls~
chen aus (2.9) einzusetzen; bei [K2] besteht das Modell nur aus
den Diagonalstében 5 und 6, die die in (2.11) angegebenen Quer-
schnittflachen besitzen.

Nach den ausgefihrten Matrizemmultiplikationen erhidlt man fir
[KT] und {K2] die auf Seite 45 und 46 stehenden Matrizen.

Un diese zwel Steifigkeitsmatrizen zu einer Gesamtsteifigkeits-
matrix zusammenfassen zu kdnnen, werden im zweiten Teil dieses
Abschnittes die zwel erforderlichen Transformationsmatrizen [a1]
und [32] aufgestellt; dazu betrachtet man bei [81] als Belas-
tungszustand allein die Normal-,bei [a2] die Schubspannungen.
FaBt man bei diesen wiederum lediglich die Normalspannung O und
die Schubspannung Tyx ins Auge, so resultieren aus diesen zwei
getrennt am Kontinuum von auBen angreifenden konstanten Spannungs-
zusténden die zwei Verformungsfiguren in Abb.3.%. Uberlagert man
diese zweil Deformationen, so kann man die Horizontalverschiebun-
gen der Lckpunkte A,...,D infolge der Zustinde %y und Z, unmit-
telbar aus den superponierten Verschiebungen_der Abb.3.4 ablesen.
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9300 = 9
guey = %

a- o] 0 3-0a 0 oa~- a 1
° 0 o-3a o] 0 a 10—
7 a oa=- a- 1=-0a 0

° | a4t |0 O 1 (e '
= = [ "] (oz°¢)

% a G 0

yostagouuls : 5 o o=aa
2 a=
0
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guey = 3
-
z 4 2 2
a7 T-a © 0 0 0 ° T=a =
2 2 z
=T 0 0 0 0 a7 L]
Z 4 2 Z
° a7 =1 | ° 7= = 0 0
z 2 <
AT T—a * 7=a 0 Y Amnlvvm ) z
wm— = [C1]  (ieg)
a1 a7
T £
YOS Ta}oumAS a \M« 0 0
2 Z
° a7 a
2
1 T
-
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(1)
A B B
T T Ar T
! i t I
: | | i
: ! '
i |
1 1 \ |
1 1
. : : |
C D C D
Zy: 0, = const. Zs Tyx T const.
= = = Q = = = Q
O'y Txy Tyx OX Oy TX}/
Abb.3.%

Fur die Ecke A ergeben sich unter der TFestsetzung, daB ué1) die
horizontale Verschiebung von A infolge Z1, qu diejenige infol-
ge 4, sel, die folgenden Beziehungen fir ug) und u&g) in Abh&n-

gigkeit der horizontalen Eckpunkiverschiebungen infolge Z1 und

Zzo
«~ﬂﬂug)kr—- *-**f?#*“*
e Ug FP—-¢1£?~#
T T 7 H
1! 1/ 1/
y i/ v
i { ;
] A /|
A /! /1
1. £ [
Uy b -
Abb.%.4
(1) _ 1
(3422) u, o= §(uA - uB)
(3.23%) u£2) = %(uA - )

Entsprechende Gleichungen erh&ilt man fiir die Ubrigen Eckpunkte,

“ﬁé” = 3o - wy)
(3.24) u$? = Sug - up)

oD = d - g
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Fur Z? lauten die Gleichungen:

(2) .1

ug” = glug - up)
(3.25) u$? = fug - uy)
4 = oy~

In derselben Weise kann men die Beziehungen fiir die Vertikalver-
schiebungen der Eckpunkte aufstellen, indem man einmal die Nor-
malspannung oy in einem Zustand Z3’ das andere Ma} 91e Schubspan-—
nung Txy in einem Zustand Z4 erfaBt und an dem Elément von auBen
angreifen 14Bt,

Vi = %{VA - Vo)
i) = diog - vp)
(326) VC@ = %(VC - v,)
V](DZ) = %(VD - vgp)
v£4) = 5(vy = vg)
Vé4> = %(VB - v,)
(3.27) Vé4> = %Wc - vp)
Vé4) = %(VD - VC)

Bine Moglichkeit, die gewonnenen Ergebnisse auf ihre Richtigkeit
zu kontrollieren besteht darin, daB die von den an den Eckpunk-
ten angreifenden Ersatzlasten geleistete Arbeit gleich derjeni-
gen der aus den Einzelzusténden Zi.(i=1,...,4) resultierenden
Kréfte S; (1=1,.44,4) ist. Mit den in Kepitel % eingefiihrten Be~
zeichnungen lautet die Arbeitsgleichung:

(3.28) a'f = dif1 + 45t

Betrachtet man die linke Seite von (%.28), so ergibt sich nach
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Einsetzen der in (2.2) angegebenen Ersatzlasten mit den Abklir-
zungen

42}
it

%étanét
(3.29) ah ah
S3 = é—tanécy S4 5T

i

der nachfolgende Ausdruck:

_—S1 + 52ﬂ

S3 - 84

31 + S2

S3 + 84

~S1 - 82

—33 - S4

81 - 82

a'f = (uy,v),000,up,vp) =S5 + S4J

= 8y (muytug-uctuy) + Sy(uytug-us-up) +
+S3(VA+VB—VC~VD) + 84(wvA+vB~vc+vD)

Aus der rechten Seite von (3.28) erhslt man unter Beachtung der

in den Gleichungen (3¢22),¢¢4,(3:27) gewonnenen Ergebnisse die
folgende Beziehung: :

ajg, + ayt, =
~3 Sy
S -,
51 Sy
S3 Sy
5y Sy
~Ss -5,
81 . -82

= (uyzvfx”,...,ué“.vﬁ”) ~Sg| + (u§22V£22-ooau1()22V]g2)) 844

=8, (=g higmughug)+ 8, (uy ig=ug=up) +55 (v, vp=v=vy) +5, (-v phvg-vitvy)
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Wie man sieht, stimmen die Ausdriicke der linken und der rechten
Seite von (3.28) lberein, womit gezeigt ist, daf die Arbelits-
gleichung fiir die in den Einzelzustinden zugrunde liegenden Er-
satzlasten und den daraus resultierenden Eckpunktverschiebungen
giltig ist.

Die in den Gleichungen (3.22),(3.24) und (3.26) aufgestellten
Bezilehungen werden in der Transformationsmatrix [aT], die in
(3623),(%.25) und (3.27) stehenden Ausdriicke in der Transforma-
tionsmatrix [aZ] zusammengefaBt.

(3.30)  [ag) =%

= 1
(331 [ay) =1
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Die Gesamtsteifigkeitsmatrix [K) folgt dann mit (%.20),(%.21),
(3.30) und (3.%1) aus (3.17) und ist im Anhang in Gleichung
(I) angegeben. Bs wurden folgende dimensionslose GrdSen ein-
gefihrt:

~ T g= 8 =¥
(3032) N = Eh3 u a v a
Ferner gilt die Abkiirzung:
(5.33) w= £ = p

Die Steifigkeitsmatrix [K] stimmt fir den Spezialfall v = 5
mit der von SPIERIG angegebenen Matrix iiberein.

Gleichschenkliges Dreieckelement

In entsprechender Weise wie im vorhergehenden Abschnitt wird
die Steifigkeitsmatrix flir das gleichschenklige Dreieckele~
ment aufgestellt. Dabel beschrinke ich mich nummehr auf die
dngabe der wichtigsten Zwischenergebnisse,

Die Matrix [A] gewinnt man spaltenweise unter Beachtung der
in Abb.3.5 gezeichneten Verformungsbilder bei einer Einheits-
auslenkung der Modelleckpunkte in x~ und y-Richtung. Aufgrund
der eingefiihrten Getriebe verursacht der bei D an den Stab 1
angelenkte Stab 4 (man betrachte dazu Abb.2.7) keine Schwie-
rigkeit, da sich der Punkt D nach der Verformung der betrof-
fenen Stébe stets als Mittelpunkt des Stabes 1 einstellt.
Dies ist neben der in Kapitel 2 bereits beniitzten Vereinfa-
chung bei der Aufstellung der Gleichgewichtsbedingungen ein
welterer wesentlicher Vorzug der Getriebemechanismen. SPIERIG
weist in seiner Dissertation [4] auf diesen Punkt mit Nach-
druck hin,

Fir das gleichschenklige Dreieckelement ist [A] eine (4x6)~
Matrix; sie lautet:
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Abb.3.5
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B A
-1 0 1 0] 0 0
0 0 sina cost =-sind -cosa
(3.34) (4] =
-gina cosa 9] 0 sina =-cosa
LO 1 0 1 0 -1

Die Matrix [K%] erhslt man aus (3.19), wenn man dort die Quer-
schnittfléchen des gleichschenkligen Dreiecks aus den Gleichun~-
gen (2.17) bzw. (2.19) einsetzt. Die aus (%.8) resultierenden
zwel Einzelsteifigkeitsmatrizen [K1], (K,] lassen sich dann so-
fort bilden; sie sind auf der nichsten Seite angegeben.

Zu. den Transformationsmatrizen [a1] und [32] gelangt man wieder
durch die superponierten Horizontal- und Vertikalverschiebungen
der Ecken A,B,C infolge von Normal- und Schubspannungen.

{1
mﬂ%uA}c—-

Zl' o, = const.

Q
il
=
i
-
i

O

Abb.%.6

Aue Abb.3.6 und Abb.3.7 liest man ab:

(3+3%5)
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- ‘ ° ° (g2=wm z .
TZ = [7¥] (1te¢)
N o) o
YO ST I ouuss
o\ N~
, N
a=, =\ . ]
0300 = O
ousy = 19 _ )
147 0 e ac= 12~ ag
3atly ag- 1ag- ag a2~
oa+s ag oa-1 0 (Lam1)h
4 - I .
T [ ] (gh°g)
1a+0 o} o~1a
YosTalomuls
i da+1 ag~-
1a+0
N d
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ug = ug - uy)
(%.36)
Weiterhin erkennt man aus Abb.3%.7 die Gliltigkeit von
(1 .
( ) ot
3637
af? = g

Flir die Vertikalverschiebungen infolge der Zustinde 25 und Z4
ergibt’ aich der Zusammenhang mit den Verschiebungen der Ecken
aus Abbe3.8 und Abb,.3.9.

‘5&2)

Z"b’: °y = const. Z4: T = conste.

T, = Tt =0 o, =0, =71, =0

N NES
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(3.38)

(339)

(3.40)

Die Arbeitsgleichung (%.28) ist wiederum,wie sich ohne weiteres
nachwelsen 188%,erfillt.

Die in (3.35) ,4004(3.40) aufgestellten Beziehungen werden in den
zwel Transformationsmatrizen [a1], [a2] zusammengefalbt.

(10—1000

0 1 0 1 0 0

1
(3.41) [31] = Z
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(3.42) [a] = 3

o o o o 0o o0

Die Gesamtsteifigkeitsmatrix [K] wird aus (%.17) mit (3.41) bis
(%.44) berechnet und ist im Anhang in dimensionsfreier Form in
(leichung (IT) angegeben. Es gelten auch hier die in (%,%2) und
(%.%3) eingefiilhrten Abkiirzungen. LEin Vergleich der Steifigkeits~
matrizx (II) fir den speziellen Wert v = %’Zeigt auch in diesem
Fall die Ubereinstimmung mit der won SPIERIG angegebenen Matrix.

Herleitung der Steifigkeitsmatrizen fir das Scheibenproblem
nach der 2, Methode

Bei der Herleitung der Steifigkeitsmatrizen zur Behandlung von
Scheilbenproblemen geht man von dem Zusammenhang der von auBen
an den Eckpunkien angreifenden Kr&fte, zusammengefalt im Kraft-
vektor

- . . 7)
(3.45) £ = (NXA,NyA, NXB,NyB, cee )
und den an den Ecken resultierenden Verschiebungen, zusammenge-
faft im Verschiebungsvektor

(3446) ] d = (uy,v,; Ug,Vg; ses )

7)Spaltenvektoren werden aus Griinden der Platzersparnis als Zei-
lenvektoren geschrieben und in runde Klammern eingeschlossen.
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aus. Es gilt die in (3.1) angegebene Beziehung zwischen £ und d.
Die Verschiebungen der Eckpunkte im Verschiebungsvektor 4 hingen
von den Stabverzerrungen der Modelle ab. Die Gesamtverzerrung in
irgendeiner Richtung mit mehreren Stabquerschnitten ist gleich
der Summe der Verzerrungen in diesen St#ben, die durch die ver-
schiedenen Grundspannungen Oy s dy und T hervorgerufen werden. -

So héngt die Gesamtverzerrung in der diagonalen Richtung des Mo-
dells in Abb.%.10 von zwel Verzerrungen ab; die einme riihrt von
den Normal=-, die andere von den Schubspannungen her.

A B A B
A B A B
cl Dl C D,
¢ D D
c
Abb.%.10

Wir betrachten die Diagonalstibe AD und BC. Bei reiner Normal-
spannungsbeanspruchung wird aus dem Rechteck ABCD nach der da=-
durch bedingten Dehnung wieder ein Rechteck A'B'C'D'. Die zwei
Diagonalen AD und BC haben Verzerrungen, die dem Betrage und dem
Vorzeichen nach gleich sind. Unterwirft man jedoch das Rechteck
ABCD einer Schubspannungsbeanspruchung, so hat es nach der Ver-
zerrung die Form eines Parallelogrammes und die zwei Diagonalen
AD und BC haben Verzerrungen, die dem Betrage nach gleich, doch
dem Vorzeichen nach verschieden sind. Man kann daher fiir die in
dem Diagonalstab aus zwel verschiedenen Spannungszusténden her-
rithrenden Verzerrungen EED und EzD den folgenden Ansatz machen:

n

EAD

(€ 4p +ep0)
1

S o —\
€ap = 2(%ap “Ere)

]

(347)

Dabei bedeutet EPQ die Verzerrung im Stab PQ, E?Q die Verzerrung

im Stab PQ infolge Normalspannungsbeanspruchung und egQ die Ver-

zerrung im Stab PQ infolge Schubspannungsbeanspruchung am Ele-
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ment. Die Stabkraft NAD im Diagonalstab AD 188t sich dann
durch die Gleichung

(%.48) Nyp =

angeben. Setzt man (3.47) in (3.48) ein, so folgt die wich-
tige Beziehung

(3.49) Ny =

ap = B [ Eap SRR+ epg HE-EE) ]
Drickt man in dieser Beziehung die Verzerrungen durch die
zugehdrigen Verschiebungen der Eckpunkte aus und betrachtet
die Gleichgewichtsbedingungen an den einzelnen Ecken, so er-
h8lt man unmittelbar die Gleichung (3.1) und hat damit die
Stelfigkeitsmatrix (K] gewonnen.

Rechteckelement

Die in Abb.%3.11 gestrichelt eingezeichneten Kr#afte resultie-
ren aus der Beanspruchung der Diagonalstibe S5 und S6 infole
ge Dehnungen und Schubverzerrungen, die verbleibenden Kréfte

infolge Dehnungen der Randstibe S1,..., 84 des Stabmodells.,

A Bl .~
3
5 6
1 2
" 4
~7|C Df =
Abb.%.11

Un die Gleichgewichtsbedingung an der Ecke A aufstellen zu
konnen, bendtigt man die Stabkrifte der dort angreifenden
zwel Randstébe 1 und 3, sowie des Disgonalstabes 5, Da die
Randstébe nur Krifte infolge von Dehnungen in der x- und y-
Richtung aufnehmen und diese Dehnungen durch die Néfmalspan—
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nungen hervorgerufen werden, erhilt man fir die Stabkraft NAB

(3.50) Nyp = one

AB AB

Die Dehnung €,p 188t sich durch die Verschlebungen der Ickpunkte
A und B angeben und lautet:

LUy
(3.51) €48 © 5ianb

Demit ergibt sich aus (3.50) mit (%.51) unter Beriicksichtigung
von FXB = Fg (Gleichung (2.9)):

Eh

(3.52)( Nyp = —2= (cotb ~ vtand )(u,~u,)
AB 2(1_V2) B A
Auf dieselbe Weise folgt:
Eh
(%3.5%) N ——— (tanb - veotd )(v,-v.)
ac 2(1—v ) A'C

Fir die Kraft NAD im Diagonalstab 5 gilt die in Abschnitt 3.2
hergeleitete Beziehung (3.49). Driickt man in dieser die Verzer-
rungen €, und €he durch die Verschiebungen der Eckpunkte A,B,C

und D aus, so erh&lt man:
€4p = (up-u,) L sinscost + (v,-v-)d cos%
AD D "Aa A 'D’a

(%.54) 1. ; 5
€p0 = (uB—uC)g~81n50036 + (VB—YC)E cos“b

Die Summe der Stabquerschnitte FED und FED ist aus Gleichung
(2.13) zu entnehmen. Die Differenz der beiden Werte ergibt:

1pi s ah 3y =1
(3.55) F(Fapy = ) =
24D AD 8(1-v°) sinbcosd

Damit 1&8t sich auch die in Abschnitt 2.1.1 angedeutete Erkls-
rung flr die Querschnittflache des Diegonalstabes 5 (dasselbe
gllt entsprechend flir den Stab 6) geben. Flir den speziellen
Wert v = % wird die Differenz der Querschnlttfléchen FXD und FAD
null. Das bedeutet, daB sich in diesem Fall die Querschnittflsi-
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che des Diagonalstabes als arithmetisches Mittel aus FXD und FED
ergibt und dieser Wert stimmt dann mit dem von SPIERIG angegebe-

nen Uberein.

Diesen Sachverhalt kann man auch dahingehend deuten, daB flir al-
le Querdehnungen v # 1 in den Diagonalstében 5, 6 und damit auch
in der Steifigkeitsmatrix [K] infolge der Verzerrung €nc und den
daraus sich ergebenden Verschiebungen der Eckpunkte B und C wei-
tere von null verschiedene Elemente hinzukommen. Es besteht da-
mit in der Steifigkeitsmatrix eine engere Verkniipfung aller vier
Bekpunkte untereinander und der EinfluB8 der Querdehnung v bei Ab-
weichung von dem Wert % kann daher nicht ohne weiteres vernach-
léssigt werden. ’

Fir das gleichschenklige Dreieckelement gilt diese Erklirung in
entsprechender Welse flir die Stébe 2 und 3.

Mit (3.54),(%.55) und (2.1%3) folgt aus (3.49) die Kraftim Diago-
nalgtab 5 in Abh#ngigkeit der Eckpunktverschiebungen.

. - Eh 1 P
(3:56)  Nyp = g?}—v ){gggg[(v+1)(uD—uA) + (5v—1)(uB—uC)] +

+ i [+ (o) (BV"”(VB—VC)] ]

Somit 1&Bt sich nun das Glelchgewicht am Eckpunkt A formulleren
und damit die erste Zelle der Steifigkeitsmatrix [K] angeben.

(3.57) Ny = =Nyp = Nyp sinb

Mit den in den Gleichungen (3.52) und (3.56) hergeleiteten Stab-
kraften folgt aus (3.57) schlieBlich:

Eh

2

= ( {[4cot6-(3v—1)tanb]uA - (v+1)vA +
8(1-v

(3,58) Noa
+[—4cot5+(v%1)tan6]uB - (3v~-1)vB +
+ (3v—1)tan6uc + (3v—1)vC -
- (V+1)tan5uD + (v+1)vD }

Analoge Beziehungen wie (3.58) ergeben sich aus der Betrachtung
der drei anderen Eckpunkte des Rechtecks. Die Steifigkeitsmatrix
stimmt mit der in Abschnitt 3.1.1 abgeleiteten iiberein.
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3e2s2 Gleichschenkliges Dreieckelement

In Falle des gleichschenkligen Dreieckelementes kdnnen die-
selben Uberlegungen wie beim Rechteckelement angestellt wer-
den. Fir die Kraft im Stab 1 gilt: .

Eh

(3.59) N s
4B " 4(1V)

(cota —\/tana)(uB-uA)

Die entsprechende Gleichung flr den Diagonalstab 3 folgt aus
(3.49), indem men die Verzerrungen der beiden Stébe 2 und %
betrachtet,

- R 5 IS s
(3.60) Nyo = B [egy 355 + ¥ + ey 272 - )]
Driickt men die Verzerrungen durch die Verschiebungen der Eck-
punkte aus und setzt fir die Querschnittflichen die Beziehun-
gen (2.17) und (2,19) ein, so wird

Eh

1
5?}:;5;{ cosa[ —uy (14V) - ug(1-3v) + 2uc(1-v)}+

(%.61) Nyo =

1

+ i | TaCHY) = v(1=3V) - vy ] }

Mit vy = %(VA + vp) erh#lt man die noch fehlende Stabkraft
des angelenkten Stabes 4.

Eh

(%3.62) NDC = -2-(-%-——\;7

(tana - veota)(v ~2VC)

Die Gleichgewichtsbedingung in x-Richtung an der Ecke A heiBt

¢

(3.63) Ny = =Nyg = Ny sina

Die erste Zelle der gesuchten Steifigkeitsmatrix [K] erhslt
man, wenn (%.59) und (3%.61) in (%.63) eingesetzt werden

(3.64) NxA = g?%?;§—[[(1—v)tana + Zcota]uA - (1+v)vA +

+[(1 v)tand -~ 2cota]u + (1--'5v)vB -

B
- 2(1—v)tanau + 4yv }


ibbaf
Textfeld


- 63 -

Fir die Gleichgewichtsbedingung in y~Richitung an der Ecke A
gilt:

= 1
(3.65) NyA = Ny cosa + 5 Ny,

Mit (5.61) und (%.62) folgt daraus:

ILh
(3.66) Ny = g?T:;§; {~Q+v)u, + [(1-v)cota + 2tana]v, +

+(3v-1)uB + [(v=1)cota + Ztana]vB -+

+ 2(1=-v)ug - 4tanavc}

Dies ist die zweite Zeile der Steifigkeitsmatrix [K]. Mit den
(leichgewichtsbedingungen fir die Eckpunkte B und C lassen sich
auf diese Art und Weise vollends die restlichen vier Zeilen der
Matrix {K] angeben. Es sel auch hier vermerkt, da8 dle so di-
rekt gewonnene Steifigkeltsmatrix mit der in Abschnitt 3.1.2
aufgestellten Matrix (1.Methode) Ubereinstimmt.

Herleitune der Steifigkeitsmatrigen fir das Plattenproblem
nach der 2., Nethode )

Im Falle des Plattenproblems faB8t men die von auBen angreifen-
den Momente und Querkrzfte im Lastvektor

(%.67) f= (MxA’MyA’QA5 MxB’MyB’QB; ves )

und die daraus resultierenden Verschiebungen der Eckpunkie im
Verschiebungsvektor

(3.68) a = (9,4,w,; Ppylp,wp; ees )

zusammen, die miteinander durch die Steifigkeitsmatfix [K] in
Gleichung (3.1) verkniipft sind.

Die Verschiebungen der Eckpunkte im Verschiebungsvektor & hén-
gen ihrerseits von den Stabkrimmungen der Modellelemente ab.


ibbaf
Textfeld


3636l

- 64

Beim Plattenproblem treten demzufolge die Krimmungen der ein-
zelnen Stébe an dle Stelle der Stabverzerrungen beim Scheiben-
problem. Fs gilt hier fir die Krimmungen, was dort fir die Ver-
zerrungen gesagt wurde. Insbesondere gilt fir diejenigen St&be,
die Krimmungen infolge verschiedener Momentenzustiénde aufzuneh-
men haben der im n#chsten Abschnitt 3.3.1 ausfiihrlich beschrie-
bene Sachverhalt.

Fir einen Stab i~k der Liénge 1, dem Elastizitétsmodul E und dem
Fl&chentrigheitsmoment J gelten fiUr die Stabmomente und Stab-
querkrafte - ausgedrickt in den Stabendverschiebungen an den
Enden i und k - die Gleichungen (%.69). Beziiglich Bezeichnun-
gen und Vorzeichen sel auf die Selten %4 und 35, ingbesondere
such auf die Abb.2.1% und 2.14,hingewiesen. (Vgl. dazu [12])

S oM e,
My = (-6 7 4yt 6y +a«°fk)
B 0 T
(3.69) Mki—— 1( 6"1—--2%1—6 T “431{)

B . M Vi =
Qy - ?(12 = - 69 ~12 4E - 69) = q

Wiy Wy ai, ﬁk selen kleine Stabauslenkungen.

Rechteckelement

Es wird das Gleichgewicht an einem Eckpunkt des Rechteckmo-
dells - ausgedriickt in den Eckpunktverschiebungen - betrach~
tet. Sodann gilt fur den Stab 1 (4bb.2.12), der nur eine Krim-~
mung infolge Biegemomentenbeanspruchung erfshrt, der Zusammen-
hang nach der ersten und dritten Gleichung von (3.69):

EJ2 \

M, = +1(-6 =& + 49 +62V~C-+2q>)
AC 11 11 A 11 C
(3.70)

EJT Wy W
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Setzt men JT

1 aus (2.,5%) ein, so erh&lt man mit l1 = a:

En? W
(tanb-vcots) (~ 6 Ay 4oy + 6 =+ 29)

M, .= -———-——-
AC T 24(1-v7)
(3.71)
3 ~6w, oW
M = oy oot vtan0) (g + 44 * gEans * 2V)

Auf entsprechende Weise erh8lt man QAC und QAB‘

ih” W W
Eh A o
Q= ~—s—(tand-vcotd) (12 == ~ 6, =12 = =~ 69.)
A0 24(1-v)a a A a ¢
(3.72) 5 2
Eh W 5
Quy = ~—-———“w(cot 5-V) (o G 2 . G )
AB T o4(1-v)a atand A " atand B

Zur Betrachtung des Gleichgewichts am Eckpunkt 4 fehlt nun noch
das innere Moment und die innere Querkraft in der Diagonalrich-
tung A-D. Nach der Modellvorstellung von Seite 19 sind demzu-

folge die EJ-fachen Krimmungen aus beiden Momentenbeanspruchun-

gen zu superponieren.

(3.73) M,y = BOGy 98 + MXD J§>

Nun gilt fur die Krimmungen aus den beiden Belastungen

noo. 1
*p = 200 * Heg)
(%.74)
b = l(u - W)
AD 2 AD CB

und fir die in (%.74) enthaltenen Stabkrlumungen

= AD _ 1., 6 o
Map T Ey, T ToCT T Wa T A% tiswp t2%)
5 5 5 5
(3.75) "
B _1, 6 6
o = Fy = 1007 1T Wo f 49 T Wy o+ 29)
B T By, T 1071 Y IS

Fir die in (3.75) auftretenden Stabdrehwinkel ergibt sich bei
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einer Zerlegung in x- und y-Richtung

0A = QAsinG + QAcoso

<P
it

¢,5ind -~ ¢,cosd
(3.76) BB B
ab = ¢Csin6 - wccosé

cp
I

: ¢Dsin5 + ¢Dcosﬁ

Setzt man (3.76),(3.75) und (3.74) in (%.73%) ein und beriicksich-
tigt die auf Seite 36 bestimmten Flichentrigheitsmomente J? = J?
und J; = Jg, 80 erh&lt man mit 15=16= —é—g das noch fehlende Mo-

cos
ment des Diagonalstabes A~D.

_ _En’ v
- 96(1-y2) Sinbcasb

(3.772) M,

[tw+1) (= gcosﬁwA+4¢Acoss*4¢Asin6+ gcoséwD+2®Dcosﬁ+
+2¢psind) + (3v-1)(- gcosﬁwc—4¢bcosa+4wcsin6+

6 . .
+ gcoséwB—a¢Bcosé+2¢Bs1n6ﬂ

Fir die Querkraft bekommt man ebenso

3
_ __En 1
(3.770)  Qyp = 550 1-v2)a Fimb

'kv+1)(égcoséwA—6¢Acos6—6¢Asin5— %gcosawD~6¢Dcosﬁ—
—6¢Dsin5) + (3v-1)(%gcosﬁwc+6¢ccosﬁ—6¢csinﬁ-
- égcos6w5+6¢Bcosa-6¢Bsin5ﬂ

indem man jetzt fir die Krimmungen an Stelle von (3.75) aufgrund
der dritten Gleichung von (%.69) setzt:

“apls 1 12 12
wo = A2 = 112, gy - 12y s
ap = BT T L A " 1D D
(3.78) o1
= 20876 L 112 12
o8 T TEi, T LT % " %% - 1'% - 6%)
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Damit stehen fir das Gleichgewicht am Eckpunkt A s&mtliche Be~
Ziehungen bereit und aus (2.49) erh#lt man unter Beriicksichti~
gung von M1 = MAC’ M5 = MAD’ M3 = MAB die gesuchten Momente in
der x- und y-Richtung an der Ecke A in Abhingigkeit der Eck-
punktverschiebungen.his sind dies gleichzeitig dle ersten zwel
Zeilen der Steifigkeitsmatrix [K].
3
= et {[8tan6—2(3-v—1)cot5] 9, + 2(v+1) b, + [~12tand +
48(1-v*) w
#3(3v=1)cotd] =& + (1-3v)cotbog + (3v-1)yy +

L
"B
+ 5(3v-1)cotd == + [4tan6—2(5v~1)cot6]@c +
' w
+ 2(3v=1)4g + [12tan8-3(7v=1)cots ] 2 +
W
+ (v1)eotdop + (vH1) by + 3(v+1)cotd 5-13 }
Eh’ 2
MyA = m 2(v+1) 9, + [Beots-2(3v=1)tans] ¢, + [~12cot D +
w
+3(3y=1)] -a—é + (1=3v)9g + [4cot5~(v+'1)tan5]¢B +
W,
+[12¢0%-3(v+1)] 2 + 2(1-3v) @y + 2(3v-1) tenby+

o "D
+ 3(1-3v) =+ (v#1)ep + (V1) tanbdpy + 3(v+1) o= }

Fiir QA erh#lt man mit QA = QAB + QAC +Qp ¢

En’

= m{[-12t&n§+3(3v—1)cot6]&PA + [—1200t26+5(3v—1)] b, +
-v©)a

Y
3 Y
+ [24tanb+24cot”6 ~6(7v=1)cots] 7+ 3(3v=1)cotbpp+
W
+ [—12co‘c26+')’(v+1)]tjzB + [-24cot36+6(v+1)cot6]5-5- +
+ [—12tan5+5(7v—1)cot6]q>c - 3(3\/-1)’4)‘0 + [~24tanb+
g .

+6(Tv=1)cots ] 2 = 3(v+1)cotdop - 3(v+1)dy ~

Wp
- 6(v+1)cotd -—a—-}
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Analog sind die restlichen neun Beziehungen fiir die drei Eck-

punkte B,C,D aufzustellen. Mit den folgenden dimensionslosen
GréBen

= _ M = = Qa = LW

M= —— Q= wo= =

Eh’ Eh? a

ist die Steifigkeitsmatrix fiir das Rechteck im Anhang unter
(III) angegeben; fir v = % ist sie mit der wvon SPIERIG aufge-
stellten Matrix identisch.

Gleichschenkliqes Dreieckelement

Der CGrundgedanke zur Aufstellung der Steifigkeitsmatrix ist
hier derselbe wie bheim Rechteck. Es tritt lediglich eine Ab-
welchung gegeniiber den Erdrterungen im vorigen Abschnitt in-
folge des beim Dreleck verwendeten Cetriebemechanismus' im
Punkte D auf (Abb.2.7). Dies wirkt sich in einer Anderung der
Stabkriimmungen und damit wiederum der Momente und Querkriéfie
aus. MaBgebend sind dabeil die Sehnentangentenwinkel aPQ‘ Die
Abh8ngigkeit dieser Winkel von den Deformationen der Eckpunk—
te hat SPIERIG untersucht und in der Matrix [4P] angegeben.
Mit den in Abb.2.7 eingeflihrten Bezeichnungen stellen sich
diese Winkel folgendermaBen dar:

= 1 o
Yp = ¥y - geota (FF - FF)
w W
- 1. A _ B
Vg, = g - zeota (T - 79
. s W
aBC = cosayp - sina ¢B - cosu == + cosa re
WB . WC
QCB = -cosa gt CosAPs - s1na¢c + eosa £
(3679) ‘ W, W

QAC = cosay, + sina¢h - cosa 5= + cosa

w w
Vop = —cO8a Eé + cosayy + sinady + cosa EQ
= log i TR o/ S W ¢
ﬁDc - 2( \DA + q)B> + 4tand(¢A QJB) 2(8 + _a“" - 2'5—')

W, W,
B 5.5

Sy = @+ Ftana (U, ~00) - LA 4
cp = $¢ * 7ta A8/~ Tlg a a
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Nun lassen sich wieder die Stabendmomente und die Querkrifte an-
geber. Flir die Stébe 1 und 4, die nur Trigheitsmomente JH11 bzw.
JI;: besitzen, lauten sie;(die Stébe sind gegen Verdrillung schlaff)

EJ

= 4
(3.79a) MDC = 14 (49 ne 29 D)
3
= ———Eb———-(tana vcota)[B( ‘N +wB + LpC) +
48(1-v ) . u
+ 6tancc(¢A— th) - 12(;; + ’5‘}'3" —25-0-)]
61J
(3-79b) QDC ) ?('&DC e ,&CD)
4
.
= _.__.le__z___(vcota-tana )[12(gpA + 9p + 2ng) +
48(1=-v)a W, i e
+ 12tana(¢A—¢B)‘24(§" + 'é—‘ el 25"")]
6EJ1
(30[90) QAB:“?(&AB-F ﬁBA)
-1
E W
Eh B
= —s—(v=-cot 23w, + vg) - BCOta(—— - i)
48(1-v=)a [ A B a ]

Flir den Stab 3 erhilt man das Mbment MAC’ indem man die Krimmun-
gen

=
Uy = 13(43Ac +290,)

(%.80) :
"og = 1;¢4%cp *2%p¢)

in die Gleichung (%.81) einsetzt.
= il m, 1 gt
(3.81) Myo = B[300g +1ep)Th + 30yq - %eg)dt]

Daraus resultiert fir Myos
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(3482) My = m 5T [W*T>[°°’°a<2¢A+\°c*3‘“*3-‘>+2%+¢c]

+(5v—1)[cota(¢B+2mC—3—~+5 et} ¢B-2¢d]}

Bei der Querkraft flir den Stab % sind an Stelle von (%3,80) die
Gleichungen (3.83)

. 6
Mo = - Tg( Vg * Ygp)

(3.8%) 6
Wep = - "1'5( Yo * Vpg)

(%.84) QAC = %[%( Hpo * MCB)JI%1 + %(%AC - MCB)J:;]
Daraus folgt:

Tho w, w
(5085) QAC = ?‘é‘z‘%‘;‘z‘“)‘“[(v+1)[cota(_(pl&"pc+2'éé _28_0) el q)A - (DC} +

+(3v=1) [cota(—«pB npc+2—-— —2 ) g+, ] ]

Damit ist belspielsweise das Moment MxA aus dem Gleichgewicht am
Punkt A bestimmbar: MxA Accosa + ZMDC‘ Das Moment M wurde
dabei je zur Hélfte dem Moment im Punkt A und B zugewlesen. Fir
i g - 1 . . _
die Querkraft QA gilt: QA = QAC + QAB + ZQDC‘ Mit den Glelghun
gen (%.79a),(3.82), sowle (3.79b), (3.79¢c) und (3.85) lassen
sich die gesuchten Momente und Querkrifte MXA und QA in Abh&n-
gigkeit der Eckpunktdeformationen angeben.

u 3
= -—-—1&-27;{[4tam+2( 1-v)cota] 9, + (3tan +2- v) b, +

48(1=v

Mea

w
+[~6tana+3(v=1)cota ] -54- + [4tana-(1+v)cota oy +
W,
+ (1-3tan% Yy + [ ~6tana+3(1-v)cota ] -é-B— +

. W
+ [4tana+(3v-1)cota] ®q + (3—5v)tl)C + 12tana —a—g-]
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1
Eh -—{[—6tana—3(1—-v)cotcz]kpA + [~6tan%a =3( 1—2v)—300't2a]t[)A+

Q =
A 48( 1~Vz)a

a 4 W
+ [12tan(1+3(2—-3v)com+3cot§a] "éé +

+ [-6tana+3(1-v)cota] ¥y + [6tan“a+3(2v-1)~3cot] P+
5 1 ¥
+ [ 12tena+3(3v-2) cota-3eot’a | = -

W
- 12tana«pc + 6(v—1)d}c - 24tana EQ}

Die vollstiéndige Steifigkeitsmatrix flr das gleichschenklige Dreil-
eck ist im Anhang unter (IV) angegeben und stimmt fir die speziel-

le Querdehnung v = %— mit der von SPIERIG gefundenen Matrix Uber-
ein.
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4, Anwendungsbeispiele

In diesem Kapitel sollen die hergeleiteten Steifigkeitsmatri-
zen zur Losung von Plattenproblemen eingesetzt werden. Um die
auf diese Welse gewonnenen Ergebnisse mit den entsprechenden
Resultaten aus der KIRCHHOFFschen Plattentheorie vergleichen
zu kdnnen, wird die an-allen vier Réndern frei drehbar gela-

gerte und die an allen vier Réndern starr eingespannte Qua~-

dratplatte konstanter Dicke unter gleichméBiger Vollbelastung
und unter Herausstellung des Einflusses der Querdehrnungszahl

Abbedel — frei drehbar gelagerter Rand
=== starr eingespannter Rand

untersucht. Vom Plattenwerkstoff wird gefordert, daB er homo-
gen und isotrop sel und dem HOOKEschen Gesetz gehorche; damit
sind auch die Voraussetzungen fiir das Modellelement erfillt,
worauf an dieser Stelle nochmals hingewiesen sei.

Die numerische Rechnung wurde auf der Rechenanlage TR 4 iﬁ
Recheninstitut der Universitit Stuttgart durchgefiihrt.
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4.1 Rastereinteilung, Frsatzlasten, Konvergenz

Aus Symmetriegriinden geniigt es, den in Abb.4.1 hervorgehobe-
nen dreieckigen Teil der Quadratplatte zu betrachten. Die
nichete Uberlegung geht sodann dahin, diesen Plattenteil in
dreieckige Einzelelemente zu zerlegen. Die Abbildung 4.2
zelgt zwel mgliche Zerlegungen.

Z1 Z2

Abbe4.2

Im weiteren Verlauf der Rechnung wurde die erste Zerlegung ge-
wihlt und eine Verfeinerung des Rasters vorgenommen.

Die nichste Aufgabe ist die Bérechnung der in den Knotenpunk-
ten angreifenden Ersatzlasten. Infolge elner lber die ganze
Platte senkrecht zur Plattenebene von auBen wirkenden Gleich-
last sind die Ersatzmomente in x~ und y-Richtung beide null -
und es tritt lediglich eine vertikale Last auf, die auf nach-
folgend beschriebene Weise bestimmt wurde. Men denkt sich die
auf das Element N (Abb.4.2) wirkende HuBere Gleichlast im
Schwerpunkt des Elements konzentriert angreifend und verteilt
diese Einzellast zu gleichen Teilen in drei Lasten Ky der drei
Eckpunkte des Elements. Die vertikale Last K? ist dann gleich
der Summe der einzelnen Lasten aller im Punkt P zusemmenstoBen-
der Elemente; fiir den herausgegriffenen Punkt P gilt somit:

(4.1) Kp = Z_ Ky
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4ls nichster Schritt folgt nun der Aufbau der Steifigkeitsmatrix
[K] fir den aus den Finzelelementen gebildeten Plattenteil, in-
dem man in jedem Punkt die lagtvektoren aller in diesem Punkt
Zusammenlaufenden Elemente aufswmmiert. Die Komponenten der Last-
vektoren sind gleich den von auBen angreifenden Lastkomponenten,
im vorliegenden Fall also gleich den vertikalen Lasten Kp' Somit
gelangt men zu der Beziehung

(42) £ = [K]d

wobel mit £ der Lastvektor der &ZuBSeren Belagtung fir ssmtliche
Punkte P, mit [K] die Steifigkeitsmatrix der Platte und mit 4
die Verschiebungsmatrix®’ beszeichnet geien., In & sind die Durch-
biegungen und Verdrehungen aller Punkte P enthalten. Nach Be-
ricksichtigung der Randbedingungen kann die Inverse von [K] ge-
bildet und Gleichung (4.2) nach der gesuchten Verschiebungsma-
trix d aufgeldst werden. ’

Zu den SchnittgriBen der einzelnen Elemente gelangt man mit Hil-
fe der nun ausgerechneten Verschiebungsmatrix d. Die auf diese
Weise bestimmten SchnittgréBen werden im allgemeinen in Punkten,
in denen mehrere Elemente zusammenstofen, verschieden sein. Die
endgiltigen SchnittgrsBen in diesen Punkten erh#lt man schlieB-
lich aus dem arithmetischen Mittel der SchnittgroBen aller in
diesem Punkt zusammenlaufenden Elemente. Die Diskrepanz der so
berechneten SchnittgréBen in Punkten mit mehreren anschlieBen-
den Elementen war auf Grund des elementweisen Vorgehens zu er-
warten, Die Mittelwertbildung liegt in solchen Fallen auf der
Hand und liefert auch hier durchaus brauchbare Ergebnisse.

Eine fir die praktische Anwendung solcher Verfahren entscheiden~
de Frage ist die der Konvergenz, Fir die Querdehnungszahl v = 0,166
und NAVIERsche Randbedingungen soll das Diagramm 1 fiir die Durche
biegungen der Platte AufschluB geben. Zugrunde liegen die . drei
Rastereinteilungen von Seite 76.

Man erkennt in Diagramm 1, daf mit einer Verfeinerung der Raster
die Durchbiegungen gegen die Werte sus der KIRCHHOFFschen Theorie
konvergieren,

8)Spal‘r.enma’r.rix
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kmhl 0o 4.848 8.775 11.278 12,133
KT 0 6.292 10,620 12,1%%
R% 0 4.760 8,557 11,165 12,028
R2 0 6.078 10,313 11.842
R [ 8,178 | meme 11,457

Diagramm 1: Eh3-fache Biegelinien w (v = 0.166)

— T5sung nach der KIRCHHOFFschen Theorie
-=- Lgsung mit Raster R3
-= Losung mit Raster R2
- Losung mit Raster RI1
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Z T

Abbe4e3

Bedeutend schlechter ist die Konvergenz der Durchbiegungswerte
bei Verwendung derselben Raster fir die allseitig starr einge-
spannte Platte. Dies dlirfte seinen Grund darin haben, daB den
Steifigkeitsmatrizen bei der Herleitung konstante Blegemomenw
tenzusténde zugrunde lagen, was in diesem Lagerungsfall nur dann
hinreichend genau realisierbar ist, wenn die Rastereinteilung

infolge des starken Momentenanstiegs - inshesondere am Rand -
verfeinert wird.
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4,2 Die frei drehbar gelagerte Quadratplatte

In diesem Abschnitt wird die in Abb.4.1 dargestellie Platte

untersucht. Bezlglich Geometrie und Belastung sei vorausge-
setzt:

Seltenlinge esececcese @ = 4 [m]
Gleichlast eeessncess D = 1 [kp/cm2]
Elastizitstsmodul ... E [kp/cm?]
konstante Dicke sseee h [cm]

H

Die Eh3w fache Biegelinie ist in der Dimension [kpcm?] an-
zugeben. Das Blege—, Drillmoment und die Querkraft sind auf
die Lingeneinheit bezogen.

In den folgenden Diagrammen sind die Eh3~ fachen Biegelinien
und die SchnittgrofBen flir die Querdehnungszahlen v = 0,0.166
und 0.%%3 unter Verwendung des Rasters R3 eingezeichnet und
mit den entsprechenden Ldsungen aus der KIRCHHOFFschen Plat-
tentheorie (abgekiirzt mit K.Th.) verglichen worden. In den
tiber den Schaubildern angegebenen‘Tabellen enthslt die erste
Zelle die Werte aus der KIRCHHOFFschen Theorie, die zwelte
die Werte unter Zugrundelegung des Rasters R% und die dritte
den prozentualen Fehler der Nsherungswerte der zweiten Zei-
le. Alle Zahlenangaben beziehen sich auf die Achtelpunkte
der Mitten- bzw. der Randschnitte.”)

9)Die Losungen nach der KIRCHHOFFschen Plattentheorie wur-
den aus den Ans#tzen in [14] berechnet.
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0 4,987 9.026 114600 12,480
0 4,884 8,892 11.496 12,396
0% 2.1% 1.5% 0.9% 0.7%
ERw J/

Diagramm 2: EhS—fache Biegelinie w (v =

= L8sung nach der KIRCHHOFFschern Theorie
~-- L8sung mit Rester R

0)
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ERw

0 4,848 8,775 11.278 12,13%%
0 4,760 8,557 11.165 12,028
0% 1.8% 1.3% 1.0% 0.9%
'y
X

Diagramm 3: Ehz-fache'Biegelinie w (v = 0.166)

—~ Tgung nach der KIRCHHOFFschen Theorie

--= [,5gung mit Raster R?
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0 4.43% 8,023% 10.311 11,093
0 4373 76925 10,197 10.987
0% 1e%% 1.2% 161% 1.0%
\
\
\
N\
S
S
N
N
N
a
NS
"
N\\\\
ERw |
Diagremm 4: Eh3-faché Biegelinie w (v = 04333)

- Ldsung nach der KIRCHHOFFechen Theorie

~== 18sung mit Raster RY
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0 0.329 0,495 0.569 0.589
-0,011 0,306 O d77 0.568 0.6C9

- 7.0% %.8% 0.2% 3e4%
My

Diagramm 5: Momentenlinie MX (v = 0)

~ IBgung nach der KIRCHHOFFschen Theorie
=== LSsung mit Raster R3
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0 0,367 0.566 0660 0,688
-0,01% 0.35% 0,552 0,658 0,708
m— 308% 205% 003% 2.9%
7
4
‘4

Diagramm 6: Momentenlinie M, (v = 0.166)

—= L&sung nach der KIRCHHOFFschen Theorie
~== Lisung mit Raster R3
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0 0,406 0,537 0.751 0,786
-0.018 0,402 0.628 0,746 0.806
Rt 1.0% 1.4% 0.7% 2.5%

Diagramm 7: Momentenlinie M, (v = 0.3%3)

- T88ung nach der KIRCHHOFFschen Theorie
== L&sung mit Raster R3
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=0,740 =0 o644 =0,458 -0 42%4 Q
~-0,691 =0 ,622 -0 450 =0,2%6 0
6.6% 3a4% 1.7% 0.9% 0%
Mxv
N
N\
C—
y
Diagramm 8: Drillmomentenlinie MX (v = 0)

- 18sung nach der KIRCHHOFFschen Theorie
=== [8gung mit Raster R
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~-0.617 =0,5%7 -0.3%81 ~0.19% 0
-0,581 ~0,522 0,376 ~0.196 0
5.8% 2.8% 13% 0.5% 0%
Myy |
Diagramm 9: Drillmomentenlinie M., (V¥ = 0.166)

e T3sung nach der KIRCHHOFFschen Theorie
~—= Ldsung mit Raster R3
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~0,493 -0,429 -0.305 ~-0.156 0

-04469 ~0,422 -0,%02 =0.156 0

4.9% 1.6% 1.0% 0% 0%
My

Diagramm 10: Drillmomentenlinie Mxy (v = 0,%33)

- 1$sung nach der KIRCHHOFFschen Theorie
=== I3sung mit Raster R3
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o 0,800 T.124 1.292 1351
0,173 0.5%9 0.832 1.02% 1,055
—— 32,6% 26,0% 20.8% 21.9%
Qy
-
-
Ve
-’
I
y 4
s
s
e
7
/
/
/
/
/
/
4

Diggramm 11: Querkraftlinie Qy

- Ldsung nach der KIRCHHOFFschen Theorie

-== [sung mit Raster R3
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1.351 0,902 0.545 0.256 0

1,055 0.816 0,543 0.294 0.086

21.9% 9.5% 0.4% 14.8% e
Qy

Diagramm 12: Querkraftlinie Q,x

~ L8sung nach der KIRCHHOFFschen Theorie
-==L8sung mit Raster R3
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4.,% Die starr eingespannte Quadratplatte

Beziiglich Geometrie und Belastung gilt fir die starr einge-
spannte Quadratplatte dasselbe wie im Abschnitt 4.2. Es sind
lediglich noch Uberlegungen anzustellen, wie die Rasterein-
teilung zu wihlen ist, damit den Ausfithrungen auf Seite 76
Rechnung getragen wird. Entsprechend dem starken Momentenan-
stieg am eingespannten Rand und im Mittenschnitt lag eine
Verfeinerung in diesen Bereichen nahe. Ausgehend von den Ras-
tern R1, R2 und R3 wurden folgende drei Einteilungen gewthlt:

R&: P=15

0o

R6: P=35

Abhe4.4

In Diagramm 22 sind fir diese drei Raster die Eh3— fachen
Biegelinien im Mittenschnitt fiir die Querdehnungszahl v =0.373
eingezeichnet,

Wie in Abschnitt 4.2 sind in den Diagrammen 13 bis 21 die
Eh’- fachen Biege-, die Momenten- und Querkraftlinien fir

v = 0, 0,166 und 0.%33 dargestellt und mit dén Losungen nach
der KIRCHHOFFschen Theorie verglichen worden. '
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K.Th) 0 04760 2,071 - 3.086 3.455
K.Th, 0 1191 2,809 34455
R6 o] 0.757 2,059 3,083 34455
R5 o] 1173 24795 3456
R4 o] 0.715 2,016 3.072 5.456

X

ERw

Diagramm 22: Eh’-fache Biegelinien w (v = 0.3%3)

—= LOsung nach der KIRCHHOFFschen Theorie
--- LOsung mit Raster R4

Die LOsungen mit den Rastern R5 und R6 lie-
gen zwischen diesen beiden ILdsungen.
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0 0.855 2.%29 Ze472 3,887
0 0.758 2.040 5,048 34420
0% 10.2% - 12.4% 12.2% 12.0%
X
-
=
NS
>

ERw

Disgremm 13: Eh--fache Biegelinie'w (v = 0)

- TGsung nach der KIRCHHOFFschen Theorie
-== I8sung mit Raster R6
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o] 0.83%1 2,265 3375 3779
0 0.782 2,112 3,150 3.5%5
0% 5. 9% 6.8% 6e7% 6+5%

Ehw |

Diagramm 14: Eh’-fache Biegelinie w (V = 0.166)

- L88ung nach der KIRCHHOFFschen Theorie

=== I8aung mit Raster R6
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0 0.750 2,071 3,086 5.455
0 0.757 2,059 3,083 34456
0% 0e4% - 0.6% 0,1% 0.0%

Eh’wV

Disgramm 15: Eh’-fache Biegelinie w (V'= 0.333)

-~ L8sung nach der KIRCHHOFFschen Theorie

-=-= Ldsung mit Raster R6-
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-0,82%3 -Qul 79 +0.125 +0,249 +0,281

=0.67% -0,138 +0,098 o 40,213 40,257

18,2% 22,9% 21.6% | 14.4% 8.6%
™M

Diagremm 16: Momentenlinie M, (v = 0)

- Isung nach der KIRCHHOFFschen Theorie’
(=== Ldsung mit Raster R6
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~0,82% ~0.170 +0,153 +0,291 +0,7329
0,701 ~0.144 +0.134 +0.267 +0,318

14..8% 15.3% 1204% - 8.2% % 0 3%
I"le

(v = 0.,166)

Diagramm 17: Momentenlinie MX

—— 1¥sung nach der KIRCHHOFFschen Theorie
—~= IHgung mit Raster R6
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-0,82% -0.159 +0,181 +0,333 +0.376

-0.728 ~0,155 +0, 174 +0,328 +0,386

11.5% 2..5% 3.,9% 1.5% 2.7%
M, ¢

Disgramm 18: Momentenlinie M, (v = 0,%%3)

~—— L8sung nach der KIRCHHOFFschen Theorie
-== I18sung mit Raster R6
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0 -0,190 -0.515 -0.744 -0.82%
+0,016 0,157 -0 4737 =0,635 -0,728
—— 17 .4% 15,1% 14.7% 11.5%
£
My |

Diagramm 19: Linie fir das Einspannmoment M?

== [Jsung nach der KIRCHHOF¥schen Theorie
—=e [ fsung mit Raster R6
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0 0.398 1,177 1,630 1,785
~0.217 0,257 0.952 1.305 1,477

. 35.4% 19.1% 19.9% 17.5%
Qy

///-"”
///
//
~
e
e
»
4
/s
/
7/
/
7/
Ve
/
/
/
7/
/
4
7 =

Diagramm 20: Querkraftlinie Q

—= Ldsung nach der KIRCHHOFFschen Theorie
-==T0sung mit Raster R6
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1.785 1.076 0.596 0.262 0

1.477 1.012 0.551 0.255 0.037

17.%% 5. 9% 7. 6% 2.7% ——
QXA

Diggramm 21: Querkraftlinie QX

- T5gung nach der KIRCHHOFFschen Theorie
—==Tosung mit Raster R6
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v 0 0.166 0.3%33 0.4 0.5

K.Th. 12.48 12.1% 11.09 10.48 9.36

R3 12,40 12,03 10.99 10,37 9.25%

Fehler 0.7% - 0.% 1.0% 1.1% 1.2%
0 0166 0.333 0.4 05 v

Diagramm 23: Eh3—fache Biegewerte w im Mittelpunkt der Quadrat-
platte in Abh#ngigkeit von der Querdehnungszahlv .
(allseitig NAVIERsche Lagerung) ’

-~ Losung nach der KIRCHHOFFschen Theorie
=-=~=Tosung mit Hilfe des Rasters R3
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Diagramm 24:

(allseitig starre Einspannung)

— Ldsung nach der KIRCHHOFFschen Theorie
~=-=Losung mit Hilfe des Rasters R6

v 0 0.166 0.3%% 0.4 0.5
K.Th. | 3.887° 5,779 3,455 3,265 2.915
R6 3.420 3,535 3,456 3.%61 3.150
Fehler 12.0% 6.5% 'o.o% 3.1% 8. 1%
0 0166 0333 04 05
%
S L{ﬁd -
______ -(?;_-"f'/‘*‘)"
-M
Eh3wv

EhB—fache Biegewerte w im Mittelpunkt der Quadrat-
platte in Abhingigkeit von der Querdehnungszahlyv .
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K.Th. 0.589 0.688 0.786 0.884
R3 0.609 0.708 . 0,806 0.908
Pehler 3. 4% 2.9% 2.5% 2.7%
MX
P
/’ 4
/“ ”
/AV//
)’”‘
0 0166 0333 05 v

Diagramm 25: Biegemomente MX im Mittelpunkt der Quadratplat-

te in Abhingigkeit von der Querdehnungszahlv .
(allseitig NAVIERsche Lagerung)

—— LOsung nach der XIRCHHOFFschen Theorie
—--Losung mit Hilfe des Rasters R3?
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K.Th. 0.281 0.3%29 0.376 0.423
R6 0.257 0.%18 0.386 0.46%
Fehler 8, 6% 3. %% 2.7% 9., 5%
MX
/}
>
—
0 0166 0.333 05 v

Diagramm 26: Biegemomente MX im Mittelpunkt der Quadratplat-

te in Abhingigkeit von der QuerdehnungszahlyV .
(allseitig starre Einspannung)

— LOsung nach der KIRCHHOFFschen Theorie

- Losung mit Hilfe des Rasters R6
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4.4 Diskussion der Ergebnisse

Fur die mit Hilfe des Rasters R? errvechneten Durchbiegungen
igt die Abweichung gegeniiber den aus der KIRCHHOFFachen Plat-
tentheorie bekannten Werten fiir die allseitig frei drehbar
gelagerte Quadratplatte unter gleichm#Biger Einheitsbelastung
nicht grofer als 2.1% (Diagramme 2,%,4). Dieser Fehler exgab
sich bei der Querdehnungszahl v = O, Um die Abhingigkeit von
v herauszustellen, sind in Diagramm 2% die Durchbiegungen im
Plattenmittelpunkt in abhingigkeit von der Querdehnungszahl
eingezeichnet. Man sieht, wie der Fehler von 0.7% bei v = 0
auf 1.2% beil v = 0,5 geringfiigig wichst.

Fir die allseitig starr eingespannte Quadratplatte unter
gleichméBiger Einheitsbelastung zeigt Diagramm 24 die Abhén~
gigkeit der Durchbiegungen von der Querdehnungszahl.

Fur die Biegemomente M.X im Plattenmittelpunkt veranschauli-
chen die Diagramme 25 und 26 fir die allseitig frei drehbar
gelagerte bzw. starr eingespannte Quadratplatte die Abhingig-
keit von der Querdehnungszahl, Es ist dasselbe Verhalten wie
bel den Durchbiegungen festzustellen. Besonders sel hervorge-
hoben, da8 die Fehler in den Ergebnissen fiir die Momente le-
diglich von derselben GriBenordnung wie bei den Durchbilegun-
gen sind, Ein Genauigkeitsschwund wie beil der Berechnung der
Momente durch Differentiation aus den Durchbiegungen wird beil
dieser Methode vermieden, indem man die Momente direkt mit
Hilfe der Steifigkeitsmatrizen der Einzelelemente hestimmt
(vgl., Seite 74).

Zusammenfassend kann gesagt werden, daB die mit den hier ab-
gelelteten Steifigkeitsmatrizen errechneten Ergebnisse fiir
die Durchbiegungen und Biegemomente der allseitig frei dreh-
bar gelagerten und der allseitig starr eingespannten Quadrat-
platte unter gleichm#Biger Einheitsbelastung zufriedenstel-
lend ausfallen.

Vergleichsrechnungen mit anders berandeten Platten wurden
nicht durchgefihrt. Die Leistungsfihigkeit der Elementmetho-
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den ist aber gerade in der Anwendbarkeit auf beliebig berandete
und belastete Platten begriindet.

Eine wichtige Voraussetzung flir die Benutzung der in der vorlie-
genden Arbeit abgeleiteten Steifigkeitsmatrizen ist, daB der tat-
s&chliche Momentenverlauf stiickweise konstant approximierbar ist.
Das bedeutet, daB mit der zur Verfligung stehenden Rechenanlage
eine Rastereinteilung fiir eine gentigend genaue Approximation mog=
lich ist,
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5. Programm

In diesem letzten Kapitel ist das Algol-~Programn angegeben,
das flir die elektronische Rechnung verwendet wurde, Es ist
fiir die Benfitzung von Bindern eingerichtet.

RC - OPERATOR TR L MV6 MODE L4
ADIVB WAS PRODUCED, INTERNAL NAME IS L99 501

TEMPORARY LIBRARY OPERATOR TR4, MV3, MODE 1 ,
AN ENTRY WAS MADE FOR  ADIVB

ALCOR TR4 (2) MV 9 , JAN 67 , MODE 2

'BEGIN'
"INTEGER' 'PROCEDURE' TIME; 'CODE' ;

"PROCEDURE' MAMUAT; 'CODE'; 'PROCEDURE' MAMUBT; 'CODE';
'"PROCEDURE' BANINV(A,EPS,SING) ; 'VALUE' EPS; 'REAL' EPS;
"ARRAY' A; 'LABEL' SING; 'CODE';

"PROCEDURE' ADIVB(A,B,C,EPS,SING); 'VALUR' EPS; 'REAL' EPS;
"ARRAY' A,B,C; 'LABEL' SING; ‘CODE';

"PROCEDURE' MAMU(A,B,C); 'ARRAY' A,B,C; 'CODE';

'INTEGER' I,P,N,ZF,ZR,ZU; ‘'REAL' MUE;
OUTPUT(1, ' (/' ('ZEIT NACH BLOCK 0')'LZDB'("SEC') '), PIME+O);
READ (P,N,MUR);

"COMMENT' BLOCK 2;

'BEGIN'

'ARRAY' v,s[1:9xN];E1[1:P,1:3],E3[1:P,1:u];

"INTEGER' 'ARRAY' E2[1:P,1:2], EW[1:N,1:3];

"ARRAY' X¥[1:3,1:2];

'REAL’ 'PROCEDURE' ZYK(I,K); '"VALUE'I,X; 'INTEGER'I,K;
'BEGIN' 'INTEGER' I;

"IF'I'GREATER'3'THEN 'L:=1-3'ELSE'L:=1;

ZYK:=XY[L,K];

'END' ZYK;

'REAL' 'PROCEDURE' DIFF(I,J,P);

'"VALUE'I,J,P; 'INTREGER'I,J,P;
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'BEGIN' 'INTEGER' K,L;

'IF'T'GREATER '3 'THEN' K:=I-3 'BLSE® K:=I;
"IF'J'GREATER'3'THEN' L:=J-3% 'ELSE' L:i=J;
DIFF:=XY[K,P]-x¥[L,P];

'END' DIFF;

'"PROCEDURE' AUS(A,Z,8,G); 'VALUE'Z,S,G; 'INTEGER'Z,S,G;
'ARRAY' A;

'"BEGIN' 'INTEGER' I,J,K,L,NZ,R,ZS;

L:=0; Z8:=12; NZ:=ENTIER((S+0.5)/28); R:=S~NZxZ8;
"FOR'I:=1'STEP'4 "UNTIL'Z'DO"

'TBEGIN' OUTPUT(4,'(*/')'); Li=L+1;
'"FOR'J:=0"STEP "1 'UNTIL'NZ~1'DO"

'BEGIN'

'POR'K:=1 "STEP "1 'UNTIL'ZS ' DO’

OUTPUT(1, ' ('+22D,IDDBB' ) ' ,A[T,10xT+K] );
OUTPUT(1, ' ('/')");

'END' X;

"POR'K:=1'STEP'1 'UNTIL'R'DO’

OUTPUT(1, ' ('+2ZD,DDDBB' ) ' ,A[I,10xNZ+K] )3

'END' I;

YEND' AUS;

'PROCEDURE' VAUS(V,Z%,8,G); 'VALUE'Z,S,G; 'INTEGER'Z,S,G;
'ARRAY' V3

"BEGIN' 'INTREGER' I,K,L; L:=0;
'"POR'I:=1 'STHEP'1 'UNTIL'Z'DO"

TBRGIN' OUTPUT(4,' (/') "); Li=L+1;
TIF'LYEQUAL'G+1 T THEN'

YBEGIN' oUTPUT(4,'('/')'); L:=1; 'END';
"WOR'K:=1"STEP'1 'UNTIL'S 'DO’

OUTPUT (4, ' ('+2ZD.DDDBB' ) ¥, V[ (I-1)xS+K] );

'END';  oUTPUT(4,'('/")*');

'END' VAUS;

'"PROCEDURE' NULMAT(A,ZA,ZE,SA,SE);

'VALUE' ZA,ZE,SA,SE; 'INTEGER' ZA,ZE,SA,SE; 'ARRAY' A;
'BEGIN' 'INTEGER' I,K;
'FOR'I:=ZA'STEP'4'UNTIL'ZE'DO’

"FOR'K:=8SA'STEP'1 'UNTIL'SE'DO’

A[T,K]:=0;

'END' NULMAT;
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'"PROCEDURE' MULT(A,B,C,%,5%,S5);

'"VALUE' 7,87,8; 'INTEGER' %,5Z,9; 'ARRAY' A,B,C;
'BEGIN' 'INTEGER' I,J,K; 'REAL' SUM;
'WOR'I:=1'STEP'1'UNTIL'Z'DO" 'FOR"K:=4 'STEP "1 'UNTIL'S'DO'
'BEGIN' SUM:=0;

'"WOR'J:=1"'STEP'1 'UNTIL'SZ'DO"

SUM:=SUM+A[T,J]xB[J,K]; C[I,K]:=8UM;

'END';

'END' MULT;

'PROCEDURE' MULTV(A,B,C,ZA,SA,NB,NC);

"VALUE 'ZA,SA,NB,NC; 'INTEGER'ZA,SA,NB,NC; 'ARRAY'A,B,C;
'BEGIN' 'INTEGER' I,J,K; 'REAL'SUM;
'WOR'T:=1 'STEP'1 "UNTIL'ZA'DO’

'BEGIN' SUM:=0;

'"FOR'J:=1 'STEP'1'UNTIL'SA'DO"
SUM:=SUM+A[T,TIxB{NB-14+J]; C[NC-1+I]:=80M;

'END' I

'END' MULTV; )

'"PROCEDURE' MULATV(A,B,C,%,8Z,8);

'"VALUR' %,8%,S; 'INTEGER' %,S%,8; 'ARRAY' B,C:
"INTEGER' 'ARRAY' A;

'BEGIN' 'INTEGER' I,K,SP;
 NULMAT(C,1,%,1,8);

'FOR'I:=1'STEP'1 "UNTIL'SZ'DO"

'BEGIN' SP:=A[I];

'IP'SP'NOT EQUAL'O'THEN' ‘'FOR'K:=1'STEP'1'UNTIL'S'DO!
cl{spr,k]:=c{oP,k]+B[I,K];

'END!

'END' MULATV;

'"PROCEDURE' MAMATV(A,AB,B,C,%,8%,8);

'VALUE' Z,8%2,8; 'INTEGER' Z,32,S; 'ARRAY' AB,B,C;
'INTEGER' 'ARRAY' A;

'BEGIN' 'INTEGER' I,X,SP;

NULMAT(C,1,2,1,8);

'POR'I:=1"'STEP'1 'UNTIL'SZ DO’

'BEGIN' SP:=A[I];

"IF'SP'NOT EQUAL'O'THEN' 'FOR'K:=1'STEP'{'UNTIL'S'DO’
clsP,K]:=C[SP,K]+B[T,K]xAB[T];

'END'

'END' MAMATV;
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'PROCEDURE' PROKDR(A);

TARRAY' A;

"BEGIN' 'REAL' X,Y;

'ARRAY' DK,DK1,E{1:10,1:10],WP[1:40,1:9],KD[1:7,1:10];

TINTEGER' I,J,K;

NULMAT(E,1,10,1,10);

'POR'I:=1 'STEP ' 'UNTIL'10'DO" EB{I,I]:=1;

'COMMENT ' VERTRAEGLICHKEIT, KADEL;

NULMAT (DK ,1,10,1,10);

"FOR'J:=0,1,2 'DO'

"BEGIN'

XimXY{JT+1,1];  Yei=xXv[JTed,2];

DK[3xJ+1,1}:=DK[3xJ+2,2]::DK[3xJ+3,3]:=

DK[3xT+1,2] 1=DK[ 3xT+3,5] s=

DK [ 3xJ+1,3]: DK[BxJ+¢,5}‘~ ;

DK[5xJ+1,u]:=DK[3xJ+3,8].:xXX;

DK [3xJ+1,5 ] 1=Xx¥;

DR{3xJ+1,6] 1=DK[ 3xJ42,9] s=¥xY;

DR [ 3xJ44,7 ] s=XxXxX; DK[3xJ+1,8]:=XxXx¥;

DE[3xT+1,9] :=Xx¥xY; DK[3ZxT+1,10] 1=¥x¥xY;

DR 3xJ+2,h J2=2xX; DK[3xJ+2,7 ] t=3xXxX;

DK [3xJ+2,8]: r)K[5XJ+5,9J =2xXxY;

DR[3xJ+3,6 ]:=2x¥; DK[3xJ+3,40] 1=3x¥xY¥;

'END';

Ji=3; He=0; Yi=0

"POR'K:=1,2,3'DO' 'BEGIN'X:=X+XY[XK,1];Y:=v+Xy[K,2]; 'END!;
Xi=X/3;  YiuX/3;

DR[3xT+4,1 ]t=1;  DK[3xJ+1,2]:=X; DK[3xJ+1,3]:=Y;

DK [3xd#1,h ]s=XxX;  DK[3xI+1,5 ] 1=XxY;

DR[3xJ+1,61:=¥x¥; DE[ZxJ41,7]1=XxXxX;

DK{3xJ+1,8]:=XxXxY¥; DK[ZxJ+1,9]:=Xx¥x¥;

DK[3xJ+1,10] t=¥x¥xV;

ADIVB(E,DK,DK1,0, 00004 ,8M1);

'POR'I:=1'STEP'4 'UNTIL'7'DO"

'"POR'K:=1'STEP'4 'UNTIL'10'DO' KD[I,K]:=DK1{I+3,K];

NULMAT(WP,1,9,1,9);

'FOR'I:=1'STEP'1'UNTIL'9'DO' WP[I,I]:=
'FOR'I:=1'STEP 'Y 'UNTIL'3'DO!

'BEGIN'
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Kea3x(I-1);

WP[10,K41 Js= 1/3;

WP{10,EK+2] 1= ( ZYR(I41,1)+ZYK(I+2,1)=2xZYK(T,1) )/18;

WP{10,K+3 ] ( ZYK(I+1,2)+ZYK(I+2,2)-2xZYK(T,2) )/18;

'END';

MAMU(KD,WP,A);

"END' PROKDR;

READ(E1,E2,E3,E, );

ZF:=ZR =0} '

"FOR'I:=1'STEP'1 'UNTIL'P'DO’

'BEGIN'

"IF'E2[I,4] 'EQUAL'1'THEN' ZR:=ZR+i;

'IF'E2[I,1] "EQUAL'-1 'THEN' ZF:1=ZP+1;

'"IF'B2[I,2] 'EQUAL'~1'THEN' ZF:=ZF+1; ;

'IF B2(1,2] "EQUAL'1 "THEN ' 'BEGIN 'ZF :=ZF+1; ZR:=ZR+1 ; "END';

'IF'E2(I,2] 'EQUAL'-2'THEN' ZF:=7F+2;

'1r'E2(1,2] 'EQUAL'2'THEN' ZR1=ZR+2;

'END '

ZU:=3xPuZF-ZR;

"COMMENT' BLOCK 3A;

'BEGIN'

"ARRAY' R,RR{1:ZR],KN[1:9,1:9],A[1:9,1:2R];

"ARRAY' KDR[1:7,1:9]; 'ARRAY' BF,BR,BU[1:9xN];

"INTEGER' 'ARRAY' AF,AR,AU[1:9xN];

"INTEGER' I,J,K,L,Z,8P,SPF,SPR,SPU,BD2,ZB;

'REAL' Q,Q1,Q2;

"PROCEDURE' ARFU(A,B,SP,Q,%);

'VALUE'Q,Z;'INTEGER'SP,Z;'REAL'Q;'INTEGER"ARRAY'A;'ARRAY”B;

'BEGIN' : :

'INTEGER' K,L,M; SP:=SP+i;

'"FOR'K:=1'STEP'4 'UNTIL'N'DO' 'FOR'Li=1,2,3'D0’

TIF'EY(X,L]'EQUAL' I ' THEN '

"BEGIN'M:=( (K~1)x3+Led )x3+2; A[M]:=8P; B{M]:=Q; 'END';

'END';

BD2:=2; ZBs=0;

OUTPUT(4,'('/')');

PRINT( ' ( 'EINGABEWERTE')"');

OUTPUT(1,'('/'('Pa')'ZZD,5B'('N=')'ZZD,SB'('MUEm')'D.BD')',
P,N,MUE);
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PRINT('('B4')");

AUS(E1,P,3,5);

PRINT('('E2')');

'"FOR'I:=1'STEP'1 'UNTIL'P'DO’

OUTPUT (1, ' ('/+5%D,+5zD' ) ', B2[1,1],B2(1,2]);
PRINT('('E3'}");

AUS(E3,P,4,5);

PRINT('('EL)');

'POR'Te=1 'STEP'1 'UNTIL'N'DO’

oUTPUT (1, ' ('/52D,52D,52D" ) ', Eu[T,1 ],E0[1,2],E4(1,3]);
tCOMMENT' BERECHNUNG VON AF,AR,AU,BF,BR,BU,RR ;
SPP:=8PR:=8PU:=0;

'"POR'T:=1'STEP "1 'UNTIL® OxN'DO’

'BEGIN'
AP[1):=AR[T):=AU[T ) s=BR[T]:=BR{ T ]:=BU[1]:=0;
quND';

'"FOR'I:=1'STEP "4 "UNTIL P DO’

'"BEGIN' ,

'IR' B2(I,1 ]'EQUAL'~1 'THEN' ARFU(AF,BF,8PF,1,1)
'BLSE' 'TF' E2[¥,1] 'EQUAL'{'THEN'

"BEGIN' ARFU(AR,BR,SPR,1,1); RRISPR]:=E3[I,1] ‘END’
TELEE'  ARFU(AU,BU,SPU,1,1); Z:=E2[I,2];

TTRY 7 'NOP BQUAL' -2 'AND' 2 'NOT EQUAL' O 'THEN'
"BEGIN'

Q:=9qrRT(E3[1,2]xE3[1,2]+83[1,3]xE3[1,3]);
a1:=83(1,2]/Q; Q2:=E3[I,3)/Q;

YEND
TTRY ABS(Z) '"EQUAL' 1 'THEN'
TBRGIN®

ARFU(AF,BF,SPF,Q1,2); SPF:=SPF~1; ARFU(AF,BF,SPF,02,3);
"IF'Z'EQUAL'—1 'THEN'

'BEGIN'

ARFU(AU,BU,SPU,-Q2,2); SPU:=SPU-1; ARFU(AU,BU,SPU,Q1,3);
'END'

'ELSE!

'"BEGIN'

ARFU(AR,BR,SPR,-Q2,2); SPR:=SPR-1; ARFU(AR,BR,SPR,Q1,3);
RR[SPR]:=B3[I,4];

'END';

'END';
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"IF'Z 'BQUAL"' -2 'THEN '
'"BEGIN'

ARFU(AF,BF,5PF,1,2); ARFU(AF,BF,SPF,1,3);
'END';

"IF'Z'EQUAL'2 ' THEN

'BEGIN'

ARFU(AR,BR,SPR,1,2); RRISPR ]:=E3[I,2];
ARFU(AR,BR,SPR,1,3); RR[SPR]:=E3[1,3);

'END';

'IF'Z 'EQUAL 'O '"THEN'

'BEGIN'

ARFU(AU,BU,SPU,1,2); ARFU(AU,BU,SPU,1,3);
'END'; g

PEND';

'COMMENT' BLOCK 4A BERECHNUNG VON KN;

'"BEGIN'

'ARRAY' 8M[1:9,1:9], H[41:3]; 'REAL' PST,E;
'PROCEDURE' STEMAT(S);

'ARRAY' 8

'BRGIN'

"INTEGER'T,J}; ;
'REAL'X1,X2,X3,X4,Y1,¥Y2,Y3,¥4,4,B,C,D,F,G,R,T,FAKT, SINB, COSB;
'ARRAY' KT,TR,H[1:9,1:9];
"FOR'T1=1"9TEP'1'UNTIL'9'DO' 'FOR'J:=1'STEP'1 ' UNTIL'9'DO"
'BEGIN'  s[1,J]:=0 'END';

K:=XY([1,1]; x2:=xv[2,41]; X3:=XY[3,1];
Y1:=Xy[1,2]; vor=xv[2,2]; Y3:=Xv[3,2];

Xy s=(X2+4X3)/2;  hi=(Y2+Y3)/2;
A:=8QRT((X2~XU ) x (X2-Xl )+ (Y2-Yl ) x (Y21 ) )5
Bi=SQRT ((X1=Xl ) (X1 -X4 )+ (Y10 )x (V1Y) );
C:=3-5xMUE; Di=1-MUE; F:=2-5xMUE; G=m2-3xMUE;
RimA-2xMUE; Ti=A/B; FAKT:=1/(LxB);

81,1 1:=u8xT/B; S[2,2]:=Bx(16xT+2x(1-3xMUE) /T);
83,3 ]1=2xBx ( 3~-MUE) xT;

8lh,4 J:=8[7,7]i=(12xT+(3xG ) /T+3/(TxTxT) ) /B;
5{5,51:=8[8,8]:=Bx (xT+2xD/T) ;

8[6,61:=8[9,9] 1=Bx ( BxTxIxT+FxT+/T); 8[2,1 ] s=2UxT;
Syt J:=8[7,1 ) t=m2uxT/B; 8[5,1]:=8(8,1 ]:=12xT;
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8[6,1]1=-12xTxT; 8lh,2}:=8[7,2] 1=-12xT;
§[951 )i=12xTxT; 8[5,2):28(8,2 ] :2Bx(4xT=(1-3xMUE)/T);
8[6,2]:=Bx(~6xTxT+D); S[9,2]:=Bx{6xPxT~D);
S{h,3]:=6xD; 8[5,3]:=-BxC; 8[6,3]:=8[9,3]:=BxCxT;
8[7,3]:=-6xD; 8[8,3]:=BxC; S[5,4):=8[8,7]t=-6xT-3xD/T;
S 6,4 ] :=6xTxT+3/(TxT)+3xR; S[8,4]1:=8[7,5]) :1=~6xT+3xD/T;
S[7,4 ):=(12xT=3xG/T-3/(TxTxT )} ) /B; 8{6,5]:=Bx(=3xTxT+HUE-2) ;
S{9,4 ] 1=-bxTxT+3xR+3/(TxT); S[8,%5] :=Bx (bxT=(1+MUE)/T);
89,5 ]:=Bx (3xTxT=1); 8[7,6]:=6xTxT-3/(TxT)~3xR;
S18,6]i=Bx{(1=3xTxT); S[9,6] :1=Bx («3xTxT+TxR+2/T);
809,71 tm=bxTx T 3xR~3/({TxT); 5[9,8] :2Bx (3xTxT+2~MUE) ;
'FOR'T:=1 'STEP "1 'UNTIL'&'DO" *FOR'J:=T+1 'STEP'1'UNTIL'9'DO"
'BEGIN'  s{r,J):=s{s,1] ‘'END';
"FOR'I:=4 'STEP'1 'UNTIL'9'DO' 'FOR'J:=1'STEP "4 'UNTIL'9'DO"
BEGIN'  S[I,J1:=8[(1,J]xFAKT 'END';
"FOR'Ts=1 "STEP "1 'UNTIL'9'DO" 'FOR'J:=1'STEP'1'UNTIL'9'DO"
'BEGIN'  KT([I,J}:=0  'END';
KT[1,1 Je=RT l 4 ] 3=XT[7,7]¢=KT[2,3] :=KT[5,6]:=KT[8,9]:=1;
KT{3,2]:=K0[6,5]:=KT[9,8]:= 1
"FOR'Ti=1 "STEP ' 'UNTIL'9'DO' 'WOR'J:=1'STEP ' "UNTIL'9'DO"
TBREGIN'  TR{T,J]e=0 TEND ' ;
SINB:=(X1-XU)/B; COSBi=(Y4-Y1)/B;
TR[1,4 J:=TR [y, bl J=TR[7,7 J:=1;
TR{3,2):=TR{6,5]:=TR[9,8] :=5INE;
TR[2,3]:=TR[5,6]:=TR[8,9]:=-SINB;
™{2,2):=TR{3,3]:=TR[5,5]:=
TR{6,61:=TR[8,8]:=TR[9,9]:
MAMU(S,KT,H); MAMUAT(XT,H
"END' STEMAT;
'FOR'L:=1"'STEP'1'UNTIL'N'DO"
"BEGIN'
"FOR'I:=1,2,3'DO’
'BEGIN'
'POR'K:=1,2'D0' XY[I,K]:=R1[B4(L,I],K];
H(1]:=B1[EW{1,1],3];
'END';
PST:=0;
'"POR'I:=1,2,3'DO'PST:=PST+H[ I |xH [T ]xH[1]/3;
E:=12x(1-MUExMUE); PST:=PSTxE/(12x (1-MUEXMUE));

=COSB;
,8); MAMU(TR,S,H); MAMUBT(H,TR,S);
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STEMAT(SM); _

'FOR'I:=1"STEP'1 'UNTIL'9'DO" 'FOR'K:=1'STEP'1'UNTIL'Q'DO’
KN{I,K]:=SM[I,K ]xPST;

PUT(1,L,KN);

'END';

'END' BLOCK LA;

OUTPUT (4, '('/'('ZBEIT NACH BLOCK BAY)'LZDB' ('SEC') '), TIME+O);
"COMMENT* BLOCK 4B BERECHNUNG VON A ;

'BEGIN' '

"ARRAY' C[41:2U,1:20], MAT3[1:2U,1:ZR];

"COMMENT' BLOCK 5A ;

'BEGIN'

'ARRAY' MAT2[1:20,1:9];

WULMAT(C,1,2U,1,Z0); NULMAT(MAT3,1,2U0,1,ZR);
"FOR'Lit=1"STEP'1 'UNTIL'N'DO"

'"BREGIN'

GET(1,L,KN); NULMAT(MAT2,1,2U,1,9);

'FOR'I:=1"STEP'1 'UNTIL'9'DO’

TBEGIN

Z =AU [ (T-1 )x9+I]

"IF'Z'NOT EQUAL'O'THEN''FOR'K:=1'STEP'1 'UNTTIL'9'DO!
MAT2[Z,K ] :=MAT2[Z,K ]+KN[I,K IxBU[ (L-1)x9+I] ;

'END' I

'"POR'I:=1'STEP'1 'UNTIL'Q'DO!

'BEGIN'

SP=AU[ (L-1)x9+1] ;

'IF'SP'NOT EQUAL'O'THEN''FOR'K:=1'STEP'1'UNTIL'ZU'DO"
ClK,8P]:=C[K,8P J4MAT2[K, I xBU[ (L~1)x9+I] ;
SP:=AR[(L-1)x9+1] j -

'IF'SP'NOT EQUAL'O'THEN''FOR'K:=1'STEP'4 'UNTIL'ZU'DO’
MAT3[K,8P ]:=MAT3[K,SP J+MAT2([K, T ]xBR[ (L~1)x9+I]
'END' I

'END' L

PRINT('('C')");

AUS(C,ZU,2U,%U);

BANINV(C,0.001,8M2);

PRINT('('C')");

AUS(C,2U0,2U,20U);
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'END' BLOCK 5A ;

'COMMENT' BLOCK 5B ;

'BEGIN'

"ARRAY' MATL[1:2U,1:2R];

NOTAPE(M2);

MULT(C,MAT3,MATL , 2U, 20, 2R) ;

YWOR'L:=1"STEP'4 'UNTIL'N'DO’

'BEGIN'

NULMAT (A,1,9,1,2R);

'"WOR'I:=1'STEP'4 'UNTIL'9' DO’

'"BEGIN'

Z3=AU[ (L-1)x9+T 3

TIF'Z'NOT EQUAL'O'THEN''FOR'K:=1'STEP'4'UNTIL'ZR'DO"
AT, ) =-BU[ (11)x9+I IxMATU[Z,K]; Z:=AR[ (L-1)x9+1 1;
TIF'Z'NOT EQUAL'O'THEN'A[I,2]:=A[T,2]+BR{ (L-1)x9+I ];
'END' T;

160 TO' M3;

M2: BD2:=1; ZB:=N; PRINT('('BAND 2 NICHT VERFUEGBAR')');
M3

PUT(BD2,1+28,A);

YEND' L;

'END' BLOCK 5B ;

YEND' BLOCK LB

'COMMENT' BLOCK 4C BERECHNUNG VON KSR,KR,V,S ;
'BEGIN'

*ARRAY' KSR[41:9,1:2R], KR[1:ZR,1:2R];

PREPARE(1,1);

PREPARE(BD2,1);

NULMAT (KR,1,ZR,1,ZR);

'FOR'L:=1"'STEP'4 'UNTIL'N'DO"

'"BEGIN'

GET(1,L,KN); GET(BD2,L+ZB,A);

MULT (KN,A,XSR,9,9,%R) ;

'"WOR'T::1'STEP'1'UNTIL'9'DO’

'BEGIN'

SP:=AR [ (L~1)x9+1 };

'IF'SP'NOT EQUAL'O'THEN''FOR'K:=1'STEP'1 'UNTIL'ZR'DO’
KR [SP,K }:=KR[SP,K #BR[(L~1)x9+I |WKSR[I,K ];

'END' I;

'END' L;
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PRINT('('KR')');

AUS(KR,ZR,ZR,ZR);

PREPARE(4,1); PREPARE(BD2,1);
BANINV(KR,0,001,8M3);
MULTV(KR,RR,R,ZR,ZR,1,1);
PRINT('('LASTVERSCHIEBUNGEN R')');
VAUS(R,ZR,1,5);

'"POR'L:=4 'STEP "1 "UNTIL'N'DO’

'BEGIN' ‘

GET(1,L,KN); GET(BD2,L+ZB,A);
MULTV(A,R,V,9,ZR, 1, (Lt )x9+4 )3

MULTV (KN, V,8,9,9, (L=1)x9+1, (L=t )x9+1);

YEND * I .
PRINT('('VERSCHIEBUNGEN V')');

VAUS(V9N999N); .
PRINT('('ECKGROESSEN S§')');

VAUS<SQN’995);

'END' BLOCK LC ;

'END' BLOCK 3A ;

fCOMMENT' BLOCK 3B ;

'BEGIN'

TARRAY' MQ[1:3xN,1:5], MQp[1:P,1:5];

"ARRAY* KDR[4:7,1:9];

'INTEGER' I,J,K,L,Z,3P,%5L,SPMAX; 'REAL' Q,81,Q2;
"COMMENT' BLOCK 4D BERECHENUNG VON MQ ;
'BEGIN'

'ARRAY' VE[1:9,1:1], MQE[4:15,1:1],

MCc{1:15,1:7], MD[1:15,1:9];

'REAL' X,Y; S

'"FOR 'L:=1"8TEP "4 'UNTIL'N'DO’

'"BEGIN'

'"FOR'K:=1'STEP'1'UNTIL'9'DO! VE[K,1]:1=V[(T1~1)x9+K];
'FOR'I:=1,2,3'DO"'FPOR'K:=1,2'D0O'XY[I,K ]:=E1 [EL(L,1],K];
NULMAT (MC, 1 $1551,7);

TFOR'Tt=1,2,3'DO"

'"BEGIN'

Ke=5%(Te1); Xe=ZYK(I,1); Y:=2YK(I,2);
MC[B41,4 ] t=MC[K+2,7 J1=-6; MC[K+1,6]:=MC{K+2,5] 1=-2;
MC[E+3,1 JemMC[Ktly, 3 J o2
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MC[K+3,3 ] :=MC[K4lp,1 ] t=~2xMUE;

MC(K+3,L Ji=a6xX; MC[K+3,5]):=-2xY; MC[K+3,6]:=-2xMUEXX;
MC[K+3,7 ] :=-6xMUExY; MC[K4+l,l4 ] 1=~6xMUExX;

MC Kty 6 ] :=2xX; MCLK#L,5 ] i=-2xMUEXY; MC[K+l,7 ]i=~6xY;
MC [K45,2 Ji==1+MURE; MC[K+5,5]i=-2x{1-MUE) xX;

MC[K+5,6] :2~2x (1-MUE)xY;

'END'

PROKDR(KDR) ;

MAMU(MC,KDR,MD); MAMU(MD,VE,MQE);

"FOR'I:=1,2,3'DO" 'FOR'K:=1,2,3,4;5'D0"

ML (L1 )%34T,K ] :=MQE[ (T-1)x5+K,1 J;

"END'

'END' BLOCK 4D ;

"COMMENT' BLOCK 4E BERECHNUNG VON MQP ;

"COMMENT' BERECHNUNG DER DURCHSCHNITTSMATRIX DUM ;

'REGIN'

TINTEGER' 'ARRAY' DUM[1:3xN]; '"ARRAY' DUMQ[1:3xN];

TFOR ' Te=t "STEP 1 'UNTIL'N'DO' 'FOR'K:=1,2,3'DO’

DOM[ (T-1)x3+K ] =Bl [T,K];

"FOR'Te=1 TSTREP Y4 TUNTIL'P'DO’

'BEGIN'

Q:=0;

"ROR'K:=1 'STEP "1 'UNTIL'3xN'DO' 'IF 'DUM[K ] 'EQUAL ' I " THEN 'Q :=Q+1;
=1/Q;

'POR 'K 3= "STEP 4 "UNTIL ' 3xN'DO" ' IF'DUM[X ] 'EQUAL'I'THEN'

puMQ (K ]:=q;

"END'

MAMATYV (DUM , DUMQ ,MQ , MQP , P, 3xN, 5) ;

'END' BLOCK LE ;

"COMMENT' BERUECKSICHTIGUNG DER SYMMETRIE ;

READ(ZSL,SPMAX);

PRINT('( 'EINGABE DER SYMMETRIEEIGENSCHAFTEN')');
PRINT(' (! Z8L ‘ SPMAX  ")');
PRINT(ZSL,SPMAX);

'COMMENT' BLOCK 4F BERUECKSICHTIGUNG DER SYMMETRIE - MQPM ;
"IF'ZSL'NOT EQUAL'O'THEN'

'BEGIN'

'ARRAY' SAX[41:48L,1:2], MQPM[1:P,41:5];

"ARRAY' VN,VvT{1:5], TR[1:5,1:51;
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'INTEGER''ARRAY' 28P[1:28L,1:2], NSP[1:2SL,1:9PMAX];
'REAL' X,Y,L2,82,02,4,8C;

READ(ZSP);

'"FOR'I:=1'STEP'1'UNTIL'ZSL'DO"

'"FOR'K:=1'STEP'4 'UNTIL'ZSP[I,1]'DO"
READ(NSP{I,K]); READ(SAX);

PRINT('('ZSP')'); PRINT(ZSP);

PRINT('('NSP')'); PRINT(NSP);

PRINT('('SAX')'); AUS(BAX,7SL,2,5):
"FOR'I:=1'STEP'1'UNTIL'P'DO’ 'FOR'K:=1'STEP'4 'UNTIL'5'DO"
MOPM{I,K]:=MQP[TI,K];
"FOR'Le=1'STEP "1 'UNTIL'ZSL' DO’

"BEGIN'

Xe=8AX[L,1]3 ¥:=88X[L,2]; L2:=XxX+¥x¥;
C2:=XxX/L2;, 82:=YxY/L2; SCi1=XxY/L2; A:=8Cx(C2-52);
NULMAT(TR,1,5%,1,5);

TR{1,2]:=TR[2,1 ]:=8C; TR[4,1]):=02; TR[2,2]:=82;

TR 3,3 ] :=TR{k, 4 ] 1=02xC2+52x82; ’
TRIB,4]1:=TR[L, 3] :=2x80x8C; TR[3,5]:=0xA;
TR[553]:=4; TR[L,5]:=w2xh;

TR{B,41=-A; TR[5,5]:=lx80x5C;
'IF'28P[1,2 ] 'EQUAL ' 2 ' THEN

'BREGIN'

"FOR'T =t 'STEP'4 'UNTIL'5'DO' 'FOR'K:=1'STEP'1 'UNTIL'S'DO!
TR[I,K]:=-~TR[I,K];

"FOR'I =1 'STEP'1 'UNTIL'5'DO"

TR(I,I]:=TR[I,I]+1;

TEND ! ;

"FOR'J:=1 'STEP'1 'UNTIL'Z8P[L,1 ]'DO’

'"BEGIN'

Z:=NSP[L,J];

"FOR'I:=1'STEP'1 UNTIL'5'DO" VN[T]:=MaPM[Z,T];
MULTV (TR, VN, VT,5,5,1,1);
'POR"I:=1'STEP'1'UNTIL'S'DO’ MQPM[Z,T]:=vT{1];

TEND'

TEND ! ;

PRINT('('MQPM AUS SYMMETRIEGRUENDEN GEMITTELTE M-Q-GROESSEN')');
PRIRT{'(' X QY MX MY MXY ")),

AUS(MQPM,P,5,5);
TEND' BLOCK L4F ;
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'COMMENT' BLOCK 4G VERSCHIEBUNGEN DER EINZELPUNKTE ;
'BEGIN'

'ARRAY' VP[1:P;1:3];

'"FOR'L:=1'STEP'4 'UNTIL'P'DO"

'BEGIN'

"POR'I:=1'STEP'1'UNTIL'N'DO' 'FOR'K:=1'STEP'{'UNTIL'3'DO"
IR EY [ T,X] 'EQUAL'L ' THEN '

'BEGIN'

TROR'J1=1,2,3'"D0'  VP[L,J]t=V[ (I-1)x9+(K~1)x34+J];

G0 TO' M1; :

"END' ;

M1: 'END' ;

PRINT('('VP VERSCHIEBUNGEN DER PUNKTE ')');
PRINT( ' (! w PHI-X PHI-Y ')

AUS(VP,P,3,5);

TEND' BLOCK LG ;

PRINT('(' MQ SCHNITTGROESSEN IN DEN ELEMENTECKEN ')');
PRINT( (' QX QY MX MY MXy IBADY
AUS(MQ’BXN9513)5

PRINT('('MQP SCHNITTGROESSEN IN DEN PUNKTEN ')');

PRINT( (" QX QY MX MY MXY')');

AUS(MQPaPyS’B)B

"COMMENT' VORLAEUFIGES ENDE ;

'END' BLOCK 3B ;

'END' BLOCK 2 ;

"GO TO' ENDE ;

SM1: PRINT('('DK IST SINGULAER')'); 'G0 TO' ENDE;
SM2: PRINT('('C IST SINGULAER')'); 'G0 TO' ENDE;
8M3: PRINT('('KR IST SINGULAER')'); 'G0 TO' ENDE;
ENDE: 'END' ;

T

Der Datensatz muf in der angegebenen Reihenfolge nachstehen-
de Angaben enthalten.

l.Karte:

Anzahl der Punkte, Anzahl der Elemente, Querdehnungszahl MURE
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weltere Karten:

Daten der Eingabematrizen E1, B2, E3, By, Symmetrieeigen-

schaften,

Bt[1:P,1:3]

E2[1:P,1:2]

E3{4:P,1:4]

Jede Zeile enthalt X,, Y., Hy
Xi’ Yi Koordinaten des Punktes i
H1 Plattendicke im Punkt i

Jede Zeile enthilt 0y ﬁi

oy Vertikalziffer fir den Punkt i

ai=o keine Belastung oder Festhaltung

a1=«1 Fegthaltung

ai=+1 vertikale Belastung

ﬂi Drehziffer fir den Punkt i

ﬁim O keine Belastung oder Festhaltung

61=—1 Festhaltung in einer Richtung, keine Be-
lastung um dle festgehaltene Achsrichtung

ﬁi=+1 Festhaltung in einer Richtung, Belastung
um die festgehaltene Achse

ﬁimmz Pegthaltung in zwel beliebigen Richtungen

ﬁiz+2 Belastung in zwei Richtungen, Mx und My

Jede Zeile enthdlt P, A, B, C

P Vertikélbelaatung, ignoriert beil o=0 und o=-1

A, B gind die x~ bzw, y-Komponenten des festge~

haltenen'Achsvektors

C Momentenbelastung um die durch A, B festgehal-
tene Achse

Es gilt:

B=0,P==-2 : A,B werden ignoriert

= k4 ¢ A,B sind die x- bzw. y-Komponenten
des festgehaltenen Achsvekiors
=42 :A:Mx,BzMy
B=0,=1,22: C wird ignoriert
Bt ¢ C = M_ Momentenbelastung um dle durch

A,B festgelegte Achse

Anmerkung: Die festgehaltene Achse sei mit £ bew

y zelchnet, dann sind die

ﬁfﬁf‘w § zugeh8rigen Verdrehungen

- 2] ¢p und Mp; sie zeigen in
A X die £-Achsenrichtung,
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E4[1:N,1:3] jede Zeile enthalt P1sPysPs
P1,P2,P3 sind die Nummern der Eckpunkte eines
Elements in mathematisch positiver Reihenfolge

Z5L Zahl der Symmetrielinien

SPMAX Maximalzahl von Punkten auf einer der Symmetrie-
linien

ZSP[1:ZSL,1:2] jede Zeile enthélt Yis &4
¥y Zahl der Punkte auf der Symmetrieli-
nie 1
Symmetrieziffer
gy = 1 Symmetrie
2 Antimetrie

€1
ei:
NSP[1:28L,1:SPMAX ] Diese Matrix gibt die Nummern der Punkte
auf den einzelnen Symmetrielinien an.Sie
ist eventuell nicht voll besetzt, da nicht
jede Zeile SPMAX erreicht.

SAX[1:28L,1:2] jede Zeile enth&lt A,B
A ist die xz-Komponente des Symmetrievektors
B i1st die y-Komponente des Symmetrievektors

}Dim‘s Progvamn liest mit Hilfe von y, aus 26P
@il
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Anhang

s werden die im 3.Kapitel aufgestellten vier Steifigkeitema-
trizen flir das Rechteck- und das gleichschenklige Dreieckele-
ment fir das Scheiben~ und das Plattenproblem explizit ange-
gehen. Es ist natlrlich ohne weiteres miglich, die Steifig-
keitsmatrizen fiir das Scheiben- und Plattenproblem zu einer
Matrix zusammenzufassen. Das ist fiir die Berechnung von Scha-
len angebracht, jedoch fir das behandelte Anwendungsbeigpiel
ungeeignet. Daher sind hier die Matrizen fir heide Probleme
getrennt angegeben.

Bs sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, daB die fiir eine

ausgereichnete Lage des Modells aufgestellten Steifigkeitsma~
trizen mit Hilfe einer Matrix (T} transformiert werden kdnnen,
sodaB sie flir jede in der Ebene beliebig gedrehte Lage anwend—

bar sind. Die Transférmationsmatrix [T] givt dabei die Drehung
des Elements in der Ebene um den Winkel 8 an (Abb.T). Fir das
Dreieck lautet sie:

1 ] o 0 i
cosB8 | -sinB 0
0 sing cosf
1 0 0
[r] = 0 JcosB | -sinB
0 sind cosB
1 0 0
0 Q cosh | =-ginB
K 0 8inB cos@

Zu der gesuchten Steifigkeitematrixz flir die gedrehte Lage kommt
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man durch folgende Uberlegung (Abb.II)

1 2
bl
Abb,oII
Fir die Lage 1 gilt: Fir die.Lage 2 gilt:
(1a) £, = [K,]4, (1b) £, = [Ky]d,

Bei der Drehung werden die Last- und Deformationsvektoren f1
und d1 in

(2) f, = [T11f,

i

(3) a,

[T]d1

transformiert. Setzt man in Gleichung (2) die Gleichung (1a)
und (3) ein, so ergibt sich:

-1
(4) fz = [T][K1] [T ]dg
Da [T] eine Orthogonalmatrix ist, gilt [T"1] = [Tj , wobei [T
die Transponierte zu [T] ist. Aus dem Vergleich mit (1b) folgt

damit die Steifigkeitsmatrix [K2] flir das gedrehte Dreieckele-~
ment:

(5) [K,] = [TI(K,] (1]
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