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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der numerischen Simulation des nichtlinearen Verhaltens
von geschichteten, schalenférmigen Faserverbundstrukturen unter Verwendung der Methode
der finiten Elemente. Um speziell dem nichtlinearen Materialverhalten dieser Werkstoffe ausrei-
chend Beachtung zu schenken, werden in dieser Arbeit mehrere phanomenologische Material-
modelle vorgestellt und entwickelt. Diese sind in der Lage, das globale Strukturverhalten unter
Berucksichtigung lokaler Effekte, wie beispielsweise der Delamination, zu erfassen. Nach der
Vorstellung eines anisotrop verfestigenden Plastizitatsmodells geht die Arbeit vor allem auf die
Versagensart der fortschreitenden Delamination ein, die eine haufige und geféahrliche Versa-
gensart in Faserverbundlaminaten darstellt.

Da Faserverbundwerkstoffe hauptsachlich bei dinnwandigen, schalenartigen Tragwerken Ver-
wendung finden, wird zunéchst eine mehrschichtige, dreidimensional orientierte Schalentheorie
mit hoherwertigem Verschiebungsansatz Gber die Dicke vorgestellt. AnschlieRend werden ver-
schiedene in der Literatur verfigbare Versagensindikatoren erlautert und im Hinblick auf den
moglichen Einsatz als Fliel3- oder Schadigungskriterium untersucht und verglichen. Auf Basis
des Hoffman-Versagenskriteriums wird hiernach ein Plastizitatsmodell beschrieben, mit dem
man das anisotrop verfestigende Materialverhalten einer Laminat-Einzelschicht abbilden kann.
Untersuchungen an Strukturbeispielen zeigen und verdeutlichen den Einfluss der anisotropen
Verfestigung auf die Strukturantwort.

Die Versagensart der fortschreitenden Delamination wird in dieser Arbeit nicht als geometrische
Diskontinuitat, sondern im verschmierten Sinn einer Versagenszone abgebildet. Bei dieser kon-
tinuumsmechanischen Betrachtungsweise ist das nichtlineare Materialverhalten der Delamina-
tion mit Hilfe einer Prozessschicht beschreibbar. Hierzu werden in dieser Arbeit vier unter-
schiedliche Materialmodelle entwickelt und erldutert, wobei diese entweder im Rahmen einer
entfestigenden Plastizitatstheorie oder Uber die Kontinuumsschadigungsmechanik formuliert
sind. Alle Modelle berticksichtigen bei der Beschreibung des entfestigenden Materialverhaltens
die kritische Bruchenergie als mal3gebenden Materialparameter. Bei Verwendung einer klassi-
schen Kontinuumstheorie tritt allerdings im Nachbruchbereich infolge des entfestigenden Mate-
rialverhaltens eine Netzabhangigkeit der Ergebnisse und der Verlust von Elliptizitat auf. Um die-
sen Problemen entgegenzuwirken, wird ein netzabhangiger Entfestigungsmodul verwendet und
gegebenenfalls eine visko-plastische bzw. visko-schadigende Regularisierung eingesetzt. Aller-
dings ergibt sich infolge der viskosen Dampfung auch eine Veranderung der physikalischen Ei-
genschaften. Damit diese moglichst klein bleibt, wird im Fall des plastizitatsbasierten Delamina-
tionsmodells der Dampfungsparameter automatisch angepasst, wéhrend er bei den
Schadigungsmodellen konstant ist. Sowohl das Plastizitditsmodell als auch zwei der Schéadi-
gungsmodelle nutzen das Brewer-Lagace-Delaminationskriterium in seiner urspringlichen
bzw. in einer verzerrungsbasierten Form als Fliel3- oder Schadigungsbedingung. Zusatzlich zu
den bereits genannten Materialmodellen wird in der Arbeit ein weiteres Schadigungsmodell ent-
wickelt, das Ahnlichkeiten zu einem Ansatz aus der Gruppe um Ladevéze aufweist. Hierbei wird
die Schadigungsfunktion tiber eine &quivalente Energiefreisetzungsrate definiert. In diese gehen
die Energiefreisetzungsraten der verschiedenen Bruchmodi (1, 11, 11l) als energetisch konjugierte
Grol3en zu den Schadigungsparametern ein. Anhand von Modell- und Strukturbeispielen werden
die verschiedenen Ansatze miteinander verglichen und bewertet.



Abstract

The present thesis is concerned with the numerical simulation of nonlinear behavior in composite
structures by means of the Finite Element method. Thereby special attention is payed to nonlin-
ear material behavior. For this phenomenological material models are developed and presented,
which are capable of describing the overall structural response including local effects like dela-
minations. After the presentation of an anisotropic plasticity model combined with anisotropic
hardening the frequently observed and very dangerous type of failure delamination is considered
in particular.

On the basis of a multilayered, three-dimensional oriented shell theory including higher-order
displacement kinematics across the thickness first-ply-failure indicators available from litera-
ture are presented at first. They are compared among themselves in particular with respect to their
use as yield criterion or damage criterion in a materially nonlinear analysis. In what follows the
anisotropic Hoffman failure criterion is used in the context of a plasticity formulation. Thereby
an anisotropic hardening law is included allowing to simulate a nonlinear anisotropic hardening
response of the laminate. In order to study the impact of the anisotropic hardening plasticity
model structural examples are compared and assessed.

For their simulation the progressing delaminations are described in this thesis in a smeared man-
ner and not as a geometrical discontinuity. Due to this continuum mechanics based description
it is possible to represent delamination within a thin process layer. Hence four different material
models are developed and presented. Some are formulated in the context of a softening plasticity
theory while others are formulated in the context of continuum damage mechanics. All models
in common is, that they use the critical fracture energy within the description of softening mate-
rial response. Using those models in combination with a standard continuum mechanics ap-
proach leads to the well known problems of mesh sensitivity and loss of ellipticity of the underly-
ing partial differential equations. In order to overcome these problems a mesh adjusted softening
modulus is used and moreover a visco-plastic respectively visco-damage regularization is ap-
plied where required. In case of the delamination plasticity model the viscosity parameter is
adapted automatically with the objective of minimal effect on numerical results. In contrary the
delamination damage models utilize a constant viscosity parameter. Both plasticity and some
damage models employ the Brewer-Lagace criterion in its original or modified form as yield or
damage criterion, respectively. Additionally a further delamination damage model is developed,
which has some similarities to the model proposed by Ladeveze and co-workers. It uses the defi-
nition of an equivalent energy release rate as damage criterion. The equivalent energy release
rate is thereby composed of different energy release rates which are related to the fracture modes
[, Iand I, respectively. Those are the work conjugated variables to the damage parameters. By
means of model examples and appropriate structural examples the different models are
compared and assessed.
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Abklrzungen, Bezeichnungen, Vereinbarungen

Auf folgende Abkirzungen und Bezeichnungen wird in der vorliegenden Arbeit mehrfach
zurlickgegriffen:
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CLS ‘Cracked-Laped-Shear’

DCB ‘Double-Cantilever-Beam’

ENF ‘End-Notched-Flexure’

FE Finite-Element

FEM Finite-Element-Methode
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FVYW Faserverbundwerkstoff
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PK1 1. Piola-Kirchhoff Spannungstensor
PK2 2. Piola-Kirchhoff Spannungstensor
RVE Reprasentatives Volumenelement
RWP Randwertproblem
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B materieller Korper
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ag kovarianter Direktor der Schicht L in der Momentankonfiguration
As Neumann-Rand (Spannungsrand)

b Volumenkraftvektor der Referenzkonfiguration (pro Masseneinheit)
C vierstufiger Werkstofftensor

d Vektor der Knotenverschiebungen

E Green-Lagrange Verzerrungstensor
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kartesische (orthonormierte) Koordinaten (i=1,2,3)

Ortsvektor eines materiellen Punktes der Referenz-
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Weitere Bezeichnungen werden beim jeweiligen Auftreten erlautert.

Vereinbarungen

Unter dem Ausdrucld aminat” wird in dieser Arbeit eine laminierte Struktur verstanden, die
aus dem Zusammenfluigen mehrdferzelschichtemervorgeht. Die Einzelschicht wird dabei
haufig als,Lamina” bezeichnet. Des Weiteren wird ddaterialkoordinatensysteuter Einzel-

schicht so eingefuhrt, dass die Faserlangsrichtung mit der 1-Richtung zusammenfallt und die
3-Richtung mit dem Schalendirektor Gbereinstimmt. Die Spannungen in 3-Richtung entspre-



chen somit den Dickennormalspannungen, die maf3geblich fur die Delamination verantwortlich
sind.

Ebenso werden englische Bezeichnungen, die im Sinne einer Fachsprache als eingedeutscht an-
zusehen sind, tbernommen. Hierzu gehoren beispielsweise die Bé&lfiffeis-Versuchbder
‘Mixed-Mode-Delamination’

Zur Notation in dieser Arbeit sei folgendes angemerkt: In den allgemeinen Teilen wie Konti-
nuumsmechanik, Elastoplastizitat und Kontinuumsschadigungsmechanik wird die Tensor-
Schreibweise verwendet. Im Hauptabschnitt, der mit der Vorstellung und der Entwicklung ver-
schiedener Materialmodelle gleichzusetzen ist, wird eine etwas modifizierte
Vektor-Matrix-Schreibweise verwendet: Die Komponenten des Spannungsvektors bzw. des
Verzerrungsvektors sind mit zwei Indices anstelle nur eines versehen. Die Indices entsprechen
hier der Ublichen Definition mit Normale der gedachten Schnittflache in Kombination mit Rich-
tungsorientierung. Das Werkstoffgesetz kann daher beispielsweise wie folgt ausgedrickt wer-
den:

S11]  [C11 C1p Ci3 Cpy Cis Cog| [Eqy]
S Coy Ca3 Cyy Cos Copl | Exz

s S3| Css Ca4 C35 Cg6f | Eag | cE
Si2 Cas Cys Cyel |2E12 ’
Sy3 Symm. Css Csg| |2E23
_513_ Ces _2E13_

Xi
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1 Einleitung

1.1 Motivation

Die Natur ist das Vorbild bei der Entwicklung und der effizienten Nutzung von Faserverbund-
werkstoffen. So besteht beispielsweise der menschliche Kérper mit seinen Sehnen und Muskeln,
aber auch Pflanzen und Tiere aus verschiedenen Fasern, die von einer Matrix umschlossen wer-
den. Gerade der menschliche Kdrper ist ein Paradebeispiel fur die optimale Nutzung naturlicher
Faserverbundwerkstoffe. So sind die Muskeln in mehreren Schichten und in unterschiedlicher
Art und Grol3e angeordnet. Zuséatzlich weisen sie noch eine verschiedenartige Orientierung auf,
so dass sowohl eine starke und effiziente als auch eine gewandte und anpassungsfahige ,Struk-
tur” entsteht, die optimal auf die herrschenden Kraftflisse ausgerichtet ist.

Der Mensch hat schon frih und intuitiv Faserverbundwerkstoffe aus natirlichen Materialien
selbst hergestellt und verwendet. Um 1300 v. Chr. wird von Lehmziegeln berichtet, die durch
die Zugabe von Stroh verstéarkt bzw. bewehrt wurden, ein Vorgehen, das heutzutage noch blich
ist. In diesem Sinn ist auch Stahlbeton als ein Faserverbundwerkstoff anzusehen. Die Stahlbe-
wehrung tbernimmt die Funktion der Fasern, wéhrend der Beton das Matrixmaterial darstellt
und den Verbund gewahrleistet. Neuartige Faserverbundwerkstoffe (engl. ‘Advanced Composi-
tes’), die im Folgenden kurz als Faserverbundwerkstoffe bezeichnet werden, verwenden hinge-
gen technisch hergestellte, hochwertige Fasern in Kombination mit einer nicht-hydraulisch-
gebundenen Matrix.

Seit Anfang des 20. Jahrhunderts gibt es ernsthafte Bestrebungen, das grol3e Potenzial, das in
der Verwendung von neuartigen Faserverbundwerkstoffen steckt, zu erforschen und zu nutzen.
Durch die technische Herstellung hochwertiger Fasern sowie durch die Entwicklung neuer Pro-
duktionstechniken sind vielfaltige Anwendungsmaoglichkeiten fiir Faserverbundwerkstoffe ent-
standen. So ist allen voran die Luft- und Raumfahrtindustrie zu nennen, die vor allem an der Ge-
wichtseinsparung bei gleichzeitig hohen Steifigkeiten und Festigkeiten interessiert ist. Aber
auch im Maschinen- und Automobilbau, in der Sportgerateherstellung und in der Herstellung
medizinischer Gerate und Produkte istinzwischen eine zunehmende Verwendung von Faserver-
bundwerkstoffen festzustellen. Im Bauwesen sind als Anwendungsmaglichkeiten nachtragliche
Verstarkungen (Meier et al. (1995)), Ertichtigungen gegentuber Erdbeben (Saadatmanesh et al.
(1996), Seible (1997)), Ersatz fur Stahlbewehrung (IStructk (1999)), Vorspannkabel (Meier und
Farshad (1996)) und gesamte Brlickentragwerke zu nennen, siehe beispielsweise Abb. 1.1 und
Burgoyne (1999). In den meisten dieser Einsatzgebiete wird neben der Gewichtseinsparung, der
Korrosionsbestandigkeit und den hohen Steifigkeiten und Festigkeiten von Faserverbundwerk-
stoffen auch die geplante und gewollte Anisotropie der mechanischen Eigenschaften ausgenutzt.
Infolge dieser Anisotropie ist der Zusammenhang zwischen Belastung und resultierenden Ver-
formungen komplexer sowie die entstehenden Spannungs- bzw. Verzerrungszustande kompli-
Zierter.

Die besonderen Eigenschaften dieses Werkstoffes und der damit verbundene, verstarkte Einsatz
bringt die Forderung nach geeigneten Simulations- und Berechnungswerkzeugen mit sich. Diese
mussen vor allem eine wirklichkeitsgetreue Abbildung des Materialverhaltens beinhalten, da
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Abb. 1.1:  Anwendungsbeispiele fur Faserverbundwerkstoffe

beispielsweise die Gruppe der sproden Faserverbundwerkstoffe eine geringe Bruchverzerrung
und eine geringe Duktilitat aufweist. Die bei Stahlbeton vorhandene ,Schlauheit des Materials”

ist daher bei sproden Faserverbundwerkstoffen nicht gegeben; sie ,verzeihen” nicht. Der Detail-
ausbildung kommt somit eine besondere Bedeutung zu. Zuséatzlich wird eine Versagensanalyse
von Faserverbundwerkstoffen durch die Heterogenitat der Struktur infolge des Mehrschichten-
aufbaus und durch die Anisotropie der einzelnen Schichten erschwert. Dabei setzt sich das aniso-
trope Materialverhalten natirlich auch innerhalb des Versagensvorganges fort. Dies lasst sich
anhand eines einfachen Beispiels verdeutlichen: Studiert man den AufreiRvorgang beim Offnen
einer Bananenschale, so kdnnen unterschiedliche Rissarten und Versagensvorgange in diesem
natirlichen Faserverbundwerkstoff beobachtet werden. Zu Beginn des Offnens findet zunéchst
ein reines Zugversagen der Fasern statt. Hierbei kann auch ein Herausziehen der Fasern aus dem
Matrixmaterial festgestellt werden. Beim weiteren Offnungsvorgang, der mit einer Belastungs-
anderung verbunden ist, geht die Versagensart in ein Zugversagen des Matrixmaterials parallel
zu den Fasern Uber. Der bengtigte Kraftaufwand verringert sich im Vergleich zum Zugversagen

der Fasern erheblich.

In technisch hergestellten Faserverbundwerkstoffen konnen diese Versagensarten prinzipiell
ebenfalls festgestellt werden. So kann ein Reil3en der Fasern und/oder der Matrix sowie ein Ver-
bundversagen von Faser und Matrix auftreten. Je nach verwendetem Faser- und Matrixmaterial
verhalt sich das Versagen verfestigend oder entfestigend. Bei Laminaten, die durch ein Verkle-
ben von mehreren Faserverbundschichten hergestellt werden, tritt die zusatzliche Versagensart
der Delamination auf. Es handelt sich hierbei um,8ash-voneinander-Trennenzweier be-



nachbarter Schichten, wobei die Ablésung entlang der Schichtgrenzen verlauft. Laut einer Stu-
die von Boeing liegt diese Versagensart in ca. 60% der untersuchten Schadensfalle vor und spielt
daher eine entscheidende Rolle (Miller et al. (1994)).

Das Versagen von Faserverbundwerkstoffen beginnt dabei stets Rlikideskala Dort findet

eine Spannungskonzentration in der Nahe von Defekten und Grenzschichten statt, die auch Mi-
krospannungen genannt werden. Diese haben wiederum die Initiierung und das Wachstum von
Mikrodefekten und Mikrorissen zur Folge. Bei weiterer Belastung wird durch das Zusammen-
wachsen der Mikrorisse ein makroskopischer Riss entstehen und sichtbar Makdeskala
wachsen. Die mechanische Beschreibung der Schadensvorgange in Faserverbundwerkstoffen
kann daher auf zwei verschiedenen GrofRenskalen erfolgen: der Mikro- und der Makroskala.

Mikromechanische Ansatgeben dabei Aufschluss Uber das Verhalten von Faserverbundwerk-
stoffen auf der Faser-Matrix-Ebene. Hierbei werden Fasern und Matrix einzeln bertcksichtigt
und untersucht. Durch diese detaillierte Betrachtungsweise der heterogenen Einzelschicht erhalt
man folglich einen besseren Einblick in die Rissinitiierung und in den Schadigungsfortschritt.
Aus den Beobachtungen déikroebené&odnnen unter anderem physikalische Gesetze abgeleitet
und entwickelt werden, die auf delakroebenezum Einsatz kommen. Zur Untersuchung des
globalen Strukturverhaltens sind diese mikromechanischen Anséatze jedoch aufgrund des hohen
numerischen Aufwandes (noch) nicht geeignet. Dies triffirféikromechanische Anséatzieht

zu, denn diese haben primér die Beschreibung des globalen Strukturverhaltens zum Ziel. Dass
dabei gleichzeitig und phanomenologisch lokale Effekte bertcksichtigt werden, ist nicht nur
wunschenswert, sondern auch erforderlich. Bei makroskopischen Anséatzen werden die einzel-
nen Werkstoffkomponenten Faser und Matrix nicht mehr einzeln fir sich betrachtet, sondern
vielmehr wird von der Einzelschicht als homogenisiertes Kontinuum ausgegangen. Die effek-
tiven bzw. homogenisierten Werkstoffkennwerte lassen sich dabei aus Versuchen oder tiber Ho-
mogenisierungsmethoden, wie beispielsweise die Mischungsregel, bestimmen.

1.2 Stand der Forschung

Infolge der Inhomogenitat und der Anisotropie von Faserverbundwerkstoffen sind zur Erfas-
sung einer realistischen Strukturantwort und zur Berucksichtigung lokaler Effekte besondere
darauf ausgerichtete Modelle notwendig. Die genaue Wiedergabe der Deformations- und Span-
nungszustande innerhalb der Laminatstruktur spielt dabei eine entscheidende Rolle, da diese di-
rekte Eingangsgrofien fir Versagenskriterien darstellen. Da Faserverbundwerkstoffe im Wesent-
lichen als Materialien fiir Leichtbaukonstruktionen eingesetzt werden, bei denen es sich haufig
um diinnwandige, platten- und schalenartige Tragwerke handelt, wird im Folgenden auf die An-
forderungen und die Auswahl einer geeigneten Schalenformulierung zur mechanischen Be-
schreibung eingegangen. Dabei ist insbesondere zu beachten, dass Faserverbundkonstruktionen
oft aus mehreren, aufeinander laminierten Schichten mit unterschiedlicher Faserorientierung
aufgebaut sind.

Die Erweiterung der Kirchhoff-Plattentheorie bzw. der Love-Schalentheorie auf geschichtete
und somit heterogene Querschnitte ist die bekannte klassische Laminattheorie. FlUr sehr diinne
Laminate und Einzelschichten mit ahnlichen Materialeigenschaften liefert sie ausreichend ge-
naue Ergebnisse fur die globale Strukturantwort. Die Querschubverzerrungen und die Dicken-
normalspannungen werden infolge des gewahlten kinematischen Ansatzes vernachlassigt. Ist al-



lerdings der transversale Schubmodul quer zur Faserrichtung wesentlich geringer als der
Elastizitatsmodul in Faserrichtung, kann dies zu grof3en Abweichungen gegeniber der exakten
Losung fuhren. Die Querschubverzerrungen konnen dann nicht mehr vernachlassigt werden,
und es mussen schubweiche Theorien zum Einsatz kommen. Schubdeformationstheorien erster
Ordnung, die einer Reissner-Mindlin-Kinematik entsprechen, berlcksichtigen diese, siehe bei-
spielsweise Dorninger (1989), Dorninger und Rammerstorfer (1990), Klarmann (1991) und
Schellekens (1992). Es ist dann moglich, konstante Querschubverzerrungen und Querschub-
spannungen uber die Schalendicke abzubilden. Zur wirklichkeitsnahen Erfassung der inneren
Arbeit aus den Querschubdeformationen mussen allerdings Schubkorrekturfaktoren eingefthrt
werden. Bei Laminaten sind diese vom Schichtmaterial, vom Schichtaufbau und von der Faser-
richtung abhangig und mitunter schwer zu bestimmen. Des Weiteren wird die Normalspannung
in DickenrichtungS®3immer noch vernachléssigt, so dass lokale Effekte, wie beispielsweise der
Versagensvorgang der Delamination, nicht beriicksichtigt werden kénnen. Weiterhin wird vom
Ebenbleiben des Querschnittes ausgegangen. Bei beliebigen Dicken- und Steifigkeitsverhaltnis-
sen der einzelnen Schichten entsteht in Wirklichkeit aber ein zick-zack-férmiger Verschiebungs-
verlauf Uber die Dicke, der einen nicht stetigen Verlauf der Querschubverzerrungen mit sich
bringt. Folglich ist die Schubdeformationstheorie erster Ordnung im Hinblick auf die Beriick-
sichtigung lokaler Effekte und die Modellierung von Schadigungsvorgangen in Faserverbund-
strukturen ebenfalls nicht geeignet.

Sogenannte Mehrschichtmodelle, die pro eingeflhrter Berechnungsschicht (siehe Abb. 3.3) eine
Reissner-Mindlin-Kinematik verwenden und zusétzlich die Anderung der Strukturdicke (Exten-
sibilitét des Direktors) erlauben, sind hierzu in der Lage, siehe beispielsweise Epstein und Hut-
telmaier (1983), Pinsky und Kim (1984), Schultz (1994), Gruttmann und Wagner (1994/1995)
und Braun (1995). Mit diesen Modellen ist es sowohl moglich, einen vollstandig dreidimensio-
nalen Spannungszustand zu erfassen als auch eine kinematisch realistische Darstellung des Ver-
schiebungs- und Verzerrungsverlaufes in Laminaten zu gewahrleisten. Die wesentlichen Voraus-
setzungen fir die Versagensanalyse von Faserverbundstrukturen sind hiermit gegeben.

Grundsatzlich stehen zur numerischen Simulation fortschreitenden Versagens bzw. fortschrei-
tender Delamination zwei verschiedene Ansatze zur Verfugungrugtmechanisch&nsatz

und derkontinuumsmechanisciensatz. Beim Ersten wird ein Riss als eine geometrische bzw.
topologische Diskontinuitat abgebildet, wahrend beim Zweiten der Riss im verschmierten Sinn
in einer Prozesszone bzw. einer Prozessschicht dargestellt wird.

Beim bruchmechanischen Ansatz geht man somit von einem bereits vorhandenen Riss aus, der
infolge seiner Rissspitze und der dort vorhandenen Spannungssingularitat jedes Spannungs-
bzw. Verzerrungskriterium bereits verletzt. Bei Verwendung der Finite-Element-Methode
(FEM) als Diskretisierungs- und Losungsverfahren verlauft die Rissentwicklung dann entlang
der Elementkanten und endet stets an Knoten des FE-Netzes. Gekrimmte Rissfronten kbnnen
daher nur sehr aufwendig durch eine Neuvernetzung der Rissspitze dargestellt werden, siehe
Rinderknecht (1999). Der Rissfortschritt wird auf Basis des Griffith-Kriteriums (Griffith (1921,
1924)) uberprift, wobei die bei der Risserweiterung freigesetzte Bruchenergie mittels Methoden
der finiten Risserweiterung, der virtuellen Risserweiterung oder der virtuellen Rissschliel3ung
berechnet wird, siehe Davidson (1990, 1996), Nilsson und Storakers (1990), Wang et al. (1995),
Kriger (1996), Zhang (1998) oder Tel3mer (2000). Um die freigesetzte Bruchenergie mit ausrei-
chender Genauigkeit zu bestimmen, ist allerdings eine feine Diskretisierung im Bereich der Riss-
spitze notig.



Beim kontinuumsmechanischen Ansatz betrachtet man hingegen nicht den Riss selbst, sondern
lediglich seine Auswirkung auf das Kontinuum. Die Topologie der Struktur bleibt unveréandert.
Innerhalb der finiten Elemente kbnnen dann beispielsweise Plastizitats- oder Schadigungsfor-
mulierungen zur Beschreibung des nichtlinearen Materialverhaltens eingesetzt werden. Dabei
wird sowohl bei einer Schadigungsformulierung als auch bei einer entfestigenden Plastizitats-
formulierung das Griffith-Kriterium tGber die kritische Bruchenergie erfullt, die sich aus der Fla-
che unter der aquivalenten Spannungs-Dehnungs-Beziehung ergibt.

Neuere Verfahren zur geometrischen Beschreibung von lokalen Effekten versuchen die jeweili-
gen Vorteile der diskreten und der verschmierten Rissbeschreibung zu kombinieren. In der Lite-
ratur sind hierzu zwei Verfahren gebrauchlich, die unter der BezeichRamgedded-Crack-
Model’ und Extended-Finite-Element-Methotiekannt sind. Beide Methoden arbeiten mit
erweiterten Verschiebungs- und/oder Verzerrungsansatzen innerhalb der FE-Ansatzfunktionen.
Mit Hilfe dieser erweiterten Ansatzfunktionen kdnnen diskontinuierliche Verlaufe in den Ver-
schiebungen und/oder in den Verzerrungen (starke und/oder schwache Diskontinuitat) innerhalb
eines Elementes abgebildet werden. Der Riss kann sich damit unabhangig vom FE-Netz entwi-
ckeln und fortsetzen. Einen detaillierten, historischen und vergleichenden Uberbligkder *
bedded-Crack-Modelgjeben Jirasek (2000) sowie Jirasek und Zimmermann (2001). Genaueres
zur Methode deiExtended-Finite-Elementst in Moés et al. (1999), Sukumar et al. (2000) so-

wie Belytschko et al. (2001) zu finden. Einen Vergleich der beiden Verfahren gibt u.a. Jirdsek
und Belytschko (2002).

Das nichtlineare Materialverhalten, das bei der verschmierten Rissbeschreibung innerhalb der
finiten Elemente durch geeignete Modelle abgebildet werden muss, hangt entscheidend von den
verwendeten Verbundmaterialien ab. Werden Metalle als Faser- oder Matrixmaterial eingesetzt,
so ist ein eher duktiles Verhalten zu erwarten, wahrend bei der Verwendung von Glas- oder Car-
bonfasern in einer Polymermatrix ein eher sprodes Verhalten auftritt. Zusatzlich hangt das nicht-
lineare Verhalten, das meist zu dem anisotrop ist, vom anliegenden Belastungszustand (Zug/
Druck) ab. Versagenskriterien, die bei der Versagensanalyse von Faserverbundwerkstoffen
eingesetzt werden, missen dies bertcksichtigen. Es sind hier u.a. die Kriterien von Hill (1948),
Hoffman (1967), Tsai und Wu (1971), Hashin (1980) und Puck (1992) zu nennen. In Nahas
(1986) ist beispielsweise eine Zusammenstellung verschiedener Versagenskriterien gegeben.
Fur Abhandlungen neueren Datums sei auf Ochoa und Reddy (1992) sowie Puck (1996) verwie-
sen.

Zur Formulierung eines Materialmodells kann das Versagenskriterium innerhalb einer Plastizi-
tatsformulierung als Fliel3bedingung oder innerhalb einer Schadigungsformulierung als Schadi-
gungsbedingung eingesetzt werden. In neuerer Zeit werden vermehrt Schadigungsformulierun-
gen verwendet, bei denen die Degradation der Materialeigenschaften Uber
Schadigungsparameter, sogenannte interne Variablen, bertcksichtigt wird. Die dazu energetisch
konjugierten Krafte, namlich die Energiefreisetzungsraten, werden dann zur Definition des Ver-
sagenskriteriums und zur Beschreibung der Schadigungsevolution herangezogen, siehe bei-
spielsweise Ladeveze (1983, 1986, 1992), Ladeveze und Dantec (1992) und Ladevéze et al.
(1998, 2000).



1.3  Ziele der Arbeit und Ubersicht

Ziel dieser Arbeit ist die numerische Simulation von diinnwandigen, schalenartigen Strukturen
aus Faserverbundwerkstoffen unter Berticksichtigung des nichtlinearen Strukturverhaltens und
vor allem unter Einbeziehung des nichtlinearen Materialverhaltens. Da hierbei auch geschichtete
Querschnitte, also Laminate, untersucht werden sollen, ist speziell die Initierung und das
Wachstum von Rissen bzw. von Delaminationen zu bertcksichtigen. Dabei ist die wirklichkeits-
getreue Beschreibung des Trag- und Versagensverhaltens von entscheidender Bedeutung. Um
den Bedurfnissen schalenartiger Faserverbundstrukturen Rechnung zu tragen, werden die in die-
ser Arbeit verwendeten bzw. entwickelten Materialmodelle innerhalb einer mehrschichtigen,
dreidimensional orientierten Schalenformulierung eingesetzt.

Die Arbeit beinhaltet zwei Schwerpunkte. Nach der Vorstellung und der Bewertung einiger in
der Literatur verfigbarer Versagenskriterien wird zunachst ein anisotrop verfestigendes Plastizi-
tatsmodell vorgestellt, mit dem ein gerichtetes nichtlineares Materialverhalten einer Faserver-
bund-Einzelschicht erfassbar ist. Anhand einiger Beispiele zeigt die vorliegende Arbeit den Ein-
fluss der anisotropen Verfestigung auf das Strukturantwortverhalten auf und bewertet deren
Auswirkungen.

Der zweite und gro3ere Schwerpunkt dieser Arbeit liegt in der Simulation fortschreitender Dela-
mination, die hier im kontinuumsmechanischen Sinn einer Prozessschicht abgebildet wird. Zur
Beschreibung des nichtlinearen Materialverhaltens infolge Delamination werden verschiedene
Materialmodelle vorgestellt bzw. entwickelt. Dabei kommen sowohl plastizitatsbasierte als auch
schadigungsbasierte Formulierungen zum Einsatz. Anhand von Modell- und Strukturbeispielen
werden die Materialmodelle verglichen und bewertet.

Kapitel 2gibt zuné&chst eine kurze Beschreibung tGber den Aufbau und Uber das grundsatzliche
mechanische Verhalten von Faserverbundwerkstoffen. Darliber hinaus werden die maRgebli-
chen Versagensarten der unidirektional verstarkten Einzelschicht sowie des Laminats vorge-
stellt. Eine Einfuhrung in die Modellierungsaspekte von Faserverbundwerkstoffen und von La-
minaten schliel3t dieses Kapitel ab.

Einige wichtige kontinuumsmechanische Grundlagen fir den dreidimensionalen Korper wie-
derholtKapitel 3 um die Basis fur die im Anschluss kurz vorgestellte mehrschichtige, dreidi-
mensional orientierte Schalentheorie zu schaffen. Diese hoherwertige Schalentheorie zeichnet
sich besonders durch die Wahl einer beliebigen Anzahl von Berechnungsschichten in Dicken-
richtung aus. Jede Berechnungsschicht verwendet dabei eine Reissner-Mindlin-Kinematik mit
extensiblem Direktor, so dass die Anzahl der Freiheitsgrade pro Knoten von der Anzahl der ein-
gefuhrten Berechnungsschichten abhangt. Die vorliegende Schalentheorie erlaubt somit die Ver-
wendung vollstandiger dreidimensionaler Werkstoffgesetze und bericksichtigt samtliche Span-
nungskomponenten.

Kapitel 4leitet nach einer kurzen physikalischen Motivation des phdnomenologischen Plastizi-
tatsverhaltens von Materialien die Elastoplastizitat unter der Annahme kleiner Verzerrungen,
aber grol3er Rotationen her. Hierbei geht man speziell auf die inkrementelle Formulierung und
auf die Herleitung der elasto-plastischen Materialtangente ein, weil beides bei der iterativen Lo-
sung des nichtlinearen Gleichungssystems bendtigt wird. Zur Berticksichtigung viskoser Effekte
wird die Erweiterung der Elastoplastizitat auf die Viskoplastizitat nach Duvaut und Lyons (1972)
vorgestellt sowie deren numerische Umsetzung innerhalb der Methode der finiten Elemente be-
schrieben.



Ebenfalls nach einer kurzen physikalischen Motivation des Deteriorationsverhaltens von Mate-
rialien gibtKapitel 5anhand des Beispiels der isotropen 1-Parameter Schadigung eine Einflih-
rung in die Kontinuumsschadigungsmechanik. Zuséatzlich wird auf die Bertcksichtigung vis-
koser Effekte eingegangen.

Kapitel 6stellt zu Beginn einige, in der Literatur verfigbare und gebrauchliche Versagensindika-
toren fur Faserverbundwerkstoffe vor und vergleicht diese miteinander. Dabei wird insbeson-
dere das Hoffman- und das Brewer-Lagace-Delaminationskriterium untersucht, da in dieser Ar-
beit beide Kriterien zur numerischen Simulation des nichtlinearen Materialverhaltens verwendet
werden. Im zweiten Teil von Kapitel 6 wird eine Hoffman-Plastizitat mit anisotroper Verfesti-
gung vorgestellt, die auf der Arbeit von Hashagen (1998) basiert. Die vorliegende Arbeit geht
dabei zuséatzlich und insbesondere auf die unterschiedlichen Varianten zur Definition des plasti-
schen Potenzials ein, die eine Veranderung der Ruckprojektionsrichtung zur Folge haben und
somit zur Vereinfachung des Ruckprojektionsalgorithmus beitragen.

Kapitel 7widmet sich der Simulation fortschreitender Delamination im Sinne einer kontinuums-
mechanischen Betrachtungsweise mit Prozessschicht. In dieser kdnnen unterschiedliche Dela-
minationsmodelle zur Beschreibung des nichtlinearen Materialverhaltens wirken. Hierzu wird
das Brewer-Lagace-Delaminationskriterium sowohl im Rahmen einer entfestigenden Plastizi-
tatstheorie als auch im Rahmen der Kontinuumsschadigungsmechanik venidemdehst

stellt die Arbeit eine entfestigende Delaminationsplastizitat in Kombination mit einer adaptiven
viskosen Regularisierung vor, die von Sprenger (2000) entwickelt wurde. In Ergénzung zu
Sprenger (2000) verdeutlichen Untersuchungen des akustischen Tensors die regularisierende
Wirkung der viskosen Erweiterung. AnschlielRend wird das Brewer-Lagace-Delaminationskri-
terium fur die Verwendung als Schadigungsfunktion im Rahmen der Kontinuumsschadigungs-
mechanik aufbereitet und die Definition der Schadigungsevolution vorgestellt. Hierbei geht die
vorliegende Arbeit speziell auf die Entscheidung ein, welche Komponenten der Werkstoffmatrix
zu schadigen sind, wie sich also die Schadigung auswirken soll. Mit diesen Uberlegungen lassen
sich zwei Materialmodelle entwickeln: ein isotropes und ein selektives Delaminationsschadi-
gungsmodell. In beiden Fallen ergibt sich eine nicht-assoziierte Schadigungsformulierung, da
das Brewer-Lagace-Kriterium als Schadigungsfunktion verwendet wird. In einem weiteren An-
satz wird ein Delaminationsmodell unter Ausnutzung von Energiefreisetzungsraten hergeleitet.
Auch hier steht die Definition der geschadigten Materialmatrix, die von drei skalaren Schadi-
gungsparameter abhéngt, im Vordergrund und innerhalb der freien Helmholtz-Energie Verwen-
dung findet. Aus dieser lassen sich dann thermodynamisch konsistent die Spannungen und die
Energiefreisetzungsraten ableiten. Die spezielle Definition einer aquivalenten Energiefreiset-
zungsrate als Schadigungsfunktion sowie die Wahl der Schadigungsevolution komplettieren
dieses Materialmodell. Unter bestimmten Voraussetzungen liefert die Verwendung der aquiva-
lenten Energiefreisetzungsrate eine assoziierte Schadigungsformulierung. Samtlichen Schadi-
gungsmodellen bieten zuséatzlich die Moéglichkeit, viskose Effekte zu bertcksichtigen.

In Kapitel 8werden die vorgestellten Materialmodelle anhand von ausgewahlten Strukturbei-
spielen getestet und verglichen. Weiterhin soll der Einfluss verschiedener Modell- bzw. Mate-
rialparameter aufgezeigt werden.

Kapitel 9schliel3t die Arbeit mit einer Zusammenfassung und einem Ausblick.



2 Faserverbundwerkstoffe

In diesem Kapitel wird eine kurze Einfihrung in den Aufbau und in das grundsatzliche mechani-
sche Verhalten von Faserverbundwerkstoffen gegeben. Dies ist einerseits nétig, um die im Kapi-
tel 3.2 dargestellten strukturspezifischen Anforderungen an das kinematische Modell der Scha-
lenformulierung besser verstehen zu konnen. Andererseits wird die Basis fur die im Kapitel 6.2
beschriebenen Versagenskriterien geschaffen. Fir ein tiefer greifenderes Studium der Faserver-
bundwerkstoffe wird auf die umfangreiche Literatur verwiesen: Vinson und Chou (1975), Chris-
tensen (1979), Tsai und Hahn (1980), Chawla (1987), Carlsson und Pipes (1989), Kelly (1989),
Agarwal und Broutman (1990), Ochoa und Reddy (1992), Altenbach et al. (1996), Herakovich
(1998), um nur einige zu nennen.

2.1 Einfihrung

Faserverbundwerkstoffe (FVW) bestehen aus Fasern, die in einem Grundwerkstoff, der Matrix,
eingebettet sind. Die Fasern werden dabei so ausgerichtet, dass sie den wesentlichen Teil der
Lastabtragung tbernehmen, dabei aber durch das Matrixmaterial unterstiitzt werden. Bei Druck-
beanspruchung erflillt die Matrix die Funktion, die Fasern am Ausknicken zu hindern, wahrend
sie bei Zugbeanspruchung eine begrenzte Kraftiibertragung tber gerissene Fasern hinweg sowie
zwischen den einzelnen Fasern gewahrleistet. Dartiber hinaus schitzt sie die Fasern gegentber
auleren mechanischen Einwirkungen und anderen Umwelteinflissen. In ihrer Verbindung als
Faserverbundwerkstoff (engl. ‘Composite’) ergeben Fasern und Matrix somit ein Material mit
besseren Werkstoffeigenschaften als die Einzelkomponenten.

Die gangigsten Fasermaterialien sind neben Bor und Stahl beispielsweise Carbon, Aramid und
Glas. Als Matrixmaterial kbnnen zum Beispiel Polyester, Epoxide, Keramik, Metalle oder auch
Beton bzw. Feinbeton verwendet werden, siehe u.a. Herakovich (1998) fur eine detaillierte
Ubersicht. Damit sich Fasern und Matrix in ihrer Kombination zum Faserverbundwerkstoff
maoglichst gut ergdnzen, missen nach Schultz (1996) folgende Voraussetzungen erfillt sein:

» Die Bruchfestigkeit der Fasern muss grél3er sein als die der Matrix.
» Der Elastizitatsmodul der Fasern muss sehr viel gro3er sein als der der Matrix.
» Die Bruchdehnung der Matrix muss gro3er sein als die der Fasern.

Heutzutage werden Faserverbundwerkstoffe in zahlreichen Bereichen der Technik, wie der Luft-
und Raumfahrtindustrie, dem Maschinen- und Automobilbau und in jlingster Zeit auch im Bau-
wesen, verwendet. Kunstliche Huftgelenke in der Humanmedizin, tragende Komponenten bei
Flugzeugen oder Bricken, die teilweise oder ganz aus FVW gefertigt werden, bestéatigen dies
eindrucksvoll (Herakovich (1998)).

Das niedrige spezifische Gewicht sowie die hohen Festigkeiten und Steifigkeiten bei gleichzeitig
guter chemischer Bestandigkeit zeichnen Faserverbundwerkstoffe besonders aus (siehe Nieder-
stadt et al. (1997)). Daruiber hinaus kann der Faserverlauf und damit die Materialeigenschaften
dem Kraftfluss im Bauteil angepasst werden. Diese Variationsmaoglichkeit fiihrt zu einem neuen
Aspekt, dem ,Materialdesign”, siehe Park (1982), Kim et al. (1997). Als Nachteile der Faserver-
bundwerkstoffe sind allerdings die (noch) hohen Materialkosten, hohe UV-Strahlungs- und
Temperaturempfindlichkeit und die Fragen nach dem Recycling zu nennen.



Faser

a) Unidirektional b) Bidirektional c) Zufallig verteilt d) Gewebe

Abb. 2.1: Beispiele einiger Faseranordnungen

In Abb. 2.1 sind verschiedene Beispiele fur Faseranordnungen im Matrixmaterial dargestellit.
Unidirektional verstarkte Einzelschichten weisen dabei die héchsten Steifigkeits- und Festig-
keitswerte in Faserlangsrichtung auf. Quer zur Faserrichtung sind diese Werte deutlich geringer,
hangen stark von der Verbundfestigkeit zwischen Faser und Matrix ab und nédhern sich den Ei-
genschaften des reinen Matrixmaterials an. Im Regelfall weist die unidirektional verstarkte Ein-
zelschicht ein transversal isotropes Werkstoffverhalten mit einer ausgepragten Materialrichtung
auf. Bidirektional verstarkte Faserverbundwerkstoffe haben hingegen ein orthotropes Werk-
stoffverhalten mit drei ausgepragten Materialrichtungen. Je nach verwendetem Matrix- und Fa-
sermaterial sowie der verwendeten Fasergeometrie und Faseranordnung kann also ein isotropes,
transversal isotropes oder orthotropes Materialverhalten erzeugt werden.

Durch das Verkleben (Laminieren) von mehreren auch unterschiedlich orientierten Einzel-
schichten lasst sich ein Schichtverbund herstellen, siehe Abb. 2.2. Dabei unterscheidet man zwi-
schenLaminat und Sandwich Laminate sind Schichtverbunde, deren Einzelschichten anna-
hernd gleiche Schichtdicken und mechanische Eigenschaften aufweisen, sich aber vor allem
hinsichtlich ihrer Faserorientierung unterscheiden. Sandwich-Konstruktionen bzw. sandwich-
ahnliche Schichtverbunde besitzen hingegen mindestens eine in Dickenrichtung wesentlich gro-

Mikroebene Makroebene

Unidirektional ver- N
starkte Einzelschicht homogenisierte

‘- unidirektionale
5% Einzelschichten

§04=0°

Matrix

Faser

Grenzschic

Schicht 4 ‘w
Schichtverbund ,&

[90/+¢/-$/0] Laminat Schich
= @, = 90°
z <= SChichOKalei
/ Material-
Schicht 1 koordinatensysten
X

Abb. 2.2: Laminat aus unterschiedlich orientierten, unidirektionalen Einzelschichten




Bere und schubweichere Einzelschicht. Sie sind haufig aus zwei diinnen Deckschichten mit ho-
hen Zugfestigkeiten und einer dicken und schubweichen Kernschicht aufgebaut.

2.2  Versagensvorgange in Faserverbundwerkstoffen

Bei Faserverbundwerkstoffen hangt sowohl das \Versagensverhalten, das entweder duktil,
sprode, ver- oder entfestigend verlaufen kann, als auch die Versagensart (Faser- oder Matrix-
bruch) stark von den auf3eren Belastungsbedingungen und der Faserorientierung ab. So wird
zwischen Zug- oder Druckbelastung langs oder quer zur Faser unterschieden. In Schultz (1996),
woraus die Abb. 2.3 entnommen wurde, werden einige Versagensarten einer unidirektionalen
Einzelschicht angegeben (siehe auch Agarwal und Broutman (1990) mit umfangreichen Foto-
grafien der Rissflachen im Experiment). Bei Zugbeanspruchung in Faserrichtung ist das Verhalt-

Bruchbild
Langszug Faserbruch | _ _ Matrixbruch | [][}]]
(em > €F) (€p > ep)
Langsdruck E J
‘out-of-phase’- ‘in-phase’-
Mikrobeulen Mikrobeulen Schubversagen
oo%o c? ooog c?
Querzug - Ooog goo %ooooc? —
© O o ooo
Grenzschichtversagen
o c}// 00 O U/I)
Querdruck .8 % o Sooo - -
[o}Ne) °/ /O O % (@]
/%00 0 (I
Schub ohne Faserbruch Schub mit Faserbruch

Abb. 2.3: Versagensarten der unidirektionalen Einzelschicht nach Schultz (1996)
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nis der Faserbruchdehnung:) zur Matrixbruchdehnunge(,) ein entscheidender Faktor. Fur
den Fall, dass die Faserbruchdehnung grof3er ist als die Matrixbruchdeggpung(;), kann
ein Matrixbruch erwartet werden. Bgj, > e tritt hingegen ein Faserbruch auf.

Bei Druckbeanspruchung langs zur Faser hangt das Versagensverhalten stark vom Faservolu-
mengehalt (Verhaltnis des Faservolumens zum Gesamtvolumen) und von den Matrixeigenschaf-
ten ab. So kann bei einem kleinen Faservolumengehalt ein sogeranntdésphase:Mikro-

beulen der Fasern stattfinden. Bei einem grol3en Faservolumengehalt, der in der Praxis auch
haufiger anzutreffen ist, tritt in der Regel 8mphase-Mikrobeulen auf. Beiden Versagensar-

ten liegt die Annahme zugrunde, dass die Zugfestigkeit des Matrixmaterials ausreichend grof
ist und somit noch kein Matrixversagen auf Zug aufgetreten ist. Eine weitere Versagensart bei
Langsdruckbeanspruchung ist das Schubversagen in einem schmalen Versagensband, bei dem
die Fasern ausknicken und abscheren.

Unter Querzugbelastung sind Grenzschichtversagen zwischen Faser und Matrix und Matrix-
bruch die haufigsten Versagensarten. Ein Zugversagen der Fasern quer zur Faserrichtung tritt nur
bei sehr exakt ausgerichteten Fasern und sehr geringen Querzugfestigkeiten der Faser auf. Quer-
druckbeanspruchung I6st haufig ein Schubversagen des Matrixmaterials aus, welches von Faser-
briichen und Grenzschichtversagen begleitet wird. Die genannten Versagensvorgange spiegeln
das moglichentralaminareVersagen einer unidirektional-verstarkten Einzelschicht wider.

Nicht immer eindeutig ist die Zuordnung des experimentellen Versagens in eine der eben be-
schriebenen Versagensarten, da es eine Vielzahl mdglicher Interaktionen zwischen den Versa-
gensarten gibt. Diese lassen den Versagensvorgang von FVW vielfaltig und komplex werden.

2.3 Delamination in Laminaten

Zu den unter Kapitel 2.2 genannten Versagensmaoglichkeiten der unidirektionalen Einzelschicht
kommt bei Laminaten diéelaminationals ein weiterer und besonders wichtiger Versagensvor-
gang hinzu, siehe Abb. 2.4a) und b). Dartber hinaus stellt sie einen Spezialfall des Matrixbru-
ches dar, bei dem die Bruchflache genau in der Grenzflache zweier benachbarter Schichten liegt.
Folglich wird die Delamination auch haufig alserlaminaresversagen bezeichnet, im Gegen-

satz zu einem intralaminaren Versagen der Einzelschicht (z.B. Matrixbruch, Faserbruch, Schub-
versagen). In vielen Anwendungsféllen stellt das interlaminare Versagen im Vergleich zum intra-
laminaren Versagen den kritischen Versagensvorgang dar (Miller et al. (1994)).

Matrixriss

2
»

b

Abb. 2.4: Delamination in Laminaten (aus Agarwal und Broutman (1990))
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Die Ursachen fur das Auftreten einer Delamination sind vielfaltig. Neben einer mangelhaften
Herstellung des Laminats sind vor allem Spannungen (vornehmlich in Dickenrichtung) an den
freien Randern von grol3er Bedeutung. Dies wurde schon sehr friih von Pipes und Pagano (1970),
Pagano (1978) und Wang und Choi (1982) festgestellt und untersucht. Die Spannungen entste-
hen auch bei rein einaxialer Belastung aus den unterschiedlichen Materialeigenschaften der uni-
direktionalen Einzelschichten und der Kompatibilitdtsanforderung in der Grenzflache. Die
0°-Schicht kontrahiert sich in Querrichtung namlich wesentlich starker als 8i€d¥icht,

siehe exemplarisch Abb. 2.5a) und Niederstadt (1997). Damit die Kompatibilitdt an der Grenz-
flache erhalten bleibt, sind interlaminare Schubspannuagemdtig, die in Querrichtung wie-

derum Zugspannungen,in der @-Schicht und Druckspannungen, in der 90-Schicht her-
vorrufen. Die Resultierenden dieser Spannungen wirken im Abstand einer Schichtdicke und
rufen ein Biegemoment hervor, das die beiden Halftero[¥] und [9C°, 0°] am Rand auseinan-

der biegen mdchte. Es entstehen somit Normalspannungen in Dickenrieb{udig direkt am

Rand besonders grol3 sinBrée-Edge-Effecy.

Die dynamische Beanspruchung des Laminats infolge von Schlagbelastung (impact) stellt eine
weitere Ursache fur Delamination dar, weil dabei hohe transversale Schub- und Normalspannun-
gen entstehen koénnen, siehe Blackman und Williams (1998a/b) und Abb. 2.5b).

Faser-Matrix-Ablosungen oder auch bereits vorhandene Matrixrisse sind ebenfalls in der Lage,
Delaminationen auszulésen. Abb. 2.4a) zeigt deutlich eine beginnende Delamination, die wahr-
scheinlich von einem Matrixriss ausgel6st wurde. Es ist der Delamination daher méglich, zwi-
schen Grenzschichten durch die Einzelschicht hindurch zu wechseln, so dass haufig eine eindeu-
tige ldentifikation der Versagensart schwierig ist. Abb. 6.2 in Sprenger (2000), siehe auch Abb.
6.1 in Gruttmann (1996), zeigt mogliche Interaktionen der einzelnen Versagensarten auf der
Faser-Matrix-Ebene, der Einzelschicht-Ebene und der Laminat-Ebene nach Ochoa und Reddy
(1992). Eine Ubersichtliche Zusammenfassung des Delaminationsprozesses in geschichteten La-
minaten und eine detaillierte und ausfuhrliche Auflistung von Referenzen gibt Garg (1988).

a)

b) Schlagbolzer' Halterung
Laminat
[0/90)s
Laminat
~ ['Quelle: Liu und i
511/ I\{Ialv:arn (1987 ;

Delaminierte Zonen, mit Kontrastmittel dunkel ein-
geféarbt, bei unterschiedlicher Schlaggeschwindigkeit

Abb. 2.5: Mdogliche Ursachen fiir Delamination: a) Spannungen an freien Randern
b) Schlagbelastung

12



Weiterhin wird im Kontext der Delamination haufig vBasislaminaundSublaminagespro-

chen. Unter Basislaminat ist der Querschnittsteil zu verstehen, der an der Delaminationsstelle
die gréfRere Abmessung in Dickenrichtung hat, wahrend das Sublaminat den verbleibenden diin-
neren Querschnittsteil bezeichnet. Sowohl Basislaminat als auch Sublaminat kénnen dabei aus
mehreren Einzelschichten bestehen. Insbesondere kommt der Delamination im Hinblick auf ein
maogliches Stabilitatsversagen durch Beulen des Basis- oder des Sublaminates grol3e Bedeutung
zu. Ein zusatzliches Problem bei Delaminationen ist, dass sie im Regelfall von au3en nicht sicht-
bar sind und somit nur sehr schwer zu entdecken sind. Die zahlreichen Publikationen zur mess-
technischen Erfassung von Delaminationen belegen dies deutlich (Steiner (1992) und Brunner
(1998)).

2.4 Modellierungsaspekte

Wie in Kapitel 2.2 und 2.3 gezeigt wurde, ist das Versagensverhalten von FVW vielféltig und
komplex. Die Komplexitat resultiert aus den zahlreichen Versagensvorgangen, die auf den ver-
schiedenen Ebenen, wie der Faser-Matrix-Ebene und der Ebene der Einzelschichten, stattfinden
kénnen. FUr die Untersuchung von FVW stehen somit grundsétzlich zwei verschiedene Betrach-
tungsebenen zur Verfligung, namlich diedéroebenaind die deMakroebengsiehe Dornin-

ger (1989) fur eine detaillierte Literaturiibersicht zu diesem Thema. Naturgemal sind beide Ebe-
nen miteinander verknupft, da ein Versagensprozess auf der Mikroebene beginnt und sich in
weiterer Folge auf die Makroebene auswirkt.

Grundlage des mechanischen Modells eiva@erogeneikinzelschicht ist gerade die Modellie-

rung der Einzelschicht auf der Faser-Matrix-Ebene (Mikroebene), bei der die Faser, die Matrix
und der Verbund Faser/Matrix einzeln modelliert bzw. diskretisiert werden. Dieses Vorgehen ist
allerdings aufgrund des hohen Aufwands bei der numerischen Simulation des globalen Tragver-
haltens einer Struktur nicht anwendbar. Da aber im Allgemeinen der Faserdurchmesser wesent-
lich kleiner als die Dicke der Einzelschicht ist, kann eine Homogenisierung durchgefihrt wer-
den. Die auf der Mikroebene betrachtete heterogene Einzelschicht mit jeweils eigenen
Materialparametern fir Faser und Matrix wird somit in eine auf der Makroebene betrachtete ho-
mogene Einzelschicht mit effektiven Materialparametern tberfuhrt, siehe auch Abb. 2.2.

Bei dieser Betrachtungsweise werden Fasern und Matrix in der Einzelschicht als gleichm&Rig
verschmiert angenommen und effektive mechanische Kennwerte ermittelt. Dies fuhrt auf das
mechanische Modell eindromogenenaber anisotropen Einzelschicht. Die mechanischen
Kennwerte kdnnen auf verschiedene Weise bestimmt werden: entweder im Sinne eines mikro-
mechanischen Ansatzes aus Faser und Matrix mittels verschiedener Homogenisierungstechni-
ken (z.B. Mischungsregel, Reprasentatives-Volumen-Element, generalisierte selbstkonsistente
Methode; siehe Ddbert (2001)) oder rein experimentell aus Versuchen an der Einzelschicht.

Die Festigkeitswerte der einzelnen Materialrichtungen kdnnen ebenfalls aus Versuchen ermittelt
werden und dienen als Eingangsparameter fir Versagenskriterien, die auf der Makroebene der
homogenen Einzelschicht definiert sind. In dieser Arbeit werden ausschliel3lich Versagenskrite-
rien (siehe Kapitel 6.2) verwendet, die auf dieser Ebene definiert sind und somit von der makro-
skopischen Betrachtungsweise der homogenen, anisotropen Einzelschicht ausgehen. Mehrere
Einzelschichten innerhalb eines Laminates werden in der Regel bei der Modellierung aber nicht
zusammengefasst (homogenisiert), sondern einzeln bertcksichtigt. Dies ist notig, da sich auf-
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grund der unterschiedlichen Materialeigenschaften und Orientierungen der Einzelschichten
komplexe Deformations- und Spannungszustéande fir das Laminat ergeben kénnen.

Anmerkung: Inder Literatur wird die Modellierung des Laminats, bestehend aus mehreren ho-

14

mogenen und anisotropen Einzelschichten mit dazwischen liegenden ‘Interface’-
Schichten, auch héaufig aldesomodellbezeichnet, siehe beispielsweise La-
devéze (1986) und Ladeveze und Le Dantec (1992). Die Einfuhrung von
‘Interface’-Schichten ist dabei nétig, um die Versagensart der Delamination be-
schreiben zu kdnnen.



3 Kontinuumsmechanik und Strukturmodell

In diesem Kapitel soll kurz auf einige grundlegende Gleichungen der Kontinuumsmechanik ein-
gegangen werden. Fur weiterfihrende Literatur zu diesem Thema sei auf Truesdell und Noll
(1965), Malvern (1969), Ogden (1984) und Stein und Barthold (1996) verwiesen. Daruber hin-
aus wird das dreidimensionale, geschichtete Schalenelement vorgestellt, welches auf Arbeiten
von Buchter (1992) und Braun (1995) zurilickgeht.

3.1  Grundlagen der Kontinuumsmechanik

Zur Analyse eines statischen Randwertproblems (RWP) der Kontinuumsmechanik muss ein ge-
koppeltes System von nichtlinearen, partiellen Differenzialgleichungen geldst werden. Die
Gleichungen setzen sich aus der kinematischen Beziehung, dem Materialgesetz, dem Gleichge-
wicht und den Randbedingungen zusammen. Im Allgemeinen ist das gekoppelte System nur fir
wenige, einfache RWP geschlossen Iosbar, so dass variationelle Formulierungen in Verbindung
mit einem Diskretisierungverfahren, hier mit der Methode der finiten Elemente, zur L6sung ein-
gesetzt werden. Ein sehr gebréauchliches Variationsverfahren ist das auf einem Arbeitsprinzip ba-
sierendePrinzip der virtuellen Verschiebungen

3.1.1 Konfigurationen und Kinematik

Um einen Kdrper im dreidimensionalEnklidschenVektorraumbeschreiben zu kénnen, wer-

den ein Bezugspunkt 0 und ein raumfestes kartesisches Koordinatengysdesidurch ortho-
normierte Vektorere' = g im Bezugspunkt aufgespannt wird, definiert. Zusatzlich flhrt man

ein krummliniges, konvektives Koordinatensyst@rein, das als ,fest mit dem Korper verbun-

den” gedacht werden kann, siehe Abb. 3.1. Durch die Einfihrung verschiedener Konfiguratio-
nen ist es moglich, sowohl die Bewegung der materiellen Punkte eines Kérpers als auch die De-
formation des Korpers selbst eindeutig zu beschreiben. Die Konfiguration stellt dabei die stetige

Referenzkonfiguration Momentankonfiguration
93

92

|

91

Abb. 3.1: Konfigurationen und Kinematik
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und umkehrbar eindeutige Abbildung der materiellen Punkte des Korpers auf Raumpunkte des
dreidimensionale&uklidschenPunktraums3 dar. In der sogenannt&eferenzkonfiguration
(Ausgangslage), die hier identisch der unverformten Lage sein soll, kann tber ein Feld von Orts-
vektorenx(61, 62, 63) jeder materielle Punkt des Kérpers lokalisiert und somit die Lage des Kér-
persim Raum angegeben werden. Materielle Punkte des Korpersiamdentankonfiguration
(aktuelle bzw. verformte Lage) werden durch Ortsvektai@h, 62,6°) beschrieben. Die ge-
schilderteLagrangescheBetrachtungsweisist die Ubliche Darstellungsweise in der Festkor-
permechanik. Grol3en, die sich auf die Momentankonfiguration beziehen, werden im Folgenden
mit Querstrichen versehen. ke- und kontravarianten Basisvektoi#s krummlinigen Koor-
dinatensystems lauten flr die Referenzkonfiguration

_ X i _ 00!
und fur die Momentankonfiguration
_ dX i _ 00!

Sie stehen senkrecht aufeinander, so dass das _Skalarpgdegétdie Komponenten des
Einheitstensor zweiter Styfsuch aIsKronecker-DeItaSJi bezeichnet, liefert. Fur das Skalarpro-
dukt zweier energetisch konjugierter Tensoren zweiter Stufe gilt damit

A:B = A; Bl

mt A=A;¢d®d ud B=Blg®g . (3.3)
Das Skalarprodukt ist also unabhangig von der Metrik, was eine wichtige Eigenschatft hinsicht-
lich der Objektivitat von Energieausdrticken ist (siehe Anhang A fur die Definition des dyadi-

schen Produkte®). Der Metriktensor (Einheitstensarpler Referenzkonfiguration kann in ko-
und kontravarianter Basis wie folgt dargestellt werden:

9=0"g®g =99 (3.4)

mt ¢'=d¢-d und gj=g-9 . (3.5)
Sind die Ortsvektoren sowohl in der Referenz- als auch in der Momentankonfiguration bekannt,
kann dieBewegung jedes Punktes des Kdrpers und somit die Deformation des Korpers eindeutig

beschrieben werden. Das Verschiebungsiehdrd dabei als die Differenz der Ortsvektoren der
Momentan- und der Referenzkonfiguration ausgedruckt:

u(@t, 62 6% = x(61,62 6% — x(6*,6% 6% . (3.6)
Die ko- und kontravarianten Basisvektoren der Momentankonfiguration erh&lt man durch An-

wendung des sogenannteateriellen Deformationsgradienténauf die Basisvektoren der Re-
ferenzkonfiguration

— X _O0X X _E.q i _ 00 _ e-T. 4
9i=2gi"ox a9 "% und g=Sc=F""-g. (3.7)

Gleichung (3.7) bezeichnet man auch\vaewvartstransformatiorpush forward). Der materi-
elle Deformationsgradier ist im Allgemeinen ein unsymmetrischer Tensor zweiter Stufe und
in Abhangigkeit des VerschiebungsgradienitefolgendermalRen definiert:
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F:=gradx=gradu+g=H +g . (3.8)
Siehe dazu Gleichung (A.13) fur die Definition des Gradienten eines Vektors.

Bei derRuckwartstransformatiofipull back’) ergeben sich die ko- und kontravarianten Basis-
vektoren der Referenzkonfiguration aus denen der Momentankonfiguration

g=F1'g. g=F'-g . (3.9)

Damit diese Transformationen eindeutig umkehrbar sind, musadibi-Determinantd des
Deformationsgradienteld ungleich Null sein. Dariiber hinaus soll sich der Kérper wéhrend sei-
ner Deformation nicht selbst durchdringen. Dies fuhrt zu der Forderung, die Determinante muss
grofRer oder gleich Null sein. Es folgt schlie3lich

J:=detF >0 . (3.10)

Als Verzerrungsmalf3 fur die konstitutive Gleichung ist der Deformationsgradient allerdings nicht
unbedingt geeignet, da er Starrkorperanteile enthélt, richtungsabhéngig und unsymmetrisch ist.
Ein sinnvolles und geeignetes Verzerrungsmalf ist mitaiesn-LagrangschenVerzerrungs-
tensorE gegeben, der tiber den Deformationsgradienten oder tber die Differenz der Metrikten-
soren von Momentan- und Referenzkonfiguration definiert ist

1 1 i '
E:=3(FT-F-g)=3(0;—g) @9 . (3.11)
Er liefert bei Starrkdrperrotation und -translation keine Verzerrungea (), ist richtungsun-
abhéngig (durch den quadratischen Téfm F ) und symmetrisch = ET). Alternativ lasst
er sich auch in Abhangigkeit des Verschiebungsgradidntemit

E:=Z(H+HT+HT-H (3.12)

darstellen. Bei Vernachlassigung der nichtlinearen Anteile des VerschiebungsgraHiemten
héalt man hieraus den Verzerrungstenstir kleine Verformungen:

e=2H+HT) . (3.13)

Weitere Verzerrungsmale sind u.a. in Ogden (1984) zu finden.

3.1.2  Spannungsmal3e

Betrachtet man einegedachterschnitt im Punkk durch einen materiellen Korp@rin der ak-
tuellen Konfiguration, so werden nach dEmier-Schnittprinziglie inneren Krafte zur Betrach-
tung frei. Die Kraftedf bezogen auf die gedachte Schnittflagh®liefern fur den Grenziber-
gang4A — 0 die Definition das Spannungsvektdrs

t:= lim AT _ df

" AA-04A  dA

Des Weiteren fordert d&auchy-Postulatdass der Spannungsvektaur von der Orientierung
der gedachten Schnittflache, also lediglich vom Normalenvektar Schnittflache abhangig
sein soll. Betrachtet man im Folgenden die Gleichgewichtsbedingungen an einem infinitesima-
len Tetraederelement der Momentankonfiguration, so lasst si€tadehy-Spannungstenser
aus der folgenden linearen Abbildur@aichy-Theorejrals

f=0o-n mit ¢=0g®g (3.15)

(3.14)

17



angeben. Die Cauchy-Spannungenrerden durch ihren Bezug auf die aktuelle Konfiguration
oft auch alsvahre Spannungeezeichnet. Mit der Forderung, dass die resultierende Kiraft d
auf eine Flachenelement unabhangig von der Bezugskonfiguration sefnd®i t dA), ge-
winnt man mit deNanson-Formeh dA = detF F ~T - n dA folgende Beziehung:

o-mMdA=detFo-F T -ndA . (3.16)

Gleichung (3.16) liefert die wahren Spannungen in Bezug auf Flachenelement der Referenzkon-
figuration und somit die Definition des unsymmetrischeRiola-Kirchhoff-Spannungstensors
P, der seine Unsymmetrie vom Deformationsgradieperbt”.

Pi=detFo-F T=Pig®g . (3.17)

Um den Nachteil der Unsymmetrie zu beheben, wird haufig.d@iola-Kirchhoff-Spannungs-
tensorS eingefiihrt, der durch eine Rickwartstransformation des Basisvektor&leichung
(3.17) gewonnen wird.

S:=F1.-P=9g®g . (3.18)

Der 2. Piola-Kirchhoff-(PK2)-Spannungstens@s bezieht sich infolgedessen nur noch auf
GroRRen der Referenzkonfiguration; seine physikalische Bedeutung ist damit erschwert (Pseu-
dospannungstensor). Die zum PK2-SpannungsteSsamergetisch konjugierte Grol3e ist der
Green-Lagrange’sche VerzerrungstenSoleiterhin gelten die folgenden Beziehungen zwi-
schen dem Cauchy-Spannungstersand dem PK2-Spannungsten$r

S=detFFl-g-F T, (3.19)
_ 1 . .g.pT
0=E F-SFT. (3.20)

3.1.3 Elastisches Materialgesetz

Das Werkstoffgesetz stellt den Zusammenhang zwischen den Spannungen und den Verzerrungen
her, die bei der Lagrange’schen Betrachtungsweise in der Regel durch den 2. Piola-Kirchhoff-
Spannungstens@ und den Green-Lagrange’schen VerzerrungsteBsarsgedriickt werden.

Geht man davon aus, dassspezifisches Formanderungspoten¥iéli(E) existiert (hyperela-

stisches Material), so lassen sich zum einen die Spann@wjsrdie erste Ableitung und zum
anderen der vierstufige Materialtengdals die zweite Ableitung des Potenzials nach den Ver-
zerrungerk angeben:

OWIT(E)  92Win(E)
9E und C'=—EE

Fur den Fall der linearen Elastizitat st€lleinen eindeutigen und linearen Zusammenhang zwi-
schen dem Spannungstensound dem Verzerrungstensbrher.

S=C:E mt C=CNgRge9®yg . (3.22)

S:= (3.21)

Im allgemeinen Fall der Anisotropie besitzt der Materialtensor 81 Konstanten, die sich allerdings
durch Ausnutzung der Symmetrieeigenschaft des Spannungs- und Verzerrungstensors auf 36 re-
duzieren lassennjinor symmetryy. Durch die Anwendung d&chwarschenSatzesder be-

sagt, dass die Reihenfolge der Ableitungen aanGleichung (3.2)vertauschbar sei, folgt
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. anisotrop . transversaly .
Material (triklin) monoklin orthotrop isotrop isotrop
Anzahl der
unabh&ngigen 21 13 9 5 2
Materialkonstanten
Anzahl dgr 0 1 3 3 o
Symmetrieebenen

Abb. 3.2: Anzahl der Materialkonstanten und der Symmetrieebenen

die Symmetrie vorC sowie die Reduktion auf 21 Konstanténgjor symmetry). Ein solches
Material wird mit triklin bezeichnet und besitzt noch keine Symmetrieebenen. Sind in einem
Werkstoff eine, mehrere oder unendlich viele Symmetrieebenen vorhanden, spricht man von
monoklinem, orthotropem, transversal-isotropem oder isotropem Material. Diese unterscheiden
sich nicht nur hinsichtlich inrer Symmetrieebenen, sondern auch beztiglich der Anzahl der unab-
hangigen Materialparameter, siehe Abb. 3.2. Auf die bildliche Darstellung der Materialsymme-
trieebenen und der daraus resultierenden Ausdriicke zur Berechnung der Kompo¥tedesn
Werkstofftensors wird an dieser Stelle verzichtet und auf die einschlagige Literatur verwiesen.

Weiterhin ist der folgende Sachverhalt von Bedeutung: Die angenommene lineare Beziehung
zwischen dem Green-Lagrange’schen Verzerrungstdasmd dem PK2-Spannungstensdr
(Gleichung (3.22)) bedeutet eine Beschrankung auf kleine Verzerrungen. Der Verzerrungstensor
E ist aber weiterhin nichtlinear vom Verschiebungsgradiehté@leichung (3.12)) abhangig.

Dies entspricht einer Ubertragung der konstitutiven Gleichung $tngenant-Kirchhoff-Mate-

rials auf orthotrope oder transversal isotrope Materialien. Stein und Barthold (1996) bezeichnen
dieses Material auch als ein Modell frol3e Verschiebungen — kleine Verzerrungerlir die
Simulation diinnwandiger bzw. schalenartiger Flachentragwerke ist dieses Modell gut geeignet,
da diese Strukturen zwar endliche Rotationen und Verschiebungen, in der Regel aber kleine Ver-
zerrungen aufweisen. Die geometrische Nichtlinearitat ist somit trotz der linearen konstitutiven
Beziehung vollstdndig bewahrt (Stein und Barthold (1996)). Sollten allerdings tatséachlich groR3e
Verzerrungen auftreten, sind entsprechende nichtlineare Materialgesetze zu verwenden. Exem-
plarisch seien hier Materialgesetze nach Ogden oder Mooney-Rivlin genannt. Im Vorgriff auf
das Kapitel der Plastizitatstheorie (Kapitel 4) ist noch darauf hinzuweisen, dass die Beschran-
kung auf kleine Verzerrungen zusatzlich die additive Zerlegung des Verzerrungstensors in elasti-
sche und plastische Anteile erlaubt.

3.1.4 Schwache Form des Gleichgewichts

Uber die Erhaltungssatze fur die Masse und fir den Impuls lasst sichGtiechyscheBewe-
gungsgleichungm statischen Fall und in Bezug auf die Referenzkonfiguration wie folgt ange-
ben

dvP+pb=0. (3.23)

Sie stellt die lokale Gleichgewichtsgleichung eines materiellen Punktes des Kiigearsind
wird auch alstarke Form des Gleichgewictiiszeichnet, da das Gleichgewicht punktweise er-
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fullt sein muss. In Gleichung (3.23) bezeichbaten Volumenkraftvektor pro Masseneinheit
und p die Massendichte. Mit dstatischen Randbedingung

t'=t=P-n auf dem SpannungsrangNeumanrRand) As (3.24)

kann man dieschwache Form des Gleichgewicheleiten. Hierzu werden die Gleichungen
(3.23) und (3.24) mit einer Testfunktiom, die auf denDirichlet-Rand {/erschiebungsrand
identisch Null ist, gewichtet und Uber das Volumen des Korpers integriert.

SW(u, du) = J(div P+pb)-oudv+ J(t* —t)-oudA=0 (3.25)
As

Unter Ausnutzung der Produktregel (A.9) und des Gaul3’schen Integralsatzes (A.10) erhalt man
die schwache Form des Randwertproblems mit

SW(u, du) = J((P - graddu — div(PT - du) — p b - du)dV - f(t —t) - dudA
\Y; As
=J(s:5EdV—[pb-audV—ft*-audA (3.26)
v Y As
= OW,((u,0u) + OWey(u,ou) = 0 . (3.27)

Wird die Testfunktiordu als virtuelle Verschiebung interpretiert, so stellt Gleichung (3.26) das
Prinzip der virtuellen Verschiebungeiar. Der erste Integralausdruck gibt diguelle innere
Arbeitwieder, wahrend die beiden anderen Termeidieelle &ul3ere Arbeider Belastung be-
schreiben. Fur kleine Deformationen kann 8= ¢ unde nach Gleichung (3.13) das Prinzip
der virtuellen Verschiebungen auch wie folgt geschrieben werden:

6W(u,c3u)=fo:éedv—jpb-éu dv — ft*-éu dA =0 . (3.28)
Y v As

Zur raumlichen Diskretisierung und Losung der schwachen Form des RWP wird in dieser Arbeit
die Finite-Element-Methode (FEM) verwendet. Die Losung des nichtlinearen RWPs muss dabei
sowohl nach Gleichung (3.26) aufgrund geometrischer und/oder materieller als auch nach Glei-
chung (3.28) aufgrund materieller Nichtlinearitat inkrementell iterativ erfolgen. Hierzu kann im
Sinne einePradiktor-Korrektor-VorgehendasNewton-Raphson-Verfahreerwendet werden,

das bei einer konsistenten Linearisierung (siehe Kap. 3.2.3) quadratische Konvergenz in der
Nahe der Losung liefert. FUr alternative Lésungsverfahren siehe Luenberger (1984).
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3.2 Dreidimensionales, geschichtetes Schalenmodell

Wie bereits in Kapitel 1 erwahnt wurde, hat die vorliegende Arbeit das Ziel, dinnwandige und
schalenartige Strukturen aus geschichteten FVW unter Beriicksichtigung geometrischer und ma-
terieller Nichtlinearitaten zu simulieren. Im Folgenden werden daher kurz die aus dem Struktur-
aufbau resultierenden Anforderungen an ein Schalenmodell genannt und anschlie3end ein ge-
schichtetes, finites Schalenelement vorgestellt, das auf die Arbeit von Braun (1995) zurlickgeht.
Dabei wird insbesondere auf die Wahl des kinematischen Ansatzes in Dickenrichtung der Schale
eingegangen, was auch 8emidiskretisierung in Dickenrichtuhgzeichnet werden kann.

3.2.1  Strukturspezifische Anforderungen

Laminat- und Sandwichkonstruktionen aus FVW stellen aufgrund ihres inhomogenen Aufbaus
und ihrer Anisotropie erhdhte Anforderungen an die Kinematik eines Schalenmodells. Durch die
unterschiedliche Orientierung und die variierenden mechanischen Eigenschaften der Einzel-
schichten konnen zick-zack-formige Verschiebungsverlaufe tber die Dicke der FVW-Struktur
entstehen. Die klassischen Annahmen \ane Querschubdeformationenid,Ebenbleiben

des Querschnittessind somit nicht mehr aufrecht zu erhalten. Ebenso kénnen Spannungen in
Dickenrichtung infolge von Kompatibilitatsforderungen an den Schichtgrenzen entstehen (siehe
Kapitel 2.3). Die bei der Herleitung von Schalentheorien sonst tibliche Annahme verschwinden-
der Normalspannungen in Dickenrichtur@{ = 0) ist dann nicht mehr gerechtfertigt. Folg-

lich ertibrigt sich auch die Modifikation bzw. Kondensation des Werkstoffgesetzes, die anson-
sten zur Realisierung vo8®® = 0 nétig und bei komplizierten Stoffgesetzen (gummiartige
Materialien, Schadigungs- und Plastizitatsmodelle) nicht trivial ist. Soll zusatzlich das Dela-
minationsversagen untersucht werden, so missen auf jeden Fall die Dickennormalspannungen
S%3 periicksichtigt werden, weil diese fiir die Initiierung von Delamination entscheidend sind.
AulRerdem muss zur geometrischen Beschreibung der Delaminatidnfeiaiten der Schale
ermdglicht und somit ditnextensibilitéat des Direktorfallen gelassen werden. Dies fuhrt auf
eine Schalentheorie nixtensibilitdt des Direktors

Die Beseitigung der oben genannten kinematischen Restriktionen beziglich des Schalendirek-
tors (keine Querschubdeformationen, Ebenbleiben des Querschnittes und Inextensibilitat des
Direktors) fuhrt im Sinne einer Semidiskretisierung in Dickenrichtung entwedEiraghicht-
theorien(hierarchische Modelle, ‘single-layer formulatiQrdder auf sogenannidehrschicht-
theorien('multi-layer formulation). Wahrend erstere héhere Polynomgrade fur den Verschie-
bungsansatz Uber die Dicke verwendgnMethodg, verwenden letztere schichtweise
Verschiebungsansatze, was einer Diskretisierung in Dickenrichtung vergleichbar ist. Dabei kon-
nen sowohl schichtweise lineare-Nethodé¢ oder schichtweise hdherb-p-Methodg Ver-
schiebungsansitze gewahlt werden, siehe auch Bischoff (1999) fiir eine detaillierte Ubersicht
verschiedener Schalentheorien. Es bleibt aber anzumerken, dass Einschichttheorien selbst mit
hoherem Polynomgrad im Allgemeinen nicht ausreichen, um den Verschiebungsverlauf tber die
Dicke von FVW-Strukturen mit ausreichender Genauigkeit darzustellen. Mehrschichttheorien
sind hierzu besser in der Lage, da die schichtweisen Verschiebungsansatze zu Knicken im Ver-
schiebungsverlauf fihren und folglich Diskontinuitaten in den Verschiebungsableitungen ent-
stehen. Daruiber hinaus sind Einschichttheorien im Hinblick auf die Beschreibung von geometri-
schen Diskontinuitéaten, wie beispielsweise Delaminationen, ungeeignet. Diese konnen
hingegen mit Mehrschichttheorien entweder in der verschmierten Betrachtungsweise einer Pro-
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Faserverbundquerschnitt Berechnungsschichten NL=3 Berechnungsschichten NL=5

: ' 1 ' 1 8,
Material 3 1 ) as, 1 ] a, &
Material 2 a, ? as,
. 1 A 1 \ a32
Material 1 ' ' ag, [ | -
\ / ) / 3,
physikalische bzw. Berechnungsschichten bzw. numerische oder kinematische Schichten
materielle Schichten (Semidiskretisierung in Dickenrichtung)

Abb. 3.3: Physikalische und numerische Schichten

zesszone oder durch Hinzunahme von Riss6ffnungsvektoren diskret (Gruttmann (1996) und
TelBmer (2000)) beschrieben werden. Im Folgenden wird die Kinematik des Schalenmodells
nach Braun (1995), das auf der Mehrschichttheorie mit schichtweiser extensibler Reissner-
Mindlin-Kinematik basiert, kurz vorgestellt.

3.2.2 Kinematisches Modell

Zur Beschreibung der unverformten, mehrschichtigen Schalengeometrie wird diese in eine be-
stimmte Anzahl Berechnungsschichten (NL) unterteilt, wie beispielsweise in Abb. 3.3 darge-
stelltist. Im Regelfall wird die Anzahl der Berechnungsschichten bzw. der numerischen Schich-
ten grolRer oder gleich der Anzahl der physikalischen bzw. materiellen Schichten des
FVW-Querschnittes sein. An jedem Punkt der Schalenmittelflache, die hier als Referenzflache
dient, kann ein krummliniges, konvektives Koordinatensystem aufgespannt werden. Die kova-
rianten Basisvektorea,; und a, der Schalenmittelflache bestimmt man dabei aus den Rich-
tungsableitungen i6%- undd*Richtung des Ortsvektors Ublicherweise steht der Direktag
senkrecht auf, und a, und weist als Lange die halbe Schalendicke auf. Ein beliebiger Punkt
des Schalenraums ist damit eindeutig durch seinen Ortsvektentifizierbar, der sich additiv

aus dem Ortsvektor der Schalenmittelflached dem Direktoa; zusammensetzt. Bei der ho-
herwertigen Kinematik der mehrschichtigen Schale wird jedoch fur jede Berechnungsschicht ein
zugehdriger Direktoa3Leingerhrt, siehe Abb. 3.4. Anfanglich besitzen die Direktoren die glei-
che Richtung und entsprechen in ihrer Lange der jeweiligen SchichtgicRer Ortsvektox

eines beliebigen Punktes der Schicht L kann somit Uber den Ortsvektier jeweiligen
Schichtmittelflache und den dazugehérenden Direifobestimmt werden:

X, =r +3fa, ;g e[1,1] ; L=1..NL. (3.29)
2 L

Dabei stelltg, die lokale Dickenkoordinate der Schicht L dar. Durch Ausnutzung der Bedin-
gung, dass der Ortsvektor am Ubergang von einer Schicht auf die nachste kontinuierlich sein
soll, also

X6 = +1) = X 4qCleg = — 1), L=1,..NL—1, (3.30)

kann man den Ortsvektay auch in Abhangigkeit der Schalenmittelflache und einer Kombina-
tion von Schichtdirektoren ausdrticken:

NL
XL=T+ > 03ga, . (3.31)
S=1
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Anmerkung: In Gruttmann (1996) und Tel3mer (2000) wird bewusst die Kontinuitatsbedingung
(3.30) zur kinematischen Beschreibung der Delamination fallengelassen. An den
delaminierten Stellen wird dann ein Sprungvektor (Rissoffnungsvektor) einge-
fuhrt.

In Gleichung (3.31) liefert die KontinuitéitsmatrﬂbﬁS die Aussage, ob die Schicht S auf dem
Weg von der Schalenmittelflache zu einem Punkt der Schicht L durchlaufen wird und somit der
jeweilige Direktora3szu berilicksichtigen ist. So lasst sich beispielsweise der Ortsvektor zu ei-
nem Punkt der finften Schicht wie folgt angeben:

X5(Cs) = + 0ag + Oag + %a33 +ag, + %(55 + 1)ag, . (3.32)
Unter der Voraussetzung, die einzelnen Direktoren bleiben wéhrend der Deformation gerade,
was einem linearen Verschiebungsansatz tber die Schichtdicke entspricht, ergibt sich das Ver-
schiebungsfeldi, zu

NL NL
u = v+ > 03a —ag) = v+ > 03w . (3.33)
S=1 S=1

Die Verschiebung der Schalenmittelflache wird dabeibizeichnet und der jeweilige Diffe-
renzvektor der Schicht S alg; Dieser berechnet sich aus der Differenz der Schichtdirektoren

in der Momentan- und der Referenzkonfiguration. Wie aus Gleichung (3.33) ersichtlich ist, er-
hoht sich mit steigender Anzahl der Berechnungsschichten (NL) auch die Anzahl der Freiheits-
grade pro Knoten. Zu den drei VerschiebungsfreiheitsgradenSchalenmittelflache kommen

pro Berechnungsschicht nochmals drei Freiheitsgrade fur den Differenzvekbonzu. Die
Gesamtanzahl der Freiheitsgrade entspricht somit gerade der einer Diskretisierung mittels linea-
rer Volumenelemente tber die Dicke.

Referenzkonfiguration Momentankonfiguration

Abb. 3.4: Hoherwertie Kinematik der mehrschichén Schale
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Der Green-Lagrange’sche Verzerrungsterisokann in Analogie zu Gleichung (3.11) tber die
Differenz der Metriken aus Momentan- und Referenzkonfiguration fir die jeweilige Schicht L
angegeben werden:

EL=EpL o, ®d =30 —o)d®d (3.34)
mit
X NL 3
O, = 502 = a, + Z 6L5a3s‘a und U3 = ag - (3.35)
s=1

Die bei Schalentheorien Ubliche Vorabintegration des Stoffgesetzes in Dickenrichtung mit
gleichzeitigem Ubergang von Spannungen auf SchnittgroRen (in Bezug auf die Referenzflache)
ist auch bei der hoherwertigen Kinematik moglich. Die Reduktion der Dimensionsanzahl von
drei auf zwei und folglich die flachenhafte Beschreibung der Struktur bei gleichzeitig vollstan-
dig dreidimensionaler Theorie ist der Vorteil, der hieraus folgt. Aufgrund der héherwertigen
Schalentheorie und den von Schicht zu Schicht variierenden Materialeigenschaften muss aller-
dings die Vorabintegration in Dickenrichtung schichtweise erfolgen. Die SchnittgréRen und die
Einzelschicht-Materialtensoren werden somit fiir jede Schalenschicht separat integriert. Weiter-
hin kénnen die Faser- bzw. Materialkoordinatensysteme der Einzelschichten gegeniber dem
globalen Koordinatensystem verdreht sein, siehe beispielsweise Abb. 2.2, was eine Richtungs-
transformation der Einzelschicht-Materialtenso@nin das globale Koordinatensystem nétig
macht (vergleiche Braun (1995)). Es soll an dieser Stelle nochmals ausdrticklich darauf hinge-
wiesen werden, dass der vollstandige und unveranderte Werkstofftensor verwendet wird und
keine Modifikation notig ist.

Anmerkung: Der aus der einschlagigen Literatur (Buchter und Ramm (1992), Blichter et al.
(1994)) bekannte Versteifungseffekt des Poisson-Dickenlocking (nicht zu ver-
wechseln mit ‘Curvature-Thickness-Locking’), der bei Querdehnzahlen ungleich
Null und bei Schalentheorien mit 3D-Stoffgesetz und extensiblem Direktor auf-
tritt, ist bei der hoherwertigen Kinematik ebenfalls vorhanden. Allerdings wird
der Versteifungseffekt bei Verwendung mehrerer Schichten deutlich abge-
schwacht (Braun (1995)). Die schichtweisen linearen Verschiebungsansétze fih-
ren namlich auf konstante Verzerrungeg i jeder Schicht. Somit wird ein Gber
die Dicke linearer Verzerrungsverlauffdurch schichtweise konstante Verzer-
rungen angenahert. Dies stellt insoweit keinen grol3en Nachteil dar, da die Simu-
lation von geschichteten Strukturen unter Berlicksichtigung lokaler Effekte ohne-
hin die Verwendung vieler Berechnungsschichten erfordert.

3.2.3 Diskretisierung und Linearisierung

Die Variationsformulierung des lokalen Gleichgewichts im Sinne einer schwachen Formulie-
rung (Gleichungen (3.26) oder (3.28)) stellt die Basis fiur viele Diskretisierungsmethoden, so
beispielsweise auch der FEM, dar.

Im Rahmen der FEM wird das zu untersuchende Gebiet des RWP der Kontinuumsmechanik in
eine endliche Anzahl von Teilgebieten zerlegt bzw. mit finiten Elementen diskretisiert. Die Stei-
figkeiten und die Lastvektoren aller Elemente werden ahnlich einem Baukastenprinzip zur Ge-
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samtsteifigkeitsmatrix bzw. zum Gesamtlastvektor zusammengebaut. Die Diskretisierung muss
an dieser Stelle nur noch tUber das Gebiet der Schalenmittelflache durchgeftihrt werden. Durch
die Wahl des Verschiebungsansatzes tber die Dicke (Semidiskretisierung, Kapitel 3.2.1) und die
Vorabintegration (Kapitel 3.2.2) ist die Diskretisierung der Dickenrichtung namlich schon er-
folgt. Die diskretisierte Form des Ortsvektors (3.31) lautet

~xD = Z N (&, 7)r + Z 03 Z N(&,mak, . (3.36)

K=1

Dabei bezeichnélly die in natiirlichen Koordinatgi, ) definierte Formfunktion des Knotens
K, und NN die Anzahl der Knoten pro Element. Die Diskretisierung des Verschiebungsfeldes
u, fuhrt unter Verwendung des isoparametrischen Konzepts auf

NN NL NN
~ul = > Neve+ > 035 > Nw§ (3.37)
K=1 S=1 K=1

Uber die diskretisierten Ausdriicke des Green-Lagrange’schen Verzerrungstensors und die
schichtweise integrierten Spannungsresultierenden (siehe Braun (1995)) kann aus den virtuellen
Arbeitsanteilen nach Gleichung (3.26) ein nichtlineares, elementbezogenes Gleichungssystem
in den unbekannten Knotenverschiebunddrergeleitet werden:

IW,
SW, (d,dd) = odT - Mint _ odT - f.(d)
int ad int — f(d) — fe=0 . (3.38)

OWey(d,0d) = 8dT - (= feoy)
Die unbekannten Knotenverschiebungkesind dabei wie folgt sortiert:

dT =[d] ... d§ ... dfy (3.39)
mit

o = [VE (), (wR), - - (o] (3.40)

Im Sinne eine8Bubnov-GalerkirvVerfahrens werden fir die virtuellen Knotenverschiebungen
od die gleichen Ansatzfunktion wie fur die Knotenverschieburdjeerwendet.

In der Regel handelt es sich bei dem Gleichungssystem nach Gleichung (3.38) um ein nichtlinea-
res Problem. Die Nichtlinearitat ist dabei durch geometrisch und/oder materiell nichtlineare Ef-
fekte gegeben. Zur L6sung dieses Gleichungssystems wird daher auf das inkrementell-iterative
Newton-Raphson-Verfahren zurtickgegriffen. Hierbei wird eine verbesserte Lésung durch eine
TaylorreihenentwicklungAbbruch nach dem Glied erster Ordnung) der nichtlinearen, skalar-
wertigen Vektorfunktio®®W(d) an der Stelle einer bereits bekannten Naherungs|daberil-

ten. Die anschliel3ende Korrektoriteration eliminiert den Linearisierungsfehler.

oW(d) = 6Wd) + DOW(d) - 4d mit  DOW(d) = aavv@ . (3.41)

Der AusdruckDoW(d) bezeichnet dabei dRichtungs bzw. dieGdteaux-Ableitunghach den
Knotenverschiebungen an der Stelléseht man davon aus, dass eine verschiebungsunabhéan-
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gige und richtungstreue Belastung vorliegt, so ist die Richtungsableitung nur fur die innere ele-
mentbezogene ArbedWi,(d) aufzustellen und es folgt:

OW(d) = oW(d) + DOW;,(d) - 4d (3.42)
mit
OW(d) = oW, (d) + OWey - (3.43)

Werden bei der RichtungsableituED@Wim(a) keine Terme vernachlassigt, spricht man von ei-
nerkonsistenten Linearisierunabei ist insbesondere zu beachten, dass bei materieller Nicht-
linearitat der Materialtensor eine nichtlineare Funktion der Verzerrungen und somit der Knoten-
verschiebungen ist. Er muss daher ebenfalls konsistent linearisiert werden, siehe Kapitel 4.4.1.
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4 Elastoplastizitat

In diesem Kapitel sollen nach einer kurzen physikalischen Motivation des phanomenologischen
Plastizitditsmodells die grundlegenden Gleichungen der Elastoplastizitat und der Viskoplastizitat
nach Duvaut und Lions (1972) hergeleitet werden. Des Weiteren wird auf die inkrementelle For-
mulierung der Elasto- und der Viskoplastizitat eingegangen, die flir das numerische Losungsver-
fahren (Newton-Raphson) nétig ist. Auf beides wird in den Kapiteln 6 und 7 zuriickgegriffen.
Far weiterfihrende Literatur zu diesem Thema sei auf die klassischen Arbeiten von Nadai (1931)
und Hill (1950) sowie auf neuere Abhandlungen von Mandel (1972), Lemaitre und Chaboche
(1985), Lubliner (1990), Miehe (1993) und Simo und Hughes (1998) verwiesen.

4.1 EinfUhrung

Elastisches Materialverhalten zeichnet sich dadurch aus, dass bei Be- und Entlastung die gleiche
Spannungs-Dehnungskurve durchlaufen wird und bei vollstéandiger Entlastung keine bleibenden
Verformungen entstehen, d.h. die Verzerrungenrswersibel Jedes Material hat in der Realitat
allerdings eine obere Grenze, ab der es sich nicht mehr elastisch verhalt. Uberschreitet also die
Materialbeanspruchung die sogenartigstizitatsgrenz&,, so werdemplastischebzw.irrever-

sible Verzerrungemuftreten. Dabei resultiert im Unterschied zur Viskoplastizitat eine Bela-
stungsénderung in eine unmittelbare und zeitunabhangige Deformationsanderung. Somit ist das
Materialverhalten zwar nicht von der Zeit als physikalische Grol3e, aber dennoch von der Belas-
tungsgeschichte abhangig. Die Entlastung aus einem plastischen Zustand findet parallel zum
elastischen Belastungsast statt und es verbleibt bei vollstandiger Entlastung der plastische Ver-
zerrungsanteil. Die Wiederbelastung verlauft exakt auf dem Entlastungspfad, vergleiche Abb.
4.1a). Eine schmale Hysterese-Schleife, die eventuell im Experiment auftritt, wird dabei nicht
berucksichtigt.

Nach Erreichen der ElastizitatsgrengéeBspannunpS, kann neben nahezu ideal plastischem
Materialverhalten (Zunahme der Verzerrungen bei gleich bleibenden Spannungen) auch ver-

Verfestigung  b) S linear verfestigend

= _F = ideal plastisch
> SR S
E = Al linear entfestigend
; 0
1 Entfestigung exponentiell
1 entfestigend _
‘ = E = E
| |
EP Egy
el
EVer

Abb. 4.1: a) Schematische Darstellung inelastischen, plastischen Materialverhaltens
b) Idealisierte, einaxiale Spannungs-Dehnungs-Beziehungen
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und/oder entfestigendes Verhalten beobachtet werden. So fuhrt beispielsweise das plastische
FlielRen bei Metallen auf ein makroskopisch eher verfestigendes und duktiles Verhalten, das sich
mit der Behinderung einzelner Gleitebenen in der kristallinen Struktur erklaren lasst.
Entfestigendes und eher sprodes Materialverhalten lasst sich hingegen bei Geomaterialien und
Beton feststellen. Die Erklarung liegt hier in der Auflockerung des Korngefiliges. Bei Faserver-
bundwerkstoffen hangt das Nachbruchverhalten stark von den verwendeten Faser- und Matrix-
materialien sowie von der Faserorientierung und der Belastungsrichtung ab. Es kann sowohl ent-
festigendes und sprodes Verhalten als auch verfestigendes und duktiles Verhalten auftreten, siehe
beispielsweise Herakovich (1998).

Im Vordergrund der Plastizitatstheorie im Rahmen der Kontinuumsmechanik steht allerdings
nicht die Modellierung der mikroskopischen Vorgange auf der Mikroebene des Werkstoffes,
sondern die ph&dnomenologische Beschreibung des Materialverhaltens auf der Makroebene. Bei
der numerischen Simulation des nichtlinearen Materialverhaltens wird das wirkliche Nach-
bruchverhalten daher meist durdbalisierte, einaxiale Spannungs-Dehnungs-Beziehubgen
schrieben, siehe Abb. 4.1b), die auchEalslutionsgesetzmterpretierbar sind. Diese steuern

uber die Veranderung der aquivalenten FlieRspanSudige Anderung defFlieRfunktionbzw.
derFliel3flache

Die in dieser Arbeit verwendete Plastizitdtsformulierung geht auf Green und Naghdi (1965) zu-
riick und eignet sich besonders zur Modellierung diinnwandiger Flachentragwerke. Diese kon-
nen zwar endliche Rotationen, aber in der Regel kleine Verzerrungen aufweisen, wenn man von
Umformvorgangen oder ahnlich grof3en Beanspruchungen absieht. Infolge der Beschrankung
auf kleine Verzerrungen kann laut Matzenmiller (1988) auf die numerisch aufwendige Integra-
tion der geometrisch bedingten Anteile in den plastischen Spannungsflissen verzichtet werden.
Daruber hinaus ist der additive Split des Green-Lagrange’schen-Verzerrungskensiaissig.

4.2 Ratenunabhangige Plastizitat

4.2.1 Herleitung der Werkstoffgleichungen

Sowohl der Green-Lagrange’sche VerzerrungsteBsos auch dessen RatenfoEkann unter
den oben getroffenen Annahmen additiv in einen reversiblen, elastischen und in einen irreversi-
blen, plastischen Anteil zerlegt werden:

. .el -pl
E=e®+€P, E=E"+E". (4.1)

Folglich kann diefreie Helmholtz-Energie%in den elastischen und reversiblen Anteil der spe-
zifischen Verzerrungsenerglé, und in den plastischen und irreversiblen An%j|, der von
den internen Variablen des Verzerrungsrasrabhangig ist, aufgespalten werden. Die additive
Zerlegung derfreien Helmholtz-Energie? ist nach Lubliner (1990) nur dann zuléssig, wenn
auch die Verzerrungen additiv zerlegt werden kénnen. Es lasst sich somit schreiben:

W(E EP &) = W,(E,EP) + W, (x) . (4.2)

Die spezifische Verzerrungsenergffg, ist durch die zweifache doppelte Verjingung des Mate-
rialtensorsC® mit den elastischen Verzerrungefl gegeben

wo(E,EP) = 2(E — EP): C®: (E - EP) | (4.3)
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wahrend der plastische Antéﬂm dem Integral des Evolutionsgesetzes entspricht:
K
V() = f q(x) dic . (4.4)
0

Die beobachtbaren GroR3en sind dabei die Gesamtverzerringginrend der Vektat die im
Verzerrungsraum definierten, internen Variablen darstellt. Hierzu ist der Vektor der internen, im
Spannungsraum definierten Variablgenergetisch konjugiert und es gilt folgender formaler
Zusammenhang, der auch als Evolutionsgesetz bezeichnet wird:

q = h(x) . (4.5)

Nach demzweiten Hauptsatz der Thermodynamnkiss diennere Dissipationwahrend des
FlieRvorganges positiv sein. Fur isotherme Prozesse geht hieraus die isotDieunseis-Du-
hem-Ungleichung’D = S: E — ¥ = 0 hervor,deren Auswertung nach Coleman und Noll
(1963) bzw. nach Coleman und Gurtin (1967) die Definition des Spannungstensors als energe-
tisch konjugierte GréR3e zu den elastischen Verzerrungen liefert (vergleiche Anhang B):

_ 0¥ _ el [
s_@_ce.(E—Ep). (4.6)

Die verbleibend®issipationsungleichuntautet somit:
pl
DPl=S:E" +q-£=0 . (4.7)

In der Plastizitat ist es Ublich, die Fliel3funktibrspannungsbasiert als die Differenz der Ver-
gleichsspannund (S, g) und der aquivalenten FlieRspannug{g) zu definieren:

F=FSq=1(Sq—-Sa=0. (4.8)

Die FlieRBbedingund=(S,q) = 0, die im Hauptspannungsraum auch als eine Fliel3flache darge-
stellt werden kann (Betten (1986), Hill (1950)), trennt die zulassigen von den unzuléssigen Be-
reichen ab. Ein Zustand, der durch den Spannungst8Susat die internen Variablespgegeben

ist, wird als zulassig bezeichnet, wenn er innerhalb der Flie3flache liegt und die Fliel3¢funktion
F < Oerfullt. AuRBerhalb liegende Zustande sind unzuldssig; vielmehr entstehen plastische Ver-
zerrungen in der Art, dass die Fliel3bedingung durch die aktualisierten internen Vagiabten

die auf die FlieRflache rickprojizierten Spannungemieder erfullt wird.

Wendet man innerhalb eines plastischen Belastungsprozesdesstiaat vom Maximum der
plastischen Dissipatioan, kann die Dissipationsungleichung (4.7) in ein mathematisches Opti-
mierungsproblem mit der FlieRbedingung (4.8) als Nebenbedingung tberfuhrt werden, verglei-
che Luenberger (1984) und Simo et al. (1989). Hierzu wird die Fliel3funktion GbeLagran-
ge-Parameter, der auch alglastischer Multiplikatoridentifiziert werden kann, in die
Dissipationsungleichung eingebracht. Die Stationaritatsbedingung der zugehéggenge-
Funktionlautet somit:

L= -D+iF=-SE"—q k+iFSq — stat (4.9)
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Die Auswertung der Lagrange-Funktion liefert die Definitionen fur die Evolutionsgleichungen
der plastischen Verzerrungen und der internen Variablen

oL _ _ Pl 0F _ L gP : ._ oF
s= —E +i55=0 E"=An  mit n:=%g (4.10)
aq ~ 1c+/16q 0 K laq . (4.11)

In Gleichung (4.10), im Folgenden auch Elie3regelbezeichnet, gibt der zweistufige Tensor
n die Richtung und den Betrag des plastischen Flusses an. Da sich die FlieRrichalmGra-
dient der FlieRfunktiofr nach den Spannung&ergibt, spricht man hier vassoziiertem Flie-
Renund bezeichnet die FlieRregel auchNadsmalenrege(plastischer Fluss normal zur Fliel3fla-
che). Dasassoziierte Ver-bzw. Entfestigungsgesetist in Gleichung (4.11) dadurch
charakterisiert, dass sich die internen Variallebenfalls aus dem Gradienten der Fliel3funk-
tion F nach den internen Variablepbestimmen lassen. Wird in (4.10) und (4.11) anstelle der
FlieRfunktionF einplastisches Potenzi@ = F definiert, so fuhrt dies auf emcht-assoziier-

tes FlieRermit nicht-assoziiertem Vebzw. Entfestigungsgesetmd es gilt

Pl _ - ._ 9G

E =Am mit m:=2s (4.12)
. _ 410G

K = /l—aq : (4.13)

Zu beachten ist hierbei, dass die aus dem plastischen Poteabgeleiteten Grol3en weiterhin

die Dissipationsungleichung (4.7) erfullen. Hingegen ist das Postulat vom Maximum der plasti-
schen Dissipation nicht mehr erflillt. Die Einflhrung eines plastischen PoteBzialfs kann

notig sein, wenn Materialien im Versuch ev@umenzunahm@ilatation) aufweisen, die bei
Verwendung einer assoziierten Formulierung eventuell iberschatzt wird. In diesem Fall wird das
plastische Potenzial so eingeftihrt, dass die volumetrische Komponemteki@iner ist als die

von n. Beispiele fir solche Materialien sind Beton und Bdden.

Die weitere Auswertung von Gleichung (4.9) liefert Bie- und Entlastungsbedingungean
Form derKuhn-Tucker-Bedingungen

F<0, A=0, Fi=0, (4.14)
sowie dieKonsistenzbedingung

F1=0. (4.15)
Fir eine plastische Belastung & 0) gilt mit Gleichung (4.15):

L _0F. g, OF 4
F=95S+55°4=0. (4.16)

Unter Bertcksichtigung der nicht-assoziierten Fliel3regel (4.12) erhalt man aus der Ratenform
fur die Spannungen (4.6)

$=ce: (E - E‘p') = c:(E - im) . (4.17)
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Die Ratenform des Evolutionsgesetzes nach (4.5) lautet unter Verwendung der Evolutionsglei-
chung (4.13) fur die Verfestigungsvariablen

q= % K= —AH - % mit H = — % (Verfestigungsmodul) (4.18)
und stellt damit das Ver- bzw. Entfestigungsgesetz dar. Grundsatzlich ist zwischen einer isotro-
pen und einer kinematischen Verfestigung zu unterscheiden, die sich unterschiedlich auf die
Flie3flache bzw. auf die Flie3funktion auswirken, siehe z.B. Hofstetter und Mang (1995). Im
Fall des isotropen Verfestigungsgesetzes reduziert sich der Vektor der internen Vayelflen
eine skalare Grol3g die die Verdnderung der aquivalenten FlieRspannung und somit die Gro-
Benanderung der Fliel3flache im Spannungsraum beschreibt. Bei einem kinematischen Verfesti-
gungsgesetz stelf den sogenannten kinematischen Ver- bzw. Entfestigungstensor oder auch
Backstress-Tensalar. Er beschreibt anschaulich die Translation der Flie3flache im Spannungs-
raum.

Werden die Gleichungen (4.17) und (4.18) in (4.16) eingesetzt, kann durch Auflésendiech
Rate des plastischen Multiplikators gewonnen werden:

- n:Ce:E
e A S eI (4.19)
S dq aq

Rucksubstitution in Gleichung (4.17) liefert die Ratenform der elasto-plastischen Spannungs-
Dehnungs-Beziehung

. | - | - .

= | co- cle.m@;Ic::e.n = |E. (4.20)
. el - or ., . VN
n:C .m+aq H aq

wobei der Klammerausdruck defasto-plastischen Materialtens@®P des Kontinuums dar-
stellt.

Die vorgestellten Gleichungen der Ratenform mussen innerhalb eines inkrementellen Verfah-
rens vom Zeitpunkt, zut, , ; integriert werden. Hierzu stehen verschiedene Zeitintegrations-
verfahren wie beispielsweise dBRsickwarts-Euler-VerfahrerdasVorwarts-Euler-Verfahren

die verallgemeinerte Trapezregehd dieverallgemeinerte Mittelpunktsregelr Verfligung,

siehe hierzu u.a. Simo und Hughes (1998), Simo und Taylor (1986) und Ortiz und Simo (1986).
Dabei bedingt der Ubergang von differenziellen zu endlichen Zeit- bzw. Lastinkrementen zu-
satzliche Terme in der Herleitung des elasto-plastischen Materialtensors. In Kapitel 4.4 wird da-
her die inkrementelle Formulierung der Elastoplastizitat hergeleitet.

Es soll an dieser Stelle noch einmal kurz auf das Postulat vom Maximum der plastischen Dissipa-
tion und dessen Konsequenzen eingegangen werden. Es besagt, dass die von wirklich auftreten-
den Spannungen an einer vorgegebenen plastischen Verzerrung geleistete Arbeit groler ist als
die Arbeit, die durch einen beliebigen zuldssigen Spannungszustand an derselben Verzerrung ge-
leistet wird (Roehl (1994)). Hieraus lassen sich die ForderungerKmastexitat der Fliel3fla-

che nach einer assoziierten Fliel3regel und nach einem assoziierten Ver- bzw. Entfestigungsge-
setz ableiten. Da im Fall der assoziierten FlieRregel die FlieRrichturgn ist, wird der
elasto-plastische Materialtens6fP symmetrisch. Im Vergleich dazu fordert das sogenannte
Drucker’scheStabilitatspostulatine positive Arbeitsbilanz wahrend einer inkrementellen Be-
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lastung bzw. in seiner erweiterten Form eine nicht negative Arbeit wahrend eines geschlossenen
Belastungszyklus. Hieraus leitet sich alleinig die Konvexitat der FlieRflauthdie assoziierte
FlieRregel, aber nicht ein assoziiertes Ver- bzw. Entfestigungsgesetz ab, vergleiche Hofstetter
und Mang (1995). Auf die formelméalige Darstellung der beiden Postulate wird verzichtet und
lediglich auf die einschlagige Literatur verwiesen.

4.2.2 \Verfestigungshypothesen

Aufgrund der Ver- bzw. Entfestigung verandert sich die Lage oder die Geometrie der Fliel3flache
im Spannungsraum. Zur Beschreibung dieser Veranderung werden in der Regel einaxiale, &qui-
valente Spannungs-Dehnungs-Beziehungen formuliert, die die Evolution der internen Variablen
vorgeben. Bei isotroper Verfestigung steuert beispielsweise die skalare, aquivalente Verzerrung
x Uber den Verfestigungsmoddlidie FlieRspannun§, und veréndert so die Groe der FlieRfl&-

che. Alternativ zur Bestimmung der aquivalenten Verzermarigper Gleichung (4.11) oder

(4.13) kann diese auch Uber die tensoriellen Gré3en der Spannungen und Verzerrungen berech-
net werden. Hierzu stehend grundsatzlich zwei verschiedene Hypothesen zur Verfigung, nam-
lich die Arbeitsverfestigungshypothesewie dieVerzerrungsverfestigungshypotheseehe
Hofstetter und Mang (1995), Khan und Huang (1995) und Simo und Hughes (1998).

Bei der Arbeitsverfestigungshypothese wird die Anderung der dreidimensionalen plastischen
Arbeit aus dem Skalarprodukt der Spannun§end den plastischen Verzerrunge?l mit der
Anderung der eindimensionalen plastischen Arbeit aus aquivalenter Spapumaohgquivalen-

ter Verzerrunge gleichgesetzt:

W =s:E"=hw) k=qx . (4.21)

Mit Gleichung (4.12) folgt flr die &quivalente Verzerrungsrate

K = ﬁs: m . (4.22)

Bei der Verzerrungsverfestigungshypothese wird hingegen nur die plastische Verzerrungsrate
EP!. genauer gesagt deren Norm, als Maf fiir die &quivalente Verzerrungseasamgezogen.

. pl -pl _pl .
k=a’Ep‘=a\/Ep:Ep mit a=\[% . (4.23)

Der Skalierungsparametapasst dabei die aquivalente Verzerrung, die sich unter der Vorausset-
zung eines rein deviatorischen plastischen Flusses ergibt, an die plastische Verzerrung bei rein
einaxialer Belastung an. Unter Verwendung von Gleichung (4.12) kann man somit fur die aqui-
valente Verzerrungsrate schreiben:

k=21 %m:m . (4.24)

32



4.3 Duvaut-Lions Viskoplastizitat

Aufbauend auf der in Abschnitt 4.2 vorgestellten ratebhé&ngigen Plastizitat soll im Folgen-

den eine ratenabhangige Erweiterung vorgestellt werden, die es ermoglicht, viskose Materialef-
fekte zu beriicksichtigen. Dabei wird die Zeit nicht mehr als Pseudozeit aufgefasst, sondern geht
als physikalische GroR3e direkt ein. Weiterhin wird noctbdenpfungsparametermit der Ein-

heit Zeit eingefuhrt, der ein Mal fir die zeitliche Verzogerung der Antwort darstellt. Es lasst sich
zeigen, dass dadurch emerner Langenparameteteingebracht wird (Sluys (1992)), der eine
regularisierende Wirkung hat. Dieser Umstand wird in Kapitel 7.2.5 ausgenutzt.

Neben der ratenabhéangigen Plastizitat mraetzyna(Perzyna (1966, 1971)) ist vor allem der

Typ Duvaut-LiongDuvaut und Lions (1972)) gebrauchlich, da er einige Nachteile des Perzyna-
Typs beseitigt. So ist zum einen die Behandlung nicht-glatter Flie3flachen einfacher. Zum ande-
ren ist eine algorithmische Trennung von ratenunabhangiger und ratenabhangiger Plastizitat bei
der Berechnung von Spannungen, internen Variablen sowie der Materialtangente méglich, siehe
Simo et al. (1988). Dariliber hinaus beinhaltet die Viskoplastizitat vom Typ Duvaut-Lions die ra-
tenunabhangige L6sung fur den Grenzfall, dass die Viskositat gegen Null geht. Dies ist fur eine
nicht-glatte Flie3flache beim Typ Perzyna nicht der Fall. Weiterhin ist erwahnenswert, dass es
sich bei den Viskoplastizitatsmodellen nach Perzyna oder Duvaut-Lions um sogéJizgmte
spannungsmodellgandelt, d.h. die FlieRbedingung ist am Ende des Zeitschrittes infolge visko-
ser Effekte nicht mehr erfiillt. Konsistente Formulierungen, bei denen die Fliel3bedingung noch
zusatzlich von der Rate der internen Variablen abhangi$s1, g), beseitigen die Uberspan-
nungen, siehe Wang et al. (1997) und Sluys (1992). Diese Formulierungen erméglichen auch die
Simulation sogenanntBortevin-Le-ChatelieEffekte (PLC-Band), vergleiche Wang und Sluys
(1998) sowie Aifantis (1998).

Ausgehend von der additiven Zerlegung der Verzerrungsrate in elastische und visko-plastische
Anteile

E-E"+E", (4.25)

wird fur F(S,q) > 0 die visko-plastische Verzerrungsrate nach Duvaut und Lions (1972) als
Differenz zwischen ratenabh&ngigen und ratenunabhangigen Grdél3en wie folgt definiert:

VP _ l el-1. _

ET=5C" :(s-§) . (4.26)
Die Evolutionsgesetze fir die internen Variabtpond x werden mit

. . -1 _

g= -3 @-09 ud ¢=""@-09= -8 (4.27)

vorgegeben. Dabei bezeichn8die Spannungen urifbzw. x die internen Variablen der raten-
unabhangigen Losung (Kapitel 4.2). Durch Einsetzen der visko-plastischen Verzerrungsrate
(4.26) in (4.17) erhalt man in Kombination mit (4.25) eine inhomogene Differenzialgleichung
1. Ordnung fur die Spannungé&n

S+%S=Ce':E+%§ . (4.28)
Die homogene Ldsung kann tber die Trennung der Veranderlichen berechnet werden und lautet
sh = Kexp{_Ts] (4.29)
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mit K als Integrationskonstante mit der Einheit einer Spannung und mit der Beitinhomo-
gene Anteil berechnet sich Uber die Variation der Konstanten

S"—ae S - S =) S"+als S (4.30)

und liefert durch Einsetzen in die Differenzialgleichung (4.28) die inhomogene Lésung

SN =a Kexp{_Ts] mit a= %J(exp{%](ce': E + %§)>ds : (4.31)

S

Somit erhalt man die Losung der Differenzialgleichung

S= Kexp[‘TS] + ex;{_Ts] f (exy{ﬁs](ce': E + %§))ds . (4.32)

S

Gleichung (4.32) muss innerhalb des inkrementell-iterativen Newton-Raphson-Verfahrens noch
integriert werden. Hierzu wird in Kapitel 4.4 eine vollstandige Integration nach Simo und Hug-
hes (1998) bzw. Ju (1992) verwendet und die Integrationskongtantgegeben.

Der eingangs schon erwahnte interne Langenparameter, der bei entfestigendem Materialverhal-
ten regularisierend wirkt und dariiber hinaus die Gutgestelltheit des Problems gewahrleistet,
kann durch Multiplikation der Zeitgrof3emit der elastischen Wellenausbreitungsgeschwindig-

keit c® angegeben werden, siehe beispielsweise Sluys (1992) und de Borst et al. (1993):

0=y o el o \/E n [ . (4.33)

d.h.n kann durch¢ ausgedrickt werden

4.4 Inkrementelle Formulierung

In Kapitel 3.2.3 wurde bereits auf die Linearisierung des nichtlinearen Gleichungssystems im
Rahmen des Newton-Raphson-Verfahrens kurz eingegangen. Innerhalb dieses inkrementell-ite-
rativen Verfahrens ist es durch die Einfihrung einer Diskretisierung in Zeitrichtung (Pseudozeit)
moglich, mitendlichen Last- bzw. Verschiebungsinkrementen zu operieren. Dabei wird wéahrend
eines Inkrementes ein elastiscReédiktorschrittaufgebracht und anschliel3end durch mehrere
Korrektorschrittedas globale Gleichgewicht mittels Elimination des Linearisierungsfehlers
wieder erfullt Pradiktor-Korrektor-Verfahreh Bei dieseglobalen Gleichgewichtsiteratiaat

die konsistente Linearisierung der konstitutiven Gleichungen nétig, um eine quadratische Kon-
vergenz des Newton-Raphson-Verfahrens in der Nahe des Losungspunktes zu gewéhrleisten
(siehe Nagdegaal (1982) und Simo und Taylor (1985)). Hierbei istinsbesondereéydatie-

mische elasto-plastische Materialtangeniezuweisen, die sich infolge des Ubergangs von dif-
ferenziellen zu endlichen Zeit- bzw. Lastinkrementen in einigen Termen von der Kontinuums-
tangente in Gleichung (4.20) unterscheidet.

Die algorithmische elasto-plastische Materialtangente muss genau dann aufgestellt werden,
wenn zu irgendeinem Zeitpunkt innerhalb der globalen Gleichgewichtsiteration festgestellt
wird, dass die Fliel3funktion (4.8) am einzel@su3-Punknicht mehr erfullt ist. Vorher wird
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jedoch eine Ruckprojektion der Spannungen auf die Fliel3flache durchgefihrt, so dass die Fliel3-
funktion und die Kuhn-Tucker-Bedingungen wieder eingehalten werden. Weil die zugrunde lie-
genden Gleichungen der Plastizitat in der Regel nicht explizit I6sbar sind, setzt man hier eben-
falls ein Pradiktor-Korrektor-Verfahren ein. Als Pradiktorschritt ist dabei der Spannungszustand
zu verstehen, der die Flie3funktion verleBatddiktorspannungenwahrend die iterative Ruck-
projektion auf die FlieRflache als Korrektorschritte aufzufassen sind. In diesem Zusammenhang
spricht man im Gegensatz zur globalen, auf Strukturebene stattfindenden Gleichgewichtsitera-
tion von einetokalen Iteration da sie auf der Gaul3-Punkt-Ebene ablauft.

4.4.1 Konsistente Linearisierung der konstitutiven Gleichungen

Sind zu einem bestimmten Zeitpurtkt ; das Inkrement des Verzerrungstensoks, , ; sowie

die vorherigen zum Zeitpunkt gehérenden Spannung8p plastischen Verzerrungeﬁﬂ' und

internen Variablej, bekannt, so stellt sich fur die numerische Plastizitatsformulierung die Auf-
gabe, die konstitutiven Beziehungen und die Zustandsgréf3en unter Einhaltung der Nebenbedin-
gungen zum Zeitpunkt, , ; zu aktualisieren, also

(Sn, EB. an AE,.} — {an, EP qn+1} . (4.34)

Die Erfullung der Nebenbedingungen zum Zeitpunkt, flhrt auf die Verwendung des impli-

ziten Ruckwarts-Euler-Verfahrens, das unabhangig von der Form der Flie3flache und der
Schrittgré3e unbedingt stabil ist, siehe Krieg und Krieg (1977), Schreyer et al. (1979), Ortiz und
Popov (1985) und Simo und Taylor (1986). Die PradiktorspannuBgenlassen sich unter der
Annahme eines rein elastischen Verzerrungsinkreméhts, ; wie folgt angeben:

Shiq = C®: (Eﬁ' + AEnH) =Sy + CoiAE, ., . (4.35)
Aufgrund der Konvexitét der Fliel3flache gilt (Simo und Hughes (1998))
F:H‘l - F:1+1(S;1+1’ qn) = I:n+l = Fn+1(sn+l’ qn+1) : (4-36)

Verletzen die Pradiktorspannungen zusammen mit den internen Variablen des Zeitpuites
FlieRfunktion 41 > 0), so mussen sowohl neue Spannurgeny als auch neue plastische
VerzerrungerEg'Jr1berechnet werden, die die Flie3funktion in Kombination mit den aktualisier-
ten internen Variablen,,, ; wieder erfllen. Die diskreten Kuhn-Tucker-Bedingungen lauten

mlt Aln—kl = l Atn+l

l:n+l(Sn+1’ qn+1) =0, Adpny1 20, Fry1ddne1 =0 . (4.37)
Der zeitlich diskretisierte Verzerrungstensor kann mit
Ene1 = Eo, +EP (4.38)

bestimmt werden und man erhalt somit aus Gleichung (4.6) fur den diskretisierten Spannungs-
tensor

S, = Ce: (En+1 - Eﬁ'H) . (4.39)
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Alternativ lasst sich der Ausrucle(, ; — EP! ) auch als
n+1
En+ AE,,, — ER —4EP' = Ef + 4E,,, — 4EP | (4.40)

schreiben, so dass mit der Definition fur die Pradiktorspannungen (4.35) folgt

Shi1 = Sni1— CoiAEP (4.41)

n+1

Die plastischen Verzerrungen lassen sich mit der Annahme einer nicht-assoziierten Flie3regel
(4.12) folgendermal3en berechnen:

EPl = ER +4EP (4.42)
mit
aG
AEP! = Ay 38l ., = MnsaMaeg (4.43)

Das nicht-assoziierte Ver- bzw. Entfestigungsgesetz nach Gleichung (4.13) und (4.18) lautet

Ons+1 = On + 40041

AQny1 = —Hpyy oAy — dxgy = = |_|n_-|-11 "AQnyg (4.44)
G
Ak = Ahpyg aq nep

Fur die weitere Herleitung der algorithmischen elasto-plastischen Materialtaﬁlﬁ%ﬁ@éwer-

den die totalen Differenziale der diskretisierten Grof3en wie Spannungen, \erzerrungen, interne
Variablen und Konsistenzbedingung benétigt:

dS,,; = {C°': (dE - cEP)} (4.45)
L 0°G . 0°G |
n+1
_ ]3G 9%G | 0%G .
di, | = {aq di +A/1( 2 da aq&,:,.ols)} , (4.47)
n+1
an+1= {n:ds+%-dq] =0 . (4.48)
n+1

Dabei bezeichnetig,, das totale Differenzial des inkrementellen Konsistenzparameters
AA,, 1. Durch Einsetzen von Gleichung (4.46) in (4.45) erhalt man

dS,., = |@ : (dE — mdi — 42226 . dq)} (4.49)
0Saq
n+1
02G]
i — el-1 [~
w0 {otemrg] b 450
n+1
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Wird Gleichung (4.49) wieder in die diskrete Konsistenzbedingung (4.48) eingesetzt, folgt

- .o. 092G _ 1 0F
di n.@.m+Ai<n.@.a————)-dq]
{ 959q 4299 n+1 (4.51)

={n:0:dE},, .

Gleichung (4.49), eingesetzt in (4.47), fuhrt unter Verwendung des inkrementellen Ver- bzw.
Entfestigungsgesetzes nach Gleichung (4.44j

°G . 5. .. 194G
{diAil—asaq.Q.m i aq]]ﬂﬂ

2l 02G . 5. 9%G 192G 1 ., -1]|.
+{A/1 [—asaq'g'—asaq Y ey ] dq} (4.52)

92G
={Al——=:0 :dE )
|

Gleichungen (4.51) und (4.52) stellen ein lineares Gleichungssystem fur die unbekannten Gro-
Ren d,,,und44,,,dq,, , dar. Aufgeldst nachAd . ; und 44, ,dq, . 1 erhalt man

a n:e:de
[A/l dq] =7, 4|26 . 9. gE : (4.53)
n+1 asaq n+1

Mit der Koeffizienten-MatrixZ , , ;

len+l = {n:a:m}n+1 s

_ln-p-9°G _ 14F
Zign+1 = {“-Q'asaq AX aq]n+1 '

_ 119G . 5. .. _ 104G

(4.54)

. _ aZG.@.aZG_iaZG_ 1 4-1
22n+1 9Saq "~ " 9SIq AL ag2  AA2 i '

Gleichung (4.53), eingesetzt in (4.49), fuhrt auf die algorithmische elasto-plastische Material-
tangentecﬁﬁral'go in der folgenden Form:

[dS

d_E}nJrl - {9 - z; 0 :m)® (O :n)

L le. 026
z;; (@.m)@(@.asaq)
_ 22_11(@:%1)@)(0:”)

1 o . 0°G . 902G _ I
n+1
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Die GroRery; ! bezeichnen dabei die Koeffizienten der invertierten Magyjx ;. Offensicht-
lich unterscheidet sich die algorithmische elasto-plastische Materialtar@;]%,‘jrj’i%0 von der

elasto-plastischen Kontinuumstangente (4.20). Fur eine infinitesimal kleine Zeitschrittweite
(4t,.1 — 0bzw.44,,, ; — 0) geht die algorithmische elasto-plastische Materialtangente wie-
der in die Kontinuumstangente tber.

Die hier vorgestellten Gleichungen der allgemeinen Elasto-Plastizitat werden spater bei der Her-
leitung zweier Plastizitatsmodelle bendtigt bzw. konkretisiert: eine anisotrop verfestigende
Hoffman-Plastizitat (Kapitel 6.3) und eine entfestigende Delaminaitonsplastizitat (Kapitel 7.2).
Beim Letztgenannten wird auch die Berucksichtigung viskoser Effekte bendtigt, deren inkre-
mentelle Form im Folgenden vorgestellt wird.

4.4.2 Inkrementelle Form der visko-plastischen Erweiterung

Wahrend im vorherigen Abschnitt das Ruckwarts-Euler-Verfahren zur zeitlichen Integration der
konstitutiven Gleichungen zur Anwendung kam, wird bei der visko-plastischen Erweiterung die
Integration in geschlossener Form (vollstandige Integration) durchgefuhrt. Alternativ konnte
natirlich auch das implizite Ruckwarts-Euler-Verfahren eingesetzt werden, vergleiche Simo
und Hughes (1998) und Ju (1992).

Die vollstandige Integration von Gleichung (4.32) im Zeitinterviallt], , ;] liefert mit den Be-
dingungen fur die Zeitpunk®&= t,mitS = Syunds =t ; mitS = S, ; die Integrations-
konstanteK und die Spannunges, , ;:

tn-¢—1
— At — [t -5 |(5 .
Syiq = exp[T””]Sn + j exp[%](% + ¢l E)ds . (4.56)
t

n

Hierbei stellen die tberstrichenen Grof3en die Lésung der ratenunabhangigen Plastizitat dar und
At 4 die Zeitschrittweite. Werden nach Simo et al. (1988) oder Simo und Hughes (1998) die
folgenden Naherungen verwendet,

. AE
E~_—_n+1 (4.57)
Atn+1
thi1 1— ex% _Atn+1:|
B (tn+1 — S) el. g ~ U el . 4.58
exp —— — |CT:E|ds Tt C®:A4E, 1 (4.58)
n+1
tn n

und

I

thya
— (tn+ B S) = . — Aty =
f [exp[Tl Slds=|1-ex Tl Shi1 (4.59)

tn
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erhalt man aus Gleichung (4.56) fur die gesuchten Spannungen

S eXF{— A/“‘n+1] Sn + (1 - eXF{— A/un+1]) Sn+1

_ _ (4.60)
X [1 ezri n:wm]] colaE |
Dabei wurde die folgende Abkirzung eingefihrt:
Aty q = At{;“ . (4.61)
In gleicher Weise konnen die internen Variabtglozw. « als
Ont1 = OXH— Atty,q] On + (1 — ex - A/in+1]) On+1 s (4.62)
Knt1 = ex;{— Aﬂn+1] Kn + (1 - exp{— Aﬂn+1]) Kni1 (4.63)

angegeben werden. Die konsistente Linearisierung von (4.60) fUle} mjt = CﬁFjral'gozu fol-
gendem Ausdruck fur die algorithmische visko-plastische Materialtangente:

[g—g}nﬂ = (1 — exg — A#n+1]) Cht1

(4.64)

1- exd_ A:“n+1] el _ ~vpalgo

+ C¥=C o
Ay i1 n+

Aus den Gleichungen (4.60) bis (4.64) wird ersichtlich, dass der FaktQr; = 4t 1/1
maf3gebend flr die viskosen Effekte ist.

Es sind daher zwei Grenzfalle zu unterscheiden:

« Fir den Fall, dassiu, 4 = 4t,,1/n — 0 strebt, folgtexy — Au,,,| — 1 und
(1 — exq] — dun,4))/(Auny 1) = 1 Hieraus folgtS,,, — C®:4E ., + S,
On+1 —> OnundCYP29° — C°. Man erhlt die rein elastische Losung.

* Fur den Fall, dasslu,,, = At,,/n — = strebt, folgtexd — Au,,, 1] — 0 und

(1 — exqg - A/,tnﬂ])/(AunH) — 0 Hieraus folgt  S,;1 — Sii1
Ont1 —> OpyqUndC'PA9 — oA Man erhalt die ratenunabhangige Losung.

In Abb. 4.2 ist das algorithmische Vorgehen zur Berechnung der Viskoplastizitat nach dem Mo-
dell von Duvaut und Lions (1972) nochmals tbersichtlich dargestellt. Deutlich ist die klare Tren-
nung zwischen plastischer und visko-plastischer Berechnung sowie der gro3e Einfluss der Para-
meter ZeitAt und Dampfungy zu erkennen. Die klare Trennung ist insoweit von Vorteil, da die
Viskoplastizitat im Kapitel 7.2.5 zum Zweck der visko-plastischen Regularisierung eingesetzt
werden soll. Die Steuerung der regularisierenden Wirkung mittels eines automatisch bestimmten
Dampfungsparameters ist folglich einfacher.
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1. Ratenunabhéangige Lésung

S=Sy1, K=Ky,

O
Il
O

n+1
2. Visko-plastische Erweiterung
* \orwerte
A =4t B =exp(-4u)

n
® Visko—plastische Spannungen

— 1-

* Visko—plastische, interne Variablen

kP . =Brn+t(1-pBx

* Visko-plastische, algorithmische Materialtangente

i’ = (%)Ce' +(1-pC

Abb. 4.2: Visko-plastisches Modell nach Duvaut und Lions (1972)
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5 Kontinuumsschadigungsmechanik

In diesem Kapitel sollen nach einer kurzen physikalischen Motivation des ph&dnomenologischen
Schadigungsmodells die grundlegenden Gleichungen der Kontinuumsschadigungsmechanik
angegeben werden, die als Basis flur die Herleitungen von drei unterschiedlichen Delaminations-
schadigungsmodellen (Kapitel 7.3 und 7.4) dienen. Fur weiterfihrende Literatur zu dem Thema
der Kontinuumsschadigungsmechanik sei auf Krajcinovic (1996), Kachanov (1986), Simo und

Ju (1987), Chaboche (1988), Lemaitre und Chaboche (1990) und Lemaitre (1996) verwiesen.

5.1 Einfihrung

Die Kontinuumsschadigungsmechadilkent im Gegensatz zur Plastizitat der phanomenologi-
schen Beschreibung dBeterioration(Zerrittung, Steifigkeitsreduktion) von Materialien. Sie
beschreibt dabei im makroskopischen Sinn die auf der Mikro- und Mesoskala stattfindenden
Versagensvorgange und deren Auswirkung auf die jeweils grobere Skala bis hin zur Makroskala.
Auf der Mikroskala findet eine Konzentration von Mikrospannungen in der Nahe von Defekten
und Grenzschichten statt, die auf der Mesoskala die Initiierung und das Wachstum von Mikrode-
fekten und Mikrorissen zur Folge haben. Bei weiterer Belastung wird durch das Zusammen-
wachsen der Mikrorisse ein makroskopischer Riss entstehen und sichtbar auf der Makroskala
wachsen. Dabei kommt es zu einem voélligen Verlust der Materialsteifigkeit und haufig zur Ak-
kumulation der Schadigung in Versagensbandern.

Bei der idealisierten Betrachtung des Deteriorationsvorgangs von Materialien wird angenom-
men, dass sich die Schadigung lediglich auf die elastischen Materialparameter auswirkt, d.h. eine
Degradation(Herabsetzen) der elastischen Materialparameter stattfindet. Dies lasst sich so mo-
tivieren, dass man sich die Schadigung als eine Reduktion der atomistischen Verbindungen auf
der atomaren Ebene vorstellt. Im Gegensatz zur Plastizitat entstehen bei der Elasto-Schadigung
daher keine bleibenden Verformungen bzw. keine irreversiblen Dehnungen. Bei vollstandiger
Entlastung geht die Spannungs-Dehnungs-Beziehung somit wieder auf den Ursprung zurtck,
siehe Abb. 5.1a). In der Realitat weisen Materialien oft eine Kombination aus Materialdegrada-
tion und plastischen Erscheinungen auf, was durch eine Kopplung von Schadigungs- und Plasti-
zitdtsmodell beschreibbar ist. Dies wird in dieser Arbeit allerdings nicht angewendet.

a)S Ff F b) ngAEO TS ST
A -
EZLLOl i Ad E(S:d) |
A = c®
- E(S0)
(1 - d)c®'= c&l. E£A| #S §¢

= E E

Abb. 5.1: a) Schematische Darstellung eines schadigenden Materials
b) ,Effektive Spannungen” — ,Hypothese der Verzerrungsaquivalenz”
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Die Grundlagen der Kontinuumsschadigungsmechanik wurden in der Arbeit von Kachanov
(1958) gelegt. Dort wurde zur phdnomenologischen Beschreibung der Degradation von Mate-
rialeigenschaften eine skalare GraRe= (A0 — Ad)/AO mit 1 = 0 = 0 eingefihrt, die die
Kontinuitat des Materials beschreibt, woldgidie urspriinglich ungeschadigte Ausgangsflache
und A, die geschadigte Flache darstellt, siehe Abb. 5.1b). Kurz darauf stellte Rabotnov (1963,
1968) dasKonzept der effektiven Spannungeot, das den Zusammenhang zwischen den no-
minalen von auf3en anliegenden Spannurgend den effektiven im geschadigten Material

herrschenden Spannung8merstellt, siehe auch Hayhurst (1972) bzw. Leckie und Hayhurst
(1974) und Abb. 5.1b). In weiterer Folge gelang es mit der Einfihrung einer internen Variable
in Form eineskalaren Schadigungsparameters= A,/A,, das Konzept der isotropen 1-Para-
meter Kontinuumsschadigungsmechanik im Rahmen der Thermodynamik irreversibler Pro-
zesse aufzubereiten, siehe Lemaitre (1983, 1984), Krajcinovic (1983), Kachanov (1986) und
Chaboche (1988). Mittlerweile existiert eine Vielzahl von verschiedenen Schadigungsmodellen,
die unterschiedliche Versagensphanomene in Materialien bericksichtigen. Dies sind zum Bei-
spiel Modelle fuir die duktile Schadigung, die Kriechschadigung, die Ermidungsschéadigung so-
wie die viskose Schadigung, siehe beispielsweise Murakami (1987a) sowie Skrzypek und Ganc-
zarski (1999). Eine sehr gute zusammenfassende Klassifizierung und Ubersicht isotroper
Schadigungsmodelle ist in einer Verdffentlichung von Carol et al. (1994) zu finden.

Erweiterungen der isotropen Kontinuumsschadigungsmodelle zur Bertcksichtigung anisotro-
per Schadigung werden noétig, wenn Materialien in Experimenten ein richtungsabhéngiges Sché-
digungsverhalten aufweisen. Anschaulich betrachtet, bedeutet dies, dass die Mikroporen nicht
mehr kugelférmig, sondern die Form von Mikrorissen annehmen, die orthogonal zur Richtung
der maximalen Hauptspannung orientiert sein kénnen. Innerhalb der Schadigungsformulierung
kann die Anisotropie durch die Einfihrung vektor- oder tensorwertiger Schadigungsvariablen
bericksichtigt werden, siehe Skrzypek und Ganczarski (1999). Die Theorie der Schadigungsbe-
schreibung Uber tensorwertige Schadigungsvariablen wurde wesentlich durch die Arbeiten von
Murakami (1987b), Murakami und Ohno (1981), Cordebois und Sidoroff (1982), Sidoroff
(1981) und Chaboche (1993, 1999) bereitgestellt. Eine gute Ubersicht bietet auch Carol et al.
(2001). Es bleibt allerdings anzumerken, dass die physikalische Interpretation der einzelnen
Komponenten und ihre Identifikation bei héherwertigen Schadigungstensoren immer schwieri-
ger wird.

5.2  Degradationsmodelle

Zur Beschreibung der Degradation von elastischen Materialeigenschaften stehen verschiedene
Anschauungsmodelle zur Verfugung, die sich hinsichtlich der Betrachtungsebene (Mikro-,
Meso- und Makroebene) unterscheiden, siehe Lemaitre und Chaboche (1990). Haufig wird da-
bei auf die makroskopische Betrachtung in Form von effektiven Spannungen und/oder effekti-
ven Verzerrungen in Verbindung mit dem ungeschadigten Material zurlickgegriffen. Die effekti-
ven GrolRen sind dabei meist durch eine der folgenden Hypothesen definiert:

» Effektive Spannunger® ,Hypothese der Verzerrungsaquivalenz”
Die Verzerrunger, assoziiert mit dem ungeschadigten MateB&unter den effekti-

42



ven Spannunge$, sind aquivalent zu den Verzerrungen eines geschadigten Materials
C®unter den nominalen Spannung&rsiehe Abb. 5.1b):

E=c8":S=ced':s mit S=S/(1-d) . (5.1)

» Effektive Verzerrungen* ,Hypothese der Spannungsaquivalenz”
Die Spannunges, assoziiert mit dem ungeschadigten Mateiglunter den effekti-
ven Verzerrungetk, sind aquivalent zu den Spannungen eines geschadigten Materials
C®unter den nominalen VerzerrungEr(siehe Cordebois und Sidoroff (1982)):

S=cCce¢:E=cCe:E mt E=(1-d)E. (5.2)

- ,Effektive Verzerrungen” sHypothese der Energieaquivalenz”
Die Dichte der im geschadigten Mater@fgespeicherten Energie unter den nomina-
len Verzerrungetk ist aquivalent der Energiedichte des ungeschadigten Matefals
unter den effektiven Verzerrungén(siehe Cordebois und Sidoroff (1982)):
W=%E:Ced:E=%E:Ce':E mt E=,/1-dE. (5.3)

«  Effektive Spannungen” ;Hypothese der Aquivalenz der Komplementarenergie”
Die gespeicherte Komplementérenergie des geschadigten Ma@Haister den no-
minalen Spannunges§ ist aquivalent der Komplementarenergie des ungeschadigten
Materials C® unter den effektiven Spannungé&h(siehe Cordebois und Sidoroff

(1982)):
W:%S:Cedfl:8=%§:Ce'fl:§ mit S=5//1-d . (5.4)

Im Folgenden wird daskonzept der effektiven SpannungenkKombination mit der Hypo-
these der Verzerrungsaquivalémmgewendet.

Effektive Spannungen — Verzerrungsaquivalenz

Das ,Konzept der effektiven Spannungemirde von Rabotnov (1963) eingefiihrt und beruht

auf der Vorstellung, dass innerhalb eines geschadigten Materials die anliegenden Krafte nur tber
die effektive Querschnittsflache Gbertragen werden. Diese berechnet sich aus der Differenz von
urspriinglich ungeschadigter Querschnittsfladjend geschadigter Querschnitsflagkg die

durch Mikrorisse und Mikroporen gebildet wird, siehe Abb. 5.1b). Fur den eindimensionalen
Fall 1asst sich somit in anschaulicher Weise schreiben:

- F/A
S = F _ /Ao _ s

Ao— Ay 1-AJA, I-d mit d:=A—O : (5.5)

Gleichung (5.5) beschreibt somit den Zusammenhang zwischen den effektiven, im Material
herrschenden Spannunggrund den nominalen, von au3en anliegenden Spanniggsrist
offensichtlich, dass die effektiven Spannun&groRer sind als die nominalen Spannun§en

Fur den dreidimensionalen Fall und unter der Annahme einer allgemeinen anisotropen Schadi-
gung kann man Gleichung (5.5) auf

S:=(1-D)"*:s (5.6)

erweitern, wobel den vierstufigen Einheitstensor ubDceinen vierstufigen Schadigungstensor
bezeichnet. Fur den Sonderfall der isotropen Schéadigung, d.h. die Schadigung wirkt sich in alle
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Richtungen gleich aus (kugelférmige Mikroporen), kann der Schadigungstensor durch den mit
einer skalaren Schadigungsvariatllskalierten Einheitstensor dargestellt werden:

D=1d. (5.7)
So folgt schlieRlich aus (5.6) fir die effektiven Spannurgen

=_ 1

S= =) S . (5.8)
Durch Einsetzen der effektiven Spannun@:nach Gleichung (5.8) in den Ausdruck fiir die
»Hypothese der Verzerrungsaquivale(@leichung (5.1)) gewinnt man den vierstufigen Mate-
rialtensorC®dder Elasto-Schadigung

ced=(1-dce . (5.9)

Anmerkung: Das, Konzept der effektiven Spannungen” in Kombination mit, Bigipothese
der Verzerrungsaquivalenz” wird blicherweise innerhalb verzerrungsbasierter
Materialmodelle angewendet, d.h. bei Schadigungsfunktionen, die im Verzer-
rungsraum definiert sind. Weiterhin bemerkenswert ist die gegentber spannungs-
basierter Modelle einfachere algorithmische Umsetzung.

5.3 Isotrope 1-Parameter Elasto-Schadigung

Unter Anwendung ded{onzepts der effektiven Spannunger¥Verbindung mit dertlypothese

der Verzerrungsaquivalenzasst sich die Materialdegradation in ihrer einfachsten Form der iso-
tropen Schadigung Uber eine skalare Schadigungsvaddbles d < 1) beschreiben. Dabei
bezeichned = 0 den ungeschédigten udd= 1 den vollstandig geschadigten Zustand. Die
»freie Helmholtz-Energie%ist als Funktion der Verzerrung&und der Schadigungsvariablen

d wie folgt definiert:

Y(E,d) = (1 — d)PYE) . (5.10)

Die gespeicherte Energi#?(E) des ungeschéadigten Kontinuums ist durch die zweifache dop-
pelte Verjiingung des Materialtens@8& mit den Verzerrunge& gegeben:

POE) = %E .ceE . (5.11)

Die freie Energié? kann somit als die mit dem Faktor {1d) gewichtete, gespeicherte Energie
YO(E) des ungeschéadigten Materials aufgefasst werden. Der Schadigungsparhstebér
hierbei die interne Variable dar.

Nach dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik muss die innere Dissipation wahrend des
Schadigungsprozesses positiv sein. Fir isotherme Prozesse geht hieraus die isotherme
,Clausius-Duhem-Ungleichungd = S: E — ¥ = 0 hervor,deren Auswertung nach Cole-

man und Noll (1963) bzw. nach Coleman und Gurtin (1967) die Definition des Spannungstensors
als energetisch konjugierte Grof3e zu den Verzerrungen liefert:

_ipz _ el.
S=%=0-dC":E . (5.12)
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Weiterhin kann man di&nergiefreisetzungsrat¥ als energetisch konjugierte Gré3e zu der
Schédigungsvariable«hableiten:

Y = ad = PO(E) = 1E ce:E . (5.13)
Die reduzierte Dissipationsungleichung lautet somit:
D =Yd=0 . (5.14)

In der Kontinuumsschadigungsmechanik ist es Ublich, eine verzerrungsh&sleitigungs-
funktion® zu definieren, die sich beispielsweise aus der Differenz einer FuigkiioAbhan-
gigkeit derVergleichsverzerrung, und der Schadigungsvariabldrergibt:

O(efE),d) = p(e(E)) —d = 0 . (5.15)

Die Grof3e und die Form der im Hauptverzerrungsraum darstellbaren Schadigungsfénktion
hangt von der aktuellen Schadigungsvariabsowie der Definition fur die Vergleichsverzer-

rung &, ab. Grundsatzlich stehen verschiedene Mdglichkeiten zur Verfigung, um die tensoriel-
len GrolRen in Form des Green-Lagrange’schen Verzerrungstdasaut eine skalare Ver-
gleichsgrol3e abzubilden. So kann die Vergleichsverzegpeige Funktion der Invarianten der
Verzerrungenl(;, J,), der positiven Hauptverzerrungen E, > oder der Energiefreisetzungs-
rateY sein, siehe beispielsweise Lemaitre und Chaboche (1990). Wird die Vergleichsverzerrung
€y Mit der Energiefreisetzungsrategleichgesetzt, also

e(E):=Y = %E .ceE | (5.16)

so spricht manim Sinne von Carol et al. (1994) von eissoziierten Schadigungsformulierung

Die partielle Ableitung der Vergleichsverzerruaignach den Verzerrungeh entspricht dann

den effektiven Spannungé&hsiehe Gleichung (5.30), oder ist ein Vielfaches Soim Analogie

zur Plastizitat fuhrt die assoziierte Formulierung auf eine symmetrische elasto-geschadigte Ma-
terialtangente, siehe Gleichung (5.32).

Weitere Moglichkeiten zur Definition der Vergleichsverzerrurgsind u.a. in gesammelter
Form in Jirdsek (1999) und Kuhl (2000) zu finden. Definitionen fur die Vergleichsverzerrung
€y, die ebenfalls auf eine assoziierte Formulierung fuhren, sind:

e(E):= JE:C®:E nach  Simo und Ju (1987) , (5.17)
e(E) : = %E:Ce':E nach Ju (1989) . (5.18)

Hingegen gehemicht-assoziierte Schadigungsformulierungmispielsweise aus folgenden
Ansatzen fur die Vergleichsverzerruaghervor:

e(E):= JE:E nach Lemaitre (1984) , (5.19)

e(E) := z < E >?2 nach Mazars und : (5.20)
Pijaudier-Cabot (1989)

e(E) := Kgly + /kfIZ + k,J, nach de Vree et al. (1995) . (5.21)

Nicht-assoziierte Schadigungsformulierungen finden insbesondere bei der Modellierung von
Beton und Bdden ihre Anwendung. Da primar eine Schadigung unter Zugbeanspruchung auf-
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tritt, kann dies durch den positiven Anteil der Hauptverzerrunges, > beriicksichtigt wer-

den, siehe Mazar und Pijaudier-Cabot (1989). In Gleichung (5.20) bezeichnet die Ram-
penfunktion mit< x > = (x + [x])/2. Es gehen somit nur positive Hauptverzerrungen in das
Kriterium ein. De Vree et al. (1995) beziehen die erste Invariante des Verzerrungstensors sowie
die zweite Invariante des Verzerrungsdeviators in die Definition der &quivalenten Verzgrrung

mit ein, siehe Gleichung (5.21). Es kann somit in Kombination mit den Modell- und Materialpa-
rameternk,, k; undk, ein unterschiedliches Zug- und Druckverhalten abgebildet werden, das
vor allem bei Beton anzutreffen ist.

Wird innerhalb des Belastungsprozesses das Postulat vom Maximum der Dissipation angewen-
det, kann die reduzierte Dissipationsungleichung (5.14) in ein mathematisches Optimierungs-
problem mit der Schadigungsfunktiah als Nebenbedingung Uberfihrt werden (vergleiche
Luenberger (1984)). Hierzu wird die Schadigungsfunktion (5.15) Gber einen Lagrange-Multipli-
katory in die Dissipationsungleichung eingebracht. Die Stationaritatsbedingung der zugehori-
gen Lagrange-Funktion lautet:

L=—-D®+yd=—Yd+y@(Y)—d — stat (5.22)

Das Ldsen von Gleichung (5.22) liefert die Evolutionsgleichung fir die Schadigungsvdriable
als Funktion des Lagrange-Multiplikators

aL _

., .09 .0
N = —d+y 0 d=y—< . (5.23)

Y~ R
Die weitere Auswertung der Lagrange-Funktion (5.22) fuhrt auf die Kuhn-Tucker-Bedingungen
in der bekannten Form

&o(Y,d) =0 , y =0, oY, d)y =0, (5.24)
sowie auf die Konsistenzbedingung
dy=0. (5.25)

Im Fall der Schadigungszunahme* 0) folgt nach Simo und Ju (1987) aus der Konsistenzbe-
dingung (5.25) und unter der Voraussetzung einer monoton steigenden FygndkgoBvoluti-
onsgleichung fur den Lagrange-Multiplikator

y=Y . (5.26)

Dieser kann auch als Geschichtsparameter aufgefasst werden und ist ebenfalls in expliziter Form
darstellbar. In der Belastungsgeschichte;|r] ergibt er sich als der maximal erreichte Wert der
Vergleichsverzerrungy, die nach Gleichung (5.16) mit der Energiefreisetzungdfadentifi-

ziert wurde. Mit der Bedingun@¢ = 0 im Schéadigungsfall kann die folgende explizite Darstel-

lung fur die Schadigungsvariabttangegeben werden:

d=¢y) mit y= max(Yi max Y) . (5.27)

—o <t<7t

Hierbei beschreibY, einen Schadigungsschwellwert fir das anfanglich ungeschadigte elasti-
sche Material, wahrengl(y) der Schadigungsevolution entspricht.
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Anmerkung: Aufgrund der expliziten Abhéngigkeit des Lagrange- bzw. Geschichtsparameters
y von der maximal erreichten Energiefreisetzungsrate Y (Gleichung (5.27)), ist
im Gegensatz zur Plastizitat keine lokale Iteration zur Berechnung der aktuali-
sierten Gro3en wie Spannungen und internen Variablen nétig, siehe Simo und Ju
(1987) und Ju (1989).

54 Elasto-geschadigte Materialtangente

Die Beziehung zwischen der Spannungs- und der VerzerrungSrate0¢d : E) liefert die De-
finition der Materialtangent€gd, fiir die Elasto-Schadigung. So lautet die zeitliche Ableitung
von Gleichung (5.12)

S=@Q-dc:E-dce:E , (5.28)
mit der Rate fur die Schadigungsvariable

: 0 0 ay . 0 0 :
g ¢(V)y. _ )y, _ 9ol) oy ay . (5.29)
ay gy aY dy AdYOE
Unter Berucksichtigung des zugrunde liegendéanzepts der effektiven Spannungdisst
sich die partielle Ableitung der Energiefreisetzungsrate (5.13) nach den Verzerrungen angeben

_ 1. el - a_Yz el . — &
Y =3E:CE d=chE=S. (5.30)

Ferner gilt

Iy {1 fur weitere Schadigung (5.31)

oY 10  sonst

Uber Gleichung (5.28) kann damit die Materialtang@?gé der Elasto-Schadigung gewonnen
werden

ply) ¥y & a
ced = c&d. - Y S®S . (5.32)
Der Sekantenmodul fur die isotrope Elasto-Schadigung wurde dabei wie folgt eingefihrt
csd.= (1 —-d) ce . (5.33)

Wie aus Gleichung (5.32) ersichtlich ist, erfolgt bei der isotropen 1-Parameter Schadigung die
Reduktion der Steifigkeiten ebenfalls isotrop, d.h. die verschiedenen Richtungen reduzieren sich
proportional zueinander und richtungsunabhéngig. Weiterhin sei noch auf die Symmetrie von
ced hingewiesen, die aus Gleichung (5.32) ersichtlich ist und durch die assoziierte Schadi-
gungsformulierung entsteht. Ebenfalls ist zu erw&hnen, dass fir eine allgemeine isotrope Sché-
digung eigentlich zwei Schadigungsvariablen noétig sind, da isotropes, elastisches Material durch
zwei unabhangige Materialkonstanten (Elastizitatsmodul und Querdehnzahl) beschrieben wird.
Fur jede Materialkonstante ist daher eine eigene Schadigungsvariable einzuftihren. Bei der iso-
tropen Schadigung mit nur einer skalaren Schadigungsvaridivial jedoch die zusatzliche
Annahme getroffen, dass die Querdehnzahl unabhangig von der Schadigung sei, vergleiche Ju
(1990).
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Anmerkung: Trotz der Verwendung des inkrementell-iterativen Newton-Raphson-Verfahrens
ist keine Modifikation der geschadigten Materialtangente nétig, da der Ge-
schichtsparameter explizit von der maximal erreichten Energiefreisetzungsrate
Y (Gleichung (5.27)) abhéngt, siehe beispielsweise Simo und Ju (1987) und Ju
(1989).

5.5 Bericksichtigung viskoser Effekte

Aus zahlreichen Versuchsergebnissen ist bekannt, dass Faserverbundwerkstoffe, wie beispiels-
weise Glasfasern in einer Epoxid-Matrix, ein ausgepragt viskoses Verhalten aufweisen kdnnen
(Lataillade et al. (1993)). Mit zunehmender Belastungsgeschwindigkeit steigt die Materialfes-
tigkeit an und die Schadigungsentstehung findet verzdgert statt, siehe beispielsweise Frassine
und Pavan (1995) und Corigliano et al. (1998). Zur Bericksichtigung viskoser Effekte wird in
Analogie zur Viskoplastizitat nach Perzyna (1966) die Evolutionsgleichung des Schadigungs-
multiplikatorsy direkt als konstitutive Gleichung eingefiihrt und nicht mehr aus der Konsistenz-
bedingung gewonnen, siehe auch Sluys (1992) und Wang (1997). Die Evolutionsgleichung kann
beispielsweise wie folgt lauten:

1| < @y(Y),d) > n_]_ < Ply)—d> "
V‘ﬁ[ Yo ] _ﬁ[ Yo ] : (5.34)

Dabei stellty den Viskositatsparameter mit der Einheit einer Zeit dar, wéahremddimensions-
loser Modellparameter ist. In Gleichung (5.34) bezeichnet > die Rampenfunktion mit
< x>= (X+ |x])/2.

Mit Gleichung (5.29) lautet die Evolutionsgleichung fir die Schadigungsvariable

oply) . el <o) —d>T
9= 7= % ﬁ[ Yo ] - (5.35)

Fur weitere Schadigungsgesetze, die viskose Effekte berlcksichtigen, wird auf Ladeveze
(1992), Dubé et al. (1996), Allix und Deli (1997), Faria et al. (1998) oder Corigliano und Allix
(2000) verwiesen. Exemplarisch sei noch die Evolutionsgleichung fur die Schadigungsvariable
aus Allix et al. (1997) dargestellt:

d=21-exq-a <g(¥)—d>]] . (5.36)
Es sei an dieser Stelle nochmals darauf hingewiesen, dass die Verwendung ratenabhéngiger kon-
stitutiver Modelle eine Zeitskala mit physikalischer Bedeutung und einen Viskositatsparameter

n mit der Einheit einer Zeit einfihrt. Der Viskositatsparameter lasst sich durch Multiplikation

mit der elastischen WellenausbreitungsgeschwindigRkiit Bezug auf eine interne Lange set-

zen, siehe Kapitel 4.3 oder Sluys (1992). Das transiente bzw. quasistatische Problem behalt da-
durch bei Entfestigung auch im postkritischen Bereich seine Hyperbolizitat bzw. Elliptizitat,
siehe beispielsweise de Borst et al. (1993), Sluys und de Borst (1994) und Needleman (1998).
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6  Versagensindikatoren und
anisotropes Plastizitatsmodell

6.1 Einfuhrung

Wie in Kapitel 2 schon gezeigt wurde, ist das Versagen von Faserverbundwerkstoffen durch viel-
faltige lokale Versagensvorgange gekennzeichnet. Der Begriff ,\Versagen” ist an dieser Stelle ei-
gentlichirrefiihrend, da ein erstes Anzeichen der Schadigung noch nicht zu einem sofortigen und
totalen Ausfall der Struktur fihren muss, der durch das Zerbrechen in mehrere Teile charakteri-
siert ist. Somit kann das erste Versagen nicht mit dem endguiltigen Versagen gleichgesetzt wer-
den; im Gegenteil, es muss insbesondere bei geschichteten Strukturen, also bei Laminaten, zwi-
schen dem sogenanntéfirst-Ply-Failure’ (FPF) und dem‘Last-Ply-Failure (LPF)
differenziert werden. Der Begriff ddsirst-Ply-Failure’ kommt dabei aus der Vorstellung, die
Einzelschicht ‘Ply’) versagt, wenn der darin herrschende Spannungszustand ein makrosko-
pisches Versagenskriterium verletzt. Das Versagenskriterium fungiert hierségyensindika-

tor, der lediglich den Beginn des Versagens anzeigt und keine Aussage uber die weitere Schadi-
gung und Uber das endgultige Versagen liefert. Wird das Ansprechen des Versagensindikators
mit dem endgultigen Versagen gleichgesetzt und somit die Resttragfahigkeit vernachlassigt,
kann je nach Versagensart und Belastungsbedingungen die Anfangsschadigtirigstaity¢
Failure’-Last) weit auf der sicheren Seite liegen. Im Hinblick auf die hohen Kosten der Faserver-
bundwerkstoffe ist es jedoch sinnvoll, die Resttragfahigkeit zu beriicksichtigen und die Versa-
genslast bzw. diéLast-Ply-Failure-Last zu bestimmen. Dazu ist die Beschreibung des
Nachbruchverhaltens bis hin zum endgultigen Versagen, also die Modellierung des fortschrei-
tenden Versagens notig.

Eine sehr einfache Méglichkeit, das entfestigende Nachbruchverhalten zu beschreiben, besteht
darin, bestimmte Steifigkeitswerte bei Verletzung des Versagenskriteriums gleich Null zu set-
zen. Diese Methode wird haufig in der Literatur ‘Bly-Failure-Distribution’-Methode oder

auch alsStiffness-ReductionMethode bezeichnet. Dass das Versagenskriterium einen eindeu-
tigen Versagensmode liefert, ist Voraussetzung hierfir. Dementsprechend werden die dazugeho-
renden Steifigkeitswerte zu Null gesetzt, siehe beispielsweise Lee (1982), Chen et al. (1985),
Hwang und Sun (1989), Tolson und Zebaras (1991) und Schulz (1996). Die Methode basiert auf
der Annahme, dass die aus der Schadigung resultierende Veranderung des Kontinuums durch
Veranderungen der konstitutiven Gleichungen wiedergegeben werden kann (Allen et al. (1987)).

Allerdings treten sowohl bei der Berechnung von FPF-Lasten als auch bei einem Vorgehen nach
der'Stiffness-ReductioAMethode Probleme auf, sofern Spannungskonzentrationen oder Sin-
gularitaten vorhanden sind. Die Berechnung von Spannungen auf Basis der Elastizitatstheorie
ist an diesen Stellen zwar gultig, nicht mehr aber unbedingt sinnvoll, da bei einer Netzverfeine-
rung die Versagenslast nicht gegen einen endlichen Grenzwert, sondern infolge der Spannungs-
singularitat gegen Null strebt. Die Ergebnisse sind daher netzabhéangig und nur eingeschrankt
brauchbar. Bei der Simulation des entfestigenden Materialverhaltens ist demnach ein Kriterium
notig, das folgende Punkte Uberprift: Es muss einerseits ein spannungs- oder verzerrungsbasier-
tes Versagenskriterium verletzt und andererseits die Bruchenergie, freigesetzt bei einem Riss-
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wachstum, groéf3er als die kritische Bruchenef@iesein. Sind beide Punkte erfillt, stellt dies
ein hinreichendes Kriterium fur den Rissfortschritt dar. Ein weiterer Nachteil b&tdaress-
Reduction*Methode ist das Auftreten von Konvergenzproblemen auf Strukturebene, weil die
Steifigkeitswerte in den konstitutiven Gleichungen abrupt herabgesetzt werden.

Wird der Versagensindikator entweder innerhalb einer Plastizitdtsformulierung als Flie3bedin-
gung oder innerhalb einer Schadigungsformulierung als Schadigungsbedingung verwendet, so
kann das Nachbruchverhalten Giber Evolutionsgesetze abgebildet werden. Berticksichtigen diese
noch zusatzlich die kritische BruchenerGig kann der entfestigende Versagensvorgang zuver-
lassig wiedergegeben werden. Die Plastizitatsformulierung ist dabei in der Lage, sowohl ver- als
auch entfestigendes Verhalten zu beschreiben, wahrend die Schadigungsformulierung tblicher-
weise nur ein entfestigendes Verhalten wiedergeben kann.

Im folgenden Kapitel 6.2 werden zunachst verschiedene Versagensindikatoren zur Berechnung
von Anfangsschadigungslasten vorgestellt und miteinander verglichen. Dies ist nétig, da einige
dieser Kriterien innerhalb einer Plastizitats- oder einer Schadigungsformulierung verwendet
werden. Bei den meisten Versagenskriterien ist der anliegende Spannungszustand die maf3gebli-
che Eingangsgro3e, so dass eine genaue kinematische Beschreibung des Deformationszustandes
in Kombination mit einem vollstandig dreidimensionalen Werkstoffgesetz unbedingt nétig ist.

Das im Kapitel 3.2 vorgestellte mehrschichtige Schalenmodell erflllt mit seiner héherwertigen
Kinematik diese Anforderungen und kann daher zur Simulation von Faserverbundstrukturen
eingesetzt werden.

Auf Basis des Hoffman-Versagenskriterium wird in Kapitel 6.3 ein Plastizititsmodell vorge-
stellt, mit dem ein anisotrop verfestigendes Materialverhalten abgebildet werden kann. Fur beide
Unterkapitel 6.2 und 6.3 sind die in Kapitel 2.4 vorgestellten Modellierungsaspekte, die von ei-
ner homogenisierten Einzelschicht mit bekannten effektiven Festigkeitswerten ausgehen, zu be-
ricksichtigen.

Eine gute Ubersicht von verschiedenen in der Literatur verfugbaren Versagenskriterien bzw. -in-
dikatoren sowie von Kriterien zur Beschreibung des Nachbruchverhaltens geben die Arbeiten
von Tsai (1984), Nahas (1986), Dorninger (1989), Dorninger und Rammerstorfer (1990), Hult
und Rammerstorfer (1994) und Puck (1996).

6.2  Versagensindikatoren

Im Folgenden werden einige gangige Versagensindikatoren zur Berechnung von Anfangsschéa-
digungslasten vorgestellt. Die gleichzeitige Bestimmung des maf3geblichen Versagensmodes ist
dabei im Hinblick auf die Erweiterung der Indikatoren zur Beschreibung des entfestigenden
Nachbruchverhaltens oft vorteilhaft. Man unterscheidet daher zwischen Kriterien, die ohne eine
Interaktion verschiedener Spannungs- oder Verzerrungskomponenten den Versagensmode be-
stimmen {Independent-Failure-Criteria’ Kapitel 6.2.1) und Kriterien, die eine Interaktion be-
rucksichtigen, aber im Regelfall keine Information tber die Versagensart ligfetynomial-
Failure-Criteria’, Kapitel 6.2.2 und 6.2.3). Einen Sonderfall stellen dabei die
‘Direct-Mode’-Kriterien dar (Kapitel 6.2.4), die eine Interaktion ausgewahlter Spannungskom-
ponenten bertcksichtigen, aber dennoch durch die Definition verschiedener Subkriterien eine
Aussage uber den vorliegenden Versagensmode liefern.
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6.2.1 Maximalspannungs- und Maximalverzerrungskriterium

Beim Maximalspannungskriterium (Chen (1985), Gerstle (1985), Stanovsky (1985), Takahashi
(1987)) wird angenommen, dass keine Interaktion zwischen den einzelnen Spannungskompo-
nenten vorhanden ist. Vielmehr wird von einem Versagen ausgegangen, wenn eine Komponente
des in die Materialhauptrichtung transformierten Spannungsvektors, unabhéngig von den wei-
teren Komponenten, den entsprechenden Festigkeitswert erreicht. Das Maximalspannungskrite-
rium kann somit durch mehrere unabhéngige Subkriterien angegeben werden:

§  fur §j=11,22,33und §; >0
§|={ S fur ij=11,22,33und § <0 . 6.1)

S far ij = 12,23,13

In Gleichung (6.1) werden dabei die folgenden Festigkeitswerte in Materialhauptrichtung (loka-
les Materialkoordinatensystem, siehe Abb. 2.2) verwendet. Zuséatzlich geht man von vorzeichen-
unabhangigen Schubfestigkeiten aus:

§t11 Langszugfestigkeit 5 Schubfestigkeit
§C11 Langsdruckfestigkeit 3 Schubfestigkeit
§t22 Querzugfestigkeit Schubfestigkeit

6.2
S>  Querdruckfestigkeit (6.2)

§33 Querzugfestigkeit
§C3,3 Querdruckfestigkeit

Faserlangsrichtung
quer zur Faserrichtung

> 1> 1>

w N ,_\énll\gm'&nl

quer zur Faserrichtung

Die neun unabhangigen Materialparameter kbnnen aus jeweils drei einaxialen Zug- und Druck-
versuchen sowie drei Schubversuchen bestimmt werden.

Sofern das Hooke’sche Materialgesetz bis zum Bruch guiltig ist, l&sst sich das Maximalspan-
nungskriterium auch alternativ als Maximalverzerrungskriterium formulieren (Stanovsky
(1985)):

E; fur ij =11,22,33 und E; > 0
E;l = | Ej fur ij =11,22,33 und E; <0 . (6.3)

Ej far ij = 12,23,13

Es liefert allerdings nicht die gleichen Versagenslasten wie das Maximalspannungskriterium, da
tber den Querdehneffekt eine Interaktion bestimmter Spannungskomponenten erfolgt, siehe
beispielsweise Altenbach et al. (1996). Weiterhin kann das Maximalverzerrungskriterium ge-
genuber dem Maximalspannungskriterium von Vorteil sein, da die Verzerrungen an einem
Punkt, im Gegensatz zu den Spannungen, messbare Grof3en sind.

Bei beiden Kriterien ist die einfache Anwendbarkeit und die eindeutige Zuordnung des Versa-
gens in die verschiedenen Arten des Faserzug-, des Schub- und des Querzugversagens (gleiches
gilt fir Druckbelastung) vorteilhaft. Letzteres kann allerdings auch als Nachteil angesehen wer-
den. Esfindet namlich ein scharfer, diskontinuierlicher Ubergang zwischen den einzelnen Versa-
gensarten statt (siehe Abb. 6.1), der in Wirklichkeit nicht zu beobachten ist. Des Weiteren ist ein
physikalisch unrealistisches Verhalten bei der Simulatior@ié#\xis’-Zugversuchs zu erken-

nen. Bei diesem Versuch wird fur veranderliche Faserwinkel jeweils die Versagenslast bzw. die
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Abb. 6.1: Versagensspannungabis Maximalspannungskriterium

Versagensspannurgy in x-Richtung ermittelt. Fur kleine Faserwinkelst in Abb. 6.1 das un-
realistische Anwachsen der Versagensspani3iizgl erkennen. Verantwortlich ist hierfur die

in Faserrichtung wirkende Spannungskompon&pedie sich bei Drehung der Fasern aus der
x-Richtung heraus zunachst verringert, wahrend die SchubspaBpyergt aufgebaut wird. Da

keine Interaktion zwischen der sich aufbauenden Schubspannung und der abfallenden Zugspan-
nung in Faserrichtung stattfindet, wachst die maximal Gbertragbare Spagungichst an,

bis das Schubversagenskriterium mafl3gebend wird, siehe Abb. 6.1 und Gerstle und Reedy
(1985). Man kann hier deutlich die fehlende Interaktion der einzelnen Spannungskomponenten
erkennen. Es ist daher erforderlich, Theorien zu verwenden, die innerhalb einer skalaren Glei-
chung die Interaktion der Spannungskomponenten erfassen und somit eine bessere Ubereinstim-
mung mit Versuchsergebnissen liefern.

6.2.2  Tsai-Wu-Kriterium

Polynomiale Versagenskriterien sind in der Lage, die Interaktion verschiedener Spannungskom-
ponenten zu berlcksichtigen. Ein gebrauchlicher Vertreter dieser Gruppe ist das fur anisotrope
Materialien formulierte Tsai-Wu-Kriterium (Tsai und Wu (1971)), das einen quadratischen An-
satz fur die Spannungen verwendet. Es geht aus der allgemeinen Form eines polynomialen Ver-
sagenskriteriums nach Gol'denblatt und Kopnov (1965) bzw. Ashkenazi (1965) hervor

F§) = Ay S5+ A S5 S =1 mit  (,j,kl =1,2,3) , (6.4)

bei der die Festigkeitstensorég und A, symmetrische Tensoren zweiter bzw. vierter Stufe
darstellen. Die Anzahl der unabhangigen KomponentenﬁqunndAijkl betragt zunachst sechs

bzw. 21. Wird davon ausgegangen, dass der verwendete Faserverbundwerkstoff orthotropes Ver-
halten aufweist und somit gewisse Symmetrieeigenschaften vorliegen (Green (1968) bzw. Tsai

und Wu (1971)), reduziert sich die Anzahl der unabhangigen Komponenten auf drei bzw. neun.
Wahrend zur Bestimmung der Komponentgn, Ay; und Ay; (Gleichung (6.5)) einaxiale
Zug- bzw. Druckversuche sowie reine Schubversuche ausreichen, missen die Interaktionsterme
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A129 Aspzaund A, 33 durch biaxiale Zug-Zug-, Druck-Druck- und Zug-Druck-Versuche er-
mittelt werden. Um die Durchfiihrung solch aufwendiger Versuche zu vermeiden, gibt es in der
Literatur einige Moglichkeiten zur ndherungsweisen Bestimmung der Interaktionsterme, siehe
Tsai und Wu (1971), Narayanaswami und Adelman (1977), Hashin (1980), Reddy und Pandey
(1987), Dorninger (1989), Klarmann (1991) und Schultz (1996). Durch diese Vereinfachung
wird die Anzahl der unabhangigen Komponenten)o(%}auf sechs reduziert. Im Vergleich mit
experimentellen Ergebnissen liefert der Ansatz von Reddy und Pandey (1987) eine gute Uber-
einstimmung. Dieser sollim Folgenden verwendet werden. Die von Null verschiedenen Kompo-
nenten der Festigkeitstensoren lassen sich wie folgt angeben:

<
A = S'_c__ts' (i = 11,22,33 ,
i Si
Aii = = (iii = 1111,2222,3338 ,
Si Si (6.5)
A = -1 (iji = 1212,2323,1318 ,

A = — 3 [P Ay (iijj = 1122,2233,113B .

Die in Gleichung (6.5) benotigten Festigkeitsw&tterr Zug,S(f fur Druck undSJ- fur Schub

(siehe Gleichung (6.2)) lassen sich Uber sechs einaxialen Zug- und Druckversuche sowie drei
Schubversuche bestimmen. Das unterschiedliche Versagensverhalten bei Zug- bzw. Druckbean-
spruchung wird durch den Anteil in Gleichung (6.4) bertcksichtigt, der linear im Spannungsten-
sorSist. Das Versagenskriterium ist daher auch vom hydrostatischen Spannungsanteil abhangig.
Des Weiteren ist zu beachten, dass sich die FestigkeitstedgaredA;,, stets auf die Material-
hauptrichtungen beziehen und somit der Spannungst8msdrese Richtung zu transformieren

ist.

6.2.3 Hoffman-Kriterium

Das von Hoffman (1967) vorgestellte Versagenskriterium ist ebenfalls ein Interaktionskriterium,

in das alle Spannungskomponenten eingehen. Es ist nach Hoffman (1967), Narayanaswami und
Adelman (1977), Hashin (1980), Schellekens und de Borst (1990) und Klarmann (1991) auf or-
thotrope Materialien anwendbar und bertcksichtigt neben dem deviatorischen Spannungsanteil
durch die Einbeziehung linearer Spannungsterme auch den hydrostatischen Anteil, siehe Pankaj
et al. (1999). In der urspriinglichen Form lautet das Kriterium

Cy(Spo = %3)2 + CyfSs5 — S11)2 + C4(Syy - S33)2 (6.6)
2 2 '
+ CuS1 + CsSyp + CeSy3 + C7(512)2 + CyfSyg) + Cy(Sig) =1 .

Die KonstantenC; (i = 1,...,9 entsprechen dabei neun unabhangigen Materialparametern,
die mittels sechs einaxialen Zug- und Druckversuchen sowie drei Schubversuchen zu bestimmen
sind. In Vektor-Matrix-Schreibweise kann das Kriterium auch als

F(S) = £(S) — 1 = %STPS+ STQ-1=0 (6.7)
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dargestellt werden. Die KopplungsgroRén@) und der SpannungsvektBriauten dabei

" ({)’ ?) Q= (a1,02050,0,0' S= (515,55 525559" (68)

mit
ay +ag) —2a4 — 2ag 6a; O O
Q=| -2a, 2as+as) —205 |: r=|0 6ag O [ (6.9)
— 2a4 — 2ag 2(a6 + a5) 0 0 6ag

Die Parametee; (i = 1,...,9 in den KopplungsgroRer und Q berechnen sich tber

PPN Bl S | [ S N U
S S 2\$S %S &S
o, = 1~ S a5=% 1, 1 1.
4 Sy w3 S S5 (6.10)
a3=@; a6=% e =)
S S5 S5 S %S
1 . 1 . 1
a = —5 , a = — , a = = ,
s ° a5 ° 3%
wobei die folgenden Abktrzungen fur die Festigkeitswerte verwendet werden:
S=5u;: 5=51: 5%=%: 5=5%; §=53; (6.11)

S=S0: =S, $=53; =55
Die in Gleichungen (6.10) und (6.11) benétigten Festigkeitsv(?tﬁrﬂlér Zug, S(.: fur Druck und
Sj fur Schub (siehe Gleichung (6.2)) lassen sich Uber die oben genannten Versuche bestimmen.
Der Spannungszustai&st wie schon beim Tsai-Wu-Kriterium in die Materialhauptrichtungen
zu transformieren, da sich die KopplungsgroRemdQ auf diese Richtungen beziehen. Ebenso
ist bei genauer Betrachtung des Hoffman-Kriteriums eine enge Verwandschaft zum Tsai-Wu-
Kriterium festzustellen und kann aus diesem als Sonderfall hergeleitet werden. Die beiden Krit-
erien unterscheiden sich namlich lediglich in der Definition der InteraktionstapmeBei-
spielsweise die Komponenkg, ;,,berechnet sich fur die Kriterien wie folgt:

Ayipy = _% Ar111 Argr bei Tsai-Wu-Kriterium (6.12)
Algor= — %(Allll + Agros — Agasy bei Hoffman-Kriterium .

Die weiteren Kopplungsterme ergeben sich durch zyklische Vertauschung der Indices. Das Hoff-
man-Kriterium ist daher als orthotroper Sonderfall in dem fiir anisotrope Materialien allgemein
formulierten Tsai-Wu-Kriterium beinhaltet, siehe auch Schultz (1996). Wird der lineare Span-
nungsanteil in Gleichung (6.7) des Hoffman-Kriteriums bzw. in Gleichung (6.4) des Tsai-Wu-
Kriteriums weggelassen, so erhélt man das Tsai-Hill-Kritelfisai (1968) und Hill (1948)),

das zwar Materialhauptrichtungen berticksichtigt, aber keine Unterscheidung bezuglich Zug-
und Druckbeanspruchung trifft, siehe Abb. 6.2a) und b) nach Hartmann (2002).
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Abb. 6.2: Versagensflachen im Hauptspannungsraum a) Hoffman b) Tsai-Hill

ol o)

Auf eine physikalische Unzulanglichkeit, die sowohl das Hoffman-, das Tsai-Hill als auch das
Tsai-Wu-Kriterium betrifft, soll an dieser Stelle noch kurz hingewiesen werden: Unter der An-
nahme einer rein einaxialen Zugspannung in Faserlangsrichtung ist die Versagenslast dennoch
uber die Termer,, ag unda, von der DruckfestigkeiECll abhangig. Dies ist physikalisch nur
schwer zu motivieren, vergleiche auch Hashin (1980).

Abb. 6.3a) bis 6.3c) zeigen einen Vergleich von experimentellen Ergebnissen im ebenen Span-
nungszustand mit den Versagenskurven der Kriterien Tsai-Wu-, Tsai-Hill- und dem Maximal-
verzerrungskriterium. Fur alle Kriterien ist die Abweichung zu den Versuchsergebnissen nicht
zu grol3, wenn auch das Tsai-Wu-Kriterium am besten tbereinstimmt. Nattrlich besteht auch die
Mdglichkeit, verschiedene Versagenskriterien zu kombinieren. So verwenden beispielsweise
Dorninger (1989) bzw. Dorninger und Rammerstorfer (1990) eine Kombination von Maximal-
spannungs- und Tsai-Wu-Kriterium, bei dem die Versagensart Faserbruch mit dem Maximal-
spannungskriterium sowie die Versagensart Matrixbruch mit dem Tsai-Wu-Kriterium beschrie-

a) Tsai-Wu-Kriterium b) Maximalverzerrungskriterium

22

¢) Tsai-Hill-Kriterium Quelle: Mallik (1988),

Gudmundson (1994)

Abb. 6.3: Vergleich von experimentellen und analytischen Versagenskurven
im ebenem;1—022—Spannungsraum
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ben wird. Hierdurch soll die Vorhersage der Versagensart Faserbruch verbessert werden, die im
Regelfall vom Tsai-Wu-Kriterium tGiberschatzt wird.

Bei den bisher vorgestellten Kriterien Tsai-Wu, Tsai-Hill und Hoffman kann infolge der Span-
nungsinteraktion keine direkte Aussage Uber die genaue Versagensart des Faserverbundwerk-
stoffes getroffen werden. Zur Beschreibung des Nachbruchverhaltens kann allerdings die Kennt-
nis der Versagensart wichtig sein. Dartiber hinaus sind die Versagensmdglichkeiten von
Faserverbundwerkstoffen vielfaltig, so dass es unmdéglich erscheint, samtliche Versagensvor-
gange mit einem einzelnen Kriterium zu erfassen. Vielmehr ist es nahe liegend und sinnvoll,
mehrere Einzelkriterien zu formulieren, die den jeweiligen Versagensarten zugeordnet sind und
so zwangslaufig die verschiedenen Versagensarten besser abbilden. Im Unterschied zu den Ein-
zelkriterien des Maximalspannungs- bzw. des Maximalverzerrungskriteriums wird allerdings
die Interaktion gewisser versagensrelevanter Spannungskomponenten bertcksichtigt. Die nach-
folgend beschriebenen Kriterien von Hashin (1980) und Brewer und Lagace (1988) gehdren die-
ser Gruppe der sogenanntBirect-Mode’-Kriterien an.

6.2.4  ‘Direct-Mode’-Kriterien

Bei den'Direct-Mode’-Kriterien nach Hashin (1980) oder Lee (1982) werden fir die einzelnen
Versagensarten stiickweise stetige Kriterien entwickelt, die lineare und/oder quadratische Terme
der Spannungskomponenten beinhalten. Das Hashin-Kriterium wurde dabei unter Bertcksichti-
gung der Spannungsinvarianten eines transversal isotropen Materials entwickelt, wahrend das
Lee-Kriterium auf rein empirischen Uberlegungen basiert. Im Folgenden soll lediglich das Has-
hin-Kriterium vorgestellt werden, da sich beide Kriterien nur geringfligig unterscheiden.

Das Hashin-Kriterium wurde flr transversal isotrope Materialien entwickelt und besteht aus
zwei Subkriterien, die den Versagensarten Faserbruch und Matrixbruch zugeordnet sind. Inner-
halb dieser Subkriterien wird wiederum hinsichtlich Zug und Druck unterschieden, um dem un-
terschiedlichen Versagensverhalten bei Zug- und Druckbeanspruchung von Faserverbundwerk-
stoffen gerecht zu werden. Die bei den Kriterien von Tsai-Wu und Hoffman genannte
physikalische Unzulanglichkeit, dass Versagenslasten bei Zugbeanspruchung von Druckfestig-
keiten abhangig sind, kann durch die Einfihrung der Subkriterien vermieden werden. Die ein-
zelnen Subkriterien des Hashin-Kriteriums lassen sich wie folgt angeben:

Faserbruch (Zug):

2 2 2
(;11_1) + (%) + (;ll—z) =1 fir S >0 (6.13)
Faserbruch (Druck):

2
Si1 '
=] =1 far <0 6.14
(311) ur Syq (6.14)

56



Matrixbruch (Zug):

(Sp2 + 333)2 L1 2
o @ >2((szs) S5)

3
2 2
; (;11_2) ; (?1_3) _1 fiir Sy, + Sy3> 0 (6.16)
2

Matrixbruch (Druck):

o\ 2 s, 2 S, 2
1 ([ S22 2 3
= |\=. — 1S+ S+ (2] + =
S$2(\ 2523 Si2 S13
2

S3) — S

=2

3
Abb. 6.4 zeigt einen Vergleich von Maximalspannungs-, Tsai-Wu-, Hoffman- und Hashin-Krite-
rium. Aufgezeichnet ist die prozentuale Abweichung der Versagensspa8ndegeinzelnen
Kriterien in Bezug auf die Werte des Tsai-Wu-Kriteriums (willkurlich festgelegt) bei €D&m
Axis’-Zugversuch mit den angegebenen Materialwerten. Die Abbildung liefert daher keine Aus-

sage Uber die Ubereinstimmung mit Versuchsergebnissen, sondern vergleicht lediglich die Krite-
rien untereinander.

|

+-L(s,+S5 =1 fir Sy+S;=0 (6.15)
453

Fur das Maximalspannungskriterium sind sowohl wesentlich grof3ere Versagensspannungen (bis

zu 45%) als auch deutlich die drei Versagensbereiche Faserzug-, Schub- und Querzugversagen
zu erkennen (abrupter Ubergang der Versagensarten, vergleiche auch Abb. 6.1). Wesentlich ge-
ringere Unterschiede (bis zu 10%) sind beim Hashin-Kriterium festzustellen, da bei diesem Kri-

Prozentuale Abweichung der Versagensspanngng S

in Bezug auf Tsai-Wu-Kriteriufi§o] Off-Axis-Zugversuch

nach Hull (1981)

451 Kriterium; 9 a
= Maximalspannung > 7
351 ¢ Hashin
e 4 Hoffman S Faserlangsrichtung S
Materialdaten
154 Hwang und Sun (1989)
S, = 1393,0 MN/m?
= S, = 1448,0 MN/m?
i 4 A —a—h . S =S = 44,8 MN/m?
5 =C =C
-5 - S, =5, 172,4 MN/m?
1 2 4 7 — _ _
0 0 0 30 0 50 60 0O 80 90 S,=5,=5:.= 621 MN/m?

Faserorientierung: [°]

Abb. 6.4: Prozentuale Abweichung der Versagensspannuing8&zug
auf Tsai-Wu-Kriterium (nach Imminger (2001))
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terium die Interaktion gewisser versagensrelevanter Spannungskomponenten beriicksichtigt
wird. Im Bereich fiir Faserwinkel zwischen Qund 10 liegt ein Zugversagen der Fasern vor,
wéhrend im Ubrigen Bereich die Matrix auf Zug versagt. Die geringsten Abweichungen sind wie
erwartet beim Hoffman-Kriterium festzustellen, da es in direkter Verwandtschaft zum Tsai-Wu-
Kriterium steht und aus diesem abgeleitet werden kann. Der minimale Unterschied ergibt sich
dabei ausschlief3lich aus der unterschiedlichen Definition der Interaktionsparamgigr
A,,33und A, ;34 Siehe Gleichung (6.12).

In die Gruppe déeDirect-Mode’-Kriterien kann auch das Versagenskriterium nach Puck (1992,
1996), das auf den Vorarbeiten von Hashin (1980) basiert, eingeordnet werden. Unter der An-
nahme eines Sprodbruches wird dort ein sogena@ntesshenfaserbruchkriteriurMatrix-

bruch) hergeleitet, dass auf Wirkebenen bezogen ist und darauf bezogene Festigkeitswerte ver-
wendet. Der Grundgedanke liegt darin, dass die Bruchgrenze eines Materials durch die
Spannungen in der Bruchebene bestimmt wird (Analogie zur Mohr’schen Festigkeitshypo-
these). Es muss folglich die Bruchebene bzw. die Orientierung der Bruchebene gefunden wer-
den, fUr die ein Versagenskriterium die grof3te Bruchgefahr liefert. Hierzu wird eine faserparal-
lele Versagensebene eingefihrt und bei gleichzeitiger Auswertung eines Versagenskriteriums
um den Winkeld um die Faserlangsrichtung gedreht. Der numerische Mehraufwand, den die
Ermittlung der mal3gebenden Bruchebene mit sich bringt, ist wahrscheinlich fur die geringe Ver-
breitung und fur die seltene Verwendung verantwortlich.

Innerhalb der Gruppe d#®irect-Mode’-Kriterien kdnnen nicht nur Subkriterien fur die interla-
minaren Versagensarten des Faser- und Matrixbruchs definiert werden, sondern es kann auch ein
weiteres Kriterium flr die intralaminare Versagensart der Delamination eingefuihrt werden. Po-
lynomiale Versagenskriterien wie Tsai-Wu, Tsai-Hill und Hoffman kénnen dies nicht ohne wei-
teres, da sie keinem bestimmten Versagensmode zugeordnet sind und sdmtliche Spannungskom-
ponenten in das Kriterium eingehen.

Das von Brewer und Lagace (1988) vorgestellte Delaminationskriterium ist ein quadratisches
Versagenskriterium, in dem alleinig die Spannungskomponenten Eingang finden, die fir die In-
itierung der Delamination als maRRgeblich angesehen werden, siehe auch Lagace und Bhat
(1992) sowie Lagace (1993). Mit der Unterscheidung hinsichtlich positiver und negativer Span-
nungen in Dickenrichtun;, lautet es:

2 2 2

<i3—3> + (_i?’) + (_23) =1 . (6.17)

33,3 S13 SZ3

Sehr haufig ist in der Literatur auch die transversal isotrope Form von Gleichung (6.17) zu fin-
den, die von gleichen Schubfestigkei®&pundS,;ausgeht, siehe beispielsweise Zhou und Sun
(1990), Skrna-Jakl und Rammerstorfer (1993), Gruttmann (1996) und Sprenger (2000). Fur den
Sonderfall, dass die Spannungskompone8gnndS, , gleich Null sind, kann das Delaminati-
onskriterium nach Brewer und Lagace auch aus dem Hashin Subkriterium des Matrixbruchs auf
Zug hergeleitet werden. Abb. 6.5 zeigt die Versagensflache nach Gleichung (6SLASpan-
nungsraum. Das Delaminationskriterium dient auch in Kapitel 7 als Indikator zur Feststellung

der maRRgeblichen Delaminationsstelle. Dort wird anschlie3end eine Prozessschicht zur Simula-
tion der fortschreitenden Delamination eingesetzt.
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Materialwerte

= 51,7 MN/m?
3:§l3: 91,7 MN/m2

S L

Abb. 6.5: Brewer-Lagace-Delaminationskriterium

6.2.5 Bewertung

Abschlie3end ist somit festzuhalten, dass polynomiale Versagenskriterien, wie beispielsweise
das Tsai-Wu- oder das Hoffman-Kriterium, durch die Glattheit ihrer Versagensflache und somit
ihrer stetigen Differenzierbarkeit attraktiv fir die numerische Umsetzung innerhalb von Plastizi-
tats- oder Schadigungsmodellen sind. Nachteilig ist hingegen, dass sie keine direkte und eindeu-
tige Information Uber den vorliegenden Versagensmode geben, wodurch bei entfestigendem Ma-
terialverhalten eine Korrelation zu Bruchenergien der einzelnen Versagensmoden schwierig ist.
Weiterhin ist die physikalische Unzuléanglichkeit, dass die Last bei Zugversagen von Druckfes-
tigkeitswerten abhéngig ist, von Nachtébirect-Mode’-Kriterien beseitigen die genannten
Nachteile, allerdings bringt es den Verlust der Glattheit der Versagensflache mit sich, siehe bei-
spielsweise Hashin (1980) und Puck (1996).

6.3  Anisotropes Plastizitatsmodell

6.3.1 Einfihrung

Faserverbundwerkstoffe weisen aufgrund ihrer Faserorientierung schon im elastischen Bereich
kein isotropes, sondern orthotropes oder transversal isotropes Verhalten auf. Die Strukturant-
wort von FVW ist somit abh&ngig von der Belastungsrichtung, wobei der Grad der Anisotropie
von dem Volumenanteil, der Faserart, der Faserorientierung sowie dem Matrixmaterial beein-
flusst wird. Im elastischen Bereich ist dieses Materialverhalten beispielsweise Uber ein orthotro-
pes Materialgesetz mit neun unabhangigen Materialparametern und drei ausgepragten Material-
richtungen beschreibbar.

Im nichtlinearen Bereich kann sich das anisotrope Verhalten nattrlich verstarken, wobei sowohl
irreversible Verzerrungen als auch die Degradation der Materialsteifigkeiten auftreten kénnen.
Abb. 6.6 aus Herakovich (1998) zeigt exemplarisch das Spannungs-Dehnungs-Verhalten des Po-
lymer-Matrix-Verbundwerkstoffes Aramid/Epoxy und des Metall-Matrix-Verbundwerkstoffes
Boron/Aluminium beiOff-Axis’-Zugversuchen mit den angegebenen Faserwinkeln. Bei Ara-
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mid/Epoxy sind neben einem Hystereseverhalten bleibende Verzerrungen (plastisches Verhal-
ten) und eine geringfligige Abnahme der Steifigkeit (Materialdegradation) zu beobachten. Im
Gegensatz hierzu weist Boron/Aluminium keine Materialdegradation und somit keine Schadi-
gung auf. Es entstehen nur irreversible Verzerrungen, die hauptsachlich aus der plastischen Ver-
formung des Matrixmaterials resultieren. Bei weiterer Laststeigerung kann eine Verfestigung
auftreten, wobei das Verfestigungsverhalten wiederum entscheidend von der Faserorientierung
beeinflusst wird. Es findet daher kein isotropes, sondern ein anisotropes Fliel3en statt, das zusatz-
lich eine anisotrope Verfestigung aufweisen kann.

Je nach Anwendungsfall lasst sich aus dem vorliegenden nichtlinearen Materialverhalten entwe-
der die Anwendung eines Plastizitatsmodells oder die Anwendung eines Schadigungsmodells
motivieren. Allerdings ist die Wahl des Versagenskriteriums bzw. der Fliel3funktion einge-
schrankt. Kriterien wie von Mises oder Drucker-Prager sind nicht anwendbar, da sie den rich-
tungsabhangigen Charakter von Faserverbundwerkstoffen nicht beschreiben kbnnen. Das Tsai-
Hill-Kriterium bertcksichtigt zwar diese Eigenschaft, unterscheidet aber nicht hinsichtlich Zug-
und Druckbeanspruchung und ist daher ebenfalls nicht geeignet. Hingegen sind Kriterien, wie
beispielsweise das Tsai-Wu- oder das Hoffman-Kriterium, hierzu in der Lage, wobei im ersten
Fall zwdlf und im zweiten neun unabhangige Festigkeitskomponenten zu ermitteln sind. Bei ge-
eigneter Wahl der Interaktionsparameter des Tsai-Wu-Kriteriums, gleichbedeutend mit der Re-
duktion der unabhangigen Festigkeitskomponenten von zwdlf auf neun, sind beide Kriterien
aquivalent (siehe Gleichung (6.12)).

In den Verdffentlichungen von Schellekens und de Borst (1990) sowie Klarmann (1991) wird
das Hoffman-Kriterium innerhalb der Plastizitatstheorie als Flie3funktion mit einem ideal-pla-
stischen Materialverhalten verwendet. Eine isotrope Dehnungsverfestigung wurde von Li et al.
(1994) eingefuihrt und spater von Hashagen und de Borst (1997b) aufgegriffen. Die Simulation
des nichtlinearen Verhaltens von Beton mittels einer isotropen Form des Hoffman-Kriteriums
wurde von Bicanic et al. (1994) vorgestellt. Die Berticksichtigung einer anisotropen Verfesti-
gung innerhalb einer Plastizitatstheorie mit Hoffman-FlieRbedingung geht auf die Veroffentli-

Aramid/Epoxy 1@einaxialer Zug Boron/Aluminium 48 einaxialer Zug
oy [ksi] [MPa] oy [ksi] [MPa]
35.0 } } 4 241. 25.0 } } t } } } 172.
30.0 A + 207.
20.0 + 138.
250 A + 172,
200 | 1 138 15.0 + 103.
150 1 1 103. 10.0 68.9
100 4 + 689
5.00 345
500 A 1 345
Vi
0.0 } + t 0.0 0.0 + + 4 + + + 0.0
0.0 0.250 0.500 0.750 1.00 0.0 0250 0500 0.750 1.00 125 1.50 1.75
éx [%0] éx [%0]

Abb. 6.6: Versuchsergebnisse von FVW (aus Herakovich (1998))
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chungen von Hashagen und de Borst (1997a/b), Hashagen (1998) und Hashagen und de Borst
(2001) zurick und wird im Folgenden beschrieben.

6.3.2 Hoffman-FlieRbedingung

Um eine anisotrope Verfestigung im Hoffman-Kriterium zu realisieren, werden die konstanten
Festigkeitswert&§ (i = 1,...,9), die nach Gleichung (6.11) wie folgt definiert waren

— —t — — —t = = —t
S =51 $=51; =% §=%; S=5; (6.11)
S6=83: =Sp: =53 =353,
durch veranderliche aquivalente Spannun§én) miti = 1,..., 9 (keine Summation) ersetzt.
Die Veranderung der aquivalenten Spannungen ist iber neun unabhangige Verfestigungsgesetze
beschreibbar, die im nachsten Abschnitt 6.3.3 genauer definiert werden. Infolge der veranderli-
chen aquivalenten Spannungen sindajieWerte ebenfalls nicht mehr konstant, sondern von
den aquivalenten Verzerrungenabhangig. Dabei kann es vorkommen, dass ein &yach
von mehreren Wertek, abhangt, beispielsweisg, = a (x4, %5, k3, %4, k5, k). Formal lassen
sich diea; -Werte analog zu Gleichung (6.10) bestimmen.

_S-5 . _1f 1 11

“=75s5 0 “T2§58758 88/
5 -S; _1( 1 1

“Tss 0 “Tass7ss75s) (6.10)
_ S-S _1(_ 1 11

“"gs 0 *725§5755 §5)°

as

1 . 1 . 1
=2 4T 5 5 GdgT 5 -
35, 35 35
Die Hoffman-FlieBbedingung mit anisotroper Verfestigung kann, wie in Abschnitt 6.2.3 bereits

gezeigt, formal in Vektor-Matrix-Schreibweise als Funktion der Spannubged des Vektors
(9x1) der aquivalenten Verzerrungemlargestellt werden:

F(S,x) = f(S,x) — 1 = %STP(x)S +STOK)-1<0 . (6.18)

Dabei wird S nach Gleichung (6.8) und die Kopplungsmafix) und der Kopplungsvektor
Q(x) in der Form

20 T
P(x) = (0 F) ; Qx) = <a1’a21a3;010, O) (6.19)
verwendet, zusammen mit Gleichung (6.9)
ay +ag) - 2a, — 204 6a; O O
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Mit der vorgestellten Hoffman-FlieRbedingung nach Gleichung (6.18) ist in Kombination mit
den zu definierenden Verfestigungsgesetzen eine anisotrope Verfestigung beschreibbar. Die Er-
weiterung zur gleichzeitigen Berticksichtigung einer isotroper Verfestigung ist ebenfalls mdg-
lich und in Hashagen und de Borst (1997b) zu finden. In der vorliegenden Arbeit wird dies jedoch
nicht verwendet.

6.3.3  Anisotropes Verfestigungsgesetz

Ein lineares Verfestigungsgesetz wird im Folgenden zwischen den aquivalenten Spaghungen
und den aquivalenten Verzerrungerangenommen:

s _ & 0 .
S = ) = S + Hj «; L] =1,..9 : (6.20)
Die aquivalenten Spannungérolstellen die Anfangsflie3spannungen dar:

§10=§t11: §20=§Clli §30=§t22; §91=§022; §so=§t33:

=0 0 = 0 = 0 =

S=53; SI=S,; %$=S3; S=55 . (6-21)
Des Weiteren soll fir die Verfestigungsmodtlij gelten:

Hj =0 furi=j wund H;=konst. flri=j . (6.22)

Gleichung (6.22) verhindert eine Kopplung der unterschiedlichen Verfestigungsrichtungen, da
die Kopplung ohnehin sehr klein ist und zusatzlich die experimentelle Bestimmung dieser Ver-
festigungsmoduli sehr schwierig ware. Zur Beschreibung der anisotropen Verfestigung sind so-
mit insgesamt 18 Materialparameter notig.

Werden die aquivalenten Spannungenond die aquivalenten Verzerrungerin Vektoren der
GrolRe (9x1) einsortiert, so lasst sich das Verfestigungsgesetz (6.20) auch als

5= +Hux (6.23)

schreiben, mit
_________ T

[51’ SPTRSCIRSIRS RS S RS Sg]T , K= [Kl’KZ’KS’K4’K5'K6’K7’K8'K9] :

S =
T
oo [gegLLLL Ry 520

Dabei ist der aquivalente Verzerrungsvektats Vektor der internen Variablen des Verzerrungs-
raumes zu verstehen. Dieser steht Gber die Matrix der VerfestigungsrHochilidem Vektor

der internen Variablen des SpannungsraugiesZusammenhang, die hier mit den aquivalen-
ten Spannunge8 tibereinstimmen. Es verbleibt nun noch zu klaren, wie die neun Komponenten
des aquivalenten Verzerrungsvekterau ermitteln sind.

Ublicherweise wird die skalare aquivalente Verzerrungsrdtieer die in Kapitel 4.2.2 vorge-
stellte Verzerrungsverfestigungshypothese definiert. In Vektor-Matrix-Schreibweise lautet
diese

K =A/ym" T m mit T = diag[l,l,l,%,%,

N[

] . (6.25)
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Dabei bezeichneh = 9dG/dS den Gradienten des plastischen Potenzials G nach den Spannun-
gen, auch, anschaulich betrachtet, als Richtung des plastischen Flusses interpretierbar. Glei-
chung (6.25) reicht allerdings zur Beschreibung der anisotropen und richtungsabhangigen Ver-
festigung nicht aus, da in Gleichung (6.20) neun aquivalente Verzerrungsyzmné&teuerung

der Verfestigung noétig sind. Der skalaren Gréfkehlt daher die Richtungsinformation in Form

des plastischen Flusses bzw. des FlieRvektorBieser kann beriicksichtigt werden, indem
Gleichung (6.25) mit der normierten Richtung des plastischen Flossestipliziert wird. Der

Vektor (6x1) der dquivalenten Verzerrungsratsieht dann wie folgt aus:

x Mjiym™Tm mit |mj=/m m . (6.26)

(6x1) B ”W”

Unter der Annahme eines assoziierten Flie3ens erhalt man die FlieRrichtung als

m = % - g—g = P(x)S+ Q) = n . (6.27)

Die anschlielende Unterscheidung der Komponenterf\}dnsichtlich positiven und negati-

ven Werten (entspricht FlieRen unter Zug- oder Druckbeanspruchung) sowie die Einsortierung
in den Vektor (9x1) der aquivalenten Verzerrungskaiider eine Abbildungsmatrikl liefert

£ =M =M 232/ m"Tm . (6.28)

©Ox1)  (96)(6x1) [Im]]

Die AbbildungsmatrixM sieht dabei folgendermal3en aus:

f,0000 0] ) A'

f,0 0 00 0 fp = H@iy) ; fo= —H(=x9) ;

07,0000 fy= HiE) 1 fa= — H(— &) ;

0f,0000 ; )

f=H . f:—H_ .

Mo|oofooo| gy '©° Nk fe=—H=r

00 f6 00O f7 = H(K4) — H(—x4) :

000f, 00 f8=H(725) — H(_7G5);

0000fg0 ) )

00000 f fg = Hixg) — H(-1) - (6.29)

In Gleichung (6.29) stellH(x) die Heaviside-Funktion dar, fur die gilt:
Hx) =0 fur x<0 und H(x) =1 fur x>0 . (6.30)

Gleichung (6.28) ist in Kombination mit der Richtung des plastischen Flugs€deichung

(6.27), ein impliziter Ausdruck fik, dam tber das plastische PotenZial= F wiederum von

den GroRerP(x) undQ(x) abhangt. Dieser implizite Zusammenhang muss bei der Rickprojek-
tion des Spannungszustandes auf die Flie3bedingung berticksichtigt werden, woflr ein aufwen-
diger und rechenintensiver Riuckprojektionsalgorithmus benétigt wird. Dieser ist beispielsweise
in Hashagen (1998) und Hashagen und de Borst (2001) beschrieben.

Wird hingegen das plastische Poten@ahnerhalb des inkrementell-iterativen Verfahrens nicht
identisch der Fliel3funktioR gewahlt oder anders ausgedrtckt, wird das plastische Poténzial
nicht als Funktion der aktuellen aquivalenten Verzerrumrggn, so ergibt sich tiber Gleichung
(6.28) eine explizite Beziehung fikrund daher eine Vereinfachung des Rickprojektionsalgo-
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rithmus, siehe Li et al. (1994). Diese Vereinfachung wird in der folgenden Herleitung des Ruck-
projektionsalgorithmus verwendet, wobei im Unterschied zu Hashagen und de Borst (1997a,
2001) und Hashagen (1998) besonders auf die verschiedenen Varianten zur Definition des plasti-
schen Potenzial& eingegangen wird und eine Gegenuberstellung erfolgt.

Hashagen (1998) sowie Hashagen und de Borst (1997a, 2001) haben eine weitere vereinfach-
ende Annahme innerhalb des Ruckprojektionsalgorithmus fur die AbbildungsiMadexrof-

fen: Obwohl diese voi abhangt (Gleichung (6.29)) werden die méglichen Ableitungeon
beziglichx vernachlassigt, siehe beispielsweise Gleichung (6.49 BasschlieRlich Heavi-
side-Funktionen beinhaltet, die nur dann ihren Wert wechseln, wenn das Argument sein Vorzei-
chen andert, fuhrt diese Vereinfachung laut Aussage der oben genannten Autoren nur selten zu
Problemen, was in dieser Arbeit ebenfalls festgestellt wurde.

6.3.4  Ruckprojektionsalgorithmus

Verletzen die Pradiktorspannung8p, 1 (Gleichung (4.35)) zusammen mit den internen Varia-
blen des Zeitpunktes, die FlieRfunktion E;,;1 > 0, Gleichung (6.18)), so miissen sowohl
neue Spannunge$), , ; als auch neue plastische Verzerrunﬁgtl1 berechnet werden, die die
Flie3funktion in Kombination mit den aktualisierten internen Varialojep, wieder erfullen.

Die neuen Spannungé) . ; sind Uber die in Abschnitt 4.4.1 angegebenen Gleichungen (4.41)
und (4.43) zu bestimmen

Sn+1 = Sn+1— CHAEP (4.41)
mit
IG
AEP! = Ay 38l = MnsaMaeg (4.43)

An dieser Stelle muss nun genauer auf die Definition des plastischen Potéraiaggangen
werden. Dabei stehen, wie eingangs schon angedeutet, mehrere Varianten zur Auswahl, die im
Folgenden kurz beschrieben werden.

1. Variante

Eine erste Variante ist die Wahl des plastisches Potezéaislog zur Fliel3funktion bei &quiva-
lentem Verzerrungsvektor identisch Null und konstagt£ 0). Folglich sind die GroReiA und
Q des plastischen Potenzials wéahrend der gesamten plastischen Belastung konstant:

Gnt1(Sh+1.%0) = %SLl P(rg) Shi1 + Speq Qg —1=0 . (6.31)

Anschaulich betrachtet bedeutet dies, dass sich das plastische Potenzial im Gegensatz zur Fliel3-
funktion infolge einer Verfestigung nicht &ndert. Die Richtung des plastischen Flusses kann man
im Sinne einer nicht-assoziierten FlieRregel mit

Mpyg = % < = P(ro) Sp11 + Qlicp) (6.32)

n+1:K0

angeben. Zusammen mit Gleichung (6.28) fihrt dies zu einem expliziten Ausdruck fir das Inkre-
ment des aquivalenten Verzerrungsvektors

m _ _
My = ML A7 Jmb T, (6.33)
My 4
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2. Variante

Eine zweite Variante folgt einem Vorschlag von Li et al. (1994). Bei diesem wird das plastische
Potenzial mit einem konstanten aquivalenten Verzerrungsvektdes letzten Zeitpunktesg
aufgestellt. Infolgedessen andert sich das plastische Potenzial im Laufe der plastischen Belas-
tung und die Verfestigung wird im plastischen Potenzial, wenn auch verzégert, berticksichtigt.
Fir den aktuellen Zeitpunk} , ; sind die GrolRewn, P(xn) und Q(xn) dann konstant.

Gy 1(Sny1%n) = %S;l]—+1 P@n) Shi1+ Sppq Q) —1=0 . (6.34)
Die FlieRrichtungm,,, ; berechnet sich im Sinne einer nicht-assoziierten FlieRregel mit

Myyq = % < = P(kn) S, + Qxn) = PS,. 1+ Q (6.35)

n+1:Kn

und fuhrt zusammen mit Gleichung (6.28) zu einem expliziten Ausdrucafjjx, ;:

N

M T .
Axn =M An—HAln+1\/mn+1 T My - (6.36)
M 4]

Die Richtung des plastischen Flusses, , ist somit nicht nur von den aktuellen Spannungen

S, .+ 1 abhangig, sondern auch von den bis zum letzten Zeitpyakieichten aquivalenten Ver-
zerrungency,. Die dquivalenten Verzerrungen , ; und die FlieRrichtungn, . ; werden daher

mittels eines Vorwarts-Euler-Verfahrens bezuglich der &quivalenten Verzermangdmnittels

eines Ruckwarts-Euler-Verfahrens bezuglich der SpannuBgeetegriert. In Matzenmiller
(1988) wird dieses gemischt-explizit-implizite Vorgehen auch als semi-implizites Integrations-
verfahren bezeichnet. Die Integrationsergebnisse mussten allerdings von der Lastschrittweite
abhangig sein, was aber in Untersuchungen von Hashagen (1997a) nicht festgestellt wurde.

Ein &hnliches Vorgehen wird auch in Klarmann (1991) geschildert, der zur Berticksichtigung ei-
ner anisotropen Verfestigung ebenfalls jeder Flie3spannung einen eigenen Verfestigungsmodul
zuweist. Im Unterschied zu dem hier vorgestellten Verfahren wird allerdings schon das Verfesti-

gungsgesetz explizit integriert. Dies hat zur Folge, dass nicht nur die G??d')lhelté des plasti-

schen Potenzials, sondern auch die Grd®end Q der Fliel3funktion wahrend der Ruckprojek-

tion konstant sind. Die Verfestigung wird somit innerhalb der Rickprojektion tberhaupt nicht
berlcksichtigt. Naturlich entstehen bei diesem Vorgehen gréf3ere Abweichungen als bei dem
vorgestellten Verfahren, da nach Aktualisierung der Flie3Bspannungen der rickprojizierte Span-
nungspunkt infolge Verfestigung nicht mehr auf, sondern etwas innerhalb der Fliel3flache liegt.
Dies ist bei den hier beschriebenen Varianten nicht der Fall, da die Flie3funktion mit den aquiva-
lenten Verzerrungew,,, ; zum Zeitpunktt,, . ; ausgewertet wird. Die FlieRbedingung, Glei-
chung (6.18), ist im ausiterierten Zustand somit erfullt. Lediglich die Richtung des plastischen
Flusses stimmt nicht exakt mit der Richtung eines vollstandig impliziten Verfahrens tberein,
siehe Abb. 6.7 fur eine graphische Interpretation. Die hieraus entstehenden Abweichungen sind
allerdings klein, vergleiche Hashagen (1997a).
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1. Variante 2. Variante 3. Variante

celyg Eni1 Sn+1 Sn+1 celg = Sn+1
G G oF
IS Sh+1%0 Aﬂ'n+1c IS S+ 1%n Aln-&-lCaS Sh+1%n+1
F(Sns+1%n4+1) F(Sn+1%n41) FShr1®ns1) =
G(Sh+1:%0) G(Sp+1:%n) G(Sh+1%n+1)

Abb. 6.7: Graphische Interpretation der verschiedenen Rickprojektionen

3. Variante
Bei dieser Variante wird das plastische Potenzial mit der Flie3funktion gleichgesetzt:

1
Gn+1(Sn+1”Cn+1) - QSI+1 P®n+1) Sner t+ SI+1 Qnyy) —1=0 . (6.37)

Die FlieRBrichtungm,, , ; kann man nun im Sinne einer assoziierten FlieBregel

G dF
Myt = 39Sl ~ 3Sls = Pny1) Sppq + Qe a) (6.38)

n+ 18N+ n+1Kn+1

angeben und fihrt zusammen mit Gleichung (6.28) auf die schon erwahnte implizite Gleichung
fur das Inkrement des aquivalenten Verzerrungsvektors:

Ay =MoLl Tm (6.39)
IMp 4l T

In Abb. 6.8 sind die verschiedenen Varianten nochmals tabellarisch zusammengefasst und ge-

genubergestellt. Die darin enthaltene Beurteilung stitzt sich auf eigene Untersuchungen und auf

Ergebnisse von Hashagen und de Borst (1997a, 2001). Weiterhin sei noch darauf hingewiesen,

dass die zweite Variante im Grenzlibergang von Zeitschrittwgitgp, — O die gleichen Er-

gebnisse wie die dritte Variante liefert.

Eine weitere Mdglichkeit zur Vermeidung eines aufwendigen Projektionsalgorithmus wurde
von Bicanic et al. (1994) vorgestellt. Sie ersetzen das totale Differemzidl,dlas innerhalb
der Rickprojektion benétigt wird, durch eine Naherung mittels der partiellen Ableityiag.

Es sei an dieser Stelle ausdrticklich darauf hingewiesen, dass das plastische Boégyend!

lich nicht nach algorithmischen Aspekten gewahlt werden sollte. VielmeGrdiat eindeutige
physikalische Bedeutung, namlich die Beschreibung des plastischen Flusses in Verbindung mit
der Dilatation, siehe Kapitel 4.2. In sehr aufwendigen Versuchen kann der plastische Fluss ermit-
telt werden, um daraus die Form v@rabzuleiten. Sehr haufig ist die plastische Flie3richtung
jedoch unbekannt, so dass man vereinfachend das plastische Potenzial mit der Flie3funktion
identifiziert. Die Frage ist nun, inwieweit das plastische Potenzial auch geringfligig anders ge-
wahlt werden kann, mit dem Ziel einer einfacheren und schnelleren Ruckprojektion bei gleicher
Genauigkeit. Da zuséatzlich die Simulationsergebnisse der zweiten Variante fast denen der dritten
Variante entsprechen, ist die Modifikation des plastischen Potenzials zur einfacheren Ruckpro-
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1. Variante 2. Variante 3. Variante
G 1(Spsn%0) = Gni1(Sns1xn) = Gri1(Sns1Kni1) =
lastisches
gotenzial %SLlPSwl + S1.Q 1SI+1P(’Cn)Sn+1 + S1,.1Q(K ) 1SI+1P("n+1)Sn+1 + S1.1Q(c 1)
-1=0 6.31) —1=0 (6.34)—1=0 (6.37
nicht-assoziiert nicht-assoziiert assoziiert
FlieRregel My = PS,1+ Q ﬁ]n+1 = P(x,)S+1 + Qxr) My = P(rn,1)Shi1 + Qensq)
(6.32) (6.35 (6.38
explizit explizit implizit
Verfestigung Ax,.; = Ax,, (ko) Ak iy = Ay () Ay = Ak 1(K041)
(6.33) (6.36 (6.39
einfacher und billiger | einfacher und billiger aufwendiger und teurer
Ruckprojektions- Ruckprojektionsalgorithmus | Rickprojektionsalgorithmus
algorithmus
Beurteilung| unsymmetrische unsymmetrische symmetrische
Materialtangente Materialtangente Materialtangente
grof3e Abweichungen | geringe bis keine
zur 2. und 3. Variante | Abweichung zur 3. Variante

Abb. 6.8: Definitionen des plastischen Potenzials G

jektion zweifelsohne tolerierbar. Es wird somit aus Griinden der Effizienz und der Genauigkeit

Im Folgenden das plastische Potenzial analog der zweiten Variante verwendet.

Es folgt aus den Gleichungen (4.41) und (4.43) zusammen mit dem Gradienten des plastischen

Potenzials nach den SpannungéydS = m (Gleichung (6.35)),

*
Sn+1 = Sn+1

- Aln+ lCeI

mn+1 ’

(6.40)

wobei in (6.40) die folgenden Abkirzungen verwendet werden:

P = P(xn)

und

é = Q(xn)

(6.41)

Durch Auflédsen nach den Spannundgpn ; zum Zeitpunki,, , ; erhalt man
Sni1 = 6(C 'Shi1 — 42,,,0)

mit @ nach Gleichung (4.50) und hier im Speziell¥®/S? = P

11
0 = [Ce'l +A,1n+1p] .

(6.42)

(6.43)

Die neuen Spannunges) . ; sind nur vom plastischen Multiplikatati ,, ; abhéngig

Sn+1 = Sny1ldin,y) (6.44)
Das Inkrement des aquivalenten Verzerrungsvektars, ; lautet nun
m
n+1

mit m, . ; als Richtung des plastischen Flusses nach Gleichung (6.35).
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Der aquivalente Verzerrungsvektdk,, , , ist ebenfalls nur noch eine Funktion des plastischen
Multiplikators A4, , ;:

Akp g = Ak 1(AAn 41, S @04 0) - (6.46)
Folglich kann auch die Flie3bedingung als Funktion ¥dn | ; ausgedruckt werden:
I:<Sn+1’“’-n+1) = F(A’ln+l) =0 . (6-47)
Dabei ist es allerdings nicht moglich, Gleichung (6.47) explizitftis, , zu lI6sen, so dass eine
lokale Newton-Iteration (Kopfzeiger j) zur Ermittlung vaii,, , ; verwendet wird:
j

At =g - _F
n+1 n+

T F (6.48)

n+1

Das totale Differenzial der FlieRfunktion nach dem plastischen Multiplikator lautet dabei wie
folgt:

j
T T A N
dF _ (9F) oS , (9F oAk | aAK 0S
{‘“ (58) 2 + () M[(m * s aA,l]} . (6.49)
n+
Der Gradient der FlieBfunktion nach den Spannungen ist
oF J
[a_s = Plcn,1)S + Qlrp,q) = n}ﬂﬂ (6.50)

und der Gradient der Spannungen nach dem plastischen Multiplikator lautet
j
as _ A elfl * _ n _l/\
[—GM @[P(C S A/IQ) +0 Q]@]n+l . (6.51)

Der Gradient der FlieRflache bezlglich den &quivalenten Verzerrungen kann mit
a(...)/ad4x = d(...)/ox wie folgt angeben werden:

j ]
OF _ oF _ : _1gToP 79Q
[an oF "]n+1 mit {n. 3SToES+ S axi}nﬂ . (6.52)
Dabei gilt
-
P _ 0PN ISn i —4. 9 m=1,..9:i=1..9, (653)
oK;  da 9S,, 0K,
o
9Q _9Q0% S it 1,3 :m=1,..9:i=1..9 . (654)

aKi oa I ag‘ﬂ aKi
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Des Weiteren bestimmen sich die Gradienten der &quivalenten Verzerrungen nach dem plasti-
schen Multiplikator und nach den Spannungen folgendermalfen:

J
K _ gk _ M [aT o »
{am o472~ V" Tm} | (699
n+1
T T T j
Y m Tml. dwd TP hh P
a§§=§—'§=4‘1 _ I:,4_mr;1 TP_mmzP _ (6.56)
] WoTa )
n

Somit stehen samtliche Gleichungen bzw. Gradienten, die innerhalb der lokalen Newton-Itera-
tion zur Berechnung des plastischen Multiplikatdig, , ; zum Zeitpunkt,, , ; benotigt wer-
den, zur Verfugung.

Abb. 6.9 (nach Hartmann (2002)) zeigt die Visualisierung einer lokalen Rickprojektion mit der
einhergehenden Veranderung der Flie3flache infolge Verfestigung. Damit die anisotrope Veran-
derung der FlieRflache besser zu erkennen ist, werden die FlieRspan§umgkdie dquivalen-

ten Verzerrunger,, so gewahlt, dass zunéchst ein kreisformiger Deviatorschnitt entsteht, siehe
Abb. 6.9a). Des Weiteren wird bei diesem Beispiel angenommen, dass lediglich die Zug-Fliel3-
spannungen eine Verfestigung aufweisen, wahrend sich alle anderen Komponenten ideal-plas
tisch verhalten. Die einzelnen Ruckprojektionsschritte mit den dazugehérenden veranderten
Spannungszustanden sind in Abb. 6.9b) dargestellt. Deutlich ist zu erkennen, dass infolge Ver-
festigung die Fliel3flache im Deviatorschnitt unrund wird und sich die Achse durch den Ellipsen-
mittelpunkt parallel zur hydrostatischen Achse verschiebt (Abb. 6.9c¢)). Zusatzlich findet eine
massive Aufweitung der FlieRflache statt.

Ist der plastische Multiplikator mit ausreichender Genauigkeit ausiteriert und somit bekannt,
kdnnen die internen Variablen bzw. der aquivalente Verzerrungsuektqrund die Spannun-

genS, | ; aktualisiert werden, siehe Abb. 6.10. Zur Gewahrleistung der quadratischen Konver-
genz des Losungsverfahrens muss nun die algorithmische elasto-plastische Tangente noch be-
stimmt werden.

Deviatorschnitt

Abb. 6.9: Lokale Ruckprojektion und Verénderung der Fliel3flache infolge Verfestigung
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1. Initialisierung 4208, =0 und 0, =,

2. Lokale Newton-Iteration zur Berechnung von 44, , ;

e neue Spannungen

g . = @[Ce'ls’;+1 — A é]

n n+1
. N _1 N N
mit @ = [Ce'l + A/UnHP] und P =Py ; Q= Qxn)

® neue aquivalente Verzerrungen
N A

Mh4+1 = PSJn+1 + Q

AJ . T .
' Mnht1 ‘ n nJ
mn+lH

! =1cn+A1cjn+

n+1 1

¢ aktualisierte Flie3funktion und deren Ableitung

I:(Sjn+1’1cjn+1) und %:j

n+1

i
T N AN
: dF _ 7.0S oF Ak | ddx 9S
mit [di "o () MlaA/l s m”

n+1

Uber Gleichungen (6.50) bis (6.56)

® verbessertesdA *1
n+1

j
i+1 _ A7 _ _F
Aijn+1 B Aljn+1 dF /dA

n+1

e Abbruchkriterium
i+1 _ A3i
A/ln+1 Aln+1‘

A/‘{j-ﬁ-l ‘
n+1

{ >TOL — GOTO 2.
<TOL — Aly,, =44t — GOTO 3.

3. Aktualisierung der Spannungen und der internen Variablen

A N _l
SFH—]_ = 0[C6|—1S:]+l - A/ln+1Q:| mit O = [Cell + Aln+1p]
i m AT A
Kny1 =Kn+ e, mit Axg ., =M ‘rhn+l‘A;Ln+1\/m”+1 T Myig
n+1

Abb. 6.10: Ablaufschema des Ruckprojektionsalgorithmus
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6.3.5  Algorithmische elasto-plastische Tangente

Im Folgenden soll die algorithmische elasto-plastische Tan@h#° in Anlehnung an die

in Kapitel 4.4.1 vorgestellten Gleichungen (4.45) bis (4.48) hergeleitet werden. Zu beachten ist
dabei, dass eine lineare Verfestigung gewahlt wurde und sich samtliche Grél3en als Funktion des
plastischen Multiplikators ausdriicken lassen. Die HerleitungGRBA'9° vereinfacht sich da-

durch. Des Weiteren istim Unterschied zu Kapitel 4.4.1 das Verfestigungsgesetz Uber die Verzer-
rungsverfestigungshypothese nach Gleichung (6.36) gegeben und die Flie3funktion in Abhan-
gigkeit vonx formuliert. Dadurch verandern sich vor allem die Gleichungen (4.47) und (4.48).
Die totalen Differenziale der Spannungen, der plastischen Verzerrungen, der aquivalenten Ver-
zerrungen sowie der Konsistenzbedingung lauten somit hier im Speziellen

0S4, = {C°(dE - dEp')}n+1 , (6.57)

dEP | = {rﬁd& + Ax(gg ds + aasza?c |\/|o|1%)}n+1 , (6.58)

K, g = {ggd8+ o~ dzl] o (6.59)

dF,,, = { nTds + (a ) de} -0 . (6.60)
n+1

Dabei bezeichnetid,, das totale Differenzial des inkrementellen Konsistenzparameters
A4, 1. Da das plastische Potenzihicht von den aktuellen aquivalenten Verzerrungen,

abhangig ist, vereinfacht sich Gleichung (6.58) fur die plastischen Verzerruﬁggq d

[ 92G
deP' = {m di +A,1( P dS)} L (6.61)
n

Ein Einsetzen von Gleichung (6.59) in die Konsistenzbedingung (6.60) ergibt

= InT JoF oK _
dF,,, = { ds + (ax) M(anS+ (Wd/l)] -0 . (6.62)

n+1

Fur die Spannungen in Gleichung (6.57) kann man unter Ausniitzung von Gleichung (6.61)
dSy,1 = |6 (dE — di )] (6.63)

schreiben, mi® nach Gleichung (4.50) und hier im Speziellen
0°G - 092G _
-1 -
0 = {[Ce + 44 82] } 1 und s =P . (6.64)
n+
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Wird Gleichung (6.63) eingesetzt in die Konsistenzbedingung (6.62) liefert die Auflésung nach
di,, 1 die Gleichung flr den plastischen Multiplikator in der Form

oF
[nT+ (a ) Mas] 0 dE
dh, ., = . (6.65)

o7+ () wiko - (25w 2

n+1
Mit den folgenden Abkirzungen
T _ aF) K _ T
v n+( M 2% ”*”Mas' (6.66)
T
T £) mit oy = 1sTPgy gTIQ 6.67
n (ax T = 2% o o, (6.67)
kann Gleichung (6.65) auch verkirzt geschrieben werden:
T
s = { — y 0 ‘:E — (6.68)
v om-—nM 0AA 7 n+1

Durch Rucksubstitution von Gleichung (6.68) in (6.63) gewinnt man schlief3lich die Definition
fur die algorithmische elasto-plastische Materialtangé]ﬁt’fl'go

dS,,q = CPA% dE,, 4 (6.69)
mit
cepalgo — | g — OryTe (6.70)
e yTOm — ™ il
944 n+1

und @ nach Gleichung (6.64).

Aufgrund der unterschiedlichen GroRénund y ist die elasto-plastische Materialtangente
Cen2l9° unsymmetrisch.
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7 Numerische Modelle zur Berechnung fortschreitender
Delamination

Nach einer kurzen Einfuihrung in die verschiedenen Méglichkeiten, eine Delamination geome-
trisch zu beschreiben, wird in Kapitel 7.2 ein entfestigendes Plastizitatsmodell vorgestellt, das
auch in Sprenger (2000) Verwendung findet. Anschlie3end werden in Kapitel 7.3 zwei Schadi-
gungsmodelle entwickelt, die auf der Definition einer verzerrungsbasierten Schadigungsfunk-
tion aufbauen. Die Schadigungsfunktion erhalt man dabei durch Uberfiihrung des Brewer-La-
gace-Delaminationskriteriums in den Verzerrungsraum. In Kapitel 7.4 wird hingegen ein
Schadigungsmodell hergeleitet, das die Definition einer aquivalenten Energiefreisetzungsrate
als Schadigungsfunktion verwendet und unter bestimmten Voraussetzungen eine symmetrische
Materialtangente liefert. Ein Modellbeispiel in Kapitel 7.5 liefert einen ersten Vergleich der ver-
schiedenen Delaminationsmodelle.

7.1 Einfihrung

Zur geometrischen Beschreibung der fortschreitenden Delamination stehen grundsatzlich zwei
verschiedene Ansatze zur Verfiugung: Erstendoderhmechanische Ansaind zweitens der
kontinuumsmechanische Ans&gim Ersten wird die Delamination als eine geometrische bzw.
topologische Diskontinuitat abgebildet, wahrend beim Zweiten die Delamination im ver-
schmierten Sinn einer Prozessschicht dargestellt wird, siehe Abb. 7.1. Beiden Fallen gemeinsam
ist die Verwendung der kritischen Bruchene@ials maf3gebliche Grol3e innerhalb des zugrun-
deliegenden entfestigenden Materialmodells. Im Folgenden werden die beiden Ansatze sowie
deren Vor- und Nachteile kurz beschrieben.

Beim bruchmechanischen Ansatz wird von einem bereits vorhandenen Riss ausgegangen, der
infolge seiner Rissspitze und der dort vorhandenen Spannungssingularitat jedes Spannungs-
bzw. Verzerrungskriterium bereits verletzt. Die Aufgabe besteht nun darin, die infolge einer
Risserweiterung freiwerdende Ener@edie bei der Schaffung einer neuen freien Oberflache
freigesetzt wird, zu berechnen und der kritischen Bruchen&giggentberzustellen. Ist die
Bruchenergie, die durch eine Risserweiterung entstehen wirde und auch als Energiefreiset-
zungsrate bezeichnet wird, gréf3er als die kritische Bruchenergie, so kann man von einem Riss-
wachstum ausgehen, siehe Griffith (1921, 1924). Das angrenzende Material bleibt dabei unver-
andert und erfahrt keine Schadigung. Die Energiefreisetzungsrate lasst sich beispielsweise mit
derfiniten Risserweiterungsmethogl€inite-Crack-Extension-Methodl’ dervirtuellen Riss-
erweiterungsmethodgVirtual-Crack-Extension-Method’oder mit dewirtuellen Rissschlie-
BungsmethodéVirtual-Crack-Closure-Method’ berechnen. Es sind hierzu die Knotenver-
schiebungen und die Knotenkrafte der FE-Rechnung nétig, siehe Davidson (1990, 1996),
Nilsson und Storakers (1990), Wang et al. (1995), Krtiger (1996), Zhang (1998) oder Tel3mer
(2000). An dieser Stelle sind die Nachteile des bruchmechanischen Ansatzes am deutlichsten zu
sehen, denn die ausreichend genaue Berechnung der Energiefreisetzungsrate im Fall der Risser-
weiterung erfordert eine sehr feine Diskretisierung in der Umgebung der Rissspitze. Ebenfalls
problematisch ist die Darstellung rAumlich gekrimmter Rissfronten, die nur mittels aufwendiger
Netzgenerierungsalgorithmen mdglich ist, siehe Rinderknecht (1999). Dass die Rissinitiierung
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Bruchmechanischer Ansatz Kontinuumsmechanischer Ansatz

— —

uRiS_S [ ? Elochloc[ E_éfér

Rissbeschreibung:

— veranderte Topologie — unveranderte Topologie
— keine Schadigung des umgebenden Materials — Schadigung des Materials im Rissbereich
— Rissoffnung als diskrete, strukturelle GroRe — Risso6ffnung als homogenisierte, innere Grol3e

Rissinitiierung:
— Riss schon vorhanden — Spannungs- oder Verzerrungskriterium

Rissfortschritt:

— weitere Topologieanderung entlang den — Anderung der Materialeigenschaften im
Elementkanten und FE-Knoten Sinne einer zunehmenden Entfestigung
— Betrachtung der Rissfront — korperfeste Betrachtungsweise
— Anwendung eines Stabilitétskriteriums — Schadigung in Abhéangigkeit der
(Griffith-Kriterium) dissipierten Energie
T LG
G = G, j S Eioc d‘QRiss_ h_
loc
QRiss

Abb. 7.1: Bruchmechanische vs. kontinuumsmechanische
Rissbeschreibung nach Weihe (1995)

mittels klassischer bruchmechanischer Ansatze nicht berechnet werden kann, ist als weiterer
Nachteil zu werten. Abhilfe schafft hier ein kombiniertes Spannungs-Energie-Kriterium wie es
von Cui und Wisnom (1993) oder Tel3mer (2000) vorgeschlagen wird. Diese Ansatze verwenden
fur die Rissinitilerung ein Spannungskriterium und fur den Rissfortschritt ein Energiekriterium
(Griffith). Tel3mer (2000) berichtet bei diesem Vorgehen allerdings von langen Rechenzeiten,
die durch das wiederholte Offnen und SchlieBen von ,Versuchsris$eal-Crack’) und der

daraus resultierenden grof3en Anzahl von Gleichgewichtsiterationen verursacht werden.

Beim kontinuumsmechanischen Ansatz wird hingegen nicht der Riss selbst, sondern lediglich
seine Auswirkung auf das Kontinuum betrachtet. Die Topologie der Struktur bleibt daher unver-
andert und der im Versuch entstehende Riss wird mit seiner Riss6ffnung Uber eine bestimmte
Breite verschmiert, d.h. mit Hilfe lokalisierter Verzerrundgg). homogenisiert. Fir viele reale
Werkstoffe kann diese charakteristische Abmessung, die Rissbandipresegar experimen-

tell bestimmt und mit dem mikroskopischen Aufbau des Materials in Beziehung gesetzt werden,
siehe beispielsweise Bazant und Oh (1983), Bazant und Pijaudier-Cabot (1989), Bazant (1991)
bzw. de Borst und Muihlhaus (1991). Diese materialspezifische Grol3e wird dann direkt innerhalb
einer nicht-lokalen Materialformulierung verwendet und bertcksichtigt die rAumliche Interak-
tion im Werkstoff bzw. den mikrostrukturellen Aufbau des Materials. Sie wird daher auch oft
als interne Lange bezeichnet. Von Nachteil ist, dass bei Verwendung einer lokalen Materialfor-
mulierung die Rissbandbreilg,. von der raumlichen Diskretisierung abhangt und zumeist auf
eine Elementreihe, in dieser Arbeit die sogenannte Prozessschicht mit deinfydeschrankt

ist, siehe beispielsweise Bazant und Oh (1983), Rots et al. (1985) und Willam et al. (1987).
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Abb. 7.2:  Modellierung der Delamination mittels einer Prozessschicht

Die Rissinitilerung in der Prozessschidhisist allerdings durch ein Spannungs- oder Verzer-
rungskriterium objektiv darstellbar, weil die Kontinuitat der Struktur weiterhin gegeben bzw.
keine Singularitat an der fiktiven Rissspitze vorhanden ist. Das fortschreitende Versagen wird
uber die Reduktion der Materialfestigkeitswerte und/oder Gber die Degradation der elastischen
Materialkennwerte beschrieben. Dabei muss bis zur vollstandigen Entstehung des fiktiven Ris-
ses, was einer kompletten Entfestigung entspricht, die freigesetzte Energie identisch der kriti-
schen Bruchenergie sein. Vorteilhaft ist bei diesem Ansatz, dass die Abbildung gekrimmter De-
laminationsfronten ohne zuséatzlichen Aufwand mdoglich ist.

Abb. 7.1 nach Weihe (1995) zeigt nochmals tbersichtlich und zusammengefasst die Unter-
schiede der beiden Ansatze. Einen Uberblick zur Verwendurni¢nwerface’-Elementen bei der
Beschreibung von Delaminationen ist beispielsweise in Alfano und Crisfield (2001), Schelle-
kens und de Borst (1994), Chaboche et al. (1997) oder Chen et al. (1998) zulfitelézace’-

Elemente konnen dabei als Grenziibergang des kontinuumsmechanischen Ansatzes mit ,gegen
Null gehender Prozessschichtdicke” angesehen werden.

Neuere Verfahren zur geometrischen Beschreibung von lokalen Effekten versuchen die jeweili-
gen Vorteile der diskreten und der verschmierten Rissbeschreibung zu kombinieren. In der Lite-
ratur sind hierzu zwei Verfahren gebrauchlich, die unter der BezeichRamgedded-Crack-
Model’ und Extended-Finite-Element-Methotiekannt sind. Beide Methoden arbeiten mit
erweiterten Verschiebungs- und/oder Verzerrungsansatzen innerhalb der FE-Ansatzfunktionen.
Damit kdnnen innerhalb eines Elements diskontinuierliche Verlaufe in den Verschiebungen und/
oder in den Verzerrungen abgebildet werden. Der Riss kann sich somit unabhéngig vom FE-Netz
entwickeln und fortsetzen. Einen detaillierten Uberblick zu demidedded-Crack-Modegje-

ben Jirasek (2000) sowie Jirdsek und Zimmermann (2001)ERierided-Finite-Element-Me-
thod’istu.a. in Moés et al. (1999), Sukumar et al. (2000) sowie Belytschko et al. (2001) beschrie-
ben. Einen Vergleich der beiden Verfahren ist in Jirdsek und Belytschko (2002) zu finden.

Die vorliegende Arbeit verwendet den kontinuumsmechanischen Ansatz zur geometrischen Be-
schreibung der Delamination, wobei folgende zusatzliche Annahmen zu treffen sind:

1. Die Delamination verlauft in einer Grenzschicht (Prozessschicht) zwischen zwei
benachbarten Schichten und kann nicht durch die angrenzenden Schichten hin-
durch wechseln (kein ,Springen” der Delamination).

2. Die Lage der Delamination und somit der Prozessschicht innerhalb des Laminates
ist a priori bekannt. Dies ist zum einen fir gewisse Schichtaufbauten ohnehin der
Fall oder kann zum anderen durch eine Voruntersuchung mittels FPF-Versagens-
kriterien bestimmt werden.

3. Die Prozessschicht verwendet die Materialeigenschaften der homogenisierten
Einzelschicht, wobei die Orientierung der Anisotropie in Richtung der Winkelhal-
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bierenden aus den angrenzenden Faserorientierungen angenommen wird, verglei-
che Abb. 7.2 oder auch Ladeae (1992) bzw. Allix und Ladeéze (1992).

4. Das gesamte nichtlineare Materialverhalten infolge Delamination wird gedanklich
auf die Prozessschicht projiziert, d.h. die angrenzenden Schichten werden als li-
near elastisch angenommen, wenn es nur um die Schadigung durch Delamination
geht.

Die vierte Annahme ist dabei nicht zwingend notwendig, sondern dient vorerst zur Trennung der
Versagensphanomene; sie kann ohne weiteres fallen gelassen werden. Die Frage, die sich nun
stellt, ist, welches Materialmodell innerhalb der Prozessschicht verwendet werden soll: ein Plas-
tizitatsmodell oder ein Schadigungsmodell. Hierzu wird die Last-Verschiebungs-Antwort einer
‘Double-Cantilever-BeamProbe (DCB) nach Agarwal und Broutman (1990) genauer betrach-
tet, siehe Abb. 7.3. Diese ist neben tEamnd-Notched-Flexure’{ENF), der‘Mixed-Mode-
Flexure’-(MMF) und defCracked-Laped-Shear{CLS) Probe ein gebrauchliches Experiment

zur Untersuchung von Delaminations-Entstehung und -Fortschritt, siehe beispielsweise Allix et
al. (1998). Folgendes ist hier festzustellen: Zum einen verbleibt auch bei vollstandiger Entlas-
tung eine gewisse Rissoffnudgdie auf irreversible bzw. bleibende Dehnungen zurlickzufiihren

ist. Zum anderen wird eine Abnahme der elastischen Steifigkeit festgestellt. Diese entsteht einer-
seits aus der Materialdegradation selbst, andererseits aus der Vergrof3erung der RisStinge

mit ist sowohl die Verwendung von Plastizitditsmodellen als auch die von Schadigungsmodellen
bzw. deren Kombination denkbar. Deshalb werden im Weiteren ein Plastizitditsmodell und auch
mehrere Schadigungsmodelle zur Simulation der fortschreitenden Delamination beschrieben
bzw. entwickelt. Um vorerst plastische und schadigende Effekte klar zu trennen, wird keine
Kopplung der Modelle berlcksichtigt.

7.2 Plastizitatsmodell mit Brewer-Lagace-Kriterium

Nachfolgend wird ein Plastizitditmodell beschrieben, das von Sprenger (2000) fiir fortschrei-
tende Delaminationen entwickelt wurde und im Kontext einer entfestigenden Plastizitatstheorie
formuliert ist. Dabei soll in Kapitel 7.2.2 insbesondere auf die Definition eines netzabhangigen
Entfestigungsmoduls eingegangen werden. Dieser Modul ist nétig, um die Objektivitat der Er-

= 200 y
£ Quelle:
< Agarwal und
- Broutman (1990) P,
150
100
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Quelle: _ % 2 2 6 8 10 12
Carlsson und Pipes (1989) Rissoffnung [mm]

Abb. 7.3: Versuchsergebnisse: ‘Double-Cantilever-Beam’-Probe

76



gebnisse im nachkritischen Bereich wieder zu gewahrleisten, die aufgrivetidsses von El-
liptizitat verloren geht. AnschlieRend beschreibt Kapitel 7.2.3 die Ruckprojektion, wahrend in
Kapitel 7.2.4 die elasto-plastische Materialtangente hergeleitet wird. Eine automatische visko-
plastische Regularisierung, die auf der ratenunabhéngigen elasto-plastischen Losung aufbaut,
stellt Kapitel 7.2.5 vor. Anhand von Untersuchungeratestischen Tensof3® wird die Aus-

wirkung der visko-plastischen Regularisierung auf den Verlust von Elliptizitat untersucht.

7.2.1  FlieRbedingung fur Delamination

Das Versagenskriterium fur Delamination nach Brewer und Lagace (1989) beinhaltet lediglich
diejenigen interlaminaren Spannungskomponenten, die fir die Initiierung und den Fortschritt
von Delaminationen als mafRgebend angesehen werden. Mit der Unterscheidung hinsichtlich po-
sitiver und negativer Dickenspannu8g; lautet es nach Gleichung (6.17):

2 2 2

In Gleichung (7.1) bezeichnet x > die Rampenfunktion mik x > = (X + |x|)/2 und be-
ricksichtigt, dass lediglich positive Dickennormalspannur@greur Entstehung von Dela-
minationen beitragen. Die einzelnen Spannungskompon&nties Spannungsvektdserge-

ben sich aus der Transformation des allgemeinen Spannungszustandes in die
Materialhauptrichtungen. Wird das Versagenskriterium auf den Festigkeitswert der Dickennor-
malspannundsss bezogen, so lasst sich Gleichung (7.1) auch als

2

_t _t
(< Ss >)2 + 313(%2) Siz t+ 323(%’—3) 3= (§33)2 (7.2)

darstellen und kann nach beiderseitigen Ziehen der Wurzel in Vektor-Matrix-Schreibweise ge-
schrieben werden:

FS Q) =f(9 —q=/SPS—S3=0 . (7.3)

Dabei wird in Gleichung (7.3) die FlieRspannui(&), die lediglich Funktion des Spannungs-
vektorsSist, wie folgt definiert:

f(S) = VS'PS . (7.4)

Eine skalarwertige und noch konstante Vergleichsspanqu#\ﬁg findet ebenfalls Verwen-
dung. Die Kopplungsmatrif, die den SpannungsvektBrzu einem skalaren Vergleichswert
verknupft, kann man als Diagonalmatrix angeben

2 2

| S\ (S
P=d 0,0,1,00 =] .l= , 7.5
'a (%J (%J (7-3)

wobei der dazugehdrende Spannungsvektor folgendermafien sortiert ist:

S =1[S1152 < S33>, 5125 Sl - (7.6)
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7.2.2  Entfestigungsfunktion und netzabhangiger Entfestigungsmodul

Bislang verhélt sich das Delaminationsmodell, das durch Gleichung (7.3) gegeben ist, ideal-
plastisch. Es wird nun auf entfestigendes Materialverhalten erweitert, indem man die skalarwer-
tige Vergleichsspannungals Funktion der skalarwertigen internen Vaﬂasblées dimensions-

losen Entfestigungsmoduls und der FlieRspannung in DickenrichtuBgs definiert. Fur die
FlieBbedingung zur Beschreibung fortschreitender Delamination auf Basis einer Entfestigung
folgt somit

F(S, () = f(S) — ) = VSPS—q(x) < 0 , (7.7)
mit f(S) nach Gleichung (7.4). Die Vergleichsspannuyg ist dabei wie folgt definiert:

} S
q(’f)=§t3(1—/m) furOsxs[l—i_ ]
1 3 oo ﬂ§3
Uo(x) = (§3 - §33,oc)
) = < [ S ] §3]
exdt — 1 —In(r) — xtu + In — =
F{ S3 — S3 Ss3
_t
* 833'00 [1 1 %3 00]
fur |5 — = — <K < o |
pouT T d
\ 33 (7.8)

Die Evolution der Vergleichsspannuig) ist so gewahlt, dass anfangs eine lineare Entfesti-
gung stattfindet, die bei Erreichen der Ubergangsstétieeinen exponentiellen Verlauf tiber-
geht, siehe Abb. 7.4. Der Grenzwert der Exponentialfunktisir) fir aquivalente Verzer-
rungenx gegen unendlich ist

lim G) = Saa. (7.9)

und verursacht eine kleine Restspannung auch bei vollstandiger Entfestigung. Die Definition der
Restspannun@‘gg » soll numerische Schwierigkeiten im Ubergang zur vollstandigen Entfesti-
gung vermeiden. Der Wechsel zwischen linearer und exponentieller Entfestigung-kinatic
nuierlich gewahlt. Damit wird an dieser Stelle sowohl eine Unstetigkeit im Spannungs-Verzer-

q(x) q(x)

4 0,(x); linear : _t

g,(x); linear

T0,(x); exponentiell

: ‘ S i -
1/u 1/u

Abb. 7.4: Einfluss des Ubergangsparameters
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rungs-Diagramm als auch eine Unstetigkeit in der ersten Ableitung nach der aquivalenten
Verzerrung vermieden. Diese Ableitung wird zum einen innerhalb der lokalen Newton-Iteration
und zum anderen bei der Herleitung der elasto-plastischen Materialtangente benétigt. Eine Un-
stetigkeit konnte hier zu Konvergenzproblemen fiihren. Die Stelle des Ubergangs steuert der Pa-
rameterr. Bei groRen Werten vanfindet der Ubergang spét statt; bei kleinen Wertennfon

det er friher statt, siehe Abb. 7.4.

Abb. 7.5 zeigt exemplarisch die Antwort einer Struktur, die einaxial in 3-Richtung belastet wird
und vollstandig aus entfestigendem Material besteht. Bis zum Erreichen der FlleBs;ﬁggnung
verhalt sich das Material linear elastlsch und es entstehen keine plastischen Verzerrungen. Nach
Uberschreiten der FlleBspannuﬁg; reduziert sich die Last proportional zu den aufgebrachten
Verschiebungen und das Material entfestigt. Der dimensionslose, positive Entfestigungsmodul
u gibt dabei den Grad der Entfestigung an und ist bis zum Erreichen der exponentiellen Entfesti-
gungsfunktion gliltig. Der stetige Ubergang zwischen linearem und exponentiellem Verlauf der
Vergleichsspannung(x) spiegelt sich auch im globalen Antwortverhalten der Struktur wider.

Vollstandigkeitshalber muss noch erwéahnt werdgn, dass bei Erreichen der kompletten Entfesti-
gung, d.h. die Vergleichsspannuig) hat den Wergss . erreicht, samtliche Komponenten des
SpannungsvektorS und der Materialmatrix endgiiltig auf den Wert 102 gesetzt werden.

Der Grund hierfur ist die Vorstellung, die komplette Entfestigung der Prozessschicht mit der
vollstadndigen Schadigung gleichzusetzen. Es werden somit auch die Spannungen, die fur die De
lamination nicht maf3gebend sir8, {, S;,, S,,), auf diesen Wert reduziert. Die Hauptdiagonal-
werte der Materialmatrix setzt man ebenfalls auf einen verschwindend geringen Wert\$on 10

Im Weiteren muss man das Versagensphanomero#latisierung das aufgrund des gewahlten
entfestigenden Materialgesetzes auftritt, n&her betrachten. Unter dem Begriff der Lokalisierung
wird die Ausbildung schmaler Versagenszonen verstanden, in denen sich Deformationen kon-
zentrieren, wahrend die Ubrigen Bereiche der Struktur sich moglicherweise bereits elastisch ent-
lasten. Der Versagensprozess ist dabei durch die Entstehung von Mikroporen und Mikrorissen
gekennzeichnet, die sich beiweiterer Belastung zusammenschlie3en und die Zone der stark loka-

Fl4  Fl4
Fl4 s Fl4
P!

ui _?

globale ¢ Entfestigungsgesetz
Strukturantwort am Materialpunkt
3 14:2
1= “l
= — C](K)
I 4
—t
S A S q,(x); linear
Cl-kontinuierlicher
E Ubergang
3
—t
- | > S 4 >
(Sest)/Es 1/u

Abb. 7.5: Strukturantwort und Entfestigungsfunktion
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lisierten Verzerrungen bilden, siehe exemplarisch Abb. 7.6a). Auf der Makroebene spiegelt sich
dies als Entfestigung wider und kann sowohl bei metallischen Materialien, wie beispielsweise
Eisen, Stahl und Kupfer, als auch bei Faserverbundwerkstoffen und Geomaterialien, wie Mar-
mor, Sand, Gestein und Beton, gleichermal3en beobachtet werden. Bei naherer Betrachtung der
Versagensvorgange auf der Mikroebene sind allerdings entscheidende Unterschiede festzustel-
len: So ist bei sproden Materialien ein trennbruchartiges Modus I-Versagen dominierend, das
durch das Auftrennen von kohasiven Bindungen gekennzeichnet ist. Duktile Materialien zeigen
auf der Mikroebene hingegen ein gleitbruchartiges bzw. schubbruchartiges Modus II- bzw. Mo-
dus lll-Versagen, das durch ein Abgleiten entlang schwacherer Materialebenen charakterisiert
Ist. FUr Faserverbundwerkstoffe kann man je nach Belastungsart und Faserorientierung Modus
I-, Modus II- oder Modus llI-Versagen sowie deren Kombinationen beobachten. Allen Versa-
gensfallen ist aber die Ausbildung eines schmalen Bandes mit stark lokalisierten Verzerrungen
gemeinsam. Zu einem spateren Zeitpunkt stellen diese unter Umstanden den Ausgangspunkt fur
ein diskretes Versagen dar. Die Breite des Versagensbhgdes dabei eine werkstoffabhan-

gige GroRRe und kann fur verschiedene Materialien mitunter stark variieren. In Nadai (1931) sind
sowohl fur metallische Materialien als auch fir Geomaterialien eine Vielzahl lokalisierter Versa-
gensformen dargestellt und anschaulich erlautert.

Mit der Lokalisierung eng verbunden ist die ausgepragte Diskretisierungsabhangigkeit der Er-
gebnisse im nachkritischen Bereich. Diese tritt bei Verwendung einer klassischen Kontinuums-
theorie in Kombination mit einer lokalen Materialformulierung auf (Bazant (1976), Crisfield
(1982, 1986), de Borst (1986)). Die Folge ist, dass sich der Typ der zugrunde liegenden partiellen
Differenzialgleichungen bei quasi-statischen Problemen von elliptisch auf hyperbilash (

of Ellipticity’) sowie bei dynamischen Problemen von hyperbolisch auf elliptisacbs(of Hy-
perbolicity’) wechselt. In beiden Fallen geht die Gutgestelltheit des Randwertproblems bzw. des
Anfangsrandwertproblems verloren und die numerischen Ergebnisse unterliegen einer Netzab-
hangigkeit, siehe Hill (1962) oder Sluys (1992). Die Lokalisierung und die Diskretisierungsab-
hangigkeit der Ergebnisse ist folglich sowohl bei entfestigenden Plastizitatsmodellen als auch
bei Schadigungsmodellen vorhanden.

Zur Veranschaulichung der Netzabhangigkeit des Nachbruchverhaltens soll an dieser Stelle
nicht das sonst tibliche Modellproblem des Zugstabes im Ubergang zu unendlich feiner Diskreti-
sierung vorgestellt werden, sondern es wird lediglich im Vorgriff auf Abb. 7.9a) sowie auf die
einschlagige Literatur wie beispielsweise de Borst (1986) und Jirdsek (1999, 2001) verwiesen.
Abb. 7.9a) zeigt anhand eines einaxialen Zugversuchs mit unterschiedlichen Prozessschichtdi-
cken die Abhangigkeit des Nachbruchverhaltens von der Diskretisierung. Lediglich in der Pro-
zessschicht (dunkelgrau eingefarbt in Abb. 7.7) wird entfestigendes Materialverhalten ange-
nommen, wahrend sich die tbrigen Schichten rein elastisch verhalten sollen. Die Lokalisierung
findet somit stets in der Prozessschicht statt. Man kann erkennen, dass kleinere Dicken zu einem
steileren Entfestigungsverlauf flihren und sogaiSxnap-Back:Verhalten hervorrufen kénnen.

Des Weiteren kann man sich vorstellen, dass keine Energiedissipation (Flache unter der Last-
Verschiebungs-Kurve) mehr stattfinden wirde, wenn die Prozessschichtdicke gegen Null strebt.
Dies entspricht beim sonst Ublichen Modellproblem des Zugstabes dem Grenziibergang zu un-
endlich feiner Diskretisierung und Lokalisierung in einem Element. Der Nachbruchverlauf fin-
det sodann auf dem elastischen Ast statt, siehe auch Bazant und Belytschko (1985). Das beschrie-
bene Verhalten der numerischen Simulation ist physikalisch vollkommen unbegriindet und die
so erhaltenen Ergebnisse sind unbrauchbar.

80



a) T b)

elastisch = elastisch
- N7 Ugiss = —
e (PG B IO 25 s = - e
- Elochloc
lokalisierte Versagenszone Reduktion auf Verschmieren der
endlicher Abmessung fiktiven Riss Riss6ffnung aufdy
- Messung von & ? - Analogie zur Bruchme- - Prozessschichtdickenabhan-
- GréRe von fge ? chanik - G giger Entfestigungsmodul
. = - Spannungs-Risséffnungs- - Entfestigungsgesetz  abhéan-
- Ermittlung S -y c-Verlauf X . . ;
in der Versagenszone? Beziehung gig von Prozessschichtdicke
SF Entfestigungsgesetz SF  Fiktives Rissmodell Entfestigungsgesetz
. in der Versagenszone der Prozessschicht
S3 ) Annahme: linear
’ - Gc/hPS
Eloc Uriss
— uRlssmax
uRlssmax - = — 0=
3 ’ Pes §33hps
_1

Abb. 7.6: Prozessschichtdickenabhangiger Entfestigungsmodul

Die Objektivitat der Ergebnisse kann durch ein anschauliches und tberaus einfaches Verfahren
wiederhergestellt werden, das auf die Arbeiten von Pietruszczak und Mréz (1981), Bazant und
Oh (1983) und Willam (1984) zuriuckgeht und unter den BegrifferRtgsbandmethodeler
Methode der verschmierten Rissbildwar deMethode des netzadaptierten Entfestigungsmo-
dulsbekannt ist. Es steht in engem Zusammenhang wie auch in Analogie zur Bruchmechanik
und wurde zur Berechnung von Delaminationen in Faserverbundwerkstoffen beispielsweise von
Schellekens und de Borst (1994) ibernommen. Das Vorgehen stiitzt sich dabei auf die Tatsache,
dass die in einem Versuch gemessenen globalen Kraft-Verschiebungs- bzw. Spannungs-Deh-
nungs-BeziehungerS(= F/AundE = 4¢/¢) die Versagensvorgange in der Lokalisierungs-

zone nicht detailiert bertcksichtigen. Kénnte man hingegen die lokalisierten Spannungs-Deh-
nungs-Beziehungen der Lokalisierungszone wahrend eines Versuchs messen und wirde man
diese bei der numerischen Simulation verwenden, so fanden die Versagensvorgange der Lokali-
sierungszone ausreichend Beachtung. Weiterhin wirde stets die richtige Energie dissipiert.

Im Versuch ist es allerdings weder moglich, die lokalisierten Spannungs-Dehnungs-Beziehun-
genSE,,, noch die Breite der Versagenszdmg exakt zu bestimmen. Ebenso wéren diese Be-
ziehungen nur fir den jeweiligen Versuch und nicht allgemein gultig. Man behilft sich daher mit
der Vorstellung eines fiktiven Risses, siehe Abb. 7.6 b). Hierbei werden gedanklich samtliche
lokalisierten Verzerrungel,.in der Versagenszorng,. auf einen fiktiven Riss mit der Rissoff-
NUNGURiss = Ejodioc Projiziert. Damitist es moglich, eine Spannungs-Rissoffnungs-Beziehung
Sugissaufzustellen, bei der in Analogie zur Bruchmechanik gilt: Die Flache unter der Span-
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nungs-Rissoffnungs-Beziehu@ug,,entspricht der zur Erzeugung des Risses erforderlichen
Energie, gleichbedeutend der kritischen Bruchendggjeind kann als konstanter materialspe-
zifischer Parameter verstanden werden, siehe Hillerborg et al. (1976).

Ge:= J§ du = konst. (7.10)

Die kritische Bruchenergi&.wird hier nur als der Flachenteil definiert, der unter der Entfesti-
gungsfunktion gegeben ist, siehe Abb. 7.6b). Es besteht allerdings auch die Mdglichkeit, die
Bruchenergie identisch der Flache unter der gesamten Spannungs-Riss6ffnungs-Beziehung zu
definieren und somit den elastischen Teil zu bertcksichtigen, siehe Carol et al. (2001). Bei der
Simulation der fortschreitenden Delamination mittels einer diinnen Prozessschicht ist der elasti-
sche Anteil allerdings sehr klein und kann daher vernachlassigt werden.

Unter der Annahme eines rein linearen Entfestigungsverlaufs nach Abb. 7.6b) lasst sich aus Glei-
chung (7.10) die maximale Rissoffnung, bei der die gesamte Bruche@grgigbraucht wurde,
wie folgt berechnen:

1 & _ 2G¢
Ge = 5 33 Urissmax - URissmax = —{— -
33

Die nun bekannte Gro3e der maximalen Rissoffryggmq,Wird unter der Annahme, dass die
Lokalisierung der Verzerrungen bei der FE-Simulation nur in einer Elementreihe stattfindet,
uber die Schichthohig,gverschmiert, siehe Abb. 7.6¢). Der Maximalwert der aquivalenten Ver-
zerrungeng, und der Entfestigungsmodulsind somit abhéngig von der Prozessschichtdicke
hpgund berechnen sich aus

(7.11)

uRissmax _ 2Gc
hps ighps

Ky = und ulhpd = = . (7.12)

Die Prozessschichtdicke,g ist bei diesem Vorgehen folglich fur die Objektivitat des Nach-
bruchverhaltens entscheidend. Da flr die Berechnung der maximalen aquivalenten Verzerrung
xy allerdings ein rein linearer Verlauf der Spannungs-Risso6ffnungs-Beziehung angenommen
wurde, ist es wichtig, den Ubergangsparametausreichend gro3 zu wahlen und somit den
Ubergang in den exponentiellen Verlauf hinauszuzdgern. Der Fehler, der bei der Flachenberech-
nung ansonsten begangen wird, kann damit verringert werden.

Die Abbildungen 7.9a) und 7.9b) zeigen die Ergebnisse der numerischen Simulation eines ein-
axialen Zugversuchs nach Abb. 7.7. Der Quader mit der Kantenlange 1 mm wird an der Ober-
und Unterseite einaxial in 3-Richtung belastet und ist in der Schalenmittelflache gelagert. Die
Diskretisierung mit einem dreischichtigen finiten Schalenelement benutzt verschiedene Pro-
zessschichtdicken, wobei die Ergebnisse mit und ohne Berucksichtigung des prozessschichtdi-
ckenabhangigen Entfestigungsmoduls gegenubergestellt werden. Die Materialparameter sind in
Abb. 7.8 angegeben. Man kann bei Verwendung eines konstanten Entfestigunggmdeakils
diskretisierungsabhangige Nachbruchverhalten erkennen, das im Grenzfall unendlich kleiner
Prozessschichtdicken zu keiner Energiedissipation fuhrt, siehe Abb. 7.9a). Im Unterschied dazu
entsteht bei der Verwendung des prozessschichtdickenabhangigen Entfestigungsmoduls
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Einaxialer Zugversuch:
Prozessschichtdicke 1 Prozessschichtdicke 2 Prozessschichtdicke 3
F/4 F/4 Fl/4 Fl/4 F/4 Fi4
u/2 Fl4 T Fl4 T Fl4 Fl4 T
[

N

Fl/4 F/4 F/4 Fl/4 Fl/4 F/4
Geometrie: Diskretisierung:
hes, = 0,04 mm = P§
hes, = 1,00 mm = PSS
¢ = 1,00 mm

Abb. 7.7: Modellproblem des prozessschichtdickenabhangigen Entfestigungsmoduls

mer der gleiche Nachbruchverlauf und es wird stets dieselbe Energie dissipiert. Eine Dimen-
sionsanalyse der in Abb. 7.9a) und 7.9b) angegebenen Gleichungen

. _t
Sz . 1 Sahpg
u = Z_GC in [m] und i = Z—GC n [—] (713)

zeigt nochmals deutlich, dass ein Bezug auf die Prozessschichitdighetig ist, um einen di-
mensionslosen Entfestigungsmodul zu erhalten.

Durch die Einfuhrung des netzabhangigen Entfestigungsmoduls wird somit die Objektivitat des
Nachbruchverhaltens wieder hergestellt. In einem allgemeinen Fall kbnnen die Ergebnisse aller-
dings noch geringfligig von der Netzorientierung sowie von der Elementgeometrie abhangig
sein. Bei der Simulation der fortschreitenden Delamination in Faserverbundstrukturen hat dies
jedoch keinen Einfluss, weil die Richtung und die Lage der Lokalisierung ohnehin durch die
Schichtung bzw. die Prozessschicht vorgegeben ist. Allerdings findet die Lokalisierung a priori
nur Uber eine Elementbreite bzw. tber die Hohe der Prozessschicht statt. Die Breite der lokali-
sierten Versagenszone ist daher noch netz- bzw. schichtdickenabhangig. Folglich wird die im

Materialparameter:
E, =138000 Nmm? Gy, = 7100 N/mm? vy, = 0,3
E, = 8960 N/mm? G,; = 3448 N/mny Vs = 0,3
E3 = 8960 N/mm2 G13 = 7100 N/mm2 Vi3 = 0,3
S = 51,7 N/mn? Sp.=  10° N/mm?
S; = 91,7 N/mm? r = 80
S; = 91,7 N/mm? G. = 2,585 Nmnymm?

Abb. 7.8: Materialparameter des Modellproblems
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a) konstanter Entfestigungsmodul b) diskretisierungsabhangiger Entfestigungsmodul

Z 50 — Z 50
m u = 28C3;3 L
d‘:,E 404 c E 40
X 30 X 30

20 PS 204

104 10

PS P
0 T T \& T O T T T T
0 0,025 0,050 0,075 0,100 0 0,025 0,050 0,075 0,100
Verschiebungi [mm] Verschiebungi [mm]

Abb. 7.9: Diskretisierungsabhangige und diskretisierungsunabhéngige Strukturantwort

Versuch tatsachlich festgestellte Breite der lokalisierten Versagenkzne Allgemeinen

durch die numerische Simulation nicht richtig abgebildet. Die Schlechtgestelltheit des Anfangs-
randwertproblems ist daher weiterhin vorhanden und wird unter Umstanden bei der numerischen
Simulation von Strukturen zu Instabilitdtsproblemen fihren. Erst durch die Verwendung ,h6her-
wertiger” Theorien, wie beispielsweise nichtlokale Integralkontinua (Bazant (1984), Pijaudier-
Cabot und Bazant (1987)), gradientenerweiterte Kontinuumsmodelle (Muhlhaus und Aifantis
(1991), Aifantis (1992)), Cosserat-Kontinuumstheorie (de Borst (1991), de Borst et al. (1993))
oder durch die Berticksichtigung viskoser Effekte (Sluys (1992), Wang (1997)), wird die Gutge-
stelltheit des Problems wieder gewahrleistet. Die genannten Methoden ermdglichen durch die
Berucksichtigung zuséatzlicher Terme in den konstitutiven Gleichungen nicht nur ein netzunab-
hangiges Nachbruchverhalten, sondern sind vielmehr in der Lage, Lokalisierungszonen endli-
cher Breite bzw. mit diskretisierungsunabhangiger Breite abzubilden. Sie werden aufgrund ihrer
regularisierenden Wirkung auch haufig als Regularisierungsstrategien bezeichnet. In Kapitel
7.2.5wird analog zu Sprenger (2000) auf die Regularisierung der Delaminationsplastizitat durch
die Berlcksichtigung viskoser Effekte zurtickgegriffen und ein Verfahren vorgestellt, das die au-
tomatische Bestimmung des Dampfungsparameters erlaubt. Zunéachst wird aber im nachsten Ab-
schnitt der Ruckprojektionsalgorithmus der Delaminationsplastizitat vorgestellt.

7.2.3  Ruckprojektionsalgorithmus

Verletzen die Pradiktorspannung8i, 1 (Gleichung (4.35)) zusammen mit den internen Varia-
blen des Zeitpunktes, die FlieRfunktion En4 1 > 0, Gleichung (7.7)), so miissen sowohl neue
Spannunge$, , ; als auch neue plastische Verzerrun@ﬁ'r;1 berechnet werden, die die Fliel3-
funktion in Kombination mit der aktualisierten internen Varialdgn, wieder erfullen.

Die neuen Spannungesy, , ; sind tber die in Kapitel 4 angegebenen Gleichungen (4.41) und
(4.43) zu bestimmen

Shi1 = Sni1— CHAEP . (4.41)

n+1
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Im Sinne einer assoziierten FlieRregel (Gleichung (4.10)) wird das plastische Verzerrungsinkre-
mentA Eﬁ|+ uber den plastischen Multiplikata? , , ; und den Gradienten der Flie3bedingung
nach den Spannungen bestimmt:

JF
AEP! = Ay 98l = Mne1 Mosn (7.14)
Dabei gilt fur die Ableitung der Fliel3funktion nach den Spannungen
of ) 1 -
FISI {f(S) P S]n+1 Npyq - (7.15)

Durch Einsetzen von Gleichung (7.14) und (7.15) in (4.41) kann man flr die Span@jngen
nun schreiben:

* 1
Sn+1 = Sn+1 _A/In+1 m P Sn+1 . (716)

Gleichung (7.16) muss nach den Spannun§gn, aufgelost werden, was aber wegen

1/f(S) = 1//S'PS nicht geschlossen méglich ist. Abhilfe schafft hier die Ausnutzung der
FlieRbedingung, die durch Gleichung (7.7) gegeben ist. Diese muss gerade zum Zgjtpunkt
und fur die Spannunges, , ; erflllt sein, so dass gilt:

f(Sh+1) = dleniq) - f(S:+1) = q(Kr]]-+1) . (7.17)

Damit folgt aus Gleichung (7.16) fur die Spannungen

Spi1=0 C¥ 7 Shyg (7.18)
mit @ nach Gleichung (4.50) und hier im Speziellen
-1
o=|c' v, 1P| . 7.19
|: n+1q(Kn+l) ( )

Aus der skalarwertigen Ratenform des Evolutionsgesetzes (Gleichung (4.18)) bzw. dessen dis-
kretisierter Form nach Gleichung (4.44)

AQny = — H iy (7.20)
und der assoziierten Form des Entfestigungsgesetzes analog zu Gleichung (4.44)
Ay = AAoq % (7.21)
n+1
folgt fur das Inkrement der aquivalenten Spannundeg, ,:
AQny, = HAA, 4 . (7.22)

85



Der EntfestigungsmoduHi ist dabei wie folgt zu bestimmen:

/ -
aq = ) -
6_761:_%3,1 fUI‘OSKS[/%—/%—SBi']
U3
oq. _t _t
a_1c2 = - (533 - Sss,oo)w
< 4
H = _t 3
ex t—l—ln(r)—m/,c+ln[_t Sgi —TSE?’OO
33 — 33, 3
_t N
flr [/%—/%—S‘)’_St’m <K<
\_ 133 |

(7.23)

Man beachte, dass nach Gleichungen (7.22) und (7.23) das Inkrement der aquivalenten Spannun-
gen4aq, ., nur noch vom plastischen Multiplikatati,, , ; abhangt

On+1 = qn+1(A/ln+1’AKn+1(A'1n+1)) = qn+1(A/ln+1) . (7.24)

Auch die Spannungeg,, , ; sind nach Gleichung (7.18) und (7.19) nur noch Funktion des plasti-
schen Multiplikators

Sni1 = Spnp1didny 1 ddi,,q) - (7.25)
Daher kann die FlieBbedingung ebenfalls formal in Abhéangigkeidgn ; angeben werden:
I:<Sn+1’ qn+1) - F<A’1n+1) =0. (7.26)

Da Gleichung (7.26) sich nicht explizit naefi , , ; auflésen lasst, wird zur Bestimmung von

A4 1, 9leichbedeutend mit der Nullstellensuche der skalarwertigen Furiiitiy, | ,), eine

lokale Newton-Iteration (Kopfzeiger j) verwendet:

j
vl =g - _F

A/In+l A/ln+1 dF/dj,

. (7.27)
n+1

Das dabei bendtigte totale Differenzial der Flie3funktion nach dem plastischen Multiplikator be-
stimmt sich mit

j
T
dF _ (F)'(4S , 0599 , oF 99
{d& B (88) (aA;t * aq(w,) * dq aA,{} - (7.28)
n+1
Die in Gleichung (7.28) verwendeten Gradienten lauten folgendermafen:
j

oF _ 1 _
-5 Ps=n] 729
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a_S:_ -1 eI*1*=_1 el-1 o*
[(m oo ],M@c S g ePects

_ 1 _ O J
e OPS= ) o n]n+1 (7.30)

und

S _ -1 el-1 o* AL el-1 o
== -01|0 0 C S = OPOC S
{8q [ ],q q(x)?

qx)2

Des Weiteren kann man aus Gleichung (7.22) die Ableitung der Vergleichsspannung nach dem
plastischen Multiplikatowqg/a4 wie folgt bestimmen:

9q

J
PRI C P n] . (7.31)
+1

mit H nach Gleichung (7.23). Weiterhin gilt:
oF _ _
aq 1. (7.33)

Durch Einsetzen der Gleichungen (7.29) bis (7.33) in (7.28) und kurzes Umformen lautet das
totale Differenzial der FlieRfunktion nach dem plastischen Multiplikaitdy, , folglich

b (eF fS f(SH _
[(_S)( S+ 22 en) H]

S j
_ 2\~ T _
{( 1+A/1q( )> ) On H]n+1

j
(S
{(1 A/Iq( ))W n'én + H] . (7.34)

n+1

i
dF

d

n+1

Ist der Wert des plastischen Multiplikatatg , , ; bekannt, so lasst sich der neue Spannungszu-
standS,, , ; Uber die Gleichungen (7.18) und (7.19) sowie die aquivalente Spagpungber
Gleichung (7.8) aktualisieren. Abb. 7.10 zeigt das Ablaufschema des Ruickprojektionsalgorith-

mus und die Berechnung der algorithmischen Materialtangﬁrﬁf’%g", die im nachsten Kapitel
hergeleitet werden soll.
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ey . . 0 _
1. Initialisierung Ady,, =0

2. Lokale Newton-Iteration zur Berechnung von 44, , ;
® neue aquivalente Verzerrung und aquivalente Spannung

an+1 = Kn +A/1jn+1
d. ., =q0d ) mit Gleichung (7.8)
® neue Spannungen .
S ., =6C"s, mit @ = lce'l + Azimqjip]
n+1

® neue Flie3richtung
. B 1 : _ : B N
an+1 N f(S I:)Sn+1 mit f(9n+1) B \/(Sjn+l) I:)SnnLl
( n+1)

® aktualisierte FlieR3funktion und deren Ableitung

I:(Sjn+1’ qu1+1) - f(Sjn+1) - an+1 _

- j
ol _ (1 — AAL>@ nTon + H mit Gleichungen
i In+1 q(x) / a(x) . (7.29) bis (7.33)

e verbessertesdii +1
n+1
j+1 j F J
A/In+l - A}'n+l B dF/d,{

n+1
® Abbruchkriterium

n+1

Aij-’-l ‘
n+1

AN — A3 { >TOL — GOTO 2.
+ n+1
=TOL — Ay, =44+ — GOTO 3.
3. Aktualisierung der internen Variablen und der Spannungen
Knt1 = Kn + Ak, mit  Axpyq = A0y
On+1 = d®ne1)

-1
Siy1=0C¥"'Sp 1 mit 0= [[ce'l +A1%P] ]
n+1

4. Algorithmische elasto-plastische Materialtangente

-1
cepalgo — | g — énn'e 0 = [[Ce'1 + A/llP} ]
n+1

n+1 nTon + —H q

1_4"1"(_1' n+1

Abb. 7.10: Ablaufschema der ratenunabh&ngigen Delaminationsplastizitat
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7.2.4  Algorithmische elasto-plastische Materialtangente

Die algorithmische elasto-plastische Tangente wird in Anlehnung an die in Kapitel 4.4.1 vorge-
stellten Gleichungen (4.45) bis (4.48) hergeleitet. Dabei ist zu beriicksichtigen, dass sich samtli-
che Grol3en als Funktion des plastischen Multiplikators ausdriicken lassen und eine assoziierte
Formulierung G = Fbzw.m = n) verwendet wird. Des Weiteren reduziert sich der Vektor der

im Spannungsraum definierten internen GroGenf die skalarwertige Vergleichsspannupg

Die totalen Differenziale der Spannungen, der plastischen Verzerrungen, der &quivalenten Ver-
zerrungen und der Konsistenzbedingung (Gleichungen (4.45) bis (4.48)) lauten somit

dS,.,; = {Ce(dE - cEP)} (7.35)
[ 92F 92F
deP! | = :n i +A/1( 2 ds + 3594 dq)] ; , (7.36)
n
_ JoF 92F 92F
dic,,, = [aqd,l +A/1( o ~dq + aqasds)] , (7.37)
n+1
dF,.., = {nT ds + 9F dq] =0 (7.38)
n+1 aq 1 : '

Dabei bezeichnetid,, das totale Differenzial des inkrementellen Konsistenzparameters
A4, 1. Bei plastischer Belastungj,,,.; > 0) fordert die Konsistenzbedingung stets den Zu-
sammenhang

d (Frya) = d (f(Spsp) — alen4 ) 20

= d(f(Shs0) = d (dlens)) - (7.39)

Die Konsistenzbedingung fordert hier also, dass trotz einer Anderung der &tfeq bzw.

x die FlieBbedingung erfullt sein muss. Es gilt somit auch innerhalb der Herleitung der elasto-

plastischen Materialtangente fir den Gradienten der Flie3funktion nach den Spannungen
9Sh+1~ TS,y P S 9z, ) P Sii1="Nnyr1 - (7.40)

Wird der GradientF/aSnach Gleichung (7.40) bestimmt, so kann die zweifache Ableitung der

FlieRfunktion nach den Spannungen mit

9%F _ 1
o _1p 7.41
[882 q ]n+1 ( )
und der Gradiend®F /(9Sdq) mit
9F _ _1lpg_ _1
{asaq = qZPS qn} (7.42)
n+1
angeben werden. Weiterhin gilt fir die Ableitungen der Flie3funktion nach der internen Variable
oF 02F . 9%F
ol =-1,; < . 2 =0 7.43
9ln+1 0041 990SI, 4 1 (7.43)
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Durch Einsetzen der Gradientenausdriicke in die Gleichungen (7.35) bis (7.38) folgt schlielich

— el _ pl
0S4, = {C°(dE — dE )}M , (7.44)
I 1 1
dEP | = {n o + A/l(qP ds - &n dq)} , (7.45)
n+1

dinyq = — Mg s (7.46)

dFpyq = {nTdS—dg] =0 . (7.47)
Gleichung (7.45) in (7.44) eingesetzt, liefert die Spannungsrate

1
ds, ., = {0<dE ~din+4idn o|q)}n+1 , (7.48)

mit @ nach Gleichung (7.19). Aus dem Evolutionsgesetz (7.22) erhalt man das totale Differen-
zial der &quivalenten Spannung in Abhangigkeit des plastischen Multiplikators

dg,q = {H di}, (7.49)

und somit fur die Spannungen nach Gleichung (7.48)

ds, ., = {@(dE —din+ 41 ou)}n+1 . (7.50)

Ein Einsetzen von Gleichungen (7.50) und (7.49) in die Konsistenzbedingung (7.47) liefert das
totale Differenzial des plastischen Multiplikators

TOJE
di ., = n . (7.51)
n+l ntén — A/I%'nTQn + H
n+1

Die Beziehung zwischen Spannungs- und Verzerrungsrate lasst sich gewinnen, indem Gleichung
(7.51) wiederum in (7.50) eingesetzt wird

onnTe — AA%’@nnT@
n'én — AA%nT@n +H

dS,,; =1 0 - dE,,q - (7.52)

n+1

Der Klammerausdruck entspricht dabei der algorithmischen elasto-plastischen Materialtangente

-
ceralgo — { g — onn'e ] (7.53)
n+l nTon + —H

_ H
1 Al-q n+1

In Gleichung (7.53) erkennt man deutlich die Symmetrieeigenschaft der algorithmischen elasto-
plastischen Materialtangente, die aus der Assoziiertheit der Formulierung resultiert. Im Anhang
C dieser Arbeit wird die algorithmische elasto-plastische Materialtang‘/;ﬁﬁ“l‘JEOmit einem al-

ternativen Vorgehen hergeleitet.
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Das nun folgende Kapitel 7.2.5 stellt die visko-plastische Erweiterung in Kombination mit der
automatischen Bestimmung des Viskositatsparameters nach Sprenger (2000) vor. Insbesondere
werden die Auswirkungen der viskosen Regularisierung anhand von Untersuchungen auf der
Materialpunktebene und auf der Strukturebene aufgezeigt.

7.2.5 Visko-plastische Regularisierung

In Kapitel 7.2.2 wurde gezeigt, dass ein von der Prozessschichtdicke abhangiger Entfestigungs-
modul die Objektivitat der Ergebnisse im Nachbruchbereich bezuglich der Diskretisierung ge-
wabhrleistet. Er verhindert aber nicht den Typwechsel der Differenzialgleichung und somit die
Schlechtgestelltheit des Problems. Bei der Berechnung von Strukturen kann dies unter Umstan-
den numerische Instabilitaten hervorrufen, die eine Berechnung des Nachbruchbereichs unmég-
lich machen. Abhilfe liefern hier erweiterte Formulierungen, die einen internen Langenparame-
ter einbringen und auch im nachkritischen Bereich die Gutgestelltheit des Randwertproblems
gewahrleisten. Mehrere Verfahren stehen hierftir zur Verfiigung, u.a. nichtlokale Integralkonti-
nua, gradientenerweiterte Kontinuumsmodelle, die Cosserat-Kontinuumstheorie und die Be-
ricksichtigung viskoser Effekte. Nachfolgend wird eine visko-plastische Regularisierung vor-
gestellt, die auf dem Modell der Viskoplastizitat nach Duvaut und Lions (1972) basiert.
Insbesondere wird dabei auf die automatische Bestimmung des adaptiven viskosen Dampfungs-
parameters;” eingegangen, die in Sprenger (2000) vorgeschlagen wird. Im Unterschied zum
konstanten Dampfungsparameterird der adaptive Dampfungsparameter mibezeichnet.
Anschliel3end werden die Auswirkungen der viskosen Regularisierung sowohl auf Material-
punktebene mittels Untersuchung des akustischen TeQ8tats auch auf Strukturebene aufge-
zeigt.

Die elasto-plastische Materialtange@&*29° ist im elastischen Bereich konstant und positiv
definit. Dies andert sich jedoch bei Uberschreitung der FlieBspannung und dem Beginn der Ent-
festigung. Je nach Belastungsrichtung kbnnen ein oder mehrere Hauptdiagonaleintrage der elas-
to-plastischen Materialtangente ihr Vorzeichen wechseln und somit zum Verlust der positiven
Definitheit fuhren. Mit Hilfe der in Kapitel 4.3 vorgestellten Viskoplastizitat nach Duvaut und
Lions soll dem System nun gerade so viel numerische Dampfung zugefiihrt werden, dass die po-
sitive Definitheit auch im Entfestigungsast bestehen bleibt und damit eine stabile numerische
Berechnung ermdglicht wird. Folgende Punkte sind nach Sprenger (2000) jedoch zu beachten:

1. Die Strukturantwort andert sich durch die viskose Dampfung. Insbesondere
wachst die Flache unter der Entfestigungsfunktion (Abb. 7.6b) und c)) an, womit
die Bruchenergie vergrofRert wird.

2. Der Dampfungsparameter wirkt sich je nach Belastungsart und Strukturgeome-
trie am einzelnen Gaul3-Punkt unterschiedlich stark auf die Losung aus. Die Wahl
eines fur alle GauR3-Punkte konstanten Dampfungsparameters ist daher nur bedingt
sinnvoll.

3. Der Dampfungsparameter ist nicht das alleinige Maf fiir die GroRe der viskosen
Effekte, sondern geht stets in Verbindung mit der Zeitschrittweéitg ; in die
numerische Berechnung ein.

Die genannten Punkte wirken sich auf den Regularisierungsalgorithmus aus. So soll der Damp-
fungsparameter namlich automatisch und fur jeden Gaul3-Punkt individuell bestimmt werden.
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Gleichzeitig soll er nur so grof3 sein, dass einerseits die positive Definitheit der elasto-plastischen
Materialtangente gewahrleistet ist und demnach keine negativen Hauptdiagonaleintrage entste-
hen, andererseits aber die Strukturantwort dabei nicht veréandert wird. Die Zeitschrittweite
At ., muss entsprechend klein sein. Aus dem dritten Punkt resultiert die wichtige Bedingung,
dass der automatisch ermittelte Dampfungsparameter nicht im aktuellen Zeits¢hrigon-

dern erst im darauf folgenden Zeitschtjft , gultig ist.

Anmerkung: Die Verwendung eines Dampfungsparameters, der im Verlauf der Rechnung und
an jedem Gaul3-Punkt variiert, dient hier ausschlief3lich zur Vermeidung numeri-
scher Instabilitaten und beinhaltet keine physikalische Bedeutung.

Zur Bestimmung des adaptiven Dampfungsparamefegeht man von Gleichung (4.64) aus.

In dieser wird die visko-plastische Materialtange®e2'9° additiv und unter Beriicksichtigung

einer ,Gewichtung” aus der elastischen und der elasto-plastischen Materialtangente wie folgt be-
rechnet:

1- exp{ _4t”+1] At
cvpalgo — o A et [1 - exp[ﬂ]] cerdge - (4.64)

n+1 At 7/ n+1

Das Verhdltnisdt,, , ;/nn+1ist dabei der entscheidende Faktor fur die Gewichtung der einzelnen
Anteile. Zur Erinnerung sei nochmals wiederholt, dassffijy, ;/7n+1 — « die ratenunab-
hangige Lésung und f[lntnﬂ/nﬁﬂ — 0 die elastische Losung aus Gleichung (4.64) hervor-
geht. Bei konstanter Zeitschrittweitedf(,,; = At = konst) kann somit ein variierender
Dampfungsparameter, , 1 den elastischen Steifigkeitsanteil starker oder schwacher einblen-
den. Ziel ist es nun, den Dampfungsparamgier, fiir den nachsten Zeitschrift, , so zu be-
stimmen, dass der kleinste Hauptdiagonaleintrag der visko-plastischen Materialtangente gerade

noch positiv ist und somit die positive Definitheit vfi?r?ojraz'go gewabhrleistet wird.

Der kleinste Hauptdiagonaleintrag der ratenunabhangigen Materialtaﬁ;ﬁéﬂ?@wird infol-
gedessen zur Ermittlung des Dampfungsparameters herangezogen. Aufgrund einer kleinen
ZeitschrittweiteAt andert sich dieser stets nur geringfiigig, so dass der auf Basis des ,alten”
Zeitschritts berechnete Dampfungsparameter auch tatsachlich die positive Definitheit des Mate-
rialtensors im ,neuen” Zeitschritt gewahrleistet. Durch die Einfuhrung einer Toleranzschranke
R und mit den Abkiirzungen

Rpl — {min (Ci(iap,aIQO)} , Rel — Ci?l , RWP = {Cvp,algo

n+1 n+1 n+1 ii }I’]+1 (754)

kann man Gleichung (4.64) fur den kleinsten Hauptdiagonaleintrag deriSitlieiben:

1 - exp{ﬁ]
RW = [/ Rel + [1 . EX{ - f‘tn+1:|] Rpl _ RTOI =0 ,

n+1 Atn+l Nnt1 n+1
Mosa
\ %

v
G(’?:1+1) —-R™=0 .

(7.55)
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Die Linearisierung der i, 4 1 nichtlinearen, skalarwertigen Gleichung (7.55) fulhrt auf

* * . RTol — G(n*
{G(ﬂ ) + AT? g—;i - RTOI} =0 — A?]n_;,_l = [anﬁ)} . (756)
n+1

Unter der Voraussetzung, dass ein globaler Gleichgewichtszustand erreicht wurde, lasst sich der
Dampfungsparameter mit der in Abb. 7.11 dargestellten Iteration fiir den darauf folgenden Zeit-
schritt berechnen. Des Weiteren zeigt Abb. 7.11 das algorithmische Vorgehen bei der visko-plas-
tischen Regularisierung.

Wird an einem Gaul3-Punkt die FlieRbedingung bei einer numerischen Simulation zum ersten
Mal verletzt, liegt noch kein automatisch ermittelter Dampfungsparamgtarvor. Deshalb

gibt man zu Beginn der Rechnung einen globalen Startdampfungsparameterder in den
folgenden Zeitschritten durch die automatisch bestimmten Dampfungsparameter ersetzt wird.
Der Wert des Startdampfungsparametgréat auf die Ergebnisse der Berechnung durch die
kleine Zeitschrittweitedt,,, ; allerdings keinen Einfluss.

n+1

* Ratenunabh&ngige Losung flr Spannungen, aquivalente Verzerrung und ftr
die elasto-plastische Materialtangente zum Zeitpypktrtach Abb. 7.10:

c _ = _ C — _ epalgo
S_Sn+1 v K =Knyq C_Cn+l_cnﬁlg

* Visko-plastische bzw. regularisierte Losung nach Abb. 4.2:

=4 | p=exp(-du) = SP_ ., kP, CP_
Mn+1

* Automatische Bestimmung des Dampfungsparamejgts : \
RPl = min (CEPI99) = |
| _ cel _
R® = C¢ RP = C}i’p
RTol — Rel. 10-6 170 = 1016

n+1
Iteration falls RP' < 0

Gleichgewicht
zum Zeitpunki

RT — o 5 Re/At — » RP J th+1 erfullt ist
Re! (w/At = B/n) — At p RP!/n?
3. gl =gyl + Ay
i =TOL — GOTO 1.
j
4. ! { <TOL - GOTO 5.

S. ’7?1+2 = ’7j+1 /

Abb. 7.11: Visko-plastische Regularisierung und automatische Bestimmung
des Dampfungsparameters am Gaul3-Punkt

wenn globales
Uk >

2. Ay =[
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Es werden nun die Auswirkungen der visko-plastischen Regularisierung auf der Materialpunkt-
ebene aufgezeigt. Wie zu Beginn von Kapitel 7.2.2 schon erwéhnt wurde, verliert das quasi-stati-
sche Randwertproblem bei der numerischen Simulation entfestigenden Materialverhaltens seine
Elliptizitatseigenschaft (Typwechsel der Differenzialgleichung). Ein geeigneter Indikator zur
Feststellung des Verlustes von Elliptizitat ist die Auswertung des sogenannten akustischen Ten-
sorsQ2 der auch alkokalisierungstensdvezeichnet wird. Dabei stellt der Verlust von Ellipti-

zitat einlokalesVersagenskriterium dar (da es am Materialpunkt ausgewertet wird) und zeigt ein
diskontinuierliches Versagem Gegensatz zudiffusen Versagean. Innerhalb der diskontinu-
lerlichen Versagensformen unterscheidet man wiederum zwischerselmegicherund einer
starken DiskontinuitdBeiden ist die Auspragung von Springen bestimmter FeldgrofRen entlang
ausgezeichneter Versagensflackgemeinsam. Wahrend bei der schwachen Diskontinuitéat die
Kontinuitat des Geschwindigkeitsfeldésoch erhaltenist, zeichnet sich die starke Diskontinui-

tat durch die Auspragung von Springen sowohl in der Rate des Verzerrungsédtdasch im
Geschwindigkeitsfeld aus. Die schwache Diskontinuitat zeigt daher ein lokalisiertes Versagen
an, wahrend die starke Diskontinuitat im Allgemeinen ein diskretes Versagensphanomen be-
schreibt, siehe Abb. 7.12. Der Verlust von Elliptizitat, der sich durch eine Zone lokalisierter Ver-
zerrungen bemerkbar macht, entspricht somit der Ausbildung einer schwachen Diskontinuitat.
Es mussen daher die folgenden Bedingungen erflllt sein:

ul=u" —u*" =0 und Kl =¢ —€" =0 . (7.57)

In Gleichung (7.57) und im darauf folgenden wird der Sprung einer Feldgroé3e durch die Nota-
tion [|...|] gekennzeichnet. Unter Zuhilfenahme Wsxwell Theorems fir materielle Diskonti-
nuitatsflachen erster Ordnung (siehe Truesdell und Toupin (1960)) kann der Sprung in der Ver-
zerrungsrate folgendermal3en geschrieben werden:

e[l = & %(rﬁ QA +A®M . (7.58)
diffuses Versagen lokalisiertes Versagen diskretes Versagen
P Pt 7 Pt R

//
/
B B~ B~
Kontinuitat schwache Diskontinuitat starke Diskontinuitat
ut =u" ut =u” ut = u”
e =€ €T = e €T = é”

Abb. 7.12: Unterschiedliche Versagensformen
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Dabei stelltt die Amplitude des Sprunges,die Flachennormale auf die Diskontinuiiind
m den Sprungvektor, der die Bewegungsrichtung der materiellen Punkte angibt, dar. Mit dem
CauchyTheoremt = i - ¢ folgt fur die Gleichgewichtsbedingung tiber die Diskontinustat
hinweg

T -t =[f-6] —[f-6] =A-Ca:[le] =0 . (7.59)
In Gleichung (7.59) wurde nach Hill (1958) sowie nach Raniecki und Bruhns (1981) ein kontinu-
ierlicher Verlauf der Materialtangente Uber die Diskontinuitat hinweg angenommen. Zusammen
mit Gleichung (7.58) lasst sich schreiben

E(-Cl"-f)-Mm=0 . (7.60)

Die durch Gleichung (7.60) gegebene Lokalisierungsbedingung kann nach Rice und Rudnicki
(1980) bzw. Ottosen und Runesson (1991), Willam et al. (1994) und lordache und Willam (1998)
auch als Eigenwertproblem in der folgenden Form angeben werden:

Q¥A) - m = 0 mit Q¥A):=f-cln.f (7.61)

Q3bezeichnet hier den zweistufigen akustischen Tensor. Im quasi-statischen Fall ist die Lokali-
sierungsbedingung (7.60) bzw. das Eigenwertproblem nach Gleichung (7.61) gleichbedeutend
mit dem Verlust von Elliptizitat und dem Singularwerden des akustischen Tensors

detQ¥ = 0 . (7.62)

Neben dem Eintreten des Verlustes der Elliptizitdt kann man aus dem Eigenwertproblem nach
Gleichung (7.61) auch die Orientierung der entstehenden Diskontinuitat und den dazugehérigen
Versagensmodus bestimmen. Die Orientierung der Diskontinuitat entspricht ndmlich dem Nor-
malenvektom, ;. der fir die Determinante des akustischen Tensors den kleinsten Wert liefert:

it = arg( min [detQa“(ﬁ)]) : (7.63)

Der Versagensmodus kann durch einen Vergleich der Richtungennd m identifiziert wer-

den, wobei sich der Sprungvektarausn, ;. Uber das Eigenwertproblem nach Gleichung (7.61)
berechnet. It ;. | M, so liegt ein reines Modus I-Versagen vor, das durch eine trennbruchartige
Auftrennung der rechts- und linksseitigen Gebiete gekennzeichnet ist, frilm tritt hinge-

gen ein Modus II- bzw. Modus llI-Versagen ein, das durch das Abgleiten der Teilgebiete entlang
der Diskontinuitats gekennzeichnet ist.

Es wird im Folgenden auf die Vorstellung weiterer Versagenskriterien und ihrer formelmé&Rigen
Herleitung verzichtet. Dies geschieht zum einen aus Griinden der Ubersichtlichkeit und zum an-
deren aufgrund der Assoziiertheit der vorgestellten Delaminationsplastizitat. Die assoziierte
Formulierung liefert namlich eine symmetrische Materialtangente, das wiederum ein Zusam-
menfallen der Versagenskriterigferlust von Eindeutigkeiverlust von Stabilitaund Verlust

von Elliptizitatzur Folge hat. Es wird daher lediglich auf Abb. 7.13, die einen Uberblick der ver-
schiedenen Versagenskriterien nach Haufe (2001) zeigt, sowie auf die umfangreiche Literatur
wie beispielsweise Ottosen und Runesson (1991), Etse (1992), de Borst et al. (1993), Schreyer
und Neilsen (1996), Willam (1998) und Kuhl et al. (1999) verwiesen.

Am Modellproblem des einaxialen Zugversuchs in Dickenrichtung (vergleiche Abb. 7.14) wird
nun eine Lokalisierungsuntersuchung der Delaminationsplastizitat durchgefiihrt. Die elasti-
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Verlust von ... Bedingung
=
£ Eindeutigkeit detC®®" = 0
< Stabilitat Lje{ctan + cTtan) = detctan = 0
@ abilita ze( ) = detCSh =
(0]
% Elliptizitat detri - C" - ) = detQ®* = 0
7
NNV4 starker Elliptizitat 1de1(Qak + Q) = detQ¥in =

Abb. 7.13: Versagensindikatoren auf Materialpunktebene

schen und plastischen Materialwerte des Problems sind in Abb. 7.8 angegeben. Der Quader mit
der Kantenlange 1 mm besteht vollstandig aus entfestigendem Material und wird mit einem fini-
ten Schalenelement diskretisiert. Unter verschiebungsgesteuerter Belastung berechnet man in
jedem Schritt und bei gleichzeitiger Erflullung des globalen Gleichgewichts die Determinante
des akustischen Tensd@8* als Funktion des Vektor$, ausgedriickt durch den Winkgl Die
Normierung auf die Determinante des akustischen Teﬂ:@,rdie sich bei Verwendung des ela-
stischen Material€®' ergibt, liefert die normierte Darstellung in den Lokalisierungsdiagram-
men von Abb. 7.15a) bis d), siehe Willam et al. (1999).

det(ﬁ- Ctan . ﬁ’) B |Qak|
detii - cel - i) |QaK

g8, Cc") = mit i =f(g) . (7.64)

Das Verhéaltnis@?/|Q24 wird in den Diagrammen uiber den Raumwinkeiwischen 8und
180° aufgetragen. Die Minima entsprechen den kritischen Richtufiggnbei denen ein Ver-
lust von Elliptizitat mdglich ist. In Abb. 7.15a) bis d) ist der Verlauf \@ﬁﬂHQgH jeweils far
drei verschiedene Verschiebungszustande dargestellt. Wahrend sichiKurweh auf einen
Zustand im linear-elastischen Bereich bezieht, zeigt Kaihaen Verlauf bei Entfestigungsbe-
ginn und einer Verschiebungvog = 6,4 - 103 mm. Kurve[3] entspricht einer Verschiebung
vonu, = 6,4 102 mm.

Das VerhaltnisQa'ﬂ/|ng| beiratenunabhangiger Rechnung istin Abb. 7.15a) dargestellt. Im Be-
reich zwischer = 60° und < 12(°ist es negativ und hat bgi= 90° ein Minimum. Wie
erwartet bildet sich die Lokalisierungsebene senkrecht zur Belastungsrichtung aus und es liegt
einreines Modus I-Versagen vai,; || m). Des Weiteren ist zu erkennen, dass die Determinante

Geometrie: TFM T Fl4 Diskretisierung: T E/4 T Fl4 uy/2
Fl/4 Fl/4 F/4 F/4

{ = 1,00 mm T T / T /7’]’ i

At = 0,25 s

Aug= 1,6-10° mm

2
3T4:
1

‘ k/ _&/ ) T
Fl4 Fl4 ‘ Fl4 A F/ Us/2
Fl4 Fla Fla F/

Abb. 7.14: Modellproblem fur Lokalisierungsuntersuchung: Einaxialer Zugversuch
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a) ratenunabhangige Berechnung b) konstanter Dampfungsparameter

IQ™1/1Q¢" IQ™/1Q3'1

Lokalisierung:90° diffuses Versagen

1,
L4 n =5,0- 10
1,2
1,0
0,8
0,6
0,41
0,2
0,0
_0,2 T T T T T _0,2 T T T T T
0O 30 60 90 120 150 180 0O 30 60 90 120 150 180
Bl Al
c) konstanter Dampfungsparameter d) automatische Bestimmung‘von
1Q*/1Q5" . 1Q*4/1Q5 -
o ’ Lokalisierung:90° 1o ° Lokalisierung:90°
' ’ * = autom
1,0 JALL 1,0 ‘77 |/
|7 =1,0- 107 |
0,8 0,8
0,6 0,6
0,41 0,41
0,2] 0,21
0,0 0,0
_0,2 T T T T T _0,2 T T T T T
0O 30 60 90 120 150 180 0O 30 60 90 120 150 180
Al Al

Abb. 7.15: Lokalisierungsdiagramme: Einaxialer Zugversuch

des akustischen Tensors bereits beim ersten Anzeichen von Entfestigung negativ wird. Die zu-
grunde liegende Differenzialgleichung wechselt ihren Typ und es kdnnen numerische Instabili-
taten entstehen. Die positive Definitheit des Materialtensors ist nicht mehr gegeben.

Im Unterschied hierzu findet bei einer visko-plastischen Rechnung mit konstantem und groRem
Dampfungsparameterein diffuses Versagen statt und die Determinante des akustischen Ten-
sors ist stets positiv, siehe Abb. 7.15b). Eine stabile numerische Berechnung des nachkritischen
Bereiches ist daher moglich. Allerdings wird der Verlauf des Nachbruchbereichs und die dissi-
pierte Bruchenergie durch die viskosen Effekte signifikant beeinflusst und verandert (siehe Abb.
7.17a)).

Die Reduktion des Dampfungsparameters vermindert dies, allerdings auf Kosten der positiven
Definitheit. In Abb. 7.15c) sind n&mlich die Ergebnisse einer visko-plastischen Rechnung mit
kleinem Dampfungsparametgrdargestellt. Die Determinante des akustischen Tensors ist be-
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reits ab dem ersten Schritt (Kuri@) des Nachbruchbereichs und fur alle weiteren Schritte
(Kurve [3]) negativ. Die Lokalisierungsebene bildet sich wieder senkrecht zur Belastungsrich-
tung aus und es entsteht ein reines Modus I-Versagen. Ein konstanter und mdglichst kleiner
Dampfungsparameter kann folglich die positive Definitheit des akustischen T€misht
dauerhaft gewahrleisten.

Bei der automatischen Bestimmung des Dampfungsparameétistsdurch die Wahl des Start-
dampfungsparameteps entweder die positive Definitheit fiir den ersten Schritt des Nachbruch-
bereichs (wie im vorliegenden Fall; Kury@) gewahrleistet oder nicht. Fir alle folgenden
Schritte (Kurve3] in Abb. 7.15d)) ist die Determinante des akustischen Tensors fast Null, aber
stets positiv. Die automatische Bestimmung eines adaptiven Dampfungsparameters gewahr-
leistet folglich die positive Definitheit und damit die stabile numerische Berechnung des Nach-
bruchbereichs. Gleichzeitig ist die Veranderung der Strukturantwort minimal, was Abb. 7.17¢)
zeigt.

Im Weiteren soll noch die Wirkung der visko-plastischen Regularisierung auf die Strukturant-
wort untersucht werden. Hierzu wird das in Abb. 7.16 dargestellte Modellproblem des einaxialen
Zugversuchs herangezogen. Der Quader hat die Kantenldnge 1 cm und besteht aus drei Schich-
ten, wobei eine Delamination lediglich in der mittleren, dunkelgrau eingefarbten Schicht entste-
hen kann. Zur Diskretisierung wird ein mehrschichtiges finites Schalenelement nach Kapitel 3.2
mit drei Berechnungsschichten und somit 12 Freiheitsgraden je FE-Knoten verwendet. Die De-
laminationsplastizitat wirkt lediglich in der mittleren Schicht, die eine Schichtstarke von

hps = 0,01 mm aufweist. Die Materialparameter entsprechen denen aus Abb. 7.8. Die Last
wird verschiebungsgesteuert sowohl an der Oberseite als auch an der Unterseite der Schale auf-
gebracht und die Schale ist in der Mittelflache gelagert. Des Weiteren wird die Berechnung geo-
metrisch linear durchgefuhrt.

In den Abbildungen 7.17a) bis c) ist jeweils die Liasiber die gegenseitige Verschiebung

der Schalenoberseite und Schalenunterseite aufgetragen. Abb. 7.17a) zeigt dabei den Vergleich
von ratenunabhangiger zu ratenabhangiger Berechnung bei Variation des Dampfungsparame-
ters. Mit der Reduktion des konstanten Dampfungsparameietisert sich die ratenabhangige
Berechnung der ratenunabhangigen Berechnung an. Hierbei geht allerdings die positive Definit-
heit des akustischen Tens@&Xverloren. Hingegen ist bei groBen Dampfungsparametern ein
deutliches Anwachsen der Flache unter der Last-Verschiebungs-Kurve zu beobachten und es
wird mehr Energie dissipiert als der vorgegebene We§@igentlich fordert bzw. erlaubt. Die

Geometrie: F/4 I\ F/4  Diskretisierung: F/4 F/4
Fl/4 T Fl/4 F/4 T Fl4 T
¢ = 10,0 mm ‘ ‘ us/2 T i
hes = 0,01 mm I 7 ///f
K \

__/

hps —

- ~
2 N B
s ¥ * I Fl4 Fl4
Fl4 A 02 ‘ ‘
Fl4 Fl4

1
Fl4y Fl4y

Abb. 7.16: Modellproblem fir visko-plastische Regularisierung
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Berucksichtigung viskoser Effekte verandert somit die dissipierte Bruche&ygeiterhin
konnen die in Kapitel 4.3 bereits erwahnten Uberspannungen festgestellt werden, die erst bei ei-
nem sehr kleinen Dampfungsparametes 10 nahezu verschwinden.

In Abb. 7.17b) sind die Berechnungen mit konstantem Dampfungsparanerariierender
ZeitschrittweiteAt dargestellt. Das Verschiebungsinkremgt; wird dabei stets so gewahilt,

dass die Belastungsgeschwindigk#ii;/At gleich ist. Man kann erkennen, dass bei kleineren
Zeitschrittweiten eine Annédherung an die ratenunabhéngige Losung erfolgt. Dies scheint zu-
nachst im Widerspruch zu den aufgezeigten Grenzfallen der Viskoplastizitat zu stehen, die bei
At/n — 0 eine Anndherung an die elastische Lésung fordern. Berlicksichtigt man allerdings,
dass die Belastungsgeschwindigkeit konstant gehalten wird, klart sich dieser scheinbare Wider-
spruch auf: in beiden Fallen muss namlich die gleiche visko-plastische Losung hervorgehen. Es
ist also noch zu hinterfragen, woher dieser offensichtliche Unterschied dennoch kommt. Der
Grund hierfur liegt in den Naherungsgleichungen (4.57) bis (4.59), exemplarisch

E=~AE,, /At .1 (4.57)

die bei der Viskoplastizitat zur Herleitung der diskreten Formulierung verwendet wurden (Kapi-
tel 4.4.2). Bei kleiner Zeitschrittweitdt und gleichzeitig kleinem Belastungsinkremehi,

(folglich auch kleinem VerzerrungsinkremetiE) reduziert sich der Fehler, der durch die Nahe-
rungen begangen wird; eine Anndherung an den ratenunabhangigen Fall erfolgt. Die Zeitschritt-
weite ist daher moglichst klein zu wahlen. Weiterhin bleibt festzustellen, dass auch bei einer voll-
standigen Entfestigung der Prozessschicht Uberspannungen vorhanden sind.

Im Unterschied hierzu stehen die Ergebnisse in Abb. 7.17c), die mit dem adaptiven Dampfungs-
parameter,” nach Abb. 7.11 berechnet wurden. Es verbleiben dort keine Restspannungen im
System und die dissipierte Energie stimmt mit der vorgegebenen Bruchenergie tiberein. Fir eine
Zeitschrittweite vonAt = 0,01 s und gleich bleibender Belastungsgeschwindigkeit ist die
visko-plastische Berechnung fast identisch mit der ratenunabhangigen Berechnung. Dartber
hinaus haben die Untersuchungen am Materialpunkt gezeigt, dass die positive Definitheit des
akustischen Tensors flr die Berechnung des gesamten Nachbruchbereichs gegeben ist. Eine sta-
bile numerische Simulation ist daher méglich. Abschlie3end ist fiir die visko-plastische Regula-
risierung mittels des adaptiven Dampfungsparametefslgendes festzuhalten:

1. Beigenigend kleiner Zeitschrittweitd und konstanter Belastungsgeschwindig-
keit ist die vorgegebene Bruchener@geingehalten; eine Anndherung an die ra-
tenunabhangige Losung ist festzustellen.

2. Die positive Definitheit des akustischen Tengp#§ist auch bei der Berechnung
des Nachbruchbereichs gewahrleistet; eine stabile numerische Berechnung ist so-
mit maoglich.

3. Infolge der Viskoplastizitat verbleiben keine Restspannungen (Uberspannungen)
im System.

4. Der automatisch bestimmte Dampfungsparameter ist an jedem Gaul3-Punkt unter-
schiedlich und kann so auf variierende Spannungszustande und plastische Ge-
schichtsvariablen ,reagieren”.

Im nachsten Kapitel werden drei weitere Delaminationsmodelle entwickelt, die im Rahmen der
Kontinuumsschadigungsmechanik formuliert sind. Dabei finden sowohl das Brewer-Lagace-
Kriterium als auch ein Energiefreisetzungsraten-Kriterium Verwendung.
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Abb. 7.17: Strukturantwort bei visko-plastischer Regularisierung
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7.3 Schadigungsmodelle mit Brewer-Lagace-Kriterium

In diesem Kapitel werden zwei Schadigungsmodelle entwickelt, die zur Berechnung fortschrei-
tender Delamination einsetzbar sind. Wie schon im vorherigen Kapitel 7.2 wird hierzu das qua-
dratische Delaminationskriterium nach Brewer und Lagace (1988) (Gleichung (6.17) bzw. (7.4))
eingesetzt. Im Rahmen der Kontinuumsschadigungsmechanik kann eine verzerrungsbasierte
Variante des Kriteriums als Definition fiir die &quivalente Verzeraydienen (Kapitel 7.3.2).
Abweichend vom Vorgehen einer assoziierten Schadigungsformulierung (Gleichung (5.16))
wird die Vergleichsverzerrung, also nicht mit der Energiefreisetzungsratgleichgesetzt.

Eine solche Definition ist bei einer nicht-assoziierten Schadigungsformulierung durchaus tblich
und wird bei Schadigungsmodellen fur Beton schon seit langerem angewendet, vergleiche Kapi-
tel 5.3. Die &quivalente Verzerruaggeht iber den Geschichtsparameté&leichung (5.27))

dann in die Schadigungsevolutigity) ein, die in Kapitel 7.3.3 definiert wird.

Zunachst wird allerdings in Kapitel 7.3.1 die Definition fur dreie Helmholtz-Energie¥ dis-

kutiert. Deren Definition ist namlich direkt mit der Fragestellung verkntipft, wie sich der skalare
Schadigungsparameteauf die konstitutiven Gleichungen, also auf die Materialmatrix, auswir-

ken soll. An dieser Stelle wird neben a&tropen Schadigungpch ein &hnlicher Vorschlag von
Schipperen (2001a/b) aufgegriffen. Dieser wendet den Schadigungspardneeltigiich auf
ausgewahlte Komponenten der Materialmatrix an, um die Versagensart des transversalen Ma-
trixbruches abzubilden. Durch dieses Vorgehen ist ein anisotropes Material- und Schadigungs-
verhalten darstellbar. In der vorliegenden Arbeit wird dieses Konzept auf die Versagensart der
Delamination tibertragen. Dain diesem Fall nur einzelne Komponenten geschadigt werden, wird
dies im Weiteren alselektivebzw. anisotrope Schadigunigezeichnet.

Die Wahl der zu schadigenden Komponenten der Werkstoffmatrix erfolgt dabei nach ph&dnome-
nologischen Aspekten bzw. Uberlegungen, wie man sie auch bei der in Kapitel 6 erwahnten
‘Stiffness-ReductioAMethode anwendet. Bei dieser Methode wird ja angenommen, dass die
Veranderung des Kontinuums, resultierend aus der Schadigung, durch Veranderungen der kons-
titutiven Gleichungen wiedergegeben werden kann (Allen et al. (1987)). Fur die selektive Scha-
digung ist es daher notig, Abhangigkeiten zwischen effektiven Materialeigenschaften und Scha-
digungsparametern zu definieren. Ahnliche Ansétze sind in der Literatur ebenfalls vorhanden.
So werden bei Ladeveze (1983), Mazars (1985) bzw. La Borderie (1991) zwei skalare Schadi-
gungsparameter direkt in die Flexibilitatsmatrix eingefiigt, um volumetrische und deviatorische
Schadigung bei Beton getrennt beschreiben zu konnen. Andere Ansatze (Ortiz (1985), Simo und
Wu (1987), Yazdani und Schreyer (1988)) wéahlen sogar den Steifigkeits- oder den Nachgiebig-
keitstensor selbst als internen Schadigungstensor. Man muss somit keinen Ausdruck mehr fur
die Verknupfung der Schadigung mit den Steifigkeiten finden und das Aufstellen eines mehrstu-
figen Schadigungstensors entfallt. Allerdings ist das Evolutionsgesetz in Abhangigkeit des vier-
stufigen Nachgiebigkeitstensors bzw. des Steifigkeitstensors zu definieren.

Es sei noch angemerkt, dass auch bei einem Schadigungsmodell, wie schon beim entfestigenden
Plastizitditsmodell, der Verlust von Elliptizitdt und eine Netzabhangigkeit der Ergebnisse auftritt.
Es wird daher eine von der Dicke der Prozessschicht abh&ngige Schadigungsevolution verwen-
det. Der Maximalwert fir die aquivalente Verzerrung ist folglich von der Dicke der Prozess-
schicht abhangig, siehe Kapitel 7.3.3. Des Weiteren wird in Kapitel 7.3.5 eine viskose Erweite-
rung der Schadigungsmodelle vorgestellt.
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7.3.1  Definition der freien Helmholtz-Energie¥?

Aufgrund der sehr geringen Dicke der Prozessschicht wird in einem ersten Ansatz angenommen,
dass sich samtliche Eintrage der Werkstoffma®¥xum denselben Faktor und dabei gleichzei-

tig abmindern. Die Schadigung wirkt sich folglich isotrop aus. Es wird daher die Formulierung
einer isotropen 1-Parameter Schadigung verwendet, die sich lediglich in Bezug auf die Defini-
tion der aquivalenten Verzerruigvon der thermodynamisch konsistenten Formulierung nach
Kapitel 5.3 unterscheidet.

Die ,freie Helmholtz-Energie¥ wird weiterhin als die mit dem Faktor @ d) skalierte elasti-
sche Energi@”? definiert (siehe Gleichungen (5.10) und (5.11)):

WE,d):= (1 - )PE) mit WOE) = %ETCE'E . (7.65)

Analog zu den Gleichungen (5.12) und (5.13) lassen sich hieraus die SpanBSuwnggtlie
Energiefreisetzungsratéals jeweils energetisch konjugierte Groé3e zu den Verzerrungew.
zu dem Schadigungsparamediaibleiten:
~ %Y _ 1 - gce = _ ¥ _ lpTcel
S = E = 1 - dCE und Y 7 2E C°E . (7.66)
Dabei muss die Energiefreisetzungsiite Kombination mit der Rate des Schadigungsparame-
tersd die reduzierte Dissipationsungleichung (5.14) weiterhin erftllen

D =Y d=0 . (5.14)

Im Unterschied zum Vorgehen einer assoziierten Schadigungsformulierung (Kapitel 5.3), bei
der die aquivalente Verzerrurgg mit der Energiefreisetzungsrateidentifiziert wird (Glei-

chung (5.16)), definiert man im nachsten Kapitel 7.3.2 die aquivalente Verzeyibgr ein
verzerrungsbasiertes Brewer-Lagace-Kriterium (Gleichung (7.73)). Man erhalt somit eine
nicht-assoziierte Formulierung und infolgedessen eine unsymmetrische Materialtafijente
vergleiche Kapitel 7.3.4 und speziell Gleichung (7.86). Die Definition einer geeigneten Schadi-
gungsevolutionp(y) (Gleichung (7.76)) vervollstandigt dann das isotrope Schadigungsmodell.

Beim zweiten Ansatz der selektiven Schéadigung erfolgt die Wahl der geschadigten Komponen-
ten vonC®zum einen in Anlehnung an dBtiffness-ReductioAMethode (siehe Kapitel 6.1).

Zum anderen soll sich die Schadigung lediglich auf die Steifigkeitskomponenten auswirken, die
iiber den Ausdruck®"P C® der Gleichung (7.73) in die &quivalente Verzerrapgingehen und

somit maf3gebend flr die Delaminationsentstehung sind. Dies sind die Steifigkgit€d,,

Cs3a Cg5 und Cgg, so dass die folgende, in diesen Komponenten geschadigte Materialmatrix
Cea(d) definiert wird:

1-d)Cy; O 0 0
cqd) : = ( )Cas c 0 0 (7.67)
44
symm. (1 — d)Ceq 0
(1 - d)Ces
. = |d fir S;3> 0 ,
mit d= {O fir S;; <0 . (7.68)
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Im Vergleich zur isotropen Schadigung entspricht die geschadigte Material@&ff# nun
nicht der mit dem Faktor (+ d) skalierten elastischen Materialmat€f'. Des Weiteren fiihrt
Gleichung (7.68) den Schadigungsparamétsw ein, dass ein unterschiedliches Schadigungs-
verhalten bei Zug- bzw. Druckbeanspruchung in Dickenrichtung bericksichtigt wird.

Die ,freie Helmholtz-Energie¥ ist somit im Unterschied zu Gleichung (5.10) bzw. (7.65) als
WY(E,d) : = %ETCed(d)E (7.69)
definiert. Die Spannunge® und die Energiefreisetzungsrafdeitet man hieraus mit

_ 0¥ _ e _ oW _ _ 1.79Cqd)
S—aE—Cd(d)E und Y= - &5 = - SET—1

ab. Die partielle Ableitung der geschadigten Materiaima&fnach dem Schadigungsparame-
ter lautet dabei unter der Annahme positiver DickennormalspannuBger (0)

E (7.70)

00 -Ci0 0 0
aceqd) _ —C330 0 0
od 0 O 0 (7.71)
symm. —Cy O
- B C66—

Auch bei diesem Schadigungsmodell muss die Energiefreisetzunysratéombination mit

der Rate des Schadigungsparamedatie reduzierte Dissipationsungleichung (5.14) erfiillen.
Das weitere Vorgehen mit der Definition fur die aquivalente Verzereynmach Gleichung

(7.73) sowie fur die Schadigungsevolutipfy) nach Gleichung (7.76) entspricht dem der oben
beschriebenen isotropen Schéadigung. Infolge der nicht-assoziierten Formulierung wird auch
beim selektiven Schadigungsmodell die Materialtangé:ﬁﬁeunsymmetrisch, vergleiche Ka-

pitel 7.3.4 und speziell Gleichung (7.88).

7.3.2  Schadigungsfunktion fur Delamination

Wie bereits in Kapitel 5 erwdhnt wurde, ist es bei der Kontinuumsschadigungsmechanik tblich,
ein verzerrungsbasiertes Schadigungskriterium zu verwenden. Folglich muss man das span-
nungsbasierte Brewer-Lagace-Kriterium nach Gleichung (6.17) bzw. (7.4) in den Verzerrungs-
raum Uberfuhren. Bei Verwendung der klassischen Kontinuumsschadigungsmechanik in Kom-
bination mit demKonzept der effektiven Spannungeisiehe Kapitel 5.2) ist zu beachten, dass

zur Lastabtragung bzw. zur Spannungsubertragung nur die ungeschadigte Querschnittsflache
zur Verfigung steht. Der Spannungsvek®am spannungsbasierten Versagenskriterium nach
Gleichung (7.4) ist daher als effektive GréBeu verstehen (Gleichung (5.1)). Demnach sind

die effektiven Spannunge®in das Kriterium einzusetzen, vergleiche auch Matzenmiller et al.
(1995). Gleichung (7.4) kann man somit modifiziert angeben:

2 2

—t —t
7§ =JSPS und P = dia 0,0,1,0,(%3) (%) . (7.72)
3 3
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Mit den effektiven Spannunge® = C®'E nach Gleichung (5.1) kann die &quivalente Verzer-
rung e, als

efE) 1= Ci%,/ ETce'pPCeE (7.73)

definiert werden. Die Definition (7.73) hat formale Ahnlichkeiten mit den Vergleichsverzerrun-
gen nach Gleichung (5.16) bis (5.18). Im Unterschied dazu fuhrt sie jedoch durch die spezielle
KopplungsmatrixP auf eine nicht-assoziierte Schadigungsformulierung. Ferner soll in Glei-
chung (7.73) der Verzerrungsvektor

E = [E 4, Esp Egzg 2E45, 2E53, 2E13]T (7.74)

in Kombination mit der Werkstoffmatri€® nur positive Werte der Dickennormalspannung be-
ricksichtigen, also

|
S33 = CygEgy + Cogbpp + CagE33 = 0 . (7.75)

Negative Dickennormalspannungen liefern daher keinen Beitrag zur aquivalenten Verzerrung
€y. Der Vorfaktor JC,5in Gleichung (7.73) stellt eine Normierung auf den Steifigkeitswert in
Dickenrichtung dar. Dies ist nétig, um eine dimensionslose Gr6(&g fiurerhalten, siehe auch
Schipperen (2001a/b).

7.3.3  Definition der Schadigungsevolution

Grundsatzlich ist die Wahl der ,richtigen” Schadigungsevolu#gy) nicht trivial, was sich

auch durch die Vielzahl unterschiedlicher Ansatze in der Literatur ausdrickt. In Geers (1997)
und Peerlings (1999) sind einige aufgefuhrt und graphisch dargestellt, siehe auch Mazars und
Pijaudier-Cabot (1989) sowie Chaboche et al. (1995).

Wegen seiner grofR3eren Flexibilitdt wird das sogendnhfaddified-Power-Law'verwendet, das
zu der Gruppe von Schadigungsevolutionen gehort, die den Schadigurdyswérbei einem
endlichen Wert vory erreichen, siehe Geers (1997). Es kann mit

Vi p Yu—YV “ ..
d=o@) =4 1- (7) (yu - yi) fiir 7, <y < 74 (7.76)
1 fir yy <y

angegeben werden. Dabei stgltlen in der Belastungsgeschichte maximal erreichten Wert der
aquivalenten Verzerrung, dar, der in Analogie zu Gleichung (5.27) mit

y = max (&) (7.77)

—o0 <t<7T

gegeben ist. Die Exponenterund  in Gleichung (7.76) steuern den Verlauf der Schadigungs-
evolution und somit den Spannungsabfall bzw. den Entfestigungsverlauf. Sie verhelfen der
Schadigungsevolution zu einer groReren Flexibilitat als es bei einer rein linear-entfestigenden
Formulierung der Fall ist, die dureh= g = 1,0 gegeben ist, siehe auch Abb. 7.18 und Abb.
7.19.
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Den Startwert der Schadigumgin Gleichung (7.76) kann man tber Gleichung (7.73) mit
83 _ Eas; (7.78)

angeben. Eine Schadigung tritt also erst dann ein, wenn die &quivalente Verzgdemglasti-
schen Wert der Dickennormalverzerrubg; lberschreitet.

Der Maximalwert der &quivalenten Verzerrungist wie in Kapitel 7.2.2 tber die freigesetzte
Bruchenergié&sals Flache unter der Spannungs-Dehnungs-Beziehung zu berechnen. Die Span-
nungskomponente in Dickenrichtung lautet unter der Annahme eines einaxialen Zugversuchs:

i ryu — 7 \¢
|
Sy = (1 d) Cyy Egg = (7) (yu——y.) Cas Eas | (7.79)
wobei zuséatzlickEgy = y gilt. Somit ist die Flache unter der Spannungs-Dehnungs-Beziehung
Yu 5
i\ (vu— 7\ L Ge
f [(7) (=) Ca V] V= g o)

Vi

Mit konkreten Werten fie: und 8 lasst sich die Integration in Gleichung (7.80) ausfuhren und
fur den folgenden Sonderfall, dags= g = 1,0 ist, explizit nacly, auflésen. Hingegen fur
Wertea = 1,0 oderg = 1,0 musg, iterativ bestimmt werden. Mit der Annahme einer sehr
geringen Dicke der Prozessschicht fuhrt dies auf

2G. = 2G¢
= - :
333 Nps 83 Ppg
Abb. 7.18 zeigt die globale Strukturantwort und die Schadigungsevolution fir den einaxialen
Zugversuch nach Abb. 7.14 und den Materialparametern nach Abb. 7.8. Die gewéhlte Schadi-

gungsevolution liefert mit den Exponenten= § = 1,0 einen linearen Entfestigungsverlauf
bzw. einen linearen Spannungsabfall.

(7.81)

Yu=Yy; t

In Abb. 7.19 ist die Strukturantwort flr den einaxialen Zugversuch nach Abb. 7.16 dargestellt,
allerdings mit verschiedenen Werten fir die Exponeatand 3. Wahrend der Exponentle-

Geometrie nach Abb. 7.14; Materialparameter nach Abb. 7.8

Kraft F [N] d
11
50- T
0.8 - 0,1
40 globale Y '
30 Strukturantwort 0,64 | Schadigungsevolutioh
20 0,4
1 . = 0,0052 =10
10 0,2 Y 5-10
0 T T T T 0 T T T T
0 0,025 0,050 0,075 0,100 0 0,025 0,050 0,075 0,100
Verschiebungi [mm] Geschichtsparametety

Abb. 7.18: Strukturantwort und Schadigungsevolution: Einaxialer Zugversuch
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Abb. 7.19: Einfluss der Exponenterundg

diglich den Verlauf nach Erreichen der maximalen Last beinflusst, verghdientMaximalwert
erheblich. Weiterhin kann bei Werten vgn= 1, 0 ein‘Snap-Back:Verhalten der gegenseiti-

gen Verschiebung, von Schalenoberseite und Schalenunterseite beobachtet werden. Die Ener-
gie, die dabei jeweils dissipiert wird, ist gleich, wie die Betrachtung der gegenseitigen Verschie-
bung u, von Prozessschichtoberseite und -unterseite zeigt. Die Flache unter den
Last-Verschiebungs-Verlaufen ist fur alle Werte ybgleich.

Im Folgenden wird in Anlehnung an Kapitel 5.4 die Materialtangé)ﬁﬁgsowohl fur die iso-
trope 1-Parameter Schadigung als auch fur die selektive Schadigung hergeleitet.

7.3.4  Elasto-geschadigte Materialtangente

Fur die isotrope 1-Parameter Schadigung ist die Spannungsrate nach Gleichung (5.28) mit
S=1-dC'E-dC?E (5.28)

gegeben.
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Die Ratenform des Schadigungsparameters ist in Abweichung zu Gleichung (5.29) wie folgt zu
bestimmen:

-

. 0 . .0y [0€y\

d= ayy mit y = ae\,(aE) E (7.82)
Die in Gleichung (7.82) verwendeten Gradienten lauten:

I¢

3 =5 = 1= 00) [ﬁ ey y] , (7.83)

ay fur weitere Schadigung

T-15 e (789
und

%v_ 1 cerpcelE=§. (7.85)

Uber die Beziehung der Spannungs- und Verzerrung§rateCSd, E kann die Materialtan-
gente fUr die isotrope Elasto- Schadlgtmfgjn schlief3lich als

gy - AT
ced = (1—d)ce— ﬁ a_y $S (7.86)

angegeben werden. Im Vergleich mit der assoziierten Formulierung nach Kapitel 5.4 fallt auf,
dass sich die Gleichungen (5.32) und (7.86) lediglich im zweiten Ausdruck unterscheiden. Des
Weiteren sind die beiden Spannungsvekt@endS nicht parallel, wodurch eine unsymmetri-
sche Materialtangentd, entsteht.

Fur die selektive Schadigung lautet hingegen die Ratenform der Spannungen:
aced(d)
ad

S=c®d) E + dE . (7.87)

Die Rate des Schadigungsparameterst dabei iber Gleichung (7.82) und der Gradient
9C®9/ad tiber Gleichung (7.71) gegeben. Unter Verwendung der Gleichungen (7.83) bis (7.85)
erhalt man die Materialtangente fiir die selektive Schadigiffigals

ed , 1 Oy gced_ aT
cid = ced + G dES - (7.88)

Auch hier ist die Unsymmetrie der elasto-geschadigten Materialtangente zu erkennen, die aus
der nicht-assoziierten Formulierung und der Verwendung der aquivalenten Verzerrungen nach
Gleichung (7.73) resultiert.

7.3.5 Viskose Regularisierung

Im Sinne eines Ansatzes nach Allix et al. (1998) bzw. Lezkeet al. (2000) wird bei der visko-

sen Regularisierung die Rate der Schadigungsvariabéarstelle einer Auswertung Uber die
Konsistenzbedingung als konstitutive Gleichung definiert. In der vorliegenden Arbeit wird die
Rate des Schadigungsparamters gegenuber Gleichung (5.36) etwas modifiziert angenommen:

d=%<¢(y)—d> . (7.89)
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Dabei bezeichnet den Dampfungsparameter und x > die Rampenfunktion. Gleichung

(7.89) muss innerhalb des inkrementell-iterativen Newton-Raphson-Verfahrens integriert wer-
den. Hierzu steht einerseits die vollstandige Integration und andererseits das Ruckwarts-Euler-
Verfahren zur Verfigung, vergleiche Kapitel 4.4 bzw. Simo und Ju (1987) oder Ju (1992). Bei
Verwendung des Ruckwarts-Euler-Verfahrens und unter der Annahme, dass eine weitere Schadi-
gung @(y) — d = 0) stattfindet, erhalt man fur die Schadigungsvariahle, zum Zeitpunkt

tn+1 :
; Atn+1
dyyg = dn+4dy ;. mit Ady,, = 7 (¢(Vn+1) - dn+1) : (7.90)
In Gleichung (7.90) bezeichnett, , ; die Zeitschrittweite und es folgt durch Auflésen nach
1
Atn+1
dn + n ¢(Vn+1)
dn+1 = At (791)
1+ —,7”“

Analog zur Viskoplastizitat lassen sich folgende Grenzfalle untersuchen:

« Furdu = At,, ,/n — 0folgtd,, ; — dn. Man erhélt somit die rein elastische L6-
sung.

o FUrdu = At,,,/n — « folgt d,,; = ¢(y,,1). Man erhélt somit die ratenunab-
hangige Ldsung.
In Abb. 7.20 sind fir das Modellproblem nach Abb. 7.16 die Last-Verschiebungs-Kurven fir
verschiedene Dampfungsparametedargestellt. Man erkennt deutlich, dass bei grof3erer
Dampfungdu = At/n — 0 die dissipierte Energie als Flache unter der Last-Verschiebungs-
Kurve groéRer wird und insgesamt mehr Bruchene@yidissipiert wird als dem System eigent-
lich zur Verfigung steht.

Eine automatische Bestimmung eines adaptiven Dampfungsparametenslog zur Dela-
minationsplastizitat in Kapitel 7.2 wurde bis dato noch nicht realisiert.

F [102 N] Us/2
801 Aug = 2,0+ 10° = konst Au = 1,0 1
At /s
Ap = == /N Au = 2,0 s
60- .
A | Au = 5,0
40 AU Au = 10,0 I Geometrie nach
‘ 5 Abb. 7.16; Mate-
\ Au = 20,0 U/ rialparameter nach
20 \\ Abb. 7.8
ratenunabh — \_ \\
\ \
0 T I\ T

0 0,02 004 0,06 008 010 012 0,14 0,165[mm]

Abb. 7.20: Strukturantwort bei viskoser Schéadigung
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7.4  Schadigungsmodell mit Energiefreisetzungsraten-Kriterium

In diesem Abschnitt soll ein Schadigungsmodell hergeleitet werden, das anstelle einer verzer-
rungsbasierten Schadigungsfunktion die Definition einer aquivalenten Energiefreisetzungsrate
Yverwendet. Fur den Sonderfall, dass die kritischen Bruchenergien in den verschiedenen Bruch-
modi (G, Gy; Gy 9gleich sind, fihrt dieses Schadigungsmodell auf eine symmetrische ge-
schadigte Materialtangen@£d,. Im Folgenden wird dieses Modell auch alsaiergiefreiset-
zungsraten-basiertes Schadigungsmoble#leichnet.

Aufbauend auf der Definition fir didrgie Helmholtz-Energie¥ (Kapitel 7.4.1) wird zunachst

in Kapitel 7.4.2 eine aquivalente Energiefreisetzungsyats Schadigungsfunktion definiert

und erlautert. AnschlieRend geht Kapitel 7.4.3 auf die gewahlte Schadigungseup(ijiem

und bestimmt u.a. den Start- und Endwert fur die Schadigungsentwicklung. Darauf folgend wird
die elasto-geschadigte Materialtangente in Kapitel 7.4.4 und die viskose Erweiterung in Kapitel
7.4.5 vorgestellt.

7.4.1  Definition der freien Helmholtz-Energie¥

Die ,freie Helmholtz-EnergieW ist in ahnlicher Weise zum vorherigen Ansatz der selektiven
Schadigung, siehe Gleichung (7.67), definiert, wobei die folgende geschadigte Materialmatrix
cedangenommen wird:

(C1; Cip (1—dy)Cy5 O 0 0
Cyy (1 — U9)Cypy O 0 0
ceqd) : = (1= dy)Cqs CO 8 8 (7.92)
44
symm. (1 - d))Css 0
(1 —d)Csp

Die drei skalaren Schadigungsparameted, undd; sind dabei den jeweiligen Bruchmodi Il

[l und | zugeordnet. In Gleichung (7.92) entspricht die Richtung 1 der Winkelhalbierenden, die
durch die Faserorientierung der angrenzenden Schichten festgelegt ist. Richtung 2 ist hierzu
senkrecht, wahrend die dritte Richtung der Dickenrichtung entspricht, vergleiche Abb. 7.2. Wie
schon beim selektiven Schadigungsmodell (siehe Gleichung (7.68)) fuhrt man den Schadigungs-
parameteid; in (7.92) so ein, dass ein unterschiedliches Schadigungsverhalten bei Zug- bzw.
Druckbeanspruchung in Dickenrichtung berlcksichtigt wird.

_ d; fr S;3> 0

d=1 o fiir Sy3<0 . (7.93)
Analog zu (7.69) lasst sich diéreie Helmholtz-Energie'¥ mit

WY(E,d) = %ETCed(d)E (7.94)

definieren. Der Ansatz nach Gleichung (7.92) bis (7.94) fluhrt auf einen Ausdruck fir die gescha-
digte Energie, der Analogien zu einem Schadigungsansatz von Allix et al. (1995), Allix und Co-
rigliano (1996) bzw. Corigliano und Allix (2000) aufweist. Bei den genannten Autoren wird al-
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lerdings die Delamination tber élnterface’ beschrieben, so dass sich deren geschadigte freie
Energie folgendermal3en angeben lasst:

W(u,d) = 51 — dpkylluyll? + 3(1 — dkyllugll? +

(7.95)
(1 - dokg( < [lug >) Tis(< ~ ugl >)?

Dabei bezeichnen die GroRkmlie‘Interface’-Steifigkeiten in [MN/'m?], [|u;|] die Komponen-

ten der Verschiebungsspriinge uhdie Schadigungsparameter in den vorher genannten Rich-
tungen. Auch dieser Ansatz bertcksichtigt, dass nur positive Werte fju|] > einen Bei-

trag zur Schadigung leisten. Weitere Ansatze dieser Art, die aber auf der Definition der
geschadigten Komplementarenergie dieterface’ beruhen, gehen auf die Arbeiten von La-
devéze und Le Dantec (1992), Allix et al. (1998) und Ladeveze et al. (2000) zurtick. Die weitere
Herleitung wird aus Grinden einer einfacheren Schreibweise und ohne Beschrankung der Allge-
meinheit fir den Fall positiver Dickennormalspannungen durchgefihrt.

Aus Gleichung (7.94) leiten sich die Spannungen
_ 0¥ _ (e
s=9=C dd)E (7.96)

in der tblichen Form ab. Die Energiefreisetzungsratemlie dem jeweiligen Bruchmodus zu-
geordnet sind, konnen aus der partiellen Ableitung der freien Energiefultktiach den einzel-
nen Schadigungsparameterh,(d,, d;) ermittelt werden, also

v _ 1
Ya= —4q, = 5E35Cas + EqgF11Cas + EaaForCos (7.97)
Y, = — g—g; = %(2523)2055 ) (7.98)
v _ 1
Y, = — od, ~ §(2E13)2C66 : (7.99)

Der anliegende Belastungs- bzw. Verzerrungszustand wird somit hinsichtlich der Energiefreiset-
zungsraterY; in seine Modus-Komponenten aufgeteilt. Zusammen mit der Rate des jeweiligen
Schadigungsparameteds mussen sie die reduzierte Dissipationsungleichung (5.14) erfullen.
Die infolge der Schadigung dissipierte Energie lautet somit

D' = Y,d; + Y,d, + Ygdg = 0 . (7.100)

7.4.2  Definition einer dquivalenten Energiefreisetzungsrate als Schadigungsfunktion

Im allgemeinen Fall konnen die drei Schadigungsparanugter, und d5 unterschiedliche
Werte haben und je nach Belastung unterschiedlich schnell aktiviert bzw. zu verschiedenen Zeit-
punkten die vollstandige Entfestigurd) & 1) erreichen. Da allerdings die Prozessschicht sehr
dunn ist, kann man davon ausgehen, dass auch dann eine vollstandige Schadigung in allen Modi
auftritt, wenn nur ein Schadigungsparameter den Wert Eins erreicht hat. Die Schadigungsent-
wicklung der einzelnen Schadigungsparameter ist somit stark gekoppelt, woraus sich analog zu
Allix et al. (1998) eine aquivalente Energiefreisetzungsyadefinieren lasst:

_ a a o 1/a

Y= [(Ys) +(arYa) + (a;Yy) ] : (7.101)
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Gleichung (7.101) stellt in Kombination mit der Definition des Schadigungsbeginns in Glei-
chung (7.106)die Schadigungsfunktion dar. Die Materialparamajemda, werden in Corig-
liano und Allix (2000) bzw. Ladedze et al. (2000) mit den Verhaltnissen der kritischen Bruche-
nergien fur die einzelnen Versagensmodi gleichgesetzt:

Gy . _ G G

= = = D Y= — . 7.102
1 Gan 2 Ganl ¢ hps ( )

Sie kdnnen auch als Wichtungsparameter angesehen werden, die die aktuellen Energiefreiset-
zungsraterY; proportional zum Verhaltnis ihrer kritischen Bruchenergien gewichten. Durch die
beschrankte Verfliigbarkeit von Versuchsergebnissen wird bei den zuvor genannten Autoren wie
auch in dieser Arbeit davon ausgegangen, dass a, ist. Die Prozessschicht verhalt sich also
transversal isotrop.

Anhand von Versuchsergebnissen mit unterschiedlichen Faserorientierungen und Belastungs-
modi kdnnen die Materialparametgra; bzw.a, und G, bzw. Yc ermittelt werden, siehe Allix

etal. (1998) und Ladexe et al. (1998). Allerdings variieren diese je nach Faserorientierung der
angrenzenden Schichten. Die Materialparameter sind somit abhangig vom Schichtaufbau und
daher eher atinterface’-Parameter zu sehen. In Allix et al. (1998) sind fur verschiedene Lami-
natschichtungen die identifizierten Materialparameter angegeben. Des Weiteren wird dort dar-
auf hingewiesen, dass bei einer reinen Aufsummierung der Energiefreisetzungsratel) (

in Gleichung (7.101) eine zufriedenstellende und dartiber hinaus konservative Ubereinstim-
mung mit den Versuchsergebnissen fur sdmtliche Faserorientierungen und samtliche Belas-
tungsmodi festzustellen ist.

Wie schon erwahnt kann Gleichung (7.101) zusammen mit Gleichung (7&l@®) als Versa-
gensflache im Raum der Energiefreisetzungsraten-(0) dargestellt werden. Abb. 7.21 zeigt

nun den Einfluss der Materialparameteia, unda, auf die Schadigungsfunktion bzw. auf die
Schadigungsflache. Wahrend die MaterialkenngmB8e grundsatzliche Form der Flache be-
einflusst, gekrimmt oder eben, steuern die Materialparamghemw. a, umgekehrt proportio-

nal die Achsenabschnitte auf dér bzw. Y,-Achse, siehe Abb. 7.21b). Fir Wedte< 1,0 ist

die Versagensflache nicht konvex (nach auf3en) sondern konkav (nach innen) gekriimmt. Hinge-
gen ergibt sich beix = 1,0 eine schrdge Ebene im Raum, deren Normalenvektor fur

a; = a, = 1,0 gleich der Raumdiagonale ist (Abb. 7.21a)). Ein Achtel einer Kugel erhalt man
beia = 2,0unda; = a, = 1,0 (Abb. 7.21c)).

Des Weiteren soll noch auf einen Sachverhalt eingegangen werden, der die Objektivitat der
Nachbruchergebnisse betrifft. In Leitna (1996) wird der Zusammenhang zwischen Bruch-
energieG. und Energiefreisetzungsratgaufgezeigt. Dies geschieht durch die Betrachtung der
Schadigungsvorgange auf der Mikroebene und der anschlieienden Homogenisierung innerhalb
eines reprasentativen Volumenelementes (RVE), das auf der Mesoebene definiert ist. Dabei
nimmt man an, dass die im Rahmen der klassischen Bruchmechanik dissipierte Energie gleich
der Energie sein muss, die im Rahmen der Kontinuumsschadigungsmechanik dissipiert wird.
Auf die Darstellung des gesamten Vorgehens soll verzichtet werden. Lediglich das Ergebnis wird
gezeigt, das die charakteristische Lange des RVE (auch als interne Lange bezeichnet) Uber den
Zusammenhang zwischen Bruchenergie und Energiefreisetzungsrate liefert:

~L | G¢[MNm/m?3 , Y [MN/m? . (7.103)
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Abb. 7.21: Einfluss der Materialparameter auf die Schadigungsflache

Bei der numerischen Simulation der Delamination mittels einer Prozessschicht endlicher Dicke
entspricht¢ gerade der Prozessschichtdidkg, In Gleichung (7.102) ist daher die kritische
Energiefreisetzungsrad¥ abhangig von der Prozessschichtdicke, so dass bei unterschiedlichen
Dicken stets die gleiche Bruchener@gdissipiert wird. Dasselbe Ergebnis liefert auch eine Di-
mensionsanalyse, was Gleichung (7.103) mit den angegebenen Einheiten verdeutlichen soll. In
Allix et al. (1995, 1998) bzw. Corigliano und Allix (2000) ist diese Unterscheidung nicht notig,
weil die ‘Interface’-Steifigkeiten mit der Einheit [MXm?] definiert sind. Die Energiefreiset-
zungsraten entsprechen beziiglich der Einheiten bereits den Bruchenergien.

7.4.3  Definition der Schadigungsevolution

Infolge der beschriebenen starken Kopplung der Schadigungsparameter reicht es, nicht nur eine
aquivalente Energiefreisetzungsrate, sondern auch nur eine Schadigungsevolution, die fur alle
drei Schadigungsparameter gleich ist, zu definieren. Da die Verzerrungen in die aquivalente
Energiefreisetzungsraté quadratisch eingehen, fir die Strukturantwort aber ein linearer Ent-
festigungsverlauf entstehen soll, wird die Schadigungsevolution in Anlehnung an Allix et al.
(1995) als Wurzelfunktion der Energiefreisetzungsrate wie folgt definiert:

M- N
N Y- ¥,

Y =max (Y, , max (Y)) . (7.105)

—oo <t<7T

dy=d,=dg=d=¢Y) =1 (7.104)

mit

In Gleichung (7.105) kann mafwieder als den Geschichtsparameter ansehen, der sich aus dem
maximal erreichten Wert der aquivalenten Energiefreisetzunggénatel einem Schadigungs-
startwert; ergibt. Die Schadigungsevolution nach Gleichung (7.104) beschreibtim Spannungs-
Dehnungs-Diagramm eine lineare Entfestigung, so dass es moglich ist, die verschiedenen Scha-
digungsmodelle mit dem Plastizitdtsmodell zu vergleichen.

Die Materialparametelf; und Y, in Gleichung (7.104) beschreiben den Schadigungsbeginn
bzw. den Maximalwert der Energiefreisetzungsrate, der mit einer vollstandigen Schéadigung
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gleichzusetzen ist. Zum Erhalt netzunabhangiger Nachbruchergebniss¥ nabssingig von
der Prozessschichtdicke se¥.und Y, sind daher folgendermaRen definiert:
2

—t

(83’3) und Y, = 2 G} Css _2Y2Cqy

2 Cqs 2 2

(S0a) s (Sea)

Durch die Wahl von einer einzigen Schadigungsevolution erreichen alle Schadigungsparameter

zum gleichen Zeitpunkt den Zustand der kompletten Schadigung. In Alfano und Crisfield (2001)
wird dieser Umstand auch als eine Zwangsbedingung fur die Schadigungsevolution bezeichnet.

(7.106)

Auf eine physikalische Unzulanglichkeit dieses Schadigungsmodells soll noch kurz hingewie-
sen werden. Bei beliebiger Wahl der Materialparamagtbew. a, und einer reinen Schubbean-
spruchung (beispielsweiss ;) beginnt das Versagen in der Regel nicht bei der Grenzspannung
S, Der Grund hierfiir liegt zum einen in der Definition fr, die sich an der Dickenrichtung

mit S33und Cg5orientiert und zum anderen an den Definitionen der Materialparamdigw.

a,, die sich lediglich aus den Bruchenergien ergeben. Soll der Schadigungsbeginn tatséchlich
bei Erreichen der Versagensspann@pgeintreten, siehe Abb. 7.22, so musagnnda, tiber

die folgenden Ausdriicke bestimmt werden:

- 2C = ZC
a, = S33) 6o und a, = S3) Zss (7.107)
Si3) Css Sy3) Cas

Gleichungen (7.107und (7.107) kdbnnen auch fur den Fall verwendet werden, dass die Bruch-
energienG,, und G, nicht bekannt sind. Bei den vorgestellten Materialmodellen, die das Bre-
wer-Lagace-Delaminationskriterium verwenden (Kapitel 7.2 und 7.3), taucht dieses Problem
nicht auf, da die Kopplungsmatrix schon die Verhaltnisse der Versagensspannungen enthalt.
Dafur muss bei diesen Modellen die globale kritische Bruchen&giekannt sein, die vom
jeweiligen Verhéaltnis der Bruchmodi in der aktuellen Belastung abhangt. In der Literatur wird
dieses Problem oft umgangen und die Schadigungsevolution ohne Stavfwerd}, also von
Beginn an, definiert.

2 S _ 2
F [10° N] S = 91,7 N/mm u,/2

90! e
/ | a, nach Gleichung (7.107)| A
75 /
J
|
’

60- / Uy/2

-*—

45
i i Geometrie nach Abb. 7.16;
304 W Materialparameter nach
15] . Abb. 7.8; Last als Schub-
N a,=a, =10 \ belastung
0 ‘

0 0,02 004 006 008 010 0,12 0,14 0,16 [mm]

Abb. 7.22: Strukturantwort bei Schubbeanspruchung
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7.4.4  Elasto-geschadigte Materialtangente

Die Spannungsrate lasst sich analog zur selektiven Schadigung (Gleichung (7.87)) mit

. . d .
S = ced5+% dE (7.87)

angeben. Der GradieaCed/adwird dabei nach Gleichung (7.71) und die geschadigte Material-
matrix C®dnach Gleichung (7.92) bestimmt. Die Ratenform des Schadigungsparameter ist im
Unterschied zu Gleichung (5.29) wie folgt zu bestimmen:

09 gy (oY) o

Der Gradient der Schadigungsevolution nach der Energiefreisetzungsrate lautet dabei

%_l(m_ﬁ)ﬁJrl vi =1 (7.109)
aY Zm(/vu_ﬁ) ZY(E—E) H
Weiterhin gilt:
oY _ [1  far weitere Schadigung
oY {0 sonst . (7.110)
Der Gradien®Y/dE lasst sich wie folgt schreiben:
i Y3E33C13/ Y3 ]
Y3E33Co3/Y3
Ww_ Y Y4(EsqCas + E11Ci3 + ExoCog)/Y3 B éT 2111
GE V7 0 =S (7.111)
a
2(a,Y5) Ep3Css/Y>
a
I 2(a,Y;) E13Ces/ Y1 |
Fur die elasto-geschadigte Materialtang@?a%, erhalt man schlieflich:
d AT
ced = ced 4 1 9Y 9CC ¢ 5 (7.112)

H oY od

Sie ist symmetrisch, wenn die kritischen Bruchenergien der einzelnen®{od_, undG,
gleich sind &; = a, = 1,0). Man erhalt dann eine assoziierte Schadigungsformulierung.

7.4.5 Viskose Regularisierung

Die ratenabh&ngige Form der Schadigungsevolution wird in gleicher Weise wie in Kapitel 7.3.5
definiert, so dass gilt:

d=%<¢(v)—d> . (7.113)
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F [102 N]

Us/2
80 . ¢
Auz = 2,0- 10° = konst __— 4u =10
t 7 =~
Au = i / \ Au = 2,0
60 /o \
. \ Au = 5,0
| L Au = 10,0 I
40 ‘ \ Uy/2
) Au = 20,0 Geometrie nach Abb. 7.16;
\ ! \ Materialparameter nach
20 N\ \ Abb. 7.8
ratenunabh \
) a=a=10
O\ a=10
O T T

0 002 004 006 008 010 012 014 0,165 [mm]
Abb. 7.23: Strukturantwort bei viskoser Schadigung

Fur das Modellproblem nach Abb. 7.16 sind in Abb. 7.23 die Last-Verschiebungs-Kurven ftr
verschiedene Dampfungsparameter dargestellt. Die Ergebnisse entsprechen qualitativ und na-
hezu quantitativ denen nach Abb. 7.20. Auch bei diesem Modell wurde eine automatische Be-
stimmung eines adaptiven Dampfungsparametetsis dato noch nicht realisiert.
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7.5 Modellbeispiel

Neben den bereits vorgestellten Modellbeispielen soll im Folgenden sowohl das Be- als auch das
Entlastungsverhalten der verschiedenen Materialmodelle miteinander verglichen werden.
Hierzu wird ein Quader mit Kantenldnge 1 mm untersucht, der vollstandig aus einem entfesti-
genden Material besteht (vergleiche Abb. 7.14). Im Unterschied zu den in Abb. 7.8 angegebenen
Materialparameter wird die Querdehnzahl mit Nullangenommen. Der Wiirfel sei zwangungsfrei
gelagert und wird nach dem in Abb. 7.24 vorgegebenen Belastungsschema abwechselnd in
und inz-Richtung be- und entlastet. In Abb. 7.25 sind die berechneten Last-Verschiebungs-Kur-
ven aller Modelle dargestellt. Die VerschiebungexiRichtunguy werden durch die gestrichel-

ten Verlaufe wiedergegeben, wahrend die VerschiebungeRiohtungu,durch die durchgezo-

genen Linien dargestellt sind.

Bei der ersten Be- und EntlastungiRichtung (Kurven 1 und 2) liefern alle Modelle zunéchst

die gleichen Last-Verschiebungs-Antworten, weil das Material noch ungeschéadigt ist und sich
rein elastisch verhalt. Es kbnnen keine materiell nichtlinearen Effekte entstehen, da die Dela-
minationsmodelle nur auf Spannungen in DickenrichtBpgansprechen” und die Querdehn-

zahl mit Null gewahlit wurde. Steigert man die Belastung allerdings naRichtung (Kurve

3), wird fur alle Modelle beim Lastfaktdr = 51, 7 die Grenzspannung in chkenrlchtlﬁg

erreicht und es findet eine Entfestigung mit identischem Verlauf statt. Die Entlastung (Kurve 4)
aus diesem Zustand macht den ersten offensichtlichen Unterschied deutlich. Der Entlastungsast
verlauft je nach verwendetem Modell (Plastizitat oder Schadigung) entweder parallel zum elasti-
schen Belastungsast oder auf den Ursprung zuriick. Bei der erneuten BelastRichinng

(Kurve 5) macht sich beim isotropen Schadigungsmodell nun die angenommene Isotropie be-
merkbar. Die aus der Last #Richtung hervorgerufene Schadigung wirkt sich auch inxdie
Richtung und in samtliche andere Richtungen aus, so dass die Steifigkeit des Wiederbelastungs-
astes geringer ist als bei der Erstbelastung (Kurve 1). Die Delaminationsmodelle der selektiven
und der energiefreisetzungsraten-basierten Schadigung zeigen dieses Verhalten nicht, weil nur
bestimmte Komponenten der Materialmatrix geschadigt werden. Die Schadigung wirkt sich da-
her anisotrop aus. Werden die Schadigungsmodelle fur sehr dinne Prozessschichten verwendet,
macht sich dieser Unterschied aber kaum bemerkbar. Das Plastizititsmodell liefert bei Be- und
Entlastung in die verschiedenen Richtungen selbstverstandlich keinen Unterschied, da die Pla-
stizitat nicht die elastischen Materialparameter verandert (Plastizitatsmollelhe Material-
degradation).

Bei einer Belastungsumkehr bis in den Bereich negativer Dickennormalspannungen, siehe Abb.
7.26, unterscheiden sich die Schadigungsmodelle ebenfalls. Das selektive und das energiefrei-

Belastungsanordnung: Belastungsschema:
Fl4 Fl4 Schritt Fx F; Richtung
— F,/4 F/4

Uy T 1 A 0 belastend

u, T *> Rl4 2 A 0 entlastend

3 0 A belastend

4 0 A entlastend

5 A 0 belastend

6 A 0 entlastend

Abb. 7.24: Be- und Entlastungsversuche in x- und z-Richtung

116



Isotropes Schadigungsmodell

Verschiebungi, [mm]

6 60
50- éé 3 50| 34, | 12 56 .
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X = (]
& 30 S 30 v
1] %] : (‘
S 20 S 20 ¥
4 1
104 104 P
0 ‘ ‘ ‘ . 0 A ‘
-0,005 0,005 0,015 0,025 0,035 -0,001 0,001 0,003 0,005
Verschiebungi, [mm] Verschiebungi, [mm]
Selektives Schadigungsmodell
6 6
3,4
50* 1,2 50* | l’ 1121516
< 516 3 ~< [N
5 40 g 40 o
X = (I
S 30 S 301 v
17 %) |
S 20 S 20- ¥
4 1
10- 104 |
0 ‘ ‘ . . 0 A .
-0,005 0,005 0,015 0,025 0,035 -0,001 0,001 0,003 0,005
Verschiebungi, [mm] Verschiebungi, [mm]
Schadigungsmodell mit Energiefreisetzungsraten-Kriterium
6 60
50| éé , s, 34, | 1256
< L] ~< i
§ 404 § 401 I’
X = bl
&S 30 S 301 b
< @ )
4 204 4 204 L
4 H
104 10 1){
0 ‘ ‘ . ‘ 0 L ‘
-0,005 0,005 0,015 0,025 0,035 -0,001 0,001 0,003 0,005
Verschiebungi, [mm] Verschiebungi, [mm]
Plastizitatsmodell
60 60
504 12 3 5,6 504 3.4, 1,2,5,6
< < (|
S 40 S 404 .
S 30 Sa30
= b 1
8 20 S 20 i
Il
104 4 104 |
I
0 T T T T 0 ! T T
-0,005 0,005 0,015 0,025 0,035 —-0,001 0,001 0,003 0,005

Verschiebungi, [mm]

Abb. 7.25: Be- und Entlastungsversuche in x- und z-Richtung
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Last[10% N] einaxialer Zugversuch

1,2: Belastung mit teilweiser
Sehadigung . A nach Abb. 7.16
3: Entlastung bis zum
Ursprung 40 + 2
4: Belastung mit umgekehrter
Lastrichtung 30 -+ 1
20 -+
10 —+ 3
-0,02
I 2 I I I I >
Isotropes 7
Schadigungsmodell 4/// + -10 0.02 0.04 0'0_6 0.08
_ Verschiebung u, [mm]
+ 20

Schadigungsmodell mit
Energiefreisetzungsraten-Kriterium

Abb. 7.26: Belastungsumkehr in den Druckbereich

setzungsraten-basierte Schadigungsmodell verwenden namlich bei Schlielfung des Risses wie-
der die ungeschadigten GréRRen fiir Steifigkellgg C,5und Cy, (‘Stiffness-Recovery’ Das
bedeutet, dass bei negativen Dickennormalspannungen eine uneingeschrankte Lastiibertragung
moglich ist. Dieses Verhalten ist durch die Einfuhrung der Schadigungsparameter nach Glei-
chung (7.68) bzw. (7.93) modellierbar. Fir die Schubsteifigk€itgrund Cgg wird allerdings
weiterhin der aktuelle Schadigungszustand berlcksichtigt, so dass nur eine eingeschrankte
Schubibertragung moglich ist. Das isotrope Schadigungsmodell berticksichtigt die Wiederher-
stellung der ungeschadigten Steifigkei@py, C,5und Cgsinfolge RissschlieBung tGberhaupt

nicht und geht mit der Steigung des Entlastungsastes durch den Ursprung hindurch. Dieser ,De-
fekt” kann sich natirlich auch bei einer Strukturanalyse bemerkbar machen. Wurde eine voll-
standige Entfestigungd(= 1) erreicht, kann eine gegenseitige Durchdringung ungehindert
stattfinden, vergleiche Kapitel 8.9.

Selbstverstandlich kénnte man das isotrope Schadigungsmodell auch dahingehend erweitern,
dass es die Wiederherstellung der Steifigketen C,;und Cy;bei Rissschlie3ung bertcksich-

tigt. Es ist dann die folgende geschadigte Materiaim&@ffzu verwenden:

] . _
Ci Cp2 mcm 0 0 0
1
C _C,, O 0 O
22 (1 . d) 23
cedd) := (1 — d) a 1 5Ca 0 0 0 (7.114)
Cu O O
symm. Css O
C66
I 0 fur S;3> 0
mit d=1} 4 fir S;;<0 .
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8 Numerische Beispiele

In den bisherigen Kapiteln sind die verschiedenen Materialmodelle, die zur Beschreibung des
nichtlinearen Materialverhaltens von Faserverbundstrukturen vorgestellt bzw. entwickelt wur-
den, nur an einfachen Modellbeispielen getestet worden. Die nun folgenden Beispiele dienen
dazu, die Wirkungsweise der Materialmodelle bei der Struktursimulation aufzuzeigen. Zunachst
verdeutlichen die ersten, einleitenden Beispiele die Tauglichkeit der verwendeten mehrschichti-
gen Schalenformulierung und die Komplexitat des Deformationsverhaltens von Faserverbund-
strukturen. Hiernach zeigen einige Schalenbeispiele die Auswirkungen der anisotropen Verfesti-
gung beim Hoffman-Plastizitditsmodell auf. Dabei wird auch der Einfluss der geometrischen
Nichtlinearitat auf das Strukturverhalten aufgezeigt. Anschlie3end liefern mehrere Beispiele zur
Versagensart der Delamination eine Gegenuberstellung der Simulationsergebnisse bei Verwen-
dung der verschiedenen Delaminationsmodelle.

8.1 Balken mit konzentrierter Lasteinleitung

Anhand des nachfolgenden Beispiels soll die Leistungsfahigkeit des vorgestellten Schalenmo-
dells mit hbherwertigem Ansatz aufgezeigt werden. Dazu wird ein scheibenférmiger Stab unter-
sucht, der an beiden Seiten durch eine konzentrierte Linienlast in der Schwerachse belastet ist
und folglich eine Singularitat unter der Lasteinleitung aufweist, siehe Abb. 8.1. Bei der Nahe-
rungslésung mit der FEM kdnnen jedoch keine Singularitaten auftreten und es ergibt sich daher
ein zwar recht hoher, aber dennoch endlicher Wert fir die Spannungen und die Verschiebungen.
Je feiner man die Diskretisierung in der Umgebung der Singularitat wahlt, desto héher werden
auch die errechneten Spitzenwerte. Im Folgenden wird nicht die Stelle der Lasteinleitung bei
x = 0, 0 untersucht, sondern es werden Schnitte bei0, 25, 0, 75 und 1, 25 gefthrt und je-

weils die NormalspannungsverteilungkiiRichtung ausgewertet. Hiermit soll aufgezeigt wer-

den, dass das mehrschichtige Schalenmodell in der Lage ist, komplexe Deformations- und Span-
nungszustande zu beschreiben, die beispielsweise im Né&he von Lasteinleitungsstellen oder bei
materiellen Diskontinuitaten entstehen.

Die Diskretisierung des halben Systems erfolgt mit achtknotigen, mehrschichtigen Schalenele-
menten und ist in Abb. 8.1 dargestellt. In Balkenlangsrichtung wird zum Lasteinleitungsbereich

Geometrie: Diskretisierung:

p=0,5kN/m

diskretisierter
" Bereich /a

Y, b=1,0
S
p /

X
b=1,0
—— 5,0

E =192 10 kN/m?
[m] v = 0,30

8 Berechnungsschichten
Schichthdhen:
30/10/5/5/5/5/10/30 [%)]

Abb. 8.1: Geometrie, Materialdaten und Diskretisierung
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hin eine feinere Diskretisierung gewahlt. Die Dickenrichtung ist in acht Berechnungsschichten
eingeteilt, deren einzelne Schichtstarken ebenfalls angegeben sind. Die geringeren Schichtho-
hen zur Schalenmittelflache hin kbnnen dabei als eine Diskretisierungsverfeinerung des Lastein-
leitungsbereiches interpretiert werden. Infolge der acht Berechnungsschichten weist jeder FE-
Knoten 27 Freiheitsgrade auf. Die Berechnung wird geometrisch und materiell linear
durchgefuhrt.

Zum Vergleich der numerischen Simulationsergebnisse wird eine Naherungslésung nach Girk-
mann (1963) herangezogen, die auch in Schultz (1996) angegeben ist. Die analytische Losung
fur die Spannungsverteilung setzt sich dabei aus zwei Anteilen zusammen: aus der Lésung fur
den Einzellastangriff an einer unendlich ausgedehnten Scheibe und aus der Losung fir den Ein-
zellastangriff an einer streifenférmigen Scheibe. Im Folgenden werden aufgrund der singuléaren
Lasteinleitung Schnitte mit einem gewissen Abstand zum Rand untersucht.

Schnitt bei x9,25

1,0

mehrschichtige
Schale

0,5

Analytische Naherungslosung
nach Girkmann (1963)

' Detail der Verformung

:\ leichméRiae Verteil im Lasteinleitungsbereich
gieichmalsige ertel ung IR T T T T T eT T T T

Schnitt bei x9,75 z Schnitt bei x4,25
1,0

1,0 I
mehrschichtige

mehrschichtige Schale

Schale

0,5 0,5

gleichmafRige
Verteilung

0,0 — 0,0
05 Sy
-0,5 -0,5
Girkmann (1963)
-1,0 -1,0

gleichmafige Verteilung

Abb. 8.2: Normalspannungsverteilung 8ber die Balkenhothe
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In Abb. 8.2 sind die Normalspannungsverlaufe-Richtung und in der Scheibenmittelflache

(y = 0, 05) fur einige Schnitte mik = const dargestellt. Es ist zu erkennen, dass die Verlaufe
sowohl qualitativ als auch quantitativ gut mit denen der analytischen N&herungslésung tiberein-
stimmen. Die Spriinge, die in den Normalspannungsverlaufen an den Ubergangen der Berech-
nungsschichten zu sehen sind, entstehen dabei aus der linearen Extrapolation der Werte an den
Gaul3-Punkten (zwei pro Schicht) Giber die jeweilige Schichthéhe (linearer Verschiebungsansatz
Uber die Schichththe). Aul3erdem ist in Abb. 8.2 noch die konstante Normalspannungsvertei-
lung dargestellt, die sich aus der Berechnung mit nur einer Berechnungsschicht tber die Balken-
hoéhe ergibt.

Deutlich kann in Abb. 8.2 auch das Abklingen der Randstérung bzw. der Singularitat bei groRe-
rer Entfernung vom Rand beobachtet werden (Prinzip von de Saint-Venant). Eine annahernd
konstante Normalspannungsverteilung, auf dessen Darstellung aus Griinden der Ubersichtlich-
keit verzichtet wird, liegt bex = 1, 75 b vor. Ebenso ist in Abb. 8.2 die Deformation des Bal-
kens im Bereich der Lasteinleitung dargestellt. Die Deformation der mehrschichtigen Schale ist
dabei als Schalenkdrper visualisiert, wobei je Berechnungsschicht ein achtknotiges Schalenele-
ment Uber vier achtknotige Volumenelemente abgebildet wird.

8.2  Zugprobe mit unsymmetrischem Schichtaufbau

Eine zweilagige Flachzugprobe mit unsymmetrischem Schichtaufbau nach Abb. 8.3 soll unter

einaxialen Zugbedingungen untersucht werden. Die Zugprobe besteht aus zwei unidirektionalen
Einzelschichten, die sich nur hinsichtlich ihrer Faserorientierung unterscheiden. Die verwende-

ten Materialkennwerte und Systemdaten sind in Abb. 8.4 angegeben. Als Vergleich dienen Er-
gebnisse von Dorninger (1989) bzw. Dorninger und Rammerstorfer (1990), die die Zugprobe

sowohl geometrisch linear als auch geometrisch nichtlinear untersucht haben, siehe auch Klar-
mann (1991). Anhand dieses Beispiels sollen speziell die Auswirkungen des unsymmetrischen
Schichtaufbaus auf das Deformationsverhalten, das durch eine Kopplung von Membran- mit

Biege- bzw. Torsionszustanden gekennzeichnet ist, verdeutlicht werden.

Die Berechnung wird materiall linear aber geometrisch nichtlinear mit achtknotigen Schalenele-
menten durchgefuhrt, die zwei Berechnungsschichten tber die Dicke aufweisen. Die Anzahl der
Berechnungsschichten entspricht hier somit der physikalischen Schichtanzahl und fuhrt auf

- / 50 )T

200 X

frei drehbar

Schichtaufbau: ap0P/0° Kreuzverbund

b) 45°-45° Winkelverbund

3,2

Abb. 8.3: Halbe Zugprobe mit Einspannvorrichtung
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[mm] h, =1,6 mm
F = 10000 N
s . E, = 31100 N/mn?
400 X Ao Y E,= E; =7600 N/mn?
T G, = Gz =2900 N/mm?
Gas =2600 N/mm?
v, = V3 = 0,303
Vo3 =0,46
¥y A A4 4
q Schichtaufbau: a) 9W0° Kreuzverbund
100 b) 459-45° Winkelverbund

Abb. 8.4: Geometrie, System- und Materialdaten

neun Freiheitsgrade pro FE-Knoten. Dartber hinaus wird stets das gesamte System mit sechs
Schalenelementen in Querrichtung und 12 Schalenelementen in L&ngsrichtung diskretisiert. Die
Einleitung der Einzellast Uber die Einspannbacken wird als konstante Gleichstreckenlast bei
gleichzeitiger Kopplung aller FreiheitsgradexiRichtung modelliert (konstante Verschiebung

in x-Richtung). Zusatzlich sind beim Kreuzverbund{41) alle Freiheitsgrade aulRer den Ver-
schiebungen ir-Richtung an beiden Seiten der Krafteinleitung behindert. Beim Winkelverbund
(45°/-45°) wird entlang der-Achse im Koordinatenursprung die Schalenmittelflache- in
Richtung und die DifferenzvektorkomponentedRichtung gehalten. Die Diskretisierung und

die Lagerungsbedingungen entsprechen somit denen von Sprenger (2000), der achtknotige Vo-
lumenelemente verwendet.

In Abb. 8.5 sind die typischen Kopplungseffekte der unterschiedlichen Deformationsmoden zu
sehen, die bei einem unsymmetrischen Schichtaufbau entstehen. Sowohl beim Kreuzverbund als
auch beim Winkelverbund treten trotz reiner Membranbeanspruchung Deformatipifiiohn

tung, also aus der Plattenebene heraus, auf. Beim Kreuzverbund ist der Membranzustand mit ei-

a) Kreuzverbund [9€/09 b) Winkelverbund [45/-459]

Biege—Dehn—
Kopplung

. Torsion—Dehn—

=
R
—— Kopplung
\rx‘k\‘eee‘ss:s‘

=
S

Deformation Deformation
100-fach Giberhéht 10-fach Giberhéht

Abb. 8.5: Deformierte Struktur

122



a) Kreuzverbund [9€/09 b) Winkelverbund [45/-459)

zweischichtige

Dorninger
0,15 Schale 3,0

zweischichtige
Schale

Abb. 8.6: Vergleich der Verformungsverlaufe

ner Biegeverformung gekoppelt, wahrend er beim Winkelverbund mit einer Torsionsverfor-
mung gekoppelt ist.

Die Deformation der mehrschichtigen Schale istim Vergleich zu den Ergebnissen von Dorninger
(1989) in Abb. 8.6 dargestellt. Es ist dabei die Durchsentweagtiang dey-Achse fur unter-
schiedliche Schnitte aufgetragen. Beim Kreuzverbund liegt der Schnittim Koordinatenursprung
beix = 0, wogegen beim Winkelverbund ein Schnitt am Probenendese200 gefuhrt wird.

In beiden Fallen ist eine sehr gute Ubereinstimmung der Deformationsverlaufe zu erkennen. Im
Vergleich zu den Berechnungen von Sprenger (2000) mit Volumenelementen (nicht dargestellt)
sind die hier vorgestellten Ergebnisse ebenfalls in guter Ubereinstimmung und zeigen somit die
Leistungsfahigkeit der mehrschichtigen Schalenformulierung.

8.3 Faserverbundrohr unter Innendruck

Das nachfolgende Beispiel eines Faserverbundrohres unter Innendruck ahnelt von der Grund-
idee her einem Beispiel von Holzapfel und Gasser (2001). Es soll an dieser Stelle verdeutlichen,
dass das Antwortverhalten einer Struktur maf3geblich durch die Anisotropie des Faserverbund-
werkstoffes bzw. der Faserorientierung beeinflusst wird. Hieraus ergibt sich die Mdglichkeit, ein
Strukturverhalten speziell nach eigenen Vorstellungen bzw. nach gewiinschten Kriterien zu
schaffen.

Das in Abb. 8.7 dargestellte Rohr ist bezlglich seiner Mittelflache aus vier transversal-isotropen
Einzelschichten symmetrisch aufgebaut. Zwischen den Schichten geht man von einem perfekten
Verbund aus und jede Schicht soll die gleiche Dicke aufweisen. Die Faserorientierung der
Schichten entspricht einem symmetrischen Winkelverbund, wobei der Faserwinkel variiert wer-
den soll. Die Angabe des Faserwinkels bezieht sich dabei auf die Umfangsrichtung. Das Rohr
ist durch den Innendrucl; belastet, der infolge des Gleichgewichts und der Randbedingungen
eine Zugbelastun§ in Langsrichtung des Rohres hervorruft.

Da Geometrie und Randbedingungen axial-symmetrisch sind und dartber hinaus der Quer-
schnitt beztglich seines Schichtaufbaus ausgeglichen ist, gentigt es, einen Ausschnitt des Rohres
zu untersuchen bzw. zu diskretisieren, siehe Abb. 8.7. Hierzu wird eine Diskretisierung mit 8x8
achtknotigen Schalenelemente verwendet, die vier Berechnungsschichten tber die Dicke auf-
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Geometrie: ‘ Belastung und Randbedingungen:

hk R Rn Schichtaufbau Ve d {} F
[+ 0/~p/~¢/+ ] Ve
4 AN ‘ -
L R, = 7,60 mm B ‘ -
2 h 0,076 mm b -
e L = 1520 mm S
B = 1,00 N/mm? b e
L F = pi R|2 JU - ! -
2 B -
4 e
diskretisierter @
Bereich F
Materialparameter: E, = 138000 N/mm? Gy, = 3446 N/mm?
E,=E;, = 8960 N/mm® wv,=v,; = 0,30
G = G5 = 7100 N/mm2 Vo3 = 0,30

Abb. 8.7: Rohr unter Innendruck: Geometrie, Belastung und Materialdaten

weisen. Auf den Symmetriekanten werden die typischen Symmetrierandbedingungen verwen-
det. Des Weiteren wird angenommen, dass wahrend der Belastung der Rohrquerschnittin Langs-
richtung eben bleibt, die Freiheitsgrade am Rand des Rohres in Langsrichtung also gekoppelt
sind. Zusatzlich soll die Aufweitung des Rohrquerschnittes unbehindert sein. Bei der geome-
trisch und materiell linearen Berechnung wird stets die Langsverschiepund die Radialver-
schiebungy; eines Randpunktes A der Mittelflache fur variierende Faserwinlkeifgezeich-

net.

In Abb. 8.8 sind die beiden Verschiebungsverlayfendv, Gber den veranderlichen Faserwin-

kel ¢ aufgetragen. Bei einem Faserwinkel véhder gerade einer Orientierung der Fasern in
Umfangsrichtung entspricht, ergeben sich kleine Radialverschiebwpgen somit eine ge-

ringe Aufweitung des Rohres. Mit grol3er werdendem Faserwinkel nehmen diese zu, wobei zu-
nachst bei einem Faserwinkel von ca € Minimum der Radialverschiebungen erreicht wird.

1072 [mm] 9,6
847 Langsverschiebungy, = Radialverschiebung,
7,2+
6,0
4,8+
3,67
2,4
1,2+

0,0 \.v/

—112 T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Faserwinkelp [©]

Verschiebung

Abb. 8.8: Verschiebungen in Abhangigkeit des Faserwinkels
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Bei den Langsverschiebungepverhalt es sich in etwa umgekehrt. Kleine Faserwinkel rufen
eine grol3e positive Langsverschiebung hervor, die mit zunehmendem Faserwinkel kleiner wird.
Ab einem Winkel von ca. #&ntstehen sogar negative Langsverschiebungen; das Rohr verkiirzt
sich. Ursache hierfir ist die beginnende starke Zunahme der Radialverschiebungen bei gleich-
zeitig geringer Steifigkeit in Langsrichtung. Je mehr die Fasern allerdings in die Langsrichtung
des Rohres gedreht werden{> 90°), desto weniger verkirzt sich das Rohr. Bei einem Faser-
winkel von ¢ = 90° ergibt sich wieder eine geringfligige Verlangerung des Rohrs. Das De-
formationsverhalten wird daher maf3geblich durch die Faserorientierung bzw. durch die Aus-
richtung der Anisotropie beeinflusst, vergleiche Herakovich (1998).

8.4  Versagenslasten einer anisotropen, gelochten Zugprobe

Am Beispiel einer anisotropen Zugprobe mit Loch, siehe Abb. 8.9, sollen die in Kapitel 6.2 vor-
gestellten Versagensindikatoren miteinander verglichen werden. Dieses Beispiel wurde bereits
von Reddy und Pandey (1987), Hwang und Sun (1989) sowie von Schultz (1996) und Sprenger
(2000) analysiert. Wahrend die ersteren Autoren von einer Symmetrieeigenschaft der Struktur
ausgehen, die allerdings in Wirklichkeit aufgrund der unterschiedlichen Faserorientierung nicht
gegebenist, erfolgten die Berechnungen von Schultz (1996) und Sprenger (2000) am Gesamtsy-
stem. Systemabmessungen, Laminataufbau und Materialdaten des Graphit-Epoxid-Werkstoffes
sind in Abb. 8.9 dargestellt.

Zur Berechnung der Anfangsschadigungslasten (FPF-Lasten) fur einen variierenden Faserwin-
kel ¢ zwischen @und 9@ wird das gesamte System modelliert bzw. diskretisiert. Hierzu wer-
den achtknotige Schalenelemente mit vier Berechnungsschichten tber die Dicke und zwei ver-
schiedene Diskretisierungen mit 288 bzw. 388 Elementen (Abb. 8.10) verwendet. Sowohl die

Geometrie: 7
LY Lochdurchmesser d q [Ibfin]
h | | + ¢ |
D 5 i
1%.L.__>@_ %15\ AL O
l == X 3 he -
\ he| | +o |
< a o
h, = 0,005 in. b = 50in. h = 0,02 in.
a = 20,0 in. d = 1,0 in.

Materialparameter:

E, = 19,20- 10° psi Su = 219,50- 10° psi
E,=E, = 1,56-10° psi S, = 246,00 10° psi
G,=G,;; = 0,82-10° psi S,=S5:; = 6,35 10° psi
G,s = 0,49 10° psi S,=5; = 6,35 10° psi
Vi, =V = 0,24 S,=58; = 12,60 10 psi
Vs = 0,49 S, = 9,80 10 psi

Abb. 8.9: Lochscheibe unter Zugbelastung: Geometrie und Materialdaten

125



I I
a) Diskretisierung 1

b) Diskretisierung 2

Abb. 8.10: Finite-Element-Diskretisierungen

Lagerung als auch die Lastaufbringung erfolgt-Richtung zwangungsfrei. Ferner sollen die
Verschiebungen ir-Richtung am jeweiligen Ende Uber die H6he des Querschhitiésich

sein, d.h. die Differenzvektorkomponemeg ist Null. Die Berechnung wird im Gegensatz zu
Sprenger (2000) geometrisch linear durchgefuihrt, da die Berticksichtigung grof3er Verzerrungen
ohne die gleichzeitige Einbeziehung einer Faserrotation nicht sinnvoll erscheint, siehe beispiels-
weise Sun und Zhu (1998) oder Herakovich et al. (2000). Unter Faserrotation versteht man bei
grof3en Verzerrungen von bis zu 20% die Ausrichtung der Fasern in die Hauptzugrichtung und
den damit verbundenen Anstieg der Steifigkeit.

Die Anfangsschadigungslasten werden jeweils mit dem Tsai-Wu-, dem Hashin- und dem Maxi-
malspannungs-Kriterium berechnet. Es ist somit ein Vergleich zwischen Kriterien mit und ohne
Berucksichtigung der Spannungsinteraktion maglich. Wegen den festgestellten Analogien und
den geringen Unterschieden in den Ergebnissen von Tsai-Wu- und Hoffman-Kriterium, siehe
Abb. 6.4, wird hier das Tsai-Wu-Kriterium verwendet.

In Abb. 8.11a) und b) sind die Anfangsschadigungslasten in Abhangigkeit des Faserginkels
aufgetragen. Zum Vergleich werden ebenfalls die Ergebnisse nach Sprenger (2000) dargestellt,
die bei einer ahnlichen Diskretisierung mit Volumenelementen und unter Berlcksichtigung der
geometrischen Nichtlinearitat berechnet wurden. Die Ergebnisverlaufe von Sprenger (2000)
sind in beiden Abbildungen gleich dargestellt und kbnnen somit zum Vergleich der beiden Dis-
kretisierungen herangezogen werden. Fir Faserwinkel15° undg = 60° liefern alle Ver-
sagensindikatoren ahnliche FPF-Lasten, wahrend im Zwischenbereftks (¢5< 60°) das
Maximalspannungskriterium deutlich gréf3ere Werte ermittelt. In diesem Bereich l&sst sich nam-
lich die Versagensart nicht unbedingt eindeutig einem Faserzug- oder Matrixzugversagen zuwei-
sen, so dass sich die fehlende Spannungsinteraktion beim Maximalspannungskriterium bemerk-
bar macht und das Tsai-Wu- bzw. das Hashin-Kriterium vorzuziehen ist. Bemerkenswert ist
auch, dass die Kriterien nach Tsai-Wu und Hashin anndhernd die gleichen Ergebnisse liefern.

Tendenziell sind die vorliegenden Verlaufe im Vergleich zu denen von Sprenger (2000) gleich-
wertig, wobei die gréf3eren Versagenslasten bei Sprenger (2000) wahrscheinlich aus einer Zug-
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a) Diskretisierung 1

60
5501 Sprenger (2000)
(geom. nichtlin.)
500¢
— MaxSig

450-
4004
3504
3004
250
2004

Tsai-Wu

FPF-Last [Ib/in.]

Kriterium:
1501 | = MaxSig
1004 | & Hashin
504 | e Tsai-Wu

>

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Faserwinkelp [°]

b) Diskretisierung 2

60
5501 Sprenger (2000)
(geom. nichtlin.)
5004
\ ___— MaxSig

4501
4004
3504
3004
250
2004

Tsai-Wu

FPF-Last [Ib/in.]

Kriterium:
1501 | » MaxSig
100 | ¢ Hashin
501 | e Tsai-Wu

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Faserwinkelp [°]

Abb. 8.11: Vergleich der Anfangsschadigungslasten

versteifung durch die geometrische Nichtlinearitat entstehen. Ebenso ist festzustellen, dass ab
einem Faserwinkep = 30° die Diskretisierung keinen nennenswerten Einfluss auf die FPF-
Last hat. Fur Faserwinkel < 30° liefert die feinere Diskretisierung geringere Versagenslasten,

weil die Spannungen in der Nahe des Lochrandes besser erfasst werden. Fir sdmtliche Faserwin-
kel und fur alle Versagenskriterien tritt die Erstschadigung stets in der unmittelbaren Umgebung

des Loches auf.

Abb. 8.12 zeigt die deformierte Zugprobe fur beide Diskretisierungen und einen Faserwinkel
von ¢ = 45° Die Verschiebungen izRichtung (aus der Plattenebene heraus) sind dabei

Verformung Diskretisierung 1
bei FPF-Last 207,88 [Ib/in.]

L
SR FAL TN
e S Y
e
<y N R
V= Saam 0

Verschiebungen in z-Richtung 300-fach,
sonst 3,0-fach tberhoht

Abb. 8.12: Deformation des Lochbereiches

Verformung Diskretisierung 2
bei FPF-Last 200,20 [Ib/in.]
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300-fach Uberhdht dargestellt, wahrend die Gbrigen Verschiebungen lediglich 3,0-fach Gberhéht
sind. Bei sehr genauer Betrachtung kann man eine Aufweitung der Scheibe in der Nahe des
Lochbereichs feststellen, die auf vorhandene Dickennormalspannungen zurtickzufuhren ist.
Diese entstehen aus den Kompatibilitdtsanforderungen der unterschiedlich orientierten Einzel-
schichten in Kombination mit den am Lochrand herrschenden grol3en Normalspannuagen in
Richtung, siehe beispielsweise Abb. 2.5a).

8.5  Tonnenschale mit anisotroper Verfestigung

Mit dem folgenden Beispiel soll die in Kapitel 6.3 vorgestellte Hoffman-Plastizitat mit anisotro-
per Verfestigung genauer untersucht und dabeiinsbesondere der Einfluss der anisotropen Verfes-
tigung auf das Strukturverhalten aufgezeigt werden. Es wird hierzu auf ein Beispiel aus Hasha-
gen (1998) =zuruckgegriffen, in dem die Scordelis-Lo-Schale mit verschiedenen
Verfestigungsfallen untersucht wird. Die Geometrie sowie die Materialdaten sind in Abb. 8.13
angegeben und entsprechen denen von Hashagen (1998). Aufgrund der vorhandenen Symmetrie
genugt es, ein Viertel des Systems zu modellieren. Die Diskretisierung erfolgt mit 4x4 achtknoti-
gen Schalenelementen, die acht Berechnungsschichten tiber die Dicke aufweisen. Die Schale ist
durch ihr Eigengewichg belastet und weist an den Endscheiben eine gelenkige Lagerung auf.
Die Langsréander sind nicht gelagert und entsprechen einem freien Rand. Untersucht wird jeweils
die Last-Verschiebungs-Antwort im Punkt A flr verschiedene Verfestigungsfalle. Zunachst geht
man von der Annahme geometrischer Linearitat aus.

Im allgemeinsten Fall des anisotropen Plastizitditsmodells sind neun Verfestigungsgesetze zur
Steuerung des Verfestigungsverhaltens nétig (vergleiche Gleichung (6.24)). Die vielfaltigen Va-
riationsmaglichkeiten, die sich hieraus ergeben soIIen im Welteren etwas reduziert werden, in-
dem nur die Zug- und DruckflleBspannun@m 811, Szz und822 mit einer Verfestigung ver-

sehen werden. Alle tbrigen Komponenten sollen ein ideal-plastisches Materialverhalten
aufweisen. Die AnfangsflieRspannungénsowie die verschiedenen Félle der Verfestigungs-
moduli H sind in Abb. 8.14 angegeben und entsprechen denen von Hashagen (1998).

Geometrie:

L = 15200 mm
R = 7600 mm
h = 76 mm
= 21000 N/mm?
v = 0,0
q = 1,0 kN/m?
——— Freier Rand
—-—  Symmetrie
u=u,=0

Abb. 8.13: Scordelis-Lo-Schale: Geometrie
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AnfangsflieBspannungen: t = Zug; ¢ = Druck

S = Ge = 5l s = e e B = EE = Bl
FlieBbeginn| 4,2 4,2 4,2 4,2 4,2 4,2 2,4 2,4 2,4
Verfestigungsmoduli siehe Gleichung (6.24): [N/mn]

Fall Hiy H,, Has Huy Hss Hes H,; Hgs Hogo

1 840 0 840 0 0 0 0 0 0

2 0 840 0 840 0 0 0 0 0

3 840 840 0 0 0 0 0 0 0

4 0 0 840 840 0 0 0 0 0

5 0 0 0 0 0 0 0 0 0
[N/mm?]

Abb. 8.14: Scordelis-Lo-Schale: Materialdaten fur anisotropes Plastizitatsmodell

In Abb. 8.15 sind die ermittelten Last-Verschiebungs-Kurven im Vergleich zu denen von Hasha-
gen (1998) dargestellt. Dieser verwendet oberflachenorientierte Schalenelemente bei einer ahn-
lichen Diskretisierung. Die Ubereinstimmung der jeweiligen Last-Verschiebungs-Kurven ist be-
achtlich und es kdnnen dieselben Schlussfolgerungen gezogen werden.

Die hochsten Lastwerte werden fur Fall 1 erreicht, der eine Verfestigung der beiden Zugspan-
nungenSll und822v0r5|eht Werden hingegen wie im Fall 2 nur die Druckspanm@cge,md

S, mit einer Verfestigung versehen, so wirkt sich dies kaum auf die Lastabtragung aus und das
Strukturverhalten liegt nur unmerkllch uber dem Verlauf der idealen Plastizitat (Fall 5). Fall 3,
der sowohl furSll als auch fu611 eine Verfestigung annimmt, liefert wesentlich gré3ere Werte

als Fall 4, bei dem die Zug- und Druckspannung in 2-Richtung verfestigt, da hauptsachlich die
1-Richtung die Lasten abtragt. Eine Verfestigung in dieser Richtung wirkt sich daher starker auf

q [kN/m?]
4,
—x— Hashagen (1998) -
4,04 vorliegende Arbeit - __—_—_‘_'-//—;j:/,.—
3,5
3,04
- Sw S
’ ——-—— Fall3 25,5, —--— Fal5 £2H,=0
—————— Fall4 25, 5,
2, T T T T T
0 250 500 750 1000 1250 1500

Vertikalverschiebungw [mm]

Abb. 8.15: Last-Verschiebungs-Kurven der Scordelis-Lo-Schale
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die Strukturantwort aus. Im Vergleich zu Fall 1 liegt die Last-Verschiebungs-Kurve von Fall 3
etwas unterhalb.

Abschlie3end ist somit festzuhalten, dass die Verfestigung der Zugspanétgmz einen
wesentlich groReren Einfluss auf die Tragfahigkeit bzw. auf die Lastabtragung hat als die Verfes-
tigung der Druckspannungéﬁl und §022. AuRerdem wirkt sich eine Anderung der Materialei-
genschaften in 1-Richtung starker aus als quer dazu, weil hauptsachlich die 1-Richtung die Las-
ten abtragt.

In einem weiteren Schritt soll neben der materiellen auch die geometrische Nichtlinearitat be-
ricksichtigt werden. Wie die Untersuchung der verschiedenen Verfestigungsfélle gezeigt hat, re-
agiert die Scordelis-Lo-Schale bezuglich einer Verfestigung der Zugspannungen sensibel. Es ist
somit anzunehmen, dass die Berticksichtigung der geometrischen Nichtlinearitat nicht nur einen
grofR3en Einfluss auf die Strukturantwort hat, sondern auch die maximal Gbertragbare Last ver-
groRert. Fur das nichtlineare Material werden dieselben Parameter wie zuvor verwendet, wobei
allerdings keine Verfestigung, sondern ideal-plastisches Materialverhalten angenommen wer-
den soll. Zur besseren Erfassung des Versagensmodus findet eine feinere Diskretisierung mit 8x8
und mit 10x10 achtknotigen Schalenelementen Verwendung. Abb. 8.16 zeigt die ermittelten
Last-Verschiebungs-Kurven im Vergleich zur geometrisch linearen Berechnung sowie zu einer
Ldsung von Roehl (1994) bzw. Roehl und Ramm (1996). Roehl (1994) verwendet eine Diskreti-
sierung mit Volumenelementen in Verbindung mit einer ideal-plastiseHelastizitat fur grol3e
elasto-plastische Verzerrungen, basierend auf einer multiplikativen Zerlegung des Deformati-
onsgradienten. Im Vergleich zur geometrisch linearen Berechnung fallt auf, dass die Berucksich-
tigung der geometrischen Nichtlinearitat deutlich gro3ere Lasten liefert, die durch Zugverstei-
fungseffekte (,Hangematteneffekt”) hervorgerufen werden. Im Vergleich zu den Ergebnissen
von Roehl (1994) herrscht bis zu einer Vertikalverschiebung vonwtwa750 mm eine gute
Ubereinstimmung der Last-Verschiebungs-Kurven. Sobald jedoch die plastischen Verzerrungen
im First- und im Auflagerbereich zu lokalisieren beginnen, weichen die Ergebnisse der beiden
Modelle voneinander ab. In den lokalisierten Bereichen entstehen namlich grol3e plastische Ver-

q [kN/m?] deformiertes System

7,2 : — 1,6-fach tiberhoht
Geometrisch nichtlineare Berechnungen

6.0 8x8 Elemente

4,8 10x10 Element Ausbildung eines /7
Firstscharniers /

3,61 Geometrisch lineare Berechnung
2,4
—— Roehl (1994)
1,24 vorliegende Arbeit; H; = 0
01 T

0 250 500 750 1000 1250 1500
Vertikalverschiebungw [mm]

Abb. 8.16: Last-Verschiebungs-Kurven: Geometrisch linear, geometrisch nichtlinear
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zerrungen (siehe Abb. 8.17), so dass der additive Verzerrungssplit des vorgestellten anisotropen
Plastizitatsmodells, der auf der Annahme kleiner plastischer Verzerrungen beruht, nicht mehr
zulassig ist. Dabei liefern die unterschiedlichen Diskretisierungen (8x8 und 10x10) anndhernd
die gleiche Last-Verschiebungs-Antwort. Als Versagensmodus bildet sich hier wie auch bei
Roehl (1994) ein Firstscharnier aus, siehe Abb. 8.16 und 8.17.

Abb. 8.17 zeigt die Verteilung der aquivalenten plastischen Verzerrrungen jeweils fur die oberste
und fur die unterste Gaul3-Punkt-Lage. Im obersten Bild ist die &quivalente plastische Verzerrung
dargestellt, die man aus der Normbildung womach Gleichung (6.26) erhalt. Wahrend diese
GroRRe keine Richtungsinformation beinhaltet, sind in den beiden anderen Abbildungen die
Komponenterk; undi, aufgetragen, also die aquivalenten plastischen Verzerrungen in 1- und
in 2-Richtung. Deutlich sind die Bereiche mit stark lokalisierten plastischen Verzerrungen zu er-
kennen. Die aquivalente plastische Verzerrung in 2-Richtung zeigt im unteren Bild deutlich das
ausgebildete Firstscharnier.
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Abb. 8.17: Aquivalente Verzerrungsverteilung bei
geometrischer und materieller Nichtlinearitéat
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8.6 Die ,Mo6we” mit anisotroper Verfestigung

Das nachfolgende Beispiel ist einem Bauwerk von Eladio Dieste nachempfunden, das auch unter
dem Namen die ,Méwe” bekannt ist. Diese ehemalige Uberdachung einer Tankstelle wurde im
Jahre 1976 in Salto, Uruguay, gebaut und besteht aus Ziegelsteinen mit zusatzlicher Bewehrung.
In dieser Arbeit soll jedoch nicht das nichtlineare Verhalten dieses Materials untersucht werden,
sondern es werden die elastischen Materialparameter eines Graphit-Epoxid-Faserverbundwerk-
stoffes verwendet. Die Konstruktion von Dieste weist aufgrund der Lagerung keine typisch scha-
lenartige Lastabtragung auf, sondern wird stark auf Biegung beansprucht. Die unteren Bereiche
der ,Fligel” wurden daher bei dem Entwurf von Dieste dicker ausgefiihrt, wahrend die folgende
Parameterstudie zur anisotropen Verfestigung von einer einheitlich dicken Konstruktion mit

h = 0,15 m ausgeht. Eine detaillierte Geometriebeschreibung des Tragwerkes, insbesondere
der ,Flugel”, liegt nicht vor, sondern wird auf Basis der in Barthel (2001) angegebenen Kon-
struktionszeichnungen approximiert, siehe Abb. 8.18. Ferner wird angenommen, dass das Sys-
tem durch eine gleichférmige Flachenlast belastet wird.

Das Viertel-System wird mit achtknotigen Schalenelementen diskretisiert, die Gber die Dicke
vier Berechnungsschichten aufweisen. Fur die in Abb. 8.19 angegebenen unterschiedlichen Ver-

Geometrie:

E, = 138000 MN /m?
q = 0,01 MN/m? E,=E, = 8960 MN/m?
Gy =G = 7100 MN/m?
Gos = 3446 MN/m?
Vi, =vi3 = 0,30
Vo3 = 0, 30
0.087 125
m] #
<+ 2,80 -

[m]

/
/
/
A
I
w eie
-
NI | | | | L
\ - t t t t
v 277 ' 30,0 404 104,7 77.2

Abb. 8.18: Dieste-Schale: Geometrie, Diskretisierung und Materialdaten
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AnfangsflielBspannungen:

t = Zug; ¢ = Druck

g10=§11 gzo=§cu S%O:gtzz §2=§sz g5o=§t33 §2=§°33 §70=§12 gg:gza §g=§13
FlieRbeginn| 4,2 4,2 4,2 4,2 4,2 4,2 2,4 2,4 2,4
Verfestigungsmoduli siehe Gleichung (6.24): (MN /m]
Fall Hiq H,, Hais H., Hss Hes H,; Hagsg Hogo
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 0 0 3780 3780 0 0 0 0 0
3 3780 0 3780 0 0 0 0 0 0
4 3780 3780 0 0 0 0 0 0 0
5 3780 3780 3780 3780 3780 3780 2160 2160 2160
[MN /m?]

Abb. 8.19: Dieste-Schale: Materialdaten flir anisotropes Plastizitatsmodell

festigungsfalle wird jeweils die vertikale Verschiebumgn Punkt A aufgezeichnet. Die An-
fangsflielRspannunge® sind mit denen des vorherigen Beispiels identisch, wahrend die Verfes-
tigungsmodulH;; frei gewahlt wurden. Die verschiedenen Verfestigungskombinationen werden
dabei so festgelegt, dass die Unterschiede der Last-Verschiebungs-Antworten méglichst grof3
werden. Es soll dadurch nochmals der signifikante Einfluss und die vielfaltigen Variationsmog-
lichkeiten der anisotropen Verfestigung aufgezeigt werden. Der Auswirkung der geometrischen
Nichtlinearitat ist bei dieser hauptsachlich auf Biegung beanspruchten Struktur hingegen gering,
wie die geometrisch nichtlineare Vergleichsrechnung fur die ideale Plastizitat zeigt (Abb. 8.20).
Es wird daher von der geometrischen Linearitat ausgegangen.

In Abb. 8.20 sind die berechneten Last-Verschiebungs-Kurven fir die unterschiedlichen Verfes-
tigungsfalle angegeben. Samtliche Kurven befinden sich zwischen dem unteren Grenzfall der
idealen Plastizitat und dem oberen Grenzfall der Verfestigung aller Komponenten. Die Verfesti-

gung aller Komponenten ist jedoch nicht gleichbedeutend mit einer isotropen Verfestigung. Die

auRRere Last ist bei einer Vertikalverschiebungwos 12 cm im oberen Grenzfall um ca. 70%

q [MN/m?]
01
- /
0,6/ - =T __ 1 |—— Fall5 2H, =0
///;:«7;;'-"/_:—:-_:— ________ ——— Fall4 2 §J. Slc
= =Su Su
7 — ——— Fall3 £8, §
0,4 Fall 1, H;=0; 7 o
geometrisch nichtlinear | |~~~ "~ Fall2 =5, S
—— Falll £2H,=0
0,21
0! T T T T T
0 2 4 6 8 10 12
Vertikalverschiebungw [cm]
Abb. 8.20: Dieste-Schale: Last-Verschiebungs-Kurven
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undeformierte deformierte Struktur; aquivalente plastische
Struktur 15-fach Uberhoht Verzerrungen
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?.196-02

8.226-03

Abb. 8.21: Dieste-Schale: Deformation und aquivalente plastische Verzerrungen

hoher als im Fall der idealen Plastizitat. Die_\t/erfestigungskombination 4, bei dem sowohl die
Zug- als auch die Druckspannung in 1-Richt@agund S; 1 verfestigen, liefert bei den gewahl-

ten Verfestigungsfallen die hochsten Lasten. Im Gegensatz dazu hat die Verfestigung der Zug-
und Druckspannung in 2-Richtung (Fall 2) fast keinen Einfluss auf das Strukturverhalten und
liefert ungefahr das gleiche Ergebnis wie die ideale Plastizitat. Die Verfestigung in X bzw.
Richtung ist folglich mal3gebend fur die Strukturantwort. Dies entspricht auch der von Dieste
gewahlten Vorspannrichtung fur die Flugel. Abb. 8.21 zeigt fir den Verfestigungsfall 4 die
15-fach uberhohte Deformation und die Verteilung der aquivalenten plastischen Verzerrungen
in der untersten Gaul3-Punkt-Lage. Deutlich sind die grol3en aquivalenten plastischen Verzerrun-
gen der Schale im Bereich der nicht membrangerechten Lagerung und im Bereich der vorderen
Verschneidungsstelle der ,Flugel” zu erkennen. Diese Stellen, die fur das Versagen mafl3gebend
sind, berucksichtigte Dieste durch ein Einlegen von zusétzlicher Bewehrung. Anhand der defor-
mierten Struktur ist gut zu erkennen, dass die Schale sprichwortlich die ,Fligel” hdngen lasst.

8.7 Faserverbundrohr mit anisotroper Verfestigung

In diesem Beispiel wird nochmals das Faserverbundrohr unter Innendruck aus Kapitel 8.3 aufge-
griffen. Dies soll zum einen aufzeigen, dass der Faserwinkel nicht nur entscheidend das lineare,
sondern auch das nichtlineare Materialverhalten beeinflusst. Zum anderen schliel3t es die Unter-
suchungen zur anisotropen Verfestigung ab. Die Geometrie, die Randbedingungen und die ela-
stischen Materialparameter entsprechen denen aus Abb. 8.7. Die zur Steuerung des anisotropen
Plastizitatsmodells notwendigen Materialparameter sind in Abb. 8.22 angegeben. Es wird nur
eine Verfestigungskomb_itnation_ltjntersucht, bei der lediglich die Zugspannungen in der Faserlan-
grichtung und quer daz{; undSy,) eine Verfestigung aufweisen sollen. Wie schon in Kapitel

8.3 werden die Radial- und die Langsverschiebung des Randpunktes A bei Steigerung des Innen-
drucksAp; beobachtet.

In Abb. 8.23 sind die Last-Verschiebungs-Antworten fir drei ausgewéhlte Faserwinkel

¢ = 0°/55°/90° dargestellt. Die BFaserorientierung entspricht dabei der Umfangsrichtung,
wahrend die 98 Orientierung die Ausrichtung der Fasern in Rohrlangsrichtung bedeutet. Die
Kreis-Symbole bezeichnen die Langsverschiebungen, wahrend die Radialverschiebungen durch
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Anfangsflie3spannungen: t = Zug; ¢ = Druck

giozgtu gzozgcu _%Ozgztz §2=§2°2 gsoz_%ta §2=§§3 §70=§12 §g=§23 gg:gls
FlieBbeginn 42 42 42 42 42 42 24 24 24
Verfestigungsmoduli siehe Gleichung (6.24): [N/mm?]
Hll H22 H33 H44 H55 HGG H77 H88 H99
8400 0 8400 0 0 0 0 0 0

[N/mn?]
Abb. 8.22: Rohr unter Innendruck: Materialparameter flr anisotropes Plastizitatsmodell

Rechtecke gekennzeichnet sind. Deutlich ist zu erkennen, dass der Faserwinkel nicht nur das li-
near-elastische Verhalten, sondern auch entscheidend das nichtlineare Materialverhalten beein-
flusst.

Bei einem Faserwinkel vap = 0°sind die elastischen Radialverschiebungen aufgrund der Fa-
serorientierung in Umfangsrichtung zunéchst kleiner als die Langsverschiebungen. Sie nehmen
jedoch bei weiterer Laststeigerung starker als die Langsverschiebungen zu und sind bei einem
Lastfaktor vond = 1 ahnlich grof3. Der Grund fir das groRere Anwachsen der Radialverschie-
bungen ist, dass die Umfangsrichtung trotz gleicher AnfangsflieRspannungen zuerst zu Fliel3en
beginnt. Die Spannungen in Umfangsrichtung sind namlich aufgrund der gewéhlten Belastung
stets doppelt so grol3 wie die Spannungen in Langsrichtung.

Umgekehrt verhalt es sich bei einem Faserwinkelgwaa 90°. Hier wird im nichtlinearen Be-

reich der Unterschied zwischen Radial- und Langsverschiebung immer groRRer. Allerdings ist die

Radialverschiebung schon von Anfang an wesentlich gro3er, da diesmal die Fasern mit ihrer h6-
heren Steifigkeit in der Rohrlangsrichtung liegen. Der Ubergang vom elastischen in den plasti-

schen Bereich findet wie zu erwarten auf gleichem Lastniveau statt. Die Gré(3e der elastischen
Spannungen in Langs- und Umfangsrichtung wird namlich nicht von der Faserorientierung be-

einflusst und die Anfangsflie3spannungen wurden gleich grof3 gewahlt. Die Charakteristik bzw.

der Verlauf im nichtlinearen Bereich muss im Vergleich zum Faserwipkel 0° ebenfalls

A Lastfaktor 4

1,0+ e .u
é ==
l\ ///////
0,81
® _ -a
0,64 -
—— Faserwinkelgp = 0°
| - - - Faserwinkelgp = 55°
0.41 —— Faserwinkelp = 90°

= Radialverschiebung,
e Langsverschiebungy,

I I I I I I I »

—-0,025 0,000 0,025 0,050 0,075 0,100 0,125 0,150
Verschiebung v[mm]

Abb. 8.23: Rohr unter Innendruck: Last-Verschiebungs-Kurven
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gleich sein, da die Verfestigungsgesetze in beide Richtungen gleich sind. Der Hauptunterschied
der Last-Verschiebungs-Kurven resultiert daher lediglich aus den Verschiebungen des linear-
elastischen Bereichs.

Far den Faserwinkep = 55° wird die Langsverschiebung minimal und sogar negativ, gleich-
zeitig erreicht die Radialverschiebung ihr Maximum. Das Rohr weitet sich somit stark auf und
verkirzt sich dabei. Durch die Faserdrehung werden die FlieBspannungen bei einem niedrige-
rem Lastniveau erreicht und der Ubergang in den plastischen Bereich findet eher statt. Im elasti-
schen Bereich baut sich zunachst eine negative Langsverschiebung auf, wahrend die Radialver-
schiebung zunimmt. Beim Fliel3beginn erreicht die Langsverschiebung einen Umkehrpunkt,
d.h. sie nimmt wieder zu und erreicht in etwa den Wert Null. Im weiteren Verlauf wird sie aller-
dings wieder negativ und nimmt ein Minimum vep= — 0,01 mm beil = 0,9 an. Das
Strukturverhalten ist bei diesem Faserwinkel keineswegs trivial.

Die vorgestellten Beispiele zur Hoffman-Plastizitat mit anisotroper Verfestigung (Kapitel 8.5 bis
8.7) haben den grol3en Einfluss der anisotropen Verfestigung auf das Strukturverhalten aufge-
zeigt. Daruber hinaus wurde verdeutlicht, dass das Plastizitatsmodell durch die Wahl der neun
unabhangigen Verfestigungsgesetze so flexibel ist, dass eine Vielzahl von Verfestigungsszena-
rien beschreibbar ist. Es ist daher hervorragend zur Abbildung eines richtungsabhangigen, ver-
festigenden Materialverhaltens geeignet. Nachteilig sind die vielen Materialparameter (18
Werte), die zur Definition der Verfestigungsgesetze nétig sind.

8.8 Randdelamination

Im ersten Beispiel zur Versagensart der Delamination wird eine Rechteckscheibe unter gleich-
formiger Dehnung untersucht. Der Laminataufbau besteht aus vier Schichten, die im Kreuzver-
bund [@, 90°, 90°, 0°] geschichtet sind, siehe Abb. 8.24. Infolgedessen entstehen in der Mittel-
flache am freien Rand Zugspannungen in Dickenrichtung, vgl. Abb. 2.5a), die eine
Delamination im Versagensmodus | auslésen kdnnen. Dieser Umstand, der &relb-dsige-

Effect’ und in Verbindung mit Delamination auch #fsee-Edge-Delamination bezeichnet

wird, wurde bereits von Pipes und Pagano (1970) und Pagano (1978) festgestellt und untersucht.
Die elastischen Materialparameter entsprechen denen von Gruttmann (1996) und Tel3mer
(2000). Aufgrund der Symmetrie wird nur das Viertel-System untersucht.

Die Diskretisierung erfolgt mit achtknotigen Schalenelementen, die flinf Berechnungsschichten
uber die Dicke aufweisen. Wahrend sich jeweils die beiden auf3eren Schichten elastisch verhal-
ten sollen, werden in der mittleren Schicht die in Kapitel 7.3 und 7.4 vorgestellten Delaminati-
onsmodelle eingesetzt. Die Hohe der Prozessschicht wird mit 1% der Gesamthéhe angenom-

Geometrie: Materialparameter:
[0°,9C°, 907, 0°] E, = 137900 G,, = 5860
E, = 14480 G,; = 5860
4’0:[ E, — 14480 G, = 5860
o y 00 212=o.21 Vs = 0.25 v,,= 0.21
= = 2
diskretisierter %3 10.0 C_;° 0.0084 Nmmymm
Bereich S = 6.0 Si;= 6.0 [N/mny]

Abb. 8.24: Zugprobe mit Randdelamination: Geometrie und Materialparameter
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Abb. 8.25: Randdelamination: Last-Verschiebungs-Antworten

men. Die gleichférmige Dehnung in x-Richtung wird verschiebungsgesteuert aufgebracht und
im Punkt A &=0,y=10,z=0) die Aufweitung der ProzessschichziRichtung beobachtet. Die
Aufweitung ist im Folgenden auch als Riss6ffnung bezeichnet.

Abb. 8.25 zeigt die berechneten Last-Verschiebungs-Kurven fir die verschiedenen Delaminati-
onsmodelle. Alle Modelle, sowohl das entfestigende Plastizitatsmodell als auch die Schadi-
gungsmodelle, liefern fast dieselbe Antwort, so dass sich die Kurven nur minimal unterscheiden.
Dies war auch zu erwarten, da die verschiedenen Materialmodelle bereits beim einaxialen Zug-
versuch in Dickenrichtung (Modus I-Versagen) die selben Ergebnisse liefern und im Beispiel der
Randdelamination der gleiche Versagensmodus ansprochen wird. Ebenfalls ist in Abb. 8.25 die
100-fach uberhdhte deformierte Struktur dargestellt. Deutlich ist das zur Mittelflache symmetri-
sche AufreiBen und das Offnen des Risses im Modus | zu erkennen. Dabei haben die Prozess-
schichtelementen direkt am freien Rand bereits eine fast vollstandige Schadigdrg @9

erreicht. Der Ubergang zwischen geschadigtem und ungeschadigtem Bereich ist sehr schmal,
was eine sehr feine Diskretisierung zum Rand hin erfodert. Au3erdem ist in der Normalspan-
nungsverteilung;; zu erkennen, dass sich ein Bereich mit Druckspannungen vor der Delamina-
tion befindet. Mit fortschreitender Delamination verschiebt sich dieser in Richtung der Proben-
mitte.
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8.9 Brettschichtholzbogen

Der in Abb. 8.26 dargestellte Brettschichtholzbogen soll hier auf Delaminationsversagen unter-
sucht werden. Der Trager ist auf der Oberseite des Firstes durch eine linienférmige Last belastet
und an den Ful3punkten eingespannt. Infolge des positiven Biegemoments und der Bogenkriim-
mung entstehen in der Nahe des Firstes Zugspannungen in Dickenrichtung, die eine Delamina-
tion hervorrufen kdnnen. Direkt unterhalb der Lasteinleitung wird allerdings erst spat eine Dela-
mination entstehen, weil dieser Bereich durch die Last, angreifend auf der Oberseite, Uberdrickt
wird.

Der Delaminationsvorgang kann hier als das Aufreil3en der Klebefuge bzw. als das Reil3en des
Holzes unmittelbar oberhalb oder unterhalb der Klebefuge verstanden werden. Die Rissflache
sei Uber die Tragerbreite eben und wechsle nicht die Schicht. Dies stellt eine Naherung des wirk-
lichen Verhaltens dar, wie Rissbilder von Holz infolge Querzug verdeutlichen, siehe Abb. 8.26.
Die Rissflache soll in einer weiteren Naherung mit der Mittelflache des Tréagers Gibereinstimmen,
so dass an dieser Stelle die Prozessschicht zur Beschreibung der Delamination eingefiihrt werden
kann. Die Geometrie des Tragers wird analog zu Tel3mer (2000) gewahlt, wahrend die verwende-
ten Materialdaten aus Neuhaus (1994) stammen. Aufgrund der vorliegenden Symmetrien genugt
es, nur ein Viertel des Systems zu untersuchen.

Es werden achtknotige Schalenelemente zur Diskretisierung des Bogens verwendet, die finf Be-
rechnungsschichten uber die Dicke aufweisen, siehe Abb. 8.27. Uber die halbe Trad®ibreite
werden zwei Elemente verwendet. Die Anzahl der Freiheitsgrade pro Knoten betragt somit 18;
fur das Gesamtsystem ergeben sich daraus 9846 Unbekannte. Die Last wird verschiebungsge-
steuertim First aufgebracht und die Vertikalverschiebung des Punktes A in der Schalenmittelfla-
che aufgezeichnet. Die Berechnung erfolgt dabei geometrisch linear und der Bogen soll im First

Perspektive: 2 E=1 20 MN Querschnitt: FED
v \ e
Ay o
w %)
| o..
/ -
Prozess-
schicht
—?—
+—1 [m]
b=0,1
Bruchbild:

Materialparameter:

E, =12050 MN/m?>  G,, 743 MN/m? v, = 0,035

"Quelle:
623 MN/m’ v = 0,056 S, Setimi 2001

E, = 420 MN/m* G, = 42 MN/m> vy = 0,31

E, = 818 MN/m* G, =

S.= 02 MN/m S = 0,9MN/m Sy = 0,9 MN/m? _ \
G. = 0,001 MNm/m? » a7

Abb. 8.26: Brettschichtholzbogen: Geometrie und Materialdaten
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Diskretisierung: ne=20 -
J ne;=20 Z N b/2 ~T ~ A

24,75

——

24,75
1,00 ==
24,75

——

N \ \ \ | 24,75
nel = Anzahl der Elemente [%] -
Abb. 8.27: Brettschichtholzbogen: Diskretisierung

gegen ein seitliches Verschieben gesichert sein. In der Prozessschicht werden die in Kapitel 7.3
und 7.4 vorgestellten Delaminationsschadigungsmodelle verwendet. Fiur das Schadigungsmo-
dell mit Energiefreisetzungsraten-Kriterium (Kapitel 7.4) erfolgt die Berechnung mit verschie-
denen Werten fur die Bruchenergi€n,; und G;; und auch mit den automatisch bestimmten
Werten nach Gleichung (7.107). Der Einfluss dieser Materialparameter wird in diesem Beispiel
grol3 sein, da der malRgebliche Versagensmodus durch ein Schubversagen der Prozessschicht ge-
geben ist. Es werden keine viskosen Effekte bertcksichtigt bzw. es wird keine visko-schadi-
gende Erweiterung benutzt.

Abb. 8.28 zeigt die Last-Verschiebungs-Antworten der vorgestellten Delaminationsschadi-
gungsmodelle. Die Kurve des isotropen Schadigungsmodells liegt etwas unterhalb der Ergeb-
nisse der selektiven Schadigung, d.h. das isotrope Schadigungsmodell verhalt sich durch die
Schadigung aller Komponenten des Werkstofftensors weicher. Der Unterschied zur selektiven
Schadigung ist aufgrund der diinnen Prozessschicht nur gering und macht sich erst bei grol3eren
Vertikalverschiebungen bemerkbar. Die Ergebnisse des Schadigungsmodells mit Energiefreiset-
zungsraten-Kriterium h&ngen, wie eingangs schon erwéhnt, stark von der Wahl der Materialpa-

Lastfaktor 4
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——— isotrope Schadigung
0,030 ----- selektive Schadigung >

—--— Y — Kirit.; G./Gy = 1/4,5
0,025, l |/ Il /

— Y- Krlt; GC|/GC|| = 1/18
0,020, ——— Y — Kirit.; Gy/Gg = autom —

/ - _
0,015/ / -
= ==
0,010, — selektiv=
~ _— Y; autom
0005
0 T T T T T T T

0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,10
Vertikalverschiebungw [m]

Abb. 8.28: Brettschichtholzbogen: Last-Verschiebungs-Kurven
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Abb. 8.29: Brettschichtholzbogen: Schadigungsevolution im Firstbereich

rameterG; undG,; ab. Bei den angenommen@yg,/G,—Verhaltnissen 4, 5 und ¥18 be-

ginnt, bei grundsétzlich gleicher Last-Verschiebungs-Charakteristik, das Versagen wesentlich
friher. WerderG ; undG,;;; hingegen nach Gleichung (7.107) bestimmt, liefert dieses Modell
die gleichen Ergebnisse wie das selektive Schadigungsmodell.

Die Schadigungsevolution in der unmittelbaren Nahe des Firstes istin Abb. 8.29 angegeben, wo-
bei zur besseren Visualisierung die Tragerbreite 10-fach Gberhoht dargestellt ist. Demnach be-
ginnt die Delamination an einer Stelle die ca. 1,0 m vom First entfernt liegt. Auch ist interessant,
dass die Delamination in Balkenmitte (bezogen auf die Balkenbreite) anfangt und zuerst nach
aul3en wandert. Erst anschlie3end breitet sich die Delaminationszone auch in Balkenlangsrich-
tung aus, wobei sie in Richtung des Firstes durch die oberseitige Lasteinleitung gebremst wird.
Die Delaminationsfront ist dabei im Allgemeinen nicht gerade, sondern gekrimmt.

In einer weiteren Untersuchung wird der Brettschichtholzbogen mit Berlcksichtigung der geo-
metrischen Nichtlinearitat berechnet. Bei der geometrisch nichtlinearen Rechnung ist ab einem
bestimmten Punkt die gesamte Prozessschicht auch unterhalb der Lasteinleitung vollstandig ge-
schadigt: die Prozessschicht Gibertragt keine Spannungen mehr. Ohne die Verwendung ,geeigne-
ter Mal3nahmen” durchdringt beim isotropen Schadigungsmodell der obere Bogenteil dann den
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Y — Krit.; G./Gg = automatisch

0,035 geometrisch linear
0,030 \ -
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0,025 : _ - —(linke Halfte)
. - - e
0,020{ [ - .
el . //‘/‘/- isotrope Schadigung N
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T T - a
0,010 S e %?@% llllI FrEH R T (re/chte Halfte)
0,005 deformierte Struktur e
2-fach uberhoht
0 T T T T T T T
0 0,04 005 006 007 008 009 0,10

Vertikalverschiebungw [m]
Abb. 8.30: Durchdringung bei geometrisch und materiell nichtlinearer Rechnung
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unteren. Der untere Teil wird dabei vollstéandig entlastet und eine physikalisch unzulassige Ver-
sagensform entsteht, siehe rechte Bogenhalfte in Abb. 8.30. In der Last-Verschiebungs-Kurve
macht sich dies durch einen abrupten Abfall der Last bemerkbar. Werden als einfache Abhilfe
die Vertikalverschiebungen tber die Bogenhthe im First gekoppelt, kann die Durchdringung
verhindert werden, siehe linke Bogenhalfte in Abb. 8.30. Bei Verwendung des selektiven Scha-
digungsmodells sowie beim Schadigungsmodell mit Energiefreisetzungsraten-Kriterium zeigt
sich dieses Verhalten nicht. In diesen Modellen wird namlich durch die Gleichungen (7.68) bzw.
(7.93) die RissschlieBung beriicksichtigt und somit eine Durchdringung verhindert (vergleiche
Abb. 7.26). Auf die Darstellung der Last-Verschiebungs-Kurven dieser Modelle wird verzichtet,
weil sie die gleichen Verlaufe wie das isotrope Schadigungsmodell mit Kopplung der Vertikal-
verschiebungen liefern. Des Weiteren zeigt die Detailansicht der deformierten linken Bogen-
halfte in Abb. 8.30 einen deutlichen Schubversatz infolge des Modus II-Versagens der Prozess-
schicht.

Es ist daher abschlie3end festzuhalten, dass die Berucksichtigung der Rissschlie3ung bzw. des
Kontakts von entscheidender Bedeutung sein kann, weil damit ein physikalisch unzuléssiges
Versagensverhalten verhindert wird. Wahrend beim isotropen Schadigungsmodell hierzu ,geei-
gnete MalRBhahmen” einzufihren sind, beachten das selektive Schadigungsmodell und das Scha-
digungsmodell mit Energiefreisetzungsraten-Kriterium dies automatisch. Des Weiteren zeigt
dieses Beispiel den grof3en Einfluss der Bruchenef@jgmund G ,;; beim Schadigungsmodell

mit Energiefreisetzungsraten-Kriterium.

8.10 ‘Double-Cantilever-Beam’-Probe

Am Beispiel einetDouble-Cantilever-BeamProbe, die von Aliyu und Daniel (1985) experi-
mentell untersucht wurde, werden die verschiedenen Delaminationsmodelle nochmals getestet
und miteinander verglichen. Des Weiteren erfolgt eine Gegenuberstellung mit numerischen Si-
mulationsergebnissen aus der Literatur, die von Sprenger (2000) und Te3mer (2000) stammen.

In Abb. 8.31 sind der exemplarische Versuchsaufbau und die Systemabmessungen des unter-
suchten DCB-Tests dargestellt. Aliyu und Daniel haben an diesem Beispiel den Rissfortschritt
bei unterschiedlichen Belastungsgeschwindigkeiten studiert. Sie ermittelten experimentell bei

Geometrie:
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Abb. 8.31: DCB-Probe: exemplarischer Versuchsaufbau, Geometrie und Materialdaten
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einer Rissoffnungsgeschwindigkeit = 0,85 mnys eine kritische Energiefreisetzungsrate

von G. = 0,222 Nmm'mn?. Beide GréRen kommen innerhalb der folgenden Berechnungen
zum Einsatz. In den Versuchen von Aliyu und Daniel wurden Spannlaschen zur Lasteinleitung
angebracht, die hier nicht separat modelliert werden. Es erfolgt lediglich eine Verlangerung des
gerissenen Bereichs um 6,35 mm uber die Balkenlange hinaus, was gerade der Auf3ermittigkeit
infolge der Spannlasche entspricht. Die elastischen Materialdaten des verwendeten Graphit-Ep-
oxid-Faserverbundwerkstoffes AS-4/3501-6 sind in Abb. 8.31 angegeben. Der Faserwinkel be-
tragt im gesamten Querschniftiieztglich dex-Richtung, so dass unter Ausnutzung der Sym-
metrie des Versuchs- und des Laminataufbaus lediglich das halbe System modelliert wird.

Die Diskretisierung erfolgt mit achtknotigen Schalenelmenten, die drei Berechnungsschichten
uber die Dicke aufweisen. Die mittlere Berechnungsschicht berticksichtigt ein mogliches Dela-
minationsversagen, wahrend die beiden auf3eren Schichten als linear elastisch angenommen
werden. Die halbe Breite der DCB-Probe ist mit einem Element diskretisiert. Abb. 8.32 stellt die
Diskretisierung entlang des Rissfortschritts dar. Dabei kann der Begdieheits wieder grober
unterteilt werden, weil die Risstiefe nur ca. 60 mm betragt und der Riss somit den Bgreich
nicht verlasst. Die Hohe der Prozessschicht wird iffiDRhges = 0,061 mm festgelegt, womit

laut Sprenger (2000) das elastische Verhalten des Systems nur unwesentlich beeinflusst wird.

Die Berechnung erfolgt geometrisch linear und verschiebungsgesteuert tiber die Riss®ffnung
am freien Probenende. Aul3erdem wird bei allen Delaminationsmodellen die viskose Regulari-
sierung beriicksichtigt, um eine stabile numerische Simulation zu gewébhrleisten. Die Simulation
dieser DCB-Probe ohne die Berucksichtigung viskoser Effekte ist namlich nicht mdglich; es tre-
ten aufgrund der Schlechtgestelltheit des Problems numerische Instabilitdten auf. Es wird daher
bei Verwendung der Delaminationsplastizitat auf die automatische Bestimmung des Damp-
fungsparametengnach Kapitel 7.2.5 zurtickgegriffen. Alle Delaminationsschadigungsmodelle

Diskretisierung:
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Abb. 8.32: DCB-Probe: Diskretisierung
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verwenden hingegen einen konstanten Dampfungsparameter. Um dessen Einfluss auf das Struk-
turverhalten aufzuzeigen, erfolgt die Berechnung mit unterschiedlichen Dampfungsparametern.

Abb. 8.33 zeigt einige Last-Rissoffnungskurven, die in der Literatur zu finden sind. Neben der
experimentellen nach Aliyu und Daniel (1985) sind noch einige weitere Kurven dargestellt, die
sowohl mit einem vereinfachten analytischen Modell als auch mit der Methode der finiten Ele-
mente ermittelt wurden. Die analytische Losung beruht dabei auf einem vereinfachten Biegebal-
ken-Modell der DCB-Probe und ist beispielsweise in Sprenger (2000) oder Tel3mer (2000) ange-
geben. Die Finite-Elemente-Losung nach Sprenger (2000) wurde mit achtknotigen
Volumenelementen und der in Kapitel 7.2 vorgestellten Delaminationsplastizitat mit viskoser
Regularisierung berechnet. Hingegen verwendet TeBmer (2000) ein mehrschichtiges Schalen-
element, in dem Risso6ffnungsvektoren zur geometrischen Abbildung der Delamination einge-
fuhrt werden. Ist an der Rissspitze das Brewer-Lagace-Delaminationskriterium verletzt, berech-
net TelSmer (2000) die freiwerdende Energie mittels der virtuellen RissschlielBungsmethode.
Verletzt diese das Griffith-Kriterium, wird von einem Risswachstum ausgegangen und der Riss
erweitert sich. Es fallt auf, dass die analytische Naherungslosung und die Rechenergebnisse von
Tel3mer (2000) nahezu identisch sind und im Mittel den Versuch gut abbilden. Hingegen uber-
schatzt das Ergebnis von Sprenger (2000) die maximale Last deutlich, stimmt aber im spateren
Nachbruchverlauf gut mit den experimentellen Ergebnissen Uberein.

In den nachfolgenden Abbildungen 8.35 bis 8.38 sind die Last-Riss6ffnungskurven fur die ver-
schiedenen Materialmodelle zur Berechnung fortschreitender Delamination dargestellt, wobei
stets die Last-Riss6ffnungsverlaufe nach Aliyu und Daniel (1985), nach Sprenger (2000) und
nach TeBmer (2000) zum Vergleich eingetragen sind.

Zunachst zeigt jedoch Abb. 8.34 exemplarisch die deformierte halbe DCB-Probe bei einem be-
stimmten Lastfaktor. Die Delamination ist infolge der verschiebungsgesteuerten Rissoffnung
schon bis zu einer bestimmten Risstiefe fortgeschritten und es entstehen vollstandig entfestigte
bzw. vollstandig geschadigte Bereiche. Die vorderen, schon a priori gerissenen Berbishe

ng werden im kontinuumsmechanischen Ansatz tber die Annahme, dass kein Material in der
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Abb. 8.33: Last-Riss6ffnungskurven aus der Literatur
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Prozessschicht vorhanden sein soll, abgebildet. Es ist deutlich das zur Schalenmittelflache sym-
metrische Aufreil3en der Probe zu erkennen.

Die in Abb. 8.35 dargestellten Ergebnisse der Delaminationsplastizitat nach Kapitel 7.2 stimmen
gut mit denen des Experiments und sehr gut mit denen von Te3mer (2000) tberein. Fur die klei-
nere Zeitschrittweitedt reduziert sich der Einfluss der viskosen Effekte (wie schon in Zusam-
menhang mit Abb. 7.17 erlautert) und eine weitere Annaherung an das Ergebnis von Tel3mer
(2000) ist festzustellen, d.h. die Ergebnisse sind nahezu identisch. Im Vergleich zur Berechnung
nach Sprenger (2000) sind die Last-Rissoffnungsverlaufe qualitativ gleichwertig, liegen aber
stets unterhalb. Im Gegensatz zum Ergebnis des Experiments Uberschatzen die Berechnungen
dieser Arbeit die maximale Last etwas, wahrend im Nachbruchverlauf ein wenig kleinere Last-
werte ermittelt werden. Das Plastizitatsmodell liefert hier also gute Ergebnisse und gewahrleistet
durch die visko-plastische Regularisierung eine stabile Berechnung des Nachbruchverlaufs. Al-
lerdings sind die Rechenzeiten infolge der kleinen Zeitschrittweiten betrachtlich.

Die in Abb. 8.36 und 8.37 dargestellten Ergebnisse der isotropen und der selektiven Delaminati-
onsschadigung nach Kapitel 7.3 unterscheiden sich auf den ersten Blick kaum. Die unterschiedli-
che Definition der geschadigten Materialmatrix (isotrop oder selektiv) wirkt sich in diesem Bei-
spiel aufgrund der sehr dinnen Prozessschighy € 2% hged nur minimal aus. Bei sehr
genauer Betrachtung ist allerdings zu erkennen, dass die selektive Schadigung sowohl vor Errei-
chen der maximalen Last als auch bei der maximalen Last selbst gré3ere Lastwerte liefert und
sich dies im weiteren Nachbruchverlauf auch fortsetzt. Grundsatzlich stimmen die Nachbruch-
verlaufe gut mit dem von Sprenger (2000) Uberein, wobei aber die Ergebnisse dieser Arbeit die
maximale Last des Experiments besser abbilden. Weiterhin ist ein deutlicher Einfluss der Visko-
sitat auf den Nachbruchverlauf und auf die dissipierte Energie festzustellen. Dieser grol3e Ein-
fluss resultiert aus der Verwendung des konstanten Dampfungsparameters innerhalb der Visko-
schadigung. Mit kleiner werdenderu und somit zunehmenden viskosen Effekten steigt die

bei der Schadigung dissipierte Energie an und das Versagen findet verzdgert statt. Hingegen lie-
fert die Halbierung des Verschiebungsinkremehtsg bei gleich bleibendem u 5 eine Annahe-

rung an das Ergebnis von Tel3mer (2000); die viskosen Effekte werden verringert. Der Nach-
bruchverlauf verliert allerdings dann etwas seine ,Glattheit” und neigt eher zu numerischen
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Abb. 8.34: DCB-Probe: Deformierte Struktur
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Instabilitaten. Die Rechenzeiten sind im Vergleich zu denen des Plastizitditsmodells kleiner und
es ist ein starkerer Einfluss der viskosen Effekte festzustellen.

Das Delaminationsschadigungsmodell mit Energiefreisetzungsraten-Kriterium nach Kapitel 7.4
liefert im Vergleich zum selektiven Schadigungsmodell beinahe identische Ergebnisse, verglei-
che Abb. 8.37 und 8.38. Hierfiir verantwortlich sind die Ahnlichkeit der beiden Schadigungsmo-
delle und die vorliegende Versagensart, die als ein nahezu reines Modus I-Versagen identifiziert
werden kann. Fur diesen Fall lieferten die beiden Modelle ndmlich schon bei den im vorherigen
Kapitel vorgestellten Modellbeispielen die gleichen Last-Verschiebungs-Antworten. Die Re-
chenzeiten entsprechen denen des isotropen und des selektiven Schadigungsmodells. Eine Hal-
bierung des Verschiebungsinkremedts flihrt ebenfalls auf eine Annaherung der Ergebnisse

an das von Tef3mer (2000).

Abschlief3end ist somit festzuhalten, dass die Ergebnisse aller Delaminationsmodelle, sowohl
des entfestigenden Plastizitatsmodells als auch der Schadigungsmodelle, eine gute Ubereinstim-
mung mit dem Versuchsergebnis und mit den Ergebnissen von Sprenger (2000) und Tel3mer
(2000) aufweisen. Direkt nach Erreichen der maximalen Last ist bei den Schadigungsmodellen
allerdings der Lastabfall weniger steil als bei der Delaminationsplastizitat. Der Grund hierfur
liegt wahrscheinlich in der Verwendung eines konstanten Dampfungsparameters. Dieser wirkt
sich direkt nach Erreichen der maximalen Last als etwas zu stark dampfend aus und verzégert
dadurch das Versagen. Es ist aber dennoch méglich, den Dampfungsparameter so zu wahlen,
dass der Einfluss der viskosen Effekte auf die Ergebnisse maoglichst klein ist und trotzdem noch
genugend Regularisierung hinzugefihrt wird, um eine numerisch stabile Berechnung gewahr-
leisten zu kbnnen.
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9 Zusammenfassung und Ausblick

9.1 Zusammenfassung

Ziel dieser Arbeit war die numerische Simulation des nichtlinearen Verhaltens von dinnwandi-
gen, geschichteten Faserverbundstrukturen mit der Methode der finiten Elemente. Eine zentrale
Rolle spielte dabei die Beschreibung des nichtlinearen Materialverhaltens, vor allem unter Be-
ricksichtigung der Versagensart der Delamination und der geometrischen Nichtlinearitat.
Hierzu wurden in dieser Arbeit mehrere Materialmodelle vorgestellt und entwickelt. Anhand ge-
eigneter Beispiele sind die verschiedenen Materialmodelle getestet und miteinander verglichen
worden. Wenn moglich, erfolgte auch eine Gegenulberstellung mit Versuchsergebnisssen
und/oder mit anderen Simulationsergebnissen aus der Literatur.

Zu Beginn der Arbeit wurden einige kurze, aber dennoch wichtige Einfihrungen gegeben. So
erfolgte eine kurze Beschreibung des grundsatzlichen Material- und Versagensverhaltens von
Faserverbundwerkstoffen, insbesondere von Laminaten mit geschichtetem Aufbau. Anschlie-
Rend sind einige kontinuumsmechanische Grundlagen wiederholt und die Anforderungen an ein
Strukturmodell beschrieben worden, die aus der Verwendung eines geschichteten Faserverbund-
guerschnittes hervorgehen. Hierbei ging die vorliegende Arbeit speziell auf die Verwendung ei-
ner Schalenformulierung ein, die zur Beschreibung diinnwandiger, geschichteter Faserverbund-
strukturen geeignet ist. Die im Kapitel 8 vorgestellten numerischen Beispiele belegen
eindrucksvoll, dass die mehrschichtige, dreidimensional orientierte Schalenformulierung mit
schichtweiser extensibler Reissner-Mindlin-Kinematik in der Lage ist, einen tber die Schalen-
dicke zick-zack-férmigen Verschiebungsverlauf darzustellen. Um die Voraussetzungen zur Ent-
wicklung plastizitats- und schadigungsbasierter Materialmodelle zu schaffen, gab die Arbeit des
Weiteren eine kurze Einflihrung in die Elastoplastizitat und in die Kontinuumsschadigungsme-
chanik. In beiden Fallen wurde zusatzlich eine viskose Erweiterung vorgestellt: bei der Elasto-
plastizitdt vom Typ Duvaut und Lions bzw. bei der Elastoschadigung vom Typ Perzyna.

In Vorbereitung der eigentlichen Schwerpunkte dieser Arbeit wurden in der Literatur verfligbare
Versagensindikatoren aufgearbeitet und miteinander verglichen. Dabei erweisen sich das Maxi-
malspannungs- bzw. das Maximalverzerrungskriterium allein als nicht ausreichend, um ein Ver-
sagen hinlanglich genau vorherzusagen. Fur bestimmte Belastungssituationen Giberschatzen die
Kriterien die maximal Ubertragbare Last, weil sie die Interaktion der Spannungskomponenten
nicht einbeziehen. Polynomiale Versagenskriterien (Tsai-Wu, Tsai-Hill, Hoffman) tun dies und
sind hauptsachlich wegen der Glattheit der Versagensfunktion attraktiv. Diese ist wiederum bei
der numerischen Umsetzung von Materialmodellen vorteilhaft, wogegen die fehlende Aussage
uber den Bruchmodus von Nachteil ist. Aber auch diese Kriterien Giberschatzen die Versagenslas-
ten bei bestimmten Versagensmodi, so dass hierfur spezielle Subkriterien entwickelt wurden.
Klassische Vertreter dieser Gruppe der sogenanbDtesct-Mode’-Kriterien sind das Hashin-
Kriterium fur Faserbruch und Matrixbruch sowie das Brewer-Lagace-Kriterium zur Beschrei-
bung des Delaminationsversagens. Sie verbinden den Vorteil der polynomialen Versagenskrite-
rien (Spannungsinteraktion) mit dem Vorteil, dass sie eigens fur den jeweiligen Bruchmodus
abgestimmt bzw. angepasst sind. Selbstverstandlich geht bei diesen Kriterien die Glattheit der
Versagensfunktion verloren. Abschlie3end ist somit festzuhalten, dass man sowohl die polyno-
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mialen als auch di®irect-Mode’-Kriterien zur Simulation des nichtlinearen Materialverhal-
tens verwendet kann. Welches Kriterium schlief3lich eingesetzt wird, ist allerdings nach vorlie-
gendem Faserverbundwerkstoff und vorherrschender Versagensart abzuwégen.

Aufbauend auf den einfihrenden Kapiteln und dem vorgestellten Hoffman-Versagenskriterium
wurde im ersten Schwerpunkt der Arbeit ein anisotrop verfestigendes Plastizititsmodell vorge-
stellt, das auf Arbeiten von Hashagen und de Borst (1997a/b, 2001) sowie Hashagen (1998) zu-
rickgeht. Mit diesem Modell ist die Beschreibung eines anisotrop verfestigenden Materialver-
haltens maoglich, das oft bei Faserverbundwerkstoffen mit metallischer Matrix und/oder
metallischen Fasern festzustellen ist. Das Modell bietet durch die Verwendung von neun unab-
hangigen Verfestigungsgesetzen eine Uberaus grof3e Flexibilitat bzw. Variationsmaoglichkeit.
Deren experimentelle Bestimmung sowie die Ermittlung der zahlreichen Materialparameter (18
Werte) kann jedoch schon wieder schwierig sein. Die zu diesem Materialmodell vorgestellten
Beispiele belegen den gro3en Einfluss der anisotropen Verfestigung auf das Antwortverhalten
der Struktur. Je nach aktiviertem Verfestigungsfall konnen relativ grof3e Unterschiede in den
Last-Verschiebungs-Antworten entstehen. Das Beispiel der Scordelis-Lo-Schale (Kapitel 8.5)
verdeutlicht iberaus anschaulich, dass neben der materiellen Nichtlinearitat auch die geometri-
sche Nichtlinearitat einen entscheidenden Einfluss haben kann. Ebenso zeigt es die Unterschiede
in den Last-Verschiebungs-Antworten auf, die sich aus der Verwendung eines additiven Verzer-
rungssplits oder eines multiplikativen Deformationsgradientensplits ergeben. Bis kurz vor Aus-
bildung des Firstscharniers mit lokalisierten Verzerrungen ist der Unterschied noch gering. Im
weiteren Belastungsverlauf nehmen die Verzerrungen in den plastifizierten Zonen jedoch stark
zu, so dass die Annahme eines additiven Verzerrungssplit nicht mehr gerechtfertigt ist: die Er-
gebnisse weichen voneinander ab.

Der zweite und grof3ere Schwerpunkt dieser Arbeit widmete sich dem Delaminationsversagen.
Hierfur wurden Materialmodelle beschrieben und entwickelt, die entweder im Rahmen der Elas-
toplastizitat oder im Rahmen der Kontinuumsschadigungsmechanik formuliert sind. Zun&chst
stellte die Arbeit ein entfestigendes Plastizitatsmodell mit automatischer visko-plastischer Re-
gularisierung vor, das auf Sprenger (2000) zuriickgeht. Die visko-plastische Regularisierung
verwendet dabei einen variierenden Dampfungsparameter, um einerseits die positive Definitheit
des Materialtensors auch im nachkritischen Bereich zu gewahrleisten und um andererseits die
Rechenergebnisse nur minimal zu verandern. Anhand von Untersuchungen auf der Material-
punktebene (durch Auswerten des akustischen Tensors) sowie auf der Strukturebene wurde der
Einfluss der Regularisierung auf den Verlust von Elliptizitat und auf die positive Definitheit auf-
gezeigt.

Gewisse Faserverbundwerkstoffe weisen ein nichtlineares Materialverhalten mit geringen plas-
tischen und hauptsachlich schadigenden Effekten auf. Dieser Sachverhalt war die Motivation fur
die Entwicklung von drei Delaminationsschadigungsmodellen in dieser Arbeit. Als Schadi-
gungsfunktion verwenden zwei Modelle ein verzerrungsbasiertes Brewer-Lagace-Delaminati-
onskriterium, wohingegen fiir das andere ein aquivalentes Energiefreisetzungsraten-Kriterium
definiert wurde. Das verzerrungsbasierte Brewer-Lagace-Kriterium erhalt man unter Beachtung
des Konzepts der effektiven Spannurigaurs der Uberfiihrung des spannungsbasierten Kriteri-
ums in den Verzerrungsraum. Die resultierende nicht-assoziierte Schadigungsformulierung un-
terscheidet sich ferner in der Wirkungsweise des Schadigungsparameters: isotrop oder selektiv.
Wahrend beim ersten Modell sdmtliche Komponenten der Materialmatrix geschadigt werden,
setzt man beim zweiten Modell nur bestimmte Komponenten, die mit dem Delaminationsversa-
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gen assoziiert sind, durch die Schadigung herab. Die Herleitung des Materialmodells mit Ener-
giefreisetzungsraten-Kriterium startete hingegen von der Definition einer speziellen freien
Energiefunktion. Die freie Energie verwendet dabei eine in Komponenten geschéadigte Material-
matrix in der drei Schadigungsparametgy;, (l,, d;) eingeflihrt werden, die den verschiedenen
Bruchmodi (, 11,111) zugeordnet sind. Als jeweils energetisch konjugierte Grol3en lassen sich
thermodynamisch konsistent die Spannungen zu den Verzerrungen sowie die Energiefreisetzun-
graten zu den Schadigungsparametern herleiten. Die Energiefreisetzungératenyg) sind
ebenfalls mit den verschiedenen Versagensmodi assoziiert. Weil die Delaminationszone sehr
dinn ist und somit die Schadigungsparameter untereinander stark gekoppelt sind, genugt es, le-
diglich eine aquivalente Energiefreisetzungstatals Schadigungsfunktion zu definieren. In

diese gehen die Energiefreisetzungsra¥gnYs, Y5) mit dem Gewichtungsfaktor ihrer Bruche-
nergie-Verhéaltnisse ein, d.h. die Energiefreisetzungsraten beteiligen sich im Verhaltnis ihrer
Bruchenergien®/G;, Gy/Gy;)- Sind diese Quotienten gleich groR, ergibt sich hieraus eine
assoziierte Schadigungsformulierung. Die Evolution der Schadigungsparameter kann man
ebenfalls als gekoppelt annehmen und die Schadigungsparameter gleich setzen. Bei samtlichen
Delaminationsschadigungsmodellen besteht ferner die Méglichkeit, viskose Effekte zu bertck-
sichtigen. Im Gegensatz zum Delaminationsplastizitatsmodell bleibt allerdings der Dampfungs-
parameter wahrend der Rechnung konstant.

Die verschiedenen Delaminationsmodelle weisen schon in einem ersten Modellbeispiel (Kapitel
7.5) ein unterschiedliches Antwortverhalten auf. Ein offensichtlicher und auch entscheidender
Unterschied ist, dass das selektive und das energiefreisetzungsraten-basierte Schadigungsmo-
dell eine Rissschliel3ung bei Druckbelastung in Dickenrichtung und die damit verbundene Wie-
derherstellung der ungeschadigten Steifigkgiberticksichtigen, siehe Abb. 7.26. Die beiden
Modelle beachten daher ein in Dickenrichtung unterschiedliches Zug- und Druckverhalten der
Delamination: auf Druck volle Ubertragung der Dickennormalspannung, auf Zug je nach aktuel-
lem Schadigungsparameter. Die Schubkompone@gfCge) sind hiervon nicht betroffen; bei

ihnen wirkt stets der aktuelle Schadigungsparameter. Das isotrope Schadigungsmodell beriick-
sichtigt keine Rissschliel3ung und liefert hierflr unrealistische Ergebnisse. Wenn eine vollstan-
dige Schadigung vorliegt, kann dies sogar zu einem Modellfehler mit einer gegenseitigen Durch-
dringung fuihren (vergleiche Beispiel 8.9). Weiterhin zeigen die Beispiele zur fortschreitenden
Delamination, dass das selektive und das energiefreisetzungsraten-basierte Schadigungsmodell
annahernd die gleichen Ergebnisse liefern. Liegt reines Modus I-Versagen vor, sind die Ergeb-
nisse sogar identisch. Im Vergleich zu den Ergebnissen des entfestigenden Plastizitatsmodells
zeigt sich bei den Last-Verschiebungs-Antworten der Schadigungsmodelle ein etwas starkerer
Einfluss der viskosen Regularisierung. Hierfur ist der verwendete konstante Dampfungsparame-
ter verantwortlich. Des Weiteren erfassen samtliche Materialmodelle den Aufreif3vorgang einer
DCB-Probe sehr gut und die ermittelten Last-Verschiebungs-Antworten stimmen gut mit den
experimentellen Ergebnissen und auch mit den Rechenergebnissen aus der Literatur Uberein.

Abschliel3end ist daher festzuhalten: Die vorgestellten Materialmodelle ermdglichen die Abbil-
dung eines nichtlinearen, gerichteten bzw. anisotropen Verhaltens von Faserverbundwerkstof-
fen. Die Unterschiede der verschiedenen Modelle in Bezug auf die globale Last-Verschiebungs-
Antwort sind im Allgemeinen gering, kénnen aber dennoch flr bestimmte Gegebenheiten bzw.
fur bestimmte Falle grof3e Auswirkungen haben, vergleiche Beispiel 8.9. Geringe Unterschiede
zwischen den Ergebnissen der Delaminationsplastizitat und der Delaminationsschadigung treten
erst bei Verwendung der viskosen Regularisierung auf und sind auf den Gebrauch des konstanten
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Dampfungsparameters zurlickzufiihren. Wird die ZeitschrittwHibezw. das Verschiebungsin-
krement4ureduziert, so nahern sich die Ergebnisse der Schadigungsmodelle an die des Plastizi-
tatsmodells an.

9.2 Ausblick

Die Versagensart der Delamination wurde in der vorliegenden Arbeit unter der Annahme, dass
sich die angrenzenden Schichten elastisch verhalten, durchgefihrt. In Bezug auf die Delaminati-
onsinitiierung ist dies kritisch zu hinterfragen, weil ein Matrixversagen der Einzelschicht, der
sogenannte Zwischenfaserbruch (Abb. 2.4), vorangehen kann. Dieser Bruch ist unter Umstan-
den fur die Delaminationsinitiierung von grol3er Bedeutung. Er stellt namlich einen freien Rand
innerhalb des Laminats und dariiber hinaus eine Diskontinuitat mit dementsprechender Span-
nungsumlagerung dar. Zuséatzlich kann der Matrixriss ohne grof3en Aufwand in die Grenzschicht
zweier benachbarter Schichten abbiegen und so ein Delaminationsversagen ausldsen. In dieser
Arbeit wurden allerdings nur solche Beispiele untersucht, bei denen entweder eine Delamina-
tion, also ein Anriss, schon vorhanden war (DCB-Probe) oder die Annahme bestand, die Delami-
nation entstehe stets vor einem anderen Versdgee{Edge-Effekt). Materialmodelle, die in
zufriedenstellenderweise samtliche Versagensarten bertcksichtigen, gibt es nach Kenntnis des
Autors derzeit noch nicht. Erste Ansétze sind in Puck (1996) zu finden, wo ein Faserbruch- und
ein Zwischenfaserbruchkriterium vorgestellt wird, das auf Wirkebenen bezogen ist und das auf
Vorarbeiten von Hashin (1980) basiert. Der numerische Mehraufwand, den die Ermittlung der
maf3gebenden Bruchebene (analog zur Mohr’schen Festigkeitshypothese) mit sich bringt, ist
auch wahrscheinlich fir die geringe Verbreitung und fur die seltene Verwendung des Kriteriums
verantwortlich. Die Entwicklung geeigneter Materialmodelle zur Beschreibung des Versagens
von Faserverbundwerkstoffen kann insgesamt sicherlich noch nicht als abgeschlossen angese-
hen werden. Die vielfaltigen Kombinationsmoglichkeiten der verwendeten Faser- und Matrix-
materialien sowie deren Anordnung und Geometrie kommen noch erschwerend hinzu. Vielver-
sprechend hinsichtlich Genauigkeit, Effizienz und Einsatzmdglichkeit sind solche
Materialmodelle, die auf homogenisierten Einzelschichten mit dazwischen liegenden Prozess-
schichten mit eigenstandigen Werkstoffkomponenten basieren (Ladevéze und Koautoren). Aber
auch Modelle, die den Ubergang zwischen Mikro- und Makroebene beinhalten, sind sinnvoll
und weiter zu erforschen (Dobert (2001)). Mit diesen Modellen erhalt man vielleicht genauere
Erkenntnisse Uber das experimentell nur schwer zu beobachtene Versagen auf der Faser-Matrix-
Ebene. Das genaue Verstandnis dieser Versagensvorgange und deren Interaktion ist bei der Ent-
wicklung genauer und effizienter Materialmodelle von entscheidender Bedeutung.

Daruber hinaus ist eine Verringerung der Rechenzeiten bei gleich bleibender Genauigkeit in Be-
zug auf die Abbildung der lokalen Effekte erstrebenswert. Dies kann man durch eine Diskretisie-
rung nicht-delaminationsgefahrderter Gebiete mit herkommlichen Schalenelementen (einfache
Verschiebungskinematik tiber die Dicke) erreichen. Im Ubergang vom konventionellen zum ho-
herwertigen Schalenelement sind dann spezielle Ubergangselemente zu verwenden, die eine ki-
nematisch vertragliche Kopplung gewéhrleisten. Ebenso ist vorstellbar, beim Delaminations-
fortschritt sukzessive und im ausreichenden Abstand vor der Delaminationsfront die ,billigen”
Schalenelemente durch héherwertige Elemente zu ersetzen (,Netzverfeinerung in Dickenrich-
tung”). Findet dieser Austausch vor dem ersten Versagen statt, so sind keine geschichtsabhangi-
gen GrolRen, wie beispielsweise plastische oder dquivalente Verzerrungen, zu transformieren. Da
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sich die Diskretisierung der Schalenmittelflache ebenfalls nicht &ndert, ist keine aufwendige
Netzgenerierung noétig. Krtiger und O’Brien (2000) verwenden einen vergleichbaren Ansatz mit
konventionellen Schalenelementen im Ubergang zu Volumenelementen.

Die Berucksichtigung dynamischer Effekte ware zur vollstandigen Beschreibung des Versagens
ebenfalls sinnvoll, siehe Essebier (1999). Auch steht die Kopplung von Schadigung und Plastizi-
tat sowie die automatische Ermittlung des Dampfungsparameters bei den Schadigungsmodellen
noch aus.

Zusammenfassend kann somit gesagt werden, dass es fuir die zukinftige Forschung auf dem Ge-
biet der Versagensmodellierung von Faserverbundwerkstoffen noch gentigend Herausforderun-
gen gibt. Dabei wére zur Bundelung vE&mow-How’ eine verstarkte Zusammenarbeit mit den
Bereichen der Werkstoffkunde und der Pruftechnik nicht nur sehr wiinschenswert, sondern vor
allem notwendig.
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Anhang
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Tensorrechnung
Darstellung eines Vektors in ko- und kontravarianter Basis
u=ug=ud (A1)
Dyadisches Produkt zweier Vektoren
T=u®v, mt T-s=u((v-9 (A.2)
Darstellung eines Tensors zweiter Stufe in ko- und kontravarianter Basis
T=u®v=Uvg®g=TgRg=T,d3d (A.3)
Darstellung eines Tensors n-ter Stufe in ko- und kontravarianter Basis
T=Trhg ®g,®..00 =T, 0"0®¢?®.0d" (A.4)
Skalarprodukt zweier Vektoren (einfache Verjingung)
u-v=uv (A.5)
Skalarprodukt zweier Tensoren zweiter Stufe (doppelte Verjingung)
R=S:T=g T (A.6)
Einfache Verjingung eines Tensors zweiter Stufe durch einen Vektor
T-u=Tlyg , u - -T=uT g (A.7)
Doppelte Verjungung zweier Tensoren vierter Stufe
R=S:T=(S0®d®Fd): (Tmopd"® ¢"® ¢° ® gP)

= Sjq Tmnop 9™ ¢" *®d'® °® g°

= 8"y Tmnop ¥ ® 9' ® I° ® ¢° = Ry, ¥ ® g ® I° @ ¢° (A.8)
Produktregel
div (S-u) = ST:gradu + (div ST) - u (A.9)

Gaul¥'scher Integralsatz (Divergenztheorem,;
Umwandlung von Volumen- in Flachenintegrale)

JF div SdV = JrS- n dA (A.10)
Y A
[ [
J divudV=J u-ndA (A.12)
% A



Partielle Integration

Jgradu:PdV=fP-n-udA—Ju-dideV (A.12)

Gradient eines Feldes bezuglich des Ortsvektatsr Referenzkonfiguration

T =gradu = ‘3—5 = Uy (A.13)

Divergenz eines Feldes beziiglich des Ortsvektatsr Referenzkonfiguration

: oT Kk JaT k k
u=dvT="— -¢e"="—-—"- =T,- A.14
IxK ook 9 k9 (A14)

Vierstufiger Einheitstensdr
I = lj = Oy 9 mit ' o (A.15)
iji =
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B Auswertung der Clausius-Duhem-Ungleichung
in der Elastoplastizitat

Die ,freie Helmholtz-EnergieV lasst sich additiv in einen elastischen, reversiblen und einen
plastischen, irreversiblen Anteil zerlegen (siehe Gleichung (4.2))

W(E EP &) = W,(E EP) + W, (x) . (4.2)

Dabei definiert man die spezifische Verzerrungsend¥gjéber die zweifache doppelte Verjin-
gung des Materialtenso® mit den elastischen Verzerrunggfl (Gleichung (4.3))

W (E,EP) = %(E — EP):c: (E-EP) (4.3)
wahrend der plastische Anté,; dem Integral des Evolutionsgesetzes (Gleichung (4.4)) ent-
spricht:

K
W) = J o) dF @.4)
0

Die ,Clausius-Duhem-UngleichundD = S: E — ¥ = 0) benétigt bei der Auswertung nach
Coleman und Noll (1963) bzw. nach Coleman und Gurtin (1967) die Ratenforfreider
Energie?. Bei additiver Zerlegung in elastische und plastische Anteile gilt:

Die Ratenformen lassen sich dabei wie folgt angeben:
o — a"Uel. - a"Uel. -pl o alppl .
Yy = E E + ik E und ¥, = R (B.2)
mit
W g oY, I
_ . _ Epl el _ _ cel. _ epl _ pl _
= C®:(E - EPY ~Ep Cc®:(E - EP) , e = a4 (B.3)

Eingesetzt in dieClausius-Duhem-Ungleichungschreibt sich diese:
S'E—Ce:(E-EM:E+cC:E—E:E" +q-k=0 . (B.4)

Hieraus kann man den Spannungster&als energetisch konjugierte Grof3e zum elastischen
Verzerrungstensde® ableiten (vergleiche Gleichung (4.6))

s=c:(E-EP) = % . (4.6)

Die verbleibende Dissipationsungleichung (Gleichung (4.7)) lautet dann:

DP =S E" 1 q-k=0 . (4.7)
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C Algorithmische elasto-plastische Materialtangente
der Delaminationsplastizitat

Die aktuellen Spannungen, die die Flie3bedingung wieder erfiillen, lassen sich bei bekanntem
plastischen Multiplikatotd4,, . ; nach Gleichung (7.18) zu

*

Spe1 =0 C¥ " Shia (C.1)
berechnen, wobei fi® nach Gleichung (4.50) und hier im Speziellen nach Gleichung (7.19)
gilt:

o=|c+an ., L Pl . (7.19)

n+1 q(Kn+1)

Die Pradiktorspannunge®, 1 konnen auch durch die aktuellen Gesamtverzerrulgen
und den zum Zeitpurtt, bekannten plastischen Verzerrungéﬁﬁ als

Sni1 = Sn+4S,,4 = C¥En — EP) + CPUE,,, (C.2)
= Cel(En + AEn+l) - CelEEI = Cel(En+1 - EEI)
ausgedruckt werden. Somit ergeben sich die aktuellen Spannungen mit
Sh+1 = Q(En+1 - Eﬁl) : (C.3)

Ziel ist es nun, eine Beziehung zwischen den Ratenformen der Spannungen und der Verzerrun-
gen unter Bertcksichtigung samtlicher zeitlicher Abhangigkeiten herzuleiten. Es muss also die
zeitliche Ableitung in der folgenden Art gebildet werden:

-1
d(Sp4q) = d [[Cell + A/lnﬂwlﬂ)P] (En+1 — Eg')] _ (C.4)

Dabei bezeichnet d() das totale Differenzial der Gré3e ) Es lasst sich daimit die zeitliche
Ableitung der Spannungen in Abhangigkeit der Verzerrungsrate und der Rate des plastischen
Multiplikators wie folgt schreiben:

_ )9S S | 4S99
dS”+1_[aEdE+(aA,1+aqu,1)d’l] : (C.5)
n+1
Alternativ kann Gleichung (C.5) auch in der folgenden Form dargestellt werden:
S NS 9S | 9899 \di
dS,,, = [aE + ((W + 8qu/1>dE]n+ldE”+l : (C.6)

Der Klammerausdruck entspricht dabei gerade der algorithmischen elasto-plastischen Material-
tangenteCeP29°

epalgo _— G_S a_s G_Sﬂ @
Gt {aE * (aA,I " 9qa41 ) dE oy (€7
n
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Allerdings istC‘n*Fjral'gonoch von dem Ratenverhaltnis des plastischen Multiplikators mit den Ver-

zerrungen #l/dE abhangig. Durch die Auswertung der Konsistenzbedingung kifdi de-
rechnet werden.

Die in der algorithmischen elasto-plastischen Materialtangente verwendeten Gradienten berech-
nen sich zu

-1
S el-1 1 _
- (e e mgye) -of c9
n+1
9S _ _ -1 - __1
[(m oo ]’M@E q()@PQE
_fO o ]
= —-———0PS= O n : C.9
3 T "L (C9)
9S - _ -1 = Al
{aq oot 0E-= o2 OPOE
= AA f(S)2 O n :
q(x) i1 (C.10)
s o
aql & 1 1 S3300
- = — S3u furOsxs[———— —
o Y
aq _ _t
e =~ (S0 Ssae
= H=< $ | 8
042 ex t—l—ln(r)—1cr,u+ln[_t i -7 _?’oo
3~ 333, 33
—t A
11 83w
far |5 — == — <K< ©
k [ﬂ e MgtssJ
(C.11)
Gleichung (C.6) lasst sich mit den eben vorgestellten Gradienten dann wie folgt ausdricken:
f f di
dS .1 =310 + | - q@n + A/Iq Héen aE dE,.; - (C.12)
n+1
Zur Berechnung des GradientetydE wird die Konsistenzbedingung
d (F(Sq) =0 (C.13)

ausgenutzt, wobei Folgendes zu beachten ist: Die Spannungen sind vom plastischen Multiplika-
tor und von den Verzerrungen abhéngig, wéahrend die dquivalente Spannung nur vom plastischen
Multiplikator abhangt:
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S = S4A,q(k(44)),E) ; d= q@x(dd)) . (C.14)

Die totale Ableitung der Flie3funktion bestimmt sich somit mit

.
dF,, 5 = {(E) (aS L 9599 )d& +9F 9y

9S) \aaz " 99344 EREYA
T
dF\ 9S _
+ (a_s) a—EdE} ~0 (C.15)
n+1
und lasst sich nach dde
(&)Ta_s (&)Ta_s
@‘ ) 9S) 9E __\#s) 9E (C.16)
dEln+1 T 0 n dF )
(&) 9S + a_S 99 + £_q a
aS) \odA = 99944 09 dAA n+1

auflosen. Mit dem Gradienten der Flie3funktion nach den Spannungen (Gleichung (7.15))

£ = 1 =
0Slh+1 f(Sn+1) F)Sn+l Nhta (7-15)

und den vorherigen Gradienté8/0E, dS/dAA, dS/aq, dF/oq und dq/dAA folgt fur den Gra-
dienten d/dE:

Lo n'e . (C.17)

0Eln-1 (1- Ai%‘)énT@n +H

n+1
Gleichung (C.17) eingesetzt in (C.12) liefert dann

f
S| _Jg__9

dEln+1 (1—AA%‘)énT0n +H

(1 — Ai%‘)@nnT@

(C.18)

n+1

Unter Beriicksichtigung voiy, , ; = q,,,.4 folgt flir die algorithmische elasto-plastische Mate-
rialtangenteCeR?/9°

as ={@ - enn’e — cepalgo (C.19)
dEln+1 nTén + H n+1 )

n+1
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