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Kurzfassung

Kurzfassung

Um im européischen Straflenverkehr zugelassen zu werden, miissen Personenkraftwagen
die gesetzlichen Anforderungen des Fufligingerschutzes erfiillen. Dabei wird die Nach-
giebigkeit der Fahrzeugfront beim Priméaraufprall eines Fulgidngers bewertet, indem ein
Hiftprifkorper auf die Fronthaubenvorderkante geschossen wird. Um diesen Lastfall in
der Crashsimulation prognosefihig abzubilden, spielt die Modellierung des Materialver-
haltens von Confor® CF-45, einem offenzelligen Polyurethanschaum, als Bestandteil des
Hiftprifkorpers eine wichtige Rolle. Die adaquate Modellierung der Energieabsorption
sowie der Kontaktfliche zwischen dem Hiiftpriifkorper und der Fronthaube ist dabei fir
die Simulation der Lasteinleitung von entscheidender Bedeutung.

Ziel dieser Arbeit ist es, eine Modellierung offenzelliger Polymerschédume fiir die An-
wendung des Fuligdngerschutzes zu entwickeln, welche insbesondere die nichtlinear vis-
koelastischen Eigenschaften dieser Werkstoffe berticksichtigt und in Finite-Elemente-
Simulationen mit expliziter Zeitintegration einsetzbar ist.

Die Modellierung folgt der klassischen Kontinuumsmechanik mit einer phanomenologi-
schen Vorgehensweise, bei der sich die isotrope Spannungsantwort additiv aus einer
Gleichgewichtsspannung und aus einer Uberspannung zusammensetzt. Wihrend das
MFCF-Modell (KOLLING U. A. (2007a), HALLQUIST (2016)) des FEM-Berechnungspro-
grammes LS-DYNA als gutes Beispiel fiir eine vereinfachte Gleichgewichtsantwort (GQG)
iibernommen wird, steht die Beschreibung der Uberspannung im Rahmen der Theorie
der finiten nichtlinearen Viskoelastizitdat im Mittelpunkt dieser Arbeit.

Ein moéglicher Spannungsbeitrag durch die Behinderung der Ein- und Ausstrémung einer
Fluidphase aufgrund der Zellstruktur kann zu dieser Modellierung additiv hinzugefiigt
werden. Dieser Spannungsanteil wird in der vorliegenden Arbeit jedoch nicht betrach-
tet, da keine verwertbaren Messungen des Lufteinflusses an Confor CF-45 zur Verfiigung
standen.

Um die Materialmodelle dieser Arbeit verstehen und einordnen zu koénnen, fithrt die
Theorie der linearen Viskoelastizitat zunachst verschiedene Darstellungsformen der Kon-
stitutivgleichungen viskoelastischer Festkorper ein, welche die Spannung als Funktion der
gesamten Dehnungs- bzw. Dehnratengeschichte beschreiben. Rheologische Feder- und
Démpfermodelle dienen dabei als Hilfsmittel, um die zugrunde liegenden Differential-
gleichungen, Differentialgleichungssysteme und Integralgleichungen zu veranschaulichen
und die Zusammenhénge zwischen ihnen aufzuzeigen. Die Integraldarstellung bildet den
Ausgangspunkt fiir die Konstitutivgleichungen der Uberspannung in dieser Arbeit und
diese Wahl erfordert die Auseinandersetzung mit der numerischen Berechnung von Fal-
tungsintegralen.

Zeitabhangige Materialfunktionen enthalten als Faltungskerne die Materialeigenschaf-
ten und ihre Form bestimmt, wie die Faltungsintegrale numerisch berechnet werden
kénnen. Der naive Faltungsalgorithmus (naiv) mit einer stiickweise linearen Material-
funktion speichert die vollstdndige Dehnungsgeschichte, liest diese bei jedem Aufruf neu
aus und verarbeitet alle Werte fiir die aktuelle Spannungsantwort. Der rekursive Fal-
tungsalgorithmus (rekursiv) mit einer Prony-Reihe als Materialfunktion hingegen nutzt



Kurzfassung

die Eigenschaften der Exponentialfunktion, um die vergangene Dehnungsgeschichte zu-
sammenzufassen und mithilfe eines Relaxationsvorfaktors in jedem Zeitschritt wiederzu-
verwenden. Der lokale Faltungsalgorithmus (lokal) basiert auf den Arbeiten von LOPEZ-
FERNANDEZ U. A. (2008) und erfordert mehrere Prony-Reihen, die auf bestimmten, sich
iiberlappenden Intervallen giiltig und damit lokal definiert sind. Dadurch koénnen die
Eigenschaften der Exponentialfunktion ebenfalls ausgenutzt werden. Zudem kann die
Anzahl an Prony-Termen der einzelnen Prony-Reihen im Vergleich zum rekursiven Fal-
tungsalgorithmus reduziert werden.

Um den Zeitaufwand einer computergestiitzen Simulation zu verringern, werden in dieser
Arbeit die Faltungsalgorithmen mit einem Dehnratentensor statt einem Dehnungsten-
sor als Eingangsgrofle numerisch umgesetzt. Die Modellgrofie des Hiiftimpaktors sowie
die Anzahl an Zeitschritten in den Lastféillen des Fulgdngerschutzes erfordern dariiber
hinaus die Verwendung des rekursiven oder des lokalen Faltungsalgorithmus.

Um Faltungsintegrale sinnvoll in einer Konstitutivgleichung fiir offenzellige Polymer-
schdume kombinieren zu kénnen, muss das Materialverhalten dieser Werkstoffe ana-
lysiert und mit geeigneten Annahmen vereinfacht werden. Offenzellige Polymerschiu-
me stellen aufgrund ihrer Zellstruktur besondere Anforderungen an die Konstitutiv-
gleichung. Durch die unterschiedlichen Deformationsmechanismen zeigen sie nicht nur
eine ausgeprigte Zug-Druck-Asymmetrie im Bezug auf den Verlauf und die Hohe der
Spannungs-Dehnungs-Kurve, sondern auch hinsichtlich des Querdehnungsverhaltens. Den
Konstitutivgleichungen dieser Arbeit liegt die kinematische Einschrankung zugrunde,
dass Langs-, Quer- und Dickendehnung entkoppelt sind, welche aus der Beobachtung
einer verschwindenden Querkontraktion bei uniaxialer Druckbelastung resultiert.

Diese Arbeit schlagt verschiedene Konstitutivgleichungen fiir die Uberspannung vor,
die sich neben dem Faltungsalgorithmus im Spannungs- und Dehnratenmafl sowie in
der Form der materiellen Nichtlinearitat unterscheiden. Die Nomenklatur der Konsti-
tutivgleichungen setzt sich dabei additiv aus der zugrundeliegenden Theorie der Kon-
stitutivgleichung, der finiten linearen bzw. nichtlinearen Viskoelastizitat (FLVE bzw.
FNLVE), und aus den einzelnen Bestandteilen wie dem Spannungs- und Dehnraten-
maf; der Nichtlinearitdt und dem Faltungsalgorithmus jeweils in abgekiirzter Form zu-
sammen. Beispielsweise steht FLVE-TBU-rekursiv fiir eine finite linear viskoelastische
Konstitutivgleichung, die in der Biot-Spannung und dem rechten Strecktensor formuliert
ist und deren Faltungsintegral mit dem rekursiven Faltungsalgorithmus berechnet wird.
Als Spannungs- und Dehnratenmafle werden zwei Paare dualer Groflen verwendet: der
zweite Piola-Kirchhoff-Spannungstensor und der Green-Lagrangesche Dehnratentensor
(SE) sowie der Biot-Spannungstensor und die Rate des rechten Strecktensors (TBU).
Durch ihren Bezug zur Referenzkonfiguration kénnen alle Spannungsbeitriage der Fal-
tung aufsummiert und gemeinsam in den Cauchy-Spannungstensor mit Bezug zur Mo-
mentankonfiguration umgerechnet werden.

Die materielle Nichtlinearitat der betrachteten Modelle basiert auf zwei Ansétzen. Ent-
weder werden die Ergebnisse von mehreren Faltungsintegralen unterschiedlicher Potenz
addiert oder die Materialfunktion innerhalb eines Faltungsintegrals wird um eine Abhén-
gigkeit von einer oder mehreren Funktionen ergénzt. Die Summe aus Faltungsintegralen
unterschiedlicher Potenz resultiert aus einer Vereinfachung des Green-Rivlin-Modells
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(GR) fiir Schdume, welche die Mehrfachintegrale bis zur finften Ordnung durch die
Produktform der Materialfunktion in Einfachintegrale bis zur fiinften Potenz tiberfiihrt.
Materiell nichtlineare Konstitutivgleichungen auf Basis eines Faltungsintegrales entste-
hen in dieser Arbeit durch drei Varianten ratenabhéngiger Koeffizienten der Prony-
Reihen. In der ersten Variante wird eine Vergleichsdehnrate (EQV) definiert, die bei
uniaxialen Versuchen dem Betrag der Anregungsdehnrate entspricht. In der zweiten
und dritten Variante wird die Konstitutivgleichung in das Hauptachsensystem (HS) des
Dehnratentensors transformiert und die Materialfunktion wird fir jede Hauptrichtung
mit der zugehorigen Hauptdehnrate ausgewertet. Die dritte Variante unterscheidet sich
von der zweiten Variante dadurch, dass die Auswertung in jeder Hauptrichtung zusétzlich
um einen Schalter erganzt wird (HS™), der zwischen Be- und Entlastung unterscheidet.
Auf diese Weise entsteht eine modulare Materialroutine, die eine Vielzahl an Konstitu-
tivgleichungen bereitstellt.

Welche der ausgewéhlten Konstitutivgleichungen in der Lage sind, die Versuchsdaten of-
fenzelliger Polymerschaume abzubilden, wird anhand der Spannungsantworten auf Stan-
dardanregungen tberpriift. Dabei wird die Strategie favorisiert, mithilfe eines materiell
linearen Modells die Parameter fiir einen uniaxialen Versuch einer Nenndehnrate zu be-
stimmen und die nichtlineare Erweiterung zu nutzen, um die Parameter der einzelnen
Versuche in einem Parametersatz zu vereinigen.

Diese Vorgehensweise ist nur fiir die Konstitutivgleichung FLVE-TBU moglich, die
mit verschiedenen Parametersitzen jeden Zug- und jeden Druckversuch einzeln abbil-
den kann und anschliefend mit den drei Varianten der erweiterten Materialfunktionen
zu FNLVE-TBU-EQV, FNLVE-TBU-HS und FNLVE-TBU-HS" kombiniert wird. Die
Spannungsantworten dieser Modelle werden fiir Zug- und Druckversuche unterschied-
licher Dehnraten, fiir mehrachsige Versuche wie den biaxialen Zugversuch, den biaxia-
len Zug-Druck-Versuch und den Schubversuch sowie fiir zyklische uniaxiale Zug-, Zug-
Druck- und Druckversuche ausgewertet. Von den drei materiell nichtlinearen Konstitu-
tivgleichungen ist nur das Modell FNLVE-TBU-HS™ in der Lage, sowohl die einzelnen
Versuche unterschiedlicher Nenndehnraten als auch Zug- und Druckanregung zu un-
terscheiden und zu verhindern, dass eine Lastumkehr automatisch zu einem Wechsel
zwischen Zug- und Druckparametern fiihrt.

Um die Parameter fiir die Konstitutivgleichung identifizieren zu kénnen, wurde ein um-
fassendes Versuchsprogramm an Confor CF-45 durchgefiihrt. Die experimentelle Cha-
rakterisierung deckt verschiedene Einflussfaktoren auf das mechanische Verhalten des
offenzelligen PU-Schaumes auf. Neben dem Einfluss des Luftstroms, der eine Abhéngig-
keit von der Probengroflie bewirkt, reagiert das Material am Glasiibergang bei Raum-
temperatur sehr empfindlich auf Temperatur- und Feuchtigkeitsénderungen. Dadurch
konnen die Messungen unter Normalbedingungen und in Vakuum nicht herangezogen
werden, um den Lufteinfluss zu bestimmen.

Die Zug- und Druckversuche unter Normalbedingungen an 50x50x30 mm? grofien Pro-
bekorpern zeigen bei Nenndehnraten |£°°¢| zwischen le—61/ms und 2e—11/ms eine
ausgepragte Dehnratenabhangigkeit und Besonderheiten im Vergleich zu anderen PU-
Schédumen. Bei den Druckversuchen zeigt sich zwischen der Anfangssteigung und der
Plateauspannung eine Spannungsspitze und der Spannungsanstieg, der iiblicherweise
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mit der Verdichtung des Materials in Verbindung gebracht wird, erfolgt bereits bei ge-
ringen Kompressionen.

Aufgrund dieser Besonderheiten weicht die Parameteridentifikation von der definitions-
geméflen Zerlegung der Spannung in die Gleichgewichtsantwort auf Basis quasistatischer
Versuche und in die Uberspannung als Differenz der quasistatischen und dynamischen
Versuchen bei den Druckversuchen ab. Mit einer modifizierten Aufteilung kénnen die
Druckversuche mit dem Modell GG+FNLVE-TBU-HS-rekursiv, das sich additiv aus
der Gleichgewichtsantwort GG und der Uberspannung FNLVE-TBU-HS*-rekursiv zu-
sammensetzt, in guter Ubereinstimmung und die Zugversuche in sehr guter Uberein-
stimmung abgebildet werden.

In den Simulationen der Elementarproben, des Hiiftpriifkorpers aus dem Fuflginger-
schutz und zweier Komponentenversuchen erweist sich die Modellierung mit der Konsti-
tutivgleichung GG+FNLVE-TBU-HS*-rekursiv und dem gewéhlten Parametersatz als
robust. Durch die Zusammensetzung der Spannungsantwort aus Gleichgewichts- und
Uberspannung stellt sich eine instantane und zeitverzogerte Erholung des Schaumes ein
und der elastische Anteil der inneren Energie kann wieder zuriickgewonnen werden. In-
dem die Modellierung diese viskoelastischen Effekte abbildet, tibertrifft sie den Stand
der Technik bei Weitem.

Eine abschlieBende Validierung des Modells an einem Komponentenversuch liegt jedoch
nicht vor, da Confor CF-45 nicht mehr produziert wird und sowohl die Komponentenver-
suche selbst als auch die Versuche zur Modellierung des Lufteinflusses nicht durchgefiihrt
werden konnten.

Die Modellierung ist jedoch auf andere offenzellige Polymerschaume und insbesondere
die Nachfolgeprodukte von Confor CF-45 als Bestandteile des Hiiftpriifkdrpers iibertrag-
bar, welche im Vergleich der Datenblatter &hnliche mechanische Eigenschaften aufweisen.
Dartiber hinaus steht mit der modularen Materialroutine eine solide Ausgangsbasis zur
Verfiigung, um die nichtlinear viskoelastische Uberspannung anderer Werkstoffe bei fi-
niten Deformationen zu modellieren. Insbesondere konnen Werkstoffe ohne verschwin-
dende Querkontraktion betrachtet werden.

v
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Abstract

To be approved for European public roads passenger cars must meet the legal require-
ments concerning pedestrian safety. One legal impact test, assessing the compliance of
the car front in the event of a collision with a pedestrian, consists in shooting the upper
legform impactor onto the bonnet leading edge. In order to replicate this load case in a
crash simulation with predictive capability, the material behavior of Confor® CF-45, an
open-cell polyurethane foam, and one of the constituents of the upper legform impactor
is of major importance. Hereby, an adequate modeling of the energy absorption in the
foam and of the contact area between impactor and bonnet is important for capturing
the load transfer in the simulation.

The objective of this thesis is to develop a material model of open-cell polymer foams for
application in pedestrian protection, which in particular considers the nonlinear visco-
elastic properties of these materials and which can be used in finite element simulations
with explicit time integration. In the framework of classical continuum mechanics the
material modeling follows a phenomenological approach within which the isotropic stress
response is additively decomposed into an equilibrium and an over stress response. Whi-
le the MFCF model (KOLLING U. A. (2007a), HALLQUIST (2016)) is adopted as a good
example of a simplified model for the equilibrium response from the finite element ana-
lysis software program LS-DYNA | the focus of this thesis is the description of the over
stress in the context of finite nonlinear viscoelasticity.

A possible stress contribution created by the interference of the inlet and outlet of a fluid
phase due to cellullar structure of the foam can be added to the modeling. However, this
stress contribution is not considered in this thesis as there were no usable measurements
of the air flow in Confor CF-45 available.

For the understanding and classification of the material models considered in this thesis
the theory of linear viscoelasticity introduces different representations of constitutive
equations of viscoelastic solids which express the stress as a functional of the complete
strain or strain rate history. Rheological elements are used to illustrate the differential
equations, the systems of differential equations and the integral equations as well as the
relations between them. The integral representation serves as a starting point for the
over stress constitutive equations in this thesis and this will require the examination of
numerical convolution algorithms.

Time-dependent material functions included as convolution kernels contain the material
properties and their shape determines how the convolution integrals can be calculated
numerically. The naive convolution algorithm with a piecewise linear material functi-
on requires to save the complete strain history, reads it from storage during each time
step and reprocesses all past values to obtain the current stress response. In contrast,
the recursive convolution algorithm with a Prony series as material functions exploits
the characteristics of the exponential functions in order to summarize the past strain
history and to reuse it in each time step with the help of a relaxation prefactor. The
local convolution algorithm is based on the work of LOPEZ-FERNANDEZ U. A. (2008)
and requires multiple Prony series which are valid for discrete and overlapping intervals
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and consequently are locally defined. Thus, the characteristics of the exponential func-
tions can be used as well and the number of terms of the individual Prony series can be
reduced in comparison to the recursive convolution algorithm.

In order to reduce the simulation time this work uses the strain rate instead of the strain
as input for the convolution algorithm. Furthermore, the model size of the upper legform
impactor and the number of timesteps in a pedestrian impact simulation require the use
of the recursive or the local convolution algorithm.

In order to combine convolution integrals in a constitutive equation for open-cell poly-
mer foams in a meaningful way it is necessary to analyze the behavior of these materials
and to simplify it with appropriate assumptions. Due to their cellullar structure open-
cell polymer foams put special demands on the constitutive equation. As a result of the
different deformation mechanisms involved, they do not only show a distinct tension-
compression asymmetry with regard to the shape and magnitude of the stress-strain
curve but also with respect to the transverse strain behavior. The constitutive equati-
ons of this work are based on the assumption that longitudinal, transverse and thickness
strains are uncoupled which follows from the observation of a diminishing Poisson’s ratio
under uniaxial compression loading.

This thesis proposes different constitutive equations for the over stress which differ be-
sides the convolution algorithm in the material nonlinearity and the choice of stress and
strain rate measures. The nomenclature of the constitutive equation is additively com-
posed by the underlying theory, the finite linear respectively nonlinear viscoelasticity
(FLVE respectively FNLVE), and the individual elements such as the stress and strain
rate measures, the material nonlinearity and the convolution algorithm, each in abbre-
viated form. For example, FLVE-TBU-recursive represents a finite linear viscoelastic
constitutive equation which uses the Biot stress and the right stretch tensor as well as
the recursive convolution algorithm.

Two pairs of dual stress and strain tensors are used: the second Piola-Kirchhoff stress
tensor and the Green-Lagrange strain rate tensor (SE) as well as the Biot stress tensor
and the rate of the right stretch tensor (TBU). Due to their definition with respect to
the reference configuration all stress contributions can be summed up and converted in
the same way to the Cauchy stress tensor with reference to the current configuration.
The material nonlinearity of the examined models is based on two approaches. Either
the results of multiple convolution integrals of different powers are summed up or the
material function within one convolution integral is complemented by an additional de-
pendency upon one or multiple functions. The sum of multiple convolution integrals
results from the simplification of the Green-Rivlin model (GR) for foams which trans-
forms the multiple integrals of fifth order into single integrals of fifth power using the
product form of the material function. Materially nonlinear constitutive equations on
the basis of one convolution are created with three types of rate dependent coefficients
for the Prony series. The first type uses an equivalent strain rate (EQV) which corre-
sponds to the absolute value of the excitation strain rate in an uniaxial test. The second
and third type transform the constitutive equation into the principal coordinate system
(HS) of the strain rate tensor and the material function is evaluated for each principal
direction with the corresponding principal strain rate. The third type differs from the

vi



Abstract

second type as the assessment in each principal direction is complemented by a switch
which distinguishes between loading and unloading (HS™). As a result a modular mate-
rial routine is established which provides a multitude of constitutive equations.

In order to determine which constitutive equations are able to reproduce the test data
of open-cell polymer foams the stress responses to standard excitations are examined.
Hereby, the preferred strategy is to identify the parameters for a uniaxial test at one
nominal strain rate with the help of a linear material model and to use the extended
nonlinear material model in order to unify the parameters of the individual tests into
one single parameter set. This procedure can only be applied to the constitutive equati-
on FLVE-TBU which is able to replicate every individual tension and compression test
with different parameters and which can afterwards be combined with the three diffe-
rent types of extended material functions into FNLVE-TBU-EQV, FNLVE-TBU-HS or
FNLVE-TBU-HS*. The stress response of these models is then evaluated for tension
and compression tests at different strain rates, for multiaxial tests such as the biaxial
tension test, the biaxial tension compression test and shear tests as well as for cyclic
uniaxial tension, tension-compression and uniaxial compression tests. Out of the three
materially nonlinear constitutive equations only the model FNLVE-TBU-HS™ is able to
differentiate the uniaxial tests at different strain rates, to distinguish between tensile
and compressive loading and to prevent that a load reversal automatically generates a
switch from tension to compression parameters.

To identify the parameters of the constitutive equation a comprehensive test program
was conducted for Confor CF-45. The experimental characterization reveals different
influence factors on the mechanical behavior of the open-cell PU foam. Besides the in-
fluence of the air flow which induces a dependency upon the specimen size the material
shows a high sensitivity in the neighborhood of the glass transition temperature upon
any changes of temperature or moisture. Hence, a comparison of measurements conduc-
ted under atmospheric conditions and in vacuum cannot be used to determine the air
flow. The tension and compression tests under normal conditions and at specimen size of
50x50x30 mm? show a distinct strain rate dependency in the range of strain rates [£°8|
between le—61/ms and 2e—11/ms and anomalies in comparison to other PU foams.
Compression tests reveal a stress peak between the initial slope and the plateau stress
and the increase of the absolute stress which is usually associated with the densification
of the foam material already occurs for low compression values.

In order to consider these peculiarities the parameter identification deviates form the
defined stress decomposition into equilibrium stress on the basis of quasistatic tests and
in the over stress as the difference between dynamic and quasistatic testing for the com-
pression tests. With this modification it is possible to reproduce the compression tests
with the model GG+FNLVE-TBU-HS™)-recursive with high conformity and the tension
tests with very high conformity. Thereby, the stress answer of the model GG+FNLVE-
TBU-HS™)-recursive is additively composed by the equilibrium response GG and the
viscoelastic overstress FNLVE-TBU-HS™)-recursive.

The modeling with GG+FNLVE-TBU-HS*-recursive and the selected parameter set
prove to be robust in the simulation of the material tests, of the upper legform impact
test in pedestrian protection and of two component tests. Due to the decomposition of
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the stress response into equilibrium and over stress an instantaneous and time-delayed
recovery of the foam material takes place and the elastic part of the internal energy can
be recaptured. By capturing theses viscoelastic effects the new modeling exceeds by far
the current state of the art.

A final validation of the model with a component test is not available as Confor CF-45
is not produced anymore and hence the component test as well as the test to model the
influence of the air flow could not be conducted. However, the modeling can be trans-
ferred to other open-cell polymer foams and in particular to the succession products of
Confor CF-45 as part of the upper legform impactor which possess similar mechanical
properties according to their specifications.

Furthermore, the modular material routine represents a solid starting point to model
nonlinear viscoelastic over stress for other materials at finite deformations. In particular
materials with a non-zero Poisson’s ratio could be considered.

viil
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Abkiirzungen und Bezeichnungen

Die folgende Ubersicht stellt die Nomenklatur und Notation dieser Arbeit vor. Skala-
re Groflen werden in kursiver Schrift, Vektoren in fettgedruckten Kleinbuchstaben und
Tensoren zweiter oder hoherer Stufe als fettgedruckte Grofibuchstaben dargestellt. In
Komponentenschreibweise gilt die Einsteinsche Summenkonvention.

Indizes werden als kursive Kleinbuchstaben an die jeweilige Grofe z. B. (), angehédngt
und laufen, falls eine Angabe erforderlich ist, bis zur Anzahl Nk mit dem zugehorigen
Groflbuchstaben in Standardschrift als Index. Die Bedeutung der Anzahl erschlieft sich
dabei aus dem Zusammenhang. Hiervon bilden die Indizes 4,j,[,n, I und J eine Aus-
nahme, deren Bedeutung im Folgenden definiert wird.

Dartiber hinaus dienen Akzentgréfien mit Ausnahme der Tilde alleine zur Unterschei-
dung der mathematischen Symbole.

Abkiirzungen

D Déampfung

DGL Differentialgleichung

DMA Dynamisch-mechanische Analyse

Euro NCAP Europaisches Neuwagen-Bewertungsprogramm (engl. European New
Car Assessment Program)

o-EQV Konstitutivgleichung e mit Abhéngigkeit von der Vergleichsdehnrate

FE Finite Elemente

FEM Finite-Elemente-Methode

FLVE-SE Finite linear viskoelastische Konstitutivgleichung in S und E

FLVE-TBU Finite linear viskoelastische Konstitutivgleichung in Tg und U
FNLVE-SE Finite nichtlinear viskoelastische Konstitutivgleichung in S und E

ploel



Abkiirzungen und Bezeichnungen

FNLVE-TBU
o-GR

GG
Gl

gr.
HG
HS
o-HS

e-HS™
i. d. R.
KOS

e-lokal

lat.
MFCF

NASA

PU

e-reckursiv

SdT
ULF

ZW.

Xxii

Finite nichtlinear viskoelastische Konstitutivgleichung in Tg und U
Konstitutivgleichung e mit materieller Nichtlinearitdt durch eine Sum-
me aus Faltungsintegralen nach dem Green-Rivlin-Modell
Gleichgewichtsantwort

Gleichung

griechisch

Hourglass

Hauptachsensystem

Konstitutivgleichung e mit Ratenabhangigkeit im Hauptachsensys-
tem

Konstitutivgleichung e mit Ratenabhéngigkeit im Hauptachsensys-
tem und Unterscheidung von Be- und Entlastung

in der Regel

Koordinatensystem

Berechnung der Konstitutivgleichung e mithilfe des lokalen Faltungs-
algorithmus

lateinisch

Materialmodell ,MAT FU_CHANG_FOAM*“ (MAT_083) des FEM-
Berechnungsprogrammes LS-DYNA (HALLQUIST 2016)

Nationale Aeronautik- und Raumfahrtbehorde der USA (engl. Na-
tional Aviation and Space Authority)

Polyurethan

Berechnung der Konstitutivgleichung e mithilfe des rekursiven Fal-
tungsalgorithmus

Stand der Technik

Materielle Beschreibung mit Bezug zur Momentankonfiguration (engl.
Updated Lagrangian Formulation)

zwischen

Mathematische Notationen

Doppelte Verjiingung

Einfache Verjiingung, Skalarprodukt zweier Vektoren
Dyadisches Produkt

Approximativ

Betrag der skalaren Grofe (e)

Ableitung

Fraktionaler Differentialoperator

(Materielle) Zeitableitung der Grofie (o)

Zweite (materielle) Zeitableitung der Grofe (e)
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Variation der Grofe (e)

Réaumliche Divergenz der Grofie (e)
Inkrementelle Anderung der Grofie (e)
Determinante der Grofe (e)
Deviator der Grofie (e), (o)D = (o) —

Materielle Zeitableitung der Grofie (e), Dl)xt) _ o) | grad(e) - 2
D(e)(X,t) __ 9(e)

Dt ot
Differential der GroBe (e)

Element von

Fiir alle

Materieller Gradient der GréBe (o), Grad(e) = -2 (e)
Réaumlicher Gradient der Grofle (o), grad(e) = <-(e)
Inverse der Grofe (o)

Fles

Imaginare Einheit

Grenzwert der Grofie (o)
Natiirlicher Logarithmus der Gréfie (o)
Tensor (o) im Hauptachsensystem
Eigenwert der Grofie (o)
Maximum der Grofie (o)
Minimum der Grofe (o)

Grofle (o) zum Zeitpunkt &y = 0
Menge der natitirlichen Zahlen
Ordnung von der Grofe (o)

Leere Menge

Partielle Ableitung

Cotter-Rivlin-Rate des Tensors (
Jaumann-Rate des Tensors (o), (o)

Oldroyd-Rate des Tensors (o), (8)Y = (¢) — L - (¢) — (o) - LT
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Transponierte der Grofe (e)
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Unendlich

Schnittmenge

Vereinigung
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Lateinische Buchstaben

o0 HEyY o Q@@C‘Udh;h;is”}
3

€(e)
Estorage
Eloss

B, E(t)

G

XX1V

Matrix zur Berechnung von {S} aus {Tg}
Beschleunigungsvektor

Fléche

Fléache mit Dirichlet-Randbedingungen
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Einleitung

1.1. Motivation

Viskoelastische Materialien sind in Natur und Technik tiberall dort zu finden, wo Stofe
und Schwingungen geddmpft werden sollen. Als Elemente des menschlichen Bewegungs-
apparates reduzieren sie die Belastung auf das Knochengeriist, als Verpackungsmateria-
lien schiitzen sie das Transportgut und als Ddémmmatten im Automobil- und Hausbau
vermeiden sie unerwiinschte Vibrationen und Gerausche (vgl. Abbildung 1.1). Sie tra-
gen wesentlich dazu bei, Materialermiidung und Materialversagen zu verhindern und
den Komfort durch geringere Schallemission und Vibrationen zu erhohen.

Die dampfende Wirkung viskoelastischer Materialien beruht auf ihrem zeit- und fre-
quenzabhangigen Materialverhalten. Viskoelastische Materialien vereinigen die mecha-
nischen Eigenschaften von elastischen Festkérpern (gr. elastds - dehnbar, biegsam) und
viskosen Fliissigkeiten (lat. viscosus - zéhflissig). Wie elastische Festkorper verformen
sie sich spontan und reversibel bei duflerer Belastung. Bei konstanter Last steigt ihre

Verpackungs- Polsterung Gebrauchs- Dammmatten
material gegenstiande

Abbildung 1.1.: Beispiele viskoelastischer Materialien und ihrer Einsatzgebiete



1. Einleitung

Verformung wie bei viskosen Fliissigkeiten weiter an, bleibt jedoch wie bei Festkorpern
begrenzt. Bei Entlastung kehren viskoelastische Materialien sowohl spontan als auch
zeitverzogert in ihre Ausgangsform zurtick. Dadurch zeigen sie eine Hystereskurve und
dissipieren Energie.

Viskoelastisches Materialverhalten ist charakteristisch fiir makromolekulare Werkstof-
fe wie Polymere. Im unbelasteten Zustand liegen die Polymerketten als Knauel vor.
Bei ausreichender Beweglichkeit und Rotationsfreiheit der Kettensegmente kénnen die
Polymerketten der auleren Last folgen und eine ausgerichtete Konformation annehmen,
ohne dass Bindungen getrennt werden. Dabei handelt es sich um thermisch aktivierte,
zeitabhéngige Vorgénge, die das viskose Verhalten erkliaren (FERRY 1980).
Polymerwerkstoffe besitzen ein nahezu uneingeschrinktes Anwendungsgebiet. Thr me-
chanisches Verhalten prognosefihig zu berechnen, ist daher von besonderem wirtschaft-
lichem Interesse. Mithilfe von Simulationen kénnen dann Kunststoffbauteile optimiert,
die Anzahl von Versuchen und die Entwicklungszeit reduziert sowie Ressourcen geschont
werden.

In der Automobilindustrie werden immer mehr Kunststoffe eingesetzt, um das Fahr-
zeuggewicht und damit den Treibstoffverbrauch und die Kohlenstoffdioxidemission zu
verringern (SHANKAR 2014). Dieser Trend wirkt sich auch auf die Fahrzeugentwick-
lung aus, in der Finite-Elemente-Simulationen mit expliziten Zeitintegrationsverfahren
eine entscheidende Rolle zur Erfillung der Crashsicherheit iibernehmen (KOHLER U. A.
2006). Die Crashsimulationen helfen dabei, verschiedene Entwicklungsziele wie die Zu-
lassung im Straflenverkehr und eine vorteilhafte Einstufung eines Fahrzeuges in Ver-
brauchertests zu erreichen (KRAMER 2013). Dazu ist es einerseits notwendig, dass die
Kunststoffbauteile im Fahrzeug prognosefdhig modelliert werden, andererseits ist auch
die Modellierungsgiite der Testbedingungen durch geeignete Barrieren-, Dummy- und
Impaktormodelle fiir eine verlassliche Auslegung mafigebend.

Im Rahmen dieser Arbeit wird das nichtlinear viskoelastische Materialverhalten des
Polyurethan-Schaumstoffes Confor® CF-45 (Confor blue) des Herstellers E-A-R Speci-
alty Composites! modelliert. Als Bestandteil des in Abbildung 1.2c dargestellten Hiift-
priifkdrpers? sind Confor CF-45 oder ein Schaumwerkstoff mit zu Confor CF-45 ver-
gleichbaren Eigenschaften im Verbraucherschutztest Euro NCAP verankert. Mithilfe des
Hiiftprifkorpers werden Versuche durchgefiihrt, die die Verletzungsgefahr eines Fuflgan-
gers im Falle einer Frontalkollision mit einem Fahrzeug bewerten. Um das Ausmafl an
Verletzungen im Oberschenkel- und Hiiftbereich wiahrend des Priméraufpralls beurteilen
zu kénnen, wird der Hiiftprifkorper, wie in Abbildung 1.2b, dargestellt auf die Vorder-
kante der Fronthaube geschossen (EURO NCAP 2015). Gemaf des Prifkorperaufbaus
stellt der Schaum das menschliche Fleisch dar, ohne dabei biofidele Eigenschaften auf-
zuweisen. Aufgrund seiner erhohten Dichte und ausgepragten Energieabsorption bildet

!Geschiftseinheit der Firma Aearo Technologies in Indianapolis (Indiana, USA)
2auch Oberschenkelpriifkérper genannt: engl. upper leg(form) impactor



1.1. Motivation

er das menschliche Weichgewebe jedoch besser ab als andere Schaume (LAWRENCE UND
HARDY 1998).

Die Entwicklung des Confor-Schaumes geht auf die Nationale Aeronautik- und Raum-
fahrtbehorde (NASA) der USA zuriick und ist ein viel zitiertes Beispiel dafiir, wie er-
folgreich der Technologietransfer der Luft- und Raumfahrtforschung in andere Indus-
triezweige sein kann (NASA 1976, 1981, 1988, 2005).

Urspriinglich hatte die NASA im Jahr 1966 sich zur Aufgabe gemacht, den Sitzkomfort
und die Crashsicherheit von Flugzeugsitzen zu verbessern. Im Ames Forschungszentrum
wurde daraufhin ein offenzelliger Polyurethan-Schaum mit auflergewohnlichen Eigen-
schaften entwickelt. Ohne dass Druckpunkte entstehen, passt sich der Schaum unter
Belastung vollstindig den Konturen der Kontaktfliche an und kehrt auch nach einer
Kompression von iiber 90% wieder in seine Ausgangsform zuriick. Bei Stofivorgdngen
kann durch die gleichméfiige Druckverteilung und grofie Kontaktfliche sehr viel Energie
absorbiert werden.

a) Ablauf der Frontalkollision eines FuBigangers mit einem Fahrzeug (KUHN U. A. 2007)

| Priméaraufprall | | Sekundaraufprall |

' Geom L 'l
By By 0 o
Kontaktphase Flugphase R Rutschphase R

b) Priméraufprall im Euro NCAP ¢) Aufbau des Hiftprifkorpers

Confor CF-45

Beispiel eines Prifpunktes in der
Mitte der Fronthaubenvorderkante

Stahlrohr

Fithrungseinheit

Neopren-Haut

Abbildung 1.2.: Fufigingerschutz: Abbildung des Priméaraufpralls mithilfe des Hiiftpriif-
korpers
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Mittlerweile werden aus dieser Art von PU-Schaumstoffen zahlreiche Gebrauchsgegen-
stinde und Polsterungen® hergestellt (NASA 2005). Die Schaumstoffe tragen dabei
verschiedene Handelsnamen* oder werden unter englischen Bezeichnungen® gefiihrt.

1.2. Modellierung von Schaumen

Um die Vorgehensweise dieser Arbeit einzuordnen, werden im Folgenden verschiedene
Moglichkeiten zur Modellierung eines Schaumes skizziert. Eine Ubersicht ist beispiels-
weise in ROMERO U. A. (2008) und GoGA UND HUCKO (2015) enthalten.

Da die Schaumporen tiblicherweise mit einem Gas, einem Gasgemisch oder einer Fliissig-
keit gefiillt sind, bildet ein offenzelliger Schaum unter Standardbedingungen ein mehr-
phasiges System. Im allgemeinsten Fall erfordert die Berechnung des mechanischen Sys-
temverhaltens die Modellierung der Struktur und der Eigenschaften aller Einzelphasen
sowie die Kopplung der Fluid- und Festkorperphasen durch geeignete Kontakt- und
Ubergangsbezichungen.

Neben der Entscheidung, ob die ganzheitliche Beachtung aller Phasen notwendig ist,
muss die Skala der Modellierung festgelegt werden. Mikromechanische Modelle dienen
u. a. dazu, die Deformationsmechanismen eines Werkstoffes zu verstehen und die physi-
kalischen Einflussfaktoren auf das mechanische Verhalten zu ermitteln. In der Literatur
wurden verschiedene periodische und statistische Ersatzmodelle der Zellstruktur ana-
lytisch untersucht (GENT UND THOMAS (1959), GIBSON UND ASHBY (1997), MILLS
UND GILCHRIST (2000a)). Inzwischen sind mikromechanische Modelle jedoch nicht mehr
auf idealisierte Strukturen und analytische Untersuchungen beschriankt. Wie in Abbil-
dung 1.3 dargestellt kann die reale Zellstruktur durch die Verarbeitung dreidimensio-
naler Bilddaten in ein Berechnungsmodell iibertragen und das Strukturverhalten dieses
Ausschnitts in einer FE-Simulation berechnet werden (YOUNG U. A. 2008). Trotz der
gestiegenen Rechnerleistung kénnen praxisrelevante Probleme noch nicht auf diese Wei-
se gelost werden.

Mesoskopische Modellierungen bereiten den Ubergang von der Mikro- auf die Makroebe-
ne, indem sie reprasentative Einheitszellen der Mikrostruktur zusammen mit Homogeni-
sierungsmethoden einsetzen und so makroskopische Berechnungen erlauben (ROMERO
U. A. 2008).

Ist ausschlieflich das resultierende Verhalten des Schaumes von Interesse, so bietet sich
der Einsatz phanomenologischer Modelle auf makroskopischer Ebene an. Sie idealisieren

3z. B. orthopédische Sitzkissen, Schuheinlagen, Matratzen, Operationstische, Verpackungsauskleidun-
gen, Ohrstopsel, Football-Helme und Polstermébel sowie Motorrad- und Flugzeugsitze

4Temper®, Tempur® , Tempur-Pedic®, Confor®, SunMate® , Pudgee® , Laminar®

Sengl. memory foam, viscoelastic foam, visco foam, slow-recovery foam, low-resilience polyurethane,
slow spring back foam



1.3. Zielsetzung

Mikromechanische Modellierung (mit freundlicher Genehmigung von YOUNG U. A. (2008))

Makromechanische Modellierung

Abbildung 1.3.: Druckbelastung einer mikromechanischen und einer makroskopischen
Modellierung

den Schaum als homogenes Kontinuum und kénnen so die bekannten Vorgehensweisen
der Materialtheorie nutzen. Beispielsweise modellieren PAMPOLINI UND RAOUS (2014)
und GOoGA UND HUCKO (2015) offenzellige Schaume mithilfe eindimensionaler rheolo-
gischer Modelle.

Das dreidimensionale, dehnratenabhangige Modell JMAT FU CHANG FOAM*
(MFCF) des FEM-Berechnungsprogrammes LS-DYNA (HALLQUIST 2016) zahlt eben-
falls zu den phédnomenologischen Modellen und wird aktuell im Hiiftimpaktor des Fuf3-
gangerschutzes zur Modellierung von Confor-Schaum eingesetzt. Wie in EFFINGER U. A.
(2014) dargestellt besitzt dieses Modell Defizite beztiglich des Entlastungsverhaltens und
kann zu Oszillationen fithren.

Im Gegensatz zur klassischen Kontinuumsmechanik kann die Theorie Poroser Medien
alle Einzelphasen und ihre Wechselwirkungen auf makroskopischer Ebene berticksich-
tigen (EHLERS 1995). Dabei wird der Schaum als heterogener Werkstoff auf Basis des
Konzepts der Volumenanteile homogenisiert und bildet auf diese Weise ein Mehrphasen-
kontinuum. Die Beitrage aller Phasen und ihre Interaktion werden mithilfe der Theorie
der Mischungen in den Bilanzgleichungen zusammengefiithrt. Mit Bezug zu offenzelligen
Polymerschdumen wurde die Theorie Poréser Medien beispielsweise in MARKERT (2005)
eingesetzt.

1.3. Zielsetzung

Ziel dieser Arbeit ist es, eine Modellierung offenzelliger Polymerschédume bereitzustellen,
welche insbesondere die nichtlinear viskoelastischen Charakteristiken dieser Werkstoffe
im Rahmen einer Crashsimulation abbilden kann.



1. Einleitung

Von den vielfiltigen Moglichkeiten des letzten Abschnitts kommt nur eine phénomenolo-
gische Modellierung in Frage, die die dreidimensionalen Spannungszustinde bei finiten
Deformationen und Rotationen beschreiben kann. Diese Auswahl trigt den Anforde-
rungen des Fulligangerschutzes Rechnung: Grofe der Schaumlagen des Hiftpriifkorpers,
Diskretisierung mit Volumenelementen, hohe lokale Kompressionen und Rotationen der
Volumenelemente.

Um das Rahmenwerk der klassischen Kontinuumsmechanik beizubehalten, findet die
Theorie Poroser Medien keine Anwendung. Stattdessen wird fiir die Konstitutivglei-
chung eine additive Zusammensetzung der Spannungsbeitridge aus Gleichgewichts- und
Uberspannungsantwort und aus der Fluidphase verfolgt. Die Gleichgewichtsantwort be-
schreibt das Materialverhalten bei quasistatischer Anregung, die Uberspannung erfasst
die Spannungsdifferenz zwischen quasistatischer und dynamischer Anregung und die
Fluidphase liefert einen Spannungsbeitrag, wenn sich die Fluidphase den &ufleren Rand-
bedingungen durch Aus- oder Einstromung nicht schnell genug anpassen kann. Da keine
verwertbaren Versuche zur Bestimmung des Lufteinflusses zur Verfiigung standen, wird
eine Modellierung des Spannungsbeitrags der Fluidphase in dieser Arbeit nicht betrach-
tet.

Im Vergleich zu Polymerwerkstoffen stellen offenzellige Polymerschdume durch das Ver-
halten der Mikrostruktur besondere Anforderungen an die Konstitutivgleichung. Mithilfe
eines Ausschnitts des kubischen Zellmodells nach ASHBY (2006) lassen sich die charak-

Mikromechanisches Modell o=
A Ausschnitt A Ao
€ -
h 0 1o
Zellstege Offene Seitenfléchen e
» &= hOO
AN =" -~ ! Rotation und
R Elastische[Biegung Streckung
<7 el Elastisches Beulen Druck | Zug ‘P
+ Verdichtung
! \F | F | F tF
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Abbildung 1.4.: Spannungs-Dehnungs-Diagramm offenzelliger Polymerschdume unter
Druck- und Zugbelastung: Schematische Darstellung der Deformations-
vorgange am kubischen Modell nach AsHBY (2006) und HILYARD UND
CUNNINGHAM (2012)
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teristischen Spannungs-Dehnungs-Kurven der Abbildung 1.4 erkléren.

Zu Beginn einer quasistatischen Zug- oder Druckbelastung steigt der Betrag der Span-
nung zunichst stark an. Dieser Anstieg wird durch die elastische Biegung der senkrecht
zur Lastrichtung ausgerichteten Zellstege hervorgerufen.

Unter Zugbelastung werden die parallel zur Lastrichtung stehenden Zellstege anschlie-
Bend gestreckt und die urspriinglich senkrecht zur Lastrichtung ausgerichteten Zellstege
drehen sich in Lastrichtung, sodass sich der Querschnitt der Zugprobe reduziert.

Unter Druckbelastung hingegen fangen die Zellstege parallel zur Lastrichtung ab einem
gewissen Spannungswert an auszuknicken. Solange der Beulvorgang die gesamte Struk-
tur erfasst, verdandert sich die Druckspannung nicht oder ihr Betrag steigt ebenso wie der
Querschnitt der Schaumprobe nur geringfiigig an. An dieses Spannungsplateau schliefit
sich die Verdichtungsphase an, in der die Zellstruktur kollabiert und gegenitiberliegende
Zellwande aufeinander gedriickt werden. Bei Entlastung kehrt die Schaumprobe wieder
vollstdndig in ihre Ausgangskonfiguration zuriick.

Wahrend sich die unterschiedlichen Deformationsphasen in den mikromechanischen Mo-
dellen aus Abbildung 1.3 und 1.4 von sich aus einstellen, konnen diese anhand des makro-
skopischen Modells aus Volumenelementen nicht aufgelost werden. Zum Ziel dieser Ar-
beit gehort folglich auch, die ausgepragte Zug-Druck-Asymmetrie in der Gleichgewichts-
und Uberspannungsantwort abzubilden. Dabei liegt der Schwerpunkt dieser Arbeit auf
der isotropen Modellierung der Uberspannung im Rahmen der Theorie der finiten nicht-
linearen Viskoelastizitdt. Durch die Abhéangigkeit von der vollstindigen Dehnungsge-
schichte sollen im Vergleich zum Stand der Technik Oszillationen, die durch eine einfache
Abhéangigkeit von der Dehnrate entstehen konnen, vermieden und das Entlastungsver-
halten verbessert werden.

1.4. Gliederung der Arbeit

In Kapitel 2 werden die Grundlagen der Crashsimulation und Materialtheorie bereitge-
stellt sowie die Annahmen beziiglich der Konstitutivgleichungen dieser Arbeit zusam-
mengefasst.

Kapitel 3 fithrt in die Theorie der linearen Viskoelastizitat ein, erweitert diese auf fini-
te Deformationen und materielle Nichtlinearitdt und bildet so das Rahmenwerk fiir die
Konstitutivgleichungen der Uberspannung in Kapitel 5.

Die Integraldarstellung der viskoelastischen Konstitutivgleichungen fiithrt zu Faltungs-
integralen. Die Faltungsalgorithmen zur numerischen Berechnung dieser Integrale in
Abhéngigkeit der Form der Materialfunktion sind Gegenstand des 4. Kapitels.

Die Konstitutivgleichungen, die zur Beschreibung der Uberspannung fiir offenzellige Po-
lymerschaume entwickelt wurden, werden in Kapitel 5 vorgestellt. Zudem beinhaltet



1. Einleitung

dieses Kapitel die kinematische Einschrinkung und ein Beispiel einer Gleichgewichts-
antwort.

Die Eignung der Konstitutivgleichungen aus Kapitel 5, das Verhalten offenzelliger Poly-
merschaume abzubilden, wird in Kapitel 6 mithilfe von Standardanregungen iiberpriift.
Kapitel 7 beginnt mit der experimentellen Charakterisierung von Confor-Schaum, stellt
die Parameteridentifikation fiir die Gleichgewichtsantwort und die Uberspannung vor
und zeigt die Robustheit sowie die viskoelastischen Effekte anhand eines Lastfalls aus
dem FuBgéngerschutz und anhand zweier Komponentenversuche.

Abschlieflend fasst Kapitel 8 die Arbeit zusammen und gibt einen Ausblick auf weitere
Forschungsarbeiten.



Grundlagen

Crashsimulationen dienen dazu, das mechanische Verhalten einer Struktur unter dy-
namischer, kurzzeitiger Belastung vorherzusagen. Die Grundziige der Finite-Elemente-
Methode mit expliziter Zeitintegration, die Berechnungen zu diesem Zweck ermoglicht
und im Rahmen dieser Arbeit durch den Einsatz des FEM-Berechnungsprogrammes
LS-DYNA verwendet wird, werden im vorliegenden Kapitel zusammengefasst. Dartiber
hinaus werden die Prinzipien der Materialtheorie und die konstitutiven Annahmen die-
ser Arbeit vorgestellt.

Zahlreiche Lehrbiicher behandeln die hier folgenden Grundlagen. Beispielsweise sei an
dieser Stelle zur Vertiefung der Kontinuumsmechanik und der Materialtheorie auf AL-
TENBACH UND ALTENBACH (1994), HOLZAPFEL (2000), BASAR U. A. (2001), OGDEN
(1984) und HAUPT (2000), zum Studium der FEM auf BELYTSCHKO U. A. (2000) und
zur numerischen Umsetzung in LS-DYNA auf HALLQUIST (2016) verwiesen. Einen Uber-
blick rund um das Themengebiet der Crashsimulation bietet dariiber hinaus HIERMAIER
(2007).

2.1. Nichtlineare Festkorpermechanik

Im Rahmen der klassischen Kontinuumsmechanik wird ein Korper als zusammenhéan-
gende, kompakte Punktmenge K im euklidischen Raum R? beschrieben. Jeder Punkt
des Korpers P € K kann einem Raumpunkt zugeordnet werden und reprasentiert einen
materiellen Punkt.

Wie in Abbildung 2.1 dargestellt kann ein Koérper im Laufe der Zeit ¢ unterschiedliche
Konfigurationen einnehmen. Treten zwischen den Konfigurationen wie in der Crashsimu-
lation finite Deformationen auf, so miissen geometrische Nichtlinearitaten berticksichtigt



2. Grundlagen

Referenzkonfiguration Momentankonfiguration
=0 t> 1

Abbildung 2.1.: Geometrische Beschreibung eines Korpers in der Referenz- und Momen-
tankonfiguration

und Referenz- und Momentankonfiguration unterschieden werden. Die Konfiguration
zum Zeitpunkt ¢ = 0 wird als Ausgangskonfiguration Ky bezeichnet und in dieser Arbeit
als Referenzkonfiguration benutzt. Die Konfiguration zum aktuellen Zeitpunkt ¢ heif3t
Momentankonfiguration.

2.1.1. Kinematik

Welche geometrischen Konfigurationen ein Kérper einnimmt, wird durch die Gesamtheit
der Bewegungen aller materiellen Punkte festgelegt, die mithilfe kinematischer Groéfien
beschrieben werden. Im ortsfesten, kartesischen Koordinatensystem mit den Basisvek-
toren eq, e; und es fithrt der Ortsvektor X in der Referenzkonfiguration zu einem mate-
riellen Punkt P. Seine Lage in der Momentankonfiguration wird durch den Ortsvektor
x beschrieben.

Wie in der Festkorpermechanik iiblich wird in dieser Arbeit die Lagrangesche Betrach-
tungsweise benutzt, in der alle Grofien, ohne dass dies explizit ausgeschrieben wird, in
Abhéngigkeit von X ausgedriickt werden (materielle Darstellung, mitbewegter Beobach-
ter). Die Differenz der Ortsvektoren

u(X,t) = x(X,t) — X (2.1)

wird als Verschiebung u bezeichnet. Thre materielle Zeitableitung fiihrt auf die Geschwin-
digkeit v und deren materielle Ableitung wiederum auf die Beschleunigung a:

Du(X,t) ou(X,t) N
Dt ot 7

a(X,t) = DV[())t(,t) _ avgj,t) _%. (22)

v(X,t) =
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2.1. Nichtlineare Festkérpermechanik

Die Verédnderung eines Linienelementes zwischen der Referenz- und Momentankonfigu-
ration wird durch den Deformationsgradienten
_ox

. . 8£Ek
F = aix = Gradx = aXm

e, e, (2.3)

beschrieben und seine Determinante als Jacobi-Determinante J = det F abgekiirzt. Die
polare Zerlegung von F in den eigentlich orthogonalen Rotationstensor R und den rech-
ten Strecktensor U

F=R U (2.4)

ermoglicht die Aufspaltung der Deformation in eine Starrkorperrotation und eine Stre-
ckung. Eine Starrkérperverschiebung entféllt bereits durch die Gradientenbildung in
Gl (2.3). Mithilfe von U kénnen die generalisierten Verzerrungsmafe

L (U™ —1) fallsm#0,
EM™ — (2.5)
InU fallsm =0

ohne Starrkérperbewegungen berechnet werden. Die Potenz U™ kiirzt dabei die m — 1
aufeinanderfolgenden einfachen Verjingungen der m Tensoren U ab

—_—

m Tensoren

In den Konstitutivgleichungen dieser Arbeit werden die Biot-Dehnung H = E® und
der Green-Lagrangesche-Dehnungstensor

E=E® = ; (C—1) (2.7)

mit dem rechten Cauchy-Green-Deformationstensor C = U? und dem Einheitstensor I
verwendet. Dariiber hinaus werden zur Auswertung der Simulationen die wahre Dehnung
e = E© und zur Beschreibung der Versuche das linearisierte Verzerrungsmaf

1
eng _ T
€ —2(F+F)—I, (2.8)
das auch als Ingenieurdehnung oder technische Dehnung bezeichnet wird, genutzt.

Neben den Dehnungstensoren werden auch deren materiellen Zeitableitungen H = U
und E benétigt. Mithilfe des Deformationsgeschwindigkeitstensors D kann E iiber die
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2. Grundlagen

Pull-Back-Operation
E=F"-D F (2.9)

berechnet werden. D wird als symmetrischer Anteil D = DT des rdumlichen Geschwin-
digkeitsgradienten L ermittelt
ov v

_ _ _ Y% _ 1 T
L_&_gradv—axmek@)em—D%—W, D_i(L+L)' (2.10)

Der antisymmetrische Anteil W = —W™T heiit Drehgeschwindigkeits- oder Spintensor.

2.1.2. Kinetik

Eine duflere Belastung fithrt bei deformierbaren Koérpern zu einer inneren Beanspru-
chung, die mithilfe von Spannungsvektoren und -tensoren bewertet werden kann.
Spannungsvektoren beziehen den aktuellen differentiellen Kraftvektor df unter weite-
ren moglichen Operationen auf ein differentielles Flachenelement. Spannungstensoren
transformieren dann die Einheitsnormale des zugehorigen Flédchenelementes und auf den
entsprechenden Spannungsvektor. Auf diese Weise fiithrt der Cauchy-Spannungsvektor

df

-5 (2.11)

t

zur Definition des Cauchy-Spannungstensors T, welcher den Einheitsnormalenvektor n
des Flachenelementes d A in der Momentankonfiguration in den Cauchy-Spannungsvektor
iiberfithrt

t=T n. (2.12)

T wird auch als wahre Spannung bezeichnet, da t das deformierte Flichenelement der
Momentankonfiguration als Bezugsgrofle verwendet. Unter Einsatz des undeformierten
Flachenelementes der Referenzkonfiguration dA, erhilt man die erste Piola-Kirchhoff-
Spannung P

tO =P np, (213)

deren Transponierte P* auch als Nominalspannung oder technische Spannung bezeich-
net wird. Verdndert man den Spannungsvektor to um F~!, so folgt die Definition der
zweiten Piola-Kirchhoff-Spannung S als

]:—‘1_1 : t() =S ng. (214)

12



2.1. Nichtlineare Festkérpermechanik

Rotiert man den Spannungsvektor to um R, so erhilt man das Spannungsmaf U - S

RT - tg=U-S ng. (2.15)
Der symmetrische Anteil dieses Spannungsmafles definiert in dieser Arbeit die Biot-
Spannung
1
Tp=5(S - U+U-S). (2.16)

fir die keine Interpretation mit einem Spannungsvektor existiert (OGDEN 1984). Obwohl
die beiden Tensoren S und U symmetrisch sind, ist deren Produkt nur symmetrisch,
wenn sie dieselben Hauptrichtungen besitzen. Diese Bedingung der Koaxialitéit ist im
Allgemeinen nicht erfiillt.

Mithilfe der kinematischen Gréflen aus Abschnitt 2.1.1 und dem Zusammenhang der
differentiellen Flachenelemente

ndA = JF ' .nydA4, (2.17)

konnen die Transformationsbeziehungen zwischen den Spannungstensoren hergeleitet
werden. Die Beziehung zwischen S und T wird als Push-Forward-Operation

T=J'F-S-F' (2.18)

bezeichnet.

2.1.3. Anfangsrandwertproblem der Strukturmechanik

In den letzten beiden Abschnitten wurden wichtige Groflen zur Beschreibung des mecha-
nischen Feldproblems eingefiihrt. Die physikalischen Gesetzméafligkeiten der klassischen
Mechanik und die Konstitutivgleichung, die das Gleichungssystem zur Losung des me-
chanischen Feldproblems liefern, sind Gegenstand dieses Abschnitts.

Die materialunabhingigen Gleichungen werden an dieser Stelle als Bilanzgleichungen
in ihrer lokalen Form und in materieller Darstellung mit Bezug zur Momentankonfigu-
ration eingefithrt. Die hier gewéhlte Darstellung bildet unter der Bezeichnung ,, Upda-
ted Lagrangian Formulation“ (ULF) die Grundlage der meisten Hydrocodes (BENSON
1992) und so auch die Grundlage fiir den Einsatz des FEM-Berechnungsprogrammes
LS-DYNA im Rahmen dieser Arbeit (HALLQUIST 2016). Kontaktvorgdnge werden an
dieser Stelle nicht betrachtet.
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2. Grundlagen

Massenerhaltung

In materieller Darstellung wird die Massenbilanz zu einer algebraischen Gleichung, mit
der die Dichte der Momentankonfiguration p aus der Dichte der Referenzkonfiguration
po und dem relativen Volumen J berechnet werden kann

p(X,1)J(X,t) = po(X)J (X, 1o = 0) = po(X). (2.19)

In dieser Form ist die Massenbilanz nur auf materielle Punkte anwendbar.

Drehimpulserhaltung (Drallbilanz)

Die Drehimpulserhaltung resultiert in der Symmetriebedingung der Cauchy-Spannung
T=T1" (2.20)

und reduziert damit die unbekannten Spannungskomponenten auf drei Normalspannun-
gen und drei Schubspannungen.

Impulserhaltung

Die Impulserhaltung spielt eine zentrale Rolle in der Strukturmechanik. Mit den &ufleren
spezifischen Volumenkraften b fithrt sie auf die Bewegungsgleichung
Dx

die die Tragheitskréifte mit den inneren und dufleren Kraften verbindet.

Konstitutivgleichung

Die Konstitutivgleichung verkniipft die kinematischen und kinetischen Grofien und de-
finiert die Materialeigenschaften des Korpers. Der Bezug zur Momentankonfiguration
erfordert die Verwendung der Cauchy-Spannung in den Bilanzgleichungen. Um den Re-
chenaufwand der Konstitutivgleichung gering zu halten, wird deshalb héufig eine Ra-
tenformulierung in T eingesetzt. Als objektive Spannungsrate bietet sich beispielsweise
die Jaumann-Rate

o

T=T(DT,..) (2.22)

14



2.1. Nichtlineare Festkérpermechanik

an. Trotzdem kann die Konstitutivgleichung auch in anderen Spannungs- und Verzer-
rungsmaflen formuliert und deren Resultat im Anschluss in die Cauchy-Spannung trans-
formiert werden.

Kinematik

Die Konstitutivgleichung (2.22) favorisiert durch ihre Argumente die kinematische Be-
schreibung

1
D= (grad % + grad"x) . (2.23)

Die kinematische Beschreibung ist in der ULF jedoch nicht festgelegt, sondern kann an
die Konstitutivgleichung angepasst werden.

Anfangs- und Randbedingungen

Die Anfangsbedingungen fiir den gesamten Korper Ky und die zeitabhéngigen Randbe-
dingungen auf der Oberfliche des Korpers A = AP U AN

x(X,tg =0) =X VX € Ky, (2.24)
x(X,tp = 0) = ¥(X) VX € Ky, (2.25)
x(X,t) = %(X,?) VX e AP, (2.26)
t(X,1) = (X, VX e AN mit ANNAP =2 (2.27)

vervollstandigen das Strukturproblem in seiner starken Form, das durch die Gl. (2.19)
bis (2.23) als System partieller Differentialgleichungen vorliegt. Eine punktweise Losung
des Gleichungssystems ist im Allgemeinen nicht in geschlossener Form bekannt. Um
eine Naherungslosung zu bestimmen, konnen jedoch verschiedene numerische Methoden
eingesetzt werden. Die Grundziige der FEM, wie sie hier verwendet wird, werden im
nachsten Abschnitt vorgestellt.

Das Anfangsrandwertproblem in dieser Form beriicksichtigt keine Temperatureinfliisse
und kann ohne die thermodynamischen Hauptsitze gelost werden. Ohne thermische
Beitrige stellt die Energiebilanz eine Aquivalenzumformung der lokalen Impulsbilanz
dar und ist deshalb nicht aufgefiihrt. Die Energiebilanz definiert jedoch durch

D wint

p—r =T:D (2.28)

15



2. Grundlagen

eine flir die Konstitutivgleichungen wichtige Grofle, die spezifische Spannungsleistung
w™. Spannungs- und Dehnratentensoren, die wie T und D zur Spannungsleistung fiih-
ren, werden als energetisch konjugierte Grofen bezeichnet.

2.2. Finite-Elemente-Methode und Zeitdiskretisierung

2.2.1. Schwache Form des Anfangsrandwertproblems

Um das Strukurproblem des vorherigen Abschnitts 2.1.3 mit einem Naherungsverfahren
l6sen zu konnen, muss die starke Form der Impulsbilanz Gl. (2.21) in ein Integral tiber
das Losungsgebiet, die sogenannte schwache Form, tiberfithrt werden. Das Prinzip der
virtuellen Arbeit fithrt mit der Testfunktion dx und der Losung x auf die Integralform

Dx . n
/<th—d1vT—pb>-5XdV—|—/<T'1’l—t)'5XdA:0, (2.29)
K AN

die neben der Impulsbilanz die Neumann-Randbedingungen enthéalt. Die Einhaltung der
Dirichlet-Randbedingungen wird durch die Einschriankungen fiir éx und x

5x € {(5}( Ko — R? | 6x(X,1) = 0 VX € AD} , (2.30)

x € { X Ky = R x(X,8) = %(X, 1) VX € AD} (2.31)

sichergestellt. Gl. (2.29) kann mithilfe des GauBschen Integralsatzes und partieller Inte-
gration zu

D3 A
5W:/p§~6xdv+/T:Gradéde—/pb~6de—/t-édizO
K K K AN
B Wkin k) Wint 5 Wext

(2.32)

vereinfacht werden und stellt die schwache Form des Strukturproblems dar. Die virtuelle
Arbeit 6 W setzt sich aus kinetischer, innerer und duerer Arbeit § Wk § Wit und § Wext
zusamimen.

16



2.2. Finite-Elemente-Methode und Zeitdiskretisierung

2.2.2. Raumliche Diskretisierung

Zur raumlichen Diskretisierung zerlegt die Finite-Elemente-Methode das Losungsgebiet
in eine endliche Anzahl disjunkter Teilgebiete, die finiten Elemente. In der Lagrange-
schen Betrachtungsweise definieren ausgewahlte Punkte des Korpers, die Knoten, die
Begrenzung der Elemente und bilden das Netz der Berechnung. Die Verschiebungen der
Knoten stellen die Freiheitsgrade des Systems dar. Zwischen den Knoten interpolieren
die zeitunabhéngigen Ansatzfunktionen N, die diskreten Werte X; und u; der einzelnen
Knoten [.

Werden fiir die Geometrie und die Freiheitsgrade gemaf des isoparametrischen Konzepts
dieselben Ansatzfunktionen verwendet, so kann die Approximation der Geometrie und
des Verschiebungsfeldes in den Ortsvektoren der Momentankonfiguration zusammenge-
fasst werden

Npd

X(X,t) = Z N]X](t) . (233)

Gemafl der Bubnov-Galerkin-Methode wird dx auf dieselbe Weise diskretisiert
Npd

0x(X) = > Nox;. (2.34)

Setzt man die Naherungslosung (2.33) und die Testfunktion (2.34) in die schwache Form
(2.32) ein, so erhdlt man die Bewegungsgleichung in Komponentendarstellung

_ ON _ .
/pNINJdV:'th+/Tkma—IdV— /pka[dV+/tkN1dA Y
K K m K AN
—_—

M i’ fir

(2.35)

Da die dzx; beliebig gewéhlt werden konnen, muss der Klammerausdruck in Gl. (2.35)
null ergeben. In Matrizendarstellung fiihrt dies zu dem Kréftegleichgewicht

M + £t — gt — (), (2.36)

Bei einer invertierbaren Massenmatrix M konnen die Beschleunigungen % aus der Dif-
ferenz der auBeren Krifte f*' und der inneren Krifte f™* berechnet werden

% =M (£ — g (2.37)

17



2. Grundlagen

Die algebraische Gleichung (2.36) wird auch als semi-diskrete Bewegungsgleichung be-
zeichnet, da sie zwar im Raum nicht aber in der Zeit diskretisiert ist. Die Zeitdiskreti-
sierung wird im néchsten Abschnitt erlautert.

Die raumliche Diskretisierung wirkt sich auch auf die Auswahl der Konstitutivgleichung
aus, da die Anzahl der finiten Elemente N° und die Anzahl der Integrationspunkte der
Volumenintegration N¥°! den Berechnungsaufwand und den Speicherbedarf der Konsti-
tutivgleichung vervielfachen. Im Rahmen dieser Arbeit werden achtknotige, reduziert
integrierte Volumenelemente eingesetzt, sodass die Konstitutivgleichung einen dreidi-
mensionalen Spannungszustand abbilden muss und nur einmal pro Element ausgewertet
wird. Die Ansatzfunktionen, die Volumenintegration sowie die steifigkeits- und viskosi-
tatsbasierte Hourglass-Stabilisierungen sind in HALLQUIST (2016) dokumentiert. Dar-
iiber hinaus wird eine invertierbare Diagonalmassenmatrix eingesetzt.

2.2.3. Zeitliche Diskretisierung

Bei der zeitlichen Diskretisierung der Bewegungsgleichung (2.36) werden grundsétzlich
zwei Zeitintegrationsverfahren unterschieden. Implizite Verfahren nutzen zur Berech-
nung der Losung zum Zeitpunkt #; nicht nur die bekannten Groéflen der vergangenen
Zeitpunkte, sondern auch die unbekannten Groflien des aktuellen Zeitpunktes t;. Dies
erfordert im Allgemeinen die Losung eines nichtlinearen Gleichungssystems fiir jeden
Zeitschritt, erlaubt im Gegenzug jedoch groflere Zeitschrittweiten At; = ¢; — t;_1 als bei
expliziten Zeitintegrationsverfahren.

Das FEM-Berechnungsprogramm LS-DYNA nutzt die Zentrale-Differenzen-Methode als
Beispiel eines expliziten Zeitintegrationsverfahrens. Diese Methode basiert auf einer
Taylor-Reihenentwicklung zum Zeitpunkt ¢;_;

. At;_ . At

Xi—1 = Xj—1/2 — Xi-1/2 ( 9 1/2> + Xi-1/2 ( 5 1/2> T (2.38)
: At;_ . At ?

X = Xi-1/2 + Xi-1/2 ( 7 1/2> + Xi-1/2 ( 9 1/2> SR (2.39)

Durch die Differenz der beiden Gleichungen (2.39) und (2.38) folgt fiir die gesuchte
GroBe x; der explizite Ausdruck

. 3
X; = X;1+ Xi_l/gAti_l/Q + @ ((Atl_1/2> ) s (240)

der ausschliellich die bekannten Gréflen der vergangenen Zeitpunkte bendtigt und eine
Genauigkeit zweiter Ordnung besitzt. Mit der nach Gl. (2.37) bekannten Beschleunigung

18



2.3. Materialtheorie und konstitutive Annahmen

kann die Geschwindigkeit nach Vorbild des Schemas aus Gl. (2.40) berechnet werden
Xi—1/2 = Xi—1-1/2 + X1 Aty . (2.41)

Bezitiglich der Berechnung der variablen kritischen Zeitschrittweite und des Ablaufes
der expliziten FE-Simulation sei auf HALLQUIST (2016) und BELYTSCHKO U. A. (2000)
verwiesen.

Die zeitliche Diskretisierung mit einem expliziten Integrationsverfahren bietet fiir die
Konstitutivgleichung den Vorteil, dass keine Materialtangente berechnet werden muss,
wie sie iiblicherweise bei der Linearisierung impliziter Gleichungen erforderlich ist.

2.3. Materialtheorie und konstitutive Annahmen

Um eine Konstitutivgleichung fiir offenzellige Polymerschdume zu bestimmen, werden
in dieser Arbeit sowohl Elemente der deduktiven als auch Elemente der induktiven Vor-
gehensweisen der Materialtheorie verwendet. Die deduktive Vorgehensweise beinhaltet
fundamentale Ideen und Prinzipien, die sich als niitzlich, logisch oder absolut notwendig
zur systematischen Konstruktion von Konstitutivgleichungen erwiesen haben (HAUPT
2000). Zentrale Veroffentlichungen auf diesem Gebiet stellen die Arbeiten von NOLL
(1958), TRUESDELL UND NOLL (2004) und NoLL (1972) dar. Die Ableitung der Ma-
terialgleichungen auf Basis konstitutiver Prinzipien gewéhrleistet, dass die so bestimm-
ten Gleichungen im Rahmen der gewéhlten Prinzipien mathematisch und physikalisch
widerspruchsfrei formuliert sind. Die Prinzipien dieser Arbeit, denen insbesonders die
Konstitutivgleichungen des Kapitels 5 gehorchen, werden an dieser Stelle kurz erlédutert
und gelten im Rahmen der Kontinuumsmechanik fiir homogene Korper. Induktive Ele-
mente kommen bei der nichtlinearen Erweiterung der Konstitutivgleichungen in Kapitel
5 und bei deren Auswahl in Kapitel 6 zum Einsatz.

Kausalitatsprinzip

Das Kausalitatsprinzip besagt, dass die gesuchten Groflen in abhéngige und unabhéan-
gige Variablen unterteilt werden miissen. In den Konstitutivgleichungen dieser Arbeit
sind die kinematischen Gréflen die unabhangigen Variablen und die Spannungen die
abhangigen. Eine Abhangigkeit von der Temperatur wird nicht betrachtet. Auflerdem
besitzen die konstitutiven Parameter keine explizite Zeitabhéngigkeit, um eine Alterung
der Materialeigenschaften zu berticksichtigen.
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2. Grundlagen

Prinzip des Determinismus

Das Prinzip des Determinismus besagt, dass der aktuelle Zustand eines Korpers nur
durch die aktuelle Beanspruchung und ihre Vorgeschichte bestimmt wird. Folglich wer-
den aus den abhangigen Grofien Zeitfunktionale der unabhangigen Groflen aller materi-
eller Punkte eines Korpers.

Im Rahmen dieser Arbeit wird angenommen, dass die Beanspruchung erst zum Zeit-
punkt 5 = 0 einsetzt und das Material zuvor in Ruhe war. Folglich ist die Referenz-
konfiguration spannungsfrei und die Spannungen zum Zeitpunkt ¢ hingen ausschliellich
von der Dehnungsgeschichte ab, die sich zwischen #, und ¢ ereignet hat.

Prinzip der lokalen Wirkung — einfache Materialien

Das Prinzip der lokalen Wirkung schrankt das Prinzip des Determinismus ein. Es be-
sagt, dass die abhingigen Groflien eines materiellen Punktes nur Zeitfunktionale der
unabhéngigen Groflen in der differentiellen Umgebung des materiellen Punktes sind.
Damit entsteht eine rein lokale Theorie ohne hohere raumliche Gradienten.

Entwickelt man die unabhéangigen Groflen in einer Taylorreihe und bricht die Entwick-
lung nach der ersten Ableitung ab, so erhélt man ein einfaches Material. Die kinematische
Beschreibung dieser Materialien erfolgt ausschliefllich mit dem materiellen Deformati-
onsgradienten F erster Ordnung (vgl. Abschnitt 2.1.1).

Prinzip der Objektivitat

Das Prinzip der Objektivitat besagt, dass eine Konstitutivgleichung unabhangig vom
Bezugssystem des Beobachters giiltig sein muss, und wird deshalb auch als Prinzip der
Beobachterinvarianz bezeichnet. Fiir die passive Interpretation dieses Prinzips als Koor-
dinatentransformation und die aktive Interpretation als koordinatenfreie Abbildung sei
auf HAUPT (2000) verwiesen.

Translationen und Rotationen verandern die relative Lage zwischen ortsfesten und mit-
bewegten Koordinatensystemen. Die Elimination dieser Bewegungen aus der Konstitu-
tivgleichung entspricht der Entfernung von Starrkorpertranslationen und Starrkoérper-
rotationen. Dies gelingt, wenn die kinematischen und kinetischen Groflen objektiv oder
invariant beim Wechsel zwischen Koordinatensystemen sind.

Tensoren zweiter Stufe heiien objektiv, wenn der Ubergang von einem Koordinatensys-
tem eq,e; und ez in ein anderes Koordinatensystem ey, e; und es wie bei der Cauchy-
Spannung T einer Drehung mit dem orthogonalen Rotationstensor Q entspricht

T=Q T -Q". (2.42)
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2.3. Materialtheorie und konstitutive Annahmen

Sie heilen korperbezogen objektiv (ALTENBACH UND ALTENBACH 1994), wenn wie
beim Green-Lagrangeschen-Dehnungstensor E

E=E (2.43)

erfiilllt ist. Grofen, die Gl. (2.42) oder Gl. (2.43) erfiillen, kénnen folglich zur Formulie-
rung einer Konstitutivgleichung herangezogen werden.

Die Konstitutivgleichungen in Ratenform miissen dem Kriterium der Objektivitat eben-
falls geniigen. Um die Cauchy-Spannung in einer Ratenformulierung zu nutzen, obwohl
T keine objektive Grofe ist, stehen verschiedene objektive Spannungsraten wie die
Jaumann-Rate T, die Oldroyd-Rate TV oder die Cotter-Rivlin-Rate T2 zur Verfiigung.

Konzept der dualen Variablen

Als Konsequenz der Beobachterinvarianz folgt das Konzept der dualen Variablen. Wenn
als abhéngige und unabhangige Groflen der Konstitutivgleichung duale Variablen ver-
wendet werden, ist sichergestellt, dass das Prinzip der Objektivitidt automatisch erfillt
wird. Dartiber hinaus sind duale Groflen energetisch konjugiert und die Spannungsleis-
tung kann nach Vorbild der Gl. (2.28) berechnet werden.

In Kapitel 5 kommen die dualen Gréfen S und E sowie T und U zum Einsatz. Durch
ihren Bezug zur Referenzkonfiguration erfiillen sie Gl. (2.43) und bieten dariiber hinaus
den Vorteil eines konstanten Bezugssystems fiir die gesamte Dehnungsgeschichte.

Prinzip des schwindenden Gedachtnisses

Das Prinzip des schwindenden Gedéchtnisses besagt, dass unmittelbar zuriickliegende
Ereignisse grofleren Einfluss auf die Materialantwort besitzen als weiter zuriickliegende
Ereignisse. Dieses Prinzip schrankt die viskoelastischen Materialfunktionen ein.

Symmetrieeigenschaften: Isotropie

Offenzellige Polymerschdume werden in dieser Arbeit als isotrope Materialien behandelt.
Besitzt ein Korper keine richtungsabhéngigen Eigenschaften, so darf sich eine Drehung
des Koordinatensystems mit dem beliebigen orthogonalen, zeitlich konstanten Rotations-
tensor QQ nicht auf die Spannungsantwort auswirken. Die mathematische Formulierung
dieser Forderung lautet am Beispiel der dualen GréBen Ty und U

T(Q- U(t)- Q") = Q- T(U(1) - Q" (2.44)
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2. Grundlagen

Kinematische Einschrankung

Dass bei uniaxialer Druckbelastung offenzelliger Polymerschaume nahezu keine Quer-
dehnung auftritt, bildet die Grundlage der kinematischen Einschriankung dieser Arbeit.
Sie resultiert fiir materiell linear viskoelastisches Materialverhalten in einer verschwin-
denden Querkontraktion und wird in Abschnitt 5.1 genauer erldutert.
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Konstitutivgleichungen viskoelastischer
Festkorper

Die Anfiange der Theorie der Viskoelastizitéit reichen bis in die letzten Jahrzehnte des
19. Jahrhunderts zuriick. In dieser Zeit wurden in den Arbeiten von MAXWELL (1867),
MEYER (1874), VoIaT (1892) und WIECHERT (1893) elementare Konstitutivgleichung-
en einfacher rheologischer Modelle aufgestellt, die die Grundlage fiir zahlreiche Modelle
der linearen Viskoelastizitédt bilden und noch heute die Namen der Physiker tragen. Auf
Basis dieser Modelle formulierte Boltzmann das nach ihm benannte Superpositionsprin-
zip (BOLTZMANN 1876), das eine wesentliche Eigenschaft der linearen Viskoelastizitéts-
theorie darstellt.

Seither hat sich die mathematische Beschreibung des viskoelastischen Materialverhal-
tens stark weiterentwickelt und schliefit auch nichtlineare Modelle ein. Ein vollstandiger
Uberblick iiber die fundamentale Theorie der Viskoelastizitiat kann an dieser Stelle nicht
gegeben werden. Dies ist zum einen der Vielzahl an Konstitutivgleichungen geschuldet,
zum anderen sind die Modelle teilweise nur fiir bestimmte Werkstoffgruppen, einen be-
schrankten Temperaturbereich oder spezifische Lastfélle giiltig. Konstitutivgleichungen,
die durch molekulare Deformationsmechanismen und damit durch die Struktur des vis-
koelastischen Werkstoffes motiviert sind, werden in dieser Arbeit nicht behandelt. Auch
wenn sie eine addquate Beschreibung des Grundmaterials des Schaumes lieferten, waren
sie fir die makroskopische Modellierung des Polymerschaumes als Kontinuum unge-
eignet, da sie inkompatibel mit der Annahme einer verschwindenden Querkontraktion
sind (vgl. Abschnitt 2.3 und 5.1). Hinsichtlich mikromechanisch motivierter Modelle fiir
Polymerwerkstoffe sei der interessierte Leser jedoch auf die Verdffentlichungen visko-
elastischer Modelle mit Bezug zur Theorie des freien Volumens und zu Polymernetzwer-
ken verwiesen (KNAUSS UND EMRI (1981), DrROzDOV (1998), MIEHE UND GOKTEPE
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3. Konstitutivgleichungen viskoelastischer Festkorper

(2005), LINDER U. A. (2011), BILLON (2012)).

Der Schwerpunkt dieses Kapitels liegt auf Konstitutivgleichungen viskoelastischer Fest-
korper, die iiberwiegend phanomenologischen Ursprungs sind und auf mathematischen
Annahmen beruhen. Es stellt somit das Rahmenwerk bereit, in das die Konstitutivglei-
chungen fiir Polymerschaume in Kapitel 5 eingebettet werden. Dariiber hinaus soll der
Unterschied zwischen linearen und nichtlinearen Modellen der Viskoelastizitat verdeut-
licht werden.

Zuerst werden die Charakteristiken viskoelastischer Festkorper erlautert und gegentiber
anderen Materialklassen abgegrenzt. Um viskoelastisches Materialverhalten mathema-
tisch zu beschreiben, gibt es verschiedene Darstellungsformen. Diese werden zunéchst
fiir die Konstitutivgleichungen der linearen Viskoelastizitdt im Bereich kleiner Defor-
mationen eingefiihrt. Ausgehend von einer allgemeinen Darstellung eines Funktionals
werden die Differential- und Integralformen fiir ausgewéahlte rheologische Modelle her-
geleitet. Dabei wird die Spannung in Abhéngigkeit der Dehnungsgeschichte berechnet.
Eine Darstellung der Dehnung in Abhéngigkeit der Spannungsgeschichte ist ebenfalls
moglich, findet in dieser Arbeit jedoch keine Anwendung. Im Anschluss wird fir das
generalisierte Maxwell-Element gezeigt, dass die Konstitutivgleichungen auch deduktiv
von der freien Energiefunktion abgeleitet werden koénnen. Auflerdem wird anhand die-
ses Beispiels auch das Konzept der Aufspaltung der Spannung in Gleichgewichts- und
Nichtgleichgewichtsanteile erlautert.

Um die fundamentalen Eigenschaften in einfacher Notation aufzuzeigen, bleiben die
Gleichungen an dieser Stelle auf eine Dimension beschrénkt und werden schliellich in
Abschnitt 3.2.6 auf drei Dimensionen erweitert. Eine umfassende Darstellung der Theorie
der linearen Viskoelastizitat gibt TSCHOEGL (1989), einen Einstieg ermoglichen WINE-
MAN UND RAJAGOPAL (2000) und GUTIERREZ-LEMINI (2014).

Warum Versuchsdaten mithilfe linear viskoelastischer Konstitutivgleichungen nur in ein-
geschrankten Bereichen abgebildet werden konnen, erklért der letzte Abschnitt der li-
nearen Viskoelastizitatstheorie anhand zweier Standardanregungen und motiviert damit
das Studium nichtlinear viskoelastischer Konstitutivgleichungen.

Mit dem Ubergang auf finite Deformationen befindet man sich in der Theorie der nicht-
linearen Viskoelastizitat. Wie die Modelle der linearen Viskoelastizitatstheorie auf finite
Deformations- und Spannungsmafle erweitert werden kénnen, wird als erstes vorgestellt.
Anhand des generalisierten Maxwell-Elementes wird das Vorgehen anschliefend mit un-
terschiedlichen Spannungs- und Dehnungsmaflen veranschaulicht.

Den Abschluss dieses Kapitels bildet die Theorie der finiten nichtlinearen Viskoelastizi-
tat, die neben geometrischer auch materielle Nichtlinearitit berticksichtigt. Mathema-
tische Annahmen beziiglich des Spannungsfunktionals fiihren zu Mehrfach- oder nicht-
linearen Einfachintegralen. Die Einfithrung des Pipkin-Roger-Modells und des Green-
Rivlin-Modells bildet die Grundlage fiir das Kapitel 5 iiber die viskoelastische Uber-
spannung von Schaumen.
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3.1. Materialklassen

Ratenunabhéngiges Materialverhalten
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Abbildung 3.1.: Einteilung des Materialverhaltens in vier Kategorien nach HAUPT
(1993), Spannungs-Dehnungs-Diagramme fiir zyklische Dehnungsanre-

gung
3.1. Materialklassen

HAUPT (1993) unterscheidet vier Klassen von Materialverhalten und ordnet jeder Klasse
eine eigene Materialtheorie zu. Dabei stiitzt er sich auf experimentelle Beobachtungen
und teilt die Materialien nach Ratenabhéngigkeit und Hystereseverhalten ein. In Ab-
bildung 3.1 ist das Materialverhalten anhand eines Spannungs-Dehnungs-Diagrammes
fiir zyklische Dehnungsanregung exemplarisch fiir die vier Materialtheorien Elastizitat,
Plastizitat, Viskoelastizitat und Viskoplastizitat dargestellt.

Plastische und viskoplastische Materialien zeichnen sich durch eine Gleichgewichtshys-
terese aus. Bei diesen Werkstoffen fiihren statische und dynamische Belastungsprozesse
zu bleibenden Verédnderungen in der Materialstruktur, sodass Be- und Entlastungspfad
voneinander abweichen. Zeigt ein Material keine Gleichgewichtshysterese, d. h. Be- und
Entlastungpfad stimmen fiir statische Prozesse iiberein, so handelt es sich um elastisches
Materialverhalten. Weicht das Material fiir dynamische Prozesse von diesem Pfad ab,
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3. Konstitutivgleichungen viskoelastischer Festkorper

so gehort es zur Klasse viskoelastischer Materialien.

Vergleicht man die Antworten viskoelastischer und viskoplastischer Materialien in Ab-
bildung 3.1, so ist der Unterschied zwischen den Materialklassen fiir die zyklische Deh-
nungsanregung nicht unmittelbar ersichtlich. Werden die beiden Materialien jedoch ent-
lastet, wird das viskoplastische Material bleibende Deformationen aufweisen, wahrend
das viskoelastische Material im Grenzfall fiir unendliche Zeiten in seine urspriingliche
Form zuriickkehren wird. Dieser Vorgang, der auch Erholung genannt wird, ist cha-
rakteristisch fiir viskoelastische Festkorper und zeigt, dass die Antwort viskoelastischer
Materialien zeitabhéngig ist.

Diese Eigenschaft wird besonders unter Standardanregungen deutlich, wie sie in Ab-
bildung 3.2 fiir viskoelastische Festkorper dargestellt sind. Wie ein elastisches Material
reagiert ein viskoelastischer Festkorper auf eine Sprunganregung der Spannung unmittel-
bar mit einem Sprung der Dehnung. Ebenso fithrt ein Dehnungssprung auf eine Sprung-
antwort der Spannung. Wird die Dehnung sprunghaft aufgebracht und dann konstant
gehalten, so nimmt die Spannung nach dem anfinglichen Spannungssprung monoton
ab und nahert sich asymptotisch der Gleichgewichtsspannung an. Dieses Verhalten wird
als Spannungsrelaxation bezeichnet. Der aktuelle Spannungswert lésst somit nicht auf
einen Dehnungszustand schlieen. Vielmehr hiangt die Spannung von der gesamten Deh-
nungsgeschichte ab, die dem aktuellen Zeitpunkt vorausgegangen ist.

Wird der viskoelastische Festkorper mit einer Stufenfunktion der Spannung angeregt, so
nimmt die Dehnung stetig zu und nahert sich in der Modellvorstellung asymptotisch der
Gleichgewichtsdehnung an. Dieses Verhalten wird als Kriechen bezeichnet. In Realitét
kann die konstante Spannungsanregung auch zu sekundarem und tertiirem Kriechen
und schliellich zum Versagen des Werkstoffes fithren, das mit der Viskoelastizitétstheo-
rie alleine nicht beschrieben werden kann. Kriechversuche werden in dieser Arbeit nicht
betrachtet, sodass auch die Darstellung der Dehnung in Abhéngigkeit der Spannungs-
geschichte nicht behandelt wird.

Mithilfe der Theorie der Viskoelastizitdt konnen nicht nur viskoelastische Festkorper,
sondern auch viskoelastische Fluide beschrieben werden. Das Verhalten von Fluiden
ist ebenfalls durch Spannungsrelaxation bei konstanter Dehnung und Kriechverhalten
unter konstanter Spannung gekennzeichnet, unterscheidet sich jedoch im Grenzfall fiir
unendliche Zeiten. Wahrend sich bei konstanter Dehnung die Spannung bei Festkorpern
asymptotisch der Gleichgewichtsspannung annihert, relaxiert die Spannung bei Fliissig-
keiten auf null. Unter konstanter Spannung ist die Dehnung bei Festkorpern beschréankt,
wahrend Fliissigkeiten immer weiter kriechen. Die Moglichkeit einen stationédren Flie3-
zustand einzunehmen, ist charakteristisch fiir viskoelastische Fluide. Eine ausfiihrliche
Diskussion der Eigenschaften viskoelastischer Materialien ist in GUTIERREZ- LEMINI
(2014) und TSCHOEGL (1989) enthalten. Im Weiteren beschranken sich die Ausfiihrun-
gen auf viskoelastische Festkorper.
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Instantane Elastizitat Spannungsrelaxation
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Abbildung 3.2.: Charakteristiken viskoelastischer Festkorper

3.2. Lineare Viskoelastizitat fiir kleine Deformationen

Die Konstitutivgleichungen der linearen Viskoelastizitédt werden in diesem Abschnitt
als eindimensionale Zusammenhénge zwischen der Spannung ¢ und der Verzerrung e
dargstellt. Aufgrund der kleinen Deformationen kénnen ¢ und e beliebige zueinander
gehorige Komponenten eines Spannungstensors o und eines Verzerrungstensors € sein,
beispielsweise die Normalspannung o7; und Normalverzerrung €1; oder die Schubspan-
nung o5 und die Schubverzerrung e1s.

Wie im vorherigen Abschnitt 3.1 ausgefithrt wird die Spannung ¢ zum Zeitpunkt ¢ fiir
t

viskoelastische Materialien durch die gesamte vergangene Dehnungsgeschichte e(u)|
verursacht. Dieser Zusammenhang kann allgemein mithilfe eines Funktionals £ formu-
liert werden

o(t) = L (e(u)lie_) - (3.1)

Mit der Annahme, dass die Anregung zum Zeitpunkt ¢ = 0 beginnt und das Material
zuvor in Ruhe war, entféllt der negative Zeitbereich der Dehnungsgeschichte innerhalb
des Funktionals

o(t) = L (=(u)]iy) - (3.2)

Die Variable u lauft dann iiber alle vergangenen Zeiten seit Belastungsbeginn ¢ = 0 bis
zum aktuellen Zeitpunkt ¢ und wird auch als historische Zeit bezeichnet.
Im Rahmen der Theorie der linearen Viskoelastizitat muss das Funktional £ zwei Be-
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3. Konstitutivgleichungen viskoelastischer Festkorper

dingungen erfiillen (TSCHOEGL 1989). Die erste Bedingung besagt, dass die Skalierung
der Anregung um einen Faktor a eine Skalierung der Antwort um denselben Faktor zur
Folge hat

L{ave(u)lyy) = aL(e(u)],o) = ac(t). (3.3)

Zudem muss eine Anregung in Einzelanregungen () = 3272 | €x(t) zerlegt werden kon-
nen, ohne dass sich die Antwort dndert

i Zﬁ (en(u ZUk (3.4)

Gleichung (3.4) bedeutet, dass die Anregungen unabhéngig voneinander betrachtet wer-
den konnen und es keine Interaktion zwischen ihnen gibt. Dabei konnen die einzelnen
Stimuli auch zu unterschiedlichen Zeiten einsetzen. Wird eine Anregung e, (t) beispiels-
weise um eine gewisse Zeitspanne At verschoben, wird auch deren Antwort oy () um
dieselbe Zeitspanne verschoben

L(ex(w)]yeo) = on(t),

(3.5)
Llex(u— AD)['y) = oult — A1),

Dabei verdndert sich die Spannungsantwort nicht. Diese Bedingung macht deutlich,
warum alternde Materialien nicht Teil der linearen Viskoelastizitat sein konnen.

Fiir die lineare Viskoelastizitat werden die Moglichkeiten, ein Funktional entweder im-
plizit als Differentialgleichung bzw. als System von Differentialgleichungen oder explizit
als Integralgleichung darzustellen, im Folgenden aufgezeigt.

3.2.1. Differentialdarstellung

Lineare Differentialgleichungen erfiillen die beiden Grundgleichungen (3.3) und (3.4) und
sind mit geeigneten Anfangsbedingungen in der Lage, viskoelastisches Materialverhalten
abzubilden. Sie verkniipfen die zeitlichen Ableitungen der Spannung mit den zeitlichen
Ableitungen der Dehnung

m

i Wi dt(t) k,m € N, (3.6)

Z Oék dtk

m=0

wobei die Summation an geeigneter Stelle abgebrochen werden kann. Die Ableitungen
konnen von beliebiger natiirlicher Ordnung sein und mit zeitabhéangigen oder konstanten
Koeffizienten oy (t) und w,,(t) unterschiedlich gewichtet werden.
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3.2. Lineare Viskoelastizitat fur kleine Deformationen

a) Hookesche Feder b) Newtonscher Dampfer c) Fraktionales Ddmpferelement
de(t) o die(t)
K n ¢, K

Abbildung 3.3.: Rheologische Modelle der linearen Viskoelastizitat

Differentialgleichungen kénnen mithilfe von rheologischen Modellen motiviert werden.
Die Grundmodelle fiir viskoelastisches Materialverhalten sind Feder- und Dampferele-
mente (vgl. Abbildung 3.3). Gentigen die Modelle linearen Konstitutivgleichungen, d. h.
es werden Hookesche Federn und Newtonsche Déampfer verwendet, so erhélt man lineare
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten.

Bei der Hookeschen Feder steigt die Spannung o linear mit der Dehnung ¢ an

o= Ke. (3.7)

Je nach Art der Spannung und Verzerrung entspricht die Proportionalitdtskonstante dem
Elastizitdtsmodul £ oder dem Schubmodul G. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit
wird im Weiteren die Federsteifigkeit K als Modul verwendet.

Die Energiedichte w = pw einer Feder hangt von der Proportionalitatskonstanten und
der Dehnung der Feder ab. Wird die Feder aus der undeformierten Lage €; = 0 auf die
Dehnung e gestreckt, so nimmt die Energiedichte nach

€2 €2

1
w:/adgz/Kgd&?:iK(gg—sf) (3.8)
€1

€1

zu. Kehrt die Feder wieder in ihre Ausgangslage zurtick, so nimmt die Energiedichte um
denselben Betrag ab. Federelemente sind folglich in der Lage, Energie zu speichern und
wieder freizugeben.

Beim Newtonschen Dampfer steigt die Spannung o linear mit der Dehnrate % =¢ an

o=ne. (3.9)

Die Proportionalitatskonstante entspricht der dynamischen Viskositdat n. Unabhéangig
davon, ob der Dampfer gestreckt oder gestaucht wird, nimmt die Energiedichte eines
Dampfers

) to

to 2
de de de
_ B B S
w—/ade—/ndtdt dt—n/ (dt) dt >0 (3.10)

€1
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3. Konstitutivgleichungen viskoelastischer Festkorper

Gleichgewichtsbedingung DGL des Gesamtsystems

O;_eq o— é-eq = Oov
— | Keq —>0':O'eq+0'ov O'._Keqé: Klée
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Abbildung 3.4.: Drei-Parameter-Festkorper: Grundgleichungen und Herleitung der Dif-
ferentialgleichung

immer positive Werte an, sodass die Energie des Dampfers nicht zuriickgewonnen wer-
den kann und vollstandig dissipiert.
Die Moglichkeiten, Feder- und Dampferelemente in Reihen- und Parallelschaltungen an-
zuordnen, sind unbegrenzt. Jedoch sind nicht alle Kombinationen geeignet, das Verhalten
eines viskoelastischen Festkorpers abzubilden. In TSCHOEGL (1989) werden verschiede-
ne Standardmodelle diskutiert, die auf eine physikalisch sinnvolle Antwort fithren. Das
einfachste Modell, das instantane Elastizitdt, Spannungsrelaxation, Kriechverhalten und
instantane und verzogerte Erholung abbilden kann, ist der Drei-Parameter-Festkorper
der linearen Viskoelastizitdt. In Abbildung 3.4 ist der Drei-Parameter-Festkorper als
Parallelschaltung einer Feder der Steifigkeit K., und einer Maxwell-Einheit abgebildet,
die aus der Serienschaltung einer Feder der Steifigkeit K; und eines Daémpferelemen-
tes der Viskositit n; besteht. Fiir die Serienschaltung gilt, dass jedes Element dieselbe
Spannung erfahrt und sich die Gesamtdehnung additiv aus den Dehnungen der einzel-
nen Elemente zusammensetzt. Fiir die Parallelschaltung gilt, dass die Dehnung fiir jedes
Element gleich ist und sich die Spannung additiv aus den Beitrdgen jedes Elementes
zusammensetzt.
Ausgehend von der zeitlichen Ableitung der Gleichgewichtsbedingung, den Konstitutiv-
gleichungen fiir die einzelnen Elemente und der Kompatibilitatsbedingung der Dehnun-
gen aus Abbildung 3.4 kénnen alle vier Gleichungen zu einer Differentialgleichung in der
Gesamtspannung o(t) und Gesamtdehnung e(¢) kombiniert werden

do(t) K

de(t) KooK
4 2o(t) = (Keg + K 1
dt+7710(> (Keq + K1) == F oy

(t). (3.11)

Als dritte Grofle neben den beiden Steifigkeiten K., und K; wird statt der Viskositét
m oft die Relaxationszeitkonstante 7, = ;’(—11 oder deren Kehrwert, die Relaxationsra-
te B, = %, als Eingabeparameter in FEM-Berechnungsprogrammen gefordert (HALL-
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3.2. Lineare Viskoelastizitat fur kleine Deformationen

QUuIST 2016). Je hoher die Relaxationsrate ist, desto schneller klingt die Spannung des
Maxwell-Elementes ab.

Bei der Abbildung von Versuchsdaten sind drei Parameter héufig nicht ausreichend, da
in realen Materialien Vorgange unterschiedlicher Relaxationsraten auftreten. Zusatzliche
Maxwell-Elemente in Parallelschaltung zum Federelement konnen dabei durch Relaxa-
tionsraten mit beispielsweise dekadischen Abstéinden den unterschiedlichen Zeitskalen
Rechnung tragen. Eine solche Anordnung wird als generalisiertes Maxwell-Element oder
als Wiechert-Element bezeichnet und ist in Abbildung 3.5 dargestellt.

Zur impliziten Beschreibung des generalisierten Maxwell-Elementes wird statt einer Dif-
ferentialgleichung (vgl. Gl. (3.6)) meist ein System aus Differentialgleichungen verwen-
det. Die Gesamtspannung setzt sich additiv aus den Einzelspannungen der parallel ge-
schalteten Elemente, also der Spannung des Federelementes o, (%) und aus den Span-
nungen der einzelnen Maxwell-Elemente o;(¢), zusammen

(3.12)

Um die Spannung des j-ten Maxwell-Elementes berechnen zu kénnen, muss bekannt
sein, wie sich die Gesamtdehnung ¢(t) auf die elastische Dehnung der Feder £5(#) und auf
die viskose Dehnung des Démpfers £7(t) aufteilt. Der Zusammenhang zwischen duflerer
Anregung ¢(¢) und den inneren Variablen €5 (¢) ist durch das System aus Ny Evolutions-
gleichungen der Form

1 dej(1)
B; dt

gegeben, die aus der Kompatibilitdatsbedingung der Dehnung und der Spannungsglei-
chung fir jedes Maxwell-Element hervorgehen (vgl. Abbildung 3.5). Welche Grofien

= e(t) (ohne Summation) (3.13)

i (t) +

als innere Variable gesetzt werden, ist im Konzept innerer Variablen (COLEMAN UND
GURTIN 1967) freigestellt. Wihlt man die elastischen Dehnungen der Federn £5(t) als
innere Variable aus, so erhalt man mit den zugehorigen Evolutionsgleichungen dieselbe
Systemantwort. Dies gilt auch, wenn die Spannungen der einzelnen Maxwell-Elemente
oj(t) als innere Variable gewéhlt werden. Die Evolutionsgleichung fiir das j-te Maxwell-
Element lautet dann

day(t)
dt

+ 5j0’j(t) =K d€(t>

iy (ohne Summation). (3.14)
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Gleichgewichtsbedingung

Oeq <—

Keq
Ol a0 =00+ 2 0y(t)
WA e —]
771 Kl O'NJ 4_
o :'_/\/W_ Kompatibilitatsbedingung  Gleichungen der Einzelelemente
K . Oeq = g€
72 2 €=¢ef +¢€§
: | ~ 7 =K =
J J
—|:|—/\/\/\/* - > > (ohne Summation)
TINy KN,

Abbildung 3.5.: Generalisiertes Maxwell-Element

Fraktionale Zeitableitungen
Rheologische Modelle, die neben Hookeschen Federn und Newtonschen Dampfern auch
Elemente mit fraktionalen Ableitungen

de(t)

£ —
o(t) = =g

= cD"e(1) mitk ERNO< k<1
(3.15)

enthalten, gehoren ebenfalls zur linearen Viskoelastizitat (vgl. Abbildung 3.3). Durch
die Erweiterung der Ordnung der Ableitung x auf reelle Zahlen im Intervall (0,1) bewe-
gen sich diese Modelle zwischen rein elastischem (x = 0) und rein viskosem Verhalten
(k = 1) (L1oN 2007). Neben der Ordnung der Ableitung bietet ein fraktionales Damp-
ferelement einen zweiten Parameter zur Anpassung, die Proportionalitatskonstante c.
Der Vorteil fraktionaler Ableitungen gegentiber klassischen Modellen liegt darin, dass
Versuchsdaten mit wenigen Parametern angepasst werden konnen (BAGLEY UND TOR-
VIK 1983). TORVIK UND BAGLEY (1984) zeigten zudem, dass fraktionale Ableitungen
auf natiirliche Weise bei der Losung mechanischer Probleme mit viskosen Fluiden auf-
treten. Dariiber hinaus stehen fraktionale Ableitungen in Zusammenhang mit der Mo-
lekulartheorie (siehe SCHMIDT U. A. (2000) und die darin enthaltenen Referenzen).
GeméB der Riemann-Liouville-Definition der fraktionalen Ableitung (vgl. ADOLFSSON

A. (2004), L1 u. A. (2011)) kann der fraktionale Ableitungsoperator D" fir die lineare
Viskoelastizitat mit der Anfangsbedingung €(0) = 0 und der Eulerschen Gammafunktion
['(¢) in der Form

c

o(t) = 1_“;11/ " du] (3.16)

0
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3.2. Lineare Viskoelastizitat fur kleine Deformationen

oder mit der Definition der fraktionalen Ableitung nach Caputo

in Integralform dargestellt werden. Bei dem Integral in Gl. (3.17) handelt es sich um eine
Faltung zwischen dem gebrochenrationalen Faltungskern 1/¢* mit einer Singularitét an
der Stelle £ = 0 und der Dehnrate €. Rheologische Modelle mit Elementen natitirlicher
Ordnung konnen ebenfalls mittels Integralgleichungen charakterisiert werden. Dies wird
im néchsten Abschnitt aufgezeigt.

3.2.2. Integraldarstellung

Die erste Moglichkeit, die Integraldarstellung sichtbar zu machen, besteht darin, von
der allgemeinen Darstellung eines Funktionals auszugehen. Wenn die Dehnung ¢(t) wie
angenommen eine kontinuierliche Funktion der Zeit ist, kann das lineare Funktional
L(e(u)l! ) gemaf des Rieszschen Darstellungssatzes (RIESZ UND SZOKEFALVI-NAGY

U=—00

(1955)) als Stieltjes-Faltungsintegral

t

o(t)zzﬁ(e(uﬂisz)::(/ K(t — u)de(u) (3.18)

—0o0

zwischen der Materialfunktion K(t) und der Dehnung e(t) geschrieben werden. Die
Materialfunktion K (t) hangt von dem betrachteten Material ab und muss durch Expe-
rimente bestimmt werden.

Das Faltungsintegral besagt, dass sich die Spannung zum aktuellen Zeitpunkt o(¢) aus
allen Dehnungen der vergangenen Zeiten e(u) zusammensetzt, die mit der zugehorigen
Steifigkeit K (t—u) gewichtet werden. Die Differenz ¢ — v misst dabei die Dauer, wie lan-
ge die Dehnungsanregung e(u) bereits in der Vergangenheit liegt, und bestimmt alleine
die Gewichtung der Dehnungsanregung unabhéngig davon, welche Dehnungsgeschichte
das Material bisher erfahren hat. Gleichung (3.18) verdeutlicht somit die zweite Bedin-
gung der Linearitdt (vgl. Gl. (3.4)), dass die einzelnen Dehnungsanregungen unabhéngig
voneinander tiberlagert werden, und ist auch als Boltzmannsches Superpositionsprinzip
bekannt.

Wenn weiterhin angenommen wird, dass keine Dehnung ¢(t) fur Zeiten kleiner als null
vorliegt, so verschwindet das uneigentliche Integral und Gl. (3.18) wird zu

t

ﬂw:ammw+/Ku—m

0+

de(u)
du

du, e(t)=0 Vt<O0. (3.19)
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3. Konstitutivgleichungen viskoelastischer Festkorper

Der erste Summand tragt dabei der Diskontinuitét fiir den Fall Rechnung, dass die Deh-
nung bei ¢ = 0 von null auf £(0) springt, und entféllt fur £(0) = 0. Mithilfe partieller
Integration und der Kommutativitat des Faltungsintegrales konnen weitere Darstellun-
gen hergeleitet werden (WINEMAN UND RAJAGOPAL 2000). Steht im Faltungsintegral
statt der Dehnrate die Dehnung, so berechnet sich die Spannung immer als Summe

o(t) = K(0)(t) + / K(t — w)e(u) du. (3.20)

Die Integrationsgrenze 07 in Gl. (3.19) und Gl. (3.20) verdeutlicht an dieser Stelle, dass
die Integration ab null beginnt und null nicht einschliefit. Auf diese besondere Kenn-
zeichnung wird im Folgenden verzichtet.

Die zweite Moglichkeit, die zu einer Integraldarstellung fiihrt, besteht darin, eine li-
neare Differentialgleichung mit geeigneten Anfangsbedingungen zu l6sen. Dies soll am
Beispiel des Drei-Parameter-Festkorpers und des generalisierten Maxwell-Elementes aus
Abschnitt 3.2.1 im Zeitbereich erfolgen. Alternativ besteht auch die Moglichkeit, diese
Gleichungen mithilfe der Laplace-Transformation zu lésen. Diese Vorgehensweise wird
beispielsweise in TSCHOEGL (1989) gezeigt.

Die Losung der Differentialgleichung eines rheologischen Modells fiihrt im Gegensatz
zur allgemeinen Darstellung (3.18) auf eine konkrete Form der Materialfunktion, deren
Parameter aus Experimenten bestimmt werden miissen. Der Vergleich zwischen Expe-
riment und Modellierung zeigt dann, ob das rheologische Modell in der Lage ist, das
Materialverhalten adaquat abzubilden.

Mit den Substitutionen 8, = Ki/m und ¢(t) = (Keq + Kl) ( + Keofr(t) wird die
Differentialgleichung des Drei-Parameter-Festkoérpers (3.11) zunachst vereinfacht

do

T+ io(t) = 9(0 (321)

und dann mit den Anfangsbedingungen ¢(0) = 0 und £(0) = 0 in Integraldarstellung

t
/g “Bilt=u) dyy (3.22)
0

iiberfithrt. Die einzelnen Schritte der Herleitung sind in Abbildung 3.6 dargestellt.

In dieser vereinfachten Notation ist die Herleitung der Integralgleichung auf alle Dif-
ferentialgleichungen erster Ordnung der Form (3.21) mit konstanten Koeffizienten und
zeitabhangiger Anregung ¢(t) unmittelbar iibertragbar. Vergleicht man das Ergebnis
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3.2. Lineare Viskoelastizitat fur kleine Deformationen

] /\é{\/ Differentialgleichung des Gesamtsystems d‘zl(tt) + B1o(t) = g(t)
— mit B = Ki/m und g(t) = (Keq + K1) S0 + Koqfre(2)
m K

Losung im Zeitbereich mit den Anfangsbedingungen o(0) = 0 und £(0) =0

Herleitung der Integralgleichung  Riicksubstitution von g¢(t)

SNt 4 Bro(0)eht = ()t o(t) = [ ((Ke + K1) 52 + Keafhre(u) ) e du

% (U(t) eﬂﬂ) = g(t)ePt o(t) = fot Keq% (5(u) e‘ﬁl(t—u)) du + f(f Kye Pit—v) 7013(;) du
o(t)efrt = [ g(u)eP du (1) = Keqe(t) + [y Kre M09t gy
o(t) = Jy g(u)e =) du o(t) = i (Keq + KremP(=) 4500 dy

Abbildung 3.6.: Drei-Parameter-Festkorper: Herleitung der Integralgleichung mithilfe
der Differentialgleichung des Gesamtsystems

nach der Riicksubstitution von g(#) in Abbildung 3.6

de(u)

d 3.23
1, du (3.23)

t
o(t) = [ (Feq + Kae#07)
0

mit Gl. (3.19), so kann die Materialfunktion K () als
K(t) = Koq + K7 (3.24)

identifiziert werden.

Die Vorgehensweise zur Herleitung der Integralgleichung fiir das generalisierte Maxwell-
Element entspricht dem Drei-Parameter-Festkorper. Statt der Differentialgleichung des
Gesamtsystems werden jedoch die Evolutionsgleichungen (3.14) der Maxwell-Elemente
in Spannungsform mit den Anfangsbedingungen ¢;(0) = 0 und £(0) = 0 geldst. Mit
B; = K;j/n; und g;(t) = K; dz(tt) liefert die Riicksubstitution

t t

d
o;(t) = /gj(u)e’ﬁj(t”‘) du = /Kjeﬁj(t“)du)du. (3.25)

du
0 0
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3. Konstitutivgleichungen viskoelastischer Festkorper

GeméB Gl. (3.12) addiert sich die Gesamtspannung dann zu

o(t) = Keqe () + 3 / }(je—gi(t_u>d57(m »

du
j=1
. ). 0 ] (3.26)
= / Ko + Z Kjefﬁj(t*u) iu) du
/ = du

Im Vergleich mit der allgemeinen Integraldarstellung (3.19) zeigt sich, dass sich die
Materialfunktion fiir das generalisierte Maxwell-Element aus einem konstanten Anteil
K., und aus einer Summe gewichteter Exponentialfunktionen zusammensetzt

Ny
K(t) = Keq +>_ Kje . (3.27)

j=1

Die Summe gewichteter Exponentialfunktionen wird auch als Prony-Reihe bezeichnet.
Eine Prony-Reihe stellt ein diskretes Spektrum dar, das jeder Relaxationsrate f3; eine
Steifigkeit K; zuordnet. Die Einschrankung von K(t) auf eine Prony-Reihe ist jedoch
durch das Rieszsche Darstellungstheorem nicht gefordert. Trotzdem hat diese Wahl nu-
merische Vorteile, die in Kapitel 4 erlautert werden.

Die obige Herleitung hat gezeigt, dass fiir den Drei-Parameter-Festkorper und das gene-
ralisierte Maxwell-Element gleichwertige Differential- und Integraldarstellungen existie-
ren. Die Uberfithrung der einen Darstellung in die andere ist jedoch fiir den allgemeinen
Fall nicht moglich (GURTIN UND STERNBERG (1962), DrozDOV (1996)). Unter der
Pramisse, dass im Wesentlichen alle Differential- und Ratenmodelle in der Theorie als
Spezial- oder Grenzfille von Integralmodellen erhalten werden kénnen, legt MORMAN
(1985) den Schwerpunkt seiner Ubersicht iiber viskoelastische Modelle jedoch auf die
Integraldarstellung. Dartiber hinaus sieht FINDLEY U. A. (1976) die Integraldarstellung
gegentiiber der Differentialdarstellung im Vorteil, die tatsédchlich gemessenen viskoelas-
tischen Materialeigenschaften flexibel darzustellen und ohne Weiteres Alterung oder
Temperaturabhangigkeit zu berticksichtigen.

3.2.3. Freie Energie und Dissipationspotential

Bisher wurde vorausgesetzt, dass die Konstitutivgleichungen fiir die Feder- und Dampfer-
elemente als Beziehung zwischen Spannung und Dehnung bzw. Dehnrate direkt bekannt
waren. Rheologische Modelle kénnen jedoch auch iiber ihre Energie- und Dissipations-
potentiale definiert werden. Dadurch vereinfacht sich die Beurteilung der thermodyna-
mischen Konsistenz und die Konstitutivgleichungen werden deduktiv ermittelt. In S1MO
UND HUGHES (1998), HOLZAPFEL (2000) und JIRASEK UND BAZANT (2002) wird diese
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3.2. Lineare Viskoelastizitat fur kleine Deformationen

Vorgehensweise ausfithrlich erldutert. Im Folgenden wird das prinzipielle Vorgehen kurz
zusammengefasst.

Als elastische Einheit idealisiert ein Federelement die Energie, die im Material gespei-
chert und wieder freigegeben werden kann. Die freie Energiedichtefunktion v einer Hoo-
keschen Feder (vgl. Abbildung 3.3) ist eine quadratische Funktion der Dehnung e

) = ;K& . (3.28)

Als viskose Einheit idealisiert ein Dampferelement die Energiedissipation. Fiir ein New-
tonsches Dampferelement lautet das duale Dissipationspotential ¢*

¢* — 770.2' (329)

Die quadratische Form der spezifischen Dissipationsleistung aus Gl. (3.29) fithrt niemals
auf negative Werte und ist somit thermodynamisch zulassig.

Die freie Energiedichte 1 zusammengesetzter rheologischer Modelle berechnet sich als
Summe der freien Energiedichtefunktionen aller energiespeichernder Bausteine v; und
fithrt fiir das generalisierte Maxwell-Element aus Abbildung 3.5 auf

Y= Zw] = Kot +Z K — €))% (3.30)

j= 1

Das duale Dissipationspotential zusammengesetzter rheologischer Modelle wird ebenfalls
als Summe der Dissipationspotentiale der einzelnen Elemente berechnet und lautet fir
das generalisierte Maxwell-Element

* 4 * A 11 2
o= ¢ = 25—0‘ (3.31)
=0 j=14"7j

Ausgehend von der freien Energiedichtefunktion und dem Dissipationspotential konnen
die Gleichungen fiir die Spannung des rheologischen Gesamtmodells und die inneren Va-
riablen hergeleitet werden. Die Spannung erhélt man durch Ableitung der freien Ener-
giedichtefunktion nach der Dehnung

(1) = 52 = Kult) + 2 Kilelt) = (). (3.32)

Die viskosen Dehnungen &7 stellen in dieser Notation die inneren Variablen dar, die
mithilfe der Ableitung des dualen Dissipationspotentials ¢* nach der Spannung o; und

37



3. Konstitutivgleichungen viskoelastischer Festkorper

der Ableitung der freien Energie 1) nach der inneren Variable €] berechnet werden kénnen

_dor 1 oy v
_0%—E%m’ (MQ_&g_&@w—@@y (3.33)

&(1)

Die Kombination dieser beiden Gleichungen fithrt wiederum auf das System aus Nj Evo-
lutionsgleichungen (3.13) in Dehnungsform. Folglich geniigen die zwei skalaren Gleichun-
gen, die freie Energiedichtefunktion (3.30) und das duale Dissipationspotential (3.31),
um alle Beziehungen herzuleiten, die zur Berechnung der Spannung des generalisierten
Maxwell-Elementes erforderlich sind.

3.2.4. Materialfunktion und schwindendes Gedachtnis

In den vorherigen Abschnitten wurden Konstitutivgleichungen der linearen Viskoelas-
tiztitatstheorie eingefithrt. Mit geeigneten Anfangsbedingungen, wie sie zur Herleitung
gewisser Gleichungen bereits vorgeschrieben wurden, sind diese Gleichungen fiir beliebige
Dehnungsanregungen giiltig. Zur Losung dieser Gleichungen fehlen jedoch die Materia-
leigenschaften.

In der Integraldarstellung (3.19) enthélt die Materialfunktion K(¢) diese Informationen
vollstandig. Fiir bestimmte Anregungen, die Standardanregungen, ist die genaue Kennt-
nis der Materialfunktion nicht notwendig, um das Faltungsintegral aufzulésen. Dieses
Vorgehen ermoglicht eine einfache Ilustration und Interpretation der Materialfunktion.
Aus diesem Grund werden die Eigenschaften der Materialfunktion in Integraldarstellung
am Beispiel der Spannungsantwort auf eine Stufenanregung im Folgenden diskutiert.
Eine Dehnungsstufe e(t) = goH(t) wird durch die Heaviside-Funktion

0 fallst <y,

(3.34)
1 fallst > ¢

M) = {

und die Stufenhohe gy definiert. Zum Zeitpunkt #y = 0 springt die Dehnung von null auf
9. Zu allen anderen Zeitpunkten ist die Dehnrate gleich null.

Setzt man diese Anregung in die Integralform der linearen Viskoelastizitat (3.19) ein, so
erhdlt man die Spannung in Abhéngigkeit der Zeit

o(t) = oK (1). (3.35)

Die Materialfunktion K (t) legt folglich fest, wie das Material auf eine Stufenanregung
reagiert, und wird deshalb auch als Relaxationsfunktion bezeichnet. Wenn K(t) eine
positive, stetige und monoton fallende Funktion darstellt, so gentigt das Material der
Annahme des schwindenden Gedéchtnisses (DRAPACA U. A. 2007). Welche mathemati-
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Abbildung 3.7.: Materialfunktion eines generalisierten Maxwell-Elementes: Diskretes
Spektrum mit gleichgewichteten Relaxationsraten (links), Steifigkeits-
abfall der einzelnen Reihenglieder Kje_ﬁft in linearer und logarithmi-
scher Zeitskala (Mitte) und Steifigkeitsabfall der Prony-Reihe mit und
ohne Gleichgewichtskonstante (rechts)

sche Form die Relaxationsfunktion besitzt, ist im Rahmen der linearen Viskoelastizitéit
nicht festgelegt. Kontinuierliche Spektren K (t) = Koo+ [, H(u)e "/*dIn u und diskrete
Spektren K(t) = Koq + Z]]-vz"l K;e Pt sowie Potenzfunktionen K (t) = K.q + ot~ und
gestreckte Exponentialfunktionen K(t) = Koy + Ke~ (89" gind Beispiele fiir analytische
Ansétze der Materialfunktionen.

Als Beispiel eines diskreten Spektrums ist in Abbildung 3.7 die Prony-Reihe eines ge-
neralisierten Maxwell-Elementes dargestellt. Die Materialfunktion setzt sich aus einem
konstanten Anteil K., sowie aus monoton fallenden Exponentialfunktionen zusammen.
Die Relaxationsrate 3; jeder Exponentialfunktion bestimmt, wie schnell die Anfangsstei-
figkeit K; des zugehorigen Maxwell-Elementes abklingt. In logarithmischer Zeitskala ist
der Abfall der einzelnen Exponentialfunktion deutlich erkennbar. Ist die Materialfunkti-
on bekannt, so kann die Antwort fiir alle Standardanregungen wie die Impulsanregung,
die konstante Ratenanregung oder die harmonische Anregung aus dieser abgeleitet wer-
den.

Ob die Charakteristiken viskoelastischer Festkorper erfiillt werden, lasst sich ebenfalls
anhand der Materialfunktion K(t) tberpriifen. Instantane Elastizitat liegt vor, wenn
die instantane Steifigkeit K (0) nicht verschwindet. Die Féhigkeit zur Relaxation ist
vorhanden, wenn die Materialfunktion zeitabhéngig und monoton fallend ist. Wenn die
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Spannung unter Stufenanregung wie bei einem viskoelastischen Festkorper asymptotisch
gegen einen Grenzwert lim, ,o, 0(t) = ¢y relaxiert (vgl. Abbildung 3.2), so muss sich
die Materialfunktion folglich auch einem Grenzwert annédhern

tli)rgo K(t) = Ko mit Keq > 0. (3.36)
Dieser Grenzwert beschreibt die Steifigkeit im Gleichgewichtszustand, der sich nach
unendlich langer Zeit einstellt.
Die Materialfunktion des generalisierten Maxwell-Elementes (3.27) liefert als Grenzwert
die Steifigkeit des Federelementes K., die deshalb bereits mit dem Index o, fiir lat.
sequilibrium® (dt. Gleichgewicht) versehen wurde. Wenn sich nach unendlich langer
Zeit die Dampfer der Maxwell-Elemente vollstandig geoffnet haben, so verbleibt als
Gleichgewichtsspannung die Spannung des Federelementes ooq = Kcq€o-
Folglich erlaubt es die Gleichungsstruktur (3.26) des generalisierten Maxwell-Elementes,
die Spannung ¢ in eine Gleichgewichtsspannung 0., und eine viskose Uberspannung o,

aufzuspalten
N g (1—u de(u)
o(t) = Keelt) + Z/Kje =0 a4y
=1} u (3.37)
—_——
= Oeq + Oov -

3.2.5. Aufspaltung in Gleichgewichts- und Uberspannung

Die additive Zerlegung der Spannung in Gleichgewichts- und Nichtgleichgewichtsanteile
ist im Allgemeinen moglich

0 = 0o+ Ooy (3.38)

und findet nicht nur in der Viskoelastizitdat, sondern auch in der Viskoplastizitdt An-
wendung (HAupT 2000).

Die Zerlegung spiegelt die konstitutive Annahme wider, dass Gleichgewichts- und Uber-
spannung unabhéngig voneinander sind. Dies vereinfacht die Modellanalyse und kann
hilfreich sein, wenn quasistatischem und dynamischem Materialverhalten unterschiedli-
che Deformationsmechanismen zugrunde liegen. Im Bezug auf rheologische Modelle kann
die Zerlegung als Parallelschaltung von zwei Einheiten interpretiert werden, wovon die
eine die Gleichgewichtsspannung und die andere die Uberspannung zur Modellantwort
beitragt.

Die additive Aufspaltung in Gleichgewichts- und Nichtgleichgewichtsanteile ist auf die
freie Energiedichtefunktion iibertragbar und wird beispielsweise in REESE UND GoO-
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VINDJEE (1998) sowie in GOKTEPE UND MIEHE (2008) angewandt.
Im Rahmen der Viskoelastizitatstheorie konnen die Argumente der Gleichgewichts- und
der Uberspannung prézisiert werden

0(t) = Teq(e(t)) + oov(e()]— ) - (3.39)

Die Gleichgewichtsspannung o, ist eine Funktion des aktuellen Dehnungszustandes ()
und fiithrt zu einer elastischen Spannung. Sie liefert denselben Beitrag unabhangig da-
von, wie schnell oder auf welchem Weg der Dehnungszustand erreicht wurde.

Die Uberspannung o, hingegen ist ein Funktional der gesamten Dehnungsgeschichte
e(u)|’___. und stellt somit die eigentlich linear viskoelastische Materialantwort dar.
Ohne Gleichgewichtsanteil entspricht das Verhalten einem viskoelastischen Fluid.
Damit im Gleichgewichtszustand tatsachlich nur die Gleichgewichtsspannung o, einen
Beitrag liefert, muss die Definition der Uberspannung zwei Kriterien erfiillen (HAUPT
2000). Fiir statische Prozesse, d. h. Dehnungsgeschichten mit unendlich langsamer Dehn-
rate, muss die Uberspannung verschwinden. In diesem Zusammenhang spricht man von
der Normalisierung des Funktionals.

Dariiber hinaus muss die Uberspannung ebenfalls verschwinden, wenn eine Dehnungs-
geschichte statisch fortgefithrt wird. Dies bedeutet, dass die Uberspannung auf null re-
laxieren muss, wenn das Material nach einem beliebigen Dehnungsverlauf seinen Deh-
nungszustand nicht mehr verandert.

Am Beispiel der Integraldarstellung lassen sich beide Kriterien tiberpriifen. Mithilfe einer
Zerlegung der Materialfunktion K(¢) in einen konstanten Anteil K., und einen zeitab-
hingigen Anteil K(t)

K(t) = Koq + K (1) (3.40)

kann die Spannungsantwort bei Integraldarstellung (3.19) in Gleichgewichts- und Uber-

spannung
o) = c0) (Kt KO) + [ (o K- ) L2
= Keqe(t) + K(t)e(0) + j f?(t—u)dz(5> du (3.41)
-+ anv<t>

aufgespalten werden. Ohne anfianglichen Dehnungssprung £(0) = 0 und fiir unendlich
langsame Prozesse ¢ — 0 liefert das Faltungsintegral in Gl. (3.41) keinen Beitrag und
die Uberspannung wird null.

Das zweite Kriterium ist nicht unmittelbar durch die Konstitutivgleichung (3.41) erfiillt,
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sondern stellt eine Forderung an die Materialfunktion dar. Damit die Uberspannung bei
statischer Fortfilhrung auf null relaxiert, muss der zeitabhédngige Anteil der Material-
funktion fiir unendliche Zeiten verschwinden

tli)rgo K(t)=0. (3.42)
Im Folgenden dient die Tilde iiber einer Materialfunktion zur Kennzeichnung des zeitab-

hangigen Anteils mit einem geméfl Gl. 3.42 verschwindenden Grenzwert fiir unendliche
Zeiten.

3.2.6. Dreidimensionale lineare Viskoelastizitat

Linear viskoelastische Konstitutivgleichungen kénnen fiir dreidimensionales Materialver-
halten bei kleinen Deformationen auf dieselbe Weise wie fiir den eindimensionalen Fall
formuliert werden. In diesem Fall ist der Spannungstensor o ein lineares tensorwertiges
Funktional £ der Geschichte des Dehnungstensors €

o(t) = L(e(uw)| ). (3.43)

In Analogie zu Gl. (3.19) lautet die Integraldarstellung

dw:Kuyam+/Ku—m;

de(u)
du

du, (3.44)

wobei der Faltungskern K(¢) ein zeitabhdngiger Tensor vierter Stufe ist. Bei isotropem
Materialverhalten kann K(¢) durch zwei skalare Funktionen A\(¢) und p(t) ersetzt werden

O'(t):(trs 0)A(t) / (t —u)tré( )du)I

+2(deﬂ+/uU—ded0.

0

(3.45)

Fiir konstante Materialfunktionen, den Lamé-Konstanten A und p, reduziert sich die
Konstitutivgleichung auf das verallgemeinerte Hookesche Gesetz

o= Mrel 4 2ue. (3.46)

Die Verbindung zwischen dem Hookeschen Gesetz und der dreidimensionalen Konstitu-
tivgleichung der linearen Viskoelastizitdt kann auch in umgekehrter Reihenfolge herge-
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3.2. Lineare Viskoelastizitat fur kleine Deformationen

stellt werden. Ersetzt man in Gl. (3.46) die elastischen Konstanten durch Integralope-
ratoren, so erhélt man das viskoelastische Pendant (3.45).

Wie auch fiir das Hookesche Gesetz gibt es fiir die linear viskoelastische Konstitutiv-
gleichung unterschiedliche Darstellungsformen. Trennt man in der Konstitutivgleichung
(3.45) die Volumen- und Gestaltsdanderung voneinander, so stehen in den Faltungsinte-
gralen der zeitabhingige Kompressionsmodul K (¢) = A(t) 4+ 2(t) und der Schubmodul

G(t) = u(t)

o(t) = ( t)tre(0 —l—/ (t —u)tré( )du)I

+ 2 (G(t)eD(O) +/G(t — u)&P (u) du) :

0

(3.47)

Die Konstitutivgleichung kann auch ohne Deviatorberechnung in E(t) und v(t) formu-
liert werden. Aufgrund der Zeitabhéngigkeit der Materialfunktion sind die Zusammen-
héinge zwischen K (¢), G(t) und E(t), v(t) im Zeitbereich nicht explizit darstellbar. Nach
der Carson-Transformation (A-fache Laplace-Transformation) entstehen jedoch dhnliche
Zusammenhéange wie bei den Materialkonstanten des Hookeschen Gesetzes (T'SCHOEGL
1989). Die gesuchte Materialfunktion erhélt man dann durch Riicktransformation in den
Zeitbereich.

Mit der Annahme einer konstanten Querkontraktion gelten jedoch die einfachen Zusam-
menhéinge K(t) = 29 und G(t) = s2%_ sodass die Konstitutivgleichung zu

3(1— 2 2(1+v)
E(t)v t u)v ,
o'(t):<(1+y)(1_2y tre(0 +0/ 1+V(1_2V)trs(t—u)du)1

(3.48)

1+v

L 2O ) +/E(t = () du

folgt. Mit der zusédtzlichen Annahme einer verschwindenden Querkontraktion v = 0
verbleibt nur eine Materialfunktion, der zeitabhangige Elastizitdtsmodul E(t), zur Be-
stimmung aus Versuchsdaten

dﬂzE@d@+/E@—@d@dw (3.49)

Mit der Aufspaltung der Materialfunktion in Gleichgewichts- und Nichtgleichgewichts-
anteile folgt die Definition des Spannungstensors im Gleichgewichtszustand oo, und der
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tensorwertigen Uberspannung o,

o(t) = Eaell) + s(O)E(t)+/E(t—u)é(u)du

= Oeq + Oov -

3.2.7. Grenzen der linearen Viskoelastizitat

(3.50)

Wie in Abschnitt 3.2.4 ausgefiihrt sind die Konstitutivgleichungen bis auf ihre Materi-

alfunktionen festgelegt. Die Moglichkeiten, dafiir eine Prony-Reihe, ein kontinuierliches

Spektrum oder ein Potenzgesetz zu wéhlen, erscheinen zunéchst vielfaltig. Trotzdem

schrankt die Linearitdt die Anwendung dieser viskoelastischen Konstitutivgleichungen

stark ein. Dies wird im Folgenden anhand zweier Standardanregungen, der Stufen- und

der konstanten Ratenanregung, illustriert.

Im Beispiel der Stufenanregung wird angenommen, dass die Versuchsdaten aus einem

Relaxationsversuch der Stufe £; mit einer Materialfunktion K(t) beliebiger Form gut

approximiert werden kénnen. Dann ist die Konstitutivgleichung vollstandig bestimmt.

Stufenanregung Relaxation der Gesamtspannung Lineare Isochronen
€ o o
‘r €1 < eg <e€g K(O)/E
&3 K(ti)z’:‘
= / Keqe
€1 / eq
> } —— > £
i E1€2 €3
61(t) = 617‘[(t) Ul(t) = K(t)El tlirgo O’l(t) = Keqsl

Abbildung 3.8.: Relaxation der Gesamtspannung der linearen Viskoelastizitédt bei Stu-
fenanregung: Relaxation auf die Gleichgewichtsspannung

Stufenanregung Relaxation der Uberspannung Lineare Isochronen
5 < < " £
€1 £9 €3 ~
! e I Tovi(t) _ ik K(0)e
€2 Tovm(?) /
€1 ‘E _— ( )
> 1
€1€2 83
81(t) = 517‘[(0 Uovl - hm UOVl( ) 0

Abbildung 3.9.: Relaxation der linear viskoelastischen Uberspannung bei Stufenanre-

gung: Relaxation auf null
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Werden jetzt Relaxationsversuche der Stufen e, und 3 durchgefiihrt, so sind die Span-
nungsantworten bereits festgelegt. Sie konnen durch Skalierung der Spannungsantwort
o1(t) um den Faktor e5/e1 bzw. £3/e; im Spannungs-Zeit-Diagramm gewonnen werden.
Diese Skalierung entspricht der Gleichung (3.3) der Linearitat.

In Abbildung 3.8 sind die drei Stufenanregungen sowie die zugehorigen Spannungsant-
worten in Abhéngigkeit der Zeit und der Dehnung dargestellt. In dieser Darstellung
erfilllt die Materialfunktion K(t) die Annahme des schwindenden Gedéchtnisses und
nahert sich fiir unendliche Zeiten asymptotisch dem Gleichgewichtsmodul K., an. Wie
schnell die Spannung relaxiert, wird durch die tatsdchliche Form der Materialfunktion
festgelegt. Verbindet man im Spannungs-Dehnungs-Diagramm die Punkte der einzel-
nen Versuche miteinander, die zu demselben Zeitpunkt ¢; gehoren, so erhalt man die
sogenannten Isochronen. Im Falle der linearen Viskoelastizitat sind die Isochronen im
Spannungs-Dehnungs-Diagramm Geraden mit der Steigung K (Z;). Fiir unendliche Zei-
ten relaxiert die Spannung auf die Gleichgewichtsspannung, die durch die Gerade K.qe
gekennzeichnet ist.

Zum Vergleich sind in Abbildung 3.9 die Uberspannungsantworten fiir die drei Stufenan-
regungen in Abhangigkeit der Zeit und der Dehnung dargestellt. Hierfiir wurde nur der
zeitabhéngige Teil der Materialfunktion K (t) zur Spannungsberechnung berticksichtigt.
Die Skalierbarkeit im Spannungs-Zeit-Diagramm gilt hier ebenfalls. Auflerdem relaxiert
die Uberspannung wie in Gl. (3.42) gefordert auf null.

Im Beispiel der konstanten Ratenanregung e(t) = &;¢ sind die Gesamtspannung in Ab-
bildung 3.10 und die Uberspannung in Abbildung 3.11 dargestellt. In diesem Fall wird
als Materialfunktion die Form des Drei-Parameter-Festkorpers K (t) = Ko+ K e #' ein-
gesetzt, da fir die konstante Ratenanregung das Integral der Materialfunktion oy (t) =
é1 Jy K(t —u) du ausgewertet und die Grenzwerte direkt angegeben werden konnen. Ab-
gesehen von der Skalierbarkeit im Spannungs-Zeit-Diagramm ist zu bemerken, dass die
Anfangssteigung im Spannungs-Dehnungs-Diagramm unabhéngig von der Anregungs-
rate ist und, falls existent, K (0) bzw. K(0) entspricht.

AuBerdem ist die Uberspannung bei konstanter Ratenanregung begrenzt. Im Spannungs-
Dehnungs-Diagramm zeigt sich dies daran, dass sich die Gesamtspannung asymptotisch
einer Parallelen zur Gleichgewichtsantwort annédhert. Der Abstand zwischen der Asymp-
toten und der Gleichgewichtsspannung entspricht dem Grenzwert der Uberspannung.
Die Diskussion der Stufen- und konstanten Ratenanregung verdeutlicht die Annahme
der linearen Viskoelastizitatstheorie, dass bei einer Skalierung der Anregung die Antwort
um denselben Faktor skaliert werden muss. Ist eine Skalierbarkeit realer Versuchsdaten
im Spannungs-Zeit-Diagramm nicht ndherungsweise moglich, so wird eine Anpassung
im Rahmen der linearen Viskoelastizitatstheorie keine zufriedenstellenden Ergebnisse
fiir alle Versuche liefern. Um solche zu erreichen, miissen nichtlineare Konstitutivglei-
chungen in Betracht gezogen werden.

Die Nichtlinearitét kann sowohl geometrischen als auch materiellen Ursprungs sein. Geo-
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Konstante Ratenanregung Linearitdt im o-t-Diagramm
€
g1 < g9 < 53
€3
€2
1
= €1t = 51 Keqt
+51ﬁ (1—6 Blt)
O'k(t) Ei

Nichtlineare o-e-Kurven

o

(Keq + K1)e___ Keqe + €351

dO’k(E)

de e=0

Abbildung 3.10.: Linear viskoelastische Gesamtspannung des Drei-Parameter-
Festkorpers bei konstanter Ratenanregung: Konstantes Verhéltnis der
Spannungs-Zeit-Kurven und ratenunabhéngige Anfangssteigung im

Spannungs-Dehnungs-Diagramm

Konstante Ratenanregung Linearitdt im oq,-t-Diagramm

9
€1 < €9 < €3

El(t) = élt

Nichtlineare oyy-e-Kurven
Oov

K16
/ o

Abbildung 3.11.: Linear viskoelastische Uberspannung des Drei-Parameter-Festkérpers
bei konstanter Ratenanregung: Konstantes Verhéltnis der Spannungs-
Zeit-Kurven, Grenzwert der Uberspannung und ratenunabhéngige An-
fangssteigung im Spannungs-Dehnungs-Diagramm

metrische Nichtlinearitit tritt bei groflen Verzerrungen und Streckungen auf. Materielle

Nichtlinearitdt kann unabhédngig vom Deformationsmodus und Dehnungsbereich und

insbesondere bei groflen Dehnraten auftreten.

Ziel dieser Arbeit ist es, eine Konstitutivgleichung fiir Schaume in der Crashsimulation

mit finiten Deformationen bereitzustellen. Die Theorie der finiten Viskoelastizitat ist

deshalb Gegenstand der néchsten Abschnitte. Formulierungen fiir kleine Deformatio-

nen mit materieller Nichtlinearitat werden nicht gesondert behandelt, konnen aber als

Grenzfall der finiten materiell nichtlinearen Konstitutivgleichungen abgeleitet werden.
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3.3. Finite Viskoelastizitat

Um ohne Einschrankung fiir finite Deformationen und Rotationen anwendbar zu sein,
miissen Konstitutivgleichungen das Prinzip der Objektivitdt (vgl. Abschnitt 2.3) er-
fiillen. Aufbauend auf den Konstitutivgleichungen der linearen Viskoelastizitédtstheorie
kann dies erreicht werden, indem o und € durch objektive finite Spannungs- und Deh-
nungsmafle und deren Ableitungen durch geeignete Raten ersetzt werden (DROZDOV
1996). Diese erste Strategie lasst sich auf die in Abschnitt 3.2 vorgestellten Méglichkei-
ten, Konstitutivgleichungen herzuleiten, anwenden. Im Folgenden werden dazu einzelne
Beispiele aus der Literatur angefiihrt.

Beispiele fiir die deduktive Ableitung von Konstitutivgleichungen im Rahmen der finiten
Viskoelastizitit sind die Modelle von SimMo (1987) und HOLZAPFEL (2000). Ausgehend
von der Definition der freien Energiedichtefunktion und des Dissipationspotentials wer-
den die zweite Piola-Kirchhoff-Spannung berechnet und lineare Evolutionsgleichungen
fiir die inneren Variablen aufgestellt. In diesen Modellen wird der Deformationsgradient
in volumetrische und isochore Anteile aufgespalten. Dies schrankt das prinzipielle Vor-
gehen im Bezug auf die Erweiterung auf finite Deformationen jedoch nicht ein.

In der Differentialdarstellung kann das Gegenstiick zur allgemeinen Operatorgleichung
(3.6) in den Rivlin-Ericksen-Materialien (RIVLIN UND ERICKSEN 1955) gesehen werden.
Differentialgleichungen rheologischer Modelle werden in der Literatur auf verschiedene
Arten auf finite Deformationen erweitert. Da sowohl beliebig viele Spannungsmafle als
auch objektive Spannungsraten zur Verfiigung stehen, obliegt die Auswahl einer zweck-
dienlichen Kombination dem Wissenschaftler und Ingenieur. Fiir das Maxwell-Element
wurden beispielsweise die Jaumann-Rate 'i‘, die Oldroyd-Rate TV und die Cotter-Rivlin-
Rate T der Cauchy-Spannung in Kombination mit dem Dehnratentensor D verwendet
(vgl. DrROZDOV (1996) und die darin enthaltenen Referenzen). Als eines der wichtigsten
rheologischen Modelle wird das generalisierte Maxwell-Element der finiten Viskoelasti-
zitat im ndchsten Abschnitt ausfithrlich behandelt.

Die zweite Strategie, die Konstitutivgleichungen der linearen Viskoelastizitatstheorie auf
finite Deformationen erweitert, richtet sich an rheologische Modelle. Feder- und Damp-
ferelemente konnen fiir sich genommen bereits durch Konstitutivgleichungen mit finiten
Deformationen beschrieben werden. Um diese auswerten zu konnen, ist die Kenntnis
der Dehnung bzw. Dehnrate des jeweiligen Elementes notwendig. In der linearen Theo-
rie konnen die Dehnung und Dehnrate fiir Elemente in Serienschaltung additiv zerlegt
werden. Fiir finite Deformationen ist dies nicht direkt moglich, sondern erfordert die
multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten in elastische und inelastische An-
teile und die Einftihrung einer spannungsfreien Zwischenkonfiguration. Dieses Vorgehen
stammt aus der Plastizitatstheorie (LEE 1969) und wird auch in der Thermoelastizitat
eingesetzt (LUBARDA (2004), HARTMANN (2012).) In der Viskoelastizitatstheorie findet
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dieses Vorgehen u. a. in SIDOROFF (1974), STICKFORTH (1986), LioN (1997b), LiON
(1997a) und REESE UND GOVINDJEE (1998) Anwendung und wird tblicherweise mit
der deduktiven Ableitung von Materialgleichungen kombiniert. Da im Gegensatz zu plas-
tischem Materialverhalten mit reversiblen und irreversiblen Dehnungen elastische und
viskose Dehnungen nicht beobachtbar sind (MARKOVIC U. A. 2014), kann die multipli-
kative Zerlegung in elastische und viskose Anteile als konstitutive Annahme angesehen
werden. REESE UND WRIGGERS (1999) zeigen jedoch, dass das Konzept transienter
Netzwerke (GREEN UND TOBOLSKY 1946) auf die multiplikative Zerlegung fiihrt.
Dass die multiplikative Zerlegung auf eine spannungsfreie Zwischenkonfiguration fithren
soll, macht sie noch nicht eindeutig, da Rotationen die Zwischenkonfiguration span-
nungsfrei erhalten. Die Zerlegung muss um eine kinematische Annahme erganzt werden
(LuBARDA 2004). MIEHE UND KECK (2000) kommen ohne diese Annahme aus, indem
sie viskose metrische Tensoren verwenden.

Die bisher beschriebenen Methoden zur Konstruktion eines Modells der finiten Visko-
elastizitat stehen in Zusammenhang mit der linearen Viskoelastizitatstheorie. Dariiber
hinaus bietet sich die finite Elastizitatstheorie als Basis an. Einerseits kann die Beschrei-
bung der Federelemente auch im Rahmen der beiden bereits genannten Strategien der
finiten Elastizitdtstheorie entnommen werden, andererseits konnen in den Gleichungen
der Hyperelastizitat die elastischen Materialkonstanten durch Faltungsoperatoren er-
setzt werden (DROzDOV 1996). Diese Methode schliet die Modelle vom K-BKZ-Typ
(KAYE (1962), BERNSTEIN U. A. (1963)) ein.

Aufgrund der finiten Spannungs- und Dehnungsmafle handelt es sich bei den hier genann-
ten Konstitutivgleichungen immer um nichtlineare Gleichungen. Ob die Nichtlinearitét
nur geometrischen Ursprungs ist, muss fiir die Veroffentlichungen im Einzelfall gepriift
werden.

3.3.1. Generalisiertes Maxwell-Element bei finiten Deformationen

Das generalisierte Maxwell-Element (vgl. Abbildung 3.5) wird in der Wissenschaft hau-
fig eingesetzt und ist in kommerziellen FEM-Berechnungsprogrammen ebenfalls weit
verbreitet. Die Modelle der viskoelastischen Uberspannung in Kapitel 5 stehen z. T. in
enger Beziehung zum generalisierten Maxwell-Element. Aus diesem Grund werden die
fundamentalen Gleichungen fiir zwei Moglichkeiten, wie das Modell in finiten Deforma-
tionen formuliert werden kann, an dieser Stelle vorgestellt. Die numerische Umsetzung
dieser Modelle wird in Kapitel 4 diskutiert.
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Generalisiertes Maxwell-Element in S und E

In StMoO (1987), KALISKE UND ROTHERT (1997) und HOLZAPFEL (2000) wird das ge-
neralisierte Maxwell-Element in der zweiten Piola-Kirchhoffspannung S und der Green-
Lagrangeschen-Dehnung E fiir isotrope Materialien formuliert. Da diese Groflen und
deren zeitliche Ableitungen invariant unter Starrkorperrotation sind, konnen sie direkt
in die Gleichungen fiir kleine Deformationen eingesetzt werden.

In Anlehnung an die Gleichungen kleiner Deformationen (3.12), (3.38) und (3.41) lauten
die Gleichgewichts- und Uberspannung

Ny
S = Seq + Sov = Seq + > S;, (3.51)
j=1

wobei sich die Uberspannung S, aus den Spannungen S; der einzelnen Maxwell-Elemente
zusammensetzt. Dartiber hinaus wird in den genannten Veroffentlichungen die Spannung
in volumetrische und isochore Anteile getrennt

S = Seq + Sov = Seq,y; + Seayy + Soves + Sovi, (3.52)

und die Uberspannung auf den isochoren Anteil reduziert, Sy, = 0. Eine Volumen-
anderung fithrt dann ausschliellich in der Gleichgewichtsantwort zu einem Spannungs-
beitrag. Fiir isotrope Materialien sind die Spannungen der Maxwell-Elemente folglich
deviatorisch und die Federsteifigkeit K; des j-ten Maxwell-Elementes wird zum zweifa-
chen Schubmodul 2G; (vgl. Gl (3.47)). Die Ny Evolutionsgleichungen in Spannungsform
(3.14) lauten schlieBlich

SP(t) + B;SP(t) = 2GE (1) (ohne Summation). (3.53)

Wie in Abschnitt 3.2.2 beschrieben kénnen diese Gleichungen in Integraldarstellung
iiberfithrt und anschlieBend zusammengefasst werden

Ny Ny & )
Sov(t) =Y SP(t) = 2/2 G; e PUVIEP () du. (3.54)
=1

j=17

Generalisiertes Maxwell-Element in T und D

Das FEM-Berechnungsprogramm LS-DYNA stellt das generalisierte Maxwell-Element
fir isotrope Materialien mit Bezug zur Momentankonfiguration zur Verfiigung (HALL-
QUIST 2016). Die Cauchy-Spannung T wird in volumetrische und isochore Anteile auf-
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gespalten
T = Tyo + Tiso, (3.55)

wobei Ty, = tr(T) I durch die Parameter B und K, und Ti, = TP durch die Para-
meter 3; und G; der Materialfunktionen

Nk B _ Ny
=3 Kje Pt und G(t) =Y Gje ™ (3.56)

bestimmt werden. Eine Gleichgewichtsantwort ist enthalten, wenn bei mindestens einer
Steifigkeit G oder K, die zugehorige Relaxationsrate null gesetzt wird.

Da die materielle Zeitableitung der Cauchy-Spannung T keine objektive GroBe ist, wird
die Jaumann-Rate der Cauchy-Spannung T

T=T+T W-W.T (3.57)

in die Evolutionsgleichung eingesetzt. Dabei wird zwischen dem System aus Nk volume-
trischen

tr T (t) + B tr Tp(t) = Ky tr D(t) (ohne Summation) (3.58)
und Nj deviatorischen Spannungsanteilen unterschieden
'i‘?(t) + BT (t) = 2GDP(t) (ohne Summation). (3.59)

Setzt man in Gl (3.59) die Jaumann-Rate ein, so kann T? nicht mehr unmittelbar
berechnet werden

TP(1) + B,T) (1) = 2G,DP (1)
TP (1) + B, T7(t) = 2G,DP(t) — TP (1) - W(t) + W(t) - T} (¢)
jt( BTD(1)) = e512GDP (1) — TP (1) - W(E) + 5" W(1) - T2(1

R . (3.60)
TP (1) —Q/Gje DP () du

J

- / e (TP (u) - W(w) — W(u) - TP (w) du,

sondern erfordert die fortlaufende Drehung der Geschichtsvariablen mit W in die aktu-
elle Konfiguration.
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3.4. Finite nichtlineare Viskoelastizitat

Modelle der finiten Viskoelastizitat, die auf der linearen Viskoelastizitdtstheorie beruhen,
werden fiir kleine Deformationen auf lineare Antworten fithren. Soll die Modellantwort
auch bei kleinen Deformationen nichtlinear sein, so darf die Nichtlinearitat nicht alleine
den finiten Spannungs- und Dehnungsmaflen entstammen.

Finite nichtlinear viskoelastische Modelle phanomenologischen Ursprungs werden in
zahlreichen Lehrbiichern (LOCKETT (1972), FINDLEY U. A. (1976), CHRISTENSEN (1982),
DrozDOV (1996)) und Ubersichtsartikeln (MORMAN (1985), DRAPACA U. A. (2007),
WINEMAN (2009), BANKS U. A. (2011), MARKOVIC U. A. (2014)) behandelt. Die darin
enthaltenen Konstitutivgleichungen sind meist Mehrfach- oder nichtlineare Einfachinte-
grale und basieren auf unterschiedlichen Annahmen beziiglich des Spannungsfunktionals,
die ihre Anwendbarkeit auf verschiedene Dehnungsgeschichten einschranken.

Um Dehnungsgeschichten vergleichen zu kénnen, fithrten COLEMAN UND NOLL (1961)
in ihrer wegweisenden Veroffentlichung zur finiten linearen Viskoelastizitat mithilfe einer
Norm eine Topologie fiir Dehnungsgeschichten ein. Damit kénnen zwei mathematische
Kriterien formuliert werden, die die Dehnungsgeschichte und die Eigenschaften des Funk-
tionals verkniipfen und so die Glattheit der Abhéngigkeit der Spannung von der Dehnung
charakterisieren. Wahrend das starke Prinzip des schwindenden Gedéchtnisses auf ein
Fréchet-differenzierbares Funktional fiihrt, ist das Funktional bei Giiltigkeit des schwa-
chen Prinzips des schwindenden Gedéachtnisses lediglich stetig. DRAPACA U. A. (2007)
verglichen die nichtlinearen Modelle im Bezug auf die beiden Kriterien. Sie kamen zu
dem Schluss, dass das Pipkin-Rogers-Modell aus mathematischer Sicht das allgemeinste
Modell zu sein schien, von dem sich alle anderen Modelle unter gewissen Bedingungen ab-
leiten lieBen (DRAPACA U. A. 2007). Aus diesem Grund wird das Pipkin-Rogers-Modell
im néchsten Abschnitt vorgestellt und bereitet damit die Diskussion der Modelle aus
Kapitel 5 vor. Im Anschluss daran wird das Green-Rivlin-Modell eingefiihrt, auf dem
das in Abschnitt 5.4 folgende Modell basiert.

3.4.1. Pipkin-Rogers-Modell — Modifiziertes Superpositionsprinzip

Das Pipkin-Rogers-Modell (P1PKIN UND ROGERS 1968) basiert auf einer Summe von
zweiten Piola-Kirchhoff-Spannungstensoren S(t), die selbst aus mehreren Ein- oder
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Mehrfachintegralen zusammengesetzt sein konnen

(3.61)

t

t
1 _

E/.../dE(ul)...dE(uk)Rk (E(w),t — ug;...; E(ug),t — ) .
0 0

Die Operation [dgR ist als zeitliche Integration des Produkts der partiellen Ableitung
des Tensors zweiter Stufe R nach dem Green-Lagrangeschen-Dehnungstensor E mit dem
Green-Lagrangeschen-Dehnratentensor E definiert

/dER (E(u),t —u) = / R (g](;()lli — ) cE(u)du. (3.62)

Das Pipkin-Rogers-Modell dient in erster Linie zur Beschreibung von Stufenanregungen.
Bei einem Dehnungssprung zum Zeitpunkt ¢, von E(#;) auf E(#]) ist dgR durch

/dER (B(u)t —u) =R (B(F )t — 1) R (E(f).t - 1) (3.63)

gegeben. Die Komponenten lem(E,t) des zweistufigen Tensors R stellen die Relaxati-
onsfunktionen dar, die die Antwort bei einer einstufigen Anregung E(t) = E, H(t — t;)
aus der Ruhelage heraus bestimmen. Die weiteren Tensoren Ry fiir k& > 1 korrigie-
ren die Antwort fiir mehrstufige Anregungen E(t) = 37°, E; H(t — t;) und tragen die
Besonderheit, dass sie erst einen Beitrag ab der k-ten Stufe liefern. Die Stufen kon-
nen folglich nicht unabhéngig voneinander betrachtet werden. Dies erklart, warum das
Pipkin-Rogers-Modell auch als ,modifiziertes Superpositionsprinzip® bezeichnet wird
(FINDLEY UND LAI (1967), SMART UND WILLIAMS (1972b)).

In dieser Arbeit wird kein Gebrauch von den Korrekturtermen fiir mehrfache Stufen-
anregungen gemacht und Ry = 0 fiir k£ > 1 gesetzt. Damit reduziert sich das Pipkin-
Rogers-Modell auf

t

+/dE E(u),t — u)
0

t —

t

S(t) = Ra (E(0).7)
1)

R (E(0) cE(u)du (3.64)

+
0

(R (
OR (E(u),t — u)
OE(u)

|
=

(E(0),t) + /K (BE(u),t — u) : BE(u)du,
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3.4. Finite nichtlineare Viskoelastizitat

wobei der erste Term einen moglichen Dehnungssprung zum Zeitpunkt ¢ = 0 abbildet
und K ein Tensor vierter Stufe ist. Im Gegensatz zu den bisherigen Materialfunktionen
der linearen Viskoelastizitdat und der finiten linearen Viskoelastizitdat hangt der Faltungs-
kern K(E(#),t) nicht nur von der Zeit (vgl. Gl. (3.44) und (3.56)), sondern auch von
der Dehnung ab und fithrt dadurch auch im Grenzfall fiir kleine Deformationen auf eine
nichtlineare Materialantwort.

Fiir isotrope Materialien kann das Integral aus Gl. (3.64) in zwei Faltungsintegrale mit je
einer skalaren zeit- und dehnungsabhéngigen Materialfunktion umgeformt werden (vgl.
Abschnitt 3.2.6)

S(1) = (trE( / )t — u) trE(u )du) 1
° (3.65)
42 (E(O)M(E(O),t) —|—/u(E(u),t— WE(u) du) .

0

Aufgrund der freien Form von R kann das Pipkin-Rogers-Modell in andere viskoelas-
tische Modelle iiberfithrt werden. Wiahlt man R(E(t),t) = K(¢) : E(t), so findet man
beispielsweise die Gleichung der finiten linearen Viskoelastizitdat wieder

S(t) = K(1) : E<o)+/a(K(t(;El(‘i)‘ B f(u) du
0 (3.66)
=K(t) : E(0)+/K(t— u) : B(u)du.

Fiir isotrope Festkorper kann diese mit zwei skalaren Materialfunktionen formuliert
werden

S(t) = (tr E(0

O\ﬁ

At — u) tr E( )du) I
t (3.67)
+ 2 (E(O)u(t) - /,u(t —u)E(u) du)

0

und stellt damit eine Erweiterung der linear viskoelastischen Konstitutivgleichung (3.45)
auf finite Deformationen dar.

Mit der Wahl R(E,t) = K(t)S¢(E) kann gezeigt werden, dass das Modell der quasi-
linearen Viskoelastizitdt (FuNG 1981) ebenfalls im Pipkin-Rogers-Modell enthalten ist
(DRAPACA U. A. 2007). Dabei stellt Seq(E) die elastische Gleichgewichtsantwort dar.
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3. Konstitutivgleichungen viskoelastischer Festkorper

3.4.2. Green-Rivlin-Modell

Die Herleitung des Green-Rivlin-Modells (GREEN UND RIVLIN 1957) basiert auf dem
schwachen Prinzip des schwindenden Gedéchtnisses. Die daraus resultierende Kontinui-
tat des Spannungsfunktionals erlaubt es, das Funktional mithilfe des Stone-Weierstrass-
Theorems durch Polynome anzunihern. Uberfithrt man die Polynomialkoeffizienten an-
schlieend in die Fourierdarstellung, so berechnet sich die Spannung ausgehend von einer
spannungsfreien Referenzkonfiguration als unendliche Summe mehrfacher Faltungsinte-
grale

S(t) = /Kl(t —w) : E(uw) du

+O/O/K2(t — uy,t — up) s B(uy) : E(u) duy duy (3.68)

+ ...

+

o

t
.../Kn(t—ul,...,t—un):E(ul):---:E(un)dul...dun,
0

wobei die Faltungskerne K,,(t — v, - - - ,t — u,,) hoherwertige Tensoren der Stufe 2(n + 1)
sind. In der Anwendung kann die Summe nach einer geeigneten Anzahl von Ny Summan-
den abgebrochen werden und definiert dann ein Green-Rivlin-Modell Ny-ter Ordnung.
Das Green-Rivlin-Modell erster Ordnung gehort zur finiten linearen Viskoelastizitat.
Bei Modellen hoherer Ordnung beruht die Nichtlinearitat auf zwei Umstdnden. Zum
einen setzt sich die Spannung aus Mehrfachintegralen zusammen, die nichtlinear in der
Dehnungsgeschichte sind. Zum anderen treten in den Mehrfachintegralen voneinander
unabhéngige Integrationsvariable auf, die eine zeitliche Interaktion bewirken kénnen.

Fiir isotrope Materialien kann die Konstitutivgleichung mit skalaren Materialfunktionen

Ri(t — ) falls k € {1,2},
Ry = § Rp(t — uy,t — up) falls k € {3,4,5,6}, (3.69)
Ry(t — uy,t — ug,t —ug) fallsk € {7,8,9,10,11,12}

dargestellt werden. Dazu werden die Integranden aus Gl. (3.68) durch symmetrische,
isotrope Matrix-Polynome zugehoriger Ordnung ersetzt, die linear in den Dehnungs-
geschichten der einzelnen Integrationsvariablen E(u), ..., E(u,) sind. Mit den Abkiir-
zungen Ty = tr (E(w)), T = tr (B(w) - E(w)), Thm = tr (E(w) - E(y) - E(u,)) und
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3.4. Finite nichtlineare Viskoelastizitat

E(u;) = E;, folgt das isotrope Green-Rivlin-Modell dritter Ordnung

Il
o\“

t 1
[RTyT + RoEs] duy + [ [ [ReTy Dol + R Tial + BBy T +
0 0
t

t t
RGEl EQ] d'U,l dUQ + /// R7 T1231 + Rg Tl TQgI -+ Rg Tl T2E3 +
000

Ry T12E3 + Ryy T1E2 “E3 + RipE; - Ey - Es duy dug dU3 .
(3.70)

Das Einfachintegral wird wie bei der linearen Viskoelastizitdt in zwei Faltungsintegra-
le tiberfiihrt. Das Doppelintegral erfordert bereits vier Faltungsintegrale und fiir das
Dreichfachintegral sind insgesamt sechs Faltungsintegrale notwendig. Infolge der Eigen-
schaften der Matrix-Polynome (FINDLEY U. A. (1976), SPENCER UND RIVLIN (1959))
ist die Ordnung des Green-Rivlin-Modells fiir isotrope Materialien auf fiinf beschrankt.
Trotzdem verbleibt eine Vielzahl an unbekannten Materialfunktionen. Aus diesem Grund
haben FINDLEY U. A. (1976) und LOCKETT (1972) die Konstitutivgleichung (3.70) fiir
linear kompressible und inkompressible Materialien weiter vereinfacht und Versuchspro-
gramme zur Ermittelung der Materialfunktionen ausgearbeitet.

Im Allgemeinen bleibt jedoch offen, welche Ordnung notwendig ist, um reale Versuchs-
daten abbilden zu konnen und welche Form die Materialfunktionen annehmen miissen.
Um fiir eine Schubbelastung eine nichtlineare Materialantwort zu erhalten, muss das
Green-Rivlin-Modell mindestens dritter Ordnung sein.

Was die Materialfunktionen anbelangt, so erfordert das Green-Rivlin-Modell nicht nur
die Definition einer einfachen Zeitabhangigkeit wie bei Einfachintegralen, sondern mehr-
fache Abhangigkeiten. In diesem Zusammenhang hat LOCKETT (1972) gezeigt, dass oh-
ne Einschrinkung der Allgemeinheit fiir bestimmte Materialfunktionen Symmetrien in
den Argumenten angenommen werden konnen und die Argumente wie beispielsweise bei
einer Materialfunktion der zweiten Ordnung

Ry (up,u) = Ry(ug,uq) (3.71)

vertauscht werden konnen. Auf dhnliche Weise schranken Annahmen wie physikalische
Linearitét, Superposition oder die Produktnichtlinearitét (siehe Vergleich in STAFFORD
(1969)) die Materialfunktion ein. In der Produktnichtlinearitit ist die Produktform

M (t — uy) fallsk € {1,2},
Ry = § My(t — wy) Mi(t — up) fallsk € {3,4,5,6} (ohne Summation),
Mi(t — w)My(t — up) My(t — ug) fallsk € {7,8,9,10,11,12}
(3.72)
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3. Konstitutivgleichungen viskoelastischer Festkorper

enthalten, die bereits in friheren Veroffentlichungen (NAKADA (1961), LEADERMAN
U. A. (1963), FINDLEY UND ONARAN (1968)) angewandt wurde. Dies reduziert die Mog-
lichkeiten der Materialfunktion, legt jedoch ebenso wie bei der linearen Viskoelastizitat
noch keine mathematische Form fest.

Wiéhrend die Einschrankungen dieser Art auch aus Veroffentlichungen iibernommen wer-
den koénnen, die die Dehnung in Abhangigkeit der Spannung formulieren und damit
Kriechversuche beschreiben, ist dies fiir analytische Ansétze nicht moglich. Als analy-
tische Materialfunktionen fiir das Green-Rivlin-Modell in Spannungsform bieten sich
beispielsweise Potenzfunktionen an (SMART UND WILLIAMS 1972a).

Dariiber hinaus ist nicht klar, welchen Wertebereich die Materialfunktionen abdecken
diirfen. In LirsaiTz UND KOLSKY (1967) nehmen die Materialfunktionen sowohl posi-
tive als auch negative Werte an.

Eine ausfihrliche Diskussion der hier genannten Punkte findet sich in LOCKETT (1972)
und FINDLEY U. A. (1976). Das Green-Rivlin-Modell wird in Abschnitt 5.4 fir Schaume
modifiziert.
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Materialfunktion und numerische
Faltung

In diesem Kapitel wird die numerische Berechnung von Faltungsintegralen diskutiert,
wie sie die in Kapitel 3 vorgestellten Konstitutivgleichungen in Integralform und die in
Kapitel 5 folgenden Konstitutivgleichungen erfordern. Zunachst werden die Besonderhei-
ten und Anforderungen an die numerische Faltung im Rahmen dieser Arbeit erlautert.
Welcher Algorithmus fiir die numerische Faltung eingesetzt werden kann, bestimmt u. a.
die Materialfunktion. Es werden die Félle betrachtet, in denen die Materialfunktion als
stiickweise lineare Kurve, als Prony-Reihe oder als Uberlappung von Prony-Reihen vor-
liegt. Diese Materialfunktionen ergeben den naiven, rekursiven oder lokalen Faltungsal-
gorithmus. Im Anschluss daran werden die Algorithmen auf Materialfunktionen erwei-
tert, die aufler von der Zeit auch noch von weiteren skalaren Gréflen abhéngen.

Die Konstitutivgleichungen der linearen Viskoelastizitdatstheorie enthalten kontinuierli-
che Faltungsintegrale! der Form

/f(u)g(t —w)du  mitt>0, (4.1)

wobei im Falle der Viskoelastizitatstheorie f(¢) die Materialfunktion und ¢(#) eine Kom-
ponente oder eine skalare Funktion mehrerer Komponenten des Dehnratentensors oder
des Dehnungstensors darstellen. Die Unterscheidung zwischen ¢(#) als Dehnratengrofie
g:(t) oder Dehnungsgrofie ¢.(t) ist notwendig, da die Dehnrate innerhalb eines Zeit-
schritts von ¢;_; auf t; als konstante g:(t;_; /2) und die Dehnung als sich linear entwi-
ckelnde GroBe g.(t;_y) 4 2t=0elizl) (¢ _ 4, 1) approximiert werden. Das Ergebnis der

ti—ti—1

Lengl. convolution integral, hereditary integral
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4. Materialfunktion und numerische Faltung

Faltung (4.1) ist in beiden Féllen eine Spannung.

Wihrend fir eine explizite FE-Simulation die Materialfunktion a priori bekannt sein
muss, stellt g(¢) eine gesuchte Grofle dar, die nur an diskreten Zeitpunkten ¢; berech-
net wird und als Eingangsgrofle fiir das Faltungsintegral dient. Um kompatibel mit der
expliziten FE-Zeitdiskretisierung zu sein, muss das kontinuierliche Faltungsintegral aus
GL. (4.1) folglich ebenfalls zeitlich diskretisiert werden und in der Lage sein, eine variable
Zeitschrittweite zu berticksichtigen. Im Allgemeinen fithrt der Faltungsalgorithmus zu
einer gewichteten Summe der diskreten Dehnungs- bzw. Dehnratenwerte

Ny
S wig(t —t;) mit t; = t; 1 + Aty fg = Ound fyy = ¢ (4.2)
=0

Die Gewichte w; enthalten dabei den Einfluss der Funktion f(¢) und der zeitlichen Dis-
kretisierung.

Ein Faltungsalgorithmus, der aus einer gewichteten Summe der Werte ¢(¢ — ;) geméas
Gl. (4.2) besteht, stellt hohe Anspriiche an die Rechenarchitektur fiir die Crashsimula-
tion des Fuigangerschutzes. Wenn fiir jede der sechs Komponenten des Dehnungs- bzw.
Dehnratentensors ein Faltungsintegral ausgewertet werden muss und die Anzahl an Zeit-
schritten mit N, die Anzahl an Volumenintegrationspunkten pro Element mit NV°' und
die Anzahl an Elementen mit N bezeichnet wird, so liegt der Speicherbedarf alleine
fir die Modellierung des Confor-Schaums mit reduziert integrierten Volumenelementen
als Bestandteil des Hiiftimpaktors im Bereich von iiber 6 Nf NN ~ 13 Milliarden
Zahlenwerten. Bei Gleitkommazahlen mit doppelter Genauigkeit entspricht dies einem
Speicherbedarf von iiber 104 Gigabyte.

Dartiber hinaus miissen die Werte nicht nur gespeichert, sondern fiir jeden Losungs-
zeitpunkt von Beginn der Simulation an bis zum aktuellen Zeitpunkt neu gewichtet
und aufsummiert werden. Die Anforderungen an Speicherplatz und Rechenzeit machen
deutlich, warum sich eine Auseinandersetzung und Verbesserung der numerischen Fal-
tung lohnt. Im Rahmen der Viskoelastizitatstheorie kann ausgenutzt werden, dass die
Materialfunktion die Annahme des schwindenden Gedéachtnisses zwar erfiillen muss, die
mathematische Form jedoch nicht festgelegt ist. In Abhangigkeit von der Form der Ma-
terialfunktion werden im Folgenden drei Faltungsalgorithmen vorgestellt.

4.1. Materialfunktion als stuckweise lineare Kurve —
naiver Faltungsalgorithmus

Eine Materialfunktion ist als stiickweise lineare Kurve durch N Punkte (p}/p}) defi-
niert, die in aufsteigender Reihenfolge von py sortiert sind. Diese Kurve wird folgender-
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4.1. Materialfunktion als stiickweise lineare Kurve — naiver Faltungsalgorithmus

maflen ausgewertet:

Y __ Y
o (= pi) + i falls ¢ < pf,
Prp1—Ph X x x
ft) = mom (= PR + 1 falls pi <t < piyq, (4.3)

y o,y
%(t — py) + Py falls &> py

Bei einer Ubereinstimmung zwischen ¢ und einem der Punkte p¥ wird der Wert p} zu-
riickgegeben. Liegt ¢ zwischen zwei Punkten py und pj,,, so wird zwischen den Punkten
linear interpoliert. Bei Unterschreitung von p¥ oder Uberschreitung von Py wird mit
der Steigung der ersten bzw. letzten beiden Punkte extrapoliert.

Aus dieser Art der Beschreibung der Materialfunktion ergeben sich mehrere Vorteile.
Einerseits kénnen Kurven beliebige Funktionen approximieren (vgl. Abschnitt 3.2.4 fiir
analytische Ansétze der Materialfunktionen). Unabhéngig davon, wie diese Material-
funktion und deren Parameter bestimmt werden, konnen die Ergebnisse mithilfe des
folgenden Faltungsalgorithmus in die FE-Simulation iibernommen werden.
Andererseits kann die FE-Simulation direkt genutzt werden, um die Materialfunktion
zu bestimmen. Der Kurvenverlauf wird dabei durch keinen analytischen Ansatz einge-
schrankt, sondern durch jede einzelne Stiitzstelle bestimmt. Im Rahmen einer Optimie-
rung kann beispielsweise jeder Kurvenpunkt als Entwurfsvariable dienen.

Da durch den freien Kurvenverlauf keine Eigenschaften der Materialfunktion bekannt
sind, wird fiir die stiickweise lineare Kurve eine Standardintegration verwendet, die fir
beliebige Materialfunktionen giiltig ist. Die hier angewandte Integration basiert auf der
Trapezregel, bei der der Integrand an den Randern ¢;_; und t; ausgewertet wird. Fur
g-(t) lautet diese

Ny

[ 56— wglwydu =3 (7~ 1908 + £ — te-1)gn (1)) (1 — 1)

i=1

(4.4)
und fur g:(t)
[ 1= wgwde =32 (= 0+ 0= ) gelteap) (=) (45)

Zur Berechnung dieser Summen miissen O(Nf) Werte von ¢(t) gespeichert, O(N}) arith-
metische Grundoperationen sowie O(Nf) Auswertungen von f(¢) pro Zeitschritt und
insgesamt O(NItQ) Operationen in einer Simulation durchgefiithrt werden. Aufgrund des
hohen Speicherbedarfs und der Vielzahl an Operationen ist der naive Faltungsalgorith-
mus fiir die Modelle des Fufligiangerschutzes nicht geeignet. Im Rahmen dieser Arbeit
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4. Materialfunktion und numerische Faltung

scheidet die stickweise lineare Kurve als Materialfunktion somit aus und wird aufler-
halb dieses Kapitels nicht weiter betrachtet.

4.2. Materialfunktion als Prony-Reihe — rekursiver
Faltungsalgorithmus

Eine Moglichkeit, den Rechenaufwand eines Faltungsalgorithmus zu reduzieren, besteht
in einer rekursiven Implementierung. Dabei werden die Ergebnisse des letzten Zeit-
schritts als Geschichtsvariablen gespeichert und zur Berechnung der Ergebnisse des ak-
tuellen Zeitschritts wiederverwendet.

Um die Faltung auf diese Art zu berechnen, muss es moglich sein, das Faltungsintegral
in zwei Integrale nach

t; ti—1

1t =wyg(uydu= [ 7t = wg(w du+ [ f(t: = wg(u) du (4:6)

0 0

zu zerlegen und das erste Integral iiber die vergangene Zeit bis zum Zeitpunkt ¢;
ti—1

in Abhéngigkeit vom letzten Ergebnis [, " f(t;_1 — u)g(u) du darzustellen. Besitzt die
Materialfunktion die Eigenschaft

[+ ) = f(th)f(t), (4.7)

so kann das erste Integral aus Gl. (4.6) in

ti—1 ti—1

/ Flt =ty + tioy — w)g(u) du = f(t — ti_y) / Fltir — uw)g(u) du (4.8)

0 0

umgeformt werden und schafft damit die Voraussetzung fiir den rekursiven Algorithmus.
Das generalisierte Maxwell-Element aus Abschnitt 3.2.2 fithrt zu einer Prony-Reihe

[ =Y fe (49)

als Materialfunktion. Die Exponentialfunktion erfiillt die Eigenschaft nach Gl. (4.7), die
Auswertung an der Stelle t; — u in ein Produkt aus der Auswertung bei ¢; — ¢;_; und der
Auswertung bei t;_; — u tiberfithren zu kénnen

e Bilti—u) — o=Bi(ti—ti—1) o= Bj(ti-1—u)

(4.10)

)
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4.2. Materialfunktion als Prony-Reihe — rekursiver Faltungsalgorithmus

und erlaubt folglich eine rekursive Formulierung fiir jeden einzelnen Term der Prony-
Reihe. Die Berechnung der aktuellen Spannung o;(¢;), die zum j-ten Prony-Term und
damit zum j-ten Maxwell-Element gehort, kann geméfl Gl. (4.8) umgeformt werden

i

oi(t) = [ fie ) g(u) du
0
ti—1

= : Btzu j(ti—u)
O/fje du+/fe g(u)du

) (4.11)
i—1 ti
_ e—ﬁj(tifti—l) / f}efﬁj(ti—lfu)g(f(w du + / f}-eiﬁj(tiiu)g(’d) du
0 ti—1
:65(,51 t71 /fe Bj(tzu )d

Die aktuelle Spannung o;(¢;) besteht somit aus der vorherigen Spannung o;(t;_;), die
um den Faktor e~#(~%-1) relaxiert wird, und aus einem neuen Spannungsbeitrag, der
aus der Dehnungsgeschichte des letzten Zeitschritts stammt. Fiir jeden Term der Prony-
Reihe muss folglich die aktuelle Spannung zur Berechnung der Spannung im nachsten
Zeitschritt gespeichert werden. In dieser Form sind die Geschichtsvariablen o;(t;_1) von
der Dimension einer Spannung. Die Anzahl an Geschichtsvariablen pro Integrations-
punkt N™ bestimmt dabei den Speicherbedarf und setzt sich fiir die generalisierten
Maxwell-Elemente aus Abschnitt 3.3.1 aus der Anzahl der Prony-Terme Nj multipli-
ziert mit den sechs Komponenten von S bzw. TP und aus den Nx Maxwell-Elementen
fir die Komponente tr T zusammen.

Fir g:(¢t) kann Gl. (4.11) auch mit Geschichtsvariablen von der Dimension einer Deh-
nung formuliert werden

ti—1

o;(t;) = e Pilti=ti-) /fje Filtir=w) g (u) du + /fe i) g (u) du
0
ti—1
= f | ettt / Bl gy du+/ =Bt g (4) du
0 ti1
t;

= fi | e Pttt (1) + / e Pt g (u) du

(4.12)
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4. Materialfunktion und numerische Faltung

NMs bleibt dabei unverindert bei 6/N; bzw. 6Ny + Nk.

Das Integral tiber den aktuellen Zeitschritt in den Rekursionsformeln (4.11) und (4.12)
kann auf verschiedene Arten berechnet werden. Im Rahmen dieser Arbeit wird das Inte-
gral in Abhéngigkeit der Eingabefunktion analytisch berechnet und dann ausgewertet.
Fir ¢-(¢) mit linearem Verlauf innerhalb eines Zeitschritts lautet dieses

b
/ fje_ﬁj(t”_”)ga(u) du

ti—1

~ f’gg(ti) — G (ti-) <ti — by e Attty - 1— e‘ﬁj(ti—ti1)> (4.13)
J [ B; 32
9=(t:) — ge(tim1) 1 — e Bilti—ti-1)
i | 9(ti-1) — ti
e ) s

und fir g:(¢)

1— 6—,3]‘(?52‘—751‘—1)
B;

t;
[ 5 g ) dum gty (4.14)
ti—1

Gleichung (4.14) geht auf TAYLOR U. A. (1970) zuriick und hat eine Genauigkeit zweiter
Ordnung. Die Gesamtspannung setzt sich schliellich aus den Beitrédgen aller Prony-
Terme zusammen

o(t) = éaj(ti). (4.15)

4.3. Materialfunktion als Uberlappung lokaler
Prony-Reihen — lokaler Faltungsalgorithmus

Aus numerischer Sicht eignen sich Prony-Reihen aufgrund der rekursiven Faltungsbe-
rechnung und des geringen Speichbedarfs sehr gut als Materialfunktionen. Jedoch las-
sen sich nicht alle Materialfunktionen unmittelbar durch eine Summe aus gewichteten
Exponentialfunktionen anndhern. Dazu zahlen beispielsweise Materialfunktionen mit
Singularitiaten wie bei fraktionalen Dampferelementen. FEine Moglichkeit, beliebige Ma-
terialfunktionen mit schwindendem Gedéchtnis zu verwenden und dabei Speicherplatz
und Rechenzeit effizient einzusetzen, wird im Folgenden vorgestellt.

Dabei wird das Faltungsintegral aus Gl. (4.1) zum Zeitpunkt #; in eine Summe aus
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Integralen iiber einzelne Teilbereiche zerlegt
t;
[t = wygw) du
0
a1

= [ 1= wglw)dut [ {4 wg(w)dut-+ [ [k —wglw)du. 415

0 _

7f(ti —u)g(u)du

Ohne die Integrationsbereiche ndher zu spezifizieren, dient fttf f(t; — u)g(u) du mit den
Integrationsgrenzen 0 < ¢, ¢t~ < 7 und " < ¢; als Platzhalter fir einen Summanden
des Faltungsintegrals.

Statt die Materialfunktion f selbst zu nutzen, bildet deren Laplace-Transformierte F den
Ausgangspunkt fir die Faltungsalgorithmen von LUBICH (2004), SCHADLE U. A. (2006)
und LOPEZ-FERNANDEZ U. A. (2008). Setzt man die Riicktransformation von F in das
Faltungsintegral ein und nutzt die numerische Diskretisierung der Inversionsformel

Ny
/et/\}"()\) d\ ~ Z Wi €2 F (M) (4.17)

T m=— Ny

1

t) = —

1) 2114

so fithrt dies unabhéngig von der tatsachlichen Form der Materialfunktion auf eine
Summe von gewichteten Exponentialfunktionen

= Y wm]:(Am)e(ti_tﬂ’\m/e(ﬁ_“)’\mg(u)du (4.18)

m:—NM t—

= > )y F(A) y(tT,t" ) -

m=— Ny

Gleichung (4.18) schafft die Grundlage zur Reduktion des Speicherbedarfs und zur
Schnelligkeit des Faltungsalgorithmus. Zum einen fasst y(¢*,¢7,)\,,) die Geschichte g(t),
die sich zwischen ¢~ und ¢ ereignet hat, zusammen. Zum anderen kann die Spannung
WinF M) y(tt,67 0, bei fortschreitender Zeit ¢; immer wieder verwendet werden, in-
dem sie durch einen exponentiellen Vorfaktor relaxiert wird. y(¢*,t7,\,,) wird im Folgen-
den als Ersatzgrofie fiir die Dehnraten- bzw. Dehnungsgeschichte bezeichnet und durch
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ye (t1,67 M) und 4. (t1,67,\,,) unterschieden. Aufgrund der kompakteren Ausdriicke be-
schrankt sich die Darstellung der Gleichungen fiir die numerischen Integrationen in die-
sem Abschnitt auf die Dehnratengeschichte als Eingangsfunktion.

Im Rahmen dieser Arbeit wird der adaptive, schnelle und vergessliche Faltungsalgo-
rithmus nach LOPEZ-FERNANDEZ U. A. (2008) fir die Materialroutinen viskoelastischer
Materialien in der Crashsimulation angepasst. Die Idee dieses Faltungsalgorithmus be-
steht darin, die Materialfunktion f(¢) lokal auf einzelnen Intervallen durch eine Summe
aus gewichteten Exponentialfunktionen zu approximieren und die fortschreitende Ge-
schichte mithilfe aller lokalen Prony-Reihen direkt in Ersatzgrofien umzurechnen. Die
Ersatzgrofien werden z. T. erst zu einem spéteren Zeitpunkt zur Auswertung des gesam-
ten Faltungsintegrals benotigt. Durch die unmittelbare Berechnung der Ersatzgrofien
muss die Geschichte g(¢) jedoch nur zu wenigen Zeitpunkten gespeichert werden.

Die Modifikationen des Faltungsalgorithmus fiir die Crashsimulation beschranken sich
auf drei Punkte. Als erstes wird die Berechnung von w,,, F(\;,) und \,, mithilfe ei-
nes geeigneten Integrationspfades I' an dieser Stelle nicht betrachtet. Stattdessen wird
vorausgesetzt, dass diese als Konstanten f; und j3; bereits vorliegen

tt Ny
[t = wyglwydune Y- eyt e, - gy) (4.19)
t= =1

und eine Prony-Reihe f(t) = zj&l fie™%* mit Ny Termen bilden, die die Annahme des
schwindenden Gedéchtnisses erfiillt. Dies ersetzt die Einschrankungen, die der Faltungs-
algorithmus nach LOPEZ-FERNANDEZ U. A. (2008) fiir F aufstellt. Die Integrationsgren-
zen t~ und ¢ einer Ersatzgrofie hangen von der Intervalleinteilung und der Abfolge an
Losungszeitpunkten der FE-Simulation ab. Dieser Zusammenhang wird nach der Auf-
zahlung der Unterschiede zum urspriinglichen Faltungsalgorithmus genauer erlautert.
Als zweites werden alle Intervalle mit einer Prony-Reihe approximiert. Besondere Inte-
grationsregeln wie fiir eine Singularitdt der Materialfunktion bei # = 0 werden nicht
verwendet, konnen aber ohne Weiteres hinzugefiigt werden.

Als drittes bleibt die Adaptivitat der Zeitschrittweite wie im Faltungsalgorithmus nach
LOPEZ-FERNANDEZ U. A. (2008) erhalten. Im Gegensatz zum urspriinglichen Faltungs-
algorithmus miissen die Giiltigkeitsbereiche der lokalen Prony-Reihen jedoch kein Viel-
faches der minimalen Zeitschrittweite min(At;) der FE-Simulation sein, sondern kénnen
ein Vielfaches der beliebigen Zeiteinheit h* > min(At;) sein.

Die Intervalleinteilung ist der Schliissel zur Reduktion des Speicherbedarfs. Sie bestimmt,
in welche Intervalle die Materialfunktion zerlegt wird und ob und wie lange die Ersatz-
groflen wiederverwendet werden konnen. Die Anzahl an Intervallen Ny, hat mafigeblichen
Einfluss auf den Speicherbedarf.

Zur Speicherreduktion tragt auBerdem die Annahme des schwindenden Gedéchtnisses
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Abbildung 4.1.: Intervalleinteilung /; mit B = 3 und A* = 0,25 und zugehorige Prony-
Reihen f7i(t). Die Materialfunktion f(t) resultiert aus den {iberlappen-
den Prony-Reihen f%(t).

bei. Sie ermoglicht es, bei der Intervalleinteilung ein dhnliches Verhéltnis von Anfangs-
und Endzeitpunkt beizubehalten und folglich mit immer grofier werdenden Intervallen
zu arbeiten. Wie im Pseudocode von LOPEZ-FERNANDEZ U. A. (2008) werden die In-
tervallgrenzen I; = [f,;,tu;] durch die Zeiteinheit A* und die Basis B € N bestimmt

Iy =10,2n"],

L= OS2 B, B mitl <IN (420)
Diese Intervalleinteilung fithrt auf iiberlappende Intervalle und das Verhéltnis zwischen
End- und Anfangszeitpunkt eines Intervalls ndhert sich dem Grenzwert lim;_, o tup;/tn; =
B? an. Fiir B = 3 und h* = 0,25 sind die Intervallgrenzen in Abbildung 4.1 aufgefiihrt
und die Materialfunktion ist als Gesamtheit der tiberlappenden Prony-Reihen abgebil-
det.

So wie sich die Materialfunktion aus mehreren Intervallen zusammensetzt, spaltet sich
das Faltungsintegral in verschiedene Integrationsbereiche auf. Zu jedem Integrationsbe-
reich [tming, tmaxi] gehoren eine Prony-Reihe f1(¢) und eine Ersatzgrofie y,. Die Zerle-
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gung des Faltungsintegrals in Integrationsbereiche der Ersatzgrofien folgt hier ebenfalls
LOPEZ-FERNANDEZ U. A. (2008):

NL NL
toing = Y. B und g = hBF. (4.21)
k=141 k=l

Die Anzahl N, an Integrationsbereichen, die zum Zeitpunkt ¢; zur Faltung beitra-
gen, soll dabei so klein wie moglich sein. Zur Minimierung von Ny, kénnen die Stufen
b, € 1,2,...,B der Integrationsbereiche erhoht werden, bis sie die Basis B erreichen.
Zur graphischen Darstellung der Integration nutzt man Diagramme, auf deren Abszisse
die Zeit ¢ und auf deren Ordinate die Integrationsvariable u des Faltungsintegrales auf-
getragen sind. Die Zerlegung nach Gl. (4.21) fihrt wie in Abbildung 4.2 dargestellt zu
treppenformigen Integrationsbereichen, deren Farben die Giiltigkeitsbereiche der einzel-
nen Prony-Reihen (vgl. Farbschema in Abbildung 4.1) und damit auch die Integrations-
bereiche der Ersatzgrofien markieren. In dieser Darstellung wird klar, warum sich die
Intervalle iiberlappen miissen. Wahrend die Lénge der horizontalen Grenzlinien zweier
Farbbereiche parallel zur t-Achse aufzeigt, wie lange eine Ersatzgrofie wiederverwendet
werden kann, markieren die vertikalen Grenzlinien parallel zur u-Achse den Ubergang
zwischen zwei Ersatzgrofien 3, und y;,1 und damit den Wechsel zwischen den Intervallen
I und [, der Materialfunktion. Dieser Ubergang ist nur moglich, wenn sich die beiden
Intervalle die Grenzlinie teilen. Folglich miissen sie z. T. denselben Zeitbereich abdecken
und tiberlappen. Trotzdem trigt wie in Gl. (4.16) dargestellt immer nur eine der beiden
Ersatzgrofien zur Spannungsberechnung bei.

Bei den Integrationsgrenzen ist zu beachten, dass die zeitliche Abfolge umgekehrt zur
Zerlegung der Materialfunktion erfolgt. Die Integration der Prony-Reihe des Ni-ten
Bereiches beginnt bei ¢ = 0, die Integration des nullten Bereiches endet beim aktuel-
len Losungszeitpunkt ¢;. Fir die Faltung im Bereich des aktuellen Losungszeitpunktes
[t; — 2h*,t;] wurde im urspringlichen Faltungsalgorithmus ein direkter Berechnungs-
schritt eingesetzt. Fiir die Faltung mit At < h* wird dieser Integrationsbereich nicht
gesondert behandelt, sondern stellt einen regularen Integrationsbereich dar.

In Abbildung 4.2 sind die maximalen Integrationsbereiche der Ersatzgrofien fiir B = 3
und h* = 0,25 zum Zeitpunkt ¢t = 11,2 aufgefithrt und fiir alle anderen Zeiten graphisch
dargestellt. Die Anordnung der Materialfunktion mit dem Ursprung in (11,2/11,2) ver-
anschaulicht die Umkehrung der zeitlichen Abfolge zwischen der Intervalleinteilung und
den Integrationsbereichen.

Die tatséchlichen Integrationsgrenzen, die die symbolischen Integrationsgrenzen ¢t~ und
t* in den vorherigen Gleichungen ersetzen, hangen von der Folge der Losungszeitpunkte
der FE-Simulation ab und kénnen im u-¢-Diagrammen ebenfalls abgelesen werden. Der
aktuelle Losungszeitpunkt ¢; der FE-Simulation wird als Punkt (¢;/t;) eingetragen, alle
vorherigen Losungszeitpunkte als (¢;/t;,_x),1 < k < 4. Die Verbindungslinie zwischen
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Abbildung 4.2.: Zerlegung des Faltungsintegrals in Integrationsbereiche y; bei einer In-
tervalleinteilung mit B = 3 und h* = 0,25: Zusammensetzung des Fal-
tungsintegrals bei ¢ = 11,2 mit maximalen Integrationsbereichen (oben)
und fiir eine Abfolge an Losungszeitpunkten (unten)

den Punkten (#;/0) und (¢;/t;) zeigt auf, welche Prony-Reihen zur Spannungsberech-
nung beitragen koénnen. Sobald zwei Losungszeitpunkte der FE-Simulation innerhalb
eines farbigen Bereiches auf der Verbindungslinie liegen, liefert die zugehorige Prony-
Reihe durch ihre Ersatzgrofie einen Beitrag. Falls nicht, wird das Gebiet mit direkten
Schritten iiberbriickt. Direkte Schritte verbinden unterschiedliche Integrationsbereiche
und konnen deshalb nicht einer Prony-Reihe allein zugeordnet werden. Im Rahmen die-
ser Arbeit werden diese durch

[ 0= it aus FEEETE0, (E2) (o)
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10 20 30
t t

10 20 30

Abbildung 4.3.: Zusammensetzung des Faltungsintegrals bei ¢ = 22 (links) und ¢ = 35
(rechts) fiir ¢; = {0; 0,1; 3,2; 5,1; 7,0; 8,2; 9,3; 9,9; 11,2; 22; 35}

angendhert. Dabei sind f~(¢) und f*(¢) die Prony-Reihen der Integrationsbereiche, in
denen ¢~ und ¢* liegen. Diese Bereiche missen nicht benachbart sein.

In der Crashsimulation wird die Zeitschrittweite At; tiblicherweise sehr viel kleiner als
h* sein, sodass alle Bereiche einen Beitrag zur Spannung liefern und die direkten Schritte
eine untergeordnete Rolle spielen. In diesem Fall setzt sich die Spannung zum Zeitpunkt
t; aus den Ersatzgrofien aller Ny, Intervalle und aus den direkten Schritten zwischen den
Integrationsbereichen zusammen

N 2y I Tt I
= sz;'le_ﬂj (=t )yél(tl—i_vtl_7 - ﬂjl)

lz”fvj:l (4.23)
Lty — - )+ it — 7)) (o, + 67 /.

+ZZ l 12 ! g: ! 12 l (t1—1—tz+) .
=1

Dabei ist fi(¢) die Prony-Reihe, ¢, die Integrationsuntergrenze und ¢;" die Integrati-
onsobergrenze des [-ten Integrationsbereiches. Die numerische Integration der Ersatz-
groBen y; aus Gl. (4.18) erfolgt in Analogie zu den Spannungen und Dehnungen der
einzelnen Maxwell-Elemente des rekursiven Faltungsalgorithmus (vgl. Gl. (4.12), (4.13)
und (4.14)). Fiir den Fortschritt der oberen Integrationsgrenze von t;_; auf ¢; mit der
Dehnratengeschichte als Eingangsgrofie lautet diese

t;

(t“t_ ﬁ]) — —B](tz—tz 1)y ( o lat_ BJ) / 6_Bj(ti—u)g&f(u) du
ti—1 (424)

B 1 — e—ﬁj(ti_ti—l)
= e Py (4 17— B) + ge(tisaye) 3; '
J
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Zur graphischen Darstellung sind die Losungszeitpunkte einer Crashsimulation mit
At < h* nicht geeignet. Fiir eine Simulation mit den exemplarischen Losungszeitpunk-
ten t; = {0; 0,1; 3,2; 5,1; 7,0; 8,2; 9,3; 9,9; 11,2} sind die tatsichlichen Integrationsgren-
zen in Abbildung 4.2 aufgefithrt. Die Spannung zum Zeitpunkt ¢ = 11,2 setzt sich aus
den Ersatzgrofien ys, y3 und g4 und direkten Schritten zusammen

o(11,2) Xy%e A112-99) ) (9.9:9.3; 5b-+§}#w B 12782) . (8,27 —B)

1,
3 ey, (5 10 )
j=1

f10(11,2— 11,2) +f[2(11,2—9,9) 11,2499
+ 5 9é< >

f[2(11,2 -9,3) +f13(11,2 —8,2) 9,3+ 8,2
+ 2 %< 2

f13(11,2—7)+f]4(11,2—5,1) 74+ 5,1
+ 5 ga'< B

(11,2 -19,9)

)@3—&m
)U—&D-

(4.25)

Damit die Prony-Reihe des Intervalls I, zu diesem Zeitpunkt jedoch erstmalig zur Span-
nung beitragen kann, miissen die Ersatzgrofien 1, bereits von Berechnungsbeginn bei
t = 0 bis zum Zeitpunkt ¢ = 5,1, dem letzten Zeitpunkt innerhalb von gy, mit by = 1,
integriert worden sein. Die darauffolgenden Abschnitte von g4 mit by = 2 oder fiir y5 mit
bs = 1 miussen ebenso fortlaufend berechnet werden und haben zum Zeitpunkt ¢ = 11,2
die gesamte Geschichte integriert. Nur dann konnen sie bei den weiteren Losungszeit-
punkten ¢ = 22 und ¢ = 35 zur Spannung beitragen (vgl. Abbildung 4.3), die sich
gemaf

Ny I
22) = Y flre BBy, (11,2:0; - 5])
=1

(22 — 22 (22 — 11,2 22 4+ 11,2 (4:26)
2 2
und
ol I 5(35-11,2 I
:ijsefﬁj (35—11, )yé5(1172;0§_5j5)

j=1
b(35 — 35 l1(35 — 22 35 4 22
Is — 22 Ia — 112 22 4+ 11,2

IS R R E P RS L P
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berechnet. Dieses Beispiel zeigt zum einen, dass mehrere Kopien der Ersatzgrofien y;
berechnet, gespeichert und ggf. fortlaufend relaxiert sowie in der Zeit vorangebracht
werden miissen. Zum anderen muss die Simulationsdauer t,,q zu Beginn der Simulation
bekannt sein. Nur dann stehen alle Ersatzgrofien bei einer unbekannten Zeitschrittab-
folge zur Verfiigung.

Die Simulationsdauer t.,q beeinflusst nach

!
tend < tupy, = R*(1+ Z B
)

1 — phut!
ten < h* 1 - (428)
d S < + 15 )

log <(t;1d - 1) (B—1)+ 1> —1< N,
die Anzahl Ny, an erforderlichen Intervallen und damit den Speicherbedarf des Faltungs-
algorithmus. Geméafl Gl. (4.28) steigt N, logarithmisch mit der Simulationsdauer an,
N, = O(log &24). In wie viele Zeitschritte die Simulationsdauer jedoch unterteilt wird,
spielt fiir den Speicherbedarf keine Rolle.

AuBerdem werden insgesamt vier Kopien der Ersatzgrofien y; benotigt: eine Kopie Y,
auf der die aktuelle Geschichte verarbeitet wird, eine Kopie YT}, die zur Faltung bei-
tragt, eine Kopie YM;, die als Zwischenspeicher dient, und eine Kopie YA, fir den Fall,
dass ein Losungszeitpunkt mit einer Intervallgrenze zusammenfallt.

Der Speicherbedarf fiir die Ersatzgrofien des Faltungsalgorithmus mit k-fachen Ein-
gangsgrofen ¢(t) und einer skalaren Materialfunktion berechnet sich geméfl des Pseu-
docodes in LOPEZ-FERNANDEZ U. A. (2008) mithilfe der Formel

NMS = Ny |4 (ByNy +2(ky + 1+ 1)+ 1)) +5| . (4.29)

Speicherbedarf einer Kopie

Fiir die einzelnen Kopien werden neben den ky Ny Geschichtsvariablen, die auch fiir eine
Prony-Reihe alleine benétigt werden (vgl. Abschnitt 4.2), zusatzlich die 2k Anfangs- und
Endwerte der Eingangsgrofie sowie die minimal und maximal moglichen und tatséchli-
chen Integrationsgrenzen und die Stufe b; abgelegt. Bei der Faltung eines symmetrischen
Tensors zweiter Stufe gilt &k = ky = 6.

Nach Gl. (4.29) wird der Speicherbedarf im Wesentlichen durch die Anzahl an Intervallen
Np, und an Prony-Termen Nj je Intervall bestimmt. Abgesehen von der Simulationsdauer
wird Ny, durch die Wahl von B und h* vorgegeben. Je grofler B und hA* sind, desto lan-
ger sind die Intervalle und desto weniger Speicherplatz und Rechenzeit werden benétigt.
Bei kiirzeren Intervallen kann der Kurvenverlauf einer Materialfunktion jedoch genauer
beschrieben werden. Demzufolge gilt es, einen Mittelweg zwischen Berechnungsaufwand
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und Genauigkeit zu finden. Fiir analytische Materialfunktionen kann der Fehler in Ab-
héangigkeit der Intervalllinge und der Eigenschaften der Materialfunktion berechnet und
die Intervalleinteilung optimiert werden (LOPEZ-FERNANDEZ U. A. 2006).

Die Genauigkeit kann auch mit der Anzahl an Prony-Termen Nj je Intervall verbessert
werden. Im Vergleich zum Faltungsalgorithmus mit einer Prony-Reihe fiir den gesamten
Zeitbereich (vgl. Abschnitt 4.2) werden im Allgemeinen jedoch deutlich weniger Prony-
Terme benotigt, da die lokale Prony-Reihe nur einen Ausschnitt des Materialverhaltens
abdecken muss.

Dariiber hinaus gilt, dass lange Intervalle fiir gewohnlich mehr Prony-Terme erfordern
als kurze Intervalle. Wie in Abbildung 3.7 dargestellt gibt es fiir jeden Prony-Term
einen Bereich, in dem dessen Wert stark abnimmt. Auflerhalb dieses Bereiches ist der
Funktionswert naherungsweise konstant oder vernachlissigbar. Ublicherweise zeigen die
Relaxationsraten einer Prony-Reihe fj(¢) innerhalb des zugehérigen Intervalls [; diesen
Spannungsabfall. Daraus folgt, dass die Relaxationsraten fiir kleine Zeiten grofie und fiir
lange Zeiten kleine Werte annehmen. Gegebenenfalls ist noch ein Prony-Term vorhan-
den, der einen nahezu konstanten Beitrag liefert. Im Grenzfall, dass fiir alle Intervalle
dieselbe Prony-Reihe verwendet wird, unterscheidet sich der lokale Faltungsalgorith-
mus nur durch die direkten Schritte vom rekursiven Faltungsalgorithmus. Da bei der
Crashsimulation die direkten Schritte durch die kurze Zeitschrittweite jedoch eine un-
tergeordnete Rolle spielen, ist die Abweichung vernachlassigbar.

4.4. Dehnratenabhangige Prony-Reihen

In den vorherigen Abschnitten wurden Materialfunktionen f(¢) betrachtet, die aus-
schliellich von der Zeit t abhéngen. In diesem Abschnitt wird die Faltung einer Ma-
terialfunktion f(¢,£1,£2, ... ) vorgestellt, die neben der Zeit ¢ auch von weiteren skalaren
Grolen &, abhiangt. Diese Form der Materialfunktion wird beispielsweise im Pipkin-
Rogers-Modell mit & = g¢.(¢) (vgl. Gl (3.64)) eingesetzt und wird im Abschnitt 5.6
fir eine skalare GroBe £ = g¢:(t) und zwei skalare Groflen & = g¢:(t) und & = 5(¢)
eingefiihrt.

An dieser Stelle wird der Spezialfall

[t = &) &) du =[5 f6 ) &) mdu (430

behandelt, bei dem ausschlieBlich die Gewichtungskoeffizienten f; der Prony-Reihe die
zusatzlichen Abhangigkeiten von & und &, berticksichtigen. Mit dieser Erweiterung kon-
nen die Faltungsalgorithmen aus Abschnitt 4.2 und 4.3 mit geringen Modifikationen
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weiterhin eingesetzt werden. Wichtig dabei ist, dass spannungswertige Geschichtsva-
riablen verwendet werden, die die Abhangigkeiten der einzelnen Koeffizienten f; direkt
einbeziehen.

Die Darstellung der modifizierten Gleichungen aus Abschnitt 4.2 und 4.3 beschrankt
sich hier auf die Abhangigkeit von der Dehnrate & = g:(¢). Fur

f(tg:(t ZJZ g:(t (4.31)

wird beim rekursiven Faltungsalgorithmus mit einer Prony-Reihe fiir den gesamten Zeit-
bereich nur das Intervall iiber den letzten Zeitschritt (vgl. Gl. (4.14)) um eine Auswer-
tung des Koeffizienten f; in Abhéngigkeit der Dehnrate ergénzt. Es wird angenommen,
dass f; wie die Dehnrate innerhalb eines Zeitschritts konstant ist

/37 o 1 — e_/Bj(ti_ti—l)
/fa g:(w)) e g () du = fi(ge(ti-12)) 9 (ti-1/2) 3, (4.32)
j
Das rekursive Integrationsschema (vgl. Gl. (4.11)) bleibt erhalten
Jj<ti) = e_ﬁj(ti—ti—l) / L g<€ fBJ ti— u)g ( )du (433)

Beim lokalen Faltungsalgorithmus mit einer Materialfunktion, die als Uberlappung von
Prony-Reihen aufgebaut ist, werden ausgehend von Gl. (4.19) spannungswertige Ersatz-
grofen g eingefiihrt

/f —u,g:(u))ge(w) du ~ Y eI g (1 17 — By, (4.34)

Der Gewichtungskoeffizient der Prony-Reihe ist somit kein Vorfaktor mehr, sondern
geht mit seinem aktuellen Wert direkt in die Ersatzgrofie ein. Fiir eine Dehnrate als
Eingangsgrofie werden die spannungswertigen Ersatzgrofien geméaf

ye(tit™, — ;)
t
i—1
Bt 1 — e Bilti—ti-1)
=e Bi(ti tzfl)y (tz 17 ’ Bj) + fj(gg( i— 1/2))95( i— 1/2)

B
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beim Fortschritt der Obergrenze von #;_; auf ¢; berechnet. Die direkten Schritte (vgl.
Gl. (4.22)) werden ebenfalls um die Auswertung der Steifigkeit erganzt.
Mit 4, = 2(t7 — ¢7) lauten diese

+

f(ti — u,9:(u))ge(u) du

~

(£ (= %0 () 5 (1= 700 () g2 (1) (8% = ©7)

(Zjﬁ (0 ) 7 4 3 g () j_(”_t_)) g () (17— 17) |
(4.36)

4.5. Vergleich der Faltungsalgorithmen

Der Vergleich der Faltungsalgorithmen erfolgt in diesem Abschnitt beztiglich ihrer Kom-
plexitéat, der Form ihrer Materialfunktion und ihres Anwendungsgebietes.

Vergleicht man die Komplexitit der naiven, rekursiven und lokalen Faltungsalgorithmen
in Tabelle 4.1, so geht der rekursive Faltungsalgorithmus eindeutig als Sieger hervor. Un-
abhéngig von der Simulationsdauer ¢,q und der Anzahl an Zeitschritten Nf bleiben der
Speicherbedarf sowie die Anzahl an Operationen pro Zeitschritt konstant und héngen
ausschlieBlich von der Anzahl der Prony-Terme O(Nj) ab. Damit steigt die Gesamtzahl
an Operationen O(Nf Nj) linear mit der Anzahl an Zeitschritten an.

Beim lokalen Faltungsalgorithmus bleibt der Speicherbedarf und die Anzahl an Opera-
tionen pro Zeitschritt ebenfalls fiir alle Zeitschritte gleich. Da jedoch die Anzahl an In-
tervallen Ny, an die Simulationsdauer gekoppelt ist, geht t.,q logarithmisch in die Anzahl
an Operationen pro Zeitschritt O(Ny,Ny) = O(log(tena/h*)Ny) ein. Damit unterschrei-
tet der Berechnungsaufwand mit O(N{NyNj) Operationen den Berechnungsaufwand

Faltungsalgorithmus Komplexitét Flexibilitét
(Abschnitt) Speicherbedarf N  Operationen Kurvenverlauf ~Anpassung
Naiver ~ (4.1) O(N}) O(N?) 4+ 4+
Rekursiver ~ (4.2) O(Ny) O(Nf Ny) — —
Lokaler ~ (4.3) O(Ny, Ny) O(N} N, Ny) 4+ () +

Tabelle 4.1.: Vergleich der Faltungsalgorithmen mit N Anzahl der Zeitschritte, Ny An-
zahl der Prony-Terme und Ny, Anzahl der Intervalle
(*) Die Integration einer Singularitit ist moglich. Diese Eigenschaft wird im
Rahmen dieser Arbeit aber nicht genutzt.
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4. Materialfunktion und numerische Faltung

O(N{?) des naiven Faltungsalgorithmus immer noch deutlich, dessen Speicherbedarf zu-
dem mit der Anzahl an Zeitschritten O(Nf) wéchst.

Neben der Komplexitéit ist fiir den Ingenieur auch die Bestimmung der Materialfunk-
tion oder die Variation der Materialeigenschaften von Interesse, um beispielsweise den
Einfluss von Streuungen der Materialeigenschaften zu tiberpriifen.

Als effizientester Faltungsalgorithmus verlangt der rekursive Faltungsalgorithmus eine
Parametrisierung der Materialfunktion als Prony-Reihe fiir die gesamte Simulationsdau-
er. In dieser Form beeinflussen alle Koeffizienten und Relaxationsraten den Verlauf der
Materialfunktion gleichzeitig und miissen folglich zusammen bestimmt werden. Dabei ist
jedoch nicht unmittelbar ersichtlich, wie die Relaxationsraten gewahlt werden miissen.
Der Beitrag eines Prony-Terms kann wie in Abbildung 3.7 dargestellt zwischen einem
nahezu konstanten und vernachlédssigbaren Wert variieren. Liefern mehrere Terme fiir
die Zeitspanne der Anpassung einen nahezu konstanten Wert, so konnen diese zu einem
Term zusammengefasst werden. Geschieht dies nicht, so suggerieren die geringen Rela-
xationsraten einen langen Giltigkeitsbereich der Prony-Reihe.

Durch die Parametrisierung ist zudem nicht mehr erkennbar, wie lange die Prony-Reihe
giiltig ist. Dadurch besteht die Gefahr, dass die Zeitspanne der Anpassung in der FE-
Simulation iiberschritten wird und Materialeigenschaften genutzt werden, die bei der
Parameteridentifikation keine Rolle spielten.

Ein weiterer Nachteil einer einzigen Prony-Reihe besteht darin, dass die Anfangsstei-
figkeit und die Grenzwerte der Uberspannung bei Versuchen konstanter Rate gekoppelt
sind (vgl. Abschnitt 3.2.7 und Abbildung 3.11). Soll nur die Anfangssteifigkeit variiert
werden, muss eine erneute Anpassung erfolgen. Eine Verlangerung des Giiltigkeitsberei-
ches einer Prony-Reihe erfordert ebenfalls eine vollstandig neue Parameteridentifikation,
um den Anfangsbereich trotz zuséatzlicher Prony-Terme richtig abzubilden.

Beim lokalen Faltungsalgorithmus mit mehreren Prony-Reihen, die auf einzelnen In-
tervallen definiert sind, entfallt die Mehrzahl der Nachteile der Parametrisierung mit
nur einer Prony-Reihe. Die einzelnen Prony-Reihen miissen zum Verlauf ihrer Nachbarn
passen, sodass lediglich bei einer Anderung im Anfangsbereich u. U. alle Prony-Terme
nochmals angepasst werden miissen. Durch die einzelnen Intervalle vereinfacht sich zu-
dem die Auswahl der Relaxationsraten und der Giiltigkeitsbereich einer Anpassung ist
durch die maximale obere Intervallgrenze bekannt.

Noch mehr Flexibilitiat im Kurvenverlauf und bei der Anpassung der Materialfunktion
ermoglicht der naive Faltungsalgorithmus, da die Punkte der stiickweise linearen Kur-
ve einzeln verschoben werden kénnen. Ein weiterer Vorteil der naiven Faltung besteht
darin, dass der Verlauf der Materialfunktion sowie wichtige Gréflen wie die Anfangsstei-
figkeit oder der Giiltigkeitsbereich in einer Kurve direkt zugénglich sind.

Die Vor- und Nachteile der Faltungsalgorithmen im Bezug auf ihre Komplexitat und ihre
Materialfunktion fithren unmittelbar zu ihren Anwendungsgebieten. Aufgrund des hohen
Speicherbedarfs und der hohen Anzahl an Rechenoperationen ist der naive Faltungsal-
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4.5. Vergleich der Faltungsalgorithmen

gorithmus auf kleine Modellgré8en und Berechnungen mit kurzer Simulationsdauer be-
schrankt, kann jedoch bei der Bestimmung der Materialfunktion oder bei der gezielten
Variation der Materialeigenschaften hilfreich sein. Dafiir ist auch der lokale Faltungsal-
gorithmus geeignet, der fiir alle FE-Modellgré8en und Simulationszeiten einsetzbar ist.
Wie sich der Verlust der Glattheit der Materialfunktion durch die Zerlegung in einzelne
Intervalle beim lokalen Faltungsalgorithmus auswirkt, wird anhand der Spannungsant-
wort eines Relaxationsversuches in Abschnitt 6.1 analysiert. Ein Beispiel fiir die gezielte
Variation der Materialfunktion in Kombination mit dem lokalen Faltungsalgorithmus
ist zudem in Abschnitt 6.2 enthalten.

Ist die Materialfunktion erst einmal bekannt und kann mit einer Prony-Reihe fiir die
gesamte Simulationsdauer gefittet werden, so empfiehlt sich der Einsatz des rekursi-
ven Faltungsalgorithmus. Aufgrund seines geringen Speicherbedarfs und seiner Effizienz
kann er grole FE-Simulationsmodelle und lange Simulationszeiten ohne Schwierigkeiten
bewaltigen und fithrt zu einer glatten Spannungsantwort.
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Modellierung der viskoelastischen
Uberspannung offenzelliger
Polymerschaume

Das vorliegende Kapitel baut auf den Konstitutivgleichungen der finiten Viskoelastizi-
téatstheorie aus Kapitel 3 auf und beschreibt das mechanische Verhalten offenzelliger
Polymerschiume als Summe aus Gleichgewichtsspannung und Uberspannung. Einer-
seits ermoglicht die Beschrankung auf diese Werkstoffe eine kinematische Annahme,
die die Konstitutivgleichungen viskoelastischer Festkorper vereinfacht und die Anzahl
an Materialfunktionen reduziert. Andererseits muss die Gleichgewichtsantwort auf ei-
ne hyperelastische Formulierung erweitert werden, um die charakteristische Antwort
eines offenzelligen Polymerschaumes abzubilden. Die kinematische Einschrankung und
die Gleichgewichtsantwort entstammen der Literatur und werden zu Beginn erldutert.
Den Schwerpunkt dieses Kapitels bilden sechs Formulierungen der viskoelastischen Uber-
spannung. Bei den ersten beiden handelt es sich um bestehende Modelle aus der Litera-
tur, die fiir offenzellige Schdume vereinfacht werden. Die weiteren vier Modelle werden
eigens fir diesen Zweck aufgestellt. Die Materialfunktionen dieser Modelle schlieflen
zur Berechnung einer Uberspannung nur den zeitabhingigen Anteil ein (Kennzeichnung
durch eine Tilde ~, vgl. Gl. (3.40)) und koénnen verschiedene Darstellungsformen anneh-
men, die die numerische Faltung bestimmen (vgl. Kapitel 4).

Zur Kennzeichnung der Konstitutivgleichungen werden die einzelnen Bestandteile wie
die Spannungs- und Dehnungsmafle sowie die Form der Nichtlinearitdt und der Fal-
tungsalgorithmus abgekiirzt und an die Bezeichnungen fiir die Theorien der finiten li-
nearen Viskoelastizitat (FLVE) und der finiten nichtlinearen Viskoelastizitiat (FNLVE)
angehingt. Werden diese Konstitutivgleichungen der Uberspannung zusammen mit der
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5. Modellierung der viskoelastischen Uberspannung offenzelliger Polymerschiume

Gleichgewichtsantwort GG nach Abschnitt 5.2 verwendet, so beginnt die Kurzform der
Konstitutivgleichung mit GG+ und schliet dann die Abkiirzung der viskoelastischen
Uberspannung an. Ob die Konstitutivgleichungen zusammen mit den unterschiedlichen
Materialfunktionen in der Lage sind, die Versuche des Polyurethanschaumes abzubilden,
wird anhand der Modellantworten auf Standardanregungen im néchsten Kapitel disku-
tiert.

Die Konstitutivgleichungen wurden als benutzerdefinierte Materialroutine an das FEM-
Berechnungsprogramm LS-DYNA angebunden und getestet. Die Programmstruktur der
Materialroutine wird im letzten Abschnitt dieses Kapitels vorgestellt.

5.1. Kinematische Einschrankung offenzelliger
Polymerschaume

Die Kinematik der Verformung eines Materials kann durch materielle Zwangsbedingun-
gen eingeschriankt werden. Hierfiir ist die Annahme der Inkompressibilitéit ein bekann-
tes Beispiel, welche besagt, dass alle Verformungen bei konstantem Volumen erfolgen.
Wird ein inkompressibles Material in Langsrichtung gedehnt, so wird die Langsdehnung
durch Einschniirung der Probe in Quer- und Dickenrichtung ausgeglichen. In der Kon-
stitutivgleichung wird die Inkompressibilitdat durch eine Querkontraktion von (nahezu)
0,5 sichergestellt.

Im Rahmen dieser Arbeit wird fiir offenzellige Polymerschdume die konstitutive Annah-
me getroffen, dass Quer-, Lings- und Dickendehnung in erster Ndaherung nicht mitein-
ander verkntipft sind. Dies bedeutet, dass ein Schaumkorper in einer Richtung gestreckt
oder gestaucht werden kann, ohne dass eine Spannung oder Dehnung in den dazu or-
thogonalen Raumrichtungen entsteht oder diese beeinflusst. Diese Annahme gilt im ak-
tuellen Hauptachsensystem der Dehnung.

Fir die Konstitutivgleichung eines Schaumes bedeutet diese Annahme, dass alle Terme,
die zu einer Kopplung von Léngs-, Quer- oder Dickendehnung fithren, entfallen. Fiir
linear viskoelastische Festkorper mit der Konstitutivgleichung (3.48) sind dies die Ter-
me, die von der Spur des Dehnungs- oder Dehnratentensors abhdngen und sich auf alle
drei Normalspannungen auswirken. Bei kleinen Deformationen entfallen diese Terme bei
einer verschwindenden Querkontraktion v(t) = 0 (vgl. Gl. (3.48)).

Dieses Verhalten ist an die Schaumstruktur gebunden und fiir offenzellige, isotrope
Schédume unter Druckbelastung eine zulédssige Approximation (MILLS UND GILCHRIST
(2000b), M1LLS (2007)). Diese Annahme wird zudem in WIDDLE U. A. (2008) und YANG
UND SHIM (2004) fiir die viskoelastische Uberspannung von Schiumen sowie im Mate-
rialmodell MFCF des FEM-Berechnungsprogrammes LS-DYNA fiir alle Belastungsarten
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5.2. Beispiel einer Gleichgewichtsantwort

getroffen (KOLLING U. A. (2007a), HALLQUIST (2016)).

5.2. Beispiel einer Gleichgewichtsantwort

Die Gleichgewichtsantwort dieser Arbeit basiert auf der Veroffentlichung KOLLING U. A.
(2007a) und deren Implementierung als MFCF im FEM-Berechnungsprogramm LS-
DYNA (HALLQuisT 2016). Ausgangspunkt dieses hyperelastischen Materialgesetzes ist
die freie Energiedichtefunktion nach HiLL (1978)

Ny H

Ny
b=y 2 (i - )+H > i (1) (5.1)

klml

die in den Hauptstreckungen Ay und der Jacobi-Determinante J = det F = Ay; AusAus
formuliert ist und die konstitutiven Parameter ul ol und n! verwendet.

Die kinematischen Einschrankung fiir offenzellige Polymerschaume entspricht dem Grenz-
iibergang n' — 0 (KOLLING U. A. 2007a), der eine Entkopplung der Spannungen be-
wirkt. Die Eigenwerte der Nominalspannung Apr; hdngen dann ausschlieflich von der
zugehorigen Hauptstreckung Ayj ab

O X i [y al
ApT) = o = — | Aup"— 1) . 5.2
T Tl Sh v TR (5.2

Die Verallgemeinerung aus KOLLING U. A. (2007a) besteht darin, die polynomiale Ab-
héangigkeit von der Hauptstreckung des Hill-Funktionals durch die Auswertung einer
tabulierten Eingabe in Abhédngigkeit einer Dehnung und Dehnrate zu ersetzen.

Die Gleichgewichtsantwort besitzt jedoch keine Dehnratenabhangigkeit, sodass hier die
Auswertung einer stiickweise linearen Kurve (vgl. Gleichung (4.3)) der Definition

Apri = Apry, (Aup — 1) (5.3)

geniigt. Fiir einen uniaxialen Zug- oder Druckversuch kann die Kurve unmittelbar aus
der Kraft- und Wegmessung gewonnen werden (KOLLING U. A. 2007b) und die charak-
teristische Form fiir Polymerschdume abbilden (vgl. Abbildung 1.4). Zur Ausgabe der
Cauchy-Spannung im globalen Koordinatensystem werden die Hauptspannungen der
Nominalspannung Apr, in die Hauptspannungen der Cauchy-Spannung Ar; umgerech-
net

)\PT]_ - )\PTQ o )\PTg
T2 — T3 —

Ay = (5.4)

AusAusz AuiAus AuiAug
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5. Modellierung der viskoelastischen Uberspannung offenzelliger Polymerschiume

und dann mithilfe der normierten Eigenvektoren ey, in das globale Koordinatensystem
transformiert

Teq=Qr A1 - Qr' =Qu-Ar-Qu'. (5.5)

In dieser Gleichung steht die Grofle Qe fiir den Rotationstensor, der die Basisvektoren
e, in die Eigenvektoren e(,), des Tensors (e) tiberfiihrt

ee); = Q)& mit Q) = (ex- e, )er @ en, (5.6)

und die GroBe A, repréasentiert den Tensor () in seiner Hauptachsendarstellung

3
Ay =D Mo)r8(e); @ €(o)y - (5.7)
k=1

Diese Berechnung von T, ist ein Beispiel fiir eine mogliche Gleichgewichtsantwort offen-
zelliger Polymerschaume, welche wie auch die folgenden Formulierungen der Uberspan-
nung die kinematische Einschréankung erfiillt. Dies ist jedoch keine Bedingung. Méglich
ist auch, die entkoppelte Uberspannung zu einer Gleichgewichtsantwort ohne Entkopp-
lung zu addieren. Dann entstehen bei uniaxialer Belastung Quer- und Dickendehnungen,
die alleine aus der elastischen Gleichgewichtsantwort stammen.

5.3. Finite lineare Viskoelastizitat in S und E

Die Idealisierung eines Schaumes als Festkorper mit einer verschwindenden Querkontrak-
tion lisst sich auch auf die viskoelastische Uberspannung aus Abschnitt 3.4.1 anwenden.
Die finite linear viskoelastische Konstitutivgleichung (3.67) in S und E (FLVE-SE) ver-
einfacht sich damit zu

Sov(1) = B(1)E(0) + / B(t — wE(u) du. (5.8)

Dieses Vorgehen entspricht dem Ubergang von Gl. (3.45) auf Gl. (3.50). Die kinemati-
sche Einschrinkung isotroper Schaume fiihrt dazu, dass sich die unbekannten Materi-
alfunktionen fiir die finite linear viskoelastische Uberspannung auf den zeitabhingigen
E-Modul E(t) reduzieren.

Gleichung (5.8) lésst die Form der Materialfunktion offen, sodass die Konstitutivglei-
chung sowohl mit einer Prony-Reihe fiir den gesamten Zeitbereich als auch mit einer
Uberlappung von Prony-Reihen kombiniert werden kann. Aufgrund der zugehérigen
Faltungsalgorithmen wird das resultierende Materialmodell als FLVE-SE-rekursiv oder
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5.4. Green-Rivlin-Modell fir Schaume

FLVE-SE-lokal bezeichnet. Das Modell FLVE-SE-rekursiv entspricht einem generali-
sierten Maxwell-Element mit der Zwangsbedingung eines Schaumes und ist mit dem
generalisierten Maxwell-Element aus Abschnitt 3.3.1 verwandt.

Aufgrund der materiellen Linearitdt gelten die Einschrénkungen hinsichtlich der Ska-
lierbarkeit der Modellantwort aus Abschnitt 3.2.7 fiir dieses Modell beziiglich E und S
sowie fiir kleine Deformationen.

Dartiber hinaus fithren Dehnratengeschichten, die sich nur im Vorzeichen unterscheiden,
zu betragsméflig denselben Spannungsantworten. Das Modell FLVE-SE kann folglich ab-
weichende Steifigkeiten unter Zug- und Druckbelastung nicht unterscheiden. Zug- und
Druckversuche werden im Folgenden als Synonym fiir Versuche mit positiver bzw. ne-
gativer Dehnratengeschichte verwendet.

5.4. Green-Rivlin-Modell fiir Schaume

Das Green-Rivlin-Modell (vgl. Abschnitt 3.4.2) ist wie das Modell FLVE-SE in S und
E formuliert. Im Gegensatz dazu ist es jedoch materiell nichtlinear und erfordert durch
seine besondere Form der Nichtlinearitit die Bestimmung zahlreicher Materialfunktio-
nen. Dem Aufwand der Parameteridentifikation wirkt die kinematische Einschrankung
fir Schdume entgegen, die das Green-Rivlin-Modell fiir isotrope Materialien maf3geblich
vereinfacht. In EFFINGER U. A. (2014) ist die Vereinfachung bereits aufgefithrt und wird
an dieser Stelle wiederholt. Durch die Elimination aller Terme, die die Spur von E enthal-
ten, reduziert sich das Modell auf einen Term pro Ordnung. Fiir das Green-Rivlin-Modell
isotroper Materialien der fiinften Ordnung verbleiben somit fiinf Faltungsintegrale. Num-
meriert man die Materialfunktionen entsprechend ihrer Ordnung und beschrankt sich auf
den zeitabhéngigen Anteil der Materialfunktion R(t), so lautet die Konstitutivgleichung

t t t
&xo:/éﬂpmewgmq+//Rﬂﬁ—m¢—@ﬁmmyEmgwhm@
0 0 0
t t
+ //R3(t - Ul,t - UQ,t - Ug)E(Ul) . E(Ug) . E(Ug) du1 dUQ dU3
0 0

t
.”/QU—%”J—MmWﬁ”nmmﬂmmdm
0

+

+
St O O~

t
/]%5(t—u1,,t—u5)E(u1)E(u5)du1du5
0

(5.9)
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5. Modellierung der viskoelastischen Uberspannung offenzelliger Polymerschiume

Der Spannungsbeitrag der n-ten Ordnung wird durch die Materialfunktion R, bestimmt.
Im Rahmen dieser Arbeit werden die Materialfunktionen R, entsprechend der Anzahl
ihrer Argumente in ein n-faches Produkt der Funktion M, zerlegt

(Ul) = Ml(“l%
R2(U1,U2) = MQ(Ul)M2(U2),
Ry (wr,up,uz) = Ma(ur) My (uz) M (us) (5.10)
Ra(uy,up,ug,ua) = Moy (un) My (uz) Ma(us) Ma(ug)
R5(u1,u2,u3,U4,u5) = M5<U1)M5(U2)M5<US>M5( )M5(u5)

Diese Produktform (vgl. Gl. (3.72)) bietet den Vorteil, dass sich die Mehrfachintegrale
in Gl. (5.9) auf lineare Einfachintegrale reduzieren, die mit den Algorithmen aus Kapitel
4 berechnet werden koénnen

(5.11)

In Abhéngigkeit von der Ordnung jedes Terms wird das Ergebnis des Einfachintegrals
mehrfach mit sich selbst einfach verjiingt.

Die Konstitutivgleichung (5.11) kann statt in E und den Materialfunktionen M ,(t) auch
in E mit den Materialfunktionen E,(t) formuliert werden. Das Green-Rivlin Modell fiir
isotrope Schaume (FNLVE-SE-GR) lautet in dieser Form

Sy () = % (EH(O)E(O) +/En(t — wE(u) du) . (5.12)

n=1

Fur Ny = 1 erhilt man den materiell linearen Grenzfall des Green-Rivlin-Modells
fiir Schaume, der in Abschnitt 5.3 als Modell FLVE-SE bereits eingefiihrt wurde (vgl.
Gl. (5.8)).

Infolge seiner Polynomstruktur aus Einfachintegralen unterscheidet das Green-Rivlin-
Modell fiir Schaume Zug- und Druckbelastung auf natiirliche Weise. Wahrend die Sum-
manden gerader Ordnung stets einen positiven Beitrag liefern, wechseln die Summanden
ungerader Ordnung abhangig von der Eingangsgrofie ihr Vorzeichen. Eine symmetrische
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5.5. Finite lineare Viskoelastizitat in T und U

Antwort ist nur moglich, wenn die Summanden der Ordnung n = 2 und n = 4 entfallen.

5.5. Finite lineare Viskoelastizitiat in Tz und U

Die Erweiterung der linearen Viskoelastizitatstheorie auf finite Spannungs- und Deh-
nungsmafle ist auf vielfidltige Weise umsetzbar (vgl. Abschnitt 3.3). Eine Moglichkeit
besteht darin, den Spannungs- und Dehnratentensor fiir kleine Deformationen durch
die Biot-Spannung Ty und die Rate des rechten Strecktensors U zu ersetzen. Aus der
Uberspannung der Gl. (3.50) geht dann die Konstitutivgleichung

mewzﬁaﬂmn+/Eu—mUmym (5.13)

hervor, die bereits die Annahme einer verschwindenden Querkontraktion enthalt. Die fi-
nite linear viskoelastische Konstitutivgleichung (5.13) in T und U (FLVE-TBU) steht
dabei in enger Beziehung zum Modell FLVE-SE (vgl. Abschnitt 5.3). Die beiden Konsti-
tutivgleichungen sind in unterschiedlichen Spannungs- und Dehnungsmaflen formuliert.
Sie besitzen jedoch dieselbe Gleichungsstruktur, sodass die Ausfiihrungen zur materi-
ellen Linearitat, Materialfunktion und Symmetrie unter Zug- und Druckbelastung fiir
FLVE-SE auf FLVE-TBU iibertragbar sind.

Eine Besonderheit der Biot-Spannung besteht darin, dass S und damit auch T nicht ex-
plizit aus Ty berechnet werden kénnen. Die Biot-Spannung ist als symmetrischer Anteil
von U - S definiert

1
Tp =5 (U-S+S.U). (5.14)

Zur Losung nach S wird Gl. (5.14) als lineares Gleichungssystem umgeschrieben
{Ts} = A(U){S}, (5.15)

wobei die 6x6 Matrix A(U) die Spannungstensoren {Tg} und {S} in Voigt-Notation
verkniipft. Die Losbarkeit des Gleichungssystems (5.15) nach S

{S} = A~ (U){Ts} (5.16)

wird durch die Eigenschaften des rechten Strecktensors bestimmt, aus dessen Kompo-
nenten die Matrix A aufgebaut ist. Aufgrund der positiven Definitheit von U folgt die
eindeutige Losbarkeit des Gleichungssystems (5.16) (vgl. Anhang A.1).
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5. Modellierung der viskoelastischen Uberspannung offenzelliger Polymerschiume

Die Verwendung der Biot-Spannung und des rechten Strecktensors ist neu und auf-
wendig, weist jedoch bei der Losung des Faltungsintegrals gewisse Vorziige auf, die in
Kapitel 6 aufgezeigt werden.

5.6. Finite nichtlineare Viskoelastizitiat in Tz und U

In Analogie zum Ubergang von FLVE-SE auf FNLVE-SE-GR wird in diesem Abschnitt
das Modell FLVE-TBU des letzten Abschnitts auf eine materiell nichtlineare Formulie-
rung erweitert. In diesem Fall werden jedoch keine Mehrfachintegrale verwendet, sondern
die Materialfunktion des Einfachintegrals wird um eine oder mehrere Abhédngigkeiten
von Dehnrate und Dehnung ergéanzt.

Bei den finiten nichtlinear viskoelastischen Modellen in Ty und U (FNLVE-TBU) han-
delt es sich daher um ein Einfachintegral mit einer dehnratenabhéangigen Materialfunk-

tion E(t,U(t))

Tp,(t) = E(t,U E(t — u,U(u))U(u) du (5.17)

O\“

oder um ein Einfachintegral mit einer dehnraten- und dehnungsabhéngigen Material-

funktion E(t,U(t),U(t))

Tp.,(t) = £(t,U(0),U E(t — u,U(u),U(u)U(u) du. (5.18)

O\ﬂ

Das Modell (5.17) ist vergleichbar mit der abgeleiteten Konstitutivgleichung (3.65) des
Pipkin-Rogers-Modells (vgl. Abschnitt 3.4.1), in der die Materialfunktionen von E ab-
hangen.

Das Modell (5.18) wird in dieser allgemeinen Form nicht betrachtet, sondern auf eine
Unterscheidung von Be- und Entlastungsvorgangen eingegrenzt.

5.6.1. Abhangigkeit von einer Vergleichsdehnrate

In Gl (5.17) ist die Ratenabhangigkeit der Materialfunktion nicht festgelegt. Fiir eine
isotrope Materialantwort muss die Materialfunktion jedoch in Abhédngigkeit der Invari-
anten von U formuliert werden. Die erste Méglichkeit besteht darin, die Abhéingigkeit
von U durch die Abhéngigkeit von einer skalaren invarianten GrofSie zu ersetzen und
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5.6. Finite nichtlineare Viskoelastizitat in Ty und U

diese als Vergleichsdehnrate zu bezeichnen. Im Rahmen dieser Arbeit definiert

Ueqv = \/1 ((Un — U22)2 + <U22 — U33>2 + <U33 — U11)2 +6 (U122 + UL+ U223)>

2
(5.19)

in Anlehnung an die Von-Mises-Spannung die Vergleichsdehnrate Ueqv und bezieht damit
alle Komponenten von U ein. Diese Definition wurde gewéhlt, da die Vergleichsdehn-
rate auf diese Weise bei uniaxialer Belastung mit der Anregungsrate iibereinstimmt.
Damit lautet die Konstitutivgleichung des Modells FNLVE-TBU-EQV (EQV fir engl.
equivalent strain rate)

Ty (1) = E(t, gy (0))U(0) + / Bt — u, U (1)) U (1) du. (5.20)

Durch die Abhéangigkeit von der Vergleichsdehnrate unterscheidet die Materialfunktion
langsame und schnelle Anregungsraten und gewichtet diese unterschiedlich stark, so-
dass keine Skalierbarkeit der Modellantwort wie in der linearen Viskoelastizitdt mehr
vorliegt.

Die zweite und dritte Moglichkeit bestehen darin, die Materialfunktion in Abhéngig-
keit von zwei bzw. drei skalaren Invarianten von U zu definieren. Neben der Héhe der
Dehnrate kann damit auch zwischen der Art der Belastung unterschieden werden. Diese
Moéglichkeiten werden im Rahmen dieser Arbeit nicht untersucht. Stattdessen erfolgt ei-
ne Formulierung der Uberspannung im Hauptachsensystem, die im nichsten Abschnitt
vorgestellt wird.

5.6.2. Abhangigkeit von den Hauptdehnraten

Das folgende Modell der Uberspannung FNLVE-TBU-HS wird im Hauptachsensystem
(HS) von U formuliert und ist eng mit der Gleichgewichtsantwort aus Abschnitt 5.2
verwandt.

Um die Unterschiede zum Modell FLVE-TBU-EQV aufzuzeigen, wird U zunéchst in der
Konstitutivgleichung (5.20) in seiner Hauptachsendarstellung

U=Qu Ay -Qu" (5.21)
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eingesetzt. Mit der Abkiirzung

&

G( )(tl,tg) —

eqv

(t1, Ueqy (12)) Ao (12)

- (5.22)
E(t, Ueqv(t2)) A o) (t2) €(0) , (12) @ €(a),(f2)

I
NE

o~
Il

1

erhdlt man die Konstitutivgleichung FNLVE-TBU-EQV in verédnderter Darstellung

Troe(t) = Qu(0) - G, (10) - QE(0) + [ Qu(u) - GY (¢ — u,u) - QF(w) du
i (5.23)

Aufgrund der Aquvivalenzumformung besitzt diese Gleichung dieselben Eigenschaften
wie die urspriingliche Konstitutivgleichung (5.20).

Um eine Unterscheidung zwischen Zug- und Druckbelastung zu erméglichen, wird im
nachsten Schritt die Abhéngigkeit von der Vergleichsdehnrate durch die zugehorige
Hauptdehnrate ersetzt

3
G (t,) = Z (11,20 (12)) M), (12) €(0)  (12) © €0, (B2) - (5.24)

Damit erhalt man das Modell FNLVE-TBU-HS

Tiou(t) = Qu(0) - GHs(£0) - QH(0) + [ Qu(w) - Gl(t = wu) - QF(w) du
: (5.25)

Obwohl dieselbe Materialfunktion in die Berechnung der Spannungsanderung jedes Zeit-
punkts eingeht, ist Gl. (5.25) nicht mehr aus Gl. (5.17) ableitbar, da die Auswertung
der Materialfunktion in Abhéngigkeit der Hauptdehnraten die Komponenten von U un-
terschiedlich gewichtet.

Das Modell FNLVE-TBU-HS wird an dieser Stelle postuliert und seine Eigenschaften
konnen folglich nicht abgeleitet werden. Es erfiillt die kinematische Einschrénkung offen-
zelliger Polymerschaume, da die Hauptdehnrate Ay, (u) weiterhin nur ihren zugehorigen
Eigenwert der Spannungsrate E(t — u, A\, (4)) Ay, () im aktuellen Hauptachsensystem
beeinflusst.

Zudem erfiillt die Konstitutivgleichung (5.25) die Bedingung (2.44) fiir isotrope Mate-
rialgesetze. Eine Drehung des Koordinatensystems um Q iiberfithrt U in U

U=Q - U.-Q" (5.26)
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und wirkt sich lediglich auf die Transformation Qg ins Hauptachsensystem

3 T
U=Qg Ay Qp

(5.27)
=Q-Qu(t) - Ay(t) - Qg(t)- Q"

aus, da die Eigenwerte als basisunabhangige Invarianten unverandert bleiben. Daraus
folgt die Zerlegung der orthogonalen Transformation Qg(?) in Q und Qy(?)

Qy(t) = Q- Qylt), (5.28)

die es erlaubt, die zeitlich konstante Drehung Q nach der Faltung durchzufiithren

t

Qu(0)- GY(10)- Qu" + [ Qg(w) - GU(t — ) - Qg du

0

=Q-Qu(0)-GY(t,0)-Qy(0) - Q" + /Q - Quy(u) - GU(t — u,u) - QITJ(u) QT du

-qQ- (Qum) GY(L0)- QB0 + [ Qulu) - GU(t - ww) - Qf(w) du) Q.
0 (5.29)

Damit gilt Tg(Q - U- Q") = Q- Tx(U) - Q".

Fiir uniaxiale Zugbelastung liefert FNLVE-TBU-HS dieselben Ergebnisse wie das Mo-
dell FNLVE-TBU-EQV. Wéhrend die Vergleichsdehnrate jedoch immer positive Werte
annimmt, unterscheidet Ay, (), ob das Material in der Hauptrichtung ey;, gestreckt oder
gestaucht wird. Auf diese Weise werden uniaxiale Zug- und Druckversuche konstanter
Ratenanregung unabhangig voneinander behandelt und kénnen einzeln abgebildet wer-
den. Das Modell FNLVE-TBU-HS kann somit ebenso wie die Gleichgewichtsantwort in
Abschnitt 5.2 als dreidimensionale Erweiterung der uniaxialen Versuchsbasis verstanden
werden.

5.6.3. Abhangigkeit von den Hauptdehnraten und Unterscheidung
zwischen Be- und Entlastungsvorgangen

Wahrend sich die materielle Nichtlinearitéat der Modelle FNLVE-TBU-EQV und FNLVE-
TBU-HS ausschliellich auf den Dehnratentensor stiitzt, wird im Folgenden das Modell
FNLVE-TBU-HS™ vorgestellt, das nicht nur beriicksichtigt, wie sich der Dehnungszu-
stand verandert, sondern auch welcher Dehnungszustand aktuell vorliegt.
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Dabei richtet sich der Fokus jedoch nicht auf eine allgemeine Form der Materialfunktion
E(t,U(t),U(t)), sondern auf die Unterscheidung zwischen Be- und Entlastungsvorgin-
gen. Wéhrend die Dehnrate und die Dehnung in der Belastungsphase dasselbe Vor-
zeichen besitzen, unterscheiden sich ihre Vorzeichen in der Entlastungsphase. Folglich
kénnen die beiden Vorgéange mithilfe eines Schalters s € {—1,1} separiert werden.

Das Modell FNLVE-TBU-HS" ist wie FNLVE-TBU-HS im Hauptachsensystem von U
formuliert. Da U und U im Allgemeinen nicht dasselbe Hauptachsensystem besitzen,
kann die Entscheidung iiber einen Be- oder Entlastungsvorgang nicht mithilfe der Ei-
genwerte Ay und Ay sondern nur mithilfe einer Naherung getroffen werden. Dazu wird
U im Hauptachsensystem von U berechnet

Quy'-U-Qy=0U (5.30)

und die Diagonalwerte von U werden mit den Hauptdehnraten Ay fiir jede Hauptrich-
tung verglichen

_ 1 falls Ugdg, >0,
S, = signum (UkkAUk,l) = - (5.31)
—1 falls Ukk)‘Uk <0.

Um eine Unterscheidung zwischen Be- und Entlastung zu erméglichen, wird die Ma-
terialfunktion £ in der Abkiirzung G (t,t,) des Modells FNLVE-TBU-HS um die
Abhéangigkeit des Schalters s auf jeder Hauptachse ergdnzt und definiert GHS+(t1,t2)

Gl (tt2) = 3 Bt Moy (12),55(12)) Aoy (B)ee (12) © o) (82). (5.32)

”M“

Damit erhilt man das Modell FNLVE-TBU-HS*

T (1) = Qu(0) - Gl (10) - Q5 (0) + [ Qu(u) - Glse (¢ = w.u) - QF () du
i (5.33)

Bei monotoner Belastung liefert FNLVE-TBU-HS* dieselben Ergebnisse wie FNLVE-
TBU-HS. In diesem Zusammenhang wird keine Unterscheidung zwischen den Modellen
vorgenommen, sondern die Ergebnisse werden fiir beide Modelle unter der Abkiirzung
FNLVE-TBU-HS™) zusammengefasst.
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5.6.4. Materialfunktion der nichtlinearen Modelle FNLVE-TBU

In den drei Modellen FNLVE-TBU-EQV, FNLVE-TBU-HS und FNLVE-TBU-HS™ ist
die Materialfunktion nicht nur von der Zeit, sondern auch von weiteren skalaren Grofien
abhéngig. Wie in Abschnitt 4.4 eingefithrt wird fiir diese Modelle die Materialfunktion
als Prony-Reihe festgeschrieben

E(t&(t 2_: (t))e P, (5.34)

in der die einzelnen Gewichtungskoeffizienten E'j die zusatzliche Abhangigkeit von ska-
laren GroBen berticksichtigen. Zur klaren Trennung von E(t) und der Dehnung E wird
an dieser Stelle die Tilde auch fiir die Koeffizienten der Prony-Reihe verwendet.

Die Prony-Reihe kann sowohl iiber den gesamten Zeitbereich als auch fiir einzelne In-
tervalle giiltig sein. Damit lassen sich die Faltungsintegrale in Gl. (5.20) und Gl. (5.25)
mit den Algorithmen nach Abschnitt 4.4 numerisch 16sen.

Fir den j-ten Prony-Term des Modells FNLVE-TBU-EQV lauten die Gl. (4.32) und
Gl. (4.33) in Tensornotation

(bt ~ . 1 — e Bilti—ti-1)
Tg;(t;) = e P 5Ty (1) + Ej( Uaqe(ti-1/2)) Ul(tiz1/2) 3 . (5.35)
J

Das Modell FNLVE-TBU-HS nutzt aus, dass die Eigenvektoren in Qg wie U selbst in-
nerhalb eines Zeitschrittes als konstant angenommen werden kénnen. Damit erfolgt die

Berechnung der Spannungsédnderung ATy aufgrund des letzten Zeitschritts im Haupt-
achsensystem von U und wird dann unmittelbar in das globale Koordinatensystem trans-
formiert. Fiir den Spannungsbeitrag des j-ten Prony-Terms gilt damit

TB(tz) =E¢ ~hilttioa TB z 1 / Q U,U) ’ QT (U) du

j i U U (5.36)

= ¢ ATy () + QU( tio1j2) - ATs; - Qg(tim1y2)
wobei sich die Spannungsianderung ATg; gemaf
3
ATBj - Z AATB]‘keUk ® Cuk
3 1_ e ﬁ](tz tz 1)
- Z 3. E; i(Aggtiz1/2)) Adgg(timi2) ey, (tim12) @ egy(tioiy2)
j
(5.37)
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berechnet. Diese Vorgehensweise wird auch fiir das Modell FNLVE-TBU-HS™ ange-
wandt. In diesem Fall ergdnzt die Abhangigkeit von §j(¢) die Materialfunktion in Gl. (5.37).
Fiir beide Modelle erhélt man die Gesamtspannung durch Summation iiber alle Prony-
Terme

NJ NJ
Tgo(ti) = Z fﬁj(ti_ti_l)TBj(ti—l) + Qu(tiz1y2) - (Z ATBj) : Q(Tj(tiﬂ/Q)

J=1

Ny
— Z e—Bj(ti—tifl)TBj(ti_l) + QU(ti—l/Q) -ATg - QIT;(ti—l/z) )

J=1

(5.38)

Beim lokalen Faltungsalgorithmus ergibt sich fiir das Modell FNLVE-TBU-HS die Be-
sonderheit, dass statt der sechs Komponenten des Dehnratentensors dessen drei Hauptin-
varianten und die zugehorigen Eigenvektoren an den Integrationsgrenzen gespeichert
werden miussen. Mit k, = 12 erhoht sich folglich der Speicherbedarf in G1.(4.29). Fiir
FNLVE-TBU-HS™' miissen zusatzlich die drei Werte der Schalter s, abgelegt werden,
sodass sich ky auf 15 erhoht.

5.7. Struktur der Materialroutine

Wie die Gesamtspannung besteht die Materialroutine aus zwei Bestandteilen. Auf den
ersten Block zur Berechnung der Gleichgewichtsspannung wird an dieser Stelle nicht ein-
gegangen, da die numerische Umsetzung der Gleichgewichtsantwort aus Abschnitt 5.2 in
KOLLING U. A. (2007b) enthalten ist. Der zweite Block dient der Berechnung der visko-
elastischen Uberspannung und enthélt die numerische Umsetzung der Konstitutivglei-
chungen FLVE-SE, FNLVE-SE-GR, FLVE-TBU, FNLVE-TBU-EQV, FNLVE-TBU-HS
und FNLVE-TBU-HS" ohne Dehnungssprung zum Zeitpunkt ¢ = 0. Obwohl sich die
Modelle in wichtigen Punkten unterscheiden, gleicht sich der Ablauf ihrer numerischen
Umsetzung. Aus diesem Grund ist die Materialroutine modular aufgebaut.

Die Struktur des zweiten Blocks ist in Abbildung 5.1 als Ratenformulierung dargestellt.
An erster Stelle steht die Berechnung der Dehnrate. Hier dient der Dehnratentensor ~
als Platzhalter fir einen der beiden Dehnratentensoren E oder U. An zweiter Stelle
entscheidet die Materialfunktion E, iiber die weitere Berechnung. Besitzt diese neben
der Zeit noch weitere Abhéangigkeiten, so werden aus 4 die erforderlichen Invarianten
Yeqv Und A berechnet und die Dehnung < ins Hauptachsensystem der Rate < gedreht.
Zusammen mit £, und < bilden sie die Eingangsgrofie fiir den ratenabhéngigen Fal-
tungsalgorithmus. Ist die Materialfunktion nicht dehnratenabhéngig, so liegen bereits
alle EingangsgroBen E,, und 4 fir die ratenunabhéngige Faltung vor.
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Abbildung 5.1.: Struktur der Materialroutine zur Berechnung der Uberspannung
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Bei einer ratenunabhéangigen Materialfunktion konnen die Faltungsalgorithmen aus Ab-
schnitt 4.1, 4.2 und 4.3 eingesetzt werden. Fiir die ratenabhéngige Materialfunktion ste-
hen der modifizierte rekursive oder der modifizierte lokale Algorithmus aus Abschnitt
4.4 zur Verfiigung. Das Ergebnis der Faltungsalgorithmen ist der Spannungstensor cx.
Fiir ein Modell hoherer Ordnung Ny > 1 wird der Spannungstensor gemafl der aktuellen
Ordnung n-fach mit sich selbst einfach verjiingt und als «,, gespeichert. Danach wird
der Faltungsprozess fir die nachsthohere Ordnung mit der Materialfunktion E,,; wie-
derholt. Ist n = Ny erreicht, so werden die Spannungstensoren «,, aufsummiert und als
Eingangsgrofie o an die Routine zur Umrechnung in die Cauchy-Spannung tibergeben.
Modelle, die wie FLVE-SE, FLVE-TBU, FNLVE-TBU-EQV und FNLVE-TBU-HS(*)
aus einem FEinfachintegral bestehen, sind Modelle erster Ordnung. Fir Ny = 1 wird
der Spannungstensor a direkt an die néchste Routine zur Umrechnung in die Cauchy-
Spannung weitergegeben.

Unabhéangig davon, in welchen Maflen das Materialgesetz formuliert ist, muss aufgrund
der ULF als Ergebnis der Materialroutine im FEM-Berechnungsprogramm LS-DYNA die
Uberspannung als Cauchy-Spannung T, ausgegeben werden. Unter der Pramisse dualer
Grofen fithrt die Faltung mit E auf Sy, die Faltung mit U auf Tg,, .

Wihrend die Dehnrate E aus D und die Spannung T, aus S,, mithilfe von Pull-Back-
und Push-Forward-Operationen unmittelbar bestimmt werden konnen, sind die Berech-
nung von U und die Berechnung von T, aus Tp,, numerisch aufwendig. Um U zu
bestimmen, muss U an den Losungszeitpunkten ¢; und ¢;_; der FE-Simulation bekannt
sein. Dazu ist die iterative Berechnung der Eigenwerte und -vektoren von U? zu je-
dem Zeitschritt erforderlich. Fir die Umwandlung von Ty, in T,, muss zunachst ein
lineares Gleichungssystem nach S,, gelost werden. Aus S,, kann dann T, durch eine
Push-Forward-Operation berechnet werden.

Neben dem Ablauf und dem numerischen Aufwand zur Berechnung der Dehnraten-
und Spannungsmafle zeigt Abbildung 5.1 auch, wie dank des modularen Aufbaus neue
Materiamodelle erzeugt werden konnen. Beispielsweise lasst sich die Erweiterung der
Materialfunktion um eine Ratenabhingigkeit auch mit einem Materialgesetz in E und
S,y umsetzen (FNLVE-SE-EQV oder FNLVE-SE-HS*)). Des Weiteren kann das Green-
Rivlin-Modell in U und Tg,, formuliert werden (FNLVE-TBU-GR) und jedes Einfach-
integral um die Abhéngigkeit von der Vergleichsdehnrate ergdnzt werden (FNLVE-TBU-
GR-EQV). Dariiber hinaus ist jedes dieser Modelle mit den unterschiedlichen Faltungs-
algorithmen aus Kapitel 4 kombinierbar. So entsteht eine Vielzahl an Modellen, de-
ren Eignung zur Abbildung offenzelliger Polymerschaume am Beispiel der ausgewahlten
Modelle FLVE-SE, FNLVE-SE-GR, FLVE-TBU, FNLVE-TBU-EQV, FNLVE-TBU-HS
und FNLVE-TBU-HS" im néchsten Kapitel untersucht wird.
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Numerische Beispiele und
Modellantworten auf
Standardanregungen

Nach der Einfithrung der Konstitutivgleichungen FLVE-SE, FNLVE-SE-GR, FLVE-
TBU, FNLVE-TBU-EQV, FNLVE-TBU-HS und FNLVE-TBU-HS™" im vorherigen Ka-
pitel 5 werden diese nun fiir definierte Randbedingungen numerisch gelost. Zum einen
veranschaulichen die numerischen Beispiele die charakteristischen Eigenschaften der Mo-
delle aus Kapitel 5. Zum anderen werden die Modellantworten anhand von Standard-
anregungen unter verschiedenen Belastungszustdnden verglichen und die Fahigkeit der
Modelle iiberpriift, offenzellige Polymerschaume abzubilden. Dazu wird das Spannungs-
Dehnungs-Diagramm nach Abbildung 1.4 zugrunde gelegt. Um jedoch die Wiederholung
zu vermeiden, die numerischen Beispiele mit den in Kapitel 7 folgenden Materialfunktio-
nen und Parametersétzen fiir Confor-Schaum nochmals zu zeigen, werden diese und die
viskoelastischen Uberspannungsverliufe von Confor-Schaum z. T. bereits in diesem Ka-
pitel eingesetzt. Dariiber hinaus werden die Ergebnisse mit dem in der Crashsimulation
gebrauchlichen Einheitensystem aus kg, mm und ms fiir die Angaben der Masse, Lange
und Zeit und den daraus ableitbaren Einheiten dargestellt. Damit die Dehnungsanre-
gung und die Spannungsantwort in direktem Zusammenhang stehen, werden in diesem
Kapitel aulerdem einzelne reduziert integrierte Hexaederelemente verwendet.

Aufgrund ihrer Zeitabhéngigkeit eignen sich Relaxationsversuche besonders, um die Ei-
genschaften viskoelastischer Festkorper zu illustrieren. Die uniaxialen Relaxationsver-
suche des Abschnitts 6.1 unterstreichen die Annahme der Isotropie, die kinematische
Einschrénkung und das Prinzip der Objektivitdt und zeigen die materielle Linearitat
sowie den Einfluss der rekursiven und lokalen Faltungsalgorithmen. Die Simulation der
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Relaxationsversuche wird ausschlieflich mit den materiell linearen Modellen FLVE-TBU
und FLVE-SE durchgefiihrt.

Aufgrund ihrer weiten Verbreitung bildet die Simulation von uniaxialen Zugversuchen
den Schwerpunkt dieses Kapitels. Im Abschnitt 6.2 wird zuerst der Unterschied zwischen
den Spannungs- und Dehnungsmafien der Modelle FLVE-SE und FLVE-TBU diskutiert
und die Spannungsantwort des Modells FNLVE-SE-GR fiir diese Standardversuche un-
tersucht. Im Anschluss zeigen die Zugversuche unterschiedlicher Abzugsgeschwindigkei-
ten die Vorziige der materiell nichtlinearen Modelle FNLVE-TBU-EQV, FNLVE-TBU-
HS und FNLVE-TBU-HS™. Thre einfache Parameteridentifikation begriindet, warum
sich die weitere Untersuchung der uniaxialen Druckversuche, der mehrachsigen und der
zyklischen Versuche auf diese Modelle beschrankt. Da die Modelle FNLVE-TBU-HS
und FNLVE-TBU-HS™ sich erst bei einem Lastwechsel unterscheiden, werden diese als
FNLVE-TBU-HS™) fiir die Abschnitte 6.1, 6.2, 6.3 und 6.4 zusammengefasst und die
Simulationsergebnisse jeweils nur fiir FNLVE-TBU-HS dargestellt.

Die Beispiele der uniaxialen Druckversuche in Abschnitt 6.3 zeigen anschlieffend, dass
nur das Modell FNLVE-TBU-HS() eine von den Zugversuchen unabhingige Parame-
teridentifikation fiir die Druckversuche erlaubt und die Zug-Druck-Asymmetrie bertick-
sichtigen kann.

Fiir die darauffolgenden Beispiele der mehrachsigen Belastungsgeschichten in Abschnitt
6.4 liegen keine Versuchsdaten vor. Die biaxialen Versuche mit konstantem und ver-
anderlichem Hauptachsensystem erweitern jedoch das Verstiandnis der Materialmodelle
und zeigen auf, welche Kraftverlaufe fiir Schubversuche in den Materialmodellen enthal-
ten sind.

Abschnitt 6.5 stellt die Spannungsantworten auf zyklische Anregungen vor. Die Lastum-
kehr dieser Anregungen vermischt fiir das Modell FNLVE-TBU-HS die Parameter, die
eigentlich die Spannungsantwort bei Zug- und Druckversuchen beschreiben. Dieses De-
fizit wird durch das Modell FNLVE-TBU-HS™ behoben.

Der letzte Abschnitt dieses Kapitels fasst die Moglichkeiten zusammen, die Eigenschaf-
ten offenzelliger Polymerschdume mithilfe der Materialmodelle aus Kapitel 5 zu erfassen.

6.1. Relaxationsversuche

Insgesamt fiinf numerische Beispiele stellen die charakteristischen Merkmale der Ma-
terialmodelle in diesem Abschnitt vor. Die ersten drei Beispiele veranschaulichen die
Eigenschaften, die sich alle Modelle aus Kapitel 5 teilen. Dazu zahlen die kinematische
Einschrinkung, die Annahme der Isotropie und das Prinzip der Objektivitit. Das vierte
Beispiel verdeutlicht den Unterschied zwischen der materiellen Linearitat der Model-
le FLVE-TBU und FLVE-SE. Im fiinften Beispiel werden die Spannungsantworten des
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= Sperrung des Verschiebungsfreiheitsgrades

e3 entlang der Balkenachse

e —» Randbedingung s(¢) oder v(t)

in Pfeilrichtung

N1 N2

Abbildung 6.1.: Uniaxiale Beanspruchung eines Hexaederelementes

rekursiven und lokalen Faltungsalgorithmus des Modells FLVE-TBU fiir Relaxations-
versuche gegentibergestellt und analysiert.

Bei Relaxationsversuchen wird ein Probekorper einem bestimmten Dehnungszustand
ausgesetzt und es wird die Kraft gemessen, die notwendig ist, um diesen Dehnungszu-
stand aufrechtzuerhalten. Der zeitliche Verlauf der Kraftmessung macht auf diese Weise
sichtbar, wie schnell die Steifigkeit des Werkstoffes abnimmt.

Fir die Beispiele dieses Abschnitts wird ein uniaxialer Zugdehnungszustand gewéhlt.
Eine Stufenanregung fithrt dabei unmittelbar auf die Materialfunktion (vgl. Abschnitt
3.2.4). In der Realitét ist eine Versuchsfiihrung jedoch nur mit endlicher Dehnrate mog-
lich, sodass der Dehnungszustand auch in den Simulationen dieser Arbeit in endlicher
Zeit aufgebracht wird und die Konstitutivgleichungen ohne Dehnungsspriinge umgesetzt
wurden. Durch die endliche Dehnrate bestimmt nicht nur die Materialfunktion, sondern
auch die vorangegangene Dehnungsgeschichte, wie schnell die Spannung abklingt.
Abbildung 6.1 zeigt die Randbedingungen eines uniaxialen Versuches an einem einzel-
nen Hexaederelement und die Nummerierung der Knoten. Wahrend die Knoten der
Unterseite, der linken Seite und der Riickseite in der Ebene der jeweiligen Elementseite
fixiert sind, folgen die Knoten der Oberseite der vorgegebenen Verschiebung s(t) oder
Geschwindigkeit v(?) in es-Richtung. Die Knoten der rechten Seite und der Vorderseite
konnen sich in e;- bzw. in es-Richtung frei bewegen und ermoglichen die Entwicklung
einer Quer- und Dickendehnung gemafl der Konstitutivgleichung.

Unter der Annahme, dass nur eine Knotenverschiebung in es-Richtung erfolgt, erhélt
man in Abhéngigkeit von der vorgeschriebenen Verschiebung s und Geschwindigkeit
v = % die Komponenten der verschiedenen Dehnraten- und Dehnungsmafle:

S . 1ds v
Fag =142 = Uy — e { — L5 _
33 +l0 33 = €33, 33 At b
v
L3z = p = Ds3, (6,1)

lo +

1 5\ 2 . s\ 1ds v Vs
B=-((1+2) -1 By =(14+2) 2 (2
& 2<(+z0> ) & (+lo>l0dt <zo+zg>
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Abbildung 6.2.: Uberpriifung der kinematische Einschrinkung: Relaxationsversuch mit
einer Rampe konstanter Geschwindigkeit und dem Materialmodell
FLVE-TBU-rekursiv (Bildreihe mit zehnfach tiberhohter Verschiebung)

Im ersten Beispiel zur Untersuchung der kinematischen Einschrinkung aus Abbildung
6.2 folgt die Verschiebungsvorgabe s(¢) einer Rampenfunktion. Wie bei einem uniaxia-
len Zugversuch steigt s(¢) zundchst mit konstanter Geschwindigkeit an und wird ab
t = 5ms festgehalten. Als Materialmodell wird in diesem Beispiel die Konstitutivglei-
chung FLVE-TBU mit einer Prony-Reihe als Materialfunktion kombiniert und aufgrund
des rekursiven Faltungsalgorithmus als FLVE-TBU-rekursiv bezeichnet. Fiir die Prony-
Reihe E(t) aus Abbildung 6.2b ist die wahre Normalspannung Tss(t) in Zugrichtung
in Abbildung 6.2c dargestellt. Die Spannung steigt so lange an, wie die Verschiebung
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6.1. Relaxationsversuche

zunimmt, und nimmt dann kontinuierlich ab. Diese Spannungsrelaxation bestétigt, dass
es sich bei FLVE-TBU um ein viskoelastisches Materialmodell handelt.

Die Bildreihe und die Verschiebungsantwort des Knotens A6 in Abbildung 6.2 zeigen,
dass das Modell FLVE-TBU keine Quer- oder Dickendehnung verursacht und die Quer-
schnittsfliche unverandert bleibt. Die kinematische Einschrankung fiir offenzellige Po-
lymerschaume wird folglich erfiillt. Unter dieser Voraussetzung und fiir den Sonderfall
eines uniaxialen Dehnungszustandes stimmen Biot-, Nominal- und Cauchy-Spannung
Tps3 = Py = Ty iiberein. Dariiber hinaus fiihrt die kinematische Einschrinkung
bei einer uniaxialer Zugbelastung zu einer Volumenzunahme des Probekorpers und ei-
nem einfachen Zusammenhang zwischen relativem Volumen und der Streckung Ay; mit

eU1 — €3

VAL Al

Vo~ A~ Ay O o

Fir das Modell FLVE-TBU-rekursiv gilt, dass die Eingangsgrofie der Materialroutine
Us3 wihrend der Rampe konstanter Geschwindigkeit v ebenfalls konstant und proportio-
nal zu v ist (vgl. Gl. (6.1)). Dariiber hinaus liefert die Cauchy-Spannung T3 durch die
Ubereinstimmung der drei Spannungsmafle Tpgs = Py = Tsz als gewohnliche Ausga-
begrofle direkt das Ergebnis des Faltungsintegrals. Aus diesen Griinden eignet sich das
Modell FLVE-TBU-rekursiv sehr gut, um die Eigenschaften der Materialmodelle aus
Kapitel 5 darzustellen und wird zusammen mit der Prony-Reihe E(t) aus Abbildung

t =0ms t=0,4ms t=0,8ms

Element 1

e3
T<’92 - - - Element 2
el
05 - 1,4e—3 -
b
1,2e—3 |-
v 04 - . tru L
. Blement 1: 55" © 1003 Element 1: T
o0 O,3 I~ Toamae 9. ~true o — -
g Element 2: €7, o 004 Element 2: T1;
Z 02 F g 6,0e—4 -
N : 5 E 40e—4
L Element 1: Element 2: g *Y€
A 0,1 _ % 9 0e_d
ghrue £53%e o “ve Element 1: T Element 2: Ths
0 ! ! ! ! ! | 0,0e00 TR ! \ L=
0 1 2 3 4 5 6 o 1 2 3 4 5 6
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Abbildung 6.3.: Isotropes Materialmodell: Spannungsantwort beim Relaxationsversuch
in e;- und e3-Richung
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Abbildung 6.4.: Objektives Materialmodell: Spannungsantwort beim Relaxationsver-
such mit iberlagerter Rotation

6.2b fiir die folgenden Beispiele dieses Abschnitts verwendet.

Fiir isotrope Materialien ist die Spannungsantwort unabhéangig von der Belastungsrich-
tung. Das zweite Beispiel in Abbildung 6.3 zeigt zwei Hexaederelemente, an denen ein
Relaxationsversuch einmal in e3- und einmal in e;-Richtung mit derselben vorgegebe-
nen Verschiebungsfunktion s(t) simuliert wird. Beide Elemente zeigen somit denselben
zeitlichen Verlauf der wahren Normaldehnung in Belastungsrichtung. Ebenso stimmen
der zeitliche Verlauf und die Hohe der Spannungsantworten 7T33(¢) von Element 1 und
T11(t) von Element 2 tiberein. Dies bestétigt, dass es sich bei FLVE-TBU um ein iso-
tropes Materialmodell handelt.

Die Uberlagerung des Relaxationsversuches mit einer Rotation wirkt sich ebenso wenig
wie die Belastungsrichtung auf die Spannungshoéhe aus. In Abbildung 6.4 rotiert das
Element 1 wéhrend der Zugbelastung und das Element 2 nach der Zugbelastung um
die es-Achse. Nach der Rotation von Element 2 stimmt der Spannungsverlauf T53(¢) ab
t > 3ms beider Elemente tiberein. Dieses Beispiel zeigt, dass nicht nur die Konstitu-
tivgleichung FLVE-TBU-rekursiv, sondern auch deren numerische Umsetzung objektiv
sind.

Dass die anderen Modelle des Kapitels 5 diese Eigenschaften ebenfalls teilen, wird an
dieser Stelle nicht explizit dargestellt. Die kinematische Einschrankung, Isotropie und
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6.1. Relaxationsversuche

a) Relaxationsversuch an drei Elementen mit dem Materialmodell FLVE-TBU-rekursiv

t = 0ms es t > Hms

L‘?
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Abbildung 6.5.: FLVE-TBU: Skalierbarkeit der T'gs3-t-Antworten mit Rampe konstan-
ter Geschwindigkeit v = [y Uss und damit konstanter Dehnrate Uss

Objektivitat bleiben durch die materiell nichtlinearen Erweiterungen zu FNLVE-TBU-
HS und FNLVE-TBU-EQV oder durch die Formulierung in S und E wie bei FLVE-SE
und FNLVE-SE-GR unbertihrt, da sie auf der Gleichungsstruktur und der Objektivitat
bzw. Unveranderlichkeit der Spannungs- und Dehnungsmafle bei Starrkérperrotationen
beruhen. Namentlich reduzieren sich die Modelle FNLVE-TBU-HS und FNLVE-TBU-
EQV fiir die genannten Randbedingungen mit konstanter Dehnrate Uss auf das Modell
FLVE-TBU. Wie sich die Formulierung in unterschiedlichen Spannungs- und Dehnungs-
mafen auswirkt, wird im nédchsten Beispiel deutlich.

Das vierte Beispiel veranschaulicht die Bedeutung der materiellen Linearitéit fiir grofie
Deformationen bei den Materialmodellen FLVE-TBU und FLVE-SE. Bei Relaxations-
versuchen an einzelnen Elementen konnen die Randbedingungen so gewahlt werden, dass
die Fingangsgrofien der Faltungsintegrale fiir unterschiedliche Elemente in einem kon-
stanten Verhéltnis zueinanderstehen. Fiir die Simulationen in Abbildung 6.5 und 6.6 mit
den Materialmodellen FLVE-TBU und FLVE-SE liegt jeweils der Faktor 10 zwischen
den EingangsgroBen des Faltungsintegrals Uss bzw. Fs3 von Element 1 und Element 2
sowie zwischen den Elementen 2 und 3. Dieser Faktor motiviert die logarithmische Dar-
stellung und findet sich auch im Ergebnis des Faltungsintegrales, dem zugehorigen Span-
nungsmaf, wieder. Fiir das Materialmodell FLVE-TBU heifit dies, dass ausgehend vom
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Abbildung 6.6.: FLVE-SE: Skalierbarkeit der S33-t-Antworten mit Rampe abnehmender
Geschwindigkeit v = loEss /A4 4+ 4 Esst bei konstanter Dehnrate Ess

zeitlichen Verlauf der Biot-Spannung Tg., (%) eines Elementes die Spannungsantworten
der beiden anderen Elemente festgelegt sind und iiber das Verhéaltnis der Eingangsgro-
Ben berechnet werden kénnen (vgl. Abbildung 6.5¢). Fiir das Materialmodell FLVE-SE
gilt diese Skalierbarkeit fir die Spannungsantwort Ss3(¢) (vgl. Abbildung 6.6¢). Die ma-
terielle Linearitat wird auf diese Weise fiir beliebige Dehnungsgeschichten sichtbar, bei
denen ein konstanter Faktor zwischen den Eingangsgrofien des Faltungsintegrales vor-
liegt.

In den Simulationen aus Abbildung 6.5 und 6.6 stehen die Eingangsgrofien nicht nur
in einem konstanten Verhéaltnis zueinander, sondern sind auch in der Zeit bis ¢ = 5ms
konstant und fiir die EingangsgroBen beider Materialmodelle Uss(t) = Eis(t) identisch.
Wihrend dies geméafl Gl. (6.1) fir das Materialmodell FLVE-TBU durch eine konstante
Geschwindigkeit

’U(t) == l() U33 (63)
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erzielt wird, muss die Geschwindigkeit fiir das Modell FLVE-SE fiir eine konstante Dehn-
rate E33 abnehmen

E
—_— (6.4)
VA + 4Bt

Durch die Wurzelfunktion im Nenner muss fiir eine Skalierung der Dehnrate E33 nicht

v(t) =

nur die Hohe, sondern auch der zeitliche Verlauf der Geschwindigkeit angepasst werden
(vgl. Abbildung 6.6b).

Nur fiir sehr kleine Dehnraten und kurze Simulationszeiten kann die Wurzelfunktion
als Konstante angenédhert werden. Unter der weiteren Annahme kleiner Deformationen
fithren die Modelle FLVE-TBU und FLVE-SE auf naherungsweise gleiche Spannungs-
antworten. In diesen Fallen ist auch die Unterscheidung der Spannungsmafle hinfallig.
Von Abbildung 6.6¢ auf Abbildung 6.6d verandert die Umrechnung von Ss3(¢) in Ts3(t)
der Elemente 1 und 2 die Spannungsantwort nur geringfiigig. Erst bei hoheren Dehn-
raten und daraus resultierenden grofleren Deformationen wie bei Element 3 wird die
Umrechnung sichtbar. Die Wahl des Spannungs- und Dehnungsmafles wird im néchsten
Abschnitt iiber die Modellantworten bei Zugversuchen weiter vertieft.

Als letztes Beispiel dieses Abschnitts beleuchtet der Relaxationsversuch in Abbildung
6.7 die Unterschiede zwischen dem rekursiven und lokalen Faltungsalgorithmus. Nach
dem Vergleich ihrer Komplexitat in Abschnitt 4.5 stehen hier die Ergebnisse der Fal-
tungsalgorithmen, ihre Spannungsantworten, im Vordergrund.

Dazu wird der Relaxationsversuch des ersten Beispiels (vgl. Abbildung 6.2) mit den
Materialmodellen FLVE-TBU-lokal 1 und 2 simuliert. Die Spannungsantworten der bei-
den Modelle stehen dem Ergebnis fiir FLVE-TBU-rekursiv in Abbildung 6.7b und 6.7d
gegentiiber. Bei allen drei Modellen steigt die Spannung zunéchst an und beginnt zu
relaxieren, sobald der Dehnungszustand ab ¢ > 5 ms konstant gehalten wird.

Wahrend die Spannungsantwort des Modells FLVE-TBU-rekursiv mit Ausnahme des
Zeitpunkts t = 5ms einen glatten Verlauf aufweist, tiberlagern Oszillationen die Span-
nungsantworten der Modelle FLVE-TBU-lokal. Bei FLVE-TBU-lokal 1 fallt die Span-
nung zwischen ¢ = 0,5ms und ¢ = 5ms alle 0,25 ms und bei FLVE-TBU-lokal 2 zwischen
t = 1,25ms und ¢t = 5ms alle 0,75 ms geringfiigig ab. Dieser Spannungsabfall steht in
Zusammenhang mit der Intervalleinteilung und der Wahl der lokalen Prony-Reihen.
Die Intervalleinteilung beider Modelle FLVE-TBU-lokal beruht auf den Parametern
B = 3 und A* = 0,25ms (vgl. Abbildung 6.8), die bereits in Abschnitt 4.3 vorge-
stellt wurde. Der Zeitschritt liegt bei allen Beispielen bei At; ~ 0,012 ms und ist damit
deutlich kleiner als h*, sodass bei der Spannungsberechnung keine Integrationsbereiche
ausgelassen werden und die direkten Schritte vernachléssigbar sind.

In der Spannungsantwort kénnen Spriinge auftreten, wenn fiir einen Losungszeitpunkt
t; in Abbildung 6.8 ein Farbwechsel in horizontaler Richtung parallel zur ¢-Achse auf
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Abbildung 6.7.: Vergleich der Modelle FLVE-TBU-rekursiv und FLVE-TBU-lokal mit
den Randbedingungen des Relaxationsversuches aus Abbildung 6.2a

einer beliebigen Hohe u im Vergleich zum letzten Berechnungszeitpunkt ¢;_; stattfindet.
Dann wird die Dehnungsgeschichte des betroffenen Bereiches mit einer anderen Prony-
Reihe gefaltet. Beispielsweise tragt die Dehnungsgeschichte zwischen 0 < ¢ < 0,25ms
zum Berechnungszeitpunkt ¢ = 0,504 ms erstmals nicht mehr durch die Faltung mit der
grauen Prony-Reihe des Intervalls Iy, sondern durch die Faltung mit der orangefarbe-
nen Prony-Reihe des Intervalls I; zur Spannung bei, da bei ¢ = 0,5ms ein Farbwechsel
vorliegt. Unterscheiden sich die Ergebnisse der Faltung zwischen der aktuellen und vor-
herigen Prony-Reihe, so wird dies als Sprung in der Spannungsantwort zwischen ¢;
und ¢; sichtbar.

Fir die Intervalleinteilung in Abbildung 6.8 tritt zwischen den orangefarbenen und grau-
en Integrationsbereichen alle 0,25 ms, zwischen den orangefarbenen und blauen Berei-
chen alle 0,75 ms und zwischen den blauen und violetten Bereichen alle 2,25 ms ein Farb-
wechsel auf. Fir das Modell FLVE-TBU-lokal 1 wird der Wechsel zwischen grauen und
orangefarbenen Integrationsbereichen durch einen Spannungsabfall in Abbildung 6.7b
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kein Spannungsbeitrag fiir die Relaxations-
versuche aus Abbildung 6.7, da U3 =0

% in ms

Farbwechsel an vertikalen Grenzlinien:
Dehnungsgeschichte fallt in den
Integrationsbereich einer anderen Prony-Reihe.
Dies kann einen Spannungssprung verursachen.
0o 2 4 6 &8 10 grau—orange: Iy — I

Zeit £in ms orange—blau: I} = I

Abbildung 6.8.: Lokaler Faltungsalgorithmus: Einfluss der Integrationsbereiche auf die
Spannungsantwort

sichtbar, da die orangefarbene Prony-Reihe des Intevalls I; in Abbildung 6.7a unter
der grauen Prony-Reihe des Intervalls Iy liegt und damit zu einem geringeren Span-
nungsbeitrag fithrt. Fallt dieser Ubergang wie zum Zeitpunkt ¢ = 3,504 ms mit weiteren
Farbwechseln zusammen, so wird dieser Spannungsabfall zum Teil ausgeglichen.

Die Akkumulation von Sprungdifferenzen, die beliebige Dehnungsgeschichte und die
Schnittpunkte von lokalen Prony-Reihen erschweren allgemeine Aussagen dariiber, wie
stark die Oszillation der Spannungsantwort ausféllt. Fiir die Zeit ¢ > 5 ms liefern die grau
iiberlagerten Integrationsbereiche in Abbildung 6.8 aufgrund des konstanten Dehnungs-
zustandes beispielsweise keinen Spannungsbeitrag. Dann werden alleine die Uberginge
zwischen den Prony-Reihen der Intervalle I, I3 und I sichtbar.

Trotzdem bestimmt die Wahl der lokalen Prony-Reihen in erster Linie die Oszillationen.
Die Sprunghéhen konnen reduziert werden, indem die Uberginge zwischen benachbarten
Prony-Reihen so glatt wie moglich gestaltet werden. Neben geringen Spriingen in der
Materialfunktion selbst heifit dies auch, dass die lokalen Prony-Reihen einen gleicharti-
gen Kurvenverlauf im Uberlappungsbereich aufweisen sollten. Im Grenzfall handelt es
sich um dieselbe Prony-Reihe. Dies wurde fiir das Modell FLVE-TBU-lokal 2 umgesetzt.
Fiir die Intervalle Iy und [, wird derselbe Parametersatz der Prony-Reihen verwendet,
sodass ein deckungsgleicher Ubergang zwischen diesen Intervallen entsteht (vgl. Ab-
bildung 6.7c). Dementsprechend sind in der Spannungsantwort in Abbildung 6.7d nur
noch alle 0,75ms Spriinge sichtbar, die auf den Ubergingen zwischen orangefarbenen
und blauen Integrationsbereichens beruhen.

Abgesehen von den Oszillationen, die durch die Wahl der lokalen Prony-Reihen ent-
stehen, verdndert der lokale Faltungsalgorithmus die Eigenschaften der Konstitutiv-
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gleichung nicht. Die am Beispiel der Relaxationsversuche gezeigten Merkmale wie die
kinematische Einschrénkung, die Isotropie und Objektivitéit bleiben weiterhin erhalten.

6.2. Zugversuche

Anhand uniaxialer Zugversuche werden in diesem Abschnitt der Einfluss der Spannungs-
und Dehnungsmafle sowie die Nichtlinearitédt der Konstitutivgleichungen aufgezeigt. Im
vorherigen Abschnitt 6.1 wurden die Randbedingungen eines uniaxialen Zugversuches
an einem Hexaederelement bereits vorgestellt. Der einzige Unterschied zwischen den
dortigen Relaxationsversuchen und den folgenden Zugversuchen besteht darin, dass die
Knotenverschiebungen der Elementoberseite fiir Zugversuche kontinuierlich ansteigen.
Das vierte Beispiel des letzten Abschnitts hat bereits gezeigt, dass die Modelle FLVE-
TBU und FLVE-SE bei groflien Deformationen zu unterschiedlichen Spannungsantworten
fithren und unterschiedliche Randbedingungen notwendig sind, um eine Skalierbarkeit
der Spannungsantwort zu erzielen. Hier wird ausschlielich der Fall betrachtet, bei dem
die Abzugsgeschwindigkeit v(t) nach einer vernachldssigharen Anfangsphase konstant
gehalten wird. Fiur langsame oder moderat dynamische Zug-, Druck- und Schubver-
suche ist dies die gewohnliche Versuchsdurchfithrung und wird auch fiir die Versuche
an Confor-Schaum angewandt. In Abbildung 6.9d ist die Uberspannungsantwort des
Confor-Schaumes fiir einen Zugversuch der konstanten Dehnrate é*¢ = 0,01 1/ms darge-
stellt. Zur Unterscheidung der uniaxialen Versuche wird im Folgenden die Nenndehnrate
£"¢ als Verhéltnis der Abzugsgeschwindigkeit v bezogen auf die anfangliche Probenhohe
ho in Belastungsrichtung angegeben, ohne diese auf ein Koordinatensystem zu beziehen.
Um die Nenndehnrate € = 0,01 1/ms bei einem Hexaederelement der Kantenlin-
ge [y = 5mm zu erhalten, miissen die Knoten der Elementoberseite der Geschwindig-
keitsrandbedingung v(t¢) aus Abbildung 6.9a folgen. Als Materialfunktion der Modelle
FLVE-SE und FLVE-TBU wurden fiir das Beispiel die Prony-Reihen in Abbildung 6.9¢
ausgewihlt, die fiir den Versuch an Confor-Schaum die beste Ubereinstimmung zei-
gen. Aufgrund des unterschiedlichen Verlaufs der Eingangsgrofie (vgl. Abbildung 6.9b)
sind fiir die beiden Modelle andere Materialfunktionen notwendig, um eine ahnliche T33-
Spannungsantwort zu erhalten. Wéhrend der beste Fit des Modells FLVE-TBU-rekursiv
jedoch nahezu vollstandig auf der Versuchskurve liegt, weicht der Fit fir FLVE-SE-
rekursiv insbesondere fiir Dehnungen £53% > 0,25 von der Versuchskurve ab.

Dass das Modell FLVE-SE-rekursiv keine bessere Ubereinstimmung liefert, ist dem Um-
stand geschuldet, dass der Verlauf der Versuchskurve nicht in der Modellantwort ent-
halten ist. Dazu tragen zwei Dinge bei. Zum einen erfordert die Formulierung in S und
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Abbildung 6.9.: Vergleich der Modelle FLVE-TBU-rekursiv und FLVE-SE-rekursiv am
Zugversuch £°"¢ = 0,01 1/ms

E eine zusitzliche Transformation, die fiir die hier geltenden Randbedingungen

T33 (t) =

Sss(t) Fs3(t)

= Ss3(t)(1 + Usst)

(6.5)

lautet und bereits unter der Annahme Ss3(¢) = const. auf einen linearen Anstieg der

Cauchy-Spannung in der Zeit fiihren wiirde. Zum anderen steigt die Spannungsantwort

S33(t) jedoch fiir sich genommen fir grofie Zeiten ¢ — oo bereits linear an. Wie die
analytische Losung des Modells FLVE-SE-rekursiv fiir €8 = Usy zeigt, néhert sich

S33(t) einer schiefen Asymptote an

tlim S33(t)

S33(t) = Usy (Z

Ny £

J=1

B;
Ny E; E;
= Z <U33 B; U33 B]2

j=1

Ej (1 _ e—ﬁjt) _

)iy

Uss Z
j=1
Ny £

E
25"

J

Ny £

Il

(6.6)
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Abbildung 6.10.: FLVE-SE-lokal und FLVE-TBU-lokal mit Steifigkeitsabfall bei ¢ =
3,5 ms: Spannungsanstieg vs. konstante Spannung beim Zugversuch
"8 = (,011/ms

Versuchskurven mit abnehmender Steigung wie in Abbildung 6.9d kénnen folglich nicht
durch das Modell FLVE-SE-rekursiv abgebildet werden.

An dieser Stelle stellt sich die Frage, ob die Formulierung FLVE-SE fiir die Modellie-
rung von Polymerschiaumen ausscheidet oder ob die Kombination von S und E mit einer
Prony-Reihe in FLVE-SE-rekursiv ungiinstig gewahlt ist. Wenn eine andere Form der
Materialfunktion den Spannungsanstieg in Ss33(t) und damit in 733(¢) herabsetzen und
zu einer besseren Ubereinstimmung mit der Versuchskurve fithren kann, dann scheidet
lediglich der rekursive Faltungsalgorithmus fir FLVE-SE aus.

Um die Spannung fiir £53° > 0,25 des Zugversuches aus Abbildung 6.9 zu reduzieren,
liegt es nahe, den Abfall der Materialfunktion zu beschleunigen. Dazu kénnen verschie-
dene Ansétze fiir die Materialfunktion untersucht und das Faltungsintegral analytisch
gelost werden. Im Folgenden veranschaulicht die Simulation mit dem Modell FLVE-SE-
lokal die wesentlichen Erkenntnisse.
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Mithilfe des lokalen Faltungsalgorithmus kann der Verlauf einer beliebigen, monoton fal-
lenden Materialfunktion approximiert werden, in dem die Prony-Reihen der einzelnen
Intervalle die Materialfunktion stiickweise abbilden. Der schnellst mogliche Steifigkeits-
abfall besteht darin, die Materialfunktion ab einem bestimmten Zeitpunkt auf null zu
setzen. Fiir den lokalen Faltungsalgorithmus kann dies einfach umgesetzt werden, indem
die Prony-Koeffizienten ab einem bestimmten Intervall zu null gewahlt werden. In Abbil-
dung 6.10a verschwinden die Prony-Koeffizienten aller Prony-Reihen fiir ¢ > ¢ = 3,5 ms
und es gilt £(t) = 0. Die Intervalle zuvor teilen sich dieselben Prony-Koeffizienten, um
den schlagartigen Abfall bei ¢ nicht mit Oszillationen durch Uberginge anderer Inte-
grationsbereiche zu iiberlagern. Die lokalen Prony-Reihen nahern dabei den Beginn der
Materialfunktion aus Abbildung 6.9¢ mit wenigen Prony-Termen an und fithren somit
auf die korrekte Anfangssteifigkeit des Zugversuches "¢ = 0,01 1/ms.

Da es sich bei  um eine regulire Intervallgrenze fiir B = 3 und 7* = 0,25 ms handelt,
entfallen die Intervalle mit t,,, > ¢ vollstindig bei der Spannungsberechnung. In Abbil-
dung 6.10b kennzeichnet die Schraffierung die Integrationsbereiche ohne Spannungsbei-
trag. Die Integrationsbereiche mit Spannungsbeitrag liegen unmittelbar unterhalb der
Winkelhalbierenden und sind durch Punkte hervorgehoben.

Kombiniert man die lokalen Prony-Reihen aus Abbildung 6.10a mit den Modellen FLVE-
SE-lokal und FLVE-TBU-lokal, so erhélt man fir den Zugversuch mit "¢ = 0,01 1/ms
die Spannungsantworten der Abbildungen 6.10c und 6.10d. Alle Spannungsantworten
oszillieren ab t > ¢ mit der Lénge des letzten Intervalls, das eine nicht verschwindende
Prony-Reihe besitzt und damit einen Spannungsbeitrag liefert, als Periodendauer. Fiir
dieses Beispiel ist dies das Intervall I, mit der dunkelblauen Prony-Reihe in Abbildung
6.10a (vgl. Abbildung 4.1 zur Intervalleinteilung). Die Periodendauer kann ebenfalls in
Abbildung 6.10b als Lange des dunkelblauen Integrationsbereiches abgelesen werden.
Sie ist gleichzeitig die Stufenbreite des schraffierten Integrationsbereiches und betragt
fiir das Beispiel 2,25 ms.

Da in diesem Beispiel alle Prony-Reihen entweder dieselben oder verschwindende Prony-
Koeffizienten besitzen, resultiert die Sprunghohe alleine aus dem Unterschied, ob fiir die
Spannungsberechnung nur die letzten 1,25ms oder die letzten 3,5ms der Dehnungsge-
schichte ausgehend vom aktuellen Losungzeitpunkt beriicksichtigt werden. Diese Zeiten
sind in Abbildung 6.10b als Minimal- und Maximalabstand des Integrationsbereiches
ohne Spannungsbeitrag zur Diagonalen ablesbar. Ohne die Intervalleinteilung wiirden
immer die letzten 3,5ms der Dehnungsgeschichte zur Spannung beitragen, da fiir die-
se Zeitspanne E(t) > 0 gilt. Folglich geben die lokalen Spannungsmaxima an, wie die
Spannungsantwort ohne Intervalleinteilung verlaufen wiirde.

Fir Ss3(t) ist in Abbildung 6.10c ersichtlich, dass diese Spannungsmaxima ansteigen
und der beschleunigte Abfall der Materialfunktion die Spannungszunahme nicht verhin-
dert. Die Ursache hierfiir liegt in der Eingangsgrofie des Faltungsintegrals des Modells
FLVE-SE. Fiir eine konstante Geschwindigkeit steigt Ess(t) geméf Gl. (6.1) und wie in
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Abbildung 6.9b dargestellt linear in der Zeit an. Dies hat zur Folge, dass die Faltung
mit einer immer grofleren Dehnrate erfolgt. Da die Materialfunktion unverdndert bleibt,
liefert die Faltung folglich eine immer groflere Spannung. Die Umrechnung in 733 ver-
stiarkt den Spannungsanstieg zusétzlich. Als Konsequenz kann das Modell FLVE-SE nur
Zugversuche mit zunehmender Spannungsrate T 33(%) abbilden, was dem Verhalten von
Confor-Schaum widerspricht. Ahnliche Widerspriiche, die auf der Verwendung von E
und S beruhen, sind in BATRA (1998) und BATRA UND YU (1999) aufgefiihrt.

Mit der Erkenntnis, dass die Eingangsgrofie des Faltungsintegrals mafigeblichen Einfluss
auf den Spannungsverlauf nimmt und die ausschliellich zeitabhingige Materialfunktion
dies nicht ausgleichen kann, wurden verschiedene Kombinationen von dualen Spannungs-
und Dehnungsmafien untersucht. Die Konstitutivgleichung aus Abschnitt 3.3.1 in T
und D scheidet ebenfalls aus, da bei Zugversuchen konstanter Geschwindigkeit Ds3(t)
immer geringer wird (vgl. Gl. (6.1)) und folglich auch T33(¢) ab einem gewissen Zeit-
punkt abnimmt. Die Zugversuche an Confor-Schaum zeigen einen Spannungsabfall nur
in Zusammenhang mit einem Riss der Schaumprobe, sodass nicht die viskoelastische
Uberspannung, sondern ein Schiadigungs- oder Versagensmodell den Spannungsabfall
verursachen sollte.

Im Gegensatz zu E33(t) und Ds3(t) bleibt Uss wahrend des Zugversuches konstanter
Geschwindigkeit unverandert. Die Faltung mit einer konstanten Eingangsgrofie fiihrt
in Abbildung 6.9d auf lokale Maximalwerte konstanter Spannung. Ein Spannungsan-
stieg kann durch eine Fortfithrung der Materialfunktion iiber ¢ hinaus erzeugt werden,
wobei die Spannungsrate immer geringer wird. Die einzelnen Versuchsdaten des Confor-
Schaumes mit einem konstanten oder ansteigenden Spannungsverlauf kénnen folglich
mit dem materiell linearen Modell FLVE-TBU abgebildet werden. Aus diesem Grund
beschrianken sich die weiteren Untersuchungen materiell linearer Modelle auf FLVE-
TBU.

Abgesehen von dem Wechsel auf ein anderes Spannungs- und Dehnungsmaf3 besteht auch
die Moglichkeit, den Anstieg der Eingangsgrofie durch eine materiell nichtlineare Konsti-
tutivgleichung zu kompensieren. Wenn negative Materialfunktionen zuléssig sind, kann
das Green-Rivlin-Modell FNLVE-SE-GR den Spannungsanstieg ausgleichen. In Abbil-
dung 6.11 geniigt ein Modell FNLVE-SE-GR-rekursiv dritter Ordnung mit den Materi-
alfunktion E;(t) > 0, F5(t) = 0 und E5(t) < 0, um den Zugversuch ¢ = 0,01 1 /ms ab-
zubilden. Allerdings resultiert die Nichtlinearitdt beim Modell FNLVE-SE-GR-rekursiv
darin, dass das Ergebnis des linearen Faltungsintegrals geméfl der Ordnung der Mate-
rialfunktion potenziert wird. Folglich bleibt der Anstieg des Faltungsintegrals aufgrund
der zunehmenden Dehnrate weiterhin bestehen. Im Unterschied zu FLVE-SE wirkt je-
doch die negative Spannung Ss3 der dritten Ordnung dem Spannungsanstieg von S33
der ersten Ordnung entgegen und fithrt zu einer sehr guten Ubereinstimmung zwischen
Simulations- und Versuchskurve des Zugversuches €¢ = 0,01 1/ms. Fiir den Dehnungs-
bereich aulerhalb der Zielgréfenberechnung der Anpassung wéachst Ss3 der dritten Ord-
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a) Materialfunktionen
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Abbildung 6.11.: Spannungsantworten des Green-Rivlin-Modells dritter Ordnung

FNLVE-SE-GR-rekursiv fiir den Zugversuch £°"¢ = 0,01 1/ms

nung betragsmafig jedoch schneller an als S33 der ersten Ordnung und lasst die Gesamt-
spannung abnehmen, bis diese schliellich sogar in den negativen Wertebereich abfallt.
Dieses Verhalten, dass unter Zugbelastung eine Druckspannung entsteht, widerspricht
dem Materialverhalten von Confor-Schaum.

Durch eine Erweiterung der Zielgrofenberechnung oder eine Erhohung der Modellord-
nung ist es moglich, den Spannungsabfall aus dem Zielbereich zu entfernen. Die Para-
meterbestimmung fiir beliebige Dehnungsgeschichten auf physikalische Verldufe gene-
rell einzuschranken und materielle Stabilitat zu gewéhrleisten, ist jedoch aufgrund der
Polynomstruktur fiir das Modell FNLVE-SE-GR sehr schwierig.

Erstens beeinflussen alle Terme bis zur fiinften Ordnung die Spannungsantwort zu allen
Zeiten. Dadurch miissen alle Materialfunktionen gleichzeitig variiert werden, um eine
Ubereinstimmung aller Versuchsdaten zu erzielen.

Zweitens legen nicht nur die Materialfunktionen, sondern auch die Dehnungsgeschichten
fest, wann welche Ordnung die Spannungsantwort dominiert. Die Parameteridentifikati-
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on kann dabei nur eine endliche Anzahl an Dehnungsgeschichten berticksichtigen. Wie in
LOCKETT (1972) dargelegt, kann das Green-Rivlin-Modell als polynomiale Annaherung
keine Vorhersage iiber Dehnungsbereiche oder Belastungszustinde treffen, die nicht Teil
der Parameteridentifikation sind.

Um dartiber hinaus materielle Stabilitat zu gewéhrleisten, kann die Parameteridentifi-
kation mit Nebenbedingungen eingeschrénkt werden. Diese Nebenbedingungen miissen
drittens jedoch sehr allgemein gewédhlt werden, da die Gefahr materieller Instabilité-
ten nicht nur besteht, indem die Spannungsverlaufe in unphysikalische Wertebereiche
fithren, sondern auch, wenn sich lokale Spannungsmaxima und -minima bilden, wie sie
Polynome fiinfter Ordnung zulassen.

In EFFINGER U. A. (2014) ist das Modell FNLVE-SE-GR-rekursiv finfter Ordnung fiir
einen eingeschrankten Dehnungsbereich angepasst worden. Eine Bestimmung der Ma-
terialparameter aulerhalb dieses Dehnungs- und Dehnratenbereiches ist nicht gelungen.
Aus diesen Griinden wird das Green-Rivlin-Modell im Folgenden nicht weiter betrach-
tet.

Um eine materiell nichtlineare Konstitutivgleichung zu erhalten, sind die in Kapitel 5
vorgestellten Erweiterungen der Materialfunktion auf eine Abhéngigkeit von einer Ver-
gleichsdehnrate oder den Hauptdehnraten auch in der Formulierung mit S und E denk-
bar und durch den modularen Aufbau der Materialroutine einfach umzusetzen. Muss
diese Moglichkeit jedoch genutzt werden, um einen einzelnen Zugversuch anzupassen,
so erhoht sich die Anzahl an Unbekannten signifikant. Neben der Steifigkeit Ej jedes
Prony-Terms muss zusétzlich dessen Dehnratenabhéngigkeit ermittelt werden. Deshalb
wird hier der Weg gewéhlt, mit dem Modell FLVE-TBU weiterzuarbeiten und eine
nichtlineare Erweiterung erst durchzufithren, um Versuche unterschiedlicher Dehnrate
abzubilden.

Zunachst werden die Zugversuche einzeln betrachtet. Abbildung 6.9 zeigte bereits die
Ubereinstimmung des Modells FLVE-TBU-rekursiv mit dem Zugversuch ¢ = 0,01 1/ms.
Fir die Dehnraten €8¢ = le—5, le—4, und le—31/ms wurde ebenfalls jeweils eine An-
passung mit diesem Modell durchgefiihrt, deren Ergebnisse als Spannungs-Zeit- Antworten
in Abbildung 6.12c¢ dargestellt sind. In Abbildung 6.12a sind die zugehorigen Prony-
Reihen in Abhéngigkeit der Zeit und der Nenndehnrate des Zugversuches aufgetragen
und Abbildung 6.12b zeigt ihre Spektren (5;/F;) ebenfalls in Abhéngigkeit der Nenn-
dehnrate. Dass fiir jeden Zugversuch £, eine andere Prony-Reihe erforderlich ist, be-
statigt, dass es sich um nichtlinear viskoelastisches Materialverhalten handelt. Ware das
Materialverhalten linear viskoelastisch, so wiirden sich die Spannungs-Zeit-Kurven des
Modells FLVE-TBU-rekursiv in Abbildung 6.12¢ durch einen konstanten Faktor unter-
scheiden.

Um alle Zugversuche mit nur einem Parametersatz abzubilden, wird das Modell FLVE-
TBU-rekursiv um eine Dehnratenabhangigkeit erganzt. Dazu werden die Moduln Ej
nicht mehr als Konstanten, sondern als Kurven Ej(ﬁ) bereitgestellt. Im Gegensatz zur
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a) Materialfunktionen fiir FLVE-TBU b) Eingabe der Prony-Reihen als Spektren
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Abbildung 6.12.: Spannungsantworten der dynamischen Zugversuche £;® mit der Ge-
schwindigkeitsrandbedingung nach Abbildung 6.9 (skaliert): Der Pa-
rametersatz fiir FNLVE-TBU-HS und -EQV umfasst alle vier Prony-
Reihen und bildet aufgrund seiner Dehnratenabhéngigkeit alle Zug-
versuche richtig ab.

Kurvendefinition nach Gl. (4.3) erfolgt fiir diese Kurven keine Extrapolation iiber den
Eingabebereich der Dehnrate hinaus

Ejl falls*y S é_éllng’
Ej(7) = { ShESmt (7 — £75) + By, falls 67 <4 < &7, (6.7)
+
Ejy. falls 5 > €2 .
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Wihrend fiir das Modell FNLVE-TBU-HS)-rekursiv die Kurven mit den Dehnraten
¥ = A, Ay und Mg, ausgewertet werden, geniigt fiir das Modell FNLVE-TBU-EQV-
rekursiv die Vergleichsdehnrate < = Ueqv. In Abbildung 6.12b ist die Auswertung durch
einen blauen und einen grauen Pfeil gekennzeichnet. Der Parametersatz der Modelle
FNLVE-TBU-HS™)-rekursiv und FNLVE-TBU-EQV-rekursiv setzt sich folglich aus al-
len Spektren der vier Prony-Reihen zusammen.

In Abbildung 6.12d sind die Spannungs-Zeit-Antworten fiir die dynamischen Zugver-
suche der beiden materiell nichtlinearen Modelle dargestellt. Wie zu erkennen, ist es
durch diese Erweiterung moglich, mit einem Parametersatz dieselben Spannungsant-
worten wie fiir das Modell FLVE-TBU-rekursiv mit vier Parametersitzen zu erzeu-
gen. Da fiir die uniaxiale Belastung ein konstantes Hauptachsensystem vorliegt und
Uss(t) = Ungw(t) = Agyy (1) sowie Agy(t) = Agy(t) = 0 gilt, fithren zudem die beiden
materiell nichtlinearen Modelle auf dieselben Ergebnisse.

6.3. Druckversuche

Uniaxiale Druckversuche werden mit denselben Modellen wie bereits die Relaxations-
und die uniaxialen Zugversuche simuliert (vgl. Abbildung 6.1). Fir Druckversuche kon-
stanter Geschwindigkeit muss allein das Vorzeichen der Geschwindigkeitsrandbedingung
nach Abbildung 6.9a umgekehrt werden.

Die Schwierigkeiten der Anpassung uniaxialer Druckversuche stimmen im Wesentlichen
mit den Schwierigkeiten bei der Anpassung uniaxialer Zugversuche iiberein. Wahrend
Uss wie beim Zugversuch konstant bleibt, nimmt der Betrag |Fss(t)| kontinuierlich ab
und verursacht damit eine betragsmiBige Abnahme der Druckspannung | Ts3(t)|. Bei
betragsmiBig konstanter oder monoton wachsender Druckspannung | Tss(t)| im Versuch
ist die Anpassung mit einer Prony-Reihe folglich nur mit dem Modell FLVE-TBU mog-
lich.

In Abbildung 6.13a sind die Prony-Reihen als Ergebnisse der Anpassung fir die dy-
namischen Druckversuche é™¢ = —le—5, —le—4 und —le—31/ms mit dem Modell
FLVE-TBU-rekursiv zu sehen. In Abbildung 6.13b erweitern die Spektren dieser Prony-
Reihen die Darstellung aus Abbildung 6.12b auf negative Dehnratenwerte. Wahrend die
Hauptdehnraten Ay, Werte aus dem ganzen Dehnratenbereich annehmen konnen, ist die
Vergleichsdehnrate Ueqv auf den positiven Wertebereich beschrankt. Dieser Unterschied
wird durch die unterschiedlichen Pfeillingen und -positionen verdeutlicht.

Wie die Darstellung der Eingangsgrofien des uniaxialen Druckversuches der Nenndehn-
rate € = —(,01 1/ms in Abbildung 6.13c zeigt, verschwinden alle Komponenten von
U mit Ausnahme von Uss(t) < 0 und es gilt Usy(t) = |Uss()|. Zudem fithrt diese
Belastung auf ein konstantes Hauptachsensystem, wobei eine Achse parallel zur Belas-
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a) Materialfunktionen fiir FLVE-TBU b) Eingabe der Prony-Reihen als Spektren
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Abbildung 6.13.: Spannungsantworten der dynamischen Druckversuche €7 mit der Ge-
schwindigkeitsrandbedingung nach Abbildung 6.9 (negativ skaliert):
FNLVE-TBU-HS unterscheidet Zug- und Druckzustidnde, FNLVE-
TBU-EQV mit symmetrischer Zug-Druck-Antwort

tungsrichtung es ist. Damit kann der einzige Eigenwert A, # 0 mit Uss gleichgesetzt
werden. Fiir die Modelle FNLVE-TBU-HS(")-rekursiv und FNLVE-TBU-EQV-rekursiv
bedeutet dies, dass sich die Eingangsgroflen fiir die Kurvenauswertung im Vorzeichen
unterscheiden. Wahrend FNLVE-TBU-HS-rekursiv das Spektrum im negativen Wer-
tebereich auswertet und damit die Steifigkeiten aus den Druckversuchen bereitstellt,
werden fiir FNLVE-TBU-EQV-rekursiv durch eine stets positive Vergleichsdehnrate im-
mer Zugparameter herangezogen. Folglich unterscheiden sich die Spannungsantworten

113



6. Numerische Beispiele und Modellantworten auf Standardanregungen

der beiden Modelle in Abbildung 6.13d. Die Verwendung der Zugparameter fithrt fir
diesen Parametersatz auf eine betragsmifige Uberschitzung der Druckspannung. Die
Differenz beider Modelle wird umso grofler, je ausgepragter die Zug-Druck-Asymmetrie
ist.

6.4. Mehrachsige Belastungszustande

In den vorherigen Abschnitten wurden die Materialmodelle ausschlieflich unter
uniaxialen Belastungszustianden getestet, um deren Charakteristiken unter moglichst
einfachen Bedingungen herauszuarbeiten und um die Spannungsantworten mit Ver-
suchsdaten uniaxialer Zug- und Druckversuche zu vergleichen. Mit dem Bezug zu diesen
uniaxialen Spannungsantworten werden im Folgenden drei Beispiele mehrachsiger Belas-
tungszustinde fiir die Modelle FNLVE-TBU-HS(") und FNLVE-TBU-EQV vorgestellt
und erlautert. Die Eingabegrofien dieser Modelle basieren auf uniaxialen Versuchen und
erzeugen daraus die Spannungsantworten auch fiir mehrachsige Belastungen. Ohne Ver-
suchsdaten konnen diese Spannungsantworten der beiden Modelle nicht widerlegt oder
bestatigt werden. Trotzdem ist es wichtig, die Spannungsantworten der mehrachsigen
Belastungszustande zu untersuchen, da diese in grofleren Modellen wie in den Beispielen
des folgenden Kapitels 7 auftreten.

Das Beispiel des uniaxialen Druckversuches in Abbildung 6.13 macht deutlich, dass
unterschiedliche Spannungsantworten fiir FNLVE-TBU-HS() und FNLVE-TBU-EQV
entstehen, sobald sich die Hauptdehnraten von der Vergleichsdehnrate, A, # Uqu,
unterscheiden. Fiir einen uniaxialen Druckversuch besteht der Unterschied im Vorzei-
chen der Kurvenauswertung lediglich fiir einen Figenwert und ist als Ursache fiir die
unterschiedliche Spannungsantwort schnell zu erkennen. Bei mehrachsigen Belastungs-
zustédnden verursacht jedoch die Abweichung von bis zu drei Hauptdehnraten von der
Vergleichsdehnrate die Verwendung anderer Parameter. Fiir das Modell FNLVE-TBU-
HS™) bedeuten drei unterschiedliche Hauptdehnraten zudem, dass Zug- und Druckpara-
meter unterschiedlicher Dehnraten gleichzeitig zur Spannungsantwort beitragen kénnen.
Um diesen Effekt sichtbar machen zu koénnen, ist auch wichtig, ob die Eingangsgrofie
des Faltungsintegrals U ein konstantes oder veranderliches Hauptachsensystem aufweist.
Zusammen mit den dehnratenabhédngigen Moduln und der Erinnerung an die gesamte
Dehnungsgeschichte erschwert ein veranderliches Hauptachsensystem die Interpretation
der Spannungsantworten mafigeblich.

Sobald es sich nicht mehr um einen uniaxialen Belastungszustand handelt, geht dartiber
hinaus die Besonderheit der konstitutiven Annahmen fiir offenzellige Polymerschaume
verloren, dass die Spannungsmafie Ty, T und P7 {ibereinstimmen. Bei biaxialen Zug-
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= Sperrung des Verschiebungsfreiheitsgrades

es3 entlang der Balkenachse

e —» Randbedingungen s3(t) oder v3(¢) und

—» s1(t) oder v (t) in Pfeilrichtung

N1 N2

Abbildung 6.14.: Biaxiale Beanspruchung eines Hexaederelementes

und Druckversuchen beispielsweise wachsen bzw. schrumpfen die Querschnittsflichen,
sodass sich die Cauchy-Spannung von der Nominalspannung unterscheidet.

6.4.1. Biaxiale Versuche mit konstantem Hauptachsensystem

In Abbildung 6.14 sind die Randbedingungen fiir die biaxiale Beanspruchung eines He-
xaederelementes dargestellt. Es konnen zwei Randbedingungen s;(¢) oder v (¢) und s3(t)
oder v3(t) unabhéngig voneinander aufgebracht werden. Im Beispiel der Abbildung 6.15
folgen beide Geschwindigkeitsrandbedingungen der Anregung des uniaxialen Zugversu-
ches aus Abbildung 6.9a. Als Konsequenz stimmen die beiden Diagonalelemente Uy,
und Uss als EingangsgroBen des Faltungsintegrals ebenfalls mit dem uniaxialen Zug-
versuch tiberein und fiithren fiir beide Normalspannungen Tg;; und Tgs3 auf dieselbe
Biot-Spannungsantwort wie im Zugversuch £"¢ = 0,01 1/ms (vgl. Abbildungen 6.9b
und 6.15¢ sowie 6.9d und 6.15e).

Abgeschen von Uy und Uss sind alle anderen Komponenten von U gleich null, sodass
ein konstantes Hauptachsensystem mit den Eigenvektoren ey, = e3 und ey, = e
vorliegt. Da die Vergleichsdehnrate Ueqv mit den beiden Diagonalelementen als Haupt-
dehnraten \g, = Usy und Mg, = Uy iibereinstimmt und die Kurvenauswertung F;(¥)
somit dieselben Moduln liefert, unterscheiden sich die Spannungsantworten der Modelle
FNLVE-TBU-HS™) und FNLVE-TBU-EQV fiir einen dquibiaxialen Zugversuch nicht.
Im Gegensatz zum uniaxialen Zugversuch weicht die Cauchy-Spannung fiir den aqui-
biaxialen Zugversuch jedoch von der Biot- und Nominalspannung ab, da die Quer-
schnittsflichen wie in Abbildung 6.15a dargestellt anwachsen. Bei einer iibereinstimmen-
den Biot-Spannung féllt die Cauchy-Spannung folglich geringer aus als bei der uniaxialen
Spannungsantwort. Die Spannungsmafie Ty = P7 sind jedoch weiterhin identisch, da
fiir den aquibiaxialen Zugversuch keine Rotation vorliegt, R =1 .

Ein konstantes Hauptachsensystem entlang der Koordinatenachsen sowie die Abwei-
chung der Cauchy-Spannung von der Biot- und Nominalspannung kennzeichnen al-
le biaxialen Versuche nach Abbildung 6.14. In Abhéngigkeit von den Randbedingun-
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Abbildung 6.15.: Aquibiaxialer Zugversuch £ = 0,01 1/ms mit dem Parametersatz
nach Abbildung 6.13b: Ubereinstimmende Spannungsantworten fiir
FNLVE-TBU-HS") und FNLVE-TBU-EQV

gen entsteht jedoch eine Abweichung zwischen der Vergleichsdehnrate und den beiden
Hauptdehnraten, sodass die beiden Materialmodelle FNLVE-TBU-HS™*) und FNLVE-
TBU-EQV unterschiedliche Spannungsantworten aufweisen.

Als Beispiel hierfiir zeigt Abbildung 6.16 die Ergebnisse eines biaxialen Zug-Druck-
Versuches. Anstatt wie beim dquibiaxialen Zugversuch in e;-Richtung zu ziehen, wird
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Abbildung 6.16.: Biaxialer Zug-Druck-Versuch "¢ = 0,01 1/ms mit v (t) = —us(?)
und dem Parametersatz nach Abbildung 6.13b: Ubereinstimmende
Spannungsantwort fir FNLVE-TBU-HS(*) mit den uniaxialen Ver-
suchen und symmetrische Zug-Druck-Spannungsantwort fiir FNLVE-
TBU-EQV
die Probe in dieser Achse nun mit v(f) = —uw3(¢) gestaucht. Dadurch unterscheiden

sich die Hauptdehnraten Ay, = —Agy im Vorzeichen. Fir das Modell FNLVE-TBU-
HS™) wird zur Berechnung der Spannung Tgs3 folglich das Spektrum des Zugversuches
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e’ = 0,01 1/ms und fiir Ty, das Spektrum des Druckversuches "¢ = —0,01 1/ms her-
angezogen. Daraus resultiert eine asymmetrische Zug-Druck-Antwort der blauen Kurven
in Abbildung 6.16d und 6.16e. Da die beiden Hauptachsen unabhéngig voneinander be-
trachtet werden, entstehen dieselben Antworten wie beim uniaxialen Zugversuch und
wie beim uniaxialen Druckversuch (vgl. Abbildung 6.16e).

Fir das Modell FNLVE-TBU-EQV hingegen fiihrt die Kurvenauswertung in Abhéngig-
keit von Ueqv auf nur ein Spektrum. Die Vergleichsdehnrate Ueqv iibersteigt zwar die
Hauptdehnrate Ay, fiir das Modell FNLVE-TBU-HS™), da jedoch keine Extrapolati-
on der Moduln auBerhalb des Definitionsbereiches der Eingabe erfolgt (vgl. Gl. (4.3))
und der Parametersatz nach Abbildung 6.13b bei £°"¢ = 0,01 1/ms endet, verwendet das
Modell FNLVE-TBU-EQV exakt den Parametersatz des Zugversuches £ = 0,01 1 /ms.
Damit stimmt die Zugspannung Ps3(¢) mit der Spannungsantwort des Modells FNLVE-
TBU-HS™ und dem uniaxialen Zugversuch iiberein (vgl. Abbildung 6.16e). Fiir die
Druckspannung Pi;(t) fihrt die Verwendung dieses Spektrums dagegen auf eine Ab-
weichung von der uniaxialen Spannungsantwort des Druckversuches und des Modells
FNLVE-TBU-HS™). Es liegt eine symmetrische Zug-Druck-Antwort |Pi;(t)| = |Ps3(t)]
Vor.

Nach dem uniaxialen Druckversuch ist der biaxiale Zug-Druck-Versuch ein weiteres Bei-
spiel dafiir, dass sich die beiden Modelle FNLVE-TBU-HS™*) und FNLVE-TBU-EQV
unterscheiden. Ob eine dieser biaxialen Spannungsantworten dem realen Werkstoffver-
halten jedoch nahe kommt, kann an dieser Stelle nicht beurteilt werden, da keine geeig-
neten Versuchsergebnisse vorliegen.

6.4.2. Schubversuche

Nachdem im vorherigen Abschnitt die Spannungsberechnung der biaxialen Belastung
mit konstantem Hauptachsensystem aufgezeigt wurde, folgt jetzt eine Belastung, die
ebenfalls zwei von null verschiedene Hauptdehnraten aufweist. Im Gegensatz zu den
vorherigen Beispielen kennzeichnen jedoch ein zeitlich veranderliches Hauptachsensys-
tem sowie zeitlich verdnderliche Hauptdehnraten den Schubversuch aus Abbildung 6.17.
Durch die Verschiebung der Elementoberseite in e;-Richtung bei konstanter es-Koordinate
iiberlagert eine Starrkorperrotation die reine Schubbelastung.

In Abbildung 6.18a ist der Schubversuch an drei Elementen mit den Materialmodellen
FNLVE-TBU-HS™), FNLVE-TBU-EQV und mit der Gleichgewichtsantwort nach Ab-
schnitt 5.2 abgebildet. Die Knoten der Elementoberseite folgen der Geschwindigkeits-
randbedingung nach Abbildung 6.18b.

Bevor die Schubversuche mit den Modellen der viskoelastischen Uberspannung vorge-
stellt werden, werden die Ergebnisse der Gleichgewichtsantwort diskutiert, die die For-
mulierung FNLVE-TBU-HS™) im Hauptachsensystem motivierte. Abweichend von der
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Abbildung 6.17.: Schubversuch an einem Hexaederelement

viskoelastischen Uberspannung stiitzt sich die hyperelastische Gleichgewichtsantwort
nur auf den aktuellen Dehnungszustand. Aus diesem Grund sind die Hauptstreckun-
gen Ay in Abbildung 6.18c¢ dargestellt, mit denen die Eingabekurve nach Abbildung
6.18e der Gleichgewichtsantwort ausgewertet wird. Tragt man die Hauptspannungen
Apt;, aus Abbildung 6.18d iiber Ay, — 1 auf, so gewinnt man exakt die Eingabekurve
des Materialmodells. Wie bereits beim biaxialen Zug-Druck-Versuch zeigt sich, dass hier
die Materialeigenschaften sowohl aus der Druck- als auch aus der Zugpriifung die Span-
nungsantworten bestimmen.

Fir dieses Modell teilen sich U und T dasselbe Hauptachsensystem und die Umwand-
lung Apr in At gentigt, um mithilfe der Eigenvektoren in Qu die Cauchy-Spannung
der Gleichgewichtsantwort zu bestimmen.

Die Hauptspannungen At sind in Abbildung 6.18f dargestellt. Das zugehorige Haupt-
achsensystem dreht mit dem Schubwinkel ¢ aus Abbildung 6.18a um die es-Achse, so-
dass sich nur vier Komponenten der Cauchy-Spannung im globalen Koordinatensystem
in Abbildung 6.19a von null unterscheiden: die Normalspannungen 77; und 733 und die
Schubspannungen T3 = Tj;.

Zum Abgleich mit Versuchsdaten ist der aus den Spannungen resultierende Kraftverlauf
von Interesse. Abbildung 6.19 zeigt die Summe der vier Knotenkréfte der Elementober-
seite fur alle drei Raumrichtungen. Wie bei anderen biaxialen Versuchen miissen folglich
zwei Kraftsensoren fiir Fy(t) und F3(t) zur Verfiigung stehen. Zusétzlich zur Gleichge-
wichtsantwort messen diese auch den geschwindigkeitsabhéngigen Kraftbeitrag aus der
viskoelastischen Uberspannung.

Anstatt auf dem Dehnungszustand U wie bei der Gleichgewichtsantwort basiert die
Berechnung der viskoelastischen Uberspannung auf dessen Anderung U und ihrer Ver-
gangenheit. Aus diesem Grund sind die Komponenten und Eigenwerte von U in den
Abbildungen 6.20a und 6.20b dargestellt.

Fir das Modell FNLVE-TBU-EQV-rekursiv erfolgt die Faltung unmittelbar mit den
Komponenten von U und liefert die Biot-Spannung in Abbildung 6.20c im globalen
Koordinatensystem. Da die Vergleichsdehnrate die maximale Eingabedehnrate von An-
fang an iberschreitet, wird das Spektrum des Zugversuches £"¢ = 0,01 1/ms zu allen
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Abbildung 6.18.: Randbedingungen des Schubversuches und Spannungsantworten fiir
das Modell der Gleichgewichtsantwort mit der Eingabekurve aus Ab-

bildung 6.18e

Zeitpunkten verwendet. Wie bei der Gleichgewichtsantwort zeigt die zugehorige Cauchy-

Spannung im globalen Koordinatensystem in Abbildung 6.20e drei von null verschiedene

Komponenten, die in Abbildung 6.20g zwei positive Kréfte F; und F3 als Summe der
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a) Cauchy-Spannung T, im globalen KOS b) Kraftantwort der Elementoberseite
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Abbildung 6.19.: Cauchy-Spannung und Kraftverlauf fiir das Modell der Gleichge-
wichtsantwort beim Schubversuch aus Abbildung 6.18

Knotenkrafte der Elementoberseite verursachen.

Fiir das Modell FNLVE-TBU-HS)-rekursiv spielt das Hauptachsensystem eine wich-
tige Rolle. Im Gegensatz zu den vorherigen Beispielen ist fiir den Schubversuch jedoch
eine Unterscheidung zwischen den Hauptachsensystemen von U und Ty notwendig.
Wihrend sich U alleine aus der Anderung des letzten Zeitschritts berechnet, geht in die
Biot-Spannung die vollstdndige Dehnungsgeschichte ein. Verandert sich das Hauptach-
sensystem von U in der Zeit, so erinnert sich die Biot-Spannung an diese vergangenen
Zustédnde und besitzt folglich ein anderes Hauptachsensystem als die aktuelle Dehnrate
U.

Die Anderung der Biot-Spannung ATy aufgrund des letzten Zeitschritts wird im Haupt-
achsensystem von U berechnet und dann in das globale Koordinatensystem transfor-
miert, um zu den relaxierten Spannungsbeitriagen der vorangegangenen Zusténde ad-
diert werden zu konnen.

Im Schubversuch aus Abbildung 6.18a dreht sich das Hauptachsensystem von U in jedem
Zeitschritt. Ein Vergleich mit den Ergebnissen fiir Zug- und Druckversuche ist deshalb
nicht moglich. Obwohl sich die Biot-Spannung auf Dehnungszustande stiitzt, die fiir sich
genommen in Zug- und Druckrichtung zerlegt werden kénnen, verhindert die Drehung
dieser Zustande eine Zuordnung in Druck- und Zugrichtung in globalen Koordinaten.
Betrachtet man die Anderung der Biot-Spannung ATy aus dem letzten Zeitschritt fiir
alle drei Hauptrichtungen in Abbildung 6.20b, so fehlen zur Ubereinstimmung mit den
Zug- und Druckversuchen die Beitrage der vergangenen Zeitschritte.

Im Vergleich mit dem Zug-Druck-Versuch aus Abbildung 6.16 zeigt sich, dass der Schub-
versuch bei denselben Werten der Hauptdehnraten in Abbildung 6.20b beginnt. Wéh-
rend die Hauptdehnraten dort jedoch konstant bleiben, steigt hier die Hauptdehnrate
Agr; monoton an und |Ag,| nimmt kontinuierlich ab. Da Ay, die hochste Eingabedehn-
rate des Parametersatzes ¢ = 0,01 1/ms ebenfalls tiberschreitet, wird zur Berechnung
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a) Dehnraten U und Ueqv

b) Ay und Aat, bei verdnderlichem HS
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Abbildung 6.20.: Schubversuch nach Abbildung 6.18 mit den Materialmodellen FNLVE-
TBU-HS-rekursiv und FNLVE-TBU-EQV-rekursiv und dem Parame-
tersatz aus Abbildung 6.13b
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von Aarg, dasselbe Spektrum wie fiir das Modell FNLVE-TBU-EQV verwendet. Dass
keine Interpolation innerhalb des Parametersatzes stattfindet, belegt der konstante Fak-
tor zwischen Ay, und Aary, in Abbildung 6.20b. Fiir die Druckrichtung hingegen bewegt
sich Ay, innerhalb des Parametersatzes und durch die Interpolation zwischen den Druck-
spektren variiert das Verhaltnis zwischen den zwei Kurven Ag, und Aarg,.

Da Ay abnimmt und einen immer geringeren Spannungsbeitrag [Aary, 5| erzeugt, steigt
die Bedeutung der Zugbelastung. Da die beiden Modelle FNLVE-TBU-HS™) und -EQV
fir die Zugbelastung dieselben Parameter verwenden, werden sich die Spannungsant-
worten und Kraftantworten beider Modelle immer dhnlicher (vgl. Abbildung 6.20e und
f sowie 6.20g und h). Ohne Versuchsdaten kann kein Urteil tiber die Giiltigkeit dieser
Spannungsantworten gefillt werden.

Sowohl die Spannungsverldufe der Gleichgewichtsantwort als auch der viskoelastischen
Uberspannung zeigen keinerlei Oszillationen. Dies unterscheidet diese Modelle von Kon-
stitutivgleichungen, die in der Jaumann-Rate der Cauchy-Spannung formuliert sind.

6.5. Zyklische Versuche

Die numerischen Beispiele der letzten Abschnitte zeigen ausschlieflich monoton an-
steigende oder monoton abnehmende Dehnungszustédnde. Zyklische Versuche hingegen
zeichnen sich durch eine mehrfache Lastumkehr aus, sodass die Dehnraten ihr Vorzeichen
im Gegensatz zu den bisherigen Beispielen mehrfach wechseln. Da viskoelastische Ma-
terialien hdufig zur Dampfung eingesetzt werden, ist dies im Allgemeinen eine wichtige
Anregung. Obwohl sich der Lastfall des Fuigéngerschutzes beztiglich der Impaktorbe-
wegung in nur eine Belastungs- und eine Entlastungsphase einteilen lasst, konnen lokal
durchaus mehrfache Lastwechsel erfolgen. Wie sich eine Lastumkehr auf die Spannungs-
antwort der Modelle FNLVE-TBU-HS™) und -EQV auswirkt, wird im folgenden Beispiel
eines uniaxialen Belastungszustandes erldutert. In diesem Abschnitt ist eine Unterschei-
dung der Modelle FNLVE-TBU-HS und FNLVE-TBU-HS™ erforderlich.

Eine Lastumkehr teilt einen Versuchsablauf in Be- und Entlastungsphasen ein. Wah-
rend in der Belastungsphase Dehnung und Dehnrate dasselbe Vorzeichen aufweisen,
kennzeichnet ein Vorzeichenunterschied die Entlastungsphase. Wird ein Material in der
Belastungsphase beispielsweise zunachst gestreckt, nimmt die Dehnung zu und das Vor-
zeichen der Dehnrate ist positiv. Léasst die Zugbelastung nach und die Dehnung nimmt
ab, so ist das Vorzeichen der Dehnrate in der Entlastungsphase negativ, obwohl das
Material bis zum Erreichen der Ausgangslage stets eine positive Dehnung aufweist.
Abbildung 6.21 zeigt einen solchen Wechsel der Dehnrate. In diesem Beispiel folgt die
Elementoberseite des Hexaederelementes aus Abbildung 6.1 der Verschiebungsrandbe-
dingung aus 6.21a und das Element wird somit einer uniaxialen Zugbelastung in es-
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Abbildung 6.21.: Zyklische uniaxiale Zugbelastung mit den Materialmodellen FNLVE-
TBU-HS-rekursiv und -EQV-rekursiv und dem Parametersatz aus Ab-
bildung 6.13b

Richtung ausgesetzt. Zunédchst wird das Element wie beschrieben in zwei Zyklen zwi-
schen der Ausgangslage und 0,15 mm sinusformig gestreckt und dann ab ¢ = 50 ms bei
0,075 mm gehalten. Sowohl in den Be- als auch in den Entlastungsphasen weist das Ele-
ment ausschlieflich eine positive Dehnung auf.

Die Dehnrate Usy = Ay; it eg; = es in Abbildung 6.21b wechselt hingegen bei jeder
Lastumkehr zu den Zeitpunkten ¢ = 10, 20, 30 und 40 ms ihr Vorzeichen. Gleichzeitig ist
die Vergleichsdehnrate stets positiv und fiir die uniaxiale Belastung gilt Ueqv = ]Ugg\.
Wiéhrend der Parametersatz des Materialmodells FNLVE-TBU-EQV folglich die Spek-
tren der Zugversuche durchlauft, ist jeder Vorzeichenwechsel von Ay fiir das Material-
modell FNLVE-TBU-HS-rekursiv mit der Umstellung von Zugparametern auf Druckpa-
rameter verbunden. Da sich Zug- und Druckspektren fiir den Parametersatz aus Abbil-
dung 6.13b stark unterscheiden, macht sich dies auch in der Spannungsantwort aus Ab-
bildung 6.21¢ bemerkbar. Die Spannungsabnahme der Entlastungsphasen ist gegeniiber
dem Modell FNLVE-TBU-EQV mit reinen Zugspektren verlangsamt und féllt insgesamt
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a) Belastung 55, = 1 b) Entlastung s, = —1
FNLVE-TBU-HS*-rekursiv:
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Abbildung 6.22.: Zwei Parametersitze fiir die Be- und Entlastung des Modells FNLVE-
TBU-HS " -rekursiv: Hier werden Be- und Entlastung symmetrisch,
aber Zug und Druck asymmetrisch behandelt.

geringer aus. Im Spannungs-Dehnungs-Diagramm aus Abbildung 6.21d ist der Einfluss
der Druckparameter als Abweichung von der ellipsenformigen Spannungsantwort des
Modells FNLVE-TBU-EQV und an einem hoéheren Startwert der Spannungsrelaxati-
on erkennbar. Ohne den Ausgleich durch eine dquivalente Druckspannung relaxiert die
Spannung innerhalb der Simulationsdauer von 100 ms nicht gegen null. Fiir ¢ — oo wird
dieser Fall jedoch eintreten, da es sich ausschlieBlich um die Uberspannungsantwort han-
delt.

Bei den Beispielen des Zug-Druck-Versuches und des Schubversuches in Abbildung 6.16
und 6.20 haben Zug- und Druckparameter fiir das Modell FNLVE-TBU-HS*) ebenfalls
gleichzeitig zur Spannungsantwort beigetragen. Wahrend die Zug- und Druckparameter
in diesen Beispielen jedoch auf zwei unterschiedliche Hauptrichtungen verteilt waren,
werden die Parameter bei der zyklischen, uniaxialen Belastung in einer Hauptrichtung
gemischt. Ein weiterer Unterschied besteht darin, dass beim Zug-Druck-Versuch und
beim Schubversuch die jeweiligen Hauptdehnraten iiber die gesamte Versuchsdauer das-
selbe Vorzeichen aufweisen. Bei einer Lastumkehr wie im Beispiel 6.21 ist dies jedoch
nicht mehr gegeben. Es ist zweifelhaft, ob die Druckspektren, die die besonderen De-
formationsmechanismen offenzelliger Polymerschaume bei Druckbelastung beschreiben,
auf die Entlastungsphase einer Zugdehnung iibertragbar sind.

Abhilfe hierfiir schafft das Modell FNLVE-TBU-HS™. Der Schalter s;, fiir jede Hauptrich-

125



6. Numerische Beispiele und Modellantworten auf Standardanregungen

a) Verschiebungsrandbedingungen b) Anregung auf Druck und auf Zug
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Abbildung 6.23.: Zyklische uniaxiale Zug-, Zug-Druck- und Druckbelastung mit den
Materialmodellen FNLVE-TBU-HS-rekursiv und -EQV-rekursiv und
dem Parametersatz aus Abbildung 6.13b und mit dem Materialmodell
FNLVE-TBU-HS"-rekursiv und den Parametersitzen aus Abbildung
6.22

tung ermoglicht, dass fiir Belastung und fiir Entlastung ein anderer Parametersatz ver-
wendet wird. Dieser Parametersatz wird weiterhin mit der zugehorigen Hauptdehnrate
ausgewertet.

Der bisher verwendete Parametersatz aus Abbildung 6.13b beruht auf uniaxialen Zug-
und Druckversuchen und schliefit daher nur das Materialverhalten der Belastungsphase
ein. Die Spektren positiver Dehnraten gehoéren zu den Zugversuchen und die Spektren
negativer Dehnraten zu den Druckversuchen. Fiir den Parametersatz der Entlastung
ist die Zuordnung umgekehrt. Eine negative Dehnrate verringert eine bestehende Zug-
dehnung, eine positive Dehnrate erhoht eine bestehende Druckdehnung. Aus Mangel
an Entlastungsversuchen wurden der Parametersatz der Belastung fiir die Entlastung
iitbernommen und die Reihenfolge der Spektren zwischen den Parametersitzen s = 1
und § = —1 in den Abbildungen 6.22a und 6.22b entsprechend umgekehrt. Durch die
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symmetrische Behandlung der Be- und Entlastungsphase fithren die reine Zugbelastung
und die reine Druckbelastung aus Abbildung 6.23a fiir das Modell FNLVE-TBU-HS™
in Abbildung 6.23d auf ellipsenférmige Spannungs-Dehnungs-Antworten. Unter Zugbe-
lastung stimmt die Spannungs-Dehnungs-Antwort mit dem Modell FNLVE-TBU-EQV
tiberein (vgl. Abbildung 6.23b).

Wahrend fiir das Modell FNLVE-TBU-HS Zug- und Druckspektren fiir jede zyklische
Anregung gemischt werden, erfolgt dies fiir das Modell FNLVE-TBU-HS™ ausschlief3-
lich, wenn tatsachlich ein Wechsel zwischen Zug- und Druckdehnung stattfindet. In
Abbildung 6.23a ist dies beispielsweise bei der zyklischen Zug-Druck-Anregung um die
Ausgangslage herum der Fall. Die zugehorige Spannungs-Dehnungs-Antwort fiir FNLVE-
TBU-HST in Abbildung 6.23c zeigt daher bei £ = 0 mehrfach einen Ubergang zwi-
schen einer Zugantwort grofler Spannungsamplitude und einer Druckantwort kleiner
Spannungsamplitude.

6.6. Zusammenfassung

Die Beispiele des vorliegenden Kapitels zeigen, dass trotz der freien Form der Mate-
rialfunktion nicht alle Konstitutivgleichungen des letzten Kapitels 5 in der Lage sind,
das Materialverhalten offenzelliger Polymerschdume abzubilden. Fiir diese Werkstoffe
muss die Konstitutivgleichung der Uberspannung drei Kriterien erfiillen, die aus den
Versuchsdaten resultieren. Die Konstitutivgleichung muss in der Lage sein, bei uniaxia-
len Zug- und Druckversuchen mit konstanter Anregungsgeschwindigkeit eine konstante
Kraftantwort zu erzeugen sowie eine Dehnratenabhangigkeit der Versuchsdaten und eine
Zug-Druck-Asymmetrie zu beriicksichtigen.

Dariiber hinaus wird die Strategie favorisiert, die Versuche unterschiedlicher Nenndehn-
raten einzeln anzupassen und eine materiell nichtlineare Erweiterung zu nutzen, um die
Parameter der einzelnen Anpassungen zu vereinigen.

Beziiglich des ersten Kriteriums der konstanten Kraftantwort scheidet das Modell FLVE-
SE aus, da der zeitlich veranderliche Verlauf der Dehnrate E im Rahmen eines materiell
linearen Modells nicht kompensiert werden kann, um einen uniaxialen Versuch zufrie-
denstellend abzubilden. Dass eine materiell nichtlineare Erweiterung den Verlauf der
Green-Lagrangeschen Dehnrate prinzipiell ausgleichen kann, zeigt das Beispiel eines
Zugversuches mit dem Modell FNLVE-SE-GR-rekursiv. Da jedoch eine unabhéngige
Anpassung der einzelnen Versuche auf diese Weise nicht moglich ist und die Summe aus
Faltungsintegralen noch weitere Nachteile besitzt, werden Formulierungen in S und E
sowie die materiell nichtlineare Erweiterung GR nicht weiterverfolgt.

Bezitiglich des zweiten Kriteriums der Dehnratenabhéngigkeit ist gemafl der favorisier-
ten Strategie eine materiell nichtlineare Erweiterung erforderlich. Wahrend das Modell
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FLVE-TBU folglich ausscheidet, sind die Konstitutivgleichungen FNLVE-TBU-EQV
und FNLVE-TBU-HS™ in der Lage, die dynamischen Zugversuche mit einem Para-
metersatz abzubilden.

Beziiglich des dritten Kriteriums der Zug-Druck-Asymmetrie scheidet das Modell FNLVE-
TBU-EQV aus, da die Vergleichsdehnrate nur positive Werte annimmt und Zug- und
Druckbelastung daher nicht unterscheiden kann.

Die Anforderungen aller vorliegenden Versuchsdaten und die favorisierte Strategie der
Parameteridentifikation erfiillen folglich die Modelle FNLVE-TBU-HS und FNLVE-TBU-
HS™. Sie sind in der Lage, bei uniaxialen Zug- und Druckversuchen mit konstanter An-
regungsgeschwindigkeit eine konstante Kraftantwort zu erzeugen sowie die ausgeprégte
Dehnratenabhéngigkeit der Versuchsdaten und die Zug-Druck-Asymmetrie zu beriick-
sichtigen.

Die gewédhlten Parametersatze beider Modelle setzen sich aus den uniaxialen Zug- und
Druckversuchen zusammen. Ob deren Spannungsantworten fiir mehrachsige Belastung
sowie unter zyklischer Anregung das reale Materialverhalten widerspiegeln, kann ohne
Versuchsdaten nicht beurteilt werden. Sollten sich Abweichungen zwischen Versuch und
Simulation bei Entlastung zeigen, so besteht fiir das Modell FNLVE-TBU-HS" die Mog-
lichkeit, den Parametersatz der Entlastung unabhéangig von der Belastung zu verandern.
Die Anpassung der uniaxialen Zug- und Druckversuche bleibt dann weiterhin erhalten.
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Modellierung des
Polyurethan-Schaumes Confor CF-45

Die Modellierung des Polyurethan-Schaumes Confor CF-45 bildet den Abschluss dieser
Arbeit und demonstriert, welche Effekte die in Kapitel 6 ausgewahlten Konstitutivglei-
chungen zur Modellierung der Uberspannung in Kombination mit einer Gleichgewichts-
antwort abbilden konnen.

In diesem Kapitel wird als erstes die experimentelle Charakterisierung vorgestellt, auf
deren Basis als nichstes die Eingabe der Gleichgewichtsantwort und die Parameter der
Uberspannung fiir die Modelle FNLVE-TBU-HS und FNLVE-TBU-HS* bestimmt wer-
den.

Im Anschluss daran zeigt ein Lastfall des FuB3gdngerschutzes, bei dem der Hiiftimpaktor
auf die Fronthaubenvorderkante aufschlagt, dass die Materialroutine und die Parame-
tersitze robust funktionieren. Aus diesem Lastfall werden zwei Komponentenversuche
abgeleitet, die insbesondere die viskoelastischen Effekte der neuen Modellierung und die
Unterschiede zur bestehenden Modellierung des Confor-Schaumes aufzeigen.

7.1. Experimentelle Charakterisierung

Confor CF-45 ist ein offenzelliger Polyurethan-Schaumstoff und wird in verschiedenen
Groflen gefertigt. Die im Rahmen dieser Arbeit untersuchten Probekérper wurden dan-
kenswerterweise von der Firma Trelleborg Applied Technology (GB) in Form von 30 mm
dicken Schaummatten zur Verfiigung gestellt. Die Belastung erfolgte senkrecht zur Ober-
flache der urspriinglichen Schaummatte und die Proben wurden vor der Priifung fiir
mindestens vier Stunden bei einer Temperatur von 21 °C und bei einer relativen Luft-
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a) Auflicht b) Durchlicht
22 mm 8,5 mm

Abbildung 7.1.: Offenzellige Porenstruktur von Confor CF-45 im Lichtmikroskop

feuchtigkeit von 35% vorkonditioniert. Alle Versuche zur Charakterisierung des Confor
CF-45 wurden am Ernst-Mach-Institut der Fraunhofer-Gesellschaft in Freiburg durch-
gefiihrt.

7.1.1. Porenstruktur

Die Fotos in Abbildung 7.1 zeigen die Porenstruktur von Confor CF-45. In DAVIES U. A.
(2000) wurde diese quantitativ bewertet. Wie im Durchlicht der Abbildung 7.1b zu er-
kennen, konzentriert sich das Polymervolumen (> 90%) auf die Zellstege. Die Zellwande
sind sehr diinn und z. T. durchsichtig, was sich an den Farberscheinungen durch Bre-
chung und Reflexion des Auflichts der Aufnahme 7.1c¢ zeigt. Zudem weisen etwa 75 % der
Zellwinde Locher auf, die eine durschnittliche Grofie von 0,022 mm? besitzen. Im Ver-
gleich zu anderen PU-Weichschédumen ist der Luftstrom durch diese Zellstruktur stark
behindert.

7.1.2. Einflussfaktoren auf das mechanische Verhalten
LANDERS U. A. (2008) fithren das mechanische Verhalten von Schdumen mit geringer

Riickstellkraft auf vier Effekte zurtick. Neben dem Netzwerk- und Relaxationsverhal-
ten des Polymerwerkstoffes beschreiben sie einen Adhéasionseffekt, der bei abnehmender
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a) Versuchsaufbau fiir Druckversuche an b) Spannungs-Dehnungs-Diagramm
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Abbildung 7.2.: Druckversuche £°"¢ = le—41/ms bei unterschiedlicher Probengréfie

Verdichtung die gegentiberliegenden Zellwéinde zusammenhélt, und einen pneumatischen
Effekt, den der Luftstrom durch die Zellstruktur bewirkt.

Wiéhrend das resultierende Verhalten einer Kombination aus Werkstoff und Struktur
bei festgelegten Priifbedingungen in ein Kontinuumsmodell iibertragbar ist, hingt die
Luft-Festkorper-Interaktion auch von dufleren Randbedingungen ab. Dazu zahlt die Zu-
ganglichkeit des Schaumkorpers fiir den Luftaustausch sowie die Probengrofle.

In Abbildung 7.2 sind Druckversuche unterschiedlicher Probengrofien dargestellt. Das
Foto des Versuchsaufbaus zeigt, dass jeweils die komplette Ober- und Unterseite fiir
den Luftaustausch gesperrt waren. Je grofler die Probe in diesem Versuchsaufbau ist,
desto langer wird die Strecke, die die Luft unter Kompression tiberwinden muss. Wenn
die Kompression schneller erfolgt, als die Luft aus der Probe ausstromen kann, dann
entsteht fiir die Kompression ein zusétzlicher Widerstand, der als Anstieg der Span-
nungsantwort sichtbar wird. Dies bestétigen die Spannung-Dehnung-Kurven der Dehn-
rate £’ = —le—41/ms in Abbildung 7.2b. Um zu kennzeichnen, dass es sich hierbei
um die Umrechnung der Messgroen handelt, sind die Achsen mit F3/Aq statt P33 und
mit Ah/hy statt £53° beschriftet.

Mit dem Ziel, den pneumatischen Effekt zu isolieren, wurden Versuche in Vakuum und
unter Normalbedingungen an 50x50x30 mm?® grofien Schaumproben durchgefiihrt. Ab-
bildung 7.3 zeigt den schematischen Versuchsaufbau der Zug- und Druckversuche in
der Vakuumkammer. Die Zugpriifung in der Vakuumkammer erforderte eine Vorrich-
tung, die die Abwéartsbewegung des Querhaupts in eine Zugpriifung umwandelte (vgl.
Abbildung 7.6). Fir die Versuche unter Normalbedingungen wurde dieselbe Versuch-
seinrichtung benutzt, jedoch ohne dass die Kammer evakuiert wurde.

In Abbildung 7.4 sind die Spannungs-Dehnungs-Diagramme von Druck- und Zugversu-
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Abbildung 7.3.: Schematischer Versuchsaufbau der Zugversuche (links) und Druckver-
suche (rechts) in der Vakuumkammer

a) Druckversuche ¢ = —le—61/ms b) Zugversuche "¢ = le—31/ms mit
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Abbildung 7.4.: Versuche unter Normalbedingungen und in Vakuum an Probekoérpern
der GréBe 50x50x30 mm?®

chen an 50x50x30 mm?® grofien Schaumproben fiir verschiedene Atmosphéren dargestellt.
Ohne Einfluss des Luftstroms wire eine Steifigkeitsabnahme fiir dynamische Versuche
und identische Ergebnisse fiir quasistatische Versuche zwischen der Priifung unter Nor-
malbedingungen bei p = 100kPa und der Priifung in Vakuum bei p = 0,1kPa zu
erwarten. Stattdessen steigt der Betrag der Spannungsantwort fiir die Priifung in Va-
kuum jedoch unabhéngig von der Belastungsart und der Geschwindigkeit an. An einer
Modellprobe mit Druckfedern aus Stahl wurde nachgewiesen, dass der zur Kraftmessung
verwendete piezoelektrische Sensor unabhéangig vom Umgebungsdruck und damit auch
in Vakuum korrekt funktionierte.

Verschiedene Erklarungsmoglichkeiten als Struktureffekt, als Temperatur- oder Feuch-
tigkeitsabhangigkeit wurden in Betracht gezogen. Erklarungen, die eine Existenz ge-
schlossener Poren annehmen und die Ausdehnung dieser Poren bei Reduktion des Um-
gebungsdrucks als Ursache ausmachen, sagen eine Abhéngigkeit von der Belastungsart
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voraus: eine betragsméfiige Erhohung der Kraft fir Druckbelastung und eine Abnahme
unter Zugbelastung. Dies widerspricht den Messergebnissen aus Abbildung 7.4. Zudem
widerlegt der Versuch unter Stickstoffatmosphare, dass der Umgebungsdruck die abwei-
chenden Spannungsantworten verursacht.

Die Temperaturabnahme innerhalb des Priifbehélters aufgrund der Evakuierung wird
nachweislich innerhalb von 15 Minuten wieder ausgeglichen, sodass eine geringere Priif-
temperatur aufgrund der lingeren Wartezeit nach der Evakuierung als Ursache fiir die
abweichenden Spannungsantworten ausgeschlossen werden kann.

Ein moglicher Feuchtigkeitsverlust durch die Evakuierung bleibt jedoch erhalten. Dass
dies die Ursache der Steifigkeitszunahme sein kann, bestétigt der Versuch unter Stick-
stoffatmosphére. Dazu wurde die Priifkammer mit Probekorper zunachst evakuiert und
dann mit Stickstoff gefiillt. Die Spannungsantwort zeigt unter diesen Bedingungen das-
selbe Spannungsniveau wie die Priifung in Vakuum. Wurde die Priitkammer nach einer
Evakuierung wieder mit Luft gefiillt, so fiel die Spannung auf das Niveau der urspriing-
lichen Priifung unter Normalbedingungen ab.

Dass die Feuchtigkeit die mechanischen Eigenschaften von Confor-Schaum stark be-
einflusst, beweisen dariiber hinaus die Untersuchungen von MATSUI UND TAKABAYA-
SHI (2004). In Abhéngigkeit der Feuchtigkeit variieren die Dadmpfungseigenschaften des
Schaumes sehr stark und die maximale Beschleunigung, die ein Impaktor bei einem
Falltest auf eine Schaumprobe erfédhrt, verdoppelt sich zwischen trockenen und feuchten
Priifbedingungen der relativen Feuchtigkeit von 35% und 80% bei T = 21°C. Zudem
offenbart die zeitabhéngige Messung der Massenzunahme, dass eine Probe bereits in-
nerhalb von 50 Minuten von der relativen Luftfeuchtigkeit 35,7% auf 42% oder 60%
konditioniert werden kann und die Feuchtigkeitsaufnahme folglich in einem fiir die me-
chanische Charakterisierung relevanten Zeitbereich stattfindet.

Dass Confor-Schaum bei einer Priftemperatur von 21°C und unter Normaldruck bei
p = 100kPa sehr empfindlich auf jede Storung der Priifbedingungen reagiert, belegt
eine weitere Untersuchung. In Abbildung 7.5 sind die bei einer dynamisch-mechanischen
Analyse (DMA) ermittelten viskoelastischen Eigenschaften von Confor-Schaum in Ab-
héngigkeit der Temperatur aufgetragen. Dazu wurde eine vorkomprimierte Probe einer
sinusformigen Verschiebungsanregung ausgesetzt und die resultierende Kraftantwort ge-
messen. Aus dem Fit der Kraftamplitude 7 und der Phasenverschiebung § zur Anregung
kénnen der Speicher- und der Verlustmodul FEyorage und FEloss sowie der Verlustfaktor
tan(d) berechnet werden. Je hoher der Verlustmodul oder der Verlustfaktor sind, desto
mehr Energie wird dissipiert.

Dass der Verlustfaktor im Bereich der Raumtemperatur maximal wird, ist ein Zeichen
fir den Glasiibergang des Werkstoffes in diesem Temperaturbereich und erklart die
ausgezeichneten Dampfungseigenschaften des Confor-Schaumes. Dieser Phasentibergang
zwischen energie- und entropieelastischem Materialverhalten sorgt zudem dafiir, dass
kleine Anderungen der Priifbedingungen zu groen Abweichungen der mechanischen Ei-
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7. Modellierung des Polyurethan-Schaumes Confor CF-45

a) Spannungsantwort bei 7' = 23°C b) Temperaturabhéngige Eigenschaften
s(t) = §sin (2I1f ¢) Feuchtigkeit |
F(t) = Fsin (2101f ¢ + 6) Verschiebung aller Kurven
_ _ 120—2 - 0,7
= 1,56 1 3e—3 e Estorage. tan(é)
5 1,0e—1 2e—3 s 1,0e—2 106
g s & 105 &
= 5,0e-2 le—3 = © 80e-3 - 04 -
N SN
= 0,000 000 5 E 60e-3 - ] s
= & = e 0,3 =
2 —5,0e—2 —1e—3§ g 40e=3 - 1023
Z —1,0e—1 ~2-37 & 20e=3 | A w01 7
D) 0SS
> _ | | —3e— 0,0e00 ! =il ()
Loed 55 56 57 20 '20 0 20 40 60 80
Zeit ¢t in s Temperatur 7" in °C
Abbildung 7.5.: Dynamisch-mechanische Analyse einer um £°"8 = —0,3 vorkomprimier-

ten Probe der GroBe 50x50x30 mm? mit Verschiebungsanregung der
Amplitude § = 0,1 mm und Frequenz f = 101/s bei p = 100 kPa

genschaften fithren. Ein Feuchtigkeitsverlust verschiebt die Glasiibergangstemperatur in
der Regel zu hoheren Temperaturen. Bei gleicher Priiftemperatur im Bereich des Glas-
iibergangs und geringerer Probenfeuchtigkeit ist daher ein energieelastisches und damit
steiferes Verhalten zu erwarten.

Dass sich Confor-Schaum in Vakuum steifer als unter Normalbedingungen verhalt, ver-
hindert die Aufspaltung der mechanischen Antwort in einen Beitrag aus Material und
Struktur und einen Beitrag aus der Luft-Festkorper-Interaktion auf Basis der Versuchs-
daten. Die Versuche in Vakuum konnten folglich nicht verwendet werden. Stattdes-
sen beschrianken sich die weiteren Untersuchungen auf Probekérper der Abmessungen
50x50x30 mm? und auf die Messungen unter Normalbedingungen.

7.1.3. Uniaxiale Zug- und Druckversuche und kinematische
Einschrankung

Die Modellierung der Uberspannung in Kapitel 5 setzt voraus, dass bei uniaxialer Belas-
tung keine Querdehnungen entstehen (vgl. Abschnitt 5.1). Die Kameraaufnahmen eines
uniaxialen Druckversuchs der Dehnrate ¢ = —3e—41/ms in Abbildung 7.6a zeigen
die Be- und Entlastung und bestétigen diese Annahme fiir Druckversuche an Confor-
Schaum qualitativ. Zwar baucht die Probe in Richtung der freien Probenseiten aus, aber
die anfinglich zur Belastungsrichtung parallelen Linien wo6lben sich nur geringfiigig. Die
maximale Zunahme der Probenbreite in Probenmitte ist mit weniger als 8% zwischen
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eng Qe
a) Druckversuch ¢ 3e—41/ms Belastung

Abbildung 7.6.: Verformung bei uniaxialen Druck- und Zugversuchen

Anfangszustand ¢ = 0s und maximaler Kompression bei ¢ = 80s sehr gering und die
Querkontraktion fiir diesen Zeitpunkt bezogen auf die anfanglichen Probenabmessungen
unterschreitet den Wert von 0,1.

Fir die Zugversuche liegen keine Kameraaufnahmen der Frontalansicht vor. Die seitliche
Ansicht in Abbildung 7.6b zeigt jedoch, dass sich die Schaumprobe unter Zug einschntirt.
Die Abweichung von der kinematischen Einschrankung kann fiir Zugversuche an dieser
Stelle nicht quantitativ bewertet werden.

7.1.4. Dehnratenabhangigkeit bei uniaxialen Zug- und
Druckversuchen

Das mechanische Verhalten von Confor-Schaum zeigt eine ausgepréagte Dehnratenabhén-
gigkeit. In Abbildung 7.7 sind Druckversuche mit Nenndehnraten zwischen
g = —le—61/ms und ¢ = —0,21/ms und Zugversuche mit Nenndehnraten zwi-
schen € = le—61/ms und £°*¢ = 0,01 1/ms dargestellt. Bei den Zugversuchen wurden
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a) Druckversuche le—61/ms < |[¢°"¢| < 5e—21/ms

Ah/hy in —
-0,8 -0,7 -0,6 -0,5 -0,4 -0,3 -0,2 -0,1 0
0e00 I T | \
—le—61/ms
L —le=5 -
2 —9%—5 ~le—51/ms
;g —3e—5
~
r, —4e—5
—5e—9
-0,8 -0,7 -0,6
£ 0e00 ‘ ‘
2 —le—4 —le—21/ms
< —2e—4
~
, —3e—4
b) Druckversuche ¢) Zugversuche
le—21/ms < |¢"8| < 2e—11/ms le=51/ms < "¢ < le—21/ms
Ah/hg in — 36—4 —
08 06 -04 02 0
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Abbildung 7.7.: Druck- und Zugversuche an Probekérpern der GréBe 50x50x30 mm? un-
ter Normalbedingungen (Messung der durchgezogenen Kurven mit dem
Priifaufbau nach Abbildung 7.3, Messung der gestrichelten Kurven mit
einer Schnellzerreifimaschine, Messung der gepunkteten Kurven mit ei-
nem Fallgewichtsaufbau; Gruppierung der Druckversuche anhand ihrer
Plateauspannung)

die Proben bis zum Versagen gezogen und die Spannungs-Dehnungs-Kurve in Abbil-
dung 7.7b bei Spannungsabfall abgeschnitten. Fiir die Zugversuche und die langsamen
Druckversuche mit |£*8| < 0,051/ms wurde die Prifeinrichtung nach Abbildung 7.3
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verwendet. Mit Ausnahme des Druckversuches £ = —le—31/ms (vorzeitige Stempe-
lumkehr) wurde eine Kompression von mehr als 0,75 erreicht.

Um betragsméafBig hohere Dehnraten in den Druckversuchen zu erreichen, wurden sowohl
Versuche an einer Schnellzerreifimaschine als auch Versuche mit einem Fallgewichtsauf-
bau durchgefiithrt. Bei der Verwendung einer Schnellzerreifimaschine im Druckmodus ist
es nicht moéglich, hohe Kompressionen bei konstanter Priifgeschwindigkeit zu erreichen,
da die bewegliche Masse des Priifaufbaus abgebremst werden muss. Die Druckversuche
aus Abbildung wurden deshalb mithilfe einer Kraftumlenkung an einer Schnellzerreifima-
schine im Zugmodus durchgefiihrt. Trotzdem musste die Geschwindigkeit vor Erreichen
der maximalen Kompressionen reduziert werden.

Beim Fallgewichtsaufbau hingegen bremst der Schaum das Fallgewicht kontinuierlich ab
und die maximale Kompression wird durch das Vermogen des Schaumes bestimmt, die
kinetische Energie des Impaktors zu absorbieren. Confor-Schaum bremst das Fallgewicht
schneller ab als andere PU-Weichschdume. Trotzdem beginnt eine nennenswerte Abnah-
me der Geschwindigkeit bei den Versuchen ¢ = —le—11/ms und "¢ = —2e—11/ms
erst nach einer Kompression von 0,75 bzw. 0,8.

Vergleicht man die Druckversuche untereinander, so verdndert sich die Spannungs-
Dehnungs-Kurve in Abhéngigkeit der Dehnrate. Je hoher der Betrag der Dehnrate
ist, desto hoher fallt der Betrag der Spannungsantwort aus. Wahrend die langsamen
Druckversuche dem bekannten Spannungs-Dehnungs-Verlauf eines offenzelligen Poly-
merschaumes (vgl. Abbildung 1.4) mit elastischer Biegung, Plateauspannung und Ver-
dichtung folgen, weichen die Druckversuche héherer Dehnrate in zwei Aspekten von
diesem Verlauf ab. Zum einen zeigen die dynamischen Druckversuche zwischen elasti-
schem Anstieg und Plateauspannung eine Spannungsspitze. Zum anderen erfolgt der
betragliche Spannungsanstieg, der tiblicherweise mit der Verdichtung des Schaumes in
Verbindung gebracht wird, bei immer geringeren Kompressionen.

Eine Erklarung fiir diese Abweichungen ist nicht bekannt. Da die Versuche in Vakuum
jedoch ebenfalls Spannungsspitzen und einen verfrithten Spannungsanstieg aufweisen,
scheidet der pneumatische Effekt als Ursache aus.

7.2. Modellierung und Parameteridentifikation

Wie in Kapitel 5 dargestellt besitzen die Konstitutivgleichungen FNLVE-TBU-HS und
FNLVE-TBU-HS* dehnratenabhéngige Eigenschaften, unterscheiden Zug- und Druck-
belastung und erzeugen in Kombination mit einer geeigneten Materialfunktion bei uni-
axialen Zug- und Druckversuchen eine konstante Kraftantwort. Dadurch konnen sie die
Uberspannung offenzelliger Polymerschiume prinzipiell abbilden, die aus den ersten bei-
den Einflussfaktoren auf das mechanische Verhalten, dem Struktur- und dem Relaxa-
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7. Modellierung des Polyurethan-Schaumes Confor CF-45

tionsverhalten des Polymerwerkstoffes, resultiert. Mit der Unterscheidung zwischen Be-
und Entlastung ist das Modell FNLVE-TBU-HS" zudem in der Lage, den dritten Ein-
flussfaktor, einen Adhésionseffekt unter Druckbelastung, zu modellieren. Im Rahmen
dieser Arbeit wird angenommen, dass der pneumatische Effekt als vierter Einflussfaktor
fiir kleine Probengréfien vernachlissigbar ist und die Modellierung der 50x50x30 mm?
groflen Proben ohne Beriicksichtigung der Luftstromung erfolgen kann.

Die Modellierung aus Kapitel 5 setzt eine Zerlegung in Gleichgewichtsspannung und
Uberspannung voraus. Die Gleichgewichtsantwort ist definitionsgeméfl die Spannungs-
antwort fiir Belastungen mit verschwindender Dehnrate € — 0. In der folgenden Model-
lierung von Confor CF-45 wird von diesem Vorgehen unter Druckbelastung abgewichen,
um den beiden Besonderheiten des Confor-Schaumes, den Spannungsspitzen und dem
verfrithten Spannungsanstieg (vgl. Abschnitt 7.1.4), gegeniiber anderen offenzelligen Po-
lymerschdumen Rechnung zu tragen. Die Modifikationen erfolgen im Hinblick auf den
Anwendungsbereich der Modellierung fiir Impaktvorgédnge hoher Dehnraten.

7.2.1. Gleichgewichtsantwort

Fir die Gleichgewichtsantwort wird das Materialmodell nach Abschnitt 5.2 eingesetzt.
Als Eingabe erfordert es eine technische Spannungs-Dehnungs-Kurve, die sowohl Druck-
als auch Zugbelastung abdeckt. In Abbildung 7.8a sind einerseits die Druckversuche der
Dehnraten £ = —le—61/ms und £°"® = —le—21/ms und der Zugversuch der Dehn-
rate €’ = le—51/ms dargestellt. Andererseits beinhaltet die Abbildung die daraus
abgeleitete Eingabekurve fiir die Gleichgewichtsantwort der Simulation.

a) Gleichgewichtsantwort b) Zielverlaufe der viskoelastischen
Uberspannung unter Zugbelastung
< le—4 le—51/ms < 25e—4
8"5 —le—61/ms / %
= 0e00 == = 2,0e—4 - le—21/ms
<—le—4 - Eingabekurve o 1,5e—4 | ’
o EC«Q
/IT —2e—4 - | 1,0e—4 .~ .. le=31/ms
= —3e—4 {f/—1e—21/ms £ 50e=5 f .= le—41/ms
= 4 ! ! ! ! \ = 0.0e00 A At 16_5\) 1/m§
—4e— R
= -0,5-0,25 0 0,25 0,5 0,75 e Be 0 02 04 06 08 1
Ah/h():)\Uk—lln— Ah/h[]: U33—11n—

Abbildung 7.8.: Zerlegung der Versuchskurven in Gleichgewichts- und Uberspannungs-
antwort
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Abbildung 7.9.: Zielverlidufe der viskoelastischen Uberspannung unter Druckbelastung

Fir die Zugbelastung wird ein linearer Spannungsverlauf mit der letzten Steigung des
Zugversuches der Dehnrate ¢ = le—51/ms als Gleichgewichtsantwort vorgegeben.
Die Gleichgewichtsantwort fiir die Druckbelastung folgt dem anfinglichen Verlauf des
Druckversuches "8 = —1e—61/ms und nimmt dann ab £*¢ < —0,3 den Druckversuch
g’ = —(,01 1/ms als Vorbild.

Dass die Versuchskurven direkt als Eingabekurven verwendet werden konnen, erfordert
zum einen, dass die Messgrofien Kraft und Weg direkt in die Groflen des Materialmodells
Spannung und Dehnung umgerechnet werden kénnen. Dies wird durch die kinematische
Einschrinkung vereinfacht. Zum anderen muss auch eine homogene Verformung der Pro-
be vorliegen, um aus der Veranderung der Gesamthohe auf die Verdnderung einzelner
Teilstrecken schliefen zu kénnen.

Die Gleichgewichtsantwort wird im Folgenden mit GG abgekiirzt und in Kombination
mit einer viskoelastischen Uberspannung der Kurzform vorangestellt, z. B. GG+FNLVE-
TBU-HS-rekursiv.

7.2.2. Viskoelastische Uberspannung

Die viskoelastische Uberspannung berechnet sich als Differenz der Versuchsdaten abziig-
lich der Gleichgewichtsantwort. Die resultierenden Uberspannungsverlaufe der Zugver-
suche aus Abbildung 7.7c sind in Abbildung 7.8b dargestellt. Fiir die Druckversuche aus
Abbildung 7.7 wurden zusétzlich die Spannungsspitzen entfernt und die viskoelastische
Uberspannung fiir hohe Kompressionen in Abbildung 7.9 auf dem Niveau der viskoelas-
tischen Plateauspannung fortgefiihrt.

Da bei uniaxialer Belastung und bei Giltigkeit der kinematischen Einschrankung die
Biot-Spannung mit der Nominalspannung und der wahren Spannung iibereinstimmt,
legt die viskoelastische Uberspannung aus Abbildung 7.9 den Kurvenverlauf ohne eine
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a) Zeitabhingige Materialfunktion: b) Dehnratenabhingiger Parametersatz:
Prony-Reihen Spektren der Prony-Reihen

Zugparameter £;°¢ > 0
Druckparameter £;"% < 0

E(t) in GPa Evj in GPa
0,008 - le=2p

le—4}
0,006 le—6F
le—8+
0,004 le—10
le—12
0,002 r
’ le—14 161_64—2
0 0 le—12
le—>H
- le+H
tin ms €8 in 1/ms B;in 1/ms €' in 1/ms

Abbildung 7.10.: Ergebnis der Parameteridentifikation fiir das Modell FNLVE-TBU-
HS-rekursiv

weitere Umrechnung fest, den die Konstitutivgleichung FNLVE-TBU-HS unter Annah-
me einer homogenen Dehnungsverteilung beschreiben muss.

Fir die Parameteridentifikation des Modells FNLVE-TBU-HS-rekursiv wurde die ana-
lytische Losung mit der Randbedingung einer konstanten Belastungsgeschwindigkeit
v = Ussly in Abhéngigkeit von ¢ und Uss — 1 = £55% = Ah/hgy aufgestellt

. N
Tgs3(t) = U3SZ ﬁ] (1 — e_ﬁjt) ;
= (7.1)

. NJ E _ 'U3371
Tg33(Uss — 1) = Ugng (1 —e i~ ) )
j=1 ﬁj

Die Parameter der Prony-Reihe wurden anschlieBend mithilfe von Optimierungen zur
Minimierung des Fehlerquadrates zwischen Versuchskurve und analytischer Lésung be-
stimmt. Um eine Relaxationsrate $; mit einer ratenabhingigen Steifigkeit E;(\y) ge-
méafl Gl (5.36) und (5.38) kombinieren zu kénnen, mussten die Relaxationsraten bei
allen Versuchen identisch sein und wurden deshalb in dekadischen Abstéanden zwischen
f1 = le—111/ms und (17 = le+51/ms festgehalten.

Die resultierenden Materialfunktionen sowie die zugehorigen Spektren der Prony-Reihen
sind in Abbildung 7.10 fiir alle Zug- und Druckversuche dargestellt. Die Materialfunktio-
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nen der Druckversuche é*¢ = —0,05, —0,1 und —0,2 1/ms ergénzen die bereits bekannten
Parametersitze aus Kapitel 6 (vgl. Abbildungen 6.12 und 6.13). Fiir das Materialmodell
FNLVE-TBU-HS*-rekursiv wird der Parametersatz aus Abbildung 7.10b sowohl fiir die
Belastungsphase als auch, mit umgekehrtem Vorzeichen der Dehnrate, in der Entlas-
tungsphase (vgl. Parametersitze in Abbildung 6.22) fiir die folgenden Beispiele ebenfalls
verwendet.

Der Parametersatz aus Abbildung 7.10 illustriert zwei Merkmale der Parameteriden-
tifikation viskoelastischer Materialien. Zum einen kann anhand der Verldufe der Ma-
terialfunktionen beurteilt werden, ob es sich um ein linear oder nichtlinear viskoelasti-
sches Materialverhalten handelt. Nichtlinear viskoelastisches Materialverhalten erfordert
unterschiedliche Materialfunktionen, wie sie in Abbildung 7.10a zu sehen sind. Durch
die unterschiedlichen Anfangswerte bei ¢ = 0 stellen sich unterschiedliche und geringe
Anfangssteifigkeiten (£(0) < 0,009 GPa) im Spannungs-Dehnungs-Diagramm ein. Der
Verlauf der Materialfunktion wirkt sich auf den weiteren Verlauf der Spannungsantwort
aus. Zum anderen zeigt die Darstellung der Materialfunktionen in Abbildung 7.10a,
dass die Parameteridentifikation auf die zugrunde liegende Versuchsdauer beschrankt
ist. Fiir Confor-Schaum ist diese entweder durch das Materialversagen bei den Zugver-
suchen oder durch den Zeitpunkt bei der maximal moglichen Kompression vorgegeben.
Obwohl die Simulationszeit fiir Crashlastfille tiblicherweise t.,q = 200 ms nicht iber-
schreitet, wurde die Parameteridentifikation fiir das Modell FNLVE-TBU-HS-rekursiv
fiir die gesamte Versuchsdauer der langsamen Versuche und die vollstandigen Spannungs-
Dehnungs-Kurven aus Abbildung 7.9 durchgefiihrt.

Aufgrund der umfassenden Parameteridentifikation decken die FE-Simulationen der
Zug- und Druckversuche in Abbildung 7.11 den gesamten Dehnungsbereich ab. Als
Materialmodell wurde die Kombination GG+FLNVE-TBU-HS-rekursiv verwendet, die
den Parametersatz der viskoelastischen Uberspannung aus Abbildung 7.10 zusammen
mit der Gleichgewichtsantwort aus Abbildung 7.8a verbindet.

Die Simulation der 50x50x30mm?® groBen Schaumproben mit Hexaederelementen der
Elementkantenléngen [y, = 5mm und [y = 10 mm fiithrt in Abbildung 7.12 zu einer ho-
mogenen Dehnungsverteilung und damit zu identischen Spannungs-Dehnungs-Verlaufen
beider Diskretisierungen in Abbildung 7.11. Wéahrend in Abbildung 7.13 die Gesamt-
spannungsverlaufe der Zugversuche die Versuchsdaten mit durchschnittlichen quadrati-
schen Fehlern < 0,002 (vgl. Tabelle 7.1) sehr gut abbilden, verursacht die Gleichgewichts-
antwort der Druckbelastung fiir langsame Druckversuche einen zu schnellen betraglichen
Anstieg der Spannungsantwort. Fiir den Druckversuch £°¢ = —le—51/ms fithrt der
Anstieg der Gleichgewichtsantwort beispielsweise auf einen durchschnittlichen quadra-
tischen Fehler von 15,5755. Da die hohen Abweichungen jedoch erst bei Ah/hy < —0,4
und damit bei deutlicher Uberschreitung der Simulationsdauer von te,q > 200ms fiir
die langsamen Versuche auftreten, spielt diese Abweichung fiir die Crashlastfélle kei-
ne Rolle. Dass der Anfangsbereich zufriedenstellende Ergebnisse liefert, zeigt die zweite
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a) Druckversuche [£°"¢] = 1/ms b) Zugversuche

Ah/hy in — 3,0e—4
-0,8 -0,6 -0,4 -0,2 0O

0,0e00 & 20e—4
£ —50e=5 Ci 2,0e—4
O —1,0e—4 £ 15e—4
2 —1,5e—4 T 1,0e—4
§—2,0e—4 = 5,0e—5
e, —2.5e—4 0,0e00

—3,0e—4

! ! !
0 02 04 06 08 1

- — lp = 10mm
- - lp=5mm __ le—21/ms

le—31/ms
le—41/ms
le—51/ms

Ah/hg in —

Abbildung 7.11.: Simulation von Zug- und Druckversuchen an 50x50x30 mm?® groSen
Schaumproben mit dem Materialmodell GG+FNLVE-TBU-HS-
rekursiv: Ubereinstimmende Spannungsantworten fiir die Elementkan-

tenldngen Iy = 5mm und [ = 10 mm

Zug Referenzzustand Druck
‘ lp = 10mm
€3
e ¢e1 lp = 5mm
0,5871 < ef® < 0,5872 glie = —1,34868 < elife < —1,34864

Abbildung 7.12.: Homogene Dehnungsverteilung bei uniaxialen Zug- und Druckversu-
chen mit dem Material GG+FNLVE-TBU-HS-rekursiv: Die Ober- und

Untergrenzen der Elementdehnungen e

tgue bei den Elementkantenlan-

gen lp = 5mm und [y = 10 mm liegen sehr eng beieinander.

Fehlerberechnung der Druckversuche fiir den Bereich —0,4 < Ah/hy < 0 in Tabelle 7.1.
Neben dem rekursiven Faltungsalgorithmus kann die Konstitutivgleichung FNLVE-TBU-

HS auch mithilfe des lokalen Faltungsalgorithmus berechnet werden. Hierzu wurde die
Intervalleinteilung mit B = 3 und A* = 0,25 ms verwendet. Aufgrund der Beschrankung
der maximalen Anzahl an Intervallen in der Materialroutine war die Simulationsdauer
auf toq < 273,5ms festgelegt und nur fiir diese Zeitspanne wurden die Parameter der

lokalen Prony-Reihen bestimmt.

Wéhrend bis zu vier Relaxationsraten [; fiir jedes Intervall einzeln wéhlbar waren,
konnten die Steifigkeiten E; sowohl in Abhéngigkeit des Intervalls als auch in Abhén-

gigkeit der Dehnrate variieren. In Abbildung 7.14 sind die Uberspannungs-Dehnungs-
Kurven fiir die 50x50x30 mm? groBen Schaumproben mit einer Elementkantenlinge von
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a) Zugversuche
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Abbildung 7.13.: Zug- und Druckversuche an 50x50x30 mm?® grofien Schaumproben:
Vergleich der Versuchs- und Simulationsergebnisse mit dem Modell
GG+FNLVE-TBU-HS-rekursiv und der Elementkantenlinge [y =

5mm

Dehnrate Druckversuche Zugversuche
|e"8| in 1/ms —0,8 < Ah/hy <0 —04<Ah/hg<0 0<Ah/hy<0,6

le—5 15,5755 0,2020 0,0005
le—4 6,7872 0,0707 0,0010
le—3 0,0256 0,0230 0,0018
le—2 0,0243 0,0335 0,0020
He—2 0,0078 0,0125 —

le—1 0,0178 0,0248 -

2e—1 0,0418 0,0288 —

Tabelle 7.1.: Quadratischer Fehler NK U’“C_r;k&’“ zwischen der gemessenen Gesamt-

spannung o (Ahg/ho) und der berechneten Gesamtspannung oy (Ahy/hg)
mit dem Modell GG+FNLVE-TBU-HS-rekursiv und der Elementkanten-
lange lp = 5mm (vgl. Abbildung 7.13)
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7. Modellierung des Polyurethan-Schaumes Confor CF-45

a) Druckversuche b) Zugversuche
Ah/hy in — 2,5e—4
-08 -06 -04 -02 0
0,0e00 \ T T
le—31/ms ] 2,0e—4
—5,0e—5 le—21/ms o
. O 1,5e—4
A =
O —1,0e—4 + be—21/ms 2
=i < 1,0e—4
. — \m
< —1,5e—4 [ le—11/ms ~
= 5,0e—5 le—31/ms
—2,0e—4 = le—41/ms
0,0e00 E ‘ : : :
0 02 04 06 08
—2,5e—4 L 2e—11/ms Ah/hy in —

Abbildung 7.14.: Uberspannung der 50x50x30 mm? groen Schaumproben mit dem Ma-
terialmodell FNLVE-TBU-HS-lokal fiir die Elementkantenlédnge [y =
S5mm: Der Parametersatz endet bei ¢, = 273,5ms und verursacht
unter Druckbelastung starke Oszillationen.

lp = 5mm fiir einen manuell bestimmten Parametersatz dargestellt. Fiir diesen Parame-
tersatz wurden die Relaxationsraten anhand der Zugversuche festgelegt und ermoglichen
fiir die Zugbelastung zufriedenstellende Uberginge zwischen den lokalen Prony-Reihen
der einzelnen Intervalle, sodass die Spannungs-Antworten fiir Zugbelastung in Abbildung
7.14 nur geringe Spriinge aufweisen. Fiir die Druckversuche hingegen sind die Relaxati-
onsraten nicht geeignet und fithren zu starken Oszillationen der Spannungs-Dehnungs-
Antworten. Die grofilen Spriinge unter Druckbelastung verhindern den Einsatz des Mo-
dells FNLVE-TBU-HS-lokal mit diesem Parametersatz fiir die folgenden Komponenten-
versuche. Da glatte Spannungs-Dehnungs-Antworten mit dem rekursiven Algorithmus
bereits vorlagen, wurde darauf verzichtet, eine Optimierung der lokalen Prony-Reihen
fiir eine gute Ubereinstimmung der Zug- und Druckversuche durchzufiithren. Die folgen-
den Beispiele werden ausschliefilich mit den Modellen FNLVE-TBU-HS-rekursiv und
FNLVE-TBU-HS*-rekursiv berechnet.
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7.3. Numerische Beispiele: Robustheit und viskoelastische Effekte

7.3. Numerische Beispiele: Robustheit und
viskoelastische Effekte

Die Modellierung von Confor-Schaum im letzten Abschnitt hat gezeigt, dass das Ma-
terialverhalten von 50x50x30mm?® groffen Schaumproben durch die Materialmodelle
FNLVE-TBU-HS-rekursiv und FNLVE-TBU-HS*-rekursiv wiedergegeben werden kann.
Eine abschlieBende Validierung der Modellierung anhand von Komponentenversuchen ist
an dieser Stelle jedoch nicht moglich, da die Produktion des Confor-Schaumes CF-45
eingestellt wurde! und sowohl die Komponentenversuche selbst als auch die Versuche
zur Modellierung des pneumatischen Effekts nicht durchgefiihrt werden konnten. Die
vorliegenden Messungen an Proben unterschiedlicher Grofie reichen nicht aus, um die
Interaktion zwischen Luft und Schaumstruktur verlasslich zu bestimmen und die Emp-
findlichkeit des Werkstoffes bei Raumtemperatur verhinderte, den Lufteinfluss mithilfe
von Versuchen in Vakuum zu modellieren.

Die wichtigen viskoelastischen Effekte, die aus der Schaumstruktur und dem mechani-
schen Verhalten des Polymerwerkstoffes resultieren, konnen jedoch mit der Modellierung
FNLVE-TBU-HS)-rekursiv in den folgenden Beispielen aufgezeigt werden. Die Ergeb-
nisse konnen anschlieffend zur Auslegung eines Komponentenversuches herangezogen
werden.

Um eine ahnliche Schaumbelastung wie beim Aufprall des Huftimpaktors auf die Fahr-
zeugfront zu erzielen, wird zunachst der Lastfall des Fufigingerschutzes vorgestellt. Mit
dieser Grundlage werden im Anschluss zwei Ausfithrungen eines Komponentenversuches
prisentiert. Diese werden einerseits genutzt, um das Zusammenspiel von Gleichgewichts-
antwort und viskoelastischer Uberspannung zu illustrieren und um andererseits die neue
Modellierung mit der bestehenden zu vergleichen.

7.3.1. FuBgangerschutz: Hiiftpriifkorper gegen
Fronthaubenvorderkante

In Abbildung 7.15 ist ein Simulationsmodell der Daimler AG fiir den Lastfall des Fuf3-
giangerschutzes im Euro NCAP dargestellt, bei dem der Hiiftpriifkorper in einem festen
Winkel und einer Anfangsgeschwindigkeit von 40 km/h &~ 11,11 mm/ms auf die Mitte
der Fronthaubenvorderkante trifft und durch die Fahrzeugstruktur abgebremst wird.
Dabei werden die Kréafte und Biegemomente des Priifkorpers erfasst. Die Beschrankung
der Maximalkraft im Euro NCAP bei reduzierter Anfangsgeschwindigkeit dient dazu,
die Konstruktion einer nachgiebigen Fahrzeugstruktur und damit eine Energieaufnahme

'Die Nachfolgeprodukte heiBen u. a. Confor CF-45 AC, Confor CF-45 M und Polyform ET PF203.
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7. Modellierung des Polyurethan-Schaumes Confor CF-45

t = O0ms t = 35ms

Abbildung 7.16.: Lingsschnitt durch die Mitte der Fronthaubenvorderkante: Nachgie-
bigkeit der Fahrzeugstruktur und Kompression des Confor-Schaumes
(hellblaue Farbe)

im Aufprallbereich des Fugéngers zu bewirken. Die Begrenzung der Biegemomente soll
zudem Fahrzeugfronten mit kleinen Radien verhindern. (KUHN U. A. 2007)

Das Interesse an dieser Stelle gilt dem Verhalten des Confor-Schaumes als Bestandteil
des Hiuftprifkorpers. Wie in Abbildung 1.2¢ und im Léngsschnitt in Abbildung 7.16
zu sehen, besteht der Priifkérper aus einer starren Fithrungseinheit und einem 350 mm
langen Stahlrohr mit einem Durchmesser von 50 mm. Das Stahlrohr wird von zwei je
25 mm dicken Schaumlagen aus Confor CF-45 eingeschlossen, die wiederum von einer
Neopren-Haut eingehiillt werden.

Wihrend des Aufpralls passt sich der Schaum durch seine geringe Steifigkeit vollstandig
der Fahrzeugkontur an, sodass zwischen dem Impaktor und der Fahrzeugfront eine grofie
Kontaktflache entsteht und Spannungsspitzen in der Fahrzeugfront vermieden werden.
Die Eindriickung der Fahrzeugfront in den Schaum ruft lokal hohe Kompressionen des
Schaumes beispielsweise an der Fronthaubenvorderkante oder unterhalb des Markenem-
blems hervor. In Abbildung 7.17 sind die beiden Schaumlagen des Hiiftprifkorpers bei
maximaler Kompression zum Zeitpunkt ¢ = 31 ms dargestellt. Bei einer Elementkanten-
lange von etwa 5 mm in diesem Bereich wird eine minimale wahre Elementdehnung von
Agtrie = —2,02 erreicht, die einer Kompression von 87% entspricht.

Durch den betragsméafligen Anstieg der Gleichgewichtsspannung fiir negative Dehnun-
gen (vgl. Abbildung 7.8) wird die Energie bei hohen Kompressionen hauptsachlich durch
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Energiedichte in J/ mm? aus der

t=31ms min (Ageree) in — Uberspannung Gesamtspannung

e s .
—20 —-10 00 0,0 de—4 Re—4

Abbildung 7.17.: Schaumverhalten: Anpassung an die Fahrzeugkontur mit hohen loka-
len Kompressionen und hoher elastischer Energiedichte

die elastische Gleichgewichtsantwort abgebaut. In Abbildung 7.17 zeigt sich dies an den
Unterschieden zwischen der Energiedichte aus dem Beitrag der viskoelastischen Uber-
spannung und der Energiedichte des Gesamtmodells. Die Gesamtenergiedichte ist in den
Bereichen hoher Kompression mehr als viermal so grof§ wie die Energiedichte der Uber-
spannung.

Fiir die Modellierung des Luftstroms muss beachtet werden, dass sich die beiden Schaum-
lagen in der Randzone voneinander losen und ihre unabhéngige Bewegung zu einem
Versatz der Schaumkanten fithrt (vgl. Abbildung 7.16). Um den zeitlich veranderlichen
Widerstand fiir den Luftstrom zu berticksichtigen, ist es folglich wichtig, beide Schaum-
lagen einzeln abzubilden.

Der Lastfall des Fufligingerschutzes beweist, dass das Materialmodell GG+FNLVE-
TBU-HS"-rekursiv in einem breiten Spektrum an Dehnungszustinden und Dehnraten
robust funktioniert.

7.3.2. Komponentenversuche: Zylinder auf Schaumproben

Aus dem Lastfall des FuB3géngerschutzes wurde der Aufprall eines zylinderférmigen Im-
paktors auf zwei Schaumproben in Abbildung 7.18 abgeleitet. Der Komponentenversuch
vereinfacht dabei die Randbedingungen der Schaumbelastung.

Erstens ersetzt der zylinderformige Impaktor die konturreiche Fahrzeugfront und be-
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Starrkorper l Verschiebungsrandbedingung oder

der Masse 5,6 kg Anfangsgeschwindigkeit

Schaumunterseite: Sperrung der Translationsfreiheitsgrade

Abbildung 7.18.: Lastfall: Zylinder auf Schaumwiirfel

wirkt durch seine Kriitmmung trotzdem unterschiedliche Dehnungszustidnde und Dehn-
raten. Der Impaktor wird als Starrkorper der Masse 5,6 kg modelliert und kann sowohl
durch eine Verschiebungsrandbedingung gefiihrt als auch mit einer Anfangsgeschwindig-
keit beaufschlagt werden.

Zweitens wird der Schaum als rechteckiger Block eingesetzt und weist daher wie bei
der experimentellen Charakterisierung (vgl. Abschnitt 7.1) keine Vorbelastung auf. Dies
steht im Gegensatz zur Biegung der Schaumlagen um das Stahlrohr des Hiiftpriifkorpers,
die bereits in der Ausgangslage zu einer lokalen Zug- und Druckbelastung des Schaum-
materials fithrt.

Drittens wird fiir die Darstellung der viskoelastischen Effekte angenommen, dass der
Schaum in den MaBen 200x80x80mm? vorliegt. Eine Spaltbildung und Verschiebung
einzelner Schaumlagen ist durch diese Vereinfachung nicht moglich. Zudem werden die
Schaumblocke im Versuch an der Unterseite festgeklebt, sodass die Translationsfreiheits-
grade der Schaumunterseite im Modell gesperrt sind.

Um die Dehnungs- und Dehnratenbereiche des Huftpriifkorpers zu erzielen, konnen die
Impaktorgeschwindigkeit, die Impaktormasse oder die Dimensionen der Schaumproben
ohne Weiteres angepasst werden. Die Untersuchung der viskoelastischen Effekte bei zwei
unterschiedlichen Randbedingungen steht hier jedoch im Vordergrund.

In Anlehnung an die Schaumpriifungen nach ASTM D3574-11 (2011) folgt der Impak-
tor im ersten Beispiel einer Verschiebungsrandbedingung in e;-Richtung. Damit kann
sowohl die Kraft bei einer vorgegebenen Kompression bestimmt als auch die Erholungs-
geschwindigkeit nach einer vorgegebenen Kompression beurteilt werden.

Im zweiten Beispiel dient die Bestimmung der Riickprallelastizitat nach DIN EN ISO
8307 (2008) als Vorlage. Statt einer Kugel wird der Impaktor mit einer Anfangsgeschwin-
digkeit in e;-Richtung versehen und der Verlust seiner kinetischen Energie beim Stof3
mit den beiden Schaumkérpern beurteilt. Die Bewegung des Impaktors in es-Richtung
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(3] ‘
/
Probe 1 Probe 2
€2
e3
Schnitt Auswertung der
e Knotenverschiebung

Abbildung 7.19.: Zylinder auf Schaumwiirfel: Position der Verschiebungsauswertung

und ez-Richtung ist fiir diese beiden Beispiele gesperrt. Anhand dieser Komponenten-
versuche konnen die Steifigkeit, Erholungsgeschwindigkeit und Energiedissipation eines
weich-elastischen Polymerschaumes bewertet werden.

Zylinder auf Schaumproben: Netzkonvergenz und Erholung

Wie in Abschnitt 7.2 erldutert ist die Materialmodellierung nicht auf eine bestimm-
te Netzgrofle festgelegt. Aus diesem Grund wird als erstes die notwendige Netzfeinheit
fir den Aufprall des Zylinders auf die beiden Schaumproben am Beispiel des Mate-
rialmodells GG+FNLVE-TBU-HS-rekursiv ermittelt. Im Anschluss daran werden die
Modelle der Uberspannung FNLVE-TBU-HS-rekursiv und FNLVE-TBU-HS*-rekursiv
in Kombination mit verschiedenen Gleichgewichtsantworten verglichen. Zuletzt wird der
Komponentenversuch mit der bestehenden Modellierung des Confor-Schaumes simuliert
und der neuen Modellierung gegentibergestellt.

Aufgrund des symmetrischen Aufbaus reicht es aus, zur Auswertung des Komponenten-
versuches das Verhalten der Probe 2 in Abbildung 7.19 zu betrachten. Wie im Quer-
schnitt dargestellt wird die Verschiebung in der Mitte der Probenoberseite ausgewertet.
Bei allen Schaumproben mit den Elementkantenldngen ly € {2,5; 5; 10;20 mm} in Ab-
bildung 7.20a befindet sich an dieser Stelle ein Knoten zur Auswertung.

Im ersten Beispiel folgt der Impaktor der Weg-Zeit-Kurve in Abbildung 7.20b, sodass
die Knoten zur Auswertung in der Belastungsphase unabhéngig von der Elementkanten-
lange in Abbildung 7.20c ebenfalls dieser Vorgabe gehorchen, sobald die beiden Korper
in Kontakt stehen. Mit der Umkehr des Impaktors bei { = 10ms beginnt die Erho-
lungsphase des Schaumes. Die langsame Riickkehr des Impaktors bremst jedoch die
instantane Erholung des Schaumes und erst ab ¢ > 11,5ms verlieren die beiden Kor-
per den Kontakt. Der Schaum kehrt darauthin langsamer als der Impaktor in Richtung
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seiner Ausgangslage zurtick. Die verzogerte Erholung offenbart schliellich Unterschiede
zwischen den Elementkantenlangen. Wahrend die Modelle mit 2,5mm < [ < 10mm
dieselbe Knotenverschiebung aufweisen, weicht das Modell mit [j = 20mm davon ab.
Netzkonvergenz ist folglich fiir [y < 10mm erreicht und die weiteren Untersuchungen
werden wie bereits die Beispiele aus Kapitel 6 und wie der Hiiftkérper des Fulganger-
schutzes mit der Elementkantenlange fy = 5 mm durchgefiihrt.

Wie bei der Untersuchung der Netzkonvergenz festgestellt wurde, kehrt der Schaum bei
der Simulationsdauer von f.,,q = 45 ms nicht in seine Ausgangslage zurtick. Statt einer
Erholungszeit nach ASTM D3574-11 (2011) wird deshalb die Knotenverschiebung u,
zum Zeitpunkt ¢ = 25 ms fiir den folgenden Vergleich der Materialmodelle ausgewertet

a) Querschnitt nach Abbildung 7.19 fiir verschiedene Elementkantenlangen

t =0ms
lb=2,5mm lp =5mm lp =10mm lp =20mm
€3 (SD)}
€]
= 10ms
b) Verschiebungsrandbedingung c) Knotenverschiebung
des Impaktors
50 50
. 40 - = 40 - lp = 2,5mm, 5mm,10 mm
E 30 - = 30 - N
£ o9 L 2 90 L lb=20mm 777
5 =) . Beschrankung
10 + 10+ durch Impaktor
L1 \ | | L | 0 \ L1 N L1 L |
0051015202530354045 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
tin ms tin ms

Abbildung 7.20.: Netzkonvergenz am Beispiel des Modells GG+FNLVE-TBU-HS™-
rekursiv
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€3 €9
el /
t = 0ms t = 5ms t = 10ms t = 15ms t = 45ms

Abbildung 7.21.: Inhomogene Dehnungsverteilung £i"® wihrend der Belastungs- und
Erholungsphase im Querschnitt nach Abbildung 7.19 mit dem Modell
GG+FNLVE-TBU-HS"-rekursiv: hohe Kompression um die Kontakt-
zone des Impaktors und Zugdehnung an Probenrand

40 mm—u; (25 ms)
40 mm

gesetzt. Dieses Maf3 beurteilt die Erholung zum Zeitpunkt ¢ = 25 ms und charakterisiert

und zur maximalen Knotenverschiebung u; = 40 mm ins Verhéltnis 795 =

das Materialverhalten folglich innerhalb der fiir den Lastfall des FuBlgdngerschutzes re-
levanten Zeitspanne.

Der Komponentenversuch ruft lokal und zeitlich inhomogene Belastungszusténde in der
Schaumprobe hervor. In Abbildung 7.21 ist die Dehnung &t* fiir das Materialmodell
GG+FNLVE-TBU-HS*-rekursiv zu ausgewahlten Zeitpunkten dargestellt. Wahrend i}
am Rand der Schaumprobe positive Werte annimmt, sind diese in der Kontaktzone zwi-
schen Impaktor und Schaum negativ und stimmen fiir diesen Bereich naherungsweise
mit den minimalen Eigenwerten min (M) tiberein. Die Kompression ist in der Pro-
benmitte und unmittelbar unterhalb des Impaktors am hochsten.

In Abbildung 7.22 ist der Vergleich zwischen den Materialmodellen GG+FNLVE-TBU-
HS-rekursiv und GG+FNLVE-TBU-HS"-rekursiv dargestellt. Die Kontaktkraft zwi-
schen Impaktor und Probe 2 in Abbildung 7.22a ist fiir beide Modelle bis ¢ = 10 ms
vergleichbar und fallt dann durch die abrupte Umkehr des Impaktors ab. Daraufhin
zeigt der Schaum bei beiden Modellen eine instantane Erholung, folgt dem Impaktor und
die Kontaktkraft steigt wieder an. Wéahrend der Schaum fiir das Modell GG+FNVLE-
TBU-HS"-rekursiv jedoch bis 11,7 ms mit der Geschwindigkeit des Impaktors und dann
langsamer in Richtung der Ausgangslage zuriickkehrt, zieht sich die Probe fiir das Modell
GG+FNLVE-TBU-HS-rekursiv nach der instantanen Erholung ab 10,4 ms zusammen. In
Abbildung 7.22b zeigt sich die Kontraktion durch einen Anstieg der Knotenverschiebung.
Wiahrend 15 fiir das Modell GG+FNLVE-TBU-HS*-rekursiv bei 25,8% liegt, erhoht
sich die Knotenverschiebung fiir GG+FNLVE-TBU-HS-rekursiv auf 41,6 mm und fiihrt
damit auf einen negativen und unzuldssigen Erholungswert 795 = —4,0%. Dieses Verhal-
ten widerspricht der physikalischen Erwartung und ist durch den Wechsel zwischen Be-
und Entlastung und durch die grolen Differenzen zwischen Zug- und Druckparametern
erklérbar.

Nachdem in der Belastungsphase des Komponentenversuches tiberwiegend die Druckpa-
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a) Kontaktkraft zw. Impaktor und Probe 2 b) Knotenverschiebung

2 - 50 -~
GG+FNLVE-TBU-HS
10 +
- 1O GG+FNLVE-TBU-HS =
~d g 30 |
g2 br g9 L " GG+FNLVE-TBU-HS*
= 05 L '\ GG+FNLVE-TBU-HS* & % Beschriankung
’ ‘- 10 |- % durch Tmpakt
i . durch Impaktor
0 | :.' L L 1 l il J J 0 | | | | | | | | J
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
tin ms tin ms

¢) Spannungsverteilung T4y

T1 1 in GPa

GG+FNLVE-TBU-HS*

GG+FNLVE-TBU-HS

t =11ms

Abbildung 7.22.: Zylinder auf Schaumproben: Vergleich der Ergebnisse fiir die Modelle
GG+FNLVE-TBU-HS und GG+FNLVE-TBU-HS™

rameter zur Faltung benutzt wurden, bewirkt die instantane Erholung mit einer positi-
ven Dehnrate nun die Verwendung der Zugparameter im Faltungsintegral des Modells
FNLVE-TBU-HS-rekursiv. Die daraus resultierenden hohen positiven Spannungsbeitra-
ge kompensieren nicht nur die Druckspannung aus der vorangegangenen Dehnungsge-
schichte und aus der Gleichgewichtsantwort, sondern iibersteigen diese sogar und fithren
in Abbildung 7.22¢ zum Zeitpunkt ¢ = 11 ms in der Zone héchster Kompression, die in
der Mitte der Probenoberseite liegt, auf Zugspannungen. Um die Zugspannungen auszu-
gleichen, reagiert der Schaum trotz der bestehenden Druckdehnungen mit einer weiteren
Kontraktion.

Dass eine Zugspannung ohne dufleren Zwang unter Druckdehnung auftritt, hingt auch
mit dem Verhéltnis der Uberspannung zur Gleichgewichtsantwort zusammen. Um dies
aufzuzeigen, werden die beiden Uberspannungsmodelle FNLVE-TBU-HS-rekursiv und
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a) Gleichgewichtsantwort b) Knotenverschiebung
de—4 60 -  FNLVE-TBU-HS
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Abbildung 7.23.: Zylinder auf Schaumproben: Einfluss der Gleichgewichtsantwort auf
die Erholungsgeschwindigkeit

FNLVE-TBU-HS*-rekursiv mit drei unterschiedlichen Gleichgewichtsantworten kombi-
niert. In Abbildung 7.23a sind die drei Eingabekurven GG, GG5 und GGI10 fiir die
Gleichgewichtsspannung dargestellt, wobei die Kurve GG der bereits bekannten Einga-
bekurve aus Abbildung 7.8 entspricht und die Kurven GG5 und GG10 durch Skalierung
mit dem Faktor 5 bzw. 10 aus dieser hervorgehen. Je hoher die Gleichgewichtsspan-
nung ist, desto hoher sind die Kréfte und Beschleunigungen zur Riickstellung und desto
schneller kehrt der Schaum in seine Ausgangslage zuriick. Dies belegen die Knotenver-
schiebungen der drei Modelle GG+, GG5+ und GG10+FNLVE-TBU-HS*-rekursiv in
Abbildung 7.23b und deren Erholungswerte, die bei 795 = 25,8%, 41,4% bzw. 55,3% lie-
gen.

Bei der viskoelastischen Uberspannung FNLVE-TBU-HS-rekursiv kommt die Besonder-
heit hinzu, dass die Gleichgewichtsspannung ab einer gewissen Hohe den Wechsel von
Druck- auf Zugspannung verhindert und somit auch ein physikalisch plausibler Ver-
schiebungsverlauf entstehen kann. Dies erfiillt die Kombination GG10+FNLVE-TBU-
HS-rekursiv, bei der die Knotenverschiebung ab ¢ > 10 ms kontinuierlich abnimmt.

Die Simulationen mit den beiden Uberspannungsmodellen haben gezeigt, dass in Kom-
bination mit der Gleichgewichtsantwort GG aus Abschnitt 7.2.1 nur das Modell FNLVE-
TBU-HS"-rekursiv zu physikalischem Verhalten fiihrt. Aus diesem Grund werden nur
die Ergebnisse dieses Modells mit dem Stand der Technik verglichen.

Die bestehende Modellierung des Confor-Schaumes im Hiiftimpaktor nutzt das MFCF-
Materialmodell des FEM-Berechnungsprogrammes LS-DYNA (HALLQuIST 2016). Die
Spannungsantwort setzt sich aus der Eingabe einer dehnraten- und dehnungsabhén-
gigen Spannungsfliche Apr; (Ay,Aur —1) (vgl. Abschnitt 5.2) und aus der Eingabe
des hydrostatischen Drucks in Abhéngigkeit von der Volumendehnung zusammen. Die
Spannungsfliche der bestehenden Modellierung basiert auf der Belastungsphase eines
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7. Modellierung des Polyurethan-Schaumes Confor CF-45
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Abbildung 7.24.: Zylinder auf Schaumproben: Vergleich des Modells GG+FNLVE-
TBU-HS™ mit drei Simulationen des MFCF-Modells fiir die Schaum-
proben: Stand der Technik (SdT), reduzierte Ddmpfung (D) und hohe
Hourglass-Energie (HG)

Zugversuches, aus der Be- und Entlastungsphase eines quasistatischen Druckversuches
und aus der Belastungsphase von dynamischen Druckversuchen unterschiedlicher Dehn-
raten. Folglich ist nur die Belastungsphase der Druckversuche dehnratenabhéangig. Dar-
iiber hinaus wird die Spannungsantwort starker geddmpft, als es die Standardeinstellung
des Materialmodells vorsieht.

Tauscht man die Materialbeschreibung im Modell des Komponentenversuches gegen
MFCF aus, so erhélt man die mit ,HG*“ gekennzeichneten Antworten in Abbildung 7.24.
Auffillig ist, dass dieser Tausch zu einem signifikanten Anstieg der Hourglass-Energie
von mehr als 23% der inneren Energie zum Zeitpunkt ¢ = 10ms fithrt. Die Modellie-
rung ,HG* ist folglich empfindlicher fiir Hourglass-Modes als GG+FNVLE-TBU-HS*-
rekursiv.

Durch den Wechsel von einer steifigkeits- auf eine viskositétsbasierte Hourglass-Kontrolle
kann die Hourglass-Energie jedoch auch fiir diese Modellierung reduziert werden und ist
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7.3. Numerische Beispiele: Robustheit und viskoelastische Effekte

fir die mit ,SdT* beschrifteten Ergebnisse vernachlassighbar. Im Vergleich mit dem
Modell GG+FNVLE-TBU-HS"-rekursiv zeigt der Stand der Technik eine erhohte Kon-
taktkraft. Das Kraftmaximum liegt bei 1,63 kN und damit um = 14% hoher als bei der
neuen Modellierung. Die Abweichungen aufgrund einer anderen Versuchsgrundlage der
beiden Modellierungen liegen im Rahmen der Erwartung.

Groflere Unterschiede zeigen sich in der Erholungsphase. Wahrend beim Modell
GG+FNLVE-TBU-HS-rekursiv der Schaum bis ¢ = 11,7 ms in Kontakt zum Impaktor
steht und mit dessen Geschwindigkeit in die Ausgangslage zuriickkehrt, fallt die Kon-
taktkraft zwischen dem Schaum und der Probe 2 beim Stand der Technik bereits nach
t = 10,03 ms auf null ab. Die instantane Erholung ist fiir den Stand der Technik folglich
geringer ausgepragt als beim Modell GG+FNLVE-TBU-HS-rekursiv.

Bei der verzogerten Erholung zeigt der Stand der Technik jedoch eine deutlich hohere
Geschwindigkeit und hat sich bei ¢ = 25 ms bereits um 795 = 53% erholt. Damit ist der
Schaum um 27,25% néaher an die Ausgangslage zurtickgekehrt als bei der neuen Model-
lierung. Reduziert man die geschwindigkeitsproportionale Dampfung, die der Bewegung
entgegenwirkt, so kehrt der Schaum noch schneller zuriick. Setzt man die Dampfung auf
ein Fiinftel des Standardwertes herab, so erhélt man die in Abbildung 7.24 mit einem
,D* gekennzeichneten Ergebnisse. In diesem Fall folgt der Schaum unmittelbar dem
Impaktor und oszilliert ab ¢ = 20 ms mit abnehmender Amplitude um die Ausgangsla-
ge. Bei t = 25 ms betragen die Knotenverschiebung v = —0,28 mm und die Erholung
M5 = 100,7%.

Die Dampfung des MFCF-Modells wird zur Stabilisierung der Routine eingesetzt und be-
ruht nicht auf physikalischen Messungen. Sie verzerrt das eigentliche Materialverhalten
des MFCF-Modells im Stand der Technik als dehnratenabhingige Feder mit sofortiger
Riickstellung.

Das Modell GG+FNLVE-TBU-HS"-rekursiv hingegen erzeugt eine instantane und ver-
zogerte Erholung, welche durch die Zusammensetzung der Modellantwort aus Gleichge-
wichtsspannung und Uberspannung und aus der Abhingigkeit der Uberspannung von
der gesamten Dehnungsgeschichte resultiert. Dieses Verhalten ist charakteristisch fiir
viskoelastische Werkstoffe und wird durch den Stand der Technik nicht erfasst.

Zylinder auf Schaumproben: Riickprall und Energiedissipation

Im zweiten Komponentenversuch trifft der Impaktor mit der Anfangsgeschwindigkeit
v = 5mm/ms auf die beiden Schaumproben, wird durch diese abgebremst und kehrt
mit einer Riickprallgeschwindigkeit v; < 0 zurtick. Da die Simulation des Komponenten-
versuches ohne Erdbeschleunigung durchgefiihrt wird, ersetzt das Verhéltnis der Riick-
zur Aufprallgeschwindigkeit nimpact = —v1/% bei Simulationsende die Auswertung der
Anfangs- und Endhohe der Kugel aus DIN EN ISO 8307 (2008). Als Ma$ fir die
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Abbildung 7.25.: Riickprall des Zylinders: Vergleich des Stands der Technik (SdT) mit
den drei Modellen GG+, GG5+ und GG10+FNLVE-TBU-HS™ aus
Abbildung 7.23a bei einer Anfangsgeschwindigkeit des Zylinders von
vp = Hbmm/ms

Energieverteilung beschreibt nimpact = 100% einen StoB, bei dem die kinetische Energie
zu Beginn vollstandig zuriickgewonnen wird, und 7impact = 0% einen StoB, bei dem die
kinetische Energie ausschlieflich dissipiert.

Ein geringer Anteil der Energie (< 0,02% der Gesamtenergie) dissipiert in diesem Kom-
ponentenversuch durch Reibung beim Kontakt der Korper. Durch die Modellierung des
Impaktors als Starrkorper, hangt die Riickprallgeschwindigkeit jedoch mafigeblich von
der Modellierung des Schaumes ab.

In Abbildung 7.25 sind die Verlaufe der kinetischen und inneren Energie sowie die Po-
sitionen der Schaumoberfliche und des Impaktors und die Impaktorgeschwindigkeit fiir
vier Modellierungen gegeniibergestellt, die bereits im letzten Komponentenversuch ver-
wendet wurden. ,,SdT* kiirzt den Stand der Technik ab und die nichtlinear viskoelasti-
schen Modelle GG+, GG5+ und GG10+FNLVE-TBU-HS"-rekursiv unterscheiden sich
in der Hohe der Gleichgewichtsantwort (vgl. Abbildung 7.23).
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7.4. Zusammenfassung

Die Steifigkeit des Werkstoffes bestimmt die Eindringtiefe und den Umkehrzeitpunkt des
Impaktors. Je hoher die Steifigkeit des Schaumes ist, desto mehr Energie absorbiert der
Schaum bei gleicher Wegstrecke und desto frither kehrt der Impaktor zurtick. Wahrend
das Modell GG10+FNLVE-TBU-HS " -rekursiv die vorgegebene Anfangsenergie von 70 J
bereits nach 11,8 ms bei einer Eindringtiefe von 34,3 mm absorbiert hat, brauchen die
Modelle GG5+ und GG+FNVLE-TBU-HS*-rekursiv 13,2 ms und 38,0 mm bzw. 16,3 ms
und 44,1 mm. Der Stand der Technik zeigt zunachst die hochste Steifigkeit, dann ver-
langsamt sich jedoch die Aufnahme der inneren Energie und erst bei 18,3 ms und einer
Eindringtiefe von 40,4 mm andert der Impaktor seine Bewegungsrichtung. Damit liegt
der Umkehrzeitpunkt und die Eindringtiefe beim Stand der Technik zwischen den Mo-
dellen GG+ und GG5+FNLVE-TBU-HS-rekursiv.

Am Umkehrpunkt des Impaktors sind die kinetische Energie und die Impaktorgeschwin-
digkeit null und die innere Energie maximal. Die elastische Energie dréingt den Schaum
in Richtung seiner Ausgangslage zurtick, beschleunigt so den Impaktor und lasst die kine-
tische Energie wieder ansteigen, wihrend die innere Energie entsprechend abnimmt. Als
Triebkraft der Riickstellung wirkt die gespeicherte Energie der Federelemente. Je hoher
die Gleichgewichtsantwort ist, desto mehr innere Energie kann zuriickgewonnen werden
und desto hoher ist der Betrag der Riickprallgeschwindigkeit. Daher steigt nimpact flr
GG+, GG5+ und GG10+FNLVE-TBU-HS*-rekursiv von 19,7% auf 31,5% und 36,0%
an und die innere Energie zum Zeitpunkt t.,q = 45ms fallt von 67,5J auf 63,4J und
61,3J ab.

Beim Stand der Technik ist der Anteil der Energie, die zuriickgewonnen werden kann,
Mit NPimpact = 8,3% und einer verbleibenden inneren Energie von 69,5.J am Simulations-
ende sehr gering. Da in der Entlastungsphase eines Druckzustandes unabhéngig von der
Dehnrate immer die Entlastungsantwort des quasistatischen Druckversuches ausgewer-
tet wird, fallt der Betrag der Druckspannung in der Schaumprobe nach Erreichen der
maximalen Eindringtiefe des Impaktors stark ab und bewirkt eine langsame Riickkehr
des Schaumes in seine Ausgangslage. Dadurch wird der Impaktor nur geringfiigig be-
schleunigt und bleibt bis t.,q¢ = 45ms in Kontakt mit der Schaumprobe. Im Vergleich
zu den nichtlinear viskoelastischen Modellen GG+, GG5+ und GG10+FNVLE-TBU-
HS-rekursiv dissipiert der Schaum bei der Modellierung des Stands der Technik mehr
Energie.

7.4. Zusammenfassung

Die experimentelle Charakterisierung von Confor CF-45 umfasst Druckversuche unter-
schiedlicher Probengrofien, zyklische Druckversuche bei unterschiedlichen Temperaturen
sowie Zug- und Druckversuche unterschiedlicher Nenndehnraten unter Normalbedingun-
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7. Modellierung des Polyurethan-Schaumes Confor CF-45

gen und in Vakuum. Die Versuche zeigen den Einfluss der Fluidphase und die Emp-
findlichkeit der mechanischen Eigenschaften im Bereich des Glasiibergangs bei Raum-
temperatur, welche die Verwendung der Vakuumversuche zur Bestimmung des Luftein-
flusses verhindert. Dartiber hinaus belegen die Versuche die ausgeprigte Zug-Druck-
Asymmetrie offenzelliger Polymerschaume und die stark nichtlinear viskoelastischen Ei-
genschaften von Confor CF-45.

Die Druckversuche an Confor CF-45 zeigen im Vergleich zu anderen PU-Schaumen zwei
Besonderheiten. Zum einen weisen die Versuche zwischen Anfangssteigung und Plate-
auspannung eine Spannungsspitze auf, deren Betrag zusammen mit der Nenndehnrate
ansteigt. Zum anderen verschiebt sich der betragliche Anstieg der Spannung, der bei
langsamen Versuchen mit der Verdichtung der Zellstruktur in Verbindung gebracht wird,
mit steigender Nenndehnrate zu geringeren Kompressionen.

Um der Anwendung des Modells im Fugingerschutz gerecht zu werden, erfordern die
zwei Besonderheiten eine Abweichung von der definitionsgeméfien Aufspaltung der Span-
nungsantwort in Gleichgewichts- und Uberspannung im Druckbereich. Fiir die Gleich-
gewichtsantwort wird das vereinfachte MFCF-Modell ohne Dehnratenabhangigkeit ver-
wendet. Die Eingabe fiir den Druckbereich folgt im Spannungs-Dehnungs-Diagramm
zunéchst dem quasistatischen Druckversuch der Dehnrate £€® = —1e—6 1/ms und dann
dem Versuch der Dehnrate £ = —0,01 1/ms. Damit zeigen die Zielverldufe der visko-
elastischen Uberspannung ohne Beriicksichtigung der Spannungsspitzen zunéchst einen
betraglichen Spannungsanstieg und dann eine konstante Druckspannung im Spannungs-
Dehnungs-Diagramm. Fiir den Zugbereich wird die letzte Steigung des Versuches der
Dehnrate £ = le—51/ms im Spannungs-Dehnungs-Diagramm als konstante Gleich-
gewichtssteifigkeit verwendet. Die Gleichgewichtsantwort wurde dann definitionsgemaf
von den Versuchsdaten fiir die Zielverliufe der viskoelastischen Uberspannung abgezo-
gen.

Die viskoelastischen Uberspannungsverlidufe unterschiedlicher Nenndehnraten wurden
einzeln mit dem Modell FLVE-TBU angepasst. Die Gesamtspannungsverlaufe zeigen
in der Kombination GG+FNLVE-TBU-HS™)-rekursiv eine gute Ubereinstimmung mit
den Druckversuchen und eine sehr gute Ubereinstimmung mit den Zugversuchen. Damit
erfasst die Modellierung die Eigenschaften der beiden Einflussfaktoren Schaumstruktur
und Polymerwerkstoff. Dazu zéhlen nicht nur die ausgepréigte Dehnratenabhingigkeit
der Belastung sowie die Zug-Druck-Asymmetrie des Schaumes, sondern auch die visko-
elastischen Effekte, die sich bei Entlastung zeigen.

Um diese zu veranschaulichen wurden in Anlehnung an einen Lastfall aus dem Fuflgén-
gerschutz zwei Komponentenversuche entworfen und die neue Modellierung dem Stand
der Technik gegeniibergestellt. In den Simulationen der Zug- und Druckversuche, des
Lastfalls des Fuigangerschutzes und der beiden Komponentenversuche erweist sich die
Modellierung mit der Konstitutivgleichung GG+FNLVE-TBU-HS*-rekursiv und dem
gewahlten Parametersatz als robust.
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7.4. Zusammenfassung

In den Komponentenversuchen weist der Stand der Technik eine héhere Empfindlich-
keit gegentiber Hourglass-Moden auf und fiithrt zu vergleichbaren Ergebnissen in der
Belastungsphase. In der Entlastungsphase hingegen zeigen die Modellierungen deutliche
Unterschiede. Wéahrend der Stand der Technik entweder unmittelbar oder durch eine
kiinstliche Dampfung ohne physikalische Grundlage verlangsamt in seine Ausgangsla-
ge zuriickkehrt, kann die Modellierung GG+FNLVE-TBU-HS"-rekursiv eine instantane
und zeitverzogerte Erholung abbilden, was charakteristisch fiir viskoelastische Werkstof-
fe ist.

Dabei zeigt sich auch der Vorteil der Aufspaltung in Gleichgewichtsantwort und Uber-
spannung, um das Schaumverhalten zu steuern. Je grofler der Betrag der Gleichge-
wichtsspannung ist, desto grofler ist die Riickstellkraft und desto schneller kehrt der
Schaum in seine Ausgangslage zurtick.

Dass der elastische Anteil der inneren Energie physikalisch fundiert zurtickgewonnen
werden kann, ist ebenfalls ein viskoelastischer Effekt, der dem Stand der Technik fehlt.
Je hoher die Gleichgewichtsantwort ist, desto hoher ist der Anteil der elastischen an der
inneren Energie, welcher wieder zuriickgewonnen werden kann. Die Energieabsorption
der neuen Modellierung fallt geringer aus als beim Stand der Technik.
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Zusammenfassung und Ausblick

8.1. Zusammenfassung

Ziel dieser Arbeit war es, eine phanomenologische, isotrope Modellierung offenzelliger
Polymerschaume fiir die Crashsimulation bereitzustellen und eine Konstitutivgleichung
der Uberspannung im Rahmen der Theorie der nichtlinearen Viskoelastizitit zu entwi-
ckeln.

Zu diesem Zweck wurde eine modulare Materialroutine entworfen, welche die Gleichge-
wichtsantwort in Anlehnung an das MFCF-Modell (KOLLING U. A. 2007a) des FEM-
Berechnungsprogrammes LS-DYNA (HALLQUIST 2016) mit verschiedenen Konstitutiv-
gleichungen der Uberspannung kombiniert. In dieser Kombination erfiillen sowohl die
Gleichgewichtsantwort als auch die Uberspannung die kinematische Einschrankung of-
fenzelliger Polymerschdume, die aus der Beobachtung einer vernachlassigbaren Quer-
kontraktion bei uniaxialer Druckbelastung stammt und eine Entkopplung der (Haupt-)
Dehnungen bewirkt.

Aufgrund ihrer vielfaltigen Erweiterungsmoglichkeiten wurde die Integralform als Aus-
gangsbasis fiir die viskoelastischen Konstitutivgleichungen der Uberspannung ausge-
wahlt. Ein Dehnratentensor stellt dabei die Eingangsgrofie der Faltungsintegrale aller
Konstitutivgleichungen dar.

Die Konstitutivgleichungen der Uberspannung unterscheiden sich in der Form der Mate-
rialfunktion, in den finiten Dehnraten- und Spannungsmafien sowie darin, ob materielle
Linearitit oder Nichtlinearitit vorliegt. Die Form der Materialfunktion bestimmt, wie
ein Faltungsintegral numerisch berechnet werden kann. Sowohl der rekursive Faltungs-
algorithmus als auch der lokale Faltungsalgorithmus haben sich als zielfithrend erwiesen,
da sie Speicherplatz und Rechenzeit effizient einsetzen und damit die angestrebten Mo-
dellgréien abdecken. Beide Algorithmen basieren auf der Parametrisierung der Material-
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8. Zusammenfassung und Ausblick

funktion als Prony-Reihe, sodass die resultierenden Konstitutivgleichungen das Prinzip
des schwindenden Gedéchtnisses erfiillen. Fiir materiell lineare Modelle ist aufgrund der
kinematischen Einschrankung nur eine Materialfunktion zu bestimmen.

Die Gegeniiberstellung der Spannungsantworten bei konstanter Anregungsgeschwindig-
keit hat gezeigt, dass der zeitliche Verlauf der Eingangsgrofie des Faltungsintegrals der
Schliissel zur Abbildung der Uberspannung offenzelliger Polymerschidume ist. Mit der
spezifischen Wahl der Rate des rechten Strecktensors und der Biot-Spannung konnte die
Uberspannung jedes Zugversuches und jedes Druckversuches einer Nenndehnrate sehr
gut abgebildet werden. Dazu war jeweils ein eigener Parametersatz des materiell linearen
Modells FLVE-TBU pro Versuch notwendig.

Um diese Parametersatze zu vereinigen, wurden verschiedene nichtlineare Erweiterun-
gen getestet. Dabei hat sich die Formulierung FNLVE-TBU-HS"-rekursiv als geeignet
erwiesen, da sie nicht nur eine Abhéangigkeit von der Dehnrate enthéalt, sondern auch
zwischen Zug- und Druckanregung sowie zwischen Be- und Entlastung unterscheidet. In
diesem Modell wird die Materialfunktion im Hauptachsensystem des Dehnratentensors
fiir jede Hauptrichtung mit der zugehorigen Hauptdehnrate und einem Schalter fiir Be-
und Entlastung ausgewertet.

Zusammen mit der Gleichgewichtsantwort bildet das Modell GG+FNLVE-TBU-HS*-
rekursiv die Zugversuchsdaten des Confor-Schaumes in sehr guter Ubereinstimmung
und die Druckversuche mit gewissen Einschriankungen in guter Ubereinstimmung ab.
Die Einschrankungen resultieren aus dem besonderen Verhalten von Confor-Schaum
unter Druckbelastung, das zu einer Abweichung vom charakteristischen Verlauf der
Spannungs-Dehnungs-Kurven anderer offenzelliger Polymerschaume fiihrt.

Die numerischen Beispiele der Elementarproben und des Fufigangerschutzes zeigen, dass
das Modell GG+FNLVE-TBU-HS"-rekursiv robust funktioniert. Die Modellierung ist
nicht nur in der Lage, die ausgepriagte Dehnratenabhéangigkeit der Belastungsphase ab-
zubilden, sondern fiithrt auch unter Entlastung zu einer instantanen und verzogerten
Erholung des Schaumes, wie sie charakteristisch fiir viskoelastische Werkstoffe ist. Mit
der Abbildung dieser viskoelastischen Effekten wird der Stand der Technik weit iiber-
troffen.

Eine abschlieBende Validierung des Modells an einem Komponentenversuch liegt jedoch
nicht vor, da Confor CF-45 nicht mehr produziert wird und sowohl die Komponentenver-
suche selbst als auch die Versuche zur Modellierung des Lufteinflusses als pneumatischer
Effekt in der Konstitutivgleichung nicht durchgefiithrt werden konnten.
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8.2. Ausblick

8.2. Ausblick

Die Untersuchungen dieser Arbeit konnen in zwei Richtungen fortgefithrt werden. Zum
einen steht eine umfassende Validierung des Materialmodells noch aus. Um diese zu
ermoglichen, kann die Modellierung GG+FNLVE-TBU-HS"-rekursiv auf einen Nach-
folgewerkstoff von Confor CF-45 iibertragen und um den Spannungsbeitrag der Fluid-
phase ergianzt werden. Der Einfluss des Luftstroms kann beispielsweise mit dem Gesetz
von Darcy modelliert werden, welches bereits in LS-DYNA implementiert ist!. Dazu
sind Zug- und Druckversuche unterschiedlicher Probengréflen und Geschwindigkeiten
notwendig. Zur Parameteridentifikation unter Entlastung sollte das Versuchsprogramm
zudem um zyklische Versuche ergéanzt werden.

Fiir eine weitere Verbesserung der Modellierung ist es dariiber hinaus unerlasslich, die
Ursachen der Spannungsspitzen zu Beginn der Druckbelastung und des verfrithten Span-
nungsanstiegs bei hohen Kompressionsraten zu ermitteln, falls diese beim Nachfolge-
werkstoff ebenfalls auftreten. Neben rechnergestiitzten Untersuchungen mit der voll-
standigen Beschreibung durch GG+FNLVE-TBU-HS™ und dem Gesetz von Darcy kann
dazu auch die optische Auswertung der Versuche mit einem Bildkorrelationssystems bei-
tragen, das die Dehnungsverteilung auf der Oberfliche der Schaumprobe ermittelt.
Zum anderen steht mit der modularen Materialroutine eine solide Ausgangsbasis zur Ver-
fiigung, um die nichtlinear viskoelastische Uberspannung anderer Werkstoffe bei finiten
Deformationen zu modellieren. Die Materialroutine stellt unterschiedliche Spannungs-
und Dehnungsmafle, materiell nichtlineare Erweiterungen und Faltungsalgorithmen zur
Verfiigung, die zu einer Vielzahl an Konstitutivgleichungen kombiniert werden koénnen.
Wenn die kinematische Einschriankung offenzelliger Polymerschaume fallengelassen wird,
miissen zwei Materialfunktionen bestimmt und zwei Faltungsintegrale ausgewertet wer-
den. Hierflir muss die Materialroutine lediglich um einen zweiten Durchlauf ergénzt
werden.

'Keyword ,MAT_ADD_PORE_ AIR*
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Anhang

A.1. Berechnung von S aus Ty

Die Biot-Spannung ist in dieser Arbeit als symmetrisches Spannungsmafl

1

Ty =-(U-S+S-U) (A.1)

DO |

definiert. Um S aus Tpy berechnen zu konnen, wird Gl. (A.1) als Matrizengleichung
umgeschrieben

{Ts} = A(U){S}, (A-2)

wobei die 6x6-Matrix A ausschlieflich von U abhéngt und {Tg} und {S} als einspaltige
Matrizen in Voigt-Notation vorliegen. Das lineare Gleichungssystem ist nach S 16sbar,
wenn A invertierbar ist. Um die Losbarkeit von

{S} =A"1(U){Ts} (A.3)

zu beweisen, werden U, S und Ty ohne Einschriankung der Allgemeinheit in das Haupt-
achsensystem von U mit den Hauptachsen e; = ey, transformiert

3
U=> \uré;® ey, S = Sin€r @ €, , Tg = Trpn€r @ €, . (A.4)
k=1
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A. Anhang

Damit folgt unter Ausnutzung von S = S™

2\u1 511 ) (Au1 + >\I_Jz) Sia (Aut + Aus) 5913
U . S + U . S - (/\Ul ‘I’ >\U2) ;?12 2/\U2822 ~ ()\UQ + )\[_j3) 523 él ® ém
(Autr + Ausz) S1s (Aus + Aus) Sas 2 u3S33

(A.5)
und in Voigt-Notation
(Tsu| [Mor 0 0 0 0 0 1 [51]
TBQQ O >\U2 O 0 O O ‘?22
TB33 o 0 O /\U3 0 O 0 533
71]312 0 0 0 %()\U1 + Aua) 0 0 §12
Tgos o 0 0 0 3(Auz + Aus) 0 523
Tg13 0 0 0 0 0 s(up + Aus)| | Sis]

(A.6)

Aufgrund der positiven Definitheit von U gilt Ay, > 0 und damit det A(U) > 0, sodass
A invertierbar und Gl. (A.3) losbar ist.
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Veronika Effinger

Die moderne Fahrzeugentwicklung nutzt digitale Prototypen und stellt dadurch hohe
Anforderungen an die Simulationsmethoden, die zur virtuellen Bewertung und Optimierung
der Fahrzeugeigenschaften eingesetzt werden. Um den Fulgéngerschutz als Teil der
Fahrzeugfunktion Crashsicherheit zu gewahrleisten, ist eine addquate Beschreibung des
mechanischen Verhaltens offenzelliger Polymerschdume als Bestandteile des
Huftimpaktors erforderlich.

Im Rahmen der klassischen Kontinuumsmechanik wird in dieser Arbeit eine verbesserte
Modellierung offenzelliger Polymerschdume vorgeschlagen, bei der nicht nur die Zug-
Druck-Asymmetrie und die ausgepragte Dehnratenabhangigkeit dieser Werkstoffe sondern
auch deren Relaxations-, Erholungs- und Hystereseverhalten erfasst werden.

Ausgehend von der Annahme, dass sich die Gesamtspannung additiv aus Gleichgewichts-
und Uberspannung zusammensetzt, liegt der Schwerpunkt auf der Beschreibung der
Uberspannung im Rahmen der Theorie der finiten nichtlinearen Viskoelastizitat in
Integraldarstellung. Nach der Einfihrung in die Theorie der linearen und nichtlinearen
Viskoelastizitdt ~werden  verschiedene  Faltungsalgorithmen,  Spannungs- und
Dehnratenmal3e sowie nichtlinear viskoelastische Erweiterungen des Faltungsintegrals
vorgestellt und zu einer modularen Materialroutine kombiniert.

Um die Versuche des Polyurethanschaumes Confor CF-45 abzubilden, hat sich eine
Formulierung in der Biot-Spannung und der Rate des rechten Strecktensors mit einer
nichtlinear viskoelastischen Erweiterung im Hauptachsensystem des Dehnratentensors als
geeignet erwiesen. Mit den fur diesen Werkstoff ermittelten Parametersatzen werden die
viskoelastischen Effekte anhand numerischer Beispiele veranschaulicht und die
Simulationsergebnisse mit dem Stand der Technik verglichen.
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